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«Наверное, нет на свете такого мальчика,

который не нграл бы с увеличительным стек-

стеклом (линзой)>. Так начинается статья сЗна-

комы лн вы с линзой?» Но чтобы познако-

познакомиться с линзой, совсем не обязательно

иметь увеличительное стекло. Этн каплн

росы на дубовом листе — тоже линзы. Если

вы никогда не смотрели на росу с такой

точкн зрения
— присмотритесь. И вы уви-

увидите тонкие прожилки листа как замысло-

замысловатую сетку дорог, а паутинку — как мох-

мохнатую ннтку. И каждая капелька фокуси-
фокусирует солнечный свет.
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В. Фабрикант

Что происходит
в гелий-неоновом

лазере

Гелий-неоновый лазер становится распро-
распространенным прибором, широко применяемым
в самых различных областях техники и науки.

Во многих школах появились такие лазеры,

и с их помощью изучаются свойства когерент-
когерентного света.

Сердцем каждого лазера служит слой i ак на-

называемой активной среды, усиливающей про-
проходящий сквозь нее световой луч. В гелий-

неоновом лазере такой средой является плаз-

плазма, образующаяся при прохождении электри-
электрического тока сквозь смесь гелия с неоном в

газоразрядной трубке.

Что такое ла:<ер или магр.

Па какой они возникли базе?

Л. М а р т ы и о п

Обычно при прохождении через сре-
среду световой луч испытывает ослабле-

ослабление — часть энергии луча поглоща-
поглощается средой. Однако можно создать

среду, при прохождении через кото-

которую свет будет не ослабляться, а уси-
усиливаться. Впервые возможность со-

создания такой среды была указана в

1939 году. Конечно, в процессе уси-
усиления света закон сохранения энер-
энергии не нарушается. Дополнитель-

Дополнительную энергию световой луч черпает из

внутренней энергии атомов среды.

Эйнштейн анализирует
взаимодействие света с атомом

Переходы, переходы...
И я песни

Для того чтобы понять, как «работа-
«работает» усиливающая свет среда, надо

рассмотреть более подробно взаимо-

взаимодействие света с атомами. Впервые
такое рассмотрение провел созда-
создатель теории относительности Альберт
Эйнштейн. Поразительно, сколько

фундаментальных результатов в са-

самых различных областях современ-
современной физики связано с именем Эйн-

Эйнштейна!

В 1916 году ЭйшитеГш, развивая
идеи Макса Планка о квантовом ха-

характере взаимодействия света с ато-

атомами, впервые четко сформулировал
существование трех элементарных оп-

оптических процессов, в которых участ-

участвуют атомы.
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Как известно, согласно кванто-

квантовым представлениям внутренняя
энергия атомов может изменяться

только скачками. Лтом, как мы го-

говорим, может находиться в стацио-

стационарном состоянии на одном из энер-
энергетических уровней (рис. 1), соот-

соответствующих вполне определенным

запасам внутренней энергии. Опти-
Оптические переходы атома с одного уров-
уровня на другой сопровождаются ис-

испусканием или поглощением атомом

фотонов. Согласно закону сохране-
сохранения энергии должно выполниться ра-
равенство

Av ^ ?2—Еи A)

где Av — энергия фотона (Л — по-

постоянная Планка, v — частота света),
Ех и ?2 — энергии стационарных
состояний атома, между которыми
происходит переход. Ясно, что для

перехода с одного энергетического

уровня на более высокий атом дол-
должен поглощать фотоны. Энергия
поглощенных фотонов идет на увели-
увеличение внутренней энергии атома. На-

Наоборот, при переходах на более низ-
низкий уровень атом должен испускать

фотоны, уносящие избыток внутрен-
внутренней энергии атома.

Эйнштейн указал,- что существует
один тип процессов поглощения фо-
фотонов м два типа процессов испуска-
испускания фотонов (рис. 2). В процессе по-

глощеиин атом как бы глотает под-

подлетевший к нему фотон и переходит
на более высокий энергетический
уровень (рис. 2, о). Процесс испуска-
испускания атомом фотона может происходить

спонтанно — самопроизвольно, без
всякого внешнего воздействия

(рис. 2, б). Конечно, для того чтобы

могло возникнуть спонтанное испу-
испускание фотона, необходимо атом пред-

предварительно возбудить. Спонтанное
испускание происходит из-за неус-
неустойчивости возбужденного состояния

атома. Продолжительность жизни

изолированных возбужденных ато-

атомов различна для разных сортов
атомов и для разных состоянии. (Наи-
(Наиболее короткие продолжительности
жизни возбужденных атомов довольно
малы — порядка 10"в с.)

Наиболее важным для лазеров
было открытие Эйнштейном сущест-
существования второго типа процессов нс-

Рнс. 1. Схема энергетических уровнен атома.

Рнс. 2. а) — поглощение, б) — спонтанное

испускание, в)
—

вынужденное испускание.

пускания фотонов — так называемо-

называемого вынужденного, или стимулирован-
стимулированного, испускания. (Мы намеренно не-

несколько отклонились от систематики

оптических процессов, данной самим

Эйнштейном. Он называл вынужден-
вынужденное испускание отрицательным по-

поглощением, объединяя тем самым

этот процесс с процессом поглощения.

Ниже мы увидим, что для этого есть

основания, но в современной литера-
литературе установилась терминология,
используемая нами.)

Вынужденное испускание возни-

возникает при столкновении фотона с воз-

возбужденным атомом. Как показал Энн-

штейн, вынужденный переход атома

с уровня ?., на более низкий уровень

?г может стимулировать только фо-
фотон с энергией, удовлетворяющей ра-

равенству (I). Фотон как бы толкает

и без того неустойчивый возбужден-
возбужденный атом, и тот «падает» на более

низкий энергетический уровень, ис-

испуская новый фотон (рнс. 2, в). При
этом фотон, стимулировавший пере-
переход, не меняет своей энергии и на-

направления своего полета. Важно под-

подчеркнуть, что вновь рожденный фо-
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Рис. 3.

сишюсть. оставаясь когерентным, и этот

проносе прям» протиномоложеи процессу
поглощения.

Именно когерентное усиление све-

света при вынужденном испускании ле-

лежит в основе создания оптических

квантовых генераторов — лазеров.
Само слово «лазер» образовано из

начальных букв английских слов

light amplification by stimulated
emission of radiation (усиленно свети

стимулированным испусканием из-

излучения).

гон является «близнецом» фотона, сти-

стимулировавшего его рождение, — он

несет такую же энергию и летит но

тому же направлению.
Итак, после встречи первого фо-

фотона с возбужденным атомом дальше

летят уже два совершенно одинако-

одинаковых фотона, а атом переходит па бо-
более низкий энергетический уровень.
Абсолютная одинаковость этих

двух фотонов проявляется не только

в равенстве энергий и в совпадении

направления нх полета, но и в свой-

свойстве, называемом когерентностью. Су-
Существует квантовая теория когерент-
когерентности, особенно развившаяся после

появлений лазеров; однако более на-

наглядно это свойство описывается на

основе классических, волновых пред-
представлений о свете.

На волновом языке процесс сти-

стимулированного испускания описы-
описывается так: световая волна, встретив-
встретившая на своем пути возбужденный
атом, «высасывает» из него энергию

и, увеличив за счет этой энергии
амплитуду, продолжает распростра-
распространиться без всякого скачка фазы и

изменения направления.
Теперь нам понятно, почему процесс

вынужденного испускания Эйнштейн назвал

отрицательным поглощением. Ведь поглоще-
поглощение и вынужденное испускание — это двя

«взаимно обратных» пронесся. Начальное
состояние о нервом процессе совпадает с ко-

конечным состоянием второго и наоборот
(рис. 3). Кроме того, при поглощении умень-

уменьшается интенсивность падающего спета, но

его когерентность не иарушаск-и; в результа-
результате вынужденного пепуск.чмия интенсивность
надлюшего светя увелнчивиегеи за счет стн-

мулнронанноп) излучения, которое когерент-
когерентно с падающим светом.

Таким образом, если в среде имеются воз-

возбужденные атомы, стк-обные к вынужденному
испусканию, то проходящий через такую сре-
среду световой поток увеличивает свою интсн-

Инверсная населенность и

как ее получают
Все вяерх дном

II ш s и а и и е а и г л и й с к о й

с к л .) к и

Теперь уже можно объяснить, поче-

почему различные среды обычно ослаб-

ослабляют, а не усиливают свет. Все дело

в том, что в обычных условиях всег-

всегда больше атомов на нижних уровнях
энергии, чем па более высоких

(рис. 4). Поэтому в среде больше

атомов, способных «глотать», а не

испускать фотоны, и число актов

поглощения превышает число актов

вынужденного испускания.
Для получения усиливающей сре-

среды необходимо создать инверсию на-

селенностен атомами энергетических
уровнен — создать ситуацию, когда

па верхних уровнях находится боль-

больше атомов, чем на нижних (рис. 5).
Тогда акты вынужденного испускания

будут преобладать над актами погло-

поглощения, и за счет вынужденного ис-

испускания будет происходить усиле-
усиление света. Посмотрим, как инверсия

1

а.

с*

Л 9 Л

9 9 9 ° °

9 9 9 9 9 9

ооооаооооо

Рис. 4. Нормальное распределение атомов

по энергетическим уровням.
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населенностей получается в гелни-

пеоновом лазере.
Конструкция гелий-неонового ла-

лазера очень проста (рис. С). Основные
его элементы — газоразрядная труб-
трубка, наполненная смесью гелия и пео-

пеона, и два зеркала, одно — сплошное,

другое — частично прозрачное. Про-
Процессы, происходящие в лазере,
далеко не так просты, как его

конструкция. Попытаемся в них разо-

разобраться
При прохождении электрического

тока сквозь смесь гелия и неона в

газоразрялюн трубке возникает плаз-

плазма, состоящая нз атомов, ионов и

свободных электронов. В плазме идет

своеобразная «потасовка» межд\

электронами и атомами, во время ко-

которой то атомы отнимают у электро-
электронов энергию, то, наоборот, электро-
электроны отнимают энергию у атомов.

Если электрон обладает энерги-
энергией, уюьлетворяющей неравенству

B,1¦^—^F — F

то при столкновении с атомом он

может возбудить атом, т. е. перенести
его с уровня с энергией Ег щ\ более
высокий уровень с энергией Е>. Та-
Такие нсупругие столкновения элект-

электронов с атомами называются ударами
первого рода. При ударе первого рода
электрон теряет всю (знак « » в B))
или часть (знак «>•» в B)) своей энер-
энергии, и условие B) выражает закон

сохранения энергии при этом процес-
процессе. Сказывается «квантовая гордость»
атоме, не принимающего подачек в

виде порций энергии, меньших чем

1

ft.

а

9

о

9

9

9

9

9

9

9

9

9
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9
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9 9 a

Рнс. 5. Инверсное распределение атомов по

энергетическим уровням.

Рис. 6. Схема гелий -неоновою лазера. 1 —

газоразрядная трубки. .

— электроды,
3 — выходные окна. 4 - сплошное зеркало,
5 — частично профачн'Ч" черкало

Казалось бы, при помощи элект-

электронных ударов первого рода нетруд-
нетрудно получить инверсию населенно-
стей. Надо только создать условия,
при которых в плазме будет много

быстрых электронов с энергией, удов-
удовлетворяющей условию B). Тогда за

счет ударов первого рода атомы пе-

перейдут на верхний уровень, и воз-

возникнет инверсия населенностей.

Однако надо учесть два важных

обстоятельства, которые препятству-
препятствуют созданию инверсной населенно-

населенности. Наряду с ударами первого рода
существуют удары второго рода, при
которых возбужденные атомы отдают

энергию электронам и переходят с

верхних уровнен вниз. В столкнове-
столкновениях второго рода могут участвовать,
очевидно, электроны, обладающие
любой кинетической энергией. Для
таких столкновений нет ограниче-
ограничения B). Поэтому в плазме всегда

больше электронов, способных со-

совершать удары второго рода, мешаю-

мешающие установлению инверсии населен-

постен, чем электронов, способных

возбуждать «чтомы.
И tme одно обстоятельство. Не-

Несмотря на очень высокую электрон-
электронную температуру в плазме (порядка
десятков тысяч градусов) *), средняя
энергия электронов обычно ниже по-

порогового значения Е»—?,. Если бы

•) Электрчиы и n.i;iiMo нодогренаются
электрическим гнием, поддерживающим элек-

электрический ток. Из-за огромного различия
н массах теплообмен между электронами и

атомами Утруднен. Пнутому температуря
электронного тала и десятки и сотни раз выше

температуры тза из центральных атомов.
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Рис. 7. Распределение электронов по энер-
энергиям.

все электроны обладали одной и той

же энергией, равной среднем энер-

энергии ? их теплового движения, то

ни один из них не смог бы возбудить
атом. При данной температуре (при

~ та*
данном значении ?) энергии —%~

тенлового движения отдельных элект-

электронов отличаются от значения ?=

=———существует, как говорят,

разброс электронен по энергиям. На

рисунке 7 приведен график распреде-
распределения электронов по энергиям при
данной температуре. Видно, что лишь

малая часть электронов обладает

энергией выше порога возбуждения
атома.

Населенность уровня зависит не

только от числа возбуждающих стол-

столкновений, по и от продолжительности
жизни атома на данном внергетиче-
ском уровне. Ясно, что чем больше

продолжительность жизни на дан-

данном уровне, тем больше атомов на-

накапливается на нем. Поэтому для

получения инверсии населенностен

выгодно иметь верхний уровень с

Я гон

0,6328 мхм

Электронный удар ( рода

большей продолжительностью жиз-

жизни, а нижний — с меньшей. Для ла-

лазера, работающего в непрерывном
режиме, это условие является жест-

жестким.

На рисунке 8а изображена упро-
упрощенная схема интересующих нас

уровнен атома неона. Переходы меж-

между уровнями ?.-, и Е., сопровождаются
испусканием красной линии с дли-

длиной волны 0,6328 мкм. Продолжи-
Продолжительность жизни атомов на уровне
?а равна примерно 2-Ю с, а на

уровне ?г — Ю"8с, т. е. примерно
в пять раз меньше, что благоприят-
благоприятствует получению инверсии. Однако
до уровня ?3 атомы могут возбуж-
возбуждаться только электронами с энер-
энергиями, превышающими Ея—?lt a

до нижнего уровня ?s — электронами
с энергиями, превышающими ?,—
— ?, *). Так как ?я—?, > Е7—?,.
то данная ситуация не благоприят-
благоприятствует инверсии. Чем выше уровень,
тем труднее электронам возбуждать
атомы до этого уровня. В результате
игры этих двух факторов очень труд-
трудно получить инверсию в чистом нео-

неоне. Это и заставляет применять смесь

гелия с неоном, причем гелия в этой
смеси примерно в десять раз больше

неона.

*) Возможна и такая ситуация: атом,

столкнувшийся с электроном и перешедший
на возбужденный уровень, успевает за время
жизни столкнуться со вторым электроном и

перейти на более высокий уровень (такое

возбуждение называется ступенчатым). Од-
Однако концентрация возбужденных нточон

мали (nj-ja очень малой продолжительности
жизни атомов в возбужденном состоянии), и

поэтому при обычных условиях вероятность
такого события инчгожнл.

Зтекярокмык удар I рода

Рис. 8а.
Рис. 86.
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Роль гелия весьма своеобразна.
Гелий действует как бы за сценой,
но при этом играет весьма важную

роль в получении инверсии иаселеи-
ностей атомов неона. На рисунке 86

изображены два уровня атома гелия:
самый низкий ?\ и уровень ?.,, со-

соответствующий возбужденному со-

состоянию с колоссальным временем
жизни (конечно, в атомных масшта-

масштабах) порядка Ю с. Такие уров-
уровни называют метастабнльными.
Очень важно, что уровень ге-

гелия ?2 находится почти на той же

высоте, что и уровень ?3 неона. В ге-

гелий-неоновой смеси за счет электрон-
электронных ударов первого рода накаплива-

накапливается большое число метаетабнльиых

атомов гелия (сказывается их огром-
огромное время жизни). Метастабнльные

атомы гелия сталкиваются с нормаль-
нормальными (иевозбужденными) атомами

неона и отдают им свою энергию,
переходя без излучения на уровень
?г и переводя атомы неона на уро-
уровень ?3- Упрощенно схему этих пе-

переходов можно представить так, как

на рисунке 9. Передача энергии про-
происходит очень эффективно благодаря
близости «по высоте» соответствующих
уровней гелия и неона (такие явле-

явления называют квантовым резонансом).
Таким образом, происходит избира-
избирательное возбуждение атомов неона до

уровня ?3 и возникает инверсия на-

селенностей на уровнях ?3 и ?«.

Этот изящный метод получения ин-

инверсии надежно работает в гелий-
неоновом лазере.

Интересно отметить, что для со-

создания первых квантовых генерато-

генераторов
— мазеров (генераторов микро-

микроволнового излучения) советские фи-
физики Н. Г. Басов и А. М. Прохоров
н американский физик Ч. Таунс ис-

использовали способ получения ин-

инверсии, как бы обратный описанному
выше и заключающийся не в избира-
избирательном возбуждении до верхнего

уровня, а в избирательном удалении
молекул, находящихся на нижнем

уровне. Такой же прием предлагал-
предлагался для лазеров, но не получил пока

широкого применения.

Нарастание фотонной лавины

Отселе я вижу потоков рожденье
И первое грозных обвалов движенье.

А. С. Пушкин

Как же происходит усиление света в

гелии-неоновом лазере?
Представим себе, что какой-либо

из возбужденных до уровня ?3 ато-

атомов неона спонтанно испустил фотон,
летящий параллельно оси разрядной
трубки и соответствующий красной
линии неона. Когда этот фотон встре-
встретит на своем пути возбужденный атом

неона, произойдет акт вынужден-
вынужденного испускания, и дальше уже поле-

полетят два фотона-близнеца. Каждый из

этик фотонов, встретив возбужденный
атом неона, стимулирует рождение
нового (ротона. Дальше будут лететь

уже четыре фотона (рис. 10) и так

далее. В результате нарастает лавина

одинаковых фотонов, летящих в од-

одном и том же направлении. На вол-

волновом языке это означает усиление

световой волны, причем, напомина-

напоминаем, — усиление когерентное.

Рис 9. Рнс. to. Нарастание фотонной лавины.
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Рис. II.

Образовавшаяся лавина фотонов
натыкается на олно из зеркал лазера

и, отразившись, идет обратно сквозь

активную среду, что сопровождается
нарастанием лавины. Затем проис-

происходят отражение от второго зеркала
и опять нарастание лавины и так

далее. Мы с помощью зеркал как бы

удлиняем активную среду. Однако
не следует думать, что даже при
идеальных зеркалах, отражающих
все падающие на них фотоны, лавина

будет безгранично нарастать. Лави-
Лавина сама себе портит условия нараста-
нарастания. При достаточно высокой плот-

плотности потока фотонов они настолько

быстро будут «сбивать» возбужден-
возбужденные атомы на более низкий энерге-
энергетический уровень, что исчезнет ин-

инверсия населен постен. Л ведь наря-
наряду с вынужденным испусканием про-
происходят процессы поглощения н спон-

спонтанного излучения. В процессе спон-

спонтанного излучения рождающиеся <}х>-
тоны распространяются в пространст-
пространстве равномерно по всем направлени-
направлениям, и их вклад в фотонную лавину
очень мал и представляет собой не ко-

когерентный свет. Спонтанное излучение
атомов создает в лазере небольшой
гак называемый «шум». Когда в ре-
результате исчезновения инверсии на-

селеииоетеп наступит равновесие
между числом актов поглощения и

числом актов спонтанного и вынуж-

вынужденного испускания, дальнейшее

усиление света прекратится. (Со-
(Согласно закону сохранения энергии
при этом мощность, выделяемая в

процессах испускания, станет равна
мощности, подводимой для возбуж-
возбуждения атомов Me.)

к генерацииОт усиления

Гочнчг impfilr.u'Htie «обратной сип.т»

не имеет никакой важности.

У. Р. Э ш б н. «В и е л с и и е

н кибернетик у»

Теперь выясним роль реальных зер-
зеркал с коэффициентом отражения мень-

меньше единицы. Без зеркал газоразряд-
газоразрядная трубка с гели й-неоновой смесью

работала бы как усилитель света.

Зеркала превращают прибор в гене-

генератор света. Применяя радиотехни-
радиотехническую терминологию, можно ска-

сказать, что зеркала обеспечивают поло-

положительную обратную связь.

Когда описанная выше световая

волна достигнет одного из зеркал,

она частично отразится, пойдет в

обратном направлении сквозь ак-

активную среду, опять усиливаясь, и

достигнет второго зеркала, где повто-

повторится вес то же. Волна будет «.метать-
«.метаться» между зеркалами, как гигр в

клетке.

Напомним, что одно из зеркал
чуть-чуть прозрачное. При каждом

отражении от этого зеркала наружу

выйдет небольшая часть световой вол-

волны. Луч лазера представляет сумму
этих частей световой волны, мечу-

мечущейся в зеркальной клетке. II если

потерн света в зеркалах (а зеркал
без потерь не бывает) будут компен-

компенсироваться усилением света в актив-

нон среде, установится стационарный
режим генерации. Активная среда
гелии-неонового лазера обладает
очень слабым усиливающим действи-
действием (интенсивность светового потока

увеличивается примерно на К) % на

одном метре пути в активной среде).
Поэтому зеркала в таком лазере

8
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должны иметь очень высокие коэф-
коэффициенты отражения, превышающие
90%.

Итак, мы разобрались в том, какие

явления происходят в газоразрядной
трубке гелий-пеонового лазера. По

существу, в лазере происходит про-
процесс преобразования энергии. Основ-

Основные этапы этого процесса можно

представить схемой, приведенной на

рисунке 11.

Луч лазера
Молниевидный брыжег* .ц/ч.

Ф. Тютчев

Свечение активной среды принципи-
принципиально отличается от свечения таких

источников света, как лампа накали-

накаливания или люминесцентная лампа.

В обычных источниках света парит
полный хаос — то здесь, то там воз-

возникают отдельные световые вспыш-

вспышки, сливающиеся в общее свечение.

Эти световые вспышки гфедставляют

собой отдельные группы волн, ис-

испускаемых различными источниками

(различными возбужденными ато-

атомами), и начальные фазы этих волн

совершенно случайны, никоим об-

образом не согласованы. Свечение обыч-

обычных источников света напоминает гул
неорганизованной, чем-то возбужден-
возбужденной толпы. Совсем иная картина в

лазере. Благодаря актам вынужден-

вынужденного испускания световая волна упо-

упорядочивает излучение отдельных ато-

атомов. Здесь все напоминает стройный
хор — сначала вступают один хори-
хористы, затем другие, сила звучания на-

нарастает. Дирижирует хором сама по-

порождаемая им световая волна. Фазы
отдельных групп волн, испускаемых
различными атомами, согласованы

между собой. Вот это и приводит к

когерентности излучаемого лазером
света.

Итак, луч лазера представляет
собой сумму частей световой волны,

выходящих через полупрозрачное зер-
зеркало. А так как все эти части ко-

когерентны между собой, то в резуль-
результате их сложения происходит интер-

интерференция. Как известно, максималь-

максимальная амплитуда результирующей пол-

полны получится, если разности хода

складываемых волн равны целому

числу длин волн. Длина пути, про-

проходимого волной лазера междч дву-
двумя отражениями от одного и гого же

зеркала, равна 21.. где L - расстоя-
расстояние между зеркалами. Следователь-

Следовательно, для получения яркого выходящего

луча должно выполняться следующее
условие:

2L = »>.. C)

где п — целое число, л — длина све-

световой волны. Условие (.4) имеет про-
простой смысл: на длине лазерной груб-
кн (резонатора) должно укладывать-
укладываться целое число полуволн. При коле-

колебаниях струны с закрепленными коп-
копнами на длине струны также укла-

укладывается целое число полуволн. Это -

условие установления стоячих волн.

И внутри лазера устанавливается
стоячая световая волна (точнее,
почти стоячая — из-за прозрачности
одного из зеркал).

Условие C) можно переписать в

таком виде:

v =^
21.

Н)

где с — скорость света, v = -* ча-

-* частота.

Но частота света, излучаемого ато-

атомами неона при переходе с уровня
?s на уровень ?2, равна

v =?_r?i E)

Таким образом, частота света, ге-

генерируемого лазером, должна одно-

одновременно удовлетворять и уравне-

уравнению D), и уравнению E). Первое
уравнение определяет условие резо-
резонанса между светом и резонатором и

носит классический характер. По-

Поскольку зеркальный резонатор имеет

макроскопические размеры, свет вза-

взаимодействует с ним как световая

волна. Уравнение D) имеет кванто-

квантовый характер и определяет условие

резонанса между светом и атомами

активной среды, представляющими
квантовые мнкрорезонаторы. Свег

взаимодействует с квантовыми мпк-

рорезонаторамн как поток фотонов.
Таким образом, в лазере одновре-

одновременно проявляются и волновые, и

квантовые свойства света.
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Рис. 12.

Рнс. 1.3. «Острота настройки» атомов неона

н зеркального резонатора.

Посмотрим теперь, что практически озна-

означает соблюдение условий C) и E).
Если бы атом взннмоденеч повял тольчо

с излучением, сбладлюшнм строго опреде-

определенной частотой v0 (рис. 12. о), ми долж-

должны были бы подобрать размер резоиито-
ра — расстояние /. между 'зеркалами —

таким, чтобы собственная част о i а резонатора

(определяемая условием ооразовзння стоя-

стоячих воин) бьма как раз равна частоте vfl.

И поддерживать это расстояние надо было бы

с точностью до малых долей длины волэы

излучения. Практически удовлетворить это-

этому требованию очень трудно. К счастью. 5та

задача облегчается тем. что на самом деле

частота излучения атома не н точности реши

v0. а лежит п некотором интервале значений

vo±Av. Одной из причин, но которым это

происходит, является тег.ювое движение ато-
атомов. Поскольку скорости отдельных атомов

могут быть больше или меньше средней ско-

скорости теплового движения, энергия атомов

на данном энергетическом уровне не в точ-

точности равна ?„. а лежит в некотором ин-

интервале значений Е„ ±.М~ (рис. J2. 5).
В интервал частот |(v—&v). (v-fAv)| попа-

попадают несколько значений собственных частот

резокж гора (рнс. 13). Поэтому для данной
частоты излучения noiniiuii луч лазера по-

получается при Застройке резонатора на не-

некоторый набор ч«сгот (соответстиующих раз-
.шчны\| значениям целых чисел п в условии
D)). Если не принять специальных мер. tc-
лнй-нсоиовын лазер излучает весь этот набор
частот, правда, сосредоточенный в довольно

узкой области (ширина спектральной линии

;m>Mii неона).
Есть и одночастотные лазеры, но в них

имеется специальное устройство, выделявшее

один из узких резоиансов.

-Мощность луча гелий-неонового
лазера невелика • порядка одной
десятой ватта. Несмотря на это, по-

попадание луча в глаз может повредить
зрение. Разрядная трубка лазера по-

потребляет для возбуждения активной

среды мощность от 20 до 100 Вт. Та-

Таким образом, гелнп-неоновын лазер
. преобразует электроэнергию в энер-

энергию светового луча с к. п. д. не выше

долей процента.
Вместе с тем луч лазере обладает

рядом иесьма ценных свойств, с лих-

лихвой компенсирующих низкий к. н. д.

Прежде всего, это — направленность
луча. Когда мы рассказывали о за-

зарождении фотонной лавины, мы ука-
указывали на то, что"первый,фогон дол-

должен вылетать параллельно оси раз-
разрядной трубки. «Косо» вылетающий
фотон и порожденные им фотоны быст-

быстро уйдут а «аут» через боковую стен-

стенку трубки, не испытав значительного

усиления. Отражение от зеркал толь-

только усугубит эффект. Так что внутри
трубки сохраняется направленный
луч, угловая расходимость которо-
которого всего порядка 10~3 радиана. Вы-
Высокая направленность луча гелнн-

неонового лазера делает его незаме-

незаменимым для точного установления на-

направлении при строительстве различ-
различных сооружении н при прокладке
туннелей. Высокая монохроматич-
монохроматичность излучения гелий-неонового ла-

лазера, даже не одночастотного, делаег

этот лазер весьма удобным источни-

источником для изучении и практического
применения различных интерферен-
интерференционных явлении. Кроме гелиЯ-нео-
нового лазера, есть большое число

других пггюв газовых лазеров, ис-

использующих в качестве активных сред

различные атомарные и молекулярные
газы. Среди инд есть н весьма мощ-

мощные. Ксть н лазеры с довольно вы-

высоким к. и. д. По это, как гово-

говорится, уже другая история.
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Е Габович

Задача
коммивояжера

«Пользуйтесь услугами Аэрофлота!»

Два автомобилиста, инженер Л. Нев-

Невский и экономист Б. Литейный, ре-
решили съездить в Закавказье, посетить

Баку н Тбилиси, заехать в Москву.
Киев и Горький, а затем вернуться в

родной Ленинград. Начали обсуж-
дачь маршрут путешествия. Невский

посмотрел на карту и предложил та-

такую последовательность посещения

городов:
Л-*М-*Г-* Б— Т-> А' —Л

Литейный же, достав атлас автомо-

автомобильных дорог, выписал расстояния

между нужными им городами в таб-

табличку (см. таблицу 1) и подсчитал

длину предложенного маршрута:
696+4 Ю«г- 2937 +579+1863+ 1207=
=7692 км. «Длинновато! — сказал

он. — Расстояние а^рофлотское1. А

нельзя ли короче? Уверен ли ты, что

этот маршрут является
'

кратчай-
кратчайшим?»

Уверенности такой у Невского не

было. Более того, объяснить, почему
он решил ехать именно так. Невский
не мог. Просто интуиция подсказы-
подсказывала ему, что такой маршрут, если и

Т л Л. i -I и а I

I'opw)

ЛенииграО

Москва

Киев

Баку

Ппииси

Горький

Л

—

696

1207

3223

2707

1106

w

696

—

«5»

2527

2101

410

К

1207

S5S

—

22S3

IS63

1286

И

3223

2S27

22S3

—

57<)

2937

Т

270?

2101

1863

579

—

2511

Г

1106

410

1268

2937

2511

—
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не короче всех лругнх, то близок к

кратчайшему.
«Л не просмотреть ли нам все во-

вообще маршруты? — предложил .'1н-

тениып. — Много лн их?» Стали под-

подсчитывать. «Из Ленинграда можно

поехять в любой и:* пяти городов
Если мы поедем, скажем, в .Москву,
то нз нее можно направиться и лн>Гюн

из отличных от Ленинграда и Москвы

городов. Итак, имеется 20 поездок

вида .7— X— У. где ЛфХфУфЛ.
Поездок вида .7 -> Л — У - - Z уже
60, ибо нз У можно поехать в любой
нз оставшихся трех городов. Мели

мы выберем Z, то можем считать сле-

следующим за Z городом любой нз по-

последующих двух городов. Итак, 120

маршрутов, ибо завершается путе-
путешествие однозначно: но пути домой

посещается последний из шести го-

городов. .Многовато! Так что это не

метод, — перебирать все маршруты!
Ведь если бы мы хотели посетить

шесть городов, у нас было бы 720.
а если семь, то уже 5040 маршру-
маршрутов!»

«Тогда давай поступим так —¦

предложил Невский. — поедем из

Ленинграда в ближайший город, нз

него — в ближайший, еще не посе-

посещенный, и т. д. Это дает нам мар-

маршрут
,7^ М-г Г-+ A'— f— Б— Л.

Его длина. — сейчас подсчитаю, —

8057 км. На 365 км длиннее!*

Задача коммивояжера

Задача, которую решают Невский н

Литейный, известна в математике иод

названием задачи коммивояжера *)
(бродячего торговца).

Сформулируем ее в общем виде:

имеются k городов, расстояния меж-

между которыми известны; коммивоя-

коммивояжеру нужно выйти ни одного из этих

городов, посетить остальные k—I го-

городов, побывав в каждом нз них ров-
ровно но одному разу, и вернуться в

*) Вероятно. 11ГК-|ШЫсч|н)|)\|у.1Н|)ииал ча-

чада чу коммтюнжеря и пкч-тнын математик

Карл Менгер. Произошло чти 5 февраля 1930
гола "а мл тсмагическом коллоквиуме в Вепс.
Менгер iuiviw«k3.vh на шлимем «Задача о

посыльном».

Рис. I.

исходный город; как найти кратчай-
кратчайшим маршрут?

Очевидно, выбор начального

пункта маршрута несуществен —

задачу коммивояжера можно сфор-
сформулировать и так: найти кратчайший
замкнутый маршрут, проходящий
ровно по разу через каждый из k

городов.

Упражнение I. Докажите, что

общее число маршрутов коммивояжера ряв-
ио (*—!)!= I-2-3- ... (k —\).

Заметим, что таблица расстояний,
составленная Б. Литейным (матема-
(математики называют такие таблицы мат-

матрицами), оказалась симметричной от-

относительно диагонали, на которой
стоят прочерки. Bv задаче коммиво-

коммивояжера допускаются и несимметрич-
несимметричные таблицы. Несимметричная таб-

таблица расстояний может возникнуть,

например, в следующей задаче {о

кольцевом автобусном маршруте).
В городе, на некоторых улицах ко-

которого разрешено только односто-

одностороннее движение, фиксированы k то-

точек (мест будущих остановок). Че-
Через них должна пройти замкнутая
автобусная линия. Требуется найти

такую циклическую последователь-
последовательность прохождения точек-остано-

точек-остановок, при которой каждая остановка

посещается один и только один раз,
а весь маршрут имеет минимальную

протяженность.

У п р а ж и е и и с 2. В пластинке раз-
размером 7x9 луч лазера должен прорезан»
пять щелей в направлениях, указанных ни

рисунке I стрелками, и вернуться в исходное

положение. Задача минимизации холостого

пробега лазерной головки есть задача комми-

коммивояжера. Выпишите матрицу расстоянии
для нее. (Обратите внимание на то. что она

получается несимметричной.)

12
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Из упражнении 2 мы видим, что

«городами» в задаче коммивояжера

могут быть вовсе не города, а «рас-
«расстояниями» — вовсе не расстояния.

Например, под «расстоянием» между

двумя городами можно понимать

стоимость или продолжительность

путешествия между ними. В этом

случае минимизируется, соответ-

соответственно, суммарная стоимость путе-
путешествия или его продолжительность.

Рассмотрим еще для примера за-

задачу о атнке. Деталь в процессе

обработки на станке подвергается k

операциям. При переходе от одной

операции к другой станок должен

заново настраиваться, что приводит
к потерн времени. Требуется найти

такой порядок проведения всех

операции (с возвращением станка в

исходное состояние), при котором

суммарные потери были бы наимень-

наименьшими. Ясно, что здесь мы имеем дело

с задачей коммивояжера — с табли-

таблицей потерь времени на перестройку
станка в качестве матрицы расстоя-
расстоянии. «Городами» являются состояния

станка после различных операций.
К задаче коммивояжера приводят

задачи планирования производства
и проектирования линий связи (ска-

(скажем, телефонной сети), задачи со-

составления маршрута для почтальо-

почтальона (врача, контролера телефонов-ав-
телефонов-автоматов и т. п.) и даже некоторые
задачи проектирования ЭВМ.

Полный перебор

Итак, в каждой конкретной задаче

коммивояжера требуется найти крат-
кратчайший тур при заданной матрице

расстояний. Может случиться, что

Т а б .1 и II а 2

Номер
операции

1

II

III

IV

V

1

—

м

и

II

1)

—

/6

SI

15

III

и

0

—

ft/

/у

IV

Л?

П

—

7

V

21)

S

41

0

—

сделать это окажется крайне просто.

Например, если потери на перена-

переналадку в задаче о станке Заданы таб-

таблицей 2. то очевидно, что оптималь-

оптимальной является такая последователь-

последовательность операций: I— II-»- III— IV-*

-~*V-+- I ic нулевым суммарным вре-
временем переналадки).

Упражнение Л Решите задачу

коммипояжера из упражнении 2. если из-

известно, что но время холостого холя лазерная
ЮЮНК.Э может передвигаться только парал-
параллельно краям пластинки.

Однако чаще всего для конкрет-

конкретных таблиц расстояний бросающих-
бросающихся в глаза решений нет. И если даже

кто-нибудь подскажет нам. какой мар-

маршрут является кратчайшим, возник-

возникнут большие трудности, когда мы

захотим проверить, так ли это на

самом деле.

.Математиков же интересуют не

столько решения конкретных задач

коммивояжера, сколько пбщие ме-

методы решения всех таких задач {или

хотя бы всех задач коммивояжера

при k < т, где т — некоторое фик-

фиксированное число).
Заметим, что в каждой конкретной

задаче коммивояжера множество

всех маршрутов конечно. Поэтому
можно организовать полный перебор
всех маршрутов, вычислить их дли-

длины и выбрать кратчайший маршрут.
Такой полный перебор в принципе
является общим методом решения за-

задачи коммивояжера.
Однако вспомним Невского и Ли-

Литейного. Хотя им предстояло про-
провести замкнутый маршрут всего лишь

через шесть городов, они не захотели

перебирать все 120 туров (правда,
автомобилисты не заметили того, что

из-за симметричности таблицы I

только 60 туров могут иметь различ-

различную длину). В общем же случае ком-

коммивояжеру приходится выбирать

кратчайший из [к— 1)! возможных

маршрутов. Это число с ростом k

растет очень быстро, а потому ука-
указанный способ решения при больших

значениях k практически не приме-
применим. Так. автору известен пример,
когда для осуществления перебора в

задаче коммивояжера с десятью го-

городами (k = 10) на ЭВМ М-220А было

израсходовано 4 часа 45 минут! Быст-

13
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родействие этой ЭВМ — около 25 (XXI

onepaimii в секунду. При k>W ре-
решение задачи коммивояжера методом
но.fноги перебора даже на самых со-

совершенных ЭВМ практически неосу-
неосуществимо.

На помощь приходит

целочисленное программирование

Первый метод решения задачи ком-

коммивояжера, отличный от полною пе-

перебора, был предложен в 1954 году
американскими специалистами но

дискретной математике Данцигом,
Фалкерсоном и Джонсоном. Они по-

показали, что задача коммивояжера на

обычной плоскости может быть све-

сведена к некоторой задаче целочислен-

целочисленное*) линейного программирования
—

ныне одного из наиболее известных

разделов теоретической кибернети-
кибернетики. Авторы применили свой метод

(в сочетании с соображениями гео-

географического характера и комбина-

комбинаторными рассуждениями) к решению
задачи о нахождении кратчайшего
замкнутого маршрута, проходящего

через 48 крупных городов США.
С общей задачей линейного про-

программирования читатель может по-

познакомиться ио статье Б. Алейнико-

Алейникова, П. Бузыцкого и М. Дубсона
«Симплекс-метод» («Квант», 1976,
№ 7). Задача целочисленного ли-

линейного программирования отли-

отличается от .общей задачи линейного

программирования дополнительным

требованием о целочнеленностн ис-

искомых значений переменных. Это

дополнительное ограничение значи-
значительно усложняет задачу, и для за-

задачи целочисленного линейного про-
программирования не удалось разрабо-
разработать метод, близкий по эффектив-
эффективности к симплекс-методу решения об-

общей задачи линейного программиро-
программирования. Тем не менее, для задачи це-

целочисленного линейного программи-
программирования, имеющей многочисленные

практические приложения, предло-
предложено несколько неплохих методов

решения, так что в настоящее время
задача целочисленного линейного

программирования изучена лучше,
чем ее частный случаи

— задача ком-

коммивояжера.

Обозначим расстояние от города а

до города Ь через саЬ (о, Ь — нату-
натуральные числа, соответствующие но-

номерам городов). Для случая четырех
городов задача целочисленного ли-

линейного программирования, к кото-

которой сводится задача коммивояжера,
имеет вид: найти числа х12, х13,

х14, *23. *44. *34. равные нулю или

единице, минимизирующие сумму
с12х12 + с13х13 -г ... -f ?34*34 (!)

и удовлетворяющие неравенствам:
Хц-тх13гхХ4>2, B)
х14+ха,-гх24>2, C)

>2, D)
x3t>2. E)

хis+xt 4 fx234 x4 4>2, F)
х12+х,4+х28-!-Хз4>2, G)
х12+х13+х2 4+xS4>2. (8)

Легко понять, как задача комми-

коммивояжера связана с задачей A) — (8):
равенство ха6— 1 эквивалентно ут-

утверждению о вхождении поездки

а—*¦ Ь или Ь-*- а в маршрут; при этом

выражение (!) оказывается равным

длине маршрута.

Пусть, например, решением задачи ком-

коммивояжера является тур 1-»-о-*-?->-с-»-1. По-

Покажем, что неравенства B) — (8) справед-
справедливы.

Действительно, если b = 2, то х13
=-=

= Хц ^ *»»=¦ xtA — '¦ При 6 = 3 полу-
получаем x,t

=

xlt
—

а-2з= д34 =¦ I. Нлколец,

jfij
=

ли
=

х1Л
= х34 як I, если b = 4. Не-

Непосредственная проверка показывает, что

во всех трех случаях левые части неравенств
B)—E) равны двум Каждая из левых частей

неравенств (С) — (8) в одном из трех случаев

равна четырем, а в двух других—двум.
Итак, неравенства B) — (8) справедливы.

Неравенства 10) — (8) на самом деле мо-

могут быть опущены (некоторая избыточность
системы неравенств была нужна Данцигу
и его соавторам для упрощения рассуждений).

Упражнение 4. Покажите, что
для случая четырех городов задача цело-
целочисленного линейного программирования
.A) — (8) эквивалентна задаче коммивояжера.

Для чтого достаточно показать, что @-1)-
решенис задачи (I) — E) приводит к решению
задачи коммивояжера.

После статьи Данцига и его со-

соавторов появился целый ряд работ,
излагавших различные способы све-

сведения как симметрической, так и

произвольной задачи коммивояжера к

задачам целочисленного линейного

программирования. Эти результаты

имели важное принципиальное зна-

значение. Что же касается их практиче-
практической значимости, ю многочисленные

14
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Корневая
вершина

Тур длины 5

-эG) Тур длины 19

•МУ) Тур длины 7

-*///>

Тур длины 8

7) Тур длины 17

Тур длины 24

Рис. 2.

эксперименты показали, что без ис-

использования специфических свойств

каждой конкретной задачи комми-

коммивояжера существующие ЭВМ и ме-

методы решения задач целочисленного

линейного программирования позво-

позволяют справляться с задачами комми-

коммивояжера лишь при небольшом числе

городов (не превосходящем десяти).
В то же время самые последние ра-
работы в этой области показывают, что

сведение к задаче целочисленного ли-

линейного программирования может

быть эффективно использовано в со-

сочетании с другим методом решения
задачи коммивояжера

— методом

ветвей и границ.

Метод ветвей и границ

Наилучшим методом решения задачи

коммивояжера в настоящее время яв-

является метод ограниченного перебо-
перебора, или метод ветвей и границ. Он

применяется в нескольких модифи-
модификациях, имеющих различную эф-
эффективность.

Осуществляя полный перебор, мы

можем, конечно, выписать все туры
друг за другом. Можно поступить
иначе: нарисовать дерево возможных

поездок. Для случая четырех городов
оно изображено на рисунке 2. В

кружках — номера городов; стрел-
стрелками изображены поездки. Ясно, что

при переходе к дереву поездок коли-

количество стрелок уменьшается но

сравнению с их количеством в запи-

записи всех маршрутов (при k>3). На-

Например, при выписывании всех мар-

маршрутов подряд стрелку J —^- 11 при-
пришлось бы нарисовать дважды. Но
еще большей экономии мы достигнем,

если будем строить не все дерево
поездок, а только некоторую его

часть. Именно такое усеченное дерево,
отличающееся от дерева всех поездок

отсутствием тех ветвей, которые не

могут дать кратчайшего маршрута,
и конструируется в.излагаемом ниже

варианте метода ветвей и границ.

Опишем последовательность эта-

этапов такого метода решения задачи

коммивояжера (блок-схема излагае-

излагаемого алгоритма приведена на рисун-
рисунке 3). Выполнив этап, переходим к

следующему, если нам не предписано
иное.

1. Рисуемкорневую вершину дере-
дерева (для определенности будем счи-

считать, что она соответствует городу I).
Присваиваем ей оценку 0.

2. Производим ветвление из лю-

любой вершины с минимальной оценкой

(первоначально из корневой). Это
значит, что мы проводим от выбран-
выбранной вершины все те стрелки, которые
исходили бы из нее в дереве возмож-

возможных поездок, и рисуем соответст-

соответствующие вершины дерева.
3. Каждой новой вершине при-

присваиваем оценку, равную длине той
части маршрута, которая описывает-

описывается стрелками, ведущими из корневой
вершины в данную.

1S
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Ветвление

из неот-

сеченной

вершины

с мини-

минимальной

оценкой

Вычисле

ние

оценок

для

новых

вершин

Пет

щ
ствуют /

ли новые

'верыипы

Юроду I ?

па

Нахож-

Нахождение

значе-

значения

для Г

Отсе-

Отсечение

вершин

с оцен-

оценкой

^ Г

Выбор корневой вершины I

и присвоение ей оценки О

Нет.

Построение

-кратчайшего тура
и нахождение его

длины

СТАРТ ФИНИШ

р»с а.

4. Если подучена вершина, со-

соответствующая городу I, то нахо-

находим длину Г кратчайшего из получен-
полученных к этому моменту туров. Если нет,

переходим к этапу 2.
5. Отсекаемвсе вершины, из ко-

которых еще не производилось ветвле-

ветвление [концевые вершины) и оценка ко-

которых не меньше Г. Это означает, что

из таких вершин ветвление впредь
ие производится. Пели не все конце-

концевые вершимы отсечены, переходим к

этану 2. Если все, то задача решена:
оптимальный тур имеет длину Г и

восстанавливается ио топ концевой

вершине, с помощью которой было

получено последнее значение Г (см.
этап 4).

Этап 2 описывает правило вет-

ветвления, этап 3 — процедуру вычис-

вычисления оценок, этап 4 — нахождение

границ н этап 5 — процесс отсечения.

Решим методом ветвей и границ зздачу

коычнпояжера с расстояниями, сланными

таблицей 3.

Решение приведено на рисунке i. Пер-
Первые четыре ветвления изображены с помощью

зеленых стрелок. Присваиваем Г значение

/*=8 н отсекаем ды." нершипы. Пнин* ветвле-
ветвление соответствует синей сфелке. .Мы выбра-
выбрали hj двух кончены* вершин с минимальной

оценкой 4 ту. коюрая дальше от корня (и на-

надежде на бояее быстрое получение еще одного

тура и уменьшение значения Г). Три следую-
следующих ветвления отмечены красными стрелка-
стрелками. Теперь Г = 5. и мы отсекаем все осталь-

остальные концевые пер шипи Решением является

тур I-4l-»-III-»-IV—-I длины 5.

Описанный вариант метода вет-

ветвей и границ позволяет решать на

ЭВМ задачу коммивояжера с ?^20.

Ясно, что он действительно всегда

приводит к кротчайшему туру, ибо

в нем используется дерево возможных

и

1

И

III

IV

1

—

5

6

0

II

4

—

4

Т а 0.1

III

0

0

—

6

, i i 3

д

ч

3
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поездок, а отбрасываются лишь ге

ветви, которые заведомо не могу г да-

давать более коротких туров, чем уже

найденные.

Можно справиться и с сотней

городов!
В 1963 году был опубликован очень

удачный вариант метода ветаен и

границ, в котором при вычислении

опенок к длине уже пройденной час-

части маршрута добавлялось число,
оценивающее длину его остальной

части. Правило ветвления в этом ме-

толе (его автор — К а т т а Л! у р •

т и — американский математик ин-

индийского происхождения) таково, что

при каждом ветвлении образуются
две новые вегвн *). Метод .Муртн
позволил за сравнительно короткое

время решать на ЭВМ задачу ком-

коммивояжера для ?^40.
Позднее был разработан еще один

вариант метода ветвей и границ {ме-

{метод Истмена — Шапиро). С помощью
этого метода удалось решить несколь-

несколько задач коммивояжера при k ^70.

Дальнейшая разработка метода

Истмена — Шапнро позволила дове-

довести размер решаемых на ЭВМ задач
до 100—120 городов.

В методе Истмена — Шапиро
для вычисления оценок использует-
используется то обстоят? чьстно, что сущест-

существуют ычьма 'эффективные машинные

методы решения так называемой за-

дачи о назначениях *). тесно связан-

связанной с задачей коммивояжера. Со-

Содержательно задача о назначениях

формулируется следующим образом:
имеются к человек и k должностей,
и известна матрица баллов несычп-
ветатня людей должностям. Трс-
оуепия найти такое назначение ра-

работников на должности, которое ми-

минимизирует сумму баллов несоотют-

ствия. Здесь матрица баллов игра*
ет ту же роль, что и матрица рас*
стоянии в задаче коммивояжера. А

назначения, как и поездки, можно

записывать в виде х-* у. Разница
лишь в том, что из назначений не

обязательно складывается замкну-
замкнутый маршрут (тур). Возможно, на-

например, такое назначение I — V-*
— I. П^ II, Ш—IV—VI-* III
(это значит, что первый человек па-

значяется на пятую должность, пя-

пятый — на первую, второй — на вто-

вторую, третий — на четвертую и т. д.).
Итак, каждый тур можно считать

назначением (но назначение k лиц

•) Описание метода Мурти см.. например, *)Про задачу о назначениях (шло рас-

п брошюре В. И. Мудрена «Задача коммипон- сказано в статье М. И. Рентмана «Транспорт,
жера», М.. «Знание», 1969. паязадача» («Квант». 1974, Л» 7).

...Второе
значение Г

ВТОРОЕ ОТСЕЧЕНИЕ

Первое значение Р

ПЕРВОЕ ОТСЕЧЕНИЕ

Рис. 4.
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Исходная задача 1:

оценка 36

Задача 2:

оценка 45

Задача 4:

цикл длины 44

Задача 3:

С62=О°

оценка 42

ПЕРВОЕ ОТСЕЧЕНИЕ

Задача 5:

цикл длины 42

Задача 6:

%=-

оценка 43

ВТОРОЕ ОТСЕЧЕНИЕ
Рнс. 5.

окапывается туром в среднем .inuii>

в одном из k случаев: ведь сущест-

существует (Л —1)! турои, а общее число
^-назначений равно k\). Поэтому сум-
сумма баллов для оптимального /г-на-
значения не превосходит длины оп-

оптимального тура. Л эту сумму бал-

баллов, как мы уже отмечали, ЭВ.М на-

находит сравнительно быстро. Её-то и

используют в качестве оценки в ме-

методе Истмена — Шапиро, в котором
строится не дерево поездок, а совсем

другое дерево, вершинами которого
являются вспомогательные задачи
о назначениях (пример такого дерена
изображен на рисунке о).

По этому методу сначала решает-
решается задача о назначениях с матри-
матрицей расстоянии задачи коммивояжера
в качестве матрицы Гнимю. К и со-

соответствует корневая вершина дере-
дерева. Сумма баллов дд« оптимального
назначения считается оценкой корне-
корневом вершины (н исходной задачи ком-

коммивояжера). Коли решением являет-
является тур, то задача коммивояжера ре-
решена: найденный тур является опти-

оптимальным. Если же Аг-назнпченне со-

состоит из нескольких циклических

последовательностей, например, I--
-* III-*VII-* V-* I. IV— VI-
— II—> IV, то поскольку в опти-

оптимальном туре не может быть «яод-

туров», все эти циклические последо-

последовательности нужно разорвать. В
методе Истмена — Шапиро это осу-

осуществляется в ходе ветвления, при-
причем псегда рвется одна наиболее

короткая — последовательность на-

назначений, с тем чтобы и дальнейшем

решать меньшее число новых задач

о назначениях.

В нашем примере — это вторая:
в нее входят три города. II, IV и VI.
Накладываем запреты па поездки

IV— VI. VI-- II п II— IV. после
чего решаем гри новые эаАачн о на-

назначениях с гремя новыми матрица-
матрицами баллон, получающимися из мат-

матрицы, соответствующей корневой
вершине: и первой из них элемент

rlfi, во второй — "элемент cOi, а в

третьей — элемент сг.л заменены сим-

символом оо. содержательно означаю-
означающим запрет соответствующей поезд-
поездки (черк? соЬ мы- снова обозначили
расстояние между городами а и />).
Если среди решении есть туры, то Г
полагается равным длине кратчай-
кратчайшего нз них. Задачи с оценкой, не

меньшей чем Г, «отсекаются». Очеред-
Очередное ветвление осуществляется для
тон из этих задач, у которой ^-на-
^-назначение не является турам, а оцен-

оценка (сумма баллов несоответствия)
оказалась наименьшей.

Прикончен шруем процесс решении, схе-
va которого iipiini'.U-u.i 1м рисунке 5.

Бы.in счел;iим дна нетилеиим и решены
шесть задач о назначениях. Решением «дачи
4 <>k;u;i.ich i.hk.i С янгп момент,-| Г =¦ 14.
и палач" с оцепкпм 'I.') и 44 огсл'Клюгея.

В решение зллйчн ,4 пходи.ю назначение
IV-»V'-*-IV. BropiK- ветвление привело к двум
попим s;i.t;i'i;im: *> м Г» Решение задачи 5 —

ИИК.1 лднш* 42. ?Но WMKVC шачених! Г позво-

позволило оттечь млачу '> с оценкой -t'.i- Цикл дли-
длины 42 «штнмален.

Эвристические методы

Ноли задачу коммивояжера не уда-
удается решить точно, ее пытаются ре-
решить хотя бы приближенно. При этом

ищется маршрут, сравнительно не-

немного отличающийся ог кратчайше-
кратчайшего. .Методы отыскания таких маршру-
маршрутов называются приближенными. суб-
оптимальными пли эвристическими.

Субоптнмальным является, на-

например, метод «ufiu в блнжннй», т. е.

в ближайший из непройденных го-

18
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Таблица 4

/

II

III

1

—

5

6

II

1

—

5

III

0

1

—

родов. В том, что этот метод не яв-

является точным, легко убедиться на

примере следующей простой матри-
матрицы расстояний (см. таблицу 4).

Для нее процедура «иди в ближ-

ближний» дает маршрут 1-* 111 —— Ц-^ I
длины 10, в то время как нелепая про-
процедура «иди в дальний» приводит к

туру I—»- II—*- III—^ 1 длины 8. Так
как других маршрутов у коммивоя-

коммивояжера сейчас нет, этот пример означа-

означает, что наш эвристический метод

может иногда давать даже самый пло-

плохой из туров.
Тем не менее, принцип «иди в

ближний» (и другие эвристические

методы) нередко используется на

практике
— особенно при решении

задачи коммивояжера с очень боль-

большим числом городов. Делается это но

нескольким причинам. Во-первых,
этот метод довольно быстро рабо-
работает. Во-вторых, практика показы-
показывает, что с ростом k метод «иди в

ближний» все чаще дает туры, дли-
длина которых незначительно отлича-

отличается от длины кратчайшего тура (а.
норой, и совпадаете ним). И," наконец,

общее для всех эвристических мето

дов обстоятельство: во многих прак-
практических задачах нас интересует не

наилучшее решение, а лишь доста-

достаточно хорошее приближение к нему
(ведь порой и расстояния между го-

городами определяются не совсем точ-

точно). К тому же точность алгоритма
«иди в ближний» увеличивается (ио
зато увеличивается и трудоемкость),
если в ходе его работы строятся k

туров, первый из которых начинают

конструировать с первого города, вто-

второй — со второго и т. д.; некоторые
из этих туров могут оказаться раз-
разными, и в заключение выбирается
кратчайший из них.

Для задачи коммивояжера созда-

создано немало весьма эффективных эври-
эвристических методов. В частности, не-

неплохо себя зарекомендовали методы
ветвей и границ, работа которых об-

обрывается на одном ня найденных ту-

туров (не обязательно — оптимальном).

Так, в 1976 г. два японских матема-

математика решили на ЭВМ ШТЛС-йШ

задач\ коммивояжера дли 300 го-

городов. При этом за 2 минуты было
найдено решение, отличающееся от

оптимального на 0,2 процента.

Удивительная страна

Представим себе, что уже знакомые
нам Л. Невский и Б. .Литейный ре-
решили попутешествовать по неболь-
небольшой стране (назовем ее Констанцией).
Прибыв в ее столицу и найдя в нуте-
водителе семь самых интересных го-

городов Констанции, они планируют

маршрут своей поездки. На этот раз
расстояния между городами оказа-
оказались не столь большими (см. табли-

таблицу 5). Поэтому друзья решили не

гнаться за минимальностью, а вы-

вычислить длины нескольких случай-
случайно взятых туров и выбрать кратчай-
кратчайший из них (такая процедура тоже

представляет собой субомтнмальнын
метод, известный под названием ме-

метода Монте-Карло). Выбор нал иа

следующие туры:
1 — II— "ill— IV— V— VI —

— VII —VIII— I;
1^ 111 —^ VII— II— IV—VI —

- V—VIII— I;
|_ IV—VII - II—V— VIII —

— Ill—VI— I.
Подсчитали их протяженности; ока-

оказалось, что все три тура имеют дли-

длину 794 км! Заинтересовавшись, наши

/

//

///

IV

V

VI

VII

VIII

1

—

юз

114

86

№

90

98

85

II

ЮЗ

—

121

93

116

97

105

92

III

114

121

—

104

127

108

116

10J

IV

86

93

104

—

99

so

«г

75

V

109

116

127

99

—

ЮЗ

III

ад

Г и Г)

VI

97

№

80

ЮЗ

—

V2

79

¦ II к

VII

98

105

116

8R

III

92

—

Ю

а .)

VIII

Н5

92

ЮЗ

75

9Н

79

S7

—
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герои проанализировали еще десять

маршрутов. Каждый из них имел

длину 794 км! Можете себе предста-
представить, как смутились наши герои.
Но удивление их было бы еще боль-

большим, если бы они узнали, что при

данной матрице расстоянии все во-

вообще туры имеют одинаковую длину.

Почему? Ларчик открывается про-
просто: все числа в таблице 5 получены
путем сложения друг с другом чисел

48, 55, 66, 38, 61, 42, 50 и 37. Напри-
Например, в третьей строке стоят суммы
66-48=114, 66+55-121, 0, 66-^
-1-38= 104 и т. д. А так как при вы-

вычислении протяженности маршрута
мы берем по одному и только одному

числу из каждой строки и из каждо-

каждого столбца таблицы 5, то в результате
длина любого тура оказывается рав-
равной удвоенной сумме задуманных
чисел (сумма восьми задуманных чи-

чисел равна 397, а 794=397x2).
Возникает вопрос: а нельзя ли опи-

описать все вообще матрицы расстоя-
расстояний, при которых любые два тура
имеют одинаковую длину? Оказыва-
Оказывается, можно: для любой такой мат-

матрицы обязательно найдутся числа

alt a2, ...,oft и числа bv, Ь2, .... bk,
такие, что расстояние сху от города
х до города у (хФу) будет равно сум-
сумме ах У-Ь,,.

Докажем эту теорему для случая трех
городов.

Пусть с — длина каждого нз двух ту-
туров:

с ~ С it -г Сгз + C»i = с,3 -У-
ctl + C3i.

Выразим нз этих соотношений cai и сЯг:

с3, ~с — с,г —с13.
сзг

~

с —сз—а,.

Нам нужно решить систему уравнений

х, -\-y-i-- с,2. а, +?3~с|3,
** + У\ - с»р- хг + уз = см.
*з 4- У\

- С — с1г — cw.
*з -T-.V» — с — с13 — clt.

Присвоим неизвестному уз произвольное
значение d. Тогда из первых пяти уравнений
находим, что а, - с13

— d, x2 — c23 — rf,
Уг ~ см — fi3 -г <*• У\ = ci} — с}3 -1- d,

х3 --
с
—
гц — с2Я — cix -|- с23 — d =
= с — d— c,j— ftl.

При этом оказывается удовлетворенным
и шестое уравнение. Положив d = 0, no.iy-
чим набор al=c,3. «1 = сгз. ая = с —

—

с,2—сг1> Ь, =ст1— с23. Ьл=с,г—с,я,
Ь3 — I) чисел с нужным нам свойством.

Сформулированная выше теоре-
теорема является довольно типичной для

теоретических исследований по зада-

задаче коммивояжера. В них важную

роль играют различные специаль-
специальные случаи. (Совпадение длины всех

туров
— это тоже специальный слу-

случаи. Впрочем, весьма узкий.) Для
специальных случаев порой удает-
удается не только построить быстро рабо-
работающий метод (при этом говорят о

разрешимом случае), но и выяснить,

какие протяженности может иметь

оптимальный тур.
Читатель может продолжить зна-

знакомство с разрешимыми случаями
задачи коммивояжера, решив пред-
предлагаемые ниже задачи. В части из

них речь идет о путешествии по шах-

шахматной доске, где в роли коммивояже-

коммивояжера выступают шахматные фигуры.
При этом будем говорить не о туре
коммивояжера, а о туре коня, ладьи
и т. д. Тур шахматной фигуры про-
проходит ровно один раз по всем полям

шахматной доски и заканчивается

возвращением на начальное поле.

Зала ч и

1. Городарасположены и вершинах вы-

выпуклого многоугольника. Докажите, что

длина оптимального тура равна периметру
многоугольника.

2. Сводитсяли к задаче коммивояжера
задача о кратчайшем маршруте туриста, ко-

который вмезжает из пункта I. посещает пункты

2, 3 ft—Iи покидает страну из пункта к?

Тот же вопрос для задачи о минимизации пу-
пути посыльного, который направляется из

пункта I в пункты 2. 3 к.Возможно .w

это сведение для задачи о диверсантах, ко-

которые, чтобы изорвать объекты, расположен-
расположенные в пунктах I. 2 ft.планируют место

десантирования и кратчайший маршрут через
все пункты*

3. Наплоскости расположены 30 горо-
городов. Их координаты: у =0. I. 2 при дг =0;

у =0, I. 2. 4. 5. 0 при> =1; у —I. 2, 3. 4. i>.
7. 8 прих—2; у=0. I. 3.4. «. 7. « при jt—3;

у =0, 1, 2. 3. 4. 5. 6 при х =4. Решите задачу

коммивояжера. Докажите, что полученным

тур оптимален.

4. Прикаких размерах шахматной доски
на ней существует тур ладьи? Тур ослаблен-

ослабленной ладьи, которая ходит только на сосед-

соседние киля?

5. Нашахматной доске с нечетным чис-

числом нолей одно поле пырезаио. При каких

расположениях вырезанного поля существует
ivp ослабленной ладьи?

6. Найдитетур коня на np<>cTpaiicjucii-
нон «доске», имеющей форму прямоугольного
параллелепипеда размером 3X4 XU. «Поля-
«Полями» сейчас считаются 72 куба единичного
объема, на которые наша -доска> естествен-
естественным образом разбивается.

7. Даны числа * и т. Как построить
матрицу расстояний для задачи коммивояже-

коммивояжера с k городами, решением коюрон был бы

тур длины ftm?

20
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И. Литовский

Иоганн Кеплер

Трудно представить себе с\льб\ бьла-

тяжелую, чем га. которая выпала на

долю Иоганна Кеплера. Голод и ни-

нищета, религиозные гонения и вы-

вызванные н*1м скитания, болезни и

смерть близких прееледоиали его всю

жизнь. Почти каждый день был л<\-

полнен поисками средств к сучцест-
BOBcii.iiR). и непонятно, когда же он

уеиел прочитан^ все то. чго было на-

писаио учеными ло него, получки»

выдающиеся достижения в кристал-
кристаллографии, шпике, математике, аст-

астрономии и открыть снон .чиамешиые

законы движения планет! После смер-
гн Кеплера осталось одно изношен-

изношенное платье, две рубашки, несколько

медных монет, 12 694 гульдена не-

уплаченного жаловании. 57 вычис-

вычислительных габлнц. 27 напечатанных

иаучныл трудов и огромное руко-
рукописное наследие. Какой же надо

было обладать n;icToii4iiB<)CTiiK>. це-

целеустремленное гьи), трудолюбием,
желанием познать законы природы,
чтобы н тех неимоверно тяжелых

УСЛОВИЯХ. В КоЮрыХ Ж11.1 И ГВО:

|>ил Кеплер, выполнит), такой колос-

колоссальный объем работы и ннести

ctci.ii> значительный вклад в миро-

мировую науку!
Помани Keti.iep родился 27 де-

декабри 1571 года в небольшом немец-

немецком городке Beii.M.-лер-Штадте. на-

насчитывавшем тогда всего несколько

сочен жителей. Кго отец — Генрих
Кеплер ¦ - был человеком бе.ч опре-
определенных {анягни, скитальцем (но

словам Иоганна Кеплера), который
в 1589 году нечеч на дома окончатель-

окончательно. Man. Иоганна - Катерина Гуль-
деиман ¦ обладала тяжелым и не-

ужнвчиным характером Она немно-
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го разбиралась в травах и лечила нсеч

обращавшихся к ней *а советом на-

настоями и отварами. Эта ее «врачеб-
«врачебная» деятельность стала одной из

причин, по которым ока позже была

объявлена ведьмой. Кеплеру при-
пришлось потратить шесть лет жизни,

чтобы доказать невиновность своей

матери и снасти ее от костра инкви-

инквизиции.

Детство Кеплера было безрадост-
безрадостным. Оно прошло среди грубых и не-

невежественных люден, в обстановке

постоянных ссор и взаимных упре-
упреков, ругани и брани. К тому же он

рос слабым ребенком, часто болел.

Два ярких события детства запом-

запомнились Иоганну и, может быть, оп-

определили его будущее. В возрасте
6 лет, в 1577 году, он впервые увидел

комету, а три года спустя родители
показали ему лунное затмение.

В 1578 году семилетнего Иоган-

Иоганна отдают в начальную немецкую

школу, но вскоре но настоянию учи-
учителя, обратившего внимание на спо-

способного н прилежного ученика, его

переводят в латинскую школу, го-

готовящую будущих служителей церкви
и различных государственных уч-

учреждении.

Перед окончанием школы встал

вопрос: что делать дальше? Учиты-
Учитывая советы учителей, денежные, пре-
престижные и иные моменты, родители

выбираю! для Иоганна духовную

карьеру. В 1584 году он поступает в

низшую семинарию города Лдельс-

берга, а затем продолжает учебу в

иыешен семинарии в .Маульбронне.
После окончании семинарии в

1589 году Иоганн поступает в Тюбин-

генекпн университет на факультет
искусстн. Здесь он изучает матема-

математику, астрономию, греческий п древ-
древнегреческий языки, риторику, по-

поэзию, этику, философию. Через два

года, успешно сдав магистерский эк-

экзамен, Кеплер переходит на теоло-

теологический факультет, где для студен-

студентов-богословов был установлен трех-

трехлетний срок обучения. Иоганн при-
прилежно учится, много читает, зани-

занимается стихосложением, участвует
в театрализованных представлениях,
которые студенты-теологи разыгры-
разыгрывают на рыночной площади.

В то время в Тюбннгенском \нн-

верситете было несколько незауряд-
незаурядных преподавателей, но наибольшее
влияние на молодого Кеплера ока-

оказал Михаил Мёстлнн. профессор ма-

математики и астрономии. Он первый
заметил выдающиеся способности
Иоганна Кеплера к математике и

астрономии и познакомил его и еще

нескольких своих воспитанников с

системой мира Коперника (в универ-
университете Местлни был вынужден пре-
преподавать систему мироздания Пто-

Птолемея). Именно Мёстлин разжег в

Кеплере страсть ученого, долгое вре-

ся был советчиком и помощником

Иоганна в научных занятиях, на

нравлял и одобрял его деятельность.

В конце 1594 года обучение Кеп-

Кеплера на теологическом факультете
должно было закончиться, по нео-

ожнданио произошло событие, резко
изменившее судьбу Иоганна. В про-
протестантской средней школе Граца -

главного города провинции Штцрии
(Австрия) скончался преподава-

преподаватель математики, и протестантская

община города обратилась в сенат

Тюбингенского университета с прось-
просьбой порекомендовать им достойного

кандидата на эту должность. Выбор
нал на Кеплера, а он. как обучаю-
обучающийся на государственный счет, не

мог отказаться. Иоганну очень не

хотелось оставлять учеб\, а с нею и

мечты о духовной карьере: однако

пришлось подчиниться. 14 марта
1594 года Кеплер нокнпчл Тюбин-
Тюбинген и отправился к месту своей пер-
первой службы.

В Граце Кеплер прожил шесть

лег. Помимо преподавания в школе,

в его обязанность входило составле-

составление астрономических календарей на

следующий год и прилагаемых к ним

астрономических прогнозом. В кален-

календаре помещались сведения о времени
восхода и захода Солнца, Луны, ее

фазах, о положении планет среди
звезд и многое другое. В разделе

«Прогнозы» обязательно сообща-
сообщались предположения о погоде, видах

на урожай, политические, военные н

иные предсказания.

Здесь, в Гране, в 1596 году Кеп-

Кеплер написал свою первую крупную
работу «Тайна Вселенной» (рукопи'сь
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этой книги Кеплер озаглавил так:

«Предвестник космографических ис-

исследований, содержащий космогра-
космографическую тайну»). В этой работе он

пытался построить гелиоцентриче-
гелиоцентрическую систему мира, устанавливая чис-

числовую зависимость между расстоя-
расстояниями планет от Солнца и размерами
правильных многогранников. По

Кеплеру в сферу, на которой распо-
расположена орбита Сатурна, вписан куб,
в него вписана следующая сфера -

с орбитой Юпитера, далее последо-

последовательно вписаны тетраэдр, сфера
Марса, додекаэдр, сфера Земли, ико-

икосаэдр, сфера Венеры, октаэдр, сфера
Меркурия *). В центре всей этой сис-

системы сфер и многогранников находит-
находится Солнце.

Свою «Тайну Вселенной» Кеплер
послал Галилео Галилею и Тихо Бра-
Браге. Оба ученых ответили незамедли-
незамедлительно. Галилей приветствовал по-

появление еще одного приверженца ко-

перниковской системы. Браге, вы-

высказав свое отрицательное отношение

к умозаключениям Кеплера, обратил
внимание на самостоятельность мыш-

мышления Кеплера, на его знание астро-
астрономии, на искусность и упорство в

вычислениях. Чтобы лично позна-

познакомиться с молодым ученым. Браге
приглашает его к себе.

В это время происходят изменения

в личной жизни Кеплера. В апреле
1597 года он женится на дочери мель-

мельника Барбаре Мюллер, и через год

у них появляется сын Генрих. Про-
Прожив всего два месяца, ребенок уми-

умирает. Та же участь постигает и дочь

Сусанну, родившуюся годом позже.

Кеплер тяжело переживает смерть
детей. А тут еще и другие неприятнос-
неприятности. В начале 1598 года в Граце уси-
усиливаются гонения на протестантов, к

которым принадлежал и Кеплер.
В сентябре того же года под страхом

смертной казни предложено покинуть
город всем протестантским священ-
священникам и учителям школы. Кеплер вы-

вынужден бежать из города. Правда,
вскоре для него было сделано исклю-

исключение, и через месяц Кеплер возвра-

*1 Во нремена Кеплера были hjhccthli

только шесть упомянутых планет Солнечной

системы

щается в Грац. Но обстановка в го-

городе неспокойная, и Кеплер, вос-

воспользовавшись приглашением Тихо

Браге, решает ехать к нему.
I января 4600 года на пороге но-

нового столетня Кеплер уезжает в Пра-
Прагу, тогдашнюю резиденцию импера-
императора Священной Римской империи
Рудольфа П. Здесь живет н работает
Тихо Браге придворный импера-
императорский математик.

Однако совместная работа с Тихо

Браге продолжалась недолго. Осенью
1601 года покровитель Кеплера уми-
умирает. Придворным математиком на-

назначают Кеплера, ему же поручается
забота об инструментах и рукописях
Браге. В руках Кеплера оказываются

журналы астрономических наблюде-

наблюдений, которые Браге вел на протяжении

почти четверти века. Эти наблюдения
были весьма точны для своего вре-
времени, они-то и позволили Кеплеру
открыть знаменитые законы движения

планет, называемые теперь его име-

именем.

Зимой 1601 года Кеплер выводит

один из законов движения планет,

который впоследствии получил назва-

название второго закона, или закона пло-

площадей. Вначале Кеплер формулирует
его для Марса, опираясь на резуль-
результаты наблюдении движения этой пла-

планеты, а затем, проверив правиль-
правильность этого закона для движения дру-
других планет, распространяет его на

всю Солнечную систему. Закон пло-

площадей гласит: радиус-вектор планеты

описывает в равные промежутки вре-
времени равные площади. Или иначе:

радиус-вектор планеты описывает

площади, пропорциональные вре-
времени.

Закон, который теперь называют

первым законом. Кеплер сформули-
сформулировал в 1605 году, каждая планета

движется по эллипсу, в одном из фо-
фокусов которого находится Сатине.

Выводы этих двух законов были

даны в основном произведении Кеп-

Кеплера по астрономии — в книге «Но-

«Новая астрономия», которая увидела
свет в 1609 году. (Полное ее назва-

название — «Новая астрономия, причинно
обоснованная, или физика неба, из-

изложенная в исследованиях движения

планеты Марс по наблюдениям благо-

благороднейшего мужа Тихо Браге».)

2)
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Третий закон был найден позднее,

в 101S гиду, он приведен п книге

Кеилера «Гармони» Мира». издан-

изданном в 1619 году Сейчас stot закон

формулируется так: квадраты пери-
периодов обращении планет вокруг Солн-

Солнца проиорииональны кубам боль-
больших полуосей их ¦>лл1И1тическнх

оронi.
В Праге Keiui-p прожил десять

лет. Это Пыл наиболее плодотворным в

тьорчечгком отношен»»» период его

Ж1ШИ. Здесь же. в Прагу. Кеплер
шитч два фундаментальных трактата
но оптике: «Дополненмм к Вител-

ликн и которых излагается оптиче-

оптическая часть астрономии» \\ШЛ г.Л и

«Диоптрика» 11611 г.).

Перьям книга написана, действи-

действительно, как дополнения к хорошо

известному в то время трактату поль-
польского ученого Х.П веки Внтелло.

Кеплер останаилипае гея на многих

вопросах, касающихся геометриче-
геометрической п физиологической оптики.

Он ввел в оптику термины «оптиче-

«оптическая ось» м «мениск», «сходимости»

н «расходимость» световых пучков,
создал теорию механизма зрения,

которая в основном coniuuaei с со-

современном, объяснил действие со-

собирающих и рассейluuouiiix очкоиых

.ним. исправляющих дальнозоркость
п бяизор\ кость, ынлогнук> нодомкм

к разработке теории оптических ин-

инструментов.

Вторая книга (ее полное и*зиа-

ние -- «Диоптрика, или доказатель-

доказательство того, как становится видимым

изображение с помвии>ю иелль»ю ».«>-

брегениоП фитхмыюн трубы») яви-

явилась релчлыанш дальнейших пссле-

доьуппп, сня^анных с оптическими

инструментами, особенно после соз-

создания Галилеем в ШЮ году первого
телескопа. Термином «дноифч-
ка» Кеплер назвал тог раздел опти-

оптики, где ргичлпирниается янление пре-
преломлении света (в отличиеo-i еиклидоп-
CKoii KaioiiTpiiKii. нзхчаюшен отра-
отражение света). Поралителыю. что.
иг чпая правильной формулировки за-

закона преломления стегл «этот закон

был найден для частного случая Спел-
лиусом в 1617 году, а для общего -

Дгкартом в 1637 году). Кеплеру уда-
•Юс1. построить в целом .правильную

Собственноручным набросок Кенлсри к

феу «Руаильфиисннх тайлии ».

теорию деисгвнн ошпческнх приборов
н, в частности, чрнтельных ip\O.

Относппмыю блаюиол>чнын дс-

смтилетиии период пребывании Ке-п-

лера в П|»аге окончился. В конце

I6HI года заболевае! жена Rapuapa.
Врачи находя! у нее перемежаютv ю-

ся лихорадку. Дети Кеплера забо. ic-

вакл опюн. и и ||к-нраде 1611 Ki.va уми-

умирает сын Фрндрич
В "*тн дни Прага паношпея аре-

ареной военных дсиствнп. Эго воюю г ли

престол император Рудольф II и его

брат Матиен. "Л мая 1Г»Ц года 1>у-

долы}1 II oipeK;it-icH «>i н|нч1ола Ко-

Королем Чехии, а некоре н императором
р

Wanieii KeiHep oi/гаетси

своего высоко)и иокроннгели, н хотя

Матвей ociaiunei ученого на долж-

должности нрнлворнии) математика, pi1-

inaci нок-ннуть Прагу. К кинне мая

Кеплер уже и .Чинцс — сюлипе Itepx-
нен Aiict|>iiii. ГДе предлагие! с<»слои-

ному собрании»сноп усл\ти и качест-

качестве преподавателя и провинциального
математики. l:r»> предложение приня-
принято, и Кеплер iioujpaiuafioi «а егмьей

В Прагу Домл oi'i «aciaci жену в
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очень тяжелом состоянии, и 3 июли

она умирает. Этот, 1611 гол, был са-

самым несчастливым в жизни Кепле-

Кеплера: смерть сына, смерть жены...

В Линце Кеплер прожил 14 лет.

Помимо того, что он числился импе-

императорским математиком, его назна-

назначили математиком провинции Верх-
Верхней Австрии. Его главным делом было

продолжение составления таблиц пла-

планетных движений (на основе данных

наблюдений Тихо Браге). Но Кеп-

Кеплера интересовали и сугубо мате-

математические проблемы. Это, прежде
всего, — математика переменных ве-

величин и теория правильных много-

многоугольников и многогранников.

В 1615 голу вышла книга Кеплера
«Стереометрия винных бочек», по-

положившая начало целому ряду ис-

исследовании в математике переменных
величин, которые привели к созданию

Ньютоном и Лейбницем теории диф-
дифференциального и интегрального ис-

исчислении.

Поводом для написания книги (со

слов самого Кеплера) послужила та-
такая история. Как-то осенью 1613 го-

года, когда Кеплер покупал вино, он
был изумлен тем. как торговеи опре-
определял вместимость бочки. Он брал
палку, на которой были нанесены де-

деления, вставлял ее в наливное отвер-
отверстие бочки и измерял расстояние от

отверстия до самой дальней точки

бочки — до края днища. Проделав
это одно измерение, он сразу же го-

говорил, сколько вина о данной бочке.

Кеплера заинтересовало, насколько

точно торговец определял объем боч-
бочки при помощи одного измерения.

Уже к концу года были получены

результаты этого исследовании. Вна-

Вначале Кеплер нашел формулу для вы-

вычисления объема бочки, а затем -

н других тел вращения. Для нахож-

нахождения объемов этих неправильных тел
он применил метод «исчерпывания»,
заполняя тела фигурами, объемы ко-

которых поддавались вычислению.

Находя объем тела как сумму эле-

элементарных объемов, заполнявших те-

тело, Кеплер часто употреблял латин-

латинское выражение Sunima omnium —

сумма всех. Как известно, одни из соз-

создателей интегрального исчисления —

Лейбниц ввел знак интеграла J {уд-

{удлиненная буква S) именно для сокра-
сокращенной записи выражения Suniina
omnium.

Тема правильных многоугольни-
многоугольников и многогранников была развита
в пятитомном труде Кеплера «Гар-
«Гармония мира».

Кеплер был выдающимся матема-
математиком не только но своему официаль-
официальному званию, но и но самой сути. Он
внес большой вклад в теорию ко-

конических сечений, ввел термин «фо-
«фокус» (параболы, гиперболы, клипса).
Введение им понятия бесконечно уда-
удаленной точки способствовало созда-
созданию проективной геометрии. Он был

хорошим вычислителем. принимал

участие в разработке теории логариф-
логарифмов, составил собственные таблицы

логарифмов, наконец, он способство-

способствовал изобретению первой вычислитель-

вычислительной машины.

В .Минце Кеплер много и плодо-

плодотворно работает. Этому немало спо-

способствует его вторая жена •— Сусанна
Рейттнигер. па которой он женился в

1613 году. Это—спокойная, добрая
и трудолюбивая женщина. Она тер-
терпеливо и с достоинством переносит
невзгоды и лишения, радуется науч-
научным успехам мужа и умеет под-

поддержать его в трудную минуту.
Однако спокойная работа в Лин-

Линце прерывается письмом сестры, ко-

которая сообщает, что мать Кеплера
обвиняют в колдовстве. Навет ис-

исходил от соседки, невзлюбившей мать

ученого. Клевета упала на благодат-

благодатную почву. Эгому способствовали

также необщительный и мало-

малосимпатичный характер Катерины и

го, что она занималась «врачеванием».
В го время в Германии новсюл\ пе-

пелась охота за ведьмами. В Леоибер-
:v, где жила Катерина, только ла

одну зиму было сожжено шесть жен-

женщин, подозреваемых в колдовстне.

Получив письмо от сестры, Кеп-

Кеплер ера:»} же направил нластям ,'1е-

онберга письмо, и котором отводил от

своей матери обвинение в колдов-

колдовстве и отвергал сл\.\и о том. что он

сам тоже, якобы, .«анпмлепн черной
магией. Письмо не возымело дей-

действии,, и началось следствие. Оно тя-

тянулось почти а лет.

7 авгита 1620 года Катерина была

арестована н препровождена в тюрь-
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Рсгенсбур!. Старинная гравюра.

му. Узнав оГ> этом. Кот мер спешит и

Леонберг. Процесс начался 4 сентяб-

сентября и f родилжалея более года. 1\ен-

лер построй.1! защшу очень искусно.

Он ие. отвергал существовании водим,

не отрицал свидек-льскне показания,

а просто давал каждому конкретному

случаю вполне естественное объясне-

объяснение, отводящие oi матери обвинение

в колдовстве. 4 октября 1021 года

процесс был ирекр.ицеп, и измучен-

измученную женщину выпустили ни тюрь-
тюрьмы. В апреле следующего года Ка-

Катерина скончалась.

Мать Кеплера был.ч спасена от

костра ннквнзиини благодаря свое-

своему сыну, но кикой ценой! Шесть

лет вместо занятий наукой всемирно

известный ученый вынужден был бо-

бороться с невежеством, тупостью, жес-

жестокостью.

Кеплер возвращается в Лишь.

Здесь он заканчивает работу над таб-

таблицами логарифмов, начатую еще ле-

летом 1619 года, когда он познакомился

с книгой Д. Ненера «Описание уди-
удивительных таблиц логарифмов»
(IGI4 г.). Так как Кеплеру приходи-
приходилось много вычислять, он не мог

принт мимо изобретения Непера и

составил спои таблицы логарифмов,
которые по структуре были более по-

похожи п<1 современные.
Летом 1624 юла Кеплер, наконец,

заканчивает составление новых ас-

астрономических плане) itu \ таблиц, над

которыми он трудился 22 гола. Эту
работу Кеплер счшал основным де-

делом своей жизни. Старые таблицы
лнкження планет были неточны, и

новые кенлеровскне таблицы с не-

нетерпением ждали моряки и астроно-

астрономы, составители календарей и acipo-
логи. После опубл и кона пня и 1027 го-

году *Рудол1>ф||нскне таблицы* (на-
(названные так но имени Рудольфа II)
в течение почти двух векон служили
людям, только в начале XIX века

они были заменены более точными.

Последние годы жизни Кеплера
были вновь омрачены невзгодами,

лишениями н скитаниями. Пет денег

ни па жизнь, ни на издание своих

трудов. В .Лишм начинаются гонения

на протестантов. Им всем предложе-

предложено или перейти в католичество, или в

течение шести месяцев покинуть го-

город. Кеплеру и работникам его типо-

типографии разрешено остаться в городе

до окончания работы над «Рудоль-
фннскнмн таблицами».

Уже восемь лет идет Тридцатилет-
Тридцатилетняя воина. Лини, как и вся Верхняя
Австрия, оккупирован баварскими
войсками, которые ведут себя как

завоеватели. Город мучается в тис-

тисках голода, начинаются эпидемии.

В горохе вспыхивают пожары, и в

огне сгорает типография Кеплера:
рукопись книги чудом остается целой.

24
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Кеплер не может больше оставать-
оставаться в Линце. Он забирает семью, гру-
грузит книги, рукописи и немудреную
домашнюю утварь на судно, идущее

вверх но Дунаю, и отправляется в

Ульм, где он договорился издать

«Рудольфннскне таблицы». Начина-
Начинаются сильные морозы, реку сковывает
лед. Кеплер вынужден оставить семью

в Регенсбурге, a caii добирается до
Ульма на лошадях. В Ульме Кеплер
живет около года, из которых девять

месяцев уходят на печатание «Таб-
«Таблиц».

Наконец, «Рудольфннскне таб-
таблицы» увидели свет. Кеплер навеща-
навещает семью в Регенсбурге и отправляет-
отправляется в Прагу, где в то время находился

император Фердинанд.
Император милостиво встречает

Кеплера, принимает от него в пода-

подарок экземпляр «Таблиц» и предла-
предлагает перейти в католичество, обещая
за это всяческие блага. И вновь Кеп-
Кеплер отказывается — он не может

пойти на сделку со своей совестью.
В судьбу Кеплера вмешивается

любимец императора — полководец

Альбрехт Валленштейн. Он давно
знает Кеплера, так как дважды об-

обращался к нему как к астрологу.
Валленштейн предлагает Кеплеру по-

поступить к нему на службу. Ученый

соглашается, и летом 1628 года вмес-

вместе с семьей переезжает в герцогство
Саган — владения Валленштейна.

В августе 1630 года Валленштейн

получает отставку, и Кеплер вновь

остается без покровителя и... без де-

денег. Осенью ioro же года он отправ-
отправляется в Регенсбург на сбор герман-
германских князейч где тогда находился им-

император, чтобы получить хотя бы часть

причитающихся ему денег. Вскоре
после приезда в Регенсбург Кеплер
тяжело заболел лихорадкой. Здесь
он и умер 15 ноябри 1630 года на 59

году жизни.

Злоключения Кеплера продолжа-
продолжались н после его смерти. В результате
сражении Тридцатилетнем войны

кладбище, на котором его похоро-
похоронили, было полностью разрушено, и

от могилы Кеплера не осталось даже

следа. Его рукописное наследие пе-

переходило ил рук в руки, терялось,

растаскивалось, пока, наконец, в

1774 году большая часть архива Кеп-

Кеплера не была приобретена Петербург-
Петербургской академией наук *).

С именем Кеплера связаны основ-

основные законы небесной механики. В его

честь названы один из лунных кра-
кратеров и малая планета .\° 1I34. В на-

начале XIX века жители Регенсбурга
соорудили Кеплеру памятник, а к

300-летию со дня рождения был уста-

установлен монументальный памятник на

родине Кеплера в Вейль-дер-Штадте.
В этих же городах открыты музеи его

имени.

•) В настоящее время 18 из 22 гомон ру-
рукописного наследии Кеплера хранятся и Ле-

Лепит раяском отделении Архива Академии
на\'к СССР.

Непридуманные
опечатки

Трапеция- несчастный слу-
случай четырехугольника (част-

(частный!)
• * •

На галкой поверхности ле-

лежит брусок (на гладкой!)
• **

Добр|>совестно эаблуяин-
шннея оппонент (заблуждав-
(заблуждавшийся!)

Читатели сетуют (совету-
(советуют!)

I li-npnvjipii\tbk' отклонении

от нериы\ результатов (не-

(неприемлемые!)
• ¦ *

Молиое ра шоактннние из-

излучение f мощное!)
* • •

Траектории пересекаются
пол углом 60°С

(лг)— удобная часть числа х

(дробная!)

Качатслр-ная (касательная!)
* * •

Положительные полуочн

(полуоси!)

Ллскнантиый

СКчрофи.чичсскнс наблюде-
наблюдения (астрофизические!)

• * «

Перелетные Siu-элм (пере-
(переменные!)

* * *

Бесконечно милая величина

[чалая!)
• ¦ ¦»

Чс-тырсхшачнын механизм

(четырелзиенный!)

Критически построенный чи-

читатель (настроенный!)

А. В.
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A. Tu.i.ivp

Сюрпризы
листа Мёбиуса

Представим ceotf поверхность и сн-

JHnuero на iieii муриньм. Удастся ли

муравью доползти До обратном сто-

стороны поверхности
— обратно говоря,

до ее шпанки. - - ие перелезай через

крап? Конечно же пег1 В зюм были

\wpvHW математики до середины

прошлого пека, когда немецким а\. гро-
иом и геометр Лигуст М?бнус привел

первый пример о д и о с i о р о и •

н е. ii поверхности, it любое место

Koropoii может донол.«ги м>ранен, т-

перелезая черел кран. ()Г> bum поверх-
||(п.-тн. на:Я|Л!аем(>н листом (п.ш лен-

лентой) Мёбиуса, мм и расскажем.

Прежде, чем читан, дальше, и.ло-

гивьк- мололи листа \\w»y<a- тль-

миге бумажную полоску длинный

узкий прямоугольник АВСП ipnc. li:

перекрути ei- па 180 . i/клсГпе пч нес

кольцо лист Мёбиуса югон. По-

iipoTiyfiiv «акрасигь одц> его «.трону,
оста ни и другую fie.iofi. Вскоре иы с

удивлением обнаружите. что краси-
красите «п:шанку». Таким обраном, лис г

МёХшуса денстн|1те.н»но hu.imcicm од-

носгороннеп поиерхиоетыо.

Лист Мёбиуса ii|)eiio;niccei нам не

одни сюрприз и и том случае, если ны

попытаетесь его рамре:юп»:
1) Разрежьте наш> ле»п\ .Мёбиу-

.Мёбиуса но иент|)алы1оп липни. При послед-

последнем pa.jpe:»e (рис. 2) полоска, вместо

того, чтооы раскалиться на два кус-
куска, разворачивается и длинную связ-

связную замкнутую ленту.
2» Полученную после первого ран-

pe.ui ленту снова ра:«режые но ее

ueinpa.ibiion липки. Перед послед-

последним сжатием ножниц попробуйте \ га-

гада п>. чю будет У

¦U Во:и.мите еще одн> очень у.«-

кую полоску бумаги, скрутите ее на

раз не на 180й. а на ЗОО" и склеп-

c. \.
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те; затем разрежьте и ее по централь-
центральной линии. Сравните результат с ре-
результатом предыдущего разреза.

Почему так происходит? Не при-
прибегая более к бумажным моделям и

ножницам, попробуем пояснить это

математически.

Уравнение поверхности Мёбиуса

Построим поверхность Мёбиуса в

трехмерной декартовой системе ко-

координат Oxyz. Рассмотрим на плос-

плоскости г — 0 окружность радиуса R с

центром в начале координат О {х2 -\
-\- у2 — /?-). Пусть точка А равно-
равномерно движется в положительном на-

направлении по этой окружности; тогда
плоскость а, проходящая через ось

Ог и точку Л, буает вместе с ней рав-
равномерно вращаться вокруг оси Ог.

Рассмотрим в плоскости а прямую /,

проходящую через точку А. Пусть
прямая / вращается вокруг точки А

против часовой стрелки (если смот-

смотреть на о. в направлении движения
точки А), причем в любой момент угцл
между лучом ОА и прямой / равен
половине угла tf между осью Ох и

лучом ОА. Таким образом, когда точ-

точка А завершит полный оборот,
прямая / окажется повернутой
относительно начального положений

на 180*.
Множество точек пространства,

через которые проходит прямая /

(участвующая в двух движениях), есть

поверхность Мёбиуса (рис. 3). Пря-

Прямую / естественно называть образу-
образующей построенной поверхности. Точ-

Точнее, образующими мы будем назы-

называть все прямые, положение которых
занимает наша прямая I при своем

движении. В отличие от модели, скле-

склеенной нз бумажной полоски, эта

поверхность безгранична (не
имеет границы, края) и бесконечна

(ее нельзя заключить ни в какую
сферу).

Очевидно, положение точки А н,
следовательно, положение образую-
образующей I, однозначно определяется ве-

величиной угла <р = хОА. Условимся

считать, что на образующей / выбрана
система отсчета, начальная точка ко-

которой есть точка А, положительное на-

направление при ц = 0 совпадает с

положительным направлением оси

Од:, а масштаб совпадает с масштабом

системы Охуг. Тогда положение точ-

точки на образующей однозначно опре-
определяется действительным числом /..

Таким образом, задание чисел л ? R
и ч € Ю; 2л| однозначно определяет

точку М на поверхности; найдем ее

координаты. Пусть Мх, Му, М,,
М' ¦ - проекции точки М на оси Ох,

Оу, Ог и на плоскость Оху соответ-

соответственно (рис. 3). Тогда ОМХ ~ ОМ' \

Xcos«|, ОМ, = ОМ'-sin <ф, OAf.=

-. AM ¦ sin -!Ь ОМ' - ОА ± AM X

к cos-|-. Учитывая ОА ~ R и

AM /-, получаем, что координаты
точки М равны

Рис. 2.

29



kvant.mccme.ru

x —I R + kcos -|- j cos ф,

где 0 <<р<2л, A. 6R*)-
Общий вид поверхности Мёбиуса

изображен на обложке журнала. На

рисунке 4 показана часть поверхно-
поверхности, отвечающая —1 <Х<1; эту часть

поверхности мы и изображали бумаж-
бумажной моделью.

Если при обходе окружности мы

будем вращать нашу прямую с уд-
удвоенной скоростью, то при —1<

s*:A,sSl подучим полоску, перекру-

перекрученную на 3607 (вспомните разрез
3)). Это уже двусторонняя поверх-
поверхность (рис. 5). Ее уравнение, оче-

очевидно, будет
х = {R + Я cos ф) cos ф,

Заметим теперь, что при ф = О

образующая / пересекает исходную
окружность еще и в точке (—R, О,
0). Следовательно, она пересекает не-

¦) Такое задание поверхности часто на-

эьшают параметрическим; здесь параметры <р

наАпшТхНнЯмтнР^одс<^шн3поте и°Хоте Существенным для нас является тот

которую другую образующую. Таким
образом, поверхность Мёбиуса ока-

оказалась самопересекающейся.

Линия самопересечения

Чтобы найти линию самопересечения
поверхности Мёбиуса, выясним, ка-

какие пары образующих могут пересе-
пересекаться .

Если две образующие лежат в

различных вертикальных плоскостях,
то точка их пересечения, если она су-

существует, должна лежать на линии

пересечения этих плоскостей, т. е.

на оси Ог.
Для каждого ф 6 Ю; 2л I найдем

точку пересечения образующей с

осью Ог. Для этой точки

0,

у = | R + Xcos —\ sin ф = 0.

Поскольку sin if и cos ф не могут
быть равны 0 одновременно,

cos

0. При

. ИзA)г= —Ktg-|--

Таким образом, координаты точки

пересечения образующей с осью Oz:

р р р
поверхности (подобно широте и долготе

на земной поверхности). факт, что все образующие при
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пересекают ось Oz в различных точ-

точках. При ф = я образующая парал-
параллельна оси Ог.

Таким образом, пересекаться мо-

могут только такие пары образующих,
. которые лежат в одной вертикальной
плоскости; иными словами, если од-

одной из пересекающихся образующих
соответствует угол ф, то другой
соответствует угол q> -J- л. Пусть
положение точки пересечения этих

образующих определяется значе-

значениями Xj, Х2параметра X. Тогда из A)

X= (R + Xt COS -|-^ COS ф =

y,=[R + К cos-|-Jsin ф .-

= —\R—X2sin-^-)sin ф,

z = X1sin-|-=X2cos-|- .

Из этих выражений следует, чтоХ,,
Х2 удовлетворяют системе уравнений

1-1 Ф П л • Ч

откуда /при ф^-2", —I находим

cos-

. Надставив най-
1 cos<(•

денное значение X, в уравнения A>,

получим координаты точки самопе-

самопересечения:

Отсюда видно, что мри изменении ф
точка самопересечения поверхности

Мёбиуса движется вдоль прямой, ко-

которая лежит в плоскости х -= —R и

описывается равнением г —у. Та-

Таким образом, линия самопересече-
самопересечения является прямой (но не явля-

является образующей!). Отрезок этой

прямой изображен на обложке. Вни-

Внимательно изучив заставку, вы найде-
найдете линию самопересечения и на ней.

Рис. 6.

Почему же лист Мёбиуса не

распадается при разрезе?

Теперь нетрудно ответить и на этот

вопрос. Рассмотрите на рисунке 4 (и
на обложке) край ленты Мёбиуса, т. е.

линию X = ±1. Присмотритесь: этот

край не распадается на пару замкну-
замкнутых кривых, как было бы в случае
неперекрученной полоски, а пред-
представляет собой одну непрерывную

кривую. Паш разрез не касался края,
и поэтому край (а значит и вся по-

полоска) после разреза будет оставать-

оставаться цельным куском.

Как объяснить другие сюрпризы?

Можно считать, что второй разрез осу-

осуществляется по линии Х=
-у (рис. 6).

Координаты точек на этой линии опи-

описываются (при <f ? |0, 2л |) урав-
уравнениями

х =(R+ ¦— cos -|-j cos ф,

y=[R+ -j-
cos -~r sin B)

z~ sin

Очевидно, разрез делит нашу по-

полоску на две части, которые можно

условно назвать внешней и внутрен-

внутренней, причем внутренняя часть явля-

является такой же, только более узкой,
полоской листа Мёбиуса. Что же пред-
представляет собой внешняя часть?

(Продолжение см. стр. 59)
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И. Яг.юм

Поговорим
об определениях

Из чего состоит математика? Разу-
Разумеется, в первую очередь, из тео-

теорем п а к с и о м («Геометрия 6».
п. 6). Важнейшую часть математики

составляют лпказател ьгтпа.

Знаменитый трактат И. ГЗурбакн
«Начала математики»*) начинается

со слов: «Со времен греков гонорim.
,,математика" — значит говорить ,,до-

,,доказательство'1».

Наряду с этим фундаментальную
роль траки и математике о и р е -

д е л е п и я («Геометрия 6», и. 2) -

ведь, прежде чем доказывать теоремы

о тех или иных математических объ-

объектах, надо понимать, что что за объ-

объекты. Да что «доказывать»! Даже для
того, чтобы просто it опят ь тео-

теорему «Касательная к окружности

перпендикулярны диаметру, прохо-

проходящему через точку касания», мы

должны знать, что такое «окружность»,
«касательная к окружности», «точка

касания», «диаметр*, «нерпенднку-

*) Гр\11П;1 фр^НЦуЧСКНХ U.lTrMJ ГИКОВ.

обч.едн'нешшя та неенлонныоч «Пикала Ь\ц-
бякц». 1нкт;1И11Л,1 перед cofxiii iumi. — ними,

can. молнии трактат но coiipvucniiiiii мик-ча-

тнкс. Трякт;1т издастся нтлсДмпам'и нынускя-

ми и 11ярнжс с ИШ пая- У •••.' » стране nopi1"

иод трактата начал иыходить к I95H году.

Тракта i cniv Ш' .laKoii'ii-ii. П«к-к« ильку но нремя

писания трактата математика тпжг диижегся

niicptA. тммижпо. он не fiv.ii-r .«аисрни-п ни.

когда.

лярна». Пока хоть один ил этих тер-
терминов остается нам неизвестным, нам

нечего задумываться о самой теореме.
Разумеется, 5>то справедливо не

только для математики: прежде, чем

что-либо обсуждать, мы должны по-

понимать, о чем идет речь. Утверждение
ъАнитилий Карпов хорошо игриет в

шахматы» человеку, не знающему,
кто такой Карпов и что такое шахма-

шахматы, скажет не больше, чем нам с ва-

вами — фразы «Рецессивный аллель влия-

влияет на фенотип только в том случае,
когда генотип гомозиготен» или «Ти-

ририОумбия очень зелсмична».

Чаше всего «определение задается
указанием ближайшего рода и видо-

(юго отличия». Слова н кавычках

принадлежат книметпому мудрему

Аристотелю. учителю Александра
.Македонского (IV в. до и. :».). Н гим-

гимназиях дореволюционной России уче-
ученики заучивали их наизусть, для пу-
пущей учености— но-латыпн (хотя сам

Аристотель лагынн. конечно, не

зиял — он говорил п писал на языке,

который ныне называется древне-

древнегреческим).
Например, а определении «Каид-

ршпчм называется прямоугольник,
у которого смежные стороны конгру-
мтны* прямоугольники — эго «бли-

жаншнн род», я конгруэнтность смеж-

смежных сторон — то «видоное отличие»,

которое из «рода» прямей глчьнцкои

ныдедяет «вид» квадратов (рис. I).

Аналогично, н определении «G*j//i-

ветстпис между даумя множествами,

при котором каждому элементу одного
множества соответствует один и

только сн)ин элемент второго множе-

етт, называется функцией* соответ-

Рис 1.
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cvulim - (^шжайишй род», мл ко-

которого мы ны.имяем функции, а «каж-

«каждому улсменту одного множества...» —

«видовое отличие», характеризующее
их.

Определения но схеме Аристотеля
существую! пс только в математике.

Так. можно сказать, что слон
-

.нпо млекопитающее. обладающее
длинным хоботом. Как известно, би-

/паники — это науки с растениях.
Одно и то же понятие «через бли-

жайпшй род и видовое отличие» мож-

можно, конечно, определить по-разному.
Так. киадрит можно определить как

прнмпугчльник со взаимно перпенди-
перпендикулярными диагоналями или прямо-

прямоугольник, в который можно вписать

окружность. Можно также один и

тот же «вид» выделять из разных «ро-
«родов». Например, квадрат можно оп-

определить как ромб, имеющий прямой
угол (рис. 1).

Упражнения

1. Дапте еще псчко.и.ко определений
квадрата по схеме Аристотеля.

2. Определитено тон же схеме прямо-
прямоугольник, ромб, параллелограмм.

3 Лайте несколько разных определений
па схеме Аристотели какого-нибудь немаге-

матичеч'когп понят»».

Многие определения в математике

не укладываются в схему Аристотеля.
Например, в определениях «График
функции у ах3 {а =?= 0) называют ку-
кубической параболой», «Мы будем го-

говорить ,,а больше ft", если ризность
а — h положительно», «Модулем
числа а называется само число а, если

а > 0, и число —- а, если а < 0» вряд
ли можно естественно указать «бли-

«ближайший род» и «видовое отличие».
* *

*

Каждое определение является

соглашением об употреблении
некоторого термина или обозначения.

Поэтому нельзя говорить об истин-

истинности-ложности или доказательстве

определений. С другой стороны, о

разумности, о полезности, об удоб-
удобстве того или иного определения раз-
размышлять можно и должно.

Из любого определения автомати-

автоматически вытекает (верная) теорема,
имеющая вид «равносильности» («Ал-
(«Алгебра 7», п. 21). Например, из опре-

Аристотель (Рим.
У Терм).

Национальный музей

деления квадрата на с. 32 следует тео-

теорема «Прямоугольник тогда и только

тогда является квадратом, когди его

смежные стороны конгруэнтны».
Одна и та же теорема может три-

тривиально вытекать из определения при
одном способе построения некоторой
теории и требовать содержательных
рассуждений — при другом способе,

Например, в школьном курсе гео-

геометрии теорема «Если тонка X лежит

между точками А и В, то \ЛХ [ -|

|А'В | \АВ |» прямо следует из

определения («Геометрия 6», п. 5), а

в геометрии, основанной на системе

аксиом Гильберта, требует довольно

длинного доказательства.

Рассмотрим два определения по-

понятия центральной симметрии. Из-
Известное вам определение («Геометрия
6», н. 17) можно сформулировать и

так: фиксируем точку О; каждой
точке А плоскости поставим в соот-

соответствие точку А' той же плоскости,

симметричную точке А относительно

О (рис. 2): описанное отображение
плоскости на себя называется сим-

симметрией с центром О.

2 ,.КнамГ" Лг fi
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Рнс. 3.

Задача 1. Доклеите, что отображе-
отображение плоскости ил себя тогда и только тогда

является симметрией с центром О. когла его
e.imtciвенной неподвижной точкой является

точка О (т. е. 0'~0 и при АфО имеем А'ф.А),
.1юбую прямую оно переводит п параллель-
параллельную прямую и существует такая точк* Б,
для которой | В'6 | = I ВО |.

Теорема, установленная в зада-

задаче 1, позволяет дать понятию цент-

центральной симметрии второе определе-
определение: отображение плоскости на себя
называется симметрией с центром О,
если его единственной неподвижной
точкой является точка О, любую
прямую оно переводит в параллель-
параллельную прямую и существует такая точ-

точка В. для которой | В'0\ — | В0\.
В первом определенни мы скон-

сконструировали некоторый объект (ото-
(отображение плоскости на себя) и далн

ему название. Второе определение
имеет вид: объект некоторого рода
называется так-то, если он обладает
такими-то свойствами.

Определения первого вида назы-

называют конструктивными или пря-

прямыми, определения второго вида —

дескриптивными ют латинского des-

criptio — «описание») или косвен-

косвенными.

Сразу же подчеркнем: понятия

конструктивного и дескриптивного оп-

определений мы недаром объяснили
только па примере

— они вряд ли

допускают строгое описание. Несмот-

Несмотря на нх расплывчатость, нечеткость,

противопоставленне конструктнвных
и дескриптивных определении часто
бывает полезным.

Нел и какое-то понятие определено
дескриптивно, то не обязательно со-

ответствуТощни объект существует.
Назовем, например, натуральное чис-

число, отличное от 1, перфектным, если

оно равно сумме своих делителей.

В »том случае данное нами опреде-

определение никакого объекта не опреде-

определило, потому что в число делителей

числа п входит и само п; перфектных
чисел не с у щ с с т и у ет*|.

Таким образом, в отличие от кон-

конструктивных определений, любое дес-

дескриптивное определение требует еще

доказательства, что соответствующий
объект существует.

Рассмотрим еще одни пример дес-

дескриптивного определения: прямые а

и Ь. лежащие в одной плоскости, на-

называются сходящимися, если они не

имеют общих точек и при движении

точки но одной из эгнч прямых в од-

одном из направлений расстояние от

нее до другой прямой неограниченно
убывает (рнс. 3). Задает ли это оп-

определение какой-нибудь объект? Дру-
Другими словами, существуют ли сходя-

сходящиеся прямые? Оказывается, ответ

на этот вопрос зависит от того, в

какой геометрии мы «находимся»,

какую геометрию рассматриваем.
В евклидовой геометрии (или, что

для данного вопроса все равно, при
тон аксиоматике, которая принята в

школьном учебнике) сходящихся пря-

прямых, конечно, не существует (поэто-
(поэтому мы и были вынуждены прямые на

рисунке 3 изобразить искривлен-
искривленными). В геометрии же Лобачев-
Лобачевского такие прямые существуют (они
там называются параллельными).

Средневековая научная мысль,
дав дескриптивные определения:
философский кимень — это препарат,
позволяющий превращать неблаго-

неблагородные металлы в золото; вечный д/ш-

гатель (perpetuum mobile) — это

прибор, позволяющий производить
работу без затраты энергии,

— без-

безуспешно билась над построением не-

') Стоит, одиакб, «определение перфект-
перфектного числа добавить одно слово: натуральное

число.отличное от 1. называется совершенным,

если оно равно сумме своих с о б с т в с и и ы х

делителей.— как ситуация меняется. На-

Например, б — I -; 2 -г' 3. 28 = I — 2 - 4 +
+ 7 т И. О совершенных числах в «Кванте»
много писали A971, Лг 8, с. I; 1972. Дй 4,
с. 39; 1973. Л% 10. с. 71: 1975, .4* о. с. 7).
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A

Риг. 4.

В

а)
В

б) е)

существующих объектов*). В отли-

отличие от них, дескриптивное определе-
определение: тепловой двигатель — это ме-

механизм, преобразующий тепловую
энергию в механическую,— коррект-
корректно; мы давно уже пользуемся, напри-

например, автомобилями (двигатель внут-

внутреннего сгорания) и пароходами (па-

(паровая машина). Построение объектов,
заданных набором требуемых свонств,

т. е. дескриптивно,
— один нз наи-

наиболее важных видов человеческой де-

деятельности.

Довольно часто, наряду с кон-

конструктивным определением, жела-

желательно иметь и дескриптивное.

Скажем, первоначально слон был,
разумеется, определен как «вон то

животное!». Однако на базе

этого определения никакое «слоно-

ведение» развиться не могло. Для соз-

создания науки о слонах, безусловно,
необходимо было дать исчерпываю-
исчерпывающий список характеризующих слона

признаков, из которых вытекали бы

и другие свойства этого вида (так,
нз того, что слон — млекопитающее,

вытекает не только наличие у него

костного скелета, но и многие осо-

особенности строения скелета).

Задачи
2. Назовем треугольник ЛВС прямо-

высотным (ссклветовенио. прямоОиссектрч-
сны.» или прямомгдиинным). если его высот ы

(соотпетствемио. биссектрисы или медианы).

*) Разумеется, с точки зрения совре-
современной фтикн прекращение одних элементов

в другие возможно, но колоссальные физиче-
физические приборы, осуществляющие такие пре-

превращения, не имеют ничего общего с тем. что

понимали иод философским камнем средне-

средневековые алхимик».

выходящие из вершин А и В, перпендику-

перпендикулярны (рис. 4). Какие значения может иметь

величина угля С

а) в прямонысотнпм треугольнике?
6} и нрямобнесектрнсиом треугольнике?
п) в нрямомсднашюм треугольнике?

(П р е л у г р е ж л е и и е. задача в) труд-
труднее двух"предыдущих; для ее решения мог\т

понадобиться векторная алгебра и тршоно-
мстрия.)

3. Назовемзамкнутую несамопересекаю-
щуюся ломаную (не обязательно плоскую!)
правильны» многоугольником, если все ее

звенья конгруэнтны и утлы между соседними

звеньями конгруэнтны. Существует ли не-

плоский правильный
а) четырехугольник?
С) пятиугольник? (Предупреж-

(Предупреждение: задача 6) — слиая трудная d

craibe; для ее решения требуется неплохое

знание стереометрии.)
Какова может быть величина угла между

соседними звеньями r таком многоуголь-
многоугольнике?

4. Определение параллельного перено-
переноса, данное в школьном учебнике («Геометрия
I». п. 3fi). является конструктивным. Дока-

Докажите, что эго определение равносильно сле-

следующему дескриитипшжу определению: ото-

отображение плоскости па себя называется

параллельным переносом, если оно любой

отрезок переводит в конгруэнтный отрезок,
имеющий то же направление. Какое из Этих

двух определений удобнее для доказательст-

доказательства теоремы: композиция пириллеяьных перс-

носов есть пираллсыный перенос («Геометрии
7>. пп. 77. 71)?

5. Определение гомотетии. данное в

школьном учебнике («Геометрия 7». и. 79).

является конструктивны*). Докажите, что

это определение равносильно (для коэффи-
коэффициента гомотетии k>0. Ьф\) следующему
дескриптивному определению: отображение
плоскости на себя называется гомотетией

с коэффициентом Ь>0.кф\. если оно про-
произвольный отрезок А В переводит в отрезок
А'В'. параллельный отрезку АВ. одинаково

\Л'В'\
с ним направленный и такой, что «¦

Какое из этих двух определении удобнее для

доказательства теоремы: композиция гомоте-

гомотетий с коэффициентами Аг,. к» (цещри их

могут не совпадать) я&штся гомотетией с

коэффициентом kt.k.t при kl-ht^l и порол-

.ильным переносом при *1.*4=1?

3S
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Лаборатория «Каанта»

В. ЛШи'р, H. HaJuptMt

Автогенератор
из угольного

микрофона
Сто лет начал, в 1878 году, англий-
английский ученый Д. Юз изобрел уголь-
угольный микрофон. Устройство и прин-
принцип действия этого прибора очень

просты. Межд\ тонко» металличе-

металлической мембраной, служащей одним

электродом, и металлической плас-

пластинкой или стержнем, выполняющими

роль второго э.лекгрода. насыпан

угольный порошок. Когда на мембра-
мембрану микрофона надает звуковая волна,
колебания мембраны приводят к пе-

периодическому изменению плотности

угольного порошка н, следовательно,
к изменению его сопротивления. Ток
в йеIIи микрофона, подключенного к

источнику постоянного тока, стано-

становится пульсирующим. Таким образом
звуковые колебания в микрофоне пре-
преобразуются в электрические.

Для обратного преобразования
электрических колебании в звуковые
может служить динамик. Он состоит

из постоянного магнита, между по-

полюсными наконечниками которого
расположена подвижная катушка, сое-

соединенная с диффузором. Когда по

катушке проходит пульсирующий
ток. вокруг катушки возникает из-

изменяющееся магнитное ноле. Взаимо-
Взаимодействие этого ноля с полем постоян-

постоянного магнита приводит к колебаниям

катушки к связанного с ним дшрфу-
зора. В результате в воздухе появля-
появляются звуковые колебания.

Рассмотрим пень, состоящую из

последовательно включенных уголь-
угольного микрофона М. громкоговорителя

(динамика) Гр и Скпинеи Б источни-

источников постоянного гока (рис. 1). Звук,
падающий на мнкро<|юн. приводит к

появлению в цепи пульсирующего
тока. Этот ток, проходя но обмогке

динамика, вызывает колебания диф-

диффузора, и динамик сганоингем источ-

источником звука. 111ик. рассматриваемая
система преобразует звук и перемен-
переменный электрический ток и затем вновь

в звук, latin амплитуда нллучаемон
динамиком звуковой полны больше

амплитуды полны, падающей на мик-

микрофон, система действует как усили-
усилитель звука. Именно в таком качестве

она чаще всего применялась раньше
и широко используется теперь в те-

л<ефоннои связи.

Развернем микрофон и динамик

навстречу друг другу «рис. 2). Коле-
Колебания диффузора динамика, дойдя в

виде звуковой волны до микрофона,
вызывают появление в пени пульси-

пульсирующего тока, который, в свою оче-

очередь, воздействует не колебания диф-
диффузора -

получается колебатель-
колебательная система с обратной связью, или

автогенератор. Стой воздуха между

динамиком и микрофоном, служащий

«проводником» звуковых колебаний,

осуществляет обратную связь между

микрофоном н динамиком.

Заметим, что всякий усилитель С
цепью обратной связи можно нревра-

Рис. 1.

Рис. 2.
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Рис. 3.

Рис. 4.

тнть в автогенератор, если соответ-

соответствующим образом подобрать обрат-
обратную связь. Л\ожно предложить боль-

большое количество опытов, подтвержда-
подтверждающих этот вывод. Некоторые иа них

уже рассматривались на страницах

нашего журнала *).
Вот еще один опыт. Для изготов-

изготовления модели угольного микрофона
вырежьте в фанерной пластинке круг-

круглое отверстие диаметром примерно

100 мм и заклеите его папиросной бу-
бумагой, которая будет выполнять роль

мембраны. В центре мембраны помес-

поместите склеенную из плотной бумаги

коробочку размером 5x20*20 мм,
на дне ее укрепите электрод из тон-

кон фольги. В коробочку насыпьте

угольный порошок (можно, напри-

например, раздробить молотком графито-
графитовый стержень от одного элемента ба-

батарейки для карманного фонаря-,

адиако порошок не должен быть очень

мелким). На угольный порошок в

коробочке свободно наложите второй

электрод ий жести. Слегка побрыз-
побрызгайте на папиросную бумагу и дайте
ей высохнуть (чтобы бумага хорошо
натянулась).

Соберите цепь, показанную па ри-
рисунке I (в качестве источника пита-

питания можно использовать две или тр»
последовательно соединенные бата-

батарейки для карминного фонари ди-
динамик лучше взять типа 0.5ГД21).
Если теперь тихо говорить перед ми-

микрофоном, из динамика будет слышен

довольно сильный, правда искажен-

искаженный, звук. Для успеха опыта важно

экспериментально подобрать опти-

оптимальную величину давления верхнего
электрода на угольный порошок.

Развернув динамик," приближайте
его к микрофону (рис. 3). При неко-

некотором расстоянии между ними систе-

система самовозбуднтся. и возникнет гром-
громкий однотонный звук. При прочих

равных условиях частота и сила зву-
звука зависят от расстояния между

микрофоном и динамиком.

Иногда удается поднести динамик

очень близко к мембране микрофона,
а автоколебания не возникают. В та-

таком случае бывает достаточно слегка

прикоснуться к микрофону или крик-

крикнуть вблизи него, чтобы система само-

возбуднлась.
Опыт получится лучше, если вмес-

вместо самодельного микрофона исполь-

использовать угольный микрофон из теле-

телефонной трубки, внешний вид которого

изображен на рисунке 4. Для прове-
проведения опытов этот микрофон жела-

желательно укрепить на листе фанеры.

•) См.. например, статью В. Манера
и Р.-Э. Шафира «Струйным автогенератор
звука» («Квонт», 1977. Лэ I).
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Математический кружок

В. Гальперин, В. Калинников

Многоугольники
на клетчатой

бумаге
Можно ли нарисовать на клетчатой бумаге

многоугольник данной формы, помещая при
этом все его вершниы в узлы сеткн? Как

правило — нельзя. Например, из правильных
многоугольников так можно нарисовать лишь

квадрат. Л для каких многоугольников это

можно сделать приближенно, т. с. помещая

вершины сколь угодно близко от узлов? Ока-
Оказывается — д.чя всех.

В этой заметке, написанной школьниками,

показано, почему и как это можно сделать.

Пусть а н Ь ненулевые и неколлнне-

арные векторы, О — некоторая точка;
тогда множество 11 всех таких точек

Рис. 1.

90°

\v.*)

B:1)

Рнс 2.

IS

Р. что OP ma + mb (где т, п —

целые числа), называется решеткой

(на плоскости), а ее точки — узлами

решетки (рис. 1). В случае, когда

\а | \Ь\ 1 и а _1_ Ь, решетка
называется целочисленной (рис. 2).

Будем говорить, что многоуголь-
многоугольник вписывается в решетку //, если

существует подобный ему многоуголь-
многоугольник с вершинами в узлах решетки-
На рисунке 3 показан один из спо-

способов вписать квадрат в целочислен-

целочисленную решетку. Рисунок 4 изображает
решетку, в которую вписан правиль-
правильный шестиугольник н треугольник

(для нее |а|
— |fc| -1 и (а. Ь) 60 )

Мы сейчас увидим, однако, что

многоугольники довольно редко уда-

удается вписать в решетку. Действи-
Действительно:

1 а л а ч а 1. Правильный треугольник
иг вписывается п целочисленную решетку
(это задача М475а)).

3 а л а ч а 2. Квадрат не вписывается

в решетку, заданную векторами а. Ь, если

| = i и («,
Задача 3. Правильный пятиуголь-

пятиугольник не вписывается ни в какую решетку.

Рис. 3.

/ / /

Рис. 4.
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Более того, в статье Л. Егорова
доказано*), что никакие правильные

многоугольники, кроме треугольника,
квадрата и шестиугольника — не впи-

вписываются ни в какую решетку. По-
Понятно также, что наперед заданный

многоугольник произвольной формы,
как правило, не вписывается ни в

какую решетку.
Раз задача о вписывании много-

многоугольников в решетку приводит в

большинстве случаев к отрицатель-
отрицательному результату, естественно ее ос-

ослабить: требовать, чтобы вершины
попадали в узлы лишь приближенно.
Дадим точное определение:

Многоугольник Е-впасывается в

решетку П, если существует подоб-
подобный ему (с натуральным коэффициен-
коэффициентом подобия) многоугольник, каждая

вершина которого находится на рас-

расстоянии, меньшем е, от одного из уз-
узлов решетки (рис. 5). Заметим, что

при е = О здесь получается определе-
определение вписанности, данное выше, а при
больших г (больших, чем расстояние
между узлами) определение бессодер-
бессодержательно.

Столь же бессодержательно оно

стало бы, если мы сняли бы условие

натуральности коэффициента подобия;
взяв этот коэффициент достаточно

близким к 0, можно было бы уместить

весь многоугольник вблизи одного

узла решетки. При натуральном же

коэффициенте подобии (и достаточно

малом у.) любые две вершины много-

многоугольника, очевидно, не смогут по-

попасть в г.-окрестность одного и того же

узла.
Далее, мы будем говорить, что

многоугольник почти описывается в

*) «Квант», 1974, Л* 12, с. 30.

решетку /7, если он е-вписывается в

нее при любом е > 0. Ясно,
что многоугольник почти вписывает-

вписывается, если он (точно) вписывается. А

обратное неверно:
Теорема 1. Правильный тре-

треугольник почти вписывается в цело-

целочисленную решетку. (Это пункт б)
из задачи М475).
Доказательство. Рас-

Расположим сначала правильный тре-

треугольник со стороной 2 на целочис-

целочисленной решетке так, как показано

на рисунке 6.

При гомотетии с центром О и на-

натуральным коэффициентом k

Д А1В1С1 перейдет в Д/1,,#/(СЛ.
где Ah и В1с — узлы решетки, a Ch
имеет координаты (О: k\ 3) (ордина-
(ордината у,, точки Ch равна yh=kyt-

А | ОС, |
¦ Ц 3).

Так как Аи и Bh — узлы решетки

при всех к, то задача состоит в нахож-

нахождении такого к, чтобы расстояние от

Ch до ближайшего узла решетки было

меньше е. т. е. чтобы к | 3 отличалось

от целого менее чем на е.

Возьмем натуральное Лг такое, что

, и разделим промежуток |0; 1|

кусочков (полуинтервалов)

меньше е: 0, -^- ; —;

2Л ¦ • \±1±- 1 [
Отметим теперь на промежутке

10; 1 I точки [k | I*}, где {д:} означает
дробную часть х и к ~ 1,2,..., Лг

- 1. Каждая точка |Л| 3} попадает в

один из кусочков. Так как кусочков Л',
а точек N -- 1, то какие-то две точки

попадут в один н тот же полуинтер-
полуинтервал. Пусть это будут точки \т\ 3)

Jy

В,{УЛ)
Рис. 5. Рис. 6.
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Тогда, если

Рис. 7.

и \п \ 3}, где т > п — натуральные
числа. Тогда (т—п)\ 3 отличается от

целого менее чем на — н, следователь-

следовательно, менее чем на е. Положив k рав-
равным т ¦— п., получим требуемое.

Теорема доказана, однако имеет

место значительно более общий .факт.
О с н о в и а я теорема. Лю-

Любой многоугольник почти вписывается

в любую решетку.
Заметим, что пункт в) -задачи М475

является частным случаем этой тео-

теоремы.
Доказательство. Пусть дана ре-

решетка П, число е>0 и многоугольник Ф.
Докажем, что при некоторой гомотетии

с натуральным коэффициентом ;V много-

многоугольник Ф перейдет в многоугольник Ф' та-

такой, что все вершины Ф' будут иа расстоянии,
меньшем е. от узлов решетки.

Рассмотрим вершину А многоугольника.
Пусть при гомотетии с центром Он коэффи-

коэффициентом k точка А переходит в Ah и ОА —

— хл и + Ул *• гЯе о ч b — векторы, по-

порождающие решетку. Тогда 0Ah= k (xA a -f-

})= (кхл) a -f- (kyA) Ь.
Ъ словие. что А», менее чем иа е отстоит

от узла решетки (рис. 7), будет выполняться,
если каждая из координат {кхА) и (kyA)
будет отличаться от целого менее чем на с к,

где с — коэффициент, .не зависящий от к:

можно, например, взять с=- ——.

2 nun (|а|. \Ь[)

Действительно, пусть OF «= та + nb.

п.

(-? I

П2

2с

Рис. 8.

та, т«

и \ п |Т| -

to

ina-\- nb —

(т -

- кул]Т\ I <~Y + "|-= «-

По неравенства |/п|«| — **А| а \ \ <С~2~ н

п | b | — кул\ Ь 11 < -%- эквивалентны не-

неравенствам | /л — Ьхл | <
—

h\
-кул\<- . .Поэтому если кхл и кул

отличаются от целых менее чем на

2 max
,
ТО |/lft/'|<? ДЛЯ IICKOTO-

рого узла F, а это и требовалось.
Нем нужно, чтобы все вершины много-

многоугольника Ф' попали в f-окрестности узлов
решетки. Так будет, если все чнс-ia .\'хл.
&У-А* Л*д. Л'ул. - • - отличаются от целых
менее чем иа с-р при некотором натураль-
натуральном А'(х-А, Ул. хп, у„. ... ^ коэффици-
коэффициенты разложения векторов ОА, ОЬ, . . .

-** ->

по а и b, А, В, .
.

.
—

вершины Ф).
Мы получим искомое натуральное чис-

число Л', если будет доказана

Теорема Кро чекер а. Пусть ctt.
ou «,,— действительные числа, тогда
Для любого положительного f найдется на-

натуральное ш такое, что каждое из чисел

гна,-, где 1 = 1,2. ¦
.

•
, п, отличается от

целого менее чем на е (рис. 86), т. е.

{mat} ? JO; t\\J) 1 —к; 1 1 (рис. 8а).
Эта теорема уже была установлена при

Доказательстве теоремы I для случая п I

{было фактически доказано, что ари любом

а найдется такое натуральное th. что то.

отличается от целого менее чем «а *; то,

что ее было равно У^З , несущественно).
Теорем* Кронекера утверждает, что для на-

набора а,, а2 «ялюбой длишj при неко-

некотором натуральном т числа а,-/л одно-

одновременно отличаются от целых менее

чем на е.

Перейдем к доказательству теоремы Кро-
некера.

Рассмотрим п послодователыюстеи:

{а,}. {2а,},. {За,} {to,}.. . .

{} {2}. {За»} *}

„}. |2а„}, {Зап}. ...,

40
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Рис. 10.

Все члены этих последовательностей

принадлежат промежутку |0; 1[. Разобьем
этот промежуток на кусачки (полуинтерва-

(полуинтервалы,) длины меньше к:

]0; лг[:]лГ:лг|: ¦ ¦ • '•

где М — натуральное.

М -<>). Теперь каждому

I
'

с

из

(тогда

чдеяиа

последовательностей поставим в соответствие

тот кусочек промежутка |0; 1|. в котором
он находится.

Тогда для каждого натурального к будет
определен упорядоченный набор шмуиитер-
вллов. соответствующих точк*м {ка{).
{ка.г} {kan}.Но тек как рассматри-

рассматриваемых полуинтервалов всего M. л в каждый

набор входит л полуинтервалов, то число

р.лличиих тиких наборов равно М". Пели к
пробегает значения от I до At" -+¦ I. in дли

некоторых кх < к2 ^ М" + I наборы сов-

совпадут. В этом случае число т = k2 — кг
удоилетворяет условию, так как {/ла,-} =
= {(kt — kl)ai)= {кга{ —*,«,}, а {кгщ}
и {кга.1) находя геи в одном нолушмервале
длины уеньше г. поэтому та,- находится на

расстоянии, меньшем е. от целого числа.

Теорема доказана.

До сих пор мы рассматривали

решетки на плоскости. Л\ожно рас-

рассматривать и пространственные ре-
решетки. Они определяются так же, как

плоские, только вместо двух некол-

лннеарных векторов нужно взять три

некомпланарных (рис. 9). Аналогич-
Аналогично тому, как это делалось выше для

многоугольников и плоских решеток,
определяется вписанность' и почти

вписанность многоугольников в про-
пространственную решетку. Какие из

пяти правильных многоугольников
(рис. 10) вписываются в целочислен-

целочисленную *) пространственную решетку?
Вот ответ:

Задача 1. Куб. тетраэдр и октаэдр
вписываются в целочисленную решетку.

Задача 5. Додекаэдр и ккосаэдр
не вписываются ни в какую решетку.

Задача В. Пусть п пр<н-1ранс"тве за-

задано семейство параллельных плоскостей
такое, что расстояния межлу соседними плос-

плоскостями семействе равны. Можно ли распо-
расположить в пространстве а) икосаэдр. 61 до-

додекаэдр так. чтобы их вершины лежали на
плоскостях семействе?

Мы получили исчерпывающий от-

ответ о вписывании правильных мно-

многогранников в пространственную ре-
решетку. Для почти вписывания тоже

получается исчерпывающий ответ,

такой же, как для плоского случая:
Задача 7. Любой многогранник поч-

почти вписывается в любую решетку в простран-
пространстве.

•) Решетка, ладанная векторами о. Ь, с.

называется целочисленной, если |а|= К>| =

= \с\ = 1 у. as.b. bic, c±a.
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заданный
кванта

Задачи

М506—М510; Ф518—Ф522

Этот раздел ведется у нас
из номера в номер с момента

основания журнала. Публи-
Публикуемые в нем задачи не

стандартны, но для их ре-

решения не требуется знаний,
выходящих за рамкн ны-

нынешней школьной програм-

программы. Наиболее трудные зада-

задачи отмечены звездочкой.

После формулировки зада-

задачи мы обычно указываем,

кто предложил нам эту за-

задачу. Разумеется, ие все эти

эадачн публикуются впер-
впервые. Решения задач из это-

этого номера можно присылать
ие позднее I апреля 1978 го-

года по адресу: 113035, Моск-

Москва. iV-35, Б. Ордынка, 21/16,

редакция журнала «Квант»,
«Задачник «Кванта». После

адреса на конверте напиши-

напишите номера задач, решения
которых вы посылаете, на-

например: «М486, М487» илн
«Ф498». Решения задач по

кажяому из предметов (ма-
(математике и физике), а также

новые эадачн. просьба при-
присылать в отдельных конвер-
конвертах. Задачи из разных но-

номеров журнала присылайте
также в разных конвертах.
В письмо вложите конверт
с написанным на нем вашим

адресом (в этом конверте
вы получите результаты
проверки решений). Устоиия

оригинальных задач, пред-
предлагаемых для публикации,
присылайте в двух экземпля-

экземплярах вместе с вашими реше-
решениями этих задач (иа кон-

конверте пометьте: «Задачник

«Кванта», новая задача по

физике» или «...новая зада-
задача по математике»).
В начале каждого письма

просим указывать ваше имя,

фамилию, номер школы и

класс, в котором вы учитесь.

M506*. Докажите, что для положительных о, h, с

и d справедливо неравенство:
Ь*

- а1^ -г b'c' -, fr'rf-' -1- сг(/г.
Ч а2с-

Э. Гуркеаич

М507. В вышедших в прошлом году п русском пе-

переводе «Избранных задачах» из журнала American
Mathematical Monthly (M., «Мир», 1977) две зада-

задачи замечательного математика П. Эрдеша {№№ 138
и 139) были даны без решения. Редакция «Кванта»

получила целый ряд писем, содержащих решения
этих задач. Прежде чем познакомить с решениями
читателей журнала, мы предлагаем самостоятель-
самостоятельно подумать над этнмн трудными задачами; для
этого мы включаем нх в Задачник «Кванта».
Пусть a,<;ci2< ... <н„<2п — конечная последо-

последовательность натуральных чисел (л^б).
а) Докажите, что

«б| 4-min [Oj,
<¦ i

где !«,, а}\ означает наименьшее общее кратное
чисел а, и и,, а минимум берется но всем парам
различных чисел о,, а}.
б) Докажите, что

max (iij, й>)>^ —с.

где г не зависит от п. а (о,-, а}) означает наиболь-

наибольший общин делитель at и о;.
Оценки в задачах а) и б) нельзя улучшить (то есть

1ft

коэффициент 6 заменить меньшим, а —= —
14/

большим).

М508. Окружность касается трех полуокружностей
с диаметрами АВ, ВС и AC (Cg МБ I. рис. 1).
Докажите, что радиус окружности вдвое меньше
расстояния от ее центра до прямой АВ.

И, Шарыгин
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Рис.

Рис. 5.

0

220 В

¦

М509. Решите в натуральных числах уравнения:
а) 2'+1 =ЗУ;
б) г*+1= (г+ 1)г;
в)* гх + 1 = (г + 1)>-.

Д. Флейшман

M5I0. В книге «Венгерские математические олим-

олимпиады» приводится такая задача (,\fe 14M): «До-
«Доказать, что для всех положительных ос-<л вы-

выполнено нераненство

sin а л-~ sin 2а -j- -=- sin За > 0.

Докажите следующее обобщение этого неравен-
неравенства: для нсех б<а<;к и натурального »

sin а + -^~ sin 2ct л.
-5- sin За -f- . . .

. 4- —
1 n

'*

Рис. 6.

И. Виргер. Р. Ъ'таков

Ф518. Иа рисунке 2 показано положение двух то-

точек А и В и их изображении А' и В', которые дяет

тонкая линза. Найти построением положение лин-

линзы и ее фокусов.
XXIV физическая олимпиада школьников ПНР

Ф519. Груз Л подвешен к пружине ВС с помощью

нити ЛВ (рис. 3). Какова должна быть амплитуда
колебаний груза, чтобы эти колебания были гар-
гармоническими? Масса груза т 0,1 кг, жесткость

пружины k 1600 Н м.

Ф520. В проточном калориметре (рис. 4) исследуе-
исследуемый газ пропускают но трубопроводу и нагревают
с помощью спирали. Газ поступает в калориметр
при температуре /,= 20 С. При мощности нагре-

нагревателя 1У, 1 кВт и расходе газа п^
- 540 кг ч

температура газа за нагревателем оказалась та-

такой же, как при мощности нагревателя W-, 2 кВт
и расходе газа ш2

— 720 кг ч. Давление газа в тру-
трубе всюду одинаково. Найтн температуру газа /3,
если его теплоемкость при постоянном объеме су

=

-¦ 21 Дж (моль-К), а молярная масса газа М
=:29 кг кмоль.

Ф521. На рисунке 5 показана часть траектории
движения хорошо обтекаемого тела, брошенного
под углом к горизонту. В точке /1 тело имело ско-

скорость, равную по абсолютной величине 20 м с.

Сколько времени тело летело от точки А к точке В?

Ф522. Цепь, показанная на рисунке 6. подключена
к сети переменного тока с напряжением U „

-

= 220 В. Каково напряжение между точками

А и 5?
А. Зилъберман
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Решения задач

М456—М460; Ф472—Ф477

М456. В каждой вершине
выпуклого многогранника схо-
сходятся 3 ребра. Известно, что

каждая его грань является

многоугольником, вокруг ко-

которого можно описать окруж-

окружность. Докажите, что вокруг

этого многогранника можно

описать сферу.

г

\\

D

Л

с

L

Пусть Л — «ершика многогранника. ЛВ. AC. AD — выхо-

выходящие из нее ребра. Поскольку точки А. В, С. О не лежат

в одной плоскости, через них можно провести сферу: обо-
обозначим ?ту сферу через Бл (рис. I).

Пусть А и В — соседние вершины. Докажем, что сферы
5Л и SB совпадают. Отсюда сразу вытекает, что сферы i'_Y
совпадают для псех оершик X. то есть все вершины лежат

на одной сфере.
Пусть BF. и BF — ребра, выходящие ич вершины В Они

лежат в двух гранях CAB и DAB, граничащих с ребром АВ.

Пусть, например, ребро BF. лежит в грани CAB. a реб-
ребро BF — в грани DAB (заметим, что точка И может совпадать

с С и. аналогично, точка /¦" может совпадать с О). По усло-
условию, точки С. Л, В. F. лежат на одной окружности. Приэтом
три точки С, А и В лежат на окружности, которая получает-
получается при пересечении сферы S.i плоскостью, проходящей через
точки С. А. В. Так как через три различные точки можно

провести не более одной окружности, то дно построенные
окружности сошицдают. то есть 1очка /: лежит па сфере SA.
Аналогично доказывается, что точка F лежит иа сфере SA.
Значит, сфера SA проходит ыерез точки В. А. Е, F, то есть

она совпадает со сферой S/;. что и требовалось.

И. Берпштейн

М457. На плоскости дана

несамопересекающаяся замк-

замкнутая ломаная, никакие три

вершины которой не лежат

на одной прямой. Назовем

пару несоседних звеньев осо-

особенной, если продолжение, од-
одного из них пересекает дру-
другое. Докажите, что число

особенных пар четно.

Рассмотрим какие-нибудь два последовательных звена АИ

и ВС ломаной. Продолжим эти .шенья за вершину В; полу-
получим лучи ВК и BL (рис. 2). Объединение таких двух лучен
назовем уголком. Такой уголок можно построить при каж-

каждой вершине ломаной. Легко понять, что количество особен-

особенных пяр ранно количеству пересечений звеньев с уголками.
Мы утверждаем, что каждый уголок пересекается с ло-

ломаной в четком числе точек. В самом деле, пройди из сосед-

соседней с В вершины Л ломаной в другую соседнюю с В верши-

вершину С. мы видим, что наша ломаная п х о д и т пнутрь угол-
кз столько же pas. сколько в ы х о д и т и.ч него (поскольку
точки А и С обе находятся в и е уголка). Значит, и число

особенных нар звеньев тоже четно.

С. Фомин

Рис. 2.

Наткан многочлен

+ r+ +
-}-#jcs + *.* + /. Двое игра-
играют в такую игру. Сначала

первый заменяет любую из

звездочек некоторым числом,
затем второй заменяет чис-

числом любую из оставшихся

звездочек, затем снова первый
¦заменяет одну из звездочек

Да, может. Покажем, как для этого втором игрок должен
играть.

Всего нужно .чяменить на чиелл 9 .шездочек — 5 при
нечетных степенях и 4 при четных. Каждым ходом второй
игрок должен ставить любой коэффициент при степени,

имеющей противоположную четность но отношению к козк}»-
фициситу. который только что постлнил ого противник.

Тогда после семи ходов останетси 2 5иеядочкн при степенях

дг* н х1. причем хотя бы одно из чисел А1 и I нечетно, и ход

будет у второго игрока. Пусть Р — многочлен, который
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числом и так далее (всего
9 ходов). Если у полученного
многочлена не будет действи-
действительных корней, то выигры-
выигрывает первый игрок, а если

будет хотя бы один корень—
выигрывает второй. Может
ли второй игрок выиграть при
любой игре первого?

У1

€сли лбшгглплсн ffz)
/ш концах otrtfdjKu [a.6J

f
та при шюятицюм с ь1а,6} on

аГ/иицастсз 6 0 ¦" /fO

Рис. Зь

получится, если заменить звездочки при х* и х1 нулями,
а—коэффициент при х" и р* — коэффициент при х'. кото-

который поставят игроки; тогда после замены всех звездочек по-

получится многочлен f {х) — Р (х) т ах" + pV.
Разберем два случая.

а) kчетно. / нечетно. Тогда

/О)- Р О) + о + р.
/(-!)= Р(-1) + в-Р.
/(!) + / (-D =- Р (I) + Р (-D + 2а.

Второй игрок должен выбрать а. = -~-(—Р{\)^Р(— I))-

Тогда независимо от последнего хода первого игрока окажет-

окажется, что / (I) + / (—1) = 0. Значит, либо f (\) = f (—I) = 0,
либо /A) и /(—I) имеют разные знаки, и тогда на отрезке

|—I; 1| у многочлена / будет-корень (рис. 3).
б) kи / иечетиы. Тогда

/() ()р.
}&)¦ Р B) + 2>а + 2'р.
2'/(-1)+/B) = с+B*-2')'х.

где с- 2'Р (—1)+ Р B). Второй игрок должен выбрать
а — cl{2' — 2*). Тогда независимо от последнего хода пер-

первого игрока окажется, что 2'/(—1) + /B)=0- Значит,
либо /(—I) /B)= 0. либо /(—I) и /B) имеют разные

знаки, так что на отрезке [—I; 2) есть корень.

И. Бернштейн

М459 В некоторой стране
из каждого города в любой

другой можно проехать, ми-

минуя остальные города. Из--
вестна стоимость каждого

такого проезда. Составлены
два маршрута поездки по го-

городам страны. В каждый из

этих маршрутов каждый го-

город входит ровно по одному
разу. При составлении перво-
первого маршрута руководствова-
руководствовались следующим принципом:
начальный пункт маршрута
выбирается произвольно, а
на каждом следующем шаге

среди городов, через которые

маршрут еще не проходил,
выбирается тот, поездка в

который из предыдущего го-

города имеет наименьшую стои-

стоимость (если таких городов
несколько, то выбирается лю-

любой из них), и так до тех

пор, пока не будут пройдены
все города. При составлении

второго маршрута начальный

город тоже выбирается про-
произвольно, а на каждом сле-

следующем шаге среди городов,
через которые маршрут еще
не проходил, выбирается тот,
поездка в который из преды-

предыдущего города имеет наиболь-

наибольшую стоимость. Докажите,
что общая стоимость проезда
по первому маршруту не

больше общей стоимости про-

проезда по второму маршруту.

Пусть й|. йг йп—1—билеты первого маршрута. 6,,
Ьг *п—1— билеты второго маршрута (л — число горо-

городов). Обозначим стоимость любого билета с через // (с),
а стоимость проезда из города А в город В через // (АВ).
Утверждение будет доказано, если нам удастся построить
отображение /: (о, «,,_!)-*¦-F, *it_iJ.обладающее

следующими двумя свойствами:

а) отображение / взаимно однозначно;
б) длялюбого билете а из первого маршрута

«//(/(»«/(/(»
Мы укажем способ, по которому строится отображение

/, обладающее свойством б). Чтобы доказать его взаимно-

однозначность, мы покажем, что этот же способ приводит
к построению обратного к / отображения g: ( 6t Ъп—i) -*¦

-t-{at ?>n—1)>— такого, что для любого билета а из

первого маршрута g (/ (а)) = о.

Способ построения отображения /. Пусть а — некоторый
билет первого маршрута, взятый в городе А. Обозначим через

Х\ (А) множество городов, которые в первом маршруте встре-
встречаются позже А. а через Хг{А) — множество городов, встре-

встречающихся позже А во втором маршруте. Возможны следую-

следующие два случая.

1. А',[А)Г\Х,{Л) Ф0.
В этом случае назовем билет д первого маршрута счаст-

счастливым и положим / (о) = Ь. где Ь — билет второго маршрута,

купленный в городе А (см. рис. 4, а).

2. Л',(Л) ПХ,(Л)«0.
В этом случае назовем билет а первого маршрута несчаст-

несчастливым. Выберем из множества Х1 {А) такой город В :

BE:Xt (А), что Л, (А) ПХ«(?)= 0.Легко понять, что

этими двумя условиями город В определяется единственным

образом. Действительно, предположив., что существуют два

городи В1 и Bt. такие, что Б,^Х1(И). В,?Х,И) и

*х (Л)ПХ, (В,) = 0. Xt (A)P,Xt {Bs) =* 0, мы получим

противоречие: поскольку нз условия задачи следует, что для

любых двух городов С и D либо С GEA'a (D). либо D 6A', (О.
должно быть либо Bt еЛ, (A)f]Xt {В,). либо

Bl^Xl{A)f)Xt(Bi). Положим теперь / (а) = Ь. где Ь —

билет второго маршрута, купленный в выбранном городе В

(рис. 4.0).
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Рис. 4.

Проверим для отображения / выполнение свойства б)-
Пели а — счастливый билет, то IX (о)^ Ц (АС)К* U (Ь)
(здесь С — какой-то город из непустого пересечении мно-

множеств Х| {А) и А'2 (Л)). Если же о — несчастливый билет,
то Ц (а)< // {АВ)~= Ц фА)^ Ц {Ь) (здесь мы воспользо-

воспользовались тем. что стоимости проездов их Л и в и ич В r Л сов-

совпадают).

Проверим теперь, что построенное отображение / взаим-

взаимнооднозначно. Определим билеты первого и второго типов

для нторого маршрута так же. как это было сделано для

билетов первого маршрута. Определим отображение g на мио-

жестис билетон второго маршрута правилами, сформулири-
вяииыми в пунктах I и 2. Покажем, что так определенное

отображение g: {bt b,,-t}~-{a,. — л„ ,}обратно к

нашему отображению /. то есть понижен, что для любого
билета" й первого маршрута #(/(«))= о (рнс. 4.«ч).

Пусть й — счастливый билет первого маршрута (куплен-
(купленный в городе Л):,Х|(Л)П Л'*й)?*0- Соответствующий
ему но правилу I билет Ь ™= / (о) второго маршрута (куплен-
(купленный тоже в городе А) также счастливый, н по определению

отображения g имеем g {о) => а. Поэтому в этом случае

Пусть теперь и — несчастливый билет первого маршрута.
Легко'видеть, что соответствующий ему во втором маршруте
билет Ь ~ / (в), купленный в городе В. определяемом усло-
условиями В <vV| (А) и А', (А)ПА'в (В) = 0> будет несчастли-

несчастливым билетом второго маршрута, поскольку А'! (ВК^А',^)
(и. следоиателыш, Л| {B)f\Xs (В)— 0). Покажем, что пра-

правило 2 ставит в соответствие билету b второго маршрута,
купленному в городе В, билет а первого маршрута, куплен-
купленный п городе А. Для этого нужно убедиться только в том,
что /! €,\'i (Й| (условие X» (В)ПХ', {А)=* 0 у »ас выпол-

выполнено). Действительно. А', (А) Г)Хг (Л) = 0 и В еЛ', (А),
так что fia*A'2 (А). Но тогда А ??А% (В). Поэтому, согласно

определению, g F) -

о. так что и ь этом случае мы полу-
получаем g(f (д))'= а.

Д. Бернштепн

М460. Пусть А — 2пэнон-
кое число (первая цифра не

нуль). Будем называть число

А особым, если оно само явля-

является точным квадратом и

нисш, образованные его пер-

первыми п цифрами и его послед-
последними п цифрами, также

являются точными квадрата-
квадратами; при этом второе число

может починиться с цифры
О, но не должно быть равно
нулю.
а) Найдитевсе двузначные

и четырехзначные особые чис-
числа.

б) Докажите,что сущест-
существует хотя бы одно 20-значное

особое число.

в) Докажите, что существу-
существует не более 10особых ЮО-знач-
ных чисел.

г) Докажите, что сущест-
существует хотя бы одно 30-значное
особое число.

а) Легко проверить, что есть одно двузначное особое чис-
число — 49.

Пусть г2 — четырехзначное особое число, то есть гг =

= 100*г _}_ yit где ю^ х2 < 100. 0 < }/г < 100. Ясно, что

> 4 и г > Юдг. Положи*! г= Юх + /." Тогда г4 = 100х2 +
2

что

х = 4,
число

е под-

под/= ;
1681=

+
Если / > I или х > 4, то 20ГХ-Т- <г >

ходит. Значит, остается одна возможность:

при этом действительно получается особое
- 41* = 100-42 -f 92 (рис. 5).

б) Мы хотим найти 20-зиачиое особое
=* КI"*2 + У'- причем 10=»^ х* < 10'". 0 < у- < 101и. Ясно,
что число 1010хг само является квадратом числа 104*. По-

Поэтому естественно попытаться взять в качестве особого числа

ближайший квадрат, следующий за Ю *5.то есть взять

z = 10*х + ». Тогда гг =" A0ьх + l)s =¦ Ю'Ч" -г 2- 10*х +
+ I. так что уг

— 2-|0*х-г I. Мы получаем уравнение
2- 105х = v* — I = (У — I) (у + !)¦

Это уравнение легко решить подбором. Положим у + I =
= 10*. у — I — 2х. Тогда у = Ю1 — I, х = (I05 — 2)/2 =
= 5-104— I. Ясно, что выполнены неравенства 10е < х* ¦<
< 10" и 0<уг<10!11. Твким сбразом. число г! =

=*=¦ \010х* -\- у2 является искомым особым 20-з1тчиы.м числом

(см. рис. 6).
Аналогично доказывается, что для любого k существует

4?-значиое особое число.

в) Мыдокажеы, что существует не более днух 46-лнач-

ных особых чисел. Пусть г2 = Юг*х2 + у"—особое число,

то есть IO2ft^'^x2< I02*, 0 < у2 < 10**. Ясно, что г>
> 10*х; пусть г=- №**¦+ I. Тсгда гг= &* +

"
+
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16 81

Рис. 5.

49У9900001
г =

= 2599900001A9У98000П1
2
-2599900001

,99999
* " 999980001

Рис 6.

Разберем случай k = 4.

1) Решений нет.

2) и— 5-103— 1 = 4999.
у= 2и+ 1 = 9999,
х = и(и+ 1)!5000 =

=4999,
Z-* Ю*х + 1= 49 990 001.

3) Естьодно решение и =

= 624. При этом х = и (и +
+ 1I5000 = 78. Это реше-
решение не удовлетворяет не-

неравенству хй ^ 10".

4) Естьодно решение и =

= 7-625= 4375.

у= 2и+ / = 8750.
х= и(и+ IV5000-3829,
г = 38 290 001.

Число г2 — особое.

Случай к = 5 B2-5начное
особое число).

v = 25-10*

^ частьV'vJ-f I —
= 158115.
у = х* — v - 36 996,
г— 2v-\- у =50000036 996;
г* — 22-значное особое число.

¦+¦ /2. Поскольку х > 3-10*-1. г* > Юг*х2 +
чит. 6/10г*-х< I02*. так что /= 1.

Итак, г— Ю*х + I. Имеем:

зна -

I)* = 2- 10** +

откуда у2 s= 2-10*.* + 1. так что 2- 10*дг = и* — I = (у —

0(+ О0(У+ О
Отсюда вытекает, что _i/

— 1 четно, так что i/ — I

Поэтому нужно решить систему

2и.

= ы I). 0<и<5-10*-1.

>¦ I04 ;поскольку 0 < v < 10*. то v = 5-10*-1. Значит.
> иа чисел и и и' (например, и) меньше чем 2.5-10*~1.

Поскольку числа и и и + I взаимно просты, это равенство
возможно лишь тогда, когда либо одно из них делится на

2*-1, а другое — па 5*. либо одно its них делится не 5-10*-'

(а другое на 2 и на 5 уже не делится). Разберем следующие,
связанные с этим обстоятельством, четыре случая.

1) иделится на 5-10*~1. Поскольку 0 < и < 5-Ю*-1.
это случай невозможен.

2) и+ 1 делится на 5- Ю*-1. При условии 0 < и <
< 5- IOfr-1 это возможно лишь, если и + I =•¦ 5-10*-1.'
Такое решение всегда существует: оно описано в пункте б).

3) иделится на 2* .а и + I — на 5*. Предположим,
что. кроме и. есть еще одно решение «' третьего типа.

Тогда и — н' делится и на 2*-|. и на 5*, то есть делится на

5-10*-1. Но поскольку \и — и' \ < 5-10*-', то и = и'. Зна-

Значит, существует не более одного решения третьего типа.

4) иделится на 5*, а м + I — иа 2* .Аналогично слу-
случаю 3) доказывается, что существует не более одного реше-
решения четвертого типа.

Таким образом, всего может быть не более трех решений
(по одному второго, третьего и четвертого типов).

Проверим, однако, что если « — решение третьего типа,
а и' — решение четвертого тина, то одно из них не удовлет-

удовлетворяет исходным неравенствам- Действительно, в этом слу-
случае число v — «+«'-+- I делится иа 2*~' и на 5*. то есть

иа 5-

одно ил чисел и и и' (например, и)
но тогда соответствующее ему число х не превосходит 1,25 X

X 10*—1. что противоречит неравенству лс*^ Ю** .
'

Таким образом, всего имеется ие более двух 4*-значных
особых числи. Можно показать, что для некоторых k имеется

всего одно такое число (k
— 1,2). а для некоторых—два

особых числа (к = 4).
г) Докажем, что для любого к > 0 существует D/г + 2)-

значное особое число г (при к = 7 отсюда будет следовать

утверждение пункта г) задачи). Имеем уравнение г2 =
= 10»+1хг + у1, где 10*< хг < 108*+*. б < у3 < Ю2*+».

Перепишем его в виде г- — у- — (г — у) {г + у) —
= 10**+V.

Пусть г — у четно: г — у — 2v. Тогда г + у = 2 (и + у).
так что

v(v+y) = 25-IO**-'jcs.

Будем решать это уравнение подбором. Положим v
—

= 25-10s* - Тогда уравнение принимает вид xs - v-\-y.
Единственная сложность в решении этого уравнения

заключается в том, что у
— маленькое число (по условию,

у<СУ I02* "' ). Поэтому х надо подобрать так. чтобы хг было

как можно ближе к числу v (и больше его).
Возьмем н качестве х i; именьшее натуральное число,

для которою jc* > V, и полон им у лгг — v. Докажем, что

число wik + lx* + уг является искомым особым числом.

Нам достаточно проверить неравенства 0 < у2 < IO2fc + l

и 10**^ *< 10" + ».
Из нашего выбора числа х вытекает, что (лг — l)s^ v.

и, поскольку ir не является точным квадратом, (лг— 1J^

^ v — I. так что х — l<["\,/i^ Поэтому у — х2 — и =

=(х — I)" + 2(* — I) + 1 — t<f —1+2 У7
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=2 ) w . Таким образом, 0 < у- < 4v -• IO2fc + l. Далее.

IО2* <v<x"- = v -f j/<ir + 2 УсГ<3 f<102fc + '
-

Значит, числи х и у удовлетворяют нужным неравенствам,
и число 10г*+1л-г + у'г является искомым DJt -f- 2)-значиым
особым числом.

И. Бсрнштейн

Ф472. Нарисовать пример-
примерный график зависимости от

времени показания вольтмет-

вольтметра после размыкания ключа К

{рис- 7). Вольтметр и ка-

катушка индуктивности иде-
идеальные, R= IOOOm.V—ЗЬОВ.

Рис. 7.

ISO

too

75

При разомкнутом ключе ток. текущий по цепи, ранен /, =

-*"ав = 1.5 А. При этом вольтметр локазмпаст падение

напряжения на сопротивлении Ш: (У, /^ 150 В.

После замыкяиил ключа к катушке возникает ъ. д. с.

индукции, препятствующая изменению магнитного потока

через катушку, то есть препятствующая изменению тока /,,
текущего по катушке. Тлк что в периый момент после замы-

замыкания ключа через катушку течет ток /, 1.5 А. Найдем по-

показание вольтметра в этот момент. Оченидио. нольтметр н.чме-

ряет падение напряжения на сопротивлении II: t/2 1ZR.
Определим значение 1г. Из раиенств

U -

I,,R -г- /2«
(см. рис. 7) находим

\ I U

Таким образом, и першй момент после замыкания ключа

вольтметр ноказьшасг

U2 I,R 75 В.

После установления тока в цеп» вольтметр, очевидно, будет
показывать напряжение

U
= -^-U = 100 В.

R
2

Рис. 8.

Итак, сразу после замыкания ключи показание но.и.т-

метра скачкой падает от 150 В до 75 В, а затем постепенно на-

нарастает до 100 В (рнс. 8).
//. СюбоОецкий

Ф473, Рисунок 9 сделан со

стробоскопической фотогра-
фотографии движения двух сталки-

сталкивающихся шариков одинако-

одинаковых диаметров, но разных

масс. Стрелкой на рисунке
показано направление движе-
движения одного из шариков до
столкновения.

1) Определить отношение
масс шариков.

2) Указать, в каком на-

прЪйлении двигался до столк-

столкновения второй шар.

Пусть mt —масса первого шарика.v, н vt —его скорости

соответственно до н после с голкнонеини. т.г
— ч.чеса второго

шарика, a v2 и i^,
— его скорости до и после столкновения.

Согласно закону сохранения импульса

т, \v, + wi2-\f 2
— 0, или m,Av, = —т„\о±. A)

где Ли, = v^
—

vx — изменение скорости nepuoro шарика,

Ли, v.t — f4 — изменение скорости второго шарика при

столкновении. Hi A) получаем

ш,
B)

Следовательно, для того чтобы найти отношение мясе шаров.

нужно построить векторы Ли, и Аи4 и зятем в.чять обратное
отношение их модулей.
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'IV

''IV

Скорости шариков равны перемещениям шл рикон за

время т между последовательными вспышками ламп м. делен-

ным на т. Так как значение т одинаково для обоих шариков

как до. так и после столкновения, то в масштабе 1:—век-

1:—векторы, изображающие скорости шариков, просто, равны иск-

торам перемещений ширнкон за время между последователь-
последовательными вспышками лампы. Воспользуемся Этим для того, что-

чтобы найти At>, и \vt-
Мы зияем, как двигался один из шарике»! до столкнове-

столкновения. Для того чтобы построить вектор At,, необходимо
также .чпеть, как двигался этот шарик после столкновения —

по ветви II. III или IV? Для того чтобы выяснить это. нам

придется перебрать вес возможные варианты (их всего три).
При правильном выборе траекторий движения шариков

-» ->

некторы Ли, и Ли2 согласно равенству (I) должны быть на-

направлены и прямо противоположные стороны.

Прежде чем приступить к построению, заметим, что Ли

не меняется при «обращении» движения шарика, то есть если

до столкновения шарик 1 двигался по ветви I. а после столк-

столкновения — по ветви II. то &v такое же. как н в том случае,

если до столкновения он двигался но ветви II. а после столк-

столкновения — по нетни I.

Теперь мы можем приступить к построению. Предполо-
Предположим, что к шарнку I относятся ветви I и II, а к шарику 2 —

ветви III и IV. Построив в этом случае некторы изменении

скоростей шариков (рис. 10). получим, что они не направлены

вдоль одной прямой (на рисунке 10 для удобства векторы v

построены и масштабе I :*7гг|. Следовательно, наше предпо-

предположение не верно. Проверяя так же другие вовможные ва-

варианты, убеждаемся." что к шарнку 1 относятся ветви I н IV,
а к шарику 2— ветви 11 и III (рис. 11). Измерив длины векто-

Р°в. изображающих Ли, и \v,. найдем:

тг

Теперь ответн.ч на второй вопрос. Обозначим Tf время
между моментом столкновения нмрнкон и последней до столк-

столкновения вспышкой лампы. Тогдя ясно, что перемещенне
ша-

шарика зя это нремя должно составлять т./т часть перемещения
шарика за время т между вспышками. Измерив соответствую-
соответствующие перемещения первого шарика, наймем, что т, т равно
11.19. Таким же оно должно быть и для второго шарика.

Непосредственным намерением убеждаемся. что этому усло-

условию удовлетворяет ветвь 111. Следовательно, шарик 2 до
столкновения двигался по ветви III.

//. Слободецкий

Ф474. Цепь, показанная но

рисунке 12, сопрано "э одина-

одинаковых резисторов и вольтмет-

вольтметров. Первый вольтметр по-

показывает Ui= 10 П. а тре-

третий — U3= 8 В. Каково яо-

камние второго вольтметра?

Ясно, что вольтметры не идеальные — в протннном случае
токи через резисторы не протекали бы. и показания вольт-

вольтметров были бы одинаковыми.
Показания вольтметров пропорциональны токам, те-

kvuihm через них. Значит, токи, текущие через резисторы 1Г
П и III, относятся как

/, : /„ : /,„. {U, :иг-.и3):{иг+ U3):l'r.
Поскольку резисторы одинаковы, падения напряжения на

них пропорциональны токнм. Для резисторов I! и III имеем:

U,-U* 'и Uг + U,

и, —и, -¦/,.„
~

ил
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откуда

Из Этого ур;шиС1111Я находим:

-ти>+ \

Ф475. //о рисунке J.4 приведе-
приведена вольтимперная характе-
характеристики лампочки от карман-
карманного фонаря. Лампочки вклю-
включена е схему, показанную на

рисунке 14.

1) Найти графически ток
в лампочке.

2) При киком положении

движка потенциометра на-

напряжение между точками А

и В равно нулю?
3) При каком положении

движка потенциометра на-

напряжение между точками А

и В почти не будет меняться

при небольших изменениях

з.д. с. батареи?
Внутренним сопротивлени-

сопротивлением батареи пренебречь.
1Л

0.4

аз

0.2

0.1

Рис. 13.
2 3 4 цъ

г= 10 Ом

\) Ток /. текущий череп .-мину, ь напряжение U на ней сня-

ланы Зависимостью, прицеленной на рисунке 13. Но прн иклю-
ченин лампы и схему ток и напряжение оказываются связан-
связанными и еще одним соотношением: U + //¦=« Jf (см. рис. 14).
Ясно, что если на рнсункс 13 построить этот гряфнк, то точка

пересечении его с нольтамлериой характеристикой лампы

определит значения U и /. Выполнив построение (рнс. 15),
найдем:

/ г= 0.24 А.
2) Чтобы напряженке Сдл между точкамн А н В рэиня-

лось нулю, нужно так установить движок потенциометра,чтобы выполнялось равенство Ucu—Uff = (/са = 1,вВ

(рис. 16). Следовательно, отношение сопротивлений Rt и /?2
«плеч» потенциометра (/?» + /?г = R) должно удовлетво-

удовлетворять условию

U, UCA

Я.

R, 1.6
"•'"

40-/?, =-2,4

#t *= 16 Ом, tfj = 24 Ом.

3) Чтобы при малом изменении э. д. с. '$ батареи напря-
напряжение t/дц почти ие менялось, надо так подобрать плечи

потенциометра, чтобы изменение напряжения на леном плече

(Rx) было таким же. как изменение напряжения на лампе.

При изменении у. д. с. на малую реличнну \'е° напряже-
напряжение Uел на лампе меняется пблнзи рабочей точки» A.6 В)
на малую величину

где Д/ — изменение тока в лампе прн «алом изменении Д(/СА,

Выясним, как зависит А/ от &Ur-A- Отношение-тут— вблизи
шел

рабочей точки рашю угловому коэффициенту касательной
Д/

к графику функции / (Uc,\) в рабочей точке: -гт/— = к.

Построй!» касательную, няйдем к «к 0.08 (рис. 15). так что
Д/ = М/слк «*« 0.ОЯ М/СА .

Итак. ДСса = W '— Ы/слЬг, откуда

Ас

1 -f- kr'

Напряжение Ucn на левом плече потенциометра с со-
п

противлением Rx равно UCe — ~v~&: ПРН изменении

э. д. с. на палую величину Д? напряжение Uqu меняется
на величину

Приравняв ЛОсл и

Рис.
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Рис. 16.

R*

Подставив численные знамения, найдем

Кх ** 0.22 Ом. К — Яд.я» 18 Ом.

При этом U_\ц «5 0.6 В. и при изменении э. д. с. '<*" и преде-

пределах ±1 В знамение V.\n меняется менее чем на 0.03 В. Рас-

Рассчитанная нами схема может быть кспольпонана как стаби-

стабилизатор небольших напряжении: пирочом. практически луч-
лучше ислользопать вместо потенциометр» вторую пень ii.i лам-

лампочки и резистора, кключенны.х в обратном порядке.
А. Зильберман

Ф476. Природный урон со-

состоит ю смеси tkiyx изотопов

с относительными атомны-

атомными массами 235 и 238 и отно-

отношением концентрации
7 : 1000. Лая увеличения кон-

концентрации '-'3bU. который
применяется и атомных ре-
иктприх. используется исте-

истечение газообразного соедине-
соединения UFe (шестифтористый
уран) « чакуум через малень-
маленькие отверстия (эффузия). Газ
пропускается через трубу Т
с пористыми стенками

(рис. 17). Прошедший через
стенки трубы гая откачива-

откачивается иj сосуда С. Определить
отношение концентраций
23iUF, и 2:l»UFB в откачивае-

откачиваемом газе. Относительная мас-
масса фтора равна 19.

ООолначим И| и «2 число молекул соответственно -:ibUKe и

-•*L:F, в единице объема газа U 1"в. За время г черен отиерстке

площади s проходит число А', молекул 2;lbUFe, ракнос

V, = i\,$in,.

и число Л'2 молекул 238UF4. равное

Л:г = t'vis/H2.

где v\ nw\g
— проекции средних скоростей молекул -:l5L'Fe

и "«b'Fj на ось х. напраиленную перпендикулярно отверстию.

Отношение Л',/;Уг — отношение концентраций молекул
236UFeH I38UFe в откачиваемом газе — равно

Л1, vx.,n»
•

li,. V.
Очевидно, что -f—=.—- , где vx и f,—средние квадратичные

скорости движения молекул газов. Так как i'= I/ .

где /71 — масса молекулы, то -l-J.=s Jh. \' 'Jh (w, и ma
—

Лгг п.. г т,

массы молекул s:liUFe н I3*UF, соответственно). Отсюда

к[ ~

1000 V 349
~"

1000"

И- СяобоАецкий

Рис. 17.

Ф477. Резиновое кольцо мас-

массы т лежит на гладкой гори-

горизонтальной плоскости. Коль-
Кольцо немного растягивают так,

что оно сохраняет форму
окружности и центр его ос-
остается неподвижным. После
этого кольцо отпускают.

Описать дальнейшее поведение

кольца. Коэффициент упру-
упругости резинового жгута ра-

равен k.

Из соображений симметрии представляется ясным, что коль-

кольцо будет колебаться — растягииаться и сжиматься, сохра-
сохраняя фирму окружности, и центр его будет оставаться непо-

неподвижным. Чтобы убедиться правильности эгнх представ-
представлений, достаточно рассмотреть движение какой-нибудь од-
одной точки (или малого элемента) кольца и убедиться в том.

чго она действительно совершает колебания.

Выделим малый Элемент А кольца. Когда кольцо растя-
растянуто, на элемент А со стороны соседних участков кольца

действуют силы |/| упругости, ианраилениые по касатель-
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Рис. I*.

&\

Рис. 19.

ным. Рашюдейстпуюшяя \F \ этих с»л naiipuiciciia к цс-шру
кольцо (put. 1ft). Под kcActmWm а№й силы Мечен т Л сме-

смешается к положению рамновесия; при этом длина его умень-
уменьшается. Проскочив но инерции положение ранноиесин (когда
длима его нормальнн — ре.шиа не растянута), элемент про-

продолжает двигаться к центру. При эюм со стороны соседних

участков ни "его наминают действовать ежпмнюшие его силы

упругости, равнодействующая которых неправлена от цен-

1рл кольца к положению равновесия. Таким обралом. iiatipau-
ленис силы периодически меняется на противоположно*.1.

Посмотрим, как снятии между собой величина \F | этой
силы и нелнчнна &г смещения элемента от положения ряпио-
иесня.

Силы упругости |/| пр'опоринона.и.ны растяжению (уд-
(удлинению) \/ '^лечеита. и растяжение \1 пропорционально

смещению А'г элемента от положения раиноиесия (рис. 19).

Сюдонательн". сила \F \ пропорциональна смешению \г

-элемента А от нолт>жеиня рйшюнесия. Л как нлцсстно. под

денешнем такой силы тело сонершаот гнрмоинческие коле-

Лания около положения ранноисспн. Значит, д» нствн ге.и н<

колыю Луде г колебаться около положения рошншеени
—

положения, в котором оно не растянуто н не сжато.

Мяидсм период этих колебании. В .момент максималь-

максимального растяжения не» механическая энергия /Г, кольца раина
его потенциальной энергии — энергии упругой деформации:

АЛ/- »[2л^-ЬЛг) -2лг\-
Ех= П ¦

2 g ~~
- 2 кл ~а~

[и Лг — дм н.1 н туда колебании каждой точки кольца).

При прохождении кольцам положения равновесия его пол-

полнея механнческоя энергия F» рнина сумме кинетических

>nepvMit bccs его точек:

К V
/IW

— 2

П)о.\

т

A"тлх — скорость каждом точки кольца при прохождении
ноложеиия ранновесия). Гак как трение отсутствует, то со-

согласно закону сохранения механической энергии Lt = I-2'.

mv:

Отсюда няндем

/
in

По при гармонических колебаниях i;nil\
- wo. Значит.

—. и период колебаний каждой точки
т

кольца, а следовательно, период колебаний нсегб кольца

о при гар

= 2л 1/
Г

\fjr
А- Абрамян
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По страницам школьных учебников

А. Звонкий

Анализ

помогает алгебре

Довольно часто алгебраическую за-

задачу удается решить, подыскав и

исследовав методами анализа какую-

нибудь подходящую вспомогатель-

вспомогательную функцию. С такими задачами

мы познакомимся на этом занятии

математического кружка.
Пример 1. Сколько корней

имеет уравнение
Xя—3.V л? A)

Р е in e н и с. Как известно, су-
существует формула для решения ку-

кубического уравнения («Квант», 1976,
ЛЬ 9). Однако эта формула очень

громоздка. Нельзя ли найти число

корней уравнения, не решая его?

Используя производную, на-

нарисуем график функции y~xs—3.v
(рис. la). На том же чертеже нари-
нарисуем график функции у-а, то есть

горизонтальную прямую (на рисунке
1Г) изображено сразу несколько таких

прямых
- для разных значений о).

Количество корней уравнения U) есть

просто количество точек пересечения
нашего графика и прямой*). Сразу

*) То. что прямая действительно пере-
секнет график так. как показано на чертеже,

вытекает из п. 84 учебника «Алгебра и на-

начала .ж;1Лиз;| 10». Действительно, функция
а--*-*'- -За- непрерывна и моиотоина на каж-

каждом из промежутков )—оо, —1), | —1. 1],
|l, -j-oo |: следовательно, ее множество зна-

значений и.-i клждом из этих промежутков —

нромежуюк; поэтому, например, для лю-

биго ofc 1—2; 2\ существует такс* хо? 1—1;
11. чк) / ixo)=a, причем, ввиду монотонности

функции / ни отрезке \.-\; И. такое д„
сдиненхмпк). В последующих примерах чита-

читатель легко проведет подобное рассуждение
сам.

бросается в глаза особая роль крас-
красных прямых. Пели прямая у=а ле-

лежит между красными прямыми, т. е.

|а |<2, то она имеет с графиком
функции / (jf)-*.v3—За- три точки пе-

пересечения, если выше нлн ниже

(\а \>2) — одну, сами же красные
прямые (\а |=2) имеют с графиком
две общие точки (одна из них —

точка касания).
Задача 1. Сколько корней имеет

уравнение

Задача 2. Сколько корней имеет

уравнение
*V—и?

Пример 2. Сколько корней
имеет уравнение

ах=х? B)
Р с ш е н и е. Рассмотрим пять

случаев взаимного расположения
графиков у- а( и »/- .v (рис. 2). Ри-

Рисунок 2а соответствует значениям
а ?№. 11, рисунок 26 — значению-

а—\, остальные три рисунка (от ри-
рисунка 2в к рисунку 2л а возрастает) —
значениям а>1. Количество решений
уравнения. B) в каждом из пяти слу-

случаев видно «невооруженным гла-

глазом». Единственное, что по существу

осталось узнать,
*— при каком зна-

значении а—а1у имеет место картинка 2 г,
то есть прямая у — х касается кривой?
Ответить на этот вопрос нам поможет

производная.

Пусть .v0 — абсцисса точки касания

А (рис. 2г). Тогда /' (*„) а*~» 1ц а = 1.

Кроме того. а*о =х0 .Получилась си-

система

\а* х,

\а*\г\а - 1.

Реш1ш ее. Для этого во второе урав-

Рнс. I.
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Рис. 3.

пение вместо дл подставим ,v, полу-
1 г,

чим х=—: 11ол\гчеиное значение

.v подставляем в первое уравнение:
— 1

й1" °
= -^77з; логарифмируем и пре-

преобразуем:
1

Ina ""

<«*1по— — <>«=•? *'

Итак, п0 с" ¦

3 а да ч а 3. Сколько корней имеет

уравнение

У к а з а и и с *). На рисунке 3 изобра-

*) См. также статью А. Егорова в «Кванте»
К« 10 за 1977 г., с. 37.

жены пять случаен пзанмиого расположе-
расположения графиков у=ах и у=\оц.0х. Для удоб-
удобства пунктиром изображена также пряц.чя
у- х. Функции ах и 1о<^ i взаимно обрати,
поэтому их графики симметричны относи-

относительно этой прямой. Вам остиется минь
найти значения а, и а^.

Заметим, кстати, что рисунок За изо-

изображен на обложке учебника «Л.небра 8»

(при «-= 10). Особенно интересным нам кажет-

кажется случай, изображенный на рисунке Зл.
Такая картинка получается, например, при

1
а = ¦

1С
•

Упражнение. Для «
1

координаты точек пересечения.

Пример 3. При каких значе-

значениях а существует такое положитель-

положительное Ь, что уравнение

C)

имеет

х-¦ а 2&-1ПА-

единственный

it
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Рис. 4.

%

0

а,

i

Рис. 5. Рис. 6.

Р е in e н и с. Как псегда. начнем

с картинки. На рисунке 1 изображены
три случая взаимного расположения

графиков у=х2+а n y = '2h--\nx (для
//>0). Ясно, что уравнение C; имеет

единственный кореш» тогда и только

тогда, когда эти график» каса-

касаются (рис. 46). В точке касания

совпадают не только значения самих

функций / U)=».v*+o и g (л)—2Л¦ 1 п х,
но и значения их производных

Oh

Г 2х и ft' (a) = -j- ¦ Получилась

система:

2х

Из второго уравнения этой системы

находим .V = ± V~b (напомним, что

но предположению 1>>>0). Значение
А" = — V Ь системе не удовлетворяет,
так как In д- при ,v =* — V~b не опре-
определен. Подставляя полученное зна-

значение А" в первой уравнение, получаем

a= b- In b—b. D)

Таким образом, графики у=х'2-\-а и

у='2Ь\п х касаются, если и только

если выполнено условие D); при этом

касание происходит в точке с абсцис-

абсциссой х = \f~b~.
Задача свелась к выяснению сле-

следующего вопроса: при каких значе-

значениях а существует такое Ь. что вы-

выполняется равенство a- b' In b—b?
Глце одна, эквивалентная, форму-
формулировка: найти множество значе-

значении функции } (/;) b -\r\ b—b.

Контрольный в о и р о с:

почему мы опустили требование по-

положительности Ь?

На координатной плоскости ОЬа

нарисуем график функции й-»-
-*b-\nb~ b (рис. 5). Теперь ответ

на поставленный вопрос «почти ясен»:

нужное значение Ь существует при
а>а„ (значений может быть и два!).
Значение а„ находим из уравнения
f'{b)=--O. Посколькуf'(h)=\h b. /;ft=I.

Таким образом, «0= ММ——1-
Контрольный вопрос.

Как видно из рисунка 5, если а при-

принадлежит интервалу 1—1. 01, то ему

соответствуют два значения Ь. Что
это означает для графиков у=х2•¦ а

н у—2Ь-\пх? Нарисуйте.
Иногда знание количества

корней помогает решить уравнение.
Например, если известно, что некото-

некоторое уравнение имеет ровно один
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корень, можно попробовать просто
угадать его.

Пример 4. Решить уравнение

2 •

у>0 справедливо неравенство

COSA" 1

Р е ш е и и е. Один из корней это-

этого уравнения легко угадывается: х—

= 0. Есть ли еще корни? Обратимся
к графику (рис. 6). Вблизи точки.,v—0

графики функций у—cos хну— 1 ^-
так похожи друг на друга, что без

дополнительного исследования не-

невозможно понять, какой из рисунков,
Ба или 66, — правильный. Попробу-
Попробуем доказать, что для всех х^О

X*
справедли во неравенство cos х > 1

—^

(то есть равенство невозможно).

Пусть /(.v) =* cos х— 1 -г -у-.

Эта функция четна, (т. е. / (д) —/ (—х)),
поэтому рассмотрим только положи-

положительные значения А'. Поскольку/ @)=
=0, для доказательства неравенства
/ (а)>0 при а>0 достаточно устано-
установить, что / возрастает на полупрямой
10. 4- оо |. Учитывая, что / непрерыв-

непрерывна при х—0, достаточно установить,
что /'(а')>0 при а->0 («Алгебра и

начала анализа 9», п. 54). Поскольку
f'(x)=x—sin х, неравенство /'(л-)>0
равносильно неравенству sin х<х* ко-

которое при хХ) очевидно*).
Последний пример, который мы

рассмотрим, касается обобщения не-

неравенства между средним геометри-
геометрическим и средним арифметическим.
Легко доказать, что при лОО,

у>0 имеет место } ху ^ —^~-
х

причем равенство достигается тогда
и только тогда, когда х—у. Запишем
это неравенство в таком виде:

Напрашивается следующее обобще-
обобщение:

Пример 5. Пусть положи-

положительные числа а и Ь таковы, что а+
-rb^\. Доказать, что для всех ;О>0,

-rby, E)

причем равенство достигается тогда
и только тогда, когда х=у.

Р е ui e и и е. Произведем сле-

следующие равносильные преобразова-
преобразования неравенства E): заменим b на

1—а, перенесем все члены в одну
часть и поделим обе части на у (по-

(поскольку у>0, знак неравенства со-

сохранится). Мы получим неравенство

У \ у )

Обозначим — —/; заметим, что
У

f>0. Осталось доказать, что при f>0
и а 6 I 0. 1 [ имеет место неравенство

at

причем равенство достигается тогда
и только тогда, когда / -1. Это дока-

доказательство мы оставим в виде упраж-
упражнения читателю. (Указание.
Функция at—/a-j-l—а при /=-=1 имеет

минимум).

корней имеет уравнение

5. Решить (одно уравнение с двумя не-

неизвестными):

а) -~ + 2 Ух ^Зу{1 -In у);

Inx
=- <>cos";

Ly
6. Нарисоватьна плоскости {р, q) мно-

множества значений [р, q). при которых урав-
уравнения

а) Jfs— 3p2x+q.
б) рх= х" {х > 0)

имеют 0, 1,2,... решений относительно х.
7. Решитьуравнения
а) 1пх — х—I

б) (х—I)ev+x*—3*+2=0

в) sinx=x— ~ё~^3>

Ь. Определить (без помощи таблиц), ка-

какое число больше —е* или пе.

*) См. также «Алгебра и начала анализа

10», п. 77*.
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«Квант» для младших школьников

Задачи
1. В соревнованиях по бегу участ-

участвуют десять спортсменов: Андрей,
Виктор, Ефим, Захар, Иван, Клим,
.Михаил, Николай, Тимофей и Федор
(рис. 1). Спортсмен, первым пришед-
пришедший к финишу, получил 9 баллов,

вторым
— й баллов, третьим 7 и т. д.,

вплоть до последнего, который полу-
получил 0 баллов. Как распределились
баллы между участниками бега, от-

отражено на рисунке 2. Определите с

помощью этою рисунка, сколько ба.ч-

лоб подучил каждый из десяти спорт-
спортсменов. Подставьте вместо цифр
67 480, 2 401 240 564. 953 564 на-

начальные буквы имен спортсменов,

получивших соответствующее коли-

количество баллов. Что у вас получи-
получилось?

2. Согнитеиз мягкой проволоки фи-
фигуру, при параллельном проекти-

проектировании которой на различные плос-

плоскости получаются буквы С, Л, О, Г,
написанные так, как изображено на

рисунке 3.

3. Дведевочки играют в такую игру:
они по очереди отрывают лепестки у

ромашки. За один ход можно отор-
оторвать либо один лепесток, либо два со-

соседних (с самого начала) лепестка.

Выигрывает девочка, сорвавшая

последний лепесток. Докажите,
что вторая девочка всегда может выи-

выиграть (у ромашки больше двух ле-

лепестков).
4. Живутпятf> братьев: Иван, Степан,
Андрей и близнецы Сергей и Лгей.

Произведение лет Сергея и Агся ров-
ровно году рождения Андрея, а произве-
произведение лет Андрея и Степана ракно году

рождения Пеана. Как зовут сына Ан-

Андрея, если он в пять раз моложе свое-

своего "дяди — тезки?

Виктор Михаил Николай
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Знакомы ли вы

с линзой?

Наверное, нет на свете такою маль-

мальчика, который не играл бы с увели-
чик'льным стеклом (линзой). Впро-
Впрочем, и девочки тоже. А .хороню ли вы

знаете линзу? '-*то можно легко про-
проверить на опытах.

1. Если у вас есть стеклянная лин-

линза, ограниченна^! двумя выпуклыми
поверхностями (одни из них .может

быть плоской или даже вогнуто»), по-

получите с ее помошью изображение
Солнца па листе белой бумаги. .Лучи
от Солнца, находящегося очень дале-

далеко от Земли, падают на Землю прак-
практически параллельным пучком. Линза
собирает эти лучи в точке, называе-

называемой фокусом. Расстояние от линзы

до фокуса называют фокусным рас-
расстоянием. Определите фокусное рас-
расстояние вашей лшг.ил. Подумай-
Подумайте, почему стеклянную линзу иногда

называют «зажигательным стек-

стеклом»?
2. Подойдитек включенному теле-

телевизору, расположите линзу между

экраном и листом белой бумаги. Пе-

Переметая лист, получите на нем чет-

четкое изображение телевизионного эк-

экрана. Каким будет это изображение?
Кстати сказать, точно так же ус-

строен фотапиараг. только там роль
белого листа бумаги играет фотопленка
пли фотопластинка.

Нетрудно получить изображение
окна, включенной настольной лампы,

удаленного здания. .Чожет бы п., вам

даже удастся таким образом «сфото-
«сфотографировать» своего товарища.

Попробуйте вращать линзу во-

hpvi осн. перпендикулярной плос-

плоскости сечения линзы. Поворачивает-
Поворачивается ли изображение?

3. Получив на листе бумаги ка-

какое-нибудь изображение, вниматель-

внимательно рассмотрите ею. Затем закройте

J8
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Посмотрите на эту красивую фотографию
капельки—это тоже линзы. Изображение в

капелька.

Фото A.

кппгль расы на листе. Оказывается, водяные
капельке тем больше, чем меньше сама

N линзы. Что изменилось при
атом? \\\ конечно, изображение ос-

осталось на том же месте и тех же раз-

размеров, но яркость его уменьшилась.
Постарайтесь обьяснпть это.

-1. В принципе. .ИоГюе прозрачное
тело с иеилоской поверхностью обра-
образует линзу. Так, очень хорошо уве-
личииают стеклянные шарики, при-
причем оказывается, чем меньше шарик,
тем больше его увеличение. Именно
маленьким шарик был главной частью
в нервом микроскопе*.

Нсли у вас есть такой шарик, вы

можете сделать себе неплохой кар-
карманный микроскоп. Л.ЛИ удобства

шарик лучше «акрепнть и оправу.
Рассматриваемый иредме! надо рас-

располагать как можно ближе к шарику.

Стеклянные палочки <н\ можно

iijiirn в школьном химическое каби-

кабинете) — тола1 линзы.

Лаже волнистая поверх нос гь во-

воды действую как линза Включите

свет в ванном компаге. налейте в

панн\ воды н c.iei ка о:<ноли\ите по-

1)
- но дну ванны побегут светлые

«инпчпки».

С-делаию те опыты, о коюрых мы

рассказали, и нод\мапте, какие еще

интересные опыты можно провести с

линэон.

f Itirw.to см ( L'fitf

Пусть /¦* и S - точки, определяе-
определяемые ураинеииямн [\\ \\p\\ /. = I н

ураппенпямп B) соответственно. Ко-
-»¦

ординаты вектора SP ранни
сти координат точек P. S:

X = -— cos -~ cos if,

У
~

-7Г cns 4- sin 4 •

\\i чpnBHfniiii f.$) ипдно. что вектор

SP меняется периодически, с пери-

периодом 4л. Его длина \&f* |. как н сле-

следовало ожидать, остается p;iBiioii ~

(пронерые!). Слсдоиагелыю. изме-

изменения Я иго векюра сиодлтея к од-

одним поворотам, причем при изменении

<? на аелпчпну 2л направление век-

вектора меняется на противоположное,
а при изменении >\ в диапазоне от О

(.Окчнч'анш' см. С. $J)
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Практикум абитуриента

А. Виленкин

Производная
и задачи

на экстремумы

Введение в школьную программу про-
производной позволяет единым методом

решать различные задачи на наиболь-

наибольшие и наименьшие значения. Но, как

показывают результаты вступитель-
вступительных экзаменов в вузы в 1977 году,
далеко не вес поступающие умеют это

делать. Некоторым «тонким» вопросам

из этой области и посвящена настоя-

настоящая статья.

1. Возрастание и убывание функции
В школьном учебнике («Алгебра и на-

начала анализа 9», п. 54) есть следую-
следующая теорема и замечание, на которых
базируется исследование возрастания
и убывания функции с помощью про-
производной.

Теорема. Если /'(лг)>0 в каж-

каждой точке интервала I, то функция f
возрастает на интервале i: если }' [лг)<
<0 в каждой точке интервала /, то

функция f убывает 'на интервале-1.
Замечание. Если функция f

монотонна на интервале la; b[ и не-

непрерывна в точках аи Ь, то она моно-

монотонна и на отрезке [a; b].
Эта теорема и замечание позволя-

позволяют решать многие задачи на нахож-

нахождение интервалов и промежутков мо-

монотонности.

Пример ! (ЛШИГЛнК *).

1977). Найти промежутки возра-

*) Московский институт инженером гео-

дезнн, аэрофотосъемки н картографии.

ипания и убывания функции у=
-2х3—Зх2.

Найдем производную данной функ-
функции:

у'=6х*—6х=6х{х— 1).
Мы видим, что при возрастании х

производная функция у' меняет знак,

когда х проходит через точкн 0 и 1.

Нарисуем ось Ох (рис. I) и рассмот-
рассмотрим три промежутка: 1—оо; 01, 10;
11 и [1; -И»1. На каждом из них

у' имеет один и тот же знак (и обра-
обращается в ноль в точках 0 и 1), поэ-

поэтому из приведенного замечания сле-

следует, что функция у возрастает на

промежутках I—оо; 01 и A; -f-o? (
и убывает на промежутке 10; 11 (схе-
(схематически это изображено стрелками
на рисунке 1).

2. Наибольшие и наименьшие

значения. Критические точки

Напомним, что точка х0, принадле-

принадлежащая области определения функции
/, называется

. точкой минимума функции f, если
существует такая окрестность

1л'о—6;хо+6| точкн х0, что для всех

хфх0нз этой окрестности /(x)>/(.v0);
точкой максимума функции f% ес-

если найдется такая окрестность
1х„—6; xo-i-6| точки х0, что для всех

хфх о нз этой окрестности Hx)<f(x0)-
Точки минимума или максимума

называются точками экстремума дан-
данной функции, а значения функции в

этих точках называются экстрему-
моми функции.

Как найти точкн экстремума дан-

нон функции? Для этого часто при-

применяется следующая теорема.
Теорема Ферма. Если точ-

точка л-о является точкой экстремума для

функции f и в этой точке существует

проимодная, то она равна нулю:
/'(•*о) 0 («Алгебра и начала анали-

анализа 9», п. 55).

У

Рнс. 1.
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Теорема Ферма помогает искать

точки экстремума функции / следую-
следующим образом. По этой теореме точка-

точками экстремума могут быть лишь те

внутренние точки области D(f), в ко-

которых производная существует и рав-
равна нулю, либо точки, в которых про-
производная не определена. Все такие

точки называются «критическими» для
данной функции.

Отыскав критические точки и про-
промежутки монотонности данной функ-
функции, часто удается найти и точки мак-

максимума или минимума этой функции.
Так, в рассмотренном выше примере
в критической точке х 1 функция
имеет минимум в силу того, что она

убывает на промежутке 10; \ I и воз-

возрастает на II; +оо |.
В большинстве практических за-

задач, однако, требуется найти не эк-

экстремумы, а наименьшее значение не-

некоторой функции (сырья, материалов,
затрат) или наибольшее (продукции,

прибыли и т. п.). В чем разница меж-

между этими понятиями?

Когда мы говорим, что функция f
имеет в точке х„ экстремум, скажем,

максимум, что мы тем самым описы-

описываем поведение функции вблизи дан-

данной точки (но только вблизи!): функ-
иия / в некоторой окрестности данной
точки определена и ее значения всюду
меньше /(.г„). Однако поведение функ-
функции «вдали» от точки \„ мы не опре-
определяем. Лаже если точка хп является

точкой максимума функции /, вне не-

некоторой окрестности этой точки зна-

значения функции могут начать увели-
увеличиваться и превзойти значение f(x0).

Как же искать наибольшее и наи-

наименьшее значения дифференцируемой
функции на всей области"ее опреде-
определения?

Наибольшее (или наименьшее) зна-

значение функции может достигаться ли-

либо на границе области определения
функции, либо внутри этой области.

Если оно достигается в некоторой
внутренней точке, то в этой точке

производная не может быть ни по-

положительной (тогда функция в этой

точке возрастала бы), нн отрица-
отрицательной (тогда бы функция убыва-
убывала), поэтому производная равна
нулю или не существует, то есть та-

такая точка — критическая. Однако

наибольшее значение функции может

достигаться и в граничной точке об-

области определения функции, где про-
производная ни при чем (она не опре-
определена, так как у этой точки нет ок-

окрестности, на которой функция оп-

определена). Значит, граничные точки

надо рассматривать отдельно.

Получается следующее правило
(оно приведено в п. 59 учебника):

Для отыскания наименьшего и наи-

наибольшего значения дифференцируемой
функции, заданной в некотором про-

промежутке, следует
найти все критические точки функ-

функции, лежащие внутри промежутка;
вычислить значения функции в этих

точках и на концах промежутка;
из всех полученных таким образом

чисел выбрать наименьшее и наиболь-

наибольшее.

Заметим еще, что если функция
задана на интервале, то у нее м о -

ж е т и не быть наибольшего
или наименьшего значения на этом

интервале. Такова, например, функ-
функция у(х) х на интервале )(); 1|:*оиа
не достигает ни наименьшего, ни наи-

наибольшего значений. Действительно,
на левом конце интервала yix) ста-

становится сколь угодно малой, но зна-

значение 0 не принимает, а справа «не

достигает» значения 1. Еще один при-
пример: функция

У 1х)
х—1

(х— !)<* —3)

заданная па интервале II; 31. Когда
х приближается к 1, значения фун-
функции неограниченно возрастают (го-

(говорят, что функция стремится к

«плюс бесконечности»). Когда же х

приближается к 3, значения

функции неограниченно убывают
(функция стремится к «минус беско-

бесконечности^! Здесь нет даже значении,

которых функция могла бы «дости-

«достигать».

Отметим, что для дифференцируе-
дифференцируемых функций, заданных на о т р е з -

к е, такая неприятность возникнуть
не может.

Теперь остановимся на некоторых
примерах.

61



kvantmcrmr.ru

Пример 2 (Л\ЭИС*), 1977).
Найти наименьшее и наиб<\льшес зна-

значения функции у{х) —х—2 \пх на от-

отрезке II; е I.
Здесь у'-=\—21х. Приравнивай

производную пулю и решая получен-
полученное уравнение, находим: х=2. По-

Поскольку 1<2<с. эта точка — крити-
критическая. Далее, анализируя формулу
у'—1—2/х, мы видим, что производ-
производная не определена при а~0, но эта

точка вне, отрезка II; с\. Значит,

функция определена н дифференци-
дифференцируема на отрезке II: е\ и потому по

указанному выше правилу обязана

принимать наибольшее и наименьшее

значение, причем эти значения буду г

каждое в одной из трех точек: л" = 1,
х—е (граничные точки), х>=2 (крити-
(критическая точка). Имеем: у(\)—\, уB)~
= 2—21п-2, у(е) — е—2. Оценив эти чис-

числа, можно показать, что «/B)— наи-

наименьшее, а у(\) — наибольшее значе-

значение данной функции на отрезке \\;еI,
но сравнить 2—21п2 и с—2 нелегко.

Проще исследовать поведение функ-
функции на данном отрезке. Строя схему
знаков производной и возрастания и

убывания функции у (рис. 2), нахо-

находим, что функция у убывает на 11; 21
и возрастает на 12; е\- Значит, наи-

наименьшее значение функции у сущест-

существует и достигается при л=2 (и это—

точка минимума). Наибольшее значе-

значение тоже существует и достигается

в одной из точек лг=1, л:=е (но ни од-

одна нз них не является точкой макси-

максимума!). Сравнивая «/< 1)= 1 и у(е)~
—е—2. находим, что е—2<2,9—2=
=0,9<1. Значит, наибольшим зна-

значением функции является у{\) = \.

Подобным образом (по знакам про-

производной) исследуются все критиче-

критические точки функции, когда требуется
найти все экстремумы функции и ука-
указать их характер. Общее правило
здесь такое.

Если в точке л„ производная ме-

меняет знак с «плюса» но «.минус-», то

х„— точка максимума функции;
если в точке х0 производная меняет

знак с «минуса» на «плюс*, то х„
~

точка минимума функции;

*) Московский электротехнический ин-

институт связи.
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если производная в точке хп ривна

нулю, но положительна кик до точки

хп, так и за нею, или отрицательна

как do точки л„, так и за нею. то

функция не имеет а точке х„ ни мак-

максимума, ни минимума (такие точки

называются тючками перегиба»).
Пример 3. Найти экстремумы

и наибольшие и наименьшие значения

функции у(лг)=3л:>—5.v:l+l на отрез-

отрезке 1-2; 21.
Приравнивая нулю производную

у'(х)
— \5х*—15д-, получаем три кри-

критические точки: х=— I, лг=О, .v=l.

Строя схему знаков производной и по-

поведения функции (рис. 3), находим,

что функция у имеет в точке л =— 1

точку максимума, в дг=О точку пе-

перегиба и в точке л= 1 точку минимума.
Сравнивая значения функции у п точ-

точках .*=—2, л —— I, л = 1 н л=2, на-

находим, что наибольшим значением

функции на заданном отрезке явля-

является уB)=57. а наименьшим у( ~2)
—

=—55.

3. «Текстовые» задачи на

экстремумы

Выше мы остановились на исследова-

исследовании функций с помощью производной.
Необходимость такого исследования

возникает при решении самых раз-

разнообразных прикладных («текстовых»)
задач. Общая схема решения этих за-

задач следующая. Л\ы описываем ус-
условия задачи переменными и урав-
уравнениями и выписываем функцию, эк-

экстремум которой надо найти. Эта

функция обычно зависит от многих

переменных, но с помощью уравнений
мы выражаем все переменные через
какую-либо одну, подставляем их в

выражение для функции и получаем

функцию от одной переменной, после
чего стандартным методом проводим
исследование.

П р и м е р 4 (МЭИС, 1977). Най-
Найти конус наибольшего объема, обра-
образующая которого имеет данную дли-

длину I.

Объем конуса выражается через
высоту // я радиус основания кончса

R следующим образом:

j_
3

V

В эту формулу входят две перемен-
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Рнс. 2.

У

Точна

минимума

0-0 - 0 +
• • »¦

-2 -I

Точка
максимума

/\
Точка
перегиба

Тачка

минимума

Рис. За.

Точки
максимума

X

Точка

минимума

Рис. 36.

V О —

Точка
максимума

Н

ные (R и //), но с помощью условия,

что образующая имеет длину /, мож-

можно исключить одну из переменных.
Какую именно? В принципе—без-
принципе—безразлично, но на практике надо учи-
учитывать, что дальше нам придется ре-
решать уравнение V'—О, поэтому луч-
лучше оставить ту переменную, через ко-

которую V выражается наиболее про-
просто. В данном случае имеем: R*-i-
+ 11* = /2, откуда R"- = /* — Н-,

а также Н2 = /г—/?'-. Получаем:

V (R) nR-\/T—Ri.

Видно, что лучше оставить И, тогда

Функция V определена (по смыслу

задачи) при // б№; Л. Критическая
точка всего одна: Н = lIV^- Строя
схему знаков производном н поведе-

поведения функции (рнс. Г), мы видим, что

H^llV^— точка максимума, при-
причем в нен достигается к наибольшее

значение функции V, так как до этой
точки V возрастает, а после нес —

убывает.
Заметим, что если бы в задаче

спрашивалось, при каком радиусе ос-

основании объем конуса наибольший, на-

наше решение не изменилось бы. Мы

сначала нашли бы V{H), точку мак-

максимума (и наибольшего значения)

// =, 1/VT а потом

Рис. 4.

= V р -

Упражнения
1 (ММТХТГ). 1977). Нлнти наибольшее

и наименьшее значении функции у (л") =
=з л»_8л-г —у м отрезке (—h 3 \.

2 1.ЧПИХ**).Г977). Найти наибольшее
и наименьшее значения функции у {х) —
='2sin 2x -J- ccs-ljf на отрезке |0; л 3).

*) .MocKnncKiiii институт тонкой химиче-
химической технологии.

**) Московский институт народного хо-
хозяйства.
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3 {МГУ.мехмат. »у77). Дана функция
f (x)--€osx-iin- х, х t- |—л; л|. Доказать,
что наименьшее значение функции / на этом

отрезке больше — 0.39.
4 (МЭ11С, 1977). Цена бриллиант» про-

пропорциональна квадрату его массы. Если

бриллиант разбить на две части, то п каком

случае обшая стоимость двух '«стен будет
наименьшей?

5 (МЭИС. 1977). Даиы точки А @: 3)
и В D; 5). Нангн на оси Ох точку М такую,
чтобы S— |ЛЛ1|-; |Л1В| было наименьшим.

6. Найтинаибольшее значение функции

у (х) sin (sin x).

7. Требуетсяпостроить несколько одина-

одинаковых домов общем жилой площадью

40 000 мг. Затраты на постройку одного дома

жилой площадью S складываются hj стои-

стоимости фундамента, пропорциональной ) 5 ,

и стоимости наземной части, пропорциональ-

пропорциональной SyS- При строительстве дома жилой
площадью 400 м- 80','и затрат ид«т иа фунда-
фундамент. (Сколько надо строить домов, чтобы

затраты были наименьшими?

8. .Мощность, затрачиваемая иа лцижс-

ние парохода, пропорциональна кубу его

скорости. Найти наиболее экономичную ско-

скорость парохода при движении против течения,

скорость которого равна а км>ч.

9. Имеется батарея с внутренним со-

сопротивлением г. Какое сопротивление надо
подключить к батарее, чтобы выделяемая на

нем мощность была наибольшей?

10. На горизонтальной плоскости ле-

лежит кирпич массы /п. С какой наименьшей

(по модулю) силой и под каким углом к плос-

плоскости надо его тянуть, чтобы он сдвинулся с

места, если коэффициент трения равен ft?

11 (МИСиО), 1977). Определить интер-
интервалы возрастания и убывания, экстремумы
и построить схематически i рафик функции

а) /(х) = хг —2 *s+5;
б) /(*) = х* —2 х3 —2 а2;

в) / (х) = х*

2.Д) / (х) - 3 jf:l -

12 (MIICiiC.1977). На нромеж\1ке |0:п|
задана функция у = I —cosa\ Найти наи-
наибольшее значение абсциссы точки пересече-
пересечения касательной к графику данной функции
с осью Ох.

13 (МИСиС.1977). Требуется изготовить

закрытый цилиндрический Сак объемом V.
Какими должны быть еги размеры, чтобы на

его изготовление ушло наименьшее количест-

количество материала-1
14 (МВТУ*).1977). Все вершины пра-

правильной треугольной призмы принадлежат
форс радиуса /?. Какой должна быть высота

призмы, чтобы ее объем был наибольшим?

13 (MUCH*). 1977). H.ifliii ивибодь-
luce и наименьшее значение функции

А"

а) Их) zi л'« «itik-jkv | 1: A|
х-

б) f <х\
1-1: И:

У \\а отрезке

в) / (v) -у-
х- -, 1 ла шрезке

1-3:- II.
16 (.МВТУ.1977). Один из сч'нонаннй

цилиндра ивлне геи сечением uin|i;<. я др\тие

основание принадлежит большому кругу
этого шара. Радиус тара равен R. Какой

должна Гцль высота цилиндра, чтобы его

объем был наибольшим?

17 (iMIIHX. 1977). Найти нанбоЯы;;ее
и наименьшее значения ijniihmui

я) fix)-- 223V—9.2-1 \2.2Х иа от-

отрезке |—1; 11:
9х '2 ~шх

%
на <1трелк«: 1—1; 2|;б) ЦХ) %

и) / (л) 2 in;l х

отрезке |i-3/l; »•' |;

9 In- 12 In x на

^ vг) / (а) 2 log^ .v - 15 log; л- •, 3C log. х

иа p
18 (AMKIiiC. 1977). Из iu-cx конусов,

описанных около данного шара, найти тот.

который имеет наименьший объем.

19 (.МАИ.1977). Корабль стоит на якоре

в 9 км от ближайшей точки берега. С корабля
нужно послать матроса в лагерь, расположен-
расположенный в 15 км. считая по берегу, от ближмшнен

к кораблю точки берега (лагерь расположен
на берегу). Бели матрос может делать пеш-

пешком но 5 км. час. а па веслах по 1 км. час. то

в каком пункте берега он должен пристать,
чтобы, попасть в лагерь в кратчайшее воемя^

20 (.МЛН. 1977). В равнобедренный тре-
треугольник с основанием а и вмеогой h вписан

прммоуюлышк гак, что две его вершины ле-

лежат на основании треугольника, я две дру-
другие — на боковых сторонах. Какова должна
быть высота прямоугольника, чтобы он имел

наибольшую площадь? Найти >ту площадь.

21 (МИСнС.1977). Две точки движут-
движутся но осям координат п положительных на-

npaii.ii-Hiiflx с постоянными скоростями is и

t>2. В какой момент времени расстояние меж-

между движущимися точками будет наимень-

наименьшее, если в начальный момент они занимали

положения ( 3. 0) и @; 5)?
22 (МНСиС.1977». В фигуру, ограничен-

ограниченную линиями f/-x-\ |/ = 2дгг. х-6 вписан

параллелограмм наибольшей члошади так,

что лею его Hi-ршнны .И'жат иа при мим

.V"G. а дне другие
— из парабилах ц = х7.

у = 2 X'. Найти эту плошаль.

23 (МИСнС.1977). В фигуру, ограни-
ограниченную прямой if —ix н параболой 1/ — х!.

и пне а и нрямоугпльннк паиГн^н.шей плошали

так. что я не его вершины лежат на примой.
а две другие

— на параболе. Найти эту п.ш-

щаль.

вов.

лнще.
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институт.
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Л. Тарасов

Симметрия
в задачах

по физике
С понятием с и м м е т р и и человек

встречается фактически везде —

в природе, технике, искусстве, науке.
Вспомним симметрию, свойственную
бабочке и кленовому листу, симмет-

симметрию форм автомобиля и самолета,

симметрию в ритмическом построении

стихотворения или музыкальной фра-
фразы, симметрию орнаментов, симмет-

симметрию в атомной структуре молекул и

кристаллов. В частности, симметрия
довольно часто встречается в задачах

по физике.
Что такое симметрия? Многие за-

затрудняются дать ответ на этот вопрос,
хотя проявления симметрии в различ-
различных конкретных случаях восприни-
воспринимаются практически всеми. В повсед-
повседневной практике с понятием симмет-

симметрии обычно сопоставляют нечто урав-
уравновешенное, гармоничное, обладаю-
обладающее хорошим соотношением пропор-

пропорции. При конкретном применении это-

этого понятия говорят, например, о сим-

симметрии относительно оси, симметрии

при отражении в зеркале, симметрии
квадрата, правильного шестиугольни-
шестиугольника и т. д.

Решая задачи, мы нередко ис-

используем симметрию, не оговаривая
этого факта, как нечто само собой ра-

разумеющееся. Так, представляется оче-

очевидным, что центр тяжести однород-

однородной прямоугольной пластины нахо-

находится в точке пересечения ее диагона-

диагоналей, что поле вне заряженного метал-

металлического шара можно рассматривать
как поле точечного заряда, находяще-

находящегося а центре шара, что математиче-

математический маятник совершает колебания,
симметричные относительно направ-
направления силы тяжести.

В решениях задач часто можно

встретить фразы типа «из соображе-
соображении симметрии ясно, что...» или «на

основании симметрии можно заклю-

заключить...». Вот несколько конкретных
примеров.
Задача I. Четыре одинаковых

точечных заряда q размещены в вер-
вершинах квадрата. Какой заряд Q про-
противоположного знака надо поместить
в центре квадрата, чтобы система

зарядов оказалась в равновесии?
Равновесие означает, что сумма

сил. приложенных к каждому заря-

заряду, равна нулю. При этом достаточно

рассмотреть равновесие одного из пя-

пяти зарядов. Спрашивается, какого?
Из соображений симмет-

симметрии я с н о, что рассматривать за-

заряд Q не имеет смысла, так как он

будет находиться в равновесии неза-

независимо от своей величины. Опять-

таки и з с и м метр ин о ч е -

в и д н о, что все заряды q эквива-

эквивалентны, так что с равным основанием

можно выбрать любой из них. Рас-

Рассмотрим, например, заряд, находя-
находящийся в точке А (рис. 1). Изобразим

силы F,, F,, /•"., и F,, действующие на

него со стороны остальных четырех
зарядов. Спроектируем эти силы на

направление А В и запишем условие

Рис. J.

3 «Кв-ант»- .Vt li 65
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Рис. 2.

равновесия:

cos45° —

или, используя закон Кулона (оди-
(одинаковый для всех слагаемых множи-
множитель

' Dлк0) попутно сокращаем):

asf2

(здесь о"— длина стороны квадрата).
Отсюда следует, что

Задача 2. Четыре черепахи
находятся в вершинах квадрата со

стороной а. Они начинают одновре-
одновременно двигаться с постоянной по ве-

величине споростью v, причем первая
черепаха все время держит курс на

вторую, вторая на третью, третья
на четвертую, четвертая на первую.

Встретятся Ли черепахи? Если встре-
встретятся, то через какое время?

Прежде всего заметим, что с точ-

точки зрения условия задачи все черепа-
черепахи полностью равноправны, эквива-

эквивалентны друг другу. Из сообра-
соображении с и м м е т р и и я с н о,

что в любой момент времени черепахи
будут образовывать квадрат, а ско-

скорости их будут направлены по сто-

сторонам квадрата (рис. 2). Ориентация
и размеры таких квадратов будут из-

изменяться со временем — до тех пор,

пока квадрат не стянется в точку О

(тогда черепахи и встретятся). Опять-
таки п з с о о б р а ж е и II ii с и м-

м е т р и.н точка О — общин центр
всех упомянутых квадратов. Для того

чтобы найти время Л через которое
произойдет встреча черепах, разло-

разложим вектор скорости и черепахи на

составляющую и,, направленную к

центру О, и перпендикулярную со-

составляющую v... Тогда

, а/У2 а/\Гп а

Задача 3. Однородный брусок
массы т висит на трех вертикальных

проволоках равной длины, расположен-
расположенных симметрично {рис.3). Определить
натяжения проволок, если средняя про-
проволока стальная, а две другие медные.

Считать, что модуль Юнга стали

в два раза больше модуля Юнга меди,
а поперечные сечения проволок (одина-
(одинаковы.

Из соображений сим-

симметрии я с и о, что удлинение А/

всех трех проволок одно и то же. По

закону Гука силы натяжения сталь-

стальной и медной проволок равны соот-
соответственно

*

I

d
с

¦г

*

Рис. 3.

Рис.
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Рис. 5. Рис. 6.

где Ес и ?м — модули Юнга стали
и меди, /0 и 5 — начальная длина

и площадь поперечного сечения про-
проволок. Учитывая, что из условия рав-
равновесия бруска

находим

Fc\ =

Задача 4. Их трех одинако-
одинаковых проволочных колец сварен каркас,
показанный на рисунке 4. Найти со-

сопротивление между точками А и В,
если сопротивление четверти длины
каждого кольца равно R.

Из соображений сим-

симметрии очевидно, что в точ-

точке А электрический ток в равных час-

частях распределится по ветвям А С, АЕ,
AD, АН, поэтому точки С, Е, D, Н
будут иметь одинаковые потенциалы.

Следовательно, по кольцу CEDH ток

не идет. Убрав мысленно это кольцо,

находим искомое сопротивление RAn
как общее сопротивление четырех па-

параллельно соединенных проводников
с сопротивлением 2R каждый:

RAB = 2Я/4 == Я/2.

Разобранные задачи наглядно по-

показывают, как на практике работают
соображения симметрии. Во всех слу-
случаях имела место определенная сим-

симметрия физической ситуации: одина-

одинаковость по величине и знаку зарядов,

расположенных в вершинах квадрата;

симметричное начальное положение и

одинаковое поведение черепах; сим-

симметрия подвесной конструкции в ел у*
чае балки и т. п. Встречаются, однако,

задачи, где симметрия присутствует
не столь явно, а как бы в скрытом
виде. Для выявления симметрии надо

немного видоизменить рассматривае-

рассматриваемую в задаче ситуацию (не меняя,

разумеется, се физического содержа-
содержания). В результате «симметризации»
задачи удается, как правило, быстро
н просто найти искомый результат.
Приведем примеры.
Задача 5. Найти положение

центра тяжести плоской фигуры, по-

показанной на рисунке 5, а.

Очевидно, что центр тяжести фи-
фигуры находится где-то на отрезке ОА.

Чтобы найти его положение, заменим

несимметричную фигуру, показанную
на рисунке 5. а, двумя с и м м е т -

р и ч и ы и и фигурами, вложенны-

вложенными друг в друга (рис. 5, б). Одна
нз них — это круг радиуса г/2, а дру-
другая — круг радиуса г с двумя сим-

симметричными круговыми отверстиями

радиуса г/2 каждый. На рисунке 5, б

показаны силы тяжести F\ и F., этих

фигур, точки приложения сил оче-

очевидны нз соображений симметрии.
Обозначим через х расстояние ис-

искомого центра тяжести О' от точки О.

Из условия равновесия (условия ра-
равенства нулю суммы моментов отно-

относительно оси, проходящей через точ-

точку О') получаем:

или, учитывая, что сила тяжести фи-
фигуры пропорциональна ее площади:

(лгв—лг2/2)х—лг74(г/2—х) = 0.

Отсюда х — /76.
Задача 6. Точечный заряд 4- q

находится над проводящей плоскостью

на расстоянии г. С какой силой он

притягивается эпюй плоскостью?

Заряд +q наведет на плоскости

отрицательные заряды, плотность ко-
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торых будет уменьшаться по мере

удаления от заряда +q. Картина си-

силовых линии и эквипотенциальных

поверхностен электрического поля,
созданного точечным зарядом + q и

наведенными на плоскости зарядами,
показана на рисунке 6, а (сплошные
синие линии — силовые линии ноля,

пунктирные — сечения эквипотен-

эквипотенциальных поверхностей).
Если эту несимметричную карти-

картину дополнить до с н м метр и ч -

н о и (рис. 6, б), то получим картину
электрического поля, образованного
двумя точечными зарядами + q и—q,
находящимися на расстоянии 2г друг
от друга. Это означает, что сверху от

плоскости электрическое поле, соз-

созданное точечным зарядом + q и наве-

наведенными зарядами, совпадает с полем

точечных зарядов +q и —q. Следова-
Следовательно, искомая сила притяжения за-

заряда -\-q v- плоскости равна силе взаи-

взаимодействия зарядов +</ и -—q:

Задача 7. Мяч бросают с по-

верхноепш земли под углом « с началь-

начальной скоростью v0 (рис. 7, а). На рас-
расстоянии I от точки бросания нахо-

находится вертикальная стенка. Мяч упру-

упруго ударяется о стенку и отскакивает

обратно. На каком расстоянии х от

стенки он приземлится?
Уберем мысленно стенку и про-

продолжим траекторию полета мячика

(пунктирная линия ни рисунке 7, б).
При упругом ударе о стенку абсолют-
пая величина скорости мяча не изме-

изменяется, а угол падения р равен углу
отражения р,. Следовательно, участ-
участки траектории А В (и отсутствие стен-

стенки) и АС (при наличии стенки) с н м -

м е 1 р и ч н ы относительно прямой
-4/4, (относительно стенки). Отсюда

получаем:

х=ОВ— / = sin 2а — /.

Задача 8. Между точками А

и В включено сопротивление R. Кроме
того, имеются еще Лг—2 точек, при-

причем между каждой парой точек, вклю-

включая сюда и точки А и В, также при-

присоединено сопротивление R. Найти ре-
результирующее общее сопротивление
между точками А и В.

Разместим мысленно указанные

N—2 точки на прямой 00,. относи-

относительно которой точки А и В с и м -

метр и ч и ы. Тем самым мы nepeii-
дем от несимметричной картины, по-

показанной па рисунке 8, а, к симмет-

симметричной картине, приведенной на ри-
рисунке 8. б (на рисунке Лг=6). Из со-

соображении симметрии ясно, что по-

потенциалы всех точек на прямой 00,
одинаковы, поэтому эти точки можно

разъединить. Тогда искомое сопротив-
сопротивление /?Л/, можно найти по формуле:

Кап

Отсюда

вернемся к вопросу-, поставленно-

поставленному ранее: что такое симметрия? По
какому основному признаку можно

усмотреть ее присутствие в том или

ином случае? Известный немецкий ма-

математик Герман Венль предложил

прекрасное п простое определение

симметрии, согласно которому сим-

симметричным называется такой пред-
предмет, который можно как-то нзле-

Н
Рис. 7.
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1 I
R.

Рис. 9.

пять, получая в результате то же,
с чего начали. Так, в задаче 4 поворот
проволочного каркаса вокруг прямом
А В на угол 90" возвращает нас к ис-

исходной ситуации, то есть фактически
ничего не изменяет. Это —¦ симметрия
квадрата; она имеет место также в за-

задачах 1 и 2. В задачах 3, 5, 6, 7 и 8

мы встречаемся с так- называемой зер-
зеркальной симметрией — симметрией по

отношению к отражению в плоском

зеркале; сечение плоскости этого зер-
зеркала (плоскости симметрии) показано

на соответствующих рисунках крас-
красной линией.

Однако понятие симметрии связа-

связано не только с чисто геометрическими
преобразованиями (поворотами, отра-
отражениями, переносами и т. п.). Об-

Обратимся к такому примеру.
Известен случай с одним опытным

наборщиком. Набирая страницу за-

задачника по физике, он увидел в ру-

рукописи следующее выражение для по-

показания амперметра в цепи, изобра-
изображенной на рисунке 9:

Посмотрев внимательно на это выра-

выражение, наборщик заявил, что в нем

содержится какая-то ошибка. Дело
в том, объяснил он, что, согласно

рисунку, показание амперметра не

должно измениться, если, например,
поменять местами сопротивления R*

и R3. Если же в рассматриваемой фор-
формуле заменить /?2 на R3, а /?3 на Rit
то результат, как легко видеть, изме-

изменится. Наборщик оказался совершен-
совершенно прав: в числителе дроби в формуле
было пропущено слагаемое Я^^Л.

Случай с наборщиком весьма по-

поучителен. Важно помнить, что если

в данной ситуации (электрической
схеме, конструкции и т. п.) имеет мес-

место симметрия по отношению к пере-
перестановке каких-то элементов, то эта

симметрия должна проявляться и в

соответствующих формулах.

В заключение предлагается не-

несколько задач для самостоятельного

решения.

Упри жпсн и я

1. Мячбросают горизонтально с высо-

высоты // с начальной скоростью vc (рис. 10).
Мяч упруго ударяется последовательно о две

параллельные вертикальные стенки. Найти

расстояние / между стенками, при котором
мяч попадает в точку А.

2. Найти положение центра тяжести

диска, в котором сделаны два круговых вы-

выреза, как показано на рисунке li.
3. Ввершинах правильного шестиуголь-

шестиугольника помещены одинаковые заряды -f" Ч-
Какой заряд Q следует поместить в центр
шестиугольника, чтобы система зарядов ока-
оказалась в равновесии?

4. Нарасстоянии г от двух взаимно пер-
перпендикулярных проводящих полуплоскостей
помешен заряд q. Найти силу, действующую
на заряд.

Рис. 10. Рис. 11.

Рис. 12. Рнс. 13.

5. Двенадцать одинаковых конденсато-

конденсаторов емкостью С каждый собраны в батарею
в виде восьмигранника (рис. 12). Какова
емкость этой батареи между точками Л и В?

6. Из одинаковых отрезков проволоки

сопротивлением R каждый сварена фигура,
показанная на рисунке 13. Найги сопротив-

сопротивление между точками Л и В.
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Варианты
вступительных экзаменов

в вузы в 1977 году

Уральский
государственнный
университет
им. А. М. Горького

Математика

Варианты письменного экзамена

Математнко-механнческнй факультет

I. На одни ряд, в котором 8 стульев,
рассаживаются 5 юношей и 3 девушки.
Сколькими способами они могут сесть так.

чтобы не все девушки оказались сидящими

непосредственно рядом?
Bj Основанием пирамиды служит рав-

равнобедренный треугольник, боковые стороны
которого раины а. а угол между ними равен

а. Грань пирамиды, проходящая через
основание треугольника, перпендикулярна
плоскости основания, а две другие обра-
образуют с плоскостью основания угол ф.

Найти объем пирамиды.
3. Решить неравенство

I* — s|
1 6x + 4-3*0.

4. Найти

[—я; 0J,
все значения х

при которых

slr

f (х) — е

ме неравенств

р

(r-2*)

из отрезка

функция

удовлетворяет систе-

систе'/' -/(*).

Физический факультет
I. Точка движется по координатной

прямой так. что ее координата s изменяется

i (' закону s ¦_ A + В sin -у(<4н В — по-

постоянные). Найтн ускорение при /—-1.
2. Периметр равнобедренного тре-

треугольника равен 2/з. Какой длины должны
быть его стороны, чтобы объем тела, об-

образованного вращением этого треуголь-
треугольника вокруг боковой стороны, был наиболь-

наибольшим?
3. Решить неравенство

ДГ-1-3

4. При каких значениях х из отрезка
Г л 7я1

~2~ ; -§- функция у— sin х- cos 2x удов-

удовлетворяет неравенству у" -f- у -f- 2 V^3>0?

Задачи устного экзамена

Математике' механический факультет
1. Для каждого значения параметра

а решить неравенство

2. При каких положительных зна-

значениях параметра а выполняется неравен-

** —а*
ство lim

У7-Уа
3. Решить систему неравенств

tg*.

4. Верно ли, что площадь фигуры,
ограниченной линиями у=ег~1. у~0. х»=0,
х=2, меньше 2 ?

5. Длинавсей границы кругового сек-

сектора равна /. Какова должна быть длина

радиуса сектора, чтобы площадь сектора
была' наибольшей?

в. При каких положительных зна-

значениях параметра а площадь фигуры, ог-

70
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раннченной линиями y^cosax, у=0,

7. Найти все значения параметра а,
при которых точки минимума функции
у= \+а*х—ж3 удовлетворяют неравенству

8. Для каждого значения параметра
а решить уравнение

sin х — \/F — cos 2 х + 2.

9. Прикаком натуральном п девяты.й
член в разложении A+0,1)" является наи-

наибольшим?

10. Прямая(AD) делит медиану IBM]
треугольника ABC в отношении 5:1,
считая от В. В каком отношении (AD)
делит площадь треугольника ABC?

Физический факультет

1. Существуют ли такие отрицатель-
отрицательные значения параметра а, при которых

I — а -Xs ^ .,lim T
«-.о sin1 ох

2. Решить уравнение

1 — sin х

3. Решить неравенство

лниней
4. Вычислить площадь, ограниченную
й | J I *J = I
5. Для каждого значения параметра а

решить неравенство ~\/ 5х* + а* ^. — Зх.

в. Решить неравенство х||г *'>**.
7. Найтиобъем параллелепипеда с реб-

ребрами а, Ъ, с, образующими друг с другом углы

8. Решитьнеравенство

1
smx|sinx| ^ -?-.

9. При каких положительных значе-
значениях параметра а выполняется неравенство

10. На координатной плоскости изоб-

изобразить множество точек, координаты кото-

которых удовлетворяют неравенству

(х-|дг|)* +(у-| yl)»^.

Физика

МдтемдтнкО'Механическнй факультет

1. Мячик брошен вертикально вверх
из точки, находящейся на высоте h Оп-

Определить начальную и конечную (при уда-

ударе о землю) скорости мячика, если за псе

время движения он пролетел путь ЗЛ.

2. Вагонеткумассой т— 3000 кг под-

поднимают по рельсам в гору, наклон которой

а— 30°, с ускорением |о| = 0,2 м/с*. Коэф-
Коэффициент трения (J--OJ. Какую работу со-

совершила сила тяги на пути /—-50 м?

3. Кислородмассой m ID г находит-

находится под давлением Pi~3 атм при температуре
/i=-IO°C. После расширения вследствие

на)ревання при постоянном давлении ки-

кислород занял объем Vs=l0~* м3. Найти
объем газа до расширения н температуру
после расширения.

4. Батарея из двух последовательно
соединенных конденсаторов емкостями

Ci=3-10-10 Ф и С»=5- Ю-10 Ф заряжена
до напряжения U= 1 2 кВ. Определить на-

напряжения на обоих конденсаторах и за-

заряды на их обкладках.
5. Емкость переменного конденсатора

изменяется от С\=56 пф до С8=667 пф.

Какой комплект катушек индуктивности
нужно иметь, чтобы колебательный контур
можно было настраивать на радиостанции,
работающие в диапазоне длин воли от X, =
= 40 м до Х,=2600 м?

Физический факультет
1. Локомотив на горизонтальном уча-

участке пути развивает постоянную силу тя-

гн |F|=3,5-10* Н. На участке пути длиной

<=600 м скорость поезда возросла с \v,\ =

= \0 м/с до |uj|=20 м/с. Определить
к. эффнцнент трения, если масса поезда

/п=10* кг.

2. Встеклянный стакан массой тх
=

= 120 г при температуре/i= 15° С налили

mt=200 г воды при f2=80°C. Какое ко-

количество теплоты.будет передано стакану?
Удельная теплоемкость стекла Cj=

=0,20 кал/(г- град), воды — ct— I кал/(гх
Хград).

3. Погазопроводу пропускают угле-
углекислый газ при давлении р-=4 атм н тем-

температуре /=7СС. Какова скорость движе-
движения газа в трубе, если за время т,=Н0 ми-

минут протекает т= 2 кг углекислого газа?

Площадь сечения канала трубы S=5 cms.
4. Наплоскопараллельную стеклянную

пластину толщиной d—2 см падает луч
света под углом а^60с. Часть света от-

отражается, а часть, преломляясь, прохо-
проходит в стекло, отражается от нижней поверх-
поверхности н, преломляясь вторично, выходит

обратно параллельно первому отраженно-

отраженному лучу. Определить расстояние между

двумя отраженными лучами, если коэф-

коэффициент преломления стекла п=1,73.
5. Работавыхода электронов из кад-

кадмия Л = 4.08 эВ. Какова должна быть дли-
длина волны света, чтобы при фотоэффекте
максимальная скорость вылетающих элект-

ронов была равна |t»l=7.2-10* м/с? По-
Постоянная Планка Л=6,62-Ю-^Дж-с. мас-

масса электрона т—9,Ы0~м кг.

Э. Голубое, Р. Емлин
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Киевский

государственный

университет

им. Т. Г. Шевченко

2. Решитьнеравенство

3. Сколькокорней имеет уравнение

х* = Ьх + 2а

в зависимости от параметра л?
4. Сколько решений имеет система

уравнений

Математика

Варианты письменного экзамена

Механико-математический факультет

1. В правильную четырехугольную
пирамиду, боковые грани которой накло-

наклонены к плоскости основания под углом <р,
вписан цилиндр (одно основание цилиндра
лежит в плоскости основания пирамиды, а

окружность второго его основания имеет

по одной общей точке с каждой боковой

|ранью пирамиды). Радиус основания ци-

цилиндра и его высота равны г. Вычислить
объем пирамиды. При каком значении уг-
угла ц> объем пирамиды наименьший?

2. Вычислить площадь фигуры, ог-

ограниченной графиками функций

|4-х-| *
=

4

3. Решить неравенство

l/log|x ¦ ^3> У5 (log4 х* - 3).

4. Сколько есть четырехзначных чи-

чисел, запись которых в десятичной системе
счисления содержит не более двух разных
цифр?

Физический факультет

1. Вокругшара радиуса г описана пра-
правильная треугольная пирамида с высотой

Н- Вычислить площадь боковой поверх-
поверхности пирамиды. При каком И эта площадь
наименьшая? Найти наименьшее значение
площади.

2. Прикаклх значениях х производ-
производная функции

у «= sin 2* -f- lOcos x — 6х

равна нулю?
3. Найтипредел

ЛКТ+3+5+ Bя-lim

4. На плоскости даны две взаимно

перпендикулярные прямые. Найти мно-
множество всех тех точек плоскости, произве-
произведение расстояний от которых до данных

прямых равно сумме чтнх расстояний.

Задачи устного экзамена

I. Решить уравнение
sin |х| ~ |sin х|.

в зависимости от параметра а?

5. Изобразитьв прямоугольной систе-

системе координат множество точек

\[x:y)\\og
\

6. Найтивсе значения а, при которых
множество

содержит только одну точку. Найти эту
точку.

7. Построить график функции

I — V —хй, если х ^ 1,

1 + log | х, есди х > I.

6. Доказать, что функция

2
f (х)

—

-j- х» — х* + 2х* — Зхг -\- 6х — I

монотонно возрастает на R.
9. Найти все значения а, при которых

функция

/<х)= 2x4-1

возрастает для всех x?R.

10. Пусть xt н *; - соответственно,
точка максимума и точка минимуме функ-
функции

/ (х) 2х:1 — 9ах* Н- 12о2х + 1.

При каких й х* — х4?
11. Прикаких а функция

f{x) = -у- хэ + {а + 2) х* + (в - I) х + 2

имеет отрицательную точку минимума?
12. Прикаких значениях х обращается

в ноль та из первообразных функции

/ (х) *= л sin лх + 2х — 4,

которая при х=1 имеет значение 3?

13. Вычислитьплощадь фигуры, огра-
ограниченной графиками функций

у=2 + sin х и у
— I ¦+- cos*x

на промежутке |0: л].
14. Вычислить объем пространствен-

пространственной фигуры, образованной вращением во
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круг прямой у=& 1 плоской фигуры, огра-
ограниченной графиком функции

у — I + tos'jc

Ярославский
государственный

на

мой.

промежутке [ - -f ; -=-] и этой пря- УНИВеРСИТ€Т

IS. Будет ли последовательность

монотонной?
16. Доказать, что для произвольного

натурального числа 2

1 \

17. Вычислить предел

lim /

18. Сколькоесть пятизначных чисел,
в записи которых каждая последующая
цифра больше предыдущей?

19. Прямые/|. l-t, U параллельны и не

лежат в одной плоскости. На /, взято т

точек, не /j — л точек и иа /а - t точек.

Сколько есть треугольников с вершинами
в этих точках?

20. Сумма квадратов длин всех сто-

сторон и всех диагоналей правильного много-

многоугольника равна п*гг, где п — число сто-

сторон многоугольника, а г — радиус опи-

описанной окружности. Доказать это.

21. Доказать, что отношение суммы

квадратов длин меднан треугольника к

сумме квадратов длин его сторон равно

4

22. Вычислить площадь равнобедрен
ной трапеции, если ее высота равна Л,
а боковую сторону видно из центра описан-

описанной окружности под углом а..

23. Можноли нз отрезков, конгру-
конгруэнтных медианам треугольника, построить

треугольник?
24. Вычислитьдлины диагоналей па-

параллелограмма, построенного на векто-

векторах a—bp-\-2q н b= p—Sq, если известно,

что \р\ = 2У2". М ~ 3 н (р, q) - -J-.
fl, Вышенекий. Н. Перестюк.

А ¦ Самойаснко

Ярославский государствен ни» универси-
университет был основан в 1918 году по декрету,
подписанному В. И. Лениным. В связи

с тяжелым положением в стране после

гражданской войны в 1924 году он был ре-
реорганизован r педагогический институт.
В 1970 году — в год столетия со дня рож-

рождения В. И. Ленина — университет воз-

возобновил спою работу. Сейчас н составе

университета 5 факультетов: математиче-
математический, физический, экономический, биоло-
биологии н психологии, истории и прапа.

Математический факультет имеет два
отделения — математики и прикладной ма-

математики.

Студенты филического факультета спе-

специализируются по теоретической физике,
физике твердого тела и радиофизике.

Математика

Математический факультет
1. Източки Р (—3; 9) кривой у—х*

опущены перпендикуляры на оси коорди-
координат. В каком отношении, считая от оси абс-

абсцисс, кривая у=х2 делит площадь прямо-

прямоугольника, образованного этими перпен-

перпендикулярами н осями координат?
2. Какимдолжен быть угол при вер-

вершине равнобедренного треугольника, впи-

вписанного в данный круг, чтобы его периметр
был наибольшим?

3. Решитьуравнение

[х + 4) log,(л: + ])- (х- 4) log, (х - I) «=

4. Доказать неравенство

п" + 1>(л-т-1)п (л^З. чбио-
чбиофизический факультет

I. Найти

х* — 4 х* + 4
lim

2. Боковая поверхность правильной
четырехугольной пирамиды равна о-'. Най-
Найти наибольший объем этой пирамиды -

3. Решитьнеравенство:

2 — 4 loge х

4. Решить уравнение:

g. (sin 2 X— I) сО-> i * glMn * — COSX>'
q

M. Доброхотова
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Московский институт

народного хозяйства

им. Г. В. Плеханова

МИНХ им. Г. В. Плеханова — один из

старейших и крупнейших экономических

вузов Советского Союза. На его одиннадца-

одиннадцати факультетах обучается около 15 ты-

тысяч студентов. На 47 кафедрах института
трудятся свыше 500 аспиранток.

В институте имеются следующие фа-
факультеты: общеэкономический (специаль-
(специальности — планирование народного хозяй-

хозяйства, экономика труда), экономической ки-

кибернетики, торгово-экономический (эконо-
(экономика торговли, экономика общественного

пнтання, бухгалтерский учет в торговле и

промышленности), финансовый (финансы
н кредит в промышленности и торговле,
планирование цен н ценообразование),
товароведения н организации торговли
продовольственными товарами, товарове-
товароведения и организации торговли промышлен-
промышленными товарами, экономики промышленно-

промышленности, экономики н планирования матери-
материально-технического снабжения, техно-

технологический (инженер-технолог по тех-

технологии н организации общественного пи-

питания), механический (инженер-механик
по машинам и аппаратам пищевых произ-
производств), заочный (инженер-технолог по
технологии и организации общественного

пнтаиня. экономика общественного пита-

питания).
На всех факультетах, кроме техно-

технологического, механического и заочного,

вступительный экзамен по математике —

письменный; на технологическом факуль-
факультете — устный: на механическом — и пись-

письменный, и устный: на заочном — устный на

специальности «инженер-технолог* и пись-

письменный на второй специальности.

4. Исследовать функцию с помощью

производной и построить ее график
у =» л:4 — 2хг + 5.

5. Двузначное число втрое больше

суммы своих цифр, а кнадрат этой суммы
цифр равен утроенному искомому числу.
Найти это число.

Вариант 2

(товароведение и организация торговли

промышленными товарами, экономика тор-

торговли)
1. Решить неравенство

4'*»_ 16*<2 log, 8.
2. Вкакой точке касательная к гра-

графику функции

*~
x — 2

образует угол 135 с осью Ох? Написать

уравнение касательной.
3. Найтн площадь фигуры, ограни-

1л
5л I

~\2 ' ~\2 I гРаФнка"

мн функций

i/=sin 2х, у— 1—sin 2x.

4. Найти косинус угла при вершине
равнобедренного треугольника, имею-

имеющего наибольшую площадь при данной

постоянной длине / медианы, проведен-
проведеннойit его боковой стороне.

¦+• (Т) Двое рабочих, работая одновре-
одновременно, выполнили всю работу за 5 дней.
Ксли бы первый рабочий работал в два

раза быстрее, а второй в два раза медлен-
медленнее, то всю работу они выполнили бы за

4 дня. За сколько дней выполнил бы всю

работу первый рабочий, работая один?

Вариант 3
(планирование цен и ценообразование,

планирование народного хозяйства, финансы
и кредит в промышленности и торговле)

1. Решить неравенство

2- х

Математика

Вариант 1

(для специильнистей экономическая ки-

кибернетика» и ^экономика промышленности*)
1. Решить уравнение

~\/\ — cos 2 л: = V2" cos х,

Зп

где g
2. Найти область определения н мно-

множество значений функции

Нх) = yi^V -f- 2 Уз^Т

E/)Осмование прямой призмы — пря-
прямоугольный треугольник с площадью S
и острым углом (р. Площадь большей боко-

боковой грани равна Q. Найти объем призмы.

2. Найти промежутки возрастания и

убывания функции
/(*>- 2*'-5- 2'+ B1п2)дг.

3. Найтн площадь фигуры, ограни-
ограниченной графиками функций

i/=2-x*. у=\. у=0.

t' [ij Через гипотенузу ВС прямоуголь-
о|Уг"треугольннка ABC проведена плос-

плоскость а. расстояние от вершины А до этой

плоскости равно 3 см. Найти угол между
плоскостью а. и плоскостью треугольника,
если ИВ|=.|0 см, |ЛС|=15/2 см.

¦j- AГ)Два поезда отправляются одновре-
менйй навстречу друг другу со станций А
и В, расстояние между которыми 300 к.ч.

Первый из них приходит на станцию В

на 1,5 часа раньше, чем второй.на станцию
А. В т«* время как первый проходит
250 км. второй делает только 200 км.

Найти скорость каждого поезда.
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Вариант 4

(экономика труда, экономика и плани-

планирование-материально-технического снабже-

снабжения, экономика общественного питания)
1. Решить неравенство

2х +3 J_
х*+х— 12 ^ 2

•

2. Найти наибольшее и наименьшее

значения функции

на отрезке (— I; 1].
3. Найти площадь фигуры, ограни-

ограниченной графиками функций

у—х*—4, у— 4-х*.

(Т} Радиус вписанной в конус сферы
равей R. Найти объем конуса, если центр

описанной вокруг конуса сферы совпадает
с центром вписанной сферы.

S. На мебельной фабрике изготавли-
изготавливаются столы н стулья. На изготовление
одного стола расходуется 5 м досок и 1 м

фанеры. На изготовление одного стула

расходуется I м досок и 2 м фанеры. Сколь-
Сколько было произведено столов н стульев,
если известно, что досок и фанеры было
израсходовано по 900 м?

Вариант 5
(товароведение и организация торговли
продовольственными товарами, бухгал-
бухгалтерский учет в торговле и промышлен-
промышленности, машины и аппараты пищевых

производств)
1. Решитьуравнение

2cos*x—4sin лг- cos x+1 = 0.

2. Решить неравенство

3. Варифметической прогрессии чет-

четвертый член равен 4. При каком значении

разности этой прогрессии сумма попарных

произведений первых трек членов про-

прогрессии будет наименьшей?
4. В параллелограмме ABCD точка

К — середина стороны ВС, а точка Л1 —

середина стороны CD. Найти | AD |.

если \АК\ = 6 см, \АМ\ =3 см н КАМ-
= 60°.

5. Составить уравнение касательной
к графику функции

I
.

я
в точке с абсциссой х = -~-.

В. Барбаимов. В. Ермаков,
Г. Савченко. Р. Сагитов

Московский

автомеханический

институт

Московский автомеханический институт
(МАМИ) организован в 1939 году. В его

создании принимал участие один из круп-
крупнейших ученых в области автомобиль-

автомобильной промышленности академик Е. А. Чу-
Чудаков.

МАМИ является ведущим учебным
. институтом ц нашей стране, готовящим
специалистов по конструированию авто-

автомобилей и тракторов, инженеров-меха-
инженеров-механиков, ннженеров-нспытателей, техно-

технологов машиностроительного производства,
В составе института — 4 факультета:

автомобилей н тракторов, автомобильных

и тракторных двигателей, технологии н

автоматизации машиностроения, литей-

литейного и кузнечно-штамповочного произ-
производства.

Выпускники института, имеющие хо-

хорошую теоретическую подготовку, зани-

занимаются решением сложных и интересных
технических задач. В настоящее время
часть выпускников МАМИ направляется
в научно-исследовательские организации,
специальные конструкторские бюро, за-

занимающиеся проектированием новых ма-

марок автомобилей. Выпускники института
занимаются вопросами, требующими по-

повышенного знания математики и физики:
критическая скорость автомобильной ши-

шины, колебания автомобиля на подвеске

(теория случайных процессов), прочность'
и колебания автомобильных двигателей
и трансмиссий (методы математической
фнзнкн), автоматические устройства раз-
разного рода (теория автоматического регу-

регулирования), устойчивость движения ав-

автомобиля и многое другое.
Для студентов, интересующихся ма-

математикой и физикой, кафедры высшей
математики, прикладной математики, фи-
физики, теоретической механики, теории ме-

механизмов и машин, электротехники и ав-

автоматики организуют специальные семи-

семинары и научные кружки.

Математика

Вариант I

1. Решитьуравнение

4-"Ч-2А"+|=- 80.

2. Решить уравнение

sir-5-
3. Решитьнеравенство

X— 1

]g22x-3>— Ig2.
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4. Найтирадиус основания цилиндра,

имеющего при данном объеме V наимень-

наименьшую полную поверхность.
5. Найтифункцию F(x). если F'(jc)=

=3д:*+ 1 и f(|) = 3, и построить ее график.
Вариант 2

I. Решить уравнение

5. Построить график

у = х:| — Зхг 2.

2. Решитьуравнение

6sinaJf—Змп х-cos х—cos4a:= I.

3. Решитьнеравенство
г *

1<Ж(
Jt — Л

2
2

<1.

4. Найтивысоту конуса наибольшего

объема, вписанного в шар радиуса R.
5. Вычислитьплощадь фигуры, огра-

ограниченной линиями

А. Рязантский

Московский

государственный
педагогический институт
им. В. И. Ленина
/физический факультет)

Математика

Вариант I

1. Найти косинусы углов, которые
образует с оазисными векторами вектор

a—6I-2/-3*.
2. Решитьуравнение
7. lO*-r+» — 5-4--'+:i =•

3. Решитьуравнение

sinx

I -t-cosx
'~ъпл

2
¦

4 Найти площадь фигуры, ограничен-

ограниченной КРИВЫМИ у = X2 К уяа'уГх.
5. Построить график

у = х* — 2х* + 5.

Вариант 2

1. Векторы а и b— единичные и

взаимно перпендикулярные. Нангн угол

между суммой и разностью некторон р

и </• гДс р=о«+4о и </=<
2. Решить ураннеинс

7-2' — 4' = Ю.

3. Решитьуравнение

8 sin*-к- -г-Змих — 4=0

4. Наптиплощадь фигуры, ограничен-
ограниченной кривыми

у = г1, I/ =» е—1\ х =• I.

Физика

1. Скрыши упали дне капли с интер-
интервалом времени Л?. Расстояние между кап-
каплями через /1ав1 с после падения пторой
из них составляло /=50 см. Определить
V.

2. Груз массой i7i=10 кг перемеща-
перемещают равномерно по прямой н горизонтал ь-

»ой плоскости, прилагая силу, направлен-
направленную под углом гх=30с к горизонту. Опре-
Определить величину этой силы, если коэф-
коэффициент трения" ца»0.2.

3. Два груза массами m,»3 ki и

/?12=с6.8 кг ннсят на концах нити, переки-
перекинутой через блик. Меньший груз находит-
находится на Л=—2 м ниже большего. Грузы при-
приходят в движение без начальной скорости.

Через какое время они окажутся на одной
высоте?

4. Привыстреле » горизонтальном нв-

нранлении ствол орудия, масса которого
jM=500 кг, откатывается на расстояние
1=80 см. Определить среднее значение си-

силы торможения в тормозном устройстве
орудия. Масса снаряда т— 4 кг. его началь-

начальная скорость |ii| = 600 м/с.

5. Льдина постоянной толщины пла-

плавает в воде, выдаваясь нал поверхностью
на высоту h=2 см. Какоиа масса льдины,

если ее площадь 150 см*? Плотность льда

1»л=0.92 г/см3.
в. Сообщающиеся сосуды с площадью

сечений St и S» заполнили жидкостью
нлпетностн ji. Затем колено сосуда с се-
сечением S| закрыли, и находящийся к нем

воздух нагрели от температуры Те до тем-

температуры Т. Определить температуру Т.
если уровень жидкости н колене с сечени-

сечением St поднялся на величину ЛМ2. Началь-
Начальный объем воздуха в ^крытом колене Vo,
атмосферное давление pv= const, тепло-

тепловым расширением сосуда н жидкости пре-

пренебречь.
7. Для нагревания некоторого коли-

количества воды от 0°С до температуры кипе-

кипения на электрическом нагревателе нотреГю-
бомалось T|= t5 мин. После этого потребо-
потребовалось т2— I ч 20 мин для обращения всей

этой воды н пар при тех же условиях.

Определить по этим данным удельную
теплоту парообразования поды.

8. Двеэлектрические лампочки вклю-

включены к сеть параллельно. Сопротивление
пернон лампочки /?|=360 Ом. сопротивле-
сопротивление второй /?j=24<> Ом. Какая из лампочек

поглощает большую мощность и во сколько

раз?
9. Найти ннутреннее сопротивление

генератора, если известно, что мощность,
выделяемая во внешней цепи, одннакора
при двух .значениях внешнею сопротивле-
сопротивления #J = 5 Ом и «2=0.2 Ом.

10. Накаком расстоянии от собираю-
собирающей линзы с фокусным расстоянием F—
—12 см следует поставить предмет, чтобы
его действительное изображение было н

я—3 больше самого предмета?
О. Овчинников, Г. Шадрин
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Московский институт

инженеров геодезии,

аэрофотосъемки
и картографии
Подробно о МИИГАиКе в с К ванте» A977,
№ 6) мы уже писали.

В настоящее время в составе институ-
института имеются следующие факультеты: гео-

геодезический со специальностями

астрономо-геодезия (специализация: мор-
морская геодезия), прикладная геодезия, кос-

космическая геодезия; аэрофотогео-
дезический со специальностью

аэрофотогеодезия; картографичес-
картографический со специальностью картография
(специализации: проектирование и состав-

составление карт, издание карт); о п т и к о -

механический, готовящий спе-

специалистов широкого профиля по оптиче-

оптическим и оптико-электронным приборам..
При институте действуют заочный факуль-
факультет со специальностями прикладная гео-

геодезия, аэрофотогеодезия, картография
и вечерний оптнко-механическнй факуль-
факультет.

С 1977/78 учебного года институт при-
приступил к подготовке специалистов в об-

области исследования природных ресурсов
(на аэрофотогеодезнческом факультете).
Студенты этой специальности занима-

занимаются высшей математикой и физикой
по расширенной программе. В задачи
специалистов по исследованию природных

ресурсов входит разработка наиболее эф-
эффективных методов поиска полезных иско-

ископаемых, защиты окружающей среды и

т. п. Сро'к обучения по этой специаль-

специальности — 5 лет 6 месяцев

Математика

Вариант 1

I. Решить уравнение

l°g«x+,7-Hogtx7=0.
2 Вычислить без таблиц

sin^O'-sin 45°—cos 45°.cos»52°30'.

3. Решить неравенство

4. Решитьнеравенство/'(*)>?'(*). если

f(x) = x-~

-• -*

5. Векторb коллинеарен вектору а=
= F; 8;—7,5) н образует с осью Ог ост-

-»

рый угол. Зная, что \Ь\ = 50, найти его

координаты.
Вариант 2

I. Решить уравнение

3. Решитьнеравенство |'9х — 20 <*•
4. Найти наибольшее н наименьшее

4
значения функции y=-g- Xя — 4* на

отрезке №. 2).
5. Вычислитьплощадь фигуры, огра-

ограниченной линиями y=ain x. у=0, причем

2у Решить уравнение
(l-psin 2x)(cos x—sin x)=l—2sinsx.

Физика

1. Одинконец нити укреплен на дне,
а второй прикреплен к пробковому по-

поплавку. При этом 0,75 объема поплавка

погружено в воду. Определить натяжение

нити, если масса поплавка т 2 кг и плот-

плотность пробки р„=0,25 г/см3. Массой нитн

пренебречь.
2. Кабина,к потолку которой подве-

подвешен математический маятник длиной /-—
= 1 м, опускается вниз с ускорением

| а |==2,4 м/с*. Определить период колеба-

колебаний маятника.

3. Поездмассой т~ 2000 т при тор-

торможении с ускорением | а | 0.3 м/с3
остановился через время /—50 с после

начала торможения. Какое количество

тепла выделилось при торможении?
4. Стальной шарик массой /л=20 г,

падая с высоты Лх= I м на стальную пли-

плиту, отскакивает от нее на высоту /1г—81 см.

Найти изменение импульса шарика в

результате удара н количество теплоты,
выделившееся при ударе.

5. Резиновая камера содержит воз-

воздух при температуре fi=27°C и нормаль-
нормальном давлении. На какую глубину нужно
опустить камеру в воду, чтобы ее объем

уменьшился вдвое? Температура воды tt —
= 4°С.

6. Относительная влажность воздуха

при /i=30cC равна /¦1=0,80. Какова будет
относительная влажность rs, если этот

воздух нагреть прн постоянном объеме

до <s=50cC? Давление насыщенных паров
воды при 30°С равно рп= 31,8 мм рт. ст.,

при 50°С — роа=92,5 мм рт. ст.

7. Два одноименных заряда <7i—
=7Х10~» Кл и<7,= 28-10-« Кл находятся

на расстоянии /=0,24 м друг от друга.
На каком расстоянии от первого заряда
на линии, соединяющей заряды, нужно
поместить третий заряд, чтобы он нахо-

находился в равновесии?
8. Кипятильник имеет две спирали.

Прн включении первой спирали некоторая
масса воды вскипает за ft—10 мин, прн
включении второй — за /j=20 мин. За

какое время вскипит та же масса воды прн
последовательном включении обеих спи-

спиралей?
9. Лучсвета падает на поверхность

раздела двух прозрачных сред под углом
а=30° н преломляется под углом Р~ 45е.
Чему равен предельный угол полного от-

отражения для этих сред?
10. При бомбардировке алюминия

ijAI а-частицамн образуется фосфор ЩР ¦

Записать эту реакцию н подсчи гать вы-
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деленную энергию, если la.e.M*- I.66X

XlO-37 кг. Массы изотопов *зА1 н ?зР
равны, соответственно. 26,99010 а.е.м и

29,97867 а.е.м, а массы а-частицы и ней*

трона
— 4,00260 а.е.м и 1.00894 а.е.м.

В. Серегина. С. Смирнов

Московский институт

электронного

машиностроения
Математика

Вариант I

1. Что значит а^Ь? Доказать, что
если а>6 и Ь^с, то в>с.

2. Найтиплощадь треугольника ABC,
если заданы координаты его вершин:
А C: — 1), В (I; -3). С (—6; 6). Ука-
Укажите все перемещения плоскости, прн ко-

которых треугольник ABC отображается
на себя.

3. Решитьуравнение

У \ — V2sinx + 2cosx = 0.

4. Решитьнеравенство

4-* _ 2х*1 — 3 < 0.

Верно ли, что \' 2 является его решением?
5. Пусть / (х)=/,(х)+/,(х), где /, (х)=

=-2х-У9— Xs. h(*) = log, (х* + х—2).
з

Найти область определения функции / (х),
а также наибольшее и наименьшее значе-

значения функции /t (x) на отрезке C; 6].

Вариант 2

1. В хирургическом отделении рабо-
работает 40 врачей. Сколькими способами нэ

них можно образовать бригаду в составе:

а) хирургаи ассистента;

б) хирургаи 4-х его ассистентов?
2. Наплоскости заданы точки А (/-6;Э),

В (—7; 7). С (—3; 6) и D (—2; 2). Доказать,
что четырехугольник ABCD — ромб, и вы-

вычислить его площадь. Указать все переме-
перемещения плоскости, прн которых ромб ABCD
отображается на себя.

3. Решитьуравнение

V 4- УТсоТх -Ь
3^ 2

sin х = 0.

4. Решитьнеравенство

^ '

Верно лн, что Ig -до" является его реше-

решением?

5. Функция f задана формулой

/<*)
—4х—

а) найти область определения функ-
функции /;

б) найтипроизводную функции / в ин-

интервале I — оо; —2 (; чему равно /' (—4)?
в) имеет ли функция / пределы лрн

1 3э
х —»- -я- и при х —*¦ — -g" ?

г) при каком значении а функция g.
заданная правилом

fix), если хф -г-,

I
а. если х =

имеет производную в точке х -- ~о~?

Вариант 3

1. Дана система неравенств

| 2х — у>а.

а) приа—0 указать хотя бы одно ре-
решение системы;

б) вернолн, что все решения этой

системы удовлетворяют неравенству

Ьх+у>4а?
в) верноли. что все решения этой

системы удовлетворяют неравенству

2. Прн повороте координатной пло-

плоскости на угол а с центром ь точке М

точка А B; 3) переходит в Л, E; 2), а

В B; 5) в В, j7; 2). Найти образ точки
С B; 4). Найтн образ еще одной точки (по
Вашему выбору). Найтн величину угла а
и координаты точки М.

3. Решитьуравнение

У'З — 5cosx— 7sin2x +cosx=0.

4. Решить неравенство

i

9 -3х-

Верно ли, что является его реше-

log2 56 -f- log2 7<0.
I

)g9
нием?

5. Функция f задана формулой

I ix) = a In x — Зх2, где а > 0.

а) Найтинаибольшее заченне и про-
промежутки монотонности функции /;

б) прна--32 найтн хотя бы одно ре-
решение неравенства

/ (*) > 0:

в) при каких а неравенство / (х)>0
имеет хотя бы одно решение?

г) доказать, что при а<300 график
функции / не пересекается с графиком
функции g, заданной формулой

18о —Зх*

| 2х + 1 / — 2
Верно ли это утверждение прн а=400?

В. Тонян
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Московский

инженерно-строительный
институт
им. В. В. Куйбышева

Московский ордена Трудового Красного
Знамени инженерно-строительный инсти-

институт им. В. В. Куйбышева (МИСИ) гот< •

внт инженеров-строителей широкого про-
профиля для работы в строительных органи-
организациях, в проектных и иаучио-исследова-
тельских институтах, В самом МИСИ ре-
решаются важнейшие проблемы, связанные
с проектированием и строительством уни-
уникальных сооружений, разработкой теории
расчета сооружений, научными исследо-
исследованиями для различных отраслей совре-
современной строительной индустрии.

В настоящее время, когда в нашей

стране с каждым годом увеличивается

объем жилищного, культурно-массового
и промышленного строительства, профес-
профессия ииженера-стронтеля является одной
из самых нужных и интересных. Инженер-
строитель проектирует и строит кинотеат-

кинотеатры н стадионы, гидростанции и теплоэиер-
гостанции, заводы и жилые здания, разра-
разрабатывает новые строительные материалы
н новые строительные машины, планирует
города н поселки, занимается проблемой
опреснения морской воды, экономикой

строительства и многими другими вопро-
вопросами.

МИСИ им. В. В. Куйбышева основан

в 1921 году. В настоящее время в инсти-

институте занимается более 15 тысяч студентов,
около 600 аспирантов. В институте име-

имеется 54 кафедры, профессорско-препода-
профессорско-преподавательский состав которых включает 80

профессоров н докторов иаук, более 400

доцентов н кандидатов наук.

Характерной особенностью обучения
является совмещение учебы с научно-ис-
научно-исследовательской работой. Студенты, про-
проявившие склонность к научной работе,
после защиты диплома научно-исследова-
научно-исследовательского характера направляются в ас-

аспирантуру.
Окончившие институт работают во

многих городах страны и за рубежом.
Москвичи направляются на работу в мо-

московские организации, стремящиеся сде-
сделать нашу столицу образцовым городом.

В настоящее время в состав института
входят строительно-технологический, ме-

механический, инженерно-педагогический фа-
факультеты и факультеты промышленного и

гражданского строительства, теплоэнерге-
теплоэнергетического строительства, гидротехническо-
гидротехнического строительства, градостроительства, во-

водоснабжения и ка-яализацни, теплогазо-

сиабжеиия и вентиляции, автоматизиро-
автоматизированных систем управления, технической

эксплуатации зданий, экономики и орга-
организации строительства.

В институте имеются подготовительное

отделение и очные и заочные подготови-
подготовительные курсы.

Математика

Варианты письменного экзамена

Вариант I

I. Два пешехода вышли одновременно

навстречу друг другу; первый вышел из

А, а второй из В. Встретились они через
3 часа. За какое время прошел расстоя-
расстояние А В каждый пешеход, если первый
пришел в В на 2,5 часа позже, чем второй
пришел в А?
v 2. В правильной треугольной, пира-
пирамиде двугранный угод при основании ра-
равен а. Определить наклон бокового ребра
к плоскости основания.

3. Решить уравнение
l(l8)+1g(g)

4. Доказать тождество

tg a -\- ctg a -f- cosec 2 a

sec

б. В какой точке касательная к линии

у~\пDх—1) параллельна прямой у—х?

Вариант 2
1. Для оплаты пересылки четырех

бандеролей понадобились 4 различные поч-

почтовые марки на общую сумму в 2 руб.
80 коп. Определить стоимость марок,

приобретенных отправителем, если эти

стоимости составляют арифметическую про-
прогрессию, а самая дорогая марка в 2,5 раза
дороже самой дешевой.

2. Векторыа и Ь ^взаимно перпенди-

перпендикулярны, а вектор с образует с каждым

из них угол в 60°. Зная, что \а\ =3.

1*>|=5 и \с\
— 8, вычислить скалярное

произведение (За—2b)-(b-i-3c).
3. Решитьуравнение
73*1513Г

4. Решить уравнение

—— —

¦= 6sinx + 8cosx.

5. Вычислитьплощадь фигуры, огра-
ограниченной линиями

у= ^x*+Gx— 1. у=0, х=1, х—3.

Билеты устного экзамена

Билет I

1. Формулы приведения.
2. Признакиперпендикулярности двух

плоскостей.

3. Найдитескорость изменения функ-
функции у— (хЧ 2х)'Х— 1 при х=8.

4. Решите неравенство

Iog2(x+1)> -log,3.

Билет 2

1. Свойствачисловых неравенств.

2. Теорема о трех перпендикулярах.

79
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3. Решитеуравнение

sm2Cx— l)-=0.5sinCx— I).
4. Вычислите интеграл

3

Билет 3

1. Достаточное условие экстремума
функции

2. Теоремасинусов.

3. Данывекторы: а— (— Г, 2; 0) и Ь=

= B; —3; —2). Найдите координаты век-

вектора 2a+-jj-b.
4. Решитеуравнение:

Билет 4

1. Теоремаоб общем виде всех перво-
первообразных данной функции.

2. Формулы площади поверхности и

объема призмы.
3. Вычислите

cos(-300°)—2ctg(—390е).
4. Решите неравенство

logex—loge7>— I.

Билет 5

1. Свойства логарифмической функ-
функции.

2. Разложение вектора по трем не-

некомпланарным векторам.
3. Решите уравнение

U*-3 | =8.
4. Вычислите:

V arcsin ( — 1) + 2 arcctg ( — У!Г).
Физика

1. Груз массой т— 20 кг перемеща-
перемещается вверх по наклонной плоскости с уг-
углом наклона сс=30° и коэффициентом тре-
трения ц=0,05. К грузу параллельно осно-

основанию приложена сила ]F | =500 Н. Най-
Найти ускорение, с которым перемещается

груз.
2. Плавающийв ртути куб погружен

в нее на '/4 своегст объема. Какая часть

объема будет погружена в ртуть, если

поверх нее палить слой воды, полностью

закрывающий куб? Плотность ртути ррт=
= 13.6 г/см3, воды—рв=1 г'см3.

3. Вбомбе объемом V—10 л содер-

содержится смесь водорода и кислорода в рав-
равных количествах (масса каждого т~2 г).
Весь кислород, соединяясь с частью во-

водорода, образует воду. Каково давление

оставшегося водорода при f—17°С? Уни-

Универсальная газовая постоянная R =

=8.31 Дж/(моль- К).
4. Какова затрата электроэнергии в

киловатт-часах на получение т—\ кг
алюминия, если электролиз ведется при
напряжении ?/=10 В. а КПД всей уста-
установки tj-=80%? Электрохимический экви-

эквивалент алюминия А—0,093 мг/Кл.
5. Оптическаясистема состоит из со-

собирающей линзы с фокусным расстоянием
F— 30 см и плоского зеркала, находяще-

находящегося на расстоянии <=15 см от линзы

Определить положение изображения, да

ваемого этой системой, если предмет иа

ходится на расстоянии rf=15 см перед

линзой.

Г. Валяшко, Н. Дорошксвич,
А. Пугачева

Витебский технологический

институт легкой

промышленности
Витебский технологический институт лег-
легкой промышленности был открыт в 1965 го-

году. В настоящее время ои готовит специа-
специалистов для легкой и машиностроительной
промышленности.

На шести факультетах института по

дневной, вечерней и заочной формам обу-
обучения обучается свыше 4-х тысяч сту-

студентов.

Механико-технологический факуль-
факультет готовит иижеиеров-мехаииков для ра-
работы в механических ч сборочных цехах,

в проектных бюро и отделах машиностро-
машиностроительных заводов и заводов легкого ма-

машиностроения, в отраслевых научно-ис-
научно-исследовательских институтах, а также ин-

инженеров-технологов трикотажного и ткац-

ткацкого производства.
Факультет швейного производства и

факультет обувного производства готовят

инженеров-технологов и инженеров-конст-

инженеров-конструкторов для работы в отделах, лабора-
лабораториях и цехах швейных и обувных фаб-
фабрик, домов моделей, а также художников-
технологов по художественному оформле-
оформлению трикотажных и текстильных изделий.

Иженерно-экоиомический факультет
готовит инженеров-экономистов для пред-
предприятий легкой и текстильной промыш-
промышленности и предприятий бытового обслу-
обслуживания населения.

Институт имеет также вечерний и за-

заочный факультеты.

Математика

Вариант 1

I. Решите уравнение
cos 2* + 3sin x -f- I = 0.

V 2. Докажите, что последователь-

последовательность, общий член которой ы„-—2-Зя, яв-

является геометрической прогрессией, и най-

найдите сумму первых 8 членов.
3. Найдите промежутки монотонно-

монотонности и экстремумы функции

4. Вычислите

о
Г |2*_ 2~*|<tt.

~Т (jj) В правильной четырехугольной
пирамиде сторона основания а. угол меж-

ВО
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ду плоскостями двух боковых граней с

общим ребром равен а. Найдите объем
пирамиды.

Вариант 2

1. Решите уравнение

l°g*4i(* — 0,5) = logx_0lt(x + I).
2. Решите неравенство

3 • 4-*+» — 35 • 6' + 2 - 9*+» > 0.
л

3. Вычислитеинтеграл f f(x)dx, если

л

1

I +Sin2x + cos2x
' W *

sin x + cos x

4. Найдите экстремумы функции
/ (х)~ —х-{- cos 2x на промежутке

5. Основание прямого параллелепи-
параллелепипеда — ромб с острым углом «р и меньшей

диагональю d Найдите объем параллеле-
параллелепипеда, если большая диагональ его со-
составляет с плоскостью боковой грани угол
а.

Физика

1. Два поезда прошли одинаковый

путь за одно и то же время. Однако один
поезд, трогаясь с места, прошел весь путь

равноускоренно с ускорением |а|=3 см/с*.
а другой поезд половину пути шел со ско-

скоростью |и!|=18 км/ч, а другую поло-

вину пути — со скоростью \vt\ =54 км/ч.
Найти путь, пройденный каждым поездом.

2. Какую минимальную работу на-

надо совершить, чтобы поднять вагонетку с

углем массой #л = 200 кг по эстакаде дли-

длиной /=10 м и высотой ft=2 м при коэф-
коэффициенте треиня ц=0,05? Каков коэффи-
коэффициент полезного действия подъемника?

3. Паровоймолот массой mt—9 т па-

падает с высоты /i=2 м па стальную болван-

болванку массой /п2=220 кг. Сколько раз он

должен упасть, чтобы температура бол-
болванки поднялась на Д/— 50°С? На нагре-
нагревание болванки идет 50% теплоты, полу-
полученной при ударах. Удельная теплоем-

теплоемкость стали <=460 Дж/(кг-К).
4. Температуравоздуха вечером была

/ц=15°С, относительная влажность г^~

64%. Ночью температура упала до

ft=5°C. Была ли роса? Давление насыщен-
насыщенного пара при температуре /х равно р01
= 12,7 мм рт. ст., а при температуре tt—
Pot— 6.1 мм рт. ст.

6. Четыре одинаковых положитель-

положительных точечных заряда ^=10 ед. заряда
СГСЭ закреплены в вершинах квадрата
со стороной а=10 см. Найти силу, дей-

действующую со стороны трех зарядов на

четвертый.
6. Изцентра квадратного плота в во-

воду на глубину А= 10 м опущена электри-
электрическая лампочка. Какие наименьшие раз-
размеры должен иметь плот, чтобы свет не
мог выйти из воды? Показатель преломле-
преломления воды л—1,33.

7. Порогфотоэффекта для бария со-

составляет Х!=5,5-10~* м. С какой скоростью
вылетают фотоэлектроны, если облучать
барий светом, длина волны которого Xt—
= 4,4-10~7 м? Постоянная Плаика л=

— 6,62-10~м Дж-с. Масса электрона 1Л-=

=9.1-10—31 кг.

В. Коваленко, П. Скоков

(Начало см. с. 28. 59)

до 4л вектор SP совершает полный

оборот. Следовательно, внешняя часть

представляет собой дважды (т. е. на

360 ) перекрученную полоску. Таким

образом, мы видим, что, выполняя

второй и третий разрезы (см. 2), 3)
с. 28), мы в сущности резали одну и

ту же полоску. Не удивительно, что

получился одинаковый результат!
Но почему же получились две з а -

цепленные полоски? Это легко

понять, если вспомнить взаимное рас- окажется

положение частей до разреза: внешняя

часть была как бы обвита вокруг внут-

внутренней.
Упражнения
1. Чтобудет, если разрезать: а) по цент-

центральной линии, б) по линии, идущей парал-
параллельно краю рядом с ним, — трижды пере-
.крученную полоску? л раз перекрученную
полоску?

2. Прикаких р поверхность, описывае-

описываемая уравнениями

х = {R -f- X cos рф) cos (f,

у(Р -\- X cos рф) sin i}.,

z = X sin pcf

односторонней?

SI
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Новые книги

В этом номере мы публику-
публикуем краткие аннотации на

книги по математике и фи-
физике, доступные и интерес-
интересные нашим читателям, вы-

вышедшие в первой полуго-
полугодии 1978 года- Заказы иа

большинство из них мож-

можно направлять (на почто-

почтовых открытках) в специа-

специализированные мага-
экны, список

"

которых
опубликован в «Кванте»
№3 за 1978 год. а также

в следующие магазины:

1. 320030, г. Днепро-
Днепропетровск, просп. К- Марк-
Маркса. 55. маг. № I:

2. 340005.г. Донецк,
УССР, ул. Артема, 84.
маг. Nt 50;

3. 248635, г. Калуга.
Госгинные ряды, корп. 13.
«Дом книги»;

4. 650099,г. Кемерово,
ул. Весенняя. 24,
маг. К? 15 «Техническая
книга»;

5. 252001, г. Киев,
ул. Ленина, 39. маг. № I:

6. 277012,г. Кишинев,
ул. Пушкина, 15.
маг. «Штнинца»;

7. 191025,г. Ленин-

Ленинград, Пушкинская ул., 2.
маг. № 5 «Техническая
книга»;

8. 220005.г. Минск.
Ленинский просп., 48.
маг. .V? 13 «Научно-техни-
«Научно-техническая книга»;

9. 121019, г. Москва,

просп. Калинина. 26,
маг. № 200;

J0. 270026. г. Одесса.
УССР. ул. Дерибасовская.
27. «Дом книги».

II. 630091. г Новоси-

Новосибирск, Красный просп.. 60,
маг. № 7;

12. 226047. г. Рига,

ул. Ленина, 17. «Гайс.ма»;
13. 410<Ю0. г. Саратов,

ул Братиславская, 81. Обл-

кннготорг;
14. 200001, г. Таллин,

бульвар Ленина, 7. «Техни-
«Техническая и медицинская

кинга»;

15. 278000. г. Тирас-
Тирасполь, ул. 25 Октября, 72,
маг. № 3:

16. 720040. г. Фрунзе,
ул. Дзержинского, 43;

17. 680000,г. Хабаровск,
у». К. Маркса. 17. маг. .4? 44,

«Техническая кинга»:

18. 310012. г. Харьков.
УССР. ул. Свердлова. 17.
маг. № I:

19. 473009. г. Целино-
Целиноград, Каз. ССР. ул. Училнш-
ная. 65;

20. 672000, г. Чита —

центр, ул. Ленина, 56, маг.

«Научно-техническая книга».

При наличии книг на

складе они будут высланы

наложенным платежом.

Математика

Издательство «Наука»

I. Л и т л в у д Д ж-

Математическая смесь.

Перевод с аигл. Издание
4-е. Объем 8 л., тираж
200 000 экз.. цена 45 к.

Профессору Дж.Лигл-
вуду, одному из крупней-
крупнейших современных англий-
английских математиков, при-
принадлежит много важных

и глубоких результатов в

различных областях мате-
математики. Он известен так-

также как остроумный собе-

собеседник, с широким кругом

интересов, живо реагирую-
реагирующий на любой чатемати'м-
ский вопрос.

Его небольшую книгу
«Математическая смесь»

(в английском оригинале
—

«Разные заметки одного ма-

математика^, написанную
чрезвычайно увлекатель-
увлекательно, можно отиести к ред-

редкому жанру собрания мате-

математических очерков-миниа-

очерков-миниатюр. Тематика очерков
весьма «разнообразна. Сре-
Среди них — математические

анекдоты, моменты матема-

математической автобиографии,
рецензии, небольшие исто-

рико-математические ис-

исследования, интересные за-

задачи, оригинальные и нео-

неожиданные доказательства.

Обсуждение некоторых спе-
специальных вопросов (балли-
(баллистики, небесной механики и

др.) требует математической
техники: такие места

(они выделены звездочка-
звездочками) при чтении можно про-
пропустить без ущерба для
понимания остального тек-
текста.

От этой книги полу-
получаешь удовольствие даже

при перелистывании, бег-
беглом просмотре.

2. Г е л ь ф о н д А. О.
Решение уравнений е

целых числах. Издание
3-е. Объем 3 л., тираж
50 000 экз.

Решение в целых числах

алгебраических уравнений
с целыми коэффициентами
более чем с одной перемен-
переменной представляет собой

одну из труднейших проб-
проблем теории чисел. Этими
задачами много занимались

самые выдающиеся мате-

математики древности, напри-
например, греческий матема-

математик Пифагор, александ-

александрийский математик Дио-
Диофант и лучшие математики
более близкой к нам эпохи:

Ферма, Эйлер, Лагранж.
Несмотря на уси-
Несмотря на усилия многих поколений вы-

выдающихся математиков, в

этой области отсутствуют
сколько-нибудь общие ме-

методы. Проблема решения
уравнений в целых числах

полностью исследована

только для уравнений вто-

второй степени с двумя пере-
переменными. Для уравнений
выше второй степени с дву-

двумя нлн более переменны-
переменными весьма трудна ие толь-

только задача нахождения всех

решений в целых числах,

но даже и более простая за-

задача установления суще-

существования конечного или

бесконечного множества та-

таких решений.
В предлагаемой читате-

читателю книге изложены неко-

некоторые основные резуль-
результаты, полученные в тео-

теории решения уравнений
в целых числах. Теоремы,
формулируемые в ней, снаб-
снабжены доказательствами в

тех случаях, когда эти до-
доказательства достаточно

просты -
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Книга доступна школь-

школьникам старших классов.

3. Солодовни-
Солодовников А. С. Системы
линейных неравенств. Из-
Издание 2-е, доп. Объем 5 л.,

тираж 100 000 экз.

Эта небольшая книж-

книжка знакомит читателя с

различными аспектами тео-

теории систем линейных не-

неравенств: с геометриче-
геометрической стороной вопроса и

тесно связанными с нею

методами решения систем

(в переводе на геометриче-
геометрический язык задание системы
линейных неравенств с

двумя или тремя перемен-
переменными означает задание вы-

выпуклой многоугольной об-
области на плоскости или,

соответственно. выпукло-
выпуклого многогранного тела в

пространстве). с некото-

некоторыми чисто алгебраически-
алгебраическими свойствами систем, с

принципиальными вопро-
вопросами линейного програм-
программирования (линейное про-
программирование — это один

нз разделов теории систем

линейных неравенств).
В книге дается опи-

описание множества всех ре-
решений систем неравенств с

двумя и тремя переменны-
переменными (легко переносящееся
на системы с любым числом

переменных), изучаются
вопросы совместности и

несовместности. В по-

последнем параграфе дока-
доказывается теорема двойст-

двойственности линейного про-

программирования.
Книга рассчитана на

школьников старших клас-

классов и всех любителей ма-

математики.

4. А б р а м о в С. А.

Математические построе-
построения и программы. Объем

10 л., тираж 50 000 экз.,

цена 38 к.

В этой книге, доступ-
доступной школьникам старших
классов, внимание читате-

читателя сосредоточивается на

алюритмической стороне
математических задач.

Имеется большое количе-

количество примеров для само-

самостоятельного решения.

физика

Издательство «Наука»

I. Л а и да у Л. Д..

Китайгородский
А. И. Физика для всех.

Молекулы. Издание 4-е,

испр. и доп. Объем 10 л.,
тираж 200 000 экз., це-
цена 38 к.

Книга иаписаиа од-

одним из крупнейших фи-
физиков нашей страны ака-

академиком Л. Д. Ландау
совместно со своим уче-

учеником профессором
А. И. Китайгородским.
Цель книги — дать чита-

читателю в общедоступной фор-
форме отчетливое представле-
представление об основных идеях и

новейших достижениях со-

современной физики. Она
является естественным про-
продолжением ранее вышед-

вышедшей книги этих же авто-

авторов (см. «Квант», 1978,
№ 3, с. 60). В ней излага-
излагаются вопросы, связанные с

молекулярной физикой:
различные фазовые состоя-
состояния вещества, свойства
жидких и твердых раст-
растворов, структура кристал-
кристаллов и т. д.

Книга написана све-

свежо, оригинально, хоро-
хорошо оформлена и рассчита-

рассчитана на широкий круг чита-

читателей.

Издательство «Мир»
2. Гл а з е р Р.

Биология в новом сеете.
Объем 9,5 л., тираж
50 000 экз., цена 90 к.

В книге излагается
большой крут биологиче-
биологических проблем и явлений,

для изучения которых ис-

используются физические и

математические методы ис-

исследования.

Популярность изло-

изложения, живой образный
язык безусловно привле-
привлекут к ней внимание самого

широкого круга читате-

читателей.
3. Тей л о р Р. Шум.

Объем 15 л., тираж
30 000 экз.. цена 90 к.

В книге в доступной
и популярной форме рас-
рассматриваются вопросы со-

современной акустики. Осо-
Особое внимание в книге уде-

уделено вопросам борьбы с

«шумовым» загрязнением
среды.

Книга рассчитана иа

самый широкий круг чи-

читателей.

Издательство «Атомнздат>

4. Карцев В. П.
Магнит за три тысяче-
тысячелетия. Издание 3-е,

перераб. и доп. Объем 10 л.,
тираж 70 000 экз., це-
цена 30 к.

Книга в популярной и

занимательной форме зна-
знакомит читателя с решением
проблемы, волнующей в

равной степени и ученых-
атомникоп и инженеров.
Эта проблема — получение
сильных магнитных по-
полей. Известно, что чем

большее поле удается со-

создать в машине, тем мень-

меньшие размеры она будет
иметь, а следовательно,
и дешевле стоить. Сейчас

ученые разработали не-

несколько эффективных пу-
путей получения сильного

магнитного поля. Об

этих путях, успехах и

неудачах ученых и инже-

инженеров рассказывается в

книге. Особое внимание

уделено сверхпроводящим
магнитам.

Книга рассчитана на

широкий круг читателей, но

в основном на школьни-

школьников старших классов и

учащихся производствен-
производственно-технических училищ.

Издательство «Знание»

5. Ярмоненко
С. П. Рожденная веком.
Объем 6 л., тираж
100 000 экз., цена 20 к.

Книга знакомит чи-

читателя с современными до-
достижениями молодой нау-
науки — радиобиологии, по-

поставленными иа службу
человечеству-

Автор в интересной и

доступной форме расска-
рассказывает о том, как успехи

радиобилогии используют1-
ся для охраны биосферы,
для повышения урожай-
урожайности в сельском хозяйст-

хозяйстве. Особое внимание он

уделяет лучевым методам

лечения злокачественных

опухолей и использова-

использованию радиоактивных изо-

изотопов для диагностики раз-
различных заболеваний.

Книга рассчитана на

самый широкий круг чи-

читателей.

И. Клумова,
М. Смолянский
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Информация

Задачи

физической
олимпиады

в Финляндии

В первых пяти задачах
пало выбрать правильные
отпеты к* числа предло-

предложенных.

1. Нарисунке I при-
приведена Диаграмма уров-
уровней некоторого атома, а

на рисунке 2 — несколько

спектров излучения. Ка-
Какой из спектров относится

к данному атому?
2. В опыте по нагре-

нагреванию алюминиевого ку-
кубика были получены еле

дующие результаты: мне-

са кубики лт = 1.01 кг.

начальная температура
/i =s A8.4;t0.5)oC. конеч-

конечная температура tt =
= C1.0±().5)°С.' время на-

нагревания т= 215 с.

подводимая при нагрева-
нагревании мощность Р=

=» <!>2±\) Вт. Каковы, по

данным этого опыта, удоль-

дольная теплоемкость алюми-

алюминия и ошибка се измерения:
а) (880±10) Дж/(кг- К):
б) (880±25) Дж. (кг- К);
в) 88055 Д K
г)
д|

f. Ги

-2.51

-4,30

-6,55

-9,50

(880±60) Дж(кг-К);
<880±90) Дж. (кг- К)?
3. Конденсаторы Сх

и d соединены последова-

последовательно (рис. 3). Конден-
Конденсатор Сз подключается

между точками В и D,

при этом напряжение меж-

между точками А и D не ме-

меняется . Все конденсаторы
имеют одинаковую ем-
кость. При подключении

конденсатора Сз - э) за- *•¦ мм

ряд пл конденсаторе d
увеличинается: б) напря-
напряжение между точками А

и В возрастает; в) заряд
на конденсаторе Ct уве-
увеличивается; г) энергия
конденсатора Сг умень-
уменьшается.

700 600 500 400 А..нм

4. Млрисунке 4 ус-
условно показана излучаю-
излучающая антенна, направления
тока в ней и электрическо-
электрического и магнитного нолей во-

вокруг пес в различные мо-

моменты времени. Для каж-

каждого момента приведены от-

относящиеся к нему соотно-

соотношении. Рисунок 4, я пра-
правильный. Какие из сле-

следующих рисунков тоже

правильные?
5. Период колебаний

камертона записит от плот-
плотности {v материала, из ко-

которого он изготовлен, мо-

модуля Юнга Е материала
и длины /. ножек камер-
камертона. С камертонами раз-
различной длины были полу-
получены следующие результа-
результаты:

25S

VXS

288 320 364

80

480

Какой из формул выражает-
выражается период колебаний камер-

камертона:

a) T = -jr

в)

6/

а1

г)

¦

1
i

1

~тг

II

1.

1

1

1 ,

1

'!
i
i

f
1

1

1

1

i ,

1!

1 ГГГ~

|;
[

ill

Рис. I. Рис. 2.

0,50m 0,50m

2m

I ml

Рис. 5. Рис. 6.
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(Здесь А — безразмерная

постоянная, g—ускоре-
g—ускорение свободного падения.)
Ответ объясните.

6. Ускорение спобод-
IIого падения на полюсе

Земли равно 9.83 м/с2.

Радиус Земли 6.36- 10* м.

На какой высоте над полю-

полюсом ускорение равно
9.78 м/с2?

7. Допишите следую-
следующие ядерные реакции:
а) п.-*р + ... ;

б) р-> п + ... ; в) р +

+_,<•-* ... ; г) _,р +

-wc + л; еI^ Au + n—* +

+У-
8. Кубики с масса-

массами ш, 2т и т соединены

длинной гибкой нитью, пе-

перекинутой через блоки
(рис. 5). Массы блоков и

нити пренебрежимо малы.

Трение и блоках отсутст-

отсутствует. Кубик массой 2т

отпускают, а) Какова бу-
будет скорость этого кубика,
когда он опустится на

0,5 м? б) Каково положе-

положение равновесия системы?

9. Длине тонкого ме-

металлического провода с тя-

тяжелым шариком на конце

равна 2,0 м. Провод мо-

может двигаться в верти-
вертикальной плоскости пер-
перпендикулярно магнитному
полю; начальное положе-
положение провода

— горизон-
горизонтальное- (положение ОА
на рисунке 6). Индукция

магнитного поля \В\ —
= 0,25 мГ. Какова раз-
разность потенциалов между

концами провода в тот мо-

момент, когда он проходит

положение ОС?

Задачи присланы
М. Ахти. Перевод

и подготовка к

публикации 3. Абарбанеля

Ответы, укамния, решения

Анализ помогает алгебре

1

2.

3.

a|>2lf.
a ¦-¦¦ 216

$8<Ы<216

a<0

4

4

4

1

a =¦ 1
1

l<a<>
*

I

a>e~

2
3
4

5

0

1

3

2

1

0

3

1

0

2

1

0

4a

46

4b

a<0
O^a<e

a<—189
n = — 189
— I89<a<
<—64
a -«4

a=.O

a>0

e<0

a—e

a>e

1
0
1
2

0
1

2
3
4
3
2

0
1
2

Рис. I.
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Ш

б) х = е:

в) х = О; I/ =
—

Указание. Покажите, что наиболь-

наибольшее значение одной нз функций совпадает

с наименьшим значением яругон.

6. а)Красная область соответствует од-
iiomv корню, синяя—-трем корням, лнннн

q—'±2р3, р~^>0,— двумя корням. Точка

<0; 01 относится к красной области (рис \).
б) Синяя область — I корень, красней

—

2 корня, серая — 0 корней: грцнич-
ные линии р

= 1. q = 0. q = <• In p —

1 корень, точка (Г. 0) — бесконечное множе-

множество корней (рис. 2).
7. а) I; б) I: в) 0.

8. гл больше. Указание: исследо-

исследовать на экстремум функцию —-.

Производная и задачи на экстремумы

1. Наибольшеезначение у C)—0. наи-
наименьшее у B)=*—25.

2. Наибольшеезначение у (л/12)=ЯУЛ.

наименьшее «/(я/4) ^у @j=l.

3. Указамие. Данная функция
четна, наименьшее значение достигается

в точке к. для которой cosх аи —уМ/3,
sin *= У 2/3

4. Части должны быть одпнлконых
масс. У к я э а и н с. Над» найти пан-

меньшее значение функции у {х)=х*+-

5. М C 2: 0). Указа н и е.

М [х\ 0). то но теореме Пифагора

S (А) =- + УD - 5*.

V$ I

воли, равна

-г. t\ —— I .

A(v)
kv*
v —а

У к л 1 з и и i1. Мощность,
выделнимли на сопротивлении R, равна

Можно решать задачу и чисто геомет-

геометрически, рассмотрев точку А', симметрич-
симметричную А относительно оси Ох.

6. у(.-i/2)=-sin I.
7. 25домой. Указание. Задача

сводится к определению наименьшего зна-

значения функции /. (S) = i—,.
V V

8. v—1,5 а. Указание. Работа,
затрачиваемая на прохождение пароходом
I км со скоростью v (км/час) относительно

10. Пусп. ми тянем кирпич пол уг-
углом ф к плоскости. Тогда для наименьшего

значения |А'|. при котором кирпич сдеп-
нстся с места, должно выполниться соот-

соотношение |f|cos <р=* (/яд—fF|sin
kmu

|/Г1

от-

зинчення '*та функции (от <р) достигает
при

ф

tg <p=k,
кто

откуда «р—.arclg If,

[F[  =.

.
J I + к-

II a) Bojp.
]—°°: —II, 10;

1 — 1: 0|. |1: оо|; убыв.
|: млкс. х=0; мин дг=

=* —I н х=\: 6) возр. 1 — 1/2: ()|. [2;оо1;
убыв. 1—о©: —1/21, |0; 2|: мзке. л = 0;
мин. дг= —1/2 и д=2; и) нозр. |0: 1|. [4:
°«[; убыв. ] —оо; 0|. If: 4|; макс лг—I:

мин. х=0 и .v=4: г) нозр. [0: 1/21. |1:оо|:
убыв. J—ьо; 0}. Ц/2: I): макс. *=1/2;
мин. дг=О и х=\: л) возр. |—оо; —1/3|.
|1/3;оо|: убын. 1 — 1/3: \Щ; макс. лг=—1/3:

мин. х~ |"/3.

12. (г—2)/2. У к а з а н и е. Пусть
касательная проведена в точке с абсцис-

абсциссой дп=/. То|да ее уравнение y=^sin /X
Хдг—/-sin /+ 1—cos t. Поскольку ось Ох

имеет урвьнеиие i/=-0. надо решить это

уравнение относительно .г. получаем х~

^ (cos /—1 + f sin I (/sin f. Исследуя ее как

функцию от /. находим *"(/) —
cos / (? — cos /)

— .-.j , -,иаиб»)Льшее значение

при t~n/2.

13. R= VviV п.) . II=--2R. Ука-
Указа н и е. Из равенств V=nR2H. S=*
=2л#г-^2д#Л/ находим 5 (R) = 2 лR2 4-

2_V
"•" R

¦

14. //=2 R /3~. У к а л а и и е. Из

равенств /?-=//•/¦»-+-/-'/3 (/ _ сторона ос-

понапия призмы». I" = |^3/2W/4. находим

V (//) =
3 1/3

///г* _ н3у

15. а)Наим. при лг=»—2, нпнС. при
х—\У, 0) наиб, при лг=:(). иаим. при х=
=¦ — 1 и х— 1 (ср. с упр. 1!); в) наиб, при
Х= —2, иаим. при х= —3.

16. //= R/Уз У к а з а и и е. Из

формул r^-^-H-— Rs{r — |»аднус иснонания

цилиндра. // — его высота). V^nrlH
следует V (//)=г // (Я*—//*).

17. а) Наиб, при л= 0. наим. при
д:-=—1 и х=). Указание. Положить

2***у. тогда f~2y:t—V-fl2//. у^\Ч,: 2|;
0) наим. при х=0. наиб, при *= ;в) иа-

нб. при д>=е|. наим. при х=ег; г) наим.

при х™8, наиб, при x—\f>.
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18. См. t?-lO», зад. 1037. (Ответ:

10. Матрос должен пристать к берегу
в 3 км от лагеря.

80. h!2, ah/4.

Симметрия в задачах по физике

Т/Г

1*1

2. Центр тяжести фигуры находится

справа от центра диска на расстоянии
Зг/22.

1. I-
з

3. Q= -

4 Й-

I/ КЗ).

5. САВ=2С.
в- XAB=R-

Варманты вступительных экзаменов

в вузы в 1977 году

Уральский государственный университет
им. А. М. Горького

Математика

Варианты письменного экзамена

МатематикО'Мехамнческнй факультет

1. СС| — &)РгРь = 36 °00 способов.

2. Указание. Пусть SABC — дан-

данная пирамида, причем 5 — вершина пи-

пирамиды. В — вершина основания. Тогда
высота [SE] пирамиды лежит в плоскости

SAC и ? — середина ребра АС. Если F —

основание перпендикуляра. опущенного
из S на [ВС], то EF±BC. Ответ.
3J

= | АВ |•] CF | находим \CF\. Обозначим
объем тела вращения через V. Функция
х -*¦ V определена на ] 0: р[. Ответ. Боко-

Боковая сторона равна
"*"
J
о

7~У174

р. основание—

Р. 8. l-

Ответ. ^;

4. Указание, у ~ -у (sin Зх — sin x).

7я Г ,1 8я 7я

—[uj—:
~

Задачи устного экзамена

Математнко-механическнй факультет

1. При а> I решений нет. При 0<в<1

Т У3. ] 0: arcsin р. Девятый член

Tt тогда и только тогда будет наибольшим,
Т Т

когда ^т- ^ I и ~г^ < I. Достаточность
'в *»

этого условия вытекает нз того, что функ-

функция k -*¦ -.*' является убывающей

. Ответ. 98«?л«?109.
Th\

10. Указание. Через точку М провести
прямую, параллельную {AD) Ответ. 5:2.

Физический факультет

3. ^
7л 8

-g- + 2л* [(fteZ). 4.
-3-

5.

3. Указание. Дан-, х&| — -g-; +оо[.

ное неравенство равносильно совокупности
двух систем: 7. abc у — cqs 2а.

Физика

Математнко-механический факультет

Ответ. JO; I I U I

2. /1 — ml[
9|0.5 кДж.

Физический факультет
п2В

I. - 2, Указание. Пусть рав-

равнобедренный треугольник ABC с вершиной
б вращается вокруг [АВ]. Пусть, далее,

fBD) и [CF] — высоты треугольника ABC.

1оложим \АВ\ = х, тогда | AD \ = р — х,

t—P1- Из равенства |AC||BD|=

м»;

с +С
= 7>5 кВ; yt = ^ —

_ У, = 4.5 кВ; 9 = C,t/, = 2.25 Ю"« Кл.

6. Комплект катушек должен быть та-

таким, чтобы индуктивность контура менялась

в пределах от L, »
~

4пас*С

•7
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ДО /-!=-?

Физический факультет

ГА •

0'3 Г

2. Q

3.

4. л=

5. л=

с,т,сгтг[1г~ I,)

с,т1

mRT

0.01.

5850

.S М/С

16. t o.>, a.

1.16 см

Vic

А + nw1f2
.2 10-' м

Киевский государственный университет
им. Т. Г. Шевченко

Математика

Варианты письменного экзамена

Механико-математический факультет

I Объем рлвен -тг- Г —.г—

Наименьшим он будет при <|=<<rclg2. 2. 32.

3. 1 0. 4~
Физический факультет

I Площаль боковом поверхности равн,1

OH.I б\-

при т^ком У/

—г)

н — ir

мл при ft —B+ V

они равна 3 1/Т C + 2 V

2 а=М — D**1^- + "*(*€ Z). 3. -гГ.

4 В cooTBeictDNKHiiofl cucitiie координат

уравнение искомun» множества точек имеет

вид \х\.\у\ = \х\ + \у\.

Задачи устного эк1амеиа

I 2л*
и —п + 2f\k

О. I 2. . . )
0. — I, —2,.. ).

] J ]2. [—К 2 + УТ: —V 2 — УТ] (jlo: 2].
3 Если |а|?>2. одни корень, cc.ni |а[«=
=2 — два, ее in \о \ <^ 2 — ipn 4 Если

* решенийне г, если а=-

— четыре решения; если

а ¦< 1 — восемь; если а ¦=• \ —

четыре, если в>1—решении нет 6 {—1,3}
При й——1 @. —\). при я=3{ —2. !)•

В. Г (х)г*6[;г» + **(|— х3) + О — jcI =
— 6Г**(^ — О 4- Jf Сх — D+ И- Из первой
записи пндни, что / (х)^>0 при * ^ I. из

кюрии—нрил> 1. 9 ]—оо. —31VJ[1. т-°°1-
Ю ]+ 22 1 S
р р

Ю. 2. И
VJ[ 1

12. 2. 13. S =

=-zr +2= | Ц2+ sin.*)—
D

л

14. l'-=2nf iOs^jt rfx=-Tr- я1 15 Да

и

(возрастающая). lfi. Например, четдом мате-

математической индукции. 17. 5. 18. С% = 12<>

19. - С* - С,'.

22. Л* cig -т- . 23. Да 24.

Ярославский государственный университет

Математика

Математический факультет

I 1:2 2. -л- . 3. У ь и з а и и с При-

веои к виду /(*)1оц7<\ + II =

= /}(Jf) l(M>t(x — I). От в с I

4. Указание Дипиое iit-pjiieiici пл рав-

( I\"
посильно ш-равещ 1 bv М + —1 <» До-

Kj/hHii1. чю I I 4*
— 1 <С^

Физический факультет

1- О 2. — \П2 .3. ] 2. 3]. 4. * =

Московский институт народного хозяйства

им. Г. В. Плеханова

Математика

Вариант 1

л
I. -т". 2. Решай систему

|
х-

полмчаем Of/) =¦={'. 3]. Да1ес ». помощью

прымводнип nd\oni\i («Алгебра и начала

9». и 59)

nun f (а-) =г
[1.3]

шах /(л) —
[I. 3]
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Естественно возникает предположение

E(/)=lV~2~; FHRfl (см.. однако, замеча-

замечание после решения). Докажем его. Для до-
доказательства равенства двух множеств
А = В достаточно доказать два «включения»:

А С В н В с А. Включение Е (/) С | \г~2 ;

У 101 вытекает нз A). Чтобы доказать

«включение» \Y 2 ; V Ю|с?(/). покажем,

что для любого a(ElV 2 ; \' 101 уравнение

B)

имеет решение. Если обозначить

через и н V 3 — х через v, то

!,,« + «,•-2.
*

'1 очный смысл этой фразы следующий: если

хс
— решение уравнения B) и ~]/х0 — I =и„,

"l/З—х0—ii0>to пара(м0; f0) является решением

системы C); если, обратно, пара (u0; v0) явля-

является решением системы C) и «ft^tO. ve^0, то

х0 = u'q -)- I является решением уравнения

B). Hav сейчас важно только второе из

этих утверждении. Решая методом подста-
подстановки систему C), находим, что при

_

в,

2с —

является ее решением (второе решение сис-

системы нам здесь не потребуется). Прн

У~2~^а^У 10 имеем ы^О. v^O. Сче-

довательно, при таких а уравнение B) име-

имеет решение.
Замечание. Вообще говоря, из

min /(x) = c и max/(x) = d. где |а; Ь| =»

la. Ь] [а;Ь\
= D(/), не следует, что Е(/) = |с: d|
(постройте пример!). Чтобы этот вывод был

верен, достаточно, чтобы функция /
была непрерывна на отрезке {а; Ь\. Однако
ни понятия ^функция / непрерывна на пт-

реже*. ни теоремы *если D(f)=r.\a; b\,
min /(*)¦= с, max f{x) = d и функция f
[о: Ь\ [а;И
непрерывна на отрезке \а; Ь\, то Е{[)*=
= \с; d]» в школьных учебниках нет.

3. -~ys-sin2q . 5. 27.

Вариант 2

I. I — со: OlUI'og*3- -t-oo[. 2. В
точках х, ш=. О (соответствующая касательная

у = — х — \) и х„ =s4 (касательная
у = —х-\-7). 3. Построим на отрезке

0; -g- графики функций y=s'\r\2x и

у= I—sin 2x. найдем точки нх пересече-

пересечения

Искамая площадь S «заштрихован-
«заштрихованной» фигуры равна разности площадей двух
криволинейных трапеций:

5я_ 5л_
I-1 12

S- \ sinixdx— J (I — sin 2x)dxBs

U п_
12

Рис. 3.

5Л.
12

п

р

К[~Т2'~Т) и М (tJ.—)(см. рис.3).

S

ТГ ТГ

у——f-

4. -g-. 5. 10 Дней.

Вариант 3

1. |0: ~о~ • 2. Промежутки возраста-

возрастания | — со; —1|н11: +оо|; промежу-
промежуток убывания | — I. 1|. 3. Искомая пло-

щадь равна 2+2 f B — x-)dx =

i 3
4. 30°. 5. 50 км/час и 40 км/час

Вариант 4

1. |—со; —4| U I-3;3| Ul«;+oo|.
2. max / (*)=:/( I)-=24. mjn цк)-

[-1. i| I-i. i|
= / @) = 0. 3. Искомая площадь равна

-. С4
2 \ {4-x*-)dx = —.
— 2

4. Зл/?а. 5. 100 столов и 400 стульев.

Вариант 5

I А

{k. /?Z). 2. 1 I: 3[. 3.
-j-p.

4. Из

АК = —/U) и

| —»-  »¦4 *¦ '2

 ~Ли следует ДО = ~^АМ —$

Значит, | AD |
I 4

= 1/ (у ) _

89
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Московский автомеханический институт

Математика

Вариант I

1. 3. 2. х = ~2" + 2л*, х = 2arctg-g- +•

. з. ]-с»:

7. = 2,24 10" Дж/кг (здесь

с = 4200 Дж/(кг• К) — удельная теплоем-
теплоемкость воды, /„=100 С — температура ки-

кипения воды).

8. P.JP,=«,/«.= 1.5.

9. r~V R,Rt =1 Ом.

+ 001-4. l/^- 5. F(x)~x>+x+l.

Вариант 2

I. { — I, 2}. 2. * = -?-+ я*. х =

- -arctg -|- + л/ (ft, / е Z). 3. | - со;

— 3IU13;+со|- 4. -тг R. 5. 9.

Московский государственный педагогический

институт им. В. И. Ленина

(фнзнческнй факультет)

Математика

Вариант 1

J. —,
—

7 ,
¦ ¦
—. 2. |—"г".

ЕЯ. 4Л.

10. d^ = 16 см.

Вариант 2.

63
I. arccos-gg-. 2. {I, log,5). 3. x =

I

). 4. e+
—— 2.

Физика

-/,«0.05 с.

2. I

3

V

cosa-т-ц sin a

A3

H

..

4.
21М

aSh

«7200 H.

5. m s= —M1 :=3,45 кг(здесьр„
Св/рл — i

= 1г/см3 — плотность воды).

6. Г = Го

Московский институт инженеров геодезии,

аэрофотосъемки и картографии

Математика

Вариант I

4. ] — 1; 0 [UI 0; I [. 5. ( — 24; —32:30).

Вариант 2

л я

3. |2 -д-; 4|U|5; +oo(. 4. Пусть

4
/(х) = -я~ *'3—4ж. Тогда min /(*) =
•* [о-, г ]

2 2
=/A)= — 2-s-, max /(х) =/B) = 2-s-.

**
10; 2] "*

5. 2.

Ф и з и к в

«¦ I У I = "'I &\ @.75 рв/рП - 1)^40 Н

(здесь рв = 1 г/см3 — плотность воды).

2. Т= 2лУ l/(\g\-\a\) ^2.3 с.

3. <?= /na*/*/2 = 2.25 10* Дж.

4.

2 1*1 Л, ) *М),17 кг м/с;

0-а Дж.

,4 М5. Л= —

6. rs= r, ^-^30%.
7. д:= //3 = 8 см.

8. t— tt -f- /4 = 30 мин.
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anp=45°.

+ ma — mp
— mn) ^

9.

10.

E

Московский институт электронного

машиностроения

Математика

Вариант I

2. Площадь равна 16 Искомых переме-
перемещений два: тождественное отображение н

осевая симметрия с осью — высотой на АВ.

3. Уравнение равноснлько системе

| 1 — yTsin х = 4 cos4 x.

системы

Угол а находится затем нз равенства

bti +b2j = (a, cos а — аг sin а)« +

-T-(a1sin а + а2 cos а) / .

где а,, at —координаты вектора МА\ Ь,.

Ьг — координаты вектора МА^. Поскольку
точка С является серединой отрезка АВ. ее

образ С, является серединой отрезка -4,6,
Ответ. .МC; I). а^ —90', С, F; 2). об-

2л
раз точки М совпадает сМ. 3. х = ± -д— 4-

4.| Ц. По-

ПоОтвет, х — — -^--\-2nk(k eZ). 4. J—со;

скольку Ig9<l, .

д >1. 5. а) Функция

/ возрастает на | 0, 1/ -5_) и убывает на
г 6

logs 3 (. Поскольку 2' ¦ s=

= уТ<3. Т/Т"е] — оо; logj 3 [.
5. [-3: -2((J| I; 3J. max (t(*)=*/,C) =*

log t
10. min /8(x) = /aF) = log, 40-

l361 T
g t
T l3:61

Вариант 2

I. а) Л;|о; б) 40Сз9. 2. Площадь рав-
равна 16- Искомых перемещений четыре — тож-

тождественное отображение, две осевых сим-

симметрии и центральная симметрия. 3. х =

г) Рассмотрим функцию ft (ж) = / (х) — g (x).

При а ^ 400 < 3f19 max А (ж) =

~~2 ( 1п ~3~—'^г^°- Поэтому при таких а

= —arccos J_f_-(-2п<?, jt=arccos

— л + 2я/(*.

ГГ.

4. |log2 3; log 2 21-

T T

Поскольку |,5*<10, получаем 5 Ig 1,5<l.

Зна'

чит, lg 32"
= — 5 Jg 2 > log 2

2. 5. a) ]—oo;

( 3

h(x)jtQ — графики функций / и j не пересе-
пересекаются .

Московский ннженерио-стронтелышй
институт
им. В. В. Куйбышева

Математика

Варианты письменного экзамена

Вариант I

I. Первый — за 7,5 часов, второй —

за 5 часов. 2. arctg(-_— tga]. 3. 10 000.

5
3

2"

6)/'<*)= -
У

(*+т
13 ,. 1

¦gg-; в) !im/(x)= —2-2

oo

/' (-4) =

При

/ 5 \
-4-; In 4 1.

2

S. В точке

Вариант 2

1. 40 кол., 60 коп., 80 коп. н I руб.
2. —62. 3. —1.

4. х = —

-j- + л*, х -— arctg 7 +

"*2

!
нет; г) — 2-я-

Вариант 3

1. а)*=1, у = 1; б) Да; в) Нет.
2. Координаты точки М можно найти нз

6. I3-J-.
Физика

- \f\
I. |а|=—jjj—(cosa — jisina) —

|-|
— \g |(sina -f- ц cosa) = 15.7 м/с1.
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2. x
У«Ррт — Рв

РРТ—I'H

3. Ры ==

2.1 10s Па.

37

6. Изображение находится на расстоя-
расстоянии / = 60 см перед линзой.

Витебский технологический институт легкой

промышленности

Математика

Вариант I

2. 19 680. 3. Функция возрастает на |0: е\

н убывает на |е; + <х>[; у(е)= ~f~
~~

максимум. 4.
21п2

. 5.

Вариант 2

I. I. 2. )— оо:— 2|U[1; +00f. 3. [.

- мнннмум-

— J— = —+ -Z— — максимум.
12 2

5
2 sin a

Физика

3,75 км.

и

Md^.l+I».!)8

= 3750 м

2. /1 = /n |g| (Л
-10* Дж;

т

,, = -^-•-0.8.

3. n =

m,

4. Роса была, поскольку pt ~

5. \F\. ,9 дни.

8-

7. м =

^4.45-10s м/с.

Задачи физической олимпиады в Финляндии

1. Согласновторому постулату Бора.
Д?" с Ас

Л\'= Дf. откуда v = -jj-, А. = ~ —

^ .

Для данного атома возможны следующие
длины волн излучения: 6.9-10" ¦

м=

—690 им. 550 нм. 420 им, 300 им. 240 нм

н 180 нм. Некоторые нз них имеются в

спектре в).
2. Удельная теплоемкость алюминия

Абсолютная ошибка измерения Лс

gm»x-gmii, т /Я + АР Р-АРх

" 2^ *2^1 / - \t
~

t + Л/

:=— ^ i-90Дж/(кг- К), где М

:loC. Таким образом, праннлен
ответ д).

3. Правильны ответы а), б) и г).

4. Вслучае б) правильно все; в случае

в) все неверно, кроме соотношения и=итЛХ.
п случае г) неверно направление маг-

магнитных линий; ь случае д) вместо утверж-
утверждения «=0 должно быть «—«шах-

5. Преждевсего и.ч соображений раз-
размерности заключаем, что формула в)
заведомо не подходит, а в формулах а)
и б) размерность правильная Анализируя
экспериментальные данные, получаем, что

Т = —г ~ L , чему соответствует фор-

формула б). Следовательно, иерна формула б).
в. ftstel6- 10:| М=16^КМ.
7. а>л-»-р+_,4>+~; б) р—я+,.,*•+

+v; в) р+_,е-~ л-f-v; г) _,?"+т,е—2у:

Д) ?М+у— п+|Н; е) i^Au-f-n— ^8Au+
+Y- изотоп 7уЙ'^" радиоактинен и рас-

распадается по схеме: 'уИ.Ли-«- gQrtHg+_,f+
-J-v-(-y: здесь v— неПтрнно, v—антинейтри-
v—антинейтрино, у

~— гамма-хьант.

8. а) |f|s»2 м/с; б) равновесие такой
системы невозможно.

9. мВ.

Новосибирский государственный университет

(см. «Кпант» Л-- 5)

Математика

В d р и а и 1 I

1. Пусть первый спортсмен выбегает
из точки А. второй — из точки Б. Обозначим

скорость первого спортсмена через i'| (м/с),
скорость второю — через vt (м/с), радиус
окружности-дорожки — через R (м). время,
прошедшее Между первой и второй встреча-
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мн,— через /, (с). Так как спортсмены бегут Система A) равносильна системе

навстречу друг другу, их первая встреча прои-
произойдет до того, как второй спортсмен пере-
пересечет точку А. Значит, длина пути, который
второй спортсмен пробежит до первой встре-
встречи, равна ом. Итак, vtt = а, откуда

а

или системе

1

За время t до первой встречи оба спорт-
спортсмена пробегут полуокружность. Значит,
tvt + lvt "» л/?. За время tt между двумя
встречами спортсмены пробегут окружность.
Следовательно, txvx + t^vx «¦ 2я/?. Отсюда
(i = 21. Поэтому к моменту второй встречи
второй спортсмен пробежит а -(- 21 ¦

vt
="

= За (м).
Если бы к моменту второй встречи вто-

второй спортсмен пересек обе точки А и Б, мы бы
4

имели Зл ^ 2яР, откуда 2а > -я- л/?>л/?.

Поскольку расстояние между любыми

двумя точками на дорожке не превосходит
nR. этот случай невозможен.

Гели бы к моменту второй встречи
второй спортсмен пересек точку А н не пе-

пересек точку Б, мы бы имели За »= л/? -+- 2а,

откуда а = л/?, 2а =» 2л/?> я/?. Значит, н

этот случай невозможен.

Следовательно, к моменту второй встре-
встречи второй спортсмен не пересек ни одной из

точек А. Б. Тогда Зо + 2а ?. [ Таким
2 \

-

j-ч п ^1* —г D 1

/
образом, в этом случае 2а •

Из tv, -t- tvt i= л#, tvt = а н я# --- 5а на-

находим vt.
Ответ. Скорость первого спортсмена
4а a

равна
——

м/с, второго т—м/с.

2. х =

3. Пусть С, D, Е— последовательные
точки пересечения данной прямой с окруж-
окружностями О, и Os, F — середина отрезка DE,
Н — середина отрезка ВС. Из ДВО,А/~

г I
~ ДBOoF вытекает "о1,"-—ZT— Г~

3 2
(г н А — искомые радиусы), откуда /•*=

2
=

-g~ Л. По теореме Пифагора | OtD \2—

— |DF|s = | OtB \2—\BF |*. откуда Я =

= ?J_??_(cm). Ответ. Раднус окружнос-

При а "-= 0 уравнение a*xs -f 2 (д — 1) х+

-f-l=O имеет единственный корень х= -д- ¦

Поэтому при а = 0 система B) решений не

имеет.

Пусть теперь афО. В этом случае при

й> -?- уравнение а*ха + 2 (а — I) x -f 1=0,

а значит, и система B). решений не имеют.

При а ^-тренстема B) имеет единствен-

единственное решение.

Итак, пусть д< -я- и о?40. Положим

х, = •
I — а + V I — 2а

Тогда

х, ==

ах,

1 — а — К1 — 2а

I =
1 + »' 1 -2а

1 -> I—2а

(см), окружности 0а —ти О, равен 1 —

о

зу зо
,

—Го^— tCM>
4. Данное уравнение равносильно «сме-

«смешанной системе»

|/ ж= ах 4-1,

х?= 2
"

Подставив в уравнение а*ж*+2 (а—1) x-f-

+ 1=0 «зянрещеннын корень» х = -=-,

получим а=0 нлн а -—4. У нас а^О.

При а = — 4 имеем х, = -5-, xs = -5- -

При а ^ I 0; -J-
имеем ж, ^t -=-, ах, +

+1>0 и x2?t -g-, flxs-)-l>0. Значит, при та-

таких а система B) имеет 2 решения.

Прн а<0 ах, J- |<0, ах.2 г 1>0. Выше
мы уже отмстили, что при a^tO имеем xsjt

''"Г-

Ответ. |~2"|uj-c>o; 0[.

б. Опустим из точки С перпендикуляр
на плоскость ABC. Его пересечение с плос-

плоскостью ЛВС обозначим через D. Поскольку
ВС j.i4C, no теореме о трех перпенднкуля-

93
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В'—

к
Рис. 4.

pax заключаем BD l /1С. Из условия ВА ± AC

вытекает D ?{ВА) (рис. 4). _Поскольку
CCD - 60 , имеем | СО| -- >'3 1 CD).

Обозначим I AD | через х. Из

Д/ICD |CD|*^a2-M2. Из ABCD

(a Vc"J - 3 (а* + **) -I- (п+*)«. Отсюда
х хI
—•¦=—I нлн - j"-

Если— = — 1 • то х = — й, точка D

совпадает с точкой В, С'В±{АВС).
х 1 а

Если — =

-у .
то х = -?- и точка D

лежит вне отрезка ВЛ.

Ответ. Если С В j.(ABC), объем равен

! па: в противном случае он равен L—- й3.

Вариант 2

I. <9-\ } ТбТ (км/ч). 2. -?- +
2i

+ -^— А (к € Z). 3. У к а з а н и е. Исполь-

эовать свойство биссектрисы внутреннего

угла треугольника, указанное в задаче 13*

йосле п. 81 «Геометрии 7». Ответ.

20
4

5. Пусть ,Vf. .V — середины ребер СС,
/YD' соответственно. Обозначим длину реб-

ребра куба через а. При помощи теоремы Пи-

Пифагора или введя систему координат «по

ребрам куба», найдем длины сторон треуголь-

треугольника ВМ.V: \ ВМ I =iJL в, I BM 1 = -у а.

| Af,V | -^ l—L-а. По формуле Герона площадь

Физика

Вариант I

3. В проекциях на начальное направле-

направление полета vm =s v — \FV\ т/т и vM
=

->

s= [ Fq [ т/AJ; оыделнншееся при ударе коли-

количестве} теплоты Q =; v \F0 I т— к У.

треугольника BMN раина
V29
8

fls. Обозна-

чнм середину ребра AD через К. Площадь

Треугольника ВСК равна —х-- Обозначим

искомую величину через <f. Тогда 5ЛЙСЛ-=
(«Геометрия 10», § 50).
4

Ответ, arccos r—

^
тМ

4. Еслиза время движения внутри кон-

конденсатора все электроны пучка успевают
дойти до верхней пластины, то

/Л — endb | v |;
если же захватывается не кесь пучок, то

/Л= -т?г -г ¦
R -[• 2от \v\dj (е-гпЬ)

5. Дляоценки будем считать, что вся

энергия молотка, равная 5 „—* затрачи-

затрачивается на работу \F\ I против силы сопро-

тноления F (I
— длина гвозди). Очевидно.

если приложить к гвоздю силу порядка |F|,
его можно будет вытащить. Таким образом,
-1 5mir'
F | ~ —si—. Теперь выберем численные

параметры. Масса молотка т порядка одного

килограмма: т ~ I кг; длина гвоздя / ~
~ 10 см (гвоздь длинный, так как для его

забивания понадобилось 5 ударов достаточно
тяжелого молотка). И наконец, относительно

скорости \v\. Если бы груз массы т ~ 1 кг

свободно упал с высоты h ~ 0,5 м, его ско-

скорость была бы I/ „ I"* I h ~ 3 м/с. Возьмем

скорость несколько большую, например,

|и|~5м'с. Тогда окончательно

~ Ю3 Н.

6. Во втором случае, когда затычка

прикрепляется к массивному штативу, ско-

скорость затычки после зажигания горючей сме-

смеси остается равной нулю, то есть практически
вся выделившаяся энергия идет на разгон
гильзы. В первом же случае часть энергии

забирает затычка. Следовательно, и высота

полета гильзы в первом случае должна быть
меньше, чем во втором. Можно сделать и
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0

if
X, X, X

Рнс 5.

количественные оценки. Согласно законам

сохранения энергии и импульса отношение
высот полета гильзы во втором и первом
случаях равно

Если массы гильзы и эатычкн сравнимы

(тгр»/п3), 4го Л« <=w2/!j; если же

различие в высотах велико.

Вариант 2

2- ctga.

3. b= an.

4. Извторого закона Ньютона и уравне-
уравнения состояния идеального газа получаем
для неизвестного расстояния х квадратное
уравнение

ты

откуда

Очевидно, что должно выполняться условие

>
и"аче поршень нз трубки выле-

вылетит. Для того чтобы выяснить, оба ли корня
подходят, обратимся "к рисунку 1. Здесь

изображены графики двух функций:

/пы-

PoS
х* + I и" х.

Пересечение этих графиков н дает два корня:

дг1 и xt. Нетрудно видеть, что корень xt

соответствует неустойчнвому положению рав-
равновесия, а корень xt

— устойчивому. Следо-
Следовательно, нз физических соображений под-

подходит лншь один корень xt (соответствующий
знаку «минус» в скобке).

5. Зная атмосферное давление р0 ~

~ 10* Па (силу тяжести воздушного столба
с площадью сечения 1 м2). площадь поверх-
поверхности Земли 4пЛ* (Л = 6,4.10« м — радиус
Земли) и долю кислорода в воздухе k = V6.
найдем всю массу М кислорода в атмосфере:

Из реакции горения кислорода С + О2 =
= СО, следует, что количества молей взаимо-

взаимодействующих углерода и кислорода одина-
одинаковы:

=/по1/'1о1,

отсюда масса сгоревшего кислорода

Таким образом.

т
о,
M

,\е\ .,-. ю-в-

6. В первом случае поведение шариков
непосредственно следует из законов сохра-
сохранения энергии и nMnywibca при упругом
столкновении двух одинаковых шариков (сна-
(сначала соударяются шарики / н 2, а потом —

2 н 3) Во втором случае толстая резиновая
прокладка затягивает процесс передачи им-

импульса от первого шарика ко второму.
А это приводит вот к чему. Представим про-
процесс передачи импульса ступеньками (а не

плавно, как происходит на самом деле).
Деформированная резина сообщает некото-

некоторый импульс шарику 2, тот шарику 3 За это

время деформация резины, а значит, и пере-
передаваемый ею импульс, возрастут, замедлив-

замедлившийся было шарик 2 снова ускорится, дого-
догонит шарик 3 и увеличит его импульс. Так

будет происходить до тех пор, пока шарик 2
в конце концов не отойдет от резнновой про-
прокладки. С этого момента шарики 2 и 3 по-

покатятся практически с одинаковыми ско-

скоростями.

Ответы на «Кроссворд МФТИ»

(см. 3-ю страницу обложки)

По горизонтали: 1. Стоматология.
6. Томность. 7. Неуд. 8. Неявка. 11. Илья.
12. Каре. 16. Тортил. 19. Репа. 20. Мерза-
Мерзавец. 21. Транскрипция.

По вертикали: I. Сатана. 2. Обман.
3. Оптика. 4. Горечь. 5. Ябеда. 9. Япет.
10. Аист. \3. Амплуа. 14. Лекция. M. Крест.
17. Одерк. 18. Ловец-

Задачи наших читателей

(см. чКванпп Л§3. с. 18)
1. Указание Если /(х)т&0,

и fW =

2. Указание. Ряд

¦¦+-T + 7F+ ¦ ¦ ¦+-F+ ¦ • ¦

расходится, а если из него исключить чле-

члены -г-, для которых в записи k встреча-

встречается цифра, скажем, 2. то ряд будет схо-

сходиться. С другой стороны, ряд из обратных
величин простых чисел расходится

— это

следует из неравенств

1 +-о- + -Т- 1Г< 1 +
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'k ) ' — 1/2 1 —1/3"

простые числа, 2 <n<2m+l
4. 16и 64.

5. 7-я-, прогрессия имеет вид 2-g-f

з з— ?-!-

6. а)Нет; б) да. это число вида а 999.

7. 1976.

8. abc = G24.

«Квант» для младших школьников

(см. *Квант» № 3)
I. Булок было 95343: 87130

+8213

(см. гКаант Л* 4)

1. 929.
2. Возьмем два кувшина разного

цвета. Если они и разной формы, то все

в порядке. Если же онн одинаковой формы,
то возьмем какой-нибудь кувшин дру-
другой формы. Из этнх трех кувшинов легко

составить нужную пару.
3. Изусловия следует, что при любом

натуральном л число В = Bп — I)* — Bл —
_ 1) = Bл - !) (Bп - 1)* - Is) = Bл -
— 2) Bл — I) 2я делится на А. Разложим

(мысленно) А на простые множители. Среди
них не может быть множителей, больших 3

(почему?). Произведение трех последователь-
последовательных чисел всегда делится на 3, но не всегда

на 9 (например, при л = Л). Число В всегда

делится на 8, поскольку из двух последова-

последовательных четных чисел одно всегда делится
на 4, но В не делится на 16 при п = 2. Итак,
в разложение числа Л на простые множители

могут входить только степени 2 и 3, причем
степень 2 не превышает 3, а степень 3 не боль-
больше I. Зхачнт, А — это 24 или один нз его

делителей: 1, 2, 3, 4, 8, 12.
Ответ: 24 и все его делители.

4. Утверждение а) всегда верно. Возь-

Возьмем какую-нибудь точку — пусть она чер-

черного цвета. Проведем окружность радиуса
1 м с центром в этой точке. Если на этой

окружности есть черные точки, то все в по-

порядке. Если нет, то, проведя окружность
радиуса 1 .и с центром в любой из белых
точек первой окружности н взяв любую
нз точек пересечения этнх двух окружностей,
получим две точки белого цвета, удаленные
на расстояние I м.

Утверждение б) верно, если вообще най-

найдутся точки разных цветов.

(см. «Квант» Л* 5)
1. 5.
2. См. рисунки 6 и 7.

X
-

X

X

х

X

щ

|х
1

X

X

X

¦

* г
V

_ |1
X

[х

fx

Рис. 6. Рнс. 7.

3. Разность между возрастами лю-

любых двух нз этих людей кратна 9. Поэтому
сумма четырех возрастов не меньше 3-j-
+ I2-S-2H 30=66 и не больше 74-1-65-

+56+47=242. Между числами 66 и 242
заключены дна куба: 125 н 216. Если поз-

раст самого молодого х, то сумма возрастов
имеет вид 4х+9#. Учитывая, что возраст

старшего не превосходит 78, получаем
возможные ответы: 36. 45, 63, 72 и 27,
54, 63, 72. Таким образом, старшему 72 го-

года.

5. 729=9» и 729=27*.
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сКосмнческий кубок> Кеплера, который вы ныорбиты планет, последовательно вписы-

злесь видкте, иллюстрирует гелноцентриче- ваютсян описываются около пяти правиль-

правильную модель системы мира. ныхмногогранников
— октаэдра, нкосаэд-

По Кеплеру, сферы, на которых расположе- ра,додекаэдра, тетраэдра и куба.


