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На ntpeou странице обложки помещена фотография часо*, ма-
маятник которых описывает коническул поверхность. Эти час*
Оыяи изготовлены во Франции е конце прошлого столетия. Сей-
Сейчас они находятся в MocKte в Политехническом музее. Впервые
часы с коническим маятником были изобретены и построены
Христиа ном Гюйгенсом. Об этом рассказано в статье С. Г.
Г и и д и кика *Из истории маятниковых часов* (с. 2).

'© Главная редакция физико-математической литературы изда-
издательства *Наука», гКвант* ц?ч 1974 год-
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Знаменитая история о сутках, «по-

«потерянных» во время кругосветного

путешествия Магеллана, свидетель-

свидетельствует, в частности, о том, что моря-
моряки, отправляясь в дальнее плавание,

довольно скоро лишались информа-
информации о местном временя в пункте от-

отплытия. «Хранить» же это время им

было важно не только по причинам

сентиментальным — для удобства раз-
мышлений о родном доме и семье.

Вопрос «хранения» времени тесно свя-

связан с проблемой измерения геогра-

географических координат на борту кораб-
корабля. Трудно себе представить, что мож-

можно совершать дальние плавания, не

обладая надежными способами изме-

измерений координат в открытом море.
Однако историческиефакты свидетель-

свидетельствуют о том, что надежные способы

для измерения широты (по высоте

подъема Солнца в полдень) имелись

но крайней мере в XVI веке, а сколь-

сколько-нибудь точно измерить долготу в

открытом море мореплаватели были
не в состоянии еще к началу XV11 ве-

века. Проблема эта интересовала мор-

морские державы из соображений сугубо
экономических, и не удивительно, что
с самого начала XVII века француз-
французские короли Генрих IV и ЛюдовикXIV,
король Испании Филипп II, англий-
английский парламент и Генеральные Шта-
Штаты Голландии, как бы соревнуясь,
предлагали огромные премии за соз-

создание удовлетворительного способа

измерения долготы.
Хотя такого способа не сущест-

существовало, исходную идею предлагал
еще Гнгшарх: надо воспользоваться

тем, что разность долгот в двух пунк-
пунктах земного шара пропорциональна

разности местных времен в этих пунк-
пунктах в любой фиксированный момент

времени. В пунктах, долготы которых
отличаются на 15", разница в мест-

местном времени — 1 час C60724 =

=-15). Поэтому задача измерения

долготы сводилась к тому, чтобы срав-
сравнить местное время на корабле с мест-

местным временем какого-либо пункта,
долгота которого известна. Местное

время r пункте нахождения корабля
измерить несложно, и единственное,
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Маятниковые часы, которые вы видите на

этом рисунке, были изготовлены в 1657 го-

году искусным часовым мастером С. Косте-

ром из Гааги по личному заказу Христиана
Гюйгенса. Это одни из первых часов, нз-

готовленных по заказу Гюйгенса.
На фотографии виден механизм часов, от-
отчетливо видны щеки. обеспечивающие
циклоидальное движение маятника. Б на-

настоящее время зти часы находятся в Госу-
Государственном музее истории естествознания

в Лейдене. |

чего не хватает для использования

этого принципа — умения, находясь
на борту корабля:, измерять время в

какой-то фиксированной точке отсче-

отсчета, например, в порту отплытия. Для
этого пытались воспользоваться ка-

какими-нибудь астрономическими явле-

явлениями, такими, чтобы, с одной сто-

стороны, их можно было наблюдать на

борту корабля, а, с другой стороны,
было бы известно точное время их на-

наступления в исходном пункте. Но
ничего подходящего найти не уда-
удавалось: лунные и солнечные затмения

происходили до «обидного» редко.
Очень красиво писал об этом Галилей:
«По прежним временам небо было на

этот счет щедро, но по нынешним

нуждам оно изрядно скупо, помогая

нам только лунными затмениями: и

не потому, что то же самое небо не

изобилует явлениями частыми, за-

заметными и куда более подходящими
для наших нужд, чем лунные и сол-

солнечные затмения, но правителю мира

угодно было скрывать их вплоть до
наших дней...». Оптимизм, который

чувствуется в словах'Галилея, связан

с большими надеждами, которые он

возлагал на открытые им спутники

Юпитера (он назвал их Медичейскими
звездами в честь братьев Медичи):
затмения этих спутников происходили
дозольно часто. Мы цитировали от-

отрывок из письма Галилея Генераль-
Генеральным Штатам Голландии, в котором
он предлагал воспользоваться зат-

затмениями спутников Юпитера для из-

измерения долготы. Его предложение
бь:ло принято, но оказалось практи-
практически не слишком пригодным: наб-

наблюдать спутники Юпитера непросто,
и делать это можно ие каждую ночь;
их движение было недостаточно точно

описано. Вполне благожелательный

адмирал Лауренс Реаль чистосердеч-
чистосердечно писал Галилею, что его метод слиш-

слишком тонок «для такого грубого наро-
народа, как голландские моряки». Этому
«грубому» народу хорошо бы попросту
иметь на корабле часы, показываю-

показывающие местное время исходного пункта,
а с измерением местного времени на

корабле по Солнцу (хотя бы в истин-
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нын полдень) они бы справились. По
именно такие точные часы, выдержи-
выдерживающие морскую качку, создать не

удавалось.
В 1655 году Генеральные Штаты

Голландии получили очередной про-
проект измерения долготы — на этот раз
при помощи наблюдений над иысотой

Луны. Рассмотрение проекта было

поручено Христиану Гюйгенсу, 27-

летнему сыну влиятельного члена Го-

Государственного Совета. X. Гюйгенс,

уже изпестлый к тому времени своими

научными достижениями, в частнос-

частности, открытием кольца Сатурна, убе-
убедился в несостоятельности проекта,

однако заинтересовался самой зада-

задачей. После этого Гюйгенс настойчи-

настойчиво пытался найти конструкцию часов,

пригодных для измерения долготы.

12 января 1657 года он писал: «На этих

днях и нашел новую конструкцию ча-

часов, при помощи которой время из-

измеряется так точно, что появляется

немалая надежда на возможность из-

измерения при ее помощи долготы, даже

если придется везти их по морю».
Гюйгенс сам хорошо умел работать
руками (вместе с братом Константи-
Константином он шлифовал лиизь1 для своего

телескопа), но все же он предпочел
доверить изготовление первого экзем-

экземпляра часов гаагскому часовщику Со-

Соломону Костер у. 16 июня 1657 года
патент Генеральных Штатов закрепил
за Гюйгенсом авторство на маятнико-

маятниковые часы, а в 1658 году вышла брошю-
брошюра «Horoiogium» с описанием изобре-
изобретения.

Гюйгенс предложил несколько
технических новинок в конструкции
часов, но главная из них — исполь-

использование периода колебания маятника

п качестве меры времени. Впервые
Галилей обратил внимание на пора-
поразительную устойчивость периода сво-

свободных колебаний маятника при из-

изменении амплитуды размаха: «Коле-
«Колебания маятника совершаются в опре-
определенные сроки с такой неизбеж-

неизбежностью, что совершенно невозможно

заставить совершаться в иные сроки
иначе, как удлиняя или укорачивая

нить. Другая особенность, поистине

удивительная, заключается в том,

что один и тот же маятник совершает
свои колебания с той же или весьма

мало и почти неощутимо различной
частотой, будут ли колебания совер-
совершаться по самым большим или самым

малым дугам той же окружности».
Гюйгенс был, разумеется, знаком с

этим наблюдением Галилея, опубли-
опубликованным в знаменитой книге «Беседы
и математические доказательства, ка-

касающиеся двух новых отраслей нау-
науки, относящихся к механике и мест-

местному движению».

История этого замечательного от-

открытия описана в письме Вивианн,
знаменитого ученика Галилея, прин-
принцу Леопольду Медичи, также бывше-

бывшему учеником Галилея:

«В 1583 г., имея около двадцати лет

от роду, Галилей находился в Пизе,
где, следуя совету отца, изучал фило-
философию и медицину. Однажды, нахо-

находясь в соборе этого города, он, со

свойственной ему любознательностью
и смекалкой, решил наблюдать за

движением люстры, подвешенной к

самому верху,
— не окажется ли про-

продолжительность ее размахов, как

вдоль больших дуг, так и вдоль сред-
средних и малых, одинаковой; >i6o ему
казалось, что продолжительность про-
прохождения большой дуги может сокра-
сократиться за счет большей скорости, с

которой, как он видел, движется

люстра на более высоких и наклонных

участках. И пока люстра размеренно
двигалась, он сделал грубую прикид-
прикидку — его обычное выражение

— того,

как происходит движение взад и впе-

вперед, с помощью биений собственного

пульса, а также темпа музыки, в ко-

которой он тогда уже был искушен с не-

немалою от того для себя пользой. И ему
на основании таких подсчетов пока-

показалось, что он не заблуждался, под-

подсчитав, что времена колебаний оди-

одинаковы, но не удовлетворенный этим,

вернувшись домой, он, чтобы надеж-

надежнее в этом удостовериться, решил сде-

сделать следующее.
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Он привязал два свинцовых тара
па нитях совершенно одинаковой дли-

длины так, чтобы они могли свободно

раекачипатьсн.... и, отклоняя их от

вертикали на разное число градусов,

например, один шэр на 30, другой на

10, он отпускал их в одно и то же мгно-

мгновение. С помощью товарища он наб-

наблюдал, что пока один маятник делал

такое-то число колебании по большим

дугам, другой делал в точности столь-

столько же по малым дугам».
Гюйгенс решил воспользоваться

тем, что период колебаний маятника

не меняется ни при естественном за-

затухании колебаний от сопротивления
воздуха, ни при раскачке во время
волнения на море. Оказывается, и

Галилеи предполагал воспользоваться

маятником для создания часон. По к

рассмотрениям колебаний маятника

после опытов 1583 года Галилеи вер-

вернулся лишь через 50 лет, когда в

163J году, после суда инквизиции и

отречения от «лжеучения» Коперника,
он решил записать в «Беседах»-свои

открытия но механике, полученные п

юности (книга вышла из печати к

1633 году). 5 июня 1635 года в письме

адмиралу Реалю Галилей писал о

соединении маятника со счетчиком

колебаний. Лишь в 16П году, всего

за год до смерти, Галилей приступил
к практическому осуществлению про-
проекта. По слепому старику эта инже-

инженерная задача была уже не но плечу.
Oil завещал ее окончание своему сыну
Вилчеицо, который несколько лет не

приступал к работе, а вскоре после

ее возобновления умер.
Широкой огласки эта деятель-

деятельность ис получила, но ученики Гали-
Галилея знали о ней и, ознакомившись с

брошюрой Гюйгенса, они попытались

восстановить приоритет учителя. Ле-
Леопольд Медичи пересылает влиятель-

влиятельному французскому астроному Буйо,
покровительствовавшему Гюйгенсу,
письмо о приоритете Галилея, под-

подробный рассказ Внвнани об истории

открытия (мы его цитировали выше)
и рисунок часов Галилея для передачи

Гюйгенсу. Возможно, Гюйгенса даже

подозревали в плагиате. Ученики Га-

Галилея знали о переговорах с Гене-

Генеральными Штатами Голландии отно-

относительно способа измерении геогра-

географической долготы, которые Галилей

вел в строжайшем тайне, опасаясь

инквизиции. Вес же на последней ста-

стадии флорентийский инквизитор узнал
о его контактах с Голландией и до-

добился их запрещения. В заключение

ои успокоил Рим, что Галилей «уже

скорее лежит в гробу, чем занимается

математическими построениями». Пе-

Переговоры были столь секретны, что

ученики Галилея не узнали, какой

метод предложил их учитель, и пред-
предположили, что речь могла идти об из-

измерении долготы при помощи маят-

маятниковых часов, п что присланными
материалами мог воспользоваться

Христиан Гюйгенс, отец которого
был членом комиссии, разбиравшей
предложение Галилея Мы знаем те-

теперь, что это не так, а речь шла об

использовании затмений спутников

Юпитера.
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Ознакомившись с полученными от

Буйо материалами, Гюйгенс конста-

констатировал, что Галилей выдвигал идею
маятниковых часов, но был далек от

технической реализации проекта. Ха-

Характерно, что Макс Лауэ в своей «Ис-

«Истории физики», отмечая, что «решаю-

«решающий шаг для создания часов в совре-
современном смысле сделал Христиан Гюй-
Гюйгенс в 1657 году», выдвигает на пер-
первый план не использование периода
колебаний маятника как меры вре-
времени, а идею «обратной связи»: в ча-

часах Гюйгенса впервые энергия источ-

источнику колебания доставляется, не на-

нарушая перибда колебания, причем
«сам источник колебаний определяет
моменты времени, когда требуется
доставка энергии». У Гюйгенса эту
роль выполняет простое и остроум-
остроумное устройство в виде якоря с косо

срезанными зубцами, ритмически под-
подталкивающего маятник.

В 1673 году Гюйгенс писал: «Не-

«Некоторые утверждают, что Галилей
пытался сделать это изобретение; но

не довел дело до конца; эти лица ско-

скорее уменьшают славу Галилея, чем

мою, так кар выходит, что я с большим

успехом, чем он, выполнил ту же за-

задачу». Нельзя только забывать, что

когда Галилей занимался этой зада-

задачей, он был слеп и на 50 лет старше
Гюйгенса.

Вообще Гюйгенс в большей сте-

степени, чем кто бы то ни было, следо-

следовал по пути Галилея. По словам Лаг-

ранжз, Гюйгенсу было суждено усо-
усовершенствовать и развить важнейшие

открытия Галилея. Эта связь между
двумя великими учеными имела зна-

знаменательное начало: 17-летний Гюй-
Гюйгенс собирался доказать, что брошен-
брошенные тела движутся по параболам, но

обнаружил доказательство в книге

Галилея и не захотел «писать Илиаду
после Гомера».

Гюйгенс, еще при построении

первых часов, заметил, что утверж-

утверждение Галилея об изохронности коле-

колебаний математического маятника (не-
(независимости периода Т от максималь-

максимального угла отклонения от вертикали а)

не точно. Это утверждение с хорошей
точностью выполняется для малых а,

но заметно нарушается, например, при
а = 60°. Непонятно, как Галилей про-
просмотрел это обстоятельство: оно долж-

должно было выявиться в опытах, описан-

описанных Вивиани. Гюйгенс отметил в кни-

книге, изданной в 1673 году, что отноше-

отношение периода для а = 90° к периоду
для малых дуг равно 34 : 29. Точ-

Точность, с которой найдено это отноше-

отношение, поразительна. Галилей утвер-
утверждал, что квадрат периода пропор-
пропорционален длине маятника /, но ника-

никаких указаний на способ получения
этого соотношения не оставил. Гюй-
Гюйгенс доказал справедливость этой фор-
формулы для малых а. Получение фор-
формулы для периода колебаний маят-

маятника при любых а требует приме-
применения математического аппарата, не

известного во времена Гюйгенса. Не-

Несмотря на это, Гюйгенс получил очень

точные оценки для периода, причем
не всегда понятно, какими средства-
средствами он этого добивался *).

Построив первые часы, Гюйгенс

«заболел» проблемой построения точ-

точных часов, надежных в условиях мо-

мореплавания. Для этого надо было

придумать устройство, компенсирую-
компенсирующее изменение периода колебаний про-
простого (математического) маятника при

увеличении угла отклонения. Гюйгенс

заметил, что для этого можно специ-

специальным образом уменьшать длину ма-

маятника при увеличении угла откло-

отклонения. В первой конструкции он под-

подбирал зависимость длины от угла эк-

экспериментально, затем ему удалось
найти нужную зависимость теорети-

теоретически. В результате Гюйгенс изобрел

*)Для оценки периода колебаний удоб-
удобно пользоваться приближенной формулой

Т*«2л Y-j X

x(l-г ~-sin*-тг + ^Г si"*If),
тогда еще не известной.
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циклоидальный маятник, который
впервые был использован в часах в

1659 году. Гюйгенс возлагал на часы

с циклоидальным маятником большие

надежды, брал патенты в разных стра-
странах, организовывал морские испыта-

испытания, которые, увы, проходили с пе-

переменным успехом. Часы хорошо за-

зарекомендовали себя в 1663 году при
путешествии капитана Холмса из Лон-

Лондона в Лиссабон, в 1664 году при пла-

плавании из Гвинеи, в 1668 году на фран-
французской эскадре, плававшей около

острова Крит. С другой стороны, ис-

испытания при плавании адмирала Ри-

шера в Канаду и Англию в 1670 году,
капитана де Граафа на мыс Доброй
Надежды в 1687 году и испытания

самого Гюйгенса на Зюйдерзее в

1685 году дали отрицательные резуль-
результаты. Не оправдал себя циклоидаль-
циклоидальный маятник и в «сухопутных часах».

Та же судьба постигла другой пред-
предложенный Гюйгенсом источник изо-

изохронных колебаний — конический ма-

маятник, основанный на одной из са-

самых замечательных работ Гюйгенса
«О центробежной силе». Однако ма-

математические и механические резуль-
результаты, полученные в связи с этими изо-

изобретениями, стали одной из ярчайших
страниц в истории науки.

Все же Гюйгенсу удалось найти

путь, на котором, правда, уже не им

самим, был создан морской хроно-
хронометр (считается, что первый удовлет-
удовлетворительный хронометр сконструи-
сконструировал Гаррисон уже в XVIII веке).
В 1675 году Гюйгенс предложил идею

пружинных часов с балансиром. Его
последняя работа о часах была опуб-
опубликована в 1693 году, за два года до

смерти.
Что касается маятниковых часов,

то в дальнейшем оказалось, что удоб-
удобнее всего добиваться изохронизма,
прикрепляя к верхнему концу спе-

специально подобранную пружину.
К 1673 году Гюйгенс придумал

большое число усовершенствований к

маятниковым часам, а парижский ча-

часовщик Исаак Тюре изготовил эк-

экземпляр часов с учетом всех новшеств.

CHRISTIAN!

Н V G Е N I I
ZVLICHEMlb CONST F

HOROLOGIVM
OSCILLATORIVM

SIVE

DE MOTV PENDVLORVM

AD HOROLOCIA APTATO

blMONST*4TIONEl

PARIS IIS
*fit Мши

MOCLXXIU
СГМ TKtrtLMCIO ЛЖСП

Титульный лист первого издания книги

«Маятниковые часы»

Кроме того, Гюйгенс привел в порядок
исследования по математике и меха-

механике, предпринятые в проце:се ра-
работы над часами. Все это было под-

итожено в книге «Маятниковые часы»,

вышедшей в 1673 году в Париже. На

титульном листе было напи-

написано: «Христиан Гюйгенс, сын Кон-
Константина, из Зейлихема. Маятниковые

часы, или Геометрические доказатель-

доказательства, относящиеся к движению маят-

маятников, приспособленных к часам. Па-

Париж. В типографии Ф. Мюге, печат-

печатника короля и светлейшего архие-
архиепископа, на улице Гитары, под вы-

вывеской трех волхвов. 1673. С приви-
привилегией короля». Книга Гюйгенса на-

наряду с «Беседами» Галилея и «Мате-
«Математическими началами натуральной
философии» Ньютона является одним

из трех китов, на которых покоится

механика XVII века.

В дальнейшем книга стала крат-
кратко называться «Маятниковые часы», но
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3lkh3 часов с циклоидальным маятником,

глоданный Гюйгенсом

это название недостаточно полно от-

отражает ее содержание. Собственно

конструкция маятниковых часоп опи-

описывается лишь п первой из пяти

частей.

Своим главным достижением Гюй-

Гюйгенс считал изобретение циклоидаль-

циклоидального маятника. Во-первых, Гюйгенс

доказал, что если конец маятника дви-

движется по циклоиде *) (а не по окруж-

окружности, как в случае математического

маятника), то его колебания изо-

изохронны. Во-вторых, он придумал
очень остроумный способ подвески

маятника, обеспечивающий движение
его конца по циклоиде: поместил иод-

вес между двумя пластинками (ще-
(щеками), изогнутыми но циклоиде, на

которые при отклонении маятника на-

наматывается часть нитг. Циклоидаль-
Циклоидальному маятнику посвящена ббль-

•)Циклоиду описывает фиксированная
точка границы круга, который катится без

скольжения по прямой. Математики в XVII
веке обнаружили много замечательных

1-войств, которыми обладает эта кривая.

Схема чяс>п.

шая часть книги (вторая и третья

части), где доказываются механи-

механические и математические утверждения,

необходимые для обоснования изо-

изохронности циклоидального маятни-

маятника и правила его подвески. Гюйгенс

пишет: «Для проведения этих дока-

доказательств потребовалось укрепить и,

где нужно, дополнить учение великого

Галилея о падении тел. Наиболее
желательным плодом, как бы вели-

величайшей вершиной этого учения, и яв-

является открытое мною свойство цик-

циклоиды»-.

Четвертая часть книги «О центре
качания» начинается так: «Когда я

был еще почти мальчиком |ему не

было 17 лет. — С. Г. I. ученейший
муж Мереенн задал мне и многим дру-
другим задачу--определить центр ка-

качания. Из писем, которые писал мне

Мереенн, а также из недавно опуб-
опубликованных мемуаров Декарта, за-

заключающих ответ на письма Мерсенна
по этому поводу, я заключаю, что

эта задача пользовалась в то время
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Внешний вил часов с циклоидальным маят-

маятником и щеки, определяющие дняженне

полвеса маятника.

известной славой среди математиков...

Мерсенн назначил большую, вызы-

вызывающую зависть премию на тот слу-
случай, если я решу задачу- Однако он

тогда ни от кого не получил того, что

требовал».
Речь шла о следующей задаче.

Имеется физический маятник — фи-
фигура, подвешенная в одной точке и со-

совершающая колебания. Его приве-
приведенной длиной называется длина ма-

математического маятника, имеющего

тот же период колебаний. Проведем
через центр тяжести маятника отре-
отрезок этой длины, начинающийся в

точке подвеса. Тогда другой конец

отрезка называется центром качания.

(Мерсенн начинал с попытки ответить

на вопрос, как надо бить .мечом, чтобы

удар был наиболее эффективен. Если
считать меч отрезком, который «воин»

держит за конец А, то оказывается,

что центр качания отстоит от А на

j ДЛИНЫ.

Мерсенн считал, что оптималь-

оптимальная точка совпадает с центром ка-

качания и далека от центра тяжести.

Оппонент Мерсенна Бальди счи-

считал, что надо бить местом, наиболее

близким к центру тяжести.) В задачах,

предложенных Мерсенном Гюйгенсу,
речь шла о центрах качания круговых
секторов, сегментов, равнобедренных
треугольников, по-разному подве-
подвешенных. Гюйгенс писал: «...я ь то

время не нашел, что позволило бы мне

приступить к расчетам, и как бы по-

повернул назад у самого порога, и воз-

воздержался от всякого исследования.Но
и те, кто надеялись, что решили

задачу, знаменитые люд», как Декарт,
Опоре Фабри и другие, вовсе не дос-

достигли цели или достигли ее только в

немногих, особенно простых случа-
случаях...

Повод к новой постановке опы-

опытов дали регулируемые маятники на-

наших часов, снабженные, кроме ниж-

нижнего постоянного груза, еще вторым
подвижным грузиком, как сказано при

описании часов.

Исходя из этого, я начал иссле-

исследования сначала, на этот раз с луч-
лучшими, видами на успех, и, наконец,
одолел все трудности и решил не толь-

только все задачи Мерсенна. но нашел еще

и новые задачи, более трудные, и,

наконец, нашел общин метод для
вычисления центров качания линий,

площадей к тел. От этого я имел не

только удовольствие, что я нашел неч-

нечто, что напрасно искали столь многие,

и понял законы природы, относящи-

относящиеся к этому случаю, но получил и

определенную пользу, которая вооб-
вообще заставила меня заняться этим воп-

вопросом, а именно, я нашел легкий и

удобный способ регулировки часои».

«Я нашел это правило в 1664 году»,
—

отметил Гюйгенс на письме'Мерсенна
с постановкой задачи. Правило регу-

регулирования маятника с подвижным

грузом он нашел еще раньше, в 1661

году.

Наконец, в пятой части без до-

доказательства приводятся теоремы о
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центробежной силе *) и описывается

конструкция часов с коническим ма-

маятником (известно, что Гюйгенс изо-

изобрел их 5 октября 1659 года). Дока-
Доказательства теорем содержатся в ра-
работе «О центробежной силе», напи-

написанной в 1659 году, но вышедшей в

свет лишь через восемь лет после

смерти Гюйгенса. О центробежной
силе знал еще Аристотель, а Птолемей
считал, что если бы Земля вращалась
вокруг своей оси, то из-за центро-
центробежной силы предметы не могли бы

удерживаться на ее поверхности. Кеп-

дер и Галилей опровергали эту точку
зрения, объясняя, что в этом случае

•) Гюйгенс всюду пользуется, понятием

центробежной силы инерции, которую он

называет просто центробежной силой. Эта
сила возникает во вращающейся системе

отсчета. Она численно равна центростреми-
центростремительному ускорению тела, умноженному иа

его массу, и направлена по радиусу от оси

вращения. Подробнее о силах инерции рас-
рассказывается в статье Я. А. Смородин-
с к о г о «Силы ииерцмн» («Квант», 1974, №8).

вес уравновешивает центробежную си-

силу, фактически предполагая, что при
удалении от центра вращения цент-

центробежная сила уменьшается. Однако
лишь Гюйгенс получил знаменитую
формулу для центробежной силы

/гц.б=^-.Ннже приводится подлин-

подлинный текст Гюйгенса и читатель смо-

сможет увидеть» в каком (быть может,

не самом экономном с сегодняшней
точки зрения) виде были впервые со-

сообщены результаты, полученные Гюй-

Гюйгенсом. Для облегчения понимания

сделаем два предварительных заме-

замечания.

I. Какой бы задачей Гюйгенс ни

занимался, он всегда думал о воз-

возможных приложениях полученных ре-
результатов к часам. И в этом случае ом

хотел воспользоваться коническим ма-

маятником. Так называется нить с гру-

грузом, вращающаяся вокруг оси, про-

проходящей через точку подвеса (рис 1).
Пусть / — длина нити, а — угол ни-

нити с вертикалью, R — расстояние от

груза до оси. Если маятник движется

по окружности, и угол се остается по-

постоянным, то *~- с-, mg tg и. Отсюда

у = VgRtgа.Для периода—времени
одного оборота — получаем (посколь-

(поскольку Т — 2*Rlv):

Здесь и = / cos a — длина проек-
проекции нити на ось маятника.

В тексте Гюйгенса проводятся
многочисленные обсуждения форму-
формулы для периода конического маятника.

Движение конического маятника срав-

сравнивается с двумя движениями, кото-

которые к тому времени были основатель-
основательно изучены: со свободным падением

и колебаниями простого, или мате-

математического, маятника (Гюйгенс на-

называет его колебания боковыми, в от-

отличие от круговых колебаний кони-

конического маятника).
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Эскиз часов с коническим маятником, сде-
сделанный Гюйгенсом.

2. Пусть имеется некоторая по-

поверхность вращения (у Гюйгенса па-

параболоид — поверхность вращения
параболы ру = х2 вокруг оси у,

рис. 2). Тяжелая материальная точ-

точка устойчиво вращается по горизон-
горизонтальному сечению (кругу), если рав-
равнодействующая веса и центробежной
силы направлена по нормали к по-

поверхности (перпендикуляру к каса-

касательной плоскости), а потому здесь

применима формула для конического

маятника. В этом случае а — угол

нормали с осью, / — длина отрезка

нормали между осью и поверхностью,
и — проекция этого отрезка на ось.

Здесь переход от конического маят-

маятника к вращению тяжелой точки в ка-

какой-то мере аналогичен переходу Га-
Галилея от математического маятника к

движению тяжелой точки по круго-

круговому желобу. Далее Гюйгенс замечает,

что у параболы ру — х2 величина и

(проекция отрезка нормали на ось)

не зависит от положения точки и рав-

равна
-у-. Отсюда он делает вывод, что

период вращения тяжелой точки по

любым горизонтальным сечениям

параболоида один и тот же:

Г B)
Это следует из A) и дает новый способ

получения изохронных колебаний', что

так важно было при построении ча-

часов. Если подвесить конический ма-

маятник так, чтобы независимо от уг-

угла а наклона нити к оси его конец

двигался по поверхности параболо-
параболоида, полученного от вращения пара-
параболы ру — хг, то период вращения
не будет зависеть от а. Другими сло-

словами, надо сделать так, чтобы при из-

изменении а длина / изменялась, обес-
обеспечивая постоянство проекции и на

ось. Гюйгенс придумал чрезвычай-
чрезвычайно остроумный способ подвески. Он

предложил изготовить' пластинку по

форме полукубическо# параболы у1 —
= ах3 + Ь, закрепить в некоторой
ее точке конец нити и тогда, оказы-

оказывается, можно так подобрать а, Ь и

длину нити, что как бы мы ни натя-

натянули нить, намотав часть ее на плас-

пластинку, другой -ее конец будет нахо-

находиться на
'

параболе. Секрет
этого остроумного способа подвески

опирается на те же математические

соображения, что и способ подвески
циклоидального маятника.



http://kvantmccme.ru

Пятая часть

«Маятниковых часов»,

содержащая другую конструкцию

часов с использованием кругового

движения маятников, и теоремы

о центробежкой силе

А'. Гюйгенс

...У меня было намерение издать описание

этих часов вместе с теоремами, относящи-
относящимися к круговому движению и к центро-

центробежной силе, как я хочу ее назвать. Но от-

относительно этого предмета у меня больше

материала, чем времени для его изложения

¦ настоящий момент. Но для того чтобы

лица, интересующиеся этим вопросом, быст-

быстрее познакомились с новым, отнюдь не

бесполезным открытием, чтобы какая-либо

случайность не помешала опубликованию,
я, противно моему первоначальному пред-

предположению, присоединил еще и эту часть

к предыдущим. В ней кратко описывается

конструкция новых часов и долее следуют

теоремы о центробежной силе; их доказа-

доказательство откладывается на более позднее

время.

КОНСТРУКЦИЯ ВТОРЫХ ЧАСОВ
Я не счел нужным изложить здесь распре-
распределение колес внутри часового механизма;

это устройство легко могут осуществить ча-

часовщики в различных вариантах. Будет до-
достаточным описать ту часть часов, которая

регулирует их ход определенным образом.
Следующий рисунок изображает эту

часть часов.

Ось DH следует представлять себе вер-
вертикальной, способной вращаться в двух под-

подшипниках. В А к оси приделана пластинка,
имеющая определенную ширину и искрив-
искривленная по кривой АВ, которая есть полу-,

кубическая парабола, при сматывании нити

с которой и прибавлении некоторой длины
описывается парабола EF, как доказано ¦

теореме VIII третьей части. АЕ — длина, на

которую надо удлинить нить; путем сматы-

сматывания всей линии ВАЕ и образуется пара-
парабола EF. BCF — нить, закрепленная на кри-
кривой АВ, конец которой описывает параболу.
К нити прикреплен груз F. Если ось DH

вращается, тогда нить BCF, вытянутая ¦ пря-
прямую, повлечет за собой груз F, который бу-
будет описывать горизонтальные круги. Эти

круги будут больше или меньше, в зависи-

зависимости от большей или меньшей силы, с ко-

которой действуют на ось колеса, вращающие
барабан К. Но все эти круги будут лежать
на параболическом коноиде и именно по-

потому продолжительность одного оборота
будет всегда одна и та же, как вытекает

из того, что я объясню об этом движении
впоследствии. Если оборот должен совер-
совершаться в полсекунды, то параметр парабо-
параболы EF должен составлять 4'/э дюйма моего

часового фута, то есть он должен быть ра-
равен половине длины маятника, у которого
каждое колебание длится '/г секунды. Из па-

параметра параболы определяется параметр

полукубической параболы; он равен *'/ie
первого параметра; определяется также от-

отрезок АЕ, который равен половине длины

параметра параболы EF. Если же оборот
должен совершаться в секунду, то надо все

длины брать в четыре раза больше, как па-

параметры, так и длину АЕ.

ТЕОРЕМЫ О ЦЕНТРОБЕЖНОЙ СИЛЕ.
ВЫЗВАННОЙ КРУГОВЫМ ДВИЖЕНИЕМ')

I

Если два одинаковых тела в одинаковое

время описывают неодинаковые окружно-
окружности, то их центробежные силы относятся,

как длины окружностей или как диаметры.

II

Если два одинаковых тела движутся с

одинаковой скоростью по окружности раз-

разных кругов, то их центробежные силы об-

обратно пропорциональны диаметрам.

Ill

Если два одинаковых тела движутся
по одинаковым кругам с разной ско-

скоростью, но оба равномерно, как мы это

*) Примечания к тексту даны в квадрат-
квадратных скобках. В примечаниях используются
следующие обозначения: т — масса тела,

F — центробежная сила, Т — период, R —

расстояние до центра, v — скорость.
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Маятниковые часы, экспонирующиеся в

Москве в Политехническом музее.

здесь всегда подразумеваем, то их цен-

центробежные силы относятся, как квадраты
скоростей.

IV

Если два одинаковых тела движутся

по разным окружностям и обнаруживают
одинаковую центробежную силу, то их

времена обращения относятся, как корни

квадратные из диаметров.

Если тело движется по окружности
круга с той скоростью, которую бы оно

приобрело, свободно падая с высоты

4 диаметра круга, то испытываемая им

центробежная силе равна sec/, то есть оно

тянет за нить, при помощи которой оно

прикреплено к центру, с тсй же силой,
как если бы было подвешено к нити.

(Если высота И = /?/2, то для конечной

скорости при свободном нгденин имеем:

v — ~\/2gH = ^/Rg, а для указанной цент-

центробежной силы имеем:

,.
rnv* mRg

VI

Если тело пробегает различные гори-
горизонтальные окружности, которые все ле-

лежат на кривой поверхности параболическо-
параболического коноида (параболоида) с вертикальной
осью, то время оборотов всегда одно и

то же, будут ли круги больше или меньше,

и это время обращения вдвое больше

продолжительности колебания маятника,

длина которого равна половине параметра

образующей параболы.

Счастливые билеты
1. Назовем автобусный

билет «счастливым», если

сумма цифр его шестизнач-

шестизначного номера залисана двумя
последними цифрами, взя-

взятыми в том же порядке. На-

Например, счастливыми будут
билеты с номерами 728124.
032419. Сколько счастливых

билетов имеется в первом
миллионе, то есть от номера
000 000 до 999 999?

Б. И. Алейников

2. Шестизначный номер

автобусного билета jV за-

запишем в виде iV— ЮООЛ-i В,
где А и В — трехзначные
числа.
Назовем билет с номером

Лг «дважды счастливым», если

сумма цифр числа А равна

сумме цифр числа В и произ-

произведение цифр числа А рав-
равно произведению цифр чис-

числа В. Существуют ли не три-

тривиальные дважды счастливые

билеты? Тривиальными мы

назэвем такие дважды счаст-

счастливые билеты, у которых в

номере Л' число В получает-
получается из А перестановкой цифр,
а также билеты, в записи но-

номера которых встречаются
нули.

Г. К. Коропюеь

13
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МЛ. ГЕРВЕР ОТ ПЕРЕМЕНЫ
М
EJ

;ст
АГАЕМЫХ..

О некоторых вещах в «Кванте» труд-
трудно рассказать не потому, что они труд-
трудны сами по себе, а потому, что для
их понимания хорошо бы заранее
знать кое-что помимо школьной про-
программы. Иногда даже не помимо, а

чуть глубже. Старшеклассники зна-

знают, например, что такое предел по-

последовательности, но знают обычно
довольно поверхностно. А именно
этим материалом нужно свободно вла-

владеть, чтобы разобраться в предлага-
предлагаемой статье, где доказывается заме-

замечательная теорема Римана о переста-
перестановках условно сходящихся рядов.

В «Кванте» № 3 за 1974 год мы

предложили читателям 20 задач на

пределы. Тот, кто справился с зада-

задачами, может смело приниматься за

эту статью.

Впрочем, решив задачи, не откла-

откладывайте в сторону ручку и бумагу:
основной текст статьи содержит мно-

многочисленные упражнения; лишь само-

самостоятельно решив их, вы сможете по-

настоящему во всем разобраться.

Сумма ряда

Начнем с очень пррстых у к р а ж-

нений.

1. а) Найти сумму Sn первых п членов

геометрической прогрессии

-L J_ _L
2 • 4 ' 8 • 1E ' •¦• О

б) То же для прогрессии

2 •
'

4 ' 8 '

О т в е т: a) Sn -.- 1 -^

2"
б)

2. Найти суммы S<1> и S<z> бесконечно

убывающих геометрических прогрессий A)
и B).

Ответ: 5О = 1. S<4>

Суммы S(I) и S<2> можно найти,
используя готовую формулу S —

=

j-^7~ (где bv—1-й член, a q—

знаменатель бесконечно убывающей
геометрической прогрессии):

1_

1 ¦(- ¦;

Можно поступить иначе, воспользо-

воспользовавшись упражнением I. Найдем,
например, этим способом SA>. При
л = 1, 2, 3 ... получаем частичные

суммы:

s -\ -L с _i
1

L I

B)

Последовательность C) стремится к

пределу SA' = 1. Этот предел п о

определению называется суммой
прогрессии A).

Приведенные два решения, по

сути дела, не различаются: формула
S =- |-^— получается из формулы

14
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^л— ^i*"i— именно предельным

переходом. Мы привели второе ре-
решение просто чтобы напомнить опре-

определение суммы бесконечно убывакндей
геометрической прогрессии. Л это

нам понадобилось для того, чтобы

дать следующее общее определение.

Определение. Пусть а,,
аг, а3,... —произвольная числовая

последовательность. Выражение а, +

+ й2 + й3 + ... имеет специальное

название: ряд. Образуем последо-

последовательность частичных сумм:

Sv — в|, 52 = at -f- a»,

Если эта последовательность имеет

предел S, то говорят, что ряд

сходится, а его сумма равна числу S,
и пишут:

о, f- a2 -i- aa -f-... -\-а„ +... = S.

Если ряд Qj |-flj + fl3T..- не

сходится, то он называется расхо-
расходящимся.

Упражнения
3. Приведите примеры расходящихся

рядов:

•а) придумайте ряд, частичные суммы ко-

которого стремятся к бесконечности;
б) придумайте ряд, для которого после-

последовательность частичных сумм не стремится
ни к какому числу и не стремится к беско-

бесконечности.

4. Докажите,что ряд

nl "Г ¦ - ¦

1 I 1
I г || + 2! + 3! '"'' ' •¦

Л!

сходится. Сумма его — знаменитое число е*)
(основание натуральных логарифмов)- До-
Докажите, что 2< е <3. Докажите, что е —

иррациональное число.
5. Докажите, что ряд

1 *** 2- "*¦ З3 ~' ' "¦ + л2 ''¦ • •'

сходится, и его сумма S < 2. При каких

натуральных Аг сходится ряд

Указание. Если все члены ряда
положительны (как в упражнениях 4 и 5),

•) См. сгагью Л. Г. Л и м а н о в а

*О числе е и л!», «Квант», 1972, Мг 5.

То, чтобы доказать сходимость ряда, достаточ-

достаточно проверить, что все частичные суммы мень-.

ше некоторого (одною и того же) числа С;
тогда сходимость последовательности частич-

частичных сумм следует из того, что любая возрас-

возрастающая ограниченная последовательность

имеет предел.
6. Сходится ли ряд

1 1 I 1 1
1 ~~

2 + 3
~

Т + 5
~

6 +

-I.
i

2п—\

Можно ли порознь суммировать
положительные и отрицательные
слагаемые?

Вы уже нашли сумму ряда

16

(она равна -^). А можно ли было вы-

вычислять ее так: просуммировать сна-

сначала все положительные члены ряда,
потом все отрицательные, а затем сло-

сложить результаты?
Почему бы и нет? Попробуем:

32

I
~

3

\

16 64

( JL).-1 _-L

3

I—

_1_
з

¦

Ответ, во всяком случае, получается
правильный. Спрашивается: всегда ли

так можно действовать?

Упражнения

7. Рядах+ а,+ а3+ . - . сходится.

Его сумма равна S- Можно ли вычислить ее

так: сначала просуммировать псе положи-

положительные слагаемые an, потом — псе отри-

отрицательные, а затем сложить результаты?
8. Ряд at + at -\- а3 + . . . сходится.

Его сумма равна S. Дано, что если просум-
просуммировать все положительные слагаемые а„,

то получится число р, а если просуммировать
все отрицательные слагаемые ап

— число ц.

Можно ли утверждать, что р -\-q — S?

15
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Замечание- Упражнения 7 и 8

внешне очень похожи А вот ответы к ним —

разные!

Можно ли переставлять члены ряда?

Выпишем все натуральные числа, но

не в обычном, а в каком-нибудь дру-
другом порядке. Например, так:

1,2,3,5,4, 7,9, 11,
6, 13, 15, 17, 19, 8,... D)

(нечетное — четное, два нечетных —

четное, три нечетных — четное и так

далее). Каждое натуральное число

выписывается ровно один раз
— вся-

всякое п рано или поздно встретится, и

никакое п не повторяется дважды.

Переставим члены ряда al-\- аг-\
¦f a3i-... в соответствии с новым по-

порядком номеров: например, для пос-

последовательности D) получится ряд

2

4- а9 т
аз 5 4

-J- Ов  "Qi3
-

я17 + о,

H

Можно ли утверждать, что новый

ряд сходится, если исходный сходил-
сходился? Обязаны ли оба ряда иметь оди-

одинаковые суммы?
С детства мы усвоили премудрость:

«От перемены мест слагаемых сумма
не меняется». Распространяется ли

этот закон с конечных сумм на бес-

бесконечные ряды?
Поэкспериментируем. Возьмем ряд

Ряд (б) расходится! В самом деле, в

F) в каждой группе идущих подряд
положительных слагаемых сумма чле-

членов равна 1; все отрицательные чле-

члены, начиная с аЛ, по абсолютной ве-

величине не превосходят -у-,
и лишь

аг
— — I, поэтому частичная сумма,

содержащая слагаемое а2„, заведомо

не меньше, чем ¦—-¦
. Таким образом,

частичные суммы ряда F) стремятся
к бесконечности.

Итак, переставив члены сходяще-

сходящегося ряда E), мы получили расходя-
расходящийся ряд F).

Упражнения
9. Можно ли так переставить члены ря-

ряда B). чтобы получился расходящийся ряд?
10. Можно ли так переставить члены

какого-нибудь сходящегося ряда, чтобы

получился:
а) расходящийсяряд, частичные суммы

которого не стремятся ни к какому числу и
не стремятся к бесконечности?

б) сходящийся ряд с другой суммой?

Абсолютно и условно
сходящиеся ряды

Делая упражнения 5 и 6, вы должны

были установить, что ряд
1 I 1

T + -4-
I

т

(он называется гармоническим) рас-
расходится, а ряд

.ill
1++

11 11 /C.
-I -i.— _ — -i. . . . Л. — _ — -I- . . E)

2« слагаемых

Он, очевидно, сходится; его сумма

равна нулю. Переставим его члены

так, чтобы их номера образовали по-

последовательность D); получим ряд

п
r... F)'

п слагаемых

2я

сходится. Таким образом, бывает, что

ряд
о,+ «,

сходится, а ряд

+ а3+.-. G)

1я,М- |в*Н- 1вз1+- (8)

расходится; в этом случае ряд G)
называется условно сходящимся. Бы-

Бывает, что и ряд G), и ряд (8) сходятся

(с этим мы встречались на примере
прогрессий A) и B)); в этом случае
ряд G) называется абсолютно схо-

сходящимся.
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Упражнения
П. Может ли быть так. что ряд (8) схо-

сходится, а ряд G) расходится?
12. Как сходится ряд E) — условно

или абсолютно?

13. Докажите,что ряд из упражнения
8 сходится абсолютно.

14. Чтополупится, если сумму ряда E)
вычислять по рецепту, предложенному в уп-

упражнении 7?

15. Докажите, что сумму абсолютно
сходящегося ряда можно вычислять по ре-

рецепту, указанному в упражнении 7.
16. Докажитеследующую теорему о пе-

перестановке членов абсолютно сходящегося

ряда. Пусть ряд t^ Ц- а, + а3 + . . .

цбеолютно сходится. Произвольно переставим
его члены. Тогда новый ряд тоже абсолютно
сходится, и суммы обоих рядов одинаковы.

Теорема Римана

Переставляя члены любого условно схо-

сходящегося ряда, можно получить рас-

расходящийся ряд и можно получить схо-

сходящийся ряд, сумма которого рав-
равна произвольному заранее заданному
числу.

Для доказательства этой теоремы
на« понадобится следующая
Лемма. Если ряд а, + ot -f-

+ а3 -{-... сходится условно, то ряд,
составленный из его положительных

членов, расходится, и ряд, составлен-

составленный из отрицательных членов, тоже

расходится.
Упражнения
17. Докажите эгу лемму (вспомните

упражнения 8, 13 и 15).
18. Пусть a, -j- аг -••

а3 ~j- . . .
— схо-

дящнйся ряд. Докажите, что тогда последо-

последовательность \ап) стремится к нулю:
lira ап = О

Л -* ею

Доказательство
теоремы Римана

Ai Укажем, как нужно перестав-
переставлять члены ряда at -I- a2 -К.., чтобы

получить расходящийся ряд, частич-

частичные суммы которого стремятся к бес-

конеиности.

Сначала будем выписывать только

положительные члены ряда
— до тех

пор, пока их сумма не станет больше 1

(по лемме это-возможно). Затем выпи-

выпишем первый отрицательный член. Да-

Далее снова будем выписывать положи-

положительные члены, пока сумма всех вы-

выписанных чисел не превзойдет 2.

Потом выпишем второй отрицатель-
отрицательный член. И так далее.

На л-м этапе выписывается столь-

столько положительных членов, сколько

нужно, чтобы сумма всех выписан-

выписанных чисел стала больше п (по лемме

это можно сделать), затем к ним до-

добавляется л-й отрицательный член.

Пример. Если проделать это с ря-

рядом E), то получится ря.1!. начало которого
выглядит так:

I 1111
'+ 1+ + + + +

1 1 I 1 I I

~4~-~2~ + ~4~+~4~+ 4 + 5
+

Согласно упражнению 18 общий
член ряда ап стремится к нулю. Зна-

Значит, найдется такое N, что \аа\ < 1

при всех п 5? N. Следовательно, на

Л'-м этапе (после добавления Л'-го

отрицательного члена ряда) сумма
всех выписанных членов окажется

больше N— 1, на (N '¦ 1)-м этапе

сначала (пока выписываются поло-

положительные члены) сумма растет, по-

потом (при добавлении /V -I- 1-го отри-
отрицательного члена ряда) она умень-
уменьшается, но остается больше N, и так

далее. Частичные суммы нового ряда
стремятся к бесконечности.

Замечание. Чтобы последователь-

последовательность частичных сумм не стремилась ни к ка-

какому числу н не стремилась к бесконечности,

можно, например, поочередно выписывать

группы из положительных и отрицательных
членов а„ так, чтобы сумма выписанных чи-

чисел становилась попеременно то больше 1,

то мен ьше — I.

нужно

+ о2-;
Б. Укажем теперь, как

переставлять члены ряда а,
г о3+..., чтобы новый ряд оказался

сходящимся к заранее заданной сум-
сумме S.

Сначала будем выписывать только

отрицательные члены ряда, пока сум-
сумма всех выписанных чисел не станет

меньше S; потом добавим один или

2 Квант Л* 9 17
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несколько положительных членои,

чтобы вся сумма стала больше S.

Продолжим выписывать отрица-
отрицательные члены, пока сумма всех вы-

выписанных членов не станет опять мень-

меньше 5; как только это произойдет, до-

добавим вторую группу положительных

членов, так чтобы вся сумма превзо-
превзошла S, и так далее.

На л-м этапе выписывается очс-.

редная группа отрицательных чле-

членов (пока сумма всех выписанных

чисел не станет меньше S), а затем

очередная группа положительных

членов (пока вся сумма не станет

больше S). По лемме членов каждого

знака «хватит».

По построению частичные суммы
нового ряда ведут себя так: убывают,
пока не станут меньше S, и тут же

начинают расти, пока не станут боль-
больше S; снова убывают и так далее.

Всякий раз «перескок» через S обес-
обеспечивается добавлением одного един-
единственного члена. Тем самым, посколь-

поскольку lim а„ —¦ 0, отклонения частичных
II— СО

сумм от S тоже стремятся к нулю, то

есть новый ряд сходится к 5, что и

требовалось доказать.

Пример. Ряд
J_ . _!_ JL _!_ JL J_

~

2
' "

2
" '

4 "i~ 4
" "

4 "•" 4
"

_L - J_ _L_L
2"

"'"
2"
~

'''

~

2я
"'"

2"
~~

'"

2" слагаемых

сходится к нулю. Переставим его

члены так, чтобы их номера образо-
образовали последовательность 1, 3, 2, 5,
7, 4, 9, 11,6,... (два нечетных — одно

четное). Получим ряд —-у
—

~~л~~.-

-L .L _L _L JL J_ _L+ 2~ ~8"Г4~8""8" '

1
—... который сходится к —-х-; это

сразу становится ясно, если расста-
расставить скобки следующим образом:

J_ ¦ / _L j JL _L'i"~

2 4" \
~'

4
' "

2 4 Г'

т(-"Г -^ "-&)'¦¦¦¦

Аналоги и обобщения

Осторожнее со скобка-
скобками! В последнем примере мы рас-
расставили скобки, чтобы убедиться, что

ряд сходится к —1/2. В данном слу-
случае мы действовали правильно (это
легко обосновать), но вообще рас-
расставлять скобки нужно с осторож-

осторожностью. Простейший пример: рас-
расходящийся ряд 1 —Н 1—1 J ... после

следующей расстановки скобок

A-1) ;- A-1Н ¦-• (9)

ирецращается в ряд, сходящийся к

нулю.
Этот пример не слишком интере-

интересен. Большего внимания заслуживает
такой факт: существуют расходящи-
расходящиеся ряды, которые при подходящей

расстановке скобок становятся схо-

сходящимися к любому заранее заданному
числу.

Упражнение 19. и) Приведите
пример ряда, обладающего только что ука-
указанным свойством.

б) Докажите, что любой ряд, получен-
полученный из сходящегося расстановкой скобок,
сходится, и имеет такую же сумму, как ис-

исходный ряд.
в) Пусть S,, — частичные суммы рас-

расходящегося ряда Д[ + о» -J- a3 -f- . . .
,

ко-

который получен перестановкой членов ил

некоторого условно сходящеюся ряда. Пусть
а < Ь — предельные точки последователь-
последовательности ( Sn | *), и пусть S — произвольная
точка отрезка \а, b\: a^S ^Ь. Докажите,
что тогда существует расстановка скобок,

при которой ряд с, + аг + а3 \- ... ста-

становится сходящимся к S.

Чего можно добиться,
меняя знаки. Пусть at !- аЛ -|

-}¦ а3 -р...
— произвольный условно

сходящийся ряд. Разрешим поменять

знаки у части членов а„ (оставив
остальные а„ без изменения). Дру-
Другими словами, разрешим заменить ряд
fli i- Да г аа -К-- рядом а^! -

-г афг •}- a3b3 -;-..., где \bn | =

Упражнение 20. Докажите, что

для любого числа S и для любого условно
сходящегося ряда о, -)- аг -\- ая ->-..¦
можно TdK подобрать числа Ь,, igl b3, . . .

*) Определение предельной точки см.

«Квант», 1974. N» 3. с. 30
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(где ( bn \ = I), чтоСи ряд а,А>, + otbt -|-
д363 -(-... сходился к S.

П е р е с т а в л я с у. только

отрицательные член ы.Ряд

ал -f- #е "Ь о, -г--- условно сходится.

Разрешил» переставлять между собой

только отрицательные члены я„ (ос-
(оставляя все положительные члены а„

на их первоначальных местах).

Упражнение 21

а) Может.ш при указанных перестанов-
перестановках ряд а, Ч- аг + я-i -Ь ¦ • - стать расходя-

расходящимся?
б) Втегдали можно с помощью таких

герестаиовок сделать его сходящимся к про-

произвольно заданной сумме 5?

п) К каким суммам можно доведаю за-

заставить его сходиться -такими перестановками?

К о м п л с к с ны и вариант

теоремы Р и « а н а . До сих пор
мы считали члены ряда ап произ-
произвольным» действительными числа-

числами. Разрешим им теперь принимать
любые комплексные значения.

Упражнения

22. Пусть ряд fli -i- аг -.- а3 -|- . . .

(ап — комплексные) сходится к сумме Z,.
и пусть его члены можно переставить так.
чтобы новый ряд сходился к сумме Zs. Возь-

Возьмем на прямой, проходящей через 2. и 1г.

произвольное Z. Докажите, что можно так

переставить члены ряда al~[- at-\- a34
чтобы сумма полученного ряда оказалась

равной 7..

23. Пусть ц, + а,-т а3+ ...
— "рс-

шволышн сходящийся ряд из комплексных

чисел. Рассмотрим всевозможные слодяшнсся

ряды, получающиеся из него перестгновкой
членов а,,, и отмсти» на комплексной плос-

плоскости псе числа Z, которые ел ужа? сум«а«и

рассматриваемых рядов. Докажите, что

возможны только три случая:

а) отмеченнойокажется олна единствен-

единственная точка Z,

б) отмеченнымиокажутся все точки не-

некоторой прямой,
в) отмеченыбудут все числа Z (то есть

все точки комплексной плоскости).

Маневры
IjO станции Л' на путь 5

(см. рисунок) ирибыл .«днем-

роьый локомотив Л с ваго-

вагонами С и D. Па путях 2

и 3 стсят порожние вагоны

А и В. Требуется с помощью

локомотина Л поставить па-

гон С на путь 2, вагон D —

на путь 3, я вагоны А к И

v.o глаис с локомоти.чом по-

поставить на путь 5 для отпрап-
ления на станцию А'.

При маневрах вагоны
можно прицеплять к локс-

мотипу с любой стороны.
Вместимость путей /—5 не

ограничена, а в тупики /—///
помещается только один ва-
вагон или локомотив. За какое
наименьшее число операций
можно произвести требуемое
маневры? Операцией мы бу-
будем считать перестановку од-

одного илк нескольких нагонов

с одного пути (тупика) Иа

другой путь (тупик). Холо-
Холостые рейсы локомотива опс.

раинсП не считаются.

//. П. Грсссермцн
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ЯЕ.ГЕГУЗИН КАПЛЯ

Три коротеньких очерка о

капле — ато мамя мяпость

того, что можно о ней рас»
сказа». Ее пристально изу-
изучают и физики, и матема-

математики, и биологи, и метео-

метеорологи, и даже медики,

интересуясь состоянием

кроши больного, придумали

метод «капельной пробы».
Кое-что о капле я расска-
рассказал ¦ недавно ¦ышедшеи
книге *). Если читатели

«Кванта» попристальнее

присмотрятся к каплям, они

увидят много неожиданного
и интересного. Капля до-

достойна внимания жаждущих
знать и любящих природу.

') Я. Е. Г е г у з и н. Кап-

Капля. М* «Наука», 1973. Рас-

Рассказ об этой книге вы най-

найдете в конце журнала в

разделе «Рецензии, библио-

библиография».

Раздавленная капля

Аналогия рождается на

[перекрестках памяти и pav

|Ауми& и иногда связывает

воедино образы н события,

[состоящие в очень дальнем

родстве. Неожиданная ана-

аналогия, даже отдаленная или

, поверхностная, родившаяся
вовремя, может помочь ис-

исследователю выйти нзтупика
н осветить путь к решению.

Когда-то, в конце 40-х

годов, к участвовал в экспе-

экспериментальной работе. Ее
цель заключалась в опре-

определении физических харак-
характеристик вещества, которое

ранее не исследовалось. Ра-

Ранее этого вещества п чистом

виде просто не было — иеной
больших усилий его полу-

получили химики.

На первый взгляд, за-
задача совсем не новая* и ре-

решать ее следует, двигаясь
путями, проторенными мно-
многими исследователями, изу-

изучавшими физические харак-
характеристики других веществ.
Нина задача, однако, была

усложнена,тем, что экспери-
экспериментировать мы могли лиип.

с микроскопическими кру-
пннкзми. Каждая крупинка
весила около одной мил-

миллионной грамма, а размер
ее — несколько десятков ми-

микрон. Количеством крупи-
крупинок мы были очень ограни-

ограничены — химики их добыва-

добывали с трудом.

Группа, в которой я ра-
работал, должна была опре-
определить температуру плавле-
плавления и поверхностное натя-

натяжение вещества п жидкой
фазе.

В обычном «макроско-
«макроскопическом» эксперименте тем-

температура плавления изхе-

ряется легко и просто: в об-

образец погружают термометр
и следят за тем, как меняются
его показания по мере нагре-
нагрева образца. Температура по-

постепенно возрастает. Когда

она достигнет некоторого зна-

значения, ее рост приостановит-
приостановится в связи с тем, что тепло,

притекающее к образцу, нач-

начнет расходоваться не на на-

нагрев, а на процесс расплав-
расплавления. Эта температура и

является температурой пазе-

ления. Когда же масса кру-

крупинки — одна миллионная

грамма, термометр внедрить
п нее невозможно, и для on-

20
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рсдслснни температуры план-

лемм я следует искать обход-

обходные пут».

Один из участников на-

нашей группы, у которого за
плечами были годы работы »

лнтейиом цехе, предложил
совсем неожиданное решение
задачи. Его память хранила
воспоминание, родившее
аналогию. В годы пойны, -

сказал он, — я вел п.-.авку
олноврсисюю в нескольких

одинаковых тигельных элект-

электропечах. Загружал их алю-

алюминиевыми чушками и, что-
чтобы определить начало рас-
расплавления шихгы в печи, не

забираясь на ее загрузочную
площадку, и каждую печь

между чушками вертикаль-
вертикально устанавливал длинный
металлический стержень, ко-

который был виден над ночью.

В момент начала плавления

стержень наклонялся —это

служило сигналом.

Это воспоминание ш>л-

сказалп идею, с помэщмо

которой можно было изме-

измерить температуру плавления

крупинки. Опыт заключался

в следующем. На тщательно

отполированной пластинке

кварца располагалась кру-
крупника. Сверху ее накрывали
другой пластинкой кварца,
которая, касаясь крупинки,

образовывала некоторый угол
с первой пластинкой. Это
устройство нагревали, и и

тот момент, когда крупинка
расплавлялась, нерхнян пла-

пластинка раздавливала обра-
образовавшуюся каплю и угол

между пластинками скачко-

скачкообразно уменьшался. ЧтоЛы
падежнее этот момент заре-

зарегистрировать, на внешнюю

поверхность верхней пластин-

пластинки нанесли зеркальное по-

покрытие и следили за тем,

как отражаемый от нее

луч скачком смещается. Пла-

Пластинка, меняющая свое по-

положение, была подобна ме-

металлическому стержню, ко-

который наклонялся, свиде-

свидетельствуя о начале процесса
плавления. Так как масса

крупинки пренебрежимо ма-

мала по сравнению с массой

кварцевых пластинок, между
которыми она зажата, тем-

температура крупинки рапна
температуре пластинок и.

следовательно, измерить ее

песьма просто.
В описанном опыте, во-

вопреки известной пословице,

нам удалось поймать двух
записи: определить, во-пер-
иых,температуру плавления,
и, во-вторых — величину по-

поверхностного натяжения рас-
расплавленного вещества. Дело
втом. что верхняя пластинка,

раздавливая своей тяжестью

каплю, превращала те и ле-

лепешку определенной тат-

шины. Сколько бы раз ни

повторялся опыт по рас-
расплавлению одной и тон же

крупинки, образовавшаяся
жидкая капля весом пла-

пластинки расплющивались до
одной и той же толщины А.

Эту po.THMiiiiv можно было

уменьшить, увеличивая we

верхней пластинки. Легко

понять, что дальнейшему рпс-
плющиоанию препятствуют
силы поверхностного ндтя

жеиня, приложенные к тон

части поверхности расплю-
расплющенной капли, которая гра-
граничит с воздухом. В наших

опытах вещество капли прак-
практически не смачивало кварц

(именно поэтому опыты и

ставились с кварцевыми пла-

пластинками) и. следовательно,

можно считать, что радиус

закругг.снип свободной по-

h
иерхнекти г =¦ —.

Величина поверхност-
поверхностного натяжения ее может быть

определена из условия равен-

равенства давления, которое ока-

оказывает пластинка на жидкую
кайлю (Р„). и ланласорского

давления (Я,,) — избыточного
давления, обусловленного ис-

искривленностью свободной ио-

нерхнекти кап»». Если пла-
пластинка давит на каплю с си-

силой /", а площадь ее контакта

с расплющенной каплей лУ?-.

то Рл = „г
. Всшчнна

a 2ct
Рд --¦ — »=

-jj- .
I фиравни-

вая Ри к Р:1. находим фор-
формулу, с помощью которой
можно определить величину
поверхностного натяжения
вещества:

Величины Л и R можно

измерить с большой точно-

точностью, а силу F легко опре-

определить, зная нес верхней
пластинки.

Сносок решении стояв-

стоявшей перед нами задачи, ко-

который подсказала возникшая

ндруг аналогия, конечно же,
был не единственно возмож-

возможным. Видимо, можно было

придумать и иные приемы,
но нас привлекла в нем не-

неожиданность аналогии и...

возможность опровергнуть

пословицу о двух зайках,

ДОЖДЬ

НА ОКОННОМ CTEKJ1F

Если посмотреть во время
дождя ни окно, можно за-

заметить, что дождевые капли,

ударяясь об оконное стекло.

часто не прилипают к нему.
Они сначала движутся в

направлении их свободного

полета, а потом начинают

ползти отвесно нниз. Очень

часто движущаяся капля

оставляет :т"собой влажный
след. Со временем он расии-
дастся на капельки, которые
оказыьаются столь малыми,

что вначале покоятся, как

бы приклеенные к стеклу.

По вскоре случайная дожде-
дождевая кы1Ля покрупнее столк-

столкнется с одной ил них. за-

21
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хватит ее в вместе с ней

поползет отвесно по стеклу,
оставляя за собой новый

след.

В этом явлении многое

нуждается в объяснении. По-

Почему одни капли ползут, а

другие застывают,
'

при-
приклеившись к стеклу? Почему
остается за каплей след? И

всегда ли он остается?

Прежде чем объяснить,
что происходит с дождевой
каплей на отвесном оконном

стекле, рассмотрим пове-
поведение капли на гладкой по-

поверхности твердого тела, ко-

которая с горизонтом образу-
образует некоторый угол ip. Если бы
на гладкой поверхности рас-
располагалась не жидкая кап-

капля, а, скажем, твердый ку-
кубик, происходило бы сле-

следующее. До некоторого зна-
значения угла ф кубик по по-

поверхности не двигался бы,
а затем, при Дальнейшем уве-
увеличении угла, он начал бы

скользить по поверхности.
Об этом подробно рассказы-
рассказывают в школе иа уроках фи-
физики, говоря, что на кубик
действуют тон силы: сила

тяжести mg. сила реакции

опоры N и сила трения FTp.
Будет или не будет

скользить кубик по наклон-

наклонной плоскости, зависит от

соотношения между вели-

величинами силы трения и про-
проекции силы тяжести иа via-

правление возможного дви-
движения кубика (mg sirnj?):

С увеличением угла tj> сила

трении уменьшается (так
как FTp пропорциональна N,
а V уменьшается при уве-
увеличении угла ty), а величи-

величина проекции силы тяжести

растет.

Начиная с некоторого

значения t{> (при котором
m« s)mf=FTp) при дальней-
дальнейшем увеличении угла кубик
начинает скользить.

Теперь вернемся к кап-

капле. Схематически здесь вес

так же, как в случае inep-
Дого кубика: есть сила тя-

тяжести, есть н сила, подобная
силе трения, только в слу-

случае капли эта сила отлича-

отличается некоторой особенностью,
так как капля не скользит, а

переливается по поверхно-
поверхности. По наклонной поверх-
поверхности жидкая капля пере-
мещается подобно гусенице.
В тыльной части капли жид-
жидкость отрывается от поверх-

поверхности и перетекает в лобовую
часть. В этом процессе любой

участок жидкости, контак-

контактирующий с поверхностью,
со временем оказывается пе-

перед необходимостью отор-
оторваться от нес. Сила, которая
для этого необходима, и яв-

является аналогом силы тре-
трении, действующей. когда

твердый кубик скользит по

Твердой поверхности.
Чтобы понять, что же

происходит на оконном

стекле во время дождя,

надо определить дпе конку-
конкурирующие силы: проекцию
силы тяжести на направле-

направление, образующее с горизон-
горизонтом угол \j! (F\\, u силу, не-

необходимую для отрыва жид-

жидкости от твердой поверхно-
поверхности (F7) в области тыльной

части движущейся капли:

mg,

Ft
Сила F\ с углом \[> свя-

связана очевидным соотноше-

соотношением: fi = wj?simj> («i —
масса капли).

Происхождение силы Ft
связано с тем, что жидкость и

твердое тело, на поверхности
которого она находится, при-
притягиваются друг к Другу си-

силами молекулярного взаимо-

взаимодействия. Это взаимодействие
количественно можно охарак-

охарактеризовать той энергией, ко-

которую необходимо затратить,
чтобы отделить жидкость от

твердой поверхности по пло-

площади контакта I см2. До от-

отрыва энергия, связанная с

границей жидкость — твер-
твердое тело, равнялась ан;Т.
После отрыва жидкости от

твердого тела образуются две

поверхности: одна из «их —

свободная поверхность жид-

жидкости с энергией ат, вторая—
свободная поверхность твер-
твердого тела с энергией ат.

Таким образом, интересую-
интересующая нас энергия отрыва и

расчете на 1 см* равна

Имея в виду каплю,

которая с поверхностью твер-
твердого тела соприкасается но

КРУГУ диаметра 2/?, ис-

личину силы Fa можно вы-

вычислить, следуя очевидной

логике. Мысленно сместим

каплю как целое на некоторое

расстояние дг. При этом бу-
будет выполнена работа (или
затрачена энергия), равная

произведению площади, на

которой жидкость оторвалась
от твердого тела, на величину
Да. Легко сообразить, что

эта площадь равна IRk и,

следовательно, выполненная

работа А =-¦ 2/?Дссл\ А так

как работа равна произве-
произведению силы Ft на путь дг,

то F, — 2РЛа. Может воз-

возникнуть вопрос: почему учи-
учитывается затрата энергии на

отрыв тыльной части капли

от поверхности твердого тела
и не учитывается выигрыш
энергии вследствие «набе-
«набегании» лобовой части капли

на эту поверхность? Дело в

том, что энергия, выигран-
выигранная при «набегании», не

используется для облегче-
облегчении отрыва. Она просто рас-
рассеивается, быть может, чуть-
чуть нагревая каплю. (Иду-

(Идущему по болоту не легче

вытаскивать правую ногу из

трясины из-за того, что ле-

левая в это время легко туда
проваливается.).

Чтобы капля поползла

по наклонной поверхнос-

поверхности, необходимо выполнение

условия: Fi~>Ff. или

mg sin i|> > 2У?Да.
Учти, что оконное стек-

стекло наклонено по отношению

к линии горизонта под углом
^ = 90°, — а это означает,

что sin ф = I, — легко прн-

дем к заключению, что по

стеклу поползут лишь тс
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капли, масса которых удов-
удовлетворяет услор.ию:

Дли простоты предпо-
предположим, 'По и» поверхности
i ориаотя.цым расположен •

нота стекля капля имеет

Ф°Р*1>' полусферы. Тогдл
2

(l> - плотность жидкости ка-

капели). Пуся '»т« i» виду, из

предыдущей» соотношении

легки получим следующий
результат: но поверхности
окомнот стекла лопнлзут

капли, радиус которых удов-
удовлетворяет условию:

)
I Гзложснныс cci<Hpaw-

ння и простые фпрмулы дя-
ю? нозможность понять мно-

многое из того, что происходит
iwi ирсмя дождя на оконном

стекле. . Во-первых, стдло-

1»1"ТСЯ ЯСНЫМ, ЧТО ДВИЖ\и1ЯЯ-
С51 капля ^удст за собой пс-

глндять след при условии,
если нсличина Ла >J> '2гл-и.
В vtom случае нлпле выгод-
выгоднее смениться по сктаиля-

счому на стекле жидкому
мою, чем оголить твердую
поверхность. Величину .Vi
ы:-л с-ранливаем с величиной

2^in потому» что при oipuitc
жидкой капли от жидкой'

слоя образуются две поверх-
поверхности жидкости. Ист ж<-

величина Да окажется мень-

меньше-, чей 2с<№, капли йудут
скагыва7ы'я но стеклу, не

остааляя за соблй влажного

следа.

Па сухом, точнее, нл

Почти сухом стекле окна

капли оставляют след. Это

означает, что в последней

формуле ыместо Аа мы мо-

можем писать 2а4|[. Для воды

ат
' "О Оин'см, и потому

по оконному стеклу оудут
скатываться канлн, рвдиус

которых больше 0,35 ел. По-

Посмотрите- во ьремя дождя на

г.кио и вы уводитесь, что

Дело именно так и обстоит.
Очень много любопытно-

любопытного и пооеденин дождинок нл

¦vkoi-iiom стекле связано с

тем, что нее прсмя па нем

Появляются новые к«илн. Но-

KtiTOphlC И> НИ\ новые

дождевьс капли, а некото-

некоторые
- M».-iein>Kiu- капельки,

возникшие из раипядаюни-
гося следа, остаиляемого дви-

жущимнеп r»V4.iiinwn капля-

-III-

OllliCilTl' t".lf)»aAjll. ЧТ"

происходит на оконном стек-

стекле с дождинками -- датея

^вероятно трудная: ни-

никакими словами ле передать
огромного ptniiooTipanifl npi>-
исходящих событии. В :ia-

гк/ратории мы шя.]>| iifi vtom

фильм. И нял-али егчтак же.

как называется этот мчерк.
«Дождь на окашоч стсклзд.

ЧтоЛы отчетлииео жщоч.чт-
леть псе происходящее, уст-
устроили «чернильный* дождь,
иоду слегка «лдкраг^лн чер-
чернилами и направили кап-

капли на вертикально стоящее

стекло.

KiiiiOK;i.t|ilj вЫ|>;11итеЛ1>-
|!СС СЛОВ. II И(Г»ТОМ\ >">1М ДО"

ноЛНИТ'.'Льмых комментариев
к очерм ti{HLVN;ie7c» кино

грамм:
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ВЕСЕННЯЯ КАПЕЛЬ

.Много физических явлений
связано с весенней капелью.

Например, можно бы расска-
рассказать о закономерностях об-

образования изумительной по

совершенству н красоте «кап-

«каплевидной» формы капли, го-

готовящейся оторваться от та-

тающей сосульки. Не могу
объяснить почему, но форма
набухающей капли мне пред-
представляется верхом геометри-
геометрического совершенства. Разве
лишь сфера может сравнить-

сравниться с ней по красоте н логи-

логической законченности формы.
Можно бы рассказать о сол-

солнечных бликах, живущих на

поверхности капли, которая

набухает на копчике сосуль-
сосульки. Блики колеблются в

ритме дыхания набухающей
капли. Можно рассказать
о весеннем звоне, который,
по мысли поэта, сопровож-

сопровождает полет сосульки из зимы

н весну. Звон капели звучит
во многих стихотворных и

музыкальных строчках, и,

конечно же, следовало бы

рассказать об акустике уда-

удара капли о поверхность по-

поды или льда, покрытого во-

водяным слоем. Капля разби-
разбивается из мелкие осколки,

и каждый из осколкои вносит

свое звучание в весенний

звон.

Много физических яи-

ленин связано с весенней
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капелью, а здесь рассказ
лишь об одном из них — о

том, что происходит в тот

момент, когдз набухшая кап-

капля отрывается от родившей
ее сосульки. Обычно глаз

этого явления не. замечает,

точнее, в глаза оно не бро-
бросается. А кинокамера по-

помогла сделать его яримым,

очевидным.

Перед нами две кино-

кинограммы, смонтированные из

кадров лепты, на которую
был заснят процесс отрыва
капли от двух различных со-

сосулек, одна из которых -

поострее, а другая — поту-
псе, первые кадры на этих

книо|раммах практически
одинаковы. Они рассказы-
рассказывают о том, что набухающая
капля увеличивает свой
объем и, двигаясь по направ-
направлению к земле, вытягивает

тонкую перемычку — свя-

связующее звено между сосуль-
сосулькой и каплей. Затем капля
от перемычки отрывается и

свободно надает, а оставша-

оставшаяся перемычка начинает из-
изменять свою форму. Она уко-

укорачивается, утолщается в

нижней части и в виде сфор-
сформировавшейся капельки от-

отрывается от сосульки. Итак,

рождению каждой крупной
капли сопутствует рожде-
рождение еще одной маленькой
капельки. Ее объем сущест-
существенно, приблизительно и

100 раз, меньше объема

первой капли; и, как пра-
правило, глаз се не замечает.

Судьба маленькой кап-

капли оказывается очень нео-

неожиданной. Возникнув, она

не летит вслед за падающей

большой, а, наоборот, на-

начинает двигаться вверх, по

направлению к сосульке.
Иногда это движение окан-
оканчивается тем, что малая кап-
капля достигает сосульки и как

бы поглощается ею, а иной

раз, немного переместившись
пверх, она летит вниз вслед
за большой.

Участь маленькой капли
зависит от того, какой тол-

толщины была перемычка, пре-
превратившаяся в капельку, а

толщина перемычки зависит
от того, насколько остра таю-

тающая сосулька. Капельки,

возвращающиеся в сосульку,
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обычно порождаются сосуль-
сосульками остроконечными. Кино-

Кинограммы потому и различа-

различаются последними кадрами,
что они относятся к сосуль-
сосулькам с разным углом при вер-
вершине.

Попытаемся понят!, то,

о чем рассказывают кино-

кинограммы. После отрыва боль-
большой капли с

'

перемычкой
происходят два процесса:

первый — на се конце фор-
формируется маленькая ка-

капелька; второй — капил-

капиллярными силами эта капель-

капелька подталкивается пверх.

Эти силы не возникли бы,

если бы капля была обособ-

обособленной, ограниченной сфе-
сферической поверхностью. В
такой капле было бы лишь

скомпенсированное давле-
давление всестороннего сжатия.

Капля на копчике сосульки
вверху ие закрывается сфе-
сферической поверхностью, и

поэтому к противополож-
противоположному участку ее поверхности
приложена нескомиененро-
ванная сила, обусловленная
лаплаеовским давлением Р.,;
она-то и толкает каплю вверх.

В тот момент, когда малень-

маленькая капля, сформирован
шнсь, отрывается от со-

сосульки, она еще продолжает
двигаться вверх. Достигнет
или не достигнет она сосуль-
сосульки, зависит от се массив от

соотношения между силой,

толкнувшей каплю вверх
(Ft), и силой тяжести (Fi),
но некоторое движение вверх,
как правиле, наблюдается
всегда.

Точно, с помощью фор-
формуя, описать все происхо-

происходящее с маленькой каплей

очень не просто. Ограничим-
Ограничимся приближенной оценкой.
Сила, вынуждающая капель-

капельку падать вниз, определп-
F mg -ется точно:

4

—тс л/?-'р?. Л ьот силу, тол-

толкающую каплю вверх, ft.
можно лишь грубо оценить,

придав определенное зна-

значение диаметру перемычки,

соединяющей капельку с

сосулькой. Если R —

радиус капли, г - - радиус

р 2а'
перемычки, а г., --—р-,

то /•¦ p,

Чтобы капелька начала дви
гаться иверх, необходимо вы-
выполнение условия F; ?> F i.

Из этого условия следует, что

4 PK
¦ Пред-

ПредJL
положим, что-

зуместся, не точно 10, по

такого порядка. В этом слу-

случае вверх заведомо полетит

капелька, радиус которой
удовлетворяет условию:

1

R < 1 -\*Под-

стивив п угу формулу значе-

значения констант (поверхностное
натяжение а - 70 дин'см.
плотность веды р — 1 <?'с.и:| к

%ли 10я еи.с). уб1-днмся.
что радиус капельки, летя-

летящей вверх, должен быть мснь-
нк 0,3 .«л. Именно та-
такие капельки и запечатлены

на кинограммах.

2S
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ИРУЖОН

Игра
«Жизнь»

И. Н. Клумова

— Аможете вы исчезать it появляться не тик внемтно?—

спросила Алиса.— А то у меня голова идет кругом.
— Хорошо,—сказал Кот и исчез—на этот раз очень мед-
медленно. Первым исчез кончик его хвоста, а последней—улыбка.
Она долго парила в воздухе, когда все остальное уже пропало.
— U-да,подумала Алиса.— Видала я котов без улыбок, но

улыбка без кота*. Такого я в жизни не встречала.
Льюис Кэрролл. «Алиса е стране чудес».

В октябрьском номере жур-
журнала «Scientific American»
за 1970 год появилось опи-

описание увлекательнейшей иг-

игры — «Жизнь», придуманной
современным американским
математиком Джоном Хор-
тоном Коивеем. О ней пре-
прекрасно рассказано в книге

известного американского
специалиста в области за-

занимательной математики М.

Гарднера. Игра эта очень

не похожа на все остальные:

лишь вычислительная маши-

машина дает возможность пол-

полностью ощутить, насколько

эта игра необычна и красива.
В игру «Жизнь» можно

играть одному, без партнера.
Внимательному и уже очень

опытному игроку достаточно
иметь большой лист клетча-
клетчатой бумаги и карандаш, что-

чтобы делать ходы. Но начина-

начинающему игроку лучше за-

запастись доской, разграфлен-
разграфленной на клетки, и фишками
двух цветов, например, чер-
черными и белыми {и лист, н

доска считаются бесконеч-

бесконечными).

Правила игры

Идея игры состоит в том,

чтобы, начав с какого-ни-

какого-нибудь простого расположе-
расположения черных фишек (-'орга-

(-'организмов») на доске, просле-
проследить, что будет происходить
с этой исходной позицией

(«колонией») под действием
«генетических законов» Кон-
вея. «Генетические за'коны*
это и есть праннла игры,
они управляют р о ж Д е -

к и ем, гибелью и вы-

выживанием фишек на

доске.

Заметны, что каждая

клетка доски может нахо-

находиться в одном из двух со-

состояний — либо она пустая,
либо же на ней стоит одна

черная фишка, — и что у

нее есть восемь соседних

клеток (четыре имеют с пен

общие стороны, и еще четы-

четыре
— общие вершины). Бу-

Будем называть колонию, по-

получающуюся из предыдущей
в результате одного хода,

следующим поколением.
Сформулируем теперь пра-
правила игры, то есть опреде-
определим, когда фишка «погиба-

«погибает», когда «рождается» и ког-

когда «выживает».

Фишка выжинает

(остается на доске на своем

месте) и цереходит в следую-
следующее поколение, если у нее

есть две или три соседние

фишки.
Фишка погибает,--

снимается с доски,—если она

имеет больше, чем три. или

ысныш*. чем дна госеда (to-
птиетстненно из-за перена-

перенаселенности или же от оди-

одиночества).
Фишка рождается

и некоторой пустой клетке,

если в клетках, соседних с

"этой пустой клеткой, стоит

ровна три фишки. Процес-
Процессы «рождения» и «гибели»

происходят однооремонно.
Конвей рекомендует

производить ходы следую-
следующим образом. Определить,
какие фишки должны по-

погибнуть и положить иа каж-

каждую из них еще по одной

черной фишке. Затем опреде-
определить, в каких клетках долж-

должны «родиться» фишки, - и

поместить в каждую такую
клетку белую фишку. Вни-
Внимательно проверить еще ра»,

все ли сделано правильно (до-
(допустить ошибку, особенно,
если играешь нпервые, очень

легко!), и затем убрать с

доски псе столбики из чер-
черных фишек, а белые фишки
заменить черными

— при
этом получится следующее
поколение исходной колонии

(для этого нам и нужны
фишки двух иветон).

Начап игру, иы обнару-
обнаружите, что первоначальная
колония может претерпевать
самые неожиданные и порой
очень красивые изменения.
Иногда колония вымирает
(с доски исчезают все клет-

клетки): произойти это может и

не сразу, а лишь после того,

как сменится очень много

поколений. Но чаще всего

исходные- конфигурации либо
переходят в устойчивые, то

есть перестают изменяться

вообще (их Конвей называет

«любителями спокойной жиз-

жизни»), либо «выходят на коле-

колебательный режим», то есть

испытывают цикл превраще-
превращений с определенным перио-
периодом. Во всех этих трех слу-
случаях эволюция конфигура-
конфигурации считается законченной.

Происхождение «видов»

Посмотрим, что происходит
с некоторыми простыми кон-

конфигурациями.



Одна или две фишки всег-

всегда погибают после первого
же хода. Конфигурация из

трех фишек (ее Конвей на-

называет триплетом) ча-

чаще псего погибает. На ри-

рисунке I изображены пягь

триплетов. Первые три по-

погибают уже на втором ходу.

Триплет (г) переходит в ус-
устойчивую конфигурацию из

четырех фншек, называемую
яблоком*. Триплет (д) Кон-
Конвей называет кмигалкойъ —

он превращается поперемен-
попеременно то в вертикальный, то

снова в горизонтальный ряд.
Отметим еще, что любой

диагональный ряд фишек по-

постепенно вымирает: с каждым

ходом число фишек на доске

уменьшается на два («по-
(«погибают» крайние фишки).

На рисунке 2 изобра-
изображена эволюция пяти тот-

р а м и н о — так Гарднер
нззываст конфигурацию из

четырех клеток, связанных

между собой ходом ладьи.

Конфигурация (а) нам уже

известна — это «блок»; тст-

рамино (б), (в) и (г) перехо-
переходят также в устойчивую кон-

конфигурацию, называемую
•ульем*: (б) и (в) — на вто-

втором ходу, а (г) — на треть-
третьем. Конфигурация (д) назы-

называется ^навигационными ог-

огнями»; замечательна она

тек, Ч7О на девятом лоду

распадается на четыре от-

отдельные «мигалки», дальней-
дальнейшие превращения kotodux в



самом деле напоминают *д< я

тельность» светофоров.
На рисунке 3 изображе-

изображены двенадцать наиболее час-
часто встречающихся устойчи-
устойчивых конфигураций — «лю-

«любителей спокойной жизни».

Задание 1. Сущест-
Существует двенадцать конфигура-
конфигураций из пяти клеток, связан-

связанных между собой ходом ладьи

(«пентамнно»). Самый слож-
сложной нз ннх является пента-

мино в форме буквы г (рис.
4 а). Эта конфигурация прев-
превращается в устойчивую -1ишь

после тысяча сто третьего
хода, распадаясь при этом
на восемь «блоков», четыре
«мигалки», четыре «улья»,
«каравай», «лодку» и «ко-

«корабль» (см. рис. 3)! Получить
этот результат без ЭВМ было

бы, конечно, невозможно;

при этом счетная машина

Должна еще обладать уст-
устройством, позволяющим вы-

выводить выходные данные на

экран, — только тогда мы

сможем наблюдать за всеми

изменениями, происходящими
на доске. Попробуйте вы-

выяснить, что будет происхо-
происходить с остальными одиннад-
одиннадцатью конфигурациями.
Задание 2. Выясните

судьбу конфигураций, изоб-
изображенных на рисунке 4E—с.

Заметим лишь, что если
Эволюция буквы Н заканчи-

заканчивается бистро, то буква П
(или *ворота*), неожиданно
оказывается «долгожителем»
— лишь после 173 хо-

хода оиз распадается на пять
«мигалок», шесть «блоком
и два «пруда»!
На рисунке 5 изображена

конфигурация из пяти фи-
щек, которую Гарднер счи-

считает одним нз самых изуми-
тельных открытий игры
«Жизнь»; Конвой назвал ее

чпланером». Замечательно
здесь то, что «планер» яв»

ляется фигурой, действитель-
действительно перемещающейся те> дос-

доске («летящей»): после второго
хода он «входит в пике», а на

четвертом ходу переходит
в себя, смещаясь при stom

на одну клетку вправо и од-

одну вниз относительно на-

начальной позиции. В игре
«Жизнь» скорость, с которой
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i
Рис. 6. «Космические корабли»

по доске перемещается шах-

шахматный король, называется

«скоростью спета». Связано
это с том, что большие ско-

скорости » этой игре просто не

достигаются: ни одна кон-

конфигурация не воспроизводит
себя^ настолько быстро, что-

чтобы двигаться с такой ско-

скоростью. Скорость движения

фигуры у Конвся равне дро-
дроби, в знаменателе которой
стоит число ходов, необходи-
необходимых для воспроизведения фи-
фигуры, ? в числителе — число

клеток, на которое она при
угом смещается. Скорость
«планера» (по диагонали)
составляет V4 скорости све-
света (проверьте это!). Конвей
доказал, что п «Жизни» та-
такая скорость (по диагонали)

будет максимальной и что

скорость любой конечной фи-

фигуры, перемещающейся по

вертикали или по горизон-
горизонтали, не может прсвышеть по-

половины скорости света. На

рисунке Г> показзны три «кос-

«космических корабля* («пла-
(«планёр» — самый «легкий» из
всех «космических :<ораб-
лей»), передвигающиеся по

Рис. 7.

горизонтали со скоростью,
рлвной половине скорости
света. «В полете из них вы-
вылетают «искры»,

— гшиет

Гарднер, — которые тут же

гаснут при дальнейшем дви-
движении «корабля». Оказыва-
Оказывается, что «сверхтяжелые
космические корабли» (у них

горизонтальный ряд состо-

состоит болег чем из шести фи-
фишек) уже требуют эскорта
из двух или большего числа

«кораблей» .меньших разме-

размеров, в противном случае на

доске появляются мелкие фи-
фигуры, мешающие движению.

На рисунке 7 изображен са-

самый тяжелый кз «космичес-

«космических кораблей», которым до-

достаточно иметь два сопровож-

сопровождающих более легких «ко-

«корабля». Как вычислил Кон-
пен, «кораблю» длиной в 100
клеток нужен эскорт, состоя-

состоящий уже из тридцати кораб-
кораблей.

ПРОБЛЕМА «РОСТА»

Пожалуй, самой сложной за-

задачей игры «Жизнь» была

следующая: существует ли
такая конечная исходная ко-

колония, число ^организмов»
которой росло бы при пере-
переходе от поколения к поколе-
поколению бесконечно.

Опубликовав свою игру,
Конвей" пообещал премию

тому, кто найдет ответ на

этот вопрос. Задача бы-ia ре-
решена в ноябре 1970 года груп-
группой математиков Массачу-

Рнс. 8. «Планерное ружье»

сетского технологического

института: они построили
конфигурацию (рис. 8), про
которую Гарднер говорит,
что она «стреляет «планера-
«планерами», — первый «планер» об-

образуется на сороковой ходу,
после чего каждые трид-
тридцать ходов прибавляется еще

один «rwanept. Конфигура-
Конфигурация эта получила название

«планерного ружья»; по-

понятно, что каждый «выст-

«выстрел» увеличивает число ор-
ганизмоп на пять, и, значит,

исходная колония растет бес-

беспредельно.*
Позднее те же математики

умудрились так скомби-

скомбинировать придуманные имн

«ружья», что, помимо гото-
ка юлзнеров», через каж-
каждые 300 ходов «запускался»
даже ислый «-космический

корнбль>!

Улыбка

В заключение приведем при-
примеры ei^e двух интересных
конфигураций.

Первая — это так на-

называемый «.Чеширский кот»

(рис. 9): на пятом ходу от

его «морды» остается лишь

«улыбка» («»), исчезающая иа

следующем ходу и затем

превращающаяся уже ь ус-
устойчивую конфигурацию —

«блок», которую Гарднер на-

называет «отпечатком кошачь-

кошачьей лапы, напоминающей о том,

что некогда иа этом месте

находился кот».

Вторая конфигурация
называется «Жнейка»
(рис. 10)- она движется по

бесконечной диагонали сни-

снизу вверх и оставляет на своем

пути «снопы» — устойчивые
конфигурации. «К сожале-

сожалению, — пишет изобретатель
«жнейки», — мне не удалось

придумать сеятеля — движу-
движущуюся фигурку, которая мог-

29



http://kvant.mccme.ru

1
¦1

#

1 -

•

•
4
#

f

1
-1

I

-

•
•
•

*

•
•

•

*

•

!
'ж

I
•
*

•

и#
с

| Щ
Л

V •

11

ж

П

•
j К
\\

--

ft

1-
•

•

•

«
*

f

Рис. 9. «Чеширский кот»

11

fЖ fft 1
1KB

1

f

1
1

1
1
1

ft
1

1
1
1
I

1

1

Рис. 10. «Жиейка*
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ла бы засевать поле с той же
скоростью, с которой жней-
жнейка его убирает».

Й, "наконец, отметим,
что игра «Жизнь» — далеко
не только игра; она по праву
заняла пнднос место в «тео-

«теории клеточных автоматов»,
вызвав юперес у многих уче-
ученых, занимающихся пробле-
проблемами использования ЭВ.М.

«Например, создание «пла-

нерного ружья»,
— пишет

Гарднер, — открывает вол-

волнующую возможность имита-
имитации в игре Конвея машины

Тьюринга*), способной
(в принципе) производить
все действия, которые толь-
только доступны самым совершен-
совершенным нз современных ЭВ.М».

Читателям, заинтересо-
заинтересовавшимся игрой Конвея, мы

предлагаем еще несколько

задач.

Задание 3. Что про-
исходлт с горизонтальными
рядлмп из л фишек при
п=о, 6 9?

Задание 4. Как ве-

ведут себя конфигурации, изо-

изображенные на рисунке Ия,
0, в («восьмерка», буква 7.,
два «планера», летящие на-

навстречу друг другу).

*) Машина Тьюринга —это
идеальный автомат, способ-
способный производить л ю б ы е вы-

вычисления, изобретен англий-
английским математиком Л. М. Тыо-
рингом.

30



http://kvant.mccme.ru

Из жизни единиц
А. Л. Тоом

Увы! — сказал сатурниец,
— мы живем всего лишь пятьсот

больших оборотов Солнца...
Наше существование — точка, ерик
нашей жизни — мгновение, наша

планета — атом.

Вольтер- «Микромегш*.

Не так давно стало известно, что неко-

некоторые, на первый взгляд, совершенно раз-
разные явления и процессы, происходящие в

жизни, например, превращения полимеров,

жизнедеятельность биологических тканей,

рост кристаллов и даже работа вычисли-

вычислительной машины, у которой вычисления

промсходят одновременно во всех рабочих
ячейках (такой вычислительной машмны по-

пока нет, но построить ее было бы очень за-

заманчиво), тем не менее имеют нечто общее.

Это общее выявляется тогда, когда делает-

делается попытка описать данные процессы язы-

языком математики, создать то, что ученые на-

называют математической моделью.

Известный советский физик Я. И. Френ-
Френкель говорил, что математическая модель

должна быть похожа скорее на карикатуру,

чем иа «реалистический» рисунок. Основное

требование, предъявляемое к модели
—

»то простота: жизненные процессы настоль-

настольном математики, создать то, что ученые на-

дель поддается математическому изучению

с трудом. В настоящее время большую по-

популярность приобрели так называемые «ре-

«решетчатые модели», описывающие процессы,

происходящие на решетке из одинаковых

«клеточек». В таких моделях трудности воз-

возникают уже тогда, когда каждая клеточка

может находиться только в двух состояни-

состояниях. Об этом мы и расскажем а статье.

1. Колонии и операторы

Для математика клетчатая бумага таит

в себе много привлекательных воз-

возможностей. Воспользуемся здесь од-

одной из них. Откройте страницу тет-

тетради в клетку. Вы видите на ней сетку
из вертикальных и горизонтальных
линии. Точки их пересечения будем
для краткости называть узлами. Пред-
Представим себе мир, который только из

всех этих узлов и состоит. Правда,
страницу при этом вообразим беско-
бесконечной. Пусть в этих узлах могут
жить существа: единицы. На

рисунках единицы будем обозначать

жирными точками, как на рисунке I.
В каждом узле может находиться

одновременно только одна единица, а

если в узле нет единицы, то там стоит

нуль. Совокупность всех узлов, за-

занятых единицами, будем называть

колонией. Если единиц конечное чис-

число, то колонию назовем конечной. Ес-
Если нет ни одной единицы, то мы ска-

скажем, что у нас пустая колония. (Вре-
(Время, как и пространство, дискретно.
Это значит, что оно нумеруется целы-

целыми числами: 0, 1, 2,...) Должен быть
задан оператор Р, то есть п р а в и -

л о, которое для любой колонии К,
существующей в некоторый момент

времени t, определяет, какая из нее

получится колония Р/С в следующий
момент времени t -{- 1.

Пусть такой оператор Р задан.
Основной вопрос, который мы попы-

попытаемся выяснить, таков. Существует
ли для данного оператора Р бессмерт-
бессмертная конечная колония, то есть такая

конечная колония К, что, сколько бы

раз ни применять к ней оператор
Р, всегда будет получаться непустая
колония? Или же наоборот, оператор
Р таков, что всякая конечная колония

через некоторое время вымирает, то

есть не остается ни одной единицы?
Разберем сначала два примера.

Введем координатные оси, взяв за

начало координат О один из узлов
и направив, как обычно, ось абсцисс

вправо, ось ординат вверх (см. рис. 1)
и приняв сторону клетки за единицу.
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Пример 1. Пусть в момент

/ Н 1 в узле А = (х, у) будет едини-
единица в том и только в том случае,
сеян в момент t единицами было за-

занято большинство из п я -

т и узлов: этого узла А и четырех
соседних с ним: справа (х + 1, у),
слева (х—1, у), сверху (.v, у -|- 1)
снизу [х, у— 1). Оператор Р задан.

Упражнение \. Ч то порождаю т

колонии, изображенные на рисунке 1 («жнр-
икс» точки м крестики), под действием это-

этого оператора? Проследите дальнейшую
эволюцию колонии. Существует ли для это-

этого оператора бессмертная конечная коло-

колония?

Пример 2 (см. задачу M2I5).
Пусть в момент t -J- 1 в узле А =

—

(х, у) будет единица тогда и

только тогда, если в момент / еди-

единицами было занято боль-

большинство из трех узлов: это-

этого узла А и двух

'

соседних:

справа (х -f 1, у) и сверху (х, у -{- 1).-
Оператор Р задан.

Из решения задачи Л1215 (опубли-
(опубликованного в «Кванте» № 3, 1974)
следует, что под действием этого

оператора всякая конечная колония

вымирает. (Проверьте это для коло-

колонии на рис. 1). Докажем этот факт
еще раз способом, который пригодит-
пригодится, нам в дальнейшем.

Изучим эволюцию колоний спе-

специального вида, заполняющих равно-

равнобедренный прямоугольный треуголь-
треугольник с катетами, направленными впра-
вправо и вверх от вершины прямого угла

(рис. 2). Оказывается, каждый такой

треугольник в следующий момент вре-
времени переходит в треугольник та-

такого же вида, но с меньшей на еди-

единицу длиной катетов. Только самый
маленький треугольник с длиной ка-

катетов 1 переходит в одну точку, а

она на следующем шаге пропадает.
(Проверьте это, проследив эволюцию

рисунка 2.) Поэтому каждый такой

треугольник вымирает за время, рав-
равное первоначальной длине катетов.

Пусть теперь у нас есть произ-
произвольная конечная колония К- Ее мож-

можно заключить в равнобедренный пря-
прямоугольный треугольник, что и сде-

сделано на рисунке 3. Тогда колония,
получающаяся из нее в следующий
момент, будет помещаться внутри
меньшего треугольника такого же

вида, и так далее.

Здесь мы воспользовались важ-

важным свойством оператора Р: если

колония Ki есть часть колонии К<,

(это можно записать так: Кл cz /C2* ).
то Р/(, есть часть РК2: Р^с Р/С»
(что не исключает возможности, что

Р/С, и Р/Со совпадают). Назовем это

свойство, которое коротко можно за-

записать так:

/С, с К, => Р/С, с: РК,,
монотонностью оператора Р. В этой
статье рассматриваются только ,«о-

нотонные операторы.
Для немонотонных операторов вопрос

о том, ко] да существуют бессмертные конеч-

конечные колонии, в общем виде не решен и, воз-

возможно, очень труден. Интересный и обшир-
обширный материал об исследовании одного конк-

конкретного немонотонного оператора, получив-
получившего название игры «Жизнь», собран в книге

М. Гарднера «.Математические досуги*
(глава 38). Познакомиться с этой игрой вы

можете на с. 26 этого номера журнала.

Опишем теперь точно, какого ви-

вида операторы Р мы будем рассмат-
рассматривать.

¦) Знак С означает включение множеств.
Мы будем дольше пользоваться также поня-

понятиями пересечения, объединения и дополне-
дополнения множеств (об операциях над множества-

множествами см., например, статью С. Г. Г и и л и -

к и н а «Сколько существует операций над

множествами», «Квант», 1973, № 7).
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Пусть О — «нулевой» узел, на-

начало координат. В описание Р вхо-

входит список U, состоящий из г уз-
узлов iiy, . . .

, и,., от состояний кото-

которых и момент / зависит состояние

узла О в момент t -- 1. В примере 1
число утих узлов г

- 5, в примере 2
г 3. Состояние любого узла А
в момент t \- 1 зависит от состоянии

узлов А -\~ «,,..., /1 | /7Г в мо-

момент Л Знак здесь означает сло-

жеине векторов. Например, если А -

(х> !/Ь "i
"

(•*'» У'), то Л ¦

г/,

"(х \-х', у + у1).
Упражнение- 2. Напишите: коор-

векторов н, иs л примере I
2

лжигы
к векторов л,, нг, rf;, it пример?

Кроме списка U, в за д а и и с

оператора Р входит функции, опре-
определяющая, как именно зависит со-

состояние узла Л в момент t 1 от
состояний узлов А . ut
А •

иг в момент /. Чтобы задать та-

такую функцию, нужно указать, что

будет в узле А в момент ¦/ 1

единица или же нуль
— для каж-

каждой комбинации единиц и нулей
и узлах А -\ н,, . . .

,
А -\ иг в мо-

момент/. Всего таких комбинаций 2Г.

Можно, например, составить табли-

таблицу, в которой против каждой комби-
комбинации из единиц и нулей поставить

либо единицу, либо нуль, что и сде-

сделано на рисунке 4 (проверьте, что

функция, заданная этой таблицей,
определяет оператор Р из примера 2).

СОСТОЯНИЯ УЗЛОВ

В МОМЕНТ t
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Рис, 4

3 Кващ .V? 9

Составлять таблицу, конечно, не обя-

обязательно, можно функцию задать сло-

пссно, по так, чтобы по сло-

словесному заданию можно было бы

однозначно составить такую таблицу.
Функции f ¦ / (ciy, a», . . .

, а,),

аргументы и значении которых при-
принимают только два значения. Он 1,
называются булевскими или двоичны-

двоичными. Булевская функция называется

монотонной, если из

следует

С а

, о,)

'j' Ч;1

(о'

» обоих уз-
- !, у -;- 1).

Как уже говорилось, мы будем рас-

рассматривать только монотонные опера-

операторы. Они задаются монотонными

функциями. Положим,* кроме того,

/(О 0) 0,/A 1) 1.

Эти ограничения несущественны, поскольку
н е удовлетворяют им из монотонных функ-
функций только константы—функции, прини-
принимающие только одно значение (всегда ну.н.
или всегда единицу). Функции - константы

очень просты, и поэтому неинтересны.

Пример 3. Пусть в мо-

момент t ¦! I в узле А' (л-, у) будет
нуль в том и только в том случае,
если в момент t выполняется хотя бы

одно нч двух условий:

а) нули стоят в обоих уз-
узлах (-Y, у) II (X, у ;

б) нули стоят

лах (х -¦ - 1, у) и

Оператор Р задан.

Упражнение 3. а) Проследите эво-

эволюцию колоний, изображенных па рисунке I,

под действием этого оператора.
Не правда ли, создастся впечатление-,

что колонии сплющиваются с праиого бока,

но зато иытягиваются вверх?

6) Докажите, что под действием опера-

оператора примера 3 всякая конечная колония

вымирает.

П р. и м е р 4. Пусть в мо-

момент t ¦ - 1 в узле Л =- (х, у) будет
нуль тогда и только тогда, если в мо-

момент t выполняется хотя бы одно

из двух условий:
а) нули стоят в обоих

(л-, у) н (х -!- 1, у -i- 1);
б) нули стоят в обоих

(х-|- 1, у) и (х, у+ 1).
Оператор Р задай.

узлах

узлах
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Рис. 5. Рис. С.

Для этого оператора существуют бес-

бессмертные конечные колонии, правд?, все

время изменяющиеся, но никогда не вымираю-

вымирающие. Найдите какую-нибудь из них.

2. Нулевые множества.

Теорема о выживании

Вспомним теперь, что на плоскости,

кроме узлов, есть еще и другие точки.

Конечно, с точки зрения единиц,
живущих только в узлах, никаких

других точек в природе не существует,
но для нас-то они существуют. Бу-
Будем рассматривать всевозможные гео-

геометрические фигуры — множества то-

точек на плоскости. Скажем, что фи-
фигура М заполнена нулями, если нули
стоят во всех узлах, принадлежащих
этой фигуре.

Определение 1. Фигура М
называется нулевой {для данного опе-

оператора Р), если из того, что она

заполнена нулями в момент t, сле-

следует, что в узле О будет нуль в мо-

момент t + I.
Так, в примерах 1, 2 фигура является

нулевой, если она содержит большинство
из пяти — в примере 1 — или трех

— в при-
примере 2 — узлов, составляющих множество D.

Пусть на плокости проведена пря-
прямая I. Назовем полуплоскостью мно-

множество точек, расположенных по.одну
сторону от прямой, включая саму эту

прямую.
В соответствии с определением 1

полуплоскость называется нулевой,
если из того, что она заполнена ну-

нулями в момент t, следует, что в узле О

будет нуль в момент / -+¦ 1.

Обозначим через иР пересечение
всех полуплоскосте>1, нулевых
для данного оператора Р.

Теорема о выжива-

выживании. Под действием оператора Р

всякая конечная колония "вымирает

тогда и только тогда, если множест-

множество о> пусто.

Упражнение 4. (Проверка тео-

теоремы для примеров I—4.) Докажите сле-

следующие утверждения.

г) Влримере 2 три полуплоскости,
заштрихованные на рисунке 5, являются ну-

нулевыми. ВпримереЗ две полуплоскости,

заштрихованные иа рисунке 6, являются

нулевыми.
В обоях случаях заштрихованные полу-

полуплоскости не имеют общих точек, то есть нх

пересечение пусто. Поэтому ор — пересе-

пересечение всех нулевых полуплоскостей тем

более пусто. В соответствии с теоремой все

конечные колонии вымирают.

б)Впрнмере 1 множество стр со-

состоит из одной точки О (н в соответствин с

теоремой, существует бессмертная конечная

колония).
В примере 4 множество ар состоит

из одной точки -(-т. ?-)¦ (Точка g—

не узел. Вот почему нам не хватило узлов!)
В примере I точка О входит в ор, а ко-

конечная бессмертная колония остается на

месте. В примере 4 простейшая бессмертная
колония состоит из четырех узлов

— вер-
вершин одного единичного квадратика (рис. 7).
В следующий момент времени она порождает
«крест», а этот крест в свою очередь
порождает такой же квадратик, ко сдвинутый

Т
V Ш :

±л

Рис. 7.
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на единицу влево и вниз. Скажем, что колония

К запо.лняет фигуру /И, если она

содержит все узлы, входящие в М II крест,
н квадратик на рисунке 7 можно представить
как колонии, заполняющие равные фигуры —

квадраты, показанные на этих рисунках.

Таким образом, колонии, порождаемые в

последовательные моменты времени, можно

представить как заполняющие один и тот же

квадрат, сдвигающийся за единицу времени
- / I I\'

и а вектор — { ^| — -д- ,

—

-5- . Заметим.

что стороны этого квадрата параллельны пря-
прямым «I |,гдс«,- С-L1. В примере I стороны
единичного кпадтатл, заполняемого коло-

колонией, также параллельны линиям м,0.

Упражнение 5 (издевательское)
Если бы вы были единицей к жили бы п мире,
управляемом оясратором примера 4, то

(I
I \

~2~ ,~2l
или ног?

3. Выпуклые множества

и выпуклые оболочки

Множество точек М на плоскости на-

называется выпуклым, если" удовлетво-
удовлетворяет следующему условию:

если точки А, В принадлежат М,
то и все точки отрезка с концами А,
В принадлежат Ai.

Упражнение С. Докажите, что

всякая полуплоскость — выпуклое множество.

Упражнение 7. Докажите, что

пересечение нескольких выпуклых множеств—

выпуклое множество.

Упражнение 8- В некоторых учеб-
учебниках многоугольник называется выпуклым,

если он расположен по одну сторону от пря-

прямой, проведенной через каждую его сторону
Докажите, что многоугольник будет выпук-
выпуклый в этом смысле тогда и только тогда, когда

выпукло множество точек, расположенных
на его контуре и внутри пего.

Итак, если выпуклое множест-

множество М содержит точки /1,, . .
., Ah ,

то оно содержит также и все отрезки
с концам» в этих точках, и все тре-

Рис. 8.

угольники с вершинами в этих точ-

точках. Объединение всех то-

точек Л,, . . .
, Ah на плоскости,

отрезков с концами в этих точ-

точках и т р е у г о л ь н и к о в с вер-
вершинами в этих точках назы-

называется выпуклой оболочкой то-

точек Л,, . .
, Ah (на рисунке 8 выпук-

выпуклая оболочка точек А,, .
.... Af< за-

закрашена).Можно сказать, что выпук-
выпуклая оболочка точек Л,, . . .

, Ah —
это то, что обязательно входит во

всякое выпуклое множество, со-

содержащее точки А{, . . .
, Ak.

Упражнение 9. а) Докажите, что

множество, состоящее из четырех точек

(на плоскости), всегда можно разбить на дни

подмножества, выпуклые оболочки которых
пересекаются.

б) То же, если ыиожестио систоит и.»

я > 4 точек.

Вспомним определение мно-

множества ар. Если искать оР, следуя
этому определению, то придется
строить нес нулевые полуплоско-
полуплоскости, а их бесконечно много. Правда,
в примерах 1 — 4 мы сумели найти ор,
но пока не ясно, как сделать это в

общем случае. Оказывается, с по-

помощью выпуклых оболочек можно

строить ор уже для любого опе-

оператора Р.

Рассмотрим вес подмножества

множества 0. В соответствии с опре-
определением I, множество U' с: U на-

называется нулевым, если -из того, что

U' заполнено нулями в момент /,
следует, что в точке О будет нуль в

момент М- 1-
Л е м м a 1. Множество ср совпа-

совпадает с пересечением выпуклых оболо-
оболочек всех нулевых подмножеств U.

Докажите эту лемму самостоятельно.

Указание. Полуплоскость является ну-'
левой тогда и только тогда, когда она со-

содержит целиком хотя бы одно нулевое под-

подмножество U.

Пользуясь леммой 1, можно по

всякому оператору Р. заданному
своим набором IJ и функцией /.
построить Ор. Именно, надо выписать

все гюдмножестиа U (их 2Г штук},
далее, зная функцию /, выбрать из

них нулевые, построить их выпуклые
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Рис. 9. Рнс.10.

оболочки (каждая ив них — много-

многоугольник, отрезок или точка) и найти

их пересечение.
С л е д с т в и е. Множество ov

всегда есть пересечение конечного числа

нулевых полуплоскостей.
Упражнение 10. Постройте еще

раз (Тр для примеров 1—4, пользуясь спо-

способом, вытекают, и%5 из леммы 1.

4. Доказательство теоремы
о выживании.

Известная теорема Хелли

в роли «бога из машины»

А. Найдем сначала условия, при

которых все конечные колонии выми-

вымирают. Прежде всего сделаем ряд важ-

важных замечаний. Пусть нулевая

полуплоскость П ограничена пря-
прямой /. Тогда, если П была заполнена

нулями в момент t, то в момент t -\- 1

нуль будет не только в узле О, но

и во всяком узле А, для которого

прямая АО параллельна / (рис. 9;.
Далее, обозначим через v век-

вектор, на который нужно параллельно
елвинуть прямую /, чтобы она в но-

новом положении проходила через
узел О (таких векторов бесконечно

много, в качестве v можно выбрать
любой из них). Тогда, если в момент t

нулевая полуплоскость П заполнена

нулями, то в момент / + I нулями
будет заполнена полуплоскость
П + v, полученная из П сдвигом

на вектор v (полуплоскость П + v

заштрихована красным на рисунке 9).
Аналогично, если в момент t полу-

Рис п

плоскость П -1- w заполнена нулями,
то п момент t -f- 1 будет заполнена

пулями полуплоскость П 4- w + v.

Лемма 2. Пусть дан тре-
треугольник ABC Пусть три полу-
полуплоскости П,, П2, П3, ограниченные
прямыми АВ, ВС, АС и находящиеся
с внешних сторон по отношению к

треугольнику ABC, являются нуле-

нулевыми для оператора Р (заштрихова-
(заштрихованы на рисунке 10). Тогда под действи-
действием этого оператора всякая конечная

колония единиц вымирает.
Доказательство. Пусть

К — конечная колония. Сдвинем ну-
нулевые полуплоскости Пг, П2, П3' на

такие векторы wlf w2, w3, чтобы по-

получающиеся после сдвига полуплоско-
полуплоскости П', = П1 i- Wj, П',, = П2 4-
-

Wo, П'3 == П3 -1- w3 не "имели бы

общих точек с К, то есть были бы
заполнены нулями (рнс. 11)- Гранич-
Граничные прямые полуплоскостей П,, П2,.
П3 образуют треугольник А'В'С, по-

подобный ABC (и также ориентирован-
ориентированный); обозначим коэффициент подобия
через d. Докажем, что колония К

вымрет за время, не большее, чем d.

Пусть v,, v2, v3 — векторы, на

которые нужно сдвинуть плоско-

плоскости П,, П.,, П3, чтобы их граничные

прямые проходили через узел О.

Из подобия Тогда следует, что если

полуплоскости П',, П'о, П'эсдвинуть
соответственно на векторы rfv,, dv2,
dvz, то их граничные прямые будут
также проходить через одну точку;

сами же полуплоскости в новом по-

положении покроют всю плоскость. Но

36
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после t применений оператора Р

согласно сделанным замеча-
замечаниям заведомо будут заполнены ну-
нулями полуплоскости, получающиеся из

IV,, И'о, П'3 сдвигами на Лг,, tv*,
/v3; при t ^ d эти полуплоскости тем

более покроют всю плоскость. Зна-

Значит, ься плоскость будет заполнена

нулями, а это и означает, что коло-

колония К вымирает.
Лемма 3. Пусть две полуплос-

полуплоскости, ограниченные двумя параллель-
параллельными прямыми и расположенные по
внешние стороны от них, являются ну-
нулевыми для оператора Р (как па рис. 6).
Тогда под действием этого оператора
всякая конечная колония единиц вы-

вымирает.
Докажите эту лемму самостоя-

самостоятельно. Указан и е. Обобщите ре-
решение упражнения 3.

Леммы 2 и 3 можно объединить в

одно следующее утверждение:
Лемма 4. Если пересечение

трех нулевых полуплоскостей пусто,
то всякая конечная колония единиц
вымирает.

Доказательство. Если
пересечение трех полуплоскостей
пусто, то либо они расположены как

на рисунке 10, либо какие-то две из

них расположены как на рисунке 6,
а для этих двух случаев утверж-
утверждение л е м м ы 4 доказано.

Б. Пусть теперь множество ov

содержит хотя бы одну точку. Дока-
Докажем, что тогда существует конечная

бессмертная колония.

Лемма 5. Пусть бесконечная
колония К заполняет (в момент вре-
времени t) полуплоскость П, имеющую
хотя бы одну общую точку с множест-

множеством аР. Тогда колония Р/С содержит
узел О.

Доказательство. До-
Допустим, чте Р/С не содержит О. Зна-
Значит, в момент / 1 в точке О стоит О,
то есть в момент t какое-то нулевое
подмножество U было целиком за-

заполнено нулями. Значит, это нуле-
нулевое подмножество ие имело ни одной
общей точки с П, то есть принадле-
принадлежало дополнению к П. Но дополнение
к П — выпуклое множество. Поэтому
выпуклая оболочка этого нулевого

подмножества тоже целиком принад-
принадлежала дополнению к П. Значит,
(см. лемму 1) и аР целиком принадле-
принадлежало дополнению к П, что противоре-
противоречит условию.

С л е д с т в II е. Пусть бесконеч-
бесконечная колония /С заполняет полуплос-
полуплоскость П, имеющую хотя бы одну об-

общую точку с множеством А -

av,

где А — узел. Тогда колония Р/С со-

содержит узел А.

Основной для случая Б является

Л с м ч а 6. Пусть точка ? при-
принадлежит аР (как точка (*{.,, 'Л.) в

примере 4). Тогда существует такой

выпуклый многоугольник М, что, если

колония К заполняет М, то коло-

колония Р/С заполняет многоуголь-

ник М - с (рис. J2), колония Р-/С

заполняет М— 2| м так далее; вообще,
колония Р" /С, получаемая из К че-

через п моментов времени, заполняет

многоугольник М — п\, равный М и

полученный из М сдвигом на

вектор—ul*). При этим все ко-

колонии К, Р/С, Р2/С, . . . непусты.

•) Мы утверждаем, что единицами заняты

вес узлы, принадлежащие М—п= но, воз-

возможно, не только они: не исключено, что

единицы будут и вне этого многоугольника.
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Рис. 13. Рис. 14.

Из этой леммы, в частности, сле-

следует, что если точка О принадле-
принадлежит п

р, то существует «.стабиль-
«.стабильная» колония, не теряющая в про-
процессе эволюции ни одного своего узла
(но, возможно, приобретающая
новые).

Доказательство. Заме-

Заметим, что мы не претендуем на то, что-

чтобы найти наименьшую бессмертную
колони: (как мы нашли для примеров
1 и 4). Нам достаточно найти какую-

нибудь. Поэтому будем с самого на-

начала считать многоугольник М очень

большим. Каким точно, скажем ниже.

Утверждение леммы достаточно

доказать только для п = I; для боль-

больших п это будет следовать по индук-
индукции. Итак, предположим, что ко-

колония К, существующая в момент t,
заполняет М: докажем, что коло-

колония РК заполняет многоуголь-

многоугольник М — |.
Пусть какой-то узел А принад-

принадлежит М — | (см. рис. 14). Покажем,
что /1 принадлежит Р/С.(это записы-

записывают так: Л ? РК). Очевидно, (Л -

г I )€ М. Обозначим через R наи-

наибольшее из расстояний от точки Е

до узлов «v, . . .
, и,. Тогда круг

с центром А '- ? и радиусом R на-

накроет все узлы А + ил, . . ..,
Л -}-

+ иг. Выберем М столь большим,
чтобы всякий круг с центром внут-
внутри М радиуса R либо ввобще не

накрывал точек сторон многоуголь-
многоугольника М, либо накрывал точки лишь

Рис. 15.

одной стороны М, либо накрывал
точки лишь двух соседних сторон,
но не больше. (На рисунке 13 изобра-
изображен круг, накрывающий точки трех
сторон треугольника — такого быть

не должно!) Рассмотрим три случая.
а) Крутс центром Л -- ? ра-

радиуса R помещается целиком внут-

внутри М (см. рис. 14). Тогда все уз-
узлы Л -{- ut тем более внутри М, то

есть все они входят в К\ значит,

узел А входит в РК-
б) Кругс центром Л -|- ? и ра-

радиусом R накрывает точки только

одной из сторон М (как «а ри-
рисунке 15). Проведем прямую / че-

через эту сторону. Если бы колония К
заполняла всю полуплоскость П,

ограниченную / (на рисунке 15 эта

полуплоскость заштрихована), то ко-

колония Р/С содержала бы узел Л по

следствию из леммы 5 (полу-
(полуплоскость П содержит точку А + \,
и поэтому пересекается с множест-

множеством А -Ь Ос). Но колония РК будет
содержать узел Лив том случае,
если К заполняет только М, так как

состояние узла Л в момент t -f- I
зависит только от состояний

узлов А + ы,- в момент /, а эти узлы
ке входят в разность между П и М.

в) Кругс центром Д + ^ ра-
радиуса R накрывает точки двух со-

соседних сторон М (см. рис. 16). Мы
хотим доказать, что для того, чтобы

в узле Л в момент t -\~ 1 была едини-

единица, достаточно, чтобы в момент вре-
времени t единицы были в тех точках

38
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Ряс. 16.

Л -j- н1г, . .
,
Л -|- »/. которые по-

попадают в область пересечения М с

кругом. Мы докажем, что на самом

деле для этого достаточно наличия

единиц даже в меньшей области —

пересечении того же круга с много-

многоугольником М', полученном из М
таким сдвигом, при котором общая

вершина двух соседних сторон М,
часть которых накрыта кругом, по-

попадает в точку А -Ь | (рис. 16).
Для этого нам потребуется наложить

па М еще одно, теперь уже послед-

последнее, условие.
Проведем прямые через точку |

и каждый из узлов и,, . . .
, иг,

отличны.^ от I (если все н, отличны
от I, то получится г прямых; если

рднн из них совпадает с Е, то получит-
получится г— 1 прямая). Потребуем, чтобы
для каждой из этих (г или г—1)
прямых нашлись две стороны много-

многоугольника М, ей параллельные. Тогда
каждая прямая, параллельная пря-
прямой, проходящей через с и какую-
нибудь из точек м,, . . .

, иг, отлич-

отличных от ?! либо вовсе не пересекает М,
либо имеет с М целый общий отрезок.
Этому условию, например, удовлетво-
удовлетворяет квадрат на рисунке 7 (пример 4).

Проведем теперь через точ-

к\ Л - ? прямую /, имеющую с мно-

многоугольником М' лишь одну общую
точку А -|- & (см. рис. 16). Если бы
колония К заполняла всю полуплос-
полуплоскость П, ограниченную прямой /

(на рисунке 16 она заштриховала

синим), то пс с л е д с т в и ю лем-

леммы 5, н точке А в момент / 1 была
бы единица. Но колония РД' будет
содержать узел Лив том случае,
если Л' заполняет только М, посколь-

поскольку узлов ,4 -•-

ut, лежащих в полу-
полуплоскости П, но вне М\ — нет. Дока-
Докажем это. Допустим, что какой-то

узел А -'-
itj оказался в разности

между П и М'. Но в то же время он

находится в круге с центром А \%
радиуса R. Значит, узел А -\- Ut ле-

лежит в одном из двух секторов, заштри-
заштрихованных черным- Тогда прямая, про-
проходящая через А -[- у. и A -f- с, име-

имеет с М' лишь одну общую точку, что

невозможно в силу выбора М. Тем
самым лемма 6 доказана.

В. Т е о р е м а X е л л и. 11так,
мы исследовали такие два случая:

Л) пересечение каких-то трех ну-
нулевых полуплоскостей пусто
(лемма 4);

Ь) пересечение всех нулевых по-

полуплоскостей непусто (лемма 6).
Оказывается, только эти случаи

и возможны. Это следует из извест-

известной теоремы Хеллн.
Это очень важная и красивая

теорема, имеющая много разных фор-
формулировок, доказательств и приме-
применений. Нам она понадобится лишь

в следующем варианте (доказательст-
(доказательство е.е см. на с. 77).

Теорема X е л л и. Пусть
на плоскости имеется и "^ 4 выпуклых
множеств, каждые три из которых
имеют общую точку. Тогда все эти п

множеств имеют общую точку.

Применим ее к нашему случаю.
По следствию из леммы 1 множест-

множество о,, есть пересечение конечного чис-

числа полу плоскостей. Пусть случай Б
не имеет места: <Т|. пусто. Тогда, при-
применяя теорему Хеллн и рассуждая от

нротиЕиого, получаем, что пересече-
пересечение каких-то трех нулевых полупло-
полуплоскостей пусто, а это и есть случай А.

Тем самым теорема о выживании до-

доказана.
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ПОБЕДИТЕЛИ
КОНКУРСА
«КВАНТА»

Редколлегия журнала «Квант» установила спе-

специальные премии за наиболее интересные реше-
решения задач, помещенных в «Задачнике «Кванта».
Редакция получила за 1973—1974 гг. около Э000
писем с решениями задач, помещенных в разде-
разделе «Задачник «Кванта». Среди авторов этих пи-

писем редакционная коллегия отобрала школьни-

школьников, регулярно присылавших особенно ориги-
оригинальные и удачные решения. Они награждаются
годовой подпиской на журнал «Квант» на

1975 год.
В соответствии с решением Оргкомитета Всесо-
Всесоюзной олимпиады эти школьники допущены на

областные туры Всесоюзной олимпиады 1975 го-

года наравне с победителями районных математи-

математических и физических олимпиад.

1. ГОНЧАРОВА. (г. Никополь Днепропетров-
Днепропетровской обл., 9 кл.)

2. ДОКУЧАЕВЮ. (г. Ленинград, 10 кп.)
3. ИВАЩУКВ. (г. Киев, 10 кл.)
4. КОРШУНОВС. (п. Монино Моск. обл., 10 кл.)
5. ЛЮБИЧМ. (г. Харьков, 10 кл.)
6. МЕЛЬНИКС. (г. Харьков, 10 кл.)
7. МИХЛИНЛ. (г. Курск, 9 кл.)
8. РЕМЕЕВА. (г. Ташкент, 10 кп.)
9. РЕШЕТНЯКВ. (г. Киев, 10 кл.)
10. РЫЖИКОВВ. (г. Ахтубинск, 10 кл.)
11. ФИНАШИНС. (г. Ленинград, 9 кл.)
12. ШМЕЛЕВГ. (г. Ярославль, 10 кл.)
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За успешное участие в VIII Всесоюзной физико-
математической олимпиаде годовой подпиской
на журнал «Квант» награждаются:

1. БЕЛОШАПКОА. (Брянская обл., Новоэыбков-
ский р-н, п. Вышков, 9 кл.)

2. БОТВИЧД. (Курская обл., Обоянский р-н, с. Ка-

мынино, 10 кл.)
3. КРИВОПУЩЕНКО А. (БССР, Витебская обл.,

п. г. т. Ушачи, 9 кл.)
4. ПЕЧЕНКОВВ. (Приморский край, Спасский р-н,

с. Красный Кут, 10 кл.)
5. ЯЦАЛОБ. (УССР, Ровенская обл., Зареченский

р-н, с. Морозное, 9 кл.)

Годовой подпиской на 1975 год награждаются
также следующие участники научной конферен-
конференции учащихся физико-математических школ-ин-

школ-интернатов [об этой конференции мы рассказываем
в этом номере журнала]:

1. МИМИНОШВИЛИМ. (г. Тбилиси, 9 кл.)
2. ТОРОНДЖАДЗЕМ. (г. Тбилиси, 10 кл.)
3. САНИКИДЗЕМ. (г. Тбилиси. 8 кл.)
4. ТИМОШИНА. (г. Рига, 10 кл )
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задачник та

Решения задач из «того номера можно посыпать не позднее 1 ноября 1974 г. по адре-
адресу: 117071, Москва, В-71, Ленинский проспект, IS, издательство «Наука*, журнал «Квант»
После адреса иа конверте иапишнте, решения каких задач вы посыпаете, например:
«Задачник «Каанта», М281, М282» ипм «-. Ф293». Решения задач по каждому из предме-
предметов (математике и физике), а также новые задачи просьба присыпать в отдельных кон-

конвертах. Задачи из разных номеров журнала присылайте также в разных конвертах.
В письмо вложите конверт с написанным на нем адресом |в »том конверте вы получите

результаты проверки ваших решений). Условия оригинальных задач, предлагаемых дли
публикации, присылайте в двух экземплярах вместе с вашими решениями >тих задач

(на конверте пометьте: «Задачник «Кванта», новая задача по физике» или « „новая за-

задача по математике»). После формулировки задачи мы обычно указываем, кто npe/i

ложнл нам >ту задачу. Разумеется, не ясе эти задачи публикуются впервые. Наиболее

трудные задачи отмечены звездочкой.

Задачи
М281—М285; Ф293—Ф297

М281. Сколько сторон может иметь

выпуклый многоугольник, все диаго-

диагонали которого имеют одинако-

одинаковую длину?
Г. А. Гальперин

М282. В клетках прямоугольной
таблицы размерами т X п записаны

любые натуральные числа. За один
ход разрешается удвоить все числа

одной строки или же вычесть единицу
из всех чисел одного столбца. Дока-
Докажите, что за несколько ходов можно

добиться, чтобы все числа стали рав-
равными нулю.

С. Конягин

М283. Выпуклый многоуголь-
многоугольник обладает следующим свойством:
если все его стороны отодвинуть на

единицу во внешнюю сторону, то

полученные прямые образуют мно-

многоугольник, подобный исходному. До-

Докажите, что в этот многоугольник
можно вписать окружность.

М284. Сумма 100 натуральных чи-

чисел, каждое из которых не больше 100,

равна 200. Докажите, что из них

можно выбрать несколько чисел, сум-

сумма которых равна 100.

М285*. Прямоугольный лист бу-
бумаги размерами а X b разрезан на

прямоугольные полоски, у каждой
из которых одна сторона имеет дли-

длину 1. Докажите, что хотя бы одно из

чисел а и 6 — целое.
А. В. Климов

Ф293. Марс во время противо-
противостояния находится на расстоянии I =
= 5,56-1010 м от Земли и его угловой
диаметр равен 25", 1. Определить
ускорение свободного падения на

поверхности Марса, если известно,

что максимальное угловое расстоя-
расстояние между центрами Марса и его
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Ркс. 1.

спутника Фобоса р* = 34", 5, а

период обращения Фобоса вокруг

Марса Т = 2,76-10Jr.
\\. П. ПогрсСтяк

Ф294* . К некотором) прибору,
находящемуся внутри камеры высо-

высокого давления, необходимо подво-
подводить тепло. Во время опыта меняется

давление в камере, и это приводит
к изменению сопротивления любой

проволоки, используемой в качестве

нагревателя. На рисунке I показана

схема, используемая в случае, когда

необходимо, чтобы количество под-

подводимого за одно и то же время тепла

очень слабо зависело от давления.

Сопротивление R3 — это обмотка на-

нагревателя, /?, и Rt— некоторые по*

стоянные сопротивления, которые на-

ходятся вне камеры высокого дав-

давления. При каком соотношении ме-

жду /?,. R., и R3 мощность, рассей-
паемая на сопротивлении Rf. меня-

меняется меньше всего при изменении вели-

величины сопротивления /?;|?

Рис. 2.

Ф296. Каждый из k различных
конденсаторов с емкостями С,,
С«, . .

.
, Ск заряжен до разности

потенциалов U. Затем все конденса-

конденсаторы соединены последовательно раз-
разноименными полюсами в замкнутую
цепь. Найти напряжение на каждом

конденсаторе в этой цепи.

Б. Б.

Ф297. Коническая пробка пе-

перекрывает сразу два отверстия в

плоском сосуде, заполненном жид-
жидкостью при давлении р (рис. 2).
Радиусы отверстии R и г. Определить
суммарную силу, действующую на

пробку со стороны жидкости. Поле

тяжести не учитывать.
О. Я. Сааченнп

Ф295. Какова доляша быть точ-

точность измерения ускорения свобод-
свободного падения у поверхности Земли
для того, чтобы можно было обнару-
обнаружить изменение этой величины в те-

течение суток из-за притяжения Луны?
Считать, что измерение производит-
производится в точке, которая лежит в плоскости

орбиты Луны; вращением Земли пре-
пренебречь.
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Решения задач
M24I—М245; Ф248—Ф252

лицу:

М241: Докажите, что

делится на 13.

Автор задачи С. И. Майэус предложил
такое довольно хитрое решение. Запишем
число З1»'* + 51974 в виде суммы

(З *+ 21«т*) + E*«т* — 2"**)
и докажем, что каждая скобка делится на 13.

Iе. При любых целых a, b и нечетном

п ап + Ьп делится на а + Ь:

дя-j- ьп= (а+ Ь)х
Х(а"-* — ап-*Ь + . . . -I- *>"-»).

Поэтому
C*)»в! + BгN»7 = 9е + 4*87

делится на 13.
2°. Прн любых целых а, Ь и натураль-

натуральном пап — Ьп делится на а — Ь:

X(a"-1 + fl"-s b + . . . -f b"-1).
Поэтому

E8)«*e — B1)*58 = 125е*8 — 8iM

делится на 125 — 8 — 117 — 9-13.
Большинство читателей предлагают более

естественное решение, пригодное для любых
аналогичных примеров.

Будем следить за тем, какие остатки

дают степени 3 и 5 при делении на 13. Обо-
Обозначим эти остатки чисел 3я и 5" через тп

и тп соответственно. Последовательно на-

находим остатки тп при делении 3" на 13:

О 1 2 34 5 6 ...

13 9 13 9 1

(Для того чтобы составлять такую Таблицу,
вовсе не нужно делить 3&, 3', . . на 13:
ясно, что если 3" — г„ делится иа 13, то
3rt+l — Зг„ тоже делится на 13, так что

остаток rn+i можно получить просто как

остаток при делении Зг„ на 13.) Таким обра-
образом, остатки повторяются с периодом 3,
н поскольку 1974 делится на 3, то г197€

=

Для остатков, получающихся при
делении иа 13 чисел Б", имеем такую таб-

0 12 3 4 5 6

1 5 12 8 1 5 J

Здесь период равен 4, и г = г ~ 12.

Таким образом, 3х*7* дает в остатке 1,5"и
дает в остатке 12, а их сумма делится на 13.

Подробнее о закономерностях, которые
встречаются в последовательности остатков

чисел а" (л = 0, I, 2, . . .) прн делении на

некоторое простое р, рассказано в статье

С. Г. Гиндикина «Малая теорема
Ферма», «Квант» № 10, 1972.

М242. Пусть AiHi—высота и fi

медиана, проведенные из вершины At остро-
остроугольного треугольника AxAtA% (i— I, 2, 3).
Докажите, что одно из трех произведений
1/ЛЛЧ \AtA3\. \HtMt\. |/Mi|.ltf,M,l.
• ИИ* \ рявко сумме двух других *). Верно
ли это утверждение для прямоугольного
и тупоугольного треугольника?

Докажем, что это утверждение верно
для любого треугольника. Выразим произ-
произведение \HyWi \- \АгА3 | через длины сторон

\А^Аг | = ах, \АгАг | = а4, |/4И» [
-

о„.

Из теоремы Пифагора, примененной к

Ai4iW,/4iH ДЛ^Лз следует, что (рис. 1)

И./Л И- \АХА2\'~

откуда

n,//ip-и,*! !* = «!-<»!• (о
Докажем, что по модулю разность A)

равна 2|//1Л11|.ИИз|-
Чтобы не рассматривать отдельно слу-

случаи различного расположения точки Нх
относительно точек Аг, Мг, As, введем на

прямой AtA3 систему координат. Примем
за начало отсчета точку Мг. Пусть коор-
координаты точек At, A3 и //j соответственно

•)Через \КЦ обозначается длина от-

отрезка с концами К н L-
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Рис. 3.

а. о

раины ~--уГ,
~

к ht (рис. 2). Расстояние

между точками с координатами хг и л 

равно \х2 — л"! |, поэтому

I fliI'
|л, • -v-|

2Л,о.. B)

Поскольку |/i! | «• |/JIAf.1 |, то из A) и B)
вытекает равенство

Аналогично доказываются равенства

Но сумма трех чисел а\ — а\, су
— а\

и ат2
—

a~i равна 0. Поэтому модуль одного

нз них равен сумме модулей двух других.
Отсюдё следует утверждение задачи.

"

(Если обозначений вершин выбрать так,

что а,^ а2^ а3. то

и, стало быть,

W. Б. Васильев

!Л243. я отрезков AlBl, AtBs. . .
., А„Вп

(рис. 5) расположены на плоскости так, что

каждый из них начинается на одной из двух
данных прямых, оканчивается на другой
прямой, и проходит через точку G (не лежа-

лежащую на данных прямых) — центр тяжести

единичных масс, помещенных в точках А^,
Аг, . .

., An. Докажите, что

А,0

Мы немного обобщим формулировку
данной задачи, именно, будем считать, что
в точках At находятся не единичные массы,

а массы mi (точка G — центр тяжести масс

mit расположенных в точках А,). Докажем,
что тогда

" лг "

Поместим в каждую из точек В,- массу
Afi

1
~ т'1 W7r • Тг>гла "ентР тяжести пары

точек В: и А{ (для в;ех 0 будет находиться

в точке G. Мы предполагаем, что не все

точки А\, . . .,А„ лежат на одной прямой
(для удобства обозначим наши прямые бук-
буквами '/, н /,). Центр тяжести точек А\, ле-

лежащих »а прямой 1и обозначим через Cs;
соответственно центр тяжести точек At, на-

находящихся на 1г. обозначим через С2.
Аналогично, центр тяжести точек В,-, лежа-

лежащих лг прямой lh (к = 1, 2), обозначим че-

через ?>,,. Соответствующие массы обозначим

Р (С,), Р{Сг). Р (/>,). P{D%).
Из условия задачи следует, что центр

тяжести точек Ct и Ct будет в точке С.
С другой стороны, из выбора масс Mi.сле-
Mi.следует, что центр тяжести точек Ci нОтбудет
также в точке G. Поэтому должно быть
Р (С2) = Р (D2). Аналогично получаем
Р (С,)— Р (?>,): значит.

Р <С<>
-1- Р (С.г) = Р (Я,) -г Р \DS).

Но

/i

- V

Р (D2) -V M,-. то есть

что и требовалось доказать.

Б. Д. Гинзбург

М244. Даны два набора из п вещественных

чисел:

<2i, at апи fci, fcj ^я.

Докажите, что если выполняется хотя бы

одно из двух условий:
и) из а,- < aj следует, что b-t ^ by.

GB, +GB, •\ —

п.

б)* U3al<a<ai, где а

следует, что fcj ^ bj,
то верно неравенство

а*Ь2 -г • ¦ . + лп)^
^(at + at+.. +аП)Х

+
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Так как из пункта б) следует пункт а),
мы решим сразу пункт б).

Предположи», что при некоторых значе-

значениях ах, а„ . .
., ап и Ьх, Ьг Ь„вы-

выполняется неравенство

-f агЬг -г . . . -г а„ Ьп)<
<( + fX A)

Ьп).
Е ели не все а< равны между собой, то

найдутся а,- и aj такие, что а( <а < aj.
Рассмотрим числа аи at + aj — а; боль-
большим из этих чисел заменим aj, а меньшим
а,- (понятно, что при этом а,- увеличивается,
a aj — уменьшается, причем на одну и ту
же неличину А > 0. так что а] = а,- + Д,
„:.-= а, — Д).

Новые наборы { aj),{»<) по-прежнему
будут удовлетворять условию задачи. Если
в новом наборе (fl/J не все числа оказыва-

оказываются одинаковыми, то снова проделаем ука-
указанную выше операцию н т. д. После конеч-
конечного числа шагов мы получим набор, в кото-

котором уже все числа (я,-} равны между со-
собой и равны а. Причем, поскольку на каж-

каждом шаге правая часть неравенства A) не
менялась (aj -f a* = a, + aj), а левая —

убывала {а\ *, -f- a) bj = (a, + Д) b( +
-I- (aj — Д) bj = aibi -r ajbj + Д (Ь, —.

—*/) < a^bj -t- а;?у, так как bt — bj < 0,
а Д > 0), то и для последнего набора не-

неравенство (I) должно выполняться. Но если
все а,- равны о, то и левая и правая части

неравенства (I) одинаковы и равны па Fj +
-г Ьг -\- . . . + Ьп), а это противоречит на-

нашему предположению о том, что при неко-

некоторых значениях {о/} н (&,-} имеет место

неравенство A). Тем самым задача решена:
при всех значениях {а<) и [Ь,1, удовлетво-
удовлетворяющих условию задачи, будет

п <fli*i + a,fct -f . . - + ап*пM*
( + + + )

F,+
Л. Г. Лиманов

M245 Предлагается построить N точек

на плоскости так. чтобы все попарные рас-
расстояния между ними равнялись заранее
заданным числам: для каждых двух точек

Mi, Mj известно, чему должно равняться

расстояние \MiMj | = гц (i и j — лю-

любые числ! от 1 до N).
а) Можно ли произвести построение,

если расстояния гц заданы так, что всякие

о из N точек построить можно?

б) Достаточно ли требовать, чтобы
можно было построить всякие 4 из N точек?

в) Чтоизменится, если строить точки

не на плоскости, а в пространстве? Каково
.тогда наименьшее К, для которого возмож-

возможность построения любых К из данных Лг то-

точек обеспечивает построение и всех Л' точек'.'

а) Возможны два взаимно исключаю-
исключающих друг друга случая.

1°. Всякие пять из /V точек, построен-
построенных с соблюдением требований задачи, ока-

оказываются расположенными на одной прямой.
2°. Не всякие пять нз .V точек оказыва-

оказываются на одной прямой: по крайней мере три
точки образуют треугольник; пусть это будут
точки Mg. Л1, н М\ (этого всегда можно до-
добиться, меняя, если нужно, нумерацию чисел

Рассмотрим сначала более общий слу-
случай 2°. Докажем, что в случае 2° все W точек

построить можно. Построим AiM1iW1Mj (так,
чтобы MlMt= Гц, MiMs^=ru, МгМ3~
—

гм). Так как по условию можно построить
на плоскости любые пять из .V точек, то

четыре из N точек тем более можно постро-
построить (так, чтобы расстояния между ними рав-
равнялись заданным числам).

Воспользовавшись этим, построим по-

поочередно точки Mf Мш. ¦ ¦
., Л1дг. следя

при построении точки М^ D ^ k ^ N) лишь

за тем. чтобы М^Мь
~

г1к, МгМь •=
rtk

и M3Mh --¦ гзк-
Нам понадобится следующая
Лемма. Даны четыре точки на плос-

плоскости: А, В, С и D; А. В и С не лежат на

одной прямой. Пусть Е такая точка, что

АЕ = AD, BE = BD и СЕ ~= CD. Тогда
Е обязательно совпадает с D.

Доказательство. АЕ = AD
и BE — BD; значит, если ? и D не совпада-

совпадают, то они симметричны относительно АВ.

Аналогично, если ? и D не совпадают, то

они симметричны относительно А С (и отно-
относительно ВС). Так как две точки не могут
быть одновременно симметричны и относи-

относительно АВ, и относительно АС, то, значит

? « D. -

Вернемся к решению нашей задачи.

Согласно лемме 'положение точки

Ma-D^*^W) всякий раз определяется
однозначно. ПрЧ>вернм, что построенные та-
таким образом точки — искомые: для любых i

и / расстояние М\ Mj^ rtj.
Если хотя бы одни из индексов равен 1,

2 или 3, то это следует непосредственно из

построения. Пусть оба индекса, i и /, больше 3.

Построим на плоскости пять точек Аи At,
As, At и Aj гак, чтобы попарные расстояния

между ними равнялись заданным числом

(в частности, AiAj—rij) — no условию

это сделать можно. Передвинем пятиуголь-
пятиугольник AiAtAtAiAj так, чтобы i\A\A%A3 сов-

совпал с д Af iMtM9 (эти два треугольника рав-

равны). По лемме точки /, и Aj совпадут при
этом с точками М j и Mj. Тем самым МiMj =-=

= тц, что и требовалось доказать.

В случае 1Э (когда любые пять точек

оказываются на одной прямой) все .V точек

тем более можно построить, поскольку вер-

верно следующее утверждение;

Пусть нужно построить N точек на

прямой (так, чтобы попарные расстояния

46
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между ними равнялись заданным числам гц).
Числа г\} заданы так, что всякие четыре из Лг

точек построить можно. Тогда можно по-

построить все /V точек.

Доказывается это утвер/Мение в точ-

точности по той же схеме, что и выше.

б) В общем случае из позможности по-

построения любых четырех точек не слодуег
возможность построения всех Л' точек. При-
Приведем соответствующий пример для Л' — 5.

Пусть D — центр правильного треуголь-
треугольника ABC (рис. 4), Е—точка, симметрич-
симметричная D относительно ВС. Положим rlt =
с г13 — ri3 = АВ, гГ| — гг| — гзл ==

/"и
=

Гц r3i - AD, rl3
- DE. Построить

пять точек Mi Л1&7ак,чтобы М,М)
гц при всех ( н /, очевидно, невозможно:

если выполнены 9 равенств Л1,Л17- = щ
(все, кроме М4Л1Ь= rti), то по лемме М 4
— .VIs; значит, все 10 раьенств однопременно
выполняться не могут. Вместе с тем любые

четыре точки из пяти построить можно: все

точки, кроме Мл и все, кроме Мъ, образуют
конфигурацию ABCD; остальные три «чет-

«четверки» точек образуют конфигурацию BDCE
на рисунке. 4.

в) В случае построения точек не на плос-
плоскости, а в пространстве, наименьшее число К,
такое, чтобы розможность построения любых
К из Л' точек, обеспечивала построение и всех

Л' точек, равно шести.

То, что шести точек достаточно, доказы-

доказывается так же, как и в пункте а). То, что

пяти точек мало, следует, как и в пункте б),
из рисунка 5, где Е — центр правильного
тетраэдра ABCD, a F — точка, симметрич-
симметричная точке Е относительно грани KBCD.

М. Л. Гсpeep

Ф248. Тонкий тяжелый обруч радиуса f>
с очень легкими спицами может свободно

вращаться вокруг горизонтальной оси. К об-

обручу прикрепили маленький шарик, масса

которого равна массе обруча. Найти период
малых ко.кбаний обруча с шариком. Для
этого можно попытаться найти аналогия
в движении обруча с шариком и математиче-

математического маятника.

Обычный способ найти период колеба-
колебаний маятника заключается в том, что запи-

записывается уравнение движения маятинха и

3-атем, используя связь периода колебаний
с коэффициентами в уравнении движения,
находится сам период. В данном случае нам

пришлось бы записать уравнение вращатель-
вращательного движения обруча. Имеется, однако, и

другой способ — сравнить движение рас-

рассматриваемого маятника с движением мате-

математического маятника. Воспользуемся этим

способом.

Очевидно, что в положении равновесия

обруча с шернком шарик занимает крайнее
лижнее -положение и радиус-вектор, соеди-
соединяющим шарик с осью вращения, вертика-
вертикален. Найдем скорость шарика в тот момент,

когда радиус-вектор состазляет с вертикалью

угол <z, и сравним ее со скоростью математи-

математического маятника, когда его нить образует
с вертикалью тоже угол «. Естественно счи-

считать, что длина нити математического маят-

маятника равна R и что одинаковы максимальные

отклонения от положения равновесия (вы-
соты Л,, на рис. 6, а и б).

Из закона сохранения энергии следует,

что

mgh0 т=

mv-

«
up.

mvmv

где mgh -f~ „ —энергия шарика, а V^np —

энергия вращательного движения самого

обруча.
Так как все точки обруча в каждой

данный момент времени движутся с одина-
одинаковой по абсолютной величине скоростью у,
то кинетическая энергия Wep вращатель-
вращательного движения обруча равна

Поэтому

mv?m

mgh0 — mgh = 2 -t

В случае математического маятника
имеем:

тЬг
mgh0 = mgh -f -у,
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Рис Г).

откуда

v

Мы видим, что при дюбом положении

шарика (то есть при любом Л) скорость маят-

маятника, который гредставляет собой' обруч с

шариком, в ~[/2~ раз меньше ci срости ма-

математического маятника. Это означает, что

любой участок траектории шарик проходит
в Т/2~ раз медленнее, чем математический

«аяткик, так как средняя скорость на этом

участке меньше п Т/2 раз. Следовательно,

период колебаний этого маятника Tt в Т/2
раз больше периода колебаний математиче-
математического маятника Т и поэтому равен

Т,-

Ф249. Невесомый стержень, на концах ко-

которого закреплены шарики массами т и Л1.

опирается серединой на жесткую подставку,
вокруг которой он может свободно вращаться
в вертикальной п.юскоепш. В начальный

момент стержень расположен горизонтально,
а скорость его роена нулю. С какой сн.юй
давит он в этот момент на подставку?

Силе давления на подставку F4 равна
сумме сил давления Рд ,

и F;t , шариков
на стержень, так как сам стержень неве-
невесомый.

\\я каждый из шариков действуют две
силы: сила тяжести к сила реакции со сто-

стороны стержня, которая по третьему закону

Ньютона раина но величине силе давления

шарика на стержень (рис. 7).
Запишем уравнения движения шариков:

.VJg — Fp., = Ma, A)
/¦"p.; —mg

--= та. B)
Заметим, что силы Fp ,

и Fpл равны.
Действительно, вращение едкого стержня
относительно оси, проходящей через его се-

середину, вызывается моментами сил F^ ,

и Рд.п, но поскольку стержень невесомый,
на его вращение не надо затрачивать никаких
усилий. Следовательно, моменты сил F^.,
и ^д.а одинаковы. Л так как одинаковы

плечи, то равны и сами силы.

Таким образом, из A) и B) с учетом
того, что Fp.j Fp., (так как силы реак-
реакции равны по величине соответствующим
силам давления), получаем

2Мпщ
P.i r'p.i~ м .). т •

Тогда сила давления на подставку, равная
но абсолютной величине сумме сил реакции,
равна

д. i /¦.

Ф250. Одинаковые заряды q находятся ни

расстояниях а и b от зазем.и'нной сферы ма-

малого радиуса т \рис. 8). Расстояние до поверх-
поверхности земш и других заземленных предме-
предметов много больше а и Ь. Найти силу, с ко-

которой заряды действуют на сферу.

Под влиянием внешних гаридов на за-

щемленной сфере наведется некоторый заряд Q
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Рис. 9.

который соответствующим образом распре-
распределится по поверхности сферы. Найдем пе-
личину этого заряда.

Так как сфера заземлена, потенциал ее

поверхности равен нулю. Но если пнутри
проводящей оболочки нет зарядов, то элек-
электрическое поле там отсутствует. Поэтому
потенциал любой точки внутри сферы равен
потенциалу на ее поверхности, то есть в на-

нашем случае равен нулю.
В то же время согласно принципу супер-

суперпозиции потенциал поля в центре сферы
(будем рассматривать именно эту точку)
равен сумме потенциалов полей нарядов q
к заряда сферы Q:

Для того чтобы найти потенциал поля

заряженной сферы, разобьем поверхность
сферы на такие палые участки, что заряди
на них можно считать точечными. Потенциал
поля в иентре сферы от произвольного участ-
участка равен

где i\Q; — заряд этого участка. Очевидно,
что потенциал поля всего заряда Q в центре
сферы будет равен

Q

4л?пг
¦

Таким образам,

ОТК\'ДЛ

Теперь нетрудно подсчитать силу, дей-

действующую нл сферу. Поскольку радиус
сферы мал но сравнению с расстояниями
а и ft, можно считать, что заряд сферы Q
является точечным и находится в центре
сферы. Поэтому (см. рис. 8)

глс

и F.,?=

4леоа
- °-

Подставив соименное выше значение эаряцз

Q, получим окончательно

ц-г ( I I\ -if I _|_Г *=

4ле„ \ a + b ) У a* + b*
'

Ф251. Но фотографии чтящей пули (рис.9)
видны звуковые еолны, которые возбуждаются
при движении пули. (Такую фотографию уОа-
лось получить благодаря тому, что области,
в которых плотность воздуха различна, по-

разному преломляют сиетовые лучи.) Вос-
Воспользовавшись линейкой, определите при-
примерную величину скорости пу.чи. Скорость
мука в воздухе равна 340 м/с.

Из каждой точки траектории пули рас-
распространяется сферическая звуковая волна.
Эти полны, складываясь, дают картину, ко-

которая существенно зависит от соотношения

между скоростью пули и скоростью звука.
Если скорость звука больше скорости пули,
то волны, которые излучаются в'разных точ-

точках, никогда не смогут догнать друг друга

(рис. 10). Если же скорость пули больше

скорости звука, то фронты волн будут пе-

пересекаться, как показано на рисунке 11, и,

складываясь, эти волны будут образовывать
«усы», расходящиеся от пули, аналогичные

«усам», идущим от носа глиссера. Эти «усы»
представляют собой огибающие фронтов сфе-
сферических звуковых волм. Подобная картина

Рис. 10. Рис. П.

4«



http://kvant.mccme.ru

представлена на фотографии. Следовательно,

пуля двигалась со скоростью и, большей ско-

скорости звука и.

Угол между «усами» простым образом
связан с отношением скоростей пули и звука.
Так как за время t пуля пролетает рас-
расстояние ОД = vt (см. рис. II). а звук из
точки О проходит расстояние Об — н/. то

ut и

si п а ¦-=* —г =
—

vt v

В JiaiueM случае а я« 45° и поэтому
v я» 480 м с-

Ф252. На цилиндрический столб намотан
канат. За один из концов каната тянут
с силой F. Для того чтобы канат не сколь-
:тл по столбу, когда на столб намотан толь-

только один виток кината, второй конец каната

нужно удерживать с силой f. С какой силой

нужно удерживать этот конец каната,

если на столб намотано п его витков? Как
изменится сила f, если взять столб вдвое
большего радиуса? (Сила f не зависит от тол-

толщины каната.)

Сила / может зависеть только от диаметра
столба d. коэффициента трения ц между
столбом и канатом и от величины силы F.
Однако из соображений размерности можно
сделать вывод, что

f~F.
Действительно, невозможно подобрать та-

такую комбинацию из F, и и d, чтобы она

имела размерность силы.

Таким образом,

/ = kF.

где коэффициент пропорциональности * свя-

связан с коэффициентом трения каната о столб.

Из этой формулы сразу же следует, что

при любом изменении радиуса столба сила /
останется прежней.

Для того чтобы ответить на первый воп-

вопрос задачи, рассмотрим второй виток каната.

Для него роль силы F играет сила /, поэтому

ft = A/.
где /я — сила, которую надо приложить к

свободному концу каната, когда на столб

намотано два витка. Для третьего витка

/, - */, = *v
и так далее.

Для п-го витка получим

/л=А/я-, = Аг/л-1=... -А" /-
Из первого равенства найдем коэффициент Дг:

Следовательно

И. Ш С/юбодецкий

В этом номере мы приводим список чи-

читателей, приславших в редакцию верные ре-
решения задач М23( -М245 В большинстве
писем содержалось верное решение задач
M23I, M24I и М242. Остальные задачи ре-
решили (жирные цифры после фамилии — по-

последние две цифры номера решенной задачи)'.
А. Абдуррахманов (Баку) 34. 38; П. Ага-

ронов (Баку) 36, 40; С. Агеев (Воронеж)
34, 36—38. 40. 43; Д. Азов (Челябинск)
34, 36, 38; М. Аронов (Володарск Горьков-
скон обл.) 45а; В Ашихмин (Таллин) 43;
Е. Байсаяов (Алма-Ата) 34, 36, 44; П. Бань-

ковский (Уральск) 36. 37, 40, 43, П. Барсу-
Барсуков (Пятигорск) 37; В. Басманов (Воронеж)
34. 35. 37, ЗЯ, 40; /Л Бахмутский (Львов)
34; #. Беленький (Москва) 44; В. Беляев

(Москва) 37; А. Берлин (Бобруйск) 32.
43; В. Бильдин (с. Молодня Черновицкой
обл.) 43, 44; Л. Блох (Харьков) 32, 43. 44;
A. Браилов (Москва) 35, 38. 40; А. Валь-
Вальков (Ташкент) 34, 37. 38, 40, 43; Р. Вас-

серман (Одесса) 44; А. Векслер (Ташкент)
37, 39; А. Волков (Челябинск) 40; Г. Воль

(Ворошиловград) 34; С. Всеволод (с. Куй-
зовка МССР) 34; А. Вятчин (Павлово Горь-
ковской обл.) 32. 34—36. 38—40. 43--45;
B. Галоян (Октемберяи Арм. ССР) 34;
B. Гальперин(Москва) 34; А. Гончаров (Ни-
(Никополь) 32—33. 36. 37; ?. Горбатый (Одес-
(Одесса) 34. 36, 38—40, 44; М. Грабельковский (Во-
(Воронеж) 32; А. Григорян (Баку) 32, 34,
36—40, 43—45; А. Гулиев (с. Сулсйманлы
Аз. ССР) 34; К. Данильченко (Волгоград)
36. 38; П. Дедик (Москва) 33, 34, 36—38.
40, 43, 44; С. Дориевич (Ленинград) 36,
38; Н. Довжиков (Ленинград) 34; Э. Дя-
ченко (Аидрушевка Житомирской обл.) 34,
37. 43;А. Еременко (Харьков ) 34, /4 Ефаш-
кин (Оренбург) 36, 38—40; Г. Зайцев (Кимры
Калининской обл.) 44; М. Закс (Пермь) 43;

C. Золотарев (Москва) 36; В. Нващук (Ки-
(Киев) 32. 34, 43; И. Калика (Киев) 35; В. Ка-
лабин (Москва) 45а; А Карабегов (Ереван)
32—38, 40; П. Кацыло (Москва) 36. 38—40,
43; И. Киричук (Луцк) 37; В. Конев (Ангарск)
34; С. Коршунов (Моииво Московской обл.)
37. 39, 40. 43, 44; А. Кукуш (Киев) 32. 34;
А- Курляндчик (Вильнюс) 33, 34, 36, 37.
39, 43; А.Лебедев (Бийск Алтайского края)
43; М. Левин (Витебск) 38, 39; А. Леонтьев

(Щнгры Курской обл.) 37, 43; М.Любич

(Харьков) 32—34, 36, 37, 43, 44; А. Мака-

ранее (Львов) 32, 34, 36. 40, 43; С. Мали-
некий (Полтава) 34; С. Мерзляков (Уфа)
34; В. Мияьман (Минск) 36—38; В. Митюк

(Ружин Житомирской обл.) 34; Ю. Михай-
Михайлов (Ленинград) 33, 34; Л. Михлин (Курск)
32, 34, 36; С. Насыров (Казань) 43. 45 б;
//. Нецветаев (Ленинград) 32—36, 38; 43:
С. Нужный (Куйбышев) 34; О. Окунев (Ка-
(Казань) 43; И. Панин (Ленинград) 34; ?. Па
рилис (Ташкент) 43, 44; Б. Певзнер (Москва)
37. 40; Н. Петров (Болгария) 38; Ю. Пи-

нелис (Кзыл-Орда) 33. 34, 40„ 43; А. Плохое

(Москва) 40; А. Поблагуев (Винница) 45а;
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XI. Половинник (Мена Черниговском обл.)
36. 37; Л. Поносов (Пермь) 32—34, 36, 38,
39. 43, 44; В. Поркшеян (Ростов-на-Дону)
37, 45а; В. Прасолов (Ворошиловград) 33—
35; II. Рабинович (Тула)" 32—34. 36. 39;
A. Рапацкий(Братск) 34; А. Резников (Ки-
(Киев) 37, 40; Р. Рожков (Москва) 43; Ф. Рож-
Рожков (Рязань) 43; В. Ронкин (Харьков) 37,
40; Б. Соломяк (Ленинград) 43; М. Ситников
(Москва) 43; Г. Скляр (Харьков) 32—34;
С. Скоков (д. Соковни, г. Счободской) 37;
B. Слепой (Фруизс) 37, 43: Л.Слесаренко
(Рубцовск Алтайского края K4—38. 43. 44;
А. Слчнкин (Москва) 43, 44; //. Смирнов
(Москва) 34; А. Со.юмахов (Москва) 34;
Ю. Соркин (Москва) 38; К. Стемиак (Поль-
(Польша) 43; А. Торнопольский (Коростень) 34;
К. Тевосян (Абовян Арм. ССР) 34; Э. Турке-
впч (Черновцы) 32—34, 43. 44. 45 6; В. Уры-
ваев (Москва) 43; //. Усв.чт (Ташкент) 34;
C. Финашин (Ленинград) 32—34, 36, 43—
45; Г. Храпунович (Ленинград) 40; //. Цу-
керман (Ленинград) 34. 36, 37, 39. 40; Ю. Цы-
Цыганов (п. Вербилки Московской обл.) 37;
М. Чеповецкий (Ленинград) 34; А. Черебатов
(Омск) 36, 40, 43, 44; //. Чернов (Кривой
Рог) 32, 34; Р. Шаринов (Казань) 40; Г. Шме-
Шмелев (Ярославль) 43. 44, 45; О. Шор (Харьков)
44; А.Щехорский (с. Старики Житомирской
обл.) 32, 34; И. Юнус (Харьков) 34. 36, 37,
43. 45; С. Юркевич (Ленинград) 32—34,
43; Б/Осин (Москва) 32-34. 36—40. 44.
45; Р. Ямилов (Уфа) 34, 36. 37; Б. Яцало
(с. Морочно Ровенской обл.) 37.

Ю. П. Лысое

Правильные решения задач Ф243 Ф252 р
слали следующие читатели (жирная цифра
после фамилии означает последнюю цифру
номера задачи): Д. Азов (Челябинск) 6, 8,
9.0, I; Р. Акбаров (Андижан) 9,0,1; Ю. Алек-
на (Алитус) 8. 1; И. Алексеева (Миасс) 9;
П. Анциферов(Фатеж) 4, 6,7,9,0,1; В. Аших-
мин (Таллин) 8, I, 2; Р. Бабчанник (с. Ма-
нома Хабаровского края) 3, 4. 9. 0; В. Ба-

куров (Новосибирск) 4, 6. 8, 9, 1. 2; А. Ба-

раов (Москва) 4, 6; А. Барсуков (Пятигорск)
9; Р. Басыров (д. И. Каракитяны ТАССР)
8. 9, 1, 2; В. Бганцов (Рубежное) 9; Л. Бей-
гельман (Калининград) 6; В. Беляев (Москва)
3, 4. 8, 9, 0, 1; П. Бендорюс (и'о Паюрис Лит.

ССР) 1; В. Бенхан (Калинин) 9; С. Березин

(Кимры) 3, 4, 6, 8, 2; А. Берлин (Бобруйск)
8. 1; М. Бижоев (с. Старый Урух КБАССР) 3;
С. Бобков (Курган) 6, 8, 9; Л- Богомолов

(Одесса) 4, 6, 9, I, 2; А. Браслаеец (Ново-
(Новосибирск) 1; Ю- Бриль (Днепропетровск)
4; А. Бузулуцков (Новосибирск) 4, 7; Ю. Бу-
чинскас (Шилальскнн р"-н Лит. ССР) 4.6,8,9.
1. 2; А. Бушмакин (Иваново БАССР) I;
Ю. Вавич (Кировоград УССР) 9; А. Визитов
(п. Глыбокое Черновицкой обл.) 6; В- Вине
(с. Аидреевка Омской обл.) 8; //. Виняр
(Оргеев) 9, I; А. Волков (Челябинск) 1;
П. Волохов (Криуляны) 1; Д. Габриэльян

(Белая Калитва) 8; С- Гаврилов (Свердловск)
6; В. Гаврилюк (Минск) 8, 9, 0. 1; В. Галцев
(Оренбург) 1; М. Гедалин (Тбилиси) 9;
С. Герц (Хуст) 9; Р. Гирдянис (Вильнюс) 4;
Л. Глазман (Харьков) 3, 4, 6, 7, 8, 9, 0, 1. 2;
//. Голдовский (Брянск) 6; В. Голутва (п. Вы-
сокопольс Херсонской обл.) 1, 2; Е. Горба-
Горбатый (Одесса) 8. 0, 1; Ь. Гребень (х. Белоуша
Брестской обл.) 9: С. Григорьев (Ессентуки)
6; А. Гринберг (Кишинев) 8. 1; И. Грин-
шгпепн (Одесса) 8, 9, 1; С. Гродский (Кор-
сунь-Шевченковскин) 4, 6, 2: //. Грушецкий
(Екабпилс) 3, 1; В. Губени (Угнев Львовской
обл.) 3, I; М. Гулянский (Магнитогорск)
3. 4, 6; А. Гуревич (Минск) 4. 6. 8, 9, 0, I;
А.Давыдкин (Горький) 1; У. Джуманияэол
(Хазараслскнй р-и Хорезмской обл.) 6;
A. Дмитриенко(Воронеж) 9, I, 2; Ю.До-
Ю.Докучаев (Ленинград) 4, 6. 7, 8, 9, 0. 1. 2;
А.Дробинин (Евпатория) 4, 6. 9. 1. 2;
П. Дубровский (Омск) 8, 0, 1; В. Дяченко
(Гадяч) 8; Р. Егорян (Раздан) 8, 9. I; С. Ер-
жанова (с. Баршечтол Семипалатинской обл.)
8; Г. Еркнапетян (Ереван) 8, 9, 2; В. Же-
Железное (п. Октябрьский Амурской обл.)
6. 9; В. Жук (Грозный) 6. 8, 9.' 0, 2; Д. Жу-
ховицкий (Магадан) 6; С. Загидулин (Феодо-
(Феодосия) 1; С. Заэовский (Новомосковск Туль-
Тульской обл.) 6. 2; С. Закурин (п. Мишкино

Ярославской обл.) 2; Р. Залавутдинов (Ка-
(Канат) 8, 0; Ю- Зельдин (Орша) 2; С. Зенович

(Ташкент) 9, I: И. Зорин (Курск) 8; Е. Зуб-
ко (Ивано-Франковск) 3, 4, 8, I; А. Иванов

(Фергана) 6; Т. Иванова (Москва) 2; В. Ива-

щук (Киев) 4,6,8,9,0,1, 2; А. Ивлев(п.Строй-
керамики Куйбышевской обл.) 4; А. Измай-
Измайлов (Баку) 6—9; И. Иовик (Магнитогорск) 2;
С. Казанцев (Новокузнецк) 8, 9, 0, 1; С. Кал-
лягв (п. Сосковый Бор Ленинградской обл.)
3, 4.6, 7. 1; б. Канзюба (Днепродзержинск)
8, 0, I; В. Карлин (п. ММС Волоколамского
рна) 6: В. Карпухов (Челябинск) I; В. Кар-
тюков (Батайск); I; К- Кацман (Мытищи) 4,
6; А. Кааом (Гайворон) 6; А.Клочко (Жу-
(Жуковский) 6, I; Я, Коган (Глазов) 6—9, I;
B. Комаров(Ачинск) 6; И. Кондратенко (Во-
(Ворошиловград) 9, I, 2; А. Коптелов (Челя-
(Челябинск) I; // Корми.а ченко (Орджоникидзе) 2;

C. Коршунов (п. Моиино Московской обл.)
4. 6—9.0. 1.2; Л. Кофмш (Таллин) 4. 6, 7;
Л. Кофман (Таллин) 8, 9, 0, 1, 2; Г. Коява

(Цдинвали) 8, 9, I; С. Крекин (Магадан) 6;
?. Кузнецов (с. Kara БАССР) в, 9, 0. 1;
В. Кузьмин (Грозный) 7, 8; А.Лекчинов

(Шахты) в, 2; В. Лисенков (Киреевск) 8, 1;

A. Лукьянов (Дубовский Ростовской обл.)
8; Ю. Лурье (Москва) 9. 0; А. Львов (Саратов)
8. 0, 1. 2; В. Маэалов (Шауляй) 8, 9, 0, I;
B. Майоров(Душанбе) 8; С- Макаров (Са-
(Саратов) 8, 1,2; В. Малое (Ташкент) I; И. Ма-
техин (Новокузнецк) 3, 4, 9, О, I, 2; С. Мель-
Мельник (Харьков) 3. 4. 6, 9, 1,2: А. Набатчиков

(Курск) 6, 2; Р. Нартикоев (Орджоникидзе);
6; А. Немыкин (Кировабад) 7; И. Никитин

(Ленинград) 6, 8, 2. В. Николаев (Канаш)
I, 2; Б. Новосядлый (Чортков) 3; Р. Нугаев
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(Казань) 3; С. Нужный (Куйбышев) 4. в. 7;
Г.Оганисян (Ереван) 4; А.Оксак (Воро-
(Ворошиловград) в; А. Осин (Камышин) 1; Р. Ос-
панов Байрам-Али) 8, 9; А. Островский
(Алма-Ата) 9; М. Островский (Ленинград)
8. 9. 0. I, 2; Г. Павлов (Москва) 6; П. Па-

ровичников (Обиннск) 2; А. Парфентьев
(с. Миосское Челябинской обл.) 8, 1; Е. Па-
тяева (Москва) 8; Ю. Перфильев (Саратов) 4. 6,
7.8,0; Ю. Пинелис (Кзыл-Орда) 3.4, в. 7. 9. 0,
1. 2; К. Пирятинский (Кишинев) 9; А. Побла-

гуев (Винница) 4, в; 0. Поваляев (Подольск) 4.
в, 8, 9, I; А. Полянский (Челябинск) 9, 1, 2;
С. Поляруш (Жабинка) в; Р. Портной (Чер-
(Черновцы) 9; Ю. Прилепский (Алма-Ата) 1, 2:

B. Прупис(Москва) 4; В. Разин (Белорецк)
8, 9, 1; А. Резников (Киев) 4, в; А. Ремеев

(Ташкент) 4, 7, 8, 1; В. Решетняк (Киев)
в, 8, 0, 1,2; А. Решетов (Грозный) 1; Э. Ро-

эенкранц (Магнитогорск) 3, в, I. 2; В. Ройна

(Познань, Польша) 1; At. Рывкин (Бобруйск)
4, в. 8, I. 2; В. Рыжиков (Ахтубинск), 4. в, 8,

9. 0, 1, 2; ? Ряписов (Ломоносов) 8,0, I, 2;
А.Савин (Москва) 8. 1; П.Самовал (Гай-
ворон) в; И. Сафаргалиев (с. Янги-Курган
Ферганской обл.) 8, 0; В. Свиридов (ВНЙИСС
Воронежской обл.) в, 8, 9, 2; С. Семенюк
(ст. Посевная Черепановского р-на) \;А. Сем-

ченко (Старые Дороги) в; Р. Сергеев (д. Пе-

ребродье Витебской обл.) 2; А. Синьсовский

(Душанбе) 8; 1; Р. Сирота (Харьков) 4, 5,
в. 9, 1, 2; В. Слепой (Фрунзе) 2; В. Смолен-
ков (Ленинград) 9, 1; Ю. Смоленцев (Ессен-
(Ессентуки) 3—9, 1. 2; А. Смык (Красноярск) в, 8;
И. Снигирев (с. Чепца УАССР) 1. 2; М. Сул-
тангалиев (с. Ваныш БАССР) 4. в; А Тролле
(Минск) 8; J1. Требулева (Ташкент) 9. 0;
М. Тульчинский (Киев) 2; Л. Узненко (Маг-
(Магнитогорск) 4; И. Усвятп (Ташкент) 4, в;
C. Утнасупов (Элиста) 8. 9, 0; Н. Федин
(Омск) 3, в, 8, 9, I, 2; В. Филиппов (Бала-
(Балашиха) 4, 8; А.Хомич (Брест) в, 8, 9. 0;
С. Хоружи п (Абинск) 1; Ю. Цыганов{ п. Вер-
билки Московской обл.) в. 8, 9, 2; А . Черни-
Черников (Воронеж) 8, 2; Е. Черныиюв (Ленинград)
1, 2; А. Шаблатович (п. Верхнее Синевндное
Львовской обл.) 4, в; М. Шаймухамбетов
(Алма-Ата) 9, 2; В. Шендрик (Алма-Ата)
4—9, 0. 1, 2; А. Шень (Москва). 8. 9. 0, 1,
2; В. Шнейдман (Харьков) 3, 4. 7, 8, 9, I, 2;
В. Шоев (Фрунзе) в; С. Шульга (Славянск)
3, 4, 7; О. Щербаков (Лида) 8. 0. 1, 2.

С. Г. Семенчинский

Максимум найден

В «Кванте» 1973. № 10 была
напечатана заметка «Макси-

«Максимум?^ Редакцией получено
много писем с ответами n<i

помещенную в это» заметке

задачу. Все ответы, прислан-

присланные читателями, оказались

правильными. Действитель-
Действительно, рекордное произведение,

о котором говорилось в ус-
условии задачи и которое бы.-ю

найдено в Японии, равно

7448. Очень приятно, что

этой задачей заинтересова-
заинтересовались многие читатели, но.

к сожалению, не псе присла-
прислали свои решения, н поэтому
в большинстве случаев, не-

ьозможно выяснить, как был

получен правильный ответ.

Решения же тех читателей,

которые их прислали, как

правило, заключались в пе-

переборе возможных вариан-

вариантов.

Конечно, нахождение ре-
решения с использованием таб-

таблиц или вычислительных ма-

машин не представляет ника-

никаких логических трудностей,
хотя довольно громоздко и

неинтересно. Поэтому паи-

бо'лее любопытны те реше-

решения, которые используют ло-

логический анализ приведенной
в задаче ситуации н доказы-

доказывают единственность полу-
полученного ответа. Таких реше-
решений немного. В первую
очередь хочется отметить

решения Андрея Мишина

(Ленинград), Сергея Терно-
Тернового (Волгоград) и Сергея
Главковского (г. Георгиевск
Ставропольского края). Этим
читателям удалось значи-

значительно сократить число рас-

рассматриваемых комбинаций и

довольно быстро прийти к

правильному решению Ре-
Решение тов. Челябова (Ма-
(Махачкала)— полное и пра-
правильное, однако оно очень

громоздко.
Нельзя не упомянуть и

самого молодого из читате-

читателей, приславшего правиль-
правильный ответ на эту задачу

—

шестиклассника Леню Че-

Чехова из Москвы-
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Четырехугольники
В. Г. Болтянский

ПРАКТИКУМ
АБИТУРИЕНТА

Вспомним прежде всего определение параллелограмма: четырехугольник *)
называется параллелограммом, если его противоположные стороны попарно
параллельны. Разберемся в структуре этого определения.

Во-первых, следует отметить общий характер этого определе-
определения: его можно применять к л ю б о м у четырехугольнику (хотя в опреде-
определении это явно и не сказано). Иными словами, какой бы четырехугольник мы

ни взяли, стоит только убедиться, что его противоположные стороны попар-
попарно параллельны, и мы скажем, что это ¦— параллелограмм.

Во-вторых, следует отметить, что попарная параллельность противо-
противоположных сторон является необходимыми достаточным ус-
условием для того, чтобы мы могли назвать четырехугольник параллело-
параллелограммом. Иначе говоря, мы в том и только в том случае считаем четырехуголь-
четырехугольник ABCD параллелограммом, если знаем, что AB\\CD и AD\\BC.

Сказанное позволяет кратко записать определение параллелограмма
следующим образом:

(VABCD) (ABCD— пар-мм) *=>(AB\\CD и AD\\ ВС). A)
Del

Знак V применяется в математике вместо слов «любой», «каждый», «всякий»
и т. п. Далее, знак <•> читается «необходимо и достаточно» (или «в том

и только в том случае»). Наконец, обозначение «Def» представляет собой

сокращение английского слова Definition (определение). Таким образом,
сокращенную запись (I) можно прочитать словами следующим образом:
произвольный четырехугольник ABCD является, по определению, параллело-
параллелограммом в том и только в том случае, если AB\\CD и AD\\BC. Обычно,
для краткости, указание о том, что это определение пригодно для. произ-
произвольного четырехугольника, пропускают; кроме того, пропускают
слова «в том и только в том случае»; наконец, словосочетание «является,
по определению» заменяют одним словом «называется». Вот и получается
формулировка, приведенная в начале статьи.

Все дальнейшие свойства параллелограммов формулируются в виде

.теорем. Вот основные свойства параллелограммов (записанные теми же

символами):

(V4BCD) (ABCD— пар-мм) <*(AB\\CD и АВ = CD)\ B)
<*ABCD) {ABCD — пар-мм)« (АВ = CD и AD = BQ; C)

(V A BCD) (ABCD — пар-мм) «* (<А = <С н<В = <D); D)

(yABCD) (ABCD — пар-мм)** (<А + <В = 18(Г и <В + <С = 180е); E)

(УABCD) (ABCD—пар-мм)«=> (точка пересечения диагоналей делит их

пополам); F)

*) Всюду в статье имеются в виду выпуклые четырехугольники.

Я
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[VA BCD) [ABCD— пар-мм) **{ABCD имеет центр симметрии): |7)
|V.>1 BCD) [ABCD — мар-ым)«*

ЩАС1 -f BD- = А В* + ДС* + CD* +-/Шг). (8)

Каждая нэ записей B)—(8) содержит две теоремы, прямую и обратную
(причем не во всех случаях обе теоремы изучаются в школе). Например,
теорема B) утверждает: для того чтобы четырехугольник A BCD был паралле-

параллелограммом, необходимо и достаточно, чтобы стороны А В и CD были рипны
и параллельны. В этой формулировке содержатся две теоремы. Одна из них

состоит и том, что если четырехугольник A BCD — параллелограмм, то

AB\[CD и АВ ~ CD. Это записывается так:

\VABCD) [ABCD — нар-мм)-н/Щ|СО и АВ = CD). <<»,

Другая теорема {обратная) гласит: если а четырехугольнике A BCD имеем

AB\\CD. и А В — CD, то A BCD— параллелограмм. Вот ее запись:

\4ABCD){AB\\CD и А В = CD)-*, (A BCD— пар-мм). (Ш)

Обе формулировки (9) и A0), каждая из которых содержит одностороннюю

стрелку ^ («если..., то. . . »), объединяются одной записью B), содержа-
содержащей двустороннюю стрелку**»;*...необходимо н достаточно...»). Подобным же

образом каждую иг? теорем (•'$) — (8) можно разбить на дне теоремы, прямлю
и обратную. Большинство из stiix теорем хорошо известны учащимся. Ос-
гальиые (не доказывавшиеся в школе) можно рассматривать как задачи на

доказательство. Читателю рекомендуется вспомнить (или црид\ мать) до-

доказательства всех этих теорем, как прямых, гак и обратных.
Следует обратить внимание на то, что запись каждом пч теорем B)— (8)

очень похожа на запись определения (I) — только отсутствует обозначение

И)еЬ. Каждая из записей (I)—(8) \ тверждает, что четырехугольник A BCD
и Юм и только в том случае является параллелограммом, если выполнено то

пли иное свойство. Однако роль утверждении (I)— (8) неодинакова. Первое
из них является определением, то есть используется для первоначального
введении понятия параллелограмма. Полому оно не нуждается в доказа-

доказательстве. Соотношения B)—(8) не являются определениями, а представляют
собой теоремы и требуют доказательства.

Заметим, что мы могли ввести понятие параллелограмма н иначе, на-

например, можно было бы принять B) за определение параллелограмма.
В этом случае соотношение B) не нужно было бы доказывать (оно имело бы

место «по определению»), по тогда утверждение (I) следовало бы уже рас-

рассматривать как теорему, которая {так же как п остальные утверждения
(.4)—(8)) должна быть доказана с помощью утверждения <2).

Расчлененне записи определения па три части (см. (I)). хотя и похоже

на расчленение записи теоремы на три части (см. i2)-—(8)), но имеет несколь-

несколько niioii оттенок. Первая часть определения указывает радмюе ттятис.

В данном случае это— понятие четырехугольника (то есть па-

параллелограммы выделяются из множества всех четырехугольников). Вторая
часть определения вводит назлание нового понятия (новыйтермин— в дан-

данном случое «параллелограмм»). Наконец, третья часть определения содер-
содержит описание аидтого отличия, в данном случае описание того свойства

(попарная параллельность противоположных сторон), которое выделяет

параллелограммы среди всех четырехугольников.
Для сраппенни возьмем eme одно определение:

|V/i? Лг) \п четно)<=>(» дг.ипен на 2).
|>г(

Здесь N— множество всех ншпцрильнш чисел (родовое понятие), опредо-
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лиемы.м n-рмииом является понятие четного числа, а видовое отличие —

свойство делиться на 2 (без остатка).
В случае теоремы назначение частей иное; его лучше всего рассмотреть

на примере теорем с односторонней стрелкой (см. (9) или A0)). Первая часть

представляет собой разъяснительную часть теоремы. Вторая н третья части

[идущие непосредственно до и после знака =*) называются соответственно

условием п заключением теоремы. Разъяснительная часть описывает те об-

обстоятельства, которые должны иметь место, чтобы можно было сформули-
сформулировать теорему, к те обозначения, которые применяются при ее формулиров-
формулировке. В теоремах (9), МО) ia также в каждой нз георем B)—(8)) разъяснитель-
разъяснительная часть указывай, что рассматривается произвольный четырехугольник,
вершины которого обозначены буквами Л , В, С, D. Теорема в целом утверж-
утверждает, что если (при обстоятельствах, описанных в разъяснительной части)
выполняется условие теоремы, то справедливо и ее заключение.

Заметим, что для получения обратной теоремы нужно сохранить ту же

разъяснительную часть, а условие н заключение поменять местами (ср. (9)
и A0)). Заметим также, что в теоремах, выражающих необходимые и доста-

достаточные условия (например, B)—(8)) условие н заключение равноправны,
то есть их можно менять местами без изменения смысла теоремы.

Запишем теперь определение н основные свойства ромба (знак?7заме-
(знак?7заменяет слово «параллелограмм»):

(Vo A BCD) {ЛBCD — ромбК>(ЛЯ = AD); (II)

(V о A BCD) [A BCD — ромб) <-> « ВАС = < CAD); A2)
<V?3 ABCD) (ABCD—pos\0)<*(AC_LBD); A3)
(Vo A BCD) (A BCD — ромб)<->(/1С — ось симметрии). A4)

На примере этих теорем легко проследить, как важно правильно формули-
формулировать разъяснительную часть — особенно при переходе к обратной теоре-
теореме. Возьмем для примера теорему A3), которую запишем в виде двух теорем,
прямой и обратной:

(Vo ABCD) (ABCD—pos\6)=>{AC_LBD); A5)
(Vo ABCD){ACj_BD)=> (ABCD— ромб). A6)

Если в разъяснительной части теоремы 15 мы укажем, что ABCD-—

произвольный четы р е х у г о л ь и и к (а не параллелограмм), то

она примет вид:

(V A BCD) (A BCD — ромб) => {ACA.BD). A7)
«По смыслу» георема A7) вроде бы не отличается от теоремы A5): одна теоре-
теорема утверждает, что если параллелограмм является ромбом, то его

диагонали перпендикулярны; а вторая говорит о том, что если четырех-
\ голь и и к является ромбом, то его диагонали перпендикулярны,
ю есть в обеих формулировках речь идет о том, что диагонали ромба перпен-
перпендикулярны. Однако для A5) обратная теорема A6) верна, а для A7) обратная
георема неверна (нз того, что диагонали четырехугольника
A BCD перпендикулярны, еще не следует, что ABCD — ромб). Это показы-

показывает, насколько важным является четкое указанне разъяснительной части,
\словни и заключения,

— особенно при формулировке обратной теоремы.
Запишем, далее, определение и основные свойства прямоугольники:

(Vo ABCD) (ABCD — прямоугольник) **«А = 90°); A8)
Dcf

(ABCD — прямоугольник)^(AC = ВО): (HI)

:i
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A BCD) (ABCD — прямоугольник) ** (средняя линия является

осью симметрии). B0)
В связи с последней теоремой заметим, что средняя линия четырехуголь-

четырехугольника — это прямая, соединяющая середины двух противоположных его

сторон (так что в любом четырехугольнике имеются две средние линии).

Теорема B0) утверждает, что параллелограмм A BCD в том и только в том

случае является прямоугольником, если одна из его средних линчи служит
его осью симметрии:

Определение трапеции:
(VABCD) {ABCD — трапеиия)«(ЛВ||СО или AD\\BC) B1)

Del

требует некоторых разъяснений. Союз «или» имеет в математике (в отличие
от обычной речи) неразделительный смысл. Иначе говоря, если в математи-

математическом тексте сказано, что имеет место а или Ь, то допускаются три воз-

возможности: 1) имеет место а, но не Ь\ 2) имеет место Ь, но не а; 3) имеют

место оба обстоятельства а и Ь.

Обращаясь теперь к определению трапеции, мы заключаем, что четырех-
четырехугольник ABCD считается трапецией в следующих трех случаях:

1) AB\\CD,но i4Dif.BC (в этом случае основаниями трапеции будут

отрезки А В и CD),
2) AD\\BC,но AB%CD (основаниями будут отрезки АО \\ ВС);
3) AB\\CD и AD\\BC (ABCD— параллелограмм).
Теорема о том, что средняя линия трапеции параллельна основаниям, а

длина ее равна полусумме длин оснований, на первый взгляд не имеет обрат-
обратной. Однако ее нетрудно разбить на две теоремы, каждая из которых содержит
необходимое и достаточное условие:

iyABCD; М и N — середины сторон АВ и CD) (ABCD — трапеция) <¦»

^ 4?±** B2,)
(V/1BCD; М и N — середины сторон АВ и CD) [ABCD — трапеция) «*

**(MN\\AD). B3)
Отметим еще теорему о равнобочной трапеции:

(VABCD; AD\\BC, AB%CD) (<А = <D)<*(AB = CD). B4)
Здесь указание AB%CD в разъяснительной части существенно, так как

иначе обратная теорема будет неверна.
Напомним теперь теоремы о вписанных и описанных четырехугольниках.

Многоугольник называется вписанным (говорят также «вписуемым»), если

существует окружность, проходящая через все его вершины. Многоугольник
называется описанным, если существуете окружность, касающаяся всех его

сторон. Вот необходимые и достаточные условия для того, чтобы четырех-
четырехугольники обладали этими свойствами:

iyABCD) (ABCD — вписанный)** «А +<С = 180°); B5)
УABCD) (ABCD — описанный>>(ЛВ + CD = AD-{-ВС). B6)
Упражнения (задачи на доказательство теорем)
1. {VABCD; I, т, п, р

— биссектрисы углов А. В, С, D) {.ABCD — ппр-мм) <4

<ч (прямые /, т, п, р образуют прямоугольник);

2. WABCD; М, Л—середины диаюналей) | ,«#»*- ~ -|<=КЛ?>|? ВС):

3. (VABCD;AB=iBC^ AC) (ABCD — вписаниый)«(/Ш = А1У + CD).
I

4. {VABCD;5 —его площадь)(АС 1 /3?>)Ц*5 ~-^AC-BD\;
5. (УABCD;M. N — середины AD, ВС, О — точка пересечения диагоналей)
{AD . BC)<&{MN проходит через О).
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РЕЦЕНЗИИ.
БИБЛИОГРАФИЯ

Рассказ
о капле

Физика так устроена, что за

любым, даже самым, каза-
казалось бы, простым объектом
ее исследований скрывается
много неожиданного. Нетоль-
Нетолько антимир, но и обыкно-

обыкновенная капля таит в себе

множество интереснейших
проблем. Толькс пот уви-

увидеть эти проблемы, увидеть
«сложное в простом! ничуть
не легче, чем «простое в слож-

сложном».

Новая научно-популяр-
научно-популярная книга Я- Е. Гегузина
«Капля»*) состоит из отдель-

отдельных очерков, рассказываю-

рассказывающих о физических законах,

управляющих поведением

капли, и об ученых, которым
капля помогла решить ряд
сложных и важных задач

в различных областях науки.

Так, словами аннотации,

можно кратко изложить со-

содержание книги. Но аннота-

аннотация совершенно не передает
поэтический дух книги. Ав-

Автор поставил перед собой цель
показать родственность нау-
науки и искусства. И это ему

удалось.
Удалось не только внешне

(в книге есть стихи, от-

отрывки из художественных

произведений, поезящеииых

капле^ но и внутренне. Сход-
Сходство между научным и ху-
художественным творчеством
особенно ¦

проглядывает
в очерках, посвященных уче-
ученым, изучавшим каплю.
Книга ияеелеия живыми
людьми. Особенно достовер-

•) Гсгузнн Я.Е., Капля.
М., «Наука», 160 стр., тираж
40000 экз., цеиа 29 коп.

но автор рассказывает о Лем-

млейне, Френкеле, Пииесе,
с которыми он был лично

знаком.

Читатель узнает о том,

как падают, скользят и сли-

сливаются капли, о том, как

ведет себя капля в невесо-

невесомости, что такое капли пус-

пустоты и каплеподшипннки, что

надставляет собой глицери-

глицериновая капель и антидождь.

Вот названия некоторых очер-

кчв, которые, как мне кажет-

кажется, хорошо передают стиль

книги: «Талая вода», «Капля-
шарик и капля-парашют»,
«Волянал корона», «Капля
живого серебра», «Засада на

росу» и т. п. Этот стиль из-

изложения, легкий и непри-

непринужденный, лишний раз под-

подчеркивает мысль автора
о том, что между наукой и

искусством нет строгого раз-
разделительного барьера.
Элементарна и неназойлива

математика в книге. Оценки

требуют не сколько знания

математики, сколько понима-

понимания физики. Выкладки до-

доступны каждому, кто свыкся

с мыслью о том, что любой

физический процесс можно

описать с помощью матема-

математических СНМЕОЛОВ.

Книга иллюстрирована ки-

кинограммами, полученными
при скоростной киносъемке,
что делает очень наглядны-

наглядными все процессы, о которых
рассказывает автор
«Капля», несомненно, будет

прочитана с интересом всеми,
кто интересуется физикой.

В. П. Лишевский

Читатели

предлагают задачи

1. Доказать, что урав

гние

2х -i- 13^19*

не имеет решений в натураль-
1ЫХ 7ИСЛ8.Х.

А. Хоцанян

2. Рассмотрим множест-
катуральиых четырех-

четырехзначных чисел xyzt, удов-
удовлетворяющих системе урав-
уравнений

г? = 3г/ —Ю,

xyzt =252.

Найти в этом множестве

наименьшее нисдо.

Д. А. Деорский

3. Вгримере на умно-

умно,хуг

жение

***

•¦¦¦

**У

*****

разные цифры обозначены

разными буквами или звез-

звездочками. Попробуйте рас-
расшифровать пример

С. П. Тррновой

4. Доказать, что в пря-

прямоугольном треугольнике
сумма длин катетов равна
сумме диаметров вписанной
и описаныой окружности.

К. Д. Мамсдов

5. Двузначное число 81

обладает следующим свойст-
свойством: сумма его цифр в квад-

квадрате дает это же число,
9s—81. Диалогичным свой-
свойством обладает трехзначное
число 512 : 83=512.

Попробуйте иайтн все

числа, сумма цифр которых,
возведенная з некоторую сте-

степень, дает то же число. На-

Насколько много цифр могут
иметь такие числа?

В. В. Малинин
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Слишком
маленькая

серия

Мы расскажем о математиче-

математической части выпускаемой мос-
московским издательством «Нау-
«Наука» серии «Библиотечка фи-
злко-математнческой школы»

(редактор — члеи-коррсспок-
дент Академии наук СССР
И. М. Гельфзнд).

К настоящему времени
вышли в свет 8 книжек «Биб-
«Библиотечки», ряд из которых
выдержал уже несколько из-

изданий. «Основную серию» со-

составляют следующие бро-
брошюры (выпуски 1—5):
И. М. Гельфапд, Е. Г. Гла-

Глаголева, А. А. Кириллов, Ме-
Метод координат: //. М. Гель-

Гельфанд, Е. Г. Глаголет,
Э. Э. Шноль, Функции и гра-
графики (основные приемы);
С. И. Гельфанд. М. J1. Гер-
вер, А. А. Кириллов,
Н. И. Константинов,
А. Г. Кушниренко, Задачи
по элементарной математике

(последовательности, ком-

комбинаторика, пределы);
И. Б. Васильев, В. JJ. Гутен-
махер. Прямые и кривые;
М. И. Башмаков, Уравне-
Уравнения и неравенства. Наряду
с этим имеются еще 3 книж-

книжки, образующие «дополни-

«дополнительную серию» (выпуски
I •—3 •)-. Е. Б. Дымит,
С. А. Молчанов. A. JI. Ро-
эенталь, А. К- Толпыго, Ма-

тематнческне задачи;
А. А. Кириллов. Пределы;
Е. Б. Дынкин, С. А. Мол-
Молчанов, A. J1. Роэеншаль, Ма-
Математические соревнования

(арифметика и алгебра).
Заметим сразу же, что

деление серии на «основную»

и «дополнительную» пред-

представляется вполне уместным:
в самом деле, между отдель-

отдельными брошюрами имеются

весьма заметные различия н в

характере, и в целевом на-

назначении (что, впрочем, бо-

более или менее неизбежно для

любой достаточно обширной
серии, составляемой боль-
большим авторским коллективом).
Мне кажется даже, что в ре-

рецензируемой серии можно

пыделить не две, а три

«струи», различающиеся, в

первую очередь, соотноше-

соотношением между теоретическим
материалом и задачами: пер-

первую из них составляют вы-

выпуски I, 2 и 5, вторую--
выпуски 3, 4 и 2 '. третью

—

выпуски I •
и 3 *.

Обращаясь к содержа-
содержанию отдельных книжек се-

серии, начнем с наиболее про-
простых для рецензирования

брошюр I *
и 3*: «Матема-

«Математические задачи» и «Матема-
«Математические соревнования». Уже
сами названия этих книг

полиостью раскрывают их

характер: это просто сбор-
сборники (довольно разнородных
по темам и методам решения)
задач, предлагавшихся на

различных конкурсах в мос-

московских специализирован-
специализированных «математических» шко-

школах; в конце брошюр собраны
решения (или указания к ре-

решению) всех без исключения

задач «основной части» кни-

книги. Помимо этого каждая
из книжек заканчивается раз-
разделом «Дополнительные за-

дачнэ, решения к которым не

указаны.
Высокий уровень задач и

тщательность составления от-

ответов и указаний гаранти-
гарантируется уже самим списком

авторов, включающим извест-

известных математиков, много лет

работающих в «математиче-

«математических» школах. Для решения
большинства задач выпусков

I «Библиотечки»

вполне достаточно знаний е

объеме курса математики

первых восьми классов сред-

средней школы. По характеру
задачи во многом близки к

публикуемым в «Задачнике
«Кванта», являясь, впрочем,
в среднем несколько более

простыми. Более удачной из

этих двух брошюр мне ка-

кажется вторая, частично это

объясняется подзаголовком

«Арифметика и алгебра» вы-

выпуска 3*, ибо в целом гео-

геометрическая часть сборника

1" представляется наиболее
слабой.

В этом отношении остает-

остается только надеяться на-то. что

некоторую «задолженность»
составителей «дополнитель-
«дополнительной» серии «Библиотечки» пе-

перед любителями геометрии
ликвидирует служащий про-
продолжением выпуска 3 *

и

выходящий вскоре в свет

выпуск 4 *: И. Б. Васильев,
С. А. Молчанов, А. Л. Ро-

пенталь, А. П. Савин, Мате-
Математические соревнования (ге-
(геометрия).

Перейдем теперь к «самой
основной» части серии, пред-
представленной выпусками I, 2
и 5. Несмотря на то, что и

здесь, разумеется, задачи н

упражнения составляют су-

существенную компоненту тек-

текста (ибо как же можно учить-
учиться математике без задач?),
все же основой этих трех

выпусков служат учебные

материалы теоретического ха-

характера. Очевидна связь этих

трех книг (особенно двух

первых из них) с существую-
существующей при Московском универ-
университете Заочной математиче-

математической школой: эти выпуски
излагают курс ЗМШ, вклю-

включающий сведения теоретиче-
теоретического характера и «контроль
ные задания», предлагаемые

учащимся для проверки сте-

степени усвоения материала (эти
задания легли в основу соп-

сопровождающих каждый раз-
раздел брошюр упражнений для

самостоятельного решения).
Написанные на высоком

научном н методическом уров-
уровне, посвященные самым важ-
важным вопросам общематема
тнческого характера, бро-
брошюры эти пользуются вполне

заслуженной популярностью
и, бесспорно, оказывают су-

существенную помощь мно-

многим интересующимся мате-

математикой школьникам. Имен-

Именно потому, что автор оцени-
оценивает эти брошюры достаточ-
достаточно высоко, далее речь идет
не об их бесспорных достоин-

достоинствах, а о том, что автора
в них не вполне удовлетво-

удовлетворяет.

Прежде всего не удовлет-

удовлетворяет кол ичество со-

составляющих серию брошюр.

SI
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Серия книг только н том слу-
случае достойна такого наиме-

наименования, если входящие в

нее книги следуют одна за

другой достаточно регуляр-
регулярно Можно только пожа-

пожалеть и том. что содержа-

содержащееся и первых изданиях

выпуска 2 обещание скорого

продолжения темы «Функ-
«Функции и графики» (находящее
косвенное подтверждение и

подзаголовке «Основные при-
еуы» выпуска 2) не только

не было реализовано, но да-

даже и вовсе исчезло из даль-

дальнейших издании угон книги.

Далее, кажется недо-
недостаточно подчеркнутой ана-

аналогии тем выпусков. 1 и 2

«Библиотечки». По существу
н этих двух книгах речь
идет о двух сторонах при-
применений координатного мето-

метода. В нервом случае во

главу угла кладется понятие

уравнения F {х, у) » 0 ли-

липни /. (переход: М (х, у) ?

Е L<=*F (х. у) — 0); по вто-

втором
— понятие графика у

функции у =¦= fix) (обрат-
(обратный переход: У = I (х) t-Ф

** М{х. у) t Г)- Эти дне

идеи последовательно рас-

раскрываются и выпусках 1 и 2

«Библиотечки», однако тес-

тесная их связь акцентируется
недостаточно. Заметим туг

же. что развитый математи-

математический язык более пажен для

начинающих, чем для опыт-

опытных математиков - и отсут-

отсутствие основных теоретико-
множественных и логических

символов или недостаточно

свободное н х иснользоиапие

несколько связывают аито- -

рои выпусков I и 2.

В противоположность
этом\ в выпуске 5, в основном

посвященном обсуждению са-

самого смысла выражений
«уравнение», «система урав-

уравнении», «равносильность

уравнений, «решение урав-
уравнения (или неравенства)» и

т, д., соответствующая сим-

символика использована доста-

достаточно широко, однако дли

школьника, последовательно

изучающего книжки «Биб-

«Библиотечки», отсутствие при-
привычки к подобным записям

мо^кет несколько затруднить
.|'ОС11рнятне этой брошюры.

Я также склонен был бы

считать несколько преувели-

преувеличенным внимание авторов вы-

выпуска 2 «Библиотечки» к

функции у — \х\ и разным
ее комбинациям.

К уж во всяком слу-
случае неоправданным кажет-

кажется мне включение в чис-

число «основных приемов» по-

построения графиков имеюще-
имеющего довольно частное значе-

значение перехода у =-¦ / (х) => у
—

= 1Мх>|.
Несколько преувели-

преувеличенным кажется также ощу-
ощущающееся в последних из-

изданиях выпуска 1 внимание
к частным видам уравнения

прямой (ведь школьник, чего

добро|о, сочтет необходимым
запомнить »\ равнение в от-

отрезках на осях»!). Однако,
наряду с этим .трудно не вы-

выразить свое восхищение, ска-

скажем, удачной трактовкой темы
о четырехмерном кубе в вы-

выпуске I, тщательностью под-

подбора примеров и задач (во
всех выпусках), рациональ-
рациональным (и редким для советской

учебной или научно-популяр-

научно-популярной литературы) использова-

использованием ш»лсп для рисунков и

чертежей, яркими вставками

на отдельных листках кни-

книжек, методически продуман-
продуманным использованием обычных

дорожных знаков— да и мно-

многим другим, с чем познако-

познакомится любознательный
школьник, захотевший уз-
узнать книжки «Библиотечки

физико-математической шко-
школы» не только но настоящей

рецензии.
Пока ничего не сказано

i> иынуска.х 3, 4 и 2*. которые
можно считать промежуточ-
промежуточными между «самой основ-
нон» и «дополнительной» се-

сериями Дело в том, что если

выпуски 1
*

и 3 *

можно,

пожалуй, назвать «задачни-

«задачниками», а выпуски 1, 2 и 5 —

•.учебниками», то выпуски 3,
4 и 2 ¦

— это, так сказать,

.'Э.|дачникн- учебники», то есть

задачники по форме, но учеб-
учебники по существу. В этих

трех небольших книжках из-
изложен достаточно серьезный
теоретический материал. Так,

например, выпуск 2 * «Биб-

«Библиотечки» посвящен одной лз

труднейших тем школыюги

курса математики — пре-
пределам. Однако изложен этот

материал в форме сборников
задач, сопровождаемых эпи-

эпизодическими, хоть и достаточ-
достаточно важными, «теоретически-
мн» пояснениями и. — что,

пожалуй, играет тут еще

большую роль, — разбором
ряда характерных примеров,
иллюстрирующих основные

черты исследуемых понятий
и приемов. Такой путь изло-
изложения материала требует не-

немалого искусства — и удача
авторов этих книжек пред-
представляется большой и прин-
принципиальной. II к этим книж-

книжкам можно предъявить неко-

некоторые частные претензии.
Наибольшее число замеча-
замечаний есть к наиболее понра-
понравившемуся и наиболее близ-

близкому но теме автору Этих

строк выпуску 4, посвящен-

посвященному геометрии. Например,
здесь можно было бы привет-
приветствовать несколько более

развитый «математический

«зык», чем используемый ав-

авторами (которые даже в § 3

«Пересечение и объединение»
старательно избегают ис-

использовании общераспро-
общераспространенных символов АпЯ
для пересечения множеств А

и В и AUB —дли их объе-

объединения). Далее, «азбука»
геометрических мест (состав-
(составляющая § 2 выпуска) ка-

кажется слишком обширной
(образно говооя, включаю-

включающей давно устаревшие «ять»

и «ижицу», а ведь свободно

можно было обойтись мень-

меньшим алфавитом).
Очень удачно примене-

применение в одной книжке и ана-

аналитических и чисто геомет-

геометрических методов решения

задач, — но и тут стоили

пойти еще дальше, сделан

аналитические (то есть «ы

гебранческие или о-киирдк-
натные») подходы полностью

равноправными с синтетиче-

синтетическими (геометрическими). На
«самое главное» недовольство

рецензируемой серией все же

таково: превосходных кни-

книжек рида «Библиотечка фи
эико-математнческой школы»

мы имеем гокд слишком

мало'.

И. М. Яглом
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Новые книги

В этом номере мы продол-
продолжаем публиковать аннота-

аннотации на книги, «уходящие

в 1974 году, лредставпяю-

щме интерес для наших чи-

читателей,,
В III квартале 1974 года аый-

дут • свет следующие кни-
книги (заказы на них можно

направлять через магазины

¦Кнкга — почтой»):

Математика

Издательство
«Наука»

1. Зайцев В В.,
Рыжков В. В., Ска-
и а в и М. И. Элементар-
Элементарная математика (объем
35 л., тираж 400 000 экз., це-
цена 1 руб. 08 коп., изд. 2-е,
переработ, н дополн )
Книга представляет собой

пособие для поступающих в

вузы. В ней системати-

систематически изложен материал, со-

ответствующи й программе

вступительных экзаменов по

математике в высшие учебные
заведения. Большое коли-

количество решенных задач су-
существенно облегчает чтение

книги.

2. Ко р о в к и н П. П.

Неравенства (объем 4 л.,

тираж 100 000 экз., цела
14 коп-, изд. 4-е).

Брошюра П. П. Коров-
кнна выходит в серии «По-

«Популярные лекции по мате-

математике». Она посвящена не-

некоторым замечательным не-

неравенствам, играющим боль-

большую роль в математике.

Большее количество за-

задач, приведенных в книге,

делает ее особенно ценной
для школьников.

Книга рассчитана иа

школьников старших клас-

классов.

ЗМаркуше -

вич А. И. Замечательные
синусы (объем 5 л., тираж
50 000 экз., цена 18 коп.,изд.

2е)оВесьма живо н интерес-
интересно автор рассказывает чита-

«0

телю о ближайших «родст-
«родственниках» кругового сину-
синуса — гиперболическом и ле-

минискатнческом синусах.
Книга рассчитана на вдум-

вдумчивого читателя. Ее могут
читать сильные школьники

10-х классов.

Физика

Издатель ство

«Наука»
1. Се л е з и е в К). А.

Основы элементарной физики
(объем 30 л., тираж
300 000 экз., цена 94 коп.,

изд. 4-е).
Книга предназначена

в первую очередь для людей,
готовящихся к поступлению
в высшие учебные заведения.
В ней последовательно из-

изложен весь курс «школьной»

физики. Большое количество

задач (с решениями) помо-

помогает лучшему усвоению ма-

материала.

2. Механики. Под ре-
редакцией Л. С. Л х м а т о -

в а (объем 30 л., тираж
100 000 экз., цена 1 руб.
29 коп., изд.-2-е).

Данная книга является

третьей частью четырехтом-
четырехтомного курса физики для аме-

американских средних школ

A-я часть — Вселсни-ч.
2-я — Оптика и bo.j

3-я — Механика и 4-

Электричество и строении:

атома).
Книга полезна учителям

физики и школьникам 8—

10-х классов, интересующим-
интересующимся вопросами физики.

3. Ла и ге В. Н. Эк-

Экспериментальные физичес-
физические задачи на смекалку
(объем 5 л., тираж
200 000 экз., цена 14 коп.).

В книге приведены 116

задач, в которых предлага-
предлагается придумать способ из-

измерения некоторых величин,

используя самые примитив-
примитивные и элементарные приборы.
В конце дается разбор задач.
Книга написана живо и ин-

интересно. Ее с удовольствием
прочтут все любители фи-
физики.

4. Ко ш к и н Н. И.,

Шаркевнч М. Г. Спра-
Справочник по элементарной фи-
физике (объем 13л., тираж
200 000 экз., цена 69 кол.)

В справочнике кратко
изложены теоретические све-

сведения, формулировки основ-

основных понятий и физических
законов. В нем также при-
приводятся справочные таблицы
и графики.

Справочник рассчитан
на широкий круг читателей.

5. ЯворскийБ. М.,
Л е т д а ф А. А. Справоч-
Справочник по физике (объем 46 л..

тираж 200 000 экз., це-

цена 2 руб. 63 коп., изд. 6-е).
Данный справочник, по

существу, является учебным
пособием по курсу общей фн-
знки. В нем приведены оп-

определения всех основных фи-
физических понятий, сформу-
сформулированы физические закону
и сущность описываемых ими
явлений. В нем отражены все

основные разделы классичес-

классической и современной физики.
Справочник может быть

использован преподавате-
преподавателями физики в средней шко-

школе, а также наиболее силь-

сильными школьниками 10-х клас-

классов.

6. Ка II и ца П. Л.,

Теория, эксперимент, прак-
практика (объем 20 л., тираж
40 000 экз., цена 90 коп.).

Книга представляет со-
собой сборник выступлений и

статей известного советского

физика академика Петра Лео-
индовнча Капицы. В этих

выступлениях Петр Леонидо-
Леонидович рассказывает об экспе-

экспериментальных результатах,
полученных им г. разные го-

годы, о творческом воспита-
воспитании молодежи.

Книга рассчитана на са-

самый широкий круг читателей.

7. Леваи т о в -

с к и й В. И. Механика
космического полета в але-

ментврном изложении (объем
36 л., тираж 15 000 экз.,
цена 1 руб. 26 коп., изд. 2-е).

В книге строго, но вмес-

вместе с тем вполне доступно из-
излагаются основы космоднна-

микн В ней рассмотрены око-

околоземные полеты, полеты

к Луне, межпланетные и

межзвездные полеты.

Книга рассчитана на са-

самый широкий круг читателей.
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Издатель ст в о

«Атомнздат»

8. ЗавельскийФ.С.
Масса и ее измерение (объем
13 л., тираж 50 000 экз., це-
цена 30 коп).

В книге в доступной н

популярной форме рассказы-
рассказывается о фундаментальном
физическим понятии—массе.

Ее с интересом прочтут
школьники старших классов.

Из книг, вышедших
в Атомиздате, имеются в про-
продаже:

Арцимовнч Л. А.

Элементарная физика плаз-

плазмы A81 стр., цена 45 коп.).
Головни И. Н-,

//. В. Курчата* A00 стр.,
цена 34 коп.).

Губарев В. С. Рож-
Рождение атомного реактора

(90 стр., цена 14 коп.).
Калинин И. Ф.

Термоядерный реактор буду-
будущего (90 стр., цена 14 коп.).

Кнорре Е- С. Пу-
Путешествие в мир трансура-
нов A69стр., пена 31коп.).

Мухин К. И. Зани-
Занимательная ядерная физика
B94 стр.. цена 77 коп.).

Парнов Е. И. На пе-

перекрестке бесконечностей

D60 стр., цена 91 коп).

Эдер P. K-. Фау-
л с р Э. К. Странные час-

частицы B10 стр., цена 63 коп.).

ИзДатель ство

«Просвещение»

9. Составитель Уга-

Угаров В. А , Школьникам
о современной физике (объем
20 л., тираж 100 000 экз.,
цена 90 коп.).
Предлагаемый сборник со-

содержит ряд статей спе-

цналнстов-фнзнкоп по от-

отдельным разделам современ-
современной физики: молекулярной
биофизике, астрофизике, фи-
физике плазмы н т- д.

Книга рассчитана на

учащихся старших классов.
10. ШишаковВ. А.,

Д а г а е в М. М. Школь-
Школьный астрономический кален-

календарь на 1974175 годы (объем
6 л., тираж 100 000 экз., ие-

иа 30 коп).
Календарь содержит ос-

основные сведения о Солнце,
Луне, планетах и других

небесных объектах, а также

необходимые справочные таб-
таблицы.

Книга рассчитана на уча-

учащихся старших классов.

II. Кац Ц. Б. Биофи-
Биофизика на уроках физики (объ-
(объем Юл., тираж 40 000 экз.,

цена 40 коп.).
В книге изложены эле-

элементы биоинки н биофизики.
Большое внимание автор уде-
уделил связи биофизики со

школьной программой по

физике.
Книга предназначена

в первую очередь препо-
преподавателям физики. Она бу-
будет также полезна любозна-

любознательным школьникам 8—

10-х классов, интересующим-
интересующимся физикой и биологией.

Научно-популярная
литература и фантастика
Издательство
«М ир»

1. Симпозиуммыслелет-
мыслелетчиков (объем 12 л., ти-

тираж 100 000 экз., цена
66 коп.).

Книга представляет со-

собой сборник научно-фантас-
научно-фантастических произведений из -

вестных польских писателей.

Острый, занимательный
сюжет, богатство иаучно-
фантастнческих гипотез, без
сомнения, привлекут всех
любителей научной фантас-
фантастики.

Издатель ство

«Молодая гвардия»
2. СергеевБ. Тайны

памяти (объем 14л., тираж
100 000 экз., цена 30 коп.).

Эта книга о памяти, точ-

точнее, о наше'м мозге; о том,
как он развивался н рабо-
работает, какой его отдел чем ве-

ведает, как воспринимается,

кодируется н передастся ин-

информация.
Написана книга хо-

хорошим языком, ярко н за-

занимательно. Эта книга бу-
будет с интересом прочтена
самым широким кругом чи-

читателей.

3. АльтовГ. Третье
тысячелетие (объем 12л.,
тираж 100 000 экз., цена

62 кон).
В яркой и очень зани-

занимательной форме автор рас-

рассказывает о далеком буду-
будущем Земли, о космических

путешествиях, о встречах
с инопланетянами и о кон-

контактах с ними.

Книгу с удовольствием
прочтут все любители фан-
фантастики.

4. ТолубеевГ. След
золотого оленя (объем 15 л.,

тираж 100 000 экз., цена

65 коп.).
Книга посвящена уче-

ученым-археологам, ведущим

раскопки скифских могиль-

могильников. Читатель вместе с ге-

героями повести перенесется
в далекое прошлое.

5. По д о л ь и ы й Р.

Вокруг света в сорок тысяч
дет (объем 16л., тираж
100 000 экз., цена 70 коп.).

Это книга о самых заме-

замечательных и грандиозных

путешествиях. Автор расска-
рассказывает об истории создания

путей сообщения, о роли гео-

геофизических открытий в жиз-

жизни людей.
в. Г а с т е в А. Леонар-

Леонардо да Винчи (объем 31 л.,

тираж 100 000 экз., це-
цена 95 коп.)-

Это — книга о величай-

величайшем итальянском ученом,

изобретателе. живописце

Леонардо да Винчи. Написан-

Написанная хорошим языком, она.

безусловно, вызовет большой

интерес у самого широкого

круга читателей.

Издатель ство

«Детская
л нтерат ура»

7. То м а н Н. Воскре-
Воскрешение т мертвых (объем
26 л., тираж 100 000 экз.,

цена 93 коп.).
Книга состоит из неко-

некоторых остросюжетных повес-

повестей, объединенных общей
тематикой.

Издатель ство

«Знание»

8. Научнаяфантастика.
Выпуск 4 (объем 5 л., ти-

тираж 100 000 экз., це-

цена 54 коп.).
В сборнике напечатаны

новые научно-фантастические
произведения советских н за-

зарубежных авторов.
Т. С. Петрова,

М. JI. Смолянский

61
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ИНФОРМАЦИЯ

Научная

конференция учащихся

специализированных

школ-интернатов

Второй год подряд учащиеся Тбилисской

средней физико-математической школы-ин-

школы-интерната им. В. М. Комарова во время ве-

сещшх каникул проводят научную конфе-

конференцию. В этом году в гости к тбилисским
школьникам приехали учащиеся средней
школы N° 7 г. Батуми, Ереванской физико-
математической школы-интерната, специа-

специализированном школы-интерната физико-мя-
тематического профиля г. Киева, физико-ма-
физико-математической школы-интерната № 18 г. Мо-

Москвы, физико-математической школы-интер-
школы-интерната Нч 165 г. Новосибирска и средней
школы № 52 г. Риги. В работе конференции
также принимали участие учащиеся не-

нескольких школ г. Тбилиси. По существу,
это был слет учащихся фнзико-матсматичо-
ских школ-ннтернатов.

Торжественное открытие конференции

проходило 26 марта в помещении Вычисли-
Вычислительного центра Академии наук Грузинской
ССР. В этот же день начали работать сек-

секани математики и физики. Школьники за-

заслушали ряд докладов по математике и

физике. С 26 по 30 марта ища напряженная

работа конференции.

Математика
Хотя большинство докладов носило рефера-
реферативный характер, они с большим интересом

были выслушены участниками конференции.
Отметим некоторые из этих докладов.

К. Т а т и in в и л и (Тбилиси, 9 кл.)
рассказала о выдающемся грузинском уче-
ученом, одном из основателен Тбилисского го-

государственного университета, замечательном

математике и патриоте своей страны Андрее
Михаиловиче Рязмадзе A890—1929) создав-

создавшем современную грузинскую математиче-

математическую школу.
Е. Б е к а я {Батуми, 10 кл.) расска-

рассказала о жизни великого русского математика

Пафнутия Львовича Чебышевэ A821—1894)
и о решении им следующей задачи: найти

многочлен 7"(п) п-й, степени с коэффициен-
коэффициентом 1 при старшем члене, который менее

всего уклоняется от нуля на отрезке (I, — I ].
то есть такой многочлен р(х), для которого
max |р(хI наименьшее по сравнению со

11 б

нсемн остальными многочленами тон же

степени с коэффициентом I при старшем
члене. Эти многочлены имеют вид

1

Т„ (х) ~2'n-i cos (n arccos x). (I)

Теперь они называются полиномами Чсбы-

шепа Чтобы выписать их в явном виде,

можно воспользоваться формулой
7V;., (х)=2х Т„ (x)—TnLi tx) B)

и первыми /шумя полиномами Чебьниева:

Г, (х)=.\. Т2 (х')=2хг— 1. Попробуйте дока-
доказать формулу B). исходя из формулы A1.

Доклад Т. Тодуа (Тбилиси,' 9 кл.),
был посвящен построениям циркулем и ли-

линейкой, а также решению задачи об «удвоении

куба* с помощью специальных приборов,
придуманных Платоном, Менехмом, Эрато-
сфеном н другими учеными древности.

М. Т о р о и д ж а д з е (Тбилиси, 9 кл)
рассказала о кривых Псано (этот доклад был

помещен в «Кванте», 1974, № 8).
В докладе М. Д р а ч и н с к о г о (Тби-

(Тбилиси, 10 кл.) было рассказано О методах ин-

интерполирования. Интерполирование— это

опенка значения функции в некоторой точке,

если известны значения этой функции в не-

нескольких (л) точках.

Искомое значение принимается равным
значению о тон же точке многочлена

(многочлена Лагранжа). который в данных

п точках принимает те же значения, что и

рассматриваемая функция. Докладчик рас-
сказал о многочлене Лагранжа и об интер-

интерполяционном многочлене Ньютона, совпа-

совпадающем с многочленом Лагранжа, но строя-
строящемся (но конечным разностям) гораздо

быстро*.
В докладе А. Тимошина (Рига,

9 кл.) «Некоторые способы доказательства

неравенств» были доказаны неравенство Коши

^ У Х,Х;...ХЯ

(все л-; 5г 0) и неравенство Бернулли
A -!- а)" > 1 f-/m

(а Ф 0. й>—I, n^ 2).

Комментируя этот доклад, руководи-
руководитель секции предложил школьникам решить
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следующие задачи. Возьмем окружность диа-

диаметра I. Впишем в нее правильный п-уголь-
ник — обозначил его периметр через рп—
и опишем правильный п-угольник

— пери-
периметра qn. Число Л находится на числовой

оси между точками рп и цп. Разобьем отре-

отрезок \рп, Яп\ на тРи равные части. В какой
из них находится число л? Аналогичная зада-
задача ставится для числа е (основания натураль-
натуральных логарифмов) и разделенного на чгтыре

' !М1
р р

-,--] , ^1
~

-j jчасти

Наибольший интерес у присутствующих
вызвали доклады с изложением результатов,
полученных школьниками самостоятельно.

Таким был доклад Л. Давыдова (Моск-
(Москва. 10 кл.) «Проблема биллиарда». Представь-
Представьте себе некоторую область на плоскости (на-
(например, круг) и шарик, катающийся внутри
этой области и абсолютно упруго отскакиваю-
отскакивающий от ее границ (тогда выполняется закон

«угол падения равен углу отражения», то есть

шарик отражается от стсиок так же, как

луч света). Какими будут траектории движе-
движения шарика? Эту проблему и рассматривал
Алексей в своем докладе. Это действительно

проблема, потому что даже для областей,
имеющих форму треугольника, исследованы
лишь три случая (треугольники с углами 90 ,

45°. 45s; 9О'\ 60э. 30 ; СО0, 6СГ, 60" — в этих

случаях получаются «правильные калейдо-
калейдоскопы»; см. «Квант», 1972, М? 8).

Попробуйте, например, доказать, что
и круге могут С>ыть траектории двух типов:

а) правильные, возможно, звездчатые

(самопересекающиеся) многоугольники;
б) липни, плотно заполняющие внут-

внутренность кольца, образованного границей
круга и концентрической с нею окружности.

Алексей самостоятельно исследовал бил-

биллиард в треугольнике с углами 90э, 22,5'
и 67,5Э. а также показал, что изучение про-
простейшей механической системы — двух ша-

шариков масс гл | и тг в лотке, упруго отска-

отскакивающих от стенок лотка и друг от друга
(«одномерный газ нз двух молекул»),— сво-

сводится к исследованию биллиарда в прямо-

прямоугольном треугольнике с катетами ~\/mt и

М. Г е д а л и и (Тбилиси, 8 кл.) про-
прочитал доклад «ОС одном минимальном свой-

свойстве треугольника». В этом докладе были

приведены два доказательства следующего

факта: среди всех треугольников, описанных
в данный остроугольный треугольник, наи-
наименьший периметр имеет треугольник, вер-
вершинами которого являются основания высот

данного треугольника.

В. Харланов (Киев, 10 кл.) про-
прочел доклад «Некоторые задачи о деревьях
в теории графов». Дерево — это связный

граф без циклов (замкнутых ценен) и петель

(о графах в нашем журнале уже рассказы-
рассказывалось — см. «Квант»", 1973, Kb 8. с. 55).

Владимир доказал несколько теорем, напри-

например: в дереве каждые две вершины соединяет
лишь одна цепь, количество деревьев, построен-
построенных на п вершинах, равно п"'2 и другие,
а затем поставил несколько задач. Попробуй-
Попробуйте, например, определить,

1) сколько деревьев с т ребрами можно

построить на п вершинах;

2) сколькографов без циклов с т ребрами
можно построить на п вершинах.

Доклад В. Федорова (Москва,
8 кл.) «Системы счетных множеств» был по-

посвящен, в основном, решению следующих

трех задач: существует ли несчетное множе-

множество А подмножеств счетного множества Q
такое, что

1) Длявсяких х, у?А множество х г\ у

конечно, если х ф у?
2) Длявсяких х, у I; А множество х Д у

конечно (х Л у = (дг О у)\(х о у)?
3) Для всяких х, у ?- А либо хС у

либо yC-xf
А. Воронов (Новосибирск, 10 кл.)

в докладе «Некоторые сведения о факто-
риальных кольцах» описал алгоритм разло-
разложения многочлена над кольцом целых чисел
на неприводимые многочлены. Руководите-
Руководителям секиии доклад понравился, а школьни-

школьники почти ничего не поняли, что не удиви-
удивительно — для понимания этого доклада тре-

требуется знание основ высшей алгебры.
То же самое можно сказать о докладе

А. И в а и о в а (Москва, 10 кл.) «О разло-
разложении полинома х* -*- у3 -j- 23 в кольце,

удовлетворяющем условию эквивалентно-

эквивалентности н левой и правой обратимости».
На сфере нет подобных треугольников.

Доказательство этого факта было основным
в докладе Л. Сегеда (Москва, 10 кл.)

«Некоторые задачи сферической геометрии».
Люда привела также решения нескольких

задач, например: сколько непересекающихся
дуг (большого круга) по 300° каждая можно

без пересечений разместить на сфере? А по

299* каждая} Попробуйте доказать, что от-

ответ таков: в первом случае 2, во втором
— о.

Физика

Доклады по физике отличались большим

разнообразием как по существу рассмат-
рассматриваемых вопросов, так и по форме проде-
проделанной работы.

Темы работ, о которых рассказывали
участники конференции, выходят далеко за

рамки школьного курса физики. Только

серьезная теоретическая подготовка, помощь

научных руководителей (ими, как правило,
были научные сотрудники университетом
и научно-исследовательских физических ин-

институтов), возможность участвовать в про-
проведении экспериментов в научных лабора-
лабораториях и, конечно, огромный интерес к физи-
физике позволили ребятам добиться успехов.

ЬЗ
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Одни Доклады были теоретического пла-
плана. Они носили реферативный характер.

Например, доклад В. Санадзе
(Тбилиси, 9 кл.) «О частицах, движущихся
быстрее света*. Как известно, один нз посту-
постулатов специальной теории относительности
Эйнштейна утверждает, что ни один мате-

материальный объект ие может достичь скорости
равной с — скорости света в вакууме. Можно
лишь неограниченно приближаться к этому

барьеру, но перейти его невозможно. А что,
если уже при рождении объект имеет

скорость, большую скорости света? Оказы-

Оказывается, это ничуть не противоречит теории
относительности. Интересно, что гипотеза о

возможности существования таких частиц

была высказана еще в начале XX века.

Сейчас в ряде научных лабораторий ведут-
ведутся экспериментальные поиски этих частиц,

получивших название тахионов (в переводе
с греческого «tachys» означает «скорый*).
В докладе Санадзе было рассказано об уди-
удивительных свойствах, которыми должны об-
обладать эти частицы, и об экспериментах по

их обнаружению.
Были прочитаны также доклады, посвя-

посвященные отдельным вопросам теории относи-

относительности и квантовой механики: С. Ш а -

т а ш в и л и (Тбилиси, 8 кл.) ¦Простран-
¦Пространство — время», А. П у з а и к о в и

Л.Трахтенберг (Москва,10 кл.)
•Геометрия пространства релятивистских ско-

скоростей», 3. Церетели (Тбилиси, 9 кл.)
«Релятивистская ракетодинамика», А. Б у -

д а р и н (Ереван, 9 кл.) «Квантовая приро-
природа электрического сопротивления» и др.

Некоторые доклады носили характер
отчетов о проделанных самостоятельных ис-

исследованиях.
Л. Сургуладзе (Тбилиси, 9 кл.)

сделал доклад «Исследование электрического
пробоя в монокристалле германия на низких

температурах». Как известно, проводимость
полупроводников очень сильно зависит от
наличия примесей и от внешних условий —

температуры, облучения светом и т. п. Чи-
Чистые кристаллы при низких температурах
являются плохими проводниками, поскольку
очень мала концентрация носителей тока.

Однако подвижность носителей (электронов)
достаточно большая. А если в электрическом
поле ускорить свободные электроны, имею-

имеющиеся в кристалле? Тогда при своем движе-
движении они будут рождать новые носители тока.
Это явление своим механизмом очень покожс
на электрический пробой в газах. В Тбилис-
Тбилисском государственном университете прово-

проводились исследоваиня такого процесса в моно-

монокристаллах германия. Л. Сургуладзе рас-
рассказал об экспериментах, в который он уча-

участвовал, привел схему эксперимента и по-

подробный анализ полученных результатов.
Об изучении свойств голупроводниковых

материалов рассказывалось также в сообще-

сообщениях Г. Джанишвили (Тбилиси, 9 кл.).
«Измерение концентрации м подвижности

электронов в полупроводниках» и II. Д ж а ¦

в а х и д з е (Тбилиси, 9 кл.) «Термоэлскт-
родвижущая сила в полупроводниках».

И. Августинович (Новоси-
(Новосибирск, 10 кл.) сделал доклад па тему «Угло-
«Угловое распределение ц-мезонов». Группой уча-
учащихся был сделан прибор, регистрирующий
количество ц-мезонов, входящих в состав

космического излучения вблизи поверхности
Земли. Основной элемент прибора — «теле-

«телескоп» нз двух с цннтилляционлых счетчиков,

наиболее простых по конструкции. По полу-
полученным данным был построен график зави-
зависимости количества зарегистрированных jx-ме-
зонов от угла наблюдения. Оказалось, что

результаты хорошо согласуются с известной

теоретической кривой, которая следует нз

предполагаемого учеными механизма обра-
образования (i-мезонов в космических лучах.

Ученики 9-го класса С. М а р у щ а к

и С. Не у покоев (Киев) — члены на-

научно-технического общества учащихся —

рассказали о своей работе по изучению
механических спойств полимеров с помощью

рентгеновского излучения.
В докладе А. Сергеева (Москва,

10 кл.) рассказывалось о результатах работы
по измерению модуля Юнга (модуля упру-
упругости) методом резонанса стержня.

Среди докладов были и такие, в которых

рассказывалось о создании различных физиче-
физических приборов, о методике работы с ними и о

перспективах их дальнейшего использования.

С большим интересом было прослушано

сообщение С. Г р с х о в а , (Новосибирск,
Юкл.)<о сконструированном им устройстве
для автоматизации лечения ложной близо-

близорукости- Глаз человека —это сложная опти-

оптическая система, в которой одну из главных

ролей играет хрусталик. С помощью соот-

соответствующей мышцы может меняться кри-
кривизна хрусталика, при этом меняется опти-

оптическая сила системы. Если у человека нор-
нормальное зрение, то изображение на сетчатке

глаза остается четким, на каком бы расстоя-
расстоянии от глаза ни находился рассматриваемый
предмет. Как говорят, глаз аккомодирует.
Если же мышца не справляется со своей
задачей, пределы аккомодации глаза суще-
существенно изменяются. Например, при близо-

близорукости глаз хорошо различает мелкие
детали только очень близких предметов.
Было установлено, что иногда возникает

так называемый спазм аккомодации, то есть

некоторое продолжительное напряжение в

мышце, и это является начальной стадией

близорукости. Этот спазм можно снять с

помощью специального аппарата, создан-

созданного группой ученых (медиков и физиков)
Новосибирска. Основная идея лечения —

тренировать мышцу, последовательно со-

создавая в ней различные напряжения с по-

помощью набора линз с разными оптическими
силами. Этим аппаратом уже пользуются
в одной из поликлиник, но методика -работы
с ним несколько сложна и громоздка.



http:Vkvantrrccme.ru

С. Грехов сделал автоматическое устройство
для подачи линз. Это позволит упростить

работу с прибором и, что очень важно практи-
практически, существенно уменьшить время лечения.

Интересный было сообщение П. Ива-
Иванова (Новосибирск, 10 кл.) «Перестраивае-
«Перестраиваемые лазеры на органических красителях»,
в котором рассказывалось о конструкции
жидкостного лазера с плавной перестройкой
частоты, созданного группой учащихся в ла-

лаборатории Новосибирского института ядер-
нон физики.

В лаборатории техники физических из-

измерений научно-технического общества уча-
учащихся г. Киева уже много лет ведется поиско-

поисковая работа по созданию электронных при-
приборов, которые могут быть использованы
в школьном физическом эксперименте. В до-
докладах В. Коваля и П. Мовчана

(Киев. 10 кл.) было рассказано о созданных

в лаборатории стабилизаторах тока и на-

напряжения, высококачественного усилителя
электрических сигналов, генератора стабиль-
стабильных сигналов и т. п.

В. Д р а ч е в (Новосибирск, 9 кл.)
в докладе «Фотокамера «Рыбий глаз» расска-
рассказал о сделанном им приборе для получения

фотографий с углом обзора, близким к 180е.

Не надо думать, что на конференции
школьники с утра до вечера слушали или

читали доклады. Хозяева организовали для
гостей очень интересные экскурсии по Тби-
Тбилиси и по его окрестностям — в Джнарн
Мцхету к Сагурамн, а также в дом-музей
И. Г. Чавчавадзе.

29 марта была проведена встреча уча-
участников конференции с редакцией нашего

журнала. Перед школьниками выступил за-

заместитель главного редактора М. Л. Смо-
лянскнй. Он рассказал о работе редакции,
о планах журнала на 1974—1975 гг. Школь-
Школьники приняли самое активное участие во

встрече. Они высказывали свое мнение о жур-
журнале, об отдельных статьях, говорили о том,

какие разделы математики и физнкн их

особенно интересуют. Затем сотрудники ре-
редакции ответили на многочисленные вопросы
школьников.

Утром 30 марта была проведена зани-
занимательная «блнцолнмпиада» по математике.

Вот несколько задач, предложенных на этом

соревновании.

1. Циферблат часов разделите двумя
линиями на три части так, чтобы суммы
чисел в каждой части были одинаковы.

2. Чтобольше: ея или 'л*/
3. Можноли пятью бронзовыми моне-

монетами (по I, 3 и 5 копеек) отсчитать сумму
в 16 копеек?

4. Вящике лежит 70 шаров: 20 красных,
20 желтых, 20 зеленых и 10 черных. Сколько
надо вытащить шаров из ящика (в темнотеХ),
чтобы одноцветных шаров оказалось не ме-

менее 10?

Торжественное закрытие конференции
состоялось днем 30 марта. Гости тепло по-

поблагодарили хозяев за гостеприимство, а хо-

хозяева пригласили всех присутствующих
на следующую конференцию.

По итогам конференции отдельные

школьники были награждены дипломами

и грамстамн.

Грамоты ЦК комсомола Грузин получи-
получили: Николай Албуташвияи (Тбилиси), Алек-
Александр Бударин (Ереван), Александр Воронов
(Новосибирск), Алексей Давыдов (Москва),
Владимир Драчев (Новосибирск), Марк Дра-
чинский (Тбилиси), Виктор Зубко (Киев),
Анатолий Иванов (Москва), Павел Иванов
(Новосибирск), Виктор Иткин (Рига), Майя
Миминошвили (Тбилиси), Вахтанг Пхакад-
зе (Тбилиси), Владимир Санадэе (Тбилиси),
Андрей Сергеев (Москва), Леван Сургуладэе
(Тбилиси), Медея Торонджадзе (Тбилиси)
и Самсон Шаташвили (Тбилиси).

Ряд премий присудила редакция нашего

журнала.
Памятные номера журнала с автогра-

автографами получили: Елена Векая (Батуми),
Александр Бударин (Ереван), Владимир Ко-
Коваль (Киев) и Владимир Харланов (Киев).

Годовой подпиской на 1975 год были

награждены: Майя Миминошвили, Марина
Саникидэе, Александр Тимошин и Медея То-

Торонджадзе. Кроме того, некоторые наиболее

интересные доклады будут опубликованы
на страницах журнала (так, доклад Медеи

Тороиджадзе уже опубликован).
Что же сказать и заключение?
Наш журнал уже писал о слетах уча-

учащихся школ с физико-ы^тематнческнм укло-
уклоном (см. «Квант», 1972. ЛУА 2, 5). Эти слеты

проводятся регулярно с 1971 года. Отрадно,
что теперь и учащиеся физико-математиче-
физико-математических школ-интернатов организовали свои

научные конференции, которые проходят
очень интересно и содержательно.

Мы уверены, что в недалеком будущем
конференции физико-математических школ-

интернатов завоюют прочный авторитет и

будут проводиться не только в Тбилиси,
но и, скажем, в Новосибирске, Риге и дру-
других городах нашей страны. Мы желаем им

новых успехов.

А. И- Виленкин, В. А. Тихомирова

65



http:7kvant.rrccme.ru

XIV математическая

олимпиада

школьников Украины

С 25 по 30 марта 1974 года в городе Днепро-
Днепропетровске проходила XIV Республиканская
олимпиада по математике. На нее были при-
приглашены победители областных олимпиад —

те, кто на предшествовавших соревнованиях

продемонстрировал гибкость ума, незауряд-
незаурядность математического мышления, матема-

математическую грамотность.
В Днепропетровск приехало 300 школь-

школьников: 54 семиклассника, 66 восьмиклас-
восьмиклассников, 86 девятиклассников н 94 десяти-
десятиклассника.

Тепло и сердечно встретил Днепропет-
Днепропетровск будущих ученых-математиков. Огкры'
тне олимпиады состоялось 25 марта во Двор-
Дворце пионеров и школьников Днепропетровска.
Все участники предстоящих соревнований
собрались в зале Дворца. С приветственной
речью к ним обратился председатель жюри
XIV олимпиады ректор Днепропетровского
государственного университета академик
АН УССР В. И. Моссаковскнй, Владимир
Иванович подробно рассказал ребятам о

Днепропетровском университете, о городе,
поздравил их с началом ответственных сорев-

соревнований и пожелал успеха.
I тур соревнований состоялся 26 марта.

Учащимся каждого класса было предложено
по три задачи, по три задачи было предложе-
предложено н на второй день соревнований 27 марта.
И в первый, н во второй день на решение задач
отводилось по три часа.

Работой жюри как опытный дирижер
руководил представитель министерства про-
просвещения УССР А. П. Шатковский.

Тщательно и добросовестно были про-
проверены все работы учащихся. Разбор задач
с глубоким анализом типичных ошибок <>ыл

проведен сразу же после проверки работ.
В перерывах между турами и разборами

задаЧ школьники знакомились с Днепро-
Днепропетровском. Любезные хозяева — учащиеся
школ Днепропетровска — сопровождали
своих гостей по городу, с гордостью показы-
показывая им все достопримечательные места.

Ребята посетили музей Комсомольской сла-
славы театр юного зрителя, побывали в шкапах

города.

Незаметно промелькнула неделя. Флаг

олимпиады был спущен 30 марта. На закры-
закрытии были подведены итоги.

Дипломы первой степени получили
по 7 классам: Владимир Вовк

(Чсрвоиоградская с. ш. Nt 1, Львовской

обл.), Игорь Калика (с. ш. Ms 32, г. Киев)
и Марк Нудельман (с. ш. Nt 50, г. Одесса);

по 8 классам: Дмитрий Литви-
ненко (с. ш. Nt I, г.Севастополь), Сергей

Лифшиц (с. ш. № 27, г. Харьков);
по 9 классам: Александр Блоха

(с. ш. Nt 27, г. Харьков), Илья Бахмутский
(с. ш. № 52, г. Львов), Александр Резников
(с. ш. J* 145, р. Киев). Илья Юнус
(с. ш. Nt 27, г. Харьков);

по 10 классам: Григорий Скляр
(с. ш. N% 27, г. Харьков), Николай Чернов
(с. ш. /Л 95, Кривой Рог, Днепропетров-
Днепропетровской обл.), Николай Щербина (с. ш. Ni 80,
г. Днепропетровск).

Дипломы второй степени получили 17 че-

человек и третьей — 29. 242 человека получили

дипломы участников XIV олимпиады школь-

школьников Украины. Кроме того, многие ребята
получили дипломы, премии и памятные

подарки, учрежденные высшими учебными
заведениями г. Днепропетровска.

Приводим некоторые из задач, предла-
предлагавшихся на олимпиаде

8 класс

I. Найти минимум выражения

4-

1+ в, + а3 -}- ... + в, »7|

4-
Г

.. +<*,»„

если и al ¦ •¦-+" — 1-flj^O l + t+ +m*
2. Наплоскости заданы четыре прямые

общего положения (то есть каждые три из

них образуют треугольник). Одна из них

параллельна медиане треугольника, образо-
образованного тремя другими прямыми. Доказать,
что этим свойством обладают и все остальные

прямые.
9 класс

3. Доказать,что существует бесконечное

множество натуральных чисел, не предста-
внмых в виде

где Я|, аг, -

., а, — натуральные числа.

10 класс

4. Из точки в пространстве проведено
л лучей так, что любые два из них образуют
угол не менее 30°. Доказать, что лучей не

более 58.

Л. В. Кованцова
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Телевидение
готовит в вуз

I -го сентяоря/начинаются занятия на Москов-

Московских Пбдготовительных телевизионных кур-
курсах для поступающих в вузы.

Основной целью телевизионных подгото-
подготовительных курсов является оказание помощи

поступающим в вузы. В течение учебного го-

года телезрителям предлагаются циклы пере-
передач по физике, математике н русскому язы-

языку, в основу которых положена сПрограмма
вступительных экзаменов для поступающих
в высшие учебные заведения СССР». Телекур-
Телекурсы ставят своей задачей систематизировать
знания учащихся, научить их применять

свои знания при решении конкретных воп-

вопросов и задач. Занимаясь на телекурсах
слушатели смогут познакомиться с лекцион-

лекционной формой ведения занятий и приобрести
определенные навыки самостоятельной ра-

работы.

Телевизионные занятия продолжаются
в течение всего учебного года. Слушателям
телекурсов систематически предлагаются обя-
обязательные для выполнения домашние зада-
задания различной трудности. Периодически
по пройденным разделам проводятся кон-

контрольные работы.
Правила оформления ответов на задания

указываются в аннотациях занятии, которые

будут высланы всем зачисленным слуша-

слушателям.

На телекурсы зачисляются все желаю-

желающие, как учащиеся выпускных классов обще-

общеобразовательных школ и техникумов, так и

лица, имеющие законченное среднее образо-
образование. Прием на Московские подготовитель-
подготовительные телекурсы проводится без конкурса.

Для зачисления на телекурсы слуша-
слушатель должен прислать в одном конверте
в адрес курсов «Анкету-заявление», «Реги-

«Регистрационные карточки» и конверт со своим

обратным адресом.
«Анкета-заявление» оформляется на поч-

почтовой карточке, иа лицевой стороне которой
следует написать свой адрес и номер телефона
(домашнего или служебного), если ои име-

имеется. Обратная чистая сторона карточки
оформляется так, как указано иа образце.
В правом верхнем углу обязательно простав-
проставляйте буквы, соответствующие отделениям.

на которых вы хотите заниматься (если слу-
слушатель собирается заниматься иа всех отде-
отделениях, он должен проставить соответствен-
соответственно три буквы: «Ф» соответствует отделению
физики, «М» — математики, «Р» — русско-
русского языка,— и указать в тексте заявления

названия всех отделений).
«Регистрационная карточка» оформля-

оформляется также на почтовой карточке На лице-
лицевой стороне напишите свой адрес, чистую

оформите как указано иа образце. В левом

верхнем углу должна быть приклеена фото-
фотография (размером 3 см X 4 см). Для каж-

каждого отделения заполняется отдельная «Ре-

«Регистрационная карточка».
На письмах с заявлениями в адрес кур-

курсов слушатель должен проставлять в левом

верхнем углу конверта все те буквы («Ф»,
«М», «Р»), которые указаны в анкете-заяв-

анкете-заявлении.

М

АНКЕТА-ЗАЯВЛЕНИЕ

1. Фамилия,имя, отчество
2. Годрождения
3. Родзанятий (учусь, работаю)
4. Местоработы, должность, стаж (если

работаете)
5- В-какой вуз собираетесь поступать

Прошу принять меня иа отделение ма-

математики Московских подготовительных
тслекурсов для поступающих в вузы.

Подпись, дата

М

РЕГИСТРАЦИОННАЯ
КАРТОЧКА

(отд. математики)

!. Фамилия, имя, отчество
2. Местоучебы (если учитесь)
3. Последняягодовая оценка по матема-

математике, полученная Вами в -школе или

среднем учебном заведении
4. Вкакой вуз собираетесь поступать

Как показывает опыт работы телекурсов,
свыше 90% слушателей, систематически за-
занимающихся в течение учебного года, успеш-
успешно поступают в различные вузы страны.

Адрес телекурсов: Москва 113162, Ша-
Шаболовка, 37, Главная редакция научно-попу-
научно-популярных и учебных программ, Московские те-
телевизионные подготовительные курсы.

И. А. Дьяконов, А. В. Кочанов,
И. И. Наслуэов
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«Квант» для младших школьников

Задачи
1. В классе учится менее 50

школьников. За контрольную работу
7г учеников получила пятерки, 1/з—
четверки, '/г — тройки. Остальные
работы оказались неудовлетвори-
неудовлетворительными. Сколько было таких ра-

работ?
2. Имеетсятело массы М » не-

несколько гирь одинаковых масс М,
сделанных из различных материа-
материалов. Какой гирей надо уравновесить
тело на весах в вакууме, чтобы рав-
равновесие не нарушилось в воздухе?

3. Некоторое число возвели в

третью степень. Полученное трех-
трехзначное число записали в обратном
порядке, получили простое число.

Найти исходное число.

4. Известно, что свет проходит
расстояние от Солнца до Земли при-
приблизительно за 8 минут. Если бы
свет распространялся мгновенно,

увидели бы мы на Земле восход

Солнца на 8 минут раньше?
5. Директорзавода ежедневно

приезжает на станцию к 8 часам ут-

утра. К этому же времени на станцию

приезжает машина и отвозит дирек-

директора на завод, расположенный в по-

поселке за несколько километров от

станции.

Однажды директор приехал на

станцию в 7 утра и пошел по шос-

шоссе по направлению к заводу. Вскоре
он встретил свою машину, сел в нее

и приехал на завод на' 12 минут
раньше, чем обычно.

В котором часу директор встре-
встретил свою машину?

Рисунки Э. Назарова
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8 редакцию нашего журнала пришло
письмо от ученицы 9-го класса шко-

школы N2 3 г. Губкина Иры Поповой..
В этом письме Ира рассказывает о

том, как она сама придумала и ре-

решила задачу. Письмо нам так понра- А
вилось, что мы решили поместить его

в виде заметки; надеемся, что она

будет полезна читателям нашего

журнала

Ира Попова

Об одной
задаче

расскажу об одной задаче, которую я

придумалз. Вот- она: доказать, что число

i-m —• 1 при натуральных т делится на 15.

Придумала я ее гак.

В 1973 году, я тогда училась в 7-м клас-

классе, на областной олимпиаде Сила предложе-
предложена следующая задача: доказать, что число

41'73 — 1 составное. Я се так решила:

X B™тз — I),

следовательно. 41ВТЗ — 1 делится на

21*73 ± I). Еще можно заметить, что

41 — 1 = 3 делится на 3.
44 —- 1 = 15 делится на 3

и так далее, я проверила до 14-й степени,

получавшиеся числа всегда делились на 3.

Но доказать утверждение, что 4я — 1 де-

делится на 3 прд натуральных п. я тогда ис

смогла. Петом я его все же доказала;

4" - 1 = 4" _4-|-3=4 D"-1 — I) + 3 =
= 4 [4D"-*-1Н-314- 3-
= 4г Dя-2 — I) -Ь 3-4 -Ь 3
^ 42 D"~г — 1) + 3 D -Н 1) =

-» . . . ~= 4" <4Я-Я — ])
+ 3 D«-3 -Ь 4я-г _|, . ,

_l 4- -Ь 4 -г 1) "

=- 3 <4'1-1 -i- 4"-2 + 4"-3 -f ¦ • • -г 4"^").

Таким способом можно доказать много

интересных утверждений, например: если

покештель степени п делится на какое-

нибудь число т, то, кроме делителя 3, число

4'— 1 имеет ещ? делитель 4'"— 1. Напер-
ное, это можно доказать проще с помощью

метода математической индукции, но у мснй

ничего не получилось.

Л теперь
- решение задачи: доказать,

что число 42т — J яри натуральных гп д< ¦

лищея на 15.

Р с ш е и и с. Число 4 в четной степени

оканчивается цифрой 6, значит, 42 — 1

оканчивается цифрой 5. и, следовательно,

делится на 5.

Но число 4" — I делится и на 3 — это

я уже доказала. Поэтому, если и 2т,
то 4" — 1 делится одновременно и на 3,
и на 5, то есть на 15.
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И.Г. Булавко

Делимость
чисел

Все вы хорошо знаете, что такое де-

делимость чисел. А умеете ли вы решать
задачи на делимость? Задачи эти не-

нередко предлагаются и на математиче-

математических олимпиадах, и на вступительных
экзаменах в математические школы.

В этой статье мы подробно разбираем
несколько задач на делимость; к

каждой задаче дается совет, который
может оказаться полезным и при ре-
решении других задач.

Напомним основные сведения из

теории делимости.

Определение. Пусть а

и Ь — целые числа и b =?0. Будем
говорить, что а делится на Ь, если

а = bq, где q — тоже целое число *).
Замечание. Иногда тот факт, что

а делится на Ь, записывают так: а • Ь, или же
говорят, что Ь делит а, и пишут: Ыа
(соответственно, если а не делится на

Ь (то есть b не делит а), пишуг а не '. Ь).

Теоремы
1) Еслиа делится на b, b де-

делится на с, то а делится на с:

(а\Ь и Ь\с) => {а-с).

2) Еслиа делится на т, то и ab де-
делится на т (Ь — любое целое число):

{а\т) => (ab\m).

3) Если а делится на т и b де-
делится на т, то и а -\- b делится на т:

(а\т и b\т) => (а + b\т).

*) Латинскими буквами а, Ь, с, d, ...

мы впредь будем обозначать целые числа;
если число при этом простое, обозначим
его буквой р.

4) Если а + b делится на т и

а делится на т, то и b делится на т:

{а-\-Ь\т и а\т) => (Ь\т).

5) Еслиа делится на т, и а де-
делится на k, причем т и k взаим/to
просты*), то а делится на произёе-
дение mk:

{а\т и а\k н (т, k) = 1) =>-

=> (a'.mk).

6) Если ab делится на т и а

взаимно просто с т, то Ь делится
на т:

(ab\m и (а, т) = 1) =* {Ь\т).

В дальнейшем мы будем пользо-

пользоваться этими теоремами без специаль-
специальных ссылок на них.

Задача 1. Если к некоторому

пятизначному числу**) приписать
справа цифру 6 и полученное новое

число умножить на 4, то получится
первоначальное число с приписанной
цифрой 6 впереди. Найти получивше-
получившееся число.

Совет. Прежде чем решать зада-

задачу, запишите (по возможности —

удачнее) ее текст на математическом

языке.

Решение.

х
abcdeG

babede.

Выполняя умножение, последователь-
последовательно находим цифры искомого числа:

е
—

4, d — 8 и так далее.

Ответ. 615384.

Задача 2. Записали одну за

другой четыре последовательные циф-
цифры, затем первые две поменяли места-

*) Говорят, что число а взаимно просто
с Ь, если наибольший общий делитель а и Ь

равен 1. Обозначают наибольший общий
делитель чисел а,, а, ап через (а,,
о,, .... а„). Тогда то, что а взаимно просто
с Ь, записывается так: (а, Ь) = I.

**) Многозначное, например,
я ¦+-1 -значное, число принято обозначать

следующим образом: ап а„_,... а0, где а,-

(| = О, 1, 2 п) — цифры числа; цифры
можно обозначать также буквами а, Ь, с, ...
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ми. Получилось четырехзначное число,

являющееся точным квадратом. Най-
Найти это число.

Совет. Если в задаче идет речь
о многозначном числе, и нас интере-
интересуют отдельные его цифры или числа,

записанные несколькими рядом стоя-

стоящими цифрами, то может оказаться

полезным какое-либо из следующих
представлений данного числа (в де-

десятичной системе счисления):

аЛ10«+в)>-.110"-Ч-...+в110+вь1

anaa~l.. .аг-100 + ^ao,

,-^,,-^ ..ас.

Решение. Пусть (а ¦+- J) a (a +
+ 2) (a + 3) = n2 — искомое число

[a, a + 1, a + 2, a + 3- цифры!
то есть О ^ а *?. 6).

Запишем п2 в таком виде:

„* = (a+ l).1000 + a

+ (a + 2).10+(e + 3),
то есть

л2 = llA01a + 93).

Понятно, что 101a ¦+- 93 должно

делиться на 11 (произведение
11 • A01a + 93) — точный квад-

точный квадрат). Но

101а + 93 = 11 (9а + 8) + Bа + 5);

значит, 2а+ 5 тоже делится на 11.

Так как О^а^б, то

2а + 17.

В промежутке |5, 17| есть лишь

одно число, делящееся на 11 —

это 11. Поэтому 2а + 5 = 11, отку-
откуда а = 3,

п2 = 4356 - 662.

Упражнение ). Если к некото-

некоторому двузначному числу приписать справа
число, меньшее на единицу, то получится
четырехзначное число, являющееся точным

квадратом. Найти получившееся число.

Задача 3. Найти остаток от

деления числа п на 30, если известно,

что остаток от деления п на 15 ра-
равен 7 и остаток от деления п

на 6 равен 4.
Совет. Часто при исследовании

вопроса о делимости одного числа на

другое бывает полезна теорема
о делении с остатком:

для любых двух целых чисел а и b

(Ь >0) существует пара чисел q и г,

и притом единственная пара,
таких, что

а = bq + г н 0 --^ г < Ь. A)
Решение. Представим п в

таком виде: п = 30q + г, 0 ^ г <

< 30. Известно, что л — 15ft + 7;
значит, г — 7 делится на 15 и

—7^г — 7<23.
Но в промежутке 1—7, 23J на 15 де-
делятся два числа: 0 и 15; поэтому ли-

либо г — 7, либо г — 22. Если г = 7,
то п = 30q + 7, и остаток от деле-

деления на 6 равен единице, а не четы-

четырем,
— поэтому значение г = 7 не

годится.
Если г = 22, то п = 30<7 + 22 =

= C0<7 + 18) -f 4, и при делении
на 6 в остатке получается 4.

Поэтому г ~ 22.

Упражнение 2. Докажите, что

сумма кубов трех последовательных нату-
натуральных чисел делится на 9.

Задача 4. Доказать, что раз-
разность квадратов двух целых чисел,
не делящихся ни на 2, ни на 3

кратна 24.
Совет. Иногда вместо равенст-

равенства A) полезно использовать несколь-

несколько иную форму записи числа а. Пере-
Перепишем правую часть равенства A)
так:

bq + r= b(q+\)— b + r =

= b (q + 1) - (b - г)
и 'положим

b — г = гх.

Получим такую форму записи числа а:

a=*bm — rlt 0<ri^:b. B)

Например, вместо равенств, которые
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получаются из формы а
— 5q + Л

то есть вместо ранвенств а — 5д,
или а = bq -\- 1, или а = 5q -\- 2,
или а = 5^ + 3, или а = 5<? + 4,
учитывая B), можно записать, что

о — либо 5т, либо Ът ± 1,
либо 5m ± 2.

Очевидно, что такая форма записи

более компактна. (В приведенном при-
примере вместо г = 3 и г = 4 мы запи-

записали— E — г), то есть —I и —2.)
Решение. Пусть а и b — два

числа, удовлетворяющие условию за-

задачи. Выясним, какие значения могут
принимать остатки от деления этих

чисел и их квадратов на 24. Предста-
Представим число а в виде а = 24q -г г,

где 0 ^г < 24. Так как а не кратно 2
и не кратно 3, то г может принимать
лишь значения I, 5, 7, 11, 13, 17,
19, 23. Следовательно, а можно за-

записать в одной из форм: а
— 24т у ±

± 1, а = 24т2 ± 5, а = 24m3 ± 7,
а = 24т 4 ± 11. Нетрудно проверить,
что в любом из этих случаев остаток

от деления а2 на 24 равен 1.
Аналогично получим, что Ьг =

= 24л + 1. Тогда
= 24 (т — л), то есть о2 — б2 де-
делится на 24. Задача решена.

Упражнение 3. Докажите, что число

59 + 2 не является квадратом целого числа
ни при каком значении д.

Задача 5. Доказать, что А —

— пь— 5л3 — 6л делится «а 10.

Совет. При решении задач на

делимость часто помогает следующая
теорема: из п последовательных

натуральных чисел одно и только

одно делится на п.

Докажите эту теорему самостоятельно.

Сформулируйте и докажите аналогичные тео-

теоремы для л последовательных нечетных чи-

чисел и л последовательных четных чисел

(здесь уже существенно то, каково л — чет-

четное или же нечетное).

Решение. Л = п (л* — 5п* —
— 6) = п {п* — 5па + 4) — Юп =
= п [(п* — пг) — Dп8 — 4) 1 —

— Юп= п (л2— 1) (л2 — 4) — Юя =
= (п — 2) (я— 1)я(я+ 1) X

X (л + 2) — 10«.

Произведение (л — 2) (л — 1) л (л +
|- 1) (я 4- 2) делится, согласно упо-

упомянутой теореме, и на 2, и на 5. то

есть делится на 10. Но, значит, и

вся разность (равная А) также де-

делится на 10, что и требовалось до-

доказать.

3 а д а ч а 6. Доказать, что число

W-11 ... 122 ... 2
—.—- ¦-—. есть произве-
k цифр k цифр

ние двух последовательных натураль-
натуральных чисел.

Совет. Если задача не поддает-

поддается решению в общем виде, рассмотри-
рассмотрите несколько ее частных случаев и за-

затем попытайтесь перейти от них к

общему случаю.
Решение. Заметим, что

12= 3-4,
1122- 33-34,

111222 = 333-334.

Естественно предположить, что и в

общем случае

N ^ 11 122 2 -

k цифр k цифр
-33...3-33. .34.

k цифр k цифр

Докажем равенство C). Имеем:

33. ..3-33.. .34-3-11.. .1х

XC3...34-1)== П.. .1х

k цифр

х (99... 9 + 3) =11... 1х

k цифр

X (Ю* 4-2) -11... 122... 2,

что и требовалось доказать.
3 а д а ч а 7. Доказать, что Ап =

= 2п+2-Зп + 5л — 4 делится на 25

при любом натуральном п.

Совет. Такие утверждения ра-
разумно доказывать методом ма-

математической индукции
Решение. 1) При л — 1 ут-

утверждение справедливо:

Ai =* 23-3 + 5 —4 = 25

делится на 25.

C)

п
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2) Предложим, что утверждение
уже доказано для всех п .-$: k\ до-

докажем, что оно верно также и для
л — k -|- 1, то есть докажем, что

Ак+1 делится на 25. Имеем:

= 2.2*+2-3-3* -\- 5k + 1 =-¦

« 6 B*+2-3ft) + 5*+ I =»

= 6Bft+8.3* + 5ft — 4) —25ЙЧ-
+ 25 - 6Л„ — 25 (k — 1)

делится на 25, так как Ак делится
на 25 согласно индукционному пред-
предположению.

Следовательно, Ап делится на 25

при любом натуральном п.

Задача 8. Четырехзначное
число, являющееся полным квадратом,
обладает следующим свойством: если

все его цифры уменьшить на одно и

то же число, то получится четырех-
четырехзначное число, также являющееся
полным квадратом. Найти все че-

четырехзначные числа с описанным

свойством.
Совет. В некоторых случаях

целесообразно попробовать решить
задачу подбором. При этом следует
помнить, что подбор обязательно дат-
жен быть исчерпывающим, иначе
задача не может считаться решенной.

Решение. Дано, что

abed ^ А2,

(a—k) ф—k) (c—k) (d—k) = fi2.]

Ясно, что

a ^ k, b 5* k, с 5* k, d 3* k.

D)

E)

Рассмотрим разность 'А2 — Вг:

Аг — Вг =-- A000а + lOOfc -r 10с +
+ d) — [ 1000 (д_^)-Ь 100 F— k) +
+ 10 (c—k) Л- {d — k)\ - 1111Л.

В) = М-101*. F)

то есть

(А + В) {А

Так как и Аг и Вг — четырехзначные
числа, то 32 < А ^ 99 и 32 < fi ^
^ 99; значит, во всяком случае

Отсюда сразу следует, что А + В ==

= 101, А — В =Л1- k. Раз-сум-
Раз-сумма А -'г В — число нечетное, то и

разность А — В — тоже число не-

нечетное. Поэтому и k должно быть не-

нечетным. Так как А — В < 67, то

могут подойти следующие значе-
значения k: 1,3, 5. Подходит лишь k —
- I и k = 3.

Ответ, а) 3136=56*; 2025=452.
б) 4489 « 672, 1156-34*.
И, наконец, главный совет: ре-

решайте как можно больше задач, ведь

догадка и смекалка приходят только

с опытом.

Упражнения

4. Докажите, что А — т (т* — 7) де-

делится на Ь при любом натуральном т.

5. Докажите, что если к любому трех-
трехзначному числу приписать справа это же

число, то полученное шестизначное число

делится на 7, Пи 13.
6. Найдите двузначное число, равное

неполному квадрату суммы его цифр.
7. Докажите, что число, состоящее из

3я единиц, делится на 3".

8. Докажите,что не существует целых
чисел а, Ь, с, удовлетворяющих равенствам:
аЬс + а = 3333, аЬс -}- Ь - 5555, аЪс +с =
= 7777.

9- Докажите, что если р
— простое чис-

число, большее 3, то Л'--р--f-Зл + 2—со-

2—составное при любом натуральном п.

10. Докажите, что S ~ 3 -|- 3* + 3s +
-i- . . . -|~ З4" делится на 10.

11. Найдите пятизначное число, пре-

превосходящее в 45 раз произведение его цифр.
12. Докажите,что сумма

11 1 ¦ 1 0 0 ... 5 -г- 1

т цифр т-(-1 цифра

является квадратом натурального числа.

0 <« А - В < 67.
G)

73
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МПТоловей,
Л.С Куликов*

•*ь

Ветка-

барометр
ъ>

I
30*§дождь

Одна из интереснейших особенно-
особенностей живых организмов

—

предви-
предвидеть изменения внешних условий и

заблаговременно приспособиться к

ним. Многие растения и животные

обладают способностью «чувство-
«чувствовать» некоторые явления и воздей-

воздействия, „которые человек даже не

ощущает.
Например, в Японии специально

разводят в аквариумах рыбок, кото-

которые еще задолго до землетрясения
начинают метаться в аквариуме,

предупреждая владельцев о возмож

ной опасности. Как рыбки узнают о

приближении землетрясения, до сих

пор остается загадкой.
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Погодные условия в жизни чело-

человека играют огромную роль, поэто-

поэтому очень важно заранее знать обо

всех ожидаемых изменениях погоды.

Сейчас во всех странах существуют
метеорологические станции, ведущие
наблюдения за состоянием атмосфе-
атмосферы (измеряются количество осадков,

сила ветра и давление воздуха на

различных высотах) и составляю-

составляющие прогнозы погоды. При состав-

составлении точного прогноза для данной
местности необходимо учитывать
большое количество различных фак-
факторов, влияющих на состояние атмо-

атмосферы всей Земли. Эта сложная

проблема в настоящее время еще не

до конца решена. Такой метод опре-
определения погоды (он называется си-

синоптическим) допускает некоторые
неточности в прогнозах. Биофизиче-
Биофизические наблюдения природы позволя-

позволяют уменьшить эти неточности.

Данные об изменении поведения

животных и растений перед сменой

погоды издавна используются в на-

народе для прогнозирования различ-
различных атмосферных явлений. Напри-
Например, было замечено, что если чайки

рано утром улетают далеко в море,
то до вечера сильного ветра не бу-
будет. И, наоборот, массовое возвра-
возвращение птиц к берегу с моря предве-
предвещает приближение шторма. Еще

пример
— задолго до начала штор-

шторма медузы спешат заблаговременно
укрыться в безопасном месте. Ока-

Оказывается, сигналом к этому являют-

являются инфразвуки с частотой 3—13 гц.
возникающие от трения волн о воз-

воздух*. Интенсивные ннфразвуковые
колебания, образующиеся над по-

поверхностью моря при сильном ветре
в результате вихревых процессов у

гребней волн, распространяются бы-

быстрее штормового фронта. Медузы и

воспринимают эти колебания. В ре-
результате изучения этого явления

был сконструирован прибор, позво-

позволяющий определить направление
шторма и его силу задолго до его

начала (примерно за J5 часов).

В результате многочисленных на-

наблюдений установлено, что растения
чрезвычайно восприимчивы к давле-

давлению, температуре и влажности воз-

воздуха. Например, хвойные деревья
обычно опускают свои ветви перед
дождем и поднимают их вверх перед
ясной погодой. В большей степени

этой особенностью обладает ель; на-

наблюдательные туристы по состоянию
ее кроны могут определить предстоя-
предстоящую погоду.

Способность реагировать на изме-

изменения погоды сохраняется и в нежи-

неживом дереве. Это свойство можно с

успехом использовать для изготов-

изготовления самодельного барометра. Для
этого отпилите от сухой ели ветку с

куском ствола. Диаметр ветки у ос-

основания должен быть 10—15 мм,
длина 30—50 см. Получившийся су-
сучок очистите от коры и прикрепите
его за остаток ствола к стене так,

чтобы ветка находилась приблизи-
приблизительно в таком же положении, как

и на дереве. Теперь остается сделать

шкалу для отсчета положения кон-

конца ветки, и барометр будет готов.

Вырежьте из бумаги или картона
сектор с радиусом, равным длине

ветки, и углом раствора 90°. На ок-

окружности сектора для удобства от-

отсчета через каждые 5 мм нанесите

деления. Еловая ветка будет выпол-

выполнять роль стрелки, .положение кото-

которой зависит от состояния атмосфе-
атмосферы. Проведя несколько наблю-

наблюдений положения ветки в зависимо-

зависимости от состояния погоды, можно про-
градуировать этот самодельный ба-

барометр.
Рекомендуем вам не только на-

наблюдать, но и проводить ежеднев-
ежедневные записи, отмечая в таблице по-

положение ветки и состояние погоды.

Такая таблица поможет вам делать

более точные прогнозы погоды ва-

вашей местности. Для того чтобы ба-

барометр хорошо работал, надо его

расположить в тени, избегая попада-
попадания прямых солнечных лучей, и вда-

вдали от источников тепла (например,
отопительных батарей).
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ОТВЕТЫ,УКАЗАНИЯ,
РЕШЕНИЯ

К статье сОт перемены мест слагаемых...»

Мы будем пользоваться задачами из статьи
«20 задач на пределы»*). Ссылаясь на них,

мы будем перед номером писать букву П.
3. а)ап ^ 1; 6) ап = (-1)''.
4. Прилюбом натуральном л

I I

(л 4-I) (л 4-2)

;2-3"' -4
Согласно П1а сумма ряда в правой части

равна ~. Следовательно.

n 4-1+ (л -1-1) (n -1-2)

I
•' (л -f- 2) (л -j- 3)

1,

причем для я> I выполняется строгое
неравенство. Отсюда при п > I

I I

(л 4-1)!
'" (u-i-2)! н •¦•¦<¦

1 I
В частности, -^у -\ -^г

-¦•

n!

I

(I)

что е<3. Неравенство <>>2 очевидно. Пч-
ложим

1
• 1! т 2J + 3!

"'
1

согласно (l) тогда 0<е — S,,<—?-, то есть

e — Sy, ~ <?„/л!, где 0 < 9„ < 1. Допустим,
что е— рациональное число: е- т.п. Тогда

(f( )
жив обе части на л!, слева получим целое

число, а справа
— не целое. Значит, е —

иррационально.

*) См. «Квант», 1974, № 3 .

5. Сходимостьряда 1 .- -^г -J- -^r -f- ...

3
и неравенство 5 ^ I — < 2 следует из

П!б. При k>2 ряд 1 4--T-4--F+ ... и
2 3

подавно сходятся. При k -- I он расходится
согласно П1в.

6. Положим I — -;у- -f- -х- —
...

—

I

1

Тогда

1
—

-^
= S2,r, то есть последовательность

! -5-гя *

—возрастающая. При этом она огра-
ограниченная: i\,,,<l, так как

5,-"
' l ~ ( 2

~

3 j
~

( 4
~"

-if J
— 2~2л 2л

"

Итак, lim Sj,, существует. Частичные суммц
п-»о»

Stn+i стремятся к тому же пределу, так как

2ч*1
— *>т ¦;" 2/j -I- j

¦

7. Нс т. Может оказаться, что ряд

из положительных слагаемых расходится.
8. Мо ж и о. Для доказательства обо-

обозначим соответственно через S|j" и S~ суммы
положительных и отрицательных слагаемых,
входящих в состав частичной суммы S,, *=

- flj -4- ... -j- а„. По условию, 5+ -¦ р,

SJI"-* <7 при п-*оо. Так как Sn- = S^-\- Sn~,
то согласно П15а lim S« существует и ра-

п-кх>

вен /> -j- q, то есть р Ч- q
— S. (Заметим,

что предположение о существовании всех

трех пределов: S, р и q — было излишним —

достаточно предполагать, что существуют
два из них.)

9. Н с л ь з я.

IX). Можно (и а), и б)).
П. И с может. Докажем это. Ча-

Частичные суммы ряда G) (см. с. 16) обозначим

через Sn, а ряда (8) — через Sn. Согласно

П176, для любого е>0 найдется такое А,
что для любого натурального л>* и для

любого натурального р

-|- - . . 4-
| < e.

4-

Так как модуль суммы не превосходит суммы

модулей, то

— Sn ] ^
I т -г . . - 4- а„+р | < е.
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Значит, согласно П17а, последовательность

{Sn} сходится, то есть ряд G) сходится.

12. Условно.

13. Сновавведем обозначения Sjj' и Sn
(см. решение упражнения 8). Разность

S+ — S~ равна, очевидно, | Ci | + | а, \ +
+ . . . + | ап \. Следовательно, j at | +
+ | os |+ - .

—

р — q, то есть ряд а, +
-Ь аг + ... сходится абсолютно.

14. Ничего не получится:

ряды из положительных и отрицательных
членов оба расходятся, так что просуммиро-
просуммировать порознь положительные и отрицатель-
отрицательные члены ряда нельзя.

15. Используемобозначения S%, Sn ,

Sn и Sn (см. решения упражнений 8 и 11),
Sn « S+ + S~. ~Sn- S+ - S"; отсюда

Si "с" С "Ся "Г «5/1 о_ ^л J/i

Так как данный ряд сходится абсолютно,

то ,{Sn\ н \Sn) имеют пределы S и S при

л-»оо. Значит, SjJ" и S~ тоже имеют пре-

пределы:

Р Я —
S —S

Значит, S ~ р -г д.

16. Пустьа2 + а2 + а3 -[• . . .
— S. Ряд,

полученный после перестановки членов ап,

обозначим через bt + 6S -f- b3 -+- • •
-,

а его

частичные суммы через 7V
Пусть сначала все ап^ 0. Тогда теорема

очевидна: Tn^S, откуда lim Tn суше-
П — OD

ствует н равеи Т ^ S- Но ряд ai + ot +
+ а3 -j- ... в свою очередь получается пере-
перестановкой из Ьх + Ь2 + Ь3 + . .

., поэтому
S ^ Т, то есть 5=7". Теорема столь же
очевидна, если все ап ^ 0-

¦ Пусть теперь а, + а8 -J- а3+ . . .
—

произвольный абсолютно сходящийся ряд.
Тогда:

1) таккак | а„ |^ 0, то | а, | + | а2 | 4
+ • ¦ •

= I *11 + | Ь, | + . .
.,

то есть ряд
&i + *г + • ¦ ¦ сходится абсолютно;

2) после перестановки ряд из положи-

положительных членов ап сходится к прежней сум-
сумме р, а ряд из отрицательных членов ап —

к прежней сумме д; согласно упражнению 15
Т = р -f д = S.

17. Снова используем обозначения S|; ,

S~ и Sn (см. решения упражнений 8, 13

н 15). При л-¦ оо последовательность {Sn)
стремится к S- Равенство Sn = Sjj" + S~

показывает, что если при п —юо какая-

нибудь из последовательностей {SjJ") и \S~\
имеет предел, то имеет предел и другая;

но тогда стремится к пределу и их разность

(S+-S-J. Так как

sn~ — S~ = | at | + | at | -f ... + | <jn |,
то ряд в! т a, + dj + ... сходится тогда

абсолютно, а не условно вопреки

предпосылкам. Итак, оба ряда (и из поло-

положительных, и из отрицательных членов ап)
расходятся.

18. Согласно П17а, б для сходимости

ряда аг тг- а, + as + ... необходимо и до-

достаточно- выполнение следующего условия:
для любого е>0 существует такое k, что
для любого л>й любого р

| an + i -f- • • ¦ ~Ь °я+р I "С в.

При р = 1 получаем отсюда, что lim а„ =
Л-»оо

= 0. Последнее условие — необходимое, но,
разумеется, не достаточное для сходимости

ряда (например, оно выполино для гармо-
I I

инческого ряда 1 -\- -j- -f- ...+
— +...,

и тем не менее этот ряд расходится).
19. Для всех трех упражнений: а),

б) и в) — важно следующее
- Замечание. Расставить скобки,

объединив в группы члены ряда a, -j- с, +
+ а3 + . .

-.— это то же самое, что выбрать
подпоследовательность нз последователь-
последовательности его частичных сумм {Sn}.

а) Для последовательности {Sn} частич-

частичных сумм ряда

,,1Л , JL _L 1.
— '

¦ 2 -¦---•-*- 2
' "

3
"

••

3 +

-Ц

4 слагаемых 9 слагаемых

(-1)" ,

п2 слагаемых

любое действительное число S является пре-
предельной точкой. Согласно П8в {Sn} содер-
содержит подпоследовательность, сходящуюся к 5.

Зиачнт, для любого S можно подобрать та-

такую расстановку скобок, чтобы ряд (•) стал

сходиться к S-

б) Пусть{Sn} и {Т„} — последователь-

последовательности частичных сумм для исходного и полу-
полученного ряда соответственно. Тогда {Тп}
является подпоследовательностью \Sn) и,

согласно П4а, имеет тот же предел, что

{Sn)-
в) Последовательность {ап} состоит из

членов сходящегося ряда, только взятых

в другом порядке. Значит, согласно упражне-

упражнению" 18 и П4в ап—0. Поэтому (см. П20а)
любая точкз S отрезка [а, Ь] является пре-

предельной для {Sn). Это равносильно дока-

доказываемому утверждению согласно замечанию
и П8в.

20. Так как ряд |oj Ц- \at | -j- . . .

расходится, то найдется п, для которого
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| at \+ ... + | an | > S. Пусть nt — наи-

меныиее из таких п. Далее найдется п,
для которого | at \ + ... + 1 аи, | —
— | on.+i | — ...

— | а„ | < 5, Наимень-
Наименьшее из таких л назовем nt. За л3 примем
наименьшее л, для которого

KI+..+I*..!-

+ 1««.+ , ] + . .'. +|вя,1>5
и т. д. Числа Ьп подберем так, чтобы а„Ьп =
= \ап | прн 1 ^ л ^ nIt anbn = — |а„ |
при п1<л^л,, ая?>п = |а„ | при лв <
< л ^ л3 и т. д. Так как ап — 0, то так

построенный ряд atbi + atbt + . . . будет
сходиться к S.

21. Ответ на вопросы а), б) и в) дает

теорема Ссрпннского. Сформулируем ее.

Перестановки, перемещающие только от-
отрицательные члены ряда и оставляющие

положительные члены на своих местах, назо-

назовем С перестановками
а) Для любого условно сходящегося

ряда можно найти С-перестаиовку. которая
переведет его в расходящийся.

б) Пустьотрицательные члены условно

сходящегося ряда образуют монотонную по-

последовательность (пример: I — V. -+-
+l/s-I/« + Vb-1/,+ •¦•). тогда С-пе-

рестаиовки не могут уменьшить его сумму.

в) Переставиммежду собой отрицатель-
отрицательные члены ряда так.чтобы они образовали
монотонную последовательность. После это-
этого ряд может оказаться расходящимся
Sn-»oo) или сходящимся к некоторому
числу 5. В первом случае С-перестановками
можно заставить ряд сходиться к любой
сумме, во втором случае

— к любой сумме
/C>S.

К статье «Игра «Жизнь»

1. Пять пентамино погибают на пятом

ходу; два леитамнно переходят в устойчивые

конфигурации из семи клеток; четыре
—

довольно быстро превращаются в «навига-

«навигационные огни».

2. Конфигурацияб {«латинский крест»)
погибает на пятом ходу, конфигурация в

(буква Н) — на шестом. Конфигурации г,

д, е через каждые два хода воспроизводят
сами себя, то есть являются периодическими.

Конфигурация ж является устойчивой; она

называется «пасекой».

3. Рядиз пяти фишек переходит в «на-

«навигационные огни»; из шести — погибает.
Семиклеточный ряд превращается в «пасеку»
(см. задание 2); восьмнклеточиый — в четы-

четыре «улья» н четыре «блока»; девятнклеточ-
ный — в два набора «навигационных огней».

4. Конфигурация а («восьмерка») — пе-

периодически переходит в себя (период равен
восьми); конфигурация б (буква! ) после
12-го хода превращается в два «разлетаю-
«разлетающихся» «планера»; конфигурация в (сталки-
(сталкивающиеся «планеры») погибает после четвер-
четвертого хода.

К статье «Из жизни единиц»

1. Да, существует. Например, четыре
узла — вершины одного квадратика.

2. Впримере I:

@.0), @,1). @. -1). A.0). (-1,0).
В примере 2:

@,0), @. 1), A,0).
36. Указание. Обозначим xmjn (К)

и *т»х (К) — минимальное и максимальное

значения координаты х для узлов, входящих

в колонию К. Докажите, что от применения
Р величина xmin не уменьшается, а хтвх за-

заведомо уменьшается (пока колония непуста).
46. Для примера I можно доказать,

что полуплоскость является нулевой тогда

и только тогда, если она содержит точку О.

Для примера 4 дело обстоит сложнее. Там

всякая нулевая полуплоскость содержит точ-

ку

у у р

= /^f, Y}' п0ЭТ0МУ ?б°У с

стороны, существуют четыре нулевые полу-
полуплоскости, пересечение которых состоит из
одной точки ?. Это — четыре полуплоскости,
ограниченные двумя прямыми: у = х, и —

= 1 — х. Поэтому ор состоит только из этой

точки |.
5. Пожалуй, я бы заявил, что эта точка

существует, как физики заявляют о существо-
существовании фотонов, нейтрино н всего другого,
что им нужно, чтобы сформулировать законы,

согласующиеся с данными экспериментов.
9а. Либо эти четыре точки — вершины

выпуклого четырехугольника, либо одна из

них принадлежит треугольнику с вершинами
в трех других точках, либо все четыре лежат

на одной прямой.
96. Выберите из этих п точек четыре

н разбейте их на два подмножества, а все

остальные точки добавьте к любому из них.

Доказательство теоремы
X ел л и

Докажем теорему индукцией по числу л.

Предположим, что каждые л — 1 из наших

л множеств имеют общую точку и докажем,
что все л множеств имеют общую точку.
Обозначим через Ф., ..., Фл наши выпуклые

множества. Через Л,,..., Ап обозначим точ-

точки, принадлежащие л—1 из этих множеств,

где Ah принадлежит всем множествам, кро-

кроме (быть может) Ф^. Рассмотрим два случая.

а) Какие-нибудьдве из точек Аи . .
., Ап

совпадают. Пусть А^ ~ А/. Тогда эта точка

принадлежит всем множествам Фь . .
.,
Ф ,

что и требовалось.
б) Все точки Аг, . .

., Ап различны.
Тогда, согласно упражнению 9, множество

этих точек можно разбить на две части, вы-

выпуклые оболочки которых пересекаются.
Пусть точка А принадлежит пересечению
обеих выпуклых оболочек. Докажем, что

точка А принадлежит всем Фь . .
., Фл.

Действительно, пусть Фл — любое из них.

Возьмем ту из двух частей Аг, .
... Ап,

71
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куда не входит Ah. Множество Ф& содержит
всю эту часть, значит, и ее выпуклую оболоч-

оболочку, в частности, н точку А. Теорема Хеллн

доказана.

К статье «Четырехугольники»
1. Если / X т. то 4А + аВ = 180°,

аналогично рассматриваются остальные углы.

2. Отразить четырехугольник в точке

пересечения диагоналей.
3. Произвести поворот на 120° вокруг

точки D.

4. Воспользоваться формулой
1

= "К" AC- BD- sin <р, где ф — угол

между АС и BD.

5. Для доказательства прямой теоремы,
используя подобия треугольников, доказать,
что M0N — прямая. Для доказательства

обратной теоремы построить трапецию A BCD'

(D' на ВО) и рассмотреть ее среднюю лннню

M'N, M'N |( MN (по усложню); получится,
что ММ' || BD.

К статье «Делимость чисел»

1. Ответ. 8281.
Решение. Обозначим искомое число

через abed. Дано, что ab = cd + 1 н abed =

= п*. Так как л* — число четырехзначное,
то 31 < л < 100. Представим abed в виде

abed = ab. 100 + cd:
тогда

л* = abed = 100 (ed + 1) + cd =

= 101 cd + 100.
и, значит,

(я — 10) (л -f 10) - 101 cd,

то есть (л—10) (л + 10) делится на 101.
Но так как л — 10 < 101, н 101 —

простое число, то на 101 делится л + 10.
С другой стороны, л + Ю < 110, поэтому
п + 10 = 101; значит, л = 91, л* = 8281.

2. Указание. Рассмотрите сумму
л3 + (п + I)8 + (п + 2K и представьте л

в таком виде: л = 3q -\- г, где г = 0. или

г = 1, или г -- 2.

3- Всякое целое число может быть за-
записано в одной нз форм:

5т, 5т ± 1, 5/п ± 2.

Если а = 5/п, то аг = 25/л*. и остаток от

деления на 5 равен нулю.
Если а = 5т ± 1, то а* = 5 (тг ± 2т) +
+ 1, и остаток от деления на 5 равен 1.
Если а = 5/п ± 2, то а2 = 5 (от* ± 4т) +

-f- 4, и остаток от деления равен 4.
Тем самым утверждение доказано.
4. Ук а з а н н е. А = (т — 1)-/л X

X (т + 1) — 6/п.

5. аЬсаЬс—lOOOabc+abc— 1001afcc =

= 7-1113а*с.
в. Ответ. 13 и 91.

Решение.

10а + Ь ~ а* + ab + Ь2,
о* + (Ь - Ю) а + Ь (Ь — 1) = 0,

- (Ь - 10) ± У(Ь - 10)»—46 (f> — Ц
а g

Подкоренное выражение должно быть пол-

полным квадратом. Полагая b = 0, 1, 2,_^. -, 9,

находим: * = 1 или Ь =» 3. Поэтому ab = 13

или вВ= 91.
7. Указание. Воспользуйтесь ме-

методом математической индукции.
8. а(Ьс+ 1) = 3333 =* а — нечетное.

Аналогично получим, что Ь и с — нечетные.

Тогда я произведение abc — нечетное число,

abc + а — четкое и, значит, abc + а не мо-

может быть равным 3333,
9. Указание. Воспользуйтесь пред-

представлением р в виде

р
= 6/л ± 1.

10. Указание. Докажите,что

число слагаемых четно и сгруппируйте их

последовательно по два.

11. Ответ. 77175.
Решение. А = abede = ASabc de.
Заметим следующее:
1) инодна нз цифр не равна 0;
2) а,Ь, с, d, e — нечетны (иначе было

бы е = 0);
3) е= 5, так как среди сомножителей

правой части есть 5 (9-5).
4) А- 9-25-a-b-cd) => D:25) => (А

оканчивается' 25-ю, 50-ю, или 75-ю). Но

Иф 25, de Ф 50. Поэтому d — 7.

5) (/1:9) => (a + b+c+7+5':9)
12<а +Ь + с+12<39

а -(- b + с + 12 — нечетно

=> (а + Ь + с) =¦ 15.

6) Л= 45-35-fl-6c < 100000,

(¦)

то есть

аЬс^бЗ (••)
7) Из (*) и (••) подбором находим две

тройки чисел 1, 5, 9 н 1, 7, 7. В первом слу-
случае А =. 45-35-45 = 70875 — не годится.

Во втором А — 45-35-49 = 77175 =
= 45-7-7-7-5.

12. Л =11

т

Х99...9-100 ...

т

Ы00...5-Ц=4~-Х
т+ 1

1=-Б- (Ют—

Число .10 + 2 делится на три, так

как сумма 'его цифр равна трем; поэтому
10т + 2 — Зд, то есть

А =-9-(

что и требовалось доказать.
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К задачам «Счастливые билеты»

(гл. с 13)

1. 11120.

2. Существуют: 166229. 266338, 368449.

К задаче «Маневры»

{см. с. 19)

Достаточно сделать 21 операцию.

К задачам

(см. *К«ант*. 1974, № 8, с. 35)

1. Есличисло k стоит справа, то справа

зачеркивается каждее 4fc — 1-е число, то ость

числа вида k -{- Dfe — 1) л, а слева — числа

вида 4 (fe — 1) п — fe. Справа зачеркиваются
числа m такие, что Am — 1 делится на

4k — 1, слева — такие, что Am -f 1 делится

на 4fe— 1.

2. Обозначитьискомые-отношения через

(, т и п и выразить площади треугольников

ALjhly, ALtNt и т. д. через I, т, п hS , лвс.

3. б)Провести прямую FE, ЬАВС со

оо AAFE.

К задачам «Квант» для младших

школьников»

(см. «Квант», 1974, М> 8)

1. Указание. Начинать надо с са-

самого высокого семиклассника, перестановки
можно осуществлять по ларам (менять ме-

местами самого высокого с тем, кто занимает

его «законное» место и так далее). Прн каж-

каждой такой перестановке условие, сформули-
сформулированное в задаче, будет сохраняться (до-
(докажите).

2- При помощи удочки можно уравне-
веенть рыбу и буханку хлеба, как показано

на рисунке 1. Тогда

mi - "h ~J~ i

где mt
— масса рыбы, ma — масса буханки,

li и I]
— указанные на рисунке расстояния,

которые можно измерить с помощью любой

днницы длины.

Рис. I.

с

Рнс. 2. Рис. 3.

3. Числоп* -{- п -\- I нечетно при лю-

любых целых л.

4. Однанз возможных схем приведена
на рисунке 2. При таком положении пере-
переключателей лампа не горит.

5. Уменьшимвсе числа на доске на одно

и то же число, чтобы наименьшее число на

доске стало равным нулю. От него до наи-

наибольшего числа можно дойтн не более, чем

за 198 переходов (к соседним клеткам), по-

поэтому наибольшее число не превосходит
198-20= 3960. Если каждое число на доске
не встречается не более двух раз, то на доске

стоит не более 2-3960= 7920 чисел, а их

по условию 10 000.
в. Плотность шарика 0,9 г'см3, а плот-

плотность алюминия 2,7 г/см3, следовательно,
шарик не является сплошным, в нем есть

полость. Опустим шарнк в сосуд с водой.
Он будет плавать в воде; над водой будет на-

находиться 0,1 его объема. Если полость на-

находится не в центре шарика, то при разных
положениях в воде он будет поворачиваться
так, чтобы полость всегда находилась в

наивысшем положении (рис. 3).
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Нужно снять кольцо с ее-

ревки не развязывая узел-
узелков на концах веревки. Плас-
Пластины и кольцо легко прохо-
проходят через «ушко». Шарики
через ушко не проходят,
зато они свободно протас-
протаскиваются через отверстие

кольца. Разумеется, пласти-

пластина не проходит через от-

отверстие в кольце. Толщина
ушка —4 мм, внутренний
диаметр кольца—15 мм,
остальные размеры указаны

на рисунке.

Попробуйте справиться
с задачей в уме. Если не

получится, постройте мо

дель.
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Объявляется подписка на 1975 год на науч-

научно-популярный физико-математический жур-
журнал «Квант».

«Квант» адресован всем школьникам 6—

10 классов, которые любят математику и фи-
физику, любят решать задачи.

Наш журнал полезен и чем школьникам,

которые еще не занялись физикой или мате-

математикой, но хотели бы заняться этими наука-

науками.

Сейчас происходит коренная переработ-
переработка школьных программ по математике и фи-
физике. «Квант» активно участвует в этой рабо-
работе. В 197S г. на стрвницах журнала будут
систематически публиковаться статьи, разъ-
разъясняющие материал новых программ.

Много материалов будет опубликовано
для школьников 10 кпассов, готовящихся к

поступлению в институт.

В 197S г. «Квант» будет продолжать
печатать статьи для младших школьников.

Объем этих публикаций будет существенно

расширен.
«Кваит» полезен также и преподавате-

преподавателям. Его материалы могут быть использова-

использованы иа заседаниях математических и физи-
физических кружков и на факультативных заня-

занятиях.

Читайте о «Кванте» в 1975 г.:

Статьи, посвященные опытам, которые
можно провести над моделями как физи-

физического, так и математического происхож-

происхождения.

Так, в статье Г. В. Скроцкого будет
рассказано о камере-обскуре. А в статье
Э. Г. Белаги «Узлы на столе математики»
читатели прочтут о топологических опытах.

Жизни и творчеству С. В. Ковалевской

будет посвящена статья Н. Я. Виленкина и

В. П. Лишевского.

Те читатели, которых особенно интере-

интересует оптика, встретят на страницах журнала
статью о голографии и статью известного

зарубежного физика В. Вайскопфа «Как свет

взаимодействует с веществом».

Любители геометрии с интересом проч-
прочтут статью И. Ф. Шарыгина о мире геомет-

геометрии с числом измерений более трех. Пред-
Представляет для них особый интерес и некото-

некоторые задачи комбинаторной геометрии, ко-

которые решаются вполне элементарными
методами. В серии статей Б. в. Гнеденко

будут освещены некоторые вопросы теории

вероятности и массовых процессов.
Большое количество статей будет по-

посвящено новой программе в школе. Так, в

статьях А. Г. Мордковича школьники позна-

познакомятся с понятием пронэводной и ее при-
применением при решении задач.

Вот уже пятый год раздел журнала

«Задачник «Кванта»» учит школьников ре-
решать задачи повышенной трудности по ма-

математике и физике. В работе этого раздела

принимают участие школьники из городов

и сел. Читатели, регулярно присылающие
правильные решения, получают право учас-
участия в областных олимпиадах. Редакция кон-

консультирует школьников, присылающих ре-

решения задач.

Для поступающих в вузы в 1975 году

будут опубликованы статьи на следующие

темы. Математика: тождественные преоб-
преобразования иррациональных уравнений; про-

проверка решений; уравнения с параметрами;
доказательство неравенств ; использование

монотонности функций при решении урав-
уравнений и неравенств; решение тригономет-

тригонометрических уравнений; решение задач но тело

вращения; прямоугольная проекция при

решении стереометрических задач, «скры-
«скрытые» данные в условии задачи.

Физика: законы идеальных газов; элек-

электрический ток, линии передач; трансформа-
трансформаторы; построение изображений (пластинка,
линза, зеркало); оптические приборы; глаз;

интерференция.
Мы будем продолжать знакомить на-

наших читателей с новыми книгами, представ-

представляющими для них интерес рассказы-

рассказывать о работе физико-математиче-
физико-математических школ, об олимпиадах, о работе раз-
различных вузов со школьниками и т. д.

Подписка на «Квант» принимается без

ограничения в пунктах приема подписки

«Союзпечать», отделениями связи, почтам-

почтамтах, общественными распространителями
печати.

Подписная цена за год A2 номеров) —

3 руб. 60 коп. При подписке ссылайтесь на

наш индекс 70 465.


