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Портрет Николая Коперника, который мы приводим на первой стра-

странице обложки, был написан неизвестным художником в 1575 г$ду.
На ятороп странице обложки — кабинет геометрии Краковского уни-
университета, где учился Коперник с 1491 года. Поскольку учебников
не хватало, основные теоремы чертили на стенах.

На четвертой странице вы «идите еще один портрет Коперника.
Предполагают, что зто автопортрет ученого.
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Николай

Коперник
Я- А. Смородинский

Жизнь Коперника

В этом году весь мир отмечает юбилей

великого польского астронома Ни-
Николая Коперника. Коперник родил-
родился 500 лет тому назад, 19 февраля
1473 года, в городе Торуни. Учился
в Краковском университете, потом

прожил почти 10 лет в Италии.
В Болонье, Риме, Падуе и Ферраре
он изучал медицину, юриспруденцию
и астрономию. Возвратившись в Поль-

Польшу (около 1506 года), он в течение

нескольких лет был секретарем и вра-
врачом своего дяди епископа.

В 1512 году, после смерти дяди,

Коперник переехал в город Фром-
борк, расположенный на берегу Бал-
Балтийского моря. Здесь он продолжал
упорно заниматься астрономией. Мно-
Много раз ему приходилось прерывать
научные изыскания из-за большого

количества административных обя-

обязанностей, которые он должен был

исполнять, будучи управляющим юж-

южной частью провинции Вармии. Не-

Несмотря на это, он упорно работал над
своим основным (и фактически един-

Портрет Николая Коперника, репродукцию
с которого мы приводим, был написан иенз-

иестным польским художником, современни-
современником Коперника. Этот портрет считается

ощнм из наиболее достоверных изображе-
изображений ученого. Перевод подрисуиочных под-
подписей выполнен ТА. Кротовой.

ственным) астрономическим сочине-

сочинением «О вращении небесных сфер».
Первые главы этой книги, содержа-
содержащие разные тригонометрические тео-

теоремы, были изданы учеником Копер-
Коперника Георгом Ретиком в 1542 году.
Но значительно раньше, еще в 20-х

годах XVI века, в Европе была из-

известна рукопись Коперника, так на-

называемый «Малый комментарий», в

которой содержались новые представ-

представления о строении Солнечной системы.

Главную же свою книгу Коперник
не решался издать почти до самой

смерти. Лишь умирая (в 1543 году),
он смог подержать в слабеющих ру-
руках отпечатанные листы этой книги.

Что же сделал Коперник, и почему
его книга оказала столь большое
влияние на развитие науки?

Идеи Коперника положили начало

новой эре в науке. Их трудно было
понять людям, воспитанным на авто-

авторитете древних ученых и на догматах

церкви. Поняли Коперника немногие.

Но среди них были Кеплер и Гали-
Галилей.

Среди тех, кто не смог понять Ко-

Коперника, был Лютер, один из руково-

руководителей Реформации, положившей ко-

конец беспредельному господству ка-

католической церкви в Европе. Он на-

написал о Копернике:
«Рассказывают о новом астрономе,

который хочет доказать, будто Земля
вращается вокруг себя, а не небо,
Солнце и Луна; все равно, как если

бы кто-либо сидит в телеге или на

корабле и движется, а думает, что он

остается на месте, а земля и деревья
идут и движутся. Но тут дело вот в

чем: если кто-либо хочет быть умным,
то должен выдумать что-либо собст-

собственное и считать самым лучшим то,
что он выдумал. Дурак хочет пере-
перевернуть все искусство астрономии...»

В книгу Коперника без ведома

автора было добавлено предисловие
богослова и математика Оссиандера,
который следил за ее печатанием.

В этом предисловии он успокаивает
читателя (и цензоров): «...во всем же,

что касается гипотез, пусть никто не

ожидает получить от астрономии че-

I1
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го-нибудь истинного, поскольку они

не может дать что-либо подобное;
если же он сочтет истинным ю, что

придумано для другого употребления,
то после такой науки окажется более

глупым, чем когда приступал...»
Идея автора предисловия состоя-

состояла в том, что теория Коперника удоб-
удобна для вычислений, но не имеет ни-

никакого отношения к реальному миру.
Тем не менее в 1616 году, при жизни

Галилея и Кеплера, декретом инкви-

инквизиции книга Коперника была вклю-

включена в список запрещенных церковью
книг.

Но все эти меры оказались бес-

бесполезными. Новая наука завоевывала

себе признание, древняя наука.ухо-
наука.уходил а в историю.

Древние идеи

В неведомую глубь веков ушло время,
когда человек впервые увидел среди
неподвижных звезд семь небесных

тел, положение которых изменялось

на его глазах. Солнце, Луна, Мер-
Меркурий, Венера, Марс, Юпитер и Са-

Сатурн удивляли и пугали древних
наблюдателей неба. Движение их

предвещало тревоги и радости. Солн-
Солнце приносило с собой времена года.
Луна сменяла дни и ночи, багровый
Марс был предвестником войны.

Еще египтяне знали, что движения

Солнца и Луны можно предсказывать.
Те, кто умел это делать, занимали

особое положение — они были жре-
жрецами, знающими тайны богов. Жре-
Жрецы объявляли о начале года, о празд-
праздниках, о сроках работ на полях. С
тех пор на многие сотни лет наблюде-
наблюдение небесных тел было связано с

календарем. Сам Коперник углубил-
углубился в астрономию, когда в 1514 году
папа Лев X призвал к исправлению
календаря. (Эта реформа — переход
к новому стилю — была проведена
позже, в 1574 году.)

Греки пошли значительно дальше

египтян. Они задумались над тем,
как устроена вся планетная система,

как движутся планеты. Еще в 111
веке до нашей эры Аристарх Самос-

4

Рнс. 1.

ский высказал идею о гелиоцентри-
гелиоцентрической системе — системе планет с

Солнцем в центре. Во II веке до на-

нашей эры на острове Родосе и в Алек-

Александрии наблюдал звезды Гиппарх,
который первым научился предска-
предсказывать положение Солнца и Луны,
создав теорию их движения. Астро-
Астрономы видели, что каждая планета

движется по своим особым правилам;
поэтому они говорили о теории Мар-
Марса, теории Луны и т. д. Только

Кеплер смог объединить эти разроз-
разрозненные теории в единую схему.

Первую последовательную схему
планетной системы дал Клавдий Пто-
Птолемей, работавший в Александрии в

середине II века нашей эры. Он в

значительной степени опирался на

труды Гиппарха, которые не дошли

до наших дней. Система Птолемея

продержалась 15 веков и дожила,

почти не изменившись, до Коперника.
Вплоть до XVI века никто не сомне-

сомневался в ее истинности *).
Птолемей считал, что в центре Все-

Вселенной расположена Земля, а вокруг
нее вращается семь сфер, которые
влекут за собой семь планет (рис. 1)

•) Сочинение Птолемея называлось «Ма-

«Математический трактат в XIII книгах». R

арабском переводе, в котором с ним позна-

познакомились средневековые ученые, оно назы-

называлось «Альмагест» (от греческого «nevifcTll* —

величайшее). Под этим названием оно цити-

цитируется и сейчяг
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в таком порядке: Луна, Меркурий,
Венера, Солнце, Марс, Юпитер, Са-

Сатурн. На рисунке 1 в действительно-
действительности изображена не система Птоле-

Птолемея — она значительно более сложна.

До того, как о ней рассказать, пой-

поймем сначала, что означало для греков

(да и для Коперника) построить тео-

теорию движения планеты-

Кинематика без динамики

Белым пятном в системе знаний древ-

древних естествоиспытателей было то, что

они не имели ни малейшего представ-
представления о динамике. Причина движения

тел была для них недоступна. Когда
камень толкали, все было понятно —

хотя и в этой задаче никаких коли-

количественных соотношений получить
не могли (да и не думали об этом).
Когда же дело касалось планет, то

ни о каких причинах движения и речи
быть не могло — планеты двигались

сами по себе, просто потому, что дви-

движение заключено в их природе. Поч-
Почти вся наука о движении описана у

Коперника .так: «Аристотель говорит,
что единому и простому телу присуще
и простое движение; из простых же

движении одно прямолинейное, дру-
другое круговое; из прямолинейных одно

идет вверх, другое вниз. Поэтому
Есякое простое движение идет или к

середине вниз, или от середины вверх,
или вокруг середины, и это движение

круговое. Только земле и воде, ко-

которые считаются тяжелыми, следует
двигаться вниз, то есть стремиться к

середине; воздух же и огонь, обладаю-

обладающие легкостью, должны двигаться

вверх и удаляться от середины. И ка-

кажется вполне сообразным приписать
этим четырем стихиям прямолиней-
прямолинейное движение, а небесным телам пре-
предоставить вращаться кругом середи-
середины. Так утверждает Аристотель».
Вот и вся механика древних. Итак,
планеты должны двигаться по окруж-
окружностям и, наверное, с постоянной ско-

скоростью, так как (опять из Коперни-
Коперника): «Круговое движение всегда со-

совершается равномерно, ибо оно имеет

неубывающую причину...» Отсюда и

Рукопись книги *De revolutionibus orbium

coelestium» («О вращении небесных сфер*),
открытая на той странице, где Коперник
нарисовал циркулем Солнечную систему,
хранится в Кракове, и коснувшись пальцами

бумаги, еще можно ощутить «бороздки»,
оставленные циркулем великого астронома.
В предисловии к своему труду Коперник при-
признается, что лишь уговоры и упреки друзей
убедили его дать согласие на издание своего

трактата.

*3ал правосудия» в замке Гейльсберг. Здесь
Коперник жил с дядей епископом после воз-

возвращения из Италии, вплоть до смерти мо-

могущественного прелата в 1512 году.
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схема геоцентрической системы. Но

система, изображенная на рисунке 1,
хотя и очень эффектна, противоречит
наблюдениям; с ее помощью нельзя

разобраться в истинном движении

планет.

Эта задача и стояла перед Пто-
Птолемеем. Как совместить «принцип

инерции Аристотеля» с реальным ми-

миром? Как описать реальный мир на

основании одной кинематики?

Движение сфер

Древние наблюдатели видели, что

движение планет сложное. Они раз-
разделяли это сложное движение на не-

несколько более простых. Первым глав-

главным движением было суточное дви-
движение неба, вторым

— его годовое

движение. В этих двух движениях

участвовали все семь сфер, которые
тянули за собой планеты. Восьмая

сфера, к которой прикреплены звез-

звезды, была неподвижна. Еще Гиппарх
усовершенствовал эту систему. Что-
Чтобы учесть движение точки весеннего

равноденствия (точки пересечения
плоскости экватора с орбитой Земли),
он приписал восьмой сфере медленнее

движение на один градус за 100 лет

(по 36" в год) *).
Однако эти простые движения не

удовлетворяли «принципу инерции
Аристотеля». Скорости их были не-

непостоянны. Поэтому говорили о су-
существовании двух неравенств. Первое
неравенство — это неравномерность
движения планет по орбитам; вто-

второе
— наблюдавшееся «попятное» дви-

движение планет — изменение направле-

направления их движения по небу на проти-
противоположное. Только у Солнца и Лу-
Луны не было второго неравенства. По-

Поэтому уже теория Гиппарха позволя-

позволяла определять их положение с ошиб-

ошибкой, меньшей одной минуты. С этими

неравенствами надо было справить-
справиться, и Птолемей справился с ними ве-

великолепно.

*) В действительности смещение точки

весеннего равноденствия происходит немного

быстрее — на 50" в год.

Рис. 2.

Эксцентр и эквант

Выход из, казалось бы, безнадежного
положения был весьма остроумен,
Надо предположить, что по окруж-
окружности вокруг центра Мироздания
(Земли в системе Птолемея) движется

не сама планета, а лишь центр другой
окружности; названной эпици-
эпициклом (рис. 2). Планета же дви-

движется по эпициклу с той же угловой
скоростью по величине, но обратной
по направлению, с какой центр
эпицикла движется по основной ор-
орбите, названной деферентом*).
В результате таких построений оказы-

оказывается (хорошее упражнение для чи-

читателя!), что планеты по-прежнему
движутся по окружности (она назы-

называется э к с ц е н т р о м), но центр
ее смещен относительно Земли.

Таким образом была установлена
важная кинематическая эквивалент-

эквивалентность схемы движения эпицикла по

деференту и эксцентра. Но столь

простая схема описывала лишь путь

Солнца, которое всегда движется по

небу в одном направлении, не пово-

поворачивая вспять. Угловая скорость
движения Солнца по эксцентру (от-
(относительно его центра) предполага-
предполагалась постоянной. Тогда, очевидно,

*) Такое движение в механике называют

парой вращения.
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Рис. 3.

угловая скорость движения, наблю-

наблюдаемая с Земли, окажется перемен-

переменной. Так просто объяснялось первое
неравенство.

Для планет теорию нужно было

усложнить. Особенно трудно было
объяснить движение Меркурия, у ко-

которого, как мы теперь знаем, самый

большой эксцентриситет: он равен
0,2 и в 10 раз больше, чем у Земли.

К двум окружностям добавили

третью — э к в а н т. Центр экванта

обладал той особенностью, что на-

наблюдатель, находящийся в нем, ви-

видел бы равномерное движение пла-

планеты. Иными словами, хотя угол

•ф (рис. 3) изменяется со временем

неравномерно, угол ц> растет пропор-
пропорционально времени. Таким образом
как бы вводилась фиктивная планета,

движущаяся равномерно по экванту.
Гипотеза экванта (при дополнитель-

дополнительном условии, что центр эксцентра
делит отрезок центр

— центр экван-

экванта пополам) улучшила теорию, но и

она оказалась все же недостаточной.

Пришлось вводить дополнительные

предположения, например, что центр
экванта сам движется по окружности
или что по эпициклу катится другой
эпицикл. В конечном счете для опи-

описания движения планет надо было

вводить почти 40 различных круговых
движений. Да и сама гипотеза экван-

экванта была на самом деле чужда кинема-

кинематике. Схема, таким образом, была

сложной и неудовлетворительной с

принципиальной точки зрения. Од-
Однако она позволяла очень точно рас-
рассчитывать положение Солнца и пла-

планет и поэтому удовлетворяла всех.

Рассчитанные на ее основе астрономи-
астрономические таблицы (так называемые Аль-

фонсинские таблицы) были во все-

всеобщем употреблении с XIII века*).
Правда, надо иметь в виду, что толь-

только в конце XV века подлинное учение

Птолемея стало распространяться в

университетах Европы — до этого

учились по тяжелым латинским пере-
переводам арабских трактатов.

В то время наиболее важно было

рассчитывать движение Солнца и Лу-
Луны; для этого теории Птолемея было

вполне достаточно. Причина этого

обстоятельства, как мы сейчас знаем,

лежит в малости эксцентриситетов
(малой вытянутости) планетных ор-
орбит, которые поэтому могут прибли-
приближенно описываться системой Птоле-

Птолемея.

Солнце — Центр Вселенной

Итак, не практические цели стояли

перед Коперником, когда он начал

размышлять над системой планет.

Вопрос о календарной реформе был

только лишним поводом. Коперник
не мог принять сложной системы

катящихся сфер Птолемея. Он не

оставил после себя никаких дневников

или записей, по которым можно было
бы восстановить ход его мыслей.
Никто не знает, о чем он думал почти

сорок лет, создавая свою систему.
Когда сейчас мы смотрим на систе-

систему Птолемея, то обнаруживаем много

•) Таблицы, с большой точностью рас-
рассчитанные по системе Коперника, были опуб-
опубликованы в 1551 году Эразмом Рейнголь-
Рейнгольдом. Ночью 17 августа 1563 года Тихо Бра-
Браге увидел, что Юпитер и Сатурн почти сов-

совпадают на небе. Посмотрев в таблицы, он

обнаружил, что Альфонсн некие таблицы

предсказывают время этого события с ошиб-
ошибкой в месяц, а Копорниковские — в 7 дней.
Этот случай дал толчок работам Тихо Браге,
а потом и Кеплера.

7
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Рис. 4.

закономерностей, которые трудно
считать случайными и на которые не

мог не обратить внимания Коперник.
Почему центры эпициклов Меркурия,
Венеры и Солнца, всегда лежат на

одной прямой? Почему периоды обра-
обращения Марса, Юпитера и Сатурна
в их эпициклах равны одному земно-

земному году?
Немало таких проблем связано с

системой Птолемея.
Гипотеза Коперника была проста.

Надо поменять в старой Птолемеев-
ской системе Землю и Солнце места-

местами, оставив только Луну вращаться
вокруг Земли (рис. 4). Но эта про-
простая гипотеза была недоступна для
понимания большинства современ-
современников Коперника. Первый раз в исто-

истории науки наблюдатель был лишен

своего привилегированного поло-

положения, и обсуждался вопрос о карти-
картине мира с точки зрения другой (дви-
(движущейся относительно наблюдате-
наблюдателя) координатной системы. Такой
шаг был революционным не только

с точки зрения церкви
— Земля и

человек перестали быть главными во

Вселенной,— но и с точки зрения
механики — никогда еще относитель-

относительность движения не использовалась

для решения конкретных задач. По-

Поместив центр планетной системы на

Солнце, Коперник сразу же упростил
ее схему.
8

После того, что было рассказано,
читателю будет понятно введение в

«Малый комментарий», в котором Ко-

Коперник кратко формулирует свою

идею (см. стр. 9).
По схеме Коперника суточное дви-

движение неба объяснялось вращением
Земли вокруг своей оси, годичное дви-
движение — обращением ее вокруг Солн-
Солнца. Исчезло второе неравенство —

попятное движение планет стало

следствием разной угловой скорости
движения Земли и других планет

на своих орбитах. Замечательным

образом отпала необходимость и в

гипотезе о вращении восьмой сферы:
для объяснения движения звезд доста-

достаточно было предположить, что плос-

плоскость орбиты Земли медленно вра-

вращается в сторону, обратную движению
самой Земли по орбите.

Но не следует думать, что простая
схема Коперника полностью решила
задачу. Напомним, что естественное

движение планет должно было сво-

сводиться к комбинациям равномерных
движений по окружностям. Для этого

и вводились эпициклы, эксцентры и

экванты.

Дадим опять слово Копернику:
«...становится очевидным, что вслед-

вследствие одного обращения Земли может

происходить все то, чего древние
пытались достичь для каждой плане-

планеты при помощи эпициклов. Однако,

вопреки мнению Аполлония н древ-
древних, движение планет не оказывается

равномерным, даже после отнесения

этой неравномерности за счет обра-
обращения Земли. Следовательно, плане-

планеты движутся не по концентрическим

кругам, а иным образом, каким —

мы покажем в дальнейшем...»

Теперь мы знаем, что непостоянст-

непостоянство скорости движения планет по ор-
орбитам следует из законов Кеплера и

его не нужно избегать в теории. Но

Коперник остается в плену своих

законов кинематики и стремится до-
достичь равномерности движения вве-

введением все тех же эпициклов и экс-

центров (однако без эквантов).
В результате его схема планетной си-

системы оказывается достаточно слож-
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ной и совсем не похожей на простую
гелиоцентрическую модель, с которой
он начал. Конец «Малого коммента-

комментария» выглядит так: «Таким образом,
Меркурий движется при помощи всего

семи кругов, Венера — при помощи

пяти, Земля — при помощи трех, а

Луна Еокруг них — при помощи че-

четырех; наконец, Марс, Юпитер и Са-

Сатурн — при помощи пяти кругов каж-

каждый. Таким сбразом, для Вселенной

будет достаточно 34 кругов, при по-

кощи которых можно объяснить весь

механизм мира...».

Теория Коперника, как и многие

другие теории (даже современные),
оказывается очень эффективной в пер-
первом ее приближении. При попытках

же улучшить ее согласие с опытом она

начинает усложняться и терять убе-
убедительность. Такое положение обыч-

обычно свидетельствует сб органических

пороках теории. Зтот симптом увидел
Кеплер, открывший основной дефект
теории Коперника: планеты на самом

деле движутся по эллипсам, а не по

окружностям, и описание их движе-

движения многими окружностями в прин-

принципе не может быть простым. Одна-
Однако в рассуждениях Коперника за-

заключалось важное открытие. Пред-
Предположив, что центр эксцентрэ дви-

движется по окружности, он заметил то,

чего не заметили древние: планеты

стали двигаться не по окружности, а

по овалу. «Против отклонения путей
планет от кругового совершенства
Птолемей с основанием возражал бы

Копернику, но я не возражаю»,—пи-
возражаю»,—писал Кеплер.

Система Коперника не была су-
существенно точнее Птолемеевой. Бо-

Более того, изменение системы отсчета

не могло изменить результатов вычис-

вычислений. Однако переход к гелиоцент-

гелиоцентрической системе настолько изменял

все представления о строении мира,
что за ним вскоре последовали от-

открытия Галилея и Кеплера, а затем

и создание механики Ньютоном. Пс-

этому книга Коперника оказалась

фундаментом, на котором построена
вся современная наука. Именно в

этом смысле слова ее считают одной из

величайших книг, когда-либо напи-

написанных рукой человека.

Николая Коперника
малый комментарий относительно установленных

им гипотез о небесных движениях

Наши предки ввели множество небесных сфер, как я полагаю, для того,

чтобы сохранить принцип равномерности для объяснения видимых дви-
движений светил. Им казалось слишком нелепым, что небесное тело в сво-

своей совершенной сферичности не будет всегда двигаться равномерно.

Однако они полагали возможным, что при сложении или совместном

участии нескольких правильных движений светила будут казаться по от-

отношению к какому-либо месту движущимися неравномерно.
Этого не могли добиться Калипп и Евдокс, старавшиеся получить

решение .посредством концентрических кругов и ими объяснить все осо-

особенности движений планет, не только относящиеся к видимым круговра-
круговращениям звезд, но даже и те, когда, как нам кажется, планеты то подни-

поднимаются в верхние части кеба, то опускаются, чего, конечно, концентрич-
концентричность никак не может допустить. Поэтому было сочтено лучшим мнение,
что это можно воспроизвести при помощи эксцентрических кругов
и эпициклов с чем, наконец, большая часть ученых и согласилась.

Однако, все то, что об этом в разных местах дается Птолемеем и

многими другими, хотя и соответствует числовым расчетам, но тоже воз-

возбуждает немалые сомнения Действительно, все это оказалось достаточ-
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ным только при условии, что надо выдумать некоторые круги, называе-

называемые эквантами. Но тогда получалось, что светило двигалось с постоян-

постоянной скоростью не по несущей его орбите и не вокруг собственного ее

центра. Поэтому, подобные рассуждения не представлялись достаточно

совершенными, не вполне удовлетворяли разум.
Так вот, обратив на это внимание, я часто размышлял, нельзя ли

найти какое-нибудь более рациональное сочетание кругов, которым

можно было бы объяснить все видимые неравномерности, причем каж-

каждое движение само по себе было бы равномерным, как этого требует
принцип совершенного движения. Когда я приступил к этой весьма, ко-

конечно, трудной и почти неразрешимой задаче, то у меня все же появи-

появилась мысль, как этого можно добиться при помощи меньшего числа

сфер и более удобных сочетаний по сравнению с тем, что было сделано

раньше, если только согласиться с некоторыми нашими требованиями,
которые называют аксиомами. Они следуют ниже в таком порядке.

Первое требование. Не существует одного центра для всех небес-
небесных орбит или сфер.

Второе требование. Центр Земли не является центром мира, но

только центром тяготения и центром лунной орбиты.
Третье требование. Все сферы движутся вокруг Солнца, располо-

расположенного как бы в середине всего, так что около Солнца находится центр

мира.

Четвертое требование. Отношение, которое расстояние между

Солнцем и Землей имеет к высоте небесной тверди, меньше отношения

радиуса Земли к ее расстоянию от Солнца, так что по сравнению с вы-

высотой тверди оно будет даже неощутимым.
'Пятое требование. Все движения, замечающиеся у небесной тверди,

принадлежат не ей самой, но Земле. Именно Земля с ближайшими к

ней стихиями вся вращается в суточном движении вокруг неизменных

своих полюсов, причем твердь и самое высшее небо остаются все вре-
время неподвижными.

Шестое требование. Все замечаемые нами у Солнца движения не

свойственны ему, но принадлежат Земле и нашей сфере, вместе с кото-

которой мы вращаемся вокруг Солнца, как и всякая другая планета; таким

образом, Земля имеет несколько движений.
Седьмое требование. Кажущиеся прямые и попятные движения пла-

планет принадлежат не им, но Земле. Таким образом, одно это ее движе-

движение достаточно для объяснения большого числа видимых в небе нерав-
номерностей.

При помощи этих предпосылок я постараюсь коротко показать, как

можно вполне упорядоченно сохранить равномерность движений. Одна-
Однако здесь ради краткости я полагаю нужным опустить математические

доказательства, поскольку они предназначены для более обширного со-

сочинения. Впрочем, при описании этих кругов мы укажем величины полу-

полудиаметров орбит, лри помощи которых каждый сведущий в математике

легко поймет, как хорошо подобная композиция кругов подойдет к чис-

числовым расчетам и наблюдениям.

Поэтому пусть никто не полагает, что мы вместе с пифагорейцами
легкомысленно утверждаем подвижность Земли; для этого он найдет
серьезные доказательства в моем описании кругов. Ведь те доводы, при
помощи которых натурфилософы главным образом пытаются устано-

установить ее неподвижность, опираются большей частью на видимость; все

они сразу же рухнут, если мы также на основании видимых явлений за-

заставим Землю вращаться.
10
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Вычисления,
ошибки, контроль
Н. Б. Демидоеиц

Ошибки наблюдения
Считать точно не всегда означает

считать правильно. Рассмотрим для

примера следующую задачу.
Сторона квадратного участка

земли равна 1,4 м. Чему ранен его

полупериметр р и площадь S (рис. 1)?
Решение напрашивается само со-

собой: р= 1,4 + 1.4 =2,8 (л),
S = 1,4х 1,4 =1,96 (jk2). Но насколько

точен этот ответ? Абсолютно точен,
если длина стороны участка задана
точно, Л если она не задана, а, на-

например, измерена дециметровой мер-
мерной лентой? Тогда естественно пред-
предположить, что 1,4 м — это деление

ленты, ближайшее к истинной длине

измеряемой стороны участка. Отсюда
ясно лишь, что точная длина отлича-

отличается от 1,4 м не более чем на 0,05 м,
то есть абсолютная величина ошибки

наблюдения (она называется абсолют-

I i i i i i i i i i i i i i i i )

ной погрешностью измеряемой ве-

величины х и обозначается Д*) не пре-
превосходит 0,05 м.

Возникает практически важный

вопрос: с какой точностью при ука-
указанных предпосылка* можно опре-
определить площадь? Этим и подобными
ему вопросами занимается специаль-
специальный раздел математики — теория
приближенных вычисле-

вычислений. Продемонстрируем на данной
задаче ее методы.

Пусть истинная длина стороны

(далее все длины измеряются в мет-

метрах) равна 1,4 + а, где. |а| «^ 0,05,
то есть — 0,5< а ^0,05. Тогда по-

лулеримегр учасгка равен

Р = A,4 + а) + A,4 + а)-2,8 + 2а.

Абсолютная погрешность Ар зна-

значения полупериметра 2,8 не превос-
превосходит 2x0,05 = 0,1, то есть

2,7 = 2,8-0,1 ^р^2,8 + 0,1 =2,9.

Легко проверяемая формула

|(-*|1Ри<5л : .'Уточн)|

Рис. 1.

показывает, что при сложении и вы-

вычитании чисел их абсолютные пог-

погрешности складываются.

При умножении чисел удобнее
иметь дело с относительной погреш-
погрешностью. Относительной погрешно-
погрешностью е.х числа х называется отно-

отношение абсолютной погрешности Дх

к абсолютной величине числа х:ех =

= ——. Поскольку значения хтОчН мы

и

хто4н
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не знаем, можно гх заменить на е.х,

где е,^—-—. В данном примере

Заменяя значения ед =
Дл-

на

¦, мы, конечно, допускаем

некоторую погрешность, но обычно

она настолько мала, что ею всегда

пренебрегают.
При умножении и делении чисел

происходит сложение их относитель-

относительных погрешностей. Доказательство
этого утверждения мы оставляем

читателю, заметив только, что надо

оценить числа

р —

С х
¦¦ ¦

X -i- a

FT"
р

У

X

Теперь вернемся к нашей задаче.
Площадь участка получается как

произведение длин сторон, поэтому
ее относительная погрешность имеет

порядок 7,2%. Прямые вычисления

дают

S = A,4 + аJ == 1,96 + 2,8а -i- а2.

Здесь 1,96 — наш первоначальный
ответ, а два других слагаемых — его

отклонения от точного ответа. Оце-
Оценим абсолютную погрешность ре-
результата:

As ^ | 2,8а -г а2 | ^ |2,8а | +
+ а2^ 12,8-0,051- |0,05|2 =

= 0,1425 < 0,15.

Значит, площадь 5 лежит в пре-
пределах

1,81 = 1,96 —0,15<S<
< 1,96 4-0,15 = 2,11.

Последняя формула наглядно по-

показывает, что в первоначальном от-

иете 1,96, содержащем два знака

после запятой, может не оказаться

ни одной верной цифры.
12

Так теория приближенных вычис-

вычислений избавляет нас от иллюзии,

будто большое число точно вычислен-

вычисленных цифр всегда обеспечивает соот-

соответствующую точность самого ре-

результата. Более того, она дает ответ,

как точность результата зависит от

точности исходных данных, их коли-

количества и вида действий, производимых
над ними.

Округление чисел

В исходном примере мы решили, что

число 1,4 м получилось при измере-
измерении дециметровой мерной лентой и

потому погрешность измерения не

превосходит 0,05 м. При вычислени-

вычислениях часто получается «хвост» из цифр,
в правильности которых у нас нет

никакой уверенности, поэтому полу-
полученное число следует округлить. Гра-
Грамотно округленное число обладает

следующим свойством: его погреш-
погрешность не превосходит половины еди-

единицы последнего разряда. Таким

образом, число 1,4 м было задано гра-
грамотно, а ответ S — 1,96 м следует

округлить до S = 2 м. С этой точки

зрения число 1,0 м имеет следующий
смысл: его абсолютная погрешность
не превосходит 0,05 л„ в отличие ст

числа 1 м, абсолютная погрешность

которого не больше 0,5 м.

Один пример

В теории приближенных вычисле-

вычислений, в частности, разрабатываются
такие приемы счета, которые, гаран-

гарантируя достижение необходимой точ-

точности результата, сводят число опе-

операций к минимуму.
Рассмотрим, например, умножение

положительных я-разрядных пра-
правильных десятичных дробей, то есть

чисел вида

А = 0, аха2 , .. ак . . . а„, A)

где 0^at з^9 (/ = 1,2 л).
Известно, что десятичная дробь A)
является сокращенной записью числа

10"
'
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Будем считать дробь A) прибли-
приближенным, грамотно округленным чис-

числом. Тогда она имеет абсолютную по-

5

грешность, не превосходящую

умножению целых чисел. Ниже при-
приводится три способа умножения

Пусть
10"+J

А = 0, ах о2 ... а„,

В = 0, b1 bt ... Ь„

— два приближенных числа, а а и

Р — их соответствующие отклоне-

отклонения от точных чисел, причем одина-
одинаково: [ос | ^0,5-10-", |р 1^0,5-10-".
Вычислим абсолютную ошибку про-
произведения:

лл
« (Л )( $)

=-- а-В -- р-Л +а-р.

Здесь |а-р|= |а|- |р|<0,5 х

X 10-"-0,5-10-" - 0,25-Ю-2", то

есть этот член по модулю не превос-
превосходит четверти последней возможной

цифры результата и потому может не

приниматься во внимание. Оценим
сумму двух средних слагаемых, учи-
учитывая, что А < 1 и В < 1. Получим

|а-б + р-Л |< | 0,5-10-"-1 -I-
Н- 0.5-10---1 | - Ю". B)

Значит, иа 2л цифр произведения

гарантируется верность лишь первых
п—1 цифр, ля цифра в силу B) уже
оказывается сомнительной (она может

отличаться от верной на +1). Вер-
Верность цифр (л -г 1)-й и далее форму-
формула B) совершенно не гарантирует.
Поэтому эти цифры незачем включать

в окончательный ответ.

Отсюда следует, что при умноже-
умножении приближенных чисел школьным

способом — «лесенкой влево» — мы

половину работы делаем впустую.

Спрашивается, а можно ли эту поло-

половину работы вообще не делать? Ока-
Оказывается, можно. Для этого надо

использовать сокращенный способ
умножения — «лесенкой вправо». Да-
Далее в целях наглядности изложения

мы ограничимся примером умноже-
умножения приближенных чисел 0,587 х

X 0,736.
Как известно, умножение десятич-

десятичных, дробей выполняется аналогично

x
0

3

17

410

0,432

,587

.736

522

61

9

032

v
0.587

x
0.736
4 109

-•¦ 1761
3522

0.432032

xJJ
4

0,4

,587

.73C

109

35

320

(а)—«лесен- F)—«лесен- (в)—«со-
кой влево» кон вправо»: кращенный»
(школьный);

При способе (б), в отличие от спо-

способа (а), умножение начинается со

старших цифр множимого и множи-

множителя; учет единиц переноса от сосед-

соседней правой цифры множимого (реже —
от двух соседних) производится сра-
сразу. После небольшой тренировки этот

способ становится не труднее спосо-

способа (а).
Способ (в) представляет собой со-

сокращенную модификацию способа (б),
в которой частичные произведения не

вычисляются до конца, а сразу ок-

округляются. Место округления обеспе-
обеспечивает в окончательном ответе одну

лишнюю цифру, которая необходима
для правильного округления послед-
последней, сомнительной, цифры.

Окончательный ответ нашего при-

примера по всем трем способам его вы-

вычисления будет 0,432. Для его полу-

получения по способу (в) потребовалось
вдвое меньше работы и времени, чем

по способам (а) и (б). Указанный
прием особенно пропагандировал вы-

выдающийся советский математик, ин-

инженер и кораблестроитель, акаде-

академик А. Н. Крылов, чью книгу*) мы

рекомендуем нашему читателю.

Последовательные приближения
и контроль вычислений

Приближенность исходных данных

(ошибка наблюдения и измерения)
является не единственной причиной
ошибки результата. Другим источни-

источником ошибки результата служит при-
приближенность самого процесса вычис-

вычисления. Причины такого явления коре-

*) А. Н. Крылов, Лекции о приб-
приближенных вычислениях. М., ФМ, 1954.

13
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нятся или в принципиальной невоз-

невозможности провести точное вычисле-

вычисление (например, i 2, sin 20=), или в

неудобстве использования точной фор-
формы результата (так, точная простая

дробь V7, как правило, заменяется

на приближенную десятичную дробь
0,143). Разработка способов вычис-

вычислений с наперед заданной сколь угод-
угодно большой степенью точности пред-
представляет собой важное прикладное

направление классической высшей

математики. Понятие об этих спосо-

способах читатель получит, взглянув на

последнюю страницу таблиц Бради-
са. Там приводятся формулы —'так

называемые бесконечные ряды,—
по которым вычисляются значения

синуса, тангенса, логарифма и дру-
других табличных функций. Анализ этих

формул выявляет основной методи-

методический прием
— замену вычисления

искомой функции вычислением мно-

многочлена, то есть другой, более про-
простой функции, значения которой с

заданной степенью точности равны

значениям искомой функции.
Другим способом проведения вы-

вычисления с заданной степенью точ-

точности является метод последователь-

последовательных приближений. Продемонстриру-
Продемонстрируем его на вычислении квадратного
корня из числа А.

В качестве нулевого приближения
возьмем произвольное положи-

положительное число д-0.

Рассмотрим на числовой прямой

(рис. 2) отрезок, ограниченный точ-

точками х0 и —. Построим второе при-

блнжение х, как среднее арифмети-
арифметическое а0 и —-:

*/1

Имеем по свойству среднего

арифметического a'0^x,^— и по
Х°

А

свойству обратных величин —5=

А
— ^х0- Иными словами, отрезок

[ос0, ас

n JC, 3

Рис. 2.

[х1. —J целиком расположен внут-

[А
1

*о> — .
то есть в.10-

ха J

жен в него. По первому приближе-
приближению аналогичным образом строим
второе, но нему—третье и так

далее.

Запишем формулу («4- 1)-го при-
приближения:

Отрезки , [Xl,±], ...

^ ^- после"

довательно вложены один в другой,
и их длины последовательно умень-
уменьшаются не менее чем вдвое; это

следует из формул

А — х?

Эти отрезки стягиваются к един-

единственной точке х, принадлежащей
всем отрезкам. Для вычисления х

подставим его в формулу C): х
—

Точка х — у"А принадлежит всем

отрезкам, поэтому хп стремится к

х — \' А, то есть метод последова-

последовательных приближений решает по-

14
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ставленную задачу. Остается заме-

заметить, что вычисление следует пре-

прекращать после того, как х„+1 станет

равным х„ с заданным количеством

десятичных знаков.

.Метод последовательных прибли-
приближений обладает одним большим до-

достоинством: случайная ошибка в про-
промежуточных действиях не повлияет

на величину результата, а лишь уве-
увеличит время на его получение.

Вообще при проведении вычис-

вычислений контролю должно быть уделе-
уделено самое серьезное внимание. Конеч-

Конечно, процесс вычислений можно по-

повторить заново, но это вдвое увеличит
общее время работы. В особо ответ-

ответственных случаях приходится идти
и на этот шаг, но возможны и другие
методы контроля, учитывающие спе-

специфику конкретного расчета. На-
Например, если от одного аргумента х

вычисляется sin х и cos x, то есте-

естественно затем подсчитать sin2 x -¦

+ cos2 х и сравнить с единицей.

Еще один пример

Особый интерес представляет мето-

методика, позволяющая контролировать
каждый этап вычислений. Продемон-
Продемонстрируем ее на примере решения
системы линейных алгебраических
уравнений.

Пусть нам задана система двух

уравнений с двумя неизвестными:

fix -t- 2у - 19,
\3х + 7у =-- 23. D)

Запишем ее коэффициенты и сво-

свободные члены в виде таблицы:

5 I 2

3 7

Пополним эту таблицу контроль-
контрольным столбцом, элементы которого
равны сумме элементов соответствую-
соответствующей строки. Получим расширенную
таблицу:

5
3

2

7 | 31 E)

В дальнейшем будем рассматри-
рассматривать таблицу E) как изображение
двух систем с одинаковыми коэффи-
коэффициентами и разными свободными чле-

членами: системы D) и системы

Ъх + 2у = 26

Зх -f 1у =» 33.
F)

Решая системы D) и (б) методом

Гаусса, поделим все элементы первой
строки на ее первый член. Получим
таблицу

0.4 З.Я15.2
23 33

Контроль состоит в том, что на

любом этапе сумма первых трех чи-

чисел любой строки должна равняться

четвертому числу; здесь это выпол-
выполняется.

Далее умножим все элементы пер-
первой строки на первый член второй
строки. Получим

3

3 7

11.4

23

15.6

33

Вычтем почленно из 2-й стро-
строки 1-ю:

3

0

1,2

5,8

11,4

11.6

15,6

17,4
(8)

Из второй строки (8) получаем

11,6 о
- 17,4 _

Наконец, из 1-й строки таблицы G)
находим

х -3,8 — 2-0,4 - 3,
х = 5,2 — 3-0,4 = 4.

Искомое решение: х — 3, у ~ 2;

решение системы F): х
—

4, у
— 3.

Имеют место равенства

х-х+ 1, ~у = i/~ 1, (9)

значит, система решена верно. От-

Отметим, что если в окончательном от-

ответе равенства (9) не выполняются,

то или при счете имели место слиш-

слишком грубые округления, или была где-
1$
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то допущена ошибка. Наличие конт-

контрольного столбца на каждом этапе

вычислений позволяет быстро найти
место ошибки или неточности.

Равенства (9) являются обоснованием

способа контроля. Если мы возьмем систему
F), решениями которой являются решения
системы D), увеличенные на единицу, х=-

~-дг+1, y—y+i, то свободные члены системы
F) будут равны сумме коэффициентов строк
системы D). Например, для первой строки
системы D)

5 (ж- 1) + 2(?- 1)= 19,
5х — 5 -{- 2у — 2== Г9,

5x4- 2у^ !9-Ь5-Ь 2= 26.

Указанное свойство легко проверяется
н в общем случае. А поскольку при решении
мы переходим к эквивалентным системам,

то и в них суммы ко^рициентов должны
быть рявиы числам а контрольном столбце.

Ошибки метода

Существует еще одна группа причин,

приводящая к ошибке результата.
Она носит название «ошибка метода».

Проявляется она, например, в том

случае, когда вместо точной системы

уравнении рассматривается система

более простых уравнений, прибли-
приближенно описывающих тот же процесс.
Причины такой замены бывают самые

разнообразные: отсутствие точной си-

системы уравнений, невозможность

подготовить исходные данные для точ-

точной системы, невозможность или боль-

большая сложность точно решить имею-

имеющуюся точную систему и другие.
В качестве примера рассмотрим зада-
задачу из учебника физики.

Самолет летит горизонтально на

высоте И со скоростью v. На каком

горизонтальном расстоянии от объ-
объекта он должен сбросить бомбу для

прямого попадания в этот объект?

При упрощающем предположе-
предположении — отсутствии сопротивления воз-

воздуха— задача легко решается.
Искомое расстояние S получается

из формулы S =» v-l при Щг-=Н.

отсюда -b = v- у —.

Согласно этому предположению
траектория бомбы предстгвляет со-

собой параболу (синяя кривая на ри-
16

Рис. 3.

сунке 3). Но в действительности со-

сопротивление воздуха делает траек-
траекторию более крутой. Она носит на-

название «баллистической кривой»
(красная кривая на рисунке 3) и

строится на основе опытных данных и

дополнительных теоретических пред-
предположений. Баллистическая кривая
замегно уменьшает «ошибку метода»,
но в силу своего экспериментального
характера несколько увеличивает
«ошибку наблюдения» и «ошибку
округления».

Теперь можно подвести некоторые
итоги. Приведенные примеры и рас-

рассуждения показывают, что процесс
численного расчета любой практи-
практической задачи должен быть тща-

тщательно спланирован.
Этапами на этом пути служат:

1) иыборметода решения с оцен-

оценкой ошибки, которую он дает;

2) оценкаточности исходных дан-

данных;

3) выборсхемы счета с оценкой
точности округления промежуточных
величин и разумной организацией
контроля.

Существенное влияние на даль-

дальнейшее развитие методов вычисле-

вычислений оказывает вычислительная тех-

техника, особенно электронные цифро-
цифровые вычислительные машины (ЭЦВМ),
которые позволяют выполнять рас-
расчеты, состоящие из миллиардов

арифметических действий. Это об-

обстоятельство требует повышенного

внимания к накоплению ошибок и

выбору схем счета, менее «чувстви-
«чувствительных» к ним.
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Гравитационная
масса
Д. Бородин

Физики имеют дело с двумя масса-

массами — инертной и гравитационной.
Первая входит в законы движения

Ньютона, вторая — в закон нее.мир-
ного тяготения.

Согласно закону всемирного тяго-

тяготения величина силы притяжения

между двумя материальными точ-

точками равна

F-y
ОТ [

г-
A)

где у
— гравитационная постоян-

постоянная *), /»! и т2 — массы материаль-
материальных точек, г — расстояние между ни-

ними. Массы ш, и т.2, входящие в эту

формулу,— т-е же самые величины,

которые входят во второй закон

Ньютона

/¦" = та. B)

связывающий силу и ускорение тела.

Роль массы в формулах A) и B)
совершенно различна. В выражении
B) она определяет инертность мате-

материальной точки, а в выражении (I)
характеризует поле тяжести, которое

создает материальная точка, и силу,
с которой это поле действует на дру-

другую материальную точку. Заметим,
что в силу третьего закона Ньютона

нам Есе равно, какую массу (т, или

т.,) считать создающей поле, а ка-

какую
— находящейся в этом поле: дей-

действие равно противодействию. То,

•) По последним измерениям гравита-
гравитационная постоянная (постоянная тяготения)

у--- 6,6732C1) 1С 1HM^Ki1

(скобки означают возможную неточность в

дв\х последних знаках).

2 «квант» Л? 2

что масса, входящая в закон тяго-

тяготения A),— ее называют гравита-
гравитационной (или тяготеющей) массой —

оказывается той же, что и инертная
масса, входящая в формулу B), есть

великий закон природы.
Его называют принципом экви-

эквивалентности гравитационной и инер-
инертной масс.

В обыденной жизни мы к этому

принципу настолько привыкли, что

не обращаем на него внимания. Л

между тем мы его используем, когда

определяем массу тела, взвешивая

его на весах; производя эту опера-
операцию, мы. не задумываясь о физике,
молчаливо предполагаем, что сила

притяжения к земле пропорциональ-
пропорциональна инертной массе этого тела. Мы ска-

сказали «пропорциональна». На самом

деле на практике обе массы — и гра-
гравитационная, и инертная -- измеря-
измеряются в одних и тех же единицах и

численно равны. Поэтому мы никог-

никогда и не думаем, какая именно мас-

масса фигурирует в том или ином слу-
случае. Единицу измерения массы

принято выбирать так, чтобы во

втором законе Ньютона не было

никаких коэффициентов; тогда в за-

законе всемирного тяготения появ-

появляется численный коэффициент у.
Можно, конечно, ввести новую еди-

единицу для гравитационной массы так,

что т' — ) ут; тогда и в формуле A)
исчезает коэффициент у, но появляет-

появляется т'. Таким образом можно под-

подчеркнуть физическое различие инерт-
инертной и гравитационной масс; однако

на практике это было бы очень не-

неудобно.
17
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Принцип эквивалентности

С древних времен в физике господ-

господствовал авторитет Аристотеля*), счи-

считавшего, что скорость тела увели-
увеличивается только при увеличении си-

силы. И лишь Галилей A564—1642)
понял, что если на тело действует
постоянная сила, оно движется с по-

постоянным ускорением. Если же на

тело никакие силы не действуют, то

оно движется с постоянной скоростью.
Галилей, размышляя о том, как па-

падают тела на землю, создал теорию
этого явления.

Рассказывают, что Галилей для

проверки своей теории бросал со зна-

знаменитой падающей башни в Пизе

шарики, сделанные из разных мате-

материалов. Никто не знает, было ли это

действительно так, однако Галилей
на самом деле открыл важный закон

природы: все тела, независимо от их

массы, падают на землю с одинако-

одинаковым ускорением. В этом и заключа-

заключается суть теории свободного падения.

Кстати, и само понятие ускорения —

«скорость изменения скорости» — бы-

было впервые введено именно им. Но

зная, что причиной ускорения падаю-

падающего тела является «тяжесть», Га-
Галилей не знал, что источник ее —

Земля. Более того, он даже не мог

себе представить, что между телами,

разделенными расстояниями, может

вообще существовать какое-то взаи-

взаимодействие. Действие на расстоянии
считалось в то время совершенно
невозможным. Когда Галилей узнал,
что Кеплер объяснил приливы и от-

отливы в океанах действием Луны, он

отверг такие измышления как нена-

ненаучные. Идея Кеплера стала достоя-

достоянием физики, когда Ньютон A642—
1726) открыл закон всемирного тяго-

тяготения.

Пусть, например, тело массы т

движется в гравитационном поле Дру-

•) Аристотель жил с 384 по 322 год до
нашей эры. Он был наставником греческого
полководца Александра 1Македонского. Ав-

Авторитет Аристотеля был настолько велик,
что его утверждения перестали считаться

догмой лишь 4epej восемнадцать столетий
г осле его смерти.
18

гого тела с массой М. Из второго за-

закона Ньютона

F ~ та

и закона всемирного тяготения

следует, что ускорение в поле тя-

тяжести

не зависит от массы движущегося тела

(но зависит, конечно, от массы тела —

источника поля).
Вывод этот настолько прост, что

в нем долгое время не видели почти

ничего существенного. Важность за-
закона эквивалентности была по-на-

по-настоящему осознана только Эйнштей-
Эйнштейном A889—1955).

Таким образом, ускорение сво-

свободного падения оказывается одина-

одинаковым для любых тел. Поэтому, уста-
установив опытным путем равенство уско-
ускорений, можно было бы вывести из
этого факта и принцип эквивалент-
эквивалентности. На самом деле точно измерить
ускорение падающего тела трудно,
и приходится придумывать хитрые
опыты, чтобы доказать этот принцип
с достаточной точностью. Об этих

опытах мы и расскажем в дальнейшем.
Однако сначала рассмотрим пример
другого поля — электростатического,
в котором нет ничего подобного прин-
принципу эквивалентности.

Поле и заряд

Закон Кулона для силы взаимодей-

взаимодействия зарядов

4ле0 г1

вполне аналогичен закону всемирно-
всемирного тяготения. Однако ускорение за-

заряда в электрическом поле зависит

от величины заряда. Таким образом,
мы уже не можем утверждать, что

все заряды движутся в электрическом
поле с одинаковым ускорением, как

то было с телами в гравитационном
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поле. Если обозначить напряженность
поля через Е, то сила, действующая
на заряд е, будет равна гЕ. Уравнение
Ньютона при этом выглядит так:

та
— еЕ,

а ускорение

а = — Е,
т

как мы видим, зависит от отношения

заряда к массе, то есть от величины,

различной для разных частиц.

Здесь надо подчеркнуть, что элект-

электрический заряд е определяег силу,
с которой поле действует на части-

частицу, а инертная масса т — ускоре-
ускорение, возникающее под действием этой
силы. В гравитационном поле сила

определяется тон же самой инертной
массой, которая определяет и уско-
ускорение. Иначе говоря, роль гравита-
гравитационного «заряда» (то есть гравита-
гравитационной массы по нашей терминоло-
терминологии) играет все та же инертная мас-

масса, и отношение обеих масс (играю-
(играющее роль отношения е.'т) в случае
гравитационного поля равно едини-
единице. Это и есть принцип эквивалент-

эквивалентности.

Вращающаяся Земля

Рассмотрим тело, находящееся во

вращающейся системе координат, на-

например, на Земле. На него (с точки

зрения земного наблюдателя) дейст-
действует центробежная сила инерции *),
направленная перпендикулярно оси

вращения Земли. Величина центро-
центробежной силы инерции равна

(т — инертная масса, г — расстоя-
расстояние от оси вращения, w — угловая
скорость).

Так как эта сила пропорциональ-
пропорциональна инертной массе, то в поле центро-

*) Это та самая сила, которая прижимает
пилота к креслу на крутом вираже. Силы та-

такого типа, появляющиеся при переходе в

неинерциальную систему координат, назы-

называются инициальными."

бежных сил также действует закон

Галилея: ускорение тела

a — to2r

не зависит от его массы. Например,
на экваторе это ускорение равно
0,02 м!сг.

Для того чтобы понять, как воз-

возникает центробежная сила инерции,

рассмотрим простую задачу о грузи-
грузике, подвешенном на нитке. Наблю-

Наблюдатель вне Земли будет видеть, что

грузик и подвес вращаются вместе

с Землей. Грузик имеет ускорение
ciJp (р — расстояние до оси Земли);
значит, на него действует сила FIlC »
=- /лио>2р, направленная к оси вра-
вращения (тп — инертная масса). Эта

сила создается притяжением к цент-

центру Земли FT —

mrg (mr — гравита-
гравитационная масса) и натяжением нити

Fr 4 FH ==¦ FuC (рис. 1, a).
Если мы теперь перепишем баланс

сил так:

Fr Ч- F,, - Fuc --- 0,

то можно сказать, что груз находит-

находится в равновесии (как это видит наблю-

наблюдатель иа Земле) под действием трех
сил. Третья сила,—FI(C. направленная
в сторону от оси вращения, и есть

центробежная сила инерции FI(e
(рис. 1, б).

Опыты Этвеша

Вопрос о проверке принципа экви-

эквивалентности занимал еще Ньютона.

Им же был проделан и первый опыт.

Ньютон наблюдал качание маятни-

маятников, сделанных из разных материалов

(рис. 2). Из принципа эквивалент-

эквивалентности следует, что период колебаний

Рис. I.e. Рис. 1,6.
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Рис. 2. Опыт Ньютона. Если тгфтк, то

периоды колебаний этих маятников буд\т
равными.

маятника определенной длины не дол-

должен зависеть от материала, из кото-

которого сделан маятник. Напротив, если

принцип эквивалентности неверен,
то период должен зависеть от отно-

отношения гравитационной массы к мес-

се инертной. Ньютон показал, что

период маятника не изменяется с точ-

точностью до Ю-3, то есть ^2 < 0,001

(здесь Am — разница между гравита-
гравитационной и инертной массами).

Аналогичные опыты были повто-

повторены Бесселем, уменьшившим ошиб-

ошибку ДО Д 4LH-

В 1890 году новые опыты про-
провел венгерский физик Этвеш.

Идея Этвеша состояла в том, что

если подвесить тело на крутильных
весах, то на него будут действовать
две силы: сила притяжения к Земле,
пропорциональная гравитационной
массе, и центробежная сила инерции,
пропорциональная инертной массе.

Поббес

1
Рис. 3. Опыт Этвсша. На рисунке показаны

проекции сил, действующих на коромысло
крутильных весов.

Если тгфтк. то силы /, н /а скажутся раз-
разными, и нить весов закрутится. Если шарики
поменять местами, повернув весы на 180 ,

то нить закрутится в другую сторону.

20

Для того чтобы сравнить гравита-
гравитационные массы двух тел, сделанных
нз разных материалов, были изготов-

изготовлены образцы с одинаковыми инерт-
инертными массами. Образцы уравнове-
уравновешивались на коромысле крутильных
весов. Предположим теперь для

простоты, что коромысло располо-
расположено по географической параллели
(рис. 3). Если гравитационные мас-

массы образцов не равны их инертным
массам, то углы отклонения образ-
образцов от вертикали будут разными,
так как результирующие силы будут
составлять разные углы с вертикалью.
Спроектируем эти силы на горизон-
горизонтальную плоскость: мы обнаружим,
что проекции сил не равны друг дру-
другу. Это значит, что возникнет момент

сил (равный произведению разности
сил /i—/¦» на половину длины коро-

коромысла), который будет закручивать
нить. Этот момент можно определить,
если зафиксировать два положения

коромысла, расположив грузы вдоль

параллели с запада на восток и с во-

востока на запад. Таким образом мож-

можно проверить, изменится направление
закручивания нити или нет.

Зтвеш производил опыты с образ-
образцами, сделанными из разных материа-

материалов (меди, воды и даже сала), сравни-
сравнивая их с образцами из платины, и

увидел, что нить не закручивается.
Он пришел к выводу, что гравита-
гравитационная масса равна инертной мас-

массе го крайней мере с точностью до

о-Ю-9.
Сейчас непонятно, как Этвеш

достиг такой точности; для этого

ему надо было учесть даже такие

поправки, как гравитационное поле

своего собственного тела! Вообще,

надо сказать, что одно нз самых тон-

тонких рассуждений в физике — это рас-

рассуждение об ошибках такого опыта,
в котором искомый эффект на самом

деле не был обнаружен *).

*) Подробное описание опытов Этвеша

было опубликовано лишь в 1922 году его

учениками после смерти автора. Опыт в

то время не был никем повторен, и многие

детали опыта, в частности, вопрос о его
точности остались не до конца выясненными.
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Рис. 4. Опыт Дике. На рисунке схематиче-

схематически показано положение стрелки, регистри-

регистрирующей закручивание нити крутильных ве-

ссв в разное время суток, если t

Hi ii iy приведен гипотетический график по-

показаний стрелки в таком опыте.

Опыты Дике и Брагинского
Более точные эксперименты были

проведены только в 1962 году. Аме-

Американский физик Дике поставил но-

Еь:е опыты, в которых гравитацион-
гравитационной силой, действующей на коромыс-
коромысло крутильных весов, была сила при-
притяжения грузиков не Землей,,а Солн-
Солнцем. Если коромысло не трогать, не

поворачивать его на 180 , как это

делалось в опытах Зтвсша, то направ-
направление закручивания нити крутиль-
крутильных весов, казалось бы, будет оста-

оставаться неизменным. Дике, однако,

заметил, что если принцип эквива-

эквивалентности несправедлив, то коро-

коромысло весов должно медленно повора-

поворачиваться из-за действия на образцы
силы притяжения со стороны Солнца

(рис. 4). Ориентация коромысла от-

относительно Солнца изменяется со вре-
временем из-за вращения Земли, и экспе-

экспериментатор должен был бы наблю-

наблюдать крутильные колебания нити с

периодом в 24 часа. Таких колебаний

обнаружено не было. Преимущест-
Преимуществом опытов Дике по сравнению с

опытами Этвеша было то, что в новых

опытах экспериментатор не должен

был сам изменять положение коро-
коромысла; вто избавляло его от опас-

опасности дополнительных ошибок.

Анализ показал, что в опытах

Дике сшибка была уменьшена до

Ю-10.

Результат Дике был улучшен со-

советским физиком В. Б. Брагинским.
Брагинский использовал идею Ди-
Дике, но понизил возможную относи-

относительную ошибку до 10~12.

Вряд ли можно ожидать, что в

ближайшее время кто-либо займется

новыми опытами: слишком много

труда надо на это затратить, и слиш-

слишком малы шансы, что принцип экви-

эквивалентности может оказаться неспра-
несправедливым при измерении с еще боль-

большей точностью.

Галилей рассуждал так:

Возьмем два камня, боль-

большой и маленький. Пред-
Предположим, что большой кй-

мень падает быстрее ма-

маленького. Свяжем их оместе и

бросим зти связанные камни

с высоты вниз. Если большой

камень падает быстрее ма-

маленького, то маленький дол-
должен тормозить движение
большого. Но тогда связан-

связанные рместс камни падали бы

Ошибка Галилея

медленнее одного большого,

побыстрее маленького. С дру-
другой стороны, масса связан-

связанных камней больше массы

каждого из них, значит, они

должны по условию падать

быстрее. Получается види-

видимое протипоречие. Положе-

Положение не спасает и противоесте-
противоестественное предположение, что

большой камень падает мед-

медленнее. Казалось бы, отсюда

следует закон равенства уско-

ускорений всех тел.

Ни самом деле это ме 1ак.

Ошибка рассуждений —
в неявном предположении, что

ускорение тел зависит только

от одной физической величи-

величины — «тяжести» (то есть от

гравитационной массы). Если
бы масс было две (грави-
(гравитационная и не равная ей

инертная), то подобное «до-
«доказательство» провести было
бы нельзя.
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О некоторых
пространственных
изопериметрических задачах
Af. Г. Крейн, А. А. Нудельман

Введение

Прежде чем приступить к пред-
предмету настоящей статьи, предлагаем
читателю самостоятельно доказать

(или вспомнить) следующие хорошо
известные предложения.

Предложение I.

Среди всех параллелограммов с за-

заданным периметром наибольшую пло-

площадь имеет квадрат.
Предложение 2.

Среди всех параллелограммов с за-

заданными периметром и длиной одной
из диагоналей наибольшую площадь
имеет ромб.

Очевидно, что предложение 2 эк-

эквивалентно следующему:

Предложение 2'.

Среди всех треугольников с задан-
заданными периметром и длиной одной из

сторон наибольшую площадь имеет

равнобедренный треугольник.
Предложение 3.

Среди всех треугольников с задан-
заданным периметром наибольшую пло-

площадь имеет равносторонний тре-
треугольник.

Предложения 1—3 относятся к

числу так называемых изопериметри-
изопериметрических задач: среди фигур определен-
определенного вида с заданным периметром
требуется найти фигуру наибольшей

площади. Отметим здесь, что предло-
предложения 1 и 3 являются частными слу-
случаями более общего утверждения:
среди всех л-угольников с заданным

периметром наибольшую площадь
имеет правильный л-угольник. Из не-

него предельным переходом легко

получить, что среди всех фигур с за-

22

данным периметром (на вид фигур
не накладывается ограничений) наи-

наибольшую площадь имеет круг *).
Постановка задач

Рассмотрим теперь пространствен-
пространственные аналоги предложений 1—3;
в них параллелограммы заменяются

параллелепипедами, треугольники —

тетраэдрами (треугольными пирами-
пирамидами), а площади — объемами.

Задача 1. Среди всех парал-
параллелепипедов с заданной суммой длин

ребер найти параллелепипед, имею-

имеющий наибольший объем.
Задача 2. Среди всех парал-

параллелепипедов с заданными суммой длин

ребер и длиной одной из диагоналей
найти параллелепипед, имеющий наи-

наибольший объем.

Прежде чем переформулировать
задачу 2 так, чтобы получить аналог

предложения 2', введем некоторые
определения.

Замкнутую ломаную линию, со-

состоящую из четырех звеньев, верши-
вершины которой не лежат в одной пло-

плоскости, назовем пространственным
четырехугольником. О тетраэдре, вер-
вершины которого совпадают с верши-
вершинами пространственного четырех-
четырехугольника, будем говорить, что он

натянут на этот четырехугольник
(рис. 1).

Легко видеть, что объем тетраэд-
тетраэдра, натянутого на пространственный

•) Изящное доказательство этого утверж-

утверждения, не использующее предельного пере-

перехода, читатель найдет в книге: Г. Раде-
м а х е р н О. Т е п л и ц. Числа и фигуры,
М., Фнзматгиз, 1962.
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Рис. 1.

четырехугольник, сторонами кото-

которого являются диагональ параллеле-
параллелепипеда и три его последовательно

соединенных ребра (рис. 2), состав-

составляет одну шестую часть объема парал-

параллелепипеда. Поэтому задача 2 экви-

эквивалентна следующей задаче:

Задача 2'. Среди всех про-
пространственных четырехугольников с

заданными периметром 2р и длиной
одной из сторон h найти такой, что

натянутый на него тетраэдр имеет

наибольший объем.
После решения этой задачи легко

решается
Задача 3. Среди всех простран-

пространственных четырехугольников с за-

заданным периметром 2р найти такой,
что натянутый на него тетраэдр
имеет наибольший объем.

Решения задач

Решение задачи 1
Так как среди параллелограммов

с фиксированными длинами сторон

наибольшую площадь имеет прямо-

прямоугольник, а среди параллелепипедов
с фиксированными длинами ребер
наибольший объем имеет прямоуголь-
прямоугольный параллелепипед, то при реше-
решении задачи 1 достаточно рассматри-
рассматривать прямоугольные параллелепи-
параллелепипеды.

Рнс. 2.

Рис. 3.

Если длины ребер прямоуголь-
прямоугольного параллелепипеда

"

обозначить

через а1? а2, аэ> то известное нера-
неравенство между средним арифмети-
арифметическим и средним геометрическим

¦

а,-\ а,)

(где знак равенства имеет место лишь

в случае ау = а* — а3) приводит к

следующему результату:
Теорема 1. Среди всех парал-

параллелепипедов с заданной суммой длин

ребер наибольший объем имеет куб.
Решение задачи 2'

Приступим к рассмотрению зада-
задачи 2'. При ее решении будет исполь-

использовано следующее вспомогательное

предложение.
Обозначим через П плоскость, пер-

перпендикулярную стороне А В простран-
пространственного четырехугольника ABCD

(рис. 3). Спроектировав ABCD на

П, получим треугольник BEF.
Лемма 1. Объем V тетраэдра,

натянутого на ABCD, вычисляется

по формуле

V=±hS, A)

где h — длина стороны АВ, S —

площадь треугольника BEF.

Для доказательства достаточно за-

заметить, что тетраэдры ABCD и

ABEF равновелики, так как каждый
из них равновелик тетраэдру ABCF.

Формула A) сразу подсказывает

путь решения задачи 2': нужно дли-
длины и положения сторон ВС, CD и
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Рис. 4.

AD (рис. 3) выбрать так, чтобы

площадь треугольника BEF оказа-

оказалась наибольшей из возможных.

Чтобы добиться этого, позаботим-
позаботимся сначала о том, чтобы его периметр-
был наибольшим. Развернем на пло-

плоскость грани ABFD, FDCE, СЕВ,
проектирующие четырехугольник
A BCD на плоскость П. В получив-
получившейся плоской фигуре (рис. 4) дли-

длина стороны BtB2 равна периметру
треугольника BFE, откуда ясно, что

этот периметр будет наибольшим в

том случае, когда отрезки AD, DC,
СВ образуют один и тот же угол

а *= arccos «"IT/I
со стороной А В

(рис. 5). Таким образом, пространст-
пространственный четырехугольник со сторо-
стороной А В — h и периметром 2р, для

которого треугольник BEF имеет наи-

наибольший периметр, можно получить

в результате следующего построе-
построения: прямоугольник со стороной
ABi"=h и диагональю АВ2 =

2р — h сворачивается в треуголь-
треугольную призму так, что точки Вг и В»

совпадают, а ее боковым ребром слу-
служит отрезок АВ}. При этом линия

B1ADCB.i превратится в искомый

пространственный четырехугольник.

Таким образом, наша задача све-

свелась к изопериметрической задаче

для треугольника BEF. Как мы зна-

знаем, при заданном периметре площадь

этого треугольника максимальна, ког-

когда BF = FE = ЕВ, вследствие чего

у четырехугольника ABCD, являю-

являющегося решением задачи 2', стороны
AD, DC и СВ равны. Этими услови-
условиями и тем, что AD. DC и СВ образуют
один к тот же угол с АВ, четырех-
четырехугольник A BCD определяется од-

однозначно.

Итак, доказана

Теорема 2. Среди всех тетра-

тетраэдров, натянутых на пространствен-
ные четырехугольники A BCD с задан-
заданными периметром 2р и длиной h сто-

стороны АВ, наибольший объем имеет

тетраэдр, натянутый на четырех-
четырехугольник, стороны которого AD, DC
и СВ имеют равные длины и образу-
образуют равные углы со стороной АВ.

Одновременно получен ¦ способ по-

построения экстремального четырех-

четырехугольника: для этого нужно прямо-
прямоугольник, у которого одна сторона

равна Л, а диагональ равна 2р — Л,
свернуть в правильную треугольную
призму.

Решение задачи 3

Подсчитаем максимальный объем,
о котором идет речь в теореме 2.
Из рисунка 5 мы видим, что

перимегр треугольника BFE равен

/&р - ЛJ - Лт= 2 /р (р -Ц, а

значит, его наибольшая площадь равна

- h)

4 ЗУЗ

наконец, наибольший объем натяну-

натянутого тетраэдра, в соответствии с фор-
формулой A), равен

V = 4-h
з Уз

B)

Теперь легко решается задача 3.

Она отличается от задачи 2' тем, что

в ней задается только периметр

четырехугольника.
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Очевидно, что для ее решения до-
достаточно в предыдущей задаче задать

такое значение h, при котором пра-
правая часть формулы B) принимает
наибольшее значение. Это значение Л

находится с помощью неравенства
между средним арифметическим и

средним геометрическим:

оно равно -—, так как h-- р
— Л

именно при Л — -~. Отсюда следу-

следует решение задачи 3:

Теорема 3. Среди всех тетра-

тетраэдров, натянутых на пространст-
пространственные четырехугольники с заданным

периметром, наибольший объем име-

имеет тетраэдр, натянутый на четы-

четырехугольник, у которого все стороны

равны и равны углы, образованные
любой парой сторон.

Действительно, если h — -^-, то

длина каждой из трех остальных

2р — Л р
сторон равна —^—

= -—-; равенство

углов можно получить непосред-
непосредственным вычислением (так как

Л —-|-, то все углы равны arccos73),
однако проще заметить, что в рас-

рассматриваемом четырехугольнике все

стороны равноправны.

Средствами, выходящими за рамки эле-

элементарной математики, можно доказать, что

параллелепипед, дающий решение задачи 2,

дает также решение следующей задачи: при
тех же условиях найти параллелепипед с

наибольшей полной поверхностью.

Некоторые обобщения

Формула (I) может быть обобщена на
тела более сложной формы, чем тетраэдр,
и позволяет решить для таких тел за-

задачи, подобные задачам 2' и 3, аналогич-

аналогичным путем: сведением пространственной
изопериметрической задачи к плоской изо-

периметрической задаче.

Пусть задана некоторая л-звенная про-

пространственная ломангя Ао Л, ... А„.
'Будем говорить, что она является простым
каркасом, если всякая плоскость, прохо-

проходящая через ее концы А„ и А„, имеет с ло-

ломаной А | А 2 . . . Л„_, не более одной об-

общей точки.

О многограннике, гранями которою
служат треугольники АпАхА^, А0АгАя, ...

. .
., АпАп_хА„ н треугольники АпА^А^

AnAtAt AnAa-iAn-i*будем говорить,
что он натянут iia данный простой каркас
(рис. 6) (указанные грани образуют его «.об-

«.обшивку»).
Так как многогранник, натянутый на

простой каркас, можно составить из тетра-
тетраэдров АьА^А%Ап, А0А3Л3Ап, . . .

....A^An-tAn-iAn, к каждому из которых при-
применима лемма 1, то верна

Л с м м а 2. Объем V многогранника, на-

натянутого на простой каркас, вычисляется
по формуле

г'}е h — расстояние между концами Ас и

А„, S— площадь многоугольника
А'0А\ . . . Ап_1А„(Ап=А0), являющегося про-

проекцией каркаса на плоскость П, перпендику-
перпендикулярную прямой А„Ап.

Используя тот же прием, что при дока-

доказательстве теоремы 2. читатель легко до-

докажет, опираясь на решение изопериметри-
изопериметрической задачи для л-угольнико». следующую

теорему:

Теорема 4. Среди всех многогранников,
натянутых на простые п-звенные каркасы

А0А, . . . А„ сданным периметром Luc
данным расстоянием h между концами, наи-

наибольший объем имеет многогранник, натя-

натянутый на каркас, расположенный на боковых

гранях правильной п-угольной призмы, у
которой отрезок А0Ап служит ребром, а

основание имеет периметр ~\/L~—Л2 ; при
этом стороны каркаса образуют с А0Ап

h
равные углы а = arccos —r~ ¦

Рис. 6.
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Таким сбразоу, наибольший объем равен

Если же не фиксировать расстояние меж-

между концами каркаса, то из теоремы 4 немед-
немедленно глсдует

Теорема 5. Среди всех многогранни-

многогранников, натянутых на простые п-звенные каркасы
данной длины L, наибольший объем имеет

многогранник, натянутый на каркас, располо-
расположенный на боковых гранях правильной п-уголь-

..
L

ной призмы с выестои —~~ и периметром
уЪ

основания L
ГЦ

/ -, причем стороны каркаса об-
3

разуют с высотой призмы равные углы а =

= ягестетгр. Этот наибольший объем равен
у а

_L_L3.J-ctg.IL.
Известно, что среди л-угольников с за-

заданными длинами сторон наибольшую пло-

площадь имеет тот, который можно вписать в

окружность. Используя этот факт, читатель

сможет доказать, что среди всех многогран-

многогранников, натянутых на простые n-звенные кар-
каркасы сданными длинами звеньев о,. at ап
и расстоянием h между концами, наиболь-

наибольший объем имеет многогранник, натянутый
на каркас, расположенный на боковых гра-
гранях прямой призмы с высотой А, сторонами

основания bh = йл
* "~1"{k=\, 2,. . ., л),

где L=at + а3 + . . . + л„, причем основа-

основание призмы можно вписать в окружность.
Откажемся теперь от требования, чтобы

¦каркас был непременно составлен из пря-

прямолинейных отрезков: будем рассматривать
«гладкие» пространственные кривые. Кри-
Кривая называется гладкой, если в каждой ее

точке можно провести касательную и на-

направление касательной «плавно» изменяется

при малых изменениях положения точки

касания. Таким образом, мы не рассматри-
рассматриваем кривых с «изломами», хотя ценой не-

некоторого усложнения изложения можно бы-

было бы распространить результаты и на такие

кривые. Гладкую пространственную кривую
АВ назовем простым гладким" каркасом,
если всякая плоскость, проходящая через
ее концы А и В, имеет с ней не более одной
общей точки.

Пусть точка М перемещается по просто-

простому каркасу. Тогда отрезки AAi и ВМ опи-

опишут некоторые поверхности, составляющие

«обшивку» каркаса; о теле, ограниченном
«обшивкой», будем по-прежнему говорить,
что оно натянуто на каркас (рис. 7).

С помощью предельного перехода можно

показать, что объем тела, натянутого на

гладкий простой каркас, также вычисля-
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ется по формуле (I), в которой S теперь обоз-
обозначает площадь фигуры, ограниченной про-
проекцией каркаса на плоскость П. Характер
предельного перехода интуитивно ясен: нуж-
нужно заменить гладкий каркас «близкими»
к нему ломанными; однако проведение точ-

точных рассуждений — дело довольно скрупу-
скрупулезное.

Используя изопериметрическое свойство
окружности, можно, как и выше, убедиться
в справедливости следующих теорем:

Теорема 6. Среди всех тел, натяну-

натянутых на простые гладкие каркасы с данной дли-
длиной Luc данным расстоянием h между кон-

концами, наибольший объем имеет тело, натя-

натянутое на каркас, представляющий собой один
виток винтовой линии с шагом А, расположен-
расположенный на круговой цилиндрической поверхности

с радиусом основания — (рис. 7).

Теорема 7. Среди всех тел, натяну-
натянутых на простые гладкие каркасы с данной дли-
длиной L, наибольший объем имеет тело, натя-

натянутое на каркас, представляющий собой один
L

виток винтовой линии с шагом h =
—~,

расположенный на круговой цилиндрической

поверхности с радиусом основания —Z~7=.
п J/6
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Числа С*, многочлены,
последовательности
(несколько подходов к одной задаче)
В. И. Вагутен

Напомним одну задачу из «Задачника «Кванта», элементарное реше-
решение которой было напечатано в «Кванте» VY° 12 за 1972 год.

М138. Докажите, что если т и п—целые числа и /<гп<я, то

п

V (—l)ftfe'"Cft =0,

где С —биноминальные коэффициенты.

Разные доказательства этих тождеств послужат нам удачным поводом
для того, чтобы познакомить читателя с некоторыми важными математиче-

математическими понятиями и фактами, не входящими в школьную программу (ко-
(конечные разности, интерполяционная формула для многочленов, произ-
производная многочлена, степенной ряд экспоненты). Вслед за определениями
и теоремами в каждом параграфе читатель встретит слова «вернемся
теперь к нашей задаче», а за ними — новое решение задачи М138.

Доказательства теорем можно пропустить, но лучше их разобрать, хотя

сделать это нелегко, так как они написаны очень коротко.

Введени?. Биномиальные коэффициенты и формулировка задачи

Мы перечислим несколько свойств чисел С*. Каждое из свойств 0.1—0.3

можно принять за определение этих чисел.

0.1. С* — коэффициенты многочлена

(а + а)" = С°пап + Су-1* + . . . + С*вя-***+ . . . + С«хп. A)

0.2. С° = 1; Спп = 1; для каждого k = 1,2, . .
.,

п — 1

Q-ОД+С*.,. B)
0.3. Для всех л и А(О<А< п)

rk _

п{п — 1)... (л —*+i) rk п\ п.
Ln 1.2....-ft 'или Сп -

ki{n-ky. ' W

где т\ = 1 • 2 • 3 •
. . .

• т\ 0! = 1! = 1.

Упражнение 0. а) Найдите числа С^ для всех п от 1 до 10, пользуясь каждым

из определений 0.1, 0.2, 0.3. б) Выведите 0.2 из 0.1, пользуясь тождеством (а+х)п —
w= (а -f- х)п'1 (а Ь х). в) Выведите 0.3 из 0-2, пользуясь методом математической иидук-
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ции (то есть проверьте, что если'формула C) верна-для п—I, то она верна и для п).
г) Проверьте, что С* = С^~* .

Многочлен а -\- х иногда называют «биномом» {бином — то же, что

двучлен), формулу A)—формулой «бинома Ньютона», а числа С* — «би-

«биномиальными коэффициентами».
Положим в равенстве A) а равным 1. Получим

A + х)п = С°п -Ь С' а- + . . . + С*х* -!... + С"пх». D)

Подставив сюда х = — 1, получим

С°п ~ С' + С1 - . . . + (- 1)* С* -i . . - -i- (-1)ЯС« - 0. E)

Оказывается, что кроме соотношения E) для чисел С* верны еще следую-

следующие равенства:

- q + 2 с- - з с; -г ... + (- 1)" пС"п - о,
-с» • h т<1 — 32q + ...

- {—\)пп"Спп - о,

F)
- С\ -| 2п~1С2п — З" -̂г- ... -I- (— 1)пп"-'С« - 0.

Именно эти равенства требовалось доказать в задаче Ml38; о них и будет
идти речь в конце каждого параграфа.

В дальнейшем мы будем часто пользоваться короткой записью сумм с

помощью значка 2. Например, формулу A) можно коротко записать так:

к-п к—п

{а + л)" =
¦ ^ CJo"-***, формулу D) — A -f x)n = 2 С* х", равенство
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E) — ^ (— 1)*С* — 0 и, наконец, равенства F), которые требу-
ft«=0

ется доказать в задаче М138 —

к п

V (_ ^km С* =0 F')

при каждом натуральном т< п.

§ 1. Последовательности и конечные разности

Пусть на множестве целых неотрицательных чисел 0, 1, 2, 3 ... задана

функция /. Это значит, что задана последовательность

f @), / A). / B). / C), . . .

Если из каждого члена последовательности /, разумеется, кроме пер-
первого, вычесть предшествующий ему член последовательности, то мы полу-
получим новую последовательность — последовательность разностей

/<1)-/<0), /B)-/A),/<3)-/<2). •••

Обозначим соответствующую ей функцию через Д/: А/@)
~ /A) —/@);

А/0) = /B) - /A); А/ B) = / C) - / B) . . .

Если проделать эту же операцию
— переход от / к А/ — с последователь-

последовательностью А/, то мы получим последовательность

/ B) - 2/ A) + / @), / C) - 2/ B) + / A), . . ,

Обозначим ее через А2/.
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Эта последовательность называется последовательностью вторых раз-
разностей для /. Еше раз взяв разности, получим последовательность третьих
разностей

— Л3/:

/ C) — 3/ B) v 3/ (.1) - / @), f D) - 3f C) -- 3/ B) - / A), . . .

и так далее.

Таким образом, но определению

Дя+'/М = А»/ (л- -Ь 1) — .*"/(*)¦ G)
(Напомним, чго аргумент х функций /, Л/, А2/. . . . принимает целые неот-

неотрицательные значения: .v — 0, 1,2,..).
Рассмотрим в качестве первого примера постоянную функцию /:

МО) -МП==/B)= ... -о.

Для нее последовательность разностей Д/ будет, очевидно, состоять из од-

одних нулей. Кратко это запишем так: А/ ^з 0 (при всех х).
Естественно, что и последовательности Д-/ А"/так же будут со-

состоять из одних нулей, то есть А"/ зг 0.

Если / — линейная функция: / (а) - ах — Ь, то есть если последова-

последовательность представляет собой арифметическую прогрессию Ь, а -: Ь,
2а -г Ь, За -f- Ь, . .

.,
то все члены последовательности Д/ будут равны

одному и тому же числу о. Отсюда А2/ == 0.

Если / — квадратный трехчлен / (л) - их- + Ьх -¦ с, то Л/ — линейная

функция (от номера х):

Д/W = /<* + l)-f(x)
= а (х Ч- 1)* - b [х + 1) -Ь г — од-2 — /м- — f -_- 2ял: + Ь.

Тогда Д2/ — постоянная функция: А2/
— 2о. Следовательно, А3/ - 0 и,

конечно, А"/ = 0 для всех п > 2.
У п р « ж и с и и е I. а) Пусть / (х) — д3. Мпнднп- Л/. Л-/, Лл/. • . . г'.) Тот жг номрос,

семи / (а) - 2х.

Наши наблюдения обобщаются в следующих двух теоремах.
1.1. Число А"/ (а) выражается через значения функции f no формуле

А"/ (х) --- С°/ (а- г и) - С\ / (а- + я - 1) Н- . . . + (- - 1)"С;;/ (д)

= 1 (-П*Су (дг + tt -k). (8)

1.2. ?м«/ (,v) — многочлен степени т < «, /но Ля/ .-= 0.

Оба утверждения 1.1 н 12 доказываются индукцией по п. Для л — I. 2, 3 мы их уже

проверили. Предполагай, что они верны для п. доказываем для n-j-l.
1.1. Используя G). (8) и B). получаем

Л"+ '/ (х) -^ Л" / (л-
-¦- I) — Л" / (д)

« С* / (д Ч- л -¦- I) - С,1, / (л V п) -!-...-¦• ( -1)" С^1 / (л:-: I )-

- с* / и- I- и) -;•... + (-1)" с;;-1 /{х, о- (_iy c^/ (х)-

1.2. Пусть f (х) — а()-4-а,* ¦•-
. . . Н- и> х' -•-... Ч- am *m- Напишем т равенств (они

следуют из D))

{х -и 1)/ _ „ = су?^-« Ч- С?*'-* -г . . .4- С} х -!- 1

(здесь /-=1. 2 т).Умножим их соответственно на коэффициенты о,- и сложим. Полу-
Получим: в левой части Д/(дг) — / (дг -\- 1)—/ (*), в правой — некоторый многочлен от

g (х) степени не выше т—I. Если т < п, то т —К п — 1 и по предположению индук-
индукции Л"-1 g— 0. Следовательно, Л" /— Л"-1 (Д/) — Д" g = О.
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Вернемся теперь к нашей задаче.
Равенство F'), согласно 1.1. в точности означает, что А"/@) - 0 для

функции / (л) =••- хт, а это следует прямо из утверждения 1.2.

Задача 1. Пусть / (дг) = а ~-а{х \- . . . -;апх". Найдите А"/. Пользуясь этим ре-
результатом, вычислите сумму

? <-!)**" с*

Задача 2. Докажите, что есть Л" + ' f (х) = 0 для всех х, то / (л) — многочлен сте-

степени не пыше п.

Задача 3. Найдите все последовательности /. для которых Л/ {х) = '/.( (х), где
Л — некоторое число.

§ 2. Многочлены и интерполяционная формула

Мы знаем, что через две точки можно провести единственную прямую.
Другими словами, если заданы две пары чисел (сс„, р0), (а,,"(?,), причем
ао=й=а,, то существует единственный многочлен степени не выше первой
Р (л) --* ах -г Ь такой, что Р{а„) = (i0 н Р (а,) = р,.

Этот факт обобщается следующим образом.

Пусть заданы п -J- 1 различных чисел а0, а, а„и л -f 1 ч«с^2

Ро. Pi. • •
•. IV 7"<*?дя справедливы следующие утверждения.

2.1. Существуетмногочлен Р степени не выше п такой, что

р (а.) ~ Рг (для «cot f - 0.1 л). (9)

2.2. МногочленР определяется единственным образом.
Для доказательства 2.1 достаточно предъявить такой многочлен. Для

этого рассмотрим сначала многочлены

(в числителе и знаменателе по п множителей). Ясно, чго

D,< (a,-)
f 1, если i~

=

{ 0, если 1фк.

Умножим теперь Dh (x) на число р\-, к сложим все эти многочлены. Для
полученного многочлена

Р (х) ~ *f' p,tDft{х) (П)
ft-О

выполнены все равенства (9).
Для доказательства 2.2 нам понадобятся две важные теоремы о корнях

многочленов.

2.3. Еслимногочлен

f (x) = aa -f- alX H- +anxn A2)

степени не выше п имеет п -\- 1 различных корней, то этот многочлен равен
0, то есть а0

—

flt ^ л2 = . . . — йп — 0.

2.4. («Теорема Безу».) Если а — корень многочлена f (x), то многочлен

f (х) делится на х — а, то есть

f {х) = [х - a) g (х), A3)

где g (x) — некоторый многочлен,
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Доказательство 2.4. Напишем я тождеств {х* — а.)) — (х — a) (xf-1 +
-г ж; а +--'• + а' х -|- а''1), (/--1, 2, . .

., п), умножим их соответственно на коэф-
коэффициенты aj и сложим вес эти тождества. Получим формулу, справедливую для любого

многочлена A2) и любого числа а:

/<х)-/(а)=(х-а)я(х).

где g (дг) — некоторый многочлен. В частности, если f (сс)=О, получаем A3).

Доказательство 2.3 проведем индукцией rto я. Для п- -I утверждение 2.3

очевидно. Докажем, что если оно верно для п—I, то верно и для п. Пустьао,<х, ап—

корни многочлена A2). Тогда, согласно 2.4

/ (д) - (х - а„) g (х).

причем многочлен g (х) имеет степень не выше п—1 и имеет п различных корней а„, а^. . .

.. .. ссп-1- По предположению индукции, g (х) равен нулю; из A4) следует, что/(х) то»:е

равен нулю.

Доказательство 2.2. Пусть р1 и рг
— два многочлена, для каждого из кс-

торых верны равенства (9). Тогда их разность удовлетворяет условиям теоремы 2.3 (мно-
(многочлен / (х) •= Pi (х) — pt (х) степени не выше п имеет л+1 корней аа< <xt сс„)и

поэтому равна нулю, то есть Pi (x) — рг (х).

Итак, мы доказали, что через a -f- 1 точку (а0, р0), (а„ fi,), . .
., (а„, р„)

можно провести единственную кривую вида

у
= f (х) = о0 + а^х -г- . . . + а„хп,

и даже привели формулу, позволяющую сразу написать нужный многочлен.

Эта формула A1) называется интерполяционной формулой Лагранжа.

Упражнение 2. а) Найдите квадратный трехчлен, который в точках 2, 3. 5

принимает значения соответственно 7, II, 13. б) Найдите многочлен степени не выше 4,
график которого проходит через точки (—2, —7), (—1, 0), @, 1), A, 2), B, 9).

Вернемся к нашей задаче. Построим многочлен степени не выше п, ко-

который в точках aft
= k (k — 0, 1, 2 п)принимает значения соот-

соответственно Рл
— km. Из формулы A1) следует, что этот многочлен равен

1 kmDk{x), где
*=о

П tv\ *(*— ')¦¦¦(<- fe-r !)(* — ft— l)..-(x — n)
D"(X> = »(*-1)...1(-|)(-2)...(*-В) ¦

Ясно, что коэффициент при х" у многочлена A5) равен

п
А(*-1)...1 <—!)( —2)... {k^n)

-\ l) fr.'(n-Jt)!
~

п!

поэтому коэффициент при л:* у многочлена Р {х) равен

С другой стороны, ясно, что многочлен Р (х) есть просто хт, ведь т < п.

Поэтому коэффициент при х у Р (х) равен нулю.

Задача 4. Докажите, что набор чисел у0, уу упудовлетворяет условию:
едля любого многочлена / (х) степени не выше л—I справедливо равенство

к п

в том и только том случае, если уь
— t (—I)* С*, где / — некоторое число.
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Задача 5 (обобщение). Докажите, что если числа «,-„ а1 аппопарно различ-
различны, то система уравнений

У» т- У\ + • ¦ ¦ -г Уп
• О,

а«Уо Ч- ару -х- . . . -г апуп
~ О,

^ -Ь a?tf "I" • ¦ ¦ "Г «?,«//< = 0.

«о~1 Л -г «7""' »i + - - • т «Г' У» =

имеет решением набор чисел

(А1--0, 1 п-\ 1), где / — произвольнее число, и не иу«т других решений.

§ 3. Производная многочлена и кратные корни

Пусть } {х) — многочлен степени н:

ft п

f (х) = о0 -г fijX -f аах- -I- • ¦ ¦ + a,,-^" h о,дп = V °а^*-
й о

Тогда по определению многочлен степени п — 1

f (х) = «, + 2a2.t -i- • - •

-- (« — 1) ая-!*" ! папхп~1=-- % ka^-1

называется производной многочлена f (x). Оказывается верным следующее

утвержден ие.

3.1. Если многочлен f (л) делится на {х — а)тЛ1, то многочлен }' (х)
делится на {х — а)т. Другими словами, если число а является корнем

кратности т -\- 1 многочлена / (а), то а является корнем кратности не ме-

менее т многочлена /' (х).
Для доказательства 3.1. мы используем такую лемму.

3.2. Еслиf {х) =- (х — a)g(x), то

/'<*)-g.(x) + (*-a) ^ W. A6)

Доказательство 3.2. Если g (л)
~ Ьп-\Хп~^ -\~ . . . -уЬ^х -г Ь„. то, как не-

нетрудно проверить, пользуясь определением производной многочлена, и правая, и левая

часть раиенства AС) равна
(Ьп — Ьхи) -¦¦ 2 F,— Ьга) х -j- . . . -I- (я — 1) («>„-*— Ьп.л а) х"-- + «*„,, V1.

Доказательство 3.1 проведем индукцией по т. Проверим 3.1 при т— I Если

f (х) делится на (х- аK, то / (лг) - = (х -- a) g (д)," где g (x) делится на (д- -а), н, как видно из

A6), f (х) тоже делится на (а—а).
Докажем, что если 3.1 верно для т — 1, то они верно и для т. Пусть / (х) делится на

(а
— а)т*1. Тогда / (х) = (х ~a)g (х), где? (х) делится на (х — a)m. и из A6) следует, что

/' (х) делится иа (*
— а)т (g' (х) делится на (х

— а)  но г.рсдислсжснию нидукаик).
У п р а ж н с н » е. 3. а) Имеет ли многочлен х3 —х- — 8х -;- 12 кратные корни?

6) Найдется, Ь и с такие, что многочлен х3--- ах-—.- Ьх + с делится на (*•!" IJ-

Вернемся теперь к нашей задаче. Равенство F') означает в точности, что

ft = n

многочлен /„, (л)
- ^] ктСкхк~1 имеет число а- = - 1 своим корнем.

ft —0

Докажем болег сильное утверждение: многочлен х },„ {х) имеет число (— 1)
корнем кратности п — т, то есть делится на (дг -j- [)n~m (если т <: «)¦

ft--л

Для xf0 (х) = ¦ 2^ С* а* ==A4- х)" это очевидно. Для 0<m<n про-

ведем индукцию но т. Пусть xfm-l (х) имеет число (— 1) корнем крат-
32
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rioern n — (m — 1). Тогда согласно 3.1 многочлен

ivf iyW-- I > H"—l Г4* у* I 'fV^v*""! f/ИWm_i ^л/; I^_; к ^лД I ^шK ^„A -lm\A)
\ft=O / ft-0

а, следовательно и многочлен xfm(x) имеет (—1) корнем кратности
п — (т — 1) — 1 =- п — т.

Задача 6. Для того, чтобы .многочлен

/ (д) — а„
-•-

а,х + . . . -г апх"

делился на (x-f iy, необходимо и достаточно выполнение услоъий:

о» - я. -I- а2
-

а3 •]- . . . 4- (-1)"яя*0,
-

я, -5- 2с7 — За, 4- . ¦ ¦ i- (-1)лл«я ="- С

-о, -г 2ч1, - 3-й, -|- . . . -I- (-1)пптап -¦» О,

о, Ч- 2тд4 — 3mos i- ... -i- (— 1)"л"'я„ = 0.

Докажите это.

§ 4. Степенные ряды и экспонента

Формальным степенным рядом называется выражение

А (г) = а0 + axz -Н о*г2 + . . . -i- а„,гш + . .
.,

где а0, а,, «2, . .

., а„, . . .

—

произвольная последовательность чисел

(г — так же, как в записи многочлена, «переменная» буква). Тот же ряд ко-

ротко записывается так: ^ а,„ zm. В частности, если псе а,„ при т >• п
т=.О

равны 0, получается обычный многочлен степени «.

Так же как для многочленов, для степенных рядов естественно опреде-
определяются операции сложения, умножения, замены переменной. Л именно,

пусть
tn -лсо fii_со тt= >

А [г) = 1 amzm, B{z)= V &в|г«, С (г) = . ? Сг",

X — число. Тогда по определению

1 ) А (г) -•- В (г) = С (г), если а„, -\- Ьт -- ст для всех т;

2") Я (г) • В (г) = С (г), если flm60 -,'- «,„.,6, + . . . 4- am-kbk + . . .

. . . -haobn, == fm для всех ж; в частности, L4 (г)
- С (г), если Кат — ст\

3 ) Л (>.г) ~ S (г), если ктат -•¦•- Ь,„ для всех т.

Нетрудно проверить, что для определенных таким образом операций
над формальными степенными рядами выполняются все основные свойства

сложения и умножения, которые справедливы для чисел и для многочленов.

У и р л ж и е и и с 4. Найдите произведение:

я) A ~ z -|- г'- -J- гя -.- . . .) A
-¦- г -;- г- Л- г3 -i- . . .);

б) (I + г -}- г- -•- г3 г . . .) (I — г Н- г* — г:| — . . .).

Назовем экспоненпюй степенной ряд

Докажем основное свойство этого ряда.

4.1. Для любых двух чисел а и Р

Ехр ((а 4- Р) z) = Ехр (см) • Ехр ф2) A7)
33
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Нужно проверить, что коэффициенты при гт (для каждого т) справа и

слева совпадают (определение 2 ), то есть что

(а -¦,- f>)'" а"' а'""^ a"'~ftр* р"'
ml

"

тЮ\
"''

(от — l)'l!
~7~ ' ' ~

'

(от — А)! к\ -'•¦¦+ o\mi
'

Но это равенство прямо следует из формул A) и C).
Пользуясь A7), индукцией no k легко доказать равенство

Е.хр (*г) = (Ехр (г))*.

Вернемся теперь к нашей задаче. Рассмотрим п ~f- 1 формальных степен-

степенных рядов

м--О

(k = О, 1,2, .... и). Умножим *-й ряд соответственно на (— 1)*С* и

сложим все эти ряды (для этого достаточно сложить коэффициенты при г'"
для всех т). Получим ряд
irt-oo k='\ ,nft—n ft-л

V ( V (-1^I= V с5(~1)*Ехр(Аг)-(-1)« ?С5(-1)П-*Х

>. (Ехр (г))* - (Ехр (г) -1)" -(г r^ + ^-i ¦¦¦)"¦
Ясно, что этот ряд будет начинаться с члена г", то есть коэффициенты при
z"~l, г"-2, .... г и свободный член этого ряда равны 0. Но это и озна-

означает, что верны равенства F).
Задача 7. Пользуясь последним рапснстнпм. найдите сумму

к -п

^ {—I)* А" С* .

Задача 8. По определению Л' (г) — ^ ат z"' j - V тат гт'х

Докажите, что (Ехр (z))' = Ехр (г).

Конечно, эта статья трудна для неискушенного читателя, впервые встре-
встретившегося с целым рядом непривычных понятий. Для того, чтобы освоиться

с каждым из этих понятий, нужно проделать большое число упражнений
и прочесть менее формальные и более подробные разъяснения.

Автор надеется, что у некоторых из начинающих читателей возникнет

желание продолжить знакомство с этими понятиями, а у более искушенных—

подумать, как связаны между собой приведенные четыре доказательства.

Литература

Л. О. Гельфонд. Исчисление конечных разностей, М., «Наука», 19С7.
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Коэффициент полезного

действия ракеты
А. В. Бялко

Начнем с небольшой задачи. За какое

время электрический утюг потребля-
потребляет столько энергии, сколько необхо-

необходимо для его запуска на орбиту спут-
спутника Земли? (Мощность утюга Р =
= 1 кет, масса т

— 1 кг.)
Кинетическая энергия спутника,

движущегося по круговой орбите,

~~2~
— ~%~' где v — первая косми-

космическая скорость, R — радиус
Земли. Потенциальной энергией mgh
для не слишком высоких орбит мож-

можно пренебречь по сравнению с кине-

кинетической. Приравнивая энергию утю-
утюга-спутника к Pt, найдем что

ч.

Всего 9 часов! 9 киловатт-часов,
36 копеек необходимы для выведения

на орбиту спутника Земли каждого

килограмма массы. Почему же для

ссуществления космических программ
требуются затраты, соизмеримые с

национальными бюджетами неболь-
небольших стран?

Потому, что эта энергия, 9 квт-ч,

необходима, но недостаточна. Пото-

Потому, что ракета как тепловая машина

имеет очень низкий коэффициент
полезного действия. Попробуем его

найти.

Сначала выведем формулу,

связывающую массу и скорость ра-
ракеты, то есть решим «задачу Циолков-
Циолковского». Сложность здесь состоит в-

том, что масса ракеты при разгоне все

время уменьшается
— выгорает топ-

топливо. Такие процессы изучают, ре-
решая дифференциальные уравнения,

Чтобы этого избежать, представим
себе, что сгорание происходит не

непрерывно, а некими малыми пор-
порциями. Скажем, каждый раз ракета

выбрасывает -тг-ю часть своей мас-

массы, как бы выстреливает снарядом,
масса которого в N раз меньше мас-

массы ракеты в этот момент (рис. 1).
Скорость такого «снаряда» отно-

относительно ракеты будем считать по-

постоянной и называть скоростью ис-

истечения V. При каждом таком «вы-

«выстреле» выполняется закон сохране-
сохранения количества движения. Пусть
вначале масса ракеты была Af0, a

скорость равна нулю. Тогда '-ф V —

количество движения массы, выбро-
выброшенной после первого толчка и

( ! |гг-)Movl — равное ему коли-

«ИЙ

^

•L'

Рис. 1.

3»
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чество движения ракеты. Итак,

После второго «выстрела» масса

ракеты станет Л42 — Мх A ^-)—

1 \~)¦ Закон сохранения

количества движения, записанный
в системе отсчета, связанной с ра-

ракетой, летящей со скоростью vlt

дает -^-^- M.1{vi — vl), и, таким об-

образом,

После k-то «выстрела», как ле-

трудно видеть, скорость ракеты ста-

kV
нет Vk -~

.. . . а оставшаяся масса

МЛ — Мо ( 1 ^-). Если нам нуж-

нужно достичь скорости v, то необходи-

необходимо сделать к = -~ (Лг — 1) «выстре-

«выстрелов», и оставшаяся (полезная) масса

будет равна

Реальный процесс истечения, ко-

конечно, происходит непрерывно. Это

значит, что для того, чтобы рассмот-
рассмотренное нами движение хорошо опи-

описывало происходящее на самом деле,

нам нужно брать как можно большие

числа Лг, тогда движение ракеты бу-
будет состоять из большого числа ма-

маленьких по величине толчков, то

есть будет почти непрерывным.
Оказывается, что при увеличении

N величина М q-\' стремится к

конечному пределу*). Этот предел
равен 0,36788... и обозначается в ма-

математике через е~\ е — основание

натуральных логарифмов — равно
2,71828...

•) Более подробное решение этой задачи

смотрите в статье сЭксгонснта» С- Д. Осятнн-
екого и А. 3. Рч'мшиского, «Квант» >в !2,
1972 год.

Таким образом, масса ракеты, до-
достигшей скорости v, равна

Эта формула была получена
К. Э. Циолковским в 1903 году и но-

носит его имя. Из нее видно, что раке-
ракета может достичь скорости, большей

скорости истечения топлива, но при
этом ее оставшаяся масса будет мно-

много меньше начальной.

Если, например, скорость исте-

истечения равна 2 км'с, то при достиже-
достижении первой космической скорости
7,9 км'с конечная масса будет в

ез.95 ~ 52 раза меньше начальной,
а при достижении второй космической

скорости 11,2 км'с — в es-c « 270

раз меньше той же начальной массы.

При этом надо учесть, что значитель-

значительная часть оставшейся массы прихо-
приходится на конструкции ракеты, так

что доля действительно полезного

груза становится еще меньше. Что-
Чтобы уменьшить бесполезную массу,
разгоняемую до конечной скорости,
ракеты делают многоступенчатыми.
При этом корпуса низших ступеней
сбрасываются, когда в них кончается

горючее.

Формулу Циолковского можно

записать по-другому:

m
'

Отсюда следует, что для получения
больших скоростей движения ракеты

при заданных т и Мо нужно ма-

максимально увеличить скорость исте-

истечения. Однако для ракет, использую-

использующих энергию, выделяющуюся в ре-

результате химической реакции, то есть

химических ракет, невозможно сде-

сделать скорость истечения больше

некоторой величины, предельной для

каждой реакции. И в этом нетрудно

убедиться.
Пусть q

—

теплотворная способ-
способность данного топлива, то есть энер-
энергия, выделяющаяся при сгорании 1 кг

его. Эта энергия расходуется на на-

нагревание отходящих газов и на со-

сообщение им кинетической энергии.
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Рассмотрим ракетный двигатель,

закрепленный неподвижно, так на-

называемый стендовый двигатель. При
сгорании массы ц (мы считаем вместе

и горючее, и окислитель) выделяется

энергия q\x, но только часть ее пре-

превращается в кинетическую энергию
V2

"

продуктов реакции у.-%-. Поэтому

— <Cq. Если ввести коэффициент
полезного действия стендового дви-

двигателя ц0
— отношение полезной*)

энергии к затраченной, — то полу-
получим

J/3

2. -Ь 115,6 ккал.

то есть скорость истечения для дан-
нон химической реакции не может

превысить ее предельной скорости

истечения V0-~i'2q (так как rjo<l).
Рассмотрим несколько химиче-

химических реакций и вычислим для них

предельные скорости истечения.

1. Горение ацетилена:

2С2Н2 + 5О2 -

-4СОг-г 2Н2О-г611 ккал.

Число килокалорий в правой
части уравнения реакции показы-

показывает, какая энергия выделяется при
сгорании массы, равной сумме молей

горючего и окислителя. В данном

случае — при сгорании двух молей

С2Нг и пяти молей О„, то есть всего

2-26+5-32 = 212 г. Таким образом,
теплотворная способность этого топ-

топлива

а предельная скорость истечения

) Заметим,что энергия не явля-

является по-настоящему полезной. Ведь основная

задача — разогнать до нужной скорости
полезную массу, а не отходящие газы.

Вычисляем аналогично

<7 = 3220—; ^0-5,2~.' кг
' ° '

с

3. 2 А1 -;- -| Ог=А12О3+394 ккал;

— 3860 ккал/кг; = 5,6 км/с.

Наибольшая из всех возможных

предельная скорость истечения до-

достигается в реакции горения метал-

металлического бериллия:

Be -{—L Ог = ВеО -•- 146 ккал;

q — 5840 ккал{кг; V0 = 7 км/с.

Практическому использованию

этой реакции, однако, мешает то

обстоятельство, что металлический

бериллии и его соединения очень

ядовиты.

Рассмотрим теперь коэффициент
полезного действия ракеты в целом,
то есть отношение ее полезной энер-

энергии, равной —-, к затраченной.
Последнюю с небольшой ошибкой
можно считать равной qM0, посколь-

поскольку подавляющая часть начальной
массы приходится на топливо. Та-
Таким образом.

mv2
±-p-* V

Или, подставляя вместо q его выра-

1 i

0.271,

:> б

Рис. 2.
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формулы V2 — 2i]0<7,жение из

получаем

График зависимости rj от -^- дан

на рисунке 2.

Итак, только часть затраченной
энергии, равная щМ0, превращается
в кинетическую энергию ракеты.

Возникает вопрос, куда девает-
девается остальная часть затраченной

энергии, поскольку в тепло при сго-

сгорании топлива переходит лишь

A —"»]n) QMn. Ответ состоит в том,

что остальная энергия, а именно

является кинетической энергией
отходящих газов ракеты (в системе

отсчета Земли), которая в конечном

счете также переходит в тепло, на-

нагревая атмосферу.
Таким образом, мы видим, что

при достижении ракетой скорости,
заметно большей скорости истечения,

реальный коэффициент полезного дей-
действия становится весьма малым. На-

Например, если ракета со скоростью
истечения V = 2 км!с достигает вто-

второй космической скорости и —

— 11,2 км!с, то т|
= 0,116i]o и, соот-

соответственно, 0,884ц0 полной энергии

ракеты уносят отходящие газы.

Создание мощных двигателей с

большими скоростями истечения, ис-

использующих энергию ядерной реак-
реакции или разгон ионов в электрическом
поле, существенно повысит к. п. д.

ракет. Это дело недалекого будущего.

Разные

задачи
1. Брошеныдва играль-

игральных кубика. Какая сумма
чисел ня их верхних гранях

наиболее вероятна?

2. уЛ}*»**— целое чис-

число. Найти это число.

3. у/"*****4—^елое чис-

число. Найти его.

4. Задуманочисло. Если

записать его в двоичной си-

системе, а затем зачеркнуть в

нем последнюю цифру, то

получится то же самое число,

но записанное уже п троич-
троичной системе. Если же и в

этом числе снова зачеркнуть
последнюю цифру, то опять

получится задуманное число,
но изображенное в десятич-

десятичной системе.

Найти задуманное чис-

число.

5. Найтидвузначное чис-

число, которое, будучи записа-

записано в двоичной, четвертич-
четвертичной и восьмеричной систе-

системах счисления, каждый раз

изображается одинаковыми

цифрами (но различными в

различных системах).
6. ,four

"'"five
nine

Известно, что four крат-
кратно 4, five кратно 5, nine

кратно 3.

Расшифровать это сложе-

сложение.

7. Вшахматном турни-
турнире участвовали ученики 9 и

10 "классов. Каждый игрок
играл один раз с каждым уча-

участником турнира. Десятиклас-
Десятиклассников было в 10 раз боль-

больше, чем девятиклассников, а

набрали они в 4.5 раза боль-
больше очков, чем девятиклассни-

девятиклассники. Сколько в турнире было
девятиклассников и сколько

очков они набрали?

Я, Ю. Германович
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ КРУЖОК

Про лису и собаку
М. Л. Гервёр

Эта заметка не имеет отношения к зоологии:

<ииса» и *собака»
— просто удобные услов-

условные названия для двух движущихся точек,

одна из которых «пытается поймагяь» другую.

§ 1. Формулировка задачи

Лиса бежит по прямой с постоянной

скоростью. Собака гонится за лисой

с той же скоростью, причем бежит так,
что видит лису все время перед собой.
Лиса бежит из точки Ло (рис. 1)
в направлении, указанном стрелкой.
Собака в начальный момент находит-

находится в точке Со. При каких Сп собака
догонит лису?

Сейчас трудно установить, кто при-

придумал эту красивую задачу — се уже много

лет предлагают на мехмате МГУ студентам,
которое недавно узнали, что такое произ-

иоднйч. После того, как тема «Производная»
была включена в программу математических

школ, про лису и собаку стали рассказывать
и школьникам, заранее предупреждая, что

это — «задача с двумя звездочками».
В начале 1972 года мы предложили за-

задачу про лису н собаку в 10 «б» классе 57-Я
школы г. .Москвы. Первыми в классе ее

решили (разными способами) Коля На-
л и р а ш п и л и. Володя Л и д с к и ji
и Сережа Г л я д к о в *). Одно из ре-
решений (придуманное С. Гладковым) уда-
удалось упростить настолько, что оно стало сой-

сем «элементарным».
Это решение (не требующее знакомства

с понятием производной) и Судет приведено
ниже. Прежде, чем читать его, попробуйте,
конечно, решить задачу сами. Может быть,
это не удастся (я уже предупреждал', что за-
задача трудная)

— тогда постарайтесь хотя бы

угадать ответ. Он довольно неожиданный.

§ 2. Попробуем угадать ответ

1. Обозначим прямую, по которой
бежит лиса Л, через /. В точке Л0
восставим к ней перпендикуляр р
(рис. 2).

*) Сейчас все трое —¦ уже первокурсники.

Рнс. 1.

Если собака находится в началь-

начальный момент на прямой /, все ясно:

если Со расположена перед Ло, то

собака бежит навстречу лисе и ловит

се; если Со — сзади Ло, то собака

никогда не догонит лису.

Пусть теперь Со — вне прямой /.

Если она позади Ло (ниже перпендн-
I

Рис. 2.

П
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Рис. 3. Рис. 4.

куляра р), то лису не догнать. До-
Доказать это можно, например, так.

Разложим скорость собаки v на

две составляющие: vj (вдоль J) и

\р (вдоль р). Спроектируем точку Со
на прямую / в точку Л (С0П _J_ /).
Тогда V| можно истолковать как ско-

скорость *) с которой точка П движется
вдоль прямой / вслед за Л. Посколь-

Поскольку vi •< v, то расстояние между Л и

Л не уменьшается с течением време-
времени **), так что собака в этом случае
не догонит лису.

2. Пока все было просто. Труд-
Трудности начинаются, когда точка Со —
вне прямой / и впереди Ли (выше пер-
перпендикуляра р).

Проведем из точки Ло два луча:

Я\ и Яг (рис 3) — под углом 45 к

прямым I и р. Зона, окрашенная на

рисунке 3, безопасна для лисы: если

С0 находится в этой зоне, то собака,
бегущая из точки Со, не догонит лису.
Чтобы доказать это, возьмем точ-

точку Со даже не внутри, а на границе
зоны (например, на луче <?i)-

•) v — это вектор, a v — его длина.

**) Расстояние между /7 и Л даже уве-
увеличивается; расстояние между С и Л, как

мы покяжем ниже, наоборот, уменьшается.

О о

1
с

v

с 5. a)
X

У

Пусть Л, — такая точка на пря-

прямой /, что С (fill J_ /• Даже если бы

собака бежала наперерез лисе по пер-

перпендикуляру С„Пи то и тогда она

подбежала бы к прямой / лишь од-

одновременно с лисой (Л^/Ji = C(/Ii).
На самом же деле собака бежит к /

по более длинному пути. Значит, когда
лиса окажется в точке Л1г собака еще
не добежит до /. Легко проверить,
что при этом она окажется позади ли-

лисы — за перпендикуляром С^Пх- А
в такой ситуации, как мы уже виде-

видели, она не сможет догнать лису.

3. Так или примерно так начи-

начинает решать обсуждаемую задачу
большинство людей.

Интуиция подсказывает, что зону,

безопасную для лисы, можно еще рас-

расширить. Как же она выглядит? При-
Примерно так, как на рисунке 4? Нет,

оказывается, не так...

§ 3. В движущейся системе координат

Сделаем решительный шаг, который
резко упростит все дальнейшие рас-
рассуждения. Выберем прямоугольную
систему координат л\ у так, чтобы она

равномерно двигалась вместе с ли-

лисой *)в направлении оси у. Пусть в

начальный момент лиса находилась

в начале координат нашей движущей-
движущейся системы (в точке О). Тогда она все

время будет находиться в этой точке.

Как будет двигаться собака от-

относительно системы д\ у}
Возьмем на плоскости (х, у) ка-

какую-нибудь точку С (рис. 5, а).

*) Относительно неподЕ»ижного наблю-

наблюдателя.

О О
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Если Гы эта точка находилась в по-

покое относительно системы коор-
координат л-, //, то это означало бы, что

она движется вместе с лисой) —

в том же направлении и с той же

скоростью.
Чтобы точка С находилась в по-

покое с точки зрения неподвижного

наблюдателя, нужно скомпенсиро-
скомпенсировать движение системы х, у, то есть

нужно заставить точку С двигаться

относительно системы х, у в направ-
направлении, противоположном направле-
направлению оси у, причем абсолютная вели-

величина скорости этого движения дол-

должна быть та же, что и у лисы

(рис. 5, б).
По условию задачи собака бежит

прямо на лису (с точки зрения непод-

неподвижного наблюдателя). Значит, от-

относительно системы х, у собака уча-

участвует в двух движениях: во-первых,

равномерно движется со скоростью v

в направлении, противоположном оси

у, во-вторых, приближается с той же

скоростью к началу координат. Стрел-
Стрелки на рисунке 5, в — это векторы

скоростей в каждом из указанных
движений. Результирующую ско-

скорость движения собаки относитель-

относительно системы координат л\ у най-

найдем по правилу параллелограмма
(рис. 5, г).

До сих пор мы рисовали точку С
в одном и том же месте на плоскости

(х, у). На рисунке 6 показано, как

результирующая скорость зависит от

расположения точки С. Чем больше

А71'
Рис. 6.

угол между векторами, которые скла-

складываются, тем короче вектор резуль-

результирующей скорости. Если располо-
расположить точку С на отрицательной по-

полуоси оси у, то векторы, которые
складываются, будут иметь противо-
противоположные направления и результи-
результирующая скорость окажется равной
нулю Так, разумеется, и должно быть:
если собака находится строго сзади

лисы, то она бежит за ней, не прибли-
приближаясь и не отставая, то есть нахо-

находится в покос относительно систе-

системы х, у.

§ 4. Собака бежит по параболе
1. В школе много занимаются квад-

квадратными уравнениями. Каждый стар-
старшеклассник знает, как выглядит па-

парабола (график квадратного трех-
трехчлена).

Слова посмотрим на рисунок 6.
Очень похоже, что точки С,, С,, С3
лежат на параболе. Мы сейчас по-

покажем, что эго так и есть, если эти

точки указывают несколько последо-

последовательных положений бегущей со-

бакн.

2. Некоторые из вас знают, дру-
другие — без труда проверят следующее
свойство параболы:

Парабола есть геометрическое мес-

место точек, равноудаленных от некото-

некоторой точки О и от некоторой пря-
прямой d*).

Мы сейчас проверим это свойство
в случае, когда точка О является на-

началом координат, а прямая d парал-
параллельна оси х и расположена «иод

ней», то есть при некотором л>0
задается уравнением у

—

—а. В этом

случае (рис. 7) квадрат расстояния от

точки (х, у) до точки О равен (по
теореме Пифагора)

хг + у\

расстояние от точки (л:, у) до прямой
d равно

а къадрат этого расстояния равен

*) Точка О называется фокусом, г пря-

прямая it — директрисой параболы.
41
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у=-а

Рис. 7.

(У + о) 3- Яля точек, равноудален-
равноудаленных от О и d, выполняется, таким об-

образом, соотношение

2 =*у

или, что то же самое,

Последнее уравнение перепишем
окончательно в виде

~2д 'У =
- (А)

Все точки, равноудаленные от О
и d, лежат, таким образом, на парабо-
параболе, которая задается уравнением (Л).
Так как при выводе уравнения (Л)
мы делали тождественные преобра-
преобразования, то, и обратно, все точки ука-
указанной параболы равноудалены' от

точки О и прямой d.
3. Прежде чем идти дальше, от-

отметим что при b фа(Ь>0)) парабола

не имеет с параболой (Л) \и\ одной
общей точки. Действительно, если

бы некоторая точка (х, у) принадле-

1

а

:

у

У

Сс

ас

3*

Рис. 8.

42

жала обеим параболам, то выполня-

выполнялось бы соотношение

хй — а- хй — Ь2

Но эквивалентное ему равенство х2 =

=—аЬ невозможно, так как х2 ^ О,
а —аЬ < 0.

4. Возьмем на плоскости (а-, у)
точку COl не лежащую на оси у, а в

остальном произвольную. Отложим от

нее в направлении, противополож-
противоположном ос» у, отрезок СоО0 = ОС0
(рис. 8) и проведем через точку ?>0
прямую d, параллельную оси а\ Рас-
Расстояние между осью х и прямой д
обозначим через а. Согласно п. 2 па-

парабола (А) равноудалена от О и d

и проходит через точку С„.

Докажем, что именно по этой па-

параболе и побежит собака (относи-
(относительно системы А', у), если в на-

начальный момент она находилась в

точке Со.
Для доказательства представим се-

себе, что ОС0 и С„О0 — это туго натя-

натянутые веревки; в точке ?>ь веревка
С(]Р0 привязана к кольцу, которое
надето на прямую d и может свобод-
свободно скользить по ней; верс-вка 0С0
крепко привязана в точке О. Еще,
пожалуй, представим себе, что в точ-

точке Со находится не собака, а, скажем,
обезьяна (у собаки на хватит прыти
проделать то, что мы ей сейчас по-

поручим). Дадим обезьяне веревки и

попросим подтягиваться по ним обеим

сразу
—

одновременно к точке 0 и

к прямой d.
Каждый, кто когда-нибудь лазил

по канату (даже по одному, а не по

двум сразу), легко представит себе,
чго получится. Перебирая лапами,
наша собака (то есть обезьяна) бу-
будет приближаться с одинаковой ско-

скоростью к точке О и к прямой d. Через
некоторое время она очутится в точ-

точке С! (рис. 9); кольцо, скользящее
без трения по прямой rf, передвинет-
передвинется в такое положение Z),, что

CiDt _L d; так как обе веревки уко-
укоротятся на один и тот же кусок, то

отрезки ОС, и C1D1 будут равны.
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У,

0

d

У

D,

С.

Do

Рис. 9.

Потом она окажется в точке

С2 (CJD, J_ d, ОС, -= C»D2) и т. д.

Так как Со, С,, Сг и т. д. равно-
равноудалены от О и d, то движение, как

мы и обещали показать, происходит
по параболе (А).

§ 5. Решение задачи

Теперь уже легко ответить на вопрос
задачи: при каких Со собака догонит

лису? — Только при Со лежащих на

полупрямой / перед точкой Ло. Вся

плоскость, кроме этого луча,
— зона,

безопасная для лисы. Действительно,
если точка Со лежит в указанной зоне,

то относительно системы координат

х, у, движущейся вместе с лисой,
собака побежит по параболе. Через
некоторое время она пересечет ось х

и окажется позади лисы. А в этом слу-
случае поймать лису она не сможет.

Благодаря введению движущейся
системы координат, мы сможем легко

разобраться и в более тонких деталях.

Двигаясь из точки Сп по параболе
(А), собака все время приближается
к се директрисе d, а тем самым — и

к ее фокусу О. Другими словами,

расстояние СЛ между собакой и лисой

все время сокращается. При этом

(см. рис. 7) оно стремится к пределу,
равному а/2. Пусть координаты Со
были *„, */0; расстояние С0Л0 =>

= '¦ Л'о -)- yi обозначим через л0; сов-

совсем легко проверить, что тогда а/2 =

{г0—уо)'2. Таким образом, рассто-
расстояние СЛ, первоначально равное г0,
никогда не может стать меньше, чем

А может ли оно стать равным s?
Этот вопрос нам поможет ре-
решить рисунок 6. Скорость дви-

движения собаки по параболе все время
уменьшается. И хотя (в системе ко-

координат х, у) собаке нужно пробе-
пробежать путь конечной длины, чтобы СЛ

стало равным (г0 — у<,)/2, сделать это

за конечное время она не сможет.

Точное доказательство этого факта
потребует некоторых вычислений.

Пусть С—точка на параболе (Л)
с координатами (х, у), Е— проек-
проекция точки С на ось х\ и{х)— ско-

скорость, с которой Е приближается
к О. Из рисунка J0 видно, что

и (x)/v — х/1/ л* +//2. Используя урав-
уравнение (А), находим, что \'х2 + у* =
~у-\- а — (л-2 Ч- az)/2a, откуда и (х) --

- 2avx/(x2 + or) < 2vxja.
Таким образом, при а/2^х^.а

скорость u\x)<C2v\ от а/2 до а/4
проекция Е движется со скоростью

и(х), меньшей v; от а/4 до а/8 —со
скоростью k(.v)O/2 и т. д. То
есть на прохождение каждого из

этих отрезков тратится время, боль-

большее -?¦
и т. д.). Значит ? не сможет

дойти до точки х — 0 ни за какое

конечное время. Иначе говоря, СЛ

всегда больше, чем (л0 — «/„)/2.

Задачи

I. Пусть за лисой гонится из точки Со
не собака, а охотник, стреляющий без прс-
маха с расстояния г. Пренебрежем временам
полета пули, то есть будем считать, что охот-

охотник догнал лису, если приблизился к ней

на расстояние т. При каких С« лисе ис убе-
убежать?

Рис. 10.
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2. В § 4 использовалось, что парабола —
это геометрнческое место точек, равноуда-
равноудаленных от фокуса О и директрисы d. Вот
еще несколько задач о параболе*).

а) Сколько общих точек могут иметь

парабола и прямая?
б) Докажите,что через каждую точку

параболы у = ах2 4- Ьх -*- с можно про-
провести ровно одну прямую, не параллельную
оси у, которая не имеет с параболой других
о(>щнх точек; такая прямая называется' ка-

касательной к параболе.
Напишите уравнение касательной к па-

параболе у- х- в точке (х0, у0 = х')\ в ка-

какой точке эта касательная пересекает ось л?

Напишите уравнение касательной к па-

параболе (А) в точке х0, уи — (х0 — аг)'2а;
как снизаны направление этой касательной
и направление Е»ектора скорости, которую
имеет собака п точке (л,,, уа) при движении
по параболе (А)?

в) Поверхность,которая получается, ес-

если вращать параболу вокруг се оси симмет-

симметрии (например, параболу у = х- вокруг оси у).
называется параболоидом вращения. В зер-
зеркальных телескопах применяют зеркала,
имеющие форму параболоида иращення. Свет

далекой звезды, идущий параллельным пуч-
пучком, yuan на зеркало телескопа, собирается
в фокусе. Объясните этот факт.

3. Мывыяснили, что в движущейся
системе координат х, у себяка бежит за ли-

лисой г.о парабол;. Л как она движется отно-

относительно неподвижного наблюдателя? На-

Нарисуйте кривую погони, по которой бежит

собака в неподвижной системе координат.
4. Накривую погони немного похожа

другая интересная кривая
— «тракт р и -

с а». В замечательной книге Г. Штейн-
г а у з а «Математический калейдоскоп» она

определяется так: когда ребенок, гуляющий
но тротуару, тащит тележку по мостовой,
то тележка описывает линию, которая на-

называется «трактриса» (что значит «линия вле-

влечения»).
Пусть, как и раньше, лиса Л бежит по

прямой / со скоростью и из некоторой точ-

точки Ло, а собака С бежит прямо на нее (из

некоторой точки С„, не принадлежащей / н

находящейся позади Л,,), но не с постоянной,
а с неременной по величине скоростью. Обоз-
Обозначим через <х угол СЛЛа. Как скорость со-

собаки должна зависеть от а, чтобы собака

бежала по трактрисе, то есть чтобы отрезок
CJI имел одну и ту же длину? Пересекаются
ли еще где-нибудь, кроме точки С„, трак-
трактриса н кривая погони, проходящие через
эту точку? (Точка *7„ при построении обеих

кривых — одна и та же.)

*) О других интересных сЕюйствах пя-

раболы можно узнать, например, из книги

И. М. Г с л 1, ф а н д а. Е. Г. Глаголе-

вони Э. Э. III ноля «Функции и графики»,
«На\ка». 1965.
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ТРИ ДЕРЕВНИ

Не острове Трисельске име-

имеется всего три деревни:

Правдово, Чередово и Лгу-
иово. Известно, что жители

первой деревни всегда го-

говорят правду, жители треть-

третьей деревни всегда лгут, а в

ответах чередовцев ложь

чередуется с правдой (пер-
(первый ответ чередовав мэжег

оказаться как правдой, так

и ложью).
Как-то раз приезжий

встретился с пятью остро-
витянвми, которым он по

характерным чертам их

внешности мысленно дал

следующие прозвище: Ко-

Косоглаз, Борода, Курнос,
Алощен и Длинноух. Желая

узнать, в каких деревнях
эти люди живут,' приезжий

попросил первых двух рас-
рассказать ему по порядку, кто

из какой деревни родом.
Косоглаз ответил, что Бо —

рода чередовец, Куриос
лравдовец, Алощек также

родом из Чередова, а Длин-
Длинноух лгуновец. Борода, од-

однако, утверждал, что Косо-

Косоглаз чередовец, Курнос из

Лгунова Алощек праздо-

вец, а Длинноух из Чере-
доаа. Можно ли из полу-
полученных ответоз .сделать вер-
верные выводы о родной де-

деревне каждого из пяти ос,

робетянГ

ЮНЫМ МЫСЛИТЕЛЯМ

В Клубе Юных Мыслителей
на вступительном экзамене

каждому поступающему бы-

была прежде всего вручена

записка следующего содер-
содержания!

ИМНОУРТДЕНМНДИИДОНО
ВТНЛВАМЕРЕЕКТЕСИ

причем было сказано, что

теперь каждый поступаю-

поступающий должен сам знать, что

ему для продолжения экза-

экзамена надо делать. Какое

указание давала записка?
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ЗАДАЧНИК КВАНТА

Задачи

М186 —М190; Ф198 — Ф202

М186. Найдите все решения урав-
уравнения

в целых числа, отличных от 1.
В. Слепчеико, ученик 10 класса

М187. На плоскости заданы две

точки А и В. Найдите геометрическое
место третьих вершин С треуголь-
треугольника ABC, у которого:

а) высотаА А' равна стороне ВС;
б) медианаЛА, равна стороне АС:
в) медианаАА , равна стороне ВС:
г) высотаСС равна медиане ВВЛ;
д) высогаВВ' равна медиане СС3.

М. А. Квантов

М188. Между некоторыми из 2п

городов установлено воздушное со-

сообщение, причем каждый город свя-

связан не менее чем с п другими (беспо-

В

Решения задач из этого номера можно посы-

посылать не позднее 30 марта 1973 года по

адресу: 117071, Москва, В-71, Ленинский
проспект. 15, издательство *Наукаъ, журнал
«Квант»- После адреса на конверте напишите,

решения каких задач вы посылаете, например:
«Задачник «Кванта*, MI86, Ml 87 или

*... Ф200*.
Решения задач по каждому из предметов {ма-
{математике и физике), а также новые задачи

просьба присылать в отдельных конвертах.
Оригинальчые задачи, предлагаемые для пуб-
публикации, присылайте вместе с вашими ре-

игниями этих задач (на конверте пометьте:
^Задачник «Кванта», полая задача по физике»
или «.-. новая задача по математике»).

Рис. 1.

Рис. 2.

садочными рейсами). Докажите, что

дажееслн отменить любые п—1 рейсов,
то все равно из любого города мож-

можно добраться в любой другой на са-

самолетах (с пересадками). Укажите

все случаи, когда такая «связность»

нарушается при отмене п рейсов.
А. К. Кёльманс

MI89. Три отрезка Л/1, EF и CD

проходят через одну точку О, причем
точка Е лежит на отрезке АС, а точ-

точка /" — на отрезке BD. Докажите,
что EF меньше хотя бы одного из

двух отрезков — А В или CD (рис. 1).
Д. Ю. Григорьев

М190 *. На плоскости даны дее

прямые а и Ь. В точке Л,, находя-

находящейся на прямой а на расстоянии
меньше 1 от прямой Ь, с\аит блоха.

Затем блоха последовательно прыгает

в точки В,, Л,, В2, Л3, В3, -.., руко-

руководствуясь следующими правилами

(рис. 2):
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A) точкиA lt Л2, А3, ... лежат на

прямой а, точки Blt B2, В3, ...

— на

прямой Ь;

B) AxB1= BlAt=AtBt =

= .В,А3 = А3В3^ ...
=¦- 1;

C) точкаА„ не совпадает с Aa+J,
кроме случая, когда АПВ„ _|_ а (и,
аналогично, В„ совпадает с Вп^.,,
только если В„Лп+1 J_ 6). (Нетруд-
(Нетрудно видеть, что условиями A) — C)
последовательность прыжков, начиная

с В%А2, определяется однозначно.)

Докажите, что если угол между

прямыми аи b измеряется рациональ-
рациональным числом градусов, то путь блохи

будет периодическим, то есть в не-

некоторый момент она попадет в на-

начальную точку Л1 и затем будет по-

последовательно проходить те же самые

точки В2,А2, В3,. . .,
как в начале пу-

пути, а если — иррациональным числом,
то блоха не попадет ни в какую точку
более двух раз.

Ф198. Конькобежец решил за-

затормозить и свел вместе пятки. Хотя

это и трудно (почему?), но конько-

конькобежцу удается удерживать пятки вмес-

вместе. Как он будет двигаться дальше?
Г. JJ. Коткин

Ф199. Нейтрон легко проходит

через слой свинца, но задерживается
в таком же слое парафина, воды или

другого соединения, содержащего во-

водород. Объясните, почему.
Л. Л. Капица.

Ф200. В результате импульсного
разряда конденсатора через разрежен-
разреженный гелий происходит нагревание га-

газа до температуры Т. Оценить вели-

Рис. 4.

чину Т, если напряжение на конден-

конденсаторе U = 30 кв. емкость конденса-

конденсатора С
— 18 мкф и газ занимает объ-

объем 10 л при давлении Ю~~ мм рт. ст.

Ф201. Если к некоторому сопро-
сопротивлению подключить аккумулятор,
то зависимость тока в цепи от време-
времени будет такой, как показано на ри-
рисунке 3 красной линией. Если к этому
же сопротивлению подключить дру-
другой такой же аккумулятор, но час-

частично разряженный, то зависимость

тока от времени будет такой, как по-

показано на рисунке 3 синей линией.
Если оба аккумулятора подключить
к тому же сопротивлению вместе, со-

соединив их параллельно, то вначале

по цепи будет идти ток 1,5 а. Нари-
Нарисуйте график дальнейшего изменения

тока в цепи со временем.
Внутреннее сопротивление акку-

аккумулятора в процессе разрядки не

меняется.

Ф202. Труба радиуса г заполнена

пористым веществом плотности р0.
Невесомый поршень, на который дей-

действует постоянная сила F, вдвигаясь
в трубу, уплотняет вещество до плот-

плотности р (рис. 4). С какой скоростью
движется поршень, если уплотнение

происходит скачком, то есть в трубе
как бы перемещается с некоторой ско-

скоростью поверхность, справа от которой
плотность вещества р0, а слева р?
В начальный момент поверхность сов-

совпадает с плоскостью поршня.
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Решения задач

Ml46—Ml50; Ф164—Ф169

ЛМ46. а) В вершинах правильного 7-уголь-
ника расставлены черные и белые фишки.
Докажите, что найдутся три фишки одного

цвета, лежащие в вершинах равнобедрен-
равнобедренного треугольника.

б) Верно ли аналогичное утверждение для

8-угольника?
в) Выясните,йля каких правильных п-уголь-
ников аналогичное утверждение верно, а для
каких — нет.

а) Ясно, что среди семи вершин ебя-
зателыю найдутся две соседние вершины
с фишками одною цвета (если бы цвета чере-
чередовались, то многоугольник имел бы четнее

число сторон).
Обозначим эти вершины через А у и Аг.

Можно считать, что стоящие в них фишки —
белые (рнс. 1). Заметим, что существуют три
вершины, каждая из которых образует вмес-

вместе с вершинами /?, и Аг равнобедренный тре-
треугольник; обозначим их через Ао, А3 н В.
Если в одной из ннх стоит белая фишка, то

соответствующий треугольник — А И tA 2,
—

A3AtA2 или BAiAt — искомый. Если же
по всех трех этих вершинах черные фишки,
то треугольник А0А3В — искомый.

То же самое рассуждение годится для
любого правильного л-угольника с не-

нечетным л^ 5 (в роли Ап, Ач выступают
соседние с Л, и А, вершины, в роли В —

середина большей из дуг А}А2)-
б) Дляя=8 утверждение неверно. При-

Пример расстановки черных и белых фишек,

при которой никакие три фишки одного цвета

не располагаются в Егсршинах равнобедрен-
равнобедренного треугольника, изображен на рисунке 2, а.

Еще легче построить аналогичные при-

примеры для п = 3, 4 и 6 (рис. 2, б, в, г); воз-
возможны и другие примеры.

в) Ответ: утЕ»ерждение верно для л = 5,
л = 7 н л ^ 9.

Примеры, изображенные на рисунке 2,
показывают, что утверждение неверно для
л = 3, 4, 6, 8. Выше мы доказали, что оно вер-
верно для я = 5, л = 7 н для больших нечет-

нечетных л. Докажем, что оно верно для всех л:>.

^9.
Предположим, что для некоторой расста-

расстановки фишек в вершинах правильного

л-угольника утверждение неЕ»срно. Прежде
всего, ясно, что где-то найдутся дЕ»е сосед-
соседние вершины с фишками одного цвета, —

если цвета фишек чередуются, то уже среди
пяти последовательных вершин встретится
требуемый равнобедренный треугольник.
Можно считать, что это — вершины' At и Л5
с фишками белого ш»ета (рис. 3). Тогда по-

последовательно

Руссматриваем

А^А^Аь н A^A^Aq

А3АаА9

AlAiA9 н АЪА.А9

/4,Л2Л3 и А6А7А6

Делаем рыпод

А3 и /1в — черные

А9
— белая

Ai и А7 — черные

А* и А8 — белые

противоречие

Можно показать, что верно и более

сильное утверждение: при любом разбиении
множества [\, 2,..., 9} на два подмножест-

еа хотя бы в одном иа подмножеств встре-
встретятся три числа, из которых одно равно
полусумме двух других. Мы доказали это ут-

В

Рнс. I.

о

Рис. 2.

б)
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л* л.

Рис. 3.

вержденне прн дополнительном предположе-
предположении, что 4 и 5 принадлежат одному под-

подмножеству. Другие случаи разбираются ана-
аналогично.

N1147. Докажите, что ест четырехуголь-
четырехугольник A BCD, вписанный в окружность, таков,
что касательные к окружности в точках А
и С пересекаются на продолжении диаго-
диагонали BD, то

а) касательноев точках В и D пересекаются
на продолжении диагонали АС;
б) биссектрисывнутренних углов А и С че-

четырехугольника пересекаются на диагонали

BD (а углов В и D — на АС).

а) Пусть А, В и С — три точки на ок-

окружности, К — точка пересечения касатель-

касательных, проведенных п точках А и С. Най-

Найдем условие, определяющее положение точ-

точки D пересечения прямой ВК с окружностью
(рис. 4).

Д ЛВ/(соД DAK: угол К у этих тре-
треугольников общий, а <?ВАК = ^ADK,
поскольку каждый из них измеряется поло-
пиной д\ти АВ. Поэтому

AD "AK'DK (l)

(попутно мы доказали известную теорему:

DCK. и ПО-

ПОB)

)
Точно так же Д

5тому

ДС ВК___ (Ж

CD
*

СК~ DK-

Правые части в A) и B) равны, потому
что А К — СК, отсюда

АВ

ВС

ЛО

CD' C)

Заметим, что отношение AD/CD моно-

монотонно увеличивается при движении точки D

по дуге окружности от А к С. Действитель-
Действительно, по теореме синусов, примененной к

Д АСО (рис. 5)

AD sin<C sinA80° — <P—< A)
CD

'"

sin <? A sin<? A

— cosA80° —

sin<? A

= sinA80° —

здесь 180°—<? D—величина постоянная,
sin A80° — <E D) > 0, a ctg < А монотонно

убывает при увеличении <? А от О до 180°-
— <? D, то есть прн днижении точки D от С
к А. Отсюда следует, что условию C) соот-

соответствует одно определенное положение точ-

точки D (при заданных А, В н С).
Таким образом, условие C) не только

необходимо, но и достаточно для того,

чтобы точки В, D и точка пересечения ка-

касательных, построенных е» точкях А и С,
лежали на одной прямой.

Точно так же можно доказать, что ус-
условие, необходимое и достаточное для того,

чтобы касательные, проведенные в точках В
и D, пересекались на прямой АС, можно

записать так-.

ВА В?
DA

~~

DC
• C')

Но условия C) и C'), очевидно, совпа-

совпадают: и C), н C') можно записать в сим-

симметричном виде:

ABCD=BCAD.

Зто делает утверждение задачи а) оче-

иидным.

б) Пусть L\—точка пересечения бис-

биссектрисы угла А треугольника BAD с пря-

прямой BD (рис. 6). Тогда, как известно.

Аналогично, если Lt — точка пересече-

пересечения биссектрисы утла С с BD, то

BL, В?
CD-

Рис. а.

L,D

Поэтому нз условия C) следует, что

ВЦ BL2

BL
Но каждому значению отношения ~д^'

соответствует одна точка L на отрезке BD,

А

К D

Рис. 6.
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поскольку при движении точки L от В к D

уга величина монотонно возрастает. Поэтому
точки Lx и 1.г совпадают.

MI48. Последовательность х0, х,, хг, . . .

определяется следующими условиями: х0 = I,

л-, -— У., для любого п > I

(rx-Ьр)" х„ - а" хп х0 + а"'1 р х„_, ж, +

+ а" Р2 *«-* *2 + ¦ ¦ - +Р"*о*л-

ЗЛ'сь л. а. Р — заданные положительные чи-

числа. Найдите хп и выясните, при каком 'п

величина хп будет наибольшей.

Выпишем равенства, определяющие хп.

для нескольких первых значений и>1 (поль-

(пользуясь условием х0
—

1):

[<<* + рJ - а- - р"] дг. --= ajftrj,

[(a + P)s — «3 — Р31 *з = а2рл-2д:, -|- а.^-х1х.,,

3

2

1 <

4 •

t
1 i
i i

i i
i i

t
i
i

f

5 6 n

Рис. 7.

Мы использовали выше формулу
л!

^л- k\{n—k)\

для коэффициентов разложения бинома

Отсюда находим (пользуясь условием

Л1 /.3 >*
Л3 —

2-3 2-3-4
•

(а+Ь)п= V

о которой рассказано в статье В. Н. В а гу-
гуте н а (см. стр. 27--34).

Выясним, при каком п величина хп наи-

наибольшая. Неравенство

Естественно предположить, что

X"
x" =

n! •

где л! =1-2-...п. Докажем по индукции,
что это действительно так для всех л (если
считать, как это принято, что 0! = I! = I, то

А"
формула хп = —-

верна для л = 0 и п = I).

Мы можем считать известным, что хь =

- "тг для всех к^п — I. Тогда из ра-

рал!

венств

— а" — Р") хп =

fe = n —1

V

V

л! —

к— 1

следует, ¦~пТ. поскольку а > 0 и

р>0 и общин множитель левой и правой
частей положителен при л> I.

эквивалентно неравенству п-^\. Таким об-

образом, при переходе от л — 1 к л число хп

увеличивается, если л<л, и уменьшается,
если л > X. Отсюда мы получаем ответ на

вопрос задачи: наибольшее значение хп

принимает при л - [К] [\Х] — наибольшее
целое число, не превосходящее X); если л—

—целое число, то *mj_i =х[>.]
— Д°а наи~

больших числа последовательности хп.

На рисунке 7 в качестие иллюстрации

приведен график последовательности п -* хп

для X = 2,5.

Ml49. Пусть О — точка пересечения диаго-
диагоналей четырехугольника A BCD. Докажите,
что

oS если, раекы периметры, треугольников
ABC, BCD, CDА и DAB. то ABCD — пря-

прямоугольник;
б) если равны периметры треугольников
А ВО, ВСО, CDO и DAO, то ACBD — ромб.

я) Обозначим стороны и диагонали че-

четырехугольника, как показано на рис. 8.
Из равенств

*i -г- *2 + У\ = *з + xt + у,,

xi-TX3 + yt=x1+x4+ у»,

складывая их друг с другом (и вычитая од-

одно из другого), находим: хг = xt, xt
—

ха.

Следовательно, ABCD — параллелограмм.
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Хг,

Рис. 8.

Из равенства

х, + xt 4- Ух — Vi

теперь следует, что уг = уг, то есть A BCD—

прямоугольник.

б) Выберем иа каждой диагонали АС,
BD больший из отрезков, п» которой она

делится точкой О. Можно считать, изменив,
если нужно, обозначения, что АО ^ ОС,
BO^rOD (рис. 9). Тогда периметр треугольни-
треугольника ЛОВ не меньше лериметра треугольни-
треугольника COD, причем равенство возможно, толь-

только если АО — ОС и BO = OD. (Для того
чтобы убедиться в этом, достаточно постро-
построить треугольник А'ОВ', симметричный тре-
треугольнику АОВ относительно точки О:

А'ОВ' объемлет COD.) Но если АО = ОС и

ВО = 0D, то из равенства периметров сра-

сразу следует, что АВ ВС « CD = DA, то

есть ABCD — ромб.
И. Б. Васильев

MI30. Из чисел /, 2. к составляются

всевозможные наборы (я,, ыг а„)длины п

(легко видеть, что их к"). Выбраны два под-
подмножества Р и Q таких наборов (один и тот

же набор может входить и в Р, и в Q). Изве-
Известно, что если взять произвольный набор
(Pi. Pi, • -

•• Рп) ыэ Р " произвольный набор
(а,. <у2 д„)U3Q, то они будут совпадать
хотя бы в одном месте (то есть р(= qi для

некоторого i). Тогда либо в Р, либо в Q не

более, чем Л" наборов.

Докажите это утверждение
о) для к = 2 и любого п;

б) дляп = 1,V, 3 и любого к;
в) дляпроизвольных А^2и л^Л
Попробуйте найти другие ограничения

на количество элементов в подмножествах Р
и Q, связанных таким условием.

a) k = 2. Набор d назовем противопо-
противоположным набору d, если J получен из d за-

меной^всех 1 на 2, а 2 на 1. Обозначим че-

через М множество всех наборов, противопо-
противоположных наборам из М. Наборы dud ни на

одном месте не совпадают. Поэтому, если d

входи? в_Я, то d не может входить в Q.
Значит, Р и Q не содержат одинаковых на-

наборов. Поэтому либо в Р, либо в Q ие бо-

более половины всех наборов. Но в Р и в Я

одинаховое количество наборов. Значит, ли-
либо в Р, либо в Q не более половины всех
наборов, то есть не более чем 2я-1 набо-
наборов.

А'

б) Для п = ! утверждение очевидно.
Для л = 2 задачу можно сформулиро-

сформулировать так: ft2 точек расставлены иа плоскос-

плоскости в уздах квадратной решетки (k—l) x
Х(к— 1) (рис. 10;. Некоторые из этих точек
нужно закрасить красным, некоторые — си-

синим цветом так, чтобы любая из красных и

любая из синих точек лежали либо в одном

столбце, либо в одной строке (то есть ситуа-
ситуация в; невозможна). Одну точку можно за-

закрашивать в оба цвета (случай г). Нужно

• ••

• ••

• ••

б)
Рис. 10.

SO



kvant.mccme.ru

доказать, что всегда точек какого-то одного

цвета не более к. Рисунки а) и б) соответст-

соответствуют следующим двум случаям.
1) Вподмножестве Р есть два таких

набора (а1г а2) и (Ь1% Ь„), что ^ /Ь, и

а.2 j? &,.
Тогда в Q могут входить только 2 на-

набора (а,, Ьг) и (fclt fl2). Но 2^k, и утверж-
утверждение верно.

2) Вподмножеств? Р любые два наборе
совпадают в одном месте {для определеннос-
определенности — в первом).

Тогда любой набор из Р имеет вид (а, Ь),
где а—фиксировано. Но таких наборов i4e

более к.

Подобным, но значительно более длин-

длинным рассмотрением случаев можно доказать

утверждение и при п — 3. Рассмотрим сра-
сразу общий случай.

в) Пусть Р содержит р наборов, Q со-

содержит q наборов. Докажем индукцией по

п при фиксированном k более сильное ут-
утверждение: если р^к"*1, то при выполне-
выполнении условий задачи р ¦-{- (k — I) q =$ ft". От-
Отсюда будет следовать, что если р^к"~1, то

q ^ к»'-1.
Если и=1, то по условию p^s\. Если

р = I, то q ^ I. Если 2 ^ р^ к, то q = 0.
В любом случае р -|- {k

— I) q^. k.
Пусть для n = s утверждение доказа-

доказано. Рассмотрим п =¦ s + I. Пусть р Ss k*. На-
Надо доказать, что p-r{k— I) q^.k*+l. Обоз-
Обозначим через Р1 множество всех наборов из

Р, оканчивающихся цифрой I. Зачеркнув
в наборах из Рх последнюю цифру 1, мы

получим можество Р, наборов длины s.

Число наборов в Р1 (столько же наборов и в

Р,) обозначим через р,. Точно так же рас-

рассмотрим множества Р„ Ph (наборов,
оканчивающихся на 2,..., ft); р'.2 Pk;
Qi Qh". Qp--. Qft и числа p4,..., ph:

</i,.-, Qh- По условию любые 2 набора из

РТ и <3^ совпадают хотя бы в одном месте.
но если rjtt, то в последнем разряде они

совпадать ие могут, поэтому любые 2 набо-

набора из Рг и Qt при r^t совпадают хотя бы ы

одном месте. Так как p^k1, то Pi^k*-1,
хотя бы для одного Pi (так как набор Р
разбит на к наборов). Можно считать, что

р, 5* ft*-1,..., РиЗ***-1.

-1- D)

E)

Из этих неравенств следует, что

Рассмотрим 2 случая:
1) т — I, то есть

Pi &**-'. Р^*1 

Из сказанного выше о Рг и Q, и пред-
предположения индукции вытекают следующие
неравенства:

f Pi+ (*-!) fc^ft*.
F)

1

G)

так как pl^ks~1. Сложив неравенстваF) и

разделив полученное неравенство на к—1,

получим

Если Qi 5^ fe1 , то точно так же по-

получим

Складывая (8) и (9), получим р---
-frv, а так как p^ks, то

ft9. (Ю)

Если же <7, < **. то неравенства (9) и

A0) тем более выполняются ввиду неравгисты
E) н G). В обоих случаях, складывая (8) и

(9* и прибавляя A0), умноженное на к — 2,

получим p+q i-(k — 2)q ^2ks~(k — 2) ks.

или p-'r(k—

2) m>l. Тогда, так же как и в слу-

случае I), получим

Pi -f <7г -г

Рт -г Qi -\- • - ¦

+ ¦" ¦

-г Як
¦¦¦¦¦

Г Ят-l "Г "Г

-«- A2)

Складывая неравенства(Н), получим

р, -1 i-рт -г {т — \) <<7i -i v<?m) i-

1. A3)

Прибавляя к A3) неравенства из D) для

Pm*i<-> Pk и неравенства A2), первые т

из которых умножены на ft — т, а осталь-

остальные на к — т — I, получим рх-\- ¦ ¦ ¦ т Ркт

+ (fc—IHft Ч :-9mXm-ft*-r(*-m)X
X fc*-i -J- m (fc — m) A-5-1 -f- (fe — m) (ft — m —

— i) ft*-» = mks }- (ft — m)^ = к**1, то есть

что и требовалось доказать

Б. В. Алексеев

Большинству читателей, которые при-
присылали нам в 1971 голу решения задач из

«Задачника «Кванта», мы направили письма,

в которых указано, какие задачи решены

верно, где допущены ошибки. Ниже мы при-
приводим список тех, кто прислал правильные
и полные решения некоторых из задач
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M14I—MI50. Жирная цифра после фами-
фамилии означает последнюю цифру номера за-
задачи.

С. Абрамов (.Москва) 6; //. Ажищев
(п. Литовка Львовской обл.) 1; И. Акулич
(Хмельницкий) 2, 9; Р. Али-заде (п. Джер-
баильский) 2. 6: А. Асасян (Ереван) 2;
А. Асташов (Львов) 1—3. 5,6, 8—0; Р. Ба-

далян (г. Кафзн) 2; Ю. Бакши (Мссква) 1.
3, 5. 6; П. Баньковский (Уральск) 6—9:
А. Баранов (Семиозсрье) 6; А. Борисов
(Кабардино-Балкарская АССР) 2; О. Еег-

ларин (Снсиан) 2. 6, 9; К- Безденежных (Н. Та-

Тагил) 6; С. Беланипецкий (Киржач) 2. 7;
А. Блинов (Абакан) 2; А. Блох (Харьков) 2—
6. 8; А. Бочаров (Николаев) 2: А. Вальксв

(Ташкент) 1, 5; С. Внлксмнр (Горъковская
обл.) 3: А. Войновский A>аку) 9; А. Волков

(Москва) I, 2; А. Волков "(Челябинск) 2;
/О. Вороновский (Днепропетровск) 2; Г. Вы-

Высоцкая (Красноярск) 1—3, 6:- И. и М. Ган-
дельсман (Ленинград) 2. 3, 6; И. Гатау-
лин (Москва) 2; .'7. Генеринсвич (Ташкент) I,
2: С Гладков (Пучеж) 2; А. Гсвш (Чернее
.Московской обл.) I; А. Гордиенко (с. Пол-

тавчепское) I. 2, 6; //. Готман (Лрзямас 9;
A. Григорьева (Грозный) 2; А. Григорян
(Баку) 1, 3. 5—&-, С. Григорян (Ереван) 1,
2. 5—9; В. Гринман (.Москва) 5; Е. Гурвич
(Ташкент) I, 2; Е. Гусев (Павлоград) 2. 3;
Г. Данилсв (Магадан) 6, 9; Г. Дорман (Маг-
(Магнитогорск) 1—3, 5; В. Дремучее (Горький) 2;
С. Дужин (Могилев) 1,5,6; Э. Дяченко (г. Аи-

душевка Житомирской сбл.) 2, 8; В. Евдо-
Евдокимов (Ярославль) 9; Е. Еремин (Москва) 6.
8: А. Жданов (Новошяхтинск) 6; А.Ждансв

(Сллвянск-на-Кубани) 2, 6; В. Железный

(Ленинград) 2: А. Журавлев (Москва) 6;
Е. Зайцев (.Москва) 5; //. Захотей (с. Кар-
пинено Котовского р-на) 2; At. Зеегинцев
(Верхне-Днепровск) 2; Т. Кабальнова (Уфа) 2;
М. Кауяь (Фрунзе) I. 2, 6—9; Л. Книж-
нерман (Мсскв*) 8; В. Кситунсц (Ровск-
ска» сбл.) 6, 8. 9", О. Кокотсва (Брянск) 2;
B. Колосов (Киев) 7. 9: В. Котенев (Курск) 9;
В. Кравчук (Брест) 2; К- Кудайберденсв
(Алма-Ата) 8; Ю. Кузнецев (Караганда) 6—

9; А. Кукуш (Киев) 1—3. 6, 9; М. Курдаг-

лян (ГССР) 9; С. Лахтуров (Черкассы) 2:
М. Левин (Витебск) 1, 9: М.Лифишц (Вл-
лашиха) 6; Т. Лскотом (Одесса) 7, 9; Г. Лу-
тингер (Черновцы) 2; С. Мазуренко (Минск)
6, 9; А.Макарччев (Львов) 2. 6-9; В. Ма-
Макеев (Ленинград) 3, 5, 6, 8, 9; Г. Малинецкий
(Уфа) 2; Б. Марьяксеск|;й (Винница) 6, S;
К. Нивниксв (Ярославская сбл.) I, 2. 8;
В. Никырорсв (Чебоксары) 2, 3; А. Нико-
Николаев (.Москва) 1—3, 5; Е- Овчинникова (Се-
ь-ероуральск) 2; Е. Онегин (Скопин) 2;
B. Панарин (Красноярск) 6; И. Пантелеев
(Жуковский) 5; А. Папин (Гомель) 9; П. Па-
Парамонов (Волгоградская сбл.) I, 2, 6, 7,
9: В. Пекайте (Варняи) 6; А. Печксеский

(Москва) 1-3, 5—0; А. Питиксв (Пенза) 2;
П. Полонский (Москва) 6; В. Попов (с. Ок-
Октябрьское Иваиокекой сбл.) 2; А. Пригсда
(Караганда) 2; Л. Пугач (Днепропетровск)
1—3; 5; Д. Рогожин (Москва) 3; С. Родио-
Родионов (Саратов) 1, 2. 5; Д. Рудицер (Харьков)
1, 2.5. 6. 8, 9; Ю. Сийфаль (Давид-Городок)
2; AJ. Сапир (Свердлопск) 1—3. 6; В. Сац
(Киев) 2. 3; М. Селиверстсва (Мссконская
сбл.) 2; Д. Сергеев (Воронеж) 6, 9; Р. Си-

рста (Харьков) 2. 3, 5, 6; А. Скирко (Г)о-
литотдельсксс Волгоградской сбл.) 2;

C. Скоков(дер. Сскогки) 2; С. Слепнев (Горь-
(Горький) 1. 2; В. Слепой (Фруизе) I, 7; Щ. Сле-
Слепой (Черновцы) 6, 8; Б. Сяепченко (Челя-
(Челябинск) I, 2, 6—9; А. Сдесаренко (Рубцовск)
2; А. Сяинкин (Мссква) 1, 3, 5, 8; М. Смер-
калсв (Рыбинск) 6; В. Смирнев (Бслохово) 6;
М. Сянвиксвскнй (Москва) 2, 3; А. Сурков
(Вятские Поляны) 2; П. Сухов (Саратов) 1,
2, 6;А. Ткач (Каменец-Подольский) 2; А. Ту-
зкилин (Москва) 6. 7, 9; Э. Туркевич (Чер-
(Черновцы) 1—3, 5—9: //. Файнштсйн (Херсон) 2,
3, 6; М. Французов (Никель) 6, 9; С. Цана-
еа (Тбилиси) 8;"//. Чернев (Кривой Рог) 1 -

3. 5—9; Арк. Черняк (Минск) 1—3; В. Черт-
Чертков (Кнен) 6; Е. Чесноксв (Ивановская обл.)
2. 6; А. Шамардин (Воронеж) 2, 3; 5; В. Ше-
налдин (О'ердловск) 2; А. Шерстюк (Нико-
(Николаев) 1—3, 5. Б; В. Шрейдер (с. Михайловка
Кустанайскон сбл.) 2; И. Щербина (Днепро-
(Днепропетровск) 2, 5, 6, 8, 9; Р. Юлмухамстов
(Иткулово Б/.ССР) 6; Б. Юсин (.Москва).
2. 3.

Ю. П. Лыссх»

Ф164. Кубик из пенопласта массой М = 100 г

лежит на горизонтальной подставке. Вы-
Высота кубика равна а— Юсм. Снизу кубик
пробивает вертикально летящая пуля мас-

массой т — 10 г {рис. II). Скорость пули при вхо-

входе в кубик v^IOO м!с, при вылете — f2—
— 95 к'с. Подпрыгнет ли кубик?

Кубик может лодиры] путь, если сила F,
действующая нл него со стороны пули, ока-

окажется больше силы тяжести Mgs& I н.

Найдем эту силу. Для этого рассмотрим пулю.
На нее со стороны кубика действует такая же

по абсолютной величине, но противоположная
по направлению сила и сила тяжести mg.
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Скорость пули при нролете сквозь кубик
меняется незначительно — ее изменение рав-
равно 5 .«.V, что составляет всего 5% от скорости

пули при пходс в кубик. Поэтому можно

считать, что сила F не зависит от скорости

пули и постоянна.

Импульс пули при пролете сквозь кубик
меняется благодаря действию на пулю двух
сил —т силы тяжести и силы трения. Если

время, за которое пуля пролетает кубик,
обозначить т, то

т {и, — vt)- (F-r mg)T. (I)

Время т найти нетрудно. Средняя скорость
^1 + Ч

полети пули в кубике равна vcp «= *>

(так как силы, действующие на кубик, по-

постоянны, то постоянно н ускорение пули,
а значит, скорость пули линейно меняется

со временем). Размер кубика а. Это рассто-
расстояние пуля пролетает за время

Рис. 12.

стояние линзы F, а угол, под которым видно
Солнце с Земли, а. Так как Солнце на-

находится очень далеко от Земли, то можно

считать, что из каждой точки Солнца на

линзу попадает параллельный пучок лучей,
собирающихся в фокальной плоскости лин-

линзы. Поэтому угол а. — это угол между пуч-
пучками лучей, идущих от крайних точек Солнца.

Из рисунка 12 видно, что радиус изо-

изображения Солнца равен

Подставив это значение г в формулу (I),
найдем

Сила F больше силы тяжести, которая

действует на кубик. Следовательно, кубик
подскочит.

Ф165. Определить, во сколько раз изменится

освещенность изображения Солнца, получен-
полученного плосковыпуклой линзой, если линзу раз-

разрезать по диаметру и сложить плоскими сто-

сторонами?

Освещенность изображения Е равна от-

отношению светового потока Ф, проходящего
через линзу, к площади изображения 5.
Отношение оакшенностей алк рассматри-
рассматриваемых двух случаев можно записать так:

Освещенность поверхностей линз в обо-

обоих случаях одна и та же. Поэтому отношение

световых потоков ^— равно отношению

площадей лянз — целой и разрезанной по-

Фг 1
полам. Это значит, что ф—

= —я-.

Теперь найдем отношение площадей

изображения.
Изображение Солнца лежит п фокальной

плоскости линзы. Обозначим фокусное рас-

¦) Величина mgx много меньше изменения

импульса пули, и ею можно было пре-

пренебречь. Это "связано с очень малым временем

взаимодействия пули с кубиком.

Так как угол а мал (а «к 30'), то

а а а

tg Т
**Т и г F "Г"

Для того чтобы найти размер изображе-
изображения но вторам случае, нужно знать фокусное
расстояние составной линзы.

Заметим, что оптическая сила двух сло-

сложенных вплотную тонких лииз равна сумке
их оптических сил. Действительно, луч, вы-

вышедший из фокуса первой линзы, становится

после того, кик'он пройдет эту линзу, парал-
параллельным главной оптической оси системы

и после щ охождеиия второй линзы попадает

в се фокус. Обозначив фокусное расстояние
сложной линзы F', мы можем согласно фор-
формуле линзы написать

1

F

1 1

Но отсюда следует, что фокусное рас-
расстояние линзы, составленной из двух по-

половинок плосковыпуклой линзы, вдвое мень-

меньше фокусного расстояния целой линзы.

Благодаря этому радиус изображения Солн-
Солнца во втором случае будет вдвсе меньше, чем

в первом случае, а площадь изображения —

S, .

в четыре раза меньше, то есть ^—=
4.

Поэтому jr- = ф2- '-ф- = —-4 ™ 2.

Следовательно, освещенность изобра-
изображения Солнца увеличилась в два раза.

Ф166. В расположенном горизонтально ци-

цилиндре с одной стороны от закрепленного
поршня находится 1 моль идеального газа.

В другой части цилиндра — вакуум. Пру-
Пружина, расположенная между поршнем и стен-

стенкой цилиндра (рис. 13), находится в недефор-
S3
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Рис. 13.

мированиом состоянии. Цилиндр теплоизо-

теплоизолирован от окружающей среды.
Поршень освобождают, и после установ'

ления равновесия объем, занимаемый газом,
увеличится вдвое. Как изменится темпера-

температура газа и его давление? Теплоемкости ци-

цилиндра, поршня и пружины пренебрежимо
малы.

Согласно первому закону термодинамики
количество тепла Q, сообщенного газу, равно
сумме изменения внутренней энергии газа

AU и совершенной им работы А:

Q^hU +A. A)
Но в данном случае сосуд теплоизоли-

теплоизолирован и Q — 0. Следовательно,

Д(/ -f- A = 0. B)

То есть работа газа совершается за счет

уменьшения его внутренней энергии, поэ-

поэтому сразу можно сказать, что температура
газа уменьшается.

Пусть вначале температура газа была

Т,. давление Pi и объем Vu я после того,
как поршень освободили и установилось

равновесие, параметры газа стали соответ-

соответственно Т3, Рг и V2, причем V2 = 2V, (по
условию).

Изменение лнутренией энергии идеаль-
идеального газа пропорционально изменению тем-

температуры газа и равно

At/ - rv (Г, - Г,), C)
где rv

— теплоемкость I моля газа при по-

постоянно»! объеме.

Далее, работа, совершенная газом, равна
изменению потенциальной энергии дефор-
деформированной пружины:

D)

(х — смещение поршия).

Выразим величину -через параметры

газа.

Так как поршень после установления

равновесия находится в покое, то сила упру-
упругости пружины F — kx равна силе давления

газа PfS (S — площадь поверхности порш-

поршня):
kx = PSS. E)

Давление же газа связано с его темпе-

температурой уравнением газового состояния. Для
одного моля газа

Р2Иа = RTX. F)
54

Так как объем газа при его расшире-
расширении увеличился вдвое, а изменение объема
газа равно Sx, то Vt = 2Sx, и, следова-

следовательно,

Принимая во внимание соотношения

E) и G), можно записать

(8)

О)

Таким обрязом, работа, совершенная
газом, равна

kx-

A0)

Подставим выражения C) и A0)
в равенство B):

I

Отсюда

т, = 7у

Действительно, Т2 меньше Г,.
Теперь посмотрим как изменится давле-

давление газа. Согласно уравнению газового

состояния первоначальное давление газа
I,Г

Pv его объем Pi=-'2~ и температура Т1

были связаны формулой

Разделив это равенство на равенство
F), получим

Давление тоже уменьшилось.

Ф167. К выходу *черногэ ящика» подключен
идеальный амперметр. Если ко входу *ящика»
подключена батарея с э. д. с. Ей внутрен-
внутренним сопротивлением г. то ток через ампер-

амперметр ровно в 2 раза меньше, чем в том

случае, когда ко входу ящика подключены две

такие батареи, соединенные последовательно.

Нарисовать простейшую возможную схему

внутреннего устройства терного ящика».
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вхоа выход

Рис. 14.

Схема внутри ящика ие может состо-

состоять только из сопротивлений. Действитель-
Действительно, рассмотрим схему, показанную на ри-

рисунке 14, где R— сопротивление «ящика».

При подключении одного источника через
амперметр должен идти ток

?

R + r (I)

а при подключении двух источников—ток

2/, причем

21 =
2?

B)

Уравнения A) и B) несовместимы. Они не

имеют решения ии при каком R. Действи-
Действительно, разделив уравнение (I) на B), по-

получим

J_ _-
2 ~2\

или

а это невозможно.

Не спасает дела и подключение сопро-
сопротивления параллельно входу или выходу
ящика. (Покажите это!). Поэтому схема

внутри ящика должна включать «активный»
элемент — источник тока.

п -'

Рис. 15.

Рассмотрим одну из возможных схем,

показанную на рисунке 15, и покажем, что

она удовлетворяет условию задачи.

При подключении ко входу ящика од-
одной батареи через амперметр пойдет ток

Так как /, = 2/lt то

2(? + ?i)

Отсюда найдем

Et = — ?-

Это равенство связывает между собой
э. д. с. источника Et и его внутреннее соп-

сопротивление rt. Знак «—» означает, что ис-

источник внутри «ящика» включен навстречу

внешнему источнику.

Ф168. Шестиугольный карандаш толкнут
вдоль горизонтальной плоскости, как пока-

показано на рисунке 16. При каких значениях

коэффициента трения о. между карандашом
и плоскостью карандаш будет скользить по

плоскости, не вращаясь?
На движущийся карандаш действуют со

стороны плоскости две силы: сила нормаль-
нормальной реакции плоскости iV и сила трения /^р.
Так как карандаш не должен перемещаться
в вертикальном направлении, то си."' Л' равна
по абсолютной величине силе тяжести:

Л? — mg.

Сила же трения равна Fjp = а# = a-mg.
Рассмотрим тот момент, когда карандаш

начал катиться, поворачиваясь вокруг реб-
ребра А. В этом случае обе силы — и сила N
и сила ^тр — приложены к ребру А. Если

равнодействующая R этих сил проходит ниже

центра тяжести карандаша, то есть ниже

Рис. 16.

оси карандаша, то момент этой силы относи-

относительно оси карандаша вызывает вращение

карандаша. Если же сила R проходит выше

оси, то карандаш не будет вращаться.
Таким образом, условие того, что ка-

карандаш не будет вращаться:

а нри подключении двух
— тоК

2Е + Е1
'* ~

йг + г,
•

или

mg

amg
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Рис. 17.

Отсюда находим, каким должен быть

коэффициент трения:

1

.Многие из читателей, приславших нам

письма, решали эту задачу, пользуясь сис-

системой координат, связанной не с плоскостью,

а с карандашом. Это неннерцнальная сис-

система координат, и d ней на карандаш дей-

действует еще сила инерции
FK = та,

где а — ускорение карандаша относительно

плоскости.

Так как это ускорение сообщает каран-
карандашу сила треиия о плоскость FTP = amg,
то а — ctg, и полому Fu .= mag. Каргндаш
вращается вокруг ребра А (мгновенная ось

вращения), если момент силы Fit относитель-

относительно этой точки больше момента силы тяжести

(рис. 17), то есть если

amg ~\/3>mg.
Отсюда получаем, что карандаш катится,

не вращаясь, если

Ф169. Для дальней космической связи исполь-

используется спутник объемам V= 100 м3, напол-

наполненным воздухом при нормальный условиях.

Метеорит пробивает в его корпусе отверстие
площадью S — I см*. Оценить время, через
которое давление внутри спутника изменится
на 1%. Температуру газа считать неизмен-

неизменной. Универсальная газовая постоянная рав-
равна 8.3 10s дж/градкмояь.

Для оценки можно принять, что каждая

кз молекул воздуха в спутнике может дви-

двигаться только вдоль одной из трех взаимне-

перпендикулярных осей, одна из которых

перпендикулярна плоскости отверстия (та-
(такая упрощенная модель часто используется

в кинетической теории газов). Тогда вдоль

56

Рис. 18.

этой оси движется в любой момент 1/3 часть

всех молекул воздуха в спутнике, причем

скорость половины этих молекул, то есть

16 часть всех молекул, направлена к от-

отверстию. Из них за время т отверстия до.

стигнут и вылетят из спутника те молекулыi
которые находятся от отверстия па расстоя-
расстоянии / = J^t то есть молекулы, находящиеся

в начальный момент в объеме Vc = Svr,

где ~v — средняя квадратичная скорость мо-

молекул (рис. 18). (Мы принимаем для оценки,

что все молекулы движутся с одинаковыми

по абсолютной величине скоростями, рав-

равными средней квадратичной скорости v]-
Если число молекул в единице объема рав-
равно и, то всего за время т из спутника выле-

вылетит

Л' з= -гг- SvTn молекул.

Поскольку часть молекул вылетела из

спутника, изменится число молекул в еди-

единице объема. Это изменение есть

JL
v

I Svzn

Это соотношение можно переписать в

виде

или

Дл I Six
л
~

6

Д«
6

V

V

По условию задачи температура воздуха
в спутнике остается неизменной. Как сле-

следует из уравнения состояния идеального гэ-

за Клапейрона — Менделеева, в этом случае
давление пропорционально плотности газа

(а следовательно, и числу молекул в едини-

единице объема): Р~л. Поэтому

0^I

Принимал во внимание выражение жля

средней квадратичной скорости молекул
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можно теперь окончательно записать выра-

выражение для т:

здесь |л
— молекулярная масса воздуха, R—

универсальная газовая постоянная.

Подставляя в это выражение числовые зна-

значения, получим

100

I0-*
29

Й-8.3-]ОЭ-273

120 с-- 2 мин.

II р и м е ч а н и е: при решении задачи было

сделано несколько упрощающих предполо-
предположений. В частности, не Сылн учтены явле-

явления, связанные с соударениями молекул.
Поэтому прнведсинсе решение носит оценоч-

оценочны»"» характер и результат является пра-
правильным только по порядку величины. (Стро-
(Строгое решение задачи рмходнт за рамки школь-

школьной программы.)

Редакция получила более U00 писем с ре-
решениями задач Ф159— Ф169. С Задачей Ф159

до конца не ссрявился ни один читатель.

Наиболее интересный подход к се решению

прислал Е. Щукин (Москва). Большинство
читателей успешно справились с задачами

Ф160, Ф162, Ф164. Правильные решения
остальных задач прислали следующие читате-

читатели (жирная цифра после фамилии означает

последнюю цифру нокера задачи): С- Але-
Алехин (Липецк) 6. 8; В- Адушкин (Новорос-
(Новороссийск) 7; А. Апдагулови (д. Ново-Кутово
Чекмачушевского р-на Башкирской АССР)
5, 7 — 9; И. Акулич (Хмельницкий УССР) 7;
Н. Агищев (Липовка Николэенского р-на
Львовской сбл.) I. 7; О. Агоишна (Москва)
5, 7; С. Алексеев (с. Есбрыщсно Прнсоснен-
ского р-на Курской обл.) 7—9; А. Боевский
(Гомель) 3, 5, 6; А. Боржиевский (Оршмиг
Хмельницкой сбл.) 7—9; Л- Брагинский
(Фрунзе) 1. 3, 5; Т. Пайнтрауб (Кишенеь)
-6, 7; Д. Габриэлян (Еелая Кглктва Ростов-
Ростовской обл.) 7. 8: В. Гернст (Москва) 3, 6. 7:
Б Герасимов (Сарапул Узм. АССР) 6—8;
//. Голсвко (Прохладный) 8, 9; Б. Грибов-
скип (Мссква) 3, 5; А. Григорян (Баку) 3,
6, 7;В. Евсеев (Новокузнецк) 6—9; В. Ир-г-
Ир-гмин (Медиогорск) в. 8; В. Зубсв (Новый
Оскол) 7; В. Зсборо'хкий (Ленинград) 7;

В. Игнатьев (Волгоград) 5, 7—9; Ю. Ильи-
Ильиных (Кропоткин Краснодарского края) 8, 9;
A. Ияраияевич (Свердловск) 7; В. Канжба

(Днепродзержинск) 3, 8; С. Карпенко (Киев)
7; В. Карпинский (Свердловск) I, 3. 5—7;
М. Каневский (Хуст Закарпатской обл.

УССР) 8; Ю. Ксталев (Ковров) 6. 7; А. Кар-
ташев (.Мссква) 3. 6, 7; В. Колосса (Кис»)
7-9; С Корнилов (Грозный) 3, 6, 7; Л.Коган
(Черновцы) 3, 6—9; С. Корнеев (Новокузнецк)
7—9; /О.Костиков (.Мытищи Московской сбл.)
8, 9; В. Кривицкип (Новокузнецк) 7—9;
А Кравченко (Запорожье) 3, 6, 7; А. Кри-
четниксв (Сумы) 8, 9: Н. Кулешсв (Кре-
(Кременчуг) 7; б. Кузьмин (Мсскра) 7; М. Кур-
дачвян (Ереван) 6; Г. Лутинген (Черновцы)
3, 5, 6: А. Межерицкий (Полтава) 6, 7;
С Молотксе (Златоуст) 3, 9: С. Мазуренко
(Минск) 6. 7; А. Марксе (Орджоникидзе)
6—9; A. MaptKce (Ми асе) 8; Ю.Матвеев

(Альметьевск) 8; С. Могунов (Игбит Сверд-
Свердловской сбл.) 8. 9; А- Л'.акарычев (Льнов)
7; P. HapHVKOa (Срджсникидзе) 8, 9; А. На-

ibipcti (Булэк-Бяшннск ХаджабаОадского р-на
Андижанской сбл. Уз. ССР) 8; /О. Ишит

(Салават) 9: А. Николаев (Мссква) 3; В. Нови-
Новиков (Саратов) 7; И. Пантелеев (Геленджик)
6, 7; Ю. Полонский (Зелеподсльск) 3. 6—8;
К. Потанкин (.Магнитогорск) 6, 7; Н. Попов

(Ленинград) 7. 8; И. Парнета (Кременчуг)
6—9; М. Р.игмант (Магнитогорск) 3, 6, 7;
B. Рекрут(Киев) 6. 8, 9; Л. Рудицер (Харь-
(Харьков) I, 6. 7; А. Ролижен (Фрязино Москов-

Московской обл.) 3, 6—9; ?. Румянцев (Маричннск
Кемеровской обл.) 7; //. Румянцев (Грозный)
3; J. Степансв (Тбилиси) 3, 7; СС/.епнео

(Горький) 6. 7; В. Спиридонов (ст. Марю-
новка Ннколгег-ской обл. УССР) 7, 8; /О. Смо-

.кнчев (Ессентуки) 3. 6; 10. Сизев (Мшкк)
7; С. CcKos.ce (Владимир) 6, 7; О. Степансви
¦ Ухскпа) 9; Симкин (.Мссква) 3, 7; Б. Т/х'й-
гер (Кировоград) 8; Ф- Тахиатуллин (Таш-
(Ташкент) 3; О. Торонсв (Оренбург) 7; 0. Трунсв
(Дж&мал-Абад' Киргизской ССР) 3. 6. 7;
Ю. Филиппов (Пннск) 6, 7; //. Федин (Омск)
7; Д. Фушман (Черновцы) 3. 6—9; Ф. Фа-

Фазылов (Оренбург) 7; С. Хаменко (Подольск
Московском обл.) 3; И. Чернев (Кривой Рог)
С; 6. Шифрин (Рсстон-на-Дону) 3. в, 8;
А. Шерстюк (Николаев) 3, 5—7; Е. Шеста-
ков (д. Ровковичи Гомельской обл.) 5, 6;
Е. Щукин (Днепропетровск) 3. 7. 8; Р. Ямол-
динсв (Глазов Удм. АССР) 7.

И. Ш. Слсбодецкий
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ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА

Тригонометрические
уравнения
М. И. Шабунин, С. В. Черемных

Практика приемных экзаменов в вузы показывает, что при решении три-
тригонометрических уравнений абитуриенты нередко затрудняются в выборе
способа решения.

В простых ел учаях способ решения однозначно определяется из вида

уравнения. В данной статье авторы обращают внимание на вопросы, свя-

связанные с выбором наиболее рационального пути решения в тех случаях, ког-

когда таких путей несколько. Характер возникающих здесь затруднений
и некоторые способы их преодоления иллюстрируются многочисленными

примерами. Всюду в статье k, I, m, п — любые целые числа.

Пример 1. Решить уравнение

2 cos3 л: Ь 3 sin2 х — 2 cos x — 3 = 0.

Решение. В данном случае все совершенно ясно. Используя
формулу sin2 х — 1 — cos x и применяя подстановку у

—

cos x, приве-
приведем данное уравнение к виду

у C2if -3j,-2) = 0,

откуда г/, —-0; у,= 2-; «/.•» = 2.

Ответ: х ^~ + кл\ х^= ±-^- + 2/л.

Пример 2. Решить уравнение

6 ccss 21 -г 2 sin»21 ..

"sln'2'<~
~ C0S

Решение. Так как cos4/ — cos32/ —sin22/, то данное уравнение

приводится к однородному:

6 cos3 2t+2 sin3 2/ = (cos2 'It ~ sin2 2/)C cos 21 — sin 2t).

Легко проверяется, что cos2/ Ф 0. Поэтому, деля уравнение на

cos3 2/ и полагая u = tg2/, получаем уравнение (и + 3) (и2 + 1) = 0, имею-

имеющее один вещественный корень и -=—3 (при этом 3cos 2/ — si ti 2/ Ф 0).
Ответ: / = --i-arctg3+-y^.
Пример 3 (МФТИ, 1970). Решить уравнение

sin х A — cos x)s + cos x A — sin xJ = 2.
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Решение. В данном случае путь решения подсказывается симмет-

симметрией данного уравнения относительно sinx, cos*. Выделяя в явном виде

простейшие симметрические многочлены относительно sinд: и cos* (выра-
(выражения sinx-fcosx, sinx-cosx), запишем уравнение в виде

(sin х + cos х) — 4 sin х- cos х + sin х • cos x (sin x + cos x) = 2.

Пусть sinx + cosx = «; тогда и2 — 1 =2 sin х-cos л: и уравнение при-
примет вид

откуда ul = 0, и2 = 2 + /3~ us = 2 - /3".
Уравнение sinx + cosx = u легко решается, причем, так как |ы| =

= |sinx-i-cosx-|= v'Tcosix ^-\|<>/ \то корень ц2 = 2+у/Т не

подходит.

arccosОтвет: ж = 5.+ ftrt; x = -%-±4 4

Спедующая группа примеров показывает, что для успешного реше-
решения предлагаемых на приемных экзаменах задач недостаточно уметь
свести уравнение к одному из известных типов (уравнения, приводимые
к одной тригонометрической функции, однородные, симметрические идр.).

Пример 4 (МФТИ, 1970). Решить уравнение

sin2x. (I)

Решение. Переходя в уравнении A) к аргументу х с помощью

формул sin2*=:2sin*cosх и cos2x = cos2л: — sin2x= 1 — 2sin2x, полу-
получаем

sin x + 2 sin2 x + 2 cos x + 2 sin x cos x — 1 —0. B)

Уравнение B) можнп было бы свести к алгебраическому уравнению
относительно и с помощью так называемой универсальной подставки

и~ tg-тг, выразив sin* и cos* через и. Нетрудно убедиться, что в этом

случае получается уравнение

Зи4 + 2и3 — бы2 — бы — 1 - 0.

Мы не будем находить корни этого уравнения, хотя это можно было

бы сделать, а попытаемся найти более короткий путь решения, в основе

которого лежит разложение левой части уравнения на множители.

Уравнение B) имеет корень sin х = — 1 (при этом cos x ¦= 0), поэтому
левую часть уравнения можно разложить на множители:

A + sin x)Bsin x -f- 2 cos x — 1) « 0.

Отв ет: х =: — -^--f 2kn; x*= j--'?¦(—l)"arcsin ^
Замечание. Следует подчеркнуть, что метод разложения на мно-

множители в сочетании с другими методами является одним из наиболее эф-
эффективных приемов решения тригонометрических уравнений.
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Пример 5 (МФТИ, 1970). Решить уравнение

sin2 2х -f sin2 Зх + sin2 4х -f sin2 5х = 2. C)
Решение. Перейдем к двойному аргументу по формуле

. « 1 —cos2а ...
sin2a= ^ . D)

С помощью формулы D) уравнение C) приводится к виду

cos 4х -j- cos 6x + cos Sx + cos Юл;
—

0. E)

Далее, группируя крайние и средние члены и применяя формулы для

суммы косинусов, получаем

cos 7x ¦ cos 2x ¦ cos x = 0.

Замечание. Возможность приведения уравнения C) к виду E)
связана с тем, что с помощью формулы D) уничтожается свободный член

в правой части уравнения C) и получается в конечном счете более про-
простое уравнение E). В процессе дальнейшего решения группировка может

быть произвольной.
Пример 6 (МФТИ, 1971). Решить уравнение

sin2 х т sin2 2х = sin2 Зх.

Решение. Попытаемся и здесь использовать формулу D), хотя

на первый взгляд кажется, что эта формула малоэффективна. После пре-

преобразований получим cos 2х -г cos 4х — 1 + cos бх. Преобразуя, далее,
, 9 I -J- cos 2a

правую часть последнего уравнения по формуле cos^ a-^ — •,а левую

по формуле суммы косинусов, получаем cos Зх (cos х — cos Зх) ~ 0 или

cos Зх • sin х • sin 2х —0. F)

Ответ: х - -j-\ х =
-g- + у-

Замечание. К этому же ответу можно прийти и другим путем.
Если исходное уравнение записать в виде sin2 2х =•- (sin Зх — sin x) (sin Зх +
-\- sin x) и преобразовать в произведения выражения, стоящие в скобках,
то мы снова получим уравнение F). Оба рассмотренных способа преобра-
преобразования исходного уравнения примерно равноценны.

Пример 7. Решить уравнение

4 (tg2 х + ctg2 Х)*\—Л=. ctg2x. G)

Решение. Подстановка и — tgx достаточно естественна, если вспом-

нить, что ctg2x= s—. Применив эту подстановку, получаем

/3 и* -2и*-2 у'З и2 + 2и + /3 -0. (8)

Далее надо попытаться разложить левую часть уравнения (8) на

множители.
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Прежде чем продвинуться в этом направлении дальше, сделаем по-

попытку упростить уравнение G).

Замечая, что tg2 Л' -\ ctg2 х — —2 + sjn2 Ox, находимsjn2

1 . 1cos2x
~

sin 2x

и далее, преобразовывая, получим /IT cos22x-\-sin2x-cos2x=-0. Послед-
Последнее уравнение легко решается.

Ответ: х - ~-f —?-; х^ ~-}--?- (легко проверяется, что при

этих значениях х имеем ъ'\п2хфО).
Решение получено, однако для сравнения доведем до конца решение

уравнения G) первым способом, который пока привел нас к уравнению (8).
Группировка членов, имеющих множитель у/3, дает уравнение

которое имеет корни: и, = 1; ы2
—
— 1; ы3=а у/3; ы4 = —

—=.

Нетрудно проверить, что эти корни приводят к тому же ответу.
Замечание. Не вызывает сомнений, что в данном случае преоб-

преобразование уравнения с помощью перехода к аргументу 2х является пред-
предпочтительным по сравнению с подстановкой и

—

tg x. Ь\ы еще раз убедились
в том, что нередко увеличение аргумента тригонометрических функций,
входящих в уравнение, ведет к его упрощению.

Рассмотрим пример другого типа.

Пример 8. Решить уравнение

tg <120э + 3*) — tg A40 — х) == 2 sin (80э -г 2х). (9)

Решение. При отыскании разумного пути решения уравнения (9),
очевидно, следует обратить особое внимание на аргументы тригонометри-
тригонометрических функции, входящих в уравнение. Связь между этими аргументами

становится ясной, если заметить, что tg A40° — х) = — tg (л: + 40"). Теперь
целесообразность использования замены х -f- 403 — / не вызывает сомне-

сомнения. С помощью этой замены исходное уравнение преобразуется к виду

tg 3/ Ч tg t = 2 sin 2/, или

s'n4/
^2sin2/. A0)-tcos t- cos 3/

Так как sin 4/ — 2 sin 2t cos 2(, то уравнение A0) можно представить

в виде

2 sin 2t (cos 2/ — cos 3/-cos t)
__

cos/ cos3/

Преобразуем выражение, стоящее в скобках, используя формулу

cos2/ =cosC/ — /) —cos3/-cos/ f sinЗЛsin/.

Тогда задача сведется к нахождению тех решений уравнения

sin /sin 2( -sin 3/ =-0,
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которые удовлетворяют условию cosfcos3? ^=0, то есть к решению урав-
уравнения sin3/ — 0.

Ответ: х-—40J + -^-.
Пример 9. Решить уравнение

Решение. Если преобразовать левую часть данного уравнения по
X ]I у-

формуле суммы косинусов, то мы получим уравнение cos — ¦ cos —г- = 1.

Так как при любом а справедливо неравенство |cosa|^l,To полученное

уравнение может иметь решения лишь при выполнении условий

х

COS
—

= 1,

cos ?-

х

4
ИЛИ

Ux

4

cos — =
— 1,

= — 1.

Этим способом можно было бы найти решение исходного уравнения.
Однако к цели приводит и другой, более простой путь.

Левая часть уравнения может равняться двум лишь в том случае,

когда одновременно имеют место равенства cos Зх — I и cos
-у-

— I.

Находя решения первого уравнения \х = ~^~\ и подставляя во второе,

получаем cos—j—
— 1, откуда k = 6m.

Ответ: лг = 4/лл.

В следующих примерах требуется умение использовать понятие аб-
абсолютной величины.

Пример 10 (МФТИ, 1971). Решить уравнение

Решение. Правую часть уравнения A1) можно записать так:

/ tgzx— I = J tgx: | — 1. Грубой ошибкой было бы отбрасывание знака

модуля (к сожалению, немало абитуриентов, решавших этот пример,
допустило эту ошибку). Уравнение A1) принимает вид

tgx-«-4-ctg*Htg*|-l. A2)
Рассмотрим два случая: tg*>0, tgx<0(npn tgx = O левая часть урав-

уравнения теряет смысл).

а) Еслиtgx>0, то уравнение A2) приводится к виду ctgx = —9,
откуда следует, что ctgx<0, что противоречит условию tgx>0. В дан-
данном случае решений нет.

б) Еслиtgx<0, то, полагая u-\gx, из A2) находим

4-1=0, откуда
I I

«1 = -1г; иг~-=—т-
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Оба найденных значения отрицательны, так что условие tgx<0
выполняется.

Ответ: х= — arcig-^- + nn; x = — arctg-^-+ тп.
Пример 11. Решить уравнение

sinx+/3~cosx = V 2 + cos2x + /3"sin 2х. A3)

Решение. Так как правая часть уравнения неотрицательна, то

должно выполняться условие

sinjc + /3~cosJC2sO. A4)

Если освободиться от радикала путем возведения обеих частей

уравнения A3) в квадрат, то получим уравнение

sin2 х -f 3 cos2л: -f 2 /3~ sin xcos х = 2 + cos2x + ¦/3" sin 2*,

которое после упрощения примет вид

A5)

Мы получили тождество. Это не означает, однако, что исходному

уравнению удовлетворяют все значения х, так как уравнение A5) явля-

является лишь следствием уравнения A3). Уравнения A3) и A5) становятся

равносильными, если выполняется условие A4). Таким образом, реше-
решениями уравнения A3) являются все значения х, удовлетворяющие не-

неравенству A4), и только эти значения. Решение неравенства A4) не

представляет труда.

Ответ: —~+2лп^х^-^- + 2лп.

Замечание. К этому же ответу можно прийти несколько иным

путем. Имеем 2 + cos2х ¦+¦ т^Зsin 2х = Г1 + cos12х
— у|1 = 4 cos2 (х — -?J,

и поэгому исходное уравнение примет вид cos fд: ^-]=coslx jpj.

Д^ снова приходим к условию A4).

Упражнения
Решить уравнения:
1. (МФТИ,1969). sin*х + sin3 х-cos* + sin**cos*x -f sinx-co&x + cos** = I.

2. sin3x (I + ctg x) -f ccs3 x (I + tg x) ~ 2 Vsin x ccs x.

3. (МФТИ,1971). cos*x-|-cosa2x =

4x
4. cos -jj-

= ccssa:.

5. (МФТИ, 197С). Vl-2tg x— Vl+2ctg x=2.
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Московский институт

народного хозяйства

имени Г. В, Плеханова

МИНХ им. Г. В. Плеханова —один
из крупнейших вузов страны. На его

10 стационарных и одном заочном

факультетах обучается более 14 ты-

тысяч студентов, а на кафедрах трудят-
трудятся 500 аспирантов.

В институте имеются следующие

факультеты (с дневным и вечерним

обучением): общеэкономический, эко-

экономической кибернетики, экономики

промышленности, экономики и орга-
организации материально-технического
снабжения, финансовый, торгово-эко-
торгово-экономический, товароведения промыш-
промышленных товаров, технологический и

механический. Имеется также заоч-

заочный технологический факультет. Срок
обучения на дневных отделениях 4 го-

года, а на вечерних — 5 лет (кроме фа-
факультетов экономической кибернети-
кибернетики и механического, где срок обучения
соответственно 5 и 6 лет).

Наибольшая математическая под-

подготовка обеспечивается на факуль-
факультете экономической кибернетики. Сту-
Студенты наряду с общими экономически-

экономическими дисциплинами изучают высшую

математику и программирование на

электронных вычислительных маши-

машинах, а также цикл новых экономико-

математических дисциплин. Приме-
Применение ЭВМ в экономических иссле-

исследованиях и планировании студенты
осваивают в специальных лаборато-
лабораториях, оснащенных соответствующими
машинами по подготовке и обработке
информации и универсальной элект-

электронной вычислительной машиной

«Урал 11-Б». Сотрудники кафедры и

студенты принимают участие в науч-
научных исследованиях в содружестве с
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ГВЦ Госплана СССР и другими ор-
организациями.

Выпускники ФЭК обеспечиваются

работой в Госплане и ЦСУ СССР н

РСФСР, в научно-исследовательских
институтах, вычислительных центрах,
экономико-математических лаборато-
лабораториях и в плановых органах мини-

министерств.
Большую математическую под-

подготовку получают также студенты
экономических специальностей. Они

изучают высшую математику, про-

программирование, курсы статистики и

специальные экономические дисцип-

дисциплины. На этих факультетах готовят

экономистов широкого профиля, глав-

главным образом для работы в системе

планово-экономических органов, в

НИИ, на крупных предприятиях.
В своей многогранной деятельности

кафедры МИНХ совместное Госпланом
СССР и РСФСР и другими государст-
государственными органами помогают братским
социалистическим странам в подго-

подготовке и повышении квалификации на-

национальных кадров, делятся опытом

и оказывают помощь родственным ка-

кафедрам многих экономических вузов

страны. Изданы оригинальные учеб-
учебники и учебные пособия.

К проведению научных исследо-
исследований широко привлекаются студен-
студенты, которые участвуют в разработке
хоздоговорных тем и других иссле-

исследованиях, успешно выступают на рес-
республиканских конкурсах студен-
студенческих научных работ.

На экономических факультетах
вступительный экзамен по математи-

математике только письменный. На различ-
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ных факультетах требования по ма-

математике разные, поэтому варианты
для письменного экзамена предлага-

предлагались неодинаковой трудности. С этой
целью все задачи и варианты в целом

получили оценку в «баллах» по труд-

трудности. Задачи были разбиты на три

группы: легкие A, 2,3 балла), сред-
средние D, 5, 6 баллов) и трудные G, 8,
9 баллов).

Варианты с суммой баллов выше

25 предлагались на факультетах эко-

экономической кибернетики, товарове-
товароведения промышленных товаров, эко-

экономики промышленности и торгово-
экономическом.

Общеэкономический факультет B4)
1. Изпункта А по одному шоссе выез-

выезжают одновременно два автомобиля, а через
час вслед за ними третий. Еще через час рас-

расстояние между третьим и первым автомоби-
автомобилями уменьшилось в 1,5 раза, а между треть-
третьим и вторым

— в два раза.
Во сколько раз скорость первого авто-

автомобиля больше скорости второго, если из-

известно, что третий не обгонял первый и вто-

второй?
2. Вправильную четырехугольную пи-

пирамиду вписан шар. Расстояние от центра
шара до вершины пирамиды равно а, а угол
наклона боковой грани пирамиды к плоско-'

сти основания равен а.

Определить, полную поверхность пира-
пирамиды-

3. Решитьуравнение
cos 7х + sin2 2х — cos* 2х — cos х.

4. Решить уравнение ]g*l OOx—
— lg2 Юх -f Ig2 x = 6.

Факультет экономической кибернетики B7)
1. Из пункта А выехал первый велосипе-

велосипедист, а ему навстречу из пункта В одновремен-
одновременно выехал второй. После встречи оба вело-

велосипедиста направились в пункт В, и второй
прибыл в В на 2 часа раньше первого.

Найти скорости велосипедистов, если

известно, что расстояние АВ равно 100 км

и что второй велосипедист все расстояние
АВ проходит на 3 часа 20 минут быстрее
первого.

2- Диагонали прямой четырехугольной
призмы составляют с основанием углы а

и р. Высота призмы равна Н. Определить
объем призмы, если диагонали основания

пересекаются под угоном у.
3. Решить уравнение

4. Решить уравнение

8 cos2 х 4- 2 Vl — sin2x = 3,

п. 3
если х заключен между и п.

Финансовый факультет B5)
1. Определить стороны треугольника,

если медиана н высота, проведенные из од-

одного угла, делят этот угот на три равные
-части, а сама медиана равна 10 см.

2. Решитьуравнение
lg2 2х -4- Ig4 За' = Ig* 2 -f- lgs 3.

3. Дваавтомобиля вышли одновременно
навстречу друг другу, первый из города А,
а второй из города В, расстояние между
которыми 280 км. и через 4 часа встретились
в пункте D. После встречи первый автомобиль

пришел в город В на 2*/а часа позже, чем вто-

второй пришел в город А. Определить среднюю
скорость каждого автомобиля.

4. Решить уравнение

sin x-sin 2*-sin Здг= -т- sm4x.

Факультет товароведения
промышленных товаров B6)

1. Отпристани А одновременно отпра-
отправились вниз катер и плот. Катер спустился
bhhs по течению на 96 км, затем повернул
обратно и вернулся в А через 14 часов. Най-
Найти скорость катера в стоячей воде и скорость
течения, если известно, что катер встре-
встретил плот на обратном пути на расстоянии
24 км от А.

2. Околокруга описана трапеция с уг-
углами при основании а и р. Найти отношение
площади трапеции к площади круга.

3. Решитьуравнение

4. Решитьуравнение

-f- 11 (х + 0 ("Т") — Здг— 3 = 0.

Факультет экономики и организации
материально-технического снабжения B4)

I. Решить неравенство

4-leg. (дг*-9д:+1бI>Ь?12.

2. Найтн объем пирамиды, основанием

которой служит треугольник с углами а

и р\ если высота пирамиды равна ft и обра-
образует с каждым боковым ребром угол ф.

3. Дватуриста вышли одновременно из

пунктов А и В навстречу друг другу и встре-
встретились в 4 км от пункта В. Продолжая дви-

движение и достигнув соответственно пунктов

В и А, туристы сразу же повернули обрат-
обратно. На обратном пути они снова встретились,
но уже в 2 км от пункта А. Эта встреча прои-
произошла через 2 часа после первой. Найти ско-

скорость движения туристов и расстояние меж-

между пунктами А и В.
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4. Решить уравнение

-jj- + 3 sin2 x — 3 sin x = -к- cos 2х.

Факультет экономики промышленности B6)
1. Два поезда выходят одновременно

из пунктов А и В навстречу друг другу и

встречаются на расстоянии 60 км от середины
АВ. Если бы первый вышел на 2 часа позже

второго, то они встретились бы на середине
А В. Если же, наоборот, второй вышел бы
на 2 часа позже первого, то они встретились

бы на четверти пути от В. Найти расстояние
АВ н скорость поездов.

2. Данаправильная шестиугольная пи-

пирамида высоты //, все семь граней которой
равновелики.

Найтн объем и полную поверхность.
3. Решитьуравнение

4. Решить уривнение

cos 2x + 4 sin2 x = Т/3 sin 2x.

Торгово-экоиомическнн факультет B6)
I. Решить уравнение

v
0,125

9-3

2- Основанием пирамиды служит равно-
равнобочная трапеция, у которой боковые сторо-
стороны равны верхнему основанию и равны а,
а сстрый угол равен а. Боковые ребра пира-
пирамиды образуют с плоскостью основания угол

ф. Определить объем пнрзмнды.
3. Изпункта А в пункт В выехали од-

одновременно два автомобиля. Скорость вто-

второго автомобиля больше скорости первого
на 10 км/час. Через полчаса из А в В выехал

третий автомобиль со скоростью 60 км/час,
который догнал первый и через полтора -ча-

-часа после этого догнал второй. Найтн скорости
автомобилей.

4. Решитьуравнение
2 sin2 Зх + sin2 6x=2.

Неправильные
калейдоскопы

В «Кванте» Л1» 8, 1Э72 г.

(стр. 46) в статье «Калейдо-
«Калейдоскопы» рассказывалось о том,

что пя фотографии в калей-

калейдоскопе можно получить два
изображения в одной точке:

разные участки объектива бу-
будут снимать разные изобра-
изображения, если хотя бы один

угол калейдоскопа будет от-

180°

личен от ¦—-—.

При этом объектив надо

помещать как можно ближе

к вершине этого угла. Но ес-

если объектив диафрагмиро-
диафрагмировать, то перекрытия исчез-

исчезнут. На фотографиях в статье

различие между снимками

было незначительным. Здесь
мы помещаем более убеди-
убедительные снимки.

А. Вилснкин
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Телевизионные

физико-математические
курсы для поступающих
в вузы

В этом номере мы продолжаем публи-
публикацию материалов телевизионных курсов.

На физическом отделении курсов в тече-
течение января

— февраля изучались следующие
темы:

1) Электрическиезаряды. Электрическое
поле.

2) Проводники и диэлектрики в элек-

электрическом поле. Электроемкость.
3) Электростатика.Решение задач.

4) Электрический ток. Механизмы про-

проводимости. Закон Ома для участка цепн.

5) Электродвижущая сила. Закон Ома

для полной цепн. Закон Джоуля — Ленца.

6) Электрический ток. Решение задач.

Предлагаем вам испробовать свои силы

в решении некоторых типовых задач.

1. Дваметаллических шара имеют оди-

одинаковые заряды. Величина каждого заряда
q=+10~9 к. После соединения шаров тон-
тонким проводником потенциал их стал равным
<р
— 120 в. Определить радиус первого шарэ,

если емкость второго С2 = 10 пкф.
2. Горизонтальнорасположенное тонксе

кольцо радиуса R ~ 20 см равномерно
заряжено, плотность заряда q w т-10~7 к'см.
Из центра кольца начинает падать тело мас-

массой m -- 5 г н зарядом qt = —10~8 к. Опре-
Определить ускорение тела в тот момент, когда

оно будет на расстоянии А = 30 см от пло-

плоскости кольца.

До февраля на телекурсах на замятиях

по математике, кроме тем, перечисленных
в предыдущем номере журнала, были изу-
изучены еще такие темы:

по планиметрии- треугольни-
треугольники и многоугольники, подобие плоских

фигур, метрические соотношения между эле-

элементами плоских фигур, окружности, пло-

площади, применение тригонометрии при реше-
решении планиметрических задач;

по разделу «функции и гра-
графики» — свойства функции и применение

нх к построению графиков функций, приемы
построения графиков функций, взаимно-об-

взаимно-обратные функцнн, показательная и логариф-
логарифмическая функция, логарифмы и нх свойства.

Предлагаем читателям журнала по ука-

указанным темам контрольную работу.
Контрольная работа №2

1. Основания трапеции равны а и Ь.

Найти длину отрезка, соединяющего сере-
середины диагоналей.

2. Насторонах АВ и ВС треугольника
А ВС построены квадраты ADKBh BEPC.

Доказать, что отрезок КЕ в 2 раза больше

медианы ПМ треугольника ABC.

3. Биссектрисаугла треугольника делит

противолежащую сторону на отрезки 4 см

и 2 см, а высота, опущенная на ту же сторону,

равна "\/К>сл- Найти длины сторон треуголь-
треугольника, если известно, что они выражаются
целыми числами.

4. В окружность вписан правильный
треугольник А ВС. На дуге ВС взята произ-
произвольная точка М и соединена хордами с вер-

вершинами треугольника. Доказать, что AM —

=ВМ Ч- СМ.
5. На гипотенузе АС прямоугольного

треугольника ABC построен квадрат. Центр

квадрата соединен с вершиной В- На какие

отрезки разбилась гипотенуза, если известно,

что катеты треугольника равны 21 сч к 28 см.

в. В трапеции A BCD диагонали пере-
пересекаются в точке О. Площадь треугольника
ВОС равна Ь2, площадь треугольника AOD

равна а2. Найтн площадь трапеции (AD
к ВС — основания).

7. Втреугольнике одни из углов равен

G0', а противолежащая этому углу сторона
делится точкой касания вписанной окруж-

окружности на отрезки а и b Найти площадь тре-

треугольника.
8. Вычислить491-О.2Б log, 25

9. Вычислить log19 1G, если известно.

что Iog1428—a.

/х
xt

.

)
¦

t .

)
¦

И. А. Дьяконся,
А. Г. Мордкоеин,

И. И. Наслузов
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m
«Квантвант» для младших школьников

ЗАДАЧИ

1. Мышкедо норки 20 шагов.

Кошке до мышки 5 прыжков. Пока

кошка совершит один прыжок, мыш-

мышка сделает 3 шага, а один кошачий

прыжок равен по длине 10 мышиным

шагам.

Догонит ли кошка мышку?
2. Как можно измерить высоту

телеграфного столба, имея в своем

распоряжении только небольшую ли-

линейку? (На столб залезать нельзя),
3. Найдитенаименьшие натураль-

натуральные числа a, b (b > 1), удовлетво-
удовлетворяющие равенству

Га/а =5.

4. Каналпредставляет собой же-

желоб, установленный на сваях. Ме-

Меняется ли сила давления на сваи, ког-

когда по каналу тянут баржу?
5. Напрямой через равные про-

промежутки поставили 10 точек, они за-

заняли отрезок длины /. На другой пря-
прямой через такие же промежутки по-

поставили 100 точек, они заняли отре-
отрезок длины L. Во сколько раз L боль-
больше /?

6. Пошоссе со скоростью 100 км/ч

движутся машины. При этом расстоя-
расстояние между машинами, идущими друг
за другом, около 15 м. Можно ли

потребовать, чтобы на более узком
участке «для обеспечения безопас-
безопасности» скорость машин понижалась

до 15 км/ч?

»8
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КАРТЕЗИАНСКИЙ ВОДОЛАЗ

Бумажный кораблик легко дер-
держится на воде, но, когда бумага на-

намокает, кораблик тонет. Сухой ко-

кораблик держит на поверхности еоды

воздух, находящийся год куполом.
Если купол намокнет и расползется,
то воздух из-под нею выйдет, и ко-

кораблик утонет. А нельзя Аи сделать

так, чтобы воздух то выходил из-под

купола, то входил, а кораблик то

тонул, то всплывал — по нашему же-

желанию?

Оказывается, можно. Впервые та-

такую игрушку сделал великий фран-
французский ученый и филсесф Рене Де-
Декарт, и теперь ее называют «карте-

зианским водолазом» (по латыни Рене

Декарт звучит как Ренатус Карте-
зиус). Только в ней воздух не входит,

и не выходит, а сжимается или рас-

расширяется.
Устройство «водолаза» показано на

рисунке. Возьмите молочную бутыл-
бутылку, пузырек от какого-нибудь лекар-
лекарства и надувной резиновый шарик
(им придется пожертЕовать). Бутыл-
Бутылку наполните водой почти до гор-
горлышка. Пузырек опустите отверстием
вниз в воду и, наклонив его, впустите

в него немного воды. Количество воды"

в пузырьке надо отрегулировать так,

чтобы пузырек держался на поверх-
поверхности воды, но от малейшего толчка

уходил под воду (удобно взять со-

соломинку и через нее вдувать под водой

Еоздух в пузырек, пока он не всплы-

всплывет). Затем накроите горлышко бу-
бутылки резиновой пленкой от шарика
и привяжите се ниткой вокруг гор-
горлышка.

Нажмите на пленку — и «водолаз»

пойдет ко дну. Отпустите — и «во-

«водолаз» всплывет. Тонет он вот почему.
Когда вы нажимаете на пленку, воз-

воздух под ней сжимается, давление в

бутылке увеличивается и загоняет в

пузырек еще немного воды. Пузырек
становится тяжелее и опускается.
Как только вы отпускаете пленку,
давление в бутылке уменьшается, сжа-

сжатый воздух в пузырьке выгоняет лиш-

лишнюю воду, и «водолаз» всплывает.

А теперь попробуйте решить сле-

следующую задачу (если вы сделаете

«водолаза», то можете провести и

эксперимент).
Задача. При увеличении дав-

давления воздуха над поверхностью во-

воды «картезианский водолаз» тонет.

Опускается ли «водолаз» до дна при
небольшом увеличении давления или

может остановиться «по дороге», не

дойдя до дна (то есть можно ли

убрать резиновую пленку и исполь-

использовать эту игрушку как барометр,
отметив на бутылке глубины погру-
погружения «водолаза», соответствующие

резным давлениям над водой)?

А. И. Виленкин
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ИНФОРМАЦИЯ

Экономико-математическая
школа при экономическом

факультете МГУ

Знания, которыми не обладают школь-
школьники, весьма обширны. Эта переделка афо-
афоризма Бернарда Шоу как нельзя более отно-

относится к экономике: школьники плочо зна-

знакомы с экономикой к имеют о ней самые

противоречивые сведения. Да и трудно
понаслышке составить себе верное пред-
представление о столь елгжном предмете. Даже
титаны человеческой i/ысли ке были едины
в ее оценке. Так, один из творцов кпантовой

нехаиикиМакс Планк вачннэл с экономики,

но она показалась ему слишком трудной,
н он обратил свой раз>м к более легкой,
по его мнению, физике.

Дать школьникам представление о со-

современной экономической науке, познако-
познакомить с основными экономическими понятия-

понятиями, лающими ключ к пониманию социальной

действительности, привить вкус к эконо-

экономике — вот цель созданной 8 19С8 году при
.МГУ Экономико-математической школы

(ЭМШ).
В ЭМШ принимаются девятиклассни-

девятиклассники и десятиклассники. Все поступающие

сдают письменный экзамен по математике —

отдельно 9-е и отдельно 10-е классы (пред-
(предлагаемый вариант содержит по 4 задачи, ке-

которые из них приведены в конце статьи).
В сентябре 1972 года на вступительный экза-

экзамен пришло около 700 ребят. Пришлось с ве-

великим сожалением отобрать из них 120 девяти-
девятиклассников и 80 десятиклассников. Счаст-
Счастливчики вместе с 70 «старыми» слушателями

(ребятами, которые занимались в ЭМШ в де-

девятом классе) в октябре приступили к за-

занятиям.

Занятия в ЭМШ проводятся два раза в

педелю во второй половине дня. Девятиклас-
Девятиклассники (наш нервый курс) изучают введение

в современную математику и основы поли-

политической экономии. В математический курс
включены в первую очередь те разделы, ко-

которые используются в современной эконо-

экономической науке и способствуют формиро-
формированию логического мышления, столь харак-
характерного для современного экономиста. Это

основы теории множеств, высшей алгебры,
элементы математической логики и матема-

математического анализа, введение в теорию вероят-
вероятностей. С политической экономией ребята
знакомятся примерно в объеме первого томя
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«Капитала» К. Маркса. Для них становятся

близкими такие понятия, как «товар», «день-
«деньги», «капитал», «прибавочная стоимость»
и т. д. Многие ребята открывают для себя

новую, совершенно неизвестную и уплска-
тсльную науку.

Десятиклассники слушают един из

спецкурсов на выбор: «Диалектика и полит-

политэкономия», «Макроэкономические модели»,

Современные методы планирования и уп-

управления», «Математические методы анализа

экономики», «Экономические приложения

теории игр», «Кибернетические системы».

Спецкурсы — это серьезные «кусочки» сов-

современной науки, но читаются они так, чтобы

школьникам было и интересно, и понятно.

Помимо спецкурсов у десятиклассников ве-

ведутся занятия по элементарной математи-

математике, иа которых они более глубоко знако-

знакомятся с некоторыми разделами школьного

курса.
По окончании ЭМШ слушателям выда-

выдается Выпускное свидетельство. Основная

часть выпускников поступает, конечно, на

одно из двух отделений экономического фа-
факультета МГУ (отделение политической эко-

экономии или отделение планирования и эко-

экономической кибернетики). Часть ребят из-

избирает дру! ке экономические вузы, например.
Московский институт народного хозяйства,
Мсскопский экономико-статистический ин-

ститут.
Научно-методическое руководство ра-

работой ЭМШ осуществляет Предметная ко-

комиссия, состоящая из преподавателей кафедр
политической экономии и математических

методов анализа экономики.

Организационную работу ведет Совет

ЭМШ. куда входят аспиранты и студенты
экономического факультета.

В работе ЭМШ принимают участие пре-
преподаватели, аспиранты и студенты экономи-
экономического факультета МГУ, мехмата МГУ, на-

научные сотрудники Института мировой эко-

экономики и международных отношений и Цен-
Центрального экономико-математического ин-

института Академии наук СССР.

Очередные вступительные экзамены в

ЭМШ состоятся в сентябре 1973 г.

Ждем вас, будущие экономисты!
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Задачи из ¦ариантов вступительного

экзамена по математике в ЭМШ

9-й класс

1. Назаводском складе хранилось более

ста одинаковых коробок с заготовками. Вслед-
Вследствие потребления количество заготовок че-

через некоторое время уменьшилось. Когда
в каждой коробке осталось лишь по семь

заготовок, на склад привезли еще 14 пол-

полных коробок, после чего о'бщее количество

заготовок оказалось на три меньше, чем до

потребления. Сколько коробок с заготовками

хранилось иа складе первоначально?
2. Вквадрате со стороной а середины

двух смежных сторон соединены между ссбой
и с противоположной вершиной квадрата.
Вычислить площадь полученного треуголь-
треугольника.

3. НайтиЛи/, если они являются кор-
корнями уравнения дг -г kx -+¦ /

-

0.

4. Тридцать студентов с пяти курсов
придумали сорок задач для олимпиады, при-
причем однокурсники

— одинаковое число задач,
а студенты с разных курсов

— разнес. Сколь-
Сколько студентов придумали ровно по одной за-
задаче?

5. Утром в магазин привезли шесть
бидонов молока, 8 которых было 15, 16,
18, 19, 20, 31 литров. До обеденного перерыва
было продано полностью молоко из трех

бидонов, а к закрытию магазина продали

целиком молоко еще из двух бидонов. Ока-
Оказалось, что утром было продано молока вдвсе

больше, чем после обеда. Установить, из

каких бидонов было продано молоко до обе-

обеденного перерыва.

6. Высотаостроугольного треугольника
равна 25 см. Иа каком расстоянии от вершины
нужно провести прямую, перпендикулярную
этой высоте, чтобы площадь треугольника
разделить пополам?

7. Определить о так, чтобы един из

корней уравнения

.
15

был квадратом другого.
8. Семь грибников собрали вместе

100 грибов, причем все семь собрали разисе
число грибов. Доказать, что есть трое грнб-
ииков, которые собрали вместе ие меньше

50 грибов.
9. Надоске написако пять целых чисел.

Сложив их попарно, получили следующие

десять чисел: 0, 2,4, 4. 6,8,9, 11,13, 15.
Какие пять чисел были написаны иа доске?

10. Наосновании равнобедренного тре-
треугольника как на хорде построена окруж-
окружность, касающаяся равных сторон треуголь-
треугольника. Найти радиус окружности, если сс-

нованис треугольника равно а и высота Ь.

11. Определитьа так, чтобы уравнения
х* -и х -»- а = 0
х2 -f ох + 1 = 0

имели общий корень.

10-и класс
1. Имеется л городов. Каждый город

соединен с каждым другим авиалинией,
причем не по всем линиям движение возможно

в обе стороны. Доказать, что можно выбрать
такой маршрут, чтобы проехать по всем го-

городам.

2. Мауглипопросил сбезьян принести ему

орехи. По дороге обратно оСезьяны передра-
передрались и каждая кинула в каждую по одному
ореху. Принесли они 26 орехов. Сколько было
обезьян и сколько каждая из них сорвала
орехов (все обезьяны сорвали орехов поров-
ну)?

3. Мальчик купил черные карандаши
по 3 коп., красные по 5 коп., синие по

7 кон. — всего 8 карандашей на 42 коп- Из-

Еестно, что количество красных карандашей
минус количество черных

— полный квад-

квадрат. Сколько куплено карандашей каждого

вида?

4. Решитьв целых числах 2>х + 4х = Iх.

5. Трирыбака наловили рыбы и легли

спать. Первый проснулся, увидел, что число

рыб не делится на три, гыбрссил одну рыбу,
забрал треть сставшихся и ушел. Проснулся
второй, увидел, что число рыб не делится на

три, выбросил одну, забрал треть остапшнхея

и ушел. Аналогично, не зная, что товарищи
ушли, поступил и третий рыбак. Определить
минимальное число рыб, которое они могли

поймать.

6. Даночисло, взаимно простое с 30.

Доказать, что остаток от деления его на 30 —

число простсе.
7. Взоопарке живут слоны, львы и носо-

носороги, всего 30 животных. Для них есть три

вида клеток, всего 7 штук. В каждой клетке

сидит 2 носорога, или 4 льва, или 7 слонов.
Сколько клеток каждого вида?

8. Данвыпуклый четырехугольник с пе-

периметром Р. Его стороны раздвигаются иа

единицу вовне, затем продолжаются до перс-
сечения. Доказать, что площадь ноеого че-

четырехугольника больше Р + 3.
9. Сколькоимеется чисел от 1 до 1000,

которые делятся либо иа 5, либо на 7, либо
на то и другое?

10. В прямоугольном треугольнике
с целочисленными сторонами длина гипо-

гипотенузы делится на 3. Доказать, что длина

каждого из катетов делится на 3.

11. Данопятизначное число. Если при-
приписать единицу впереди него, то мы получим

шестизначное число, которое втрое меньше
шестизначного числа, полученного припи-
приписыванием единицы в конце. Найти это число.

12. Даиа окружность и точка А вне ее.

Из точки А проведены секущие А В и АС.
г.ерссекающис окружность в точках М и К
соответственно. Доказать, что треугольники
AMК и ABC подобны.

ВВ. Иванов
А. Г. Фокотсв

71
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РЕЦЕНЗИИ, БИБЛИОГРАФИЯ

Отпугивающая
реклама

Всю Еесиу Володя был предельно со-

сосредоточен. Окружающие знали: он будет
сдавать экзамены в Московский универси-
университет, и относились к нему с подчеркнутым вни-

вниманием. Володя работал изо всех- сил, каж-

каждая минута была на счету. Человек, как го-

горят. выкладывался.

Заиел он однажды ко мне. Попросил:
—Решите, пожалуйста, задачку, — и по-

ложкл на стол листок с уравнением

Взглянув на пример, я сразу же принялся ре-
решать его иг. том же листке. Потом взял дру-
другой, чистый, уселся поудобнее и стал писать

снова. Когда я достал четвертый листок, то

обнаружил, что Володя незаметно исчез.

Задача не получалась, и я подумал, что Во-

Володя просто решил пошутить.

Спустя несколько дней я встретил Во-

Володю на улиие.
— Нукак, вышло у вас то уравнение? —

спросил он. Хотя п его глазах не было и тени

усмешки, я все-таки сказал:
- Ты знаешь, Володя, у меня не на-

нашлось времени, чтобы разгадать твею шутку.
Расскажи-ка лучше сам, п чем там дело.

— Даэто совсем не шутка,
— всполо-

всполошился Володя. — Это пример с прошлогод-

прошлогодних экзаменов. Я его, правда, не умею решать.
— Вотчто, Володя, пойдем-ка сейчас

ко мне и добьем этот пример.

•Мы просидели почти час, а пример так

и tie поддавался.

— Можетбыть, сшибка в условии? —

предположил я, когда были испробованы все

известные мне подходы.

— Нет,все верно,
— твердо сказал Вс-

лодя. — Мы с Толиком из книжки решали,
там все так. Да я се принесу, у меня и другке
вопросы были.

И он принес книжку, на титуле которой
стояло: «Справочник для поступающих в Мос-
Московский университет» *). На стр. 183 был

*) «Справочник для поступающих в Мо-

Московский университет». Под редакцией
В. И. Тропина. Изд-80 Московского уни-
университета, 1972, 254 стр. Тираж 70 000 экз.

Цена 50 коп.
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наш злополучный пример..Мы полезли в от-

ответы, там значилось: х = 3; х — 4. Под-
Подставили — ни одно нз этих значений не по-

подошло.
— Дослано, Володя, что мы потратили

зря столько времени. Но иедь научиться ре-
решать подобные уравнения тебе все равно
надо. Смотри, на предыдущей странице ана-

логичнее уравнение;

„•_ 2х —

+ А-2*-2.

Давай решим его. Видишь, здесь нужно
только правильно сгруппировать члены,

чтобы разложить на множители.

Увы! Через несколько минут стало ясно,

что и этот пример нам не под силу. Загляну-
Заглянули в ответ: х = 2; к —¦ 4. Псдставили — оба

корня не подошли. Когда я заявил Володе,
что н этот пример не верен, он взглянул i:a

меня с некоторым недовернем, но все-таки

вытащил листок с вопросами.
— Вы знаете, мы в школе не проходили,

что таксе тангенс по ссновапию лг, а это нуж-

нужно знать.—И о» показал мне пример ка

стр. 196: требовалось решить уравнение

Igjt V! "?¦ coS 2* = sin 2дг.

— Не бывает никаких оснований у тан-

тангенса ! Здесь, наверное, был логарифм, а при
наборе получился тангенс

Я заглянул через Володино плечо в лис-

листок с вопросами и понял, что не расстанемся
мы до поздней ночи. Оказалось, что невоз-

невозможно решить уравнение 2 на стр. 192,
log г-(х—0.Ь}

где вместо 2 напечатано

2log V 2 <*-0.5).
неравенство 4 на стр. 195.

где вместо logcCg 1,5 стоит log cos x 1.5;

уравнение 3 на стр. 197, где вместо

"l/l -{- cos 2x набрано ~|/Т + cos 2x; уравне-
уравнение 2 из второго варианта (стр. 193), где

выражение 5 ~\/х ¦ j- 3 — 8 следует читать как

УТ — 8.
Велико число сшибок и в ответах. Па-

пример, неверные отпеты даны к задачам .\"e I

из первого и третьего вариантов факультета
вычислительной математики н кибернетики,
к задаче N° 5 из второго варианта отделения
гйщен геологии, к задаче J\"» 5 из второго

варианта филологического факультета, к за-

задаче .N« 2 из второго варианта отделения
экономической кибернетики и т. д. и т. п-

Причем многие сшибки можно обнаружить,
не решая соответствующих задач. Например,
на стр. 224 помещен такой ответ: Sog., 3 <

< дг < 0, откуда следует, что log t3 — число

отрицательнее, а каждому выпускнику сред-
средней школы известно, что это не так.

Список сшибок и разного рода небреж-
небрежностей можно было продолжать и продол-
продолжать. Володя, воспитанный в духе уважения
к печатному слову, был искренне удивлен.
Он получил первый в своей жизни, но очень
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наглядный урок, подтЕерждающий старую
пусскую поговорку про бумагу, которая
все стерпит. Но разве Володя один? Кто смо-

сможет оценить тот ущерб, который нанесен

издателями этого справочника? Кто вернет
читателям этой книжки драгоценные часы,

потраченные попусту? Как зиать, быть vo-

жст, не пошел сдавать экзамены в МГУ буду-
будущий Ньютон и не пошел только потому, что

не смог решить кем-то неверно переписанные
и опубликованные в официальном издании

примеры.

Небрежность, с которой составители

справочника отнеслись к абитуриентам
1972 года, видна также в списке рекоменду-
рекомендуемой литературы (стр. 179), где перечислены
относительно давно вышедшие книги по

математике, рассчитанные главным образом
на поступающих во втузы (заметьте, что МГУ

совсем не втуз!). При этом не указывается ни

одна из книг, написанных специально по

материалам вступительных экзаменои в МГУ.
В частности, нет основной книги, ставшей

в последние годы наиболее популярной среди
выпускников и обобщающей богатейший опыт

приемных экзаменов в МГУ за последние

10—15 лет, — «Пособия по математике для

поступающих в вузы» Г. В. Дорофеева.
М. К Потапова и И. X. Розова. Кстати, имен-

именно эта книга допущена Министерством выс-
высшего и среднего специального образова-
образования СССР в качестве учебного пособия для

слушателей подготовительных отделений

высших учебных заведений.
У меня на полке стоит несколько прс-

шлых изданий «Справочника для поступаю-
поступающих в Московский университет». Я покупаю
его с 1969 года — с тех пор. как в нем на-

начали полностью помещать варианты письмен-

письменных работ по математике, предлагавшиеся
в МГУ. После этого справочник стал попу-

популярным ие только среди абитуриентов МГУ,
но и среди многих преподавателей вузов
и учителей математики. И если работники
издательства .Московского университета

будут так же небрежно относиться к опуб-
опубликованию этих вариантов, как в 1972 году,

то они тем самым серьезно дезориентируют

поступающих, и в первую очередь тех из них,

кто живет вдали от больших Городов.
— Л как же Володя? — спросите вы.

Ои поступил в Московский университет,
хорошо учится. Хочется пожелать, чтобы в

будущем такие события происходили не во-

вопреки тем изданиям, которые призваны по-

помочь абитуриентам, а благодаря им.

П. А. Серпов

Влажность

и климат

Известно, что вода сб-

ладает большей теплоемко-

теплоемкостью, чем воздух. При наг-

нагревании воды на Г С надо
затратить в 3000 -раз больше
тепла, чем при нагревании
такой же массы воздуха.

Средняя температура по-

поверхности мирового океана

17,4" С, тогда как средняя
температура воздуха на всем
земном шаре 14е С. Таким

сбразом, зимой мировой
океан служит как бы

гигантской «печкой», кото-

которая сбогревает сушу.
Правда, теплообмен

между водок и воздухом про-
происходит несколько своесб-

разко: существенную' роль

при этом играет влажность

воздуха. Приведем очень лю-

любопытную заметку из днев-

дневника одного из участников
экспедиции на Эльбрус в

августе 1927 г.

«23 августа, после 5 ча-
часов, один из нас принес ведро

воды для хозяйственных

иужд экспедиции из ручья,
стекавшего с ледника Малый
Лзау. К 6 часам вода покры-
покрылась ледяной пленкой при

температуре воздуха +8, 8",
что показывает большое зем-

земное излучение, вызванное ма-

малым содержанием водяных
паров в атмосфере».

На самом - деле следует
заменить красивые слова

«большое земное излучение»
на более правильные

— «ин-

«интенсивное испарение». В та-

таких характерных условиях,
как, скажем, в Мурманске,
«потепление» климата неиз-

неизбежно сопровождается по-

повышением влажности. Это

происходит потому, что кли-

климат Мурманска определяется
теплым течением Гольфстрим,
которое нагревает прибреж-
прибрежные воды Баренцева моря.
Мало кому известно, что если
бы эти воды в процессе тепло-

ебмеиа с воздухом теряли бы
тепла еще иа 1 градус боль-

больше, то средняя температура
воздуха для Мурманска повы-

повысилась бы на 10 градусов!
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Новые
книги

Начиная с этого номгра. «ы

будем помещать краткие ан-

нотанми на книги, вы ходя-

ходящие 8 1973 году и представ-
представляющие шпоре: для наших

читателей.

В 1 квартале 1973 гола

выйдут в свет след>юшис

книги (заказы можно на-

направлять через магазины

«Книга — почтой»).

Математика
Издательство «Наука»
1. Ге л I) ф а и д П. М.,

Глаголева Е. Г., Кн-

р и л л о в А. А., Метсд

координат. (Обт.еи о л., ти-

тираж 200 000 экз., пе-

пена 13 коп.)
Киша посвящена изло-

изложению одного из основных

понятий математики — ме-

метода координат. На различ-
различных, чрезвычайно удачно по-

дсбранных гримерах авто-

авторы показывают, как «рабо-
«работает» это понятие н мате-

математике.

Книга рассчитана на

школьников 8—!0 классов,

интересующихся м&тема-
тикой.

2. Градштсйн
И. С, Прямая и обратная
теорема. (Объем 7 л., тираж
50 000 экз., цена 23 коп.)

В книге изучаются от-

отдельные вопросы .математи-
.математической логики, связанные со

школьным курсом матема-

математики (необходимые и доста-

достаточные условия, прямые и

обратные теоремы, доказа-

доказательство от противно-
противного и т. д.).

На разборе ряда конк-

конкретных примеров автор по-

показывает, как довольно тои-

кне понятия математической

логики, теории множеств мо-

могут быть использованы при

74

изучении школьного курса
математики.

Книга написана простым

и увлекательным языком.

Книга рассчитана на

школьников 8—10 классов,

будет полезна также для учи-
учителей, ведущих факультатив-
факультативные занятии.

Издательство «Мир»
3. Бахм а и Ф.,

Ш м н д т Э., п-угояьники.
(Объем 10 л., тираж 30 000

эк*., цена 74 кон.)
В книге популярно, на

материалах элементарной
математик» излагается тео-

теория, устанавливающая за-

зачастую совершенно неожи-

неожиданную связь между геомет-

геометрией и современной алгеброй.
Большое количество зе-

дач, помешенных в книге,

очень помогает в усвоении
излагаемого материала.

Книга достуниа и пред-
представляет большой интерес
для самого широкого круга
читателей, в том числе и

для школьников 8—10 клас-

классов.

Физика

Издательство «Наука»
4. Надчем думают фи-

MtKu. Выпуск 9. (Объем 14 л.,

тираж 50 000 экз., иена

70 коп.)
Этот сборник перевод-

переводных статей посвящен вопро-
вопросам физики элементарных
частиц. Сборник составлен
из научно-популярных ста-

статей, авторы которых явля-

являются крупными учеными,
творчески работающими в об-
области теоретической и экс-

экспериментальной физики.
Сборник рассчитан на

самый широкий круг чита-

читателей, в юм числе и школь-

школьников старших классов'.
5- Гребенников

Е. А., Николай Коперник.
(Объем 6 л., тираж 25 ОСО

экз., цена 22 коп.)
В книге в популярной

форме изложены события,
факты и основные идеи, свя-

связанные с появлением теории

Коперника.
vJ<iinra ргесчитана на са-

самый широкий круг чита-

читателей.

6. IIIк л о в с к и й

И. С, Вселенная, жизнь.

разум. (Объем 22 л., тираж
50 000 экз., цена ] р. 20 коп.)

Книга посвящена увле-
увлекательной проблеме — су-
существования иноземных ци-
цивилизаций. В ней также до-
достаточно полно и популярно
изложены основные вопросы
современной астрофизики.

Книга рассчитана на ши-

широкий круг читателей, вклю-

включая школьников старших
классов.

7 Г у р с в и ч В. 3.,
Энергия невидимого спета.

(Объем 8 л., тираж 25 000

экз.. цена 50 коп.)
Эта книга — сб инфра-

инфракрасных лучах. О том. как

они помогают управлять ра-
ракетами и спутниками, спить

карту планеты, о том, как

с их помощью расшифровы-
расшифровывают состав неизвестного ве-

вещества и о многих других

примерах использования

этих лучей.
Книга рассчитана иа ши-

широкий круг читателей.
8. Островский

Ю. И., Голография и ее при-

применение. (Объем 8 л., тираж
20 000 экз., цена 60 коп.)

Голография—это новый
бурно развивающийся в по-

последнее время метод регис-
регистрации и восстановления све-
токых, акустических радио-
радиоволн. В книге изложены ос-
основы теории и эксперимен-
экспериментальной техники примене-
применения голографии.

Книга рассчитана на ши-

широкий круг читателей.

Издательство «Атомиздат»
9 Кедров В., Ирен

и Фредерик Жо.иго-Кюри.
(Объем 9 л.. тираж 90 000

экз.. цена 29 кон.)
Книга м живой и попу-

популярной форме знакомит с

жизнью и научным твор-
творчеством замечательных фран-
французских ученых Ирен и Фре-
Фредерик Жолио-Кюри.

Книга рассчитана на са-

самый широкий круг чита-
читателей.

М. JI. СПолянский
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ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ, РЕШЕНИЯ

К «Задачам»

(ел. стр. 38}

1. Сумма очков на верхних гранях двух

кубиков не меньше 2 и не больше 12. Наи-
Наиболее вероятна та сумма, которая может

быть получека наибольшим числом сложе-
сложении двух слагаемых (учитывая и их поря-
порядок), каждое из которых есть одно из чисел

I, 2, 3, 4, 5, 6. Наибольшим числом сло-

сложений—шестью—можно образовать сумму 7:

1 -f-6. 2-J-5. 3-М. 4-f3. 5-J-2, 6+1.

x = ±-~- arcccs i jlIL-i- л*.
z 4

Я 2kR
4. x= Зля; x—±-j -j- -s- •

5. x ^ - arclg A + 1/2 ) -f лл =--

3

2. —

у V4**** =П«-
целое число, то есть 2»» — точный куб.
Но между числами 200 и 299 единственный
точный куб — это число 216 = б3. Следова-
Следовательно,

v 4 • • • • = б.

5 --

3. Пустьу««««*4=х, а5 —••••'•4.

Легко показать, что х оканчивается цифрой
4. Но х> 10, так как 105 = 100 000< 4
и х<20, так как 20* = 25-10* = 32-10& —

число семизначное. Итак, |0<х<;20. поэто-

поэтому х = 14.

4. 10=1013
5. 63= 778" =^3334 ~= 111 Illj.

6. 1950-?-1475 = 3435.

7. Втурнире участвовал только один

девятиклассник, который набрал 10 очков.

(см. стр 44)

Три деревни Косоглаз, Борода
и Алощек лгуновцы, Курнос чередовец, Длин-
Длинноух — прявдовеи.

Юным мыслителям «Иди не-

немедленно в комнату номер двести три». При
решении воспользуйтесь принципом теле-
телевидения и сложите из этих 35 букв прямо-
прямоугольник размером 5X7.

К статье «Тригонометрические уравнения*

1.x — -д~. Указание. I = (sin2x \-

2. х — -г- -\-2ka. Указание. При-
Привести левую часть уравнения к виду cos x-j-
-}- sin x и возвести в квадрат.

К статье «Московский институт народного

хозяйства имени Г. В. Плеханова»

Общеэкономический факультет

1. Трудность задачи состоит в том, что

нужно найти не сами неизвестные величины,

а их отношение.

Пусть скорости автомобилей будут со-

соответственно «!« vt и v3. Тогда

-у I»! = 2ut — »„

Имеем систему двух уравнений с тремя
неизвестными.

Вычтем из первого уравнения второе:

1 _L

и поделим его иа v2

з

2

2. 1) SIi

2) Sn^-^-

3) OOj= ОМ == a cos a (A0SM);

4) О±Е=
а а

ctg -2~= a cos а t

5)
а

= 20j? = 2а cos а ctg-^;
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6) S? =
a cos a ctg

a =l; Xl= 10;

cos a cos a

a
= a ctg ~y ',

7) Sn = 2a cos a ctg -«-[ 2a ctg -«-+
* V ^

a\ a
-f 2a cos a ctg у 1 = 4a* clg*

~

cos aX

fcc a
X (I + cos a) = 8л2 cfgs ~y

cos a cos2 -у;
a ct

S,, = 8a* ctg* -~- cos a cos2 ~o~ кв. ед.
.

Здесь наиболее частая ошибка — непра-
неправильное проведение радиуса шара в точку
касания. Многие абитуриенты изобразили
его параллельным основанию пирамиды.

3. cos 7х -{- sin2 2х = cos2 2х — cos x:

I — cos 4a;

2

I + cos 4x
•
— cos x;

2 cos 4x-cos За; = cos Ax;

cos 4дг-B cos За; — 1)
— 0.

1) cos4x= 0; х = -i- -t- -j- k;

2) 2cos Zx — 1 = 0;

cos За; = -5-;

- — ~

4. Ig2 ЮОдг — Ig2 Юх + lgs x = 6;

B -{- Ig xJ— A -f- Ig x)a -f Ig2 x = 6;

Уг+2у — 3 = 0;

= — 3; х2 =
J_
1000

'

Факультет экономической кибернетики

1. 100 100
= 2,

_

в,
-

3 '

100 (f2 — uj = 2rt (^

10
100 (fs — fx) —

3-2t/,

to?

— 1 ¦

— • 1

100-
1

= 2у,

2.

и, = 10 км/час; v2— 15 км/час.

AC^H ctg P; (рис. 2)

BD = H ctg a;

4C¦ BD-sin Y = "9 " ct6 a ct6 P sin y;

у = ¦«¦ ff3 ctg a ctg p sin Y-

Многие абитуриенты, используя при оп-

определении площади основания формулу S =
d,dt .

--—2~smY« полагали, что в основании

прямой призмы лежит квадрат, прямоуголь-

прямоугольник или параллелограмм. Здесь нужно бы-
было пояснить, какая фигура лежит в основа-

основании, и доказать правомерность ьтой форму-
формулы.

В

А а В а К 2а
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3. Составим таблицу:
3. (x-H

— 3 — 0-. Х| = —I; -g") — У- -UM-

+ ] jj/
~ 3 « 0; у,-—: *г, = —3<0:

?i аби-

туриснгон »с указали корень а —¦ — I.

4. Т;ж как при -Y^x^~2~ имеш

cos х ^ 0, то

- sin2 а' == — cos х,

8cos: x — 2ccs дг — 3 = 0,

cos x = —

Xj
~

О
Л

3
я.

Некоторые абитуриенты уединяли ради-

радикал и возводили обе части урапис-нин п

квадрат. Другие не учитывали области оп-

определения аргумента и писали

* = ± -у
я -г 2*л.

Финансовый факультет

1. Задача допускает hch-ko.ilko инте-

интересных решений с . использованием TeopchsH

синусов, теоремы тангенсоч, с применением

дополнительных построений и др. Приведем
одно из них (рис. 3):

^ 3\

Auto-
нобили

I

11

Cko-
рость

X

У

4ctx
к к *•

IX5
t, = "¦

CSJ

4

4

S«*
X ^ r
r = a

«xfi,

ЧС i-

e>-u

с w =

i"ra О

4x

x = >-

X = t>

V к а

с v ^

С с= >¦

4//

4л:

. «:
r u

n;

i=i

4-^-

х

4 7
4/—~

-y, 12/= —7/—12 = 0;

4 4
I = -7Г ; у — -о- *; x = 30 км/час.

у — 40 км/час.

4. siiix-sin 2x-sin Зх = -j" sin 4x,

4sin л:-sin 2x si»3x =s ?sin2x-cos 2x,

sin 2.v (?sin x-sin 3x — ccs 2x) =-• 0,

sin 2x (crs 2x — ccs 4x — ccs 2a) — 0,

sin 2x-cos 4x** 0,

x- 0. ±1,

±2, ...).

, а = 30 ¦.

Ответ: ЛЯ = 10 си, АС =* 20 см,

ВС ш ]0~[/5.
2. lR*2x-Hg*3x=lg*2

— lgs2 ^ Ig23 —

l9

1) igx= 0, x, = Г.

2) Ig4x^— Ig9x,

Ig4-|-lgx-f Ig9-:- Igjc =, 0.

1 1
gx = — Ig36, *a==-3g-, дг8^

—•

Факультет товароведения промышленных
товаров

I. 14 км/час, 2 км/час.

2 sin a + sin P
п.

'

sin ос-sin {J

3. x= 2.

4. Решенийнет.

Факультет экономики и организации

материально-технического снабжения

! 2<х<3; 6<х<7.

2
2. K=-3-

+ Р) sin p куб. ед.

77
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3. 6 км/час, 4 км/час, 10 км.

4. х = д?; х •= (—
3

in — ~- hft.

Факультет экономики промышленности

1. 80 км'час, 48 км/час. 480 к.«.

2 К —

Торгово-экономический факультет

I. х = 2.

2 а
2. V =-д-а* ccs-g-

3. 40 км(час. 50 км/час.

л я* л

К заметке «Наш зоопарк»
(си. <Квантг Л& 1, 1973)

К заметке «Картезианский водолаз»

Барометр сделать не удастся. С увели-
увеличением глубины погружения «водолаза» дав-
давление воды возрастал, воздух d «водолазе»

еще больше сжимается, н «водолаз» все стре-
стремительнее опускается на дно. Однако можно

отрсгулнронать «водолаза» так, что о» будет
опускаться на дно, если атмосферное давле-
давление станет выше некоторой величины.

К задачам «Квант» для младших школь-

школьников»

(см. «Квант» .\г /, 197-3, 3-я стр. обл.)
1. Естьлишь один случай, когда, зная

номер трамвая, нельзя определить возраст
детей; отсюда находим номер трамвая. Ука-

Указание, что ©дин из детей — старшин, исклю-
исключает случаи со старшими близнсцями.

2. Суммачисел всех карточек нечетна.

Однако можно перевернуть карточки с чис-

числом 16 (получив 91) и некоторые другие.
3. а=1. 6=9, с= 8.

4. Поддействием атмосферного давления
крышечка «втянется» в бутылку (давление на

нее сверху уменьшится).
5. Второмучеловеку, несущему бревно,

станет от этой «помощи» тяжелее. Убедиться
в атом вы можсле на собственном опыте или

воспользовавшись правилом рычага.

К заметке «За сколько ходов»

{см. чКеант» Ms 1, 1973)
1. Для решения воспользуйтесь ри-

рисунком 4. Здесь десять квадратов со-

соответствуют полям нашей необычной доски,

а отрезками соединены квадраты, между

которыми возможен ход коня. Поле с 3 яв-

является как бы «транзитным»: связь между
двумя ветками полей, которые мы видим

на рисунке, а также полем а2, возможна

только'через него.

2. Сделайте рисунок, аналогичный ри-
рисунку 4. Из него будет сразу следовать ре-

решение, всего понадобится 22 ходя.

3. Цельдостигается за 26 ходов.
4. Коняможно съость за 27 ходов.

5. Перестановкуслонов можно осущест-
осуществить за 36 ходов.

а2 сЗ Ь2 A3

Ы аЗ с2 ¦ 1 ЬЗ

Рис. 4.
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К статье «Телевнзнонные физико-математи-
физико-математические курсы для поступающих в вузы»

(см. *Квант» As Л 1973 г.)

Физика

Вариант 1

I. Пуля пролетит выше центра мишени

на величину

S^-h-^~BL + 0-0,14 м.

2. После освобождения груза С (см. ри-
рисунок в условии задачи) система начинает

движение с ускорением a-^g/i. Это проис-
происходит до тех нор, пока груз А не коснется

подставки. Взаимодействие грузов с под-

подставкой и между собой (при соударении
грузов А и В) считаем абсолютно неупру-
неупругим. Время движения на этом этапе равно

—; конечная скорость t>i =

l/ J?'1
= 1 у -о- (на графике в координатах

v, / — наклонная прямая, идущая вверх).
Далее груз С движется равномерно со

скоростью t', до тех пор, пока груз В не

коснется груза А. Время движения t2 —

..

1 l/ЗА. I
. ,

фике — прямая, параллельная оси абсцисс).
Затем груз С движется с ускорением g,

направленным вниз (как в случае движения
тела, Срошенного вертикальни вверх). Прой-
Пройдя наивысшую точку, груз С опускается
и в момент /3 начинает поднимать груз В-

i
— '2 — 2

_

—

Тангенс угла наклона графика скорости к

горизонтальной оси по абсолютной величи-

величине втрое больше, чем на первом этапе (на
графике — наклонная прямая, идущая вниз

и пересекающая ось абсцисс).
В момент /3 происходит скачкообразная

потеря скорости груза С (нить считаем нс-

растяжнмой) в соответствии с законом со-

сохранения количества движения: mvt
—

2mvt\

vt vi ™ (lia графике — пря-

прямая, параллельная сси ординат).
Далее грузы движутся с постоянной

скоростью vt в течение времени г4 — f3 =t

h l/ 3ft I
~ ——

у — 2~'i

ная оси абсцисс).
В

(прямая, параллель-

параллельВ момент tt начинает подниматься груз

А, и снова происходит скачкообразное из-
изменение скорости груза С. Закон сохране-
сохранения количества движения имеет вид: 2mv2=

1

(прямая, параллельная оси ординат).
Затем груз С движется равиозамедленно
(наклонная прямая, идущая вверх и пере-
пересекающая ось абсцисс).

¦ -U -

а
-2 у 3 3U

Начиная с момента /j картина будет
повторяться. При этом периодические дви-
движения всей системы затухают, так как

начальная скорость груза С стремится к

нулю при г -» со.

1. »п =

Вариант 2

2Л — ct2

2rsina

(ч,,
sin a

г—1- -{-/1=435*.

2. Будем решать задачу на основе за-

закона сохранения энергии. Некоторое услож-
усложнение связано с неопределенным характером
взаимодействия тел при ударе. Так как ша-

шарик отскакивает после удара, ясно, что удар

упругий. Но он может быть не абсолютно

упругим, то есть часть механической энер-
энергии может перейти в немеханические виды,

например, в тепловую энергию-
Закон сохранения энергии при ударе:

mv2
-5-0. A)

где Q—немеханические виды энергии,

I'd — скорость шарика перед ударом,
v — скорость шарика после удара,
V — скорость тела после удара.

При движении шарика из начального

положения / к точке удара А (см. рисунок
к условию задачи) сохраняется механическая

энергия шарика:

2
mv0

После удара шарик отскакивает ст точки А

к точке 2. При этом также сохраняется ме-

механическая эгергия:

. mgk — mgl (I — cos a)
mir

C)

ТелоМ при ударе получает кинетическую энер-

гию —о— I которая переходит в тепловую
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энергию в процессе совершения работы про-
против сил трения:

MV*

D)

Решая совместно уравнении A—4), полу-
получим:

или

mgl ~ kMgS -\ ¦ mgl (I — ccs a) + Q E)

*MgS = mgl ccsa —Q. @)

От уравнения F) легко переходим к нера-
неравенству:

1 И

kMgS =s: mgl ccs a

ml cos a

G)

-, AsSl.8-10-3.

Равенство имеет место при Q =¦¦ 0, то есть

при абсолютно упругом ударе.

3. т=
(Pi — Ря)

.Математика

Контрольная работа № 1

I. 1. Указание. В этом примере
приходится обращать смешанно-периодиче-
смешанно-периодические и чисто-периодические бесконечные де-
десятичные дроби в обыкновенные дроби. Вот
один из практических ррнемол такого обра-
обращения.

Пусть даиа чисто-периодическая дробь
х = О, (а), где число а содержит k цифр.
Перепишем заданное число так: х =- 0, а (а)
н умножим на 10*. Получим 10ft х = а, (а).

Если теперь из 10*jc вычесть х, то получим

— 1) ^а. откуда к =
10« _ j' ¦

Если дана смешанно-периодическая
дробь х = 0, Ь [а), где число b содержит п

цифр, а число а содержит k цифр, то

умножим х на 1С, получим Юп-х^Ь, (а)
или 10пх = Ь, а (а). А теперь умножим
обе части последнего равенства на 10е :

:10"+*.х= [Ь] {а}, (а) (здесь [Ь] {а} озна-

означает последовательную запись цифр, об-
образующих число Ь и число а). Если теперь
из 10л+ял: вычесть lC-x, то получим
\Ь\ {а} — Ь, откуда уже без труда находит-

находится х.

Например, х--2,708C). Тогда ЮООлг-
= 2708, C) или 1000* = 2708.3 C). Далее,
1000х-1(Ь-27 083, C), ЮОООх— 1000х -=

= 27 083, C) —2708, C), то есть 9000л: =

G5
— 24 375, откуда x — -zr.

2. Указание. Применить неравен-

ство Кош и: «i (( 1,2 п).

4. 2.если а>\: 0, если 0 ag a < I.

Указание. Учесть, что > a — 2 "\/о |-1 =

-1VS*-11-
5. —?>.Указание. Так как числа

а и Ь возводятся в дробные степени, то они

неотрицательны (причем b Ф 0).
6. sin2a.
7. 2.

8. 0,6- Указание. Из уравнения

3tg*a— 10tga + 3 = 0 находим tgec-

~ -х- или tga=3. Но из условия

5 3
-т- л < a < -5- л заключаем, что tg a = 3.
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ttt февраля 197.'} г. ис-

исполняется 500 лет со дня
-

рождения великого польско-

польского ученого-астронома Нико-
Николая Коперника {1473 —

1543 гг.). Эта дата широко
отмечается во всем мире.

Большинство людей
обычно доверяет своему

практическому опыту. Опыт

говорит, например, что ут-
утром Солнце поднимается на

востоке, дпижотся по небу
н вечером заходит иа гаиа-

ле. Этот мрак1 ический опыт

бил отражен в учении о

строении Вселенной древне-

древнегреческого ученого Клавдия
Птолемея, утверждавшего,
что Земля находится в цен-

центре Вселенной, я вокруг иес

движутся Солнце, планеты
и звезды, ^чеине Птолемея

хорошо согласовывалось с

Библией, где говорилось,
что, создавая мир. бог пер-
первым делом сотворил Землю.
В течение многих оеков уче-

ученые ВНОСИЛИ IIOIlp.tllKH В

таблицы Птолемея, пред,-
с к it зы паюnine различные не-

небесные явления, но саму

геоцентрическую систему
мира иикто ис i\o.iBepi.\,i
(.омнению.

Коперник отверг эти

.южные прелег.шлсиня о

строении Вселенной. Он при-
пришел к выводу, что все пла-

планеты движутся по круговым
орбитам вокруг Солнца и

установил, что Земля обио-

днт Солнце за год. враща-
вращаясь при этом вокруг споей

оси. Теория Коперника про-
произвела переворот в астро-
астрономии и подорвала основы

учения церкви.

Копернику посвящено

около 50 марок и блоков.

Вполне понятно, что наи-

наибольшее чнело таких марок

выпущено на его родние в

Польше. Первые две марки
с портретом Коперника вы-

вышли в Польше в 1923 г. (на
фото приведена одна ил

них). В нашем журнале
(/* I, 1971 г.) были воспро-
воспроизведены 17 марок, посвя-
посвященных Николаю Копсрии-

ку. После этого в Польше

II июня 1971 г- была выпу-
выпущена еще одна серия

D марки с купонами), по-

священная Копернику, ко-

которую вы видите на фото.
Иа одной из марок по-

показан дом в польском горо-

городе Тору'ни, в котором ро-

родился Коперник, а на купо-

купоне приведен портрет ученого
работы польского художни-
художника Яна .Матенко. На второй
изображен замок в Оль

штыне. где Коперник про-
провел часть своей жизни, и

астролябия. На третьей
Коллешя Манус в Кракове,
где учился Коперник, а иа

купоне—страница из гео-

геометрии Нвклиаа, по которой
он учился. На последней

марие изображен Собор в

ФромЛорке. где помещались

обсерватория Комерннка. Ни

купоне приведена схема его

ic |еоцентрической системы.

На фото вы видите так-

также марку Йеменской араб-
арабской республики с портре-
портретом Николая Коперника и

другого великого астронома

Иоганна Кеплера, который
был сторонником теории
Конерннка и страстно за-

щншал ее.

А. В. Алтыкис



«.-я, наконец, после мно-

гочисленных . н продолжи-
продолжительных наблюдений обнару-
обнаружил, что если с круговым
движением Земли сравнить
движения и 6стальных<

блуждающих светил и вы-

вычислить эти движения для

периода обращения каждо-

каждого светила, то получатся на-

наблюдаемые у этих светил

явления. Кроме того, пос-

последовательность и величины

светил, все сферы и даже

само небо окажутся так

связанными, что ничего
нельзя будет переставить ни

в какой части, не произведя
путаницы в остальных час-

частях и во всей Вселенной».

Ц»на 30 коп.
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