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ÓÇÛÐÜÊÈ  È  ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÅ  ÏÅÍÛ.  ÑÅÊÐÅÒ
«øóìíîãî» ñïîñîáà îòêðûâàíèÿ áóòûëêè øàì-
ïàíñêîãî ïðîñò – äëÿ ïîëó÷åíèÿ îáèëüíîé ïåíû

äîñòàòî÷íî ñèëüíî ïîòðÿñòè áóòûëêó ïåðåä îòêðûâàíè-
åì. Â ðåçóëüòàòå òî íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî ãàçà, êîòî-
ðîå âñåãäà èìååòñÿ â ãîðëûøêå, ñìåøèâàåòñÿ ñ øàìïàí-
ñêèì, îáðàçóÿ ìíîæåñòâî ïóçûðüêîâ. Êîãäà æå ïðîáêà
âûëåòàåò, òî äàâëåíèå â áóòûëêå ðåçêî ïàäàåò è îáðà-
çîâàííûå ðàíåå ïóçûðüêè ñëóæàò öåíòðàìè âûäåëåíèÿ
ðàñòâîðåííîãî â æèäêîñòè óãëåêèñëîãî ãàçà ïî âñåìó åå
îáúåìó.

Ïóçûðüêè øàìïàíñêîãî ìîãóò ðàçâëåêàòü íå òîëüêî
çðèòåëåé àâòîìîáèëüíûõ ãîíîê. Òàê ñòóäåíòû-ôèçèêè
óäèâëÿþò äåâóøåê ñ ôèëîëîãè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà,
ñèäÿ çà áîêàëîì øàìïàíñêîãî (èëè ìèíåðàëüíîé âîäû)
è áðîñàÿ â íåãî êóñî÷åê øîêîëàäà. ×èòàòåëü ìîæåò ñàì
óáåäèòüñÿ íà ïðàêòèêå, ÷òî ñíà÷àëà øîêîëàä óòîíåò,
çàòåì ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ âñïëûâåò, ïîòîì ñíîâà
óòîíåò, è òàê áóäåò «îñöèëëèðîâàòü» íåñêîëüêî ðàç.
Îñòàâèì îáúÿñíåíèå ýòîãî íåõèòðîãî ôîêóñà ÷èòàòåëþ,
à ñàìè ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ äðóãèõ, ìåíåå î÷åâèä-
íûõ ñâîéñòâ ïóçûðüêîâ øàìïàíñêîãî.

Ãîâîðÿ î øàìïàíñêîì, ôèçèê íå ìîæåò îáîéòè ìîë-
÷àíèåì åãî íåîáû÷íûå àêóñòè÷åñêèå ñâîéñòâà. Çäåñü
ìû îñòàíîâèìñÿ íà îäíîì èç òàêèõ ñâîéñòâ – ñâîåîáðàç-
íîì øèïåíèè ïóçûðüêîâ, ëîïàþùèõñÿ íà ïîâåðõíîñòè
øàìïàíñêîãî. Ïîíÿòíî, ÷òî «êîëþ÷èé» çâóê ëîïàþ-
ùèõñÿ íà ïåííîé ïîâåðõíîñòè òîëüêî ÷òî íàëèòîãî â
áîêàë ñâåæåãî øàìïàíñêîãî ïóçûðüêîâ ñâÿçàí ñ âîç-
íèêíîâåíèåì â ïåíå ñâîåîáðàçíûõ ìèíèàòþðíûõ ëà-
âèí. Øèïÿùèé çâóê ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ìíîãèõ ñïîíòàí-
íûõ âçðûâîâ îòäåëüíûõ ïóçûðüêîâ. Ñîâñåì íåäàâíî
áåëüãèéñêèé ôèçèê Âàíäåðâàë ñ êîëëåãàìè äåòàëüíî
èçó÷èë ñïåöèôèêó ýòèõ ìèêðîâçðûâîâ. Åñëè áû ÷èñëî
âçðûâîâ â ñåêóíäó áûëî ôèêñèðîâàííûì, òî ìû ñëû-
øàëè áû ïîñòîÿííûé ñâèñò – êàê îò íåíàñòðîåííîãî
ðàäèîïðèåìíèêà. Òàêîé «áåëûé øóì» âîçíèêàåò â
àêóñòè÷åñêèõ ïðîöåññàõ â ñëó÷àå, åñëè ÷àñòîòà çâóêà
ìåíÿåòñÿ õàîòè÷íî, â òî âðåìÿ êàê àìïëèòóäà ñèãíàëà
îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé. Èññëåäîâàíèÿ æå ó÷åíûõ ïîêàçà-
ëè, ÷òî àêóñòè÷åñêèé ñïåêòð çâóêà ëîïàþùèõñÿ ïó-
çûðüêîâ øàìïàíñêîãî íå èìååò íè÷åãî îáùåãî ñ áåëûì
øóìîì. Èçìåðåíèå ñ ïîìîùüþ ÷óâñòâèòåëüíîãî ìèêðî-
ôîíà çàôèêñèðîâàëî, ÷òî èíòåíñèâíîñòü ñèãíàëà ñóùå-
ñòâåííî çàâèñèò îò ÷àñòîòû, è ýòà çàâèñèìîñòü âîçíèêà-
åò èìåííî áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ïóçûðüêè ëîïàþòñÿ íå

êàæäûé ñàì ïî ñåáå, à êîëëåêòèâíî, âëèÿÿ îäèí íà
äðóãîé. Êàæäûé ïóçûðåê ëîïàåòñÿ çà âðåìÿ ïîðÿäêà
1/1000 ñåêóíäû. Êîãäà òàêèå ìèêðîâçðûâû ïðîèñõî-
äÿò â áûñòðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îäèí çà äðóãèì, èõ
øóì ñëèâàåòñÿ â åäèíûé äîñòàòî÷íî ãðîìêèé çâóêîâîé
ñèãíàë. Êîãäà æå ïóçûðüêè ëîïàþòñÿ ñàìè ïî ñåáå, èõ
åäâà ñëûøíî.

Ïî÷åìó øàìïàíñêîå ïóçûðèòñÿ? Ðàñòâîðèìîñòü ãà-
çîâ â âîäå (âèíå) áûñòðî ðàñòåò ñ ðîñòîì äàâëåíèÿ.
Ïîýòîìó â áóòûëêå øàìïàíñêîãî, íàõîäÿùåãîñÿ ïîä
âûñîêèì äàâëåíèåì, ðàñòâîðåíî ìíîãî óãëåêèñëîãî
ãàçà, êîòîðûé îáðàçîâàëñÿ ïðè ôåðìåíòèçàöèè âèíà.
Êîãäà áóòûëêó îòêðûâàþò, äàâëåíèå ðåçêî ïàäàåò, à ñ
íèì ïàäàåò è ðàñòâîðèìîñòü ãàçà, êîòîðûé è âûõîäèò
â âèäå ìíîãî÷èñëåííûõ ïóçûðüêîâ.

Çàáàâíûé ñëó÷àé ñâÿçàí ñ ýòèì ÿâëåíèåì. Ïðè ââîäå
â ýêñïëóàòàöèþ îäíîé èç ãëóáîêèõ øàõò êîìèññèÿ
îòìåòèëà ýòî ñîáûòèå ðàñïèòèåì íà äíå øàõòû áóòûëêè
øàìïàíñêîãî. Çàòåì ÷ëåíû êîìèññèè áûñòðî ïîäíÿ-
ëèñü íà ïîâåðõíîñòü íà ëèôòå è… ñðàçó æå ñõâàòèëèñü
çà æèâîòû. À îáúÿñíÿëîñü ýòî î÷åíü ïðîñòî. Äàâëåíèå
íà ãëóáèíå øàõòû áûëî áîëüøå äàâëåíèÿ íà ïîâåðõíî-
ñòè, è ðàñòâîðåííûé â øàìïàíñêîì ãàç, êîòîðûé íå
âûõîäèë èç íåãî íà ãëóáèíå, íà ïîâåðõíîñòè ñòàë
áûñòðî âûäåëÿòüñÿ.

Õàðàêòåðíî, ÷òî ïåíà ñõîäèò ïî ìåðå òîãî, êàê
æèäêîñòü â ñòåíêàõ ïóçûðüêîâ ñòåêàåò âíèç ïîä äåé-
ñòâèåì ñèëû òÿæåñòè, äåëàÿ èõ ñëèøêîì òîíêèìè äëÿ
âûæèâàíèÿ ïóçûðüêà. Èññëåäîâàòåëè èçó÷àëè ýòîò
ïðîöåññ íå íà øàìïàíñêîì (÷üÿ ïåíà ëîïàåòñÿ ñëèøêîì
áûñòðî), à íà çíàêîìîé âñåì ìûëüíîé âîäå, ãäå ïåíà
ðàññàñûâàåòñÿ ìåäëåííî, ñ õàðàêòåðíûì âðåìåíåì îêî-
ëî ÷àñà. Íà òàêîì óäîáíîì îáúåêòå îíè èçó÷èëè
çàâèñèìîñòü äëèòåëüíîñòè èíòåðâàëîâ ìåæäó ïîñëåäî-
âàòåëüíûìè ðàçðûâàìè ïóçûðüêîâ îò âðåìåíè è îáíà-
ðóæèëè, ÷òî ýòà çàâèñèìîñòü èìååò ñòåïåííîé õàðàê-
òåð. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò õàðàêòåðíîé
äëèòåëüíîñòè òàêîãî èíòåðâàëà: âðåìÿ ìåæäó îáñóæäà-
åìûìè ñîáûòèÿìè ìîæåò îêàçàòüñÿ ëþáûì – îò ìèëëè-
ñåêóíä äî íåñêîëüêèõ ñåêóíä, è íåò ñïîñîáà ïðåäñêà-
çàòü, êàêîé èìåííî äëèòåëüíîñòè îêàæåòñÿ èíòåðâàë
ïðè äàííîì èçìåðåíèè.

Ïîäîáíûå ñòåïåííûå çàêîíû íàáëþäàþòñÿ âî ìíîãèõ
ïðèðîäíûõ ÿâëåíèÿõ, òàêèõ êàê çåìëåòðÿñåíèÿ (êîòî-
ðûå íå èìåþò âûäåëåííîé àìïëèòóäû), ñåëè èëè ñîë-
íå÷íûå âñïûøêè. Îíè îáû÷íî èìåþò ìåñòî â ñèñòåìàõ,
â êîòîðûõ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó îòäåëüíûìè ýëåìåí-
òàìè èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ïîâåäåíèè ñèñòåìû êàêÏðîäîëæåíèå. Íà÷àëî ñì. â «Êâàíòå» ¹1.
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öåëîãî. Òàê, íà ëàâèíîîïàñíîì ñêëîíå ñîðâàâøèéñÿ
êàìåøåê ìîæåò êàê âûçâàòü ñòðàøíîå íåñ÷àñòüå, òàê è
ïðîñòî ñêàòèòüñÿ âíèç.

Ôèçèêà è ïàñòúñ

Íà þãå Ôðàíöèè, ãäå ÷àñòî ñòîèò æàðêàÿ ïîãîäà,
ðàñïðîñòðàíåí àëêîãîëüíûé íàïèòîê ïàñòèñ. Ïüþò åãî
òàê: â ñòàêàí íàëèâàåòñÿ íåìíîãî ïàñòèñà, à çàòåì åãî
äîëèâàþò äîâåðõó õîëîäíîé âîäîé. Ïàñòèñ è âîäà
ïðîçðà÷íû, íî èõ ñìåñü ñðàçó æå ñòàíîâèòñÿ íåïðîç-
ðà÷íîé – íà âèä áåëîé. Â ÷åì æå òóò äåëî? Ïàñòèñ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñòâîð ýòèëîâîãî ñïèðòà (45%) â
âîäå (55%), êóäà äîáàâëåíî ÷óòü-÷óòü àíåòîëà, ïðèìåð-
íî 2 ãðàììà íà ëèòð. Àíåòîë – ýòî àðîìàòè÷åñêàÿ
ìîëåêóëà, êîòîðàÿ åùå ñ àíòè÷íûõ âðåìåí áûëà âàæ-
íîé ñîñòàâíîé ÷àñòüþ ðàçíûõ ëåêàðñòâ è ïàðôþìåð-
íûõ èçäåëèé. Ïîëó÷àþò àíåòîë ýêñòðàêöèåé èç ñåìÿí
àíèñà. Àíåòîë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé æåëòîâàòóþ è ñèëü-
íî ïàõó÷óþ æèäêîñòü. Îí î÷åíü õîðîøî ðàñòâîðÿåòñÿ
â ñïèðòå è èñêëþ÷èòåëüíî ïëîõî â âîäå: ìîëåêóëû âîäû
ñèëüíî ïðèòÿãèâàþòñÿ äðóã ê äðóãó è î÷åíü ñëàáî – ê
ìîëåêóëàì àíåòîëà. Ìîëåêóëû âîäû è àíåòîëà â ðå-
çóëüòàòå îáðàçóþò íåñìåøèâàþùèåñÿ ôàçû. Íàïðî-
òèâ, ìîëåêóëû ñïèðòà òàê æå õîðîøî ïðèòÿãèâàþòñÿ
äðóã ê äðóãó, êàê è ê ìîëåêóëàì àíåòîëà. Ïîýòîìó
àíåòîë õîðîøî ðàñòâîðÿåòñÿ â ñïèðòå. Â áóòûëêå
ïàñòèñà êîíöåíòðàöèÿ ñïèðòà äîñòàòî÷íî âûñîêà, ÷òî-
áû ìîëåêóëû àíåòîëà áûëè ðàñòâîðåíû. Êîãäà â ïàñòèñ
äîáàâëÿþò âîäó, ñïèðò îáðàçóåò ìåíåå êîíöåíòðèðî-
âàííûé ðàñòâîð ñ âîäîé, è ìîëåêóëû àíåòîëà ñîáèðàþò-
ñÿ â ìàëåíüêèå êàïåëüêè. Èìåííî ïðèñóòñòâèå ýòèõ
ìåëü÷àéøèõ êàïåëåê äåëàåò íàïèòîê íåïðîçðà÷íûì –
îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýìóëüñèþ.

Õîðîøî çíàêîìûå ïðèìåðû ýìóëüñèé ýòî ìîëîêî,
êðåì, ìàéîíåç. Öâåò â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ ðàññå-
ÿíèåì ñâåòà íà ÷àñòèöàõ, ðàçìåð êîòîðûõ ñðàâíèì ñ
äëèíîé âîëíû ñâåòîâûõ âîëí (çàêîí Áýðà). Íî êàêîâ
æå ðàçìåð ìèêðîêàïåëåê àíåòîëà â ïàñòèñå, ãîòîâîì ê
óïîòðåáëåíèþ? ×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, ôèçèêè
èç Ãðåíîáëÿ èñïîëüçîâàëè ìåòîäèêó ðàññåÿíèÿ íåéòðî-
íîâ íà ìàëûå óãëû. Â ðåçóëüòàòå óäàëîñü óçíàòü, ÷òî
ðàçìåð ýòèõ êàïåëåê â ñâåæåïðèãîòîâëåííîé ýìóëüñèè
îêàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíî îêîëî ïîëîâèíû ìèêðîíà.
Ñî âðåìåíåì èõ ðàçìåð ðàñòåò – íà 50 ïðîöåíòîâ â
òå÷åíèå ñóòîê. Åñëè æå îñòàâèòü ýìóëüñèþ â ïîêîå íà
íåñêîëüêî äíåé, òî âñå êàïåëüêè àíåòîëà ñîáåðóòñÿ â
îäíó áîëüøóþ – ïðîèçîéäåò ïîëíîå ðàçäåëåíèå ôàç.
Íî êòî æå áóäåò æäàòü òàê äîëãî, åñëè íà óëèöå ñèëüíàÿ
æàðà…

Õëåáíîå âèíî – âîäêà

×åì áëèæå ê ñåâåðó, òåì õóæå ðàñòåò âèíîãðàä, è
ìåñòî âèíà çàíèìàþò íàïèòêè, èçãîòîâëåííûå ïóòåì
äèñöèëëÿöèè ÿáëîê (êàëüâàäîñ – ñåâåðíàÿ Ôðàíöèÿ),
ñëèâ è àáðèêîñîâ (ñëèâîâèöà – Áîëãàðèÿ, ×åõèÿ) è,
íàêîíåö, òîãî èëè èíîãî ñîðòà çåðíà (âèñêè – Àíãëèÿ,
âîäêà – Ðîññèÿ). Â ñòàðîå âðåìÿ âîäêà â Ðîññèè òàê è
íàçûâàëàñü – õëåáíîå âèíî ¹ 21 (Ñìèðíîâú), äà è
äàæå ñåãîäíÿ ïîòðåáëÿåòñÿ îíà çà ñòîëîì â òîé æå
ìàíåðå, â êîòîðîé ôðàíöóçû è èòàëüÿíöû ïüþò âèíîã-

ðàäíîå âèíî. Îäíàêî çàäóìûâàëèñü ëè âû, ïî÷åìó âñå
ïåðå÷èñëåííûå íàïèòêè, áóäó÷è ñ õèìè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ ðàñòâîðàìè ïîëó÷åííîãî äèñòèëëÿöèåé ñïèðòà
â âîäå, èìåþò ïðîöåíòíîå ñîäåðæàíèå àëêîãîëÿ (ýòèëî-
âîãî ñïèðòà) îêîëî 40%?

Â êà÷åñòâå ïåðâîé ïðè÷èíû ïðèâåäåì ëåãåíäó, èìåþ-
ùóþ ôèçè÷åñêóþ îñíîâó. Ãîâîðÿò, ÷òî êîãäà Ïåòð I
ââåë ìîíîïîëèþ íà ïðîèçâîäñòâî âîäêè è, òåì ñàìûì,
âîçëîæèë îòâåòñòâåííîñòü çà åå êà÷åñòâî íà ãîñóäàð-
ñòâî, êîð÷ìàðè ñòàëè ýòó âîäêó áåçáîæíî ðàçáàâëÿòü.
Òàêèì îáðàçîì îíè óâåëè÷èâàëè ñâîè äîõîäû, îäíîâðå-
ìåííî âûçûâàÿ ñïðàâåäëèâîå íåäîâîëüñòâî ïîñåòèòå-
ëåé íèçêèì êà÷åñòâîì ëþáèìîãî íàïèòêà. ×òîáû ïðå-
ñå÷ü âîçìîæíîñòü ýòîãî çëîóïîòðåáëåíèÿ, Ïåòð I èçäàë
óêàç, ïîçâîëÿþùèé ïîñåòèòåëÿì ïèòåéíîãî çàâåäåíèÿ
áèòü êàáàò÷èêà äî ñìåðòè, åñëè ïîäàâàåìàÿ èì âîäêà íå
ãîðèò. Îêàçàëîñü, ÷òî ñîðîêàïðîöåíòíîå ñîäåðæàíèå
ñïèðòà â ðàñòâîðå ñ âîäîé åñòü òîò íèæíèé ïðåäåë, ïðè
êîòîðîì åãî ïàðû íàä ïîâåðõíîñòüþ æèäêîñòè åùå
ìîãóò ãîðåòü ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå. Åñòåñòâåííî,
íà ýòîé íèæíåé ãðàíèöå ñîäåðæàíèÿ ñïèðòà â âîäêå è
îñòàíîâèëèñü êàáàò÷èêè, íàéäÿ òàêèì îáðàçîì êîìïðî-
ìèññ ìåæäó ïîãîíåé çà íàæèâîé è æèçíüþ.

Äðóãàÿ ïðè÷èíà óñòîé÷èâîñòè «ìàãè÷åñêîãî ÷èñëà»
ñâÿçàíà ñî ñëåäóþùèì îáñòîÿòåëüñòâîì. Õîðîøî èçâå-
ñòíî ÿâëåíèå îáúåìíîãî ðàñøèðåíèÿ: îíî çàêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè òåìïåðàòóðû îáúåì òåë
âîçðàñòàåò, à ïðè îõëàæäåíèè, ñîîòâåòñòâåííî, óìåíü-
øàåòñÿ. Ýòîìó çàêîíó ïîä÷èíÿåòñÿ áîëüøèíñòâî âå-
ùåñòâ, â òîì ÷èñëå è ñïèðò. Âîäà æå ÿâëÿåòñÿ æèäêî-
ñòüþ àíîìàëüíîé: íèæå 4 °Ñ îíà ñ ïàäåíèåì òåìïåðàòó-
ðû íà÷èíàåò ðàñøèðÿòüñÿ, à ïðè çàìåðçàíèè åå óäåëü-
íûé îáúåì âîîáùå ñêà÷êîì âîçðàñòàåò íà 10%! Âîò
ïî÷åìó, íàïðèìåð, íåëüçÿ îñòàâëÿòü íà ìîðîçå áóòûë-
êè ñ âîäîé: çàìåðçøàÿ è óâåëè÷èâøàÿ ñâîé óäåëüíûé
îáúåì âîäà èõ ïðîñòî ðàçðûâàåò. À ñ âîäêîé ìîæíî: â
Ñèáèðè ÷àñòî ÿùèêè ñ ýòèì íàïèòêîì îñòàâëÿþò íà
ìîðîçå, è íè÷åãî ñ áóòûëêàìè íå ñëó÷àåòñÿ. Îáúÿñíå-
íèå ýòîãî ÿâëåíèÿ ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Âî-ïåðâûõ,
íàëè÷èå ñòîëü çàìåòíîãî êîëè÷åñòâà ñïèðòà â âîäå
ïðåïÿòñòâóåò åå êðèñòàëëèçàöèè, òàê ÷òî ïðè ïîíèæå-
íèè òåìïåðàòóðû íå ïðîèñõîäèò âíåçàïíîãî ñêà÷êà åå
óäåëüíîãî îáúåìà. Âî-âòîðûõ, ïðè ñîîòíîøåíèè îáúå-
ìîâ 4:6 ñóììàðíûé êîýôôèöèåíò îáúåìíîãî ðàñøèðå-
íèÿ îêàçûâåòñÿ áëèçêèì ê íóëþ: «àíîìàëüíîñòü» âîäû
êîìïåíñèðóåòñÿ «íîðìàëüíîñòüþ» ñïèðòà. Äîñòàòî÷íî
âçãëÿíóòü â òàáëèöû ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí è ñðàâíèòü
ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû îáúåìíîãî ðàñøèðå-
íèÿ ÷èñòûõ âåùåñòâ:

3 1
1 0,7 10  ã!=äα - -= - ◊  äëÿ âîäû,

3 1
2 10  ã!=äα - -=  äëÿ ñïèðòà.

Åñòü è òðåòüÿ ïðè÷èíà çàâåòíîé êðåïîñòè â 40%,
îòêðûòèå êîòîðîé ïðèïèñûâàþò âåëèêîìó ðóññêîìó
õèìèêó Ä.Ìåíäåëååâó. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî èìåííî îí
óêàçàë íà òîò ôàêò, ÷òî 40-ïðîöåíòíàÿ âîäêà íå èçìå-
íÿåò ñâîåé êðåïîñòè, áóäó÷è îñòàâëåííîé ñ îòêðûòîé
ïîâåðõíîñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, ðþìêà âîäêè, çàáûòàÿ
íà ñòîëå âå÷åðîì, îñòàíåòñÿ çàïîëíåííîé òåì æå íàïèò-
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êîì è íà ñëåäóþùåå óòðî (÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü î âèíå
èëè øàìïàíñêîì) è, âîçìîæíî, ïîñëóæèò ëåêàðñòâîì
ñòðàäàþùåìó ãîëîâíîé áîëüþ þáèëÿðó.

×åòâåðòàÿ ïðè÷èíà 40-ïðîöåíòíîé êðåïîñòè âîäêè
ñâÿçàíà ñî ñêà÷êîì â âÿçêîñòè ðàñòâîðà ñïèðòà â âîäå
âáëèçè ýòîé êîíöåíòðàöèè – â ñëàáîì ðàñòâîðå ìîëåêó-
ëû ñïèðòà äâèãàþòñÿ ñàìè ïî ñåáå, â òî âðåìÿ êàê ïðè
40% íà÷èíàåòñÿ èõ ïîëèìåðèçàöèÿ. Ìîëåêóëû ñïèðòà
âûñòðàèâàþòñÿ â äëèííûå îäíîìåðíûå öåïî÷êè, âÿç-
êîñòü ïàäàåò, è âîäêà ìåíÿåò ê ëó÷øåìó ñâîè îðãàíî-
ëåïòè÷åñêèå ñâîéñòâà (êàê ãîâîðÿò ëþáèòåëè ýòîãî
íàïèòêà, «ñàìà âòåêàåò â ãîðëî»).

Ïÿòàÿ è ïîñëåäíÿÿ èç èçâåñòíûõ àâòîðàì ïðè÷èí
ñâÿçàíà ñêîðåå ñ ïðîöåäóðîé êîíòðîëÿ ñòàíäàðòà êà÷å-
ñòâà íàïèòêà. Äåëî â òîì, ÷òî åñëè â ñïèðòîâîäíûé
ðàñòâîð áðîñèòü êóñî÷åê ñàëà, òî îí îêàæåòñÿ â ïîëî-
æåíèè áåçðàçëè÷íîãî ðàâíîâåñèÿ èìåííî ïðè 40%
ñïèðòà. Â áîëåå êðåïêîì íàïèòêå îí óòîíåò, â áîëåå
ñëàáîì – âñïëûâåò.

Ðîëü âèíà â ïðîôèëàêòèêå ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòûõ
çàáîëåâàíèé: ôðàíöóçñêèé ïàðàäîêñ

Íà ðèñóíêå â ñõåìàòè÷åñêîé ôîðìå ïðåäñòàâëåíû
äàííûå ïî ñìåðòíîñòè îò ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòûõ çàáîëå-
âàíèé (íà ñòî òûñÿ÷ ÷åëîâåê) äëÿ ðàçëè÷íûõ ñòðàí
ìèðà â çàâèñèìîñòè îò ñðåäíåãî ïîòðåáëåíèÿ íàñåëåíè-

åì æèðîâ æèâîòíîãî ïðîèñõîæäåíèÿ (â êàëîðèÿõ â
äåíü). Çàâèñèìîñòü î÷åâèäíà: ñ óâåëè÷åíèåì ïîòðåáëå-
íèÿ æèðîâ (õîëåñòåðèíà) ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíî âîçðà-
ñòàåò ñìåðòíîñòü îò ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòûõ çàáîëåâàíèé.
Îäíàêî íà ãðàôèêå èìååòñÿ îäíà, âûïàäàþùàÿ èç
îáùåé çàâèñèìîñòè, òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîëîæå-
íèþ äåë âî Ôðàíöèè: çäåñü ïîòðåáëÿþò çàìåòíîå
êîëè÷åñòâî æèðîâ, íî, òåì íå ìåíåå, ñìåðòíîñòü îò
ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòûõ çàáîëåâàíèé îòíîñèòåëüíî íèçêà.
Äåéñòâèòåëüíî, êàê âèäíî èç ãðàôèêà, ôðàíöóçû åäÿò
æèðíîé ïèùè áîëüøå, ÷åì àíãëè÷àíå, à âîò îò èíôàð-
êòîâ óìèðàþò ïî÷òè â ÷åòûðå ðàçà ìåíüøå.

Ïðèâåäåííûå îôèöèàëüíûå äàííûå áûëè ïîëó÷åíû â
ðàìêàõ ïðîåêòà MONICA Âñåìèðíîé îðãàíèçàöèè çäðà-
âîîõðàíåíèÿ è áûëè îïóáëèêîâàíû â 1992 ãîäó. Îäíà-
êî, ïî-âèäèìîìó, åùå ðàíüøå ñ íèìè îçíàêîìèëñÿ

âåäóùèé îäíîãî èç àìåðèêàíñêèõ òåëåêàíàëîâ, êîòî-
ðûé óæå â 1991 ãîäó îáíàðîäîâàë èõ ïîä ãðîìêèì
íàçâàíèåì «ôðàíöóçñêîãî ïàðàäîêñà», ñòàâøåãî âïîñ-
ëåäñòâèè èçâåñòíûì òàêæå ïîä íàçâàíèåì «ýôôåêòà
Áîðäî». Ïðàêòè÷åñêè ñ ìîìåíòà îòêðûòèÿ ýòà àíîìà-
ëèÿ áûëà ïðèïèñàíà ðåãóëÿðíîìó ïîòðåáëåíèþ ôðàí-
öóçàìè çàìåòíîãî êîëè÷åñòâà êðàñíîãî âèíà, îñîáåííî
õàðàêòåðíîìó äëÿ ïðîâèíöèè Áîðäî. Ïîñëåäóþùèå
íàó÷íûå èññëåäîâàíèÿ â äðóãèõ çîíàõ ïðîèçâîäñòâà
êðàñíîãî âèíà ïîçâîëèëè ñäåëàòü îäíîçíà÷íûé âûâîä:
ïîòðåáëåíèå êðàñíîãî âèíà ïðèâîäèò ê çàìåòíîìó ñíè-
æåíèþ ðèñêà ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòûõ çàáîëåâàíèé. Ïî
êàêîé ïðè÷èíå? Íà ýòîò âîïðîñ äàòü îòâåò áûëî íå òàê-
òî ïðîñòî.

Äåëî â òîì, ÷òî êðàñíîå âèíî ñîäåðæèò â ñåáå îêîëî
2000 ðàçëè÷íûõ âåùåñòâ: ðàçíîîáðàçíûå êèñëîòû,
ôåíîëû, âàíèëü è ñëåäû ïî÷òè âñåõ èçâåñòíûõ ìèíåðà-
ëîâ. Îñîáûé èíòåðåñ ó ó÷åíûõ âûçâàëè ïîëèôåíîëû
(ñîäåðæàùèåñÿ â êðàñíîì âèíå â êîëè÷åñòâå îêîëî 1 ã
íà ëèòð) è ôèòîàëåçèí (ïðèñóòñòâóþùèé â âèíîãðàä-
íîé êîæèöå). Â ôèòîàëèçèíå â ÷àñòíîñòè áûë îáíàðó-
æåí òðàíñðåçåðâàòðîë, êîòîðûé èìååò ñèëüíîå ïðîòè-
âîîêèñëèòåëüíîå äåéñòâèå è ïðîòèâîäåéñòâóåò ñòàðå-
íèþ êëåòîê ìîçãà. Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçà-
ëè, ÷òî ïîëèôåíîëû îêàçûâàþò âëèÿíèå íà ëèïîïðîòå-
èíû, óìåíüøàþò âëèÿíèå ãëàâíîãî âèíîâíèêà ñåðäå÷-
íî-ñîñóäèñòûõ çàáîëåâàíèé ýíäîòåëèíà-1, ïðåäîòâðà-
ùàþò ôîðìèðîâàíèå «áëÿøåê» íà ñòåíêàõ ñîñóäîâ. Íî
íå áóäåì óãëóáëÿòüñÿ â ìåäèöèíñêèå äåáðè. Ïîïðîáó-
åì, ïîëüçóÿñü ìåòîäàìè îáðàáîòêè ôèçè÷åñêîãî ýêñïå-
ðèìåíòà, îöåíèòü ïðèíîñÿùåå ïîëüçó äëÿ çäîðîâüÿ
äíåâíîå ïîòðåáëåíèå êðàñíîãî âèíà.

Íà îñíîâàíèè ïðèâåäåííûõ âûøå äàííûõ ìîæíî
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòûõ
çàáîëåâàíèé óáûâàåò ñ ïîòðåáëåíèåì êðàñíîãî âèíà ïî
÷àñòî âñòðå÷àþùåìóñÿ â ïðèðîäå ýêñïîíåíöèàëüíîìó
çàêîíó:

0
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b

b
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Çäåñü 0I  – âåðîÿòíîñòü çàáîëåâàíèÿ äëÿ íåïüþùåãî
âèíî ÷åëîâåêà, à ib  – íîðìà åæåäíåâíîãî ïîòðåáëåíèÿ
âèíà â èññëåäóåìîé îáëàñòè: âî Ôðàíöèè ýòà âåëè÷èíà
ñîñòàâëÿåò ïàðó ñòàêàíîâ êðàñíîãî âèíà â äåíü.

Îäíàêî ïîíÿòíî, ÷òî óâëåêàòüñÿ âèííîé ïðîôèëàê-
òèêîé èíôàðêòà íå ñëåäóåò: ïîòðåáëåíèå àëêîãîëÿ â
çàìåòíûõ êîëè÷åñòâàõ ïðèâîäèò ê òÿæåëûì íåäóãàì,
íàïðèìåð òàêèì, êàê öèððîç ïå÷åíè. Î íåì ïðîùå
ñóäèòü ïî ïîòðåáëåíèþ âîäêè: ïîíÿòíî, ÷òî òå æå äâà
ñòàêàíà â äåíü, íî íå âèíà, à âîäêè, ïàãóáíî ñêàæóòñÿ
íà çäîðîâüå è çàìåòíî (â ðàçû) óâåëè÷àò âåðîÿòíîñòü
öèððîçà ïå÷åíè ïî ñðàâíåíèþ ñ íåïüþùèì ÷åëîâåêîì.
Ñîîòâåòñòâóþùèé ôàêòîð ðèñêà ìû âíîâü ïðîìîäåëè-
ðóåì õàðàêòåðíîé äëÿ ïðèðîäíûõ ïðîöåññîâ ýêñïîíåí-
öèàëüíîé ôóíêöèåé, îäíàêî, â ïðîòèâîïîëîæíîñòü
óæå ïðèâåäåííîé, – ðàñòóùåé:

0
c

b

b
C C e= .

Çäåñü 0C  – âåðîÿòíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ öèððîçà ó
íåïüþùåãî ÷åëîâåêà, à çà êîíñòàíòó 

cb  ìû ïðèìåì äâà
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ñòàêàíà âîäêè, ÷òî â ïðîñòîì ïåðåñ÷åòå ïî ñîäåðæàíèþ
ñïèðòà ýêâèâàëåíòíî øåñòè ñòàêàíàì âèíà â äåíü.

(Çàìåòèì, ÷òî ñòîëü áîëüøîå äíåâíîå ïîòðåáëåíèå
âèíà íå ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííîé ôàíòàçèåé. Íàïðèìåð,
â çàìêå ãîðîäà Ãåéäåëüáåðã (Ãåðìàíèÿ) äî ñèõ ïîð
ñîõðàíèëàñü ñàìàÿ áîëüøàÿ áî÷êà â ìèðå, èç êîòîðîé
ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîé ñèñòåìû ðó÷íûõ íàñîñîâ âèíî
ïîäàâàëîñü â áîëüøîé îáåäåííûé çàë. Ñðåäíåå ïîòðåá-
ëåíèå âèíà íà îáèòàòåëÿ çàìêà, âêëþ÷àÿ äåòåé, ñòàðè-
êîâ è âîëüíûõ, ñîñòàâëÿëî 2 ëèòðà â äåíü. Ïðèäâîðíûé
øóò, êàðëèê Ïåðêåé, ðåãóëÿðíî âûïèâàë äâåíàäöàòü
áóòûëîê â äåíü. Ïðè ýòîì óìåð îí íå îò öèððîçà, à îò
äèçåíòåðèè, êîòîðîé çàðàçèëñÿ, âûïèâ, èç-çà ïðîèã-
ðàííîãî ñïîðà, ñòàêàí ïëîõî î÷èùåííîé âîäû.)

Ñëîæèì âåðîÿòíîñòè îáîèõ çàáîëåâàíèé:

0 0
i c

b b

b b
W I e C e

-

= + .

Î÷åâèäíî, ÷òî îïòèìóì âèíîïèòèÿ ðåàëèçóåòñÿ ïðè
ìèíèìóìå ñóììàðíîé âåðîÿòíîñòè ó÷èòûâàåìûõ çàáî-
ëåâàíèé. Âû÷èñëÿÿ è ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ ïðîèçâîä-
íóþ:

0 0 0i c

b b

b b

i c

dW b b
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= - + = ,

íàõîäèì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå êîëè÷åñòâî âèíà îïðå-
äåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì
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Ïðåäïîëàãàÿ âåðîÿòíîñòè öèððîçà è èíôàðêòà äëÿ
íåïüþùåãî ÷åëîâåêà îäèíàêîâûìè (àâòîðû íå íàøëè
òî÷íûõ äàííûõ), âèäèì, ÷òî îïòèìàëüíûì êîëè÷å-
ñòâîì äíåâíîãî ïîòðåáëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ 1,5 ñòàêàíà, èëè
îêîëî òðåõñîò ãðàììîâ êðàñíîãî âèíà â äåíü. Ýòî è åñòü
òî êîëè÷åñòâî, êîòîðîå îáû÷íî âûïèâàþò, íàïðèìåð,
êðåñòüÿíå â Òîñêàíå çà îáåäîì è óæèíîì.

Îïðåäåëåíèå êà÷åñòâà è ïðîèñõîæäåíèÿ âèíà:
ìåòîä SNIF-ßÌÐ

Ãîâîðÿ î ïîëüçå ðàçóìíîãî ïîòðåáëåíèÿ íàòóðàëüíî-
ãî êðàñíîãî âèíà ñ îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè, íåîáõî-
äèìî áûòü óâåðåííûì â òîì, ÷òî åãî ïðîèñõîæäåíèå
ñîîòâåòñòâóåò íàïèñàííîìó íà ýòèêåòêå. Ñîâðåìåííàÿ
ôèçèêà ïðåäëàãàåò ìåòîä òî÷íåéøåãî êîíòðîëÿ ïðîèñ-
õîæäåíèÿ âèíà, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ÿâëåíèÿ
ÿäåðíîãî ìàãíèòíîãî ðåçîíàíñà. Ýòîò ìåòîä íàçûâàåòñÿ
ìåòîäîì îïðåäåëåíèÿ ñïåöèôè÷åñêîãî ïðèðîäíîãî èçî-
òîïè÷åñêîãî ñîñòàâà âèíà, àíãëèéñêàÿ àááðåâèàòóðà –
SNIF, îò Specific Natural Isotope Fraction. ßâëåíèå
ÿäåðíîãî ìàãíèòíîãî ðåçîíàíñà (ßÌÐ) ñîñòîèò â ñëå-
äóþùåì.

ßäðà, íàïðèìåð ïðîòîíû â ñëó÷àå àòîìîâ âîäîðîäà,
ïîäîáíî ñòðåëêå êîìïàñà, îáëàäàþò íåêîòîðûì âåñü-
ìà ìàëûì ìàãíèòíûì ìîìåíòîì. Áóäó÷è ïîìåùåííû-
ìè â îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå, ýòè ìàãíèòíûå ìî-

ìåíòû ïðåöåññèðóþò (ìåäëåííî âðàùàþòñÿ) âîêðóã
íàïðàâëåíèÿ ïîëÿ ñ ïðîïîðöèîíàëüíîé âåëè÷èíå ýòî-
ãî ïîëÿ ÷àñòîòîé Ω . Ïðèëîæèì òåïåðü ìàëîå ïåðå-
ìåííîå ïîëå ñ ÷àñòîòîé ðàäèîäèàïàçîíà â íàïðàâëå-
íèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì îñíîâíîìó ïîëþ. Òàê êàê
ìàãíèòíûå ìîìåíòû â ïðèíöèïå ìîãóò ðàçâîðà÷èâàòü-
ñÿ ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ ïîñòîÿííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ,
òî, êîãäà ÷àñòîòà ω  ðàäèîñèãíàëà îêàçûâàåòñÿ áëèç-
êîé ê Ω  (âîò îòêóäà ïðîèñõîäèò òåðìèí «ðåçîíàíñ»),
åãî ýíåðãèÿ íà÷èíàåò ýôôåêòèâíî ïîãëîùàòüñÿ. Ñëå-
äóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ßÌÐ ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì êâàí-
òîâûì ýôôåêòîì, îäíàêî ïðèâåäåííîå ãðóáîå êëàññè-
÷åñêîå îïèñàíèå â îñíîâíîì îòðàæàåò åãî ñóòü. Â
ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå äëÿ íàñ âàæíî, ÷òî ïîñðåä-
ñòâîì ýëåêòðîííîé àïïàðàòóðû îêàçûâàåòñÿ âîçìîæ-
íûì èçìåðèòü ñ îãðîìíîé òî÷íîñòüþ âåëè÷èíó ðåçî-
íàíñíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, îïðåäåëÿþùåãî «ëèíèþ
ßÌÐ» â ñïåêòðå ïîãëîùåíèÿ. Ýòà âåëè÷èíà ñîîòâåò-
ñòâóåò çíà÷åíèþ ëîêàëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ÿäðå,
ÿâëÿþùåãîñÿ ñóììîé âíåøíåãî ïîëÿ è ìàëûõ ìàãíèò-
íûõ ïîëåé, èíäóöèðóåìûõ ýëåêòðîííûìè òîêàìè. Ïî-
íÿòíî, ÷òî ðåçîíàíñíûå ëèíèè ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü
ðàçëè÷íûì ÷àñòîòàì ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ –
â çàâèñèìîñòè îò ñïåöèôèêè ýëåêòðîííîãî îêðóæåíèÿ
âûáðàííîãî ÿäðà. Ðåçîíàíñíûé ñïåêòð, òàêèì îáðà-
çîì, ñòàíîâèòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå «ôîòîãðàôèåé»
êîíôèãóðàöèè ìîëåêóëû.

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà SNIF-ßÌÐ ñåãîäíÿ ìîæíî ðàç-
ëè÷àòü ñïèðòû îäíîé è òîé æå õèìè÷åñêîé ñòðóêòó-
ðû, íî ðàçëè÷íîãî áîòàíè÷åñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ. Îêà-
çûâàåòñÿ âîçìîæíûì ñêàçàòü, äåéñòâèòåëüíî ëè äàí-
íîå âèíî áûëî ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå áðîæåíèÿ âè-
íîãðàäà ñ êîíêðåòíîãî âèíîãðàäíèêà èç îïðåäåëåííîé
îáëàñòè. Ìåòîä îñíîâûâàåòñÿ íà òîì ôàêòå, ÷òî â
âèäó ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ ôîòîñèíòåçà è ìåòàáîëèç-
ìà ðàñòåíèÿ, ãåîãðàôè÷åñêèõ è êëèìàòè÷åñêèõ óñëî-
âèé, ñîäåðæàíèå äåéòåðèÿ ïî îòíîøåíèþ ê âîäîðîäó
èçìåðèìî âàðüèðóåòñÿ îò ïðîâèíöèè ê ïðîâèíöèè, îò
âèíîãðàäíèêà ê âèíîãðàäíèêó, îò ðàñòåíèÿ ê ðàñòå-
íèþ. Äåëî â òîì, ÷òî îáû÷íàÿ ôîðìóëà ýòèëîâîãî
ñïèðòà 3 2CH CH OH  íå îòðàæàåò âñå âîçìîæíûå åãî
âàðèàöèè. Â çàâèñèìîñòè îò ñîäåðæàíèÿ äåéòåðèÿ â
äàííîé ìåñòíîñòè èëè â ðåçóëüòàòå êîíêðåòíîãî ïðî-
öåññà ìåòàáîëèçìà ñïèðòû, ñîäåðæàùèåñÿ â âèíå, ìî-
ãóò îïèñûâàòüñÿ òàêæå è ôîðìóëàìè 2 2CH D-CH -OH ,

3CH -CDH-OH , 3 2CH CH OD . Îòíîøåíèå D/H äëÿ
êàæäîé òàêîé èíäèâèäóàëüíîé ãðóïïû ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå àíàëèçà ñïåêòðà ßÌÐ íà ÿä-
ðàõ äåéòåðèÿ. Íà îñíîâàíèè òàêèõ èçìåðåíèé ñîçäà-
íû áàçû äàííûõ ïî ãåîãðàôè÷åñêîé ïðèíàäëåæíîñòè
âèíà, ïî íèì ìîæíî óçíàòü, äîáàâëÿëñÿ ëè ïðè åãî
èçãîòîâëåíèè ñàõàð, èñïîëüçîâàëèñü ëè äëÿ åãî àðî-
ìàòèçàöèè âèíà äðóãèõ ðåãèîíîâ è ìíîãîå äðóãîå.



Ôèáîíà÷÷èåâû êðîëèêè
Ë.ØÈÁÀÑÎÂ, Ç.ØÈÁÀÑÎÂÀ

Â
1170 ÃÎÄÓ Â ÈÒÀËÜßÍÑÊÎÌ ÃÎÐÎÄÅ ÏÈÇÀ Â
ñåìüå  íîòàðèóñà  ðîäèëñÿ  ñûí  Ëåîíàðäî.  Åãî
îòåö èìåë ïðîçâèùå Áîíà÷÷è – äîáðÿê, ïîýòîìó

ìàëü÷èêà íàçûâàëè Ôèáîíà÷÷è – ñûí Áîíà÷÷è. Ïîä
ýòèì èìåíåì Ëåîíàðäî Ïèçàíñêèé, ñòàâøèé âïîñëåä-
ñòâèè èçâåñòíûì ìàòåìàòèêîì, ÷àñòî óïîìèíàåòñÿ â
èñòîðèè íàóêè. Îòåö ðàáîòàë â Àëæèðå â êà÷åñòâå
ïðåäñòàâèòåëÿ òîðãîâîãî äîìà ñâîåãî ãîðîäà. Ïðîæèâà-
íèå â Àëæèðå áëàãîïðèÿòíî ñêàçàëîñü íà îáðàçîâàíèè
Ëåîíàðäî. Âåäü ýòî áûëà ìðà÷íàÿ ýïîõà Ñðåäíåâåêî-
âüÿ, êîãäà åâðîïåéñêàÿ íàóêà íàõîäèëàñü â óïàäêå. Â
àðàáñêîì æå ìèðå íàáëþäàëñÿ ïîäúåì ìàòåìàòè÷åñêîé
íàóêè. Àðàáû, çàâîåâàâøèå ê ýòîìó âðåìåíè âûñîêî-
ðàçâèòûå ñòðàíû Ñðåäèçåìíîìîðüÿ, ìíîãîå ïîçàèì-
ñòâîâàëè èç êóëüòóðû ïîêîðåííûõ ñòðàí. Àðàáñêèå
õàëèôû äëÿ ïðîñëàâëåíèÿ ñâîåãî ïðàâëåíèÿ ïîêðîâè-
òåëüñòâîâàëè èñêóññòâàì è íàóêàì. Ó÷åíûå àêòèâíî
ïåðåâîäèëè àíòè÷íûå òðóäû ñ ãðå÷åñêîãî ÿçûêà íà
àðàáñêèé è ïîëó÷èëè ðÿä íîâûõ ñåðüåçíûõ ðåçóëüòàòîâ
â îáëàñòè àëãåáðû è òðèãîíîìåòðèè.

Îáðàçîâàíèå, ïîëó÷åííîå â Àëæèðå, Ëåîíàðäî ïî-
ñòîÿííî ïîïîëíÿë âî âðåìÿ ïóòåøåñòâèé ñ îòöîì,
êîòîðîìó ÷àñòî ïðèõîäèëîñü áûâàòü ïî òîðãîâûì äå-
ëàì â ðàçíûõ ñòðàíàõ Ñðåäèçåìíîìîðüÿ. Âíèìàòåëüíî
èçó÷èâ äîñòèæåíèÿ àðàáñêîé ìàòåìàòèêè, Ëåîíàðäî
ïîäûòîæèë èõ â òðàêòàòå «Êíèãà àáàêà» (1202). Àáàê
– ýòî ïðîñòåéøèé âû÷èñëèòåëüíûé ïðèáîð, ïðàðîäè-
òåëü ñ÷åòîâ, õîðîøî çíàêîìûõ íàì ïî íåäàâíåìó ïðî-
øëîìó. Íî â êíèãå ðå÷ü øëà íå îá ýòîì ïðèáîðå, à îá
èñêóññòâå âû÷èñëåíèé. Òðóä ïîëó÷èëñÿ ãðàíäèîçíûì –
äîñòàòî÷íî ñêàçàòü, ÷òî óæå â ïå÷àòíîì âèäå êíèãà
ñîäåðæàëà 460 ñòðàíèö. Íàïèñàíà îíà áûëà äëÿ òîðãî-
âûõ è äåëîâûõ ëþäåé ñ öåëüþ îáëåã÷åíèÿ ðàñ÷åòîâ. Â
íåé Ëåîíàðäî ïîçíàêîìèë øèðîêèé êðóã åâðîïåéöåâ ñ
äåñÿòè÷íîé ñèñòåìîé ñ÷èñëåíèÿ, êîòîðîé ïîëüçîâàëèñü
àðàáû, è ïîêàçàë åå ïðåèìóùåñòâî ïåðåä ðèìñêîé
íóìåðàöèåé, ïðèìåíÿâøåéñÿ â Åâðîïå.

Ïîìèìî çàäà÷ ïðàêòè÷åñêîãî õàðàêòåðà (î öåíå òîâà-
ðà, î äåëåæå íàñëåäñòâà, îá èìóùåñòâå, î ñïëàâàõ è
ðàñòâîðàõ) êíèãà ñîäåðæàëà ïðàâèëî ïðèáëèæåííîãî
èçâëå÷åíèÿ êîðíåé, ñïîñîáû ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé, íåîïðåäåëåííûõ óðàâíåíèé è èõ ñèñòåì, â
÷àñòíîñòè – ðåøåíèå êèòàéñêîé çàäà÷è î äåëåíèè ñ
îñòàòêîì. Â ýòîì òðàêòàòå ìíîãîå äëÿ åâðîïåéñêîé
ìàòåìàòèêè îêàçàëîñü íîâûì: èñïîëüçîâàëèñü îòðèöà-
òåëüíûå ÷èñëà, êîòîðûå òðàêòîâàëèñü êàê äîëã, áûë
ââåäåí òåðìèí «÷àñòíîå», â çàïèñè äðîáè ïîÿâèëàñü
ðàçäåëèòåëüíàÿ ÷åðòà ìåæäó ÷èñëèòåëåì è çíàìåíàòå-
ëåì è ò.ä. Ñîäåðæàëèñü â êíèãå è ñîáñòâåííûå ðåçóëü-
òàòû Ëåîíàðäî, â ÷àñòíîñòè – ðåøåíèå çàäà÷è î ðàçìíî-
æåíèè êðîëèêîâ (î íåé ïîéäåò ðå÷ü íèæå) è çàäà÷è î

íàèìåíüøåì ÷èñëå ãèðü, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî
âçâåñèòü íà ðû÷àæíûõ âåñàõ âñå ãðóçû, âåñ êîòîðûõ
âûðàæàåòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè, íå ïðåâûøàþùèìè ôèê-
ñèðîâàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. Åå ðåøåíèå ó Ëåîíàð-
äî ôàêòè÷åñêè îñíîâàíî íà çàïèñè ÷èñëà â òðîè÷íîé
ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Ýòà çàäà÷à äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ
ïîïóëÿðíîé. Íàäî ñêàçàòü, ÷òî ìíîãèå çàäà÷è èç «Êíèãè
àáàêà» èñïîëüçîâàëèñü ïîçæå ðàçëè÷íûìè àâòîðàìè.

Â 1220 ãîäó Ëåîíàðäî ïèøåò «Ïðàêòè÷åñêóþ ãåîìåò-
ðèþ», â êîòîðîé ðàññìàòðèâàåò ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è
íà ïîñòðîåíèå, ðåøàåìûå ñ ïîìîùüþ àëãåáðû. Ñëàâà î
âûäàþùåìñÿ ïèçàíñêîì ìàòåìàòèêå ðàçíåñëàñü ïî âñåé
Åâðîïå. Ïðèáûâøèé â 1225 ãîäó â Ïèçó èìïåðàòîð
Ãåðìàíèè è êîðîëü Ñèöèëèè Ôðèäðèõ II ðåøèë èñïû-
òàòü Ëåîíàðäî. Ïðèäâîðíûé ôèëîñîô èìïåðàòîðà
Èîãàíí Ïàëåðìñêèé ïðåäëîæèë åìó ðÿä çàäà÷, ñ êîòî-
ðûìè Ëåîíàðäî áëåñòÿùå ñïðàâèëñÿ. Â òîì æå ãîäó â
«Êíèãå êâàäðàòîâ» è â òðàêòàòå «Öâåòîê» îí ïðèâåë
ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ èç íèõ.

À òåïåðü ñôîðìóëèðóåì çíàìåíèòóþ çàäà÷ó î ðàç-
ìíîæåíèè êðîëèêîâ: «Íåêòî ïîìåñòèë ïàðó êðîëèêîâ
â çàãîíå, îãîðîæåííîì ñî âñåõ ñòîðîí, äàáû óçíàòü,
ñêîëüêî ïàð êðîëèêîâ ðîäèòñÿ â òå÷åíèå ãîäà. Ïðèðîäà
êðîëèêîâ òàêîâà, ÷òî ÷åðåç ìåñÿö ïàðà êðîëèêîâ ïðî-
èçâîäèò íà ñâåò äðóãóþ ïàðó, à ïîòîìñòâî äàþò îíè ñî
âòîðîãî ìåñÿöà ïîñëå ñâîåãî ðîæäåíèÿ».

Ïðèâåäåì ðåøåíèå Ëåîíàðäî. Â íà÷àëå ïåðâîãî ìåñÿ-
öà áûëà îäíà ïàðà êðîëèêîâ; â íà÷àëå âòîðîãî – äâå,
ïðè÷åì îäíà èç íèõ çðåëàÿ, ò.å. ñïîñîáíàÿ ÷åðåç ìåñÿö
ïðèíåñòè ïîòîìñòâî, âòîðàÿ – íåò. Ïîýòîìó â íà÷àëå
òðåòüåãî ìåñÿöà áóäóò òðè ïàðû êðîëèêîâ, äâå èç íèõ
çðåëûå. Â íà÷àëå ÷åòâåðòîãî ìåñÿöà ñòàíåò ïÿòü ïàð
(òðè ïàðû áûëè è äâå – íîâîå ïîòîìñòâî), èç íèõ
òîëüêî òðè çðåëûå, è ò.ä.:

Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî â êîíöå ãîäà â çàãîíå îêàæåòñÿ
377 ïàð êðîëèêîâ.

×èñëà âòîðîé ñòðîêè ñ ëåãêîé ðóêè ôðàíöóçñêîãî
ìàòåìàòèêà Ý.Ëþêà ñòàëè íàçûâàòü ÷èñëàìè Ôèáîíà÷-
÷è. Îíè îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ýëåìåíòû êîòî-
ðîé îáîçíà÷èì ÷åðåç nϕ . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî 1 2 1ϕ ϕ= = ,

3 1 2ϕ ϕ ϕ= + , 4 2 3ϕ ϕ ϕ= +  è ò.ä. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ
÷èñåë nϕ  âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

1 2n n nϕ ϕ ϕ
- -

= + ,                     (1)
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ò.å. äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòà nϕ  íåîáõîäèìî çíàòü äâà
ïðåäûäóùèõ ýëåìåíòà 1nϕ -

 è 2nϕ -
, à äëÿ èõ âû÷èñëå-

íèÿ – âíîâü íàäî çíàòü ïðåäûäóùèå ýëåìåíòû è ò.ä. äî
òåõ ïîð, ïîêà íå âåðíåìñÿ ê 2ϕ  è 1ϕ . Ñîîòíîøåíèÿ
òàêîãî òèïà â ìàòåìàòèêå íàçûâàþò ðåêóððåíòíûìè
(îò ëàòèíñêîãî recurrentis – âîçâðàùàþùèéñÿ), à âîç-
íèêàþùóþ ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü – ðåêóððåíò-
íîé èëè âîçâðàòíîé.

Ðàâåíñòâî (1) ïîçâîëÿåò âûâåñòè ìíîãèå ñâîéñòâà
÷èñåë Ôèáîíà÷÷è. Ìû ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî îäíèõ
èç íèõ, à äðóãèå ñôîðìóëèðóåì â âèäå óïðàæíåíèé.

Ñâîéñòâî 1. Ñîñåäíèå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Ôèáîíà÷÷è âçàèìíî ïðîñòû.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: íàéäóòñÿ 1nϕ +
 è nϕ , èìå-

þùèå îáùèé äåëèòåëü d > 1. Òîãäà 1 1n n nϕ ϕ ϕ
- +

= -
òîæå äåëèòñÿ íà d. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ñïóñê äàëüøå,
äîéäåì äî 2 1ϕ = , êîòîðîå òàêæå äîëæíî äåëèòüñÿ íà
d, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñâîéñòâî äîêàçàíî.

Ñâîéñòâî 2. Åñëè nϕ  – íàèìåíüøåå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ
íà d, òî ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è, êðàòíûå d, ïîâòîðÿþòñÿ
ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì ï.

Ïóñòü ï – íàèìåíüøèé íîìåð, äëÿ êîòîðîãî nϕ
äåëèòñÿ íà d: 0n a dϕ = . Òîãäà 1 1n a d rϕ

+
= + , 0 < r < d,

ïðè÷åì ïî ïðåäûäóùåìó ñâîéñòâó d è r âçàèìíî
ïðîñòûå, ( )2 0 1 2n a a d r a d rϕ

+
= + + = + , 3 3n a dϕ

+
= +

2r+ , 4 4 3n a d rϕ
+

= + , 5 5 5n a d rϕ
+

= + , …, n k ka dϕ
+

= +

krϕ+ . Îñòàòêè r, r, 2r, 3r, 5r, ..., kϕ  íå ÿâëÿþòñÿ
íàèìåíüøèìè îñòàòêàìè îò äåëåíèÿ n kϕ

+
 íà d. Ïðè

k < n îíè íà d íå äåëÿòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî kϕ  íå äåëèòñÿ
íà d ïî óñëîâèþ, à r âçàèìíî ïðîñòî ñ d. Íî ÷èñëî

2n n na d rϕ ϕ= +  êðàòíî d. Àíàëîãè÷íî, ñëåäóþùåå ÷èñ-
ëî, äåëÿùååñÿ íà d, ýòî 3nϕ  è ò.ä. Ñâîéñòâî äîêàçàíî.

Èç ýòîãî ñâîéñòâà âûòåêàåò, íàïðèìåð, ÷òî ÷èñëà

3mϕ  ÷åòíûå, ÷èñëà 4mϕ  êðàòíû òðåì, 5mϕ  äåëÿòñÿ íà
5, 6mϕ  – íà 8.

Ñâîéñòâî 3. Ïðè m 2π  ÷èñëî nϕ  êðàòíî mϕ  òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ï êðàòíî ò.

Â ñàìîì äåëå, åñëè ï = km, òî, ïîëîæèâ md ϕ= , ïî
ïðåäûäóùåìó ñâîéñòâó ïîëó÷èì, ÷òî ÷èñëî kmϕ  äåëèò-
ñÿ íà mϕ . Ïóñòü òåïåðü nϕ  äåëèòñÿ íà mϕ  è ï = km +
+ r, 0 r m£ < . Ïî ñâîéñòâó 2, ìåæäó ÷èñëàìè kmϕ  è

km mϕ
+

 íåò ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà mϕ , à çíà÷èò, r = 0.

Óïðàæíåíèå 1. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè p
ϕ  – ïðîñòîå ÷èñëî, òî

ïðè 4p π  åãî íîìåð ð òîæå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå íåâåðíî.

Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî,
îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 1n nNϕ ϕ

+
£ < . Òîãäà ëèáî nN ϕ= ,

ëèáî äëÿ ÷èñëà nN ϕ-  âíîâü íàõîäèì äâà ñîñåäíèõ
÷èñëà Ôèáîíà÷÷è mϕ  è 1mϕ +

 òàêèõ, ÷òî m nNϕ ϕ£ - <
1mϕ +

< .

Óïðàæíåíèå 2. Ïîêàæèòå, ÷òî ò + 1 < ï.

È ñíîâà ëèáî n mN ϕ ϕ= + , ëèáî íàõîäèì íàèáîëü-

øåå ÷èñëî kϕ , íå ïðåâîñõîäÿùåå ðàçíîñòè ( )n mN ϕ ϕ- + ,

è ò.ä. Ðàçíîñòü ( )n m kN ϕ ϕ ϕ- + + +…  íåîòðèöàòåëüíà
è óáûâàåò ñ êàæäûì øàãîì. Áåñêîíå÷íî óáûâàòü îíà íå
ìîæåò, ïîñêîëüêó îãðàíè÷åíà ñíèçó íóëåì. Ïîýòîìó íà
íåêîòîðîì øàãå îíà ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ. Â ðåçóëü-

òàòå èìååì n m kN ϕ ϕ ϕ= + + +… , ãäå 1nN ϕ
+

< ,
1m n+ < , 1k m+ < ,... Âêëþ÷èâ â íàéäåííóþ ñóììó

âñå ïðîïóùåííûå ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è ñ íóëåâûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî

Ñâîéñòâî 4. Ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N îäíîçíà÷íî
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

1 1 2 2 1 1n n n nN a a a aϕ ϕ ϕ ϕ
- -

= + + + +…

ñ êîýôôèöèåíòàìè ka , ðàâíûìè íóëþ èëè åäèíèöå.
Ýòî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î ôèáîíà÷÷èåâîé ñèñòåìå

ñ÷èñëåíèÿ. Íàïðèìåð,

20 = 13 + 5 + 2 = ( )7 5 3 1, 0, 1, 0, 1, 0, 0 Φϕ ϕ ϕ+ + = ,

50 = 34 + 13 + 3 =

 = ( )9 7 4 1, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0 Φϕ ϕ ϕ+ + = ,

100 = 89 + 8 + 3 =

= ( )11 6 4 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0 Φϕ ϕ ϕ+ + = .

Èíäåêñ «Ô» óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ÷èñëî çàïèñàíî â
ôèáîíà÷÷èåâîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Òàêàÿ çàïèñü íàïî-
ìèíàåò äâîè÷íóþ, íî, â îòëè÷èå îò íåå, íå ìîæåò èìåòü
äâå ïîäðÿä èäóùèå åäèíèöû â ñèëó ìàêñèìàëüíîé
ýêîíîìíîñòè ñïîñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà ïîçâîëÿåò íàéòè çíà÷åíèå
ëþáîãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è ïî ïðå-
äûäóùèì ÷ëåíàì. À ìîæíî ëè âûðàçèòü nϕ  íåïîñðåä-
ñòâåííî ÷åðåç ï? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîëîæèòåëüíûé.
×òîáû íàéòè èñêîìîå âûðàæåíèå, ñíîâà îáðàòèìñÿ ê
ñîîòíîøåíèþ (1) è ðàññìîòðèì åãî êàê óðàâíåíèå ñ
íåèçâåñòíûì nϕ . Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ýòîãî óðàâíå-
íèÿ â âèäå n

nϕ λ= . Ïîäñòàâëÿÿ nλ  â (1), ïîëó÷èì

2 1n n nλ λ λ+ += + .                   (2)

Ïîñêîëüêó íóëåâîå ðåøåíèå íàñ íå èíòåðåñóåò, ñîêðà-
òèâ íà nλ , ïðèäåì ê óðàâíåíèþ 2 1λ λ= + . Îíî íàçû-
âàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì äëÿ ñîîòíîøåíèÿ (1).

Ñòåïåíè åãî êîðíåé 1,2

1 5

2
λ

±
=  óäîâëåòâîðÿþò óðàâ-

íåíèþ (2) è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòíîøåíèþ (1). Î÷åâèä-
íî, ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ 

1
nλ  è 

2
nλ  òàêæå

óäîâëåòâîðÿåò (1), ïîýòîìó
1 1

1 2

1 5 1 5

2 2

n n

n c cϕ
- -

Ê ˆ Ê ˆ+ -
= +Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯

.

Îñòàåòñÿ òàê ïîäîáðàòü êîýôôèöèåíòû 1c  è 2c , ÷òîáû

1 2 1ϕ ϕ= = . Ñ ýòîé öåëüþ ïîëîæèì ï = 1 è ï = 2, òîãäà

1 21 c c= +  è 1 2

1 5 1 5
1

2 2
c c

+ -
= + ,

îòêóäà ( )1 1 5 2 5c = + , ( )2 5 1 2 5c = - . Îêîí÷à-
òåëüíî ïîëó÷àåì

1 1 5 1 5

2 25

n n

nϕ
Ê ˆÊ ˆ Ê ˆ+ -

= -Á ˜Á ˜ Á ˜Á ˜Ë ¯ Ë ¯Ë ¯
.

Ýòî ðàâåíñòâî íàçûâàþò ôîðìóëîé Áèíå ïî èìåíè
îòêðûâøåãî åå (1843) ôðàíöóçñêîãî ìàòåìàòèêà Æ.Áè-
íå, õîòÿ åùå ðàíüøå îíà âñòðå÷àëàñü (1728) ó øâåéöàð-
ñêîãî ìàòåìàòèêà Ä.Áåðíóëëè.



Â ôîðìóëå Áèíå ïðèñóòñòâóþò äâà ÷èñëà ( )1 5 2+ =
= Ô è ( )1 5 2- = �ta , ñâÿçàííûå åùå ñ îäíèì çàìå÷à-
òåëüíûì ìàòåìàòè÷åñêèì ïîíÿòèåì — çîëîòûì ñå÷å-
íèåì. Îíî îïðåäåëÿåòñÿ êàê äåëåíèå îòðåçêà íà äâå
íåðàâíûå ÷àñòè, èç êîòîðûõ áóëüøàÿ õ ÿâëÿåòñÿ ñðåä-
íåé ïðîïîðöèîíàëüíîé ìåæäó âñåì îòðåçêîì à è ìåíü-
øåé ÷àñòüþ, ò.å. à : õ = õ : (à – õ). Èç ýòîé ïðîïîðöèè
íàõîäèì �

1
t tx a a

-= = - . Îòíîøåíèå æå âñåãî îòðåç-
êà ê åãî áîëüøåé ÷àñòè ðàâíî Ô. Òàêîå äåëåíèå îòðåçêà
îáëàäàåò ðÿäîì èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ è ÷àñòî ïðèìåíÿ-
åòñÿ ïðè ñîçäàíèè ïðîèçâåäåíèé èñêóññòâà è ïðåäìåòîâ
áûòà äëÿ äîñòèæåíèÿ ãàðìîíèè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå
âåëèêèé õóäîæíèê è ó÷åíûé ýïîõè Âîçðîæäåíèÿ Ëåî-
íàðäî äà Âèí÷è íàçâàë åãî «çîëîòûì ñå÷åíèåì». Îáî-
çíà÷åíèå îòíîøåíèÿ áóêâîé Ô âçÿòî â ÷åñòü äðåâíåãðå-
÷åñêîãî ñêóëüïòîðà Ôèäèÿ (V â. äî í.ý.), ñïåöèàëüíî
èñïîëüçîâàâøåãî åãî â ñâîèõ ïðîèçâåäåíèÿõ.

Âûâåäåì ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Áèíå åùå îäíî ñâîé-
ñòâî ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è.

Ñâîéñòâî 5. Ïðåäåë îòíîøåíèÿ 1 :n nϕ ϕ
+

 ïðè n Æ •
ðàâåí ÷èñëó Ô.

Ýòî ñâîéñòâî îáíàðóæèë åùå â XVII âåêå íåìåöêèé
àñòðîíîì è ìàòåìàòèê È.Êåïëåð. Çàïèøåì ôîðìóëó

Áèíå â âèäå �( )t t 5
n

n

nϕ = - . Èç íåðàâåíñòâ Ô >1,

�t 1<  ñëåäóåò, ÷òî èñêîìûé ïðåäåë ðàâåí ïðåäåëó

îòíîøåíèÿ 1
t : t t

n n+
= .

Âåðíåìñÿ ê ñîîòíîøåíèþ (1). Ïåðåïèøåì åãî â
îáùåì âèäå 1 1n n nu u u

+ -
= +  äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè { }nu , êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ
ñâîèìè ïåðâûìè ýëåìåíòàìè 1u  è 2u . Âñå îíè íàçûâà-
þòñÿ îáîáùåííûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè Ôèáîíà÷-
÷è. Íàìè ðàññìîòðåí ñëó÷àé 1 2 1u u= = . Ïðèâåäåì
äðóãèå ïðèìåðû: 1) ïðè 1 1u = , 2 2u =  ïîëó÷èì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ÷èñåë òðåòüåé ñòðîêè òàáëèöû (÷èñëî
âñåõ ïàð êðîëèêîâ); 2) ïðè 1u  = 2, 2u  = 1 ïðèäåì ê
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, ... ; 3) ïðè

1u  = 1, 2u  = 3 ïîëó÷èì ïðåäûäóùóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî ýëåìåíòà. Åå ÷ëåíû íàçûâà-
þòñÿ ÷èñëàìè Ëþêà. Î÷åâèäíî, ôîðìóëà îáùåãî ÷ëåíà
äëÿ êàæäîé èç òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èìååò âèä

�

1 2t t
n

n

nu c c= + , ãäå 1c  è 2c  îïðåäåëÿþòñÿ ïî äâóì
ïåðâûì ýëåìåíòàì.

Óïðàæíåíèå 3. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ n-ãî ÷èñëà Ëþêà nL

âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà �t t
n

n

n
L = +  è 

1 1n n nL ϕ ϕ
+ -

= + .

Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì (1), ìîæíî ââåñòè ÷èñëà Ôè-
áîíà÷÷è ñ îòðèöàòåëüíûìè èíäåêñàìè: 0 2 1ϕ ϕ ϕ= - ,

1 1 0ϕ ϕ ϕ
-

= - , 2 0 1ϕ ϕ ϕ
- -

= -  è ò.ä. Âûïèøåì íåñêîëü-
êî èõ çíà÷åíèé:

Âèäèì, ÷òî âíîâü âîçíèêàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë
Ôèáîíà÷÷è, òîëüêî ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ çíàêàìè.

Óïðàæíåíèå 4. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî ( )
1

1
n

n n
ϕ ϕ-

-
= - .

×èñëà Ôèáîíà÷÷è ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ïðèðîäå:
èíòåðåñíî, ÷òî èìè âûðàæàþòñÿ êîëè÷åñòâà ñïèðàëåé,
ïî êîòîðûì ðàñïîëàãàþòñÿ ñåìå÷êè â ïîäñîëíóõå,
öâåòî÷êè â ñîöâåòèÿõ ðîìàøêè, ÷åøóéêè â åëîâûõ
øèøêàõ è äð. Ïðèìåíÿþòñÿ îíè è â ïðàêòè÷åñêîé
äåÿòåëüíîñòè, íàïðèìåð ïðè ìàøèííîé ñîðòèðîâêå è
îáðàáîòêå èíôîðìàöèè. Èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëà Ôèáî-
íà÷÷è è â ìàòåìàòèêå ïðè ãåíåðèðîâàíèè ñëó÷àéíûõ
÷èñåë, ïðè íàõîæäåíèè ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèé, ïðîèç-
âîäíûå êîòîðûõ íåèçâåñòíû. Â 1891 ãîäó Ý.Ëþêà ñ èõ
ïîìîùüþ íàøåë 12-å ñîâåðøåííîå ÷èñëî (÷èñëî, ðàâ-
íîå ñóììå âñåõ ñâîèõ ñîáñòâåííûõ äåëèòåëåé). Çàìå-
òèì, ÷òî ýòî ïîñëåäíåå ñîâåðøåííîå ÷èñëî, íàéäåííîå
áåç èñïîëüçîâàíèÿ ÝÂÌ.

Íî ñàìîå çàìå÷àòåëüíîå ïðèëîæåíèå ÷èñëà Ôèáîíà÷-
÷è íàøëè â XX âåêå. Ñ èõ ïîìîùüþ ñîâåòñêèé ìàòåìà-
òèê Þ.Â.Ìàòèÿñåâè÷ ðåøèë (1970) äåñÿòóþ ïðîáëåìó
Ãèëüáåðòà. Çäåñü íàäî ñêàçàòü íåñêîëüêî ñëîâ î çíàìå-
íèòîì äîêëàäå íåìåöêîãî ìàòåìàòèêà Ä.Ãèëüáåðòà,
ñäåëàííîì èì íà Âòîðîì ìåæäóíàðîäíîì êîíãðåññå
ìàòåìàòèêîâ, ñîñòîÿâøåìñÿ â 1900 ãîäó â Ïàðèæå. Â
ýòîì äîêëàäå îí îáðèñîâàë ñîñòîÿíèå ìàòåìàòèêè íà
ðóáåæå âåêîâ è ïîñòàâèë 23 ïðîáëåìû, ðàçðåøåíèå
êîòîðûõ æåëàòåëüíî áûëî áû ïîëó÷èòü â íîâîì âåêå.
Ñðåäè íèõ áûëè è äðåâíèå çàäà÷è, è ñîâåðøåííî
íîâûå, êîòîðûå ïîÿâèëèñü â ðåçóëüòàòå ïîñëåäíèõ
èññëåäîâàíèé ó÷åíûõ, â òîì ÷èñëå è ñàìîãî Ãèëüáåðòà.
Ïðîáëåìû îêàçàëèñü ñòîëü àêòóàëüíûìè, ÷òî ïðàêòè-
÷åñêè âñÿ ìàòåìàòèêà XX âåêà ðàçâèâàëàñü ïîä çíàêîì
ðåøåíèÿ çàäà÷, ïîñòàâëåííûõ Ãèëüáåðòîì. Ïîä íîìå-
ðîì äåñÿòü â äîêëàäå áûëà ñôîðìóëèðîâàíà ïðîáëåìà
ðàçðåøèìîñòè àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè âî ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë. Èñïîëü-
çóÿ äåëèìîñòü ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è, Ìàòèÿñåâè÷ äîêàçàë,
÷òî íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, ïîçâîëÿþùåãî îïðåäå-
ëèòü, ðàçðåøèìî ëè òàêîå óðàâíåíèå âî ìíîæåñòâå
öåëûõ ÷èñåë.

Óïðàæíåíèÿ

5. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è:

a) 1 2 2 1n nϕ ϕ ϕ ϕ
+

+ + + = -… ;

á) 1 3 2 1 2n n
ϕ ϕ ϕ ϕ

-
+ + + =… ;

â) 2 4 2 2 1 1n n
ϕ ϕ ϕ ϕ

+
+ + + = -… ;

ã) 2 2 2

1 2 1n n n
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ…

+
+ + + = ;

ä) 2 2

1 2 1n n n n
ϕ ϕ ϕ ϕ

+ + -
- = ;

å) ( )2

1 1 1
n

n n nϕ ϕ ϕ
- +

- = -  (ðåçóëüòàò Äæ.Êàññèíè, 1680);

æ) ( )
12 2

1 1
1

n

n n n n
ϕ ϕ ϕ ϕ -

- -
- - = - ;

ç) ( )( )13 3 3

1 2 3 2 1
1 6 5 10

n

n n n
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ…

-

+ -
+ + + = + - ◊ + .

6. Äîêàæèòå ôîðìóëó

1 1n m m n m n
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

+ - +
= +

è ïîëó÷èòå èç íåå ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

à) 2 2

1 1 2n n n
ϕ ϕ ϕ

+ -
- = ;

á) 2 2

1 2 1n n n
ϕ ϕ ϕ

+ +
+ = ;

â) 3 3 3

1 1 3n n n n
ϕ ϕ ϕ ϕ

+ -
+ - = ;

ã) ( ) ( )m mnd ,
mnd , n m n

ϕ ϕ ϕ= .

7. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèêà, äëèíû ñòîðîí
êîòîðîãî âûðàæàþòñÿ ðàçëè÷íûìè ÷èñëàìè Ôèáîíà÷÷è.
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Óíèâåðñèòåòû Èòàëèè
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Ó
ÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ ÁÎËÎÍÜÈ, ÎÑÍÎÂÀÍÍÛÉ Â 1088
ãîäó, ñ÷èòàåòñÿ ñòàðåéøèì óíèâåðñèòåòîì Åâðî-
ïû. Èìåííî òîãäà ïðåïîäàâàíèå þðèñïðóäåíöèè

â Áîëîíüå íà÷àë îñíîâîïîëîæíèê øêîëû ãëîññàòî-
ðîâ 1  Èðíåðèé. Â 1158 ãîäó èìïåðàòîð Ñâÿùåííîé
Ðèìñêîé èìïåðèè Ôðèäðèõ I Áàðáàðîññà âûäàë Áîëîí-
ñêîìó óíèâåðñèòåòó õàðòèþ, ñîãëàñíî êîòîðîé ñòó-
äåíòû è ïðîôåññîðà íàõîäèëèñü ïîä åãî ïîêðîâèòåëü-
ñòâîì êàê â ñàìîì óíèâåðñèòåòå, òàê è íà ïóòè ê íåìó.
Ýòîò äîêóìåíò, ðàçóìååòñÿ, èìåë âàæíîå çíà÷åíèå â
ñðåäíåâåêîâîé Åâðîïå, íà äîðîãàõ êîòîðîé â òå âðåìåíà
âñòðå÷àëèñü íå òîëüêî èñêàòåëè âå÷íûõ èñòèí.

Âíà÷àëå ñòóäåíòû øêîëû ãëîññàòîðîâ îáðàçîâûâàëè
êîðïîðàöèè ïî íàöèîíàëüíîìó ïðèçíàêó, îïèðàÿñü íà
îáùíîñòü ðàçãîâîðíîãî ÿçûêà. Çàòåì, â ñèëó ïðåïîäà-
âàíèÿ íà îáùåé äëÿ âñåõ ëàòûíè, îíè ñòàëè îñîçíàâàòü
ñâîþ îáùíîñòü – óíèâåðñàëüíîñòü, îòêóäà è ïîøëî
íàçâàíèå âûñøåé øêîëû. Â Áîëîíñêîì óíèâåðñèòåòå –
Alma Mater Studiorum – áûëè çàëîæåíû îñíîâû ñàìî-
óïðàâëåíèÿ âóçîâ. Ñòóäåíòû ñàìè íàíèìàëè ïðîôåññî-
ðîâ è èçáèðàëè ðåêòîðà. Äåíüãè íà îïëàòó ïðåïîäàâà-
òåëåé òàêæå ñîáèðàëè ñî ñòóäåíòîâ. Ïðîôåññîðà, ñîá-
ñòâåííî, íå âëèÿëè íà ïðîöåññ ïðèåìà è âûäà÷è äèïëî-
ìîâ. Ïðèåì â óíèâåðñèòåò ïðîâîäèëè ëó÷øèå ñòóäåí-
òû. Ëåêöèè äåëèëèñü íà îáÿçàòåëüíûå è íåîáÿçàòåëü-
íûå. Òîëüêî íà ñòàðøèõ êóðñàõ, ïîëó÷àÿ ñòåïåíü
ëèöåíöèàòà, êàíäèäàò îáÿçàí áûë ñäàòü ýêçàìåí ïðåïî-
äàâàòåëþ, à ïîëó÷àÿ ñòåïåíü äîêòîðà, – ïðîéòè ïóáëè÷-
íûé ýêçàìåí â ïðèñóòñòâèè ïðèåìíîé êîìèññèè, ò.å.
êîíâåíòà. Ïîëíîïðàâèå ñòóäåíòîâ, âïðî÷åì, îáåðíó-
ëîñü ñíèæåíèåì êà÷åñòâà îáðàçîâàíèÿ, òàê ÷òî â 1219
ãîäó ïàïà ðèìñêèé ïðåäïèñàë, ÷òîáû íèêòî íå ìîã
ïîëó÷èòü äîêòîðñêîãî çâàíèÿ áåç ñîãëàñèÿ àðõèåïèñêî-
ïà Áîëîíñêîãî. Âñêîðå ïîñëå ýòîãî óíèâåðñèòåò âíîâü
ñòàë ëó÷øèì ó÷åáíûì çàâåäåíèåì, à åãî âûïóñêíèêè
ïðèçíàâàëèñü îáëàäàòåëÿìè âûñøåãî ó÷åíîãî çâàíèÿ â
Èòàëèè.

Âîçíèêøèé êàê þðèäè÷åñêîå ó÷åáíîå çàâåäåíèå,  Áî-
ëîíñêèé óíèâåðñèòåò â XIV âåêå îòêðûë ôàêóëüòåòû
ôèëîñîôèè, ìåäèöèíû è òåîëîãèè. Ê òðàäèöèîííûì
ïðåäìåòàì – þðèñïðóäåíöèè, ðèòîðèêå è ãðàììàòèêå –
äîáàâèëèñü ôèëîñîôèÿ, ìàòåìàòèêà, ôèçèêà, ìåäèöè-
íà è äðóãèå íàóêè. Çàìåòèì, ÷òî ïî îáðàçó è ïîäîáèþ
Áîëîíñêîãî óíèâåðñèòåòà áûëè îáðàçîâàíû óíèâåðñè-
òåòû Ïàäóè, Ìîäåíû, Ïèçû è Íåàïîëÿ, à òàêæå
Ñîðáîííû è Êåìáðèäæà. Èçíà÷àëüíî óíèâåðñèòåò ïî-
÷òè íå çàâèñåë îò öåðêâè è ãîðîäñêèõ âëàñòåé, îäíàêî
ñî âðåìåíåì óñòàíîâèëñÿ ïîðÿäîê, ñîãëàñíî êîòîðîìó
æàëîâàíüå ïðåïîäàâàòåëÿì âûïëà÷èâàëîñü ãîðîäñêè-

ìè âëàñòÿìè. Â äàëüíåéøåì óíèâåðñèòåò âñå áîëåå
òåðÿë àâòîíîìèþ è ïîäïàäàë ïîä âëèÿíèå êàòîëè÷åñ-
êîé öåðêâè.

Â êîíöå XV âåêà äëÿ èçó÷åíèÿ ïðàâà â Áîëîíñêèé
óíèâåðñèòåò ïðèåõàë Íèêîëàé Êîïåðíèê. Ñòóäåíòû
òîãäà åùå ïîäðàçäåëÿëèñü ïî çåìëÿ÷åñòâàì, è Êîïåð-
íèê çàïèñàëñÿ â «Ãåðìàíñêóþ íàöèþ». Íàðÿäó ñ èçó-
÷åíèåì ïðàâà îí çàíèìàëñÿ àñòðîíîìèåé ïîä ðóêîâîä-
ñòâîì áîëîíñêîãî ïðîôåññîðà Äîìåíèêî Ìàðèÿ äè
Íîâàðà. Ïî îòçûâàì ñîâðåìåííèêîâ, ïðîôåññîð áûë
«...ìóæåì, îäàðåííûì áîæåñòâåííûì ðàçóìîì, ÷åëîâå-
êîì ñî ñâîáîäíûì óìîì è äóõîì, ïîáóæäàâøèì äðóãèõ
ê ïðåîáðàçîâàíèþ àñòðîíîìèè ñëîâàìè è ïðèìåðîì».
Ïðîôåññîð íå ñ÷èòàë ïòîëåìååâñêîå ó÷åíèå íåçûáëå-
ìûì è íåïðèêîñíîâåííûì, îí ñî÷èíèë ñâîþ òåîðèþ
äâèæåíèÿ Ëóíû, çàñëóæèâøóþ âïîñëåäñòâèè ïîõâàëû
ñî ñòîðîíû Êåïëåðà. Âìåñòå ñ Êîïåðíèêîì îíè çàíèìà-
ëèñü àñòðîíîìè÷åñêèìè íàáëþäåíèÿìè è, â ÷àñòíîñòè,
íàáëþäàëè çàòìåíèå Ëóíîé çâåçäû ïåðâîé âåëè÷èíû α
Òåëüöà Àëüäåáàðàíà.

Èç äðóãèõ áîëîíñêèõ ïðîôåññîðîâ òîãî âðåìåíè
çàñëóæèâàþò óïîìèíàíèÿ Ñöèïèîí äåëü Ôåððî, çàìå-
÷àòåëüíûé ìàòåìàòèê, îòêðûâøèé ðåøåíèå óðàâíåíèé
òðåòüåé ñòåïåíè, è Àíòîíèé Óðöåé, ïðåïîäàâàâøèé
ãðàììàòèêó, ðèòîðèêó, ïîýòèêó è ãðå÷åñêèé ÿçûê.
Ïîñëåäíåìó îáó÷èëñÿ è Êîïåðíèê, òàê ÷òî ìîã ÷èòàòü
Ïëàòîíà è äðóãèõ àâòîðîâ â ïîäëèííèêå.

Â ðàçíûå ãîäû â Áîëîíñêîì óíèâåðñèòåòå îáó÷àëèñü
Äàíòå Àëèãüåðè, Ôðàí÷åñêî Ïåòðàðêà, Ýðàçì Ðîòòåð-
äàìñêèé, Òîðêâàòî Òàññî, Êàðëî Ãîëüäîíè, Àëüáðåõò
Äþðåð.

Ñ Áîëîíñêèì óíèâåðñèòåòîì ñâÿçàíî òàêæå èìÿ çíà-
ìåíèòîãî àñòðîíîìà Äæîâàííè Äîìåíèêî Êàññèíè. Â
íà÷àëå ñâîåé êàðüåðû îí ðàáîòàë â îáñåðâàòîðèè ìàð-
êèçà Ìàëüâàçèà áëèç Áîëîíüè, à çàòåì â òå÷åíèå
äîëãîãî âðåìåíè áûë ïðîôåññîðîì ìàòåìàòèêè è àñòðî-
íîìèè â Áîëîíñêîì óíèâåðñèòåòå. Â 1669 ãîäó Êàññèíè
ïåðååõàë âî Ôðàíöèþ, ãäå ðóêîâîäèë ñòðîèòåëüñòâîì
Ïàðèæñêîé îáñåðâàòîðèè, êîòîðóþ âîçãëàâëÿë äî êîí-
öà æèçíè. Êàññèíè âûïîëíèë ìíîãî÷èñëåííûå ïîçèöè-
îííûå íàáëþäåíèÿ Ñîëíöà ñ ìåðèäèàííûì èíñòðóìåí-
òîì è íà îñíîâàíèè ýòèõ íàáëþäåíèé ñîñòàâèë íîâûå
ñîëíå÷íûå òàáëèöû. Îí ñîçäàë ïåðâóþ òî÷íóþ òåîðèþ
àòìîñôåðíîé ðåôðàêöèè, íà÷àë íàáëþäåíèÿ ïîâåðõíî-
ñòè ïëàíåò ñ ïîìîùüþ áîëüøèõ òåëåñêîïîâ ñ âûñîêîêà-
÷åñòâåííîé îïòèêîé, ñîñòàâèë òàáëèöû äâèæåíèÿ ñïóò-
íèêîâ Þïèòåðà, êîòîðûå øèðîêî èñïîëüçîâàëèñü àñò-
ðîíîìàìè è ìîðåïëàâàòåëÿìè. Ïîëüçóÿñü ýòèìè òàáëè-
öàìè, Îëå Ð¸ìåð â 1675 ãîäó èçìåðèë ñêîðîñòü ñâåòà.
Â 1675 ãîäó Êàññèíè îáíàðóæèë, ÷òî êîëüöî Ñàòóðíà
ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé, ðàçäåëåííûõ òåìíîé ïîëîñîé

1 Ãëîññû, ïåðâîíà÷àëüíî çàìåòêè ìåæäó ñòðî÷êàìè, ñòàëè
çàòåì çàìåòêàìè íà ïîëÿõ.



(äåëåíèå Êàññèíè), è ïðåäïîëîæèë, ÷òî êàæäîå êîëüöî
ñîñòîèò èç áîëüøîãî êîëè÷åñòâà íåáîëüøèõ ÷àñòèö.
Ñîâìåñòíî ñ Ðèøå è Ïèêàðîì Êàññèíè ïðèíèìàë
ó÷àñòèå â íàáëþäåíèÿõ Ìàðñà âî âðåìÿ ïðîòèâîñòîÿ-
íèÿ 1672 ãîäà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî áûëî ïîëó÷åíî ïåðâîå
ïðèåìëåìîå çíà÷åíèå ñîëíå÷íîãî ïàðàëëàêñà ( 9,5¢¢ ). Â
èñòîðèþ íàóêè Êàññèíè âîøåë íå òîëüêî êàê âûäàþ-
ùèéñÿ ïðåäñòàâèòåëü íàáëþäàòåëüíîé àñòðîíîìèè, íî
è áëàãîäàðÿ ñâîåìó óäèâèòåëüíîìó êîíñåðâàòèçìó. Îí
áûë ïðîòèâíèêîì òåîðèè âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ, ñ ñî-
ìíåíèåì îòíîñèëñÿ ê ìîäåëè Êîïåðíèêà, ïðåäëàãàë
çàìåíèòü ýëëèïñû Êåïëåðà êðèâûìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿä-
êà (îâàëàìè Êàññèíè) è, íàêîíåö, ñ÷èòàë, ÷òî Ð¸ìåð
íåïðàâèëüíî îáúÿñíÿåò íàáëþäàåìóþ íåðàâíîìåðíîñòü
äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ Þïèòåðà êîíå÷íîñòüþ ñêîðîñòè
ñâåòà.

Îêîí÷èë Áîëîíñêèé óíèâåðñèòåò è ïðåïîäàâàë ìå-
äèöèíó â íåì îñíîâîïîëîæíèê ýëåêòðîôèçèîëîãèè
Ëóèäæè Ãàëüâàíè. Îí áûë óâîëåí èç óíèâåðñèòåòà
íåçàäîëãî äî ñâîåé êîí÷èíû èç-çà òîãî, ÷òî îòêàçàëñÿ
ïðèíåñòè ïðèñÿãó Öèçàëüïèíñêîé ðåñïóáëèêå, îáðà-
çîâàííîé â 1797 ãîäó Íàïîëåîíîì Áîíàïàðòîì íà
òåððèòîðèè Öåíòðàëüíîé è Ñåâåðíîé Èòàëèè. Ïåð-
âûå ðàáîòû Ãàëüâàíè áûëè ïîñâÿùåíû ñðàâíèòåëü-
íîé àíàòîìèè. Â 1771 ãîäó îí íà÷àë îïûòû ïî èçó÷å-
íèþ ìûøå÷íîãî ñîêðàùåíèÿ è âñêîðå îòêðûë ôåíî-
ìåí ñîêðàùåíèÿ ìûøö ïðåïàðèðîâàííîé ëÿãóøêè ïîä
äåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà. Â ñâîèõ ýêñïåðèìåí-
òàõ Ãàëüâàíè îáíàðóæèë, ÷òî ìûøöû ñîêðàùàþòñÿ è
â îòñóòñòâèå âíåøíåãî èñòî÷íèêà òîêà, ïðè ïðîñòîì
íàëîæåíèè íà íèõ äâóõ ðàçíûõ ìåòàëëîâ, ñîåäèíåí-
íûõ ïðîâîäíèêîì. Ãàëüâàíè îáúÿñíèë ýòî ÿâëåíèå
ñóùåñòâîâàíèåì «æèâîòíîãî ýëåêòðè÷åñòâà», áëàãî-
äàðÿ êîòîðîìó ìûøöû çàðÿæàþòñÿ ïîäîáíî ëåéäåíñ-
êîé áàíêå. Ðåçóëüòàòû ñâîèõ íàáëþäåíèé è òåîðèþ
æèâîòíîãî ýëåêòðè÷åñòâà Ãàëüâàíè èçëîæèë â 1791
ãîäó â ðàáîòå «Òðàêòàò î ñèëàõ ýëåêòðè÷åñòâà ïðè
ìûøå÷íîì äâèæåíèè». Ïðàâèëüíîå îáúÿñíåíèå åãî
îïûòàì äàë Àëåññàíäðî Âîëüòà, ÷òî â äàëüíåéøåì
ñïîñîáñòâîâàëî èçîáðåòåíèþ íîâîãî èñòî÷íèêà òîêà –
ãàëüâàíè÷åñêîãî ýëåìåíòà.

Äðóãèì ïðåäñòàâèòåëåì êëàññè÷åñêèõ óíèâåðñèòåòîâ
Èòàëèè ÿâëÿåòñÿ Ïèçàíñêèé óíèâåðñèòåò, îñíîâàí-
íûé â 1334 ãîäó ýäèêòîì ïàïû Êëèìåíòà VI. Èçíà÷àëü-
íî â íåì áûëè ôàêóëüòåòû òåîëîãèè, þðèñïðóäåíöèè è
ìåäèöèíû, îäíàêî ñëàâó åìó ïðèíåñëè, ïðåæäå âñåãî,
âåëèêèå ôèçèêè – Ãàëèëåî Ãàëèëåé è Ýíðèêî Ôåðìè.
Êàæäîìó èç íèõ ïîñâÿùåíà îòäåëüíàÿ ñòàòüÿ â «Êâàí-
òå» (ñì., ñîîòâåòñòâåííî, «Êâàíò» ¹4 çà 2003 ã. è ¹4
çà 2000 ã.), çäåñü æå áóäåò ðàññêàçàíî åùå îá îäíîì
âåëèêîì ïèòîìöå Ïèçû – íîáåëåâñêîì ëàóðåàòå Êàðëî
Ðóááèà. Îí îáó÷àëñÿ â Âûñøåé íîðìàëüíîé øêîëå ïðè
Ïèçàíñêîì óíèâåðñèòåòå è çäåñü æå â 1958 ãîäó çàùè-
òèë äèññåðòàöèþ, ïîñâÿùåííóþ ýêñïåðèìåíòàëüíîìó
èññëåäîâàíèþ êîñìè÷åñêèõ ëó÷åé è ðàçðàáîòêå ïðèáî-
ðîâ äëÿ äåòåêòèðîâàíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, îáðàçó-
þùèõñÿ â óñêîðèòåëÿõ ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ äðóãèõ
÷àñòèö, ðàçîãíàííûõ äî âûñîêèõ ýíåðãèé.

Äëÿ ïîÿñíåíèÿ ñóòè ñäåëàííûõ Êàðëî Ðóááèà ñîâìå-
ñòíî ñ Ñèìîíîì âàí äåð Ìåðîì îòêðûòèé íàïîìíèì

îñíîâíûå ñâåäåíèÿ î ÷åòûðåõ ñóùåñòâóþùèõ â ïðèðîäå
ôóíäàìåíòàëüíûõ âçàèìîäåéñòâèÿõ. Ãðàâèòàöèîííîå
âçàèìîäåéñòâèå îòâåòñòâåííî çà ïðèòÿæåíèå ìåæäó
ìàññàìè, ýëåêòðîìàãíèòíîå îïðåäåëÿåò âçàèìîäåéñòâèå
ýëåêòðè÷åñêè çàðÿæåííûõ è/èëè ìàãíèòíûõ òåë, ñèëü-
íîå âçàèìîäåéñòâèå íå ïîçâîëÿåò ðàñïàñòüñÿ ÿäðó, à
ñëàáîå îáóñëàâëèâàåò ðàñïàä íåêîòîðûõ íåñòàáèëüíûõ
àòîìîâ. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíûå âçàèìîäåé-
ñòâèÿ îñóùåñòâëÿþòñÿ ïóòåì îáìåíà ÷àñòèöàìè – êâàí-
òàìè ñèëîâûõ ïîëåé. Òàê, êâàíòîì ýëåêòðîìàãíèòíîãî
èçëó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôîòîí, è ñâåò, òåì ñàìûì, ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ïîòîê äèñêðåòíûõ ÷àñòèö. Òåîðèÿ îòíî-
ñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà èñïîëüçóåò ïðèíöèï ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ìàññû è ýíåðãèè, îáåñïå÷èâàÿ ôóíäàìåíò
äëÿ àíàëèçà âçàèìîäåéñòâèé ÷àñòèö ñ êîíå÷íîé ìàññîé
è «áåçìàññîâîãî» èçëó÷åíèÿ.

Â 1935 ãîäó Õèäýêè Þêàâà ïðåäñêàçàë, ÷òî ñèëüíîå
âçàèìîäåéñòâèå âíóòðè ÿäðà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîëÿìè,
êâàíò êîòîðûõ îáëàäàåò ìàññîé, è îöåíèë ýòó ìàññó.
Ïðåäñêàçàííàÿ Þêàâîé ÷àñòèöà áûëà îáíàðóæåíà â
1947 ãîäó â ñòîëêíîâåíèÿõ âûñîêîýíåðãè÷íûõ êîñìè-
÷åñêèõ ëó÷åé ñ ÿäðîì. Ýòó ÷àñòèöó íàçâàëè ïè-ìåçî-
íîì, à åå ìàññà îêàçàëàñü ïðèìåðíî â 200 ðàç áîëüøå
ìàññû ýëåêòðîíà. Ïîçäíåå, óæå â ëàáîðàòîðíûõ óñëî-
âèÿõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîùíûõ óñêîðèòåëåé, áûëî
îòêðûòî ìíîæåñòâî äðóãèõ ìåçîíîâ è ñóáàòîìíûõ
÷àñòèö.

Â 1960 ãîäó Øåëäîí Ãëýøîó ïðåäëîæèë åäèíóþ
òåîðèþ ýëåêòðîìàãíèòíîãî è ñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèé
(ýëåêòðîñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ), êîòîðàÿ ïðåäïîëà-
ãàëà íàëè÷èå òðåõ ðàíåå íå íàáëþäàâøèõñÿ ÷àñòèö –
ïîëîæèòåëüíîãî áîçîíà +

W , îòðèöàòåëüíîãî áîçîíà
W

- , íåéòðàëüíîãî áîçîíà 0
Z . Âñëåä çà ýòèì Ñòèâåí

Âàéíáåðã è Àáäóñ Ñàëàì íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà
ïðåäñêàçàëè, ÷òî áîçîíû Ãëýøîó äîëæíû èìåòü ìàññó,
íà ïîðÿäîê áóëüøóþ ìàññû ïðîòîíà èëè íåéòðîíà. Èç-
çà áîëüøîé ìàññû ýòèõ áîçîíîâ äëÿ èõ ðîæäåíèÿ ïðè
ñòîëêíîâåíèÿõ íåîáõîäèìû íåîáû÷àéíî âûñîêèå ýíåð-
ãèè ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö.

Â 1969 ãîäó Ðóááèà çàíÿëñÿ ïîèñêîì áîçîíîâ â
Ôåðìèåâñêîé íàöèîíàëüíîé óñêîðèòåëüíîé ëàáîðàòî-
ðèè (ÑØÀ). ×åðåç íåñêîëüêî ëåò åãî ãðóïïà äîëîæèëà
î ñóùåñòâîâàíèè íåéòðàëüíûõ òîêîâ, îæèäàâøèõñÿ
êàê ñëåäñòâèå îáìåíà 0

Z  ÷àñòèöàìè. Ðàñïîëàãàÿ ýòèìè
äàííûìè, Ðóááèà ïðåäïðèíÿë íîâûå óñèëèÿ äëÿ îáíà-
ðóæåíèÿ çàðÿæåííûõ +

W  è W-  áîçîíîâ. Äëÿ ïðîâå-
äåíèÿ òàêîãî ýêñïåðèìåíòà ïîòðåáîâàëàñü ïåðåäåëêà
èìåâøåãîñÿ â Åâðîïåéñêîì öåíòðå ÿäåðíûõ èññëåäîâà-
íèé (ÖÅÐÍ) óñêîðèòåëÿ â ñâåðõìîùíûé ïðîòîííûé
ñèíõðîòðîí. Ýòî íåîáõîäèìî äëÿ ðàçãîíà äî ñâåðõâû-
ñîêèõ ýíåðãèé ïó÷êîâ ïðîòîíîâ è àíòèïðîòîíîâ, öèðêó-
ëèðóþùèõ ïî îäíîìó è òîìó æå êîëüöó âî âñòðå÷íûõ
íàïðàâëåíèÿõ. Ñòîëêíîâåíèå ìàòåðèè è àíòèìàòåðèè
ïðèâîäèò ê àííèãèëÿöèè îáåèõ ìàññ ñ âûäåëåíèåì
ýíåðãèè. Âàæíåéøèì ïóíêòîì ðåàëèçàöèè çàìûñëà
áûëà ðàçðàáîòêà äåòåêòîðà äëÿ îáíàðóæåíèÿ ÷àñòèö,
ðîæäàþùèõñÿ ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ. Ðàáîòàÿ â ãðóïïå èç
áîëåå ÷åì 100 ÷åëîâåê, Ðóááèà è åãî êîëëåãè ïîñòðîèëè
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Ýòîò ðàçäåë âåäåòñÿ ó íàñ èç íîìåðà â íîìåð ñ ìîìåíòà îñíîâàíèÿ æóðíàëà. Ïóáëèêóåìûå  â
íåì çàäà÷è  íåñòàíäàðòíû, íî  äëÿ  èõ ðåøåíèÿ íå òðåáóåòñÿ çíàíèé, âûõîäÿùèõ  çà ðàìêè  øêîëüíîé
ïðîãðàììû. Íàèáîëåå òðóäíûå çàäà÷è îòìå÷àþòñÿ çâåçäî÷êîé. Ïîñëå ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è ìû
îáû÷íî óêàçûâàåì, êòî íàì åå ïðåäëîæèë. Ðàçóìååòñÿ, íå âñå ýòè  çàäà÷è ïóáëèêóþòñÿ âïåðâûå.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ýòîãî íîìåðà ñëåäóåò îòïðàâëÿòü íå ïîçäíåå 1 èþíÿ 2005 ãîäà ïî àäðåñó:
119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò». Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ðàçíûõ íîìåðîâ æóðíàëà èëè
ïî ðàçíûì ïðåäìåòàì (ìàòåìàòèêå è ôèçèêå) ïðèñûëàéòå â ðàçíûõ êîíâåðòàõ. Íà êîíâåðòå â ãðàôå
«Êîìó» íàïèøèòå: «Çàäà÷íèê «Êâàíòà» ¹2–2005» è íîìåðà çàäà÷, ðåøåíèÿ êîòîðûõ Âû ïîñûëàåòå,
íàïðèìåð «Ì1946» èëè «Ô1953». Â ãðàôå «Îò êîãî» ôàìèëèþ è èìÿ ïðîñèì ïèñàòü ðàçáîð÷èâî. Â
ïèñüìî âëîæèòå êîíâåðò ñ íàïèñàííûì íà íåì Âàøèì àäðåñîì è íåîáõîäèìûé íàáîð ìàðîê (â ýòîì
êîíâåðòå Âû ïîëó÷èòå ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè ðåøåíèé).

Óñëîâèÿ êàæäîé îðèãèíàëüíîé çàäà÷è, ïðåäëàãàåìîé äëÿ ïóáëèêàöèè, ïðèñûëàéòå â îòäåëü-
íîì êîíâåðòå â äâóõ  ýêçåìïëÿðàõ âìåñòå ñ Âàøèì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è (íà êîíâåðòå ïîìåòüòå:
«Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ôèçèêå» èëè «Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ìàòåìà-
òèêå»).

Â íà÷àëå êàæäîãî ïèñüìà ïðîñèì óêàçûâàòü íîìåð øêîëû è êëàññ, â êîòîðîì Âû ó÷èòåñü.

Çàäà÷è
ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå

Ç À Ä À × Í È Ê  « Ê Â À Í Ò À »

Çaäà÷è  Ì1946–Ì1950, Ô1953–Ô1957

Ì1946. Ïóñòü ÀÂÑ – ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê
(ÀÑ = ÑÂ), ÀÍ è CL – âûñîòû, I – öåíòð âïèñàííîãî
êðóãà. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêöèÿ ÑÍ ñòîðîíû ÀÑ íà
ñòîðîíó ÂÑ ðàâíà ñòîðîíå ÀÂ â òî÷íîñòè åñëè IH AB� .

À.Ïîëÿíñêèé (ó÷åíèê 10 êë.)

Ì1947. Êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà îêàí÷èâàåòñÿ íà 3
îäèíàêîâûå íåíóëåâûå öèôðû. Äîêàæèòå, ÷òî ïðåäøå-
ñòâóþùàÿ èì öèôðà íå÷åòíà.

Â.Ñåíäåðîâ

Ì1948. Îêðóæíîñòè 1 2 3, ,S S S  ïîïàðíî êàñàþòñÿ äðóã
äðóãà âíåøíèì îáðàçîì. Îêðóæíîñòè 1S  è 2S  èìåþò
îäèíàêîâûå ðàäèóñû è êàñàþòñÿ â òî÷êå Â. Îêðóæíî-
ñòè 1S  è 3S  êàñàþòñÿ â òî÷êå À. Îêðóæíîñòü 2S

êàñàåòñÿ 3S  â òî÷êå Ñ. Ïðÿìàÿ ÀÂ âòîðè÷íî ïåðåñå-
êàåò 2S  â òî÷êå D. Ïðÿìàÿ DC âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò

3S  â òî÷êå F. Ïðÿìàÿ FA ïåðåñåêàåò âòîðè÷íî 1S  â
òî÷êå N. Ïðÿìàÿ ÀÑ âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò 2S  â òî÷êå
L. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê DNAL ÿâëÿåòñÿ
ðîìáîì.

È.Ðóäàêîâ

Ì1949. Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåí ïðà-
âèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê Ì ñ öåíòðîì (0, 0) è îäíîé èç
âåðøèí (1, 0).
à) Ïóñòü { }1, , nα α…  – ìíîæåñòâî ïðîåêöèé âåðøèí
ìíîãîóãîëüíèêà Ì íà îñü Îx. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâó-
åò ìíîãî÷ëåí n-é ñòåïåíè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè,
êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 1, , nα α… .
á) Ïóñòü { }1, , mβ β…  – ìíîæåñòâî ïðîåêöèé âåðøèí
ìíîãîóãîëüíèêà Ì íà îñü Îy. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâó-
åò ìíîãî÷ëåí m-é ñòåïåíè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè,
êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 1,β …, mβ .

È.Äîðîôååâ

Ô1953. Ïóëÿ âûëåòàåò èç ñòâîëà ñ óðîâíÿ çåìëè ñî
ñêîðîñòüþ 50 ì/ñ è «âòûêàåòñÿ» â çåìëþ, çàêîí÷èâ
ñâîé ïîëåò. Íà êàêîì ìàêñèìàëüíîì ðàññòîÿíèè îò
òî÷êè âûñòðåëà îíà ìîãëà îêàçàòüñÿ ÷åðåç 3 ñ ïîñëå
âûñòðåëà? Çåìëÿ â òåõ ìåñòàõ ïëîñêàÿ, ñîïðîòèâëåíè-
åì âîçäóõà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

À.Ïðîñòîâ

Ô1954. Âåðõíèé áëîê ñ çàêðåïëåííîé îñüþ ñêëååí èç
äâóõ äèñêîâ, îäèí èç êîòîðûõ èìååò âäâîå áîëüøèé
äèàìåòð, ÷åì äðóãîé (ðèñ.1). Ëåãêàÿ íåðàñòÿæèìàÿ
íèòü íàìîòàíà íà äèñêè è îõâàòûâàåò
òàêæå íèæíèé áëîê, ïðè÷åì íèæíèé
áëîê èìååò òàêîé äèàìåòð, ÷òî ñâî-
áîäíûå êóñêè íèòè âåðòèêàëüíû. Íàé-
äèòå óñêîðåíèÿ ãðóçîâ. Áëîêè ñ÷è-
òàòü ëåãêèìè.

À.Áëîêîâ

Ô1955. Â âàêóóìå íàõîäÿòñÿ äâà ìàñ-
ñèâíûõ îäèíàêîâûõ òåëà, èõ òåìïå-
ðàòóðû âíà÷àëå ðàâíû Ò è 3Ò. Åñëè
ïðèâåñòè òåëà â ñîïðèêîñíîâåíèå, òî
ïðè âûðàâíèâàíèè òåìïåðàòóð îò ãî-
ðÿ÷åãî òåëà ê õîëîäíîìó ïåðåòå÷åò
êîëè÷åñòâî òåïëîòû Q. Êàêóþ ìàêñè-
ìàëüíóþ ðàáîòó ìîæíî áûëî áû ïî-
ëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ýòè òåëà è òåïëî-
âóþ ìàøèíó? Äðóãèõ òåë â íàøåì
ðàñïîðÿæåíèè íåò.

Ð.Ïîâòîðîâ Ðèñ. 1

Ì1950. Ïðàâèëüíûé âîñüìèóãîëüíèê ëåãêî ðàçðåçàòü
íà ïàðàëëåëîãðàììû. Äîêàæèòå, ÷òî ïðàâèëüíûé âîñü-
ìèóãîëüíèê íåëüçÿ ðàçðåçàòü íà ïàðàëëåëîãðàììû
ðàâíîé ïëîùàäè.

Â.Ïðîèçâîëîâ



Ô1956.  Òðè áîëüøèå ïàðàëëåëüíûå ïëàñòèíû ïëîùà-
äüþ 22 ìS =  êàæäàÿ ðàñïîëîæåíû â âàêóóìå íà
îäèíàêîâûõ ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ d = 1 ìì äðóã îò äðóãà.
Çàðÿä ñðåäíåé ïëàñòèíû Q = 1 ìêÊë, çàðÿäû äâóõ
äðóãèõ Q è –2Q. Ìåæäó êðàéíèìè ïëàñòèíàìè âêëþ-
÷àþò ðåçèñòîð ñîïðîòèâëåíèåì 1 30 *nìR = , îäíîâðå-
ìåííî ñ íèì åùå îäèí ðåçèñòîð ñîïðîòèâëåíèåì

2 20 *nìR =  âêëþ÷àþò ìåæäó ñðåäíåé ïëàñòèíîé è
ïëàñòèíîé ñ çàðÿäîì –2Q. Êàêîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû
âûäåëèòñÿ ïðè ýòîì â ïåðâîì ðåçèñòîðå?

À.Çèëüáåðìàí

Ô1957. Öåïü èç êàòóøêè èíäóêòèâíîñòüþ L è êîíäåí-
ñàòîðà åìêîñòüþ Ñ èñïîëüçóþò â êà÷åñòâå ôèëüòðà

íèçêèõ ÷àñòîò (ðèñ.2).
Ïðè óâåëè÷åíèè ÷àñ-
òîòû ãåíåðàòîðà íà÷è-
íàÿ ñ íåêîòîðîé ÷àñòî-
òû íàïðÿæåíèå íà íà-
ãðóçêå óìåíüøàåòñÿ è
ïðè äàëüíåéøåì óâå-
ëè÷åíèè ÷àñòîòû ñòà-
íîâèòñÿ ñîâñåì ìàëûì.

Ïðè êàêîì ñîïðîòèâëåíèè íàãðóçêè R íàïðÿæåíèå ñ
óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû ãåíåðàòîðà áóäåò ìåíÿòüñÿ ìîíî-
òîííî? (Åñëè âçÿòü R äîñòàòî÷íî áîëüøèì, òî áóäåò
ÿâíî âûðàæåí ðåçîíàíñ – ïðè ïðèáëèæåíèè ê ñîáñòâåí-
íîé ÷àñòîòå LC-êîíòóðà íàïðÿæåíèå íàãðóçêè áóäåò
ðåçêî âîçðàñòàòü, è òîëüêî ïîòîì – íà åùå áîëüøèõ
÷àñòîòàõ – áóäåò óìåíüøàòüñÿ).

Ç.Ðàôàèëîâ

Ðèñ. 2

Ðåøåíèÿ çaäà÷ Ì1921–Ì1930,
Ô1938–Ô1942

Ì1921. Íà íàèáîëüøåé ñòîðîíå ÀÂ òðåóãîëüíèêà
ÀÂÑ âçÿëè òî÷êè Ì è N òàêèå, ÷òî ÂÑ = ÂÌ è ÑÀ =

= AN, à íà ñòîðîíàõ ÑÀ
è ÂÑ – òî÷êè Ð è Q
òàêèå, ÷òî ÐÌ ïàðàë-
ëåëåí ÂÑ è QN ïàðàë-
ëåëåí ÑÀ (ðèñ.1). Äîêà-
æèòå, ÷òî QC = CP.

Ñðàçó îáíàðóæèâàåì,
÷òî MPC CQN– = – . Â

ñàìîì äåëå, 180MPC ACB– = ∞ - – , íî è CQN– =
180 ACB= ∞ - – .

Óáåäèìñÿ òåïåðü, ÷òî ÌÑ ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà
ÐÌÂ. Äåéñòâèòåëüíî, ñ îäíîé ñòîðîíû, PMC– =

BCM= – , à ñ äðóãîé, BCM BMC– = – , èáî òðåó-
ãîëüíèê ÂÑÌ ðàâíîáåäðåííûé. Àíàëîãè÷íî óáåæäàåì-
ñÿ, ÷òî NÑ ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà QNA.
Ââèäó ýòîãî ïîñëå ñèììåòðè÷íîãî îòðàæåíèÿ PMCΔ

îòíîñèòåëüíî ÌÑ ïîëó-
÷èì òî÷êó 1P , îáðàç òî÷-
êè Ð, ëåæàùåé íà ÀÂ
(ðèñ.2). Ïîñëå ñèììåò-
ðè÷íîãî îòðàæåíèÿ

QNCΔ  îòíîñèòåëüíî
NC ïîëó÷èì òî÷êó 1Q ,
ëåæàùóþ òîæå íà ÀÂ.

Òðåóãîëüíèê 1 1PQ C  ðàâíîáåäðåííûé, òàê êàê MPC– =
CQN= – . Çíà÷èò, ÑÐ = QC.

Â.Ïðîèçâîëîâ

Ì1922. Áèëüÿðäíûé ñòîë èìååò ôîðìó ìíîãîóãîëüíè-
êà (íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëîãî), ó êîòîðîãî ñîñåäíèå
ñòîðîíû ïåðïåíäèêóëÿðíû äðóã äðóãó. Âåðøèíû ýòî-
ãî ìíîãîóãîëüíèêà – ëóçû, ïðè ïîïàäàíèè â êîòîðûå
øàð òàì è îñòàåòñÿ. Èç âåðøèíû ñ (âíóòðåííèì)
óãëîì 90° âûïóùåí øàð, êîòîðûé îòðàæàåòñÿ îò
áîðòîâ (ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà) ïî çàêîíó «óãîë
ïàäåíèÿ ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ». Äîêàæèòå, ÷òî øàð
â ýòó âåðøèíó íèêîãäà íå âåðíåòñÿ.

Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü øàð
âåðíóëñÿ â èñõîäíóþ òî÷êó. Îáîçíà÷èì íà÷àëüíóþ è
êîíå÷íóþ òî÷êó ÷åðåç À, à òî÷êè îòðàæåíèÿ ÷åðåç

1, , nA A… . Çàìåòèì, ÷òî óãîë (îáû÷íûé, íåíàïðàâëåí-
íûé) ìåæäó âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé è îòðåçêàìè ïóòè
øàðà ïîñòîÿíåí (íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îí íå ìåíÿ-
åòñÿ ïðè îòðàæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî êàê âåðòèêàëüíûõ,
òàê è ãîðèçîíòàëüíûõ ïðÿìûõ). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îí
íå ðàâåí 0° è 90°, èíà÷å øàð ñâàëèòñÿ â ïåðâóþ ïîïàâ-
øóþñÿ ëóçó. Òàê êàê À – âåðøèíà âíóòðåííåãî óãëà, òî
ñóùåñòâóåò ëèøü îäèí ëó÷ ñ âåðøèíîé â À, îáðàçóþùèé
äàííûé óãîë ñ âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé è ëåæàùèé â òîé
÷åòâåðòè, ãäå ðàñïîëîæåí ñòîë. Çíà÷èò, øàð âåðíóëñÿ
â À ïî òîé æå ïðÿìîé, ïî êîòîðîé è âûëåòåë.
Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûé è ïîñëåäíèé îòðåçêè ïóòè øàðà
ñîâïàäàþò. Ðàññìîòðèì äâà îòðàæåíèÿ øàðà îò ñòåíêè
â òî÷êå 1A  – ïåðâîå è ïîñëåäíåå. Ó÷èòûâàÿ çàêîí
îòðàæåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî øàð â êîíöå ïóòè ïðèëåòåë â
òî÷êó 1A  ïî òîé æå òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé âûëåòåë èç
íåå âíà÷àëå. Ïîýòîìó âòîðîé è ïðåäïîñëåäíèé îòðåçêè
ïóòè øàðà òàêæå ñîâïàäàþò. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî,
ìû âèäèì, ÷òî ïóòü øàðà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé, âòîðàÿ
èç êîòîðûõ ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðâîé ïðîõîæäåíèåì â
îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Çíà÷èò, â íåêîòîðûé ìîìåíò
âðåìåíè øàð, îòðàçèâøèñü îò ñòåíêè, ïîøåë â ïðîòè-
âîïîëîæíóþ ñòîðîíó. Íî òîãäà íåêîòîðûé îòðåçîê
ïóòè øàðà ïåðïåíäèêóëÿðåí ñòîðîíå ìíîãîóãîëüíèêà,
ñëåäîâàòåëüíî, îáðàçóåò ñ âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé óãîë
0° èëè 90°. Ïðîòèâîðå÷èå ïîëó÷åíî.

À.Êàíåëü-Áåëîâ

Ì1923. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíî N ðàçëè÷íûõ òî÷åê.
Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó
îòìå÷åííûìè òî÷êàìè âñòðå÷àþòñÿ íå áîëåå n ðàç-
ëè÷íûõ ðàññòîÿíèé. Äîêàæèòå, ÷òî ( )

2
N n 1£ + .

Ïóñòü 1 2, , , NA A A…  – îòìå÷åííûå òî÷êè, è êàæäîå èç
ðàññòîÿíèé i jA A  (1 i j N£ < £ ) ðàâíî îäíîìó èç n
ôèêñèðîâàííûõ ÷èñåë 1 2, , , nr r r… . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
äëÿ êàæäîãî i (1 i N£ £ ) âñå îòìå÷åííûå òî÷êè, êðî-
ìå iA , ëåæàò íà îäíîé èç n îêðóæíîñòåé ( )1, ,iO A r

( ) ( )2, , , ,i i nO A r O A r…  (÷åðåç ( ),O X r  ìû îáîçíà÷àåì
îêðóæíîñòü ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå X).
Ââåäåì íà ïëîñêîñòè ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òî îñè
êîîðäèíàò íå ïàðàëëåëüíû ïðÿìûì i jA A

(1 i j N£ < £ ). Ðàññìîòðèì îòìå÷åííóþ òî÷êó ñ íàè-
ìåíüøåé àáñöèññîé, ïóñòü ýòî òî÷êà 1A . Ñðåäè ïðÿìûõ

1 2 1 3 1, , , NA A A A A A…  íàéäåì ïðÿìóþ (èëè îäíó èç ïðÿ-

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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ìûõ) ñ íàèáîëüøèì óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì, ïóñòü
ýòî ïðÿìàÿ 1 2A A . Òî÷êè 3 1, , , NA A A…  ëåæàò â îäíîé
ïîëóïëîñêîñòè α  îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé 1 2A A .
Ïî óñëîâèþ êàæäàÿ èç òî÷åê 3 1, , , NA A A…  ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé ( )1, kO A r  è ( )2, lO A r

äëÿ íåêîòîðûõ { }, 1,2, ,k l nŒ … . Êàæäàÿ èç 2
n  ïàð òàêèõ

îêðóæíîñòåé èìååò íå áîëåå îäíîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ,
ïðèíàäëåæàùåé ïîëóïëîñêîñòè α . Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè
N – 2 òî÷åê 3 1, , , NA A A…  èìååòñÿ íå áîëåå 2

n  ðàçëè÷-

íûõ. Îòñþäà 22N n- £ , è ( )
22 2 1N n n£ + £ + .

Â.Äîëüíèêîâ

Ì1924. Òðè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà òàêîâû, ÷òî ïðîèçâå-
äåíèå ëþáûõ äâóõ èç íèõ äåëèòñÿ íà ñóììó ýòèõ äâóõ
÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî äàííûå òðè ÷èñëà èìåþò
îáùèé äåëèòåëü, áîëüøèé åäèíèöû.

Îáîçíà÷èì ýòè ÷èñëà à, b è ñ. Ïîëîæèì ( )mnd ,x b c= ,
( )mnd ,y c a=  è ( )mnd ,z a b= . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

÷èñëà à, b è ñ íå èìåþò îáùåãî äåëèòåëÿ, áîëüøåãî
åäèíèöû. Òîãäà ÷èñëà õ, ó è z ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû.
Ïîýòîìó ìîæíî ïîëîæèòü a = kyz, b = lxz è c = mxy,
ãäå k, l è m – íåêîòîðûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Èç íàøåãî
ïðåäïîëîæåíèÿ òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ( )mnd ,k x =

( ) ( )mnd , mnd , 1l y m z= = = . À èç îïðåäåëåíèÿ íàè-
áîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ çàêëþ÷àåì, ÷òî ÷èñëà k, l è
m ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû. Ñëåäîâàòåëüíî, âçàèìíî
ïðîñòû òàêæå è ÷èñëà ky è lx. Ïî óñëîâèþ

( ) ( )kyz lxz kyz lxz◊ +� , çíà÷èò, ( ) ( )ky lx z ky lx◊ ◊ +� . Çà-

ìåòèì, ÷òî ( ) ( )mnd , mnd , 1ky ky lx ky lx+ = =  è,

àíàëîãè÷íî, ( )mnd , 1lx ky lx+ = . Òàêèì îáðàçîì,
( )z ky lx+� . Ñòàëî áûòü, z ky lx x y≥ + ≥ + . Ðàññóæ-

äàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì, ÷òî x y z≥ +  è y x z≥ + . Íî
ýòè òðè íåðàâåíñòâà íå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåí-
íî. Ïðîòèâîðå÷èå ïîëó÷åíî.

Ñ.Áåðëîâ

Ì1925. Ìèøåíü «áåãóùèé êàáàí» íàõîäèòñÿ â îäíîì
èç n îêîøåê, ðàñïîëîæåííûõ â ðÿä. Îêîøêè çàêðûòû
çàíàâåñêàìè òàê, ÷òî äëÿ ñòðåëêà ìèøåíü âñå âðåìÿ
îñòàåòñÿ íåâèäèìîé. ×òîáû ïîðàçèòü ìèøåíü, äîñ-
òàòî÷íî âûñòðåëèòü â îêîøêî, â êîòîðîì îíà â
ìîìåíò âûñòðåëà íàõîäèòñÿ. Åñëè ìèøåíü íàõîäèò-
ñÿ íå â ñàìîì ïðàâîì îêîøêå, òî ñðàçó ïîñëå âûñòðåëà
îíà ïåðåìåùàåòñÿ íà îäíî îêîøêî âïðàâî; èç ñàìîãî
ïðàâîãî îêîøêà ìèøåíü íèêóäà íå ïåðåìåùàåòñÿ.
Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî âûñòðåëîâ íóæíî ñäåëàòü,
÷òîáû íàâåðíÿêà ïîðàçèòü ìèøåíü?

Îòâåò. 1
2

nÈ ˘ +Í ˙Î ˚
.

Çàíóìåðóåì îêîøêè ñëåâà íàïðàâî ÷èñëàìè îò 1 äî n,
à ÷åðåç ik  îáîçíà÷èì íîìåð îêîøêà, â êîòîðîå äåëàåòñÿ
i-é ïî ñ÷åòó âûñòðåë (i = 1,2,3,…).

Ñåðèÿ èç 1
2

nÈ ˘

+

Í ˙

Î ˚

 âûñòðåëîâ, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâà-

ìè 
1

2

n
k n

È ˘
+

Í ˙
Î ˚

=  è 2 1ik i= -  äëÿ 
2

n
i

È ˘

£

Í ˙

Î ˚

, ãàðàíòèðóåò ïî-

ðàæåíèå ìèøåíè. (Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè âíà÷à-

ëå ìèøåíü íàõîäèòñÿ â m-ì îêîøêå è 
2

n
m

È ˘£ Í ˙Î ˚
, òî

ðåçóëüòàòèâíûì îêàæåòñÿ m-é âûñòðåë; åñëè æå

2

n
m

È ˘> Í ˙Î ˚
, òî ìèøåíü áóäåò ïîðàæåíà ïîñëåäíèì âûñò-

ðåëîì.)
Ïîêàæåì, ÷òî íèêàêàÿ ñåðèÿ èç ìåíüøåãî ÷èñëà âûñò-
ðåëîâ òðåáóåìûì ñâîéñòâîì íå îáëàäàåò.

Â ñàìîì äåëå, åñëè ïðîèçâåäåíî íå áîëåå 
2

nÈ ˘
Í ˙Î ˚

 âûñòðå-

ëîâ, òî äëÿ 1,2,..., 1
2

n
m

È ˘= +Í ˙Î ˚
 óñëîâèåì ïîðàæåíèÿ

ìèøåíè, íàõîäèâøåéñÿ âíà÷àëå â m-ì îêîøêå, ÿâëÿåò-
ñÿ ðàâåíñòâî 1ik m i= + -  õîòÿ áû äëÿ îäíîãî èç
çíà÷åíèé i. Íî êàæäûé âûñòðåë ìîæåò îáåñïå÷èòü
âûïîëíåíèå òîëüêî îäíîãî èç òðåáóþùèõñÿ ðàâåíñòâ.

Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî 0 1
2

n
m

È ˘£ +Í ˙Î ˚
, ÷òî

0 1ik m iπ + -  äëÿ 1,2, ,
2

n
i

È ˘= Í ˙Î ˚
… ; ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî

äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñåðèè èç 
2

nÈ ˘
Í ˙Î ˚

 (è, òåì áîëåå, èç

ìåíüøåãî ÷èñëà) âûñòðåëîâ ñóùåñòâóåò íà÷àëüíîå ïî-
ëîæåíèå ìèøåíè, ïðè êîòîðîì îíà îñòàíåòñÿ íåïîðà-
æåííîé.

Ñ.Òîêàðåâ

Ì1926. Íàéäèòå âñå ïðîñòûå ÷èñëà ð, q, r, s òàêèå,
÷òî âñå ÷èñëà s q

p s+ , s r
q s+ , s p

r s+  – ïðîñòûå.

Îòâåò: (2, 2, 2, 3), (3, 3, 3, 2).
Ïåðâûé ñëó÷àé: s íå÷åòíî.
Òîãäà p = q = r = 2, 22

s
s+ – ïðîñòîå è ( )2 2 mod 3

s ∫ .

Åñëè 3 1s k= ± , òî ( )2 1 mod 3s ∫ , è 22
s

s+  äåëèòñÿ íà
3. Ñëåäîâàòåëüíî, s = 3.
Âòîðîé ñëó÷àé: s = 2.
Òîãäà p, q, r íå÷åòíû, 2 2q

p +  – ïðîñòîå è 2q ∫
( )2 mod 3∫ . Åñëè 3 1p k= ± , òî ( )2

1 mod3p ∫  è
2 2p

p +  äåëèòñÿ íà 3. Ñëåäîâàòåëüíî, ð = 3.
Àíàëîãè÷íî, q = 3, r = 3.

Á.Ôðåíêèí, Â.Ñåíäåðîâ

Ì1927. Ïóñòü ÀÂÑ – íåðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëü-
íèê; Î è I – öåíòðû îïèñàííîãî è âïèñàííîãî êðóãîâ,
Í – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà. Ìîãóò
ëè òî÷êè Î, I è Í áûòü âåðøèíàìè ðàâíîáåäðåííîãî
òðåóãîëüíèêà?

Îòâåò: Äà.
Ëåììà 1. Â ëþáîì òðåóãîëüíèêå áèññåêòðèñà äåëèò
ïîïîëàì óãîë ìåæäó âû-
ñîòîé è ðàäèóñîì îïèñàí-
íîãî êðóãà, ïðîâåäåííûì
â òó æå âåðøèíó.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
ÂÌ – áèññåêòðèñà óãëà
ÀÂÑ, BD – âûñîòà (ñì.
ðèñóíîê). Òàê êàê ÎÂ =
= ÎÌ, òî OBM– =

OMB= – . Ïîñêîëüêó
òî÷êà Ì – ñåðåäèíà äóãè
ÀÌÑ, òî ïðÿìûå  ÎÌ  è
BD  ïàðàëëåëüíû. Ñëå-



äîâàòåëüíî, DBM BMO– = – , îòñþäà OBM– =
DBM= – , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ëåììà 2. Â ëþáîì òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ ðàññòîÿíèå îò
öåíòðà îïèñàííîãî êðóãà äî ñòîðîíû ÂÑ âäâîå ìåíüøå
ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò äî âåðøèíû À.
(Ïóñòü H – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò, Î – öåíòð
îïèñàííîé îêðóæíîñòè, Å è F – ñåðåäèíû ñòîðîí ÂÑ è
ÀÑ ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî
çàìåòèòü, ÷òî òðåóãîëüíèêè AHB è EOF ïîäîáíû.)
Ëåììà 3. Åñëè ÀÂÑ – íåðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê,
òî íèêàêèå äâå èç òðåõ òî÷åê Î, I, Í íå ñîâïàäàþò.

Ðåøåíèå çàäà÷è. Ïóñòü 
3

BAC
π

– = . Òîãäà 
6

OBC
π

– = ,

OB = 2FO, ãäå F – ñåðåäèíà îòðåçêà ÂÑ. Îòñþäà ïî
ëåììå 2 èìååì ÀÍ = ÎÂ = ÎÀ. Äîêàæåì, ÷òî IO = IH.
Åñëè õîòÿ áû îäíà èç òî÷åê Î è Í ëåæèò íà ïðÿìîé AI,
òî ABC ACB– = – , îòêóäà ÀÂÑ – ïðàâèëüíûé òðå-
óãîëüíèê. Ïóñòü Î è Í íå ëåæàò íà AI. Èç ëåììû 1
ñëåäóåò, ÷òî òðåóãîëüíèêè AIO è AIH ðàâíû, îòêóäà
IO = IH.
Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî òî÷êè Î, I, Í ëåæàò íà íåêîòîðîé
îêðóæíîñòè.
Âñëåäñòâèå ëåììû 3 ïîëó÷àåì îòñþäà: Î, I è Í –
âåðøèíû ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà.
Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ðàâíîáåäðåííîãî íåðàâíîñòî-
ðîííåãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ðàâåíñòâî IO = IH âûïîë-
íÿòüñÿ íå ìîæåò. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ABC ACB– = – ,
O Hπ , OI = IH. Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî ìåäèàíà BI
òðåóãîëüíèêà ÂÎÍ ÿâëÿåòñÿ åãî áèññåêòðèñîé, à çíà-
÷èò, è âûñîòîé. Ïîëó÷èëè ÷óøü: I ëåæèò íà ÂÑ.

Ð.Áóäûëèí, À.Êóëèêîâ, Â.Ñåíäåðîâ

Ì1928. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà 1, , nx x… , ãäå n ≥ 2,
ëåæàò íà íåêîòîðîì îòðåçêå Δ  äëèíû 2. Äîêàæèòå,
÷òî

1 1 2nx x x x 1+ + £ + +… …

1 1n nx x 1 x x n+ + < + + +… … .

Â êàêèõ ñëó÷àÿõ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî?

Îáîçíà÷èì

1 nA x x= + +… ,

1 2 11 1nB x x x x= + + + +… ,  Ñ = A + n.

Äîêàæåì íåðàâåíñòâî A B£ . Ïóñòü õ è ó – êàêèå-ëèáî

äâà ÷èñëà èç ìíîæåñòâà { }1, , nx x… . Òîãäà 2x y- £ ,

ò.å. 2 22 4x xy y- + £ , èëè ( )2 22 4 1x xy y xy+ + £ + .

Îòñþäà 2 1x y xy+ £ + , òàê êàê õ è ó ïîëîæèòåëüíû.
Ñëåäîâàòåëüíî,

1 2 1 22 1,x x x x+ £ + … 1 1, 2 1n nx x x x+ £ +… .  (1)

Ñëîæèâ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì 2 2A B£ .
Äîêàæåì íåðàâåíñòâî B < C. Îáîçíà÷èì

{ } { }1 1 2 1min , , , min ,n ny x x y x x= =… .

Èìååì

( )1 2 1 11 2 1x x y y+ £ + + =

= ( )
2

1 1 11 1, , 1 1n ny y x x y+ = + + £ +… . (2)

Ñëîæèâ íåðàâåíñòâà (2), ïîëó÷àåì

1 nB y y n£ + + +… .

Îòñþäà, ïîñêîëüêó i iy x£ , B C£ . Ïðè ýòîì åñëè

i iy x=  ïðè âñåõ i, òî 1 nx x= =… , îòêóäà â (2) âñå
íåðàâåíñòâà ñòðîãèå. Ïîëó÷èëè B < C.
Íàéäåì òåïåðü óñëîâèÿ ðàâåíñòâà À = Â. Âñå íåðàâåí-
ñòâà (1) ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè â òî÷íîñòè åñëè n = 2m,

1 3, ,x x …  ëåæàò íà îäíîì êîíöå îòðåçêà Δ , à 2 4, ,x x …

– íà äðóãîì.
Çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî B < C – òî÷íîå: îíî ïåðåõî-
äèò â ðàâåíñòâî, åñëè âñå ÷èñëà óñòðåìèòü ê 0. Ïîêà-
æåì, ÷òî ïðè ëþáîì 2n ≥  òî÷íûì ÿâëÿåòñÿ è íåðàâåí-
ñòâî A B£ . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóþò

3n ≥  è 0ε >  òàêèå, ÷òî A Bε+ £  ïðè ëþáîì íàáîðå

{ }1, , nx x…  çàäà÷è. Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, 2
1nk n kε+ £ +

ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì k. Îòñþäà 2 22nk nε ε+ £ , ÷òî
ïðè k Æ •  ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Í.Àãàõàíîâ, Â.Ñåíäåðîâ

Ì1929. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà d ñóùåñòâóåò äåëÿùååñÿ íà íåãî íàòóðàëüíîå
÷èñëî n, â äåñÿòè÷íîé çàïèñè êîòîðîãî ìîæíî âû÷åð-
êíóòü íåêîòîðóþ íåíóëåâóþ öèôðó òàê, ÷òî ïîëó-
÷èâøååñÿ ÷èñëî òîæå áóäåò äåëèòüñÿ íà d.

Ïåðâîå ðåøåíèå. ×èñëî n ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
( )10 10

k
n a b c= + + , ãäå 0 10

k
c£ < , b – íåíóëåâàÿ

öèôðà, êîòîðóþ âû÷åðêèâàåì, à – ÷èñëî, îáðàçîâàííîå
öèôðàìè, ñòîÿùèìè ëåâåå b. Òîãäà ïîñëå âû÷åðêèâà-
íèÿ ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî 1 10

k
n a c= + . Èõ ðàçíîñòü

( )1 10 9k
n n a b- = + . ×òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå çàäà-
÷è, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ÷èñëà 9a + b è 10

k
a c+  äåëèëèñü

íà d. Äëÿ ýòîãî ïîäáåðåì íåíóëåâóþ öèôðó b òàê,

÷òîáû ÷èñëî d – b äåëèëîñü íà 9, è âîçüìåì 
9

d b
a

-
= .

Òîãäà d = 9a + b. Ïóñòü k – òàêîå ÷èñëî, ÷òî 110
k

d
- > .

×èñëî 110 10
k k
a

-+  ðàçäåëèì ñ îñòàòêîì íà d:
110 10k k

a dq r
-+ = + , 0 r d£ < . Ïîëîæèì 110

k
c

-= -
0r- > . Òîãäà 10k

a c dq+ =  äåëèòñÿ íà d.
Âòîðîå ðåøåíèå (ïðåäëîæåííîå øêîëüíèêàìè íà
îëèìïèàäå). Ðàññìîòðèì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëü-
íîãî k ÷èñëî 10k

kn d d= - . Ïóñòü l – êîëè÷åñòâî
çíàêîâ â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà d ( [ ]lg 1l d= + ).
Çàìåòèì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k (à èìåííî,
ïðè k > l) äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà kn  âûãëÿäèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà èäåò äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü
÷èñëà d – 1, çàòåì – ñåðèÿ äåâÿòîê è, íàêîíåö –
äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà 10

l
d- . Òàêèì îáðàçîì, ïðè

k > l ÷èñëî kn  ìîæíî ïîëó÷èòü èç ÷èñëà 1kn
+

 ïóòåì
âû÷åðêèâàíèÿ îäíîé èç äåâÿòîê â öåíòðàëüíîé ÷àñòè
äåñÿòè÷íîé çàïèñè. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî âñå ÷èñëà

kn  äåëÿòñÿ íà d.
À.Ãàëî÷êèí

Ì1930. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáûõ ÷åòûðåõ ïîïàðíî
ñêðåùèâàþùèõñÿ ïðÿìûõ ìîæíî òàê âûáðàòü ïî
îäíîé òî÷êå íà êàæäîé èç íèõ, ÷òîáû ýòè òî÷êè áûëè
âåðøèíàìè à) òðàïåöèè; á) ïàðàëëåëîãðàììà?

à) Îòâåò: äà, âåðíî.
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Ïóñòü à, b, ñ, d – ÷åòûðå ïîïàðíî ñêðåùèâàþùèåñÿ
ïðÿìûå. Ïîñòðîèì òàêèå ïëîñêîñòè aα …  è bβ … , ÷òî
α  ïàðàëëåëüíà β  (ñì. ðèñóíîê). Àíàëîãè÷íî, ïîñòðî-
èì òàêèå ïëîñêîñòè cγ …  è dδ … , ÷òî γ  ïàðàëëåëüíà

δ . Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå íàïðàâëåíèå v
�

, íå ïà-
ðàëëåëüíîå íèêàêîé èç ýòèõ ïëîñêîñòåé. Ñïðîåöèðóåì
ïðÿìóþ à íà ïëîñêîñòü β  âäîëü ýòîãî íàïðàâëåíèÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Â òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðîåêöèè è
ïðÿìîé b, à ÷åðåç A aŒ  – åå ïðîîáðàç ïðè ïðîåêöèè.
Òîãäà ïðÿìàÿ ÀÂ ïàðàëëåëüíà íàïðàâëåíèþ v

�

. Àíàëî-
ãè÷íî ñòðîÿòñÿ òî÷êè C cŒ  è D dŒ , äëÿ êîòîðûõ
ïðÿìàÿ CD ïàðàëëåëüíà íàïðàâëåíèþ v

�

. Òîãäà ïðÿ-
ìàÿ ÀÂ ïàðàëëåëüíà CD. Ïîýòîìó ëèáî òî÷êè À, Â, Ñ
è D ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ëèáî ÷åòûðåõóãîëüíèê
ABCD – òðàïåöèÿ, ëèáî ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD –
ïàðàëëåëîãðàìì.
Äëÿ âñåõ íàïðàâëåíèé v

�

, êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà,
òî÷êè À, Â, Ñ è D íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
×òîáû èñêëþ÷èòü ñëó÷àé ïàðàëëåëîãðàììà, äîñòàòî÷-
íî îáåñïå÷èòü íåðàâåíñòâî AB CDπ . Çàìåòèì, ÷òî

sin

p
AB

ϕ
=  è 

sin

q
CD

ψ
= , ãäå ð – ðàññòîÿíèå ìåæäó

ïëîñêîñòÿìè α  è β , q – ðàññòîÿíèå ìåæäó ïëîñêîñòÿìè
γ  è δ , ϕ  – óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì v

�

 è ïëîñêîñòüþ
,α ψ  – óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì v

�

 è ïëîñêîñòüþ γ .
Åñëè ïëîñêîñòè α  è γ  íå ïàðàëëåëüíû, òî íàéäåòñÿ

íàïðàâëåíèå v
�

, äëÿ êîòîðîãî 
sin

sin

p

q

ϕ
ψ

<  (íàïðèìåð,

íàïðàâëåíèå, ïî÷òè ïàðàëëåëüíîå ïëîñêîñòè α  è ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîå ïðÿìîé ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé α  è
γ ), è òîãäà AB CDπ .
Åñëè æå âñå ïëîñêîñòè , , ,α β γ δ  ïàðàëëåëüíû, òî ϕ ψ=
äëÿ ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ v

�

, è äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåí-
ñòâà AB CDπ  äîñòàòî÷íî íåðàâåíñòâà p qπ , êîòîðîãî
âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ, ïåðåîáîçíà÷èâ ïëîñêîñòè.
á) Îòâåò: íåò, íåâåðíî.
Âîçüìåì ÷åòûðå ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè, âñå ïîïàð-
íûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîòîðûìè ðàçëè÷íû. Â êàæäîé
èç íèõ ïðîâåäåì ïðÿìóþ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ýòè
ïðÿìûå ïîïàðíî ñêðåùèâàëèñü. Äîêàæåì, ÷òî ïàðàëëå-
ëîãðàììà ñ âåðøèíàìè íà ýòèõ ïðÿìûõ íå ñóùåñòâóåò.
Äåéñòâèòåëüíî, äëèíû ëþáûõ äâóõ ïàðàëëåëüíûõ îò-
ðåçêîâ ñ êîíöàìè íà ýòèõ ïðÿìûõ ïðîïîðöèîíàëüíû
ðàññòîÿíèÿì ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ïàðàìè ïëîñêî-
ñòåé, à çíà÷èò, ðàçëè÷íû.

Ï.Áîðîäèí

Ô1938. Àâòîìîáèëü åäåò ââåðõ ïî íàêëîííîé ïëîñêî-
ñòè. Êàêèì ìîæåò áûòü ìàêñèìàëüíûé óãîë íàêëîíà,
åñëè êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó êîëåñàìè è ïîâåðõ-
íîñòüþ 0,6μ = ? Ñ êàêèì ìàêñèìàëüíûì óñêîðåíèåì
ìîæåò íà÷àòü äâèæåíèå ýòîò àâòîìîáèëü íà ãîðè-
çîíòàëüíîì ó÷àñòêå ïîâåðõíîñòè? Ó àâòîìîáèëÿ
÷åòûðå êîëåñà, çàäíèå êîëåñà – âåäóùèå. Ðàññòîÿíèå
ìåæäó ïåðåäíèìè è çàäíèìè îñÿìè êîëåñ L = 2 ì,
öåíòð ìàññ àâòîìîáèëÿ íàõîäèòñÿ íà âûñîòå h =
= 0,5 ì íà ðàâíûõ
ðàññòîÿíèÿõ îò îñåé
êîëåñ.

Ïðè ìàêñèìàëüíîì
çíà÷åíèè óãëà íàê-
ëîíà α  àâòîìîáèëü
åäåò ââåðõ ðàâíîìåð-
íî, ñèëà òðåíèÿ ðàâ-
íà ìàêñèìàëüíîìó ñâîåìó çíà÷åíèþ 2! 1F Nμ=  (ðèñ.
1). Ñèëó íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ 1N  ëåãêî íàéòè èç
óðàâíåíèÿ ìîìåíòîâ ñèë, çàïèñàííûõ îòíîñèòåëüíî
òî÷êè À:

1 cos sin
2

L
N L Mg Mg hα α= ◊ + ◊ ,

îòêóäà

1

1
cos sin

2

h
N Mg

L
α αÊ ˆ= +Á ˜Ë ¯

.

Èñêîìûé óãîë íàéäåì èç óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîãî äâèæå-
íèÿ àâòîìîáèëÿ âäîëü íàêëîííîé ïëîñêîñòè:

1 sin 0N Mgμ α- = ,

è
2

arctg 20
1 h L

μ
α

μ
= ª ∞

-
.

Âòîðóþ ÷àñòü çàäà÷è ïðîùå âñåãî ðåøàòü â íåèíåðöè-
àëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, îòíîñèòåëü-
íî êîòîðîé àâòîìîáèëü (îí åäåò ñ
óñêîðåíèåì à) íåïîäâèæåí. Íàì ïðè-
äåòñÿ äîáàâèòü ñèëó èíåðöèè, ðàâ-
íóþ –Ìà, ïðèëîæèâ åå â öåíòðå
ìàññ (ðèñ.2), òîãäà óñëîâèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ äàäóò íàì íåîáõîäèìûå óðàâíå-
íèÿ. ×òîáû íå âû÷èñëÿòü ñèëó 2N  (íå íóæíà îíà
íàì!), çàïèøåì óðàâíåíèå ìîìåíòîâ ñèë îòíîñèòåëüíî
òî÷êè À:

1 0
2

L
N L Mg Mah- - =

è óðàâíåíèå ñèë âäîëü ãîðèçîíòàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ:

2! 0F Ma- = .

Ó÷òåì, ÷òî ìû èùåì ìàêñèìàëüíîå óñêîðåíèå, ïîýòîìó

2! 1F Nμ= .

Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èì

( )
2

3,5 ì “
2

L
a g

L h

μ
μ

= ª
-

.

À.Ïîâòîðîâ

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2



Ô1939. Ìîëü ãåëèÿ â ñîñóäå ïîä ïîðøíåì ïîëó÷àåò
òåïëî èçâíå è ðàñøèðÿåòñÿ. Òåïëîåìêîñòü ýòîé ïîð-
öèè ãàçà â äàííîì ïðîöåññå ïîñòîÿííà è ñîñòàâëÿåò
Ñ = 20 Äæ/Ê. Êàêóþ ðàáîòó ñîâåðøèò ãàç ïðè
óâåëè÷åíèè åãî îáúåìà âäâîå? Íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòó-
ðà Ò = 200 Ê, íà÷àëüíîå äàâëåíèå ð = 0,5 àòì.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìîëÿðíàÿ òåïëîåìêîñòü â äàííîì
ïðîöåññå C ( )20 d› ì%ëü j= ◊  ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò
ñ ìîëÿðíîé òåïëîåìêîñòüþ ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè
C

ð
( )2,5 20,8 d› ì%ëü jR= ª ◊ . Ïîýòîìó äëÿ óïðî-

ùåííîãî ðàñ÷åòà ðàáîòû ìîæíî ïðèíÿòü ð = const, òîãäà

( )2 1,66 *d›A p V V pV RT= - = = ª .

Ìîæíî îöåíèòü òî÷íîñòü (âåðíåå – íåòî÷íîñòü) íàøåãî
ðàñ÷åòà:

VC T A C TΔ Δ= + ,

ãäå Ñ
V
 = 1,5 R – ìîëÿðíàÿ òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿí-

íîì îáúåìå, îòêóäà

220 j
V

A
T

C C
Δ = ª

-
.

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî p = const, òî *%… 200 j 2 400 jT = ◊ = .
Íàøà îöåíêà äàåò *%… 420 jT

* = . Ñðåäíÿÿ òåìïåðàòóðà
îòëè÷àåòñÿ ìåíüøå ÷åì íà 3%, òàêîé æå ðåçóëüòàò
ïîëó÷àåòñÿ è ïðè òî÷íîì ðàñ÷åòå. Íàø ðåçóëüòàò

1,66 *d›A ª  çàíèæåí ïðèìåðíî íà 3%.
Ç.Ðàôàèëîâ

Ô1940. Íà ðàññòîÿíèè 1 ì äðóã îò äðóãà çàêðåïëåíû
òî÷å÷íûå çàðÿäû 1 ìêÊë è –2 ìêÊë (çàðÿä ïðîòèâî-
ïîëîæíîãî çíàêà). Â ïðîñòðàíñòâå âîçíèêàåò ýëåêò-
ðîñòàòè÷åñêîå ïîëå. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíóþ ðàç-
íîñòü ïîòåíöèàëîâ ìåæäó òî÷êàìè, â êîòîðûõ íà-
ïðÿæåííîñòü ýòîãî ïîëÿ íå ïðåâûøàåò ïî âåëè÷èíå
çíà÷åíèÿ 1 Â/ì.

Òî÷êè ïîëÿ, ãäå íàïðÿæåííîñòü íå ïðåâûøàåò ìàëóþ
âåëè÷èíó 0E  = 1 Â/ì, ìîæíî íàéòè ëèáî âäàëè îò

ñèñòåìû çàðÿäîâ, ëèáî
òàì, ãäå ïîëÿ ïî÷òè
êîìïåíñèðóþò äðóã
äðóãà.

Òî÷êà, â êîòîðîé ïîëå â òî÷íîñòè ðàâíî íóëþ, íàõîäèò-
ñÿ íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç çàðÿäû Q (çäåñü Q =
= 1 ìêÊë) è –2Q (ñì. ðèñóíîê):

( )
2 2
0 0

2
0

Q Q
k k

x x L

-
+ =

+
,

îòêóäà

0

1 ì
2,4 ì

2 1 2 1

L
x = = ª

- -
.

Âäàëè îò ñèñòåìû ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ýòîé òî÷êå
íàõîäèòñÿ òî÷å÷íûé çàðÿä q = Q – 2Q = –Q. Òîãäà
çàïèøåì

02

q
k E

y
= , è 

0

100 ì
kq

y
E

= ª

(ýòî è â ñàìîì äåëå ñèëüíî ïðåâûøàåò L = 1 ì).
Ïîòåíöèàë â òàêîé òî÷êå ðàâåí

0 95 B
q

k kQE
y

ϕ = = - ª - .

Íàéäåì òåïåðü ïîòåíöèàë â òî÷êå 0x :

0

0 0

2Q Q
k k

x x L
ϕ

-
= + =

+

= ( )
2

0

2
1 2 1 1544 B

2

Q Q
k k

x L

Ê ˆ- = - = -Á ˜Ë ¯
.

Òî÷êè íà ïðÿìîé, â êîòîðûõ íàïðÿæåííîñòü ñîñòàâëÿåò
ðîâíî 1 Â/ì (ïî ìîäóëþ), íàõîäÿòñÿ ñîâñåì áëèçêî ê
«íóëåâîé» òî÷êå (íà ðàññòîÿíèè l = 2,7 ìì â îáå
ñòîðîíû; ðàñ÷åò íåñëîæíûé – åãî ìîæíî ïðîâåñòè
ïðèáëèæåííî), ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ìåæäó ëþáîé èç
ýòèõ òî÷åê è «íóëåâîé» òî÷êîé ïîðÿäêà 3

1 10  B
-◊

( 30
cp 1,3 10  B

2

E
E l lΔϕ -= ª ª ◊ ).

Èòàê, ìàêñèìàëüíîé áóäåò ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ìåæ-
äó «íóëåâîé» (ïî÷òè!) è «áåñêîíå÷íî óäàëåííîé» òî÷-
êàìè:

max 1544 B 0 1544 BΔϕ = - = .

Ð.Àëåêñàíäðîâ

Ô1941. Êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ 1 ìêÔ è òðè îäèíàêî-
âûå êàòóøêè èíäóêòèâíîñòüþ 1 Ãí êàæäàÿ ñîåäèíå-
íû ïàðàëëåëüíî è ïîäêëþ÷åíû ê âíåøíåé öåïè. Ñîïðî-
òèâëåíèÿ ïðîâîäîâ îêàçàëèñü íåìíîãî ðàçíûìè, â
ðåçóëüòàòå óñòàíîâèâøèåñÿ òîêè ÷åðåç êàòóøêè
ñîñòàâèëè 1À, 2À è 4À. Âíåøíþþ öåïü îòêëþ÷àþò, è
òîêè êàòóøåê íà÷èíàþò èçìåíÿòüñÿ. Íàéäèòå ìàê-
ñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ êàæäîãî èç òîêîâ. Íàéäèòå òàê-
æå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå çàðÿäà êîíäåíñàòîðà. Ýëå-
ìåíòû öåïè ñ÷èòàòü èäåàëüíûìè. Ñîïðîòèâëåíèå
ïðîâîäîâ î÷åíü ìàëî.

Ïîñëå îòêëþ÷åíèÿ âíåøíåé öåïè â ñõåìå íà÷èíàþòñÿ
êîëåáàíèÿ. Èíòåðåñóþùèå íàñ ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ
òîêîâ èìåþò ìåñòî â ïåðâîì æå ïåðèîäå êîëåáàíèé – çà
ýòîò èíòåðâàë âðåìåíè ïîòåðè ýíåðãèè ñîâñåì ìàëû. È
åùå – ïåðåä îòêëþ÷åíèåì âíåøíåé öåïè òîêè êàòóøåê
íåèçìåííû è çàðÿä êîíäåíñàòîðà ïðàêòè÷åñêè íóëåâîé.
Èçìåíåíèÿ òîêîâ êàòóøåê ïîñëå îòêëþ÷åíèÿ âíåøíåé
öåïè îäèíàêîâû, à ìàêñèìàëüíûé çàðÿä êîíäåíñàòîðà
ïîëó÷èòñÿ ïðè óñëîâèè

( ) ( ) ( )1 2 3 0I I I I I I+ + + + + = ,

ò.å. ïðè òîêå 
7

 A
3

I = - .

Ýíåðãèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ äî îòêëþ÷åíèÿ ðàâíà
22 2
31 2

…=÷ 10,5 d›
2 2 2

LILI LI
W = + + = ,

à â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò –

( ) ( )
2 2

1 2

2 2

L I I L I I
W

+ +
= + +

( )
2

3 7
 d›

2 3

L I I+
= .

Çíà÷èò, ýíåðãèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ýòîò ìîìåíò
ñîñòàâëÿåò

2

…=÷
2

mq
W W

C
= - ,

îòêóäà äëÿ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ çàðÿäà êîíäåíñà-
òîðà ïîëó÷àåì 4 ìjëmq ª .
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Ìàêñèìàëüíûå òîêè êàòóøåê ïîëó÷àþòñÿ â òîò ìîìåíò,
êîãäà êîíäåíñàòîð ðàçðÿæåí (ÝÄÑ èíäóêöèè â ýòîò
ìîìåíò îáðàùàþòñÿ â íîëü). Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ
çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè,

( ) ( )
2 2

1 2

2 2

L I I L I I
W

* *

*

+ +
= + +

( )
2

3

…=÷
2

L I I
W

*+
= ,

èëè

2 2 2 2 2
1 1 2 2 32 2I I I I I I I I I

* * * *+ + + + + + +

+ 2 2 2 2
3 1 2 32I I I I I I

* *+ = + + .

Òóò ïîëó÷àþòñÿ äâà ðåøåíèÿ: ëèáî 0I
* = , ëèáî

14
2 A

3
I I

* = = - . Ïåðâîå ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëüíîìó

ìîìåíòó, âòîðîå – êîíöó ïåðâîé ïîëîâèíû ïåðèîäà
êîëåáàíèé. Â ýòîò ìîìåíò ìàêñèìàëüíûé òîê ïåðâîé
êàòóøêè áóäåò ðàâåí

1

11
 A

3
I I

*+ = - ,

âòîðîé êàòóøêè –

2

8
 A

3
I I

*+ = - ,

òðåòüåé –

3

2
 A

3
I I

*+ = - ,

÷òî ïî ìîäóëþ ìåíüøå íà÷àëüíîãî òîêà, ðàâíîãî 4 À.
Èòàê, ìàêñèìàëüíûå âåëè÷èíû òîêîâ ñîñòàâëÿþò ïðè-
áëèçèòåëüíî 3,67 À, 2,67 À è 4 À.

À.Ñòàðîâ

Ô1942. Íà ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè òîíêîé ñîáèðàþ-
ùåé ëèíçû äèàìåòðîì 1 ñì ñ ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì
10 ñì íàõîäèòñÿ òî÷å÷íûé èñòî÷íèê ñâåòà. Íà êàêîé
ìàêñèìàëüíûé óãîë ëèíçà ìîæåò îòêëîíèòü ïàäàþ-
ùèé íà íåå ëó÷?

Ðèñ. 1

Ëó÷è, íàïðàâëåííûå
â öåíòðàëüíóþ ÷àñòü
ëèíçû, îòêëîíÿþòñÿ
ìàëî, à ìàêñèìàëüíûé
óãîë îòêëîíåíèÿ ïî-
ëó÷àåòñÿ ó «êðàéíå-
ãî» ëó÷à. Ëåãêî çàïè-
ñàòü ôîðìóëó (ðèñ.1)

2 2
arctg arctg

D D

d f
γ α β= + = + .

Åñëè óãëû ìàëû (ïðè , 2d f D� ), òî

1 1 1
 !=ä 2,9

2 2 20

D D

d f F
γ

Ê ˆ
ª + = ª ª ∞Á ˜Ë ¯

.

Ïîëó÷àåòñÿ îäèí è òîò æå óãîë îòêëîíåíèÿ äëÿ ðàçíûõ
òî÷åê ëèíçû.

À ÷òî áóäåò äëÿ íå ñëèøêîì ìàëûõ óãëîâ? Ïóñòü
d < F, òîãäà (ðèñ.2)

2 2
arctg arctg

D D

d f
γ α β= - = - .

Äàëüøå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûì ñîîòíîøå-
íèåì sin tgα α α< < , îòêóäà arcsin arctgα α α> > , è
ïîëó÷èòü òîò æå îòâåò. À ìîæíî (è óäîáíî) ïðîñòî
ñäåëàòü ðàñ÷åò íåñêîëüêèõ òî÷åê ïðè ïîìîùè êàëüêó-
ëÿòîðà.

À.Çèëüáåðìàí

Ðèñ. 2

1200-òîííóþ êàìåðó äëÿ îáíàðóæåíèÿ ïðèìåðíî äåñÿ-
òè òèïîâ ïðåäïîëàãàåìûõ íîâûõ ÷àñòèö.

Ïðîáëåìà ïîëó÷åíèÿ äîñòàòî÷íîãî êîëè÷åñòâà àíòè-
ïðîòîíîâ áûëà ðåøåíà Ñèìîíîì âàí äåð Ìåðîì. Åãî
èäåÿ çàêëþ÷àëàñü â òîì, ÷òî àíòèïðîòîíû, ðîæäàþùè-
åñÿ ïðè áîìáàðäèðîâêå ìåäíîé ìèøåíè âûñîêîýíåð-
ãè÷íûìè ïðîòîíàìè, ñîáèðàëèñü â ñïåöèàëüíîì íàêî-
ïèòåëüíîì êîëüöå. Ñëîæíàÿ ñèñòåìà ýëåêòðîäîâ ôîêó-
ñèðîâàëà àíòèïðîòîíû, ñîáèðàÿ èõ â êîìïàêòíûå ñãó-
ñòêè. Çàòåì ýòè ñãóñòêè ïîñòóïàëè â ïðîòîííûé ñèíõ-
ðîòðîí âìåñòå ñî ñãóñòêàìè ïðîòîíîâ, ïðåäâàðèòåëüíî
óñêîðåííûõ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Ïîñëå ýòîãî ÷àñòè-
öû è àíòè÷àñòèöû îêîí÷àòåëüíî óñêîðÿëèñü äî ýíåðãèè

â 300 ìëðä ýëåêòðîíâîëüò. Ïîñêîëüêó ÷àñòèöû è àíòè-
÷àñòèöû èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè çàðÿäîâ,  îíè
âðàùàþòñÿ ïî ñèíõðîòðîííîìó êîëüöó â ïðîòèâîïî-
ëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ, ñòàëêèâàÿñü ìåæäó ñîáîé ëèøü
â òî÷êàõ, ãäå óñòàíîâëåíû äåòåêòîðû.

Ýêñïåðèìåíòû íà÷àëèñü â 1982 ãîäó, è óæå ÷åðåç
ìåñÿö áûëî îáúÿâëåíî îá îáíàðóæåíèè ïÿòè W ÷àñòèö.
Åùå ÷åðåç ãîä óäàëîñü òàêæå ïðîíàáëþäàòü 0

Z  ÷àñòè-
öû. Â 1984 ãîäó Êàðëî Ðóááèà è Ñèìîí âàí äåð Ìåð
áûëè óäîñòîåíû Íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî ôèçèêå «çà
ðåøàþùèé âêëàä â áîëüøîé ïðîåêò, êîòîðûé ïðèâåë ê
îòêðûòèþ êâàíòîâ ïîëÿ, W è Z ÷àñòèö, ïåðåíîñ÷èêîâ
ñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ». Ñëàáîå âçàèìîäåéñòâèå îêà-
çàëîñü ñëàáûì èìåííî ïîòîìó, ÷òî W è Z ÷àñòèöû òàêèå
òÿæåëûå.

Óíèâåðñèòåòû Èòàëèè

(Íà÷àëî ñì. íà ñ. 10)



Çàäà÷è
Ê  Ì  Ø

Ýòè çàäà÷è ïðåäíàçíà÷åíû ïðåæäå âñåãî ó÷àùèìñÿ 6 – 8
êëàññîâ.

1. Ðàçðåæüòå êàæäóþ èç òðåõ ôèãóð, èçîáðàæåííûõ íà
ðèñóíêå, íà äâå ðàâíûå ÷àñòè.

Ì.Àõìåäæàíîâà

2. Åñëè çâîíèòü ñ îáû÷íîãî òåëåôîíà íà ñîòîâûé, òî
îïëàòó ðàçãîâîðà ïðîèçâîäèò âëàäåëåö ñîòîâîãî òåëå-
ôîíà. Åñëè æå çâîíèòü ñ îáû÷íîãî òåëåôîíà íà îáû÷-
íûé, ëèáî ñ ñîòîâîãî íà ëþáîé, òî çà ðàçãîâîð ïëàòèò
òîò, êòî çâîíèë.
Âîñåìü áèçíåñìåíîâ â òå÷åíèå äíÿ ïåðåçâàíèâàëèñü
ìåæäó ñîáîé è ñäåëàëè ïî òðè çâîíêà êàæäûé. Ïðè
ýòîì âñå âëàäåëüöû ñîòîâûõ òåëåôîíîâ óïëàòèëè çà
ðàçíîå ÷èñëî ðàçãîâîðîâ.

Ó áèçíåñìåíîâ Èâàíîâà, Ïåòðîâà, Ñèäîðîâà è Êóçíå-
öîâà – ñîòîâûå òåëåôîíû, ó Àäàìîâà è Äàâûäîâà –
îáû÷íûå. Êàêîé òåëåôîí ó áèçíåñìåíà Äæàïàðèäçå?

È.Àêóëè÷

3. Ìîæíî ëè â êëåòêè òàáëèöû ¥4 4  âïèñàòü ÷èñëà îò
1 äî 16 (êàæäîå ïî îäíîìó ðàçó) òàê, ÷òîáû ïðîèçâåäå-
íèÿ âñåõ ÷èñåë â êàæäîì êâàäðàòå 3 3¥  áûëè ðàâíû?

Â.Êàñêåâè÷

4. Ïðîôåññîð Ìóìáóì-Ïëþìáóì ïûòàåòñÿ ïîäîáðàòü
6 òàêèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñðåäè êîòîðûõ
ðîâíî îäíî ÷èñëî äåëèòñÿ íà 6,
ðîâíî äâà ÷èñëà äåëÿòñÿ íà 5,
ðîâíî òðè ÷èñëà äåëÿòñÿ íà 4,

ðîâíî ÷åòûðå ÷èñëà äåëÿòñÿ íà 3,
ðîâíî ïÿòü ÷èñåë äåëÿòñÿ íà 2,
ðîâíî øåñòü ÷èñåë äåëÿòñÿ íà 1.
Óäàñòñÿ ëè åìó ýòî ñäåëàòü?

ß.Êàìûø

5. Â òðåóãîëüíèê ÀÂÑ âïèñàí ðàâíîñòîðîííèé òðåó-
ãîëüíèê 

1 1 1
ABC  òàê, ÷òî – = –

1 1 1 1
BC A C B A , – =

1 1
BAC

= –
1 1
ABC . Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê ÀÂÑ ðàâíîñòî-

ðîííèé.
Â.Ïðîèçâîëîâ
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Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï

êîíêóðñà èìåíè À.Ï.Ñàâèíà

«Ìàòåìàòèêà 6–8»
Þáèëåéíûé, äåñÿòûé ïî ñ÷åòó, ôèíàëüíûé òóðíèð

ñîðåâíîâàíèé çàêëþ÷èòåëüíîãî ýòàïà êîíêóðñà èìåíè
À.Ï.Ñàâèíà ñîñòîÿëñÿ â êîíöå èþíÿ 2004 ãîäà â æèâî-
ïèñíûõ îêðåñòíîñòÿõ ñòàðèííîãî ãîðîäà Ñóäèñëàâëÿ
Êîñòðîìñêîé îáëàñòè. Êàê è â ïðîøëîì ãîäó, åãî
ó÷àñòíèêè ðàçìåñòèëèñü â ïàíñèîíàòå «Áåðåíäååâû
ïîëÿíû» íà áåðåãó ïûøíîçåëåíîãî è çàäóì÷èâîãî
ëåñíîãî îçåðà Ëåëü.

Â îðãàíèçàöèè þáèëåéíîãî òóðíèðà êðîìå æóðíàëà
«Êâàíò» ïðèíÿëè ó÷àñòèå Ìîñêîâñêèé äâîðåö äåòñêîãî
(þíîøåñêîãî) òâîð÷åñòâà (ïðåäñåäàòåëü îðãêîìèòåòà
òóðíèðà Â. Êîíäàêîâ), Êîñòðîìñêîé öåíòð äîïîëíè-
òåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ îäàðåííûõ øêîëüíèêîâ, Ôîíä
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ è ïðîñâåùåíèÿ, Îáðà-
çîâàòåëüíàÿ ïðîãðàììà «Äåëî». Òóðíèð ïðîâîäèëñÿ
ïðè ïîääåðæêå Äåïàðòàìåíòà îáùåãî è ïðîôåññèî-
íàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ Êîñòðîìñêîé îáëàñòè, Êëóáà
æåí ïîëèòèêîâ «Ïîäðóãè», Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêî-
ãî èíñòèòóòà ðàçâèòèÿ îáðàçîâàíèÿ, Ìàëîãî ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà
è äðóãèõ îðãàíèçàöèé.

Â ñîñòàâå ìåòîäêîìèññèè ðàáîòàëè îïûòíûå äåÿòåëè
îëèìïèàäíîãî äâèæåíèÿ À.Áëèíêîâ, Â.Ñåíäåðîâ, Â.Ãó-
ðîâèö, Ä.Êàëèíèí, Ñ.Âîë÷¸íêîâ, Á.Ôðåíêèí, À.Õà÷àòó-
ðÿí, Ò.Êàðàâàåâà, Þ.Áëèíêîâ, À.Ìàëååâ, Å.Èâàíîâà,
Ë.Èâàíîâ, Í.×åðíÿòüåâ, Å.Ãîðñêàÿ, Å.Èãíàòåíêîâ, Ã.Ìåð-
çîí, È.Ñèäîðîâ è äðóãèå. Â ðàáîòå æþðè àêòèâíîå
ó÷àñòèå ïðèíèìàëè ðóêîâîäèòåëè êîìàíä, ìíîãèå èç
íèõ âõîäèëè â ñîñòàâ ñóäåéñêèõ áðèãàä. Èõ ñèëàìè
îðãàíèçîâûâàëèñü ôàêóëüòàòèâíûå ñîðåâíîâàíèÿ äëÿ
øêîëüíèêîâ «Ìàòåìàòè÷åñêàÿ êàðóñåëü», «Çàâàëèí-
êà», «×òî? Ãäå? Êîãäà?».

Ñïåöèàëüíî äëÿ ýòîãî òóðíèðà ïðåäëîæèëè ñâîè
íîâûå ïðîèçâåäåíèÿ èçâåñòíûå êîìïîçèòîðû ìàòåìà-
òè÷åñêèõ çàäà÷ Â.Ïðîèçâîëîâ, Â.Ñåíäåðîâ, È.Àêóëè÷,
Ä.Êàëèíèí, À.Øàïîâàëîâ, À.Êàíåëü-Áåëîâ, Á.Ôðåíêèí,
Â.Ãóðîâèö è ìíîãèå äðóãèå. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî îäíó
èç çàäà÷ ëè÷íîé îëèìïèàäû ïðåäëîæèë øåñòèêëàññ-
íèê èç ãîðîäà Ñíåæèíñêà Âîëîäÿ Áðàãèí.

Íà òóðíèð ïðèåõàëè êîìàíäû ãîðîäîâ: Êîñòðîìû,
Ïåðìè, Ñíåæèíñêà, Ìàãíèòîãîðñêà, à òàêæå ñïåöèàëè-
çèðîâàííûõ øêîë ãîðîäà Ìîñêâû: øêîëû 218, ãèìíàçèè
1543, Ìîñêîâñêîé ãîñóäàðñòâåííîé Ïÿòüäåñÿò ñåäüìîé
øêîëû, ëèöåÿ «Âòîðàÿ øêîëà» è íåêîòîðûõ äðóãèõ.

Ñõåìà ïðîâåäåíèÿ òóðíèðà óæå ñòàëà òðàäèöèîííîé.
Ïðåæäå âñåãî áûëà îðãàíèçîâàíà êîìàíäíàÿ îëèìïè-
àäà, ïî ðåçóëüòàòàì êîòîðîé êîìàíäû ðàíæèðîâàëèñü
ïî ëèãàì. Íà Õ òóðíèðå áûëè îáðàçîâàíû òðè ëèãè: 6–
7 êëàññîâ (4 êîìàíäû), 7–8 êëàññîâ (12 êîìàíä), 8–9
êëàññîâ (8 êîìàíä).

Îñíîâó òóðíèðà ñîñòàâëÿëè êîìàíäíûå ìàòåìàòè÷åñ-
êèå áîè è ëè÷íàÿ óñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà.

Ïðèçåðû ëè÷íîé îëèìïèàäû

6 êëàññ
Åôðåìîâ Äìèòðèé – Ìàãíèòîãîðñê, Øêîëà èíäèâèäó-

àëüíîãî îáðàçîâàíèÿ îäàðåííûõ øêîëüíèêîâ,
Êîíäàêîâà Ëèçà – Ìîñêâà, ëèöåé «Âòîðàÿ øêîëà»,
Àáðèêîñîâ Åôèì – Ìîñêâà, ãèìíàçèÿ 1543,
Àëåêñååâ Èâàí – Ìîñêâà, ãèìíàçèÿ 1543,
Ìîøêèí Âèòàëèé – Ìàãíèòîãîðñê, Øêîëà èíäèâèäó-

àëüíîãî îáðàçîâàíèÿ îäàðåííûõ øêîëüíèêîâ,
Òîëìà÷åâ Ëåâ – Ìîñêâà, ãèìíàçèÿ 1543,
Ôåäîòîâ Àëåêñåé – Ìîñêâà, ëèöåé «Âòîðàÿ øêîëà»;

7 êëàññ
Àíäðååâ Ìèõàèë – Ìîñêâà, ëèöåé «Âòîðàÿ øêîëà»,
Äåòÿíöåâ Ïàâåë – Ïåðìü, ÔÌØ 9,
Ìàð÷åíêî Äåíèñ – Ïåðìü, ÔÌØ 9,
Çþçèí Àëåêñàíäð – Ìîñêâà, ëèöåé «Âòîðàÿ øêîëà»,
Êèñëîâñêàÿ Àííà – Êîñòðîìà, øêîëà 7,
Êîòëÿðîâ Íèêèòà – Ìàãíèòîãîðñê, Øêîëà èíäèâèäó-

àëüíîãî îáðàçîâàíèÿ îäàðåííûõ øêîëüíèêîâ,
Ìàð÷åíêî Åâãåíèé – Ìîñêâà, ãèìíàçèÿ 1543,
Ìîðîçîâ Åâãåíèé – Ìîñêâà, ãèìíàçèÿ 1543,
Ñîëäàòîâà Åêàòåðèíà – Ìîñêâà, øêîëà 1101,
Àãàïèòîâ Àðòåì – Ìàãíèòîãîðñê, Øêîëà èíäèâèäó-

àëüíîãî îáðàçîâàíèÿ îäàðåííûõ øêîëüíèêîâ,
Âåðøèíèí Ñåðãåé – Ïåðìü, ÔÌØ 9,
Ãëàäêîâ Èãîðü – Ïåðìü, ÔÌØ 9,
Ïîãðåáíîâ Àëåêñåé – Ìîñêâà, ãèìíàçèÿ 1543,
Ïîíîñîâ Íèêîëàé – Ïåðìü, ÔÌØ 9,
Ñìèðíîâ Àëåêñàíäð – Ìîñêâà, ëèöåé «Âòîðàÿ øêîëà»,
Ñòàðêîâ Àðñåíèé – Ìîñêâà, ëèöåé «Âòîðàÿ øêîëà»,
Õëûñòîâ Ãðèãîðèé – Ïåðìü, ÔÌØ 9;



8–9 êëàññû

Èëþõèíà Ìàðèÿ – Ìîñêâà, ëèöåé «Âòîðàÿ øêîëà»,
Ìàëååâ Àíäðåé – Ñíåæèíñê, ãèìíàçèÿ 127,
Ìàõëèí Èãîðü – Ìîñêâà, ãèìíàçèÿ 1543,
Äàâûäîâ Àëåêñåé – Ìîñêâà, Ìîñêîâñêàÿ ãîñóäàð-

ñòâåííàÿ Ïÿòüäåñÿò ñåäüìàÿ øêîëà,
Óñòèíîâñêèé Þðèé – Ìîñêâà, Ìîñêîâñêàÿ ãîñóäàð-

ñòâåííàÿ Ïÿòüäåñÿò ñåäüìàÿ øêîëà,
Àðóòþíîâ Âëàäèìèð – Ìîñêâà, ãèìíàçèÿ 1543,
Âîëêîâ Ôåäîð – Ìîñêâà, ãèìíàçèÿ 1543,
Øàíöåâ Àëåêñåé – Ïåðìü, ÔÌØ 9,
Ëàóò Èëüÿ – Ìîñêâà, ëèöåé «Âòîðàÿ øêîëà»,
Ëûñîâ Ìèõàèë – Ìîñêâà, ëèöåé «Âòîðàÿ øêîëà»,
Ïîñïåëîâ Äàíèèë – Ìîñêâà, ãèìíàçèÿ 1543,
Ãëóáîêîâñêèé Äìèòðèé – Êîñòðîìà, ëèöåé 34,
×åðìîíîâ Ðîìàí – Ìîñêâà, Ìîñêîâñêàÿ ãîñóäàðñòâåí-

íàÿ Ïÿòüäåñÿò ñåäüìàÿ øêîëà.

Êîìàíäû-ïðèçåðû

7–8 êëàññû

ÔÌØ 9, Ïåðìü (ðóêîâîäèòåëü Ã.À.Îäèíöîâà),
ãèìíàçèÿ 1543, Ìîñêâà (ðóêîâîäèòåëü Å.ß.Áàðñêèé),
Êîñòðîìà, (ðóêîâîäèòåëè Ë.À.Âèíîãðàäîâà, Í.Ë.×åð-

íÿòüåâ),
ãèìíàçèÿ 1543, Ìîñêâà (ðóêîâîäèòåëü Ð.Â.Ïàëüâåëåâ);

8–9 êëàññû

ëèöåé «Âòîðàÿ øêîëà», Ìîñêâà (ðóêîâîäèòåëè Å.Þ.Èâà-
íîâà, Â.Øàðè÷),

ãèìíàçèÿ 1543, Ìîñêâà (ðóêîâîäèòåëü Ò.Þ.Ñûñîåâà),
ãèìíàçèÿ 127, Ñíåæèíñê (ðóêîâîäèòåëü À.À.Ìàëååâ),
Ìîñêîâñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ Ïÿòüäåñÿò ñåäüìàÿ øêî-

ëà, (ðóêîâîäèòåëü Å.Í.Èãíàòåíêîâ),
ãèìíàçèÿ 1543, Ìîñêâà (ðóêîâîäèòåëü Å.Ã.Ãåëüôåð).

Âñå ïîáåäèòåëè íàãðàæäåíû äèïëîìàìè è êíèæíûìè
ïðèçàìè, ïðåäîñòàâëåííûìè æóðíàëîì «Êâàíò» è Ôîí-
äîì ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ è ïðîñâåùåíèÿ.

Çàäà÷è òóðíèðà

Êîìàíäíàÿ îëèìïèàäà

1. Ìîæíî ëè ðàññòàâèòü ïî êðóãó âñå íàòóðàëüíûå
÷èñëà îò 1 äî 25 òàê, ÷òîáû ñóììà ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ
÷èñåë ðàâíÿëàñü êâàäðàòó êàêîãî-íèáóäü íàòóðàëüíîãî
÷èñëà?

È.Àêóëè÷, Â.Ñåíäåðîâ

2. Äâå îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ äðóã äðóãà â òî÷êå C è
ïðÿìîé l â òî÷êàõ A è B. Ïðÿìàÿ AC ïåðåñåêàåò âòîðóþ
îêðóæíîñòü â òî÷êå D. Äîêàæèòå, ÷òî óãîë ABD –
ïðÿìîé.

À.Çàñëàâñêèé

3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ öåëî÷èñ-
ëåííûìè ñòîðîíàìè, ïëîùàäü êàæäîãî èç êîòîðûõ íà
2004 áîëüøå åãî ïåðèìåòðà?

Ñ.Èâàíîâ

4. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå 2
2 3 1

x
y= + .

Â.Ñåíäåðîâ

5. Ïóñòü â íåðàâíîñòîðîííåì òðåóãîëüíèêå ABC
òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí îòíîñè-
òåëüíî ñòîðîíû BC, ïðèíàäëåæèò îïèñàííîé îêðóæíî-
ñòè. Äîêàæèòå, ÷òî 60BAC– < ∞ .

Â.Ñåíäåðîâ

6. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà x, y, z, t òàêîâû, ÷òî x + y +
+ z + t = 1. Äîêàæèòå, ÷òî

5
(1 )(1 )(1 )(1 )

16
x y z t xyzt- - - - - £ .

Â.Ñåíäåðîâ

7. Íà êîëüöåâîé øíóð íàíèçàíà ñâÿçêà êîëåö ðàçíûõ
ðàçìåðîâ ñ íîìåðàìè îò 1 äî N ïî ïîðÿäêó. Åñëè
íîìåðà êîëåö îòëè÷àþòñÿ íà 2 èëè áîëüøå, èõ ìîæíî
ïîìåíÿòü ìåñòàìè, ïðîäåâ îäíî â äðóãîå. Êîëüöà ñ
ñîñåäíèìè íîìåðàìè òàê ïîìåíÿòü íåëüçÿ. Äîêàæèòå,
÷òî êîëüöà ìîæíî ðàñïîëîæèòü â ëþáîì ïîðÿäêå.

À.Øàïîâàëîâ
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Ëè÷íàÿ îëèìïèàäà

1 (6–7)1. Ãðèøà
êóïèë íà áàçàðå 10
øàðèêîâ: êðàñíûõ è
ñèíèõ. Åñëè áû îí
êóïèë 10 êðàñíûõ
øàðèêîâ, òî ïîòðà-
òèë áû íà 21 ðóáëü
ìåíüøå, à åñëè áû
êóïèë 10 ñèíèõ øà-
ðèêîâ, òî – íà 9
ðóáëåé áîëüøå. Íà
ñêîëüêî ñèíèé øà-
ðèê äîðîæå êðàñíî-
ãî?

Ä.Êàëèíèí

2 (6–7). Ñåìü ìî-
íåò ðàñïîëîæåíû ïî êðóãó. Èçâåñòíî, ÷òî êàêèå-òî
÷åòûðå èç íèõ, èäóùèå ïîäðÿä, – ôàëüøèâûå (ëåã÷å
íàñòîÿùèõ). Îáúÿñíèòå, êàê íàéòè äâå ôàëüøèâûå
ìîíåòû ñ ïîìîùüþ îäíîãî âçâåøèâàíèÿ íà ÷àøå÷íûõ
âåñàõ áåç ãèðü.

À.Ìàëååâ

3 (6–7). Êàêèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 1000000
âêëþ÷èòåëüíî áîëüøå: ÷åòíûõ ñ íå÷åòíîé ñóììîé öèôð
èëè íå÷åòíûõ ñ ÷åòíîé ñóììîé öèôð?

À.Çàé÷èê

4 (6–7). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ ãðóïï èç äåâÿòè
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷åòûðåõçíà÷íûõ ÷èñåë, ÷òî ïåðâîå
÷èñëî äåëèòñÿ íà 10, âòîðîå äåëèòñÿ íà 9, òðåòüå — íà
8, …, äåâÿòîå — íà 2?

Â.Áðàãèí

5 (6–7). Ïåòÿ áåðåò øàõìàòíóþ äîñêó, îêðàøèâàåò
íåñêîëüêî åå êëåòîê â êðàñíûé öâåò è îòäàåò äîñêó
Âàñå. Òîò âûáèðàåò ëèíèþ (ñòðîêó èëè ñòîëáåö), â
êîòîðîé áîëåå ïîëîâèíû êëåòîê óæå êðàñíûå, è çàêðà-
øèâàåò â êðàñíûé öâåò îñòàëüíûå êëåòêè ýòîé ëèíèè.
Çàòåì Âàñÿ âûáèðàåò äðóãóþ ëèíèþ ñ òàêèì æå ñâîé-
ñòâîì, êðàñèò åå, è òàê äàëåå, íàñêîëüêî ýòî âîçìîæíî.
Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî êëåòîê ìîæåò çàêðàñèòü
Ïåòÿ, ÷òîáû Âàñÿ ñìîã ñäåëàòü âñþ äîñêó êðàñíîé?

Ä.Êàëèíèí

6 (6). Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ÷åðíûõ øàøåê
ìîæåò ñúåñòü çà îäèí õîä áåëàÿ øàøêà íà äîñêå 8 8¥
(â äàìêó øàøêà íå ïðåâðàùàåòñÿ)?

À.Êàíåëü-Áåëîâ

7 (8–9). Èçâåñòíî, ÷òî a = x + y + xy , b = y + z +

+ yz , c = z + x + zx , ãäå x > 0, y > 0, z > 0.

Äîêàæèòå, ÷òî a + b + ab > c.
Â.Ñåíäåðîâ

8 (8–9). Ïóñòü d(N) – êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ
äåëèòåëåé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N (âêëþ÷àÿ åäèíèöó è

ñàìî ÷èñëî). Èçâåñòíî, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè N,
d(N), d(d(N)), … íåò òî÷íûõ êâàäðàòîâ. Íàéäèòå âñå
òàêèå N.

Á.Ôðåíêèí

9 (8–9). Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå öåëîå ÷èñëî n, êîòîðîå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 2 2

a ab b+ + , ãäå à è b –
öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, îäíàêî íåëüçÿ ïðåäñòà-
âèòü â âèäå 2 2

c cd d- + , ãäå c è d – òàêæå öåëûå
íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà?

À.Ñïèâàê

10 (8–9). Ïðÿìîóãîëüíûé ñòîë ðàçìåðîì 1 2¥  òðåáó-
åòñÿ ïîêðûòü â äâà ñëîÿ ïÿòüþ îäèíàêîâûìè êâàäðàò-
íûìè ñàëôåòêàìè ïëîùàäè 4/5. Êàê ýòî ñäåëàòü?
(Ñàëôåòêè ðàçðåøàåòñÿ ïåðåãèáàòü.)

Â.Ïðîèçâîëîâ

Ìàòåìàòè÷åñêèå  áîè

1 (6–7). Âàíÿ è Âîâà áèëè â êîìíàòå êîìàðîâ. Âîâà
áèë êîìàðîâ äâåðüþ, ïðè÷åì êàæäûì ñâîèì óäàðîì îí
óáèâàë 500 êîìàðîâ, â ýòî âðåìÿ â îòêðûòóþ äâåðü
çàëåòàëî 925 êîìàðîâ. Âàíÿ æå áèë êîìàðîâ ïîäóøêîé,
îäíèì óäàðîì îí óáèâàë 323 êîìàðà. Èçâåñòíî, ÷òî îíè
ëåãëè ñïàòü áåç êîìàðîâ. Ìîãëî ëè ïåðâîíà÷àëüíî â
êîìíàòå íàõîäèòüñÿ 2004 êîìàðà?

Å.Èâàíîâà

2 (6–7). ×èñëî íàçûâàåòñÿ ïàëèíäðîìîì, åñëè îíî
îäèíàêîâî ÷èòàåòñÿ ñëåâà íàïðàâî è ñïðàâà íàëåâî,
íàïðèìåð, 1991. Ìîæåò ëè ïîëó÷èòüñÿ ïàëèíäðîì ïðè
ñëîæåíèè ÷èñåë ÂÎÄÀ è ÑÎÄÀ?

À.Çàé÷èê

3 (6–8). Ñóùåñòâóåò ëè âîñüìèçíà÷íîå ÷èñëî, ÿâëÿ-
þùååñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì, öèôðû êîòîðîãî èäóò â
âîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå?

È.Êîìàõèí

4 (6–7). Ñîòðóäíèêè ôèðìû «Bank of New Vasyuki»
ðàññåëèñü ïî êðóãó. Èçâåñòíî, ÷òî îíè õîðîøî çíàþò
äðóã äðóãà, ïðè÷åì íåêîòîðûå èç íèõ âñåãäà ãîâîðÿò
ïðàâäó, à îñòàëüíûå âñåãäà âðóò. Ó êàæäîãî ñïðîñèëè:
«Ñêîëüêî ñðåäè òâîèõ
ñîñåäåé ëþäåé ÷åñò-
íûõ?» Òîëüêî îò îäíî-
ãî áûë ïîëó÷åí îòâåò
«Îäèí», îñòàëüíûå ñêà-
çàëè, ÷òî ñðåäè èõ ñîñå-
äåé ÷åñòíûõ íåò. Íà
äðóãîé âîïðîñ: «Åñòü
ëè ñðåäè òâîèõ ñîñåäåé
ëæåöû?» – âñå îòâåòè-
ëè óòâåðäèòåëüíî.
Ìîæíî ëè ïî ýòèì îò-
âåòàì îïðåäåëèòü, êòî
èç ñîòðóäíèêîâ ôèðìû
÷åñòåí, à êòî — íåò?

È.Ãàãóà

5 (7–8). Â 10 ìåø-
êàõ ëåæàò 1000 îðåõîâ,
ïðè÷åì âî âñåõ ìåø-
êàõ êîëè÷åñòâî îðåõîâ

1×èñëà â ñêîáêàõ óêàçûâàþò êëàññû, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ çàäà÷à ïðåäëàãàëàñü.

Îòâåòû, óêàçàíèÿ, ðåøåíèÿ çàäà÷ áóäóò îïóáëèêîâàíû ïîçæå.



ðàçíîå. Äàëåå ìíîãîêðàòíî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
îïåðàöèÿ: èç ìåøêà, â êîòîðîì áîëüøå âñåãî îðåõîâ,
âûíèìàåòñÿ 9 îðåõîâ, êîòîðûå ðàñêëàäûâàþòñÿ ïî
îäíîìó îðåõó â êàæäûé èç îñòàëüíûõ ìåøêîâ. Äîêà-
æèòå, ÷òî íàñòóïèò ìîìåíò, êîãäà â êàêèõ-òî äâóõ
ìåøêàõ îðåõîâ ñòàíåò ïîðîâíó.

È.Àêóëè÷

6 (7–8). Ïóëåìåò÷èê — ëàäüÿ, áüþùàÿ òîëüêî â îäíó
èç ÷åòûðåõ ñòîðîí. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ïóëåìåò-
÷èêîâ ìîæíî ïîñòàâèòü íà øàõìàòíóþ äîñêó òàê, ÷òîáû
îíè íå áèëè äðóã äðóãà?

Â.Òðóøêîâ

7 (7–9). Â êâàäðàòå ABCD íà ñòîðîíå ÂÑ âçÿòà òî÷êà
Ì, à íà ñòîðîíå CD – òî÷êà N òàê, ÷òî 45MAN– = ∞ .
Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî
òðåóãîëüíèêà AMN, ïðèíàäëåæèò äèàãîíàëè ÀÑ.

Â.Ïðîèçâîëîâ

8 (7–9). Íà ñòîëå ëåæèò ñòîïêà èç n òåòðàäåé (n > 2).
Ðàçðåøàåòñÿ ðàçäåëèòü ñòîïêó íà 3 ÷àñòè: âåðõíþþ,
ñðåäíþþ è íèæíþþ (êàæäàÿ ÷àñòü äîëæíà ñîäåðæàòü
õîòÿ áû îäíó òåòðàäü), à çàòåì ïîìåíÿòü ìåñòàìè
âåðõíþþ è íèæíþþ ñòîïêè (íå ïåðåâîðà÷èâàÿ èõ).
Ïðè êàêèõ n ñ ïîìîùüþ íåñêîëüêèõ òàêèõ  îïåðàöèé
ìîæíî ðàñïîëîæèòü òåòðàäè â ëþáîì çàðàíåå óêàçàí-
íîì ïîðÿäêå?

È.Àêóëè÷

9 (7–8). Ñóùåñòâóåò ëè íåïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëü-
íèê, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, ó
êîòîðîãî ñóììà êâàäðàòîâ äëèí äâóõ ñòîðîí ðàâíà 4?

Â.Ñåíäåðîâ

10 (7–8). Ê íàòóðàëüíîìó ÷èñëó m > 2 ñëåâà ïðèïè-
ñàëè ÷èñëî m – 2, à ñïðàâà – ÷èñëî m – 1. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èëîñü ÷èñëî, ðàâíîå ( )

1
1

m

m
+

- . ×åìó ðàâíî m?
À.Æóêîâ

11 (8–9). Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ëàäåé ìîæíî
ðàññòàâèòü íà øàõìàòíîé äîñêå, ÷òîáû êàæäàÿ èç íèõ
óãðîæàëà íå÷åòíîìó êîëè÷åñòâó îñòàëüíûõ?

È.Àêóëè÷

12 (8–9). Êàæäàÿ ãðàíü êóáà ðàçáèòà íà 9 îäèíàêî-
âûõ êâàäðàòîâ (íàïîäîáèå êóáèêà Ðóáèêà). Íàçîâåì
ñîñåäÿìè êâàäðàòû, èìåþùèå îáùóþ ñòîðîíó èëè
âåðøèíó. Â êàæäîì êâàäðàòå çàïèñàëè íåîòðèöàòåëü-
íîå ÷èñëî. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ëþáîãî êâàäðàòà ñóììà
÷èñåë, ñòîÿùèõ â ýòîì êâàäðàòå è âî âñåõ åãî ñîñåäÿõ,
îäíà è òà æå. Ïåòÿ çàïèñàë, ñêîëüêî ðàç âñòðåòèëîñü
êàæäîå èç ÷èñåë. Íàñêîëüêî ìàëåíüêèì ìîæåò îêàçàòü-
ñÿ ñàìîå áîëüøîå èç çàïèñàííûõ èì ÷èñåë?

È.Àêóëè÷

13 (8–9). Ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 1
ðàçðåçàí ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íà ðàâíîñòîðîííèå
òðåóãîëüíèêè, â êàæäûé èç êîòîðûõ âïèñàí êðóã.
Íàéäèòå ñóììó ïëîùàäåé ýòèõ êðóãîâ.

Â.Ïðîèçâîëîâ

14 (8–9). Òðè ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà x, y è z òàêîâû,
÷òî 2 2 2

3x y z+ + = . Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

 
1 1 1 3

1 1 1 2xy yz zx
+ + ≥

+ + +
.
È.Âîðîíîâè÷

15 (8–9). Äàíû ÷èñëà 
9

9
9A = �  è 

8
88B = � , ãäå

êîëè÷åñòâî äåâÿòîê ðàâíî m, à êîëè÷åñòâî âîñüìåðîê
ðàâíî n. Íàéäèòå âñå òàêèå m è n, äëÿ êîòîðûõ ðàçíîñòü
A – B äåëèòñÿ íà 7.

Ã.Ãàëüïåðèí

16 (8–9). Òðè äåâî÷êè ðàñêðàøèâàþò ëèñò 2004 2004¥
êëåòîê. Õîäÿò ïî î÷åðåäè: ïåðâîé Íàäÿ, âòîðîé Àíÿ,
òðåòüåé Ñâåòà, ÷åòâåðòîé ñíîâà Íàäÿ è ò.ä. Çà îäèí õîä
ìîæíî çàêðàñèòü êâàäðàò, ñòîðîíà êîòîðîãî – íåîòðè-
öàòåëüíàÿ ñòåïåíü äâîéêè. Äâàæäû çàêðàøèâàòü îäíó
êëåòêó íåëüçÿ. Âûèãðûâàåò òà äåâî÷êà, êîòîðàÿ çàêðà-
ñèò ïîñëåäíþþ êëåòêó. Êòî ïîáåäèò ïðè ïðàâèëüíîé
èãðå?

Ä.Êàëèíèí

17 (8–9). Èç òî÷êè 1B  íà ñòîðîíå AC òðåóãîëüíèêà
ABC îïóñòèëè ïåðïåíäèêóëÿðû 1B E  è 1B F  íà ñòîðî-
íû AB è BC. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðÿìûå EF è AC ïàðàë-
ëåëüíû. Íàéäåì àíàëîãè÷íûå òî÷êè 1A  íà ñòîðîíå BC
è 1C  íà ñòîðîíå AB. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè 1AA , 1BB ,

1CC  ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
Ä.Êàëèíèí

18 (8–9). Òî÷êè I è I¢  — öåíòðû âïèñàííûõ îêðóæ-
íîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ABC è A B C¢ ¢ ¢ . Ñëåäóåò ëè èç
ðàâåíñòâ AI A I= ¢ ¢ , BI B I= ¢ ¢  è CI C I= ¢ ¢  ðàâåíñòâî
òðåóãîëüíèêîâ ABC è A B C¢ ¢ ¢ ?

Â.Ñåíäåðîâ

19 (8–9). Â êëåòêàõ òàáëèöû 5 5¥  ðàññòàâëåíû âñå
÷èñëà îò 1 äî 25. Äëÿ êàæäîé ïàðû ÷èñåë,  ñòîÿùèõ â
îäíîé ñòðîêå èëè îäíîì ñòîëáöå, ïîäñ÷èòàíà èõ ñóììà.
Ïóñòü A — íàèáîëüøèé, à B — íàèìåíüøèé èç
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîç-
ìîæíîå çíà÷åíèå ðàçíîñòè A – B ïî ðàçëè÷íûì ðàñ-
ñòàíîâêàì ÷èñåë â òàáëèöå.

Ñ.Âîë÷¸íêîâ

20 (8–9). Â îáëàñòè åñòü 102 äîðîãè. Êàæäàÿ äîðîãà
âåäåò èç îäíîãî ãîðîäà â äðóãîé, ïðè ýòîì ìîæíî
ïðîåõàòü èç ëþáîãî ãîðîäà â ëþáîé äðóãîé. Ãóáåðíàòîð
ðåøèë îòðåìîíòèðîâàòü âñå äîðîãè, îðãàíèçîâàâ äëÿ
ýòîãî N áðèãàä. Îí õî÷åò, ÷òîáû êàæäàÿ áðèãàäà
îòðåìîíòèðîâàëà îäíî è òî æå êîëè÷åñòâî äîðîã, ïðè-
÷åì ïî âñåì ñâîèì äîðîãàì êàæäàÿ áðèãàäà äîëæíà
óìåòü ïåðåäâèãàòüñÿ, íå ïîëüçóÿñü ÷óæèìè äîðîãàìè.
Ïðè êàêèõ N ýòî âîçìîæíî äëÿ ëþáîé ñõåìû èìåþùèõ-
ñÿ â îáëàñòè äîðîã?

Ñ.Âîë÷¸íêîâ

21 (7–9). Ñòðåëêè èñïîð÷åííûõ ÷àñîâ (÷àñîâàÿ,
ìèíóòíàÿ è ñåêóíäíàÿ) äâèæóòñÿ ñ ïðàâèëüíûìè ñêî-
ðîñòÿìè, íî ðàñïîëîæåíû òàê, ÷òî âñå òðè íèêîãäà íå
ñìîãóò ñîâïàñòü. Â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
ðàññìàòðèâàþòñÿ óãëû ìåæäó ñòðåëêàìè, íå ïðåâîñõî-
äÿùèå 180°. Íàèáîëüøèé èç íèõ íàçîâåì ðàñõîæäåíè-
åì. Äîêàæèòå, ÷òî êîãäà ðàñõîæäåíèå äîñòèãàåò ìèíè-
ìóìà, òî êàêèå-òî äâå ñòðåëêè ñîâïàäàþò.

È.Àêóëè÷

22 (8–9). Â ñòðàíå 2004 ãîðîäà, ïðè÷åì êàæäûé èç
íèõ ñîåäèíåí ñ êàæäûì ðîâíî îäíîé äîðîãîé, íî
ÃÈÁÄÄ âñå äîðîãè ïåðåêðûëî. Íà÷àëüíèê Ãðèøà

Ê  Ì  Ø 23
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õî÷åò îòêðûòü êàê ìîæíî áîëüøåå êîëè÷åñòâî äîðîã, à
íà÷àëüíèê Âàíÿ ñòðåìèòñÿ åìó ïîìåøàòü. Êàêîå íàè-
áîëüøåå êîëè÷åñòâî äîðîã ìîæåò îêàçàòüñÿ îòêðûòûì
ïîñëå î÷åðåäíîãî ïðèêàçà Ãðèøè, åñëè îí îäíèì ïðè-
êàçîì ìîæåò îòêðûòü ïÿòü ëþáûõ äîðîã, à Âàíÿ
ïîñëåäóþùèì ïðèêàçîì ìîæåò çàêðûòü âñå äîðîãè,
âûõîäÿùèå èç îäíîãî ãîðîäà?

À.×åáîòàðåâ

23 (8–9). Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå

( ) 11 1
x x

x x
++ - = .

Â.Ñåíäåðîâ

24 (8–9). Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1
...

8 1 2 1 2 2 2 3 2 4n n n n n
< + +

+ + + + +

( )

1 1
...

4 1 4 8n n n
+ <

-
,

ãäå n – íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
À.Çàñëàâñêèé

25 (8–9). Â ïîäçåìåëüå ãðàôà Äðàêóëû 2
n  ïåùåð,

ñîåäèíåííûõ òóííåëÿìè (ïëàí ïðèëàãàåòñÿ). Äâà âàì-
ïèðà, Ãðèøà è Ìèøà, ïî î÷åðåäè çàñûïàþò òóííåëè

çåìëåé. Çà îäèí õîä ìîæíî
çàñûïàòü îäèí èëè äâà òóííå-
ëÿ òàê, ÷òîáû èç ëþáîé ïåùå-
ðû ìîæíî áûëî äîáðàòüñÿ äî
ëþáîé äðóãîé. Ïðîèãðûâàåò
òîò, êòî íå ñìîæåò ñäåëàòü
õîä. Ìèøà õîäèò ïåðâûì. Êòî
âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé
èãðå?

Å.Èâàíîâà

26 (7–9). Ìîæíî ëè ïðè êàêîì-ëèáî íàòóðàëüíîì n,
áîëüøåì 1, çàïèñàòü â ñòðîêó âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò
1 äî n â íåêîòîðîì ïîðÿäêå òàê, ÷òîáû ñóììà ëþáûõ
äâóõ ñîñåäíèõ ÷èñåë ðàâíÿëàñü êâàäðàòó íåêîòîðîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà?

È.Àêóëè÷

27(7–9). Íàòóðàëüíîå ÷èñëî íàçîâåì ëèïåöêèì, åñëè
îíî äåëèòñÿ íà ëþáóþ ñâîþ íåíóëåâóþ öèôðó. Íàïðè-
ìåð, ÷èñëî 2004 – ëèïåöêîå. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè-
÷åñòâî ëèïåöêèõ ÷èñåë ìîæåò èäòè ïîäðÿä?

Â.Çàìêîâ

28 (7–9). Â êðóãîâîì òóðíèðå ïî øàõìàòàì ó÷àñòâî-
âàëè 22 ñïîðòñìåíà. Êàæäûé ñûãðàë ñ êàæäûì îäèí
ðàç (ïîáåäà – 1 î÷êî, ïîðàæåíèå – 0, íè÷üÿ – 1/2).
Çàòåì íåêîòîðûå ó÷àñòíèêè áûëè äèñêâàëèôèöèðîâà-
íû, à ðåçóëüòàòû èãð ñ íèìè áûëè àííóëèðîâàíû. Âñå
îñòàâøèåñÿ ó÷àñòíèêè äî ýòîãî èìåëè ðàçëè÷íûå ðå-
çóëüòàòû è òåïåðü èìåþò ðàçëè÷íûå, íî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü èõ ðåçóëüòàòîâ èçìåíèëàñü íà ïðîòèâîïîëîæ-
íóþ. Äîêàæèòå, ÷òî äèñêâàëèôèöèðîâàíî íå ìåíåå
ïîëîâèíû ó÷àñòíèêîâ.

Á.Ôðåíêèí, À.Ìàêñèìîâ, Ò.Êàðàâàåâà, Â.Ãóðîâèö

29 (7–8). Íà øàõìàòíîé äîñêå ðàññòàâëåíû æåëòûå,
êðàñíûå è ñèíèå ëàäüè – ïîðîâíó êàæäîãî öâåòà.
Èçâåñòíî, ÷òî ëàäüè ðàçíîãî öâåòà íå óãðîæàþò äðóã

äðóãó. Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî
ëàäåé ïðè òàêîé ðàññòàíîâêå.

È.Àêóëè÷

30 (8–9). Ïóñòü , ,α β γ  è , ,α β γ¢ ¢ ¢  – âåëè÷èíû óãëîâ
òðåóãîëüíèêîâ ABC è A B C¢ ¢ ¢  ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäóåò
ëè èç ðàâåíñòâà sin sin cos cos cos cosα α β β γ γ= =¢ ¢ ¢
ïîäîáèå òðåóãîëüíèêîâ ABC è A B C¢ ¢ ¢ ?

È.Áîãäàíîâ, Â.Ñåíäåðîâ

31 (8–9). ×èñëà x, y, z, t ëåæàò â èíòåðâàëå (0;1).
Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

( ) ( ) ( )
2 2 22 2 21 1 1x t y x z y+ - + + - + + - +

( )
22 1 4t z+ + - < .

Ñ.Äâîðÿíèíîâ

32 (8–9). Âûïèñàíû ïåðâûå n ñòðîê òðåóãîëüíèêà
Ïàñêàëÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò n, äëÿ êîòîðîãî
áîëåå ÷åì 99 ïðîöåíòîâ âñåõ âûïèñàííûõ ÷èñåë –
÷åòíûå.

À.Êàíåëü-Áåëîâ

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèë À.Æóêîâ
Ôîòîãðàôèè ïðåäîñòàâèëà Å. Èâàíîâà

Èíôîðìàöèþ î æóðíàëå “Êâàíò” è íåêîòîðûå ìàòåðè-
àëû èç æóðíàëà ìîæíî íàéòè â ÈÍÒÅÐÍÅÒÅ ïî àäðåñàì:

Ðåäàêöèÿ æóðíàëà “Êâàíò”

kvant.info

Ìîñêîâñêèé öåíòð íåïðåðûâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îá-
ðàçîâàíèÿ

kvant. mccme.ru

Ìîñêîâñêèé äåòñêèé êëóá “Êîìïüþòåð”
math.child.ru

Êîñòðîìñêîé öåíòð äîïîëíèòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ “Ýâ-
ðèêà”

ceemat.ru



Ãåîìåòðè÷åñêèå
çàäà÷è

íà ìàêñèìóì
è ìèíèìóì

Ý.ÃÎÒÌÀÍ

Ø Ê Î Ë À  Â  « Ê Â À Í Ò Å »

Ç
ÀÄÀ×È ÍÀ ÎÒÛÑÊÀÍÈÅ ÍÀÈÁÎËÜØÈÕ È ÍÀÈÌÅÍÜ-
øèõ çíà÷åíèé ãåîìåòðè÷åñêèõ âåëè÷èí åùå â ãëóáîêîé

äðåâíîñòè ïðèâëåêàëè âíèìàíèå êðóïíåéøèõ ìàòåìàòèêîâ.
Òàê, Åâêëèä, æèâøèé îêîëî 300 ãîäà äî í.ý., â VI êíèãå ñâîèõ
çíàìåíèòûõ «Íà÷àë» ïîêàçàë, ÷òî èç âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ
äàííîãî ïåðèìåòðà íàèáîëüøóþ ïëîùàäü èìååò êâàäðàò.

Çàäà÷è íà ìàêñèìóì è ìèíèìóì (èëè, êîðî÷å, çàäà÷è íà
ýêñòðåìóì) ÷àñòî âîçíèêàþò â ïîâñåäíåâíîé æèçíè, â òåõíè-
êå, ýêîíîìèêå, åñòåñòâîçíàíèè. Äëÿ ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò
ðàçëè÷íûå ýëåìåíòàðíûå ïðèåìû è ìåòîäû. Íåêîòîðûå
ïëàíèìåòðè÷åñêèå çàäà÷è èçÿùíî ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ
ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé: îñåâîé ñèììåòðèè, ïàðàë-
ëåëüíîãî ïåðåíîñà, ïîâîðîòà âîêðóã òî÷êè; äðóãèå – ðåøàþò-
ñÿ àíàëèòè÷åñêè è ñâîäÿòñÿ ê èññëåäîâàíèþ êâàäðàòíîé
ôóíêöèè. Àïïàðàò äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ äàåò
îáùèé, åäèíîîáðàçíûé ìåòîä îòûñêàíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ
çíà÷åíèé ôóíêöèé, ðàññìàòðèâàåìûõ â çàäà÷àõ. Òåì íå
ìåíåå, ïðè ðåøåíèè ñòåðåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ èíîãäà ê öåëè
ìîæíî ïðèéòè áûñòðåå è áîëåå êîðîòêèì ïóòåì, èñïîëüçóÿ
íåðàâåíñòâà è òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè.

Èç øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè õîðîøî èçâåñòíî íåðàâåí-
ñòâî, ñâÿçûâàþùåå ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå è ñðåäíåå ãåî-
ìåòðè÷åñêîå äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë:

2

a b
ab

+
£ .

Ïðè ðåøåíèè ðÿäà çàäà÷ äàííîé ñòàòüè ìîæåò îêàçàòüñÿ
ïîëåçíûì íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è
ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì òðåõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë:

3

3

a b c
abc

+ +
£ ,

à òàêæå íåêîòîðûå äðóãèå. Íàïðèìåð, èç î÷åâèäíîãî íåðà-
âåíñòâà

( ) ( ) ( )
2 2 2

0a b b c c a- + - + - ≥

âûòåêàåò öåïî÷êà íåðàâåíñòâ:

( )
2 2 2 21

3
ab bc ca a b c a b c+ + £ + + £ + + ,

ãäå ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà à =
= b = ñ.

×òîáû óáåäèòñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà

3

3

a b c
abc

+ +
£ ,

ïîëîæèì 3a x= , 3b y= , 3c z= . Òîãäà äîêàçûâàåìîå íåðà-

âåíñòâî ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

3 3 3
3 0x y z xyz+ + - ≥ .

Ìíîãî÷ëåí, ñòîÿùèé â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà, ðàçëîæèì
íà ìíîæèòåëè:

3 3 3
3x y z xyz+ + - = ( ) ( )

3 3
3x y z xy x y z+ + - + + =

= ( ) ( )2 2 2x y z x y z xy yz zx+ + + + - - - .

Èç ïðèâåäåííîãî âûøå íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

2 2 2
0x y z xy yz zx+ + - - - ≥ .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî õ + ó + z > 0, ïîëó÷àåì

3 3 3
3 0x y z xyz+ + - ≥ .

Ðàâåíñòâî çäåñü èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà õ =
= ó = z, ÷òî äëÿ èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ
à = b = ñ.

Èç íåðàâåíñòâà 3

3

a b c
abc

+ +
£  ñëåäóåò, ÷òî åñëè à + b +

+ ñ = k, ãäå k – ïîñòîÿííîå ÷èñëî, òî 
3

3

k
abc

Ê ˆ
£ Á ˜
Ë ¯

, ïðè÷åì

ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà à = b = ñ.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîèçâåäåíèå íåñêîëüêèõ (â ïðèâåäåííîì
ñëó÷àå – òðåõ) ïîëîæèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ñîìíîæèòåëåé,
ñóììà êîòîðûõ ïîñòîÿííà, èìååò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïðè
ðàâåíñòâå ñîìíîæèòåëåé.

Òî÷íî òàê æå, ñóììà íåñêîëüêèõ ïîëîæèòåëüíûõ ïåðåìåí-
íûõ ñëàãàåìûõ, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ïîñòîÿííî, èìååò
íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ïðè ðàâåíñòâå ñëàãàåìûõ.

Ïîëüçóÿñü ýòèìè ñëåäñòâèÿìè, ìîæíî ïîëó÷èòü ýêîíîì-
íûå ðåøåíèÿ ðÿäà ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ íà ìàêñèìóì è
ìèíèìóì.

Áîëüøèíñòâî ñòåðåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ íà îòûñêàíèå íàè-
áîëüøèõ è íàèìåíüøèõ çíà÷åíèé ðåøàþòñÿ àíàëèòè÷åñêè.
Îáû÷íî âûáèðàþò íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ, îáîçíà÷àþò åå
÷åðåç õ, ïîëó÷àþò ôîðìóëó, âûðàæàþùóþ ôóíêöèþ, íàè-
áîëüøåå èëè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå êîòîðîé òðåáóåòñÿ íàéòè,
è îïðåäåëÿþò ãðàíèöû èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà õ. Ïîëó÷åííàÿ
ôóíêöèÿ èññëåäóåòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ñðåäñòâàìè èëè ñ ïî-
ìîùüþ ïðîèçâîäíîé.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.
Çàäà÷à 1. Íàéäèòå äëèíû ñòîðîí äàííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà

äàííîãî ïåðèìåòðà 2ð, ïðè âðàùåíèè êîòîðîãî âîêðóã îäíîé
èç åãî ñòîðîí ïîëó÷èòñÿ öè-
ëèíäð íàèáîëüøåãî îáúåìà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ïðÿìîó-
ãîëüíèê ABCD âðàùàåòñÿ âîê-
ðóã ñòîðîíû CD (ðèñ.1). Ñî-
ãëàñíî óñëîâèþ çàäà÷è, ÀÂ +
+ ÂÑ = p. Ââåäåì íåçàâèñè-
ìóþ ïåðåìåííóþ ÂÑ = õ. Òîã-
äà ÀÂ = p – x. Îáúåì öèëèí-
äðà, ïîëó÷åííîãî ïðè âðàùå-
íèè ïðÿìîóãîëüíèêà âîêðóã
ñòîðîíû CD, âûðàçèòñÿ ôîð-
ìóëîé

( )2V x p xπ= - , 0 < x < p.

Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè V ìîæíî íàéòè áåç èñïîëü-
çîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé. Ïðåäñòàâèì âûðàæåíèå V ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

( )
1

2 2
2

V xx p xπ= - .

Ðèñ. 1
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Òàê êàê ñóììà ñîìíîæèòåëåé, ñîäåðæàùèõ x, ïîñòîÿííà è
ðàâíà 2ð, òî èç íåðàâåíñòâà î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì è
ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì âûòåêàåò, ÷òî èõ ïðîèçâåäåíèå

áóäåò íàèáîëüøèì ïðè õ = 2ð – 2õ, ò.å. ïðè 
2

3
x p= . Âûñîòà

ïèðàìèäû ïðè ýòîì áóäåò 
1

3
p , à ìàêñèìàëüíûé îáúåì –

34

27
V p

π
= .

Çàäà÷à 2. Â ñôåðó ðàäèóñà R âïèñàí êîíóñ. Ïðè êàêîé
âûñîòå êîíóñà åãî îáúåì áóäåò íàèáîëüøèì?

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r è h ñîîòâåòñòâåííî ðàäèóñ
îñíîâàíèÿ è âûñîòó êîíóñà. Îñåâîå ñå÷åíèå êîíóñà – ðàâíî-

áåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABN,
âïèñàííûé â îêðóæíîñòü, äè-
àìåòð êîòîðîé ÌN ðàâåí 2R
(ðèñ.2).

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé
îáúåìà êîíóñà:

21

3
V r hπ= .

Çà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ
óäîáíî ïðèíÿòü âûñîòó ND
êîíóñà. Ïóñòü DN = h. Òàê êàê

90MAN– = ∞ , òî òðåóãîëüíèê
MAN ïðÿìîóãîëüíûé, è â ñèëó

èçâåñòíîé òåîðåìû ïëàíèìåòðèè ñðàçó ïîëó÷àåì

2AD MD DN= ◊ , èëè ( )2
2r R h h= - .

Òàêèì îáðàçîì,

( ) 21
2

3
V R h hπ= - ,  0 < h < 2R.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå

( )4 2R h h h- ◊ ◊ .

Ñóììà ïîëîæèòåëüíûõ ñîìíîæèòåëåé ïîñòîÿííà è ðàâíà 4R,
çíà÷èò, âñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà î ñðåäíèõ, èõ ïðîèçâåäåíèå

áóäåò íàèáîëüøèì ïðè h = 4R – 2h, îòêóäà 
4

3
h R= .

Èòàê, ïðè 
4

3
h R=  îáúåì êîíóñà íàèáîëüøèé, ïðè÷åì, êàê

ëåãêî ïîäñ÷èòàòü, îí ðàâåí 3

max

32

27
V Rπ= .

Çàäà÷à 3. Îêîëî øàðà ðàäèóñà r îïèñàí êîíóñ. Ïðè êàêîì
óãëå íàêëîíà åãî áîêîâîãî ðåáðà ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ

áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü êî-
íóñà áóäåò íàèìåíüøåé?

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì
óãîë íàêëîíà îáðàçóþùåé
êîíóñà ê ïëîñêîñòè åãî
îñíîâàíèÿ ÷åðåç 2õ
(ðèñ.3). Âûðàçèì ïëîùàäü

KS  áîêîâîé ïîâåðõíîñòè
÷åðåç ðàäèóñ øàðà r è x:

2 2

K

ctg

cos 2

r x
S

x

π
= ,

 0 2 90x∞ < < ∞ .

Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóí-

êöèè 
2

ctg

cos 2

x
y

x
=  ìîæíî íàéòè áåç ïðèìåíåíèÿ ïðîèçâîäíîé.

Âûïîëíèâ íåñëîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì

( ) ( )

2

2 2

cos

1 cos 2 cos 1

x
y

x x
=

- -

.

Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì 2
cos x z= , òîãäà âûðàæåíèå äëÿ

ó ïðèìåò âèä

1

1
3 2

y

z
z

=

Ê ˆ
- +Á ˜
Ë ¯

, 0 < z < 1.

Ïðèìåíèâ òåîðåìó î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì è ñðåäíåì
ãåîìåòðè÷åñêîì äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ïîëó÷èì

1
2 2 2z

z
+ ≥ ,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîëüêî ïðè 
1

2z
z

= , ò.å. ïðè

1

2
z = .

Òàêèì îáðàçîì, min

1
3 2 2

3 2 2
y = = +

-

 ïðè 
1

2
z = .

Ñëåäîâàòåëüíî, áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü êîíóñà áóäåò íàèìåíü-

øåé ïðè ( )2 arccos 2 1x = -  è ðàâíîé ( ) 2
3 2 2 rπ + .

Ïðè ðåøåíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ íà ýêñòðåìóì íåçàâè-
ñèìóþ ïåðåìåííóþ ÷àñòî ìîæíî âûáðàòü ðàçíûìè ñïîñîáà-
ìè. Íî æåëàòåëüíî ýòî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû áîëåå êîðîòêèì
ïóòåì ïîëó÷èòü âûðàæåíèå èñêîìîé ôóíêöèè è ÷òîáû ýòî
âûðàæåíèå áûëî ïî âîçìîæíîñòè áîëåå ïðîñòûì. Èíîãäà â
êà÷åñòâå íåçàâèñèìîãî ïåðåìåííîãî óäîáíî âçÿòü âåëè÷èíó
íåêîòîðîãî óãëà è äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî èëè íàè-
ìåíüøåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïîëüçîâàòüñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñ-
êèìè ôîðìóëàìè.

Çàäà÷à 4. Â ñôåðó ðàäèóñà R âïèñàíà ïðàâèëüíàÿ ÷åòû-
ðåõóãîëüíàÿ ïèðàìèäà, ïëîñêèé óãîë ïðè âåðøèíå êîòîðîé
ðàâåí γ . Íàéäèòå ïëî-
ùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñ-
òè ïèðàìèäû. Ïðè êàêîì
çíà÷åíèè γ  ïëîùàäü áó-
äåò íàèáîëüøåé?

Ðåøåíèå. Ïóñòü
NABCD – ïðàâèëüíàÿ
÷åòûðåõóãîëüíàÿ ïèðàìè-
äà, âïèñàííàÿ â ñôåðó
(ðèñ.4). Ïðîäîëæèì âû-
ñîòó NÍ ïèðàìèäû çà òî÷-
êó Í äî âñòðå÷è ñî ñôå-
ðîé â òî÷êå Ì. Òàê êàê
öåíòð ñôåðû ëåæèò íà
ïðÿìîé NÍ, òî ÌN –
äèàìåòð ñôåðû, ÌN = 2R
è 90MAN– = ∞ .

Îáîçíà÷èì ÀÍ = r è CAN α– = . Òîãäà è AMN α– = .
Òðåóãîëüíèê ÀÌN ïðÿìîóãîëüíûé è AN 2 sinR α= , ïîýòîìó

2 2
8 sin sinS R α γ= .

Îñòàåòñÿ âûðàçèòü sin α  ÷åðåç òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôóíê-
öèþ óãëà γ . Èç ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ÂÍN è KÍN,
ãäå K – ñåðåäèíà ðåáðà ÂÑ, íàõîäèì

cosBK b α= , sin
2

KH b
γ

= ,

à òàê êàê 2BH KH= , òî cos 2 sin
2

γ
α = .

Ïîëó÷åííóþ âûøå ôîðìóëó äëÿ S ëåãêî ïðåîáðàçîâàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

( )2 2
8 1 cos sinS R α γ= - =

= 2 2 2
8 1 2 sin sin 8 cos sin

2
R R

γ
γ γ γÊ ˆ

- =Á ˜
Ë ¯

,

è îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì
2

4 sin 2S R γ= .

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4
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Â
Î ÄÂÎÐÅ ÂÂÅÐÕ ÊÎËÅÑÀÌÈ, ÎÏÈÐÀßÑÜ ÍÀ ÑÅÄËÎ È
ðóëü, ñòîÿë âåëîñèïåä. Ìàëü÷èê çàêîí÷èë ðåìîíò êîëåñà è

òåïåðü ñ ñîñðåäîòî÷åííûì âèäîì ñëåäèë çà åãî ìåäëåííûì
âðàùåíèåì. Âçãëÿä ìàëü÷èêà áûë ïðèêîâàí ê íèïïåëþ – íåáîëü-

Çàâèñèìîñòü
ïåðèîäà

êîëåáàíèé
ìàÿòíèêà îò
àìïëèòóäû

È.ÃÎÐÁÀÒÛÉ

Çíà÷èò, ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè èìååò íàèáîëüøåå
çíà÷åíèå

2

max 4S R=  ïðè 45γ = ∞ .

Çàäà÷à 5. Êàêîâû äîëæíû áûòü ðàçìåðû îòêðûòîãî
áàññåéíà ñ ïðÿìîóãîëüíûì äíîì, ÷òîáû íà îáëèöîâêó åãî
ñòåí è äíà ïîøëî íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ìàòåðèàëà?

Åñëè óêàçàíî, ÷òî äíî áàññåéíà èìååò ôîðìó êâàäðàòà,
çàäà÷à ëåãêî ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé, à â òàêîì
áîëåå îáùåì âèäå åå ìîæíî ðåøèòü, ïðèìåíèâ òåîðåìó î
ñðåäíåì.

Ðåøåíèå. Ïóñòü õ, ó, z – äëèíà, øèðèíà è âûñîòà áàññåéíà,
òîãäà ïëîùàäü äíà è ñòåí áàññåéíà ðàâíà

2 2S xy xz yz= + + ,
à îáúåì ñîñòàâëÿåò

V = xyz.
Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèìè òðåõ ïîëîæèòåëü-

íûõ ÷èñåë 3a b c abc+ + ≥ è ïîëó÷èì

2 2 23
3 4S x y z≥ , èëè S 3 2

3 4V≥ ,

ïðè ýòîì çíàê ðàâåíñòâà èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

xy = 2xz = 2yz , èëè x = y, x = 2z.

Èòàê, äíî áàññåéíà äîëæíî èìåòü ôîðìó êâàäðàòà, âûñîòà
æå äîëæíà áûòü âäâîå ìåíüøå åãî äëèíû.

Óïðàæíåíèÿ

Ñëåäóþùèå çàäà÷è ðåøèòå, èñïîëüçóÿ ýëåìåíòàðíûå ïðèåìû:
íåðàâåíñòâà, òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè. Íåêîòîðûå çàäà÷è
ïîëåçíî ðåøèòü òàêæå ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé è ñðàâíèòü
ðåçóëüòàòû.

1. Èç âñåõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ ñ äàííîé äèàãî-

íàëüþ íàéäèòå òîò, êîòîðûé èìååò íàèáîëüøóþ ïëîùàäü ïîëíîé
ïîâåðõíîñòè.

2. Èç âñåõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ ñ äàííîé äèàãî-
íàëüþ íàéäèòå òîò, êîòîðûé èìååò íàèáîëüøóþ ïëîùàäü áîêî-
âîé ïîâåðõíîñòè.

3. Â ïðàâèëüíóþ ÷åòûðåõóãîëüíóþ ïèðàìèäó âïèøèòå ïðÿìî-
óãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä íàèáîëüøåãî îáúåìà òàê, ÷òîáû îäíà
ãðàíü ïàðàëëåëåïèïåäà ëåæàëà â ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ïèðàìè-
äû, à âåðøèíû ïðîòèâîïîëîæíîé ãðàíè ïðèíàäëåæàëè áîêîâûì
ðåáðàì.

4. Â äàííûé êîíóñ âïèøèòå öèëèíäð íàèáîëüøåãî îáúåìà.
5. Â ñôåðó ðàäèóñà R âïèñàíà ïðàâèëüíàÿ øåñòèóãîëüíàÿ

ïèðàìèäà. Êàêîâà äîëæíà áûòü âûñîòà ïèðàìèäû, ÷òîáû îáúåì
åå áûë íàèáîëüøèì?

6. Îêîëî øàðà ðàäèóñà R îïèñàí êîíóñ. Ïðè êàêîé âûñîòå
êîíóñà åãî îáúåì áóäåò íàèìåíüøèì? Äîêàæèòå, ÷òî

12V V≥ ,

ãäå V – îáúåì êîíóñà, 1V  – îáúåì øàðà.
7. Áîêîâîå ðåáðî ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû

ðàâíî b è ñîñòàâëÿåò ñ ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ óãîë α . Ïðè êàêîì
çíà÷åíèè α  îáúåì ïèðàìèäû áóäåò íàèáîëüøèì? ×åìó ðàâåí
ýòîò îáúåì?

8. Äëèíû äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ðåáåð òåòðàýäðà ðàâíû õ,  à
âñå îñòàëüíûå èìåþò äëèíó, ðàâíóþ 1. Âûðàçèòå îáúåì òåòðàýä-
ðà êàê ôóíêöèþ õ. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè õ îáúåì òåòðàýäðà èìååò
íàèáîëüøåå çíà÷åíèå?

9. Äëèíà îäíîãî áîêîâîãî ðåáðà ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû
ðàâíà õ, âñå îñòàëüíûå ðåáðà èìåþò äëèíó, ðàâíóþ 1. Âûðàçèòå
îáúåì ïèðàìèäû êàê ôóíêöèþ õ. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè õ îáúåì
ïèðàìèäû ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå?

10. Èç òî÷êà À, ðàñïîëîæåííîé âíå ïëîñêîñòè, ïðîâåäåíû ê
íåé ïåðïåíäèêóëÿð ÀÎ è íàêëîííûå ÀÂ è ÀÑ. Èçâåñòíî, ÷òî

ÂÎ = 1, 2 2CO =  è 45BOC– = ∞ . Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ÀÎ,
ïðè êîòîðîì 45BAC– = ∞ . Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò
ïðèíèìàòü ýòîò óãîë?

øîìó îòðîñòêó äëÿ ïîäñîåäèíåíèÿ íàñîñà. Âîò íèïïåëü ïîäíÿë-
ñÿ ââåðõ, ïåðåâàëèë ÷åðåç âåðõíþþ òî÷êó è íà÷àë îïóñêàòüñÿ,
óñêîðÿÿ âðàùåíèå êîëåñà. Íî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ íà î÷åðåä-
íîé îáîðîò ýíåðãèè óæå íå õâàòèëî, êîëåñî íà ìãíîâåíèå
îñòàíîâèëîñü, íåìíîãî íå äîòàùèâ íèïïåëü äî âåðõíåé òî÷êè, è
ñòàëî ïîâîðà÷èâàòüñÿ â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó, ïîñòåïåííî
íàáèðàÿ ñêîðîñòü. Âðàùåíèå êîëåñà ñìåíèëîñü åãî êîëåáàíèÿ-
ìè. «Êîãäà êîëåáàíèÿ ïðåêðàòÿòñÿ, íèïïåëü âíèçó äîëæåí
áûòü», – ïîäóìàë ìàëü÷èê, – «èëè ÿ ïëîõî ïî÷èñòèë è ñìàçàë
âòóëêó».

Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå òâåðäîå òåëî, êîòîðîå ìîæåò êà÷àòüñÿ
âîêðóã íåïîäâèæíîé ãîðèçîíòàëüíîé îñè, ÿâëÿåòñÿ ìàÿòíè-
êîì (òî÷íåå – ôèçè÷åñêèì ìàÿòíèêîì). Ïðîñòåéøèé ìàÿò-
íèê – ýòî ãðóç ìàëûõ ðàçìåðîâ, çàêðåïëåííûé íà äëèííîé
ëåãêîé íèòè (èëè ñòåðæíå). Åñëè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ìàññîé
íèòè ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññîé ãðóçà, ðàçìåðàìè ãðóçà ïî
ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé íèòè, à òàêæå äåôîðìàöèåé íèòè, òî
òàêîé ìàÿòíèê íàçûâàþò ìàòåìàòè÷åñêèì. Ïðè ìàëûõ óãëàõ
α  îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ åãî êîëå-
áàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè, ò.å. îïèñûâàþòñÿ ôîðìó-
ëîé

( )0sin
m

tα α ω ϕ= + ,                   (1)

ãäå m
α  – ìàêñèìàëüíûé óãîë îòêëîíåíèÿ îò ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ (óãëîâàÿ àìïëèòóäà), 0
ϕ  – íà÷àëüíàÿ ôàçà
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óâåëè÷èâàåòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 10%, à ïðè 90° ïåðèîä
êîëåáàíèé óâåëè÷èâàåòñÿ ïðèìåðíî íà 20%. Ðåçêîå óâåëè÷å-
íèå ïåðèîäà êîëåáàíèé íàáëþäàåòñÿ ïðè ïðèáëèæåíèè óãëî-
âîé àìïëèòóäû ê 180°. Íàïðèìåð, ïðè 160m

α = ∞  ïåðèîä
êîëåáàíèé óâåëè÷èëñÿ ïî÷òè â 2 ðàçà ïî ñðàâíåíèþ ñ
ïåðèîäîì ìàëûõ êîëåáàíèé.

Ìû èçìåðèëè çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé îò àìïëèòó-
äû äëÿ íåêîòîðîãî êîíêðåòíîãî êîëåñà-ìàÿòíèêà ñ ãðóçàìè-
ïðîòèâîâåñàìè. Îäíàêî, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü
ïðåäñòàâëåíû â òàêîì âèäå, ÷òî îíè îêàæóòñÿ ñïðàâåäëèâû-
ìè äëÿ ëþáîãî ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà.

Òåîðèÿ. Ïîëîæåíèå òâåðäîãî òåëà (ìàÿòíèêà), êîòîðîå
ìîæåò êà÷àòüñÿ âîêðóã ãîðèçîíòàëüíîé îñè O, â êàæäûé
ìîìåíò âðåìåíè áóäåì
õàðàêòåðèçîâàòü óãëîì
åãî îòêëîíåíèÿ α  îò ïî-
ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
(ðèñ.3). Êàæäàÿ òî÷êà
ìàÿòíèêà äâèæåòñÿ ïî
îêðóæíîñòè ñ óãëîâîé

ñêîðîñòüþ 
d

dt

α
ω α= =¢ .

Ëèíåéíûå ñêîðîñòè ðàç-
ëè÷íûõ òî÷åê ìàÿòíèêà
ðàçëè÷íû è îïðåäåëÿþò-
ñÿ ðàññòîÿíèåì r îò îñè
âðàùåíèÿ: V rω= . Ïî-
ýòîìó êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ìàÿòíèêà, âðàùàþùåãîñÿ â
äàííûé ìîìåíò ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω , ðàâíà

2 2 2 2

2

*
2 2 2

i i i i

i i

mV m r
E m r

Δ Δ ω ω
Δ= = =Â Â Â ,

ãäå imΔ  – ìàññà î÷åíü ìàëîãî ó÷àñòêà òâåðäîãî òåëà, óäàëåí-
íîãî îò îñè âðàùåíèÿ íà ðàññòîÿíèå ir  è èìåþùåãî ëèíåéíóþ

ñêîðîñòü iV . Âåëè÷èíà 2

i i
m rΔÂ  çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ

ìàññ â òâåðäîì òåëå è ïîëîæåíèÿ îñè âðàùåíèÿ, ýòó âåëè÷èíó
íàçûâàþò ìîìåíòîì èíåðöèè òâåðäîãî òåëà îòíîñèòåëüíî
äàííîé îñè è îáîçíà÷àþò áóêâîé I.

Äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìàÿòíèêà ìîæíî çàïèñàòü

CE mgh= ,

ãäå h – âûñîòà ïîäíÿòèÿ öåíòðà ìàññ C íàä ñàìûì íèæíèì
åãî ïîëîæåíèåì. Èç ðèñóíêà 3 âèäíî, ÷òî ( )1 cosh l α= - ,
ãäå l – ðàññòîÿíèå îò îñè âðàùåíèÿ äî öåíòðà ìàññ ìàÿòíèêà.

Åñëè ñèëàìè òðåíèÿ è ñîïðîòèâëåíèÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü,
òî ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ìàÿòíèêà

( )2
1 cos

2

I
E mglα α= + -¢                 (3)

Ðèñ.1. Âåëîñèïåäíîå
êîëåñî – ôèçè÷åñêèé
ìàÿòíèê

êîëåáàíèé, g lω =  – öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà, l – äëèíà íèòè,
g – óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà, ðàâíûé

2
2

l
T

g

π
π

ω
= = ,                     (2)

íå çàâèñèò îò àìïëèòóäû êîëåáàíèé m
α . Òàêîå ñâîéñòâî

êîëåáàíèé – íåçàâèñèìîñòü ïåðèîäà îò àìïëèòóäû – íàçûâà-
þò èçîõðîííîñòüþ êîëåáàíèé.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: íàñêîëüêî ìàëîé äîëæíà áûòü àìïëè-
òóäà êîëåáàíèé ìàÿòíèêà, ÷òîáû åãî êîëåáàíèÿ ìîæíî áûëî
ñ÷èòàòü èçîõðîííûìè? Íàïðèìåð, óãîë 30° ìîæíî ñ÷èòàòü
ìàëûì? À óãîë 15°? Ïðèìåíèòåëüíî ê ìàòåìàòè÷åñêîìó
ìàÿòíèêó ìîæíî ñïðîñèòü è èíà÷å: ïðè êàêèõ àìïëèòóäàõ
ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (2) äëÿ ðàñ÷åòà ïåðèîäà
êîëåáàíèé?

Îòâåòû íà ýòè âîïðîñû, êîíå÷íî, çàâèñÿò îò òîãî, êàêóþ
òî÷íîñòü ìû èìååì â âèäó ïðè îïðåäåëåíèè ïåðèîäà. Òàê,
åñëè íàñ óñòðàèâàåò ïîãðåøíîñòü â 2%, òî êîëåáàíèÿ ìàÿòíè-
êà ìîæíî ñ÷èòàòü èçîõðîííûìè, à ôîðìóëó (2) ñïðàâåäëè-
âîé ïðè áóëüøèõ óãëîâûõ àìïëèòóäàõ, ÷åì, ñêàæåì, ïðè
ïîãðåøíîñòè â 0,1% .

ßñíî, ÷òî äëÿ îòâåòà íà ïîñòàâëåííûå âîïðîñû íåîáõîäèìî
èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé ìàÿòíèêà îò
àìïëèòóäû ïðè ïðîèçâîëüíûõ, íå îáÿçàòåëüíî ìàëûõ, åå
çíà÷åíèÿõ. Íà÷íåì ñ ïðîñòîãî ýêñïåðèìåíòà, à çàòåì ïðîâå-
äåì òåîðåòè÷åñêèå ðàñ÷åòû.

Ýêñïåðèìåíò. Çàâèñèìîñòü Ò îò mα  æåëàòåëüíî îïðåäå-
ëèòü êàê ìîæíî â áîëüøåì äèàïàçîíå èçìåíåíèé óãëîâûõ
àìïëèòóä, à çàòóõàíèå êîëåáàíèé â ýêñïåðèìåíòå äîëæíî
áûòü äîñòàòî÷íî ìàëûì: âî âñÿêîì ñëó÷àå çà îäèí ïåðèîä
êîëåáàíèé àìïëèòóäà íå äîëæíà çàìåòíî óìåíüøàòüñÿ. Äëÿ
ýòèõ öåëåé â êà÷åñòâå ìàÿòíèêà äåéñòâèòåëüíî óäîáíî âçÿòü
îáû÷íîå âåëîñèïåäíîå êîëåñî. Õîðîøèé ïîäøèïíèê îáåñïå-
÷èâàåò ìàëîå çàòóõàíèå êîëåáàíèé, êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäÿò
äîâîëüíî ìåäëåííî, à èõ àìïëèòóäó ìîæíî ìåíÿòü â øèðî-
êèõ ïðåäåëàõ, âïëîòü äî 180°. Ïî ñïèöàì óäîáíî îòñ÷èòûâàòü
óãëû îòêëîíåíèÿ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (íà êîëåñå ìîåãî
âåëîñèïåäà, íàïðèìåð, èìååòñÿ 36 ñïèö – îòëè÷íûé òðàíñ-
ïîðòèð ñ öåíîé äåëåíèÿ â 10°).

Êîëåñî ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, åñëè åãî öåíòð òÿæåñòè
íåñêîëüêî ñìåùåí îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ. Îáû÷íî ýòî
ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò íå ñîâñåì òî÷íîé öåíòðîâêè êîëåñà, à
òàêæå èç-çà íàëè÷èÿ íèïïåëÿ. Íî ìîæíî äîïîëíèòåëüíî
ñìåñòèòü öåíòð òÿæåñòè êîëåñà, óòÿæåëèâ îáîä â íåêîòîðîì
ìåñòå. Äëÿ ýòîãî ìû ïðèêðåïèëè ñêîò÷åì ê îáîäó êîëåñà ãðóç
íåáîëüøèõ ðàçìåðîâ ìàññîé îêîëî îäíîãî êèëîãðàììà. Ïðè
ýòîì âîçðîñëà ñèëà, âîçâðàùàþùàÿ êîëåñî ê ïîëîæåíèþ
ðàâíîâåñèÿ (òî÷íåå, ìîìåíò ñèëû), è ïåðèîä êîëåáàíèé

óìåíüøèëñÿ. Îäíîâðåìåííî óìåíüøè-
ëîñü è çàòóõàíèå êîëåáàíèé (ïîñêîëü-
êó âîçðîñëà èíåðöèîííîñòü êîëåñà).
Ìû ïîíÿëè, ÷òî èìååò ñìûñë ïðèêðå-
ïèòü åùå îäèí ãðóç ïî÷òè òàêîé æå
ìàññû, êàê è ïåðâûé, â äèàìåòðàëüíî
ïðîòèâîïîëîæíîì ìåñòå îáîäà (ðèñ.1).
Çàòóõàíèå åùå áîëüøå óìåíüøèëîñü, à
ïåðèîä êîëåáàíèé óâåëè÷èëñÿ, ÷òî áûëî
óäîáíî äëÿ èçìåðåíèé.

Âðåìÿ èçìåðÿëîñü îáû÷íûì ñåêóí-
äîìåðîì ñ öåíîé äåëåíèÿ 0,2 ñ. Ðåçóëü-
òàòû èçìåðåíèé ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå

2. Âèäíî, ÷òî ïåðèîä êîëåáàíèé ìîíîòîííî óâåëè÷èâàåòñÿ ñ
ðîñòîì óãëîâîé àìïëèòóäû. Ïðè ìàëûõ àìïëèòóäàõ ýòà
çàâèñèìîñòü âûðàæåíà ñëàáî: òàê, ïðè óâåëè÷åíèè àìïëèòó-
äû îò ïðåäåëüíî ìàëûõ óãëîâ äî 60m

α = ∞  ïåðèîä êîëåáàíèé

Ðèñ.2. Çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé îò àìïëèòóäû (ýêñïåðèìåíò)

Ðèñ.3. Êîëåáàíèÿ ôèçè÷åñêîãî ìàÿò-
íèêà



Ðèñ.4. Çàâèñèìîñòü óãëà îòêëîíåíèÿ ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà îò
âðåìåíè ïðè ðàçëè÷íûõ óãëîâûõ àìïëèòóäàõ êîëåáàíèé (òåîðèÿ)

Ðèñ.5. «Òî÷êè» – ýêñïåðèìåíò, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ – òåîðèÿ

îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, ñëåäîâàòåëüíî, åå ïðîèçâîäíàÿ ïî
âðåìåíè ðàâíà íóëþ:

sin 0
dE

I mgl
dt

α α α α= + =¢ ¢¢ ¢ .

Îòñþäà ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëü-
íî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè âðåìåíè ( )tα α= :

2

0 sin 0α ω α+ =¢¢ ,                     (4)

ãäå 2

0 mgl Iω = .
Åñëè ïðè ìàëûõ óãëàõ îòêëîíåíèÿ ñ÷èòàòü sin α αª , òî

óðàâíåíèå (4) ïðèíèìàåò âèä

2

0 0α ω α+ =¢¢ .                       (5)

Ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

( )0 0sin
m

tα α ω ϕ= + , â ÷åì ëåãêî óáåäèòüñÿ, âû÷èñëèâ âòî-

ðóþ ïðîèçâîäíóþ ( ( )2 2

0 0 0 0
sin

m
tα ω α ω ϕ ω α= - + = -¢¢ ) è ïîä-

ñòàâèâ åå â óðàâíåíèå (5) – îíî îáðàòèòñÿ â òîæäåñòâî. Òàêèì
îáðàçîì, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ àìïëèòóäàõ êîëåáàíèé (êîã-
äà sin α αª ) êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêè-
ìè, à ïåðèîä ýòèõ ìàëûõ êîëåáàíèé – îáîçíà÷èì åãî 0T  – íå
çàâèñèò îò àìïëèòóäû è îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

0

0

2
2

I
T

mgl

π
π

ω
= = .                    (6)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà

2I ml= , è 0
2

l
T

g
π= ,

à äëÿ øàðíèðíî çàêðåïëåííîé çà îäèí êîíåö îäíîðîäíîé
ïàëî÷êè ìàññîé m è äëèíîé L

2

3

mL
I = , 

2

L
l = , 

0

2
2

3

L
T

g
π= .

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ óãëîâ îòêëîíåíèÿ α  âûðàçèòü ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (4) â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ íå óäàåòñÿ. Îäíàêî
óðàâíåíèå ìîæíî ðåøèòü ÷èñëåííî. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå
àëãîðèòìû ðåøåíèÿ. Ñàìûé ïðîñòîé àëãîðèòì ìîæåò áûòü
îñóùåñòâëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàäàäèì íåêîòîðûå çíà÷å-
íèÿ óãëà: 

1
α α=  è óãëîâîé ñêîðîñòè: 

1α ω=¢  â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè. Ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ (4) âû÷èñëèì
óãëîâîå óñêîðåíèå â ýòîò íà÷àëüíûé ìîìåíò:

2

1 0 1sinβ α ω α= = -¢¢  è ðàññ÷èòàåì óãîë 2
α  è óãëîâóþ ñêî-

ðîñòü 2ω  ÷åðåç ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè tΔ :
2

1

2 1 1
2

t
t

β Δ
α α ω Δ= + + , 

2 1 tω ω βΔ= + .

Äàëåå âû÷èñëèì óãëîâîå óñêîðåíèå 2

2 0 2sinβ ω α= -  â ìîìåíò
t tΔ= , à çàòåì – óãîë è óãëîâóþ ñêîðîñòü â ñëåäóþùèé
ìîìåíò âðåìåíè 2t tΔ= :

2

2

3 2 2
2

t
t

β Δ
α α ω Δ= + + , 3 2 tω ω βΔ= + ,

è òàê äàëåå. Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì íå î÷åíü ýôôåêòèâåí,
ïîñêîëüêó íóæíî áðàòü î÷åíü ìàëûé âðåìåííîé øàã tΔ ,
÷òîáû èçáåæàòü íàêîïëåíèÿ îøèáîê ïðè ìíîãîêðàòíûõ ïî-
âòîðíûõ âû÷èñëåíèÿõ. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå, áîëåå ðàöèî-
íàëüíûå ñõåìû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â
êîòîðûõ îøèáêè, âîçíèêàþùèå íà êàæäîì øàãå, ÷àñòè÷íî
êîìïåíñèðóþòñÿ.

Íà ðèñóíêå 4 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (4) äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé óãëîâîé àìïëèòóäû

m
α . Çàìåòèì, ÷òî ôîðìà êîëåáàíèé îñòàåòñÿ áëèçêîé ê
ñèíóñîèäàëüíîé äàæå ïðè âåñüìà áîëüøèõ àìïëèòóäàõ. Òàê,
äàæå ïðè 150m

α = ∞  îòêëîíåíèÿ îò ñèíóñîèäàëüíîé ôîðìû
âåñüìà íåçíà÷èòåëüíû (øòðèõîâàÿ êðèâàÿ íà ðèñóíêå 4

ðàññ÷èòàíà ïî ôîðìóëå 150α = ( )sin 2 t Tπ ), à ïðè 90mα = ∞

îòêëîíåíèé îò ñèíóñîèäàëüíîé çàâèñèìîñòè ïðè âûáðàííîì
ìàñøòàáå âîîáùå íå çàìåòíî. Ïåðèîä êîëåáàíèé, êàê âèäíî,
óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì óãëîâîé àìïëèòóäû.

Ðàñ÷åòíàÿ çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé îò àìïëèòóäû
èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 5. Ïî îñè îðäèíàò îòëîæåíû çíà÷åíèÿ
íå ñàìîãî ïåðèîäà êîëåáàíèé T, à îòíîøåíèÿ 0T T , ãäå 0T  –
ïåðèîä êîëåáàíèé ïðè ïðåäåëüíî ìàëûõ àìïëèòóäàõ. Òàêîé
ïåðåõîä ê áåçðàçìåðíîé ïåðåìåííîé ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü

ðåçóëüòàòû íàøèõ ðàñ÷åòîâ ê ëþáîìó ôèçè÷åñêîìó ìàÿòíè-
êó. Èíûìè ñëîâàìè, ïðèâåäåííûå íà ðèñóíêàõ 4 è 5 ðàñ÷åò-
íûå êðèâûå áóäóò âûãëÿäåòü ñîâåðøåííî îäèíàêîâî äëÿ âñåõ
ôèçè÷åñêèõ ìàÿòíèêîâ, à ðàçëè÷àòüñÿ áóäóò ëèøü çíà÷åíèÿ
ïåðèîäîâ ìàëûõ êîëåáàíèé 0T .Íà ãðàôèêå ðèñóíêà 5 íàíå-
ñåíû òàêæå «òî÷êè», ïîëó÷åííûå ïî ðåçóëüòàòàì íàøèõ
ýêñïåðèìåíòîâ ñ êîëåñîì-ìàÿòíèêîì. Âèäíî, ÷òî ñîãëàñèå
ýêñïåðèìåíòà è òåîðèè óäîâëåòâîðèòåëüíîå – ðàñõîæäåíèÿ
íàõîäÿòñÿ â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòåé ýêñïåðèìåíòà.

Èòàê, òî÷íîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) ïîêàçûâà-
åò, ÷òî êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà, ñòðîãî ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ
èçîõðîííûìè – ïåðèîä êîëåáàíèé ìîíîòîííî óâåëè÷èâàåòñÿ
ñ ðîñòîì àìïëèòóäû. Îäíàêî ïðè ìàëûõ óãëîâûõ àìïëèòó-
äàõ çàâèñèìîñòü ïåðèîäà îò àìïëèòóäû âûðàæåíà ñëàáî.
Òàê, íàïðèìåð, ïðè óãëîâîé àìïëèòóäå 30m

α = ∞  ïåðèîä
êîëåáàíèé ïðåâûøàåò ïåðèîä êîëåáàíèé 0T  ñ ïðåäåëüíî
ìàëîé àìïëèòóäîé íå áîëåå ÷åì íà 2%, à äëÿ 90m

α = ∞

ïðåâûøåíèå ïåðèîäà ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 20%. Åñëè ãîâî-
ðèòü î ìàòåìàòè÷åñêîì ìàÿòíèêå, òî èìåííî òàêèå ïîãðåøíî-
ñòè áóäåò äàâàòü ôîðìóëà (2) ïðè âû÷èñëåíèè ïåðèîäà ñ
óêàçàííûìè âûøå àìïëèòóäàìè.

Ô È Ç È × Å Ñ Ê È É  Ô À Ê Ó Ë Ü Ò À Ò È Â 29



Ê Â À Í T · 2 0 0 5 / ¹ 230

Ðèñ. 3

Î äèíàìèêå
êðèâîëèíåéíîãî

äâèæåíèÿ
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È
Ç  ØÊÎËÜÍÎÃÎ  ÊÓÐÑÀ  ÔÈÇÈÊÈ ÈÇÂÅÑÒÍÎ, ×ÒÎ  ÐÀÂ-

íîìåðíîå äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè – òàê íàçûâàþò
äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî îêðóæíîñòè ñ ïîñòîÿííîé
ïî âåëè÷èíå ñêîðîñòüþ – åñòü äâèæåíèå ñ óñêîðåíèåì. Ýòî
óñêîðåíèå îáóñëîâëåíî ðàâíîìåðíûì èçìåíåíèåì ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè òî÷êè. Â ëþáîé ìîìåíò
âðåìåíè âåêòîð óñêîðåíèÿ íàïðàâëåí ê öåíòðó îêðóæíîñòè,
à åãî âåëè÷èíà ïîñòîÿííà è ðàâíà

2 2

2

2

4
n

v
a R R

R T

π
ω= = = ,

ãäå v – ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü òî÷êè, R – ðàäèóñ îêðóæíîñòè, ω
– óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðàäèóñà-âåêòîðà òî÷êè, Ò – ïåðèîä
îáðàùåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå óñêîðåíèå íàçûâàþò öåíòðîñòðå-
ìèòåëüíûì, èëè íîðìàëüíûì, èëè ðàäèàëüíûì.

Î÷åâèäíî, ÷òî âîçìîæíî êðèâîëèíåéíîå äâèæåíèå íå
òîëüêî ïî îêðóæíîñòè è íå îáÿçàòåëüíî ðàâíîìåðíîå. Ïîãî-
âîðèì íåìíîãî î êèíåìàòèêå ïðîèçâîëüíîãî êðèâîëèíåéíîãî
äâèæåíèÿ. Òåì áîëåå ÷òî â ïðîøëîì ãîäó â ïðîãðàììó
âñòóïèòåëüíûõ ýêçàìåíîâ ïî ôèçèêå, íàïðèìåð â ÌÃÓ èì.
Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, âêëþ÷èëè âîïðîñ îá óñêîðåíèè ìàòåðè-
àëüíîé òî÷êè ïðè ïðîèçâîëüíîì äâèæåíèè ïî êðèâîëèíåé-
íîé òðàåêòîðèè.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà íåðàâíîìåðíîå äâèæåíèå ìàòåðèàëü-
íîé òî÷êè ïî îêðóæíîñòè. Ïðè òàêîì äâèæåíèè èçìåíÿåòñÿ
ñî âðåìåíåì íå òîëüêî íàïðàâëåíèå âåêòîðà ñêîðîñòè v

�

, íî
è åãî âåëè÷èíà. Â
ýòîì ñëó÷àå ïðèðà-

ùåíèå vΔ
����

 âåêòîðà
ñêîðîñòè çà ìàëîå
âðåìÿ îò t äî t tΔ+

óäîáíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ñóììû:

nv v vτΔ Δ Δ
���� ���� ����

= +

(ðèñ.1). Çäåñü vτΔ
����

– êàñàòåëüíàÿ òàí-
ãåíöèàëüíàÿ ñîñòàâ-

ëÿþùàÿ ïðèðàùåíèÿ ñêîðîñòè, ñîíàïðàâëåííàÿ ñ âåêòîðîì
ñêîðîñòè è îáóñëîâëåííàÿ ïðèðàùåíèåì âåëè÷èíû âåêòîðà

ñêîðîñòè íà cosv vτΔ Δ θ
����

= , à nvΔ
����

 – íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿ-
þùàÿ, îáóñëîâëåííàÿ (êàê è â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî äâèæå-
íèÿ ïî îêðóæíîñòè) âðàùåíèåì âåêòîðà ñêîðîñòè. Òîãäà
åñòåñòâåííî è óñêîðåíèå ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû êàñàòåëü-
íîé (òàíãåíöèàëüíîé) è íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùèõ:

n

n

v v v
a a a

t t t

τ
τ

Δ Δ Δ
Δ Δ Δ

���� ���� ����

� � �

= = + = + .

Äëÿ ïðîåêöèé âåêòîðà óñêîðåíèÿ íà êàñàòåëüíîå è íîðìàëü-

íîå íàïðàâëåíèÿ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

v
a

t
τ

τ
Δ
Δ

= , 
2

n

v
a

R
= .

Îòìåòèì, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ aτ  óñêîðåíèÿ õà-
ðàêòåðèçóåò áûñòðîòó èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû ñêîðîñòè, à íîð-
ìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ na  õàðàêòåðèçóåò áûñòðîòó èçìåíå-
íèÿ íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè. Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà,

2 2

n
a a aτ= + .

Â ñëó÷àå äâèæåíèÿ ïî ïðîèçâîëüíîé êðèâîëèíåéíîé òðà-
åêòîðèè âñå óêàçàííûå ñîîòíîøåíèÿ òàêæå ñïðàâåäëèâû, ïðè
ýòîì â ôîðìóëå äëÿ íîðìàëüíîãî óñêîðåíèÿ na  ïîä âåëè÷è-
íîé R íàäî ïîíèìàòü ðàäèóñ òàêîé îêðóæíîñòè, ñ ýëåìåíòàð-
íîé äóæêîé êîòîðîé ñîâïàäàåò ó÷àñòîê êðèâîëèíåéíîé òðà-
åêòîðèè â ìàëîé îêðåñòíîñòè òîãî ìåñòà, ãäå íàõîäèòñÿ
äâèæóùàÿñÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà. Âåëè÷èíó R íàçûâàþò
ðàäèóñîì êðèâèçíû òðàåêòîðèè â äàííîé òî÷êå.

Òåïåðü ðàññìîòðèì íåñêîëüêî êîíêðåòíûõ çàäà÷ íà êðèâî-
ëèíåéíîå äâèæåíèå, ïðåäëàãàâøèõñÿ â ïîñëåäíèå ãîäû íà
âñòóïèòåëüíûõ ýêçàìåíàõ è îëèìïèàäàõ ïî ôèçèêå â âåäó-
ùèõ âóçàõ ñòðàíû.

Çàäà÷à 1. Êàìåíü áðîøåí ñî ñêîðîñòüþ 0v  ïîä óãëîì α
ê ãîðèçîíòó. Íàéäèòå ðàäèóñ R êðèâèçíû òðàåêòîðèè â
îêðåñòíîñòè òî÷êè ñòàðòà. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ
g èçâåñòíî.

Äëÿ îòâåòà íà âîïðîñ çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì
äëÿ íîðìàëüíîãî óñêîðåíèÿ:

2

n

v
a

R
= .

Â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ñòàð-
òà 0v v=  (ðèñ.2). Íîðìàëüíîå
óñêîðåíèå na  åñòü ïðîåêöèÿ óñ-
êîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g

�

íà íîðìàëü ê òðàåêòîðèè:
cosna g α= . Ýòî äàåò

2

0

cos

v
R

g α
= .

Çàäà÷à 2. Îïðåäåëèòå âåñ Ð
òåëà ìàññîé m íà ãåîãðàôè÷åñ-
êîé øèðîòå ϕ . Óñêîðåíèå, ñî-
îáùàåìîå ñèëîé òÿæåñòè, ðàâ-
íî g. Çåìëþ ñ÷èòàéòå îäíîðîäíûì øàðîì ðàäèóñîì R.

Íàïîìíèì, ÷òî âåñ òåëà P
��

 – ýòî ñèëà, îáóñëîâëåííàÿ
òÿãîòåíèåì, ñ êîòîðîé òåëî äåéñòâóåò íà îïîðó èëè ïîäâåñ.
Äîïóñòèì, ÷òî òåëî ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè âðàùàþùåéñÿ
Çåìëè. Íà íåãî äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòè mg

�

, íàïðàâëåííàÿ

ê öåíòðó Çåìëè, è ñèëà ðåàêöèè îïîðû N
���

 (ðèñ.3). Ïî

òðåòüåìó çàêîíó Íüþ-

òîíà, P N= -

�� ���

. Ïîýòî-

ìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ

âåñà òåëà íàéäåì ñèëó

ðåàêöèè N
���

.
Â èíåðöèàëüíîé ñèñ-

òåìå îòñ÷åòà, öåíòð êî-
òîðîé íàõîäèòñÿ â öåí-
òðå Çåìëè, òåëî ðàâíî-
ìåðíî äâèæåòñÿ ïî îê-
ðóæíîñòè ðàäèóñîì

cosr R ϕ=  ñ ïåðèîäîì
îäíè ñóòêè, ò.å. Ò =

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2



= 86400 ñ, è öèêëè÷åñêîé ÷àñòîòîé

5 12
7,3 10  c

T

π
ω - -
= = ◊ .

Óñêîðåíèå òåëà ïî âåëè÷èíå ðàâíî

2 2
cosn

a r Rω ω ϕ= =

è íàïðàâëåíî ê îñè âðàùåíèÿ Çåìëè. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî
ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèë òÿæåñòè è ðåàêöèè îïîðû òîæå äîë-
æíà áûòü íàïðàâëåíà ê îñè âðàùåíèÿ Çåìëè. Òîãäà ïðè
0 2ϕ π< <  ñèëà ðåàêöèè îáðàçóåò ñ ïåðïåíäèêóëÿðîì ê îñè
âðàùåíèÿ íåêîòîðûé óãîë α ϕπ . Ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþ-
òîíà,

ma mg N= +

���

� �

.

Ïåðåéäåì ê ïðîåêöèÿì ñèë è óñêîðåíèÿ íà ðàäèàëüíîå
íàïðàâëåíèå:

2
cos cos cosm R mg Nω ϕ ϕ α= -

è íà íàïðàâëåíèå, ïåðïåíäèêóëÿðíîå ïëîñêîñòè, â êîòîðîé
ïðîèñõîäèò äâèæåíèå:

0 sin sinmg Nϕ α= - + .

Èñêëþ÷àÿ α  èç äâóõ ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé, íàõîäèì âåñ
òåëà, ïîêîÿùåãîñÿ íà âðàùàþùåéñÿ Çåìëå:

( ) ( )2 2 2 2 2
2 cosP N mg m R g Rω ω ϕ= = - - .

Çàäà÷à 3. Ðàññòîÿíèå îò Çåìëè äî äâîéíîé çâåçäû â
ñîçâåçäèè Öåíòàâðà ðàâíî 5L 2,62 10= ◊  à.å. Íàáëþäàåìîå
óãëîâîå ðàññòîÿíèå ìåæäó çâåçäàìè ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿ-
åòñÿ ñ ïåðèîäîì Ò = 80 ëåò è äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî
çíà÷åíèÿ 50,85 10ϕ -

= ◊  ðàä. Îïðåäåëèòå ñóììàðíóþ ìàññó
Ì çâåçä. Ïîñòîÿííàÿ âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ

11 2 2G 6,67 10 (m ì *ã )-
= ◊ ◊ , .

111 = � 1,5 10 ì= ◊ . Îðáèòû
çâåçä ñ÷èòàéòå êðóãîâûìè.

Ïîä äåéñòâèåì ãðàâèòàöèîííûõ ñèë

( )
1 2

1 2 2

1 2

m m
F F G

r r
= =

+

çâåçäû äâèæóòñÿ ðàâíîìåðíî ñ ïåðèîäîì Ò ïî îêðóæíîñ-
òÿì ðàäèóñîâ 1r  è 2r  âîêðóã öåíòðà ìàññ ñèñòåìû ñî
ñêîðîñòÿìè 1v  è 2v  ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ.4). Ïî âòîðîìó

çàêîíó Íüþòîíà,

( )

2

1 1 1 2

2

1 1 2

m v m m
G

r r r
=

+

,

 
( )

2

2 2 1 2

2

2 1 2

m v m m
G

r r r
=

+

.

Ñëîæèâ ýòè ðàâåíñòâà (ïîñ-
ëå ñîêðàùåíèÿ íà 1m  è 2m

ñîîòâåòñòâåííî), ïîëó÷èì

( )

2 2

1 2 1 2

2

1 21 2

m m v v
G

r rr r

+
= +

+

.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé

1 2r r Lϕ+ = , 1

1

2 r
v

T

π
= , 2

2

2 r
v

T

π
=

ïðèõîäèì ê îòâåòó
2 3 3

27

1 2

2
3,5 10  *ã

L
M m m

T G

π ϕÊ ˆ
= + = ª ◊Á ˜

Ë ¯
.

Çàäà÷à 4. Íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëàòôîðìå ñòîèò ñîñóä ñ
âîäîé (ðèñ.5). Â ñîñóäå çàêðåïëåí òîíêèé ñòåðæåíü ÀÂ,

íàêëîíåííûé ê ãîðèçîíòó ïîä óãëîì α . Îäíîðîäíûé øàðèê
ðàäèóñîì R ìîæåò ñêîëüçèòü áåç òðåíèÿ âäîëü ñòåðæíÿ,
ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç åãî öåíòð. Ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà øàðè-
êà 0

ρ , ïëîòíîñòü âîäû ρ , 0
ρ ρ< . Ïðè âðàùåíèè ñèñòåìû

ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íèæíèé êîíåö À ñòåðæíÿ, öåíòð øàðèêà
óñòàíàâëèâàåòñÿ íà ðàññòîÿíèè L îò ýòîãî êîíöà. Ñ êàêîé
ïî âåëè÷èíå ñèëîé F øàðèê äåéñòâóåò íà ñòåðæåíü? Êàêîâà
óãëîâàÿ ñêîðîñòü ω  âðà-
ùåíèÿ ïëàòôîðìû? Ïðè
êàêîé ìèíèìàëüíîé óãëî-
âîé ñêîðîñòè min

ω  øàðèê
«óòîíåò», ò.å. îêàæåòñÿ
ó äíà ñîñóäà?

Îáîçíà÷èì îáúåì øàðè-

êà V ( 34

3
V Rπ= ). Íà øà-

ðèê áóäóò äåéñòâîâàòü òðè

ñèëû: ñèëà òÿæåñòè 0Vgρ �

,
ñèëà íîðìàëüíîé ðåàêöèè
N
���

 ñî ñòîðîíû ñòåðæíÿ
(øàðèê äåéñòâóåò íà ñòåðæåíü ñ òàêîé æå ïî âåëè÷èíå è
ïðîòèâîïîëîæíîé ïî íàïðàâëåíèþ ñèëîé)  è ñèëà Àðõèìåäà

AF
��

. Íàéäåì àðõèìåäîâó ñèëó.
Ðàññìîòðèì äâèæåíèå æèäêîñòè â îòñóòñòâèå øàðèêà.

Ëþáîé ýëåìåíòàðíûé îáúåì âîäû ðàâíîìåðíî äâèæåòñÿ ïî
îêðóæíîñòè ðàäèóñîì r â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Ñëåäî-
âàòåëüíî, âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñóììû ñèë äàâëåíèÿ
(ñèëû Àðõèìåäà) óðàâíîâåøèâàåò ñèëó òÿæåñòè, äåéñòâóþ-
ùóþ íà æèäêîñòü â ðàññìàòðèâàåìîì îáúåìå, à ãîðèçîíòàëü-
íàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñîîáùàåò ýòîé æèäêîñòè öåíòðîñòðåìè-
òåëüíîå óñêîðåíèå 2

n
a rω= . Ïðè çàìåùåíèè æèäêîñòè øà-

ðèêîì ýòè ñîñòàâëÿþùèå íå èçìåíÿþòñÿ, à ñèëà, äåéñòâóþ-
ùàÿ íà âîäÿíîé øàðèê ñî ñòîðîíû òîíêîãî ñòåðæíÿ, ðàâíà
íóëþ. Òîãäà âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû Àðõèìåäà ïî
âåëè÷èíå ðàâíà ñèëå òÿæåñòè âîäÿíîãî øàðà:

A z
F Vgρ= ,

à íàïðàâëåííàÿ ê îñè âðàùåíèÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû Àðõèìå-
äà ñîîáùàåò âîäÿíîìó øàðó öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå

2
cosn

a Lω α=  è ïî âåëè-
÷èíå ðàâíà

2

A
cos

n
F V Lρ ω α= .

Ïîä äåéñòâèåì ïðèëî-
æåííûõ ñèë øàðèê äâèæåò-
ñÿ ðàâíîìåðíî ïî îêðóæ-
íîñòè ðàäèóñîì cosL α  â
ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè
(ðèñ.6). Ïî âòîðîìó çàêî-
íó Íüþòîíà,

Ama mg N F= + +

��� ��

� �

.

Ïåðåõîäÿ ê ïðîåêöèÿì ñèë è óñêîðåíèé íà âåðòèêàëüíóþ
îñü, íàõîäèì

0 cos 0Vg Vg Nρ ρ α- - = .

Ïðîåêòèðóÿ ñèëû è óñêîðåíèÿ â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè
íà ðàäèàëüíîå íàïðàâëåíèå, ïîëó÷àåì

2 2

0 cos cos sinVL VL Nρ ω α ρ ω α α= - .

Èç äâóõ ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé îïðåäåëÿåì âåëè÷èíó ñèëû
íîðìàëüíîé ðåàêöèè ñòåðæíÿ, à çíà÷èò, è ñèëó äàâëåíèÿ

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6
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Òðåóãîëüíèêè è íåðàâåíñòâà
Â

ÎÇÌÎÆÍÎ,  ÂÀÌ ÏÐÈÕÎÄÈËÎÑÜ ÇÀÄÓÌÛÂÀÒÜ-
ñÿ íàä òàêèìè âîïðîñàìè. Êàêîé òðåóãîëüíèê èìååò

íàèáîëüøóþ ïëîùàäü ïðè äàííîì ïåðèìåòðå èëè íàè-
ìåíüøèé ïåðèìåòð ïðè çàäàííîé ïëîùàäè? Êàêîâà
íàèáîëüøàÿ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, âïèñàííîãî â äàí-
íûé êðóã? Îòâåòèòü íà ýòè è ìíîãèå äðóãèå âîïðîñû
÷àñòî ïîìîãàþò íåðàâåíñòâà ìåæäó ýëåìåíòàìè òðåó-
ãîëüíèêà. Çäåñü ìû ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà íå-
ñêîëüêî òàêèõ íåðàâåíñòâ. ×àñòü èç íèõ èçâåñòíà î÷åíü
äàâíî, äðóãèå îáíàðóæåíû ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî.

Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ íà ìàêñè-
ìóì è ìèíèìóì ñîáðàíî â êíèãå Ä.Î.Øêëÿðñêîãî,
Í.Í.×åíöîâà, È.Ì.ßãëîìà «Ãåîìåòðè÷åñêèå íåðàâåí-
ñòâà è çàäà÷è íà ìàêñèìóì è ìèíèìóì» (Ì.: Íàóêà,
Ãëàâíàÿ ðåäàêöèÿ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòó-
ðû, 1970), à òàêæå âî ìíîãèõ îáñòîÿòåëüíûõ çàäà÷íè-
êàõ ïî ãåîìåòðèè.

Ïóñòü äàí òðåóãîëüíèê ÀÂÑ. Ââåäåì ñòàíäàðòíûå
îáîçíà÷åíèÿ (ðèñ.1): ÂÑ = à, ÀÑ = b, ÀÂ = c, A α– = ,

B β– = , C γ– = . Îáîçíà÷èì ÷åðåç , ,a b cm m m  ìåäèà-
íû òðåóãîëüíèêà, , ,A B Cl l l  – áèññåêòðèñû, , ,a b ch h h  –
âûñîòû, ïðîâåäåííûå èç ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèí.
Ïóñòü òàêæå R è r — ðàäèóñû îïèñàííîé è âïèñàííîé

îêðóæíîñòåé, à , ,a b cr r r  –
ðàäèóñû âíåâïèñàííûõ îê-
ðóæíîñòåé, ò.å. îêðóæíî-
ñòåé, êàñàþùèõñÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ñòîðîí è ïðî-
äîëæåíèé äâóõ äðóãèõ ñòî-
ðîí òðåóãîëüíèêà. Êàê âñå-
ãäà, S – ïëîùàäü, à Ð = 2ð
–  ñîîòâåòñòâåííî, ïåðè-
ìåòð è ïîëóïåðèìåòð.

Ñàìûå èçâåñòíûå íåðà-
âåíñòâà – ýòî íåðàâåíñòâà

òðåóãîëüíèêà, çíàêîìûå ëþáîìó øêîëüíèêó:
1. a + b > c, a + c > b, b + c > a.

Èõ ìîæíî çàïèñàòü è òàê (ýòî ÷àñòî áûâàåò ïîëåçíî ïðè
ðåøåíèè çàäà÷):

¢1 . a > |b – c|, b > |a – c|, c > |a – b|.
Èç íèõ ìîæíî ïîëó÷èòü òàêèå äâà íåðàâåíñòâà:

2. 
2

a

b c
m

+
< .

3. 
3

2
2

a b cp m m m p< + + < .

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî âñå ýòè íåðàâåíñòâà íå

óëó÷øàåìû — â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ ëþáîãî 
3

2
2

λ< <

íàéäåòñÿ òðåóãîëüíèê, äëÿ êîòîðîãî a b cm m m pλ+ + < ,
à òàêæå òðåóãîëüíèê, â êîòîðîì a b cm m m pλ+ + > .

Âîîáùå æå, ïî÷òè âñå ñòðîãèå íåðàâåíñòâà, ïðèâå-
äåííûå äàëåå, – òàêæå íå óëó÷øàåìû èìåííî â ýòîì
ñìûñëå.

Ëþáîïûòíû òàêèå íåðàâåíñòâà:

4. 
2

A

bc
l

b c
<

+
,

5. ( )2 2 2
4 3 2S a b c ab ac bc£ + + < + + .

Çäåñü ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü äëÿ ïðàâèëüíîãî
òðåóãîëüíèêà, à ñòðîãîå íåðàâåíñòâî íå óëó÷øàåìî.
Çàìåòèâ æå, ÷òî

( )2 2 2 2 2 23

4
a b cm m m a b c+ + = + + ,

ïîëó÷èì îöåíêó ñóììû êâàäðàòîâ ìåäèàí:

5¢. ( )2 2 2
6 3 2 a b cS m m m£ + + < ( )3 ab ac bc+ + .

Ïðèâåäåì åùå íåñêîëüêî íåðàâåíñòâ, òåïåðü ñ ó÷àñ-
òèåì ðàäèóñîâ r è R:

6. 2R r≥ ,
ïðè÷åì ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü äëÿ ïðàâèëüíîãî
òðåóãîëüíèêà, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî èç âñåõ òðåóãîëüíè-
êîâ, îïèñàííûõ îêîëî îêðóæíîñòè ðàäèóñà r, íàèìåíü-
øèé ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè èìååò ïðàâèëüíûé
òðåóãîëüíèê (äëÿ íåãî R = 2r), è, íàîáîðîò, èç âñåõ
òðåóãîëüíèêîâ, âïèñàííûõ â îêðóæíîñòü ðàäèóñà R,
íàèáîëüøèé ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òîæå ó
ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà (äëÿ íåãî r = R/2),

7. 9 a b c A B Cr h h h l l l£ + + £ + + £

£
9

2
a b cm m m R+ + £ ,

8. 2 2 2 2 2 2 2 2
27 a b c A B Cr h h h l l l p£ + + £ + + £ ,

9. 2 2 2 2 227

4
a b cp m m m R£ + + £ .

À åñëè âñïîìíèòü çàìå÷àíèå ê íåðàâåíñòâó 5, ïîëó÷èì

9¢. 2 2 2 2 23 81

4 16
p a b c R£ + + £ .

Ðàâåíñòâà â ëþáîì èç íåðàâåíñòâ 7–9 äîñòèãàþòñÿ
òîëüêî äëÿ ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ.

Ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà ñâÿçàíû ñ èçâåñòíûìè ýêñò-
ðåìàëüíûìè çàäà÷àìè:

10. 
3 3 1

3 9 2

S
r p R£ £ £ ,

çäåñü êàê è ðàíüøå, ðàâåíñòâà äîñòèãàþòñÿ ëèøü äëÿ
ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà, ïîýòîìó ïðàâèëüíûé òðå-
óãîëüíèê èìååò íàèáîëüøóþ ïëîùàäü ïðè äàííîì
ïåðèìåòðå, íàèìåíüøèå ïëîùàäü è ïåðèìåòð ïðè äàí-
íîì r, à ïðè äàííîì R — íàèáîëüøóþ ïëîùàäü è
íàèáîëüøèé ïåðèìåòð; ñðåäíåå íåðàâåíñòâî ÷àñòî çà-
ïèñûâàþò â âèäå

10¢. 
3

36
S £ P2,

îíî íàçûâàåòñÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêèì íåðàâåíñòâîì äëÿ
òðåóãîëüíèêà è ìîæåò áûòü îáîáùåíî íà ïðîèçâîëü-
íûå n-óãîëüíèêè.

Èíòåðåñíà è îöåíêà «ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ» óãëà òðå-

Ðèñ. 1



óãîëüíèêà:

11. 
3 2

a b c

a b c

π α β γ π+ +
£ <

+ +
.

Âîò åùå íåñêîëüêî íåðàâåíñòâ, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò
ðàäèóñû âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé:

12. 3A B C a b a c b cl l l r r r r r r p+ + £ + + £ ,

13. 
1 1 1 1 1 1 2

a b c a b cr r r m m m R
+ + ≥ + + ≥ ,

14. 
2 2 2

3

3 2 3

a b c a b cr r r r r r
R

+ + + +
£ £ .

Âî âñåõ íåðàâåíñòâàõ 12–14 ðàâåíñòâà áûâàþò òîëü-
êî â ñëó÷àå ðàâíîñòîðîí-
íèõ òðåóãîëüíèêîâ.

Ïóñòü âíóòðè òðåóãîëü-
íèêà äàíà òî÷êà Ì. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç , ,a b cR R R

ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè Ì äî
ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèí,
à ÷åðåç , ,a b cd d d  – ðàñ-
ñòîÿíèÿ äî ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà
ÀÂÑ (ðèñ.2). Ñ ýòèìè âå-

ëè÷èíàìè òàêæå ñâÿçàíû âåñüìà èíòåðåñíûå íåðàâåí-
ñòâà:

15. min ( ) ( ), , max , ,a b c a b c a b ch h h d d d h h h£ + + £ ,

16. a b cd d d

3
8

27

S

abc
£ ,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà

a b cad bd cd= = ,

17. ( )2a b c a b caR bR cR ad bd cd+ + ≥ + + ,

18. 
4

2 2 2

2
12a b c

r
d d d

R
+ + ≥ ,

çäåñü ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, êîãäà òðåóãîëüíèê ÀÂÑ
ðàâíîñòîðîííèé, à òî÷êà Ì ñîâïàäàåò ñ åãî öåíòðîì,

19. 8a b c a b cR R R d d d≥ ,

20 (íåðàâåíñòâî Ýðäåøà–Ìîðäåëëà). a b cR R R+ + ≥
( )2 a b cd d d≥ + + ,

21. 
1 1 1 1 1 1 1

2a b c a b cR R R d d d

Ê ˆ
+ + £ + +Á ˜Ë ¯ .

Íåðàâåíñòâî 20 âïåðâûå áûëî îïóáëèêîâàíî â 1935
ãîäó âåíãåðñêèì ìàòåìàòèêîì Ï.Ýðäåøåì áåç äîêàçà-
òåëüñòâà. Àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê Ë.Ä.Ìîðäåëë îïóá-
ëèêîâàë â òîì æå ãîäó äîâîëüíîãî ñëîæíîå åãî äîêà-
çàòåëüñòâî. Ïîçæå ê ýòîìó íåðàâåíñòâó îáðàùàëèñü
ðàçíûå àâòîðû, ïîêà íå ñäåëàëè åãî äîêàçàòåëüñòâî
âïîëíå ýëåìåíòàðíûì.

Çàìåòèì åùå, ÷òî ðàâåíñòâî â íåðàâåíñòâàõ 18–21
äîñòèãàåòñÿ, êîãäà òðåóãîëüíèê ÀÂÑ ïðàâèëüíûé, à
òî÷êà Ì – åãî öåíòð.

Åùå íåñêîëüêî êðàñèâûõ íåðàâåíñòâ ñâÿçàíû ñî
ñðàâíèòåëüíî ýêçîòè÷åñêèìè îáúåêòàìè. Îïèøåì îêî-
ëî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ îêðóæíîñòü è â ñåãìåíòû îïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè ñ õîðäàìè ÀÂ, ÂÑ è ÀÑ âûïèøåì
îêðóæíîñòè, êàñàþùèåñÿ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà  â èõ

ñåðåäèíàõ (ðèñ.3). Ïóñòü
ðàäèóñû ýòèõ îêðóæíîñ-
òè aρ , bρ  è cρ . Òîãäà
èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

22. 
3

2
a br ρ ρ£ + +

3

4
c Rρ+ £ .

È åùå. Ðàññìîòðèì îê-
ðóæíîñòè, âïèñàííûå â
óãëû òðåóãîëüíèêà è êà-
ñàþùèåñÿ åãî ñòîðîí è
îïèñàííîé îêðóæíîñòè
(ðèñ.4). Îáîçíà÷èì èõ ðà-
äèóñû ÷åðåç ,aΡ  ,bΡ  cΡ .
Òîãäà

23. 4 a br Ρ Ρ£ + +

+ 2c RΡ £ .

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû
èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå
ìîãóò áûòü ïåðåíåñåíû íà
ïðîèçâîëüíûå âûïóêëûå
ìíîãîóãîëüíèêè.

Íàçîâåì âïèñàííîé îê-
ðóæíîñòüþ n-óãîëüíèêà
îêðóæíîñòü íàèáîëüøåãî
ðàäèóñà, êîòîðóþ ìîæíî
â íåãî ïîìåñòèòü. Ïóñòü r
– ðàäèóñ ýòîé îêðóæíîñòè
(äëÿ òðåóãîëüíèêà ýòî îï-
ðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ ïðè-
âû÷íûì). Ïóñòü òàêæå R
– ðàäèóñ íàèìåíüøåé îê-
ðóæíîñòè, ñîäåðæàùåé
äàííûé ìíîãîóãîëüíèê (äëÿ îñòðîóãîëüíûõ è ïðÿìî-
óãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ýòî îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ
îïðåäåëåíèåì îïèñàííîé îêðóæíîñòè, à äëÿ òóïîóãîëü-
íûõ– íåò; ñì. ðèñ.5). Ïóñòü òàêæå S – ïëîùàäü, à 2ð
– ïåðèìåòð n-óãîëüíèêà. Òîãäà

24. 
2 21 2
sin tg

2
nR S nr

n n

π π
≥ ≥ ,

25. 2 sin 2 2nR p n
n

π
≥ ≥ r tg

n

π
,

26. ( )
2

2 4 tgp nS
n

π
≥ .

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ èçîïåðèìåòðè÷åñ-
êèì íåðàâåíñòâîì äëÿ n-óãîëüíèêà.

Ðàâåíñòâà â íåðàâåíñòâàõ 24–26 äîñòèãàþòñÿ äëÿ
ïðàâèëüíûõ n-óãîëüíèêîâ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èç
âñåõ n-óãîëüíèêîâ äàííîãî ïåðèìåòðà íàèáîëüøóþ
ïëîùàäü èìååò ïðàâèëüíûé, à èç âñåõ ìíîãîóãîëüíè-
êîâ äàííîé ïëîùàäè íàèìåíüøèé ïåðèìåòð èìååò
ïðàâèëüíûé.

Äîêàçàòåëüñòâà áîëüøèíñòâà ïðèâåäåííûõ çäåñü íå-
ðàâåíñòâ ñîäåðæàòñÿ â âûøåóïîìÿíóòîé êíèãå.

À.Åãîðîâ

Ðèñ. 5

Ðèñ. 4

Ðèñ. 3

Ðèñ. 2
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øàðèêà íà ñòåðæåíü:

F = 
( )0

cos

Vg
N

ρ ρ
α

-

=

è óãëîâóþ ñêîðîñòü:

tg

cos

g

L

α
ω

α
= .

Êàê âèäèì, ñ ðîñòîì óãëîâîé ñêîðîñòè ω  ðàññòîÿíèå L
óìåíüøàåòñÿ. Â ìîìåíò, êîãäà øàð ïðèáëèçèòñÿ êî äíó,

sin

R
L

α
= , ïðè ýòîì

min
tg

g

R
ω α= .

Çàäà÷à 5. Îäíîðîäíóþ öåïî÷êó äëèíîé L ïîìåñòèëè íà
ãëàäêóþ ñôåðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü ðàäèóñîì R òàê, ÷òî
îäèí åå êîíåö çàêðåïëåí íà âåðøèíå ñôåðû. Âåðõíèé êîíåö
öåïî÷êè îñâîáîæäàþò. Ñ êàêèì ïî âåëè÷èíå óñêîðåíèåì aτ
áóäåò äâèãàòüñÿ ñðàçó ïîñëå îñâîáîæäåíèÿ êàæäûé ýëå-

ìåíò öåïî÷êè? Ìàññà
åäèíèöû äëèíû öåïî÷-
êè ρ . Óñêîðåíèå ñâî-
áîäíîãî ïàäåíèÿ g.

Ðàññìîòðèì ýëåìåí-
òàðíûé ó÷àñòîê öåïî÷-
êè äëèíîé L RΔ Δϕ=

(ðèñ.7). Åãî ìàññà ðàâ-
íà m LΔ ρΔ= . Ñèëû,
äåéñòâóþùèå íà âûäå-
ëåííûé ó÷àñòîê, ïîêà-

çàíû íà ðèñóíêå. Ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà,

( ) ( )ma T T mg NΔ ϕ Δϕ ϕ Δ Δ= + + + +

�� �� ���

� �

.

Ïåðåõîäÿ ê ïðîåêöèÿì ñèë è óñêîðåíèé íà êàñàòåëüíîå
íàïðàâëåíèå, ïîëó÷àåì

( ) ( ) sinma T T mgτΔ ϕ Δϕ ϕ Δ ϕ= + - + .

Ïåðåïèøåì ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå â âèäå

( )sinT R a gτΔ ρ ϕ Δϕ= - .

Ïðîñóììèðóåì ïðèðàùåíèÿ ñèëû íàòÿæåíèÿ ïî âñåé äëèíå
öåïî÷êè:

( )sinT R a gτΔ ρ ϕ Δϕ= -Â Â .

Òåïåðü ó÷òåì, ÷òî íà ñâîáîäíûõ êîíöàõ öåïî÷êè ñèëû

íàòÿæåíèÿ îáðàùàþòñÿ â íîëü, ò.å. 0TΔ =Â , ÷òî óñêîðåíèå

aτ  îäèíàêîâî ó âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ôðàãìåíòîâ, 
L

R
Δϕ =Â ,

( )cos sinΔ ϕ ϕΔϕ= - , è ïîëó÷èì

1 cos
R L

a g
L R

τ
Ê ˆ

= -Á ˜
Ë ¯

.

Çàäà÷à 6. Âåäóùèå êîëåñà ïàðîâîçà ñîåäèíåíû ðåå÷íîé
ïåðåäà÷åé, îäíî çâåíî êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîñ-
êóþ ãîðèçîíòàëüíóþ øòàíãó, øàðíèðíî ïðèêðåïëåííóþ ê
ñïèöàì ñîñåäíèõ êîëåñ íà ðàññòîÿíèè R/2 îò îñè, ãäå R –
ðàäèóñ êîëåñà. Ïðè îñìîòðå ïàðîâîçà ìåõàíèê ïîñòàâèë íà
ýòó øòàíãó ÿùèê è ïî ðàññåÿííîñòè çàáûë åãî òàì.
Ïàðîâîç òðîãàåòñÿ ñ ìåñòà è î÷åíü ìåäëåííî íàáèðàåò
ñêîðîñòü. Îöåíèòå ñêîðîñòü 1v  ïàðîâîçà, ïðè êîòîðîé
ÿùèê íà÷íåò ïðîñêàëüçûâàòü îòíîñèòåëüíî øòàíãè. Êî-
ýôôèöèåíò òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ ÿùèêà ïî øòàíãå 0,4μ = ,
ðàäèóñ êîëåñà R = 0,8 ì, óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ

2g 10 ì “= .

Ïåðåéäåì â ñèñòåìó
îòñ÷åòà, ñâÿçàííóþ ñ
ïàðîâîçîì (ðèñ.8).
Ïîñêîëüêó ðàçãîí ïðî-
èñõîäèò î÷åíü ìåäëåí-
íî, ýòó ñèñòåìó ìîæíî
ñ÷èòàòü èíåðöèàëüíîé.
Äî íà÷àëà ïðîñêàëüçû-
âàíèÿ ÿùèê äâèæåòñÿ
ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñîì r = R/2. Ïî âòîðîìó çàêîíó
Íüþòîíà,

2!ma mg N F= + +

��� ��

� �

.

Âåêòîð óñêîðåíèÿ ÿùèêà íàïðàâëåí ê öåíòðó îêðóæíîñòè è
ïî âåëè÷èíå ðàâåí 2a rω= , ãäå ω  – óãëîâàÿ ñêîðîñòü
âðàùåíèÿ êîëåñ ïàðîâîçà. Îáîçíà÷èì óãîë, êîòîðûé âåêòîð
óñêîðåíèÿ îáðàçóåò â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè ñ ãîðèçîíòîì,
áóêâîé β . Ïåðåõîäÿ ê ïðîåêöèÿì ñèë è óñêîðåíèÿ íà
ãîðèçîíòàëüíóþ è âåðòèêàëüíóþ îñè, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

2!F Nμ£ , ïîëó÷àåì

2
cosm r Nω β μ£ ,

2
sinm r mg Nω β = - .

Èñêëþ÷èâ îòñþäà ñèëó ðåàêöèè îïîðû, ïðèõîäèì ê íåðàâåí-
ñòâó

( )2
cos sinr gω β μ β μ+ £ .

Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

( )2
cos sin 1 cosβ μ β μ β α+ = + - ,

ãäå óãîë α  òàêîâ, ÷òî 
2

1
cos

1

α
μ

=

+

 è 
2

sin

1

μ
α

μ
=

+

,

äîñòèãàåòñÿ ïðè β α=  è ðàâíî 2
1 μ+ . Äâèæåíèå ãðóçà

áóäåò ïðîèñõîäèòü áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ äî òåõ ïîð, ïîêà
óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ êîëåñ ïàðîâîçà áóäåò óäîâëåòâî-
ðÿòü íåðàâåíñòâó

2
1

g

r

μ
ω

μ
£

+

.

Îòñþäà äëÿ èñêîìîé ñêîðîñòè ïàðîâîçà 1v  ïîëó÷àåì

1
2

2
2,4 ì “

1

gR
v R

μ
ω

μ
= = ª

+

.

Çàäà÷à 7. Ãëàäêèé æåëîá ñîñòîèò èç ãîðèçîíòàëüíîé
÷àñòè ÀÂ è äóãè îêðóæíîñòè BD ðàäèóñîì R = 5 ì (ðèñ.9).
Øàéáà ñêîëüçèò ïî ãîðèçîíòàëüíîé ÷àñòè ñî ñêîðîñòüþ
v
0

10 ì “= . Îïðåäåëèòå
âåëè÷èíó óñêîðåíèÿ øàé-
áû â òî÷êå Ñ è óãîë β ,
êîòîðûé âåêòîð a

�

 óñ-
êîðåíèÿ øàéáû â ýòîò
ìîìåíò ñîñòàâëÿåò ñ íè-
òüþ. Ðàäèóñ ÎÑ îáðàçó-
åò ñ âåðòèêàëüþ óãîë

60α = ∞ . Óñêîðåíèå ñâî-
áîäíîãî ïàäåíèÿ g =

210 ì “= .
Äëÿ íàõîæäåíèÿ óñêî-

ðåíèÿ øàéáû â òî÷êå Ñ
íàéäåì òàíãåíöèàëüíóþ aτ  è íîðìàëüíóþ na  âåëè÷èíû
ñîñòàâëÿþùèõ óñêîðåíèÿ â ýòîé òî÷êå.

Íà òåëî, äâèæóùååñÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè ïî äóãå
BD, â ëþáîé òî÷êå äåéñòâóþò ñèëû òÿæåñòè mg

�

 è ðåàêöèè

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

(Íà÷àëî ñì. íà ñ. 30)



èñêîìîãî âðåìåíè ïîëó÷àåì

( )2 2 2

2

2 42

sin

H R hgHv
T

a g ghτ

π

α

+

= = = .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé óñêîðåíèÿ
ïåðåéäåì â ïîäâèæíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà, ïîñòóïàòåëüíî äâè-
æóùóþñÿ îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðèè ïî âåðòèêàëè âíèç ñî
ñêîðîñòüþ sinv α . Â ýòîé ñèñòåìå áóñèíêà óñêîðåííî äâè-
æåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñîì R ñî ñêîðîñòüþ cosv α , ïðè
ýòîì íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ óñêîðåíèÿ áóñèíêè ïî âåëè-

÷èíå ðàâíà ( )
2

cosna v Rα= . Òàê êàê óñêîðåíèå ïîäâèæíîé
ñèñòåìû ñîíàïðàâëåíî ñ g

�

, íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ óñêî-
ðåíèÿ áóñèíêè ïðè ïåðåõîäå â ëàáîðàòîðíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà
íå èçìåíèòñÿ (ýòî ñëåäóåò èç ïðàâèëà ñëîæåíèÿ óñêîðåíèé).

Èç âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà íàõîäèì ñîñòàâëÿþùèå ñèëû,
ñ êîòîðîé ïðîâîëîêà äåéñòâóåò íà áóñèíêó:

( )
2

2

1

cos 2
cos

v H
N m mg

R R

α
α= = , 2 cosN mg α= ,

ãäå 
2 2 2

2
cos

4

R

R h

π
α

π
=

+

.

Ïî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà áóñèíêà äåéñòâóåò íà ïðîâîëî-

êó ñèëîé ( )1 2F N N= - +

�� ��� ���

, âåëè÷èíà (ìîäóëü) êîòîðîé ðàâíà

2 2

1 2
F N N= + =

2 2 2 2 2

2 2 2

2
4 16

4

R
mg R h H

R h

π π π
π

+ +

+

.

Óïðàæíåíèÿ

1. Ñôåðè÷åñêèé âîçäóøíûé øàð ðàäèóñîì R = 5 ì óäåðæèâà-
åòñÿ âåðòèêàëüíîé âåðåâêîé, åãî öåíòð íàõîäèòñÿ íà âûñîòå Í =
= 6 ì íàä ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ. Ñ ýòîé ïîâåðõíîñòè
áðîñàþò êàìåíü òàê, ÷òî îí ïåðåëåòàåò øàð, ïî÷òè êàñàÿñü åãî â
âåðõíåé òî÷êå. Ñ êàêîé ìèíèìàëüíîé ñêîðîñòüþ 0v  ñëåäóåò
áðîñàòü êàìåíü è íà êàêîì ðàññòîÿíèè s îò öåíòðà øàðà áóäåò
íàõîäèòüñÿ â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà áðîñàíèÿ?

Óêàçàíèå: óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ó ïîâåðõíîñòè Çåì-
ëè â ýòîé è ïîñëåäóþùèõ çàäà÷àõ ðàâíî 2

10 ì “g = .
2. Èçâåñòíî, ÷òî ñïóòíèê, íàõîäÿùèéñÿ íà îðáèòå, âûñîòà

êîòîðîé 4

3,6 10  *ìh = ◊ , îáðàùàåòñÿ âîêðóã Çåìëè çà îäíè ñóòêè
è ìîæåò «âèñåòü» íàä îäíîé è òîé æå òî÷êîé ýêâàòîðà. Äîïóñ-
òèì, ÷òî îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ î çàïóñêå íà òàêóþ æå âûñîòó
ñïóòíèêà, êîòîðûé áóäåò «âèñåòü» íàä Ñàíêò-Ïåòåðáóðãîì.
Êàêóþ ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíèþ ñèëó òÿãè F

��

 äîëæåí
ðàçâèâàòü äâèãàòåëü ñïóòíèêà, ÷òîáû óäåðæèâàòü åãî íà çàäàí-
íîé îðáèòå? Ìàññà ñïóòíèêà 3

10  *ãm = , Ñàíêò-Ïåòåðáóðã íàõî-
äèòñÿ íà øèðîòå 60ϕ = ∞ , ðàäèóñ Çåìëè 3

6,4 10  *ìR = ◊ .
3. Ïî ãëàäêîìó ñòîëó äâèæóòñÿ äâà òåëà c ìàññàìè 1m  è 2m ,

ñîåäèíåííûå ëåãêîé íåðàñòÿæèìîé íèòüþ äëèíîé L. Â íåêîòî-
ðûé ìîìåíò ïåðâîå òåëî îñòàíàâëèâàåòñÿ, à ñêîðîñòü âòîðîãî
ðàâíà v è ïåðïåíäèêóëÿðíà íèòè. Íàéäèòå ñèëó Ò íàòÿæåíèÿ
íèòè.

4. Îäíîðîäíóþ öåïî÷êó ìàññîé m è äëèíîé L ïîìåñòèëè íà
ãëàäêóþ ñôåðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü ðàäèóñîì R = 4L òàê, ÷òî
îäèí åå êîíåö çàêðåïëåí íà âåðøèíå ñôåðû. Âåðõíèé êîíåö
öåïî÷êè îñâîáîæäàþò. Íàéäèòå íàèáîëüøóþ âåëè÷èíó 

maxT

ñèëû íàòÿæåíèÿ öåïî÷êè ñðàçó ïîñëå åå îñâîáîæäåíèÿ. Óêàçà-

íèå: äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ â çàäà÷å óãëîâ ñ÷èòàéòå sinα αª ,
2

cos 1 2α αª - .
5. Â çàäà÷å 6 èç òåêñòà ñòàòüè íàéäèòå ñêîðîñòü 2v , ïðè

êîòîðîé ÿùèê íà÷íåò ïîäïðûãèâàòü.
6. Äëÿ ýêîíîìèè ìåñòà âúåçä íà îäèí èç âûñî÷àéøèõ â ßïîíèè

ìîñòîâ óñòðîåí â âèäå âèíòîâîé ëèíèè, îáâèâàþùåé öèëèíäð
ðàäèóñîì R. Ïðè äâèæåíèè ïî òàêîé äîðîãå âåêòîð ñêîðîñòè
àâòîìîáèëÿ ñîñòàâëÿåò óãîë α  ñ ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòüþ.
Íàéäèòå íàïðàâëåíèå è âåëè÷èíó ñóììû ñèë, äåéñòâóþùèõ íà
àâòîìîáèëü ìàññîé m, äâèæóùèéñÿ ïî òàêîé äîðîãå ñ ïîñòîÿííîé
ïî âåëè÷èíå ñêîðîñòüþ v. Îñü âèíòîâîé ëèíèè âåðòèêàëüíà.

îïîðû N
���

. Ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà,

ma mg N= +

���

� �

.

Ïåðåéäåì ê ïðîåêöèÿì ñèë è óñêîðåíèÿ íà òàíãåíöèàëüíîå
íàïðàâëåíèå:

sinma mgτ α= - , îòêóäà 2
sin 8,7 ì “a gτ α= - ª - .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé óñêîðåíèÿ íàé-
äåì âåëè÷èíó v ñêîðîñòè øàéáû â òî÷êå Ñ (ïîñêîëüêó

2

n
a v R= ). Îáðàòèìñÿ ê ýíåðãåòè÷åñêèì ñîîáðàæåíèÿì.
Ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ øàéáû íà ãîðèçîíòàëüíîé ÷àñòè
æåëîáà áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíîé íóëþ. Òîãäà, ïî çàêîíó ñîõðà-
íåíèÿ ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè,

( )
2 2

0
1 cos

2 2

v v
m m mgR α= + - ,

îòêóäà

( )
2 2

20
2 1 cos 10 ì “n

v v
a g

R R
α= = - - = .

Âåëè÷èíó óñêîðåíèÿ øàéáû â òî÷êå Ñ íàéäåì ïî òåîðåìå
Ïèôàãîðà:

2 2 2
13,2 ì “

n
a a aτ= + ª .

Â òî÷êå Ñ âåêòîð óñêîðåíèÿ a
�

 îáðàçóåò ñ íèòüþ óãîë β
òàêîé, ÷òî

tg 0,87

n

a

a

τβ = ª ,  îòêóäà 41β ª ∞ .

Çàäà÷à 8. Ïî ãëàäêîé ïðîâîëî÷íîé âèíòîâîé ëèíèè ðàäè-
óñîì R ñ øàãîì h, îñü êîòîðîé âåðòèêàëüíà, ñêîëüçèò ñ
íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ áóñèíêà ìàññîé m. Çà êàêîå
âðåìÿ Ò áóñèíêà îïóñòèòñÿ ïî âåðòèêàëè íà Í? Ñ êàêîé ïî
âåëè÷èíå F ñèëîé áóñèíêà äåéñòâóåò íà ïðîâîëîêó â ýòîò

ìîìåíò? Óñêîðåíèå ñâî-
áîäíîãî ïàäåíèÿ g.

Íà áóñèíêó äåéñòâóþò
ñèëû òÿæåñòè mg

�

 è íîð-
ìàëüíîé ðåàêöèè

1 2N N N= +

��� ��� ���

, ãäå 1N
���

íàïðàâëåíà ãîðèçîíòàëü-
íî (ïåðïåíäèêóëÿðíî
ïëîñêîñòè ðèñóíêà 10),

à 
2N

���

 ëåæèò â îäíîé
ïëîñêîñòè ñ âåêòîðàìè
mg

�

 è v
�

.
Äëÿ îòâåòà íà âîïðîñû çàäà÷è íàéäåì êàñàòåëüíóþ è

íîðìàëüíóþ ñîñòàâëÿþùèå óñêîðåíèÿ. Ïî âòîðîìó çàêîíó
Íüþòîíà,

1 2ma mg N N= + +

��� ���

� �

.

Ïåðåõîäÿ ê ïðîåêöèÿì ñèë è óñêîðåíèÿ íà êàñàòåëüíîå
íàïðàâëåíèå, íàõîäèì

sina gτ α= .

Çäåñü α  – óãîë íàêëîíà âåêòîðà ñêîðîñòè ê ãîðèçîíòó òàêîé,
÷òî

2 2 2
sin

4

h

R h
α

π
=

+

.

Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè,

2

2

v
m mgH= , è 2v gH= .

Êàñàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ óñêîðåíèÿ ïîñòîÿííà, íà÷àëüíàÿ
ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî, ìîäóëü âåêòîðà ñêîðî-
ñòè ðàñòåò ñî âðåìåíåì ïî ëèíåéíîìó çàêîíó. Îòñþäà äëÿ

Ðèñ. 10
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Ìàòåðèàëû âñòóïèòåëüíûõ
ýêçàìåíîâ 2004 ãîäà

Èíñòèòóò êðèïòîãðàôèè, ñâÿçè è
èíôîðìàòèêè Àêàäåìèè ÔÑÁ ÐÔ

ÌÀ Ò ÅÌÀ ÒÈ ÊÀ

Ïèñüìåííûé ýêçàìåí

Âàðèàíò 1

(ôàêóëüòåòû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìàöèîííîé

áåçîïàñíîñòè)

1. Êðàñíàÿ Øàïî÷êà ñîáðàëà ÿãîäû äëÿ ñâîåé áàáóøêè:
÷åðíèêó è çåìëÿíèêó. Îêàçàëîñü, ÷òî ÷åðíèêè áûëî â 3 ðàçà
áîëüøå, ÷åì çåìëÿíèêè. Ïî äîðîãå ê áàáóøêå Êðàñíàÿ
Øàïî÷êà ïîâñòðå÷àëà âîëêà. Âîëê ñúåë ÷àñòü çåìëÿíèêè, à
÷åðíèêó åñòü íå ñòàë. Áàáóøêà, ïîáëàãîäàðèâ Êðàñíóþ
Øàïî÷êó, çàìåòèëà, ÷òî çåìëÿíèêè â êîðçèíå îñòàëîñü
òîëüêî 10% îò îáùåãî êîëè÷åñòâà ÿãîä. Ñêîëüêî ïðîöåíòîâ
ñîáðàííîé çåìëÿíèêè ñúåë âîëê?

2. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà d, ïðè êîòîðûõ ìíîãî-
÷ëåí

2 2 2
2 16 30 46 4 8 11x x d d d d+ - - + - -

èìååò êîðíè. Ñðåäè ýòèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà d íàéäèòå
òàêèå, äëÿ êîòîðûõ ïðîèçâåäåíèå êîðíåé ìíîãî÷ëåíà ïðèíè-
ìàåò íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå.

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( ) ( ) ( )2 2 2
lg 4 lg 2 lg 10 24x x x x x x- - - ≥ - + .

4. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( )
( )

2
1 2 sin 6

1 sin 6 2
x

x
π

π
+ = +

+ +
.

5. Òî÷êè Ì è N ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíàìè áîêîâûõ ñòîðîí ÀÑ
è ÑÂ ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Òî÷êà L ðàñïîëî-
æåíà íà ìåäèàíå ÂÌ òàê, ÷òî BL : ÂÌ = 4 : 9. Îêðóæíîñòü
ñ öåíòðîì â òî÷êå L êàñàåòñÿ ïðÿìîé MN è ïåðåñåêàåò
ïðÿìóþ ÀÂ â òî÷êàõ Q è Ò. Íàéäèòå ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà
MNC, åñëè QT = 2, AB = 8.

6. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2 3
5 cos 15 6x x x

x

πÊ ˆ
- - -Á ˜

Ë ¯

– 2 3 4
5 sin 15 6 10x x x

x

πÊ ˆ
- - =Á ˜

Ë ¯
.

Âàðèàíò 2

(ôàêóëüòåòû ñïåöèàëüíîé òåõíèêè è èíôîðìàöèîííîé

áåçîïàñíîñòè)

1. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé

2 1

3 2 13,

2 3 35.

x

x

y

y+

Ï ◊ + =Ô

Ì

+ =ÔÓ

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2
12arctg 3 5arctg

2 2

x x
π πÊ ˆÊ ˆ Ê ˆ

= +Á ˜ Á ˜Á ˜
Ë ¯ Ë ¯Ë ¯

.

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( ) ( )2 3

3 9log 3 1 log 9 6 3 81 3
x x x+ +
- - ◊ + < .

4. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2 3 cos
1

2 sin 5 cos

x

x x

+
=

-

.

5. Àíòèêâàðíûé ìàãàçèí ïðèîáðåë äâà ïðåäìåòà, à çàòåì
ïðîäàë èõ íà îáùóþ ñóììó 39900 ðóáëåé, ïðè ýòîì ïðèáûëü
ñîñòàâèëà 40%. Çà ñêîëüêî ìàãàçèí êóïèë êàæäûé ïðåäìåò,
åñëè ïðè ïðîäàæå ïåðâîãî ïðåäìåòà ïðèáûëü ñîñòàâèëà 30%,
à ïðè ïðîäàæå âòîðîãî – 55%?

6. Â òðåóãîëüíèêå ABC äàíû äëèíû ñòîðîí ÀÂ = 3, ÂÑ =
= 5 è ÀÑ = 19 . Òî÷êà Î ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì âïèñàííîé â
òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòè. Íàéäèòå óãîë ÀÎÑ.

Âàðèàíò 3

(îëèìïèàäà-2004, âñå ôàêóëüòåòû)

1. Ñðàâíèòå ñ íóëåì ñëåäóþùåå ÷èñëî:

23 205 23 205
5

2 2

+ -
- - .

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2 10 10 40

6 15 6 153 4 3 5

x x

x x

+ -

- -
- ◊ = .

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2
14 47 1 7 1x x x+ + - = + - .

4. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

1
tg12 tg 4

sin16
x x

x
- = ,

ïðèíàäëåæàùèå îòðåçêó ;
6 6

π πÈ ˘
-
Í ˙
Î ˚

.

5. Âîêðóã ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ABCD ñ áîëüøèì
îñíîâàíèåì AD îïèñàíà îêðóæíîñòü ðàäèóñà 4. Áèññåêòðèñà
óãëà Â ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè è
ïåðåñåêàåò åå â òî÷êå Å. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà
ÀÑÅ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî äèàãîíàëü òðàïåöèè äåëèò ïëîùàäü
òðàïåöèè â îòíîøåíèè 3 : 2.

6. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

( ) ( )

( )

( )

( )

2 2 2 2

2

2 2

2

4 sin 2 sin lg 9 lg 9

1
7 sin 2 lg 9 ,

2

2 cos sin lg 9 3 sin

5
3 lg 9 .

2

x x y y

x y

x x y x

y

Ï + ◊ + + + +

Ô

Ô

+ + + = -Ô
Ô

Ì

+ ◊ + + +Ô

Ô

Ô
+ + =

ÔÓ
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ÔÈÇÈ ÊÀ

Ïèñüìåííûé ýêçàìåí

Âàðèàíò 1

(ôàêóëüòåòû ñïåöèàëüíîé òåõíèêè è èíôîðìàöèîííîé

áåçîïàñíîñòè)

1. Êàìåíü, áðîøåííûé ñ ïîâåðõíîñòè çåìëè ïîä íåêîòî-
ðûì óãëîì ê ãîðèçîíòó, äîñòèã íàèáîëüøåé âûñîòû Í =
= 20 ì. Íàéäèòå âðåìÿ ïîäúåìà t â âûñøóþ òî÷êó òðàåêòîðèè.
Ñ÷èòàòü 2

10 ì “g = .
2. Ëóíà äâèæåòñÿ âîêðóã Çåìëè ñ ïåðèîäîì Ò = 27,3 ñóòîê

ïî îðáèòå, êîòîðóþ ìîæíî ñ÷èòàòü êðóãîâîé. Ðàäèóñ Çåìëè

g 6400 *ìR = . Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ íà ïîâåðõíî-
ñòè Çåìëè 2

9,8 ì “g = .
Îïðåäåëèòå ïî ýòèì äàííûì
ðàäèóñ ëóííîé îðáèòû R.

3. Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü ñî-
ñòîèò èç èñòî÷íèêà ñ ÝÄÑ

150 B=E  è âíóòðåííèì ñî-
ïðîòèâëåíèåì r = 8 Îì è òðåõ
ðåçèñòîðîâ ñîïðîòèâëåíèÿìè

1 10 nìR = ,  
2 20 nìR = ,

3 30 nìR =  (ðèñ.1). Íàé-
äèòå  ñèëó  òîêà  3I ,  òåêóùåãî  ÷åðåç ðåçèñòîð ñîïðîòèâëå-
íèåì 3R .

4. Ãàç ìàññîé m = 0,012 êã ïðè òåìïåðàòóðå 1 450 KT =

çàíèìàåò îáúåì 3 3

1 4 10  ìV -
= ◊ . Îïðåäåëèòå òåìïåðàòóðó

2T , ïðè êîòîðîé ïëîòíîñòü ýòîãî ãàçà áóäåò ðàâíà
3

6 *ã ìρ = , åñëè êîëè÷åñòâî âåùåñòâà è äàâëåíèå îñòàíóò-
ñÿ íåèçìåííûìè.

5. Ðàññòîÿíèå îò ïðåäìåòà äî ëèíçû íà l = 3 ñì îòëè÷àåòñÿ
îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ëèíçîé è äåéñòâèòåëüíûì èçîáðàæåíè-
åì ýòîãî ïðåäìåòà, ñîçäàâàåìûì ëèíçîé ñ óâåëè÷åíèåì

2Γ = . Îïðåäåëèòå ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå ëèíçû F.

Âàðèàíò 2

(ôàêóëüòåòû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè

è èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè)

1. Êàìåíü, áðîøåííûé ñ ïîâåðõíîñòè çåìëè ñ íà÷àëüíîé
ñêîðîñòüþ 0v  ïîä íåêîòîðûì óãëîì ê ãîðèçîíòó, äîñòèã
íàèáîëüøåé âûñîòû Í íàä Çåìëåé. Îïðåäåëèòå óãîë α , ïîä
êîòîðûì áûëà íàïðàâëåíà ñêîðîñòü êàìíÿ ê ãîðèçîíòó â
ìîìåíò áðîñêà.

2. Ïóëÿ ìàññîé 1 0,01 *ãM = , ëåòåâøàÿ ãîðèçîíòàëüíî ñî
ñêîðîñòüþ 1 600 ì “v = , óäàðèëàñü â ïîäâåøåííûé íà äëèí-
íîé íèòè äåðåâÿííûé áðóñîê ìàññîé 2 0,5 *ãM =  è çàñòðÿëà
â íåì, óãëóáèâøèñü íà s = 10 ñì. Íàéäèòå ñèëó F ñîïðîòèâ-
ëåíèÿ äåðåâà äâèæåíèþ ïóëè. Ñèëó ñîïðîòèâëåíèÿ ñ÷èòàòü
ïîñòîÿííîé; âðåìÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìàëî.

3. Ê áàòàðåå ñ ÝÄÑ E  ïîñëåäîâàòåëüíî ïîäêëþ÷åíû
àìïåðìåòð è âîëüòìåòð. Ñîïðîòèâëåíèÿ ïðèáîðîâ è âíóòðåí-
íåå ñîïðîòèâëåíèå áàòàðåè íåèçâåñòíû. Åñëè ïàðàëëåëüíî
âîëüòìåòðó ïîäêëþ÷èòü ðåçèñòîð, ñîïðîòèâëåíèå êîòîðîãî
òàêæå íåèçâåñòíî, òî ïîêàçàíèå àìïåðìåòðà âäâîå óâåëè÷è-
âàåòñÿ, à ïîêàçàíèå âîëüòìåòðà âäâîå óìåíüøàåòñÿ ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ïåðâîíà÷àëüíûìè. Íàéäèòå ïîêàçàíèå âîëüòìåòðà U
ïîñëå ïîäêëþ÷åíèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ.

4. Ïëîòíîñòü ïåðâîãî ãàçà ðàâíà 3

1 1,6 *ã ìρ =  ïðè äàâëå-
íèè 5

1 4 10  o=p = ◊ . Âòîðîé ãàç ìàññîé 2 2 *ãm =  çàíèìàåò
îáúåì 3

2 10 ìV =  ïðè äàâëåíèè
5

2 2 10  o=p = ◊ . Âî ñêîëüêî ðàç η
ñðåäíÿÿ êâàäðàòè÷íàÿ ñêîðîñòü ìî-
ëåêóë âòîðîãî ãàçà áîëüøå, ÷åì
ïåðâîãî?

5. Îñíîâàíèå ñòåêëÿííîé ïðÿ-
ìîé ïðèçìû èìååò ôîðìó ðàâíî-
ñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ
(ðèñ.2). Ëó÷ ñâåòà ïàäàåò èç âîç-
äóõà íîðìàëüíî íà îäíó èç áîêî-
âûõ ãðàíåé ïðèçìû. Íàéäèòå óãîë
ϕ  ìåæäó ëó÷îì, âûõîäÿùèì èç ïðèçìû, è ïðîäîëæåíèåì
ïàäàþùåãî ëó÷à. Ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ñòåêëà n = 1,5.

Âàðèàíò 3

(îëèìïèàäà-2004, âñå ôàêóëüòåòû)

1. Êàòåð, ïåðåïðàâëÿÿñü ÷åðåç ðåêó øèðèíîé L = 800 ì,
äâèãàëñÿ ñî ñêîðîñòüþ 1 4 ì “v =  ïåðïåíäèêóëÿðíî òå÷å-
íèþ ðåêè â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ âîäîé. Íà êàêîå
ðàññòîÿíèå s áóäåò ñíåñåí êàòåð òå÷åíèåì, åñëè ñêîðîñòü
òå÷åíèÿ ðåêè 2 1,5 ì “v = ?

2. Ê áðóñêó ìàññîé m, ëåæàùåìó íà ãîðèçîíòàëüíîé
øåðîõîâàòîé ïëîñêîñòè, ïðèëîæåíà ñèëà, íàïðàâëåííàÿ ââåðõ
ïîä óãëîì α  ê ãîðèçîíòó. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè ñèëû F
äâèæåíèå áðóñêà áóäåò ðàâíîìåðíûì? Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ
ñêîëüæåíèÿ ìåæäó áðóñêîì è ïëîñêîñòüþ μ .

3. Ìîíåòà ñêîëüçèò ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè ñ óãëîì
íàêëîíà ê ãîðèçîíòó α  è èìååò â òî÷êå Ñ ñêîðîñòü 0v

(ðèñ.3). ×åðåç íåêîòîðîå
âðåìÿ ìîíåòà îêàçàëàñü
â òî÷êå D íàêëîííîé
ïëîñêîñòè, ïðîéäÿ ïóòü
s è ïîäíÿâøèñü ïî âåð-
òèêàëè íà Í. Êîýôôè-
öèåíò òðåíèÿ ñêîëüæå-
íèÿ ìåæäó ìîíåòîé è íà-
êëîííîé ïëîñêîñòüþ μ . Íàéäèòå ñêîðîñòü ìîíåòû v â
òî÷êå D.

4. Äâà îäèíàêîâûõ òåïëîèçîëèðîâàííûõ ñîñóäà ñîåäèíå-
íû òîíêîé òðóáêîé. Ñèñòåìà íàïîëíåíà ãàçîì ïîä äàâëåíè-
åì 0p . Âî ñêîëüêî ðàç n íóæíî èçìåíèòü òåìïåðàòóðó ãàçà
â îäíîì èç ñîñóäîâ, ÷òîáû äàâëåíèå âî âñåé ñèñòåìå ñòàëî

1p ? Íà÷àëüíûå òåìïåðàòóðû ãàçà â îáîèõ ñîñóäàõ îäèíà-
êîâûå.

5. Êàêîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû Q âûäåëèòñÿ â ñõåìå, ïîêà-
çàííîé íà ðèñóíêå 4, ïîñëå îäíîâðåìåííîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ
îáîèõ êëþ÷åé K èç ïîëîæåíèÿ 1 â
ïîëîæåíèå 2? ÝÄÑ èñòî÷íèêîâ òîêà

1E  è 2E , åìêîñòü êàæäîãî êîíäåíñà-
òîðà Ñ.

6. Ñ ïîìîùüþ ðàññåèâàþùåé ëèí-
çû ïîëó÷åíî èçîáðàæåíèå ñïè÷êè,
ðàñïîëîæåííîé ïåðïåíäèêóëÿðíî
ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè, ñ óâåëè÷å-
íèåì 1 1 2Γ = . Ïî äðóãóþ ñòîðîíó
ëèíçû íà ðàññòîÿíèè à = 9 ñì îò íåå
ïåðïåíäèêóëÿðíî ãëàâíîé îïòè÷åñ-
êîé îñè óñòàíîâèëè ïëîñêîå çåðêà-
ëî. Èçîáðàæåíèå ñïè÷êè â ñèñòåìå
ëèíçà–çåðêàëî ïîëó÷èëîñü ñ óâåëè÷åíèåì 2 1 4Γ = . Îïðåäå-
ëèòå ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå ëèíçû F.

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè À.Ëåäåíåâ, À.Ïè÷êóð

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

7.  Èìååòñÿ äâà ñîñóäà îáúåìîì 9 ë è 15 ë. Â ïåðâîì èç íèõ
íàõîäèòñÿ 8 ë 2%-ãî ðàñòâîðà ñîëè, âî âòîðîì – 14 ë 3%-ãî
ðàñòâîðà ñîëè. Äîïóñêàåòñÿ ïåðåëèâàòü ðàñòâîð èç îäíîãî
ñîñóäà â äðóãîé, íàïîëíÿÿ ïîñëåäíèé äî êðàåâ. Äîêàæèòå,
÷òî ïðè ëþáîì ÷èñëå ïåðåëèâàíèé íè â îäíîì èç ñîñóäîâ íå
ïîëó÷èòñÿ ðàñòâîðà ñ ñîäåðæàíèåì ñîëè 2,5%.



Ê Â À Í T · 2 0 0 5 / ¹ 238

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé èíñòèòóò
ýëåêòðîííîé òåõíèêè

(òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò)

ÌÀ Ò ÅÌÀ ÒÈ ÊÀ

Ïèñüìåííûé ýêçàìåí

Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2 1
2 2 0,25x x -
- - = .

2. Íàéäèòå cos 2α , åñëè 
1

ctg
4

α = .

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå
21 log 4 log 4

4 2 12x x
+

- = .

4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

2

2 6
1

2 3 9

x

x x

-
≥

+ -

.

5. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2
1 9 2 0x x x- - - - = .

6. Êóá ñ äèàãîíàëüþ îñíîâàíèÿ, ðàâíîé 6, âïèñàí â êîíóñ
òàê, ÷òî îñíîâàíèå êóáà ëåæèò íà îñíîâàíèè êîíóñà. Íàéäèòå
îáúåì êîíóñà, åñëè åãî âûñîòà ðàâíà 4 2 .

7. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( ) ( )cos 4 sin cos 4 cosx x= .

8. Èç ïóíêòà À ïî íàïðàâëåíèþ ê ïóíêòó Â âûåõàë
ìîòîöèêëèñò. Îäíîâðåìåííî ñ íèì èç ïóíêòà Â â òîì æå
íàïðàâëåíèè âûåõàë âåëîñèïåäèñò, à íàâñòðå÷ó ìîòîöèêëè-
ñòó – àâòîìîáèëü. Àâòîìîáèëü âñòðåòèë ìîòîöèêëèñòà â
ïóíêòå Ñ, äîåõàë äî ïóíêòà À è ñðàçó æå ïîâåðíóë íàçàä,
âåðíóâøèñü â ïóíêò Â â òîò ìîìåíò, êîãäà ìîòîöèêëèñò
äîãíàë âåëîñèïåäèñòà. Íàéäèòå îòíîøåíèå ñêîðîñòåé ìîòî-
öèêëèñòà è âåëîñèïåäèñòà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ðàññòîÿíèå îò
ïóíêòà Ñ äî ïóíêòà Â â 1,5 ðàçà áîëüøå, ÷åì îò ïóíêòà Ñ äî
ïóíêòà À.

9. Íàéäèòå ñóììó êîðíåé óðàâíåíèÿ

23 2
cos ctg 4 0

4 3

x xπ π+ -Ê ˆÊ ˆ Ê ˆ
◊ + =Á ˜ Á ˜Á ˜

Ë ¯ Ë ¯Ë ¯
,

ïðèíàäëåæàùèõ ïðîìåæóòêó [ ]; 80π π .
10. Ðåøèòå óðàâíåíèå

 ( ) ( )
2

2 2
4 2 4 4 2 2x x x x x+ - + + - - = .

11. Äâå îêðóæíîñòè ðàäèóñîâ 2 è 3 ïðîõîäÿò ÷åðåç âåðøè-
íó À òðåóãîëüíèêà ABC è êàñàþòñÿ ñòîðîíû ÂÑ â òî÷êàõ Â
è Ñ ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé
îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC.

Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå
3

5 6x x x- = .

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå
3

21
25 0,04

5

xÊ ˆ
◊ =

Á ˜
Ë ¯

.

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

2

1
1

7 10

x

x x

-
< -

- +

.

4. Ñóììà ÷åòâåðòîãî è äåñÿòîãî ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîãðåññèè ðàâíà 14, à ñóììà êâàäðàòîâ øåñòîãî è âîñüìîãî

åå ÷ëåíîâ ðàâíà 116. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå òðåòüåãî è
îäèííàäöàòîãî ÷ëåíîâ ýòîé ïðîãðåññèè.

5. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå ñòîðîíà îñíîâàíèÿ
ðàâíà 3, à áîêîâîå ðåáðî íàêëîíåíî ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ
ïîä óãëîì 60°. Íàéäèòå îáúåì ïèðàìèäû.

6. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

( ) sin 2 sinf x x x= .

7. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

2 2
2 7 3 2 3x x x x- - - ≥ + - .

8. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( ) ( )2 2
log sin log cos 2x x- + = - .

9. Ïî êðóãîâîìó ìàðøðóòó èç îäíîãî è òîãî æå ìåñòà
îäíîâðåìåííî â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ âûåõàëè âåëîñèïå-
äèñò è ìîòîöèêëèñò. Äî ìîìåíòà èõ ïåðâîé âñòðå÷è ðàññòî-
ÿíèå â 5 êì, èçìåðÿåìîå ïî ìåíüøåé èç äóã ìàðøðóòà, áûëî
ìåæäó íèìè äâàæäû: â ïåðâûé ðàç, êîãäà âåëîñèïåäèñò
ïðîåõàë îäíó äâåíàäöàòóþ ÷àñòü ìàðøðóòà, âòîðîé ðàç,
êîãäà ìîòîöèêëèñò ïðîåõàë ïîëîâèíó ìàðøðóòà. Íàéäèòå
ñêîðîñòü âåëîñèïåäèñòà, åñëè ìîòîöèêëèñò åõàë ñî ñêîðîñ-
òüþ 40 êì/÷.

10. ×åòûðåõóãîëüíèê ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü ðàäèóñà
2. Íàéäèòå ñòîðîíó ÀÂ, åñëè AD = 2, 105BCD– = ∞ .

11. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ à äëÿ ëþáîãî b íàéäåòñÿ õîòÿ áû
îäíî ñ òàêîå, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé

( )

2
,

2 1 1

bx y ac

x b y ac

Ï + =Ô

Ì
+ + = +ÔÓ

èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå?

ÔÈÇÈ ÊÀ

Ïèñüìåííûé ýêçàìåí

Âàðèàíò 1

1. Äâà êàìíÿ áðîøåíû èç îäíîé òî÷êè ïîä ðàçëè÷íûìè
óãëàìè ê ãîðèçîíòó ñî ñêîðîñòÿìè 1v  è 2v , êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå 1. Âî ñêîëüêî ðàç
îòëè÷àþòñÿ ãîðèçîíòàëü-
íûå äàëüíîñòè èõ ïîëåòà?
Ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà
ïðåíåáðå÷ü.

2. Êàêèì äîëæåí áûòü
êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæ-
äó áðóñêîì è òåëåæêîé,
÷òîáû ñèñòåìà, èçîáðàæåí-
íàÿ íà ðèñóíêå 2, îñòàâà-
ëàñü â ïîêîå? Íèòü ïàðàë-
ëåëüíà íàêëîííîé ïëîñêî-
ñòè è ñîñòàâëÿåò óãîë α  =
= 30° ñ ãîðèçîíòîì. Ìàññà
áðóñêà 1m  = 2 êã, ìàññà
òåëåæêè 2m  = 1 êã. Òðåíè-
åì ìåæäó òåëåæêîé è íà-
êëîííîé ïëîñêîñòüþ ïðå-
íåáðå÷ü.

3. Äâå øàéáû â ðåçóëü-
òàòå ñòîëêíîâåíèÿ íà ãëàä-
êîì ãîðèçîíòàëüíîì ñòî-
ëå ðàçëåòåëèñü â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ, êàê ïîêà-
çàíî íà ðèñóíêå 3. Âî ñêîëüêî ðàç îòëè÷àëèñü ñêîðîñòè øàéá
ïåðåä ñòîëêíîâåíèåì, åñëè èõ ìàññû 1m  = 100 ã è 2m  =
= 200 ã?

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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4. Â áàëëîí, ñîäåð-
æàùèé âîçäóõ ñ îòíî-
ñèòåëüíîé âëàæíîñòüþ
ϕ , çàêà÷àëè íåêîòîðîå
êîëè÷åñòâî ñóõîãî âîç-
äóõà. Êàê èçìåíèëàñü
ïðè ýòîì îòíîñèòåëüíàÿ
âëàæíîñòü âîçäóõà â ñî-
ñóäå ïðè íåèçìåííîé
òåìïåðàòóðå? Îòâåò

îáîñíóéòå.
5. Íà ðèñóíêå 4 ïðèâåäåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè îáúåìà ãàçà

V îò åãî òåìïåðàòóðû T â
öèêëè÷åñêîì ïðîöåññå 1–
2–3–1. à) Èçîáðàçèòå ãðà-
ôèê çàâèñèìîñòè äàâëå-
íèÿ ãàçà ð îò åãî îáúåìà V
â äàííîì ïðîöåññå. á)
Ñ÷èòàÿ ãàç îäíîàòîìíûì,
îïðåäåëèòå ÊÏÄ äàííîãî
öèêëà, åñëè ïðè èçîáàð-
íîì ðàñøèðåíèè ãàç ñî-
âåðøàåò ðàáîòó 1A , à ïðè
èçîòåðìè÷åñêîì ñæàòèè
íàä ãàçîì ñîâåðøàåòñÿ

ðàáîòà 2A .
6. Íåçàðÿæåííûå êîíäåíñàòîðû åìêîñòÿìè C è 2C, èñòî÷-

íèê íàïðÿæåíèÿ U è êëþ÷ ñîåäèíèëè â ýëåêòðè÷åñêóþ öåïü,
èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå 5. Ñíà÷àëà êëþ÷ íàõîäèòñÿ â
ïîëîæåíèè 1. à) Îïðåäåëèòå íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå

åìêîñòüþ C. á) Îïðåäåëèòå íà-
ïðÿæåíèå, êîòîðîå óñòàíîâèòñÿ íà
êîíäåíñàòîðå åìêîñòüþ C ïîñëå

òîãî, êàê êëþ÷ ïåðåâåäóò â ïîëîæåíèå 2, à çàòåì ÷åðåç
íåêîòîðîå âðåìÿ (äîñòàòî÷íîå äëÿ ïåðåçàðÿäêè êîíäåíñàòî-
ðà) âíîâü âåðíóò â ïîëîæåíèå 1.

7. Îïðåäåëèòå ñîïðîòèâëåíèå öåïè, èçîáðàæåííîé íà
ðèñóíêå 6. Ñîïðîòèâëåíèå êàæäîãî ðåçèñòîðà R = 50 Îì.

8. Òðåóãîëüíûé ïðîâîëî÷íûé êîíòóð ïîìåùåí â îäíîðîä-
íîå ìàãíèòíîå ïîëå ñ èíäóêöèåé, ðàâíîé B = 0,01 Òë è

ïàðàëëåëüíîé ñòîðîíå c
òðåóãîëüíèêà (ðèñ.7).
Ïðè ïðîòåêàíèè â êîí-
òóðå òîêà I = 1 À íà
ïðîâîäíèê a ñî ñòîðîíû
ìàãíèòíîãî ïîëÿ äåé-
ñòâóåò ñèëà 

aF  = 1 ìÍ.
Îïðåäåëèòå: à) âûñîòó

h òðåóãîëüíèêà; á) ñèëû 
bF  è 

cF , äåéñòâóþùèå ñî ñòîðîíû
ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ïðîâîäíèêè b è c. Íà ðèñóíêå óêàæèòå
íàïðàâëåíèÿ ýòèõ ñèë.

9. Ïðåëîìëåííàÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ïðîçðà÷íûõ
ñðåä ñâåòîâàÿ âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ â k =
= 1,4 ðàçà áîëüøåé, ÷åì îòðàæåííàÿ âîëíà. Îïðåäåëèòå
ïðåäåëüíûé óãîë ïîëíîãî âíóòðåííåãî îòðàæåíèÿ äëÿ äàí-
íîé ãðàíèöû.

10. Ïðè èññëåäîâàíèè ôîòîýôôåêòà ìåòàëëè÷åñêèé êàòîä
îáëó÷àþò ñâåòîì ñ äëèíîé âîëíû λ  = 0,4 ìêì. Ïðè ðàçíîñòè

ïîòåíöèàëîâ ìåæäó êàòîäîì è àíîäîì 
1 1,0 BU =  òîê ôîòî-

ýëåêòðîíîâ ðåãèñòðèðóåòñÿ, à ïðè ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ

2U  = 1,4 Â òîê â öåïè îòñóòñòâóåò. Ïî ðåçóëüòàòàì ýòèõ
èçìåðåíèé óêàæèòå, â êàêîì äèàïàçîíå 1 2A A A< <  ëåæèò
çíà÷åíèå ðàáîòû âûõîäà A äëÿ ìàòåðèàëà êàòîäà. Ïîñòîÿí-

íàÿ Ïëàíêà 34
6,6 10  d› “h -

= ◊ ◊ , ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå
8

3 10  ì “c = ◊ , ýëåìåíòàðíûé çàðÿä 19
1,6 10  jëe -

= ◊ .

Âàðèàíò 2

(îëèìïèàäà-2004)

1. Äëÿ òðåíèðîâêè êîñìîíàâòîâ ñàìîëåò, ëåòÿùèé ãîðè-
çîíòàëüíî, íà÷èíàåò ñíèæàòüñÿ ïî íåêîòîðîé òðàåêòîðèè, à
çàòåì âíîâü âûõîäèò íà ãîðèçîíòàëüíûé ïîëåò. Íà êàêîé
ìàêñèìàëüíûé íåïðåðûâíûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè âîçìîæ-
íî ñîçäàíèå â ñàìîëåòå íåâåñîìîñòè, åñëè âî âðåìÿ ïîëåòà
óñêîðåíèå êîñìîíàâòîâ îòíîñèòåëüíî çåìëè íå äîëæíî ïðå-
âûøàòü a = 2g = 20 ì/ñ2, à ïåðåïàä âûñîò ïðè ïîëåòå
ñîñòàâëÿåò hΔ  = 6750 ì?

2. Àíàòîëèé è Áîðèñ íåñóò áðåâíî, ìåäëåííî ïîäíèìàÿñü
ïî ëåñòíèöå. Àíàòîëèé èäåò ïåðâûì, ïðèêëàäûâàÿ ê âåðõíå-
ìó êîíöó áðåâíà ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ äëÿ åãî óäåðæàíèÿ
ñèëó. Âî ñêîëüêî ðàç áîëüøóþ ñèëó äîëæåí ïðèêëàäûâàòü
Áîðèñ ê íèæíåìó êîíöó áðåâíà? Áðåâíî îäíîðîäíîå è
ñîñòàâëÿåò óãîë α  = 30° ñ ãîðèçîíòîì.

3. Øàéáà ìàññîé 1m , äâèãàÿñü ïîñòóïàòåëüíî ïî ãëàäêîé
ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè, íàëåòàåò íà íåïîäâèæíóþ øàéáó
ìàññîé 2m  è ïîñëå óäàðà ñêîëüçèò ñ âäâîå ìåíüøåé ñêîðîñ-
òüþ â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ïåðâîíà÷àëüíîìó.
Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ îòíîøåíèÿ 1 2m m  âîçìîæíî òàêîå
äâèæåíèå? Îòâåò äàéòå â âèäå íåðàâåíñòâà.

4. Òåìïåðàòóðà èäåàëüíîãî ãàçà t = 27 °Ñ. Âî ñêîëüêî ðàç
óìåíüøèòñÿ ïëîòíîñòü ãàçà ïðè èçîáàðíîì íàãðåâå íà tΔ  =
= 30 °Ñ?

5. Íà ðèñóíêå 8 èçîáðàæåíà îäíà èç ëèíèé íàïðÿæåííîñòè
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ äâóõ íåïîäâèæíûõ òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ

1q  è 2q . Èçâåñòíî, ÷òî

1q  = 1 íÊë. Îïðåäåëèòå

2q .
6. Íà äëèííûé ñîëå-

íîèä âáëèçè åãî ñåðåäè-
íû íàìîòàíà êîðîòêàÿ
êàòóøêà èç N = 100 âèò-
êîâ ðàäèóñîì r = 2 ñì,
âûâîäû êîòîðîé ïîä-
êëþ÷åíû ê êîíäåíñàòîðó. Ïî îáìîòêå ñîëåíîèäà òå÷åò ïîñòî-
ÿííûé òîê, ñîçäàþùèé âíóòðè íåãî ïðàêòè÷åñêè îäíîðîäíîå
ìàãíèòíîå ïîëå c èíäóêöèåé, ïàðàëëåëüíîé îñè ñîëåíîèäà.
Ïîñëå áûñòðîãî âûêëþ÷åíèÿ òîêà íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñà-
òîðå íà÷èíàåò ïåðèîäè÷åñêè
ìåíÿòüñÿ ñ ÷àñòîòîé ω =

4 1
10  c

-
=  è àìïëèòóäîé 

mU  =
= 10 Â. Îïðåäåëèòå èíäóê-
öèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ B. Ñî-
ïðîòèâëåíèåì êàòóøêè ïðå-
íåáðå÷ü.

7. Òî÷å÷íûé èñòî÷íèê ñâå-
òà è ïëîñêîå çåðêàëî äâèæóò-
ñÿ íàâñòðå÷ó äðóã ê äðóãó ñî ñêîðîñòÿìè, ïåðïåíäèêóëÿðíû-
ìè ïîâåðõíîñòè çåðêàëà è ðàâíûìè 1v  = 5 ñì/ñ è 

2v =
= 10 ñì/ñ ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ.9). Îïðåäåëèòå ñêîðîñòü
äâèæåíèÿ èçîáðàæåíèÿ èñòî÷íèêà. Âñå ñêîðîñòè îïðåäåëåíû
îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà.

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè À.Áåðåñòîâ, È.Ãîðáàòûé,
Ñ.Êàëüíåé, À.Êëþøèí, Ñ.Êóêëèí, Ò.Ñîêîëîâà, Þ.Òûæíîâ

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5 Ðèñ. 6

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8

Ðèñ. 9
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ÔÈÇÈ ÊÀ

Ïèñüìåííûé ýêçàìåí

Âàðèàíò 1

1. Íàïèøèòå ôîðìóëèðîâêó çàêîíà ïðåëîìëåíèÿ ñâåòà.
×òî íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì óãëîì ïîëíîãî îòðàæåíèÿ?
×åìó ðàâåí ýòîò óãîë? Îòâåò ïîÿñíèòå ðèñóíêîì.

2. Òðåòüÿ ÷àñòü îäíîðîäíîé ëèíåéêè, èìåþùåé ìàññó m è
äëèíó L, âûñòóïàåò çà êðàé ñòîëà (ðèñ.1). Íàéäèòå ìèíè-
ìàëüíóþ ðàáîòó, êîòîðóþ
íåîáõîäèìî ñîâåðøèòü,
÷òîáû ïåðåìåñòèòü âñþ
ëèíåéêó íà ñòîë, ñäâèãàÿ
åå ñèëîé, íàïðàâëåííîé
âäîëü äëèííîé ñòîðîíû. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó ëèíåé-
êîé è ñòîëîì μ .

3. Êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ 1C  çàðÿäèëè äî íàïðÿæåíèÿ

1 500 BU = . Ïðè ïàðàëëåëüíîì ïîäêëþ÷åíèè ýòîãî êîíäåí-
ñàòîðà ê íåçàðÿæåííîìó êîíäåíñàòîðó åìêîñòüþ 2 4 ì*tC =

âîëüòìåòð, ïîäêëþ÷åííûé ê áàòàðåå êîíäåíñàòîðîâ, ïîêàçàë
íàïðÿæåíèå 2 100 BU = . Íàéäèòå åìêîñòü 1C .

4. Ïðè ôîòîýôôåêòå ìàêñèìàëüíûé èìïóëüñ, ïåðåäàâàå-
ìûé ïîâåðõíîñòè âîëüôðàìîâîé ïëàñòèíêè ïðè âûëåòå êàæ-
äîãî ýëåêòðîíà, ðàâåí 25

3,45 10  *ã ì “p -
= ◊ ◊ . Íàéäèòå ýíåð-

ãèþ êâàíòîâ ïðèìåíÿåìîãî îáëó÷åíèÿ. Ðàáîòà âûõîäà äëÿ
âîëüôðàìà ðàâíà À = 4,5 ýÂ.

5. Ñîñóä îáúåìîì 3
20 äìV =  ðàçäåëåí òîíêîé ïîäâèæíîé

ïåðåãîðîäêîé íà äâå ÷àñòè. Â ëåâóþ ÷àñòü ïîìåùåíà âîäà â
êîëè÷åñòâå " 1 ì%ëüν = , â ïðàâóþ – àçîò â êîëè÷åñòâå

a 0,5 ì%ëüν = . Òåìïåðàòóðà ïîääåðæèâàåòñÿ ðàâíîé t =
= 100 °Ñ. Îïðåäåëèòå îáúåì ïðàâîé ÷àñòè ñîñóäà.

6. Ïî äâóì ãëàäêèì ìåäíûì øèíàì, óñòàíîâëåííûì ïîä
óãëîì α  ê ãîðèçîíòó, ñêîëüçèò ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè
ìåäíàÿ ïåðåìû÷êà ìàñ-
ñîé m (ðèñ.2). Øèíû
çàìêíóòû íà ñîïðîòèâ-
ëåíèå R. Ðàññòîÿíèå
ìåæäó øèíàìè L. Ñèñ-
òåìà íàõîäèòñÿ â îäíî-
ðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå
ñ èíäóêöèåé Â, ïåðïåí-
äèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè,
â êîòîðîé ïåðåìåùàåòñÿ ïåðåìû÷êà. Ñîïðîòèâëåíèÿ øèí,
ïåðåìû÷êè è ñêîëüçÿùèõ êîíòàêòîâ, à òàêæå ñàìîèíäóêöèÿ
êîíòóðà ïðåíåáðåæèìî ìàëû. Íàéäèòå óñòàíîâèâøóþñÿ ñêî-
ðîñòü ïåðåìû÷êè.

7. Ñòåðæåíü äëèíîé L ñîâåðøàåò ìàëûå êîëåáàíèÿ âîêðóã
ãîðèçîíòàëüíîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó Î (ðèñ.3).
Ñåðåäèíà ñòåðæíÿ ïîä-
âåøåíà íà ïðóæèíå æå-
ñòêîñòüþ k. Íà ñòåðæíå
çàêðåïëåíû äâà ìàëåíü-
êèõ ãðóçà ìàññàìè m è
2m, ïîëîæåíèÿ êîòîðûõ
ïîêàçàíû íà ðèñóíêå.
Íàéäèòå ïåðèîä êîëå-
áàíèé ñòåðæíÿ, åñëè â
ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ îí ðàñïîëîæåí ãîðèçîíòàëüíî. Ìàñ-
ñàìè ïðóæèíû, ñòåðæíÿ, à òàêæå ñèëàìè òðåíèÿ ïðåíåáðå÷ü.

Âàðèàíò 2

1. Íàïèøèòå ôîðìóëèðîâêó çàêîíà âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ
è åãî àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå. Óêàæèòå åäèíèöû èçìåðå-
íèÿ âõîäÿùèõ â íåãî ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí. Íàïèøèòå ôîðìó-
ëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ òåëà,

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé
óíèâåðñèòåò èì. Í.Ý.Áàóìàíà

ÌÀ Ò ÅÌÀ ÒÈ ÊÀ

Ïèñüìåííûé ýêçàìåí

Âàðèàíò 1

1. Óêàæèòå âñå çíà÷åíèÿ n, ïðè êîòîðûõ ñóììà n ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè 31, 28, 25,…,
íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî, íå ìåíüøå 84.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2 cos 1 sin 0x x+ + = .

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( ) ( )4 2
log 10 34 1 log 10x x- = + - .

4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
2

3

9 2

2 927

x

xx

-
<

-+

.

5. Íàéäèòå óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûìè ê ãðàôèêó ôóíêöèè
2

12y x= , ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷êó ( )2 3; 3M - .
6. Îïðåäåëèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

( ) ( )
2

2 2 1x a x+ = +  èìååò ðîâíî äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ.
Óêàæèòå ýòè êîðíè ïðè êàæäîì èç íàéäåííûõ çíà÷åíèé a.

7. Îñíîâàíèåì ïèðàìèäû TABC ñëóæèò ðàâíîñòîðîííèé
òðåóãîëüíèê ABC, à åå âûñîòà ñîâïàäàåò ñ áîêîâûì ðåáðîì
TA. Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ïèðàìèäû ïëîñêîñòüþ, ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç ìåäèàíó TD áîêîâîé ãðàíè TAB è ïàðàëëåëüíîé
ìåäèàíå AM áîêîâîé ãðàíè TAC, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó AM
è ñåêóùåé ïëîñêîñòüþ ðàâíî 1, à ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ïèðàìè-
äû ðàâíà 14 .

Âàðèàíò 2

1. Äâà ïîåçäà âûøëè îäíîâðåìåííî íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó
èç ïóíêòîâ A è B. Âñòðåòèâøèñü íà ïðîìåæóòî÷íîé ñòàíöèè,
ïîåçäà ïðîäîëæèëè äâèæåíèå, è ïåðâûé èç íèõ ïðèáûë â
ïóíêò B ÷åðåç 4 ÷, à âòîðîé â ïóíêò A – ÷åðåç 9 ÷ ïîñëå
âñòðå÷è. Çà êàêîå âðåìÿ ïåðâûé ïîåçä ïðîõîäèò ðàññòîÿíèå
îò A äî B?

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå 
2

2 cos sinx x= . Íàéäèòå åãî êîðíè,

ëåæàùèå â ïðîìåæóòêå [ ]3 2; 2π π- .
3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2
2 1 3 2

x x- +
= + ◊ .

4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )1 log 9 8 0
x

x+ - < .

5. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, îäíà ñòîðîíà êîòîðîãî
ëåæèò íà êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè 2

0,25 4y x x= - +

â òî÷êå ñ àáñöèññîé 0 4x = , à äâå ñòîðîíû – íà êàñàòåëüíûõ
ê ýòîìó ãðàôèêó, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó ( )5; 3A .

6. Óêàæèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà p, ïðè êîòîðûõ ñèñòå-
ìà óðàâíåíèé

2
6 10 5

x
y y

x
- + = ,  ( )

2
1y p x p+ - = -

èìååò ðîâíî äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ. Íàéäèòå ýòè ðåøåíèÿ
ïðè óêàçàííûõ p.

7. Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé
ïèðàìèäû TABCD ñ âûñîòîé, ðàâíîé 4, è ñòîðîíîé îñíîâà-
íèÿ, ðàâíîé 8, ïëîñêîñòüþ, ïàðàëëåëüíîé àïîôåìå TL áîêî-
âîé ãðàíè TBC è ìåäèàíå AM áîêîâîé ãðàíè TAB è ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíó áîêîâîãî ðåáðà TA.
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óäàëåííîãî îò ïîâåðõíîñ-
òè Çåìëè íà ðàññòîÿíèå,
ðàâíîå åå ðàäèóñó.

2. Äâà ïðóæèííûõ ìà-
ÿòíèêà èìåþò îäèíàêîâûå
ìàññû ãðóçîâ. Íà ðèñóí-
êå 4 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü
ñèë óïðóãîñòè ïðóæèí
ýòèõ ìàÿòíèêîâ 3C!F  îò
ðàñòÿæåíèÿ LΔ . Ïåðèîä
êîëåáàíèé êàêîãî ìàÿò-
íèêà áîëüøå?

3. Â öèëèíäðå ïîä ïîðøíåì íàõîäèòñÿ èäåàëüíûé ãàç.
Îáúåì, òåìïåðàòóðó è äàâëåíèå ãàçà ìîæíî èçìåíÿòü. Èçìå-
íåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ãàçà ïðè íåêîòîðîì êðóãîâîì ïðîöåññå 1–2–

3–1 ïîêàçàíû íà ãðàôèêå
çàâèñèìîñòè îáúåìà ãàçà
îò àáñîëþòíîé òåìïåðàòó-
ðû (ðèñ.5). Èçîáðàçèòå
ýòîò öèêë íà ãðàôèêå çàâè-
ñèìîñòè äàâëåíèÿ ãàçà îò
îáúåìà. Óêàæèòå, íà êà-
êèõ ó÷àñòêàõ ãðàôèêà ãàç
ïîëó÷àåò òåïëî èçâíå.

4. ×åìó ðàâíî îòíîøå-
íèå êîëè÷åñòâà ðàñïàâøèõ-

ñÿ ÿäåð íåêîòîðîãî ýëåìåíòà ê íà÷àëüíîìó êîëè÷åñòâó ðàäèî-
àêòèâíûõ ÿäåð ýòîãî ýëåìåíòà çà âðåìÿ, ðàâíîå ïîëîâèíå
ïåðèîäà åãî ïîëóðàñïàäà?

5. Íåáîëüøîå òåëî íà÷èíàåò ñîñêàëüçûâàòü áåç íà÷àëüíîé
ñêîðîñòè èç âåðõíåé òî÷êè íåïîäâèæíîé ïîëóñôåðû ðàäèó-

ñîì R (ðèñ.6). Íà êàêóþ âûñî-
òó îíî ïîäñêî÷èò ïîñëå óäàðà î
ãîðèçîíòàëüíóþ ïîâåðõíîñòü,
íà êîòîðîé íàõîäèòñÿ ïîëóñôå-
ðà? Óäàð ñ÷èòàòü àáñîëþòíî
óïðóãèì, ïîëóñôåðà æåñòêî
çàêðåïëåíà íà ïëîñêîñòè.

6. Íà òîíêîì çàêðåïëåííîì
êîëüöå ðàäèóñîì R ðàâíîìåð-

íî ðàñïðåäåëåí ïîëîæèòåëüíûé çàðÿä q. Êàêîâà íàèìåíüøàÿ
ñêîðîñòü, êîòîðóþ íóæíî ñîîáùèòü íàõîäÿùåéñÿ â öåíòðå
êîëüöà ÷àñòèöå ìàññîé m ñ îòðèöàòåëüíûì çàðÿäîì –q,
ðàâíûì ïî ìîäóëþ çàðÿäó êîëüöà, ÷òîáû îíà ìîãëà óäàëèòü-
ñÿ îò êîëüöà â áåñêîíå÷íîñòü?

7. Öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä ñ æèäêîñòüþ ïëîòíîñòüþ ρ
âðàùàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω  âîêðóã âåð-

òèêàëüíîé îñè 1OO

(ðèñ.7). Âíóòðè ñîñóäà ê
îñè â òî÷êå À ïðèêðåïëåí
òîíêèé ãîðèçîíòàëüíûé
ñòåðæåíü ÀÂ, ïî êîòîðî-
ìó áåç òðåíèÿ ìîæåò
ñêîëüçèòü ìóôòà â âèäå
øàðà ðàäèóñîì r. Øàð
ñâÿçàí ñ êîíöîì ñòåðæíÿ
â òî÷êå À ïðóæèíîé æåñ-
òêîñòüþ k, äëèíà êîòîðîé
â íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè

0L . Îïðåäåëèòå ðàññòîÿ-
íèå öåíòðà øàðà îò îñè âðàùåíèÿ, åñëè ïëîòíîñòü ìàòåðèà-
ëà øàðà â ÷åòûðå ðàçà áîëüøå ïëîòíîñòè æèäêîñòè.

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè
Ë.Ïàðøåâ, Þ.Ñòðóêîâ

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7

Ìîñêîâñêèé èíæåíåðíî-ôèçè÷åñêèé
èíñòèòóò

(îëèìïèàäà Ìèíèñòåðñòâà ïî Àòîìíîé ýíåðãèè ÐÔ)

ÌÀ Ò ÅÌÀ ÒÈ ÊÀ

Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( )3 cos 2 2 3 3 cos 3 3 0. x- + + + = .

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( ) ( )( )
2

2 2 2

2 7
log 2 4 log log 2

4 13

x x
x x

x

- -Ê ˆ
- - + + =Á ˜

Ë ¯-
.

3. Íà êîëüöåâîé àâòîäîðîãå îáùåé ïðîòÿæåííîñòüþ 80 êì
êóðñèðóþò äâå ïàòðóëüíûå àâòîìàøèíû ñ ïîñòîÿííûìè
ñêîðîñòÿìè. Ìàøèíû âûåçæàþò íà äåæóðñòâî ñ îäíîãî
ïîñòà: ïåðâàÿ – â 000 ÷àñîâ, âòîðàÿ ÷åðåç 10 ìèíóò ïîñëå
ïåðâîé â òîì æå íàïðàâëåíèè, à çàêàí÷èâàþò äåæóðñòâî
îäíîâðåìåííî â 900 óòðà òîãî æå äíÿ. Ñêîðîñòü ïåðâîé
àâòîìàøèíû 60 êì/÷, à âòîðîé – 80 êì/÷. Íàéäèòå ïðîìå-
æóòêè âðåìåíè, êîãäà àâòîìàøèíû íàõîäÿòñÿ äðóã îò äðóãà
íà ðàññòîÿíèè, íå ïðåâîñõîäÿùåì 1 êì. (Çäåñü ðàññòîÿíèå
ìåæäó ìàøèíàìè îòñ÷èòûâàåòñÿ ïî àâòîäîðîãå.)

4. Ðåøèòå ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à
ñèñòåìó íåðàâåíñòâ

( ) ( )

( )

( )

1
0,

1

3 1 0,

sin2 3
0.

sin

x

x

x a x a

x ax

x x a

π
π

Ï
+

Ô
£

Ô -

Ô
- - + £Ì

Ô

+-Ô
£

Ô
-

Ó

5. Îñíîâàíèåì ïèðàìèäû SABC ÿâëÿåòñÿ ABCΔ , ñòîðîíû
êîòîðîãî 13AC = , ÂÑ = 7, à âûñîòà îñíîâàíèÿ, ïðîâåäåí-
íàÿ èç âåðøèíû À, ðàâíà 2. Ïðîåêöèÿ âåðøèíû S íà
îñíîâàíèå ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé À, óãîë íàêëîíà áîêîâîãî ðåáðà
SB ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ðàâåí arctg 0,5 . Âû÷èñëèòå îáúåì
ïèðàìèäû. Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ïèðàìèäû ïëîñêî-
ñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíó À è ïåðïåíäèêóëÿðíîé
ðåáðó SB.

Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

4 8 2 15 0
x x
- ◊ + = .

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

cos 2 sinx x= - .

3. Èìååòñÿ äâà âîäíûõ ðàñòâîðà ñåðíîé êèñëîòû îáúåìîì
10 ë è 15 ë. Ïðè èõ ñìåøèâàíèè ïîëó÷àåòñÿ ðàñòâîð, â
êîòîðîì 78 % âîäû. Åñëè æå ñìåøàòü 5 ë ïåðâîãî ðàñòâîðà,
10 ë âòîðîãî ðàñòâîðà, à çàòåì èñïàðèòü 2,5 ë âîäû, òî
ïîëó÷èòñÿ ðàñòâîð ñ îòíîøåíèåì îáúåìîâ âîäû è êèñëîòû
19:6. Íàéäèòå ïðîöåíòíîå ñîäåðæàíèå êèñëîòû â ðàñòâîðàõ.

4. Íàéäèòå ñóììó ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ

( )4 2 2
2 10 28 4 0x a a x- + + + = .

Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðà-
âåíñòâó ( ) ( )7 3 0a a+ - - ≥ , ýòà ñóììà ïðèíèìàåò íàèáîëü-
øåå çíà÷åíèå?

5. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SABC äëèíà ðåáðà
îñíîâàíèÿ ðàâíà 8, à áîêîâàÿ ãðàíü SBC íàêëîíåíà ê
ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ïîä óãëîì arctg 2 11β =  . Òî÷êè D è
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Å âçÿòû íà áîêîâîì ðåáðå SB è ðåáðå îñíîâàíèÿ ÀÂ ñîîòâåò-
ñòâåííî òàê, ÷òî BD : BE = 2, à òî÷êà F ëåæèò íà ðåáðå SA,
ïðè÷åì AF : FS = 2 : 1. ×åìó ðàâíà ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà
ABF? Íàéäèòå îáúåì ïèðàìèäû FEDC ïðè óñëîâèè, ÷òî îí
ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé.

ÔÈÇÈ ÊÀ

Âàðèàíò 1

1. Äâà òî÷å÷íûõ çàðÿäà q è –q ðàñïîëîæåíû â âàêóóìå íà
ðàññòîÿíèè l äðóã îò äðóãà. Íàéäèòå íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ â òî÷êå, ðàñïîëîæåííîé íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç çàðÿäû, íà ðàññòîÿíèÿõ 3l/2 îò çàðÿäà q è l/2 îò
çàðÿäà –q.

2. Òåëî, äâèãàÿñü ðàâíîóñêîðåííî èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ,
ïðîøëî ðàññòîÿíèå s çà âðåìÿ τ . Êàêóþ ñêîðîñòü èìåëî òåëî
â òîò ìîìåíò, êîãäà îíî ïðîøëî ðàññòîÿíèå s/n?

3. Â âåðòèêàëüíîì öèëèíäðè÷åñêîì ñîñóäå ïîä ìàññèâíûì
ïîðøíåì íàõîäèòñÿ èäåàëüíûé ãàç. ×òîáû óìåíüøèòü îáúåì
ãàçà â n = 2 ðàçà, íà ïîðøåíü íàäî ïîëîæèòü ãðóç ìàññîé
m = 1 êã. Êàêîé åùå ãðóç íàäî ïîëîæèòü íà ïîðøåíü, ÷òîáû
óìåíüøèòü îáúåì ãàçà åùå â k = 3 ðàçà? Òåìïåðàòóðà ãàçà
ïîääåðæèâàåòñÿ ïîñòîÿííîé.

4. Íà ïåðåäíèé êðàé òåëåæêè ìàññîé Ì, äâèæóùåéñÿ ñî
ñêîðîñòüþ 0v  ïî ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè,

êëàäóò áðóñîê ìàññîé m
(ðèñ.1). Íà÷àëüíàÿ ñêî-
ðîñòü áðóñêà îòíîñèòåëüíî
çåìëè ðàâíà íóëþ. Êàêîé
äîëæíà áûòü äëèíà òåëåæ-
êè, ÷òîáû áðóñîê â äàëü-

íåéøåì íå óïàë ñ íåå? Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó áðóñêîì
è òåëåæêîé μ .

5. Âûðåçàííûé èç ëèñòà ôàíåðû ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëü-
íèê ñ ìåíüøèì îñòðûì óãëîì α  ðàñïîëîæåí íà øåðîõîâàòîé
ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè (ðèñ.2). ×òîáû ïîâåðíóòü òðå-

óãîëüíèê îòíîñèòåëüíî çàê-
ðåïëåííîé âåðòèêàëüíîé
îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåð-
øèíó óãëà α , ê òðåóãîëü-
íèêó íåîáõîäèìî ïðèëî-
æèòü ìèíèìàëüíóþ ãîðè-
çîíòàëüíóþ ñèëó 1F , à ÷òî-
áû ïîâåðíóòü åãî îòíîñè-
òåëüíî çàêðåïëåííîé âåð-
òèêàëüíîé îñè, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç âåðøèíó äðóãî-

ãî îñòðîãî óãëà – ìèíèìàëüíóþ ãîðèçîíòàëüíóþ ñèëó 2F .
Êàêóþ ìèíèìàëüíóþ ãîðèçîíòàëüíóþ ñèëó íåîáõîäèìî ïðè-
ëîæèòü ê òðåóãîëüíèêó, ÷òîáû ïîâåðíóòü åãî îòíîñèòåëüíî
çàêðåïëåííîé âåðòèêàëüíîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíó
ïðÿìîãî óãëà?

Âàðèàíò 2

1. Òî÷å÷íûé ïðåäìåò ðàñïîëîæèëè ïåðåä ïåðåäíèì ôîêó-
ñîì òîíêîé ñîáèðàþùåé ëèíçû íà ðàññòîÿíèè l = 10 ñì îò

íåãî íà ãëàâíîé îïòè÷åñ-
êîé îñè (ðèñ.3). Ôîêóñ-
íîå ðàññòîÿíèå ëèíçû
F = 20 ñì. Íà êàêîì
ðàññòîÿíèè îò çàäíåãî
ôîêóñà ëèíçû íàõîäèòñÿ
èçîáðàæåíèå ïðåäìåòà?

2. Áàëëîí, ñîäåðæà-
ùèé íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî êèñëîðîäà, ðàçðûâàåòñÿ ïðè èñ-
ïûòàíèÿõ ïðè òåìïåðàòóðå 1 727 Ct = ∞ . Òàêîé æå áàëëîí,

ñîäåðæàùèé ñìåñü âäâîå ìåíüøåãî êîëè÷åñòâà êèñëîðîäà è
â÷åòâåðî ìåíüøåãî (ïî ìàññå) êîëè÷åñòâà íåèçâåñòíîãî ãàçà,
ðàçðûâàåòñÿ ïðè òåìïåðàòóðå 2 127 Ct = ∞ . Íàéäèòå ìîëÿð-
íóþ ìàññó íåèçâåñòíîãî ãàçà. Ìîëÿðíàÿ ìàññà êèñëîðîäà

*Μ  = 32 ã/ìîëü.
3. Òðè ìåòàëëè÷åñêèå êîíöåíòðè÷åñêèå ñôåðû èìåþò ðàäè-

óñû R, 2R è 3R. Ìåíüøóþ ñôåðó çàðÿæàþò çàðÿäîì Q,
áîëüøóþ – çàðÿäîì 3Q, à ñðåäíþþ çàçåìëÿþò ñ ïîìîùüþ
äëèííîãî è òîíêîãî ïðîâîäíèêà. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ìåíü-
øåé ñôåðû. Åìêîñòüþ ïðîâîäíèêà ïðåíåáðå÷ü.

4. Òåëî, íàõîäÿùååñÿ íà íàêëîííîé ïëîñêîñòè ñ óãëîì
íàêëîíà α , áðîñèëè ïîä óãëîì β  ê ãîðèçîíòó ñ íà÷àëüíîé
ñêîðîñòüþ 0v  (ðèñ.4). Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êîé
áðîñàíèÿ è òî÷êîé ïàäåíèÿ òåëà
íà ïëîñêîñòü.

5. Òîíêàÿ òðóáêà èçîãíóòà â
âèäå äóãè îêðóæíîñòè ÀÂ, îïèðà-

þùåéñÿ íà óãîë α  ( 2α π< ), è çàêðåïëåíà â âåðòèêàëüíîé
ïëîñêîñòè òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 5: òî÷êà Î – öåíòð
îêðóæíîñòè, ðàäèóñ ÎÀ ïåðïåíäèêóëÿðåí ïîâåðõíîñòè çåì-
ëè. Âíóòðè òðóáêè óäåðæèâàþò ãèáêóþ íåðàñòÿæèìóþ âå-
ðåâêó. Äëèíà âåðåâêè ðàâíà äëèíå òðóáêè. Âåðåâêó îòïóñêà-
þò, è îíà íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ. Íàéäèòå óñêîðåíèå âåðåâêè â
ýòîò ìîìåíò. Òðåíèå îòñóòñòâóåò.

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè Ñ.Ìóðàâüåâ, Î.Íàãîðíîâ

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4 Ðèñ. 5

Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò

ÔÈÇÈ ÊÀ

Ïèñüìåííûé ýêçàìåí

Ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò
è ôàêóëüòåò èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé

Êàæäûé âàðèàíò ñîñòîÿë èç çàäà÷ òðåõ òèïîâ. Ïåðâûå òðè
çàäà÷è – ðàñ÷åòíûå, ðàçëè÷íîé ñòåïåíè òðóäíîñòè: îò ïî÷òè
ñòàíäàðòíûõ äî ñðàâíèòåëüíî ñëîæíûõ, òðåáóþùèõ ñìåêàëêè,
ãëóáîêèõ çíàíèé, óìåíèÿ îðèåíòèðîâàòüñÿ â íåïðèâû÷íîé èëè
óñëîæíåííîé ñèòóàöèè. ×åòâåðòàÿ çàäà÷à – çàäà÷à-îöåíêà.
Äëÿ åå ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ðàçîáðàòüñÿ â ðàññìàòðèâàåìîì
ôèçè÷åñêîì ÿâëåíèè, ñôîðìóëèðîâàòü ïðîñòóþ (òàê êàê íóæ-
íà òîëüêî îöåíêà) ôèçè÷åñêóþ ìîäåëü ýòîãî ÿâëåíèÿ, âûáðàòü
ðàçóìíûå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí è, íàêîíåö,
ïîëó÷èòü ÷èñëåííûé ðåçóëüòàò, áîëåå èëè ìåíåå ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé ðåàëüíîñòè. Â òåêñòå çàäà÷è ïîä÷åðêèâàåòñÿ, ÷òî àáèòó-
ðèåíò ìîæåò ñàì âûáðàòü íåîáõîäèìûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
âåëè÷èíû è èõ ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ. Ïÿòàÿ çàäà÷à – çàäà÷à-
äåìîíñòðàöèÿ, ïðè ðåøåíèè êîòîðîé íàäî îáúÿñíèòü ôèçè÷åñ-
êîå ÿâëåíèå, äåìîíñòðèðóåìîå â àóäèòîðèè. Ñðåäè ðàçëè÷íûõ
ôàêòîðîâ, âëèÿþùèõ íà ïðîöåññ, íåîáõîäèìî âûäåëèòü ãëàâ-
íûé.

Âàðèàíò 1

1. Òåëî òîëêíóëè ââåðõ âäîëü øåðîõîâàòîé íàêëîííîé
ïëîñêîñòè. Ïðè ïîäúåìå âåëè÷èíà óñêîðåíèÿ áûëà ðàâíà 1a ,
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ïðè ñïóñêå – 2a . Íàéäèòå óãîë
íàêëîíà ïëîñêîñòè ê ãîðèçîí-
òàëè. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïà-
äåíèÿ ðàâíî g.

2. Âåðòèêàëüíî ñòîÿùèé öè-
ëèíäð ñ ãàçîì ðàçäåëåí ïîðø-
íåì ìàññîé m è ñå÷åíèåì S íà
äâà îòñåêà (ðèñ.1). Ïîä äåé-
ñòâèåì ñîáñòâåííîãî âåñà ïîð-
øåíü ìåäëåííî îïóñêàåòñÿ. Ïðè
ýòîì äàâëåíèÿ â îòñåêàõ îñòà-
þòñÿ íåèçìåííûìè, ÷òî îáåñïå-
÷èâàåòñÿ ïåðåòåêàíèåì ãàçà ïî

òðóáêå ïðåíåáðåæèìî ìàëîãî îáúåìà. Òåìïåðàòóðû ãàçà â
îòñåêàõ ïîääåðæèâàþòñÿ ïîñòîÿííûìè: âûøå ïîðøíÿ 1T ,
íèæå 2T  ( 2 1T T> ). Íàéäèòå äàâëåíèÿ ãàçà â îòñåêàõ. Óñêî-
ðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ðàâíî g, òðåíèåì ïîðøíÿ î ñòåíêè
ïðåíåáðå÷ü.

3. Òðè ïàðàëëåëüíûå ïðîâîäÿùèå ïëàñòèíû ïëîùàäüþ S
êàæäàÿ, ïîäêëþ÷åíû ê èñòî÷íèêó ñ íàïðÿæåíèåì U, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2. Ðàññòîÿíèÿ îò âíåøíèõ ïëàñòèí äî

ñðåäíåé ðàâíû 1d  è 2d

ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäè-
òå ýëåêòðè÷åñêóþ ñèëó,
äåéñòâóþùóþ íà ñðåä-
íþþ ïëàñòèíó, åñëè ðàñ-
ñòîÿíèÿ ìåæäó ïëàñòè-
íàìè ìíîãî ìåíüøå èõ
ðàçìåðîâ.

4. Îöåíèòå ñðåäíþþ ìîùíîñòü, ðàçâèâàåìóþ ñèëîé äàâëå-
íèÿ ïîðîõîâûõ ãàçîâ, äåéñòâóþùåé íà ïóëþ ïðè âûñòðåëå.

5. Ñîñóä ñî ñëèâíûì
îòâåðñòèåì âáëèçè äíà çà-
ïîëíÿåòñÿ âîäîé (ðèñ.3).
Èç îòâåðñòèÿ íà÷èíàåò
áèòü ñòðóÿ âîäû, âíà÷àëå
ïîïàäàþùàÿ â ãîðëîâèíó
ñòîÿùåãî íà ñòîëå ñîñóäà.
Ïî ìåðå âûòåêàíèÿ ñòðóÿ
ïåðåñòàåò ïîïàäàòü â ãîð-
ëîâèíó, è êîëáà îñòàåòñÿ
íåçàïîëíåííîé. Åñëè ñî-
ñóä ñ âîäîé çàêðûòü ïðîá-
êîé ñ òðóáêîé, îòêðûòîé
ñâåðõó è ïîãðóæåííîé

ñíèçó â âîäó, òî ñòðóÿ íå óõîäèò îò ãîðëîâèíû è íàïîëíÿåò
êîëáó äîâåðõó. Îáúÿñíèòå äåìîíñòðèðóåìîå ÿâëåíèå.

Âàðèàíò 2

1. Â öèëèíäðå ñå÷åíèåì S ïîä íåâåñîìûì ïîðøíåì íàõî-
äèòñÿ âîçäóõ è ðåçèíîâûé øàðèê îáúåìîì V ñ äàâëåíèåì
âîçäóõà â íåì ð. Íà ñêîëüêî ïîäíèìåòñÿ ïîðøåíü, åñëè
øàðèê ëîïíåò? Òðåíèÿ íåò, àòìîñôåðíîå äàâëåíèå ðàâíî 0p ,
òåìïåðàòóðà îñòàåòñÿ íåèçìåííîé.

2. Ïî ïëîñêîñòè ñ óãëîì íàêëîíà α  äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ òåëî, êîòîðîå òÿíóò âäîëü ïëîñêîñòè ãîðèçîíòàëü-
íîé ñèëîé F (ðèñ.4). Ïðè ýòîì ñêîðîñòü òåëà íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì β  ê íàïðàâëåíèþ ñèëû. Íàéäèòå ìàññó òåëà è êîýô-

ôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó òå-
ëîì è ïëîñêîñòüþ. Óñêîðå-
íèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ
ðàâíî g.

3. Äâå ìåòàëëè÷åñêèå
ïëàñòèíû, ìàññîé m êàæ-
äàÿ, îáðàçóþò ðàçîìêíóòûé
ïëîñêèé êîíäåíñàòîð åì-

êîñòüþ Ñ, çàðÿæåííûé äî
íàïðÿæåíèÿ U (ðèñ.5). Ñíà-
÷àëà îòïóñêàþò âåðõíþþ
ïëàñòèíó, à â ìîìåíò, êîãäà
ðàññòîÿíèå ìåæäó ïëàñòè-
íàìè ñîêðàùàåòñÿ îò íà÷àëü-
íîãî D äî d, îòïóñêàþò è
íèæíþþ. Íàéäèòå ñêîðîñòü
ïëàñòèí ïîñëå àáñîëþòíî íåóïðóãîãî óäàðà. Ñèëà òÿæåñòè
îòñóòñòâóåò.

4. Ñïîðòñìåí ïîäïðûãèâàåò ñî ñêàêàëêîé òàê, ÷òî çà îäèí
ïðûæîê ïðîèñõîäÿò äâà ïîëíûõ îáîðîòà ñêàêàëêè. Îöåíèòå
ñðåäíþþ ñêîðîñòü ñåðåäèíû øíóðà ñêàêàëêè.

5. Ñì. çàäà÷ó 5 âàðèàíòà 1.

Âàðèàíò 3

1. Íà òðåõ ñîïðîòèâëåíèÿõ (1, 2 è 3) ïðè ïîäà÷å íà íèõ
îäíîãî è òîãî æå íàïðÿæåíèÿ âûäåëÿþòñÿ ìîùíîñòè Ð,
Ð/2 è Ð/3 ñîîòâåòñòâåííî. Êàêàÿ ìîùíîñòü âûäåëèòñÿ ïðè
ïîäà÷å ýòîãî æå íàïðÿæåíèÿ íà öåïü, â êîòîðîé ñîïðîòèâëå-
íèÿ ñîåäèíåíû ïî óêàçàííîé íà ðèñóíêå 6 ñõåìå?

2. Íà ðàññòîÿíèè h îò ñåðåäèíû ñïèöû è íà ðàññòîÿíèè R
îò åå êîíöîâ çàêðåïëåí çàðÿä q (ðèñ.7). Íà ëåâûé êîíåö
ñïèöû íàäåâàþò áóñèíêó
ñ òàêèì æå çàðÿäîì q è
ìàññîé m. Áóñèíêó òîë-
êàþò âäîëü ñïèöû. Íàé-
äèòå íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü
áóñèíêè v, åñëè åå ñêî-
ðîñòü ïðè ïðîõîæäåíèè
ñåðåäèíû ñïèöû ðàâíà

1v , à ïðè äîñòèæåíèè
ïðàâîãî êîíöà ðàâíà 2v . Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ âñþäó âäîëü
ñïèöû îäèí è òîò æå.

3. Ê âåðõíåìó êîíöó ñòåðæíÿ, çàêðåïëåííîãî íà øèðî-
êîé ïîäñòàâêå, ïðèâÿçàí íà íåðàñòÿæèìîé íèòè ãðóç ìàñ-
ñîé  m (ðèñ.8). Ìàññà ïîä-
ñòàâêè ñî ñòåðæíåì Ì. Íèòü
ñ ãðóçîì îòêëîíèëè íà 90°
îò âåðòèêàëè è îòïóñòèëè.
Íàéäèòå êîýôôèöèåíò òðå-
íèÿ ìåæäó ïîäñòàâêîé è ãî-
ðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ
ñòîëà, åñëè ïîäñòàâêà íà÷à-
ëà ñäâèãàòüñÿ â òîò ìîìåíò,
êîãäà íèòü îáðàçóåò óãîë α
ñ âåðòèêàëüþ.

4. Îöåíèòå ñèëó äàâëåíèÿ êàñêàäåðà íà ìîòîöèêë ïðè
ïðèçåìëåíèè ïîñëå ïðûæêà íà ìîòîöèêëå ÷åðåç àâòîáóñ.

5. Äåìîíñòðàòîð äåðæèòñÿ çà ïðîâîä, ïîäñîåäèíåííûé ê
ýëåêòðîñêîïó, è ïîäïðûãèâàåò. Ïðè ýòîì ñòðåëêà ýëåêòðî-
ñêîïà îòêëîíÿåòñÿ è âîçâðàùàåòñÿ íàçàä ïîñëå ïðèçåìëå-
íèÿ. Îáúÿñíèòå íàáëþäàåìîå ÿâëåíèå.

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè
Å.Áàëäèí, È.Âîðîáüåâ, Ã.Ìåëåäèí

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8
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Ðîññèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. À.È.Ãåðöåíà

ÌÀ Ò ÅÌÀ ÒÈ ÊÀ

Ïèñüìåííûé ýêçàìåí

Âàðèàíò 1

1. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ

( )
4 2 2

2

2
n

x
f x

x nx n

-
=

- +

.

à) Íàéäèòå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé.

á) Íàðèñóéòå ãðàôèê ôóíêöèè ( ) ( )4
g x f x= .

â) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ñ óðàâíåíèå ( ) 3g x c- =  èìååò

íå ìåíåå äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé? (Óêàæèòå êîëè÷å-
ñòâî äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé â çàâèñèìîñòè îò ðàçíûõ çíà-
÷åíèé ñ.)

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )
( )

( )

2

5
7

2 2

7 5

log 8 12log 12

log 9 log 9

x x

x x

+ +

<

- -

.

3. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

( )26 1 2 log cos1 2 log sin
2 6 2

xx + -+

- = .

4. Äëèíà ñðåäíåé ëèíèè ðàâíîáî÷íîé òðàïåöèè ðàâíà 5 ñì.
Èçâåñòíî, ÷òî â òðàïåöèþ ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü. Ñðåä-
íÿÿ ëèíèÿ äåëèò òðàïåöèþ íà äâå ÷àñòè, îòíîøåíèå ïëîùà-
äåé êîòîðûõ ðàâíî 7 : 13. Íàéäèòå äëèíó âûñîòû òðàïåöèè.

5. Äàí òåòðàýäð ABCD. Òðåóãîëüíèê ABC ïðÿìîóãîëüíûé
( 90C– = ∞ ). Ïðÿìàÿ CD ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè ýòîãî
òðåóãîëüíèêà. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè D äî ïðÿìîé ÀÂ
è ðàññòîÿíèå îò òî÷êè À äî ïëîñêîñòè BCD, åñëè CD = 9 ñì,
ÂÑ = 24 ñì, 30ABC– = ∞ .

Âàðèàíò 2

1. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ

( )n

n x
f x

n nx

+
=

- -
.

à) Íàéäèòå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé.

á) Íàðèñóéòå ãðàôèê ôóíêöèè ( )g x , åñëè

( ) ( )2

4g x f x= - .

â) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ à óðàâíåíèå ( ) 3g x a- =  èìååò

îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü?
2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )4 1 2 3
log 1 8 log 2 log 8 0,5 log 3x

x
+

+ + - > .

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

sin sin 2x x x x+ = - .

4. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ñ áîêîâîé ñòîðîíîé 4 ñì
ïðîâåäåíà ìåäèàíà ê áîêîâîé ñòîðîíå. Íàéäèòå äëèíó îñíî-
âàíèÿ òðåóãîëüíèêà, åñëè äëèíà ìåäèàíû ðàâíà 3 ñì.

5. Îñíîâàíèåì ïèðàìèäû ñëóæèò ðîìá ñ îñòðûì óãëîì 60°.
Áîêîâûå ãðàíè íàêëîíåíû ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ïîä óãëîì
60°. Îïðåäåëèòå îáúåì ïèðàìèäû, åñëè ðàäèóñ âïèñàííîãî â

ðîìá êðóãà ðàâåí 3 .
Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè

Í.Ïîäõîäîâà, Î.Êîðñàêîâà

Ðîññèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
òåõíîëîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
èì. Ê.Ý. Öèîëêîâñêîãî (ÌÀÒÈ)

ÌÀ Ò ÅÌÀ ÒÈ ÊÀ

Ïèñüìåííûé ýêçàìåí

Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

|2õ – 3| = õ + 5.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

3 sin 2 7 7 sin 7 cosx x x+ = + .

3. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

( ) 2 2
, 8 2 4 4 2 3f x y x y xy x y= + - + + + .

4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( ) ( )33 log 2 1
49 49xx x

+

£ .

5. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ äëèíû ñòîðîí ÀÂ è ÀÑ îòíîñÿòñÿ
êàê 7 : 5. Ìåäèàíà BD è áèññåêòðèñà ÀÅ ýòîãî òðåóãîëüíèêà
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Î. Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùàäåé
òðåóãîëüíèêîâ FÂÅ è FBO, ãäå òî÷êà F ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷å-
íèåì ñòîðîíû ÀÂ è ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè Ñ è Î.

Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2 1 1x x+ = - .

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

cos 7 3 sin 7 2 cos 5x x x+ = .

3. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

( )
2 2

1
,

2 8 4 2 4 5
f x y

x y xy x y
=

+ - - - +

.

4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )22 log 3 1

8 8

xx x
-

Ê ˆ
£Á ˜

Ë ¯
.

5. Â òðåóãîëüíèêå ABC äëèíû ñòîðîí ÀÂ è ÀÑ îòíîñÿòñÿ
êàê 2 : 3. Ìåäèàíà BD è áèññåêòðèñà ÀÅ ýòîãî òðåóãîëüíèêà
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Î. Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùàäåé
òðåóãîëüíèêîâ FBE è AFO, ãäå òî÷êà F ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷å-
íèåì ñòîðîíû ÀÂ è ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè Ñ è Î.

ÔÈÇÈ ÊÀ

Ïèñüìåííûé ýêçàìåí

Âàðèàíò 1

Âûáåðèòå ïðàâèëüíûé îòâåò

1. Íà÷àâ äâèæåíèå ñ ìåñòà, çà ïåðâûå t ñåêóíä àâòîìîáèëü
ïðîøåë ïóòü s. Êàêóþ ñêîðîñòü íàáðàë àâòîìîáèëü, åñëè îí
äâèãàëñÿ ðàâíîóñêîðåííî?

1) s/t;    2) 1,2s/t;    3) 1,5s/t;    4) 2s/t;    5) 2,5s/t.

2. Çà ñíåãîõîäîì íà òðîñå òÿíóò ãðóç ìàññîé 500 êã.
Íàéäèòå íàèáîëüøóþ ñèëó íàòÿæåíèÿ òðîñà, åñëè ìàêñè-

ìàëüíîå óñêîðåíèå ñíåãîõîäà 2
2 ì “ . Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ

ãðóçà î ñíåã 0,1. Òðîñ íàòÿíóò ãîðèçîíòàëüíî.

1) 500 Í;  2) 750 Í;  3) 1000 Í;  4) 1250 Í;  5) 1500 Í.

3. Äâà ïëàñòèëèíîâûõ øàðà äâèæóòñÿ íàâñòðå÷ó äðóã
äðóãó ïî îäíîé ïðÿìîé. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïåðâîãî
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øàðà 1,2 Äæ. Êàêîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé äîëæåí îáëà-
äàòü âòîðîé øàð, ÷òîáû ïîñëå óäàðà øàðû îñòàíîâèëèñü?
Ìàññà âòîðîãî øàðà â 2 ðàçà áîëüøå, ÷åì ìàññà ïåðâîãî
øàðà.

1) 0,3 Äæ; 2) 0,4 Äæ; 3) 0,6 Äæ; 4) 1,2 Äæ; 5) 2,4 Äæ.
4. Èçâåñòíî, ÷òî â õîäå

ïðîöåññà 1–2–3–1 (ðèñ.
1) ìèíèìàëüíûé îáúåì
ãàçà áûë 5 ë. Íàéäèòå
îáúåì ãàçà â ñîñòîÿíèè
2. Ãðàôèê ïðîöåññà èçîá-
ðàæåí â êîîðäèíàòàõ ð
(äàâëåíèå) – Ò (òåìïå-
ðàòóðà).

1) 5 ë; 2) 10 ë; 3) 15 ë;
4) 20 ë; 5) 40 ë.

5. Îäíîàòîìíûé èäåàëüíûé ãàç â õîäå èçîáàðíîãî ïðîöåñ-
ñà ñîâåðøàåò ðàáîòó 200 Äæ. Íàéäèòå èçìåíåíèå âíóòðåííåé
ýíåðãèè ãàçà.

1) –200 Äæ; 2) 200 Äæ; 3) 300 Äæ; 4) 400 Äæ; 5) 500 Äæ.
6. Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ñîçäàíî äâóìÿ îäèíàêîâûìè òî÷å÷-

íûìè çàðÿäàìè +q. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î íàïðÿæåííîñòè Å è
ïîòåíöèàëå ϕ  ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ñåðåäèíå îòðåçêà,
ñîåäèíÿþùåãî çàðÿäû?

1) Å = 0, 0ϕ = ; 2) Å = 0, 0ϕ > ; 3) Å = 0, 0ϕ < ; 4) 0E π ,
0ϕ = ; 5) 0E π , 0ϕ π .

7. Äâà ðåçèñòîðà ñîåäèíåíû ïîñëåäîâàòåëüíî. Ñîïðîòèâ-
ëåíèå ïåðâîãî 5 Îì, íàïðÿæåíèå íà íåì 2,5 Â; ñîïðîòèâëå-
íèå âòîðîãî 15 Îì, íàïðÿæåíèå íà íåì 7,5 Â. Íàéäèòå ñèëó
òîêà íà ýòîì ó÷àñòêå öåïè.

1) 0,25 À; 2) 0,5 À; 3) 1 À; 4) 2 À; 5) 4 À.
8. Â íåêîòîðîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ñîçäàíî îäíîðîäíîå

ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Ýëåêòðîí âëåòàåò â ýòó îáëàñòü òàê, ÷òî
åãî íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî ñèëî-
âûì ëèíèÿì. Êàê áóäåò äàëüøå äâèãàòüñÿ ýëåêòðîí?

1) Ïî ïðÿìîé, ðàâíîìåðíî; 2) ïî ïðÿìîé, ñ ïîñòîÿííûì
óñêîðåíèåì; 3) ïî îêðóæíîñòè; 4) ïî ñïèðàëè; 5) ïî ïàðàáîëå.

9. Â êîíòóðå ïðîèñõîäÿò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Ñðàâ-
íèòå ýíåðãèþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ êîíäåíñàòîðà 

CW  ñ
ýíåðãèåé ìàãíèòíîãî ïîëÿ êàòóøêè 

LW  â òîò ìîìåíò, êîãäà
íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå ðàâíî ïîëîâèíå ìàêñèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ.

1) 
L CW W= ; 2) 

LW  áîëüøå 
CW  â 2 ðàçà; 3) 

LW  áîëüøå

CW  â 3 ðàçà; 4) LW  áîëüøå 
CW  â 4 ðàçà; 5) ýíåðãèè

ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé íåëüçÿ ñðàâíèâàòü.
10. Êâàíò ñâåòà ñ ýíåðãèåé 19

4,42 10  d›
-

◊  ïåðåõîäèò èç
âàêóóìà â ñðåäó ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ n = 1,5. Íàéäè-
òå äëèíó âîëíû ñâåòà â âàêóóìå 0

λ  è äëèíó âîëíû ñâåòà â
ñðåäå λ .

1) 7

0 4,5 10  ìλ -
= ◊ , 7

3 10  ìλ -
= ◊ ;

2) 7

0 4,5 10  ìλ -
= ◊ , 7

6,75 10  ìλ -
= ◊ ;

3) 7

0 4,5 10  ìλ λ -
= = ◊ ;

4) 7

0 3 10  ìλ λ -
= = ◊ ;

5) 7

0 6 10  ìλ -
= ◊ , 7

4 10  ìλ -
= ◊ .

Ôèçè÷åñêèå ïîñòîÿííûå

Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ 2
10 ì “g =

Ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà 34
6,63 10  d› “h -

= ◊ ◊

Ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå 8
3 10  ì “c = ◊

Âàðèàíò 2

Âûáåðèòå ïðàâèëüíûé îòâåò

1. Èç ëóêà âûïóñêàþò äâå ñòðåëû âåðòèêàëüíî ââåðõ;
íà÷àëüíûå ñêîðîñòè ñòðåë îòëè÷àþòñÿ â 2 ðàçà. Âî ñêîëüêî

ðàç îòëè÷àþòñÿ ìàêñèìàëüíûå âûñîòû, íà êîòîðûå ïîäíè-
ìóòñÿ ñòðåëû? Ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà ïðåíåáðå÷ü.

1) Â 2  ðàç; 2) â 2 ðàçà; 3) â 4 ðàçà; 4) â 8 ðàç; 5) äëÿ îòâåòà
íåäîñòàòî÷íî äàííûõ.

2. Ãðóç ìàññîé 50 êã îïóñêàþò íà âåðåâêå. Çà ïåðâóþ
ñåêóíäó îí îïóñòèëñÿ íà 4 ì. Íàéäèòå ñèëó íàòÿæåíèÿ
âåðåâêè, åñëè ãðóç äâèãàëñÿ ðàâíîóñêîðåííî. Íà÷àëüíàÿ
ñêîðîñòü ãðóçà ðàâíà íóëþ, ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà ïðåíåá-
ðå÷ü.

1) 100 Í; 2) 200 Í; 3) 250 Í; 4) 400 Í; 5) 500 Í.
3. Ñíàðÿä â âåðõíåé òî÷êå òðàåêòîðèè ðàçðûâàåòñÿ íà 2

îñêîëêà. Ïåðâûé îñêîëîê, ìàññà êîòîðîãî ñîñòàâëÿåò 40% îò
ìàññû ñíàðÿäà, ïîëåòåë â ïðåæíåì íàïðàâëåíèè ñî ñêîðîñ-
òüþ 400 ì/ñ. Íàéäèòå ñêîðîñòü è íàïðàâëåíèå, â êîòîðîì
ïîëåòåë âòîðîé îñêîëîê, åñëè ñêîðîñòü ñíàðÿäà ïåðåä âçðû-
âîì áûëà 100 ì/ñ.

1) Íàçàä, 300 ì/ñ; 2) íàçàä, 100 ì/ñ; 3) âïåðåä, 100 ì/ñ;
4) âïåðåä, 200 ì/ñ; 5) âïåðåä, 300 ì/ñ.

4. Òåìïåðàòóðà ãàçà â áàëëîíå âîçðîñëà ñ 7 °Ñ äî 14 °Ñ, ïðè
ýòîì äàâëåíèå â áàëëîíå íå èçìåíèëîñü. Êàêàÿ ìàññà ãàçà
âûøëà èç áàëëîíà, åñëè ïåðâîíà÷àëüíî â íåì áûëî 120 ã
ãàçà?

1) 1 ã; 2) 3 ã; 3) 5 ã; 4) 30 ã; 5) 60 ã.
5. Ðàññ÷èòàéòå ðàáîòó, êîòîðóþ ñîâåðøèë 1 ìîëü èäåàëü-

íîãî ãàçà â ïðîöåññå 1–
2 (ðèñ.2). Ãðàôèê ïðî-
öåññà èçîáðàæåí â êî-
îðäèíàòàõ V (îáúåì) –
Ò (òåìïåðàòóðà).

1) 30 Äæ; 2) 80 Äæ;
3) 830 Äæ; 4) 1660 Äæ;
5) 0.

6. Ýëåêòðè÷åñêîå
ïîëå ñîçäàíî ðàâíîìåð-
íî çàðÿæåííîé ñôåðîé.
Ñðàâíèòå âåëè÷èíû
íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â òî÷êàõ Î, À è Ñ
(ðèñ.3).

1) O A CE E E> > ; 2) O A CE E E< < ; 3) 0O A CE E E= = π ;
4) 0OE = , 0A CE E= π ; 5) âî âñåõ òî÷êàõ íàïðÿæåííîñòè
ðàâíû íóëþ.

7. Òðè ðåçèñòîðà ñîåäèíåíû
ïîñëåäîâàòåëüíî. Îáùåå íà-
ïðÿæåíèå íà ýòîì ó÷àñòêå öåïè
20 Â, ïðè ýòîì íàïðÿæåíèå íà
òðåòüåì ðåçèñòîðå 8 Â. Íàé-
äèòå ñèëó òîêà â ýòîé öåïè,
åñëè 

1 4 nìR = , 2 6 nìR = .
1) 0,8 À; 2) 1,2 À;
3) 1,33 À; 4) 2 À; 5) 5 À.
8. Ïðîòîí äâèæåòñÿ â îäíî-

ðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå
ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ ñèëîâûõ
ëèíèé; íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü
ïðîòîíà 5

10  ì “ . Êàêóþ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ïðîéäåò
ïðîòîí äî îñòàíîâêè? Çàðÿä ïðîòîíà 19

1,6 10  jë
-

◊ , ìàññà
ïðîòîíà 27

1,6 10  *ã
-

◊ .
1) 5 Â; 2) 10 Â; 3) 20 Â; 4) 50 Â; 5) 100 Â.
9. Çàðÿæåííûé êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ Ñ çàìûêàþò íà

êàòóøêó èíäóêòèâíîñòüþ L. ×åðåç êàêîå ìèíèìàëüíîå âðåìÿ
ýíåðãèÿ êîíäåíñàòîðà ñòàíåò ðàâíà ïåðâîíà÷àëüíîé? Îìè-
÷åñêèì ñîïðîòèâëåíèåì êîíòóðà ïðåíåáðå÷ü.

1) 2 LCπ ; 2) LCπ ; 3) 
2

LC
π

;

4) 
4

LC
π

; 5) 
8

LC
π

.

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3
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Ðîññèéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
íåôòè è ãàçà èì.È.Ì.Ãóáêèíà

ÌÀ Ò ÅÌÀ ÒÈ ÊÀ

Ïèñüìåííûé ýêçàìåí

Âàðèàíò 1

1. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå è âû÷èñëèòå ïðè õ = 3,56 è ó =
= 1,02:

3 3

2 2 33

2 2 2

2 2 24

xy xy

xyx y

Ê ˆ-
+

Á ˜
+-Ë ¯

3

2

2

xy

xy
-

+
3

0,1
2

xy

xy
+

-

.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( )2
0,5 11 32 6x x x+ + = - - .

3. Ïðîèçâåäåíèå âîñåìíàäöàòîãî è òðèäöàòîãî ÷ëåíîâ
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ðàâíî 0,49. Íàéäèòå äâàäöàòü
÷åòâåðòûé ÷ëåí ýòîé ïðîãðåññèè, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îí
ïîëîæèòåëåí.

4. Íàéäèòå íàèìåíüøåå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå
íåðàâåíñòâà

2,5 8x - > .

5. Íàéäèòå íàèáîëüøåå öåëîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà

( )
5

5

3 3 3

644

x

x

-

-
> .

6. Âû÷èñëèòå

3log 10 lg 27 .

7. Âû÷èñëèòå
2

2

2 sin 70 1

2ctg115 cos 155

∞ -

∞ ∞
.

8. Íàéäèòå â ãðàäóñàõ íàèáîëüøèé îòðèöàòåëüíûé êîðåíü
óðàâíåíèÿ

( ) ( )cos 3 sin 2 sin 3 cos 2 1 2x xπ π+ = .

9. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå, êîòîðîå
ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà êâàäðàòîâ êîðíåé òðåõ÷ëåíà

2y x px q= + + , åñëè èçâåñòíî, ÷òî âåðøèíà ïàðàáîëû,
ÿâëÿþùàÿñÿ ãðàôèêîì ýòîãî òðåõ÷ëåíà, ëåæèò íà êðèâîé

( )1 4y x= .
10. Íàéäèòå ìåíüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ

log 108
2

54

x

x
= .

11. ABCD – ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ ñ îñíîâàíèÿìè AD
è ÂÑ, â êîòîðîé cos 0,76BAD– = . Îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ
ñòîðîíû AD, ñòîðîíû ÀÂ â òî÷êå Â è ñòîðîíû CD â òî÷êå Ñ.
Îêîëî òðàïåöèè îïèñàíà îêðóæíîñòü ðàäèóñà 7. Íàéäèòå
ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ýòèõ îêðóæíîñòåé.

12. Â øàð âïèñàíû êîíóñ è öèëèíäð, èìåþùèé ñ êîíóñîì
îáùåå íèæíåå îñíîâàíèå è îäèíàêîâûé îáúåì. Ïëîùàäü

ïîâåðõíîñòè øàðà ðàâíà 5 10 . Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé
ïîâåðõíîñòè êîíóñà.

Âàðèàíò 2

1. Óïðîñòèòå è âû÷èñëèòå ïðè à = 4/21 è 5 1c = + :

23

2 33

4

22

c a

c aac a

Ê ˆ

-
Á ˜

--Ë ¯
3
2

a

a c+

.

2. Íàéäèòå íàèìåíüøåå öåëîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà

( ) ( )6 2 3 4 3x x- > - .

3. Ñóììà ñåäüìîãî è äåâÿòíàäöàòîãî ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñ-
êîé ïðîãðåññèè ðàâíà 14. Íàéäèòå òðèíàäöàòûé ÷ëåí ýòîé
ïðîãðåññèè.

4. Ðåøèòå óðàâíåíèå
2

0,8 0,4 0,48x x- = + .

5. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( )
5

5 10
10 : 9

81

x
x

-
-

= .

6. Âû÷èñëèòå

( )7
4

6 6
log 216 .

7. Âû÷èñëèòå
2 2

cos 5 sin 185

4 cos10

∞ - ∞

∞
.

8. Íàéäèòå â ãðàäóñàõ íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü
óðàâíåíèÿ

( )

( )

tg 3 tg 4
3

1 tg 3 tg 4

x

x

π
π

+

=

-
.

9. Íàéäèòå íàèáîëüøåå öåëîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà à, ïðè

êîòîðîì ãðàôèêè ôóíêöèé ó = 5õ + 8 è 
2

a
y

x
=  èìåþò òðè

îáùèå òî÷êè.
10. Íàéäèòå 4

x , ãäå õ – ìåíüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ

14 2,5 100

x

x
x-◊ = .

11. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ (ÀÂ = ÂÑ)
ìåäèàíà ÀÌ ïðîäîëæåíà äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îïèñàííîé îêîëî
òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ îêðóæíîñòüþ â òî÷êå Ð, à âûñîòà ÀÍ – äî
ïåðåñå÷åíèÿ ñ òîé æå îêðóæíîñòüþ â òî÷êå K. Èçâåñòíî, ÷òî
ÀÌ :  ÌÐ = 11 : 3. Íàéäèòå îòíîøåíèå ÀÍ : ÍK.

12. Îáúåì ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû ðàâåí 162 3 ,
à ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåííûé èç öåíòðà îñíîâàíèÿ ïèðàìè-
äû íà åå áîêîâóþ ãðàíü, ïîïàäàåò â öåíòð îêðóæíîñòè,
âïèñàííîé â áîêîâóþ ãðàíü. Íàéäèòå ñòîðîíó îñíîâàíèÿ
ïèðàìèäû.

ÔÈÇÈ ÊÀ

Ïèñüìåííûé ýêçàìåí

Âíèìàíèå! Åñëè åäèíèöû íå óêàçàíû, âûðàçèòå îòâåò â
åäèíèöàõ ÑÈ. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ñ÷èòàéòå ðàâíûì

2
10 ì “ .

Âàðèàíò 1

1. Ñ âûñîòû 12 ì áðîøåí ìÿ÷ âåðòèêàëüíî ââåðõ ñî
ñêîðîñòüþ 2 ì/ñ. Íà êàêîé âûñîòå îêàæåòñÿ ìÿ÷ ÷åðåç 1 ñ?

2. Ñòàëüíàÿ ïóëÿ ìàññîé 4 ã, ëåòÿùàÿ ãîðèçîíòàëüíî ñî
ñêîðîñòüþ 400 ì/ñ, ïîïàäàåò â öåíòð áîêîâîé ãðàíè íåïîä-
âèæíîãî ñòàëüíîãî áðóñêà, ìàññà êîòîðîãî 2 êã. Ïîñëå
ñòîëêíîâåíèÿ ïóëÿ îòñêàêèâàåò â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó
ñî ñêîðîñòüþ 350 ì/ñ. ×åìó ðàâíà ñêîðîñòü áðóñêà ïîñëå
ñòîëêíîâåíèÿ (â ñì/ñ)?

3. Íà ñêîëüêî èçìåíèòñÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ áðóñêà

10. Íàéäèòå ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû, â êîòîðîé ñâåò
ñ ÷àñòîòîé 14

5 10  cö◊  èìååò äëèíó âîëíû 7
4 10  ì

-
◊ .

1) 0,8; 2) 1,25; 3) 1,5; 4) 2; 5) 2,5.

Ôèçè÷åñêèå ïîñòîÿííûå

Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ 2
10 ì “g =

Óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ ( )8,3 d› ì%ëü jR = ◊

Ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå 8
3 10  ì “c = ◊

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè Ì.Êóçüìèí, Ò.Ìåäèíà,
À.Ìèðîíîâ, Â.Ìèðîøêèí, Ë.Ìóðàâåé, Ã.Íèêóëèí
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ìàññîé 150 êã, åñëè åãî ïåðåâåñòè èç ãîðèçîíòàëüíîãî ïîëî-
æåíèÿ â âåðòèêàëüíîå? Áðóñîê èìååò êâàäðàòíîå ñå÷åíèå ñî
ñòîðîíîé 20 ñì è äëèíó 1 ì.

4. Â áàëëîíå íàõîäèòñÿ ãàç ìàññîé 2,5 êã ïðè òåìïåðàòóðå
27 °C è äàâëåíèè 5

5 10◊ Ïà. Êîãäà ÷àñòü ãàçà áûëà âûïóùå-
íà, à îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü íàãðåòà äî 177 °Ñ , äàâëåíèå âîçðîñëî
äî 5

6 10◊ Ïà. Êàêîâà ïëîòíîñòü îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ãàçà, åñëè
îáúåì áàëëîíà 3

1 ì ?
5. Ê âîçäóøíîìó êîíäåíñàòîðó, çàðÿæåííîìó äî íàïðÿæå-

íèÿ 180 Â, ïîäñîåäèíèëè ïàðàëëåëüíî òàêîé æå êîíäåíñà-
òîð, íî íå çàðÿæåííûé è çàïîëíåííûé äèýëåêòðèêîì èç
ñòåêëà ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ 3. ×åìó áóäåò
ðàâíî íàïðÿæåíèå íà çàæèìàõ ýòîé ñèñòåìû êîíäåíñàòîðîâ?

6. Äâà ñîïðîòèâëåíèÿ 15 Îì è 35 Îì, ñîåäèíåííûå
ïàðàëëåëüíî, ïîäêëþ÷åíû ê àêêóìóëÿòîðó, ÝÄÑ êîòîðîãî
24 Â. Òîê â îáùåé öåïè ðàâåí 2 À. Íàéäèòå òîê êîðîòêîãî
çàìûêàíèÿ.

7. Ýëåêòðîí, ïðîéäÿ óñêîðÿþùóþ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ
125 Â, âëåòåë â îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå ñ èíäóêöèåé
0,25 ìÒë ïåðïåíäèêóëÿðíî ëèíèÿì ïîëÿ. Íàéäèòå ðàäèóñ
êðèâèçíû òðàåêòîðèè ýëåêòðîíà (â ìì). Çàðÿä ýëåêòðîíà

19
1,6 10

-
◊ Êë, åãî ìàññà 31

9 10
-

◊ êã.
8. Ïàðû íåêîòîðîãî ìåòàëëà â ðàçðÿäíîé òðóáêå íà÷èíàþò

èçëó÷àòü ñâåò ïðè íàïðÿæåíèè íà ýëåêòðîäàõ 3,3 Â. ×åìó
ðàâíà äëèíà âîëíû âîçíèêàþùåãî èçëó÷åíèÿ (â íì)? Ïîñòî-
ÿííàÿ Ïëàíêà 34

6,6 10  d› “
-

◊ ◊ , çàðÿä ýëåêòðîíà
19

1,6 10
-

◊  Êë, ñêîðîñòü ñâåòà 8
3 10  ì “◊ .

9. Ìàëåíüêèé áðóñîê íàõîäèòñÿ íà âåðøèíå íàêëîííîé
ïëîñêîñòè äëèíîé 26 ì è âûñîòîé 10 ì. Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ
ìåæäó áðóñêîì è ïëîñêîñòüþ ðàâåí 0,45. Êàêóþ ìèíèìàëü-
íóþ íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü íàäî ñîîáùèòü áðóñêó, ÷òîáû îí
äîñòèã îñíîâàíèÿ ïëîñêîñòè?

10. Äâà îäèíàêîâûõ øàðà, ðàäèóñîì 9 ñì è ìàññîé 10 êã
êàæäûé, ïîëîæèëè â âåðòèêàëüíûé îòêðûòûé ñ îáåèõ ñòî-
ðîí òîíêîñòåííûé öèëèíäð ðàäèóñîì 15 ñì. Ïðåíåáðåãàÿ
òðåíèåì, íàéäèòå, ïðè êàêîé ìèíèìàëüíîé ìàññå öèëèíäðà
øàðû åãî íå îïðîêèäûâàþò.

11. Äàâëåíèå èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà èçîõîðíî
óâåëè÷èâàþò â 4 ðàçà, çàòåì îáúåì ãàçà óâåëè÷èâàþò â 2,5
ðàçà òàê, ÷òî äàâëåíèå ëèíåéíî çàâèñèò îò îáúåìà è âîçðàñ-
òàåò â 2 ðàçà, ïîñëå ÷åãî ãàç âîçâðàùàþò â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå
â ïðîöåññå, â êîòîðîì äàâëåíèå ëèíåéíî çàâèñèò îò îáúåìà.
Íàéäèòå ÊÏÄ (â ïðîöåíòàõ) òàêîãî öèêëà.

12. Íåâåñîìûé ñòåðæåíü äëèíîé 2,5 ì ñîãíóëè ïîñåðåäèíå
ïîä óãëîì 120°, ïðèêðåïèëè ê åãî êîíöàì îäèíàêîâûå
ãðóçèêè è ïîâåñèëè ìåñòîì ñãèáà íà òîíêèé ãâîçäü, âáèòûé
â ñòåíó. Ïðåíåáðåãàÿ òðåíèåì, íàéäèòå öèêëè÷åñêóþ ÷àñòîòó
ìàëûõ êîëåáàíèé òàêîé ñèñòåìû îêîëî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ.

Âàðèàíò 2

1. Íåâåñîìûé ñòåðæåíü âðàùàåòñÿ â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñ-
êîñòè ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ 30 1

c
- . Íà ðàññòîÿíèÿõ 0,4 ì è

0,3 ì îò îñè âðàùåíèÿ çàêðåïëåíû ãðóçû, èìåþùèå ìàññû
0,2 êã è 0,1 êã ñîîòâåòñòâåííî. Êàêàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ñèëà
äåéñòâóåò íà îñü âðàùåíèÿ, åñëè îñü íàõîäèòñÿ ìåæäó
ãðóçàìè?

2. Èç îðóäèÿ ìàññîé 2 ò âûëåòàåò â ãîðèçîíòàëüíîì íà-
ïðàâëåíèè ñíàðÿä ìàññîé 20 êã ñî ñêîðîñòüþ 250 ì/ñ.
Êàêóþ ñêîðîñòü (ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå) ïîëó÷èò îðóäèå
ïðè îòäà÷å? Îòâåò äàéòå â ñì/ñ .

3. Íà îäíîé ÷àøêå ðàâíîïëå÷íûõ ðû÷àæíûõ âåñîâ íàõî-
äèòñÿ ãðóç âåñîì 2,2 Í, íà äðóãîé – âåñîì 2,4 Í. Íà êàêîì
ðàññòîÿíèè îò öåíòðà êîðîìûñëà âåñîâ íàäî ïîäâåñèòü ãèðü-
êó âåñîì 1,2 Í, ÷òîáû âåñû áûëè â ðàâíîâåñèè? Äëèíà
êîðîìûñëà 30 ñì. Îòâåò äàòü â ìì.

4. Â ñîñóäå íàõîäèòñÿ ãàç ïîä äàâëåíèåì 50 àòì. Êàêîå
óñòàíîâèòñÿ äàâëåíèå (â àòì), åñëè èç ñîñóäà âûïóñòèòü
30% ñîäåðæàùåãîñÿ òàì ãàçà? Òåìïåðàòóðó ñ÷èòàòü ïîñòî-
ÿííîé.

5. Òðè êîíäåíñàòîðà åìêîñòÿìè 1 ìêÔ, 2 ìêÔ è 3 ìêÔ
ñîåäèíåíû ïîñëåäîâàòåëüíî è ïðèñîåäèíåíû ê èñòî÷íèêó
òîêà ñ ÝÄÑ 220 Â. Îïðåäåëèòå çàðÿä êàæäîãî êîíäåíñàòîðà
(â ìêÊë).

6. Äâà ïðîâîäíèêà ñîïðîòèâëåíèÿìè 8 Îì è 5 Îì ñîåäè-
íÿþò ïàðàëëåëüíî è ïîäêëþ÷àþò ê èñòî÷íèêó òîêà. Â ïåðâîì
ïðîâîäíèêå âûäåëèëîñü 300 Äæ òåïëà. Êàêîå êîëè÷åñòâî
òåïëîòû âûäåëèëîñü âî âòîðîì ïðîâîäíèêå çà òî æå âðåìÿ?

7. Ýëåêòðîí äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ïî îêðóæ-
íîñòè â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå. Èíäóêöèþ ìàãíèòíîãî
ïîëÿ óâåëè÷èëè â 3 ðàçà. Âî ñêîëüêî ðàç óìåíüøèëñÿ ïðè
ýòîì ïåðèîä îáðàùåíèÿ ýëåêòðîíà?

8. Ïðåäìåò íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè 6 ñì îò äâîÿêîâûïóê-
ëîé ëèíçû ñ îïòè÷åñêîé ñèëîé 10 äïòð. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè
(â ñì) îò ëèíçû íàõîäèòñÿ ìíèìîå èçîáðàæåíèå ýòîãî
ïðåäìåòà?

9. Èç íåêîòîðîé òî÷êè ãîðû ñ óãëîì íàêëîíà ê ãîðèçîíòó
30° áðîñàþò ãîðèçîíòàëüíî ìÿ÷ ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ
30 ì/ñ. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò òî÷êè áðîñàíèÿ âäîëü
íàêëîííîé ïëîñêîñòè óïàäåò ìÿ÷?

10. Ñúåõàâ ñ ãîðû âûñîòîé 5 ì, ñàíêè îñòàíàâëèâàþòñÿ,
ïðîéäÿ ïî ãîðèçîíòàëè ïóòü, ðàâíûé äëèíå ñêàòà ãîðû.
Íàéäèòå ýòîò ïóòü, åñëè êîýôôèöèåíò òðåíèÿ íà âñåì ïóòè
ðàâåí 0,2.

11. Äàâëåíèå èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà èçîõîðíî
óâåëè÷èâàþò â 1,6 ðàçà, çàòåì îáúåì ãàçà èçîáàðíî óâåëè÷è-
âàþò â 1,4 ðàçà, ïîñëå ÷åãî äàâëåíèå ãàçà èçîõîðíî óìåíüøà-
þò íà 25% è, íàêîíåö, ãàç âîçâðàùàþò â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå
â ïðîöåññå, â êîòîðîì äàâëåíèå ëèíåéíî çàâèñèò îò îáúåìà.
Íàéäèòå ÊÏÄ (â ïðîöåíòàõ) òàêîãî öèêëà.

12. Ñòåðæåíü äëèíîé 90 ñì, ñêîëüçèâøèé ñî ñêîðîñòüþ
1 ì/ñ âäîëü ñâîåé äëèíû ïî ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñ-
êîñòè, íà÷èíàåò çàåçæàòü íà øåðîõîâàòóþ ïîâåðõíîñòü ñ
êîýôôèöèåíòîì òðåíèÿ 0,25. ×åðåç êàêîå âðåìÿ (â ìñ)
ñêîðîñòü ñòåðæíÿ óìåíüøèòñÿ âäâîå? Ïðèíÿòü 3,14π = .

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè
Á.Ïèñàðåâñêèé, À.×åðíîóöàí

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
ïîëèòåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

ÌÀ Ò ÅÌÀ ÒÈ ÊÀ

Ïèñüìåííûé ýêçàìåí

Âàðèàíò 1

(ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèé ôàêóëüòåò)

1. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå

1 1
: 2

1 1

x x
x

x x x x

- -
-

- + +

.

2. Íàéäèòå ñóììó êîðíåé óðàâíåíèÿ

2 1
2 9 45 0x x- -

- - = .

3. Âû÷èñëèòå

52 log 20
2 2

lg 5 2 lg 2+ .

4. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

2 12ctg15

3 ctg15

- ∞

+ ∞

.
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5. Èçáàâüòåñü îò èððàöèîíàëüíîñòè â çíàìåíàòåëå äðîáè
1

1 6 7+ +
.

6. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò äâóçíà÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n,

íå ïðåâîñõîäÿùèõ 75, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî 3
3 2n n+ -  äåëèò-

ñÿ íà 6 áåç îñòàòêà?
7. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )2 4 1
1

1

x
x

x

-
- £

+

.

8. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2 1
2 3 2

x x- -
- = - .

9. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé

( )

( )

2

2

36 5 ,

36 5 .

y x

x y

Ï = +Ô

Ì

= +ÔÓ

10. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( ) ( )2 1 2 1 2
x x

- - + = .

11. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )
1

2 8 2x x
-

- < + .

12. Ðåøèòå óðàâíåíèå

cos 2 cos sinx x x= - .

13. Ðåøèòå óðàâíåíèå

8
3

8

x
x

x x
= +

+ -

.

14. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

( )
2

2

2 4

1 2

1

x
f x x

x x
= + +

+

.

15. Íàéäèòå êîðíè óðàâíåíèÿ

tg 4 tg 1
4

x x
πÊ ˆ

- = -Á ˜
Ë ¯

íà ïðîìåæóòêå [ ]; 2π π .
16. Ïðè êàêèõ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ à íåðàâåíñòâî

2
2 3 6x ax+ + £

âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ [ ]1; 2x Œ - ?

17. Ïàðàáîëà ñ óðàâíåíèåì 2y x px q= + +  êàñàåòñÿ îñè

àáñöèññ è ïðÿìîé ñ óðàâíåíèåì y = –4x – 12. Íàéäèòå
ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè êàñàíèÿ.

18. Â òðåóãîëüíèêå ABC íà ñòîðîíàõ ÀÂ = 3 è ÀÑ = 9
âûáðàíû òî÷êè Ì è N ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà AMN ñîñòàâëÿåò òðåòü ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà
ABC. Ïðè êàêîé äëèíå îòðåçêà AM îòðåçîê MN èìååò
íàèìåíüøóþ äëèíó?

19. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( )sin 2 sin cos 2x x x◊ - = .

20. Â ïèðàìèäå ABCD äàíû ñòîðîíû ÀÂ = 4, ÂÑ = 5,
ÑÀ = 7, à äëèíà êàæäîãî áîêîâîãî ðåáðà ðàâíà 7. Íàéäèòå
êîñèíóñ îñòðîãî óãëà ìåæäó ïðÿìûìè AD è ÂÑ.

Âàðèàíò 2

(ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé ôàêóëüòåò)

1. Íàéäèòå êâàäðàò ÷èñëà

1 1 5
: 1

2 5 2 3 3

Ê ˆÊ ˆ
+ +

Á ˜ Á ˜
Ë ¯+ - Ë ¯

.

Óáåäèòåñü, ÷òî ýòîò êâàäðàò ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì.
2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( )1 3 5x x- + = .

3. Êàêîå ÷èñëî áîëüøå: 2log 24a = -  èëè 2 5b = - - ?
4. Ðåøèòå óðàâíåíèå

3 1
1

5

x
x

x

-
= -

+

.

5. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n, äëÿ êîòîðûõ
5/n ÿâëÿåòñÿ íåñîêðàòèìîé äðîáüþ è ïðèíàäëåæèò ïðîìå-
æóòêó [1/5; 1/2]?

6. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
1

1
3 4x

>

- +

.

7. Âû÷èñëèòå

2

3 2 3

log 7

log 7 log 6 log 7-
.

8. Íàéäèòå ñóììó âñåõ äâóçíà÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
êîòîðûå ïðè äåëåíèè íà 6 äàþò îñòàòîê 4.

9. Ðåøèòå óðàâíåíèå

3
tg ctg 3ctg

4
x x x

πÊ ˆ
- = - +Á ˜

Ë ¯
.

10. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé

2 2

7,

3 19.

x y xy

x y xy

- - =ÏÔ

Ì
+ - =ÔÓ

11. Ðåøèòå óðàâíåíèå
4 2 5 2 4 2

5 4 4
x x x- - - - - -
- = .

12. Íàéäèòå ( )( )ctg 2 4α π+ , åñëè cos 3 5α =  è ( )0;α πŒ .
13. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå îáùåé êàñàòåëüíîé ãðàôèêîâ

ôóíêöèé 
1

1y
x

= - -  è 2y x= .

14. Ðåøèòå óðàâíåíèå
2 3

5 5
log 3 log 5x x+ = .

15. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

( )1 2 1
3 ctgy x x xπ- - -

= - ◊ .

16. Ðåøèòå óðàâíåíèå
2

ctg 3 4 sin 6 2 cos 2x x x+ = - + .

17. Êîñèíóñû äâóõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíû 
3

2 7
 è 

1

2 7
ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå òðåòèé óãîë òðåóãîëüíèêà.

18. Íàéäèòå 4 4
cos sinx x+ , çíàÿ,  ÷òî ( )( )6 sin 4 5 4x π+ =

2= .
19. Îñíîâàíèå ïèðàìèäû ABCDS ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíè-

êîì, åå áîêîâàÿ ãðàíü ABS ïåðïåíäèêóëÿðíà îñíîâàíèþ è
ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì òðåóãîëüíèêîì. Â ïèðàìèäó âïèñàí
øàð ðàäèóñà 2. Íàéäèòå îáúåì ïèðàìèäû.

20. Ïðè êàêèõ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ à îòðåçîê [–3;
–2] íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé íåðàâåíñòâà
2 2 5x a ax+ < - ?

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè
È.Êîìàð÷åâ, À.Ìîèñååâ, Ñ.Ïðåîáðàæåíñêèé



XLV Ìåæäóíàðîäíàÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà

Î Ë È Ì Ï È À Ä Û

XLV Ìåæäóíàðîäíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà (ÌÌÎ)
ïðîõîäèëà ñ 4 ïî 18 èþëÿ 2004 ãîäà â Àôèíàõ çà ìåñÿö äî
ëåòíèõ Îëèìïèéñêèõ èãð è íà÷èíàëàñü â äíè, êîãäà âñÿ
Ãðåöèÿ ïðàçäíîâàëà ïîáåäó ñâîåé ñáîðíîé íà ÷åìïèîíàòå
Åâðîïû ïî ôóòáîëó. Îðãàíèçàòîðû ÌÌÎ ïîäãîòîâèëè ó÷àñ-
òíèêàì îëèìïèàäû – 486 øêîëüíèêàì èç 85 ñòðàí ìèðà –
èíòåðåñíóþ êóëüòóðíóþ ïðîãðàììó: ýêñêóðñèè â Àêðîïîëü,
Ìèêåíû, íà Êîðèíôñêèé êàíàë, â ïåðâóþ ñòîëèöó ñîâðåìåí-
íîé Ãðåöèè ãîðîä Íàôïëèîí…

Â êîìàíäó Ðîññèè íà ÌÌÎ áûëè âêëþ÷åíû:
Àíäðåé Áàäçÿí – ÔÌË 31, ×åëÿáèíñê,
Ìèõàèë Äóáàøèíñêèé – ÔÌË 239, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,
Ìèõàèë Èñàåâ – ãèìíàçèÿ 42, Áàðíàóë,
Äìèòðèé Ïåðìÿêîâ – ãèìíàçèÿ 127, Ñíåæèíñê ×åëÿáèíñ-

êîé îáë.,
Íàäåæäà Ïåòóõîâà – ÔÒØ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã,
Èãîðü Øíóðíèêîâ – ãèìíàçèÿ 36, Êðàñíîäàð.

Çàïàñíûì áûë Þðèé Ìåøèí – ÔÌË, Êèðîâ.
Ó÷àñòíèêàì ÌÌÎ â êàæäîì èç äâóõ òóðîâ áûëî ïðåäëîæå-

íî ïî 3 çàäà÷è, îöåíèâàâøèõñÿ â 7 áàëëîâ êàæäàÿ. Â
íåîôèöèàëüíîì êîìàíäíîì çà÷åòå (ïî ñóììå áàëëîâ, íà-
áðàííûõ âñåìè ó÷àñòíèêàìè) íàøà êîìàíäà çàíÿëà òðåòüå
ìåñòî, íî âûñòóïëåíèå øêîëüíèêîâ Ðîññèè â ýòîì ãîäó
ñëåäóåò ïðèçíàòü î÷åíü óñïåøíûì. Ëèøü ÷åòûðåì ó÷àñòíè-
êàì óäàëîñü ïîêàçàòü íà îëèìïèàäå àáñîëþòíûé ðåçóëüòàò
(42 áàëëà), è ñðåäè íèõ íàøè À.Áàäçÿí è Ì.Äóáàøèíñêèé,
çàâîåâàâøèå, ñîîòâåòñòâåííî, ñâîè òðåòüþ è âòîðóþ çîëîòûå
ìåäàëè íà ìåæäóíàðîäíûõ îëèìïèàäàõ. Êðîìå òîãî, â
äåñÿòêó ëó÷øèõ âîøåë Ì.Èñàåâ, à Í.Ïåòóõîâà îêàçàëàñü â
ïåðâîé äâàäöàòêå.

Èòîãè âûñòóïëåíèÿ íàøèõ øêîëüíèêîâ íà ÌÌÎ ïðèâåäå-
íû â òàáëèöå:

1 2 3 4 5 6 Ñóììà Ìåäàëü

áàëëîâ

À.Áàäçÿí 7 7 7 7 7 7 42 çîëîòàÿ

Ì.Äóáàøèíñêèé 7 7 7 7 7 7 42 çîëîòàÿ

Ì.Èñàåâ 7 6 4 7 7 7 38 çîëîòàÿ

Í.Ïåòóõîâà 7 5 3 7 7 6 35 çîëîòàÿ

È.Øíóðíèêîâ 7 7 0 7 4 0 25 ñåðåáðÿíàÿ

Ä.Ïåðìÿêîâ 7 2 4 7 3 0 23 áðîíçîâàÿ

Êîìàíäó Ðîññèè ê ÌÌÎ-2004 ïîäãîòîâèëè òðåíåðû Ã.×åë-
íîêîâ (Ìîñêâà), Ñ.Áåðëîâ, Ä.Êàðïîâ, Ì.Ïðàòóñåâè÷ (âñå –
Ñàíêò-Ïåòåðáóðã), À.Ïîÿðêîâ (Ðûáèíñê), À.Ãëàçûðèí (×åëÿ-
áèíñê), À. Ãàðáåð, Â.Äîëüíèêîâ (îáà – ßðîñëàâëü), È.Áîãäà-
íîâ, Ð.Êàðàñåâ, Ï.Êîæåâíèêîâ, Î.Ïîäëèïñêèé, Ä.Òåðåøèí
(âñå – Äîëãîïðóäíûé).

Ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ â ïîñëåäíèå ãîäû ñïèñîê ñèëü-
íåéøèõ êîìàíä íà ÌÌÎ. Â íåîôèöèàëüíîì êîìàíäíîì
çà÷åòå ëó÷øèìè ñòàëè ñëåäóþùèå ñòðàíû:

¹ Ñòðàíà Çîëîòàÿ Ñåðåáðÿííàÿ Áðîíçîâàÿ Ñóììà

ìåäàëü ìåäàëü ìåäàëü áàëëîâ

1. Êèòàé 6 0 0 220
2. ÑØÀ 5 1 0 212
3. Ðîññèÿ 4 1 1 205
4. Âüåòíàì 4 2 0 196
5. Áîëãàðèÿ 3 3 0 194

6. Òàéâàíü 3 3 0 190
7. Âåíãðèÿ 2 3 1 187
8. ßïîíèÿ 2 4 0 182
9. Èðàí 1 5 0 178
10. Ðóìûíèÿ 1 4 1 176
11. Óêðàèíà 1 5 0 174
12. Êîðåÿ 2 2 2 166
13. Áåëîðóññèÿ 0 4 2 154
14. Èíäèÿ 0 4 2 151
15. Èçðàèëü 1 1 4 147
16. Ïîëüøà 2 1 1 142
17. Ìîëäàâèÿ 2 0 4 140
18. Ñèíãàïóð 0 3 3 139
19. Ìîíãîëèÿ 0 3 2 135
20. Âåëèêî-

áðèòàíèÿ 1 1 4 134
21. Êàçàõñòàí 2 0 2 132

Â ðàìêàõ ïîäãîòîâêè ê ÌÌÎ-2005 êîìàíäà Ðîññèè, â
êîòîðóþ âîøëè äåâÿòèêëàññíèê À.Ìàãàçèíîâ (ßðîñëàâëü)
è äåñÿòèêëàññíèêè À.Åôèìîâ (Ìîñêâà), À.Ïîäõàëþçèí
(Ñàíêò-Ïåòåðáóðã), À.Ãàâðèëþê (Äîëãîïðóäíûé), Ï.Êîçëîâ
(Ðîñòîâ), Â.Àñòàõîâ (Ñàðàòîâ), â ìàå 2004 ãîäà ïðèíÿëà
ó÷àñòèå â Áîëãàðñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäå. Ýòà îëèì-
ïèàäà ïðîâîäèòñÿ ïî ñõåìå ìåæäóíàðîäíûõ, êîãäà âñåì
øêîëüíèêàì ïðåäëàãàþòñÿ åäèíûå çàäàíèÿ íåçàâèñèìî îò
êëàññà, â êîòîðîì îíè îáó÷àþòñÿ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî
ó÷àñòíèêàìè îëèìïèàäû áûëè è âñå ÷ëåíû êîìàíäû Áîë-
ãàðèè íà ÌÌÎ-2004, íàøè øêîëüíèêè ïîêàçàëè âûñîêèå
ðåçóëüòàòû, çàíÿâ, ñîîòâåòñòâåííî, 1, 3, 4, 8, 11 è 20 ìåñòà â
îáùåì çà÷åòå.

Õî÷åòñÿ âûðàçèòü áîëüøóþ áëàãîäàðíîñòü ñòèïåíäèàëü-
íîìó ôîíäó Âëàäèìèðà Ïîòàíèíà, êîìïàíèÿì «Ñïîðòìàñ-
òåð» è «1Ñ» çà ïîääåðæêó îëèìïèàäíîãî äâèæåíèÿ è ïî-
ìîùü â ïîäãîòîâêå íàöèîíàëüíîé êîìàíäû Ðîññèè ê ìåæäó-
íàðîäíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îëèìïèàäàì.

ÇÀÄÀ×È ÎËÈÌÏÈÀÄÛ

1. Ïóñòü ÀÂÑ – îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê, â êîòîðîì
AB ACπ . Îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì ÂÑ ïåðåñåêàåò ñòîðîíû
ÀÂ è ÀÑ â òî÷êàõ Ì è N ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Î ñåðåäèíó ñòîðîíû ÂÑ. Áèññåêòðèñû óãëîâ ÂÀÑ è MON
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå R. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòè, îïèñàí-
íûå îêîëî òðåóãîëüíèêîâ BMR è CNR, èìåþò îáùóþ òî÷êó,
ëåæàùóþ íà ñòîðîíå ÂÑ.

(Ðóìûíèÿ)

2. Íàéäèòå âñå ìíîãî÷ëåíû ( )P x  ñ äåéñòâèòåëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó

( ) ( ) ( ) ( )2P a b P b c P c a P a b c- + - + - = + +

äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c
òàêèõ, ÷òî ab +  bc + ca = 0.

(Þæíàÿ Êîðåÿ)

3. Íàçîâåì êðþêîì ôèãóðó, ñîñòîÿùóþ
èç øåñòè êëåòîê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå
1, à òàêæå ëþáóþ ôèãóðó, êîòîðóþ ìîæíî
ïîëó÷èòü èç íåå ñ ïîìîùüþ ïîâîðîòîâ è Ðèñ. 1



50 Ê Â À Í T · 2 0 0 5 / ¹ 2

ïåðåâîðîòîâ. Íàéäèòå âñå ïðÿìîóãîëüíèêè m n¥ , êîòîðûå
ìîæíî çàìîñòèòü êðþêàìè.

(Ýñòîíèÿ)

4. Ïóñòü 3n ≥  – íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïóñòü 1 2, , , nt t t…  –
ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî

( )2

1 2

1 2

1 1 1
1 n

n

n t t t
t t t

Ê ˆ

+ > + + + + + +
Á ˜
Ë ¯

… … .

Äîêàæèòå, ÷òî , ,
i j k
t t t  ÿâëÿþòñÿ ñòîðîíàìè òðåóãîëüíèêà

ïðè âñåõ i, j, k òàêèõ, ÷òî 1 i j k n£ < < £ .
(Þæíàÿ Êîðåÿ)

5. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD äèàãîíàëü BD íå
ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé íè óãëà ABC, íè óãëà CDA. Òî÷êà P,
ëåæàùàÿ âíóòðè ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD, óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì: PBC DBA– = – , PDC BDA– = – . Äîêàæèòå,
÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD ÿâëÿåòñÿ âïèñàííûì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà AP = CP.

(Ïîëüøà)

6. Íàçîâåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî ïîëîñàòûì, åñëè ëþáûå äâå
ñîñåäíèå öèôðû â åãî äåñÿòè÷íîé çàïèñè èìåþò ðàçíóþ
÷åòíîñòü. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n, äëÿ êàæäîãî èç
êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïîëîñàòîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà n.

(Èðàí)

ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×

Ïî òðàäèöèè, ìû ïðèâîäèì ðåøåíèÿ çàäà÷ îëèìïèàäû,
ïðåäëîæåííûå íàøèìè øêîëüíèêàìè.

1 (È.Øíóðíèêîâ). Ïóñòü AL – áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà
ÀÂÑ (ðèñ.2). Äîêàæåì, ÷òî îêðóæíîñòè, îïèñàííûå îêîëî
òðåóãîëüíèêîâ BMR è CNR, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå L.

Çàìåòèì, ÷òî Î – öåíòð îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
B, M, N, C. Çíà÷èò, òðåóãîëüíèê MON ðàâíîáåäðåííûé
(OM = ON), è áèññåêòðèñà óãëà MON ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèííûì

ïåðïåíäèêóëÿðîì ê
îòðåçêó MN.

Îïèøåì îêðóæ-
íîñòü îêîëî òðåóãîëü-
íèêà AMN è îáîçíà-
÷èì çà X ñåðåäèíó òîé
äóãè MN, êîòîðàÿ íå
ñîäåðæèò òî÷êó A.
Îòðåçêè MX è NX
ðàâíû êàê õîðäû, ñòÿ-
ãèâàþùèå ðàâíûå
äóãè, ñëåäîâàòåëüíî,
X ëåæèò íà ñåðåäèí-

íîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê îòðåçêó MN. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç
ðàâåíñòâà äóã MX è NX ñëåäóåò ðàâåíñòâî âïèñàííûõ óãëîâ
MAX è NAX, ïîýòîìó X ëåæèò íà áèññåêòðèñå AL. Èòàê, ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî X ëåæèò îäíîâðåìåííî è íà áèññåêòðèñå óãëà
BAC, è íà áèññåêòðèñå óãëà MON, ò.å. X ñîâïàäàåò ñ R.

Èç âïèñàííîñòè ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ BMNC è AMRN
ñëåäóþò ðàâåíñòâà 180BMN BCN– + – = ∞  è NMR– =

1

2
NAR BAC= – = – . Îòñþäà

BMR BLR– + – = ( ) ( )BMN NMR CAL ACL– - – + – + – =

= 
1 1

180
2 2

BMN BAC BAC BCN
Ê ˆ Ê ˆ
– - – + – + – = ∞Á ˜ Á ˜

Ë ¯ Ë ¯
.

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè B, M, R, L ëåæàò
íà îäíîé îêðóæíîñòè. Àíàëîãè÷íî, òî÷êè C, N, R, L ëåæàò
íà îäíîé îêðóæíîñòè.

2 (Ì.Äóáàøèíñêèé). Îòâåò: ( ) 4 2P x x xα β= + , ãäå α  è
β  – ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

Â ðåøåíèè áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùàÿ íåñëîæíàÿ
ëåììà: åñëè ìíîãî÷ëåíû ( )P x  è ( )Q x  òàêîâû, ÷òî

( ) ( )P t Q t=  äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî t, òî P è Q ñîâïà-
äàþò êàê ìíîãî÷ëåíû (ò.å. ó íèõ ðàâíû êîýôôèöèåíòû ïðè
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíÿõ x).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ( ) ( )R x P x= -

) ( )Q x- . Åñëè áû ìíîãî÷ëåí ( )R x  èìåë õîòÿ áû îäèí
íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò, òî îí áû èìåë êîíå÷íîå ÷èñëî
êîðíåé, íî ðàâåíñòâó ( ) ( ) ( )R t P t Q t= -  óäîâëåòâîðÿåò ëþáîå
äåéñòâèòåëüíîå t. Ëåììà äîêàçàíà.

Ìíîãî÷ëåí ( ) 0P x = , î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ.

Ïóñòü ( ) 1

1 1 0

n n

n n
P x a x a x a x a-

-
= + + + +…  ( 0na π ) – íåíó-

ëåâîé ìíîãî÷ëåí, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ. Ïîäñòàâèì
a = t, b = c = 0 â èñõîäíîå ðàâåíñòâî (äëÿ òàêèõ a, b, c
âûïîëíåíî ab + bc + ca = 0). Ïðè t = 0 èìååì: ( ) ( )3 0 2 0P P= ,

îòêóäà ( ) 0
0 0P a= = . Ïðè ëþáîì äåéñòâèòåëüíîì t ïîëó÷à-

åì ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 2P t P P t P t P t P t+ + - = fi = - . Ñîãëàñíî

ëåììå, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû ( )P x  ïðè
íå÷åòíûõ ñòåïåíÿõ x ðàâíû 0, â ÷àñòíîñòè, n ÷åòíî.

Äàëåå, ïîäñòàâèì a = 3t, b = 6t, c = –2t (ïðè ýòîì ab +

bc + ca = ( ) 2
18 12 6 0t- - = ), ïîëó÷àåì ( ) ( )3 8P t P t- + +

( ) ( )5 2 7P t P t+ - = . Ñîãëàñíî ëåììå, èìååì ðàâåíñòâî

( ) ( ) ( ) ( )3 8 5 2 7P x P x P x P x- + + - =  ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðå-
ìåííîé x. Ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè ñòàðøåì ÷ëåíå

nx  ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè: ( ) ( )3 8 5 2 7
n nn n

n n n n
a a a a- + + - = ,

è ñ ó÷åòîì ÷åòíîñòè n ïîëó÷àåì 3 8 5 2 7
n n n n
+ + = ◊ , èëè

3 8 5
2

7 7 7

n n n

Ê ˆ Ê ˆ Ê ˆ
+ + =Á ˜ Á ˜ Á ˜

Ë ¯ Ë ¯ Ë ¯
. Ïðè 8n ≥  ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî

ðàâåíñòâà áîëüøå ÷åì 18 1 1
1 1 1

7 7 7

n n

nC
Ê ˆ Ê ˆ

= + = + ◊ + > +Á ˜ Á ˜
Ë ¯ Ë ¯

…

2
7

n
+ > . (Çäåñü áûëî èñïîëüçîâàíî ðàçëîæåíèå 

1
1

7

n

Ê ˆ
+Á ˜

Ë ¯

 ïî

áèíîìó Íüþòîíà.) Ïðè n = 6 ðàâåíñòâî 3 8 5 2 7
n n n n
+ + = ◊

íåâåðíî, â ÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ è íå ïðèáåãàÿ ê âû÷èñëåíè-

ÿì, çàìåòèâ, ÷òî 6 6 6
3 , 8 , 5  äàþò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 7

(ýòî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà), ïîýòîìó
6 6 6

3 8 5+ +  äàåò îñòàòîê 3 ïðè äåëåíèè íà 7.
Èòàê, îñòàåòñÿ ñëó÷àé 4n £ , êîòîðûé ïðèâîäèò (ââèäó

0 0a = , 
1 3 0a a= = ) ê ìíîãî÷ëåíó âèäà ( ) 4 2P x x xα β= + .

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü îòâåò. Ðàññìîòðèì

( ) ( ) ( ) ( )2P a b P b c P c a P a b c- + - + - - + + =

= ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
2a b b c c a a b cβ - + - + - - + + +

+ ( ) ( ) ( ) ( )( )4 4 4 4
2a b b c c a a b cα - + - + - - + + .

Ïåðâàÿ ñêîáêà ðàâíà ( )4 0ab bc ca- + + = . Ïðåîáðàçóåì âòî-

ðóþ ñêîáêó ñ ó÷åòîì ( )
2 2 2 2a b c a b c+ + = + + :

( ) ( ) ( ) ( )
24 4 4 2 2 2

2a b b c c a a b c- + - + - - + + =

= ( )4 3 2 2 3 4
4 6 4a a b a b ab b- + - + +

+ ( )4 3 2 2 3 4
4 6 4b b c b c bc c- + - + +

+ ( )4 3 2 2 3 4
4 6 4c c a c a ca a- + - + -

– ( )4 4 4 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2a b c a b b c c a+ + + + + =

= ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2
2 4a b b c c a ab a b+ + - + -

( ) ( )2 2 2 2
4 4bc b c ca c a- + - + =

= ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2a b b c c a a bc b ca c ab+ + + + + -

Ðèñ. 2



– ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2
4 4 4ab a b c bc a b c ca a b c+ + - + + - + + =

= ( ) ( ) ( )2 2 2 2
2 4 0ab bc ca ab bc ca a b c+ + - + + + + = .

3 (À.Áàäçÿí). Îòâåò: ýòî ïðÿìîóãîëüíèêè, äëÿ êîòîðûõ
3m� , 4n�  (èëè 3n� , 4m� ), è ïðÿìîóãîëüíèêè, äëÿ êîòîðûõ
12m� , 1,2,5n π  (èëè 12n� , 1,2,5m π ).

Ïóñòü ïðÿìîóãîëüíèê m n¥  çàìîùåí êðþêàìè. Äëÿ êàæ-
äîãî êðþêà À ðàññìîòðèì êëåòêó, ãðàíè÷àùóþ ïî ñòîðîíå ñ

òðåìÿ êëåòêàìè êðþêà (ðèñ.3). Íàçîâåì
òàêóþ êëåòêó âûäåëåííîé êëåòêîé êðþêà
À. Îíà ïîêðûòà êàêèì-òî äðóãèì êðþêîì
Á. Òàê êàê êðþê Á íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ
êðþêîì À, âîçìîæíû 3 âàðèàíòà åãî ðàñ-
ïîëîæåíèÿ (ðèñ.4), ïðè÷åì òðåòèé âàðè-
àíò îòïàäàåò, òàê êàê íà äîñêå îñòàåòñÿ
íåïîêðûòàÿ êëåòêà. Â îñòàâøèõñÿ âàðèàí-
òàõ êðþê À ïîêðûâàåò âûäåëåííóþ êëåòêó

êðþêà Á. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå êðþêè ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû
êðþêîâ, ïîêðûâàþùèõ âûäåëåííûå êëåòêè äðóã äðóãà. Êàæ-

äàÿ òàêàÿ ïàðà êðþêîâ îáðàçóåò ôèãóðó èç 12 êëåòîê îäíîãî
èç äâóõ âèäîâ – «êèðïè÷» 4 3¥  èëè «çèãçàã» (ðèñ.5). Èòàê,

ïðÿìîóãîëüíèê m n¥  ðàçáèò íà êèðïè÷è è çèãçàãè èç 12
êëåòîê. Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî mn äåëèòñÿ íà 12.
Îäíî èç ÷èñåë m, n äåëèòñÿ íà 3, ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè

3m � . Èìåþòñÿ ñëåäóþùèå âîçìîæíîñòè:
1) m è n ÷åòíû, íî íå äåëÿòñÿ íà 4;
2) 4n � ;
3) 4m� .

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ýòè ñëó÷àè.
1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m è n ÷åòíû, íî íå äåëÿòñÿ íà 4. Òîãäà

îáùåå êîëè÷åñòâî (ðàâíîå mn/12) êèðïè÷åé è çèãçàãîâ
íå÷åòíî.

Êèðïè÷ ìîæåò áûòü îðèåíòèðîâàí äâóìÿ ñïîñîáàìè –
ãîðèçîíòàëüíî è âåðòèêàëüíî, çèãçàã ìîæåò áûòü îðèåíòèðî-
âàí ÷åòûðüìÿ ñïîñîáàìè – äâà âåðòèêàëüíûõ è äâà ãîðèçîí-
òàëüíûõ (ñì. ðèñ.5).

Ïîêðàñèì â ïðÿìîóãîëüíèêå m n¥  êàæäóþ ÷åòâåðòóþ
âåðòèêàëüíóþ ïîëîñó êðàñíûì, à îñòàëüíóþ ÷àñòü ïðÿìîó-

ãîëüíèêà – ñèíèì (ðèñ.6).
Îáùåå êîëè÷åñòâî êðàñíûõ
êëåòîê ÷åòíî, òàê êàê â
êàæäîé ïîëîñå èõ n – ÷åò-
íîå ÷èñëî. Çàìåòèì, ÷òî â
êàæäîì âåðòèêàëüíîì êèð-
ïè÷å è ãîðèçîíòàëüíîì çèã-
çàãå 0, 2 èëè 4 êðàñíûå
êëåòêè, çíà÷èò, âñå âåðòè-
êàëüíûå êèðïè÷è è ãîðè-
çîíòàëüíûå çèãçàãè íàêðû-

âàþò ÷åòíîå ÷èñëî êðàñíûõ êëåòîê. Òàêèì îáðàçîì, âñå
ãîðèçîíòàëüíûå êèðïè÷è è âåðòèêàëüíûå çèãçàãè íàêðûâàþò
÷åòíîå ÷èñëî êðàñíûõ êëåòîê. Íî â êàæäîì ãîðèçîíòàëüíîì
êèðïè÷å èëè âåðòèêàëüíîì çèãçàãå ðîâíî 3 êðàñíûå êëåòêè,
ïîýòîìó ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ãîðèçîíòàëüíûõ êèðïè÷åé è
âåðòèêàëüíûõ çèãçàãîâ ÷åòíî.

Ðàññìàòðèâàÿ àíàëîãè÷íóþ ðàñêðàñêó ãîðèçîíòàëüíûìè
ïîëîñàìè, äîêàæåì, ÷òî ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî âåðòèêàëü-
íûõ êèðïè÷åé è ãîðèçîíòàëüíûõ çèãçàãîâ ÷åòíî.

Èòàê, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî êèðïè÷åé è
çèãçàãîâ ÷åòíî – ïðîòèâîðå÷èå.

2) Åñëè 3m�  è 4n� , òî ïðÿìîóãîëüíèê m n¥  ðàçáèâàåòñÿ
íà êèðïè÷è (à êàæäûé êèðïè÷ ðàçáèâàåòñÿ íà 2 êðþêà).

3) Åñëè 3m�  è 4m� , òî 12m� , ò.å. m = 12l. Åñëè n ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå n = 3x + 4y ñ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè
x è y, òî ïðÿìîóãîëüíèê m n¥  ðàçáèâàåòñÿ íà x ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ 12 3l ¥  è y ïðÿìîóãîëüíèêîâ 12 4l ¥ , êàæäûé èç
êîòîðûõ ðàçáèâàåòñÿ íà êèðïè÷è. Ïðåäñòàâèì â âèäå n =
= 3x + 4y âñå 1n π , 2, 5: 3 3 1 4 0= ◊ + ◊ , 4 3 0 4 1= ◊ + ◊ ,
8 3 0 4 2= ◊ + ◊ ; âñå îñòàâøèåñÿ n ïîëó÷àþòñÿ èç ÷èñåë 3, 4,
8 ïðèáàâëåíèåì íåñêîëüêèõ òðîåê. Èòàê, åñëè 1n π , 2, 5, òî
ðàçáèåíèå íà êðþêè âîçìîæíî.

Â ïðÿìîóãîëüíèêè 1m ¥ , 2m ¥  íåâîçìîæíî ïîìåñòèòü íè
îäíîãî êðþêà. Íàêîíåö, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèê

5m ¥  óäàëîñü çàìîñòèòü ôèãóðàìè «êèðïè÷» è «çèãçàã». Íî
òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî äâå ôèãóðû, ïîêðûâàþùèå äâå
óãëîâûå êëåòêè â ñòðîêå äëèíû 5, îáÿçàòåëüíî ïåðåêðûâàþò-
ñÿ – ïðîòèâîðå÷èå.

4 (Ä.Ïåðìÿêîâ). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ïðè
íåêîòîðûõ 1 i j k n£ < < £  ÷èñëà , ,

i j k
t t t  íå ÿâëÿþòñÿ äëè-

íàìè ñòîðîí òðåóãîëüíèêà. Îáîçíà÷èì òðîéêó , ,
i j k
t t t  êàê a,

b, c, ãäå a b c+ £ .
Äîêàæåì äëÿ ÷èñåë 0x y z≥ ≥ >  âñïîìîãàòåëüíîå íåðà-

âåíñòâî 
x z y z

z x z y
+ ≥ + . Ñäåëàåì ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçî-

âàíèÿ: 
x y z z

z z y x
- ≥ - , 

( )z x yx y

z xy

--
≥ . Äîìíîæàÿ íà îá-

ùèé çíàìåíàòåëü, ïîëó÷àåì ( ) ( )2xy x y z x y- ≥ -  – âåðíîå

ðàâåíñòâî. Èç äîêàçàííîãî íåðàâåíñòâà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäó-

åò, ÷òî 
c a a b a

a c a a b

+
+ ≥ +

+
 è 

c b a b b

b c b a b

+
+ ≥ +

+
.

Êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé äîêàçàííîãî ïðè z = y, ïîëó÷èì

èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî 2
x y

y x
+ ≥  äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ x è y.

Ñäåëàåì îöåíêó:

 
a b b c c a

b a c b a c

Ê ˆ Ê ˆ Ê ˆ
+ + + + + ≥Á ˜ Á ˜ Á ˜

Ë ¯ Ë ¯ Ë ¯

≥ 2 a b b a b a

b a b a a b

+ +Ê ˆ Ê ˆ
+ + + + =Á ˜ Á ˜
Ë ¯ Ë ¯+ +

= 2
a b a b b a

b a a b a b

+ +Ê ˆ Ê ˆ
+ + + + =Á ˜ Á ˜
Ë ¯ Ë ¯+ +

= 2 2 7
a b a b

b a a b

+Ê ˆ
+ + + + ≥Á ˜
Ë ¯ +

.

(Ôàêòè÷åñêè, ìû ðåøèëè çàäà÷ó äëÿ n = 3.)

Ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê ( )1 2

1 2

1 1 1
n

n

t t t
t t t

Ê ˆ

+ + + + + +
Á ˜
Ë ¯

… …

ïîëó÷àåòñÿ n ñëàãàåìûõ âèäà 
1

1
1

i
t

t
◊ =  è 

( )1

2

n n -
 ñëàãàåìûõ

âèäà k l

l k

t t

t t

Ê ˆ

+
Á ˜
Ë ¯

 äëÿ âñåâîçìîæíûõ 1 k l n£ < £ . Êàæäîå
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ñëàãàåìîå k l

l k

t t

t t

Ê ˆ

+
Á ˜
Ë ¯

 íå ìåíüøå 2, à êðîìå òîãî, ñóììà òðåõ

ñëàãàåìûõ 
a b b c c a

b a c b a c

Ê ˆ Ê ˆ Ê ˆ
+ + + + +Á ˜ Á ˜ Á ˜

Ë ¯ Ë ¯ Ë ¯

 íå ìåíüøå

7 2 3 1= ◊ + . Çíà÷èò, ñóììà âñåõ ñëàãàåìûõ âèäà k l

l k

t t

t t

Ê ˆ

+
Á ˜
Ë ¯

 íå

ìåíüøå, ÷åì óäâîåííîå êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ ïëþñ 1. Èòàê,

( )1 2

1 2

1 1 1
n

n

t t t
t t t

Ê ˆ

+ + + + + + ≥
Á ˜
Ë ¯

… …

≥ ( ) 21
2 1 1

2

n n
n n

-
+ ◊ + = + ,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
5 (Í.Ïåòóõîâà). Ïóñòü ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD âïèñàí â

îêðóæíîñòü (ðèñ.7). Ïðîäëèì îòðåçêè BP è DP äî ïåðåñå÷å-
íèÿ ñ îêðóæíîñòüþ â òî÷-
êàõ D¢  è B¢  ñîîòâåò-
ñòâåííî. Òàê êàê ðàâíûå
âïèñàííûå óãëû îïèðà-
þòñÿ íà ðàâíûå äóãè,
äóãè AB è CB¢  ðàâíû, à
òàêæå äóãè AD è CD¢

ðàâíû. Ñëåäîâàòåëüíî,
òî÷êè B è B¢ , à òàêæå
òî÷êè D è D¢  ñèììåò-
ðè÷íû îòíîñèòåëüíî ñå-
ðåäèííîãî ïåðïåíäèêó-
ëÿðà l ê îòðåçêó AC.
Çíà÷èò, îòðåçêè BD¢  è
B¢ D ñèììåòðè÷íû îò-

íîñèòåëüíî l, ïîýòîìó èõ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ P ëåæèò íà l, ò.å.
ðàâíîóäàëåíà îò A è C.

Íàîáîðîò, ïóñòü òåïåðü äàíî, ÷òî AP = CP, ò.å. P ëåæèò íà
ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå l ê îòðåçêó AC (ðèñ.8). Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD íå ÿâëÿåòñÿ âïèñàííûì.

Òîãäà îêðóæíîñòè 
BS  è 

DS ,
îïèñàííûå îêîëî òðåóãîëüíè-
êîâ ABC è ADC ñîîòâåòñòâåí-
íî, ðàçëè÷íû. Ïóñòü ïðÿìàÿ
BD ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü 

BS
â òî÷êàõ B è 

1D , à îêðóæíîñòü

DS  – â òî÷êàõ D è 
1B .

Îáîçíà÷èì çà 
1 1, , ,B D B D¢ ¢ ¢ ¢

îáðàçû òî÷åê B, D, 
1B , 1D

ñîîòâåòñòâåííî ïðè ñèììåòðèè
îòíîñèòåëüíî l. Î÷åâèäíî, ÷òî

1 1, , ,B D B D¢ ¢ ¢ ¢  ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé, B¢  è 

1D¢  ëåæàò íà
îêðóæíîñòè 

BS , à 
1B¢  è D¢

ëåæàò íà îêðóæíîñòè 
DS . Èç

ñèììåòðèè ñëåäóåò, ÷òî äóãè

1AD  è 
1CD¢  îêðóæíîñòè 

BS

ðàâíû, ïîýòîìó ðàâíû âïèñàííûå óãëû 
1ABD–  è 

1CBD¢ . Íî ïî
óñëîâèþ 

1ABD CBP– = – , ïîýòîìó, 
1BD¢  òîæå ïðîõîäèò

÷åðåç òî÷êó P. Â ñèëó ñèììåòðèè, 
1B D¢  ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó

P. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåì, ÷òî è ïðÿìûå 
1DB¢  è 

1D B¢
ïðîõîäÿò ÷åðåç P. Îòìåòèì, ÷òî ïî óñëîâèþ ïðÿìûå BP è BD
ðàçëè÷íû, ïîýòîìó ïðÿìûå BD è B D¢ ¢  íå ïðîõîäÿò ÷åðåç P.

Ïóñòü ABC ADC– + – < 180∞ . Òàê êàê ABCD – âûïóêëûé
÷åòûðåõóãîëüíèê, òî îòðåçîê BD ïåðåñåêàåòñÿ ñ îòðåçêîì
AC. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè B è 1B  ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó
îò AC, à D è 

1D  – ïî äðóãóþ. Çàìåòèì, ÷òî 1ADC ADC– > – ,
ïîýòîìó òî÷êà 1D  – âíóòðè îêðóæíîñòè 

DS . Îòñþäà ñëåäó-
åò, ÷òî òî÷êà 

1D  ëåæèò íà ïðÿìîé BD ìåæäó òî÷êàìè B è D.

Àíàëîãè÷íî, òî÷êà 
1B  ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè B è D. Èòàê,

ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ òî÷åê íà ïðÿìîé – B, 1B , 1D , D, â
÷àñòíîñòè, 1D  ëåæèò íà îòðåçêå 1B D . Â ñèëó ñèììåòðèè 

1D¢

ëåæèò íà îòðåçêå 1B D¢ ¢ .
Óãëû 1B PD  è 1B PD¢ ¢  â ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî l

òðåóãîëüíèêàõ 
1B PD  è 

1B PD¢ ¢  ëèáî âåðòèêàëüíûå (åñëè P
ëåæèò íà îòðåçêå 1DB¢ ), ëèáî ñîâïàäàþò (åñëè P ëåæèò íà
ïðîäîëæåíèè îòðåçêà 1DB¢ ) (ðèñ.9). Òàê êàê 1D  ëåæèò íà

îòðåçêå 1DB , òî â ëþáîì ñëó÷àå ïðÿìàÿ 1PD  ïåðåñåêàåò
îòðåçîê 

1D B¢ ¢  (à íå åãî ïðîäîëæåíèå). Ïîëó÷àåì, ÷òî B¢

ëåæèò íà îòðåçêå 
1D B¢ ¢  – ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëó÷àé 180ABC ADC– + – > ∞  ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî –
ëèøü òî÷êè B è 1B , D è 1D , B¢  è 

1B¢ , D¢  è 
1D¢  ïîìåíÿþòñÿ

ðîëÿìè.
6 (Ì.Èñàåâ). Îòâåò: âñå ÷èñëà, íå êðàòíûå 20.
Ëþáîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 20, èìååò ïîñëåäíþþ öèôðó 0

è ÷åòíóþ ïðåäïîñëåäíþþ öèôðó. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîñàòîå
÷èñëî íå ìîæåò äåëèòüñÿ íà ÷èñëî n, êðàòíîå 20.

Äîêàæåì ïî øàãàì, ÷òî âñå îñòàëüíûå ÷èñëà ïîäõîäÿò.
Øàã 1. Ñóùåñòâóåò íå÷åòíîå k-çíà÷íîå ïîëîñàòîå ÷èñëî

kX  (â êà÷åñòâå ïåðâîé ÷åòíîé öèôðû äîïóñêàåòñÿ 0), äåëÿ-
ùååñÿ íà 5k .

Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî k. Áàçà: ïîëîæèì 
1 5X = . Äîêà-

æåì ïåðåõîä. Ïóñòü èìååòñÿ k-çíà÷íîå ïîëîñàòîå ÷èñëî
5

k

k
X m= . ×òîáû ïîëó÷èòü ÷èñëî 

1kX
+

, ïîäáåðåì ïîäõîäÿ-
ùóþ öèôðó a è ïðèïèøåì åå ñëåâà ê kX , ò.å. áóäåì èñêàòü

1kX
+

 â âèäå ( )10 5 2
k k k

k k
aX a X a m= + = + . Íàì íóæíî,

÷òîáû 2
k

a
S a m= +  äåëèëîñü íà 5. Êðîìå òîãî, åñëè k

íå÷åòíî, òî öèôðó a âûáåðåì ÷åòíîé (÷òîáû 
1kX

+
 áûëî

ïîëîñàòûì). Ïîêàæåì, ÷òî ýòî âîçìîæíî. ×èñëà 0, 2, 4, 6, 8
äàþò ðàçëè÷íûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 5, ïîýòîìó 5 ÷èñåë

0 2 4 6 8, , , ,S S S S S  äàþò ðàçëè÷íûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 5
(çíà÷èò, ñðåäè ýòèõ îñòàòêîâ åñòü 0). Â ñàìîì äåëå, åñëè áû
êàêèå-òî iS  è 

j
S  ( i jπ ) äàâàëè îäèíàêîâûé îñòàòîê îò

äåëåíèÿ íà 5, òî èõ ðàçíîñòü ( )2
k

i j
S S i j- = -  äîëæíà áûëà

äåëèòüñÿ íà 5, íî ýòî íå òàê. Åñëè æå k ÷åòíî, òî èñêîìóþ
öèôðó a âûáåðåì íå÷åòíîé. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåì, ÷òî ýòî
âîçìîæíî, èñïîëüçóÿ òî, ÷òî ÷èñëà 1, 3, 5, 7, 9 äàþò
ðàçëè÷íûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 5.

Øàã 2. Ñóùåñòâóåò k-çíà÷íîå ïîëîñàòîå ÷èñëî kY , äåëÿùå-

åñÿ íà 2k , ïðè÷åì åñëè k ÷åòíî, òî kY  äåëèòñÿ íà 1
2

k+ , à åñëè

k íå÷åòíî, òî kY  íå äåëèòñÿ íà 1
2

k+ .
Äîêàæåì ýòî èíäóêöèåé ïî k. Áàçà: 1 2Y = . Äîêàæåì

ïåðåõîä. Ïóñòü èìååòñÿ k-çíà÷íîå ÷èñëî kY , óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå äàííûì óñëîâèÿì. Îïðåäåëèì 1kY

+
.

Ïóñòü k íå÷åòíî, k = 2t – 1 äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî

t. Òîãäà 2 1

2 1 2
t

t
Y m-

-
= , ãäå m íå÷åòíî. Ïîëó÷èì ïîëîñàòîå

÷èñëî 2 2 1t t
Y aY

-
= , ïîäîáðàâ íå÷åòíóþ öèôðó a. Çàïèøåì

( )2 1 2 1 2 1

2 2 110 2 5
t t t

t t
Y a Y a m- - -

-
= + = + . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
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èíäóêöèîííîãî ïåðåõîäà íàì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû 2 1
5

t a m-
+

äåëèëîñü íà 4. Çàìåòèì, ÷òî 5 â ëþáîé ñòåïåíè äàåò îñòàòîê
1 îò äåëåíèÿ íà 4, ïîýòîìó åñëè m äàåò îñòàòîê 1 îò äåëåíèÿ
íà 4, ïîëîæèì a = 3, à åñëè m äàåò îñòàòîê 3 îò äåëåíèÿ íà
4, ïîëîæèì a = 1.

Ïóñòü k ÷åòíî, k = 2t. Òîãäà 2 1

2 2
t

t
Y m+

= . Ïîëó÷èì

ïîëîñàòîå ÷èñëî 2 1 2t t
Y aY

+
, ïîäîáðàâ ÷åòíóþ öèôðó 2a b= .

Èìååì ( )2 2 1 2

2 1 210 2 5
t t t

t t
Y a Y b m+

+
= + = + . Íàì íóæíî, ÷òî-

áû 2
5

tb m+  íå äåëèëîñü íà 2. Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì b = 1 (ò.å.
a = 2), åñëè m íå÷åòíî, è b = 2 (ò.å. a = 4), åñëè m ÷åòíî.

Øàã 3. Ñóùåñòâóåò íå÷åòíîå ïîëîñàòîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ

íà 5kp  (k = 0, 1, 2, …), ãäå ( )mnd ,10 1p = .
Ïóñòü X – íå÷åòíîå ïîëîñàòîå ÷èñëî èç ÷åòíîãî êîëè÷åñòâà

öèôð (âîçìîæíî, ñ ïåðâîé öèôðîé 0), äåëÿùååñÿ íà 5k  (åñëè
k = 0, òî ïîëîæèì X = 01, åñëè k ÷åòíî, òî ïóñòü kX X=  èç
ïåðâîãî øàãà, åñëè æå k íå÷åòíî, òî ïóñòü 1kX X

+
=  èç ïåðâîãî

øàãà). Íóæíîå ïîëîñàòîå ÷èñëî Z, äåëÿùååñÿ íà 5kp , íàéäåì

â  âèäå  ( )2

1

1 10 10 10
k k lk

l

Z XX X X
+

= = + + + +… …

�����

,  ãäå  k –

êîëè÷åñòâî öèôð â ÷èñëå X. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäå-
íèå: íàéäåòñÿ òàêîå l, ÷òî 2

1 10 10 10
k k lk

lS = + + + + =…

( )1
10 1

10 1

l k

k

+

-
=

-

 äåëèòñÿ íà p. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåì-

ñÿ òåîðåìîé Ýéëåðà: åñëè ( )mnd , 1a b = , òî ( )
1

b
a

ϕ
-  äåëèò-

ñÿ íà b, ãäå ( )bϕ  – êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ

b è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ b. Ïîëîæèì ( )( )1 10 1
kl pϕ+ = - ,

òîãäà ( )1
10 1

l k+

-  äåëèòñÿ íà 1
10 1

l+
- , à 1

10 1
l+

-  â ñèëó

òåîðåìû Ýéëåðà äåëèòñÿ íà ( )10 1
k p- . (Óòâåðæäåíèå ìîæíî

äîêàçàòü è áåç ïîìîùè òåîðåìû Ýéëåðà: çàìåòèì, ÷òî íàéäóò-
ñÿ òàêèå ðàçëè÷íûå 1 2l l> , ÷òî 

1l
S  è 

2l
S  äàþò îäèí è òîò æå

îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà p. Òîãäà ( )2

1 2 1 2

1
10

l k

l l l l
S S S

+

-
- =

äåëèòñÿ íà p, ò.å. 
1 2l l

S
-

 äåëèòñÿ íà p.)
Øàã 4. Ñóùåñòâóåò ïîëîñàòîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 2

kp

(k = 0,1, 2, …), ãäå ( )mnd ,10 1p = .
Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî òðåòüåìó øàãó ñ èñïîëüçîâà-

íèåì ïîñòðîåííîãî íà âòîðîì øàãå ïîëîñàòîãî ÷èñëà, äåëÿ-

ùåãîñÿ íà 2k .
Øàã 5. Ñóùåñòâóåò ïîëîñàòîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 2 5

kp◊ ,
ãäå ( )mnd ,10 1p = .

Äîñòàòî÷íî ïðèïèñàòü 0 â êîíöå íå÷åòíîãî ïîëîñàòîãî

÷èñëà, äåëÿùåãîñÿ íà 5
k , ïîëó÷åííîãî íà òðåòüåì øàãå.

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè
Í.Àãàõàíîâ, Ï.Êîæåâíèêîâ, Ä.Òåðåøèí

XXXV Ìåæäóíàðîäíàÿ
ôèçè÷åñêàÿ îëèìïèàäà

Ñ 15 ïî 23 èþëÿ 2004 ãîäà â Þæíîé Êîðåå â ãîðîäå Ïîõàíã
ïðîõîäèëà î÷åðåäíàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ ôèçè÷åñêàÿ îëèìïè-
àäà øêîëüíèêîâ. Â îëèìïèàäå ïðèíÿëè ó÷àñòèå êîìàíäû èç
73 ñòðàí, â òîì ÷èñëå – êîìàíäà Ôðàíöèè, êîòîðàÿ 25 ëåò íå
ó÷àñòâîâàëà â îëèìïèàäå. ßïîíèÿ, ðàíåå íå ïðèíèìàâøàÿ
ó÷àñòèå â îëèìïèàäå, ïðèñëàëà ñâîåãî íàáëþäàòåëÿ; ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ßïîíèÿ èìååò íàìåðåíèå â ñëåäóþùåì ãîäó
ïðèñîåäèíèòüñÿ ê îëèìïèàäíîìó äâèæåíèþ. Îáùåå ÷èñëî
ó÷àñòíèêîâ îëèìïèàäû ñîñòàâèëî 332 øêîëüíèêà.

Êàê è â ïðåäûäóùèå ãîäû, ïîäãîòîâêà ñáîðíîé êîìàíäû
Ðîññèè ïðîâîäèëàñü íà áàçå Ìîñêîâñêîãî ôèçèêî-òåõíè÷åñ-
êîãî èíñòèòóòà. Êàíäèäàòû â ñáîðíóþ áûëè îòîáðàíû ïî
ðåçóëüòàòàì äâóõ âñåðîññèéñêèõ îëèìïèàä, à òàêæå îäíîãî
êâàëèôèêàöèîííîãî è äâóõ ó÷åáíî-òðåíèðîâî÷íûõ ñáîðîâ.
Âî âðåìÿ ïðîâåäåíèÿ ñáîðîâ ñ ðåáÿòàìè ðàáîòàëè ïðåïîäà-
âàòåëè êàôåäðû îáùåé ôèçèêè, à òàêæå ñòóäåíòû Ôèçòåõà –
ïîáåäèòåëè ìåæäóíàðîäíûõ îëèìïèàä ïðîøëûõ ëåò. Â îá-
ùåé ñëîæíîñòè ïðîäîëæèòåëüíîñòü âñåõ ñáîðîâ ñîñòàâèëà
÷åòûðå ñ ïîëîâèíîé íåäåëè.

Â ñáîðíóþ êîìàíäó Ðîññèè íà XXXV Ìåæäóíàðîäíóþ
ôèçè÷åñêóþ îëèìïèàäó øêîëüíèêîâ áûëè âêëþ÷åíû:

Ãëàçûðèí Ñåìåí – ãèìíàçèÿ 127, Ñíåæèíñê ×åëÿáèíñêîé
îáë. (ó÷èòåëü ôèçèêè – Å.Ì.Åëüêèíà),

Ðå÷èñòîâ Ãðèãîðèé – Ìíîãîïðîôèëüíûé ëèöåé, Âîëîãäà
(ó÷èòåëÿ – Ë.Í.Ñóõàíîâ è À.Ã.Äðèæóê),

Îôåðêèí Èãîðü – øêîëà 18, Íîâî÷åáîêñàðñê (ó÷èòåëÿ –
Ë.Í.Òóðêîâñêàÿ è Â.Ä.Êî÷àêîâ),

Ëåñíè÷èé ßêîâ – ëèöåé 3, Êðîïîòêèí Êðàñíîäàðñêîãî êð.
(ó÷èòåëü – Í.Ã.×åðíàÿ),

Àíäðååâ Èâàí – ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ øêîëà 82, ×åðíîãîëîâ-
êà Ìîñêîâñêîé îáë. (ó÷èòåëÿ – Â.Ã.Åãîðîâ è Ã.Â.Ëþáèìîâà).

Êîìàíäó Ðîññèè âîçãëàâèëè ïðîôåññîð ÌÔÒÈ Ñ.Ì.Êîçåë
è äîöåíò ÌÔÒÈ Â.Ï.Ñëîáîäÿíèí. Â êà÷åñòâå íàáëþäàòåëÿ îò
Ðîññèè íà îëèìïèàäå ïðèñóòñòâîâàë Çàñëóæåííûé ó÷èòåëü
Ðîññèè (ÔÌË 31, ×åëÿáèíñê) È.À.Èîãîëåâè÷, ó÷åíèêè êîòî-
ðîãî íà ïðåäûäóùèõ ìåæäóíàðîäíûõ îëèìïèàäàõ çàâîåâà-
ëè ÷åòûðå çîëîòûå ìåäàëè.

Ó÷àñòíèêàì îëèìïèàäû áûëè ïðåäëîæåíû òðè òåîðåòè-
÷åñêèõ çàäàíèÿ, êàæäîå èç êîòîðûõ îöåíèâàëîñü â 10 áàëëîâ,
è îäíî ýêñïåðèìåíòàëüíîå çàäàíèå – 20 áàëëîâ. Òàêèì
îáðàçîì, êàæäûé èç ó÷àñòíèêîâ îëèìïèàäû ìîã íàáðàòü 50
áàëëîâ. Êàê òåîðåòè÷åñêèå, òàê è ýêñïåðèìåíòàëüíûå çàäà-
íèÿ äëÿ áîëüøèíñòâà ó÷àñòíèêîâ îëèìïèàäû îêàçàëèñü
î÷åíü òðóäíûìè. Ñðåäíèé áàëë çà ðåøåíèå ïåðâîãî òåîðå-
òè÷åñêîãî çàäàíèÿ ñîñòàâèë 5,0; âòîðîãî çàäàíèÿ – 4,9;
òðåòüåãî – 3,3; à ñðåäíèé áàëë çà âûïîëíåíèå ýêñïåðèìåí-
òàëüíîãî çàäàíèÿ áûë ðàâåí 9,1. Àíàëîãè÷íûå áàëëû, ïîëó-
÷åííûå íàøèìè ðåáÿòàìè, ñîñòàâèëè 7,7; 7,8; 8,2 è 11,6
ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ðåáÿòà õî-
ðîøî ñïðàâèëèñü ñ çàäàíèÿìè òåîðåòè÷åñêîãî òóðà (79%) è
çíà÷èòåëüíî õóæå – ñ ýêñïåðèìåíòîì (58%).

Ïî èòîãàì âûñòóïëåíèÿ íà XXXV Ìåæäóíàðîäíîé ôèçè-
÷åñêîé îëèìïèàäå áûëè îòìå÷åíû 215 ó÷àñòíèêîâ. Çîëîòûå
ìåäàëè ïîëó÷èë 31 ó÷åíèê, ñåðåáðÿíûå – 35 è áðîíçîâûå –
68. Êðîìå òîãî, 81 ó÷àñòíèê áûë íàãðàæäåí ãðàìîòàìè.

×ëåíû ñáîðíîé Ðîññèè ïîêàçàëè ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:
Ãëàçûðèí Ñåìåí – 38,5 áàëëà, Îôåðêèí Èãîðü – 36,8 áàëëà,
Àíäðååâ Èâàí – 35,6 áàëëà, Ðå÷èñòîâ Ãðèãîðèé – 34,3 áàëëà
(âñå îíè ïîëó÷èëè ñåðåáðÿíûå ìåäàëè), Ëåñíè÷èé ßêîâ –
31,0 áàëë (áðîíçîâàÿ ìåäàëü).

Ñðàâíèòåëüíûå íåîôèöèàëüíûå ðåçóëüòàòû âûñòóïëåíèÿ
íà îëèìïèàäå 13 ëó÷øèõ êîìàíä ïðèâåäåíû â òàáëèöå:
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Êàê âèäíî èç òàáëèöû, êîíêóðåíöèÿ ìåæäó êîìàíäàìè
ëèäèðóþùåé ãðóïïû ñòðàí áûëà èñêëþ÷èòåëüíî îñòðîé
(èñêëþ÷åíèå ñîñòàâèëà êîìàíäà Êèòàÿ, êîòîðàÿ â ïîñëåäíèå
ãîäû îêàçûâàåòñÿ âíå êîíêóðåíöèè). Â ýòèõ óñëîâèÿõ ðåøà-
þùèì ôàêòîðîì â áîðüáå çà áîëåå âûñîêîå ìåñòî ñòàíîâÿòñÿ
ðàçëè÷íûå «ìåëî÷è»: àêêóðàòíàÿ çàïèñü ðåçóëüòàòîâ, óêàçà-
íèå ðàçìåðíîñòåé èçìåðåííûõ âåëè÷èí, ïðàâèëüíî âûáðàí-
íûé ìàñøòàá ãðàôèêîâ, ÷åòêî âûïîëíåííûé ðèñóíîê èëè
ñõåìà, ãðàìîòíî îöåíåííàÿ îøèáêà èçìåðåíèé è ò.ä.

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå íàøèìè ðåáÿòàìè, ñëåäóåò ïðè-
çíàòü óäîâëåòâîðèòåëüíûìè, íî îíè ìîãëè áûòü çíà÷èòåëü-
íî âûøå. Ïîñðåäñòâåííîå âûñòóïëåíèå íà ýêñïåðèìåíòàëü-
íîì òóðå â çíà÷èòåëüíîé ìåðå îòðàæàåò îáùåå îñëàáëåíèå
ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïîäãîòîâêè ðîññèéñêèõ øêîëüíèêîâ. Íà
íà÷àëüíîì ýòàïå ïîäãîòîâêè ìíîãèå èç êàíäèäàòîâ â ñáîð-
íóþ êîìàíäó âîîáùå íå èìåëè íèêàêèõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
íàâûêîâ. Ðóêîâîäèòåëè ñáîðíîé êîìàíäû ìíîãèå ãîäû áå-
çóñïåøíî ïûòàþòñÿ äîêàçàòü íåîáõîäèìîñòü ñîçäàíèÿ ñïå-
öèàëèçèðîâàííîé, õîðîøî îñíàùåííîé ñîâðåìåííûìè ïðè-
áîðàìè ôèçè÷åñêîé ëàáîðàòîðèè äëÿ ïîäãîòîâêè ñáîðíîé
êîìàíäû â îáëàñòè ýêñïåðèìåíòà. Òàêèå ëàáîðàòîðèè â
ðàìêàõ öåëåâûõ ïðîãðàìì ïîäãîòîâêè íàöèîíàëüíûõ ñáîð-
íûõ êîìàíä ñîçäàíû âî ìíîãèõ ñòðàíàõ, ëèäèðóþùèõ íà
îëèìïèàäå (Êèòàé, ÑØÀ, Èðàí, Êîðåÿ, Òàéâàíü, Ðóìûíèÿ,
Èíäèÿ è äð.). Íàøà æå êîìàíäà ïðîõîäèò ýêñïåðèìåíòàëü-
íóþ ïîäãîòîâêó íà áàçå ôèçè÷åñêèõ ëàáîðàòîðèé Ìîñêîâñ-
êîãî ôèçèêî-òåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà, êîòîðûå îðèåíòèðîâà-
íû íà ñòóäåíòîâ 1 – 3 êóðñîâ, à íå íà âûïóñêíèêîâ ñðåäíåé
øêîëû.

Êàê è â ïðåæíèå ãîäû, óñïåøíî âûñòóïèëè íà îëèìïèàäå
êîìàíäû ñòðàí àçèàòñêîãî ðåãèîíà. Ýòî íå óäèâèòåëüíî. Â
ýòèõ ñòðàíàõ ðàçðàáîòàíû ñïåöèàëüíûå ãîñóäàðñòâåííûå
ïðîãðàììû ðàáîòû ñ îäàðåííûìè äåòüìè. Óñïåøíîå âûñòóï-
ëåíèå êîìàíäû íà îëèìïèàäå øêîëüíèêîâ ïî ôèçèêå ïðà-
âèòåëüñòâàìè ýòèõ ñòðàí ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê äåëî ãîñóäàð-
ñòâåííîãî ïðåñòèæà. Ñîçäàíû âñå óñëîâèÿ äëÿ ïîäãîòîâêè
ñáîðíûõ êîìàíä (îðãàíèçàöèîííî-òåõíè÷åñêèå è ôèíàíñî-
âûå). Íà ïåðèîä ïîäãîòîâêè êîìàíäû ê îëèìïèàäå ðåáÿòà
îñâîáîæäàþòñÿ îò âñåõ äðóãèõ çàíÿòèé è ýêçàìåíîâ. Ê
ñîæàëåíèþ, ïîäãîòîâêà ñáîðíîé êîìàíäû Ðîññèè ïðîõîäèò
â áîëåå æåñòêèõ óñëîâèÿõ – áåç çíà÷èòåëüíîé ôèíàíñîâîé
ïîääåðæêè ñî ñòîðîíû ãîñóäàðñòâà è ñïîíñîðîâ è â áîëåå
êîðîòêèå ñðîêè. Äîñòàòî÷íî ñêàçàòü, ÷òî ó ãîñóäàðñòâà íå
íàøëîñü âàëþòû, ÷òîáû âîâðåìÿ îïëàòèòü ïîåçäêó êîìàíäû
â Êîðåþ, è ðóêîâîäèòåëÿì ñáîðíîé ïðèøëîñü «äîáûâàòü»
äåíüãè ó çíàêîìûõ. Ïîäãîòîâêà íàøåé ñáîðíîé ê ó÷àñòèþ â
ìåæäóíàðîäíîé îëèìïèàäå îïèðàåòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì íà
ýíòóçèàçì øêîëüíûõ ó÷èòåëåé è íåáîëüøîé ãðóïïû ïðåïî-
äàâàòåëåé Ìîñêîâñêîãî ôèçèêî-òåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà.

Óñëîâèÿ òåîðåòè÷åñêèõ çàäà÷ (è îòâåòû ê íèì) ïðèâåäåíû
íèæå. Çäåñü æå êðàòêî ðàññêàæåì îá ýêñïåðèìåíòàëüíîì

çàäàíèè, â êîòîðîì ó÷àùèìñÿ ïðåäëàãàëîñü èññëåäîâàòü
ìåõàíè÷åñêèé «÷åðíûé ÿùèê», ñîñòîÿùèé èç äëèííîé òðóá-
êè, ê òîðöàì êîòîðîé ñ ïîìîùüþ ïðóæèí ðàçíîé æåñòêîñòè
áûë ïðèêðåïëåí ìåòàëëè÷åñêèé øàð. Ïðè ãîðèçîíòàëüíîì
ïîëîæåíèè òðóáêè ðàâíîâåñíîå ïîëîæåíèå øàðà íå ñîâïà-
äàëî ñ ñåðåäèíîé òðóáêè. Êîíñòðóêöèÿ «÷åðíîãî ÿùèêà» â
îáùèõ ÷åðòàõ áûëà îïèñàíà â çàäàíèè. Ðåáÿòàì íóæíî áûëî
âûïîëíèòü ðÿä ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü
ïàðàìåòðû ÿùèêà: ðàâíîâåñíîå ïîëîæåíèå øàðèêà îòíîñè-
òåëüíî ñåðåäèíû òðóáêè, åãî ìàññó, æåñòêîñòè ïðóæèí. Äëÿ
âûïîëíåíèÿ ýòîé ðàáîòû ó÷àñòíèêàì îëèìïèàäû âûäàëè
ïðåöèçèîííûå èçìåðèòåëè ñêîðîñòè, ýëåêòðîííûå ñåêóíäî-
ìåðû ñ îïòè÷åñêèì çàïóñêîì, ýëåêòðîííûå âåñû è íåêîòîðûå
äðóãèå ìåõàíè÷åñêèå óñòðîéñòâà è ïðèñïîñîáëåíèÿ. Óñïåõ
âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ çàâèñåë îò àêêóðàòíîãî âûïîëíåíèÿ
äëèííîé ñåðèè íåñêîëüêèõ ýêñïåðèìåíòîâ, îáðàáîòêè ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, àêêóðàòíîãî ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ
â ïðàâèëüíî âûáðàííûõ êîîðäèíàòàõ è ïîëó÷åíèÿ èç ýòèõ
ãðàôèêîâ íóæíûõ ïàðàìåòðîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè – òðåáîâà-
ëàñü çíà÷èòåëüíàÿ «÷åðíîâàÿ» ðàáîòà, ïðè êîòîðîé òâîð÷åñ-
êèé ýëåìåíò îòõîäèë íà âòîðîé ïëàí. Èìåííî â ýòîé ÷àñòè
çàäàíèÿ íàøè ðåáÿòà ïðîÿâèëè ïîñïåøíîñòü è äàæå íå-
áðåæíîñòü (îñîáåííî ïðè ïîñòðîåíèè ãðàôèêîâ).

Â îäèí èç ñâîáîäíûõ äíåé îëèìïèàäû áûë ïðîâåäåí
íåîôèöèàëüíûé êðåàòèâíûé êîíêóðñ, â êîòîðîì ïðèíÿëè
ó÷àñòèå 84 êîìàíäû ïî 5 ÷åëîâåê â êàæäîé, èç íèõ 19 –
êîðåéñêèå êîìàíäû, ñôîðìèðîâàííûå èç øêîëüíèêîâ ãîðî-
äà Ïîõàíã. Ó÷àñòíèêàì êîíêóðñà ïðåäëàãàëîñü, èñïîëüçóÿ
òîëüêî âûäàííûå ìàòåðèàëû (âîçäóøíûå øàðèêè, êàðòîí,
áóìàãó, òåííèñíûå ìÿ÷è, ñêîò÷), ïîñòðîèòü «ëåòàòåëüíûé
àïïàðàò, êîòîðûé áûë áû êàê ìîæíî òÿæåëåå è êàê ìîæíî
äîëüøå ïðîäåðæàëñÿ áû â âîçäóõå». Íàøè ðåáÿòà ïðîÿâèëè
÷óäåñà èçîáðåòàòåëüíîñòè. Ïîñòðîåííûé èìè àïïàðàò îêà-
çàëñÿ ëó÷øèì, è ðîññèéñêàÿ êîìàíäà çàíÿëà ïåðâîå ìåñòî, à
âñå åå ó÷àñòíèêè ïîëó÷èëè ïî öèôðîâîé ôîòîêàìåðå.

ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÒÓÐ

Çàäà÷à 1. Ñîïðîòèâëåíèå «Ïèíã-ïîíã»

Êîíäåíñàòîð ñîñòîèò èç äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïëàñòèí â
ôîðìå êðóãîâ ðàäèóñîì R, ðàñïîëîæåííûõ íà ðàññòîÿíèè d
( d R� ) äðóã îò äðóãà (ðèñ.1,à). Âåðõíÿÿ ïëàñòèíà ïðèñî-
åäèíåíà ê èñòî÷íèêó ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ ñ ïîòåíöèà-
ëîì U, à íèæíÿÿ ïëàñòèíà çàçåìëåíà. Çàòåì òîíêèé ìàëåíü-
êèé äèñê ìàññîé m, ðàäèóñîì r ( ,r R d� ) è ïðåíåáðåæèìî
ìàëîé òîëùèíîé δ
( rδ � ) ïîìåùàþò â
öåíòð íèæíåé ïëàñ-
òèíû (ðèñ.1,á).

Ïëàñòèíû è äèñê,
èçãîòîâëåííûå èç õî-
ðîøî ïðîâîäÿùåãî
ìàòåðèàëà, íàõîäÿò-
ñÿ â âàêóóìå. Âñåìè
ýëåêòðîñòàòè÷åñêè-
ìè êðàåâûìè ýôôåê-
òàìè è èíäóöèðîâàí-
íûìè çàðÿäàìè, à
òàêæå èíäóêòèâíîñ-
òüþ âñåé öåïè è ñâÿ-
çàííûìè ñ íåé ýô-
ôåêòàìè ìîæíî ïðå-
íåáðå÷ü. Äèýëåêòðè-
÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ

0ε  ñ÷èòàåòñÿ èçâåñò-
íîé.

¹Ñòðàíà Çîëîòûå Ñåðåáðÿíûå Áðîíçîâûå Ãðàìîòû Ñóììà
ìåäàëè ìåäàëè ìåäàëè áàëëîâ

1. Êèòàé 5 222,1
2. Èðàí 3 1 1 196,7
3. Êîðåÿ 4 1 193,9
4. Áåëîðóññèÿ 2 2 1 184,6
5. Óêðàèíà 2 1 2 182,3
6. ÑØÀ 2 2 1 181,0
7. Âåíãðèÿ 2 2 1 177,0
8. Ðîññèÿ 4 1 176,2
9. Òàéâàíü 1 3 1 174,5
10.Èíäèÿ 1 3 1 172,0
11. Òàéëàíä 1 1 3 171,4
12.Ðóìûíèÿ 1 2 2 170,7
13.Âüåòíàì 3 2 169,9

Ðèñ. 1



à) Ðàññ÷èòàéòå ýëåêòðîñòàòè÷åñêóþ ñèëó F âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ìåæäó ïëàñòèíàìè, íàõîäÿùèìèñÿ íà ðàññòîÿíèè d, äî
ïîìåùåíèÿ äèñêà ìåæäó íèìè. (1,2 áàëëà)

b) Êîãäà äèñê ïîìåùåí íà íèæíþþ ïëàñòèíó, îí ïðèîáðå-
òàåò çàðÿä q, ïðîïîðöèîíàëüíûé íàïðÿæåíèþ U íà êîíäåí-
ñàòîðå: q Uχ= . Âûðàçèòå χ  ÷åðåç r, d è 0

ε . (0,8 á.)
c) Ïàðàëëåëüíûå ïëàñòèíû êîíäåíñàòîðà ðàñïîëîæåíû

ïåðïåíäèêóëÿðíî ãðàâèòàöèîííîìó ïîëþ g
�

. ×òîáû äèñê â
ïåðâûé ðàç ïîäíÿëñÿ ââåðõ èç èñõîäíîãî ïîëîæåíèÿ, íåîá-
õîäèìî ïðèëîæèòü íàïðÿæåíèå, ïðåâûøàþùåå ïîðîãîâîå
çíà÷åíèå U* . Âûðàçèòå U*  ÷åðåç m, g, d è χ . (0,5 á.)

d) Ïðè U U*
>  äèñê äâèæåòñÿ ââåðõ-âíèç ìåæäó ïëàñòè-

íàìè. (Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äèñê äâèæåòñÿ ñòðîãî âåðòè-
êàëüíî, áåç êà÷àíèÿ.) Ñòîëêíîâåíèÿ ìåæäó äèñêîì è êàæäîé
ïëàñòèíîé íåóïðóãèå ñ êîýôôèöèåíòîì âîññòàíîâëåíèÿ

2 1v vη = , ãäå 
1v  è 

2v  – ñêîðîñòè äèñêà äî è ïîñëå ñòîëêíî-
âåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Ïëàñòèíû çàêðåïëåíû íåïîäâèæíî.
Ïîñëå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ñòîëêíîâåíèé ñêîðîñòü äèñêà
ñðàçó ïîñëå î÷åðåäíîãî ñòîëêíîâåíèÿ ñ íèæíåé ïëàñòèíîé
ñòðåìèòñÿ ê çíà÷åíèþ, êîòîðîå íàçîâåì «ñêîðîñòüþ â óñòà-
íîâèâøåìñÿ ðåæèìå» y

v . Âåëè÷èíà y
v  çàâèñèò îò U ïî

ôîðìóëå

2

y
v Uα β= + .

Âûðàçèòå êîýôôèöèåíòû α  è β  ÷åðåç m, g, χ , d è η .
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äèñê êàñàåòñÿ ïëàñòèíû îäíîâðåìåííî
âñåé ïîâåðõíîñòüþ, òàê ÷òî ïîëíàÿ ïåðåçàðÿäêà ïðîèñõîäèò
ìãíîâåííî ïðè êàæäîì ñòîëêíîâåíèè. (2,3 á.)

å) Â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå ñðåäíèé ïî âðåìåíè òîê I
÷åðåç îáêëàäêè êîíäåíñàòîðà ïðè óñëîâèè qU mgd	  ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå 2I Uγ= . Âûðàçèòå êîýôôèöèåíò γ
÷åðåç m, χ , d è η . (2,2 á.)

f) Ïðè î÷åíü ìåäëåííîì óìåíüøåíèè ïðèëîæåííîãî íà-
ïðÿæåíèÿ U ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå íàïðÿæåíèÿ

*U , íèæå êîòîðîãî òîê ñêà÷êîì ïðåêðàùàåò òå÷ü. Âûðàçèòå

*U  è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó òîê *I  ÷åðåç m, g, χ , d è η .
Ñðàâíèâ *U  ñ ïîðîãîâûì çíà÷åíèåì U* , îïðåäåëåííûì â
ïóíêòå ñ), ïðèáëèæåííî èçîáðàçèòå çàâèñèìîñòè I îò U ïðè
óâåëè÷åíèè è ïðè óìåíüøåíèè U â ïðåäåëàõ îò 0 äî 3U* .
(3 á.)

Çàäà÷à 2. Ïîäíèìàþùèéñÿ øàð

Ðåçèíîâûé øàð, íàïîëíåííûé ãåëèåì, ïîäíèìàåòñÿ â íåáî.
Äàâëåíèå è òåìïåðàòóðà àòìîñôåðíîãî âîçäóõà óìåíüøàþò-
ñÿ ñ âûñîòîé. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñôåðè-
÷åñêàÿ ôîðìà øàðà ñîõðàíÿåòñÿ, íåñìîòðÿ íà ïðèêðåïëåí-
íûé ê íåìó ãðóç, è ïðåíåáðåæåì îáúåìîì ñàìîé îáîëî÷êè è
ãðóçà. Áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òåìïåðàòóðà ãåëèÿ
âíóòðè øàðà ñîâïàäàåò ñ òåìïåðàòóðîé îêðóæàþùåãî âîçäó-
õà, è ñ÷èòàòü ãåëèé è âîçäóõ èäåàëüíûìè ãàçàìè. Óíèâåð-
ñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ R = 8,31 ( )d› ì%ëü j◊ , ìîëÿð-
íûå ìàññû ãåëèÿ è âîçäóõà 3

ã 4,00 10  *ã ì%ëüΜ -
= ◊  è

3

"
28,9 10  *ã ì%ëüΜ -

= ◊  ñîîòâåòñòâåííî, óñêîðåíèå ñâîáîä-
íîãî ïàäåíèÿ 2

9,8 ì “g = .
×àñòü À

à) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îêðóæàþùèé âîçäóõ èìååò äàâëåíèå
ð è òåìïåðàòóðó Ò. Äàâëåíèå âíóòðè øàðà âûøå íàðóæíîãî
èç-çà óïðóãèõ ñâîéñòâ îáîëî÷êè. Ïóñòü øàð ñîäåðæèò n
ìîëåé ãåëèÿ è äàâëåíèå âíóòðè íåãî ðàâíî p pΔ+ . Îïðåäå-
ëèòå âûòàëêèâàþùóþ ñèëó F, äåéñòâóþùóþ íà øàð, êàê
ôóíêöèþ îò ð è pΔ . (1,5 á.)

b) Â Êîðåå â îäèí èç ëåòíèõ äíåé áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî
òåìïåðàòóðà Ò âîçäóõà íà âûñîòå z íàä óðîâíåì ìîðÿ

çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

( ) ( )0 0
1T z T z z= -

â äèàïàçîíå 0 15 *ìz< < , ãäå 0 49 *ìz =  è 0 303 jT = .

Äàâëåíèå è ïëîòíîñòü âîçäóõà íà óðîâíå ìîðÿ ðàâíû
5

0 1 =2ì 1,01 10  o=p = = ◊  è 3

0 1,16 *ã ìρ =  ñîîòâåòñòâåííî.

Â óêàçàííîì äèàïàçîíå âûñîò äàâëåíèå èçìåíÿåòñÿ ñ âûñîòîé
ïî çàêîíó

( ) ( )0 0
1p z p z z

η
= - .

Âûðàçèòå ïîñòîÿííóþ η  ÷åðåç âåëè÷èíû 0 0 0, , ,z p gρ  è îïðå-
äåëèòå åå çíà÷åíèå ñ òî÷íîñòüþ äî äâóõ çíà÷àùèõ öèôð.
Ñ÷èòàéòå óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g ïîñòîÿííûì, íå
çàâèñÿùèì îò âûñîòû. (2 á.)

×àñòü Â

Êîãäà ðåçèíîâûé øàð (ñ ðàäèóñîì 0r  â íåðàñòÿíóòîì
ñîñòîÿíèè) ðàçäóâàåòñÿ äî ñôåðû ðàäèóñîì r ( 0r≥ ), åãî
îáîëî÷êà èç-çà ðàñòÿæåíèÿ ïðèîáðåòàåò óïðóãóþ ýíåðãèþ. Â
óïðîùåííîé òåîðèè óïðóãàÿ ýíåðãèÿ U íàäóòîé ñôåðè÷åñêîé
îáîëî÷êè ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå Ò îïèñûâàåòñÿ âûðà-
æåíèåì

2 2

0 4

1
4 2 3U r kRTπ λ

λ
Ê ˆ

= + -Á ˜
Ë ¯

,

ãäå 0r rλ =  ( 1≥ ) – êîýôôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ (ïî ðàäèóñó),

à k – íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, âûðàæåííàÿ â 2
ì%ëü ì .

ñ) Âûðàçèòå pΔ  ÷åðåç ïàðàìåòðû, âõîäÿùèå â âûðàæåíèå
äëÿ U, è èçîáðàçèòå ãðàôè÷åñêè çàâèñèìîñòü pΔ  îò λ . (2 á.)

d) Ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà k ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ÷åðåç
êîëè÷åñòâî ìîëåé ãåëèÿ, íåîáõîäèìûõ äëÿ íàäóâàíèÿ øàðà.
Ïðè 

0 303 jT =  è 0 1,0 =2ìp =  íåðàñòÿíóòûé øàð (ïðè

0r r= ) ñîäåðæèò 0 12,5 ì%ëün =  ãåëèÿ. Äëÿ ðàçäóâàíèÿ
øàðà äî çíà÷åíèÿ 1,5λ =  ïðè íåèçìåííûõ òåìïåðàòóðå 0T  è
âíåøíåì äàâëåíèè 0p  â íåì äîëæíî íàõîäèòüñÿ â îáùåé
ñëîæíîñòè 03,6 45 ì%ëün n= =  ãåëèÿ. Âûðàçèòå ïàðàìåòð à

îáîëî÷êè, îïðåäåëÿåìûé êàê 0a k k= , ãäå 0 0

0

0
4

r p
k

RT
= , ÷åðåç

n, 0n  è λ . Âû÷èñëèòå åãî çíà÷åíèå ñ òî÷íîñòüþ äî äâóõ

çíà÷àùèõ öèôð. (1,5 á.)
×àñòü Ñ

Øàð íàêà÷àëè íà óðîâíå ìîðÿ, êàê â ïóíêòå d) (êîýôôè-
öèåíò ðàñòÿæåíèÿ ïî ðàäèóñó 1,5λ = , ÷èñëî ìîëåé ãåëèÿ
âíóòðè 03,6 45 ì%ëün n= = ), ïðè òåìïåðàòóðå 

0 303 KT =  è

äàâëåíèè 5

0 1,0 =2ì 1,01 10  o=p = = ◊ . Îáùàÿ ìàññà øàðà,
âêëþ÷àÿ ãàç, îáîëî÷êó è ãðóç, ðàâíà Ì = 1,12 êã. Òàêîé øàð
íà÷èíàåò ïîäíèìàòüñÿ îò óðîâíÿ ìîðÿ.

å) Ïóñòü ýòîò øàð ïîäíÿëñÿ äî òàêîé âûñîòû z* , íà
êîòîðîé âûòàëêèâàþùàÿ ñèëà óðàâíîâåøèâàåòñÿ ñóììàðíîé
ñèëîé òÿæåñòè. Îïðåäåëèòå z*  è êîýôôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ
λ*

 íà ýòîé âûñîòå. Ðàññ÷èòàéòå èõ ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ ñ
òî÷íîñòüþ äî äâóõ çíà÷àùèõ öèôð. Óòå÷êîé ãàçà è áîêîâûì
ñìåùåíèåì èç-çà âåòðà ïðåíåáðåãèòå. (3 á.)

Çàäà÷à 3. Àòîìíûé çîíäèðóþùèé ìèêðîñêîï

Àòîìíûé çîíäèðóþùèé ìèêðîñêîï (ÀÇÌ) ÿâëÿåòñÿ ìîù-
íûì èññëåäîâàòåëüñêèì èíñòðóìåíòîì â îáëàñòè íàíîôèçè-
êè. Äâèæåíèå äàò÷èêà ÀÇÌ ðåãèñòðèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ôîòîäåòåêòîðà, ïðèíèìàþùåãî îòðàæåííûé ëó÷ ëàçåðà, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2. Äàò÷èê çàêðåïëåí íà óïðóãîé ãîðè-
çîíòàëüíîé ïëàñòèíêå è ìîæåò êîëåáàòüñÿ òîëüêî â âåðòè-
êàëüíîì íàïðàâëåíèè. Åãî ñìåùåíèå z, çàâèñÿùåå îò âðåìåíè
t, îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

2

2

d z dz
m b kz F

dtdt
+ + = ,

ãäå m – ìàññà äàò÷èêà, 2

0
k mω=  – êîýôôèöèåíò óïðóãîñòè

ïëàñòèíêè, b – ìàëûé êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ, óäîâëåòâîðÿ-

þùèé óñëîâèþ ( )0 0b mω >	 , F – âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâó-
þùàÿ íà äàò÷èê ñî ñòîðîíû ïüåçîýëåìåíòà.
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×àñòü À

a) Åñëè 0 sinF F tω= , òî çàâèñèìîñòü ( )z t ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ çàäàííîìó óðàâíåíèþ, èìå-
åò âèä ( ) ( )sinz t A tω ϕ= - , ãäå A > 0 è
0 ϕ π£ £ . Ïîëó÷èòå âûðàæåíèÿ äëÿ àìïëèòó-
äû À è òàíãåíñà ôàçû tg ϕ  ÷åðåç ïàðàìåòðû

0F , m, ω , 0ω  è b. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ àìïëèòó-
äû À è ôàçû ϕ  íà ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå 0

ω ω= .
(1,5 á.)

b) Ýëåêòðîííîå óñòðîéñòâî, ïîêàçàííîå íà
ðèñóíêå 2, ïåðåìíîæàåò âõîäíîé è îïîðíûé
ñèãíàëû è âûäåëÿåò â êà÷åñòâå âûõîäíîãî
ñèãíàëà òîëüêî ïîñòîÿííóþ ñîñòàâëÿþùóþ
ïðîèçâåäåíèÿ îáîèõ ñèãíàëîâ. Äîïóñòèì,
âõîäíîé ñèãíàë çàäàåòñÿ ôîðìóëîé 

1
U =

( )10 1 1sinU tω ϕ= - , à îïîðíûé — ôîðìóëîé

2 20 sinU U tω= , ãäå 
10 20 1, ,U U ω  è 1ϕ  ÿâëÿþòñÿ

çàäàííûìè ïîëîæèòåëüíûìè êîíñòàíòàìè.
Íàéäèòå óñëîâèå äëÿ ( )0ω > , ïðè êîòîðîì íà
âûõîäå ïîÿâëÿåòñÿ îòëè÷íûé îò íóëÿ ñèãíàë.
Ïîëó÷èòå âûðàæåíèå äëÿ âåëè÷èíû âûõîäíî-
ãî ñèãíàëà (ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé ïðîèç-
âåäåíèÿ) íà çàäàííîé ÷àñòîòå ω . (1 á.)

ñ) Ïðîéäÿ ÷åðåç ôàçîâðàùàòåëü, îïîðíûé ñèãíàë, íàïðÿ-
æåíèå êîòîðîãî çàâèñèò îò âðåìåíè ïî çàêîíó 2 20 sinU U tω= ,
ïðèîáðåòàåò âèä ( )2 20

sin 2U U tω π= +¢ . Ýòî íàïðÿæåíèå 2U¢

ïîäàåòñÿ íà ïüåçîýëåìåíò, êîòîðûé ñîçäàåò ñèëó 2F cU= ¢ ,
ïðèëîæåííóþ ê äàò÷èêó. Çàòåì ôîòîäåòåêòîð ïðåîáðàçóåò
ñìåùåíèå äàò÷èêà z â íàïðÿæåíèå 1 1U c z= . Â ýòèõ ñîîòíî-
øåíèÿõ ñ è 1c  – èçâåñòíûå êîíñòàíòû, 1U  – âõîäíîé ñèãíàë.
Ïîëó÷èòå âûðàæåíèå äëÿ ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé âûõîä-
íîãî ñèãíàëà ïðè ÷àñòîòå îïîðíîãî ñèãíàëà 0

ω ω= . (1,5 á.)
d) Ìàëîå èçìåíåíèå ìàññû äàò÷èêà mΔ  ïðèâîäèò ê ñäâèãó

åãî ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû íà âåëè÷èíó 0
Δω , â ðåçóëüòàòå ÷åãî

ôàçà âõîäíîãî ñèãíàëà ϕ  íà ïåðâîíà÷àëüíîé ðåçîíàíñíîé
÷àñòîòå 0

ω  èñïûòûâàåò ñäâèã íà âåëè÷èíó Δϕ . Íàéäèòå
èçìåíåíèå ìàññû äàò÷èêà mΔ , ïðè êîòîðîì ñäâèã ôàçû
îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì 1800Δϕ π= , ÷òî òèïè÷íî äëÿ ôàçîâûõ
èçìåðåíèé. Çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ äàò÷èêà ñëå-
äóþùèå: 12

1,0 10  *ãm -
= ◊ , k = 1,0 Í/ì è 3 1

1,0 10  “b m -
= ◊ .

Èñïîëüçóéòå ñëåäóþùèå ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû:
( )1 1

a
x ax+ ª +  è ( )tg 2 1x xπ + ª -  (ïðè 1x � ). (2 á.)

×àñòü Â

Äàëåå ðàññìîòðèòå ïîâåäåíèå óñòðîéñòâà, âêëþ÷àÿ âñå
ñèëû, äåéñòâóþùèå íà äàò÷èê, îïèñàííûå â ÷àñòè À, à òàêæå
äîïîëíèòåëüíóþ ñèëó ñî ñòîðîíû îáðàçöà, ðàññìîòðåííóþ
íèæå.

å) Ñ÷èòàéòå, ÷òî äîïîëíèòåëüíàÿ ñèëà ( )f h , äåéñòâóþùàÿ
íà äàò÷èê ñî ñòîðîíû ïîâåðõíîñòè îáðàçöà, çàâèñèò òîëüêî

Ðèñ. 2

îò ðàññòîÿíèÿ h ìåæäó êîíöîì äàò÷èêà è ïîâåðõíîñòüþ
îáðàçöà. Çíàÿ ýòó ñèëó, ìîæíî íàéòè íîâîå ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ äàò÷èêà 0h . Âáëèçè ýòîãî ïîëîæåíèÿ 0h  ìîæíî
ïðèáëèçèòåëüíî çàïèñàòü ( ) ( ) ( )0 2 0f h f h c h hª + - , ãäå 2c  –
êîýôôèöèåíò, íå çàâèñÿùèé îò h. Íàéäèòå íîâóþ ðåçîíàíñ-
íóþ ÷àñòîòó êîëåáàíèé äàò÷èêà 0

ω¢  è âûðàçèòå åå ÷åðåç
âåëè÷èíû 0ω , m è 2c . (1,5 á.)

f) Îñòðèå äàò÷èêà, íåñóùåå ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä Q = 6å,
äâèæåòñÿ ãîðèçîíòàëüíî íàä ïîâåðõíîñòüþ è ïðîõîäèò íàä
ýëåêòðîíîì ñ çàðÿäîì q = e, ðàñïîëîæåííûì (ëîêàëèçîâàí-
íûì â ïðîñòðàíñòâå) íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè ïîä ïîâåðõ-
íîñòüþ îáðàçöà. Â õîäå ñêàíèðîâàíèÿ âáëèçè ýëåêòðîíà
ìàêñèìàëüíûé ñäâèã ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû ( )0 0 0

Δω ω ω= -¢

îêàçûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå 0
ω . Ïîëó÷èòå âûðàæåíèå

äëÿ ðàññòîÿíèÿ 0d  îò îñòðèÿ äàò÷èêà äî ëîêàëèçîâàííîãî
ýëåêòðîíà, ïðè êîòîðîì ñäâèã ÷àñòîòû áóäåò ìàêñèìàëü-
íûì. Âûðàçèòå ýòî ðàññòîÿíèå ÷åðåç ïàðàìåòðû m, q, Q,

0
ω , 0

Δω  è ïîñòîÿííóþ çàêîíà Êóëîíà ek . Ðàññ÷èòàéòå
ðàññòîÿíèå 0d  â íàíîìåòðàõ ( 9

1 …ì 1 10  ì
-

= ◊ ) äëÿ ñäâèãà
÷àñòîòû 1

0 20 cΔω -
= . Ïàðàìåòðû äàò÷èêà ñëåäóþùèå:

12
1,0 10  *ãm -

= ◊ , k = 1,0 Í/ì. Ëþáûìè ïîëÿðèçàöèîííû-
ìè ýôôåêòàìè êàê äëÿ äàò÷èêà, òàê è äëÿ îáðàçöà, ñëåäóåò
ïðåíåáðå÷ü. Ôèçè÷åñêèå ïîñòîÿííûå ðàâíû: ( )0

1 4
e

k πε= =
9

9,0 10  m= ◊ ◊ì2/Êë2, 19
1,6 10  jëe -

= - ◊ . (2,5 á.)
Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè

Ñ.Êîçåë, Â.Ñëîáîäÿíèí, È.Èîãîëåâè÷

Ìîñêîâñêàÿ ñòóäåí÷åñêàÿ
îëèìïèàäà ïî ôèçèêå

23 ìàÿ 2004 ãîäà â Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì òåõíè-
÷åñêîì óíèâåðñèòåòå (ÌÃÒÓ) èì. Í.Ý Áàóìàíà ïðîøåë ìîñ-
êîâñêèé ðåãèîíàëüíûé òóð Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû ïî
ôèçèêå ñðåäè ñòóäåíòîâ òåõíè÷åñêèõ âóçîâ. Ê ó÷àñòèþ â
îëèìïèàäå áûëè ïðèãëàøåíû âñå âåäóùèå òåõíè÷åñêèå
âóçû Ìîñêâû. Ñîñòàâ êàæäîé êîìàíäû – 10 ñòóäåíòîâ äî 3

êóðñà âêëþ÷èòåëüíî. Êîìàíäíûé çà÷åò ïðîâîäèòñÿ ïî 5
ëó÷øèì ðåçóëüòàòàì ÷ëåíîâ êîìàíäû.

Ó÷àñòíèêàì îëèìïèàäû áûë ïðåäëîæåí âàðèàíò èç 9
çàäà÷ (â çàâèñèìîñòè îò ñëîæíîñòè çàäà÷è îöåíèâàëèñü îò
5 äî 10 áàëëîâ) è ðàçðåøàëîñü ïîëüçîâàòüñÿ ëþáîé ëèòåðà-
òóðîé.



Ïî ðåçóëüòàòàì îëèìïèàäû â êîìàíäíîì çà÷åòå ïåðâîå
ìåñòî çàíÿëà êîìàíäà ÌÃÒÓ èì. Í.Ý.Áàóìàíà (89 áàëëîâ),
âòîðîå ìåñòî – êîìàíäà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî
èíñòèòóòà ñòàëè è ñïëàâîâ (ÌÈÑèÑ) (86 á.) , òðåòüå ìåñòî
– êîìàíäà Ìîñêîâñêîãî èíñòèòóòà ýëåêòðîííîé òåõíèêè
(65 á.).

Â ëè÷íîì çà÷åòå ïåðâîå ìåñòî çàâîåâàë Å.Êîæàíîâ (Ìîñ-
êîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿ, 26
áàëëëîâ), âòîðîå ìåñòî – À.Èâàíîâ (ÌÃÒÓ èì.Í.Ý.Áàóìàíà,
25 á.), òðåòüå ìåñòî – Ã.Áåëàíîâ (ÌÈÑèÑ, 22 á.), ÷åòâåðòîå
ìåñòî – À.Øîòàíîâ (ÌÈÑèÑ, 20 á.), ïÿòîå ìåñòî – Ì.Êàíöå-

ðîâ (ÌÃÒÓ èì.Í.Ý.Áàóìàíà, 20 á.).

Çàäà÷è îëèìïèàäû

1. ×àñòèöà ìàññîé m è çàðÿäîì q äâèæåòñÿ â ñðåäå â
ïîïåðå÷íîì ìàãíèòíîì ïîëå ñ èíäóêöèåé Â ñ íà÷àëüíîé
ñêîðîñòüþ 0v . Ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ ðàâíà 2

“
F kv= - . Îïðå-

äåëèòå âåëè÷èíó è íàïðàâëåíèå âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ îò
íà÷àëüíîãî ìîìåíòà äî êîíå÷íîé òî÷êè òðàåêòîðèè, åñëè â
íà÷àëüíûé ìîìåíò ñèëà òðåíèÿ ìíîãî ìåíüøå ñèëû Ëîðåíöà.

2. Êîñìè÷åñêèé çîíä íàõîäèòñÿ íà ñòàöèîíàðíîé êðóãîâîé
îðáèòå ðàäèóñîì 17R ó èññëåäóåìîé ïëàíåòû, ðàäèóñ êîòî-
ðîé R. Ñêîðîñòü åãî äâèæåíèÿ ïî ýòîé îðáèòå ðàâíà 0v .
Çàïàñ òîïëèâà ìîæåò îáåñïå÷èòü èçìåíåíèå ñêîðîñòè çîíäà
íå áîëåå ÷åì íà 02v . Äëÿ âîçâðàùåíèÿ íà Çåìëþ çîíä äîëæåí
îòîðâàòüñÿ îò ïëàíåòû è ïðèîáðåñòè ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíóþ ñêîðîñòü. Îïðåäåëèòå âåëè÷èíó ýòîé ìàêñèìàëü-
íîé ñêîðîñòè è îïèøèòå ìàíåâð, êîòîðûé ïðè ýòîì íåîáõî-
äèìî ñîâåðøèòü.

3. Ìàëîå òåëî ìàññîé m âèñèò íà òîíêîé íåðàñòÿæèìîé
íèòè, ïðîïóùåííîé ÷åðåç îòâåðñòèå â ïîòîëêå. Òåëî ðàñêà÷è-
âàåòñÿ â îäíîé ïëîñêîñòè ñ óãëîâîé àìïëèòóäîé 0α , ðàññòî-
ÿíèå îò òåëà äî îòâåðñòèÿ l. Â ìîìåíò, êîãäà îòêëîíåíèå òåëà
îò âåðòèêàëè ìàêñèìàëüíî, íèòü ñëó÷àéíî îòïóñêàþò, è
ïîéìàòü åå óäàåòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà äëèíà ñâåøèâàþùåé-
ñÿ ÷àñòè íèòè ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé 2l. Êàêîâà áóäåò àìïëèòóäà
ìàëûõ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà?

4. Æåñòêèé íåâåñîìûé îáðó÷ ñòîèò íà ïîâåðõíîñòè ñòîëà.
Â âåðõíåé òî÷êå îáðó÷à çàêðåïëåíî ìàëåíüêîå òåëî ìàññîé m.
Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè òåëó ïðèäàëè ëåãêèé òîë÷îê â

ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Îïðåäåëèòå, íà êàêîé óãîë
ïîâåðíåòñÿ îáðó÷ äî íà÷àëà ïðîñêàëüçûâàíèÿ, åñëè êîýôôè-
öèåíò òðåíèÿ ìåæäó ñòîëîì è îáðó÷åì ðàâåí 1/3.

5. Â äëèííîé òåïëîèçîëèðîâàííîé òðóáêå íàõîäèòñÿ îäíî-
àòîìíûé ãàç, çàêëþ÷åííûé ìåæäó äâóìÿ ïîðøíÿìè, ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ïîñòîÿííî. Äàâëåíèå ãàçà ð, òåìïåðà-
òóðà Ò è ïëîòíîñòü ρ . Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïîðøíè
íà÷èíàþò äâèãàòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ 0v  â îäíîì íàïðàâëåíèè.
Îïðåäåëèòå, íà ñêîëüêî èçìåíèòñÿ òåìïåðàòóðà ãàçà ïîñëå
çàâåðøåíèÿ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ.

6. Öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä îáúåìîì V ðàçäåëåí íà äâå ÷àñòè
íåâåñîìûì òåïëîèçîëèðîâàííûì ïîðøíåì, êîòîðûé ìîæåò
ïåðåìåùàòüñÿ áåç òðåíèÿ. Òåìïåðàòóðû â îáåèõ ÷àñòÿõ
ñîñóäà ðàçëè÷íû, à äàâëåíèÿ îäèíàêîâû è ðàâíû 0p . Èäå-
àëüíàÿ òåïëîâàÿ ìàøèíà èñïîëüçóåò ãàç ñ âûñîêîé òåìïåðà-
òóðîé êàê íàãðåâàòåëü, à ñ íèçêîé – êàê õîëîäèëüíèê. Êàêóþ
ðàáîòó ñîâåðøèò òåïëîâàÿ ìàøèíà, åñëè ïîñëå âûðàâíèâà-
íèÿ òåìïåðàòóð â îáåèõ ÷àñòÿõ ñîñóäà äàâëåíèå ñòàíåò
ðàâíûì ð?

7. Äâà ïàðàëëåëüíûõ ìåòàëëè÷åñêèõ öèëèíäðà ðàäèóñîì
R çàðÿæåíû ñ ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ λ  çàðÿäàìè ïðîòèâîïî-
ëîæíûõ çíàêîâ. Ðàññòîÿíèå ìåæäó îñÿìè öèëèíäðîâ 3R.
Îïðåäåëèòå ñèëó âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó öèëèíäðàìè, ïðè-
õîäÿùóþñÿ íà åäèíèöó äëèíû.

8. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷åòûðüìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïëàñòèíà-
ìè äëèíîé l è øèðèíîé à ðàâíî d ( l a d	 	 ). Ñ îäíîé
ñòîðîíû âñå ÷åòûðå ïëàñòèíû çàìêíóòû ìåæäó ñîáîé, ñ
äðóãîé ñòîðîíû ïëàñòèíû 1 è 3 çàìêíóòû íà âûâîä À, à
ïëàñòèíû 2 è 4 – íà âûâîä Á. Îïðåäåëèòå èíäóêòèâíîñòü
ìåæäó âûâîäàìè À è Á.

9. Ôàçîâàÿ ïëàñòèíêà, âûïîëíåííàÿ èç ñòåêëà ñ ïîêàçàòå-
ëåì ïðåëîìëåíèÿ n, ïåðåêðûâàåò 10 çîí Ôðåíåëÿ ñ 10-é ïî
19-þ. Òîëùèíà ïëàñòèíêè â ïðåäåëàõ êàæäîé ÷åòíîé çîíû

ìåíÿåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ðàäèóñà îò ( )( )2 1nλ -  äî ( )1nλ - ,

â ïðåäåëàõ êàæäîé íå÷åòíîé çîíû – íàîáîðîò, îò ( )1nλ -  äî

( )( )2 1nλ - . Îïðåäåëèòå èíòåíñèâíîñòü ñâåòà â òî÷êå íàáëþ-
äåíèÿ, åñëè èíòåíñèâíîñòü ïàäàþùåé ïëîñêîé ñâåòîâîé âîë-

íû ðàâíà 
0I .

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè Ì.ßêîâëåâ, Â.Ãîëóáåâ

Î Ò Â Å Ò Û ,  Ó Ê À Ç À Í È ß ,  Ð Å Ø Å Í È ß

ÊÌØ

Çàäà÷è

(см. «Квант» №1)

1. Òàêîå ìîæåò ñëó÷èòüñÿ. Ïðèìåð: Ïåòÿ êóïèë 50 ã ÷àÿ ïî
öåíå 10 êîï. çà ãðàìì, 30 ã – ïî öåíå 20 êîï. çà ãðàìì, 10 ã –
ïî öåíå 30 êîï. çà ãðàìì.
2. à) Íåëüçÿ. Â ñàìîì äåëå, åñëè ÷èñëî èìååò íå áîëüøå 3
öèôð, òî åãî êâàäðàò – íå áîëüøå 6 öèôð, â èòîãå îäíà öèôðà
îñòàíåòñÿ íåçàäåéñòâîâàííîé. Åñëè æå ÷èñëî èìååò íå ìåíüøå 4
öèôð, òî åãî êâàäðàò – íå ìåíüøå 7 öèôð, à ýòî â ñóììå äàåò 11
öèôð – îïÿòü íèêóäà íå ãîäèòñÿ.
á) Ìîæíî. Ñ ïîìîùüþ 10 ðàçëè÷íûõ öèôð çàïèñûâàþòñÿ
êâàäðàò è êóá ÷èñëà 69 – ýòè ÷èñëà ðàâíû 4761 è 328509
ñîîòâåòñòâåííî.
3. Ïåòÿ íå îøèáñÿ. Åñëè â ñîðåâíîâàíèè ó÷àñòâîâàëî N ñïîðò-

ñìåíîâ, òî Âàñÿ ñîñòàâëÿåò 
1

N
-þ èõ ÷àñòü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

1 1 1
1

1N n n
= - -

-
,

 îòêóäà

( )
2 2

1 2 1
1

3 1 3 1

n n n
N

n n n n

- -
= = +

- + - +
.

Ïðè n = 3 ïîëó÷àåì N = 6. Ïðè n > 3 â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò
äðîáíîå âûðàæåíèå (ïðè n = 4 â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñ-
ðåäñòâåííî, à ïðè 5n ≥  çíàìåíàòåëü äðîáè

( )2 5 1
3 1 2 1

2 4 4

n
n n n

Ê ˆ- + = - - -Á ˜Ë ¯
 áîëüøå ÷èñëèòåëÿ 2n – 1).

Èòàê, Âàñþ îáîøëè âñåãî
1 1

6 2
3

N
n
◊ = ◊ =  ñïîðòñìåíà, òàê

÷òî Âàñÿ äåéñòâèòåëüíî çàíÿë ïðè-

çîâîå òðåòüå ìåñòî.
4. Îòðàçèì ïðÿìóþ l, íà êîòîðîé
ëåæèò ãèïîòåíóçà ÀÂ òðåóãîëüíèêà
ABC, ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî
ïðÿìûõ ÂÑ è ÀÑ – ïîëó÷èì äâå
ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå l¢  è l¢¢
(ðèñ.1). Òðàåêòîðèÿ øàðà MNKL Ðèñ. 1

Î Ò Â Å Ò Û ,  Ó Ê À Ç À Í È ß ,  Ð Å Ø Å Í È ß 57
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Ðèñ. 5 Ðèñ. 6

ïðè ýòîì ïåðåéäåò â îòðåçîê
M L¢ ¢ , ïåðïåíäèêóëÿðíûé ïðÿ-
ìûì l ¢  è l¢¢ . Ïîñêîëüêó âñå
òî÷êè êàæäîé èç äâóõ ïàðàë-
ëåëüíûõ ïðÿìûõ ðàâíîóäàëåíû
îò äðóãîé ïðÿìîé, òî äëèíà
ïóòè, ïðîéäåííîãî øàðèêîì, íå
çàâèñèò îò òî÷êè ñòàðòà.
5. Íåò. Íàïðèìåð, ïî ÷èñëàì,
óêàçàííûì íà ðèñóíêå 2, íåëüçÿ
îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü ðàñïî-
ëîæåíèå ìèí – ñì. ðèñóíîê 3.

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Êîíêóðñ «Ìàòåìàòèêà 6–8»

(см. «Квант» №5 за 2004 г.)

6. Ïîñêîëüêó 0x ≥ , òî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò
1y £ . Òîãäà èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ 4z ≥ , à èç òðåòüåãî
0x £ . Íî õ íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì, ïîýòîìó

õ = 0. Äàëåå ëåãêî íàõîäÿòñÿ îñòàëüíûå íåèçâåñòíûå.
Îòâåò: õ = 0, ó = 1, z = 4.
7. Î÷åâèäíî, 3k ≥ .
Åñëè k = 3, òî òóðíèð âîçìîæåí. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ïåðâàÿ
êîìàíäà ïîáåäèëà âòîðóþ, âòîðàÿ – òðåòüþ, à òðåòüÿ – ïåð-
âóþ; òàêèå ðåçóëüòàòû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ.
Åñëè k = 4, òî òóðíèð íåâîçìîæåí. Óáåäèìñÿ â ýòîì. Ïóñòü
íåêîòîðàÿ êîìàíäà ïîáåäèëà äðóãóþ. Ïðèñâîèì èì íîìåðà 1
è 2 (ñîîòâåòñòâåííî). Òîãäà, ñîãëàñíî óñëîâèþ, ñðåäè îñòàâ-
øèõñÿ äâóõ êîìàíä åñòü òàêàÿ (ïðèñâîèì åé íîìåð 3), ÷òî êî-
ìàíäà 2 ïîáåäèëà êîìàíäó 3, à êîìàíäà 3 – êîìàíäó 1. Ïîñ-
ëåäíåé êîìàíäå ïðèñâîèì íîìåð 4. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî
êàæäàÿ êîìàíäà êîìó-òî íåïðåìåííî ïðîèãðàëà. Ïóñòü êîìàí-
äà 4 ïðîèãðàëà, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, êîìàíäå 1. Òîãäà îíà
äîëæíà âûèãðàòü ó êàêîé-òî êîìàíäû, ïîáåäèâøåé êîìàíäó
1. Íî êîìàíäó 1 ïîáåäèëà òîëüêî êîìàíäà 3 (à êîìàíäà 2 êî-
ìàíäå 1 ïîèãðàëà). Ïîýòîìó êîìàíäà 4 ïîáåäèëà êîìàíäó 3.
×òî æ, êàê âèäèì, âûÿñíåíû îòíîøåíèÿ ìåæäó âñåìè êîìàí-
äàìè, êðîìå êîìàíä 2 è 4. È çäåñü-òî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáîé
èñõîä èõ âñòðå÷è ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Â ñàìîì äåëå, åñëè
êîìàíäà 2 âûèãðàëà ó êîìàíäû 4, òî êîìàíäà 4 äîëæíà âûèã-
ðàòü ó êàêîé-òî èç êîìàíä, ïîáåäèâøåé êîìàíäó 2. Íî êîìàí-
äà 4 âûèãðàëà òîëüêî ó êîìàíäû 3, êîòîðàÿ ïðîèãðàëà êîìàí-
äå 2, – ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè æå êîìàíäà 4 âûèãðàëà ó êîìàí-
äû 2, òî êîìàíäà 2 äîëæíà ïîáåäèòü êàêóþ-òî èç êîìàíä,
îäîëåâøèõ êîìàíäó 4. Íî êîìàíäà 2 ïîáåäèëà òîëüêî êîìàí-
äó 3, êîòîðàÿ ïðîèãðàëà êîìàíäå 4, – îïÿòü ïðîòèâîðå÷èå.
Äëÿ k = 5 è 6 òóðíèð âîçìîæåí. Îïèñûâàòü åãî ñëîâàìè –

÷ðåçìåðíî ãðîìîçäêî,
ïîýòîìó ïðîñòî ïðèâå-
äåì èòîãîâûå òàáëèöû
ýòèõ òóðíèðîâ
(ðèñ.4). Çäåñü çíàêîì
«+» îáîçíà÷åíà ïîáå-
äà, à çíàêîì «–» – ïî-
ðàæåíèå.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òîÐèñ. 4

äëÿ âñåõ 7k ≥  òóðíèð òàêæå âîçìîæåí. Ïðèìåíèì èíäóêöèþ
ïî k, íî k áóäåì ìåíÿòü ñ øàãîì 2. Òîãäà èç òîãî, ÷òî òóðíèð
âîçìîæåí äëÿ k = 5, áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî îí âîçìîæåí äëÿ
k = 7, 9, 11 è ò.ä., à èç âîçìîæíîñòè òóðíèðà äëÿ k = 6 áóäåò
ñëåäîâàòü åãî âîçìîæíîñòü äëÿ k = 8, 10, 12 è ò.ä.
Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî k òóðíèð âîçìîæåí. Íàçîâåì k
êîìàíä ýòîãî òóðíèðà ñòàðûìè. Äîáàâèì ê íèì åùå äâå íî-

âûå êîìàíäû Ð è Q. Ïóñòü â òóðíèðå ñ ýòèìè k + 2 êîìàíäà-
ìè âñå ñòàðûå êîìàíäû ñûãðàþò ìåæäó ñîáîé òàê æå, êàê è
ïðåæäå. ×òî æå êàñàåòñÿ íîâûõ êîìàíä, òî ïóñòü êîìàíäà Ð
ïîáåäèëà êîìàíäó Q, êîìàíäà Q ïîáåäèëà âñå ñòàðûå êîìàí-
äû, à âñå ñòàðûå êîìàíäû ïîáåäèëè êîìàíäó Ð.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî òàêîé òóðíèð óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ.
Èòàê, òóðíèð âîçìîæåí ïðè k = 3, à òàêæå äëÿ âñåõ 5k ≥ .
8. Â êà÷åñòâå N âîçüìåì ÷èñëî 

2004 ä�" 2*,

99 99N = …

�����

. Óìíîæèòü N

íà k – ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî ïðîèçâåñòè âû÷èòàíèå

2004 …3ë 

00 00k k-…

�����

. Ñäåëàåì ýòî âû÷èòàíèå â ñòîëáèê, ïðåäñòàâèâ

÷èñëî k â âèäå 1 2 2004
k a a a= …  (äîïóñêàÿ çàïèñü öèôðû 0 â

ñòàðøèõ ðàçðÿäàõ:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 2004

1 2 2003 2004

1 2 2004 1 2 2003 2004

0 0 0 0

1 9 9 9 10

a a a

a a a a

a a a a a a a

… …

…

… …

-
- - - - -

Ìû âèäèì, ÷òî ñóììà öèôð ÷èñëà kN ðàâíà 2004 9◊ , ò.å. ðàâ-
íà ñóììå öèôð ÷èñëà N.
9. Â ðåçóëüòàòå êàæäîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ïàðàëëå-
ëîãðàìì ñ òåì æå öåíòðîì ñèììåòðèè, ÷òî è ó èñõîäíîãî
êâàäðàòà. Çàäà÷à, òàêèì îáðàçîì, ñâîäèòñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó
òîãî, ÷òî ïëîùàäü îáùåé ÷àñòè äâóõ åäèíè÷íûõ êâàäðàòîâ ñ
ñîâïàäàþùèìè öåíòðàìè áîëüøå 0,8.
Îöåíèì ïëîùàäü îäíîãî èç ÷åòûðåõ ðàâíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ
òðåóãîëüíèêîâ, ïðîíóìåðîâàííûõ íà ðèñóíêå 5.
Ïóñòü âåðøèíà ïðÿìîãî óãëà òðåóãîëüíèêà (ñîâïàäàþùàÿ ñ

âåðøèíîé îäíîãî èç êâàäðàòîâ) íàõîäèòñÿ â òî÷êå À, à ñòîðî-
íà âòîðîãî êâàäðàòà ïåðåñåêàåò ñòîðîíû ïåðâîãî â òî÷êàõ Ì
è N (ðèñ. 6). Îáîçíà÷èì òàêæå îáùèé öåíòð êâàäðàòîâ ÷åðåç
Ñ è îïóñòèì èç òî÷êè Ñ ïåðïåíäèêóëÿðû ÑÐ è CQ íà ñòîðî-
íû ïåðâîãî êâàäðàòà, à òàêæå ïåðïåíäèêóëÿð ÑTKMN. Èìå-

åì 
1

2
CP CQ CT AP AQ= = = = = . Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëü-

íèêè ÑÌÐ è ÑÌÒ ðàâíû ïî êàòåòó è ãèïîòåíóçå. Ïîýòîìó
ÌÐ = ÌÒ. Àíàëîãè÷íî, NQ = NT.

Ïîëîæèì ÌÐ = ÌÒ = õ, NQ = NT = y. Òîãäà MN = x + y,

1

2
AM x= - , 

1

2
AN y= - . Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà äëÿ ïðÿìî-

óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ÀÌN

( )
2 2

21 1

2 2
x y x y

Ê ˆ Ê ˆ- + - = +Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯
, îòêóäà 

( )

1 2

2 2 1

x
y

x

-
=

+
.
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Lv
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cos sin
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F
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α μ α
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3. ( )2

0
2 cosv v g H sμ α= - + . 4. 1
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Òîãäà ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà AMN ðàâíà

1 1 1

2 2 2
S x y

Ê ˆ Ê ˆ= - - =Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯

= 
( )

1 1 1 1 2

2 2 2 2 2 1

x
x

x

Ê ˆ-Ê ˆ- - =Á ˜ Á ˜Ë ¯ +Ë ¯
3 2 2 1 2

4 4 2 12

x

x

Ê ˆ+
- +Á ˜+Ë ¯

.

Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå S äîñòèãàåòñÿ ïðè ìèíèìàëüíîì çíà-
÷åíèè âûðàæåíèÿ â ñêîáêàõ. Íî â ñêîáêàõ ðàñïîëîæåíà ñóì-
ìà äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ
ðàâíî 1. Ýòà ñóììà íå ìåíüøå 2. Ñëåäîâàòåëüíî,

3 2 3 2 2 3 2 1,4
2 0,05

4 4 4 4
S

- - ◊
£ - ◊ = < = .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììàðíàÿ ïëîùàäü ÷åòûðåõ òðåóãîëüíèêîâ
ìåíüøå 0,2, à ïëîùàäü îáùåé ÷àñòè êâàäðàòîâ áîëüøå 0,8.
10. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè d – íàèìåíüøåå èç ÷èñåë à, b,
ñ, d. Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë à è b ðàâíî d, òî äðóãîå
ðàâíî ñ, è òîãäà a + b = c + d.
Åñëè æå a > d è b > d, òî ïðè c = d èìååì íåðàâåíñòâî

2 2 2 2a b c d
+ > + , à ïðè c > d ëåâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ íà 1

2
d+ , à

ïðàâàÿ – íå äåëèòñÿ. Çíà÷èò, òàêàÿ ñèòóàöèÿ íåâîçìîæíà.

Î ÄÈÍÀÌÈÊÅ ÊÐÈÂÎËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÄÂÈÆÅÍÈß

1. ( )0
2 3 13 ì “v g H R= + ª ; ( ) 22 12 ìs H R R H= + + ª .

2. Ñèëà òÿãè ðàâíà 
( )

2

2
sin 0,02 200 H

R
F mg mg

R h

ϕ= ª =
+

 è

ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ ñïóòíèêà.

3. 
2

1 2

1 2

m m v
T

m m L
=

+
. 4. max

80

mg
T = .     5. 2 2 4 ì “v gR= = .

6. Ñóììà ñèë ðàâíà 
2 2cosmv

F

R

α
=  è íàïðàâëåíà ïî ãîðèçîí-

òàëè ê îñè âèíòîâîé ëèíèè.
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= = . Óêàçàíèå. Ïðè òåìïåðàòóðå 100 °Ñ

íàñûùåííûé ïàð âîäû èìååò äàâëåíèå 5

0
10  o=p = . Îäèí

ìîëü ãàçà ïðè òàêîì äàâëåíèè è òåìïåðàòóðå 0 °Ñ çàíèìàåò
îáúåì 3

22,4 äì , à ïðè òåìïåðàòóðå 100 °Ñ – åùå áîëüøèé
îáúåì. Îáúåì âñåãî ñîñóäà ïî óñëîâèþ çàäà÷è ðàâåí

3
20 äìV = ; ñëåäîâàòåëüíî, âñÿ âîäà èñïàðèòüñÿ íå ìîæåò.

Íàðÿäó ñ îñòàòêîì âîäû â ëåâîé ÷àñòè ñîñóäà áóäåò åå íàñû-
ùåííûé ïàð, äàâëåíèå êîòîðîãî ðàâíî 0p . Òàêèì æå áóäåò è
äàâëåíèå àçîòà â ïðàâîé ÷àñòè ñîñóäà.
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4. Íåò ðåøåíèé ïðè
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∪ ∪ ;   –à – 1 ïðè 

1
; 0

4
a

È ˆŒ - ˜Í ¯Î
;

{ } ( ]; 3a a a- ∪  ïðè 
1

0;
4

a
Ê ˘Œ Á ˙Ë ˚

;

{ } ( ]; 1a a a- -∪  ïðè 
1 1
;

4 2
a

Ê ˆŒ Á ˜Ë ¯
;

ÌÎÑÊÎÂÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÒÅÕÍÈ×ÅÑÊÈÉ
ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ ÈÌ.Í.Ý.ÁÀÓÌÀÍÀ

Ìàòåìàòèêà

Âàðèàíò 1

1. 3 18n£ £ , n ŒN . 2. 2
2

k
π

π- + , 
5

2
6

n
π

π+ , k, n ŒZ .

3. 7. 4. ( ) ( ) ( ); 3 3; 1 4,5;-• - - + •∪ ∪ . 5. 90°.

6. 2
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2 5x a a a= - - ± +  ïðè ( )0; 3a Œ ;

2

1
2 3x a a a= - + - , 2

2
2 5x a a a= - - - +  ïðè ( )4;a Œ + • .

7. Âûïîëíèì ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ìåäèàíû ÀÌ â íàïðàâëå-
íèè ìåäèàíû îñíîâàíèÿ CD íà âåëè÷èíó ïîëîâèíû åå äëè-

íû (ðèñ.8), ïðè ýòîì
òî÷êà A ïåðåéäåò â
òî÷êó L, à M – â
òî÷êó N – ñåðåäèíó
ìåäèàíû TD áîêîâîé
ãðàíè ÒÀÂ. ×åðåç
òî÷êè L è D ïðîâå-
äåì ïðÿìóþ, êîòîðàÿ
ïåðåñåêàåò ñòîðîíó
ÂÑ â òî÷êå F. Òðåó-
ãîëüíèê TDF – èñêî-
ìîå ñå÷åíèå.
Äîêàæåì, ÷òî òî÷êà

F äåëèò ñòîðîíó BC â îòíîøåíèè 1:2. Äîïîëíèâ òðåóãîëüíèê
BDC äî ïðÿìîóãîëüíèêà BDCE (ðèñ.9), çàìåòèì, ÷òî DS è
ÂÍ – ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà BDE, êîòîðûå ïðè ïåðåñå÷åíèè
äåëÿòñÿ â îòíîøåíèè 2:1. Îòñþäà 2 3 14 3BF BH= =  è

2 7 2

3 6
DF DS= = . Ïðîâåäåì AK FL^ , òîãäà TK FL^ ,

ò.å. TK – âûñîòà òðåóãîëüíè-
êà TDF. Äëÿ åå âû÷èñëåíèÿ
ïðîâåäåì AP TK^ . Äëèíà
AP ðàâíà çàäàííîìó â óñëî-
âèè çàäà÷è ðàññòîÿíèþ ìåæ-
äó ìåäèàíîé AM è ñåêóùåé
ïëîñêîñòüþ. Â DALΔ  DL =

7 2
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á) 1b aF F= =  ìÍ, 0cF = .

9. C!

1
arcsin 45

k
α = ª ∞ .    10. 19

1 2
2,7 10  d›

hc
A eU

λ
-= - ª ◊ ,

19

2 1
3,4 10  d›

hc
A eU

λ
-= - ª ◊ .

Âàðèàíò 2

1. 
( )

2
30 c

1

h

g g a

Δ
τ = =

+
. 2. 

2

4
3 1,5

cos

a

A

F

F α
= - ª .

3. 1

2

1 3

1 5

m

m

δ
δ

-
£ =

+
, ãäå 

2

1

0

1

4

v

v
δ

Ê ˆ
= =Á ˜Ë ¯

.

4. 1 1,1
273

t
n

t

Δ
= + =

+
.

5. ( )
3

2 1 2 1
8q q r r= - = -  íÊë, ãäå 1r  è 2r  – ðàññòîÿíèÿ îò çà-

ðÿäîâ äî òî÷êè, â êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ê ëèíèè ïîëÿ ïàðàë-
ëåëüíà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç çàðÿäû.

6. 
2

8
mU

B
r Nπ ω

= ª  ìÒë. 7. 1 22 25 “ì “v v v= + = .

Èç òðåóãîëüíèêà TAK íàõîäèì 2 2 1

2
PK AK AP= - =  è

2 3 2

2

AK

TK

PK

= = . Ïëîùàäü ñå÷åíèÿ 
1 7

2 4
TDFS DF TKΔ = ◊ = .

Âàðèàíò 2

1. 10 ÷. 2. 
5

;
4 4

π π
- . 3. –2. 4. ( ) ( )1 8;1 1; 9 8∪ . 5. 3.

6. 
1

6x p p= + - , 1 5y =  è 
2

2x p p= + - , 2 1y =  ïðè

2 1p- < £ ; 1 4x = , 1 5y =  è 2 2x = , 2 1y =  ïðè ð = 2;

1,2
6x p p= ± - , 1,2

5y =  ïðè 2 < p < 6.     7. 
21

2
2

.
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Ôèçèêà

Âàðèàíò 1

1. 
2

0

8

9

q
E

lπε
= . 2. 

2s
v

nτ
= . 3. 

( )
1

1
4 *ã

1

mn k

m

n

-
= =

-
.

4. 
( )

2

0

2

v M
l

g m Mμ
≥

+
. 5. 

3

2

3 1 2

sin
cos

cos
F F F

α α
α

= + .

Âàðèàíò 2

1. 
2

1
40 “ì

F
l

l
= = .

2. 
( )

*

1 2

4 ã ì%ëü
2 2 1T T

Μ
Μ = =

-
 (ýòî – ãåëèé).

3. 
08

Q

R

ϕ
πε

= . 4. 
( )2

0

2

2 sin cos

cos

v
l

g

α β β
α

+
= .

5. 
( )1 cos g

a
α

α
-

=  (çäåñü α  – â ðàäèàíàõ).

ÍÎÂÎÑÈÁÈÐÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ
ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ

Ôèçèêà

Âàðèàíò 1

1. Ïóñòü μ  – êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó áðóñêîì è íàêëîí-
íîé ïëîñêîñòüþ, à α  – óãîë íàêëîíà ïëîñêîñòè ê ãîðèçîíòó.
Òîãäà èç âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà ïîëó÷àåì

1 sin cosa g gα μ α= + , 2 sin cosa g gα μ α= - .

Îòñþäà

1 2
arcsin

2

a a

g
α +
= .

2. Ïóñòü 1p  – äàâëåíèå â âåðõíåì îòñåêå, à 2p  – â íèæíåì,
òîãäà èç óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ïîðøíÿ ïîëó÷àåì

2 1

mg
p p

S
- = .

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî ïîëíîå ÷èñëî ìîëåêóë ãàçà â
îáîèõ îòñåêàõ ñîñóäà ñîõðàíÿåòñÿ. Ïóñòü â êàêîé-òî ìîìåíò
âðåìåíè îáúåìû áûëè ðàâíû 1V  è 2V  äëÿ âåðõíåãî è íèæíå-
ãî îòñåêîâ ñîîòâåòñòâåííî, à ñäâèíóâøèéñÿ â ðåçóëüòàòå ïðî-
öåññà ïîðøåíü óâåëè÷èë (óìåíüøèë) îáúåì âåðõíåãî (íèæíå-
ãî) îòñåêà íà VΔ . Òîãäà íà îñíîâàíèè îáîáùåííîãî ãàçîâîãî
çàêîíà èìååì

1 1 2 2

1 2

pV p V

T T
+

( ) ( )1 1 2 2

1 2

p V V p V V

T T

Δ Δ+ -
= + , èëè 

1 1

2 2

p T

p T
= .

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

1

1

2 1

mg T

p

S T T

=
-

, 2

2

2 1

mg T
p

S T T
=

-
.

3. Ðàçîáüåì ñðåäíþþ
ïëàñòèíó íà äâå – ïî-
ëó÷àòñÿ äâà êîíäåíñà-
òîðà åìêîñòüþ 1C  è

2C  ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè
çàðÿäîâ, êàê ïîêàçàíî
íà ðèñóíêå 10. Åìêîñ-
òè êîíäåíñàòîðîâ îïðå-
äåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå ïëîñêîãî êîíäåíñàòîðà 0i iC S dε= ,
ýëåêòðè÷åñêèå ïîëÿ, ñîçäàâàåìûå â êîíäåíñàòîðàõ, ðàâíû

i iE U d= , à çàðÿäû íà ïëàñòèíàõ ñîñòàâëÿþò i iq CU= , ãäå
i = 1, 2. Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ïëàñòèíó êîíäåíñàòîðà, ðàâíà

1

2
i i iF q E=  (ìíîæèòåëü 1/2 ïîÿâèëñÿ ïîòîìó, ÷òî äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ ñèëû òðåáóåòñÿ ó÷åñòü òîëüêî âíåøíåå ïîëå ïî îòíî-
øåíèþ ê ïëàñòèíå, êîòîðîå ðàâíî ïîëîâèíå îò ïîëÿ â
êîíäåíñàòîðå). Èòàê, ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ñðåäíþþ ïëàñòè-
íó, ðàâíà

1 1 2 2

1 2
2 2

q E q E
F F F= - = - =

2 2 2

1 2 0

2 2

1 2 1 2

1 1

2 2 2

CU C U SU

d d d d

ε Ê ˆ
- = -Á ˜Ë ¯

.

4. Äëÿ íà÷àëà âñïîìíèì, êàêèå âåëè÷èíû èçâåñòíû: ìàññà
ïóëè 10 ãm ª , ñêîðîñòü âûëåòà ïóëè èç ñòâîëà ðóæüÿ

1 *ì “v ª  (òî÷íåå, 800 ì “ ), äëèíà ñòâîëà 1 ìl ª . Ïîëó-
÷èâøàÿñÿ ìîùíîñòü äîëæíà çàâèñåòü îò ýòèõ âåëè÷èí.
Ìû òî÷íî íå çíàåì, êàê âåäåò ñåáÿ ïóëÿ ïðè âûñòðåëå â ñòâî-
ëå, íî íå ñèëüíî îøèáåìñÿ â ñëó÷àå îïðåäåëåíèÿ ñðåäíèõ âå-
ëè÷èí, åñëè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïóëÿ äâèæåòñÿ ðàâíîóñêîðåí-
íî. Òîãäà âðåìÿ ðàçãîíà ïóëè â ñòâîëå ðàâíî t = 2l/v, à ìîù-
íîñòü ñîñòàâëÿåò

2 3

62,5 10  b2 1  lb2
2 4

mv mv

N

t l

= = ª ◊ ∼ .

5. Î÷åâèäíî, ÷åì áîëüøå ïåðåïàä äàâëåíèé âîäû â ñîñóäå,
òåì áîëüøå ñêîðîñòü âîäû â ñòðóå. ×åì áîëüøå ñêîðîñòü
âîäû â ñòðóå, òåì äàëüøå îíà «áüåò». Â ïåðâîì ñëó÷àå ïåðå-
ïàä äàâëåíèé ñîîòâåòñòâóåò âûñîòå ñòîëáà æèäêîñòè, êîòîðàÿ
ñ òå÷åíèåì âðåìåíè óìåíüøàåòñÿ.
Âî âòîðîì ñëó÷àå äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ñòðóè íåîáõîäèìî, ÷òî-
áû âîçäóõ çàïîëíèë âåðõíþþ òðóáî÷êó è ïðîáóëüêèâàëñÿ ÷å-
ðåç íåå, òàê êàê âîäà íåñæèìàåìà. Çíà÷èò, â íèæíåì êîíöå
òðóáêè óñòàíàâëèâàåòñÿ àòìîñôåðíîå äàâëåíèå è âîäó «ðàçãî-
íÿåò» ñòîëá æèäêîñòè, âûñîòà êîòîðîãî íå ìåíÿåòñÿ äî òåõ
ïîð, ïîêà óðîâåíü æèäêîñòè âûøå íèæíåãî êîíöà òðóáêè.
Ñëåäîâàòåëüíî, íå ìåíÿåòñÿ ñêîðîñòü íà âûõîäå, è ñòðóÿ
âîäû âñå âðåìÿ ïîïàäàåò â åìêîñòü íà ñòîëå, íàïîëíÿÿ åå ïîë-
íîñòüþ.

Âàðèàíò 2

1. 
0

1
V p

h
S p

Δ
Ê ˆ

= -Á ˜Ë ¯
.

2. Íà ðèñóíêå 11 èçîáðà-
æåíû ñèëû, êîòîðûå äåé-
ñòâóþò íà òåëî âäîëü
ïëîñêîñòè. Ñèëà òðåíèÿ
íàïðàâëåíà ïðîòèâ äâèæå-
íèÿ è ðàâíà 2!F =

cosmgμ α= . Òàê êàê òåëî
äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, ñóììà âñåõ ñèë, äåéñòâóþ-
ùèõ íà íåãî, äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ. Îòñþäà ïîëó÷àåì

tg

sin

F
m

g

β
α

= , 
tg

sin

αμ
β

= .

3. Ïóñòü v – ñêîðîñòü ïëàñòèí ïîñëå íåóïðóãîãî óäàðà, v¢  –
ñêîðîñòü âåðõíåé ïëàñòèíû â ìîìåíò, êîãäà îòïóñòèëè íèæ-
íþþ, C¢  – åìêîñòü êîíäåíñàòîðà â ýòîò ìîìåíò. ßñíî, ÷òî
C C d D=¢ . Îáîçíà÷èì çàðÿä êîíäåíñàòîðà ÷åðåç q è çàïè-

{ } [ )1 ;a a a- -∪  ïðè 
1
; 1

2
a

Ê ˆŒ Á ˜Ë ¯
;

( )0; 1  ïðè 1a = ; ( ]1; 2a a- -  ïðè 
3

1;
2

a
Ê ˆŒ Á ˜Ë ¯

.

5. 
7 5

3
, 

7 26

3
; 5 , 

91 5

150
.

Âàðèàíò 2

1. 2 2log 3; log 5 . 2. ( )
1 1

1 arctg
2

n
nπ+- + , n ŒZ .

3. 40%, 10%. 4. ( )2
2 10 30a a+ + ; –7; –3.   5. 15 ; 

32

3
11 .

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11
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ÐÎÑÑÈÉÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ
ÏÅÄÀÃÎÃÈ×ÅÑÊÈÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ ÈÌ.À.È.ÃÅÐÖÅÍÀ

Ìàòåìàòèêà

Âàðèàíò 1

1. a) ( ) ( ) ( ); ; ;n n n n-• - - + •∪ ∪ ;

á) ( )
1

2g x x
-= + ,

2x π  (ðèñ.12);

â) 0c ≥ ; 2 êîðíÿ, åñëè
ñ = 0 èëè 3c ≥ ; 3 êîð-
íÿ, åñëè ñ = 2,75, è 4
êîðíÿ, åñëè 0 < ñ <
< 2,75 èëè 2,75 < ñ < 3.
Óêàçàíèå. Íàðèñóéòå

ãðàôèê ôóíêöèè ( ) 3g x - .

2. ( ) ( ); 8 10;-• - +•∪ .

3. 
13

2
12

k
π

π- + , k ŒZ .

4. 4 ñì.

5. 15 ñì è 8 3  ñì.

Âàðèàíò 2

1. à) ( ) ( ]; ; 0n n-• - -∪ ;
á) ( ) 2g x x= - , åñëè 0x £  è

2x π - , ( ) 2g x x= + , åñëè  õ > 0 è 2x π  (ðèñ.13);

â) à = 1. Óêàçàíèå. Íàðèñóéòå ãðàôèê ôóíêöèè ( ) 3g x - .

2. ( ) ( )0; 15 15; + •∪ .

3. kπ , k = 0, 1, 2,...; 
2

2
3

nπ π- + , n = 1, 2, 3,...; 
2

2
3

mπ π+ ,

m = 0, 1, 2,...

4. 10 “ì . 5. 8 3 .

Ðèñ. 12

ÐÎÑÑÈÉÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ
ÒÅÕÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ
ÈÌ. Ê.Ý.ÖÈÎËÊÎÂÑÊÎÃÎ (ÌÀÒÈ)

Ìàòåìàòèêà

Âàðèàíò 1

1. 8; 
2

3
- . 2. ( )1

4 4

n
n

π π
π- - + , ( )

2 2
1 arcsin

3 4

n
n

π
π- - + ,

n ŒZ . 3. 1.     4. 
1 2

0; ; 1
49 2

È ˆÊ ˘
ÍÁ ˜˙Ë ˚ ¯ÍÎ

∪ . 5. 
19

12
.

Âàðèàíò 2

1. 4. 2. 
36

n
π

π+ , n ŒZ . 3. 
1

3
.

4. ( [ )3
1; 3 8;˘ + •˚ ∪ . 5. 

14

15
.

øåì çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà:
2 2 2

2 2 2

q mv q

C C

¢
= +

¢
,   2mv mv=¢ .

Â èòîãå ïîëó÷àåì

( )2
1

4

CU d D
v

m

-
= .

4. Ïóñòü ñïîðòñìåí ïîäïðûãèâàåò íà âûñîòó h, òîãäà äëèòåëü-

íîñòü ïðûæêà ñîñòàâëÿåò 2 2t h g= . Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåä-

íÿÿ ñêîðîñòü öåíòðà ñêàêàëêè ðàâíà ( )2 2 2v l tπ= ◊ , ãäå l –

äëèíà ñêàêàëêè. Åñëè 20 cìh ∼ , à 2 ìl ∼ , òî

30 ì “
2

g
v l

h
π= ∼ .

Âàðèàíò 3

1. 0

3

11
P P= .

2. Î÷åâèäíî, ÷òî ðàáîòà 2!A  ñèëû òðåíèÿ íà ïåðâîé ïîëîâè-
íå ïóòè áóñèíêè òà æå, ÷òî è íà âòîðîé. Èç çàêîíà ñîõðàíå-
íèÿ ýíåðãèè ïîëó÷àåì

2 2 2 2

1

2!
2 2

mv kq mv kq
A

R h
+ = + + ,   

2 2

2

2!2
2 2

mv mv
A= + ,

îòêóäà íàõîäèì ñêîðîñòü áóñèíêè:

2

2 2

1 2

1 1
2 4

kq
v v v

m h R

Ê ˆ= - + -Á ˜Ë ¯
.

3. Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è âòîðîé çàêîí Íüþòî-
íà äëÿ ïðîåêöèé ñèë âäîëü íèòè:

2

cos
2

mv
mgR α= ,    

2

cos
mv

T mg

R

α= + .

Îòñþäà äëÿ ñèëû íàòÿæåíèÿ íèòè ïîëó÷àåì

3 cosT mg α= .

Â ìîìåíò, êîãäà ïîäñòàâêà ñäâèíåòñÿ ñ ìåñòà, ãîðèçîíòàëüíàÿ
ïðîåêöèÿ ñèëû íàòÿæåíèÿ íèòè, ðàâíàÿ sinT α , äîëæíà ñðàâ-
íÿòüñÿ ñ âåëè÷èíîé ñèëû òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ, ðàâíîé

( )cosMg Tμ α+ . Ñëåäîâàòåëüíî,

2

sin 3 sin cos

cos 3 cos

T m

Mg T M m

α α αμ
α α

= =
+ +

.

4. Ïðè áîëüøîé ãîðèçîíòàëüíîé ñêîðîñòè âåðõíÿÿ òî÷êà òðà-
åêòîðèè íåçíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò âûñîòó àâòîáóñà 4 ìH ∼ ,
ïîýòîìó äëÿ âåðòèêàëüíîé ñêîðîñòè âíèçó v èìååì

2

2

mv
mgH= .

Âåðòèêàëüíàÿ ñêîðîñòü ìîòîöèêëèñòà ãàñèòñÿ íà ïóòè h, ðàâ-
íîì äåôîðìàöèè àìîðòèçàòîðîâ ïîðÿäêà 0,3 ì ïëþñ 0,4–0,5 ì
çà ñ÷åò ïðèñåäàíèÿ êàñêàäåðà, êîòîðûé â ìîìåíò ïðèçåìëåíèÿ
ñòîèò ïî÷òè âûïðÿìèâøèñü. Òîãäà, åñëè F – ñèëà äàâëåíèÿ
êàñêàäåðà íà ìîòîöèêë ïðè ïðèçåìëåíèè, èç çàêîíà ñîõðàíå-
íèÿ ýíåðãèè ïîëó÷àåì

2

2

mv

Fh= .

Òàêèì îáðàçîì,

2
60 *ã 10 ì “ 4 ì

3000 m
0,8 ì

mgH
F

h

◊ ◊
= ª = .

5. Â îáëàñòè ñîïðèêîñíîâåíèÿ ïîäîøâ è ïîëà èìåþòñÿ íå-
áîëüøàÿ êîíòàêòíàÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ è çàðÿäû ïðîòèâî-
ïîëîæíûõ çíàêîâ. Ýòè çàðÿäû âîçíèêàþò èç-çà òðåíèÿ ïî-
äîøâ áîòèíîê î ïîë âî âðåìÿ õîäüáû. Ïðè óâåëè÷åíèè çàçîðà
íàïðÿæåíèå ìíîãîêðàòíî âîçðàñòàåò, ñîîòâåòñòâåííî âîçðàñòà-

åò è çàðÿä ýëåêòðîñêîïà. Ïðè ïðèçåìëåíèè èñõîäíàÿ ñèòóà-
öèÿ âîññòàíàâëèâàåòñÿ.
Åùå îäèí âàðèàíò îáúÿñíåíèÿ: ñèñòåìû ÷åëîâåê–ïîë è ýëåêò-
ðîñêîï–ïîë ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê äâà ïàðàëëåëüíûõ êîí-
äåíñàòîðà. Åìêîñòü ïåðâîãî ìíîãîêðàòíî ïðåâûøàåò åìêîñòü
âòîðîãî, è ïîýòîìó âåñü èìåþùèéñÿ çàðÿä ñêîíöåíòðèðîâàí
íà ïîäîøâå. Ïðè óìåíüøåíèè åìêîñòè êîíäåíñàòîðà ÷åëîâåê–
ïîë (÷åëîâåê ïîäïðûãèâàåò) çàðÿäû â ñèñòåìå ïåðåðàñïðåäå-
ëÿþòñÿ. Ïðè âîññòàíîâëåíèè íà÷àëüíîé ñèòóàöèè (÷åëîâåê
ïðèçåìëÿåòñÿ) âñå ïðèõîäèò â íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå.
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Ôèçèêà

Âàðèàíò 1

1. 4).  2. 5).  3. 3).  4. 2).  5. 3).  6. 2).  7. 2).  8. 5).
9. 3).   10. 1).

Âàðèàíò 2

1. 3).  2. 1).  3. 2).  4. 2).  5. 4).  6. 5).  7. 2).  8. 4).
9. 2).   10. 3).

ÐÎÑÑÈÉÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ
ÍÅÔÒÈ È ÃÀÇÀ ÈÌ.È.Ì.ÃÓÁÊÈÍÀ

Ìàòåìàòèêà

Âàðèàíò 1

1. 0,1.   2. –8.   3. 0,7.   4. 11.   5. 7.   6. 3.
7. –1.   8. –15.
9. 1,5. Óêàçàíèå. Âåðøèíà ïàðàáîëû èìååò êîîðäèíàòû

2

;
2 4

p p
M q

Ê ˆ
- -Á ˜Ë ¯

, ýòè êîîðäèíàòû ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ðà-

âåíñòâîì 
2

1

4 2

p
q

p
- = - , îòêóäà 

2
1

4 2

p
q

p
= - . Åñëè 

1x
, 

2x  –

êîðíè òðåõ÷ëåíà, òî ïî òåîðåìå Âèåòà (2 2

1 2 1
S x x x= + = +

)
2 2

2 1 2
2 2x x x p q+ - = - , è ïîäñòàíîâêà ñþäà ïîëó÷åííîãî

âûøå âûðàæåíèÿ äëÿ q äàåò ( )
2

1

2

p
S p

p
= + . Îñòàëîñü ñ ïîìî-

ùüþ ïðîèçâîäíîé âûÿñíèòü, ïðè êàêîì çíà÷åíèè ïåðåìåííîé
ð äîñòèãàåòñÿ íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè.
10. 0,5. Óêàçàíèå. Ïðîëîãàðèôìèðóéòå îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ
ïî îñíîâàíèþ 54, âûïîëíèòå çàìåíó 54logy x=  è ðåøèòå ïî-
ëó÷åííîå óðàâíåíèå. Ïðè ýòîì óäîáíî åùå ââåñòè îáîçíà÷åíèå

54log 2a = .
11. 5. Óêàçàíèå. Ïóñòü Î è Q – öåíòðû ïåðâîé è âòîðîé îê-
ðóæíîñòåé ñîîòâåòñòâåííî, ÀÂ = CD = a, A α– = , Ì – ñåðå-
äèíà ñòîðîíû CD. Òî÷êè Î è Q ëåæàò íà îñè ñèììåòðèè òðà-
ïåöèè è ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ñ ýòîé îñüþ ïåðïåíäè-

êóëÿðîâ ê CD â òî÷êàõ Ñ è Ì. Ïîýòîìó 
2sin

a
OQ

α
= . Âåëè-

÷èíó à áåç òðóäà íàõîäèì èç òðåóãîëüíèêà ABD, èáî

2sin

BD
R

α
= .

12. 6. Óêàçàíèå. Ïóñòü âûñîòà öèëèíäðà ðàâíà h, òîãäà âûñî-
òà êîíóñà ðàâíà 3h, à äèàìåòð øàðà ðàâåí 2R = 5h, ò.å.

2

5

R
h = .

Âàðèàíò 2

1. 1.   2. 2.   3. 7.   4. –0,4.   5. 7.   6. 0,1.   7. 0,25.   8. 5.
9. 3. Óêàçàíèå. Ïðè 0x π  ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè

3 2
5 8y x x= +  è âûÿñíèòå, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à

ýòîò ãðàôèê èìååò òðè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ ãîðèçîíòàëüíîé
ïðÿìîé ó = à.
10. 10. 11. 4. Óêàçàíèå. Ïóñòü ÂÌ = à, BCA– = α, ÀÌ =

= 11õ, ÌÐ = 3õ. Òîãäà 2 233x a= , îòêóäà 
11

3
AM a= . Êðî-

ìå òîãî, 4 cosAC a α= . Èç òðåóãîëüíèêà ÀÌÑ íàõîäèì ïî

òåîðåìå êîñèíóñîâ, ÷òî 2 1
cos

3
α = , ïîñëå ÷åãî âûðàæàåì ÷å-

ðåç à äëèíû îòðåçêîâ ÀÍ, ÍÑ, ÂÍ è 
BH HC

HK
AH

◊
= .

12. 18. Óêàçàíèå. Ïóñòü SABC – äàííàÿ ïèðàìèäà, Ì –
öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà SBC, K – ñåðåäè-
íà ñòîðîíû ÂÑ, Î – öåíòð îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû, ÂÑ = à, β  –

âåëè÷èíà äâóãðàííîãî óãëà ïðè ðåáðå ÀÑ. Âûðàçèòå ÷åðåç à è

β  îòðåçêè SM, SC, MK è CK è èç ïðîïîðöèè 
SM MK

SC CK
=

(CM – áèññåêòðèñà óãëà SCK)  íàéäèòå tgβ .

Ôèçèêà

Âàðèàíò 1

1. h = 9 ì.      2. v = 150 ñì/ñ.     3. 600 d›EΔ = .
4. 

3
2 *ã ìρ = .   5. U = 45 B.     6. I = 16 A.

7. R = 150 ìì.  8. 375 …ìλ = .
9. v = 4 ì/ñ.  10. Ì = 8 êã.
11. Ðàáîòà çà öèêë ðàâíà ïëîùàäè
òðåóãîëüíèêà (ðèñ.14):

( ) ( )2 1 3 2

1

2
A p p V V= - - =

= ( ) ( )1 1 1 1 1

1
4 2,5 2,25

2
p p V V RTν- - = .

Ãàç ïîëó÷àåò òåïëî íà ó÷àñòêàõ 1–2

è 2–3. Ïîëó÷åííîå êîëè÷åñòâî òåï-
ëîòû ðàâíî

( )13 3 1 13
Q Q U U A= = - + =

= ( ) ( ) ( )3 1 2 3 1 2

3 1

2 2
R T T p p V Vν - + + - =

= ( )1 1

3
2 2,5 4

2
R T Tν ◊ ◊ - + ( ) ( )1 1 1 1

1
4 4 2 2,5

2
p p V V+ ◊ - = 37,5νRT

1
.

Ïîëó÷àåì, ÷òî ÊÏÄ öèêëà ðàâåí

0,06
A

Q
η = = , ò.å. 6%.

12. Îáîçíà÷èì ÷åðåç õ ìàëîå ñìåùåíèå ãðóçèêîâ îò ïîëîæå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè ìàëîì ïîâîðîòå ñèñòåìû íà óãîë ϕ :

2

l
x ϕ= ,

ãäå l – äëèíà ñòåðæíÿ. Èñïîëüçóåì ýíåðãåòè÷åñêèé ìåòîä îï-
ðåäåëåíèÿ ÷àñòîòû êîëåáàíèé. Äëÿ ýòîãî âûðàçèì ÷åðåç õ è
v x= ¢  ïîòåíöèàëüíóþ è êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèè ñèñòåìû. Ïî-
òåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èçìåíåíèåì âûñîòû hΔ
öåíòðà ìàññ, êîòîðûé â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ íàõîäèòñÿ ïîä
îñüþ âðàùåíèÿ (ãâîçäåì) íà ðàññòîÿíèè l/4 îò íåãî:

( )2 2 1 cos
4

p

l
E mg h mgΔ ϕ= = - =

= 
2 2

2 2
2sin

2 2 2 2 2

l l mg x
mg mg

l

ϕ ϕ
◊ = = .

Ïîñêîëüêó 
2

0

2
p

k x
E = , òî 0

2mg
k

l
= .

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ðàâíà
2 2

0
2

2 2
k

x x
E m m

¢ ¢
= = , ò.å. 0 2m m= .

Ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî

10

0

2
2 c

2

k mg l g

m m l
ω -= = = = .

Âàðèàíò 2

1. F = 45 Í.   2. v = 250 ñì/ñ. 3. l = 25 ìì.
4. ð = 35 àòì.   5. q = 120 ìêÊë. 6. Q = 480 Äæ.   7. k = 3.
8. f = 15 ñì.    9. l = 120 ì.    10. l = 13 ì.     11. 8%η = .
12. Îáîçíà÷èì ÷åðåç õ äëèíó ÷àñòè ñòåðæíÿ, çàåõàâøåé íà
øåðîõîâàòóþ ïîâåðõíîñòü â ìîìåíò âðåìåíè t, ÷åðåç 1m  –
ìàññó ýòîãî êóñêà: 1m mx l= . Äåéñòâóþùàÿ íà ñòåðæåíü â
ýòîò ìîìåíò ñèëà òðåíèÿ ðàâíà

2! 1

m
F m g xg

l
μ μ= = .
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Ìàòåìàòèêà

Âàðèàíò 1

1. õ + 1. 2. –1/5. 3. 2. 4. –2. 5. ( )6 6 42 12+ - . 6. 22.

7. [ ) { }3; 1 1- - ∪ . 8. 1; 2. 9. (1; 1), (25; 25). 10. –1.

11. ( )2; 12- . 12. 2 nπ , 4 nπ π+ , n ŒZ . 13. 1. 14. 3.

15. 13 12π , 17 12π . 16. [–1; –1/4]. 17. 2 5 . 18. 3.

19. 4 2 nπ π- + , n ŒZ . 20. 33/70.

Âàðèàíò 2

1. 3. 2. 2. 3. a < b. 4. –2; 1. 5. 12. 6. (0; 5). 7. –1. 8. 780.

9. 4 nπ π- + , n ŒZ . 10. (1; –3), (3; –1). 11. –5/2.

12. 1/3. 13. y = 1+ x. 14. 5. 15. ( ) ( ) ( )1 3; 1 2 1 2; 1 1; + •∪ ∪ .

16. 4 nπ π+ , n ŒZ . 17. 6π . 18. 49/81. 19. 64 3 .

20. [ ] ( )8; 3 4 0;- - + •∪ .
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Çàäà÷à 1

à) 
2 2

0

2
2

R U
F

d

ε π
= ; b) 

2

0
r

d

ε π
χ = - ; c) 

2mgd
U

χ
* = ;

d) 
2

2

2

1m

χ ηα
η

=
-

, 
2

2
2

1
gd

ηβ
η

=
+

; e) 
3

2

1

1 2md

χηγ
η

+
=

-
;

f) 
2

* 2

1

1

mgd
U U

η
χη

*
-

= <
+

, 
( ) ( )

( )2

* 2

2
1

1 1

g
I m

η
χ η

η η
= -

+ +
.

Çàäà÷à 2

à) "

p
F n g

p p
Μ

Δ
=

+
; b) " 0

0

5,5
gz

RT

Μη = ª ;

c) ( )1 7

0

4kRT
p

r
Δ λ λ- -= - ; d) 

( )3

0

1 7

1

0,11

n n

a

λ

λ λ- -

-
= ª

-
;

e) 3

"

1 1
1 2,14

M

a n
λ λ

λ Μ
*

Ê ˆÊ ˆª + - ªÁ ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯
, 11 *ìz

*
ª .

ÌÎÑÊÎÂÑÊÀß ÑÒÓÄÅÍ×ÅÑÊÀß ÎËÈÌÏÈÀÄÀ
ÏÎ ÔÈÇÈÊÅ

1. Âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðåí íà÷àëüíîé ñêîðîñòè

è ðàâåí 0mv

r

qB

Δ = .

2. 0
15v v= . 3. 0

2A lα= . 4. 
1

2arctg
3

ϕ = .

5. 
2

0

3

v
T T

p

ρΔ = . 6. ( )0

3

2
A V p p= - . 7. 

2

04,46
F

R

λ
πε

= .

8. 0
2

3

ld
L

a

μ
= . 9. 2

0
25I Iπ= .

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñòåðæíÿ èìååò âèä

mg
mx x

l

μ
= -¢¢ .

Ýòî óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ ãðóçà ìàñ-

ñîé m íà ïðóæèíå æåñòêîñòüþ 
0

mg
k

l

μ
= . Ïåðèîä êîëåáàíèé

òàêîãî ìàÿòíèêà ðàâåí

0

2 2
m l

T
k g

π π
μ

= = .

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò õ = 0 (äâèæåíèå «ìà-
ÿòíèêà» íà÷èíàåòñÿ èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ), ïîëó÷èì

2
sinx A t

T

π
= ,

ãäå À – «àìïëèòóäà êîëåáàíèé», ò.å. ìàêñèìàëüíîå ñìåùåíèå
ñòåðæíÿ. Ñêîðîñòü ñòåðæíÿ èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó

0

2 2 2
cos cosv x A t v t

T T T

π π π
= = ◊ =¢ .

Äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè, êîãäà 0 2v v= , ïîëó÷àåì

0,628 c 628 ì“
6 3

T l
t

g

π
μ

= = = = .

Çàäà÷à 3

à) 

( )

0

2
2 2 2 2 2

0

F
A

b mω ω ω
=

+ -
, 

( )2 2

0

tg
b

m

ω
ϕ

ω ω
=

-
; ïðè ðåçî-

íàíñå 0

0

F

A

bω
=  è 

2

π
ϕ = ;

b) 1ω ω= , "/. 10 20 1

1
cos

2
U U U ϕ= ; c) 

2

2 01

02

Ucc
U

bω
= ;

d) 18
1,75 10  *ã

b
m

k m
Δ Δϕ -ª ª ◊ ; e) 2 2

0 0

c

m
ω ω= -¢ ;

f) 3
0

0 0

41 
ek qQ

d
mω Δω

= ª íì.
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