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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Данная книга является второй частью учебника по математи- 
ческому анализу и полностью охватывает материал второго года 
обучения, предусмотренный программой для студентов универ- 
ситетов СССР и НРБ, обучающихся по специальностям «Матема- 
тика», «Прикладная математика» и «Механика». 

Книга содержит теорию числовых и функциональных рядов, 
теорию собственных и несобственных кратных интегралов Римана, 
теорию криволинейных и поверхностных интегралов и интегралов, 
зависящих от параметров, теорию поля (в том числе и теорию 
дифференциальных форм и евклидовых пространств), теорию ря- 
дов и преобразований Фурье. 

Как и в первой части (В. А. Ильин, В. А. Садовничий, 
Бл. Х. Сендов. Математический анализ. Начальный курс. — М.: 
Изд-во МГУ, 1985), изложение материала ведется на трех легко 
отделяемых друг от друга уровнях: облегченном, основном и по- 
выщенном. 

Облегченный уровень отвечает программе технических вузов 
СССР с углубленным изучением математического анализа, о0с- 
HOBHOH уровень изложения — программе специальности «При- 
кладная математика», материал повышенного уровня изложения 
дополняет материал основного уровня рядом разделов, обычно 
излагаемых на механико-математических факультетах универси- 
тетов. 

Для понимания материала облегченного уровня изложения не 
требуется чтение материала основного и повышенного уровней, а 
для понимания материала основного уровня изложения не требу- 
ется чтения материала повышенного уровня. 

Текст, относящийся к повышенному уровню изложения, выде- 
лен в книге двумя вертикальными чертами; текст, относящийся 
к основному уровню изложения, выделен одной вертикальной чер- 
той, остальной текст книги составляет содержание облегченного 
уровня изложения. 

В целом мазериал данной книги весьма приближен к тому 
курсу, который реально может быть прочитан для студентов 
университетов. 

При написании этой книги авторы использовали сложившиеся 
В Московском и в Софийском университетах лекционные курсы и



6 Предисловие 

часть материала из книги В. А. Ильина и 9. Г. Позняка «Основы 
математического анализа» (М.: Наука, 1980). 

Авторы выражают глубокую благодарность титульному редак- 
тору этой книги академику А. Н. Тихонову за многие ценные со- 
веты и замечания. Особую благодарность авторы выражают 
И. С. Ломову и С. Троянскому, которые оказали неоценимую 
помощь на всех этапах написания этой книги. Весьма существен- 
ному улучшению изложения материала учебника способствовал 
труд редактора Т. И. Кузнецовой, которой авторы также выража- 
ют глубокую благодарность. 

Москва, октябрь 1986 г.



Глава 1 

ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ 

Еще в курсе средней школы читателю приходилось сталки- 
ваться с суммами, содержащими бесконечное число слагаемых 
(например, с суммой бесконечного числа членов геометрической 
прогрессии). 

Исследование такого рода сумм, называемых рядами, может 
быть сведено к исследованию числовых последовательностей, тем 
не менее эти суммы требуют самостоятельного углубленного изу- 
чения, так как служат важным вспомогательным средством для 
представления различных встречающихся в анализе функций. 

$ 1. ПОНЯТИЕ ЧИСЛОВОГО РЯДА 

1. Сходящиеся и расходящиеся ряды. Рассмотрим произволъ- 
ную числовую последовательность Wy, №2, ..., Ux, ... И формально 
образуем из ее элементов бесконечную сумму вида 

Uy tg +... Е щ +... =} uy. (1.1) 
k=l 

Формально составленную сумму (1.1) принято называть чис- 
ловым рядом или просто рядом. При этом отдельные сла- 
гаемые и, принято называть членами ряда (1.1). Сумму пер- 
вых п членов ряда (1.1) принято называть п-й частичной сум- 
мой ряда и обозначать символом Sp. 

Итак, по определению 

Syp=Uy и +... Ни, =, Up. (1.2) 
k=1 

Определение. Ряд (1.1) называется сходящимся, если схо- 
дится последовательность {Syn} частичных сумм (1.2) этого ряда. 
При этом предел $ указанной последовательности {S,} называ- 
ется суммой ряда (1.1). 

Таким образом, для сходящегося ряда (1.1), имеющего сумму 
S, мы можем формально записать равенство 

$ = у Up. 

k=}
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В случае, если для данного ряда (1.1) предела последова- 
тельности частичных сумм (1.2) не существует, этот ряд назы- 
вается расходящимся. 

Мы видим, что понятие суммы определено лишь для сходяще- 
гося ряда, причем (в отличие от понятия суммы конечного числа 
слагаемых) понятие суммы ряда вводится посредством операции 
предельного перехода. 

В современной математике и в ее приложениях часто прихо- 
дится сталкиваться с расходящимися рядами, для которых преде- 
ла последовательности частичных сумм (1.2) не существует. Для 
таких рядов вводится понятие суммы в некоторых обобщенных 
смыслах. В $ 7 настоящей главы будут рассмотрены наиболее 
употребительные методы обобщенного суммирования расходящих- 
ся рядов. 

Одним из главных вопросов теории числовых рядов 
является установление признаков, позволяющих решить вопрос 
о сходимости или расходимости данного ряда. В § 2 такие при- 
знаки будут установлены для рядов, все члены которых явля- 
ются неотрицательными числами, ав $ 4 — для рядов с произ- 
вольными членами. 

Примеры. 1°. Изучим вопрос о сходимости ряда, составлен- 
ного из членов геометрической прогрессии 

РЕ... ++... = ge. (1.3) 
k=l 

Так как n-a частичная сумма S, этого ряда при g=4l имеет 
вид 

1—9" 

1—9 

то очевидно, что при |9|<1 последовательность частичных сумм 
{Sn} имеет предел, равный 1/(1—9). Таким образом, при |9|<1 
ряд (1.3) сходится и имеет сумму, равную 1/(1—4). 

Если |q|>1, то из выражения (1.4) очевидно, что предела пос- 
ледовательности частичных сумм {S,} не существует, т. е. при 
|g|>1 ряд (1.3) расходится. 

Для полноты картины остается рассмотреть случай |q|=1, 
т. е. случай, когда 4 равно либо +1, либо —1. В случае, когда 
= 1, все члены ряда (1.3) равны единице и п-я частичная: сум- 
ма этого ряда $ равна n. Отсюда следует, что и в случае Q=+1 
предела последовательности {5„} не существует, т. е. ряд (1.3) 
расходится. 

Наконец, в случае (=— 1 ряд (1.3) имеет вид 1—1-+1—1-..., 
так что последовательность {S,} частичных сумм совпадает с за- 
ведомо расходящейся последовательностью 1, 0, 1, 0, ..:. Стало 
быть, и при g=—1 ряд (1.3) расходится. 

$=И а... +9"! = (1.4)
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2°. Фиксировав любую точку х числовой прямой, рассмотрим 
вопрос о сходимости трех числовых рядов !: 

со 

x x? x! _ xf! +. +.) Gay (1.5) 

Pe (—1)4-! 24-1 2 — (—1)#—} 28-1 

1 Г 5 т (2k—1)! ree, (2k —1)! ‚ (1.6) 
=1 

пм _ (1-1 авы = (10-1 2—2 

ИТ ТТ Ш) (28—21 ‘ 1.7) 
=1 

Обозначая п-е частичные суммы рядов (1.5), (1.6) и (1.7) co- 
ответственно через 5,0(х), Sx (х) и $, (х), можем записать: 

и № и т (1.8) 

(2) _ __ № we (—1)"7! yoni 

т (1.9) 

n—1 _2n—2 ‘ 

S® (x)= 1-4 44,4 * (1.10) 
| re (2n — 2)! 

Сопоставляя выражения (1.8), (1.9) и (1.10) с разложениями 
по формуле Маклорена функций е*, sinx и cosx (cm. п. 2 § 9 
гл. бч. 12), мы получим 

ex = $100 (х) + К. (x), 
5шх=9,„@ (х) +Rp@) (x), (1.11) 

cos ¥=S,,@) (x) + Rr?) (x), 

где RAY (x), Ra@(x), RC) (x) обозначают n-e остаточные члены 
в разложении по формуле Маклорена функцией е*, sinx и cosx 
соответственно. 

В $ Эгл. бч. | доказано, что в каждой точке х числовой пря- 
мой указанные остаточные члены имеют равный нулю предел при 
П—>со. Следовательно, в силу соотношений (1.11) в каждой точке 
х прямой частичные суммы 5,0 (х), $,®(х) и 5,Э(х) сходятся 
к пределам, равным соответственно е*, зшх и созх. Это означает, 
— 

1) Символ 01 мы отождествляем с числом 1. 
2) Здесь и далее ч. | — это краткое обозначение книги: Ильин В. A, 

Садовничий В. А. Сендов Бл. Х. Математический анализ. Начальный 

курс. — М.: Изд-во МГУ, 1985.
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что ряды (1.5), (1.6) и (1.7) сходятся в каждой точке х числовой 
прямой и их суммы равны соответственно e*, Sinx и COSY. 

Замечание 1. С формальной точки зрения изучение число- 
вых рядов представляет собой новую форму изучения числовых 
последовательностей, ибо 1) каждому ряду (1.1) однозначно 
соответствует последовательность {5„} его частичных сумм, 2) про- 
извольной числовой последовательности {5„} однозначно соответ- 
ствует числовой ряд (1.1) с членами щ=$1, ии=5,—9ь при 
k>1, для которого эта последовательность служит последователь- 
ностью частичных сумм. 

Замечание 2. Отметим два простых свойства произвольного 
ряда, непосредственно вытекающие из определения его сходи- 
мости: 

I. Отбрасывание конечного числа членов ряда (или добавление 
к ряду конечного числа членов) не влияет на сходимость или рас- 
ходимость этого ряда. 

П. Если с — отличная от нуля постоянная, Up’ =CUp, то ряд 
[= =) © 

у. и, сходится тогда и только тогда, когда сходится ряд у Up 
k=l k=l 

Для обоснования первого из этих свойств достаточно 3aMe- 
тить, что в результате указанного отбрасывания (или добавления) 
конечного числа членов все частичные суммы ряда, начиная с не- 
которого номера, изменятся на одну и ту же постоянную величину. 

Для доказательства второго из указанных свойств обозначим 
© CO 

п-е частичные суммы рядов и, и у и, соответственно через 
k=l k=l 

Sn’ u Эл и учтем, что Sn’=CSn, где с5-0. Из последнего равенства 
вытекает, что Ит 5” существует тогда и только тогда, когда 

по 

существует limS,. 
n> со .’ 

2. Критерий Коши сходимости ряда. Так как вопрос о сходи- 
мости ряда по определению эквивалентен вопросу о сходимости 
последовательности его частичных сумм, то мы получим необхо- 
димое и достаточное условие сходимости данного ряда, сформу- 
лировав критерий сходимости Коши для последовательности его 
частичных сумм. Для удобства приведем формулировку критерия 
Коши для последовательности (см. п. 3 $ Згл. Зч. 1): 

Для того чтобы последовательность {Sn} была сходящейся, 
необходимо и достаточно, чтобы для любого положительного 
числа = нашелся номер N такой, что для всех номеров п, удовлет- 
воряющих условию п>М, и для всех натуральных р (р=1, 2, 
3, ...) 

|Sntp—Sal <e. 
В качестве следствия из этого утверждения получим следующую 
основную теорему.
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Теорема 1.1 (критерий Коши для ряда). Для того чтобы 
[o e} 

ряд Фик сходился, необходимо и достаточно, чтобы для любого 
R=] 

положительного числа в нашелся номер N такой, что для всех но- 
меров п, удовлетворяющих условию NSN, и для всех натуральных 
чисел р (p=1, 2, ...) | 

п--р 

и,| < =. (1.12) 
Е=п-1 

Для доказательства этой теоремы достаточно заметить, что вели- 
чина, стоящая под знаком модуля в неравенстве (1.12), равна раз- 
ности частичных сумм Эи+р— и. 

Отметим, что критерий сходимости Коши представляет в OC- 
новном теоретический интерес. Его использование для исследо- 
вания сходимости или расходимости тех или иных конкретных 
рядов, как правило, сопряжено с трудностями. Поэтому наличие 
критерия Коши не снимает вопроса об установлении других прак- 
тически эффективных признаков сходимости и расходимости 
рядов. 

Из теоремы 1.1 легко получить два элементарных, но важных 
следствия. | 

[ee] 

Следствие 1. Если ряд у. и, сходится, то последователь- 
и =l 

ность [f,= у. и, является бесконечно малой. 
k=n+1 

во 

Принято называть величину 7, П-м остатком ряда УХ Up. 
k=1 

Чтобы доказать следствие |, достаточно показать, что для 
любого =>0 найдется номер N такой, что |ral<e при nN. Пос- 
леднее неравенство непосредственно вытекает из неравенства 
(1.12), справедливого для любого р=1, 2, 3,..., и из теоремы 3.13 
Ч. [. 

Следствие 2 (необходимое условие сходимости ряда). Для 
fee) 

сходимости ряда Уи, необходимо, чтобы последовательность 
Е—1 

и1, Uo, ..., Up, ... Членов этого ряда являлась бесконечно малой. 
Достаточно доказать, что для данного сходящегося ряда и лю- 

Goro =>0 найдется номер № такой, что при п>№ |и„| <=. Пусть 
дано любое =>0. Согласно теореме 1.1 найдется номер М№ такой, 
что при n>=N и для любого натурального р выполняется неравен- 
ство (1.12). В частности, при p=! это неравенство имеет вид 

Juntil<e (при n>N). (1.12)
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Если теперь положить номер № равным N-+1, то при п->№ в силу 
неравенства (1.12’) получим |uUnal<e, что и требовалось доказать. 

Иначе следствие 2 можно сформулировать так: для сходимости 
ce 

pana Уи, необходимо, чтобы Ит и, =0. Таким образом, при 
Е==1 Е— 

исследовании данного ряда На сходимость следует прежде всего 

посмотреть, стремится ли к нулю k-4 член этого ряда при К со. 

Если это не так, то ряд заведомо расходится. Так, например, ряд 

| =) 

B23 

>. 78 + 8000 
k=! 

заведомо расходится, ибо 

2 

lim u, =lim ——~—___ = | 20. 
ko В» 722 + 8000R 7 

Аналогично расходимость уже встречавшегося выще ряда 

co 

у. (—1) "вытекает из того, что lim (—1)°" не существует. 
Вы] Е— о 

Отметим, что стремление к нулю Е-го члена ряда при А оо 
является лишь необходимым, но не достаточным условием сходи- 
мости ряда. В качестве примера рассмотрим ряд 

мг _ 1 4 Уи ++... ++... (1.13) 

Этот ряд обычно называют гармоническим рядом. Очевид- 
но, что для гармонического ряда выполнено необходимое условие 
сходимости, но (как доказано в п. 3 $ 3 гл. 3 ч. 1) последователь- 
ность частичных сумм этого ряда расходится. 

$ 2. РЯДЫ С НЕОТРИЦАТЕЛЬНЫМИ ЧЛЕНАМИ 

1. Необходимое и достаточное условие сходимости ряда с неот- 
рицательными членами. Ряды с неотрицательными членами часто 
встречаются в приложениях. Кроме того, их предварительное изу- 
чение облегчит изучение рядов с членами любого знака. В даль- 
нейшем, чтобы подчеркнуть, что речь идет о ряде с неотрицатель- 
ными членами, мы часто будем обозначать члены такого ряда 
символом р» вместо и». 

Можно сразу же отметить основное характеристическое свой- 
ство ряда с неотрицательными членами: последовательность час- 
тичных сумм такого ряда является неубывающей. Это позволяет 
нам доказать следующее утверждение.
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Теорема 1.2. Для того чтобы ряд с неотрицательными чле- 
нами сходился, необходимо и достаточно, чтобы последователь- 
ность частичных сумм этого яда была ограничена. 

Необходимость следует из того, что всякая сходящаяся после- 
довательность является ограниченной (в силу теоремы 3.8 ч. 1). 

Достаточность вытекает из того, что последовательность час- 
тичных сумм не убывает и, следовательно, для сходимости этой 
последовательности достаточно, чтобы она была ограничена (в 
силу теоремы 3.15 ч. 1).. 

2. Признаки сравнения. В этом пункте мы установим ряд при- 
знаков, позволяющих сделать заключение о сходимости (или 
расходимости) рассматриваемого ряда посредством сравнения его 
© другим рядом, сходимость (или расходимость) которого изве- 
стна. 

зо [oo] 

Теорема 1.3. Пусть у рьн у р,— ва ряда с неотрица- 
=! k=1 

тельными членами. Пусть, далее, для всех номеров Е справедливо 
неравенство 

р«рь’. (1.14) 

Тогда сходимость ряда у. р, влечет за собой сходимость ряда 
k=l 

@ oe 

У ps: расходимость ряда у р, влечет за собой расходимость 
Я =] kr! 

ее 

ряда у р,.. 
kal 

Доказательство. Обозначим п-е частичные суммы рядов 
[* =) 

Ур, и У. р, соответственно через Sp и S,’. Из неравенства 

(1.14) заключаем, что S,<S,’. Последнее неравенство означает, 
что ограниченность последовательности частичных сумм {S,’} 
влечет за собой ограниченность последовательности частичных 
сумм {Sn} и, наоборот, неограниченность последовательности час- 
тичных сумм {S,} влечет 3a@ собой неограниченность последова- 
тельности частичных сумм {S,’}. В силу теоремы 1.2 теорема 1.3 
доказана. 

Замечания к теореме 1.3. 1) В условии теоремы 1.3 
можно требовать, чтобы неравенство (1.14) было выполнено не 
для всех номеров &, а лишь начиная с н®которого номера К. 
В самом деле, в силу замечания 2 п. 1 $ | стбрасывание конечного 
числа членов не влияет на сходимость ряда. 

2) Теорема 1.3 останется справедливой, если в условии этой 
теоремы заменить неравенство (1.14) следующим неравенством:
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Pe<Cpx’. (1.15} 

где с — любая положительная постоянная. 
В самом деле, в силу замечания 2 из п. 1 $ 1 вопрос о сходи- 

мости ряда Ур эквивалентен вопросу о сходимости ряда 
k=l 

у. (cp,). При этом, конечно, можно требовать, чтобы неравен- 
Rral 

ство (1.15) было выполнено лишь начиная с некоторого достаточ- 
но большого номера R. 

ce 

Следствие из теоремы 1.3. Если у. р,— ряд с неот- 
k=l 

во 

рицательными членами, у р,— ряд CO строго положительными 
k=) 

членами и если существует конечный предел 

lim 2. = L, 
k>wo Pp 

TO сходимость ряда у р, влечет за собой сходимость ряда 
=] 

в oo 

у. Pr, расходимость ряда Ур, влечет за собой расходимость 

ряда у. р. 
Rez! 

Доказательство. Так как lim+#*=L, то по определе- 
А—> с Pp 

нию предела для некоторого =>0 найдется номер N такой, что 
при Е>М 

L—e ck keLte. 
Pr 

Следовательно, при Ё>М справедливо неравенство рь< (2+ е)р»’. 
Последнее неравенство совпадает с Йеравенством (1.15) при c= 
—=[,+е. В силу замечания 2 K теореме 1.3 следствие доказано. 

Теорема 1.4. Пусть $. рь и Tp два ряда со строго по- 
k=l kal 

ложительными членами. Пусть далее для всех номеров Е справед- 
ливо неравенство 

Pray Pi А хо (1.16) 
РЕ . Pr
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ee) 

Тогда сходимость ряда у. р, влечет за собой сходимость ряда 
k=l 

(ee) со 

у. Pp, расходимость ряда у. р, влечет за собой расходимость 
&=1 k=! 

wo 

ряда У. р. 
К=] 

Доказательство. Запишем неравенство (1.16) для k=], 
2,..., П- 1, где п — любой номер: 

Ps Pr 7 
P1 Py 

P3 < P3 
“SN a | 

P2 Po 

—"_ < Pn ; 
Pal Ри—1 

Перемножая почленно все написанные неравенства, получим 

, 

р р 
Pn <—- ‚ или Dn <— р”. 
Pi Py Py 

Поскольку в последнем, неравенстве величина с=ри!/р1” представ- 
ляет собой положительную постоянную, не зависящую от номера 
п, то в силу замечания 2 к теореме 1.3 теорема 1.4 доказана. 

Замечание к теореме 1.4. В условии теоремы 1.4 можно 
требовать, чтобы неравенство (1.16) было выполнено не для всех 
номеров К, а лишь начиная с некоторого номера КР (см. замеча- 
ние2 п. 1 § 1). 

Обе доказанные в настоящем пункте теоремы называют тео- 
ремами сравнения или признаками сравнения. 

Примеры. 1°. Исследуем вопрос о сходимости ряда 
co 

| 
ve где b> 0. 

k=) 

Если 5<1[, To k-H член рассматриваемого ряда не стремится 
к нулю при k-+oo, Следовательно, нарушено необходимое условие 
сходимости ряда, и ряд расходится. Если же b>], то, поскольку 
для любого номера К справедливо неравенство 

1 ] 
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[ee] 

] 
и ряд = сходится, теорема сравнения 1.3 позволяет утверж- 

k=l 

дать сходимость рассматриваемого ряда. 
2°. Исследуем вопрос о сходимости для любого axl следую- 

щего ряда: 

| ея. +. (1.17) 

Этот ряд часто называют обобщенным гармоническим 
рядом. Поскольку при а<1 для любого номера Ё справедливо 
неравенство 

1 1 

7 
© 

и гармонический ряд y+ расходится 3), то теорема сравнения 

k=1 

1.3 позволяет утверждать расходимость ряда (1.17) для любого 
axl. 

3. Признаки Даламбера и Коши. К признакам сравнения непо- 
средственно примыкают два весьма употребительных признака 
сходимости рядов с положительными членами — признаки Да- 
ламбера и Коши, которые основаны на сравнении рассматривае- 
мого ряда с рядом, составленным из элементов геометрической. 
прогрессии, а именно со сходящимся рядом 

У gagtet+...tgt...5 191 < 1, (1.18} 
Ка | 

или с расходящимся рядом 

У 1=и-+и +... +1... (1.19) 
k=! 

Теорема 1.5 (признак Даламбера) %. I. Если для всех но- 
меров Е, по крайней мере начиная с некоторого номера, справед-. 
ливо неравенство 

5) Расходимость гармонического ряда обоснована в конце п. 2 6 1. 
) Жак Лерон Даламбер — французский математик и философ (1717— 

1783).
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Peay Pav 5) 2 <49<1 (el), (1.20) 
R Pk 

то ряд у’ р, сходится (расходится). 

Е==1 

П. Если существует предел 

р 

lim А =, (1.21) 
R>ao ЛЕ 

то ряд У» сходится при L<1 и расходится при L>1. 

| 

Теорему П обычно называют признаком Даламбера в пре- 
дельной форме. В этой форме он наиболее часто использу-- 
ется. 

Доказательство. Докажем отдельно теоремы Ги Il. 
1) Для доказательства теоремы I положим рь=9* (p,’=1). 

р р 
ee =g, rmeg< | ( = ), и мы можем переписать. 
Pr РЕ 

равенство (1.20) в виде 

р р, р р, ] k+1 Но Ho > Иа. ). (1.22) 
РЕ Pr РЕ Рь 

со 

Так как ряд у р, совпадающий с рядом (1.18) ((1.19)), схо- 
k=1 

дится (расходится), то неравенство (1.22) на основании теоремы: 
Loo] 

сравнения 1.4 гарантирует сходимость (расходимость) ряда у. Dre 
k=! 

Теорема I доказана. 
2) Докажем теперь теорему II. Если [<1, то найдется поло- 

жительное число = такое, что [=1|— 2, т. е. [+= 1—е. По опре- 
делению предела последовательности для указанного = найдется 
номер М№ такой, что при >. 

вх th ~<L+e=l—e. (1.23) 

Число L+e=l—e играет роль 4 в теореме |]. Ряд сходится. 
Ссли же L>1, то найдется положительное число в такое, что. 

L=1+e и L—e=1. В этом случае на основании левого из нера- 
венств (1.23} получим 

°) При этом, конечно, предполагается, что все члены ряда (по крайней ме- 
ре начнная с некоторого номера) строго положительны.
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Prat ——- > L—e=1 (при Е>М). 
- РЕ 

Ряд $ р, расходится на основании теоремы I. Теорема 1.5 пол- 
k= | 

ностью доказана. | 
Замечание к теореме 1.5. 1) Обратим внимание на то, 

р 
что в теореме 1.5 (J) неравенство Th <g<l (для всех А, 

Pk 
p 
k+l 

начиная с некоторого) нельзя заменить на aH < 1. 
Pk 

В самом деле, как доказано выше, гармонический ряд (1.13) 

р k 
расходится, но для этого ряда aT 21 < 1 (для всех номе- 

Pr 
ров 2). 

2) Если в условиях теоремы 1.5 (II) L=1, то нельзя сказать 
ничего определенного о сходимости ряда (т. е. при L=1 признак 
Даламбера «не действует»). В самом деле, для гармонического 
ряда (1.13) L=1, причем этот ряд, как мы знаем, расходится. 
Вместе с тем для ряда 

зи (1.24 
ke 24) 

k=I 

также L=1, но этот ряд, как будет показано в следующем пунк- 
те, сходится. 

Теорема 1.6 (признак Коши). I. Если для всех номеров R, 
по крайней мере начиная с некоторого номера, справедливо нера- 
венство 

k-— k 
Ир <<! (у > 1), (1.25) 

то ряд у. Dp сходится (расходится). 
=] 

П. Если существует предел 

lim Ир» =, (1.26) 
Е—> 

ee) 

mo ряд у Pr сходится при L<1 и расходится при L>1. 
k=1 

Teopemy II обычно называют признаком Коши в предель- 
ной форме. 

Доказательство. Докажем отдельио теоремы Ги II.
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en 

1) Для доказательства теоремы I положим py’ =q* (ре=]). 
Тогда из неравенства (1.25) получим 

PkSPr (рьрь’). (1.27) 

Так как ряд у, р,, совпадающий с рядом (1.18) ((1.19)), сходит- 
k=} 

ся (расходится), то неравенство (1.27) на основании TeOpeMbE 
сравнения 1.3 гарантирует сходимость (расходимость) ряда 

у рь. Теорема 1.6 (1) доказана. 
kaw! 

2) Для доказательства теоремы (11) следует дословно повто- 
рить схему‘ доказательства теоремы 1.5 (П), заменив во всех. 

р Е-— ЕН 
рассуждениях — на У ре. Теорема 1.6 полностью доказана. 

РЕ 
Замечания к теореме 1.6. 1) Как и в теореме 1.5 (I), 

в теореме 1.6 (1) неравенство Ур, <9< 1 нельзя заменить на. 
k-— 
У р» < 1. 

2) При L=1 признак Коши в предельной форме «не действу-- 
ет». Можно сослаться на два примера, указанные в соответствую- 
щем замечании к признаку Даламбера. 

Примеры. 1°. Исследуем вопрос о сходимости ряда 

“1 (ИБ 

Е==1 

Применим признак Даламбера в предельной форме. Имеем 
k 

_ (VR Pag (VRETP Of 1 \2 | 
ры тм о" УЕ | 029% 

На основании (1.29) 
р 

р > 
lim И | ЕЕТ(1 =)” _ 
bee ре bee Vet + Е ] 

k 
“2 

== |1 ——. 11 и \ = . о — 

hen VEGI lim (1 + k / 0Ve=0<l. 

т.е. ряд (1.28) сходится. 
2°. Изучим вопрос о сходимости ряда 

У #.2—*. (1.30) 
k=]!
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Применим признак Коши в предельной форме. Имеем 

И 
у Pr= > У (1.31) 

kee ki 
На основании 8 (1.31) lim V De = > Пин Е =—< 1. Таким 

koa Е-—+ с 

образом, признак Коши устанавливает сходимость ряда (1.30). 
Возникает вопрос о том, какой из двух признаков, Даламбе- 

ра или Коши, является более сильным. Проанализируем этот 
вопрос в отношении признаков Даламбера и Коши, взятых в пре- 
дельной форме. Ниже будет доказано, что из существования 
предела (1.21) вытекают существование предела (1.26) и факт 
равенства этих пределов. Обратное неверно. В самом деле, лег- 
ко убедиться в том, что для ряда 

. —{)F+ 3 yi (1.32) 
=! 

предел (1.26) существует и равен 1/2, в то время как предел 
(1.21) вообще не существует. Таким образом, признак Коши 
является более сильным, чем признак Даламбера, ибо всякий 
раз, когда действует признак Даламбера, действует и признак 
Коши и вместе с тем существуют ряды (например, ряд (1.32)), 
для которых действует признак Коши и не действует признак 
Даламбера. Несмотря на это, признак Даламбера на практике 
употребляется чаще, чем признак Коши. 

Итак, докажем 
Утверждение. Из существования равного Г. предела 

(1.21) вытекает существование равного тому же Г предела 
(1.26). 

Доказательству утверждения предпошлем две леммы. 
Лемма 1. Если последовательность {an} сходится к преде- 

Ay 1, TO к TOMY же пределу сходится и последовательность On= 
= (а а2г.. га»)/п средних арифметических чисел ay, ао,... , ат. 

Доказательство. Так как последовательность {а„} схо- 
дится к пределу [, то для любого =>0 можно фиксировать HO- 
мер / такой, что |4а,—!|<=/2 для всех п>М. Используя этот 
факт и учитывая, что при всех n>N 

fa (ay — 1)... + (8—1) _ 

п 
0 ft 

6) Для вычисления lim x!/* 
х-- © 

x'/* и применить правило Лопиталя. 

следует прологарифмировать выражение
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| - | (q,—l +...+(ay—2) |+ [бы OF + (Oo 9} 
п п 

мы получим, что |on—/|<e при всех п> М. 
В самом деле, модуль дроби, заключенной в фигурные скоб- 

. 6 n—wN 
| ки, не превосходит числа —.4 ) меньшего e/2. Далее, 

п 

поскольку номер № фиксирован, модуль дроби, заключенной в 
квадратные скобки, не превосходит e/2 при всех nN, где 
№ — достаточно большое число. Лемма доказана. 

Лемма 2. Если последовательность положительных чисел 
{a,} сходится к пределу Г, то к тому же пределу сходится и 

| последовательность 6, = =V a, .. .а средних геометрических 
| чисел Qj, Qo, ..., An. 

Доказательство. Прежде всего заметим, что в силу 
непрерывности логарифмической функции для L > 0 Пш ша, = 

По 

=InZ. Но тогда по лемме | о пределе среднего арифметичес- 
| кого существует предел 

lim1n Ида... а, = Ни а... inp, 
fi—> oo n> ow п 

Из последнего равенства в силу непрерывности показательной 
функции получим 

п 

lim /a,a,...@, = lim ein V виа, ... “n= gin — [. 
по по 

1 (Эти рассуждения справедливы и при Г. =0, если считать ш Г. = 
=—oo.) Лемма 2 доказана. 
Доказательство утверждения. Применяя лемму 2 

к числам @1==ру, Q2=Po/Pi, ..., An=Pn/Pn—1, мы, опираясь Ha су- 
ществование равного L предела "(1 .21), установим существова- 
ние равного тому же L предела (1.26). 
4. Интегральный признак Коши—Маклорена. Признаки Да- 

ламбера и Коши оказываются непригодными для выяснения воп- 
роса о сходимости некоторых часто встречающихся рядов с по- 
ложительными членами. Так, например, с помощью этих призна- 
ков нельзя выяснить вопрос о сходимости обобщенного гармони- 
ческого ряда 

yr (1.33) 

(a — любое вещественное число). 
В конце п. 2 мы установили, что при axl ряд (1.33) pacxo- 

дится, однако остается открытым вопрос о сходимости этого ряда
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при а>1. В этом пункте мы установим еще один общий признак 
сходимости ряда с неотрицательными членами, из которого, в ча- 
стности, будет вытекать сходимость ряда (1.33) при а>1. 

Теорема 1.7. (признак Коши — Маклорена). Пусть функция 
f(x) неотрицательна и не возрастает всюду на полупрямой xm, 
где т — любой фиксированный номер. Тогда числовой ряд 

у (Е) = Е (т) +f (m+ + f(m4+2)4+... (1.34) 
k=m 

сходится в том и только в том случае, когда существует предел 
при п со последовательности 

ав = {eax (1.35) 

Доказательство. Пусть k — любой номер, удовлетворя- 
ющий условию &>т-|1, a x — любое значение аргумента из сег- 
мента R—l<x<k. Так как по условию функция f(x) не возрастает 
на указанном сегменте, то для всех x из указанного сегмента: 
справедливы неравенства 

f (2) <f (*) <f(k—1). (1.36). 

Функция [(х), будучи ограниченной и монотонной, интегрируема 
на сегменте [k—1, k] (cm. п. 2 § Згл. 9 ч. 1). Более того, из нера- 
венства (1.36) и из свойства 6) (см. п. 2 $ 4 гл. 9Эч. 1) вытекает, 
что | 

к. k к 

ла < [Го < | Е, 
k~1 k~l k=l 

ИЛИ 
А 

F(k) < | < 1. (1.37) 
k—I 

Эти неравенства установлены нами для любого ko=m--1. Запн- 
шем их для значений А, равных +1, т-2, ..., п, где п — любой 
номер, превосходящий т: 

1 

Him+l)< | Нд <), 
т-2 

f(m+2)< | f(x) ах < | (т-+ 1), 
m+1 

хо se ee @
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fin) < | 19 < 1—1. 
n—1l 

Складывая почленно записанные неравенства, получим 

п п п 1 

у fas 76) 4х < > F(z). (1.38) 
k=m-+1 m *k=am 

Договоримся обозначать символом S, f-10 частичную сумму 
pana (1.34), равную 

5, = Vi). 
Raum 

Приняв это обозначение и учитывая обозначение (1.35), мы можем 
следующим образом переписать неравенства (1.38): 

Sn—f (т) а,» (1.39) 
Эти неравенства позволяют без труда доказать теорему. В са- 

мом деле, из формулы (1.35) очевидно, что последовательность 
{an} является неубывающей. Следовательно для сходимости этой 
последовательности необходима и достаточна ее ограниченность. 
Для сходимости ряда (1.34) в силу теоремы 1.2 необходима и дос- 
таточна ограниченность последовательности {S,}. Из неравенств 
(1.39) вытекает, что последовательность {S,} ограничена тогда и 
только тогда, когда ограничена последовательность {аи}, т. е. 
тогда и только тогда, когда последовательность {а„} сходится. Teo- 
рема доказана. 

Примеры. 1°. Прежде всего применим интегральный признак 
Коши—ЛМаклорена для выяснения сходимости обобщенного гармо- 
нического ряда (1.33). Поскольку ряд (1.33) можно рассматривать 
как ряд вида (1.34) при т=1, f(x) =1/x* и функция f(x) убывает 
и положительна на полупрямой x2=1, вопрос о сходимости ряда 
(1.33) эквивалентен вопросу о сходимости последовательности 
{а}, где 

x=n 1—@ 

= —_ при a= |, 
х—1 l—a 

| xi 0 

a, = sdy= | 1-¢ 

In F=f =Inn при a=1. 

< 
R 

Из вида элементов а„ вытекает, что последовательность {An} 
расходится при а<1 и сходится при а>]|1 причем в последнем 

случае lima,= 
по a— 

a<1 (это мы уже установили выше другим способом) и сходится 

.. Таким образом, ряд (1.33) расходится при
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при а>1. В частности, при а=2 ряд (1.33) переходит в ряд (1.24), 
сходимость которого мы теперь можем утверждать. 

2°. Исследуем вопрос о сходимости ряда 

с 1 
, 1.40 

у, Е ПРЕ ) 
Rum2 

где В — фиксированное положительное вещественное число. Ряд 
(1.40) можно рассматривать как ряд вида (1.34) при m=2 и 

| 
[(х) = Вх ° Поскольку функция [(х) неотрицательна и невоз- 

растает на полупрямой х—>2, вопрос о сходимости ряда (1.40) эк- 
вивалентен вопросу о сходимости последовательности {Gn}, где 

in!-By 

é 1 —В 

| InIn а = In Inn—InIn2 при в = 1. 

хп р Ви — In! Fa 

х—2 a | — В 

при p= |, 

sat 

Из вида элементов Q, вытекает, что последовательность {a,} 
сходится при В>1 и расходится при Pl. Таким образом, ряд 
(1.40) сходится при В>1 и расходится при В<. 

5. Признак Раабе. Признаки Даламбера и Коши были ос- 
нованы на сравнении рассматриваемого ряда с рядом, пред- 
ставляющим собой сумму членов геометрической прогрессия. 
Естественно, возникает идея о получении более тонких призна- 
ков, ‘основанных на сравнении рассматриваемого ряда с други- 
ми стандартными рядами, сходящимися или расходящимися 
«медленнее», чем ряд, составленный из всех членов бесконечно 
убывающей геометрической прогрессии. 

В этом пункте мы установим признак, основанный на сравне- 
нии рассматриваемого ряда с изученным в предыдущем пункте 
стандартным рядом 

а... (1.41) 

Теорема 1.8 (признак Paa6e”). I. Если для всех номеров 
k, по крайней мере начиная с некоторого номера, справедливо 
неравенство 

в (1— fe) >4>1 (в (1— Pe) <1)”, (1.42) 

7) Иозеф Людвиг Раабе — швейцарский математик (1801—1859). 
[8 

8) Конечно, при этом предполагается, что ряд у ре, по крайней мере 

k=l 

начиная с некоторого номера, имеет строго положительные члеиы.
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ire] 

то ряд у р, сходится (расходится). 
k=l 

I]. Если существует предел 

limk (1 a =L, (1.43) 
kao Pk 

|= 

то ряд у р, сходится при L>1 и расходится при L<1. Teope- 
k=l 

му П обычно называют признаком Раабе в предельной 
форме. 

Доказательство. Докажем отдельно теоремы Ги II. 
1) Для доказательства теоремы I перепишем неравенство (1.42) 
в виде 

а. < 1—9 ( Piet. > '—--). (1.44) 
Pr R Pr Е , 

Так как g>1, то найдется некоторое число a, удовлетворяющее 
неравенствам 9>а>1. Разложив функцию (1+х)“ по формуле 

| Маклорена с остаточным членом в форме Пеано (см. п. 2 $9 
гл. 6 ч. 1), будем иметь 

(1+х)“=1+ах-+о(х). 

, 
Полагая в последней формуле х= —-„, Получим 

(= +0 (- }- (1.45) 

о (1/Ё) 
Поскольку последовательность является бесконечно ма- 

NOK, то, начиная с некоторого номера №, справедливо неравен- 
CTBO 

( ; 

oO —5 

Ё 

1 

k 

<q—a. (1.46) 

Сопоставляя (1.45) и (1.46), получим неравенство 

1-5) "> 1—L (при #> №). (1.47) 

‚Сравнение неравенств (1.44) и (1.47) дает 

PR+1 <(1 —=)° (Piss > '—-) (при k>k,). 

Pr R Pr k
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Последние неравенства можно переписать в виде 

и = 
Pe | Ё +1 < Рь+1 > 

Pr l Pr 

(k—1)% k—1 

(при Rk). (1.48) 

Поскольку ряд (1.41) сходится при а>1 и расходится при 
а=1, то неравенства (1.48) и теорема сравнения 1.4 позволяют 

утверждать, что ряд Ур» сходится (расходится). Теорема I 
k=1 

доказана. 

2) Точно так же, как и в признаках Даламбера и Коши, мы 
сведем теорему II к теореме I. Пусть сначала L>1. Положим 
e= (L—1)/2, 9=1+в=Г— в. По определению предела (1.43) для 
этого = можно указать номер К, начиная с которого 

| (1 — Fes —Li<e и, следовательно, справедливо левое 
Pr 

неравенство (1.42). Если же L<1, то мы положим e=1—L и, 
используя определение предела (1.43), получим, что, начиная 
с некоторого номера Ао, справедливо правое неравенство (1.42). 
Теорема 1.8 полностью доказана. 

Замечание. В теореме 1.8 (Т) в левом неравенстве (1.42) 
нельзя взять G=1 (при этом сходимость ряда может не иметь 
места). При L=1 теорема 1.8 (II) «не действует» (возможны и 
сходимость и расходимость ряда). 

В. качестве примера исследуем вопрос о сходимости ряда 

Чен 
У Pe где р, —а ', a=const > 0.. 
k=2 

Признаки Даламбера и Коши в применении к этому ряду «не 
действуют». Применим признак Раабе. Легко проверить, что 

в(1— Phe) = а Ry 

Pr 

Последняя дробь при А->со стремится к производной функции 
a* в точке х=0, т. е. стремится к ша. В силу признака Раабе 
рассматриваемый ряд сходится при па>1, т. е. при а>е, и рас- 
ходится при па<1, т. е. при a<e. При а=е вопрос о сходимо- 
сти ряда требует дополнительного исследования, так как при- 
знак Раабе «не действует». Другим примером ряда, в примене- 
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нии к которому «не действует» признак Раабе, может служить 
ряд (1.40). 

6. Отсутствие универсального ряда сравнения. Мы уже от- 
мечали, что признаки Даламбера и Коши основаны на сравне- 
нии рассматриваемого ряда с рядом, составленным из всех 
членов бесконечно убывающей геометрической прогрессии, а 
признак Раабе — на сравнении с более медленно сходящимся 
(или расходящимся) рядом (1.41). 

Естественно, возникает вопрос о том, не существует ли та- 
кой универсальный (предельно медленно!) сходящийся (или 
расходящийся) ряд, сравнение с которым позволило бы сделать 
заключение о сходимости (или расходимости) любого наперед 
взятого ряда с неотрицательными членами. Докажем, что тако- 
го универсального ряда не существует. 

Пусть даны два сходящихся ряда у Pr i Ух обозначим 
k= | k=! 

символами Ги и г. соответственно их п-е остатки. Будем гово- 

рить, что ряд Ур. сходится медленнее, чем ряд Ур если 
k= k=] 

— =0. lim— 
по п 

Утверждение. Для каждого сходящегося ряда существу- 
ет ряд, сходящийся медленнее этого ряда. 

Lo] 

В самом деле, пусть у. р,„-— любой сходящийся ряд, rn 
k=1 

со 

(n>0) — его п-й остаток 9. Докажем, что ряд Ур», где ри = 
| 

=у hea —Vr, сходится медленнее, чем ряд Хр В самом де- 
k= | 

ле, если г.’ — n-H остаток ряда р, TO 
k== | 

. Tn 
lim —> = lim — 0, 
n+o TT, По у 

Теперь докажем отсутствие универсального сходящегося ря- 
да, сравнение с которым позволило бы сделать заключение о 
сходимости любого наперед взятого сходящегося ряда. В самом 

co 

®) За го NPHHHMaeM всю сумму у Pr. 
k=l
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деле, если бы такой универсальный сходящийся ряд Ур» су- 

k= | 
|= 

| ществовал, то взяв для него построенный выше ряд у. Dr, мы 
kel 

получили бы, что 

lim = т = lim (Иа Vr,)=0. 
ko Pp р о Ул —W' Е 

Таким образом, из сравнения с рядом УР» нельзя сделать 
k=1 

© 

заключения о сходимости ряда у Pr. Аналогично доказывает- 
k=1 

ся отсутствие универсального расходящегося ряда, сравнение с 
которым позволило бы сделать заключение о расходимости лю- 
бого наперед взятого расходящегося ряда. 

8 3. АБСОЛЮТНО И УСЛОВНО СХОДЯЩИЕСЯ РЯДЫ 

1. Понятия абсолютно и условно сходящихся рядов. Теперь 
мы перейдем к изучению рядов, члены которых являются веще- 
ственными числами любого знака. 

Определение 1. Будем называть ряд 

Tu (1.49) 
k=1 

абсолютно сходящимся, если сходится ряд 

© 

у мы. (1.50) 
k=] 

Заметим, что в этом определении ничего не сказано о TOM, 
предполагается ли при этом сходимость самого ряда (1.49). Ока- 
зывается, такое предположение оказалось бы излишним, ибо 
справедлива следующая теорема. 

Теорема 1.9. Из сходимости ряда (1.50) вытекает cxodu- 
мость ряда (1.49). 

Доказательство. Воспользуемся критерием Коши для 
ряда (т. е. теоремой 1.1). Требуется доказать, что для любого E> 
>0 найдется номер N такой, что для всех номеров п, удовлетво- 
ряющих условию п>М, и для любого натурального р справедливо 
неравенство
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uy | <e. (1.51) 

Фиксируем любое =>0. Так как ряд (1.50) сходится, то в силу 
теоремы 1.1 найдется номер AN такой, что для всех номеров п, 
удовлетворяющих условию п>/, и для любого натурального р 
справедливо неравенство 

n+p 

[up| <e. (1.52) 
k=n+1 

Так как модуль суммы нескольких слагаемых не превосходит 
суммы их модулей, то 

n+p n+p 

| у | < у. [1% |. (1.53) 
Ви kaon 

Сопоставляя неравенства (1.52) и (1.53), получим неравенство: 
(1.51). Теорема доказана. 
Определение 2. Ряд (1.49) называется условно сходя- 

щимся, если этот ряд сходится, в то время как соответствующий 
ряд из модулей (1.50) расходится. 

Примером абсолютно сходящегося ряда может служить ряд. 

(ТА 
у'- 2 =j—t,t it, где a> 1. 

Этот ряд сходится абсолютно, ибо при &>1 сходится ряд (1.33). 
Приведем пример условно сходящегося ряда. Докажем услов- 

ную сходимость ряда 

у и а... (1.54) 
k=! 

Так как соответствующий ряд из модулей (гармонический ряд), 
как мы уже знаем, расходится, то для доказательства условной 
сходимости ряда (1.54) достаточно доказать, что этот ряд сходит- 
ся. Докажем, что ряд (1.54) сходится к числу 112. Bn. 253 
гл. 6 ч. | мы получили разложение по формуле Маклорена функ- 
ЦИИ 

с О ИЕ 4 * (1 +х)/=х yt —— т... (1)! = + Ап (%). 

Там же для всех x из сегмента 0<x<1 получена следующая оцен- 
ка остаточного члена:
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|Rnti (x) |< И(п-!. 

Полагая в двух последних соотношениях х=|, будем иметь 

И ЗИ ЗИ (—)"! in2=1 atop НН + Юн (1), 

где 

[Rati (1) | <1/(n+1), 
HJ и 

1 1 1 —1)7- 
+... + - |- №2 < т. (1.55) 

Обозначая через S, п-ю частичную сумму ряда (1.54), мы мо- 
жем переписать последнее неравенство (1.55) в виде 

[Sp—In 2] <1/(n+1). (1.56) 

Из (1.56) следует, что разность S,—ln2 представляет собой бес- 
конечно малую последовательность. Это и доказывает сходимость 
ряда (1.54) к числу In 2. 

2. О перестановке членов условно сходящегося ряда. Одним 
из важнейших свойств суммы конечного числа вещественных сла- 
гаемых является переместительное свойство. Естественно, возни“ 
кает вопрос, остается ли справедливым это свойство для суммы 
сходящегося ряда, т. е. может ли измениться сумма сходящегося 
ряда от перестановки членов этого ряда. В этом пункте мы выяс- 
ним этот вопрос в отношении условно: сходящегося ряда. Начнем 
рассмотрение с изучения некоторой конкретной перестановки чле- 
нов ряда (1.54). Для удобства запишем ряд (1.54) в виде 

(1-5) +(5-=)+..-+( —==) + ... 
2 3 4 2k — 1 2k 

В конце предыдущего пункта мы доказали, что ряд (1.54) cxo- 
дится условно и имеет сумму 112. Переставим теперь члены ряда 
(1.54) так, чтобы после одного положительного члена стояли два 
отрицательных члена. В результате такой перестановки членов 
получим ряд 

` 

+ ( 1 и) te (1.57) 

Докажем, что ряд (1.57), полученный в результате указанной 
перестановки членов ряда (1.54), сходится и имеет сумму, вдвое 
меньшую, чем ряд (1.54). Будем обозначать т-е частичные сум- 
мы рядов (1.54) и (1.57) символами Sm и Sm’ соответственно. Мо- 
жем записать:
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т т 

ет) )- 
"= Va 4k—2 4 4k—2 4 

Г k=l 

1 м 1 ] i 

=~ Vea we) aa 
k=l 

Итак, 

Sim=— Sam: (1.58) 

Далее, очевидно, что 

, 1 1 
S3m—1 == — Sam +—, (1.59) 

2 4m 

1 
S3m—2 — S3m—1 + . ( 1.60) 

4т— 2 

Поскольку limS,,,—S, в пределе при т->оо из формул (1.58), 

(1.59) и (1.60) получим 

lim Sim=—_S, lim Sin—1 = —8, lim Sin—o =— 5. 
т-—0 mo mo 

Таким образом, ряд (1.57) сходится и имеет сумму, равную 

--5. Так как $=п 25-0, то 555. Следовательно, в ре- 

зультате указанной выше перестановки членов сумма условно схо- 
дящегося ряда (1.54) изменилась. Рассмотренный нами пример 
показывает, что условно сходящийся ряд не обладает перемести- 
тельным свойством. Полную ясность в вопрос о влиянии переста- 
новок членов на сумму условно сходящегося ряда вносит следу- 
ющее замечательное утверждение, принадлежащее Риману. 

Теорема 1.10 (теорема Римана). Если ряд сходится условно, 
то, каково бы ни было наперед взятое число Г, можно так пере- 
ставить члены этого ряда, чтобы преобразованный ряд сходился 
к числи Г.. 

Доказательство. Пусть 

Tu, (1.61) 

k=1 

произвольный условно сходящийся ряд. Обозначим через Pj, р», 

Рз,... положительные члены ряда (1.61), выписанные в таком по- 
рядке, в каком они стоят в этом ряде, а через ду, 42, 4з,... моду- 
ли отрицательных членов ряда (1.61), выписанные в таком же 
порядке, в каком они стоят в этом ряде. Ряд (1.61) содержит бес-
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конечное число как положительных, так и отрицательных членов, 
ибо если бы членов одного знака было конечное число, то, отбро- 
CHB не влияющее на сходимость конечное число первых членов, 
мы бы получили бы ряд, состоящий из членов одного знака, для 
жоторого сходимость означала бы абсолютную сходимость. 

Итак, с рядом (1. 61) связаны два бесконечных ряда с поло- 

жительными членами TPs и уч Будем обозначать первый 
has! 

из этих рядов символом P, a второй — символом О. Докажем, 
что оба ряда Ри Q являются расходящимися. Обозначим симво- 
лом S, П-ю частичную сумму ряда (1.61), символом P, сумму 
всех положительных членов, входящих в Sp, символом Qn сумму 
модулей всех отрицательных членов, входящих в Sp. Тогда, оче- 
видно, S,=P,—Qn, и так как по условию ряд (1.61) сходится к 
некоторому числу S, то 

lim (P,—Q,)=S. (1.62) 
n>@ 

С другой стороны, так как ряд (1.61) не сходится абсолютно, 
то 

lim (P, +Q,)= + ©. (1.63) 
ft—> co 

Сопоставляя (1.62) и (1.63), получим lim P,= +o, limQ,= 
n> co по 

= -- со, т.е. доказано, что оба ряда Р и Q расходятся. Из расхо- 
димости рядов Ри О вытекает, что даже после удаления любого 
конечного числа первых членов этих рядов, мы можем взять из 
оставшихся членов как ряда P, так и ряда Q столь большое число 
членов, что их сумма превзойдет любое наперед взятое число. 

Опираясь на этот факт, докажем, что можно так переставить 
члены исходного ряда (1.61), что в результате получится ряд, 
сходящийся к наперед взятому числу L. В`самом деле, выберем 
из исходного ряда (1.61) ровно столько положительных чле- 
HOB Pj, ра. ...,Рь, чтобы их сумма Py+ р.-+...-- Pk, превзо- 
ила L. Добавим к выбранным членам ровно столько отри- 
цательных членов —91, —42 ..., —Qe, Чтобы общая сумма 
р-р +... + РЕ —91 —9—...-Чь, оказалась меньше L. За- 
тем снова добавим ровно столько положительных членов 
Ре, Phct2s ...› Pe, Чтобы общая сумма р Pat... ры, —9.— 
—ao— ---— Gk, + Papi +... + Dk оказалась больше L. Про- 
должая аналогичные рассуждения далее, мы получим бесконечный 
ряд, в состав которого войдут все члены исходного ряда (1.61), 
так как каждый раз нам придется добавлять ‘хотя бы один поло- 
жительный или отрицательный член исходного ряда. 

Остается доказать, что полученный ряд сходится к L. Заметим, 
что в полученном ряде последовательно чередуются группы по-
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ложительных и группы отрицательных членов. Если частичная 
сумма полученного ряда заканчивается полностью завершенной 
группой, то отклонение этой частичной суммы от числа L не пре- 
восходит модуля последнего его члена !0). Если же частичная CyM- 
ма заканчивается не полностью завершенной группой, то`отклоне- 
ние этой частичной суммы от числа Ё не превосходит модуля по- 
следнего члена предпоследней из групп. Для установления сходи- 
мости. ряда к Ё достаточно убедиться в TOM, что модули послед- 
них членов групп образуют бесконечно малую  последователь- 
ность, а это непосредственно вытекает из необходимого условия 
сходимости исходного ряда (1.61). Теорема Римана доказана. 

Замечание. Аналогично можно было бы доказать, что если 
ряд сходится условно, то его члены можно переставить так, что 
последовательность частичных сумм преобразованного ряда будет 
бесконечно большой последовательностью, все элементы которой, 
начиная с ‘некоторого номера, положительны (соответственно от- 
рицательны). 

3. О перестановке членов абсолютно сходящегося ряда. В пре- 
дыдущем пункте мы доказали, что условно сходящийся ряд не об- 
Ладает переместительным свойством. Докажем, что для всякого 
абсолютно сходящегося ряда справедливо переместительное свой- 
ство. 

Теорема 1.11 (теорема Коши). Если данный ряд сходится 
абсолютно, то любой ряд, полученный из данного посредством He- 
которой перестановки членов, также сходится абсолютно и имеет 
TY же сумму, что и данный ряд. 

| Доказательство. Пусть ряд. 
i? 2) 

у. и, (1.64) 
k=! 

сходится абсолютно и сумма ряда равна $. Пусть, далее, 

Fue (1.65) 
k= 1 

ряд, полученный из ряда (1.64) посредством некоторой переста- 
новки членов. .Гребуется доказать, что: 1) ряд (1.65) сходится и 
имеет сумму, равную 5; 2) ряд (1.65) сходится абсолютно. Дока- 
жем сначала 1). Достаточно доказать, что для любого =>0 най- 
дется номер N такой, что при п> М 

| у] «в. (1.66) 
k=1 

1) Так как мы добавляем в данную группу члены ровно до тех пор, пока 
общая сумма «не перейдет» через число L. 

2 Зак. 25
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Фиксируем произвольное e>O0. Так как ряд (1.64) сходится аб- 
солютно и имеет сумму, равную S, то для выбранного =>0 можно 
указать номер № такой, что будут справедливы неравенства 

М№о--р Е 

у. м1 < — (р — любое натуральное число) (1.67} 
k=No+1 

| У —8] <=” (1.68} 

Выберем теперь номер № столь большим, чтобы любая частич- 
ная сумма $,’ ряда (1.65) с номером п, превосходящим М, co- 
держала все первые № членов ряда (1.64) 12. 

Оценим разность, стоящую в левой части (1.66), и докажем, 
что при n>N для этой разности справедливо неравенство (1.66). 
В самом деле, указанную разность можно представить в виде 

п п Ne No 

у. и„—5= (у Up — Уи, +(У—$]. (1.69) 
k=l = ° ‘k=! k=] 

Так как модуль суммы двух величин не превосходит суммы их 
модулей, то из (1.69) получим 

[54$ < | У щ-Уш + | Pes], (1.70} 
k=1 k=1 k=1 k—1 

Из неравенств (1.68) и (1.70) очевидно, что для доказательст- 
ва неравенства (1.66) достаточно доказать, что при п> № 

п No 

| у и, — > Up 

k=1 k=1 

Е 
<>. (1.71} 

Для доказательства неравенства (1.71) заметим, что при n>N 
первая из сумм, стоящих в его левой части, содержит все № пер- 
вых членов ряда (1.64). Вследствие этого разность 

- on No 

у — Уи, (1.72) 
k=1 k=1 

11) Номер No в неравенствах (1.67) H (1.68) можно взять один и TOT же. 
В самом деле, предварительно записав указанные два неравенства с разными 
номерами No, мы затем можем взять наибольший из двух номеров №. 

12) Такой номер N выбрать можно, ибо ряд (1.65) получается из ряда (1.64} 
посредством некоторой перестановки членов.
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представляет собой сумму n—No членов ряда (1.64) с номерами, 
каждый из которых превосходит №, 

Если выбрать натуральное р столь большим, чтобы номер Мо 
+p превосходил номера всех п-№ членов только что указанной 
суммы, то для разности (1.72) во всяком случае справедливо не- 
равенство 

п, No Notp 

| У. — у, | < у. |p|. (1.73) 
k=1 k=1 k=N,+} 

Из неравенств (1.73) и (1.67) вытекает неравенство (1.71). Tem 
самым доказано неравенство (1.66), т. е. доказано, что ряд (1.65) 
оходится и имеет сумму, равную ©. Остается доказать утвержде- 
ние 2) о том, что ряд (1.65) сходится абсолютно. Доказательст- 
во этого утверждения следует из утверждения 1), если его при- 
менить к рядам 

Ум и У [uel (1.74) 
k= | =! 

При этом мы докажем сходимость второго из рядов (1.74), т. e. 
докажем абсолютную сходимость ряда (1.65). Теорема 1.11 пол- 
ностью доказана. 

$ 4. ПРИЗНАКИ СХОДИМОСТИ ПРОИЗВОЛЬНЫХ 

РЯДОВ 

В $ 2 мы установили ряд признаков сходимости для рядов с 
неотрицательными членами. Здесь мы изучим вопрос о призна- 
ках сходимости для рядов с членами любого знака. Итак, пусть 

у и, (1.75) 
k=l 

ряд, члены которого имеют какие угодно знаки. Прежде всего 
заметим, что для установления абсолютной сходимости этого ря- 
да, т. е. для установления сходимости ряда с положительными 

членами 

Ум (1.76) 

k=} 

можно применить любой из признаков $ 2 (признак Даламбера, 
Коши, Раабе или интегральный признак). Однако ни один из ука- 
занных признаков не дает возможности выяснить более тонкий 
вопрос об условной сходимости ряда (1.75) !3. 

13) Заметим, что признаки Даламбера и Коши можно применять для уста- 
новления расходнмости ряда с членами любого знака (1.75). В са- 

2 *
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Ниже мы и займемся отысканием более тонких признаков, по- 
зволяющих устанавливать сходимость ряда (1.75) и в тех случа- 
ях, когда этот ряд не является абсолютно сходящимся. 

Начнем рассмотрение с вывода одного важного тождества, 
представляющего собой основной инструмент для установления 
формулируемых ниже признаков. 

Утверждение. Лусть {upg} и {ve} — две произвольные после- 
довательности, Sp=Uytugt...tug, пи р — два произвольных HO- 
мера (п>0, So=0). Тогда справедливо тождество 

n+p n+p—l 

у. Нок = у. Sp (Up—Up+4) + SntpOntp— Snlnti ; ( 1.77) 

k=ntl kant 

называемое преобразованием Абеля. 
Так как для любого &>1 справедливо равенство ик==5».—ФЗь-1, 

то левой части (1.77) можно придать вид 

п--р о n-+p ‚ пр 

k=n+1 ke=n+1 Ак=п--1 

В последней сумме правой части (1.78) заменим индекс суммиро- 
вания k на k+1. В результате получим 

n+p n+p ntp—1 n+p—1 

у. UpU, = у. S,U;— у 1 — у Эр (U,—Up44) + 

k=n-+1 k=n-+1 ` keen k=n+1 

+ SntpUntp = Salata . 

Таким образом, тождество Абеля (1.77) доказано. 

мом деле, всякий раз, когда признак Даламбера или Коши констатнрует расхо- 
[® 

димость ряда из модулей у [up],  Е-й члеи ряда (1.76) [us| не стремится 

k=1 
к нулю при R->co, т. е. ряд (1.75) расходится. В качестве примера установим, 

[= +] 

x \& 
что ряд ) et (=) расходится для любого фиксированного значения Хх, 

k=1 
удовлетворяющего неравенству |x|>e. Отметим, что непосредственная провер- 
ка того, что Ё-й члеи рассматриваемого ряда не стремится к нулю при k->oo, 
является затруднительной. Применим к рассматриваемому ряду призиак Да- 

Га 11 
ламбера. Обозначая К-й член этого ряда через а», будем иметь “= 

k 

|x — Weil |х| 
= Dik? Откуда lim = > 1. Расходимость ряда доказана. 

1+ — Рю | ap| é 

Ё
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ионных 

Определение |. Последовательность {vp} назовем после- 
довательностью с ограниченным измененицех, ес- 
ли сходится ряд 

у. [1 А[. (1.79) 
Гр 

Очевидно следующее 
Утверждение 2. Всякая последовательность с ограничен- 

ным измененцем является сходящейся. 
В самом деле, из сходимости ряда из модулей (1.79) вытекает 

сходимость ряда без модулей 

[® 

У ин — в]. (1.80) 
k=] 

Обозначив сумму ряда (1.80) через $, а п-ю частичную сумму 
этого ряда через S, и учитывая, что Sp=Unti—V1, получаем, что 
lim Un = | lim Unt, существует и равен S+v). Это означает, что по+ 
пс 

<следовательность {+} сходится к пределу 5-1. 
Теорема 1.12 (первый признак Абеля). Если ряд 

co 

у. Up (1.81) 

Ве] 

обладает ограниченной последовательностью частичных сумм, а 
{v,} представляет собой последовательность с ограниченным измг- 
нением, сходящуюся к нулю, то ряд 

e 

у Иво, (1.82) 
| 

сходится. 
Доказательство. По условию существует число М>0 та- 

кое, что последовательность частичных сумм {S,} ряда (1.81) 
удовлетворяет условию |5. | < 

Фиксируем произвольное =>0 и по нему номер М такой, что 
при n>N и для любого натурального р справедливы неравенства 

(1.83) 

n+p—1 . 

у | < м (1.84) 
kean-+1 

(здесь мы воспользовались сходимостью к нулю последователь" 
ности {vy} и сходимостью ряда (1.79)).
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В силу тождества Абеля (1.77) и в силу того, что модуль сум- 
мы трех величин не превосходит сумму их модулей, получаем 

n+p ntp—! 

| Sete] <| У, Sete teta)| + 13ар + Пр + 18 [atid 
Е—=п- | 

Так как для всех номеров п справедливо неравенство |S,|< 
<M, то 

ntp ntp—l 

| Seite] <M У eet) + Мо + Monta. 
Е=п--1 k=n+1 

Сопоставляя последнее неравенство с (1.83) и (1.84), получа- 
ем, что при всех п> М и для любого натурального р 

n+p 

| Yo ut |<e, (1.85) 
Ruan 

а это и означает, что ряд (1.82) сходится (в силу критерия Ko- 
ши). Теорема 1.12 доказана. 

Теорема 1.13 (второй признак Абеля). Если ряд (1.81) схо- 
дится, а {U,} представляет собой совершенно произвольную после- 
довательность с ограниченным изменением, то ряд (1.82) схо- 
дится. 

Доказательство. Так как сходящийся ряд (1.81) заведо- 
мо обладает ограниченной последовательностью частичных сумм 
{S,}, то существует постоянная М>>0 такая, что |S,|<M для 
всех номеров п. 

Обозначим сумму ряда (1.81) через $, а предел последова- 
тельности {0+} через 9. Тогда можно утверждать, что каждое из 
произведений {3.0} и {$041} сходится при п->оо к пределу S-v, 
а потому каждая из последовательностей 

{S,0n—Sv} и {Sp0n+1—Sv} (1.86) 

является бесконечно малой. 
Учитывая это и сходимость ряда (1.79) и фиксируя произволь- 

ное =>>0, мы найдем номер М№ такой, что при всех и>М и для лю- 
бого натурального р 

ntp—l 

[5.0 — Sv], [Stata Sl =, YY ыы < Zr 
` Е=п--1 

(1.87) 

Неравенства (1.87), оценка |S,|<M и тождество Абеля (1.77), 
переписанное в виде
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n-+p n+p—1 

у. U pl, = у. Sp (U,— ЧН) + [Sn+t+-pUntp— Sv] + [Su—S,0n44]5 

keon-+l А=п--1 

позволяют нам утверждать справедливость неравенства (1.85) 
(при всех n>N и для любого натурального р). В силу критерия 
Коши теорема 1.13 доказана. 

Следствие | из теоремы 1.12 (признак Дирихле — 
Абеля). Если pad (1.81) обладает ограниченной последователь- 
ностью частичных сумм, а {Up} представляет собой невозрастаю- 
щую последовательность, сходящуюся к нулю, то ряд (1.82) схо- 
дится. 

Достаточно заметить, что невозрастающая сходящаяся к нулю 
последовательность является последовательностью с ограничен- 
ным изменением, ибо для нее п-я частичная сумма S, ряда (1.79) 
равна Uj—Un+: и имеет предел, равный Vj. 

Чтобы сформулировать еще одно следствие из теоремы 1.12 
введем понятие ряда Лейбница. 

Определение 2. Назовем ряд знакочередующимся, 
если все его члены с нечетными номерами положительны, а все 
члены с четными номерами отрицательны. 

Определение 3. Знакочередующийся ряд, модули членов 
которого образуют невозрастающую сходящиуюся к нулю последо- 
вательность, назовем рядом Лейбница. 

Следствие 2 из теоремы 1.12 (признаки Лейбница). 
Всякий ряд Лейбница сходится. 

В самом деле, всякий ряд Лейбница можно записать в виде 

© 

у АР =0,—vg-+Ug—U+..., (1.88) 
| 

где {v,} — невозрастающая сходящаяся к нулю последователь- 
ность (все 9„>0). Такой ряд представляет собой частный случай 
ряда (1.82) при ug=(—1)*"' с рядом (1.81), обладающим ограни- 
ченной последовательностью частичных сумм 1%. В таком случае 
справедливость признака Лейбница вытекает из уже доказанно- 
го чризнака Дирихле — Абеля (следствия | из теоремы 1.12). 

Замечание. Легко убедиться в том, что для произвольного 
ряда Лейбница (1.88) последовательность {Son} частичных сумм 
с четными номерами является неубывающей, а последователь- 
НОСТЬ {52,1} частичных сумм с нечетными номерами является Hee 
возрастающей. Отсюда и из замечания 3 к теореме 3.15 ч. 1 выте+ 
кает, что сумма $ ряда Лейбница (1.88) для любого номера п 
удовлетворяет неравенствам 

Son <S <Son-1. 

14) Последовательность Sp частичных сумм ряда (1.81) с членами Use 
= (—1)*-! имеет вид 1, 0, 1, 0, ....
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Так как Son-1—Son=Von, ТО каждая из CYMM Son и Son-1 ОТКЛО- 
няется от S не более чем на Von. Отсюда и из того, что Von-1> 
>02", вытекает, что для любого номера п справедлива оценка 
|S,—S|<v,. Эта оценка играет важную роль для приближенного 
вычисления суммы ряда Лейбница с помощью его частичной 
суммы. 

‚ Примеры. 1°. Выше с помощью формулы Маклорена для 
функции шп (1+х) мы уже доказали сходимость ряда 

] | | | | +. 

Заметим, что сходимость этого ряда сразу вытекает из призна- 
ка Лейбница. 

2°. Изучим вопрос о сходимости ряда 

1 2 ] | 2 | | 2 А А... = +... 
+ 2 3 + 4 + 5 6 т + 3k —2 + 3—1 3k т 

‚о 
Этот ряд является рядом вида (1.82) при = и1==1, Цо= 

=|, liz = —2, Uug=l, us=1, Ug=—2,... 

Легко видеть, что последовательность частичных сумм ряда 
(1.81) с такими и, имеет вид 1, 2, 0, 1,2,0,..., т.е. является 
ограниченной. | 

Так как последовательность {1/k} не возрастает и сходится к 
нулю, то исследуемый ряд сходится по признаку Дирихле — 

беля. 
a 

о cos kx 
3°. Выясним вопрос о сходимости ряда У, где x — He- 

k=) 
которое фиксированное вещественное число. Пользуясь обозначе- 

| 
ниями теоремы 1.13, положим иь=со3з Rx, =. Оценим после- 

[oo] 

довательность частичных сумм {S,} ряда у u,. Поскольку для 
k=} 

любого номера k 

sin (+ >) x— sin (#— >) х=2 sin — cos kx, 
2 2 2 

то, суммируя это соотношение по КЁ от | до п, получим 

п 

. 1 . x . Xx . x 
sin{n-+ — x—sin— =2sin = "cos kx = 28 sin —. 

( ы >. 2 2 4 т 9 
=
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Отсюда 

9 si x 

sin — 

2 

Таким образом, для любого x, не кратного 2n, последова- 
тельность частичных сумм {5„} ограничена: 

1 
15 |< 

in x 
sin —— 

2 

По теореме 1.13 рассматриваемый ряд сходится для любого 
значения xX, не кратного 2л..Если же х кратно 2m, то рассматри- 
ваемый ряд превращается в гармонический и, как доказано вы- 
ше, расходится. 

$ 5. АРИФМЕТИЧЕСКИЕ ОПЕРАЦИИ НАД 

СХОДЯЩИМИСЯ РЯДАМИ 

В этом параграфе мы рассмотрим вопрос о возможности по- 
членного сложения и перемножения сходящихся рядов. 

lo @) [* =) 

Теорема 1.14. Если два ряда Ум, и $. ®» сходятся tl 
k=1 k=l 

имеют суммы, соответственно равные И и V, To и ряд 
[> =) 

У. (м 5 0,) сходится и имеет сумму, равную И-У. 
Г 

Доказа тельство. Обозначим n-e частичные суммы рядов 

у (uy, + Up), > ip "У о. соответственно через Sn, Un и Va. 
k=) k=1 

Тогда, очевидно, Sp И, + +V,. Так как lim U, =U, lim У, = =V, то 

согласно теоремам 3.9 и 3.10 4. 1 существует предел lim S,= 
По 

—=И-= У. Теорема доказана. , 
Таким образом, любые сходящиеся ряды можно почленно 

складывать и вычитать. Переходя. к вопросу. о возможности по- 

членного перемножения рядов, докажем следующее утверждение. 

Теорема 1.15. Если два ряда $. и, и у и, сходятся абсо- 
k=1 k=1 

лютно и имеют CYMMOL, соответственно равные И и у, то ряд, со- 
ставленный из всех произвёдений вида upd; (R=1, 2,...; l= 
=1, 2, ...), занумерованных в каком угодно порядке, также схо- 
дится абсолютно и его сумма равна UY,
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Доказательство. Обозначим через Wi, We, W3, ... произ- 
ведения вида u,v; (R=1, 2, ...; [=1, 2, ...), занумерованные в 

oD 

каком угодно порядке. Докажем, что ряд у. |w,| сходится. 
i=l 

Пусть S, — п-я частичная сумма этого ряда. Сумма S,, состоит из 
членов вида |и»0!|. Среди индексов k и Г таких членов, входящих 
в сумму S,, найдем наибольший индекс, который мы обозна- 
чим через т. Тогда 

Sn< ([#1|-+ 42| +... Ни |) [9+ [92|-+...+[9т]|). (1.89) 

В правой части неравенства (1.89) стоит произведение т-х ча- 

стичных сумм рядов у |u,] H у |v,|. В силу сходимости ука- 
k=l k=l 

занных рядов с неотрицательными членами все их частичные CyM- 
мы (а следовательно, и их произведение) ограничены. Поэтому 
ограничена и последовательность частичных сумм {5}, а это до- 

fo =) 

казывает сходимость ряда у, |w;|, т. е. абсолютную сходимость 

i=1 
co 

ряда у. W;. 
i=1 

Остается доказать, что последний ряд имеет сумму S, равную 
UV. Так как этот ряд сходится абсолютно, то в силу теоре- 
мы 1.11 его сумма 5 не зависит от порядка, в котором мы его сум- 
мируем. Какую бы мы ни взяли последовательность (или подпо- 
следовательность '5)) частичных сумм этого ряда, она сходится к 

[> =. 

числу 5. Но в таком случае сумма 5 ряда } \; заведомо рав- 
i=l 

на UV, так как именно к этому числу сходится подпоследователь- 
ность Wm частичных сумм этого ряда вида 

V n= (ии. . „Нит) (Роэ. . Нот) . 

Теорема доказана. 
со со , 

Произведение рядов у. и; И у о, для многих целей удоб- 

но записывать в специальном виде: 
00 

(y uy, o> Us) == U0, + (и Ug и) +... (ито + UgUp1 +... 

k=!1 ‘k=l о 
+ + #40, +... 

15) См. утверждение 1° п. 1 § 3 га. 3 ч, 1. 
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Теорема 1.16 (теорема Мертенса 18). Ряд, полученный пе- 
ремножением двух рядов указанным специальным способом, 
сходится к произведению сумм перемножаемых рядов в случае, 
когда один из перемножаемых рядов сходится абсолютно, а 
другой — сходится хотя бы условно. 

[oe] 

Пусть, например, ряд yi Xe сходится абсолютно, a ряд 
kz 

у сходится хотя бы условно. Обозначим п-е частичные 
k=l 
суммы указанных рядов соответственно через О; и Vn, a их 
суммы соответственно через U и V. Положим 

Ип=и Ки... Нилу 

И = ++... Ни. 

Достаточно доказать, что lim „=0У, Элементарно проверя* 
П-+ со 

ется, что У=ш ИУ, +. . „Ни И. 

В силу сходимости ряда у о, его остаток Gn=V—Vy яв- 
heal 

ляется бесконечно малой, а следовательно, и ограниченной по- 
следовательностью, т. е. существует постоянная М такая, что 
lan|<M для всех номеров п. Заметим, что 

Wn=t (V—an) tue(V—an-1) +... bun (V—a1) =И„У-—Ви, 

где Bn=UAntuedn-1T.. tuna. 

Tak как lim И, =, To достаточно доказать, что последова- 
па 

тельность {Bn} является бесконечно малой. Так как ряд у Uy 

сходится абсолютно, то, фиксировав произвольное =>0, найдем 
=) 

Е 

для него такой номер т, что У [| « —5м Кроме того, 

можно утверждать существование постоянной М, такой, что 
n 

у. [|< М, для любого номера п. 
h=l 

Представив теперь Bn в виде суммы двух сумм 

Ва = [ина -. . Кита н-т] НИ тит. * tuna] 

и выбрав по найденному номеру т номер па настолько боль* 

16) Мертенс Франц Карл Йозеф — иемецкий математик (1840—1927).
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8 
шим, что |Q,|[< om, ПРИ k>ni—m (это можно сделать в си- 

1 

лу бесконечной малости {а„}), с помощью четырех неравенств 

n 

У мых, Ум «Мь lols М.и [ol < 
й=т--1 k=! 

(при k >n,—m) 

[. 

2M, 

убедимся в TOM, что при п>лп! каждая квадратная скобка в вы- 
ражении для В„ по модулю меньше числа г/2. Отсюда следует, 
что |Bnl|<e при n>. В силу произвольности е>0 сформули- 
рованное утверждение доказано. 

fe @) [- 0) 

Замечание. В случае, если ряды у и, и у о, оба схо- 
kat hol 

дятся только условно, почленное перемножение этих рядов ax 
же указанным специальным способом приводит, вообще говоря, 
к расходящемуся ряду. 

с © 

Достаточно в качестве каждого из рядов у.м и у Ur 
kul k=1 

взять условно сходящийся (по признаку Лейбница) ряд 
fo a) 

(—1)*2 JE и убедиться в TOM, что для таких рядов опреде“ 

k=! 
ленные выше величины W, имеют вид 

п— 1 1 1 

a= (I (et epee +... уху). 
Так как в фигурных скобках стоит п положительных слагае- 

мых, каждое из которых не меньше числа 1/п, то |» |>1, а это 
означает, что нарушено необходимое условие сходимости ряда 
co 

W, — стремление к нулю его л-го члена. 

n=!) 

§ 6. БЕСКОНЕЧНЫЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ 

1. Основные понятия. К понятию числового ряда близко при- 
мыкает понятие бесконечного числового произведе- 
ния. Пусть дана бесконечная числовая последовательность 
U1, Uo, ..., Uz, .... Записанное формально выражение вида 

01008... 0... =|] 9% (1.90)
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принято называть бесконечным произведением. Отдель- 
ные элементы Vz принято называть членами данного бесконеч- 
ного произведения. Произведение первых п членов данного беско- 
нечного произведения принято называть N-M части чным про- 
изведением и обозначать символом 

п 

Ра= 10а... = | %- 
К==1 

Бесконечное произведение (1.90) называют сходящимся, 
если последовательность частичных произведений P, имеет конеч- 
ный предел Р, отличный!) от нуля. В случае сходимости 
бесконечного произведения (1.90) указанный предел Р называют 
значением этого бесконечного произведения и пи- 
шут: 

Отметим, что последнее равенство имеет смысл лишь для схо- 
дящегося бесконечного произведения. Ясно, что рассмотрение Gee- 
конечных произведений по существу представляет собой новую 
форму изучения числовых последовательностей, ибо каждому дан- 
ному бесконечному произведению однозначно соответствует после- 
довательность его частичных произведений и каждой числовой по- 
следовательности {Pz}, все элементы которой отличны от нуля, од- 
нозначно соответствует бесконечное произведение, для которого 
эта последовательность является последовательностью частичных 
произведений (достаточно положить члены бесконечного произве- 
дения равными 9,=Р,‚/Рь-— при > 1 ии: =Р\). 

Теорема 1.17. Необходимым условием сходимости бесконеч- 
#020 произведения (1.90) является стремление к единице его 
k-20 члена при k->oo. 

Доказательство. Пусть бесконечное произведение (1.90) 
сходится и имеет значение P, отличное от нуля. Тогда lim Ри = 

ko 

=limP,=P+0. Поскольку ve=P;/Px-1, TO lim о, существует и 
k+o 

равен единице. 

Заметим, что на сходимость бесконечного произведения не вли- 

лет удаление любого конечного числа членов этого произведения 

(если среди этих членов нет равных нулю). Носкольку бесконеч- 

ное произведение, у которого хотя бы один член равен нулю со- 

тгласно принятому выше определению считается расходящимся, то 

17) Тот факт, что прн Р=0 бесконечное пронзведение принято считать рас- 
ходящимея, хотя и носит условяый характер, но позволяет провести -четкую 
аналогию между сходимостью рядов и бесконечных произведений.
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мы в дальнейшем вообще исключим из рассмотрения бесконечные 
произведения, у которых хотя бы один член равен нулю. 

Примеры. 

со 

x x x 
cos —— = cos — cos— . cos. .. 1.91 

I] Qk с 2 4 2k ( ) 
=| 

(x — любое фиксированное число). 
Докажем, что бесконечное произведение (1.91) при любом х== 

Подсчитаем f-e частичное дли сходится и имеет значение 

произведение 

Р.= 05-05... COS. (1.92) 

. x 
Умножая обе части (1.92) Ha 9п-„ и последовательно исполь- 

зуя формулу для синуса двойного угла sin2y=2siny cosy, полу- 
ЧИМ 

. x 1. 
P,sin-—— =—пх. 

2п 2n 

Из последней формулы 18) имеем 

Поскольку выражение в фигурных скобках стремится к единице 
при n—>co (в силу первого ‘замечательного предела), то lim P,, 

По 

sin x 
существует И равен —_. Тем самым доказано, что бесконечное 

x 

произведение (1.91) сходится и имеет значение при любом 

xFrmn. | 

ab ca 

И =[] (#Е—1) (#42) 14 2 5 
ЕН | к ЕЕ) 2 3 3 4 77° 

(s—1) (k + 2) 
kh (k+1) 77° (1.93) 

18) Мы считаем, что 7-0. Если х= 0, то. все члены (1.91) и его значение 
равны едиинце.
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Докажем, что бесконечное произведение (1.93) сходится и 
имеет значение 1/3. Подсчитаем частичное произведение Pp: 

р. [5.2.3.456 ta) 
= [3+ n | [54:3 (1+1) 

1. n+2 

on 3 

Takum o6pa3om lim P, = lim 72" существует и равен 1/3. 
по По 

2. Связь между сходимостью бесконечных произведений и ря- 
дов. Если бесконечное произведение (1.90) сходится, то в силу 
теоремы 1.17 все его члены Ug, начиная с некоторого номера, по- 
ложительны 19). Поскольку конечное число первых членов вообще 
не влияет на сходимость бесконечного произведения, то при изу- 
чении вопроса о сходимости бесконечных произведений можно, не 
ограничивая общности, рассматривать лишь такие бесконечные 
произведения, у которых все члены положительны. 

Теорема 1.18. Для того чтобы бесконечное произведение 
{1.90) с положительными членами сходилось, необходимо и доста- 
точно, чтобы сходился ряд 

у Inv,. (1.94) 
k=| 

В случае сходимости сумма $ ряда (1.94) и значение P npousee- 
дения (1.90) связаны формулой 

Р=ез, (1.95) 

Доказательство. Обозначив через Py, п-е частичное про- 
изведение бесконечного произведения (1.90), а через 5„ п-ю ча- 
стичную сумму ряда (1.94), можем записать: 

S,=InP,, P,=en, 

В силу непрерывности показательной функции для всех значе- 
ний аргумента и непрерывности логарифмической функции для 
всех положительных значений аргумента последовательность P, 
сходится тогда и только тогда, когда сходится Sy, причем если 
lim S,=S, to lim P, = 5. Теорема доказана. 
nwo n-—->o | . ; 

При исследовании` на сходимость бесконечного произведения 

оказывается очень удобным представить. его в виде 

19) Так как lim 9 ={. 
k-+>o
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oo 

[] (i +4,.)=(1 +4,)(1 +g)... (+)... (1.96) 
k=) 

При этом, конечно, в соответствии с принятым выше предположе- 
нием будем считать, что все и,„>—1. 

Теорема 1.18 утверждает, что вопрос о сходимости произведе- 
ния (1.96) эквивалентен вопросу о сходимости ряда 

со 

у п (1 +4,). | (1.97) 

рэ | 

Теперь мы можем доказать еще одно утверждение. 
Теорема 1.19. Если все иь (по крайчей мере начиная с He- 

которого номера) сохраняют один и тот же знак, то для сходимо- 
сти бесконечного произведения (1.96) необходимо и достаточнл, 
чтобы сходился ряд 

Uy. (1.98) 
hes! 

Доказательство. Поскольку условие Ит и, =0 является 
ko 

необходимым и для сходимости ряда (1.98), и для сходимости 
произведения (1.96), можно считать это условие выполненным как 
при доказательстве необходимости, так и при доказательстве до- 
статочности. Но из указанного условия и из асимптотической фор- 
мулы 2°) 

In(l+y)=y+o(y) 
вытекает, что 

lim А | (1.99) 
k> @ Up 

i 
| lim He 1. (1.100) 

k-> © In(1 + up) = 

Поскольку по условию теоремы все члены рядов (1.97) и 
(1.98), начиная с некоторого номера, сохраняют один и тот же 
знак, условия (1.99) и (1.100) в силу следствия из теоремы 
сравнения 1.3 позволяют утверждать, что ряд (1.98) сходится 
тогда и только тогда, когда сходится ряд (1.97). Теорема дока- 
зана. 

Так же, как и для рядов, для бесконечных произведений вво- 
дятся понятия абсолютной и условной сходимостей. Бес- 
конечное произведение (1.96) называется абсолютно сходя- 
lH MCA в TOM и ТОЛЬКО в ТОМ случае, когда сходится абсолютно 

20) См. п. 6 § 10 гл. 6 ч. 1.
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ряд (1.97). Теоремы Коши 1.11 и Римана 1.10 позволяют заклю- 
чить, что абсолютно сходящееся произведение обладает переме- 
стительным свойством, в то время как условно сходящееся произ- 
ведение заведомо им не обладает. 

Теорема 1.20. Бесконечное произведение (1.96) сходится аб- 
солютно тогда и только тогда, когда сходится абсолютно ряд 
(1.98). 

Для доказательства этой теоремы достаточно доказать, что: 
[© ®) 

ряд у |u,| сходится тогда и только тогда, когда сходится ряд. 
k=! 

[>] 

у. | In(1 + u,)]. Это последнее легко вытекает из существова- 

k=] 

ния пределов (1.99) и (1.100). Детали рассуждений предоставля- 
ем читателю. 

Примеры. 1°. Из расходимости гармонического ряда и из 
теоремы 1.19 вытекает расходимость следующих бесконечных про- 
изведений: 

П(-)-(-3)6-3)--(- 7) 
Легко понять, что первое из указанных произведений расходится 
к --oo, а второе — к нулю. 

2°. Из той же теоремы 1.19 и из сходимости ряда (1.33) при 
a>] вытекает сходимость при а>1 следующих бесконечных про- 
изведений: 

\ 

|... | 
po в

е
 

(1+ -)=(+) (1+ =) (1+ = ‚+4 (1+ 
\ 

___} (1-1) 1— = 
| ани =(1 =) (1 и") + ( a 

3°. Рассмотрим бесконечное произведение 

Пия 
(1.101). 

or
 Ir 

в
 

А —
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© 

1 
Так как ряд v= сходится, TO в силу теорем 1.19 и 1.20 бес- 

Е—=1 

конечное произведение (1.101) сходится абсолютно для любого 
фиксированного значения х, отличного от [м (где [=0, =1, ...). 
В п. 3 мы докажем, что это произведение сходится к значению 
sinx. Тем самым будет обосновано разложение функции ЗШх в 
бесконечное произведение 

sinx=x[] (1— x): (1.102) 
д 

Е—1 

4°. Из разложения (1.102) с помощью соотношения cos Xx = 
sin 2x 

= 2 si элементарно получается следующее разложение: 
Sin x 

(1.103) 

Абсолютная сходимость произведения, стоящего в правой ча- 

сти (1.103), для любого x, отличного от > (al— 11(1=0,-1,...), 

[* 

вытекает из теорем 1.19 и 1.20 и из сходимости ряда у 

k=l 

5°. Полагая в разложении (1.102) x= > получим 

| 
(28—Г)2` 

fe) 

2 te) py 4—1 _ ek eet) Е - По т )-П = I oy ‚ (1.104) 
= =| =] 

Из (1.104) получается так называемая формула Валли- 
ca?) 

Г] ов 
2 К ПЕНИ 17 "3° 5 7°" (220 (24) 

(1.105) 

Путем несложных преобразований формулу Валлиса можно при- 
вести к виду 

* = lim —! ens |. (1.106) 

21) Джон Валлис — английский математик (1616—1703).
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Первоначально формулу Валлиса использовали для прибли- 
женного вычисления числа л. В настоящее время для вычисления 
числа л существуют более эффективные методы. Формула Валли- 
са как в виде (1.105), так и в виде (1.106) представляет интерес 
для ряда теоретических исследований 22. 

3. Разложение функции sinx в бесконечное произведение. 
Для удобства разобъем вывод формулы (1.102) на отдельные 
этапы. 

1) Пусть т — любое положительное нечетное чис- 
ло: т=2п--1. Прежде всего докажем, что для любого отлично- 
го от kn (k=O, +1, ...) значения 023) справедлива формула 

чп тд _ 1— sin? 0 i— sin? 0 1 sin? 0 

т яп 0 on 9 [OO _. nn 
sin? — sin? sin? —— 

m т 

na (1.107) 

Для вывода формулы (1.107) будем исходить из формулы 
Муавра 24‘) 

cos mO8+i sin т09= (cos 9-1 sin 0)”. 

Расписывая правую часть этой формулы с помощью бинома 
Ньютона и сравнивая мнимые части, получим 

т(т—1) (т—2) 

3! 
sin m8 =mcos"—! 0 п 0— cos™-3 0 $1120... 

Учитывая, что mM=2n+ 1, будем иметь 

sin тб — сот 0 — И-П in?) cos*—? 0 $1120 --... (1.108) 
т 5100 3! 

В правой части (1.108) все показатели при косинусах и CH- 
нусах четные, так что если заменить со5?60 Ha |[—$11?0, TO 
в правой части (1.108) получится многочлен степени п относи- 
тельно $1120. Положив 2=зи1?0, обозначим этот многочлен 
символом F(z), а его корни символами аи, G2, ..., ал. Tak как 

22) В частности, она может быть использована для вывода так называемой 
формулы Стирлинга (см. 6 6 гл. 7). Джемс Стирлннг — английский математик 
(1692—1770). 

23) В дальнейшем нас будут интересовать значения 0 лишь из интервалов. 
0<]|69]<л. 

24) Эта формула получается из определения произведения двух комплекс- 
ных чисел (хи, Yr) (%2, Yo) = (X1X2—Yiy2, жуз-Х2у1) (см. п. 1 § Згл. 8 ч. 1). 
В самом деле, с помощью этого определения по индукции легко установить, что 
(cos 0, sin@)"= (созл 0, sinn 0).
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при 0—0 z=sin?0—0 и левая часть (1.108) стремится к едини- 
це, то многочлен Ё (2) можно представить в виде 

тб. =F@=(1—2)(1-2)...(1— —). 
msin@ Oy Qe An 

Остается определить корни 01, @2, а". Замечая, что эти корни 
соответствуют нулям функции sin 79, получим 

. д . 2л пл 
a, =sin?—, a,=sin?——, ..., a, =sin? — 

т т т 

Таким образом, формула (1.107) установлена. 

' 2) Положив в формуле (1.107) е=— и считая, что 0< 

<|[х|«лт, придадим этой формуле вид 

sin sint -П |—-—_*- | (1.109) 
m sin— sin? —— 

т т 

Фиксируем любое (отличное от нуля) значение и возьмем 
два произвольных натуральных числа ри п, удовлетворяющих 

неравенствам 2 —— a at cpcn=— Тогда формулу (1.109) 

можно записать в виде 

a p sit 

= 7 |Ro(2) (1.110) 
m sin— k=1 sin? —— 

т т 
где 

sin? — 

Ry (*) = П 1—— | (1.111) 
k=p sin? ——— 

m 
4 

Прежде всего оценим R,(x). Поскольку 2 «р< п = 

—=т— 1 
2 

‚ TO аргументы всех синусов, стоящих в формуле 

д 

(1.111), принадлежат интервалу (-=- +). Кроме того, яс- 

л 

но, что для всех k, участвующих в этой формуле, [|<-.- 

и, следовательно,
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х вл 
sin —— sin? о ! 

0 — — 
< kn kx kn < 2 

sin? —— sin? 4cos? = 
m 2т 

` k k 
[так как ae +, т. е. Set и поэтому cos? 2% >>): 

m 2 2m 4 2m 2 

Для любого В из интервала 0<В<1/2 справедливы неравенства 
1>1--8>е-*? 5), поэтому для всех номеров №, превосходящих р, 

2sint — 

sin? — - sins 

1>1-—_*_>e (1.112) 
sin? —— 

m 

Почленно перемножая неравенства (1.112), записанные для 
Е=р+1, pt+2, ..., п, получим следующую оценку для Ю,(х): 

х 1 
—2sin* т. в А 

1 > К» (x) >e A (1.113) 
kr ¥ 

Так как аргумент —— лежит в первой четверти и для лю- 
т 

» i 2 28) 
Goro В из первой четверти 1 > sin B >— , TO 

Л 

1 < 1 __ м та | 1 

| пай (=) (=) 4k? 4 8—1  |` 5 —_ a 
) x} \m 

Таким образом, 

2sint— у me sin? * У 1 1 —2sint 1 — ot . 
| п a ine BE 2 m | kl А | — it 

е р т >е =e . 

25) Правое из этих неравенств элементарно вытекает из формулы Макло- 
3 

pena: eB 1p _ 128 4 opi —B, так как 282<В. 

26) Эти неравенства вытекают из того, что отношение при измене- 

нии В от 0 до л/2 убывает от 1 до 2/л. Факт убывания функции 

sin В \’ _ cos B 

В | В 

в свою 

очередь вытекает из того, что (B—tgB)<0 всюду на 

интерваяе 0<В<п/2: | |



54 Гл. 1. Чнсловые ряды 

Последнее неравенство позволяет следующим образом усилить 
оценку (1.113): 

me. 

I>R,(x)>e № ™, (1.114) 

3) Теперь в формуле (1.110) устремим число т к бесконеч- 
‚ ности, оставляя фиксированными значение х и номер р. По: 

Хх . 2:2 RN 2 
скольку lim msin—=x, limm?sin? —-=(kx)?, то существует 

m—>as т m>o m 

v . SINnX 
предел левой части (1.110), равный ‚ и предел конечно- 

X 

. X 
p sin? —— р 

т „ x? 
го произведения I] 1 — ‚ равный ] — . 

. вл hea? 
k=} sin? —— k=} 

m 

Далее будем считать, что последний предел отличен от нуля, 
так как, когда он равен нулю, $т х=0 и разложение (1.102) 
установлено. Но тогда существует предел lim К,(х). Обозна- 

т» 

чим этот предел через Rp(x). Из неравенств (1.114), справедли- 
вых для Любого номера т, и из теоремы 3.13 ч. | вытекает, что. 

128, (4) >е ®, (1.115) 

Формула (1.110) в пределе при m—>oco дает 

р 
sin x x? > = =|] (1 — ser) Rol, (1.116) 

k=! 

4) Остается, сохраняя фиксированным х, устремить в фор- 
муле (1.116) номер р к бесконечности. Поскольку левая часть 

(1.116) не зависит от р, а предел limR,(x) в силу неравенств 
pa 

(1.115) и теоремы 3.14 ч. | существует и равен единице, TO cy- 
ществует и предел 

Таким образом, разложение (1.102) для зп х установлено. 
Замечание. В полной аналогии с разложениями (1.102) 

для зшхи (1.103) для cos х можно получить разложения в бес- 
конечные произведения гиперболических функций
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= x = 4x2 
хх [[ (1 + в). che=[] [1 + an | 

k= k=l 

Заметим, что из разложений для sin x, cosx, shx, chx немед- 
ленно получаются разложения в бесконечные произведения 
функций tex, ctg x, thx u cthy. 

$ 7. ОБОБЩЕННЫЕ МЕТОДЫ СУММИРОВАНИЯ 

РАСХОДЯЩИХСЯ РЯДОВ 

Во всей гл. | мы называли суммой ряда 

Vi p= +... +... (1.117) 
k=l 

предел $ последовательности {S,} частичных сумм этого ряда 
(при условии, что этот предел существует). 

В ряде задач математического анализа, представляющих 
как теоретический, так и практический интерес, приходится 
оперировать с рядами, у которых последовательность частичных 
сумм не сходится и сумма в указанном выше обычном смысле 
не существует. Естественно, возникает вопрос об обобщении 
понятия суммы ряда и о суммировании расходящегося в обыч- 
ном смысле ряда (1.117) с помощью каких-либо обобщенных 
методов. В настоящем параграфе мы и остановимся на некото- 
рых обобщенных методах суммирования расходящихся рядов. 

Прежде всего дадим общую характеристику тем методам 
суммирования, которые будут рассматриваться. Разумно тре- 
бовать, чтобы обобщенное понятие суммы включало в себя 
обычное понятие суммы. Точнее, ряд, сходящийся в обычном 
смысле и имеющий обычную сумму $, должен иметь обобщен- 
ную сумму, и притом также равную $. Метод суммирования, 
обладающий указанным свойством, называется регулярным. 

Далее естественно подчинить понятие обобщенной суммы 
со 

следующему условию: если ряд у. и, имеет обобщенную сум- 
. k=1 

му U, a ряд yo имеет обобщенную сумму У, то pA 
k=l 

tr 2) 

У’ (Au, +Bv,), где A и В — любые постоянные, имеет обоб- 
k=l 
щенную сумму (AU+ BV). Метод суммирования, удовлетворя- 
ющий указанному условию, называется линейным, В анализе 
и в его приложениях, как правило, имеют дело лишь с регуляр- 
ными линейными методами суммирования. Остановимся на двух
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методах обобщенного суммирования, представляющих особый 
интерес для приложений. 

1. Метод Чезаро?7 (метод средних арифметических). Гово-. 
pat, что ряд (1.117) суммируем методом Чезаро, если 
существует предел средних арифметических сумм этого ряда: 

lim 
По 

52... 5 (1.118) 
A 

При этом предел (1.118) называется обобщенной в смыс- 
ле Чезаро суммой ряда (1.117). 

Линейность метода суммирования Чезаро очевидна. Его pe- 
гулярность вытекает из леммы 1, доказанной в п. 3 § 2. В самом 
деле, из указанной леммы вытекает, что если последователь- 
НОСТЬ {5„} частичных сумм ряда (1.117) сходится к числу 5, то 
предел (1.118) существует и также равен 5. 

Приведем примеры рядов, не сходящихся в обычном смысле, 
но суммируемых методом Чезаро. 

Примеры. 1°. Рассмотрим заведомо расходящийся ряд 

@ 

У (—1F t=1—-14 1-14... 
k= 1 

Поскольку все четные частичные суммы So, этого ряда рав- 
ны нулю, а все нечетные частичные суммы 52„— равны единице, 
то предел (1.118) существует и равен 1/2. Таким образом, рас- 
сматриваемый ряд суммируем методом Чезаро, и его сумма 
в смысле Чезаро равна 1/2. 

2°. Считая, что х — любое фиксированное вещественное чис- 
ло из интервала 0<х<2л, рассмотрим заведомо расходящий- 
ся 28) ряд 

oo 

у. cos Ёх =cosx +cos2x+cos3x-+... (1.119) 
k= 

Частичная сумма этого ряда Sp, уже подсчитана нами в примере 
2°$4:. 

. I _ 
sin (+) x*— sin 

S,= 
x 

2sin-—— si о 

27) Эрнесто Чезаро — итальянский математик (1859—1906). 
28) Расходимость ряда (1.119) без труда усматривается из приведенного ни- 

же выражения для его частичной суммы.
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Подсчитаем среднее арифметическое частичных сумм: 

п 

Sit 582... +5" _ 1 Ут ("+= 

п 2 | 2 о . x . 

па >= пы 

2 

ОА _ oe = - У} (cos mx cos (т + 1) x) | 5 = 

4n-sin? = m=! 
2 

__ cosx — с05 (п -Р 1) х 
_- — 

1 

х 2‘ 
4n sin? > 

Отсюда очевидно, что 

lim 91 +S2-+-... тоя 1 

n+>o п 2 | 

Таким образом, ряд (1.119) суммируем методом Чезаро, и 
его сумма в смысле Чезаро равна (—1/2). 

2. Метод суммирования Пуассона 23) — Абеля. По данному 
ряду (1.117) составим степенной ряд 

© 

у Upx*- l= uy ох и... Рима... (1.120) 
k=] 

Если этот ряд сходится для всех х из интервала 0<х<1| 
и если его сумма S(x) имеет левое предельное значение lim S(x) 

х->1—0 

в точке X=1, то говорят, что ряд (1.117) суммируем мето- 
дом Пуассона-—Абеля. При этом указанное предельное 
значение называется суммой ряда (1.117) в смысле Пу- 
ассона-— Абеля. 

Линейность метода Пуассона—Абеля не вызывает сомнений. 
Докажем регулярность этого метода. Пусть ряд (1.117) сходит- 
ся в обычном смысле и имеет сумму, равную S. Требуется до- 
казать что: 1) ряд (1.120) сходится для любого х из интервала 
0<х<1, 2) сумма S(x) ряда (1.120) имеет в точке x=1 левое 
предельное значение, равное 5. 

Докажем сначала утверждение 1). Так как ряд (1.117) схо- 
дится, TO последовательность его членов является бесконечно 
малой и, следовательно, ограниченной, т. е. найдется такое 
число М, что для всех номеров А 

| u, (<M. (1.121) 

29) Симон Дени Пуассон — французский математик (1781—1840).
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Используя это неравенство, оценим модуль k-ro члена ряда 
(1.120), считая, что x — любое число из интервала 0<х<1. 

Получим 
[пвх] М] х| А. 

Leo) 

Так как | x | <1, To ряд у аи сходится. Поэтому в силу 
k=1 

замечания 2 к теореме сравнения 1.3 сходится и ряд (1.120). 
Докажем теперь утверждение 2). Пусть Sp — п-я частич- 

ная сумма ряда (1.117), а $ — его обычная сумма. С помощью 
преобразования Абеля 30) легко убедиться в том, что для любого 
x из интервала 0<х<1 справедливо тождество 

Yuet =(1—х) У 5. (1.122) 
k=) k=} 

Вычтем тождество (1.122) из следующего очевидного тож- 
дества: 

При этом, обозначая через г» Е-й остаток ряда (1.117), будем 
иметь 

$— У их =(1—х) у ХА, 
k=l —1 

ИЛИ 

$—5 (х) =(1—х) У лы. (1.123) 
k=| 

Наша цель — доказать, что для любого =>0 найдется 6>0 
такое, что левая часть (1.123) меньше в для всех х, удовлетво- 
ряющих неравенствам |—6<х<1. Так как остаток fr, ряда 
(1.117) стремится к нулю при k->oo, то для положительного 
числа 8/2 найдется номер № такой, что |г»|<=/2 при Е. 
Таким образом, 

(1—2) у" rat < = (1—х) у и < > 

Г: k=Rpo —=hhe 

3) Преобразование Абеля (1.77) установлено нами в $ 4. В рассматривае- 
MOM случае следует положить в (1.77) п=0, Sa=O и затем устремить 
р к бесконечности.
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Остается доказать, что для х, достаточно близких к единице, 

Ко—1 

и Vi = < 5, 
= 

HO это очевидно, так как сумма, стоящая в последнем неравен- 
стве, ограничена. Регулярность метода Пуассона—Абеля дока- 
зана. 

В качестве примера снова рассмотрим расходящийся ряд 

У (— 1 1 =1-141—14... (1.124) 
k=1 

Для этого ряда составим степенной ряд вида (1.120) 

© 

у. 1х... 
k= | 

Очевидно, что последний ряд сходится для всех X из интерва- 
ла 0<х<| и имеет сумму, равную 5 (х) =1/(1-х). Так как 

lim S(x)= lim — 
х—!—0 x>1—-0 1х 2 

то ряд (1.124) суммируем методом Пуассона — Абеля и его 
сумма в смысле Пуассона—Абеля равна 1/2. 

Обратим внимание на то, что сумма ряда (1.124) в смысле 
Пуассона — Абеля совпадает с его суммой в смысле Чезаро. 
Этот факт не является случайным: можно доказать, что если 
ряд суммируем методом Чезаро, то он суммируем и методом 
Пуассона — Абеля, причем сумма этого ряда в смысле Чезаро 
совпадает с его суммой в смысле Пуассона—Абеля. Более того, 
существуют ряды, суммируемые методом Пуассона—Абеля, но 
не суммируемые методом Чезаро 3. Детальное изучение всевоз- 
можных` методов обобщенного суммирования расходящихся ря- 
дов проводится в монографии Г. Харди «Расходящиеся ряды» 
(М.: ИЛ, 1951). 

$ 8. ЭЛЕМЕНТАРНАЯ ТЕОРИЯ ДВОЙНЫХ 
И ПОВТОРНЫХ РЯДОВ 

Рассмотрим счетное множество бесконечных числовых после- 

довательностей 

@11, Ayo, 13, ..., Ainy ...; 

31) Таким образом, можно сказать, что метод Пуассона—Абеля является бо- 
лее «сильным» методом суммирования, чем метод Чезаро.



60 Гл. 1. Числовые ряды 

21, Aga, @23, -..., Agn, «+3 

Q3;, @з2, @зз, ..., Agn, „.-; 

e e e e e e ee” 8 ry (1.125) 

тт, то, Qm3, coey Amny oe 5 

(Первый индекс у чисел ay; обозначает номер рассматриваемой 
последовательности, а второй — номер ее элемента.) 

По другому можно сказать, что мы рассматриваем матрицу 
(1.125), содержащую бесконечное число строк и бесконечное 
число столбцов. Производя формальное суммирование элемен- 
тов этой матрицы, можно составить из нее различные ряды. 

Если сначала просуммировать каждую строку матрицы 
(1.125) отдельно, то получится бесконечная последовательность 
рядов вида 

У a, (k=1, 2, ...). (1.126) 
i=l 

Просуммировав эту последовательность, получим формальную 
сумму 

х (Say). (1.127) 

Эту сумму принято называть повторным рядом. 
Другой повторный ряд 

¥(¥ as) (1.128) 
l=] k=! 

получится, если сначала просуммировать отдельно каждый 
столбец матрицы (1.125), а затем взять сумму элементов полу- 
ченной при этом последовательности. 

Определение 1. Повторный ряд (1.127) называется 
сходящимся, если сходится каждый из рядов (1.126) и если 
сходится ряд 

[0 «] 

у. Ap, 

k=1 

в котором A, обозначает сумму Е-го ряда (1.126). 
Определение 2. Повторный ряд (1.128) называется схо- 

дящимся, если сходится каждый из рядов
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Yi ay (1=Ь2,...) (1.129) 
k=) 

и если сходится ряд 

У, 
l=} 

в котором A; обозначает cymmy I-20 ряда (1.129). 
С матрицей (1.125) кроме повторных рядов (1.127) и (1.128) 

связывают еще так называемый двойной ряд 

У ан. (1.130) 
1 

Определение 3. Двойной ряд (1.130) называется схо- 
дящимся, если при независимом стремлении двух 
индексов т и п к бесконечности существует конечный предел 

lim $ (1.131) 
т 

По 

так называзмых прямоугольных частичных сумм 

$ == VV ay. (1.132) 
k=] 1=1 

При этом указанный предел (1.131) называют суммой двой- 
ного ряда (1.130). 

Из этого определения сразу следует, что если двойной ряд 
(1.130) получен посредством перемножения членов двух сходя- 
щихся «одинарных» рядов 

Ув и Ya, (1.133) 
k=1 i=] 

т. е. если члены двойного ряда (1.130) равны ay;=DxC1, то этот 
двойной ряд сходится, а его сумма равна произведению сумм 
рядов (1.133). 

Далее заметим, что ‘из (1.132) следует, что для любых 
m2, п>2 

тп = Smna—S m(nm1)— [S (m—1)n—S¢m—1)(n=-1)] . 

Последнее равенство означает 
Утверждение. Необходимым условием сходимости двой- 

ного ряда (1.130) является стремление к нулю его общего чле- 
на, т. е. существование равного нулю предела
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lim ain 
тэ 

По 

при независимом стремлении т и п к бесконечности. 
Докажем следующее утверждение о связи между сходи- 

мостью двойного и повторного рядов. 
Теорема 1.21. Если сходится двойной ряд (1.130) и если 

сходятся все ряды по строкам (1.126), то сходится и повторный 
ряд (1.127), причем к этой же сумме, к которой сходится двой- 
ной ряд (1.130). 

Доказательство. Переходя при фиксированном т 
к пределу при n—oo в равенстве (1.132) и учитывая сходимость 
ряда (1.126) к сумме А», получим 

lim Smn= У, Ay. (1.134) 
k=] Пе 

Из соотношения (1.134) ясно, что сумма повторного ряда 
(1.127), которая определяется как предел при т-—со правой 
части (1.134), есть не что иное, как повторный предел 

lim (lim S,,,). 
т>о n>@ 

Остается доказать существование указанного повторного 
предела в предположении существующего предела (1.131) и cy- 
ществования для любого т предела (1.134), а также доказать, 
что указанный повторный предел равен пределу (1.131). 

Из существования равного 5 предела (1.131) вытекает, что 
для любого =>0 найдутся номера ту и по такие, что при MM, 
п> по справедливо неравенство 

| Sma—S | «Е. 

Используя факт существования для любого номера т предела 
(1.134), из последнего неравенства получаем, что для любого 
т—т,о справедливо неравенство 

| lim бт — 5 | < Е, 
noo 

а это и означает, что повторный предел lim(limS,,) сущест- 
mo По 

вует и равен 5. Теорема доказана. 
Как и для обычного ряда с неотрицательными членами спра- 

ведливо следующее утверждение. 
Теорема 1.22. Если все элементы матрицы (1.125) неот- 

рицательны, то для сходимости составленного из этой матри- 
цы двойного ряда (1.130) необходимо и достаточно, чтобы его 
частичные суммы (1.132) были ограничены.
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Доказательство. Необходимость очевидна. Для дока- 
зательства достаточности заметим, что из ограниченности мно- 
жества частичных сумм {Syn} вытекает существование точной 
верхней грани этого множества, которую мы обозначим через $: 

$ = Sup Sinn 
l<m<o 
l<n<o 

По определению точной верхней грани для любого e>O0 най- 
дется частичная сумма Spin, такая, что 

S—e< Sin, < 5. (1.135) 
Для всех номеров т и п, удовлетворяющих условиям ть, 
NN, в силу неотрицательности элементов справедливо Hepa- 
венство Зил > Sion, - 

Из этого неравенства и из (1.135) вытекает, что 

S—e<S mS 

для всех ти п при MSM, п>по. Это и означает существование 
равного 5$ предела (1.131), т. е. сходимость двойного ряда 
(1.130). 
Определение 4. Двойной ряд (1.130) называется аб co- 

лютно сходящимся, если сходится двойной ряд 

с: 

У. |аы|, (1.130’) 
k,l=l 

составленный из модулей элементов матрицы (1.125). 
Теорема 1.23. Если сходится двойной ряд из модулей 

(1.130’), то сходится и двойной ряд (1.130). 
[ав | + ав Доказательство. Положим ры = 5 ‚ ды = 

а — а — amar Torna 

аы=рьг Че. (1.136) 

Здесь Pri и Get неотрицательны и оба не превосходят |ав|. Кро- 
ме того, в силу теоремы 1.22 из сходимости двойного ряда 
(1.1307) вытекает ограниченность его частичных сумм, поэтому 
и частичные суммы каждого из двойных рядов 

у Pri и у Gel 
k,i=l k,i=1 

ограничены. Ho тогда в силу теоремы 1.22 эти ряды сходятся. 
Обозначим их суммы соответственно через Р и 0. В силу 
(1.136) двойной ряд (1.130) сходится к Р- ©.
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Рассмотрим теперь обычный ряд 

а, (1.137) 
=I r 

членами которого являются занумерованные в каком угодно 
порядке элементы матрицы (1.125). 

Теорема 1.24. Рассмотрим четыре ряда: два повторных 
ряда (1.127) u (1.128), двойной ряд (1.130) и ряд вида (1.137). 
Если хотя бы один из указанных четырех рядов сходится при 
замене его членов их абсолютными величинами, то все четыре 
указанных ряда сходятся и имеют одну и ту же сумму. 

Доказательство. Сначала докажем, что если один из 
указанных четырех рядов сходится при замене его членов их 
модулями, то и остальные три ряда сходятся при замене членов 
их модулями. 

Так как для повторных рядов (1.127) и (1.128) рассуждения 
совершенно аналогичны (нужно только поменять ролями пер- 
вый и второй индексы у членов), то в дальнейшем мы будем 
рассматривать только повторный ряд (1.127). Достаточно до- 
казать три утверждения: 

Г) сходимость повторного ряда (1.127), у которого все члены 
заменены их модулями, влечет абсолютную сходимость ряда 
(1.137); 

Il) абсолютная сходимость ряда (1.137) влечет абсолютную 
сходимость двойного ряда (1.130); 

ПТ) абсолютная сходимость ряда (1.130) влечет сходимость 
повторного ряда (1.127), у которого все члены заменены их мо- 
дулями. 

Для доказательства утверждения | обозначим через S* 
сумму повторного ряда (1.127), у которого все члены заменены 
их модулями, т. е. ряда | 

у. (Slat). (1.127’) 
k=1 1—1 

Тогда при любых тип 

т 

У УЧаы|< 5". (1.138) 
R= [=] 

Если 9„*=|а|+ |а2| +...+|а,| — произвольная частичная 
сумма ряда 

У, а, (1.137’) 
r=1
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получающегося при замене членов ряда (1.137) их модулями, 
то заведомо можно найти столь большие номера т и п, что все 
члены ряда (1.137), входящие в его частичную сумму с номером 
г, будут содержаться в первых т строках и первых п столбцах 
матрицы (1.125). 

Но тогда в силу (1.138) будет справедливо неравенство 

Sr*®<S*. 

Это неравенство означает, что последовательность частичных 
сумм ряда с неотрицательными членами (1.137’) ограничена. 
Следовательно, этот ряд сходится (в силу теоремы 1.2). 

Для доказательства утверждения П предположим, что ряд 
(1.157”) сходится. Тогда в силу теоремы 1.2 последовательность 
его частичных сумм {5,*} ограничена. Фиксируем произвольную 
частичную сумму Smn* двойного ряда из модулей (1.130). За- 
ведомо найдется номер г настолько болыной, что г-я частичная 
сумма ряда (1.137) будет содержать все члены, входящие 

] в частичную сумму Sm, ряда (1.130). Но тогда частичная сумма 
| Smn* ряда (1.130’) не превосходит частичной суммы $,* ряда 
| (1.137’). Поэтому множество всех частичных сумм двойного ря- 

да (1.130”) ограничено. Таким образом, по теореме 1.22 этот 
ряд сходится. 

Остается доказать утверждение III. Пусть сходится двойной 
ряд из модулей (1.130’). Для доказательства сходимости пов- 
торного ряда из модулей (1.127’} в силу теоремы. 1.21 доста- 
точно доказать сходимость каждого из рядов 

У (ан, 2=1,2, ... (1.139) 
[=] 

Для этого в силу теоремы 1.2 достаточно доказать, что каждый 
из рядов (1.139) имеет ограниченную последовательность час- 
тичных сумм, HO это последнее очевидно, ибо при любом F и 
любом номере л сумма 

п 
. 

У [ан 
[==] 

ограничена суммой двойного ряда из модулей (1.130’). 
Теперь нам остается доказать, что суммы всех трех рядов 

(1.127), (1.130) и (1.137) совпадают 32. Обозначим через 5 
сумму двойного ряда (1.130). Очевидно, что и сумма ряда 
(1.137) равна $, так как в силу абсолютной сходимости этого 
ряда его сумма не меняется при изменении порядка следования 

32) Аналогичные рассуждения позволяют заключить, что и сумма повторного 
ряда (1.128) совпадает с суммами указанных трех рядов. 

3 Зак. 25
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его членов и этот порядок можно изменить так, что частичные 
суммы после изменения порядка будут содержать в качестве: 
подмножества частичные суммы Smn двойного ряда (1.130). 

Чтобы убедиться в том, что и сумма повторного ряда (1.127) 
также равна 5, достаточно заметить, что из сходимости рядов 
(1.139) вытекает сходимость рядов (1.126), и сослаться на тео- 
рему 1.21. Теорема 1.24 полностью доказана.



Глава 2 

ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ И РЯДЫ 

Для представления различных функций в математическом ана- 
лизе широко используются ряды и последовательности, членами 
жоторых являются не числа, а функции, определенные на некото- 
ром фиксированном множестве. 

Такие ряды и последовательности, называемые функцнио- 
жальными, всесторонне изучаются в настоящей главе. 

$ 1. ПОНЯТИЯ СХОДИМОСТИ В ТОЧКЕ И 

РАВНОМЕРНОЙ СХОДИМОСТИ НА МНОЖЕСТВЕ 

1. Понятия функциональной последовательности и функцио- 
нального ряда. Предположим, что на числовой прямой Е! или 
в т-мерном евклидовом пространстве £™ задано некоторое MHO- 
‚жество {x})). 

Если каждому числу п из натурального ряда чисел 1, 2, ... 
..., П, ... Ставится в соответствие по определенному закону неко- 
торая функция {м(х), определенная на множестве {xX}, то множест- 
во занумерованных функций f(x), fo(x), ..., ["(Х), ... мы и будем 
называтът функциональной последовательностью. 

Отдельные функции |„(Х) будем называть членами или эле- 
ментами рассматриваемой последовательности, а множество 
{x}, на котором определены все функции fn(X), будем называть 
областью определения этой последовательности. 

Заметим, что если область определения {х} является множест- 
вом в т-мерном евклидовом пространстве Е”, то каждая функция 
f(x) является функцией т переменных fn(x) =fn(%1, №, ..., Хт), 
rye Xj, Хо, ..., Xm — координаты точек х. 

Для обозначения функциональной последовательности мы, как 
правило, будем использовать фигурные скобки: {и (х) }. 

Рассмотрим функциональную последовательность {и„(х)}, об- 
‹ластью определения которой является некоторое множество {Хх}. 

Формально написанную сумму 

© 

У и. (x) =u, (Хи... Ш (+... (2.1) 

') В случае т-мерного евклидова пространства Е" элементами множества 
{x} являются точки x= (X41, X2, o., Xm) с координатами Хи, Хо, ..., Xm. 

of
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бесконечного числа членов указанной функциональной последова- 
тельности будем называть функциональным рядом. 

При этом отдельные функции и„(х) мы будем называть чле- 
нами рассматриваемого ряда, а множество {x}, на котором опре- 
делены эти функции, будем называть областью определе- 
ния этого ряда. 

Как и в случае числового ряда, сумму первых и членов функ- 
ционального ряда (2.1) будем называть 1-й частичной сум- 
мой этого ряда. 

Отметим, что изучение функциональных рядов совершенно экви-- 
валентно изучению функциональных последовательностей, HOO: 
каждому функциональному ряду (2.1) однозначно соответствует 
функциональная последовательность 

$1 (<), So(x), ..., Sa(x), ... (2.2). 

его частичных сумм и, наоборот, каждой функциональной после- 
довательности (2.2) однозначно соответствует функциональный 
ряд (2.1) с членами u(x) =S) (xX), un(X) =$.(х)—5,(х) при 
п—>2. 

Примеры. 1°. Рассмотрим последовательность функций 
{fn(x)}, каждая из которых определена на сегменте 0<х<! в 
имеет вид 

( лпх 1 | cos —— при <<, 
Г = 

\ 

На рис. 2.1 приведены графики функций } (+), fo(x) и | (х). Об- 
ластью определения функциональной последовательности (2.3) 

(2.3} 
при —<x<l. 

п 

(<) fo (x) fn (2) 
A A A 

1 7 7 

‚И | > | 
0 а 0 I Г! 1 т 

2 n 

Puc. 2.] 

является сегмент [0, 1]. Заметим, что каждая Функция fn(x) не- 
прерывна на сегменте (0, 1].
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-2°. Рассмотрим функциональный ряд 

и хи и | (xt y)" 24 1+) re a1 + Sey ee Gy SY (2.4) 
k=] 

областью определения которого является плоскость E?={—w< 
<х<о0, —©<у«о}. 

Используя разложение по формуле Маклорена функции 

PrP’ | ft 

ее... + Юн (и) 
11 2! п! 

(см. п. 2 б Эгл. 6 ч. 1), мы придем к выводу, что (п-1)-я час- 
тичная сумма 

ЕЕ СЕТ, 
ряда (2.4) отличается от функции е^+ на величину Ray (x+y), 
где А»! (и) — остаточный член в формуле Маклорена для е“. 

2. Сходимость функциональной последовательности (функцио- 
нального ряда) в точке и на множестве. Предположим, что 06- 
ластью определения функциональной последовательности (функ- 
ционального ряда) является множество {x} пространства Е". Фик- 
сируем произвольную точку Хо= (Xj, Xo, ..., Xm) множества {x} и 
рассмотрим все члены функциональной последовательности (функ- 
ционального ряда) в этой точке хо. При этом получим числовую 
последовательность (числовой ряд). 

Если указанная числовая последовательность (числовой ряд) 
сходится, то говорят, что функциональная последовательность 
(функциональный ряд) сходится в точке хо. 

Множество всех точек хо, в которых сходится данная функцио- 
нальная последовательность (функциональный ряд), называется 
областью сходимости этой последовательности (ряда). 

В конкретных ситуациях область сходимости может совпадать 
с областью определения, являться подмножеством области опре- 
деления или вообще быть пустым множеством. Соответствующие 
примеры приведены ниже. 

Предположим, что функциональная последовательность {fn(x)} 
имеет в качестве области сходимости некоторое множество {х}. 
Совокупность пределов, взятых для всех точек х множества {x}, 
порождает множество всех значений вполне определенной функ- 
ции f(x), определенной на множестве {x}. Эту функцию называют 
предельной функцией функциональной последовательности 

(fn (%) }. 
Аналогично, если функциональный ряд (2.1) имеет в качестве 

области сходимости некоторое множество {x}, то на этом множест-
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ве определена функция 5(х), являющаяся предельной функцией 
последовательности частичных сумм этого ряда и называемая его 
суммой. 

Последовательность (2.3) из рассмотренного в предыдущем 
пункте примера 1° имеет в качестве области сходимости весь сег- 
мент 0<х<1. В самом деле, fn(0)=1 для всех номеров пм, т. е. 
в точке х=0, последовательность (2.3) сходится к единице, Если 
же фиксировать любое x из полусегмента 0<x<l, то все функ- 
ции |"(х), начиная с некоторого номера (зависящего, конечно, от 
х), будут в этой точке х равны нулю. Отсюда следует, что в лю- 
бой точке x полусегмента 0<x<1 последовательность (2.3) схо- 
дится к нулю. 

Итак, последовательность (2.3) сходится на всем сегменте 
0х1 к предельной функции f(x), имеющей вид 

й при х=0, 

Г) = | 0`при O< x <1. 
График этой функции изображен на рис. 2.2. Сразу же отметим, 
что эта функция не является непрерывной на сегменте [0, 1] 
(она имеет разрыв в точке х=0 справа). 

Убедимся теперь в том, что ряд 
fla), (2.4) из рассмотренного в предыду- 

| щем пункте примера 2° имеет в ка- 
71$ честве области сходимости всю бес- 

конечную плоскость E?={—co<x< 
<со, —oo<y<oo}. 

В самом деле, вп. 2 § 9 мл. 6 
ч. | доказано, что остаточный член 
Rrii(u) в формуле Маклорена для 
функции е* стремится к нулю при 

—+ | = f->oco для любого вещественного и. 
0 7 2 Это и означает, что (п-+1)-я час- 

Рис 2.9 тичная сумма $5141 (х, и) ряда (2.4) 
О отличается от e*T¥ на величину 

Юл! (x+y), стремящуюся к нулю 
при N—>oo в каждой точке (x, и) плоскости E?, 

Итак, ряд (2.4) сходится на всей плоскости E2, и его сумма 
равна e*ty, 

3. Равномерная сходимость на множестве. Предположим, что 
функциональная последовательность 

й (х), fo(x), ..., fn(x), ... (2.5) 

сходится на множестве {x} пространства Е" к предельной функ- 
ции f(x). 

Опеределение 1. Будем говорить, что последовательность 
(2.5) сходится к функции f(x) равномерно на множестве 
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{x}, если для любого e>0 найдется номер N(e) такой, что для 
всех номеров п, удовлетворяющих условию п>М (её), и для всех 
точек х множества {х} справедливо неравенство 

| fn(*%)—f (x) | <e. (2.6) 

Замечание |. В этом определении весьма существенно TO, 
что номер № зависит только от зи не зависит от точек X, т. е. 
утверждается, что для любого =>0 найдется универсальный номер 
М№ (=), начиная с которого неравенство (2.6) справедливо сразу 
для всех точек x множества {x}. 

Замечание 2. Отметим, что равномерная на множестве {х} 
сходимость функциональной последовательности {„(х)} к функ- 
ции |(х) эквивалентна бесконечной малости числовой последова- 
тельности {en}, каждый член en которой представляет собой точную 
верхнюю грань функции |» (х) —{(х)| на множестве {x}. 

Замечание 3. Из определения | непосредственно вытекает, 
что если последовательность {»(х)} равномерно сходится к f(x) 
на всем множестве {x}, то {{„(х)} равномерно сходится к f(x) и 
на любом подмножестве множества {x}. 

Приведем пример, показывающий, что из сходимости функцио- 
нальной последовательности {fn(x)} на множестве {x} не вытекает, 
вообще говоря, равномерная сходимость {fn(x)} на этом мно- 
жестве. 

Обратимся к последовательности (2.3) из примера 1°, рассмот- 
ренного в п. 1. В п. 2 было доказано, что эта последовательность 
сходится на всем сегменте [0, 1] к предельной функции 

| при х=0, 

0 при О< хх 1. 

Докажем, что эта последовательность не сходится равномерно 
на [0, ||. 

Рассмотрим последовательность точек х„=1/(2п) (n=1, 2, ...), 
принадлежащих сегменту [0, 1]. В каждой из этих точек (т. е. для 
каждого номера п) справедливы соотношения 

f (x)= 

fa (a) =cos = Y*, Ца) =0. 
Таким образом, для любого номера п 

| in (Xn) —f (Xn) | = 72/2; 

следовательно, при e<V2/2 неравенство (2.6) не может выпол- 
няться сразу для всех точек x сегмента [0, 1] ни при одном HO- 
мере п. Это и означает отсутствие равномерной на сегменте |0, 1] 
сходимости рассматриваемой последовательности.
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Отметим, что рассматриваемая последовательность (2.3) схо- 
дится к предельной функции f(x) равномерно на каждом сегменте 
[6, 1], где 6 — любое фиксированное число из интервала 0<6<1. 
В самом деле, для любого выбранного 6 найдется номер №, на- 
чиная с которого все элементы [„(х) равны нулю на всем сегменте 
[6, 1]. Так как и предельная функция f(x) равна нулю Ha сегмен- 
те [6, 1], то левая часть (2.6) равна нулю на всем сегменте 
{6, 1], начиная с найденного номера №. Таким образом, начиная 
с номера №, неравенство (2.6) справедливо для всех х из сегмента 
[6, 1] при любом =>0. 
Определение 2. Функциональный ряд называется равно- 

мерно сходящимся на множестве {x} к сумме 5(х), 
если последовательность {$„(х)} его частичных сумм сходится 
равномерно на множестве {x} к предельной функции S (x). 

Заметим, что функциональный ряд (2.4) из примера 2° п. 1 
сходится к сумме е*+/ равномерно в круге х? + у?<7? произвольно- 
го фиксированного радиуса г. В самом деле, всюду в этом круге 
|x|<r, |y|<r, и потому |x+y|<|x|+|y|<27, откуда в силу 
опенки (6.62*) из п. 2 $ Эгл. 6 ч. 1 получаем, что всюду в указан- 
ном круге 

(гут 2 

(n +1)! 
г 

|Rati(x+y)| < 

Из последнего неравенства вытекает, что А, (х-+у) стремится 
к нулю при N—>oco равномерно в круге х? + у2<г?, а это и означает, 
что ряд (2.4) сходится равномерно в этом круге к сумме e*?Y, 

4. Критерий Коши равномерной сходимости последовательнос- 
ти (ряда). Справедливы следующие фундаментальные теоремы. 

Теорема 2.1. Для того чтобы функциональная носледова- 
тельность {fn(x)} равномерно на множестве {x} сходилась к неко- 
торой предельной функции, необходимо и достаточно, чтобы для 
произвольного =>0 нашелся номер N(e), гарантирующий справед- 
лизость неравенства 

[инь (х) — [а (х) | <в (2.7) 

для всех номеров п, идовлетворяющих условию n>N(e), всех 
натуральных р (р=1,2,...) и всех точек x из множества {х}. 

Теорема 2.2. Для того чтобы функциональный ряд 

у и, (x) (2.8) 
k=l 

равномерно на множестве {x} сходился к некоторой сумме, необхо- 
димо и достаточно, чтобы для произвольного =>0 нашелся номер 
№ (=), гарантирующий справедливость неравенства
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ГУ [< (2.9) 
kant 

для всех номеров п, удовлетворяющих условию п>М (её), всех на- 
туральных р (р=1,2,...) и всех точек x множества {x}. 

Достаточно провести доказательство только теоремы 2.1, так 
как теорема 2.2 является следствием теоремы 2.1 (заметим, что 
в левой части (2.9) под знаком модуля стоит разность Snip (X)— 
—5„(х) частичных сумм с номерами n+p и п функционального 
ряда (2.8)). 

Доказательство теоремы 2.1. Необходимость. Пред- 
положим, что последовательность {fn(x)} сходится равномерно на 
множестве {xX} к предельной функции f(x). Тогда, фиксировав 
произвольное =>0, мы найдем для него номер №(=) такой, что 
неравенство 

14) РО < (2.10) 

будет справедливо для всех номеров п, удовлетворяющих условию 
nN (=), и для всех точек x множества {x}. 

Если р — любое натуральное число, то при п>М№(=) номер 
n+p тем более будет удовлетворять условию п-+р>М (=), a по- 
этому для всех номеров п, удовлетворяющих условию NN (=), 
всех натуральных р и всех точек х множества {х} тем более будет 
справедливо неравенство 

Minto (X—F(X) <<. (2.11) 
Так как модуль суммы двух величин не превосходит суммы 

их модулей, то в силу (2.10) и (2.11) получим, что 

Fate (Х) —Fa (Х) [== | [бар (4) — 7 (х)] + F(X) —F «УИ $ 
< Ин (х)— Ра ИР) < = 

(для всех номеров п, удовлетворяющих условию п>М(=), всех 
натуральных р и всех х из множества {х}). Необходимость дока- 
зана. 

Достаточность. Предположим, что для произвольного =>0 cy- 
ществует номер N(e) такой, что неравенство (2.7) справедливо 
для всех номеров п, удовлетворяющих условию NN (gs), всех на- 
туральных р и всех точек х множества {х}. 

Из неравенства (2.7) и из критерия Коши сходимости число- 
вой последовательности (см. п. 3 § 3 гл. 3 4. 1) вытекает сходи- 
мость последовательности {„(х)} в каждой точке х мяосжества 
{x} и существование определенной в каждой точке х множества 
(x} предельной функции f(x).
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Фиксировав произвольный номер п, удовлетворяющий условию 
п>М (=), и произвольную точку х множества {x}, перейдем в нера- 
венстве (2,7) к пределу при poo. Используя теорему 3.13 п. 4 
$ l гл. 3 4a. 1, мы получим, что для произвольного номера п, 
удовлетворяющего условию п>М (=), и произвольной точки х MHO- 
жества {х} справедливо неравенство 

| f (x) Ра (х) |<e<2e. 

Это и доказывает, что последовательность {fn(x)} сходится 
к предельной функции {(х) равномерно на множестве {x}. Доста- 
точность доказана. 

Наличие критерия Коши не снимает вопроса об установлении 
удобных для приложений достаточных признаков равномерной 
сходимости функциональных последовательностей и рядов, к ко- 
торому мы сейчас и переходим. 

$ 2. ДОСТАТОЧНЫЕ ПРИЗНАКИ РАВНОМЕРНОЙ 
СХОДИМОСТИ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ И РЯДОВ 

В п. 1$ 1 мы убедились в том, что изучение функциональных 
рядов эквивалентно изучению функциональных последовательнос- 
тей. С этой точки зрения каждый признак равномерной сходимос- 
ти имеет две эквивалентные формулировки: одну в терминах 
функциональных рядов, а другую — в терминах функциональных 
последовательностей. В зависимости от удобства мы будем форму- 
лировать устанавливаемые признаки либо в терминах последо- 
вательностей, либо в терминах рядов (а иногда будем приводить 
обе эквивалентные формулировки). 

Теорема 2.3 (признак Вейерштрасса). Если функциональ- 
ный ряд 

У и (x) (2.12) 

определен на множестве {x} пространства E™ и если существует 
сходящийся числовой ряд 

у Cp (2.13) 

такой, что для всех точек x множества {x} и для всех номеров Ё 
справедливо неравенство 

| n(x) | <сь, (2.14) 

то функциональный ряд (2.12) сходится равномерно на множестве 
{х}.
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Доказательство. Фиксируем произвольное =>0. Так как 
числовой ряд (2.13) сходится, то в силу критерия Коши сходимос- 
ти числового ряда (см. теорему 1.1 из гл. 1) найдется № (=) такое, 
YTO 

n+p 

у. с, <8 (2.15) 
R=n+1 

для всех номеров п, удовлетворяющих условию NSN (=), и всех 
натуральных р. 

Из неравенств (2.14) и (2.15) и из того, что модуль суммы р 
слагаемых не превосходит сумму их модулей, получаем 

n+p ntp n+p 

Ушу ш<У a<e 
К==п-Е1 k=n+1 k=n-+1 

(для всех номеров п, удовлетворяющих условию NN (e), всех 
натуральных р и всех точек х множества {х}). 

В силу критерия Коши равномерной сходимости (см. теоре- 
му 2.2) ряд (2.12) сходится равномерно на множестве {х}. Теорема 
доказана. 

Замечание 1. Признак Вейерштрасса кратко может быть 
сформулирован так: функциональный ряд сходится равномерно 
на данном множестве, если его можно мажорировать на этом 
множестве сходящимся числовым рядом. 

Замечание 2. Признак Вейерштрасса является достаточ- 
ным, но не необходимым признаком равномерной сходимости 
функционального ряда. В самом деле, функциональный ряд 

у (— р xk 

R=] 

сходится равномерно на сегменте 0<х<\1 к сумме 1п(1+х), по- 
скольку (см. п. 2 $ Эгл. 6 ч. 1) разность между 1п (1-х) и п-й ча- 
стичной суммой этого ряда, равная остаточному члену Аи! (х) в 
формуле Маклорена для функции In(l+x), для всех x из сегмен- 
та 0<х<1 удовлетворяет неравенству 

. | Rati (x) |<1/(n4+1). 

Однако для данного функционального ряда не существует на 
сегменте 0<х<1 мажорирующего его сходящегося числового ря- 
да, так как для каждого номера Ё 

(— 1х 

Ё 
tI 
Ь 3 

— 
— sup | 

xEf0,19 

co 1 
а числовой ряд >, k расходится, 

k=l
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Применим признак Вейерштрасса для установления равномер- 
ной сходимости функционального ряда 

yy sin (k2x + ky + 2) 

45 k2 | 
k=! 

Можно утверждать, что этот ряд сходится равномерно во всем 
трехмерном евклидовом пространстве Ё3, так как для любой точ- 
ки (х, у, 2) этого пространства он может быть мажорирован схо- 

co 

дящимся числовым рядом у a 

k=l 
Теорема. 2.4 (признак Дини?)). Если последовательность 

{fn(x)} не убывает (или не возрастает) в каждой точке х замкну- 
того ограниченного множества {x} пространства E™ yw сходится 
на этом множестве к предельной функции f(x) и если все члены 
последовательности |,(х) и предельная функция f(x) являются 
непрерывными на множестве {x}, то сходимость последовательно- 
сти {f,(x)} является равномерной на множестве {x}. 

Доказательство. Не ограничивая общности, предполо- 
жим, что последовательность {„(х)} не убывает на замкнутом 
ограниченном множестве {х} (случай невозрастающей последова- 
тельности сводится к этому случаю умножением всех элементов 
последовательности на число — 1). Положим r,(x) =f (x) — Г, (х). 
Последовательность {г„(х)} обладает следующими свойствами: 

1) все r,(X) неотрицательны и непрерывны на множестве {x}; 
2) {r,(x)} не возрастает на множестве {x}; 
3) в каждой точке х множества {х} существует предел 

lim r, (х) =0. 
now 

Достаточно доказать, что последовательность {7„(х)} сходится 
к тождественному нулю равномерно на множестве {x}, т. е. что 
для любого =>0 найдется хотя быодин номер п такой, что 
гл (Хх) <= для всех х из множества {x}. (Тогда в силу невозраста- 
ния последовательности {7„(х)} неравенство r,(x)<e будет спра- 
ведливо и для всех последующих номероь.) 

Допустим, что для некоторого =>0 не найдется ни одного но- 
мера п такого, что /„(х)<г сразу для всех х из множества {x}. 
Тогда для любого номера п найдется хотя бы одна точка X, мно- 
жества {х} такая, что 

гп (Хи) >в. (2.16) 

В силу ограниченности множества {x} и теоремы Больцано— 
Вейерштрасса (см. теорему 12.1 ч. 1) из последовательности то- 

2) Улисс Дини — итальянский математик (1845—1918).
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чек {Xn} можно выделить подпоследовательность точек {<n}, 

сходящуюся к некоторой точке хо, принадлежащей в силу замк- 
нутости множества {х} этому множеству. Так как каждая функ- 
WHA fm(x) (с любым номером т) являегся непрерывной в точке 
Хо, ТО для любого номера т 

lim lm (Хп,) = Г (Хо). (2.17) 

С другой стороны, выбрав для каждого номера т превосходя- 
чций его номер п», получим (в силу невозрастания последователь- 
HOCTH Гт (Хх) ) 

Pin (Xn,) Z Tn, (Xn,). 

Сопоставление последнего неравенства с неравенством (2.16), 
справедливым для любого номера п, дает оценку 

rm (хи, >в (2.18) 

{для любого номера п», превосходящего фиксированный нами 
произвольный номер т). 

Из (2.17) и (2.18) вытекает, что 

rm (Хо) Se 

{для любого номера т), а это противоречит сходимости последо- 
вательности {fm(x)} в точке хо к нулю. Полученное противоречие 
доказывает теорему. 

Замечание 3. В теореме Дини весьма существенно требо- 
вание монотонности последовательности {/,(x)} на множестве {x}, 
так как немонотонная на множестве {х} последовательность не- 
прерывных на этом множестве функций может сходиться в каж- 
OH точке x множества {x} к непрерывной на этом множестве 
функции f(x), HO не сходиться равномерно на множестве {x}. 

Примером может служить последовательность функций {f,(x)}, 
для которой {|„(х) равна sinnx при O<x<n/n и равна 
нулю при л/п<х<л. Эта последовательность сходится к f(x) =0 
в каждой точке сегмента 0О<х<л, HO не сходится на этом сег- 
менте равномерно, так как |fn(Xn)—f(xn)|=1 при х„==л/2н 
‚Для всех номеров п. 

Приведем эквивалентную формулировку теоремы Дини в тер- 
минах функциональных рядов. 

Теорема 2.4*. Если все члены функционального ряда не- 
прерывны и неотрицательны (или неположительны) на замкну- 
том ограниченном множестве {х} и если в каждой точке множест- 
за {x} этот ряд сходится и сумма его является непрерывной на 
‚множестве {х} функцией, то его сходимость является равномерной 
ча множестве {x}.
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В качестве примера применения признака Дини изучим вопрос 
о характере сходимости последовательности 

{(x?+ 9?) "} 

в круге x2+y’?<1/4 радиуса 1/2 с центром в точке (0, 0). Сходи- 
мость является равномерной в этом круге, так как рассматривае- 
мая последовательность сходится в каждой точке этого круга к 
предельной функции f(x, у) =0, не возрастает в каждой точке 
круга и состоит из функций, непрерывных в нем. 

Чтобы сформулировать еще два признака равномерной сходи- 
мости функциональных рядов, введем некоторые новые понятия. 

Определение 1. Последовательность {„(х)} называется 
равномерно ограниченной нх множестве {x}, если су- 
ществует такое вещественное число М>0, что для всех номеров 
п и всех точек х множества {х} справедливо неравенство 

fn (х) | <M. 

Определение 9. Функциональная последовательность 
{u,(%)} называется последовательностью обладающей на 
множестве {x} равномерно ограниченным изме- 
нением, если функциональный ряд 

| =) 

у | Ursa (X)— Up (Х) | (2.19} 
k=] 

сходится равномерно на множестве {x}. 
Отметим сразу же, что всякая последовательность, обладаю- 

щая на множестве {х} равномерно ограниченным изменением, схо- 
дится равномерно на множестве {х} к некоторой предельной 
функции. В самом деле, из равномерной на множестве {х} сходи- 
мости ряда (2.19) и из критерия Коши вытекает равномерная нг 
множестве сходимость ряда 

oa 

У [err (x)—% (x)], (2.19’} 
Ка] 

п-я частичная сумма S,(x) которого имеет вид $„(х) = (x) — 
— Uv, (х). 

Из последнего равенства вытекает равномерная сходимость. 
последовательности {„(х)} к предельной функции u(x), равной 
S (x) + и, (х), где S(x) — сумма ряда (2.19’). 

Теперь мы можем сформулировать и доказать следующие два 
признака.
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Теорема 2.5 (первый признак Абеля). Если функциональ- 
mold ряд (2.1) 

и, (2) 

обладает равномерно ограниченной на множестве {x} последова- 
тельностью частичных сумм, а функциональная последователь- 
ость {9„(х)} обладает равномерно ограниченным на множестве 
{x} изменением и имеет предельную функцию, тождественно рав- 
чую нулю, то функциональный ряд 

oo 

У [4n (*) an (%)] (2.20) 
n=1 

сходится равномерно на множестве {x}. 
Доказательство. По условию существует число М>0 та- 

кое, что последовательность $„(х) частичных сумм ряда (2.1) 
для всех номеров и и всех точек х из множества {x} удовлетво- 
ряет неравенству |S, (х) | < М. 

Фиксируем произвольное =>0 и по нему номер № такой, что 
для всех п, превосходящих N, всех натуральных р и всех точек x 
множества {х} справедливы неравенства 

[On (x) 7 (2.21) 
ntp—-i 

У пы < (2.22) 
Е=п-| 

{Здесь мы воспользовались равномерной на множестве {х} схо- 
„димостью последовательности {0„(х)} к нулю и равномерной на 
множестве {х} сходимостью ряда (2.19).) 

В силу тождества Абеля (1.77) и в силу того, что модуль сум- 
‘мы трех величин не превосходит сумму их модулей, имеем 

| у [м (x) % (xD) | < | x $ (2) [Op (4) — вы (x)] | + 
k==n+1 k=n+ 

. +415, (х) |. [91 (Х) |. 

Учитывая, что для всех номеров п и всех х из {х} справедливо 
неравенство |S, (х) | <М, получим 

n+p n+p—l 

| У, [4e(*) % (x)] | SM У шиноби (*)| + 
kumn+] &—=п--] 

+М [ово (0) | + М [а 69.
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Сопоставление последнего неравенства с (2.21) и (2.22), поз- 
воляет записать неравенство 

n+p 

У [4s (x) ee (*)] | < г, 
k=n+1 

справедливое для всех номеров пл, превосходящих М, всех нату- 
ральных р и всех точек х множества {х}, а это и означает, что 
ряд (2.20) сходится равномерно на множестве {х} (в силу теоре- 
мы 2.2). Теорема доказана. 

Теорема 2.6 (второй признак Абеля). Если фиункциональ- 
ный ряд (2.1) сходится равномерно на множестве {х} к сумме 
S(x), ограниченной на этом множестве, а функциональная по- 
следовательность 0.(х)} обладает равномерно ограниченным на 
множестве {х} изменением и имеет ограниченную на этом множе- 
стве предельную функцию v(x), то функциональный ряд (2.20) 
сходится равномерно на множестве {х}. 

Доказательство. Будем исходить из тождества Абеля 
(1.77). Это тождество можно переписать в виде 

n+p n+p—1 

у. Uy (x) 0» (xX) == у Sp (x) [Ug (4) — два (х)] + 
k=n+1 k=n+1 

+ [Sntp (*)—Sp (х) | On gp (х) + Sp (х) [Onto (*)— On (%)]. 

(Здесь символом $,(х) обозначена Ё-я частичная сумма ряда 
(2.1).) 

Из последнего тождества вытекает неравенство 

n+p ntp—l 

| у и (X) Up (x) |< у 15 | [Uep1 (х)— 9» (x) [| + 
kontl k=en+1 

+ | $141 (x) — $1 (х) [+ [пр (4) + [$1 (4) | + [б-р (4) — Ong (Х) |. (2.23) 

Так как по условию сумма S(x) ряда (2.1) и предельная функ- 
ция v(x) последовательности {v,(x)} ограничены на множестве 
{x}, то найдутся постоянные М, и М. такие, что для всех X из 
множества {х} , 

|3 (%) |<Мь |9(х)|<М» (2.24) 
Из неравенств (2.24) и из равномерной на множестве {x} схо- 

димости последовательностей {S,(x)} и {9,„(х)} к предельным 
функциям S(x) и u(x) соответственно вытекает существование 
такого номера Nj, что для всех точек х множества {x} и всех но- 
меров п, удовлетворяющих условию п>М№!, будут справедливы 
неравенства 

19а (х) |5М.-+1, |on(x)|<Meo+1. (2.25).



$ 2. Достаточные признаки равномерной сходимости 8} 

Далее, из равномерной на множестве {x} сходимости функ- 
циональных рядов (2.1) и (2.19) и из критерия Коши равномер- 
ной сходимости вытекает, что для произвольного =>0 найдутся 
номера №2(=) и N3(e) такие, что неравенство 

Sn+p(x)—S,, (x : 2.26): | +p (x) (*)| < (м. ( } 

будет справедливо для точек x множества {x}, всех натуральных 
ри всех номеров п, удовлетворяющих условию п>М. (2), а нера- 
венство 

ntp—~l 

| Ve (x) — 0, (x) | < 
R-on+1 

g 

3 (М, + 1) 
(2.27) 

— для всех точек х множества {x}, всех натуральных р и всех но- 
меров п, удовлетворяющих условию и М: (=). 

Наконец, из тождества 

ntp—1l 

Untp(X)—Un (x)= Yo [vers (X)—e (|, 
k=an+1 

из вытекающего из него неравенства 

n+p—l 

[ов-ьр (Хх) — 9 (х)| < У |e (4) —2 (x) 
в=п-} 

и из неравенства (2.27) получаем 

|Untp(X)—Un (x) | < 
le 

3 (M; + 1) 
(2.28) 

для всех точек x множества {x}, всех натуральных р и всех HO- 
меров 7, удовлетворяющих условию и>М№3 (г). 

Обозначим через N(e) наибольший из трех номеров N;, No(s), 
и №(=). Тогда при я>М№ (8) для всех точек х множества {x} и 
всех натуральных р будет справелливо каждое из четырех нера- 
венств (2.25)— (2.28). 

Из этих неравенств и из (2.23) вытекает, что 

np 

Vu (x) (0) |<e 
ИН 

при всех л>М (=), всех натуральных р и для всех точек х MHO- 
жества {x}. 

В силу критерия Коши ряд (2.20) сходится равномерно на 
множестве {x}. Теорема доказана.
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Следствие из теоремы 2.5 (признак Дирихле — Абеля). 
Если функциональный ряд (2.1) обладает равномерно ограничен- 
ной на множестве {х} последовательностью частичных сумм, а 
финкциональная последовательность {Uy (х)} не возрастает в каж- 
дой точке множества {x} и равномерно на этом множестве схо- 
дится к нулю, то функциональный ряд (2.20) сходится равно- 
мерно на множестве {x}. 

Достаточно заметить, что невозрастающая в каждой точке 
множества {х} и сходящаяся равномерно на этом множестве к 
нулю последовательность {7„(х)} заведомо обладает на множест- 
ве {x} равномерно ограниченным изменением, так как для нее 
п-я частичная сумма э„(х) ряда (2.19) равна 9,(х) — о, (Х). 
Поэтому существует равномерный на множестве {х} предел 

lim S, (x) = Им [v, (x)—vn41 (х)] = (x). 

В качестве примера изучим вопрос о равномерной сходимости 
pana 

sin Rx (2 29) 

ЕН (E+ 1х8 | ) 

Так как последовательность 

| 

n+ (1-Е [x])" 
Un (x) = 

не возрастает в каждой точке бесконечной прямой —co<X¥<00 и 
равномерно на этой прямой сходится к нулю, то в силу признака 
Дирихле—Абеля ряд (2.29) сходится равномерно на любом MHO- 
жестве, на котором ряд 

sin kx (2.30) 
k=l 

обладает равномерно ограниченной последовательностью частич- 
ных сумм. 

Для вычисления п-й частичной суммы $„(х) ряда (2.30) про- 
суммируем тождество 

. . | | 
2 sin—— sin kx == cos (2 —=. х— COS | +5) x 

2 2 2 

по всем номерам & от 1 до п. При этом получим соотношение 

. | 
2 sin— S, (x) = COs —-— cos (x +- >) x,
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из которого вытекает равенство 

cos > — cos (n+ x 

S, (x) =—— - 
х 

2 sin—— 
2 

Следовательно, для всех номеров п справедливо неравенство, 

15, (х)[ < 
„= | in—— 
9170 

которое означает, что последовательность частичных сумм ряда 
(2.30) равномерно ограничена на любом фиксированном сегмен- 
Te, не содержащем точек хв=2лт, где т=0, +1,... (так как на 

. x 
любом таком сегменте т имеет положительную TOU 

ную нижнюю грань). 
Итак, ряд (2.29) сходится равномерно на любом фиксирован- 

ном сегменте, не содержащем точек хж=2лт, т=0, =1,... 
В силу второго признака Абеля можно утверждать, что ряд 

co 

У sin kx ja} 

k++ |x)e] k+4 Ix 
=a 

также сходится равномерно на любом сегменте, He содержащем: 
точек хи—=2лт, т==0, +£1,..., поскольку ряд (2.29) равномерно 
сходится на таком сегменте, причем к ограниченной сумме, а по- 

Ш ЕТ . следовательность и, = bt Isl обладает равномерно ограни-- 
x 

ченным Ha любом сегменте изменением (так Kak ряд 

co 

= y ] 
0 — = 

> ыы aed (+ ео 

на всей прямой мажорируется сходящимся числовым рядом’ 
jes] 

1 т © it) 

Ma) и на всей прямой сходится равномерно к ограниченной 

р 
функции v(x) ==1. 

$ 3. ПОЧЛЕННЫЙ ПЕРЕХОД К ПРЕДЕЛУ 

0 

Рассмотрим произвольную точку х пространства Е” и произ- 
вольное множество {x} пространства Е”, для которого эта точка
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0 

является предельной. При этом точка х может сама не принад- 
лежать множеству {х}. 

Теорема 2.7. Если функциональный ряд 

у и, (x) (2.31) 
heal 

CXOOUTCA равномерно на множестве {x} к сумме S(x) и у всех 
0 

членов этого ряда существует в точке х предел 

lim Up (x) = bp, 

0 
х—х 

0 

то и сумма ряда $ (х) имеет в точке х предел, причем 

хх k=l Poe k= 

т. е. символ lim предела и символ УХ суммирования можно пере- 
ставлять местами (или, как говорят, к пределу можно перехо- 
дить почленнод). 

Доказательство. Сначала докажем сходимость числово- 
fe) 

го ряда »> b,. В силу критерия Коши, примененного к функцио- 

k=l 
нальному ряду (2.31), для любого г>0 найдется номер М№(=) Ta- 
кой, что 

|Unti (Х) Е Иль (Х) +... Н иль (Хх) | <в (2.33) 
для всех номеров пл, удовлетворяющих условию NN (=), всех Ha- 
туральных р и всех точек х множества {х}. Считая в неравенстве 
(2.33) фиксированными номера п и р и переходя в этом неравен- 

0 

стве к пределу при х-+х (такой предельный переход можно 
осуществить по любой последовательности точек множества {x}, 

0 

сходящейся к точке х), получим 

[а Вино... Е Onip|<e<26e 

(для каждого n>N(e) и каждого натурального р). В силу кри- 

терия Коши ряд Yb, сходится, 
k=l 

Оценим теперь разность 

S ()—5 ‘b, 
k =I
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для всех точек x множества {x} из достаточно малой окрестности 
0 

точки х. Так как 
co 

5 (x)=$° и (x) 
=] 

для всех точек x множества {x}, то для любого номера п справед- 
ливо тождество 

59—У „= [у (9 — у. В, + х и, (х)— у Drs 
Rul =n+1 k=n+l 

Из которого получаем неравенство 

|59-У | < yay be + y Hel] +h х fp (2.34) 

справедливое для всех точек х множества {x}. 

Фиксируем произвольное =>0. Так как ряд у 5b, сходится, 
ke=l 

co 

а ряд у. и, (Х) сходится равномерно на множестве {x}, то для 
k=l 

фиксированного =>0 найдется номер п такой, что для всех точек 
х множества {х} 

co 

У, |< У ue (9) <> (2.35) 
k=n-+] k=n+1 

Так как предел конечной суммы равен сумме пределов слагае- 
мых, TO для фиксированного нами =>0 ‘и выбранного номера п 
можно указать 6>0 такое, что 

Уши-Уь 
R=] k=] 

(2.36) 

для всех точек х множества {x}, удовлетворяющих условию 0« 
0 

«р(х, х) < 65. — Из (2.34) —(2.36) следует, что для всех таких х 

|59)—у. 6, | < г. 
Rez] о 

Это доказывает существование предела S(x) в точке x, а 
следовательно, и справедливость равенства (2.32). Теорема дока- 
зана.
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В терминах функциональных последовательностей теорема 2.7 
звучит так: 

Теорема 2.7*. Если функциональная последовательность 
{fn(x)} сходится равномерно на множестве {x} к предельной 
функции f (x) и все элементы этой последовательности имеют 

предел в точке Xx, то и предельная функция f(x) имеет предел в 
0 

точке xX, причем 

lim f (x) =lim (Lim f, (x) = lim (Lim f, (x), 
0 N-+>a@ n> oo 

XX хэх хх 

т. е. символ Пт предела последовательности и символ И 
Пс 0: 

Хх № 

предела функции можно переставлять местами (или, как говорят, 
0 

к пределу при х—х можно переходить почленно). 
Следствие | из теоремы 2.7. Если в условиях теоре- 

0 
мы 2.7 дополнительно потребовать, чтобы точка х принадлежа- 
ла множеству {x} и чтобы все члены ик(х) функционального ряда 

0 

(2.31) были непрерывны в точке x, то и сумма $(х) этого ряда 
0 

будет непрерывна в точке х. 
0 

В самом деле, в этом случае 6, =и,(х) и равенство (2.32) при- 
нимает вид 

co 

lim S (x) =y и, (x) =5 (x), 
х->х k=1 

0 

а это и означает непрерывность суммы S(x) в точке х. 
Следствие 2 из теоремы 2.7. Если все члены фиунчк- 

ционального ряда (функциональной последовательности) непре- 
рывны на плотном в себе множестве {х}3 и если этот функцио- 
нальный ряд (эта функциональная последовательность) сходится 
равномерно на множестве {x}, то и сумма укаванного ряда (пре- 
дельная функция указанной послебовательности) непрерывна на 
множестве {x}. 

Для доказательства, достаточно применить предыдущее след- 

ствие к каждой точке х множества {х}. 

3) Напомним, что множество {x} называется плотным в себе, если 
каждая его точка является предельной точкой этого миожества.
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$ 4. ПОЧЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ И ПОЧЛЕННОЕ 

ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ 

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ И РЯДОВ 

1. Почленное интегрирование. Докажем следующую основную 
теорему. 

Теорема 2.8. Если функциональная последовательность 
{7n(x)} сходится к предельной функции f(x) равномерно на сег- 
mente [a, 6] и если каждая функция |„(х) интегрируема на сег- 
менте [а, 6], то и предельная функция f(x) интегрируема на этом 
сегменте, причем указанную последовательность можно интегри- 
ровать на сегменте [а, 6] почленно, т. е. предел 

b 

lim \ f(x) dx 
по 

b 
существует и равен | f(x)dx. 

Доказательство. Сначала докажем, что предельная функ- 
ция f(x) интегрируема на сегменте [a, 6]. 

Фиксируем произвольное &>0. Достаточно доказать, что для 
предельной функции f(x) найдется хотя бы одно разбиение сег- 
мента [a, 6], для верхней суммы $ и нижней суммы 5 которого 
справедливо неравенство S—S<e (см. п. 1$ 3 гл. 9 ч. 1). © 

Для этого достаточно доказать, что для фиксированного нами 
произвольного &=>0 найдется такой номер п, что для любого 
разбиения сегмента [а, Dj верхняя сумма S и нижняя сумма 5 
Функции f(x) и верхняя сумма Sy, и нижняя сумма S, функции 
{^(х) связаны неравенством 

S—s <(S,—s,) +. (2.37) 

{В самом деле, если для любого разбиения будет доказана спра- 
ведливость для некоторого номера п неравенства (2.37), то в 
силу интегрируемости на [а, 6] функции [,(x) разбиение можно 

€ 
выбрать так, что будет справедливо неравенство S,—s,< >, 

из которого в силу (2.37) следует S—s<e, что и завершает до- 
казательство интегрируемости на [a, 5] функции [(х).) Рассмот- 
рим произвольное разбиение {xp} (#=1, 2,...,т) сегмента [а, 6] 
и обозначим символом ®ь([„) колебание *) на Ё-м частичном сег- 
менте [X,-1, Xn] функции [„(х), а символом в» ({) колебание на 
TOM же частичном сегменте предельной функции f(x). 

“) Напомним, что колебанием функциин на любом сегменте назы- 
вается разность между точной верхней и точной нижией гранями этой функции 
на указаином сегмеите.
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Неравенство (2.37) будет доказано, если мы установим, что 
для достаточно большого номера п справедливо неравенство 

«($ Oh) +55 > (2.38) 

(В самом деле, умножая (2.38) на длину Ахь=хь — хи! Частич- 
ного сегмента [Xx-1, xx] и суммируя получающееся при этом не- 
равенство по всем k=], 2,..., т, получим неравенство (2.37).) 

Установим для любого частичного сегмента [хь1, Xx] и для 
любого достаточно большого номера HN справедливость неравен- 
ства (2.38). Для любого номера п и любых двух точек x’ их” 
сегмента [хь—1, Xx] справедливо тождество 

(хх) = (FO) FD) + FEF] А), 
из которого вытекает неравенство 

РА И) АРЕНА) РЕ A A) ФР. 
(2.39) 

В силу равномерной Ha сегменте [a, b] сходимости последова- 
тельности {f,(x)} к функции f(x) для фиксированного нами про- 
извольного &>0 найдется номер п такой, что для всех точек х 
сегмента [а, 6] 

|, (х)—/ (<)! < tena’ (2.40) 

Используя в правой части (2.39) неравенство (2.40), взятое 
для точки х=х’ и для точки х=х”, получим из (2.39) 

ЛЬ Лт (2.41) 

(для выбранного нами достаточно большого номера п и для лю- 
бых двух точек х’и xX” сегмента [Xx-1, Xx] ). 

Так как при любом расположении точек х’и х” на сегменте 
[Xn-1, X,] справедливо неравенство 

| Fn (4°) — fa (х”) | Son (fn), 
то из (2.41) получим 

F(x") —F A(X) | < Op Fn) + baa . (2.42) 

Заметим, что неравенство (2.42) справедливо при любом pac- 
положении точек x’ и х” на частичном сегменте [хь-1, Xai. 

Обозначая точную верхнюю и точную нижнюю грани функции 
f(x) на указанном частичном сегменте соответственно через Мь 
и ть, в силу определения точных граней найдем две последова- 
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тельности точек {хр} и {хр”} (p==1, 2,...) сегмента [хь—, Xz] та- 
кие, что 

lim х, = Мь, lim х, = fy. 
р-— оо р-— со 

В силу (2.42) для любого номера р 

РОТ < Oe fn) + 5 (2.43) 
а) 

Переходя в неравенстве (2.43) к пределу при poo и замечая, 
что предел левой части (2.43) равен М, — т, =» (Г), получим в 
пределе из (2.43) требуемое неравенство (2.38). 

Таким образом, доказательство интегрируемости предельной 
функции f(x) на сегменте [a, 6] завершено. 

Заметим, что если бы мы в условиях теоремы 2.8 дополнитель- 
но потребовали непрерывности каждой функции [„(х) на сегмен- 
те [а, 6] (что делается в большинстве учебников по математиче- 
скому анализу), то доказательство интегрируемостй предельной 
функции f(x) на сегменте [а, 65|] стало бы совсем тривиальным: 
в силу следствия 2 из теоремы 2.7 при таком дополнительном 
требовании предельная функция f(x) являлась бы непрерывной 
на сегменте [а, 6], а потому и интегрируемой на этом сегменте. 

Остается доказать второе утверждение теоремы 2.8 о том, что 
интегрирование последовательности {f,(x)} на сегменте [а, 6] 
можно производить почленно. Достаточно доказать, что для лю- 
бого =>0 найдется номер N(e) такой, что для всех п>М (=) 

b 6 

| сдае— | Года] < в. 

Но это вытекает из того, что в силу равномерной сходимости 
{fn(x)} к f(x) на сегменте [a, 6] существует номер N(e) такой, 
что для всех х из сегмента [а, 6] и для всех номеров A, удовле- 
творяющих условию nN (e), 

и. (2.44) 
Из неравенства (2.44) и из известных оценок из теории опре- 

деленного интеграла?) получим 

5) Имеются в виду следующие установленные в п. 2 6 4 гл. 9 ч. | оценки: 
1) если fs) интегрируема Ha [а, 5], то и |F(x)| интегрируема на fa, 6], при- 

b . 

чем |} F(x) dx| < SIF (x) lax 2) если f(x) и g(x) интегрируемы Ha сегмен- 

а а 
b b 

те [а, 6] и всюду на этом сегменте f(x) <g(x), то ШО ах < g(x) ах. 

а я
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(pte =— [5 || (и. (x)—f (x)] ax| < 

b b 

< а | dea <e. 

Доказательство теоремы 2.8 полностью завершено. 
Приведем формулировку теоремы 2.8 в терминах функцио- 

нальных рядов: 
Теорема 2.8*. Если функциональный ряд 

у Up (x) 
k=l 

сходится к своей сумме S(x) равномерно на сегменте [а, 5] в 
если каждый член этого ряда ик(х) представляет собой функцию, 
интегрируемую на сегменте [a, 6], то и сумма S(x) интегрируема 
на сегменте [а, 6], причем указанный ряд можно интегрировать 
на сегменте [а, 6] почленно, т. е. можно утверждать, что чис- 
ловой ряд 

со b 

у \ 4s (x) dx 
=la 

b 
сходится и имеет своей суммой | S(x) ax. 

a 

Замечание. В следующей главе будет указан аналог тео- 
ремы 2.8 (см. теорему 3.9) для случая, когда функциональная 
последовательность определена и интегрируема в некоторой об- 
ласти т-мерного евклидова пространства ЕЁ” (при т>2). 

2. Почленное дифференцирование. В дальнейшем под словами 
«функция f(x) имеет производную на сегменте [а, 6] » мы будем 
подразумевать, что функция [(х) имеет обычную (двустороннюю) 
производную в любой внутренней точке сегмента [а, 6], правую 
производную [’(а-0) в точке а и левую производную f’(b —0) в 
точке 6. 

Теорема 2.9. Если каждая функция |,(х) имеет производ- 
ную на сегменте [а, 5], причем последовательность производных 
сходится равномерно на сегменте [а, 6], а сама последователь- 
ность {fn(x)} сходится хотя бы в одной точке ху сегмента [a, 5], 
то последовательность {{,(х)} сходится к некоторой предельной 
функции f(x) равномерно на сегменте [а, 8], причем эту после- 
довательность можно дифференцировать на сегменте [a, 6] no- 
членно, т. е. всюду на сегменте [а, b] предельная функция
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имеет производнуию® f’(x), являющуюся предельной функцией 
последовательности {»„'(х)}. 

Доказательство. Докажем сначала, что последователь- 
ность {f,(x)} сходится равномерно на сегменте [а, 6]. Из сходи- 
мости числовой последовательности {f/,(xo)} и из равномерной на 
сегменте [a, 6] сходимости {fn’(x)} следует, что для любого =>0 
найдется номер М№(=) такой, что 

Into (%0)— Fn (%0)| <, дк < GE (2.45) 

для всех п>М (=), всех натуральных р и для всех х из сегмента 
[a, 6]. 

Пусть х— произвольная точка сегмента [а, 6]. Так как 
для функции [[+р( —fn(t)] при любых фиксированных номе- 
pax ли р выполнены на сегменте, ограниченном точками х и Xp, 
все условия теоремы Лагранжа, то между х и хо найдется точка 
2 такая, что 

[fnt-p (х) — fn (х)] — [ар (Хо) — Fn (хо)] = [р (5) —fr (Е)1(х— о). 

Из этого равенства и из того, что модуль суммы двух величин 
не превосходит сумму их модулей, получим, учитывая (2.45) и 
неравенство |х— |< — а, что 

| fn+p (x) — [ (х) | <в 

{для любого x из [а, 6], для любого и>М (=) и любого натураль- 
ного р). 

Это и означает в силу критерия Кощи, что последовательность 
{fn(x)} сходится равномерно на сегменте [а, 6] к некоторой пре- 
дельной функции [(х). 

Остается доказать, что эта предельная функция в любой 
фиксированной точке х сегмента [а, 6] имеет производную (в 
граничных точках одностороннюю производную) и эта производ- 
ная является предельной функцией последовательности {{»’(х)}. 

Фиксируем произвольную точку х сегмента [а, 6] и по ней 
6>0 такое, чтобы 6-OKpecTHOCTh точки х целиком содержалась в 
[а, 6] (в случае, если x является граничной точкой сегмента [а, 
6] под 6-окрестностью точки x будем подразумевать правую по- 
луокрестность [a, a+6) точки а и левую полуокрестность (6—5, 
5] точки В). 

Обозначим символом {Ах} множество всех чисел Ах, удовле- 
творяющих условию 0<|Ах|<5 при a<x<b, условию 0<Ах<б 
при х==а и условию —6<Ах<0 при х=б, и докажем, что после- 
довательность функций аргумента Ах 

*) В граиичиых точках [а, 6] имеется в виду односторонняя производная.
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fn (х + Ах) — fn (x) (2.46) 
Pn (Ax) — Ax 

сходится равномерно Ha указанном множестве {Ax}. 
Для произвольного =>0 в силу’ критерия Коши равномерной 

сходимости последовательности {},,’(x)} найдется номер № (=) та- 
KOH, что 

|fntp(x)—fn(x)| <e (2.47) 
для всех x из [a, 6], всех n>N(e) и всех натуральных р. 

Фиксируем теперь произвольное Ах из множества {Ах} и при 
любых фиксированных номерах п и р применим к функции 

[fn+p (t) — fn (2) ] 
по сегменту, ограниченному точками x и x+Ax, теорему Лагран- 
жа. Согласно этой теореме найдется число 0 из интервала 0< 
<6< | такое, что 

[fnap (х + Ах) — fn (х + Ах] — [Fnip (x) — В) — 

Ах 

= ftp (x + 0Ах) — Ри (х + 0 Ах). 

Используя обозначение (2.46), последнее равенство можно пере- 
писать в виде 

Фар (Ах) — Gn (Ах) = fat p (х- 9Ах) — fn (х+ 04»). 
Из этого равенства и из (2.47) заключаем, что 

| Фл+р (Ax) — Pn (Ax) | <= 

для любого Ах из {Ах}, любого п>М (5) и любого натурального 
р. В силу критерия Коши (т. е. теоремы 2.1) последовательность 
{~n(Ax)} сходится равномерно на множестве {Ax}. Но тогда к 
этой последовательности можно применить теорему 2.7 о почлен- 
ном предельном переходе в точке Ах=0 (в терминах функцио- 
нальных последовательностей). Согласно этой теореме функция 

f (x + Ах) — f (x) 
Ax ' 

являющаяся предельной функцией последовательности (2.46), 
имеет предел в точке Лх=0, причем этот предел` можно вычис- 
лять почленно, т. е. 

f (x + Ax) —[(х) lim =lim [lim @, (Ax)] = 
^х-+0 Ах Ax -0 по 

=lim [lim @,(Ax)}=lim [lim РА Я | = lim fa (2). 
n+>o Ах>0 n>o | Ах->0 Ax nwo
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Это н доказывает, что производная предельной функции f(x) 

в точке x существует и равна lim [„(х). Теорема доказана. 
n> @® 

В терминах функциональных рядов теорема 2.9 формули- 
руется так: 

Теорема 2.9*. Если каждая функция иь(х) имеет производ- 

ную на сегменте fa, В] и если pad из производных Y и, (х} 
k=l 

Oo 

сходится равномерно Ha сегменте [a, 5], а сам ряд у` и, (х) схо- 
k=l 

дится хотя бы в одной точке ху сегмента [a, b], то этот последний 
ряд сходится равномерно на сегменте [а, 6] к некоторой сумме 
$ (х), причем этот ряд можно дифференцировать на сегменте [а, 
b] почленно, т. е. его сумма S(x) имеет производную, являющую- 

oe) 

ся суммой ряда из производных Yu, (x). 
k=l 

Замечание |1. Подчеркнем, что в теореме 2.9 предпола- 
гается только существование на сегменте [а, 6] производной у 
каждого члена последовательности f,(x). Ни ограниченность, ни 
тем более непрерывность указанной производной (как это де- 
лается в большинстве учебников по математическому анализу} 
не предполагается. 

Замечание 2. Если все же дополнительно предположить 
непрерывность производной у каждого члена последовательности 
на сегменте [а, 6], то в силу следствия 2 из теоремы 2.7 и пре- 
дельная функция |(х) будет иметь производную, непрерывную на 
сегменте [a, 6]. 

Замечание 3. Для функции т переменных теорема 2.9 мо- 
жет быть сформулирована в следующем виде: 

Теорема 2.9**. Если каждая из функций fr(x¥=f[n(x1, хь,... 
....Хт) имеет в замкнутой ограниченной области С пространства 

п 

Xk 
dfn 

Xp | 

сти а, a cama последовательность {f,(x)} сходится в каждой точ- 
ке области G, то последовательность {„(х)} можно дифференци- 
ровать по переменной хь в области Ц почленно. 

Из теоремы 2.9 легко вытекает следующее утверждение. 

Теорема 2.10. Если каждая функция f[,(x) имеет первооб- 
разную на сегменте [а, 6] и если последовательность {„(х)} схо- 
дится равномерно на сегменте [а, 6] к предельной функции f(x), 
то и предельная функция f(x) имеет первообразную на сегменте 
ja, 6]. Более того, если хо — любая точка сегмента [а, 6], то по- 

Ет частнию производную по переменной x, и если после- 

довательность производных | сходится равномерно в обла-
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следовательность первообразных Ф„(х) функций |, (х), удовле- 
творяющих условию Ф» (хо) =0, сходится равномерно на сегменте 
[a, 6] к лервообразной D(x) предельной функции f(x), удовле- 
творяющей условию D(x) =0. 

Доказательство. Для последовательности первообраз- 
ных O,(x) функций |,(х), удовлетворяющих — требованию 
Ф„(х)=0, выполнены все условия теоремы 2.9. Это обеспечивает 
равномерную на [а, 8] сходимость последовательности {Ф„(х)} к 
предельной функции D(x), у которой в каждой точке [а, 6] су- 
ществует производная, равная предельной функции последова- 
тельности {f,(x)}. Теорема доказана. | 

Замечание к теореме 2.10. В теореме 2.10 не требуется 
ни ограниченность, ни тем более интегрируемость функций [» (Хх) 
на сегменте [a, 6]. 

Теоремы, доказанные в данном и в предыдущем параграфах 
позволяют нам сделать следующий замечательный вывод: 

Утверждение. Равномерная сходимость не выводит из 
класса функций, имеющих предел в данной точке (теорема 2.7), 
из класса непрерывных функций (следствие 2 из теоремы 2.7), из 
класса интегрируемых функций (теорема 2.8), из класса функ- 
ций, имеющих первообразную (теорема 2.10) и (в случае равно- 
мерной сходимости производных) из класса дифференцируемых 
Функций (теорема 2.9). 

3. Сходимость в среднем. Потребуем, чтобы каждая функция 
fn(x) из функциональной последовательности {fn(x)} и функция 
f(x) являлись интегрируемыми на сегменте [a, 6]. 

Тогда (в силу $ 4 гл. 9ч. 1) и функция 

[fn (*)—F (x)? = fra (х)— 24, (х) F(x) + PX) 

также будет являться интегрируемой на сегменте [a, 6]. 
Введем фундаментальное понятие сходимости в среднем. 
Определение 1. Будем говорить, что функциональная по- 

следовательность {f,(x)} сходится в среднем на сегменте 
fa, 5] к функции f(x), если существует равный нулю предел 

b 

lim { [fn (x)—f (x) Pax = 0. (2.48) 

Определение 2. Будем говорить, что функциональный ряд 

у Uy (x) 
k=] 

сходится в среднем на сегменте [а, 6] к сумме $(х), если 
последовательность частичных сумм этого ряда сходится в сред- 
нем на сегменте [а, 6] к предельной функции $ (х).
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Замечание. Из определений 1 и 2 непосредственно выте- 
кает, что если функциональная последовательность (функцио- 
нальный ряд) сходится в среднем к f(x) на сегменте [а, 6], To 
эта последовательность (этот ряд) сходится в среднем к f(x) и 
на любом сегменте [с, 4], содержащемся в [а, 6]. 

Выясним вопрос о связи между сходимостью в среднем и рав- 
номерной сходимостью последовательности. 

Утверждение 1. Если последовательность {„(х)} сходится 
к функции f(x) равномерно на сегменте [а, В], To эта последова- 
тельность сходится к f(x) и в среднем на сегменте [а, 6]. 

Фиксируем произвольное =>0. В силу равномерной на сегмен- 
те [а, 6] сходимости последовательности {fn(x)} к f(x) для поло- 

5 ” о 
жительного числа 8—5) найдется номер N(e) такой, что: 

—а 

в < У 5 (2.49} 
(6 —а) 

для всех номеров п, удовлетворяющих условию п>М№ (=), и всех 
точек x сегмента [a, 6]. 

Но тогда в силу известной оценки из теории определенного 
интеграла (см. п. 2 $ 4 гл. Эч. 1) 

6 6 

f Uf (—F Pax < A [idx <e 

для всех номеров п, удовлетворяющих условию п—>М (=). Это w 
означает сходимость последовательности {fn(x)} к f(x) на сегмен- 
те [а, 6] в среднем. 

Утверждение 2. Сходимость последовательности на неко- 
тором сегменте в среднем не влечет за собой не только равно- 
мерной на этом сегменте сходимости, но и сходимости хотя бы в 
одной точке указанного сегмента. 

Рассмотрим последовательность принадлежащих [0, 1] сег- 
ментов /1, /o,...,/n,..., имеющих следующий вид: 
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Определим n-H член /„(х) функциональной последовательности 
{fn (x)} следующим соотношением: 

р, (2) =| 1 на сегменте /,, 

О в остальных точках [0, 1]. 

Убедимся в том, что последовательность {»(х)} сходится к 
предельной функции f(x)=0 в среднем на сегменте [0, 1]. 

В самом деле, 

1 

{If (x)—} (x)? dx = | dx = длина сегмента /,, 
0 i 

п 

так что существует предел 

1 

lim { [fn (x)—f (x)? dx =0. 
n> ao д 

Убедимся, наконец, в том, что построенная последовательность 
не сходится ни в одной точке сегмента [0, 1]. В самом деле, ка- 
кую бы точку ху сегмента [0, 1] мы ни фиксировали, среди как 
угодно больших номеров A найдутся как такие, для ко- 
торых сегмент /, содержит точку хо (для этих номеров fy (хо) = 
—1), так и такие, для которых сегмент /, не содержит точку Xp 
(для таких номеров [„ (хо) =0). Таким образом, последователь- 
ность {„(хо)} содержит бесконечно много членов, равных едини- 
це, и бесконечно много членов, равных нулю. Такая последова- 
тельность является расходящейся. 

Оказывается, сходимость последовательности в среднем обес- 
печивает возможность почленного интегрирования этой последо- 
вательности: 

Теорема 2.11. Если последовательность {„.(х)} сходится в 
среднем к [(х) на сегменте [а, 6], то эту последовательность 
можно почленно интегрировать на сегменте [а, В], т. е. предел 

b 
lim fn (x) dx 
Пс 

существует и равен JF) ax. 
a 

Доказательство. Фиксируем произвольное e>O0. В силу 
сходимости последовательности {/„(х)} к f(x) в среднем на сег- 
менте [а, 6] найдется номер М№(=) такой, что для всех п—>М (=) 

Ь 

| [Fx (ГОРА < — (2.50) 
b—a 

a
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2 В2 
Записав очевидное неравенство 7) |4|-|В| < += для ве- 

A=[(9—fa] У 2; в=И = 

[И -—Ро< [fn )—F (XP = + —* (2.51) 
2(b—a) 

Из (2.51) и известной оценки из теории определенного интеграла 
следует 

ЛИЧИН 

получим 

2е 

b b 

[Min )—F a) ide < "(Th —F OP de + = 

Отсюда и из (2.50) ясно, что при всех nN (г) 

b 

лох, (2.52) 
Так как 

Lf fas) dx— [годаж| = |, Fen) de] < 
b 

<| fa (*)—F (x) | dx, 

то из (2.52) получим, что для всех номеров nN (г) 

льдах — io |< =. 

Теорема доказана. 

$ 5. РАВНОСТЕПЕННАЯ НЕПРЕРЫВНОСТЬ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ФУНКЦИЙ 

Предположим, что каждая из функций [„(х) функциональной 
последовательности {fn(x)} определена на некотором плотном в се- 
бе множестве {х} пространства Е”. 

Определение. Последовательность {fn(x)} называется рав- 
ностепенно непрерывной на множестве {x}, если 
для любого =>0 найдется 6>0 такое, что неравенство 

7) Это неравенство эквивалентно неравенству (|4|+|В]|)?2>0. 

4 Зак. 25
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[и (x) —fn (х”) | <e (2.53) 

справедливо для всех номеров п и всех точек x’ и x” множества 
{x}, связанных условием р(х’, x”) <6. 

Из этого определения очевидно, что если вся последователь- 
ность {/,(x)} равностепенно непрерывна на множестве {x}, то и 
любая ее подпоследовательность равностепенно непрерывна на 
этом множестве. 

Для простоты будем рассматривать последовательность {}„ (х)} 
функций одной переменной х, равностепенно непрерывную на 
сегменте [а, 6]. По определению для любого =>0 найдется 6>0 
такое, что неравенство (2.53) справедливо для всех номеров п и 
всех точек x’ uw x” сегмента [а, 6], связанных условием |х’—х”|< 
<6. 

Докажем утверждение, представляющее собой функциональ- 
ный аналог теоремы Больцано — Вейерштрасса. 

Теорема 2.12 (теорема Арцела). Если функциональная no- 
следовательность {fn(X)} равностепенно непрерывна и равномерно 
ограничена на сегменте [а, 8], то из этой последовательности мож- 
но выделить подпоследовательность, сходящуюся равномерно на 
сегменте [а, 6]. 

Доказательство. Рассмотрим на сегменте [а, 6] следую- 
щую специальную последовательность точек {х„}: в качестве хи 
возьмем ту точку, которая делит сегмент [а, 6] на две равные ча- 
сти, в качестве хо и хз возьмем те две точки, которые вместе с 
X, делят сегмент [а, 6] на четыре равные части, в качестве х4, хь, 
Хв И X7 возьмем те четыре точки, которые вместе с хи, хо и хз де- 
лят сегмент [а, 6] на восемь равных частей (см. рис. 2.3), и т. д. 

И i | Г rT | l } Г 
$ { т т t то т | || 

Pre. 2.3 

Построенная последовательность обладает следующим свойст- 
BOM: для любого 6>0 найдется номер по такой, что на любом 
принадлежащем [а, 6] сегменте длины 5 лежит хотя бы один из 
элементов X1, Х2,..., Xn, 9. 

Приступим теперь к выделению из последовательности 
{fn(x)} равномерно на сегменте [a, 6] сходящейся подпоследова- 
тельности. Сначала рассмотрим последовательность {f,(x)} в точз- 
ке х1. Получим ограниченную числовую  последовательность 
{fn (х1)}, из которой на основании теоремы Больцано — Вейер- 

$) Про последовательность, обладающую таким свойством, говорят, что она 
является всюду плотной на сегменте [а, 6].
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штрасса (см. $ 4 гл. 3 ч. 1) можно выделить сходящуюся подпо- 
следовательность, которую мы обозначим так: 

1 (х1), frr(%1), ..., fin(%1), ... 

Далее рассмотрим функциональную последовательность 

1 (х), fi2(*), ..-., fin(*), ... 
в точке xo. По теореме Больцано — Вейерштрасса из нее можно 
выделить сходящуюся подпоследовательность, которую мы 0604 
значим так: 

[21 (%2), feo(x2), ..., [21(%2), ... 

Таким образом, функциональная последовательность 

foi(x), foo(x), ..., fon(X), ... (2.54) 

является сходящейся и в точке ху, и в точке Xo. 
Далее рассматриваем функциональную последовательность 

(2.54) в точке хз и выделяем из нее сходящуюся подпоследова- 
тельность 

[31 (x3), [за (хз), .. у [зз (хз), eee 

Продолжая аналогичные рассуждения, получим бесконечное 
множество подпоследовательностей 

р: (х), fie (4), fia (х), ..., Fin (%) ...; 

far (Х), Газ (Х), fas (%), -.-,› [эт (Х), ...; 

fay (*), Faq (x), [зз (x), cee y Fan (Х), wey 

причем подпоследовательность, стоящая в AM-H строке, является 
сходящейся в каждой из точек хи, хо, ..., Xn- 

Рассмотрим теперь так называемую «диагональную» последо- 
вательность 

1 (х), [22(х), fsa (Хх), -.., рт (Хх), ... 

Докажем, что эта последовательность равномерно сходится на 
сегменте fa, 6]. Для сокращения записи будем в дальнейшем обо- 
значать эту диагональную последовательность (как и исходную 
последовательность) символом 

 (х), fo(x), В(*),..., В (©), ... 

(т. е. вместо сдвоенного индекса будем писать одинарный). 
Фиксируем произвольное =>0. Так как диагональная последо- 

вательность является равностепенно непрерывной на сегменте 

4*
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[а, 6], то для фиксированного =>0 найдется 6>0 такое, что како+ 
вы бы ни были две точки х H Xm из сегмента [а, 6], связанные не- 
равенством |X—Xm|<6, для всех номеров п справедливо неравен- 
ство 

| fn (%) —Рь (хп) | <e/3. (2.95) 

Заметив это, разобьем сегмент [а, 6] Ha конечное число отрез- 
ков длины, меньшей 6. Из последовательности {Xn} выберем конеч- 
ное число My первых членов хи, Хо, ..., Xno Настолько большое, что- 
бы в каждом из упомянутых отрезков содержалась хотя бы одна 
ИЗ точек Xt Xo» oeoey Ап. 

Очевидно, диагональная последовательность сходится в каж- 

дой из точек хи, Хь,..., Xn, Поэтому для фиксированного выше 

e>0O найдется номер М такой, что 

|fntp (Хт) — [а (Хт) | <=/3 (2.56) 
для всех и> М, всех натуральных р и всех т=1, 2, ..., Mo. 

Пусть теперь х — произвольная точка сегмента [a, 6]. Эта точ- 
ка обязательно лежит в одном из упомянутых выше отрезков дли- 
ны, меньшей 6. Поэтому для этой точки х найдется хоть одна точ- 
ка Xm (т — один из номеров, равных 1, 2, ..., т), удовлетворяю- 
Waa условию |x—xm| <6. 

В силу того что модуль суммы трех величин не превосходит 
суммы их модулей, можем записать: 

| р (х)— Ра (х) | < [Та (х) — ар (%m)| + 

+ frp (х„) — {1 (Xm) | + у (хт) — Га (х) | . (2.57) 

Второй член правой части (2.57) оценим с помощью неравен- 
ства (2.56), а для оценки первого и третьего членов правой части 
(2.57) учтем, что |x—xm|<6, и используем неравенство (2.55), 
справедливое для любого номера п (а следовательно, и для любо- 
го n+p). Окончательно получим, что для произвольного =>>0 най- 
дется номер Л такой, что 

| frp (x) —fn (x) | <e 

для всех n>N, всех натуральных р и любой точки. x из [а, 6]. Рав- 
номерная сходимость диагональной последовательности доказана. 
Теорема 2.12 доказана. 

Замечание 1. В теореме Арцела вместо равномерной огра- 
ниченности последовательности {f,(x)} на сегменте [а, 5] достаточ- 
но потребовать ограниченности этой последовательности хотя 
бы в одной точке этого сегмента. В самом деле, справедли- 
во следующее утверждение: если последовательность {„(х)} рав- 
ностепенно непрерывна на сегменте [а, 6] и ограничена хотя бы 
в Одной точке хо этого сегмента, то эта последовательность равно- 
мерно ограничена на сегменте [а, 6]. Для доказательства этого
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утверждения заметим, что по определению равностепенной непре- 
рывности для ==1 найдется 6>0 такое, что колебание любой 
функции [»„(х) на любом сегменте длины, не превышающей 6, не 
превосходит числа e=1. Так как весь сегмент [а, 5] можно покрыть 
конечным числом Mo сегментов длины, не превышающей 6, то ко" 
лебание любой функции |„(х) на всем сегменте [а, 6] не превос- 
ходит числа По. Но тогда из неравенства |}» (хо) | <А, выражаю- 
щего ограниченность последовательности {{, (х)} в точке хо, выте- 
кает неравенство |» (х) | <А-+по, справедливое для любой точки 
x из сегмента {a, 6] и выражающее равномерную ограниченность 
рассматриваемой последовательности на этом сегменте. 

Замечание 2. Установим достаточный признак 
равностепенной непрерывности: еслиц последователь- 
ность {fn(x)} состоит из дифференцируемых на сегменте [а, 6] 
функций и если последовательность производных {f,/(x)} равно- 
мерно ограничена на этом сегменте, то последовательность {| (х)} 
равностепенно непрерывна на сегменте [а, 65]. 

Для доказательства возьмем на сегменте [а, 65] две произволь“ 
ные точки х’и х” и запишем для функции fp(x) на сегменте 
[x’, x”] формулу Лагранжа (см. $ 3 гл. 6 ч. 1). 

Согласно теореме Лагранжа на сегменте {x’, x”] найдется 
точка §, такая, что 

| fn (x") —fa (Xn) | = | fn’ (En) | - [2-2 |. (2.58} 
Поскольку последовательность производных {’(х)} равномерно 
ограничена на сегменте [а, 68], найдется постоянная А такая, что 
для всех номеров л справедливо неравенство 

| fn’ (En) | <A. (2.59). 

Нодставляя (2.59) в (2.58), получим 

[fn (х/) —fn (х”) |<А]х’—х”|. (2.60) 

Фиксируем любое ¢>0. Тогда, взяв 6==/А и использовав (2.60), 
получим, что для всех номеров п и для всех х’их” из fa, 68], свя- 
занных условием |x/—x”|<6, будет справедливо неравенство 

| fn (x’) —fn (%") | <e. 

Равностепенная непрерывность последовательности {fn(x)} дока- 
зана. 

В качестве примера рассмотрим последовательность {sin nx/n}. 
Эта последовательность равностепенно непрерывна на любом cers 
менте [а, 6], так как на любом сегменте [а, 5] последовательность 
из производных {с0$ лх} равномерно ограничена. 

Замечание 3. Понятие равностепенной непрерывности мож- 
но вводить не по отношению к последовательности функций, а по 
отношению к любому бесконечному множеству функций.
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$ 6. СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ 

1. Степенной ряд и область его сходимости. Степенным ря- 
дом называется функциональный ряд вида 

аз + У’ an" = Ay + AXt ax t+ ..., (2.61) 
==] 

ГДе Ao, @1, Go, ..., Qn, ... — Постоянные вещественные числа, Ha3bl« 
ваемые коэффициентами ряда (2.61). Постараемся выяс- 
нить, как устроена область сходимости любого степенного ряда. 

Заметим, что всякий степенной ряд сходится в точке x=0, при- 
чем существуют степенные ряды, сходящиеся только в этой точке 

(например, ряд > nix”), 
n=] 

Составим с помощью коэффициентов a, ряда (2.61) следую- 
щую числовую последовательность: 

Иа} (n=1, 2, ...). (2.62) 

Могут представиться два случая: 1) последовательность (2.62) 
является неограниченной; 2) последовательность (2.62) яв- 
ляется ограниченной. 

В случае 2) у последовательности (2.62) существует конеч- 
ный верхний предел (см. п. | $ З гл. 3 ч. 1), который мы обозна« 
чим через Г. Этот верхний предел L заведомо неотрицателен (так 
как все элементы последовательности (2.62) неотрицательны, а 
следовательно, и любая предельная точка этой последовательно- 
сти неотрицательна). 

Подводя итог, мы приходим к выводу, что могут представиться 
следующие три случая: Г) последовательность (2.62) является не- 
ограниченной; 11) последовательность (2.62) является ограничен- 
HOH и имеет конечный верхний предел L>O; ПТ) последователь- 
ность (2.62) является ограниченной и имеет верхний предел L=0. 

Докажем теперь следующее замечательное утверждение. 
Теорема 2.13 (теорема Коши — Адамара). I. Если последо- 

вательность (2.62) не ограничена, то степенной ряд (2.61) схо- 
дится лишь при х=0. 

И. Если последовательность (2.62) ограничена и имеет верх- 
ний предел Г>0, то ряд (2.61) абсолютно сходится для значений 
x, удовлетворяющих неравенству |x|<1/L, и расходится для зна- 
чений x, удовлетворяющих неравенству |x|>1/L. 

ПТ. Если последовательность (2.62) ограничена ц ее верхний 
предел L=0, то ряд (2.61) абсолютно сходится OAR всех значе- 
ний x.
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Доказательств о. I, Пусть последовательность (2.62) не 
ограничена. Тогда при x~0 последовательность 

1% [И lanl =V Ла, 

также не ограничена, т. е. у этой последовательности имеются 
члены со сколь угодно большими номерами п, удовлетворяющие 

неравенству У |a,x"| >1, или |A,x"|>1. Ho это означает, что 
для ряда (2.61) (при х=0) нарушено необходимое условие схо- 
димости (см. п. 2$ | гл. 1), т.е. ряд (2.61) расходится при х=-0. 

П. Пусть последовательность (2.62) ограничена и ее верхний 
предел L>0. Докажем, что ряд (2.61) абсолютно сходится при 
|x|<1/L и расходится при |х|> ИЕ. 

а) Фиксируем сначала любое x, удовлетворяющее неравенст- 
ву |x|<1/L. Тогда найдется =>0, такое, что |х|<1/(Ё-+:). В силу 

п 

свойств верхнего предела все элементы |/|а»„|, начиная с некоторо- 
го номера п, удовлетворяют неравенству 

У Та, | <L+—. 

Таким образом, начиная с этого номера л, справедливо неравенз 
CTBO . 

ПИТ yh] — п, 62/2 1 У ane = ТТУ Taal < ES <1, 
т.е. ряд (2.61) абсолютно сходится по признаку Коши (см. п. 3 
§ 2ra. 1). 

6) Фиксируем теперь любое x, удовлетворяющее неравенству 
|x|>1/L. Тогда найдется =>0 такое, что |х|>1/(Г-—=). По onpe- 
делению верхнего предела из последовательности (2.62) можно 

п R — 

выделить подпоследовательность [у [аи | | (Е = 1,2, ...), СХОДЯя 

щуюся к L. Но это означает, что, начиная с некоторого номера Ё, 
справедливо неравенство 

1—2< У Га | <L+e. 
Таким образом, начиная с этого номера &, справедливо неравен- 
CTBO 

Е. Е. L—e V ах = АТИ [dnl > Ее Ь 

an, x* | > 1, 

откуда видно, что нарушено необходимое условие сходимости ря- 
да (2.61) и этот ряд расходится. 

ИЛИ
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III. Пусть последовательность (2.62) ограничена и ее верхний 

предел Г=0. Докажем, что ряд (2.61) абсолютно сходится при 

любом х. 
Фиксируем произвольное х==0 (при х=0 ряд (2.61) заведомо 

абсолютно сходится). Поскольку верхний предел L=O0 и последо- 

вательность (2.62) не может иметь отрицательных предельных то- 
чек, число L=O является единственной предельной точкой, a 
следовательно, является пределом этой последовательности, т. е. 
последовательность (2.62) является бесконечно малой. 

Но тогда для положительного числа 1/(2|х|) найдется номер, 

начиная с которого 
1 

21х| ° 
У lanl < 

Стало быть, начиная с указанного номера, 

п a p—— 1 
у |a,x" | = |x| Vv | a, | < <Ьь 

т. е. ряд (2.61) абсолютно сходится к признаку Коши (см. п. 3 
$ 2 гл. 1). Теорема полностью доказана. 

Доказанная теорема непосредственно приводит к следующему 
фундаментальному утверждению. 

Теорема 2.14. Для каждого степенного ряда (2.61), если он 
не является рядом, сходящимся лишь в точке х=0, существует по- 
ложительное число Ю (возможно, равное бесконечности) такое, 
что этот ряд абсолютно сходится при |x|<R u расходится при 
|x|>R. 

Это число R называется радиусом сходимости рассмат- 
риваемого степенного ряда, а интервал (—R, R) называется про- 
межутком сходимости этого ряда. Для вычисления радиу- 
са сходимости справедлива формула 

1 R=—— (2.63) 
Лит | an | 
по 

ИИ 
(в случае, когда Ит у |а,| =0, R= 00). 

п 

Замечание 1. На концах промежутка сходимости, т. е. в 
точках x=—R и x=R, степенной ряд может быть как сходящимся, 
так и расходящимся 3. 

3) Отметим следующую теорему Абеля: если степенной ряд (2.61) 
сходится при х=Ю, то сумма его $(х) является непрерывной в точке Ю слева. 
Без ограничения общности можно считать, что R=1, но в таком виде теорема 
Абеля (фактически утверждающая регулярность метода суммирования Пуас- 
сона—Абеля) доказана вп. 2 § 7 гл. 1.
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во 

Tak, для ряда 1+ ух" радиус сходимости А равен единице, 

n=1 

промежуток сходимости имеет вид (—1, +1), и этот ряд расхо- 
дится на концах этого промежутка, 

Для ряда № = промежуток сходимости тот же (—1, +1), 

n=1 " 

но OH сходится на обоих концах этого промежутка. 
Замечание 2. Все результаты настоящего пункта снравед- 

ливы для ряда (2.61), в котором вещественная переменная х за- 
менена комплексной переменной 2. Для такого ряда устанавли- 
вается существование положительного числа К такого, что ряд 
абсолютно сходится при |2|<А и расходится при |2|>К. 

Для вычисления Ю справедлива формула (2.63). Число К на- 
зывается радиусом сходимости, а область |2|<К — кру- 
гом сходимости степенного ряда. 

2. Непрерывность суммы степенного ряда. Пусть степенной 

ряд (2.61) имеет радиус сходимости Ю>0. 
Лемма. Каково бы нц было положительное число г, удовлет- 

воряющее условию r<R, ряд (2.61) равномерно сходится на сег- 
mente [—r, +r], т. е. при |x|<r. 

Доказательство. В силу теоремы 2.14 ряд (2.61) абсо- 
лютно сходится при х=г, т. е. сходится ряд 

Jag) + У lanl”. 
n=] 

Но этот числовой ряд служит мажорантным для ряда (2.61) при 
всех x из сегмента [—r, +r]. На основании признака Вейерштрас- 
са ряд (2.61) сходится равномерно на сегменте [—г, +r]. Лемма 
доказана. 

Следствие из леммы. В условиях леммы сумма ряда 
(2.61) является функцией, непрерывной на сегменте [—r, +r] (в 
силу теоремы 2.7). 

Теорема 2.15. Сумма степенного ряда внутри его промежиут- 
ка сходимости является непрерывной функцией. 

Доказательство. Пусть S(x) — сумма степенного ряда 
(2.61), а R — его радиус сходимости. Фиксируем любое x внутри 
промежутка сходимости, т. е. такое, что |x|<R. Всегда найдется 
число г такое, что |x|<r<R. В силу следствия из леммы функция 
S(x) непрерывна на сегменте [—r, +r]. Следовательно, $ (х) не- 
прерывна и в точке х. Теорема доказана. 

3. Почленное интегрирование и почленное дифференцирование 
степенного ряда. 

Теорема 2.16. Если R>O — радиус сходимости степенного 
ряда (2.61), a x удовлетворяет условию |x|<R, то ряд (2.61)
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можно почленно интегрировать на сегменте [0, x]. Полученный в 
результате почленного интегрирования ряд имеет тот же радиус 
сходимости ВЮ, что и исходный ряд. 

Доказательство. Для любого x, удовлетворяющего усло- 
вию |x|<R, найдется г такое, что |x|<r<R. Согласно лемме ряд 
(2.61) сходится равномерно на сегменте [—r, tr], а следователь- 
но, и на сегменте [0, x]. Но тогда в силу теоремы 2.8 этот ряд 
можно почленно интегрировать на сегменте [0, x]. 

В результате почленного интегрирования получится степенной 

ряд 
Qy Gn-1 ах + ЖИМ oe, 

радиус сходимости которого (согласно теореме 2.14) является Be- 
личиной, обратной верхнему пределу последовательности 

п 

V =! — У аа , (2.64) 

п Vn 

Так как верхний предел последовательности (2.64) тот же, что и 
у (2.62) 10), то теорема доказана. 

Теорема 2.17 Степенной ряд (2.61) внутри его промежутка 
сходимости можно дифференцировать почленно. Ряд, полученный 
почленным дифференцированием, имеет тот же радиус сходимо- 
сти, что и исходный ряд. 

Доказательство. Достаточно (в силу теоремы 2.9 и лем- 
мы) доказать лишь второе утверждение теоремы. 

В результате почленного дифференцирования (2.61) получим 

ряд 
а-2ах-+...патхт— 1 (N+1) ах" -..., 

радиус сходимости R которого (согласно теореме 2.14) обратен 
верхнему пределу последовательности 

У@+ Па! }. (2.65) 
Так как последовательность (2.65) имеет тот же верхний предел, 
что и (2.62) |), то теорема доказана. 

п 
. are —— —— м1, —— «n-——yn+1 10) Tax как limy/n—=1, lim V Ja, 1 = lim” Jaq! = him (Иа = 

по пс n—->owo по 
п 

= lim У lanl, 
по 

п 

, п- — n > —_—— — n—l -——— — т n—l 
11) Так как lim n+ 1=1, НУ [4.411 = Пт y|an|=lim {у 1а,|} = 

fi—> co пс По п-+8 
—П 

= lim y |411]. 
пью
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Следствие из теоремы 2.17. Степенной ряд внутри его 
промежутка сходимости можно дифференцировать почленно сколь- 
ко угодно раз. Ряд, полученный п-кратным почленным дифферен- 
цированием исходного степенного ряда, имеет тот же радиус схо- 
димости, что и исходный ряд. 

$ 7. РАЗЛОЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ В СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ 

1. Разложение функции в степенной ряд. 
Определение 1. Будем говорить, что функция f(x) на ин- 

тервале (—R, +R) (на множестве {х}) может быть разло- 
жена в степенной ряд, если существует степенной ряд, схо- 
дящийся к [(х) на указанном интервале (указанном множестве). 

Нриведем необходимые и достаточные условия того, чтобы 
функция [(х) могла быть разложена в степенной ряд. 

Утверждение 1. Для того чтобы функция |(х) могла быть 
разложена в степенной ряд на интервале (—R, +R), необходимо, 
чтобы эта функция имела на указанном интервале непрерывные 
производные любого порядка !?. 

Действительно, степенной ряд внутри его промежутка сходи 
мости, который во всяком случае содержит интервал (—R, +k), 
можно почленно дифференцировать сколько угодно раз, причем 
все полученные при этом ряды сходятся внутри того же проме- 
жутка сходимости (теорема 2.17). 

Но тогда суммы рядов, полученных сколь угодно кратным диф- 
ференцированием (в силу теоремы 2.15), представляют собой 
функции, непрерывные внутри указанного промежутка сходимо- 
CTH, а следовательно, непрерывные на интервале (—R, +R). 

Утверждение 2. Если функция f(x) может быть на интер- 
вале (—R, +R) разложена в степенной ряд, то лишь единствен- 
ным образом. 

В самом деле, пусть функция f(x) может быть разложена на 
интервале (—R, +R) в степенной ряд (2.61). Дифференцируя этот 
ряд почленно M раз (что заведомо можно делать внутри ннтер- 
вала (—R, +R)), получим 

[ (x) =a,nltan4y(N+1) let... 

Отсюда при x=0 найдем 

i (0) =a,n!}, 

или 1. — 7™ (0) . 
п 

(2.66) 
п! 

12) Отметим, что существуют функции, имеющие на интервале непрерывные 
пронзводные любого порядка, но не разложимые на этом интервале в степен- 

ной ряд. Примером такой функции может служить 
— 1/3 

но = |* 
при x 5-0, 

0 при х =0.
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Таким образом, коэффициенты степенного ряда (2.61), в кото- 
рый может быть разложена функция [(х), однозначно определя- 
ются формулой (2.66). 

Предположим теперь, что функция |(х) имеет на интервале 
(—R, +R) непрерывные производные любого порядка. 

| Определение 2. Степенной ряд (2.61), коэффициенты ко- 
торого определяются формулой (2.66), называется рядом Тей- 

лора финкции f(x). 
Утверждение 2 приводит нас к следующему утверждению. 
Утверждение 3. Если функция f(x) может быть разложе- 

на на интервале (—R, +R) в степенной ряд, то этот ряд являет- 
ся рядом Тейлора функции f(x). 

Из результатов $ 8 гл. 6 ч. | непосредственно вытекает сле- 
дующее 

Утверждение 4. Для того чтобы функция f(x) могла быть 
разложена в ряд Тейлора на интервале (—R, +R) (на множест- 
ве {х}), необходимо и достаточно, чтобы остаточный член в фор- 
муле Маклорена для этой функции стремился к нулю на указан- 
ном интервале (указанном множестве). 

2. Разложение некоторых элементарных функций в ряд Тейло- 
ра. В ч. 1 (см. п. 2 69 гл. 6) доказано, что остаточные члены в 
формуле Маклорена для функций e*, созх и зшх стремятся к 
нулю на всей числовой прямой, а остаточный член в формуле 
Маклорена для функции шШ(1+х) стремится к нулю на полусег- 
менте —Il<x<l. 

В силу утверждения 4 из предыдущего пункта это приводит 
нас к следующим разложениям: 

и-1+5 =, 

п=] 

_ = (—1)7хзп 

cos x= | +У, (on)! 

ne | 

= __ зп +1 

sinx= 1 зы » 
(2n + 1)! 

n=0 

In(14+x)= y ОА. 
п 

n=1 

Первые три из этих разложений сходятся для всех значений x, 

а последнее — для значений x из полусегмента —1<х<1. 

Остановимся теперь на разложении в степенной ряд функции 

(1+х)“, или на так называемом биномиальном ряде. Если 

P(x) = (1+x)*, то
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f (x) =a{a—1) (а—2)... (a—n+ 1) (1+) “=. 
Поэтому формула Маклорена с остаточным членом в форме Ко- 
ши имеет вид (см. § 8 гл. 6 ч. 1) 

ат у в (9—1 9—2). +0 ei Ri (х), (2.67) 
Ё! 

k=] 

где 
9) Resp = sh fn (83) = 

_ (l—8)" 

= ni 

_ 1—90\"8 (a—1)(a@—2)...(a@—n) —lyn-+t 

(вы) n! орви (2.08) 

{0 — некоторое число из интервала 0<0<1). 
Сначала убедимся в том, что при а>0 всюду на интервале 

—1<х<1| остаточный член Ry+i(x) стремится к нулю (при п-—=оо). 

xntle («— 1) («— 2)... (“— п) (1+ 0х)" = 

— п 

В самом деле, все члены последовательности (( =) 

всюду на указанном интервале не превосходят единицы; последо- 
(a— 1)(&«— 2)... (“— п) nade 

вательность 7 | ограничена, а число a(1+ 

-0х)“-! определено при любом фиксированном а>0 и при любом 
Xx из интервала —1<х<1; наконец, последовательность {x"+!} яв- 
ляется бесконечно малой для любого x из интервала —1<х<[. 

Таким образом, в силу (2.68) остаточный член Ю„-+:(х) стре- 
мится к нулю для любого фиксированного а>0 и любого х из ин* 
тервала —1<х<. 

Следовательно, в силу (2.67) при а>0 всюду на интервале 
—l<x<l справедливо разложение 

© — . a(a—1)(a—2)...(a—k+1) сь (+ 1+ У 2 х. — (2.69) 
Ки] 

Докажем теперь, что при a>O ряд, стоящий в правой ча- 
сти (2.69), равномерно сходится к функции (1+x)* на замкну- 
том сегменте —1<х<1. 

Всюду на указанном сегменте этот ряд мажорируется чис- 
ловым рядом | 

> jal [tal fda (2.70) 
Re |
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В силу признака Вейерштрасса для установления равномер- 
HOH на сегменте —1<x<1 сходимости ряда, стоящего в правой 
части (2.69), достаточно доказать сходимость мажорирующего 
ряда (2.70). 

Сбозначим Р-й член ряда (2.70) символом р». Тогда для 
всех достаточно больших Ё получим 

Ра RG, ЕО (2.71} 

Pr k+l 1 ° 
Из формулы (2.71) вытекает, что 

limk (1—-) =(1 +a) lim 
Ро Pre R-+>0 

R 
bar +a) > 1, 

т. е. ряд (2.70) сходится в силу признака Раабе (см. п. 5 § 2 
гл. | 

Таким образом, доказано, что при a>O ряд, стоящий в пра- 
вой части (2.69), сходится равномерно на сегменте —1<х<1. 
Остается доказать, что указанный ряд сходится на сегменте 
—l<x<1 к функции (1-+х)“. 

В силу доказанного выше сумма указанного ряда S(x) и 
функция (1+х)“ совпадают всюду на интервале —1<х<1. Kpo- 
ме того, обе функции S(x) и (1+х)“ непрерывны на сегменте 
—l<x<1 (функция S(x) как сумма равномерно сходящегося 
ряда из непрерывных функций; непрерывность функции (1+х)® 
при &>0 очевидна). 

Но тогда значения S(x) и (1+x)* в точках x=—1 и x=1 
обязаны совпадать, т. е. ряд, стоящий в правой части (2.69), 
равномерно сходится к (1+x)* на замкнутом сегменте —|<х< 
<]. 

3. Элементарные представления о функциях комплексной пе- 
ременной. Выше отмечалось, что на случай степенного ряда 
относительно комплексной переменной 2 

Agta, Ztaoz?+...+a,2"+... 

переносятся теоремы 2.13 и 2.14 (о существовании и величине 
радиуса сходимости). Ряды такого типа используются для опре- 
деления функций комплексной переменной 2. 

Функции e?, COSZ и SiN Z комплексной переменной = опреде- 
ляются как суммы следующих рядов: 

eta 1+ у ae (2.72) 

cosz= 1+ у a (2.73)
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И = (1) Az2n+1 
sin 2= > т (2.74) 

Легко проверить, что эти ряды абсолютно сходятся для всех 
значений 2 (их радиус сходимости Ю=оо). 

Установим теперь связь между функциями e”, соз2 и Sinz. 
Заменяя в формуле (2.72) 2 на iz, получим 

iz : (12)? (12) (iz) (12) — 

++... 
2 =(1- +S...) + (2—5 4+ —...). (2.78) 

Сопоставляя правую часть равенства (2.75) с разложения- 
ми (2.73) и (2.74), придем к следующей замечательной форму- 
ле: 

e'2=cos zti sin г. (2.76) 

Формула (2.76) играет фундаментальную роль в теории 
функций комплексной переменной и называется формулой 
Эйлера. 

Полагая в формуле Эйлера переменную 2 равной сначала 
вещественному числу x, а затем вещественному числу —x, Moe 
лучим следующие формулы | 

e*—=cosxtisinx, e-'*=cos x—isinx. 

Складывая и вычитая эти формулы, получим формулы, выра- 
жающие cOSx и 11 х через показательную функцию: 

etx 4. вх 
cos Х = + 

4 (2.77) 
. eX — em ix 

sin x= . 
2i 

В заключение остановимся Ha определении логарифмиче- 
ской функции и=2 комплексной переменной г. Эту функцию 
естественно определить как функцию, обратную показатель- 
HOH, т. е. из соотношения 2=е®. Полагая я=и-Н®, г=х-Нйи, по- 
ставим перед собой цель — выразить и и 9 через г=х-Ниу. 

Из соотношения 

zZ=x+iy=e"t'e=e4 (cos uti sin о) 

получим, используя понятия модуля и аргумента комплексного 
числа, 

[2 = У + =ем, argze=v—2nk,
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где 
k=0, £1, +2, ... 

Из последних равенств находим, что 

и = ш|2| = ШИ у, 

v=arg2zt2nk (k=0, =1, +2,...), 

или окончательно 

шг=ш|2|-+Кагог-+ 2nk), где А=0, +1, +2,... (2.78) 

Формула (2.78) показывает, что логарифмическая функция 
в комплексной области не является однозначной: ее мнимая 
часть для одного и того же значения 2 имеет бесчисленное 
множество значений, отвечающих различным k=O, +1, +2,... 

Легко понять, что аналогичная ситуация будет иметь место 
и при определении в комплексной области обратных тригоно- 
метрических функций. 
4. Теорема Вейерштрасса о равномерном приближении непре- 

рывной функции многочленами. 
Теорема 2.18 (теорема Вейерштрасса) 13). Если функция f(x). 

непрерывна на сегменте [а, 6], то существует последовательность 
многочленов {Р„(х)}, равномерно на сегменте fa, b] сходящаяся к 
f(x), т. е. для любого =>0 найдется многочлен Р„(х) с номером 
п, зависящим от в, такой, что 

| Pu(x)—f (x) |< 
сразу для всех x из сегмента [а, 6]. 

Иными словами, непрерывную на сегменте [a, 6] функцию f (x) 
можно равномерно на этом сегменте приблизить многочленом с 
наперед заданной точностью €. 

Доказательство. Не ограничивая общности, мы можем 
вместо сегмента [а, 6] рассматривать сегмент [0, 1]1%. Кроме того, 
достаточно доказать теорему для непрерывной функции f(x), об- 
ращающейся в нуль на концах сегмента [0, 1], т. е. удовлетворяю- 
щей условиям [(0)=0 и {(1) =0. В самом деле, если бы f(x) не 
удовлетворяла этим условиям, то, положив 

& (x) =f (x) —Г(0) —x[f (1) —-F (0)], 
мы получили бы непрерывную Ha сегменте [0, 1] функцию g(x), 
удовлетворяющую условиям 5 (0)=0 и &(1)=0. Тогда из возмож- 
ности представления g(x) в виде предела равномерно сходящей- 
ся последовательности многочленов вытекало бы, что и f(x) пред- 

3 Эта фундаментальная теорема была доказана Вейерштрассом в 1895 г. 
'* Поскольку один из этих сегментов преобразуется в другой линейной за- 

меной x= (6—а)Ё+а.
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ставима в виде предела равномерно сходящейся последовательно 
сти многочленов (так как разность [(х)—#(х) является многочле» 
ном первой степени). 

Итак, пусть функция [(х) непрерывна на сегменте [0, 1] и удов- 
летворяет условиям [(0)=0, ](1)=0. Такую функцию f(x) можно. 
продолжить на всю прямую, положив ее равной нулю за преде- 
лами сегмента [0,1], и утверждать, что так продолженная функция 
является равномерно непрерывной на всей прямой. 

Рассмотрим следующую конкретную последовательность неот- 
рицательных многочленов степени 271: 

Qn (х) = си (1—x?)” (n=1, 2, ...), (2.79) 

у каждого из которых постоянная Cy выбрана Tak, чтобы выпол- 
нялось равенство 

1 

(Qi (x)dx= I (n=1, 2,...). (2.80) 
—1 

Не вычисляя точного значения постоянной с», оценим ее CBep= 
xy. Для этого заметим, что для любого номера п=1, 2,... и ДЛЯ 
всех x из сегмента [0, 1] справедливо неравенство !?) 

(1x?) "> 1-—пл2. (2.81) 
I 

Применяя неравенство (2.81) и учитывая, что —— <1 при лю» 
yn 

бом n=l, будем иметь 

4+] 1 Van 

а мух 2 (1—x?)"dx > 2 \ (1—x?)"dx > 
—]| 0 0 

Vn 

> 2 \ (1—nx*)dx = — (2.82% 
0 

1 1 

ya? Ув 

Из (2.79), (2.80) и (2.82) заключаем, что для всех номеров 
n=l, 2, ... справедлива следующая оценка сверху для постоян» 
HOH Cn: 

с, < Vn. (2.83) 

15) Это неравенство вытекает из того, что при любом л>1 функция ф(х) = 
= (1—^2) "— (1—пх?) неотрицательна всюду на сегменте 0<х<1|, так как эта 
функция обращается в нуль при х=0 и имеет всюду на этом сегменте не- 
отрицательную производную ф’(х)} = 2nx[l-— (1—х2)"-1.
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Из (2.83) и (2.79) вытекает, что при любом 8>0 для всех x из 
сегмента 6<|x|<1 справедливо неравенство 

< 0, (х) < Ил (1—52)". (2.84) 

Из (2.84) следует, что при любом фиксированном 6>0 после- 
довательность неотрицательных многочленов {0„(х)} сходится к 
нулю равномерно на сегменте 6< |x| <1 !°. 

Положим теперь для любого x из сегмента 0<x<1 

+1 

Pa(x)= | F(x +#)Q, (04 (2.85) 
—1 

и убедимся в том, что для любого п=|, 2,... функция P(x) 
есть многочлен степени 27, причем {P,,(x)} и является искомой по- 
следовательностью многочленов, равномерно сходящейся на сег- 
mente [0, 1] к функции f(x). 

Так как изучаемая функция f(x) равна нулю за пределами сег- 
мента [0, 1], то для любого х из сегмента [0, 1] интеграл (2.85) 
можно записать в виде 

[—z 

P, (x) = ) r(x +0 0, (9 dt. 

Заменяя в последнем интеграле переменную {Е на {—х, мы прич 
дадим ему вид 

1 

P, (x)= | (0 9, (x) dt. (2.86) 
0 

Из (2.86) и (2.79) ясно, что функция Р»(х) представляет со- 
бой многочлен степени 2n. 

Остается доказать, что последовательность {P,,(x)} сходится к 
[(х) равномерно на сегменте 0<x<1. Фиксируем произвольное 
&>0. Для фиксированного € в силу равномерной непрерывности 
f(x) на всей числовой прямой найдется 6>0 такое, что 

f(x) f(y) |<e/2 при |x—y|<6. (2.87) 

Заметим еще, что так как {(х) непрерывна на сегменте [0, 1], 
то она ограничена на этом сегменте, а следовательно, и всюду на 

16) В самом деле, достаточно доказать, что последовательность а„=(1 — 
—6?)" уп сходится к нулю, а это вытекает, например, из того, что, поскольку 

[® 

1/2 
lim у ап = (1—6?) lima fen — (i — 62) <1, ряд у @п сходится по прни- 
no По П=1 

знаку Коши (см. теорему 1.6.).
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числовой прямой. Это означает, что существует постоянная A та- 
кая, что для всех х 

|f (x) [<А. (2.88) 

Используя (2.80), (2.84), (2.87) и (2.88) и учитывая неотрица- 
тельность @„(х), оценим разность P,(x)—f(x). Для всех x из сег- 
мента 0<x<1 будем иметь 

1 

|P (x) —F (x)| = | \ [F(x +)—F(x)] Q (0) dt | < 
—1 

1 —6 

< \ f(x +£)—f (x)1Q, (f) dt <2A \ 0, (t) dt + 
—1 —1 

9 1 

+ \ Ч. (t)dt+ 2A | 9, (04 <4AVn — 8+ 
—6 9 

Для завершения доказательства теоремы достаточно заметить, 

что для Бсех достаточно больших номеров п справедливо неравен- 

CTBO 

4AVn (1—8&)" < =. 

Следствие из теоремы 2.18. Если не только cama 
финкция f(x), но и ее производные до некоторого порядка Е 
включительно непрерывны на сегменте [0, 1]П), то существует 
последовательность многочленов {P,(x)} такая, что каждая из. 
последовательностей {Pn(x)}, {Pn’(x)}, ..., {Pn ®(x)} сходится: 
равномерно на сегменте [0, 1] соответственно к f(x), f’ (x), ... 
wee, f(x). 

В самом деле, не ограничивая общности, мы можем считать, 
что каждая из функций f(x), f’(x), ..., f(x) обращается в. 
нуль при х=0 и при х=1 '9, а при таких условиях функцию [(х) 
можно продолжить на всю прямую, полагая ее равной нулю вне 
(0, 1], так что продолженная функция и все ее производные до- 
порядка А включительно окажутся равномерно непрерывными 
на всей числовой прямой. 

Но тогда, обозначая через Р„(х) тот же многочлен (2.85),. 
что и выше, и повторяя рассуждения, проведенные при доказа- 
тельстве теоремы 2.18, мы докажем, что каждая из разностей 

Pr(x)—f(%), Pr’ (x) -Р (х), ..., Pa® (x) —7 (2) 

17) Конечно, вместо [0,1] можно взять [а, 6]. 
18) Если бы f(x) не удовлетворяла этим условиям, то мы нашли бы MHO- 

гочлен рь(х) степени 2k такой, что для функцин g(x) =|(х)—р»(х) эти условия: 
были бы выполнены,
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ь является бесконечно малой, равномерно относительно х на 
сегменте 0<х<1. 

Замечание 1. Изложенное нами доказательство легко 
обобщается на случай функции т переменных f(x), Xo, ..., Xm), 
непрерывной в т-мерном кубе 0<x;<1 (i=1, 2,..., т). 

Совершенно аналогично теореме 2.18 доказывается, что для 
такой функции f(x, x2, ..., Xm) существует равномерно сходя- 
щаяся к ней в т-мерном кубе последовательность многочленов 
OT т переменных хи, Xo, ..., Xm. 

Замечание 2. Заметим, что фигурирующие в теореме 2.18 
многочлены можно заменить функциями более общей природы, 
сохраняя при этом утверждение о возможности равномерного 
приближения такими функциями любой непрерывной функ- 
ции f. 

Договоримся называть произвольную совокупность А функ- 
ций, определенных на некотором множестве ЕЁ, алгеброй, ec- 
ли !9: |) f+geA; 2) fgeA; 3) af]=A при произвольных feEA 
и бЕЕА и при вещественном а. 

Иными словами, алгебра есть совокупность функций, замк- 
нутая относительно сложения и умножения функций и умноже- 
ния функций на вещественные числа. 

Если для каждой точки x множества Е найдется некоторая 
функция g&A такая, что g(x)*0, то говорят, что алгебра А 
не исчезает ни в одной точке x множества LE, 

Говорят, что совокупность А функций, определенных на мно- 
жестве Е, разделяет точки множества КЁ, если для лю- 
бых двух различных точек x; и х2 этого множества найдется 
функция f из A такая, что f (x,)#f (x2). 

Имеет место следующее замечательное утверждение: 
Теорема 2.19 (теорема  Вейерштрасса — Стоуна 2). 

Пусть А — алгебра непрерывных на компактном? множестве 
Е функций, которая разделяет точки множества Е и не исче- 
зает ни в Одной точке этого множества. Тогда каждая непре- 
рывная на множестве Е функция f(x) может быть представле- 
на в виде предела равномерно сходящейся последовательности 
функций алгебры А. 

19) Напомним, что символ {ЕЕА означает принадлежность {к A. 
20) М. Стоун — современный американский математик. 
31) Напомним, что компактным называется замкнутое ограниченное множе- 

ство.



Глава 3 

ДВОЙНЫЕ И п-КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

Во вводной главе ч. | были указаны важные задачи о вычис- 
лении площади криволинейной трапеции и о нахождении прой- 
денного материальной точкой пути, приводящие к понятию одно- 
кратного определенного интеграла. Аналогичные «многомерные» 
задачи, такие, например, как задача о вычислении объема или за- 
дача о вычислении массы неоднородного тела, естественным обра- 
зом приводят к рассмотрению двойных и тройных интегралов. 

В настоящей главе излагается теория п-кратных интегралов 
(n22). Построение теории п-кратных ‘интегралов проводится в 
полной аналогии с построением теории однократного интеграла. 
Для более эффективного использования аналогии с однократным 
интегралом сначала вводится понятие двойного интеграла для 
прямоугольника. Затем вводится понятие двойного интеграла по 
произвольной области как с помощью прямолинейного, так.и с 
помощью произвольного разбиения этой области. Построенная 
теория переносится на случай п-кратного интеграла. В конце гла- 
вы изучаются кратные несобственные интегралы. 

$ 1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ И УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ 

ДВОЙНОГО ИНТЕГРАЛА 

1. Определение двойного интеграла для прямоугольника. Рас- 
смотрим произвольную функцию f(x, у), определенную всюду на 
прямоугольнике R=[a<x<b|X[cxy<d] (рис. 3.1). Введем по- 
нятие интегральной суммы функ- 

ции f(x, У). y 
Разобьем сегмент fa, 5] на п d=y, 

частичных сегментов при помо- 
щи точек а=ж<х<Х<«...«хв= y 
=b, a сегмент [с, а] на р частич- / 
ных сегментов при помощи точек УГ’ 
с=У <! <уУ2<...«у,=4а. Этому 
разбиению сегментов соответст- °=% 
вует разбиение прямоугольника > 
Ю прямыми, параллельными осям 01а =2, к-т к b=X, г 
Ох и Oy, на п.р частичных 
прямоугольников Рис. 3.1 

А 



118 Гл. 3. Двойные и Л-кратные интегралы 

Rep = [мох < хх [yer < y < yp] (Е=1,2, ...,п;1=19,...,р). 

Указанное разбиение прямоугольника К обозначим символом T. 
Разбиение прямоугольника КЮ, полученное из разбиения Г добав- 
лением прямых, параллельных осям Ох и Оу, назовем измель- 
чением разбиения Г и будем обозначать символом 7”. 

Всюду в этой главе под термином «прямоугольник» мы будем 
понимать прямоугольник со сторонами, параллельными координат- 
ным осям. На каждом частичном прямоугольнике Ry; выберем 
произвольную точку (Ё», п). Положим Axg=Xe—Xe-1, AYr=Yi—Yyi-1 
и обозначим через АК» площадь прямоугольника Юв. Очевидно, 
ARg=Ax,-Ay:. Длину диагонали прямоугольника Rx, равную 

7 (Лх»)?- (Лу!)?, назовем диаметром этого прямоугольника. 
Наибольший из диаметров всех частичных прямоугольников назо- 
вем диаметром разбиения TJ прямоугольника R и обозна- 
чим Символом A. 

Определение 1. Число 

п р 

g=o(f, T= SS НЕ, ТАК (3.1} 
k=1 l=1 

назовем интегральной суммой функции f(x, у), соответ- 
ствующей данному разбиению Т прямоугольника В и данному 
выбору промежуточных точек (Ex, ni) на частичных прямоугольни- 
ках разбиения Т. 

Определение 2. Число Г называется пределом интег- 
ральных сумм (3.1) при A->0, если для любого положитель- 
ного числа & можно указать такое положительное число 6, что при 
A<6 независимо от выбора промежуточных точек (Ex, ni) на Ret 
выполняется неравенство |в—1| <. 

Отметим, что интегральную сумму (3.1) можно рассматривать 
как прямоугольную частичную сумму $51, двойного ряда, а предел 
интегральных сумм (3.1) при А—0 — как предел limS,, при 

poe 
независимом стремлении п и р к бесконечности, т. е. как сумму 
соответствующего двойного ряда. (Элементы теории двойных 
рядов изложены в гл. L.) 

Определение 3. Функция f(x, у) называется интегри- 
руемой (по Риманиу) на прямоугольнике К, если существует 
конечный предел Г интегральных сумм этой функции при А->0. 

Указанный предел Г называется двойным интегралом. 
от функции f(x, у) по прямоугольнику Ю и обозначается одним. 
из следующих символов: 

го, y) dedy || Им
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Замечание. Точно Tak же, как и для однократного опреде- 
ленного интеграла (см. $ 1 гл. 9 ч. 1), методом доказательства 
от противного устанавливается, что любая интегрируемая на пря- 
моугольнике Ю функция f(x, у) является ограниченной на этом 
прямоугольнике. Поэтому везде в этсй главе, кроме последнего 
параграфа, не оговаривая это дополнительно, будем рассматри- 
вать лишь ограниченные функции. 

2. Условия существования двойного интеграла для прямоуголь- 
ника. Теория Дарбу, развитая в гл. 94. 1 для однократного опре- 
деленного интеграла, полностью переносится на случай двойного 
интеграла в прямоугольнике А. Ввиду полной аналогии мы огра- 
ничимся указанием общей схемы рассуждений. 

Составим для данного разбиения Т пгямоугольника А две сум- 
мы: верхнюю сумму 

п р 

5=У у МыАЮн (Mir = sup F(%, y)) 
=] [=1 oo

 

и нижнюю сумму 

п р 

5$ = у, »3 тыАЮы (ты = pth, у))- 
k=! [| R 

Справедливы следующие утверждения (доказательства их 
полностью аналогичны доказательствам, приведенным в п. 2 
$ 2гл. 9ч. 1). 

Утверждение |. Для любого разбиения Т прямоугольника 
К при любом выборе промежуточных точек (Ex, г) на частичных 
прямоугольниках Ry интегральная сумма с удовлетворяет нера- 
венствам $5<5<5. 

Утверждение 2. Для любого фиксированного разбиения Т 
и любого числа e>>0 промежуточные точки (Ёь, 11) ЕКь: МОЖНО 
выбрать так, что интегральная сумма в будет удовлетворять нера- 
венствам 0<S—o<e. 

Гочки (Ex, 1) можно выбрать и таким образом, что интег- 
ральная сумма o будет удовлетворять неравенствам O<o—s<e. 

Утверждение 3. ЛШусть T’ — измельчение разбиения Т 
прямоугольника R и 5’, s’ — соответственно верхняя и нижняя 
суммы разбиения Т’. Тогда справедливы неравенства 

sxs’, S’<S. 

Утверждение 4. Пусть T’ u T” — любые два разбиения 
прямоугольника R, S’, s’ и 5”, $” — верхние и нижние суммы этих 
разбиений соответственно. Тогда 

5°<95”, 5'%5'.
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Утверждение 5. Множество {5} верхних сумм данной функ- 
ции f(x, у) для всевозможных разбиений прямоугольника В огра- 
ничено снизу. Множество нижних сумм {$} ограничено сверху. 

Таким образом, существуют числа 

=inf{S}, /=sup {$}, 

называемые соответственно верхним и нижним интегра- 
лами Дарбу (от функции f(x, у) по прямоугольнику Ю). Легко 
убедиться в том, что [< Г. 

Утверждение 6. Пусть Т’— измельчение разбиения Т пря- 
моугольника К, полученное из Т добавлением р новых прямых, Le 
пусть 5’, 5’ и 5, 5 — верхние и нижние интегральные суммы раз- 
биений Т’и Т соответственно. Тогда имеют место оценки 

[S—S’ < (Mr—mp) pAd; 5'—$< (Mp—mp) рАа, 

где Mr=sup f(x, и), Mma=int f(x, у), A — диаметр разбиения Т, 
R 

4 — диаметр прямоугольника Ю. 
В полной аналогии с понятием предела интегральных сумм 

(определение 2 п. 1) вводится понятие предела верхних и нижних 
сумм. Так, число Г называется пределом верхних сумм S при 
А—0, если для любого =#>0 можно указать 6>>0 такое, что 
|S—I|<e при A<<6. 

Утверждение 7. Верхний и нижний интегралы Дарбиу I ul 

от функции f(x, у) по прямоугольнику R являются пределами co- 
ответственно верхних и нижних сумм при А-—>0. 

Из приведенных утверждений 1—7 вытекает следующая 
Теорема 3.1. Для того чтобы ограниченная на прямоугольни- 

ке К функция f(x, у) была интегрируема на этом прямоугольнцке, 
необходимо ц достаточно, чтобы для любого =>0 нашлось такое 
разбиение Т прямоугольника R, для которого S—s<e. 

Как ив гл. 9 ч. 1, теорема 3.1 в соединении с теоремой о рав- 
номерной непрерывности позволяет выделить важнейшие классы 
интегрируемых функций. 

Теорема 3.2. Любая непрерывная в прямоугольнике R фиунк- 
ция f(x, и) интегрируема на этом прямоугольнике. 

Определение 1. Назовем элементарной фигурой 
множество точек, представляющих собой объединение конечного 
числа прямоугольников (со сторонами, параллельными осям Ох 
и Оу). 

Заметим, что в определении | можно брать прямоугольники, 
как имеющие общие внутренние точки, так и не имеющие их. 

Определение 2. Будем говорить, что функция f(x, у) обла- 
дает в прямоугольнике R (в произвольной замкнутой области D) 
Г[-свойством, если: 1) f(x, у) ограничена в R (в 2); 2) для лю-
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6020 в>0 найдется элементарная фигура площади, меньшей в, 
содержащая все точки и линии разрыва функции f(x, у). 

Теорема 3.3. Если функция f(x, у) обладает в прямоугольни- 
ке 1-свойством, TO она интегрируема на этом прямоугольнике. 

Доказательство теорем 3.2 и 3.3 полностью аналогично доказа- 
тельству теорем 9.1 и 9.2 ч. 1. | 

3. Определение и условия существования двойного интеграла 
для произвольной области. В п. 2 $ 2 гл. 10 4. 1 были введены 
понятия квадрируемости и площади плоской фигуры. Напомним, 
что плоской фигурой мы назвали часть плоскости, ограниченную 
простой замкнутой кривой. Плоская фигура называется квадри- 
руемой, если верхняя и нижняя площади этой фигуры) равны 
между собой. Это число называется площадью фигуры. Эти поня- 
тия без каких-либо изменений переносятся на случай произволь- 
ного ограниченного множества Q точек плоскости. 

Во всех определениях и утверждениях указанного пункта вмес- 
то плоской фигуры можно брать произвольное ограниченное мно- 
жество Q на плоскости. 

В том же пункте было дано определение кривой (или грани- 
цы фигуры) площади нуль: Г называется кривой площади нуль, 
если для любого =>>0 найдется многоугольник, содержащий все 
точки Г и имеющий площадь, меньшую в. В этом определении 
термин «многоугольник» можно заменить термином «элементарная 
фигура». Это следует из того, что любая элементарная фигура 
является многоугольником, а любой многоугольник с площадью, 
меньшей числа &, содержится в элементарной фигуре, имеющей 
площадь, меныную числа 32e (см. теорему 10.2” ч. 

Утверждение 1. Пусть кривая Г имеет площадь нуль и 
плоскость покрыта квадратной сеткой с шагом h. Тогда для любо- 
го =>0 найдется число h>0 такое, что сумма площадей всех 
квадратов, имеющих общие точки с Г, меньше в. 

Действительно, для каждого =>>0 можно фиксировать некото- 
рую элементарную фигуру @, содержащую внутри себя Г и имею- 
щую площадь, меныную 8/4. При достаточно малом A все квадра- 
ты, имеющие общие с Г точки, содержатся в элементарной фигу- 
ре, получающейся заменой каждого прямоугольника прямоуголь- 
ником со вдвое большими сторонами и с тем же центром. 

Отметим, что класс кривых площади нуль весьма широк. Это- 
му классу принадлежит, например, любая спрямляемая кривая 
(см. $ 1 гл. 10 4. 1). 

Введем понятие двойного интеграла для произвольной двумер- 
ной области О. Пусть D — замкнутая ограниченная область, rpa- 
ница Г которой имеет площадь нуль, a f(x, у) — произвольная 

1) Верхняя площадь определяется как точная нижняя грань площадей всех 
многоугольников, содержащнх фигуру, а нижняя площадь — как точная верх- 
няя грань площадей всех многоугольников, содержащихся в фигуре.
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ограниченная функция, определенная в области О. Обозначим че- 
рез ^ любой прямоугольник (со сторонами, параллельными коор- 
динатным осям), содержащий область О (рис. 3.2). Определим 
в прямоугольнике R следующую функцию: 

x, у), (х, y) ED; 
0, (x, у) = ХО. 

Определение. Фиункцию 
У 4 f(x, у) назовем интегририуе- 

мой в области D, если функция 
R F(x, у) интегрируема в прямо- 

угольнике Ю. Число [= 

— № F (x, y)dxdy назовем 0двой- 
R 

F(x, y)= | I (3.2) 

0 | х ным интегралом от функции 
[(x,y) по области) и обозначим 

Рис. 32 символом 

I= || f(x, y)dedy=\ КМ) ao, 
D D 

Из этого определения вытекает следующее 

Утверждение 2. Интеграл ( 14хау равен площади 
B 

области D. 
Действительно, подвергая соответствующий прямоугольник R 

все более мелким разбиениям, получим, что верхние интегральные 
суммы этих разбиений будут равны площадям элементарных фи- 
гур, содержащих 0), а нижние суммы — площадям элементарных 
фигур, содержащихся в 0. Интегрируемость функции f(x, и) =1 в 
области О следует из теоремы 3.3. 

Утверждение 3. Мусть функция f(x, у) интегрируема в ог- 
раниченной квадрируемой области О, плоскость покрыта квадрат- 
ной сеткой с шагом h, Сл, Co,..., Сие) — квадраты указанной сет- 
ки, целиком содержащиеся в области D, (Е, He) — произвольная 
точка квадрата Cy, me=ini f(x, у), R=1, 2,...,n(h). Тогда каждая 
из сумм Cr 

n(h) n(h) 

У Ma) A, Ут 
k=1 he«l 

имеет предел при 1-0, равный |, у) ах dy. 
D 

Для доказательства достаточно заметить, что указанные суммы 
отличаются от обычной интегральной суммы (соответственно от 
нижней суммы) функции f(x, у) в области D только отсутствием
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слагаемых по квадратам, имеющим общие точки с границей Г 
области D, причем сумма всех отсутствующих слагаемых по мо- 
дулю меньшей произведения числа M=sup|f(x, y)| на площадь $ 

р 
элементарной фигуры, состоящей из квадратов, имеющих общие 
точки с Г. Поскольку граница Г имеет площадь нуль, то согласно 
утверждению | SO при AO. 

Из теоремы 3.3 и приведенного выше определения двойного 
интеграла вытекает следующая основная теорема. 

Теорема 3.4. Если функция f(x, у) обладает в области D 
[-свойством, то она интегрируема в этой области. 

Доказательство. Функция F(x, у), определенная форму- 
лой (3.2), в данном случае обладает /-свойством в прямоугольни- 
ке К. В самом деле, функция F(x, у) ограничена в R uw все ее 
точки и линии разрыва либо совпадают с соответствующими раз- 
рывами {(х, у), либо лежат на границе Г области О. Но граница 
Г имеет площадь нуль. Таким образом, утверждение теоремы 
следует из теоремы 3.3. Теорема доказана. 

Следствие 1 из теоремы 3.4. Если функция f(x, у) огра- 
ничена в области О) и имеет в этой области разрывы лишь на 
конечном числе спрямляемых линий, TO f(x, у) интегрируема в 
области О. 

Следствие 2 изтеоремы 3.4. Если функция f(x, у) обла- 
дает в области D 1-свойством, а g(x, у) ограничена и совпадает с 
f(x, у) всюду в D, за исключением множества точек площади 
нуль, то функция g(x, у) интегрируема в области О), причем 

| g(x, y)dxdy = ле, y) dx dy. 

В отношении данного нами определения двойного интеграла 
возникает вопрос о его корректности. Зависит ли факт существо- 
вания двойного интеграла и его величина 1) от выбора на плос- 
кости координатных осей Ox и Oy, 2) от выбора прямоугольника 
К, на котором определяется функция F(x, и)? 

В следующем пункте будет дано другое определение интегри- 
руемости функции f(x, у) и двойного интеграла, не зависящее ни 
от выбора координатных осей, ни от выбора прямоугольника К, 
и доказана эквивалентность этого определения приведенному 
выше. 

4. Общее определение двойного интеграла. Пусть D — замкну- 
нутая ограниченная область с границей Г площади нуль. Разобьем 
область D при помощи конечного числа произвольных кривых пло- 
щади нуль на конечное число г (не обязательно связных) замкну- 
тых частичных областей D;, Do,...,Dr. Каждая область О; имеет 
границу площади нуль и потому квадрируема. Обозначим пло- 
щадь области О; символом AD;. В каждой области О; выберем 
произвольную точку P;(E:, ni).
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Определение 1. Число 

с= J КР.) AD, (3.3) 
=I 

называется интегральной суммой функции f(x, у), соответ- 
ствующей данному разбиению области D на частичные области 
р; и данному выбору промежуточных точек Р; в частичных об- 
ластях. 

Назовем диаметром области D; число 4;= Sup 0(M,, Mo) 
М: МЕР; 

(0(M,, Mo) — расстояние между точками My, М2). Диаметром 

разбиения области D назовем число А=шаха.. 
l<ti<r 

Определение 2. Число Г называется пределом интег- 

ральных сумм (3.3) при А->0, если для любого положитель- 
ного числа в можно указать такое положительное число д, что 

при Аб независимо от выбора точек P; в частичных областях 

D; выполняется неравенство |o—I|<e. 
Определение 3 (общее определение интегрируемости). 

Функция f(x, у) называется интегрируемой (no Pumany) 
в области О, если существует конечный предел Г интегральных 

сумм с этой функции при AO. Этот предел Г называется двой- 
ным интегралом от функции f(x, у) по области Б. 

Докажем следующую фундаментальную теорему. 

Теорема 3.5. Общее определение интегрируемости эквива- 
лентно определению, данному в п. 3. 

Доказательство. 1) Пусть функция f(x, у) интегрируема 
в области О согласно общему определению интегрируемости и ее 
двойной интеграл согласно этому определению равен J. Заключим 
D в прямоугольник R, разобъем его на частичные прямоугольники 
и введем на R функцию F(x, у) по правилу (3.2). Рассмотрим 

— 

интегральную сумму (3.3) o функции f(x, у) и интегральную сум- 
му (3.1) с функции F(x, у). Эти суммы могут отличаться друг от 
друга лишь слагаемыми, соответствующими частичным прямо- 
угольникам разбиения, имеющим общие точки с границей Г об- 
ласти О. Поскольку Г имеет площадь нуль, а функция f(x, у) 
ограничена, то эта функция интегрируема и согласно определению 
п. 3. По этому же определению она имеет тот же самый двойной 
интеграл Г. 

2) Пусть функция f(x, у) интегрируема в области D согласно 
определению п. Зи Г — двойной интеграл OT f(x, у) по области 
Р согласно этому определению. Докажем, что для функции 

Ех, у) существует равный J предел интегральных сумм с при 
А—0.
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Составим для данного разбиения области О верхнюю и ниж- 
нюю суммы 

$ = у M,AD, H $ = у. m,AD, 

tux! | 

(здесь М; — sup f (x, y), m ms = int F(x, y)). Tak как для любого раз- 
[ 

биения (при любом выборе п промежуточных точек в интегральной 

сумме а) 

5<0=5, 

то достаточно доказать, что обе суммы $ и $ стремятся к Г при 

А->0: для любого e>0 найдется 6>0 такое, что каждая из сумм 

5 и $ отклоняется от J меньше чем на в при A<O. 
Фиксируем произвольное ё>0. В силу теоремы 3.1 и утвержде- 

ния | для этого = найдется разбиение Т прямоугольника R(DCR) 
на частичные прямоугольники А» такое, что для него 

S—s< > и (3.4) 
R, NTs 

где Мо = sup|/(%, y)|. 

Заключим все отрезки прямых, производящих разбиение T, и 
границу Г области D строго внутрь элементарной фигуры Q, пло- 

щадь которой меньше числа Тогда заведомо существует 
0 

положительная точная нижняя грань 6 расстояния между двумя 
точками, одна из которых принадлежит границе фигуры Q, а 
другая — отрезкам прямых, производящим разбиение Т, или гра- 
нице Г области ШО. Построение фигуры @ может быть проведено 
по схеме, предложенной при обосновании утверждения | в п. 3. 

Докажем, что для сумм _ S и $ любого разбиения области D, 

удовлетворяющего условию “A<6, справедливы неравенства 

S<S+e/2, 5—в/2< 5. (3.5} 

Докажем первое неравенство (3.5) (второе неравенство доказыва- 
ется аналогично). 

Удалим из суммы 5 все слагаемые M;AD;, соответствующие 
областям D;, каждая из которых не лежит целиком в одном час- 
тичном прямоугольнике разбиения Т. Все такие области DicQ 
(так как 4:<А< 8), а поэтому общая сумма площадей таких 
областей меньше числа 2/6Mo.
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Следовательно, сумма всех удаленных слагаемых M;AD; мень- 
mie числа ¢/6, и справедлива оценка 

~ Gow Е 

S< № МАР, + (3.6) 
t 

где штрих обозначает, что сумма распространена лишь на области 
D;, каждая из которых целиком содержится в одном из прямо- 
угольников разбиения Г. 

Заменим теперь в правой части (3.6) точные грани М; в облас- 
TAX Di, содержащихся в частичном прямоугольнике К», точной 
Ret гранью М» в прямоугольнике К» Введем обозначение 

U i и через AR; обозначим площадь области Ry. Тогда 

получем * 

S< Yi МьАВ, + (3.7) 

Для прямоугольников RyCD области ®,\В,<@, поэтому для 
них 

У A(R В = У (АК, AR) < AQ < 
Е 

м om’ 

для прямоугольников А», пересекающихся с Г, 

< di (ЮГЕ Dink <. 
и, следовательно, 

5— у. МАК, =| у M, (AR, — АК,)| < ats “a 
Г k 

YI MAR, < S+— 

R 

Из последнего неравенства и из неравенства (3.7) получаем, 
что 

ее. 

и первое неравенство (3.5) доказано. Второе неравенство (3.5) 
доказывается аналогично. 

Из (3.5) получим 

5 <s< <5<5+-- (3.8)
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Так как в силу (3.4) каждая из cyMM $ и $ отклоняется OT 1 
меньше чем на 8/2, то каждая из сумм $ и $ в силу (3.8) откло- 
няется от / меньше чем Ha в. Теорема доказана. 

$ 2. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ДВОЙНОГО ИНТЕГРАЛА 

Свойства двойного интеграла вполне аналогичны соответству- 
ющим свойствам однократного определенного интеграла. 

1°. Аддитивность. Если функция f(x, у) интегрируема в 
области D и если область D при помощи кривой Г площади нуль 
разбивается на две связные и не имеющие общих внутренних 
точек области D, и De, то функция f(x, у) интегрируема в каждой 
из областей Оу и Do, причем 

IS Fe, y) di dy = | | f (x, ах + || FO. y)dxdy. (3.9) 

Для доказательства этого свойства разобьем области В: и De 
на конечное число квадрируемых областей, тем самым получим 
разбиение области Ш. Пусть $ и $, $1 и 81, So и Sp — верхние и 
нижние суммы функции f(x, у) соответственно в областях D, 
Dy, De. 

Так как Ос) uw DocD, то $1—5<5-—5и 5.—5.<5-—5, откуда 
и вытекает интегрируемость функции f(x, и) в каждой из областей 
р И Do. 

Справедливость соотношения (3.9) следует из того, что 

§=S8,4+ So, S=S)+ So. (3.10} 

Замечание. Справедливо и обратное утверждение: из интег- 
pupyemoctu функции f(x, у) в каждой из областей D, и Бо следует 
интегрируемость функций в области D и справедливость форму- 
лы (3.9). 

Действительно, разбивая область О на конечное число квадри- 
руемых частей D; и вводя верхние и нижние суммы функции 
f(x, у) в областях D, Dy, Do, мы получим равенства (3.10), верные 
с точностью до слагаемых, отвечающих тем областям Бь, которые 
имеют общие внутренние точки с кривой Г. Кривая Г имеет пло- 
щадь нуль, функция f(x, у) ограничена, поэтому общая сумма этих 
слагаемых будет стремиться к нулю при стремлении к нулю диа- 

метра разбиения А. 
Вывод последующих свойств (так же, как и вывод свойства 1) 

вполне аналогичен выводу соответствующих свойств однократного 
определенного интеграла. Ограничимся формулировкой этих 
СВОЙСТВ. 

2° Линейное свойство. Пусть функции f(x, у) и g(x, 5) 
интегрируемы в области D, a и В — произвольные вещественные
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числа. Тогда функция af(x, у) + Bg (x, у) также интегрируема в 
области ПО, причем 

ах, ду + Bale уракду а} (F(x, дахау+ 
$2) 

+B if) g(x, y) dx dy. 

3°. Если функции f(x, у) и g(x, у) интегрируемы в области D, 
то и произведение этих функций интегрируемо в О. 

4°. Если функции f(x, у) и g(x, у) интегрируемы в области О 
u всюду в этой области f(x, у) < в (х, и), то 

[по дана < Jf ete, де 

5°. Если функция f(x, у) интегрируема в области О, то и функ- 

ция |f(x, и) | интегрируема в области О, причем 

и y) dx dy|< \) lf (x, y)|dx dy. 

{Обратное утверждение неверно: из интегрируемости |f(x, y)| в 
D, вообще говоря, не вытекает интегрируемость f(x, у) в D 

6°. Если функция f(x, у) интегрируема в области D, a g(x, у) 
ограничена и совпадает с f(x, у) всюду в О, за исключением мно- 
жества точек площади нуль, то и 5(х, у) интегрируема в облас- 
ти О. 

7°. Теорема о среднем значении. Если функции f(x, у) 
и g(x, у) интегрируемы в области О, функция g(x, у) неотрица- 
тельна (неположительна) всюду в этой области, М =supf (x, у), 

р 
n= inf f(x, 5), то найдется число pwe[m, М] такое, что cnpa- 

р 
ведлива формула 

{о ale уахауь JF a(x, даа 

Если при этом функция f(x, у) непрерывна в О, а область D 
связна, то в этой области найдется такая точка (E, nN), что b= 

=f(§, т). 
8°. Геометрическое свойство. (| 14» ау — равен пло- 

DB 
eyadu области D (см. утверждение 2 из п. 3).
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$ 3. СВЕДЕНИЕ ДВОЙНОГО ИНТЕГРАЛА 

К ПОВТОРНОМУ ОДНОКРАТНОМУ 

Эффективным способом вычисления двойных интегралов явля- 
ется сведение их к однократным интегралам. 

1. Случай прямоугольника. Начнем с простого случая, когда 
область интегрирования представляет собой прямоугольник R= 
= [axx<b] X [с<у<4]. 

Теорема 3.6. Пусть функция f(x, у) интегрируема в прямо- 
угольнике КЮ, и пусть для каждого хе[а, 6] существует однократ- 
ный интеграл 

4 
I (x)= (F(x, y) dy. (3.11) 

Тогда существует повторный интеграл 

b b 6d 
{ 1) dx = f dx [ F(x, y) dy 

4 справедливо равенство 

jf f(x, и) ах dy= f ax (FG y) dy. (3.12) 
R a с 

Доказательхтво. Разобьем прямоугольник Ю с помощью 
точек {x;}, {и} на пр частичных прямоугольников 

Юы= ххх, | x [yxy <yi] 

(Е=1, 2,...,n; [=1, 2,...,p) так, что х=а, Xn=5, Yo=l, ур=а и 

АхЕ=хь—Хь-1>0, Ayr=yi—yi- > 9. 

Пусть, как и в $ 1, число A обозначает диаметр разбиения 
прямоугольника КЮ, Мы = sup 7 (x, у), ты = int Кх, у), аб и$ — 

ry Rl 
верхняя и нижняя суммы функции f(x, у). Тогда всюду Ha прямо- 
угольнике Rey 

ти< Ех, у) <Ми. (3.13) 

Фиксируем произвольное число Exe [Xz-1, Xe] и проинтегрируем 
неравенство (3.13) по у в пределах OT Yyr-1 до у, положив в нем 
х=Ё,. Получим 

И 

MyAyy < | F(&, и) ау < My Ay. (3.14) 

Gye 

5 Зак. 25
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Умножим (3.14) на Ах», просуммируем полученные неравенства 

сначала по всем / от 1 до р, а затем по всем А от 1 до п. Исполь- 

зуя обозначение (3.11), будем иметь 

в 

8 = у. 
k=1 

Пусть A>0. Тогда и тах Ax,—0. При этом $ и S стремятся к 
k 

двойному ‘интегралу | f(x, y)dxdy. Следовательно, существует 

предел и среднего члена в (3.15), равный тому же самому ABOH- 

ному интегралу. Но этот предел по определению однократного 

интеграла равен 

р п р 
Mp Ax, Ay; < у I (E,) Ax, < у у МнАх,Ау; = §. (3. 15) 

k {=1 
faced Sead 

l=1 Reus | =| 

- b 4 
{1 (+) dx = { dx | F(x, 9) dy. 

Таким образом, доказано существование повторного интеграла 
и равенство (3.12). Теорема доказана. 

Замечание. Из доказательства теоремы 3.6 ясно, что хи и 
можно поменять ролями, т. е. можио предположить существова- 
ние двойного интеграла и существование для любого уе[с, 4] 
однократного интеграла 

b 

K(y)= { F(x, да. 

Тогда теорема будет утверждать существование повторного 
интеграла 

d d b 

ка = [dy (F(x, да 

и равенство его двойному интегралу. 
2. Случай произвольной области. Рассмотрим теперь произ- 

вольную ограниченную замкнутую квадрируемую область D с 
границей Г. 

Теорема 3.7. Пусть выполнены следующие условия: 1) об- 
ласть D такова, что любая прямая, параллельная оси Oy, пересе- 
кает границу Г по целому отрезку [у1(х), у2(х)] либо не более: 
чем в двух точках, ординаты которых суть у! (х) и у2(х), 20e 
и1(х) <у2(х) (рис. 3.3); 2) функция f(x, у) интегрируема в области 
Р и для любого хе|[хи, х2] допускает существование однократно- 
го интеграла 

Из(х) 

| f(x, y)dy 
¥s(*)
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([х,, X2] — проекция области О на ось Ох). Тогда существует 
повторный интеграл 

К: Уз(х) 

| ах | f(x, у) dy 
д: У (х) 

и справедливо равенство 

X,  Из(х) 

[Г дак = ак | 1G, yay (3.16) 

Доказательство. Обозначим через R прямоугольник со 
сторонами, параллельными координатным осям, содержащий об- 
ласть О, а через F(x, и) функцию (3.2), совпадающую с f(x, у) в 

vt р 

— 

Yel , yA 

2 р 

0 1 РА 2) 0 x 

уз
 

Рис. 3.3 Рис. ‘3.4 

D и равную нулю в остальных точках Ю. Для F(x, у) выполнены 
в R все условия теоремы 3.6 и, следовательно, справедлива фор- 
мула (3.12), которая переходит в формулу (3.16) (в силу выбора 
функции F(x, y)). Теорема доказана. 

Замечание 1. В теореме 3.7 можно поменять ролями х и у, 
т. е. можно предположить, что выполнены следующие два усло- 
вия: 1) область D такова, что любая прямая, параллельная оси 
Ox, пересекает границу Г либо по целому отрезку [х! (и), х2(и)], 
либо не более чем в двух точках, абсциссы которых суть хи (у) и 
xo(y), где х, (у) <хо(у); 2) функция f(x, у) интегрируема в об- 
ласти О и для любого y=[y1, yo] допускает существование одно- 
кратного интеграла 

x; (у) 

f(x, у) dx 
х: (y) 

((y1, ye] — проекция D на ось Оу). 

5*
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При выполнении этих условий существует повторный интеграл 

Уз хз (И) 

| dy | F(x, у) dx 
Wi x1(y) 

и справедливо равенство 

У» X2(y) 

(F(x, yaxdy=Sdy J f(x, wae, 
`р И1 Х1 (и) 

Замечание 2. В случае, если область D не удовлетворяет 
требованиям теоремы 3.7 или замечания | к этой теореме, часто 
удается разбить эту область на сумму конечного числа областей 

такого типа, не имеющих общих 
yh внутренних точек. Тогда инте- 

грал по области О в силу свой- 
ства аддитивности равен сумме 
интегралов по соответствующим 
областям. Так, область О, изоб- 
раженную на рис. 3.4, можно. 
разбить на сумму трех областей 
D,, Do, Оз, к каждой из которых 
применима или теорема 3.7, или 
замечание |. . 

Пример. Пусть область D 
ограничена кривыми |x+y|<1 и 
ху <, а f(x, у) =ху (рис. 3.5). 
Любая прямая, параллельная оси 

Рис. 3.5 Оу, пересекает границу D не бо- 
лее чем в двух точках. Для удоб- 
ствазаписи повторных интегралов 

разобъьем область D на две области ВБ: и О. осью Оу. Применяя 
по каждой из областей формулу (3.16), получим 

Jie i) dx dy = || dx dy +] xy dx dy = 

1 

0 У1—хз 1 1-—х 0 

= [| xdx | y dy +(x dx | ydy=—\ +) + 
—1 0 —1 —1—х —У1—я 

1 
J 8__ 2) dy — — —- + [4 x*) dx >. 

0
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$ 4. ТРОЙНЫЕ И п-КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

Изложенная нами теория двойного интеграла без каких-либо 
осложнений и новых идей переносится на случай тройного и вооб- 
ще п-кратного интеграла. Остановимся на основных моментах 
теории п-кратного интеграла. 

При определении класса квадрируемых множеств в Е? и клас- 
са кубируемых множеств в ЕЗ мы заимствовали из курса средней 
школы понятия площади многоугольной фигуры и объема много- 
гранного тела, которые обладают свойствами аддитивности, инва- 
риантности, монотонности (см. $ 2, 3 гл. 10 ч. 1). В пространстве 
Е", n>3 дело осложняется тем, что нам не известен объем мно- 
жества (тела) в Е", ограниченного гиперплоскостями. Для введе- 
ния класса кубируемых тел в Е" будем считать известным способ 
вычисления объема частного вида тел в E* — п-мерного прямо- 
угольного параллелепипеда. 

Напомним (см. § | гл. 13 ч. 1), что множество А =[а1, 81| Х 
Х[а2, 62] X...X [an, bn] всех точек х= (хи, Хо, ...,Хп) в Е", для ко- 
торых а:<х:<в:, i=1, 2,...,n, называется п-мерным коордн- 
натным прямоугольным параллелепипедом. Если 
b;—a;=h для всех i, то Ю называют п-мерным координат- 
ным кубом с ребром fh. Точки (Cj, Co, ..., Сп), где с; равны 
либо ai, либо 6:;, назовем вершинами К, а сегменты, CoOe- 
диняющие вершины типа (си, Co,...,Ci-1, Gi, Сны, ..., бп) H (C1, Со, ... 
...Срьь Вь Снь..., бп), — ребрами R. Все ребра Ю параллельны 
координатным осям. 

По аналогии с £', Е?, ЕЗ естественно определить объем п-мер- 
ного прямоугольного параллелепипеда R как число, равное произ- 
ведению длин всех его ребер, выходящих из одной вершины, т. е. 

п 

как число и (В) = [1 (6,—a,). 
==] 

Назовем элементарным телом множество точек Е", 
представляющее собой объединение конечного числа п-мерных 
прямоугольных параллелепипедов, не имеющих общих внутренних 
точек, ребра которых параллельны осям координат. Объем любо- 
го элементарного тела нам известен и равен сумме объемов сос- 
тавляющих его параллелепипедов. 

Пусть теперь D — произвольная ограниченная область в E*, 
Назовем нижним объемом области О точную верхнюю 
грань и. =в. (О) объемов всех содержащихся в О) элементарных 
тел, а верхним объемом области D — точную нижнюю 
грань p*=p*(D) объемов всех элементарных тел, содержащих об- 
ласть D. Легко убедиться в том, что и. < и*. 

Область D называется кубируемой, если и» =р*. При этом чис- 
ло w(D)=p.(D)=p*(D) называется п-мерным объемом облас- 
ти D.
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В полной аналогии со случаем плоской области доказывается 
следующее утверждение: 

для того чтобы п-мерная область D была кубируемой, необхо- 
димо и достаточно, чтобы для любого e>>0 нашлись два элемен- 
тарных тела, одно из которых содержит О, а другое содержится в 
р, разность объемов которых по модулю меньше числа е. 

Поверхностью (или многообразием) п-мерного 
объема нуль назовем замкнутое множество, все точки которого 
принадлежат элементарному телу как угодно малого п-мерного 
объема. 

Из приведенного утверждения получаем, что и-мерная область 
D кубируема тогда и только тогда, когда граница этой области 
представляет собой многообразие п-мерного объема нуль. 

Определим И-кратный интеграл от функции п переменных 
f(x) =Е(хь, х,...,Х) сначала в п-мерном координатном прямо- 
угольном параллелепипеде Ю. С этой целью производим разбиение 
Т параллелепипеда А конечным числом гиперплоскостей, парал- 
лельных координатным осям, на конечное число частичных п-мер- 
ных параллелепипедов. 

Для указанного разбиения Т в полной аналогии со случаем 
п=2 определяем интегральную, верхнюю и нижнюю суммы любой 
ограниченной в R функции f(x). Теперь определим п-кратный 
интеграл от функции f(x) по параллелепипеду К 
как предел интегральных сумм при стремлении к нулю диаметра 
разбиения 7 параллелепипеда Л. 

Как и для случая n=2, теория Дарбу устанавливает необхо- 
димое и достаточное условие интегрируемости 
в следующей форме: 

Для интегрируемости функции f(x) в параллелепипеде К необ- 
ходимо и достаточно, чтобы для любого в>0 нашлось разбиение 
Т параллелепипеда R, для которого разность верхней и нижней 
сумм была меньше Bf. 

Пусть теперь D — произвольная замкнутая ограниченная 
п-мерная область, граница которой имеет п-мерный объем нуль, 
п-кратный интеграл от функции f по области D 
определяется как интеграл по п-мерному координатному прямо- 
угольному параллелепипеду R, содержащему область D, от функ- 
ции F, совпадающей с { в Ри равной нулю вне В. 

Для обозначения п-кратного интеграла от функции f(x) по об- 
ласти D естественно использовать один из следующих символов: 

| F(x) dx= | malice Xqy ..., Хи) ax, dx,...dx,. (3.17) 
D D 

Отметим, что произведение dx=dx,dxo...dx, обычно называют 
элементом объема в пространстве Ё”. 

Точно так же, как и для случая п=2, доказывается интегри- 
руемость по п-мерной области D любой непрерывной функции, а
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также функции |, обладающей в области D 1-свойством (т. е. or- 
раниченной в D функции, множество точек разрыва которой имеет 
п-мерный объем нуль). Вообще, изменение интегрируемой функ- 
ции | на множестве точек п-мерного объема нуль не изменяет ве- 
личину интеграла от этой функции. 

Для определения п-кратного интеграла можно использовать 
разбиение области D w при помощи конечного числа произволь- 
ных многообразий объема нуль на конечное число частичных об- 
ластей произвольной формы. В полной аналогии с теоремой 3.5 
доказывается, что такое общее определение п-кратного интеграла 
эквивалентно указанному выше определению. 

Для п-кратного интеграла остаются справедливыми 8 основ- 
ных свойств, сформулированные в $ 2 для двойного интеграла. 

В полной аналогии с теоремами 3.6 и 3.7 устанавливается фор- 
мула повторного интегрирования для интеграла (3.17). 

Пусть п-мерная область D, обладает тем свойством, что любая 
прямая, параллельная оси Ох!, пересекает ее границу не более 
чем в двух точках (или по целому отрезку, ограниченному двумя 
точками), проекции которых на ось Ох: суть а(хо, X3,...,X%n) и 
b (Xo, хз, ..., Xn), где а(хо, Хз, ..., Xn) < (хо, Хз, ..., Xn). 

Пусть функция f(x) интегрируема в области О» и допускает 
существование для любых хо, X3,...,Xn из (п--1)-мерной области 
Dr, являющейся проекцией О» на коордичатную гиперплоскость 
Охох:...хт, однократного интеграла 

Бжь, ха»... Хл) 

хода (о Иж ay ey жа, 
а(жз, Х,..- ‚Хп) 

Тогда существует (п 1)-кратный интеграл 

J.) о ..., Мл) Ха ... ах. = 

п-1 

(х.,... ‚Хл) 

О | Fg. ay eons ey 
Вил ° (5, oe -.Яд) 

по области Dr, и справедлива формула повторного интегрирова- 
ния 

SGU Rey tay ee an) аа dey. dey = 
D, 

B(Xy, Хь,..., Хр) 

= (1... [аа [Гар жь ees xa) dey. (3.18) 
Ра а\х,,Х,...,Хл) 

В сформулированном утверждении в роли xX; может выступать 
любая из переменных Xo, хз, ..., Xn.
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Договоримся называть область D простой, если для каждой 
из координатных осей любая прямая, параллельная этой оси, либо 
пересекает границу этой области не более чем в двух точках, либо 
имеет на этой границе целый отрезок. Примером простой области 
может служить п-мерный прямоугольный параллелепипед (ребра 
которого не обязательно параллельны координатным осям). Для 
простой области формулу повторного интегрирования можно при- 
менять по любой из переменных хи, хо, ..., Xn. 

В заключение отметим, что, как и для случая n=2, справед- 
ливо следующее утверждение: 

Пусть функция f(x) интегрируема в ограниченной кубируемой 
области О. Пусть пространство Е" покрыто сеткой п-мерных кубов 
с ребром h; Су, Co,..., Стаи) — те кубы указанной сетки, которые 

целиком содержатся в 0; Е®=(Е®, Е, ..., =) —  произволь- 
ная точка куба Сь; m,=inif(x), R=1, 2,..., т (В). Тогда каждая 

Cr 
из сумм 

7 m(h) m(h) 

YEA и У ть" 
Аж] kum] 

имеет предел при h—0, равный п-кратному интегралу (3.17) от 
функции f(x) по области О. 

Примеры. 1°. Вычислить объем Т„(й) п-мерного симплекса 

{(x,, Me oe, Хи) ЕЕ": x, 20, t=1, 2,..., И; у. x, < hh. 
{= 

Применяя формулу (3.18) последовательно по переменным ха, 

Xo,...,Xn, ПОЛУЧИМ следующее выражение для объема: 

У. 

hk A—x, [==] 

т. =] (] (...( | 1 ах, |...) аж] 4х. = (3.19) 

Сделаем в каждом однократном интеграле в правой части (3.19) 
замену переменной х!=ЙЁ1, х2= По, ...,Хп=йЕ,. Получим 

1—Е {xs} 

Tati) = | (| (...{ | аЕ„)...) 4) 4. = (3.20) 
0 

Из (3.20) следует, что Т„(№)=й”Т„(1). Для вычисления Т»(1) по- 
лучаем следующую рекуррентную формулу:
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т. ‘ic ( J 4, )...} a | tia [Te (1-Е) dE, = 

= о-в" Tri (1) d& =Tn—1(1) | (IB) dt, =T ns (1) -. 

° 0 

Следовательно, T, (1)=—.———..,.. =-T, (1), и так как 7,(1)=1, 
п — 

Ar 

2°. Вычислить объем У„(Ю) п-мерного шара B(R) радиуса R: 

B(R)=((x, Хх, ..., М) Е ЕП: у. 2 < К). 
фена | 

Используя формулу (3.18), получаем 

=f ( ГОС Г пы деда, 

В однократном интеграле по переменной х; сделаем замену пере- 
менной х:=РЮЁ; (i=1, 2,...,П). Получим 

~~? 
1 >! fem] 

VAAR=R [( {| (0 Г ча) a8) a8, = RV, (1). 
—1 9 п | 

Vis Vf 1~ Die 
f=] 

Для вычисления V,(1), как и в предыдущем примере, получаем 
рекуррентную формулу 

у (1) = ДУ (VI—#) ae, = Jana? у, (1) db, =
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п-! 

= Уи (1) fa-w? db. 

Сделаем замену переменной &:=cos§ в последнем интеграле, вве- 
st 

дем обозначение Л, == | 811040 uw примем во внимание тот 
0 

факт, что У, (1) =2. Тогда 

л/2 

V(1)=2Vn1 (1) J 10492, (1)1,=...= 
0 

и... БУ =2 UM etna... Ly: 

Таким образом, объем п-мерного шара радиуса R выражается 
формулой 

У, (ВЮ) =2°R UA pl n-) ... Lo, 

откуда, используя известные формулы для интегралов J, 2), OKOHs 
чательно получаем 

: sz п—1 

va * | если п нечетно;: 
п: 

У, (К) =1 п 
92 

т Юл? ‚ если п четно. 
ln 

$ 5. ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННЫХ В n-KPATHOM ИНТЕГРАЛЕ 

Устанавливаемая в этом параграфе формула замены перемен- 
ной является одним из важнейших средств вычисления п-кратного 
интеграла. 

Предположим, что функция (у) = (у «+» Yn) интегрируема в 
некоторой замкнутой, ограниченной кубируемой области D в про- 
странстве Е”. Предположим, далее, что от переменных Yj, Yo,...,Yn 
мы переходим к переменным хи, хо, ..., Хи, т. е. совершаем преобра- 
зование 

7 Вп. 4 б5 гл. 9 ч. 1 показано, что 

f ее 
‚ если & нечетно: | 

un ee wai л 
"о если К четно.
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= P(X). ++) Хи); 

| Ya Malay voy al (3.21) 
Yn = Фа (Я, +.) Xn)s 

которое кратко можно записать в виде 

у=—ф(х), (3.21) 

понимая под у точку п-мерного пространства (у1,...,/»), MOM x 
точку п-мерного пространства (xX), хо, ..., Xn), а под ф совокуп- 
ность п функций hy, tpo,..., tpn. 

Обозначим через 0’ ту область в ЕЁ", которая при преобразова- 
нии (3.21) или (3.21’) переводится в ДО, т. е. положим D =ф (ОУ). 
При этом мы всегда будем требовать, чтобы преобразование (3.21) 
или (3.21”) допускало обратное, так что D’/=y-!(D). 

Докажем, что если функции (3.21) имеют в области D’ непре- 
рывные частные производные первого порядка и если в этой об- 
ласти 0’ отличен от нуля якобиан (см. $ 2 гл. 14 ч. 1). 

р (у) _D (yr -.., Yn) (3.22) 
р (<) D(x, -.., Xn)’ 

то для п-кратного интеграла от функции f(y) по области О спра- 
ведлива следующая формула замены переменных: 

|9 ) dy = rive oa | (3.23) 

которая в подробной записи принимает следующий вид: 

}-.- 7. Ley Yn) dy, ... у, = 

= |... | 4. а), +: Фи (Xp -. + №) Х 

х i (Yay enn Ya) |1... 1х, (3.23') 
О (x, coos Xn) 

Точнее, мы докажем следующую основную теорему. 
Теорема 3.8. Если преобразование (3.21) переводит область 

р’ в D и является взаимно однозначным и если функции (3.21) 
цмеют в области D’ непрерывные частные производные первого 
порядка по всем переменным и отличный от нуля якобиан (3.22), 
TO для каждой интегрируемой в D функции Ку) справедлива 
формула замены переменных (3.293'). 

Отметим, что при условиях теоремы 3.8 существует преобра- 
зование \-!, обратное преобразованию rp. 
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Доказательству теоремы 3.8 предпошлем семь лемм. Снача- 
ла дадим обоснование формулы (3. 23) для случая, когда пре- 
образование (3.21) является линейным (леммы 1—4), а затем 
сведем к этому случаю общее преобразование (3.21) (леммы 
5—7). 

Лемма 1. Если преобразование 2=4(х) является суперпо- 
зицией (или произведением) двух преобразований z=, (у) и 
Y=po(x) (т. е. Z= i [ф2(х)]), причем все участвующие в этих 
преобразованиях функции имеют непрерывные частные произ- 

водные первого порядка, то якобиан so" взятый в точке 
x 

= (x1, ..., Xn), равен произведению якобиана oy взятого 
x 

о D (2) у о о ° 

в точке х, на якобиан Diy? ЗЯтЫй в точке y=(Y1, ..., Уп), 
о о у 

где y=%o(x), T. е. 

D(z) _ D(z) Dy) (3.24) 

D (x) D(y) D(x) 

или в подробной записи: 

р (=, оу 2п) _ D(a, coos 2п) Pl, coer Yn) 

D(X, ..., Xn) D (yy, ..., Yn) D (x4, ..., №). 

Доказательство леммы 1. Заметим, что для любых 

i=1,2,...,n u k=l, 2,..., В элемент (x), стоящий Ha пе- 

a D (z) . 
ресечении i-H строки и Р-го столбца якобиана Dix) и взятый 

x 

в точке X=(X1, ..., Xn), но правилу дифференцирования слож- 
ной функции равен 

д д д а (у 1921 (fy, OY (у = у (9), (3.25) 
дхь Oy, дхь 

=! 

где y= be (x). 
Ho по правилу перемножения определителей равенство 

р . о 
(3.25) и означает, что якобиан oo взятый в точке х, равен 

x 

О (и) 
произведению якобиана ‚ взятого в точке х, на якобиан 

` x 

D (2): 

(у) 
Напомним, что линейным преобразованием коор- 

динат называется преобразование вида 

взятый в точке у. Лемма | доказана. 
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ГУ: = yy Xy + ах  ... + Aynkn; 

И rane (3.26) 
| Ув = AnyXy TAngXy +... + @ллАи, 

где аж (5 R=1, 2, ..., п) — произвольные постоянные числа. 
we D 

Для линейного преобразования (3.26) якобиан uy COB- 
x 

падает с определителем матрицы этого преобразования T= 
= [а |, т. e. 5 

2 дет. (3.27) 
D (x) 

Если этот определитель отличен от нуля, то линейное преобра- 
зование (3.26) называется невырожденным. В этом слу- 
чае существует обратное преобразование, также линейное и не- 
вырожденное, и уравнения (3.26) можно разрешить относитель- 
HO Х1, Xo, ..., Xn. Кратко будем обозначать линейное преобразо- 
вание (3.26) символом у=Тх, а обратное ему преобразование 
символом х= Ту. 

Основной целью следующих трех лемм является доказатель- 
ство того факта, что для невырожденного линейного преобразо- 
вания (3.26) и для каждой непрерывной функции [(у) спра- 
ведлива формула замены переменных (3.23), которую с учетом 
соотношения (3.27) можно представить в следующем виде: 

лучи = [ F(Tx)|det T|dx = |det T| | f(Tx) dx, (3.28) 
D D’. D’ 

где D’=T—'D. 
Сначала рассмотрим два линейных преобразования частного 

вида: 
|) ливейное преобразование Т;, заключающееся в TOM, что 

к i-f координате добавляется j-A координата, а все остальные 
координаты при этом сохраняются: 

Y,=X, при ^=1, 2,..., i—l, i4l,..., 2; 

Yi=X;4+%;, 

или у=Тих (краткая запись); 
2) линейное преобразование 7;*, заключающееся в том, что 

1-я координата умножается на число A540, а все остальные ко- 
ординаты при этом не меняются: 

ии при Е =1, 2, ,. i—1, i+1,..., n; 

И =АХ, 

или y=T;x (краткая запись).
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Легко видеть, что 

detT,=| 1: |[=1, detT#=| 4 |= 

поэтому преобразования Ти и Тг невырожденные. 
Лемма 2. Для преобразований T;; u Тг при любой непре- 

рывной в области D функции f(y) справедлива формула замены 
переменных (3.28). 

Доказательство леммы 2. Пусть R — п-мерный 
прямоугольный параллелепипед, содержащий D, функция F(y) 
имеет вид 

Е = {19 при ye D, 
|0 при yeERD. 

Достаточно доказать, что 

f Руаи= | F(Tx)\det T Idx, (3.28’) 
R TR 

где символом Т обозначено одно из преобразований Ти или ТР». 
Заметим, что если R — прямоугольный параллелепипед 

{Yr > @ у, R=1, 2,..., п}, то [ТР] -Ю — снова прямо- 
угольный параллелепипед 

|: Ap < Хь < Oy, Ri, м хж<-е при А >0 И я <ж< 

<> при < 0}, 

а [T,]"'R — кубируемая область 

{(%_  OpSXe<bp, RAI, ах). 

Ha основании формулы повторного интегрирования (3.18) 

} Fw) dy= 
b, ta ey ба 6 

| =f... | | ...| ГЕ, sees Yn) dys | dy, ... урл dyiss ... dy 
аа 4—4 @, @ 

(3.29)
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| Применяя к однократному интегралу по переменной i фор- 
мулу замены переменной у;=Ах: для случая преобразования 
ТА и yi=Xit+x; для случая преобразования Ту (см $5 гл. 9 
ч. 1), получим 

а) для случая преобразования T;* 

b 

Ру, Yn) CH= 
а 

А. 

{ F(y,, ea ey У: Ах:, И, eecey Yn) A dx, при А > 0; 

_) (3.30) 

he 

) Е (уу, sees У Axi, Gis ...у Yn) (—^) ах при А < 0; 

6) для случая преобразования Ту, 

o.-x и г) 

{ Fy, ...з Yn) ад = | F (Yq Ур Я -НХь Ул» coer Yn) Ot 
a ах; 

(3.30’) 

Подставим (3.30) или (3.307) в (3.29); затем, воспользовав- 
шись формулой повторного интегрирования (3.18) и тем, что 

1 для Г=Ту 

jaet | -| АР для T=T, 

а также полагая у»-=х» при #=1, 2, ..., 1—1, i+], ..., п, при- 
дем к равенству (3.28’). Лемма 2 доказана. 

Лемма 3. Всякое невырожденное линейное преобразование 
(3.26) представимо в виде суперпозиции конечного числа пре- 
образований вида Ti; u T;* при A=40. 

Доказательство леммы 3. Разобьем доказательство 
на три этапа. 

1. Покажем, что линейное преобразование Т’, заключающе- 
еся в перестановке местами 1-Й и j-H координат (при сохранении 
всех остальных координат), представимо в виде суперпозиции 
шести преобразований типа Ти и Тр. 

В самом деле, сохраняя при записи (x, ..., Xn) только i-10 
и ]-ю координаты (остальные не меняются), можем записать: 
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(ty хуи хь х) (Ao kp > 
t 

+> (—X;—X,, — x;) att (i —л Xi) Fi (—*), ¥1) > Xi), 

1 i 

т.е. T’=77°7;,77 7 Ti Те. 
2) Отметим, что путем конечного числа перестановок места- 

ми двух строк или двух столбцов (т. е. путем конечного числа 
преобразований типа 7’) мы можем привести любое линейное 
невырожденное преобразование к линейному преобразованию 
с матрицей ||а:;|, у которой отличны от нуля все главные ми- 
норы, т. е. определители 

A,=|-.--.-| R=1, 2,..., 2. 

3) Остается доказать, что линейное преобразование с от- 
личными OT нуля главными минорами можно представить 
в виде конечного числа преобразований типа Ти и ТГ. Дока- 
жем это по индукции. 

Для п=1 рассмотрим преобразование Т с матрицей 

а: 0 

`. ’ A, =а,, = 0. 

0 1 

Преобразование 77" переводит *=(X1, д», ..., №) В 

(Q11%1, Xo, ..., Xn) =TX, т. е. Т=ТГ =; утверждение справедливо. 

Рассмотрим теперь преобразование Т с матрицей 

ал... @ж } 
(.... - Q 

Чт... App 

O°, 
\ 1 J 

Предположим, что это преобразование Т можно представить 
в виде конечного числа преобразований типа Ти и ТР, т. е. что 
существует конечное число преобразований вида Ги и T;*, пере- 
водящие х= (Х1,..., Хь, Хе ..., Xn) В 

(апм1--...-@еХь, ..., Ankit... + @веХь, Heri, .... Xn) =Tx. (3.31) 

Для завершения индукции достаточно доказать, что путем 
суперпозиции конечного числа преобразований типа Ти и Ti*
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можно привести последовательность координат (3.31) к виду 

(аили-. . TAY (e+) X41) -..у Api X\+. . TAR R+1)Xk41; 

(3.32) 

Чен... Aetiy(rer¥eti, Хао, ..., Xn), 

т. е. представить преобразование 7 с матрицей 

‘yy -++Qyp Q1(k+1) ) 

Ч ... App Qr(k+1) 0 

Ч(Е-+11 --. Че Нео (3.33) 

0 `. 

| 

в виде суперпозиции конечного числа преобразований вида: 

Ти И T;*. 

Для доказательства этого, сначала для каждого номера. 
1=1,2,..., А, для которого элемент ак»+1)5=0, произведем пре-- 
образование, представимое суперпозицией трех преобразований: 

| 

а (ь-1) аць-|-1) . _ 
Тен Ти Ге (для тех 1, для которых Qi241)=0, этого 
преобразования не производим). Суперпозиция всех указанных 
троек преобразований для всех 1=1, 2, ..., А переведет элемент 
(3.31) в 

(а12-...Н@хХе-- @цетохеть ..., Aniki t+... + @вьХь- 

+ ак (+1) Sept, Хе, Kata, -++y Xn). (3.34): 

Далее заметим, что поскольку минор A, матрицы (3.33) от- 
личен от нуля, то отличен от нуля и равный ему определитель. 
матрицы 

Any App Ak(k+1) (3.35) 

0... 0 l 

По теореме о базисном миноре существуют числа Ay, ..., Ак 
линейная комбинация с которыми строк матрицы (3.35) равна 

Я (ет, «eey Akeley Ak+1)y(k+1)s 

т. е. равна первым k+1 элементам (k+1)-H строки матрицы 
(3.33). Это означает, что если мы для каждого |=1, 2,..., Е-+1.. 
для которого /,5=0, произведем преобразование, представимое: 
суперпозицией трех преобразований: Тл/^,Т e417; (для тех |, 
для которых A;=0, соответствующую тройку преобразований:
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не производим), то суперпозиция T Mert (|Az+1| 20) и всех 
произведенных троек преобразований переведет элемент (3.34) 
в (3.32). Индукция завершена. Лемма 3 доказана. 

Лемма 4. Для любого невырожденного линейного преоб- 
разования (3.26) и любой непрерывной в области D функции | 
справедлива формула замены переменных (3.28). 

В самом деле, формула (3.28) справедлива для каждого из 
преобразований вида Ту и Тг (лемма 2), но любое линейное 
невырожденное преобразование представимо в виде суперпози- 
ции конечного числа таких преобразований (лемма 3), причем 
якобиан этой суперпозиции преобразований равен произведе- 
нию якобианов (лемма 1). 

Следствие из леммы 4. Если С — произвольная куби- 
руемая область в Е", Т — произвольное невырожденное линей- 
ное преобразование, то п-мерный объем У(@) области Ц и 
п-мерный объем V(TG) ее образа ТС связаны равенством 

V(TG) =|det T| V(G). (3.36) 
Для доказательства этого утверждения достаточно в форму- 

ле (3.28) взять f(y) =1 в области О, D=TG, D’=T-'D=G. 
Пусть теперь дано любое преобразование (3.21) ((3.21’)) 

и выполнены условия теоремы 3.8. При этом оба интеграла 
в (3.23) существуют, если только D’=-!(D) — кубируемая 
область, так что нам нужно доказать кубируемость D’ и равен- 
ство интегралов в (3.23). 

Ovi oe 
Пусть =) (i, j=l, 2,..., №) — элементы 

xj 
матрицы Якоби, взятые в точке X= (Х1, ..., Xn), саму матрицу 
Якоби ||7::(х)|| обозначим символом /,=/.(х). Назовем нор- 
MOH точки X=(X, ..., Xn) величину ||х||= max |x;|. Назо- 

<i<n 

вем нормой матрицы А=|а:;| (i, j=l, ..., 2) величину 

п 

А = ‘шах | 1аи/ |. \| A || ‚ах Lo i; | 

Ясно, что если у=Ах, то 

yl = [Ах ИА. xl. (3.37) 
Кроме Toro, для единичной матрицы ||| =1. 

Лемма 65. Если выполнены условия теоремы 3.8 ц С — 
п-мерный координатный куб, принадлежащий области D’, то 
п-мерные объемы куба С и его образа ф(С) связаны неравен- 
ством 

У($(С)) < [max Il Jp (x)II" V (С). (3.38)
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Доказательство леммы 5. Пусть С — п-мерный куб 
0 0 0 

с центром в точке х= (х%1, ..., Xn) и с ребром 2s. Тогда куб С 
можно определить неравенством | 

0 

|х—х||<$. (3.39} 

В силу формулы Тейлора для функции п переменных 1: (+) 
(см. п. 3 6 5 гл. 12 ч. 1) найдется число 6; из интервала (0, 1} 
такое, что 

(2) (2) =У М + 2—2) (4) — 2). 
j=l 

Отсюда и из соотношения (3.57) заключаем, что 

НС) Од < max lly (I: 1. (3.40% 
0 0 

Полагая y=p(x), у=\ (Хх), получим из (3.40) и (3.39): 

0 . 

lly—yll<s max Ip (%) |. 

Таким образом, если точка х находится в кубе С с ребром. 
0 

25 и с центром в точке X, то образ y=p(xX) точки х находится 
0 

в кубе с центром в точке у и с ребром 2s тах ||Л, (х)||. Поэто- 
ХЕС 

му множество ф(С) кубируемо и 

У($(С)) < [max |4 9" У (©). 
Лемма 5 доказана. 

Следствие | из леммы 65. Если выполнены условия. 
теоремы 3.8 и область G кубируема, то и ее образ ф(С) куби- 
руем. В частности, если D кубируема, то и D’=p-'(D) куби- 
руема. 

Действительно, граница любого кубируемого множества С 
является множеством п-мерного объема нуль, а такое множе-- 
ство согласно доказанному утверждению преобразуется в мно- 
жество, п-мерный объем которого также равен нулю. 

Кубируемость области О’=ф1(0) следует из того, что в 
условиях теоремы 3.8 для преобразования 1! выполнены те же 
условия, что и для 1. 

Следствие 2 из леммы 5. Если функция f(y) интегри- 
руема в области D, D’=-'(D) и выполнены условия теоремы 
3.8, то |(ф(х)), а потому и f[p(x)]|detJy(x)| интегрируемы. 
8].
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Лемма 6. Пусть выполнены все условия теоремы 3.8 и 
пусть С — произвольное кубируемое подмножество D’, a 
~(G) — его образ при преобразовании (3.21). Тогда для п-мер- 
ного объема области p(G) справедливо неравенство 

У ($ (6)) < \ |det Л, (x) | ах. (3.41) 
G 

Доказательство леммы 6. Разобьем доказательство 
на два этапа. 

1) Докажем, что для любого невырожденного линейного 
преобразования Т и для любого п-мерного куба CD’ справед- 
ливо неравенство 

У ($(С)) < [det T| [max ИР-4 СП" У (6). (3.42) 

В силу следствия из леммы 4 для любого кубируемого множе- 
ства С и для линейного преобразования Т справедливо равен- 
ство (3.36). Положим @=Т-\(С), тогда TG=T(T-(C))= 

=(G) и 

V(p(C)) =|det Т|У(Т-4(С)). (3.43) 
Оценив правую часть (3.43) с помощью неравенства (3.38), 

в котором вместо преобразования ф возьмем суперпозицию пре- 
образований T—hp, получим 

V (pC) < [det T] [max pry ОПР У (С). = (3.44 
По лемме 1 Jpiy=Jpid/y=T "Jy, ибо матрица Якоби линей- 

ного преобразования совпадает с матрицей этого преобразова- 
ния. Но это и означает, что неравенство (3.44) может быть 
переписано в виде (3.42). Неравенство (3.42) доказано. 

2) Докажем теперь непосредственно неравенство (3.41). 
Покроем пространство ЕЁ” сеткой п-мерных кубов с ребром A. 
Пусть Cy, Co, ..., Стьр-— те кубы, которые целиком содер- 
жатся в Ц, и пусть G,= 

1< k<=m(A) 

В каждом кубе С, фиксируем произвольную точку Xz и за- 
пишем для этого куба С» неравенство (3.42), полагая при этом 
T=J, (xz). Получим 

У (ф(С,)) < [det Jy (x4) | {max Ly (He) Ль (ХУ (C,). (3.45) 
~E%Cp 

Поскольку элементы матрицы Якоби /.(х) являются непре- 
рывными функциями переменной х во всей области D’, а следо- 
вательно, и равномерно непрерывными в D’, то ||/4(x)|| — рав- 
номерно непрерывная функция в GCD’, Отсюда заключаем, 



$ 5. Замена переменных в п-кратном интеграле 149 

что функция || [Jy(x2)]—'y(x) ||" также равномерно непрерывна 
в С. Учитывая, что | [УТ (x2) ]—'Jy (xz) ll=!1, получаем, что для 
любого e>0 найдется 5>0 такое, что для всех x, хьеЕС, для 
которых p(X, х»„) «5, выполняется неравенство | [Jy (%e)] Хх 
xX Jy (x) |"<1-+в. Таким образом, если выбрать h>6, то max x 

xEC, 

X ЛЬ Г Jy ©“ < 1+ © (aa всех А) и оценку (3.45) можно 
записать в виде 

У (ф(С,)) < (+=) [det Л, (ж.) [У (Cy). 
Суммируя последнее неравенство по всем k=l, 2, ..., m(h), 
получим 

mi(h) 

V (p(G,)) <(1 +e) У. det (ГУ (С. (3.46) 
k=!] 

Из утверждения, сформулированного в конце § 4 этой главы, 
следует, что предел при AO всей правой части (3.46) сущест- 

вует и равен (1 +=) | |detJy(x)|dx (=>0 — произвольное чис- ф 

ло). Кроме того, lim G,=6, так что в пределе при A->O0 из 

неравенства (3.46) "получается неравенство (3.41). Лемма 6 до- 
казана. 

Лемма 7. Если выполнены все условия теоремы 3.8 и Oo- 
полнительно предполагается, что функция f(y) неотрицательна 
в D, то справедлива формула замены переменных (3.23). 

| Доказательство леммы 7. Покроем пространство Ё” 
| сеткой п-мерных кубов с ребром А и обозначим через Ci, С», ... 

.., Сива) Te из этих кубов, которые целиком содержатся в D. 
Пусть Gr=p'(C,). Для каждой области С, запишем неравен- 
ство (3.41): 

У(С,) < | |det Jy (x)| ах. (3.47) 
G ‘Тр 

Умножим обе части (3.47) на ть, где 

m, = inf f (у) = inf fF (х) |, 
Cr Gy 

и просуммируем полученные неравенства по всем Е oT | до 
m(h): 

m(h) у 

у meV (Cy) < У ть ) [det Jp (x)| ах. (3.48) 
k=l 
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По теореме о среднем значении 

ОГ |det Jy (x)| ах = ры | [det Jy (х) | 4х, 
Gp k 

где p, © [m,, My], My = sup / [4$ (х)]- Поэтому 
Е 

т, | [det Jy (х)| ль | | Че Jy (x)| dx = [УФ [det Jy (x) [ах 
G, G 

и неравенство (3.48) можно усилить: 

m(h) m(A) 

YAY (CH) < SL [FGI ldetJy(a)l ae. (8.49) 
k=! G, 

В силу утверждения, сформулированного в конце $ 4, левая 

часть (3.49) при А—>0 имеет предел, равный { На, и по- 
р 

m(h) 

скольку lim G,=G, где G='(D), то в пределе при 
#—>0 = \ 

й—0 получается 

) f(y) < | FI (x)] [det Jy («| de. (3.50) 

Меняя в этих рассуждениях ролями D и 0’, рассматривая. 
в О’ функцию g(x) =f 4 (х)] |4её /.(х)| и используя лемму 1 
и теорему об определителе произведения двух матриц, получим 
противоположное неравенство 

{ FPG] Idet Jy (x) ая < [14 dy. (3.51) 
D’ D 

Из (3.50) и (3.51) вытекает доказываемая формула замены, 
переменных. Лемма 7 доказана. 

Доказательство теоремы 3.8. Пусть f(y) — произ- 
вольная интегрируемая по области D функция и выполнены все 
условия теоремы 3.8. 

Из интегрируемости функции f(y) в области D получаем, что: 
существует постоянная М>0 такая, что |{(у) |< М в D. 

Для каждой из неотрицательных функций f;(y)=M и 
fo(y) =M—f(y) теорема 3.8 справедлива (в силу леммы 7). Ho 
тогда из линейного свойства интеграла вытекает справедли- 
вость формулы (3.23) и для разности |1 (у) —Ё (и) =f (y). Теоре- 
ма 3.8 доказана.
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Замечание 1. В условиях теоремы 3.8 можно допустить об- 
ращение в нуль якобиана (3.22) на некотором принадлежащем 0’ 
множестве точек S, имеющем п-мерный объем нуль. В самом 
деле, множество $ лежит внутри элементарной фигуры С как 
угодно малого объема, причем согласно доказанному выше спра- 
ведлива формула 

f(y) dy = | f[p(x)] [det Jy (x) | ах. (3.52) 
D'NC w(D'\ С) 

Осуществляя в формуле (3.52) предельный переход no последо- 
зательности элементарных фигур {Ce}, SCCy, п-мерный объем 
V(C,) которых стремится к нулю, убедимся в справедливости 
формулы (3.23) и для рассматриваемого случая. 

Замечание 2. Имеет место следующее утверждение, являю- 
щееся частным случаем так называемой теоремы Сарда 3). 

Утверждение. Лусть G — замкнутая ограниченная кубиру- 
емая область в Е", а функции (3.21) имеют в G непрерывные 
частные производные первого порядка по всем переменным. Пусть 
A={xeG: det Л, (х) =0}. Тогда n- -мерный объем множества А ра- 
вен HY AIO. 

Это утверждение и замечание | позволяют освободиться в тео- 
реме 3.8 от требования необращения якобиана (3.22) в нуль в 06- 
ласти О’. 

Замечание 3. Как показывает рассматриваемый ниже при- 
мер, требование взаимной однозначности преобразования wp суще- 
ственно даже в случае связной области и условия dei J,(x)0 
для всех хеЕБ”. 

Пример. Пусть Б’=(ж, х2) ЕЕ? : ме, |]; хе 9л, 9] }, 
а у=\ф(х) определено равенствами 

И: = е*1 0$ Х‚, Yo = 61 $1 Ха. 

Тогда D=w(D’)={(y1, yo) ЕЕ? : 1< (у1?+у2?) 1? <е}. Легко подсчи- 
тать, что якобиан преобразования 4её.Л, (х) = е?* не равен нулю 
для всех ХЕР?. Сравним между собой интегралы в формуле 
(3.237) для f(y) == 

JJ dusdys =H (¢ e?— |): )s JF Idet Jo (+ хо) | dx,dx, = 

2х 1 

= | dx, { e™ dx, = 2n (е*— 1). 
— 27 0 

Таким образом, формула замены переменных не имеет места. 

3» Артур Capa — американский математик (род. в 1909 г.)
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Замечание 4. В условиях теоремы 3.8 можно допустить. 
неоднозначность преобразования tp на некотором принадлежащем 
О’ множестве 5, имеющем п-мерный объем нуль. 

Доказательство этого факта полностью аналогично доказатель- 
ству утверждения в замечании |. 

$ 6. ВЫЧИСЛЕНИЕ ОБЪЕМОВ п-МЕРНЫХ ТЕЛ 

В $4 этой главы было отмечено, что интеграл 

=... | 1 4у:бу» ... dyn (3.53) 
D 

равен п-мерному объему V(D) области О. Поэтому величину’ 
ау у ... у, естественно назвать элементом объема в. 
рассматриваемой декартовой системе координат Oyo, ..., ул. 

С помощью преобразования (3.21) перейдем от декартовых ко- 
ординат ит, Yo, ..., Yn К НОВЫМ, вообще говоря, криволинейным ко- 
ординатам хи, Хо, ..., Xp. Поскольку при таком переходе (согласно 
формуле замены переменных (3.23)) интеграл (3.53) преобразу- 
ется к виду 

1=| | у D (у, Yor ... » Yn) 
- D (x1, ха, ... Xn) 

то величину 

dx,dX, ... хи, 

| Di, У... ‚ Yn) = dx,dx, oo dX, 
О (x, ха, ... ‚ Хп) 

естественно назвать элементом объема в криволиней- 
HOH системе координат OX)Xq... Xn. 

Итак, модуль якобиана характеризует «растяжение» (HIM 
«сжатие») объема при переходе от декартовых координат 
Yi, /2,..., Уп К Криволинейным координатам Хи, Хо, ..., Xn. 

Подсчитаем элементы объема в сферических и цилиндрических 
координатах. 

1°. Для сферических координат в пространстве Е3 

x=rcosq $11 6, 

y=rsingsind, (720, 9 = [0, я], ф=  [0, 2л)) 
z=rcos 0 

якобиан имеет вид 

р cosg~sinO —rsingsin®@ rcosqcos 0 

ee =| singsin 0 rcos@sin@ rsingcos 9 | = и? sin 0. 
Г, Ф, . 

с05 69 0 —rsin@ 

Следовательно, элемент объема равен r? sin OdrdOdg.
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2°. Для цилиндрических координат в пространстве Е?З 

x=rcosq, 

y=rsing, (29, p= [0, 2m), z= (— 0, + o0)) 
2=2 

якобиан имеет вид 

cos@ —rsing 0 

=Ising  rcosg 0| = Г. 

0 0 1 

D(x, 4, 2) 

D(r, Q, 2) 

«Следовательно, элемент объема равен rdrdgdz. В частности, для 
полярных координат на плоскости элемент площади равен гагаф. 

3°. В пространстве Е” сферические координаты определяются 
равенствами 

х=гш 0, $1 0.,... 5111 0—1; 

п 

1 Xm=rcosOm—1 [| sin®,, m=2, 3,...,n—1; 
k=m 

`Хп=ГС0$ On, (Fr BO, 0, = [0, 2m), 0,, = [0, a], т=2, 3,...,n—1), 

якобиан имеет вид 

D (x1, №, ...,2 . 
Ua Xe a) и I] sin*—! 0,. 

k=) 

р (г, 61, ... › Ona) 

Таким образом, элемент объема В п-мерных сферических коор- 
n—l 

динатах равен г“—1ах [|] sin*—! 0,d0,. 
k=l 

Примеры. 1°. Вычислить объем У тела, вырезанного цилинд- 
ром x?+y?=Rx из сферы х2- у?- 2?=А? (рис. 3.6) %. 

Тело симметрично относительно координатных плоскостей Оху 
и Oxz и расположено направо от плоскости Оуг. Поэтому доста- 
точно вычислить объем четверти тела, лежащей в первом октанте, 
т. е. 

Va [NY dedyde 

О = {(х, у, г) = £3: хе [0, А], ye [0, У Rx —x’*], 

4) Эта фигура называется «телом Вивиани» по имени итальянского матема- 
тика XVII в.
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20, VR—( +H). 
Перейдем к цилиндрическим координатам. Область О’ опреде- 

ляется так: 

0’ = {(o. г, 2) Е ЕЗ:ф= |0, |, ге [0, Rcosq], 2 == [0, уе]. 

24 

у | 
2R 

R (R,R) 

be 
SE 

0 R 28 x 

Рис. 3.6 Pue. 3.7 

Формула замены переменных дает 

л/2 Rcos Фф У Rr? 

у [лаб =4 [9 | rdr | 142 = 
р’ 0 0 0 

п/2 В со$ ф п/2 

= 4 |4 | VRP dr=— | R3 (1 —sin’ ф) dg = 

0 0 

Таким образом, 

— 4 ви 2 
у 3° ( 2 38 ). 

Записав результат в виде V=(2/3)nR3— (8/9) ЮЗ, отметим, что вы- 
числяемый объем на (8/9)КЗ меньше объема полушара радиуса 
К, из которого оно вырезано. 

2°. Вычислить интеграл 

[= {ff xyz dxdydz, 
я x? + y? 
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тде р — тело, ограниченное сверху поверхностью 

(x?+ y?+ 22)? =а2ху, (3.54) 

а снизу плоскостью 2=0. 
В сферических координатах уравнение поверхностн (3.54) при- 

мет вид 
r?=a? sin? 0 sing cos 9. 

Так как 220 для точек поверхности D, то, учитывая симмет- 
PHIO тела относительно оси OZ, после замены переменных получим 

1/2 1/2 asin@ Vsingcosg 

1=2 | ae {a0 | r?sing@cos ф sin 8 cos 94г = 

9 0 0 

п/2 п/2 

— 9 | 3113 ф с053 фаф | sin® 0 cos 640 = — 
2 с 144 © 

0 

3°. Вычислить интеграл 

Da [[...[ИУЯ+Я +... dedi... dig 
D 

где р — п-мерный шар раднуса А с центром в начале координат: 
п 

D={(x, Xoy os ,X,) Е": У. д < К, n>2. 
k=! 

Перейдем к сферическим координатам в E”: 

0’ ={(r, 9.,..., 0,1) & E”: r © [0, RI, 

9, = [0, 2x], 0, е= [0, я], k= 2, 3, ...,n—]J}, 

т. е. область О’ — параллелепипед. 
Формулы замены переменных (3.23) и повторного интегриро- 

вания (3.18) приводят к интегралу 

К 21 л Л , 6 

[= \ r"dr \' dé 110.40. ... | sin”—* 0,-:d0,-1. |: J 1 {sin 540.5 J sin 1 1 
0 

Воспользовавшись формулой, выражающей интегралы OT сте- 
теней синуса (см. п. 4 $ 5 гл. 9 ч. | или сноску на с. 138 этой 
книги), получим 

Rati 

ntl 
[= 27 А (п),
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( n—1 
о п—1 

Ш 2 , если п нечетное; 
п — ! 

где А(п) = | 
n—2 

о 2 aan 

mu? , если m четное. 
\ (п 2)!! 

4°. Вычислить интеграл Пуассона 

( e—** dx. 
0 

Рассмотрим на плоскости две области 

Св = {(х, у) = Е* : № у? < №, x20, y> 0}, 

Кь = {(х, у) = Е: О< хх В, 0<у<х в} 

и неотрицательную функцию двух переменных ее”. Ha 
рис. 3.7 изображены области Cr, Ск — четверти кругов радиусов 
R и 2R в первом квадранте, и область К» — заштрихованный 
квадрат. 

Поскольку Cec KrCCor, то 

\f eT) dxdy < 1 eT ахау < \{ eT) dedy. (3.55) 

CR KR COR 

Для среднего интеграла (3.55) получим 

(J e 19 дхау = [ее dx f г dy= (f e* dx)" 
Kp 0 0 0 

Чтобы подсчитать оставшиеся два интеграла, сделаем замену пе- 
ременных, переходя к полярным координатам. Область, которая 
при этом преобразовании переходит в Cpr, имеет вид 

Ca= {(r 9) E*: re [0, R], Фе 0, vale 

Применяя формулу замены переменных, получим 

л/2 К 

) eH) dxdy = | | е-" гагаф = | dy | "те = = (1—e-®); 
CR DR 0 0 

j | e409 dxdy = (1—2. 
CoR
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Подставим полученные выражения в (3.55): 

_ R _ 

va Vi-e®< "< vs у! е=^. (3.56} 

0 

Перейдем к пределу в (3.56) при R->oo: 

со 

{= ах = Vix . 
2 

0 

Этот элегантный прием вычисления принадлежит Пуассону. 

$ 7. ТЕОРЕМА О ПОЧЛЕННОМ ИНТЕГРИРОВАНИИ 

ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 

И РЯДОВ 

В $ 4 гл. 2 была доказана теорема 2.8 о почленном интегриро- 
вании функциональной последовательности {fn(*)} на сегменте 
[а, 6] числовой прямой. Аналогичная теорема имеет место и для 
случая, когда функциональная последовательность определена и 
интегрируема в некоторой области пространства Е" (т>2). 

Теорема 3.9. Пусть D — некоторая ограниченная замкнутая 
кубируемая область в Е". Если функциональная последователь- 
ность {1 (х)} сходится к предельной функции f(x) равномерно в D 
и если каждая функция f,z(x) интегрируема в области D, то и пре- 
дельная функция интегрируема в этой области, причем указанную 
последовательность можно интегрировать в области В почленно, 
т. е. 

{ F(x) dx = lim f fn (x) dx. 
D "® р 

Доказательство. Фиксируем произвольное =>0. Как и 
при доказательстве теоремы 2.8, для доказательства интегрируе- 
мости } в области О достаточно доказать, что найдется номер п 
такой, что для любого разбиения области В верхняя сумма S и 
нижняя сумма $ предельной функции f(x) и верхняя сумма Sp, и 
нижняя сумма $„ интегрируемой в D функции [„(х) связаны не- 
равенством 

S—s<(Sa—Sn) +8/2. (3.57) 

Рассмотрим произвольное разбиение области В при помощи 
конечного числа произвольных многообразий т-мерного объема 
нуль на конечное число частичных областей D; (i=1, 2, ..., Г) 
произвольной формы, не имеющих общих внутренних точек. Обо- 
значим символом wi(fn) колебание функции |[„(х) в области



4158 Гл. 3. Двойные и п-кратные интегралы 

0; (в; (fn) = sup fr (x)— inf  (х)), a символом wi(f) колебание в О; 

предельной функции Ce). 
Докажем, что для любого достаточно большого номера п 

справедливы неравенства 

о: (|) < о; (fn) +e/(2AD), i=1, 9, ..., Г, (3.58) 

THe AD — п-мерный объем области О. Умножая затем (3.58) на 
объем AD; частичной области D; и суммируя получающиеся при 
этом неравенства по всем 1 получим неравенство (3.57). 

Для любого номера п и любых двух точек х’и xX” области 
Л; справедливо тождество 

[(х)-НКх”) =) Г. (2) fa (ХР (2) [fn (27) —F (2) 1. 
(3.59) 

В силу равномерной на D сходимости последовательности 
{jn(x)} к функции f(x), для фиксированного нами произвольного 
=>0 найдется номер п такой, что для всех точек x области О 

| fn (х)—1(х) |<e/(4AD). (3.60) 

Применяя к правой части (3.59) неравенство (3.60), взятое 
для точек х=х’ и х=х”, получим 

F(X) F(R) < 1) — РС) | + г2АБ). (3.61) 
Из неравенства (3.61) получаем 

IF (4) —F(¥") | < «Е (fn) + =/(2АБ), 
откуда, как и в случае теоремы 2.8, следует доказываемое Hepa- 
венство (3.58). Таким образом, доказательство интегрируемости 
предельной функции f(x) в области О завершено. 

Утверждение о возможности почленного интегрирования после- 
довательности {{.(х)} следует из оценки (3.60), справедливой для 
всех точек хеЕД, и из отмеченного в § 4 факта: значение интегра- 

ла | ldx равно п-мерному объему AD области D. Теорема 3.9 

доказана. 
Приведем формулировку теоремы 3.9 в терминах функциональ- 

ных рядов: 
Теорема 3.9*. Если функциональный ряд 

у ty (2) («= Hay oes дн) EM) 
k=] 

сходится к своей сумме S(x) равномерно на некоторой ограничен- 
ной замкнутой кубируемой области DCE™ и если каждый член
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этого ряда иь(х) представляет собой функцию, интегрируемую 
в области О, то и сумма S(x) интегрируема в области D, причем 
указанный ряд можно интегрировать на множестве D почленно, 
т. е. 

[es] 

| S(x) ах= у \ и, (x) ах. (3.62} 
3 , 

$ 8. КРАТНЫЕ НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

Этот параграф посвящен обобщению понятия кратного интег- 
рала на случаи неограниченной области интегрирования и неогра- 
ниченной подынтегральной функции. Мы сформулируем понятие 
несобственного кратного интеграла так, что будут охвачены оба 
указанных случая. 

1. Понятие кратных несобственных интегралов. Пусть D — 
открытое связное множество пространства Е”. Символом D обо- 
значим замыкание D, которое получается путем присоединения 
к D его границы. 

Определение 1. Будем говорить, что последовательность 
{Dn} открытых связных множеств монотонно исчерпывает 
множество О, если: 1) для любого номера п О.Э; 2) 06%- 
единение всех множеств D, совпадает с В. 

Пусть на множестве D задана функция f(x), х= (%1, Хо, ... 
..., 4m), ИНнтегрируемая по Риману на любом замкнутом кубируе- 
MOM подмножестве О. Будем рассматривать всевозможные после- 
довательности {D,} открытых множеств, монотонно исчерпывающие 
D и такие, что замыкание D, каждого множества D, кубируемо 
(отсюда, в частности, вытекает, что каждое множество D, огра- 
ничено). 

Определение 2. Если для любой такой последовательности 
{Dn} существует предел числовой последовательности 

a, = (f(s) dx (3.63) 

D,, 

и этот предел не зависит OT выбора последовательности {D,}, TO 
этот предел называется несобственным интегралом от 
функции f(x) по множеству D ц обозначается одним из следующих 
символов: 

Род ах или [... ГГЦ te, Hn аж... Ч. — (3.64) 
р р 

При этом несобственный интеграл (3.64) называется сходящим- 
СЯ.
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Отметим, что символ (3.64) используется и в случае, когда 
предела указанных выше последовательностей не существует. 
В этом случае интеграл (3.64) называется расходящимся. 

2. Два признака сходимости несобственных интегралов от не- 
отрицательных функций. 

Теорема 3.10. Для сходимости несобственного интеграла 
(3.64) от неотрицательной в области D функции [(х) необходимо 
и достаточно, чтобы хотя бы для одной последовательности куби- 
руемых областей {Dn}, монотонно исчерпывающей О, была oepa- 
ниченной числовая последовательность (3.63). 

Доказательство. Необходимость. Сходимость несобствен- 
ного интеграла (3.64) по определению 2 означает, что последова- 
тельность {а„}, определяемая равенством (3.63), сходится для всех 
последовательностей областей {D,}, монотонно исчерпывающих D, 
а, следовательно, последовательность {а„} ограничена для каждой 
такой последовательности {Dp}. 

Достаточность. Последовательность (3.63} ограничена и не 
убывает, так как О,с-Бин и [(Х) >0, следовательно, она сходится 
к некоторому числу J. Остается доказать, что если мы выберем 
любую другую последовательность кубируемых областей {D’,}, 
монотонно исчерпывающую область D, то последовательность 

On = | f (x) ах 

5, 
сходится к тому же числу [. Фиксируем любой номер по и рас- 
смотрим область Dry. Найдется номер fl, такой, что` Dn, < р. 
Действительно, допустим, что это не так. Тогда для любого номера 

Е можно указать такую точку М, =0,., которая не принадле- 
жит области О». Из последовательности {M,} можно (в силу замк- 

нутости и ограниченности D,,) выделить сходящуюся к некоторой 

точке Me Dn последовательности. Точка М вместе с некоторой 
окрестностью принадлежит одному из множеств D,,. Но тогда 
этому же множеству О,, (и всем множествам В» с большими 
номерами) принадлежат точки Mz с как угодно большими номера- 
ми. А это противоречит выбору точек М». 

Итак, существует номер п, такой, что D,,C Dp,. Поэтому 

а <а,. <Г. По 1 

Отсюда следует, что последовательность {а„’} сходится к некото- 
рому числу <. Меняя местами в наших рассуждениях последо- 
вательности {а„’} и {an}, придем к неравенству /</’. Следователь- 
но, /[”=/. Теорема доказана. 

В $ 6 можно найти пример вычисления несобственного интег- 
рала
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[= i) e—*—# dxdy = lim И г-*—у' dxdy = 7 
D Сп 

ft-> co 

где D={(x, у) = Е*, x20, у>20}, С, ={(х, Dek, х+ у? <n’, 
x>0, у> 0}; п=1,2,... (см. пример 4° 66, в котором следует 
заменить R на п). 

Теорема 3.11 (общий признак сравнения). Пусть функции 
f(x) и g(x) всюду на открытом множестве D удовлетворяют` усло- 
вию O<f(x)<g(x). Тогда из сходимости несобственного интег- 

рала if 5(х)4х вытекает сходимость несобственного интеграла 
D 

(Fe dx, а из расходимости | f(x) dx вытекает расходимость 

р D 

| g (2) de. 

Доказательство. Пусть {D,} — последовательность куби- 
руемых областей, монотонно исчерпывающих область О. Из оче- 
видных неравенств 

а: = | [(хах< | g(x) dx=6, 

Dp, Би 

следует, что ограниченность {b,} влечет ограниченность {а} и не- 
ограниченность {а»„} влечет неограниченность {b,} (для любой пос- 
ледовательности областей {0„}). Отсюда и из теоремы 3.10 выте- 
кает справедливость сформулированной теоремы. 

Обычно при исследовании несобственных интегралов на сходи- 
мость используют стандартные (эталонные) функции сравнения, 
наиболее употребительной из которых является функция g(x) = 

=|х|-2, р>0, |х|=Ух+х-+...+х Легко проверить, что 
если область О — шар. радиуса R (Ю>0) с центром в начале коор- 
динат, TO несобственный интеграл от функции |х|-? по области О 
сходится при р<т и расходится при р»т. Если же О — внеш- 
ность того же шара, то несобственный интеграл от функции |х|-Р 
по области D сходится при p>m и расходится при p<m. 

3. Несобственные интегралы от знакопеременных функций. 
В этом пункте мы выясним связь между сходимостью и абсолют- 
ной сходимостью кратных несобственных интегралов. При этом, 

как и в одномерном случае, несобственный интеграл | f (x) ах 
D 

будем называть абсолютно сходящимся, если сходится 

интеграл | [f(x)| ах. Кратные несобственные интегралы в отли- 
р 

чие от одномерного случая обладают тем свойством, что из обыч- 

6 Зак. 25
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ной сходимости несобственного кратного интеграла вытекает его 
абсолютная сходимость. 

Теорема 3.12. Для несобственных т-кратных интегралов 
при т>?2 понятия сходимости и абсолютной сходимости экви- 
валентны. 

Доказательство. 1) Докажем, что из абсолютной схо- 
димости кратного несобственного интеграла в области О следу- 
ет его обычная сходимость в этой области. Рассмотрим две 
неотрицательные функции 

fa (x) = re f(x) = a (3.65) 

Представим их в виде 

fa (=| f(x), если f(x) > 0; 

ite) ecm ft) (3.66) 
i @) =| — f(x), если f(x) < 0; 
— (; 0, если f(x) >0 

и отметим следующие соотношения, непосредственно вытекаю- 
щие из определения этих функций; 

0< ft (x) < ГОО < ИО; (3.67) 

НКх=НО@-Е- <); Ро =f (®) 4 FE (©. (3.68) 
Из интегрируемости в собственном смысле функции f(x) 

по любой кубируемой подобласти области D вытекает интегри- 
руемость по любой такой подобласти функции |f(x)|, а следо- 
вательно, и функций |+(х) и f_(x) (что следует из формул 

(3.65)). Используя сходимость интеграла Мот ах, только 
р 

что указанное свойство функций |[+(х), |-(х), неравенства 
(3.67) и теорему 3.11, убеждаемся в сходимости несобственных 

интегралов | fa (x) dx И (дах. Из определения несобст- 
D D 

венного интеграла следует, что если сходится несобственный ин- 
теграл по области О от каждой из функций [+(х) и f_(x), то 
сходятся интегралы от суммы и разности этих функций. Из пер- 
вого соотношения (3.68) следует сходимость интеграла 

\ F(x) dx. Первая часть теоремы доказана. 
2 | 

2) Пусть кратный несобственный интеграл | f(x) ах схо- Ро 

дится. Докажем, что он сходится абсолютно. Допустим, что это 
утверждение неверно. Тогда из теоремы 3.10 вытекает, что пос- 
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ледовательность интегралов от функции |/(x)| по любой моно- 
TOHHO исчерпывающей область D последовательности кубируе- 
мых областей {D,} будет монотонно возрастающей 
бесконечно большой последовательностью. В частности, 
последовательность {D,} можно выбрать так, что для любого 
n=1, 2, ... выполняется неравенство 

| 1х >3 | lf (x)| dx +2n+ 4 (3.69) 

D D. 
nti n 

(достаточно взять любую последовательность {D,} и «проредить» 
ее, отбросив те области, для которых неравенство (3.69) не вы- 
полняется). Обозначим через Р„ множество О, О». Тогда из 
(3.69) получим, что для любого п 

| СТ dx >2 | IF (x)| det 1+4. (3.70) 
Б. 

Pr в 

Из второго соотношения (3.68) следует, что 

| IFC) de= | Ноа | 464% (3.71) 
Ра Р. Р 

п п 

Фиксируем произвольный номер п. Пусть для этого п из 
двух интегралов в правой части (3.71) большим будет первый. 
Тогда из соотношений (3.70) и (3.71) получим 

| |+ (Хх ах > | [/(%)| Ч tnt+2. (3.72) 
. 

— — 

Pr Dn 

Разобьем область P, на конечное число областей Ри» так, чтобы 
нижняя сумма Ут:Ао; функции }+(Х) для этого разбиения удов- 

р 

летворяла неравенству °) 

0< | f(x) 4х—У\ m;Ao; < 1. 
P,, i 

Тогда, заменив в левой части (3.72) интеграл нижней суммой, 
получим следующее неравенство: 

у. т.о; > \ \f(x)| dx tn+1. (3.73) 
J 
Вл 

6* 

3) Здесь mjp=inff4(x), Ao; — т-мерный объем Р».. 
pt 
п
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Так как m;>>0, то оставим в сумме yi mAo; лишь Te слагае- 
i 

мые, для которых m;>0. Объединение областей P,', соответ- 
ствующих оставшимся в сумме слагаемым, обозначим через Py. 

В области P, функция ]|+(х) положительна, поэтому в этой 
области |+(х) =|(х) (см. (3.66)). Следовательно, согласно 
(3.73) получаем неравенство 

( F(x)dx > | If) | detent. (3.74) 

Ри 

Обозначим через D,* объединение D, и Ph. Тогда, склады- 
вая неравенство (3.74) с неравенством 

Те >- Па 
Dy, 

заведомо справедливым для фиксированного нами п, получим 

(1) dx >n+1. (3.75) 
— $ 

В 

Если для фиксированного нами номера п из двух интегралов 
в правой части (3.71) большим (или равным первому) будет 
второй, то, проделав аналогичные преобразования, учитывая, 
что в области P, [-(х) =-|(х), получим неравенство 

f(x) dx < —п—1. (3.76} 

5
“
 
—
 

Из соотношений (3.75) и (3.76) следует, что для любого 
n=1,2,... 

| § f(x) dx] > n+. (3.77) 
5. 

п 

v e 

Последовательность областей {Don} удовлетворяет всем усло- 
виям определения 1, кроме, быть может, условия связности об- 
ластей Do, (связность областей D> могла быть нарушена при 

отбрасывании из P, тех областей P,', на которых точная ниж- 
HAA грань пи равна нулю). Малой деформацией сделаем эти 
области связными 9. 

Соединим каждую область Pri u3 P, с областью D, т-мерной 
кубируемой связной областью Ky,’ (которую будем- называть 

8) Именно этот момент доказательства существенно использует требование 
т>2 (при m=1 описываемые рассуждения не проходят).
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связкой или каналом) так, чтобы полученное множество 
стало связным. Поскольку число областей P,' в Py конечно, 
то и число каналов конечно. Обозначим объединение всех кана- 
лов через Ky. Наложим ограничение на т-мерный объем V(K,) 
каналов. 

Так как функция f(x) интегрируема, а следовательно, и ог- 
раничена на P,, то 

| | f(x) 4х | < | 11 (х)[ dx < M-V(K,), 

K,, Кл 

где М = зир |} (х)|. Потребуем, чтобы т-мерный объем кана- 

лов V(K,) удовлетворял условию V(K,)<1/M. Тогда 

| f (x) dx| < 1. (3.78) 
К 

п 

Из неравенства (3.77) и (3.78) получаем для любого п нера- 
венство 

| J fe 4х | > п. (3.79) 
* р*оК, 

Последовательность связных — кубируемых областей 
bd 7 

{Don Kez} монотонно исчерпывает область О”. Из неравенст- 
ва (3.79) следует, что последовательность интегралов в левой 
части этого неравенства расходится, т. е. несобственный интег- 

рал \f (x) ах расходится. Но по условию теоремы этот интег- 
р 

рал сходится. Полученное противоречие доказывает справедли- 
вость нашего утверждения. Теорема полностью доказана. 
4. Главное значение кратных несобственных интегралов. Обо- 

значим через В (К, xo) т-мерный шар радиуса R с центром в точ- 
ке хо, и пусть начало координат находится в точке OEE", 

Определение. Пусть функция f(x) определена при всех 
хеЕЕ”" и интегрируема в каждом шаре B(R, 0). Будем говорить, 
что функция |(х) интегрируема по Коши в Е", если cy- 
ществует предел 

lim ( f (x) dx. 

Ro BRO) 
Этот предел мы будем называть главным значением несоб- 

7) Мы берем {О*2„0К›»"} вместо {D*nUK,}, чтобы удовлетворить условию 
92 )К2 2 (в41))К2(и+1) Из определення 1.



166 Гл. 3. Двойные и л-кратные интегралы 

ственного интеграла от функции f(x) в смысле Коши и обозначать 
символом 

у. p. Ад dx = т | 7 (x) ах. 

pm > B(R,0) 

Пример. Нетрудно проверить, что для функции |[(х, у) =x 
в Е? 

| xdxdy = 0; 

B(R,0) 

тем самым функция f(x, у) =x интегрируема по Коши в FE? и 

у. р. | хахау = 0. 
Ез 

Отметим, что несобственный интеграл | xdxdy расходится. 
Е? 

В случае, когда функция f(x) имеет особенность в некоторой 
точке хо области DCE™ и f(x) интегрируема в каждой области 
Dr=D\ В (КЮ, Xo), где B(R, хх) CD, интеграл в смысле Коши BBO- 
дится как предел: 

у. р. { Род dx = lim | f (x) ах. 
D = Бр



Глава 4 

КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

В этой главе мы перенесем понятие одномерного определенно- 
го интеграла, взятого по прямолинейному отрезку, на случай, 
когда областью интегрирования является отрезок некоторой плос- 
кой или пространственной кривой. Такого рода интегралы Ha3bl- 
ваются криволинейными. | 

$ 1. ПОНЯТИЯ КРИВОЛИНЕЙНЫХ ИНТЕГРАЛОВ 

ПЕРВОГО И ВТОРОГО РОДА 

Рассмотрим на плоскости Оху некоторую спрямляемую кривую 
L, не имеющую точек самопересечения И участков самоналегания. 

Предположим, что эта кривая определяется параметрическими 
уравнениями 

nen 

y=") (t) 

и сначала будем считать ее незамкнутой и ограниченной точками 
А и В с координатами А (ф(а), %(а)), В(ф(6), $(5)). 

Пусть на кривой Г=АВ определены три функции: f(x, и), 
P(x, у), Q(x, у), каждая из которых является непрерывной (а сле- 
довательно, и равномерно непрерывной) вдоль этой кривой 
(так, для функции [(х, у) это означает, что для любого &>0 най- 
дется §6>0 такое, что |f(M;)—f(Me)|<e для любых точек Ми, Moe 
=, расстояние между которыми меньше 6). 

Разобьем сегмент [а, 6] при помощи точек ак<и<Ь<...< 

(ax<t <b), (4.1) 

<= на п частичных сегментов [fp-1, fx] (R=1, 2, ..., п). При 
этом кривая Г, распадается на п частичных дуг: MoM, М:МЬ, ..., 

., Mn-iMn, где точки Мь(хь, yx), Е=0, 1,..., п, имеют коорди- 

наты Xe=Q (te), Ye="p (te). 
Выберем Ha каждой частичной дуге М»—1М» произвольную точ* 

ку Л» (Е», Nex), координаты которой отвечают некоторому принадле- 
жащему сегменту [ty-1, | значению т» параметра Ь так что Е»= 
=ф(т»), Ne=(t,). Обозначим символом Al, длину R-H частичной 

дуги М, М» (=1,2,..., п). Как было доказано в $ 10 гл. 10 
ч. 1, для Al, справедлива формула 

А, = | УФ’ ФР ОР at. (4.2) 
ted
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Назовем диаметром разбиения кривой L число 
А = max: Al,. 

1<2<п 

Составим три интегральные суммы: 

0: = у F (Ses Ny) АГ; (4.31) 
k=1 

0, — у P (Ses Ne) Ах, (4.37) 

k=} 

= FQ (Ee Me) Ade (4.3° 
k=l 

где Axe=Xe—-X2-1, АУУ Ук. 
Определение 1, Назовем число Г пределом интег- 

ральной суммы os (5=1, 2, 3) при стремлении к нулю диа- 
метра разбиения А, если для любого в>0 найдется 6>0 такое, что 
‘(независимо от выбора точек №, на частичных дугах Мь_ М») 
|[0;5—1| <в, как только A<6. 

Определение 2. Если существует предел интегральной cyM- 
мы а: при А->0, то этот предел называется ‘криволинейным 
интегралом первого рода от функции f(x, у) по кривой 
L и обозначается одним из символов: 

| F(x, y)dl или ( f(x, y) dl. (4.41) 
L AB 

Определение 3. Если существует предел интегральной 
суммы со [соответственно сз| при А-—>0, то этот предел называется 
криволинейным интегралом второго рода от функ- 
yuu P(x, у) [| Q(x, y)] по кривой L=AB и обозначается символом 

| P (x, и) ах | соответственно | С (x, у) dy). (4.42) 

С AB AB 

умму 

J Род ах+ | 9%) 4 
AB AB 

принято называть общим криволинейным интегралом 
второго рода и обозначать символом 

| P(x y)dx+ Q(x, yay. (4.4%) 
AB 

Из определения криволинейных интегралов следует, что: 
1) криволинейный интеграл первого рода не зависит от того, 

в каком направлении (от А к В или от В к A) пробегает кривая
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L, а для криволинейного интеграла второго рода изменение на- 
правления на кривой ведет к изменению знака, т. е. 

| Руа, y)dy=\— | P(x, y)dx+Q(x, а; 
BA AB 

2) физически криволинейный интеграл первого рода (4.41) 
представляет собой массу кривой L, линейная плотность вдоль KO- 
торой равна f(x, у); общий криволинейный интеграл второго рода 
(4.43) физически представляет собой работу по перемещению ма- 
териальной точки из А в В вдоль кривой L под действием силы, 
имеющей составляющие P(x, у) и Q(x, и). 

Замечание. Для пространственной кривой L=AB аналогич- 

но вводятся криволинейный интеграл первого рода | f(x,y, 2) Ш 
АВ 

и три криволинейных интеграла второго рода 

| P (x, y, 2) ах, | С (x, у, 2) dy, [ R (x, y, 2) dz. 

AB AB AB 

Сумму трех последних интегралов принято называть общим 
криволинейным интегралом второго рода и 06б0- 
значать символом 

( P(x, у, ах (ж.-д). 
АВ 

$ 2. УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ КРИВОЛИНЕЙНЫХ 

ИНТЕГРАЛОВ 

Определение. Кривая Г называется гладкой, если 
функции p(t) u p(t) из определяющих ее параметрических урав- 
нений (4.1) имеют на сегменте [а, 6] непрерывные производные 
ф<’(Т) и w(t) (т. е. производные непрерывны в интервале a<t<b 
и обладают конечными предельными значениями в точке а справа 
и в точке b слева). 

Напомним, что в гл. 13 ч. | мы договорились называть особы- 
ми точками кривой Г точки, соответствующие тому значению 
параметра { из [а, 6], для которого [ф’(Ё РН’ (Е) Р=0, т. е. обе 
производные обращаются в нуль. Те точки кривой L, для которых 
[p’ (¢) Р-Н (#70, мы назвали обыкновенными точками. 

Теорема 4.1. Если кривая L=AB является гладкой и не со- 
держит особых точек и если функции f(x, у), P(x, у). и Q(x; у) 
непрерывны вдоль этой кривой, - то криволинейные интегралы 
(4.41) uw (4.4?) существуют и могут быть вычислены по следующим 
формулам, сводящим эти криволинейные интегралы к обычным 
определенным интегралам:
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b 

{уху = [ НФ(0, OMe OF +I OP 4 (4.54) 
AB 

Ь 

| P(x у)ах = (Plo), $(0]9' (04; (4.53) 
АВ а 

Ь 

J Q(x, 9) dy = | ЧФ, POLY’ (A) at. (4.53) 
АВ а 

Доказательство. Прежде всего отметим, что определенные 
интегралы, стоящие в правых частях формул (4.5'), (4.57), (4.53), 
существуют, ибо при сделанных нами предположениях подынтег- 
ральные функции в каждом из этих интегралов непрерывны на 
сегменте а<1<6. 

Отметим также, что вывод соотношений (4.5?) и (4.53) для кри- 
волинейных интегралов второго рода вполне аналогичен, поэтому 
мы будем выводить только соотношения (4.5!) и (4.5?) и доказы- 
вать существование интегралов (4.4!) и (4.4?). 

Как и в $ 1, разобьем сегмент [а, 5] на п частичных сегментов 
[tx-1, tn], R=1, 2, ..., п, и составим интегральные суммы (4.31), 
(4.37). Учитывая соотношение (4.2) и соотношение 

ty 

Ax,=9 (в) —Ф (te) = [ $0) dt, 
tt 

представим интегральные суммы (4.3!) и (4.37) в следующем виде: 

„= {f [p (Te), $ (т, | И [Ф' OP + [' (AP at}. 
k=] bp at 

n te 

=P {Plo(t), v(t] | Фа. 
k=1 th 4 

Обозначим определенные интегралы, стоящие в правых частях 
формул (4.5!) и (4.57), соответственно через J; и Jo и представим 
эти интегралы по сегменту [а, 6] в виде суммы п интегралов по ча- 
стичным сегментам [№ th], R=1, 2,..., п. 

Рассмотрим и оценим разности 

n +, 

9—1, =y | {f Ip (т,), ф (t,)] —F[o (4), » OY} Уч’ (t)]? [$ (ОРаь 
Е—=1 1 

(4.61)
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п te 

—1 =) | (Plo(%) VM —PleO.~O}' (dt. (4.6) 
k= ty 

При сделанных нами предположениях о функциях f(x, и), 

P(x, у) и функциях (4.1) функции Лф (1), p(t)] и Рф(1), %(1)] как 
сложные функции аргумента { непрерывны на сегменте a<t<b, 
а следовательно, и равномерно непрерывны на этом сегменте. 

Заметим теперь, что при стремлении к нулю диаметра разбие- 
ния A кривой L стремится к нулю и наибольшая из разностей 
Atp=te—le-1. 

Действительно, так как функции g’(t) и w’(t) непрерывны на 
[а, 6] и не обращаются в нуль одновременно, то 

tp 
т = min У [9' ()P+ [yp (0 и Al, т | dt =mAt,, т. е. 

---— 

а 

А < из Al, (мы учли формулу (4.2) для длины А»). 
т 

Таким образом, для любого =>0 можно указать 6>0 такое, 
что при A<6 фигурная скобка в формуле (4.6!) по модулю мень- 
ще =/1, где / — длина кривой L, а фигурная скобка в (4.6?) по мо- 

& Г. 
лю меньше ‚ где М= тах t)|. ду ме—= ™ max Lp’ (2) 

Полагая, что диаметр разбиения A меньше 6, получим для 
разностей (4.6'), (4.67) следующие оценки: 

п te 

ls—hI<—)) | Vie OP + Ty ORdt=— Yak =e, 
= ty k=l 

п 'p п 
& & Ч — at М ) At, =e. 195—151 < ео У} О М У, 

У = 
Итак, мы доказали, что интегральные суммы о; и в2 при A->0 

имеют пределы, соответственно равные /; и [2. Таким образом, 
доказано существование криволинейных интегралов (4.4!), (4.4?) 
и справедливость для них формул (4.5'), (4.57) соответственно. 
Отметим, что при выводе формулы (4.5?) мы не использовали ус- 
ловия непрерывности функции wp’ (t). Теорема доказана. 

Замечание 1. Будем называть кривую L кусочно глад- 
кой, если она непрерывна’и распадается на конечное число не 
имеющих общих внутренних точек кусков, каждый из которых 
представляет собой гладкую кривую. В случае кусочно гладкой 
кривой Г. криволинейные интегралы по этой кривой естественно 
определить как суммы соответствующих криволинейных интегра-
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лов по всем гладким частям, составляющим кривую Г. При этом 
равенства (4.5!), (4.57), (4.53) будут справедливы и для кусочно 
гладкой кривой L. Эти равенства справедливы и в случае, когда 
функции f(x, у), P(x, у и Q(x, у) являются лишь кусочно непре- 
рывными вдоль кривой L (т. е. когда кривая L распадается на ко- 
нечное число не имеющих общих внутренних точек кусков, вдоль 
каждого из которых указанные функции непрерывны). 

Замечание 2. Аналогичные результаты и формулы спра- 
ведливы и для криволинейных интегралов, взятых по пространст- 
венной кривой 

Г. = АВ = {(х, у, 2): х=Ф(Ь, y=v(t), z=y(t) при a<t< 6}. 

Так, формулы для вычисления этих интегралов имеют следующий 
BHI: 

b 

| f(x,y, 2) dl= | fle, v(t), x OIWie’ OP + iy OP+ [ФГ at; 
AB a 

b 

{ Ржу дах = (Plo), 9), xO] 9 (at; 
AB | 

b 

ох. 92) dy=FQlpO,¥(), xO] (04 
AB а 

; | 
{ R(x, у, 22 = | В [Ф(0, (0, xO] x! (A) dt. 
АВ а 

Замечание 3. Выше было отмечено, что криволинейный ин- 
теграл второго рода зависит от направления обхода кривой L= 
—=АВ. Поэтому следует договориться о том, что мы будем пони- 
мать под символом | 

{ P(x, y) dx + Q(x, y) dy (4.7) 
L 

в случае, когда Г — замкнутая кривая (т. e. когда точка В совпа- 
дает с точкой А). 

Из двух возможных направлений обхода замкнутого контура 
Г. назовем положительным то направление обхода, при ко- 
тором область, лежащая внутри этого контура, остается по левую 
сторону по отношению к точке, совершающей обход (т. е. направ- 
ление движения «против часовой стрелки»). 

Будем считать, что в интеграле (4.7) по замкнутому контуру 
[. этот контур всегда обходится в положительном направлении. 

В случае, когда необходимо подчеркнуть, что контур L замк-
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HYT, будем использовать следующую форму записи интеграла 
{4.7): 

h P(x, ух + Q(x, y) dy. 

Замечание 4. Криволинейные интегралы обладают теми же 
свойствами, что и обычные определенные интегралы (доказатель- 
ства аналогичны изложенным в 6 4 гл. 9 4. 1). Отметим, что при 
более жестких предположениях указанные свойства сразу вытека- 
ют из формул (4.51), (4. .5°), (4.53). Перечислим эти свойства при- 
менительно к криволинейным интегралам первого рода. 

Линейное свойство. Если для функций Кх, у) и 
als, y) существуют криволинейные интегралы no кривой AB и ec- 
ли а и В — любые постоянные, то для функции [af (x, У) Ва (x, у) 
также существует криволинейньый интеграл по кривой АВ, причем 

| еле, 9) + ва 66 У] dia f F(x, Фив] = (x, y) dl. 
AB 

2°), Аддитивность. Если ayea АВ составлена из двух дуг 
AC и СВ, не имеющих общих внутренних точек, и если для функ- 
ции f(x, у) существует криволичейный интеграл по дуге AB, ro 
‚для этой функции существует криволинейный интеграл по каждой 
#3 дуг АС u СВ, причем 

| f(x, y) dl = { F(x, y)dl+ | F(x, y)dl. 
AB AC CB 

. Оценка модуля интеграла. Если существует кри- 
eonuienenns интеграл no кривой АВ от функции f(x, и), To суще- 
ствует и криволинейный интеграл по кривой АВ от функции 

11 (х, у) |, причем 

с, < J И, а 
AB AB 

4°. Формула среднего значения. Если функция 
f(x, у) непрерывна вдоль кривой АВ, то на этой кривой найдется 
точка М такая, что 

|, yal =F (M), 
AB 

2de |! — длина кривой AB. 
Замечание 5. В полной аналогии с изложенной здесь тео- 

рией криволинейного интеграла на плоскости строится теория крн- 
волинейного интеграла в пространстве Е” (n>2).
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Примеры. 1°. Найти длину дуги пространственной кривой 
Г, определяемой параметрическими уравнениями 

x=ecost, y=e‘sint, г=е‘ при 0<t<2n. 

Задача сводится к вычислению криволинейного интеграла пер- 
вого рода f 141. С помощью формулы для вычисления криволи- 

L 

нейного интеграла первого рода, приведенной в замечании 2, по- 
лучим 

{ 14/1 = f У [(e-* cos t)']? + [(e эт’ + [(e7)]}? dt = 
0 L 

2m 

= | V ec 4 e+ et dt = V3 (1—e*2). 
0 

2°. Вычислить криволинейный интеграл второго рода 

= (x+y)dx +(x— y)dy, 
AB 

2 2 

в котором AB — часть эллипса = += =1, y>0, A(a, 0), В(0, 6). 

Указанную кривую можно задать параметрическими уравнениями 

. It 
x=acost, y=bsint при 0O<t <> 

Поэтому с помощью формул (4.57), (4.53) получим 

п/2 

[= | [(а cost + bsint)(—asinf) + (acost—6&sin t) bcos Й dt = 

0 
д 
yo а? + 5? 

0. 20 _ 
— | ~~ sin (22) + _— COS (24) 

Отметим, что подынтегральное выражение (x+y)dx+(x—y)dy 
является полным дифференциалом функции 

х? — у? 

2 
u(x, у) = + xy. 

Как будет доказано в гл. 6, из этого факта следует, что интеграл 
Г не зависит от кусочно гладкого пути интегрирования, соединяю- 
щего точки А и В (рассмотренная часть эллипса — лишь одна из 
таких кривых), и равен разности 

а? -!- 53 

2 
и(В)—и(А)=и(0, 6)—u (a, 0) = —



Глава 5 

ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

В этой главе будет рассмотрен вопрос об интегрировании 
функций, заданных на поверхностях в трехмерном евклидовом 
пространстве £°, а также исследуется вопрос о понятии поверхно- 
сти и понятии площади поверхности. 

$ 1. ПОНЯТИЯ ПОВЕРХНОСТИ И ЕЕ ПЛОЩАДИ 

1. Понятие поверхности. 
Определение 1. Отображение | области G на плоскости на 

множество G* трехмерного пространства называется гомео- 
морфным, если это отображение осуществляет взаимно одно- 
значное соответствие между точками G и G*, при котором каждая 
фундаментальная последовательность точек G переходит в 
фундаментальную последовательность точек G* и, наоборот, каж- 
дая фундаментальная последовательность точек G* является об- 
разом фундаментальной последовательности точек G. 

Определение 2. Отображение } области G на G* называет- 
ся локально гомеоморфныхм, если у каждой точки G есть 
окрестность, которая гомеоморфно отображается на свой образ. 

Определение 3. Область G на плоскости Т называется 
элементарной, если эта область является образом открытого 
круга D при гомеоморфном отображении этого круга Ha плос- 
кость Т. 

Определение 4. Связная область Ц на плоскости Т назы- 
вается простой, если любая точка G имеет окрестность, являю- 
щиуюся элементарной областью. 

Определение 5. Множество точек Ф пространства называ- 
ется поверхностью, если это множество является образом 
простой плоской области С при локально гомеоморфном отобра- 
жении f области С в пространство E°, 

В дальнейшем мы договоримся называть окрестность 
точки М поверхности Ф подмножество точек Ф, принад- 
лежащее окрестности точки М в 23. - | 

Пример. Пусть С — простая область на плоскости Oxy (на- 
пример, круг), (x, у) — координаты точек MEG, z=2(M) — не- 
прерывная в С функция, G* — график этой функции. Очевидно, 
отображение f области С на G*, задаваемое, соотношениями `
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X=U, Y=VU, 2=2(и, 0), 

является гомеоморфным отображением этой области на множест- 
во G*, а D=G* является поверхностью. 

Пусть на плоскости (и, 9) задана простая область С и для 
всех точек этой области определены три функции: 

х=х(и, ©), у=у(и, и), 2=2(и, 0), (5.1) 

или, что TO же самое, одна векторная функция 

r=r(u, 9), (5.1’) 

где r(u, и) — вектор с компонентами х(и, 9), у(и, v), 2(и, и). 
Будем считать выполненными следующие два требова- 

ния A: 
1) функции (5.1) имеют в области С непрерывные частные 

производные первого порядка по переменным UW H UV; 
2) всюду в области С матрица 

дх ду dz \ 

ди ди ди 
А= (5.2) 

дх ду Oz 

ду ду ду 

имеет ранг, равный двум. 
Утверждение. При выполнении этих двух требований A 

множество Ф точек, определяемых уравнениями (5.1), представ- 
ляет собой поверхность, т. е. является образом плоской области 
С при локально гомеоморфном отображении С в E®. 

Пусть № (1, Yo) — любая точка G. Ясно, что малая окрест- 
ность этой точки отображается в малую окрестность точки 
М (Xo, Yo, 20), где хо=х (1, Vo), YorYy(Uo, Yo), 20=2(1, Yo) (для 
этого достаточно, чтобы функции (5.1) являлись непрерывными в 
С, что в нашем случае заведомо выполняется). 

Ясно также, что если №„ (ии, Un) — фундаментальная последо- 
вательность точек в малой окрестности точки No, то последова- 
тельность образов этих точек М» (хи, Yn, Zn), где хи=х (М), Yn= 
=у(№), 2@n=2z(Nn), также является фундаментальной в Ф. Это 
сразу вытекает из непрерывности функций (5.1); например, раз- 
НОСТЬ |Xnyp—Xn|=|xX(Natp)—x(Nn)| может быть сделана меньше 
произвольного числа &>0 при p(Nnip, Nn) <6=6 (=). . 

Остается ‚доказать, что при отображении, определяемом урав- 
нениями (5.1), каждой точке множества Ф из достаточно малой` 
окрестности точки Мо отвечает определенвая точка области С из 
малой окрестности точки №, причем любой фундаментальной по- 
следовательности точек {Mn} из указанной окрестности точки Mo 
отвечает фундаментальная. последовательноеть {Np} точек С.
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Так как в каждой точке № (ино, 95) ЕС paur матрицы (5.2) pa- 
вен двум, то в этой точке № отличен от нуля хотя бы один минор 
второго порядка матрицы (5.2). 

Пусть это будет минор 

дх ду 

ди ди 
— Plt) 20 в точке No. 

dx dy D(u, v) 

dv до 

Объединяя это условие с первым из двух требований А, при- 
дем к выводу, что для системы 

eo (5.3) 

y (u,v) —y=0 

в окрестности точки Мо выполнены все условия теоремы Юнга — 
Ковалевского (см. § 2 гл. 13 ч. 1). Поэтому система (5.3) имеег 
в окрестности точки Му единственное непрерывное и дифференци- 
руемое решение 

ри у); (5.4) 

v=0 (x, 9). 

Это означает, что существует гомеоморфное отображение ма- 
лой окрестности точки №еС на малую окрестность точки 
Ро(хо, Yo) плоскости Oxy. (В одну сторону это отображение за- 
дается непрерывными функциями (5.4), а в другую сторону — пер- 
выми двумя соотношениями (5.1), в которых функции х=х(и, и) 
и y=y(u, 9) также непрерывны; непрерывность и тех и других 
функций обеспечивает перевод фундаментальной последовательно- 
сти в окрестности одной из точек № или Ро в фундаментальную- 
последовательность в окрестности другой из этих точек.) 

Подставляя функции (5.4) в третью функцию (5.1), получим 
непрерывную в окрестности точки Ро(хо, Yo) функцию 

г=г[и (х, у), v(x, у)]=ф(х, и). (5.5) 
Эта функция осуществляет гомеоморфное отображение малой 
окрестности точки Ро(х, Yo) плоскости Oxy на малую окрестность. 
точки Мо(»Хо, Yo, 20) =P. Можно сказать, что (5.5) проектирует Ф 
в малой окрестности точки Мо на плоскость Oxy. 

Так как суперпозиция гомеоморфных отображений представз- 
ляет собой снова гомеоморфное отображение, то гомеоморфно и 
отображение малой окрестности точки №еС на малую окрест- 
ность точки MeO, 

Таким образом, множество Ф точек, определяемых уравнения- 
ми (5.1), при выполнении этих требований А представляет собой 
поверхность.
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Замечание ]. Поверхность Ф, определяемую уравнениями 
(5.1), при выполнении первого из двух требований А принято на- 
зывать гладкой, а при выполнении второго из требований А — 
не имеющей особых точек. 

Итак, можно сказать, что поверхность Ф, определяемая урав- 
нениями (5.1), при выполнении этих требований A, является глад- 
кой и не имеет особых точек. 

Замечание 2. Попутно мы установили, что гладкая без 
особых точек поверхность в достаточно малой окрестности каж- 
JOH из своих точек однозначно проектируется хотя бы на одну из 
трех координатных плоскостей. 

Рассмотрим поверхность Ф, определяемую уравнениями (5.1), 
для которых выполнены два требования A. 

Записав уравнения (5.1) в векторном виде (5.1’), выясним 
геометрический смысл векторной функции г(и, и). Если фиксиро- 
вать некоторое значение U=vUp=const из области G, то уравнение 
г=г(и, Uo) будет определять кривую на поверхности Ф, называе- 

- . дг 
мую координатной линией, а вектор 7 (и, Uo) будет яв- 

u 

ляться касательным к этой линии. Аналогично при и=ио=соп$ 
уравнение г=г(щ, и) будет определять другую координатную ли- 

Г ow 

нию, a вектор = (№ и) будет касательным к этой линии. Че- 

рез точку Mo(xo, у, 20), где хо=х (що, Uo), Youy(Uo, Yo), 2= 
=2(Uo, Uo), будут проходить обе указанные линии. 

Второе условие требований A, говорящее о том, что ранг мат- 
рицы (5.2) равен двум, т. е. условие отсутствия особых точек, 

Г 

ди 

рых составляют строки матрицы (5.2), являются линейно незави- 
симыми, т. е. неколлинеарными. Это означает, что эти два векто- 
ра определяют плоскость, которая является касательной 
плоскостью к поверхности Ф в точке Mo. Нормальный вектор 
этой касательной плоскости называется вектором нормали 
(или нормалью) к поверхности Ф в точке Мо. Этот вектор 

Г 
означает, что векторы 5 (№ Up) и (и., Uy), компоненты KOTO- 

и 

дг 
может быть определен как векторное произведение векторов > 

u 

и —. Таким образом, вектор 

дг дг 

ди ° dv 
дг дг | 

_ ди’ Ov 

представляет собой вектор единичной нормали к поверхно- 
сти Ф. В силу требований, наложенных на функции (5.1), этот 
вектор непрерывен по и и UV в некоторой окрестности произволь- 

п = (5.6)
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ной точки поверхности. В этом случае говорят, что в окрестности 
любой точки гладкой поверхности без особых точек существует не- 
прерывное векторное поле нормалей. 

В целом на всей поверхности такого непрерывного поля нор- 
малей может и не существовать. 

Пример. Лист Мёбиуса. Если склеить прямоугольник 
АВВ’А’ так, чтобы А совпала с В’, а В совпала с А’, получится 
поверхность, называемая листом Мёбиуса й. При обходе no 
листу Мебиуса нормаль меняет направление на противоположное 
(см. рис. 5.1). 

В дальнейшем будем рассматривать только такие поверхности 
Ф, на которых в целом существует непрерывное поле нормалей. 
Такие поверхности принято называть двусторонними. 

Поверхность Ф называется пол- 
ной, если любая фундаментальная В 
последовательность точек этой поверх- 4 L ле 
ности сходится к точке этой поверх- В, A’ 
HOCTH. 

Поверхность Ф называется огра- 
ниченной, если существует трехмер- 
ный шар, содержащий все точки этой 
поверхности. 

Плоскость, сфера, эллипсоид, одно- 
полостный гиперболоид — примеры Puc 5] 
полных поверхностей. При этом сфе- _ 
pa и эллипсоид — ограниченные по- 
верхности. Круг без границы, любое открытое связное множестве 
на сфере — неполные поверхности. 

В дальнейшем мы будем рассматривать поверхность Ф, опреде- 
ляемую уравнениями (5.1) и удовлетворяющую пяти требованиям: 
она должна быть 1) гладкой, 2) без особых точек, 3) ABYCTOPOH-- 
ней, 4) полной и 5) ограниченной. 

2. Вспомогательные леммы. 
Лемма 1. Если Ф — гладкая поверхность и Мо — не особая 

ее точка, то достаточно малая окрестность точки Мо однозначно: 
проектируется на касательную плоскость, проходящую через лю- 
бую точку этой окрестности. 

Доказательство. Пусть окрестность Ф точки Мо такова, 
что: 1) нормаль в пределах этой окрестности составляет с нор-. 

малью в точке Му угол, меньший л/4, 2) окрестность Ф однознач- 
но проектируется на некоторый круг в одной из координатных 
плоскостей (например, Оху). Возможность выбора такой окрест- 

ности Ф вытекает из того, что в предыдущем пункте было уста- 
новлено существование окрестности рассматриваемой точки Мо, 
обладающей двумя свойствами: 1) в этой окрестности существует 

1) А. Мёбиус — немецкий математик (1790—1868).
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непрерывное векторное поле нормалей; 2) эта окрестность одно- 
значно проектируется на одну из координатных плоскостей (оче- 
видно, в этой окрестности есть часть, проектирующаяся на некото- 
рый круг в координатной плоскости). 

Отметим, что любые две нормали к точкам Ф составляют 
угол, меньший л/2. 

Предположим, что рассматриваемая окрестность Ф не проек- 
тируется однозначно на касательную плоскость, проходящую че- 

рез некоторую точку МеФ. Torna в этой окрестности найдут- 
ся две точки Ри Q такие, что хорда PQ параллельна нормали к 

Ф в точке М. Рассмотрим линию пересечения Ф с плоскостью, 
параллельной оси Oz и проходящей через хорду PQ ‘предпола- 

таем, что Ф однозначно проектируется на плоскость Oxy). 
этой линии в силу теоремы Лагранжа найдется точка М, И ель 
ная к которой параллельна хорде РО, а поэтому параллельна нор- 
мали в точке М. Это означает, что нормали в точках М и М co- 

ставляют угол л/2, что противоречит выбору Ф. Полученное про- 
тиворечие убеждает нас в справедливости леммы. Лемма дока- 
зана. 

Будем говорить, что участок поверхности имеет размеры 
меньше 6 (6>0), если он лежит внутри некоторого шара ра- 
днуса 0/2. 

Лемма 2. Для гладкой ограниченной полной поверхности Ф 
Фез особых точек найдется число 6>0 такое, что любой участок 
Ф, размеры которого меньше 6, однозначно проектируется а) на 
одну из координатных плоскостей, 6) на касательную плоскость, 
проходящую через любую точку этого участка. 

Доказательство. Выше, в замечании 2 и в лемме |, мы 
доказали, что для каждой точки поверхности Ф найдется доста- 

точно малая окрестность Ф, которая однозначно проектируется 
а) на одну из координатных плоскостей, 6) на касательную плос- 

кость, проходящую через любую точку Ф. 
Предположим, что утверждение леммы неверно, т. е. не най- 

дется числа §>0, указанного в формулировке леммы. Тогда для 

любого 6„=1/" (п=1, 2, ...) найдется участок @,, имеющий раз- 
меры меньше 6n и не проектирующийся однозначно либо на одну 
из координатных плоскостей, либо на касательную плоскость, 

проходящую через некоторую точку M,, € ®,. Выберем в каждой 

части Ф„ точку M, и выделим из последовательности {M.,} TO- 
чек ограниченной полной поверхности Ф подпоследовательность 

{M,}, сходящуюся к некоторой точке Moe OQ. 
В силу замечания 2 и леммы | найдется достаточно малая 

окрестность Ф точки Мо, которая однозначно проектируется на 
юдну из координатных плоскостей и Ha касательную плоскость,



$ 1. Понятия поверхности и ee площади 181 

проходящую через любую точку Ф. Все Фк,, начиная с неко- 
торого номера Rp, попадут внутрь Ф, а это противоречит выбору 

частей Ф,. Лемма доказана. - 
Лемма 3. Пусть Ф — гладкая без особых точек двусторонняя 

полная ограниченная поверхность, определяемая иравнениями 
(5.1). Тогда для любого e>0 найдется 6>0 такое, что для каж- 
дого участка поверхности Ф, имеющего размеры меньше 6, угол 
у между двумя любыми нормалями к точкам этого участка иудов- 
летворяет условию 

cos y=l—a, (5.7) 
где O<a<e. 

Доказательство. Поверхность Ф двусторонняя, поэтому 
поле нормалей непрерывно, а следовательно, и равномерно непре- 
рывно на всей поверхности Ф. Это означает, что для любого e>0 
найдется 6>0 такое, что для любых двух точек М; и Mo, для ко- 
торых р (М1, Mo) <6, справедливо неравенство 

in(M,)—n(M,)| << У2= (5.8) 

{п — вектор единичной нормали). 
Так как 

cos y=(n(M,), п(М?)), 
а величина 

=—> (n(M,)—n(M,)) = 

=— |n(M,)|? + — |n(M,)|*—(n(M,), n(M,)) = 1— cosy, 
TO 

cos y=l—a 

H для а в силу (5.8) справедливы неравенства 

0<a<—(V2e) =e. 
Лемма доказана. 

3. Площадь поверхности. Пусть Ф — поверхность, определяе- 
мая уравнениями (5.1) и удовлетворяющая указанным выше пя- 
ти требованиям (гладкая без особых точек ограниченная пол- 
ная двусторонняя). С помощью гладких кривых разобьем Ф на 
конечное число гладких участков Ф;, имеющих размер меньше 4, 
где д достаточно мало (и определяется условиями леммы 2). Обо- 
значим через А максимальный из размеров частей Ф; (диаметр 
разбиения). На каждом участке Ф; выберем произвольную точку 
М; и спроектируем Ф; на касательную плоскость, проходящую че- 
рез точку М:. Пусть о; — площадь проекции ©; на указанную ка-
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сательную плоскость. Составим сумму площадей проекций всех 
участков 

у. <. (5.9} 

t 

Определение 1. Число в называется пределом сумм 
(9.9) при А->0, если для любого &>0 найдется 6>0 такое, что для 
всех разбиений Ф гладкими кривыми на конечное число частей 
Ф, для которых A<6, независимо от выбора точек М; на частях 
D;, выполняется неравенство 

|5. :— “|< 5. 

Определение 2. Если для поверхности Ф существует пре- 
дел в сумм (5.9) при А->0, то поверхность Ф называется квад- 
рируемой, а число в называется ее площадью. 

Замечание. Нельзя получить площадь поверхности, аппрок- 
симируя поверхность вписанными многогранниками при измельче- 
нии размеров граней и беря в качестве площади точную верхнюю 
грань площадей вписанных многогранников (как мы это делали 
при нахождении длины кривой). Существует классический пример 
Шварца? (так называемый «сапог Шварца»), показывающий, 
что у площадей вписанных в цилиндрическую поверхность много- 
гранников не существует конечной точной верхней грани. 

Теорема 5.1. Гладкая ограниченная полная двусторонняя 
поверхность Ф без особых точек, определяемая уравнениями (5.1), 
квадрируема, и для ее площади в справедливо равенство 

o= ||| = a | dude. (5.10) 

Доказательство. При условиях теоремы подынтегральная 
функция в (5.10) непрерывна в С и интеграл (5.10) существует. 

Фиксируем любое =>0 и по нему 6>0 такое, что выполнены 
два условия: 

1) любая часть ©; поверхности Ф, размеры которой меньше 6, 
однозначно проектируется на касательную плоскость, проходя- 
щую через любую точку Ф;; 

2) косинус угла ‘у между двумя нормалями каждого участка 
Ф; размера меньше 6, представим в виде coSy=l—ai, где ai<e/o 
и ai<l (в — величина интеграла (5.10)). 

Такой выбор числа 6>0 возможен в силу лемм 2 и 3. 

2) Г. А. Шварц — немецкий математик (1843—1921). Более подробно о при- 
мере Шварца см. конец п. | § 2 гл. 5 книги В. А. Ильина и Э. Г. Позияка «Ос- 
новы математического анализа. Ч. 2» (М.: Наука. Гл. ред. физ.-мат. лит-ры, 
1982).
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Разобьем с помощью гладких кривых поверхность Ф на частич- 
ные участки Ф; размера меньше д и, выбрав на каждом участке 
Ф; произвольную точку Mi, спроектируем Ф; Ha касательную плос- 
кость в точке М;. Обозначим через а; площадь проекции и соста- 
вим сумму (5.9). 

Для вычисления площади 0; плоской области воспользуемся 
формулой замены переменных в двойном интеграле. Выберем де- 
картову систему координат так, чтобы ее начало совпало с M;, 
ось Oz была направлена по вектору нормали к поверхности в Mi, 
а оси Ох и Оу были бы расположены в касательной плоскости в 
точке М;. В этой системе координат поверхность Ф определяется 
параметрическими уравнениями (0.1), а вектор нормали 

ie =| имеет координаты {A, В, С}, где 
du’ до 

ду 02 Oz Ox Ox Oy 

ди ди ди Ou ди ди 
A= , B= C= 

Oy 02 Oz Ox Ox ду 

Ou д д Ov Ov д 

Отметим, что косинус угла ym между нормалью в точке М участ- 
ка Ф; и осью OZ равен 

С COS ум = > (5.11) 

|| du’ ди | М 

Для точек участка Ф;, в силу выбора 6 и ориентации оси Ог, 
C>0. Ясно, что угол ум является углом между нормалями в точ- 
ках М и М; участка Ф;, и поэтому для него справедливо пред- 
ставление (5.7). 

Если части Ф; отвечает часть С; простой плоской области G, 
то, используя формулу для площади плоской области при перехо- 
де от координат (x, и) к координатам (и, 9) с помошью соотно- 
шений х=х (и, 9), y=y(u, 0), получим 

=|) a ; du do. (5.12) 

D (x, ¥) 
р (и, и) 70 

Приняв во внимание выражение 6.11) для COS ym, перепишем 
(5.12) в виде 

0; ~ Jf cosv len or || ede. (5.13) 

(Мы учли, что величина С =
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Применяя к интегралу (5.13) первую формулу среднего значения, 
получим 

6; = COS ум* Зы or > | [du ae, (5.14) 

где M;* — некоторая точка части ;. Заменив cos Y¥y* В (5.14} 

представлением (5.7), получим равенства 

с (1—0) | (| [= | | du do. (5.15) 
Ou Ov 

Gj 

Просуммируем эти равенстве по всем i, учитывая, что 

У oF = | ша [бы Or or Sy | [eae=o 
Ou ду du Ou 

iG; 

Получим 

у 0, = 9— a; or OF du du 
yo AN | 

i i G; 

Отсюда, используя оценку для ai, будем иметь 

«км 
«Еее 

i G; 

Теорема доказана. 
Замечание 1. Формула (5.10) инвариантна относительно 

выбора осей координат. 
Замечание 2. Теорема 5.1 доказана в предположении, что 

поверхность Ф определяется уравнениями (5.1). В общем случае 
согласно лемме 2 поверхность Ф может быть разбита на конеч- 
ное число частей, каждая из которых определяется своими урав- 
нениями (5.1). После этого площадь поверхности можно опреде- 
лить как сумму площадей указанных частей. Площадь каждой та- 
кой части может быть вычислена по формуле (5.10). Таким обра- 
зом, имеет место следующая 

Теорема `5.1*. Гладкая ограниченная полная двусторонняя 
поверхность без особых точек квадрируема. | 

Замечание 3. Пусть поверхность Ф кусочно гладкая, т. е. 
составлена из конечного числа гладких ограниченных полных дву- 
сторонних поверхностей. Очевидно, поверхность Ф квадрируема, и 

аи 4 < 
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ее площадь может быть определена как сумма площадей состав- 

ляющих ее поверхностей. 

Замечание 4. Если ввести обозначения 

2 12 Or \2 2 д Or ` (==) =| РЕ, (=) —|2"_P =p (=. =F, 
Ou ди ду du ‚ Ou du 

TO, поскольку для любых векторов а и b справедливо равенство 
\[a, b]|?+-(a, b)?=|al?-|b|?, получим 

| г, 0 |= 2—2. (5.16) 
ду ди 

Поэтому выражение (5.10) для площади поверхности можно за- 
писать также в следующей форме: 

o = || VED—F* du do. (5.17) 
G 

Замечание 5. Площадь поверхности обладает свойством 
аддитивности: если поверхность Ф разбита кусочно гладкой 
кривой на части Ф, и Mo, не имеющие общих внутренних точек, 
то площадь поверхности Ф равна сумме площадей частей Ф; и Do. 

Это свойство вытекает из представления площади поверхности 
с помощью интеграла и аддитивного свойства интеграла. 

$ 2. ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

Пусть Ф — гладкая, двусторонняя полная ограниченная по- 
верхность без особых точек, определяемая параметрическими 
уравнениями (5.1) (или, что то же самое, (5.1’)) в области С. 

Пусть на Ф определены четыре функции: f(x, у, 2), P(x, y, 2), 
Q(x, у, 2), R(x, y, 2), каждая из которых является непрерывной 
(а, следовательно, и равномерно непрерывной) на множестве то- 
чек поверхности Ф. 

Разобьем поверхность Ф при помощи гладких или кусочно 
гладких кривых на конечное число частичных поверхностей Ф; и 
обозначим через А максимальный размер частей Ф; (диаметр раз- 
биения поверхности). Быберем на каждой частичной поверхности 
Ф; произвольную тсчку М. 

Пусть n(M;) — единичная нормаль в точке M;, а cos Xi, cos Yi, 
cos Z; — компоненты этой единичной нормали (или, как их назы- 
вают, направляющие косинусы). Обозначим через в; площадь ча- 
стичной поверхности Ф;. Как показано выше (см. (5.17)), 

‚= || VED—P du do, 
GC; 

где С; — подобласть С, образом которой является Di.



186 Гл. 5. Поверхностные интегралы 

Составим четыре суммы: 

У. => (М. 9:3 (5.181) 

у. =>. РМ) 0, cos Х;; (5.18?) 

у,=>.9(М.) 6; соз Yi; (5.18) 

у. = У. Ю (М) 9; c08 Z:. (5.184) 

Определение 1. Число I, (R=1, 2, 3, 4) называется пре- 
делом сумм У, при А->0, если для любого =>0 найдется 6= 
—6 (=) >0 такое, что при A<6 (независимо от выбора точек M;= 
Е=Ф;) выполняется неравенство 

| X,—lp|<e. 

Определение 2. Если при A-+0 существует предел сумм 51, 
то этот предел называется поверхностным интегралом 
первого рода or финкции f(x, у, 2) по поверхности Ф и 0б6о- 
значается символом 

в = (Ем) 46. (5.19%) 
Ф 

Определение 2*. Если при А—0 существуют пределы 
сумм Dz, где R=2, 3 или 4, то эти пределы называются поверх- 
ностными интегралами второго рода и обозначают- 
ся соответственно символами 

1. = \{ P(M) cos X do; (5.19?) 
ry) 

1,=|\ Q(M)cos¥ do; (5.193) 
rc) 

= | | R(M) cos Z do. (5.194) 
фФ 

Сумма последних трех интегралов называется общим по- 
верхностным интегралом второго рода. Этот интег- 
рал может быть записан в виде 

\{ (A, n)do, (5.195) 
cD 

где A=A(x, у, 2) — вектор с компонентами P(x, y, Z), Q(x, y, 2),
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R(x, у, =), а m={cosX, cos Y, соз2} — вектор единичной нормали 
к поверхности Ф. 

Из определений поверхностных интегралов следует, что: 
1) поверхностный интеграл первого рода не зависит от выбора 

стороны поверхности и не меняется при изменении направления 
нормали на противоположное, а поверхностные интегралы второго 
рода меняют знак при изменении направления нормали на проти- 
воположное; 

2) поверхностный интеграл первого рода (5.19!) и общий по- 
верхностный интеграл второго рода (5.19%) не зависят от выбора 
системы координат и инвариантны относительно перехода к новым 
координатам; | 

3) физически интеграл (5.19%) представляет собой поток век- 
тора А через поверхность Ф, а интеграл (5.19') дает массу нагру- 
женной поверхности Ф при условии, что поверхностная плотность 
распределения массы равна f(x, y, 2); 

4) каждый из поверхностных интегралов второго рода (5.19?) — 
(5.19*) сводится к поверхностному интегралу первого рода (5.19!): 
достаточно взять в поверхностном интеграле первого рода подын- 
тегральную функцию f(M) соответственно равной Р(М) cosX, 
О (М) cos У и R(M) cos Z, причем если Р, О и К являются непре- 
рывными Ha Ф, то и } окажется непрерывной вдоль Ф. 

Отметим, что в случае замкнутой поверхности Ф вектор нор- 
мали всегда считают направленным во внешность области, ограни- 
ченной этой поверхностью. 

Теорема 5.2. Если Ф гладкая двусторонняя полная ограни- 
ченная поверхность без особых точек, задаваемая уравнениями 
(5.1), а функция f(x, у, 2) [соответственно функции P(x, y, 2), 
Q(x, у, 2), R(x, y, z)| непрерывна вдоль Ф, то поверхностный ин- 
теграл (5.19') [соответствующий из поверхностных интегралов 
(5.192) — (5.19*)] существует и сводится к обычному двойному 
интегралу с помощью формулы 

{му ав = | (и, 9), y(u, о), 2(и, ИЕР Рио (5.201) 
Ф G 

[с помощью соответствующей из формул 

Г Р(М) созХ ав = ([ P[x(u, о), y(u, 2), 2(и, о] x 
@ G 

x cos Х И ED— Е? du do: (5.20?) 

{| Q(M) cos¥ do = о (ы, 0), и(и, и), 2(и, v)] X 

x cos¥Y У ED— Е? du do; (5.203)
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{{ R(M)cosZ ав = [J Rix(u, v), и (и, 0), 2 (и, v)] x 

Ф G 

x cosZ V ED— Е? du do|. (5.20?) 

Доказательство. Достаточно провести доказательство су- 
ществования только интеграла (5.19!) и справедливости формулы 
(5.20'), так как все поверхностные интегралы второго рода сво- 
дятся к этому интегралу. 

Заметим, что интеграл, стоящий в правой части (5.20!) (0603- 
начим его /;), существует (поскольку подынтегральная функция 
непрерывна), поэтому достаточно доказать, что предел сумм 
(5.18!) при диаметре разбиения A->0 существует . и равен Л. 
Фиксируем любое =>>0 и оценим разность 

y= f(M;) ©: — у. || f(M) У ED— Е диф = 
i i G; 

=) F(M) № VED—F* dudo— У, (| f (M) VED—F* du do = 
i G; iG; 

=¥J5 [fF (M.)—f (M)] VED—F* du do. (5.21) 

Здесь мы использовали представление (5.17) для o;. Так как 
функция {(М) равномерно непрерывна в G, то для фиксирован- 
Horo e>0 найдется 6=8(e)>>0 такое, что при р(М, М; <6 вы- 
полняется неравенство 

(М) —А (М I< —, (5.22) 

где в — площадь поверхности Ф. Из (5.21), (5.22) получим 

IZ,.—L1< + УГ УЕБ- ЕЁ du dv = 
ОР G; 

о 
== | у ED—F'dudv=—+t-o=« 

G 

при A<{6. Это означает, что существует равный /; предел сумм 
2, при А->0. Теорема доказана. 

Следствие. Если поверхность Ф задана уравнением 2= 
—=2(х, y) (т.е. х=и, y=, 2=2(и, 0)), где 2(х, у) — непрерывно 
дифференцируемая в области С плоскости Оху функция, то, выби- 
рая на поверхности Ф ту сторону, для которой вектор нормали
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поверхности составляет с осью OZ острый угол, можем переписать 
формулу (5.20“) следующим образом: 

вс у, z)cosZdo =(\ R[x, у, 2(x, и) ах dy. 
Ф С 

В самом деле, достаточно учесть, что 

do =YW ED—F* dx dy, ED—F*=1+ (=) + (= , 
дх OY 

1 

7 д2 \2 dz \2 

V +( Ox + ( дх | 

Это оправдывает следующее обозначение для поверхностного ин- 
теграла второго рода: 

[кц и, д создав = || R(x, у, 2)dxdy. (5.23) 
© Ф 

cos Z = 

Отметим, что обозначение (5.23) используется и в случае, ког- 
да Ф ве является графиком функции 2=2(х, и). 

Для общего поверхностного интеграла второго рода (5.19°} 
также применяется следующее обозначение: 

\ | (Роз Х + 9 с03У + Юсоз 2) 4 = (| Pdydz+Qdzdx + Вахау. 
Js 9 8) 

Замечание. Понятия поверхностных интегралов первого и 
второго рода естественно распространяются на случай, когда по- 
верхность Ф является кусочно гладкой. Для таких поверхностей, 
очевидно, также справедлива доказанная в этом параграфе теоре- 
ма существования.



Глава 6 

ТЕОРИЯ ПОЛЯ. ОСНОВНЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ 

ФОРМУЛЫ АНАЛИЗА 

В этой главе будут рассмотрены скалярные и векторные поля, 
а также основные понятия и операции, связанные с ними. Важ- 
нейшей формулой анализа является уже известная нам формула 
Ньютона—Лейбница. Здесь будут получены формулы Грина, Ост- 
роградского—Гаусса и Стокса, которые, с одной стороны, являют- 
ся обобщением формулы Ньютона—Лейбница на многомерный 
случай, а с другой стороны, составляют важную часть аппарата 
интегрального исчисления. 

$ 1. ОБОЗНАЧЕНИЯ. БИОРТОГОНАЛЬНЫЕ БАЗИСЫ. 

ИНВАРИАНТЫ ЛИНЕЙНОГО ОПЕРАТОРА 

1. Обозначения. Ниже нам часто придется записывать суммы 
некоторого числа слагаемых. Поясним обозначения, которыми Oy: 
дем пользоваться. Мы будем иметь дело с системами величин, 
которые помечены несколькими индексами, например а. Обыч- 

но в таких случаях один индекс пишут внизу, другой — вверху. 
Если индексы меняются независимо, то они обозначаются разными 
буквами. Если индексов много, то они обозначаются одной буквой 
с подындексом. 

iy i 
Например, 0j;,...é%) или & ... 52. В некоторых случаях для 

обозначения суммирования будет использована запись 2A(o), 
Oo 

где суммирование производится по некоторому множеству вели- 
чин о. Если индексы суммирования Ц, 12,..., № меняются так, что 
при этом 1 <№<...<3, то будем писать 

В; 

р 

tle. вр" 

и<ь<...< 

Наконец, заключим следующее соглашение о суммировании. 
Пусть имеется выражение, составленное из сомножителей. Если в 
этом выражении имеется два буквенных индекса, из которых один 
верхний, а другой нижний, то будем полагать, что по этим индек- 
сам происходит суммирование. При этом индексы последовательно 
принимают значение |, 2,..., а полученные слагаемые складыва- 

ются.
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Например, если i, j=1, 2,..., п, то 

це’ = a,e'+ a,e*+ ... + але”, 

a; ee! =a, ete! + аз ее! --... +a,,e"! = 

= а, 1611 + а ее" + ... + анее" + азле?е? + 

+ Agee? + ... + Ay,e7e"+ ... +4,,e7e' + a,,e7e? +... + Gn,e"e". 

При этих обозначениях разложение вектора a по базису е, 
€2,...,€n пространства Е” может быть записано так: 

a=a'e;, 

где a' — коэффициенты разложения этого вектора. Эта запись 
означает, что 

п 

а = у. a‘e,. 
1—1 

Символом б6б/ будем обозначать величину, принимающую 
всего два значения: 

би=1, 6/=0, при 15], 

б/ — так называемый символ Кронекера 1. 
Скалярное произведение двух векторов а и b в пространстве 

E* обозначается (а, b). 
2. Биортогональные базисы в пространстве Е”. Пусть e;, {= 

=1, 2,...,n — базис 2) в п-мерном пространстве Е”. Очевидно, что 
е; — линейно независимые векторы. 

Определение. Базис е/ (индекс вверху), |=1, 2,...,n, на- 
зывается биортогональным к базису Cj, если выполнены 
соотношения 

1, i=]; 
. 7 . . . 

(е;, е/) = 6: = 1, j=], 2, see 9 п, 

0, ix]. 

Утверждение. Для всякого базиса e;, i=1, 2,...,n, прост- 
ранства Е" существует единственный биортогональный базис e', 
j=l, 2,...,n. 

Доказательство. Обозначим линейную оболочку (т. e. 
множество всех линейных комбинаций) векторов 1, €9,...,@j-1, 

1) Л. Кронекер — немецкий математик (1823—1891). 
2) Векторы ег, €2, ..., €n образуют базис в Б”, если любой вектор а из Е" 

представим единственным образом в виде 

a=a'e,t+a’eo+...¢a"en =a'ej.
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€i41,.-.,€, через M;. Взяв из ортогонального дополнения к 
М;? вектор е!, нормированный условием 

(е;, ег) =1, 

мы, очевидно, найдем, что 

(e', е/) =6/, i, |=12,..., п. 

Векторы e/ также образуют базис пространства Е”. Действи- 
тельно, если бы это было не так, то нашелся бы вектор из этого 
пространства, который неоднозначно разлагался бы по системе 
e/, т. е.. нулевой вектор имел бы разложение по базису с коэффи- 
циентами, не равными одновременно нулю. Следовательно, какой- 
нибудь вектор е^ из системы e/ принадлежал бы лизейной обо- 
лочке *) М* векторов е', е?, ..., e#—', e*t!, ..., еп. Но эгого быть не 
может, так как е^ в этом случае был бы ортогонален вектору Cx 
(поскольку (е», e?)=0 при k#p). Однако вектор e* не может 
быть ортогональным е,, потому что по построению (ez, e”) =1. 

Таким образом, к произвольному базису е; построен биортого- 
нальный базис e/, причем все векторы этого базиса определяются 
единственным образом. В самом деле, если бы наряду с е/ был бы 

еще один бнортогональный базис e/, то мы имели бы, что (е,, 

e;—e/) =0 для всех #]=1, 2,..., п. Отсюда следует, что е=е/, 
поскольку если некоторый вектор ортогонален всем векторам ба- 
зиса, то он ортогонален и самому себе, поэтому является нулевым 
вектором. Утверждение доказано. 

Заметим, что если базис е; — ортонормированный, то биортого- 
нальный к нему совпадает с ним самим. 

3. Преобразования базисов. Ковариантные и контрвариантные 
координаты вектора. Мы часто будем пользоваться переходом от 
биортогональных базисов е;, е? к новым биортогональным базисам 
ei, ег. 

Используя наши соглашения о суммировании, запишем разло- 
жения базисных векторов: 

i i’ - 
e; = be, es=—b:e;, i, t= 1, 2, ..., A, (6.1) 

e’—b,e, е = ре’, i, i’ =—1, 2,..., в. (6.2) 

Здесь (6;-)— матрица перехода от старого базиса е; к новому 

е;,, (6; )— матрица обратного перехода от базиса ег к е.. 
Аналогично 8 (4;) и (5:.) — матрицы прямого и обратного пе- 
рехода от базиса е: к базису ег. 

3) Т. е. из подпространства пространства Е”, все векторы которого op7cro- 
нальны М:. 

“) Т. е. вектор e* был бы линейной комбинацией векторов е? при рэеЁ.
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Формулы (6.1) — это формулы перехода от старого базиса е 
к новому € и формулы обратного перехода. Формулы, (6.2) — 
это формулы перехода от старого базиса е к новому e и фор- 
мулы обратного перехода. 

Преобразования (6.1) взаимно обратны, поэтому и матрицы 

(6:.) и (6;) взаимно обратны. Действительно, умножив первое 
из равенств (6.1) скалярно на e/’, a второе из равенств (6.1) 
на е/, получим, учитывая биортогональность базисов: 

6. = br (e, ©”), = bi (ev, ©). 
Однако, как следует из Tex же формул (6.1), | 

(e;, el’) =6; 8 =), (e;’, е)=5.9=Ы... (6.3) 

Таким образом, 

6 = bibt, 8} = 6; bl, 

т. е. матрицы (bj) и (Ш) взаимно обратны. 
Аналогично устанавливается, что и матрицы (г) и (№) вза- 

имно обратны. 
Справедливо следующее утверждение о связи между матри- 

цами (0) и (6), (Е) и (Or). — __ 
Утверждение. Матрица (bi) совпадает с матрицей (6°) 

а матрица (6; совпадает с матрицей (5; ). 
Доказательство. Очевидно, в силу взаимной обратности 

матриц (bj) # (6: Эн ‘матриц (6:,) и (b; ), достаточно доказать, 

что совпадают (6) и (5). 
В силу (6.3) получим, что 

р, == (e;, ег). (6.4) 
Аналогично с помощью (6.2) получим, что 

bi =(е;,, е). (6.4’) 

Правые части соотношений (6.4) и (6.4) равны, nostomy 0; = 
=bj, что и требовалось. 

Следствие. Для перехода от базисов e;, е к базисам ег, 

ef достаточно знать только матрицу (6:.) перехода от базиса 

е, к базису e (матрица (b;) является обратной к (bi), и вы- 
числяется по ней). 

Таким образом, мы приходим к следующим формулам преобра- 
зования базисов: 

ег. = бге,, е. = 0; е;,, 
(6.5) 

ota ei — pet’ e’=b:e, e' = бег.
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Выведем теперь формулы преобразования координат векто- 
ра при переходе к новому базису. Сначала проведем следую- 
щие рассуждения. 

Пусть е; и е/ — биортогональные базисы, а — произвольный 
вектор. Тогда разложения вектора а имеют вид 

а=а!е;, а=а:е'. (6.6} 

Биортогональный базис дает очень удобный способ вычис- 
ления коэффициентов а и а; в разложении (6.6). Действитель- 
но, умножая первое из соотношений (6.6) скалярно на е/, а 
второе — на е;, получаем 

а/ = (а, е/), а; = (а, е;), j=1, 2,..., п. (6.7} 

Следовательно, формулы (6.6) с учетом соотношений (6.7) при- 
нимают вид 

а= (а, е’)е;, а= (а, ее’. (6.8}, 

В частности, представляя в первое равенство (6.8) вместо век- 
тора а вектор eC’, а во второе равенство — вектор е;, получим 

е/= (е/, ег) е; = в/е;, 
(6.9} 

ej= (еу, ег) е! =&ле', 
где 

д" = (е7, e), ан= (ej, ©). 
Если умножить первое из соотношений (6.9) скалярно Ha eg, 

а второе — на е*, то 

g!'gin=8e', Big'*=5;", | R=1, 2,..., n, 

т. е. матрицы (gi!) и (6) взаимно обратны и по своему по- 
строению в силу симметрии скалярного произведения симмет- 
ричны. 

Выведем формулы преобразования координат вектора при 
переходе к новому базису. Если е; — старый базис, а е;. —но- 
вый @е ие’ — — биортогональные к ним базисы и если 

a= a;e'’," 

то, как мы знаем, из формул (6.7) следует, что 

a; = (а, е,.). 

Подставляя в правую часть этого соотношения вместо ©; 
его выражение из (6.5), получим 

a; = (а, bi-e;) = bj. (a, e;) = b-a;.
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Итак, координаты а;’ вектора а, разложенного по базису 
е” (биортогональному к новому базису ег’), в новом бази- 
се е”’ имеют вид 

Ay = ра, (6.10) 

{ 
здесь (5;.)— матрица прямог.» перехода от старого базиса е; 
к новому базису е;’, аа— координаты вектора а в разложе- 
нии по биортогональному базису e!: 

а=а:е". 

Таким образом, координаты а; при переходе от старого ба- 

зиса е; к новому e; преобразуются с помощью (%)— мат- 
рицы перехода от старого базиса к новому по формуле (6.10). 
Поэтому говорят, что координаты а; преобразуются «согласо- 
ванно», и эти координаты называются ковариантными 
(что означает «согласованно ‘изменяющийся») координатами 
вектора а. 

Если теперь согласно формулам (6.7) записать 

а“ =(а, е”) 

и подставить сюда вместо е” его выражение из (6.5), то 

а” = (а, bi'e!)=5} (а, е/) =) a’. (6.11) 

Из формулы (6.11) видно, что при переходе к новому базису 
координаты a’ в разложении вектора а по старому базису 

e;(a=a'e;) преобразуются с помощью матрицы (№) перехода 
от нового базиса к старому. 

Поэтому говорят, что координаты а’ преобразуются «несо- 
гласованно», и эти координаты называются контравариант- 
ными (что означает «противоположно изменяющийся») коор- 
динатами вектора а. 
4. Инварианты линейного оператора. Дивергенция и ротор. 

Всюду в дальнейшем мы будем предполагать, что у нас рассмат- 
ривается трехмерное пространство ЕЗ. Рассмотрим произвольный 
линейный оператор А в этом пространстве. Напомним, что опера- 
тор А называется линейным, если для любых векторов аи Би 
любых вещественных чисел AH и справедливо равенство 

А (Ла-- pb) =^ЛАа-+ьАЪ. 

Пусть е; и ef — биортогональные базисы в Ё3. Ниже нам по- 
надобятся два равенства, справедливые для линейного опера- 
тора Д: 

1) (е, Де!) = (e', Ae;) »; 

5) Напомним, что если в выражении у сомиожителей встречаются повторя- 

7*
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2)e:X Ae'=e'X Ae; 
(aXb означает векторное произведение векторов а и b). 

Докажем эти соотношения. Согласно формулам (6.9) полу- 
чим e'=g'¥e,, е‚ =#реР. Поэтому 

(e:, Де’) = (Е реР, Ag’*ex) = ging’ (е?, Ае») = 

= §,* (е?, Aen) = (e*, Ае,) = (е!, Ае;). 

Выше мы воспользовались тем, что матрицы (gip) и (8) вза- 
имно обратны и симметричны. Соотношение 1) доказано. Перей- 
дем к доказательству соотношения 2). Используя те же равенства 
для е! ие; и свойства матриц (gip) и (5), получим 

e; Х Ae’'=gi,e” x Ag*e, = пра е? x Де, = 

— re? x Ae, =e* x Ae, =e! x Ae. 

Некоторое выражение называется инвариантом (или ин- 
вариантным), если оно не меняется при преобразовании ба- 
зиса пространства. Например, инвариантом является скалярное 
произведение двух векторов, значение скалярной функции в дан- 
ной точке пространства. 

Рассмотрим некоторые величины, связанные ‹с оператором A, 
являющиеся инвариантами. Пусть е; — базис пространства E°%, 
e' — биортогональный базис. 

Утверждение 1. Величина (e;, Ae‘) (или ей равная (e', 
Ае;)) — инвариант. 

Доказательство. Необходимо показать, что если перейти 
к другому базису ег (e’— биортогональный базис к е:’), TO 
будет выполнено равенство 

(e;, Ae’) =(e, Аег). 

Запишем, используя формулы (6.5): 

е; — bi Cy’, ег = bye?’ 

. { 
где (6; )— матрица перехода от базиса e; к базису ej, (6»’)— 
обратная ей матрица. Тогда 

(е, Ae’) = bi by (e, Ae’) = 
= 6), (e;’, Ae?’) = (е;., Ae‘’). 

Сравнивая первый и последний члены в этой цепочке равенств, 
получаем доказательство утверждения. 

ющиеся индексы, один из которых вверху, а другой — виизу, то суммирование 
проводится по этим индексам.
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Определение 1. Инвариант (e;, Ae‘) (или (е!, Ае;)) линей- 
ного оператора А называется дивергенцией этого опера- 
тора и обозначается divA. 

Таким образом, 

div А = (е, Ae‘) = (её, Ае;). 

Замечание 1. Всякий линейный оператор в данном базисе 
е; однозначно может быть задан с помощью матрицы, называемой 
матрицей линейного оператора. Для построения этой матрицы 
достаточно задать оператор на базисных векторах её, т. е. задать 
векторы Ае;. Разлагая эти векторы Ae; по базису e;, получаем 

Ae;=a;"e, и (e/, Ae;) =а/ (е/, ex) =ай. (6.12) 

Матрица (а) и есть матрица линейного оператора А в бази- 
Ce ej. 

Теперь дивергенция оператора А может быть выражена через 

элементы матрицы (a;*): 

div A = (e;, Ae‘) = (е, Ae;) =a,!+ а22- аз. 

Замечание 2. Величина а!!-а2?--аз3 в линейной алгебре 
называется матричным следом оператора А. Там же доказывает- 
ся, что этот матричный след равен сумме собственных чисел опе- 
ратора A с учетом их кратности (спектральному следу операто- 
ра), т. е. 

ал! а22 - аз = +A2+Asz, 

где Ai, Az, Аз — занумерованные с учетом их кратности собствен- 
ные числа оператора А. 

Ясно, что сумма A;-+Ag-+A3 не зависит от выбора базиса прост- 
ранства. Следовательно, и divA не зависит от выбора базиса, 
т. е. является инвариантом. Это еще одно доказательство утверж- 
дения об инвариантности дивергенции. 

Утверждение 2. Величина e;X Ae! (цли ей равная e'X Ae;)— 
инвариант. 

Доказательство. Пиусть e— новый базис (e’ —  би- 
ортогональный базис к ег’). Запишем согласно формулам (6.5): 

e; = bj e;, е = Бе”. 

Подставив эти величины в выражение e;X Ae‘, получим 

; i’ ’ [” , ad е X Ae’ = 5b; borer: x Де?’ = бе; x Де?’ =e; X Ae’. 

Таким образом, инвариантность величины e;X Ae! доказана. 
Определение 2. Инвариант еЖАе! (или ехХ Ае;) линейного 

оператора А называется ротором этого оператора и 0603- 
начается rota.
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Таким образом, 

rot A=e; X Ae'=e! x Ае; =е X Де! е› х Де? -- 

 ез Х Де =е!х Ae, +e? x Де. - езХ Aes. 

5. Выражения для дивергенции и ротора линейного оператора 
в ортонормированном базисе. Пусть в пространстве ЁЗ выбран 
ортонормированный базис i, | К. В этом случае, как уже говори- 
лось, биортогональный базис совпадает с самим собой (см. п. 2). 
Согласно формулам (6.12) получаем 

аи! == (i, Ai), а2!= (i, Aj), аз! = (i, Ak), 
(6.13) 

а1? = (j, Ai), а2?= (j, Aj), аз?= (j, Ak), 

а13= (К, Ai), a2*=(k, Aj), as°=(R, AR). 
Ноэтому 

div A=a,!+ ao?+ аз = (i, Ai) + (j, Aj) + (k, Ak). (6.14) 

Найдем выражение для rotA. Имеем 

rotA=iXAi+jxAj+kxXxAk. 

Осталось вычислить векторные произведения слагаемых спра- 
ва через элементы матрицы оператора А. Запишем по формуле 
(6.12): 

Ai=a,'i+a,?j+a,%k. 

Поэтому 
ix Ai=a,)ixi+a)7ixj+aixk= 

= —a,*j+ a;?k. 

Аналогично 
| jX Aj=a,%i—a,'k, kx Ak= — 037i + аз]. 

Поэтому 

rot A= (а423— аз?) 1- (аз!—а13) j+ (a1?—az!) К. (6.15) 

$ 2. СКАЛЯРНЫЕ И ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ. 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ ВЕКТОРНОГО 

АНАЛИЗА 

1. Скалярные и векторные поля. В теории поля рассматрива- 
ются функции, которые каждой точке М фиксированной области 
D сопоставляют некоторый специальный объект a(M), называе- 
мый тензором. В этом случае говорят, что в области D задано 
тензорное поле. Мы будем изучать только два простейших 
частных случая тензорного поля, а именно скалярное и векторное 
ПОЛЯ.
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Будем говорить, что в области D задано скалярное поле, 
если каждой точке М этой области сопоставлено по некоторому за- 
кону определенное число и(М). Таким образом, понятия скаляр- 
ного поля и скалярной функции, определенной в области D, сов- 
падают. 

Аналогично говорят, что в области О задано векторное по- 
ле, если каждой точке М этой области сопоставлен по некоторому 
закону вектор а(М). Таким образом, понятия векторного поля и 
векторной функции, определенной в области О, совпадают. 

Пусть, например, Е(М) — напряженность электрического поля, 
созданного единичным ‘отрицательным зарядом, помещенным в 
начало координат трехмерного пространства Ё3. Тогда в точке 
M(x, y, 2) вектор Е(М) имеет, как известно, длину 1/р, где p= 
— (x*+y?+27) 12, и направлен от точки М к началу координат. [10- 
лучаем следующую формулу для задания данного векторного поля 
Е(М): 

E(M)={——-, —-2, — 4}. 
р" p° 

Другими примерами скалярного и векторного полей могут быть 
скалярное поле температур внутри нагретого тела, векторное поле 
скоростей установившегося потока жидкости и т. д. 

Приведем еще ряд примеров скалярных и векторных полей, 
играющих важную роль в анализе и физике. Для этого понадобит- 
ся изучить понятие дифференцируемости скалярного и векторного 
полей. 

Поскольку скалярное поле — это числовая функция, заданная 
в области О, то понятие дифференцируемости скалярного поля 
(этой числовой функции) мы уже знаем (см. определение п. 2 $4 
гл. 12 4. 1). 

Напомним это определение, заменяя слово «функция» на слова 
«скалярное поле». Пусть задано скалярное поле u=f(x, у, 2) в 
области О из 23. 

Определение 1. Скалярное поле u=f(x, у, 2) =КМ) назы- 
вается дифференцируемым вточке M(x, y, 2) области D, 
если его полное приращение Аи(М) в этой точке может быть пред- 
ставлено в виде 

Au (М) =А,Ах-А.Ау-+АзА2- о Ах-азАу: + a3Az, 

где A;, А., Аз — некоторые не зависящие от Ax, Ay, AZ числа, a 
с, бо, аз — бесконечно малые при Ах>0, Ay—0, А2—0 функции, 
равные нулю при Ах=0, Ay=0, А2=0. 

Условие дифференцируемости ‘скалярного поля u=f(x, у, 2) 
(как показано в п. 2 $ 4 гл. 12 4. 1) может быть записано в виде 

Аи (М) =A,Ax+ AgAy + A3Az+0(p), 

где p= (Ax?+ Ay?+Az?)'/?, причем это представление единственно,
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Эту формулу можно переписать в более компактном виде: 

Au(M) = (А, h) +о(|]), (6.16) 
где (А, В) — скалярное произведение векторов 

A={A, Az, As}, h={Ax, Ay, А2}, |] =р. 

Таким образом, можно дать следующее 
Определение 1*. Скалярное поле и(М) дифференци- 

руемо в точке М, если в этой точке для полного приращения 
справедливо соотношение (6.16). Скалярное поле и(М) дифф-е- 
ренцируемов области D, если оно дифференцируемо в 
каждой точке этой области. 

Нагомним (см. п. 8 § 4 гл. 12 ч. 1), что условие дифферен- 
цируемости (6.16) может быть переписано в виде 

Аи (М) = (gradu, в) +о(|В]), (6.17) 

где вектор ета и (М) = ou (М) ou (M) ou М] |. 
дх ду 02 

Формула (6.17) приводит Hac еще к одному примеру вектор- 
ного поля, а именно к полю градиента дифференцируемого в облас- 
ти О скалярного поля и(М). Определение градиента не зависит 
от выбора системы координат, и поэтому он является инвариан- 
том 9). 

Согласно рассмотрениям п. 8 § 4 гл. 12 ч. 1 в случае диффе- 
ренцируемости поля и(М) можно ввести производную и(М) по 
направлению вектора е: 

8) Своим появлением на свет понятие градиента обязано выдающемуся 
шотландскому физику, создателю математической теории электромагнитного по- 
ля Джеймсу Клерку Максвеллу (1831—1879) и происходит от латинского сло- 
ва gradior, означающего «расти». Как мы знаем из 4. 1, главное свойство rpa- 
диента состоит в том, что он определяет иаправление наибыстрейшего спуска. 
Поэтому Максвелл собирался сначала назвать этот вектор словом slope — 
«склон». Ирландский математик и механик Вильям Роуен Гамильтон (1805— 

1865) придумал для этого вектора специальное обозиачение У — переверну- 
тую греческую букву А («дельта»). Таким образом, если 1, }, К — фиксиро- 
ванный ортонормнрованный базис, то 

4 Ou i+ ди i+ Ou k 
гад и = yu = —.—- i+—— —k, 

в у дх ду G2 

' д i д k д 

У = ax т ду дг ° 

Сначала иазвание значка V было «‹атлед» — прочитанное иаоборот слово дель- 
та. Затем английские ученые (О. Хевисайд, Р. Смит) чаще стали называть этот 
значок словом «набла» (из-за сходства с остовом древиеассирийского музыкаль- 
ного инструмента иаблы). Набла — очень удобное в физике обозначение, мно- 
гие формулы с его применением сильио упрощаются. Сам Максвелл посвятил 
набле слециальную оду в восьми частях.



$ 2. Скалярные и векторные поля. Дифференциальные операторы 201 

Ou 
= (e, grad и). (6.18) 

Производная по направлению задает, очевидно, некоторое новое 
скалярное поле в области D. 

Перейдем к изучению дифференцируемого векторного поля. 
Понятие дифференцируемости векторного поля дается в полной 
аналогии с понятием дифференцируемости скалярного поля, и это 
понятие было нами дано в дополнении 2 кгл. 12 4. 1. 

Пусть в области D пространства ЕЗ задано векторное поле 
а(М) (векторная функция а(М) точек М, принадлежащих ШО). 
Напомним, что a(M) каждой точке M(x, y, =} ставит в соответ- 
ствие вектор а(М). 

Определение 2. Векторное поле а(М) называется Oud pe- 
ренцируемым в точке М области D, если его полное при- 
ращение Ла(М) представляется в виде 

Aa(M)=Ah-+o(||hll), (6.19) 

где А — некоторый линейный оператор в Е}, 

h={Ax, Ay, Az}, || = (Ax?+ Лу? + Az?) 17, 

о (||6|| )— вектор, длина которого стремится к нулю при ||h\l->0. 
Утверждение. Если векторное поле дифференцируемо, то 

представление (6.19) единственно. 
Действительно (см. также дополнение 2 к гл. 12 ч. 1), если бы 

было два представления вида (6.19), т. е. 

Aa(M)=Ah+o, (|6), Aa(M@) =ВЬ- оз (|6 ||), 

(A—B)h=o(|lhll), 

где o(|lhl|) =o; (I|hl]) —oo (|6). 
Разделив на ||h|| обе части полученного равенства, получим 

TO 

A_ Rye 2 
(A Byes 

h . 
где ти Вектор единичной длины. Справа стоит бесконеч- 

но малый вектор (его длина стремится к нулю при [|И|-0), сле- 
‚довательно, для любого единичного вектора е величина слева рав- 
на нулю: 

(A—B)e=0. 

Но если два линейных оператора A и В совпадают на единичной 
сфере, то они равны, очевидно, на любом векторе, т. е. совпадают 
всюду. Следовательно, A=B.
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Так же, как и в случае скалярного поля, векторное поле диф- 
ференцируемо в области О), если оно дифференцируемо в каждой 
точке области D. 

Как и в случае скалярного поля, возникает вопрос об опреде- 
лении производной по направлению для векторного поля а(М). 

Пусть М — точка области О, е — единичный вектор с коор- 
динатами cosa, соз В, cosy, определяющий некоторое направление. 
Пусть М’ — любая точка из О, отличная от М и такая, что век- 
тор MM’ коллинеарен вектору е. Обозначим расстояние между М 
и М’ через рф. 

Определение 3. Лроизводной векторного поля 
а(М) в точке М по направлению е называется предел отноще- 
ния 

lim Ва (М) — да (М) _ да 

p+0 р де де 

(в сличае, если этот предел существует). Здесь Аа(М) =a(M’)— 
—а(М). 

Утверждение. Лиусть векторное поле а(М) дифференцируе- 
мо, А — линейный оператор, определяемый из соотношения диф- 
ференцируемости (т. е. из соотношения Aa(M)=Ah+o((hl|)). Тог- 

да . 
да производная 5, Поля в этой точке М по любому направлению 

е 

е существует u определяется равенством 

0а (М) — де. (6.20) 
де 

Интересно сравнить эту формулу с формулой (6.18). В форму- 
ле (6.18) справа также стоит результат действия оператора А= 
= (A,, Az, Аз) на вектор е. Результат этого действия и есть ска- 
лярное произведение градиента поля и вектора е. 

Доказательство. Пусть е — фиксированный вектор. Вы- 
берем точку М’ так, чтобы h=pe. Тогда согласно (6.19) получим 

Аа (М) =рАе-+о (|8). 

Поскольку |№|=0, то 

Аа (М) _ Ae+~ (р) 

Переходя в этом соотношении к пределу при р->0, получаем фор- 
мулу (6.20), т. е. то, что и требовалось доказать. 

Вернемся снова к рассмотрению формулы (6.19): 

Ла (М) =Ah+o((hll). 

Здесь A — линейный оператор, действующий на вектор В из Ё®. 
Как мы знаем, в фиксированном базисе всякий линейный опера-
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тор определяется своей матрицей. Найдем матрицу линейного 
оператора А в ортонормированном базисе i, }, К, с которым свя- 
зана декартова прямоугольная система координат Охуг. Пусть в 
этом базисе вектор a(M) имеет координаты Р, Q, R. Согласно 
формулам (6.20) 

д . . а _ да — Ai, да — да — Aj, да _ da — АК. (6.21) 

Oi Ox Oj ду ok Oz 
0 

По формулам (6.13) вычисляем элементы матрицы A оператора A: 

МИ (| @P oP oP ' 
Qa; Qa аз Ox ду 02 

0 
А=| @ a az |=} 92 02 94 |, (6.22) 

3 a3 a Ox Oy dz 
Q 2 3 дю OR OR 

| Ох Oy 092 } 

2. Дивергенция, ротор и производная по направлению вектор- 
Horo поля. Пусть a(M) — дифференцируемое ‘в области D вектор- 
ное поле. Тогда согласно (6.19) Aa(M)=Ah+o/(|hll), где А — ли- 
нейный оператор, зависящий от точки М, вектор В — приращение 
a aie a(M), o({ihll) — вектор, стремящийся к нулю при 
h||—-0. 
Определение 1. Дивергенцией векторного поля 

а(М) в точке М называется дивергенция линейного оператора А 
из условия дифференцируемости (6.19): 

div a(M) =div A. 

Определение 2. Ротором векторного поляа(М) в 
точке М называется ротор линейного оператора А из условия 
дифференцируемости (6.19): 

rot а(М) =rot А. 

Заметим, что поскольку векторное поле дифференцируемо во 
всей области О, то diva(M) и rota(M) определены в каждой точ- 
ке M области D. Эти величины по своему определению инвариант- 
ны, т. е. не зависят от выбора базиса. Поэтому Шуа(М) пред- 
ставляет собой скалярное поле, а rota(M) — векторное поле. 

Выберем ортонормированный базис i, j, К и свяжем с ним де- 
картову прямоугольную систему координат Oxyz. Пусть координа- 
ты поля а(М) в базисе i, j, К есть Р, О, Ю. Матрица оператора A 
в этом базисе нами уже найдена (см. формулу (6.22)). Поскольку 
div a(M) =divA, по формуле (6.14) сразу получаем 

diva(M)=(i, Ai)+(j, Aj)+(k, АК) = 

0Q P 4 

о, a(M)), (6.23)
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где 

gai 41-9 чк-9, а(М) =а= Pi+ Qj+ Rk. 
дх Oy dz 

Далее, так как rota(M)=rotA, To по формулам (6.15) и (6.22) 
получим 

AR AQ), , (oP _ OR rota (М) (-5 г it (5 oe) it 

(6.24) 

i jk 

а P\y gl? 8 а 
+ (3 57 /E=VXA 9% dy oz |’ 

Р Q К 

Написанный определитель — символическая запись ротора, 
удобная для запоминания. 

Вычислим производную векторного поля a(M) по направлеиию 
е, воспользовавшись формулой (6.20). Поскольку единичный век- 
тор е имеет координаты {cos @, cos В, cos y}, то 

oe = Де = А (1с0$ & +- jcosB+ kcosy)= 

= cos & (Ai) + cos В (Aj) + cos y (АК). 

Далее, по формулам (6.21) 

Ai=j@, Aj=™ , Aka. 
Ox ду Oz 

Поэтому 
да (М) 

де 

д 
—Ccos a 28 + cos B ви cosy 0a 

Ox ду Oz 

Учитывая, что a=Pi+Qj+Rk, запишем еще одно выражение 
для производной по направлению: 

da (М) = (= соо 5 cosB + 2 cosy) i+ 
de д 

+ (5 са ane cosB + —— 22 5, cosy ) 1+ 
Ox ду 

+ [Sr cosa+ 5 OR cos В + Е COS k. 
Ox ду Oz 

3. Некоторые другие формулы векторного анализа. Допустим, 
что в области Э заданы скалярное поле u(M) и векторное поле 
а (М), причем все частные производные второго порядка функций
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u(M) иа(М) непрерывны в области О. Тогда diva(M) — диф- 
ференцируемое скалярное поле, gradu и rota(M) — дифференци- 
руемые векторные поля. Следовательно, можно повторно приме- 
нять дифференциальные операторы grad, div, rot, и имеют смысл 
следующие операции: 

rot gradu, Чу gradu, grad diva, Чу гой а, rotrota. 

Пусть i, }, К — фиксированный ортонормированный базис, с ко- 
торым связана декартова прямоугольная система координат 
Oxyz. 

Утверждение. Имеют место следующие пять соотношений: 

rotgradu=y xX уи=0; 

ди ди ди. 

Ox® oy? 028 ° 

ЗИ _ (02, 99 , OR\, 
grad уа-у(у, а) = да" ox ay * xa) it 

g2P 00 @R\. ( д*Р 00 OR \ |. 

+ (sat dy? ue) + Ox dz * dy a2 dz? ) , 

divrota=(y,V Жа) = 0; 

rotrota=y х (у X a)=graddiva—Aa, 

divgradu=(y, уи) =уи = 

где 
д д д —j— js ke Oo 

v=! Ox J Oy + Oz 

Доказательство. Все эти формулы доказываются по од- 
HOH схеме: последовательно применяются дифференциальные опе- 
раторы к скалярному или векторному полю. Докажем, например, 

u 
первое равенство. Вектор gradu== Vu имеет координаты > 

x 

Ou дц 
>, Tag}? Поэтому для rot gradu=VXgradu по формулам 

y 2 

{6.24) получаем выражение 

> ди ди e 

— d = — rot gradu=y X gradu ( 0y de 5. >. i+ 

ди ди ди д2и и — k=0 
+ ( Oz Ox xa) i+ (> ed, 

Докажем второе равенство (см. формулу (6.23)): 

9 . д . д 
div gradu == (у, vu) = (1 НЕ, тк oe”
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ди. ди. ди д2и ди д? iy MH у к) = 4 24 Аи. 
Ox + ду I+ 02 Ox? Oy? 02? 

Символ A («дельта») имеет специальное название — оператор 
Лапласа?7. Символически можно записать: А==\У?, 

Докажем еще третье соотношение, предоставив доказатель- 
ство двух остальных равенств читателю. Запишем соотношение 

ога у а= у (у, а) =у (s+ +S) =v), 
ду Oz 

где 

oP д OR 
=e +=. 

Ox Oy dz 

Далее, 
ob . Ob . 0b 

6 = — i+ — j+ — k. 
у д ду д 

Подставляя вместо 6 его выражение, получим правую часть 
третьего соотнощения. Утверждение доказано. 

Замечание. Как уже неоднократно подчеркивалось, вели- 
чины gradu, divu, rota инвариантны. Поэтому инвариантны и ве- 
личины го ога и, ЧУ ога и, graddiva, divrota, rotrota. Следо- 
вательно, в любой системе координат имеем, например, что 

rot gradu = 0, ху гад и = Аи = 

2 2 2 

Oe, Oe ди div rota = 0. 
2 

4. Заключительные замечания. Обсудим физический смысл 
рассмотренных понятий дивергенции и ротора. Дивергенцию век- 

торной функции diva=(y, а) = _ а, "а: еще называют 

расходи мостью. Она определяет скорость изменения каждой 
компоненты вектора в своем «собственном» направлении. Если 
векторное поле описывает поток жидкости, то положительность 
дивергенции (Ч1уа>>0) в данной точке означает, что из этой точ- 
ки вытекает больше жидкости, чем в нее притекает. Говорят, что: 
такая точка служит источником. Если же diva<0, то наблю- 
дается обратный баланс и точка служит стоком, т. е. в нее при- 
текает больше, чем вытекает. Если Фу а==0, то существует ба- 
ланс — жидкости притекает столько же, сколько и вытекает. 

Величина ротор векторного поля 

dQ OR\., OR OP\., 
rota=y X a= | — — —]I1 — — — 

у (-, ыы + (5 7) it 

7) Пьер Симон Лаплас — выдающийся французский астроном, математик. 
и фнзик (1749—1827).
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1 fj k 

+ (2 2) к |2 2 2 
oy Ox Ox Oy 02 

РФ К 

еще называется вихрем. Это название связано с тем, что он как 
бы «смешивает» производные и компоненты. Он как бы «следит», 
как меняются компоненты векторного поля а (М) в «чужих» на- 
правлениях. Таким образом, ротор — это мера «вращения» век- 
‘торного поля. Кстати, если У — линейная скорость, то вектор @ 
угловой скорости вращения есть ®= (1/2) го{ У. Этот вектор Ha- 
правлен по оси вращения. Отсюда и возникло название ротора. 

В заключение приведем систему уравнений Максвелла для 
электромагнитного поля в вакууме: 

1) divE=—; 2) divB=0; 

3) rolE= ———; 4) rot B= J gt OE 

2562 е? ot 

Здесь р(М, #) — плотность электрического заряда (количество 
заряда, отнесенное к единице объема), j(M, Г) — вектор плотно- 
CTH электрического тока (скорость протекания заряда через еди- 
ничную площадку), Е(М, ¢t) и В(М, #) — векторы напряженности 
электрического и магнитного полей соответственно, в и е-— раз- 
мерные постоянные, с — скорость света в вакууме. 

$ 3. ОСНОВНЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ФОРМУЛЫ АНАЛИЗА 

В этом параграфе будут доказаны основные интегральные 
Формулы анализа — формула Грина?), формула Остроградского— 
Гаусса?) и формула Стокса 19). Эти формулы, с одной стороны, 
являются далеко идущими обобщениями формулы Ньютона-— 
„Лейбница — основной формулы интегрального исчисления, ас дру- 
гой стороны, являются важнейшими формулами математического 
анализа и математической физики. 

1. Формула Грина. Пусть л — плоскость в пространстве 23, 
& — единичный вектор нормали к a, О — односвязная область на 
х (напомним, что область D называется односвязной, если любая 
кусочно гладкая замкнутая без самопересечений кривая, располо- 
женная в Д, ограничивает область, все точки которой также при- 
надлежат О). Пусть, далее, область D удовлетворяет следующим 
двум условиям: 

$) Дж. Грин — английский математик (1793—1841). 
8) М. В. Остроградский — русский математик (1801—1861), К. Ф. Гаусс — 

немецкий математик (1777—1855). 
10) Дж. Г. Croke — английский физик и математик (1819—1903).



208 Гл. 6. Теория поля. Основные интегральные формулы анализа 

1) граница С области D является замкнутой кусочно гладкой 

кривой без особых точек; 

2) на плоскости л можно выбрать такую декартову прямо- 

угольную систему координат, что все прямые, параллельные ко- 

ординатным осям, пересекают С не более чем в двух точках. 

Пусть, наконец, t— единичный вектор касательной к кривой 

С, согласованный с К, т. е. положительное направление обхода 

кривой С совпадает в точке приложения вектора ft с направле- 

нием этого вектора, и если смотреть с конца нормали К, то кон- 

тур С ориентирован положительно (его обход осуществляется 

против часовой стрелки). Говорят, что ориентация кривой С со- 

гласована с нормалью «по правилу штопора». 
Теорема 6.1 (формула Грина). Пусть а— векторное поле, 

дифференцируемое в области D, удовлетворяющей условиям 1), 

2), и такое, что его производная по любому направлению непре- 

рывна в объединении DUC=D, Тогда справедлива формула 

| } (к, гора) 0 = (a, 941. (6.25) 
р С 

Выражение справа обычно называют циркуляцией век- 
торного поля а по кривой С, а выражение слева —по- 
током векторного поля rota через область D. 

Данная формула допускает такую физическую трактовку: по- 
ток векторного поля rota через область D (поток тепла, жидко- 
сти и т. п.) равняется циркуляции векторного поля а по замкну- 
тому контуру С (работе сил поля а по перемещению точки 
вдоль С). 

Доказательство. Поскольку все входящие в формулу 
(6.25) функции непрерывны, то оба интеграла существуют. 

Заметим также, что интегралы слева и справа в формуле 
(6.25) инвариантны относительно выбора прямоугольной системы 
координат, поскольку величины (К, rota) и (а, t) инвариантны, 
элементы площади do и длины дуги dl не зависят от выбора де- 
картовой системы координат. Поэтому достаточно доказать фор- 
мулу (6.25) в какой-то одной специально выбранной системе. 

Выберем декартову прямоугольную систему координат Охуг 
так, чтобы выполнялось условие 2), и ось Oz направим вдоль К. 
Поскольку векторное поле a=P(x, y)i+ Q(x, y)i+R(x, y)k плос- 
кое, то R(x, y)=0, t=—{cosa, созВ, cosy}={cosa, созВ, 0}= 
—{с0$ а, sina, 0}. 

Следовательно, можно записать: 

rota (* — 5 i+ (<-— 
ду д: 92 дх 

+ (26—22) к- (29 — 2) к 

)i+ 

Ox ду / дх ду
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Далее, 

(К rota) = — 5, (а, 1) = Р соза + 9 па. 

Так как для плоской области do=dxdy, то формула (6.25} 
принимает вид 

| (k, rota)d — —— | dx dy= JJ rotayao= Дау ) ora 
= cosa + Qsina) dl = () Pas + Qdy. (6.25") 

Здесь мы воспользовались тем, что dx=cosadl, dy=sinadl, 
где / — длина дуги С, выбранная в качестве параметра, возраста- 
ние которого согласовано с направлением обхода С. 

Для доказательства формулы Грина достаточно доказать два. 
равенства: 

— (| oP dx dy = ф Рах, 
ду 

D С 

J=({ SE dvdy = Qdy. 
Ox 

D C 

Обратимся для наглядности к рис. 6.1. Пусть прямая, парал- 
лельная оси Оу, пересекает С в точках (x, у! (х)) и (x, Yo(x)),. 
Y (х) <у2(х). Пусть x, WH x2 — 
наименьшая и наибольшая абс- YA (2) £2 
циссы точек области D, кривая 
С, соединяет точку (x1, yi (x1)) | 
с точкой (хо, и: (х2)), а кривая АЕ Bln Yl} 
Co—TOUKy (Xo, Yo(x2)), с точкой 
(x, y2(%1)) и C=C\UC2, Сь Ce yt) С, 
ориентированы согласованно с С. 
Тогда по формуле сведения двой- ) х т z реа 
ного интеграла к повторному по- 2 

лучим Рис. 6.1 

x, 1:(х) Хз 

I=—| | ОР (а, и) dy | ax = \ P(x, и, (х)) ах — 
ду J 

X,  11(х) Xx, 

Xe 

— | P(x, у, (х))4х= ( Pdx—(— \ Рх) = Pax. 
«) 

x : С, С 

Аналогично вычисляется интеграл J. Теорема доказана.
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Замечание 1. Теорема 6.1 справедлива и для более общих 
областей D (с границей С) таких, что с помощью конечного чис- 
ла кусочно гладких кривых эта область может быть разбита на 
конечное число областей Р; с границами C;, 1=1, 2,...,п, удов- 
‚летворяющих условиям 1) и 2). Действительно, для каждой об- 
ласти О; по доказанному формула верна. Сложив эти равенства, 

п 

в силу аддитивности двойного интеграла слева у | можно 
i=] р; 

п у 

заменить на (| ‚ а справа у ф — ф, поскольку интегралы по 
D t=1C; С 

«внутренним» кривым !) сократятся (так как интегрирование по 
ним производится в противоположных направлениях). Останется 
‚лишь интеграл по границе С области D. 

Замечание 2. В формулировке теоремы 6.1 от условия 2) 
можно избавиться, т. е. считать, что граница области D есть лю- 
бая замкнутая кусочно гладкая кривая С без особых точек. Од- 
нако доказательство теоремы несколько усложняется. 

Замечание 3. Условие на гладкость векторного поля мож- 
но также несколько ослабить. Достаточно требовать, чтобы поле 
а было непрерывно в DUC=D, а дифференцируемо только в D, и 
производная по любому направлению была непрерывна в О. Фор- 
мула (6.25) при этом сохраняется, однако входящий в нее двой- 
ной интеграл является при этом, вообще говоря, несобственным. 

Замечание 4. Теорема 6.1, т. е. формула Грина, верна и 
в общем случае областей Р с границей С, являющейся только 
спрямленной кривой !2). 

Замечание 5. Формула Грина (6.25) может быть записа- 
на, как это следует из доказательства, в виде (6.25’): 

а ЭР) ay dy 
D С 

Интегралы слева и справа имеют инвариантный характер, т. е. 
их значение и форма не меняются при переходе к новой декарто- 
вой системе координат. Действительно, значения подынтеграль- 
ных выражений слева и справа в формуле (6.25’) равны соответ- 
ственно (К, rota) и (а, {) — инвариантным величинам. Форма 
подынтегральных выражений в формуле (6.25’} тоже, очевидно, 
не меняется при переходе к новой декартовой системе координат 
Ox’y’; если в новом базисе векторное поле а имеет координаты 
Р’и Q’, то 

11) Т. е. по вспомогательным кусочно гладким кривым, разбивающим об- 
ласть D, 

12) См. статью 9. Г, Позняка, Е. В. Шикина // (ДАН CCCP, 1980, 253, 
№ 1, с. 42—44).



$ 3. Основные интегральные формулы анализа 21} 

— (02 _ OP _ 99% OPN у \ _ 
(k, rota)= [чи )=( (ви a) ®) 

— 9% ——, (a, t)dl=Pdx+Qdy= 
у ax’ 

= (P’ cosa’ + Q’ sina’) ах = P’ dx’ + Ч’ dy’. 

Наконец, якобиан преобразования при переходе к новой систе- 
ме координат по модулю равен единице, а параметризация с по- 
мощью длины дуги не связана с системой координат. Поэтому 
интегралы слева и справа в (6.257) не меняют своего значения и 
формы. 

2. Формула Остроградского— Гаусса. Пусть Б — односвязная 
область BE? (т. е. для любой кусочно гладкой замкнутой кривой 
С, расположенной в D, можно указать ориентируемую кусочно: 
гладкую поверхность G, расположенную в D, имеющую границей 
С), $ — ее граница, удовлетворяющая двум условиям: 

1) поверхность $ — кусочно гладкая двусторонняя полная 
ограниченная замкнутая и без особых точек; 

2) прямоугольную декартову систему координат в ЕЗ можно 
выбрать так, что для каждой из осей координат любая прямая, 
параллельная этой оси, будет пересекать поверхность 5 не более 
чем в двух точках. 

Пусть п — единичный вектор внешней нормали к S. Справед- 
лива следующая теорема. 

Теорема 6.2 (формула Остроградского—Гаусса). Пусть 
а — векторное поле, дифференцируемое в области D, удовлетво-- 
ряющей условиям 1), 2), и такое, что производная по любому на- 
правлению непрерывна в В]$=Б. Тогда справедлива формула 

(J | divado= $4 (a, n) ds. (6.26} 
D S 

Интеграл справа в формуле (6.26) называется потоком 
векторного поля а через поверхность $5, а интеграл 
слева в этой формуле — это объемный интеграл от дивергенции 
вектора по области ОЭ. Поэтому теорема 6.2 допускает такую фор- 
мулировку: 

Объемный интеграл от дивергенции вектора по области D pa- 
вен потоку векторного поля а через поверхность $ —границу этой 
области. 

Доказательство. Все входящие в формулу (6.26) функ- 
ции непрерывны, поэтому интегралы слева и справа существуют. 

Заметим, что формула (6.26) инвариантна относительно выбо- 
ра прямоугольной системы координат, поскольку все входящие в 
нее величины — инварианты. Поэтому достаточно доказать фор- 
мулу (6.26) при каком-то одном выборе декартовой системы. Вы-
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берем декартову прямоугольную 
чтобы выполнялось условие 2); 
‘cos В, cos у}. Тогда, учитывая, что 

cos а ds=dydz, cos В 4$ 

получим 

систему координат Охуг так, 
пусть а={Р, О, R}, п=(соза, 

=dzdx, cos yds=dxdy, 

MS Ce st Sy) axdyde = PA (P cosa + Q cos + R cosy) ds = 

== bd (Pdydz +. Qdzdx + Rdxdy). (6.26’) 
$ 

Докажем, что справедливы следующие три равенства: 

[= IN) ae dxdydz = $$ P dyde: 

J= JM dxdydz = $$ Q dzdx; 

L= И = dxdydz = фр R dxdy. 

Ограничимся доказательством равенства для интеграла L, так 
как равенства для Ги J доказываются аналогично. Обозначим 

через О’ проекцию области D на 
плоскость Оху. Через граничные 
точки области 0’ проведем пря- 
мые, параллельные Oz. Каждая 
из этих прямых пересекается с $ 
лишь в одной точке. Множество 
этих точек разделяет 5 на две 
части: S; и Sp (см. рис. 6.2). Ec- 
ли мы проведем прямую из внут- 
ренней точки области 0’, парал- 
лельную оси OZ, то она пересечет 
поверхность в двух точках: (x, у, 

21 (x, у) ES, И (х, у, 22 (х, у) ) = 
ES; 2:(х, и) >22(х, у). Заметим, 
что 21(х, ИУ) и 22(х, у) кусочно и 
непрерывно — дифференцируемые 
функции в 0’. По формуле све- 
дения тройного интеграла к по- 
вторному интегралу получим
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L=ff | т Sit 2) de | dxdy = И R (x, и, 2, (х, y)) dxdy — 

D’ 
= 

2: (х, и) 

1 

-Н К (x, у, 22 (х, y)) dxdy = \{ К (x, у, 2) ахау + 
= 

+ J R (x, y, 2) dxdy = bd К (x, у, 2) dxdy. 
Ss $ 

Здесь мы воспользовались тем, что S=S,|JSe, и соотношением 

=} R(x, y, г, (х, y)) dxdy = |] R (x, у, 2)dxdy = \) R cos y ds, 

справедливым в силу того, что внешняя нормаль п к поверхности 
52 образует тупой угол с осью Oz (поэтому cosy<0). Теорема 
доказана. 

Замечание 1. Формула Остроградского—Гаусса (6.26) мо- 
жет быть доказана и в случае областей D более общего вида, 
чем указано, а именно` для таких, у которых существует конечное 
разбиение на области Д;, i=1, 2,...,п, рассмотренного вида. Для 
этого достаточно формулу (6. 96) написать для каждой области 
О; и полученные результаты сложить. При этом получится иско- 
мая формула. Действительио, в силу аддитивности интеграла в 
левой части получится интеграл по О. В правой части поверх- 
ностные интегралы по соответствующим частям границ областей 
D; в сумме дадут ноль, так как внешние нормали в точках гра- 
ниц областей D;, принадлежащих границам двух таких областей, 
направлены в разные стороны. Таким образом, останутся только 
интегралы по частям границ D;, составляющим в совокупности 
границу $ области D. 

Замечание 2. В формулировке теоремы 6.2 от условия 2) 
можно избавиться и считать, что 5 — кусочно гладкая двусторон- 
няя полная ограниченная поверхность без особых точек. Однако 
B этом случае доказательство теоремы усложняется. 

Замечание 3. Можно считать, что векторное поле а непре- 
рывно дифференцируемо только в открытой области D и непре- 
рывно в DUS=D. Тогда тройной интеграл в формуле (6.26) сле- 
дует понимать как несобственный. 

Замечание 4. Формула Остроградского—Гаусса (6.26) мо- 
жет быть записана, как это следует из доказательства, в виде 

JNJ ( at Ss) dxdydz = $$ (P dydz + Ч агах + R ахау). 

Заметим, что интегралы слева и справа имеют инвариантный ха-
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рактер, т. е. их значение и форма не меняются при переходе к 
новой декартовой системе координат. Для этого достаточно про- 
вести рассуждения, аналогичные проведенным в замечании 5 по- 
сле доказательства теоремы 6.1. 

3. Формула Стокса. Пусть $ — односвязная 13) поверхность в 
£3, удовлетворяющая двум условиям: 

1) $5 — кусочно гладкая двусторонняя полная ограниченная 
поверхность без особых точек; ее границей является замкнутый 
кусочно гладкий контур С; 

2) декартову систему координат можно выбрать так, чтобы $ 
однозначно проектировалась на любую из трех координатных 
плоскостей. 

Пусть п — единичный вектор нормали к $, {— единичный век- 
тор касательной к С, согласованный с п (см. п. 1). При этих ус- 
ловиях имеет место следующая теорема. 

Теорема 6.3 (формула Стокса). Пусть а — векторное поле, 
непрерывно дифференцируемое в некоторой окрестности поверх- 
ности S (T. е. на некотором открытом множестве в ЕЗ, содержа- 
щем 5). Тогда справедлива формула 

{fo rota) ds =фа t) dl. (6.27) 

$ С 

Эта теорема допускает еще такую формулировку: 
Поток вектора rota через поверхность 5 равен циркуляции 

вектора а по замкнутому контуру С. 
Доказательство. В силу условий теоремы интегралы в 

формуле (6.27) существуют. Формула (6.27), очевидно, инварн- 
антна относительно выбора базиса. Поэтому достаточно доказать. 
эту формулу при каком-то одном выборе базиса. Выберем пря- 
моугольную декартову систему координат Oxyz так, чтобы S од- 
нозначно проектировалась на все три координатные плоскости. 
Пусть 

a= Pi+Qjt+Rk, п=={со$Х, cos Y, cos 23, 

t—{cos a, cos В, cos y}. 

Согласуем выбор системы координат так, чтобы вектор нор- 
мали п образовывал острые углы с координатными осями. 

Учитывая выражение для rota в декартовой прямоугольной 
системе координат, получим 

13) Напомним, что поверхность $ называется односвязной, если любая ку- 
сочно гладкая замкнутая кривая без точек самопересечения, расположенная на 
$, ограничивает миожество, целиком состоящее из точек этой поверхности.
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Jj (п, rota) ds = 

— OR 99 OP OR ИД г 5, } cos X + ( 7 De } cos¥ + 

+( ax м2) COS 2| ds =e It) dl =p (P cos a+QcosB+Rcos y)d/ = 

LC, 

=4 (Pdx + Qdy + Raz). (6.27') 
С 

Достаточно, очевидно, доказать, что 

[= JJ (5, c08¥ yes) & =P Pae 

Для остальных слагаемых: 

Л = =) (а. 99 cos Z— 22 ‘Ge OSX ) d= Cay 

Lol (Geox Sor) og a 
доказательство аналогичное. 

Заметим, что поверхность 5 — кусочно гладкая и однозначно 
проектируется на Oxy. Пусть ОР — ее проекция, Г — проекция С 
на плоскость Oxy (см. рис. 6.3). Поэтому существует дифферен- 
цируемая функция 2=2(х, у), ко- 
торая задает уравнение поверх- 74 
ности S. При этом 

1 г, 

ог 
cos У = = 

И1+:2 Ча 

’ 0 у 

А < И 
1 Г 

Аналогично cos Z = 
r2 ‚2. 

V 1-2; +2, Puc. 6.3
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Поэтому, учитывая эти формулы, будем иметь 

(С /9Р 02 , OP (9 f= JI oe Oy + 5 ) cos Z ds \ ay [Р (x, у,2(х, y))| dxdy, 

поскольку на поверхности 5 функция P(x, у, 2) равна 

OP 02 , OP _ OP{x, у, 2(x, y)) 
N 

’ 02 ду Oy ду 
P(x, у, 2(%, 5)) 

и поверхностный интеграл по $ равен двойному интегралу по D. 
Далее, используя формулу Грина, получим 

—\\ Ру, 206 дву = DP (x, у, 2(& 9) фр y, 2) ах. 
р Г 

Здесь мы воспользовались тем, что если точка (х, у) находится 
на кривой Г, то точка (x, у, 2(х, y)), очевидно, принадлежит кри- 
вой С. Теорема доказана. 

Формула Стокса верна и для более общих ограниченных пол- 
ных кусочно гладких двусторонних поверхностей с кусочно глад- 
кой границей. 

Замечание 1. Прежде всего покажем, что формула Сток- 
са верна для поверхностей $, удовлетворяющих условию 1), но 
не удовлетворяющих, вообще говоря, условию 2) однозначного 
проектирования S на любую из координатных плоскостей. 

Оказывается, что существует такое число 6>0, что для любой 
части Ф поверхности 5 размера меньше 61) можно так выбрать 
декартову координатную систему, что Ф однозначно проекти- 
руется на все координатные плоскости. Действительно, пусть 
М. — фиксированная точка 5. Проведем касательную плоскость. 
через точку Mo, пусть пм, — вектор единичной нормали поверхно- 
сти в точке Мо. Выберем прямоугольную систему координат так, 
чтобы вектор пм, составлял острые углы с осями координат. По- 
скольку поле п нормалей непрерывно, то существует окрестность. 
точки Мо такая, что все нормали в точках этой окрестности обра- 
зуют острые углы с осями координат. Но тогда согласно утвер- 
ждению п. 1 гл. 5 и замечанию 2 к нему можно утверждать, что. 
существует некоторая окрестность радиуса 6/2 точки Mo, которая 
однозначно проектируется на все координатные плоскости. 

Отметим, что указанное число 6 зависит, вообще говоря, от 
точки My: 6=6(Мо. Покажем, что можно выбрать универсаль- 
Hoe, не зависящее от точки число 6>0. Допустим противное, что. 
такого числа 6 не существует. Тогда для каждого §6,—1/n, n= 
=1, 2,..., можно указать часть M, поверхности 5, размеры ко- 

14) Такая часть поверхиости может быть расположена в сфере раднуса 
6/2.
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торой меньше §, и которая не проектируется однозначно на все 
три координатные плоскости любой декартовой системы коор- 
динат. 

Выберем в каждой части @M, точку Мы, а из полученной после- 
довательности выберем последовательность, сходящуюся к неко- 
торой точке М поверхности 9 !?. Согласно проведенным выше 
рассуждениям у точки М существует однозначно проектируемая 
на координатные плоскости некоторой прямоугольной системы 
окрестность. Эта окрестность для некоторого номера п содержит 
часть Ф„, которая также будет однозначно проектироваться на 
все три координатные плоскости. Получилось противоречие с вы- 
бором Mp, завершающее доказательство. 

Теперь уже нетрудно сделать заключение о справедливости 
формулы Стокса для поверхностей, удовлетворяющих условию 1) 
и не удовлетворяющих, вообще говоря, условию 2). Для этого 
разобьем поверхность $ на конечное число гладких частей Фи, 
размер каждой из которых меньще 6, указанного выше. Посколь- 
ку часть MD, однозначно проектируется на все координатные плос- 
кости некоторой декартовой системы координат, то формула 
Стокса верна для каждой части Ф„. Просуммируем левые и пра- 
вые части этих формул. Интегралы по общим участкам границы 
Ф„ берутся в противоположных направлениях и поэтому сокра- 
TATCH. 

Таким образом, слева мы получим интеграл по поверхности OT 
величины (п, rota), а справа — интеграл по границе С поверхно- 
сти S от величины (а, t), т. е. формулу Стокса для общего случая. 

Замечание 2. Формула Стокса верна и для поверхностей 
5, допускающих разбиение с помощью кусочно гладких кривых 
на конечное число односвязных, обладающих свойством 1) по- 
верхностей. Доказательство этого факта очевидно: достаточно 
просуммировать интегралы слева и справа в формулах Стокса 
для односвязных поверхностей и учесть, что интегралы по кри- 
вым, входящим в разбиение, берутся в разных направлениях и 
поэтому сократятся. | 

Замечание 3. Формула Стокса (6.27) может быть записа- 
на, как это следует из доказательства, в виде (6.27’): 

OR _ 909 OP OR DD { (a, =) CX + ( =: me) cod + 

+ [в cos z\ ds= (Pax + Qdy + Raz). 
Ox ду 7 

45) Это можио сделать в силу ограниченности и полноты, используя теоре- 
му Больцано—Вейерштрасса.
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Интегралы слева и справа имеют инвариантный характер — их 
значение и форма не меняются при переходе к новой декартовой 
системе координат. Чтобы убедиться в этом, достаточно провести 
рассуждения, аналогичные проведенным в замечании 5 п. 1. 

5 4. УСЛОВИЯ НЕЗАВИСИМОСТИ КРИВОЛИНЕЙНОГО 

ИНТЕГРАЛА НА ПЛОСКОСТИ ОТ ПУТИ 

ИНТЕГРИРОВАНИЯ 

Пусть а(М) — векторное поле, заданное в связной плоской об- 
ласти D, 

Определение 1. Функция U(M) называется потен- 
циалом поля а(М) в области D, если в этой области 

а(М) =сга4 0 (М). 

Поле а, обладающее потенциалом, называется потенциаль- 
ным полем. 

Теорема 6.4. Пусть функции P(x, у), Q(x, у) непрерывны в 
0. Для любых двух точек АО, BED значение интеграла 

| Pdx + Qdy 
AB 

— 

не зависит от кусочно гладкой кривой ABCD, соединяющей точки 
А и В, тогда и только тогда, когда поле 

a(x, у) ={P(x, у), Q(x, y)} 

потенциально. В этом случае 

| Pdx + Qdy =U (B)—U(A), 
AB 

годе U(x, у) — потенциал поля a(x, у). 
Доказательство. Достаточность. Пусть 

д 
а (x,y) = {Р (x, у), Q(x, y)} = втад И (x, у) = [5 wu ,; 

Ox oy 

Произвольные точки А и В из области D соединим некоторой 

кусочно гладкой кривой АВ, и пусть x=x(t), y=y(t), аз — 

ее параметрическое представление. В силу непрерывности > 
x 

OU 
и Gy заключаем, что функция U(x, у) дифференцируема в D, 

Тогда по формуле Ньютона—Лейбница получаем
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5 

J Pde + Qdy = {| (P(x(4), 9 (4) x) + Q(x), уу (0) dt = 
AB а 

5 

= | U' dt =U (x(6), y (6))—U (x(a), y (@)) =U (B)—U (A). 

Необходимость. Фиксируем в О некоторую точку Мо(хо, yo) и 
пусть М(х, у) — произвольная точка области О. Положим 

U(M) = | Рах + Оау, 
Мом 

где интеграл берется по любой кусочно гладкой кривой, соеди- 
няющей точки Мои М (см. рис. 6.4). 

Покажем, что так определен- 
ная функция U(x, y) является ис- 
комым потенциалом поля a(x, | 
9) ={Р(х, у), Q(x y)}. Докажем, y 
например, существование = —— 

x 

и равенство = P(x, у). OT Tou- 
x 

KH M(x, у) сместимся в точку 
№ (х+ Ах, у) так, чтобы отрезок 

ММ содержался в О. Это мож- 
но сделать для всех достаточно 
малых приращений Ах, так как . 
D — открытое множество, состоя- 
щее из внутренних точек. При та- Puc. 64 
ком смещении функция U(x, и) о 
получит приращение 

U (x+ Ax, y)—U (x, y) = № Pdx + Qdy — J Рах + Qdy = 
МММ ММ 

= | Рах + Qdy. 

MN 

8 

На отрезке MN координата у имеет постоянное значение, и, сле- 
довательно, 

| Qdy =0. 

MN 

Поэтому 
х{ Ах 

U (x + Ax, y)—U(x, у) = ‚| Ра = | P(t, y) dt. 
MN x
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В силу непрерывности функции P(x, у) из теоремы о среднем по- 
лучим 

U (x+ Ах, у) — U(x, у) =Р(х-+ 0 Ах, у) Ax, 

где 0<@<1, откуда 
А, ¥) _ Diy 4 OAx, у). 

Ax 
| 

Переходя к пределу при Ах->0 в силу непрерывности функции 
P(x, у), получаем, что предел существует и 

oU 
oe = P(x, y). 

Совершенно аналогично доказывается равенство 

9И(х, у) _ 
ду = @ (x, у). 

Теорема 6.4 доказана. 
Если поле a(x, у) ={Р (х, у), Q(x, y)} потенциально и функции 

P(x, у), Q(x, у) вместе со своими частными производными непре- 
рывны в области О, то должно выполняться равенство 

дР _ 09 
ду дх ' 

которое означает равенство смешанных производных: 

CU _ 90 

дудх Oxdy ` 

В силу теоремы 6.4 необходимым условием независимости 
криволинейного интеграла 

| Рах + Qdy 

AB 

OT пути интегрирования при условии непрерывности функций 
P(x, у), Q(x, y) и их частных производных в области О является 
легко проверяемое равенство 

Если область О односвязна, то это условие будет и достаточ- 
ным для независимости интеграла \РАх-+ @4у от выбора кривой, 

АВ 
соединяющей данные точки А и В. Чтобы при изложении не ис- 
пользовать не доказанную в общем случае формулу Грина (см. 
замечание 2 к теореме 6.1), рассмотрим сначала случай, когда 
область О является кругом.
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Теорема 6.5. Густь функции P(x, у), Q(x, у) и их частные 
производные непрерывны в некотором круге К. В этом случае 
поле a(x, и) ={Р (х, у), Q(x, y)} потенциально в этом круге тогда: 
и только тогда, когда в К 

ди Ox ` 

Доказательство. Очевидно, требуется доказать только» 
достаточность условия. Через центр круга, точку Mo, проведем 
прямые Мох’ и Moy’, параллельные координатным осям Ох и Oy 
соответственно. Из произвольной точки M(x, у) ЕК опустим пер- 
пендикуляры MM, и ММ. на Мох’ и Moy’ соответственно. Точку 
Мь соединим с точками М! и М2 отрезками ММ, и МоМ.. 

Применяя формулу Грина (6.25’) к прямоугольнику М, М, ММ.» 
получаем 

| Рах + Чау = |5, oP 5. ахау = 0, 

МоМ. ММ: 

откуда следует, что 

| Рах + Qdy = | Рах + Qdy, 
Мо М.М МоМьМ 

т. е. интеграл §Pdx+Qdy не зависит от двузвенной ломаной у,» 
у 

соединяющей фиксированную точку My с некоторой точкой ЛМ. 
Ноэтому определим функцию 

U(M) = | Рах + Qdy, 
MoM 

где МоМ — двузвенная ломаная, звенья которой параллельны KO- 
ординатным осям. Проверка, что так определенная функция 
U(x, у) является потенциалом данного поля a(x, у), проводится 
аналогично той, которая проведена при доказательстве теоремы 
6.4. Теорема 6.5 доказана. 

Замечание. Теорема 6.5 справедлива в случае произ- 
вольной односвязной области О. Чтобы убедиться в этом, до- 
кажем, что для независимости криволинейного интеграла 

| Рах + Qdy 
AB 

от выбора кривой АВ, соединяющей точки А и В, достаточно: 

выполнение в области D условия Sa. 

Пусть L — произвольная замкнутая кусочно гладкая кри- 
вая, расположенная в О. Обозначим через D* область, которую 
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ограничивает кривая [.. В силу односвязности области D каж- 
дая точка области D* принадлежит Ш. Применяя к области 

- Р* формулу Грина (6.25’) (см. замечание 2 к теореме 6.1), по- 
лучим 

фрич+ои- | (<2 — а) ду = 0. 
дх 

Отсюда следует, что для любых фиксированных точек Аи В 

области D и любых двух кусочно гладких кривых ACB и 

АС’В, соединяющих эти точки, выполняются равенства: 

0= | Рах + Qdy = { Pdx + Qdy + | Рах + Qdy = 
AGBUBC’A ACB BC’A 

= | Pdx + Qdy— \ Pdx + Qdy. 
: ACB АС’ В 

Поэтому 

| Рах + Qdy = } Рах + Qdy. 
ACB АС’ В 

Следовательно, значение интеграла 

{ Pdx + Qdy 

ГАВ 

не зависит от кусочно гладкой кривой АВ, соединяющей точки 
]{ АиВ. 

$ 5. НЕКОТОРЫЕ ПРИМЕРЫ ПРИЛОЖЕНИЙ ТЕОРИИ 

ПОЛЯ 

1. Выражение площади плоской области через криволинейный 
интеграл. Пусть О — односвязная область с границей С, удовле- 
творяющей условиям теоремы 6.1. 

Полагая в формуле Грина (формула (6.25’)) P=—y, О=х, 
получим 

Qdxdy = $ —ydx + хац. |) xdy ф ydx + хау 

Для площади o(D) области D на плоскости имеем следующее 
выражение через криволинейный интеграл по ориентированной 
границе этой области: 

a(D) => — ydx + xdy. 

С
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С помощью полученной формулы найдем площадь области, 
ограниченной циклоидой x—a(f—sint), y=a(l—cosft), 0<= 
<2n, а>0, и прямой у=0. Так как 

{ —ydx + хау = 0, 
> 

rye y— отрезок 0<х<2л, y=0, то в соответствии с положитель- 
ной ориентацией контура получим 

0 

°(Р)=- | (— а? (1— с0$ 6)? + а? (1—зтизшй dt = 

2л 27 

=< | (2—2cost—-tsint) dt = 2ла? — | tsint dt == 
с 0 

= ла? + —— ~ ( COS i)" = 3a’. 

2. Выражение объема через поверхностный интеграл. Пусть. 
р — односвязная область в Ё3 с границей $, удовлетворяющей 
условиям теоремы 6.2 (формула Остроградского—Гаусса). Поло- 
жим, что в области D 

P(X, у, =) =x, Q(x, и, 2) =у, R(x, у, 2) =z. 

Эти функции удовлетворяют условиям, при которых справедлива 
формула Остроградского—Гаусса, поэтому 

({ x dydz + y dedx + гахау = ( \ 3dxdydz = ЗУ (О), 
$ “р 

где V(D) — объем области D. 
3. Рассмотрим векторное поле, которое создает электрический 

заряд величины 4. Поместим этот заряд в начало координат. Си- 
ла, действующая на единичный заряд, помещенный в точку 
M(x, у, 2), по закону Кулона выражается формулой 

Е (М) =——.— 
Чл 3’ 

где г— радиус-вектор точки М, r=Yx?+y?4+2?, во — постоянная. 
Электростатическое поле Е потенциально в £&%\{0}. Напом- 

ним, что поле а(М) называется потенциальным в области О, если 
в этой области существует функция U(M) такая, что 

а(М) =осгаа И (М).
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Потенциалом поля Е служит функция 

Ф(М)=—-—9 —, 
Чо 

Поле ЕР, создаваемое точечной массой т, помещенной в нача- 
ло координат, называется гравитационным, и оно также 

лотенциально. 

По закону Ньютона сила F(M), с которой поле действует на 
единичную массу, помещенную в точку M(x, у, 2), выражается 
формулой 

г 

Потенциалом поля Е во всем ЕЗ (за исключением начала ко- 
ординат) служит функция 

U(M)=gm—. 

Для потенциального поля 

а (М) ={Р (х, у, 2), С (x, у, 2), К (x, у, 2) }, 

заданного в области DCE, независимость интеграла 

| Рах + Qdy + Rdz 
у 

от пути интегрирования (интеграл зависит только от начала и 
конца пути) доказывается так же, как и в теореме 6.4, в случае 
области О, принадлежащей E?. 

Поэтому работа, совершаемая таким полем при перемещении 
единичной пробной частицы из точки А в точку В, не зависит от 
пути перемещения. Если расстояния от начала координат до то- 
чек А и В равны Г; и Г. соответственно, то эта работа поля Е 
равна 

4 ЛЕ 
® (B)—(A) = (--—--), 

а работа поля F равна 

U(B)—U(A)= gm (—-—--). 
Ty
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ДОПОЛНЕНИЕ К ГЛАВЕ 6 '© 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ФОРМЫ 
В ЕВКЛИДОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

$ 1. ЗНАКОПЕРЕМЕННЫЕ ПОЛИЛИНЕЙНЫЕ ФОРМЫ 

1. Линейные формы. Пусть У — произвольное п-мерное век- 
торное пространство, элементы которого будем обозначать 
символами Е, n,.... Предметом нашего изучения будут функ- 
ции, сопоставляющие каждому элементу ЕТ некоторое веще- 
ственное число. 

Определение 1. Функция а(=) называется линейной 
формой, если для любых ЕЕТ, neV и любого вещественно- 
го числа A, выполняются равенства 

1) а(ЕБ+ 1) =а(5) +a(n); 
2) а(^5) =^а (5). 

Определение 2. Суммой двух личейных форм a u b 
назовем линейную форму с, которая каждому вектору ЕЕЕУ со- 
поставляет число 

с (5) =а(Е) +5 (5). 
Произведением линейной формы а на вещест- 

венное число \, назовем линейную форму 6, которая каж- 
дому вектору ЕЕЕТ сопоставляет число 

Ь (=) =Ла(®). 
Таким образом, множество всех линейных форм образует 

векторное пространство, которое мы обозначим символом 
(У). Найдем представление линейной формы а в каком-либо 

базисе {е);. Пусть 

=), Ee, 

i=1 

где числа & определяются однозначно. Если обозначить а;= 
—а(е;), то искомое представление будет иметь вид 

а(=) => Еа.. 
i=l 

Докажем, что размерность dimL(V) линейного простран- 
ства L(V) равна п. Для этого достаточно указать какой-либо 

18) Текст данного дополнения взят из книги В. А. Ильина, 9. Г. Позняка 
«Основы математического анализа. Ч. 2» (М.: Наука, Гл. ред. физ.-мат. лит- 
ры, 1982). 

17) Пространство L(V) обозначают также символом V* и называют CO- 
пряженным (или дуальным) K V 

8 Зак. 25
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базис в L(V), содержащий точно п элементов, т. е. п линейных 
форм. Фиксируем произвольный базис {ez} пространства Уи 
рассмотрим линейные формы 

е* (8) === (k=l, 2,...,n), 

где {=} — коэффициенты разложения вектора & по элементам 
базиса {ex}. Иначе говоря, линейная форма е* действует на 
элементы базиса {е;} по правилу 

еб |. при =; 

(ei) = № = | 9 при 152. 

В таком случае в данном базисе (е;} линейная форма а 
имеет вид 

a(t)= > ве! (’), щ=а(е,), 
i=] 

т. е. линейные формы e'(E), e7(E),...,e"(&) образуют базис в 
L(V). Этот базис называют сопряженным (а также вза- 
имным или дуальным) к базису {e;}. 

2. Билинейные формы. Обозначим через УЖУ множество 
всех упорядоченных пар (Е, &2), где Е ЕЙ, eV, и рассмот- 
рим функции а(®, &), сопоставляющие каждому элементу из 
УХУ (т. е. каждым двум элементам &еУ и &е=У) некоторое 
вещественное число. 

Определение. Функция а(Е, Е) называется били- 
нейной формой, если при каждом фиксированном значе- 
нии одного аргумента она является линейной формой относи- 
тельно другого аргумента. 

Иначе говоря, для любых векторов &, &, m1, 12 и любых 
вещественных чисел Ay, Ao, а, из выполняется равенство 

а(^ 5: Ни, №562 + ete) = 

= Ajho@ (51, 52) + Age (8,1›) р А.а (т, So) + шиза (Ча, яз). 

Множество всех билинейных форм легко превратить в ли- 
нейное пространство, вводя в нем естественным образом опера- 
ции сложения и умножения на вещественное число. Получен- 
ное пространство билинейных форм обозначим 
HMBOJIOM Lo(V). 

Найдем представление билинейной формы а(Е, E2) в Ka- 
п 

ком-либо базисе {е‚};-, пространства У. Пусть ==), bles, 
j=l 
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8 

k=1, 2.Положив а(е;, е;) =а;, получим искомое представ- 
ление 

п п 

a(S, 82) = =) у. а). 
i=l j=l 

Для того чтобы определить размерность пространства 
[2(У), образуем с помощью линейных форм е{(&), составляю- 
щих в L(V) базис, сопряженный к базису {e;}, билинейные 
формы 

es (E1, 2) ==е1 (Е!) €4 (Ee). 
Тогда произвольная билинейная форма будет однозначно пред- 
ставимой в виде 

п 

a(Si, 6») 7) >, A j2 (8, 8»). 
i=1 j=l 

Это означает, что формы e*4(E), Ep) образуют базис в L(V) 
и, следовательно, размерность Lo(V) равна n?. 

3. Полилинейные формы. Пусть р— натуральное число. 
Обозначим символом Утг=УхУХ... ХУ множество всех упо- 
рядоченных наборов (Е, Eo, ..., E,) из р векторов, каждый из 
которых принадлежит У и рассмотрим функции, сопоставляю- 
щие каждому такому набору некоторое вещественное число. 

Определение. Функция а(Ё1, Е»,...,Ер) называется по- 
лилинейной формой степенир (или р-формой), если 
она является линейной формой по каждому аргументу при 
фиксированных значениях остальных. 

Вводя в множестве всех р-форм линейные операции, полу- 
чим линейное пространство, которое обозначим символом 
Гр (У). 

Найдем представление произвольной полилинейной формы 

а(, Е,...,Ер) в каком-либо базисе {e;};-; пространства У. 
Обозначим 

ии,..1,= @ (Ci,, ег, ‚..у е)- 

п 

Тогда если t=) Efe;, TO 
i=] 

a(’., Е», ..., &)= у, .. р Blatt EE ; Ei 

Если e*(&) — базис в L(V),  ‚опряженный к {e,}, то, очевид- 
но, р-формы 

сз" Фр (=, = и. E,) — elt (§,) els (&,) ... e'? (Ep)
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образуют базис в L,(V), следовательно, Lp(V) имеет размер- 
НОСТЬ NP, 

4. Знакопеременные полилинейные формы. 
Определение. //олилинейная форма а(Ё, &,...,8p) на- 

зывается знакопеременной, если при перестановке лю- 
бых двух аргументов она меняет знак. Иначе говоря, 

а (5, Bay ee ey E,, „р... Sp) = — a(S), Eo, ...у бр... Е, wey Ep)- 

Очевидно, множество всех полилипейных знакопеременных 
форм степени р образует подпространство линейного простран- 
ства L,(V), которое ‘мы обозначим символом A,(V) !9%). Эле- 
менты пространства А’(У) будем обозначать символом 

m= (Ё1, &2,..., р). 

Заметим, что если {е;} — произвольный базис в Уи 

ft 

+ he 12S ... ЕР, 

то числа ®,.. меняют знак при перестановке двух индек- 

сов. Это вытекает из того, что 

Фи... — w (e:,, -. | e;,)- 

Естественно считать, что А, (У) =[ (У), а Ao(V) состоит из 
всех постоянных, т. е. совпадает с числовой прямой. 

5. Внешнее произведение знакопеременных форм. Рассмот- 
рим две знакопеременные формы: wPE&A,(V) и вчеЕА. (У). 
В этом пункте мы введем основную операцию в теории знако- 
переменных форм — операцию внешнего умножения. Пусть 

ФР =o? (11, 2,.. ., р), ney; 

—=w7(E1, 55,..., ба), БЕЙ. 

Рассмотрим следующую полилинейную форму аеЁ+а(Т): 

(Sy So, ...› Sota) = 67 (En ..., бр) OT (Вр, ...› бр). (6.1.1} 

Эта форма, вообще говоря, не является знакопеременной: при 
перестановке аргументов &; и &, где lXi<p и p+lx<jxpt+gy, 
форма (6.1.1) может не изменить знака. Этим обстоятельством 
и вызвана необходимость введения внешнего произведения. 

18) Знакопеременные полилинейные формы называют также антисим- 
метрическими, кососим метрическими, KOCH MH, внешними. 

13) Это пространство обозначают также символом /\?V* и называют р-й 
внешней степенью пространства У»*,
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Для того чтобы ввести внешнее произведение, нам понадо- 
бятся некоторые факты из теории перестановок. Напомним, 
что перестановкой чисел {1, 2,..., т} называют функ- 
цию o—=o(k), определенную на этих числах и отображающую 
их взаимно однозначно на себя. Множество всех таких пере- 
становок обозначается символом Xm. Очевидно, что Ут содер- 
жит всего т! различных перестановок. Для двух перестановок 
бет и теЕХ естественным образом определяется суперпози- 
ция ote Xm. Перестановка o~! называется обратной к о, если 
o-'o=oo '=e, где в— тождественная перестановка (т. е. 
г (Е) =k, k=I, 2,...,m). 

Перестановка о называется транспозицией, если она 
переставляет два числа, оставляя другие на своем месте. Ина- 
че говоря, если существует пара чисел ит (lxi<m, Il<j<m, 
i#j) такая, что of(i)=j, o(j)=i, o(k)=k для Ри Rj. 
Очевидно, если о — транспозиция, TO o-'—o и O-o—e. 

Известно, что всякая перестановка o разлагается в супер- 
позицию транспозиций, переставляющих числа с соседними но- 
мерами, причем четность числа транспозиций в таком разло- 
жении не зависит от его выбора и называется четностью пере- 
становки о. 

Введем следующее обозначение: 

|, если перестановка с’четна, 
sgn о = 
ы —], если перестановка о’нечетна. 

Заметим, что форма аеЁ»(У) принадлежит Ар(У), если 
для любой перестановки COE Dp 

а (Soc), (2) ...у Вор!) = (sgn в) а (&,, Eo ...) Sp): 

Рассмотрим снова полилинейную форму (6.1.1). Для любой 
перестановки о=>»р+. положим 

са ($1, ..., бра) = а (501), .--, Soip+m)- (6.1.2) 

Нетрудно убедиться в том, что если TEX pig и CE Xp4q, TO 
(хо) а=т (ва). 

Определение. Внешним произведением Gop- 
Мы wPEA,(V) и формы очеЕА (УТ) — называется форма ое 
Ар: (У), определяемая равенством 

(Ey ++ ры) =. (3510) ба, (6.1.3) 

где сумма берется по всем перестановкам GED pig, удовлетво- 
ряющим условию 

(1) <9(2) <... (р), о(р+!)<...<в(р-а), (6.1.4)
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а величина ва определяется равенствами (6.1.1) и (6.1.2). 
Внешнее произведение форм w? и @®7 обозначается симво- 

лом 
®==ФР Л Я. 

Проиллюстрируем на примере, как действует перестановка 
с, удовлетворяющая условию (6.1.4). Предположим, что по не- 
которой дороге параллельно движутся две колонны автомоби“ 
лей, в первой из которых р, а во второй 4 машин. Через некоз+ 
торое время дорога сужается и обе колонны на ходу перестраи- 
ваются в одну. При этом автомобили первой колонны занимают 
места где-то среди автомобилей второй, однако порядок следо- 
вания автомобилей внутри каждой колонны сохраняется. В ре- 
зультате мы получаем перестановку, удовлетворяющую усло- 
вию (6.1.4). Легко видеть, что и обратно всякая такая переста- 
новка может быть реализована на нашей модели. 

Для того чтобы убедиться, что данное нами определение яв- 
ляется корректным, необходимо доказать, что O= wo? /A\ WIE 

=Ap+q(V). Очевидно, в доказательстве нуждается только зна- 
копеременность формы w. 

Покажем, что при перестановке двух аргументов ЕЁ и i+; 
форма w меняет знак. Отсюда легко будет следовать, что O& 
=Ар+ (У). Пусть чЕУ,4а является такой перестановкой. Убе- 
димся в том, что 

TO=—oO= (SENT) oa. (6.1.5) 

Из равенства (6.1.3) получим 

TO = у, (sgn о) (т6) а. 
0 

Разобьем эту сумму Ha две: 

ro =). (еп 0) (то) а +S. (sgno) (то) а. (6.1.6) 

К первой сумме отнесем те перестановки в, для которых либо 
o'(i)<p, o'(i+l)<p, либо ор o'(i+1) > р+1. 
Для каждой такой перестановки (тб) а=—оа. 

Для того чтобы сделать это утверждение более очевидным, 
обозначим kR=o'!(i), (=o7!(i+1), т. е. i=o(k), i+1=—a(l). Pop- 
ма са представляет собой произведение форм ©? и в“, причем 
аргументами @? являются векторы €q(1), Eo(2), ..., Bap), а аргу- 
ментами «7 — векторы Ёр+1),..., Eo(p+q). Если R<p u l<p, то 
Е:=Е 1) И &41==Е 0 являются аргументами формы w?, которая 
по условию знакопеременна. Следовательно, при перестановке 
Е и Е: форма w°, а значит, и са меняют знак. Аналогично 
рассматривается случай, когда k>p+l и [> р-1. 
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Итак, для первой суммы выполняется равенство 

у. (sgn 0) = «-—. (5219) (6.1.7) 
fo 

Ко второй сумме отнесем те перестановки о, для которых 
либо o!(i)<p, o'(it+l)2ptl, либо o'(i)eptl, o'(itl< 
<p. Покажем, что множество перестановок {0}, удовлетворяю- 
щих этому условию (а также, разумеется, условию (6.1.4)), 
совпадает с множеством перестановок to, где сео}. Обратим- 
ся к нашей модели с двумя колоннами автомобнлей. Утверж- 
дение примет следующий очевидный вид. 

Бели ири каком-либо перестроении автомобиль с номером R 
из первой колонны окажется непосредственно перед автомоби- 
лем с номером / из второй колонны, то легко можно указать 
другое перестроение, в результате которого эти автомобили 
меняются местами, в то время как порядок движения осталь- 
ных сохранится. 

Таким образом, так как $91 to=—sgnioa, то 

У (еп) (10)а= —У ( (sgn тб) (tO) а =—У. (sgn 0) б (6.1.8) 
с 

Подставляя (6.1.7) и (6.1.8) в (6.1.6), получим (6.1.5). 
Примеры. 1° Рассмотрим две линейные формы }(&) = 

=А, (У) и (=) ЕЛА, (У). Внешним произведением этих форм яв- 
ляется билинейная форма 

fAg =>. (зеп о) оЁ(Е,) g (&) =F (8) g (&,)— 8 (8) f (Ee). 

2°. Пусть [(Е) =A,(V), g (Е, Eo, oy a) =A,(V). Внешним 

произведением w=f{/\q будет (49+1)-форма, аргументы которой 
мы обозначим через €o, Е, ..., м: 

o = (361 0) of (>) & (&, Bor es So) = 

=) (1) F(R) (By oy Bete Betts Bo) 

6. Свойства внешнего произведения знакопеременных форм. 
1°. Линейность: 

а) если wW°&A,(V), wIEGA,g(V), то для любого веществен- 
ного числа A, 

(Aw?) Л о9=0? Л (Aw?) =A (a? AO?) ;
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| 6) если wmPEA,(V), ю?еЕАр(У) и о ЕАч (У), то 

(®12?-Н 02?) Лю =? Ло Нор Ло. 

Доказательство очевидно. 
>. Антиком мутативность: если w°G&A,(V) и оч 

ЕЛ. (У), то ©? Л оч = (—1)29%4 ЛР. 
Доказательство. Пусть 

wo? \aI=o= (61, Бо, ..., Sota). 

Легко видеть, что 

97 ЛоР=о (р, Epta, ...у Ep+q, Е, ...у Ep) . 

Убедимся в том, что перестановку (Е, ..., Eptq, Bi, ..., Ep) 
можно получить из векторов (§, ..., Eptg) с помощью ра после- 
довательных транспозиций. Вектор Е; можно передвинуть на 
первое место, используя р транспозиций. Затем с помощью та- 
кого же числа транспозиций передвинем на второе место вектор 
E549 и т. д. Всего мы передвинем g векторов, используя каждый 
раз р транспозиций, т. е. число всех транспозиций равно pq. 
В таком случае антикоммутативность будет следовать из зна- 
копеременности внешнего произведения. 

3°. Ассоциативность: если w?E&A,(V), wIEA,(V), 
«’ЕЕА, (У), то (a? Ao?) Ao’ =a? A (@7Ao’). 

Доказательство. Пусть c@LZpigir. Рассмотрим вели- 
чину 

o= Yi (3819) о [в (&, seer Sp) O7 (Entity -..› Sota) X 

XO’ (Eptatis +++» бра )]- (6.1.9) 

Сумма (6.1.9) будет равна (w?/\o7) Aw’, если вначале про- 
извести суммирование по всем перестановкам, оставляющим 
без изменения числа ptqtl, ptqt2, ..., ptgtr и удовлетво- 
ряющим условию (6.1.4), а затем просуммировать по всем пе- 
рестановкам, сохраняющим получившийся порядок первых p+q 
аргументов и порядок аргументов Ёр+9+1, ..., Sptqtr- 

Аналогично можно получить величину w? A (09 Ло’). 
Покажем, что в обоих случаях получается сумма по всем 

перестановкам, удовлетворяющим условиям 

9(1)<0(2)<...<9(р)}; 
о (р-+ 1) < о(р-+2)<... < 9(р+9); (6.1.10) 

9(р-+9+1) <... Зо(р-+9-п. 

Для этого снова обратимся к нашей модели с колоннами 
автомобилей. Предположим, что по дороге движутся три ко-



$ 1. Знакопеременные полилинейные формы 233 

лонны автомобилей, в первой из которых р, во второй 4, а в 
третьей г машин. Один из способов перестроения этих трех ко- 
лонн в одну заключается в TOM, что вначале сливаются первая 
и вторая колонны, а затем полученная соединяется с третьей. 
При другом способе вначале сливаются вторая и третья колон- 
ны, а к ним присоединяется первая. Очевидно, перестановка в, 
получаемая в результате любого из этих перестроений, удов- 
летворяет условию (6.1.10), и, наоборот, любая перестановка, 
удовлетворяющая условию (6.1.10), может быть получена как 
с помощью первого, так и с помощью второго способа пере- 
строения. Это и означает совпадение (о’/Л 07) Лог’ и о? Л (57 Л 
Ло’). 

Ассоциативность внешнего умножения дает возможность 
рассматривать любое конечное произведение 

O1/\a2/\..-AOm, где wiGAy, (Т). 

Пример. Пусть а, (=), а2(=), ..., ат(&) — линейные фор- 
мы. Тогда 

ааЛа./...Лаи= ¥, (зп) с [а, (&1) а (&,)... а (Em)], (6.1.11) 

где суммирование производится по всем перестановкам OG im. 
Это равенство легко проверяется с помощью индукции. За- 

метим, что если ввести матрицу {a;(&;)}, то равенство (6.1.11) 
можно переписать в виде 

(аЛаЛ.../Лат) (Eis Ear ..., Sm) =det Ца, (&})}. (6.1.12) 

7. Базис в пространстве знакопеременных форм. Выберем 

какой-либо базис {е;}— в пространстве У и обозначим через 

{#1 сопряженный к нему базис в пространстве L(V). На- 
помним, что е'(&) — линейная форма, которая на элементах ба- 
зиса {e;} принимает значение г! (е;) =б;.. 

В п. 3 мы показали, что всевозможные произведения 

е** (1) е(Е2)...е'р(Ёр) 

образуют базис в L,(V). Поскольку Ap(V)CL,(V), то каждая 
знакопеременная р-форма может быть разложена единственным 
образом в линейную комбинацию указанных произведений. 
Однако эти произведения не образуют базиса в A,(V), по- 
скольку они не являются знакопеременными р-формами, т. е. не 
принадлежат А, (У). Тем не менее с помощью внешнего умно- 
жения из них можно сконструировать базис в А» (У). 

Теорема 6.6. Пусть {e;}ie1— базис в пространстве У, 
{e}7.1— сопряженный базис в пространстве L(V). Любая зна-
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копеременная р-форма оеА,(У) может быть представлена, и 
притом единственным образом, в виде 

o= \ бе Лез А... Лев. (6.1.13) 
5й<.. «рп P 

Каждое слагаемое суммы в правой части (6.1.13) представляет 
собой произведение постоянной 6...) На знакопеременную 

р-форму е'/Лез/\... ег. 
Доказательство. В силу результатов п. 4 можно запи- 

сать: 
п п 

= у. ... у. б,.. ее" ‚.. ЕР, (6.1.14) 
i=l tool 

i 
где числа и. 1, = 0 (2%, е",..., @P) определены однозначно. 

Так как форма @(&, Е, ..., &) знакопеременна, TO для лю- 
бой перестановки бЕЕХр 

(S01), 82)» +++» Sop) = (381 в) а (Е1, &2,..., Ер). 

Следовательно, 

11) 942) -- 19 (р) = (sgn 9) бе. Ч. (6.1.15) 

Сгруппируем слагаемые в сумме (6.1.14), отличающиеся пе- 
рестановкой индексов й, to, ..., tp, и воспользуемся равенством 
(6.1.15). Получим 

_ . т “o(p) — 
© — у. у. 211}... = 

и<и<.. < 0 

= у, Wiis. .i, [У (sgn) е°®... ео |, (6.1.16) 
<<... 1, 

В силу примера из п. 6 сумма, стоящая в квадратных скобках, 
есть е:/Ле:* /\.../Ле'›. Теорема доказана. 

Следствие |1. Элементы ей Леё АД... Ле (1 <и<ь<...« 
<, <п)образуют базис в пространстве A,(V). Этот базис пуст 
для р>п и состоит из одного элемента, если р=п. 

Следствие 2. Размерность пространства A,(V) равна 
C,?. 

В дальнейшем, Kak правило, мы будем считать, что выбран- 
ный базис e€), е›,..., Cn нами зафиксирован, и линейные формы 
е' (Е) будем обозначать символом е'(Е) =. Тогда любая фор- 
ма оЕЛА,(У) примет вид 

o (51, Se, ...) Sp) ЕЛ ...ЛЕР. (6.1.17) 
и<.. <i, 
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Примеры. 1°, 

ETE? = (и) (Ey, &) =», (sett o) o [e! (Е) е? (&:)] = 

== (5) 2 (5) —e! ($,) (5) = 28—88, 
се Ей — j-H коэффициент в разложении вектора &; по бази- 
су е;}. 

2°. ЕЛЕ... ЛЕ" =det {Ен}, 

где &; =. Ee; 
j=l 

6 2. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ФОРМЫ 

1. Основные обозначения. Рассмотрим произвольную откры- 
тую область С fA-MepHoro евклидова пространства Е”. Точки 
области С будем обозначать символами х== (х\, x2, ..., x"), y= 

=(y',y?,...,y") ит. д. 
Определение. Дифференциальной формой 

степени р, определенной в области G, будем называть функ- 
цию w(x, Е, №, ..., Eo), которая при каждом фиксированном 
xEG представляет собой знакопеременную р-форму из Ар(ЁЕ”). 

Множество всех дифференциальных р-форм в области С 
обозначим через 2,(G)=Q,(G, Е”). 

Мы будем считать, что при фиксированных Ё, ..., BEE" 
р-форма w представляет собой бесконечно дифференцируемую 
в С функцию. Используя результаты $ 1, мы можем каждую 
р-форму ® записать в виде 

o= \ в Л... ABP. (6.1.18) 
<...) 

Всюду в дальнейшем вектор Е будем обозначать символом 
dx=(dx', 4х2, ..., 4х"), а векторы §E, — символами 4ьх= 
=(d,x', 4ьх?, ..., dex"). В качестве базиса в Ё" выберем век- 
торы е›=={0, 0,..., 1, 0, ..., 0}, где единица стоит на R-M месте, 
Элементами сопряженного базиса будут функции е* (Е) =е* (dx), 
определяемые равенствами е*“ (4х) =4х*. Тогда дифференциаль- 
ная форма (6.1.18) примет вид 

W(x, 4х, ..., Хх) = у. Фу... (х) dx... Adz’, 
ii<. e < 

Примеры. 1°. Дифференциальная 0-форма — это любая 
функция, определенная в области С (и, в силу наших предполо- 
жений, бесконечно дифференцируемая в С).
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2°. Дифференциальная 1-форма имеет вид 

п 

w(x, dx) =) wo, (x) ах". 
k=l 

В частности, когда n=], w(x, dx)=f(x)dx. Дифференциальную 
форму степени | называют также линейной дифферен- 
циальной формой. 

3°. Дифференциальная 2-форма имеет вид 

w(x, d,x, d,x)= >, ог» (x) dx! A 4х". 
lk 

По определению 

dx! \dx* = (e! /\е*) (4х, dx) =e! (d,x) e* (4х) —e! (4х) е* (d,x) = 

dx! dx" 
= dx! дах — ах? их" = дык ах" |- 

В частности, при n=2 получим 

d,x' d,x* 
@(x, dx, 4х) =f (x) dx! dx? |" 

Определитель равен элементу площади, соответствующему век- 
торам 4х и dox. 

В случае, когда n=3, обозначая ®12=А, o23=P, wo13=—Q, пО- 
лучим 

PQ К 
ах d,x? 4х3]. 
d,x1 d,x* 4х3 

w= P dx? \dx8—Q dxi Ade +R ах! ах? = 

4°. Дифференциальная 3-форма в трехмерном пространстве 
имеет вид 

d,x* d,x* d,x° 
w(x, d,x, 4х, ах) =f (хам Ла? A dx? =f (x)| d,x! 4х? d,x8 

dx! d,x*® 4х 

Определитель равен элементу объема, отвечающему векторам 
1х, dox, Дзх. 

2. Внешний дифференциал. 
Определение. Внешним дифференциалом 

р-линейной дифференциальной формы ое О,(С) будем назы- 
вать форму dwEHQp+1(G), определяемую соотношением 

4% — У, ав. «„Лахи/... ах, 
i<.. <i, 
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где 

doi, “Es “2 хе. 

Таким образом, если 

@ = у. @,..4, dA... ЛХ, 
Lx. .<i 

TO 

- >| 901i, d b . { do=\ у a2 dxtAdxhA... Adx', 
k=1i,<.. < 

Примеры. 1°. Дифференциал формы степени нуль (т. е. 
функции [(х)) имеет вид 

п 

— OF yk df (x) = ow dx, 

k=l 

2°, Вычислим дифференциал OT линейной формы 

| п 

ф—=@(х, dx) =) w; (x) ах". 
i=1 

Получим 
ft п 

do —д0(‹, ах, d,x) = Se axt лам. 
x 

k=l i=l 

Так как dx* Adx! = —dx! A ах и dx*Adx* =0, то 

do=\) Oi Edt dx! +S) Jor dx® ах: = 

< i<ctk 

до; ь i OW, kb d # — =) 4х? ах! — —У-= dx* Adx 
Ri Rt 

до: = dx 
= — х" dx’. 
=) ( Oxk =.) ^ 

Р< 

В частности, когда п=9, для w=Pdx'+Qdx? получим 

dw = (s— oP a) 4х1 /\dx?, 
Ox ду 

3. Свойства внешнего дифференциала. Непосредственно из
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1) если Е О,(@), ое, (С), то d(w\+a2)=do\+dao; 
2) если в=@,(() и A’ — вещественное число, то 4 (№) =Ado; 
3) если ви =@,(@), a2=Q,(G), то 

а (© Ло>) =d0;/\@o+ (—1)?a:A dao. 

Докажем свойство 3). Пусть 

t 

O= у. 9..4) Чха Л... /\ ХР. 
sty 

Введем следующее обозначение 

00; 
до Ly 

= dxf. ах р. 
Oxk axk -/\ 

Q<.<i, 

Тогда Gw можно записать в виде 

&=1 

Вспомним, что 

o~w1/\O2= (—1)?*a2/A a. 

Далее 

0o 00, OW, = —“s 
= @ @ = © | Pq < ° Ри au Ло. Л ow Ao, +(—1) Ло, 

Тогда 

У У ax, A= Ло. + 

k=l k=!) 

OW, —_ 1\29 k + (—1) dj Ne 
k= 

AQ, = dw, /\W, + (— 1)?4 dW, AQ. 

Поскольку dw есть {g-+1)-dbopma, то 

42/1 = (—1)29+ 0%, Лао. 

Отсюда ди=а®, Л о2- (—1)? a1 Л dao. 
Основное свойство внешнего дифференциала: 

d (dw) ==0. 

Доказательство. „Предположим вначале, что ® — фор- 
ма степени 0, т. е. в (х) =[(х). Тогда 
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а(ар -ау'9 — ах = у. ae OT xk ах. 
i=l k=1 #=1 

Так как dx’ A dx'=—dx'/dx*, это равенство можно переписать 
в виде 

(ар = Ут Е -) ила, 
Ox! Oxk Oxk Ox! 

i<k 

откуда и следует, что d(df) = 
Пусть теперь 

о= У в dehA...Adx’, 
Тогда 

% =} у аа... Л ах/... Л х р. 

k=1 1<...< 

Заметим, что каждый член суммы представляет собой внеш- 
нее произведение дифференциалов форм степени 0, а именно 

форм w;,...2,(x), e (dx), ..., e'p(dx). Остается применить свой- 
ство 3) и воспользоваться тем, что для формы степени 0 основ- 
ное свойство доказано. 

§ 3. ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 

1. Определение дифференцируемых отображений. Рассмот- 
рим произвольную т-мерную область D евклидова пространст- 
ва Е” и л-мерную область GCE”. Точки области О будем обо- 
значать символами #= (В, ВЮ, ‚ "), а точки области С симво- 
лами х= (х!, х?,..., x7). 

Будем говорить, что ф отображает Д в С, если 

ф=(ф', 92, ..., 9"), 
где g*(t) определены в области О, а векторы x с координата- 
MH x*=* (1) лежат в области С. 

Определим отображение $*, которое переводит ®›(() в 
(2) для любого р, O<p<n. При этом мы будем считать, 
что каждая компонента ф^({Г) отображения ф является беско- 
нечно дифференцируемой. 

Определение. Пусть ф — отображение DCE™ в СС Е”. 
Обозначим через ф* отображение, которое для всех 0<р<п 
действует из Q,(G) в 9›(0) по следующему правилу: если 

6 = у. Oni MHA... Adz’,
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то 

(0) = У 0.90) GRA ...Ag* x"), 

Ste 
Е—1 

Примеры. 1° Пусть ® — форма степени 0, т. е. w=/ (x). 
Тогда 

$*(Р=НКФ(0). 
2°. Пусть ф отображает п-мерную область DCE® в п-мер- 

ную область GCE, и пусть ® — следующая п-форма: 

wo=dx! A\dx?7/)...Adx. 

где 

Тогда 
ft 

«= (у ео at" JAAD a at’ "\ = 
k=l k=l 

. Og" ak k 
= ... dt"... ЛаЁп"т= 
У. т afin ЛИ 
k,=1 Ё n=l 

=dtp...Adt Y\\(sgno) 2...  — =айл... у gn 8) coy --- даю = 
Oo 

—апл...Латае [ + |. 

Таким образом, 

® 1 2 ny_. В ($, ф*, оу 4”) 1 2 п gp (dxiAdx? A... / dx") ай м) аплаеРл... Ла. 

Замечание. Форму g*(w) называют дифференциальной 
формой, получающейся из формы ® при помощи замены пере- 
менных Q. 

2. Свойства отображения ф*. Справедливы следующие свой- 
ства отображения g*. 

1°. Если mEQp(G), ®2е. (С), то 

ф* (01 /A\@2) =9* (1) Лф* (2). 

Доказательство. Пусть 

©, — у, Qi... J, (x) dx /\ ese Adx’r, 

h<...<t, 
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о № вал... Л. 
Тогда 

ONG= УХ. а ых 
g 

x dxith ... Adx'pAdxa/A...Adx*a 

и, следовательно, 

9" (Ao) = FF а: (© (0) (© (0) Фа) A... Л = 
i В 

=У a; (9) 9" ах... ла) A УФ (ax) A 
{ ‚ 2 

^...Л ф" (dx*a) | = 9" (a,) A $" (©). 

2°. Если oEQp(G), то ф* (dw) =dq* (a). 
Доказательство. Докажем это равенство сначала 

для р=0, т. е. для w=f (x). Получим 

don -y 5 dx’, Ф“(6)=[(ф(1)), 
f=] 

wo Ls f (@(d) dt* = уу: oe att = 
k=l (=!1 

= vide) =¢' (de). 
x 

t=1 

Для произвольного р проведем доказательство по индукции. 
Пусть 

w= fi,.i,(x) des A...A 4х2. Тогда do = dfi,...i, MUHA... Adee. 

Поэтому по свойству 1° 

9" (do) = 9" (df) A 9 (4+6) Л... gt (ах. 
С другой стороны, 

dg* (©) = dg" [(fdx A... A dxqe) A dx] = 

= dp" (ха A... A 47-9) A g* (dx'?)).
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Далее, в силу свойства 3) внешнего дифференциала 

dep" (в) = dp" (Аха A... Л ах Р-1) A 9" (dx'P) + 

+ (— 12-19" {4х A... A ах2-1) ^ dep (dx'r). 

Заметим, что $“ (dx'P) = d¢* (x' 7) в силу только что доказан- 
ного, а тогла по основному свойству внешнего дифференциала 

4ф* (ах 'р) = = 
По  едноложению индукции, справедливому для р-—1, 

de® (fdxs A... A dx'p3) =" (df A ах Л... Л ах. 

В результате получим 

dp* (©) =" (df A dx A... dx'p-1) A ot (4х2), 

и по свойству 1° 

de* (©) = 9" (df A dx A... A ах). 

3°, Транзитивность. Рассмотрим открытые области UC 
CE! VcE™, Ус Е", точки которых соответственно и= 
== (11, 12, ..., Ш), vu=(v!, v2, ..., т), w=(w, w’, ..., т). 
Пусть ф отображает И-—У, а ф отображает V>W. Через poo 
обозначим отображение, называемое композицией, которое 
действует по правилу 

(pop) (и) = (м) |. 
Аналогично введем композицию ф*о1р*, которая для любого р 
переводит 2,(W) BQ,(U), т. е. 

(ф*о1р*) (@) =ф*[ф* (©) |. 
Справедливо следующее равенство: 

(pop) *=ф*о1р*. 
Доказательство. Обозначим В=фоф. Это означает, что 

B= (В`,В?, meee В"), где В =” (ф', ф", у ф”) ° 

Проведем доказательство сначала для линейной формы 
dw*—Q,(W). Получим 

у д) дш 

l 

B* (dw*) = dB’ (w*) =dB* (и) = 
i=1 t=1 j=l 

Далее 

(ф’оф") (dw*) = 9" [ф" (do*)] = ы [4" (w*)] = 

=9" (dy) = "(у мые 
==] 



$ 4. Интегрирование дифференциальных форм 243 

Но 
| . 

9" (do!) = dg" (v!) = ав = У Фа, 
ut 

i=l 

(9° (d= VV oe OP tat. 
Ovi Qui 

поэтому 

j=1 =] 

Равенство доказано. Отсюда следует справедливость свойства 
3° для любой линейной формы. Далее доказательство проведем 
по индукции. Пусть 

© =} (w) dw Л... Ла? ЕО, (М). 

Тогда B* (№) = В* (Раш A... 42) A В (4%) = 

=(p* orp’) (аш A... A 82) A (9*° 1") (42) = 
—= (ф*о1р*) (Таша Л... Л dw'r) = (ф*о1р*) (a). 

$ 4. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ФОРМ 

1. Определения. Обозначим через /” единичный куб в ев- 
клидовом пространстве Ё”: 

1т—=({ЕЕЕ", O<tt<l, 1=12,..., т}. 

Под отображением ф куба /” в п-мерную область GCE" бу- 
дем понимать отображение в С некоторой области ВсЁ”, co- 
держащей внутри себя [”. Аналогично дифференциальной 
р-формой w, определенной в /", будем называть р-форму, опре- 
деленную в некоторой области DCE™, содержащей /”. 

Определение 1. Интегралом от р-формы 

o=f(t)dtiAdt/...Adt, 

определенной в кибе I’, no кубу ПР будем называть величину 

1 

о-[... (fdnae ar. 
0 О] 

Нашей ближайшей целью является определение интеграла 
от дифференциальной формы по любой поверхности. Естествен- 
но, что при этом степень формы будет совпадать с размерно- 
стью поверхности. Под поверхностью мы будем при этом пони- 
мать отображение единичного куба той же размерности (на- 
помним, что понятие отображения включает в себя как область
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| значений, так и закон соответствия). Впрочем, иногда мы будем 
называть поверхностью только лишь образ куба. 

Определение 2. Назовем т-мерным сингуляр- 
ным кубом в пространстве Е" (m<n) дифференцируемое 
отображение куба [" в Е". Таким образом, обозначая сингу- 
лярный куб через С, можно записать: 

С=ф: 1-Е”. 

Будем говорить, что сингулярный куб С содержится в Сс Е", 
если ф(1”) < 0. 

Теперь можно определить интеграл от любой р-формы ae 
EQ,(G) по любому р-мерному сингулярному кубу CCG. 

Определение 3. Интегралом от формы wCQ,(G) 
по сингулярному кубу С=ф: 1[2Р-—-Еп, содержащемуся в G, назо- 
вем величину 

fo=( ¢(). 
С [Р 

Убедимся в том, что интеграл от р-формы ® по р-мерному 
сингулярному кубу С зависит лишь от образа ф(/Р), а не от 
закона соответствия @. 

Прежде всего рассмотрим подробнее определение интеграла 
OT & по сингулярному кубу С. 

Пусть @EQ,(G) имеет вид ®=={Кх) ах" Л.../Лах?Р, тогда 9* x 
X (w) =f [ep (t)] 9" (ахё Л... 4х2). 

В силу примера 2° п. 1 § 3 получаем 

. 2(ф',ф’,...,ФР p* (w) ={[Ф(9] DR aN dE NN at. 

Следовательно, 

is i 
D ‚... OP 

о Fle] aN. Nat, 
С Р 

Определение 4. Пусть С. =фи:1Р=Е? и Co=qe: РЕ" — 
два сингулярных куба. Будем говорить, что Cy=Co, если суще- 
ствует взаимно однозначное отображение т куба I? на себя та- 
кое, что: 

1) + =e (t) | 
2) D(7}, v7, ... » TP) > 0. 

D(#, ?, ... , 1) 

Ясно, что если С!=С., то и Co=Ci, так как обратное отоб- 
ражение т! будет удовлетворять необходимым требованиям. 
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4 
Я Будем говорить, что С.=—С., если в условии 2) функцио- 

нальный определитель всюду меньше нуля (очевидно, при этом 
C.=—C,). Иногда в этом случае говорят, что С; и C2 отлича» 
ются ориентацией. 

Справедливо следующее 
Утверждение. Если C,;=Co, то 

Доказательство. Проведем доказательство для слу- 
чая, когда 

w=f (x)dx! Лах?/\.../Л ах. 
По определению 

D(@hs Фо, -.. » $8) 
fo=f Фа (0)] D(f, 2, ... , #), ат... ЛР. 

jP Сз 

По условию существует отображение т куба /? на себя, 
удовлетворяющее условиям |) и 2). Сделаем в интеграле заме- 
ну переменной {=т1 ($), sel’. Получим фо (Г) =фа (5)]=$1 ($) и 

Р(ф2, Фо, ... > PS) 2, 
fo=f feel wo т) st д 

[Р 

Ой, В,...,) D(st, 52, ..., 9?) 
Cs 

D(a ..., 95) 
D(s', ... 52) 

Ads A... de =\ flo () dt A... Aids? = | 0. 
yP Cy 

Аналогично можно показать, что если C;=—Co, то 

{ ® = —| ©. 
С, С, 

2. Дифференцируемые цепи. Нам понадобятся поверхности, 
которые распадаются на несколько кусков, каждый из которых 
является образом некоторого т-мерного куба. Примером такой 
поверхности может служить состоящая из двух окружностей 
граница кольца, лежащего на двумерной пяоскости. При этом 
мы будем различать ориентации этих окружностей. В связи с 
этим весьма полезным оказывается введение линейных комби- 
наций сингулярных кубов с вещественными коэффициентами. 

Определение 1. Будем называть р-мерной цепью 
С произвольный набор 

{А 1, А», eooey Ne, Ст, Co, eeey C2},
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где 1; — вещественные числа, а С; — р-мерные сингулярные ку- 
бы. При этом будем использовать обозначение 

CHA; Ci+.. ARCs. 

Будем говорить, что С принадлежит С, если все С; принад* 
лежат (. 

Множество р-мерных цепей образует линейное пространст- 
во, если ввести естественным образом операции сложения и ум- 
ножения на вещественные числа. 

Определение 2. Интегралом формы w по р-мер- 
ной цепи С, содержащейся в С, назовем величину 

(= { НА, | «+... А» | w. 
С! С Cs С, 

Теперь можно определить границу произвольного сингуляр- 
ного куба. Для этого определим сначала границу единичного 
куба. 

Определение 3. Границей куба 1? назовем 
(р-1)-мерную цепь 

р 

д = У (—1) (R)—R AL 
t=1 

где 1.2 (1) — пересечение куба I? с гиперплоскостью x'=a (a= 
=0, 1). 

Для того чтобы это определение было корректным, необхо- 
димо разъяснить, какой смысл вкладывается в утверждение с 
том, что Го? (Г) является (р—1)-мерным сингулярным кубом. 

Построим каноническое отображение ф=ф;Р куба /Р-* 
на куб 1.7 (1). Пусть $= (51, s?, ..., 52-1) [Р-'. Положим 

5 если | << 

ф* (5) = О, если В=й 

sel если iC RX p. 

Очевидно, p=(g!, 9?,..., $?) отображает /°-' на J,” (i) вза- 
IMHO однозначно. В частности, при а=0 и {[=р отображение ф 
является сужепием ва /о?(р--1) тождественного отображения 
пространства EP? на себя. 

Определение 4. Границей р-мерного сингулярного 
киба С=ф: [7—+Е" назовем (р-—1)-мерную цепь 

aC =F (— 16 (120) — 9 U2 (0) 
i=1 

Таким образом, граница образа куба /? является образом 
границы J? с естественной ориентацией, 
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Примеры. 1°. Рассмотрим на плоскости квадрат /2. Oues 
видно, этот квадрат можно рассматривать как сингулярный 
куб, взяв в качестве ф тождественное отображение. На рис. 6.5 
указана граница этого квадрата, причем если сторона квадрата 
входит в цепь 0/2 со знаком +, то направление стрелок совпа- 
дает с направлением возрастания параметра ¢*, по которому 
производится интегрирование; если зе сторона берется со 3Ha- 
ком —, то направление стрелок является противоположным Has 

, 

ath 

(1) п 17 (1) | Ty = 7 

0 722) “ 7” ZA 

Рис. 6.5 Puc. 6.6 

правлению возрастания параметра Ё. Таким образом, наше cos 
глашение о знаках приводит к обычному обходу границы про- 
тив часовой стрелки. 

2°. Рассмотрим сингулярный куб C=: /?+R?, где ф имеет 
ВИД 

pi= (att!) cos2nt?; ф?=(а+ВИ) sin 2лЕ. 

Легко видеть, что ф(1?) — кольцо, граница которого обра- 
зована окружностями радиусов а и at+R. Выясним, что являет- 
ся границей сингулярного куба С. Очевидно, Ф(12(1)) — 
окружность 

ф1=а со$ 2лЁ; ф?=а sin 2лй. 

Далее, p(/:7(1)) — окружность радиуса at+R. Наконец, 
ф (10? (2)) и p(/,?(2)) — это отрезок х2=0, a<x'<atR. 

На рис. 6.6 стрелками указано направление обхода границы 
OC, если обход границы 0/? совершается против часовой 
стрелки. 

Поскольку @(/o?(2))—@ (1? (2)) =0, то можно считать, что 

дС=ф(1?(1))—$ (10° (1)), 

а это совпадает с обычным пониманием границы кольца.
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| Выясним, каким образом связаны интегралы от формы w По 
гранипе куба С и формы ~*(w) по границе Г. 

Утверждение. /усть С=ф: 1Р->Е" — произвольный син- 
гулярный куб, содержащийся в С, и пусть оеО,((). Спра- 
ведливо равенство 

| oO = | ф" (©). 
GC дир 

Д оказательство. Очевидно, в силу определения интег- 

рала по цепи достаточно доказать равенство 

| @ == | Pp" (©). 

o/h) PAG) 

Рассмотрим каноническое отображение O=—qi*?: [21-1]? (1). 
По определению 

{ = | ole) 
Di. p-1 Го) 1 

В силу свойства 3° дифференцируемых отображений (см. п, 2 
$3) имеем 

Gog" = (фо $". 
Таким образом, 

| F=f @ro@= | o= J © 
1? (i) ye (peg) (P74) UPd) 

поскольку (P 0) (/—!) = @ (Ia (1)). 
3. Формула Стокса. 
Основная теорема. Пусть C=q: [P+E" — произволь- 

ный сингулярный куб, содержащийся в С, и пусть о=Я (С). 

Справедлива формула Стокса 

dw = | ®. 

С aC 

Докажем эту формулу сначала в следующем частном слу- 
чае: 

Пусть ® — дифференциальная форма степени р—1, опреде- 
ленная в ГР. Тогда справедливо равенство 

[%- [о (6.1.19) 
[Р дгР
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Доказательство. Пусть o=f(fdl?/A...Adt?. По опреде- 
лению 

р 

фэ=У (1 [ | of 9) 
ИР i=l 1B (i) О 

Вычислим следующий интеграл: 

{ <, где i=1,2,...,p, a=0,1. 

Го (0) 

Рассмотрим каноническое отображение Ф: le! № (1. 
В силу результатов п. | имеем 

| o= | Fp (s)] ERED 4... A 4—1. 
Des p-1 

То, (:) I 

По определению канонического отображения @;" якобиан 
имеет вид 

2 i-1 t р-1 ; 

| D(s?, ... 51, @, 5, ... 158 ) 9, если iH | р D(s!, 52, озу 5-1) 

1 2 P-1 (Я, s*, ... » 5 ) =], если {=}. 

D(s!, s?, ... , 71) 

Таким образом, отличными OT нуля могут быть только HH? 
тегралы по /«? (1), и мы получаем 

Sexy 5 o— | o) = | f(1, 51, s?,..., 987 )dsl A... 

1h) па) pPr 

.. Л dsp! — ( f(0,s1, ..., 52-1) dst A... A ds?—!. 

12-1 

По определению интеграла по кубу [Р! 

1 1 

=|... eee 6 PY —F(0, st, ... 9H] НВ. , dept 

11 

=(|... "Г злая. а FE ds А... ЛР. 
$0 

0 0
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С другой стороны, 

deo = ав A dt A... A dt’. 
1 

Следовательно, 

— (9! aa р { a = а... ЛаР. 

/Р j? 

Равенство (6.1.19) доказано. | 
Доказательство теоремы Стокса. По определе- 

нию интеграла по сингулярному кубу 

| dw = | ф* (dw). 
С 7? 

В силу свойства 2° дифференцируемых отображений (см. п. 2 

§ 3) 
{ 9" (do) = | dg* (®). 
{P 1P 

Далее воспользуемся уже доказанной формулой Crokca для 
куба /P: 

49" (в) = | $°(®). 
jP д/Р 

Остается заметить, что по свойству интегралов по границе 
сингулярного куба (см. утверждение п. 2) 

| ф* (w) = | . 
9/2 дс 

Теорема полностью доказана. 
4. Примеры. 1°. Рассмотрим случай р=1. Одномерный син- 

гулярный куб С в Е" — это некоторая кривая, концы которой 
обозначим через аи 5. Формула Стокса приобретает вид 

f af=\ F=f ()—F(@). 
dC С 

В частности, когда n=1, получаем формулу Ньютона — 
Лейбница 

b 

fF (de =F (6)—F(@).
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4 2°. Пусть теперь р=2. Двумерный сингулярный куб С — это 
двумерная поверхность, форма me; имеет вид 

п 

0) — у в, ах”. 

| 

Используя пример 2 п. 2 $ 2, получим 

п 

dw! a b _ b 
pt ok ral А ах: = =| Уф . 

dC k =1 

Если n=2, то, обозначая w=Pdx'+Qdx?, получим формулу 
Грина 

(GS-42 oP ade — | Рахл + Одх?. 
С 

Ox} Ox? 

Если п=3, то получим обычную формулу Стокса. 
3°. Пусть p=n. Тогда «ЕЕ „— имеет вид 

o= у, w,dx Л... A 4х Аа Л... Л дм". 
=] 

Далее, 

Щ_ № к OO, i 1 в в = oxi ах \dx' A\.../\ dx 

k=) i=1 

=\(-y аа a dx? \.../\ dx". 

Е—1 

В частности, при n=3 

w = Рах? A dx3— дал! A dx? + Вах! A ах?; 

do - (= + 00 +o) at A dx? A dx, 
дх1 Ox? 

и мы получаем формулу Остроградского.



Глава 7 

ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРОВ 

Эта глава посвящена изучению специального класса функций, 
представимых в виде собственного или несобственного интеграла 
по одной переменной х от функции, которая кроме указанной 
переменной х зависит еще от одной переменной у, называемой 
параметром. Функции, представимые такими интегралами, 
принято называть интегралами, зависящими от пара- 
метра. 

Естественно возникают вопросы о непрерывности, интегрируе- 
мости, дифференцируемости таких функций по параметру. 

$ 1. РАВНОМЕРНОЕ ПО ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

СТРЕМЛЕНИЕ ФУНКЦИИ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ 

К ПРЕДЕЛУ ПО ДРУГОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

1. Связь равномерного по одной переменной стремления функ- 
ции двух переменных к пределу по другой пременной с равномер- 
ной сходимостью функциональной последовательности. Густь на 
множестве Z, принадлежащем пространству Е? и состоящем из 
пар (x, у), где х принадлежит некоторому множеству числовой 
оси {x}=X, а у принадлежит некоторому множеству числовой 
оси {y}=Y, задана функция двух переменных 1(х,. у). В простей- 
шем случае под 2 можно подразумевать прямоугольник I= 

={axx<b, cK y<d}, где {х} =Х = [а, 6], {у} =У= [с, 4], a F(x, y)— 
функция, заданная на прямоугольнике II. Пусть далее yo — пре- 
дельная точка множества {и}. 

Если при каждом х, принадлежащем множеству {x}, сущест- 
вует конечный предел 

lim f(x, 9) = 8 (x), 
9 

TO будем говорить, что функция f(x, у) поточечно стремит- 
ся к функции g(x) на множестве {xX} при у, стремящемся к Yo, 
и будем писать: 

(x, у)—8(х) при у— у. 
Понятие поточечного стремления f(x, у) к g(x) обобщает по- 

(cm. ¢ сходимости в точке функциональной последовательностн 

см. § 1 ra. 2).
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Действительно, в частном случае, когда множество {y}=Y 
является последовательностью {Yn} и Yn—>Yo, функцию f(x, и) 
можно рассматривать как функциональную последовательность. 
fn(x) =f (%, уп), определенную на множестве {x}=X. 

Определим теперь понятие равномерного по переменной Хх 
стремления функции f(x, у) двух переменных к предельной функ- 

ции g(x) при y—>Yo. 
Определение. Функция f(x, и) стремится равномер- 

но относительно x на {xX} к функции g(x) при у, стре- 
мящемся к Yo, если для любого =>0 существует 6=6(=) >0 такое, 
что для всех YFYo из множества {и}, для которых |у—\| <6, ши 
сразу для всех х из множества {x} выполняется неравенство 

|7 (х, у)— в (х) | <e. 

Докажем утверждение, устанавливающее связь между равно- 
мерным на множестве {x} стремлением функции [(х, и) к g(x). 
при Y—Yo и равномерной на множестве {х} сходимостью функцио- 
нальной последовательности fn(X) =f (X, Yn) при Yn—Yo, где уу 
для всех п, Yo — предельная точка множества {и}. 

Утверждение 1. Функция f(x, у) стремится к функции 
Q(X) равномерно относительно х на множестве {x} при Y—->Yo тогда 
и только тогда, когда функциональная последовательность м (х) = 
=f(X, Yn) сходится равномерно на множестве {x} к предельной 
функции g(x) для каждой последовательности {Yn}, Yn—>Yo, где Yn. 
принадлежат {у}, у,=Еуо. 

Доказательство. Необходимость. Пусть f(x, у) стремится 
к g(X) равномерно на множестве {x} при y>Yo. Возьмем произ- 
вольную последовательность {Yn}, где Yn принадлежат {и}, У7ЕУе 
и Yn—>Yo. Покажем, что последовательность {fn(x)}, где fn(x) = 
=[(х, уг) равномерно на множестве {x} сходится к В (Хх). 

Фиксируем произвольное число .>0 и по нему число 6=6(e) > 
>0 такое, что для любых у из множества {y} таких, что 0< 
<|y—yo|<65, и для всех x из {x} выполняется неравенство 
|11(х, y)—g(x)|<e. Поскольку yrz—>Yo, то найдется такой номер 
№=М№ (5), что при любых nN выполняется неравенство 

| Yn—Yo | < 5, 

Из которого следует, что 

[7 (*, у) — 8 (х) | <= 
при всех х, принадлежащих {x}, и при любом nN. Это означает, 
что /n(X) стремится равномерно на множестве {x} к g(x). 

Достаточность. Пусть для любой сходящейся к Yo последова- 

тельности {Yn}, где Yn принадлежат {и}, у,==Уо соответствующая 
последовательность [м(х)=|(х, Yn) равномерно на множестве {х} 
сходится к функции g(x). Докажем, что функция f(x, у) равно-
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мерно на множестве {x} стремится к &(х) при y—Yo. Допустим 
противное, т. е. допустим, что существует такое число go>. что 
для любого 6>0 найдутся yoyo, |Ys—Yo| <5, и точка х, из 
{х} такие, что 

| (Xs, Ys) — в (Xs) | eo. 

Пусть {6,} — последовательность положительных чисел, сходя- 
щаяся к нулю. Тогда для соответствующих последовательностей 
{Yn}, {Xn}, где Yn=Ys,, Xn=Xo,, будем иметь у„— у, |Yn—Yo|<8, 
тогда как |f (Xa, У") — 8 (хп) | в. Следовательно, последователь- 
ность функций |[(х, Yn) =fn(X) не сходится к g(X) равномерно на 
множестве {x}. Таким образом, мы пришли к противоречию. YT- 
верждение | полностью доказано. 

2. Критерий Коши равномерного стремления функции к пре- 
дельной. 

Теорема 7.1. Для того чтобы функция f(x, у) стремилась 
равномерно на множестве {xX} к некоторой функции g(x) при 
и—и, необходимо и достаточно, чтобы для любого числа в>0 
существовало бы число 6=5(=)>0 такое, что для любых у’, у" 
из множества {у}, для которых 0<|y’/—Yo| <6, 0<|y”—yYo| <6, и 
Эля всех х из множества {X} выполнялось бы неравенство 

А, у’) Ко, у) | <e. 

Доказательство. Согласно утверждению [| достаточно 
рассмотреть последовательность {(х, yn)}, соответствующую пос- 
ледовательности {Yn}, где Yn7Yo, Yn из {и}, Yn*Yo, и восполь- 
зоваться критерием Коши равномерной сходимости функциональ- 
ной последовательности (см. $ [| гл. 2). 

3. Применения понятия равномерного стремления к предельной 
функции. Пусть множество {x}=X совпадает с сегментом fa, 5], 
Yo — предельная точка множества {y}=—Y. Рассмотрим функцию 
i(x, и), где x из [а, 6], ау из множества У. Сформулируем ряд 
утверждений, вытекающих из соответствующих утверждений для 
равномерно сходящихся функциональных последовательностей 
(см. гл. 2). Эти утверждения доказываются путем перехода к про- 
извольной последовательности {Yn}, Yn из У, Yn Yo, Yn—>-Yo при 
п—> со. 

Утверждение 2. Лусть функция |(х, у) интегрируема на 
[a, 6] при каждом фиксированном у из Уи f(x, у) равномерно 
на [a, 6] стремится к в(х) при у—>Уо. Тогда в(х) интегрируема на 
[а, 5] и справедливы равенства 

Liem (7х у) ах = f g(x)dx = f [lim f(x y)| dx. 
9> Yo 

Для доказательства этого утверждения достаточно применить тео- 
рему 2.8.
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Утверждение 3. Если функция f(x, у) непрерывна по x 
на [а, 6] при каждом фиксированном у из множества У и f(x, у) 
равномерно на [а, 6] стремится к в(х) при y—->Yo, TO g(x) — не- 
прерывная на [а, 5] функция. 

Для доказательства следует воспользоваться следствием | из 
теоремы 2.7. 

Утверждение 4. Пусть функция f(x, у) непрерывна no х 
на [а, 5] при каждом фиксированном у и при стремлении ук Yo 
в каждой фиксированной точке x сегмента [а, В] эта функция, 
не возрастая (не убывая), сходится к непрерывной предельной 
функции g(x). Тогда f(x, у) стремится к g(x) равномерно 
на [а, 

Это утверждение является аналогом теоремы 2.4 гл. 2 (признак 
Дини). 

При переходе к последовательности {и„} необходимо выбирать. 
ее возрастающей и так, чтобы Yn—>Yo. 

Утверждение 5. Если при каждом фиксированном у из 
множества У функции от x f(x, у) и (х, у) непрерывны на. 
[a, 5] и при уу функция f(x, у) стремится к g(X), а функция 
[= (х, у) стремится к h(x) равномерно на [а, 5], то функция g(x) 
дифференцируема на [а, 5], причем 

8" (х) =A(x), 

{lim f(x, у}; = lim fz(X, у). 
У 

или 

Для доказательства этого утверждения необходимо воспользовать- 
ся теоремой 2.9. 

Утверждение 6. Пусть функция f(x, у) задана на прямо- 
угольнике П={а<х<Ь, cxy<cd} и непрерывна на нем. Тогда при 
л:обом Yo из сегмента [с, 4] при уу ф! ункция [(х, у) стремится 
равномерно no x на [а, 5] к функции F(X, Yo). 

Доказательство. Поскольку непрерывная на прямоуголь- 
нике II функция является и равномерно непрерывной на нем, то 
для любого числа e>0 существует такое число 6=0 (=) >0, что 
для любых точек (х’, и’), (х”, у”), для которых |x’—x”|<6, 
|y’—y”|<6, справедливо неравенство 

1х’, y 1 (х”, у”) | <e. 

Пусть х’=х”=х, y’=y, y”=Yyo. Тогда для любых y из [с, 4] 
таких, что ly—yo| < 5, и для любых х.из [а, 6] выполняется нера- 
венство 

17 (4, у) Ах, yo) | <г. 

Но это и означает равномерное на [а, 5] стремление P(x, у} 
к [(%, Yo) при у->Уо. Утверждение доказано.
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$ 2. СОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ 

ОТ ПАРАМЕТРА 

1. Свойства интеграла, зависящего от параметра. Пусть функ- 
ция двух переменных [(х, и) определена для x, принадлежащих 
сегменту [а, 6], и для у, принадлежащих некоторому множеству 
{/}=7У. Допустим, что при каждом фиксированном у из У функ- 
ция |(х, у) интегрируема по [а, 65]. Тогда на множестве У опре- 
делена функция 

b 

H(y)=\ Е, 9) dex, (7.1) 

называемая интегралом, зависящим от параметра и. 
Изучим свойства интеграла, зависящего от параметра. Заме- 

тим сначала, что согласно утверждению 2 из $ |, если функция 
{(х, у) стремится равномерно на [а, 5] к функции g(x) при 
Y—Yo, то в интеграле (7.1) можно сделать предельный переход 
под знаком интеграла. 

Теорема 7.2 (о непрерывности интеграла по параметру). 
Пусть функция f(x, у) непрерывна на прямоугольнике П={а<х=< 

<b, c<y<d}. Тогда интеграл I(y)= | f(x, y)dx является непре- 
а 

рывной функцией параметра. у на [с, 4]. 
Доказательство. В силу утверждения 6 $ | функция 

T(x, у) стремится равномерно на [а, b] к функции f(x, yo) при 
Y—>Yo. Следовательно, как было отмечено выше, можно сделать 
предельный переход под знаком интеграла: 

b b b 

lim 1 (y)=lim ( f(x, дак =f lim f(x, y)de= [Ко yy) de = Myo) 
a a 9—уе а 9>Yo У—Уо 

что и требовалось. 
Теорема 7.3 (0б интегрировании интеграла по параметру). 

Если функция f(x, у) непрерывна в прямоугольнике П= 
b 

={a<x<b, c<y<dj, то функция I (y)={ F(x, у) 4х интегрируе- 

ма на сегменте [с, 4]. Кроме того, справедлива формула 

4 а 6 b d 

fi edy= [рН y)de]dy= | F(x, y) dy] de. 
Cc с а а с 

Иными словами, в условиях теоремы интеграл, зависящий от 
параметра, можно интегрировать по параметру под знаком интег- 
рала.
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Доказательство. Согласно предыдущей теореме 7.2 функ- 
ция непрерывна на [с, 4]. Поэтому она интегрируема на этом сег- 
менте. Справедливость формулы следует из равенства повтор- 
ных интегралов, поскольку оба они равны двойному интегралу 

\{ f(x, y)dxdy (cm. гл. 3). Теорема доказана. 
п 
Теорема 7.4 (о дифференцируемости интеграла по парамет- 

ру). Пусть функция f(x, у) непрерывна на прямоугольнике П и 
имеет на нем непрерывную производную fy’(x, у). Тогда определя- 
емая равенством (7.1) функция I(y) дифференцируема на [с, а] и 

b 

I'(y)= №, дах. (7.2) 

Иными словами, в условиях теоремы можно дифференцировать 
под знаком интеграла. 

Доказательство. Рассмотрим получаемое из формулы 
Лагранжа соотношение 

в) — ‚ 
f (x, ie i (x, (хи + 0A), 

где 0<6<1. Заметим, что fy’(x, y+0h) стремится равномерно на 
[a, 6] к fy’ (x, и) при #0. 

Следовательно, при #->0 допустим предельный переход под 
знаком интеграла в соотношении 

Гут) —Г(у) 
h 

b 

=| fy (x, y + 0A) dx. 

Отсюда и получаем формулу (7.2). Теорема доказана. 
2. Случай, когда пределы интегрирования зависят от парамет- 

ра. Пусть функция f(x, У) определена на прямоугольнике П= 

={a<x<p, c<y<d}, а заданные на [c, 4] функции a(y) и b(y) 
отображают [с, 4] в сегмент [a, В]. 

Если при любом фиксированном у из [с, dj функция f(x, и) 
интегрируема по x на сегменте [а(и), b(y)], то, очевидно, на 
[с, а] определена функция 

(и) 

Ку = | 1 y)dx, (7.1') 
ay) 

представляющая собой интеграл, зависящий от параметра у, у ко- 
торого пределы интегрирования также зависят от этого параметра. 

Теорема 7.5 (о непрерывности интеграла по параметру). 
Пусть функция f(x, У) непрерывна на прямоугольнике Il, а фиунк- 

Q1/, Зак. 25
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ции а(у) и b(y) непрерывны на сегменте [с, 4]. Тогда функция 
5 (у) 

(у) = | f(x, y)dx непрерывна ва [с, 4]. 
a(y) 

Доказательство. Зафиксируем произвольное Yo из сег- 
мента [с, 4]. Тогда в силу свойства аддитивности интеграла 

(уе) by) aly) 

Г(у) = if f(x, у) dx + | f(x, у) dx— | f(x, у) dx. 

а(уо) (Yo) а(уо) 

Первый интеграл в правой части представляет собой интеграл, 
зависящий от параметра и, с постоянными пределами интег- 
рирования. Следовательно, он является непрерывной функцией от 
у и поэтому при y—>Yo стремится к /(Yo). Для двух других интег- 
ралов получаем оценки 

НИЯ y) | < M|b(y)—6(y) |, 
5(Yo) 

ВИ уах| < M|a(y)—a(y)I, 
a(Yo) 

где M=sup|f (x, y)|. Из непрерывности функций a(y) и 6(у) 
п 

следует, что при Y—>Yo оба эти интеграла стремятся к нулю. Таким 
образом, /(y)—>/ (Yo) при y—>Yo. Теорема доказана. 

Докажем теперь теорему о дифференцируемости интеграла 
Гу), определяемого равенством (7.1’). 

Теорема 7.6 (о дифференцируемости интеграла по парамет- 
ру). Пусть функция f(x, у) непрерывна вместе с производной 
fy’ (x, у) на прямоугольнике II, а функции а(у), b(y) дифференци- 
руемы на [с, 4]. Тогда интеграл I(y), определяемый равенством 
(7.1*), дифференцируем по у на [с, 4] и справедливо равенство 

(у) 

I'(y= | Вх, ах + НЕ), Л’ Y)—Flaty), а’). (7.3) 
а(у) 

Доказательство. Зафиксируем произвольное Yo и запи- 
шем соотношение 

B(yo+-h) 5(y6) MoE M140) AU Fey yp +A) dx— | F(x, yoda | (7.4) 
" " a(yoth) (He) 

(h выбрано так, что ygt+he[c, 4]). Tak как 

5(Ye+h) @(Yo) 

F(x, yo+h)yde= | Нь Yet h)dx + 
a(yo+h) a(yot+h)
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(ие) БВ) 

+ (F(t, yothydx+ [F(x yoth)dx, 
а(уо) 5( Ye) 

TO 
5(Y9) 

I (Yo +) — 1 (Yo) _ \ f (x, Yo +h) — f (x, Yo) dx + 

h h 
a(Ye) 

: а (о) 1 Yeh) 

+4 | F(t Yo +h) dx + — \ f(x, yo +h) dx. 
a(Yot+h) (Ye) 

В первом слагаемом правой части этого равенства согласно тео- 
реме 7.4 можно перейти к пределу под знаком интеграла при 
й—>0. 

Воспользуемся первой формулой среднего значения для интег- 
ралов и представим второе и третье слагаемые в виде 

a(Yo) 

- | рты got nA set 
a(yoth) 

где Е заключено между числами а (у) и a(Yyoth),; 

ee Г b (Yo +A) — В (1) — J Fe чи, Yoh) уе. 
у) 

где Е’заключено между числами 6 (у) и b(Yoth). 
Из этих равенств и из непрерывности функций a(y) и O(y) 

получаем, что при A->0 

а(уе) 

- (| хи Па), ша (vo) 
а(и-ГВ) 

beh) 

— (F(x, уд, yol 4! (Yo. 
ое) 

Таким образом, в равенстве (7.4) допустим предельный переход 
при A-+O и справедлива формула (7.3). Теорема доказана. 

$ 3. НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ 

ОТ ПАРАМЕТРА 

В этом параграфе мы будем изучать случай равномерного от- 
носительно уЕ{иу} стремления функции двух переменных F(x, И) 
к предельной функции G(y) при x->+ 00. 

‘99,
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Пусть функция F(x, и) определена на множестве Z, состоящем 
из пар (x, у), где х принадлежит множеству . {х} =Х, а у принад- 
лежит множеству {y}=Y, Хи У — множества числовой оси. Пред- 
положим, что + со является предельной точкой множества X (т.е. 
для любого числа а множества (а, +00) содержит по крайней 
мере одну точку из X). 

Определение 1. Функция F(x, у) стремится равно- 
мерно относительно у на множестве Х к функции 
С (у) при x, стремящемся к +00, если для любого в>0 найдется 
такое число Xo, что для любых х, принадлежащих Х и иудовлет- 
воряющих условию X>Xo, и для любых у из У выполняется нера- 
венство 

|F(x, y)—G(y)|<e. 
1. Несобственные интегралы первого рода, зависящие OT пара- 

метра. Перейдем теперь‘к изучению несобственных интегралов. 
Пусть функция [(х, у) определена при всех Xa, при всех у из 
некоторого множества {y}=Y и при каждом фиксированном у 
из Y интегрируема на [@, +00), т. е. для каждого у из У сходится 
интеграл 

пу = [К да (7.5) 
Определение 2. Несобственный интеграл (7.5) называется 

сходящимся равномерно по параметри уна мно- 
жестве Y, если функция 

{ 

F(t, y= (F(x, y)dx (7.6) 

равномерно на множестве У стремится к предельной функции 
I(y) при t->-+ о. 

Справедлив следующий критерий равномерной сходимости не- 
собственного интеграла, зависящего от параметра. 

Теорема 7.7 (критерий Коши). Для того чтобы несобствен- 
ный интеграл (7.5) сходился равномерно на множестве У, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы для любого в>0 существовало такое 
число toa, что при всех Г’, t”, превосходящих to, и при всех у из 
У было справедливо неравенство 

| f f(x, y)dx|<e. ) 
Справедливость этого критерия вытекает из теоремы 7.1, при- 

мененной к функции 
t 

F(t, y) = | F(x, у) ах.
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Из критерия Коши, в частности, вытекает следующий признак 
сравнения. 

Теорема 7.8 (признак Вейерштрасса). Лусть при всех у из 
У и всех x, принадлежащих полуоси [а1, 0), где а>а, для функ- 
yuu f(x, у) выполнено неравенство 

1 (х, у) |< Ф(х), 

где ф (x) — интегрируемая (в несобственном смысле) на [a, oo) 
функция. Тогда интеграл (7.5) сходится равномерно. 

о 

Доказательство. Поскольку интеграл ( p(x) dx сходится, 
a 

то для любого числа =>0 найдется такое число toa), что при 
любых Ё, Ё’ таких, что и<Р<Г”, выполняется неравенство 

Тогда 
1” 

|) Fs ух <| If (x, Wax < (ol) dx < =, 
$ 8 

что и требовалось доказать. 
Замечание 1. Из критерия Коши равномерной сходимости 

несобственного интеграла вытекает, что интеграл (7.5) и его «ос- 
© 

таток» (т. е. интеграл вида | f(x, и) ах, где a’>a) равномерно схо- 
а’ 

дятся одновременно. 
Замечание 2. Аналогично тому, как был доказан признак 

Дирихле— Абеля для несобственных интегралов (см. дополнение | 
к гл. 9 ч. 1), доказывается следующее утверждение (признак 
Дирихле Абеля): 

t 
Если интеграл Fit, y) =| F(x, y)dx равномерно ограничен, 

a 

т. е. при всех t>auy us У выполнено условие |F(t, у) |<М, 
а g(x) ограничена и монотонно стремится к нулю при х> +, TO 

ео 

интеграл {Fe y)g(x)dx сходится равномерно. 

Перейдем теперь к изучению свойств зависящих от параметра 
несобственных интегралов. 

Теорема 7.9. Лусть для любого 6, превосходящего а, функ- 
ция f(x, у) равномерно на сегменте AXXO стремится к функции 
E(x) при у—Уо, где Yo — предельная точка множества У, и интег- 

9 Зак. 25
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рал 1 (у) = (F(x, у) ах сходится равномерно на множестве У. 

Тогда 

lim J (y) )= tim [76 y) dx = Гада 
У>Уо 

Доказательство. Докажем интегрируемость на [а, oo) 
функции g(x). Для произвольного =>0 найдем число = (=) >0 
такое, что для любых Г, t”, превосходящих fo, и для всех у из У 
выполнено неравенство 

” 

|| Fe, y) dx| < 5. 

Зафиксировав произвольные Ё и tf”, превосходящие fo, перейдем 
в этом неравенстве к пределу при у—у, получим 

г 

| g (x) ах | <: 
t’ 

Это и доказывает сходимость интеграла | g(x)d 

Пусть {tn} — произвольная последовательность такая, что 
->-+ со. Введем в рассмотрение функциональную последователь- 
HOCTb 

п 

In(y= К, дах, 

которая равномерно на множестве У сходится к функции / (и), 
определяемой равенством (7.5). В силу утверждения 2 $ | для 
каждой из функций /„(у) существует конечный предел при и—ио. 
Более того, 

t, t, th 

lim J, (У) = lim } f (x, и | | [lim f(x, y)| dx= | g(x) dx 
у Urye © 1 Uo я 

Но тогда существует и предел 

t 
lim /(y) = lim " g(x) dx = ( e(2) de, 
И—Уе п»? 

поскольку согласно теореме 2.7 гл. 2 символ lim предела рав- 
7 — 

номерно сходящейся последовательности {/,(y)} и символ lim пре- 
¥>Ve
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дела функции [„(/) можно переставлять местами. Теорема дока- 
зана. 

Допустим, в частности, что точка Yo принадлежит множеству 
У и функция f(x, у) непрерывна в точке ух, т. е. [(х, у} при любом 
b>a стремится равномерно на сегменте а<х<ь к |[(х, Yo) при 
y—yo. Тогда lim/(y)=/(y,), т. е. Г(у) непрерывна в точке Yo. 

У—>Ус 

Таким образом, мы приходим к следующей теореме. 

Теорема 7.9* (о непрерывности несобственного интеграла 
по параметру). Пусть | (х, у) как функция двух переменных непре- 

рывна при ха и у из [с, 4], а интеграл Гу) = | F(x, у) dx 

равномерно на [с, 4] сходится. Тогда функция Г(у) непрерывна 
на [с, 4]. 

Доказательство, Можно утверждать, что для каждого 
прямоугольника П[={а<х<ь с<у<а} функция f(x, у) равномер- 
но на сегменте а<х< стремится к [(х, Yo) =@(х) при YoYo (см. 
утверждение 6 § 1). Поэтому при Ё= для интегралов Z/n(y), 
введенных при доказательстве теоремы 7.9, выполнены условия 
предельного перехода под знаком интеграла. Отсюда и из равно- 
мерной Ha [с, 4] сходимости /n(y) к Г(У) получаем, что Ши / (у) = 

У>Уе 

=] (yo), т. е. функция /(y) непрерывна. Теорема доказана. 
Теорема 7.10. Пусть f(x, у) как функция двух переменных 

непрерывна и неотрицательна при xX, принадлежащем полупрямой 
[4, 00), и у, принадлежащем сегменту [с, 4]. Пусть далее интег- 

[> =) 

рал Ку) = | На, у) 4х непрерывен по у на [с, 4]. Тогда этот 
a 

интеграл сходится равномерно по у на [C, 4]. 
Доказательство. Рассмотрим последовательность /„(и)= 

п 

={ F(x, y)dx непрерывных Ha [с, d] функций, и пусть ty++o0o 
a 

не убывая. Последовательность {/n(y)}, монотонно He убывая, схо- 
дится к непрерывной функции /(y). Следовательно, можно приме- 
нить признак Дини (теорема 2.4 гл. 2). Теорема дохазана. 

Теорема 7.11. Пусть {(х, у) как функция двух переменных 
непрерывна и неотрицательна при xX, принадлежащем полупрямой 
[а, со), и у, принадлежащем сегменту [с, 4]. Пусть при yy 
функция f(x, у), монотонно не убывая в каждой точке x по Y, 
сходится к непрерывной функции g(x). Тогда из сходимости ич- 

со 

теграла | g(x)dx следует возможность предельного перехода при 
a 

Y->Yo под знаком интеграла (7.5). 

9»
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Доказательство. Действительно, интеграл (7.5) сходится 
равномерно на [с, 4] по признаку Вейерштрасса (теорема 7.8), 
поскольку [ (x, y)<g(*) и g(x) — интегрируема на [а, с). По- 
этому в силу теоремы 7.9* можно переходить к пределу под зна- 
ком интеграла, что и требовалось доказать. 

Нерейдем теперь к рассмотрению вопроса об интегрировании 
несобственного интеграла по параметру. 

Теорема 7.12 (06 интегрировании несобственного интеграла 
по параметру). Пусть функция f(x, у) как функция двух nepe- 
менных непрерывна при xX, принадлежащем полупрямой [а, 00), и 
при у, принадлежащем сегменту [с, 4], и пусть интеграл 

oe 

I (y= (F(x, y) dx равномерно сходится. Тогда функция Г(у) 

интегрируема на [с, 4] и имеет место формула 

4 4 о @ d 

| (y) dy = [dy (f(x, y)de= [ах (F(x, y)dy. (*) 
c & a a @ 

Доказательство. Согласно теореме 7.9* функция Г(у) 
непрерывна Ha [с, 4], а следовательно, и интегрируема на [с, 4]. 
Докажем формулу (*). Рассмотрим последовательность функций 

ty 

Г (у) = (F(x, у) 4х, где „—-+со. В силу теоремы 7.3 для каждой 

функции /„(у) получаем 

d bh 

J nly) dy =f dx f f(x, y) dy. (7.7) 

Носкольку на [с, 4] последовательность /,(y) равномерно схо- 
дится к /(y), то под знаком интеграла, стоящего слева в формуле 
(7.7), можно сделать предельный переход при п->со. Следова- 
тельно, при M-—>oo существует предел последовательности интег- 
ралов, стоящих в правой части (7.7). 

Таким образом, 

- а а ft, Od < а 

lim | Zn(y) dy = | 1(y) dy = lim | ах | F(x, y)dy=( dx (F(x, y)dy, 

что и требовалось доказать. 
Телерь докажем теорему об интегрировании несобственного 

интеграла (7.5) по бесконечному промежутку изменения парамет- 
ра y. 

Теорема 7.13. Пусть f(x, у) как функция двух переменных 
непрерывна и неотрицательна в области аз3х«с, с<3Зу<о, ин-



$ 3. Несобственные интегралы, зависящие от параметра 265 

теграл Гу) = | F(x, у) 4х непрерывен на полупрямой [с, со), 
J | 

а интеграл К (х) = | f(x, y)dy непрерывен на полупрямой [а, со). 
с 

Тогда из сходимости одного из двух интегралов | L(y) ау и 
с 

oa 

{ K(x) dx следует сходимость другого из этих интегралов и спра- 
a 

ведливость равенства 

| Цуау= | K(x) ах, 
с a 

или 

f dy [F(x дах (ах [ (а, да. 
Таким образом, в условиях этой теоремы несобственный интег- 

рал, зависящий от параметра, можно интегрировать по параметру 
под знаком несобственного интеграла и в случае бесконечного 
промежутка изменения параметра. 

Доказательство. В силу условий доказываемой теоремы 
и в силу теоремы 7.10 интегралы /(y) и K(x) сходятся равномер- 
но: первый на сегменте [с, 4] при любом d>c, а второй на сег- 
менте [а, 6] при любом b>a. Пусть, например, сходится повтор- 

ес 

НЫЙ интеграл | (у)ду. Рассмотрим неубывающую последовательность 
c 

tn th © @ ty 

{tr}, в=- со. Тогда | К (x) dx= { f(x, y) dy = | dy | f(x, у)ах. 
в 

Последовательность 

t 

Hus tr =F F(x, 9) de 
при любом 4, превосходящем с, равномерно на сегменте [с, 4] 
сходится к /(y). При этом последовательность {/(y, Ё)} не убыва- 
ет на [c,d]. Отсюда и из теоремы 7.11 вытекает, что интеграл 
во 

( Гу, Рау сходится равномерно. Но тогда под знаком этого ин- 
с 

теграла согласно теореме 7.9 можно сделать предельный переход, 
T. е. имеет место формула
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1 

j K (x) dx = lim | К (x) ах =n и (и, t,)dy= I (y) dy, 

что и требовалось доказать. 
Рассмотрим теперь вопрос о дифференцировании по параметру 

несобственного интеграла. 
Теорема 7.14 (о дифференцируемости несобственного интег- 

pana по параметру). Лусть функция f(x, у) и ее производная 
[у (х, у) непрерывны в области а<х«со, с<у<а. Пусть, далее, 

со 

интеграл Г(у)= | f(x, y)dx сходится в каждой точке у сегмента 
а 

co 

[c, @], а интеграл | fulx, y)dx сходится равномерно на сегменте 
a 

[с, 4]. Тогда при любом у из [с, а] функция Гу) имеет произ- 
водную 1, причем 

I’ (y) = | В, у 4х. 
а я 

Доказательство. Пусть ta>+oo, a (у) = | F(x, у) ах. 
а 

Последовательность непрерывных функций /,(y) сходится в каж- 
дой точке [с, 4] к функции /(y), а последовательность производ- 
ных /„ (У) сходится равномерно на сегменте [с, 4]. Тогда согласно 
утверждению 5 $ | для любой точки у сегмента [с, 4] существует 

Г (у) = lim Jn(y). 
п 

Но In(y)= | [,(х, у) ах. Следовательно, 
а 

I (y) [1 уе. 
2. Несобственные интегралы второго рода, зависящие от пара- 

метра. Пусть функция f(x, у) определена при xX, принадлежащем 
[a, 6], иу, принадлежащем У. Пусть при каждом фиксированном 
у из У функция f(x, у) является неограниченной при х—а, но та- 
кой, что сходится несобственный интеграл 

b 

Цу= (F(x, 3) de. (7.8) 

1) При y=c I(y) имеет правую производную /’(c+0), а при y=d — левую 
производную J’ (4—0).
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Определение 3. Несобственный интеграл второго рода 
(7.8) называется равномерно сходящимся по пара- 
метру уна множестве У, если для 1 удовлетворяющего 
неравенствам a<t<b, функция 

& 

F(t, =| F(x, dx 

при 1—>а--0 стремится к функции Ку) равномерно относительно 
yey. 

Отметим, что с помощью преобразования переменной x, ука- 
занного в дополнении | к гл. 9 ч. |, несобственные интегралы 
второго рода сводятся к несобственным интегралам первого 
рода. Поэтому на интегралы (7.8) могут быть распространены 
основные теоремы о предельном переходе под знаком несобст- 
венного интеграла, об условиях его непрерывности по параметру, 
O06 интегрировании и дифференцировании по параметру под зна- 
ком интеграла. 

В заключение параграфа заметим, что интеграл вида 

Frc wde= Ге дах Г дах 
а а b 

где первое слагаемое — интеграл от неограниченной функции, a 
второе — интеграл по неограниченному промежутку, называется 
равномерно сходящимся, если равномерно сходятся оба 
интеграла, стоящие в правой части. 

$ 4. ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРИИ ИНТЕГРАЛОВ, 

ЗАВИСЯЩИХ ОТ ПАРАМЕТРА, К ВЫЧИСЛЕНИЮ 

НЕКОТОРЫХ НЕСОБСТВЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 

Развитые в предыдущих параграфах методы позволяют вычис- 
лять различные несобственные интегралы. 

1°. Вычислим интеграл 
[* ®] 

ах Q= ах. 
х 

0 

Сходимость этого интеграла была установлена ранее (см. допол- 
нение | кгл. 9 ч. 1). 

Рассмотрим вспомогательную функцию 

sill x 
eux —— при x0; 

f(x, y)= x 
| при «= 0.
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Функция f (x, и) и ее производная fy’ (x, у) = —е`** sin x непрерывны 

в области х>0, у>0и f(x, 0) =. Пусть 
x 

(y= [em 2 ых y) dx. 
0 0 

Установим равномерную сходимость этого интеграла при yso. 
Для этого, очевидно, достаточно установить равномерную сходи- 

oo] 

. | 
мость интеграла | ип x) — 4х. К этому интегралу применим 

x 
1 

приведенный в $ 3 признак Дирихле—Абеля. Действительно, ин- 
теграл 

t 
. t 

| е— 9х sin xdx = — 

1 

е 9% (ysin x + cos x) 

1+ ¥ 1 

является ограниченным, так как 

И (ysint + cos?) 

Г-НУ? 

<2И и) 

Г У? 

ey (ysin 1 + cos 1) |< 
e—¥* sin хах | < 

Гу 

<
 
—
-
 

I 
Функция — при х—-- со монотонно стремится к нулю. 

Хх 

Из равномерной сходимости интеграла и непрерывности подын- 
тегральной функции согласно теореме 7.9 $ 3 вытекает непрерыв- 
ность функции /(y) на [0, со), т. е. справедливость равенства 

lim J (y)=1(0)=I. 
y>0+0 

Найдем значение /(y). Рассмотрим вспомогательный интеграл 
© 

[= ут хах. Согласно признаку Дирихле—Абеля, который, 
0 

очевидно, применим к этому интегралу, заключаем, что этот ин- 
теграл равномерно сходится в области уу, где у,>0. ‘Отсюда 
согласно теореме. 7.14 $ 3 следует возможность дифференцирова- 
ния интеграла /(y) по параметру у в любой точке у>0. Таким 
образом, для любого y>0 

е-чя sin хх = е 4*(y sin x + cos x) > 1 , 

1+ y? 0 1+ у 
Г(=— 

o
t
 
8
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Интегрируя это соотношение по [y, + °°), получим 

(в) —/ (и) = — arctgt|, = — + arctg у. 

Поскольку sins < 1, TO для у>уо имеем при Yo—>co 

ls еек р = 0. 
J У Yo 

Отсюда получаем, что /(с0) =0 и, следовательно, для любого 
y>0 

Ку) = —arctg y. 

Переходя в этом равенстве к пределу при y—0+ 0, получим 

oo] 

1(0)=/= \ SX gy 2 
x 2 

0 

2°. Рассмотрим интеграл 

ах 
0 

Найдем его значения при у>0, у<0 и y=0. При y>0 в интеграле 
/(y) произведем замену переменной, полагая yx=t. Тогда 

I(y)= \ Se dx | Sint „я. 
x t 2 

0 0 

При у<0 произведем замену переменной, полагая yx=—t (t>0). 
Тогда 

J a sin? _ _ (y)=— | d= —2 
0 

При у=0 интеграл /(y), очевидно, равен нулю. Следовательно, 

| приу>6, 

I(y)= (SF a= О при y=0, 
° ——>- при y< 0. 

Af
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Этот интеграл иногда называют разрывным множите- 
лем Дирихле. В частности, с помощью разрывного множи- 
теля Дирихле получаем представление для функции 

1 при и> 0, 

sgn у = O при y=0, 

—1 при y< 0 

в виде 

sgn y= — \ a dx. 

0 

со 

3°. Вычислим интеграл Пуассона?) { ede. Рассмот- 
—~@ 

фим интеграл 

[= \ e* du = — \ е-** dx, 

0 —c 

Положим x=yt, где y>O; тогда 

[> @] 

I(y)= | eu ydt, 
0 

Умножим обе части этого соотношения Ha e-¥%* и проинтегрируем 
чо [0, с): 

Oo 

I ety =P = Речи | f evade) dy. рем Тему | dy 

5
 

Рассмотрим функцию f(y, В =уе Ч". В области y>0, 
10 эта функция ограничена, непрерывна и неотрицательна. Ин- 
тегралы 

| Ё(у, t)dt=ye- | ге ""Шы=е “Г; 
0 0 

~ 7 | ; | 

— —п-+-) и Ди — — —(1+ у | — \ Fa t) dy \ dy sam? ттт 

являются непрерывными функциями в областях изменения пара- 

2) См. также § 6 гл. 3.
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amy 

метра, т. е. соответственно в области y>>0 и в области #0. Кроме 
того, 

в, гг dt д 
Я — ae =  —. { a | Fo, t) dy 5 \ ; 

0 0 0 

Таким образом, выполнены все условия теоремы 7.13 из $ 3. По- 
этому 

ec 

$ 5. ИНТЕГРАЛЫ ЭЙЛЕРА 

В этом параграфе мы изучим некоторые свойства важных 
неэлементарных функций, называемых интегралами Эйле- 
pa). 

Эйлеровым интегралом первого рода или «бета-функ- 
цией» (В-функцией) называют интеграл 

В (в, В) = | 6—1 (1 —x)PIdx, 
0 

В этом интеграле a и В являются параметрами. Если эти пара- 
метры удовлетворяют условиям а<1, B<1, то интеграл B(a, В) 
будет несобственным, зависящим от этих параметров, причем осо- 
бенности у подынтегральной функции будут в точках х=0 и х=1. 

Эйлеровым интегралом второго рода или «гамма-функ- 
цией» (Г-функцией) называют интеграл 

l(a) = | хе Че— ах, 
б 

Заметим, что в интеграле Г(а) интегрирование происходит 
по полупрямой 0<х«сюо и при а<| точка х=0 является особой 
точкой подынтегральной функции. 

3) Более подробно с интегралами Эйлера можно познакомиться в книге 
Э. Г. Уиттекера и Дж. Н. Ватсона «Курс современного анализа. Т. 2» (М.: 
Физматгиз, 1963).
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1. Г-функция. Интеграл 

1 

| хе 1е—хЦх 

0 

сходится при каждом а>0, поскольку 01“ 1е-—*<х“-1, и интеграл 
1 
| еб щх при ©>0 сходится. 

В области а> а, где Ao — произвольное положительное число, 
этот интеграл сходится равномерно, так как 0<х“е-*<х“ 1 и 
можно применить признак Вейерштрасса (теорема 7.8 6 3). Сходя- 
щимся при всех значениях а>0 является и весь интеграл 

1 [© co 

Г (a)= [хе— e—* Фе = [хе ах {x7 e—*dx, Tak как второе 
; 0 1 

слагаемое правой части является интегралом, заведомо сходящим- 
ся при любом а>0. Легко видеть, что этот интеграл сходится рав- 
номерно по а в области 0<и<а=<А,< оо, где число Ag произ- 
вольно. Действительно, для всех указанных значений а и для всех 

co 

х>0 опеке [хи 4 xAo~!], и так как |= [xo—! + x40] ах 
0 

сходится, то выполнены условия применимости признака Вейер- 
штрасса. Таким образом, в области 0<«и<а<А,«оо интеграл 

во 

Г (at) = | ха 1е-яах сходится равномерно. 
0 

Отсюда вытекает непрерывность функции Г (а) в области а>0. 
Докажем теперь дифференцируемость этой функции при а>0. 

Заметим, что функция [м (х, а) = шх-х“ Те * непрерывна при 
a>0 их>0, и покажем, что интеграл 

| fa (x, о) dic = ( In x-xe-! e-* dx 

0 
0 

сходится равномерно по а Ha каждом сегменте [ao, Ao], 0<ar< 
<Ap<oo. Выберем число во так, чтобы 0« = «ао; тогда хх шх—0 
при х—>0. Поэтому существует число 6 такое, что 0<6<1 и 
| х® Inx|< 1 на (0, 6]. Но тогда на (0, 6] справедливо неравенство 

| In x-x%—-le-* |< дов, 

6 
ах 

И так . как интеграл | 
x! —(Qo— 20) 

сходится, TO — интеграл
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6 
| In x-x%—le-*dx сходится равномерно относительно а на [do, ©). 
0 

Аналогично для а<Ао существует такое число 6;>1, что для всех 
6, 

Ing xT? < !. При таких х x26, выполняется неравенство > 
е x 

и всех aApo получим |Inx-x*1e-*|<1/x?, откуда в силу признака 
co 

сравнения следует, что интеграл | In xx%—le-*dx сходится равно- 
6: 

мерно относительно а на [0%, Ao]. Наконец, интеграл 

6 
| In x-x*—le—*dx, 
6 

з котором подынтегральная функция непрерывна в области 6< 
<x<6!, и<а<А,, очевидно, сходится равномерно относительно a 
на [0, Ао]. Таким образом, на [ao, Ao] интеграл 

| шх-ха1е—ах 

0 

CXOMHTCA равномерно (по a), a следовательно, функция Г(о) диф- 
ференцируема при любом а>0 и справедливо равенство 

Г’ (2) = | Inx-x%—le—*dx, 
0 

Относительно интеграла Г’(а) можно повторить те же рассуж- 
дения и заключить, что 

Г” (a) = | In? x-x%—le—*dx, 
0 

По индукции показывается, что Г-функция бесконечно диффе- 
ренцируема при а->>0 и для ее п-й производной справедливо ра- 
зенство 

Pr (a) = | In? x-x%—le—*dx, 
0 

Установим теперь некоторое соотношение для Г-функции, на- 
зываемое формулой приведения. Для этого выражение 
для Г(а+1) проинтегрируем по частям: 

Г(& + 1) = | x%e—*dx = —x%e-*|9 +2 | хе яах. 
0 0
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Следовательно, 
Р(&-+1) =аР (а). 

Это соотношение и называется формулой приведения 
для Г-функции. Если a>1, то, применив формулу приведения 
к Г(а), получим 

Г(а- 1) =оГ (a) =а(а—1)Г(а—1). 

Если п |«а« и, то в результате последовательного применения 
формулы приведения получим 

P(a+1)=a(a—1)...(a—n+1)P(a—n+1). 

Это равенство показывает, что достаточно знать Г(а) на (0, Ц, 
чтобы вычислить ее значение при любом а>0. Например, при 
a= получаем 

P(n—1)=n(n—-1)-...-2-1-T (1). 

Поскольку I'(1)= [e“dx=1, то 
0 

Р(и- 1) =a! 

Из этой формулы, например, получаем 

r(1) =1=01, 

что соответствует соглашению 0!= |. 
Изучим теперь поведение Г-функции и построим эскиз ее 

графика. 
Из выражения для второй производной Г-функции видно, что. 

Г” (а)>0 для всех а>0. Следовательно, Г’(а) возрастает. По- 
скольку Г(2)=1.Г(1) =Г(1), то по теореме Ролля на сегменте 
[1, 2] производная Г’(а) имеет единственный нуль в некоторой 
точке а! Следовательно, Г’(а)<0 при а<о и Г’(а)>0 при 
a>a!, т. е. Г(а) монотонно убывает Ha (0, a!) и монотонно возрас- 
тает на (а!, со). Далее, поскольку Г(а) =Г(а+1)/а, то Г(а)- 
+>+oo при а>0-+0. При a>2 из формулы Г(а)=(а—1)Г(а—1)> 
>(a—1)P(1)=a—1 следует, что Г(а)-> +oo при а-> +. 

Равенство Г(а)=Г(а-+1)/а, справедливое при а>0, можно 
использовать при распространении Г-функции на отрицательные 
значения а. 

Положим для —1«а<0, что Г(а) =Г(а-+1)/а. Правая часть. 
этого равенства определена для а из (--1, 0). Получаем, что так 
продолженная функция Г(а) принимает на (—1, 0} отрицатель- 
ные значения и при а>— 1-0, а ‘также при а—>0—0 функция 
Г (а) ->— с. 

Определив таким образом Г(а) на (—1, 0), мы можем по 
той же формуле продолжить ее на интервал (—2, —1). На этом
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интервале продолжением Г(а) окажется функция, принимающая 
положительные значения и такая, что Г(а)-—>-- со при а>—1—0 
и а-—2-+-0. Продолжая этот процесс, определим функцию Г(а), 
имеющую разрывы второго ро- 
да в целочисленных точках 
a=—k, k=0, 1, 2,... (см. \ Го 
рис. 7.1). \/ 

М: Отметим еще раз, что инте- 
грал 

Г (a) = | ха—1е—хх 
0 | 

—
 

=
 

-
—
 

e
s
 

=
>
 

—
 

—
 

>
 

>
 

=
>
 

-
—
 

>
 

—
 

—
 

определяет Г-функцию TOJb- 
ко при положительных 
значениях a, продолжение 
на отрицательные значения @ 
осуществлено нами формально 
с помощью формулы приведе- 
ния Г(&- 1) =оГ (а). 

2. В-функция. Рассмотрим 
интеграл, определяющий 
В-функцию: Рис. 7.1 

В (а, В) = [ x21 (1— х)8-1 ах. 

1/2 
Интеграл фах dx сходится при а>0 и любом В, 

0 

так как при 0<х<1/2 справедливо неравенство 0<х“—1 (1-х) le 
1/2 

<cx*-! при некотором с>0 и интеграл же ах при а>0 схо- 

дитя. 
Этот интеграл сходится равномерно относительно а и В в OO- 

ласти «>94 >0, p20, поскольку 

0< 1 (1—х)8—! < exe! 

при всех a>do и В>0 и для всех хе= (0, 1/2]. 

Аналогично проверяется сходимость интеграла 

1 
xo} (1-—х)—14х 

1/2 

при любых а->0 и В>0, а также его равномерная сходимость 

в области а>0, В>вВо>0, где Во>0 — произвольное число.
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Таким образом, интеграл 

В (<, В) = | х@—1 (1-х)! dx 

сходится при всех а>0 и В>>0 и сходится равномерно по аи В на 
множестве а>а>0, В>Во>0, где ao и Во — произвольные поло- 
жительные числа. 

Точно так же, как и для Г-функции, можно показать, что 
В-функция является бесконечно дифференцируемой при O<a<oo, 
0<В< о. Однако это мы установим ниже, используя выражение 
ВЗ-функции через Г-функцию. Поэтому показывать непосредственно 
‚дифференцируемость В-функции мы He будем. 

Установим некоторые свойства В-функции. 
1°. Симметричность В-функции: при всех а>0, В>0 

имеет место равенство 

В (a, В) =B (В, a), 

т. е. В-функция симметрична относительно своих аргументов. 
В интеграле, определяющем В-функцию, сделаем замену пе- 

ременной, положив {= 1—х. Получим 

В (а, В) = о (1—x)P—Idx = — | (1— даём = 
0 1 

- f {8-1 (1—1) =В (в, a). 

2. Формула приведения для В-функции: для лю- 
бых а>0 и В>0 имеет место следующая формула приведения: 

B(a+ 1, )= |B, В. 
Действительно, 

1 

B(a+ 1, В = | x™(1—x)P-Idy = — 5% (1—2) + 
0 

+ \ Ми = \ xt—l (1—х) (1 — х) 4х = 
0 0 

= > | хе (1 —x)P Idx — ( хе (1—4 = 
0 

= Bla, В—в В+ 1, В).
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Таким образом, 

B(a+ 1, B)=—- Bla, B)——- Ва +1,"B), 
откуда 

Ва+ь = Bia, В). 

Из свойства симметрии для любых а>0 и В>>0 получается так- 
же формула 

B(a, B+1)= => ВО, В) 

Последовательное применение этих формул дает возможность 
выразить любые значения В(а, В) через значения этой функции 
в прямоугольнике НП={0<а=<1, 0<B<}J}. 

3. Связь между эйлеровыми интегралами. В интеграле, опре- 
деляющем Г(а), сделаем замену, полагая x=ul, где и>0, а в ин- 

теграле, определяющем В (а, В), сделаем замену х= 
ltt 

ja—l 

Г (a) = из \ fo-le—uidt, В (а, В) = dt 
0 0 

(1+ 4)oFP ^ 

Заменив в первом интеграле и через 1+, a а через at+f, получим 

Г(ев) _ ( {a+B—Ie—(1-+oigf 
a+B ° (1 Но) , 

Умножим обе части последнего равенства на 59°"; 

a—l . 

Га B) age | Ре а 

>
<
 
—
>
8
 

Предположим, что а>1, B>1, и рассмотрим в области 120, v0 
функцию 

F(t, 0) = @ +81 ya—l eto, 

Очевидно, что в этой области ] (Е v) 20. Далее, интеграл 

(&—1) 

19 = Ji 0) dt = T(a+ B) a 

является непрерывной функцией от о Ha полупрямой v0. Интег-
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рал по другому аргументу от этой функции также непрерывен по 
: на полупрямой 1-0, поскольку 

К (= | f(t, v) du = + | e—teya—Idy — Г (a) Ret, 
0 0 

Наконец, существует повторный интеграл 

{K ()dt= fat (F(t, v) dv= | Г(а) влез Г (а) Г (p). 
0 0 0 0 

Следовательно, в силу теоремы 7.13 § 3 имеет место равенство 

По ком, 

HJIH 

Го [те+в о a te =re+8){ “Ss du = 

=(K(@ Г (a) Г (В). 

Таким образом, 

ге+в | тр =Г(а+ Ве, В =Г@) г), 

где мы воспользовались установленным выше равенством: 

ye! 4 B 

lo u=B(a, В). 

В результате получим, что для всех a>1, B>1 

_ тег) 
Be Ра 

Распространим эту формулу на значения «>0, В>>0. По дока- 
занному справедлива формула 

Г ИГ Bia +1, B+1)= Vale 
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Воспользовавшись формулами приведения, получим 

__ od __ a В . Ве B+1)=— Be B+ N= 747g В 

Г(&-+ 1) =аГ (а); Г(В-+1) =ВГ (В); 

Г(&-В-2) = («+В 1) («+ В)Г(а- В). 

Подставляя эти выражения в формулу для В(а-+ 1, В+ 1), получим 
формулу 

Г (а) Г (8). 
о tp) 

для всей области а>0, В>0. 
4. Примеры. Приведем примеры вычисления некоторых интег- 

фалов путем сведения их к эйлеровым интегралам. 
1°. Вычислим интеграл 

[= | x4 (1 +x)? dx. 
0 

Очевидно, что 

п-т 4’ 4 Г (2) 

2°. Найдем значение интеграла 

HI A 

2 

[= | $119—1 ¢ с058—1 ¢ dt. 
0 

Полагая x=sin? $, получим 

3°. Вычислим интеграл 
л/2 

= | 9-1 ¢ df. 
0 

Используя пример 2° (при В=1), получим 

ee) 
1 1 ‚и 
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Далее, 

АР, df С (УР — ) = — =? d Г 5 | [ У | (Vt). 
0 0 

Заменяя Yt на x и вспоминая, что интеграл (== dx= (см. 
0 

пример 3° $ 4), получим Г () =Ул. Поэтому 

a иены ve UD Ia = { sin“! tdt = Ye A\2/ 
2 (See 

0 =< } 

§ 6. ФОРМУЛА СТИРЛИНГА 

Мы уже знаем, что 

п! =Г(и-+ 1 = | xe-*dx, 
0 

Найдем представление величины n! при больших значениях п 
(так называемое асимптотическое представление). 
Мы докажем формулу 

n\n aD. © и! = (= V 2a (1 + ==), 
е Уп 

где величина ® заключена между —1 и +1. Это и есть форму- 
ла Стирлинга. 

Перейдем к ее доказательству. Заметим, что функция x"e* 
в хп 

возрастает на [0, п] от 0 до (=) и убывает Ha [п, +00) от 
п п 

(=) до 0. Заметим, что 
é 

_ nm\rmfy\r xe ‘= (4) (=| еп х, 

‚е n 

nt = (=) | (=) en dy, 
е ‹ п 

п 

Функция | е-х на [0, п] возрастает от 0 до |, а на [n, +00) 
п 

а поэтому 

убывает от 1 до 0. Поэтому можно сделать замену переменной
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х п 

(= er—* — et (+) 
п 

При этом сегменту [0, п| изменения х будет отвечать полуось 
(—oo, 0] изменения Ь а полуоси [n, со) изменения х — полуось 
[0, co) изменения 2. 

Для проведения замены переменной (*) необходимо найти 
а 

троизводную — Для любого x=4n, дифференцируя левую и 
dt 

правую части (*) по ft, получим равенство 

ах __ 1х 

dt x—n- 

С другой стороны, логарифмируя равенство (*), получим 

В =х— пп (1 +” ), 
п 

Записывая для функции f(y)=In(l+y) формулу Маклорена 
< остаточным членом в форме Лагранжа, мы получим, что най- 
дется число 9 из интервала 0<0<1 такое, что In(ity)=y— 

Дип в 
2‘ в так что при и - 

| x—n )= хп 1 (x—n)? 

n(1 + п п 2 [In +0(x—n)]?’ 

и потому 

2_ п (x —n)? 
2 [n+0(x—a)]® 

-у- eon fn 
2 n+O0(x—n) 2 9+ Ш 

х—п 

Отсюда 

п | п 
Поэтому = / 2-6, a, следовательно, 

dx x п 1 в —=—2 —2 = — — —6 |= 
dt toon а >| V ot} J 

=2 И +216) 

x п 

Теперь в интеграле | (=) e"-*dx произведем замену пере- 
п 

менной (*): 

GO Зак. 25
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п! = (“У en—* dy = (=) | eels V 2420-9] a= 
— 

|| (= \" V2n | ( edt +e [=ма—®4. 

+o 

Оценим интеграл | 2+ (1—0) 4#. Заметим, что 
— 

+2 co 

) eM (1—0)dt <2 ее = —e #2 = 1. 
—o 0 

+o 

Учитывая, что { efdt=VYuuVa > 2, окончательно получим 

fn \п [6 
п! = =) ИУ?л (1 + ——|, 

е Уп 

где |o|<1l. Формула Стирлинга обоснована. 
Заметим, что более детальный анализ показывает, что спра- 

ведливо, например, следующее разложение *%: 
илл 1 1° = 139 | nl=P(n+1)=V2an(—} [1+ 12n + Gee Hews t O(a) | 

в котором остаток не превосходит последнего удерживаемого сла- 

гаемого. 

$ 7. КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ 

ОТ ПАРАМЕТРОВ 

1. Собственные кратные интегралы, зависящие от параметров. 
Пусть х== (x1, №2,...,Х) — точка ограниченной области Q, п-мер- 
ного евклидова пространства EE”, a у== (Уи, Yo,...,Yn} — точка ог- 
раниченной области О» пространства Е”. Обозначим через QnX 
ХВ» прямое произведение области @„ на область Dm, являю- 
щееся подмножеством (п-+т)-мерного евклидова пространства 
Ет*т, состоящим из точек 2= (21, 22,...,7,-т) таких, что точка 
(21, 2o,...,2n) принадлежит Qn, а точка (2.1, 2и+2,...,2л4т) при- 
надлежит О» (часто пишут так: 2= (х, y)). 

Тот факт, что точка 2 принадлежит QO, Dm, обычно записы- 
вают следующим образом: 2= (x, у) ЕО„ХОю. 

*) См., например, § 5 гл. 9 книги В. А. Ильина и 9. Г. Позняка «Основы, 
математнческого анализа. Ч. 2» (см. сноску на с. 299).
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Замыкание области Q, будем обозначать символом и, а замы- 
кание Dy, — символом Dm. Легко видеть, что замыкание Qn XD 
совпадает с Q2XDm. 

Пусть функция f(x, у) определена в QnXDm, причем для лю- 
бого ySDm функция f(x, и) интегрируема по x в области Qn. 
Тогда функцию 

I(y)= J f(x, да, (7.9) 
бп 

определенную В От, называют интег р а ЛОМ, зависящим от 

параметра иу= (11, Yo,..-,Ym), т. е. фактически от т числовых 
параметров. 

Точно так же, как и в $ 2, доказываются следующие теоремы. 
Теорема 7.15 (о непрерывности интеграла по параметру). 

Пусть функция f(x, у) непрерывна по совокупности аргументов в 

замкнутой области 2,xXD,, тогда интеграл (7.9) является не- 
прерывной функцией параметра у в области Эш. 

Теорема 7.16 (06 интегрировании интеграла по параметру). 
Пусть функция f(x, у) непрерывна по совокупности аргументов в 

замкнутой области Q,XD,. Тогда функцию (7.9) можно интег- 
рировать по параметру под знаком интеграла, т. е. справедливо 
равенство 

ау = [ах | Ка, да. 
|9. р 

т п т 

Теорема 7.17 (о дифференцируемости интеграла по парамет- 

ру). Пусть функция f(x, у) и ее частная производная on He- 

прерывны в 2,XD,. Тогда интеграл (7.9) имеет в области От 
непрерывную частную производную 

UW) причем OW (81% ах 
Oy, ' дук дур 

п 

2. Несобственные кратные интегралы, зависящие от параметра. 
Рассмотрим для простоты случай, когда Qn=D,,=D. Пусть функ- 
ция f(x, у) также имеет специальный вид: [(х, у) =Р(х, у) 8 (х), 

где F(x, у) непрерывна при х--ув DXxD, . a функция g(x) ог- 
раничена в D, |g(x)|<M. Таким образом, рассмотрим интеграл 

У (у) =| F(x, y) g(x) dx, (7.10) 

где подынтегральная функщия может иметь особенность лишь при 
x=y. Таким образом, особенность подынтегральной функции за- 
висит от параметра. 

10*
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Введем определение равномерной сходимости интегра- 
ла (7.10) в точке. Обозначим через В (уо, 5) т-мерный шар радиу- 
са 6 с центром в точке Yo. 

Определение. Интеграл (7.10) назовем сходящимся 
равномерно по параметруу в точке YED, если для 
любого =>0 можно указать 6>0 такое, что В(у, 6) < В, и для 
любой кубируемой области GCB (yo, 6) и всех уЕВ(уо, 6) выпол- 
няется неравенство 

|] FG, y) g(x) dx| < E. 

Теорема 7.18. Если интеграл (7.10) сходится равномерно по 
у в точке уу ЕД, то он непрерывен в точке Yo. 

Доказательство. Требуется доказать, что для любого 
=>0 существует 6>>0 такое, что при |y—yo|=o(y, Yo) <6 выпол- 
нено неравенство |У(у)—И (yo) | <=. Из равномерной сходимости 
интеграла в точке следует, что существует 6,>0 такое, что В (ус, 
51) cD и при уЕВ (и, 61) 

F(x, y)g(x) 4 <=. 
B(yo, 8) 

У. ()= [| F(x, ye(xde; 
В(уь, 6) 

Пусть 

Vilyv= J F(x, ув ах, 
B’ (yo, 81) 

где B’ (yo, 6:)=D\B (yo, 6:1) — дополнение шара B(yo, 6) до 06- 
ласти О. 

Заметим, что при хеЕВ’ (yo, 61), УЕВ(цо, 61/2) функция F(x, у) 
будет равномерно непрерывной по совокупности аргументов. По- 
этому найдется положительное число’ 4<.61/2 такое, что при p(y, 
Yo) <6 будет выполнено неравенство 

| F(x, Yo) —F (x, yl< 
е 

38M|D| ’ 

где М — константа, ограничивающая функцию g(x) в РБ, |D| — 
объем области О. При p(y, yo) <6 

1 
ГИ (y)—Va (Yo) I< М \ IF (x, yo)—F(x, y)ldx< —e. 

B’(yo, 61) 

Поэтому 

LV (у) — У (yo) [< 1 Viy) | + | Vi (Yo) | + [Уз (9) — Уз (о) | <e, 
так как |Vi(y) | <=/3, |Vi(yo) | <=/3. Теорема доказана.
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Укажем достаточное условие равномерной по параметру сходи- 
мости интеграла (7.10) в каждой точке иеДс- Е”. 

Теорема 7.19. Пусть функция F(x, у) непрерывна в DXD 
при xy, a g(x) равномерно ограничена в О. Предположим, что 
существуют постоянные kh, 0<^<т, ц с>0 такие, что для всех 
хеД, y=D справедливо неравенство 

ГР (х, у) |<C|x—y|™. 

Тогда интеграл (7.10) сходится равномерно по у в каждой точке 
1, ЕД. 

Доказательство. Покажем, что для любой точки Yo облас- 
ти В и любого =>>0 существует 6>>0 такое, что для любой куби- 
руемой области GCB (yo, 6) и всех уЕВ(уо, 6) выполнено Hepa- 
венство 

[| F(x, вах <e. 
G 

Учитывая оценку для F(x, И) и ограниченность g(x), получим 

| Fs, у) & (x) dx <M, J1x—y| dx. 

Фиксируем точку ySB(yo, 6). Из условия GCB(yo, 6) вытекает 
условие ас В (у, 26). Поэтому 

|| F(x, y) g(x) dx| <M, | |x—y|~* ах. 
С В\(у,26) 

Интеграл в правой части можно вычислить в 7-мерных сфериче- 
ских координатах; тогда 

26 
m—A 

[Е (x, y) g(x) dx | <M, | pm—l—h dp — Mar? — 6 = M8. 
G 0 

Ясно, что при достаточно малом 6 величина |[в (х, y) g(x) dz) 
G 

может быть сделана меньше ¢. Теорема доказана. 
Пример. Применим полученные результаты к теории так на- 

зываемого ньютонова потенциала. Пусть в некоторую точ- 
ку Ао(х, у, 2) помещена масса mo. На массу т, помещенную в 
точку А; (х1, Y1, 21), M0 закону всемирного тяготения действует 
сила 

__ тту 

В 
где R=p(Ao, A1), у — гравитационная постоянная, r= ——
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единичный вектор, направление которого совпадает с направле- 
—> 

нием вектора AoA). Пусть y=1, т=1; тогда 

Е = — Мег, 
R 

или покомпонентно 

то то т 
Хх = — RB (x,—), ~~: (Yi—y), 2=— RS (2, —2). 

Очевидно, что потенциал силы тяготения, определяемый как ска- 
лярная функция и такая, что F=gradu, равен 

То 

R 

Если же масса сосредоточена не в точке Ао(х, у, 2), а распределе- 
на по области Д с плотностью u(x, у, 2), то для потенциала и для 
компонент силы получим 

U (x,, Ут» г) = ss 2) dx dy dz; 

D 

— 

_ p(x, Y, 2) _ Х = \)) RS (x, — x) dx dy dz, 

У Ww) de dy de, 
D 

2=— [| нь 2) (2—2) dx dy dz. 
D 

Интегралы для X, У, 2 представляют собой частные производные 
потенциала и. Подынтегральные выражения во всех интегралах 
можно оценить через CRA, где A=1 для интеграла, представляю- 
щего потенциал и, и A=2 для интегралов, представляющих компо- 
ненты силы. Так как ^<3, то в силу теоремы 7.19 все ‘интегралы 
сходятся равномерно по параметрам в любой точке A(x, Yi, 21). 
Следовательно, по теореме 7.18 они представляют собой непрерыв- 
ные функции точки А! (х1, Yi, 21).



Глава 8 

РЯДЫ ФУРЬЕ 

Изучаемая в настоящей главе проблема разложения функции 
B ряд Фурье является обобщением и развитием идеи разложения 
вектора по базису. 

Из линейной алгебры известно, что если в линейном простран- 
стве конечной размерности выбрать некоторый базис, то любой 
вектор этого пространства может быть разложен по базису, т. е. 
представлен в виде линейной комбинации базисных векторов. Го- 
раздо более сложными являются вопросы о выборе базиса и о 
разложении по базису для случая бесконечномерного простран- 
ства. В настоящей главе эти вопросы изучаются для случая евкли- 
довых бесконечномерных пространств и для базисов специального 
типа (ортонормированных базисов). 

Особенно подробно изучается базис, образованный в простран- 
стве всех кусочно непрерывных на некоторсм сегменте функций 
так называемой тригонометрической системой. 

$ 1. ОРТОНОРМИРОВАННЫЕ СИСТЕМЫ И ОБЩИЕ 

РЯДЫ ФУРЬЕ 

1. Ортонормированные системы. Будем рассматривать произ- 
вольное евклидово пространство бесконечной размерности. На- 
помним, что линейное пространство В называется евклидовым, 
если выполнены два условия: 

1) известно правило, посредством которого любым двум эле- 
ментам ри & пространства: В ставится в соответствие число, назы- 
ваемое скалярным произведением этих элементов и 0603- 
начаемое символом (f, 5); 

2) указанное правило удовлетворяет следующим четырем ак- 
сиомам: 

1°. (р 2) =(g, f) (переместительное свойство); 
2. (та, №) = (р 2)+(g, В) (распределительное свойство); 
3°. (Af, а) =A(f, &) для любого вещественного A; 
4°. (Ь}>0, если | — ненулевой элемент; 

(f, Р =0, если f — нулевой элемент. 
Напомним, далее, что линейное (и, в частности, евклидово) 

пространство называется бесконечномерным, если в этом 
пространстве найдется любое наперед взятое число линейно неза- 
висимых элементов.
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Приведем классический пример евклидова пространства беско- 
нечной размерности. 

Напомним, что функция f(x) называется кусочно непре- 
рывной на сегменте [а, 6], если она непрерывна всюду на этом 
сегменте, за исключением конечного числа точек, в каждой из ко- 
торых она имеет разрыв первого рода ?. 

Для линейного пространства всех кусочно непрерывных на сег- 
менте [a, 6] функций естественно ввести скалярное произведение 
любых двух функций f(x) и g(x), определив его равенством 

b 

(f, a=JS Fo g(x)de, (8.1) 

Легко проверяется, что при таком определении справедливы 
первые три аксиомы скалярного произведения. Однако для того, 
чтобы оказалась справедливой и четвертая аксиома, приходится 
принять дополнительную договоренность о том, чтобы значение ку- 
сочно непрерывной функции f(x) в каждой ее точке разрыва x; 
равнялось полусумме правого и левого ее пределов в этой точке: 

f(y) =a) eS (8.2) 
b 

В самом деле, во-первых, всегда (Ff, N= SP (x)dx>0. Да- 
a 

лее, заметим, что так Kak f(x) кусочно непрерывна на [a, b], то 
весь сегмент [a, 6] распадается на конечное число сегментов 
[xi-1, х:|, на каждом из которых функция f(x) непрерывна при 
условии, что в качестве значений f(x) на концах соответствующе- 
го сегмента [x;-1, х:| берутся f(x:-1+0) и f(x:—0). Из равенства 
b 

| В (x) dx =0 вытекает, что для каждого сегмента [x;-1, ХИ 
a 

x 

справедливо равенство | Р (x) dx =0. 
vi] 

Из этого равенства и из непрерывности f(x) на сегменте [х:-1, 
х:| вытекает, что на этом сегменте {(х) =0. В частности, f(*i-1+ 
+0) и f(x;—O) равны нулю. Так как эти рассуждения справедли- 
вы для любого сегмента [х;-, xi], т. е. для всех i=], 2,...,n, TO 
правый и левый пределы в любой точке х; равны нулю, а отсюда 
в силу соотношения (8.2) и само значение f(x;) в любой точке 
x; равно. Итак, функция f(x) равна нулю во всех точках сегмента: 
[а, 5], т. е. является нулевым элементом линейного пространства 
всех кусочно непрерывных на сегменте [а, 6] функций. 
Фан 

ЭТ. е. в каждой точке разрыва хо у функции f(x) существует конечный 
левый и конечный правый пределы.
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Тем самым мы доказали, что пространство всех кусочно непре- 
рывных на сегменте [a, 5] функций с условием (8.2) в каждой 
точке разрыва и со скалярным произведением, определяемым со- 
отношением (8.1), является евклидовым пространством. 

Это евклидово пространство мы в дальнейшем будем обозна- 
чать символом Ro. 

Напомним теперь два общих свойства любого евклидова про- 
странства, которыми, естественно, будет обладать и простран- 
ство Ro: 

1) во всяком евклидовом пространстве OAK любых двух элемен- 
тов фи 8 справедливо неравенство 

(f, &)*< (ВР (&, &), (8.3) 

называемое неравенством Коши—Буняковского?; 
2) во всяком евклидовом пространстве для любого элемента 

Г этого пространства можно ввести понятие нормы этого эле- 
мента, определив ее как число, обозначаемое символом ||| и оп- 
ределяемое равенством 

НЦ =У (А A, (8.4) 

так что будут справедливы следующие три свойства: 
1°. |720, причем |{|=0 лишь тогда, когда } — нулевой эле- 

мент; 
2°. |lA/Il= А.Н для любого элемента } и любого веществен- 

ного i; | 

3°. WIf+ell<ilfllt lal, (8.5) 
для любых двух элементов | и & (это неравенство называется H e- 
равенством треугольника). 

В самом деле, справедливость свойства 1° сразу же вытекает 
из (8.4) и из аксиомы 4° скалярного произведения. 

Для обоснования свойства 2° заметим, что в силу (8.4) и 
аксиом скалярного произведения 

ИААНУ А АР =и А М =И А Р=УМ A=IAl- Fil 

Наконец, справедливость свойства 3° вытекает из (8.4), из ак- 
сиом скалярного произведения и из неравенства Коши—Буняков- 
ского (8.3). Действительно, 

2) Для доказательства неравенства (8.3) заметим, что для любого вещест- 
венного A в силу аксиомы 4° скалярного произведения справедливо неравенство. 
(Af—g, М—5)>0, которое в силу аксиом 1°—4° эквивалентно  неравенству 
A2(f, fy) —2A(7, g)+(g, 8) 20. Необходимым и достаточным условием неотрица- 
тельности квадратного трехчлена, стоящего в левой части последнего неравен- 
ства, является неположительность его  дискриминанта, т. е. неравенство, 
(1, g)?—(f, f) (g, g) <0, которое эквивалентно неравенству (8.3).
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If+el=V+e FHO=VE AFAR OG Ox 

<VGA+2VENVE Ot. O=V VE Б+УЕ, ol= 

=VF,A+V(ge, = И. 

В частности, во введенном выше евклидовом пространстве Ro 
всех кусочно непрерывных на сегменте [а, 6] функций норма 
(8.4) любого элемента { определяется равенством 

b 

ПАН = У! Р (x) dx, (8.6) 

а неравенства Коши—Буняковского (8.3) и треугольника (8.5) 
принимают вид 

b 6 b 

() F(x) g (x) dx)” < Vip? (x) dx | ах; (8.7) 
a 

5 / b b 

У! нЕ Ра< | | вош+У | 22(х) ах. (8.8) 

Введем теперь в произвольном бесконечномерном евклидовом 
пространстве В понятия ортогональных элементов и ортонормиро- 
занной системы элементов. 

Определение 1. Два элемента | и g евклидова простран- 
ства называются ортогональными, если скалярное произве- 
дение (f, &) этих элементов равно нулго. 

Рассмотрим в произвольном бесконечномерном евклидовом 
пространстве К некоторую последовательность элементов. 

Wi, Bo, ..., Pry eee. (8.9) 

Определение 2. [focnedoeatensnocro (8.9) называется о p- 
тонормированной системой, если входящие в эту после- 
довательность элементы попарно ортогональны и имеют норму, 
равную единице. 

Классическим примером ортонормированной системы в прост- 
ранстве Ro всех кусочно непрерывных на сегменте [—л, | функ- 
ций является так называемая тригонометрическая сис- 
тема 

I COs xX sin x cos nx sin nx 
— = =... —— ——— 8.10 

¥2n°’ Ут’ x , п Ул’ ) 

Читатель легко проверит, что все функции (8.10) попарно ор- 
тогональны (в смысле скалярного произведения (8.1), взятого 
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при a= —л, 6=л) и что норма каждой из этих функций (опреде- 
ляемая равенством (8.6) при а= —л, 6=л) равна единице. 

В математике и ее приложениях часто встречаются различные 
ортонормированные (на соответствующих множествах) системы 
функций. Приведем некоторые примеры таких систем. 

Примеры. 1°. Многочлены, определяемые равенством 

РОМ 0, 1,2,...), (81) 
nn} dx 

| принято называть полиномами Лежандра. 
| Нетрудно убедиться, что образованные с помощью много- 

членов (8.11) функции 

| у, (п=0, 1,2, ...) 

образуют ортонормированную (на сегменте [—1, +1]) систему 
функций. 

2°. Многочлены, определяемые  равенствами  То(х)=1, 
T n(x) =21—п cos [п (агссоз х)] при п=1, 2,..., называются поли- 
номами Чебышева. Среди всех многочленов п-й степени 
с коэффициентом при Xx", равным единице, полином Чебышева 
Tn(x) имеет наименьший на сегменте —1<х<!1 максимум MO- 
дуля. Можно доказать, что полученные с помощью полиномов 
Чебышева функции 

| п 0,5 д 

| о (= 7 
IT Ия t/1—x 

| образуют ортонормированную на сегменте [—1, +1] систему. 
3°. В теории вероятностей часто применяется система Ра- 

демахера?) 

(n=1, 2, ...) 

W(x) =p (2"x) (п=0, 1, 2,...), 

где p(t) =sgn(sin 2nt). 
| Легко проверяется, что эта система ортонормирована на сег- 

менте 0<х<|. 
| 4°. В ряде исследований по теории функций находит приме- 

нение система Xaapa”%), являющаяся ортонормированной на 
сегменте 0<х<1. Элементы этой системы определяются для 
всех n=O, 1, 2,... и для всех А, принимающих значения 1, 2, 

| 4,...,2", Они имеют вид 

3) Радемахер — немецкий математик (род. в 1892 г.). 
“) Хаар — немецкий математик (1885—1933).
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ат 2k — 2 2k — | п 

V2" при лет << ог, 

4 (x) = | ah 2—1 Ok 
п (x) 1 —Y2 при ЕТ < < Г, 

0 в остальных точках [0, 1]. 
< 

Каждая функция Хаара представляет собой ступеньку такого 

же вида, как функция У 2" sgnx на сегменте [-—2— “+9, got) 
Для каждого фиксированного номера п при увеличении 
значения Е эта ступенька сдвигается вправо. Всюду вне соот- 
ветствующей ступеньки каждая функция Хаара тождественно 
равна нулю. 
2. Понятие об общем ряде Фурье. Пусть в произвольном беско- 

нечномерном евклидовом пространстве R задана произвольная 
ортонормированная система элементов {ie}. Рассмотрим какой 
угодно элемент f пространства К. 

Определение 1. Назовем рядом Фурье элемента f no 
ортонормированной системе {pz} ряд вида 

У ль (8.12) 
А== | 

в котором через fe обозначены постоянные числа, называемые 
коэффициентами Фурье элемента | и определяемые равен- 
CTBQMU 

= (Г Wz) k=l, 2,... 

Естественно назвать конечную сумму 

= ¥ fate (8.13) 
=| 

п-й частичнойсуммой ряда Фурье (8.12). 
Рассмотрим наряду с п-й частичной суммой (8.13) произволь- 

ную линейную комбинацию первых п элементов ортонормирован- 
ной системы {фе} 

У. Сы, (8.14) 
k=1 

с какими угодно постоянными числами Су, Co,..., Cn. 
Выясним, что отличает п-ю частичную сумму ряда Фурье (8.13) 

от всех других сумм (8.14). 
Договоримся называть величину ||f—gl| отклонением } от 

g (по норме данного евклидова пространства). 
Имеет место следующая основная теорема.
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Теорема 8.1. Среди всех сумм вида (8.14) наименьшее от- 
клонение от элемента | по норме данного евклидова пространства 
имеет п-я частичная сумма (8.13) ряда Фурье элемента |- 

Доказательство. Учитывая ортонормированность систе- 
мы {4+} и пользуясь аксиомами скалярного произведения, можем 
записать: 

| У Си — 1 7 o> СР >. Сир — 1) — 
[=] 

-У С?(ф, 4) —2 >. С, (РЁ, te) + (Е P= 

= У ci-2 У СИР = У (С, MR ASI 

Итак, 

|S сы" = Eh + У. 819 
В левой части (8.15) стоит квадрат отклонения суммы (8.14) 

OT элемента f (по норме данного евклидова пространства). Из 
вида правой части (8.15), следует, что указанный квадрат отклоне- 
ния является наименьшим при Сь=]» (так как при этом в правой 
части (8.15) первая сумма обращается в нуль, а остальные сла- 
гаемые от С» не зависят). Теорема доказана. 

Следствие 1. Для произвольного элемента | данного евкли- 
Эова пространства и любой ортонормированной системы {pp} при 
произвольном выборе постоянных С» для любого номера п спра- 
ведливо неравенство 

п п 
2 2 ни Я < |» С! |. (8.16) 

k=l k=! 

Неравенство (8.16) является непосредственным следствием 
тождества (8.15). 

Следствие 2. Для произвольного элемента | данного евкли- 
дова пространства, любой ортонормированной системы {pe} и лю- 
бого номера п справедливо равенство 

IX peel =urie—¥, А, (8.17) 
k=} R=) 

часто называемое тождеством Бесселя?. 

5) Фридрих Вильгельм Бессель — немецкий астроном и математик (1784— 
1846).
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Для доказательства равенства (8.17) достаточно положить в 
(8. 15) Ce=fr. 

Теорема 8.2. Для любого элемента | данного евклидова npo- 
странства и любой ортонормированной системы {pz} справедливо 
следующее неравенство: 

¥ < IFIP, (8.18) 
k=] 

называемое неравенством Бесселя. 
Доказательство. Из неотрицательности левой части 

(8.17) следует, что для любого номера п 

Уве. (8.19) 
k=l 

Но это означает, что ряд из неотрицательных членов, стоящий в 
левой части (8.18), обладает ограниченной последовательностью. 
частичных сумм и поэтому сходится. Переходя в неравенстве 
(8.19) к пределу при n—oo (см. теорему 3.13 ч. 1), получим нера- 
венство (8.18). Теорема доказана. 

В качестве примера обратимся к пространству Ко всех кусочно 
непрерывных на сегменте —л<х<л функций и в этом простран- 
стве к ряду Фурье по тригонометрической системе (8.10) (этот 
ряд принято называть тригонометрическим рядом 
Фурье). Для любой кусочно непрерывной на сегменте [—л, x] 
функции f(x) указанный ряд Фурье имеет вид 

— 1 — — cos kx = sin kx 
— — — 20 hve * ie Pe th y=): (8.20) 

где коэффициенты Фурье f, и f, определяются формулами 

— 1 Л 

К = УЕ jie ах; 

д 

= и | F(x)sin kx de (k=1, 2, ...). 
ул 

—д 

Неравенство Бесселя, справедливое для любой кусочно непрерывной 
на сегменте [—л, л] функции f(x), имеет вид 

xt 

b+ N+) < JP ()ax. (8.21) 
kus]
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Отклонение f(x) от g(x) по норме в этом случае равно так 
называемому среднему квадратичному отклонению 

и-и-уУ Ноева. (8.22) 

Отметим, что в теории тригонометрических рядов Фурье при- 
нята несколько иная форма записи как самого ряда Фурье (8.20), 
так 'и неравенства Бесселя (8.21), а именно: тригонометрический 
ряд Фурье (8.20) обычно записывают в виде 

в 4. У (a, cos kx + 6, sin kx), (8.20"} 
2 

k=1 

где 
( _ л 

|. = 2fo_ | ода 

0 V on л 
—л 

je _ 1 f аь = Rk — —_ k d , 

pea a J (x) cos kxdx (8.23) 

fk 1 f = = — R= — и sin Rxdx 

| (R=1,2,...). 

При такой форме записи неравенство Бесселя (8.21) прини- 
мает вид 

а2 co 1 д 

чу < | Pwar. (8.217) 
k=1 —_ 

Замечание. Из неравенства Бесселя (8.21’) вытекает, что 
для любой кусочно непрерывной на сегменте [—л, x] функции 
[(х) величины а, и 6» (называемые тригонометрически - 
ми коэффициентами Фурье функции [(x)) стремятся кнулю 
при п—=оо (в силу необходимого условия сходимости ряда в левой 
части (8.21’)). 

$ 2. ЗАМКНУТЫЕ И ПОЛНЫЕ ОРТОНОРМИРОВАННЫЕ 

СИСТЕМЫ 

Как и в предыдущем параграфе, будем рассматривать произ- 
вольную ортонормированную систему {ip,} в каком угодно беско- 
мечномерном евклидовом пространстве В.
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Определение 1. Ортонормированная система {ip} называет- 
ся замкнутой, если для любого элемента { данного евклидова 
пространства В и для любого положительного числа в найдется 
такая линейная комбинация (8.14) конечного числа элементов 
{pe}, отклонение которой от f (по норме пространства В) мень- 
we в. 

Иными словами, система {ip,} называется замкнутой, если лю- 
‘бой элемент f данного евклидова пространства В можно прибли- 
зить по норме этого пространства с любой степенью точности ли- 
нейными комбинациями конечного числа элементов {pz}. 

Замечание ]. Мы опускаем вопрос о TOM, во всяком ли 
евклидовом пространстве существуют замкнутые ортонормиро- 

| ванные системы. Отметим, что в части 3 будет изучен важный 
подкласс евклидовых пространств — так называемые гиль- 
бертовы пространства — и будет установлено существование 

| ‘в каждом таком пространстве замкнутых ортонормированных 
систем. 
Теорема 8.3. Если ортонормированная система {ф»} является 

замкнутой, то для любого элемента { рассматриваемого евклидова 
пространства неравенство Бесселя (8.18) переходит в точное ра- 
венство 

io) 

У В=иАР, (8.24) 
k=) 

называемое равенством Ilapceeanan®, 
Доказательство. Фиксируем произвольный элемент f 

рассматриваемого евклидова пространства и произвольное поло- 
жительное число в. Так как система {iby} является замкнутой, то 
найдется такой номер п и такие числа Cj), С.,..., С», что квадрат 
нормы, стоящий в правой части (8.16), будет меньше ве. В силу 
(8.16) это означает, что для произвольного =>>0 найдется номер 

пл, для которого 

ИР—У <. (8.25) 
k=l 

Для всех номеров, превосходящих указанный номер п, неравен- 
ство (8.25) будет тем более справедливо, так как при возраста- 
нии п сумма, стоящая в левой части (8.25), может только BO3- 
расти. 

Итак, мы доказали, что для произвольного =>0 найдется HO- 
мер п, начиная с которого справедливо неравенство (8.25). 

В соединении с неравенством (8.19) это означает, что ряд 
со" 

У.Е сходится к сумме |}. Теорема доказана. 
=] 

6) М. А. Парсеваль — французский математик (1755—1836).
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Теорема 8.4. Если ортонормированная система {pe} является 
замкнутой, то, каков бы ни был элемент f, ряд Фурье этого эле- 
мента сходится к нему по норме рассматриваемого евклидова 
пространства, т. е. 

п 

Пс = 

Доказательство. Утверждение этой теоремы непосред- 
ственно вытекает из равенства (8.17) и из предыдущей теоремы. 

Замечание 2. В пространстве всех кусочно непрерывных на 
сегменте [—-л, a] функций сходимость по норме (8.26) переходит 
в сходимость на этом сегменте в среднем (см. п. 3$ 4 гл. 2). Та- 
ким образом, если будет доказана замкнутость тригонометриче- 
ской системы (8.10), то теорема 8.4 будет утверждать, что для лю- 
бой кусочно непрерывной на сегменте [—л, x] функции f(x) триго- 
нометрический ряд Фурье этой функции сходится к ней на ука 
занном сегменте в среднем. 

Определение 2. Ортонормированная система {фк} назы- 
вается полной, если, кроме нулевого элемента, не существует 
никакого другого элемента { данного евклидова пространства, 
который был бы ортогонален ко всем элементам bp системы 

{ps}. 
Иными словами, система {ip,} называется полной, если всякий 

элемент f, ортогональный ко всем элементам we системы {ф»}, 
является нулевым элементом. 

Теорема 8.5. Всякая замкнутая ортонормированная система 
{+} является полной. 

Доказательство. Пусть система {ф»} является замкнутой, 
и пусть f — Любой элемент данного евклидова пространства, 
ортогональный ко всем элементам ф»ь системы {pe}. Тогда все 
коэффициенты Фурье f, элемента f по системе {pz} равны нулю, и, 
стало быть, в силу равенства Парсеваля (8.24) и |1|=0. Послед- 
нее равенство (в силу свойства 1° нормы) означает, что f — ну- 
левой элемент. Теорема доказана. 

Замечание 3. Мы доказали, что в произвольном евклидо- 
| вом пространстве из замкнутости ортонормированной системы 
| вытекает ее полнота. Отметим без доказательства, что в произ- 

вольном евклидовом пространстве из полноты ортонормирован- 
ной системы, вообще говоря, не вытекает замкнутость этой сис- 
темы. В ч. 3 будет доказано, что для гильбертовых пространств 
полнота ортонормированной системы эквивалентна ее замкну- 
TOCTH. 
Теорема 8.6. Для всякой полной (и тем более для всякой 

замкнутой) ортонормированной системы {pr} два различных эле- 
мента ри & рассматриваемого евклидова пространства не могут 
иметь одинаковые ряды Фурье. 

11 Зак, 25 
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Доказательство. Если бы все коэффициенты Фурье эле- 
ментов f H & совпадали, то все коэффициенты Фурье разности 
(f—g) были бы равны нулю, т. е. разность (f—g) была бы орто- 
гональна ко всем элементам фь полной системы {rpg}. Но это 03- 
начало бы, что разность (f—g) является нулевым элементом, т. е. 
означало бы совпадение элементов [ и 5. Теорема доказана. 

На этом мы заканчиваем рассмотрение общего ряда Фурье 
по произвольной ортонормированной системе в любом евклидовом 
пространстве К. 

Наша очередная цель — детальное изучение ряда Фурье по, 
тригонометрической системе (8.10). 

$ 3. ЗАМКНУТОСТЬ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЙ 

СИСТЕМЫ И СЛЕДСТВИЯ ИЗ НЕЕ 

1. Равномерное приближение непрерывной функции тригоно- 
метрическими многочленами. В этом параграфе будет установлена 
замкнутость (а следовательно, и полнота) тригонометрической 
системы (8.10) в пространстве всех кусочно непрерывных на сег- 
менте [—л, a] функций. Но прежде чем приступить к доказатель- 
ству замкнутости тригонометрической системы, установим важную 
теорему о равномерном приближении непрерывной функции так 
называемыми тригонометрическими многочленами. 

Будем называть тригонометрическим многочленом 
произвольную линейную комбинацию любого конечного числа эле- 
ментов тригонометрической системы (8.10), т. е. выражение вида 

T(x)=C,+¥ (С, coskx + С, sin Rx), 
k=l 

где п — любой номер, a Co, бьи Cy (R=, 2,...,n) — произволь- 
ные постоянные вещественные числа. 

Отметим два совершенно элементарных утверждения: 

1°. Если P(x) — какой угодно алгебраический многочлен про- 
извольной степени п, то Р(созх) и P(sinx) — тригонометриче- 
ские многочлены. 

2°. Если Г(х) — тригонометрический многочлен, то каждое из 
выражений [T(x)sinx] и [T(x)sin?x] также представляет собой 
тригонометрический многочлен. 

Оба утверждения вытекают из того, что произведение двух (а 
поэтому и любого конечного числа) тригонометрических функций ”> 
от аргумента х приводится к линейной комбинации конечного чис- 
ла тригонсметрических функций от аргументов типа Ах (убедитесь 
в этом сами). 

7) Под тригонометрическими функциями в данном случае понимаются ко- 
синус или синус.
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В теории тригонометрических рядов Фурье важную роль играет 
понятие периодической функции. 

Определение. Функция f(x) называется периодиче- 
ской функцией с периодом Т, если: 1) f(x) определена для всех 
вещественных х; 2) для любого вещественного x справедливо pa- 
венство 

f(x+T) =Кх). 
Это равенство обычно называют условием периодичности. 
К рассмотрению периодических функций приводит изучение раз- 
личных колебательных процессов. 

Заметим, что все элементы тригонометрической системы (8.10) 
являются периодическими функциями с периодом 2л. 

Теорема 8.7 (теорема Вейерштрасса). Если функция f(x) 
непрерывна на сегменте [—п, п] и у0овлетворяет условию 
f(—m) =f(m), то эту функцию можно равномерно на указанном 
сегменте приблизить тригонометрическими многочленами, т. е. 
для этой функции f(x) и для любого положительного числа в 
найдется тригонометрический многочлен Т(х) такой, что сразу 
Эля всех х из сегмента [-—п, п] справедливо неравенство 

|f(x)—T (x) | <e. (8.27) 

Доказательство. Для удобства разобьем доказательство 
на Два этапа. 

1) Сначала дополнительно предположим, что функция f(x) 
является четной, т. е. для любого x из сегмента [—л, a] удов- 
летворяет условию f(—x) =[(х). 

В силу теоремы о непрерывности сложной функции yYy=f(x), 
где х=агссоз { (см. $ | гл. 44. 1) функция F(t) =Кагссоз #) явля- 
ется непрерывной функцией аргумента f на сегменте —1< < +1. 
Следовательно, по теореме Вейерштрасса для алгебраических 
многочленов (см. теорему 2.18) для любого =>0 найдется алгеб- 
раический многочлен P(t) такой, что |f(arccost)—P(t)|<e сра- 
зу для всех Ё из сегмента —1<1<1. 

Положив t=cos xX, мы получим 

11(х)—Р (cos x) | <в (8.28) 

сразу для всех x из сегмента О<х<л. 
Так как обе функции f(x) и Р(созх) являются четными, TO 

неравенство (8.28) справедливо и для всех XxX из сегмента 
—л<х<0. Таким образом, неравенство (8.28) справедливо для 
всех х из сегмента —л<х<л, и поскольку (в силу указанного 
выше утверждения 1°) Р(созх) является тригонометрическим мно- 
гочленом, то для четной функции f(x) теорема доказана. 

Заметим теперь, что функцию f(x), удовлетворяющую усло- 
виям доказываемой теоремы, можно периодически с периодом 2п 
продолжить на всю бесконечную прямую —с° <х< +00, так что 

11*
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продолженная функция будет непрерывна в каждой точке х бес- 
конечной прямой. Кроме того, если функция {(х) продолжена та- 
ким образом, то (поскольку P(cosx) также является периодиче- 
ской функцией периода 2л) для четной функции f(x) неравенство 
(8.28) справедливо всюду на прямой —с<х< +00, 

2) Пусть теперь f(x) — произвольная функция, удовлетворяю- 
щая условиям доказываемой теоремы. Эту функцию мы перио- 
дически с периодом 2л продолжим на всю прямую и составим с 
помощью этой функции следующие четные функции: 

ви, (x)=— м (8.29) 

Е (x) = ms sin x. (8.30) 

По доказанному в 1) для любого =>0 найдутся тригонометриче- 
ские многочлены Т!,(х) и Т-(х) такие, что всюду на числовой 
прямой 

fi (%) —T1 (x) | <e/4; [р (х) —T2(x) | <e/4, 

| f(x) sin? x—T, (x) sin? (x) | <e/4; 

| fo(x) sin х— Г2(х) sin x| <ce/4. 
Складывая эти неравенства и учитывая, что модуль суммы двух 
величин не превосходит ‘сумму их модулей, а также принимая BO 
внимание равенства (8.29) и (8.30), получим, что всюду на число- 
вой прямой справедливо неравенство 

| f(x) sin? x—T3(x) | <e/2, (8.31) 

в котором через 73(x) обозначен тригонометрический многочлен, 
равный Тз(х) = Г! (х) $11? х-+ Т2(х) sin x. 

В проведенных нами рассуждениях вместо функции f(x) мож- 
но взять функцию {(х-+л/2)9. В полной аналогии с (8.31) полу- 
чим, что для функции {(х+л/2) найдется тригонометрический MHO- 
гочлен Г4(х) такой, что всюду на числовой прямой 

Е (х-+ л/2) sin? х— Та (х) | < 8/2. (8.32) 

Заменяя в (8.32) x на х—л/2 и обозначая через Т5(х) тригоно- 
метрический многочлен вида T5(x)=T4(x—n/2), получим, что 
всюду на числовой прямой справедливо неравенство 

| f(x) cos? х— Ть(х) | < 8/2. (8.33) 

Наконец, складывая неравенства (8.31) и (8.33) и обозначая че- 
рез Т(х) тригонометрический многочлен вида Т(х)=Т4(х) + Ть(х), 

и поэтому 

8) Так как эта функция удовлетворяет тем же условиям, что и полученная 
после продолжения функция f(x).
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получим, что всюду на числовой прямой справедливо неравенство 
(8.27). Теорема доказана. | | 

Замечание. Каждое из условий 1) непрерывности f(x) на 
сегменте [—л, x] и 2) равенства значений {}(—л) и {(л) явля- 
ется необходимым условием для равномерного на сегменте [—л, 
л]| приближения функции f(x) тригонометрическими многочле- 
нами. 

Ивыми словами, теорему Вейерштрасса можно переформули- 
ровать следующим образом: 

Теорема 8.7*. Для того чтобы функцию f(x) можно было 
равномерно на сегменте [—n, п| приблизить тригонометрическими 
многочленами, необходимо U достаточно, чтобы функция f(x) была 
непрерывной на сегменте [—п, п| и У0овлетворяла условию 

f(—m) =F (x). 
Достаточность составляет содержание теоремы 8.7. 
Остановимся на доказательстве необходимости. Пусть сущест- 

вует последовательность тригонометрических многочленов {7, (x)}, 
равномерно на сегменте [—л, л] сходящаяся к функции f(x). Так 
как каждая функция 7,(x) непрерывна на сегменте [—л, x], то 
по следствию 2 из теоремы 2.7 и функция f(x) непрерывна на сег- 
менте [—л, x]. Для любого =>0 найдется многочлен Г»„(х) Ta- 
кой, что |f(x) — Т„(х) | <=/2 для всех x из сегмента [—л, x]. 
Следовательно, 

|f(—x) — ТГ» (—л) [<=/2, |[п) — Tn (п) | <e/2. 

Из последних двух неравенств и из вытекающего из условия пе- 
риодичности (с периодом 2л) равенства Т„(—л) =Т„(л) заклю- 
чаем, что |{(—л) —f(x)|<e, откуда {(—л) =Кл) (в силу про- 
H3BOJIbHOCTH &>>0). 

2. Доказательство замкнутости тригонометрической системы. 
Опираясь на теорему Вейерштрасса, докажем следующую основ- 
ную теорему. 

Теорема 8.8. Тригонометрическая система (8.10) является 
замкнутой, т. е. для любой кусочно непрерывной на сегменте 
[—-л, mn] Функции f(x) и любого положительного числа в найдется 
тригонометрический многочлен Т(х) такой, что 

И (x) — Т (x)|] = и | 7 (x) —Т (х)/Рах< =. (8.34) 

Доказательство. Прежде всего заметим, что для любой 
кусочно непрерывной на сегменте [—л, л] функции f(x) и для 
любого =>0 найдется непрерывная на этом сегменте функция 

®) А следовательно (в силу теоремы 8.5), и полной.
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F(x), удовлетворяющая условию Ё(—л) =Р(л) и такая, что 

иго [Гого (8.35) 
— 

В самом деле, достаточно взять функцию F(x) совпадающей с 
f(x) всюду, кроме достаточно малых окрестностей точек разрыва 
функции f(x) и точки х=л, а в указанных окрестностях взять 
F(x) линейной функцией так, чтобы F(x) являлась непрерывной 
на всем сегменте |—л, nm] и удовлетворяла условию Р(—л) = 
=F (xm). 

Так как кусочно непрерывная функция и срезающая ее линей- 
ная функция являются ограниченными, то, выбирая указанные 
окрестности точек разрыва f(x) и точки х=л достаточно малы- 
ми, мы обеспечим выполнение неравенства (8.35). 

По теореме Вейерштрасса 8.7 для функции F(x) найдется 
тригонометрический многочлен Т(х) такой, что для всех x из сег- 
мента [—л, л] справедливо неравенство 

[F(x)—T(x)|< гу (8.36) 

Из (8.36) заключаем, что 

IF (>) — ТИ = и е-Торы <->. (8.37) 

Из (8.35) и (8.37) и из неравенства треугольника для норм 
вытекает неравенство (8. 34). Теорема доказана. 

Замечание 1. Из теорем 8.8 и 8.5 сразу же вытекает, что 
тригонометрическая система (8.10) является полной. Отсюда в 

2, 
свою очередь вытекает, что система ly 2 sin ия] (n=I1, 2,...) 

л 

является полной на множестве всех функций, кусочно непрерыв- 
ных на сегменте [0, п] (или соответственно на сегменте [—n, 0]). 
В самом деле, всякая кусочно непрерывная на сегменте [0, д] 
функция f(x), ортогональная на этом сегменте всем элементам 

f 9 
системы у — Sin nx} после нечетного продолжения на сегмент 

л 

[-л, 0] оказывается ортогональной на сегменте [—л, д] всем 
элементам тригонометрической системы (8.10). В силу полноты 
системы (8.10) эта функция равна нулю Ha [—л, л|, а следова- 
тельно, и на [0, nm]. Совершенно аналогично доказывается, что 

1 2 > система ——, ——cosnx (п=1,2,...) является полной на мно- 
д д 

жестве всех функций, кусочно непрерывных на сегменте [0, п] 
(или соответственно на сегменте [—n, 0]).
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Замечание 2. Можно показать, что среди ортонормиро- 
ванных систем, указанных в $ 1, системы, образованные с по- 
мощью полиномов Лежандра, полиномов Чебышева и функций 
Хаара, являются замкнутыми, а система Радемахера замкну- 
той не является. 
3. Следствия замкнутости тригонометрической системы. 
Следствие 1. Для любой кусочно непрерывной на ceemeH- 

те [—n, +n] функции f(x) справедливо равенство Парсе- 
BANA 

о foe) д 

У | (р | > +) (a3 + 63) =— \i (x) dx (8:38) 
k=} —л 

(вытекает из теоремы 8.3). 
Следствие 2. Тригонометрический ряд Фурье любой ку- 

сочно непрерывной на сегменте [—n, п] функции f(x) сходится к 
этой функции на указанном сегменте в среднем (вытекает из 
теоремы 8.4 и замечания 2 к ней). 

Следствие 3. Тригонометрический ряд Фурье любой Kyco4- 
но непрерывной на сегменте [—п, п] функции f(x) можно по- 
членно интегрировать на этом сегменте (вытекает из предыдуще- 
го следствия и из теоремы 2.11). 

Следствие 4. Если две кусочно непрерывные на сегменте 
[-л, л|] функции f(x) и g(x) имеют одинаковые тригонометри- 
ческие ряды Фурье, то эти функции совпадают всюду на этом сег- 
менте (вытекает из теоремы 8.6). 

Следствие 5. Если тригонометрический ряд Фурье кусочно 
непрерывной на сегменте [—п, п] функции f(x) сходится равно- 
мерно на некотором содержащемся в [—п, п] сегменте [а, 5], то 
он сходится на сегменте [а, 5] именно к функции f(x). 

Доказательство. Пусть g(x)—tTa функция, к которой 
сходится равномерно на [а, 6] тригонометрический ряд Фурье 
функции f(x). Докажем, что g(x)=/f(x) всюду на сегменте [а, 
Ь]. Так как из равномерной сходимости на сегменте [a, 6] выте- 
кает сходимость в среднем на этом сегменте (см. п. 3 $ 4 гл. 2), 
то тригонометрический ряд Фурье функции [(х) сходится к функ- 
ции g(x) на сегменте [а, Ь] в среднем. Это означает, что для 
произвольного =>0 найдется номер mm, начиная с которого л-я 
Частичная сумма тригонометрического ряда Фурье $„(х) удовле- 
творяет неравенству 

5 
12 (x) —S,, (x)|| = и | [g(x)—S,, (хРах < > (8.39) 

С другой стороны, в силу следствия 2 последовательность S, (x) 
сходится к f(x) в среднем на всем сегменте [—л, m], а следова-
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тельно, и на сегменте [а, 6], т. е. для фиксированного нами про- 
ИЗвВОЛЬнНого &>0 найдется номер ло, начиная с которого 

6 

WS, (4)—F (“Il = У! [S, (x) —F (x)? 4х < > (8.40) 

Из (8.39) и (8.40) и из неравенства треугольника 

[а (x) — F(x) <а (х) — $» (x) I+ [Sn (x) — FOX) II 
вытекает, что ||g(x) —f(x)||<e. Из этого неравенства и из про- 
извольности e>O следует, что |8 (х) — f(x) |=0, а отсюда на ос- 
новании первого свойства нормы заключаем, что g(x) —f(x) — 
нулевой элемент пространства кусочно непрерывных на [а, 6] 
функций, т. е. функция, тождественно равная нулю на сегменте 
[а, 6]. Следствие 5 доказано. 
Замечание 1. Конечно, в следствии 5 сегмент [a, 6] мо- 

жет совпадать со всем сегментом [—л, л|, т. е. из равномерной 
сходимости ряда Фурье функции f(x) на всем сегменте [—n, п] 
следует, что этот ряд сходится на указанном сегменте именно к 
функции f(x). 

Замечание 2. Совершенно аналогичные следствия бу- 
дут справедливы и для ряда Фурье по любой другой замкну- 
той ортонормированной системе в пространстве кусочно непре- 
рывных на произвольном сегменте [а, 6] функций со скаляр- 
ным произведением (8.1) и нормой (8.6). Примерами таких си- 
стем могут служить указанные в $ 1 ортонормированные си- 
стемы, связанные с полиномами Лежандра и Чебышева, а так- 
же система Хаара. 

§ 4. ПРОСТЕЙШИЕ УСЛОВИЯ РАВНОМЕРНОЙ 

СХОДИМОСТИ И ПОЧЛЕННОГО 

ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОГО 

РЯДА ФУРЬЕ 

1. Вводные замечания. В математической физике ив ряде 
других разделов математики существенную роль играет вопрос об 
условиях, при выполнении которых тригонометрический ряд 
Фурье функции {(х) сходится (к этой функции) в данной точке 
x сегмента [—л, x]. 

Еще в конце прошлого века было известно, что существуют 
непрерывные на сегменте [—л, nx] функции, удовлетворяющие 
условию {(—л) =! (л), тригонометрические ряды Фурье которых 
расходятся в наперед заданной точке сегмента [—n, л] (или 
даже расходятся на бесконечном множестве точек сегмента 
[-[-л, =], всюду плотном на этом сегменте) '%). 

10) Первый пример такой функцин был построен французским математиком 
Дю Буа Раймоном в 1876 г.
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Таким образом, одна непрерывность функции f(x) на сегмен- 
те [—л, x] без дополнительных условий не обеспечивает не толь- 
ко равномерную сходимость тригонометрического ряда Фурье 
этой функции, но даже сходимость этого ряда в наперед заданной 
точке указанного сегмента. 

В этом и в следующем параграфах мы выясним, какие требо- 
вания следует добавить к непрерывности функции f(x) (или вве- 
сти взамен непрерывности f(x)) для обеспечения сходимости три- 
гонометрического ряда Фурье этой функции в заданной точке, а 
также для обеспечения равномерной сходимости этого ряда на 
всем сегменте [—n, л] или на какой-либо его части. 

При изучении сходимости тригонометрического ряда Фурье 
возникает и другой вопрос: должен ли тригонометрический ряд 
Фурье любой кусочно непрерывной (или даже строго непрерыв- 
HOH) на сегменте [—ял, п] функции f(x) сходиться хотя бы в од- 
ной точке этого сегмента? 

‚ Положительный ответ на этот вопрос был получен только в 
1966 г. 

Этот ответ является следствием фундаментальной теоремы, 
доказанной в 1966 г. Л. Карлесоном '! и решившей знамени- 
тую проблему Н. Н. Лузина 12), поставленную еще в 1914 г,: 
тригонометрический ряд Фурье любой функции f(x), для кото- 

д 

рой существует понимаемый в смысле Лебега интеграл \P (x) dx, 
—л 

сходится к этой функции почти всюду на сегменте 
[-л, п] ®. 

Из теоремы Карлесона вытекает, что ряд Фурье не только 
любой кусочно непрерывной, но и любой интегрируемой на 
сегменте [—л, л] в собственном смысле Римана функции [(х) 
сходится к этой функции почти всюду на сегменте [—x, x] 

(так как для такой функции существует интеграл jr (x)dx в 

смысле Римана, a следовательно, и в смысле Лебега). 
Заметим, что если функция f(x) интегрируема на сегменте 

[-[[-л, =] не в смысле Римана, а только в смысле Лебега, то 
тригонометрический ряд Фурье этой функции может не схо- 

11) Л. Карлесон — современный шведский математик. Полное доказательст- 
во теоремы Карлесона можно найти в сборнике переводных статей серии «Ма- 
тематика» (т. 11, № 4, 1967, с. 113—132). 

12) Николай Николаевич Лузин — советский математик, основатель совре- 
менной московской математической школы по теории функций (1883—1950). 
Постаиовку проблемы Лузина, решенной Карлесоиом,„ и других его проблем 
можно найти в книге Н. Н. Лузина «Интеграл н тригонометрический ряд» (М.; 
Л.: Гостехиздат, 1951). 

13) Определение интеграла в смысле Лебега н сходимости почти всюду на 
данном сегменте будет дано в 4. 3.
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диться ни в одной точке сегмента [—л, x]. Первый пример ин- 
тегрируемой на сегменте [—л, дл] в смысле Лебега функции 
f(x) со всюду расходящимся тригонометрическим рядом Фурье 
был построен в 1923 г. советским математиком А. Н. Колмого- 

ровым 1%). 
2. Простейшие условия абсолютной и равномерной сходимости 

тригонометрического ряда Фурье. 
Определение 1. Будем говорить, что функция f(x) имеет 

на сегменте [а, b] кусочно непрерывную произвоо- 
ную, если производная f'(x) существует и непрерывна всюду на 
сегменте [а, b], за исключением, быть может, конечного числа 
точек, в каждой из которых функция |(х) имеет конечные правое 
и левое предельные значения !. 

Определение 2. Будем говорить, что функция f(x) имеет 
на сегменте [а, 6], кусочно непрерывную произвоо- 
ную порядка п—1, если функция 1 (x) имеет на этом сег- 
менте кусочно непрерывную производную в смысле определения 1. 

Теорема 8.9. Если функция f(x) непрерывна на сегменте 
[—n, nm], имеет на этом сегменте кусочно непрерывную произ- 
водную и удовлетворяет условию |[(—п) ={Кл), то тригонометри- 
ческий ряд Фурье функции f(x) сходится к этой функции равно- 
мерно на сегменте [—nx, nx]. Более того, ряд, составленный из мо- 
дулей членов тригонометрического ряда Фурье функции f(x), схо- 
дится равномерно на сегменте [—n, п]. 

Доказательство. Достаточно доказать, что ряд, состав- 
ленный из модулей членов тригонометрического ряда Фурье 
функции f(x): 

“tt +S) {lag cos kx | + 16, sin Ах |}, (8.41) 
k=] 

сходится равномерно Ha сегменте [—л, n], так как отсюда будет 
вытекать как равномерная на сегменте [—л, л] сходимость са- 
мого тригонометрического ряда Фурье функции f(x), так и схо- 
димость этого ряда (в силу следствия 6 из п. 3 § 3) именно к 
функции f(x). 

В силу признака Вейерштрасса (см. теорему 2.3) для доказа- 
тельства равномерной на сегменте [—л, nm] сходимости ряда 
(8.41) достаточно доказать сходимость мажорирующего его чис- 
лового ряда 

44) Построение примера А. Н. Колмогорова можно найти на с. 412—421 
книги Н. К. Бари «Тригонометрические ряды» (М.: Физматгиз, 1961). 

15) При этом функция f’(x) может оказаться не определенной в конечном 
числе точек сегмента [а, 5]. В этих точках мы доопределим ее произвольным 
образом (например, положим равной полусумме правого и левого предельных 
значений).
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oO 

У {lag] + 16. |}. (8.42) 
=] Rk 

Обозначим через a, и В» тригонометрические коэффициенты 
Фурье функции f’(x), доопределив эту функцию произвольным 
образом в конечном числе точек, в которых не существует произ- 
водная функции f(x) 1%. 

Производя интегрирование по частям и учитывая, что функ- 
ция f(x) непрерывна на всем сегменте [—л, д] и удовлетворяет 
соотношениями {(—п)=(л), получим следующие соотношения: 

л 
] 

az 

hp = — | f’ (x) coskxdx = k— | #(х) sin kxdx = kd; 

—л —л 

а 

В, i | (x) sin kxdx = — | f (x) cos kxdx = — Rag, 
Jt 

—JU —п 

которые связывают между собой тригонометрические коэффици- 
енты Фурье функции f(x) и самой функции f(x) !7. 

Таким образом, 
| op | | Be 

b = |a,| + |, | eto Re 

и для доказательства сходимости ряда (8.42) достаточно дока- 
зать сходимость ряда 

со 

у [ее at (8.43) 
k р. 

Re! 

Сходимость ряда (8.43) вытекает из элементарных неравенств '8) 

| ap | 1 2 1 \. 

k 9 pa 
В (8.44) 

ТЕГ. 1 feo, 1 
k < 9 (Bi+ =) 

18) Например, можно положить функцию [(х) в указанных точках равной 
полусумме правого и левого предельных значений. 

11) Прн интегрировании по частям следует разбить сегмент [--л, л] на ко- 
нечное число не имеющих общих внутренних точек частичных сегментов, на 
каждом из которых производная [’(х) непрерывна, и, беря формулу интегри- 
рования по частям для каждого из этих частичных сегментов, учесть, что при 
суммировании интегралов по всем частичным сегментам все подстановки обра- 
тятся в нуль (вследствие непрерывности f(x) на всем сегменте [—л, л] и ус- 
ловий f(—n) =f(m)). 

48) Мы исходим из элементарного неравенства |а|.|65|< (а2+67?) /2, выте- 
кающего из неотрицательности величины (|а|—|6|)?.
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И из сходимости рядов 

fee] 

У +в, У (8.45) 
k=] k=1 

первый из которых сходится в силу равенства Парсеваля для ку- 
сочно непрерывной функции }(х), а второй— в силу интеграль- 
ного признака Коши—Маклорена (см. п. 4 $ 2 гл. 1). Теорема до- 
казана. 

Замечание. Если функцию f(x), удовлетворяющую усло- 
виям теоремы 8.9, периодически (с периодом 2л) продолжить на 
всю бесконечную прямую, то теорема 8.9 будет утверждать схо- 
димость тригонометрического ряда Фурье к так продолженной 
функции, равномерную на всей бесконечной прямой. 

3. Простейшие условия почленного дифференцирования триго- 
нометрического ряда Фурье. Прежде всего докажем следующую 
лемму о порядке тригонометрических коэффициентов Фурье. 

Лемма. Пусть функция f(x) и все ее производные до неко- 
торого порядка т (m— целое неотрицательное число) непрерыв- 
ны на сегменте [—n, п] и удовлетворяют условиям 

| | (—л) =f (м); 

| Р(—м) =P (мп); (8.46) 

| FOO (— п) = f(x), 
Пусть, кроме того, функция f(x) имеет на сегменте [—n, л] Ky- 
сочно непрерывную производную порядка т-1. Тогда сходится 
следующий ряд: 

у" (14| + 1641), (8.47) 
==] 

в котором а, и В, — тригонометрические коэффициенты Фурье 
функции f(x). 

Доказательство. Обозначим через a, и BP, тригонометри- 
ческие коэффициенты Фурье функции f+) (x), доопределив эту 
функцию произвольным образом в конечном числе точек, в кото- 
рых не существует производной порядка m+1 функции f(x). Ин- 
тегрируя выражения для ак и BP, m+] раз по частям и учитывая 
непрерывность на всем сегменте [—л, л] самой функции f(x) и 
всех ее производных до порядка т, а также используя соотноше- 
ния (8.46), установим следующую связь между тригонометриче- 
скими коэффициентами Фурье функции "+ (х) и самой функ- 
ции f(x) 19: 

1) При интегрироваиии по частям сегмент |[-—л, д] следует разбить на ко- 
нечное число не имеющих общих внутренних точек частичных сегментов, на
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[ак | + [Be] = 1 ([а» | + 1841). 
Таким образом, 

A (|ay| + | bg) = + №, 
и сходимость ряда (8.47) вытекает из элементарных неравенств 
(8.44) и из сходимости рядов (8.45), первый из которых сходится 
в силу равенства Парсеваля для кусочно непрерывной функции 
fo") (x), а второй — в силу признака Коши—Маклорена. Лемма 
доказана. 

Непосредственным следствием леммы 1 является следующая 
Теорема 8.10. Пусть функция f(x) удовлетворяет Tem же 

условиям, что и в лемме 1, причем m1. Тогда тригонометриче- 
ский ряд Фурье функции f(x) можно т раз почленно дифферен- 
цировать на сегменте [—л, д]. 

Доказательство. Пусть $ — любое из чисел 1, 2,..., т. 
В результате s-KpaTHOrO почленного дифференцирования тригоно- 
метрического ряда Фурье функции [(х) получается ряд 

у ks {4 cos (ex —) +6, sin te ~=) |. (8.48) 

k=l 

Заметим, что для всех X из сегмента [—л, л] как исходный три- 
гонометрический ряд Фурье, так и ряд (8.48) (с любым $=1, 
2,....т) мажорируются сходящимся числовым рядом (8.47). По 
признаку Вейерштрасса (см. теорему 2.3) как исходный тригоно- 
метрический ряд Фурье, так и каждый из рядов (8.48) (при s= 
—], 2,...,m) сходятся равномерно на сегменте [—л, x], а это 
(в силу теоремы 2.9) обеспечивает возможность т-кратного по- 
членного дифференцирования исходного ряда Фурье. Теорема до- 
казана. 

$ 5. БОЛЕЕ ТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ РАВНОМЕРНОЙ 

СХОДИМОСТИ И УСЛОВИЯ СХОДИМОСТИ В ДАННОЙ 

ТОЧКЕ 

° 1. Модуль непрерывности функции. Классы Гёльдера. Введем 
понятия, характеризующие гладкость изучаемых функций, и опре- 
делим классы функций, в терминах которых будут сформулиро- 
ваны условия сходимости тригонометрического ряда Фурье. 

Пусть функция f(x) определена и непрерывна на сегменте 
[а, 6]. 

каждом из которых "+! (х) непрерывна, и учесть, что при суммировании ин- 
тегралов по всем частичным сегментам все подстаиовки дают нуль.
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Определение 1. Для каждого 6>0 назовем модулем 
непрерывности функции f(x) на сегменте [а, В] точную: 
верхнюю грань модуля разности |{(х’) —[(х”)| на множестве 
всех x’ и x”, принадлежащих сегменту [а, 5] и удовлетворяющих 
условию |х’—х"| <6. 

Будем обозначать модуль непрерывности функции f(x) на cer- 
менте [а, 6] символом ‹ (5, |). Итак, по определению 

O( A= sup. 11) Ах. 
x’, x"Efa,bj 

Непосредственно из теоремы Кантора (см. теорему 4.16 4. 1). 
вытекает, что модуль непрерывности w(6, f) любой непрерывной 
на сегменте [а, 6] функции f(x) стремится к нулю при 6—020. 

Однако для произвольной только непрерывной на сегменте 
([-л, x] функции f(x) нельзя, вообще говоря, ничего сказать о 
порядке ее модуля непрерывности (5, [) относительно малого: 
5. Рассмотрим дифференцируемые на сегменте функции. 

Утверждение. Если функция f(x) дифференцируема на 
сегменте [а, 6] и ее производная f’(x) ограничена на этом сег- 
менте, то модуль непрерывности функции f(x) на указанном сег- 
менте (8, f) имеет порядок в (6, |) =O(8) 25. 

В самом деле, из теоремы Лагранжа 22) вытекает, что для лю- 
бых точек x’ H x” сегмента [а, 5] найдется точка & заключенная: 
между х’их” и такая, что 

F(x’) —F(%") 1-Е (8) | - |x’. (8.49) 
Так как производная f(x) ограничена на сегменте [a, 6], To най- 
дется постоянная М>>0 такая, что для всех х из этого сегмента 
| (х) |<М и, следовательно, |’ (Е) |<М. Из последнего неравен- 
ства и из (8.49) заключаем, что |{(х’) nol Ve |<Мб6 для всех x” 
u x” из [а, 6], удовлетворяющих условию |x’— x”|<§. Но это и 
означает, что в (6, f) < M6, т. е. в (5, f) =0 (5). 

Пусть а — любое вещественное число из полусегмента O0O<a<cl. 
Определение 2. Будем говорить, что функция f(x) при- 

надлежит на сегменте [а, 6] классу Гёльдера С“ с показа- 
телем a (O<axl), если модуль непрерывности (6, f) функции 
f(x) на сегменте [а, 6] имеет порядок в (6, f) =0 (6%). 

Для обозначения того, что функция f(x) принадлежит на сег- 
менте [а, 5] классу Гёльдера С“, обычно употребляют символи- 
ку: f(x) = С“ [а, В]. 

20) Ибо te силу теоремы Кантора) для любого e>0O найдется 6>0 такое, 
что |{(х’)—{(х”)|<е для всех х’и x” из сегмента [а, 6], удовлетворяющих ус- 
ловию |х’—х”|<6. 

21) Напомним, что символ G=O(6) был введен в ч. } и обозначает сущест- 
вование постоянной М такой, что |a|<M6. 

22) См. теорему 6.5 ч. 1.
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Сразу же отметим, что если на сегменте [а, 5] функция f(x) 
дифференцируема и ее производная ограничена, то эта функция 
заведомо принадлежит на этом сегменте классу Гельдера С! (это 
утверждение непосредственно вытекает из доказанного выше со- 
отношения w (6, |) =0О (65)) 23. 

Замечание. ‚Пусть 1[(х) Е С“[а, 5]. Точную верхнюю грань 
. 

дроби If x’) — 1) 
|x’ — x” |@ 

сегменту [a, 6] и не равных друг другу, называют константой 
Гельдера (или коэффициентом Гёльдера) функции 
[(х) (на сегменте [а, 8]). Сумму константы Гёльдера функции 
/(х) на сегменте [а, 6] и точной верхней грани |f(x)| на этом 
сегменте называют гельдеровой нормой функции f(x) 
на сегменте [а, 6] и обозначают символом Я cotga, 64. 

Пример. Функция f(x) Vx принадлежит на сегменте [0. | 
) 

классу С'!/”?, так как для любых х’их” из [0, 1], связанных усло- 
вием х’>х”, справедливо равенство 

и 

Их x" 1 — 
Vxi ty x" 

(при этом константа Гёльдера, являющаяся точной верхней 

транью на [0, 1] дроби 

на множестве всех х’ и х”, принадлежащих 

и 

—x 

ИУР+УР 
норма равна двум). 

2. Выражение для частичной суммы тригонометрического ряда 
Фурье. Пусть f(x) — произвольная функция, определенная и ку- 
сочно непрерывная на сегменте [—л, л]. 

Мы будем называть периодическим продолжением 
этой функции на всю прямую такую определенную на всей пря- 
мой функцию f(x) 2*), которая удовлетворяет трем требованиям: 

|1) совпадает с первоначально заданной функцией на интерва- 
ле —л<х<л, 

2) имеет на концах сегмента [—n, n] значения 

‚равна единице, а гёльдерова 

f(x) = (п) =—[f(—2 +0) +F(2—O)], 
3) удовлетворяет условию периодичности с периодом Эл, т. е. 

удовлетворяет для любого x соотношению {(х-+2л) =f (x). 
Лемма. Если функция Е(х) является периодическим про- 

должением на всю числовую прямую функции F(x), первоначаль- 
но определенной и кусочно непрерывной на сегменте [—п, п], то 

23) Класс Гёльдера С*, отвечающий значению а=1, часто называют клас- 
сом Липшица. 

*4) Оставляем для этой функции обозначение исходной функции f(x).
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все интегралы от этой функции по любому отрезку длины 2m, рав- 
ны друг другу, т. е. для любого х справедливо равенство 

л хх 

| F(t)dt= | F(t)dt. (8.50) 
—n —nm4+x 

Доказательство. В силу свойства аддитивности интегра- 
ла имеем 

Mx —л л дх 

{ F (t) dt = | F (t) dt + [ F(t) dt + (Ра. (8.51) 
—л-х —я-х —x л 

Используя условие периодичности F(y—2n)—F(y), с помощью 
замены и={--2л получим 

—л л д +X 

F (t) dt = { F(y—2mn) dy = | Е (y) dy = — | Е (у) dy. (8.52) 
—лфх tx л+х л 

Из (8.51) и (8.52) вытекает соотношение (8.50). Лемма доказана. 
Пусть теперь функция f(x) является периодическим продол- 

жением на всю прямую функции f(x), первоначально определен- 
ной и кусочно непрерывной на сегменте [—n, п]. 

Вычислим для этой функции в любой точке х частичную сум- 
му ee тригонометрического ряда Фурье S,(x, 7), имеющую вид 

S,, (х, [) = + у (a, cos kx + В, sin Ах). 

k=! 

Используя выражения для коэффициентов Фурье 

п д д 

1 ' I . 
«=— | f(y) dy, ap = | f(y) созлуау, 9 =— | i (и) sin kydy 

—л —л —л 

(k=1, 2, ...) 

и свойство линейности интеграла, выражение для S,(x, f) можно 
переписать в следующем виде: 

д п 

Sp (х, В=— | f(y) [+ (cos hy cos fer + sin ky sin fx) | dy = 

— | k=1 

= Wie + Yeosky—2)] dy. 

k=!
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Сделаем в последнем интеграле замену переменной и==Ё+х: 

—х 

$, (х, В=— \ Fate) Уи at 
—л—х k=! 

Наконец, используя лемму 1! и замечая, что подынтегральная: 
функция в последнем интеграле является периодической функ- 
цией аргумента ¢ с периодом 2л, получим 

Sn (Х, fy=— [лечь |--+ > cos kt | dt. (8.53) 

ae k=l 

Вычислим сумму, стоящую в (8.53) в квадратных скобках. Для 
этого заметим, что для любого номера РЁ и любого значения 1 
справедливо равенство 

| | | | 
2 sin — с0$ = зш | Е + —)t—sin — |. 

2 | + 2 2 ~ >| 

Просуммпруем это равенство по всем номерам &, равным 1, 2,.., = 

fn 

. . 1 \ . ¢ 
2 sin У} cos kt = sin (n + > | t—sin—., 

2 | 2 2 
k=| 

Отсюда 
п 

. t 1 } . | 
2 sin ~~ [+ Y coset == $1nN (n +- > t 

Е=1 

и, следовательно, 
/ 1 

п sin |" + >) t 

[> + У со at (8.54), 
= 2 in — k=| sin о 

Подставляя (8.54) в (8.53), окончательно получим следующее вы- 
ражение для п-й частичной суммы тригонометрического ряда: 
Фурье: 

' п $1 (n+): 

$. P=— jf (x +) —— dt, (8.55): 
д 

справедливое в любой точке х числовой прямой.
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Замечание. Из формулы (8.55) и из того, что все частич- 
ные суммы $„(х, 1) функции {(х) =1 равны единице ?°), вытекает 
следующее равенство: 

ЛП (n+ >) f 

| = — ` dt. 
л f 

—л 2 sin — 
2 

(8.56) 

3. Вспомогательные предложения. 
Лемма. Пусть f(x) кусочно непрерывна на сегменте [—n, п] 

и периодически с периодом 2п продолжена на всю бесконечную 
прямую. Тогда для любого =в>0 найдется §(e)>0 такое, что при 
всех и, удовлетворяющих условию |и|<6, справедливо неравен- 
ство 

Ги-+о-оа < 
Доказательство. Фиксируем произвольное =>0. Соглас- 

но теореме 8.8 (о замкнутости тригонометрической системы) для 
функции f(x) найдется тригонометрический многочлен T(x) та- 
KOH, что 

Ут = и J verona < sig a, 

и потому на основании неравенства Коши—Буняковского 2° 

{ OTOL at < у фи торае [#<-. (8.57) 

Из неравенства (8.57), из леммы п. 2 и из того, что f(t) и T(t) 
являются периодическими функциями периода 2л, заключаем, 

что для любого числа и 

| f(t-+u)—T(t+u)| dt< =. (8.58) 

Поскольку модуль суммы трех величин не превосходит сумму мо- 
дулей этих величин, то для любого числа и справедливо неравен- 
ство 

25) Так как величина (8.55) для функции [(х)==1 равна сумме S,(x, 1), 
в которой 4‹=2, ав =бь=0 при k=], 2,. 

26) См. неравенство (8.7) при а=—л, 5=л.
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| РЕНА < | ПРЕ МТ (Е 4+ 

—л 

+ [течет [| ITH—FOlat. — (8.59) 

Теперь остается заметить, что в силу непрерывности тригоно- 
метрического многочлена и теоремы Кантора (см. теорему 4.16 
ч. 1) для фиксированного нами =>0 найдется 6>0 такое, что при 
|u|<6 и при всех # из [—л, a] 

| 7 (t+u) —T (t) |<e/ (6x), 
и потому 

[ |T (t+ u)—T (t)| dt < 2. (8.60): 

Сопоставляя неравенство (8.59) с неравенствами (8.57), (8.58) и 
(8.60), получим 

| иы РО <в (8.61) 
—л 

для всех и, для которых |u| <6. Лемма доказана. 
Извлечем теперь из этой леммы ряд важных для дальнейшего 

следствий. 
Следствие 1. Если функция f(t) кусочно непрерывна на: 

сегменте [—п, п] и периодически (с периодом 2n) продолжена на 
всю бесконечную прямую, а x — любая фиксированная точка сег-- 
мента [—mx, п|, то для любого s>0 найдется 6>0 такое, что 

[ие ф«е (8.62) 

при |u|<6. 
Доказательство. Сделаем в интеграле, стоящем в Je-- 

вой части (8.62), замену переменной т==х- #: 

It л-х 

( Fett+uy—fetoldt= fife +4)—f (0) ae. 
—л —я-х 

В силу равенства (8.50) 

лх л 

( машем = {Мачо 
—пх —л 

Следовательно, неравенство (8.62) является следствием (8.61)..
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Следствие 2. Если каждая из функций f(t) и g(t) кусочно 
непрерывна на сегменте [—n, п| и периодически (с периодом 
2л) продолжена на всю прямую, то функция 

(= | НЕЕ а 
—л 

является непрерывной функцией x на сегменте [—n, п]. 
Доказательство. Пусть х — любая точка сегмента [—л, 

л]. Тогда 

Пед | [ett —f(et Ol elo at, 
—H 

и поскольку кусочно непрерывная на сегменте [—л, a] функция 
g(t) удовлетворяет на этом сегменте условию ограниченности 
12(1) |< М, то 

[I (x+u)—I(x)| < <M | \F(x+t+u)—f(x+2)| dt, 

и потому в силу (8.62) для любого =>0 

|J(x+u) — Г(х) | <= при |u| <8(e). 

Непрерывность /(х) в точке х доказана. 
Следствие 3. Если каждая из функций f(t) и g(t) кусочно 

непрерывна на сегменте [—n, п] и периодически (с периодом 
2n) продолжена на всю прямую, то тригонометрические коэффи- 
циенты Фурье функции F(x, t)—f(x+t)g(t) при разложении ее 
no переменной 1 

дл 

a, (x)= — | F(x-+2) g (t)cos ntdt, (8.63) 

b, (x) =— Lf f(x+ 2) g(t)sinntdt (8.64) 
—л 

при п--со сходятся к нулю равномерно относительно х на сегмен- 
те [—n, п] (а следовательно, и на всей прямой). 

Доказательство. Для любой фиксированной точки х сег- 
мента [—п, x] функция F(x, t)=f(x+t)g(t) является кусочно 
непрерывной функцией аргумента ¢ на сегменте [—zx, m], поэтому 
для нее справедливо равенство Парсеваля 2” 

27) См. следствие | п. 3 § 3.
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ste) (x) 
8) hal (x) + 6869] = | Р(х+92?(04. (8.65) 

k=l 

Из равенства (8.65) вытекает сходимость ряда, стоящего в левой 
его части, в каждой фиксированной точке x сегмента [—л, д]. 
Так как указанный ряд состоит из неотрицательных членов, то в 
силу теоремы Дини 28) для доказательства равномерной на сег- 
менте [—л, л] сходимости указанного ряда достаточно доказать, 
что как функции а„(х) и Ь„(х), так и сумма ряда (8.65) 

р 

—_ | P(x +t)g*(f)dt — непрерывные функции х на сег- 
д 

—п 

менте [—л, п], а это сразу вытекает из предыдущего следствия 
(достаточно учесть, что квадрат кусочно непрерывной функции 
является кусочно непрерывной функцией и что созяЁ и sinnt при 
каждом фиксированном номере л являются непрерывными функ- 
ЦИЯМИ). 

Следствие 4. Если каждая из функций f(t) и g{t) кусочно 
непрерывна на сегменте [—л, п|] и периодически с периодом п 
продолжена на всю прямую, то последовательность 

сл (x) = — frees t) g(t) sin (n + >) 4 dt (8.66) 

сходится к нулю равномерно относительно х на сегменте [—л, д] 
{а следовательно, и на всей прямой). 

Доказательство. Достаточно учесть, что 

sin (2 + >) t = cos nt sin — + sinntcos — 

и применить предыдущее следствие, беря в (8.63) вместо g(t) 

функцию g(f) sin > ‚ав (8.64) вместо g(t) функцию g(t) cos —. 

4. Принцип локализации. В этом пункте мы докажем, что BO- 
прос о том, сходится или расходится тригонометрический ряд 
Фурье кусочно непрерывной на сегменте [—л, п] и периодической 
{с периодом 2л) функции f(x) в данной точке х, решается лишь 
на основании поведения функции f(x) в как угодно малой окрест: 
ности точки х. Это замечательное свойство тригонометрического 
ряда Фурье принято называть принципом локализации. 

Начнем с доказательства важной леммы. 
Лемма (лемма Римана). Если функция f(x) кусочно непре- 

рывна на сегменте [—п, xn] и периодически (с периодом 2п) про- 

28) См. теорему 2.4 (формулировку в терминах рядов).
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должена на всю прямую и если эта функция обращается в нуль 
на некотором сегменте Га, b] 2%, то для любого положительного’ 

числа 5, меньшего тригонометрический ряд Фурье функ- 

ции f(x) равномерно на сегменте [a+6, b—6] сходится к нулю. 
оказательство. Пусть 6 — произвольное положительное 

число, меньшее Частичная сумма тригонометрического` 

ряда Фурье функции f(x) в произвольной точке х числовой пря- 
мой определяется равенством (8.55). Полагая 

| при 8< |t| <x; 
2 sin — 

2 

_ 8.6 

4 sin -- 

| 0 при |t| <6 

и учитывая, что f(x+¢) равняется нулю при условии, что x при- 
надлежит сегменту [a+6, 5—8], а { принадлежит сегменту |t|< 
<6 30) можно следующим образом переписать равенство (8.55}: 
для каждой точки x сегмента [a+b, 6—6]: 

эл (x, |) =— {Fete (osin| (я + >) 4 dt. 

Остается принять во внимание, что последовательность, стоящая 
в правой части последнего равенства, в силу следствия 4 п. 3. 
сходится к нулю равномерно относительно х на всей числовой 
прямой. Лемма доказана. 

Непосредственными следствиями доказанной леммы являются 
следующие две теоремы. 

Теорема 8.11. Пусть функция f(x) кусочно непрерывна на 
сегменте [—n, n] и периодически (с периодом 2п) продолжена 
на всю прямую, и пусть [а, 8] — некоторый сегмент. Для того’ 
чтобы тригонометрический ряд Фурье функции f(x) при любом 
положительном 6, меньшем (В — а)[2, сходился (к этой функции} 

28) Сегмент [а, 8] является совершенно произвольным сегментом длины, 
меньшей 2л. В частности, этот сегмент может не содержаться целиком в 
[—n, п]. 

30) В силу того, что функция f(x) равна нулю на всем сегменте fa, 6].
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равномерно на сегменте [a+6, 6—6], достаточно, чтобы сущест- 
вовала кусочно непрерывная на сегменте [—п, п] и периодиче- 
ская (с периодом 2п) функция g(x), обладающая равномерно 
сходящимся на сегменте [а, 6] тригонометрическим рядом Фурье 
и совпадающая на сегменте [а, 6] с функцией f(x). 

Доказательство. Применяя лемму Римана к разности 
[7 (x)—g (х)], получим, что тригонометрический ряд Фурье разности 
(f(x) —2(х)] при любом 6 из интервала 0<6<(b—a)/2 схо- 
дится к нулю равномерно на сегменте [a+6, 6—6], а отсюда и 
из равномерной на сегменте [a, 6] сходимости тригонометриче- 
ского ряда Фурье функции g(x) вытекает равномерная на сегмен- 
те [a+6, 6—6] сходимость тригономе” рического ряда Фурье 
функции f(x). Тот факт, что последний ряд сходится на сегменте 
[a+6, 6—6] именно к функции f(x), непосредственно вытекает 
из следствия 6 п. 3 § 3. Теорема доказана. 

Теорема 8.12. Пусть функция f(x) кусочно непрерывна на 
сегменте [—п, m] и периодически (с периодом 2п) продолжена 
на всю прямую, и пусть хо — некоторая точка прямой. Для того 
чтобы тригонометрический ряд Фурье функции f(x) сходился в 
точке ху, достаточно, чтобы существовала кусочно непрерывная 
на сегменте [—л, п] и периодическая (с периодом 2п) функция 
5(х), обладающая сходящимся в точке ху тригонометрическим 
рядом Фурье и совпадающая с f(x) в как угодно малой 6-окрест- 
ности точки хо. 

Доказательство. Достаточно применить лемму Римана к 
разности [f(x)—g(x)] по сегменту [xo—6/2, x9+6/2] и учесть что из 
сходимости в точке хо тригонометрических рядов функций [f (x) — 
—g(x)] и g(x) вытекает сходимость в этой точке и тригономет- 
рического ряда Фурье функции {(х). Теорема доказана. 

Теорема 8.12 не устанавливает конкретного вида условий, 
обеспечивающих сходимость тригонометрического ряда Фурье 
функции f(x) в точке хо. Она лишь доказывает, что эти условия 
определяются только поведением f(x) в как угодно малой окрест- 
ности точки ху (т. е. имеют локальный характер). 

5. Равномерная сходимость тригонометрического ряда Фурье 
для функции из класса Гёльдера. В этом и в следующем пункте 
мы уточним условия, обеспечивающие равномерную сходимость и 
сходимость в данной точке хо тригонометрического ряда Фурье. 

Теорема 8.13. Если функция f(x) принадлежит на сегменте 
[[-л, n] классу Гёльдера С“ с каким угодно положительным по- 
казателем a (O<a<1) и если, кроме того, f(—n)=f(m), то три- 
гонометрический ряд Фурье функции f(x) сходится (к этой функ- 
ции) равномерно на сегменте [—n, п]. 

Доказательство. Как обычно, будем считать, что функ- 
ция |(х) периодически (с периодом 2л) продолжена на всю чис- 
ловую прямую. Условие {}(—л) ={(л) обеспечивает принадлеж-
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ность так продолженной функции классу Гёльдера C* на всей 
числовой прямой. 

Пусть х — любая точка сегмента [—л, л|. Умножая обе части. 
равенства (8.56) на {(х) и вычитая полученное при этом равен- 
ство из (8.55), получим равенство 

sin "+--): 

dt. (8.68) $» (® NF) =— [Fe + 9-1] 
—п 2 sin — 

2 

Из условия принадлежности f(x) классу Гёльдера С“ выте- 
кает существование постоянной М такой, что 

[АХО —f (x) | «М| (8.69) 
во всяком случае для всех х и всех { из сегмента [—n, л]. 

Фиксируем произвольное =>0 и по нему 5>0, удовлетворяю- 
щее неравенству 

М sa , & <. (8.70) 

Разбивая сегмент [—n, л] на сумму отрезка |t|<6 и множест- 
ва 6<|#Н<л, придадим равенству (8.68) следующий вил: 

ыш( +>) t 

] dt + S.(% NK) = | e+ Fo) 
#=<8 2 sin (8.71) 

sin ("+--) t sin (n+ t 

++ ( fits а F) af dt. 
7 | ot in ot 
вл 2 sin > é<ti<n 2sin > 

Для оценки первого интеграла в правой части (8.71) воспользу- 
емся неравенством (8.69) и учтем, что 

l л 
< 
2 t 

21 sin — si | 

для всех ¢ из сегмента [—л, п| 3). Таким образом, для любого 

31) Указанное иеравенство сразу вытекает из того, что функция (sin х)/х при 
sin x 

изменении х от 0 до 1/2 убывает от | до 2/л. Факт убывания функции 

sinx \' Cos x 
в свою очередь вытекает из того, что | ——~—~] = — (x—Itg x)< 0 всюду 

x к 
при 0<х<л/2, так как x<tgx при 0<х<л/2 (см. гл. 4 ч. 1).
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номера 1 и любого х из сегмента [—л, п] получим 

sin | +=) t 

t | | rater vat #| < 

И 
< | +9 м") & < 
< 2 sin | 

6 

<> | Пе = Мл | а 6". 
a 

0 1—6 

Отсюда на основании (8.70) для любого номера п и любого х из 
сегмента [—л, nm] будем иметь оценку 

a(nt— 
| исчо | ta) 

ti< 2 sin —— 1—6 9 

4 <=. (8.72) 

Второй из интегралов в правой части (8.71) с помощью кусочно 
непрерывной на сегменте [—л, a] функции (8.67) записывается 
в виде 

== [ fe+he@sin (x + >} [|4 
—п 

В силу следствия 4 п. 3 правая часть последнего равенства при 
п->со сходится к нулю равномерно относительно х на сегменте 
[—x, x]. Поэтому для фиксированного нами =>0 найдется номер 
№, такой, что 

1 
sin ("+ t 

1 
6<iti<n 2 sin 5 

& < = (8.73) 

для всех п> М, и всех х из сегмента [—zx, д].
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Для оценки последнего интеграла в правой части (8.71) заме- 
тим, что с помощью кусочно непрерывной функции (8.67) этот 
интеграл записывается в виде 

п 

| 
sin "+1 л 

Ix) | 2 | g(t)sin| (n+ —)t] de. 
ot л 2 

8<4=<л 2 sin > —л 

Интеграл, стоящий в правой части последнего равенства, при п 
—00 сходится к нулю в силу все того же следствия 4 п. 3 (до- 
статочно применить это следствие к функции f(x) =1). Учитывая 
также, что функция f(x) во всяком случае ограничена на сегмен- 
те [—л, nm], получим, что для фиксированного нами произвольно- 
ro s>0 найдется номер №. такой, что 

1 
sin (* +>] t 

[a 24 dle & (8.74) 
п ot 3 

b<jt]<n 2 sin ~~ 

для всех п—>М№. и всех точек x из сегмента [—n, a]. 
Обозначив через N наибольший из двух номеров №, и №, в 

силу (8.71) — (8.74) получим, что для фиксированного нами про- 
извольного =>>0 найдется номер N такой, что 

[5 (х, f) — f(x) | <в 

для всех п>М и всех x из сегмента [—л, л]. Теорема доказана. 
Замечание 1. Очевидно, что в условиях теоремы 8.13 три- 

гонометрический ряд Фурье сходится равномерно не только на 
сегменте [—л, m], но и на всей прямой (к функции, являющейся 
периодическим (с периодом 2л) продолжением функции f(x) на 
всю прямую). 

Замечание 2. Отметим, что при оценке интегралов (8.73} 
и (8.74) мы использовали лишь кусочную непрерывность (и выте- 
кающую из нее сограниченность) функции f(x) на сегменте 
[-[-л, x] (принадлежность f(x) классу Гёльдера С“ при оценке 
этих интегралов не использовалась). 

Замечание 3. Естественно возникает вопрос о том, 
можно ли в теореме 8.13 ослабить требование гладкости на 
функцию f(x), сохраняя утверждение этой теоремы о равно- 
мерной на сегменте [—л, л] сходимости тригонометрического 
ряда Фурье этой функции. 

Напомним, что принадлежность f(x) на сегменте [—л, л] 
классу Гельдера С“ по определению означает, что модуль не- 
прерывности [(х) на этом сегменте имеет порядок 

6 (5, Г) =0 (6). 
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Отметим без доказательства так называемую теорему 
Дини-— Липшица: 

Для равномерной на сегменте [—п, mn] сходимости тригоно- 
метрического ряда Фурье функции f(x) достаточно, чтобы эта 
функция удовлетворяла условию f(—n)=f(m) и чтобы ee мо- 
дуль непрерывности на сегменте [—л, п] имел порядок 

: 600 (аъ }. 

т. е. является при 6—0 бесконечно малой величиной более вы- 

сокого порядка, чем 
р In (1/6) 

Теорема Дини — Липшица содержит окончательное (в тер- 
минах модуля непрерывности функции) условие равномерной 
сходимости тригонометрического ряда Фурье функции, так как 
можно построить функцию f(x), удовлетворяющую условию 
#(—л) =f(m) с модулем непрерывности, имеющим на сегменте 

[[-л, nm] порядок о | 15) и с тригонометрическим рядом 
П 

Фурье, расходящимся на множестве точек, всюду плотном на 
сегменте [—л, л] 32). 
В условиях теоремы 8.13 после периодического (с периодом 

2n) продолжения функция f(x) оказалась принадлежащей классу 
Гёльдера С“ на всей числовой прямой. Естественно возникает BO- 
прос о поведении тригонометрического ряда Фурье функции f(x), 
принадлежащей классу Гёельдера С“ только на некотором сегмен- 
те [а, 6], а всюду вне этого сегмента удовлетворяющей лишь 
обычному требованию кусочной непрерывности. Ответ на этот во- 
прос дает следующая теорема. 

Теорема 8.14. Пусть функция f(x) кусочно непрерывна на 
сегменте [—л, n] и периодически (с периодом 2л) продолжена на 
всю числовую прямую. Пусть далее на некотором сегменте [а, В], 
имеющем длину, меньшую 2л, эта функция причадлежит классу 
Гёльдера С“ с произвольным положительным показателем а (0< 
<a<1). Тогда для любого 6 из интервала 0<6< (6 — а)/2 триго- 
нометрический ряд Фурье функции f(x) сходится (к этой функ- 
ции) равномерно на сегменте [a+6, 6—6]. 

Доказательство. Построим фупкцию g(x), которая на 
сегменте [a, 6] совпадает с f(x), на сегменте [b, a+2n] является 
линейной функцией вида Ах-+В, обращающейся в f(b) при х=Ь 

32) Доказательство теоремы Дини—Липшица и построение только что ука- 
занного примера можно найти, например, в книге А. Зигмунда «Тригонометри- 
ческие ряды. Т. 1» (М.: Мир, 1965. С. 108 и 477).
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ив f(a) при х==а-+2л 33), и которая периодически (с периодом 
2л) продолжена с сегмента [а, а+2л] на всю прямую (Ha 
рис. 8.1 жирная линия изображает график функции f(x), а штри- 
ховая линия — график построенной по ней функции g(x)). 

Очевидно, что построенная нами функция g(x) удовлетворяет 
условию #(—л) ==#(л) и принадлежит классу Гёльдера С“ (с 
тем же положительным показателем а, что и }(х)) на всей пря- 

y A 

ТА ТА 
- == | Lo |. 

| „7 | j Pea : | Pia 

| Poa | г“ a 

Г 1 | | | | I 
Ly \ | Г 

UF Ут | | «т ——> 

- 0 а п В 2a а+27л Зл bt2N aw 

Рис. 8.1 

мой 3. В силу теоремы 8.13 и замечания 1 тригонометрический 
ряд Фурье функции g(x) сходится равномерно на всей числовой 
прямой, а поэтому в силу теоремы 8.11 тригонометрический ряд 
Фурье функции f(x) при любом 6 из интервала 0<6< (6 —а)[2 
сходится (к этой функции) равномерно на сегменте [a+6, 6 — 
— 6]. Теорема доказана. 

Замечание 4. Утверждение теоремы 8.14 остается спра- 
ведливым и для сегмента [а, 6], имеющего длину, равную 2х 
(т. е. для случая b=a+2n, но в этом случае при доказательстве 
теоремы следует, фиксировав произвольное 6 из интервала O< 
<5«л, взять функцию g(x) совпадающей с f(x) на сегменте [a+ 
+6/2, а+2л—6/2?], линейной на сегменте [at2n—6/2, at2n+ 
-+- 6/2] и периодически (с периодом 2п) продолженной с сегмента 
[a+6/2, а+2л-6/2] на всю числовую прямую. Если же сегмент 
[а, 6] имеет длину, превосходящую 2л, то из принадлежности 
f(x) классу Гёльдера С“ на этом сегменте и из условия перио- 
дичности f(x) (с периодом 2п) вытекает, что {(х) принадлежит 

33) Условие обращения функции Ax+B в f(b) при х=Б ив f(a) при x= 
=а-+2л однозначно определяет постоянные A и В: 

АГ в (a+ 20) f(b) Ы(@) 
— — 

at22n—b ’ a+2n—b 

34 ) Достаточно учесть, что g(x) всюду непрерывна и что линейная функция 
нмеет ограниченную производную и поэтому принадлежит классу  Гёльдера 
С“ при любом a<!1.
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классу С“ на всей прямой, т. е. в этом случае мы приходим к тео- 
реме 8.13. 

6. О сходимости тригонометрического ряда Фурье кусочно 
гёльдеровой функции. 

Определение 1. Будем называть функцию f(x) кусочно 
гёльдеровой на сегменте [a, 6], если эта функция ку- 
сочно непрерывна на сегменте [а, 5] и если этот сегмент при по- 
мощи конечного числа точек а=жх<д<х<...«х,==6 разби- 
вается на частичные сегменты [хь-—1, Xn] (Е=1, 2,...,п), на каж- 
дом из которых функция f(x) принадлежит классу Гёльдера С“, 
с некоторым положительным показателем ay, (O<a,<1). При 
этом при определении класса Гёльдера на частичном сегменте 
[%«-, Xp] 6 качестве значений функции на концах сегмента сле- 
дует брать предельные значения 

(ль --0) и Ё(хь — 0). 

Иными словами, область задания всякой кусочно гёльдеровой 
функции распадается на конечное число не имеющих общих вну- 
тренних точек сегментов, на каждом из которых эта функция 
принадлежит классу Гёльдера с некоторым положительным пока- 
зателем. 

Каждый из этих сегментов мы будем называть участком 
гладкости функции. 

Определение 2. Будем называть функцию f(x) кусоч- 
но гладкой на сегменте [а, 6], если эта функция кусочно 
непрерывна на сегменте [а, 6] и имеет на этом сегменте кусочно 
непрерывную производную 35), т. е. если функция f(x) кусочно не- 
прерывна на сегменте [а, 6] и ее производная f’ (x) существует 
и непрерывна всюду на этом сегменте, за исключением, быть мо- 
жет, конечного числа точек, в каждой из которых функция [ (x) 
имеет конечные правое и левое предельные значения. 

Ясно, что всякая кусочно гладкая на сегменте [a, 6] функция 
является на этом сегменте кусочно гёльдеровой. 

Теорема 8.15. Пусть кусочно гёльдеровая на сегменте [—n, 
д] функция f(x) периодически (с периодом 2л) продолжена на 
всю прямую. Тогда тригонометрический ряд Фурье функции -] (x) 
сходится в каждой точке x прямой к значению f(x) = [ЕКх-+0) + 
+f(x—0)]/2, причем сходимость этого ряда является равномер- 

35) Как у всякой кусочно непрерывной функции, у кусочно  гёльдеровой 
функции значения в каждой точке х» обязаны быть равны полусумме правого 
н левого предельных значений в этой точке, т. е. должно быть справедливо ра- 
венство 

| 
f (xp) =~) If (в +0) + f (x, —90)]. 

36) См. определение 1 из п. 2 § 4.
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ной на каждом фиксированном сегменте, лежащем внутри участка 
гладкости функции f(x). 

Доказательство. Утверждение теоремы о равномерной 
сходимости на каждом фиксированном сегменте, лежащем внутри 
участка гладкости, сразу вытекает из теоремы 8.14. Отсюда же 
вытекает и сходимость тригонометрического ряда Фурье функции 
{(х) в каждой внутренней точке участка гладкости функции 
rn 37). Остается доказать сходимость тригонометрического ряда 
Фурье функции f(x) в каждой точке соединения двух участков 
гладкости. 

Фиксируем одну из таких точек и обозначим ее через х. Тогда 
найдутся постоянные М, и М. такие, что при любом достаточно 
малом положительном { будет справедливо неравенство 

|f(x+t)—f(x+0)| < МЕ“ (0< a, < 1), (8.75) 

а при любом достаточно малом отрицательном # — неравенство 

|f (x +t)—F(x—0)| < М, |1 |? (0<а,< |). (8.76) 

Обозначим через М наибольшее из чисел М, и М», а через а 
наименьшее из чисел си и Ge. Тогда при |#|<1 в правой части 
каждого из неравенств (8.75) и (8.76) можно писать M|t|¢. 

Фиксируем теперь произвольное =>0 и по нему 6>0, удовле- 
творяющее неравенству (8.70) и настолько малое, что при |t]/<6 
справедливы оба неравенства (8.75) и (8.76) и в правой части 
этих неравенств можно брать число М|#|“. Повторяя рассужде- 
ния, проведенные при доказательстве теоремы 8.13, мы придем к 
равенству (8.71), и для доказательства теоремы нам остается 
убедиться, что в фиксированной нами точке х справедливы оцен- 
ки (8.72), (8.73) и (8.74). В замечании 2 п. 5 мы отметили, что 
оценки (8.73) и (8.74) справедливы для любой только кусочно не- 
прерывной и периодической (с периодом 2л) фучкции. Остается 
доказать справедливость для всех номеров п оценки (8.72). 

Так как f(x) =1/2 [1(х+0) +7 (х —0)] n® 

. ] . I ; 1 
6 sin (1+5) 6511 (n+) 0 sin (n+): 

| dt =2 | —— di=2 dt, 
—8 2 sin ~ 0 2 sin —§ 2sin 

31) Так как каждую внутреннюю точку участка гладкости можно охватить 
сегментом, лежащим внутри этого участка. 

38) Функция 
1 

sin (x +>) t 

t 
2 sin — 
sin 

ф (tf) =
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то интеграл, стоящий в левой части (8.72), можно переписать так: 

sin (n+ >) 1 

dt = — | ео 
\t}<6 2 sin 

1 
6 и | n-+—— |? 

== | [f(x + )—F(x + 9)] | - dt + 
0 2 sin — 

2 

1 
0 sin (n+) t 

+= \ [f (x + t)—f (x—0)] —— dt. (8.77) 
— 6 2 sin — 

2 

Для оценки интегралов, стоящих в правой части (8.77), вос- 
пользуемся неравенствами (8.75) и (8.76), беря в правой части 
этих неравенств число М|#|“. Учитывая уже применявшуюся при 
доказательстве теоремы 8.13 оценку 

| д 
при |1 п < л @Р 11| < mt) 

2| т = 
m9 

и неравенство (8.70), будем иметь 

sin Care t 

fF e+ )—F en at| < 
t]<6 2 sin — Fa 9 

8 
6 0 | 

< feta) =o < | 
2 | 5 OL 3 

0 — 

Оценка (8.72), а с ней и теорема доказаны. 

6 

является четной, поэтому легко убедиться, что для нее | ф (2) & = 

0 
0 

= [904 (достаточно в одном из этих интегралов сделать замену f=—T). 

—6 
Следовательно, 

0 6 

p(t) dt =2\ p(t)dt=2 | g(t) dt. и? | b
e
,
 

fo
r)



328 Гл. 8 Ряды Фурье 

Следствие 1. Утверждение теоремы 8.15 будет тем более 
справедливо, если в ее формулировке вместо кусочно гёльдеровой 
взять кусочно гладкую (на сегменте [—n, л]) функцию, периоди- 
чески (с периодом 2n) продолженную на всю прямую. 

Для формулировки еще одного следствия введем новое поня- 
тие. Пусть 0<axl. 

Определение 3. Будем говорить, что функция f(x) удов- 
летворяет в данной точке х справа (слева) усло- 
вию Гёльдера порядка a, если функция f(x) имеет в точке 
х правое (левое) предельное значение и если существует такая 
постоянная М, что для всех достаточно малых положительных 
{отрицательных) t справедливо неравенство 

РОО см ( ее <M). 
to \ [2 

Очевидно, что если функция {(х) имеет в данной точке х пра- 
вую (левую) производную, понимаемую как предел 

|, О-о. ( 
10-50 t 

lim 9-0) 
1+0—0 t 

то функция f(x) заведомо удовлетворяет в этой точке х справа 
(слева) условию Гёльдера любого порядка а<. 

Следствие 2 (условие сходимости тригонометрического ряда 
Фурье в данной точке). Для того чтобы тригонометрический ряд 
Фурье кусочно непрерывной и периодической (с периодом 2x) 
Функции f(x) сходился в данной точке х числовой прямой, доста- 
точно, чтобы функция |(х) удовлетворяла в точке х справа усло- 
вию Гёльдера какого-либо положительного порядка a, и в точке 
х слева условию Гёльдера какого-либо положительного порядка 
аз (и тем более достаточно, чтобы функция f(x) имела в точке x 
аравую и левую производные). 

Доказательство. Достаточно заметить, что из того, что 
функция f(x) удовлетворяет в точке х справа (слева) условию 
Гельдера порядка a, (порядка ae), вытекает существование по- 
стоянной М, (постоянной М2) такой, что для всех достаточно ма- 
лых положительных (отрицательных) { справедливо неравенство 
(8.75) (неравенство (8.76)). Так как доказательство теоремы 8.15 
использует лишь неравенства (8.75) и (8.76) и кусочную непре- 
рывность и периодичность f(x), то утверждение следствия 2 верно. 

Пример. Не вычисляя коэффициентов Фурье функции 

созх при —л<«хх 0; 
7 (x)= 1/2 при х=0; 

Ух при 0 < xu,
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можно утверждать, что тригонометрический ряд Фурье этой 

функции сходится в точке х=0 к значению ->› так как функция 

f(x) имеет в этой точке левую производную и удовлетворяет в 

этой точке справа условию Гёльдера порядка @.= —. 

7. Суммируемость тригонометрического ряда Фурье непре- 
рывной функции методом средних арифметических. Мы уже от- 
мечали, что тригонометрический ряд Фурье всюду непрерывной 
и периодической (с периодом 2л) функции может быть расхо- 
дящимся (см. п. 1). Докажем, что этот ряд тем не менее всегда 
суммируем (равномерно на всей прямой) методом Чезаро (ме- 
тодом средних арифметических) 39). 

Теорема 8.16 (теорема Фейера) 40). Если функция f(x) 
непрерывна на сегменте [—п, п| и удовлетворяет условию 
f(—n) =f(m), то средние арифметические частичных сумм ее 
тригонометрического ряда Фурье 

a, (x, f)= So (x, f) + $: (х, f) +... + 51-1 (х, f) 

ft 

сходятся (к этой фичкции) равномерно на сегменте [—п, п] 
(а в случае, если функция продолжена на всю прямую с пе- 
риодом 2х, равномерно на всей прямой). 

Доказательство. Из равенства (8.55) для 5„(х, f) сле- 
дует, что 

л п 

д, (x, В (ie Yisin (#+--) t| de. (8.78) 
д 2sin—— “p=—0 

2 

Для вычисления суммы, стоящей в (8.78) в квадратных скоб- 
ках, просуммируем тождество 

2 sin — sin (# + >} t =cos kt—cos(&+ l)¢ 

по всем &==0, 1, 2,...,n— 1. В результате получим 

n—l 

2sin—Y' sin (4 + >) ¢=1—cosnt—2sin? . 

7 k= ? 2 

3) См. п. 1 $ 7 ra. 1. 
40) Л. Фейер — венгерский математик (1880—1959). Приведенная теорема 

доказана им в 1904 г. 

12 Зак. 25
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С помощью этого равенства (8.78) приводится к виду 

х sin? nt 

о, (Xx N= (М+б 2 dt. (8.79} 
_ mn 2 sin? я 

Из (8.79) в свою очередь немедленно следует, что 

nt 
,; л 5112 о 

—_ \ dt = 1, (8.80) 
tn ; t 

—_ 2 sin? о 

так как левая часть (8.80) равна среднему арифметическому 
частичных сумм тригонометрического ряда Фурье функции 
f(x) =1, а все указанные частичные суммы тождественно рав- 
ны единице (см. п. 2). 

Фиксируем произвольное =>0. Согласно теореме Вейер- 
штрасса 8.7 найдется тригонометрический многочлен Т(х) та- 
KOH, Что 

| f(x) — T(x) |<e/2 (8.81) 

для всех х числовой прямой. В силу линейности средних ариф- 
метических од (х, [) =о» (х, {—Т) + ов (х, Т), так что 

lon(%, f)—T (x) [< lon (х, f—T)| + |6, (х, T)—T (%)1. (8.82) 
Запишем равенство (8.79) для функции [f(x) — Т(х)]. Учиты- 
вая неотрицательность называемой ядром Фейера функ- 

sin? nt 

ЦИИ и используя оценку (8.81) и равенство (8.80), 
2 — 2 sin 5 

получим 

|6» (x, f—T)|< 

л sin? ~ 

<+ | F(x+t)—T(x+2)| — dt < 
пп —л 2 sin? — 

2 

nt 
,; п sin? о е 

<=— | — dt = —. (8.83) 
7 2 sin? — 

Неравенство (8.83) справедливо для любого номера п.
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Заметим, что тригонометрический ряд Фурье многочлена 
Т(х) совпадает с этим многочленом. Отсюда следует, что все 
частичные суммы S,(x, Г), начиная с некоторого номера 1%, 
равны Т(х). Но это позволяет нам для фиксированного выше 
произвольного =>0 отыскать номер N такой, что 

[с (х, Т) —T(x)|<e/2 (8.84) 
при всех nN и всех x. 

Из неравенств (8.82) — (8.84) заключаем, что |on(x, f) — 
—[(х) | <= при всех п>М и всех x. Теорема доказана. 
8. Заключительные замечания. 1°. При решении ряда конкрет- 

ных задач приходится раскладывать функцию в тригонометриче- 
ский ряд Фурье не на сегменте [—n, л], а на сегменте [-[, J], где 
[ — произвольное положительное число. Для перехода к такому 
случаю достаточно во всех проведенных выше рассуждениях за- 

Л 
менить переменную x Ha X. Конечно, при такой линейной заме- 

не переменной останутся справедливыми все установленные нами 
результаты, которые будут относиться к тригонометрическому ря- 

ду Фурье 
oo 

e+ у (a,cos— kx +b, sin ты (8.85) 
k=1 

со следующими выражениями для коэффициентов Фурье: 

| | (8.86) 

а, = | f(t) cos Е tt | dts by= -- { f(t) sin (= at) dt; 

Мы не будем заново формулировать все установленные Teope- 
мы, а лишь отметим, что во всех формулировках сегмент [-—л, л] 
следует заменить сегментом [-1[, /], а период 2л — периодом 21. 

2°. Из вида (8.86) тригонометрических коэффициентов Фурье 
вытекает, что для четной функции [(х) равны нулю все коэффици- 
енты 6, (R=1, 2, ...), а для нечетной функции f(x) равны нулю 
все коэффициенты ay (=0, 1, 2, ...). Таким образом, четная 
функция f(x) раскладывается в тригонометрический ряд Фурье 
только по косинусам: 

о 

oy У | ьсоз — kx, 
2 

k=1 

i2*
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а нечетная функция f(x) раскладывается в тригонометрический 
ряд Фурье только по синусам: 

У b, sin = RX. 

kent 

3°. Приведем весьма часто употребляемую комплексную 
форму записи тригонометрического ряда Фурье (8.85). Ис- 
пользуя соотношения (см. п. 3 $ 7 гл. 2) 

BIS 
—i—kx р п 

е ! = COS kx—i sin — Rx, 

hex д UT 
e ! = cos —- kx +1 Sin 1 

легко убедиться в TOM, что тригонометрический ряд Фурье (8.85) 
с коэффициентами Фурье (8.86) приводится к виду 

a Я kx 

Усе ', (8.87) 
k=—o@ 

в котором комплексные коэффициенты с» имеют вид 

i pet 1 
] 

ama ) He ; dt 

и выражаются через коэффициенты (8.86) по формулам 

а a, — ib ap + ib Co, C=, = k (k=1,2, ...). 
9 › 

$ 6. КРАТНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ РЯДЫ ФУРЬЕ 

1. Понятия кратного тригонометрического ряда Фурье и его 
прямоугольных и сферических частичных сумм. Пусть функция 
N переменных [(x1, х2, ..., Хм) определена и интегрируема в 
№-мерном кубе —л<хь<л (kR=1, 2,..., М); обозначим этот куб 
символом П. Кратный тригонометрический ряд такой функции 
удобно записывать сразу в комплексной форме, используя для 
сокращения записи понятие скалярного произведения двух 
М№-мерных векторов. 

Пусть х= (х1, №, ..., хм) — вектор с произвольными вещест- 
венными координатами хи, Xo, ..., хм, а п=(п, No, ..., Им) — 
вектор с целочисленными координатами My, по, ..., Mn. 
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Кратным тригонометрическим рядом Фурье 
функции f(X) ={(х1, №, ..., Хм) называется ряд вида 

= “ - —t(x, п) у... SM Ре (8.88) 
=~ RN yy==-——-@ 

в котором числа fp называемые коэффициентами Фурье, 
определяются равенствами 

[п == Fngn...ny — 

(8.89) 
= (2-м |... | Ку, Yor ees уме мт ду... дум, 

II 

а символ (х, п) обозначает скалярное произведение векторов 
хи п, равное X11,+Xonet...+xnny. 

Конечно, кратный тригонометрический ряд Фурье (8.88) 
можно рассматривать как ряд Фурье по ортонормированной (в 
М№-мерном кубе II) системе“), образованной с помощью всевоз- 
можных произведений элементов одномерных тригонометриче- 
ских систем, взятых от переменных ху, Xo, ..., хм соответствена 
но. Эту ортонормированную систему принято называть крат- 
ной тригонометрической системой. 

Как и для всякой ортонормированной системы, для кратной 
тригонометрической системы справедливо неравенство 
Бесселя, которое имеет вид 

ao 

у... BE < В, 
Пе — 00 Ay 

(8.90) 

где f(x;, Xe, ..., хм) — любая непрерывная в №-мерном кубе П 
функция. 

Рассмотрим вопрос о сходимости тригонометрического ряда 
Фурье. Если этот ряд не сходится в данной точке х= (1, хо, ... 

., Хм) абсолютно, то вопрос о его сходимости (в силу теоре- 
мы Римана 1.10) зависит от порядка следования его членов 
(или, что то же самое, от порядка суммирования по индексам 
My, По, -.., ny). 

Широко распространены два способа суммирования кратно- 
го тригонометрического ряда Фурье — сферический и прямо- 
угольный. 

Сферическими частичными суммами кратного 
тригонометрического ряда Фурье (8.88) называются суммы 
вида 

*1) При этом скалярное произведение двух любых функций определяется как 
интеграл от произведения этих функций по кубу П.
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5, (х, р = У, ре, 
jn|<A 

взятые по всем целочисленным значениям My, Mo, ..., fly, удов- 

2 2 2 
летворяющими условию |п|= | И ... $y QA. 

Говорят, что кратный тригонометрический ряд Фурье (8.88) 
суммируем в данной точке х сферическим методом, если в этой 
точке существует предел lim S, (x, |). 

A-> 00 

Прямоугольными частичными суммами крат“ 
ного тригонометрического ряда Фурье (8.88) называются сум- 
мы вида 

пу тм ~ . 

Smyms, ... my (X; fy= > _ у Ре Их, п) 

= ny=—my 

Говорят, что кратный тригонометрический ряд Фурье (8.88) 
суммируем в данной точке х прямоугольным методом (или ме- 
тодом Принсгейма“2), если в этой точке существует npe- 
дел 

lim Smamy ... MN (x, f) 

т-о 
т.о 

myo 

(при независимом стремлении к бесконечности каждого индек- 
са т, то,..., тм). 

Оба метода суммирования имеют свои преимущества и свои 
недостатки. При рассмотрении кратного тригонометрического 
ряда Фурье как ряда Фурье по ортонормированной системе ес- 
тественно располагать его члены в порядке возрастания |п| и 
иметь дело со сферическими частичными суммами. 

Прямоугольные частичные суммы применяются при исследо- 
вании поведения кратных степенных рядов около границы обла- 
сти сходимости. Следует отметить, что определение суммы ряда 
как предела прямоугольных сумм (в противоположность опре- 
делению, опирающемуся на предел сферических сумм) не на- 
кладывает никаких ограничений на бесконечное множество 
частичных сумм этого ряда. 

Прежде чем формулировать условия сходимости кратного 
тригонометрического ряда Фурье, определим некоторые харак- 
теристики гладкости функции NV переменных. 

2. Модуль иепрерывности и классы Гёльдера для функции 
N переменных. Пусть функция М переменных f(x)= 

А Xo, ..., Xv) определена и непрерывна в М№-мерной обла- 
сти О. 

2) Альфред Принсгейм — немецкий математик (1850—1941).



$ 6. Кратные тригонометрические ряды Фурье 335 

Определение 1. Для каждого 5>0 назовем модулем 
непрерывности функции f(x) в области D точную верх- 
нюю грань модуля разности |f(x’)—f(x”)| на множестве всех 
точек x’ u x”, которые принадлежат области D u расстояние 
о(х’, x”) между которыми меньше д. 

Будем обозначать модуль непрерывности функции f(x) в об- 
ласти D символом в (6, f). 

Определение 2. Для любого х из полусегмента 0<х<1 
будем говорить, что функция f(x) принадлежит в области D 
классу Гёльдера C* с показателем x, и писать [(х)е 
=C*(D), если модуль непрерывности функции f(x) в области 
D имеет порядок w(x, {) =О (5*). 

Пусть теперь а — любое положительное число, не обяза- 
тельно целое. Это число мы всегда можем представить в виде 
a=r+rx, где г — целое, а х принадлежит полусегменту 0<х<1. 

Определение 3. Будем говорить, что функция f(x) при- 
надлежит в области D классу Гёльдера C* с показателем 
a>0, и писать f(x)eC*(D), если все частные производные 
функции f(x) порядка г непрерывны в области В и каждая ча- 
стная производная порядка г принадлежит классу C*(D), вве- 
денному в определении 2. 

3. Условия абсолютной сходимости кратного тригонометри- 
ческого ряда Фурье. Выясним условия абсолютной и равномер- 
ной сходимости кратного тригонометрического ряда Фурье. 

Теорема 8.17. Если функция f(x) периодически (с nepuo- 
дом 2п по каждой из переменных) продолжена на все простран- 
ство EN и обладает в Е непрерывными производными порядка 
s=[N/2]+1, где [N/2] — целая часть числа №2, то кратный три- 
гонометрический ряд Фурье функции f(x) сходится (к этой 
функции) абсолютно и равномерно во всем пространстве EN, 

Доказательство. Договоримся обозначать символом 
ут. ot 

( - г коэффициент Фурье производной ax™ с номером n= 
Xp n 

= (п1, no, ..., пм). Производя интегрирование по частям, полу- 
9} ‚р 

ЧИМ I = И" (для любого kR=1, 2, ..., №), так что 
ХЕ /п 

= + |+... Им!) YH), 
и, следовательно, 

N ~ 

fal = + [tg] +... + lav" У =). . 
k=1 
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Формула (8.91) справедлива не только для функции [, но и для 
каждой частной производной функции f до порядка (5—1) 
включительно. 

Отсюда сразу же вытекает соотношение 

. | 

3 
$1 М Oxi... dx! и Fal<(imgl +imlt... tly У 

SytS,+...+Sa=s 

(8.92) 

сумма в правой части которого берется по всем целым неотри- 
цательным 51, So, ..., SN, удовлетворяющим условию 51-55 
+-...+$м=5 (так что число слагаемых в этой сумме равно №). 
Из (8.92) в свою очередь следует *), что 

< (1% + [mg] +... + м!) + 

№ asf 2 
> У, (az oe) (8.93) 

Sst... $ == 

N 
Учитывая, что s=— +8, где ==1 для четного № и e=!/5 

для нечетного №, и что 

([2,] + [mg] +... + м) = (я | + [tel +... + Мм)“ < 

—1— 2 —1— 22 —1— 28 
N N N 

< п: | | м 

из (8.93) получим 
f2e 2e 2e 

sly) Nip) м TW Ам Мм“. "+ 
2 

ty У 
SitSe+... +S М ==8 

(8.94) [тов \ Oxy 0x5? ... OxtN и 

Для абсолютной и равномерной сходимости кратного тригоз 
нометрического ряда Фурье (8.88) достаточно (в силу признака 
Вейерштрасса) доказать сходимость мажорирующего его чис- 
лового ряда 

с 

У... УИ, 
пм=— < 

43) Мы пользуемся неравенствами |a\|-|b|<a?/2+62/2 и (|а1|-+|а2|+...-+ 
+ |ap|)*<p(ai?+a2?+...+a57).
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но (в силу неравенства (8.94)) сходимость последнего ряда ABe 
ляется прямым следствием сходимости для любого А=1, 2, ... 

25 со —1— 8 

..., М числового ряда у. \n, | N и сходимости для лю- 
п— © 

бых $1, So,..., Sn ряда 

oo ceo) 

| ... дх'дх2?... OxESN 
ny=— © пм=— © bw? М /п 

вытекающей из неравенства Бесселя (8.90), записанного для не- 
95} 

прерывной функции дхидх»... д%м` 

Тот факт, что кратный тригонометрический ряд Фурье (8.88) 
сходится именно к функции [(х), вытекает из полноты кратной 
тригонометрической системы 14). В самом деле, если бы ряд 
(8.88) равномерно сходился к некоторой функции g(x), то из 
возможности почленного интегрирования такого ряда вытекало 
бы, что все коэффициенты Фурье функции (xX) совпадают с со- 
ответствующими коэффициентами Фурье функции [(х). Ho тог: 
да разность {1 (х)—2(х)] была бы ортогональна всем элементам 
кратной тригонометрической системы и (в силу полноты этой 
системы) равнялась бы нулю. Теорема доказана. 

Замечание. Теорема 8.17 может быть уточнена. 
Теорема 8.18. Если функция f(x) периодична по каж- 

дой из переменных (с периодом 2п) и принадлежит в EN клас- 
су Гёльдера С“ при a>N/2, то кратный тригонометрический 
ряд Фурье f(x) сходится (к этой функции) абсолютно и равно- 
мерно во всем пространстве EN, 

Выяснение условий неабсолютной сходимости кратного три- 
гонометрического ряда требует привлечения более тонкой тех- 
НИКИ. 

44) Полнота кратиой тригонометрической системы сразу вытекает из пол- 
ноты составляющих ее одномерных тригонометрических систем, произведением 
которых она является.



Глава 9 

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ 

Если функция f(x) задана на всей числовой прямой или на по- 
лупрямой и не является периодической ни с каким периодом, то 
эту функцию естественно раскладывать не в тригонометрический 
ряд Фурье, изученный в предыдущей главе, а в так называемый 
интеграл Фурье. Изучению такого разложения и посвящена на- 
стоящая глава. 

Приведем сначала некоторые наводящие соображения. Пусть 
периодическая с периодом 2/ и первоначально заданная на сег- 
менте [-[, Д функция f(x) разложена в ряд Фурье: 

— M0 = in — Р(х) = 5 +} (axc0s = kx + 6, sin kx), 

kool 

где 
1 1 

a—=—- (1 (t) dt, a, = — Ро cos att, bp= 
— — 

| 
| in = =— Jf sin Rt dt. 

Формально подставив выражения для ак и 6» в разложение функ- 
ции f(x), получим 

if © 1 

] I л л 9 | f(t) dt+ iin | f(t) cos kx cos kt dt + 
— 

] ] . л . л 

| 
1 &1 л л ол - a +H У \/6 | cos Ах cos At + sin 7 ex sin it | dt, 

k=] —I
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ИЛИ 

1 со 1 

Ка=-- | f(t) dt + «Ут j f (@) cos h(t —x) dt. 
— =] — 

Предположим, что функция f(x) абсолютно интегрируема Ha всей 
+0 

прямой, т. е. сходится несобственный интеграл | |{(t)|dt, и пе- 

—© 

рейдем чисто формально в равенстве для f(x) к пределу при l> 
—с0. При этом первое слагаемое правой части равенства стре- 
мится к нулю, а второе слагаемое можно рассматривать как ин- 

со 

тегральную сумму для интеграла ее от функции 

в (А) = f (t) cos A(t — x) dt, 

а 
|-

 
l
e
e
s
.
 

если положить А, = — Е, AA = — 

Поэтому формальный предельный переход приводит к равен- 
ству 

\° 
Это равенство и называется формулой Фурье. 

Если положить 

f(x) = f (t) cos А (t—x) dt. 

as
 

J
e
 

a,=—— | f (i) cos At at, by = “asi (Е) sin At dt, 

то формулу Фурье можно записать в виде 

[ (x)= | (a, cosAx + в sin Ax) da. 
0 

Перейдем теперь к строгому изложению теории преобразова- 
ния Фурье. 

$ 1. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ФУНКЦИИ ИНТЕГРАЛОМ ФУРЬЕ 

Всюду в дальнейшем подчиним функцию [(х) требованию аб- 
солютной интегрируемости на прямой (—с0, со), т. е. потребуем, 
чтобы сходился несобственный интеграл
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о 

| ЕН dx. (9.1) 
—ы= Об) 

Определение 1. Будем говорить, ‘что функция f(x) при- 
надлежит на прямой (—, со) класси L, и писать [(х) Е 
=, (—©0, 00), если функция f(x) интегрируема (в собственном 
смысле Римана) на любом сегменте (говорят, что f(x) — локаль- 
но интегрируема) и если сходится несобственный интеграл (9.1). 

1. Вспомогательные утверждения. Заметим, что в дальнейшем 
комплексная функция g(A) вещественного аргумента A будет pac- 
сматриваться как пара вещественных функций u(A) и U(A): 
& (^) =и(^) + (^). Непрерывность &(^) в данной точке A пони- 
мается как непрерывность в этой точке каждой из функций u(A) 
и о(^). 

Лемма 1. Если feL,(—oo, со), то для любой точки i число- 
вой прямой (—co<<oo) существует несобственный интеграл 

[oe] 

в (А) = {ef (x) dx.) (9.2) 
—_о 

называемый преобразованием Фурье (или образом 
Фурье) функции f(x). Функция g(d) непрерывна по А в каждой 
точке числовой прямой. 

Доказательство. Из равенства |f(x)e**|=|f(x)| и из 
сходимости интеграла (9.1) вытекает существование несобствен- 
ного интеграла &(^): 

le =| [еда | < лох < 00, 
— oO 

Из признака Вейерштрасса (см. теорему 7.8) вытекает равно- 
мерная по A сходимость интеграла (9.2); отсюда в силу непрерыв- 
ности e”* по А легко следует непрерывность g(A) на каж- 
дом сегменте, т. е. в каждой точке числовой прямой. 

Лемма 2 (лемма Римана). Пусть функции f(x) — локаль- 
но интегрируема на (—со, +oo) и [а, 6] — произвольный фиксиро- 
ванный интервал числовой прямой; тогда 

[£G) ede 0 

при Xoo (A — вещественное число). 
Доказательство. Фиксируем произвольное число =>0. 

Так как функция f(x) по условию теоремы локально интегрируе- 
ма на числовой прямой, To f(x) интегрируема на заданном сегменз
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те [а, 5]. Поэтому для выбранного числа =>0 найдется такое раз- 
биение Г сегмента [а, 6] на частичные сегменты [хи—, xz] (k=1, 
2,..., A, A=Xo<X1<...<x¥,=0), что для нижней суммы Дарбу sr 
справедливы неравенства 

b 
о< (f(x)dx—sp ce. 

Напомним, что 

т 

т = у. mj Ax, 

j=l 

где 

т; — inf f (x), Ax; = Xj—-—Xj—}. 
ХЕ 4, х,} 

Рассмотрим кусочно постоянную на сегменте [а, 6] функцию 
р(х)=т:, при xel[xj-1, xj], j=l, 2, ..., п, p(xo)=m,. Очевидно, 
p(x) <[(х) на [а, 6] и для всех вещественных чисел A 

5 b b 

O< If f (wpe dx— fp (xyedxl < J If (—p()| le = 
a 

b b 

= Uf @)—p (a) de= | од dx—sp<e, 

Но для фиксированного нами разбиения T 

b п Я) п 

2х dy 1 i few efx dy = у \ me dit =-— S (me M) [71 0 

a 1—1 “1 ]=1 

b 
при ^>о0. Таким образом, при A->oo интеграл | p(x) e™*dx 

a 

стремится к нулю. Лемма доказана. 

Лемма 3. Преобразование Фурье g(r) функции f(xleE 
= (—с0, 00) стремится к нулю при |^|=>оо, т. е. 

lim |g(4)| =0. 
14-5.
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Доказательство. Фиксируем произвольное число =>0. 
В силу сходимости интеграла (9.1) можно выбрать число А>@ 
такое, что 

—А 

ОМА) + | ках < >. 
A —c 

При таком А справедливо неравенство 
© А 

ig (A)| = | \ f(x) eds <|( Пела» | ++. 
ve —A 

Последний интеграл при достаточно большом |A| может быть 
Е 

оценен сверху числом —- (см. лемму 2). Так как в произволь- 

HO, TO jim [g(A)| =0. Лемма доказана. 

В качестве следствия из леммы 3 получаем 

@ 

lim | f(x) cosax dx =0, lim | f (x) sin Ax dx = 0. 
Ао >> A> о о 

2. Основная теорема. Формула обращения. 
Определение 1. Для каждой функции f(x) из класса 

L,(—oo, 00) назовем предел 

А А © . 

lim \ g (A) e—*dA, == lim = \ \ elht—2) F(t) dt | di (9.3) 
о A>oa@ 

—A —А —o 

(при условии, что этот предел существует) разложением 
функции f(x) в интеграл Фурье. 

Возникает вопрос о существовании разложения функции f (x) 
в интеграл Фурье (9.3). Ответ дается следующей теоремой. 

Теорема 9.1. Если функция {(х) ЕЁ! (©, со) и если f(x). 
удовлетворяет в данной точке x справа условию Гёльдера поряо- 
ка a, где 0<ai<l1, а слева условию Гёльдера порядка a, где 
0<а2<1, то в данной точке x выполнено равенство 

а #09. )е Аха» = АИ. 

Ао 

Таким образом, в каждой точке x, в которой значение f(x) рав- 

но полусумме |(х)= Их о) Но ‚ в частности, в каждой 

точке непрерывности f(x), справедливо равенство 
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К =-Ь— \ 8 (К) e-Mdn, (9.4) 

‚в котором несобственный интеграл понимается в смысле главного 
значения, т. е. при симметричном стремлении пределов интегриро- 
вания к бесконечности. 

Доказательство. Поскольку & (А) — непрерывная функция, 
то при любом A>0 существует интеграл 

А А © 

— | в) ем =-- =) = J oF (6) a | dh 

В силу того что интеграл, заключенный в квадратные скобки, 
равномерно по A сходится на любом сегменте [—A, A], можно по- 
менять порядок интегрирования относительно Ёи A. Воспользовав- 
апись равенствами 

eMt—s) — cos А, (t—x) +isina(t—x); 

A ^ 

{ cosa (t—x) dh, =, { sina (¢—x) da =0, 
—х 

а также заменой [=х-и, получим 

А со А 

J к ( iMt—x) | — —- ЕС» dh — ~ | se dn. | f(t) dt 

1 мия 8 sin Au 
=— ( (ЕР) -_ ‚ЧЁ = ai f(x+u) du. 

(Следовательно, при любом А>0 

— [в g (A) edn = { ни) 2 du + 

F(x +n) А au, (9.5) 4 
д 

>
—
—
5
8
 

Поскольку 
со 0 
} т Аи „ _ п a) sin Au | д 

u 2 
0
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ТО 

(хо) 1 
2 I 

f(x +0) du; 
u 

f{x—0)_ 1 gy _sin Au : == | FG gyn 

Вычитая последние два равенства из (9.5), получим 

А 

\ g(a) em ihe eee = 
—A 

a UHI О 2 du + 

al [F(x+ 0) —f (x —0)] “2 du. (9.6} 
д Ц 

Так как функция f(x) удовлетворяет справа условию Гёльдера 
порядка a, то существует постоянная М, такая, что для доста- 
точно малых положительных и будет выполнено неравенство 

If (xt+u)—f(x+0)|<Mwu, 0<аи <. (*} 
Аналогично из условия Гёльдера слева порядка а2 получаем не- 
равенство 

| f(x+u) —f(x—0) |<M2|u|%, 0<a,<1, (**} 

для всех достаточно малых по модулю отрицательных и. Пусть 
M=max {M,, M2}, a=min{a,, а2}. Тогда неравенства (*) и (**) 
можно записать в виде одного: 

| f(xt+u) —f (x0) |< Ми |“ (9.7) 

при |и|<б, где 6>0 достаточно мало. 
Перепишем соотношение (9.6) в следующем виде: 

А 6 

бе РЕЕОИяО = = (И+и— 
—A 0 

0 ° 

f(x+ OE d+ {ре и) хи du + 
—6 

+— { fet 
[#|>6 

sin Au sinAw 3)
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— ео | sin Au HO) | sin Au 9.8} 
п и п u 

Пусть фиксировано произвольное =>0, а 6 выбрано из усло- 
М5 

па 

Оценим первые два интеграла в правой части (9.8). Пользуясь. 
(9.7), получим 

ВИЯ < - и так, чтобы при |и|<6 было справедливо (9.7)... 

é . 6 

< | Геи Пао аи] «2 [Гойи < 

< (ии Me. 

Аналогично 

0 

— | [F(x +0) —f (2-0) < = | ечи)— еб < 
0 

= | [и 14и = 

Поэтому в силу выбора 6 

иены ео) аи] + 

Мб 

Ta 

+= [ [Fe + u)—F (x— 0)] A du] < = (9.9) 

Для оценки третьего интеграла в правой части (9.8) рассмот- 
рим функцию 

— LEE) при [и] > 6; 
q(uj= я Ш 

0 при |и|< 6. 

Функция g(u) принадлежит классу Г, (—с0, со), а поэтому в силу 
леммы Римана 

lim д (и) sin Au du = lim + | (ии) 4" du = 0. 
Ах A>o Ц и 

—o [#|>8
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Но это и означает, что для фиксированного нами произвольного 
e>0 существует число №, такое, что при А>М!, 

\ (хи) т du} < (9.10) 
Ш} 6 

Далее, 
—6 oo со 

| sin Au du= | sin Au du = | sin? dr —>0 

и и v 
—o 6 Ab 

при A->+oo, Отсюда следует, что для фиксированного нами произ“ 
вольного &>0 и рассматриваемой точки х найдется №. такое, что 

со —§ 
О { sin Au du | f (x —0) | sin Au 4и| < (9.11) 

д . и д и 4 

при A>Np». Пусть N=max {М№М!, No}. Тогда, подставляя (9.9)— (9.11) 
в (9.8), получаем, что при А>М 

A 
| я (№ eda, — и |<e. 

—A 

Теорема доказана. 
Замечание. Требования, налагаемые на функцию f(x) в 

теореме 9.1, можно несколько ослабить. 
Определение 2. Bydem говорить, что функция f(x), задан- 

ная в некоторой проколотой окрестности точки xX, удовлетворяет 
в точке х условиям Дини, если: 

а) в точке х существуют оба односторонних предела 

Е(х- 0) = lim f(x+u), f(x—0)= lim f(x—un); 
u+>0+0 u +040 

6) для какого-нибудь положительного значения в оба интег- 
рала 

u 

(te Fe Het) ay ео Heo dn 
0 0 

сходятся абсолютно. 
Ясно, что если функция f(x) удовлетворяет в точке х справа 

и слева условию Гёльдера 

|f (xt+u) —f(x-0)|<M|ul%, 0<а<1,
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то, поскольку 
| f(x--4)—Ff (0) | < М 

и 11| 9—1 ’ 

для функции f(x) выполнено и условие Дини. 
Обратное, конечно, неверно. Можно доказать, что условие Ди- 

ни тем не менее обеспечивает разложение функции f(x) в интег- 
рал Фурье в данной точке. © 

Сделаем некоторые выводы из полученных результатов. При: 
условии }(х) ЕЁ! (— со, со) у функции f(x) существует преобразо- 
вание Фурье 

oo 

g(M= | f(x)e™ dx; 
—~—e 

обозначим его так: g(A)=F (jf), где Е — оператор Фурье, приме-- 
няемый к функции f. 

При выполнении условий теоремы 9.1 и условия  f (x)= 

= ere ie ‚ как мы доказали, функция f(x) разлагает-- 

ся в интеграл Фурье, т. е. справедлива формула 

= (еб)е а. 
2х 

Эту формулу называют обратным преобразованием 

Фурье. Обозначим ее так: f(x) =~ Fr (2), где F-' — обрат- 

ный оператор Фурье, применяемый к функции g(A), т. е. к образу: 
Фурье функции f(x). 

Отметим, что хотя формулы преобразования Фурье и обратно- 
го преобразования Фурье внешне похожи (см. формулы (9.2) и 
(9.4)), по существу они различны: в первой из них интеграл су- 
ществует в обычном смысле (поскольку |е=[(—0°, со)), а во BTO- 
рой, вообще говоря, лишь в смысле главного значения. Кроме то- 
го, равенство (9.2) — это определение функции g(A), а в равенст- 
ве (9.4) содержится утверждение о том, что интеграл равен ис- 
ходной функции f(x). 

3. Примеры. Рассмотрим прямое и обратное преобразования: 
Фурье для случаев четной и нечетной функций. 

I’. Случай четной функции f(x). Очевидно, в случае.. 
если }(х) =1(—х), из формулы (9.2) получаем 

oo 

g(a) = | f (x) (cos Ax + i sin Ax) dx =2 | f (x) cos Ax dx. 
0
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Отсюда следует, что Z(A) тоже четная функция. Поэтому 

i (x)= | & (А) cos Ax da —— д (А) cos Ax dA. 
д 

—
8
 

Первую из этих формул называют прямым косинус-преоб- 
разованием Фурье функции f(x), а вторую — обрат* 
ным косинус-преобразованием Фурье. 

2. Случай нечетной функции f(x). Пусть f(x)= 
=—f(—x). Тогда, очевидно, получим прямое синус -преобра- 
зование Фурье 

8(^)=2 { f(x) sin dx dx 
0 

и обратное синус-преобразование Фурье 

f (x) -1(¢ (A) sin Ax dA, 
0 

3°. Пусть f(x)=e-V"', у>0. Тогда 

F(f)=a(d) = | смея ак 2 | e-* cosdx de, 
0 —-@ 

< помощью двукратного интегрирования по частям находим 

F (f) =g (4) = 
у?" 

4°. Пусть 

1 при |x|<a; F(a) =| О при |x| >a. 

Тогда 

С ео eika __ g—tha 2 sin Aa} 
g(a) = [ Fem dem | ede oa 

Заметим, что g(\) не принадлежит L; (—oo, оо). 

$ 2. НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
ФУРЬЕ 

Установим некоторую связь между скоростью убывания функ- 
ции f(x) и гладкостью (дифференцируемостью) ее преобразова“ 
ния Фурье, а также между гладкостью функции и скоростью убы- 
вания ее преобразования Фурье.
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Утверждение 1. Пусть для целого неотрицательного k 
(1+ |x|) *f(x) ЕЁ. (—о0, 00). Тогда преобразование Фурье gh) 
Функции | (x) дифференцируемо k раз, причемлего производную no 
А, любого порядка т=1, 2, ..., Е можно вычислять дифференци- 
рованием под знаком интеграла (9.2), т. е. по формуле 

в (А) = Siew (ix)™ ей“ dx, т=1 2, ..., Е. (9.12) 

Доказа\ельство. Для любого m=1, 2,..., Е справедливо 
неравенство 

| (ef (x) | = le (ix)™ (ху < (14+ ТРО, 
Интеграл 

Ганы 

сходится. Из сходимости этого интеграла и из признака Вейер- 
яптрасса (см. теорему 7.8) вытекает равномерная по A на каж- 

co 

дом сегменте сходимость интеграла | f (x) е^* ах. Из теоремы 7.14 
—<® 

вытекает возможность продифференцировать этот интеграл по A 
до порядка т=1, 2, ‚А, а также справедливость форму- 
лы (9.12). Утверждение доказано. 

Утверждение 2. Пусть функция [(х) имеет в каждой точ- 
Ke x все производные до порядка k>1 включительно, причем f(x) 
u все К (x), m=1, 2,..., Е, абсолютно интегрируемы на (—с°, со) 
и для любого m=0, 1,..., R—-1 [К (х)->0 при |x|—00 (К (x) = 

(x)). 
Tozda |g(a)|=o(|A|—*) при |A|—>00, где g(A) — преобразова- 

ние Фурье dynkyuu | (х 
Доказат ельство. Пусть А>0, тогда 

А 

J #9 (x) die дем — [9 (x) (ера 
—А 

А 

+ (— Рем | f (x) е*®* ах. 
=A 

Устремляя А к бесконечности и учитывая стремление к нулю Mpo- 
изводных функции f(x), получим 

o 

ем (в) | f(x) ede =(—id) g (A). 
-——-@
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Согласно лемме 3 преобразование Фурье функции f(x) стремит- 
ся к нулю. Поэтому 

|g (4) |=o(|A|~*). 
Утверждение доказано. 

Утверждение 3 (равенство Планшереля 1). Пусть финк- 
ция f(x) и ее вторая производная абсолютно интегрируемы на 
(—oo, со), f(x)—0, [Р(х)—0 при |х|-о0. Пусть функция g(x) 
абсолютно интегрируема на (—со, со). Тогда 

oo 

| лодке ма 

где &(^)=Е(Р, %(^)=Е(Ф) — преобразования Фурье функций | 
и ф соответственно; черта над ф(^) означает комплексное со- 
пряжение. 

Доказательство. По формуле обращения f(x)=— 

=F (g) =—- \ g(A)e—*dhk, причем согласно утвержде- 
д д 

нию 2 — 

[8 (^)'| < (1+|^|)-2. 
Поэтому интеграл для f(x) сходится абсолютно и равномерно (oT- 
носительно x) на (—00, со). Умножая обе части формулы для 
f(x) на p(x) и интегрируя по x от —А до A, получим ) 

F100 9 (x) de=—— (eco fea eh 4, | ах. 
—А —A — во 

В силу равномерной по x на [—A, А] сходимости интеграла 
co 

| 2 (^)е = АХ можно поменять порядок интегрирования в этой 
—с 

формуле справа: 

o 

( Кофе [ Fo еж ах | g (2) dh, (9.13) 
— в —o —А 

2л 

где черта означает комплексное сопряжение. 

Согласно оценке 

[J ow eit del. |g (№) < (1+1. flow |ах 

4) М. Планшерель — швейцарский математик (1885—1967).
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и признаку Вейерштрасса интеграл в правой части (9.13) сходит- 
ся равномерно по А на всей прямой. Применяя теорему 7.9, в 
(9.13) можно перейти к пределу при |A|—>oo под знаком интегра- 
ла. Получим 

со 

| позе (#00), 
—© @ 

что и требовалось доказать. 
В заключение докажем теорему Котельникова?) играющую 

важную роль в теории радиосвязи. Для этого сделаем несколько 
предварительных пояснений. Пусть функция f(x) определена на 
сегменте [—/, /] и периодически (с перисдом 2/) продолжена на 
всю прямую; пусть эта функция абсолютно интегрируема на пе- 
риоде. Разложим f(x) в ряд Фурье (который в случае, если f(x) 
удовлетворяет дополнительным условиям, сходится к ней): 

° \ an i Rx 

Нд У (доз ka + by sin т") 2 сье | 

Е=1 ==— < 

Функцию f(x) называют сигналом, числа {do, az, De} или 
{cy} — спектром сигнала, а величину k/2l — частотой 
сигнала +. Разложение периодической функции в ряд Фурье 
называют гармоническим анализом данной функции. 
В случае периодической функции f(x) ее спектр дискретен, т. е. 
состоит из не более чем счетного множества значений. 

Если функция не является периодической, то ряд Фурье, как 
мы знаем, может быть заменен интегралом Фурье функции f(x) в 

[es] 

Кок | gaye an, 
—c 

Функцию f(x) можно по-прежнему называть сигналом, а 
функцию g(A) — спектром сигнала (в данном случае спектр 
непрерывен) и А — частотой сигнала. 

На практике важной задачей является задача восстановления 
сигнала по спектру. Подчеркнем, что часто нет необходимости 
знать спектр (А) для всех частот А, да и приборы улавливают 
спектр только в некотором диапазоне частот |A|<a. (Например, 
человеческое ухо улавливает сигнал в диапазоне от 20 герц до 
20 килогерц.) 

Поэтому будем считать, что сигнал f(x) (x — время, —oo<x< 
<oo) имеет финитный спектр, отличный от нуля лишь для частот 

2) В. А. Котельников (род. в 1908 г.) — советский академик, специалист 
в теории радиосвязи.
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^, при |^|<а. Таким образом, при |A|>a имеем g(A)=0. Следо- 
вательно, 

fe 0) a 

_ 1 —(Kx _ | А) е—2^х (=> | ge dh =— |= )е—2^ dh, (9.14% 

Разложим на сегменте [—a, a] функцию g(A) в ряд Фурье: 

ia i= py, 

& (^) = У але "о. 
k—=—o 

Учитывая (9.14), получим 

| г № л д dp = \ g(Ne% da |-=*). (9.15) 
2a a a 

Подставляя эти коэффициенты в ряд для g(A), а затем g(A) — в 
интеграл (9.14), будем иметь 

1 2 п ~ п >ААХ-:-— ЛЕ 

О {| (= "р А = 1) = У) 

Ех пр а) N 
8a р i ( a | \ ° d 

Таким образом, доказана следующая 
Теорема 9.2 (теорема Котельникова). Для сигнала f(x) с 

финитным спектром &(^) справедливо соотношение 

F(x) = у. Кан sina (x—— #) | 

Е о и а 

Теорема 9.2 показывает, что сигнал, описываемый функцией 
f(x) с финитным спектром g(A), сосредоточенным в полосе частот 

д 
|Л | <а, восстанавливается лишь по отсчетным значениям | (= ,. 

a 

передаваемым через равные промежутки времени л/а. 

$ 3. КРАТНЫЙ ИНТЕГРАЛ ФУРЬЕ 

Здесь мы дадим лишь самые начальные понятия о кратном ин- 
теграле Фурье. Пусть функция № переменных f(x)=f (x1, хо, ..- 

., Xv), №>2, такова, что существует несобственный интеграл
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J.-J Pe Xo, ..., Мм) dx, dx, ... хм. 
Е 

Назовем преобразованием (образом) Фурье такой 
Функции f(x) величину 

2 =, А, ..., №) = |... Fy Xp... Ly) е № ах, dy... diy, 
E 

THe (x, A) означает скалярное произведение векторов х= (х1, хо, ... 
wees Хм) И A= (А 1, №, ...° Ам), T. е. 

N 

(x, Y=Y xe. 
ical 

Точно так же, как в $ 1, можно показать, что @(^) является 
непрерывной функцией Лв EN и стремится к нулю при |A|= 

М 
о\ 1/2 

=(У' ̂̂  ->0. Предел 

Nim J...) gays Bay oe ey ме А, ЧА, ... Ан 
A+ ЕМ 

при условии, что он существует, называется разложением 
функции f(x) в №М-кратный интеграл Фурье. С помощью 
перехода к пределу получается (так же, как в случае одной пе» 
ременной х) формула обращения 

1 —i(x, f(x)= J.-J 20 ем dh, 
(2n)% 

где 
X= (x1, Ха ..., Мм), АА, Ag, ..., Ам).
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3. Свойства внешнего дифференциала (237) 

$ 3. Дифференцируемые отображения И 
1. Определение дифференцируемых отображений (239). 2. Свойства 
отображения ф* (240) 

$ 4. Интегрирование дифференциальных форм . 
. Определения (243). 2. Дифференцируемые цепи. (245). 3. `Форму- 

ла Стокса (248). 4. Примеры (250) 

ГЛАВА 7. ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРОВ . 

§ 1. Равномерное по одной переменной стремление функции двух пере- 
менных к пределу по другой переменной . 
1. Связь равномерного по одной переменной стремления функции 
двух переменных к пределу по другой переменной с равномерной 
сходимостью функциональной последовательности (252). 2. Критерий 
Коши равномерного стремления функции к предельной (254). 3. При- 
менения понятия равномерного стремления к предельной `функ- 
ции (254) 

$ 2. Собственные интегралы, зависящие от параметра. . . . . . 
1. Свойства интеграла, зависящего от параметра (256). 2. Случай, 
когда пределы интегрирования зависят от параметра (257) 

$ 3. Несобственные интегралы, зависящие от параметра 
1. Несобственные интегралы первого рода, зависящие от параметра 
(260). 2. Несобственные интегралы второго рода, зависящие от па- 
раметра (266) 

$ 4. Применение теории интегралов, зависящих от параметра, к вычис- 
лению некоторых несобственных интегралов . 

$5. Интегралы Эйлера . . 
1, Г-функция (272). 2. В-функция (275). 3. Связь между эйлеровы- 
ми интегралами (277). 4. Примеры (279) 

$ 6. Формула Стирлинга . 
7. Кратные интегралы, зависящие от параметров 

1. Собственные кратные интегралы, зависящие от параметров (282). 
2. Несобственные кратные интегралы, зависящие от параметра (283) 

ГЛАВА 8. РЯДЫ ФУРЬЕ 

$ 1. Ортонормированные системы и общие ряды Фурье. 
1. Ортонормированные системы (287). 2. Понятие об общем ряде 
Фурье (292) 

2. Замкнутые и полные ортонормированные системы 
$ 3. Замкнутость тригонометрической системы и следствия из нее 

1. Равномерное приближение непрерывной функции тригонометриче- 
скими многочленами (298). 2. Доказательство замкнутости тригоно- 
метрической системы (301). 3. Следствия замкнутости тригонометри- 
ческой системы (303) 

$ 4, Простейшие условия равномерной сходимости и почленного диффе 
ренцирования тригонометрического ряда Фурье . 
1. Вводные замечания (304). 2. Простейшие условия ‘абсолютной и 
равномерной сходимости тригонометрического ряда Фурье (306). 
3. Простейшие условия почленного дифференцирования тригономет- 
рического ряда Фурье (308) 
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§ 5. 

§ 6. 

Более точные условия равномерной сходимости и условия сходи- 
мости в данной точке 
1. Модуль непрерывности функции. Классы `Гёльдера (309). 2, Выра- 
жение для частичной суммы тригонометрического ряда Фурье (311). 
3. Вспомогательные предложения (314). 4. Принцип локализации 
(317). 5. Равномерная сходимость тригонометрического ряда Фурье 
для функции из класса Гёльдера (319). 6. О сходимости тригономет- 
рического ряда Фурье кусочно гёльдеровой функции (325). 7. Сум- 
мируемость тригонометрического ряда Фурье непрерывной функции 
методом средних арифметических (329). 8. Заключительные замеча- 
ния (331) 
Кратные тригонометрические ряды Фурье . 
1. Понятия кратного тригонометрического ряда Фурье и его прямо- 
угольных и сферических частичных сумм (332). 2. Модуль непрерыв- 
ности и классы Гёльдера для функции М переменных (334). 
3. Условия абсолютной сходимости кратного тригонометрического 
ряда Фурье (335) 

ГЛАВА 9. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ 

$1. 

$ 2. 
$ 3. 

Представление функции интегралом Фурье. 
1. Вспомогательные утверждения (340). 2. Основная ‘теорема. Фор- 
мула обращения (342). 3. Примеры (347) 
Некоторые свойства преобразования Фурье 
Кратный интеграл Фурье . т. 
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