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ПРЕДИСЛОВИЕ

Предлагаемая вниманию читателя книга является естественным

продолжением и дополнением опубликованных в издательстве "Наука" книг

B.C. Танаева, В.В. Шкурбы "Введение в теорию расписаний" A975 г.)
и B.C. Танаева, B.C. Гордона, Я.М. Шафранского 'Теория расписаний.
Одностадийные системы" A984 г.). В ней приводится систематизированное
изложение современного состояния исследований многостадийных

детерминированных обслуживающих систем.

Заметное в последнее время возрастание интереса к вопросам
построения оптимальных расписаний для различных обслуживающих систем

обусловлено существенным повышением уровня автоматизации всех

видов человеческой деятельности, в том числе и управления этой

деятельностью. Качество функционирования современного производства
во многом определяется решениями, принимаемыми на этапах

календарного планирования и оперативного управления. Наряду с

улучшением качества плановых решений все более жесткими становятся

требования к сокращению сроков их выработки, повышению оперативности и

гибкости управления.

В книге рассматриваются детерминированные обслуживающие системы

как с фиксированными (одинаковыми и различными), так и с

нефиксированными маршрутами прохождения приборов. Все главы книги, а подчас

и параграфы, относительно независимы. Используемые обозначения и

терминология соответствуют упомянутым выше книгам. Каждая глава

сопровождается библиографической справкой и иллюстрируется
многочисленными примерами.

При подготовке книги к изданию были учтены замечания и пожелания

участников семинара по теории управления в дискретных системах

Института технической кибернетики АН БССР. Соответствующие курсы лекций
читались авторами в Белорусском государственном университете им.

В.И. Ленина. Рядзамечаний по рукописи сделали С.А. Бородач, B.C. Гордон,
М.Я. Ковалев, А.В. Тузиков и ЯМ. Шафранский. Большую помощь в
оформлении рукописи оказали Р.А. Бенарадская, С.Н. Воронкова и СИ. Крючкова.

Авторы признательны П.С. Краснощекову, B.C. Михалевичу, Н.Н.

Моисееву, Г.С. Поспелову и Д.А. Супруненко за постоянное внимание к работе.

B.C. Танаев, Ю.Н. Сотсков, В.А. Струсевич
А



ВВЕДЕНИЕ

Многие практические ситуации приводят к необходимости изучения
многостадийных обслуживающих систем, т.е. таких систем, в которых

процесс обслуживания каждого требования состоит из нескольких

последовательных стадий, на каждой из которых это требование обслуживается
тем или иным прибором, либо, в более общем случае, той или иной

совокупностью приборов. Так, изготовление детали обычно включает несколько

последовательных операций, каждая из которых выполняется на некотором
из имеющихся в цехе станков. Преподаватель последовательно

проводит занятия с несколькими вполне определенными группами

студентов. Процесс подготовки книги к изданию включает такие

стадии, как написание рукописи, рецензирование, редактирование, набор
и т.д.

В любом случае имеется конечное множество N = { 1,2, ..., л}
требований (деталей, преподавателей, книг и т.п.) и конечное множество

JC ={1,2,... ,М} приборов (станков, групп студентов, авторов,
редакторов, наборщиков и тл.). Процесс обслуживания требования iGN включает

г,- стадий. При этом каждому требованию iGNn каждой стадаи q, 1 < q <

< r/? его обслуживания сопоставляется некоторое множество приборов
зависимости от типа обслуживающей системы требование /

на стадии q либо может быть обслужено любым из приборов L Е JH lq
(но не более чем одним одновременно), либо д<элжно одновременно
обслуживаться всеми приборами из множества Mlq. Обычно предполагается,
что каждый прибор одновременно может обслуживать не более одного

требования.
Еслиг^г'^2, JC^Jlq, /=1,...,л, М\иГ\ Л*Яь=Ф, 1 <qu*

=? qv <r', то обслуживающая система называется системой поточного типа,

В этой системе множество приборов разбито на г' попарно
непересекающихся групп, обычно пронумерованных числами 1, 2,.. . ,г'. Каждое
требование iEiN сначала обслуживается приборами 1-й группы, затем 2-й и т.д.

пока оно не будет обслужено приборами г'-й группы.
Наиболее изученной системой поточного типа является система, в

которой г =Ми, следовательно, | JC q I = 1, q = 1,... 9М. В этой системе

каждое требование iENсначала обслуживается прибором 1, затем прибором 2
и т.д., пока оно не будет обслужено прибором М. Такая система получила
название системы с последовательными приборами и одинаковым поряд-
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ком (маршрутом) их прохождения всеми требованиями. В зарубежной
литературе она известна под названием flow shop.

В системе поточного типа с последовательно-параллельным характером
обслуживания предполагается, что хотя бы при одном q, 1 <q <M,
величина \JCq |>2 и все приборы в каждом из множеств JC q одинаковы,
либо отличаются друг от друга только производительностью. В этой
системе каждое требование /€ЕУУна стадии q может обслуживаться одним

прибором множества JCq, но не более чем одним одновременно.

Среди систем с различными порядками (маршрутами) прохождения
приборов требованиями наиболее изученными являются системы с

последовательными приборами. В этих системах для каждого требования / Е N

задается своя, специфическая для этого требования последовательность

Ll = (L\, /?,¦.., Llr.) его обслуживания приборами. Требование / сначала

обслуживается прибором L\, затем прибором L\ и т.д., пока оно не будет
обслужено прибором l}rr Последовательности обслуживания могут быть

различными для разных требований и могут содержать повторения

приборов. В зарубежной литературе такие системы получили название,

job shop.
Определенный интерес представляют системы с последовательными

приборами и нефиксированным порядком их прохождения для всех или

некоторых требований. В наиболее изученной системе такого рода
(известной под названием open shop) каждое требование iGN должно быть

обслужено всеми М приборами при условии, что каждый прибор одновременно
не может обслуживать более одного требования, а каждое требование
одновременно не может обслуживаться более чвем одним прибором.

В любом случае, если требование / на стадии ^ должно или может быть

обслужено прибором L = Llq, то предполагается заданной длительность

tiL > 0 его обслуживания этим прибором. Запись tiL = 0 означает, что

требование i на стадии q должно быть обслужено прибором L - Llqi но

длительностью этого обслуживания можно пренебречь. Зачастую запись

Ul = 0 употребляют и в том случае, когда необходимо отметить, что по

условию задачи требование / на стадии q прибором L не обслуживается.
Наряду с величинами tu, могут быть заданы также момент dt>0
поступления требования i в систему, директивный срок D,->0, к которому

необходимо или желательно завершить обслуживание требования / , и

некоторые другие величины, обусловленные особенностями

рассматриваемой задачи. В теории расписаний все эти величины предполагаются

детерминированными.
Весьма распространенными являются ситуации, в которых

накладываются некоторые ограничения на возможную последовательность
обслуживания требований. Ситуации такого рода обычно описываются заданием на

множестве W требований некоторого отношения ->строгого порядка. В

теории многостадийных обслуживающих систем запись /->/ может

интерпретироваться двояко: 1) обслуживание требования/ может начаться только

после завершения обслуживания требования / всеми обслуживающими
его приборами либо 2) обслуживание требования / каждым

обслуживающим его прибором L может начаться только после завершения
обслуживания требования i этим прибором (при условии, что требование /

обслуживается прибором L).
6



В процессе обслуживания требования прибором могут допускаться

прерывания. Если допускаются прерывания обслуживания требования /

прибором L9 то это означает, что прибор L может обслуживать требование
i "по частям". При этом обычно предполагается, что число "частей"

конечно, суммарная длительность обслуживания всех "частей" равна Г,?, и

прерывания не сопряжены с дополнительными затратами. Процесс обслуживания

требования i прибором L без прерываний удовлетворяет следующему

условию. Если обслуживание требования i прибором L начинается в

момент времени fjx, то оно протекает непрерывно и завершается в момент

времени t iL
= t°iL + tiL.

Определенный практический интерес представляют ситуации, в которых

необходимо соблюдать одно из двух дополнительных условий: каждый

прибор должен обслуживать требования непрерывно одно за другим либо

каждое требование должно обслуживаться непрерывно одним прибором
за другим. В первом случае не допускаются простои обслуживающих
приборов, во втором — задержки в обслуживании требований.

Процесс функционирования обслуживающей системы может быть

описан путем задания расписания (календарного плана, временнбго
графика и тл.), т.е. некоторой совокупности указаний относительно того, какие

именно требования какими именно приборами обслуживаются в каждый
момент времени. Обычно предполагается, что каждое требование не может

одновременно обслуживаться двумя и более приборами и каждый прибор
не может одновременно обслуживать более одного требования. При этих

предположениях расписание можно рассматривать как совокупность

{ Si(t)9 s2(t)9... ,5д/(г)} кусочно-постоянных непрерывных слева функций,
каждая из которых задана на интервале 0 < t < °° и принимает значения

0,1,..., п. Если sL(t') =/ =?0, то в момент времени t' прибор LGJC
обслуживает требование iGN. Если sL(t') = 0, то в момент времени t' прибор L

простаивает.

прибор3

прибор2

прибор 1

А

2

\ 3 [ 2

I 1

4

3

4

I

i 1
1
1
1

1

i

J

1 1 !

J J i j

j 4 [ j

1 1 1 . 1 . *.

J 4

Рис.В1

Иногда вместо функций sL(t), LGJt ,описывающих
функционирование каждого прибора, используют аналогичные функции st(t\ iEN,
описывающие процесс обслуживания каждого требования (s,-(f') = 0, если в

момент времени г'требование / не обслуживается, и s,-(f') = Z,, если в

момент времени г' требование / обслуживается прибором L).
При задании расписания должны соблюдаться все условия и ограничения,

вытекающие из постановки рассматриваемой задачи, т.е. расписание должно
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быть допустимым. Следует отметить, что построение допустимого
расписания и даже выяснение того факта, существует ли оно вообще, является

зачастую далеко не тривиальной задачей.
На рис. В.1 приведен график расписания Sj(t), i€N, обслуживания

требований N = { 1, 2, 3, 4} приборами J(. - { 1, 2, 3} при различных
маршрутах обслуживания требований. Здесь все длительности обслуживания
равны единице,!,1 = A, 2),Z,2 = C,2), L3 = B, 1, 2, 3),L4 = B, 3, 1);
dx = l,d2 =d3 =0,d4 =2; A =D4 =5,Д =2,D3 =6.

Прибор 1 во временном интервале A,2] обслуживает требование 1, в

интервале B,3] - требование 3, в интервале D,5] - требование 4.

Прибор 2 в интервале @,5] обслуживает без простоев требования в порядке

3, 2, 4, 1 и снова 3. Прибор 3 в интервале @,1] обслуживает требование 2,
в интервале C,4] — требование 4, в интервале E,6] — требование 3.

Нетрудно убедиться в том, что это расписание является допустимым.
На рис. В.2 приведены графики sL(f), LElJC, описывающие

функционирование каждого прибора. Над графиками — соответствующие значения/».

Если существует несколько допустимых расписаний, то естественным

является стремление построить наилучшее из них. В связи с этим возникает

весьма сложный и многоплановый вопрос оценки качества расписания. В

теории расписаний наибольшее распространение получил следующий способ

оценки. Каждое (допустимое) расписание s однозначно определяет вектор

t(s) = (tl(s), 12(s),..., r„(s)) моментов завершения обслуживания
требований. Задается некоторая действительная неубывающая по каждой из

переменных функция F(x) = F(xi ,х2,... ,*л)_, и качество расписания s

оценивается значением этой функции при х = r(s). Из двух расписаний лучшим

ksft)

! /

2 ! j

считается то, которому
соответствует меньшее значение F(x).
Расписание, которому соответствует
наименьшее значение F(x) (среди всех

допустимых расписаний),
называется оптимальным.

В частности, при построении
оптимального по быстродействию
расписания F(x) = max { xt}. В этом'

t

случае

7

1 <!</!

F(t(s)) = 7r i(s), где

Рис.В2
max E)= max {tf(s)}

l<i<n

При построении расписания с

наименьшим суммарным временем об-

п
__

п
_

служивания F(x) = 2 xt. В этом случае F(t (s)) = 2 tt(s). При построении
i=i

/
/=i

расписания с наименьшим временным смещением моментов завершения

обслуживания требований / относительно директивных сроков Dt функция

F(x) = max

1 < / < п
{х,-Д}. В этом случае F(r(s)) = Lmax(s), где Z,max(s) =

max (ti(s) -D{}.
1 < 1 < n
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В большинстве рассматриваемых в этой книге ситуаций оптимальное

расписание может быть найдено в результате перебора конечного множества

возможных вариантов. Основное затруднение состоит в том, что число

таких вариантов обычно оказывается исключительно большим и растет,

по меньшей мере, экспоненциально с ростом размерности задачи.

Среди задач теории расписаний можно выделить полиномиально

разрешимые и MP-трудные. Для каждой полиномиально разрешимой задачи

известен по крайней мере один эффективный алгоритм ее решения, т.е.

алгоритм, трудоемкость которого (число выполняемых элементарных

операций, время решения) ограничена сверху некоторым полиномом от длины

записи исходной информации задачи, закодированной в бинарном алфавите.
Для NP-трудных задач такие алгоритмы неизвестны и, по всей видимости,

не существуют. Во всяком случае, если бы существовал полиномиальный

алгоритм решения какой-либо одной WP-трудной задачи, то существовали

бы полиномиальные алгоритмы для очень многих задач, которые

традиционно считаются труднорешаемыми.

С вопросами оценки сложности алгоритмов и теорией полиномиальной

сводимости дискретных задач можно ознакомиться по монографиям
[88, 215, 238, 256, 350, 352, 651, 754] или статьям [133, 158, 174, 190,
480, 532, 616, 621, 652, 657, 659, 736, 765, 793]. В данной книге

используется общепринятая техника доказательстваMP-трудности экстремальных
задач. Пусть требуется отыскать в конечном множестве S допустимых

расписаний расписание s*, которому соответствует наименьшее значение

F(t(s))- Сформулируем соответствующую задачу распознавания:
существует ли во множестве S такое расписание s°, что F(t (s0)) <y для заданного

числа yl Очевидно, указанное расписание s° существует тогда и только

тогда, когда F(t(s*)) <y. Таким образом, экстремальная задача не легче,

чем соответствующая ей задача распознавания, и из ЛР-трудности задачи

распознавания следует ЛР-трудность исходной экстремальной задачи. Для
доказательства TVP-трудности задачи распознавания достаточно осуществить

полиномиальное сведение к ней некоторой (заведомо MP-трудной) задачи.

Формулировки используемых в каждой главе эталонных задач приводятся
во введениях к этим главам.

Среди MP-трудных задач можно выделить задачи, для которых

существуют псевдополиномиальные алгоритмы решения, т.е. алгоритмы,
сложность которых ограничена сверху некоторым полиномом от длины записи

исходной информации задачи, закодированной в унарном алфавите
(натуральное число к в этом алфавите представляется последовательностью к

единиц). Остальные MP-трудные задачи относятся к классу NP-трудных
в сильном смысле. Если эталонная задача является MP-трудной в сильном

смысле, то нет необходимости строить полиномиальное ее сведение к

рассматриваемой задаче распознавания. Достаточно построить
псевдополиномиальное сведение и тем самым убедиться в TVP-трудности (в сильном

смысле) исходной задачи.

В этой книге 'описывается современное состояние исследований

многостадийных обслуживающих систем.

В гл. 1 рассматриваются системы с последовательными приборами и

одинаковым порядком их прохождения. В § 1 этой главы установлены

некоторые свойства расписаний (без прерываний) и описаны полиномиальные
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алгоритмы решения задачи построения оптимального по быстродействию
расписания для двух приборов и некоторых ее обобщений. NP- трудность
задачи минимизации общего времени обслуживания (как при запрещении,
так и при разрешении прерываний) для трех и более приборов установлена
в § 2. В § 3 рассматривается задача построения оптимального по

быстродействию расписания без задержек в обслуживании каждого требования.
В § 4 и 5 содержатся доказательства iVP-трудности задач построения

расписаний, которым соответствует минимальное временное смещение и

суммарное время обслуживания соответственно. В § 6 и 7 приведены

условия, выполнение которых позволяет строить оптимальное расписание
за полиномиальное число действий. В § 8 основное внимание уделяется

приемам построения алгоритмов с априорными оценками качества

решения.
В гл. 2 рассматриваются системы с различными маршрутами

обслуживания требований. В § 1 этой главы описьшаются эффективные алгоритмы
построения оптимальных расписаний (с прерываниями и без прерываний)
обслуживания двух требований при произвольной неубывающей целевой
функции. В § 2 рассматривается задача минимизации максимального

временного смещения при обслуживании (без прерываний) двумя приборами
требований с одинаковыми длительностями обслуживания. В § 3
устанавливается NP-трудность некоторых частных случаев задачи построения
оптимальных по быстродействию расписаний обслуживания (без
прерываний) требований с одинаковыми длительностями обслуживания.
В § 4 рассматривается задача построения оптимального по быстродействию
расписания при произвольных длительностях обслуживания. В § 5
устанавливается NP-трудность задачи построения оптимального по

быстродействию расписания без задержек в процессе обслуживания каждого

требования.

Гл. 3 посвящена задачам теории расписаний для систем с

нефиксированными маршрутами обслуживания требований. В § 1 этой главы приведены
полиномиальные алгоритмы решения задачи построения оптимального по

быстродействию расписания для двух приборов и ее обобщения.

7VP-трудность задачи минимизации общего времени обслуживания (без
прерываний) для трех и более приборов установлена в § 2. Там же описано

несколько частных случаев, когда решение указанной задачи можно найти

за полиномиальное число операций. В § 3 приведены полиномиальные

алгоритмы построения оптимального по быстродействию расписания с

прерываниями. В § 4 исследуется ситуация, когда на множестве требований
задано отношение строгого порядка. Различные аспекты решения задачи

построения расписания с минимаксным временным смещением

рассмотрены в § 5. В § 6 приведены полиномиальные алгоритмы построения

расписаний, которым соответствуют наименьшие значения суммарного и

суммарного взвешенного времени обслуживания, если длительности

обслуживания одинаковы. В § 7 установлена NP-трудность задачи минимизации

суммарного времени обслуживания в случае произвольных длительностей.
В гл. 4 рассматриваются сетевые формы представления обслуживающих

систем с использованием смешанных графов. В § 1 описываются

алгоритмы построения допустимых относительно заданного графа расписаний.
В § 2 исследуются некоторые полезные в дальнейшем свойства смешан-
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ных графов. В § 3 рассматриваются основанные на идеях

последовательного анализа вариантов алгоритмы построения оптимальных и близких

к ним расписаний. В § 4 рассматривается задача оптимального выбора

необходимого количества приборов, распределения заданного множества

требований по выбранным приборам и составления расписания их

обслуживания. Устойчивость оптимальных расписаний исследуется в § 5.

Каждая глава сопровождается библиографической справкой.
Дополнительную информацию о результатах, полученных в области теории
расписаний и некоторых смежных областях, заинтересованный читатель может

найти в монографиях [1, 23, 77, 123, 147, 153,157, 189, 211, 212, 215, 231,
241-243, 247, 251, 269, 280, 286-288, 350-352, 385, 402-404, 446, 504,
528, 651, 754] и обзорах [45, 49, 50, 61, 76, 80, 98, 233, 263, 337,345, 365,
430, 432, 501,502,514, 535, 546,548,568-570, 605, 622, 635, 636, 643, 646,
654-656,755,784].

Для облегчения поиска информации о конкретно интересующих читателя

задачах ниже приводятся таблицы, содержащие краткие сведения о

большинстве рассматриваемых в книге задач.

В табл. В.1 приведены полиномиально разрешимые задачи, в табл. В.2 —

MP-трудные задачи, а в табл. В.З — TVP-трудные задачи, для которых

известны полиномиальные приближенные алгоритмы решения.
В первых шести графах каждой таблицы приводятся описания задач

с использованием определенной символики. В последней графе даются

ссылки на соответствующие разделы книги.

В первой графе указывается тип обслуживающей системы. Системы

с нефиксированными маршрутами обслуживания требований обозначены

буквой О, системы с различными фиксированными маршрутами —

буквой /, системы с одинаковыми маршрутами
— буквой F.

Во второй графе указывается число обслуживающих приборов.
В третьей графе приводятся значения двух параметров

— "длительности

операций" и "моменты поступления". Под операцией подразумевается

процесс обслуживания требования отдельным прибором. При
произвольных длительностях операций первый параметр принимает значение tiL, при
целочисленных — [tfi, ], при одинаковых — tiL =1, при двух возможных

значениях tx и t2 - tiL €{tlf t2).

Параметр "моменты поступления" принимает значение dt, если

требования поступают в очередь га обслуживание неодновременно. Если
требования поступают только в целочисленные моменты времени, то используется

символ [df ]. Если оба этих символа отсутствуют, то предполагается, что

dj = 0 для всех / € N.

В четвертой графе приводятся значения параметров "прерывания",
"порядок", "ресурсы" и некоторых других параметров, определяющих
условия обслуживания требований.

Параметр "прерывания" может принимать значения Рг и [Рг ] в

зависимости от того, разрешены ли прерывания в процессе обслуживания
требования прибором в произвольные или только целочисленные моменты

времени. Символ (Рг) означает, что процесс обслуживания каждого требования
любым прибором может быть прерван, а потом возобновлен, но между

моментами прерывания и возобновления требование не может
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Таблица В.1

Тип
системы

F

F

F

rV-;
F

F

F

F

F

F

F

F

F

F

F

F

Число

Приборов

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

3

3

3

Л/

Длительности
операций;
моменты
поступления

tiL

Ul

tiL

tiL

tiL

tiL

tiL

tiL*!

tiL = l

tiL* 1

tiL

tiL

tiL

tiL

tiL

Условия
обслуживания

я

я

я

G0 «ЯР, я

я, без задержек

без простоев

/fo(l)

Rs A), без

задержек

я

я

я

я

я» без

задержек

j

Дополнительные условия

fj2>d>0
5а>0, 6/2>0,
гп>0, то>0,
*7>0,
6/1 >0, 6J2 >0,

тп > 0, т,2 > 0,

tn>ti2, ieN

Га<^2<^3,/€ЛГ

til>ti2>ti3,iGN
II г& || -

упорядочена по строкам»

4

Критерий

'max

'max

'max

'max

'max

'max

'max

'max

'max

'max

ЯГ,
'max

'max

^max
'max

Оценка
СЛОЖНОСТИ

> n log n

л log л

л log л

л log л

л log л

п log п

л log л

л log я

л log л

п

п log п

л log л

л7

я7

л log л

Раздел книги

гл. 1,п. 1.3 (*)

гл. 1, п. 1.3, 9.1

гл. 1, п. 9.1

гл. 1, п. 9.1

гл. 1, п. 9.2

гл. 1, п. 3.5

гл. 1,п. 1.2, 9.3 (*)

гл. 1, п. 9.4 (*)
гл. 1, п. 9.4

гл. 1, п. 9.4

гл. 1,п. 6.2,3)

гл. 1, п. 9.9

гл. 1, п. 9.9

гл. 1, п. 9.9

гл. 1, п. 6.3,5)



M tfc nt без

задержек

F M tjL тг, без

задержек

F M to, тг, без

задержек

М to.

F

F

F

F

F

F

F

М

М

м

м

м

м

м

tiL

tiL

tiL

UL

tiL

tiL

tiL

tr

7Г

1Г •

IT

vt

П

тг, без за*

держек

tm>tiL> 'e#

1>1,...,АГ-1

II to, || -

упорядочена по строкам,

tn > t^ I**.

L = 2t...,M

II t^ H -

упорядочена по строкам,

¦ ffXH
-Упорядочена
построкам

II t^ II -

упорядочена, tn > t^

/6ЛГ,1 = 2 M

II t^ II -

упорядочена, tM>tiL,
iG.N, Z =

-l,...,lf-l
II t^ II -

упорядочена

II t^ II -

доминантная

II tiL II - G.6)

II ta II - G.8)

II f/LlI-G.11)
II t^ II "

Доминантная

II t^ H -

Доминантная

'max

ST,

'max

'max

'max

ST,

'max

'max

'max

'max

Ъ\»й

'max

л log л

n log л

n2M

я log я

w log w

л log л

nM

пМ+п log я

пМ+ л log л

пМ+пг

пМ + п*

пМ

гл. 1, п. 6.3,5)

гл. 1, п. 6.4

гл. 1, п. 6.3,3)

гл. 1, п. 6.1,2)

гл. 1, п. 6.1,2)

гл. 1, п. 6.2,2)

гл 1, п. 7.1

гл. 1, п. 7.2,2)

гл. 1, п. 7.2,3)

гл. 1, п. 7.3

гл. 1, п. 7.5

гл. 1, п. 7.7



Таблица В.1 (продолжение)

Тип
системы

Число

приборов

Длительности
операций;
моменты

поступления

Условия

обслуживания Дополнительные условия
Критерий Оценка

сложности
Раздел книги

F

F

F

J

J

J

J

J

J

J

J

J

J

0

0

0

0

0

M

M

M

2

2

2

2

2

2

M

M

M

M

2

2

2

2

2

Ul

Ul

tiL

tiL*

tiL*

tiL*

tiL*

tiL

tiL

tiL

UL

tiL

tiL

tiL

tiL*

Ul*

tn*

tiL

tiL

1

1

1,

1,

1

bi

di
Vi)

+ *('?>
+ *('?)

7г, без

задержек

я, без

задержек

7г, без

задержек

без простоев

Рг

Рг

Rs(q)

[Рг]

Prt G = С и Г

с0=с

II t^ || - G.19)

II ^ II - G.20)

II t{L II -

доминантная

т

П*2
*/<2
/1 = 2

w = 2

/i = 2,r,.<Af
n-2trt<M

\' i

*p(t) -

неубывающая функция

'max

'max

2 W(ti

^тах

¦^тах

'max

'max

'max

'max
F

F

F

F

'max

'max

'max

'max

'max

nM + и log n

nM+ n log n

nM+n2

r(N)\ogn

r(N)

r(N) log n

r(N)

m logm
m logm

r3logr
r3

MlogM
M*

n

n3

n log n

n

n log /i

гл. 1, n. 7.8,1)

гл. 1, п.* 7.8,2)

гл. 1, п. 7.9

гл. 2, § 2

гл. 2, § 2

гл. 2, п. 3.2

гл. 2, п. 3.2

гл. 2, п. 4.2

гл. 2, п. 4.3

гл. 2, п. 1.8-1.12

гл. 2, п. 1-3-1.6,

1.12

гл. 2, п. 1.12

гл. 2, п. 1.12

гл. 3, п. 1.2 (*)

гл. 3, п. 8.4

гл. 3, п. 8.4

гл. 3, п. 4.3

гл. 3. п. 4.6



0

0

0

0

0

0

0

0

2

2

2

2

2

М

м

м

tiL

tiL

tiL

tiL

tiL

tiL

tiL>di

tiL

Pr,G0=C
Pr,G0 =

¦ C, *u C2 и.

... и Cp и г

Pr

Pr

Pr на одном

приборе

G = C

/У,С = Сиг

О М tiL

о м tiL

О М tiL

О М tiL

5 О М [t^] [Pr]

'max
*max

^max

/>,<?,<... Z,max

...</)„
-^max

'max
'max

доминирующий /max

прибор, п>М

два доминирую- fmax

щих прибора,

t*{N)>{M>+ Гтах
+ 2Af- l)r*

'*(W > W

>A6Af°logAf° +

+ 5Л/°)Г*, Л/°=2*,
2* <M<2k
t*M > Гтах
> (8A/°logM° +

+ 5Л/°)Г*,Л/°=2*,
2к~г<М<2к

'max

na гл. З. п. 4.6

и* ni. 3. n. 4.7

и log л гл. З. п. 5.4

n гл. 3. п. 5.4

пг гл. 3. п. 8.5

пМ гл. 3, п. 4.1 (*)

ЛП гл. 3, п. 4.2

пМ гл. 3, п. 2.2

пМ гл. 3, п. 2.3

п2АР гл. 3, п. 2.5

п*АР гл. 3, п. 8.2

пМ3 + лЛ/2log игл. 3,п. 8.2

#loga(H+Af) гл. 3, п. 3.2, 8.3



Таблица В.1 (окончание)

Тип
системы

О

О

О

О

О

О

О

О

О

О

О

О

О

O.F

ОJ

О, J

Число

приборов

М

М

• М

м

м

м

и

м

м

м

м

м

м

2

2

2

Длительности
операций;
моменты
поступления

[to.]

UiL)
tiL
tiL

tiL

tiL

tiL,*t
tiL<di<=

tiL

tiL,di
tiL=l

tiL = i

tiL* I

tiL

tiL

tiL

Условия

обслуживания

[Pr]

\Pr]

Pr

Pr

Pr

Pr

Pr

Pr

Pr

Pr

Pr

Дополнительные условия

параллельные

приборы на

каждой стадии

D;
= Dt0<d<D

Di<E{D\D")y
0 < D' < D"

Критерий

'max

'max

^max
'max

'max

'max

U<Di

ti<Di

Fi<Di

/•^max
БГ,.
{'тах>2',}
2 Wftf

?max

'max *

'max

Оценка
сложности

(w+Л/J X

X log(n+M)

(n+M)Hlogt*
H3

H(min{H,M2} +

+M log ri)

H +

+ min{Af\ n4,
H*)
ЛП

ЛП

пг +Л/3

л3+Л/3

ЛП

nM

пМ

пМ + п log п

и log л

п + т log m

п + т login

Раздел книги

гл. 3, п. 3.2, 8.3

гл. 3, п. 3.2, 8.3

гл. 3, п. 3.4, 8.3

гл. 3, п. 3.4, 8.3

гл. 3, п. 3.4, 8.3

гл. 3, п. 3.6

гл. 3, п. 5.1

гл. 3, п. 5.2, 2)

гл. 3, п. 5.2, 3)

гл. 3, п. 5.3

гл. 3, п. 6.1 (*)

гл. 3, п. 6.1 (*)

гл.З, п, 6..3

гл. 3, п. 8.1 (*)

гл. 3, п. 1.4

гл. 3, п. 3.8
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со Таблица В.2 (окончание)

Тип
системы

Число

приборов

Длительности
операций, моменты

поступления

Условия

обслуживания
Дополнительные
условия Критерий Раздел книги

F

F

F

J

J

J

J

J

J

J

J

J

J

J

О

M

M

M

M

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

3

3

2

*iL-

tiL

Ul

= {0,1}
?{0,1}
= {0,1}
= {0,1}
= 1

6{1,2}

tiL

*iL

tiL

tiL

f|L€{l,2)

'IL-1

без задержек

без задержек

G = С, U С3 и

... и Ср и г

Рг

без задержек

без задержек

G = С, U С2 и .

... и Ср и г

без задержек

/-!-3,17-1,
i = 2,..., и

Г1=2(л-1),г,= 2,
f = 2,.. .,и

Г!-'* =3, г,-2,
i « 3,.... я

rj =Гп/ЗП,г?. = 2,

f = 2,..., п

'Г*

*тах

ZF,

2Г,

¦max

*тах

'max

'max

¦^тах

-^тах

гл. 1, п. 9.8

гл. 1,п. 9.8

гл. 1, п. 9.8

гл. 1, п. 9.8

гл. 2, п. 3.5

гл. 2, п. 3.6

гл. 2, п. 4.6 (*)

гл. 2, п. 4.7

гл. 2, п. 4.5 (*)

гл. 2, п. 6.4

гл. 2, п. 5.1-5.4

гл. 2, п. 5.5 (*)

гл. 2, п. 3.7

гл. 2, п. 3.7

гл. 2, п. 3.7

гл. 2, п. 3.4

.гл. 3, п. 1.5
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ё

Таблица В.З

Тип
системы

Число

приборов

Длительности
операций,
моменты

поступления

Условия

обслуживания

Дополнительные условия Критерий
Оценка
сложности

Оценка
точности

Раздел книги

F 2

F 2

F 2

F 2

tiL

it

it

7Г, 0 < Ь < П - 1

7Г

F

F

F

F

F

F

F

F

F

F

F

3

3

4

4

4

M

M

M

M

M

M

Ul

tiL

tiL

tiL

UL

tiL

tiL

tiL

UL

tiL

tiL

IT

it

n

Ft

n

Pr

Pr

'max

'max

'max

^max

'max

'max

'max

'max

'max

'max

'max

'max

'max

'max

'max

л log л

л3 log л

n log л

л log л

n

л log л

л*

л*

л2

п2М*

п2М*

п2М*

пМ

пМJog л

nMbgn

Д<1

Д<2/3
Д < Ы(Ъ + 1)

№тах(*°)-
- ?тах(**))'.
:№тах(**) +

+ тах{?/|/е
еЛГ})<1
б<4г*

6 <3t*

6 <9t*

б <9t*

В <9t*

6 <M(M-%)t*
6<M(M-l)t*
6<M(M- l)f*
A<Af-l

Д<АГ-1

Д<ЛГ-1

гл. 1,il 9.12

гл. 1,п.9.12

гл. l,n. 9.12

гл. 1, n. 9.12

гл. l,n. 9.11

гл. l.n.9.11

гл. 1, п..9.11

гл. 1, п. 9.11

гл. 1, п. 9.11

гл. 1, п. 8.2

гл. 1, п. 8.2

гл.1, п. 8.2

гл. 1, п. 8.3,1)

гл. 1, п. 8.4,1)

гл. 1, п. 8.4,1)



F

F

F

F

F

F

M

M

M

M

M

M

*iL

*iL

*iL

*iL

*iL

*iL

IT

Pr

я, без

задержек

G0=SP,ir
•H% без

простоев

F

F

J

J

M

M

3

M

tiL

*IL

tiL

Ul

r/<3

M tii, идентичные приборы

на каждой стадии

М ftt l' = (l,2,...,JW)
i = l,...,fc

^««Jlf-l 1),

пМ+п log n

nM+nlogn

nM+nlogn
пМ+ п log n

пМ+п log n

пМ log л

пМ

пМ+п log/i
п2

п2М2г2

NPn'r2 +

+ (/71 +

+Af)9 log rn

п2М2

Д<ЛГ -1

Д<ЛГ -1

Д<М'-1

Д<Л/'-1

Д<ЛГ' -1

('тах^0)-
- 'тах<**)) :

:('тах(**) +
п М-1

+ 2 J/tt)
/=1L=2

<! L__<Х
Af-1

Д<л- 1

А<М-1

6< 6Г*

б <г{М2г2 •?

+ r-2)f*
6 <{гъМ2 +

+ г2 -2г +

+ 2)f*
6 < BМ2 -

~(М+ 3)/2)Г*

га. 1, п. 8.4,2)
гл. 1, п. 8.4,2)
гл. 1, п. 8.4,2)
гл. 1, п. 8.4, 2)

га. 1, п. 8.4,2)
га. 1, п. 9.12*

<

га. 1, п. 8.3,2)

га. 1, п. 8.5

га. 2, п. 6.3

га. 2, п. 6.3

га. 2, п. 6.3

га. 2, п. 6.3



Таблица В.З (окончание)

Тип
системы

Число

I

приборов

Длительности
операций,
моменты

поступления

Условия

обслуживав
ния Дополнительные условия

Критерий
Оценка
сложности

Оценка
точности Раздел книги

/

/

/

/

О

О

О

О

О

М

м

м

м

м

м

м

м

м

Чь

tiL

tiL

tiL

tiL

tiL

tiL

tiL

tiL

'max

ZF,
Srj
'max

'max

'max

'max

ZF,
*n

nM

nM

n log n

r(N) + Mr

nM

iM

nM

nM+n log w

nM

A<M-l

Д <И- 1

Д<АГ-1

Д < тт{М, r}
6<t*(M- 1)
Д<Л/'-1

Д<ЛГ-1

А<М- 1

Д<и- 1

гл. 2, п. 6.3

гл. 2, п. 6.3

гл. 2, п. 6.3

гл. 2, п. 6.3

гл. 1, д 8.1

гл. 1, п. 8.4,1)

гл. 3, п. 8.1

гл. 1, п. 8.4,2)

гл. 3, п. 8.1

гл. 3, п. 8.7

гл. 3, п. 8.7



обслуживаться другими приборами. Если не указано ни одно из этих

значений, то прерывания запрещены.
Если на множестве N требований задано отношение -> строгого порядка

и запись / -*7 (*, / Е N, i Ф у) означает, что должно выполняться

неравенство min {tj*L | L EiJC}> max{fjL | L EUfc}, то граф редукции такого

отношения обозначается символом G. Если же запись i ->/ (/, у Е N,
i Ф у ) означает, что должно выполняться неравенство t*L > tj L для

каждого L €Jt, то для обозначения графа редукции употребляется символ G0.
В тех случаях, когда требуется уточнить структуру графа G (или G0),

могут использоваться следующие обозначения:

G -SP — если граф редукции представляет собой

последовательно-параллельный граф;
G = С — если граф редукции

— цепь, иными словами, если множество N

линейно упорядочено;

G = Ci U C2 U ... U Ср U Г - если каждая компонента связности графа
редукции представляет собой цепь Q (и число цепей равно р > 1) либо

одновершинный граф.
Эти же обозначения могут употребляться и для графа G0. Если для графа

G или G0 не указано ни одно из перечисленных обозначений, то граф
редукции отношения -> является произвольным бесконтурным. В случае, когда

не указаны ни символ G, ни символ G0, множество N требований не

упорядочено.

Параметр "ресурсы" принимает значение Rs(q), когда имеются

ограничения на используемые при обслуживании требований ресурсы (отличные от

обслуживающих приборов) и число видов ресурсов равно q. Через R^ и pik
обозначается соответственно запас ресурса вида к и е*го потребление при
обслуживании требования i в любой момент времени.

Запись "без задержек" означает, что каждое требование обслуживается
без задержек: начавшись в момент времени tf, обслуживание
требования i завершается в момент времени Г,

= Г?+ 2 tiL.

Запись "без простоев" означает, что каждый прибор L Е Л, начиная с

некоторого момента времени t°L, функционирует без простоев до момента

времени tL
= t°L + 2 tiL.

Если для систем с одинаковыми маршрутами указан символ ет, то

оптимальное расписание ищется среди расписаний, при которых все приборы
обслуживают требования в одной и той же последовательности.

Запись 0 < Ь < п — 1 также употребляется для систем с одинаковыми

маршрутами и означает, что в любой момент времени число требований,
обслуживание которых предыдущим прибором закончилось, а

последующим прибором не началось, не может превосходить значения Ъ.
В пятой графе приводятся различные ограничения на число требований л,

число стадий rt обслуживания требования i E N, маршруты L1
обслуживания требований i€-N и некоторые другие условия.

Запись [Df] означает, что все директивные сроки целочисленные, а

запись Dt = D — что все они одинаковые.
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В тех случаях, когда необходимо указать вид матрицы длительностей

обслуживания, приводится либо номер соотношения из главы 1, которому

должны удовлетворять элементы этой матрицы, либо наименование типа

матрицы в соответствии с терминологией, принятой в § 6 и 7 гл. 1. Наличие

в системе одного или нескольких доминирующих приборов указывается
явно (определение доминирующего прибора приводится в § 2 гл. 3).

Для систем с одинаковыми маршрутами при М
= 2 могут быть заданы

длительности 6//, > О и 7уl > О пуско-наладочных и переналадочных работ,
выполняемых для прибора L перед обслуживанием и после обслуживания
требования / прибором L Е { 1, 2 } соответственно. Могут также быть

заданы величины ff > 0, 7?f > О и %t > О такие, что при любом расписании

должны выполняться неравенства t°iL — f?x > ff«, ti2 — tn > r}{, t°i2 — tix >

Большинство приведенных в таблицах задач состоит в минимизации

функции F(r(s)), вид которой указан в шестой графе с использованием

принятых обозначений.

В седьмой графе табл. В.1 приводятся асимптотические оценки
сложности (с точностью до постоянного множителя) алгоритмов решения задач.
Запись ЛП в этой графе означает, что рассматриваемая задача сводится к

задаче линейного программирования. Задачи, в которых разрешение

прерываний не приводит к уменьшению целевого функционала, отмечены

в этой таблице знаком (*).
В табл. В.2 знаком (*) отмечены WP-трудные задачи, дня которых

псевдополиномиальные алгоритмы не известны, а MP-трудность в сильном

смысле не установлена. Остальные задачи являются NP-трудными в

сильном смысле.

В табл. В.З приводятся сведения о полиномиальных приближенных
алгоритмах: в графе 7 — асимптотические оценки сложности алгоритмов,
а в графе 8 — оценки точности получаемых решений. Как правило, в

качестве оценки точности получаемого решения s° используется оценка

его относительной погрешности Д = (F(t(s0)) — F(t(s*)))/F(t(s*)) или

абсолютной погрешности 8 = F(t(s0)) - F(r(s*)), где s* - оптимальное

расписание.

В таблицах наряду с уже введенными обозначениями используются

следующие: r = max{rf | i^N], r(N)= 2 rh t* = max{//L | xElN, L =?,?,
/GAT

<7
= 1,...,/7>, Л/'=Г^1, f*(A0 = max{ 2 tiL\LGJC}, H = \{tiL >

>0|/E7V, LE.JC}\. Через т обозначено наибольшее число

требований из множества W с одинаковым маршрутом обслуживания, а через
Га — наименьшее целое число, которое не меньше а.

В табл. В.1, В.З и далее в книге все логарифмы берутся по основанию 2.

В табл. В.1, как правило, не приводятся специальные случаи
рассматриваемых задач, если для них не известны более простые алгоритмы решения.

Под специальным случаем задачи А понимается такая задача Ву что

множество всех наборов входных данных задачи А содержит в качестве

подмножества все наборы входных данных' задачи В.
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В табл.В.2 приведены в основном "минимальные" WP-трудные задачи,

т.е. задачи, специальные случаи которых являются либо полиномиально

разрешимыми, либо для них не установлена принадлежность множеству

jVP-трудных. Очевидно, если задача имеет TVP-трудные специальные случаи,

то и сама она является NP-трудной. Так, все результаты относительно

iVP-трудности задач с одинаковыми маршрутами обслуживания требований
справедливы и для задач с различными маршрутами. Часть задач не

включена в табл. В.1 и В.2, поскольку их полиномиальная разрешимость или

NP-трудность следует из приведенных в таблицах результатов для задач
с другими критериями оптимальности. Сравнительная сложность решения

задач с различными критериями оптимальности рассматривается в [350,
569,646].

В табл. В.2 не приведены также задачи, которые являютсяЛЯР-трудными
в случае одного или нескольких параллельных (одинаковых) приборов,
иными словами, для одностадийных систем обслуживания. Эти задачи, как

и результаты по трудоемкости алгоритмов их точного и приближенного
решения, представлены в соответствующих таблицах [350].



ГЛАВА I

ОДИНАКОВЫЕ МАРШРУТЫ

Множество N = { 1, 2,...,л} требований обслуживается в системе,

состоящей из М последовательных приборов. Требование / Е N поступает
в систему в момент времени dt > 0. Для всех требований множества N

маршруты обслуживания (порядки прохождения приборов) одинаковы и

определяются последовательностью приборов 1, 2,..., М. Длительности
tiL > 0 обслуживания каждого требования / EJV каждым прибором L, 1 <

<L<Af,предполагаются заданными. Одновременное обслуживание любого

требования несколькими приборами не допускается. Каждый прибор
обслуживает не более одного требования одновременно. Такие
обслуживающие системы в этой главе называются системами поточного типа (с
последовательными приборами и одинаковым порядком их прохождения).

Для доказательства МР-трудности задач теории расписаний в данной
главе используются следующие эталонные задачи.

Задача о раз биении. Дано множество № ={ 1, 2,... ,л0}>каж-

дому элементу i которого сопоставлено натуральное число е*9 и 2 е* =

= 2Е. Существует ли разбиение множества № на два подмножества N\ и

N\ таких,что 2 <?,= 2 ef
= El

Задача о 3-разбиении. Дано множество^0 ={1, 2,..., Ъп0) и

натуральное число Е. Каждому элементу i € № сопоставлено натуральное
число et такое, что Е/4 <et< E/2 и 2 ё* = п0Е. Существует ли такое

/елг°

разбиение множества № на п0 трехэлементных подмножеств Nf, что

2 et = E, /=l,...,w0?

Задача о трехмерном паросочетании. Даны три
попарно непересекающихся множестваХХ;Х2 и Х3 натуральных чисел, \Xt | =
= | Хг | = | Х3 I = п0, и множество E^Xi XX2 X Х3 упорядоченных троек
элементов этих множеств. Существует ли такое подмножество Е* *=Е,
называемое трехмерным паросочетанием, что | Е' | = п0 и любые две

тройки, вошедшие в Е\ не совпадают ни по одной компоненте?
Задача о гамильтоновомцикле. Дан неориентированный

граф G = (F, U) без петель. Существует ли в графе G гамильтонов цикл?
Задача о 3-разбиении ММюлна в сильном смысле [531]. Остальные

перечисленные задачи являются МР-полными [133].
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§ 1. Общее время обслуживания. Два прибора

В этом параграфе устанавливаются некоторые свойства оптимальных

по быстродействию расписаний обслуживания п требований в системе с М

последовательными приборами и одинаковым порядком их прохождения

для всех требований. Особое внимание уделяется рассмотрению ситуации,

когдаМ=2.

1.1. В обслуживающую систему, состоящую изМ последовательных

приборов, в момент времени d = О поступает множество N={1,2, ..,, л }
требований. Каждое требование сначала обслуживается прибором 1, затем

прибором 2 и т.д., пока оно не будет обслужено прибором М. Длительности

tiL > О обслуживания каждого требования / е N каждым прибором L,L =

= 1, ... ,М, предполагаются заданными. Если процесс обслуживания
требования i прибором L начинается в момент времени tfL, то он протекает

непрерывно и завершается в момент времени tiL
= tj*L + tiL. Каждый прибор

одновременно может обслуживать не более одного требования, а каждое

требование одновременно может обслуживаться не более чем одним

прибором.
В рассматриваемом случае расписание s обслуживания требований

однозначно определяется заданием матрицы || tfL || моментов начала или

матрицы II tiL || моментов завершения обслуживания требований приборами.
При этом момент завершения обслуживания всех требований всеми

приборами равен

r^ax(s) = max{7fL liGN, Z, = 1,...,M}.

Задача состоит в построении расписания s*, которому соответствует

наименьшее значение /щахE)- Это расписание будем называть

оптимальным (по быстродействию) расписанием.
Если при некотором расписании s прибор 1 обслуживает требования в

последовательности 7Гх
= (/!, i*2»• • • Jn) >а некоторый прибор L, 2 <L <M, —

в последовательности тгх,
= (/1э /2 э ••->/«)» то имеют место следующие

очевидные неравенства:

t?kL>m™l\,L-lJjk_1L)
для всех к = 2,..., и.

Если f^ „
= О, то tjQbxds) ~~ общее Время обслуживания требований.

При построении расписания s* можно ограничиться рассмотрением класса S

расписаний, при которых все приведенные нестрогие неравенства
выполняются как равенства. Каждое расписание s G S, очевидно, однозначно

определяется заданием последовательностей (перестановок) nL
обслуживания требований каждым прибором L, L = 1,... ,М. В дальнейшем
рассматривается именно этот класс расписаний.

1.2. Рассмотрим некоторые свойства оптимальных (по быстродействию)
расписаний.

1) Покажем, что расписание s* можно искать в классе расписаний, при
которых приборы 1 и 2 обслуживают требования в одной и той же

последовательности.
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Пусть s e S. Предположим, что при этом расписании прибор 1
обслуживает требования в последовательности 7Ti

= (/1э г29 -.., *л)> а прибор 2 —

в последовательности п2
= 0*i = 'it /2 =fe,---»/p =

*р> /p+i =Vn>--»/p+(f
=

= /r,...,/„), «>1, г>р>0.
Для расписания 5 справедливы соотношения

г + 1
_

^+i2(s) = max{^i^1, f/p2(s)>,

f?r2(s) = max{ J^1} 5p+,_l2(*)> -*P+«-i2<f)>

Рассмотрим расписание s' GS, отличающееся от расписания s только тем,

что прибор 1 обслуживает требования в последовательности ъ\ = (/1э...
• . . ,/r_i,/r+ 1> *г>*г + 2> • • • »*л)-
Для расписания s' справедливы соотношения

'?r+12@ = max { J^ tikl +tir+lU />p2(,')> ,

r?r2(,') = max{ ri\kl9 *p+,_l2@>.

Так как 7^@ _= 0p2(s'), то f/r+1i(s) > tfr+l2@- Отсюда следует,
что %+<l-i2@ > tjp+q-i^') и, следовательно,/?r2E) > f?r2(s').

Повторяя описанные рассуждения не более чем 0(л2) раз, приходим к

расписанию Г, при котором оба прибора 1 и 2 обслуживают требования
в одной и той же последовательности, причем выполняется соотношение

&(*)>*&(»). *СЯ. Тем самым fmax(s)< tmsK(s).
2) Покажем, что расписание s* можно искать в классе расписаний, при

которых приборы М — 1 и М обслуживают требования в одной и той же

поеледовательности.

Пусть s G 5. Предположим, что при этом расписании прибор М
обслуживает требования в последовательности пм

= (/i,/2,. •. ,/r-i>/r»/r+i>
/г+2> • •

» in)у а прибор Л/ - 1 — в последовательности 7Гд/_1
= (i'i =/i,

'2 =/2, • • •
, 1р =/р, *р+1 =/r+lf • • • >*р+<7 =/гэ- • • >1п)>Я > 1>г >Р> 0.

Для расписания 5 справедливы соотношения

'/г+1л/@
= тахЦгМ(*), Or+i,M-i(*)> = ^Af(s).

Рассмотрим расписание s' GS, отличающееся от расписания s только тем,
что прибор М обслуживает требования в последовательности ъм = (д ,/2>...
. .. ,/г—1>/г + 1>/г>/г+2> • • • >/п)-
28



Для расписания s' справедливы соотношения

= max{ tjr_lM(s), f/r+lfM-iE )} >

^гмE')
= тахЙ+1мE')' */V,m-i@) =

= тах{/уг+1м@» r/r,M-i(s)>-
Поскольку />r+lfjf-i(«) <^г,м-1(«)>тоГ?г+1МE') <тах{ 7fr_lM(s),

0>,M-i(*)> я'/,*«. Тогда

<max{r/rM(s) + r/r+lAf, ^M«!E)} +r/rAf
=

Таким образом,

max{^jif(s'),^r+lj^(s')} =7jrM(s')<

<7fr+lM(s) = max{7fr+lM(s),7hM(s)} .

Повторяя описанные рассуждения не более чем 0(п2) раз, приходим к

расписанию Yt при котором оба прибораМ — 1_иМ обслуживают требования
В ОДНОЙ И ТОЙ же ПОСЛеДОВатеЛЬНОСТИ, Причем tmax(J) < ?тахE) •

3) Из п. 1) и 2) непосредственно следует, что приМ <3 оптимальное по

быстродействию расписание s* можно искать среди расписаний, при

которых все приборы обслуживают требования в одной и той же

последовательности.

Покажем, что приЛГ> 3 это, вообще говоря, не имеет места.

Действительно, рассмотрим задачу построения оптимального по

быстродействию расписания обслуживания двух требований четырьмя
последовательными приборами. Длительности обслуживания приведены в табл. 1.1.

Таблица 1.1

1 2 3 4

14 114

2 14 4 1

Если все приборы обслуживают требования в одной и той же

последовательности A, 2) или B, 1), то общее время обслуживания равно 14
единицам времени. Если приборы 1 и 2 обслуживают требования в

последовательности B, 1), а приборы 3 и 4 — в последовательности A,2), то получаем

расписание, при котором общее время обслуживания равно 12 единицам
времени (рис. 1.1).
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4) При любом расписании s € S прибор 1 функционирует без простоев,
начиная с момента времени d = 0. Покажем, что расписание s может быть

преобразовано в некоторое новое расписание s (не обязательно из класса

S), При КОТОрОМ tmax(s) = 'max(О и Приборы 1 И М функционируют без
__

п

простоев, начиная с моментов времени 0 и tmax(s) — 2 tiM соответ-

/ = 1

ственно.

Действительно, пусть s G S и прибор М при этом расписании
обслуживает требования в последовательности лм

= (/i, /*2> • • •
> /л/)• Положим

прибор4

прибор д

прибор! Ь \

Прибор 1

\г -н

h

2\

ММ
О 1 5 67

Рис. 1.1

1112

tiL$) =*iL(s) для всех/ = l,...,/i,L = l,...,M- 1; tfnM(s) = tmzx(s),
_

__

п

tjkM<$) =*max00 -

=2+ 1нм, А: = 1,... ,ai - 1. Поскольку tJkM(s) >
__

п

> *1км(?)> * = 1,..., л, и r^iAfE) = fmax(s) - 2 f/M, то 5 - искомое

расписание.

5) Рассмотрим часто встречающуюся ситуацию, которая отличается от

описанной в п. 1.1 тем, что заранее оговорено, что все приборы
обслуживают требования множества Nb одной и той же последовательности.

Пусть я = (/ х, /2 ,...,/„) — некоторая перестановка элементов

множества N= {1,2,... , л }. Рассмотрим расписание s Е S, при котором все

приборы обслуживают требования в последовательности 7г.

Для этого расписания справедливы соотношения

,о =/
,и;,1=0, ик1=ик_х\, к = 2,.

t0ilL = UxL-u L = 2,...,M;

r?A.L=max{7/;k_lL, Г/^l-i), ? = 2,...,л, L = 2,...9M.

Нетрудно убедиться, что в этом случае общее время обслуживания
равно

'max 00 =

max { 2 ti]cl + 2 г,- 2 + 2 г/Л,>,
* = "М-1

где ultu2,
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1.3. Перейдем к более подробному рассмотрению случая, когдаМ = 2.

Пусть система состоит из двух приборов А и В, длительности

обслуживания требования i G N приборами А и В равны соответственно д, иЬ/.
Как уже отмечалось, в рассматриваемом случае расписание s* можно

искать в классе расписаний, при которых оба прибора функционируют без

простоев и обслуживают требования в одной и той же последовательности.

Пусть я = (i'i I z*2»• - •
> in) — произвольная перестановка элементов

множества-/^ {1,2, ...
, я}.

Поскольку требования обоими приборами обслуживаются в одной и

той же последовательности, то для расписания s6 5, определяемого

последовательностью я, из A.1) следует, что

U U

W00 = т*х < 2 а, + 2 ft, >.
uE:N fc=l k = u

*

Преобразуя расписание s в расписание s в соответствии с п. 1.2, 4),
получаем

FmtxW = *?,*$> + S ft,= max{ 2 j, - *2 ft, > + 2 ft,.

Таким образом, задача построения оптимального (по быстродействию)
расписания s* сводится к нахождению перестановки я*, которой
соответствует наименьшее значение max { Au(n) | u €= N), где

Дм(тг)= 2 aik- ft, и€ЛГ.
* = 1 *=1

Введем в рассмотрение перестановку я', отличающуюся от я

транспозицией элементов/г и/г+1, т.е. я'=(/1,/2,...,/r_1,/r+1,/r,/r+2,...,/w).
Найдем достаточные условия, при которых

mdx{Au(n)\ueN} <max{Au(it')\uGN}. A.2)

Очевидно, Ам(я) = Ам(я') при всех mG {1,2,..., г - 1, г + 2,..., я }.
Следовательно, для выполнимости неравенства A.2) достаточно, чтобы

тах{Дг(я),Дг+1(я)} < max { Дг(я'), Дг+1(я')} .
7

Последнее неравенство равносильно неравенству

max{fl,r,j,r+fljV+i-ft,r}<max{fl,r+ljfl/r+fljV+i_^+i}>
которое в свою очередь равносильно неравенству

тМ*/гЛг+1> <min{*,r+1,ft,r>. A.3)

Таким образом, из неравенства A.3) следует неравенство A.2).
Пусть i,j,kGN. Легко показать, что в случае, когда имеют место

неравенства

min{<7,,ft;.} <min{flr/,ft, }, min{aj,bk} <mn{ak9bf) ,

выполняется также неравенство

mm{ahbk) <min{flfc,ft,}.
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Отсюда следует, что если неравенство A.3) выполняется для всех г =

= 1,...., п — 1, то 7г = (/ ь /2,. •
•, in) является искомой оптимальной

перестановкой.
Таким образом, для построения оптимальной перестановки достаточно

разбить множество N на два (не обязательно непустых) подмножества
N\ =i * I Я/ <^Ь{} и N2 = { /1 д,- > bf } и сначала обслужить требования
множества Ni в порядке неубывания значений at, а затем - требования
множества N2 в порядке невозрастания значений Ь{.

Для построения оптимальной перестановки можно также сопоставить

каждому требованию / вес

w(/) = (W - min { ah b(} ) sign (a, - bt),

где W — достаточно большое число (W> max{ min {ai9bf} \ i EN}), и

упорядочить требования в порядке неубывания весов.

В любом случае трудоемкость построения оптимальной перестановки
не превосходит 0(п log n) операций.

1.4. Рассмотрим некоторые обобщения ситуации, описанной в

предыдущем пункте.

Пусть по-прежнему имеется два прибора А и В. Каждое требование
/ е N= { 1, 2,..., я } обслуживается начиная с прибора А, известны

длительности af > О и bt > О обслуживания требования i приборами А и В

соответственно. Если требование i начинает обслуживаться прибором Л в

момент времени г^4, то момент времени начала его обслуживания прибором
В t% > t*iA + ?/, где ?,- - данное число. Если ?f < aiy то требование/
может одновременно обслуживаться обоими приборами. Будем предполагать

также заданными наименьшие промежутки времени dfk > 0 и 8Bik > О меж-

жу возможными моментами начала обслуживания требований ink

приборами А и В соответственно при условии, что требование / начинает

обслуживаться первым. Если &fk < ah то требования i и к могут обслуживаться

прибором А одновременно. Аналогично, если dfk < b%, то эти

требования могут одновременно обслуживаться прибором В. Пусть т1А > 0 и

Tjb > 0 — заданные моменты времени, раньше которых не может быть

начато обслуживание требования / приборами Л и В соответственно.

Если положить %t
= dfk =

at, д^к = bt, т/ А
=

т/в
= 0, i, к G N, то получим

ситуацию^описанную в предыдущем пункте.

Через tmax(ni 7г') обозначим наименьший момент времени, к которому
можно завершить обслуживание всех требований обоими приборами при
условии, что прибор А обслуживает требования в последовательности п =

= 0*1, /*2> • •
•, *л)> а прибор В - в последовательности ет' = (/ь/2> • • • Jn)-

По условию обслуживание требования ix прибором А может быть начато

в момент времени г° А
=

TiiA, требования /2 — в момент времени Г° А
=

= max { т,-2 А, tft А + 8f ( } и т.д., требования /„ — в момент времени г°пА =

= max {rt2nA, tC + S^',.. ., /?„_у А
+ 5^_ ^) .

Самый ранний момент начала обслуживания требования/] прибором
1?равен /?в = max{rhв,tftЛ +1^},требования /а - Г,9,в =

тах{т/аВ, tftA +

+ €/,. О9,в + 6/,/, > и т-Д-> требования /„ - ^ = тах{ т/пВ, tfa + ?/n,
^-+ef,V'b+«f,/..-.^-,B+«fll_1/l|}.
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Наконец, tmtx(n, я') = max{ tikA, tikB | к e N), где hkA = t°tkA +aik,
TJkB = tlB+blk,keN.

1) Сформулируем достаточные условия, при которых неравенство

*тахGГ> я) ^ ^тахС71"» О выполняется для любых перестановок 7Г и 7г'.

Не нарушая общности рассуждений, будем считать, что я = A, 2,..., п)
И7Г' = (/i,/2> • • • >/л)-

Если для любых требований /, к, г G Afвыполяются неравенства

8?<*л+**г. ^-гм<6^, A.4)

то для всех i G ^справедливо

Если для любых требований i,k,rG ^выполняются неравенства

Sfr<bfk+8*r, riB-TiA<ih A.5)

то для всех к Е. ТУ справедливо

&в = тах{^ + fc. + *ff 8fl/m к- 1,... ,*>:
Если наряду с A.4) и A.5) для любой пары требований /Д6 Af

выполняются неравенства

а{-Ь(<^, bi-ak<Sfk, A.6)

то имеет место соотношение

?-«(». 0-г™«{г1л +JS1«tm +&Г + ,"?,1 5*/m +^>- 0-7)

Покажем, что для того чтобы *тах0г, я) < ^тахОг, я') ПРИ любых я и

7г', достаточно, чтобы наряду с неравенствами A.4) — A.6) выполнялись

соотношения

8?-*„&-Ь<8& . A.8)

для любой пары требований i9kGN.
По-прежнему полагаем я = A, 2,..., п) и пусть я' = (/i,..., /р_ х,

ip>.-*Jp+u>-••»/*)»*№ п = /, / = 1,...,р~ 1, /р^р, /р+м = р, "> 1.

Рассмотрим перестановку тг' = A, 2,... ,р- 1,р,/р,... ,/p+M-i,/p+t/+i,...
-./я).
_

Покажем, что при сделанных предположениях имеет место неравенство

'тахОгД') < ^тах(^ 7Г')«
Действительно, в силу A.8) вьфажение A.7) может быть записано в виде

/г-1 п

'тахОг,тг') = тах{г1Л + 2 5?/+1+$/r+Z b/f } .

При этом

/г-1 л

'тахОг,У) = тах{ max { т1А + 2 8?/+1+Ь +2 *>/,},
р+м+1<г<п
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fiA + 2 S?m +%p + 2 fy max {т1Л + 2 Sf;+1 +

1=1
'

l=P p<r<p+u-l 1=1
'

/=p + l /= r

Для того чтобы доказать соотношение fmaxfa» 5?)^ *max fa» я')»
достаточно показать, что

р —1 я

*ы + 2 5^;+1+fp+ 2 */,<*„,„(»,*'). A-9)
/ = 1 / = р

Имеем

Из A.8) следует, что

/=Р
Р

и неравенство A.9) выполняется.

2) Опишем способ построения оптимального расписания в

предположении, что выполняются соотношения A.4) — A.6), A.8) и 8^k =8f> О для
всех i,kGN.

Как показано выше, достаточно рассматривать такие расписания, при

которых оба прибора обслуживают требования в одной и той же

последовательности. Пусть я = (/*!, /2,..., in) —

некоторая перестановка
элементов множества N-{ 1,2,..., л }. Тогда

*т.х00 = max{r#lil + Ui 5? + & + 2 bik). A.10)
MGW

*

fc= 1
* "

к =И

Пусть известно, что в оптимальной перестановке на первом месте стоит

требование и. Тогда задача сводится к нахождению перестановки 7rJ =

= (*2 > i з у • •
>

* л) из множества всех перестановок вида 7г„
= (i2, /3,..., in)

элементов множества N\{ v }, которой соответствуетнаименьшее значение

м-1

7(тгу)= тах{ 2 «?+*,„ + Z */*> =

= max { 2 E? - ^) + ^ - 6? + й,и } - 2 bik.

Полагая aifc
= dfk - bifc и $iu =

(f/f|
- 5^ + Z>,M, приходим к задаче

минимизации функционала
и

/(*„)= max { 2 л, +fit }
2 <м<л Л = 2

на множестве перестановок вида nv = (i2, *з» • • •»' л) элементов множества

ЛГ\{и}.
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Пусть tfy = 0*2, • • • >*г-ь'г+1»'г»'г+2> • • • ,/л). Имеем
и г-1

/(*;,)«max{ max ( S «/fc+ftM>> 2 щк
+ a,r+1 + ftr+1,

2<M<r—1, Л = 2 Л - 2

Г+2<М<Л

Г+ 1

*=2
*

Для того чтобы/(Яу) </GГу), достаточно, чтобы

max{alV+ftr, а,г +а1> + 1
+ ftr+1K

<max{a/r+1+ftr+1,alV+aI>+1+ftv}.
Это неравенство равносильно неравенству

min{a/r+ftr, ftr+1} <min{aI>+1+ftv+1,ftr>,

для выполнимости которого достаточно, чтобы

(W-min{<*/r+ftr, ^})sign(a/r)<
<(H/-niin{aI>+1+ftr+1,ftr+1})sign(a/r+1),

где W
— достаточно большое число (W> max{ min {a,- + ft, ft } 11 €N}).

Таким образом, для нахождения оптимальной перестановки 7Г*

достаточно

а) каждому требованию / Е N сопоставить вес w(/) = (W — min{ ?/,
€# -«f + 6|>)signF?-*/);

б) построить п перестановок вида (и, 7rJ), где и Е 7V, а требования
множества^ {и } упорядочены по неубыванию их весов;

в) среди построенных перестановок вида (v^n^) выбрать ту, которой
соответствует наименьшее значение величины tmax(ir), определяемой
соотношением A.10).

Трудоемкость нахождения тг*, очевидно, не превосходит 0(n\ogri)
операций.

§ 2.Общее время обслуживания.
Три и более приборов

В этом параграфе показано, что задача построения оптимального по

быстродействию расписания при М > 3 является iVP-трудной независимо

от того, допускаются прерывания в процессе обслуживания требований
или нет.

2.1. Пусть множество N= { 1,2,..., /2 } требований поступает в момент

времени d = 0 в систему поточного типа, состоящую из трех
последовательных приборов. Покажем, что задача построения оптимального (по
быстродействию) расписания является NP-трудной в сильном смысле, если в

процессе обслуживания не допускаются прерывания и все tiL>0, iEN,
?=1,2,3.

Сформулируем соответствующую задачу распознавания: определить,
существует ли такое расписание s°, при котором t m ах (s° ) <у для
заданного числа у.



Покажем, что к этой задаче сводится задача о 3-разбиении (см. вводную
часть этой главы).

Положим п = 4л0 + 1, N = { 1, 2,..., п}. Требования множества N

разобьем на две группы: (/-требования, обозначаемые G/, i = 1,..., Зл0,
и F-требования, обозначаемые К/, / = 0,..., п0. Положим

'с/71
=

*и{3
= !» гиA~еи /= 1,... ,3и0;

^.1=22Г —3, tv^2=E, tVj3
= 2E — 3, /= 1,..., л0 — 1;

'кЛо1=2?-3, ^Ло2=^, 4i03
= 1-

Покажем, что в построенной задаче расписание s0, при котором

'max0°) ^7 = Bл0 + 1)Е + 2, существует тогда и только тогда, когда имеет

решение задача о 3-разбиении.
1) Пусть задача о 3-разбиении имеет решение и ЛГ;?, / = 1,..., п0> —

найденные трехэлементные подмножества элементов множества №. Через
itj(U) обозначим произвольную перестановку (/-требований с номерами
из множестваЛГу°, /= 1,... ,п0.

Расписание s° можно построить, например, следующим образом. Все три

прибора обслуживают требования множества N в'одной и той же

последовательности (К0, irtiU), Vlfir2(U),...9 VHq _ ь тгЛо(@> УПо) и

функционируют без простоев: прибор 1 — во временном интервале @, 2п0Е + 1],
прибор 2 — в интервале A, Bл0 + 1)^ + 1] и прибор 3 — в интервале
(?•+1,B/20+1) Е+2].

2) Пусть существует расписание s°. Будем полагать, что в задаче о

3-разбиении Е > 8, так как в противном случае задача о 3-разбиении либо

не имеет смысла (при Е G { 1, 2, 4}), либо проверка существования ее

решения не вызывает затруднений (приEG {3,5, 6,7,8}).
Учитывая результаты п. 1.2 § 1 этой главы, можно считать, что при

расписании s° все три прибора обслуживают требования множества N в одной
и той же последовательности 7г°, а приборы 1 и 3 функционируют без

простоев.

а) Покажем, что в последовательности п° первым должно

обслуживаться требование V0.
Очевидно, прибор 1 функционирует в интервале @, 2п0Е +1]. Кроме

того, min{r^3 \i?N) <E + 1, так как в противном случае /~max(s°) >y.
Тогда в последовательности 7Г° ни одно из требований Vx, V2,..., Vn
не может обслуживаться первым, поскольку обслуживание этого

требования прибором 3 начиналось бы в момент времени ЪЕ — 3 > Е + 1 (при
Е>8).

Предположим, что первым в последовательности 7Г° обслуживается
некоторое {/-требование. Пусть Ru — множество номеров (/-требований,
обслуживаемых прибором 1 непрерьюно одно за другим в интервале

@, |/?с/1]> \Яц\ ^ 1- Поскольку прибор 2 начинает функционировать
не раньше чем в момент времени 1, он должен функционировать без

простоев в интервале A,у - 1].
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Если вслед за требованиями этого множества прибор 1 обслуживает

требование V0, то для того чтобы приборы 2 и 3 функционировали без

простоев, должны
выполняться неравенства

1+ 2 е, > \Яи\ +1, ?+1+ \Ru\ >1+ 2 et + E.
iGRu i^Ru

Эти неравенства, однако, не могут одновременно иметь места при Е> 8.

Если после требований множества {Ui\iGRu} прибор 1 обслуживает

одно из требований Vt, V2i..., К„о, то для того чтобы приборы 2 и 3

функционировали без простоев, должны выполняться неравенства

1+ 2 ei>\Ru\ + 2E-3y Я+1 + |ДсН>1 + 2 et + E.

iGRu i^Ru
Эти неравенства также одновременно не могут иметь места при Е > 8.

Таким образом, первым в последовательности я0 обслуживается
требование V0.

При этом Г?л з
= Е + 1 и 7max(s°) =

.у. Поскольку А->1, 2 /« =

0 ° iew

= у — 2 и min{ Г/з 11 ? W } = 1, то прибор 2 функционирует без простоев
в интервале A>у — 1].

б) Покажем, что в последовательности я0 последним должно

обслуживаться требование Vn .

Очевидно, ни одно из требований Vx, V2,..., Kw _ г не может

обслуживаться последним, поскольку max{ti2\i G N) = у—1 и tv.3 =

= 2Я-3>1,/=1,...,и0-1.
Пусть Vqy 1 < # < и0, — последнее из F-требований в

последовательности 7Г°. Пусть Rv — множество номеров {/-требований, обслуживаемых
после требования Р^. Для того чтобы прибор 2 функционировал без

простоев, должно выполняться неравенство fK j < r°K 2, или, что то же,

2п0Е- |Л^ | + 1<2л0Я+1 - 2 **•
iGRu

Последнее неравенство означает, что \Ru\> 2 et. Получаем
противоречие. i^Ru

Поскольку требования Vx, V2,..., Vn _ х не отличаются друг от друга
по длительностям обслуживания, то они могут обслуживаться в

произвольном порядке. Для удобства дальнейших рассуждений будем предполагать,
что в последовательности я0 эти требования обслуживаются в порядке
возрастания их номеров.

в) Пусть Rf — множество номеров {/-требований, расположенных в

последовательности я0 между требованиями К;_ г и Vj, / = 1,..., л0.
Покажем, что \Rf | G { 2,3,4}, /= 1,..., п0.

Рассмотрим пару требований V0 и Vx. Так как все приборы
функционируют без простоев в соответствующих интервалах, то имеют место

соотношения

7к02+ 2 ei
= t°v 2 >lvо1+|Л1| +2Я-3,

Чз + 1/г,! =f°Ki3 >7Ki2. 37



Поскольку ^2 = ^1+^и *
к0 з

=

*V0 1
+ 3? — 3, ™ tyi2

=

tVol +

+ 2Е+ 2 et. Таким образом, должно выполняться равенство

2 е/
= ?,-3+ \R1 |. B.1)

/ел,
*

Нетрудно проверить, что при \RX\
= 1 равенство B.1) не имеет места,

если Е > 8. Если \RX | > 4, то Б et > \RX |?/4 и при Е > 8 значение

/ел,

I/?! |?/4 >2Г — 3 + \R 11, т.е. равенство B.1) не имеет места.

Таким образом, \RX\ G{2, 3, 4}, причем в силу B.1) t°v 2
=

tvli

Рассуждая аналогичным образом, можно показать, что для всех / = 2,...
..., п0 значения \Rj | G { 2, 3, 4 } и

2 е,
= Я-3 + |Л,|Э B.2)

причем t°v.2 = TVfl и t^f3
= 7К/2.

г) Покажем, что задача о 3-разбиении имеет решение.
Если \Rf | = 3, / = 1,..., п0, то в силу B.1), B.2), полагая Nf = Rf,

получаем решение задачи о 3-разбиении.
Пусть число множеств Rj таких, что \Rj\ =3, равно к <п0. Тогда

найдется ровно (п0 - к)/2 множеств Rj таких, что \Rj\ = 2, и столько же

множеств Rj таких, что \Rj\ = 4.

Рассмотрим произвольное множество Rf с \Rj | = 2. Пусть Rf = { ix, /2} .

Тогда в силу B.1), B.2) имеем е^ + е^
= ?* - 1. Если Е - четное число,

то е^ и е^ должны быть не больше чем Е/2 — Г. Но тогда их сумма не

превосходит Е — 2, что невозможно. Таким образом, Е — нечетное число,

причем е(г
-

е^
= (Е — 1)/2, так как только в этом случае et +

е^
= Е - 1.

Рассмотрим произвольное множество Rf, \Rj\ = 4. Пусть Rf =

4
= { Pi, ?2, Рз, Ра ). Из B.1), B.2) следует, что 2 е = ? + 1. Как уже

7=1
'

4

отмечалось, ? - нечетное число. Если Е = l(mod4), то 2 ер > 4(Е + 3)/4 >
7=1 '

>Е+ 1, что невозможно. Следовательно, ?* = 3(mod4), причем ер
=

4

= (? + 1)/4, / = 1, 2, 3, 4 (поскольку только в этом случае 2 ер
= Е + 1 ).

7=1
'

Каждую пару множеств вида { il9 i2) и { Рг,р2,Рз,Р4} преобразуем
в пару множеств { ix, рх, р2 } и { i2, Ръ, Р4}. Очевидно, е^ + ePi + еРа

=

=

ек + еР + еР4
= ^' Построенные множества вместе с теми из множеств Rf,

для которых \Rf\ = 3, образуют решение задачи о 3-разбиении. Таким

образом, за О(п0) операций построено сведение задачи о 3-разбиении к
рассматриваемой задаче распознавания, и следовательно, задача построения
оптимального (по быстродействию) расписания обслуживания требований
в системе, состоящей из трех и более приборов, является TVP-трудной
в сильном смысле.
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2.2. Введем понятие расписания с прерываниями процесса

обслуживания и установим основные свойства таких расписаний.
В систему, содержащую М последовательных приборов, в момент

времени d - 0 поступает множество ТУ = { 1, 2, ...,
л } требований. Известны

длительности tiL > 0 обслуживания требования / € N прибором L, L =

= 1,..., М. Каждое требование обслуживается прибором 1, после

завершения этого обслуживания — прибором 2 и т.д. до тех пор, пока оно не будет
обслужено прибором М. По-прежнему предполагается, что каждый прибор
одновременно обслуживает не более одного требования, а каждое

требование одновременно обслуживается не более чем одним прибором.
В процессе обслуживания требований допускаются прерывания: каждое

требование i может обслуживаться каждым прибором L в несколько

"приемов" при сохранении условия, что суммарная длительность такого

обслуживания равна tiL. Процесс обслуживания требования / прибором L

может быть прерван в любой момент времени и затем возобновлен. Число

прерываний может быть произвольным, но конечным. После каждого

прерывания прибор L может облуживать любое требование, в то время
как требование / не может обслуживаться прибором L + .! до тех

пор, пока полностью не завершится процесс его обслуживания
прибором L._

Если tiL — момент (полного) завершения обслуживания требования /

прибором L при некотором расписании (с прерываниями) s, то, как и

прежде, полагаем tmax(s) = max{ tiL \iE.N,L= 1,... ,M}.Расписаниеs*,

минимизирующее значение tmsLX(s), будем называть оптимальным по

быстродействию.

Сформулируем и докажем некоторые свойства оптимальных (по
быстродействию) расписаний с прерываниями.

1) Покажем, что оптимальное расписание s* можно искать в классе

расписаний, при которых число прерываний не превосходит Мп(п — 1).
Пусть s — произвольное расписание, и при этом расписании прибор Q,

1 < Q < Л/, во временном интервале (т,т'] обслуживает требования

'i, /2 э • ••>**• Требование it обслуживается прибором Q в интервале

('/°J/] >/=!,...,*, где г < Г?< 1Х < Г2°<*72 <...< t°k <Tk < т\
причем обслуживание каждого из требований ix, /2,..., /* не

завершается в интервале (г, г'].
Пусть прибор Q во временных интервалах (Г, г] и (г', f'] обслуживает

требование/ЕЛГ.
Нетрудно видеть, что расписание s можно преобразовать в расписание s\

которое отличается от s только тем, что прибор Q обслуживает
требование i во временном интервале (/, т + Д], а требование ц

— во временном

интервале (Г;° + Д, 7/ + Д], / = 1,..., k, A = t' - т'. При этом, очевидно,

^max@ = 7max(s).
Повторяя этот процесс исключения прерываний, приходим к

расписанию jf, при котором между моментами прерывания и последующего
возобновления процесса обслуживания каждого требования каждым

прибором завершается обслуживание какого-либо требования этим прибором,
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т.е. процесс обслуживания каждого требования каждым прибором

прерывается не более п — 1 раз, причем fmax (?) = f max (s) •

2) Покажем, что оптимальное расписание s* можно искать в классе

таких расписаний, при которых приборы 1 и М обслуживают требования
без прерываний.

Действительно, пусть при некотором расписании s прибор 1 во

временном интервале (г, г'] обслуживает (возможно, с прерыванием и не

полностью) последовательность требований R, в которой не все требования,
вообще говоря, различны, а во временных интервалах (t, т] и (г', /'] —
некоторое требование iGN.

Нетрудно видеть, что расписание s можно преобразовать в расписание s',
которое отличается от s только тем, что последовательность требований R
обслуживается прибором 1 во временном интервале (t, t + т' — г], а

требование i — в интервале (f + т' - г, f']. При этом t max (s') = tmax (s).
Повторяя этот процесс исключения прерываний, приходим к

расписанию 7, при котором все требования обслуживаются прибором 1 без

прерываний, и / max (s~) = t max

Исключение прерываний в обслуживании требований приборомМ можно

осуществить аналогичным образом.
Действительно, если при некотором расписании s прибор М

обслуживает последовательность требований R в интервале (т, т'], а некоторое
требование i E N — в интервалах (t, т] и (т', f'], то можно преобразовать это

расписание в расписание s', отличающееся от s только тем, что требование i

обслуживается прибором М в интервале (/, t' - г' + г], а

последовательность требований R - в интервале (t1 - т' + т, f'], причем

^maxE )=^maxW*
Доказанное свойство означает, что при М

= 2 оптимальное (по
быстродействию) расписание с прерываниями можно искать в классе расписаний
без прерываний.

2.3. Покажем, что и в том случае, когда в обслуживании каждого
требования каждым прибором допускаются прерывания, задача построения
оптимального (по быстродействию) расписания s* при М > 3 является

NP-трудной в сильном смысле.

Сформулируем соответствующую задачу распознавания: определить,

существует ли такое расписание s° обслуживания (с прерываниями)
множества N = { 1,2, ... ,п) требований М приборами, при котором

fmax(s°) <y для заданного числа .у.

Покажем, что при М
= 3 к этой задаче сводится задача о 3-разбиении.

Положим п = 4п0 +2,N = {1,2,... ,п). Множество N требований разобьем
на две группы: ^-требования, обозначаемые ?/,-,* = 1,..., Зп0, и К-требо-
вания, обозначаемые Vj, j = 0,..., п0 + 1. Положим

ftfji
=

гир
=

ei* tup
= 0» i=l,-..,Зл0;

*v01
=

V0 2
= 0, *v0 з

= ?> *уПо 1
= #, tVn^ 2

= 2?, fK з
= 0;

'^1=°' ^2^2^ ЧЗ^> Ч.*11=Я' f4 + l2
=

^o + l3
= 0;

V,i
=

'к/з
= ^5 ^К/2

= 2/?, / = 2,..., п0 - 1.
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Покажем, что в построенной задаче расписание s° (с прерываниями),

при котором tmtLX(s°) <у = 2п0Е9 существует тогда и только тогда, когда

имеет решение задача о 3-разбиении.
1) Пусть задача о 3-разбиении имеет решение и N?9 / = 1,..., и0 —

найденные подмножества множества №. Пусть irj(U)
— произвольная

перестановка {/-требований с номерами из множества Nj ,/,..., п0.

Расписание s°, при котором tmax(s°) =

у и все требования
обслуживаются без прерываний, существует и может быть построено следующим

образом. Все три прибора функционируют без простоев во временном

интервале @, у], причем прибор 1 обслуживает требования в

последовательности (*!(#), V2, тг2(С0, К3, ..., Г^ _ьяИо _!(?/), Vno ,1ТПо (U)9V„o+1 ),
прибор 2 — в последовательности (Vt, V2,..., V„o) и прибор 3 — в

последовательности (F0, тг!(?0, ^i, >г2(С0, V2y..., V„o _2, тгПо -t(U)> Уп0 -1,

я„0№
2) Пусть существует расписание s°. Покажем, что имеет решение

задача о 3-разбиении. Как уже отмечалось, не нарушая общности рассуждений,
можно считать, что приборы 1 и 3 обслуживают все требования без

прерываний. Так как суммарная длительность обслуживания всех требований
каждым прибором равна у, то при расписании s° все три прибора

функционируют без простоев во временном интервале @9у].
Рассмотрим временной интервал (О, 2Е]. Поскольку прибор 3

функционирует без простоев и обслуживает требования без прерываний, то

требование V0 должно обслуживаться этим прибором в интервале (О, Е].
Поскольку требование V\ — единственное требование, которое может

обслуживаться прибором 2, начиная с момента времени 0, то при

расписании 5° имеем t pr 2
= 0 и t Vl г ^ 2?\

Пусть суммарная длительность обслуживания (/-требований прибором 1
в интервале (О, 2Е] меньше Е. Тогда имеем простой в функционировании
прибора 3, поскольку эти (/-требования будут обслужены прибором 3

раньше момента времени 2Е9 в то время как t*y 3>t v 2 > 2Е.

Пусть суммарная длительность обслуживания {/-требований прибором 1
в интервале (О, 2Е] больше Е. Тогда в интервале (Q, 2E] прибор 1 не

завершит обслуживание ни одного из К-требований и, следовательно,

прибор 2 в интервале BЕ> ЛЕ] будет простаивать, что невозможно.

Следовательно, прибор 1 в интервале (О, 2Е] обслуживает некоторые
(/-требования в течение Е единиц времени. Если при этом обслуживание
хотя бы одного из этих требований прибором 1 завершается в момент

времени 2Е9 то это требование не может быть обслужено прибором 3
в интервале (О, 2Е]9 т.е. возникает простой прибора 3, что

невозможно.

Итак, прибор 1 обслуживает (/-требования в интервале (О, Е], а в

интервале (Е9 2Е] он обслуживает одно из F-требований. Этим требованием
не может быть ни Vn , ни Vn + г, так как в противном случае возникает

простой прибора 3 либо прибора 2 соответственно. Не нарушая общности
рассуждений, можно считать, что прибор 1 обслуживает в интервале (Е, 2Е]
требование V2.

. 41



Таким образом, прибор 1 обслуживает в интервале (О, Е] некоторые

^/-требования (их будет ровно три), а в интервале (Е9 2Е] -

требование V2; прибор 2 обслуживает требование Vx без прерываний в

интервале (О, 2Е] (так как появление прерываний в процессе обслуживания
этого требования привело бы к возникновению простоя прибора 2);
наконец, прибор 3 обслуживает в интервале (О, Е] требование К0, а в

интервале B7, 2Е] — те (/-требования, которые были обслужены прибором 1

в интервале (О, Е].

Рассуждая аналогичным образом, приходим к заключению, что при
расписании s° прибор 1 в интервале B (/ - 1)/?, B/ - 1) Е] обслуживает
три (/-требования, а в интервале (B/ - 1JГ, 2jE] - требование VJ + 1;

прибор 2 в интервале B (/ - 1J7, 2/27] обслуживает без прерываний
требование Vf9 прибор 3 в интервале B(/ - 1J7, B/- 1J7] обслуживает
требование ^_!,ав интервале (B/ — 1J7, 2/27] — те из ^/-требований, которые
обслужены прибором 1 в интервале B(/ - 1J7, B/ - 1J7], / = 2,..., п0.
Обозначая через N? множество номеров {/-требований, обслуживаемых

прибором 1 во временном интервале B(/ - 1J7, B/ - 1J7], получаем

решение задачи о 3-разбиении. Таким образом, за О(п0) операций
построено сведение задачи о 3-разбиении к рассматриваемой задаче.

2.4. В заключение этого параграфа покажем, что задача построения
оптимального (по быстродействию) расписания при М = 3 остается NP-

трудной, если каждое требование множества N = { 1,2,..., п}
обслуживается только двумя из трех имеющихся приборов.

Сформулируем соответствующую задачу распознавания: определить,

существует ли расписание 5° (с прерываниями), при котором7max (s°)<y
дня заданного числа .у.

Покажем, что к этой задаче сводится задача о разбиении (см.
вводную часть этой главы).

Положим п = п0 + 2, N= { 1, 2,..., п}\ tn
= ti3 =

eu tn
= 0, ie№;

*л0+1,1
= ^э*яв+1-,2 =2#,*„0+1,з=0; *л0+2,1=0> 'л0+2,2=227, 'л0+2,3=^-

Покажем, что задача о разбиении имеет решение тогда и только тогда,

когда в построенной задаче существует расписание s°, при котором

1) Пусть задача о разбиении имеет решение HiV?,^ — найденные
подмножества. Тогда расписание s° существует и может быть построено
следующим образом. Прибор 1 во временном интервале (О, ЗЕ] обслуживает
требования множества N\{n0 +2} непрерывно одно за другим в

последовательности (ir^, «о + 1 > nNo), где fljyo, тг^уо
— произвольные

перестановки элементов множеств iVj и N% соответственно. Прибор 2 во временном

интервале (О, 4Е] обслуживает требования п0 + 1 и п0 + 2 в

последовательности (л0 +2, п0 + 1) непрерьшно одно за другим. Прибор 3 во временном

интервале B7, 427] обслуживает требования множества N\ {п0 + 1} в

последовательности (я^о, п0 + 2, п^) непрерывно одно за другим.

2) Пусть существует расписание 5°. Если Тп +2>2 „= 427, то7„ +2,з > 427

и *тахE°) >У- Таким образом, tno+lt2
= 427, следовательно,1п +1>1 < 22?.

Кроме того, ТП9+2,2>2Е и t%Q+2t3>2E.
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Предположим, что задача о разбиении не имеет решения. Пусть R С

С {1, 2,..., п0) — множество требований, обслуживание которых
прибором 1 начато и закончено в интервале (О, 2Е]. Так как требование п0 + 1

должно быть обслужено прибором 1 в этом интервале и задача о разбиении
не имеет решения, то 2 tn < Е. Но тогда 2 f/3 > 2# и так как

обслуживание каждого из требований множества N\ R прибором 3 не

может быть начато ранее момента времени 2Е, то tmax(s°) > 4Е, что

невозможно. Это означает, что задача о разбиении должна иметь решение.
Таким образом, за О(п0) операций построено сведение задачи о

разбиении к рассматриваемой задаче распознавания.

§ 3. Общее время обслуживания требований без задержек

В этом параграфе рассматривается задача построения оптимального по

быстродействию расписания без задержек в процессе обслуживания

каждого требования.
3.1. В систему поточного типа, состоящую из Мприборов, в момент

времени d = О поступает множество ЛГ = { 1, 2, ...,и) требований.
Длительности tiL > О обслуживания каждого требования i E ^каждым прибором
L, L = 1,..., Л/, предполагаются заданными. Каждое требование /

обслуживается без задержек, т.е. для любых двух приборов Lx i\L2,Lx < L29
таких, что tiLi > О, tiLi > 0 и либо L2 = Lx + 1, либо tiL = 0, L =

= Z»i+l,...,Z»2~1э должно выполняться соотношение t*L = tiL ,

причем процесс обслуживания каждого требования каждым прибором
протекает без прерываний. Другими словами, если требование / начнет

обслуживаться в момент времени Г?, то процесс обслуживания этого требова-
_

м

ния завершается в момент времени tt
= t? + 2 tiL.

3.2. В теории расписаний нулевые длительности обслуживания имеют

две различные интерпретации. При первой из них запись tiL = 0

содержательно означает, что требование i прибором L не обслуживается. При
второй интерпретации запись tiL = 0 содержательно означает, что требование i

прибором L обслуживается, но длительность обслуживания настолько мала,

что ею можно пренебречь и считать, что tiL
= t*L.

В зависимости от принятой интерпретации нулевых длительностей
обслуживания могут быть построены различные оптимальные расписания с

различными значениями оптимизируемого функционала.
Рассмотрим, например, задачу построения оптимального (по

быстродействию) расписания обслуживания без задержек четырех требований
тремя приборами. Длительности обслуживания tiL приведены в табл. 3.1.

Таблица 3.1

i ^^
1 2 3 1 2 3

116 3 3 4 13

2 2 0 4 4 2 3 1
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Если запись гц,
= 0 понимать таким образом, что требование 2

прибором 2 не обслуживается, то оптимальным является расписание s*,
изображенное на рис. ЗЛ, а. Если же считать, что требование 2 прибором 2
обслуживается, но длительность этого обслуживания мала и ею можно

пренебречь, то оптимальным будет расписание s$9 изображенное на рис. 3.2,5.

Отметим, ЧТО *тах(*?)= 15 < 7inax(«2)= П.
3.3. Пусть запись tiL

= 0 означает, что требование i E N= { 1,2,..., п)
прибором L, 1 < L < М, не обслуживается. Покажем, что в этом случае
задача построения оптимального (по быстродействию) расписания
обслуживания без задержек является NP-трудной в сильном смысле при М > 2.

Сформулируем соответствующую задачу распознавания: определить,

существует ли расписание s°, при котором 7max(s°) <y для заданного

числа у.

Покажем, что к этой задаче при М = 2 сводится задача о 3-разбиении
(см. вводную часть этой главы).
Положим п = 4л0 +2, N = { 1, 2,..., и}, множество N требований

разобьем на две группы: {/-требования, обозначаемые Ui9 i = 1,..., Зл0,
и К-требования, обозначаемые К;«, / = 0,... ,п0 + 1. Положим

'^1=0,

*v.i
= 0,

tVjx=2E9

*v0 2
= IE,

/=1, ,3л0

/=1,...,л0 + 1.

Покажем, что в построенной задаче расписание s°, при котором

'max (s°) ^ У = Bло + 3JГ, существует тогда и только тогда, когда имеет

решение задача о 3-разбиении.
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Пусть задача о 3-разбиении имеет решение и Л^°, / = 1, , п0,
-

найденные трехэлементные подмножества элементов множества TV0. Через itj
обозначим произвольную перестановку {/-требований с номерами из

множества N?. Расписание s° существует и может быть построено следующим

образом. Прибор 1 обслуживает требование Vj во временном интервале

B(/ - 1J?, 2/2?], / = 1,..., п0 + 1. Прибор 2 в интервале @,2Е]
обслуживает требование V0, в интервале (Bл0 + 2)Е, Bп0 + 3)Е] —

требование Vn +1 и в каждом из интервалов B/7?, 2(/ + 1J?] -

последовательность требований (Vj, 7Гу ) непрерывно одно за другим, / = 1,..., п0.

Пусть существует расписание s°. Поскольку 2 ti2 - у, то прибор 2

при расписании s° функционирует без простоев во временном интервале

(О,у] и fmax (s°) =y. Так как прибор 1 обслуживает только требования Vj,
/ = 1,..., ло + 1> то этот прибор при расписании s° функционирует без

простоев во временном интервале @,д> - Е]. Требования Vj не отличаются

друг от друга по длительностям обслуживания, поэтому можно считать,

что эти требования обслуживаются прибором 1 в порядке возрастания их

номеров. Поскольку при расписании s° требования Vj обслуживаются
без задержек, то прибор 2 обслуживает требование Vj в интервале B/7?,

B/ + 1)Е], / = 1,..., п0 + 1. При этом требование V0 обслуживается
прибором 2 в интервале (О, 2Е] (поскольку это единственный не занятый

подынтервал длины 2Е интервала @,у]). Требования Ut должны

обслуживаться прибором 2 в интервалах (B/ + 1J?, 2(/ + 1J?], / = 1,..., п0.
Обозначая через ЛГ? множество номеров {/-требований, обслуживаемых
прибором 2 в интервале (B/ + 1J?, 2(/ + 1J?], / = 1,...,л0,получаем
решение задачи о 3-разбиении.

3.4. Здесь и далее в этом параграфе запись tiL - 0 понимается таким

образом, что требование i прибором L обслуживается, но длительность
этого обслуживания мала и ею можно пренебречь.

Установим некоторые свойства расписаний обслуживания требований
без задержек.

1) Покажем, что если все tiL > 0, i € N, L - 1,..., M, то при любом

расписании обслуживания без задержек все приборы обслуживают
требования множества N в одной и той же последовательности.

Действительно, если бы прибор L + 1 обслуживал требования в

некоторой последовательности я' = (...,/, i,...), а прибор L - в

последовательности 7г' = (..., i,...,/,...), то имело бы место соотношение

r/L+1 > TiL + tjL + tjL+! > F/L, что невозможно.
Если tiL > 0, i G 2V, L = 1,..., M, то нетрудно видеть, что при

указанной интерпретации записи tiL = 0 оптимальное расписание также можно
искать в классе расписаний, при которых все приборы обслуживают
требования в одной и той же последовательности.

2) Пусть tiL > 0 и все приборы обслуживают требования в одной и той

же последовательности я = (ilf /2,..., /„). Поскольку все требования
должны обслуживаться без задержек, то минимальное общее время
обслуживания

м

'maxOO =

UnM
= *?п1 + 2 tinL.

Li — 1
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Положим f? j
= 0 (так как при Г? г

> О общее время обслуживания

только увеличится). Выберем произвольное к, 2 < к < п. Очевидно,

r?*i>r?*_ii+r'*-ii;

'?*1 + К'**Ь > '**-*1 + ^Л"^' G=2' ,Л#.

Другими словами,

б Q-i

В качестве наиболее раннего момента времени f
°

t выберем такой

момент времени, при котором в C.1) имеет место равенство.
Таким образом, приходим к рекуррентному соотношению

t° =0

Q Q-i

из которого следует, что

/i-i б fi-i

f° = 2 max { 2 Г,. L
- 2 t. ;>,

и следовательно,

/t-i 2 G-i л/

UW= 2 max{ 2 f, L
- 2 flft+lL> + 2 tt .. C.2)

fc = l L = l
*

L=l
f*+1^

L=l
w

Таким образом, задача построения оптимального {по быстродействию)
расписания обслуживания без задержек сводится к задаче нахождения

перестановки 7г* которой соответствует наименьшее значение функционала
C.2).

3) Задача минимизации fmax (я) очевидным образом сводится к задаче

о коммивояжере с п + 1 городами, пронумерованными целыми числами от

О до л, и матрицей расстояний \\cpq 11,гдесрр = + 00

пс^ > О, р = 09... ,п,

#
= 0, , п, р Ф q. Пусть 7Г0 = @, iх, i2,..., /я) - некоторая

перестановка номеров городов. Задача о коммивояжере заключается в поиске

перестановки 7Го, минимизирующей величину

/i-i

CGT0) = c0ii + 2 cikiH+1+cin0. C.3)

Af б

Если положить с0р
= 0, ср0 = 2 tpLf см

= max { 2 fpL -

L=l 1<?<М L=l

- 2 tqL}, p= 1,... ,/z, <7= 1,... ,n, p^q, то получаем функционал
L=l

C.2).
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Тем самым, если 7г5 = @, /*, /?, •.., in) — решение задачи о

коммивояжере, то перестановка п* - (i*, 1*2,..., i„) определяет оптимальное

расписание.
В обшем случае задача о коммивояжере является Л^Р-трудной в сильном

смысле. Тем не менее при некоторых предположениях относительно вида

матрицы II cpq II эта задача может быть решена за полиномиальное число

операций. Один из таких разрешимых случаев задачи о коммивояжере

используется ниже для нахождения перестановки я* при М = 2.

3.5. Пусть каждое требование множества N= { 1, 2,..., п } должно быть

обслужено без задержек в системе поточного типа, состоящей из двух

приборов. Опишем алгоритм построения оптимального (по быстродействию)
расписания из класса расписаний, при которых оба прибора обслуживают
требования в одной и той же последовательности.

Обслуживающие приборы обозначим через А и В, а длительности

обслуживания требования i Е N приборами А и В — через at и bt
соответственно. Каждое требование обслуживается сначала прибором А, затем

прибором В. Если оба прибора обслуживают требования в некоторой
последовательности я = (i*!, /2> • • •

у in) > то наименьшее возможное значение общего

времени обслуживания

WOO =fcZ mzx{aik,aik + bik-aik+l}+ain+bin.

Это соотношение можно переписать в виде

ЛпмОО = 2 m3x{bik-aik+1,0}+ 2 a,k+bin. C.4)

Очевидно, для построения оптимального расписания достаточно найти

перестановку эт* элементов множества N, которой соответствует
наименьшее значение

*№= 2 rmx{bik-aik+l90}+bin. C.5)

Если положить с0р
= 0, ср0

= bp, cpq = max { bp
-

aqy 0}, p- J,...,n,
q = 1,..., n, p Ф q, то задача минимизации функционала C.5) сводится

к задаче о коммивояжере си+ 1 городами, пронумерованными целыми

числами от 0 до л, и матрицей расстояний II сря II (см. п. 3.4,3)). При этом

если 7г5 = @, i *, /г > • • • > in) - решение задачи о коммивояжере, то я* =

= 07, &....«).
Положим Oq = 0о = 0, at =at, &( = bt, г € N. Введем в рассмотрение

функции и(х) = 0 и и(*)= 1. Тогда

( "ч
f u(x)dx, aq>&p,

cpq=\ У C.6)

fv(x)dx, aq<pp.
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Опишем полиномиальный алгоритм решения задачи о коммивояжере

в предположении, что расстояния Срд между городами вычисляются по

формуле C.6), где и(х) и v(x) — произвольные интегрируемые функции,

удовлетворяющие условию и(х) + v(x) > О, a aq и 0р, 0 < р, q < п, -

произвольные неотрицательные числа.

Перенумеруем города целыми числами от 1 до m = п + 1 таким образом,
чтобы fix < 02 ^ • • • < Рт- Отыщем перестановку у = (гг, r2,..., гт)
такую, что arj < аГг < ... < аГт. Обозначим 7/

= min{0,., аГ/}, 5/ =

= max{j3,, ar.}, / = 1,..., т. Положим с^,(/) = / (и(х) + u(x))dx,

если д{ < Т/+1» и <>@ =0 в противном случае.

Построим неориентированный граф G^ на /и вершинах,
пронумерованных целыми числами от 1 до т, в котором вершина i смежна с

вершиной / тогда и только тогда, когда / =

г^, i, / = 1,..., т. Если граф G^
связен, то перестановка кр является решением рассматриваемой задачи

о коммивояжере (относительно новой нумерации городов). В противном

случае построим граф G^, заменив каждую компоненту связности

графа G^ новой вершиной. Если вершины i и i + 1 принадлежали разным
компонентам связности графа G^,, то вершины графа G^,,
соответствующие данным компонентам, соединим ребром Ri9 приписав ему вес с^ (/),
i = 1,..., /и — 1. Полученный в результате (мульти)граф по-прежнему

будем обозначать через G^. Отыщем в графе G^ остовное дерево с

наименьшей суммой весов ребер (минимальное остовное дерево).
Ребра, вошедшие в остовное дерево, разобьем на две группы. К

первой группе отнесем такие ребра Ri9 что аг/ < 0/, а ко второй — все

остальные.

Пусть число ребер в первой группе равно / > 1. Положим j\ равным

наибольшему значению / такому, что ребро Rt принадлежит этой группе.
Рассматривая оставшиеся ребра первой группы, аналогичным образом
найдем значение /2 и т.д., пока не будет найдено значение /7.

Пусть число ребер во второй группе равно h > 1. Положим //+1
равным наименьшему значению / такому, что ребро R{ принадлежит этой

группе. Рассматривая оставшиеся ребра второй группы, аналогичным

образом найдем //+2 и т.д., пока не будет найдено значение //+л.
Рассмотрим перестановку A, 2,..., т). Поменяем местами элементы

/i и /i + 1. В полученной перестановке поменяем местами элементы /2 и

7*2 + 1 и т.д. до тех пор, пока не поменяются местами элементы //+л и

f'i+h + 1- В результирующей перестановке элемент / заменим на ri9 i =

= 1,..., т, в соответствии с перестановкой \р. Обозначим полученную

перестановку через я = (i'i, i2,..., iw). Построим перестановку я* =

= A > /Г,/J> • • •
> /я)»полагая /f = ix, /* = i •

, k = 2,...,п. Возвращаясь

к исходной нумерации городов, получаем искомую перестановку 7г5 —

решение задачи о коммивояжере.

Наиболее трудоемким этапом нахождения я© является нахождение

минимального остовного дерева в графе G^. Известно, что эта задача

может быть решена не более чем за 0(е log v) операций, где е и и — число

вершин и ребер графа, в котором ищется остовное дерево.. Поскольку для
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Таблица 3.2

I

*i

bi

i

1

2

3

4

5

6

1

1

4

<*i

0

5

4

1

1

2

2

1

3

:

3

г

4

h

0
1
1
3
4
4

4
4
1

n

1
4
5
6
3
2

5
5
1

Таблица 3.3

<V@

1
0
1
1
0
—

графа Gy значения е<ииу<«+1,ю решение задачи о коммивояжере
в рассматриваемом случае может быть получено за О (л log л) операций.

Таким образом, оптимальное по быстродействию расписание без

задержек при М = 2 может быть построено за О (п log n) операций.
3.6. Пример. Две бригады А и В должны выполнить монтаж пяти

единиц оборудования. Бригада А заливает фундаменты, а бригада В сразу
после подготовки очередного фундамента размещает соответствующую

единицу оборудования. Длительность подготовки фундамента под /-ую

единицу оборудования обозначим через ai9 а длительность размещения
этой единицы на подготовленном фундаменте — через bit i = 1, 2, 3, 4, 5.
Значения д,- и bt приведены в табл. 3.2.

Необходимо таким образом организовать работу бригад, чтобы все

единицы оборудования были установлены как можно раньше.
Если бригады рассматривать как приборы, а единицы оборудования -

как требования, то получим ситуацию, описанную в п. 3.5.

Положим «о =0о =0, <*i =Д/, Pi =bi9 i = 1,2,3,4,5; и(х) =0, v(x)=
= 1. Следуя алгоритму, произведем перенумерацию, найдем перестановку
^ = (fi, гг у Гъ, ^4, ^5, ^б) и вычислим значения с^ (г) (см. табл. 3.3).

©

4- B.C. Танаев 49



Построим графы G^ и G^ (рис. 3.2, а, б). Минимальное остовное дерево
графа Glp приведено на рис. 3.2, в и содержит два ребра

- Rx и Rs. Эти
ребра принадлежат второй группе.

Меняя местами в перестановке A, 2, 3, 4, 5, 6) элементы 1 и 2, а в

полученной перестановке — элементы 5 и 6, получаем перестановку
B,1,3,4,6,5). Если в этой перестановке элемент, равный /, заменить на

элемент, равный ri9 i = 1,... , 6, приходим к перестановке 7Г = D,1,5,6,2,3).

приборе

приборА

¦I
*

.
3 Л 7

¦ *
Л „ \\\

1!
2* 3 '

4 Ч\?ш Ь^Ч II
III II
I I I I I I I I I

01 2 4 6 9 131415 t

Рис. 3.3

Построим перестановку я* = A,4,6,3,5,2). Возвращаясь к исходной
нумерации, получаем перестановку по = @,2,3,4,1,5). Следовательно, при

оптимальном расписании оба прибора обслуживают требования в

последовательности B, 3,4, 1, 5) (рис. 3.3).
3.7. Покажем, что задача построения оптимального (по быстродействию)

расписания обслуживания без задержек является NP-трудной в сильном

смысле, если число приборов М> 3.

По-прежнему предполагается, что запись tiL = 0 означает, что

требование i прибором L обслуживается, но длительностью этого обслуживания
можно пренебречь. Оптимальное расписание ищется в классе расписаний,
при которых требования обслуживаются всеми приборами в одной и той
же последовательности.

Доказательство проведем в несколько этапов.

1) Покажем, что задача нахождения гамильтонова контура минимальной
длины в ориентированном графе является NP-трудной в сильном смысле,

если длины его дуг принимают значения 0 или 1.

Сформулируем соответствующую задачу распознавания. Задан

(ориентированный) граф G = (К, U), длины дуг которого равны 0 или 1.

Требуется определить, существует ли в графе гамильтонов контур, длина

которого не превосходит заданного числа у.

Покажем, что к этой задаче сводится задача о трехмерном паросочета-
нии (см. вводную часть этой главы).

Пронумеруем тройки из множества Е произвольным образом: elf е2,...
..., в| Я|. Положим №

= { 1, 2,..., | Е\} и зададим mN° произвольную
циклическую подстановку <р. Напомним, что подстановкой назьюается

взаимно однозначное отображение конечного множества на себя.

Подстановка назьшается циклической, если при повторении ее достаточное число

раз каждый из элементов может быть отображен в любой другой элемент.

Пусть ег = (хг1, хг2, хг3), г G №. Для каждого элемента х G Хр, р =

= 1, 2, 3, положим N* = { г € №\хгр = х) и зададим на ЛГ°

произвольную циклическую подстановку фх. Отметим, что все множества N%, x G

€ Хр, р- 1,2, 3, не пусты.
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Построим граф G = (V9 U) следующим образом. Каждой тройке еГ9

г € №, поставим в соответствие множество Vr, состоящее из восьми

вершин. Эти вершины будем обозначать через [г,/], / = 1,..., 8. Положим

V = U Vr. Множество U дуг графа G определим как объединение всех

перечисленных ниже множеств:

#„={([г,8], Мг),1])\ге№};

Я^ = {([г,2р],[^(^2р+1])|ге^}, хехр, р=1,2,3;

Fr={([r,2<?-1], [r,2G])l «=1,2,3,4} U

U{([r,2p + 1], [r,2p])|p=l,2,3}U

U{([r,2p-1], [r,8])|p=l,2,3l, rGW°.

Положим длину каждой дуги ([г, 1 ], [г, 2]), г G 7V0, равной единице,

а длины всех остальных дуг равными нулю.
По построению множество вершин графа G состоит из 8|F| вершин

вида [г, /], г € №, / = 1,..., 8. Вершины вида [г, 2«], г €N°, q-
= 1, 2, 3, 4, назовем четными (полустепень исхода каждой из этих вершин

равна единице). Вершины вида [г, 2q — 1], г ? №, q
= 1, 2,3,4 назовем

нечетными (полустепень захода каждой из этих вершин равна единице).
На рис. 3.4 изображен подграф Gr графа G, порожденный множеством

вершин Vr, а также изображены вершины, смежные с вершинами
множества Vr (нечетные вершины для наглядности заштрихованы). Множество U

дуг графа содержит дуги двух типов. Во-первых, U содержит все дуги
множеств Ну и Я^х, х € Хр, р = 1, 2, 3. Эти дуги будем называть Я-ду-
гами. Каждая из них исходит из четной вершины некоторого множества

V , и заходит в одну из нечетных вершин некоторого другого множества

Vr„ (на рис. 3.4 Я-дуги изображены сплошными линиями). Остальные

дуги множества U (т.е. все дуги множеств Fr, r E №) будем называть

F-дугами. Каждая из этих дуг исходит из нечетной вершины некоторого
множества Vr и заходит в некоторую четную вершину этого же множества

(на рис. 3.4 F-дуги изображены пунктирными линиями.)
Нетрудно проверить, что для каждого xG Хр, р = 1, 2, 3, F-дугй вида

([г, 2р + 1], [г, 2р]), г Е Nx, и все Я-дуги множества Hifix образуют кон-

[?-'{г),в\ [/;/] [г,0] [р(г),1]

о—^—1?^~^

Т / | Т

• \ I
I \

4*

Рис. 3.4
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тур Кх. В этом контуре F- и Я-дуги чередуются, и он проходит только через

вершины [г, 2р + 1] и [г, 2р], принадлежащие всем таким множествам Vr,
что элемент х встречается в рой компоненте соответствующей тройки ег.
Заметим также, что F-дуги вида ([г, 1], [г, 8]), г е №, и все Я-дуги из ;

множества Я^ образуют контур AT. В этом контуре F- и Я-дуги чередуются,
и он проходит только.через вершины [г, 1] и [г, 8], г ? №.

Выделим в графе G один или несколько контуров так, чтобы каждая

вершина графа принадлежала ровно одному контуру. При движении по

этим контурам дня каждого из множеств Vr, г € N°, возможен один из

следующих способов обхода его вершин. Обход, схематически

представленный на рис. 3.5, д, назовем нулевым. При этом обходе проходятся только

дуги контуров К и КХг , р
= 1, 2, 3. Суммарная длина дуг, инцидентных

вершинам множества Vr, в этом случае равна нулю. Три других способа

обхода представлены на рис. 3.5, б, в, г. Обходы такого вида назовем

//-присоединенными, 1 < /х < 3. При каждом из этих обходов суммарная
длина дуг, инцидентных вершинам множества Vr, равна единице. Название

обхода отражает тот факт, что между "посещениями" вершины [г, 1] и

вершины [г, 8] к дугам контура К "присоединяются" дуги контуров

КХгр,р=19...9ц, 1<д<3.

Покажем, что в построенном графе G гамильтонов контур, длина

которого не превосходит у
= п0, существует тогда и только тогда, когда

имеет решение задача о трехмерном паросочетании.

а) Пусть существует паросочетание Е' СЕ, \Е'\ =/10и7У'-{г?
€ №\ ег е Е'}. Рассмотрим Зл0 + 1 контуров JC, Kx, x G Xpt p = 1,2,3.

^>* 5^i _^<](^]

а 6

[г.» j-p*) \П1^ ф\

lr,3]\ }Лг,б] Лг,э\ \г,б]
1 (У25 _^Г« <4™
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Очевидно, каждая вершина множества V принадлежит равно одному из

указанных контуров. В данном наборе контуров содержатся все Я-дуги
и обходы каждого множества вершин Vr являются нулевыми (см.
рис. 3.5, д).

Для каждой тройки ег ? Е' заменим нулевой обход вершин множества

Vr на З-присоединенньго. Так как Е' —

трехмерное паросочетание, то для

осуществления такой замены необходимо из каждого контура КХгр>
1 < р < 3, удалить ровно одну F-дугу ([г, 2р + 1], [г, 2р]) и

присоединить пути, образовавшиеся из контуров KXr\> KXr2>Kxr3 B результате

такого удаления, к дугам контура К с удаленными F-дугами ([г, 1], [г, 8]),
г G N'. Получаем гамильтонов контур, в котором ровно п0 дуг имеют

длину, равную единице.

б) Пусть в графе G существует гамильтонов контур, длина которого
не превосходит у = п0. Следовательно, при движении по этому контуру

обходы вершин по крайней мере \№\ -у множеств Vr должны быть

нулевыми, а обходы вершин не более у множеств Vr должны быть /z

-присоединенными, 1 < /z< 3.

Покажем, что дня любого из Зл0 элементов xGXp, р
= 1,2,3, найдется

по крайней мере одно множество Vr, г € 7VJ, обход вершин которого
не является нулевым. Предположим противное. Пусть для некоторого
х € Хр, р = 1, 2, 3, обходы вершин всех множеств Кг, г ЕЛ^-, являются

нулевыми. Всякий гамильтонов контур обязательно содержит все Я-дуги,
и в данном случае он должен содержать также все F-дуги вида ([г, 2р + 1],
[г, 2р]), rE N^. Однако эти F-дуги вместе с Я-дугами множества Hifx
образуют контур К<рху что невозможно.

Следовательно, имеется ровно п0 множеств Vri r G № 9 обходы вершин
которых являются //-присоединенными. Тройки ег> соответствующие этим

множествам Vr, образуют паросочетание. Действительно, если две какие-

либо тройки ег' и ег" имеют общую р-ю компоненту, то найдется элемент

х € Хр такой, что обходы вершин всех множеств Vr, r e flfi-, являются
нулевыми, что невозможно.

Поскольку задача о трехмерном паросочетании NP-полна, а реализация
ее сведения к рассматриваемой задаче требует полиномиального

(относительно \Е\) числа операций, то задача нахождения гамильтонова контура
наименьшей длины в графе, длины дуг которого равны 0 или 1, является

-/VP-трудной в сильном смысле.
_ __ _

2) Рассмотрим полный (ориентированный) граф G = ( V,Jf) без

петель, вершины которого пронумерованы числам! эт 1 до т = | V \. Каждой
вершине v E V сопоставлена тройка действительных неотрицательных
чисел («у, 0у, 7у). Длину дуги (и, w), и, w e V, v Ф w, положим равной

cvw = max {0, aw - 0„, yv - 0W } . C.7)

Покажем, что задача построения гамильтонова контура минимальной

длины в графе G является NP-трудной в сильном смысле.

Сформулируем соответствующую задачу распознавания: определить,
существует ли в графе G гамильтонов контур, длина которого не

превосходит заданного числа у.
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Покажем, что к этой задаче сводится задача о существовании гамильто-

нова контура, длина которого не превосходит заданного числа у, в графе
G = (И, U), введенном в рассмотрение в п. 1).

Построим граф G, исходя из графа G, следующим образом. Положим
V = V = {[г, /] | г G №, / = 1,..., 8 } . Пронумеруем вершины графа G

числами от 1 до т = | V\. Наряду с обозначением вида [г,/] для вершин

графа G будем употреблять их номера v, w и т.п.

Для любой вершины [r,f] Е V положим

{{т
+/ + 8(г — 1))^, если/ нечетно;

(/ + 8(г — 1))>>, если/ четно.

Крометого, положим <*[г,8] =0[Гэ ц, a[rj]
= PlrJ_1]9f ^ {2,4,6},

иа[^/1 =/We t1» 3,5,7},где дуга (у, [г,/]) является Я-дугой в графе G.

Наконец, положим 71г,и=1+/J[r,2],7[rf/]
= Р[г,/ - 1], / е {3, 5, 7 }

и 7[r,/j
= ftv.»/ G B, 4, 6, 8} , где дуга ([г,/], w) является Я-дугой в

графе G.
Покажем, что в графе G, длины дуг которого вычислены по формуле

C.7), гамильтонов контур, длина которого не превосходит У =
у,

существует тогда и только тогда, когда в графе G существует гамильтонов контур,

длина которого не превосходит у.

а) Пусть в G существует искомый гамильтонов контур. Нетрудно прове-

рить^что длины дуг графа G совпадают с длинами соответствующих дуг

графа G. Следовательно, в графе G также существует гамильтонов контур,
длина которого не превосходит^. _

б) Пусть в графе G существует гамильтонов контур К, длина которого
не превосходит у. Покажем, что в этом случае ни одна из дуг множества

U\Une принадлежит контуру К.

Покажем, что контур К содержит множество всехЯ-дуг графа G.
Напомним, что каждая из этих дуг исходит из четной вершины и заходит в

нечетную. Заметим также, что контур К не содержит дуг вида (v,w)9 исходящих
из четной вершины и заходящих в четную, так как в этом случае aw >

Для каждой Я-дуги (и, w) имеем cvw
= 0, так как aw

= j3„, yv
= f$w no

построению. Множество Я-дуг вида (у, w) упорядочим по возрастанию
значений ft, =aw или, что то же самое, по возрастанию (в лексикографическом
смысле) их начальных вершин вида [г, 2q], 1 <q <4. Пусть (u ,vv') -
первая (относительно указанного порядка) Я-дуга, aw— произвольная
нечетная вершина. Так как aw

— fiv» >. 2y при w^w',to контур К должен

содержать дугу (и', w'). Рассматривая Я-дуги последовательно одну за другой
(относительно указанного порядка)^ убеждаемся, что все они принадлежат

контуру К. Следовательно, контур К не содержит дуг, исходящих из

нечетной вершины и заходящих в нечетную.

Покажем, что в контуре К дуга, исходящая из нечетной вершины [г,/]
и заходящая в четную вершину [г',/'], является F-дугой. Действительно,
если вершина [г,./] лексикографически предшествует вершине [г',/'],
то a[r'f/'|<0[r,/] при условии, что г' =г,/' е{/ + 1,8} ио^,.,^]-0[г/1>
>у в противном случае. Кроме того, 7[r,/j^0[r\/'jс единственным
исключением 7[г,1] =1 +0[г,2]-
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Если [r\ /'] лексикографически предшествует [г,/], то 7[Гэ/)
= P[r'j']>

если г' = г, /' =/ — 1, и 7[г,/]"" 0[/ г'Л^У в противном случае. Кроме того,

<V,/'] <^[rf/]-
Таким образом, в графе G длина любой дуги, не принадлежащей графу

G, больше, чем у.

Тем самым за OQ V\2) операций построено сведение задачи о гамиль-

тоновом контуре в графе G к задаче о гамильтоновом контуре в графе G.
3) Рассмотрим полный ориентированный граф G0 = (К0, Uo), вершины

которого пронумерованы числами от 0 до т = | V0 \ — 1. Каждой вершине
у G К0 сопоставлена тройка действительных неотрицательных чисел

(<*„, 0и, 7и)> причем а0 = /Зо =
То

= 0. Покажем, что задача построения га-

мильтонова контура наименьшей длины в графе G0 является NP-трудной
в сильном смысле, если веса дуг вычислены по формуле C.7).

Сформулируем соответствующую задачу распознавания: определить,

существует ли в графе G0 гамильтонов контур, длина которого не

превосходит заданного числа у0.

Покажем, что к этой задаче сводится задача о существовании гамильто-

нова контура, длина которого не больше заданного числа у,в графе G,
введенном в рассмотрение в п. 2).

Положим V0 = @ } U V, <*0 = 0о =
7о

= 0; a'v =

<*„, fc = ft,, y'v =
yV9

v G V. Выберем в графе G произвольную Я-дугу вида (U, vv) и положим

у-
= а^ = 0. Вычислим длины дуг по формуле C.7). Покажем, что в графе

G0 гамильтонов контур К0, длина которого не более у0 _f У, существует
тогда и только тогда, когда в графе G существует контур К, длина
которого не больше у.

_

Действительно, пусть существует такой контур К. Заменим дугу A7, "vv) Е
Е К парой дуг J[v, 0) и @, vv). Получим контур Kq , длина которого равна

длине контура К.

Пусть существует контур К0. Поскольку длины всех дуг, заходящих в

вершину 0 (кроме дуги 07,0))и исходящих из этой вершины (кроме дуги

@, vv)), больше у, то дуги (и", 0) и @, vv) принадлежат контуру А© •

Следовательно, дуга (v, vv) этому контуру не принадлежит. Заменяя дуги

(!Г, 0) и @, vv) дугой A7, vv), получаем контур К.

4) Покажем наконец, что задача построения оптимального по

быстродействию расписания обслуживания без задержек множества N= {1,2,..., п }
требований в системе поточного типа из трех приборов эквивалентна задаче

построения гамильтонова контура минимальной длины в графе G0 (при
т=п).

Действительно, из формулы C.2) приМ = 3 следует, что

_

/i-i

'max00= 2 max{tikl>tifcl ^tik2-tik+iUtikl^tik2^

/1-1

*к?г max{0,r/fc+ll-rlife2, tik3-tik+l2) + г|||3.
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Если положить а'о = Р'0 =7о = 0,<*J = fn,0j = f/2>7/ = '/з>* €7У, то

задача нахождения перестановки я*, минимизирующей значение ?max 00»
эквивалентна задаче нахождения гамильтонова контура К^ минимальной

длины в графе G0, длины дуг которого вычислены по формуле C.7).
Поскольку задача построения контура /fJявляется TVP-трудной в сильном

смысле и ее сведение к рассматриваемой задаче реализовано за 0{\ V0 |)
операций, то задача построения оптимального расписания в данном случае

также является ЛГР-трудной в сильном смысле.

§ 4. Максимальное временное смещение

В систему поточного типа, состоящую изМ приборов, в момент времени
d = 0 поступает множество N' - { 1, 2,..., я} требований. Длительности
tiL > 0 обслуживания требования i Е. N прибором L, L = 1,..., М9
предполагаются заданными. Для каждого требования i G N задан директивный
срок Z>/, к которому желательно завершить обслуживание требования i

всеми приборами. В этом параграфе рассматривается задача построения

расписания s*, при_котором значение максимального временного смещения

Lmax(s) = max{r,(s) - Df\i e N) является наименьшим. Показано,
что эта задача является ТУР-трудной в сильном смысле при Л/> 2

независимо от того, допускаются прерывания в процессе обслуживания или нет.

Задача минимизации максимального временного смещения оказывается

MP-трудной в сильном смысле при М > 2 и в том случае, когда все

требования обслуживаются без задержек.
4.1. Покажем, что задача построения расписания s* (как в случае, когда

допускаются прерывания, так и в случае, когда прерывания запрещены)
является NP-трудной в сильном смысле приМ>2.

Сформулируем соответствующую задачу распознавания: определить,
существует ли расписание s°, при котором Lmzx(s°) <y для заданного

числа .у.

Покажем, что при М
= 2 к этой задаче сводится задача о 3-разбиении

(см. вводную часть этой главы).
Положим п = 4л0 + 1, Л" = {1,2,..., я } . Множество требований

разобьем на две группы: ^/-требования, обозначаемые С/,, i - 1,..., Зи0, и К-тре-
бования, обозначаемые Vf- Jr= 1,..., п0 + 1. Положим

'?/,!=*/, '17,2
= 2*,, Ои§

= Cп0+2)Е, /=1,...,3я0;

'к/1 =2? tVf2=E, DVj
= 3jE, /=1,. ..,/?(>;

'*4 + 1ie2fff 'кЯо+12=0, DVno + l=Cn0+2)E.
Покажем, что при .у = 0 в построенной задаче расписание s° (как с

прерываниями, так и без прерываний) существует тогда и только тогда, когда

имеет решение задача о 3-разбиении.
Пусть задача о 3-разбиении имеет решение и Nf9.j = 1,..., л0,-

найденные трехэлементные подмножества элементов множества N°. Тогда
расписание s° существует и может быть построено, например, следующим

образом. Все требования обслуживаются без прерываний прибором 1 во

временном интервале @, (Зло +2) Е] и прибором 2 во временном интервале
BЕ, (Зл0 + 2)Е]. Оба прибора в указанных интервалах функционируют
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без простоев и обслуживают требования в одной и той же

последовательности (К,, 7ГХ, V2, тг2,..., УПо, тгЛо, V„o + х), где щ
- произвольная

последовательность ^/-требований с номерами из множества W/,/ = 1,... ,п0.

Пусть существует расписание 5°. Поскольку tv x
+ tv 2

- ЗЕ - Dyx,
то при расписании s° требование Vx обслуживается без прерываний
прибором 1 в интервале (О, 2Е] и прибором 2 в интервале BЕ, ЗЕ]. Поскольку
суммарная длительность обслуживания остальных требований прибором 1

равна Зп0Е, а прибором 2 - (Зп0 + 1) Е, то при расписании 5° оба прибора

функционируют без простоев в интервалах (О, (Зп0 + 2) Е ] и BЕ, (Зп0 +

+ 2) Е] соответственно.

Рассмотрим временной интервал (ЗЕ, 6Е]. В этом интервале прибор 2

должен обслужить требование V2. При этом прибор 2 не может начать

обслуживание ни одного из оставшихся F-требований. Действительно, пусть

V* - некоторое К-требование, отличное от ^ и К2. Даже если t\ г
= 2Е и

Ту 1
= /^ = 4Е, то t°v>2 > 6Е. Следовательно, в интервале (ЗЕ, 6Е]

прибор 2 должен обслуживать некоторые ^/-требования в течение 2Е единиц

времени. Перед обслуживанием прибором 2 эти требования должны быть

обслужены прибором 1 в течение ? единиц времени. _

Очевидно, при расписании s° значение f^1 < 5Е, иначе ty 2 > Dy .

Предположим, что ty х
= SE- С, где?>О 0. Тогда прибор 1 в интервале

BЕ, 5Е - С] обслуживаетнекоторые ^/-требования в течение Е- С единиц

времени. Так как t°v 2 ^ t у i, то прибор 2 должен обслуживать эти ?/-тре-
бования в интервале (ЗЕ, t°v 2] по крайней мере в течение 2Е - С единиц

времени. Это означает, что при расписании 5° прибор 1 в интервале BЕ,

5Е] обслуживает три ^/-требования, суммарная длительность

обслуживания которых равна Е, а также требование V2i причем t
уг г

= 5Е. Если

прерывания запрещены, то требование V2 обслуживается в интервале CEt SE ],
а //-требования — в интервале BЕ, ЗЕ]. Прибор 2 обслуживает требование
V2 без прерываний в интервале EЕ, 6Е], а также обслуживает (возможно,
с прерываниями, если они разрешены) в интервале (ЗЕ, 5Е] те три
{/-требования, обслуживание которых прибором 1 завершено.

Рассуждая аналогичным образом, убеждаемся, что при расписании s°

прибор 2 в каждом из временных интервалов CjE, C/ + 2) Е], 1 </ <л0,

обслуживает по три ^/-требования в течение ТЕ единиц времени. Обозначая

через Nf множество номеров ^/-требований, обслуживаемых прибором 2
в интервале CjE, C/ + 2) Е], у = 1,..., п0, получаем решение задачи о

3-разбиении.
Таким образом, за О(п0) операций реализовано сведение задачи о

3-разбиении к рассматриваемой задаче распознавания.

4.2. Пусть расписание s*, минимизирующее значение Lm^x(s), ищется

в классе расписаний без задержек.
Если среди tiL имеются нули и запись tiL = 0 означает, что требование

i прибором L не обслуживается, то задача построения расписания s*9
очевидно, является NP-трудной в сильном смысле при М > 2, даже если

все Df = D. Этот вывод непосредственно следует из результатов п. 3.3 этой

главы.

Пусть запись tiL =0 понимается таким образом, что требование /

прибором L обслуживается, но длительностью этого обслуживания можно

пренебречь. Напомним, что в этом случае оптимальное расписание s* есте-



ственно искать в классе расписаний, при которых все приборы
обслуживают требования в одной и той же последовательности.

Если Df =D9i G N, то задача построения расписания s * является УУР-труд-
ной в сильном смысле при М > 3 (см. п. 3.7.) При М = 2 расписание s*

может быть построено за 0(л log л) операций (см. п. 3.5).
Покажем, что задача построения s*является NP-трудной в сильном

смысле, еслиМ = 2иневсеDt одинаковы.

Предварительно установим справедливость следующего
вспомогательного утверждения. _

Пусть G = (К, U) — неориентированный граф, содержащий гамильтонов

цикл. Покажем, что ориентированный граф G = (V, U), полученный из?

путем замены каждого ребра парой противоположно направленных дуг,

содержит эйлеров контур, | V\ последних дуг которого образуют
гамильтонов контур. Напомним, что эйлеровым контуром называется замкнутый
остовныи маршрут, в котором каждая дуга графа встречается ровно один

раз. Для существования такого контура необходимо и достаточно, чтобы

граф был (слабо) связен и у каждой его вершины полустепень захода была

равна полустепени исхода.

По построению граф G содержит эйлеров контур. Кроме того, если граф
G содержит гамильтонов цикл С, то граф G содержит по крайней мере два*

гамильтонова контура Сх и С2, соответствующих различным ориентациям
ребер цикла С. Если из графа G удалить дуги контура С2, то полученный
при этом граф G* содержит эйлеров контур Е\ так как полустепени исхода

и захода каждой вершины в графе G' ровно на единицу меньше

соответствующих значений в графе G и, следовательно, равны между собой. Если

контур Е' дополнить контуром С2, то получим искомый эйлеров контур

графа G.

Перейдем к рассмотрению задачи построения расписания s*.

Сформулируем соответствующую задачу распознавания: определить, существует ли

расписание s°, при котором Z,max(s°) <у для заданного числам

Покажем, что к этой задаче сводится задача о гамильтоновом цикле

(см. вводную часть этой главы). Будем считать, что | V \ = п0 и вершины

графа G пронумерованы числами от 0 до п0
— 1. Степень вершины у

обозначим через d(у), и = 0,..., п0 — 1. Напомним, что 2 d(v) = 2 | U |.

Положим п =4\U\,N= {1,2,..., л } . Каждому ребру [у, w] ?

{/поставим в соответствие два требования Uvw и Uwv. Эти требования будем
называть (/-требованиями. Каждой вершине у ? V поставим в соответствие

d(v) требований VVj, / = 1,..., d(v). Эти требования будем называть К-тре-
бованиями. Положим

fuvwi
=

v> *uvw2
= 2п0 - w, [у, w] G U,

*uwv\
= w, tUwvl

= 2п0 - у, [у, w] G U,

'ки/1
= 2п0 - v, tVvf2

=
у, у G К, / = 1,... ,d(y);

0i = 2п0B1 Ъ\ - Wo), D2 = 4п0\ U\.

Директивный срок D\ назначим всем F-требованиям, кроме требований

Vvd(v), у = 0,.. ., я0
— 1. Всем остальным требованиям назначим

директивный срок D2.
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Покажем, что при у
= О в построенной задаче расписание s° существует

тогда и только тогда, когда в графеG существует гамильтонов цикл.

1) Пусть в графе G существует гамильтонов цикл. Построим граф G =

= (V, U), заменив каждое ребро графаG парой противоположно
направленных дуг. Как было показано выше в графе G существует эйлеров контур,
п0 последних дуг которого образуют гамильтонов контур.

Совершим обход указанного эйлерова контура, начиная с вершины 0.

В результате может быть выписана чередующаяся последовательность

дуг и вершин графа G, начинающаяся с дуги, исходящей из вершины 0, и

заканчивающаяся вершиной 0. Каждой дуге (и, w) из этой

последовательности поставим в соответствие требование Uvw. Каждой вершине и,

встретившейся в этой последовательности /-й по порядку раз, сопоставим

требование Vvj, / = 1,..., d(v). В результате получаем чередующуюся
последовательность U- и К-требований. Обозначим эту последовательность

через Я.

Будем считать, что оба прибора обслуживают требования в

последовательности я и функционируют без простоев во временном интервале @,D2 ].
Последовательность я можно разбить на 2| U\ подпоследовательностей- пар
вида (Vvf, Uvw) в случае прибора 1 и вида (UVWy VWJ) в случае прибора 2.

Для обслуживания каждой такой пары требований соответствующим
прибором необходимо 2л0 единиц времени. Из всех К-требований в последних

п0 парах указанного вида содержатся только требования VV(i (u), v = 0,...
..., п0

— 1. Следовательно, оставшиеся F-требования будут обслужены до

момента времени D2 — 2п% = Dx. Таким образом, построенное расписание
является искомым расписанием s°.

2) Пусть существует расписание s°. Определим суммарную длительность

обслуживания всех требований каждым прибором. Для прибора 1 имеем

Ло-1 d(u)

,
. ? ~'<W+, * ^^wui+ 2 2 tv .=

(y>jetf
vw

[u,w)ec/
wv

v=o /=i
VJ

я0-1 nQ-\
^

= 2 vd(v)+ 2 Bn0 -v)d(v) = 4n0 \U\=D2.
v = 0 v = 0

Аналогично для прибора 2

[v,w]GU
Uuw2

[vtw]GU
Uwv2

u=0 /=1 Kuy2

/i0-l Wo 
= 2 Bn0 - v)d(v) + 2 vd(v)

= 4n0\U\=D2.
v = 0 и = О

Следовательно, при расписании 5° оба прибора функционируют без

простоев в интервале @,/J].
Пусть при расписании s° требования обслуживаются обоими приборами

в последовательности я0. Нетрудно видеть, что я0 является чередующейся
последовательностью U- и F-требований. Сопоставим требованию Uvw дугу
(и, w), а требованию VVJ-

—

вершину v графа G. В результате получаем

чередующуюся последовательность дуг и вершин графа G. Поскольку s°

является расписанием без задержек и оба прибора функционируют без

простоев, то указанная последовательность определяет некоторый обход
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эйлерова контура в графе G. Так как при расписании s° значения *к„/2 <

<А>/ = 1,..., d(v) - 1, v G V, то л0 последних дуг этого контура

образуют гамильтонов контур. Следовательно, граф G имеет гамильтонов цикл.

Поскольку число требований, а также длительности их обслуживания
и директивные сроки полиномиально зависят от | V | = п0 и задача о га-

мильтоновом цикле является TVP-полной, то задача построения расписания
s*b рассматриваемом случае t/VP-трудна в сильном смысле.

§ 5. Суммарное время обслуживания

В многостадийную систему поточного типа, состоящую из М > 2

приборов, в момент времени d = О поступает множество N = {1,2,..., п }
требований. Заданы длительности tiL > О обслуживания каждого требованияi GN
каждым прибором L, L *= 1, ..., М. Прерывания процесса обслуживания
каждого требования каждым прибором не допускаются. Рассмотрим задачу

построения расписания s*, при котором суммарное время обслуживания

2 tj(s) минимально. Здесь, как и прежде, tt(s) — момент завершения
/е N

обслуживания требования i при расписании s.

5.1. Покажем, что эта задача является NP-трудной в сильном смысле

при М> 2.

Сформулируем соответствующую задачу распознавания: определить,

существует ли расписание s°, при котором 2 f/(s°) <j> для заданного

/е N

числа у.

Покажем, что к этой задаче при М = 2 сводится задача о 3-разбиении
(см. вводную часть этой главы). Положим

и = Зп0Е + 1, v = u + 3n0E + n0u+n0(n0 - l)u(E+l)/2,

г =
v-u, f=uv+E+l, x = 2(n0+2)f+v,

п =

п0 + 1 +v + n0u, 1ST = { 1,2,..., п).

Множество N требований разобьем на три группы: F-требования,
обозначаемые Fj9 /. = 0, ..., п0, Х-требования, обозначаемые Xif I = 1, ..., у,

а также ^/-требования, среди которых будем различать К-требования,
обозначаемые Vjk, j = 1, ..., л0, к = 1, ..., и

- 3, и W-требования,
обозначаемые Wif /.= 1,..., Зп0.

Доказательство приведем для случая, когда запись tiL
= 0 означает, что

требование / прибором L не обслуживается.

Положим

tF0l
= 0, tFo2

= 1;

*Fj\ =/, tFj2
= 1; / = 1,...,по;

*хг\
= 0, *хгг

=
х, I = !,...,«;
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tvjk\
= 0» *vfk2

= y> /
= l,...,"o, fc=l,...,w-3;

tWfl
= 0» ^,2

= *> + */, I = l,...,3fl0.

Положим также у =F +X+ U, где

F= 2 (//+ 1) =
л0 + 1+Ло(ло + 1)//2э

/ = o

_
и

X =• 2 (л0/+1 + /*) = Фо/+1) + Ф+1)^/2,

_
л0-1 и

U = 2 2 (?и + //+1) + Зио? = и0ы(/2оИ + 1)и/2+>-.
/ = о * = 1

Покажем, что в построенной задаче расписание s°, при котором
2 t{(s°) ^ 7» существует тогда и только тогда, когда имеет решение
/е N

задача о 3-разбиении.
1) Пусть задача о 3-разбиении имеет решение и N? ={a7i, a/2> Л/зЬ

/ = 1, ..., л0,
— найденные трехэлементные подмножества элементов

множества №. Построим расписание, при котором прибор 1 обслуживает F-тре-
бования в последовательности (Fl9 F2, ..., ^Яо), функционируя без

простоев в интервале @, n0f]. Прибор 2 функционирует без простоев в

интервале @, п0 vu + 3 п0Е + их] и обслуживает требования множества N в

последовательности (F0, Kllf К12, ..., К1эМ_з, Wttii, Wttia, Wai2fFlf V2U

V22, -., *W3, Wa%l, П*22, Wa^.F*, ...,Fno,X.x,X2i...,Xv). При
построенном расписании

TFf = // + 1, / = 0,...,л0;

'лг;
= w0/+ 1 + /дс, / = 1,...,и;

*й/* в (/-0/+!+*«>. /=.1,...,л0, * = 1 м- 3;

Jwan = (/-l)/+l+(«-2)u + ee/lf /=1, ...,л0;

1)/+1+(и- l)u + ee/1+*e/2. /=1,...,л0;

1)/+1 + ии + ?, /=1,...,л0.
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Имеем

л°
_ _

v
_ __

2 tF = F, 2 TXl = JT;
/ = о / = l

л0 и— 3^ л0 л0 л0

2 2 tv + 2 7„ + 2 Г* + 2 7W =

/=i *=i / = i ;1
/ = i ,2

/ = i /3

л0 и-г п0

= 22 ((/-1)/+1+*и) + 2 3((/-1)/+1)+(н-2)и+(нМ)и+ии+
/ = i * = i / = i

+ 2 (Зеа/1 + 2еа/2 + еа/3) <

л0 и л0

< 2 2 ((/-1)/+1+*») + 3 2 (ee/1+eeya+ee/3) =

л0-1 и
_

= 2 2 (// + 1 + kv) + 3 п0Е = С/.

/ = 0 к = 1

Следовательно, построенное расписание является искомым

расписанием 5°.

2) Пусть существует расписание s°. He нарушая общности, можно

считать, что при этом расписании прибор 1 обслуживает требование Fj во

временном интервале ((/
— 1)/, //], / = 1, ..., п0, а прибор 2 обслуживает

F-требования таким образом, что tF.2 < tp. + l2, j = 0, ..., п0
— 1.

Поскольку ^-требования не обслуживаются прибором 1 и имеют

одинаковые длительности обслуживания прибором 2, то можно считать, что при

расписании 5° имеет место tXj г ^fxJ + х г»
I =1,...»у — 1.

а) Покажем, что при расписании 5° значение tXj2 ^ л0/ + 1> f = 1,..., v.

Предположим, что найдется требование Xjf такое, что tx i2 < nof + !•

Так как х > л0/ + Ь то.V = 1. При этом к моменту времени tx 2 все

F-требования будут обслужены прибором 1.

Очевидно, суммарное время обслуживания Х-требований будет не мень-

v

шечем Х' = х + 2 (/*<>/+ 1 + /*) = X-n0f- 1.
/ = 2

Так как tXi 2 < и0/ + 1, то, по крайней мере, tpn г ^ *хх г ^ *> поэтому

суммарное время обслуживания /^-требований можно ограничить снизу
величиной

л0 - 1

F' = 2 (// + 1) + х > F + (л0 + 2)/ + у.

/ = о
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Оценим снизу суммарное время обслуживания ^/-требований.

Предположим, что длительность обслуживания каждого из них (включая
^-требования) прибором 2 равна v и они обслуживаются прибором 2 непрерывно

одно за другим в интервале @, nQuv ]. В качестве нижней оценки получим

величину U' = Е qv = U — г. Таким образом, суммарное время обслу-
<7 = 1

живания всех требований множества N не меньше чем F' +" X' +* U9 >

>У + (wo + 2)/ + у — и0/- 1 >^, что невозможно.

б) Итак, fjri2 > n0f + 1. Покажем, что при расписании s° значение

tx 2
~ nof + !• Предположим от противного, что г^- 2

= Ио/ + 2.

Суммарное время обслуживания ^-требований при этом не меньше чем

v
_

X" = 2 («о/ + 2 + /jc) = * + v.

/ = 1

Тогда суммарное время обслуживания всех требований множества N не

меньше чем F +X" + U' =у + v — г >д>, что невозможно.

в) Покажем, что прибор 2, функционируя без простоев в интервале

(О, Ло/+ 1], обслуживает все F- и ?/-требования.
Действительно, в указанном интервале пррбор 2 не обслуживает других

требований (так как txx 2
= ло/ + О- Кроме того, суммарная длительность

обслуживания F- и {/-требований равна длине интервала. Если

предположить, что прибор 2 простаивает во временном интервале @, n0f + 1], то

найдется требование V (из числа F- и U-требований), обслуживание

которого прибором 2 начнется после момента времени tx 2
= nof + I + *•

Так как f у2 < fjr 2» то в последовательности, в которой требования
обслуживаются прибором 2, требования Хх и К можно поменять местами и

суммарное время обслуживания при этом не увеличится. Но при

построенном расписании tx 2 > wo/+ 1> что невозможно.

г) Обозначим через Uj множество всех ^/-требований, обслуживаемых

прибором 2 во временном интервале @, tF.2]. Покажем, что при

расписании 5° значение \Uj\ = ju, j = 0,..., п0.

Пусть найдется такое q, 1 <q < n0, что | ?/^ | < ^и. Даже если

множество Uq содержит все Истребования, то суммарная длительность
обслуживания требований этого множества и требований Fu F2, ..., Fq_i не больше

чем q + (qu — l)v + п0Е < qf < tp 2. Следовательно, прибор 2

простаивает в интервале @, tF 2], что невозможно.

Пусть найдется такое q, О <q <n0, что | ?/<j | ><7м. Даже если

множество Uq не содержит ни одного W-требования, то суммарная длительность

обслуживания требований этого множества и требований Fl9 F2, ..., Fq-X
не меньше q + (?и + l)v =qf+v — ^?. Тогда суммарное время обслужива-
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ния F-требований будет не меньше чем

F" = 2 (//+1) + и-^ = F + v-qE.

/ = о

Суммарное время обслуживания всех требований множества N окажется

не меньше чем F" +" X + ?/' =\у + и — ^/Г — г >уу что невозможно.

д) Обозначим через U? множество всех U-требований, обслуживаемых

прибором 2 во временном интервале ( tp.l2f tp.2]* Из доказанного

выше следует, что при расписании 5° значения | U? | = и, /. = 1, ..., п0.

Покажем, что tF.2 =jf, J
= 0,..., п0.

Пусть найдется такое q, О < q < п0, что r? 2> qf. Так как fj^ 2
=

= л0/+ 1 > *f„ 25TO^<w0. Поскольку U0 = ф, то q Ф 0.
**о

Суммарное время обслуживания требований множества Uq+1 не мень-

и

ше 2 (<7/ + 2 + к и). С другой стороны, суммарное время обслуживания
к = J

требований каждого из множеств Uf, j. = 19 ..., n0f j. Ф q + 1, не меньше
и

чем 2 (// + 1 + ?ы). Поэтому суммарное время обслуживания всех

к = 1

U-требований ограничено снизу величиной

п0-\ и
__

U" = Б 2 (// + 1 + ки) = tf + 1.

/ = О к = 1

Тем самым, суммарное время обслуживания всех требований

множества N не меньше чем F+X + U" ху + 1, что невозможно.

е) Покажем, что имеет решение задача о 3-разбиении.
Поскольку число (/-требований, обслуживаемых в каждом из

интервалов {tFiX2t *$/2L P?BH0 м и длина каждого из этих интервалов равна

uv + Е, то в каждом из них должно обслуживаться ровно и — 3 К-требова-
ний и ровно три W-требования, суммарная длительность обслуживания

которых равна 3 и + Е. Обозначая через Л^° множество номеров

^-требований, попавших во множество ?Л°, /. = 1,..., л0, получаем решение задачи

о 3-разбиении.
Тем самым за 0(п\Е) операций реализовано сведение задачи о

3-разбиении к рассматриваемой задаче распознавания.

Нетрудно видеть, что приведенное доказательство может быть

использовано и в том случае, когда запись ///,
= 0 означает, что требование /

прибором L обслуживается, но длительностью его обслуживания можно

пренебречь. Для этого достаточно считать, что при расписании s° значение

tfi = th = 0 для всех требований i, являющихся U- или ^-требованиями и

положить tpo i
=

tpo 2
= 0.
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5.2. В заключение этого параграфа рассмотрим задачу построения

расписания s* без задержек в обслуживании требований, которому

соответствует наименьшее значение 2 // (s ).
/е N

Если среди tiL имеются нули и запись tiL = 0 понимается таким

образом, что требование i прибором L не обслуживается,™ задача построения*

s* является NP-трудной в сильном смысле при М> 2. Это непосредственно

следует из доказательства, приведенного в предыдущем пункте.

Пусть запись tiL = 0 означает, что требование / обслуживается, но

длительностью этого обслуживания можно пренебречь. Напомним, что в этом

случае расписание естественно искать в классе расписаний, при которых все

приборы обслуживают требования в одной и той же последовательности.

Покажем, что и в этом случае задача построения расписания s* является

NP-трудной при М>2.

Сформулируем соответствующую задачу распознавания: определить,

существует ли расписание s° обслуживания требований множества

TV = {1, 2, ..., п) без задержек, при котором 2 tt(s) <y для заданного

/е N

числа у.

Покажем, что к этой задаче при М
- 2 сводится задача о гамильтоновом

цикле (см. п. 4.2) в неориентированном графе G = (V, U), где | V | = л0 и

вершины пронумерованы четными числами от 0 до 2 п0
— 2. Степень

вершины и € Г обозначим через d(v ), v = 0, 2,..., 2 п0 — 2.

Множество N требований построим следующим образом. Каждому ребру

[и, w] € U поставим в соответствие два требования Uvw и Uwv. Каждой
вершине v Е V поставим в соответствие d(v) требований VVj>
j = 1, ..., d(v ). Введем в рассмотрение также требования Fpkf p.G {1, 2},
fc = l,...,/220.

Положим

*uvwi
=

v> luiw2
= &n0-w, [v,w] e U;

fuwvi
=

w, tUwv2
= 8n0 -v, [v,w] e U;

tvv.i
= 8 /j0 - v + 1, tVvj2

=
v, v E V, / = 1,..., n0;

fFlki
= 0, tflk2

= 16n0 + l, k=\,...,n%;

tF2ki = 16и0 + 1; tF2k2
= 0, к = 1 n%;

yx = 16|?/|B|t/| + l)/i0- 2 vd(v)+.n20;
1N V

Уг
= 2/70D|{7|и0 + 1) + A6и0 + 1)ло(«о + 1).
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При помощи рассуждений, аналогичных проведенным в п. 4.2,
можно показать, что в построенной задаче расписание 5°, при котором

2 tf(s) <у\ + у2, существует тогда и только тогда, когда в графе G
/е N

существует гамильтонов цикл.

§ 6. Упорядоченные матрицы длительностей

В систему поточного типа, состоящую из М последовательных приборов,
в момент времени d = 0 поступает множество N = {1,2,..., п } требований.
Длительность обслуживания требования i G N прибором L, 1 < L < М,

равна tiL >0. Запись f/x, = 0 означает, что требование / прибором L
обслуживается, но длительностью этого обслуживания можно пренебречь.

Прерывания в процессе обслуживания каждого требования каждым

прибором не допускаются. Оптимальное расписание ищется в классе расписаний,
при которых каждый прибор обслуживает требования в одной и той же

последовательности. В п. 6.1, 6.2 рассматриваются задачи построения
оптимальных последовательностей эт* обслуживания требований, которым

соответствуют наименьшие значения общего Гтах(тг) или суммарного

2 ?/(я) времени обслуживания. В п. 6.3, 6.4 эти же задачи решаются
/е N

в предположении, что задержки в обслуживании каждого требования не

допускаются. Предполагается, что матрица || tiL \\ обладает определенными
свойствами.

Будем говорить, что матрица || tiL \\ упорядочена по строкам, если для

любой пары требований ink справедливо либо tiL > tkL для всех

L = 1, ...,М,либо tiL <f*?, для всех L = 1, ...,Л/.
Аналогично будем говорить, что матрица || tiL \\ упорядочена по

столбцам, если для любой пары приборов Q и Я справедливо либо Цн > ttQ для

всех i G N, либо t{ff < tjQ для всех i ? N.

Если матрица || tiL \\ одновременно упорядочена по строкам и по

столбцам, то будем называть ее упорядоченной.
Так, например, матрица

1110 12 15 711

2 8 14 6

II 1 3 7 5\\

упорядочена по строкам, в то время как матрица

1110 12 15 1111

I 2 8 14 6

II 1 5 7 3
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является упорядоченной и по строкам, и по столбцам, (т.е. является

упорядоченной) .

6.1. Рассмотрим задачу построения оптимального по быстродействию
расписания в предположении, что матрица || tiL || длительностей

обслуживания является упорядоченной.
Напомним (см. п. 1.2 § 1 этой главы), что если требования

обслуживаются каждым прибором в последовательности я = (i i, i2,..., in) >то
ut u2 n

7„ax(T)= •
"»« { 2 *lkl+ S

Uk2 +-+
S UkM).

Кiij <u3 <...<Mjif_i<n k-\ fc = Mj fc=u^_i

F.i)
1) Поскольку матрица || Цъ || является упорядоченной, то существуют

прибор R такой, что tiR
= max {tiL \ L = 1,..., М) для всех i GN,h

требование г е N такое, что trL = m2Lx{tiL \ i G N) для всех L = 1, ..., М.

Пусть в перестановке 7Г = (ilf i2, —> *л) значение iq = г и максимум

в F.1) достигается при uj, =vj,, L = 1, ..., Л/ — 1. Ясно,что Uj <u2 <...

... < и^_ 1 < п. Покажем, что существуют такие значения v г, v2,..., i>m-i >

что U/?_i < q[^vR.
Предположим, что q < u#_i. Пусть Q — такой прибор, что Ug_i <

<q<Vg. Положим

А
и» иб-1 q

fc= 1 к =

ug_2 fc = UQ-1

R-l ^ иЯ+1 я

+ 2 f|L.+ 2 f//? + 2 Г,Л + 1+...+ 2 f/fcM.
L = e+19 k = q

K
k = vR

*
Ar = uM-l

Имеем

л -

R - 1 VR

L=e
q

k=q
K

VQ VQ+1 VR

-( 2 rM +2 г,ъй + 1 +...+ 2 *,fcJl).
fc = ? k =

Vg k =

VR-l

Поскольку в силу упорядоченности матрицы || tiL || справедливы
неравенства

2 Ц R > 2 t( Q + 2 */ъе + 1+ •••

•••
+ 2 ^к,я-1+ 2 t{ R,

л - 1 /г - l

то 'mex(w) > 7"mex(jr). Из F.1) следует, что 7mexGr) > ?тлх(ж). Таким

образом, Гтах (я) =/тах (я).
5* «7



Полагая vL = q, L = Q, . . .
,
R — 1, и не изменяя остальных значений

Vl , получаем vR _ г < q.

Рассуждая аналогичным образом, можно показать, что существуют

такие значения vlf v2f . . . , t>Af-i> ч*0 vr > Я (и неравенство U/e-i ^<7
не нарушается).

2) Пусть R = 1, т.е. max{/>x, | Z, = 1,. . .
, М} = tn для всех / G W.

Покажем, что в этом случае оптимальная последовательность 7г*

обслуживания требований может быть построена за 0(п log и) операций.
Доказательство проведем в несколько этапов.

а) Пусть при обслуживании требований в последовательности п =

= ('it П, . . .
> *л) максимум в F.1) достигается при uL

= vLi L =

= 1,... ,ЛГ — 1. Покажем, что существуют такие значения v%, и2,..., «m-i>
что max{f/fcjL |fc = ub.. .,w} =

r/ujL, Z, = 1,...,M.

Предположим, что max{f/fcZ, | k = ub . . .
, n}=tf L> P > Wi- Пусть

Я, 2 < H <M, - такой прибор, что u#_1 > р. Положим

л р
_ 1 я -1 «я я

'maxW = 2 f, j + 2 f,pL + 2 tt н + ...
+ 2 f, „.

fc = 1
*

Z, = 1 P fc = p
*

fc = uM_ j
*

Имеем

p-1 tf-l иЯ

LxW" 'maxOO = 2 Г/ ! + S f/ L + 2 f/;ttf
-

fc = 1 L = 1
*^ fc = p

"i из иЯ

- ( 2 tikl + 2 r/fc2 +
...

+ Б г/я).

Поскольку в силу упорядоченности матрицы || tiL II и сделанных

предположений справедливы неравенства

p-1 »i-l *>2-1

fc = 1
*

fc = 1
*

fc = и,
*

р- 1 Я- 1 Я-1

к =
v#_ i L = 1

у
L = 1 L

то ?тахО0 > *"mixO0. С другой стороны, Tmux(ir) > ?твх(*) .

Следовательно, Гтах(тг) = *тах 00.
Полагая uL = p, Z, = 1, . . .

,
# - 1, и не изменяя остальных значений

uL, получаем искомые значения vt, и2,..., им-1 •

б) Пусть максимум в F.1) достигается при uL =vLyL = 1,... ,М — 1,
где их

= и2 =
... .

=

U0_! <vq <vq+i <# .. <им_! <л, Q> 2.Покажем,
что существует такое Q9 что max{//L | L = Q,..., М) = ttq, i G W.

Предположим, что тах{Гц, \L = Q, . . .
, М) = tiH, i E N, H > Q. По

условию

...
+ 2 ^я

+
...

+ 2 tikM.
* = «Я- 1 *=UM-1
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Положим

Wi tf-1 VH n

woo -

kl t
v * l12uVil + k*vtikH + ...

+

к*ы_ь*-
Имеем

л -

я~" * "я

^miiW " WW = S '/„ L + 2 Г/А.я
-

L-Q Ul k-vt
»Q VQ+1 *>Я

- ( S f,fcfl + 2 f|fcffi+l+... + 2 f/fctf).

tf-1 tf-l

Из доказанного вьппе следует, что 2 и L > 2 и L.
L = Q V* L = Q VL

Кроме того, из условия упорядоченности матрицы || tiL || и сделанного

предположения следует, что

иН VQ-1 »Q +1 -1 VH

Б
к-

' UkH > 2 t{n + Б fffcfe+i + -.-+ • 2 tiH.

Таким образом, fmexC^) > rmax(^)- С другой стороны, fmex00 >

> ^твх(^). Следовательно, ?m»x(ir) = *"т«хОг)- Полагая uL
= vly L =

= б, . ..
,
H — 1, и не изменяя остальных значений vL, получаем искомые

значения vx, и2,..., Ujif-1 •

Рассуждая аналогичным образом, можно показать, что существуют такие

значения vl9 v2, . . .
, «м-1> ПРИ которых из неравенства u^-i < *>?,

2 < Q < М - 1,следует,что f/g
= max{f,x \L = Q,...,M).

в) Пусть для перестановки я = (ib j2,. . .
, /р, /р + j,.

.
., /„) значения

Upl > tip + 1L Для всех/, = 1,.. . ,ЛГ. Покажем, что 7твх(тг) <Ттйх(п')9
где ir' = (ib/2f...f/р_ь /р+ь /р, *р + 2, •-• >*п)-

Предположим, что для последовательности я максимум в

выражении F.1) достигается при uL
=
vL, Z = 1,..., Л/ - 1.

_

Если все uL, L = 1, . . .
,
М - 1, отличны от р ир + 1, то fmexOrf)^

> 'max 00-
Пусть все U?,, L

= 1,. ..
,
М — 1, отличны от р, но существуют такие Q

иЯ,1<б<ЖМ- 1,что Uz,=p + 1, ? = (?,...,#-1. Тогда

_

ui р+1 Я

'max 00 = 2 fIfcl
+

... + 2 tt Q + 2 Г, - +

*>H n

+ 2 '/**+...+ 2 f, M.

Очевидно,
__

ui p+ l н

'max(*') > 2 Г, x + . . . + 2 tt Q + 2 U L +

*=1
*

k =

VQ_x
**

L = (?+l p
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Следовательно,

_ _

н н

'maxOO- 'max 00 > 2 Ц L
- 2 U L.

L = Q+ 1
"

L = ^+l

Так как по условию tt L > tip+lL для всех! = 1,... ,Л/, то tmax(tr) >

> WOO-
Пусть все vL, L = 1,.. .

,
М - 1, отличны от р + 1, но существуют такие

Q и Н, KQ<H<М - 1, что uL =p,L = Q,. . .
,
#- 1. Из приведенных

выше рассуждений следует, что f^ = max{r/Zr \L = Q, . . .
, М}, i G W.

Имеем

WOO = 2 f,fcl +
. . .

+ 2 flfcfl +

Я- 1 иЯ л

z, = e + ip * = p fc = uAf_i

Очевидно,

_

"i p + l

Я - 1 VH n

+ 2 rIL + 2 flfctf + ...+ 2 tiM-tiH.

Следовательно,

*max@- WOO > Up+lQ
-

% + xH > 0.

Аналогичным образом можно убедиться в справедливости неравенства

'тахСя1) > *max(*0 и в случае, когда среди vL, L = 1,.. .
, М,

содержатся значения р и р + 1.

Таким образом, если max{f/Ir |? = 1, . . .
,
М) = tn для всех i E 7V,

то искомая оптимальная последовательность я* может быть построена
за 0(n\ogri) операций посредством упорядочения требований по

невозрастанию значений tt х.

Аналогичным образом можно показать, что если R=M> т.е. max{f,xl L =

= 1,. . .
, М) = t\M для всех i € N, то требования следует обслуживать в

, порядке неубывания значений tiM.

3) Пусть max{r/L | L = 1,. ..
, М) = tiR, 2 <R <M - 1 для всех / € N.

Не нарушая общности, будем считать, что требования пронумерованы
по неубыванию значений tiR. Покажем, что оптимальная перестановка
яг* принадлежит классу так называемых пирамидальных перестановок,
т.е. перестановок вида (/ь ... Jq-i,jqJq+i, ...,/я), где/! <...<Jq-i,
lq = п» Jq + i> • • • >/я (ПРИ эт°м не исключаются случаи q

= 1 и q-n).
Пусть Af' 9 TV и 7Гдг' —_ некоторая перестановка элементов

множества //\ Обозначим через ^^я(^лг') момент завершения обслуживания

требований множества N' в системе поточного типа, состоящей из

приборов Q, Q + 1,. . .
, Я, 1 < Q < Н <Л/, при условии, что процесс

обслуживания начинается в момент времени d
= 0 и каждый из указанных приборов

обслуживает требования в последовательности 7Гдг\
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Любую перестановку ет элементов множества N можно представить в

виде (nNi, п, itjv,)» где Nx h N2 = 0, Nx О N2 = N\{n}. Введем в

рассмотрение пирамидальную перестановку я7 вида (nNi, п, ti'N^).
Покажем, что /тахОО ^ 7тахGг). Из доказанного в п. а) следует, что

'тахОО = t\R(jiNl) + ^Af(%2 ) ~ 'лЯ ,

'тахОО = tlRCrtNl) + ^Rm(*N2) ~ *nR-

Как показано в п. 2), 7lR(<n'N%) <T1R(nNi) и Глл^тг^) <TRM(vNt).
Это означает, что для любой перестановки тг найдется такая

пирамидальная перестановка я', для которой fmax(ir') < ^тахС^)-
6.2. Покажем, что перестановка it* элементов множества N которой

соответствует наименьшее значение 2 *7(тг), может быть построена
/е n

за 0(n\ogri) операций в предположении, что матрица \\tiL \\ длительно-

стей обслуживания либо упорядочена, либо М = 2 и tn > ti2 для всех

i е N.

1) Если требования обслуживаются в последовательности яг = (i'i , /2,...
...,/„), то, как и прежде, через tikH(jt) будем обозначать момент

завершения обслуживания требования ik прибором Я.
Покажем, что перестановке 7г* = (/ь/2,... ,/я) соответствует

наименьшее значение 2 tt (ji), если существует такой прибор Я, 1 <Н<М9 что
/е n

_ _

м

'/**(*•) = '/*я(**) + 2 '/fcL> * = I',...,", F.2)* *
L = Я + 1

*

и для любой перестановки тг = (/ь /2, • • •
* *л) справедливо неравенство

2 *>**(**) < 2 икн(*). F.3)

- _

^

Действительно, из F.1) следует, что Г,.м(тг) > Г/^яОО + 2 r/lrL,

к= 1,...,л, и тем самым

? 7/лМ(я) > 2 7^яGг) +2 2 tikL
=

л
_

л М
= 2 г, я0г) +2 2 rlX.

* = 1 / = 1 L = Я + 1

С другой стороны, из F.2) следует, что

**
_

л
_

л Af

. ? f
'/*"(»•) - 2 '/*я(**) +2 2 f^

=

*= 1 к' 1
K

k= 1 L = Я+ 1
IK

л
__

л М

= 2 г/кя@+ 2 2 rtt.
fr= 1

'*
/= 1 L = Я+ 1
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Учитывая неравенство F.3), приходим к заключению, что

2 7,(я*) < 2 7,G0.
/= 1 /= 1

2) Пусть матрица || tiL || является упорядоченной и требования
пронумерованы таким образом, что tiL < tg + ltL,

/ = 1,. ..
,
п — 1, 1 <Z, <ЛГ.

Покажем, что я* = A, 2, . . .
, п) является искомой оптимальной

последовательностью обслуживания требований.
Пусть я = (i*i, /#2, . . .

, i„) — произвольная перестановка элементов

множества N и R, 1 </? <М, — такой прибор, что тах{*/? |? = 1,... ,М} =

~Ur Для всех * е ^

Как показано в п. 6.1 б) для всех ?, 1 <? < л, справедливо

соотношение **я(я*) < tgkR(n) и, следовательно, выполняется соотношение F.3)
(при# = Д).
В силу упорядоченности матрицы || tiL || из п. 6.1 а) следует, что

_ _

м

hM(**) = tkR(n*) + 2 tkL, к = 1,... ,л,
L = Л + 1

т.е. имеет место соотношение F.2) (при # = /?). Таким образом,
перестановка я* = A, 2, . . .

, п) является искомой. Для ее построения достаточно

упорядочить требования по неубыванию длительностей обслуживания
любым прибором, т.е. выполнить не более чем О (и log л) операций.

3) Пусть М = 2 и tn > ti2 для всех i G N, т.е. матрица || tiL ||
является упорядоченной по столбцам. Пронумеруем требования таким образом,
что tn < t{ + ltl,

i = 1, . . .
,
n — 1. Покажем, что перестановка я* =

= A,2,..., п) является искомой.

Как известно, перестановка я* соответствует наименьшее значение

суммарного времени обслуживания всех требований прибором 1, т.е. имеет

место соотношение F.3) (приЯ=1).
Поскольку ffc+i,i > tkl > tk2, к = 1,... ,п — 1, то

_

к

tk2(n*) =2 tn + tk2, k= 1,...,/?,
/= i

т.е. имеет место соотношение F.2) (при# = 1).
Следовательно, перестановке я*= A, 2, . . .

, п) соответствует наимень-

п
_

шее значение 2 tg (я), и она может быть построена в результате выпол-

/ = 1

нения не более чем 0(п log n) операций.
6.3. Рассмотрим задачу построения оптимального по быстродействию

расписания обслуживания множества Af={l,2,...,n) требований в

системе поточного типа, состоящей из М приборов. Предполагается, что

задержки в обслуживании каждого требования запрещены, матрица || tiL ||
упорядочена по строкам и требования пронумерованы таким образом, что tiL <
< '/+i,z, i=l,....л-1, 1 <L <M.

Как показано в п. 3.4, 3) § 3 этой главы, последовательность я*

обслуживания требований, которой соответствует оптимальное расписание,

может быть найдена в результате решения задачи о коммивояжере с
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/i+l городами и матрицей расстояний II cpq ||, где
м

с0р
= °» СР0

= 2 ГрЬ

сра
= тах{ 2 fpL

- 2 fQL IG= 1Э... ,М>. p,qSN, p*q.
РЧ

L = 1 L = 1

1) Покажем, что в рассматриваемом случае

cik - Чк > сц
-

сц> F-4)

где п > j > к > 1, п > I > i > 1.

Для пары требований (р, q), р= 1,... ,п, q = 1,..., п, pizqy обозначим

7р<7(#) = тах{ 2 fpL
- 2 rgL |Q= 1,... ,#}, Я=1,...,М.

X = 1 L = 1

Очевидно, си
= 7P<j(M).

Покажем, что для всех L, 1 <L <М, справедливо U(L) > V(L)9 где

U(L) = ylk{L) - yik(L\ V(L) = ylf(L)
-

yif(L).
Воспользуемся методом математической индукции. При L = 1 имеем

U(l) = КA) = tit —tn. Предположим, что U(L) > V(L) для всех/*,
1 <L <#-1 < Л/-1. Покажем, что #(Я) > V(H).
Имеем

?/(Я) = С/(Я- l) + max{0,tiH-tktH_i}-mzx{0,tiH-tkiH_i},
V(H) = КСЯ-О + тах^Г/я-^я-О-тах^Г/я-Гдя.!}.
а) Пусть t{ff < tkttf_i. В силу упорядоченности матрицы || fiL \\ по

строкам имеем ttIf < //я < **,я-1 ^ */,я-1« Следовательно, 1/(Я) —

- Г(Я) = {/(Я- 1) - V{H- 1) >' 0.

б) Пусть tiH > tkH_ i и tiH < Г*#Я-1 • В этом случае Г/я < '/, я-1.
Если tiff<tfH_u то U(H)-V(H) = U(H- 1) - К(Я - 1) + Г,я -

-'*.*-! > 0.'
Если гда > *,,*_,, то ?/(Я) - 7(Я) = У(Я- 1)- V(H- 1) + Г,,Я-1 -

-'*,я-1 > 0.

В) ПуСТЬ tiff>tkH_i И tiH > Г*,Я-1-
Если //я <*/,я-ь а следовательно, и Г/я <*/ я-i» то ^(#) - Р(й) =

= ?/(#_ 1)- К(Я- 1)+ *„-*» > 0.

Если Г/я > Г/>Я-1 и Г/я < */,я-1, то 1/(Я) - К(Я) = U(H - 1) -

-Г(Я-1) + ГДЯ-1-'/я >0.

Если же tm < ГЛЯ-1 и tw > Г/>Я-ь то ЩН) - К(Я) = ^(Я- 1) -

-К(Я-1)>0.
Таким образом, неравенство F.4) выполняется.

2) Покажем, что в рассматриваемом случае оптимальная перестановка
я* принадлежит классу пирамидальных перестановок (см. п. 6.1, 3)).

Рассмотрим произвольную перестановку я* = (il9 i2, . . .
, /p-i, /р,

'p+i»---»'g-b iq,...,ir =*»,...,/„), где max{f/;tL |fc=l,...,r-l} =

=

^z, и max{r/fcL |fc=l,...,r-l, *=??} =

r/pL, Z, = 1,. . .
,
M. Пока-
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Жем, ЧТО fmaxO0 > 'maxO*'), ГДв 7Г# = (ix , 1р_1э /p + i, . . .
, Ig-ь

*р> '<р • • •
» *r = *t • • •

> |#я)- Учитывая результаты п. 3.4, 3) § 3 этой главы,
нетрудно убедиться, что

А = ЛпахОО - *тм(*') =

Покажем, что А > 0.

Действительно, если iq-.\ > ip-ii то, прибавляя и вычитая значение

%-i'p+i> имеем

Д =

(fep-i'p-Q^^-^i/p + i-^-i/p + i)) +

+ ((%-!*«-V«)-(%_i/p+i
" Vp+i^'

Поскольку /^„х > /рв1 и /р > /р + 1, а также iq_t < ip и iq > ip+1,
то в силу F.4) получаем А > 0.

Если iqm_i < /p-i, то, прибавляя и вычитая значение ct ц 9 имеем

А =

«%-iiq
'

%-itJ - (%-lip ~%-i*P» +

+ «Йр-1*« ~ %iq)
~ <%- l*p + l

~

%/p +l»-
Так как tq_t < /p_x и /g > zp, а также/p-i < ip и /G> fp + ь то в силу

F.4) получаем А > 0.

Следовательно, существует оптимальная перестановка, в которой
требования, предшествующие л, упорядочены по неубыванию значений tiL
(для любого Z, 1 <L <М). Аналогично можно показать, что существует

оптимальная перестановка, в которой требования, следующие за л,
упорядочены по невозрастанию значений tiL (для любого L, 1 < L <М).

3) Покажем, что перестановка п* (из класса пирамидальных
перестановок) , которой соответствует наименьшее значение tmBX(n), может быть

построена за О(п2М) операций.
Рассмотрим перестановку вида эт = ( . . . ,p,q9...),pGN,qGN,pФq.

Из результатов п. 3.4, 2) следует, что величина cpq содержательно
означает разность между моментами начала обслуживания требования р и

требования q прибором 1, если каждый прибор обслуживает требования в

последовательности 7г.

Введем в рассмотрение величину брд, где
*

м м

ъря =

cpq + S Ul
- 2 tpL, р 6Д q eN, p Ф q. F.5)

L = 1 L = 1

Величина bpq содержательно означает разность между моментами

завершения обслуживания требования р и требования q прибором Л/, если

каждый прибор обслуживает требования в последовательности я.

Обозначим через fp(q) наименьшее значение общего времени
обслуживания (без задержек) требований множества {р, р + 1,..., я} при условии,
что обслуживание этих требований начинается в момент времени d = 0 и
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требование q(q> p) обслуживается последним. При этом не нарушая

общности можно считать, что требование р обслуживается первым.
Обозначим через fp(q) наименьшее значение общего времени

обслуживания (без задержек) требований множества {р, р + 1,..., л} при условии,
что обслуживание этих требований начинается в момент времени d = 0 и

требование q (q>p) обслуживается первым. При этом не нарушая

общности можно считать, что требование р обслуживается последним.

Нетрудно видеть, что имеют место рекуррентные соотношения

fp\p + l) = min{tf+i(q)+cpq\q >р + 1>,

/р(«) =/p+i(<7) + cp,p + i> Я = Р + 2,...,л,

fp\p + 1) = тт{/Д х(д) + Spq | q > p + 1},

fpifl) =#+1(я) + Ьр+1,Р> Я =P + 2...,n, p = n-2, /z-3,...1,

с начальными условиями

м

L = 1

М

fn-\{n) =

сп>п_1 + 2 tnL.
L = 1

Используя приведенные соотношения, можно построить 2/1 — 2

пирамидальных перестановок. В Качестве я* следует выбирать ту из них,

которой соответствует min{/i1(p), f\(p)\p = 2,... ,/i>.
Вычисление значений cpq и 6Р<7, р = 1,.. .

, п, q = 1,... ,п,р ?^q,
требует выполнения не более чем 0(п2М) операций, для последующего выбора
перестановки я* требуется не более 0(п2) операций.

4) Пример. Четыре группы экскурсантов желают осмотреть
выставку, экспонаты которой размещены в пяти последовательно

осматриваемых залах. Пусть tiL означает длительность осмотра /-й группой экспози-

ции.зала!,, i = 1,2,3,4, L = 1,2, 3,4, 5. Матрица || tiL || имеет вид

II 1 6 3 4 3 II
4 8 3 5 5
5 8 4 6 7 '

II 6 8 6 7 7 II
Будем считать, что единица времени равна пяти минутам.

Матрица || tiL || упорядочена по строкам, что можно объяснить различием
в численном составе групп и индивидуальными интересами. Требуется
таким образом организовать просмотр выставки, чтобы в любой момент

времени в кавдом зале находилось не более одной группы; все

экскурсанты каждой группы одновременно находились в одном и том же зале;

переход каждой группы из зала в зал осуществлялся непосредственно
после завершения осмотра экспозиции предыдущего зала; все четыре
группы экскурсантов осмотрели всю выставку как можно быстрее.

Имеем ситуацию, рассматриваемую в данном пункте. Для построения
оптимального расписания воспользуемся алгоритмом из п. 3).
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fi=3

Р^г

p=1

fjD)=46
/B,3,4)\

f/D)=3f ffB)=53\

f/C)=4S{

f}B)=S3\ \ffC)=4ff
A,2,3,4) B,3,4, 1) A,3,4,2) C,4,2,1)

Рис. 6.1

1атрица || cpq || имеет вид

3 .2 11

12 - 7 6

17 10 - 17

21 14 11 -

i

t***M

f1,2,*,3) f+,3,2,1)

а матрица || bpq || - вид

I- 12 16 191
3 -' 12 15

3 5 - ll|
3 5 7-

Процесс дальнейших вычислений удобно изобразить в виде графа
(рис. 6.1). В каждой вершине графа указана вычисляемая величина и

ее значение. Ниже вершины записана соответствующая

последовательность требований (групп). Направления дуг указывают порядок
вычисления.

На последнем шаге алгоритма (р = 1) получено шесть пирамидальных

перестановок. Перестановка C, 4, 2, 1) определяет оптимальное

расписание. Моменты времени, в которые группа покидает зал L (и переходит в

зал L + 1), i = 1, 2, 3, 4, L = 1, 2, 3, 4, при условии, что группы
осматривают выставку в последовательности C, 4, 2, 1), приведены в табл. 6.1.

5) Пусть матрица II tiL II упорядочена по строкам и tiM > tiL, L = 1,...
...,М- 1, / € N. Покажем, что в этом случае я* = A,2,... ,л).

Таблица 6.1

\s. L

I ^Ч.

3

4

2

1

1

5

13

25

34

2

13

21

33

40

3

17

27

36

42

4

23

34

41

46

5

30

41

46

49
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Пусть величины 8pq удовлетворяют F.5). Нетрудно видеть, что для

любой перестановки я = (мх, /2,..., /„).
__

л-1 М

Положим

М-1 М

max B f„L- 2 tpL, 0}, pGN, qGN,p*q.

Очевидно, d'pq = 0 прир >q. Имеем

_

л-1 п М 1

'тахОО= 2 5}fcffc+1+ 2 flM + 2 Г,- г-,

fc = 1 / = 1 L = 1

л-1

Положим 5'(^о) = 2 5{fc/. ,гдея0
= @,я) = (/0 s0,ii,i2,...,/„),

* = о
* к г

м-1

6,'°,> = л?1 tikL'

Пусть я — пирамидальная перестановка и ir = ru Выберем /р, /^ € N

такие, что 1 <р <г,г <q <n и ia >iD>ia+\• Покажем, что б'(я0) <6'(яо) ,

где я0
- t*o> • • •

э lp-1»'р +1 > • • • э 'г» • •
•> lq> 'рэ ^ +i > • • • > 1п) •

Имеем

Очевидно,/,^ <ip<ip+i,S'iqip=8'ipiq+1 = d'iqiq+1 = 0.

Покажем, что 5;р^1/р+1 >б;р_1/р +8jp#p+1.
М-1 Л/

Пустьр= 1 и5{ ,
= 2 r/L- 2 г, г >0 (вслучаеб} , =0,

12
l =e

2
• l =6 + 1

М-1 М-1

очевидно, имеем бJ /
= 2 Г,- L > 2 f/ L

= Ь\ t ).
02

l=i l=i
°

Имеем

М-1 М-1 М

01 12
L= 1

'
L = C L = (?+l

*

e м-1 м-1
= Sr/|L-^+ 2 r/aL< 2 г#яХ

= «; # .

L = 1
* *

L = ? L=l 02

Пусть p > 1. Предположим, что

M-l M

М-1 М

и Q >Н (в остальных случаях доказательство аналогичное).
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Имеем

Af-l M M-l

d'P-iiP+«u+i=L =2e v
-

L 4+i f/"-iL Vs*v^
-

M M-l M Q

2-1
,

2

Таким образом, перестановке яЗ = @, 1, 2,..., я) соответствует
наименьшее значение д'(тг0). Следовательно, перестановка я* = A, 2,..., п)
является искомой. Она может быть построена за 0(nlogn) операций путем

уцорядочения требований по неубыванию значений tiL, / Е N, 1 <Z, < Л/.

Если матрица II f/Zi II упорядочена по строкам и tn > tiL, i G N, L = 2,...
..., M, то рассуждая аналогичным образом, можно показать, что

оптимальной является перестановка я* = (п, п — 1,..., 1). .

6.4. В заключение этого параграфа покажем, что перестановка элементов
п

_

множества N, которой соответствует наименьшее значение 2 tt (я),
/ = 1

может быть построена за О (л log л) операций. Предполагается, что

задержки в обслуживании каждого требования запрещены и матрица II tiL II

упорядочена по строкам. Пронумеруем требования по неубыванию значений

tiL, 1 G N, 1 <L <М. Покажем, что перестановка я* = A, 2,..., п)
является искомой.

Пусть я = (/j, i2,..., in) —

произвольная перестановка элементов

множестваN= { 1,2,..., п } . Из п. 3.4. § 3 этой главы следует, что

_

71-1 И М

1) Пусть tiM = max{r/L |Z,t = 1,..., M}, i G Ж Из п. 6.3,5) следует,
что для любой последовательности я = (/1э i2,..., in) справедливо
**Af (я* ) < ^км(?г). Таким образом,

2 7,(я') = 2 7*м(я*)< 2 f/jtMGT)= 2 7,(я)

или, что то же, самое,

л-1 л-1

2 (n-k)cktk+l< 2 (п-к)с{ i
t = i fc=i

**+i

2) Пусть tiR = max {flX | Z, = 1,... ,M}, i GN, 1 <Л <М. Очевидно,

.
Q Q-i

cpq
= max { 2 tpL

- 2 tqL} =
1<0<Л/ L= 1 L= 1

= max { 2 rpL- 2 Vl)> 4>P-
1<Q<R L = 1 L = 1
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Рассмотрим задачу нахождения последовательности обслуживания

требований, которой соответствует наименьшее значение 2 tiR (я).

Нетрудно видеть, что искомой последовательности соответствует наимень-

шее значение 2 (п - к) с'м. .., где

Q Q-i

с' = max { 2 tpL
- X tqL).

KQ<R L = 1 L = 1

Как показано выше, имеет место соотношение

ni\n-k)c'kfk + l<n? (n-k)c'ikik + 1.
k = 1 k= 1

** + 1

Поскольку с*Л + 1
=
с*Л + 1 и ср<7 >c'pq,p>q9 то

л-1 л-1

2 (*-*)c*,*+i< 2 (n-k)Cii
fr = 1 Аг = 1

**+1

Таким образом,перестановке 7Г* = A,2,..., л) соответствует
наименьшее значение 2 tt (ет). Она может быть построена за 0(п log л) операций

путем упорядочения требований по неубыванию значений tiL, i G N,
1 <L <M.

§ 7. Доминантные матрицы длительностей

В систему поточного типа, состоящую изМ последовательных приборов,
в момент времени d = 0 поступает множество N= { 1, 2,..., и }
требований. Длительность обслуживания требования i G ^прибором/,, 1 </, <Л/,

равна tiL > 0. Запись tiL
= 0 означает, что требование i прибором L

обслуживается, но длительностью этого обслуживания можно пренебречь.
Прерывания в процессе обслуживания каждого требования каждым прибором
не допускаются. Оптимальное расписание ищется в классе расписаний, при
которых каждый прибор обслуживает требования в одной и той же

последовательности.

В п. 7.1—7.4 рассматриваются задачи построения оптимальных

последовательностей ет* обслуживания требований, которым соответствуют
наименьшие значения общего tmzx(jr) или суммарного взвешенного 2 w/r/Gr)

времени обслуживания. В п. 7,5—7.7 эти же задачи решаются в

предположении, что задержки в обслуживании каждого требования не допускаются.

Предполагается, что матрица II tiL II обладает определенными свойствами.

Матрицу II tiL II длительностей обслуживания будем называть

доминантной (Q-доминантной), если для некоторого Q, 1 < Q < М, имеет место

соотношение

Q Q-\ R R + 1

min{ 2 tiL- 2 r/L, 2 tiL- 2 tfL)>0,
L=H+ 1 L = H L = Q L = Q + 1

где#=1,...,е-1 (е*1);Д = С,...,Л/-1 {Q*M)\ i.jGN, i*/.
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Так, например, матрица

16
4 10 1|

7 5 8 41

3 7 6 21
является 3-доминантной.

7.1. Рассмотрим задачу построения последовательности я* обслуживания
требований, которой соответствует оптимальное по быстродействию
расписание. Предполагается, что матрица II tiL II является доминантной.

Для заданных последовательностей U = (Hb w2,..., Wat-i) целых

чисел таких, что 1 <н2 <и2 <... <Ым- i ^л, и перестановки я = (i i, i2,...
..., /л) элементов множества TVположим

№ *) = 21 r/fcl + 2* г,л2 +... + 2 Г|>м. G.1)

Напомним, что

/mixW= max {/(^*)>- G.2)

1) Покажем, что

_

Af-1 п

'тах(*)= 2 r/jL+ 2 tikM G.3)
L = 1 Л = 1

для всех перестановок я = (i х, /2,..., in) тогда и только тогда, когда

матрица II tiL II являетсяЛ/-доминантной.
а) Действительно, если для всех перестановок я выполняется

соотношение G.3), то для любой последовательности U = (их, и2,..., "л/-1) Целых

чисел таких, что 1 <ut <и2 <... <им_1 <л, справедливо
М-Х и

2 f,|L+ 2 tikM>№*).
L = 1 fc= 1

*

В частности, для всех Я, 1 <Н<М - 1, имеем

м-х п н м-х п

2 r,lL+ 2r<>M> 2 rIL+ 2 r,L + 2^м,

откуда следует, что

м м-х

2 f,lL> 2 tiL.

В силу произвольности перестановки я заключаем, что матрица \\tiL II
является Л/-доминантной.

б) Пусть матрица II tiL II является Л/-доминантной. Покажем, что для

любой последовательности U= (иь н2,..., w^-i) целых чисел таких,

что 1 <«i <и2 <.. .<«м-1 *^п> и любой перестановки я = (/i,/2,. • • ,/л)
справедливо

м-х п

№п)< 2 *IL+ ZtikM. G.4)
L = 1

*
* = 1
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Положим p = uM_i,R = min{L\L= 1,... ,М, uL =p) и

( "к
= U

Определим
р-г м-1 п

F(p,q,R,*)= 2 г/Л+ 2 rIL+ 2 *, м.
fc = ? L = R Р к = р

К

Так как матрица II tiL II является Л/-доминантной, то, в частности,

м-1 м

2 tikL< 2 г, L, * =
p. р-1,...,^ + 1.

Тогда

М-1 п

L = R ч k = q

и следовательно,

F(p, q, R, тг)< 2
_ fl<jL + 2 Г^дг,

/0/.тг)< 2 ^ !+ 2 t,k2+...
к = 1 к =

и1

q М—1 w

...+ 2 f,fcf*_,+ 2 г, ,+ 2 г, „.
к =

мЛ_2 L = R ч к = q
K

Положим uR
=

иЛ +1
=

...
= мд/_ 1 = #, а остальные wL оставим без

изменения. Повторяя описанные выше рассуждения конечное число раз,

получаем неравенство G.4).
Таким образом, если матрица II tiL II является Л/-доминантной, то

оптимальной является любая перестановка вида (/,...), где

м - 1 м-1

2 tjL
= min { 2 tiL 11 = 1,..., n ) .

l = l l = l

Элемент/ G TVможет быть найден за 0(пМ) операций.
Рассуждая аналогичным образом, можно показать, что

_

п м

'тахОО = 2 tiki + 2 t§ L
k= 1

K
L = 2

Л

для всех перестановок я = (/1, /2,..., i n ) тогда и только тогда, когда

матрица II tiL II является 1-доминантной.
В этом случае оптимальной является любая перестановка вида (...,/), где
м м

2 ць = min { 2 tiL I /= 1,. .., п).
L = 2 L = 2

Элемент / G N может быть найден за 0(п М) операций.
2) Покажем, что при некотором Q, 2 <Q < Л/ - 1,

гтах(тг)= 2 f/L + 2 tiQ + 2 r,L G.5)
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для всех перестановок я = (it, i2, <• . . , /я) тогда и только тогда, когда

матрица II tiL II является B-доминантной.
Пусть fRH(ir) означает общее время обслуживания требований

множества N системой поточного типа, состоящей из приборов R, R + 1, . . .
, Я,

при условии, что каждый прибор обслуживает требования в

последовательности я и процесс обслуживания начинается в момент времени d
= 0.

Очевидно, соотношение G.5) имеет место для всех я тогда и только

тогда, когда для всех я

_
С - 1 п

__

п М

t\Q(*) = s U.V+ s UkQ\ tQM(Tt)= 2 tikQ + 2 tiL.

Как следует из п. 1), это эквивалентно утверждению, что матрица II tiL II

является 2-доминантной.
В рассматриваемом случае оптимальной является любая перестановка

вида (/i,...,/„),где
B-1 м

l = 1
м

l = е +1
3

(?-1 Л*
= min{ 2 tiL+ 2 fkjLU=l,...,7i, *=1,...,и, /.=?*}.

L = l Z, = ? + l

Нахождение элементов /1э /2 ? iV можно осуществить за 0(nM)
операций.

7.2. Заменим исходную систему, состоящую из Л/ приборов, двухстадий-
ной системой поточного типа, состоящей из приборов А и В. Каждое
требование i € N обслуживается прибором А в течение at единиц времени,
затем прибором./? в течение bt единиц времени, где

М-1 М

at
= 2 tiL, bt = 2 tiL, i(EN.

L = 1 L = 2

В этом пункте приводятся некоторые условия, накладываемые на

матрицу II tiL II, достаточные для того, чтобы в исходной и во вновь построенной
системах оптимальное (по быстродействию) расписание определялось
одной и той же перестановкой я*.

1) Пусть я* = (/ь/2, •».. ,/я) — оптимальная последовательность

обслуживания требований в построенной системе. Покажем, что я* является

оптимальной последовательностью и для исходной системы, если

_
р - 1 м п

'тахОО = max { 2 tfl+ 2 ц L + 2 tiM}.
1 <р<п к= 1

'*
L = 1P Аг = р + 1

'* '

Л

Обозначим через *твх(я) общее время обслуживания требований
множества N в системе, состоящей из приборов А и В, при условии, что

каждый прибор обслуживает требования в последовательности я = (it, i2, * ..

...,/„). Нетрудно видеть, что

Л р-1 М п М- in

W0r)=
,

»« < 2 r,fcl + 2 *,L + 2 r/fcM}+ 2 2 /tt.
1 < p < л fc = 1 L = 1

^
fc = p + 1 Z, = 2 i = 1
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Тогда
л Af-1 n

л
Л*-1 «

WxOO > WOO- 2 2 г/L > U(^)- 2 2 tiL =

L = 2 i = 1 L = 2 / = 1

= 7max(tf*)-

2) Предположим, что при некотором Q> 1 <Q <M - 1, матрица II tiL II

удовлетворяет условию
н #+ i м м-1

min { 2 tiL - 2 ryX, 2 ;lX - 2 r/L} > 0, G.6)
L = 1 L = 2 L =Я + 1 L =Я

#=lL...,G-i (Q^i); Д = <2 + 1,...,л/-1 (Q^M-i);

Условие G.6) допускает интерпретацию в терминах доминантных

матриц. Действительно, сопоставим матрице II tiL II пару матриц Т\ и Т2,
состоящих соответственно из Q первых иМ — Q последних столбцов матрицы

II tiL II. В матрице Т2 сохраним нумерацию столбцов, принятую в матрице

Off?,11. Условие G.6) означает, во-первых, что матрица 7\ либо является

1-доминантной, либо состоит из одного столбца с номером Q = 1, а во-

вторых, что матрица Т2 либо является Л/-доминантной, либо состоит из

одного столбца с номеромМ
= Q + 1.

Так, например, матрица

10 5 6

8 9 4

11 7 7

7

10

12

4

15

1 7

16 1

8

20 1

удовлетворяет условию G.6) при Q = 3, а матрица

10 3

8 7

11 1

удовлетворяет этому условию при Q
= 2 (здесь вертикальная черта

разделяет матрицы 7\ и Г2 ) *

Пусть U = (#i, #2,' *., Ыд/_ i) — последовательность целых чисел таких,

что 1 <мх <ы2 ^. . . ^Mg_i ^wg =р<Ы2+1 <.. .<#м-1 *^и- Покажем,
что в случае, когда справедливо соотношение G.6), неравенство

р-1 М п

Жтг)< 2 Ukl + 2 tipL + 2 r/fcM
fc = l L = 1 ^ fc = p + 1

имеет место для всех перестановок тг = (ilf i2,.«.., /„).
Доказательство проведем для 2 <Q <М - 2 (в случае Q-X или Q -М-1

доказательство аналогичное).
Из результатов п. 7.1 и из G.6) следует, что

Р-1 П Ul U2 р

Л
,
'ы + fr? , V

> „? ,
*Ы + 2 ^2 +

• • • +
"

2 r/fcfl,
*-1 fc=l K k=i k =

ux k =

UQ^i

М
2

L = 0 + 1
'w +

/1

к = р + 1
ЧкМ

"e+i n

> S fik.Q + i+--+ 2
fc = P * =

"Л/-1
',kM
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Складывая эти неравенства, получаем требуемое соотношение.

3) Покажем, что для любой перестановки я = (ib /2,..., /„)

__
p-i м п

'maxOO = max { 2 tikl + 2 tt L+ 2 tikM), G.7)
\<p<n k=l

K
L =1 p fc = p + l

*

если существует такое a G [0,1], vro

q - i Q н tf-i

a( 2 *tt- 2 f№) + (l-a)( S f№- Z rtt)>0,
L = l ? = 2 L = G + 1 L =

g

е=2,...,м, я=е+1,...,я G.8)

Предположим, что для некоторой перестановки я значение /щахОО <

<f(U, я), причем не все wL в последовательности U
= (i^, и2,..., «м-1)

равны между собой, L = 1,. . . , М — 1. Положим р = i/j, Q = тах{? IZ, =

= 1,...,М. wL_! =p}, q=uQ,H
= max{L\ L = Q,... ,М, uL_x =q).

По условию
р- 1 6-1 <7л1 я

- 1

k=p
ft

L = Q

л + S *, , + 2
(J - 1 Я

Другими словами, имеет место система неравенств

<?-1 Я-1 Я q-l
2 *tkQ + 2 г, L > Б f, , + 2 г, я,

* = р + 1
*

?,=*(?
q L = 0 + 1

Р
* = р + 1

2 <7-1 <7-l C~l

2 *, L + 2 r/ite > 2 ^ + 2 tiL9
L = 2

p
k = p + l

K*
k = p + l

K
L = l

q

которая равносильна системе неравенств
q Я-l q-l Я

2 2 tikL > 2
.

2 *, L,
*=p+lL=g fc = pL = B + l

<7
- 1 б <7 B-1

2 2 *ljtL > 2 2 tikL.
fc = p 1 = 2

*
fc = p + 1 L = 1

*

С другой стороны, из G.8) следует, что

e-i q

а( 2 tikL
- 2 f,fc_lL) +

L = 1
К

L = 2
* 1

Я Я f

+ (l-a)( 2 r, L
- 2 ttkL)>0,

L = Q + 1
K 1

L = Q
K

k =
p +1,..., q.
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Суммируя эти неравенства, получаем соотношение

я Q-i я-i Q

<>( 2 2 tikL -22 tikL) +

fr = p + 1L = 1
K

k =
p L= 2

q-1 H q tf-1

+ (l-a)( 2 2 tiL - 2 2 f,-L)>0,
Ar = pL = C + l

*
*=p + lL = <2

*

которое противоречит системе неравенств G.9).
Положим Uq =uq+i

=
...

=
ин

= р, если

р-1 я <7 q-i н

2 г, j + 2 и L + 2 г, я > 2 tikl + 2 tiLt

и Ui
= и2 =

. . .
=

uq-i
= q — в противном случае; остальные wL оставим

без изменения. Повторяя описанные выше рассуждения конечное число раз,

получаем соотношение G.7).
Например, матрица

10

6

12

7

9

8

12

6

15

14

21

23

удовлетворяет G.8) при a G [1/2, 2/3]. Для любой перестановки
требований имеет место равенство G.7), причем для перестановки A, 3, 2)
максимум в G.7) достигается при р

= 2, а для всех остальных перестановок
—

при р = 1.

Таким образом, условия, приведенные в п. 2) и 3), являются

достаточными для выполнения соотношения G.7) при всех перестановках я.

Следовательно, согласно п. 1) оптимальная перестановка тг* может быть

найдена при помощи алгоритма из п. 1.3. § 1 этой главы. Трудоемкость ее

построения не превосходит 0(пМ + n log и) операций.
7.3. Предположим, что при некотором б, 1 <Q <М — 1, матрица II tiL II

удовлетворяет условию

Q Q-l R R + 1

min{ 2 tiL- 2 tfL, 2 tiL - 2 tjL) > 0,
L = H+ 1 L = H L = Q + 1 L = 2 + 2

G.10)
я= i e-i (G*0; * = Q + i,...,m-i (<2*л/-1);

4/ел; /#/.

Условие G.10) так же, как и условие G.6), допускает интерпретацию
в терминах доминантных матриц. Пусть матрицы Т\ и Т2 те же, что и в

п. 7.2 б). Условие G.10) означает, во-первых, что матрица Тг либо
является Q-доминантной, либо состоит из одного столбца с номером Q = 1, а

во-вторых, что матрица Т2 либо является (Q + 1)-доминантной, либо

состоит из одного столбца с номеромМ
= Q + 1.
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Оказывается, что при некотором Q, KQ<М — 1,

п М

+ 2 tiktQ + l}+ 2 r,L G.11)

для всех перестановок п = (ii9 i2t . . .
, in) тогда и только тогда, когда

справедливо условие G.10).
Ограничимся доказательством достаточности этого утверждения. Будем

считать, что 2 <Q<M -2 (в случае Q = 1 или Q = М — 1 доказательство

аналогичное). Выберем произвольную перестановку 7Г и рассмотрим такую
последовательность U = (их, ы2, . .

., иМ-\) целых чисел, что 1 <иг <и2 <
<.. .<иМ-\ <п.

Из G.10) и п. 7.1 следует, что

И, U2 UQ Q-l UQ

А''*1 + ? f«k2 + ... + S rljte < 2 г, L + S r/fcC,
k = 1 Л =

и, fc = Mg_! L = l fc=l

"?+1 uQ+2 n

f
S ''**> e+1 +

f

2 Г*Аг, С+2 +
• • • +

f

S UkM <

я М

* =
iig L = Q + 2

П

Складывая эти неравенства, получаем
Q-i UQ n м

W тг) < 2 ttiL
+ Z rljte + Б rfefl+1 + 2 r, L.

i = l
* fc = 1 fc = mq L-Q+2

В силу произвольности последовательности U заключаем, что имеет

место соотношение G.11).
Оптимальная перестановка может быть построена следующим образом.

Найдем перестановку я', которой соответствует наименьшее общее время

обслуживания требований множества N системой поточного типа,

состоящей из двух приборов Q и Q + 1, в предположении, что процесс
обслуживания начинается в момент времени d = 0.

Если 6=1 (Q = М — Д), то, используя G.11), вычислим наименьшее

общее время обслуживания требований при условии, что требование /, / =

= 1, . . .
,
п обслуживается последним (соответственно первым), а

остальные требования обслуживаются в последовательности, задаваемой
перестановкой 7г'. В качестве искомой следует выбрать ту из рассмотренных п

перестановок, которой соответствует наименьшее значение ^maxC71")-
Трудоемкость построения я* не превосходит 0(пМ + п2) операций.

Если 2 < Q <М — 2, то рассмотрим п(п
— 1)/2 последовательностей,

в которых требование i обслуживается первым, требование / —

последним, а остальные требования — согласно перестановке я', / = 1, . . .
, л,

/ = 1, .
.., п, i Ф]. В качестве искомой выбирается перестановка с наимень-
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шим значением Ттвх(п). Трудоемкость ее построения не превосходит

0(пМ + л3) операций.
7.4. Пример. Рассмотрим задачу построения оптимального по

быстродействию расписания обслуживания четырех требований в системе

поточного типа из пяти приборов. Предполагается, что обслуживание
начинается в момент времени d = О, все приборы обслуживают требования в одной
и той же последовательности, а матрица II tiL II имеет вид

1 6 6

5 7 4

6 5 9

2 8 7

3 1

10 2

2 3

8 1

Нетрудно проверить, что эта матрица удовлетворяет условию G.10) при
6 = 3. Для нахождения перестановки я*, определяющей оптимальное

расписание, воспользуемся подходом, описанным в п. 7.3.

При помощи алгоритма из п. 1.3 § 1 этой главы отыщем перестановку
я', которой соответствует наименьшее общее время обслуживания четырех

требований в системе, состоящей из приборов 3 и 4. Имеем я' = B,4,1,3).
Результаты последующих вычислений приведены в табл. 7.1.

7Г

A, 4, 3, 2)
B, 4, 3, 1)

A,2,4,3)
C, 2, 4, 1)
A, 2, 3, 4)
D, 2, 3,1)

*тах00
1

58

49
48
58

56

50

1Г

B,4,1,3)
C,4,1,2)
B, 1, 3,4)
D, 1, 3, 2)
C,2,1,4)
D, 2, 1, 3)

Таблица 7.1

fmaxfr)

49
69
59
65
63
50

В качестве я* выбирается перестановка A, 2, 4, 3), fmaxOO = 48.

7.5. Рассмотрим задачу нахождения перестановки я*, которой
соответствует наименьшее значение суммарного взвешенного времени

п

2 wljtrf (я) обслуживания.

Покажем, что при некотором Q, 1 < Q < М,

п п Q-\ к м

2 wiktik(n)= 2 W| ( 2 *IL+ 2 г,й + 2 ttL) G.12)
* = 1

* *
* = 1

*
L = 1

*
/
= 1

'
L = e + 1

для всех перестановок я = (z'i, i2, . . .
, *я) гогдд и только тогда, когда

матрица II rlL II длительностей обслуживания является Q-доминантной.
Действительно, соотношение G.12) имеет место для всех перестановок я

тогда и только тогда, когда для всех я

_

Q-1 к М

L = 1
l /=17 L = 6 + l
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Как следует из п. 7.1, последнее утверждение эквивалентно тому, что

матрица II tiL II являетея Q-доминантной.
Оптимальная перестановка я* может быть построена следующим

образом. Найдем перестановку я', которой соответствует наименьшее значение

п к
_

2 W/ 2 tt.0. Для этого достаточно упорядочить требования по не-

к= 1 /=1
7

возрастанию значений W//ff ?, i Е Af.

Если Q = 1, то я* = тг'. Если Q > 1, то тг* содержится среди п

перестановок, в которых элемент /, / = 1, . . -., л, стоит на первом месте, а остальные

элементы упорядочены согласно перестановке я'. Используя G.12), для

каждой из них можно вычислить значение суммарного взвешенного

времени обслуживания и выбрать наилучшую перестановку тг*. Трудоемкость ее

построения не превосходит 0(пМ + п2) операций.
7.6. Пример. Рассмотрим задачу построения расписания

обслуживания четырех требований в системе поточного типа из пяти приборов, при
котором суммарное взвешенное время обслуживания 2 wftf (тг) ми-

/ е N

нимально. Предполагается, что обслуживание начинается в момент времени
d =0;. все приборы обслуживают требования в одной и той же

последовательности; Wj = w2 = 2, vv3 = 5, vv4 = 4, а матрица II tiL II имеет вид

II l 6 6 3 7 II
5 7 4 6 2

6 5 9 4 5 Г

II 2 8 7 3 5 I

Нетрудно проверить, что эта матрица является 3-доминантной.
Для нахождения перестановки я*, определяющей искомое оптимальное

расписание, воспользуемся подходом, описанным в п. 7.5.

Упорядочим требования по невозрастанию значений Wj/ff 3> * = 1, 2,3,4.
Получим перестановку я' = D, 3, 2, 1). Результаты последующих
вычислений приведены в табл. 7.2.

Таблица 7.2

я 2 W/f/GT) IT 2 W/f/GT)

D,3,2,1) 443 B,4,3,1) 473

C,4,2,1) 457 A,4,3,2) 430

В качестве я* выбирается перестановка A, 4, 3, 2).
7.7. Рассмотрим задачу построения перестановки я*, которой

соответствует наименьшее значение общего времени обслуживания tmax(n) при
условии, что задержки в обслуживании каждого требования запрещены.
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1) Как следует из соотношения C.2) § 3 этой главы, для любой

перестановки я = 0*i, г*2,..., !„)

л-1 Q Q-i п

WW= 2 max { 2 tikL
- 2 tijc+lL}+ 2 rlf|L

=

fc = l \<Q<M L = 1 L=l * = 1

= 2 max {max{ 2 tikL - 2 tIjfe+lL,0}} +

к = 1 2<<2<Af L =2 L = 1

/I- 1 Af

+ 2 r/jtl + 2 tinL. G.13)
A: = 1 L = 1

Пусть tk(n) означает момент завершения обслуживания (возможно,
с задержками) двух требований ik и ik + \ в рассматриваемой системе при
условии, что каждый прибор сначала обслуживает требование ik, а затем

требование ik + i, и обслуживание требования ik прибором 1 начинается

в момент времени d = 0, к = 1,..., п — 1.

Очевидно,

Q м

tk(n)= max { 2 tikL + 2 tik+lL), fc=l,...,w-l.
ке<м l = i l =g

Преобразуя последнее соотношение, имеем

б 2-1

г*(тг) = max {max { 2 f/fcL - 2 '/*+1l,0}> +

2<Q<M L =2 L = 1

+ r/fcl + 2 f, L, k = l я-1. G.14)
L = 1

Соотношение G.13) можно переписать в виде

_

л-i п-\ м

'».х(*) = 2 **(»)- 2 2 rlfcL. G.15)
к = 1 fc =2 L = 1

2) Покажем, что яри некотором Q, 1 <Q<M,

_

Q-\ n M

'max00 = 2 rliL + 2 tikQ + 2 fIfjL G.16)
L = 1 * = 1 L = G + 1

для всех перестановок я гогдд к только тогда, когда матрица \\ tti \\
длительностей обслуживания является Q-доминантной.

Вначале докажем необходимость. Пусть при некотором Q, 1 < Q < М,
соотношение G.16) справедливо для всех я. Используя метод

математической индукции, покажем, что для всех к, 1 < к < п — 1, и всех я

Q м

'*« = 2 r/fcL + 2 tik+lL. G.17)
L = 1 L =Q
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Пусть гк (тг) означает сумму элементов строки /* матрицы || tiL ||, вхо-
Q

дящих в G.15). Из G.15) следует, что тх (тт) = 2 ttkL и, следовательно,

t (it) удовлетворяет G.17) при к = 1.

Пусть G.17) справедливо для всех к, к = 1, ..., р— 1, 1 < р < я - 1.

Покажем, что это соотношение справедливо и при к =р.

Предположим, что

и м

'р« = 2 tipL + 2 rlp+lL,

Тогда

ipL
т ^

f/p+1L.

ним

гр(тг) = 2 г, г + 2 tt г - 2 г,¦ L.

L = 1 L = 6 L = 1K

С другой стороны, в силу G.16) тр(п) = tt q. Следовательно, Н = Q и

G.17) выполняется для всех Л = 1, ..., л
— 1.

Последнее утверждение в свою очередь означает, что матрица || tiL \\
является б-доминантной (см. п. 7.1).

Для доказательства достаточности заметим, что из п. 7.1 следует, что

для всех 7Г имеет место соотношение G.17). Подставляя его в G.15),
получаем требуемое соотношение G.16).

Оптимальная перестановка эт* может быть построена за О (пМ) операций
так же, как и в п. 7.1.

7.8. Заменим исходную систему, состоящую изМ приборов, двухстадий-
ной системой поточного типа, состоящей из приборов А и В. Каждое

требование i E N обслуживается прибором А в течение at единиц времени,
затем (без^задержки) прибором В в течение bt единиц времени, где

М-1 М

"i
= 2 tiLt bt = 2 tiLf i eN.
L=l L=2

Пусть fmax(ir) означает общее время обслуживания требований
множества N в построенной системе. Как следует из п. 3.5 § 3 этой главы,

л-1 М М-1

*max00 = s max{ 2 tikL
- 2 tik+lL90} +

к = 1 L = 2 Z, = 1

M n Mi-1

+ 2 tinL + 2 2 tikL.
Z, =2 k=l L=l

Если для любой перестановки я в исходной системе

_

л-1 М М-1

'тахОО =2 max { 2 tifcL - 2 tik+lLt 0} +

к = 1 L =2 L = 1

л-1 М

+ 2 f/fcl + 2 tinL, G.18)
fc = 1 L = 1
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то оптимальные по быстродействию расписания в исходной и вновь

построенной задачах определяются одной и той же перестановкой я*.

В этом пункте приводятся достаточные условия выполнимости G.18)
для всех я.

1) Пусть для любых двух требований i и /, i. G N, j G N, i. Ф] ,

найдется такое Q = Q(i,f ), 1 <Q <М - 1, что

н я+1 м м-1

min{ 2 tiL - 2 tfL, 2 tiL - 2 tfL) > 0,
L = 1 Z, =2 ? =Л + 1 L = R

H H+l M M-\

min { 2 fyx, - 2 tiL, 2 fyx,
- 2 tiL) > 0, G.19c)

L = l Z, =2 I, =Л + 1 L = Л

Я=1,...,б-1 (Q^l),/?=Q+1,...,^-1 (Q*M-1).
Покажем, что в этом случае для всех п выполняется соотношение G.18).
Заметим, что если G.19) вьшолняется при одном и том же Q для всех

пар требований, получаем условие G.6).
Из результатов п. 7.2, 2) следует, что для всех я и к имеет место

соотношение

м м

tk(n) = max{r/fcl+ 2 tifc+lL, 2 tikL + */Л+1м>,
L = 1 Z, = 1

которое можно переписать в виде

М М-1 М

г*(тг) = тах{ 2 ttkL - 2 tik+lL,0) + f/fcl + 2 //fc+lL.
Z, =2 L = 1 L = 1

Подставляя это соотношение в G.15), получаем

л-1 М М-1

*max00 =2 max { 2 flfcL - 2 f/fc+lZ,,0> +

fc = l L =2 L = 1

„_ i n M n—lM

+ 2 r, i + 2 2 г/дХ
- 2 2 r/A:L

=

fc = 1
*

fc =2 Z, = 1 fc =2 Z, = 1

л-l M Af-1 л-1 М

= 2 max { 2 rlfcL - 2 ^+lL,0> + 2 r/fcl + 2 t%nL.
* = 1 L=2 Z, = 1 к = 1 Z, = 1

3) Пусть для любой пары*требований i и /, /. G TV, /. G N, i. Ф] ,

найдется такое а = a(i, / ) G [0,1 ], что

a( 2 r/L - 2 f/L) + (l-a)( 2 r/L -

Z, = 1 Z, =2 L = Q + 1

M-l

- 2 r/L) > 0, Q = 2 Jl#- 1. G.20)
L = 2
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Покажем, что в этом случае для всех п выполняется соотношение G.18).
Пусть i и / — произвольная пара требований, для которых при

некотором а€ [0,1] справедливо G.20).

Тогда для всех Q92<Q<M —1, выполняется неравенство

q 2-1 м м-х

2 tiL - 2 tjL <(l-a)( 2 tiL - 2 tIL).
L = 2 L = 1 L =2 L=l

M Af-1

Если при этом 2 f/x, > 2 Гд,, то

L =2 L = 1

? б~1 Af Af-1

max {max {2 tiL - 2 f/z,,0}} = 2 f/L - 2 tfL.
2<Q<M L=2 L = l L=2 L = l

В противном случае

Q U-i
max {msyt {2 f/L - 2 f/X,0}> = 0 =

2<B<M Z, =2 Z, = 1

Af M-l

= max {2 tiL - 2 f/z,,0) .

Z, =2 Z, = 1

Следовательно, для любой перестановки я = (/j, i2,..., /л) имеют место

соотношения

Q e-i

max {max { 2 tifcL - 2 */Л+1?,0)} =

2 < 0 <M L=2 Z, = 1

M M-l

= max { 2 r/fcL - 2 tik+lL,0), fc = 1, ...,
л - 1.

Z, =2 Z, = 1

Сравнивая эти соотношения с G.13), убеждаемся, что для всех я

справедливо G.18).
Таким образом, если матрица || tiL || длительностей обслуживания

удовлетворяет условиям G.19) или G.20) для всех пар требований / и /,

I, / ? N, i Ф j, то оптимальная перестановка я* может быть построена при
помощи алгоритма из п. 3.5 § 3 этой главы. Трудоемкость ее построения
не превосходит 0(пМ + n log п) операций.

7.9. В заключение этого параграфа рассмотрим задачу построения
перестановки я*, которой соответствует наименьшее значение суммарного

л
__

взвешенного времени 2 wiktik(n) обслуживания требований. Предпола-
к= 1

гаётся, что каждое требование обслуживается без задержек.

Покажем, что при некотором Q, 1 <Q <Л/, соотношение

п
_

п Q-l k M

2 "V/*00= 2 wt ( 2 r/iL+2 *,й+ 2 r,fcL) G.21)
k = l k = l Z, = 1 /=l L = 6 + l
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имеет место для всех перестановок it = (i'x, i2,..., /я) гогдд и только тогда,
когда матрица \\ tiL || является Q-доминантной.

Соотношение G.21), очевидно, имеет место для всех перестановок я

тогда и только тогда, когда для всех п

Q—\ k M

7*(я)= 2 r/lL+S tijQ+ 2 r/fcL, t=i д

Как следует из п. 7.7, последнее утверждение эквивалентно тому, что

матрица || tiL || является Q-доминантной.
Оптимальная перестановка может быть построена за 0{п log n)

операций при Q = 1 и 0(пМ + л2) операций при б > 1 таким же образом, как

и в п. 7.5.

§ 8. Приближенные алгоритмы

В этом параграфе описываются некоторые эффективные приближенные

алгоритмы решения задач теории расписаний для систем поточного типа,

гарантирующие построение расписания, имеющего ограниченную
абсолютную или относительную погрешность.

8.1. Пусть дана некоторая задача теории расписаний,заключающаяся в
минимизации целевого функционала F(s), и s* — оптимальное расписание.

Предположим, что имеется алгоритм Ф, который по любому набору
входных данных задачи отыскивает некоторое допустимое расписание s°.

Качество расписания s° будем оценивать величиной абсолютной \ F(s°)-F(s*)\
или относительной A = \F(s°) -F(s*)\/\F(s*)\ погрешности. Будем

говорить, что алгоритм Ф имеет априорную оценку точности, если для любого

набора входных данных задачи известна (может быть вычислена за

полиномиальное число операций) такая величина К, что либо | F(s0) —F(s*)\ <K,
либо А < К. Ниже рассматриваются именно такие алгоритмы.

В п. 8.2 доказано утверждение, на основании которого построен
алгоритм приближенного решения задачи минимизации общего времени
обслуживания требований в системе поточного типа. Алгоритм отыскивает

расписание, имеющее ограниченную абсолютную погрешность. В

последующих пунктах описьшаются алгоритмы приближенного решения различных
задач теории расписаний для систем поточного типа, которые отыскивают

расписания, имеющие ограниченную относительную погрешность А.

8.2. В систему поточного типа, состоящую из М > 2 приборов, в момент

времени d = О поступает множество 7V = {1, 2, ..., п) требований.
Длительности tiL обслуживания каждого требования каждым прибором L,
L = 1, ..., М, предполагаются заданными. Обозначим max{f/?, | i E N,

L = 1,...,Л/} через/* и max { 2 tiL\L = 1,...,Л/ }- через t*{N).
f e n

В этом пункте будем предполагать, что 2 tiL = t*(N) для всех L,
*е N

L = 1, ..., М. В противном случае исходные длительности обслуживания
можно было бы соответствующим образом "удлинить", Не увеличивая при

этом значение t*. Если s — произвольное расписание для задачи с

измененными длительностями, то в качестве расписания для задачи с исход-
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ными дпительностйми может быть выбрано расписание s, при котором

'Д(*) = '/°ьО), ieN,L = l9...,M.
Ниже показано, что не более чем за 0(п2М3) операций может быть

построено такое расписание s°, что tmiix(s0)-7max(s*)<M(M- l)f*.
1) Докажем следующее вспомогательное утверждение.

Пусть дано множество К, состоящее из г векторов v с тп

действительными компонентами. Предполагается, что || и \\ < 1 для всех v Е V и

2 v = 0. В качестве нормы II v || вектора v может быть выбрана любая

норма, например максимум из модулей его компонент.

Покажем, что можно так пронумеровать векторы v из V, что V =

/

= { vl, v2, ..., иг} и max || 2 и* || < /я, причем трудоемкость такой
KKr k = l

нумерации не превосходит 0(r2m3) операций.
Если г < /и, то указанное утверждение тривиально. В дальнейшем

предполагается, что г >гп.

Найдем такие множества Vf С V и такие числа ХДи), у Е Vf, j =

= m, ..., г, что Fm С Vm+i С ... С Fr = V, \ Vf | =/ и справедливы
соотношения

0 < ХДи) < 1, v E Vh f =
m, ..., г,

2 ХДи) = f-m, j =
m, ..., г,

2 ХДи) = 0, / = hi r.

Положим Fr = V и Xr (u) = (r — m)/r для всех v E Fr .

Пусть найдены множества Fr, Fr _x,..., F/ +1 и соответствующие числа

Xr(v), Xr_i(u), ..., X/+1(y), где / > m. Опишем способ нахождения

множества Vf и чисел Х7- (и), и Е К,-.
Рассмотрим систему линейных соотношений с переменными /х (и ):

0<д(у)<1, wGF/+1; (8.1)

2 ф) = j-m;
uei7+i (8.2)

2 /ф) у = 0. (8.3)

Многогранник, описьюаемый системой соотношений (8.1) — (8.3),
непуст, поскольку, например,

/v j - m
№ = —

Х/+1(и), v E F/+1, (8.4)
j-m + 1

является решением системы (8.1) — (8.3).
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Для любой вершины указанного многогранника по крайней мере / +1

соотношение из (8.1) —(8.3) должно выполняться как точное равенство.

Поскольку число равенств (8.2), (8.3) равно т + 1, то каждая вершина

многогранника среди своих / + 1 координат имеет по крайней мере / — т

координат д(у ) Е {О,1} . Если предположить, что у некоторой вершины
все координаты строго положительны, то среди этих координат имеется

не менее / — т единиц, что противоречит соотношению (8.2). Таким

образом, среди точек многогранника, описываемого соотношениями

(8.1) — (8.3), имеется точка (например, любая из его вершин), у которой
по крайней мере одна из координат равна нулю.

Пусть /u°(y), у Е Vj + i9
—

координаты такой точки, у0 Е К/+1 и

ц°(р°) =0. Положим Vj =F/+1 \{u°>, ХДу) =/z°(u), v E Vf.
Этот процесс продолжается до тех пор, пока не будут найдены

множество Vm и числа Хт(у ), и Е Vm. Сопоставим вектору Vj \ Vj-i номер /,

т.е. положим v1 = Vj Wj-i, j =т + 1,..., г. Остальные векторы

пронумеруем числами 1,2,..., т в произвольном порядке.
Покажем, что полученная нумерация векторов у множества V является

искомой.

При 1 < / < т, очевидно,

/ /

|| 2 у* || < 2 || у* || < / < т.,
к = 1 к = 1

Если / > т, то

/ /

И 2 у* || = у 2 „* _
2 Х,(»)и||

=

к = 1 к = 1 uGK/

= || 2 у - 2 Х,(у)у || <
и G К/ v е К/

< 2 A -X/(u))||i/|| < / - (/-т) = т.

Нетрудно видеть, что наиболее трудоемким этапом описанного метода

нумерации векторов у множества V является получение на каждой итерации

/, /аг- 1, г - 2,..., /и, решения м°(у), и Е FJ+1, системы(8.1) - (8.3)
такого, что для некоторого.и0 Е VJ+1 значение м°(у°) = 0. Опишем один из

возможных подходов к нахождению д°(у), у E Vj+i.
Если среди значений д(у), у Е VJ+i9 вычисляемых по формуле (8.4),

содержится хотя бы один нуль, то можно положить м°(у) = Д(у), v Е ^+1.
Если все д(у) > 0, у E ^+1, то в силу (8.2) из множества Vj+i можно

выделить т + 2 вектора у таких, что 0 < fx(v) < 1. Обозначим множество выде- .

ленных векторов через W и найдем нетривиальное решение р(у), у Е W,
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следующей однородной системы из т + 1 линейных уравнений с т + 2

неизвестными р(и ), у €W:

2 p(v) = О,

2 p(v)u = 0.

Решение p(y), у E W, может быть получено за 0(т3) операций. Найдем
максимальное значение т° параметра т, при котором выполняются

неравенства 0<?(и) + .тр(и)<1, у€Ж

Положим р(у) = 0, и ? К/+1 \ Н>, и /1(у) = ? (у) + T°p(v), v GFy+1.
Нетрудно убедиться, что /Г(у), у Е К/+1 является решением системы

(8.1) - (8.3) и среди д (у ), и Е К/ +1, дробных величин меньше, чем

среда Д(у), у Е К/+1.
Если среди М (и ), у Е К,- +1, содержится хотя бы один нуль, то можно

положить д°(у) = м (у), у Е К/+1. В противном случае Д(у) можно

выбрать в качестве м(у) и повторить описанный процесс. В

результате не более чем через / — m шагов будет получено искомое решение

д»,и€ VM.
Тем самым, общее число операций на всех г — m итерациях процесса

нумерации векторов у множества V не превосходит О (г2 /и3).
Отметим, что в случае, когда || у || < С, у. Е V, при найденной нумерации

векторов у множества V имеет место соотношение

max || 2 у* || < Ст.
1 < /< г к = 1

2) Описанный выше процесс нумерации векторов может быть

использован для приближенного решения задачи построения оптимального по

быстродействию расписания обслуживания требований множества N =

= {1,2, ..., л) в системе поточного типа изМ приборов.
Введем в рассмотрение множество V, состоящее из п векторов у вида

Си - tn* U2 - из. • • •
> U,m-i - tiM)- Так как 2 tiL =t*(N), L = 1, . . .

/елг

..., М, то 2 у = 0, и если в качестве нормы II у II вектора у выбрать
и€ V

максимум и^ модулей его компонент, то II у II < t*, у Е К.

Нумеруя векторы у множества F в соответствии с алгоритмом, описан-

нымв п. 1), получаем К = {у1, у2,..., уЛ) . Перенумеруем, если это

необходимо, требования множества N таким образом, чтобы у1 = (?ц - ti2,
Цг ~ U3> •

•» U.m-^i
- UhdJ^N.

Из утверждения, доказанного в п. а), следует, что

к к

-(М-\)Г< X tiL- 2 t,,L+l<
/=i 1=1

<(M-l)t\ *=1 n, L=l,...,M-l.
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Расписание s° построим следующим образом. Все приборы обслуживают

требования в одной и той же последовательности A, 2, . . .
, л), причем

f1L=(L-l)Mt\ttL=t?_ltL+ti-l9L9i = 2,...9n,L=l9...9M.
Покажем, что при этом ни одно требование не обслуживается двумя

и более приборами одновременно,т.е. tkL <t% l+ i,fc = *» • .
¦, w, Z, = 1,...

...,М-\.
Действительно,

к— 1 к

t°kL* х- TkL = (LMt* + 2 t,, L+,)-((/.
- 1) МГ + 2 tiL) =

1=1 1=1

= Л/Г*+ ?\titL+1-tiL)-tkL>Mt* -(M-l)r*-f*=0.
1 = 1

Очевидно, 7max(s*)>t*(N). С другой ^тороны, 7max(s°) = t°1M + t*(N) =

= M(M- l)f* +Г*(^).Следовательно,ГтахE°)-ГтахE*)<Л/(Л/-1)г*.

Трудоемкость алгоритма построения расписания 5° определяется
трудоемкостью нумерации векторов множества V и не превосходит 0(п2М3)
операций.

Отметим, что при расписании s° все приборы обслуживают требования
в одной и той же последовательности. Расписание s° может быть выбрано
в качестве приближенного решения и в том случае, когда разные приборы
могут обслуживать требования в различных последовательностях, а также

в том случае, когда допускаются прерывания. Оценка абсолютной

погрешности при этом не изменится.

8.3. В систему поточного типа, состоящую из М> 2 приборов, в момент

времени d
= О поступает множество N-{ 1,2,... ,ri) требований. Заданы

длительности tiL>0 обслуживания каждого требования iGN каждым

прибором L, 1 <Z, <M. Введем в рассмотрение класс S расписаний таких,

что для всех sESbo временном интервале @, *тахE)] в любой момент

времени функционирует по крайней мере один прибор. Установим
некоторые свойства расписаний из класса S.

__
1) Рассмотрим задачу минимизации общего времени обслуживания

fmax(s). Пусть s* — оптимальное расписание. Очевидно, s* ES. Покажем,

что^ для любого расписания s E S имеет место неравенство А = (fmax(s) —

-tm*x(s*))/tmax(s*)<M-l.

{п
J 1 п М

2 tiL\L = l,..., м\> — 2 2 tiL.
1=1 п >MMi=lL = l

С другой стороны, очевидно, tmax(s) ^2 2 tiL. Отсюда
_ _

/ = 1 L = 1

'max(*)/rmax(s°) < М, Т.е. Д < М- 1.

Покажем, что полученная оценка достижима.

Положим п = Л/, tiL = W, / = 1,..., М, i - L\tiL =€,-,/= 1,.. ., М, Z, =
= 1,... 9М,гФЬ. Здесь W>e1,€i>ei+i >0, / = 1 ,... ,М- 1. При
оптимальном расписании 5*каэвдый прибор обслуживает требования в

последовала

тельности (л, п - 1,..., 2, 1) Hfmax(s*)= 2 б, + W + (M— 1)€г. В качестве
/ = 2

расписания s выберем расписание, при котором каждый прибор обслуживает
требования в последовательности A, 2,..., л), т.е. в порядке невозрастания
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м
__

м-1

значений 2 tiL. Имеем tmax(s)=MW+ ? е,. Устремляя еь i = 1, ...

L = l f= 1

... ,Af,к нулю, получаем А -> Л/— 1.

2) Рассмотрим задачу минимизации суммарного времени обслуживания
л

2 rf-(s). Пусть s* — оптимальное расписание. Очевидно, s* €?. Покажем,
1=1 Л

_

что для любого расписания имеет место неравенство А = ( 2 f,(s) —

- SF#(s#))/ Z ?#(*•)<« -1.

Действительно, 2 tt(s*)> 2 2 rjL. С другой стороны, при распи-
/=1 /=1L=1

__

п М п
__

сании s € 5 значения tt(s)< 2 2 f/x,,/ = 1,..., л, т.е. 2 r,(s) <
f=lL = l i=l

п М л
_

л

<л 2 2 rlL. Отсюда 2 tt(s)l 2 ti(s*)<n, т.е. Д<л - 1.
/=1Z, = 1 i=l /=1

Покажем, что полученная оценка достижима.

ПоложимМ= 2, Га =е,/ = 1,... ,л;Г12 = W, f/2 =5,/= 2, . . .
,
л. Здесь

0<5<е<иул2. При оптимальном расписании s* оба прибора

обслуживают требования в последовательности B, 3, ...
, л, 1). При этом

2 г;(^) = (€ + 5) + Bе + б) + ...
+ ((«-1)е+5) + (ле + И/)=л(л + 1)€/2 +

/=1

+ (л — 1) 8 + W. В качестве расписания 5 выберем расписание, при котором
оба прибора обслуживают требования в последовательности A, 2, . . . ,л).
Отметим, что это расписание будет оптимальным по быстродействию и

может быть получено при помощи алгоритма из п. 1.3 § 1 этой главы.

Имеем Т&) =. W + e + (z- 1N, т.е. 2 7,(s) = л (W + е) + (л - 1)л6/2.

Устремляя е и б к нулю, получаем А -> л — 1.

8.4. Опишем алгоритмы построения такого расписания 5° G5, при

котором А
= (fmax(s°) - tmax(s*))ltmSLX(sm) < w - 1, где m = W21, и запись

Гя 1 означает наименьшее целое число, не меньшее а.

1) Пусть процесс обслуживания каждого требования /?ЛГ каждым

прибором L, 1 </, <Л/, протекает без прерываний и последовательности,

в которых приборы обслуживают требования, могут быть различными для

разных приборов.
Если число приборов М нечетно, то множество приборов дополним

фиктивным приборомМ + 1, положив tit м +1
= 0, iGN. Разобьем

множество приборов на m пар вида BL — 1, 2L), L = 1,..., т. Каждую пару

приборов указанного вида будем интерпретировать как двухстадииную систему
поточного типа, в которую в момент времени d = О поступает множество

требований 7V={1,2,..., л }.
Согласно алгоритму из п. 1.3 § 1 этой главы найдем последовательность

я/,, которой соответствует оптимальное по быстродействию расписание
обслуживания требований множества N в системе поточного типа,

состоящей из приборов 2L — 1 и 2L, L = 1,... ,/л, с общим временем
обслуживания, равным Дет^,). Искомое расписание s° определим как расписание
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из класса S, при котором приборы 2L — 1 и 2L обслуживают требования
в последовательности nL, L = 1,... 3 т.. Трудоемкость построения s° не

превосходит 0(nM log /2) операций.
Оценим величину относительной погрешности А построенного

расписания s°. Очевидно, 7max(s*) > max{/GrL) | L = 1, ..., /я}. С другой сто-

т

роны,ГтахE°) < 2 /(ttl) < /72 max{/GrL) I L = 1, . .
., m}. Тогда

L» — 1

W(s0)/fmax(O<>H> T-e- Д<Ю-1-

Покажем, что полученная оценка достижима. Положим Л/ = 3, tn = 5,

Г/2 = W,ti3=0J=l9...9n-l;tnl=tn2=e9tn3={n-l)W.3mcbW>e>
> 8 > 0. При оптимальном расписании s* приборы 1 и 2 обслуживают

требования в одной и той же последовательности (п, 1, 2, .. .
,
п — 1), а

прибор 3 обслуживает требование п, причем t%3(s*) = 2e. Следовательно,

7тахE*) = 2е + (л — 1) W. Для построения расписания s° дополним

множество приборов прибором 4, положив Г/4 =0,/= 1, . . .
,
л. Убеждаемся,

что при расписании 5° приборы 1 и 2 обслуживают требования в

последовательности A, 2, . . .
, л), которую можно найти, используя алгоритм

из п. 1.3. § 1 этой главы. С другой стороны, прибор 3 обслуживает
требование /2, причем t%3(s°) = е + 5 +(f2 - 1) И>. Отсюда 7max(s°) = e + 5 +2(и - l)W.

Устремляя е и 5 к нулю, имеем fmax(s°)/7max0*) -> 2 =ГЗ/21, т.е.

А -+ 1.

Отметим, что расписание s° может быть выбрано в качестве

приближенного решения рассматриваемой задачи и в том случае, когда допускаются
прерывания процесса обслуживания. Оценка относительной погрешности

при этом не увеличится.

2) Пусть процесс обслуживания каждого требования iGN каждым

прибором L, 1 <L<M, протекает без прерываний, но в отличие от п. а)
все приборы должны обслуживать требования в одной и той же

последовательности.

Заменим исходную систему двухстадийной системой поточного типа,

состоящей из двух приборов А и В. Каждое требование i множества Af

m

обслуживается сначала прибором А в течение я/
= 2 tiL единиц времени,

М L=l

затем прибором В в течение Ь{ = 2 tiL единиц времени. Используя
L =

m + 1

алгоритм из п. 1.3 § 1 этой главы, отыщем последовательность 7г°, которой
соответствует оптимальное (по быстродействию) расписание обслуживания
требований множества N в построенной двухстадийной системе при

условии, что обслуживание требований начинается в момент времени d - 0.
Искомое расписание s° определим как расписание из класса S, при
котором приборы 1,2,...,..., Мисходной системы обслуживают требования
в одной и той же последовательности тг°. Трудоемкость построения 5°,
очевидно, не превосходит О (пМ + п log п) операций.

Оценим величину относительной погрешности Д построенного
расписания. Общее время обслуживания при расписании s° и при оптимальном

расписании s* (которое определяется последовательностью п*) обозначим

соответственно через Гтах(тг°) и Гтах(я*).
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Пусть Q и Я, 1 <2<т<ЖМ, - такие приборы, что 2 ttQ
=

[ \ (
iGN

= тах< 2 tiL IL = 1,..., т\ и 2 fl7/ = тах^ 2 rfL | Z, = т + 1, . . .

. Через /qh^0) обозначим общее время обслуживания требований

множества Nb системе поточного типа, состоящей из двух приборов Q и Я,
в предположении, что, во-первых, длительности обслуживания требований
приборами Q и Яравны соответственно исходным длительностям f,*g и tiH,
iGN, во-вторых, обслуживание начинается в момент времени d = 0 и, в

третьих, оба прибора Q и Я обслуживают требования в одной и той же

последовательности я0.

Очевидно, 7тах(я *) >/е#(я0) - С другой стороны, 7тах(я°) <mfQHi7t°).
Отсюда Гтах(я°)/гтах(я*) </я,т.е. Д</и-1.

Покажем, что полученная оценка достижима. Рассмотрим Л/ требований
I, положив ttL = e,/^Z,, и Г,х = И/, / = Z, / f 1,... ,Л/, Z, = 1,... ,Л/. Пусть
Nf — множество требований, состоящее из к > 1 экземпляров требования i

м

указанного вида, i = 1,..., Л/. Положим N= U Nt. Нетрудно убедиться,
i = i

_

что я
* = (ttNm, я^_!,..., яЛГх), и следовательно, Гтах (я*) = kW +

+ (M-l)(A: + l)e. С другой стороны, 7г0 = (тгЛГт + 1,7гЛГт + 2,
. . .

, я^,

я,лг1, я"лга» — • ^т) и, следовательно, 7тах(я°) = /иШ + (М - 1 + fow) е.

Устремляя € к нулю, имеем Г^ахGг°)/7тахGг*)-*/я, т.е. Д->т— 1.

Аналогичный подход может быть использован для приближенного
решения задачи построения оптимального по быстродействию расписания
без задержек в процессе обслуживания каждого требования. В этом случае
в качестве расписания s° выбирается расписание из класса 5, при котором
все приборы обслуживают требования в одной и той же последовательности

я0. Эта последовательность отыскивается по алгоритму из п. 3.5 § 3 этой

главы. Трудоемкость построения и в этом случае не превосходит 0(пМ +

+ п log и) операций, а относительная погрешность Л <т
— 1.

8.5. Рассмотрим задачу минимизации суммарного времени
обслуживания требований. Опишем алгоритм построения расписания s° Е S, при

котором Д
= ( 2^°)- 2 ?;.E*))/2 7&*)<М-1.

/=1 i=i i=i

Пусть я0 —

перестановка требований, упорядоченных по неубыванию
м

значений 2 tiL. Расписание 5° определим как расписание из класса S,
L = l

при котором все приборы обслуживают требования в одной и той же

последовательности я0.

Оценим величину относительной погрешности А построенного расписа-
м м

ния. Не нарушая общности, будем предполагать, что 2 tXL < 2 t2L ^
L=l L=l

М i М

<...< 2 глЬ,т.е.я°= A,2,...,л).ТогдаГ.(*°) < 2 2 tkL, / =
Ь= 1 '

fc = lL = l
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п
_

п i M

= 1 ... ,л, и следовательно, 2 f,(s°)< 2 2 2 t^L- Пусть я* =

'

i=l /=lfc=lL=l

= 0"i /2»• • •
э 'я) ~ перестановка, определяющая оптимальное расписание 5*.

/ м / м

ТогдаF,,(s*)>( 2 2 tilcL)lM>{ 2 2 ^L)/M. Таким образом,
V *=il=i

*
* = iz, = i

л л/Af л
_

п
_

2 ЛE*)>( 2 2 2 tkL)/M. Следовательно, 2 r,(s°)/ 2 4@ < Л/
,= 1 /=lfc=l L= 1 /=1 /= 1

и А <М-1.

Покажем, что полученная оценка достижима. Положим Л/=2,7У=
= {1,2,...,2л};Гп =Й/, f/2 =6,1 = 1,...,.и; fn = б, Г/2

= W, i = л + 1,. . .

. . .
,
2л. Здесь 0 < 5 < е < W/n2. Очевидно, п° = A,2,..., 2л). Тогда при

расписании s° имеем

7^°) =/И/+ 5, /=1,...,л,

7i(s°) = iW + e, / = /i + l,...,2л,

поэтому 2 tt(s0)= 2 /Й' + лб+ле.
/ = 1 ,• = 1

Нетрудно проверить, что в качестве s* можно выбрать расписание, при
котором оба прибора обслуживают требования, например, в

последовательности я* = (л + 1,1,л + 2,2,..., 2л, л). При этом

U(s
*

) = iW + б + ie, / = 1,..., л,

7i(s*) = A - л) W + (/ - л) е, i =л + 1,..., 2л.

Поэтому 2 7К**) = 2 2 iW + 2 2/е + лб.
/=1 / = 1 / = 1

Устремляя е и б к нулю, имеем 2 7/(s°) / 2 Tf(s*) ->

^2лBл + 1)И//2л(л + 1) И/,т.е. А->1при л->«>.

§ 9. Библиографическая справка

Системы поточного типа принадлежат к числу наиболее известных

многостадийных систем, изучаемых в рамках теории расписаний.
Далее предполагается (если не оговорено противное), что требования

поступают в очередь на обслуживание в момент времени d
= О, длительности

обслуживания tiL > О и t* = max {tiL \ i E.N,L = 1,... ,М}. Все требования
обслуживаются без прерьюаний и все приборы обслуживают требования
в одной и той же последовательности.

9.1. Задача минимизации общего времени облуживания известна в

литературе как (л X М)-задача Беллмана — Джонсона. Свойства расписаний
для этой задачи (см. п. 1.2) приведены в [147]. В.Ф. Золотухин [ПО]
предложил подход, позволяющий исключить из рассмотрения заведомо
не оптимальные расписания из числа тех, при которых не все приборы
обслуживают требования в одной и той же последовательности.
Большинство авторов рассматривают ситуацию, описанную в п. 1.2,5). В этом случае
задача состоит в нахождении перестановки, доставляющей минимум функ-
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ционалу A.1), который впервые, по-видимому, встречается в явном виде

в работе Г. Яшке [609]. Задача максимизации функционала A.1) на

множестве всех перестановок требований рассматривалась Н.А. Лепешинс-
ким [188] и В. Шварцем [806]. Разнообразные свойства перестановок,
которым соответствует оптимальное (по быстродействию) расписание,
•установлены О.И. Мельниковым [200].

Алгоритм решения задачи при М
= 2 (см. п. 1.3) предложен С.

Джонсоном [612] и Р. Беллманом [25, 464, 465]. Этот алгоритм можно
использовать и в том случае, когда задано число Д > 0 такое, что Г?2 > А,

i Е N, [149]. Н.А. Лепешинский [187] исследовал вопрос о том, в каких

пределах можно изменять значения длительностей обслуживания, чтобы

перестановка, генерируемая алгоритмом из п. 1.3, оставалась неизменной.

Условия, при которых любая перестановка является оптимальной,
установлены О.И. Мельниковым [204]. Методы нахождения всех оптимальных

перестановок предложены в [118,201,722,806].
Обобщение задачи минимизации tmtLX(s) приЛ/ = 2, описанное в п. 1.4,

рассмотрено С.А. Баркан [20]. Известны и другие обобщения этой задачи.

Пусть заданы длительности 6iL > 0, riL > 0 пуско-наладочных и

переналадочных работ, выполняемых для прибора L перед обслуживанием и после

обслуживания требования i GN этим прибором,L = 1, 2. Предполагаются
также заданными величины f/ > 0, т?/ > 0, ?/> 0 такие, что при любом

расписании значения tf2 - t*x > ?/, ti2 - tn >гц, tf2 - tn > J,-, i GN. Задачи

построения оптимальных расписаний рассматривались в [48, 178, 179]
(учитывались только значения ?,), в [690] (?,- = г\{), в [671,795,796,799]
(Г,), в [613, 630, 691] &, r?f), в [838] (8fl, 8/2.), в [703] &, qh тп),
в [675] (*,,ц,,*,),в [619] (8rt>8n,fc = i|,),B [789,790] (8,lf 8n,T,lfrn),
в [445] (8^,8,2,тп,тп, Г,),в [178-180] (Ьп,ЬПутп>тпЛиПд.

Как правило, для каждой из указанных задач перестановка,
определяющая оптимальное расписание, может быть построена за О(л logл)
операций. Как показал B.C. Танаев [336], многие из этих задач сводятся к за-

и

даче минимизации функционала max {2 щ + ft | и = 1,..., п) на мно-

* = i
* и

жестве всех перестановок вида я = (it, i2, ..., /я). Если не все приборы
обслуживают требования в одной и той же последовательности, то эти

задачи могут оказаться МР-трудными [180]. Обобщения указанных ситуаций
на случайМ> 2 обсуждаются в [705,790,809].

Некоторые другие задачи построения расписаний для системы поточного

типа при М
- 2 рассматривались в [441, 495]. Случай, когда на каждой из

двух стадий имеются параллельные приборы, исследуется в [56,363,689].
9.2. Если М = 2, на множестве N требований задано отношение строгого

порядка -* и запись i -> / означает, что при любом допустимом расписании

ti2 < tjt, i, / €N9 то задача минимизации tmBX(n) является ЛГР-трудной,
даже если отношением -> связаны ровно два требования [657].

Пусть М = 2, на множестве N требований задано отношение строгого

порядка ->¦, запись / -> / означает, что при любом допустимом расписании

tiL < t?L, /, / GN, гФ у, L = 1, 2, и G — граф редукции этого отношения.

Задача построения оптимального по быстродействию расписания в случае,
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когда каждая компонента связности графа G есть либо цепь, либо

одновершинный граф, рассмотрена Т. Курису [632]. Случай древовидного графа G

исследовался Я.М. Шафранским [392, 393], Е.В. Левнером и М.Ш.

Левиным [176]; случай последовательно-параллельного графа G — B.C.

Гордоном и Я.М. Шафранским [81-83], М.Ш. Левиным [175], К. Монмой и

Дж. Сиднеем [697, 701, 774]. Я. Секигучи [770] разработал алгоритм

решения более общей задачи в предположении, что G — последовательно-

параллельный граф. Трудоемкость построения оптимального расписания

для всех указанных задач не превышает 0(п\о%п). Оптимизируемые
функционалы в задаче Беллмана — Джонсона при М - 2 и некоторых ее

обобщениях являются приоритето-порождающими в смысле [392, 699].
Систематическое изложение результатов, касающихся минимизации приоритето-

порождающих функционалов на упорядоченных множествах содержится

в монографии B.C. Танаева, B.C. Гордона и Я.М. Шафранского [350].
Если G — произвольный бесконтурный граф, то задача минимизации

7тах (я) при М = 2 является TVP-трудной [698]. В этом случае для ее

решения, а также для минимизации произвольного приоритето-порождающего

функционала разработаны разнообразные методы направленного перебора

вариантов [44, 394, 395, 593, 637, 699, 775]. Частные случаи задачи
минимизации общего времени обслуживания при М

= 2, 3 и заданном на N

отношении порядка рассмотрены в [382,634,697].
Определенный интерес представляет ситуация, когда оба прибора

обслуживают требования в последовательности, которая содержит одну или

несколько заранее заданных подпоследовательностей. Задача минимизации

ГтахGг) и некоторые ее обобщения в указанном случае рассматривались
в [445, 620, 668, 670, 672, 673]. Как правило, трудоемкость построения
оптимального расписания во всех рассматриваемых случаях не

превосходит О(п log/i) операций.
9.3. По-видимому, первый результат, из которого следует УУР-трудность

задачи построения оптимального по быстродействию расписания пркМ> 3,
получен Э.М. Лившицем и В.И. Рублинецким [190]. Другие доказательства

этого факта можно найти в [480, 552, 657, 765]. Доказательство Л^Р-труд-
ности в сильном смысле, приведенное в п.2.1, использует замечание

В.Г. Тимковского [354] относительно работы М. Гэри, Д. Джонсона и Р.
Сети [533]. Основу пп. 2.2 — 2.4 составили результаты Т. Гонсалеса и С. Сах-
ни [552].

О.И. Мельников [203] исследовал устойчивость оптимальных

расписаний, а также рассмотрел случай, когда все длительности обслуживания
равны нулю либо единице, и операции нулевой длительности не

выполняются [202].

Определенный интерес представляет задача минимизации 7max(s) при
дополнительном условии, что каждый прибор должен функционировать
без промежуточных простоев [14, 43]. Если М = 2, то соблюдение этого

условия не приводит к увеличению общего времени обслуживания (см.
п. 1.2). Если М > 3, то задача построения оптимального расписания
является MP-трудной в сильном смысле независимо от того, допускаются

прерывания или нет (см. § 2, а также [317,419]).
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9.4. Во многих публикациях исследуется задача минимизации tmax(s)
при запрещении задержек в процессе обслуживания требований.
Принципиальный характер различий той или иной интерпретации нулевых
длительностей обслуживания подчеркивается в [596, 730, 764]. Результат,
приведенный в п. 3.3, получен С. Сахни и Ю. Чо [764]. Утверждение из п. 3.4,1)
доказано В. Шварцем [807], уточнившим доказательство Дж. Гупты [586].
Функционал C.2) и связь его минимизации с задачей о коммивояжере
изучены Я. Пилером [738], Н.А. Лепешинским [185, 186] и другими
авторами [94, 557, 662, 749, 750, 823, 824, 837]. Ю. Грабовский и М. Шиш-
ло [567, 792] свели к задаче о коммивояжере несколько более общую
задачу. В [424, 839] показано, что задача минимизации функционала C.2)
сводится также к задаче нахождения гамильтоновой цепи максимальной

длины в ориентированном графе специального вида. Задача минимизации
общего времени обслуживания (без задержек), когда на каждой стадии
имеется несколько параллельных идентичных приборов, рассмотрена
М. Сальвадором [766].

Полиномиальный алгоритм решения задачи о коммивояжере с матрицей
расстояний вида C.6) разработан П. Гилмором и Р. Гомори [543, 544].
Трудоемкость алгоритма в том виде, в котором он опубликован в [544],
составляет 0(п2) операций. [542]. Однако, как отмечено в [734],
трудоемкость алгоритма может быть уменьшена до OQtlogn) за счет применения
на одном из его шагов быстродействующего алгоритма нахождения
минимального остовного дерева (см., например, [238]). Описание алгоритма
в п. 3.5 проведено с учетом этого замечания. Несколько отличается от него

алгоритм из [545], также имеющий трудоемкость OQilogri). Последняя

работа содержит строгое обоснование алгоритма в более современном

изложении, чем в [544], а также достаточно подробный обзор других
эффективно разрешимых классов задачи, о коммивояжере. Отметим также, что

Р. Чадрасекаран [489] построил полиномиальный алгоритм проверки
выполнимости условий C.6) для произвольной матрицы.

Я. Ленстра, А. Ринной Кан и П. Бруккер [657] (см. также [651, 754])
установили Л^Р-трудность задачи построения оптимального расписания

без задержек для переменного числа приборов. X. Пападимитриу и П. Ка-

нелакис [734] доказали аналогичный результат для М > 4.

Доказательство из п. 3.7 принадлежит X. Реку [757] (см. также [656]). В [758]
показано, что задача остается УУР-трудной в сильном смысле при М

= 3, если

допускается либо tn Ф г°3 >z е^> либ° tn ^ r/2 J^N-
Если в любой момент времени для обслуживания каждого требования

каждым прибором необходимо использовать один вид ресурса, запас

которого и потребление каждым требованием в любой момент времени
известны, то задача построения оптимального по быстродействию
расписания (без задержек) при Л/ = 2 и tn

= ti2 - 1, / ? N, может быть решена
за 0(n\ogri) операций с использованием алгоритма из п. 3.5 [758]. При
этом общее время обслуживания не уменьшится, если задержки будут

разрешены (независимо от того, допускаются прерывания или нет) [758].
При М > 3 эта задача становится TVP-трудной в сильном смысле [758].
Если же в каждый момент времени запас ресурса равен единице, а его

потребление каждым требованием равно нулю или единице, то при М
= 2

104



задача построения оптимального по быстродействию расписания (без
прерываний, задержки разрешены) может быть решена не более чем

за 0(п) операций, если tn = ti2 = 1, iGN, и является MP-трудной в

сильном смысле в противном случае [470,471].
9.5. Следует отметить, что условие запрещения задержек, вообще говоря,

не эквивалентно условию отсутствия промежуточных емкостей

складирования между соседними приборами. В последнем случае требование /, i€zN,
не обязательно обслуживается без задержек, а может "пролеживать" на

приборе L, 1 < L <Л/ — 1, после завершения его обслуживания этим

прибором в ожидании освобождения очередного прибора, причем во время

пролеживания требования i прибор L не может обслуживать никакого

другого требования. Если все приборы обслуживают требования в одной

и той же последовательности, то задача минимизации fmax(s) допускает

естественную сетевую интерпретацию, предложенную Е.В. Левнером [177].
Нижние и верхние оценки общего времени обслуживания для этой задачи

получены В.А. Струсевичем [316]. При М = 2 условия запрещения
задержек и отсутствия промежуточных емкостей складирования эквивалентны

[177, 749]. Случай М = 3 при отсутствии емкостей только между
приборами 2 и 3 рассмотрен в [46].

Определенный интерес представляет ситуация, когда между соседними

приборами существуют емкости складирования ограниченной
вместимости Ь, 0 <Ь <п — 1 (случай Ъ > п — 1 равносилен "обычному"

характеру обслуживания). Задача построения оптимального по быстродействию
расписания является iVP-трудной при М > 2 и любом b9 0<b<n— 1 [734].
Для ее решения при М

= 2 С. Датта и А. Кэннингхам [510] предложили

алгоритм, основанный на идеях динамического программирования, а С. Ред-

ди [748] - алгоритм трудоемкости 0(п2с+1), где с = и — 2 — Ь>0.

9.6. В [93, 290, 409] рассматривается ситуация, когда для каждого

требования порядок прохождения приборов задается последовательностью

1, 2,..., М, повторенной определенное количество раз. В.Г. Тимковский

[354, 356] исследовал сложность задачи построения расписаний для таких

систем и предложил приближенные алгоритмы ее решения. В. Лев и

А. Адири [660] исследовали сложность построения расписаний для систем,
в которых маршрут обслуживания каждого требования определяется
последовательностью 1, 2,... ,М- 1,М,М- 1,... ,2,1.

Ряд публикаций посвящены исследованию систем с операторами

переноса. Вопросы совмещения примитивных циклических процессов

рассматривались Д.А. Супруненко, Р.И. Тышкевич, B.C. Айзенштатом и А.С. Ме-
тельским [4, 5, 207-209, 328, 330]. Процессы с ограниченным и

неограниченным числом операторов переноса изучены А.Ш. Блохом, B.C. Ta-
наевым и И.В. Романовским [27, 257, 335, 351]. (См. также [85, 86, 167,
168,227,283].)

9.7. MP-трудность задачи минимизации максимального временного
смещения установлена Я. Ленстрой, А. Ринной Каном и П. Бруккёром [657]
для случаяМ> 2 при запрещении прерываний.

В основу п. 4.1 положена работа Ю. Чо и С. Сахни [493]. Результаты,
изложенные в п. 4.2, получены X. Реком [758]. Более подробные сведения
об эйлеровых циклах и контурах содержатся в монографиях [111, 232,
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377]. Если в любой момент времени для обслуживания каждого
требования каждым прибором необходимо использовать один вид ресурса, то

задача минимизации Lmax(s) является TVP-трудной в сильном смысле

при М > 2 как в случае, когда разрешаются"прерывания, так и в случае,

когда они запрещены, а также при запрещении задержек [758]. Отметим,
что МР-трудность указанных задач означает также TVP-трудность
соответствующих задач минимизации общего времени обслуживания
неодновременно поступающих в систему требований.

9.8. Доказательство, приведенное в п. 5.1, получено М. Гэри, Д.
Джонсоном и Р. Сети [533]. Детальное доказательство утверждения из п. 5.2

можно найти в [758]. Если разрешены прерывания, то, как указано

в [635], задача минимизации суммарного времени обслуживания
является М>-трудной в сильном смысле при М> 3 (доказательство не

опубликовано).
Если все tiL Е { 0, 1 } и запись tiL = 0 означает, что требование i прибо-

п
_

ром L не обслуживается, то задача минимизации 2 г,(s) является NP-
/=1

трудной при переменном числе приборов независимо от того,

допускаются ли прерывания и запрещены ли задержки [550]. Аналогичный результат

справедлив и для минимизации общего времени обслуживания.
Анализ сложности задачи минимизации суммарного взвешенного

времени обслуживания упорядоченного множества требований при М = 2

и U\ = tn = 1> iGN, проведен в [653].
9.9. Упорядоченные матрицы длительностей обслуживания введены

в рассмотрение М. Смитом, С. Панвалкаром и Р. Дудеком [776].
Результаты, приведенные в п. 6.1, содержатся в работах [776, 777] (см. также

[778]). Эффективные алгоритмы решения некоторых других задач

теории расписаний с упорядоченными матрицами можно найти в [618,
729].

Ситуации, описанные в п. 6.2, 2) и п.6.2,3),рассмотрены соответственно

С. Панвалкаром, А. Ханом [727] и О.И. Мельниковым, Я.М. Шафранс-
ким [205]. Результат из п. 6.2, 1) получен В. Шварцем [810].

Тот факт, что перестановка, которой соответствует оптимальное по

быстродействию расписание (без задержек) в случае упорядоченной по

строкам матрицы длительности обслуживания, принадлежит классу
пирамидальных перестановок (см. п. 6.3, 1), 2)), установили Р. Арора и С.
Рана [427]. В их работе приведен алгоритм построения оптимальной
перестановки, имеющий трудоемкость 0(п3М). Менее трудоемкий алгоритм,
описанный в п. 6.3, 3), предложен С Аксатером. [440]. Результаты,
изложенные в п. 6.3, 4) и п. 6.4, представляют собой некоторое обобщение
работ С. Панвалкара и С. Вуллама [731, 732].

Задачу построения оптимального по быстродействию расписания с

упорядоченной по столбцам матрицей длительностей обслуживания

рассмотрели Ф. Чин и Л. Цай [492]. В этом случае полиномиальные алгоритмы
нахождения оптимальной перестановки удается построить лишь при

некоторых дополнительных предположениях. Случай М = 3 исследовался рядом

авторов [24,69, 90, 228,236,237,413,485]. Отметим алгоритм трудоемкости

0(n\ogri) для случая tn < mm{til9 ti3), iGN, предложенный Н.И. Глебо-
вым Г69], а также Ф. Бурнсом и Дж. Рукером [485]. Дж. Ачугбью и
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ф. Чин [413] предложили алгоритм трудоемкости 0(пп) для случая

Ui ^ *ю ^ **з» iGN* либо tn > ti2 > ti3, i€N. Попытка построения

алгоритма меньшей трудоемкости предпринята в [228]. В [229] предложен

полиномиальный алгоритм построения оптимального по быстродействию
расписания без задержек, если М = 3 и tix > тах{Г,-2, ti3}> i G N, либо

ti3 >max{tn, ti2 ), /GAT.

9.10. Основу § 7 составили результаты, получейные В.А. Струсевичем

[313-316, 318]. Для минимизации функционала G.11) в [179, 325]
предложены менее трудоемкие алгоритмы, чем приведенные в п. 7.3.

Результаты, приведенные в § 7, являются обобщением ранее известных

результатов, формулируемых в терминах последовательно доминирующих

приборов (понятие доминирующих приборов рассматривается в § 2 гл. 3).
Вопросытакого рода рассматривались в [41,69,170,178,179,322,414,419,
428, 483, 484, 511, 583, 586, 609, 613, 796, 799, 800, 802, 803, 805, 808].
А. Смите и К. Бейкер [781] провели вычислительный эксперимент с целью

выяснения того, насколько часто выполняются те или иные условия,

гарантирующие существование полиномиальных алгоритмов построения
оптимального по быстродействию расписания при Л/= 3. Некоторые другие
условия существования полиномиальных алгоритмов можно найти в [321,
700,710].

9.11. Утверждение о том, что векторы v множества V, удовлетворяющие
условиям из п. 8.2, 1), можно пронумеровать таким образом, что V =

= {v\v29...9if}n
/

тах{|| 2 и*|||/=1,...,г}< с(т),
к= 1

известно в отечественной литературе как лемма Штейница. Идея об
использовании этого утверждения для приближенного решения задачи построения
оптимального по быстродействию расписания высказана И.С. Беловым

и Я.Н. Столиным [26], а также СВ. Севастьяновым [271,272].
Сначала в работах [26, 73, 121, 272, 273] (см. также [215]) были

предложены экспоненциальные по трудоемкости алгоритмы нахождения
указанной нумерации векторов множества V и соответственно построения

расписания s° с ограниченной абсолютной погрешностью б = tmax(s°) -

- *max(s*)- Значение 6 при этом также оказывалось довольно большим.
И. Барани [460] предложил алгоритм построения расписаний s° с д <

< CM-l)(M-l)t*/2 не более чем за 0(л2Л/3+лМ4)операщш.
С.В.Севастьянов [275], а также И. Барани и Т. Фиала [461], опираясь на результ
тат, доказанный в [87], разработали алгоритмы построения s°, для

которого 5 < М(М — 1)г*. Трудоемкость алгоритма из [461] составляет

0(п2МР) операций (см. п. 8.2). Как утверждается в работе [275],
трудоемкость описанного в ней алгоритма не превышает 0(п2М2), если на одном

из его этапов применять алгоритм из [274].
Для конкретных значений М известны алгоритмы с меньшей оценкой

величины б. Так для случая М
= 3 известны алгоритмы трудоемкости

0(n\ogn) и 0(/i), гарантирующие построение расписания s° с 5 < Зг* и

5 < At* соответственно [96, 227]. Для М = 4 в [276] предложен алгоритм
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трудоемкости 0(п2) построения расписания s° с 6 < 9t*. Более
трудоемкие и (или) менее точные алгоритмы предложены в [96] (для М = 4)
и в [89, 311, 519] (для М= 3). В [18, 276] обсуждается возможность

использования данного подхода для приближенного решения других задач

теории расписаний (см. также § 6 гл. 2 и § 2 гл. 3). Следует отметить

также работу [462], где дана несколько иная интерпретация леммы

Штейница.

9.12. Основу пп. 8.3 — 8.6 составили результаты Т. Гонсалеса и С. Сах-
ни [552], а также X. Река и Г. Шмидта [759].

К. Поте [743] рассмотрел задачу построения оптимального по

быстродействию расписания s* при М = 2 и неодновременном поступлении
требований. Им предложены три алгоритма трудоемкости 0(n\ogri) построения

расписания s°, для которого относительная погрешность А = (tmSLX(s°) -
~ *max(s*))/'max@ < 1, и алгоритм трудоемкости О(n3\ogri) построения
расписания с А < 2/3.

М.Я. Ковалев [138] разработал е-приближенный алгоритм трудоемкости

0((п/еJт ~1)минимизации fmax(s) для двухстадийной системы, на

каждой стадии которой имеется по т параллельных (идентичных) пар

приборов.

В [734] рассмотрена задача минимизации fmax(s) ПРИ условии, что

М = 2 и между приборами имеется емкость ограниченной вместимости

Ь, 0<Ь <п — 1. Предложен алгоритм трудоемкости 0(п\о%п) построения
расписания s° с А < b/(b + 1).

В.А. Струсевич [317] рассмотрел задачу минимизации *max(s) пРи
условии, что все приборы функционируют без промежуточных простоев.
Описан алгоритм трудоемкости 0(nMlogri) построения расписания s°,

_

А
_ _ п М-1

при котором (Гтах E°)-rmax(s*))/(rmax(s*) + 2 2 г1Х)<1-1/(Л/-1).

О.И. Мельников и Я.М. Шафранский [206] рассмотрели задачу
построения оптимального по быстродействию расписания при условии, что М = 2

и *п =

ап +(Р(гп)> *!2 ~

ап + 4>(*°п\ i€#, где y(t) - монотонно

возрастающая функция. Предложен полиномиальный алгоритм решения
с апостериорной оценкой абсолютной погрешности._Сведения о некоторых

других приближенных алгоритмах минимизации fmax(s) с априорными
и апостериорными оценками погрешности приведены в [1, 84,
356 ]. Асимптотическое поведение расписаний для этой и некоторых

других задач исследовано В.М. Португалом [248—250] (см. также

[386]). В [680] показано, что если при расписании s° требования
упорядочены по неубыванию директивных сроков и М = 2, то

0-max(S°) " ^тахЮЖ^тах(**) + max{D, \ i<=N})< 1.

9.13. Большинство задач теории расписании относится к классу NP-

трудных (по оценкам, сделанным в [755], ихдоля составляет около 80 %

от общего числа задач). Для решения таких задач разработан ряд
алгоритмов, основанных на общих идеях метода последовательного

конструирования, анализа и отсеивания вариантов. Многие из этих алгоритмов
специально разработаны для систем поточного типа. Их обзор приведен
в § 6 гл. 4.
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В ряде публикаций предлагается сводить задачи построения

оптимальных расписаний к решению задач (целочисленного) линейного и

нелинейного программирования [58, 152, 224, 312, 433, 459, 541, 677] и теории

игр [459]. Как правило, размерность возникающих при этом задач

настолько велика, что получить точное решение за приемлемое время

весьма затруднительно. Для нахождения приближенного решения в [224, 541]
предлагается отказываться от условия целочисленности переменных с

последующим округлением полученного решения.
Использование метода динамического программирования для

построения оптимальных расписаний оказывается оправданным лишь при малых

значенияхЛ/ (М< 3) [25, 57,95,411, 510, 513].
Для нахождения приближенного решения рассматриваемых в этой главе

задач разработано большое количество эвристических алгоритмов. Для

задачи минимизации общего времени обслуживания предлагаемые

алгоритмы, как правило, состоят в назначении каждому требованию
специальным образом вычисляемого приоритета и последующего упорядочения

требований согласно этим приоритетам. При другом подходе в результате

многократного применения алгоритма из п. 1.3 строится несколько

перестановок требований, из которых выбирается наилучшая. Эвристические

процедуры, основанные на этих подходах, описаны в [134,230,233,241,312,
415, 486, 496, 579, 581, 584, 589, 712, 718, 719, 721, 735, 788, 811].
Обзоры, содержащие результаты обширных вычислительных экспериментов,

опубликованы в [415, 496, 663, 735]. Ряд других эвристических процедур

предложен в [28,197,255,279,534,628,629,664, 763].
А.И. Бабушкин и И.С. Белов [19] разработали алгоритм трудоемкости

0(п7) построения наилучшей перестановки требований для М = 3 из числа

тех, которые могут быть получены в результате комбинирования двух

произвольных правил назначения приоритетов. В этой же работе указаны
два таких правила, комбинируя которые, за 0(п3) операций можно

построить расписание s° с абсолютной погрешностью 5 < At*. Обсуждаются
также обобщения этого подхода на случай произвольного М.

Эвристические процедуры минимизации суммарного и взвешенного

суммарного времени обслуживания описаны в [695] и в [674,694]
соответственно.

За исключением работы [473] в литературе не рассматриваются методы,
специально предназначенные для решения задачи минимизации общего

времени обслуживания при запрещении задержек. Это объясняется тем,
что указанная задача сводится к задаче о коммивояжере, которой
посвящена весьма обширная библиография [605,810].

_

Декомпозиционный подход к решению задачи минимизации tm2LX(s)
обсуждается в [429, 588, 772]. В последней работе излагаются общие

принципы построения декомпозиционных алгоритмов и их связь с

методом ветвей и границ. В.Н. Владимиров и СВ. Егоров [55] предложили
декомпозиционный метод решения существенно более общей задачи.

Разнообразные вероятностные методы построения расписаний для систем

поточного типа предложены в [9, 40, 75, 135, 331-334, 375, 597, 720].
Задачи со случайными длительностями обслуживания рассматривались
в [42,504,631,676, 723, 739,740, 744,835].
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ГЛАВА 2

РАЗЛИЧНЫЕ МАРШРУТЫ

Множество N = {1, 2,..., л } требований обслуживается в системе,

состоящей- из М приборов. Требование i ? N поступает в систему в момент

времени d% > 0. Обслуживание этого требования включает rt
последовательных стадий. На стадии q,\ <q <Г/, требование / обслуживается

прибором Lq G JC = A, 2,...>М). Приборы Lqy 1 < q < rit не обязательно

различны. Маршруты прохождения приборов L1 - (Ь\, L29. > .,L Г{)
предполагаются заданными для всех требований i E Nn могут быть

различными для разных требований. Каждый прибор обслуживает требования
последовательно, причем не более одного требования в каждый момент

времени.

Процесс обслуживания требования отдельным прибором на некоторой
конкретной стадии обычно назьюается операцией. В этой терминологии

процесс обслуживания требования i состоит в последовательном

выполнении г j операций. Каждая операция характеризуется упорядоченной тройкой
чисел (/, L, q), i ? TV, L E.JC

, 1 <q <rf. Длительности tiLq > 0
выполнения всех операций предполагаются заданными.

В зависимости от постановки задачи прерывания в выполнении каждой
операции могут либо допускаться, либо не допускаться. Если прерьюания

запрещены, то расписание обслуживания требований однозначно

определяется моментами начала t°iLq или завершения tJLq выполнения всех

операций. В этом случае tiLq = t?Lq + tiLq.
. Момент начала (завершения) обслуживания требования г_в системе при

расписании s будем обозначать через f?(s) (соответственно tj(s)).
Очевидно, что f#(s) = ??г/, и 7*(s) = t.Ti независимо от того, допускаются

прерывания или нет.

При доказательстве NP-трудности задач теории расписаний в данной
главе используются следующие эталонные задачи.

Задача о разбиении. Дано множество №= {1,2,..., п0 },
каждому элементу i которого сопоставлено число е*, и 2 et = 2E9 где е% и

Е —

натуральные числа. Пусть №к CN°, тогда обозначим ?* = 2 et.
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Требуется определить, существует ли разбиение множества № на два

подмножества ЛГ? nN2 таких, что Е\ = Е2.
Задача о 3-разбиении. Даны множество№ = {1,2,..., Зи0 )

и натуральное число Е. Каждому элементу i G № сопоставлено

натуральное число е* такое, что Е/4 <et< E/2 и 2 et = n0E. Существует ли такое

разбиение множества № на п0 трехэлементных подмножеств NJ, что

2 et = E, /=l,...,w0?
tGNf
Задача о трехмерном паросочетании. Пусть задано

конечное множество № = {1,2,.. .,п0) иЕ<=№ XN° XN0 — множество

упорядоченных троек элементов из №. Существует ли такое подмножество

Е' ^Е, называемое трехмерным паросочетанием, что | Е' | =л0 и две любые

тройки, вошедшие в Е\ не совпадают ни по одной компоненте?

Задача о разбиении и задача о трехмерном паросочетании являются

NP-полными [133], задача о 3-разбиении NP-полна в сильном

смысле [531].

§ 1. Оптимальное обслуживание двух требований

В систему, состоящую изМприборов, в момент времени d
= О поступают

два требования, т.е. N= { 1, 2 }. Известны маршруты L* = (L t, L2,..., L r)

обслуживания требований i G Nn длительности выполнения всех операций.
Качество расписания s характеризуется .значением заданной

неубывающей по каждому из аргументов действительно^ функции F(tt, t2) при tx =

= tt(s) и t2 = t2(s). Расписание s* считается оптимальным, если ему

соответствует наименьшее значение указанной функции.
Поскольку F(tl9 t2) — неубьюающая функция, то при поиске

расписания s* можно ограничиться рассмотрением класса S расписаний s, при

которых в каждый момент времени из интервала @, max{/i(s), t2(s)}]
обслуживается хотя бы одно требование.

1.1. Опишем широко используемую в этом параграфе форму
графического представления расписаний.

и v

Пусть хм= 2 t1LiJ9 w = l,...,/-!, yv = 2 t2L2f, u = l,...,r2, *0=Q,

Уо = О. Введем в рассмотрение прямоугольную систему координат на

плоскости. Изобразим в этой системе прямоугольник W с вершинами @, 0),
(X, 0), @, У), (X, Y), где X=хГг, Y=yr. Под длиной отрезка,
соединяющего точки (х, у)и(х', У)из W, будем понимать величину р((х, у),(х',у')) =

= max {| х' - х |, | у' - у |}, а под длиной ломаной линии - величину,
равную сумме длин составляющих ее отрезков.

Расписание s будем представлять в виде некоторой непрерывной
ломаной линии (траектории) о в прямоугольнике W, соединяющей вершины
@,0) и (X, У). Пусть точка (х, у) G а, хи—\ ^х ^хи> 1 ^и ^fj, yv_i ^

^У *^yv> l<v<r2, и Г = рД0, 0), (х, у)) -длина траектории о от точки

@,0) до точки (х, у).
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Это означает, что при расписании s к моменту времени t

завершено выполнение операций A,L\, 1), A, L\, 2),. . . ,(l,Z?_i,i* — 1)
и B, Z,i, 1), B, Ll, 2),..., B, Z,*_ i, и

- 1), а на выполнение операций
(l,Ll,u) и B,Z,„,и) затрачено х -хи_г и ^-^„х единиц времени
соответственно.

По условию задачи составляющими траектории о могут быть отрезки

следующих трех видов: горизонтальные (обслуживается требование 1),
вертикальные (обслуживается требование 2) и наклонные под углом 45°

к оси абсцисс (одновременно обслуживаются оба требования).

Через Wuv будем обозначать прямоугольник с вершинами (xM-i>.JV-i)>
(хи, yv_t), (*M-i> yv), (xu, yv). Выделим все прямоугольники Wuv с

Ll = L\. Эти прямоугольники и их внутренние точки будем назьюать

особыми.

Поскольку каждый прибор в любой момент времени может

обслуживать не более одного требования, то наклонные отрезки траектории о

не могут содержать особых точек. Если прерывания при выполнении

любой операции запрещены, то траектория а вообще не может содержать

указанных точек. В этом случае она может проходить только вне особых

прямоугольников и по их границам.
1.2. П р и м е р. На стендовом полигоне необходимо провести испытания

двух новых изделий. Для каждого изделия (требования) известен порядок

(маршрут) прохождения испытательных стендов (приборов). На полигоне

имеется по одному испытательному стенду А, В, С и D. Порядки и

длительности испытаний на стендах первого и второго изделий заданы
соответственно в табл. 1.1 и табл. 1.2.

Прямоугольник W для этого примера изображен на рис. 1.1. Значения

хи, и= 1, 2, 3, 4, 5, и значения^,,, v = 1,2,3,4,5,6,отложены соответственно

на оси абсцисс и оси ординат. Особые прямоугольники заштрихованы.
На этом же рисунке изображены траектории ох иа2, для расписаний sx

и s2, представленных на рис. 1.2, а и б соответственно. При расписании st
в процессе выполнения операций нет прерываний. Поэтому траектория ох

Таблица 1.1

Порядок
испытаний

Длительности
испытаний

А

2

в

2

С

8

D

3

А

6

Таблица 1.2

Порядок
испытаний

Длительности
испытаний

А

1

В

3

А

2

С

4

А

4

С

2
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Рис 1.2

проходит либо вне, либо по границам заштрихованных прямоугольников.

При расписании s2 допускаются прерьшания. В частности, при вьшолнении

операции B, С, 4) имеют место прерывания в моменты времени tx =

=

Раз «О,0), D,7))
= 8 и t2 =

ра2 ((О,0), A0,9)) = 16.

Моменты завершения обслуживания требований при расписании sx и

расписании s2 принимают следующие значения:

[i(*i) = Pai((O,0),B1,10))
= 23,

^Ei)
=

pai(@,0),B1,16))
= 29,

MM =

Pa, (@,0), B1,16))
= 30,

MM =

Pa, (@,0), B0,16))
= 29.
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1.3. Рассмотрим задачу нахождения оптимального расписания s* при

условии, что прерывания в процессе выполнения каждой операции
допускаются в любой момент времени. Как уже отмечалось, расписание s*

содержится в классе S расписаний, каждое из которьгх может быть представлено

некоторой траекторией о в прямоугольнике W. При этом наклонные

отрезки траектории о не содержат особых точек.

Покажем, что задача нахождения расписания s* (траектории о*)
сводится к задаче нахождения путей наименьшей длины в некотором

ориентированном графе G = (Q, R), где Q — множество вершин (некоторых точек

из прямоугольника W)9 R — множество дуг.

Опишем алгоритм последовательного конструирования графа G.
Сопоставим вершинам (xUiyv_l) и (xu_i,yv) каждого особого

прямоугольника Wuv параметры auv и ($uv соответственно. Эти параметры будут

принимать значения 1 или 0 в зависимости от того, включена или не

включена соответствующая вершина прямоугольника во множество

вершин конструируемого графа G.

На первом шаге полагаем Q0 = {(х0,у0), (X, У)}, R0 * ф, <*uv=Puv = О

для всех особых прямоугольников Wuv.
Если прямоугольник Wn является особым, то полагаем Q1 = Q° U

^{(xo.yi), (хь.Уо)},/*1 = {((х0,уо), ((х0, yi)), i(x0,y0), (xl9y0))}
и аи

= 0ц = 1. В противном случае выполним следующую

процедуру.
Из точки (х0, уо) проводим наклонную (под углом 45° к оси абсцисс)

прямую до-тех пор, пока не встретится особая точка либо не будет
достигнута граница прямоугольника W. Пусть указанная особая точка

принадлежит прямоугольнику Wuv и (х, у ) — ближайшая к началу
координат точка пересечения наклонной прямой с границей
прямоугольника Wuv.

Если х=х1/_1 и j>=JV-i, то полагаем Q1 =Q° U{(x,.y), (xw_b yv)9
(xu,yv-i)}, R1 =К0и{((хо,Уо)Лхи-1,Ую-1))Л(Хи-иУь-1)ЛХи,Уи-1)),
(fe-iJy-i),fe-iJu))} и auv

= puv = l. Если х^хм_! и y=yv-U то.

полагаем Q1 =Q° U ((х,;0Л*,7Д (*„,;>,;-1)}, R1 =R° U{((x0,j>o),(x,jO),
((x,y),(x,yv)\((x,y),(xu,yv-i))} и ами=1. Если x =

xl/_1 ny?=yv_UTO
полагаем Q1 =Q° U {<?c,y)9(xU9y)9(xu_l9yv))9 R1 =R° иЦх0,у0)9(х,у)),
((*,У\ (xU9y))9 ((x,y)9 (xM_j,yv))} и Puv = 1.

Пусть достигнута граница прямоугольника W и (х, у) — точка

пересечения наклонной прямой с этой границей, тогда полагаем Q1 = Q° U {(х, у)}
и R1 =R°U{((x0,y0)9(x,y))9((x,y)9(Xf У))}.

Для выполнения /-го шага алгоритма выбираем во множестве Ql
Отличную от (X, У) вершину (х', У), из которой не исходит ни одной дуги

множества R*~l. Если такая вершина существует, то к точке (х', У),
множеству вершин Ql~l и множеству дуг R!~l применим процедуру,
аналогичную той, которая применялась к точке (х0, уо), множеству
вершин Q° и множеству дуг R0. При этом если у

=

yv_x и auv
= 1, т.е.

вершина (xU9yv_x) ? Ql~x, то полагаем Ql = Ql~l U {(х,y)9 (x, yv)}.
Аналогично, если х =

хи_г и ($uv = 1, то полагаем Ql = Ql~l U {(x, y)9 (xw, у)}.
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vk

Рис. 1.3

Если (X, Y) — единственная вершина из множества <2/-1 с нулевой
полустепенью исхода, то искомый граф G = (Q, R) построен: Q = Q7-1 и

*=rj-1.
1.4. В условиях описанного в п. 1.2 примера граф G представлен

на рис. 1.3.

1.5. Обозначим через o(G) множество всех траекторий — путей в графе G
из вершины (х0, у0) в вершину (X, У). По построению каждая траектория
о Е o(G) представляет некоторое расписание s Е 5. Это расписание будем
обозначать через s(o). Аналогично, если s Е S и о — соответствующая ему

траектория в прямоугольнике W ,то эту траекторию будем обозначать

через o(s).
Покажем, что существует оптимальное расписание s* = s(a*), где а* Е

Е o(G). Доказательство проведем по индукции относительно числа h

особых прямоугольников, которые встретились в процессе построения

графа G.
При h = 0 множество a(G) состоит из единственной траектории вида о=

= ((хо>Уо)> (х, у), (X, Y)), где либо х=Х, либо у = Y, либо о =

= ((*о# Уо), (X, Y)). Поскольку для любого расписания s E S выполняются

соотношения tl(s)>X = t1(s(o)), t2(s)> Y=l2(s(a)) и функция F1(t1,t2)
неубывающая, то s(o) = s*.

Предположим, что утверждение справедливо при всех А <Ао, и докажем

его справедливость при h = Aq + 1. Пусть на шаге 1 описанного алгоритма
первая особая точка, которую встретит наклонная прямая, проведенная
из точки (х0, Уо), принадлежит прямоугольнику Wuv. Предположим для

определенности, что max {хи_ г, yv_ г}
=
уи_ г (рис. 1.4).

Через Wi обозначим прямоугольник с вершинами (xu,yv_l), (X,yv_l),
(xUi У), (X, Y), а через W2 —

прямоугольник с вершинами 0\,_i, У»)*
№ yv), (>„_!, Y), (X, У). Пусть Fx(tu t2) = F(h + xu, t2 + xu) и

Рг(*\, h) = ^(*i +yv> h +yv) • Рассмотрим две новые задачи: задачу 1 поис-
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ка расписания S* при х0 =

хм, у0 =
yv-i, W = Wx и функции F{tu t2) =

= Fx (Ji, r2 ) и задачу 2 поиска расписания s2 ПРИ *о
= yv-1 > 7о

= Д7^ ^
= ^2

и функции F(fь f2) = F2(fb Ъ).
По индуктивному предположению существуют расписания s\ = s(a* ) и

s2 = s(o2), для которых а
*
? a(Gi), а2 е <*(&2) и графыС?! = (Qi,#i) и

G2 = F2 у ^2) построены по описанному в п. 1.3 алгоритму для задачи 1 и 2

соответственно.

Обозначим al K0,0),0V-bJ\>-i),(*M,^-i))><*2 =(@,0), (yv-i, J\,_i),
СУи-ьДО) и докажем, что хотя бы одно из расписаний s(ol, о*) или

s(a2 ,а2 ) является оптимальным для исходной задачи.

у

Y

Уи-1

\

¦1Ш

I I I

<(X,Y)

>>

@,0) Хи-т yv-i XL

Рис. 1.4

Предположим, что существует расписание s G S, для которого

выполняется неравенство

FGx<>),72(s)) = C< min {F(Fl(s(a,1, а? )),

h(s(p\,a\ )))9F(t1(s(a^ai))9 t2(s(p'2 ,а2*)))}. A.1)

Траектория o(s) должна пересечь один из следующих отрезков:

a) ((^uJu-iM^^-ift б) ((xl/,J\,_i),(xM,;\,)), в) ((yv-i,yv),(?Cu>yv))
ИЛИ Г) (СИ„-1,^и),Ои-Ь J0)-

Рассмотрим, например, случай, когда траектория o(s) имеет общую
точку (хм,У) с отрезком ((jc„,j>v_i), (^M^u))- Обозначим часть

траектории o(s) от точки @, 0) до точ^и (хшу') через а', а от точки (хм, у') до

точки (X У) - через а". Положим4а© = (о[, (хм,/))и ао =((*w, JV-i)> <*")•

Поскольку прямоугольник WMU особый, то ра'(@, 0), (хм, У)) >

> ра'(@, 0), (хм, У)) ив силу монотонности функции F(tl9t2)
выполняется неравенство

Ffc(s(ai,О), М^о,a")))<FG1E(a)),72(s(a))) = С.

Отсюда и из соотношения A.1) получаем

Fi<ti(s(°o)}, ^W^o))) = F(f1(*(ai, a^)f 72(*(aJ, a"))) <C<

<FG1E(ai,aJ)), ^E(ai,af))) = F1(r1(s(af)), **.(*(*?))),
что противоречит оптимальности расписания s(a*) для задачи 1.
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Если траектория s(o) пересекает отрезок а), то получаем аналогичное

соотношение, которое противоречит предположению об оптимальности

расписания s(а*) для задачи 1. Если же траектория s(o) пересекает

отрезок в) или г), то получаем противоречие с предположением об

оптимальности расписания s(o2 ) для задачи 2.

Следовательно, не существует расписания s E S, для которого
выполняется соотношение A.1). Поскольку Q = Qt OQ2 U{@, 0), (yv_г,yv_г)}и
R=Rt UR2 U{(@,0)>&v_1,yu_1)),((y„_v
(Уи-!»^»)))» то (°i>°i)Gs(G) и @2,<J2*)es(G), что завершает

доказательство утверждения.
1.6. Каждая траектория о € o(G) имеет вид о =(@, 0),..., (х, у), (X, Y)),

где а) х = X, у <Y, либо б) x<X,y = Y, либо в) х < X, у < Y. Обозначим

длину траектории а от точки @, 0) до точки (х, у) через t. В зависимости

от вида траектории моменты завершения обслуживания требований при
расписании s = s(p) вычисляются по формулам

бO1(«) = Г+Лг-дс, r2(s) = t;

B)Tl(s)=72(s) = t + Po((xtyl(Xf Г)) = ра(@,0),(Х, У)).
Поскольку F(t\, t2 ) — неубывающая функция, то при поиске

оптимальной траектории а* среди всех траекторий с фиксированной точкой (х, у)
следует выбирать траекторию с наименьшим значением t.

Таким образом, задача нахождения траектории о* сводится к

1) построению графа G = (Q, R), выделению всех его вершин вида

(Х,у)и(х, У);
2) нахождению путей наименьшей длины из вершины @, 0) в каждую

из выделенных вершин, вычислению значений fj(s) и t2(s) по приведенным
выше формулам;

_ _

3) вычислению значений функции F(ti912) при tx = tt(s) и t2 = t2(s) и

выбору пути, которому соответствует наименьшее из этих значений.

1.7. Возвращаясь к примеру из п. 1.2, рассмотрим задачу построения
оптимального расписания s* (при разрешении прерьшаний операций), если

^ь^) = 30Гх+Г?.
Граф G для этого примера представлен на рис. 1.3. В результате поиска

кратчайших путей из вершины @, 0) в вершины (8,16), (9,16), A1,16),
A4, 16), A5, 16), A8, 16), B1, 10) и вычисления соответствующих
значений функции F(fi, t2) получаем а*= (@,0), B,0), C,1), D, 1), (9, 6),

(9L10), A5, 16), B1, 16)), ^(s*) = 19 + B1 - 15) = 25, T2(s*) = 19,

F(h(s*), /2(s* )) = 30 • 25 + 192 = 1111. Здесь s* = s(o* ).
1.8. Перейдем к рассмотрению задачи нахождения оптимального

расписания s*, когда прерывания в процессе выполнения каждой операции
запрещены. В этом случае расписание однозначно определяется моментами нача-

ла tfbq или завершения tn,q выполнения операций, причем tiLq
-

=

tiLq +tiLq-
Как и в предыдущем случае, расписание s* содержится в классе S

расписаний, каждое из которых s может быть представлено траекторией
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o(s) в прямоугольнике W. Существенное отличие от рассмотренной в

пп. 1.3—1.7 задачи состоит в том, что траектория a(s) может проходить
только вне особых прямоугольников и по их границам. _

Опишем алгоритм последовательного конструирования графа G =

= (Q, Ю> в котором существует путь, определяющий оптимальное

расписание s*.

Сопоставим вершинам (xU9yv_x) и (xu_i9yv) каждого особого

прямоугольника Wuv параметр yuv9 который будет принимать значение 1 или О

в зависимости от того, включены или нет указанные вершины

прямоугольника во множество вершин конструируемого графа G.

На первом шаге полагаем Q0 = {(х0, уо), (X, У)}, R0 = ф и у^
= 0 для

всех особых прямоугольников Wuv.
_

Если прямоугольник W ц является особым, то полагаем уц
= 1, Q1 =

= G° ^l(x0,yiX(xuy0)} и R1 ={((x0,y0)9(xo,yi)), ((х0,Уо), (xlfy0))}.
В противном случае выполняем следующую процедуру.

Из точки (хо,^) проводим наклонную (под углом 45° к оси абсцисс)
прямую до тех пор, пока не встретится особая точка или не будет
достигнута граница прямоугольника W. Если указанная особая точка

принадлежит прямоугольнику Wuv, то полагаем Q1 = Q° U {(xu_i, yv),

(хи, JV-i)>> Д1 = Д° ^{((x0tyo)AXu-i>yv)\(.(xofyo)9(Xu,yv-i))} и

Если достигнута граница прямоугольника W и (х, у) - точка

пересечения наклонной прямой с этой границей, то полагаем Q1 = Q° U {(х, у)} и

R1 =Я°и{Кх0.Уо))Лх.У))Л(ЬУ)ЛХ, 50)>.
Для выполнения /-го шага алгоритма во множестве Q1 выбираем

отличную от (X, Y) вершину (*', у'), из которой не исходит ни одной дуги
множества R1 .Если такая вершина существует, то к точке (х'9 у')>
множеству вершин Q1 и множеству дуг Rl~l применим процедуру,

аналогичную той, которая применялась к точке (х0, у0)9 множеству

вершин Q0 и множеству дуг R°. При этом если ут
= 1, то полагаем Ql =Ql~l,

если же yw
= 0, то полагаем Ql = Ql-xU {(*M_i,Jb),(*i,,,yi,_i)}.

Если (X, Y) - единственная вершина из множества Ql~~l с нулевой

полустепенью исхода, то искомый граф G = (Q, R) построен: Q = Q1 и
R=R1-1.

1.9. Пример. На рис. 1.5 изображен граф G для примера, описанного

в п. 1.2.

1.10. В отличие от графа G не каждый путь в графе G из вершины @,0)
в вершину (X, Y) является траекторией. В качестве составляющих он

может содержать наклонные отрезки с углом наклона к оси абсцисс,
отличным от 45°.

Нетрудно показать, что каждый такой отрезок ((х ,, yv>)9 (xu, yv)),
и' < и, у' < и, можно заменить единственной ломаной линией,
соединяющей те же точки (xu,t yv,) и (xut yv)9 имеющей длину, равную длине

исходного отрезка, и состоящей из двух отрезков, первый из которых
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((х ,, yv,)y (х, у)) имеет угол наклона 45° к оси абсцисс, а второй

((*» У)> (хи> Уь)) является вертикальным (х = хи) или горизонтальным

(У=Уи)-
Тем самым каждому пути а в графе G сопоставляется единственная

траектория а в прямоугольнике W, проходящая через вершины этого

пути и имеющая ту же длину. По построению графа G траектория о не

содержит особых точек и, следовательно, представляет некоторое расписание

s(a) G5. Поскольку все вертикальные (горизонтальные) отрезки

траектории о имеют вид ((*, у), (хи, yv)), где х = хи (соответственно у =yv),
то при расписании s (а) прерывания в процессе выполнения операций не

допускаются. Обозначим это расписание через s (Ъ).
Как и в случае задачи с прерываниями операций, можно показать, что

существует оптимальное расписание s* = s(a*), где а* - некоторый путь
в графе G.

Доказательство этого утверждения аналогично приведенному в п. 1.5.

Отметим только, что для рассматриваемой задачи траектория o(s) должна

иметь общую точку с отрезком ((хи, yv_x), (X, yv-\)) или отрезком

i(xu-i» yv)> (xu-i> Y)) для любого особого прямоугольника WMU.
Как и в п. 1.6, можно показать, что в рассматриваемом случае задача

нахождения расписания s* также сводится к задаче нахождения

кратчайших путей в графе G - (Q, R) из вершины @,0) в каждую вершину

(х, у) е Q, для которой х = X или у
- Y.

1.11. Пример. В результате поиска кратчайших путей в графе G (см.
рис. 1.5) из вершины @,0) в вершины D,16), A4,16), A7,16), B1,10)
и вычисления соответствующих значений целевой функции F(tiy t2) =

= 30rx + t\ получаем искомый путь а* = (@,0), @,1), B,4), D,10),
A2,14), A4,16), B1,16)), которому соответствует траектория о* = (@,0),
(<М). B,3), B,4), D,6), D,10), (8,14), A2,14), A4,16), B1,16)). Зна-
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чения f!@ j= 27, t2(s*) = 20, F^s*), /2(**)) = 30-27 + 202 = 1210.

Здесь s* = s(<F*).
1.12. Оценим сложность описанных алгоритмов построения

оптимальных расписаний обслуживания двух требований М приборами.
Обозначим через Qw множество вершин графа G = (Q, R),

являющихся вершинами особых прямоугольников Wuv. Поскольку число всех

особых прямоугольников равно гхг2, то | Qh' I не превосходит О (г2), где

r=max{rltr2}.
Множество вершин особых прямоугольников •-Wuv, для которых

mm{u,v} = к, к< г, обозначим через йк.
В графе G существует не более одного пути из каждой вершины (х, у)

множества Q СЛ Q.k ъ вершину (X, У), не содержащего вершин
множества Qw, отличных от (х, у) и (X, У). Этот путь содержит не более чем

О (г — к) вершин множества Q\Qw Поскольку \?1к\ не превосходит
О (г - к), то все указанные пути содержат не более О ((г - кJ) вершин
множества Q \ Qw . Следовательно, | Q \ Qw | не превосходит

0( 2 (г-А;J) = 0(г3).
к = 1

Поскольку число | Q\ вершин графа G не превосходит О (г3), число | R \
дуг не превосходит 2\Q\ и граф не содержит контуров, то для вьщеления

кратчайших путей из вершины @,0) во все остальные вершины достаточно
выполнить О (г3) элементарных действий.

Очевидно, что для построения графа G требуется не более О (г3)
действий.

Таким.образом, оптимальное расписание (с прерываниями) может быть

построено в результате выполнения О (г3) действий.
В случае, когда прерывания в процессе обслуживания требований

запрещены, указанная оценка может быть уменьшена до О (г2 log r).
Действительно, вершины графа G = (Q, R) являются вершинами особых

прямоугольников Ww (за возможным исключением вершин @,0) и

(X, Y)). Следовательно, число | Q\ вершин и число | R | дуг графа G не

превосходит О (г2).
_

Опишем процедуру построения графа G, трудоемкость которой не

превосходит О (г2 log г).
Пронумеруем особые прямоугольники W^ в лексикографическом

порядке пар индексов {и, и). Если с — наибольший из полученных номеров,
то номер с + 1 присвоим области W' = {(*, у)\х > 0, у > У}, а номер
с + 2-области W" = {(х,у)\х>Х, 0<у< У}.

Через ?1 обозначим множество вершин вида (хи, yv-i) и (xu_lf yv)
всех особых прямоугольников W^. Положим О, = ?2 U {@, У), {X, У)}.
За О {г2 log г) элементарных действий упорядочим вершины (х, у) из

множества ?2 в порядке неубывания величины h(x, у) = х - у.
Все наименьшие номера особых прямоугольников, с которыми могут

встретиться (в процессе построения графа G) наклонные прямые,

проходящие через вершины множества ?2, можно определить в результате
последовательного просмотра вершин множества ?2 в порядке неубывания
величины h(x, у). Для этого будем использовать список X упорядоченных
по возрастанию номеров особых прямоугольников и областей W' и W'\
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с которыми пересекается наклонная прямая, проходящая через

рассматриваемую вершину из множества ?2. Перед просмотром первой вершины

множества ?1 список X полагаем пустым.

При просмотре очередной вершины (х, у) G О, включаем в список X

номер прямоугольника WUU9 если jc = хи_1 и у = yVin исключаем номер

этого прямоугольника, если х = хи и у
=
yv-\' Кроме того, если х = 0 и

у
= Y, то в список X включаем номер с + 1, а если jc =X и у = Y, то

включаем номер с + 2 и исключаем из списка X номер с + 1.

За 0(logr) элементарных действий в упорядоченном списке X можно

найти наименьший номер с*, который больше номера прямоугольника W^.
Номер с* соответствует первому особому прямоугольнику (или областям

W\ W"), с которым "встретится" наклонная прямая, направленная из

вершины (х, у). _

Таким образом, для построения графа G достаточно выполнить

О (г2 log r) элементарных действий.

Отметим, что в случае, когда каждое требование обслуживается

каждым прибором не более одного раза (т.е. rt < М, L^ ФЬ^ npujx Фн>

i G {1, 2))> оптимальное расписание может быть построено в результате

выполнения не более чем 0(М2) действий при разрешении прерываний и

0(M\ogM) действий, если прерывания запрещены. Этот результат

непосредственно следует из приведенных выше рассуждений с учетом того

факта, что число особых прямоугольников Ww в данном случае не

превосходит М.

§ 2. Максимальное временное смещение

В этом параграфе рассматривается задача минимизации максимального

временного смещения при обслуживании двумя приборами требований с

одинаковыми длительностями всех операций. В качестве вспомогательной

используется задача построения расписания, при котором все требования
обслуживаются не позднее заданных директивных сроков.

2.1. В систему, состоящую из двух приборов А и В, в момент времени
d = О поступает множество N= {1,2,...,«} требований. Маршрут L1
обслуживания требования i G N представляет собой чередующуюся

последовательность приборов (L1, L[,..:., L[), в которой L*q G {А, В}, q
= 1,...

...,г/, и Ь^ФЬ^+и я
= 1,...,г,-1.

Длительности всех операций предполагаются одинаковыми (не нарушая
общности, ,их можно считать единичными). Прерывания в процессе
выполнения каждой операции запрещены. Известны директивные сроки D{
обслуживания требований iGN.

Необходимо построить расписание s *, которому соответствует
наименьшее значение функционала

Z,max(s) = max{t&) -Z),| i €//},

где tf (s) — момент завершения обслуживания требования / прибором L\
при расписании s, a tf(s)-Dj —

временное смещение в обслуживании
требования /.Расписание s* будемназьюатьоптимальным.

При решении поставленной задачи можно ограничиться рассмотрением
класса S расписаний s, при которых каждая операция начинается (изавер-
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шается) в целочисленные моменты времени и в каждый момент времени t,

О < t < 7max (s), вьшолняется хотя бы одна операция. Здесь, как и раньше,

7max (s) = max{F/(s) I / € N). В этом параграфе операции будем обозначать

через (i, q) (требование i € N на стадии q, 1 < q < ri9 обслуживается

прибором L е {А, В}, однозначно определяемым значениями z, q hLJ).
Символ у будем употреблять для обозначения простоя прибора.

Присвоим временным интервалам единичной длины, начиная с момента

п

времени d = О, номера 1, 2,..., R, где R = 2 rt. Интервал с номером Г
/=i

имеет вид (t — l,f].
Очевидно, что для любого расписания s ? 5 вьшолняется неравенство

7JnaxE) < Д. Для задания расписания s достаточно указать две

последовательности вида а = («!, а2,..., ая) и /3 = @i, 02 >•••> 0д)» гДе а*
=

= (*> О) @f = 0> #))> если операция (/, <j) вьшолняется во временном

интервале с номером t и Llq = А (соответственно Llq -В). Если в

указанном временном интервале прибор А (прибор В) простаивает, то at
-

у

(соответственно 0f
= 7). Поскольку общее число операций равно R, то

суммарное число символов у в последовательностях а и /3 равно R.
2.2. Опишем алгоритм построения оптимального расписания.

Каждой операции (/, q) сопоставим вес

v(i,q) = Di-ri + q. B.1)

Содержательно u(i, q) означает самый поздний срок (возможно,
отрицательный) завершения выполнения операции (/, q), при котором не

нарушится директивный срок Dt обслуживания требования /, если операции

(/, q + 1), A, q + 2),..., A, /7) будут вьшолняться непрерывно одна за

другой (начиная с момента времени v(i, q)).
Сформируем список X = ((/1э qx), (i2, #2), • • •

> (*r, Qr)) всех

операций (/, q), q = 1,..., rit i € N, упорядочив их по неубыванию весов

v'(i> q)- Заметим, что по определению величины v (z, q) порядок
следования операций в списке X не противоречит порядку следования операций

при обслуживании каждого требования i EiV.

Построим расписание, соответствующее списку X. На каждом шаге

алгоритма для очередной операции (/, q) из списка X будем находить
временной интервал ее выполнения. При этом будем использовать следующие

параметры: для каждого требования i E TV параметр t(i) будет
обозначать номер единичного интервала, в течение которого выполняется

операция (/, q
— 1); параметр T(L) будет обозначать наименьший

номер единичного интервала, в течение которого прибор L = L*
простаивает.

Первоначально полагаем Т(А) = Т(В) =1, at=(it=y для всех г = 1,...
..., R и t A) = 0 для всех i € N. На первом шаге алгоритма в списке X

выбираем первую по порядку следования операцию A1э qx). Очевидно,

qx - 1. Если L i
= А, то ах =7 заменяем на ах

= (/*!, 1) и полагаем Т(А) = 2

и t (ji) = 1. Если L\l = В, то 0! =7 заменяем на 0Х = (гг, 1) и полагаем

Т(В) =2иГ(/!) = 1.
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Пусть после выполнения m — 1, 2 < m < Л, шагов построены некоторые

последовательности а и Р. На том шаге в списке X выбираем очередную

операцию (/т,^т) и вычисляем значение t по формуле

7 = тах{Г(/т)+1, ГD™)>. B.2)

Пусть для определенности L™m -А, тогда полагаем ^У=/иа- =

= (im9 qm). Остальные компоненты последовательностей а и Р оставляем

без изменения. Если t = T(A)9 то просматриваем подпоследовательность

а- , а-2 Л, начиная с компоненты а-+1 до первой по порядку

следования компоненты af,
-

7, и полагаем Т(А) = t\

Обозначим последовательности а и Р, полученные в результате

выполнения Л шагов описанного алгоритма, через а = (ах, а2,..., aR) и 0 =

= (& ,&,...,&).
_

_

2.3. Покажем, что последовательности а и $ определяют некоторое
расписание из множества S.

Очевидно, каждая операция (/, q), q = 1,..., rt, i € N, встречается в

указанных последовательностях не более одного раза. Покажем, что

каждая операция встречается точно один раз в соответствующей
последовательности S или Р.

Для этого достаточно показать, что если на шаге m алгоритма t(im) +

+ 1 > T{JL^), то при L™m - А компонента at ц у + 1
= у, а при L™m = В

компонента Pt ц ^ + г
= у. Для определенности рассмотрим случай L^ =А

и докажем вначале следующее вспомогательное утверждение.
Если в процессе выполнения алгоритма на шаге m компонента at

последовательности а равна у, то из равенства ak+1
= (z, q) при к> t и q> 1

следует равенство Рк = (/, q — 1).
Для доказательства справедливости этого утверждения воспользуемся

методом математической индукции относительно числа к.

Утверждение справедливо при к - t. Действительно, если af+1
= A, q)

и &t Ф (*9 Я — 1), то вьшолнение операции (/, q) должно быть назначено

раньше интервала времени с номером t + 1 (например, в интервале с

номером Г, поскольку af=7)«
Предположим, что утверждение имеет место для всех к < к0, и пусть

а*°+1
= ('» #)• Выберем максимальное значение А, для которого г <А<

< к0 и ан
=

у. По индуктивному предположению Рк_г и ак
-

последовательные операции по обслуживанию одного и того же требования для

каждого к, А + 1 < к< к0 - 1.

Предположим, что 0Л<> Ф- (/, q — 1). Тогда для каждого А: € { А, А + 1,...

•.., к0- 1} компонента ]8fc =? (/, qr), q G {1,2,..., /•/}, поскольку /3fc и
a*+i являются операциями по обслуживанию одного и того же

требования при А < к < к0 - 1 (рис. 2.1).
Следовательно, выполнение операции (/, q) должно быть назначено в

интервале времени с номером А или раньше. Это противоречит предполо-
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жению о том, что 0fco+1 = 0*, q), и завершает доказательство

вспомогательного утверждения.

Вернемся к доказательству равенства at ц ) +1
=
7 при L ™т = А.

Предположим, что af(/ ) + 1 Фу. Из неравенства t(im). + 1 > Т(А)

следует, что qm > 1. Непосредственно по определению параметров Т(А)
к Г(iw) получаем аг(д)

= у и 0,(/т) = (*т> Ят ~ 1). Тогда в силу дока-

занного утверждения Pt^. ^ и aty j+1
являются операциями по

обслуживанию одного и того же требования /т, т.е. <*гцт)+х
= O'm.flfm)»410

противоречит предположению о том, что на шаге т из списка X

выбирается операция (im$ qm).

приборе у

приборА у и—»¦

h
Рис. 2.1

ьр-1 Lp
У I н\

lp-t ip
У I

Следовательно, каждая операция (i, q), q = 1,..., г,-, i G N, точно

один раз встречается в соответствующей последовательности 5 или р.
По построению порядок следования операций в последовательностях

5 и Р не противоречит маршруту (/,', Ll2,..,, Llr.) обслуживания
требования i € N. При этом если для некоторого f Е {1,2,... ,R - 1}
значение a*

= pt = 7, то am
= pt+1 =y.

Таким образом, последовательности а и Р определяют некоторое
расписание ? из множества S. Это расписание обычно называется списочным

или Х-расписанием.
2.4. Покажем, что расписание ? является искомым оптимальным

расписанием

Для этого достаточно доказать, что из условия существования

расписания, при котором все требования обслуживаются в заданные директивные
сроки, следует, что и Х-расписание ? является допустимым относительно

тех же директивных сроков. Действительно, если s* — оптимальное

расписание, /*=?щахE*) и D; = D. + r, i= l,... ,л, то 5* является

допустимым расписанием относительно модифицированных директивных

сроков D\ (т.е. tf(s*)< D\9 i = 1,..., л) и хотя бы при одном i G {1,2,...
...,п) 7^*)= А'. Если TffiKDl i = 1,...,и, то LmtiX(s)<l\ т.е.

s — оптимальное расписание.

Покажем, что для существования допустимого (относительно
директивных сроков) расписания необходимо и достаточно, чтобы было

допустимым \-расписание, соответствующее списку Х = ((ilf qi),(i2, #2), • • •

• •
> ((r» ?*))> где Щ> Qj)< Щ+и ty+i). /= 1, ...,/*- 1.

Достаточность утверждения очевидна. Докажем необходимость.
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Предположим, что при расписании 7 существует хотя бы одно

запаздывающее требование. Тогда из соотношения B.1) следует, что

найдется номер t, 1 < t < R, единичного временного интервала, для которого

f>yBf) или t>v(Pt). Среди всех таких значений Г выберем
минимальное значение t°. Для определенности пусть t° > v (Sf0).

Докажем справедливость следующих соотношений:

at Ф у, v(St) < yEfo) при t = 2,...,r° - 1,

uEi) < *>(aro) при ах Ф у.

Если afo = (/, 1), то Sit Фу при 1 <f <f° — 1ииз неравенства вида

y(af) > v(ato) следует, что при расписании Г операция ato
выполняется раньше операции 5Г, т.е. t° <t.

^

Пусть аго
= (/, q) и q > 1. Тогда (/, # - 1) = 0Л, где h < t° - 1.

Из определения u(i, G) и равенства h-t° — 1 следовало бы соотношение

u @7i) = yBff°) — 1 < *° — 1 = Л, что противоречит минимальности

выбранного значения t°.
Отсюда следует, что аг Ф у и v(at) < и(а?го) ПрИ Л + 1<г<г° — 1,

так как в противном случае операция аго выполнялась бы во временном

интервале, номер которого меньше t°.

Кроме того, должно выполняться и неравенство и(?Л)< v(Sh+1 ).
В противном случае операция S?/, + t выполнялась бы во временном
интервале, номер которого меньше h + 1, поскольку аЛ + г и ft, - операции по

обслуживанию разных требований.
Таким образом, при h = 1 соотношения B.3) выполняются.

Пусть h > 1 и Sh = A', q'). Если #' = 1, то, как .уже было показано выше,

at Ф у и v (at) < v (ah) при г = 1,...,А — 1,и соотношения B.3) имеют

место.

Пусть qr > 1, Если (/', q' - 1) = j3p, гдер < h - 1, то, повторяя
приведенные выше рассуждения, получаем St ф у и u(af) < v(ah) при
* = Р,. . .

,
h — 1. Если (/', <7# — 1) = ft,- 1, то найдем наименьший номер

р такого временного интервала, что j3f и af+ х
—

операции по

обслуживанию требования i' при t = р\ . . .
,
h - 1. Тогда u(af) < и (<*/,) при Г =

=
р , . . . , h — 1. Поскольку 5/, + i является операцией по обслуживанию

требования, отличного от /', то и E/,) < v(ah+l). Следовательно, при
q' > 1 выполняются неравенства v (at)<v (&h + l) при t-p\ ... ,h..

Если р' = 1, то соотношения B.3) имеют место. В противном случае
описанные рассуждения можно повторить.

Поскольку число R временных интервалов конечно, то за конечное

число шагов приходим к заключению о справедливости соотношений B.3).
Покажем, что из этих соотношений следует существование хотя бы

одного запаздывающего требования при любом расписании sGS.

Пусть St =
7, тогда неравенства v(at) < u(Sfo) < *° справедливы

при г = 1, . л .
9
t°. Следовательно, для того чтобы при расписании s не

было запаздьюающих требований, необходимо, чтобы при этом
расписании операции Sl9 а2, . . .

, afo (единичной длительности каждая)
выполнялись прибором А в течение интервала времени @, t° — 1], что

невозможно.
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Пусть 5j = 7> тогда все операции вида (/, 1), / G N, должны

выполняться прибором В. Поскольку v (St) < t° при t = 2,... , t°, то для того чтобы

не было запаздывающих требований, необходимо операцииS2, &з» • • • ><*г°
выполнить прибором А в течение интервала времени A, t° — 1], что также

невозможно.

Итак, из предположения о том, что при расписании Г существует хотя

бы одно запаздывающее требование, следует, что и любое другое
расписание s G S не может быть допустимым относительно заданных директивных

сроков. Утверждение доказано.

Таким образом, Х-расписанию Г, построенному согласно алгоритму из

п. 2.2, соответствует наименьшее значение bmax(s), s G 5. В частности,
если существует допустимое относительно директивных сроков

расписание, то Г является одним из таких расписаний.
25. Оценим временную сложность описанного в п. 2.2 алгоритма

построения оптимального расписания. ^

Трудоемкость построения последовательностей 5 и |3 по известному

списку X определяется, по существу, трудоемкостью нахождения

значений t'. Поскольку при поиске этих значений на всех шагах алгоритма
ни одна из компонент последовательностей otji 0 не просматривается
более одного раза, то последовательности а и 0 строятся за О (R)
элементарных действий.

Список X можно сформировать за О(R log/?) элементарных действий
или, учитывая, что v (/, q + 1) = v (i, q) + 1, q = 1, . . .

, fg
- 1, / G N, -

за О (R log n) действий.
Если все Dg, i = 1,.. .

, n,
— целые числа, то список X можно

сформировать за О (R) действий.
Действительно, обозначим через / нижнюю оценку значения LmBX(s*).

В качестве / может быть выбрано, например, значение max{r/ —Dg\i G N).
Через N1 обозначим множество всех требований i G TV, для которых

R -Dg < /.

Для всех / G N\Nf и 1 <q <rf имеет место соотношение —/ <и (/, q) <
< 2R - /. Поскольку и(/, q) - целые числа, то для упорядочения по

неубыванию всех чисел и(/, q), i G N\N\ 1 < q < rt, достаточно 0(R)
действий.

Нетрудно видеть, что при любом расписании s G S для всех i G N

выполняются соотношения tg(s) —Dg <R -Dg </</*. Поэтому для

каждого / G N' и 1 <q <rt можно положить v (/, q) = W + q, где W —

достаточно большое число, например, W > 2R — /, и упорядочить по неубыванию
все числа v(i, q\ 1 < q < о, i G TV', за (9 (Л) действий.

Таблица 2.1

1
_ ! m ¦ Of

_

1 С4,Я,Л,Д,Л,ДМ,#) 8 10

2 (Л, Я, Л, #, Л Я, Л, Я, Л, Я) Ю 18

3 (А, В, А, В, А, В) 6 10

4 (В, А, В, А, В) 5 20

5 (В,А,В,А,В,А,В,А,В) 9 20
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Таким образом, для построения оптимального расписания достаточно

выполнить О(R log n) действий, а при условии целочисленности

директивных сроков
- О(К) действий.

2.6. Пример. Группа "летающих" лыжников Nпроводит тренировку

по прыжкам с трамплина. В распоряжении спортсменов имеется подъемник

на одного человека (прибор А) и трамплин (прибор В). Время подъема

на трамплин равно единице и равно времени, отведенному на прыжок

с трамплина. Для каждого лыжника i G N задан директивный срок Du

к которому желательно закончить тренировку.

приборе

приборА

5 13 13121325242524545

| !
3\1 \3

I I

I I I

: : •

2М \3*2

I | i
I

I I

2\4

I I I I
! i i

\4\5\

О 1 2 3 4 5 6 7 8 Э 10 11 12 13 14 15 1617 16 13 20

РИс 2.2

В задаче требуется составить такое расписание s *

тренировки
спортсменов, при котором принимает наименьшее значение величина LmuX(s) =

= max{f/(s) — D{\i € N) (f/(s) — Dt —

временное смещение момента

tf(s) завершения тренировки спортсмена i G N относительно заданного

директивного срока ?>,-). Исходные данные задачи приведены в табл. 2.1.

По формуле B.1) вычисляем значения весов и(/, q), 1 <q <Г/, i =

= 1, 2, 3, 4, 5, и упорядочиваем все операции по неубыванию полученных
значений: X = (A,1), A,2), A,3), C,1), A,4), C,2), A,5), C,3), A,6),
C,4), A,7), B,1), C,5), A,8), B,2), C,6), B,3), B,4), E,1), B,5),
E,2), B,6), E,3), B,7), E,4), B,8), D,1), E,5), B,9), D,2), E,6),
B,10), D,3), E,7), D,4), E,8), D,5), E,9)).

Применяя описанный в п. 2.2 алгоритм, получаем Х-расписание Г,
представленное на рис. 2.2.

Х-расписание является оптимальным. Поскольку значение целевого

функционала Ьтлх{Т) = тах{8-10, 16-18, 9-10, 19-20, 20-20} = 0,
то расписание Г является допустимым относительно заданных
директивных сроков.

§ 3. Общее время обслуживания. Одинаковые длительности

В данном параграфе рассматривается задача построения оптимальных

по быстродействию расписаний (без прерываний) обслуживания
требований с одинаковыми длительностями всех операций.

В системе, состоящей из М приборов, обслуживается множество

требовании # = {1,2,...,л}. Для каждого требования / G N задан момент

времени dt > 0 его поступления в систему и маршрут обслуживания
L* = (M,Z,'2, . . . fi^)f где.^е М ={1,2, ,ЛО, ?=1, г,,

и?^ ФL*q + l9 q
= 1,. . . ,г/ - 1. Для каждой операции (i9'L, q) пообслу-
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живанию требования / G N прибором L = Llq на стадии q известна

длительность ее выполнения tiL q > 0. Почти всюду в этом параграфе
длительности выполнения операций предполагаются одинаковыми (без потери
общности в таких случаях их можно считать единичными). Прерывания
в процессе выполнения каждой операции не допускаются. На множестве

требований может быть задано отношение -* строгого порядка: если

/ -> / (/,/€ N), то должно выполняться неравенство f?(s) > tf(s), где

f?(s) (соответственно tt(s)) — момент начала (завершения)
обслуживания требования / (требования/) при расписании s.

Необходимо построить расписание s*, при котором общее время
обслуживания требований tmux(s) = max{f,(s) |/EN} является минимальным.

Расписание s *
принято называть оптимальным по быстродействию.

3.1. Покажем, что построение оптимального по быстродействию рас-
писания при произвольных значениях dt > 0 сводится к построению рас-

писания с наименьшим значением максимального временного смещения

npudi = 0, i= 1,... ,w.
Рассмотрим две задачи построения расписания обслуживания

требований W={1, 2, ...,и}с наименьшим значением величины Lmax(s) =

= max{?-(s)-Z)/|/GAr}.
В первой из этих задач все требования поступают в систему

одновременно (d\ = 0, / = 1,. . .
, л), известен маршрут L* = {Ь\УЬ12, . . .

, L^)
обслуживания каждого требования i G N и директивный срок D\. На

множестве N может быть задано отношение строгого порядка ->.

Во второй задаче требование i E N поступает в систему в момент

времени d" = D - D\, маршрут (Z,?., ?*/-ь . • .
> М) обслуживания

требования i G N является обратным маршрзггу Ll и директивный срок D" = D,
где D = max{?>/ 11 G N}. На множестве ЛГ задано отношение строгого
порядка =>, обратного порядку -> (т.е. i =*/ тогда и только тогда, когда /->/).

Длительности t\hq операций (/, L9 q) первой задачи и длительности

t'iL q операций (i,L9q) второй задачи связаны соотношениями

Эти задачи будем называть сопряженными.

Пусть s' — расписание для первой задачи, при котором максимальное

временное смещение принимает наименьшее значение Lmax(s') = /\
Обозначим через s~ совокупность М кусочно-постоянных функций
{s~i(t), s @>• . •

> *~м(О) таких, что sL (t) = s'L (t),L ЕЛ, если t

не является точкой разрыва функции s'L (t). В точках t разрьюа функции
s'L (Г) положим TL (Г) = TL (t + б) для достаточно малых е > 0. Таким

образом, в отличие от s'L (t) функция TL (t) непрерывна справа, а не слева.

Для каждого L GJC, полагая s"L (t) = s"L (?> + V — t) при t G @,0+L']
и sl @ = 0 при t > D + Z/, получим допустимое расписание s" для второй
задачи.

_

Нетрудно видеть, что Lmax (s") = mdx{ti(s") - D" \i G N} = /' и s" -

оптимальное расписание для второй задачи. Поскольку D" = D, i G TV,
то расписание s" является оптимальным и по быстродействию, причем
«"«.«(»") = ''+я.
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Следовательно, для решения задачи построения оптимального по

быстродействию расписания при произвольных значениях d{ достаточно

решить сопряженную ей задачу построения расписания с наименьшим

значением Lmax (s) при d{ = 0, ?>',=?>- dt> D = max{rf, | / G N), i =

= 1,...,и.
Поскольку приведенные рассуждения обратимы, то имеет место и

обратное сведение задачи построения расписания с наименьшим значением

максимального временного смещения при df = О, i E N, к задаче

построения оптимального по быстродействию расписания при произвольных
значениях df > 0.

32. Рассмотрим задачу построения оптимального по быстродействию

расписания обслуживания л требований двумя приборами А и В.

Требование i е N поступает в момент времени d{ > 0. Длительности выполнения

всех операций равны единице.
Как показано в предыдущем параграфе, сопряженная данной задача

построения расписания с наименьшим значением Lmax(s) при dt = 0,

D\ =D — df,D = max{<i/ \ i € N}t i = 1,. .., л, относится к классу

полиномиально разрешимых.

Таким образом, задача построения оптимального по быстродействию
расписания при М

= 2 и f/L*
= 1, q = 1,.. . , rh i = 1,. ..

, л, также

полиномиально разрешима, и для ее решения можно воспользоваться

алгоритмом, описанным в п. 2.2. Напомним, что трудоемкость этого алгоритма
не превосходит О(R log л), а при условии целочисленности значений

п

du iGN, -величину 0(R), где R = 2 rt.
/= i

33. Пример. Группа парашютистов проводит тренировку по

прыжкам с вышки. В их распоряжении имеется лифт на одного человека

(прибор А) и парашют для прыжков с вышки (прибор В). Время подъема на

вышку и время прыжка с вышки равны между собой. Для каждого
парашютиста известны момент времени dt готовности к началу тренировки

и число rj/2 прыжков, которые нужно совершить.
Требуется построить оптимальное по быстродействию расписание

тренировки парашютистов при исходных данных, приведенных в табл. 3.1.

Исходные данные для сопряженной задачи приведены в табл. 3.2

В соответствии с алгоритмом, описанным в п. 2.2, сформулируем список

X операций (/, q), q = 1,..., rt, i = 1,2,3,4, упорядочив их по неубыванию
весов v(i, q)=Dt- rt + q: X = (A,1), D,1), A,2), D,2), A,3), D,3),

/

1

2

3

4

hl

(A,B,A,B,A,B)
(A,B,A,B)
(A,B)
<A,B,A,B,A,B,A,B)

Таблица 3.1

n

6
4
2
8

di

7
0
3
5
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Таблица 3.2

di

{В, А, В, А, В, А)

{В, А, В, А)

{В, А)

{В,А,В,А,В,А,В,А)

6

4

2

8

О

7

4

2

A,4), D,4), A,5), D,5), A,6), D,6), D,7), D,8), C,1), B,1), C,2),
B,2), B,3), B,4)). Х-расписание Г, представленное на рис. 3.1, является

оптимальным расписанием для сопряженной задачи и ?тах (?) ~ ?•

Расписание Г однозначно определяет оптимальное по быстродействию
расписание s* для исходной задачи, которое представлено на рис. 3.2.

Значение Tmax(s*) =?max(?) + max{Df. | i = 1,2, 3, 4 }= 7 + 7 = 14.
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3.4. Покажем, что при М = 3,dj = 09i G N, и единичных длительностях
всех операций задача построения оптимального по быстродействию
расписания является NP-трудной в сильном смысле.

Сформулируем соответствующую задачу распознавания.
В обслуживающую систему, состоящую из трех приборов А, В и С, в

момент времени d = О поступает множество требований Л^={1,2,...,л}.
Для каждого требования / Е N задан маршрут обслуживания ХЛ
Длительность выполнения каждой операции равна единице. Необходимо

определить, существует ли расписание s° (без прерываний операций) такое,

что rmax (s°) <y для заданного значения у.

Построим псевдополиномиальное сведение задачи о 3-разбиении (см.
вводную часть данной главы) к сформулированной задаче

распознавания.

Положим п = Зп0 + 2, у =
nQ BE + 9), V = (А, С, [А, В]е\ С),

i = 1, . . .
, Зл0, Ln~l = {[В, С, В, А, В, А, [В, С\Е, А, В, A] ),Ln =

130



приборС

приборВ

приборА

\nn-1n п п-1пп-1 пп-1

4*..4

пгИп пп-1пп4

\n-1nn-1nnJn\n-1 п-1
I I I I I I I НН •

I I
\Th1nrh1 П П

I

nvtfnrti

п-1 \лп4п)п-1пп4пп4п\п4 п-1
I I I I I I I М

I
I

1 I . I

I I I I I I I I I l«4.l I I

xnJnn-1 п п

Mil М •-••••

I
,1
I

I I

2Е+6

Рис. 3.3

r+J г+6

= ([С, В, С. В, А, В, [С, А]Е9 В9 А, В]я°). Здесь и далее [ • ]Л -
последовательность, состоящая из h повторений стоящего в скобках выражения.

Например, [А,В]2 =А,В,А,В.
Заметим, что число операций по обслуживанию как требования п — 1,

так и требования п равно у. Следовательно, можно считать, что при

расписании s° операция (л - 1, jLJJ*" ,qr) и операция (и, LJJ, q)
выполняются во временном интервале (д - 1, q], т.е. t%_lLn-iq = t%L"q = q - 1.

На рис. 3.3 представлен фрагмент расписания обслуживания требований
п — 1 и л. Отметим, что это расписание является периодическим, т.е. график
расписания состоит из л0 одинаковых частей. На рис. 3.3 первая такая

часть отделена сплошной вертикальной чертой, а период расписания
обозначен через г и равен 2Е + 9.

Как нетрудно заметить, для обслуживания требований / = 1, .. .
, Зл0

остается последовательность непрерывно следующих один за другим
временных интервалов, начинающаяся в момент t = 0 и заканчивающаяся в

момент t = у. Используя принятые обозначения, эту последовательность
можно записать в виде ([[А]3, [С]3, [А,В]Е, [С]3]п*).

Покажем, что требования i = 1,. .
.., Зл0 могут быть обслужены в

соответствии с указанной последовательностью (и, следовательно,
существует расписание, при котором общее время обслуживания требований
равно у) тогда и только тогда, когда задача о 3-разбиении имеет решение.

Предположим, что задача о 3-разбиении имеет решение, т.е.
существует разбиение множества № на л0 подмножеств Nf, N%, . . > 9N% таких,

что 2 et
= Е при у = 1, . . .

, л0. Тогда, обслуживая каждое требова-
/е N,

ние i e Nf от начала до конца в течение интервала времени (т(/ — 1), tj] ,

/ = 1,...,л0, получаем расписание5°, при котором tmaX(s°) = y.

Предположим, что существует расписание 5°, при котором ^тахE°) =У>
и докажем по индукции относительно /, что при расписании s во
временном интервале (т(/ - 1), tj], 1 </ <л0, обслуживаются (причем
полностью) ровно три требования из множества {'1,2,..., 3л0 }.

Очевидно, что такие требования будут представлять собой
трехэлементное подмножество N?, для которого 2 et = Е.

1
/6 ЛГ?
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Рассмотрим случай / = 1. Если при расписании s° обслуживание

некоторого требования /, 1 < / < Зя0, начинается во временно'м интервале

(О, т], то последовательность операций по его обслуживанию,
выполнение которых заканчивается в этом же интервале, можно отнести к одному
из следующих четырех типов:

1) (А);

2)(А,С,[А,В]Н), 0<Л <е{;

3)(А,С,[А,В]И,А), 0<Л <е/;

4)(А9С,\А,В]Ч,С).

Через Пк обозначим число требований /, 1 </ <3л0, обслуживание

которых начинается в интервале @, г] и указанные последовательности

операций относятся к типу к, к = 1,. ..
,
и. Через тк обозначим суммарное

число операций по обслуживанию этих требований прибором В во

временном интервале @, г].
Нетрудйо видеть, что суммарное число операций (единичной

длительности) , которые необходимо выполнить каждому из приборов, равно у.
Следовательно, при любом расписании с общим временем обслуживания

требований, равным у, каждый из приборов А, В и С во временном

интервале @, п0т] не простаивает. Соответственно получаем следующие

уравнения относительно пк и шк:

пх + п2 + гп2 +2и3 +m3 +n4 +m4 = 2Г + 3, C.1)

т2 +т3 + /я4 = Е» C.2)

п2 +п3 +2пА = 6. C.3)

Вычитая уравнение C.1) из суммы уравнений C.2) и C.3), получаем

Hi - я3 + л4 = 3. Отсюда следует, что л4 > 3, а из уравнения C.3) получаем

л4 < 3. Следовательно, л4 = 3. Из уравнения C.3) получаем п2 = пъ = 0.

Тогда по определению т2 = т3 = 0. Из уравнения C.2) получаем т4 = Е,
а из уравнения C.1) -

пг = 0.

Таким образом, при расписании s° в интервале @, г]
обслуживаются (причем от начала до конца) точно три требования из множества

{1, 2, . . .
, Зи0}. Эти требования, очевидно, составляют искомое

трехэлементное подмножество N°, для которого 2 е,-
= Е.

Пусть при расписании s° в каждом интервале (т(/ — 1), г/] для всех

/ < /о < л начинается и заканчивается обслуживание требований
множества N° Я: №, \N°\ = 3. Тогда, повторяя рассуждения, аналогичные

приведенным для интервала времени @, г], можно показать, что при любом

расписании с общим временем обслуживания требований, равным у, в

интервале (т(/ — 1), г/о] должно начинаться и заканчиваться обслуживание
точно трех ранее не обслуженных требований из множества №.

Таким образом, расписание s°, при котором tmax(s°) =yt однозначно

определяет требуемое разбиение множества N° на трехэлементные
подмножества.

Нетрудно видеть, что для реализации описанного сведения достаточно

выполнить О(п0Е) элементарных действий. Поскольку задача о 3-разбие-
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нии NP-полна в сильном смысле, то задача построения оптимального по

быстродействию расписания обслуживания тремя приборами п

одновременно поступающих требований с единичными длительностями всех

операций является NP-трудной в сильном смысле.

3.5. Покажем, что если на множестве требований N задано отношение

строгого порядка, то задача построения оптимального по быстродействию
расписания является NP-трудной в сильном смысле при М = 2 и dt = О,
/ = 1,.... л Этот результат справедлив даже в том случае, когда каждая

компонента связности графа редукции заданного отношения строгого

порядка является цепью.

Сформулируем соответствующую задачу распознавания.
В обслуживающую систему, состоящую из двух приборов А и 2?, в

момент времени d = 0 поступает множество требований </V={l,2,...,w}.
На множестве N задано отношение -> строгого порядка. Каждая

компонента связности графа редукции отношения -> является цепью.

Длительность выполнения каждой операции равна единице. Требуется определить,
существует ли расписание 5° обслуживания требований множества Nтакое,

что Fmax (s°) ^У Для заданного значения у.

Построим псевдополиномиальное сведение задачи о 3-разбиении к

сформулированной задаче распознавания.

Положим п = 4п0Е, у = 2п0Е, N= 2 Nk, где TV, ={1,2,. ..
, 2е,} ,

к =1

к — 1 к — 1 к

Nk={2 2 е, + 1,2 2 ег + 2, . . .
,
2 2 e,J,fc = 2,..., Зя0, иЛГ3„0+ ,

=

/= 1 /= 1 /= 1
°

= {2п0Е + 1,2п0Е + 2,..., 4п0Е].
На множестве требований N зададим отношение -> строгого порядка,

полагая i ->/, тогда и только тогда, когда / Е Nkl / e Nk, 1 <к <3п0 + 1,
и i < /. Каждая компонента связности графа редукции этого отношения,

очевидно, является цепью.

Пусть процесс обслуживания каждого требования / Е Nсостоит в

выполнении единственной операции. Для требований из множества Nt положим

L1 = (В) при/ = 1,. . . 9ех и/,7 = (А) при/ =ех + 1,..., 2ех. Для каждого

к, 2 < к < Зи01 положим

к- 1
2 2 е, + /

Z /=1
= (/?) при /= 1,...,е*,

22 е/ + /

Z, /=1
= (А) при / = е* + 1,...,2е*.

Для требований из множества N3n+1 положим L2E(no + 0+1 =

= L2E{n0 + l) + 2 = = ^2E(/i0+/5 + ?' = (>4)j L2E(n0+l)+E+ l
=

= L2E(Wo + 0+^+2= = L2E(Wo + /+l) = (B)f / = о, . .
., Ио-1.

Поскольку множество УУ3я + i является линейно упорядоченным и

число его элементов равно 2п0Е = у, то при любом расписании с общим

временем обслуживания требований, равным у, требования множества

^3w0 + 1 должны обслуживаться непрерывно одно за другим начиная с

момента времени t = 0.
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На рис. 3.4 представлен фрагмент расписания обслуживания
требований множества N3n + i» ПРИ котором общее время обслуживания

требований равно у. Это расписание является периодическим с периодом г = ТЕ.

Таким образом, обслуживание требований множества N\N3n + i при

любом расписании с общим временем обслуживания требований,
равным у, может быть осуществлено только в тех единичных интервалах,

которые определяются последовательностью ([[В]Е, [А]Е] но).
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t/+?+1 у+Е+2 у+2Е
I—I 1 ••• \—\

у+2?+/у+2?+2
+—*
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Н 1
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Рис. 3.4

Покажем, что расписание s° существует тогда и только тогда, когда
имеет решение задача о 3-разбиении.

Пусть существует разбиение множества № на п0 трехэлементных

подмножеств N°, N%,..., Nn таких, что 2 е* -Е при/ = I,... ,и0. Тогда,
0

/ е Nf
обслуживая множество требований U Nk в интервале (т(/ - I), ту],

к е Nj
j = l,.. .

, п0, в соответствии с отношением ->, получаем расписание с общим

временем обслуживания требований, равным у.
Пусть существует расписание s°, при котором tmax(s°) -

У-

Поскольку суммарная длительность обслуживания всех требований прибором А

(прибором В) равна^, то при расписании 5° как приборе, так и прибор/?
в интервале @, п0т] не простаивают.

По условию обслуживание каждого требования / G Nk> к G № =

= { 1, 2,. . .
, Ъп0), для которого L1 = (В), должно предшествовать

обслуживанию каждого требования / GNk, для которого V
= (А). Во

множестве Nk = {/1 / G Nk,Ll = (А)} содержится столько же элементов, сколько

и во множестве Nk = {/1 / 6 Nki V = (В)}. Для того чтобы прибор А

не простаивал в интервале (Е, 2Е], необходимо и достаточно, чтобы

множество всех требований, которые обслуживаются прибором А в

указании

ном интервале, можно было представить в виде U Nkn где кх G №,
/ = 1

/ = 1, . . .
, т, причем в интервале (О, Е] прибором В обслуживались бы

т

все требования множества U N% и только они. При этом из неравенств
/= 1

'

Е/4 < ек < Е/2, к = 1,.. ., Зя0> следует, что т = 3.

Таким образом, получаем подмножество N*\ ={fcj, k2, къ)
множества № , для которого 2 е(

= 2 | N:A | = Е.
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Повторяя аналогичные рассуждения, можно показать, что при

расписании s° в каждом интервале (r(h — 1), тк], h = 2,... , п°, обслуживаются
все требования трех множеств вида Nk, к G №, и только они. В результате

получаем разбиение множества № на трехэлементные подмножества

№%№ ...,К0 такие, что 2 et
= Е9 К / < п0.

I e N.

Для реализации этого сведения задачи о 3-разбиении к

сформулированной задаче распознавания достаточно выполнить О(п0Е) элементарных

действий.
Таким образом, задача построения оптимального по быстродействию

расписания обслуживания двумя приборами частично упорядоченного

множества одновременно поступающих в систему требований с

операциями одинаковой длительности является TVP-трудной в сильном смысле.

3.6. Если длительности выполнения операций принимают значения из

множества {1,2}. то задача построения оптимального по быстродействию
расписания обслуживания п одновременно поступающих в систему
требований является NP-трудной в сильном смысле приМ- 2.

Сформулируем соответствующую задачу распознавания.
В обслуживающую систему, состоящую из двух приборов А и В, в

момент времени d = О поступает множество требований N = {1, 2, . . .
, л}.

Предполагается, что длительности выполнения операций tiLq G {1, 2}.
Необходимо определить, существует ли расписание 5° обслуживания
требований множества ТУ такое, что Tmax(s°) <y для заданного значения у.

Построим псевдополиномиальное сведение задачи о 3-разбиении к

сформулированной задаче распознавания.

Положим п = Зп0 + 1, у = 2и0 BЕ + 9), L* = BА, Я, [2А, 2В] Ч А, 2В\
i = 1, . . .

, Зло, Ln = ([2В, А, 2В, А, 2В, А, [2В, 2А]Е, В, 2А, Bt 2A, В,
2А]п°). Здесь используются следующие обозначения: если Lq - 2А или

Lg = 22?, то длительность t(Li выполнения операции (/, L*q, q) равна

двум; если Llq=A или Llq-B, то г/?/
= 1.

яя
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Рис. 3.5

Поскольку число операций по обслуживанию требования п равно у,
то при любом расписании с общим временем обслуживания требований,
равным у, эти операции должны выполняться непрерывно одна за другой,
начиная с момента t = 0.

На рис. 3.5 представлен график обслуживания требования во временном
интервале @, г], где г = 2 BЕ + 9) -

период расписания.
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Таким образом, обслуживание требований множества № = {1, 2, . . .

...,
3п0 } при любом расписании с общим временем обслуживания

требований, равным у, может быть осуществлено только в тех временных

интервалах, которые определяются последовательностью ([2А, В, 2А, В, 2А,
В, [2А, 2В]Е, А, 2В, А, 2В, А, 2В]п*).

Покажем, что расписание s°, при котором tmBX(s°) = у, существует
тогда и только тогда, когда имеет решение задача о 3-разбиении.

Предположим, что существует разбиение множества № на п0

трехэлементных подмножеств N^, N%, . . .
, N% таких, что Е et

= Е при

/ = 1, . . .
, Wo- Тогда, обслуживая полностью каждое требование i G Nj

в интервале (т(/ — 1), tj] , / = 1,.. .
, nQ, получаем расписание с общим

временем обслуживания требований, равным у.
_

Предположим, что существует расписание s°, при котором tmax (s°) =y.

Покажем, что при этом расписании точно три требования из множества

№ полностью обслуживаются в интервале @, г].
Поскольку суммарная длительность всех операций, выполняемых при-

бором А (прибором В), равна 9л0 + 2 2 et + п0(9 + 2Е) = у, то при
i = 1

любом расписании с общим временем обслуживания требований,
равным у у как прибор А у так и прибор В не простаивают во временном
интервале @, п0т].
Для того чтобы прибор В в интервале @,9] не простаивал, необходимо и

достаточно, чтобы в этом интервале начиналось обслуживание точно трех

требований из множества №. Аналогично, для того чтобы прибор Л в

интервале D1? + 9, 4Е + 18] не простаивал, необходимо и достаточно, чтобы

в этом интервале заканчивалось обслуживание точно трех требований
из множества №. Очевидно, что это те же требования, обслуживание
которых начинается в интервале @, 9]. Эти три требования и

составляют . подмножество N? <=№, для которого 2 е,-
= Е.

Далее индукцией по / можно показать, что при расписании s°
обслуживание точно трех требований из множества №W? начинается и

завершается в интервале [ т( / — 1), tj] , 1 < / < л0. В результате получим разбиение
множества № на трехэлементные подмножества #?,#§>.... ,N%0 такие,

что 2 et
= Е, 1 < / < п0.

Нетрудно видеть, что для реализации описанного сведения задачи о

3-разбиении к сформулированной задаче распознавания достаточно

выполнить О(п0Е) элементарных действий.

Следовательно, задача построения оптимального по быстродействию
расписания,обслуживания двумя приборами п одновременно поступающих
требований со значениями длительностей операций из множества {1,2}
является М>-трудной в сильном смысле.

3.7. Изложенные в п. 3.4—3.6 результаты, очевидно, справедливы и в

случае неодинаковых значений dt. В силу эквивалентности сопряженных
задач (см. п.3.2) задача построения расписания, которому соответствует
наименьшее значение максимального временного смещения Lmux(s)
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при заданных директивных сроках D{, является NP-трудной в сильном

смысле в следующих случаях:

а) М=3, 4- = 0, tiLq
= l, L=Uq, q=l9...,ri9 /=1,...,л;

б) М=29 4 = 0, tiLq=\9L=Vq, q=l,...,rif /GW={1,2,...,/*},

на множестве N задано отношение ->
строгого порядка (достаточно, чтобы

все компоненты связности графа редукции этого отношения были цепями);

в) М=29 ^ = 0, tiLqG {1,2}, Z=4, <7=l,...,/v, /=1,...,л.

§ 4. Общее время обслуживания. Различные длительности

Рассматривается задача построения оптимального по быстродействию
расписания обслуживания п требований двумя приборами. В отличие от

предыдущего параграфа длительности выполнения операций представляют
собой произвольные действительные числа и могут допускаться прерывания
в процессе выполнения операций.

4.1. В обслуживающую систему, состоящую из двух приборов А и В9 в

момент времени d
= 0 поступает множество N= {1,2,..., п) требований.

Маршрут L* обслуживания требования / G N представляет собой

чередующуюся последовательность приборов (L\9 1\9..., L*ri)9 L*q G {А, В),
q
= 1,..., гi, где Llq Ф L*q+i, q = 1,..., rt — 1. Известны длительности

tiLq > 0 выполнения всех операций (/, L, q), i G N9 L = L*q G {A, B),
?
= 1,...,г#.
Необходимо построить расписание s*9 при_котором общее время

обслуживания всех требований tmax(s) = max {tt(s) |i G N) принимает
наименьшее значение.

4.2. Опишем эффективный алгоритм построения оптимального по

быстродействию расписания (без прерываний) обслуживания п требований
двумя приборами при rt <2, / = 1,..., п.

В .этом случае множество требований N можно разбить на четыре
попарно непересекающихся (необязательно непустых) подмножества: N-NAB U

VNBA VNA UNB. Здесь NAB(NBA) — множество требований / G N9
обслуживаемых приборами А и В в последовательности L* = (А, В)
(соответственно L* = (В, А)). ЕслиV = (А), то / GNA. Аналогично, еслиL* = (В),
то / G NB.

Поскольку при Г/ < 2 требование i G TV обслуживается каждым

прибором L G { А, В} не более одного раза, то на протяжении этого пункта

во всех обозначениях будем опускать номер стадии q9 полагая (i9L9q) =

=

(i,L)9tiLq = tiL, tiLq
= tiL, tn q

= tiL.
Напомним, что в § 1 гл. 1 описан алгоритм трудоемкости 0(ji\o%ri)

построения оптимального по быстродействию расписания обслуживания
двумя приборами п требований с одинаковыми маршрутами обслуживания.
В случае, когда N = NAB, оптимальным по быстродействию будет

расписание, при котором требования множества N обслуживаются обоими
приборами в одной и той же последовательности я = (ix, i2,..., /„),
удовлетворяющей условию

111111 *'«>1>'//+1в> <mm{til+lA, tilB) D.1)
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для всех / = 1,..., л — 1. В частности, каждому требованию / Е N можно

приписать вес

<о(/) = [w - min {tiA, tiB }] sign(rM - tiB)
^

и упорядочить требования в порядке неубывания их весов. Здесь W—
достаточно большое число (W > max min {tiA, tiB } ).

1 </</!

Аналогично при N- NBA наименьшее значение величины tm&x(s)
достигается для расписания s, при котором требования множества N

обслуживаются приборами АиВв одной и той же последовательности я = (ix, i2,...
• • •»in)'Удовлетворяющей условию

min {tilB, tu+lA} < min {Г//+1в, Г//Л} D.2)

для всех I = 1,... ,л - 1.

Если NAB = фили NBA = ф и хотя бы одно из множеств требований^
или NB непусто, то все требования множества NA ONB можно отнести ко

множеству NAB или ко множеству NB А, полагая tiB = 0 при i &NA и tiA =

= 0 при / G NB. В результате получим множество требований с

одинаковыми маршрутами обслуживания.
Таким образом, построение оптимального по быстродействию

расписания обслуживания требований множества TV двумя приборами не вызывает

особых затруднений, если NAB = ф wmNBA = ф.
Пусть ffAB Ф ф vlNba Фф . Каждое расписание s для рассматриваемой

задачи однозначно определяет некоторые последовательности я = (/l9 /2,...
,.., i„A) и я' = (/х,/2> • • •

> JnB ) обслуживания требований множества N

прибором А и прибором В соответственно. Здесь пА
= | N\NB | и пв

=

Обозначимся ~NAB VNA nNBA =Nba UNb. Нетрудно видеть, что

при расписании s имеют место следующие соотношения. Если ix €NAB,
то r/j A > 09ъ противном случае tfiA > tiiB.Ecnnfi €Nba,to tj B > О,
в противном случае tft в > ЦхА. Для всех к = 2,..., пА значение t*kA >
> fik-xA* если гк G NAB, и t°ikA > max{Tifc_lA, JikB Ь если ik eNBA.

Аналогично для всех к = 2,"..., ид значение fyfcB > Чк-\в> если/* e

^N'BA,nt°ikB >m2K{TJk_lB ,TjkA),evmjk^MAB.
Кроме того, поскольку прерывания в процессе выполнения операций

не допускаютсядо 7ikA = tfkA~+ rffc>1 для всех ? = 1,..., пА и JikB =

*/fcB +
+ r/fcB для всех к= 1,...,/1д.

Очевидно, что существует бесконечное множество наборов значений

t°ikA t
к = 1,..., пА и Г/кВ ,к = 1,...9пв, удовлетворяющих перечисленным

соотношениям, и каждый из таких наборов определяет некоторое
расписание s. Если при расписании s набор значений tfkA и tj B удовлетворяет

этим соотношениями как равенствам, то общее время обслуживания
требований max {Tf A, 7/ в } достигает наименьшего (при фиксированных

я и я') значения, которое будем обозначать через Г (я, я').
Пусть в последовательности я = (/1? /2,..., inA) требование // €NBA

и требование //+i G Сд, 1 </ < лл. Покажем, что г(я, я') <Г(я, я'),
гдея= 0*i,/2,. • • »if-i»/f+bi/,*f+2t • • • >*пА)-
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Если требования множества N обслуживаются в последовательности

тг прибором Айв последовательности тг' прибором В, то моменты начала и

окончания выполнения операции (i,L) будем обозначать через tfL и TiL
соответственно.

Нетрудно видеть, что т?|+1Л = t\A> т?/Л = t^A + Г//+1л> а значения

моментов начала выполнения остальных операций сохраняются
неизменными:

т?кл=4кл> Кк<пЛ9кФ19кФ1 + 1,

г?кв = <?кв> Кк<пв.

Поскольку г,|+и < Tu+lA < t?l+lB и т?|Л > Г?м > 7//В, то значения

r?fc, 1 <к <пАуи значения т$к, 1 < к <пв^определяют некоторое
расписанием' (без прерываний) H7max(s') <Г (тг, тг').

Аналогично можно показать, что если в последовательности тг' = (/i,
/2» • • • JnB)Ji е ^Удв " //+1 е ^вл» го в результате обслуживания
требований множества N прибором В в последовательности тг' = (/1э /2,...
... ,//-1,//+1э//,//+2> • • • »/лд) общее время обслуживания
требований при соответствующем расписании может только уменьшиться по

сравнению со значением 7max(s), т.е. Г(я, тг') < г(тг, тг').
Таким образом, достаточно рассматривать только такие последователь*

ности тг и тг' обслуживания требований, при которых прибор А сначала

обслуживает требования множества NAB, а затем — требования множества

№ВА, а прибор В сначала обслуживает требования множества АГд А, затем —

требования множества NAB. При этом, поскольку NAB (^NBA =ф,
требования множества NAB можно обслуживать прибором А непрерывно одно

за другим начиная с момента t = 0, а требования множестваNBA
аналогичным образом можно обслуживать прибором В.

Покажем, что общее время обслуживания всех требований не
увеличится, если потребовать, чтобы прибор А (прибор В) непрерывно
обслуживал требования множества NBA (множества NAB) начиная с некоторого

момента времени dA (тг, тг') (соответственно dB (тг, тг')).
Пусть требования множества NBA обслуживаются прибором А в

последовательности (iki ik+l,..., 1 Па), k = \NAB I + 1, причем t?k+lA = 7ifcA,
*h+2A =Tijc+iA^--^UA =Ui^xa и г?/+1Л = 7//Л +Л, где/*>0и/>?.

Положим T°ipA=t°ipA +hH7ipA=7ipA + Лдля всехр = к,...,/.

Поскольку r°ikA =t°ikA +h> 7ikB+h> TikB и r°ipA =t°ipA + h>

> m*x{7ip__lAiTipB} +h> m*x{Tip_lA97ipB} для всехр
= к + 1,....

...,/, то требования ik, /fc+i,..., U можно начинать обслуживать
прибором А в моменты времени т°кА, rfk+iA,..., t°jA соответственно. При
этом значение /f A и, следовательно, общее время обслуживания
требований не изменятся.

Применяя описанное преобразование конечное число раз, получим
искомые значения t°t А, р

= 1,..., пА.
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Очевидно, dA(ir, n ) > 2 tkA, dB(ir, it') > 2 tkB и общее
k<=N'AB k^N'pA

время обслуживания требований t (я, 7г') = тах{^GГ, я ) + 2 tkA,
k^NAB

dB(n,*')+ 2 tkB).
*eNBA.

Таким образом, решение исходной задачи сводится к построению
оптимальных по быстродействию расписаний для двух однотипных задач с

одинаковыми маршрутами обслуживания требований. В первой необходимо

определить порядок обслуживания требований множества N' = NAB U

U {/1 + 1},полагая^Л+1 = (A,B),tn+itA = 0,ГЯ+1>В = 2 tkB*tiB =

= 0, если i G NA, а во второй — требований множества-/У" =NBA U { п + 2 },
полагая /,л+2 = (в, Л),Гл+2эВ

= 0, tn+2 А
= 2 tkA иГм= 0, если/еЛ^i

В соответствии с алгоритмом, описанным в § 1 главы 1, получаем
следующий результат. Общее время обслуживания требований множества N

достигает наименьшего значения для расписания, при котором прибор А

обслуживает требования в последовательности NAB, NA, NBA, а прибор
В - в последовательности NBA, NB, NAB. При этом требования множества

NAB {множества NBA ) обслуживаются прибором А и приборомВ в одной и

той же последовательности, удовлетворяющей условию D.1) (условию
D.2)), а требования множеств NA и NB обслуживаются в произвольном

порядке.
Следовательно, оптимальное расписание может быть построено в

результате выполнения не более чем OQnlogm) элементарных действий, где m =

= max{\NAB\,\NBA\}.
4.3. Покажем, что без увеличения общего времени обслуживания

требований оптимальное (по быстродействию) расписание s* можно

преобразовать в расписание, при котором каждый прибор функционирует без

простоев, т.е. обслуживает требования непрерывно одно за другим.

Действительно, как показано в предыдущем пункте, требования
множества JV^ (множества NBA) обслуживаются прибором А (прибором/?)
непрерывно одно за другим начиная с момента t = 0, а требования
множества NBA (множества NAB) обслуживаются прибором А (прибором В)
непрерывно одно за другим начиная с момента dA(n, 7г') (с момента

</ВGГ,7г')).
Если<*лGг, тг ) = 2 tkA +Л, Л>0, TodB(n, тг ) = 2 tkB >

kGN'AB' k^N'BA
> dA(n, 7г') и можно увеличить моменты начала обслуживания требований
множества NAB прибором А на величину h без изменения общего времени
обслуживания требований. Аналогично, если dB(it, it') = 2 tkB + h,

keN'BA
h > О, то dA Gг, я') = 2 tkA > dB (тт, -л') и без изменения обшего вре-

*gn^b
мени обслуживания требований можно увеличить на величину h моменты

начала обслуживания требований множества NBA прибором В. В обоих

случаях каждый прибор будет обслуживать требования непрерывно одно за

другим: один прибор — начиная с момента t = 0, а другой — начиная с

момента t = h.
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Таблица 4.1

к

*кЛ

tkB

Nab

12 3 4

3 2 11

2 12 1

NBA

5 6 7

2 4 3

4 8 9

"А

8

1

9

2

"В

10 11

2 1

4.4. Пример. При подготовке радиопередачи требуется прослушать
и записать на магнитную ленту п музыкальных произведений. Для этого

можно использовать аппаратуру воспроизведения А и аппаратуру
звукозаписи В. Музьпсальные произведения NAB необходимо вначале прослушать
на аппаратуре А, а затем дополнить комментариями на аппаратуре В.

Музыкальные произведения NBA необходимо записать на аппаратуре В, а затем

прослушать на аппаратуре А. Музьпсальные произведения NA достаточно

только прослушать, a NB — только записать.

Необходимо составить оптимальное по быстродействию расписание
подготовки радиопередачи. Исходные данные задачи приведены в табл. 4.1.

Упорядочим требования множества NAB так, чтобы полученная

последовательность 1ТАВ удовлетворяла условию D.1): пАВ
= C, 4, 1,2).

Требования множества NBA упорядочим так, чтобы полученная

последовательность пВА удовлетворяла условию D.2): пВА
= F, 7,5).

Таким образом, при расписании s* музыкальные.произведения
прослушиваются на аппаратуре А в порядке я = C,4, 1, 2, 8, 9, 6, 7,5) и

записываются на аппаратуре!? в порядке яг' = F, 7, 5, 10,11, 3, 4, 1, 2).
На рис. 4.1 представлено расписание, соответствующее

последовательностям я и 7г\
Для того чтобы аппаратура работала непрерывно, достаточно увеличить

моменты времени начала воспроизведения музыкальных произведений на

аппаратуре А, как показано на рис. 4.2.

приборе

приборА

10 11[ 3 4 1 2

Рис. 4.1

приборе

приборА

10 11 3 4 12.

V, ' .ЛУ
I ' '

¦?-ч-1

I I \ I I

// 14

III!

21 2324

Рис. 4.2
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4.5. Покажем, что задача построения оптимального по быстродействию
расписания обслуживания множества Nодновременно поступающих
требований двумя приборами является NP-трудной в случае, когда значения rt

=

= 3 хотя бы для двух требований из N.

Рассмотрим вначале случай, когда в процессе выполнения операций
допускаются прерывания. Сформулируем соответствующую задачу
распознавания.

В обслуживающую систему, состоящую из приборов А и В, в момент

времени d = О поступает множество N= {1, 2,..., п } требований. Для
каждого требования / € N задан маршрут обслуживания Ll y причем число стадий

обслуживания г,- < 3. Для каждой операции (i,L,q),i E. N,LG. { А, В },
1 < q < г,-, известна длительность f/LG > 0 ее выполнения прибором L =

= Llq.Длительности выполнения операций представляют собой целые числа.

Необходимо определить, существует ли расписание 5° (возможно, с

прерываниями в процессевыполнения операций) обслуживания требований
множества 7Vтакое, что tmax(s°) <y для заданного числа у.

Построим полиномиальное сведение задачи о разбиении (см. вводную
часть данной главы) к сформулированной задаче распознавания.
Положим п =

п0 + 2, у
= ЮЕ, L1 = (В, A), tiB х

= tiA2 =

е( для всех

требований i =1,...,п0;

L = (А,В,А), tn+lAl =tn+iB2 = Е, tn + iA3 = 6Е;

L =(B,A,B), tn+2tA2= *п+2,ВЗ "Я* */! +2,Sl
= 6?

Покажем, что для построенной задачи расписание s° существует тогда
и только тогда, когда существует разбиение множества № на

подмножествам^ и N%, для которых Е\=Е2.
Если указанное разбиение множества № существует, то существует и

расписание с общим временем обслуживания требований, равным^. Одно
такое расписание (без прерываний в процессе выполнения операций)
приведено на рис. 4.3.

приборВ

приборА

ie=A/f /7+/ /?+2 ?<=/V/ л+2

Л+7

I

\ieAfi /7+7 \п+2 |/€=/V/]

2Е в? & 10Е t

Рис. 4.3

Если задача о разбиении не имеет решения, то общее время
обслуживания требований при любом расписании (в том числе и с прерываниями в

процессе выполнения операций) больше^.
Действительно, предположим, что существует расписание 5°, при

котором ^тах^0) <.у. Поскольку суммарная длительность всех операций,
выполняемых как прибором А, так и прибором В, равна ЮЕ -у, то при
расписании s° приборы А и В во временном интервале (О, ЮЕ] не

простаивают.
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Обозначим через N° множество требований / Е TV, 1 <i <л<ь которые

при расписании 5° обслуживаются (возможно, частично) прибором А в

интервале (О, 2Е]. Кроме операций вида (i, А, 2), i Е N?, прибор А в

указанном интервале может выполнять только операцию (л + I, А, 1).

Следовательно,

2 '/Л2 ^22Г-гл+1 Л1 =Е-

Поскольку V = (В, А) для всех / = 1,... ,я0, то множество Af? может

содержать только такие требования /, для которых операции (/, Д 1)
выполняются полностью во временном интервале (О, 2Е]. Таким образом,
имеет место соотношение

2 tiB1> 2 tiA2>E. D.3)

Заметим, что при любом расписании с общим временем обслуживания

требований, равными, выполнение операции (п + 1, В, 2) должно быть

завершено не позднее момента времени t = 4Е, а выполнение операции

(п + 2, В, 1) —непозднее момента времени t = 8/Г. Следовательно, для

обслуживания требований из множества № = A,2,..., п0) прибором В
может быть использовано не более чем &Е - 6Е - Е =Е единиц времени во

временном интервале (О, SE] (и тем более в интервале (О, 2Е ]).
Так как N° СЛГ°,то 2 t{Bi<Eii9 учитывая D.3), получаем

2 tiB х
= 2 ef = Е, что противоречит предположению о том, что

задача о разбиении не имеет решения.

Нетрудно видеть, что для реализации описанного сведения требуется не

более 0(п0) элементарных действий.
Таким образом, задача построения оптимального по быстродействию

расписания (с прерываниями) является iVP-трудной в случае, когда хотя

бы для двух требований множества N значения г,-
= 3, а для остальных

требований Г/
= 2.

4.6. Если прерывания в процессе выполнения каждой операции
запрещены, то задача построения оптимального по быстродействию расписания,
оказывается NP- трудной уже в случае, когда для одного требования из N

значение rt
= 3, а для остальных требований rt = 1.

Построим полиномиальное сведение задачи о разбиении к

соответствующей задаче распознавания.
Положим п-п0 + 1, .у = 2ZT + 1, Z,' = (A) ,tiA1 =

et для требований / =

= 1,..., Л(ь Ln= {B,A,B),tnBi = tnB3 =E, tnA2 - 1.

Покажем, что для этой задачи расписание s° (без прерываний в процессе

выполнения операций), при котором fmax(s°) =y, существует тогда и
только тогда, когда существует разбиение множества № = {1, 2,..., п0 } на

подмножества N° uN°, для которых 2 е{ = 2 е,- = Е.
/елг? /<=#;

Если указанное разбиение множества N° существует, то существует
и расписание s°, для которого 7"max(s°) -у (рис. 4.4).

Если задача о разбиении не имеет решения, то докажем от противного,
что общее время обслуживания требований при любом расписании без

прерываний в процессе выполнения операций должно быть больше у.
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Предположим, что существует расписание s° (без прерываний), для

которого 7muX(f)<y.
Поскольку суммарная длительность операций по обслуживанию

требования л равна у, то при любом расписании (без прерываний) с общим
временем обслуживания требований, равным у, операция (л, В, 2) единичной
длины должна выполняться во временном интервале (Е,Е + 1].

Так как процесс обслуживания каждого требования i G № состоит из

единственной операции, L1 = (В), то при расписании s° нет прерываний в

приборВ

приборА
ЫА1? \п ?шАП

Е?+1

Рис. 4.4

2Е+1

процессе обслуживания требований i G №. Обозначим через N?
подмножество требований из^°, которые обслуживаются во временном
интервале @,Е].

Поскольку суммарная длительность всех операций, выполняемых

прибором В, равна у, то при любом расписании с общим временем
обслуживания требований, равным у, этот прибор в интервале @, у] не

простаивает. Получаем 2 et = Е, что противоречит предположению о том, что

задача о разбиении не имеет решения.

Для реализации описанного сведения требуется О(п0) элементарных

действий.
4.7. В п. 3.6 предыдущего параграфа показано, что при М

= 2, dt = О,
/ G N9 tiLq € {1,2} задача построения оптимального по быстродействию
расписания (без прерываний) является TVP-трудной в сильном смысле.

Покажем, что аналогичный результат имеет место и в случае, когда

М = 2, df = 0, / € N, tiLq
- целые числа и разрешены прерывания.

Сформулируем соответствующую задачу распознавания.

В обслуживающую систему, состоящую из двух приборов А и В, в

момент времени d = 0 поступает множество требований N
= {1, 2,..., л } .

Для каждого требования i G N заданы маршрут обслуживания L* =

= (?i, L2,—, L*rt) и целочисленные длительности tiLq выполнения

всех операций (z, L, q), L = Llqt q = 1,..., /7. Необходимо определить,
существует ли расписание s°(возможно, с прерываниямив процессе
выполнения операций) обслуживания требований множества N такое, что

7max(s°) <y для заданного числа д>.

Построим полиномиальное сведение задачи о 3-разбиении (см.
вводную часть данной главы) к сформулированной задаче распознавания.

Положим л = Зл0 + 1, у = 2п0Е, L{ = (А, В)9 tiA х
= tiB2 = */ ДДЯ всех

требований i = 1,..., Зл0; Ln = ([В, А]п°), tnLnq
= #для всех? = 1,...

..., 2л0. Напомним, что [ • ]н означает последовательность, состоящую из

h повторений стоящего в скобках выражения.
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Покажем, что расписание s°, при котором tmax(s°) =y и возможны

прерывания в процессе выполнения операций, существует тогда и только

тогда, когда имеет решение задача о 3-разбиении,

Пусть существует разбиение множества № = {1, 2,... Зло'} на п0

трехэлементных подмножеств №lf N%,...,N%q таких, что 2 ef
= E

при /
= 1, .

.., п0. Тогда существует и расписание с общим временем

обслуживания требований, равным у
= 2п0Е. Одно такое расписание (без

прерываний) приведена на рис. 4.5.
_

Пусть существует расписание 5°, при котором tmzx(s°) =
У» Так как

суммарная длительность выполнения всех операций прибором А

(прибором В) равна

2 е{+п0Е=2п0Е=у,
/= 1

то при расписании 5° как прибор А, так и прибор В во временном

интервале @, 2п0Е] не простаивает. Поскольку

гп
2 tnLnq= 2п0Е =

у,

то при расписании s° операции по обслуживанию требования п должны

выполняться непрерывно одна за другой начиная с момента времени t = О,
как показано на рис. 4.5. Из равенства tiA х

= tiB2, ir = 1,..., Зл0>
следует, что для того, чтобы при расписании с общим временем
обслуживания требований, равным у, не было простоев прибора В в интервале (Е,

2Е], необходимо и достаточно, чтобы в интервале (О, Е] были полностью

выполнены операции вида (/1э Л, 1), (/i + 1,-4, 1),..., (//,-4,1),где/* G

€№,/: = 1,...,/,и только они, а в интервале (Е, 2Е] были пблностью

выполнены операции (/ь В, 2), (/х + 1, В, 2),..., (//, В, 2). В силу
неравенств Е/4 < е,- < Е/2, / = 1,..., Зло, получаем / = 3.

приборе

лриборА

*N° г NX

А/О*
и-*2

»<

-N°\

2Е ЭЕ 4Е 2(п0-1)Е Bп0-1)Е 2п0Е t

Рис. 4.5

Таким образом, выделено трехэлементное подмножествоЛ^ ={ /1,121/3}
множества№, для которого

Далее индукцией по/ можно показать, что при расписании 5° в интервале
BEQ — 1), 2Ej], 1 < / < л0> начинается и завершается обслуживание
точно трех требований из множества№. В результате получим разбиение мно-
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жества № яз. трехэлементные подмножестваN°,N2, -.. ,N% такие, что

S *,
= ?, 1</<#10.

Реализация описанного сведения требует выполнения О(п0)
элементарных действий. Это сведение является как полиномиальным, так и

псевдополиномиальным. Следовательно, задача построения оптимального по

быстродействию расписания (как с прерываниями, так и без них)
обслуживания двумя приборами п одновременно поступающих требований
является iVP-трудной в сильном смысле даже в том случае, когда для одного из

требований множества N значение Г/ не превосходит 2 (л — 1), а для

каждого из остальных требований г,- =2.
4.8. Поскольку задача с одинаковыми маршрутами L* обслуживания

всех требований i Е N является частным случаем рассматриваемой в этом

параграфе задачи, то все результаты относительно ЛР-трудности задач,

приведенные в главе 1 справедливы и для соответствующих аналогов при
различных маршрутах L1 обслуживания требований i GN.

В частности, задача построения оптимального по быстродействию
расписания (как с прерываниями, так и без прерываний) обслуживания
требований i Е N, поступающих в моменты времени dt > 0 в

обслуживающую систему, состоящую из М приборов, NP-трудна в следующих случаях:

а)М=3, di = 0, Г/<2, /= 1,...,л;

б)М=29 dit{d,d'), #v<2, /=1,...,и,

и NP-трудна в сильном смысле в случае

в)М=2, /7<2, /= 1,...,л.

§ 5. Общее время обслуживания требований без задержек

В этом параграфе рассматривается задача построения оптимального по

быстродействию расписания без задержек в процессе обслуживания
каждого требования.

5.1. В систему, состоящую из двух приборов, в момент времени d = О

поступает множество N = {19 2, ..., и } требований. Маршрут L*
обслуживания требования i Е N представляет собой чередующуюся

последовательность приборов (Lu L2, ... >Lr ), в которой Lq Е {A, B}9 q
= 1,... ,r{9

Lq Ф Lq+i, q = l9... ,rt
— 1. Длительности tiLq выполнения всех

операций (г, L, q) предполагаются заданными. Каждое требование должно

обслуживаться непрерывно и без задержек, т.е. оптимальное по

быстродействию расписание s* ищется в классе расписаний s, при которых f° * =

Как показано в § 3 гл. 1, если rt
= 2, / ? TV, все L* одинаковы и все

Чья > 0> то расписание s* может быть построено за 0(п log n)
элементарных действий. Если же при этих условиях допускаются нулевые
длительности выполнения операций, то задача построения расписания s* является

MP-трудной в сильном смысле.
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Таким образом, если г{ <2, / G N, все tiLq>0n допускаются различные

маршруты прохождения приборов -I^Gf^J), (В, А), (А)9 (В)}, то

задача построения расписания s* является NP-трудной в сильном смысле,

поскольку NP-трудным в сильном смысле является ее частный случай

приЬ*е{(А,В),(А),(В)).
Покажем, что если L* е. {(А, В), (В, А)} и tiLq > О, то задана

построения расписания s* также NP-трудна в сильном смысле. Доказательство

проведем в три этапа.

5.2. Введем в рассмотрение так называемую задачу о четырех-
эл е ментных суммах. Имеется четыре множества U={ui,u2,...,up},
V = {ui, U2,...,t>p}, W = {wl9 w2,...,wp}h X ={*i, x2,...,xp},
элементами каждого из которых являются натуральные необязательно различ-

1 р

ные числа, и пусть Q = — 2 (и/ +
Vf

+ w/ + Xj) — натуральное число. Тре-
р f = i

буется определить, существует ли разбиение множества UUV UW UJJT на

четырехэлементные подмножества Rm9 1 < m < р9 такие, что в каждое

подмножество Rm входит по одному элементу из каждого множества U, V9
W и X, причем их сумма равна Q.

Покажем, что эта задача является NP-трудной в сильном смысле.

Рассмотрим известную задачу о трехмерном паросочетании (см. вводную
часть данной главы).

Число упорядоченных троек в Е, m-я компонента которых равна i€z№,
обозначим через jum@» 1 <>и <3. Можно считать, что все дт(/) > 1,так
как в противном случае Е не содержит требуемого паросочетания. Пусть
/г = л0 + 1иЯ=1+Л + А2 + h3. Для каждой тройки (/,/,?) ? Е9 компоненты

которой необязательно попарно различны, положим Щ9 /, к) = Н -

- О" + /А + kh2 ) и определим множество U как совокупность всех U(i, /, к).
Для каждого i G№ положим

F(i\l') = f + 3ft4, К(/,/) = / + 5Л4, 2</<М!(/),
W(i, l) = zfc + 3/z4, W(i,l) = ih + 2h49 2</<д2@,
X(i,l) = ih2 + 3/z\ X(i,l) = ih2 +2h49 2</<д3@,

и определим множество V как совокупность всех V(i9 1) и V(i, /),
множество И/ — как совокупность всех W (/, 1) и ^(i, !)и множество X —

как совокупность всех Х(г91) и ^(z, /).
Заметим, что 2 Мт@ =\Е\9 1 < т < 3, и поэтому | U\ = | FI =

= \W\ = \X\ = \E\. Очевидно, Q = Н + 9А4. Максимальный элемент в

построенных множествах ограничен полиномом четвертой степени, зависящим
от h < \E\. Число элементарных действий, необходимое для построения
этих множеств, не превосходит 0(h* \ E |).

Пусть множество троек Е содержит требуемое паросочетание Е'. Тогда
имеет решение и построенная задача о четырехэлементных суммах, причем
подмножества Rm9 1 < m < | Е |, могут быть найдены следующим образом.
Если тройка (/, /, к) G Е'у то одно из искомых множеств Rm состоит из

элементов U(i9 /, к), V(i91), W (i, 1), X(i91). Если же тройка (z,/, к) не вошла

в паросочетание Е'9 то можно сформировать множество Rm9 состоящее из

10* 147



элементов U(i, j, k)9 V(i, It)9 W(j, /2), X(k, /3), где 2 < lt < цх(г)9 2 <

Пусть имеет решение построенная задача о четырехзлементных суммах
и Rm — одно из найденных подмножеств, 1 < т < \Е |. Покажем, что в

этом случае имеет решение и задача о трехмерном паросочетании.

Предварительно докажем, что если подмножество Rm содержит элемент

U(i, /, к), то оно содержит также элементы V(i, /j), W (/, /2) и X(k9 /3).

Рассмотрим величину Q = H + 9/z4 как число, представленное в системе

счисления по основанию й. "Вклад" величиныН= 1 + h + h2 + Л3 в значение Q
соответствует цифрам четырех младших разрядов, в то время как величина 9Л4

определяет цифру более старшего разряда в записи числа Q в системе

счисления по основанию h = и0 + 1. Для того чтобы цифра старшего разряда
оказалась равной 9, необходимо, чтобы либо 1Х = /2 = /з = 1, либо 2 </t <

</*i(Q, 2<Ь<да(/), 2<79<дз(*).
Таким образом, среди подмножеств Лт, 1 </я < 12П,имеется ровного

таких, что Лт = {{/(/,/, fc), V(i9 1), W (/, 1), Х(г9 1)} для некоторой тройки

Очевидно, множество таких троек образует искомое трехмерное паро-
сочетание Е1 из п0 троек.

5.3. Введем в рассмотрение задачу распознавания, которую в

дальнейшем будем называть задачей о равных парах. Имеется четыре
множества U={uu и2,...,ир}9 V = {vl9 v2,...,*>pb W ={w1, w2,..., wp}n
X = {jcj, x2,..., Xp}, каждое из которых состоит из натуральных
необязательно различных чисел. Требуется определить, существует ли разбиение
множества UU V UW UX на четырехэлементные подмножества Rm, 1 <

<т <р9 такие, что в каяодое из них входит по одному элементу из каждого

множества U, V, W и X и для каждого Rm = {иг 9vt , wz , X/ } имеет место

равенство щг +у/з
=

и>/з + *j4.
Покажем, что к этой задаче полиномиально сводится задача о

четырехзлементных суммах. Пусть U9 = { и[, и2,... 9ир}9 Vf={v\, и2,... 9vp}9
W

'
= {w'i, w2,... ,wj,} иХ* ={jc'i, x2,... ,Xp} - множества, определяю-

\ р

щие задачу о четырехзлементных суммах, и Q' = — 2 (и/ + v\ + w|. + xj).
р i = i

Для каждого I, 1 </ <р, положим и{
= Q9 + 2wJ, У/

= Q' + 2uJ, W/
=

= 2Q'-2w;,x/ = 2Q,-2x;.
Предположим, что задача о четырехзлементных суммах имеет решение

и R 'm, 1 </и <р, - найденные подмножества. Тогда имеет решение и задача

о равных парах, причем искомые подмножества Rm9 1 <m <р9 могут быть

построены, например, следующим образом. Пусть R'm = {и{ 9v\ , wj , x\ } .

Положим Rm = {щх, у/з, W;3, x,4} . Так как щх + и|з = Q' - w7j
-

*,4, то

Пусть имеет решение задача о равных парах и Rmi 1 <т <р, —

найденные подмножества. Если Rm = {ux 9щ , Wj , х; }, то можно положить

Дт ={ и\г i *>/2> WJ3 '*'4* ' ПосколькУ "/, + у/2
=

wh +XU» ТО» очевидно,

щ +и/ +w; +xj =0.
'1 f2 'Э «4
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Для реализации этого сведения достаточно выполнить 0(р)
элементарных действий, и следовательно, задача о равных парах является NP-трудной
в сильном смысле.

5.4. Рассмотрим задачу распознавания, соответствующую задаче

построения оптимального по быстродействию расписания s* без задержек в

процессе обслуживания требований при условии, что допускаются только два

возможных маршрута (А, В) и (В, А) обслуживания требований
приборами. Необходимо определить, существует ли расписание 5° обслуживания

(без задержек) множества требований N такое, что fmax(s°) <y для

заданного числам

Покажем, что к этой задаче полиномиально сводится задача о равных

парах. Без потери общности в задаче о равных парах можно предполагать,
р р р р

что 2tt/+2u/=2\Vf+2 X/, так как в противном случае эта задача

/=i f=i f=i f=i

не имеет решения.
р

Положим п = Ар, у =2р + 3pz +42 (ut + и/), где z = 8 max {м;, и/, wj, jc/}.
/=1

Ki<p

Введем в рассмотрение следующие четыре множества требований:
множество Wi/ = {1,2,... ,р}, полагая Ll = (A,B), fwl = 1 и tiB2 = 4Uf для

каждого требования i^Nv\ множество Nv = {p + 1,р + 2,..., 2р},
полагая Ь1-(В,А)9 ГШ1 =4u/ + 3z и tiA2 = l дая каждого iE.Nv; множество

Nw={2p + l,2p + 2, ...,3р}, полагая Ь* = (А,В), tui =4w,+z и tiB2 = 1

дня каждого i G Nw , и множество Nx = { Зр + 1, Ър + 2,..., Ар }, полагая

L1 = B?, Л), //я х
= 1 и /м2 = 4*/ + 2z для каждого i€.Nx.

Покажем, что для построенной задачи расписание s°, при котором

*max(s°) ^У и нет задержек в процессе обслуживания требований
множества N= Ыц UNy UNw VNx, существует тогда и только тогда, когда имеет

решение задача о равных парах. Заметим, что поскольку величина у равна

полусумме длительностей выполнения всех операций по обслуживанию
требований множества N приборами А и В9 то при любом расписании с

общим временем обслуживания требований, равным у, ни один из

приборов А и В не простаивает во временном интервале @, у], а расписания с

общим временем обслуживания требований, меньшим у, не существует.

Пусть задача о равных парах имеет решение и Rm, 1 < m <р, —
найденные подмножества множества U U V U W U X. Расписание 5° может быть

построено следующим образом. Если Rx ={щ , V/a, w/s, Х/4}, то во

временном интервале @, г], где г = А(щ +
vt ) + 3z + 2, прибор А

обслуживает требования в последовательности 1Х, Ър + /4, 2р + /3, р + 12, а

прибор В — в последовательности Зр + /4, /i,р + 12> 2р + /s (рис. 5.1).
Вслед за указанными требованиями аналогично обслуживаются

требования, определяемые подмножеством R2, и тд.
_

Пусть существует расписание s° (без задержек), при котором ^naxE°) ^
<у. Предположим, что при расписании s° прибором А первым
обслуживается требование /, а прибором В — требование /. Требование / должно
принадлежать множеству Nu или множеству Nw , так как в противном случае

149



приборВ

приборА

Зр+lf If p+l2

приборВ

приборА
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О 1 4U-+7

р+12
—М

I I
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bXf+21 г-1 г t

Рис. 5.1

-Н •••

*Vi+3z

J *

4wi+z
Рис. 5.2

прибор А будет простаивать, пока требование из множества Nv *JNX будет
обслуживаться прибором В. Аналогично j€Nv U Nx*

Покажем, что если i G Nw , то хотя бы один из приборов будет простои*
вать. Действительно, если/ G Nv, то простаивает прибор А, поскольку

неравенство ЦА! < tjB 1 выполняется для требования i Е Nw и каждого

требования j G Ny и при расписании s° требования обслуживаются без

задержки (рис. 5.2,а). Если же / ? Nx, то простаивает прибор В, поскольку

Цв 1
= 1 < Ча 1 ПРИ * e ^pv > / е ^jr и требования .обслуживаются без

задержки (рис. 52,6).
Таким образом, / € Ny. Отсюда следует, что при расписании s° имеем

/е Л^, так как в противном случае прибор Сбудет простаивать в

интервале @,1].
По определению величины z получаем, что tjA2

— */В2 > 1 Для всех

/ Е 7V(/ и всех / Е Л^. Следовательно, после выполнения операции (i,B9 2)
прибором 5 должно обслуживаться требование к из множества 7V^ (в
противном случае либо прибор В будет простаивать, либо требование к будет

обслуживаться с задержками).
На рис. 5.3 представлено расписание обслуживания без задержек требо-

. ваний /, / и к, принадлежащих множеству NUy Nx и Nv соответственно.

По определению величины z получаем, что tiB2 + квг ~~

Цлг > 1 W1*

всех i ? Л^, /ЕiV^nk^Ny ,и для того, чтобы исключить простоиприбо-
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ров и задержки в обслуживании требований, необходимо, чтобы после

выполнения операции (./, А, 2) прибором А обслуживалось требование / из

множества Nw и, кроме того, выполнялось равенство tiB2 + *квг
~

Таким образом, элементы н/, vk9 w;- и jc/ множеств U9 V, W и X

соответственно образуют подмножество Rx, для которого щ + vk
=

Wy +
Xj.

Рассуждая аналогичным образом, нетрудно построить и остальные

подмножества Rm9 2 < т <р, составляющие решение задачи о равных парах.

приборВ

приборА М
I
I
Л

0 7 4ui+7

t

Щ+Щ+32+7

Рис. 5.3

Реализация описанного сведения требует выполнения 0(р)
элементарных действий.

Таким образом, задача построения оптимального по быстродействию
расписания без задержек в процессе обслуживания требований является

NP-трудной в сильном смысле даже в том случае, когда система состоит

из двух приборов А и В и допускаются два возможных маршрута (А, В)
и (В, А) обслуживания требований.

5.5. Покажем, что при единичных длительностях всех операций задача
построения оптимального по быстродействию расписания без задержек
в процессе обслуживания каждого требования является NP-трудной.
Сформулируем соответствующую задачу распознавания.

прибор В

приборА

Л L
0 12 3 4 5 6

Л L
2Е-Ч 2Е-32Е-22Е-72Е t

РИс. 5.4

В обслуживающую систему, состоящую из двух приборов А и В, в

момент времени d = 0 поступает множество N= {1,2,..., п } требований.
Длительность tiLq = 1 для всех i GN9L = Lq9 q = 1,..., /•/. Необходимо

определить, существует ли расписание s° без задержек в процессе обслуживания

требований TVтакое, что fmax (s°) <y для заданного числа j>.

Построим полиномиальное сведение задачи о разбиении (см. вводную
часть данной главы) к сформулированной задаче распознавания.
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Положим п = По, У
= 2Е + 1, Z,' = {[А, В]**), f|L* g

= 1, i G N, q
=

= 1,...,2в|.
Нетрудно показать, что для построенной задачи расписание 5° существует

тогда и только тогда, когда существует разбиение множества № на

подмножества N1 и ЛГ5, для которых Ех=Еъ.
Действительно, если указанное разбиение множества № существует,

то при расписании, приведенном на рис. 5.4, ^ахE°) =У и все требования
обслуживаются без задержек (обслуживание требований множества Af ?
изображено тонкой линией, а требований множества Af§ — жирной).

Если же указанного разбиения множества^0 не существует, то

очевидно, что при любом расписании s обслуживания требований N приборами
А и В либо выполняется неравенство ^^(s) > у> либо хотя бы одно из

требований не обслуживается непрерывно (без задержек).
Поскольку для реализации описанного сведения достаточно выполнить

О(п0) элементарных действий, то задача построения расписания s°

является NP-трудной.

§ 6. Библиографическая справка

Системы с различными маршрутами обслуживания требований наиболее

широко распространены на практике. Как отмечали В. Дудек, М. Смит
и С. Панвалкар [507, 724], в 57% из 300 обследованных
промышленных компаний США маршруты обслуживания требований были

различными.

6.1. Графический подход к построению оптимального по

быстродействию расписания обслуживания двух требований М приборами предложен
САкерсом и Дж.Фридманом [422, 423]. Основанные на этом подходе

полиномиальные алгоритмы решения данной задачи в случае, когда
прерывания запрещены, предложены В.Шварцем [794], В.В.Сервахом [281],
Н.И.Глебовым [67], В. Хардгрэйвом и Г.Немхаузбром [592]. Алгоритм
с наилучшей оценкой трудоемкости 0(со log со) описан В.В.Сервахом [281]
(здесь со — число особых прямоугольников в графическом представлении

задачи). В [67] предложен полиномиальный алгоритм решения указанной
задачи при разрешении прерываний. Оценки общего времени обслуживания

двух требований М приборами получены В.Э.Хенкиным [381], НЛ.Глебо-

ъым и ВАЛерепелицей [68,70].
Описанные в § 1 полиномиальные алгоритмы решения задачи

оптимального обслуживания двух требований М приборами при произвольной
неубывающей целевой функции предложены ЮЛ.Сотсковым [302].
Вопросы программной реализации этих алгоритмов рассматривались А.В.Тузи-
ковым [360].

Попытки обобщения графического подхода на случай М > 2

предпринимались в [281,688, 794,813,822]. В.В.Сервахом [281] предложен
псевдополиномиальный алгоритм трудоемкости 0(MT log M) для построения
оптимального по быстродействию расписания обслуживания трех требований
М приборами при условии, что число выполняемых каждым прибором
операций ограничено, длительности всех операций целые числа и их сумма

равна Т.
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6.2. ВХЛимковский [355], Н.Хифитц и И.Адири [595] предложили
полиномиальные алгоритмы построения оптимального по быстродействию

расписания обслуживания двумя приборами п одновременно поступающих

требований с единичными длительностями операций. Трудоемкость этих

алгоритмов
— О (R), где R — общее число выполняемых операций. При

неодновременном поступлении требований оптимальное по быстродействию
расписание может быть построено за 0(R log Л) действий [481, 595]. Для

решения сопряженной задачи минимизации максимального временного

смещения ПЛэруккер [482] предложил алгоритм трудоемкости 0(R) при

условии целочисленности директивных сроков.

Приведенное в пп. 4.1—4.4 обобщение алгоритма СДжонсона [612]
получено Дж.Джексоном [608].

6.3. Описанный в § 8 гл. 1 подход к построению полиномиальных

алгоритмов с априорными оценками абсолютной или относительной

погрешности получаемого решения можно использовать и для систем с

различными маршрутами обслуживания требований.
СВ.Севастьяновым [278] предложен алгоритм трудоемкости О(п2М2г2)

построения расписания s°, при котором 8<г(М2г2 +/• — 2)Г*, где 5 =

= ^max0°)-^iax(^), г=тах{гу|/е7У}и t* = max{tiLq\iGN, L=Lqf9
q
= 1,..., Г/ }. Для случая, когда каждая операция может выполняться

любым прибором из заранее выделенного множества приборов, в [278]
предложен алгоритм трудоемкости 0(M2n2r2 +(rn+MK\ogm)
построения расписания s°, при котором 8<(r3M3 +r2 —2r + 2)t*.

Для случая М
= г=3 АЛ.Бабушкин, А.И.Башта и И.С.Белов [17]

предложили алгоритм трудоемкости 0(п2) с оценкой S <3C%/2+ 5)Г*,
а СВ.Севастьянов [277] —алгоритм той же трудоемкости с оценкой 6 <6t*

Для обслуживающих систем, в которых часть требований
обслуживается приборами в порядке 1,2, ...,Jlf, а остальные требования.— в

порядке М,М— 1,..., 1, С3.Севастьянов [276] предложил алгоритм
трудоемкости 0(п2М2) построения расписания s°, при котором 5 < BM2 —

— (M+3)/2)t*. Эта же задача рассматривалась в [16], предложенный
алгоритм имеет худшие оценки.

ТХонсалес и С.Сахни [552] показали, что для любого расписания s°,
при котором в любой момент времени из интервала @, tmax(s0)]
функционирует хотя бы один прибор, справедливы оценки
п
—

п
_ _ _

2 f/(s°)/2 ti(s*)<n и tmax(s°)/tm&x(s0)<M9 причем эти оценки
1=1 /=1

достижимы при малых значениях М. В этой же работе предложен
алгоритм трудоемкости 0(nlogri) построения расписания 5°, при котором
п
— п

_

Е ti(s°)/2 tj(s*)<M. ВХ.Тимковским [353] описан алгоритм

трудоемкости О(R +Mr) построения расписания s°, при котором

W(*0)/7max(O < min {М, г}.
6.4. Доказательству TVP-трудности различных частных случаев задачи

построения оптимального по быстродействию расписания обслуживания
(без прерываний) п одновременно поступающих требований М

приборами посвящен ряд публикаций.
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Приведенное в п. 3.4 доказательство TVP-трудности в сильном смысле

этой задачи при М
= 3 и tiLq

= 1 предложено Я.Ленстрой и А.Ринной Ка-

ном [652]. Ранее Я.Ленстра, А.Ринной Кан и П.Бруккер [657] доказали

ее NP-трудность при целочисленных tiLq, В [652] установлена М'-труд-
ность в сильном смысле указанной задачи при М

= 2 и tiLq ?{1,2} (см.
п. 3.6). В.Г.Тимковским [354] и КШ.Сотсковым (см. п. 3.5) доказана ее

MP-трудность в сильном смысле при М =2, tiLq
= 1 и заданном

отношении строгого порядка, граф редукции которого состоит из цепей.
Я. Ленстра, А. Ринной Кан и П. Бруккер [657] установили МР-трудность

задачи в случае, когда М = 2, хотя бы одно г,-
= 3, а остальные rt

= 1 (см.
п. 4:6). М. Гэри, Д. Джонсон и Р. Сети [533] доказали MP-трудность в

сильном смысле задачи в случае, когда М=2, хотя бы одно г/
= 2(и — 1), а

остальные /¦,•= 2 (см. п. 4.7). Т. Гонсалес и С. Сахни [552] показали, что при

разрешении прерываний в процессе выполнения операций задача

оказывается TVP-трудной в случае, когда М = 2, г,- = 3 для двух требований и г,-
= 2

для остальных требований (см. п. 4.5), и TVP-трудной в сильном смысле

в случае, когдаМ
= 2, г,- = и/3 для одного требования и rt

= 2 для остальных

требований.
С. Сахни и Ю. Чо [764] доказали MP-трудность в сильном смысле задачи

построения оптимального по быстродействию расписания обслуживания
без задержек п одновременно поступающих требований двумя приборами
(см. § 5). В.Г. Тимковский [354] установил, что MP-трудной является

задача построения оптимального по быстродействию расписания
обслуживания без задержек п одновременно поступающих требований двумя
приборами, когда длительности выполнения операций одинаковы.

Поскольку система с одинаковыми маршрутами обслуживания
требований — частный случай рассматриваемой, то все результаты о TVP-трудности
задачи, приведенные в гл. 1, справедливы и для систем с различными

маршрутами обслуживания требований.
После подготовки рукописи книги к изданию Ю.Н. Сотсковым была

доказана MP-трудность задач оптимального по быстродействию
обслуживания (с прерываниями или без прерываний операций) трех требований с

фиксированными (одинаковыми или различными) маршрутами
прохождения приборов. Аналогичные результаты установлены и для задач

минимизации суммарного времени обслуживания трех требований.
6.5. Для решения MP-трудных задач построения оптимальных расписаний

разработан ряд методов последовательного анализа вариантов,

целочисленного линейного программирования, различные эвристические процедуры.

Целочисленные линейные модели описаны Е. Балашем [449], Е. Боума-
ном [475], X. Вагнером [826], X. Гринбергом [571], Дж. Данцигом [497],
М. Фишером [522], А.Л. Лурье [194, 195], А. Манном [678], С. Ланзенау-

ром и Р. Химесом [641], Дж. Чарлтоном и С. Детом [491], Ю.А. Заком,

[106]., B.C. Солдатовым [289] и другими авторами. Систематическое

исследование применимости методов линейного программирования для

решения задач теории расписаний проведено Ю.В. Глебским и В.Н.

Шевченко [71, 72, 397, 398]. Этим же вопросам посвящены работы [91,117,642].
Возможности использования теории двойственности при решении задач

календарного планирования анализировались М. Фишером [522], В.К. Де-
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миным и А.С. Чеботаревым [91 ], А.И. Куксой и ЮЛ. Лаптиным [159 —161 ],
АЛ. Ильницким [113,114] и другими.

Достаточно полное изложение теории двойственности применительно
к задачам построения оптимальных расписаний содержится в монографии
B.C. Михалевича и А.И. Куксы [215]. Изучение релаксированных задач,

возникающих в результате замены нескольких ограничений линейной
модели их линейной комбинацией, проведено М. Фишером, Б. Лагевегом,

Я. Ленстрой, А. Ринной Каном [524].
Э. Андерсон [425], И.Н. Зимин и Ю.П. Иванилов [108] рассматривали

возможности сведения некоторых задач теории расписаний к задачам

оптимального управления.
Попытки применить декомпозиционный подход к решению задач

большой размерности предприняты в [126, 429,794,822].
6.6. Методы построения различных классов расписаний рассматривались

Дж. Геллером и Г. Логеманом [598], Б. Гиффлером и Дж. Томпсоном

[540], Л. Шрейджем [768,769], Л.П. Матюшковым и B.C. Танаевым [199],
С.А. Канцедалом и О.Н. Малых [127,129,131], Ю.Н. Сотсковым и B.C.

Танаевым [296, 297, 307, 308] и другими авторами. Исследование влияния

правил предпочтения (приоритетов) на качество получаемых расписаний
проведено в работах [30,99,199,247,251,537].

Различные по сложности правила предпочтения предложены Э.Г. Иоффе
[117], П.К. Выгнаном и Б.И.Кузиным [59], Н. Стейнхофом [786],
В.В. Шафранским [388, 390], Дж. Джексоном [92], Н.Б. Мироносецким
[260] и другими авторами. Вопросам выбора правил предпочтения,
оптимальной их композиции и настройки посвящены работы В.В. Шкурбы [399],
Г. Фишера и Г. Томпсона [373] ,У. Максвелла и М. Мехры [682], Т.П. Подча-
совой [246], М.Х. Ангуладзе [7], Л.В. Кочнева [154], А.И. Семенова и

В.М. Португала [251, 280], А.Б. Ароновича [9], А. Тизена [817]. См. также

[131,146,192,199,222, 284,292, 293,437,438,782, 783].
Методы локальной оптимизации расписаний использовались в работах

Л.И. Фейгина [370], С. Петерсона [737], Дж. Кинга и А. Спачиса [622,782],
С.А. Канцедала и О.Н. Малых [130].

Методы случайного поиска рассматривали Б. Гиффлер, Д. Томпсон и

B. Ван-Нессе [66], Дж. Геллер и Г. Логеман [598], С.А. Канцедал и

О.Н. Малых [127, 130, 131], В.В. Шкурба [400], П. Рандолф, Г. Суинсони
C. Эллингсен [746,747], Г. Фишер и Г. Томпсон [373], С. Элмаграби [517],
Н.Б. Мироносецкий [211] и другие. В [66, 145, 537] проведен
сравнительный экспериментальный анализ разнообразных правил предпочтения.
В обзоре Дж. Блекстона, Д. Филлипса и С. Хогга [467] рассмотрено
34 правила предпочтения. Авторы отмечают, что ни одно из этих

правил не лучше остальных, однако можно выделить несколько правил,
которые в совокупности дают хорошие результаты. В обзоре С. Пан-

валкара и В. Искандера [725] проведен анализ 113 правил
предпочтения.

6.7. Систематическое исследование правил предпочтения проводится
и в рамках изучения стохастических обслуживающих систем, в которых
те или иные параметры (длительности операций, моменты поступления

требований в систему, маршруты обслуживания требований и т.п.)
являются случайными величинами с заданными или неизвестными законами
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распределения. В работах [104, 105, 368, 369, 417, 498, 512, 515, 516,553,
599, 600, 607, 614, 658, 693, 702, 756, 827, 836] используются методы

статистического моделирования таких систем. В работах [546, 591, 825,
610] отмечаются преимущества расписаний, составленных в интерактивном

режиме. Аналитические методы исследования предложены в [8, 164—166,
206, 218, 367—369, 501, 607,693,771]. Системы с нечеткими

длительностями операций рассматривались в [371]. Обзоры работ по указанному

направлению приведены в [501,504,535,546,.725].
6.8. С. Гойал [558], С. Редди и С. Рамамурти [751], А. Хартвиг и

Дж. Терно [594] предложили сведения задачи построения оптимального

по быстродействию расписания обслуживания без задержек п требований М

приборами к задаче о коммивояжере. Постановки некоторых задач теории

расписаний в терминах задачи о коммивояжере и различных ее обобщений

рассматривались, например, в [27, 259, 260, 335]. Метод ветвей и границ

для решения задачи о коммивояжере впервые предложили Д. Литл, К. Мур-
ти, Д. Суини и К. Кэрел [191]. В [611] приведен список работ,
посвященных различным аспектам задачи о коммивояжере, который насчитывает

около 600 наименований.

Одна из наиболее популярных тестовых задач построения оптимального

по быстродействию расписания (п = 10, М = 10) описана в [373]. Лучшие
из известных для нее расписаний получены методом ветвей и границ [524,
686]. Краткие сведения о публикациях, посвященных методам

последовательного анализа вариантов, приведены в § 6 гл. 4.



ГЛАВА 3

НЕФИКСИРОВАННЫЕ МАРШРУТЫ

Множество N = {1, 2,..., п) требований обслуживается в системе,

состоящей из М последовательных приборов. Требование /E7V поступает
в систему в момент времени di>0. Для всех требований множестваW

маршрут обслуживания (порядок прохождения приборов) заранее не задан

и может быть различным для разных требований. Длительности tiL > О

обслуживания каждого требования /ЕN каждым прибором L, 1 < L <М,

предполагаются заданными. Запись tiL
= 0 означает, что требование /

прибором L не обслуживается. В любой момент времени каждое

требование обслуживается не более чем одним прибором и каждый прибор
обслуживает не более одного требования. Такие обслуживающие системы

называются системами с нефиксированными маршрутами.
Для доказательства МР-трудности задач построения оптимальных

расписаний в данной главе используются следующие эталонные задачи.

Задача о разбиении. Дано множество № = {1, 2, • • • »л0 },

каждому элементу i которого сопоставлено натуральное число е{ и

2 et
- 2Е. Существует ли разбиение множества № на два подмножества

N? и Этаких, что 2 е,= 2 *, = ??

Задача о 3-разбиении. Дано множество № = {1, 2, . ..
, Зп0)

и натуральное число Е. Каждому элементу iEN° сопоставлено натуральное
число et такое, что Е/4 < е( <Е/2 и 2 et = n0E. Существует ли разбиение

/елг°

множества№ на п0 трехэлементных подмножеств N? таких, что 2 е,-
=

7
iGNf

Задача о З-р^скраске 4-регулярного графа. Дан
неориентированный граф G = (X, V) без петель, степень каждой вершины которого
равна четырем. Можно ли раскрасить вершины графа G в три цвета таким

образом, что никакие две смежные вершины не окрашиваются в один цвет?
Задача о разбиении МР-полна [133], задача о 3-разбиении /УР-полна

в сильном смысле [531]. MP-полнота о 3-раскраске 4-регулярного графа
Доказана в [550].

В этой главе используются следующие обозначения. Пусть (аг, а2, . . .

..., <хг) - вектор с действительными компонентами и Я' С Д = {1, 2, . . .
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..., г} ,тогда a(R') = 2 а,-. Аналогично, если IIaif II — матрица размерно-
/ея'

cmrXq и Q' CQ = A,2,... ,q) 9то

<*,(*') = 2а/у, Kf<q и <*,©') = 2 а/у, 1 < / < г.

/ел' /ее

Если 7г — некоторая перестановка элементов конечного множества X, то

через {тг} будем обозначать множество X, т.е. {я} = X.

§ 1. Общее время обслуживания. Два прибора

В этом параграфе рассматривается задача построения оптимального по

быстродействию расписания обслуживания п требований М приборами
в предположении, что все требования поступают в очередь на обслуживание
в момент времени d - О, каждое требование может обслуживаться
приборами в произвольном порядке, прерывания процесса обслуживания каждого

требования каждым прибором запрещены. Обсуждаются также некоторые
обобщения указанной ситуации. Особое внимание уделено случаю,когда
М=2.

1.1. Имеется множество N = {1, 2, . . .
, п} требований и множество

М ={1,2,..., М) обслуживающих приборов. Известны длительности

tiL > О обслуживания каждого требования iGN каждым прибором LGlJC.

Если tiL>0, то требование / должно быть обслужено прибором L. Если

tiL = 0, то требование i прибором L не обслуживается. Порядок
прохождения приборов заранее не задан и может быть различным для разных
требований. Каждый прибор может обслуживать требования в произвольной
последовательности, но одновременно не более одного требования. Каждо.е
требование одновременно обслуживается не более чем одним прибором.
Процесс обслуживания каждого требования iGN каждым прибором L€lJC

предполагается непрерывным, т.е. если обслуживание требования /

прибором L начинается в момент времени tfL, то оно протекает без прерываний
и завершается в момент tiL - t°iL + tiL.

В рассматриваемом случае расписание s однозначно определяется

заданием матрицы II ifL II моментов начала или матрицы \\liL II моментов
завершения обслуживания требований приборами. Общее время обслуживания
при этом равно 7max(s) = max {7,x U^^, LGjfC } . Необходимо построить
расписание s, при котором величина Fmax(s) минимальна. Это расписание

будем назьюать оптимальным (по быстродействию) и обозначать через s *.

Отметим, что задача построения оптимального расписания обладает

определенной симметрией: приборы и требования можно поменять ролями

без изменения существа задачи.

Нетрудно видеть, что для любого расписания s общее время
обслуживания

Fmax(s)>niax{ max tj(Jt)9 max tL(N)} . A.1)
i G N LG *W

Ниже показано, что при М
= 2 (или, что то же самое, при п = 2) для

построения оптимального расписания требуется не более О (п)
(соответственно 0(М)) операций. Описан полиномиальный алгоритм построения
оптимального расписания в случае, когда часть требований имеет фиксиро-
158



ванные маршруты обслуживания и М - 2. В заключение параграфа доказана
ТУР-трудность задачи построения оптимального расписания, если М > 2

и все требования обслуживаются без задержек.
1.2. Покажем, что при М=2 оптимальное по быстродействию расписание

может быть построено в результате выполнения не более чем 0(п)
операций.

Пусть система содержит два прибора А иВ и известны длительности at

и Ь? обслуживания требования iGN- {1,2,... ,л} приборами А и В

соответственно.

В этом случае из A.1) следует, что для любого расписания справедливо
соотношение

7mmx(s)> max {a(N)9b(N), max {fl, + 6,}h A.2)

где a(N)= 2 ah b(N) = 2 bt.

Покажем, что существует такое расписание s*, что в соотношении A.2)
при s = s* имеет место равенство, и опишем способ его построения.

Расписание s* будем искать в классе таких расписаний, что для каждого прибора
имеется не более двух временных интервалов, в каждом из которых этот

прибор функционирует без простоев, обслуживая требования непрерывно

одно за другим. Расписания этого класса однозначно определяются
заданием двух наборов вида (L;ni ;ir2 ; t0 *,wl)> где L — наименование прибора,
г0 — момент начала непрерьюного обслуживания требований множества

{tti)b последовательности iti,wL— длительность простоя прибора L

после завершения обслуживания требований множества {rti) и до начала

непрерьюного обслуживания требований множества {тт2} в

последовательности я2.

Множество Wтребований разобьем на два подмножества Л^ ={/ G N \ai <
<6,} и N2 -N\Ni. Предположим, что Nx Фф и N2 Ф 0. Среди требований
множества Nx выберем такое требование^, что Ьк > тах{д/ \iGNi) ,

а

среди требований множества N2 выберем требование г, для которого

ar > max {bf \i^N2} .

Рассмотрим пару наборов (рис. 1.1,я)

(A;(k,TiNi\ky3(iTN2\r,r); 0;wA); ^ 3)

(B;(k,irNi\ky9(nN2\r9ry, akiwB),
где 7Гдг'

-

произвольная перестановка элементов множества N' С TV, а в

качестве wA и wB выбраны любые неотрицательные числа,
удовлетворяющие условию

a№-ak+wA=b{N)-br + wB. A.4)

Нетрудно проверить, что эта пара наборов определяет расписание,
поскольку требования обслуживаются обоими приборами в одной и той же

последовательности, причем к моменту начала обслуживания каждого
требования прибором В оно уже обслужено прибором А.

Опишем процесс преобразования этого расписания в искомое

оптимальное расписание.

1) Предположим, что a(N) -

ак > b(N) - br. Тогда из A.4) следует,
что wA <wB.
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Введем в рассмотрение пару наборов

(А; (К irNi\k); (irN3\r, r); 0; 0); A 5)

(В; (г, к, тг^); тг^у; rmx{a(N)-b(N), 0}; 0).

а) Если имеет место неравенство

max{a(N)-b(N), 0} + br < a(N)-ar,

то A.5) определяет расписание с общим временем обслуживания, равным

m3x{a(N),b(N)} (см. рис. 1.1, ft в).
б) Пусть выполняется неравенство

max {a(N)-b(N\ 0} +fcr > a(N)-ar. A.6)

При этом, очевидно, в некоторый момент времени требование г

обслуживается обоими приборами одновременно, т.е. A.5) не определяет

расписания.

Заменим A.5) парой наборов

(А; (к, ж„Лк); (тг„Лг, г); аг + Ъг -a(N); 0);

(В;(г,к,п„Лк); 1г„Лг;0;0).
Если a(N) < b(N), то неравенство A.6) равносильно неравенству

ar + br >a(N) и A.7) определяет расписание с общим временем
обслуживания, равным max {ar + brtb(N)} (см. рис. 1.1, г).

Пусть a(N) > b(N). Тогда неравенство A.6) равносильно неравенству
ar+br>b(N).

Если ar + br > a(N)9 то A.7) определяет расписание с общим временем
обслуживания, равным ат + br (см. рис. 1.1, г).

Еслиаг +ЬГ <a(N)9 то нетрудно убедиться, что пара наборов

04; ft 7г„лл); (тг„Лг> г); о; 0);

(В, (г, к, nNi\k); irN^9aQT)
- ar - br\ 0)

определяет расписание с общим временем обслуживания, равным a(N)
(см. рис. 1.1, д).

2) Предположим, что a(N) —

ак < b(N) - br . Тогда из A.4) следует,
что wA > wB.

Введем в рассмотрение пару наборов

^4\*:Dv,r,*); 0;0);
A.8J

(В; (к, тг„Лк); (тг^у, г); 0; 0).

Если ак + bk <a(N), то A.8) определяет расписание с общим временем
обслуживания, равным max {a (N), b (N)} (см. рис. 1.1, е).

Если ак + bk > a(N), то пара наборов A.8) не определяет расписания,
поскольку в некоторый момент времени требование к одновременно
обслуживается двумя приборами.
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Заменим A.8) парой наборов

(A; vNi\k; fr^y г' кЬ *к + ** -аФУ> °У>

(В; (k,nN^ky, (я^Хг, г), 0;0).

Нетрудно убедиться, что эта пара наборов определяет расписание с

общим временем обслуживания, равным тах{д& + Ьк, b(N)} (см. рис. 1.1, лиг).
Таким образом, во всех рассмотренных случаях может быть построено

расписание s
*
такое, что в соотношении A.2) при s = s

*
имеет место знак

равенства.
Можно показать, что и в случаях, когда Nt = ф wmN2 = Ф , также может

быть построено расписание s *, обладающее указанным свойством.
Если Ni = 0, то искомое оптимальное расписание определяется парой

наборов вида

(A; nN ^; г; тзх{аг + Ъг -a(N\ 0}; 0);

(В; г, 7r^v; max{min{*(#)- b(N), a(N)-ar-br), 0}; 0).

Если N2 = 0, — то парой наборов вида

(Л; nNi\k',k; т*х{ак+ bk - a(N), 0}; 0);

(В; к; nN^ 0; 0).

Если Nx Ф ф и N2 Ф ф, то из приведенных выше рассуждений следует,
что искомое оптимальное расписание определяется наборами

(Ai(KirN.\k)l (*tfay r); тах{дг + br - a(N), 0}; 0);

(В; (r, fc, nNi\k); nNy9 max{min {a(N) - b(N), a(N) -ar- br}, 0}; 0),

если a(N) — ak> b(N) —br, и

(Л; "лгД^ KraV' г>кУ> maxfa* + bfc -*(#)> 0}; 0);

(В; (к, nNM); (п„Лг, г); 0; 0),

если a(N) — ак < b(N) — br.
Отметим, что формирование множеств Nx и (или) N2 , выбор

требований к G Nx и (или) г Е N2, вычисление a (N) и b (N) требуют выполнения
не более чем 0(h) элементарных операций. Трудоемкость последующего

построения искомой пары наборов не зависит от п.

Таким-образом, при М
= 2 оптимальное по быстродействию расписание

может быть построено в результате выполнения не более чем 0(h)
операций. В силу симметрии задачи описанный алгоритм может быть

использован и в случае, когда Л/ > 2, но и = 2.

1.3. П р и м е р. Имеются две разные книги А и В и шесть читателей,
желающих прочесть эти книги. Длительности at и bt (количество дней,
затрачиваемых читателем на прочтение каждой из книг А и В) приведены,
в табл. 1.1.

Предполагается, что каждый читатель может одновременно читать

только одну книгу и, раз начав ее читать, читает непрерывно до тех пор, пока не
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Таблица 1.1

/

ai

bi

1

2

4

2

6

3

3

2

1

4

3

5

5

3

4

6

6

4

проедет всю книгу. Каждая книга в каждый момент времени может

находиться не более чем у одного читателя. Необходимо, чтобы все читатели

прочли все книги в кратчайший срок.
В рассматриваемом случае N = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, Nt = {1,4, 5} , N2 =

= {2, 3, 6}, к G {1, 4, 5}, г G {2, 6}, для определенности положим к = 4,
г = 2.Имеема(Л0 = 22,b(N) = 2lra(N)-ak = 19>fc(JV)-&r = 18-

Соответствующая пара наборов, определяющих одно из искомых

оптимальных расписаний s *, имеет вид

(А; D,1,5); C,6,2); 0; 0);

(В; B,4,1,5); C,6); 1; 0).

Расписание s* представлено на рис. 1.2.

приборе

приборА
Х7

I I I
I I I I I

ии У

01 345

I I I
I I I

I I I I I I I

69W 13

Рис. U2

16171В 22

1.4. Рассмотрим следующее обобщение ситуации, описанной в п. 1.2.

В обслуживающую систему, состоящую из двух приборов А и В, в

момент времени d - 0 поступает множество N = {1, 2Г.. . ,л} требований.
Длительность обслуживания требования i G N прибором А равна at > 0

единицам времени и прибором В равна bt > 0 единицам времени. Запись

я,- = 0 или bt - 0 означает, что требование не обслуживается прибором А
или В соответственно.

Множество N требований состоит из трех попарно непересекающихся
подмножеств NAB, NBA hNq. Требования множества Nj^
обслуживаются сначала прибором А, затем прибором В (маршрут обслуживания {А, В));
маршрутом обслуживания требований множества NBA является (В, А);
требования множества Nq могут обслуживаться в соответствии с любым
из маршрутов (А, В) или (В, А), причем маршруты заранее не заданы и

могут быть различными для разных требований. Ко множеству Nq
отнесены также все требования, для которых либо at

=¦ 0, либо Ъ% = 0.
В любой момент времени каждый прибор обслуживает не более одного

требования и каждое требование обслуживается не более чем одним прибо-
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ром. Прерывания процесса обслуживания каждого требования каждым

прибором запрещены.
Необходимо построить оптимальное (по быстродействию) расписание s

*

обслуживания требований множества N. Есци N = NQ, имеем ситуацию,

рассмотренную в п. 1.2, если N = NAB (или ТУ = NBA) — ситуацию,

рассмотренную в п. 1>3 гл. 1, и если NQ - Ф — ситуацию, рассмотренную в

п. 4.2 гл. 2.

Ниже описан алгоритм построения расписания s* в случае, когда все

три подмножества NAB, NBA и N0 могут быть не пустыми.

Трудоемкость построения 5* не превосходит 0(п + «log Я) операций, где п =

= тах{|Л^Б|,|#вл|}.
Введем некоторые обозначения. Для множества RQN положим Ra =

= {i ? R\ at <bf} nRb ={/ G R\ bt < at} . Через ir(R) обозначим

произвольную перестановку элементов множества R.

Оптимальное расписание s* будем искать в классе расписаний, которые
однозначно определяются парой наборов вида (L; Нх; Н2, . . .

, HPL),
pL> 1,LE {А,В}. Элемент этого набора имеет вид Я/ = [t? (/), лу (Nj) ],
где г? (/) — момент времени, начиная с которого прибор L,

функционируя без простоев, обслуживает без прерываний требования множества

Nj ЯN в последовательности лу (Nj).
Если в системе обслуживаются только требования множества Л^дв,

то оптимальное (по быстродействию) расписание будем обозначать через

s*AB. Напомним способ построения такого расписания (см. п. 1.3 гл. 1).
Требования множества NaAB упорядочим по неубыванию значений at,
вслед за ними упорядочим требования множества NAB по невозрастанию
значений bt. Полученную последовательность обозначим через ip(NAB) =

= 0# 1,12. • • •»iq)»Я = INAB |. Расписание s*^ определяется парой наборов

(А; [О, *(NAB)] );

(В; [ifc, <p(NAB]\
и и—1

где tB = max [at , max {2 at.
— 2 bt. \ и = 2, . . .

, л}}. Трудоем-1

/ = l
'

/
= l

'

кость построения расписания s^ не превосходит 0(q\og q) операций.
Если в системе обслуживаются только требования множества Nq , то

можно описать несколько способов построения расписаний, которые,
вообще говоря, не является оптимальными, но могут быть

преобразованы в оптимальные в соответствии с п. 1.2.

Действительно, если Na0 Ф ф, выберем требование к G Na0 такое, что

Ьк > Д/> i Е NaQi иначе положим {А:} = ф . Аналогично, еслиЛГ^ Ф ф,

выберем требование г G ЛГ^ такое, что ar > bi9 i € TV^, иначе положим

{г} = ф. Построим последовательности $(N0) = (к, 7г(Л^\ {?}),

*(#о\ (М),0и^'(ЛГо) = (г,7г(Л^\ {г}.),я(Л^\{*}),А:).Дляпроиз-
вольного требования т ? ЛГ0 через ^ (Nq\ {m}) будем обозначать

последовательность требований множества NQ\ im) , расположенных в том же

порядке, что и в последовательности ф (Nq).
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Если имеет место неравенство a(Na\ Ik}) <b(Na\ {r }), то можно

построить расписание sk обслуживания требований множества Nq ,

которое определяется парой наборов

(А; [0, rKN0)]);

(В; [ак9 *(N0)]),

и расписание ~sk, которое определяется парой наборов

04; [Ь(Ро) - «С^оЧ*». Ф'ФоШ

(В; [О, ф'фо)].

Нетрудно проверить, что ТкА (sk) = t%B (sk) nfiA (sk) < t^B (sk), а

также чтоlkB (sk) = t%A (sk) и TiB (sk) <t^A (sH), i G NQ\ {к}. Расписания sk

и Sfc представлены на рис. 13 а и 13 б соответственно.

Если имеет место неравенство a(N0\[k}) > b(N0\{r}), то можно

построить расписание sr обслуживания требований множества Nq , кото-

приборВ V- f

приборА

a <w .VW

/г
'

/#W W/
-»—f

приборВ

прибор А

г /&Н

\- V

|<W| а
ч

t"?W ,<W }А |

t

приборе \- X I I II

приборАI Г II I

приборВ

приборА

I I II

j г ^SMrf x»2\<h) хк х

Рис. 1.3
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рое определяется парой наборов

(А; [О, Ф(М0)});

(В; [a(N0)-b(N0\{r)), *(N0)]),

и расписание 7Г, которое определяется парой наборов

(А; [ЬГ9 Ф'«*о)])

(В; [О, ф'(М0)]).

Нетрудно проверить, что TrA (sr) = t?B(sr) и TiA (sr) <t?B(sr), i G

G N0\{r}. Аналогично 7riJJs~) = '?л («7) и 7/в (?г) <Г?лФ)> *G

G ЛГ0\ { г}. Расписания sr и Гг представлены на рис. 1.3, в и 1.3, г

соответственно.
^ ^

Трудоемкость построения каждого из расписаний sk, sr, 7k и ?г не

превосходит 0(\ Nq | ) операций.

1) Оценим величину fmax(s) общего времени обслуживания
требований множества N = NAB U NBA U NQ при произвольном расписании s.

Пусть s^B и sBA
— оптимальные расписания обслуживания только

требований множества NAB и только требований множества TVg^
соответственно, а *тахEлв) и ^пахEвл) ~~ соответствующие этим расписаниям

значения общего времени обслуживания.

Очевидно, имеет место соотношение /max (s) >TX= тах{Г, Fmax (sAB),
*тах($ял)Ь гДе Т = тах{д(Л0, ?(#)}. Кроме того, если ат + Ът =

= max{j/ + 6/|/G7V0} >Г!, то ГтахE)>дш +ЬШ, meN0.
Покажем, что расписаниям (без прерываний), при котором fmax(s) =

= ат +Ьт>Тг не существует.

Действительно, при таком расписании в любой момент времени во

временном интервале @, tm&x(s)] требованием должно обслуживаться
одним из приборов. Следовательно, за время обслуживания требования т
прибором А (или В) все остальные требования должны быть обслужены
прибором В (соответственно прибором А). При этом, однако, нарушится

маршрут обслуживания всех требований одного из множеств NAB или NBA,
что недопустимо.

_

Оценим величину fmax ($), если ат
+ Ът> 7\. Рассмотрим класс

расписаний, при которых требованию m назначается маршрут обслуживания

(А, В). Построим расписание st из этого класса, определяемое парой

наборов

(А; [0,(тг(ЛГ< я),т, ^NbAB UNBA UN0\{m}))]);
(B;[a(NaABU{m))-b(NaABVNBAUN0\{m}),
«(Kb UNBA UN0\{m}),m, ir(NbAB))]).
Тогда 7max(s0 =

*m +*m + <*(NaAB) + b(NbAB).
Это расписание будет оптимальным в рассматриваемом классе,

поскольку

а) ни одно из требований множества NAB не может быть обслужено
обоими приборами в интервале обслуживания требования т;
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б) значение a(NAB) + b(N%B) < a(NAB) + b(NAB) для любого

разбиения множества NAB на подмножества NAB и NAB;
в) обслуживание требований множества NBA U N0\{m) вне интервала

обслуживания требования т не уменьшит общего времени обслуживания.

Рассуждая аналогичным образом, можно показать, что в классе

расписаний, при которых требованию т назначается^аршрут обслуживания (В, А\
оптимальным будет расписание s2 такое, что tm&x(s2) =ат + Ът + a(NBA) +

Таким образом, для любого расписания s (без прерываний) имеем

Tm*x(s) > тах{Г,7тах(^в), Гтах(^л),

mnlai + biUeNo) + min{aO^B) + *C^

2) Опишем процесс построения расписания s9 при котором в A.9)
имеет место знак равенства. Это расписание, очевидно, и является искомым

оптимальным расписанием s*.

Рассмотрим следующие пары наборов, каждая из которых при

определенных условиях задает расписание s*.

I. (А; [ОЛ<Р(Рлв),*(Рвл и*о)У\I

(В;[0,я(Л^иЛЪ)];

[mm{b(NBA UN0),

*max \SAB'

II. (A; [0,(*(NAB),nQfBAW(N0))]);
E; [0, (*(NBA), ф'(М0), *QfAB))]);

III. (A; [0,(Ф(М0\{к)), *(NAB), ir(NBA), k)));

B?; [0, (it(NBA),к, Ф(М0\{к}), я(Л^в))]);
IV. (A; [0, (n(NAB), it(NBA), ф^0\{г}, г)]);

(B;[0,(ii(NBA)tr,*(ffAB))];

[T-b(N0\{r)),t(N0\{r))});

V. (Л; [0, (n(NAB), ir(NBA UN0\{m}))]; [6GVBy4 U {m}), m]);

(В; [0,(тг(ЛГвл),;и, *(ЛГЛВ UN0\{m}))]);
VI. (Л; [0, (*(NAB), тг(ЛГ|Л и tf0\<m}))];

[max{a(NAB U лг?л U7V0\{m})(

6(^и{т})},(^1г(Пл))]);
(Я; [0,(я(^)(/и, я(ЛГВу1),1г(Л^в UJV0\{m»)]);

VII. (А; [0, (т, 1г(Л^в))]; [max {a{NAB U {т»,

6(iVByl U7V0\{m})}, тг(ЛГВу1 U^\{m})]);

(В; [0, (n(NBA), »(ЛГ0\{|я», т. n(NAB))]);
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VIII. (A; [09Cn(NAB)9ir(No)9ir(NBA))]y9

(В; [0, (n(N0)9 n(NBA), n(NAB))]);

IX. (A; [0, (n(NaAB), m, n(N^B)9 it(NBA U N0\{m }))]);

(B\ [0,(n(*BA VN0\{m}),ir(N°AB))]; [m3x{a(NaAB U{m}),

b(NBA yJNaAB UN0\{m})},(m9 it(N^B))]);
X. (A; [Q,(ir(NAB VN0\{m})9m, n(NBA))]);

(B; [0,(m, *(NBA),«(NAB UN0)\{m}))]);

XI. (^;[0,(я(^о),я(^Б),я(^ВА))]);

(Д; [0, (ir(NBA), тг(ЛГ0), я(ЛГлв))]).

Алгоритм построения расписания s* заключается в проверке

вьшолнения ряда неравенств и выборе одной из перечисленных пар наборов.

Порядок проверки вьшолнения неравенств указан на рис. 1.4. Цифры в круглых

скобках слева от неравенства означают номер неравенства, на который
далее в тексте имеются ссылки. Римские цифры в кружках означают номер

пары наборов.

приборе

приборА

N,ГВА Nn
-kh

N,fAB ч AfBA N0

прибор В

прибор A

"ва Nq
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,
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приборA
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Если неравенство a(NAB) > b(NBA) не имеет места, то можно поменять

местами наименования приборов, построить расписание s*,
воспользовавшись описанной выше схемой, и затем восстановить исходные

наименования. При каждом таком переименовании «приборов меняются ролями

длительности обслуживания а{ и bi9 требования к и г, множества каждой

пары NAB и NBA, NAB и NBA, NAB и NBA, N? и Nq9 а также расписания

каждой пары sAB и sBA, sk и ?r, ?* и sr.

3) Покажем, что описанный алгоритм действительно приводит к

построению оптимального расписания.

а) Пусть выполняются неравенства A.10) и A.11). Покажем, что

оптимальное расписание s
*
определяется парой наборов I.

Действительно, в силу A.11) имеем m3x(FiB(s*)\i G NBA U NQ) =

= b{NBA U N0) <a(NAB) = mm{t°A(s*)\i G NBA U Nq). Если

и*Л*1в)>Ъф) (рис. 1.5, а, б), то ^E*2=^(^Б), ^(**) = Гц,едв),
' G ^лв> ^ е {^» В)- Если же ?(Л0 > tmfkX(s^B) (рис. 1.5, в, г), то

*]в (О
- 7м (**)_> *°в(*ав) - 7М (*лв) > <>> ' € ^4В- Кроме того,

^тах@ = тах{7;гтах(^Б)}.
б) Пусть вьшолняются неравенства A.10), A.12)-A.14). Покажем,

что оптимальное расписание s
*
определяется парой наборов П.

Действительно, в силу A.10) mzx{tiB(s*)li G NBA) = b(NBA) <

< а (Nab) = min{r^ (s *) I / G #вл }. В силу A.12) имеем тахGм (s *) | / G

^NAB) =a(NAB)< b(NBA UN0)=mm{t?B(s*)\i ZNAB). Из

неравенства A.14) следует,что t°kA (s•) -ТкВ (s*)=a(N\Ш)-Ь(NBA UN0)>
>0 = *%л Ok) -~tkB Ok) и, тем самым, r^s*)

- tiB (s*) > t°iA E*) -

- liB (sk) > 0, j G N0\lk). Кроме того, tmax(s*) = Т. Расписанием*

изображено на рис-lJL
в) Пусть выполняются неравенства A.10). A.12), A.13), A.15) и

A.16). Покажем, что в этом случае оптимальное расписание s*

определяется парой наборов Ш.
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В силу A.10) имеем max{r/jB (s*)\i e NBA} = b(NBA) <a(NAB) <

<a(NAB U NQ\{k}) = mm{t°A(s*)\i G Afe^}. Далее, в силу A.15)

max{FME*)|/€ Л^в} = *(#лв U #0\Ш) < b(NBA U i^) =

= min{*Js(s*)l* G АддЬ Из неравенства A.16) следует, что tlA(sm) =

= a(N\{k}) > b(NBA U {к}) = 7kB(s*). Поскольку b(NBA) > 0, то

*W (*Ч " 7i* О > *** (,*J " T" &*) > °> ie No\W- кРОМе того>

fmax E *) = Г. Расписание s
*
изображено на рис. 1.7.

г) Пусть выполняются неравенства A.10), A.12), A.17) и A.18).
Покажем, что оптимальное расписание s* определяется парой наборов П.

В силу A.10) имеем max{7/B (sm)\i e NBA) = b(NBA) < a(NAB ) =

= minfrju E*)l * e nbaI- b силу О-12) имеем max{iiA (s*)\i € NAB) =

= a(NAB) < b(NBA U N0) = min{^(*$)|/ ^ ^Y4B). И3 неравенства

A.18) следует, что7гБ(*Ч =b(NBA U{r» <д(Л^в U ^вл) =t°rA(s*)
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и, тем самым, tfA (s*) - tiB (s*) > t°iA (?) -

tiB (?r) > 0, / G N0\{r).

Кроме того, 7max (s *) = Т. Расписание s
*
изображено на рис. 1.8.

д) Пусть выполняются неравенства A.10), A.12), A.17), A.19) и

A.20). Покажем, что в этом случае оптимальное расписание s*

определяется парой наборов IV.
В силу A.10) имеемmax{7/JS (s*)|i ^NBA) < mmit°iA (s*)|i GNBA}.

Далее, в силу A.19) max{7M (s•I1 G NAB] = a(NAB) <a(NAB U

u HBA) < b(NBAU {r}) = min{f?B(s*)|i G Л^я>- Из неравенства

A.20) следует, что 7rB(s*) =b(NBAU {r}) < а(ЛГ\{г» =^л (s*). Если

a(i\0 > b(N) (рис. 1.9, а), то й<0-7м@ = t°B(sr) -7м (ir) > 0,

i G AfoX*'')- Если *(W) < Z>(^0 (рис. 1.9, б), то t?B(s*) - fM@ >

>'&(*)-*Li(*r) > °> i€M0\{r}. Кроме того, 7max(s*) = Г.

е) Положим m = fc, если имеют место неравенства A.13) и A.15), и

т =
г, если имеют место неравенства A.17) и A.19). Пусть выполняются

неравенства A.10), A.12), A.21) и A.22). Покажем, что оптимальное

расписание s
*
определяется парой наборов V.

В силу A.10) имеем max{F/B (s*)\i G NBA) = b(NBA) <a(NAB) =

= min{f?|(s*)|/ G iVs^}. Далее, в силу A.21) имеем mdx(iiA(s*)\i G

*NAB U ^0\{w)}=a(Y\{m})< 6(#ВЛи lm}) = min{^B(s*)|i G

e Nab u #0\{*я}}.Кроме того, по построениюТтВ (s*) = г^л (s*). Не-
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равенство A.22) означает, что tmax(s*) = Ъ(N). Расписание s*

изображено на рис. 1.10.

ж) Пусть выполняются неравенства A.10), A.12), A.21), A.23) —

A.25). Покажем, что оптимальное расписание s* определяется парой

наборов VI.

В силу A.10) имеем maxUiB (s*I1 G N%A) = b(N$A) <a(NAB) =

= min(^(s*)h' € NgA). В силу A.21)~имеем max{FM (s*)\i G NAB U

U N0\lm}} <a(NAB U NgA и N0\{m)) <a(N\{m}) < b(NBA U

U {от}) = min{f?B(s*)|i e NAB U JV0\{ot}}. Если *(Л^Л U {от}) >

> a(NAB U NiA U ЛГ<Д {от}) (рис. 1.11, д, б), то rj,^ (s*) =JmB (s*) и в

силу A.25) имеем min{r^ (s*)|/ G N°A) = 6(Л^л U {от» + ат >

> b(NBA U {от}) = max{7/B (s*)|/ G Ag^}. Если же 6(ЛГ^ U {от}) <

< a(NAB U NgA U ЛГ0\{от}) (рис. 1.11, в, г), то d(»*) >!тВ(П
и в силу A.25) имеем mmltfA(s*)\i G Л/?л} = a(N\N?A) =

ат +

+ в(Л^в U NgA U ЛГ0\{от}) >am + *(/VbU U {от}) > b(NBA U {т» =
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= max{f,?(s*)|i G NgA). Кроме того, fmax(s*) = тах{Г, ат + bm +

з) Пусть выполняются неравенства A.10), A.12), A.21), A.23), A.24),
A.26) и A.27). Покажем, что в этом случае оптимальное расписание s*

определяется парой наборов VII.

В силу A.26) имеем t°mB(s*) = b(NBA U N0\{m}) > b{NBA) >

>b(NaBA)> am =ГтЛE*).Всилу A.27) имеем max {TiA (s*) \iGNAB) =

= *(XAB U{m})<b(NBA UNQ) = min{r^ (s*)\ i G NAB) . Eama(NAB U

U {m}) > b(NBA UN0\{m}) (рис. 1.12* 6), to min^ (s*)\ iG^ U

U7\?A{m}} >max{r/B E*)|/G^Bi4U^\{m}> . Если жеа^д U {m}) <
< b(NBA UN0\ {m}) (рис. 1Л2, e) to min {t°iA(s*I1 €ЛГВЛ LW0\ {m}} =

= *(Авл ил/Ь\ {"*)) = niax UiB (s*)\ i G #вл UN0\ {m}} .Отметим,что в

последнем случае ТтВ (s *) > max {TiA (s• ) | i' G NBA UAfo\ { m } },
поскольку, вычитая неравенство A.10) из неравенства A.21), имеем a(NBA U

UN0\ { m } ) < bm. При расписании s * значение fmaxE *) = Т.

и) Пусть выполняются неравенства A.10), A.12), A.21), A.23), A.24),
A.26) и A.28). Покажем, что в этом случае оптимальное расписание s*

определяется парой наборов VIII.
Действительно, вычитая из неравенства A.28) неравенство b(NBA) >

> ат, которое следует из A.26), получаем b(NQ) < &(NAB). Это означает,

что тэх {7iB (s*)\ i GN0} = b(No) < a(NAB) =min{t^A(s-)\i GN0).
Далее, в силу A.12) имеем max {tiA(s*)\ i G NAB } =a(NAB) <b(NBAU
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UNq) = min{tfB (s*)\i G NAB) . Из неравенства A.28) также следует,

что max {TiB(s*)\iGNBA} =

b(N0UNBA)<^(NAB U {m}) <a(NABU
UA/k) = min {tfA ($*)| ir G NBA } . Кроме того, tmzx(s0) = Г. Расписание s*

изображено на рис. 1.13.

к) Пусть выполняются неравенства A.10), A.12), A.21), A.23),
A.29) и A.30). Покажем, что оптимальное расписание s* определяется

парой наборов IX.

Действительно, складывая неравенства A.10) и A.23), получаем
неравенство a(NAB U {m}) >b(N\ {т}) , которое означает, что min {tfA(s*)|
i^NBA uN0\{m}) =a(NAB U \m }) >b(N\{m }) =max {7iB(s*)\ iG
^NBA UN0\{m}}. Поскольку b {NBA) > a{NaBA) + b(N%A),to b(NBA) >
> a{NaAB) и min{ffe(s*)l/ G Л^в) = b(*ki UAfe\{/H}) > u(Ab,) >

>аФлв) =tnzx{tu(s*)\ieNaAB). Если a(NaAB U{m})>b(NBA U

UN°AB UN0\{m}) (рис. 1.14,*, б), то tmA{s*) = ^B(s*) = min {^(s*)!
' G ^лв ) • в СШ1У A.30) это означает, что min {Где (s*) I * G N%B } =

= C(^) + Ьт>'тв(**) + a(N$B)=max{7iA(s*)\ieN*iB} .Если же

в(Л^Б U {m }) <b(NBA UNaAB UN0\{m » (рис. 1.14,в, г),то tmA (s*)<
< *твE*)> и следовательно, в силу A.30) значение max{ tiA (s*)\ i G

eNAB* < ТтвХ**) = min {г^01'€^в>-Кроме того, 7max(s*) =

= max {T,am +bm +a(NaAB)+b(NbAB)} .

л) Пусть выполняются неравенства A.10), A.12), A.21), A.23), A.29),
A.31) и A.32). Покажем, что в этом случае оптимальное расписание s*

определяется парой наборов X.
В силу J1.31) имеем t°mA (*•) =. a(NAJ U N0\{m}) > a(NAB) >

> bm = tmB(s*). В силу A.21) max {rM E^I/еЛ^виЛ^\{т}} =

= «№fl UAfcUm» <e(tf\{m» <?(^/м U {/я» = min{_r?B (s*)l / e

G ^Ub uAro\{,w}} • Из неравенства A.32) следует, что max {tiB {s*)\ i G
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e NBA ) s b^BA U{m})< a(NAB UN0) =min {t»iA (s*)l / GNBA) .

Кроме того, ^jnax^*) = Т. Расписание s*изображено на рис. 1.15.

м) Пусть выполняются неравенства A.10), A.12), A.21), A.23),

A.29), A.31) и A.33). Покажем, что в этом случае расписание s*

определяется парой наборов XI.

Вычитая из неравенства A.33) неравенство a(NAB) >bm, которое

следует из A.31), получаем a(NQ) >b(NBA). Это означает, что max {7iA(s*) |
i ^ No) =<*(N6) < b(NBA) = min {tfB (s*)\i ?N0}. В силу неравенства

A.32) min{f?B(s*)|/ e_NAB) = b(NBA U N0) > b(NBA U {m}) >

> <*(nab UNo)- - max{rM (s*)\i G NAB } . Из неравенства A.10)
следует, что min ff?,! (s*)li" ^NBA) = a{NoVNAB) > a(NAB) > b(NBA) =

= max {tiB (s*I1 G NBA } . Кроме того, tmax(s*) = Г. Расписание s*

изображено на рис. 1.16.

Расписание 5*, определенное парой наборов I, может быть построено в

результате выполнения не более чем 0(п + \NAB \\og\NAB |) операций.
Расписание s*, определяемое любой из пар наборов II — XI, может быть

построено не более чем за 0(п) операций. Следовательно, трудоемкость
построения расписания s* не превосходит 0(п + я log и) операций, где

n=m*x{\NAB \,\NBA |}.
1.5. В заключение покажем, что задача построения оптимального (по

быстродействию) расписания s* является ./VP-трудной в сильном смысле

при М>2, если потребовать, чтобы каждое требование обслуживалось без

задержек.

Будем говорить, что процесс обслуживания требования i E TV= {1,2,...
..., п } в системе, состоящей из множества JC- { 1,2,. .. ,Л/} приборов,
протекает без задержек, если этот гфоцесс начинается в момент времени t°

и завершается в момент времени 7,- = t° + t^{JC).По-прежнему
предполагается, что процесс обслуживания каждого требования каждым прибором
протекает без прерываний.

Рассмотрим задачу распознавания, соответствующую задаче построения
оптимального (по быстродействию) расписания без задержек в процессе
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обслуживания требований в случае, когда система состоит из двух

приборов А и В. Требуется определить, существует ли расписание s°

обслуживания (без задержек) множества N требований такое, что7тах($°) < >> для

заданного числа у. Длительности обслуживания требования i G N

приборами А и В соответственно равны а{ иЬ(.
Покажем, что к этой задаче сводится задача о равных парах, iVP-труд-

ность которой (в сильном смысле) была доказана в п. 5.3 § 5 гл. 2.

Напомним формулировку этой задачи. Имеется четыре множества U = { Ui, и2,...

..., ир}, V = {i>i, u2,..., Up), W= {н>1,нъ,...,м>р} иХ= {хг,х2,...
• • •

f xp }, каждое из которых состоит из натуральных необязательно

попарно различных чисел. Требуется определить, существует ли разбиение
множества UWUW UX на четырехэлементные подмножества Rm, Km <p,
такие, что в каждое из них входит по одному элементу из каждого

множества U, V, W и X и для каждого Rm = {щ , и/ , wt , xt } имеет место

равенством/ +vt =

W/ + Х/ .

Положим п = 4р, N = {1, 2,..., n},Z =8 max {и,-,и/, w,-,*/ } .Мно-
Ki<p

жество N требований разобьем на четыре группы: ^-требования,
обозначаемые Uf9 1 </ <р; К-требования, обозначаемые Vt, 1 <i <p;
^-требования, обозначаемые Wt , 1 </ <р; ^-требования, обозначаемые ЛГ/, 1 </ <

<р. Положим

дК/=1, iK/ = 4u/ + 3Z, /=1,...,р;

fl^. = 4wf+Z, *V/=1, /=1,...,р;

^J
= 4x/ + 2Z, 6^=1, /=1,...,р.

Покажем, что в построенной задаче расписание 5° такое, что Tmax(s°) <
р

<у = 2р + 3pZ + 42 (и{ + у,), существует тогда и только тогда, когда

имеет место решение задача о равных парах. Заметим, что величина у

равна полусумме длительностей обслуживания всех требований множества N

обоими приборами. При задании значения у учитывается тот факт, что

р Р

2 (Uf + Vf) = 2 (w{ + Xf), ибо в противном случае задача о равных па-

/=1 /=i

pax, очевидно, не имеет решения.

Пусть задача о равных парах имеет решение и Rm, 1 <т <р, -

найденные подмножества. Расписание s° может быть построено следующим
образом. Пусть R i

= { щ , и/ , W/ , хг } . Тогда начиная с момента времени d
= О

прибор А обслуживает требования 1]г , Х\ , Wt , Vx в указанной
последовательности, а*прибор В обслуживает эти же требования в

последовательности Xi4, Ulx, Vi2, Wj3, причем в интервале @, 4w7 + 4uz + 3Z +2] оба

прибора А и В функционируют без простоев. Вслед за указанными
требованиями аналогичным образом обслуживаются требования, определяемые
подмножеством R2 и т.д.

Пусть существует расписание s°. Поскольку a (N) = Ъ (N) = у, то при

расписании 5° оба прибора А и В функционируют без простоев. Предполо-
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жим, что для требования / G N выполняется t?А = 0, и это требование
является либо Истребованием, либо Af-требованием, В этом случае нельзя

указать такое требование к EN,k Ф], что t%B = 0 и требование к
обслуживается без задержек. Отсюда следует, что требование/ является либо (/-тре-
бованием, либо К-требованием. Для определенности предположим, что

требование / является (/-требованием (случай, когда требование / является

К-требованием, аналогичен рассматриваемому). Поскольку требование /
является (/-требованием, то TjA = t°B = 1 и требование/: такое, что t%B = О,
может быть либо W-требованием, либо ДГ-требованием (так как в этом

случае Ткв = 1 и требование к может обслуживаться без задержек). Пусть / —

требование, которое обслуживается прибором В после завершения
обслуживания требования/. Очевидно, требование / не может быть ни

(/-требованием, ни Истребованием, ни ^-требованием, так как в этом случае 7tB <
< ТкА и требование / не может обслуживаться без задержек.
Следовательно, требование / должно быть F-требованием. Для того чтобы прибор А

функционировал без простоев, необходимо, чтобы требование q,
обслуживаемое прибором А вслед за требованием А;, было либо W-требованием, либо

^-требованием, но не одного вида с требованием к. При этом должно

выполняться условие ак + aq
- bj + bti так как в противном случае требование

q не может быть обслужено без задержек. Элементы множеств (/, V,WnX,
определяющие длительность обслуживания требований j\lyknq, образуют
подмножество Ri в решении задачи о равных парах. Рассуждая

аналогичным.образом, нетрудно построить остальные подмножества Rm, m = 2,..., p.
Тем самым за О(р) операций реализовано сведение задачи о равных

парах к рассматриваемой задаче распознавания.

§ 2. Общее время обслуживания. Три и более приборов

Рассматривается задача построения оптимального по быстродействию
расписания s* обслуживания множества Af={l,2,...,w } требований в

системе с нефиксированными маршрутами, состоящей из множества

Ji- {1, 2, . . .
,
Af } приборов. Длительности tiL > 0 обслуживания

каждого требования / ? N каждым прибором L GJI предполагаются заданными.
Все требования поступают в систему в момент времени d = 0. Прерывания

процесса обслуживания каждого требования каждым прибором запрещены.

Напомним, что при любом расписании s значение

^пах(*) > max{ тахГ/UO, max tL(N)} . B.1)

В этом параграфе показано, что задача построения оптимального

расписания s* является TVP-трудной при М > 3. Приводятся алгоритмы
построения 5*, трудоемкость которых не превосходит 0(пМ) операций,
при наличии в системе так называемых доминирующих приборов. Описан

алгоритм трудоемкости 0(п2М3) операций построения s*, если

max tL(N)>(M2 +2М- 1)Г*,где t* =max{f/L |i eN,L ejt).
l е«м

2.1. Покажем, что npuM> 3 задача построения оптимального по быстро-
действию расписания является NP-трудной. Этой задаче соответствует

следующая задача распознавания: определить, существует ли такое

расписание 5° обслуживания требований множества N, что Tmax(s°) <у для

заданного числа у.
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Покажем, что при М
= 3 к этой задаче сводится задача о разбиении (см.

вводную часть этой главы).
Положим п =п0 + l,tiL =?/,/ =1,... ,л0; tnL = E,L = 1,2,3, у-ЪЕ.

Покажем, что в построенной задаче расписание s° существует тогда и

только тогда, когда имеет решение задача о разбиении.
Если существует указанное разбиение множества № на подмножества

JV? и N%, то искомое расписание s° можно построить, например,
следующим образом. Каждый прибор должен обслуживать требования
непрерывно одно за другим, начиная с момента времени d = 0; первый прибор
обслуживает требования в последовательности (п, nNo f nNo) 9 второй — в

последовательности (nNo 9 п, irNo) э третий — в последовательности (я^о, nNof и).
Пусть существует расписание s°. Поскольку tL (N) = ЪЕ, L = 1,2, 3, то в

силу B.1) tmAX(s°) = 32? и каждый прибор во временном интервале

@, ЪЕ] функционирует без простоев. Так как tn(Jl) = ЪЕ, то в любой

момент времени t G @, ЪЕ] требование п обслуживается одним из

приборов. Следовательно, найдется прибор Z,, 1 <L < 3, такой, что

требование п обслуживается во временном интервале (Е9 2Е], а требования
множества № —в интервалах @,Е] и BЕ, ЪЕ]. Обозначая через N*l иЛ^
множества требований, обслуживаемых в интервалах @, Е] и BЕ, ЪЕ]
соответственно, получаем решение задачи о разбиении.

Реализация сведения задачи о разбиении к задаче о существовании
расписания s° требует выполнения не более О(п0) операций.

Таким образом, задача построения оптимального по быстродействию
расписания в случае, когдаМ> 3, является TVP-трудной.

22. Рассмотрим систему, содержащую М > 3 приборов, среди которых
имеется один доминирующий прибор, и покажем, что оптимальное по

быстродействию расписание обслуживания п требований (п > М) в этой

системе может быть построено в результате выполнения не более чем

0(пМ) элементарных операций.

Будем говорить, что прибор Q доминирует прибор Н, Q,H€lM У0,ФН,
если ttQ > tjH для всех i, / Е N, i Ф j.

Аналогично требование i доминирует требование /, /, / Е N9 i Ф], если

Uq > tfH для всех Q,Hejt, <2ФН.

Прибор (требование) назовем доминирующим, если он (оно)
доминирует все остальные приборы (требования).

Не нарушая общности, будем считать, что доминирующим является

прибор 1.
Введем в рассмотрение матрицу ||XL/|| размерности М X л, каждая

строка которой представляет собой некоторую перестановку элементов

множества N. Если \Li = к, то содержательно это означает, что прибор
L обслуживает требование к i-м по порядку.

Зададим матрицу II \Li ||, полагая

Хи = /, i = 1,... ,л;

\ы = \l-i,h, ^ы = \ь-м-ь /=2,... ,л, Z, = 2, ...,Л1

Эта матрица представляет собой латинский прямоугольник, построенный
на множестве N. Напомним, что латинским прямоугольником (квадратом),
построенным на конечном множестве 5, называется прямоугольная (квад-
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ратная) матрица, каждая строка которой представляет собой некоторую

перестановку элементов множества S и каждый элемент S встречается
не более одного раза (ровно один раз) в каждом столбце матрицы.

Положим

^п = 'п> *п = */-i,i +'/ъ * = 2,... ,и;

TxLiL = Ъи / = 1,..., w, L = 2,... ,M.

Нетрудно убедиться, что построенная матрица || TiL II определяет
расписание с общим временем обслуживания, равным

^(ЛО = max{ max tL(N\ max Г((М)У

Из B.1) следует, что это расписание является оптимальным.

Трудоемкость построения каждой из матриц ||XLj-|| и \\tiL\\ не превосходит

0(пМ) операций.
В силу симметрии рассматриваемой задачи можно заключить (см. п. 1.1

§ 1 этой главы), что построение оптимального по быстродействию
расписания в случае, когда одно из обслуживаемых требований является

доминирующим и п <Л/, также может быть осуществлено за 0(пМ)
элементарных операций.

Условие п > М при наличии доминирующего прибора (или, что то же,

условие п < М при наличии доминирующего требования) является

существенным. Если это условие не выполняется, то задача построения
оптимального расписания является NP-трудной (Ъ п. 2.1 при сведении задачи
о разбиении к задаче построения оптимального расписания приМ

= 3

требование п = п0 + 1 является доминирующим).
2.3. Пусть система, содержащая М приборов, обслуживает п требований

(п > М) и среди приборов имеются два прибора, доминирующие все

остальные приборы, но не друг друга. Покажем, что и в этом случае построение

оптимального по быстродействию расписания требует выполнения не

более О(пМ) операций.
Не нарушая общности, можно считать, что указанными приборами

являются приборы с номерами 1 и 2. Приборы, отличные от приборов 1 и 2,
назовем недоминирующими.
При помощи алгоритма, описанного в п. 1.2 § 1 этой главы, найдем

оптимальное по быстродействию расписание обслуживания всех требований

приборами 1 и 2. Для удобства дальнейших рассуждений будем полагать,
что в построенном расписании последовательности обслуживания
требований приборами 1 и 2 определяются соотношениями

*п = 1, ^ii=', *2i = "> ^2i = ^i,/-i, /=2,...,л B.2)

(в противном случае требования можно соответствующим образом
перенумеровать) .

В силу соотношения A.2) § 1 этой главы общее время обслуживания

требований приборами 1 и 2 равно max{tt(N), t2(N), tnl + tn2}.
1) Предположим, что

tni + tn2 > mzxihiN), t2(N)}. B.3)

Тогда общее время обслуживания в исходной задаче будет не меньше

tn(JC).
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Пусть первые две строки матрицы ||Х^/Н заполнены в соответствии

с B.2). Положим

^ы = \l- 1,л-ь ^ы ~ Xl-i,i-i» L = 2,... ,М, i = 2,..., л — 1.

Из алгоритма, описанного в п. 1.2 § 1 этой главы, следует, что

^11 =_On+'*2-'i(A0 + 'n;

*h = ^-1,1 + 'п> / = 2,...,л;

*л2 = ^л2> ^12 = ^л2+^125

U2 = 5-1,2+'/2, * = 2, ...,А2.

Положим

Т\иь = йи Z, = 2,...,M, / = 1,...,и- 1.

Проведенные построения означают, что за время обслуживания
требования п прибором 2 все остальные требования будут заведомо обслужены
всеми остальными приборами. Затем, во время обслуживания
требования п прибором 1, все остальные требования обслуживаются прибором 2,
а недоминирующие приборы простаивают.

Положим

XLn = n, L = 3,. ..,Af;

tn 3
= tn 1

+ tn 3 '•>

5iL = 5i,Z,-l +^L, L = 4,.. .,Af.

В результате получаем расписание с общим временем обслуживания,

равным tn (JC).

2) Пусть неравенство B.3) не имеет места. Как и выше, полагаем, что

первые две строки матрицы IIXL/|| заполнены согласно B.2).
Остальные строки этой матрицы заполним таким образом, чтобы строка L имела

вид (п - L + 2, п - L + 3,. . .
, л, 1, 2, . . .

,
и - L + 1),/, =3,...

^.Отметим, что построенная матрица || \L (|| представляет собой латинский

прямоугольник, построенный на множестве W.

Моменты tilt г|2, i = 1, . . .
, л, завершения обслуживания требований

приборами 1 и 2 могут быть найдены из расписания, построенного по

алгоритму, описанному в п. 1.2 § 1 этой главы. Положим

~t\LiL = Uu L = 3,...,Л/, / = l,...,Z,-2,

T\LiL = *f-1,2, L = 3,... ,M, i = L,...,n.

Первое из этих соотношений означает, что каждое требование с номером
/, / = 2,. . .

,
п — 1, перед его обслуживанием прибором 1 будет обслужено

недоминирующими приборами в порядке возрастания номеров от Lj =

= п - / + 2 (Lj < М) до М. Из второго соотношения следует, что каждое

требование с номером к, к = 1,. . .
,
п — 2, после завершения его обслуживания

прибором 2 будет обслужено недоминирующими приборами в порядке

возрастания номеров от 3 цо Lk = л — k + l(Lk^M). Таким образом,

построено расписание обслуживания всех требований множества N\{n).
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Для требования п положим tn3 = tn2 Ил3и tnL = t„iL_x + f„,L-i,
Z = 4,...,M

Если tx(N) > tn(Jt), то построенная матрица II tiL || определяет
расписание с общим временем обслуживания, равным max{f 1(Л0, t2(N)} .

В противном случае положим tnl
= tnM + tnl. В результате получаем

расписание с общим временем обслуживания, равным max{t2(N), tn(N)}.
Таким образом, в любом случае построено оптимальное_ расписание

s*. Трудоемкость построения каждой из матриц || \Li || и || tiL \\ не

превосходит 0(пМ) операций.
В силу симметрии рассматриваемой задачи можно заключить, что

построение оптимального по быстродействию расписания в случае, когда

п < М и среди требований имеются два требования, доминирующие все

остальные требования, но не друг друга, также может быть осуществлено
за 0(пМ) операций.

Указанные соотношения между п и М являются существенными. Если

эти соотношения не выполняются, то соответствующая задача

оказывается TVP-трудной.
Действительно, рассмотрим задачу о разбиении. Положим п =

п0 + 2,
М = 3; Г/з = 0, tn = tii = eh i= 1, . . .

, n0; fWo + i,i
=

t„o + г2
=

'w0 + 2,i
=

= ^ +2,2
= E\ гп +1,3

= гп +2,3
= 2-Е*. Заметим, что требования w0 + 1

и п0 + 2 доминируют остальные требования, но не друг друга, причем
п > М.

Нетрудно показать, что задача о разбиении имеет решение тогда и только

тогда, когда при указанных п,М и tiL существует расписание s° такое, что

2.4. Пример. Построим оптимальное по быстродействию расписание
обслуживания пяти требований четырьмя приборами. Длительности tiL
приведены в табл. 2.1.

Нетрудно убедиться, что приборы 1 и 2 доминируют остальные приборы,
но не друг друга.

Поскольку неравенство B.3) не выполняется (r5i +f52 =43, ^(/N0 = 45,

t2(N) = 63), то матрицы ||XLl|| и \\tiL\\ строим так, как это описано

вп.2.3,2).
Используя алгоритм п. 1.2 § 1 этой главы, строим оптимальное

расписание обслуживания всех требований двумя приборами 1 и 2. Таким распи-

Таблица 2.1

^^¦^^ L
1 2 3 4

1 7 12 1 3

2 7 8 5 2

3 10 6 4 7

4 8 7 3 3

5 13 30 5 2
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Таблица 2.2

/

1

2

3

L
1

7

14

24

2

42

50

56

' ^^

4

5

L
1

32

45

2

63

30

санием является, в частности, расписание, определяемое моментами t iL,
L = 1,2, завершения обслуживания требований, приведенными в табл. 2.2.

В рассматриваемом случае исходная нумерация требований такова, что

выполняется B.2) и матрица || \Li || имеет вид

12 3 4 5

4

3

5

4

3

2

Учитывая, что tt (N) = 45 < ts (Jl) = 50, получаем матрицу

iL

7

14

24

32

50

42

50

56

63

30

50

56

63

7

35

56

63

7

14

37

определяющую оптимальное расписание s*. Общее время обслуживания

равно 7max(s*) = h(N) = 63.

2.5. Опишем алгоритм трудоемкости 0(п2М3) операций построения
оптимального (по быстродействию) расписания s* в предположении, что

t*(N)= maxtL(N)>(M2 + 2М - l)t*,zdet* =max{fo |, ieN,LeJt).

Далее везде будем предполагать tL(N) = t*(N), L = 1,... ,М. В
противном случае исходные длительности обслуживания tiL можно было бы

соответствующим образом "удлинить", не увеличивая значения t*.

Введем в рассмотрение множество V, состоящее из п векторов v вида

(*п - *п> Чг - ti3, ...
, *4м_i - tm, tm - tn\ i e N. Очевидно,

2 v = 0, и если в качестве нормы || v \\ вектора v выбрать максимум мо-

дуля его компонент, то || и || < t *, v G V.

Нумеруя векторы v множества V согласно алгоритму, описанному
в п.8.2 § 8 гл. 1, получаем V = {и1, и2,..., vn). Перенумеруем (если
это необходимо) требования множества N так, чтобы v' = (tix - ti2,
Ui - */з> • • • >*i,M-i ~ *т>*т - *п)-

Из утверждения, доказанного в п.8.2 § 8 гл. 1, следует неравенство
к к

-Mt*< ?ttL- 2 tltL+1<Mt*. L=l М-I,
'=1 t=1

B.4)
k-\,...,n,
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а также неравенство
к к

-Mf< 2^- Xtn<Mt\ А:=1,...,л. B.5)

Расписание s* построим следующим образом. Все приборы
функционируют во временном интервале @, t*(N)] без простоев и обслуживают

требования непрерывно одно за другим. Первый прибор обслуживает

требования в последовательности 1, 2,..., л; прибор L9 2<L<M, — в

последовательности iL + 1, iL + 2,...,п, 1,2,..., iL.
Опишем процедуру выбора требований /2, i3,..., /Л.
В качестве i2 выберем наибольшее значение /, для которого

2 ti2>(M+l)t*.

и

ПОЛОЖИМ t\2 = 2 Г/2-
1=^+1

Пусть выбраны требования /2, /3 > • • • > 'g -1 и вычислены моменты

/I

времени *?, = 2 f/L, L = 2,..., Q- 1, 2<Q<M.

В качестве ig выберем наибольшее значение /, для которого

<=2+1^с>^е_1+(М+1)Г.
П

Положим *?/> = 2 tfQ.

Этот процесс продолжается до тех пор, пока не будет выбрано требо-
п

вание iM и вычислено значение t\м = 2 г^.

Реализуемость описанной процедуры выбора требований /2, /3,..., 1м
можно обосновать следующим образом.

Нетрудно видеть, что f?2< (М + 2)г*, так как противоположное
неравенство противоречило бы правилу выбора требования /2. Так как

(М + 2)t* < (М2 + 2М - 1)Г* = f(N) для всех М > 2, то требование/2
действительно может быть выбрано.

Далее, из аналогичных рассуждений следует, что t\L - t\ L _ х
<

< (М + 2)Г, L = 2,...,M. Отсюда получаем t\L <{L - l)(M + 2)f*. Так
как даже при L = М имеем (М - \)(М + 2)Г* = (Л/2 + М - 2)Г* <
< (Л/2 + 2М — 1)г* для всех М > О, то все требования iL, L = 2,...,M могут
быть выбраны. Кроме того,

'^)>^М + (М+1)Л B.6)
так как t\M <(M-1)(M+ 2)t*.

Покажем, что при обслуживании требований в указанных

последовательностях каждый прибор может функционировать без простоев во времен-
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ном интервале (О, t* (N)]. Для этого достаточно показать, что ни одно из

требований не будет обслуживаться несколькими приборами
одновременно.

Пусть / EiN — произвольное требование. Обозначим через Q такое

максимальное значение L, 1 < L <М, для которого t\L + 2 tiL < t*(N). Это

означает, что требование / обслуживается приборами L, L = 2,..., Q,
после момента времени t°lL, а приборами Z,,Z, = Q+1,...,M (если

Q<M) — до момента времени t\L.
Чтобы требование / одновременно не обслуживалось несколькими

приборами, должны выполняться неравенства

tfL>TJ,L-i, L = 29...,M, L*Q+1; B.7)

'7e>7/.fl+i' аФМ; B-8)

*?г>Т1М, Q*M. B.9)

Пусть L < Q. Тогда
/-1 /-1

Поскольку по построению f°L - *? l -i
^ С + *)** и в СИЛУ B-4)

/-1 /-1

^2 ftt - ,5/ftJb -1 > -^%TO f? -

f/iL -! >(? + l)f -Jlft* - f/§L _!
=

Аналогично, при Q + 2 <L <M имеем

/ - i / - i

Нетрудно убедиться, что

./- i /-1

2 tUL^-t\L-t\N)^ 2 /ttf
/=/L + i / = i

/ - l / - i

, /=/L_! + l 1 = 1

Тогда .

;. _j

Таким образом, неравенство B.7) выполняется.

7-1

Нетрудно проверить, что tfQ = t°lQ+ 2 f/e и

/ / -1

'/,2+1
= .2 ^е+1=^.А+1-^(Л0+ 2 f/.e + i+f/.e+i,

'= f? +1 +1 '=1
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поскольку, кроме того, t\Q - t°hQ+1 > - (М + 2)f*, то с учетом B.4)
имеем

т.е. при М>2 неравенство B.8) также выполняется.

Нетрудно проверить, что

/ -1 / -1

В силу B.5)

/ -1 / -1

<=i /«1

Кроме того, из B.6) следует, что

^м-'*(Л0+-ЛЛ*<-г*.
Таким образом,

/ - 1 / -1

откуда вытекает неравенство B.9).
Нетрудно видеть, что оптимальное расписание s* может быть построено

в результате выполнения не более чем 0{п2М3) операций, поскольку
наиболее трудоемким этапом при его построении является этап

перенумерации требований множества N (нумерации векторов v множества V (см.
§8 гл. 1)).

§ 3. Общее время обслуживания. Прерывания

В этом параграфе рассматривается задача построения оптимального по

быстродействию расписания функционирования систем с

нефиксированными маршрутами при условии, что в процессе обслуживания каждого

требования каждым прибором допускаются прерывания.
3.1. В систему, содержащую М последовательных приборов, в момент

времени d = О поступает множество iV={l,2, ...,л} требований.
Известны длительности tiL > О обслуживания каждого требования i G N

каждым прибором L G Л={1, 2, . . .
, М}. Порядок прохождения приборов

каждым требованием может быть произвольным и необязательно

одинаковым для разных требований. По-прежнему предполагается, что каждый
прибор одновременно обслуживает не более одного требования, а каждое

требование одновременно обслуживается не более чем одним прибором.
В процессе обслуживания требований допускаются прерывания: каждое

требование i может обслуживаться каждым прибором L в несколько

"приемов" при сохранении условия, что суммарная длительность этого

обслуживания равна tiL (если tiL > 0). Процесс обслуживания требования i

прибором L может быть прерван в любой момент времени. После
прерывания прибор L может обслуживать любое другое требование, а требование
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i — обслуживаться любым другим прибором. Процесс обслуживания
требования / прибором L может быть возобновлен в любой момент времени.
Число прерываний может быть произвольным, но конечным.

Если TiL — момент (полного) завершения рбслуживания требования /

прибором L при некотором расписании s и7твх($) = тах{ tiL \ i E. N,
L GUfc}, to, как и прежде (см. A.1)),

W(*) > Т, Т= max {max tt<Jt)9 max tL(N)} . C.1)

Как следует из результатов, приведенных в § 1 этой главы, при М
= 2

существует расписание s* без прерываний, при котором 7max(s*) = Г,
и это расписание может быть построено за 0(п) операций.

Ниже описываются полиномиальные алгоритмы построения расписания
s* (с прерываниями), при котором tmBX(s*) = Г для произвольного М.

В силу C.1) это расписание является оптимальным по быстродействию.
В п. 3.6 рассматриваемая ситуация обобщается на случай, когда каждый

прибор L представляет собой систему, содержащую несколько

параллельных (необязательно идентичных) приборов.
Задача, рассматриваемая в п. 3.8, отличается от той, которая была

описана в п. 1.4 этой главы, только тем, что в процессе обслуживания каждого
требования каждым прибором допускаются прерывания.

В заключение параграфа устанавливается MP-трудность задачи

построения оптимального по быстродействию расписания в случае, когда после

прерывания процесса обслуживания требования i любым прибором L

это требование не может обслуживаться другими приборами.
Устанавливается также TVP-трудность построения оптимального расписания (с

прерываниями) , когда в процессе обслуживания каждого требования
запрещены задержки.

3.2. Пусть все tiL — целые числа. Покажем, что существуетрасписание s*

такое, что tmax(s*) = Т и прерывания процесса обслуживания имеют место

только в целочисленные моменты времени.

Построим двудольный неориентированный мультиграф Г = (N,JC.; U),
где./У = {1, 2, . . .

, п}иЛ={19 2, . . . ,М) - множества вершин,
(/-множество ребер, каждые две вершины / Е N и L GJCсоединены tiL

ребрами (если tiL > 0).
Под реберной раскраской мультиграфа будем понимать, как обычно,

такое сопоставление цветов (чисел 1,2,...) ребрам, при котором
никакие два ребра, инцидентные одной и той же вершине, не окрашены в

одинаковый цвет (им не приписано одно и то же число).
Известно, что минимальное число цветов, необходимых для раскраски

ребер двудольного графа (мультиграфа), равно максимальной степени

вершины. Поскольку по построению максимальная степень вершины
мультиграфа Г равна Г, то он может быть раскрашен в Г цветов (т.е. его ребрам
могут быть сопоставлены числа 1,2,..., Т).

Интерпретируя цвета - числа 1, 2, . . .
,
Т — как номера временных

интервалов @, 1], A, 2], . . .
, (Г - 1, Г], а окраску ребра (i9L) G U

в цвет г — как обслуживание требования / прибором L во временном
интервале (г — 1, г], приходим к заключению, что искомое расписание s*
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существует, и для его построения достаточно решить задачу раскраски
мультиграфа Г в Гцветов.

Построенное таким образом расписание s
*

может оказаться

неприемлемым из-за неоправданно большого числа прерываний. Для построения
оптимального расписания с меньшим числом прерываний может быть

использован следующий подход.

Введем понятие обобщенной реберной раскраски мультиграфа. Эта рас-
•

краска отличается от обычной только тем, что, во-первых, ребра,

инцидентные одной и той же паре вершин, могут окрашиваться в одинаковый

цвет и, во-вторых, если в цвет г окрашено кт ребер вида {ix, L х), то ребра
вида (i2, L2) (i"i Ф i#2. L\ Ф L2) либо не окрашиваются в цвет г, либо

окрашиваются ровно кт из них. Число кт будем называть кратностью

цвета т. При кт < 1 получаем обычную реберную раскраску мультиграфа.
Обобщенная реберная раскраска мультиграфа Г называется

оптимальной, если сумма кратностей кт всехиспользованных при раскраске цветов г

равна Т. Известно, что такая раскраска может быть получена в результате
выполнения О ( (п + М) г log t ) операций, где t

*
= max{flL | / GN,LGJC),

г — число ненулевых tiL% i G N9 L GJC. При этом число используемых

цветов не превышает О (г log Г*).
Если известна оптимальная обобщенная раскраска ребер мультиграфа Г,

то соответствующее оптимальное (по быстродействию) расписание s* может
быть построено следующим образом. Пронумеруем использованные при

раскраске цвета числами 1, 2, . . .
, Т\ (очевидно, 7\ <Г). Пусть кт,т =

= 1, 2, . . .
, Тг> - соответствующие кратности цветов. Разобем интервал

планирования (О, Т] на 7\ подынтервалов @, kt]t (kl9 kx + к2], . . .

тх -1 г,

..., ( 2 кт, 2 кт ] и пронумеруем их числами 1, 2,..., Тх. Если хотя

т=1 т=1

бы одно из ребер вида (i, L) окрашено в цвет г, 1 <т <Г1 (а
следовательно, в цвет т окрашено ровно кт ребер вида (/,?)), то во временном
интервале с номером т требование / непрерывно обслуживается прибором L.

Для уменьшения числа прерываний естественно стремиться к

нахождению оптимальной обобщенной раскраски в"наименьшее число цветов Т\.
3.3. Пример. Имеется четыре источника и три приемника

информации. Длительности tiL передачи информации от источника /, i = 1, 2, 3, 4,
приемнику L,L G {/,//,///}приведены в табл. 3.1.

Если tiL
~ 0» т0 от источника / приемнику L информация не передается.

Предполагается, что передача информации от каждого источника

каждому приемнику может производиться по частям, причем возобновление

передачи осуществляется с прерванного места.

Таблица 3.1

^^"\^ L
I II III

14 3 2

2 3 5 О

3 0 1 3

4 3 0 4
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Требуется передать информацию от всех

источников всем приемникам как можно скорее.
Для решения этой задачи используем подход,

изложенный в п. 3.2 Поло,жим N = {1, 2, 3, 4},Л= {/,
//, III} и построим двудольный мультиграф Г =

= [N, JC;U), соединяя вершину / GiVc вершиной
Ь^Л tiL ребрами, если tiL >0,и не соединяя их

в противном случае. Полученный при этом

мультиграф Г изображен на рис. 3.1; числа, приписанные

ребрам, означают их кратность. Максимальную
степень в мультиграфе Г имеет вершина /, и значит

Рис. 3.1 7= 10.

Найдем оптимальную обобщенную реберную раскраску мультиграфа Г.

Одна из таких раскрасок приведена в табл. 3.2.

ребро ^^^^

A,1)
A,И)
(МП)
B,1)
B, II)
C, И)
C, Ш)
D,1)
D, Ш)

1

4

4

4

2

3

3

3

3

1

1

1

Таблица 3.2

4

1

1

5

1

1

В этой таблице указаны кратности цветов и ребра, окрашенные в

соответствующий цвет.

Соответствующее расписание представлено на рис. 3.2.

3.4. Пусть tiL —

произвольные неотрицательные^числа. Покажем, что и

в этом случае существует расписание s
*

такое, что rmax (s *). =Т,и укажем
способ его построения.

Построим матрицу А = \\apq\\ размерности (п+М) X (п+М) вида

А =
I'nJ
D]м

Dn

В

где II tiL II — матрица размерности пХМ длительностей обслуживания
требований, Dn и Dm — диагональные матрицы размерностей пХпи М ХМ
соответственно, В — матрица размерности М X п такие, что

п+М

2 а,
я
= 1

pq

п+М

= Т, р= 1,..., п+М; 2 а,
p=i

PQ
= Т, <7=1,. п+М.

Напомним, что в диагональной матрице все элементы, за возможным

исключением элементов, стоящих на главной диагонали, равны нулю. В
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качестве матрицы В может быть выбрана, например, матрица,
транспонированная к II tiL II.

Построенная таким образом матрица А кратна дважды стохастической

матрице (т.е. суммы ее элементов, расположенных в каждой строке и

каждом столбце, равны) и, следовательно, допускает разложение вида

А = 2 8kllk,
i

C.2)

где / <(л+Л/-1J + 1, 2 5* = Г,5*>О,*М,...,/,аП* = 110* II-
k = 1

перестановочные матрицы (матрицы размерности (и + М) X (п + М) с

приборШ

приборЖ

прибор I

J i_

Л

—НН

М
—!—н

i i

4

Рис. 3.2

7 в 9 10

элементами 0 и 1, в каждой строке и каждом столбце которых содержится

ровно одна единица).
Если найдено разложение C.2), то соответствующее оптимальное (по

быстродействию) расписание s* может быть построено следующим
образом. Разобьем интервал планирования (О, Т] на / подынтервалов @, St],

/ -1 /

Flf 8i + б2], . . .
, ( 2 б*, 2 6fc], пронумеровав их числами от 1

к = 1 к = 1

до /. Если при некотором fc, 1 < к </, элемент Spq = 1,1 <р <л, 1 <q <M,
то будем считать, что требование / =

р непрерывно обслуживается

прибором L = q во временном интервале с номером к. Нетрудно видеть, что

при этом выполняются все требования, предъявляемые к расписанию, и

^тах@=Г.
Отметим, что если все tiL - целые числа, то в разложении C.2) все

6* - целые числа и прерывания в расписании s
*
имеют место только в

целочисленные моменты времени.
Для нахождения разложения C.2) можно воспользоваться следующим

очевидным приемом. Выделим в матрице А множество R (А) ее ненулевых

элементов таким образом, чтобы в каждой строке и каждом столбце

находился ровно один элемент этого множества. Поскольку матрица А кратна
дважды стохастической матрице, то множество R (А) существует.

Пусть б — наименьший из элементов множества R(A), а П = И0р<711 —

перестановочная матрица, у которой вр = 1 тогда и только тогда, когда

flpqG R(A). Положим 5j =6hI1i = П. Уменьшим в матрице А все ее

элементы apq E R (А) на величину 5. Обозначим полученную в результате мат-
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рицу через А. Эта матрица по-прежнему кратна дважды стохастической

матрице. Проводя относительно нее те же рассуждения, получаем второй член

б2П2 разложения C.2) и т.д. Поскольку на каждом шаге хотя бы один из

ненулевых элементов матрицы А обращается в нуль, то через конечное

число шагов (порядка 0(пМ)) будет получена нулевая матрица и процесс
нахождения разложения C.2) будет завершен.

Существуют различные способы выделения множества R (А) по

заданной матрице А. Так, множество R (А) может быть вьщелено в результате

решения задачи о назначениях (на узкие места) со стоимостной матрицей
А либо в результате решения задачи о максимальном паросочетании в

соответствующем двудольном графе и т.п. В любом случае для выделения

множества R (А) достаточно полиномиально ограниченного (относительно п

и М) числа операций.
3.5. В условиях примера п.3.3 в качестве матрицы А можно выбрать,

например, матрицу

4

3

0

3

0

0

0

3

5

1

0

0

1

0

2

0

3

4

0

0

1

10 0 0

0 2 0 0

0 0 6 0

0 0 0 3

9 10 0

0 7 2 0

0 0 2 7

Одним из возможных разложений вида C.2) этой матрицы является

разложение

А = 2 • Пх + 3 • П2 + 2 - П3 + 1 • П4 + 1 • П5 + 1 • П6,

где

0Ц = 02 2 =#3 3
= 047 =05 4=065=07 6

= 1>
д2 _ д2 _ д2 _ /%2 _ д2 — д2 — д2 _ i

012 - 021 ~ 036 ~ 043 - 054 - 065 ~ 077 ~ 1,
ДЗ _ дЗ — дЗ — ДЗ _. дЗ — дЗ — дЗ — 1

^13 - 022 - 036 ~ 041 - 054 ~ 065 ~077 ~ 1,

#11 = #25 = 032 = 043 = 054 = 066 = 077 = 1>

014 = 022 = 033 = 041 = 055 = 066 = 077 = 1>

0? 1
= 0U = 0|б = 0$7 = eU « 0^2 = 07*3 = 1,

остальные 0%q = 0, Kk<69 Kp<7, Kq<7.

Расписание, соответствующее этому разложению, приведено на рис. 3.3.

3.6. Рассмотренная ситуация допускает естественное обобщение. Пусть
имеются множество Af = {1, 2, . . .

,
я } требований и множество Л =

= { 1, 2, . .. ,М } обслуживающих приборов. Процесс обслуживания
каждого требования включает т стадий. Порядок прохождения стадий заранее
не фиксирован и может быть различным для разных требований. На стадии

/', 1 </ <т, для обслуживания требования i, / Е N, могут использоваться

приборы множества^/у QМ. ЕслиL ^Мц и требование i на стадии/ об-
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служивается только прибором L, то длительность его обслуживания
должна равняться tijL > 0. Величины tijL предполагаются заданными. В

процессе обслуживания допускаются прерывания. Если суммарная длительность

обслуживания требования / на стадии / прибором L ^JC{f равна 1цЬ <

< tijL, то для обслуживания требования i используется хотя бы один из

приборов множествами!//, отличный от L. При этом должно вьшолняться

соотношение 2 ?//l/*//l=1-
l e ж

if

приборШ

приборЛ

прибор!

4 3

7 в 9 10

Рис. 3.3

По-прежнему, предполагается, что одновременно каждый прибор L GM

обслуживает не более одного требования i GNn каждое требование
обслуживается не более, чем одним прибором.

Если положить m=MJ=LtJlti={L}9 tifL
= tiL, то получим

обслуживающую систему, описанную в п. 3.1.Если положить т = 1, Мц =М, tnL =

= tiL, то получаем одностадийную систему с М параллельными приборами.
Для построения оптимального (по быстродействию) расписания в

рассматриваемом случае можно воспользоваться следующим подходом.

Суммарные длительности обслуживания требований fJf/L > 0 в

интервале планирования @, Г0], где Г0 - достаточно большое число, должны

удовлетворять следующим ограничениям:

2 -^=1, /=1,...,и, /=1,.
L ^Мц ttjL

2 2 tifL < Г0, LGJt,
i<=N / « 1

m

2 2 7ifL < Го, ieN.
/ = 1 L ему

m, C.3)

C.4)

C.5)

Обозначим через 7//L решение задачи линейного программирования,

состоящей в минимизации величины Г0 при указанных ограничениях.
m

Положим t\L = 2 7/*/L, i = 1, . . .
, п, L = 1, . . .

,
М. Интерпретируя

/ = 1

величину t\L как длительность обслуживания требования i GNприбором
L Е М в системе с М приборами и нефиксированным порядком их прохож-
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дения, приходим к рассмотренной выше ситуации (см. п. 3.1). Используя
один из описанных в пп. 3.2 и 3.4 методов, получаем искомое оптимальное

расписание s *.

Для нахождения величин t*L (решение задачи линейного

программирования) и последующего построения расписания s* (с прерываниями) для

системы с нефиксированным порядком прохождения приборов требуется
не более полиномиального (относительно п,ти М) числа операций.

Трудоемкость построения оптимального расписания может быть

существенно уменьшена при некоторых дополнительных предположениях
относительно обслуживающей системы.

Пусть, например, множество М приборов разбито на /я, т < М,
непустых попарно неперескающихся подмножеств^-, / = 1, . . .

,
т nJCtf =JCj,

i GN. Все приборы каждого множества^/ предполагаются идентичными,

T.e.r//L =tif9Lejtf.
Поскольку каждый прибор L используется только на одной из стадий,

то можно положить t\jL = 7iL и записать соотношения C.3) —C.5) в виде

s *«,= Uh *=!,.., п, /=1,..., т, C.6)

2 Ъь < П, LGjCh /= 1,..., m, C.7)

т
^

2 2 tiL < To, 1=1,...,* C.8)
/= 1 L GjKj

Суммируя неравенства C.7) по всем L GJCj при фиксированном, /,
1 </ < /я, и учитывая C.6), приходим к заключению, что наименьшее

значение Т0 при указанных ограничениях равно
m 1

Г0* «
max { max 2 tih max

—— 2 tif } .

iGN / = 1 1 <f<m UCj\ iGN

Чтобы найти значения t\L, можно поступить следующим образом. Для
каждого /, 1 </ </я, построим оптимальное (по быстродействию)
расписание 5/ обслуживания множестваN требований параллельными
идентичными приборами множества^/, разрешая прерывание процесса обслуживания
любого требования i G N любым прибором L GJtj. Как известно,
построение такого расписания требует не более чем 0(п) операций, причем общее

время обслуживания требований при расписании sT равно max { max f//,'
/ е N

2 ttf}. В качестве 7*^ выберем суммарное время обслужива-
iJtf I i e N

ния требования i прибором L GJCj при расписании sf. Поскольку каждый
прибор L принадлежит только одному из множеств JC), 1 </ </я, можно

положить tfL =7*L.
3.7. В качестве примера рассмотрим задачу построения

оптимального по быстродействию расписания двухстадийного обслуживания
четырех требований тремя приборами А, В и С. На стадии I используются при-
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Таблица 3.3

/

i

I

II

L
i

1

2

3

1

2

3

1

2

3

4

1

V

3

4

3

4

Таблица 3.4

4

Л

5

С

2

0

3

3

0

1

1

3

1

0

з

4

боры А и В, на стадии II — прибор С. Приборы Л и В идентичны. Порядок
прохождения стадий произвольный. Допускаются прерывания.
Длительности обслуживания требований на каждой стадии приведены в табл. 3.3.

В рассматриваемом случае значение Го = 9.
Оптимальное по быстродействию расписание обслуживания требований

параллельными идентичными приборами А и В приведено на рис. 3.4.
Значения t*iL, i = 1,2,3,4, L G {A, В, С } приведены в табл. 3.4.

Используя любой из алгоритмов, описанных в пп. 3.2 и 3.4, построим
оптимальное (по быстродействию) расписание обслуживания четырех

приборВ

приборА

_L_

прибор С

прибор В

приборА

Li

2 4 3 4
I I I

2 3

Рис 3.4

5 6

I
J L_

I I
I I JI

1 П

I

_L

3 5 6 7 6 9

Рйс. 3.5

требований в системе с тремя приборами А, В и С, нефиксированным
порядком их прохождения и длительностями обслуживания,
приведенными в табл. 3.4. Это расписание (рис. 3.5) и является искомым оптимальным

расписанием.

3.8. Рассмотрим следующую задачу построения оптимального по

быстродействию расписания.
В систему, состоящую из двух приборов А и В, в момент времени d = О

поступает множество N= {1,2,..., л } требований. Длительность
обслуживания требования i G N прибором А равна at >0 единицам времени
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и прибором В равна Ь{> 0 единицам времени. Запись at
= 0 или Ь( = 0

означает, что требование не обслуживается приборамиА или В соответственно.

Множество N состоит из трех попарно непересекающихся подмножеств

NAB, NBA и Nq требований. Требования мнржества NAB обслуживаются
сначала прибором А, затем прибором В (маршрут обслуживания (А, В));
маршрутом обслуживания требований множества NBA является (В, А);
требования множества N0 могут обслуживаться в соответствии с любым

из маршрутов (А, В) или (В, А), причем маршруты заранее не заданы

и могут быть различными для разных требований. Ко множеству NQ
отнесены также все требования, для которых либо at

= 0, либо bt = 0.
В любой момент времени каждый прибор обслуживает не более одного

требования и каждое требование обслуживается не более чем одним

прибором. Разрешены прерывания процесса обслуживания любого

требования любым прибором.
Требуется построить оптимальное (по быстродействию) расписание s*

обслуживания требований множества ЛГ.

Отметим, что в случае запрещения прерываний имеем ситуацию,

рассмотренную в п. 1.4 этой главы. Далее в этом пункте обозначения и

понятия, введенные в п. 1.4, употребляются без специальной оговорки.
В рассматриваемом случае для любого расписания s (с прерываниями)

справедливо очевидное неравенство

*m.x@>тах{*(Л0, b(N), 7max(s*AB), C.9)

^max(sBA\ тах{л, + *,|/€Л^>>-
Это означает, что пары наборов I—V, перечисленные в п. 1.4, определяют

оптимальное расписание s* с прерываниями в тех же случаях, что и без

прерываний.
Рассмотрим пару наборов

(А;[0,т]; [am^{NAB\i,(NBAUN0\{m)))h [t°,m]);

(B;[0,n(NBA)]; [max{<4, b(NBA))M\

[t0,«(NABUNo\{m})])9

где am =am
- b(NAB UN0\{m)) и/°=шах{<4 +я(ЛГ\{/я», ат + bm,

b(NBAU {m})}.
Покажем, что эта пара наборов определяет оптимальное расписание s*

(с прерываниями) в случае, когда выполняются неравенства A.10), A.12),
A.21) и A.23) (см. рис. 1.4 в п. 1.4 этой главы).

Действительно, если i° =

ат + Ьт, то ат > b(NBA) и bm >a(N\{m});

тогда maxi^B^^liGA^} = Ьф^) < am<min{t°A(s*)\iGNBA} и

тм{7иE*)\1 eNAB U N0\{m}} =

am + *(WMm» < am + bm =

= mm{tfB(s*)\i ? NAB U N0\{m }} Требование т обслуживается
прибором В во временном интервале (ат9ат + Ьт] и приборам А в интервалах

@, ат] и (ат + Ьт, ат + Ьт]. Кроме того, 7max(s*) = А + Ьт.

Расписание s* изображено на рис. 3.6, а.
' I

Если t° = b(NBA U {т}),то^(/уа4)>д^.Всилу A.10) И A.23) имеем

mm{t°A(s*)\i G NBA) = а'т + a(NAB) > a(NAB) > b(NBA) =
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'
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'
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Рис. 3.6

= тах{7/в($*) 11 G Afe^}. Далее, max{7M (s*) 11 G #лв U N0 \{т } } =

= am+a(N\{m}) < Г° = min{t^B(s*) \ i eNAB U N0\{m}}. Требова-
ние m обслуживается прибором В во временном интервале (b(NBA\

biNBA u ( т})] и прибором Л в интервалах @, ат] и (b(NBA U {/я}),

ft(/V)]. Кроме того, ^тах(^*)~ &(№)• Расписание s* изображено на

рис. 3.6 б.

Если f° =

вда + д(ЛГ\{/я}), то в силу A.10) и A.23) имеем

min{^(s*)h' G #вл>. = а„ + a(yM) > *(Л^) > Ьфи) =

= max{f/B(s*) 11 G ТУа^} . Далее, max{rM(О 11 €NAB U^>\<m }}= f° =

= min{f?B(s*) 11 G ТУдя U Л^\{т }}. Требование т обслуживается
прибором В во временном интервале (тзх{ат, b(NBA)}9 t°] и прибором А

в интервалах @, ат] и (Г°, a(N)]. Кроме того, 7max(s*) = «(/V).
Расписание 5* изображено на рис. 3.6, в, г.

Трудоемкость построения этого расписания не превосходит 0(п)
операций.
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Если не имеет места неравенство A.10), то, как и в п. 1.4 § 1, можно

поменять ролями приборы.
Учитывая трудоемкость построения расписаний, которые определяются

парами наборов I—V, заключаем, что в рассматриваемом случае
оптимальное расписание s* (с прерываниями) может быть построено не более чем

за0(п + nlogn) операций, гдеп = max {\Nab I» INba 1Ь
Отметим также, что в случаях, когда NAB = ф или NBA = ф, разрешение

прерываний не уменьшает общего времени обслуживания.
3.9. Рассмотрим задачу построения оптимального (по быстродействию)

расписания обслуживания множества N требований М приборами при
следующем дополнительном ограничении на процесс обслуживания: если

начат процесс обслуживания требования прибором, то это требование
не может обслуживаться никаким другим прибором до завершения его

обслуживания (возможно, с прерываниями) данным прибором.
Покажем, что рассматриваемая задача является NP-трудной при М

= 3.

Этой задаче соответствует следующая задача распознавания: определить,

существует ли такое расписание 5° обслуживания требований множества N,

что fmax(s°) < У W™ заданного числа у. Покажем, что к ней сводится

задача о разбиении (см. вводную часть этой главы).
Положим w = w0+3; tn = tn =

eh t43
= 0, ie№\ t„o + ul=3E,

*л0 + 1,2
= 0> rw0 + i,3

= 3F; 'w0+2.i
= E, )'/i0+2,2 = 42T> *л0+2,з

= E\

*nQ + 3,1
= 0> rw0 +3,2

= 0, ^и0 + 3,3
= 2дЛ1окажем, что в построенной задаче

расписание s° такое, что tmax(s°) < У ~ 6Е9 существует тогда и только

тогда, когда имеет решение задача о разбиении.
Если существует указанное разбиение множества № на подмножества

Ni и N§, то искомое расписание s° можно построить, например,
следующим образом. Каждый прибор, начиная с момента времени d = 0,
обслуживает требования без прерываний процесса обслуживания и

непрерывно одно за другим; прибор 1 обслуживает требования в

последовательности (л0 + 1, тгдг0, п0 + 2), прибор 2 - в последовательности

О^о, п0 + 2, я^), прибор 3 - в последовательности (п0 + 2, п0 + 3,

/lo + l).
Пусть существует расписание s°. Поскольку tn + iM0 = tn + 2 МО =У,

то в силу C.1) значение tmax(s°) = 6Е, причем требования п0 + 1 ип0 + 2

в любой момент времени t G @, 6Е] обслуживаются одним из приборов.
Отсюда следует, что в процессе обслуживания этих требований любым

прибором не может быть прерываний. Поскольку tx(N) = t2(N) =

= h(N) = 6?, N = {1, 2,..., п0 + 3 }, то во временном интервале @,6Е]
каждый прибор функционирует без простоев.

Предположим, что при расписании s° значение t% + 2>2
= 0- Тогда

требование п0 + 1 не может обслуживаться прибором 1 либо прибором 3

во временном интервале (ЗЕ, 6Е], что говорит о невозможности

сделанного предположения. Аналогично убеждаемся в невозможности

предположения, что t„o +2,2
~ 22Г. Следовательно, требование п0 + 2

обслуживается прибором 2 во временном интервале (Е, 5Е] и требования
множества № обслуживаются этим прибором в интервалах @, Е] и (SE, 6E].
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Предположим, что нри расписании s° обслуживание хотя бы одного

из требований множества № прибором 2 начато, но не закончено

в интервале (О, Е]. Тогда во временном интервале (Е9 5Е] имеет место

простой прибора 1, в то время как при расписании s° все приборы
функционируют без простоев. Отсюда следует, что все требования множества 7V0,
обслуживание которых прибором 2 начато в интервале (О, Е]9 должны

быть полностью обслужены этим прибором в указанном интервале, причем

суммарная длительность обслуживания этих требований должна быть

равна Е. Обозначая через N° подмножество всех требований множества№,
обслуживаемых прибором 2 в интервале (О, Е], и полагая N$ = № \N*,
получаем решение задачи о разбиении.

Тем самым за О(п0) операций реализовано сведение задачи о разбиении
к рассматриваемой задаче распознавания.

3.10. В заключение, этого параграфа рассмотрим задачу построения
оптимального (по быстродействию) расписания s* обслуживания множества

N- {1,2,..., л} в системе, состоящей изМприборов,в предположении,
что в процессе обслуживания каждого требования не допускаются

задержки. Покажем, что эта задача остается NP-трудной при М > 2, даже если

разрешены прерывания процесса обслуживания каждого требования
каждым прибором.

Сформулируем соответствующую задачу распознавания: определить,

существует ли расписание s° (с прерываниями), при котором процесс

обслуживания каждого требования протекает без задержек и tmSLX(s°) <y
для заданного числа >>.

Покажем, что к этой задаче при М
= 2 сводится задача о разбиении.

Положим п = п0 + 2, N= {1,2,..., п}. Пусть

'/1=0, Цг =
еь ie№;

*п0 + 1,1 ='я0 +2,1 -2Е\

*п0 +1,2
=

'л0 +2,2 =^-

Покажем, что в построенной задаче расписание s°, при котором

'maxfa0) < У = 42?, существует тогда и только тогда, когда имеет

решение задача о разбиении.
Пусть задача о разбиении имеет решение и W?, N° — найденные

подмножества множества№. Тогда расписание 5° существует и может быть

построено, например, следующим образом. Оба прибора функционируют в

интервале @,4Е] без простоев, процессобслуживания каждого требования
множества N протекает без прерываний. Прибор 1 обслуживает требования в
последовательности (п0 + 1, п0 + 2), а прибор 2 — в последовательности

fajycflo + 2,/i0 + 1, tfjyo).
Пусть существует расписание 5°. Так как tx(N) = t2(N) = 4/Г, то

*max(s°) =
У и при расписании s° оба прибора функционируют без

простоев в интервале @, 4ZT]. Поскольку прибор 1 обслуживает только

требования п0 + 1 и п0 + 2 и эти требования не различаются по длительностям

обслуживания, будем считать, что при расписании s° значение г? +1, i
= 0

(доказательство в случае, когда t% + 2, г
= 0, аналогичное).

199



Так как требованием© + 1 должно обслуживаться без задержек, то

процесс его оботужюания 1гоотекает в интервале (О, ЗЕ]. Поскольку
прибор 1 функционирует без/простоев и t„o + ltl

= 2Е, то в интервале (О,ЗЕ]
прибор 1 обслуживает требование п0 + 2 в течение ровно Е единиц времени.

Далее, поскольку t„o + 1э2
=

\ +2,2
= Е> требование п0 + 2 может

обслуживаться прибором 2 в течение Е' <Е единиц времени в интервале (О, ЗЕ].
Покажем, что Е' = Е. Действительно, в противном случае в интервале

(ЗЕ, 4Е] прибор 1 обслуживает только требование п0 + 2 и это же

требование в этом же интервале должно обслуживаться в течение Е - Е > О

единиц времени прибором 2.
Таким образом, прибор 2 в интервале (О, ЗЕ] обслуживает требования

п0 + 1 и п0 + 2 в течение ^.единиц времени каждое. Следовательно,
требования множества № должны обслуживаться прибором 2 в течение Е еди-

ниц времени в интервале @,3Е ] ив течение Е единиц времени в интервале

(ЗЕ, 4Е]. Это означает, что задача о разбиении имеет, решение.
Тем самым за О(п0) операций реализовано сведение задачи о разбиении

к рассматриваемой задаче распознавания.

§ 4. Общее время обслуживания. Упорядоченность

В этом параграфе рассматривается задача построения оптимального

по быстродействию расписания обслуживания требований в системе с

нефиксированными маршрутами в предположении, что на множестве

требований задако отношение строгого порядка, регламентирующее (в том

или ином смысле) возможную последовательность их обслуживания.
4.1. Пусть на множестве N = {1,2,..., л } требований задано

отношение -> строгого порядка и G — граф редукции этого отношения. Запись

i ->• / ('7 предшествует /"), /, / GN, содержательно означает, что

обслуживание требования / любым прибором L € Л, = {1,2,... ,М) не может

быть начато, пока не завершится процесс обслуживания требования i всеми

приборами.
Если G - цепь (т.е. N — линейно упорядоченное множество), то

построение оптимального расписания (как с прерываниями, так и без

прерываний) не вызывает особых затруднений: первое по порядку требование
должно быть обслужено всеми приборами (в произвольной
последовательности) , после завершения его обслуживания должно быть начато

обслуживание второго по порядку требования и т.д.

Покажем, что если все компоненты связности графа G -

одновершинные графы, за исключением одной, являющейся цепью, то задача

построения оптимального расписания (без прерываний) является NP-трудной
в сильном смысле приМ> 2.

Этой задаче соответствует следующая задача распознавания: определить,

существует ли такое расписание 5°, при котором общее время

обслуживания tmax(s°)<y для заданного числа^.

Покажем, что при М
= 2 к этой задаче сводится задача о 3-разбиении

(см. вводную часть этой главы).
Положим п = 5п0,ЛГ= {1,2,..., л}. Множество N требований

обслуживается двумя приборами А и В, длительности обслуживания требова-
200



ния i €N приборамиА иВ обозначим через at и bt соответственно. Положим

<ц
= Ъ^еь iGN°;

а^Е^Ъ^О, i = 3#i0 + 1, Зло+Зэ...э5л0-1;

tf/=0, bt = E, /=Зл0+2, Зл0 + 4,... ,5л0.

Зададим на множестве N отношение ->, полагая, что i непосредственно

предшествует /, i, / GN, тогда и только тогда, когда / = / + 1, / = 3 п0 + 1,...

...,5л0-1.
Покажем, что в построенной задаче расписание 5°, при котором

7max(s°) ^ У = 2п0Е, существует тогда и только тогда, когда имеет

решение задача о 3-разбиеншГ.
Если существует указанное разбиение множества № на подмножества

ЛГ?Э 1 < / < п0у то искомое расписание s° можно построить, например,
следующим образом. Каждый прибор, начиная с момента времени d = 0,
обслуживает требования непрерывно одно за другим; прибор А
обслуживает требования в последовательности (Зл0 + 1> ^No,3n0 + 3, nNo,..-

..., Зи0 + 2/ - 1, ir„o,... э 5и0 — 1, **,<> ) >
а пРибор В - в последова-

тельности (irNo, Зи0 + 2, тг^о, Зи0 + 4,..., ir^e, Зл0
+ 2/,..., 7Г^0 , 5л0) •

Пусть существует расписание 5°. Поскольку a(N) = ?(/V) =
у> то

rmax E0) =
у, причем оба прибора во временном интервале @,у]

функционируют без простоев.
Так как множествоN\№ требований линейно упорядочено, то

*5п0,в> .2 д3л0+2/-1 + .2 ЬЗПо+2/ = 2п0Е=у.

Отсюда следует, что tn в
= 2л0# и fs/i0 ,в

= Bп0 — 1)#. Далее,

_

п0 я0-1

Г5л0-1,Л > ^ Дзл0+2/-1
+ 2 Ь3п +2/

= Bп0 - 1)#
/ = 1 / = 1

и

Эти неравенства означают, что tSn _1>л
= Bп0 — \)Е и t%n _i,a

=

= Bи0-2)?.
Рассуждая аналогичным образом, убеждаемся, что требование

3/i0 + 2/ — 1 обслуживается прибором А во временном интервале
(B/ - 2)Е, B/ - 1)#], 1 < / < л0, а требование Ъп0 + 2/ обслуживается
прибором 5 во временном интервале (B/ - 1)?, 2/?], 1 < f < п0.
Требования множества 7V0 должны обслуживаться прибором А во

временных интервалах (Е, 2Е], (ЗЕ, 4Е],..., (Bл0 - 1)^, 2п0Е], а

прибором В - во временных интервалах @, Е], BЯ, 3ZT],..., (Bл0 - 2)Е,
Bп0 — \)Е]. Поскольку Е/4 < е( < Е/2, i *Е №, и каждый из приборов
АиВ функционирует без простоев, то в каждом из указанных
интервалов должно обслуживаться ровно три требования множества №, суммар-
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ная длительность обслуживания которых равна Е. Обозначая через N?

множество требований, обслуживаемых прибором А во временном
интервале (B/ - 2)Е, B/ - 1)Е], 1 </ < п0, получаем решение задачи о 3-раз-
биении.

Тем самым за О(п0) операций реализовано сведение задачи о 3-разбие-
нии к рассматриваемой задаче распознавания.

4.2. Пусть все компоненты связности графа G —

одновершинные графы,
за исключением одной, являющейся цепью. Требование / € N поступает
в систему в момент времени dt > 0. Покажем, что оптимальное (по

быстродействию) расписание с прерываниями может быть построено за

полиномиальное число операций.
Пусть N0 С N — непустое множество требований, соответствующих

изолированным вершинам графа G. Множество требований,
соответствующих вершинам компоненты—цепи графа G, обозначим через Nt. По

условию^ UN0=N.

Пусть \Nt\ = к. Пронумеруем требования таким образом, чтобы Nt =

= {1,2,...,*>,#<> = {А;+1,Л + 2,...,л}.
Вычислим наиболее ранние моменты начала и завершения

обслуживания требований множества^. Имеем

tf = muL{dh Т(_г), 7,= ^°+ 2 tiL, /=2,...,fc.
L еле

Построим последовательность 8^ 52,..., 8р+1 — монотонно

возрастающую последовательность попарно различных значений tf9 th i&f{;
ndh iGN0. Обозначим Л/ = 5;+x - 6/, /= 1,... 9p.

Решим задачу линейного программирования

f-»min,

2 x\L <Ду, iGN, /=1,...,/?;
LGJU

2 x[L <Ah LeJt, /=l,...,p;

yiL<t, iGN0, ьеЛ;

? xfiL = tiL, ieNl9 LGJC;

t>0, xfiL>0, /=l,...,p, Lejt, t?N-\

yiL>0, i^No, LGjt;

jc^ = 0, если Г?>6/ или 7f<5/+1, iGNlf LGJl\

x\L =0,*если^> 5;-, i?N0, LE^Jt.

Пусть f — найденное наименьшее значение t и x'iL, yiL
— значения

переменных, при которых t = t.

202



Величину x\L будем интерпретировать как суммарную длительность

обслуживания требования / G N прибором L G JC во временном
интервале (б/, б/+1]. Аналогично величину yiL будем понимать как суммарную

длительность обслуживания требования i GN0 прибором L G М во

временном интервале Eр + 1э 6р +1 +1].
Для построения расписания s* достаточно при помощи одного из

алгоритмов, приведенных в п.3.2, 3.4 § 3 этой главы, построить оптимальное

(по быстродействию) расписание обслуживания требований множества N

в каждом из интервалов E;-, б/+|], /.= 1,...,р, считая длительность

обслуживания требования iGN прибором LG JC в интервале (б/,6/ + 1]

равной x]iL. Если t > О, то следует такЭке построить оптимальное

расписание обслуживания требований множества N0 в интервале Fр + 1,8р +1
+ /],

считая длительность обслуживания требования i G N0 прибором L G JC в

этом интервале равной^.
Поскольку сформулированная задача линейного программирования

может быть решена за полиномиальное число операций, трудоемкость
алгоритмов из п.3.2 или 3.4 также полиномиальна и число решаемых ими

подзадач не превосходит р + 1 < Зл, то задача построения s* в

рассматриваемом случае имеет полиномиальную трудоемкость.
4.3. Рассмотрим ситуацию, отличающуюся от описанной в предыдущем

пункте только тем, что М = 2 и все dt = 0, iGN. Покажем, что оптимальное

по быстродействию расписание (с прерываниями) в этом случае может

быть построено за 0(п) операций.
Обслуживающие приборы по-прежнему будем* обозначать через А и В,

а длительности обслуживания требования iGN этими приборами - через
at и bf соответственно.

Пусть N0 С N — непустое множество требований, соответствующих

изолированным вершинам графа G. Компоненту-цепь графа G обозначим

через Gi, а множество требований, соответствующих ее вершинам,
—

через Nx. По условиюN0UNx= N.

Положим

T=m*x{a(N)9b(N), 2 (ау + 4Д max {*, + ?,}}.
/елг, /елг0

Очевидно, для любого расписания s (с прерываниями) справедливо
соотношение tmax(s) > Т. Построим расписание s*9 при котором

tmax(s) = Т. Расписание s*, очевидно, будет искомым оптимальным

расписанием.

Пусть \Ni | = к. Пронумеруем требования таким образом, что Nt =

= {1,2,...,*} и N0 = { * + 1, Л + 2,..., л }. Требование г будем
обслуживать (без прерываний) прибором А во временном интервале
г-1 г-\

( 2 (д;- + bj ) у 2 (aj + bj) + ar ] и прибором В во временнбм интервале
/«1 /=1

( Гх\а, + Ь,) + аг, 2 (a^bj) ],г=1,...Д.
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Предположим, что построено расписание sq _ t обслуживания
требований 1, 2,..., q - 1, к < q < л, при котором 7Р = max 7, < Т.

Ki<q-1

Построим расписание обслуживания требования q.

Если Т > tp + aq + bq, то требование ? будем обслуживать (без

прерываний) прибором А во временном интервале Gр, Тр + д^], а

прибором 5
- в интервале Gр + aq, 7р + <^ + bq ].

Если T<tp+aq+bqyTO требование q не может быть полностью

обслужено в интервале (tp, Т]. Вычислим значение

<7
_ _

/ = min{r-max{ 2 Ь/ — Гр, 0}, tp+aq}.
/= 1

Требование q будем обслуживать прибором А в течение aq
- t + tp

единиц времени в тех подынтервалах интервала @, tp], в течение которых

прибор А простаивает, а также в течение t -

гр единиц времени (если
Г > tp) в интервале (fp, r]. Такое обслуживание возможно, поскольку

суммарная длительность простоя прибора А в интервале @, tp] равна
_

я-1 *

Гр
- 2 ду- и выполняется неравенство 2 д,- < t, равносильное нера-

/=1 /=1

_ _
я-1

венству аа
- t + tp<tD- 2 а.-.

/=1

Требование q будем обслуживать прибором 5 в течение max{bq - Г+f, 0}

единиц времени в тех подынтервалах интервала @, tp ], в течение

которых прибор В простаивает, а также в течение Т - t единиц времени (если
t < Т) в интервале (Г, Т]. Такое обслуживание возможно, поскольку

суммарная длительность простоя прибора В в интервале @, tp] равна

9-1
- 2 Ъ,

/=1
и выполняется неравенство 2 bj < fp + Т - Г, равно-

/=1

<7-i
сильное неравенству bq - Т+ t<tp - 2 fy.

/=i

Выполняя описанные построения для каждого требования q, q
=

= к + 1,..., л, придем к расписанию s* = ^ , при котором tmax(s*) = Г.

Таблица 4.1

/

*/
*/

1

2

3

2

3

2

3

2

1

4

1

3

5

4

6
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Можно показать, что при использовании специальной структуры данных

(стека) для хранения интервалов простоя каждого прибора расписание s*
будет построено за 0(п) операций.

4.4. Пример. Две ремонтно-строительные бригады А и В разного

профиля должны произвести ремонт пяти объектов; продолжительность
ремонта объекта / бригадами А и В обозначим через at и Ъ{ соответственно.
Значения в/ и bt приведены в табл. 4.1.

7 2 3

4 5

Рис. 4.1

Порядок, в котором бригады ведут работы на данном объекте, не имеет

значения. На каждом объекте должна работать вся бригада^т.е.
одновременная работа одной и той же бригады на различных объектах не допускается.

Две бригады не могут одновременно работать на одном и том же объекте.

Работы, проводимые бригадой на любом объекте, могут быть прерваны,
а затем возобновлены.

Первые три объекта находятся на различных этажах одного и того же

здания. Ремонтные работы на каждом из этих объектов, кроме первого,

могут начаться лишь после того, как будет полностью отремонтирован

предыдущий объект. Другими словами, на множестве объектов задано

отношение строгого порядка, граф редукции которого изображен
на рис 4.1.

Требуется построить такое расписание выполнения ремонтных

работ, при котором все объекты были бы отремонтированы.как можно

раньше.

Воспользуемся алгоритмом из п. 4.3. В данном случае Nx = { 1, 2, 3},
#о= {4,5},Г=тах{12,15,13,10} =15.

Расписание ремонта объектов множества Nx изображено на рис. 4.2, а.

Построим расписание выполнения ремонта объекта 4. Поскольку Тр =

= Г3 = 13, то 73 +. а4 + Ь4 > Т. Вычислим t = min{15 - max{9-13,0},l3 + 1}
Расписание ремонта объектов {1,2,3,4 } представлено на рис. 4.2, б.

Искомое расписание ремонта всех пяти объектов изображено на

рис. 4.2, в.

4.5. Пусть каждая компонента связности графа G является цепью.

Покажем, что в этом случае задача построения оптимального по
быстродействию расписания (с прерываниями) является NP-трудной в сильном смысле

приМ > 2.
Этой задаче соответствует следующая задача распознавания:

определить, существует ли такое расписание s° обслуживания требований
множества N, что rmex (s°) <y для заданного числа у. Покажем, что к

последней задаче в случае Л/ = 2 сводится задача о 3-разбиении.
Пусть п = 7ло иЛГ= {1,2,. . .

, п0). Каждое требование/
GNобслуживается двумя приборами А и В, длительности обслуживания равны at и
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bt соответственно. Положим

df
= bj = E, / = 1,... ,/i0,

an0+k
= 0, ЪП9 + к

= efc, fc = l,...,3/i0,

*4л0 + *
= **» ^4л0+* = 0> A: = 1,..., 3/i0.

На множестве N зададим отношение строгого порядка, полагая, что

it непосредственно предшествует i2 (i\9 i2 ^ Ю тогда и только тогда,

когда /! = /, t2 = / + 1, / = 1,. - .
, п0 - 1, либо ix = п0 + А:, /2 = 4л0 + А;,

?= 1,... ,3/io.
Покажем, что в построенной задаче расписание 5°, при котором

7~max(s°) <>> = 2поЕ, существует тогда и только тогда, когда имеет

решение задача о 3-разбиении.
Пусть задача о 3-разбиении имеет решение и Nf = {ауь а/2, сг/з}, 7 =

= 1,. . .
, /10, — найденные трехэлементные подмножества. Тогда искомое

расписание s° можно построить следующим образом. Каждый прибор
начиная с момента времени d = 0 обслуживает требования множества

N непрерывно одно за другим, причем прибор А обслуживает требования
в последовательности 1, 4л0 + ftu, 4/i0 + а12, 4л0 + «13, 2, 4л0 + а21,

4л0 + «22, 4л0 + «23, 3, . . .
, Ло,4л0 +^1,4^0 + <*/i02,4rt<> + аЯо3, а

приборе — в последовательности п0 + an, п0 + а12, л0 + <*1з, 1,я0 +а21,
«о + <*22,Ло +«2з,2, ...,/10 - 1,л0 +аЛо1,л0

+ аЯо2, *o+<*л0з, л<>.

Пусть расписание s° существует. Покажем, что задача о 3-разбиении
имеет решение.
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Так как a(N). = b(N) = у, то tmax(s°) = У и при расписании 5° оба

прибора в интервале @, у] функционируют без простоев. Кроме того,

"о

поскольку 2 (д# + ЬЛ = уу то при расписании s° для каждого требова-

ния /, 1 < / < л0, справедливь^соотношения f° = 2(/ — l)iT и /у =2/Е
Рассмотрим временной интервал @, 22Г], в котором оба прибора

обслуживают требование 1. Кроме того, в этом интервале прибор В в течение

Е единиц времени обслуживает требования вида л0 + к, 1 <к < Зл0, а

прибор А также в течение Е единиц времени обслуживает те требования
вида 4л0 + К 1 < к < Зл0, которым предшествуют (относительно
заданного наNпорядка) требования, уже обслуженные прибором В.

Прибор В в интервале (О, 2Е] не может полностью обслужить более

трех требований вида Ло + к, так как ек > Е/4, кр 1,. . .
, Зл0. Если

суммарная длительность обслуживания прибором В тех требований, которые
полностью обслужены в интервале (О, 2Е\ этим прибором, меньше Е, то

в интервале (О, 2Е] прибор А будет простаивать, что невозможно. Отсюда
следует, что при расписании s° не существует требований, обслуживание
которых прибором В начато, но не закончено в интервале @,2Е].

Рассуждая аналогичным образом, нетрудно показать, что в каждом

временном интервале B(/ — 1)/?, 2jE], 1 </ <л0, каждый приборе и

2? обслуживает кроме требования / еще три требования, суммарная
длительность обслуживания которых равна Е. Это означает, что задача о 3-раз-
биении имеет решение.
Тем самым за О(п0) операций реализовано сведение задачи о 3-разбие-

нии к рассматриваемой задаче распознавания.

4.6. Пусть на множестве N = {1,2,... , л } требований задано
отношение -*• строгого порядка и G — граф редукции этого отношения. В отличие

от предыдущих пунктов здесь и далее в этом параграфе запись / -> /
("/ предшествует /") будем интерпретировать следующим образ'ом:
обслуживание требования / любым прибором L GJC= {1,2,.. .

, Л/} не

может быть начато, пока не завершится процесс обслуживания
требования i этим прибором.

Если G - цепь, то задача построения оптимального расписания {как
с прерываниями, так и без прерываний) эквивалентна задаче построения

оптимального, расписания обслуживания неупорядоченного множества
требований в системе поточного типа. Чтобы убедиться в этом, достаточно

поменять ролями приборы и требования. Последняя задача

рассматривалась в § 1 гл. 2, откуда, в частности, следует, что исходная задача при
М = 2 может быть решена за 0(п log л) операций (если не допускаются

прерывания) и за О (л2) операций (если прерывания допускаются).
Покажем, что если все компоненты связности графа G -

одновершинные графы, за исключением одной, являющейся цепью, то задача

построения оптимального расписания (без прерываний) является NP-трудной
в сильном смысле приМ>2.

Этой задаче соответствует следующая задача распознавания: определить,

существует ли такое расписание 5° обслуживания требований множества

N, что Fmax(s°) <7 для заданного числа у. Покажем, что к последней
задаче в случае Л/ = 2 сводится задача о 3-разбиении.
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Положим п = 7по + 1 и N= A, 2, . . .
, л}. Обслуживающие приборы

обозначим через А и В, а длительность обслуживания требования i G iV

этими приборами — через at и fy соответственно. Пусть

С= [Я/2],

в/ = Ь% = в,, / е ЛГ°;

лзп0 + 1
= °> ьзп0 + 1

= #-С;

я3*0+/ =Я-С, ^3n0+i=^o+C * = 4fc-2, ?=1,...,л0;

j3w0+/+i
= ^ло +С ^зл0 + 1+ 1

= ^~~ С * = 4fc— 2, А: = 1,... ,л0;

д3л0 + /+2
= ^йо +# — С, 6зл0 + / + 2

= С i = 4А: —2, А: = 1,... ,п0\

а3„о + {+3
= С, А3/10 + /+з = Еп0+Е-С, i = 4к-2, к = 1,... ,л-1;

fl7/f0+l
= ? ^7я0+1 =ЕП0+Е-С.

Зададим на множестве W отношение -+, полагая, что / непосредственно

предшествует / тогда и только тогда, когда / = i +1, / = Зл0 + 1,..., 7л0.
Покажем, что в построенной задаче расписание s°, при котором

^max(s°) <J> = B^о + Зл0 + 1)Е - С существует тогда и только тогда,

когда имеет решение задача о 3-разбиении.
Пусть задача о 3-разбиении имеет решение и Nf, 1 </ <л0, —

найденные трехэлементные подмножества. Тогда расписание s° может быть

построено следующим образом (рис. 4J). Каждый из приборов А и В

обслуживает требование непрерывно одно за другим начиная с момента времени

d = 0. Прибор А обслуживает требование множества N\№ в порядке

возрастания их номеров; между требованиями с номерами Зи0 + 4(/ — 1) + 3

и Зло + 4/ обслуживаются требования множества Л^°, 1 </' <п0. Прибор/?
обслуживает требования множества N\№ в порядке возрастания их

номеров; между требованиями с номерами Зл0 + 4/ + 1 и Зл0 + 4/ + 2

приборВ

приборА

Wt3n0+2 Зп0Н Зп0+5 N? 3/?0+б Зл0+д Зп0+9 N° N°o4 7п0~2 7п0-1 7л0+/ N°0
4 Hk 1 l Ml НИ ••• Ы ЙН Ы

Зл0+3 Зл0+7 7п0

\з/70+23л0+ЗЩ°Зл0+4 Зп0+6 Зп0+7 N$ Зп0+д Зп0+10 7п0~2 7п0-1N° 7п0 7п0+1
\ ь-ч т ы ьй ••• w *-4 м

Зп0+9

Рис 4.3

обслуживаются требования множества Nf, 1 < / < п0 — 1; требования
множества Л$о обслуживаются вслед за требованием 7л0 + 1. Требования
каждого из множеств Nf могут обслуживаться каждым прибором в

произвольной последовательности.

Пусть существует расписание s°. Поскольку a(N) = b(N) = у, то

*maxE°) = У и при расписании s° оба прибора функционируют без

простоев.
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Обозначим через NAB множество требований из N\№, которые при

расписании s° обслуживаются сначала прибором А, затем прибором В.
В аналогичном смысле будем употреблять обозначение NBA.

Если предположить, что требование 7л0 + 1 принадлежит NAB, то

получим расписание, для которого общее время обслуживания оказывается

не меньше чем

7/!0+1

2 at + bln +1 =у+Е-С.
/=Зл0 + 2

°

Следовательно, требование 1п0 + 1 принадлежит NBA. Требование
7л0 также принадлежит NBA, поскольку в противном случае общее
время обслуживания ограничено снизу числом

7/!0+1
2 at + bln +bln +1 > у.

f=3/i0 + 2
e °

С другой стороны, требования 7л0 - 1 и 1п0 - 2 должны принадлежать

множеству NAB. Действительно, если 7п0 - 1 G NBA, то общее время
обслуживания оказывается не меньше чем

7/!0-1 7л0+1
2 6,- + 2 а( = у + Е.

1= 3и0 + 1 f= 7w0- 1

Если же 7я0 — 2 € Afe^, то общее время обслуживания оказывается

не меньше чем

7/!0-2 7л0+1
2 bt + 2 д/ = ^ + #.

1= 3л0+ 1 1= 7л0- 2

Рассуждая аналогичным образом, нетрудно убедиться, что NAB =

= {3л0 + 1, Зло + 4(/ - 1) + 2, Зи0 + 4(/ - 1) + 3|/ = 1, .. . ,/!<>}, а

Nba = {3w0 + 4/, 3п0 + 4/ + 11 / = 1,... , п0 }. При этом требования
множества № должны обслуживаться прибором А во временных интервалах

(Е(п0 + 1) + Е{] - 1) Bи0 + 3), Е(п0 + 2) + Е{] - 1) Bи0 + 3)], К
< / < Ло» а прибором 5 — во временных интервалах (EjBn0 + 3) — С,
EjBn0 + 3) + Я - С], 1 </ <и0. Поскольку оба прибора функционируют
без простоев, длина каждого интервала равна Е и выполняются

неравенства Е/4 < et < Е/2, i E №, то в каждом из указанных интервалов должно

обслуживаться ровно три требования множества №, суммарная
длительность обслуживания которых равна Е. Обозначая через N? множество

требований, обслуживаемых прибором А во временном интервале

(Е(п0 + 1) +Я(/ -1)B/2о +3),S(/fo +2) +Я(/-1)Bло+3)],1</<
< п0, получаем решение задачи о 3-разбиении.

Тем самым за О(п0) операций реализовано сведение задачи о

3-разбиении к рассматриваемой задаче распознавания.

4.7. Пусть каждая компонента связности графа G является либо цепью,
либо одновершинным графом. Покажем, что при М

= 2 оптимальное рас-
писание s* (с прерываниями) может быть построено не более чем заО(п2)
операций.

Обслуживающие приьоры по-прежнему будем обозначать через А и В,
а длительности обслуживания требования / Е N этими приборами через
Д/ и bi соответственно.

14. B.C Танаев
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Компоненту-цепь графа G обозначим через G/, а множество требований,
соответствующих ее вершинам, — через 7V/, / = 1,. .. 9р, р > 1. Пусть N0 —

множество (возможно, пустое) требований, соответствующих
изолированным вершинам графа G.

_

Каждому множеству Nt, 1 </ <р, сопоставим новое требование /
(отличное от требований множества N), полагая ау

= a(Ni) и by = 6(Wj).
При помощи алгоритма из п. 1.2 § 1 этой главы построим расписание

$t обслуживания (без прерываний) множества {1, 2, . . . 9p}UN0
независимых требований. Бели при этом

*m«(»i) = mMlatNXbiNXmzxlai + bilieNo}},

то расписание s i может быть преобразовано в расписание s * путем замены

каждого из требований / на линейно упорядоченное подмножество
требований Nj, обслуживаемых соответствующим прибором непрерывно одно

за другим. При этом, очевидно, Fmex (s *) = Ттах (s x).
Если fm8X (Sx) = a- + b- = max{aj- + by \ I = 1,. . . ,p}, то при цомощи

алгоритма из § 1 гл. 2 построим расписание (с прерываниями)
обслуживания линейно упорядоченного подмножества требований^. Обозначим это

расписание через s2.

Пусть wA и wB означают суммарную длительность простоя прибора А и

прибора В во временном интервале @, tmBX(s2)] при расписании s2.

Заметим, что в указанном интервале оба прибора одновременно не

простаивают. Очевидно, fmaxfo) =
а- + wA

= Ъ- + wB.
Введем в рассмотрение новое (отличное от ранее рассмотренных)

требование z, полагая az
= a (N\Nq) ,bz =b (N\Nq).

Поскольку tmjiX(sl)> max{a(N),b(N)}9 то az < b— и bz < a-.

Если az < wA и bz <wB, то требование z будем обслуживать (с
прерываниями) в интервалах простоя прибора А и прибора В в течение az и bz
единиц времени соответственно. Полученное при этом расписание
обозначим^-

Пусть не выполняется хотя бы одно из неравенств az < wA и bz < wB.
Предположим, что a(N) > b(N) (в противном случае можно провести

аналогичные рассуждения). Отсюда следует, что az >wA.
Требование z будем обслуживать (с прерываниями) прибором А в

течение az единиц времени в интервале @, a(N)] и прибором В в течение

min{Z>z, wB) единиц времени в интервале @, Fmax(s2)]. Обслуживание
будем проводить только в тех подынтервалах указанных интервалов, в

которых соответствующий прибор не обслуживает требований из

множества^.
Если при этом wB > bz, то получаем расписание s3 обслуживания

требований множества Nq U { z }.
_

Если wB < bZy то в интервале (tmBX(s2),a(N)] длины az
— wA

прибор В простаивает. Так как wA
= b— + wB — д- и a(N) > b(N), то

az
- wA > bz - wB.

Пусть 61э 62, . . .
, 62r — возрастающая последовательность моментов

времени такая, что при расписании s2 в каждом интервале F2/ _ i, б2/],
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1 < / < г, оба прибора функционируют одновременно, причем

2 F2/-*>2/-1) -«т ~™в-
/= 1 ч

Поскольку bz <a-,то найдутся такой интервал E2&_ь &2к] э 1 <?<г,

и такой момент времени t° G (Ь2к_1,б2*], что

Ь2к - t° + 2 F2/- 52/_!) = b2 - wB.

Все требования, обслуживаемые прибором В при расписании s2 в

интервалах (f°, 62fc], F2*+i, 62Аг+2], . . .
, F2r-i, 62r], будем обслуживать

этим прибором в той же последовательности в интервале (tmAX(s2),

TmAX(s2) + b2 — wB]. При этом не исключено, что обслуживание одного

из требований множества Nq прервется в момент времени t° и

возобновится в момент времени tm8X (s2).
В интервалах (t0> b2k], F2fc+1, 52fc+2], . . .

, E2г-ь 52r] будем
обслуживать прибором В требование z. Полученное расписание
обслуживания требований множества Nq U {z} обозначим через s3.

Таким образом, в любом случае будет построено расписание s3

обслуживания требований множества^ U {z}. Это расписание может быть

преобразовано в расписание s* путем замены требования z на требования
множеств Nh I = 0, . . . ,р, 1Ф q, с сохранением линейного порядка на

указанных множествах (если / > 0).
Очевидно,

*тах(**) = *тах(*з) = max{Fmax(s2), a(N\ b(N)}

и расписание s *
является оптимальным.

Наиболее трудоемкой процедурой описанного алгоритма является

построение расписания s2, требующее 0(\Nq |2) операций. Тем самым,

расписание s* может быть построено в результате выполнения не более

чем О (и2) операций.
4.8. Пример. Несколько изменим условия примера из п.4.4. Число

ремонтируемых объектов увеличим до восьми. Величины я,- и bt
приведены в табл. 4.2.

Каждая бригада может ремонтировать объект 6 только после того,

как она отремонтировала объект 5. Аналогично каждая бригада может

ремонтировать объекты 2, 3 и 4 только после того, как она

отремонтировала объект с меньшим номером. Другими словами, на множестве

Таблица 4.2

/ 1 2 3 4 5 6 7 8

а% 2 3 5 4 2 2 2 1

6/13225413
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объектов задано отношение строгого порядка (в смысле п. 4.6), граф
редукции которого изображен на рис. 4.4.

Требуется таким образом организовать ремонт объектов, чтобы все

они были отремонтированы как можно раньше.
Воспользуемся алгоритмом из п.7. В данном случае N0 = {7, 8}, Nt =

= {1,2,3,4}, N2 ={5,6}.
/ 2 3

>•
4

5 6 7 6

Рис. 414

Введем в рассмотрение два новых "объекта" Т и % для которых по-

ложимдт =a(Nx)= 14, bj = b(Nt)^S9 я- = a(N2) = 4, bT = b(W2) = 9.

Так как выполняется соотношение я
у

+ bj = 22 = тах{д(ЛГ), b(N),

max{fl/ + bt 11 G W0}, max{fl/ + ?/1 / = T, 5}}, то построим по

алгоритму п. 1.3 - 1.6 § 1 гл. 2 расписание s2 ремонта объектов 1, 2, 3 и 4

(рис. 4.5,д)._
Получим fr
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Введем новый "объект" z, для которого положим az
= a(N\Nt) = 7,

bz=b(N\Nt) = 13.

При расписании s2 в интервале @, 16] имеем wA
= 2 и wB = 8, т.е.

я* > wyi- "Объект" z должен ремонтироваться бригадой А в интервале
(О, 21] так, как изображено на рис. 4.5, б. На этом же рисунке

изображено, как "объект" z мог бы ремонтироваться бригадой В в течение

пйп{Ь2, wB) = 8 единиц времени.

Бригада В должна ремонтировать "объект" z еще в течение пяти

единиц времени.

Выберем интервалы E, 8] и A0, 12]; их суммарная длина равна 5, и

при расписании s2 (см. рис. 4.5, а) в этих интервалах обе бригады

ремонтируют объекты множества Nt. Объекты, ранее ремонтируемые бригадой
В в выбранных интервалах, будут теперь ремонтироваться этой бригадой
в интервале A6, 21], а в освободившихся интервалах бригада В будет
ремонтировать "объект" z. Расписание ремонта объектов 1, 2, 3 и 3, а

также "объекта" z изображено на рис. 4,5, е.

Чтобы получить искомое расписание, достаточно в построенном
расписании заменить "объект" z на объекты 5, 6, 7 и 8 (в указанной
последовательности). Полученное в результате расписание s* изображено на

рис. 4.5, г.

§ 5. Директивные сроки

Рассмотрим систему с М последовательными приборами и

нефиксированным порядком их прохождения, на вход которой в момент времени

dt > 0 поступает требование / Е N = {1, 2, ..., п). Для каждого

требования i задан директивный срок Dt, к которому необходимо или, во всяком

случае, желательно завершить обслуживание этого требования. В этом

параграфе описываются эффективные методы построения расписаний, при
которых все требования обслуживаются в заданные директивные сроки

(если такие расписания существуют), а также расписаний с минимаксным

временным смещением. Предполагается, что в процессе обслуживания
требований допускаются прерывания. Если прерывания запрещены, то задача

минимизации максимального временного смещения оказывается

ЛТ-трудной в сильном смысле при М > 2, dt = 0, i €E N. Показано также, что

задача построения расписания, минимизирующего число запаздьюающих

требований, NP-трудна при М > 2, йг = 0, Dt = D, i G N, независимо от

того, допускаются прерывания или нет.

5.1. Пусть требование i G N поступает в очередь на обслуживание

в момент времени d{ > 0, длительность его обслуживания прибором
L E JC = { 1, 2, ..., М} равна tiL > 0, директивный срок — Dt > 0.

Порядок прохождения приборов каждым требованием не фиксирован,
допускаются прерывания в процессе обслуживания.

Опишем один из возможных подходов, который позволяет построить

расписание s°, при котором все требования обслуживаются в заданные

директивные сроки (т.е. ^/(s°) <Df)y либо убедиться в невозможности

построения такого расписания.

Пусть дк, 1 < к <р + 1 < 2 п, — упорядоченная по возрастанию
последовательность попарно различных значений dt и Di9 i G N. Временные интер-
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валы Fi, 82]> (*>2» $з]» ..., Fр, бр+1] пронумеруем числами от 1 до р и

положим Ак =Sfc+i - б*, 1 <?</?.

Рассмотрим систему линейных соотношений

2 хки,<Ак9 *= l,...,p,iGtf; E.1)
z, eAf

2 x?L < Д*, А: = 1,...,р, L GU^; E.2)

*
к

2 */L = tiLf teN, L eat. E.3)
к = 1

Здесь jc/x, означает суммарную длительность обслуживания требования

i G N прибором L во временном интервале F*, 5fc+i]« Величины дс/х,

неотрицательные, если dt < 8к и2)/> б/c+i, и равны нулю в противном
случае.

При указанной интерпретации величин xiL соотношения E.1) и E.2)
соответственно означают, что суммарная длительность обслуживания
требования i G N всеми приборами в интервале (дк, dk+i] и суммарная
длительность функционирования прибора L GU?b этом интервале не

превосходят длины интервала Ак. Соотношение E.3) означает, что все требования
будут полностью обслужены.

Очевидно, если система E.1) —E.3) несовместна, то расписания s° не

~к
существует. Если же система совместна и xiL, i G N, L GJt, к = 1, ...,/?, —

ее решение, то расписание s° существует и может быть построено,
например, следующим образом.
Для каждого к, 1 < к < р, используя один из методов, описанных

в п. 3.2 или п. 3.4 § 3 этой главы, построим оптимальное по

быстродействию расписание обслуживания (с прерываниями) множества N требований
множествомЛ?приборов во временном интервале (дк, Sk+i], считая

велики
чины xiL длительностями обслуживания требования / G N прибором
L G М в указанном интервале.

Поскольку^ < 2/2 и алгоритмы из § 3 этой главы имеют

полиномиальную (относительно п и М) трудоемкость, а решение системы E.1) —E.3)
также может быть найдено за полиномиальное число операций, то в

результате выполнения полиномиального числа операций можно построить

расписание s°, при котором все требования обслуживаются в заданные

директивные сроки, либо убедиться в невозможности его построения.
5.2. Рассмотрим некоторые частные случаи.

1) Пусть df = 0, Dt = D, i. G N. В этом случае можно воспользоваться

одним из описанных в § 3 этой главы методов построения оптимального

по быстродействию расписания s* обслуживания (с прерываниями)
требований множества N. Расписание s* является искомым, если tmsix(s*) <D.
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В прошеном случае не существует расписания, при котором все требования
обслуживаются в заданные директивные сроки.

2) Пусть </, =0, i G N' С N; dt =d, i G N" =N\ N'; Dt = ?>, i GN;

0 < d < D. Построим сеть G, множество вершин которой состоит из

множества V={vf | / GN9} вершин, соответствующих требованиям
множества N\ множества W ={wL \ L E.JC) вершин, соответствующих приборам,
а также содержит источник и сток. Источник соединен дугой с каждой
вершиной Vf GV, величина допустимого потока по этой дуге ограничена снизу
величиной m3x{tf(JC) - d, 0} и сверху

- величиной min{f/^), D - d).
Каждая вершина wL G W соединена дугой со стоком, величина

допустимого потока по этой дуге ограничена снизу величиной тах{*?, (N9) — d,0}n

сверху — величиной min{tL(N9), D — d — tL(N")}. Каждая вершина

Uf, i. G N9, соединена с каждой вершиной wLf L G My дугой пропускной
способности tiL .

Покажем, что расписание s° существует тогда и только тогда, когда

в сети G существует допустимый поток.

Пусть допустимый поток существует и fiL — значение потока по дуге

0>i, wL), / GN9, LeM.

Для требования / G N" суммарные длительности его обслуживания

прибором L во временных интервалах (d, D] и @,d] соответственно

равны tiL и 0. Величины fn, и tiL — fiL будем интерпретировать как

суммарные длительности обслуживания требования i G N9 прибором L в

интервалах (d, D] и @, d] соответственно. Тогда величина потока по дуге

из источника в любую вершину vif i G N9, означает суммарную
длительность обслуживания требования i всеми приборами во временном
интервале (d, П]. Из допустимости потока следует, что каждое требование / G7V1

обслуживается всеми приборами в интервале (d, D] не более D— d единиц

времени и в интервале @, d] — не более d единиц времени. С другой

стороны, величину потока по дуге из вершины wL, L GJC, в сток можно

интерпретировать как суммарное время обслуживания требований множества

N9 прибором L во временном интервале (d, D.]. Из допустимости потока

следует, что каждый прибор L во временном интервале @, d] обслуживает
требования множества N9 не более d единиц времени, а во временном

интервале (d, D] — требования множества N не более D — d единиц

времени.

Таким образом, если в сети G существует допустимый поток, то могут

быть найдены суммарные длительности обслуживания каждого требования
каждым прибором в каждом из временных интервалов @, d] и (d, D] и

для построения расписания 5° с fmaxE°) ^^ можно использовать подход,
описанный в предыдущем пункте.

Нетрудно убедиться, что если в сети G допустимого потока нет, то

расписание s° не может быть построено.

Отметим, что для построения допустимого потока в сети G требуется
выполнить не более 0(n3 +M3) операций.
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3) Пусть d, = 0, i(EN; Dt = D\ ieN'CN; D^D", iGN" = N \ N',
0<D'<D". Полагая D=D' и d = D' — D", приходим к ситуации,

рассмотренной в п. 2).
5.3. Перейдем к рассмотрению задачи построения расписания s*9

которому соответствует наименьшее значение максимального временного смеще-

«ия^тахСО =max{f/(s) -D{ \ i GN}.

Нетрудно убедиться, что величина LmSLX(sm) равна наименьшему
значению X* параметра X такого, что каждое требование i € N может быть

обслужено не позднее момента времени Dt + X. Обозначим множество таких

расписаний через ?(Х). Для нахождения X* воспользуемся методом

дихотомии.

Положим X =-max{Z>/ - tt(JI) - dt | i G Л'}иХ=тах{/)/ | / GN} +

+ maximaxf,^), maxrL(A0); A = X + X. Очевидно, S(X) = ф и

Б(\)Фф.
Вычислим X = ( X + X )/2. Используя подход, описанный в п. 5.1, прове-

ряем выполнимость условия 5(Х) Фф. Если 5(Х) = ф, то полагаем

X = X, в противном случае полагаем X = X, и переходим к следующей
итерации. Процесс продолжается до тех пор, пока не вьшолнится равенство

X = X. Это значение X и является искомым X*.

На каждой из О (log А) итераций алгоритма нахождения X* требуется

проверять выполнимость условия 5( X) Ф ф. Так как алгоритм из п. 5.1

имеет полиномиальную трудоемкость, то нахождение значения X* и

построение соответствующего расписания потребует вьшолнения не более чем

полиномиального числа операций.
5.4. В некоторых частных случаях объем вычислений, необходимых для

нахождения значения X* и построения соответствующего расписания s*,
может быть существенно уменьшен. Рассмотрим, например, задачу

минимизации максимального временного смещения Lmax(s) при М = 2 и

dt = 0, i G N.

Пусть в момент времени d = 0 в систему, состоящую из двух приборов
А и В, поступает множество iV = { 1, 2, ..., п) требований, at и bt -

длительности обслуживания требования i E N приборами А и В

соответственно. Заданы директивные сроки Dt > О, требования пронумерованы таким

образом, что Dx <D2 <...</)„.

1) Установим необходимые и достаточные условия существования

расписания, при котором все требования обслуживаются в заданные

директивные сроки.

Пусть N, ={1,2, ...,/>, 1 </ <n;N0 = 0,

a{Nj) = 2 ait b(Nf) = 2 Ъи a(N0) = b(N0) = 0.
/ e Nj i G Nj

216



Выберем некоторое требование / ? N и предположим, что существует

расписание обслуживания требований множества Nj-i, при котором для

всех требований этого множества не нарушаются директивные сроки.

Рассмотрим временной интервал (О, ?>/ ]. Суммарную длину всех его

подынтервалов, в течение которых простаивает только прибор А, только

прибор В или оба прибора А и В, обозначим соответственно через

Xf, У1 hz/.

Поскольку обслуживание каждого требования множества Nj-i
завершается не позднее соответствующего директивного срока, то имеют место

соотношения

дс, + zf
= Df - a(Nf-i),

yf + z,
= D, - ОД-i).

EА)

Для того чтобы обслуживание требования / завершилось не позднее

директивного срока Dj , необходимо и достаточно, чтобы выполнялась

система неравенств

Xj + Zj > ah

у, + г, > bf9 E.5)

*/ + У/ + zf > ai + bh

Подставляя E.4) в E.5), получаем равносильную систему неравенств

a(Nt) < Dh

b(Nf) < Df9 E.6)

a(Nf) + b(Nf) < 2D; - zh

Вычислим наименьшие возможные (в смысле существования расписания
без запаздывающих требований) значения zy-, / G N. При / = 1, очевидно,

Zj = D\. При / = q, q > 1, значение zq будет не меньше чем D'q — Dq-\.
Кроме того, длительность одновременного простоя обоих приборов в

интервале @, Dq-i] в худшем случае* будет равна maxiz^^j —

aq~i
—

— bq-i, 0}. Следовательно, получаем рекуррентное соотношение

zx =DU Zj=Dj- Dj_i + max{0,z/_1 -

af_x -^l). E.7)

Таким образом, для существования расписания, при котором все

требования обслуживаются в заданные директивные сроки, необходимо и
достаточно, чтобы система неравенств E.6) была совместна для каждого /,
1 </ < л, и значений Zf , вычисленных по формулам E.7). Проверку
выполнимости этого условия можно осуществить за О(п) операций.

2) Как уже отмечалось в п. 5.3, минимальное значение Lmax(s) равно

минимальному значению X* параметра X такого, что каждое требование
/ Е N может быть обслужено не позже директивного срока D/+ X.
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В рассматриваемом случае может быть предложен специальный метод

нахождения величины X* (отличный от метода дихотомии).
Нетрудно получить соответствующее рекуррентное соотношение для zj,

подставив в E.7) Dj + X вместо Dj. Для дальнейших рассуждений удобно,
однако, чтобы параметр X не фигурировал в рекуррентном соотношении.

Покажем, что

Zj
= max{ Df + X - a(N,_ t) - b(Nf_ x), z) }, 1</ < n, E.8)

где

z{ = -oo, z}=Df-Dj-i +max{0,z/_1 -ay_i -fy-i) , / = 2,...,/*.

E.9)

Воспользуемся методом математической индукции. При / = 1

соотношение E.8), очевидно, вьшолняется. Пусть E.8) справедливо при всех /,
меньших некоторого q Е N. Из E.7) следует, что

zq=Dq -Dq_i +max{0, zq_x -aq_x _ bq_x) .

Заменяя в этом соотношении zq^x согласно E.8), получаем

zq
= Dq - Dq^i +max{0, max{(Dc?_1 + X)-

- a(Nq_2) - b(Nq-.2), 4-1 > -aq-i -*q-i) =

= Dq -Dq-i + maxlO,^.! + X -a(Nq_x) - b(Nq_x\

z'q-i -aq-i -bq„x}.
Из E.9) при / = q следует, что zq

= Dq - Dq_t + max {Dq_x + X -

- a(Nq_{) - b(Nq_x), zq
- (Dq -Dq_x)} , откуда непосредственно

следует соотношение E.8) при/ = ?.

Подставляя в E.6) Dj + X вместо Dj и учитывая E.8), получаем

систему неравенств

a(Nf) < Dj + X,

ftCty) < Д, + X, E.10)

д;- + bj < Dj + X,

я(ЛГ/) + ?(#/) < 2(D/ + X) - z}.
Наименьшее значение параметра X, при котором система E.10)

совместна для каждого / € N, равно

X* = max JmaxW), b(Nj), a, + bh ^ (a(Nf) +b{N,)+z',)\ -d\.
E.11)

Значение Х* может быть найдено за 0(п) операций путем вычисления

значений z'jj Е TV, и последующего использования формулы E.11).
3) Опишем способ построения расписания, минимизирующего

величину ^maxW» и™» что то же> расписания, при котором директивные сроки

Df =Df + X* не нарушаются ни для одного требования.
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Рассмотрим интервал (О, D*]. Поскольку ах + bx <D\, положим t°lB -

= 0, t1B =Ь/ = t\A. Тогда в интервале (О, D%] перед обслуживанием

требования / = 2 оба прибора одновременно простаивают в подьштервале

(PZ - z2iDl] и только в этом подынтервале. Кроме того, имеется

подынтервал (Р1 — z2 - Уг>Вг —

z2 L в котором простаивает только прибор В.

Пусть построено расписание обслуживания требований множества Nj_ г,

/ > 1, при котором ни одно из требований / не запаздывает относительно

директивного срока Df,i GNj __г. Это расписание построено таким

образом, что в интервале (О, DJ ] оба прибора простаивают одновременно

только в подынтервале (Dj* -Zf,Dj],Dj —

Zj <Dj _г, и один из

подынтервалов, в которых простаивает только прибор В, имеет вид (t,Dj — Zj].
Требование / будем обслуживать таким образом, чтобы 7у- </>/; в

интервале (О, D/+1] после обслуживания требования / перед
обслуживанием требования / + 1 оба прибора одновременно простаивали
только в подынтервале (/)/+1 — z/+1, Df+i]; нашелся бы интервал вида

(t,Df+1 —

Zj +!],в течение которого прибор5 простаивал.
Возможны следующие ситуации.

а) Пусть а; + bj < 2/ . Тогда требование / может быть полностью

обслужено в интервале (DJ -

Zj, Dj\. Положим tJB =DJ -

Zj ,TjB =tfB+
+ bf = tfAiTfA = tJA + a,-.

б) Пусть dj + fy > Zj . Максимально возможная длительность

обслуживания требования/ прибором А в интервале (DJ — Zj,Dj] равна а} =

= min{flry, Zj, Zj
- (bj -<у/-)},где<у/. -

суммарная длительность простоя

прибора 5 в интервале (О, ?>/] после завершения обслуживания
требований множества Nj _х.

I) Пусть а) =

а7- . Тогда требование / может быть обслужено без

прерываний прибором А, причем TjA=Df. Требование/может
обслуживаться прибором В в интервале (DJ - Zj , D) -

а$ ], а также в течение оу + 6/ - Z/
единиц времени в интервалах, где простаивает только прибор В.

Действительно, так как а) =

я/, то д;- <zy- — (fy - yj) ,т.е. я/ + fy - z;- <j>;-.
II) Пусть я) =

zy. Тогда требование/ может обслуживаться прибором
А в интервале (DJ -

Zj, Df], а также в течение dj-Zj единиц времени

в интервалах, где простаивает только прибор А. Прибор В может

обслуживать требование / в интервалах, где он простаивает. Так как а} =
=

Zj, то bj < yj и такое обслуживание может быть осуществлено.

III) Пусть clj -Zj — (bj —yj). Это означает, что bj > yj. Поэтому
требование / может обслуживаться во всех интервалах, где простаивает прибор В,
а также в течение bj — yj единиц времени в интервале (DJ — Zj, DJ — a)].
Требование / может обслуживаться прибором А в течение а/ единиц

времени в интервале (DJ -a'j,DJ], а также (поскольку ду >а}), в течение

Oj
—

aj единиц времени в интервалах, где простаивает прибор А.
Нетрудно проверить, что построенное таким образом расписание

обслуживания требований множества Nj удовлетворяет всем указанным

выше условиям.
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Таблица 5.1

/

ai

bf
»i

f
a{Nj)
b(N/)
zf

1

2

3

6

1

2

3
— oo

2

4

3

9

2

6

6

3

3

1

2

13

3

7

8

4

4

3

3

15

4

10

11

3

Таб

5

4

6

16

лица 5.2

5

14

17

1

Можно показать, что трудоемкость описанного процесса последователь-

ного построения расписания s* не превосходит 0(п) операций, если для

хранения подынтервалов простоя каждого из приборов использовать

специальную структуру данных (так называемый стек).
5.5. Пример. Построим расписание s* обслуживания п = 5 требований

двумя приборами А и В, которому соответствует наименьшее значение

LmBX(s). Длительности обслуживания и директивные сроки приведены
в табл. 5.1. Каждое требование может обслуживаться, начиная с момента

d = 0. Допускаются прерывания.
Вычислим частичные суммы a(Nj), b(Nj) и найдем значения z) по

формуле E.9). Результаты вычислений приведены в табл. 5.2.

Значение X*, вычисленное по формуле E.11), равно единице. Положим

D] = Df + 1.

Построим расписание, при котором не нарушаются директивные
сроки Df. Для / = 1 расписание изображено на рис. 5.1, а.

При / = 2 имеем z2=10 — 5 = 5, у2 = 2. Выполняется неравенство

а2 + Ъ2 = 4 + 3 >z2 = 5. Вычислим а2 = min {4, 5, 5 - C - 2)} = 4.

Требование / = 2 обслуживается так, как представлено на рис. 5.16.

При / = 3 имеем z3 =4ид3 +&3 = l+2<z3=4. Расписание
обслуживания требований {1,2,3} изображено на рис. 5.1,е.

При / = 4 имеем z4
= 3, у4 = 5. Так как аА + Ь4 = 3 + 3 > z4 = 3,

вычислим а'4 = min {3,3,3-C-5)} = 3. Расписание обслуживания

требований {1,2,3,4} представлено на рис. 5.1, г.

При / = 5 имеем zs = 1, ^s = 5; так как а5 + ?5 = 4 + 6 >zs = 5,
вычислим д'5 = min {4, 1, 1 - F-5)} = 0. Искомое расписание изображено на

рис. 5.1, Л

5.6. Задача построения расписания s*, минимизирующего максимальное

временно'е смещение ?max(s*), существенно усложняется, если

прерывания процесса обслуживания каждого требования каждым прибором

запрещены. Покажем, что эта задача является NP-трудной в сильном смысле при

M>2udt =0,z GN.
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Рис. 5.1

Рассмотрим соответствующую задачу распознавания при М
= 2:

определить, существует ли расписание s° обслуживания (без прерьшаний)
множества N требований двумя приборами А и В такое, что Ьтгх (s°) <y для

любого заданного числа у.

Покажем, что к этой задаче сводится задача о 3-разбиении (см. вводную
часть этой главы).
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Пусть at и hi — длительности обслуживания требования приборами
АиВ соответственно,Dt —

директивные сроки. Положим

п =4л0, ЛГ={1,2,... , п}\

at
= 0, bt =

е,, ?>,= 3/z0^, /е#°;

дЗя0+1 =0> ^3n0+i
= 2? ^Зл0+1 = 2?;

аЗПо +/
= 3?, Ь3„0 +/

= 2Е, D3„o +/
= C/ - 1)Я, / = 2,..., л0.

Покажем, что в построенной задаче расписание s° такое, что Lmux (s°) <
<j> = 0, существует тогда и только тогда, когда имеет решение задача о

3-разбиении.
Пусть задача о 3-разбиении имеет решение и Nf9 / = 1, ..., л0,—

найденные подмножества. Тогда искомое расписание s° существует и может быть

построено следующим образом. Каждый из приборов АиВ обслуживает

требования непрерывно одно за другим начиная с момента времени d
= 0.

Прибор А обслуживает требования Зп0 + 2, Зл0 + 3, . . .
, 4л0 в указанной

последовательности, а прибор В обслуживает все требования множества N

в последовательности Зл0 + 1, я^о-Зло + 2,п^о, . . .
, 4л0 — 1, 7Г.,о ,

4ло»ЭТлго •

Пусть существует расписание s , тфи котором все требования
обслуживаются в заданные директивные сроки D/, j Е TV. Поскольку Ь3и +i

=

= D3rlo+1, аЗПо+2 + ЬЗЯо+2 = #зл0+2> то при расписании 5° значения

'зл0 + 1,в
= 0, t°3nQ+2tA = 0, г§Яо+2>в = F3n^2tA. Требование Зп0 + 3

не может обслуживаться сначала прибором В, затем прибором Л, так как в

этом случае ^зп0+з,^ > ^з«0+2 и *зл0+з >^зя0+з- Поэтому для
требования Зл0 + 3 справедливы соотношения г§„о+3,л = Г3„о+2,а> 'зл0+з,в

=

= Т3п +з,л- Рассуждая аналогичным образом, приходим к заключению,

что прибор А обслуживает требования Зл0 + 2, Зп0 + 3,..., 4п0 непрерьшно
одно за другим, а требование Зл0 + / обслуживается прибором В во

временном интервале C(/
— 1)Е, C/ — 1)Е], 1 </ <л0. Тогда требования

множества № должны обслуживаться прибором 5 во временных
интервалах ( C/ - 1)Е, Ъ]Е\, 1 </ < п0. Так как Е/4 <et < Е/2 и длина каждого

из указанных интервалов равна Е, то в каждом из них обслуживается
ровно три требования множества №. Обозначая через Nfмножество
требований, обслуживаемых прибором В во временном интервале (C/ — l)E,3jE],
/ = 1,..., л0, получаем решение задачи о 3-разбиении.

Тем самым за О(п0) операций реализовано сведение задачи о

3-разбиении к рассматриваемой задаче распознавания.
5.7. Рассмотрим задачу построения расписания, минимизирующего

число требований, запаздывающих относительно директивных сроков.

Покажем, что задача построения такого расписания (как с прерываниями, так

и без прерываний) NP-трудна, даже если имеется только два

обслуживающих прибора, все требования поступают в систему одновременно и имеют

общий директивный срок.
Доказательство проведем в несколько этапов.

1) Введем в рассмотрение задачу распознавания, которую в дальнейшем

будем называть задачей о разбиении с ограничениями. Эта
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задача заключается в следующем. Имеется множество №={1,2,..., 2и0),
каждому элементу i которого сопоставлено (рациональное) число ei9

причем е (№) = 2Е, О < et < 2Е/п0, i = 1,..., 2п0. Требуется определить,
можно ли разбить множество № на два подмножества N? и N2°, каждое

из которых содержит ровно п0 элементов и е (N?) = е (N2°) = Е.

Докажем, что эта задана NP-трудна. Для этого покажем, что к ней

сводится следующая задача распознавания. Имеется множество№ = {1,2,...
...,й },каждому элементу которого сопоставлено натуральное число

e~t,причем F(N°) = 2Е. Требуется определить, можно ли разбить
множество № на два таких подмножества N^ и N%, каждое из которых содержит

ровно л70/2 элементов, что e~(Ni) =e~(N2°) Сформулированная задача

ЛР-полна и представляет собой известную задачу о разбиении (см. вводную
часть этой главы) в несколько суженной постановке.

Для доказательства сводимости положим:

Ио=л0, ?/
= ^i /=1,...,л0;

2л о
- 1 -

е,= —г Е, i=n0 + 1,...,2л0;
п о

2и0 + 1 =

Е= - Е.
2

Нетрудно проверить, что 0 < ег < 2Е/п0, i = 1,..., 2п0.
Покажем, что построенная задача имеет решение тогда и только тогда,

когда множество № можно разбить на два подмножества JV^0 и N2° с

указанными свойствами.
_

Пусть существует требуемое разбиение множества № на подмножества

Ni° и N2°. Тогда имеет решение задача о разбиении с ограничениями, причем

N$ =N°t и{п0 + 1,п0 +2, /.. ,3п0/2}, N2° = N% и{Зл0/2+1,Зл0/2+2,...
...,2л0}.

Пусть теперь подмножества TV? и N2° —

решение задачи о разбиении с

ограничениями. Тогда каждое из них содержит ровно я0/2 элементов,

больших п0.

Действительно, пусть, например, подмножество N? содержит п0/2 + 1

элементов, больших п 0. Тогда

e(Noy>l^E(I±.+iyi*2o^o-2 „

72 О \ 2 / 2П0

/Лг0ч ^ 2л0-1 =/п0 \ _ 2л§-5й0+2 _

e(Nl)< —^ Е( — _i)+2?= Е+2Е.
п0 \ 2 / 2п0

Следовательно, e(N?) - e(N2°) > B - 2/п0) Ё>0.
Таким образом, в каждом из подмножеств N? и N2° содержится ровно

по/2 элементов, больших лТ0, и ровно >Т0/2 элементов, не меньших лТ0.
Полагая

^? = {/€^1°|1</<лУ0}, ЛГ2°={/€^°|1</</Г0},
получаем требуемое разбиение множества №.

223



Тем самым за 0(п0) операций реализовано сведение задачи о разбиении
(в суженной постановке) к задаче о разбиении с ограничениями.

2) Рассмотрим следующую задачу распознавания, соответствующую
задаче построения расписания, минимизирующего число запаздывающих

требований.
Имеется два прибора А и В и множество N= {1,2,.., п)требований.

Длительности обслуживания требования i Е N приборами А и В

соответственно равны Of и ?;. Задан директивный срок Д общий для всех

требований. Необходимо определить, существует ли такое расписание $ °, при
котором число запаздывающих требований не больше заданного числа у.

Покажем, что эта задача является NP-трудной независимо от того,

разрешены прерывания или нет. Для этого покажем, что к ней сводится задача
о разбиении с ограничениями.

Положим я= 2по,а/ =

ei9 bt = 2E/n0 —ei9i = 1,..., п; D = E. Покажем,

что в построенной задаче расписание s °, при котором число запаздывающих

требований не больше у =
п0, существует тогда и только тогда, когда имеет

решение задача о разбиении с ограничениями.

Пусть задача о разбиении с ограничениями имеет решение, и Л^0,^0 —

найденные подмножества. Поскольку е (N?) =Д то a(N?) =Д и b(N?) =

= и о
• 2D/n0 —D-D. Следовательно, множество требований Л^° может быть

полностью обслужено во временном интервале (О, D], причем в этом

интервале оба прибора не обслуживают требований множества 7V2°.
Расписание обслуживания множества требованийЛ^0 может быть

построено в соответствии с алгоритмом из п. 1.2 § 1 гл. 3 (если прерывания
запрещены) или в соответствии с одним из алгоритмов в § 3 той же главы

(если прерывания разрешены). Множество требований ЛГ20 может
обслуживаться во временном интервале (Д +°°) произвольным образом.

В результате получаем расписание s°9 при котором число

запаздывающих требований равно | Л?? | =
п0 = у.

Пусть существует расписание s°, при котором число запаздывающих

требований не превосходит у. Пусть R — множество всех незапаздываюших

требований. Тогда a(R) <Д Ъ (R) </>. Заметим, что I R \ > п0. Если при
этом I R | > п09 то Ъ (R) = 2D\ R \ /п0 - a(R) > B I R I -n0) D/n0 >D.

Поэтому \R\=n0. Далее, если a(R)<D, то b(R) =2D-a(R)>D.
Следовательно, a(R) =b(R) =D. Полагая N?=R и N? = M#» получаем
решение задачи о разбиении с ограничениями.

Тем самым за О(п0) операций реализовано сведение задачи о разбиении
с ограничениями к рассматриваемой задаче распознавания.

§ б. Суммарное время обслуживания. Одинаковые длительности

В систему с М приборами в момент времени d = 0 поступает множество

N= A,2,..., л } требований. Порядок прохождения приборов нефик-
сирован и может быть различным для разных требований. Предполагается,
что длительности tiL обслуживания требований приборами одинаковы.
Не нарушая общности рассуждений, их можно считать равными единице.
В этом параграфе описываются эффективные алгоритмы построения рас-
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писаний без прерываний, минимизирующих (взвешенную) сумму
моментов завершения обслуживания требований, при условии, что все tiL = 1,
/ = 1,..., п, L = 1,..., М. Если некоторые tiL = 0, то задача минимизации

суммарного времени обслуживания оказывается Л^Р-трудной.
6.1. Рассмотрим задачу построения расписания s* без прерываний,

минимизирующего суммарное время 2?;(s) обслуживания требований
множества N системой, состоящей из М приборов. Предполагается, что каждое

требование должно быть обслужено каждым прибором, причем все

длительности обслуживания tiL = 1.

Пусть дано произвольное расписание s и требования пронумерованы
по неубыванию значений tt(s)9 i €ЛГ. Положим

Np
= ll,29...9p}QN, р=1,...,и, 7(Np,s)= 2 7,(s).

/ е Np

Произвольному расписанию s для исходной задачи соответствует

расписание J обслуживания требований множества N= {1,2,...,«} в

системе, состоящей из М параллельных идентичных приборов, при условии,
что длительность обслуживания каждого требования равна М и в процессе
обслуживания каждого требования допускаются прерывания. Отметим,

что 7,E) = 7/(s"), ieN.
Расписание, которому соответствует минимальное значение

суммарного времени обслуживания в системе с параллельными приборами, можно,
как известно, искать в классе расписаний, при которых процесс
обслуживания каждого требования протекает без прерываний.

Пусть п = кМ + г, к> 0, 0<г<М, киг — целые числа. В качестве

оптимального расписания для построенной задачи с параллельными

приборами может быть выбрано, например, расписание, при котором г приборов
функционируют без простоев во временном интервале @, (к + 1)М] и

обслуживают (без прерываний) по к + I требований каждый, а остальные

М - г приборов функционируют без простоев в интервале @, кМ] и

обслуживают (без прерываний) по к требований каждый. Суммарное время
обслуживания при таком расписании равно (к + 1)Мг + М2к(к + 1)/2.

Таким образом, при любом расписании s для исходной задачи имеет

место соотношение

7(NkM + r,s)>(k+l)Mr+M2k(k+l)l2. F.1)

Укажем несколько способов построения расписания s*9 при котором
в F.1) имеет место знак равенства.

Поскольку в процессе обслуживания не допускается прерываний, то

искомое расписание s* однозначно определяется матрицей \\tiL(s*)\\
моментов завершения обслуживания каждого требования каждым прибором.

Введем в рассмотрение матрицу Л = ||XL<7||, где \Lq = /, если прибор L

обслуживает требование iGN q-ым по порядку.

1) Пусть п = кМ. Матрицу Л построим следующим образом. Пусть Л/ —

матрица размерности М X" М, представляющая собой латинский квадрат,

построенный на множестве { (/ — 1)Л/ +1, (/ — \)М + 2,..., JM},
Kj<k (см. § 2 этой главы).
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Будем интерпретировать матрицу Л/ как подматрицу матрицы Л,
содержащую ее столбцы с номерами (/ - \)М + 1, (/ - \)М + 2,..., ]М. Поло-

™*MTXbqtL(si) = q,q= 19... ,п9 L=1,...,M.

При расписании sj , определяемом матрицей || tiL(s* )И, ровно М

требований будут обслужены к каждому моменту времени jM, 1 </<?,

поэтому t (Nn, si )=М2к(к + 1)/2, т.е. расписание si оптимально.

Отметим, что в рассматриваемом случае расписание sj является также

оптимальным по быстродействию. Кроме того, t(Np, sl)< t(Np, s) для

всех р, 1 <р < п, и любого расписания s.

2) Пусть п = кМ + г,к>0,0 <г<М. Дополним множество требований
М - г фиктивными требованиями п + 1, и + 2, ..., л +М- г, длительность

обслуживания каждого из которых любым прибором положим равной
единице. Матрицу Л = || \Lq || размерности М X (? + 1)М разобьем на к + 1

подматриц Л/, содержащих столбцы матрицы с номерами (/ — \)М + 1,
(/-1)ЛГ + 2,...,/М, 1</<*+1.

а) Пусть каждая из подматриц Лу- представляет собой латинский

квадрат, построенный на множестве {(/ - \)М + 1, (/ - \)М + 2,..., /Л/},
1</< к+1.

Положим TxLq9b(si ) = q,q=l,...,n+M-r,L = l,...9M9\Lq<n-
При расписании si , определяемом матрицей \\tiL(sl)\\, ровно М

требований обслуживаются к каждому моменту времени /Л/, 1 </ < к, и г

требований — к моменту времени (к + 1)М. Поэтому

_

*

t(Nn,sl)= 2 jM2 +(к+1)гМ = М2(к + \)к/2 +(А:+1)гМ,
7 = 1

т.е. расписание si оптимально.

Нетрудно проверить, что t(Np, s%) < t(Np, s) для всех р, 1 < р < и,

и любого расписания s.

Отметим, что расписания si и si остаются оптимальными и в случае,

когда каждое требование должно обслуживаться без задержек.
б) Пусть к> 1 и каждая из подматриц Л;- представляет собой латинский

квадрат, построенный на множестве {(/ — \)М + 1, (/ — \)М + 2,..., /Л/},
1 < / < к — 1. Пусть подматрица Ак представляет собой латинский

квадрат, построенный на множестве {(к — \)М + 1, (к — \)М + 2, ...

..., (к - \)М + г, кМ + г + 1, кМ + г + 2,..., (к + 1)Л/}, а подматрица

Ak + i
— латинский квадрат, построенный на множестве {(к —1)М + г+ I,

(к-1)М + г + 2,...,кМ + г).
Если в некоторой строке L, 1 < L < М, матрицы Л расположен элемент,

равный кМ + г +/, 1 </ < М - г, заменим его на элемент, расположенный
в той же строке и в столбце с номером кМ + г + /. После того как

подматрица Afc не будет содержать элементы, большие чем кМ + г, исключим из

рассмотрения столбцы матрицы Л, номера которых превышают кМ + г.

Полученная при этом матрица Л имеет размерность М X (кМ + г) и

представляет собой латинский прямоугольник, построенный на множестве N.

Положим7^L 05 ) = <7,<7
= 1,...,л, 1 = 1,... ,М.
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Таблица 6.1

L ^\^
1

2

3

1

1

2

3

2

2

3

1

3

3

1

2

4

4

5

6

5

5

6

4

6

6

4

5

7

7

8

9

8

8

9

7

При расписании s| > определяемом матрицей \\tiL(sl )||, ровно М
требований обслуживаются к каждому моменту времени /Л/, 1 < / < к — 1,
г требований — к моменту времени кМ и М требований — к моменту

времени кМ + г. Поэтому

_

к-\

t(Nnisl)= 2 jM2 +kMr+M(kM + r) =
/ = i

= М2к(к+ 1)/2 +(к+1)Мг,

т.е. расписание s% оптимально.

Отметим, что это расписание будет также оптимальным по

быстродействию, так как тах{г,0зI* € N} = кМ + г = п. Построение матриц Л и

||rfx(s*)|| в каждом из рассмотренных выше случаев требует выполнения

не более чем 0(пМ) операций.
6.2. Пример. Восемь одновременно пришедших в поликлинику

пациентов должны пройти медицинский осмотр, побывав на приеме у трех

врачей различной специализации. Время пребывания пациента у каждого

из врачей равно 10 минутам. Требуется таким образом организовать
прохождение медосмотра, чтобы суммарное время, затраченное всеми

пациентами, было минимальным.

В качестве единицы измерения времени выберем 10 минут и придем к

ситуации, рассмотренной в п. 6.1. Здесь п = 8, М = 3, к = 2, г- 2.

Построим оптимальное расписание вида sj из п. 6.1.

Добавим фиктивного "пациента", присвоив ему номер 9. Остальных
пациентов пронумеруем числами от 1 до 8.

Положим

123|456|78 9

Л- 3 1 2

2 3 1

6 4 5

5 6 4

9 7

8 9

8

7

Моменты завершения обслуживания пациентов приведены в табл. 6.1.

Соответствующее расписание изображено на рис. 6.1 а.

Построим также расписание вида s% из п. 6.1.

В качестве исходной выберем матрицу

Л =

1

3

2

2

2

3

3

1

1

4

9

5

5

4

9

9

5

4

6

8

7

7

6

8

8

7

6
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Рис. 6.1

Преобразованная матрица выглядит следующим образом:

Л =

4

7

5

5

4

6

8

5

7

Моменты завершения обслуживания пациентов приведены в табл. 6.2.

Соответствующее расписание представлено на рис. 6.1 б.

Суммарная длительность обслуживания при обоих построенных
расписаниях равна 45 единицам времени D50 минут). Последнее расписание
оптимально по быстродействию.

6.3. Рассмотренная в предыдущих пунктах ситуация допускает
естественное обобщение. Каждому требованию i Е N сопоставим вес wt > 0 и

укажем способ построения расписания s* (без прерываний), при котором

величина 2 Wftt(s) была бы минимальна. По-прежнему предполагается,

чтовсеГ|Х
= 1,/= 1,... ,п, L = 1,... ,Л/.

Пронумеруем требования таким образом, что Wj > w2 > ... > ww.

Очевидно, для любой последовательности х1э х2,. хп

неотрицательных чисел линейная форма Е Wfjcy. достигает наименьшего значения
/=1

Таблица 6.2

L ^\^
1

2

3

1

1

2

3

2

2

3

1

3

3

1

2

4

4

5

6

5

5

6

4

6

7

8

5

7

8

4

7

8

6

7

8
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на множестве всех перестановок вида (j\, /2,..., /„) при х/ <Xj <...

... < jc7/j. Следовательно, расписание s* следует искать в классе S

расписаний s таких, что последовательность *i(s), t2(s), ..., tn(s) моментов

завершения обслуживания требований является неубывающей.
Покажем, что в качестве расписания s* может быть выбрано либо

расписание s\, если п = кМ, либо s\, если п = кМ + г, 0 < г < М, где расписания

si и $2 построены так, как описано в п. 6.1. При этом, очевидно, s* Е S.

Из п. 6.1 следует, что для произвольного расписания s Е S и указанного

расписания справедливы соотношения

2 7,E*) < 2 7,(s), р=1,...,и. F.2)
/=i /=1

п
_

п
_

Покажем, что 2 wfrf-(s*) < 2 w,- rf E). Действительно, положим ;>„
=

i=i /=i

=
w«» .Ур

=

wp
-

wp+i> P =
n- l,n -2,... ,2,1. Заметим, что все7р> 0

.

и справедливо соотношение w,-
= 2 ур, / = 1,..., п.

p=i

. Учитывая F.2), имеем

2 w,F,(s') = I ?,(**) ЬР =

/ = 1 1 = 1 р
=

I

= 2.2 7,@ < 2 7р 2 7,(s) < 2 w,7,(s).
p = i *? = i p

= i 1 = 1 1 = 1

Таким образом, для построения оптимального расписания s* достаточно

пронумеровать требования по невозрастанию весов wi9 положить s* = s\,
если п = fcAf, или s* = sj э если л = кМ + г, А:> 0, 0 < г <М. Трудоемкость
построения s* не превосходит 0(nlogn + яМ) операций.

6.4. Покажем, что в случае, когда некоторые tiL
= 0, а остальные tiL = 1,

задача построения расписания, минимизирующего суммарное время
обслуживания, является NP-трудной. Напомним, что запись tiL = 0 означает,
что требование / Е N = {1,2, ...,л} прибором L Е JI = {1,2, ...,Л/}
не обслуживается.

Рассмотрим соответствующую задачу распознавания: определить,
существует ли расписание 5° (как с прерываниями, так и без прерываний)

такое, что 2 /,(s°) < у для заданного у. Покажем, что к ней сводится

задача о 3-раскраске 4-регулярного графа (см. вводную часть данной главы).
Положим п = 95|ЛГ| + 5 \U\, N= {l, 2,..., л}; М = 25 \Х\ + 5 \U\,

Jt ={l, 2,..., \f). Как известно, число ребер произвольного графа равно
полусумме степеней его вершин. Так как граф С 4-регулярный, заключаем,

что|?/| = 2Ц1Л,т.е.#1 = ЗЛ#.

Множество JC приборов разобьем на два подмножества Л(У)
и^(Х). Первое подмножество содержит S\U\ приборов,
соответствующих ребрам uk GU графа G и обозначаемых Ut(k), 1 < / < 5,
1 < к < | U\. Второе подмножество состоит из 25 \Х\ приборов, соответст-
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вующих вершинам XjGX графа G и обозначаемых Xlq(j\ 1< /<5,
1<?<5, 1</< \Х\.
Множество N требований разобьем на три подмножества N(W),

N(U)9N(X).
Множество N(W) требований состоит из 251X1 требований,

обозначаемых WiqU)> * < ' < 5, 1 < q < 5, 1 < / < \Х\. Если в графеG
вершине Xj инцидентны ребра и* , «j^ , м* , и* , то требование wJq(J),
1 < / <5, 1<<7<5, обслуживается четырьмя приборами Ui(kt)9 Ut(k2)9
Ut (к3)9 Ui (к4) из множества *M.(U), а также прибором Хщ (/) и не

обслуживается всеми другими приборами.
Множество NA1) требований состоит из 5 | U\ требований,

соответствующих ребрам ик графа G и обозначаемых ир(к)9 1 < р < 5, 1 <fc < | ?/|.

Требование ир(к) обслуживается только пятью приборами вида ?//(?),
К / <5.

Множество N(X) требований состоит из 70 |АГ| требований,
соответствующих вершинам х/ графа G и обозначаемых xIp(f)9 1 < / < 5,
1 < р < 14, 1 < / < \Х\. Требование xip(j) обслуживается пятью

приборами XXq(/), К q < 5.

Таким образом, каждое требование множества N должно быть

обслужено ровно пятью приборами. Длительности обслуживания положим

равными единице.

Покажем, что задача о 3-раскраске 4-регулярного графа имеет решение
тогда и только тогда, когда в построенной задаче существует расписание s°
такое, что 2 t(s°)<\0n.

1) Пусть граф G 3-раскрашиваем и Xl9 X2, Х3 - найденные
подмножества вершин. Разобьем множество требований N на три
непересекающихся подмножества Nl9 N2 и N3 следующим образом. Для каждого г,
1< г <3, положим Й/г= {w/<7(/)|/=l,2,3,4,5,<7=l,2,3,4,5,jc/GAr1>.
Пусть Ur — множество, состоящее из всех требований вида ир(к)91 < р < 5,

таких, что ребро ик не инцидентно вершине из Хг. Определим также

Pi = (M/)l'= 1,2,3,4,5, /7=1,2,3,4, х,еХг} U

U {х/р(/)|/= 1,2,3,4,5, р = 5,6,7,8,9, х,ехгих3}9

^2 = {^p(/)l/=l,2,3,4,5, р
= 5,6,7,8,9, х,еХг} U

U {х/р(/)|/=1,2,3,4,5, р=1,2,3,4, х/еЛГа}и
U {*/р(/)|/=1,2,3,4,5, р= 10,11, 12, 13,14, XyG^},
Из={*/р(/)|/=1,2,3,4,5, р= 10,11,12,13,14, x,eXtUX2} U

U {^Р(/)|/=1^,3,4,5, р= 1,2,3,4, XyGZa).
Положим Afr

= Wr U Gr U Vry г = 1, 2, 3. Покажем, что обслуживание
всех требований каждого из подмножеств Nl9 N2 и N3 может быть

осуществлено за 5 единиц времени. Доказательство проведем для
подмножества Ni (для других подмножеств доказательство аналогичное).

Зафиксируем некоторый прибор Ut (к) G JC (U). По построению,
он может обслуживать только требования из множеств N(U) и N(W).

Если ребро ик инцидентно некоторой вершине xt G Хх, то требования
Wiq(i), 1 < q < 5, принадлежат множеству ^С^и должны

обслуживаться прибором Ui(k). С другой стороны, если ик
= (xh лг;), то требования
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w/G(/), l</<5, 1<<7<5, не принадлежат множеству WX9 так как

вершина Xf не принадлежит Хх. Так как ребро ик инцидентно вершине xt G Хх,

то требования ир(к\ 1 < р < 5, не принадлежат множеству Ul9 а значит,

и множеству Nx.

Пусть ребро wfc не инцидентно ни одной вершине из Хх. Тогда

прибор Ui(k) не обслуживает ни одного требования множества Wx. С другой
стороны, этот прибор будет обслуживать требования ир(к\ р

= 1,2,3,4,5.
Зафиксируем некоторый прибор Xlq(j) E JC (X). По построению, этот

прибор может обслуживать только требования из множеств N(X) hN(W).
Предположим, что jc;- е Хх. Тогда требование w/<7(/) принадлежит Н^

и обслуживается прибором Xlq (/). Кроме того, прибор Xlq (/) обслуживает

требования xlp(f)y 1 < р < 14. Однако tio построению требования х/р(/),
р
= 1, 2, 3, 4, принадлежат множеству Xi9 а оставшиеся требования

этому множеству не принадлежат.
Если Xf $X%, то прибор Xiq(j) не обслуживает ни одного требования

из множества Wt. Кроме того, требования х1р(/), pG {l, 2, 3, 4, 10, 11,
12, 13, 14} не принадлежат множеству N\. Таким образом, из требований
множества Nx прибор XXq{J^) обслуживает только требования xXp(J\
5<р <9.

Итак, каждый прибор обслуживает ровно пять требований каждого

из подмножеств Nl9 N2 и N3. Поскольку суммарная длительность

обслуживания каждого требования также равна 5, можно сделать вывод, что

|Wr|=M,r=l,2,3.
Используя методы, описанные в § 3 этой главы, можно построить

расписание s° обслуживания требований множества Nr в интервале
E (г — 1), 5г]. При этом обслуживание каждого требования множества W,.
завершится в момент времени 5 г, откуда следует, что расписание s°
является искомым.

2) Покажем, что из существования расписания s° такого, что

2 tt(s°) < Юл, следует, что граф G 3-раскрашиваем.

Рассмотрим произвольное расписание s и предположим, что требования

пронумерованы таким образом, что 11 (s) < 12 (s) <... < tn (s).

Пусть TM(s) = 5. Тогда Tt(s) = 5, 1 < i < M, и в интервале @, 5]
обслуживаются только требования с номерами, не превосходящими М. Это

означает, что tM+1(s) > 10. Аналогично можно доказать, что t2M + i(s)^
> 15, если tM + 1(s)= 10.

а) Покажем, что для каждого г, 1 < г < 3, справедливо следующее
соотношение:

гм
_

2 ti(s) > 5rM. F.3)
,= (Г_ \)М + 1

Зафиксируем некоторое г, 1 < г < 3. Если f(r-i)M+i(s) > 5г, то

F.3), очевидно, имеет место. Пусть *(r-i)M+i < 5г. Исключим из

рассмотрения требования с номерами, большими гМ (если г < 3). В

интервале (Г(г_1)М+1(«), 5г] может быть обслужено не более М — 1

требований, поэтому суммарная длительность простоя всех приборов в этом
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интервале отлична от нуля. Так как суммарная длительность

обслуживания каждого требования равна 5 и в интервале (9, 5 г] имеются простои,
то TrM(s) > 5г. Следовательно, найдется такое требование т < гМу что

^<г-1)Л#+1@ < Hr-1)M+2(S) < <Jm(s) < 5Г, Tm + 1(s) > 5Г.

Пусть А г
— суммарная длительность простоя всех приборов в интервале

ш

(О, 5г]. Очевидно, Аг > 2 Eг — tt(s)). С другой стороны,
/= (г - i)M+ 1

требования т + 1,..., гМ могут быть обслужены в интервале Eг, 5г + Аг],
rM

_

откуда следует, что 2 (tt(s) — 5г) > Аг. Из полученных соотноше-
/ = т1 + 1

ний непосредственно следует соотношение F.3).
_

•

б) Покажем, что для расписания s соотношение 2 f/(s) < 10п (или,
_

/е N

что то же самое, 2 tt(s) < ЗОЛ/) справедливо тогда и только тогда,

_

/е N

когда trM = 5г, 1 < г < 3.

Достаточность этого утверждения очевидна. Докажем необходимость.
Так как F.3) выполняется для любого расписания и любого г, 1 <г <3,
то 2 Tt(s) > ЗОЛ/. Покажем, что TrM(s) = 5r, 1 < г < 3, если

/j= N
2 ^E)= ЗОЛ/.
iGN

_

п
_

п
_

Пусть rM(s) > 5. Тогда 2 ff E) > 5Л/и в силу F.3) 2 f/(s) > ЗОЛ/,
i=i i=i

что невозможно. Итак, tM(s) = 5. В этом случае, как было показано выше,

Тм+ i (s) > 10. Следовательно, Т2М(s) > 10. Предположим, что г2м(s) >
п
_ _

> 10. Тогда в силу F.3) 2 tt (s) > ЗОЛ/. Поэтому t2M(s) = 10. Рас-
/ =1

_

суждая аналогичным образом, убеждаемся, что гъм(s) = 15.
_

Таким образом, при расписании s°, для которого 2 t{(s0) < 10w,
1 е N

к каждому моменту времени 5, 10, 15 завершается обслуживание ровно
Л/ требований. Пусть Сг — множество требований, обслуживание которых
завершается в момент времени 5г, 1 <г <3. Так как \СГ\ = Л/, то

требования этого множества и только они обслуживаются в интервале

E (г — 1), 5г], причем в этом интервале ни один прибор не простаивает.

в) Пусть некоторое требование vv7 q (j\) из множествами/)
принадлежит множеству Сг.Покажем,что ЩхЯЦ\) GCr,q = 1, 2,3,4,5.

Предположим противное: существует требование Wiiq2(ii) ф Сг,
1 < Qi < 5. В этом случае прибор Хг qx(j\) обслуживает требование

Щ1Ях(п) в интервале E(г - 1), 5г], а прибор XiiQ2 (j'i) не

обслуживает требование Щ q (]\) в этом интервале. Кроме того, приборы
%i q(J\)> Я = 1» 2, 3, 4, 5, должны обслуживать требования из

множества N(X), принадлежащие Сг. Таких требований может быть не более

четырех, поскольку прибор Xliqi(fi) уже обслуживает одно требование.

Но тогда прибор Л^ДЛ) в интервале E(г - 1), 5г] обслуживает не

более четырех требований, что невозможно.
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г) Если существуют такие ЩЯ1(г) G Сг и w/<7a(/) e Сг, то ребро
к*

= (*/» */) ^ ^ Действительно, если бы граф содержал указанное ребро,
то прибор Uj (к) должен был бы обслуживать не менее 10 требований во

временнбм интервале, длина которого равна 5.
Положим Xr = {xf e X\ wlq(i) G Cr}, 1 <г < 3. Очевидно, Хъ Х2

иХз задают 3-раскраску множества вершин графа G.
Поскольку задача о 3-раскраске 4-регулярного графа iVP-полна и

реализация ее сведения к рассматриваемой задаче распознавания требует
выполнения полиномиального (относительно \Х\) числа операций, то

задача построения расписания, минимизирующего суммарное время
обслуживания, в случае, когда все tiL € {0,1}, является МР-трудной.

§ 7. Суммарное время обслуживания. Различные длительности

В систему с нефиксированными маршрутами, содержащую М приборов,
в момент времени d = 0 поступает множество N= {1,2,..., л)
требований. Известны длительности обслуживания tiL > 0 каждого требования
/ G N каждым прибором L, 1 <Z, <M. Запись tiL

- 0 означает, что

требование / не обслуживается прибором L. Необходимо построить расписание,
минимизирующее суммарное время обслуживания требований 2 tt.

/е N

В этом параграфе показано, что рассматриваемая задача является

NP-трудной в сильном смысле при М > 2 (если прерывания в процессе
обслуживания запрещены) и приМ> 3 (если прерывания допускаются).

7.1. Пусть в процессе обслуживания каждого требования каждым

прибором запрещены прерьюания. Покажем, что задача построения

расписания, которому соответствует наименьшее значение суммарного времени

обслуживания 2 th является NP-трудной в сильном смысле.

Сформулируем соответствующую задачу распознавания при М
= 2:

имеется два прибора А и В и необходимо определить, существует ли такое

расписание 5° (без прерываний), при котором 2 */(s°) <у для любо-
/е n

го заданного числа у. Покажем, что к ней сводится задача о 3-разбиении
(см. вводную часть этой главы).
Положим

и = Зп0Е + 3/20 + 1, g = Зп0Е + Зл0 + 6,

v = п0(Е+ 1)& / = uv+g + E,

г = 3n0E + n0ug+n0(n0 - l)u(g + E)/29
h = r+ 1 +(л0 + \)g, x = 2(n0 +h)f,
n =

n0 + 1 +2/z +n0u, TV = {1,2, ,/*}.

Множество N требований разобьем на 4 группы: F-требования,
обозначаемые Fy, / = 0, . . .

, л0; ^-требования, обозначаемые Xly I = 1,. . .
, h;

У-требования, обозначаемые У/, / = 1, . . .
, h; {/-требования, среди

которых будем различать F-требования, обозначаемые V,-k, j = 1, . . .
, п0,

& = 1, . . .
,
и — 3, и W-требования, обозначаемые Wi9 i - 1, . . .

, Зп0.
Длительность обслуживания требования i Е N приборами А и В обозна-
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чим соответственно через at и bt. Положим

aF0
= 0, bFo = g;

aFj
= f> bFf

= g, j = 1,..., n0;

**i
= *У/ = *> *>ЛГ/

"

«У/
= 0, / = 1,..., A;

aVjk
= 0, bVjk

=
у, /=1,...,я0, fc = 1, ...,и-3;

«w,
= 0, *w, = и + */, / = 1,..., Зл0.

Обозначим

F= 2° (* + //), J?= 2 (л0/+/*),
/ = о / = i

_

h
_

«о-1 и

Г= 2 (л0/+^ + /х), *У = Зи0? + 2 2 (g + kf+jv),
/ = 1 / = О fc = 1

у
= F+x+F+tf.

Покажем, что в построенной задаче расписание 5° такое, что

2 Tf(s°) <,y> существует тогда и только тогда, когда имеет решение
/е N

задача о 3-разбиении.
7.2. Пусть задача о 3-разбиении имеет решение и #?, ЛГ§, . . . , #й0 —

найденные подмножества множества №. Каждое подмножество Nj ,

1 < / < п0, состоит из трех элементов ocj г, а/ 2,<*/ з множества №.

Расписание s° можно построить следующим образом. Положим

'f0
=

tFQB
= & fF/i4

= //, 1F. =

rF/B
= ff+g, j = 1,..., ло;

txi^tXiA
= "<>/+/*, tYl=TYlB =n0f+lx+g9 /= 1 A.

Пусть, кроме того, в интервале (? + (/ — О/,//] приборZ?
обслуживает требования К/ь К/2, . . .

, К/,м_3, И/а/1, Waj2, Waf3 в указанной

последовательности, /= 1,... ,я0.
Нетрудно проверить^ что_суммарное время обслуживания всех F-, Z-

и ^-требований равно F + X + Y. Вычислим суммарное время
обслуживания всех ^/-требований. По построению имеем"

п0 и - з
_

зл0
_

я0 и - з

2 2 tv + 2 rw = 2 2 (* + (/-1)/+*и) +

/= 1 fc= 1
'*

/=i
'

/=i^=i

+ 2 (* + (/-1)/+(и-2)и + ев/1)+ 2 U + (/-l)/ +

/=i
'*

/=i

+ (n-l)w + ee/1+ee/2) + 2 (^ + (/-1)/+ми + ев/1+ев/2+ев/3)
=

= 2° 2 (* + (/-1)/+*и)+ 2° Cee/1+2ee/2+ee/3)<
/= 1 к= 1 /= 1 /! ,2 /:J

< 2 2 С^ + гУ+^ + Зло^^ U.
/= о ^= 1
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Таким образом, при построенном расписании 5° суммарное время

обслуживания всех требований множества^ не превосходит у.
_

7.3. Пусть существует расписание 5°, при котором 2 f,(s°) < у.
/е N

Покажем, что в этом случае имеет решение задача о 3-разбиении.
Не нарушая общности, можно считать, что F-требования и ЛГ-требова-

ния обслуживаются прибором Л, а У-требования — прибором В в такой

последовательности, что

*F0A
~

*F0A
= 0, fFj^xA < tF.Ai j = 1,...,W0,

*XjA < *Xi+ XA> *УгВ < 'У/ + XB> / = 1, • .- ,h.

1) Покажем, что при расписании s° выполняются соотношения t°x д >

>И0/ И fyiB > Л0/+ g.

Предположим, что t°x a ^ n0f и существует требование У/, 1 </ <Л,

для которого Гу/В < n0f + g. В этом случае / = 1, поскольку Ъуг
- х>

> Ио/ + g и, следовательно, fy^ > n0f + g, даже если Гу/В
= 0.

Суммарное время обслуживания У-требований можно ограничить снизу
величиной

h

У = х + 2 (n0f + g + lx) = Y - n0f - х.

/= 2

Если предположить, что все (/-требования обслуживаются в интервале
@, п0 f + g], то суммарное время обслуживания этих требований можно

^
"о"

ограничить снизу величиной С/j = 2 jv = U — г.

/ = *

Оценка #\ вычислена в предположении, что Длительность
обслуживания каждого (/-требования, включая W-требования, равна и, и эти

требования обслуживаются прибором В непрерьюно одно за другим начиная с

момента времени 0.

Сделаем предположение, что найдется по крайней мере одно F-требова-
ние, например F„o, для которого tFn B>x+g. Суммарное время обслу-

°

~ "о'1
живания F-требований можно ограничить снизу величиной Fx = 2 // +

_

J=1
+ х + g = F-n0f-n0g + x.

Тогда суммарное время обслуживания всех требований множества N

не меньше величины Fx +X+Y + UX = у+х- 2п0 /- (л0 + l)g - г, кото-

торая больше у, что невозможно.

С другой стороны, если предположить, что все F-требования
обслуживаются прибором В в интервале @, п0 f + g], то суммарное время

обслуживания F-требований может быть ограничено снизу величиной

F2 = Ъ jf=F-(n0 + \)g.

Тогда суммарное время обслуживания ^/-требований будет не меньше

"ои
~ г

_

чем U2 - 2 jv + v+x=U—r— n0uv + v + х, поскольку по крайней
/= 1
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мере одно из (/-требований будет обслужено не ранее момента времени
X + V.

Суммарное время обслуживания всех требований множества N будет
в этом случае не меньше чем F2 + X + Y + U2 =.y+x + u-r- n0uv -

- nQf - (ио + 2)g, что невозможно.

Таким образом, при расписании s° соотношения t°x А > n0f и Г у в <

< Ло f + g одновременно не могут иметь места.

Проводя аналогичные рассуждения, можно показать, что при
расписании s° одновременно не могут иметь места следующие пары
соотношений: t°XiA < n0f и t°YiB > n0f+g, t°XiA < n0f и t°YB < n0f+g.

2) Покажем, что при расписании s° выполняются соотношения t°x a
~

= "of, 'у, я
= "of+g-

Предположим, что t°x А
> л0/, например t°x А

= л0/ + 1. Тогда

суммарное время обслуживания всех ^-требований окажется не меньше чем X + h.
Если в качестве нижней оценки суммарного времени обслуживания

F-требований взять величину F2, (/-требований —

величину (/,, У-требований —

величину У, то суммарное время обслуживания множества TV требований
будет не меньше чем у + (h - г - (л0 + \)g) = у + 1, что невозможно.

Аналогичным образом доказывается недопустимость соотношения

t°YB > nQf+g.

Итак, t°x A
= л0/ и Г

у в
= л0/ + g. Отсюда, очевидно, следует, что

tFjA
= //,/= 1, ..., л0. Кроме того, в интервале @, л0/ + g] прибор В

не простаивает и обслуживает все F-требования и (/-требования. Если бы

прибор В простаивал, то обслуживание этим прибором по крайней мере
одного из {/-требований или F-требований началось бы не ранее момента

времени tY в =л0/ + ?+*, что привело бы к тому, что суммарное время

обслуживания всех требований превысило бы допустимое значение.

3) Покажем, что расписание s° без увеличения суммарного времени

обслуживания может быть преобразовано в расписание s такое, что

tF-A ^ ^FiB»/ = 0,... , л0. Число выполняемых при этом операций
ограничено полиномом от л.

_

Пусть р, 0 <р < л0, - наименьший индекс, для которого tFA> t°F в.

Докажем существование такого F-требований (обозначаемого через F*),
что pf + g < TV*B < pf+g+v.

Если в интервале (pf - v - F/2, (р + 1)/] прибор В обслуживает

некоторое F-требование, то им окажется требование F,-, где / < р. Тогда,
не увеличивая суммарного времени обслуживания, можно поменять

местами требование F{ и непосредственно предшествующее ему требование в

последовательности, в которой эти требования обслуживаются прибором В.
Описанное преобразование будем повторять до тех пор, пока не придем

к расписанию, при котором tp. в < pf — v — Е/2. При этом прибор в

интервале (pf — v — Е/2, (р + 1)/] обслуживает только (/-требования.
Длина интервала такова, что даже если все W-требования

обслуживаются прибором В в этом интервале, то в нем может быть обслужено еще не

менее четырех F-требований.
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Поскольку длительность обслуживания каждого К-требования меньше

длительности обслуживания любого W-требования, можно считать, что в

последовательности, в которой прибор В обслуживает требования в

интервале ( р/ — V - Е/2, ( р + 1)/], F-требования предшествуют
^-требованиям.

Пусть V9 —

первое из указанных F-требований, для которого имеет

место соотношение tv>B > р/. Из предыдущих рассуждений вытекает,

что такое требование существует и следующее за ним требование будет
также F-требованием. Очевидно, tv»B < pf + v + g. Если при этом

Ту'в > Pf + 8> т0 положим V*
~ V'. В противном случае в качестве V*

выберем требование, следующее за требованием V'. Нетрудно проверить,
что обслуживание требования V* завершается в интервале (р/ + g,

p/ + * + w].
Используя требование V\ осуществим дальнейшее преобразование

расписания. Уменьшим на величину g время начала обслуживания

прибором В всех требований, следующих за требованием Fp до требования V*

включительно. Положим t°F в
- tv*B. Поскольку tFB > р/ + ?,то

получаем TFpA < t°FpB.
При указанном преобразовании может возникнуть конфликтная

ситуация, когда некоторое требование Fy, 1 < / < р, должно обслуживаться

прибором В в интервале ((/ — 1)/,//]. В этом случае в

последовательности, в которой требования обслуживаются прибором В, выделим

требование, непосредственно следующее за Fj. Это требование является К-тре-
бованием, в чем нетрудно убедиться, проводя такие же рассуждения, как и

при доказательстве существования V*. Поменяем местами требование
Fj с выделенным требованием.

__

В любом случае получаем расписание sl, при котором tFfA < t%.By
/ = 0, . . . ,р. К расписанию s1 могут быть применены те же

преобразования и т.д., пока не будет получено расписание s, при котором tF.A <

^ 'f/B. / = 0, . . .
, п0. Нетрудно убедиться, что число выполняемых при

этом элементарных операций полиномиально зависит от числа F- и

{/-требований.

Покажем, что при переходе от одного расписания к другому
суммарное время обслуживания требований не увеличивается. Для этого,
очевидно, достаточно рассмотреть расписания s° и sl.

Поскольку при исходном расписании s° имеем t°F.B > jf, можно счи-

тать, что в каждом временном интервале (//, (/ + 1)/], 0 </ <р, после

выполнения описанных преобразований прибор В обслуживает только

одно F-требование, а именно требование Fj. Кроме того, в каждом из

этих интервалов прибор В обслуживает не менее чем (/ — g)l(v + Е/2)
{/-требований (поскольку длительность обслуживания этим прибором
любого ^/-требования не превосходит v + Е/2).

Из соотношений v = п0(Е + l)g > n0Eg > п0Еи > иЕ/2 -ЗЕ/2 следует,
что Е > иЕ/2 - v -Е/2. Отсюда uv + Е > uv + иЕ/2 - v - Е/2 = (и - 1) X

X (и+?/2).
Так как uv + Е = f — g, приходим к заключению, что число G-требова-

ний, обслуживаемых в каждом интервале (//, (/ + 1)/], 0 </ <р, при-
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бором 2?, больше чем и — 1. Другими словами, в интервале @, (р + 1)/]
на каждое обслуженное прибором В F-требование приходится не менее

и {/-требований.
Пусть п — число требований, для которых время начала обслуживания

прибором В было уменьшено в процессе преобразования исходного
расписания. Тогда среди них окажется не менее 1_Я/и J F-требований. Для
требования Fp при исходном расписании выполнялось соотношение

tF B < t% а , поэтому tF = tp л = pf. После преобразования
расписания имеем tF a < tp в и tp = tp в <pf + v + g no построению. Таким

образом, момент завершения обслуживания требования Fp увеличился
не более чем на v +g единиц времени.

При ликвидации конфликтных ситуаций момент завершения

обслуживания каждого из требований Fj, О < i <р, мог увеличиться на и

единиц времени.
Таким образом, чтобы показать, что проведенные преобразования не

увеличили суммарное время обслуживания требований, достаточно
убедиться в справедливости неравенства

ng > v + g+L.n/uJv.

Очевидно, п> и. Положим п =ки + z, где к> 1 иг,0 <z < и, - целые

числа. Интересующее нас неравенство равносильно неравенству (ku + z)g>
> v + g + kv. В результате деления обеих частей этого неравенства на# и

выполнения очевидных преобразований получаем
ku+z > (к+1)п0(Е+1)+ 1.

Учитывая, что и = Зп0Е + Ъп0 + 1, получаем

3n0kE+3n0k + k + z > п0кЕ+ п0к + п0Е+ п0 + 1.

Последнее неравенство, очевидно, имеет место и равносильно исходному.

4) Покажем, что расписание s без увеличения суммарного времени

обслуживания требований может быть преобразовано в расписание Гтакое,

что tpfB
— tp.A < v + F/2, j = 0,. . .

, п0. Число выполняемых при этом

операций ограничено полиномом от л.

Если при расписании 5 выполнено t°F в
— tp А > v + Е/2 для

некоторого р, 0 <р <г20, то в последовательности, в которой требования
обслуживаются прибором В, выделим требование, непосредственно
предшествующее требованию Fp. Это требование является (/-требованием, так как во

временно'м интервале (pf, (р + 1)/] прибор В не обслуживает других

F-требований, кроме требования Fp. Поменяем местами требование Fp
и выделенное (/-требование. Суммарное время обслуживания не

увеличится, и поскольку длительность обслуживания любого (/-требования
прибором В меньше чем v + F/2, то требование Fp по-прежнему будет
единственным F-требованием, обслуживаемым прибором В в интервале

(P/,(P+1)/].
Приводя указанные преобразования необходимое число раз, получаем

искомое расписание Г. Нетрудно убедиться, что число выполняемых при
этом операций зависит полиномиально от числа F- и (/-требований.
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5) Покажем, что при расписании Г в каждом временном интервале

(JfiB » fF- + гв]»/ = 0» • • •
у по — 1» прибор 5 обслуживает не более и + 1

и не менее к — 1 (/-требований.
_

Предположим, что существует интервал (tF B,t% + в], 0 <р <п0 — 1,

в котором число {/-требований, обслуживаемых прибором В, равно и — 2.

Длина указанного интервала будет не меньше чем / — v - Е/2, что

достигается при tF в
= pf + v + i?/2 и ?f +1в

= (Р + О/. Даже если в этом

интервале прибор В будет обслуживать все W-требования, то суммарная

длительность их обслуживания окажется равной (и — 2)v + n0E. Так как

/ - v - Е/2 = uv + /Г/2 — и+#и? + и+ ?72 > п0Е, то в рассматриваемом

интервале прибор В будет простаивать, что невозможно.

Предположим, что существует интервал (*>рв, *fp+1bL 0 <р <п0,

в котором число (/-требований, обслуживаемых прибором В, равно и + 2.

Длина указанного интервала будет не больше чем/ + и — ? + Е/2, что

достигается при ТРрв - Pf + S и *fp + 1b
= (Р + О/ + и + #/2. Даже если в

указанном интервале прибор В обслуживает только К-требования, то

суммарная длительность их обслуживания окажется равной (и + 2)и.
Поскольку v > Е/2, то (и + 2)и > (и + 1)и + Е/2 >/ - ? + v + ?/2. Это
означает, что и + 2 (/-требований не могут быть полностью обслужены в

указанном интервале.

6) Покажем, что при расписании Г в каждом временном интервале

(^F/B» *f-+ гв] j 0 <)г ^ по — 1» прибор 5 обслуживает ровно и

(/-требований.

Предположим, что найдется требование Fp, О <р < л0, такое, что в

интервале @, t°F в] число (/-требований, обслуживаемых прибором В,
меньше чем ри. Если учесть, что в указанном интервале прибор В

обслуживает, также требования Fj, О </ <р - 1, то суммарная длительность
обслуживания прибором В всех требований, предшествующих Fp, окажется

не больше чем pg + (ри — 1)и + п0Е. Эта величина, однако, меньше pf,
т.е. в интервале @, t°F в] прибор 5 простаивает, что невозможно.

Число (/-требований, обслуживаемых прибором В в интервале

(*FjB* *f- +^L 0 </ < л0 — 1, обозначим через с;-. Предположим, что

существуют такие р и q, О <р < # <л0 - 1, что ср =cq
= и + 1, в то время

как С;
= и, / = р + 1, .

.., #_— 1. Тогда число (/-требований, обслуживаемых
прибором В в интервале (tF в> t°F в], равно (q + 1 - р)и + 2.

Суммарная длительность обслуживания прибором В всех требований в интервале

(rFpB, 'f^b] будет не меньше чем ((q + 1 -р)и + 2)и + (?+ 1 -р)#,
что больше максимально возможной длины указанного интервала
(равной (q + 1 -p)f+v + E/2).

Таким образом, в последовательности с0, сь . . .
, сп __i либо все

С/
= и, либо эта последовательность содержит по крайней мере одну

подпоследовательность вида ср
=
и + 1, Cj

= и, 0<р </< <7 < л0 - 1, cq
= и —1.

Покажем, что второй случай не может иметь места. Пусть
последовательность с0, С\, . . .

, сп __! содержит ровно одну подпоследовательность
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указанного вида. Тогда каждое требование Ff, р < / < q, не может быть

обслужено прибором В ранее момента времени р/+ (/ -p)g + ((/ -p)w +

+ 1)и = //+ и - (/-p)F.
Положим Лу = и - (/ - p)F, / G (р + 1, # + 2, . . .

, ?} и Я/ = 0, / G

е{0,1,...,Р,<7+1,<7 + 2,...,л0}.
Суммарное время обслуживания F-требований и {/-требований можно

ограничить снизу соответственно величинами

п0 п0
- 1 су

?> = 2 (g+jf+Rj) и #3= 2 2 (* + //+*и+Л,).
/= О /= О fc= 1

Имеем

F3-F= 1 (* + //+„_(/_р)Я)- 2 (*+//) =

/=p+i /=p+i

= и-(*-р)Я + 2 (у-(/-р)/г),
/ = р+ 1

<7-1

где 2 (и - (/ - p)F) = 0 при ? = р + 1.

Аналогично

U3-U= -Зп0Е + 2 ( 2 (g+jf+kv + R,) -

/= о *= 1

- 2 U+//+fcu))= -Зл0? + ( 2 U + *w + p/) -

к = 1 fc= l

- 2 (g + kv + pf)) +2 2 Ду +

fc = 1 /=p+.l fc = 1

и.- 1 м

+ ( 2 (g + kv + qf+Rq) - 2 U + *u + <7/)) =
fc= i fc= l

<7-l

= _3h0?-(<7-P)U + "?) - 2 u(j-p)E,

где 2 u(j-p)E = О при ^ = p + 1.

Поскольку у - (я - p)F > (q - p) (g + uE) + 3w0F и у - (/ - p)E >
> u(j - p)E, p < j < q, то получаем соотношение U3 + F3 >U + F. Если

суммарное время обслуживания Х- и У-требований ограничить снизу
величинами X и Y соответственно, то суммарное время обслуживания всех

требований множестваN будет больше чем уу что невозможно.

7) Покажем, что при расписании Г значение t%.B = //, / = 0, . . .
, п0.

Предположим, что найдется требование Fp, О <р < n0i для которого
t°F в >Pf- Положим для определенности t% B =pf+ 1.

Тогда суммарное время обслуживания F-требований можно

ограничить снизу величиной F +1.
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Нижнюю оценку суммарного времени обслуживания ^/-требований
вычислим в предположении, что длительность обслуживания каждого

W-требования прибором В равна и. Если бы при расписании Г значение

t°FB = //»)г = 0, . . .
, п0, то суммарное время обслуживания ?Лтребова-

ний было бы не меньше чем С/— Зп0Е. Поскольку t% B =p/+ 1, то

указанная нижняя оценка равна U + u - Зп0Е.
Выбирая в качестве нижних опенок_суммарного времени

обслуживания АГ- и У-требований величины X и Y соответственно и учитывая, что

и + 1 > Зп0Е, приходим к заключению, что суммарное время
обслуживания всех требований больше^, что невозможно.

8) Таким образом, при расписании Г значение t°F.B = //,/ = 0,... ,w0,

в каждом временном интервале ((/ — 1)/ + ?, //], 1 </ <л0, приборе
не простаивает и число обслуживаемых им {/-требований равно и.

Следовательно, в каждом из указанных интервалов прибор В
обслуживает ровно три W-требования, сумма длительностей обслуживания

которых равна 3v + Е. Тем самым получаем решение задачи о 3-разбиении.
Таким образом, за 0(п%Е) операций реализовано сведение задачи о

3-разбиении к рассматриваемой задаче распознавания.

7.4. Покажем, что задача построения расписания s*, которому

соответствует наименьшее значение суммарного времени обслуживания

2 Tf(s), является NP-трудной в сильном смысле при М > 3, если в

i*e n

процессе обслуживания каждого требования каждым прибором
допускаются прерывания.

Сформулируем соответствующую задачу распознавания: определить,
существует ли расписание 5° (с прерываниями), при котором

2 tf(s°) < у для заданного числа у. Покажем, что при М
= 3 к этой

/е N

задаче сводится задача о 3-разбиении.
Положим N = № = {1, 2, . . .

, Зл0}> tn =
eu ti2 = t{3 = (E - ef)/2,

i = 1,... ,3л0.
Очевидно, tix + ti2 + */з= Е.

Покажем, что в построенной задаче расписание s°, при котором

2 tj(s°) <у = ЗЕп0(п0 + 1)/2, существует тогда и только тогда, ког-
i*e n

да имеет решение задачи о 3-разбиении.
1) Пусть задача о 3-разбиении имеет решение и N\,N\, . . .

, N% —

найденные трехэлементные подмножества множества №. Тогда для

любого /, 1 < / < и0, справедливо 2 tiL = E, L = 1, 2,3.

Расписание s° существует и может быть построено следующим
образом. Пусть во временном интервале ((/ — 1J?, /Е] обслуживаются
только требования множества NP и требования этого множества не

обслуживаются вне указанного интервала.

При помощи одного из алгоритмов, описанных в § 3 гл.З, можно

построить расписание обслуживания множества требований N? во временном

интервале ((/ - 1)Е, fE] ,/ = l я0. Так как при этом Tt = jE для
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всех / G N?, j = 1,.. .
, л0, то 2 tt

= у. Следовательно, получаем иско-
'

/е N

мое расписание 5°.

2) Пусть существует расписание s°.

а) Покажем, что 2 Г,E°) = ^.

Рассмотрим задачу построения расписания s' обслуживания Зи0
требований тремя параллельными идентичными приборами, которому
соответствует минимальное значение суммарного времени обслуживания.

Пусть длительность обслуживания каждого требования равна Е.

Нетрудно видеть, что 2 Tt(s') = у и 2 u(s') < 2 Ti(s°) (см.
te n iejv i e лг

_

§ 6 этой главы). Так как по условию 2 tt(s°) <y, то 2 tf(s°) =y.
iG N /G N

б) Предположим, что при расписании s° требования множества TV

пронумерованы таким образом, что tx < t2 <. . . < t3n . Выберем
произвольное /, 1 < / < п0, и покажем, что t3f_2 + *з/-1 + 'з/ > 3/2Г.

Обозначим Г3/ - 2
= м и 'з/ - 1

- *
з/ - 2

= *>> ' з/
- * з/ - 1

= w'y пусть

v' hw' соответственно означают суммарную длительность обслуживания

требований 3/ — 1 и 3/ во временном интервале @, и].
Так как Г3/ - 1 д

+ 'з/ - i а
+ гз/ - i ,з

= Я и Г3/>1 + /3/>2 + 'з/,з = #> то

y + u'^^HU + w+w^i Кроме того, так какМ = 3 и 7~3у _ 2 > *~з/ - з»

то Зм > 3(/-l)? + ? + u'+w\

Поскольку ^з/-2 + hf-i + *з/= Зи + 2u + w, имеем

*~з/-2 + *з/-1 + *з/ > Зи + 2Я-u'-w' >

> 3(j-l)E + 3E + v' + w'-(v' + w') = 3/?.

в) Покажем, что задача о 3-разбиении имеет решение. Так как f
3/ _ 2 +

+ ^з/-1 + 'з/^ З/jF, / = 1, . . .
, л0, то из существования такого /', что

hj'-2 + hi'-1 + hr > ef'E> следует, что 2 7-(s°)>^.
/ е лг°

Следовательно, F3/_2 + *з/-1 + *з/ = 3//?, / = 1,... ,л0.

Отсюда получаем, что при расписании s° в каждом интервале C(/ — 1JГ,
3/7Г], / = 1,.. .

, л0» обслуживается ровно три требования, суммарная
длительность обслуживания которых прибором 1 равна Е. Обозначая через
N? множество требований, обслуживаемых в интервале C(/ — 1)Е, 3/?],
/ = 1,... , w0, получаем решение задачи о 3-разбиении.

Тем самым за О(п0) операций реализовано сведение задачи о

3-разбиении к рассматриваемой задаче распознавания.

§ 8. Библиографическая справка

Системы с нефиксированными маршрутами изучаются сравнительно
недавно. Принято считать, что первой работой, посвященной этому классу

систем, является статья Т. Гонсалеса и С. Сахни [551]. Однако уже в

монографии Р. Беллмана [25, с. 115] приводится формулировка задачи

минимизации общего времени обслуживания для двухстадийной системы с нефик-
242



сированными маршрутами. Кроме того, в работе Д. де Верра [829]
фактически описан алгоритм построения оптимального по быстродействию
расписания с прерываниями, основанный на раскраске ребер двудольного

мультиграфа. Насколько известно авторам, задачи построения расписаний

для систем с нефиксированными маршрутами до сих пор не нашли

отражения в монографической литературе. Не было также обзорных статей,

специально посвященных этим задачам, хотя некоторые вопросы
затрагивались в обзорах [569, 635, 646, 655]. Ниже предполагается (если не

оговорено противное), что множество #={1,2,...,л} требований
поступает в систему, состоящую из М > 1 приборов, в момент времени d = 0.

Значения tiL > 0. Оптимальным называется оптимальное по

быстродействию расписание; оно обозначается s*. Используются обозначения

r* = max{r/L|/ GN,L = 1,... ,М), f(N) =max{ 2 tiL \L= 1,...,M}
i e n

и г — число отличных от нуля tiL.
8.1.Алгоритмпостроениярасписания5*приЛ/ = 2 (см.п. 1.2) предложен

Т. Гонсалесом и С. Сахни [551] (см. также [569,646]). Результаты,
приведенные в п. 1.4, получены В.А. Струсевичем. Случай, когда NAB = ф или

NBA = ф, рассмотрели Т. Масуда, X. Ишии и Т. Нишида [681].
NP-трудность (в сильном смысле) задачи построения расписания s * без задержек
в обслуживании требований приМ> 2 установлена С. Сахни и Ю. Чо [764].

NP-трудность задачи построения оптимального расписания (без
прерываний) при М > 3 доказана в [551] (см. также [323]). В [551] показано,

что эта задача остается TVP-трудной, если М> 4 и каждое требование
обслуживается не более чем двумя приборами. Отметим, что в [569,646]
указано, что при переменном числе приборов задала является ТУР-трудной в

сильном смысле.

В [461] показано, что если прерывания запрещены, то при любом

расписании s значение fmax@ ^ **(Ю + (М- 1) t*. Из результатов,

полученных в [759], следует, что, применяя приемы, описанные в п. 8.4

§ 8 гл. 1, можно построить алгоритмы трудоемкости 0(пМ)
операций, позволяющие находить такое расписание s°, для которого

W*0)/Fmax(s*)<rM/21.
Попытка оценить устойчивость оптимальных расписаний без

прерываний предпринята СИ. Василенко [51].
8.2. Описанные в пп. 2.2 и 2.3 эффективные алгоритмы минимизации

общего времени обслуживания при наличии в системе одного или двух

доминирующих приборов и запрещении прерываний предложены
В.А. Струсевичем [322, 323]. Алгоритм трудоемкости 0(п2М3) решения
этой задачи в предположении, что t*(N) > (М2 + 2М - 1)г* (см. п. 2.5),
разработали И. Барани и Т. Фиала [461]. В этой же работе указано, что

для решения задачи требуется не более 0(пМ3 + nM2 log n) операций, если

t*(N) > (8т logm + 5m)f *, где т = 2*, 2к < М < 2*. Отметим, что

в [520] предложен алгоритм трудоемкости 0(п2М3), если t*(N) >

>(\6m\ogm + 5m)t*.
83. Подход к решению задачи построения расписания s* (с

прерываниями) в случае целочисленных длительностей обслуживания, основанный

на раскраске ребер двудольного мультиграфа (см. п. 3.2), предложили
Д. де Верра [829, 830] и А.С. Асратян [12, 13]. В.Г. Визинг [53] показал,
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что минимальное число цветов, необходимых для раскраски ребер
двудольного мультиграфа, равно максимальной степени вершины. К числу

наиболее эффективных алгоритмов нахождения оптимальной реберной
раскраски двудольного (мульти)графа G - (V, Е), где V и Е —

множества вершин и (мульти) ребер (мульти) графа G, принадлежат алгоритмы,

разработанные Г. Габоу и О. Каривом [529] и имеющие трудоемкости

0A Е | log2 | V |) и 0(| V2 | log I V |). Они позволяют строить оптимальное

расписание для рассматриваемой задачи за О (г log2(л +Л/)) и 0((п +МJ X

X log (л + М)) операций соответственно. Заметим, однако, что число

прерываний при этом может оказаться неоправданно большим.

Алгоритм нахождения оптимальной обобщенной раскраски ребер
двудольного мультиграфа G = {V, Е), требующий выполнения не более

0{ I V | R log К) операций, где R — число смежных пар вершин в G, а

К — наибольшее число ребер, инцидентных одной и той же паре вершин,

также предложен в [529]. Используя этот алгоритм, можно построить
оптимальное расписание за 0((п + М)г log f *) операций.

Обзоры других результатов, касающихся реберной раскраски

(мульти) графов, приведены в [521,627].
Подход к решению задачи построения расписания s *

(с прерываниями),
основанный на нахождении разложения C.2) (см. п. 3.4), предложен в

[551, 644] (см. также [569]). Утверждение о существовании
разложения C.2) известно в комбинаторном анализе как теорема Биркгофа (см.,

например, [198, 270]). Обзоры результатов по этой проблематике
приведены в [225, 226]. Обобщения теоремы Биркгофа и их приложения к

решению задач теории расписаний рассмотрены Д. де Верра [832 — 834].
Указанный подход использован Т. Гонсалесом и С. Сахни [551] для

разработки двух алгоритмов построения расписания s*, трудоемкость
которых не превосходит О (г2) и 0(г(тт{г, М2} + Л/log и)).
Основанный на этом же подходе алгоритм из [549] имеет трудоемкость

0(r + min{M4,/*V2}).
Отметим, что задача построения оптимального расписания (с

прерываниями) имеет не только самостоятельное значение, но и находит

применение при решении других задач теории расписаний, в частности при

построении оптимального по быстродействию расписания (с

прерываниями) для одностадийной системы, состоящей из параллельных приборов

различной производительности [643,644,833] (см. также [350]).
Задача построения расписания s *

в случае, когда на каждой стадии

имеется несколько параллельных приборов (см. п. 3.6), рассмотрена в [648].
Для решения системы линейных соотношений C.3) —C.5) можно

использовать предложенный Л.Г. Хачияном [380] (см. также [238])
алгоритм, имеющий полиномиальную трудоемкость. Алгоритм построения
оптимального по быстродействию расписания (с прерываниями) для

одностадийной системы с параллельными идентичными приборами, имеющий

трудоемкость О (п) и использующийся в п. 3.6, описан Р. Мак-Нотоном

[687] (см. также [350]). Результаты п. 3.8 получены В.А. Струсевичем.

NP-трудность задачи из п. 3.9 доказана в [493].
NP-трудность задачи построения оптимального расписания (с

прерываниями) без задержек в обслуживании требований (см. п. ЗЛО)
установлена В.А. Струсевичем и Е.Р. Ерошиной.
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Следует отметить, что в терминах построения оптимальных

расписаний для системы с нефиксированными маршрутами могут быть

сформулированы многие задачи, возникающие при организации спутниковой

связи. Так, например, в [116, 120, 606] фактически рассматривается

задача построения оптимального расписания с прерьгоаниями; в [661] описан

полиномиальный алгоритм построения оптимального расписания, при

котором процесс обслуживания каждого требования прерывается и

возобновляется ровно один раз. Другие результаты, полученные в этом

направлении, можно найти в [455,472,554 - 556,752].
8.4. Задачи построения оптимальных расписаний обслуживания

упорядоченных множеств требований рассматривались С.А. Бородичем,
В.А. Струсевичем и А.В. Тузиковым. Результат, приведенный в п. 4.1,
получен в [38] (см. также [319, 320]). Алгоритм из п. 4.3 предложен
в [38].

Л(Р-трудность (в сильном смысле) задач из пп. 4.5 и 4.6 доказана в [37]
и [320] соответственно. Алгоритм из п. 4.7 получен в [37]. Обзор
результатов по этому направлению содержится в [36].

В обзоре Я. Блажевича, Я. Ленстры и А. Ринной Кана [470],
посвященном задачам теории расписаний с ограниченными ресурсами, отмечается,
что для построения оптимального расписания (без прерываний) в случае,
когда имеется произвольное число видов ресурсов, необходимых для

обслуживания каждого требования, достаточно О (л3) операций, если

М=2иГп =Г/2 = l,i GN. (См.также [471].)
С.А. Бородич [34] рассмотрел ситуацию, когда транспортировка

каждого требования / от прибора к прибору осуществляется операторами
переноса и требует Т/ > 0 единиц времени. Показано, что независимо от того,

допускаются или нет прерывания в процессе обслуживания требований,
а также от того, ограничено или нет число операторов переноса, задача

построения оптимального расписания является NP-трудной при М > 2,

даже если все т/
=

т > 0, / = 1, . . .
,
л. В некоторых случаях удается за

полиномиальное число операций построить либо оптимальное

расписание, либо расписание, имеющее ограниченную абсолютную погрешность

(см. также [38]).
И. Адири и Н. Амит [418] рассмотрели задачу построения расписания

s* (без прерываний) в предположении, что длительности обслуживания
каждого требования зависят от выбираемого маршрута обслуживания.
Установлено, что эта задача является А^-трудной при М> 2; описаны

некоторые эффективно разрешимые случаи.
С.А. Бородич [35] рассмотрел ситуацию, когда М = 2 и длительности

обслуживания являются функциями моментов начала обслуживания
требований, т.е. когда tn = а( + </?(Г°), tn = bt + <p(tf),i = 1,. . .

, л, где </?
-

неотрицательная неубывающая функция. Показано, что в случае, когда

прерывания допускаются только в целочисленные моменты времени,
оптимальное расписание может быть построено в результате выполнения
О (w log л) операций. Если же прерывания допускаются в произвольные
моменты времени, то за 0(п log л) операций может быть построено такое

расписание s°, что tmux(s°) — tmzx(s*) <е для любого е > 0. (Здесь
5* — оптимальное расписание в случае, когда *p(t) = 0.) Если прерыва-
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ния не допускаются, то задача является А^Р-трудной, даже если

функция кр является кусочно-постоянной.
85. Задача из п. 5.1 рассмотрена Ю. Чо и С. Сахни [493]. Для решения

системы E.1)—E.3) можно использовать метод, предложенный Л.Г. Ха-
чияном [380].

Сведение задачи из п. 5.2, 2) к задаче о существовании допустимого
потока также проведено в [493]. Основные понятия и терминологию,
относящиеся к теории потоков в сетях, читатель может найти в [3, 156,
238, 374, 547]. В частности, в этих работах описан метод, позволяющий
свести задачу о существовании допустимого потока к задаче нахождения

максимального потока в специальным образом построенной сети. Для
нахождения максимального потока А.В. Карзановым [132] (см. также

[3, 238, 815]) предложен алгоритм, трудоемкость которого
пропорциональна кубу числа вершин сети. Этот метод и позволяет найти допустимый
поток в сети G за 0(п3 +Л/3) операций.

Задача минимизации максимального временного смещения в случае

М = 2 рассматривалась Е. Лоулером, Я. Ленстрой и А. Ринной Каном [645].
Если допускаются прерывания, то для решения этой задачи достаточно

выполнить О(л log л) операций (или 0(п) операций, если требования
упорядочены по неубыванию директивных сроков (см. п. 5.4)). Если же пре-

рываншине допускаются, то задача является MP-трудной в сильном смысле

(см. п. 5.6). Отметим, что доказательство этого факта, приведенное в

[645], содержит неточности. Соответствующие исправления сделаны в

[647]. С.А. Бородач [33] рассмотрел ситуацию, когда на одном приборе
прерывания допускаются, а на другом—нет. Предложен алгоритм
трудоемкости О (л3). TVP-трудность задачи минимизации числа запаздьюающих

требований приМ> 2 (см. п. 5.7) доказана С.А. Бородичем [32].
8.6. Задачи минимизации суммарного и взвешенного суммарного

времени обслуживания требований единичной длительности рассмотрены

В.А. Струсевичем [324]. Тот факт, что решение задачи минимизации

суммарного времени обслуживания для одностадийной системы с

параллельными идентичными приборами можно искать в классе расписаний
без прерываний, установлен Р. Мак-Нотоном [687], а в случае

минимизации произвольной е-квазивогнутой неубывающей функции —

B.C. Танаевым [341] (см. также [350]). Задача минимизации линейной

п

формы 2 oj;X/. на различных подмножествах множества всех пере-
f = i

становок элементов конечного множества рассматривалась многими

авторами (см., например, [198, 210, 266 - 268, 326, 327, 329, 350, 351, 378,
780]).

Результат, приведенный в п. 6.4, получен Т. Гонсалесом [550]. Как
отмечено в этой работе, сложность задачи не изменится, если расписание
искать в классе расписаний без задержек в обслуживании требований.

8.7. Дж. Ачугбью и Ф. Чин [412] показали, что задача минимизации

суммарного времени обслуживания при М > 2 является NP-трудной в

сильном смысле, если прерывания запрещены (см. пп. 7.1 * 7.2).
Отметим, что используемый при этом подход является развитием

метода доказательства аналогичного результата для системы поточного

246



типа [533]. В [412] показано также, что при любом расписании s, при

котором в любой момент времени t Е @, fщах 00] функционирует
п _ п __

хотя бы один лрибор, имеет место соотношение 2 tf(s)/ 2 f/(s*) <
/ = i / = i

< л, причем эта оценка достижима. Там же предложен алгоритм
трудоемкости 0(пМ + лlog и) построения такого расписания 5°, что

2 ti(s)l 2 tf (s*) <Л/. Эта оценка также достижима.
i=i i=i

К. Лиу и. Р. Булфин [665] доказали, что указанная задача при М > 3

является М>-трудной в сильном смысле, если допускаются прерывания

(см. п. 7.3). Если потребовать, чтобы процесс обслуживания
требования i завершался не позже заранее заданного момента времени Di9 i =

= 1, . . .
, л, задача оказьюается JVP-трудной в сильном смысле и при

М=2.

Задачи со случайными длительностями обслуживания требований
рассматривались в [504,741].



ГЛАВА 4

ЗАДАЧИ НА СМЕШАННЫХ ГРАФАХ

Все рассмотренные ранее ситуации допускают естественную
интерпретацию в терминах сетевого планирования с ограниченными ресурсами. Для
этого достаточно ввести понятие операции как некоторого протекающего
во времени процесса, имеющего определенную длительность и требующего
определенных ресурсов. Каждые две операции могут быть зависимыми

или независимыми в том смысле, что календарное время выполнения

одной из них оказывает или не оказывает влияния на календарное время

выполнения другой. Каждыйприбор можно рассматривать как нескладируе-

мый неделимый ресурс, ограничивающий возможности одновременного

выполнения двух или более операций по обслуживанию требований.
Характерные особенности рассматриваемых в этой книге

обслуживающих систем позволяют при поиске оптимальных расписаний их

функционирования использовать специфические сетевые модели в виде смешанных

(дизъюнктивных) графов.
Для доказательства TVP-полноты рассматриваемой в § 2 задачи

распознавания используется следующая задача о выполнимости.

Пусть X = {хь х2,..., хт } — множество булевых переменных,
принимающих значение 1 (истина) или 0 (ложь). Дизъюнкцией над X называется

множество литералов, т.е. переменных х7 из множества X или их

отрицаний X/ (х/ = 1 тогда и только тогда, когда X/
= 0). Предполагается, что все

переменные в дизъюнкции различны. Дизъюнкция выполнена при

некотором наборе значений переменных тогда и только тогда, когда при этом

наборе хотя бы один из ее литералов принимает значение 1. Множество

дизъюнкций О. = {?2i, ?22> • • •
> ^ы) называется выполнимым в том и

только том случае, когда найдется некоторый набор значений переменных,
при котором выполнена каждая дизъюнкция ?lk, k = 1,..., со.

Задача о выполнимости состоит в следующем. Даны
множество переменных X и множество ?1 дизъюнкций над X. Выполнимо ли

множество дизъюнкций ?2?
Если каждая дизъюнкция из ?2 содержит к литералов, получаем з а-

д а ч у о ^-выполнимости. Эта задача TVP-полна при к > 3 [158],
а при к < 3 решается за О (со) элементарных действий [518].
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§ 1. Сетевое представление обслуживающих систем

В этом параграфе приводятся алгоритмы построения расписаний,
допустимых относительно взвешенных смешанных графов. Под смешанным

графом понимается конечный (мульти) граф, содержащий дуги и

(неориентированные) ребра.
1.1. Пусть дано конечное множество операций Q = {1, 2,..., #} . Под

операцией в теории расписаний обычно понимается процесс обслуживания
отдельного требования отдельным прибором при некотором конкретном

обращении к этому прибору или в более общем случае — процесс

одновременного обслуживания нескольких требований несколькими

приборами.
Каждой операции i G Q сопоставляется положительное действительное

число t{
— длительность ее выполнения. Момент_начала (окончания)

операции i € Q обозначим через tf (соответственно 7/). Предполагается, что

каждая операция i G Q выполняется без прерываний и Г/ > 0. Значение

7,- равно rf+tj.
Расписание выполнения операций однозначно определяется заданием

моментов начала (или окончания) всех операций. Качество расписания
характеризуется значением заданной неубывающей по каждому из

аргументов действительной функции F(xi, х2,..., хя) при jc,- =7} , / = 1,..., q.
Расписание считается оптимальным, если ему соответствует наименьшее

значение указанной функции.
Типичные для задач теории расписаний ограничения на порядок

выполнения операций, возможности их одновременного выполнения и т.п. могут

быть описаны посредством задания на множестве операций
специфических бинарных отношений.

В дальнейшем разность tj - f° будем обозначать через Д/;-. Если по

условию задачи операция/ должна предшествовать операции/, то должно

выполняться неравенство Д/у- > tt. В ряде случаев приходится принимать во

внимание временные затраты, связанные с переналадкой приборов,
транспортировкой требований и т.п. Если при переходе отоперации i к операции/ эти

затраты равны ту > 0, то должно выполняться неравенство Д# > tt + т,у. Если

разрешено частичное или полное совмещение во времени операций i и/, то

должно выполняться неравенство вида Д,7- > б/у, где б1;- — заданное число,

0<5,; <tt.
Естественным обобщением этих ситуаций является условие Д,у > а/у,

где ац
— заданное действительное (возможно, отрицательное) число.

Иногда это условие удобно записывать в виде Д/;- ^ (- °°, я,у).
Отметим, что если задано несколько неравенств вида Д/;- > ац (для

одних и тех же операций / и/), то достаточно оставить наиболее сильное из

них (исключив из рассмотрения остальные). Поскольку Д/у-
= tf — Г/ =

=
- (Г/ - tf) = - Д/Ъ то неравенства Д/у- > ац и Ду7 > j;/ совместны тог-

да и только тогда, когда ац + ац <0.
Если операции / и / могут выполняться в любой последовательности

одним и тем же прибором и этот прибор одновременно может выполнять

не более одной операции, то должно выполняться либо неравенство Д,у >
> tf, либо неравенство Ду,- > tj. Если при переходе от одной операции к

другой требуется переналадка прибора, то должно выполняться одно из
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неравенств Д/у > tt +
тц или Д;/ > fy + тц, где Г/у и ту/—соответствующие

длительности переналадок прибора.
В общем случае можно потребовать, чтобы выполнялось хотя бы одно из

неравенств Ац > д,у или А^ > ац, гдед,у иду^
— заданные действительные

(возможно, отрицательные) числа. Это условие может быть записано в виде

Д,у ф (-fly,-, я,у). Оно является существенным, если а^ + ду,- > 0.

Отметим, что если для одной и той же пары операций i и / задано

несколько условий вида Ац ф (—ац, ац), то можно найти объединение всех

интервалов вида (—ац, д/;). В результате будет получена некоторая

совокупность, вообще говоря, новых интервалов, для каждого из которых

следует записать соответствующее условие. Совокупность этих условий,
очевидно, эквивалентна исходным. В частности, если eceatj и ац
неотрицательны, то будет получено единственное условие вида Aif ф {—a)it a\j).

Аналогично можно поступить и в том случае, когда наряду с условиями

вида Atj ф.{—ац,ац) заданы условия вида Ац ф (-<», ац) и Ац ф (-Ду/, °°)
(последнее условие эквивалентно Д71- ф (-», Д//)).

Множество операций с заданными на нем бинарными отношениями

указанного вида удобно представить взвешенным смешанным (мульти)
графом G = (б, U, V). Здесь Q — множество вершин (операций); U —

множество дуг, каждой из которых (/,/) приписан вес д,у; V — множество

ребер, каждому из которых [/,/] сопоставлена пара весов ац и ац . Дуга
(/, /) определяет условие Ац > ац или, что то же самое, условие Atj ф
ф (-«>, ац). Ребро [/,/] определяет условие: либо Atf > ац, либо Д;1- >
> ajf (иначе говоря, Д/;- ф (—Ду/, Д/у) ).

Из приведенных выше рассуждений следует, что граф G не содержит

петель, его подграф (Q, V) может содержать кратные ребра, в то время
как подграф (Q, U) не содержит кратных дуг.

1.2. П р и м е р ы. а) Пусть заданы условияАц ф (-<», 3), Ац ф G,10),
Ац ф (9,15), Afj ф A8, 22), Ац ф B1,°°).Объединением перечисленных

интервалов является совокупность {(—°°, 3), G, 15), A8, °°)} .

Описанная ситуация представлена на рис. 1.1,д. Вес ац указан над ребром [/,/],
авесду/ —под ним.

б) На рис. 1.1, б заданы следующие условия: Ац ф (-6, —4), Ац ф
ф (-2,3),Д,у^G,10),Д1у^A3,оо).

в) Условия Ацф (-оо,-7), А^ф (-8,-1), Ацф (-2,2), Ац ф A,8),
Ац ф E, °°) противоречивы, поскольку объединением указанных
интервалов является (—00,00).

1.3. Как уже отмечалось, расписание выполнения операций множества Q
однозначно определяется заданием моментов Г° > О их начала (либо
моментов t{> О их завершения).
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Допустимое относительно графа G - (Q, U, V) расписание должно

удовлетворять следующим условиям:

а) tf - t°i>ац для всех (/,/)G U;
б) tf - f

°
> afj либо t°t - tf> a)i для всех [/,/]*€ V, где индекс к

отражает возможное наличие в графе G кратных ребер.
Если дано некоторое (допустимое) расписание, то для каждого ребра

[i») ]к е У известно, какое именно из двух указанных в условии б)
неравенств имеет место. Если справедливо первое неравенство, то заменим

ребро [*"»/]* дугой (/,/)*, приписав ей вес д{у. В противном случае заменим

ребро [i,j]k дугой (/, /)*, приписав ей вес fl/,v Удалим все кратные дуги

вида (/,/) за исключением одной, имеющей наибольший вес.

Обозначим через P(G) множество всех ориентированных графов,
порождаемых смешанным графом G = (Q, U, V) в результате замены

каждого ребра [/,/]* ? V дугой (/,/)* с весом ац или дугой (/, /)* с весом

afj и последующего удаления всех кратных дуг за исключением дуг
наибольшего веса для каждого набора дуг вида (/,/).

Каждое (допустимое относительно G) расписание однозначно
определяет некоторый граф из множества P(G). Обратное, вообще говоря, не

верно. Покажем, что для существования расписания, допустимого

относительно некоторого графа (Q, U1) из P(G), необходимо и достаточно, чтобы
этот граф не содержал контуров положительного веса. Под весом контура

или пути будем понимать, как обычно, сумму весов дуг, входящих в этот

контур или путь.

Действительно, если в графе (Q, U') содержится контур (/*!, /2)> 02,
/3),..., OV-i э *V), 0V» П) веса у, то должны выполняться соотношения

'?*¦! " '?* >аЫ*+1 'k=l Г~1> *?, - й>в'Л •

Просуммировав эти соотношения, получаем v <0.

Пусть граф (Q, ?/') не содержит контуров положительного веса. Для
каждой упорядоченной пары вершин / и/выделим все пути из вершины /

в вершину/ и выберем среди них путь наибольшего веса. Этот вес

обозначим у,у. Если в графе (Qy U1) не существует пути из / в/, то положим У/;-
=

= -°°. Поскольку в графе (б, U1) не содержится контуров положительного

веса, то значения у,;- <
°° для всех.пар вершин /,/ G Q.

Для каждой вершины / положим tf = max {0, Vn) . Значения tf,
1 </<<7

/ = 1,..., q, очевидно, удовлетворяют условиям tf - tf > ац для каждой

дуги (/,/) G U9 и тем самым определяют искомое расписание.

Нетрудно видеть, что в этом случае графу (Q, U1) соответствует
бесконечно много (допустимых) расписаний. Построенное выше расписание

принято называть активным, оно однозначно определено для каждого

графа (Q, Uf), не содержащего контуров положительного веса. Поскольку

при активном расписании выполнение операций начинается в наиболее

ранние сроки, то оно является наилучшим среди всех допустимых
относительно графа (Q,U*) расписаний.

Таким образом, существует взаимно однозначное соответствие между
множеством всех активных расписаний, допустимых относительно графа G,
и множеством P(G) всех графов из множества P(G), которые не содержат
контуров положительного веса. При поиске оптимального расписания дос-
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таточно выделить из множества ориентированных графов, порождаемых
смешанным графом G, все графы, не содержащие контуров
положительного веса, построить для каждого из этих графов активное расписание и

выбрать среди них наилучшее (относительно заданного критерия
оптимальности) .

1.4. Пусть дан граф G = (Q, U, V), у которого l/Ф ф, V - ф и ац > О для
всех дуг (/,/) G U.

Этот граф принято называть временной моделью, а его графическое
изображение— сетевым графиком.

Поскольку все at] > 0,то в графе G могут содержаться контуры только

положительного веса. Следовательно, для существования расписания,
допустимого относительно графа G, необходимо и достаточно, чтобы он не

содержал контуров.
Покажем, что в рассматриваемом случае активное расписание

(допустимое относительно бесконтурного графа G) может быть построено в

результате выполнения не более чем 0(q2) элементарных действий.
За один просмотр списка дуг графа G сформируем списки A(i) =

= {/ I 0"»/) е U} потомков и списки B(i) = {/ | (/, /) ? U)
предшественников каждой вершины / € Q. Распределим вершины графа G по рангам.

Для этого каждой вершине / G Q сопоставим признак gt, равный числу

вершин из множества /?(/), ранг которых еще не определен. Вначале поло-

жим?/ =\B(i)\ для всех/ = 1,... 9q.
К нулевому рангу отнесем вершины /, для которых gg

= 0 (если gt Ф О

для всех i = 1,..., G,то в графеG содержится контур). Для каждой
вершины / нулевого ранга уменьшим на единицу значение gj, если / Е А (/). В

результате значение gj для некоторых вершин у Е Q станет равным нулю

(в противном случае в графе G содержится контур). Все такие вершины/
отнесем к первому рангу и уменьшим на единицу значения gk для всех

k ? А (у ). Процесс продолжается до тех пор, пока все вершины множества

Q не будут распределены по рангам.
Для всех вершин / нулевого ранга положим f° = 0. Вычисление значений

tf для остальных вершин /GQ выполним последовательно в порядке

неубывания рангов вершин по формуле

t? = max {Г/ +Д/Л .

Нетрудно видеть, что полученные значения Г/, / = 1,..., q, определяют
искомое расписание, и трудоемкость описанного алгоритма не превышает

0{\ U\) для связного графа G, 0(\U\+ q) для несвязного графа или, в

общем случае, 0(q2).
1.5. Пусть дан граф G

= (??, U, К), у которого l/Ф ф, УФ 0 и веса всех

дуг и ребер положительны.

Как уже отмечалось, в этом случае совокупность нескольких условий
вида Л/у ф (-д;/,д17) эквивалентна единственному условию того же вида,

и следовательно, граф G = (Q, U, V) не содержит кратных ребер. Пара
условий Д/у- ф (-©о, ау) и А/у ф {-°/п J//) эквивалентна условию Д/у ф
ф (-оо, max{<zl7 ац }), а пара условий Д|7 ф (-«>, aif) и Д/7 ф (-<», л7)-
условию Д/у- ф (-©о, °°). Таким образом, если (/,/) е U, то (у, /) ф Un

[/,/] Ф V.
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Поскольку веса дуг множества U положительны, то для существования

расписания, допустимого относительно графа G, необходимо, чтобы

подграф (G, U) графа G не содержал контуров. Покажем, что это условие

является и достаточным.

Пусть граф (б, U) не содержит контуров. Для построения

бесконтурного графа, принадлежащего множеству P(G)9 воспользуемся следующим

преобразованием графа G.

Пусть G1 — смешанный граф, у которого / > О вершин отмечено и

существует неотмеченная вершина /, в которую не заходит ни одной дуги,

исходящей из неотмеченной вершины. Отметим вершину /, и в случае, если

в графе G1 есть ребра, инцидентные этой вершине, заменим их исходящими

из нее дугами. Полученный в результате граф обозначим через G^+1.
Нетрудно убедиться, что бесконтурный граф множества P(G) может

быть получен из исходного графа G° = G в результате конечного числа

указанных преобразований. Если для каждого графа G1 рассматривать все

возможные варианты выбора вершины /, то получим множество P(G) всех

бесконтурных ориентированных графов, порождаемых смешанным

графом G в результате замены каждого ребра [/,/] G V дугой (/,/) свесом

ац или дугой (/, /) с весом ду/.
Трудоемкость описанного алгоритма, очевидно, не превосходит 0(\ U\ +

+ I V | + q) и, следовательно, общая трудоемкость построения активного

расписания (допустимого относительно графа G) не превосходит 0(q2).
Для того чтобы получить все активные расписания выполнения операций
множества Q, требуется не более чем 0(q2\P(G)\) элементарных
действий. Алгоритмы вычисления и оценки величины \P(G)\ рассматриваются в

следующем параграфе.
1.6. Пример. Рассмотрим задачу построения оптимального

расписания обслуживания требований множества N = A,2} приборами А, В, С и

D. В табл. 1.1 и 1.2 § 1 гл. 2 заданы маршруты L1 = (А, В, С, Д А) иЬ2 =

= (А, В, А, С, А, С) прохождения приборов при обслуживании первого и

второго требования соответственно и указаны длительности выполнения

всех операций.
Пусть Qx = {1, 2,..., 5 } и Q2 = { 6,7,..., 11} — множества операций

по обслуживанию первого и второго требований соответственно.Операция 1

состоит в обслуживании требования 1 прибором А, операция 2 — в

обслуживании требования 1 прибором В и т.д., операция 11 состоит в обслуживании
требования 2 прибором С. Введем в рассмотрение фиктивную операцию
12 — завершение обслуживания обоих требований.

На рис. 1.2, а представлен смешанный граф G = (Q, U, V). Множество

операций G
= (?iU(?2u{12}. Множество дуг (/определяет

последовательности выполнения операций (маршруты L1 и L2 обслуживания
требований) . Множество ребер V задает невозможность одновременного

обслуживания двух требований одним и тем же прибором. Каждой дуге (/,/) Е U
приписан вес а/;-, равный длительности tt выполнения операции / ? Q.
Каждому ребру [/,/] € V сопоставлена пара весов я/;-

= tt и a,, -tj (веса
ребер на рисунке не указаны).

На рис. 1.2, б представлен один из графов множества P(G). Используя
алгоритм, описанный в п. 1.4 этого параграфа,, построим активное

расписание, допустимое относительно этого графа. Построенное расписание яв-
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Рйс. 1.2

ляется оптимальным для целевой функции F(xlt х2,..., х12) = 30х5 +

+ *ii (см. § 1,гл.2).
1.7. Пусть дан граф G = (Q, U, V), у которого l/Ф ф, V

= ф и не для всех

дуг (i,/) G {/весад1;- положительны.

Этот граф обычно называют обобщенной временной моделью, а его

графическое изображение — обобщенным сетевым графиком.
Если граф G не содержит контуров, то для построения активного

расписания (допустимого относительно графа G) можно воспользоваться

алгоритмом трудоемкости 0(q2), описанным в п. 1.4 этого параграфа. Если

граф G содержит контуры, то можно воспользоваться описанным ниже

алгоритмом (трудоемкости 0(q3)), который позволяет построить
допустимое активное расписание либо убедиться в невозможности его построения

(из-за наличия в графе G контуров положительного веса).
Как показано в п. 1.3, если в графе G нет контуров положительного

веса, то искомое (активное) расписание определяется значениями ff =

= max {0, Vji}, где, как и прежде, и,-,-
— максимальный вес пути из

верку <я

шины / в вершину i графа G (значение и;-/ равно —«>, если не существует

пути из/ в /).
Дугу (/, /) будем называть базисной, если ее вес равен yjy-. Для

вычисления значений vtj для всех упорядоченных пар вершин/ и/ из множества

Q будем последовательно добавлять в граф G базисные дуги. -

Рассмотрим квадратную матрицу порядка q с элементами

Iaih
если (i,j)eU,

О, если /=/,

-«>,если (i,J)&U, гФ].

Последовательно для каждого индекса / = 1, 2,..., q вычислим значения

элементов матрицы II а \у II, используя соотношение

[/] [/-1] [/-1] [/-1К
ац

= тах{д/у- , аи + аи }. A.1)
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[/ ]
Каждая матрица \\a(J- ||, 1 < / < q, однозначно определяет граф

(Q, U ) следующим образом: если я/;- > — ©о, то дуга (/, / ) с весом

I7* тт[1] <• -Л* ТГ[П
ats принадлежит множеству и , в противном случае (i,/)f t/

[/1
Очевидно, что трудоемкость построения всех матриц ||д/;- ' ||,

1 < / <q, не превосходит 0(q3).

Покажем, что ес/ш ан
= 0 для всех i = 1,..., #, то значение a{J-

=

uf/-
Ul

/ары / =?/ и д/;- > —©о. Рассмотрим произвольную пару вершин ij GQ,
[я]

для которой а(- > —оо. Если дуга (/,/) в графе G является базисной,

то согласно A.1) а^
=

и/;- для всех / =- 1,..., q.

Пусть /х = (i = /i, i"a, ..., ir-i» 'V =/) — максимальный по весу путь

из вершины i в вершину / в графе G, г > 2 и ik = min{/2, ...»h-i) •

Очевидно, что все дуги пути д являются базисными, и их вес в графе G и

в графах (Q, U ), / = 1,..., q, один и тот же.

При вычислении значения atk_xik+l по формуле A.1) имеют место

соотношения

[ik-i] [ifc-i] [/*-i]
_

tik-lik+l^uik-lik+^kik+l
"

*'*-l*fc + а*к*к+1'

iik]
Следовательно, в графе (Q, С/ ) содержится дуга (i^-i, ik+i) веса

af f
=

Oik^lik * aikik + i> которая является базисной (в противном

случае путь jit не был бы максимальным по весу).
Рассмотрим путь, полученный из /i в результате замены пары дуг

(ik-i,ik) и (/*, i*+i) дугой (i*-b*"* + i). Этот путь также имеет

вес иц ,
но состоит из меньшего числа дуг по сравнению с путем д.

Повторяя эти рассуждения конечное число раз, получим путь веса vtj
из вершины i в вершину /, состоящий из единственной (базисной) дуги,

Ш

[/]
Если при некоторых / < q и / G Q значение аи > 0, то в графе

[/ 1
(G, U. ), а следовательно, и в графе G содержится контур
положительного веса, проходящий через вершину i.

1.8. Использование неположительных весов дуг и ребер позволяет

естественным образом описывать многие типичные для задач теории расписаний
ситуации. В частности, можно задавать директивные сроки обслуживания
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требований, ограничения на суммарную длительность выполнения операций,
необходимость обслуживания требований без задержек или без простоев

приборов и т.п. Рассмотрим несколько примеров.
На рис. 1.3>д представлено требование, которое необходимо обслужить

в течение интервала длительности t. Иными словами, общее время
выполнения множества операций {1, 2, 3} по обслуживанию этого требования
не должно быть больше t. Если t = f t +12 + *з»т0 требование будет
обслуживаться непрерывно без задержек при любом (допустимом) расписании.

Выполнение операций, представленных на рис. 1.3,5, должно быть начато

одновременно.
На рис. 1.3,в задан момент dk поступления и директивный срок D^

обслуживания требования к. Операции по обслуживанию требования к
обозначены 1, 2, 3 и 4. Фиктивная операция 0 означает начало обслуживания
всех требований, значение Го = 0.

На рис. 1.3, г представлена ситуация, в которой прибор не должен

простаивать при выполнении операций множества {1,2,3}. Предполагается,что
значения ац =t{ и ац =tj для каждого ребра [/,/] Е {[1,2], [1,3], [2,3]}
и значение t = tx +12 +13.

1.9. Пусть дан граф G = (Q, U, V), у которого U- ф иа^
—

произвольные числа.

В этом случае построение расписания, допустимого относительно

графа G, не вызывает особых затруднений.
Действительно, если V = ф, то положим tf = 0 для всех i E Q. Пусть

V Ф ф. Используя алгоритм, описанный в п. 1.5, построим бесконтурный

граф (С, U') е />(G), где | U' \ = | V \ (нетрудно видеть, что этот

алгоритм можно применять и в случае, когда граф G содержит кратные ребра).
Для построения активного расписания, допустимого относительно графа
(Qf U') и графа G, воспользуемся алгоритмом, описанным в п. 1.4.

Общая трудоемкость построения этого расписания не превосходит

0ОП+<7).
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1.10. Перейдем к рассмотрению общего случая. Пусть дан граф G =

= (Q, U9 *0> У которого иФф, УФф и ац
—

произвольные числа.

Поскольку задача проверки существования расписания, допустимого

относительно графа G, сводится к задаче проверки существования во

множестве P(G) графа без контуров положительного веса, то для

существования указанного расписания достаточно, чтобы граф (Q, U) не содержал
контуров, и необходимо, чтобы этот граф не содержал контуров
положительного веса.

Покажем, что при наличии в графе (Q, U) контуров неположительного

веса задача проверки существования допустимого расписания является

NP-трудной в сильном смысле даже в том случае, когда все веса

положительны за исключением одного, приписанного некоторой дуге графа G.
В § 2 гл. 1 доказана NP-трудность в сильном смысле следующей задачи

распознавания. В обслуживающую систему, состоящую из трех

приборов А, В и С, в момент времени d поступают требования множества

N = {1, 2,..., л}. Каждое требование k G N обслуживается приборами в
одной и той же последовательности (А, В, С). Необходимо определить,
существует ли расписание 5° (без прерываний) обслуживания требований
множества N такое, что общее время обслуживания требований tmax(s°) не

превосходит заданного положительного числа у. Можно считать, что d > 0,
хотя доказательство ТУР-трудности в сильном смысле этой задачи

приведено для d = 0.

Введем в рассмотрение смешанный граф (Q, U0, V), представленный
на рис. 1.4. Здесь Q — множество операций по обслуживанию требований
приборами. Операциям по обслуживанию требования k E N приборами

Рис. 1.4

А, В и С присвоены номера 3& — 2, ЗА: — 1 и 3 А: соответственно.

Фиктивные операции 0 и 3 п + 1 означают начало и окончание обслуживания
требований N. Множество дуг U° задает маршрут прохождения приборов при
обслуживании каждого требования, а множество ребер V указывает на

невозможность одновременного выполнения двух и более операций одним

прибором. Каждой дуге (/, / ) € Uприписан вес ац
= f/, а каждому ребру

[/, / ] € V — пара весов atj
= tt и ац

= f/ .
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Очевидно, что для построения графа (Q, U0, V) требуется не более

О (л2) элементарных действий.

Через G = (Q, U, V) обозначим граф, полученный из графа (Q, U°9 V)
в результате добавления дуги (Зл + 1, 0) с отрицательным весом

ЯЗл + 1,0
= -У-

Нетрудно видеть, что расписание 5° существует тогда и только тогда,

когда множество P(G) содержит граф без контуров положительного веса.

Следовательно, задача проверки существования допустимого относительно

графа G расписания является NP-трудной в сильном смысле.

§ 2. Смешанные графы

В данном параграфе исследуются свойства смешанных графов, которые
можно использовать для построения допустимых относительно этих графов
расписаний.

2.1. Пусть G = (Q, U, V) — конечный смешанный граф без петель и

кратных дуг. Заменим в G каждое ребро [/, /]*Е V парой дуг (/,/ )к и

(/, /)*. Индекс к отражает возможность наличия в графе G кратных ребер

вида [/, / ]. Полученный ориентированный граф обозначим через G, а мно-

жество всех его контуров
—

через Я.

Каждый из контуров множества Я в общем случае содержит дуги двух

видов: собственно дуги множества U и дуги (/,/)*, которым в

смешанном графе G соответствует ребро [z,/ ]k G V. В последнем случае будем

говорить, что контур содержит ребро [/,/ ]к независимо от того, содержит

ли этот контур дугу (/,/ )к или дугу (/, /)*.
Обозначим через P(G, H) множество всех ориентированных графов,

порождаемых смешанным графом G в результате замены каждого ребра
[i9j ]k G V одной из дуг (/,/)* или (/, /)* и не содержащих ни одного

контура из заданного множества Я С Я. Мощность множества P(G,H.)

обозначим через p(G,H). Очевидно, что p(G,<p) = \P(G) \ = 21 v ' и

p(G, Я) =|P(G)|.
Покажем, что задача проверки неравенства p(G,H.) > 0 является

NP-полной даже в том случае, когда в графе G нет кратных ребер и

каждый контур множества Я содержит не более трех ребер и не более трех дуг.
Для этого построим полиномиальное сведение к ней задачи о 3-вы-

полнимости (см. вводную часть данной главы).

Будем использовать следующее обозначение. Пусть v E {0, 1}, тогда

у=
ix при у=0,

\х при р=1.

Рассмотрим множество дизъюнкций ?2 = {?2х, ?22, • • •
> ^о>Ь содержа-

vk vk vk
щих по три литерала каждая: ?lk={xk

x
j xk a, xk ъ) , где vk G{0,1},

xkjGX, le {1,2,3}, *=1,..., со.

258



Построим смешанный граф (Q, U0, V) следующим образом. Каждой

переменной хгЕ.Х поставим в соответствие пару вершин х°, х\ и ребро

[*/»*/]• Каждой дизъюнкции Q,k> Л=1,... , со, сопоставим три дуги:

l-Vjc vk \ г l~vk vk s 1"vk vk
(Xkl *> Xk22)> \Xk3 2» Xk2J и (Xk3 3» **/)•
В построенном графе нет петель и кратных ребер. Через G= (Q, U, V)

обозначим граф, полученный из (Q, U0, V) в результате отождествления

кратных дуг. Каждой дизъюнкции Slk, к= 1,..., со, соответствует

замкнутый путь

Hk^(xkl\xki k*,xk«\xk2 к\хккг\хкг Ч***1).
Поскольку в Q.k все переменные различны, то р.к

— простой
замкнутый путь, т.е. контур.

Положим Я = { Цх, /Х2,..., Mw} и рассмотрим задачу проверки
неравенства p(G,Я)>0. Трудоемкость построения графа G и множества

контуров Я, очевидно, ограничена полиномом от т и со.

Покажем, что если множество дизъюнкций ?1 выполнимо, то

p(G, Я)>0. Пусть существует набор значений переменных */=Я/, аг Е

€{0,1}, /= 1,... ,т, при котором выполнены все дизъюнкции Slk, k =

= 1,..., со. Иными словами, для каждого к= 1,..., со существует ин-

vk

деке /е {1,2,3} такой, что хк /=1 при xkj
=

akr
По набору значений переменных аХ9аг,.. .9ат построим

ориентированный граф (a U')eP(Gf 0),положив U' = U U {(*?,*/) |tf/ = 1} U

U {(*/, Х/°)| Л/
= 0} . Граф (Q, (У') не содержит контура цк, к = 1,..., со,

"fc *~vk
поскольку множество U' не содержит дуги (хк* хк. 1).
Следовательно, (Q, с/') e/>(G, я).

Покажем, «/го лры р(<7, Я)>0 множество дизъюнкций ?1 выполнимо.

Если существует граф (Q, U")E.P(G, Я), то для любого контура д*?Я

l~vk vk
во множестве tV" найдется дуга (Xfcr г, *?гг) такая, что дуга

Для каждого к = 1,..., со положим xkjt
=

pfcr. Остальным переменным

присвоим произвольные значения из множества {0, О. Тогда по опреде-
vk

лению хк* = 1 и каждая дизъюнкция Clki к = 1,..., со, выполнена.

Таким образом, задача о 3-выполнимости полиномиально сводится к

задаче проверки неравенства p(G, Я)>0, и следовательно, последняя

является NP-трудной задачей. Отметим, что задача проверки неравенства
p(G, Я)>0 остается сложной и в том случае, когда мощность
множества Я сравнительно невелика (например, когда значение \Н\ не

превосходит 0(g), где q
= | Q |).

Для доказательства NP-полноты задачи проверки неравенства p(G, Я) >
>0 покажем, что она полиномиально сводится к задаче о

выполнимости. Пусть G = (Q, U, V) — произвольный смешанный граф без петель

икратныхдуги Я
= {/х1,д2,. ..,мл}.
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Пронумеруем элементы множества V: V= U [/,/]/. Соответственно
/«i

ориентациям ребра [/, /'] / припишем тот же индекс /: (/, /)/ и (/, /)/.
Каждому ребру [/,/]/ сопоставим булеву* переменную хг, которая

принимает значение 1, если ребро [/,/]/, /</, заменяется дугой (/,/)/,
и значение 0, если это ребро заменяется дугой (/, /)/. Таким образом,
каждый граф (Q, U')GP(G, ф) однозначно определяет некоторый набор
значений переменных хг

= Ъь /= 1,..., | V |, и наоборот.
Если контур цк из множества Н содержит ребра с номерами кх, к2 ,...

..., &5, то он определяет набор значений переменных хкг
=
ск , г =

= 1,...,5, где

[1, если Й/ЪРеД^ '</.
*r lo, если (j\i)kr^nk.

Очевидно, что граф (Q, U') не содержит контура д^ тогда и только

тогда, когда ЬгФскг хотя бы для одного индекса /=?г. Следовательно,

для того чтобы Р(р,Н)Фф, необходимо и достаточно, чтобы было

выполнимым множество дизъюнкций ?2= { ?21, ?22,..., ?2^}, где ?2W =

1— cfc 1— ск *~~ск
= <**, '>**, 2>--->хк* 6J > /и=1,...,А.

Отметим, что в формулировке задачи проверки неравенства р(<7, //) >
>0 в виде задачи о выполнимости длина записи входных данных

зависит только от | V | и h и не зависит от | U | и q. Для построения

графов из множества P(G,H) можно использовать известные алгоритмы

решения задачи о выполнимости. В частности, если в каждом контуре

Ик> &= 1,... ,А, содержится не более двух ребер, то алгоритм решения

задачи о 2-выполнимости позволяет построить граф (Q, U') Е P(G, H)
или установить, что P(G, Я) = 0, за 0(h) элементарных действий.

2.2. Для построения всех графов множества P(G, H) можно

воспользоваться следующей процедурой последовательного ориентирования

ребер смешанного графа G.
Пусть д1 — один из контуров множества Н, содержащий наименьшее

число ребер множества V, а [/, /]к — содержащееся в контуре ц1 ребро
(для определенности контур ц1 содержит дугу (/,/)*), которое
принадлежит наибольшему числу контуров множества Н по сравнению с

другими ребрами данного контура. Если контур ц1 не содержит ребер

множества V, отличных от ребра [/,/]*, то заменим в G ребро [/,/]*
дугой (/,/)*• Полученный в результате граф обозначим через G2. В

противном случае наряду с G2 построим граф G3, заменив в G ребро

[hj]k дугой (/,/)*. Таким образом, получим граф G2 и, возможно,

граф G3, отличающиеся от графа G тем, что одно из его ребер
заменено дугой. Построим множество контуров Н2 QH графа G2 и

множество контуров H3QH графа G3, удалив из множества Н все контуры,

содержащие дугу (/, /)*, и все контуры, содержащие дугу (/, i)k,
соответственно. (Напомним, что G* обозначает граф, полученный из G1 =
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= (QfUl, V) в результате замены каждого ребра [?/]*€К' парой дуг

Пусть построены граф G1 и множество контуров H1^lK Если Н1 =

= ф, то переходим к рассмотрению следующего по порядку графа.
Если Н1Фф, то среди элементов множества Н1 выделим контур,

содержащий наименьшее число ребер множества V (без учета ребер,
которые уже заменены дугами). Если таких контуров несколько, то

выберем любой из них. Пусть [a, b]c — ребро выбранного контура, которое

принадлежит наибольшему числу контуров множества Я7 по сравнению
с другими ребрами, содержащимися в выбранном контуре.
Относительно графа G7, ребра [а, Ь]с и множества Н1 проведем рассуждения,
аналогичные тем, что проводились относительно графа G, ребра [Uj]k и

множества Я.

Нетрудно заметить, что в каждом построенном графе не содержится

контура из множества Я, в котором все ребра заменены дугами.

Процесс заканчивается, когда каждому полученному графу Gm =

= 02, Um> Vm) соответствует пустое множество контуров Нт.

Смешанный граф Gm определяет множество, состоящее из 2,к ' искомых

ориентированных графов, каждый из которых получается из графа Gm в

результате замены всех ребер множества Vm дугами,
ориентированными произвольным образом. Поскольку на каждом шаге реализуются все

возможные альтернативы, то получаем все графы множества P(G, Я).
2.3. При вычислении значения p(G,H) можно использовать следующее

обобщение описанной процедуры ориентирования ребер множества V.

Пусть д1 — один из контуров множества Я с наименьшим числом

ребер. В смешанном графе G заменим дугой каждое ребро [?/]*,
принадлежащее контуру д1. Если jjl1 содержит v\ ребер, то в результате

получим 2и» различных графов: G/
= (Q, Uh Vj), /= 1, 2,..., 2 *. Пусть

контур д1 содержится в графе G
v

. Число графов множества P(G, ф), со-

\у |
держащих контур д1, равно 2 2 *

. Для каждого /= 1,2,..., 2"х — 1

отметим граф G/ и определим подмножество Я/ контуров множества Я,

которые содержатся в графе G/.
Таким образом, на первом шаге алгоритма рассмотрен исходный граф

G, отмечены графы Gb G2i... ,G v%
и отобран граф G

Wj.
На

втором шаге аналогично из графа Gv выбирается контур д2 ЕЯ,
содержащий наименьшее число v2 ребер графа Gx, и каждое ребро этого

контура заменяется дугой. В результате граф Gx оказывается рассмотренным,
некоторые графы G

Vj , ...,G „ +•„
-

отмеченными, а граф

G
u. + u-j содержащий контур /х2, — отобранным. Очевидно, число всех

2
1^ + 1

графов множества P(G, 0), содержащих контур д2, равно 2 z Ua
.

Таким образом, после выполнения т шагов получаем равенство

p(G,H) = 2^-% 2lK*w<LS [2^-p{GhHt)},
/=i /ел



где щ
= Б v,- и Л — множество индексов отмеченных, но не рассмотрен-
/=i

ных до m-го шага включительно графов.
Поскольку процедуру замены дугами ребер, содержащихся в конту-

7-1
v

ре pf^H, требуется выполнить не более чем для П B
к
— 1)рассмот-

к=1

Н 7-1
Vk

ренных графов, то справедлива оценка 0B V/ П B — 1)) трудоем-
7=1 fc = l

кости описанного алгоритма вычисления p(G,H). При выполнении

условия vk < 1 для всех fc = 1,..., h — 1 получаем оценку 0(h).
2.4. При сравнительно небольшой мощности множества контуров #

=

= (Mi>Мг у • • •» Мл) более эффективным является следующий алгоритм
вычисления значения p(G,H).

Обозначим через ©(/) число графов множества P(G, ф), содержащих
контур Д/?#, и в общем случае через 0(/ь h> • ¦ •»^m) ~ число графов
множества P(G, 0), каждый из которых содержит контуры уцх, щ2,...

..., Д/т из множества Я. Контуры ра и дь будем называть

совместимыми, если не существует ребра [/, j\kElV такого, что дуга (J,/)*
принадлежит одному из этих контуров, а дуга (/, i)k — второму.

Очевидно, что для того чтобы 0(/i, /2,..., 1т)Ф0, необходимо и

достаточно, чтобы контуры щ , щ2,..., щт были попарно
совместимыми.

Составление всех множеств попарно совместимых контуров можно

выполнить следующим образом. Пусть составлены все множества

попарно СОВМеСТИМЫХ КОНТурОВ МОЩНОСТИ 772 — 1: {д fc, .Д fc, . . .
, Д fc }, k-

li l* lm-l
= 1,..., и. Для определенности можно считать, что lk < 1$ <... < lm _1,

*=1,...,и.
Для того чтобы составить все множества попарно совместимых

контуров мощности т, достаточно рассмотреть пары совместимых множеств

вида {д.*, ./!.*,...,/?.* , txk } и {ц к, р к,...,цк ,цР },где

lm-\ <*m-i- Если контуры р.к и д.р совместимы, то и контуры*т — 1 'ш — 1
к к к к р

с индексами 1Х, /2,...,1т _2, ^т -1 > ^т -1 попарно совместимы.

Составление списка пар совместимых контуров осуществляется
непосредственной проверкой условия совместимости.

Используя известный в комбинаторном анализе принцип включения и

исключения, получаем

p(G;H) = 2m - 20(д) + 20(д, Ь)-20(я, Ь, с) +...,

где суммирование проводится соответственно по всем контурам ра, по

всем парам совместимых контуров ра и ръ, по всем тройкам попарно
совместимых контуров ра, ръ и рс и т.д.

Пусть w — максимальное число попарно совместимых контуров

множества Я, а К(/ь /2,..., 1т) — число различных ребер, каждое из
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которых содержится хотя бы в одном из попарно совместимых

контуров Mjt,М/а,...,Mfo, гДе 'i <h <-..</m.Тогда,очевидно,

и, следовательно,

p(G, Я) = 2|К|+ I (-1Г 2 2|к|-к««^ Ь,\
т-1 {llt /3,..., 1т}

Легко показать, что оценка трудоемкости описанного алгоритма

вычисления значения p(G, Я) равна 0(р
• 2W+1), где v - максимальное

число ребер, содержащихся в одном контуре из множества Я. Сравнивая
ее с оценкой, приведенной для алгоритма из п.2.3, можно предложить

следующую комбинацию алгоритмов. Вначале, используя алгоритм из

п.2.3, подсчитать графы из множества P(G, ф) без контуров из

множества Я со сравнительно небольшим числом ребер, а затем, используя

алгоритм из данного пункта, вычислить p(GhHj) при сравнительно
небольших значениях |Я/|.

2.5. Очевидно, P(G,H) представляет собой множество P(G) всех

бесконтурных графов, порождаемых смешанным графом G в результате
замены каждого ребра множества V дугой. В этом случае наряду с

p(G,H) будем использовать обозначение p(G).
Отметим, что в любом графе (Q, ?/')GP(G) все кратные ребра [z,/]*G

6К графа G имеют одну и ту же ориентацию: либо (z,/)*G{/', либо

(/, /)* G U1 для всех к. Таким образом, при изучении множества P(G)
ограничимся рассмотрением смешанных графов G, которые не

содержат кратных ребер и удовлетворяют следующему условию: если (i,/)G
euf то(/,0?^ и [U]$v.

Пусть G* = (Q, U1) и G" = (Q, U") —

различные графы из множества

P(G). Обозначим через e(G',G") число ребер [г, /] G V таких, что (/,/)G
G?/', a (/, i)GU". Пусть E(G',G") — наименьшая из абсолютных

величин разностей рангов вершин i и /, вычисленных для всех указанных

пар вершин /, /GQ относительно графа G'.

Покажем, что если G'GP(G), G" GP(G) и e(G', G") = m, то существу-

ет такая последовательность графов G' = G0>Gt9... ,Gm=G" из

множества P(G), что e(G/„1,G/)=l м E(Gt_l9 G/) = ?,(G/_1, G"), /=1,...,тя.
Пусть граф G' содержит дугу (а, Ъ)9 граф G''-дугу (Ь,а), граф G\

получен из графа G' в результате замены дуги {а, Ъ) дугой (Ь, а),
причем E(G\Gi) = E(G',G"). Для доказательства утверждения достаточно

показать, что Gx GP(G). Допустим от противного, что существует

контур в графе Gx, а следовательно, не содержащий дуги (а, Ъ) путь из

вершины а в вершину Ъ в графе G'. Поскольку абсолютные величины

разности рангов вершин, инцидентных каждой дуге этого пути, меньше

E(G',Gn)9 то в графе G" существует тот же путь из вершины а в

вершину Ъ9 и следовательно, G" не принадлежит P(G). Получаем
противоречие.

Если G', GnGP(G) и и=ф, то существует последовательность графов
G' = G0, Gi,..., Gr = G" из множества P(G), такая, что €(G/_!, G/) =

= ?(С/-ьС/)=1> /=l,...,r.



При доказательстве этого утверждения достаточно рассмотреть

случай, когда e(G', G")=l. Пусть графы G' и G" отличаются ориентацией
ребра [а, Ь], причем граф G' содержит дугу (а,Ь), а граф G" —

дугу

(Ь,а). Возможны два случая: либо граф G1 содержит вершинусФЬ,

полустепень исхода которой равна нулю, либо 6н не содержит такой вершины.
В первом случае предположим, что утверждение имеет место при

числе вершин, равном q > 3, и докажем его справедливость при числе

вершин, равном q + 1. При q
= 2 утверждение очевидно.

Удалим из графов G' и G" вершину с и все инцидентные ей дуги.

Полученные подграфы обозначим соответственно через G' и G".no

предположению существует последовательность бесконтурных графов G' =

= G0tGlt...9Gr = G" таких, что e(G/_b Gl) = E(Gl_l9 G,) = 1, /= 1,... ,r.

Присоединив вершину с вместе с инцидентными ей дугами к каждому

графу G/, / = 0,..., г, получим искомую последовательность.

Во втором случае единственной вершиной в графе G', полустепень

исхода которой равна нулю, является вершина Ь. Выберем в Gf

вершину d, для которой (d, b)GU' и R(b) -R(d)= 1, где R (к) -

ранг
вершины к в графе G'. Будем рассматривать нетривиальный случай, когда

R(b)-R(a)>l и, следовательно, йФа. Обозначим через G' и G"

графы, отличающиеся соответственно от G' и G" только ориентацией реб-

pa [b, d]. Нетрудно видеть, что графы G и G не содержат контуров,
отличаются ориентацией ребра [а, Ь] и содержат вершину d^b,
полустепень исхода которой равна нулю. Следовательно, к этим графам
применима доказанная часть утверждения. Аналогичное

Л
заключение может

быть сделано относительно бесконтурных графов G" и G".
Действительно, они отличаются ориентацией ребра [b, d], и поскольку в них не

существует пути, соединяющего вершины а и d, то эти графы содержат

вершину e^d, полустепень исхода которой равна нулю. Утверждение
доказано.

2.6. Исследуем влияние на величину p(G) некоторых преобразований
смешанного графа G.

Пусть [/, /] — некоторое ребро, возможно, [/, /] ^ V. Через yG
обозначим граф, полученный из G в результате отождествления вершин i и

/ с последующим отождествлением всех кратных ребер, всех кратных

дуг, удалением всех петель и всех ребер [а, Ь], для которых в

полученном графе есть дуга, инцидентная вершинам а и Ъ. Нетрудно обобщить
эту процедуру на множество W ребер. Через и/G обозначим граф,
полученный из G в результате последовательного применения описанной

процедуры отождествления пар вершин i и / для каждого ребра [/,/] Е
GW. Если W=0, то будем полагать wG = G.

Вершины / и / графа G будем называть несмежными, если они не

инцидентны одному и тому же ребру или дуге. Несмежные вершины / и

/ будем называть сравнимыми, если в графе (Q, U) существует путь,

содержащий эти вершины.
Покажем, что если i и j - несмежные вершины графа G, то

р(С) = р(а^Ки[/,/])-р07.С). . B.1)
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Доказательство этого утверждения проведем по индукции
относительно числа ребер графа G.

Пусть У=ф. Если в графе (Q, U) имеется контур, то p(G) =

= p(Q> Uf КЯ)-р(//С) = 0. Пусть граф (Q, U) не содержит контуров.
Если вершины / и / сравнимы в G, то p(G) = p(G, U, [/,/])= 1ир0/^)

=

= 0, в противном случае p(G) = p (//?) = 1 и p(Q, U, [/,/]) =2.
Итак, для V-ф равенство B.1) выполняется. Предположим, что

утверждение имеет место при | V | = #ь и докажем его при | V | = т + 1.

Выберем произвольное ребро [a, b] Е V. Очевидно, что

Р«2, U, FU[/,/]) = p(fl UU(a, Ь), VU[i,j]\[a, b]) +

+ p(Q,UU(b,a),VU[i,j]\[a,b]).
По предположению

Р«2, UU (а, Ь), VU [i,j]\[a, Z>]) = p(G UU (а, Ъ), V\[a, b)]) +

+ p(ijiQ,UV(atb),V\[a,b]))
и

P(fl UU (b, a), VU[i,j]\[a, Z>]) = p«2, UU (b, a\ V\[a, b]) +

+ р(//(а^и(М),П[0])).
Наконец, p(G) = p(fi ?/U(*, Z>), К\[я, Z>]) + p«2, UU(b,a\ V\[a, b]) и

P(/,^) = p(//(a ^ U(*, b), V\[a, b]))+p(if(Q, UU(b,a\ V\[a, b))).

Утверждение доказано. (v
>

(

Пусть элементы множества К' ? К пронумерованы: F' = U [/, /] г.
/= 1

Применяя равенство B.1) конечное число раз, можно получить следующее

соотношение:
к_х

Р(С) = P(G U, V\ V) + 2
, p(/;.(fl Ц K\ U [а, Ь] ,)).

Это равенство позволяет свести вычисление значений p(G) при | Q | = к

к вычислению значения p(Q, U) и значений p(G) при | Q | = к — 1.

Аналогично, если V' ?v и граф (Q, U1) ациклический, то p(G) =

= 2p(W/(Q, U, V\V')), где суммирование проводится по всем W^ У,для

которых в графе (Q, W) нет цепи, соединяющей смежные вершины

графа (Q, U, V\V).
2.7. В заключение отметим, что если j и / — несмежные вершины

графа G, то

2p(G)>p(Q,y,VU[i,j])>p(G)>p(Q,UU(i,j)9V)>0.

Сформулируем условия, при которых в этом соотношении имеет место

знак равенства.
Если i и j — несмежные вершины графа G и p(G)=?0, то следующие

утверждения эквивалентны:

a)p(a?/,FU[/,/]) = p(G);
б)р(^)=0;
в) i и j - сравнимые вершины графа G.
Действительно, условия а) и в) эквивалентны согласно равенству

B.1). Поскольку граф (Q, U) не содержит контуров, для б)
необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие в).
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Нетрудно убедиться в справедливости и следующих утверждений.
Если i и j - несмежные и несравнимые вершины графа G, то

р(& Uy KU[i,/])=2p(G) и p(G) = p(/;G).
Если i и j - несмежные вершины графа Que графе G не

существует пути из j в U то p(Q, UU (/,/), F) = p(G) и p(Q, UU (/, /), Ю= PbjG).
Если i и j -несмежные вершины графа G и p(G)=?0, то следующие

утверждения эквивалентны:

*)p(Q,UU(i,j),V) = 0;
б) р(& UUU, О, П = Р(С)+р(//С);
в) в графе (Q, U) существует путь из вершины j в вершину и

Приведенные утверждения могут быть использованы при разработке
методов вычисления значения p(G).

§ 3. Последовательный анализ вариантов

В этом параграфе рассматриваются основанные на идеях

последовательного анализа вариантов точные и приближенные алгоритмы
построения допустимого относительно взвешенного смешанного графа G =

= (Q, U, V) расписания, которое является оптимальным (т.е. заданная

неубывающая по каждому из аргументов действительная функция
F(xi, х2,... ,хя) принимает минимальное значение при jcj, равном

моменту tf завершения выполнения операции i, i=l,...,qr, при этом

расписании).
Как показано в § 1 данной главы, оптимальное расписание можно

искать в классе активных расписаний. Для этого достаточно из множества

P(G) ориентированных графов, порождаемых смешанным графом G,
выделить множество P(G) графов, не содержащих контуров

положительного веса. Каждый граф (Q, U')GP(G) однозначно определяет активное

расписание, допустимое относительно графа G (и наоборот). Для
построения этого расписания достаточно определить наиболее ранний срок

tt= ti(Q, U') завершения выполнения каждой операции iGQ
относительно графа (Q, U').

3.1. Для организации целенаправленного перебора графов множества

P(G) будем использовать процедуру последовательного разбиения
Л Л

множества P(G) на подмножества. При этом множествоP(G) сначала

разбивается на подмножества P(Gx),P(G2), ... ,P(Gh), где Gk, k= 1,...,Л,-

графы, получаемые из графа G в результате замены одного или не-
Л А

скольких его ребер дугами. Затем одно из множеств P(Gk), скажем P(Gj),
Л Л Л

в свою очередь разбивается на подмножества />(G/,+1), P(Gh+2)» — > P(Gh+p)-
В результате получаем разбиение исходного множества P(G) на

подмножества P(Gx),... ,P(G/-i), P(Gi+i),... ,P(Gh+p) ит.д.

Этот процесс удобно представлять "растущим" выходящим деревом
(Zm, Wm), где Zm —множество вершин, a Wm — множество дуг.

Каждой вершине дерева сопоставлен некоторый граф Gk = (Q, Uk, Vk ), где

UCUk и VkCV. В дальнейшем вершину дерева будем отождествлять с

сопоставленным ей графом. Корнем дерева является граф G0 = G.
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Остальные вершины (графы) нумеруются последовательно по мере их

получения. Множество Zm = {G0, Gl9... , Gm) . Корень G0 дерева
соединяется исходящими дугами с вершинами Gb G2,... , G/,, вершина G7 —

свершинами Gh+1,Gh+2> • - • ,Gh+p и т.д.

Обозначим множество висячих вершин дерева (Zm, Wm) через Zm.
Это множество определяет текущее разбиение множества P(G) на

подмножества.

Введем в рассмотрение функцию

/(С*) =

_
(mm{FGl(Q, ?/'),..., Г~ (<2, (/')) | (Q, U')eP(Gk)} , если ?(G*)*0,
1ооэ ecnHP(Gjt)=0.

Очевидно, если Ук-ф и граф (Q, ?/fc) не содержит контуров

положительного веса, то /(G^) = F(ri(Q, Uk\ ...,/"(&?/*)).
Через /o(Gfc) и f°(Gk) будем обозначать соответственно оценки снизу

и сверху значения f(Gk). Число rm =min{/°(Gfc)| Gk€Zm) будем
называть (текущим) рекордом, а граф (Q, Um)GP(Gk), для которого rw

=

= f(Q,Um) и GkGZm,-рекордным.
Отношение строгого порядка ->, заданное на множестве Zm,

называется отношением доминирования, если из соотношения Gk-^Gi следует,
что f(Gk)<f(Gj) j в дереве (Zw, Wm) нет пути из G* в G7.

Вершину GfGZm будем называть конечной, если выполняется хотя бы

одно из условий:
a)/o(G7)=/°(G/);
6)/o(G,)>rw;
в) существует граф Gk€Zm такой, что G*-*G/.
Множество всех конечных вершин дерева (Zm, Wm) будем обозначать

через Zm.

При выполнении условия а) получаем точное значение /(G7). Из ус-

ловия б) следует соотношение f(Q, Um)<f(Q, U') для любого графа

(Q, U,)GP(Gl). При выполнении условия в) существует граф (Q,U")G

€P(Gk) такой, что f(Q, ?/")</(G7). Следовательно, если выполняется

условие б) или в), то при поиске оптимального расписания граф G7
можно исключить из рассмотрения.

3.2. Опишем одну из типичных схем поиска оптимального

расписания — схему ветвей и границ. Л

1) Полагаем ая = 0, G0=G и строим рекордный граф (Q, ?/m)E/^G0).
Если />(GO)=0, то выполняем шаг 10. В противном случае полагаем

Zm=Zw={G0>, И/ш=0, Zw=0, rm=f°(G0)=f(Q,Um) и выполняем

шаг 2). _

2) Из множества Z^Z^ выбираем граф G7 = F, Uh Vj) и выполняем

шаг 3). Если Zm\Zm=$, то выполняем шаг 10).
3) Вычисляем оценку /o(G7) значения функции /(G7). Если /o(G7) =

=/°(G7), то выполняем шаг 8), в противном случае — шаг 4).
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4) Если справедливо соотношение

rm<MGd, C.1)
то выполняем шаг 9), в противном случае

— шаг 5).
5) Если существует граф Gk^Zmy для которого выполняется

соотношение Gk-*Gh то включаем G/ во множество Zm и выполняем

шаг 2). В противном случае выполняем шаг 6).
А Л

6) Строим разбиение множестваP(Gt) на р > 2 подмножеств P(Gm + х),...
• • • ,P(Gm+p)- ПолагаемZm+p = Z:p U{G„, + i, . . . ,Gm+p} , Wm+p = Wm U

U {(GhGm + i), ...
, (G/ , Gm+p)},Zm+p = Zw U{Gm + 1,... ,Gm+p}\ {G/,.

Выполняем шаг 7).
7) Вычисляем оценки/0 (Gm + 1), . . . ,/°(Gm+p) и выбираем среди них

наименьшую f°(Gh). Выполняем шаг 8), полагая / и т равными Иит+р
соответственно.

8) Если rm >/°(G/), то полагаем рекорд rm = /0(G/) и строим новый

рекордный граф (Q, Um) G P(G,), для которого /° (G7) =/(Q, tfm). В

любом случае выполняем шаг 9).
_

9) Во множество конечных вершин Zm включаем все вершины Gk из

множества Zm, для которых/0 (Gk) > rm, и выполняем шаг 2).
10) Если т = 0, то не существует расписания, допустимого относительно

графа G. Если т > 0, то оптимальным является расписание, при котором

h
= u(Q> ^m)> / = 1, . . .

, #. Оптимальное значение целевой функции
равно рекорду гт.

Полученный на последнем шаге граф (Zm, Wm) обозначим через

(Z, W), а множество Zm —

через Z.

При практической реализации этой схемы описанные шаги и

последовательность их выполнения могут меняться в зависимости от

особенностей решаемой задачи.

3.3. Перейдем к более детальному описанию основных фрагменов
предлагаемой схемы.

Л

Для проверки условия P(G) Ф ф и построения рекордного графа
(Q> Um) ^ P(G) можно использовать алгоритмы, описанные в § 1 и § 2
этой главы. Напомним, что если граф (Q, U) содержит контур
положительного веса, то P(G) = ф . Если же граф (Q, U) содержит контуры и все они

неположительного веса, то задача проверки условия P(G) Ф ф является

MP-трудной в сильном смысле.

Опишем алгоритм построения активного расписания, допустимого
относительно заданного графа G = (Q, U, V).

а) Вычисляем наиболее ранний срок f/°(Q, U) начала выполнения

каждой операции / G Q. Если при этом в графе (Q, U) будет обнаружен
контур положительного веса, то P(G) = ф. В противном случае
выполняем п. б).

б) Во множестве V выбираем конфликтное ребро, т.е. такое ребро

[/,/ ]k G V, для которого выполняется соотношение

-а*„ < tf(Q, U) -thQ,U)<4, C.2)
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и выполняем п.в). Если в графе (Q, U, V) нет конфликтных ребер, то

искомые времена начала выполнения операций tf = tf (Q,U),l = 1,..., q.

в) Вычисляем наиболее ранние сроки tf (Q, U U (f, /)*), / = 1,..., q,
и выполняем п. б), заменяя граф (<2, U, V) графом (Qt U U (/, /)*,
У\ [*»/]*)• Если в графе {Q, U U (/,/)*) содержится контур

положительного веса, то вычисляем наиболее ранние сроки tf(QiUU(/ii)k)il = l>...9qi
и выполняем п. б), заменяя граф (Q, U, V) графом (Qt U U (/, /)*,
РЛ [*> /1 к) • Если в графе (Q, U U (/, /)*) содержится контур
положительного веса, то допустимого относительно графа G расписания не существует.

Через V обозначим множество всех конфликтных ребер графаG = (Q, U, V).
Очевидно, что при V = ф для каждого ребра [i,/]к Е V выполняется одно

из соотношений tf (Q, U) - tf «2, U) > a*f или tf (Q, U) - tf (Q, U) > af. .

Для каждой дуги (i, /) E U имеет место соотношение f? (<2, J7) -

- tf (Q, U) > atj. Следовательно, значения tf = tf (Q, U), I = 1, . . .
, q,

определяют допустимое относительно графа G расписание и f(G) =

Если V Ф ф, то для улучшения качества получаемого расписания

целесообразно при выборе очередного ребра [/, j]k Е V использовать те или

иные правила предпочтения {приоритеты) в зависимости от вида целевой

функции. Л

3.4. Если граф B, U) не содержит контуров, то P(G) Ф ф и для

построения активного расписания, допустимого относительно графа G, можно

воспользоваться следующим алгоритмом, трудоемкость которого не

не превосходит 0(q2 + | К | ) элементарных действий.

а) Полагаем р = О, Q0 = ф, (Q, U°,V°) = (Q, U, V) и вычисляем

наиболее ранние сроки tf (Q, U°) начала всех операций / Е Q. Очевидно,

искомые времена начала выполнения операций tf > tf (Q, U°), i = 1, . . .
, q.

б) В графе (Q, Up) выбираем одну из вершин/, для которой не

существует дуги (/, /) Е Up при i E Q\ Qp. Определяем момент начала

выполнения операции / в искомом расписании, полагая tf = t? (Q9 Up). Вершину /
включаем во множество упорядоченных вершин: Qp+* = Qp U{/}.

в) Заменяем в графе (Q, Up, Vp) все ребра, инцидентные вершине/, на

исходящие из нее дуги. Полученный граф обозначаем через (Q, Up+l, Vp+l).
г) Используя вычисленные значения J?,/EQp+1,h tf (Qt Up)9 i E

E Q\ Qp+1, определяем наиболее ранние сроки tf @, Up+1), i E Q\ Qp+1.
д) Если Vp+1 = 0, то полагаем tf = tf (Q, Up+l) для всех i E Q\ Qp+l.

В противном случае переходим к п. б), заменяя граф (Qt Up, Vp) графом
(G, Цр+19Ур+1),г множество Qp - множеством Qp+ 1.
Применяя эту процедуру к исходному графу G не более чем q раз,

получаем значения /?, i E Q, определяющие некоторое активное

расписание.

При выборе очередной вершины / в п. б) обычно используют

соответствующие правила предпочтения.
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3.5. Если на шаге 2) приведенной выше схемы ветвей и границ \Zm\ Zm \ >
> 2, то необходимо выбрать очередной граф G/ из множества Zm\ Zm
возможных кандидатов.

Пусть на множестве Z задана некоторая действительная функция ty{Gk),
Gk G Z. Будем говорить, что используется стратегия, основанная на

функции \j/(Gk), если выбирается граф G/ G Zm\Zm, для которого i/>(G/) =

= mm{rJ,(Gk)\GkeZm\Zm).
Стратегию, основанную на функции ^(Gk), называют

поиском в ширину, если значение функции $(Gk) равно рангу R(Gk)
вершины Gk в графе (Zm, Wm);

поиском в глубину, если $(Gk) =—R(Gk);
поиском по наилучшей оценке снизу, если ty(Gk) -fo(Gk);
поиском по наилучшей оценке сверху, если $(Gk)=f°(Gk).
Эффективность той или иной стратегии определяется тем, насколько

полно функция \l/(Gk) отражает специфику решаемой задачи.

3.6. При выборе алгоритма вычисления оценок /0 (G/ ) на шаге 3)
необходимо учитывать два противоречивых обстоятельства. С одной стороны,

уточнение оценок позволяет обычно сократить процесс ветвления. С другой
стороны, уточнение оценок сопряжено с увеличением объема вычислений,
что может компенсировать выигрыш от сокращения процесса ветвления.

Пусть (Gk, G7) G Wm. Поскольку P(G,) Q P(Gk), то f(Gk) </(G7)
и значение /0 (G/) можно положить равным /0 (Gk). Поэтому в дальнейшем

будем предполагать, что для любой дуги (Gk, Gj) G Wm имеет место

соотношение

fo(Gk)<f0(G,). C.3)

При получении оценок снизу обычно используется прием релаксации,
т.е. замены исходной задачи более простой задачей путем исключения из

рассмотрения некоторых ограничений.
Поскольку F(xi, х2, . . .

, хя) не убьюает по каждому из аргументов,
то релаксированную задачу можно получить, например, в результате
удаления из графа G/ = (Q, Ui9Vt) всех или части ребер.

Если удалены все ребра графа G/, то получаем релаксированную задачу,

состоящую в определении ранних сроков tf (Q, Ut) начала

выполнения операций i G Q относительно графа (<2, ?//), и полагаем fo{Gt) =

= F{t\(Q9Ul),...,t%{Q9Ut)).
Пусть некоторый порожденный подграф (Q', if, V') графа G/

является полным (в качестве Q' Q Q обычно выбирается множество операций,
выполняемых одним и тем же прибором). Удаляя из графа G/ все ребра
за исключением ребер множества V\ получаем релаксированную задачу

построения допустимого относительно графа (Q, ?//, V') расписания,
при котором минимально значение заданной целевой функции.

Например, если все д/;-
= tt и требуется минимизировать общее время

выполнения операций, т.е. F(xx, х2,. . .
, хя) = max {xf \ i G Q} , то

указанная релаксированная задача по существу представляет собой задачу

минимизации максимального временного смещения при обслуживании
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одним прибором частично упорядоченного множества требований Q\
для каждого из которых задан момент di = tf (Q, Ux) поступления в

систему, длительность обслуживания 1х и директивный срок D% = v (С Ux) +

+ U - Vi(Q, Ux)9 где Vf(Qt Ux) —максимальный вес пути в графе (Q, Ux)
с началом в вершине i и v (Q, Ux) = max {vx (Q,UX) \ i G Q}.

3.7. Рассмотрим некоторые способы разбиения множества P(GX) на

подмножества'на шаге 6) описанной в п. 3.2. схемы при различных
предположениях относительно графа G.

Пусть Vx — множество конфликтных ребер графа Gx = (Q, Ux, Vx).
Как уже отмечалось, если V = 0, то /(С/) = /((?, ?//, 0) и вершина Gx
является конечной.

А Л

Если Vx Ффь то разбиение множестваP(GX) определяется выбором
некоторого конкретного подмножества Vx Я: Vx. В результате замены

каждого ребра [/, /]к G Vx дугой (*,/)* или дугой (/, /)* получаем р = 2,К/|
Л Л

различных графов Gm + 1, . . .
, Gm+p, причем P(GX) = P(Gm+i) U. . .

. . . UP(Gw+p). Как правило, в качестве Vx выбирают множество

сравнительно небольшой мощности (обычно | Vx | = 1).
_

Рассмотрим несколько правил предпочтения при выборе множества Vx
на примере задачи минимизации общего времени выполнения операций,
сформулированной в п. 3.6. Для каждого ребра [i, / ] е Vx вычислим

величину кц = tf(Q,Ux) + aXf + u/(Q, Ux) - v(Q, Ut)- Поскольку ребро
[i, / ] конфликтное и вес аЪс

= tb для каждой дуги (Ь, с) Е Ux, то в графе
(Q, ?//) не существует пути из вершины / в вершину i. Следовательно, в

графе (Q, Ux U (/,/)) найдется путь веса v (g, Ux) + А/;-.
Таким образом, при выборе ребер [/, /] G К, для включения во

множество К/ можно использовать одну из следующих величин: А/;- + А;-/ ,

min {А/у, hfX} и max (А,/, А//} , отдавая предпочтение тем ребрам, для

которых соответствующая величина больше. Использование

приоритетов при выборе множества Vx позволяет на ранних итерациях метода

рассмотреть -"наиболее существенные" из конфликтных ребер, после чего

остальные ребра уже не будут конфликтными.
3.8. Если в графе G - (Q, Ц V) все веса аХ]- > О, то каждый граф из

P(G) не содержит контуров. В этом случае обычно используют процедуру
л

разбиения множества P(G) на подмножества, основанную на

последовательном выборе вершин графа G.
Пусть я= (/1,1*2,... ,/с) —

некоторая перестановка элементов (не
обязательно всех) из множества Q. Обозначим через G(ir) граф,
полученный из G следующим образом. Выбираем в G вершину /х и заменяем все

инцидентные ей ребра исходящими из нее дугами. В полученном графе
выбираем вершину i2 и заменяем все инцидентные ей ребра исходящими

из нее дугами и т.д., пока не будет рассмотрена вершина ic. Очевидно,
если для каждого А = 1,,.., с вершина ih имеет нулевую полустепень

захода в подграфе графа C(i"i, /2,..., la-i), порожденном множеством

вершин Q\{*i, /2»..., «л-i), то граф G(n) не содержит контуров
(предполагается, что G (ф ) = G ).
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Соответствующую процедуру можно описать следующим образом.
Полагаем Q0 = ф , G0 = (Q, %» ^о) = G. Пусть Go = (lit/a» • • •

• '$e) -

множество всех вершин с нулевой полустепенью захода в графе (G, С/0).

Для каждой вершины ik € Go полагаем (?* = {'*}> ^fc= О"*) и строим
л

граф Gk = G(irk). Получаем разбиение множества P(G0) на подмножества
Л Л

P(GX),... ,P(Gq ). Очевидно, что при любом активном расписании,

допустимом относительно графа Gk, имеет место равенство t?, =0.

Пусть G/ = (Q, Ub К/) =GGr/) - граф, который рассматривается на

очередной итерации, щ —

некоторая перестановка элементов множества
Л

Q/ CG и Qi ={/i,/2»... Jqt) ~ множество всех вершин с нулевой
полустепенью захода в подграфе графа (G> иг), порожденном множеством вер-

л

шин Q\Qi- Для каждой вершины jkG Qt строим граф Gm+k = G(-nm+k)
и полагаем Qm+k = Qi V{jk) , где 7гт+*

= (я/,/*)и т — число ранее пост-
Л А Л

роенных графов. Очевидно, P(GZ) =P(Gm+i) U... lJP(Gm+qj) и fj^ =

= Г? (Q, ?//) при любом активном расписании, допустимом относительно

графа бЦ+fc.
Если Q i = Q, то К/ = 0 и вершина G/ является конечной. При таком

способе разбиения множества P(G) максимальный ранг вершин дерева

(Z, W), очевидно, не превосходит q.
3.9. Описанная в предыдущем пункте процедура разбиения множества

P(G) на подмножества может быть дополнена отсеиванием некоторых
из этих подмножеств. Ограничимся рассмотрением случая, когда в графе
G= (Q,U,V) весад/у =f/.

Расписание называется компактным, если любую из операций нельзя

начать раньше, чем при этом расписании, при условии, что остальные

операции начнутся не позже. Ясно, что любое компактное расписание является

активным (но не наоборот) и в классе компактных расписаний содержится
хотя бы одно оптимальное.

Пусть на очередной итерации рассматривается граф G/ = (Q, ?//, Vt) =

Л

= G(nt). Из множества G/ выберем вершину /в, для которой t ja(Q, U{) =

= min {Tjk (Q, Ut) | jk G G/} . Обозначим Qi ={/*} U {jk I /* € Q/, [/*,

/д] ^ ^/)и для каждой вершины jk E G/ построим граф G(Tthfk).
Полученные графы обозначим через Gm + 1, Gm+2»..., Gm+p, где р- I & I и /и -

число ранее построенных графов.
Если G/ — собственное подмножество Q/, то, возможно, U P(Gm+k) Ф

ФР{р{). Покажем, что активное расписание st допустимое относительно

р а

грд$д (Q,U)eP(Gt)\ U P (Gm+k), не является компактным.

Пусть (G, ?/') = G (тг7,1,, /2,..., iw,/e. тг), где /„ G Q\ Q^v = 1,..., со,
и через 7г обозначена некоторая перестановка элементов множества

272



Q\ Qi\{i\> **2> • • •
> ioj>Ja} - Если не существует ни одного ребра [iv,ja] e

G Vi при некотором v G {1, 2,..., со}, то граф (Q,W) есть G(nhja,
Р

А

/1, |*2 > • • ¦ >'ыэ w) и принадлежит множеству U P(Gm+k).

В противном случае, если найдется вершина ib G <?/ такая, что 1 < Ь <

< со и не существует ребра [/&, /с] G Кь, 1 <с <Ь — 1, то граф (<2, сУ') есть

G(Щ, Ль, h, •
•., *ь-1 * '&+i>• • •

> z*w, /<z> *) и принадлежит множеству

U P(Gm+k). Если же такой вершины не существует, то для каждого реб-
к=г

pa [iy,ja] ^Уь 1 <^ <со, в графе (б, U') существует путь, который
заканчивается в вершине /„ и проходит через некоторую вершину id G <2/,

1<<2<со. Следовательно, вес этого пути не меньше tfd(Q, сУ/), причем

Г/,(б,Ч)>Г/в(е,ад). Поскольку Т§(/2,ия)<П(а9и')9 iGQ, и

Tfa(Q,UH)<7fa(QtU') при (fi,^,f)S5C(wi>/efi1,ia,...,/w,ir), то рас-

писание 5 не является компактным.

ЗЛО. Рассмотрим некоторые оценки сложности метода ветвей и границ.

Напомним, что через (Z, W) обозначено дерево (Zm, Wm), полученное на

последней итерации метода, т.е. когда Zm = Z m. Положим Z=Zm -Z m.

Введем в рассмотрение дерево (Z\ W'), полученное из (Z, W) в

результате последовательного ветвления (на шаге 6)) каждой вершины Gt из

множества Z до тех пор, пока не будут сориентированы все ребра графа

G/. Таким образом, дерево (Z, W) является порожденным подграфом

дерева (Z', ^'),ив качестве показателя сложности метода ветвей и границ
можно использовать мощность I Z \ Z | множества вершин, которые были

подвергнуты ветвлению при реализации этого метода.

Вершину G/ GZ'будем называть минимальной тогда и только тогда,

когда соотношение Gk^Gi не выполняется ни для какой вершины Gk G

EZ'. Множество всех минимальных вершин обозначим через Z. Пусть

Z = {GkEZ' I f0(Gk) <f(G0) <f°(Gk)} . Нетрудно показать, что

множество Z П iTcz\z.
л *

Действительно, если граф Gl G Z П Z выбран на шаге 2) описанной в

п. 3.2 схемы ветвей и границ, то после шага 3) будет выполнен шаг 4),
поскольку/о (G/) Ф/° (G7), после шага 4) - шаг 5), поскольку/0 (Gt) <

<f(G0) <rw, а после шага 5) — шаг 6), поскольку Gx G Z. Таким

образом, если Gx G Z, то Gi ф Z.

Покажем, что граф Gt принадлежит множеству Z. Рассмотрим путь

Go у Gj,..., G/ в графе (Z', W'). Из соотношения C.3) получаем/0 (G0) <

^/о (Gd) <... </0 (G/). Следовательно, все вершины этого пути

принадлежат множеству Z, а поскольку G0 G Z, то эти вершины принадлежат и

множеству Z.
_ _ л

Таким образом, справедливо соотношение \Z\Z\>\ZCiZ I.
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3.11. Предположим, что используется стратегия, основанная на функции

^(GhltGh G Z'. Будем говорить, что отношение доминирования

¦+согласовано с функцией Ф((тН), Gh GZ', если из условия Gk-+Gi следует

неравенство ф (Gc) < ii(Gj) для любого предшественника Gc вершины Gk в

графе (Z', W1). Отношение -> согласовано с оценками /o(G/,), Gh 6Z',
если из Gk -+Gj следует /0 (Gk) </0 (G/). Отношение -* согласовано с

графом (Z', W'), если из G^ ->G/ следует, что для любого потомка G;,
вершины G/ найдется потомок Gk> вершины Gk такой, что Gk> ->G/» .

Покажем, что если отношение доминирования -> согласовано с ty(Gh)y
fo(Gh)u(Z',W'),ToZ\ZCZ.

Пусть для некоторой итерации на шаге 2) описанной в п. 3.2 схемы

выбран граф G/ G Zm\ Z m и существует граф GkGZ' такой, что Gk -*G/. По

определению отношения ->в дереве (Zm, Wm) не существует пути из Gk в

G/. Поскольку отношение -> согласовано с функцией \J/(Gk)9GkG Z', то

либо Gfc G Zm, либо в графе (Z, W) найдется предшественник Gc вершины
Gfc, который принадлежит множеству Zm. Если GkGZm, то на шаге 5)
граф G7 будет включен в множество Z~m. Если Gfc ф Zm, то имеет место

одна из следующих возможностей.

а) Граф Gc включен в множество конечных вершин Zm', 0 < т' < т,

в силу равенства /0 (Gc) =/
°
(Gc). Тогда вьшолняются соотношения гт <

<rm' </0 (Gc) </0 (G^). Поскольку отношение -> согласовано с fo(Gh),
Gh EiZ*, то /о (G&) </(G/). Получаем соотношение /0 (G/) > rm, из

которого следует, что на шаге 4) вершина G/ должна быть включена в

множество Z т.

б) Граф Gc включен в множество Z т> в силу выполнения неравенства

/о (Gc) > гт>. Аналогично случаю а) получаем гт<:Гт' </0 (Gc) <

</о (Gfc) </о (С/). Следовательно, Gj €Z т.

в) Граф Gc включен в множество Zm' на шаге 5), т.е. существует граф

Ga G Zm' такой, что Ga ->GC. Поскольку отношение -> согласовано с (Z',
W' ), то найдется потомок Gar вершины Ga такой, что Ga> ->Gfc. Из
транзитивности отношения -*

получаем G^' ->G/.
Если G^' GZ, то Ga' €Zm, так как отношение ->согласовано с

функцией $(Gh). Следовательно, граф G/ должен быть включен во множество

Z т на шаге 5).
Пусть Gj' ^ Z, т.е. некоторый предшественник Gb вершины Ga>

содержится во множестве Zт. Тогда повторяем приведенные рассуждения,
заменяя графы Gk и Gc на графы Ga* и Gb соответственно.

Поскольку отношение доминирования является отношением строгого

порядка и множество Z' конечно, то, повторяя эти рассуждения конечное

число раз, приходим к заключению, что граф G/ должен быть включен во

множество Z m.

Следовательно, Z \Z С Z.
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Пусть Z = {GkeZ' I /о (Gk) =/°(С*)}> гогдд, очевидно, \Z\Z\ <

<iz\i|.
/fc/zti отношение доминирования на множестве Z1 не задано, то, полагая

Z=Z', получаем оценки] ZCiZ'l <\ Z\Z\ <| Z\Z | .

3.12. Пример. Рассмотрим задачу построения оптимального по

быстродействию расписания обслуживания множества требований N-
= A, 2,... ,/2}приборами А к В при условии, что каждое требование
сначала обслуживается прибором А, затем прибором В (см. § 1 гл. 1).
Покажем, как можно за 0(п2) элементарных действий решить эту

задачу по описанной схеме ветвей и границ.
На рис. 3.1, а приведен граф G

= (б, U> V ) для п = 4. Операция по

обслуживанию требования i Е Afприбором А имеет тот же номер z, а операция
по обслуживанию этого требования прибором В имеет номер f + п.

Фиктивная операция 2л + 1 = 9 обозначает завершение обслуживания всех

требований. Каждой дуге (г,/) Е U приписан вес Л/у, равный длительности

tt операции i Eg. Каждому ребру [г,/] Е V сопоставлена пара весов

atj =tj najf =tj (веса ребер на рисунке не указаны).
Для организации процесса ветвления будем использовать процедуру,

описанную в п. 3.8, причем одновременно с упорядочением операции i

будем упорядочивать и операцию i +п (поскольку в § 1 гл. 1 показано,
что существует оптимальное по быстродействию расписание, при котором

требования множества N обслуживаются прибором А в той же

последовательности, что и прибором В). Из условия A.3) гл. 1 следует, что

отношение доминирования можно задать следующим образом: Gk-+Gi тогда

и только тогда, когда выполняются условия:

а) ранги вершин GknGj в дереве (Z, W) равны;

б) GJfc=GGr,z,/i + /)HC/ =GGT,/,w+/),/ Ф]\
в) либо min {ti9tn+f} <min{tj,tn+i} , либо min {f/,r„+y} = min{fy,

tn+i) и/ </.
Очевидно, что среди вершин одного и того же ранга дерева (Z, W)

существует единственная минимальная вершина. Следовательно, если

отношение •+ согласовано с функцией $(Gh), то выполняется неравенство

I Z\Z\ <п — 1, и в вычислении оценок f0(Gk) и f°(Gk),GkGZ, нет

необходимости.
На рис. 3.1,5 приведено дерево (Z, W), полученное при решении этой

задачи для графа G, представленного на рис. 3.1, а. Если граф Gx получен
из Gk в результате упорядочения требования i E N, то дуге (Gk, G{) E W
приписан параметр /.

На рис. 3.1,в представлен граф G9GP(G). Допустимое относительно

этого графа активное расписание является оптимальным по

быстродействию.

3.13. Отметим, что если процесс вычислений будет прекращен, когда

Zm\Z m Фф> то нет гарантии, что наилучшее из полученных расписаний

(допустимое относительно рекордного графа) является оптимальным.

В этом случае можно вычислить (апостериорные) погрешности
наилучшего из полученных к данному шагу (рекордного) расписания.
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б

Рис. 3.1

Пусть fm = min{/о (Gk) \ GkGZm\Z m). Очевидно, абсолютная

погрешность рекордного расписания не превосходит значения rm-fm> a

относительная погрешность — значения (rm —/m)//m.
Существенно более эффективными являются приближенные методы,

в которых вычислительный процесс с самого начала ориентирован-на
получение расписаний с заданной (априорной) абсолютной или относительной

погрешностью.

Так, для получения расписания с абсолютной погрешностью е вместо

соотношения C.1) на шаге 4) описанной в п. 3.2 схемы достаточно
использовать, более слабое условие rm </0(G/) + е. Аналогично для получения

расписания с относительной погрешностью е° вместо C.1) достаточно

использовать соотношение rm<fQ(G{) + e°f0(Gi). Использование

указанных соотношений, как правило, обеспечивает значительное

сокращение процесса ветвления.

Эффективность метода ветвей и границ существенно зависит от того,

насколько полно учитывается специфика решаемой задачи, а также

получаемая в процессе решения задачи информация. Определенное
распространение получили так называемые гибридные алгоритмы, в которых на

разных итерациях используются различные алгоритмы вычисления оценок

fo(Gk) и f°(Gk), различные функции yp(Gk)9 различные способы

ветвления и т.д. В результате удается лучше приспособить вычислительный

процесс к особенностям рассматриваемого на данной итерации графа Gk и

построенного дерева (Zm, Wm).
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§ 4. Оптимизация обслуживающей системы

В данном параграфе рассматривается задача оптимального выбора

необходимого количества приборов, распределения заданного множества

операций по выбранным приборам и составления расписания их

выполнения.

4.1. Рассмотрим следующую обслуживающую систему. Множество М =

= {1, 2,... ,М) приборов разбито на m попарно непересекающихся
непустых подмножеств Jl\, JC2,..., jKm . Каждое множество чЛЬъ. состоит из

Мк одинаковых приборов. Множество Q = {1,2,...,q) операций также

разбито на m попарно непересекающихся непустых подмножеств Qlf Q2, . ..

..., Qm. Для выполнения операций /EQ* может быть использован любой

из приборов множества JCk. Каждая операция /€g выполняется без

прерываний.
Известны длительности выполнения операций, длительности пуско-нала-

дочных, переналадочных и транспортных работ. На множестве операций
может быть задано отношение строгого порядка, регламентирующее

возможную последовательность их выполнения. Могут быть указаны
возможности совмещения процессов выпЬднения операций во времени и тл.

Предполагается, что все условия и ограничения представимы в виде

обобщенной временной модели (Q, U) (см. § 1 этой главы).
В задаче требуется:
1) определить число rk, rk ^Mki к = 1,..., т, приборов множества Лк,

используемых в процессе выполнения операций;
2) распределить операции множества Qkik= 1,...,тя, по этим приборам

(т.е. разбить множество Qk на гк попарно непересекающихся непустых
подмножеств Qlk, Q\,..., Qkk);

3) построить расписание выполнения операций (т.е. для каждой

операции /Е б указать момент ее начала *° > 0 или окончания F/). При
этом значение заданной неубывающей по каждому из аргументов
функции Ф(*1, г2, . . .

, tq; г х, г2, . . .
, rm) должно быть

минимальным.

4.2. Введем в рассмотрение взвешенный смешанный граф G = (Q, U, V),
где (G, If) — указанная выше обобщенная временная модель, а ребро [/, /]
принадлежит V тогда и только тогда, когда операции i и / принадлежат
одному и тому же множеству Qk, 1 < к < т.

Если операции i и / принадлежат множеству Qk и назначены на один

и тот же прибор множества JCk, то в зависимости от порядка их

выполнения должно иметь место одно из соотношений t? - tf > atj или

tf - tf > aji, где ay и ац
— заданные неотрицательные действительные

числа (веса, приписанные ребру [/, /]).
Если операции / и / принадлежат множеству Qk и назначены на разные

приборы, множества JCk, то не требуется выполнения указанных

соотношений.

В первом случае ребро [/, /] Е V заменяется дугой (/, /) веса ац или

дугой (/, /) веса а#. Во втором случае это ребро удаляется. Удаление

ребра [/, /] интерпретируется как назначение операций i и / на разные

приборы множества Мк.
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4.3. Если Мк
= 1, к = 1,..., /я, то очевидно, что гк

= 1 и Qk = б*> т-е-

все операции множества Qk выполняются одним и тем же прибором. Такая
задача рассматривалась в предыдущих параграфах этой главы.

Для ее решения достаточно построить множество P(G)
ориентированных графов и выбрать из него граф (Q, {/'), для которого значение

функции <b(tx(Q9 U'), T2(Q, U')9 ..., Tq(Q9 U'); 1,1,..., 1) минимально.

Величина tt(Q9 U') означает наиболее ранний срок завершения операции iGQ
относительно графа (g, U'). Напомним, что графы множества P(G) не

содержат контуров положительного веса и получаются из графа G в

результате замены каждого ребра [/, f]E.V дугой (/, /) весаа/;- или дугой (/, i)
веса Oji и последующего удаления всех кратных дуг за исключением дуг

наибольшего веса.

4.4. Пусть хотя бы для одного к9 1 < к < т, значение Мк > 1.

Зададим число тк < Мк используемых приборов множества JCk9 и рас-
гк

пределим операции множества Qk по гк приборам: Qk = U q[, где Qlk,
I = 1, ..., rk9 — непустые попарно непересекающиеся подмножества
множества Qk, 1 < к < т. В результате из смешанного графа G получим
смешанный граф G' = (G, U9 V*)9 V9 С V, в котором [/, /] G V1 тогда и только

тогда, когда операции / и / принадлежат одному и тому же множеству

QlkA< I < rk9 1<к<т.
л .

Каждый (ориентированный) граф из множества P(G ) однозначно
определяет активное расписание, допустимое относительно графа G'9 и

наоборот. Наилучшее среди допустимых относительно графа G* расписание
л

определяет граф (Q9 U ) G P(G ), для которого минимально значение

функции Ф(ГХ (Q, U'), T2(Q9 U')9 ..., Tq(Q9 U'); rl9 r2, ..., rm).
Очевидно, что для решения задачи достаточно:

а) построить все смешанные графы G1, G2, ...,G\ соответствующие

различным наборам чисел rk < Mk9 k = 1,..., m9 используемых приборов
и различным распределениям операций по приборам;

б) построить множество ориентированных графов P(GV) для каждого

смешанного графа Gv9 v = 1,..., X]
л

^ л

в) выбрать из множества R(G) = U P(GV) граф (Q, U ), которому

соответствует наименьшее значение целевой функции.
4.5. Для сокращения трудоемкости решения задачи целесообразно

совместить процессы распределения операций по приборам с упорядочением
операций, назначенных на один и тот же прибор.

Выбирая последовательно ребра графа G и применяя к каждому из них

(для определенности к ребру [/, /]) одно из трех возможных

преобразований (удаление ребра, замену его дугой (/, /) веса а# либо дугой (/, /)
веса а^)9 получаем последовательность ос = (а1э а2, • • •

> a\v\)
преобразований графа G. Здесь аг указывает, какое именно ребро выбрано на /-ом

шаге и какое из преобразований к нему применено.

Ориентированный граф, полученный из графа G в результате
последовательности преобразований а и последующего удаления всех кратных
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дуг за исключением дуг наибольшего веса, обозначим через G[a] =

= (Q,U[<x)).
Последовательность а преобразований графа G будем называть

допустимой, если G[a] €R(G).
Л

Нетрудно видеть, что G[a]€R(G) тогда и только тогда, когда он не

содержит контуров положительного веса, для каждого к = 1,..., m число

гк[а] компонент связности порожденного подграфа (Qk, Uk[a\) графа
(Q, U[a]\U) не превосходит Мк и эти компоненты связности являются

полными ориентированными графами (каждая пара вершин такого графа
соединена дугой).

Л

Каждый граф G[a] из множества R(G) однозначно определяет число

rk[<x] приборов множества Лк, 1 < к < тп, единственное (с точностью

до нумерации приборов) распределение операций множества Qk по гк[а]
приборам, 1 < к < т, и единственное активное расписание выполнения

операций соответствующими приборами. При этом расписании tt
=

- ti(Q, U[a]), i E Q. Таким образом, задача сводится к поиску допустимой
последовательности а* преобразований графа G, при которой будет
получено минимальное значение целевой функции.

4.6. При конструктивном подходе к поиску а* желательно располагать
условиями, при которых заданная частичная последовательность а' =

= (<*i, а2 > • • • > <*/), I < I V |, может быть достроена до полной допустимой

последовательности а = (<*',а/+1,... ,aj^|).
Сопоставим последовательности а и числу к, 1 < к < тп,

вспомогательный граф Hk[ot] = (Gfc[a']> Vk[a']). Этот граф строится следующим

образом. Если ах представляет собой удаление ребра [/,/], /,/ G Qk, из графа G,
то граф Hk[oci] получается из графа Нк = (Qfc, ф) в результате добавления

ребра [/, /]. Если at представляет собой замену ребра [/, /] одной из дуг

(/, /) или (/, i), то графНк[ах\ получается из графаНк в результате
отождествления вершин i и / в одну вершину. Если ах — преобразование ребра
[U], U^Qc, кФс,тоHk[cLi]=Hk.
Пусть построен граф Нк[а"], а'1 = (аг, а2, ..., ар_х\ р< I; <хр

представляет собой преобразование ребра [/,/], /,/GQk,в
графеG\a\ib-вершины графа Нк [а"], в которые отождествлены соответственно вершины /и/

либо а = / и (или) Ъ = /. Если ар
— удаление ребра [/, /], то граф

Нк[(а", ар)] получается из графа Нк[а"\ в результате добавления ребра

[а, Ь]. Аналогично, если ар
~ замена ребра [/, /] одной из дуг (/, /) или

(/,/), то граф Нк[(а",ар)] получается из графа Нк[а"] в результате
отождествления вершин а и Ь. Если ар

— преобразование ребра [/,/],
/,/€fiCf кФс, то Нк[(а",ар)] =Нк[а"].

Нетрудно видеть, что если а — допустимая последовательность

преобразований графа G, то графы Нк[а], к = 1, ..., т, являются полными,

не содержат петель и число | Qk[a] \ их вершин не превосходитМк.
Обозначим через х(Нк[а']) хроматическое число графа Hk[ot], т.е.

наименьшее число цветов, которые можно приписать вершинам этого

графа так, что никакие две смежные вершины не получат одинакового цвета.

Пусть граф G[a'] = (Q, U[a], V[a]) получен в результате последователь-
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ности а преобразований графа G и последующего удаления всех кратных

дуг за исключением дуг наибольшего веса. Покажем, что для того чтобы
A

f

R (G[a ]) ^ 0» необходимо, чтобы

а) граф (Q, U[a]) не содержал контуров положительного веса;

б) для каждого к = 1,..., m граф Нк[сс] не содержал петель;

в) выполнялись соотношения Х(Нк[а']) *^Мк, к = 1,..., т.

Действительно, дня всех к = 1,...,т имеем | Qk[a] I > X(#*[<*']), и если

граф Нк[ос] содержит петлю, то и граф Нк[ос] содержит петлю. Если граф

(б, #1а']) содержит контур положительного веса, то этот же контур

содержится и в графе (Q, U[a]).
Напомним, что ребро [/, f]GV называется конфликтным, если для него

выполняется соотношение C.2) (см. п.3.3 этой главы). Очевидно, что

для того чтобы R(G[a ]) Ф ф, достаточно, чтобы выполнялись

перечисленные вышеусловия и граф G[a] не содержал конфликтных ребер.
А

4.7. Для сокращения перебора графов множества R(G) можно

воспользоваться методом ветвей и границ.

Пусть [/, /] — некоторое конфликтное ребро графа G. Через а}, а\
и а? обозначим соответственно удаление из графа G ребра [/, /], замену
этого ребра дугой (/, /) веса aif- и дугой (/, /) веса д/7. На первой итерации

Л А

получаем разбиение множества R(G) на подмножества R(G[cc}\),
АЛ А .

R(G[ai]) и R(G[ol?]). Затем одно из полученных множеств R(G[oti]),

1 < ft < 3, в свою очередь, разбивается на подмножества вида

R(G[(a?, ai)],^(G[(af, a\]) H^(G[(af, of)], где а\, а\ и of -

соответствующие преобразования некоторого конфликтного ребра [а, Ь] графа
С^Ьит.д.

Пусть на очередной итерации рассматривается граф G[a'] = (Q, U[a],
V[a']).

Если для графа G[a] не выполняется хотя бы одно из условий а), б)
или в) предыдущего пункта, то этот граф исключается из дальнейшего

рассмотрения, поскольку R (G [а ]) = ф.
Если же указанные условия выполняются и граф G[<x'] содержит хотя бы

одно конфликтное ребро, то можно вычислить оценку снизу значения

целевой функции. Для этого можно воспользоваться соотношением

Ф(МС, U[a]\ ... Jq(Q, U[a]); \ Qx [a] |,... , | Qm[a ]|) >

> Ф(ТХ (G, U[*']l ...Jq(Q, U[cc')); Х(Я, [а']),..., Х(ЯШ [а'])). D.1)

Справедливость этого соотношения для любой допустимой

последовательности а = (а', а/+1, ..., ol\v\) следует из неравенств 7f(Q, U[a]) >
> T((Q, U[a']), i = 1, ..., ?, \Qk[a] \ > X(tf [a']), t=l «,и
неубывания целевой функции по каждому из аргументов.

Если условия а), б) ив) выполняются для графа G[a'] и в нем нет

конфликтных ребер, то не вызывает затруднений построение
последовательности а, для которой соотношение D.1) выполняется как равенство.
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Для этого достаточно заменить все ребра [/, /] множества V[a'] дугами

(/, /) так, чтобы выполнялись соотношения tt(Q9 U[a]) < f/(Q, Щ&])-
4.8. Пример. В гибкой производственной системе, состоящей из

станков с ЧПУ (приборов) трех типов (т = 3), необходимо обработать три
детали (обслужить три требования). Множества станков JCl = {1,2,3},
Лг

= {4, 5 } и Мъ = { 6}. Обработка первой детали состоит в

последовательном выполнении множества операций {1, 2, 3}, второй — множества

операций { 4, 5 } и третьей — множества операций { 6, 7, 8}.
Множества операций Qx = {1, 4, 6}, Q2 = {2, 5, 8} и Q3 = {3, 7}.

Фиктивная операция 9 означает завершение обработки всех деталей.
Заданы длительности выполнения операций: гх = 3, t2 = 2, Г3 = t4 = 7, ts = 5,
f6 = 10,f7 = 8,f8 = l,/9=0.

Целевая функция ФG1э 72, ..., 79; г1э г2, г3) = 79 + ^ + 4г2 + Зг3.
Она отражает стремление минимизировать общее время обработки деталей
с учетом длительности пуско-наладочных работ для каждого из

используемых станков.

На рис. 4.1, а представлен смешанный граф G = (Q, U, V) для данной

обслуживающей системы. Вес atj дуги (/, /") Е U равен tt. Каждому ребру
[/, /]GF сопоставлена пара весов ац

= tt и ду/
=

/у. Веса ребер на рисунке
не указаны.

Для решения задачи воспользуемся методом ветвей и границ, схема

которого описана в предыдущем параграфе.
Пусть на очередной итерации рассматривается граф Gt = (Q, Uh Vj).

л

В качестве ребра, определяющего разбиение множества R(Gj) на

подмножества, из множества конфликтных ребер графа G/ выбирается ребро [/,/],

Рис. 4.1
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для которого величина min { Л//, Лу/}(см. п. 3.7 этой главы) принимает
наибольшее значение.

Для оценки целевой функции используется соотношение D.1). В

качестве стратегии метода используется поиск по наилучшей оценке (см.
п. 3.4 предыдущего параграфа).

На рис. 4.1, в представлено дерево (Z, W), полученное при решении
данной задачи. Граф G0 = G. Каждой дуге (Gk, Gj) из множества W приписано
либо ребро [/, /], либо дуга (/, /) или (/,/), в зависимости от того,

получен ли граф Gt из графа Gk в результате удаления ребра [/, /] либо замены

этого ребра дугой (/, /) или (/, /). Каждому графу GXE.Z при 1Ф1

приписана оценка целевой функции. Графу G7 приписан символ °°, поскольку

Х(#3 [<*']) >М3 и, следовательно, R(G7) = 0. Здесь G[a'] = G7.
Граф Gn, представленный на рис. 4.1,0, не содержит конфликтных

ребер и определяет решение задачи: гг = 2, г2 =
г3 = 1, Q\ = A,4),

Q? = {6},Q21= {2,5,8},бз1={3,7},^=0,Г20=3,Гз0=5,Г40=3,Г50 = 10,

*б = 0» ^7 = 12, Г§ = 20, f° = 21. Оптимальное значение целевой функции

равно 21+2 + 4 + 3 = 30.

§ 5. Устойчивость оптимальных расписаний

В заключение рассмотрим некоторые вопросы, связанные с

устойчивостью оптимальных по быстродействию расписаний относительно

длительностей выполняемых операций.
5.1. Пусть G = (Q, U, V) — конечный смешанный граф без петель,

кратных дуг и кратных ребер, Q = {1, 2,..., q) — множество вершин (операций),
U — множество дуг и V — непустое множество ребер. Каждой дуге

(/, /) Е U сопоставлен вес ац , равный длительности tt > 0 операции

i Е Q. Каждому ребру [/,/] Е V приписана пара неотрицательных весов

aif
= Ц и а,ч

= tj .

Как показано в § 1 этой главы, существует взаимно однозначное

соответствие между множеством всех активных расписаний, допустимых
относительно графа G, и множеством Р (G) ={GX, G2,..., Gp) всех бесконтурных
графов, порождаемых смешанным графом G в результате замены каждого

ребра [/, j] G V одной из дуг (/, /) веса ац или (/, /) веса ац. Будем

предполагать, что граф (Q, U) не содержит контуров, поскольку в

противном случае P(G) = ф. Графу Gk = (Q, U.k) Е P{G) соответствует активное

расписание sk, при котором момент tf (sk) начала операции i Е Q равен
наиболее раннему сроку начала операции / относительно этого графа.

Положим t = (f I, t2,'..., tq). Через Iх (/z) обозначим вес пути ц в графе
Gk Е P(G), а через {ц }

— множество вершин (операций), через которые
проходит путь /х, без последней вершины этого пути. Путь д будем называть

доминирующим, если в графе Gk не существует пути v, для которого
{д} С {i/}. Путь наибольшего веса в графе принято называть критическим.

Пусть Н и Нк — множества всех доминирующих путей графов (Q, U) и

Gk Е P(G) соответственно. Очевидно, Н С Нк для всех к = 1, ..., р и

хотя бы один критический путь в графе Gk является доминирующим.
Оптимальное по быстродействию, расписание sh определяется графом
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Gh G P(G) с наименьшим весом критического пути:

max /г(д) = min max l*(v). E.1)
дея/, i < к < р v&Hk

5.2. Обозначим через S(t) множество всех номеров h графов Gh GP(G)
с наименьшим весом критического пути. Если h GS(t), то граф Gh будем
называть оптимальным. Исследуем вопрос о том, насколько можно

изменять длительности операций t (независимо одна от другой), чтобы граф
Gh, h G S (f), оставался оптимальным.

Пусть Rq
— множество неотрицательных действительных (jr-мерных

векторов с чебышевской метрикой и г (г, t') = max \tt — t\ | - рассюяние от

/ее
__

вектора t до вектора t' = (t\, t'2,..., t'q). Замкнутый шар 07(О радиуса у

с центром в t будем называть шаром устойчивости графа Ghf h G S(t)y

если для любого вектора tf G 07(f) П /^ выполняется Л G S(t').
Наибольшее значение радиуса 7 шаров устойчивости ву (t) графа Gh будем
называть радиусом устойчивости графа Gh и обозначать через 7л (О •

5.3. Покажем, что для того чтобы yh (г) =
ооэ необходимо и достаточно,

чтобы для любого пути д G ЯЛ \ Я и любого графа Gk G P(G)
существовал путь v G Нк такой, что {д } С {*;}.

Пусть ун (Г) =
оо, а путь д* G ЯЛ \ Я и граф G^# G P(G) таковы, что ни

для какого пути vGHki соотношение {Д}С {у} не выполняется.

Выберем число б, для которого 0 < е< max г,-, и положим Г* =

= (ri, fa,..., ^),где
г б, если i G {д'},

г' =

I 0, если i ? {д } .

Для любого пути v G Я^# имеет место равенство V (р) =б| {д'} П {у}|.

Поскольку включение {д'} С {у} не выполняется, то /r (у) < /f (д1).
Следовательно,

max /''(*>) </'V) = max /г'(д)
vfEHk* ме#Л

и Л ^ 5(/). Получили противоречие: 7л@ < max f/ < оо.

Докажем достаточность утверждения. Для любого сколь угодно

большого б > 0 возьмем произвольный вектор t' G 6€(t) CiRq. Пусть

max /г'(д) = /г'(д0).
меяЛ
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Если /i о ? И, то при любом к = 1,..., р

/г'(Мо) < max l'\v).
v(=LHk

Если Цо € Hh\ Н, то по условию утверждения для любого к = 1, ..., р

существует путь vQ G Нк такой, что {ju0} С {vQ } и, следовательно,

/r'(Mo) < /'Vo) < max l'\v).
v^Hk

Таким образом, в обоих случаях h E S (t').
Как следствие доказанного утверждения получаем оценку: если

7л@ < °°, то 7/1 (О < max th

5.4. Пусть уit{t) < оо. Выведем формулу для вычисления радиуса
устойчивости.

Поскольку шар устойчивости 07(О графа Gh является замкнутым, то

jh(t) = inf{r(f,f')|r'e*„ Л ?S@>.

Учитывая E.1), получаем

7л (О = mf {/•(>, r')U'e^, max /f#00 > min max /fV)b
At e ///, к Ф h vE: Hk

Определим ближайший к Г вектор /' ё^, для которого

max 1*\ц) > max /f#(i;). E.2)
деяй ^^

Отметим, что множество Нн в неравенстве E.2) можно заменить

на Я7| \ Нк.

Нетрудно видеть, что для выполнения неравенства

/''(Л) > /rV) E.3)

в качестве /' достаточно взять вектор t' (/•), полученный из Г в результате

уменьшения длительностей операций из множества {i>} \ {/i} и увеличения

длительностей операций из множества {д}\{*0 на величину

г>го
/'(») -/'00

TVil
KM} U {V} | - | {/!} П {*>Г

Очевидно, что для любого ^-мерного вектора /', для которого г (г, Гр) <

< r°vll, вьшолняется соотношение I* (д) < /г (у).

При уменьшении компонент вектора / некоторые из них могут стать

отрицательными, т.е. возможно /' (г ) ^ Rq.
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Пусть fJM = 0 и (/JM , tip , ...,
f „д

д
) - неубьшающая

последовательность длительностей операций множества {р } \ {^ } Вычислим величину

/'(¦О-/'GO- Z г„м
а = О

r„»
= max --: E.4)
Q<e<u,vll\{v>u{v}\-\iv}riiv}\-p

и через 0* обозначим то значение /3, при котором правая часть равенства

E.4) достигает наибольшего значения.

Очевидно, неравенство E.3) будет выполняться, если в качестве t'
взять вектор t(r ) Е Rqi полученный из Г в результате увеличения

компонент tif i Е { д } \ {р }, на величину г >/,„м , уменьшения на ту же величи-

ну компонент if„M , /^м ,..., f„M } и замены компонент {t„м, Г„д ,...

..., fp/1 } нулями. Очевидно, для любого вектора t' Е Rqi для которого

r(t, г ) <г„м, справедливо соотношение г (д) < /г (р).
Таким образом, для любого вектора t' Е Rq из условия E.3) следует

неравенство г (t, tf.)>rVfl, из условия E.2) следует неравенство

r{t, t') > max min rVfl
v(EHk iit=Hh\Hk

и, наконец, из условия

max / (д) > min max / (v)
дЕЯ/, к Ф h v E:Hk

следует неравенство

r(/, t') > min max min rViX.
к Ф h v^Hk м G Я/2 \ Hk

В результате получаем оценку снизу радиуса устойчивости 7л@ •

Отметим, что знаменатель в соотношении E.4) может быть равен нулю
только при условии {/i}C {р}. Поскольку 7л@ < °°, то в силу п. 5.3

существуют граф Gk* Е P(G) и путь /i1 Е Hh\ H такие, что для любого

пути р Е Hkt множество {р} не содержит множества {ц'} /Следовательно,

величина г = min max min rvyL конечна.
к Ф h v е Нк ц^Ни\Нк

Покажем, что для любого сколь угодно малого числа е > О существует

вектор t€ Е вг +е(Г) П Rq такой, что h ? S (te).
Пусть г = max r 0 и вектор t° получен из t в результате увеличе-

„6Hfc0
ния компонент Г,-, i E {/и0}, на величину г и замены компонент Г/,
/ ? {ju0}, на max{0, tf - г} .
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Согласно приведенным рассуждениям h € S(Г°),?° е?(г°),/г (/i°) =

о
= max Iх Qx) и для любого пути pGHko множество {v} не содержит

множества {ц0}.
Через t€ обозначим вектор, полученный из t° в результате

увеличения на е длительностей операций {/х0}. Нетрудно видеть, что для любого

е > 0 имеет место неравенство

/'6(М°) > max l*\v)

и, следовательно, h ф S(t€).
Таким образом, радиус устойчивости может быть вычислен по

следующей формуле:

?"(')= /'0)-/г(м) - 2 #„
ос = О

= min max min max —-—— —-——

к ф и vg я* цб нн\нк о < p< cjpm KmjUMI - 1{м}П{р}| - 0

E.5)

5.5 Пример. На гибком автоматизированном участке, в состав

которого входят станок А и станок В, необходимо обработать две

детали. Первая деталь вначале обрабатьшается на станке А (операция
2), а затем на станке В (операция 3). Вторая деталь вначале

обрабатывается на станке В (операция 5), а затем на станке А (операция 6).
На рис. 5.1 представлен смешанный граф G = (g, ?/, V) для

рассматриваемой обслуживающей системы. Операции 1 и 4 означают поступление
на участок первой и второй детали соответственно. Фиктивная операция
7 означает завершение обработки обеих деталей. Вес я/;- дуги (/, /) G U

равен длительности tt операции /. Каждому ребру [/, / ] G V соответствует

пара весов ац
= tt и ац

=

Г/. Веса ребер на рисунке не указаны. Вектор
длительностей операций t = D0, 50,40, 30,70, 60, 0).

Рис 5.1

Требуется построить оптимальное по быстродействию расписание sh

обработки двух деталей и определить радиус устойчивости оптимального

графа Gh.
Очевидно,/* (G) = {Gl9 G2, G3) , где Gx = (Q, ?/U{B,6), E,3)}),G2 =

= B, ?/U{B,6), C,5)}),G3 = (Q,UU {E,3), F,2)}). Построим
множества доминирующих путей Нх = {/i1} /i2, д3, Д4> » #2 = (А*2, Ms) > #3 =

= {М1,/16},гдем1=A,2,3,7),М2=D,5,6,7),Мз=A,2,6,7),м4=D,5,3,
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7), /х5
= A,2, 3,5, 6,7), Мб = D,5, 6,2, 3,7), и вычислим их веса: /г(рц) =

= 130, \xQi2) = 160, /'(Мз) = 150, /r0i4) = НО, /*(д5) = 260 и /Г(М6) = 250.

Таким образом, оптимальными являются граф Gx и расписание sx :

t°i(si) = tf(*i) = 0, f§(*i) = 40, r§(Sl)=100, t°5(si) = 30, tUsi) = 100,
f?(si) = 160. По формуле E.5) получаемyt (г) = 25.

5.6. Через Н& обозначим множество всех доминирующих критических

путей графа Gh G P (G).
Нетрудно убедиться в том, что существует число е > 0 такое, что ни

один путь из множества ЯЛ\Я^ не станет критическим, если вектор t

заменить вектором t' G ве (г).
Действительно, в качестве е достаточно взять любое положительное

число, которое меньше

eh
= min ,

v g Hh\HTh 2mh

где //J = max lf(fi) и mh
= max 1{д}1.

5.7. Покажем, что для того чтобы выполнялось неравенство yh (f) > 0,
h G S(г), необходимо и достаточно, чюбы для любого пути /i G Н^\Ни
любого kG 5(f) существовал путь v G #? такой, что {m)Sl {*>)•

Пусть 7л (О = е > 0, а путь;/ еЯ^и граф G*', fc' G 5(r), таковы, что

ни для какого пути *> G #?' не выполняется включение {/*'} С {у}.
Через г' обозначим вектор, полученный из г в результате увеличения

длительностей операций i G {д'} на величину €° = тт{еЛ,еЛ', е }.
Очевидно, г' G S€o(t) CiRq и согласно п. 5.6

max /r'(i0 = max /''(у) = 'r'W +

+ €°1{*х'}пЫ1 = /V) + €°1{м'>пМ1.
Поскольку включение {//}С {v} не выполняется, то 1{м'}П{у} i <

< I {/*' } I max Iх (v) < Iх (и)и, следовательно,h $S(t'). Получили
v €E Hk>

противоречие с предположением о том, что тл@ = € ^ е°*

Докажем достаточность утверждения. Пусть 0 < е < min
I LzJL)
\еь> 2m J'

где / = min /'и/я= max m^.
k?S(t)

K
К k <p

Для любого вектора r'G 0e(/) П /^ согласно п. 5.6 имеет место ра-

венство max г (д) =
max Iх (ji). Поскольку для любого пути \х G

» (= нИ м е нИх
G#?\#h любого A: G S(t) существует путь v G#? такой, что {м}С{у} , то

max Iх (у) < max Iх (у).
и е я? ^я1

Следовательно,

max /г(м) ^ та* ^00-
м е яЛ * е нк
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Поскольку б < (/ — iDllm, то из условия к ^ S(t) следует, что к ?
4 S(t'). Таким образом, h Е S(t) и yh (t) > е > 0.

Из доказанного утверждения получаем следствие: если S(r) = {h } ,

то 7л (О > 0- Аналогично, если h Е S(f ) и Я/f ^.Я, то 7л (г) > 0.

5.8. П р и м е р ы. На рис. 5.2, а представлен смешанный граф G для

описанной в п. 5.5 обслуживающей системы, когда вектор длительностей

операций t = F0, 50, 40, 0, 40, 20, 0). Нетрудно видеть, что S{t) = {1, 3}
и согласно утверждению из п. 5.7 7i (t) > 0 и у3 (г) = 0. Точное значение

7i (О = Ю можно получить по формуле E.5).

Рис. 5.2

На рис. 5.2,6 представлен смешанный граф G с вектором длительностей

операций t = E0, 40, 70, 60, 0) при условии одновременного поступления

двух деталей в обслуживающую систему. В этом случае оптимальными

являются граф Gx = (Q, U U {A, 4), C, 2)}) и расписание sx: /?(si) =

= r5($i) = 0, f2(*i) ='4(*i) =70,r?(s!) = 130. Согласно утверждению
из п. 5.3 получаем 7i (О = °°-

5.9. Наряду с шаром и радиусом устойчивости фиксированного
оптимального графа определенный интерес представляют аналогичные понятия

относительно всего множества оптимальных графов.
Открытый шар ву (г) радиуса у с центром в t будем называть шаром

устойчивости t, если для любого г' Е 6y(t) П /^ имеет место

включение S (r') С S@- Верхнюю грань радиуса 7 шаров устойчивости t будем
называть радиусом устойчивости t и обозначать через у (г).

Из данного определения следует, что 7@ = °° для любого вектора

t E: R% - It Е RqlS(t) ={1, 2, ..., p }} . Множество Rq непусто, поскольку

заведомо содержит нулевой ^-мерный вектор 0. Следовательно, для любого

t Е Rq\Rq выполняется оценка

у (г) < г (/, 0) =max {tt I /E 0 }.

Таким образом, для гого чтобы 7(f) = °°, необходимо и достаточно,

чтобы t Е R*.

Покажем, что для любого t Е Rq значение 7@ > 0. Пусть t GRq\ R°.
Выберем число е, для которого 0 < е < (/ - /?)/2/я, h Е S{t). Очевидно,
что для любого t' € 0€(f) П Rq выполняется включение S(t') Q S(t).
Следовательно, 7@ > е > 0.

Так как е можно выбрать сколь угодно близким к величине (/ - /?)/2/я,
то справедлива оценка

y(t)>(l-fh)l2m.
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Поскольку шар устойчивости t является открытым, то 7(О =

= min{r(f, t')\ t' GRq,k$S(t),kGS(t')} ивсилу E.1) для вычисления

7@ достаточно решить следующую задачу нелинейного программирования:

max |xz- — tA -> min, E.6)
l < i < q

min max Iх (/i) > min max Iх (y), (c *\

1 < h< p li^Hh кф S(t) vE:Hk
vJe *>

хй>0, i=l,...,» E.8)

Очевидно, еслих* = (x*,x?... ,х?) —

решение задачи E.6)-E.8), то

5.10. Множество всех векторов t G Rq, для которых Л Е. S(t), будем
называть областью устойчивости графа Gh и обозначать через Th. Учитывая
E.1), получаем

Th={teRQ\ max //(/i)<min max /'(*>)}. E.9)
I д еЯй\Я кф h v(=Hk

Покажем, что множества Thi h = 1,..., р, обладают следующими
свойствами:

1) Th - замкнутый конус, содержащий вектор 0;

Л =1

3)Д° = П Г„.

Действительно, из условия t E Th следует, что Xr G Th для всех Х> 0.

Согласно соотношению E.9) конус Th является замкнутым.

Справедливость свойства 2) следует из того, что для любого вектора
t ? Rq множество S(t) не пусто, поскольку по предположению (см. п. 5.1)
граф (Q,U) не содержит контуров.

Справедливость свойства 3) следует непосредственно из определений
множествеg и Th .

Отметим, что все полученные в этом параграфе результаты (за
исключением верхних оценок радиуса устойчивости) легко переносятся на случай,
когда изменяются только длительности некоторого подмножества Q'
множества операций Q. Для этого достаточно в приведенных утверждениях

вместо множеств {ijl}h{v} рассматривать множества {//} OQ' и{р} HQ'
соответственно.

§ 6. Библиографическая справка

Модели обслуживающих систем в виде смешанных графов G = (Q, U, V)
предложены В.В. Шкурбой [401], Л.П. Матюшковым и B.C. Танаевым

[199] и исследовались в работах [125, 126, 128, 129, 291, 294, 296, 298,
303, 304, 307-309, 342, 352]. Случай U = ф рассматривался в [47, 119].

В зарубежной литературе вместо смешанного графа G используется
так называемый дизъюнктивный граф (Q, U U W), в котором каждому

ребру [/, /] Е V соответствует пара симметричных дуг (/, f)GW и

(/, i) G W. Термин "дизъюнктивный граф" непосредственно связан с

операцией выбора одной из двух возможных дуг из каждой такой пары.
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Модели обслуживающих систем в виде дизъюнктивных графов
предложены Б. Руа и Б. Суссманом [762] и развиты Е. Балашем [449—451],
И. Набешимой [706-708], С. Ашауром и Р. Паркером [437,438], Дж. Чарл-
тоном и С. Детом [490, 491], Ю. Грабовским [559-561], Б. Лагевегом,
Я. Ленстрой и А. Ринной Каном [637, 638, 651, 754]. Эти вопросы

рассматривались и в работах [420, 434, 436, 477, 487, 488, 509, 525, 526,
538,565, 603, 713,715, 745, 760,783, 791, 812].

6.1. Представление обслуживающих систем в виде смешанных мульти-

графов (см. § 1 этой главы) предложено Ю.Н. Сотсковым и B.C. Ta-

наевым. При построении расписания, допустимого относительно графа
(Q, U) (см. п. 1.7), используется алгоритм Р. Флойда [527] и С. Уоршел-
ла [828], а в случае бесконтурного графа (Q, U) (см. п. 1.4) — алгоритм
Е. Дейкстры [506].

Условия существования расписания, допустимого относительно

смешанного графа, описаны в [291, 517, 791]. Ю.Н. Сотсковым доказана NP-

трудность задачи проверки существования расписания, допустимого
относительно графа G (см. п. 1.10).

В [2, 234, 261] рассматривались возможности использования

обобщенных временных моделей для описания типичных для календарного
планирования ситуаций.

6.2. В основу § 4 положены работы Ю.Н. Сотскова [294, 303, 304].
Условия допустимости последовательности преобразований смешанного

графа описаны в [303,304].
Другие формы сетевого представления обслуживающих систем с

последовательными и параллельными приборами предложены. Е. Балашем [452]
и Ю. Грабовским [561]. См. также [538,696].

6.3. Методы построения активных расписаний (в [147] такие

расписания называются квазикомпактными) предложены Б. Гиффлером [65,
539], В. Гере [537], Л.П. Матюшковым и B.C. Танаевым [199], Ю.Н.
Сотсковым и B.C. Танаевым [295-297, 307, 308], С.А. Канцедалом и О.Н.

Малых [127,129,131].
В работе [540] показано, что множество компактных (а следовательно,

и активных) расписаний содержит хотя бы одно оптимальное при любой

целевой функции, не убывающей относительно моментов завершения

обслуживания требований. Множества незадерживающих [147] и

структурно уплотненных расписаний [131] могут не содержать оптимального

расписания.

6.4. Описанные в § 2 алгоритмы построения множества P(G, H) и

нахождения его мощности (см. пп. 2.2-2.4) предложены Ю.Н. Сотсковым и

B.C. Танаевым [295, 297, 299, 307, 308]. Задача построения множества

P(G) (см. п. 2.5) рассматривалась Н.В. Ламбиным и B.C. Танаевым [163],
а при U

= ф — Р. Стенли [785]. Случай полного смешанного графа G
исследовался B.C. Танаевым [339], С.С. Кислицыным [136], К. Окамурой и

X. Ямашиной [717], Т. Кобаяши [624] и другими авторами. Влияние

локальных преобразований графа G на величину р(<7) (см. п. 2.6, 2.7)
исследовалось в [308].

Доказательство MP-полноты задачи проверки выполнимости

неравенства \P(G9 Я)| > 0 (см. п. 2.1) проведено Ю.Н. Сотсковым [299]. Е. Аркин
и X. Пападимитриу [426] доказали TVP-трудность в сильном смысле зада-
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чи проверки существования в G контура отрицательного веса и задачи

нахождения пути наименьшего веса в смешанном графе, не содержащем

контуров отрицательного веса. В [733] установлена TVP-трудность в

сильном смысле так называемой задачи о китайском почтальоне на

смешанном графе. При U = ф или V = ф перечисленные в этом абзаце задачи
полиномиально разрешимы [654,638].

Задача раскраски вершин смешанного графа исследовалась Г.М.

Левиным, Ю.Н. Сотсковым и B.C. Танаевым [171, 172, 309]. Хроматический
многочлен смешанного графа описан в [309]. Вопросы программной
реализации алгоритмов раскраски вершин смешанного графа
рассматривались в [137].

6.5. Для решения TViP-трудных задач разработано большое количество

разнообразных методов направленного перебора вариантов, которые
широко используются и в теории расписаний.
Общий формализм методов оптимизации, основанных на идее

последовательного конструирования, анализа и отсеивания вариантов, разработан
B.C. Михалевичем, Ю.М. Ермольевым, В.В. Шкурбой, Н.З. Шором и др.

[213—217]. Детальное описание метода динамического

программирования содержится в монографии Р. Беллмана [25]. Значительное развитие

конструктивный подход получил в работах Н.Н. Моисеева и его

учеников [219—223]. Ряд общих схем решения задач дискретной оптимизации

предложен в работах Ю.И. Журавлева [100-102], В.П. Черенина [383],
В.Р. Хачатурова [379], В.А. Емеличева и В.И. Комлика [115], И.В. Сергиен-
ко [282], Ю.Ю.Финкельштейна [372], Г.М.Левина и В.С.Танаева [173,340].

Формализации и теоретическому обоснованию метода ветвей и границ
посвящены работы И.В. Романовского [258], А. Лэнд и А. Дойг [640],
Т. Ибараки [601-603], X. Кисэ [623], В. Коглера и К. Стайглица [625],
Л. Миттена [692], В. Руа [761], Д. Танга и К. Вонга [814], К. Бейкера
[549], А. Джеффриона и Р. Марстена [536], Ю.С. Афонина [15] и ряд
других. Обширную библиографию по этим вопросам содержат обзорные
работы А.А. Корбута, ИX Сигала и Ю.Ю. Финкелыптейна [148], Е. Бала-

ша и М. Гиньяр [454], Е. Лоулера и Д. Вуда [649]. (См. также [605].)
Описанные в п. 3.10, 3.11 оценки сложности метода ветвей и границ

предложены Т. Ибараки [602].
6.6. Значительное количество работ посвящено использованию метода

ветвей и границ при построении оптимальных по быстродействию
расписаний. Различные схемы организации процесса ветвления (разбиения
множества допустимых расписаний на подмножества) рассматривались Е. Ба-
лашем [450], Г. Бруксом и С. Уайтом [478], Л. Немети [714], Ю.Н.

Сотсковым [291], И. Набешимой [706, 707], С. Ашауром и С. Хиремасом
[435], Дж. Чарлтоном и С. Детом [491], М. Флорианом, П. Трепантом
и Г. Мак-Махоном [526].

В работах [54, 126, 193, 199, 291-293, 300, 420, 426, 436, 450, 490,
559—561, 706-708, 713, 783, 791] оптимальное расписание ищется в

классе активных расписаний, а в работах [125, 477, 478, 525, 526, 686, 714] -

в классе компактных расписаний.
_

Для вычисления оценки снизу величины tmax(s*) обычно решается
та или иная релаксированная задача. П. Братли, М. Флориан и П. Робайар
[477] предложили использовать для этой цели задачу минимизации мак-
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симального временного смещения обслуживания частично упорядоченного
множества N требований одним прибором, если для каждого требования
i G N задан момент dt его поступления и директивный срок Df. Эта задача

является NP-трудной в сильном смысле
^
[657]. Обзор методов ее

решения приведен в [637, 686]. Б. Лагевег, Я. Ленстра и А. Ринной

Кан [638] показали, что почти все известные в литературе оценки снизу

величины fmaxE*) могут быть получены в результате решения указанной

задачи или ее частных случаев. Так, в работах [291, 434—437, 491, 768]
значения dt = Dt = 0 для всех i GN; в работах [291, 436, 478, 526]
значения Dt = 0, i G N; в [767] значения dt = 0,iSN; в работах [291,300,434,
436, 437, 490, 491, 571, 706, 714, 768, 791] предполагалось, что прибор
может обслуживать все требования множества N одновременно, а в

работах [291, 477, 686] — что множество требований TV неупорядочено.
Последняя из перечисленных релаксированных задач является Л^Р-трудной
в сильном смысле [351, 657], для остальных известны полиномиальные

алгоритмы решения [351, 603, 686]. В [291] для получения оценок

величины ?тахE*) предложено использовать методы оптимизации функций
на перестановках. Эти методы развиты в работах [210, 264—268, 326,
329,343].

При некоторых дополнительных ограничениях удается получить более

точные оценки величины fmax(s*)- В работах [426, 477, 686] существенно
использовалось предположение о целочисленности длительностей

операций. В [376, 429, 434, 435, 437, 438, 478] предполагалось, что каждое

требование обслуживается каждым прибором точно один раз.
6.7. Разнообразные варианты метода ветвей и границ разработаны для

решения задачи минимизации общего времени обслуживания требований
в случае одинаковых маршрутов, т.е. для систем поточного типа. Как

правило, рассматривается ситуация, когда множество требований
поступает в систему одновременно и все приборы обслуживают требования
в одной и той же последовательности. В этом случае расписание однозначно

определяется перестановкой требований. Принципиальная схема ветвей

и границ для решения экстремальных задач на множестве перестановок

предложена В. Коглером и К. Стайглицем [143, 625]. Большинство

авторов рассматривают правило ветвления, согласно которому на основании

некоторой перестановки о, { о } С N, строятся все перестановки вида

(а, /), / G N\{o). Нижние оценки величины tmax(ir)> где тг = (а, ...) для

заданной перестановки а, {а} С N, предложены в [11,361,362,384,421,
431, 439, 466, 479, 574, 576, 580, 604, 667, 685, 704, 709] (см. также [45,
352, 446, 651, 754]). Вопросы вычисления глобальных нижних оценок

({а} = ф) рассматривались в [10,457,458]. Б. Лагевег, Я. Ленстра, А.

Ринной Кан [639, 651, 754] и В. Шварц [805] описали два различных подхода
к генерированию нижних оценок общего времени обслуживания
требований, позволяющих получать большинство ранее известных и некоторые

новые нижние оценки. Метод ветвей и границ, основанный на ином

правиле ветвления, предложен К. Потсом [742] (см. также [772]).
В целях сокращения объема вычислений метода ветвей и границ в ряде

работ используются те или иные отношения доминирования, которые
задаются условиями, достаточными для того, чтобы требование i G7V пред-
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шествовало в оптимальной перестановке требованию к GN, к Ф i.

Выявлению такого рода условий посвящены работы [448, 508, 578, 585, 684, 778,
779, 797, 798, 801]. Отметим, что условия из [448, 508,778] не корректны

(контрпримеры приведены в [685, 617, 797] соответственно). Кроме того,

установлено, что остальные условия, по существу, эквивалентны [651,
754, 798, 801], и если они выполняются для некоторой пары требований
i G N и к G N, i Ф к, то справедливы соотношения tn < tiL либо titl _ i >

> tm, L = 2, ..., M. К. Бейкер [448] и Дж. Гупта [582] провели анализ

вероятности выполнения указанных соотношений. В [590,804]
предприняты попытки задания отношений доминирования, когда указанные
соотношения не имеют места и значение М = 3.

Другие методы сокращения объема вычислений метода ветвей и

границ исследуются в [11,444, 563, 726].
К числу методов решения данной задачи, использующих идеи

последовательного анализа вариантов, следует отнести и метод

лексикографического поиска, предложенный Дж. Гуптой [573] и получивший развитие
в [494,587].

Сведения о результатах наиболее крупных вычислительных

экспериментов с различными схемами ветвей и границ приведены в [430,447,639,742].
Там же содержатся некоторые рекомендации по выбору правил ветвления

и вычисления оценок.

6.8. Для решения задач с критериями оптимальности, отличными от

минимизации tmax (s), в случае одинаковых маршрутов обслуживания
требований предложены разнообразные схемы ветвей и границ. Задача

минимизации Zmax (s) рассматривалась У. Таусендом [818], если d{ = 0, i G N, a

также Ю. Грабовским [562], если d> 0, i E N (см. также [564, 566]).
Задача минимизации линейных и экспоненциальных функций штрафа
рассматривалась в [819], а задача минимизации максимального штрафа
произвольного вида

— в [820, 821] (см. также [416]). Различные схемы ветвей и

границ для минимизации суммарного времени обслуживания требований

предложены в [143, 443, 604, 626] для случая М
= 2, в [456, 711] — для

произвольного числа приборов М и в [503] - для произвольного М при

условии обслуживания требований без задержек. К. Калра, С. Бенсел и

П. Багга [615] предложили метод ветвей и границ для решения задачи

минимизации суммарного взвешенного времени обслуживания Z cjf. t/ при
i е N

условии, что все 7J- < Д-. В [143, 626, 711] обсуждаются возможности

использования методов ветвей и границ в качестве е-приближенного
алгоритма. Отношения доминирования для задачи минимизации суммарного
времени обслуживания описаны в [582].

6.9. Методы типа ветвей и границ применялись и для оптимального

обслуживания требований в системах с различными маршрутами. Так, в

[104, 105, 478, 716] рассматривалась задача минимизации суммарного
запаздывания при обслуживании требований, в [522] — задача минимизации

суммарного штрафа за обслуживание требований, в [150, 538] — задача

минимизации стоимости использования приборов, в [818] — задача

минимизации максимального запаздывания при обслуживании требований, в

[572] — задача минимизации обшей стоимости переналадок приборов. См..
также [22, 29, 107, 155, 244, 252, 298, 396, 398, 410, 517, 666, 679, 786].
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Задачи построения оптимальных расписаний при произвольных
неубывающих по каждому из аргументов целевых функциях рассматривались
И. Набешимой [706-708] и Ю.Н. Сотсковым [294,302-304].

Б. Суссманом [791], Ю.Н. Сотсковым [298J , Дж. Чарлтоном и С. Детом

[490] рассматривалась задача построения оптимального по быстродействию
расписания, допустимого относительно смешанного графа G = (Q, U, V),
где ((?, U) — обобщенная временная модель.

6.10. Использованию метода ветвей и границ для получения
приближенных решений задач теории расписаний посвящены работы [245, 293, 706,
708]. Полиномиальные е-приближенные алгоритмы предложены в [139—
141,181,523].

В [298] предложен метод минимизации максимального штрафа за

обслуживание требований, существенно использующий алгоритм выделения

контуров смешанного графа (см. [254]) и алгоритм проверки выполнимости

конъюктивной нормальной формы (см. [107, 500, 518]).Использование
линейного от числа дизъюнкций алгоритма решения задачи 2-выполнимости
из [518] и алгоритма из [307] позволяет выделить некоторые
полиномиально разрешимые случаи указанной задачи теории расписаний [301, 306].

Е. Балашем [453] исследовался многогранник расписаний, допустимых
относительно смешанного графа.

В.Б. Алюшкевичем и Ю.Н. Сотсковым [6,305] рассматривались вопросы

устойчивости множества оптимальных по быстродействию расписаний,
допустимых относительно смешанного графа. При этом использовался подход,

предложенный В.К. Леонтьевым и Э.Н. Гордеевым [78, 79,182, 183].
Необходимые и достаточные условия, при выполнении которых радиус
устойчивости оптимального графа равен нулю (см. п. 5.7 гл. 4) и бесконечности

(п. 5.3), получены Ю.Н. Сотсковым. Формула для вычисления радиуса

устойчивости оптимального графа (п. 5.4) получена В.Б. Алюшкевичем и

Ю.Н. Сотсковым. Исследование области устойчивости оптимального графа
(п. 5.10) и радиуса устойчивости множества оптимальных графов (п. 5.9)
проведено Ю.Н. Сотсковым.

Вопросы устойчивости оптимальных расписаний при критериях
оптимальности, отличных от fmax, также рассматривались в работах В.Б. Алюшкеви-
ча и Ю.Н.Сотскова.

6.11. Ситуации, в которых для выполнения отдельной операции
требуется несколько приборов, рассматривались А.И. Куксой, Ю.П. Лаптиным,
Б.Е. Поляченко [159—162], Я.Блажевичем [468,469] и другими авторами

[150,245,499,505,530, 531,611,650, 666,696,707, 708,786, 787]. Обзоры
результатов по решению таких задач содержатся в монографии B.C. Михале-
вича и А.И. Куксы [215], а также в работах М. Гонсалеса [548] ,Я.Блаже-
вича, Я. Ленстры и А. Ринной Кана [470].

Ряд других обобщений задач теории расписаний рассматривался в

работах [29, 74, 80, 122, 124, 151, 206, 218, 239, 253, 337, 338, 344, 364, 366,
389, 391, 396, 398, 407, 408, 410, 463,476, 575, 577]. Многокритериальные
задачи теории расписаний исследовались в [31, 109, 140, 193, 357—

359, 474].
6.12. Много публикаций посвящено прикладным аспектам теории

расписаний, в частности рассмотрению вопросов календарного планирования

крупномасштабных проектов [63, 64, 240], химического производства
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[60, 124, 405, 406], строительного производства [112, 115, 261, 292],
вычислительных центров [22, 23, 76,77,104,105, 262, 548], гибких
производственных систем [103, 142, 196,235,243,244, 353,385, 387]. См. также [1,
21, 52, 142, 211, 212, 231, 241, 242, 269, 280, 287, 288,346,404, 575,577,
724,773,831].

Описания программных реализаций методов решения отдельных задач

теории расписаний приведены в [31, 142, 144, 169, 285, 310, 387].
В [635, 636] сообщается о программе, позволяющей вести обработку и

накопление результатов по исследованию сложности задач теории расписаний.
В [348, 349] описан пакет программ РУПОР для решения широкого

круга задач построения оптимальных расписаний обслуживания требований
в одностадийных и многостадийных системах. Функциональные модули
пакета написаны на алгоритмическом языке ФОРТРАН-IV, управляющая
часть — на ассемблере. Пакет программ может эксплуатироваться в

интерактивном режиме, имеет развитые информационно-справочные и

обучающие средства.
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