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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Эта книга доступна широкому кругу читателей: 
студентам университетов, учительских и педагогических 
институтов, преподавателям и учащимся средних школ, 
техникумов, педагогических училищ и просто любите- 
‚лям математики. Для понимания первых трех глав ее 
требуется только: знание школьного курса алгебры и 
элементов тригонометрии. Лишь четвертая, очень ко- 
роткая, глава требует самых скромных сведений из 
интегрального исчисления. Эти сведения можно по- 
черпнуть из любого учебника математического анализа. 
Однако без четвертой главы работа: имела бы незакон- 
ченный характер. 

Отдельные главы книги имеют самостоятельное 
значение и могут читаться независимо одна от другой 
с учетом следующего указания: для понимания третьей 
главы нужно предварительно прочитать .из первой гла- 
вы $ 1, из второй — 55 2, 3, 6, 7, если читателю неиз- 
вестны приведенные в этих параграфах факты. 

Опытный учитель, мы надеемся, сумеет использо- 
вать $5 6, 7, 8 первой главы и почти всю вторую 
главу в преподавании. Вся же книжка может быть 
использована в работе математических кружков. 

Автор выражает благодарность проф. А. К. Сушке- 
вичу и доц. Л. Я. Гиршвальду, замечаниями которых 
он воспользовался при редактировании рукописи. 

 





Глава | 

СУЩЕСТВОВАНИЕ ТРАНСЦЕНДЕНТНЫХ ЧИСЕЛ 

$ 1. Понятие об алгебраических и трансцендентных 
числах. 

Определение 1. Число а вещественное или 
невещественное, называется алгебраическим, если 
существует уравнение вида 

ax” +a x4... ta, 1x +a, =0 (1) 

с рациональными коэффициентами, для которого а 
является корнем. 

Например, любое рациональное число-^- (р, 9— целые 
9 

числа) является алгебраическим, так как оно, очевидно, 
является корнем уравнения 

ах — р=0. 

Иррациональные числа вида 

a+ Vo. (2) 

где а, 6 — рациональные числа, как легко показать, TOKE 
являются алгебраическими. Действительно, число (2) 
является корнем уравнения 

(х — а)” — р —=0, 

а это уравнение, если воспользоваться формулой Нью- 

тона, приводится к виду (1). 
Комплексные числа вида 

atbi,a+Vobi,



где @, В — рациональны, тоже являются алгебраиче- 
скими числами. Первое из них является корнем урав- 
нения 

x? — Jax + (a®-+ 5?) =0, 

а второе — корнем уравнения 

x? — 2ax +(a*+ b)=0. 

B качестве последнего примера, укажем, что числа 

вида 

Tv e . п 

cos—- i sin-—, 
п п 

где п — целое положетельное число, тоже являются 
алгебраическими, так как они служат корнем урав- 
нения 

x"+1=0. 

Действительно, по формуле Моавра 

T .. wm \n .. 
cos = + isin =) =cosn-+-isina = — I, 

n n 

В дальнейшем мы можем предполагать, что коэф- 
фициенты уравнения (1) суть целые числа. В самом 
деле, если это не так, то нам достаточно будет умно- 
жить уравнение (1} на наименьшее кратное знамена- 
телей чисел Ay, Q),... A), чтобы получить уравнение 

того же вида, но с целыми коэффициентами. 
Если % является корнем уравнения вида (1) с целы- 

ми коэффициентами а/, а.,..аи и коэффициентом ах, 

равным единице, то я называется целым алгебраиче- 
ским числом. Упомянутые в приведенных выше при- 

мерах числа а-- @, a-+ УЬ [, если а, в — целые числа и 
т .. к 

число с0$ — -|- [п — суть целые алгебраические числа. 
n n 

Определение 2. Каждое не алгебраическое чи- 
сло называется трансцендентным. Иными словами — 
число х называется трансцендентным, если не суще- 
ствует ни одного уравнения вида (1) с рациональными 
(целыми) коэффициентами, которое имело бы « своим 
корнем. 
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Основной целью настоящей главы является доказа- 
‘тельство существования трансцендентных чисел. 

$ 2. Эквивалентные множества. Понятне множества, 
также как понятие совокупности, от которого оно не 
отличается, принадлежит к числу первичных понятий, 
то-есть не подлежит определению через какие-нибудь 
более простые понятия. Мы предпочитаем пользоваться 
термином „множество“, когда хотим подчеркнуть, что 
речь идет о совокупности объектов, обладающих неко- 
торым общим признаком. Можно, например, говорить 
о множестве стульев в школьном здании, а множестве 
кур на колхозной птицеферме, о множестве окружно- 
стей с общим центром в данной точке, о множестве 
натуральных чисел, о множестве простых чисел и т. п. 
Первые два из упомянутых множеств являются приме- 
рами конечных множеств, остальные — бесконечных. 

Определение 3. Множество называется конеч- 
ным, если оно содержит вполне определенное (конеч- 
ное) число элементов, и бесконечным, если нет ma- 
‚кого числа N, чтобы число элементов множества 
было меньше этого числа. 

Можно также сказать, что множество называется 
конечным, если, нумеруя его элементы числами 1, 2, 3.... 
мы заканчиваем нумерацию вполне определенным чис- 
лом п, и бесконечным, если процесс нумерации не 
может быть закончен. 

Строго говоря, имея дело с неконечным множеством, 
нельзя говорить о нумерации в обычном смысле, надо 
обобщить понятие о нумерации, и мы это сделаем, 
введя следующее. 

Определение 4. Два множества Называются 
эквивалентными, если можно установить взаимно- 
однозначное соответствие между элементами этих 
множеств, то-есть, если каждому элэменту сдного 
множества можно сопоставить определенный элемент 
другого множества, и наоборот. 

Так, например, эквивалентными являются следую- 
щие множества: множество прописных букв латинского 
алфавита, множество строчных букв того же алфавита 
и множество чисел 1,2,... 25; множество положи- 
тельных целых чисел и множество отрицательных це- 
лых чисел; множество окружностей с общим центром 
B данной точке и множество положительных чисел; 
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множество точек отрезка АВ с длиной, равной еди- 
нице, и множество точек отрезка СД с длиной, равной 
некоторому (любому) положительному числу К. 

Последние два примера`мы поясним. 
Множество окружностей с центром в данной точке 

действительно эквивалентно множеству положительных 
чисел, так как каждой окружности соответствует по- 
ложительное число — длина радиуса, и наоборот, каж- 
дому положительному числу соответствует окружность 
с радиусом, длина которого равна этому числу. 

Взаимно-однозначное соответствие между точками 
двух отрезков можно установить графически, как 

указано на рис. 1, или, если 
угодно, аналитически с по- 
мощью формул 

y~at(b—a)x,x=7—, 

приводящих каждому чи- 
слу х, удовлетворяющему 
условию 0 < х < 1, число у, 
удовлетворяющее условию 
а < у, и наоборот. 

Последний из рассмот- 
ренных нами примеров об- 

Рис. 1. наруживает, в частности, 
что бесконечное множество 

может быть эквивалентным своей части. Для конечных 
множеств, легко видеть, это невозможно. 

Введя понятие об эквивалентных множествах, мы, 
очевидно, обобщили привычное понятие о нумера- 
ции, Так как обычная нумерация есть не что иное 
как установление взаимно-однозначного соответствия 
между элементами некоторой совокупности и чис- 
лами 1, 2,...П. 

$ 3. Счетные и несчетные множества. Простейшими, 
в известном смысле, после конечных множеств, сле- 
дует считать так называемые счетные множества. 

Определение 5. Множество М называется 
счетным, если оно эквивалентно множеству нату- 
ральных чисел 1, 2,... п,... Примерами счетных мчо- 
жеств являются: само множество натуральных чисел; 
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множество чисел 2, 4, 6,... 2нм,...; множество чисел 1, 
1 1 1 
—, —,...—,...з Множество чисел 1!, 2!, 3!,...a!,... 
2° 3 п 

Ниже мы укажем более сложные и очень важные 
примеры счетных множеств, а сейчас докажем суще- 
ствование несчетных множеств. 

Теорема 1. Множество вещественных чисел, 
содержащихся между двумя любыми данными чис- 
лами а, 6, несчетно. 

Так как в конце предыдущего параграфа мы дока- 
зали, что множество чисел, содержащихся между 
данными числами а, 9, эквивалентно множеству чисел, 
содержащихся между 0 и 1, то нам достаточно дока- 
зать теорему для случая а = 0, В =1. 

Напомним, что каждое вещественное число одно- 
значно (если не пользоваться периодическими дробями 

‘с девяткой в периоде) представимо в виде бесконечной 
десятичной дроби, и что две такие дроби представляют 
разные числа, если хотя бы два занимающие одинако- 
вое положение знака этих дробей не равны. 

Допустим теперь, что наша теорема неверна, то- 
есть, что множество вещественных чисел, содержа- 
щихся между Ои |1, счетно. Следовательно, элементами 
этого множества являются числа а,, а.,... а,..., Где 

а, = 0,%1%....9).. 

a, =0,8,8B,...8,... 

ое (1 

Ay = 0,019... Wy... 

и таблица (1) должна содержать любой элемент нашего 
множества. Рассмотрим теперь число 

0,1656... би... (2) 

где с, — любая цифра, отличная от %,; с, — любая циф- 
ра, отличная от В» ит. д.; с, — любая цифра отличная 
ОТ %Фу ИТ. Д. 

В силу сделанного в начале доказательства замеча- 
ния, число (2) не равно ни одному из чисел (1) и не 
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должно, следовательно, содержаться между 0 и 1. 
Между тем, очевидно, 

О < 0,с:6.... би... <1. 

Мы пришли, таким образом, к противоречию и до- 
казали тем самым, что наше предположение о счетно- 
сти множества чисел, содержащихся между 0 и 1, 
невозможно. 

Доказанкая теорема позволит нам позже установить 
существование трансцендентных чисел. 

$ 4. Теоремы о счетных множествах. Введем важное 
понятие о сумме множеств. 

Определение 6. Суммой множеств А, В,... 
называется множество М, каждый элемент кото- 
рого принадлежит хотя бы одному из множеств 
А, В,..., причем любой элемент любого из множеств 
А, В,... содержится в М. 

Например, множество вещественных чисел является 
суммой множества рациональных чисел и множества 
иррациональных чисел, множество натуральных чисел 
является суммой множества четных чисел и множества 
нечетных чисел. 

Теорема 2. Сумма счетного множества конеч- 
ных множеств есть счетное множество. 

Действительно, пусть М,, М.,...Му,... суть конеч- 

ные множества и содержат соответственно п,, По,... 
пк,... элементов. Обозначим элементы множества М, 

символами 41, @,,... ап, ›...з элементы множества М, 

символами а, 11, @и,12,... @в- в, (если М, не со- 

держит элементов из М,, то п. = п; если М. содержит 

только элементы из М,, то п. =0) ит. д. 
Множество элементов а1, 4..... @т,... Очевидно 

счетно и является суммой множеств M,, M,,... Myz,... 

В качестве полезного примера применения доказан- 
ной теоремы приведем утверждение: 

Теорема 3. Мяожество рациональных чисел (по- 
ложительных и отрицательных) счетно. 

, а 
Назовем высотой рационального числа - (a, b—ne- 

лые) число |а|-- |6 |и заметим, что множество рациона- 
льных чисел с данной высотой п конечно. Так, напри- 
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2 1 
мер, только числа + 3, + 3? + 3 

Обозначим через М, множество рациональных чисел 

имеют высоту 4. 

0 
с высотой 1 [иело т через М.—множество чисел с 

. l 
высотой 2 (числа + 1 |› через М.—множество чисел с 

высотой 3,..., через М„—множество чисел с высотой 
пит. д. 

Множество всех рациональных чисел является сум- 
мой множеств М,, М.,... Мь... и, в силу теоремы 2, 

оно счетно. 
Заметим, что множество положительных рациональ- 

ных чисел можно „перенумеровать“ по схеме, приво- 
димой на рис. 2, 
пропуская, при ft 
обходе таблицы 1 
по пути, указан- 
ному стрелками, 0 
уже перенумеро- 1. 

Е 
1 

pe 
4. 
4 

2 
/— an ane 

в
 \ 

м
м
 

|-
> 

ванные числа. 
Если мы при- 

писывали бы по- 
ложительным ра- 
циональным чис- 
лам только нуме- 
ра 2, 4, 6,..., а 
нулю и отрица- Рис. 2. 
тельным — рацио- 
нальным числам нумера 1, 3, 5,..., то мы перенуме- 
ровали бы все множество рациональных чисел. 

Теорема 2 допускает важное обобщение. 
Теорема 4. Сумма счетного множества счетных 

множеств является счетным множеством. В частно- 
сти, сумма конечного числа счетных множеств есть 
счетное множество. 

Обозначим элементы счетного множества М, через 
411, @4>1, @з,..., Элементы счетного множества М, через 
Qio, Ago, Azo)... И вообще — элементы счетного множе- 
ства М» через ап, ан,.... Назовем высотой элемента 

ат ЧИСЛО ТП. 

п



Сумма множеств М, М.,...Мь,... состоит из эле- 
ментов с высотой 2, элементов с высотой 3 ит. д., 

то-есть является счетной 
Я„ — ал а; —„.. суммой конечных MHO- 
са) a Oo, a a жеств и как таковая, по 

_ 32 ````- теореме 2, является счет- 
Оз Qos аз ..... ным множеством. 

Справедливость нашей 
rote теоремы следует также 

Рис. 3. из возможности нумера- 
ции по схеме, указанной 

на рис. 3. В качестве полезного примера применения 
теоремы 4 (и теорем 1, 3) докажем утверждение: 

Теорема 5. Множество иррациональных чисел, 
содержащихся между любыми двумя данными числа- 
ми а, 6, несчетно. 

Действительно, если бы это множество было счет- 
ным, то множество всех вещественных чисел, содер- 
жащихся между числами а, В, как сумма двух счетных 
множеств (множества рациональных чисел, счетность ко- 
торого установлена, и множества иррациональных чисел) 
было бы счетным, но это противоречило бы теореме [. 

$ 5. Существование трансцендентных чисел. В настоя- 
щем параграфе мы докажем, что существуют трансцен- 
дентные числа, и что множество таких чисел несчетно, 
в то время как множество алгебраических чисел счетно. 

Теорема 6. Множество алгебраических чисел 
счетно. 

Действительно, мы можем рассматривать множество 
всех алгебраических чисел как сумму множества М, 
алгебраических чисел, являющихся корнями уравне- 
иий первой степени с целыми коэффициентами, множе- 
ства ЛМ, алгебраических чисел, являющихся корнямн 
уравнений второй степени и т. д. 

Таким образом, множество всех алгебраических чисел 
является суммой счетного множества множеств М), 
М.,... Наша теорема, ввиду теоремы 4, будет дока- 
зана, если мы докажем счетность каждого из множеств 
М\, М,,... Му... 

Рассмотрим множество Му. Назовем высотой урав- 
нения 

ах ах И... На, 1 x+a,=0 (1) 
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число 

[@| + la,|+ +--+ faz}. (2) 

Так как числа а, а,,...ак целые, то можно найти лишь 

конечное число их, чтобы сумма (2) была равна задан- 
ному числу №. Это означает, что множество урав- 
нений (1) с высотой, равной 1, конечно, множество 
уравнений (1) с высотой, равной 2, конечно ит. д. 

Так как уравнение (1) имеет не более чем Ё раз- 
личных корней, то конечны множества алгебраических 
чисел, удовлетворяющих уравнениям А-ой степени с 
высотой 1, 2,... Следовательно, множество Му является 

суммой счетного множества конечных множеств, и по- 
тому оно счетно. 

Таким образом, теорема доказана полностью. 
Теорема 7. Множество трансцендентных чисел 

несчетно. Более того, множество вещественных транс- 
цендентных чисел несчетно. 

Действительно, множество всех вещественных чисел, 
по теореме 1, несчетно и является суммой счетного 
множества алгебраических чисел и множества трансцен- 
дентных чисел. Из теоремы 4 немедленно следует, что 
последнее множество не может быть счетным. 

Таким образом, с помощью весьма простых средств 
и соображений, мы установили существование беско- 
нечного множества трансцендентных чисел. Приведен- 
ное нами доказательство было найдено в 1873 году 
Г. Кантором*. 

$6. О построениях с помощью циркуля и линейки. Мы 
намерены показать, что построение с помощью цир- 
куля и линейки отрезка данной длины / возможно тогда 
и только тогда, когда { является корнем алгебраичес- 
кого уравнения определенного вида и, следовательно, 
заведомо невозможно, если Ё трансцендентное число. 
Доказательству соответствующей теоремы мы предпош- 
лем несколько замечаний. 

Замечание 1. В декартовой системё координат 
графиком уравнения 

Ax+By+C=0, (1) 

* Родился в Петербурге в 1845 году, там же получил началь- 
ное образование. 
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где А, В, С — коэффициенты, нё зависящие от х, у, 
является прямая. 

Наоборот, уравнение любой прямой в декартовых 
координатах можно 

У| привести к виду (1), 
то-есть координаты 
любой точки данной 

oa прямой удовлетво- 
  

      

У” 6 ряют одному и то- 
a My же уравнению 

вида (1). Этот факт 
мы считаем извест- 

— Ll» — ным из школьного 
ox курса. 

Замечание 11. 
Из теоремы Пифа- 
гора следует (см. 

Рис. 4. рис. 4), что коор- 
динаты х, у любой 

точки на окружности радиуса г с центром в точке (а, В) 
удовлетворяют зависимости 

  

  

(а (у—вр=р, (2) 
то-есть зависимости вида 

e4+y4tKxetlytmM=o. (3) 
Так как уравнение (3) эквивалентно уравнению 

2 2 7 2 

и, 
и выражение 

2 L\2 

(«+ 5 т (y т 5) 
равно квадрату расстояния точки (х, у) от точки 

К L 
—5,—5}|, то графиком уравнения (3), в прямо- 

угольных декартовых координатах, является геометри- 
ческое место точек равноудаленных от даниой точки, 
то-есть окружность*. 

И К-- 12 —4N 
* Предполагается, что pote >0. Если Г=0, то 

охружность вырождается в точку; если Г < 0, то х;ху не могут 
оба быть вещественными. 
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Таким образом, уравнение (3) является уравнением 
окружности, и наоборот, графиком зависимости (3) 
является окружность. 

Замечание Ш. Совместное решение уравнений 
(1) и (3) означает нахождение` точки, координаты KOTO- 
рой удовлетворяют этим уравнениям, то-есть нахожде- 
ние точки, лежащей на прямой и окружности—точки 
пересечения этих двух линий. 

Наоборот, для того чтобы аналитически найти точку 
пересечения прямой и окружности надо решить совме- 
стно уравнения (1} и (3) этих линий. 

Определение 7. Вещественное число а назы- 
вается: числом типа А\, если оно является корнем 
некоторого квадратного уравнения (или уравнения 
первой степени) с рациональными коэффициентами; 
числом типа А., если оно является корнем некото- 
р0го квадратного уравнения (или уравнения первой 
степени) с вещественными коэффициентами типа 
А:;...; числом типа Аз, если оно является корнем 
некоторого квадратного уравнения (или уравнения 
первой степени) с вещественными коэффициентами 
muna A, __}. 

Например, числа '1-- 2, | — УЗ суть числа типа Д,, 
так как они являются корнями уравнения 

х* —2х—1=0, 

числа — 2+ Уз —72, —2—У3—У2 суть числа типа 
А,, так как они являются корнями уравнения 

xe+t4x+(1+V2)=0. (5) 

Теорема 8. Каждое число х типа Ау, где Е— 
вполне определенное (конечное) число является алгеб- 
раическим числом. 

Действительно, число х является корнем квадрат- 
ного уравнения, коэффициенты которого получаются 
из рациональных чисел с помощью применения некото- 
рого числа рациональных арифметических действий и 
некоторого числа извлечений квадратного корня. Осво- 
бождаясь известными из школьного курса способами 
от иррациональностей, мы прийдем к уравнению быть 
может высокой степени, но алгебраическому с рацио- 
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нальными коэффициентами, для которого & является 
корнем. 

Например, числа —2 — V3— V2, -2— V3—V2 sp 
ляются корнями уравнения 

x! + 8x? -+- 18x? + 8x —1=—0, 

которое получается из уравнения (5), если в нем осво- 
бодится от иррациональности. 

Теперь мы можем доказать основную теорему. 
Теорема 9. Отрезок длины « можно построить 

с помощью циркуля и линейки тогда и только тогда, 
когда а является числом типа А„, где Е — конечное 
число. 

Следствие. Если «а—трансцендентное число, то 
построение отрезка длины а с помощью циркуля ци 
линейки невозможно. 

Как известно из школьного курса, если веществен- 
ное число а является корнем квадратного уравнения, 
то построение с помощью циркуля и линейки отрезка 
длины а наверно возможно, если возможно такое но- 
строение для отрезков с длинами, равными коэффи- 
циентам уравнения. Поэтому всегда можно построить 
с помощью циркуля и линейки отрезок с длиной «, 
если © — число типа А,. Но тогда построение возможно 
и в том случае, когда < — число типа А. и Т. д. 

Следовательно, если ® число типа Ах (#—конечно), 
то построение с помощью циркуля и линейки отрезка 
с ДЛИНОЙ & ВОЗМОЖНО. 

Допустим теперь, что можно построить с помощью 
циркуля и линейкй отрезок с длиной а и докажем, что 
« является числом типа Ау, где Е — конечное число. 

Действительно, возможность построения нашего от- 
резка означает, что его концы можно найти путем про- 
ведения конечного числа прямых, описывания конечного 
числа окружностей и нахождения точек пересечения 
получаемых линий. Иными словами, построение отрезка 
с помошью циркуля и линейки является конечной це- 
пью построений, каждым звеном которой является 
проведение прямой через две заданные точки и прове- 
дение окружности данного радиуса с центром в данной 
точке. При этом точки, через которые проводится пря- 
мая, центр и радиус окружности должны определяться 
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предыдущими построениями. Следовательно, первым 
звеном упомянутой цепи построений является проведе- 
ние прямых через точки с рациональными координа- 
тами, окружностей с радиусами рациональной длины и 
центрами с рациональными координатами и нахожде- 
ние пересечения этих линий. Уравнения таких прямых 
и окружностей будут, как легко сообразить, содержать 
лишь рациональные коэффициенты. Следовательно, 
координаты их точек пересечения будут числами типа 

Второе звено нашей цепи построений приведет к 
числам типа А, и т. д. Наконец, последнее звено при- 
водит к числу а, и оно должно, таким образом, при- 
надлежать некоторому типу Ах. 

Наша теорема, таким образом, доказана пол- 
ностью. 

$ 7. Исторические замечания. Одной из самых древ- 
ших задач, занимавших умы многих математиков и, еще 
больше, умы людей слабо знакомых с математикой, в 
течение веков была задача о квадратуре круга. Задача 
заключалась в следующем: с помощью циркуля и Ли- 
нейки построить квадрат равновеликий данному кругу. 
так как при радиусе, равном единице, площадь круга 
равна *, то задача сводится к построению отрезка с 
длиной к, потому что, вообще, как известно из школь- 
ного курса, если возможно построение отрезка с длн- 
ной @, то возможно и построение отрезка с длиной а" 
и наоборот. 

Простота формулировки задачи являлась вызовом 
математике и математикам, она же соблазняла и нема- 
тематиков. Последних часто прельщали и мнимые 
“выгоды“, которые они по неведению ждали от реше- 
ния задачи. 

Петербургский академик Л. Эйлер (1707—1787) пер- 
вый пришел к убеждению, что задача о квадратуре 
круга невозможна и притом высказал предположение, 
что число х не удовлетворяет никакому алгебраиче- 
скому уравнению с рациональными коэффициентами. 
Таким образом, Эйлер первый высказал предположение 
о существовании трансцендентных чисел и о трансцен- 
дентности числа т. Кстати сказать, обозначение отно- 
шения длины окружности к диаметру буквой т было 
найдено Эйлером. Им же был введен термин „трансцен- 
дентность“. 

М. Дринфельд. 17



Предположение Эйлера о существовании трансцен- 
дентных чисел было строго доказано впервые лншь 
в 1844 году французским математиком Лиувиллем, 
а трансцендентность числа т (и, следовательно, невоз- 
можность квадратуры круга} была доказана лишь 
в 1882 году. 

Лиувилль доказал существование трансцендентиых 
чисел, установив следующий достаточный, но не необ- 
ходимый, признак трансцендентности: если число я 
иррационально и существуют три бесконечно-возра- 
стающие последовательности целых чисел 

  

    

Ри, Рз,... РК»... (рРк — <, когда k-> <). 

41, 92,...- Чк»-.. (Ч к —> ©, когда й —> ©) 

т, т.,... Ту,... (Ту — <>, когда # -— о) 

такие, что 

Ру С 
Oh > git 

то я — трансцендентное число. 
Пользуясь этим признаком, можно, например, дока- 

зать трансцендентность числа | 

1 1 1 1 
В Кола toate 

Доказательство признака Лиувилля не элементарно. 
Кроме того, из него вытекает существование трансцеи- 
дентных чисел, но он не дает никаких указаний 
О характере множества этих чисел. 

Приведенное нами доказательство существования 
трансцендентных чисел Г. Кантора вполне элементарно 
и ктому же оно устанавливает несчетность множества 
трансцендентных чисел. Однако, доказательство Кан- 
тора является только доказательством существования, 
без указания хотя бы одного конкретного числа, кото- 
рое являлось бы трансцендентным. 

Применимость признака Лиувилля весьма ограни- 
чена. В частности, с помощью этого призиака не уда- 
лось доказать трансцендентность числа т и числа 

е = lim +) 
$ Cc 
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Трансцендентность числа е была доказана лишь 
в 1873 году (Эрмит), а трансцендентность числа т, как 
уже упоминалось, в 1882 `году (Линдеман) методами, 
которые носят частный характер и неприменимы к дока- 
зательству трансцендентности других чисел. 

Замечательные результаты общего характера были 
получены советскими математиками А. О. Гельфондом 
(родился в 1906 году, лауреат Сталинской премии, 
член-корреспондент Академии наук СССР) иР. О. Кузь- 
миным (родился в 1891] году, умер в 1950 году, член- 
корреспондент Академии наук СССР). 

$ 8. Результаты А. О. Гельфонда и Р. О. Кузьмина. 
В 1900 году, в докладе на всемирном конгрессе мате- 
матиков, один из крупнейших математиков последней 
четверти ХХ века и первой четверти ХХ века Д. Гиль- 
берт сформулировал 23 математические проблемы, реше- 
ние которых требовало разработки новых и значитель- 
ного усовершенствования старых методов в математике. 
В то время (1900 год) казалось, что подхода к разре- 
шению проблем Гильберта нет. Одной из наиболее 
трудных проблем Гильберта была следующая (седьмая): 

Пусть х — любое алгебраическое, отличное от еди- 
ницы число, а В — любое алгебраическое, нерациональ- 
ное число. Будет ли алгебраическим или трансцендент- 

ным число а? В частности, являются ли трансцен- 

дентными числа * 27? и е”2 В течение тридцати лет 
эта проблема не поддавалась решению, хотя теорией 
трансцендентных чисел занимались многие. Заметим, 
кстати, что значительные результаты в этой теории 
были получены одним из старейших советских мате- 
матиков Д. Д. Мордухай-Болтовским (Ростов — Пяти- 
горск, скончался в 1952 году). 

В 1929—1930 годах московский математик Александр 
Осипович Гельфонд показал, что если а — алгебраиче- 
ское (отличное от 0 и |) число, а В — мнимое ирра- 
циональное число, подчиненное еще одному добавоч- 
ному условию (так называемая квадратичная иррацио- 

нальность), то а' — трансцендентно. Это было значитель- 

* В следующей главе будет сказано, как определяются степени 
с иррациональными и мнимыми показателями и будет показано, 

что е"= (—1 °. 
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ным продвижением в решении проблемы Гильберта, 
но еще не полным решением. В частности, полученный 
результат еще не давал ответа на вопрос о чис- 

nax 2”? ие“. 
В том же, 1930 году, ленинградский математик 

Родион Осиевич Кузьмин показал, что требование мни- 
мости показателя В излишне. Тем самым была уста- 

новлена трансцендентность числа 2". 
Наконец, в 1934 году, пользуясь очеиь слож- 

ными методами современного математического анализа, 
А. О. Гельфонд полностью разрешил седьмую про- 
блему Гильберта. Заметим, что ряд других, тоже 
очень трудных, проблем Гильберта также были разре- 
шены советскими математиками — С. Н. Бернштейном 
Н. Г. Чеботаревым, Л. С. Понтрягиным.



Глава Il 

ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ 

$ 1. Некоторые сведення из теорни пределов. Напом- 
ним следующие определения: 

Определение 1. Число а называется пределом 
числовой последовательности 

а, @,... @р +, (1) 

если для любого положительного числа е можно 
показать число № такое, что 

при всяком п, удовлетворяющем условию п > М. 
Обычна запись 

a= lim a,. 
1 —»> со 

Определение 2. Чиело А называется пределом 
функции }(х) при х равном а, если для любого поло- 
жительного числа = можно указать положительное 

число ч такое, что 

f(x) -Al<e (2) 
при всяком значении х, удовлетворяющем условию 

|х—@а|< 1. 

Пользуются записями 

= lim f(x), A= lim f(x) 
х>а х—а 
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Замечание. Записи 

A= lim f(x), A= lim f(x) 
х - © Хх = — © 

означают, что неравенство (2) имеет место, соответ- 
ственно, при 

X>M, x<—M, 

где М — некоторое положительное число, определяемое 
заданным числом с. 

Из школьного курса математики известны следую- 
щие теоремы о пределах: 

1. Если существуют пределы слагаемых и число 
слагаемых фиксировано, то существует предел суммы, 
и он равен сумме пределов слагаемых. То-есть 

lim (a,-+ bate +k,)= 

= lim ay-+ limb, +--+ lim fy, 
П — © 7, -> © 9% > © 

т [Рю +. Ля COL = 
~ dq 

= lim f,(x)-flim f(x) lim fy (2). 
x-@ х-—а х>а 

2. Если существуют пределы сомножителей и 
число сомножителей фиксировано, то существует 
предел произведения. и он равен произведению преде- 
л0в8 сомножителей. То-есть 

lim (a,-6,-++-k,)= lim a,- lim b,--- lim Ky, 
N > 00 +0 = + © MN -» 00 

lim thi (x) fox) их] = 

= lim f,(x)- lim f.(x)--- lim fin (x). 
x-a х-а x-a 

В частности, если х — постоянная, то 

lim ea, —« lim a,, lim «f(x)=a lim f(x). 
73 = © 7% — с х-а ха 
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3. Если существуют пределы членов отношения 
и предел знаменателя отличен от нуля, то суще- 
ствует предел частного, и он равен частному пре- 
делов членов отношения. То-есть 

lim а) dim f (x) 
fim ota tre. yim ЛЯ Ша 

n+ co On lim by? » +a PX) lim 9 (x) 
9$ — са х-@а4 

4. Предел величины, заключенной между двумя 
величинами, имеющими общий предел А, существует 
и равен А. То-есть, если для всех значений п, начиная 
с некоторого, 

Oy < ly < Oy 
lim a,= lim b,=A, 

TO П — с NM -— © 

lim ¢,=A. 
n—- © 

Аналогично, если для любого, достаточно близкого 
а, значения х 

F(x)< 9 (x) < F(x) 

lim f(x)== lim F(x)=A, 
х-а х-—а 

то 
Нт © (х) =А. 

х -а 

5. Если х»„ ограниченная величина и lim y,=0D, 
$ > < 

TO 

lim xyVn—0. 
7: = © 

В качестве полезного для нас в дальнейшем при- 
мера докажем, что для любого значения х, не зави- 
сящего от п, 

_ ХВ 
lim — —0. 

® + ©



Действительно, если г целое число и r+1>2/x], To 

хп | |x|" 1х|"—" 

т м Nira 
Xx r n-—-f? r п —т r clade [alte "Е. 8 
г (Г-Н!) r! \Wr+l rt} Qh 

x|" 1 
| не зависит от п, а on? —*0, если п—> о. 

  

  

Но величина 

  

  

Г! 
Поэтому 

r 
lim МР. То 

пью Г! оп —т 

и тем более 
п _ Xx 

lim —==0. 
пью 1! 

В дальнейшем нам понадобятся еще некоторые факты 
из теории пределов, которые не ьходят в Школьный 
курс математики и поэтому будут нами доказаны. 

Теорема 1. Каждая, ограниченная сверху (снизу), 
неубывающая (невозрастающая) последовательность, 
имеет предел. 

Ограниченность последовагельности (1) сверху озна- 
чает сущесгвование такого числа М, что при любом п 

а, < М. 

Аналогично определяется ограниченность снизу. 
‚ Последовательность называется неубывающей, если 

при > т 

an 2 am 

и невозрастающей, если 

Ay <A. 

Доказательство теоремы вполне элементарно, HO 
требует знания теории иррациональных чисел. Мы про- 
ведем это доказательство, исходя сначала из опреде- 
ления иррационального числа с помощью сечения 
в области рациональных чисел. Для определенности 
будем предполагать. последовательность неубывающей 
и ограниченной сверху. 
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Отнесем к правому классу В каждое радиональное 
число, большее любого элемента последовательности 

а, Ч... Чл, ььз 

а к левому классу А—все остальные рациональные 
числа, то-есть каждое рациональное число не большее 
хотя бы одного элемента последовательности. 

В силу ограяиченности последовательности сверху 
оба класса существуют. Ясно, что любое число из 
класса А меньше каждого числа из класса В и что 
любое рациснальное число находится в одном из клас- 
сов А, В. Таким образом классы А, В определяют 
сечение в области рациональных чисел, то-есть опре- 
деляют некоторое число я, которое не меньше любого 
числа из класса А и не больше любого числа из 
класса В. Докажем, что 

a= Ит а. 
м, > © 

Действительно, пусть задано любое число = > 0. Тогда 
найдется в нашей последовательности элемент ау; та- 

KOH, 4TO 
© — ах <з, (3) 

так как, если бы такого элемента не было, то-есть при 
любом А было бы 

a—Ay, pe 

и тем более 

a—aAy > 5 ; 

то мы имели бы 

<. 

при любом К, но тогда «не отделяет класс А от класса В. 
Если неравенство (3) справедливо для некоторс го К, 

то, так как последовательность неубывающая, нера- 
BeHCTBO 

A—A,<eé 

справедливо при любом п > Ё. Отсюда следует, что 

lim @,—=4. 
71 —> CO 
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Если исходить из представления вещественных чи- 
сел с помощью бесконечных десятичных дробей, то 
доказательство теоремы можно провести следующим 
образом. 

Мы можем считать, что наша последовательность 
ограничена сверху целым числом М (иначе мы заме- 
нилн бы М ближайшим целым числом, большим М). 
Пусть т — ближайшее целое число, меньшее чем а.. 
Таким образом 

m<a,<M, n=1, 2, 3,... 

Рассмотрим числа 

m, m+1, m+2,... M—1, M. 

Ilyctb c-++ 1 является первым из них, которое не меньше 
любого элемента нашей последовательности (в крайнем 
случае: с--1=М). Следовательно, существует эле- 
мент 4х такой, что 

Ape. 

Но тогда @„> с при любом п>^. 
Итак 

C<a,<c+Il,a>k. 

Теперь рассмотрим числа 

су с, 11 С, 2;...; с, 9 с 1; (ся =с-- 0, а). 

Повторив предыдущее рассуждение, прийдем к выводу, 

что существуют числа с, ®, и С, “-- 0,1 =с, “| и та- 
кое число #,, что 

  

С, <A, Sc, a+ 1 opu n>hky. 

После этого рассмотрим числа 

С, в; С, а. 1; С, а, 2;...; С, а. 9; с, &, --1 

и прийдем к заключению, что существуют числа с, “ “. 

и С, а, “, -- 0,01 =с,, « ®.-- 1 и такое число А,, что 

C, % % < пс, ча. |1, при ПР Ё.. 
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Продолжая эти рассуждения, мы определвм беско- 
нечную десятичную дробь 

A=, 4 A... I 

для которой 
С... ас“... ат- 1, 

причем с, вл а,,...ящ < @ SC, % He. .т--1, при лю- 

бом п> Ём. " 
Следовательно, 

—— 1 
|, — а <... ат 1—6, Om = Tom SO n> km, 

если взять т достаточно большим. Значит 

lim a, =a. 
7 — CO 

Теорема 2. Если а> 0. и рациональные числа 
hy Boy. + Aras (4) 

образуют последовательность, для которой 

lim A, ==0, 
Я — © 

то 
lim ай» = 1. (5) 

® + © 

Сначала докажем, что 

+ 
lim a™ =1, т — целое. (6) 
77. -—> со 

Пусть а > 1. Тогда 
1 

qm — | Тот, бт > 0 

и поэтому 
а = (1-9 т)" =1- тат ..., 

где ненаписанные слзгаемые положительны. Следова- 

тельно, 

а>1-- туд; im < 
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Таким образом, 
lim a, =0 

тТ-— со 

и поэтому 
1 

Ит а® =]. 
77 —> со 

1 
Если а< 1, то — >11 и по доказанному 

а 

т in te tim (LY 
M+0O т тс \ @ 

По теореме о пределе частного, имеем 

1 
lim qm = lim —— 

mos © Mm— со ] 

} 

а 

При а=1 наше утверждение очевидно. 
Теперь докажем, что справедливо равенство (5). 

Действительно, пусть 

  

ОИ 
м In 

Pn 

и пусть т ближайшее к Чт целое число, не больше чем 
Pn 

In Тогда 
Pn 

< In < 

Pn 
Следовательно, 

I 1 
—— <, | <— т +] S | NN | m 

И Ш- со, если п <. 
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При а>1ий,„_>0, имеем * 

1 I 

При а < 1, наоборот, 

] 1 

am™@+lys agtasa™, 

В обоих случаях на основании равенства (6) и тео- 
ремы о пределе переменной, заключенной между двумя 
переменными, имеющими общий предел, получим 

Нт 4 =1. 
п +90 

Доказанная теорема позволяет ввести понятие о 
степени положительного числа с иррациональным по- 
казателем. 

Определение 3. //Лусть «а — иррациональное чи- 
сло и 

Vi, Foy ecelp arene (7) 

последовательность рациональных чисел, для которой 

lim lyn = 9. (7,) 
® >< 

Тогда, по определению 

аб = lim gin (8) 

9% — со 

(последовательность (7) образуют, например, числа 
а, а, “1, а, Hy Hos eres если аш tna) 

Чтобы можно было принять такое определение, есте- 
ственность его очевидна, надо доказать, что предел 
(8) существует и не зависит от выбора последователь- 
ности (7). 

Если последовательность (7) неубывающая, то по- 
следовательность 

а”, а”,.. а”п,... (9) 

  

* Предоставляем читателю рассмотреть случай пу < в



не убывает npn a> l и не возрастает при а<1. В 
первом случае — 

ancat 

где г — любое рациональное число, большее о, во вто- 
ром случае — 

а” > а", 

Значит, по теореме 1, в обоих случаях существует 
предел последовательности (9), то-есть, существует 
предел (8). 

Теперь докажем независимость предела (8) от вы- 
бора последовательности (7). Пусть последовательность 
рациональных чисел 

Si) Soyoe. ‘в... 

отлична от последовательности (7), но имеет тот же 
предел а 

lim s, =a. 
№) 

Тогда 
lim (7, —S,)= lim r,— lim s, =a—a=0 (9) 
+00 п +00 п со 

И 

lim (a7"— qin) — lim g’n (a"n — 8n — 1) = 

п — 00 1 +00 

== lim gta. Ит (078 — 8» — 1)=0, (10) 
п со ® > со 

так как 

lim an —= Да,» 
® —со 

а на основании (9) и теоремы 2 

lim (ara — §n — 1) =0. 
® > со 

Из (10) следует, что предел 

lim aSn 
moo 

существует и 

lim 45" = Цт а’ =а*“, 
® = < ® с



Замечание 1. Так как о последовательности 
“,... 5»... МЫ не предполагали, что она неубываю- 

щая (невозрастающая), то из наших последних рассуж- 
дений следует, что в определении 3 обязательно лишь 
условие (7,). 

Замечание 9. Из тех же рассуждений следует, 
что 

lim а$п == Qs 

nN со 

каковы бы ни были числа $), рациональны или нет, 

лишь бы 
lim S,= 4, 

9, — со 

$ 2. Показательная функция. Число е. 

Определение 4. Функция 

yor" 

называется показательной. 

При а>0 эта функция определека для любого ве- 
щественного значения х, то-есть, каждому х, рацио- 
нальному или иррациональному, соответствует вполне 

определенное число а”. 
Особую роль в математике (и приложениях) выпол- 

няет показательная функция с основанием, которое, 
следуя Л. Эйлеру, обозначают буквой е и которое 
является пределом последовательностн 

1 \? 1\3 1 \п 
1 1jl+—] ,/]1 =|,...{1+—] ,..., 4 + (1+3) (+ a) 

то-есть, по определению 

1 \” 
e = lim +, 

® CO N 

п — целое положительное число. Прежде всего, нам 
надо доказать, что рассматриваемый предел суще- 
ствует. 
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Для этого заметим, что по формуле Ньютона 

п(п— 1) , 1 

  

1 \n 1 

(+) И шт 
п" —1)(и—2) 1 1 _ -4 

12.3 eo than TET "| 

Heft 0 
Ни) (1-*|--1-"). 

В последнем выражении при возрастании п увеличи- 
вается число слагаемых и возрастают сами слагаемые. 
Поэтому последовательность (1) является возрастаю- 
щей. В то же время, из (2) следует 

  
  

  

  

1 \n 1 1 1 аа +... — 
< т 1-2..." 

! 

«ЕН. Е = < о 92 eee on pt 

о 
<1+— 7 =3. 

1 — — 

Следовательно, последовательность (1) ограничена 
сверху. 

Из теоремы 1 $ 1 следует, что рассматриваемый 
нами предел существует. 

Позже мы покажем, как можно быстро и с любой 
точностью вычислить число е. 

Исторически последовательность (1) появилась вместе 
с логарифмами*. Особая роль числа е и функции е* 

* См., например, Л. Я. Гиршвальд. История открытия лога“ 
рифмов. Издательство ХГУ, Харьков, 1952. 
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в математике и приложениях связана с тем, что эта 
функция обладает следующим замечательным свой- 

ством: скорость изменения функции е” относительно х 
равна самой функции е*. Этот факт будет нами дока- 
зан ниже (в $ 4, где будет также указано, что надо 
понимать под скоростью изменения функции). Очень 
полезными, при вычислении пределов, являются сле- 
дующие утверждения. 

Лемма 1. Каким бы ни было п, лишь бы |п|- оо, 
имеем 

\. 
lim | +=) = @, 

n | | - со 

Действительно, пусть И _>0. Обозначим через т бли- 
жайшее к п целое число, не большее чем п. Тогда 

т<п<т-! 
и поэтому 

вает 
п atl ma) “(mm 

lim ( +) = lim (1 +)" + „)=е 
ТСО тТ—00 

Следовательно, | 

lim [i+—-]"=e 
Nv —® 00 п 

Если п< О (но |п| —- ©), то при обозначении п = — 
& > 0), получим: 

1 \п 1\—k 

{ 2. | ~» 00 п k ~» ao 

—|\—k k 
== lim =) = lim [= = 

k -»v0 k 00 k—1 

1 \k-1 l 
= li {--— 1 -+——- | =e. 

Jin +] ( + 
Г. И. Дринфельд. 33



Таким образом, лемма доказана полностью. Оче- 
видно, зто можно заменить формулировку леммы сле- 
дующей, часто более удобной, формулировкой: 

1 

х >0 

Лемма 2. Если а не зависит от х, то 

1 
ру т 

lim (ура) —=е@ или: lim (i+ =) =e? , 
x +>0O | ®] >05 

“Так как 
1 1 

оные 
то при целом а лемма немедленно следует из тесремы 
о пределе произведения. Если @ не целое, то доказа- 
тельство не очень усложняется. Мы его опускаем. 

Весьма важным свойством многих функций является 
свойство непрерывности, которое заключается в сле- 
дующем: 

Определение 5. Функция У(х) называется 
непрерывной при х=хь (в точке х=ху), если суще- 
ствует Ит Г(х) и притом 

ит 7 x) =f (x) 

то-есть, если разность 

f(x) — f(%) 

сколь угодно мала одновременно с разностью 

Хх —Х. 

Легко доказать, что показательная функция непре- 
ривна при любом значении х. Действительно, 

а” — а — q*0(q* — *0 — }),



Возмем рациональное число A > 0 столь малым, чтобы 
имело место неравенство 

148 —1|<— 
ато‘ 

Это возможно ввиду теоремы 2 ($ 1). Затем, пусть 

| хХ — Xo | < A. 

Тогда 
| a* —a%o| < a%| ah —1| < в, 

чем и доказана непрерывность функции а”. 
Замечание. Логарифмы, вычисленные при осно- 

вании е, называются натуральными и обозначаются 
CHMBOJIOM InN, 
Так как 

№ = а5 а”. М=ейм 
— э — 9 

TO 
qiog а М — еМ, 

Отсюда следует 

log, N - Ina=InN; loggN=InN. logge, 

то-есть 

1 1 
0 М = =. InN; ПА Ее, log, N. 

a 

Этн формулы устанавливают связь между логариф- 
мами, вычисленными при некотором основании аи 
натуральными логарифмами. 

$ 3. Разложение функцни е” в степенной ряд. Ирра- 
циональность числа е. 

Определение 6. Если числовая последователь- 
ность 

а, аа, аа. Ра.,.... а-а.-...На,... 

имеет предел а, то пишут 

a=a,+ Agt...+Qy +- ооо 

и говорят, что число а представлено рядом 

а +а.-...-На,-... (1) 

или, что ряд (1] сходится и имеет суммой число а. 
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Определение 7. Если при некоторых значе- 
ниях х последовательность 

а, ах, ира - ах, 

Ay +ayxt...+a,%",... 

имеет предел }(х), то говорят, что при этих зна- 
чениях х сходится степенной ряд 

а Нах... ах”... 

и что суммой этого ряда является }(х). Это запи- 
сывают так 

ак. bagi be 

Теорема 3. /7ри любом значении х 

ТН. Я it 
Применяя формулу Ньютона, имеем 

n —1) x? += =14n%4 ere 4 

_ _ т п С Bs (ao ЕО... 

= но Но Р-Р, 9, 

n(n—1)...(a—r+l) x" _ 

1°2...r р. 

-(-)(-2)... 4-5) 
Заметим, что 

r+) Ш r+s— ] 

п ) | П/з 

где 

9, — 

    

iain 
a a a ИОАЯ 
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Пусть х>0. Тогда из (4) следует 

$ 

Urts < ®, (=) ° (9) 

Полагая п >г>х, из (5) находим 

Uri тт < 

   

      

   

xr? 

<= vant TG =: < 
тт kL 

5° М (г Е Тит” 

д. (6) 
rt+il—x 

Сопоставив равенство (3) с неравенством (6), получим 

(+= - at <... 9, < 

<! +2]. (7) 
При фиксированном г, будем неограниченно увеличи- 

вать п. 
Так как 

xr 

lim 9. — — 
7 г! - 

В —> © 

и по лемме 2 предыдущего параграфа 

п 

lim t+ и Lim (+z) | =e 
91 > со 9% — со 

то из (7) следует 

xr tl Хоа сх 

ети Fayre ray se 
 



Последние неравенства имеют место при любом г. Уве- 
личивая теперь г неограниченно, получим 

х x? x") 

что и требовалось доказать. 
Столь же элементарно доказывается справедливость 

(2) и при х<0, но на этом мы уже останавливаться 
не будем. 

Равенство (2) позволяет вычислять значения функ- 
ции е^ с любой точностью и достаточно быстро. Мы огра- 
ничимся (для вычислительных задач этого достаточно}, 
тем, что найдем с точностью до 0,00001 само число е. 

Положив в (2) х=1, получим 

1 I 1 
ее: (8) 

Следовательно, 
J 1 

аа» 
m 1 1 

Рио ира" = 
| 1 | . 

Е АСЕ СЕМ |< 
  

  

—_ 
За ети +} = ® 

1 _ n-+ 2 
n+)! i 1 5 ~ (a+ 1)i(a+1)’ 

п 
— 

В частности 

ии | 
° < 10. 0! 3628800 < 300000 < 9,00001. 
 



Таким образом, с точностью до 0,00001, 

1 1 1 
ет т." Н51= 2,7188. 

Из равенства (8) весьма просто следует 
Теорема 4. Число е — иррационально. 

Допустим противиое. Пусть 

р 
ев — — 

9 
3 

где р, 4 — целые числа. 
Из равенства (8) получим тогда 

р т! 111 
чета + 

  

‚ —=6 
1 

Тита м 
После умножения на 4!, найдем 

рч—1) 12-9141 +5 "+. ИИ, | (10) 

Выражение, стоящее в левой части последнего равен- 
ства, является целым числом. Что касается выражения, 
стоящего в правой части, то на основании (9) 

Ч? 912 
ЕП (9+1 

и, следовательно, 418, является правильной дробью. 
Таким образом, равенство (10) невозможно, и число е 
не может быть рациональным. 

В заключение параграфа покажем, что 

  9164 <41! 

xm 

lim x™e—*—= lim ——-=0 (11) 
Хх х- сх 6 

при любом конечном 7. Это замечание дает представ- 
ление о быстроте роста функции е^ и быстроте убы- 
вания функции е_`* при х- ©, 
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Равенство (11) следует из того, что 

  

xm xm < 
ef x, x xm xml 
РИНГЕ tap Ти”! 

хт (т! 
< тт x ° 

(m+ 1)! 
Ho при конечном (пусть даже очень большом) ти 
Хх —+ со, имеем 

lim {m+ Ut io, 
х—> с 

Следовательно, подавно 

_ «xm 
lim ——=0. 

x20 € 

$ 4. Скорость изменения функции е*. 
Определение 8. //роизводной функции }(х) на- 

зывается предел 
f' (x)= | lim f(x+h)—f (x) (1) 

й | ->0 A 

если он существует. 
Функцию /’(х) можно считать скоростью изменения 

функции Д(х), так как, если Ё(х) означает путь, прой- 
денный точкой, движущейся прямолинейно, за время х, 
To f(x+h)—f(x) ecTth myth, пройденный точкой за 
время (х--#) —х =, отношение 

fara 14) 

является средней скоростью за время # (начиная с мо- 
мента Хх), а предел (1)—скоростью в момент х. Напри- 
мер, если 

® 

Лед



(свободное падение), то 

x(t hyp? 
Ff’ (x)= Ит = 

| hj -»0 h 
  

— lim (2x +h ax о -+ h) 

— известному выражению для скорости свободно па- 
дающего, с ускорением а, тела. 

Теорема 5. Скорость изменения функции е^ рав- 
на е*. 
То-есть 

(e*)' == e*, (2) 

Предварительно докажем, что 

et — | 
lim —-——_ == 1. 3 
hoo & (3) 

Действительно, из равенства 

A? , h® , hf 
m=1thtstatyt 

      

  

следует Е 
—1—h 2 As 

h =" + ar 
и поэтому 

Lh 
e” — | [Al | [Al? | jh _ 2 

h |< эт +r Г. 
1 > 

Значит, если й > 0, то 

h e"— | 
я — 1—0, 

что и требовалось доказать. 
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Теперь имеем 

      

ex th. ox в" — | 
e*) == lim — = lim e* — 
(e") h 0 h h->0 h 

ho 
=e lim = L me’, 

h—0O 

Таким образом, теорема доказана. 
Легко сообразить, что нет надобности рассматривать 

показательные функции с основанием, меньшим еди- 
ницы. Легко также видеть, что все установленное нами 
для функции е” переносится на функцию 4” (@>\1, 
так как 

х ша x Ina)? x ina)” ах —=ехта — | 4 (xing) (ха). а, . 
[| 2! п | 

Заметим лишь, что 
(a*)’ =a~* - Ina. 

Читатель может это легко проверить. 
Установленные нами свойства показательной функ- 

ции [существование, непрерывность, возрастание (при 

LY 

у, сх @< 1) бе 

    
Рис. 5. 

а>1)| позволяют нам Йостроить график этой функции. 
Он имеет вид, указанный на рис. 5, После этого ста- 
новится очевидным, что каждое положительное число 
имеет логарифм при любом положительном основании. 

  

* При а«<!1 изменится формулировка замечания в конце $ 3. 
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$5. Теорема сложения. Важнейщее свойство пока- 
тельной функции, заключающееся в том, что 

ах: а7 =ахтУ 

хорошо известно из школьного курса. При целых и 
при дробных рациональных показателях оно следует 
из определения степени, а так как 

+8, . ‘о. 
lim a”. lim a°"=3 lim a , 

hoo. й — со й -> о 

то оно верно для иррациональных показателей. 
Приводимая ниже теорема показывает, что упомя- 

нутое свойство является характерным для показатель- 
ной функции, 

Теорема 5. Если функция }(х) непрерывна и при 
любых значениях х и у справедливо тождество 

fix): f(y) =flaty), (2) 
то функция }(х), если она не равна тождественно 
нулю, является показательной функцией. 

Введем обозначение 

(0 =а 
и положим сначала в (2) х=у. Получим 

F (2x) = [F (x). 
Теперь положим у=2х. Получим 

f (8x) =f(x) > f(2x) =[F (+) ]°. 
По индукции имеем 

f (nx) =[F(x))", (3) 
п — целое, положительное число. 
Действительно, если 

F (kx) =[F(x)}*, 
то из (2) следует 

АЕ 1х] = S (kx) > f(x) [fF (x) +1 

Положив в (3) х=1, получим 

Л(®=И(ПР=а”. (4)



т 
Теперь положим в (3) х=-—-. Получим 

едят 
и, принимая во внимание (4), 

Таким образом, 

т 

f=" 5) 
Положив в (2) х= у=0, найдем 

[7 (0) P =f) 
и, следовательно*, 

1 (0) =1, 
но тогда из того же равенства (2) следует 

т т \ Да (- =) =ло=ь 
а отсюда, принимая во внимание (5), получаем 

(-2)-07 
Равенства (5) — (6) обнаруживают справедливость того, 
что 

(6) 

Ff (ry) =a" (7) 

для любого рационального числа г’. Пусть & — ирра- 
циональное число, его можно положить равным пределу 
последовательности рациональных чисел 

а — lim rk ; 

К > со 

* } (0) = 0, так как в противном случае было бы [(х) { (--х) =0 
при любом х. 
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а в равенстве (7) перейти к пределу, полагая # —+ оо. 
Ввиду непрерывности функции }(х), получим 

lim f (ry) =f (2) 
ko 

И так как 

Ит а’® = а’, 
k — 0 

TO 

7 (*) = а". 

Наша теорема полностью доказана. 

Замечание. В доказанной теореме речь шла, соб- 
ственно говоря, о решении уравнения (2). Подобные 
уравнения называются функциональными и рассматри- 
вались еще Л. Эйлером. Уравнение 

Л(х) ЕЛ) =Л У) (8) 
называется уравнением Эйлера. Предполагая функцию 
f(x) непрерывной (или только монотонной), легко пока- 
зать, что решением уравнения (8) является 

F (x)= ax. 

$ 6. Разложение в ряд функций зшх, со5х. 
Мы установим некоторые леммы, полезные не только 

для нахождения разложения пл, созх в ряд. 
Лемма 1. Ит с0$ х=1; Ит с0$ х == с0$ Ху. 

  

    

  

х->0 X—> Xp 

Действительно, 
9 X x" 

1608 х — 1 |= 2sin? 5- <2 3 

XX XX 
| cos x — COS Xp |= 2 sin 2% sin — > < 

х—х 
<2.1. — , 

    
Следовательно, 

со5х — 1-+0, если х—0, 

0$ х— с0$ х, —+0, если х-—^.



Следствие. Функция с0зх непрерывна при лю- 
бом значении х. 

Столь же просто доказывается непрерывность эт х. 
{ 

Лемма 2, lim 1—1. 
х>0 

к 
Мы можем считать, что xy Тогда (см. рис. 6}, 

сравнивая площади треугольника ОАВ, сектора ОАМВ 
и треугольника ОМР, которые равны, соответственно, 

  

      

„тт - м ~ 
eo A 

7 

, 

/ 

=f M 
| 0 

\ 

\ 
\ ` / 

~._ | 78 i—p 

Рис. 6. 

cosxsinx, x, шх, получаем со; хзпх < х< вх. 
Следовательно, 

sin x sin x sin Xx 

cosxsinx x tg x 

то-есть 

1 
  

sin x 

COS X > XxX > 

Но, на основании леммы 1, имеем 

  lim — lim cosx=—1. 
x—+>Q COSX 4.0 

Следовательно, 
. sin x 

lim ——=—], 
х—-0 Х



Воспользовавшись только что доказанной леммой, легко 
показать, что 

(sin x)’= cos x; (cos x)’ ==—sin x, 

то-есть найти скорости изменения функций зшх, созх. 
Мы оставляем читателю проведение доказательства. 
Следуя Л. Эйлеру, но уточняя его рассуждения, 

мы докажем утверждение: 
Теорема 6. //ри любом значении х 

$ Хх = х— и... 1)* + ... (1) 

cos x= 1 — НС te (2) 

Для доказательства воспользуемся формулой Муавра 

(cos z-++-ésin z)"= cos nz-—-isinnz, (3) 
* 

которая при целом п, при очевидности ее для п==1, 
легко проверяется методом полной индукции. Действи- 
тельно, если предположить, что 

(cos z-+- isin z)* = cos kz + isin kz, 

& — целое, положительное, то 

(cosz-+-isinz)* +! —(cos kz + isin kz)(cosz + isin z)= 
= (cos z cos kz — sin kz sin z) +- 

-+ i (sin kz cos z-+ sin Z cos k2) 
—=cos(k-+ 1)2-+-isin(k+ 1)z. 

Применив к левой части равенства (3) формулу Ньютона, 
получим 

cos nz-+ isin nz = 

сома ae =) cos®— 2 2 sin? e+... +(— sin" 2} +. 

n(n—1)(n —2 
$i fncos*—! gsing — ( a cos — 3e sin’ z+   

+. Г исоваий 12} (4) 

если, для определенности, положить п четным: п= 2%. 
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Из равенства (4) следует 

sin n2 == ncos"—! zsing — 

  

n(n — 1)(n—2 
-4 т cos” — 82 sin’gt-... 4 

+ (—1—1 п соз а т" — Та (5) 

n(n—1 
cos na = cone — AY) соз" — аз а-Р... 

+ (— 1) sin nz (6) 

Положив в равенстве (5) 

х 
2=— — 

ni}? 

получим 

зтх= ncost—1 ~ sin * — 
п n 

_ a(n—1)(n— 2) 
  п 3х. [ 3 x ооо 

3! cos п sin п | | 

K—1 Х .n~-1 * + (—1) ncos —-sin =. 

Последнее равенство запишем следующим образом 

. —~1%*% . Xx 
sin.x == ncos”® — 1 =. sin — ~— 

nt Nn 
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где 

r+ n— —_—y— N23 X x 

Зи = (—1) 2 (n ae 2r—2) cos A sin’? +3 4 

xX 

--... + (-— Ik~In cos sin™ =! —. 

  

    

  

  

    

  

Так как , 

cos Ale, sin — <1, 

то 43 

nian—l)...(n — 2r —2) | x|*7 
[би < (2r +- 3)! yor +3 

n(n—1)...(n—2r—4) [x]? | xin—l 

т (27--5 по Г ти < 

jx [ert 3 px fers 7 lj?! 

<@rpa trp tt @—i < 
paper 3 Jxj@r 5 - | xt! 

S<@paytepy tt @amyt << 
РЗ, 1х |x| |= 

Sepa 11 и Рея "ГП 
—_ 1х РЗ. 1 , 

+ м 
(27-4)? 

если |х|< 27-4. 
Таким образом, 

  

  

  

них — сои 1 их — 

_ rn — en? cos*— 3 = sin’ peep 

—1\)...a—2 — 9% — 4. (— tyr 212 as Г) cost 2r |< 

1х 7-3 , _ x? 7 

За: > ora 0 
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Подчеркнем, что выражение, стоящее в правой части 
последиего неравенства, не зависнт от п. 

Без особого труда можно показать *, оставляем это 
читателю, что 

_ nx 
lim с0$" Р= =1, 

71 -> со п 

lim n(n —1)...(n—s)sins +12 — x8 41, (8) 
® —> © 

Заметив это, будем считать г фиксированным и перей-. 
дем в неравенстве (7) к пределу, полагая п - со. Вви- 
ду (8) получим 

  

  

x3 хз Ис 

их [и ИЕ |< 
_ xert 3 1 

ея (9) 
(2r + 4)? 

Так как пределом правой части последнего иеравенства, 
при Г- со, является нуль, то из него получаем 

x8 xd xr | | 
Мих Tim {2 aT Bt (= Vr 1)! 

Тем самым доказано разенство (1). Аналогично, без 
каких-либо изменений, доказывается равенство (2). 

С помощью разложений (1), (2) легко, и сколь-Угодно 
точно, вычисляются значения функций $тп ох, созх. Для 
примера (и частичной проверки наших результатов) 
вычислим эт 30°. Воспользовавшись только двумя чле- 
нами разложения (1) для зшх, получим 

к 1 {x\° 
sin 30° = sin = 6 ae = 0,49, 

что лишь Ha 0,01 отличается от точного значения 

о 1 
sin 30 =э. 

* Воспользовавшись тем, что 

1 > cos?u = 1 — sin? u > 1 — 4? 
и лемой 2, 

30.



$ 7. Показательная функция с комплексным аргу- 
ментом. Формула Эйлера. Логарифмы койплексных 
величин. 

Если числа а, 6, ах, 6, вещественны и 

a=a,--a,t---ta,+..-; 

b= b,+b,+--+ +b, 45°, 

то говорят, что комплексное число а-- 8: представимо 
рядом 

(a, +5, t) РВ... y+ byt)tes: 

и является суммой этого ряда. Таким образом, по 
определению 

a+ bi = (a, +B; t) + (y+ bot) + Ay t On D+) 

если имеют место равенства (1). 
Рассмотрим ряд 

1+ (xi) + +... be (2) 
Вещественные члены этого ряда, выписанные в порядке 
их следования, образуют ряд 

(1) 

x2 xt k ek 

же (HD Qe ri? 

а коэффициенты при мнимых членах — ряд 

 хж+1 xe № 
хаты (Hd @kpmit 

Эти ряды, как мы знаем из предыдущего параграфа, 
имеют суммами, соответствечно созх и зшх. Поэтому, 
суммой ряда (2) является соз х--{13тх. Таким образом, 
имеем 

cos x + isin x= 1 -+ (xi) + ry 

(xi)? (xi)™ 

Тир + 8) 
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Определение 9. /10д символом ет! мы пони- 
маем выражение 

пед Shp, +a +.. of. (4) 

В частности при у=0 

и (ед ч.5) 
Приведенное определение оправдывается следующими 
соображениями: 

1°. Выражение, стоящее в правой части равенства (5), 
имеет вполне определенный смысл (3). ’ 

2°. При х==0, выражение в правой части (4) стано- 
вится равным еУ, то-есть 67-1 ^й обращается в еУ. 

3°. Функция } (2) =e? ‚ с комплексным показателем г, 
обладает характерным свойством показательной функ- 
ции с вещественным аргументом, так как она удовле- 
творяет теореме сложения 

(2); Л(и) =Л(е- и) 
Действительно, пусть 

ey xi, u= wt vi. 

Из (4) и (3) следует 

e* = e¥ (cos x -+- isin x). 
Точно также 

еЧ —= е® (соо -- [т 9). 

Следовательно, 

е? `е\ — 6У(соз х-- {3тх) ее" (соо -- 1519) = 

= @Y + (cos x cos vu — sina sin v)-+ i (sin x cos u-+ 
+ cos x sin v)} = 

= et { cos(x+ v)-+ isin (x-+v)} = 

— V+) +i(x-+- 0) —=е2-ти, 

Из равенств (3) и (5) следует 

ext = cos X-+-Lsin x, (6) 
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Эта замечательная формула лринадлежит Эйлеру и 
является одной из важнейших формул математики. 
Мы получим из этой формулы ряд важных следствий, 

1. Заменив в равенстве (6) х на — х, получим 

ew xt = cosx — isin x, (7) 

Складывая и вычитая равенства (6) и (7), соответственно, 
получим 

  

ей е— xt ext — е— xt 
cos X= ——5——, sin x = a (8) 

Эти формулы тоже называются формулами Эйлера. 
Полезно заметить, что, возведя равенства (8) в ква- 

драт и сложив результаты, получим 

sin? x-+ cos? x= I. 

2. Модулем выражения с0$ х-- 251 х является 
  

[со х-- 23тх | ==Усоз?х +sin?x=1. 
Поэтому 

| ex! |=1, [ey ++i] — ey, 

3. Так как любое комплексное число а @ пред- 
ставимо (тригонометрическая форма комплексного чи- 
сла) в виде | 

а-- Е ==г (созф- isin 9),. (9) 

где г — модуль, $ — аргумент числа а-- 69, то 

at bi=re®, (10) 

Это очень важная, так называемая, показательная форма 

комплексного числа, 
4. Так как 

г = еп" 

и поэтому 
a+bi=ellr - ett — pinr-+ pi (11) 

TO, казалось бы, естественно назвать натуральным лога- 
рифмом комплексного числа а-+-@ число Inr-+ 9, 
то-есть положить 

Ln(a-+ bi) =Inr-+ gi. (12) 
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Однако, вместе с равенством (6} справедливы также и 
равенства 

a-- bi =r{[cos (2 + 2kx) +- isin (9 + 2kr)], 

где Е — любое целое число. Поэтому, вместе с равен- 
ствами (10) — (11) имеют место равенства 

a+ bi=rel? 2%}, 

а-|- biz elar- (9+ 2kx)b, (13) 

Равенство (13) обнаруживает, что следует ввести такое 
Определение 10. Натуральным логарифмом 

комплексного числа а-- @ называется каждое число 
a+ Bi такое, что 

е°-Р Е — а -- bi. 

При таком определении, из равенства (13) следует, что 

Lua(a+ bi) =Inr+oi+ kn, K=O, +1, 42,... (14) 

и что число (12) является лишь одним из логарифмов 
комплексного числа, так называемым главным значе- 
нием логарифма. 

Ясно, что по главному значению логарифма числа 
можно найти все его логарифмы по формуле (14). 

Замечание. Если В—=0, а>0, то-есть, если мы 
имеем вещественное положительное число, то э=0 
[4 = а (соз0- 111 0)]. Следовательно, 

Lna=Ina-+-2kni, Ё=0, +1, +2.... 

и главным логарифмом является вещественное число 
ша. Таким образом, в школьном курсе математики 
рассматривается только один из логарифмов веществен- 
ного, положительного, числа — главное значение лога- 
рифма. 

Если 6—0, а<0, то-есть, если мы имеем отрица- 
тельное вещественное число, то ®=я [@ — 14 |(с08 = -- 
+ isin )], 
Следовательно, 

С па=ш|а|-- = -|- 25, К=0, +1, +2,... 

и среди логарифмов отрицательного вещественного 
числа нет ки одного вещественного. 
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Собственно говоря, это обстоятельство и имеют 
в виду в школьном курсе, когда говорят, что отрица- 
тельное число не имеет логарифма. 

5. Положив в формуле Эйлера (6) х==, получим 

ей = — 1. (15) 

Это замечательное соотношение, связывающее число е 
и п, позволяет (см. главу Ш) доказать трансцендент- 
ность числа г. 

Замечание. Если возвести равенство (15) в ква- 
драт, то получится 

е27 — 1, 

но отсюда нельзя сделать заключение о наличии про- 
тиворечия: 2=/ =0. Дело, попросту, заключается в том, 
что Ои 21: являются двумя (из многих) логарифмами 
числа 1.



Глава Ш. 

ТРАНСЦЕНДЕНТНОСТЬ ЧИСЛА x 

$ 1. Элементарные симметрическне функкинм. Во мно- 
гих вопросах алгебры большую роль играют так назы- 
ваемые симметрические функции корней алгебраиче- 
ского уравнения. Например, с помощью рассмотрения 
таких функций доказывается теорема о том, что общее 
уравнение выше ‘четвертой степени не решается в ради- 
калах. Некоторые элементарные факты теории симме- 
трических функций будут нами использованы для дока- 
зательства трансцендентности числа т. 

Определение 1. Функция 

Л(*, х.,... Хп) 

п-переменных называется симметрической, если она 
не меняется при любой перестановке ве аргументов — 
независимых переменных. 

Например, функции 

XX_g Hf XyXz XXg, Xf ASH XG, 

—-+ —, cos(x,—X 
yz yz: ( 2 1) 

суть симметрические, функции 

ж-хь мА-Ё хь эт (х, — №) 

не являются: симметрическими. 
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Определение 2. Элементарными cummempu- 
ческими функциями п-переменных называются выра- 
жения 

п 

Pi =ж Ех, +... Нм = yx, 

iz] 

ржа. ben tn У хир it j 

‚4 

Py HX жа... хил, м. р... = Sk tr Xe kfrFs 

к, т, 5 

Ри —Х! Xo ese Xn 

Замечание. В алгебре рассматривают и тот слу- 
чай, когда функция меняется при перестановках аргу- 
ментов, но, при некоторых численных значениях 
аргументов, от их перестановки не меняется численное 
значение функции. `Например, функция хх, х.-Р ха 
не является симметрической в смысле определения 1, 
но при х=х,=х,—=х,=а значение функции He 
меняется при любой перестановке аргументов. = 

Мы всегда будем иметь в виду симметричность в 
смысле определения | и нас будут интересовать зна- 
чения симметрических функций, принимаемые ими, 
когда ^;, х.,...х„ суть корнн уравнения 

Ay May x" tay 1 x+0_,=0. (2) 

Для краткости мы будем пользоваться выраженкем: 
симметрические функции корней уравнения. 

Обобщением известной теоремы о корнях квадрат- 
ного уравнения (формулы Виета) является следующее 
утверждение. 

Теорема 1. Ели х,, хо,... Хп суть корни уравне- 
ния (2), то 

а a a, en 
Py = ——, Pg = —s P3 =—— + Pn = (— 1) | — (3) 
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Действительно, если х,, Х.,...х„ являются корнями 

уравнения (2), то 

ао "фа, т |... Тау ха, = 

== Ay (X — X1)(X—X2)...(X— Xp), 

Отсюда, раскрыв скобки в правой части, получим 

7 й — — 
вх -На, 1 |... аи —1х- 4, = 

— ? — — 

= Ay x" —ayp,x"—! + ay p,x"—?.., (= 1)" ay Dy. 

Сравнив в последнем равенстве коэффициенты при 
одинаковых степенях х, получим формулы (3). 

Следствие. Если коэффициенты уравнения (2) 
целые числа, то элементарные симметрические функ- 
ции величин ах, ^.,...@0х, суть целые числа. 

Действительно, 

Ay X,+. ъ ах, =а,(х.-. . .-Нх,)=Ь— а, 

(40 х1) (вх)... (@ хи —1) (6 хи) = 

=a) (X; Xe... -Н Ха —1 ху =4 а); 

(A Xx) (2p Хз) vee (a, Xn) — a” а... Xan — 1(— "an 

$ 2, Формулы Ньютона. Ньютон указал формулы, 
позволяющие выразить суммы одинаковых степеней 
корней уравнения (2) через коэффициенты этого урав- 
нения. . 

Теорема 2. /Лусть х/, х.,... Хи корни уравнения 

(хх 1... =0 (4 

= -Нх,-+... Ем 

= м... Хи; 

= Р.Е... НХ 
ооо. (5) 

Sy AP PAE Te в 
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Тогда справедливы соотношения 

51 -+ 6, =0; 

52 + $16, +-2b, = 0; 

s,-+s, b, +-s, 6, +-36,=0; 
re (6) 

Sn —1 + Sy,—90,+5y,—~30.+...+(4— 1) 6, 1=9; 

Sy + Sy —1 9, Sy —9 bo +... 4+ 8,6, 1 by, =9, 

из которых следует 

$ =— 61; (7) 

S,== b} — 2b,; 

$,== — 63 4:36, 6, —3b,. 

Функции (5) называются основными симметриче- 
скими функциями или степенными суммами, а равен- 
ства (6) —(7) называются формулами Ньютона. Для 
‚доказательства этих формул, введем в рассмотрение 
функции 

o, (x)= 4+ by; 
0, (x)= 2? -F b,x + by: 
w, (x) == x9 + byx? + b,x + 643 (8) 

On — | (x)= x"™—l4tp, xt 2-9 X + by --1 

и заметим, чте 
п, 

a (x;)=5,-+ nb,; 

у Wy (Xj) = 55 6, $, + пб; (9) 
= 

Xena (x;)=S,—1 + b Sy —2-+ В 5, —3 -|- 
1 —= 

-|-... | 0$: | пб, — 1 e 
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Так как х,, х.,....х„ Корни уравнения (4), то мы имеем 
тождество 

F (x) = (X — X)) (X%— Xp). (4 — Xp), 

из которого следует 

Fie) F ate + i= (% — X_)(X— X3) 0+. 
х—х х- 

| (10) 
(хи (HX) (X= Hy). (HA Ky) eet 

+ (X = X1) (X — Xq) 2. (¥— X17). 

Легко проверить, что после раскрытия скобок в правой 
части этого тождества и приведения подобных членов, 
на основании формул (3), получится выражение *) 

nx” —1 4 (nn — 1 В "2 (n — 2) 6, x" — 3 4 

+... а. (11) 

С другой стороны, имеем 

К bP OL tb, | 4% 

x" —X; xt} Хы (1) "2 -{- 

(6, x;) 7 + bx" —2 + «2 (x) foe On_y (X)) 

(6, Ех; xr _— x; (X;+ 0) xn? 

(xf-+x,bi-b) x"? +.. 
  

Поэтому левая часть тождества (10) равна 

пхп Ув, (9 ух” * Sey xi) + oe 
i=l 

+3 ons — 1 (%i). (12) 

* Это выражение является производной от F (x). 
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Сравнив коэффициенты при одинаковых степенях х в 
выражениях (11) и (12), получим 

Tb, (x) =(n—1) by 
n 

Y 2 (%;) = (1 — 2) 82; 
i=1 

n 

on} (29 =Шр—1. 

Эти равенства вместе с равенствами (9) немедленно 
приводят к первым и—1 равенствам (6) и нам остается 
только доказать последнее из этих равенств. Для этого 
достаточно заметить, что его левая часть равна 

п 
У Р(ху, 
$=1 

а каждое слагаемое этой суммы равно нулю, так как 
4 является корнем уравнения (4). 

Замечание. Из тождеств 

x4 F (x4) = 0, xj F(x) =0,.., x" F (x,) =0 
следует 

n 
O= d HPO) = Sn 41 + By Spe Oy 1 8. by 513 

п 
0=У,, ЯР? -- В, Зи --1 =... Е - 1536; 

i= 

еее ee ee ee ee eee ee (13) 
п 

0=) EPO = Sn pao Sn tek — ibe PO 18h41 + 

+ by Sk: 

Равенства (13) позволяют, если воспользоваться фор- 
мулами (7), выразить через коэффициенты уравнения 
(4) И Зи 1, $бп-2,... 
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Аналогично можно найти и суммы отрицатёльвых 
степеней корней уравнения (4), если среди них. нет 
равного нулю. 

Отметим следующие важные следствия формул 
Ньютона. 

’ Следствие 1. Если коэффициенты уравнения 
(4) целые числа, то суммы одинаковых степеней 
корней этого уравнения, то-есть величины $1, 5»... 
тоже целые числа. 

Следствие 2. Если коэффициенты уравнения 

n n— |i — ax" +a,x + ...pt@, 1x +a,—0 

целые числа и х,х.,...х,и-— корни этого уравнения, 

то суммы одинаковых степеней чисел ах, Ч х.,..., 
...@ Хи тоже целые числа. 

Действительно, из формул (7) и (13) следует 

Dy Xf Ay х.--... Ех, =Ь— а; 
о \ о 

(40 X 1)? + (Ay X4)"-+. «f(y Xp)? = a; — 2a, ay; 

(2X4)? + (Ay X2)> +. - - (@, Xp)? = — {++ 3Ay 2,0,— 3a; a5. 

В качестве самого важного для нас следствия из фор- 
мул Ньютона докажем теорему: ; 

Теорема 3: Если симметрическая функция 
Ф (у, У.,...Уп) является иногочленом и ХХ ,...Хи— 
корни уравнения (4), то 

Ф (х,х.,...^) =, 6.,...6),.. 

где ф — многочлен. В частности, если коэффициенты 
многочлена Ф (у, У.,-..у) целые числа, то коэд- 

фициенты многочлена $ (6,,65,...6,) тоже целые 

числа. 
Для доказательства теоремы заметим, что если 

многочлен `Ф(у!, у.,...Уп) содержит слагаемое вида 

Ду, то (симметричность!) он содержит также слагаемые 
Ау, Ау. ,...Ауь и никаких иных слагаемых первой 

степени не содержит. Точио также, если Ф(у,, у.,...Уп) 

содержит слагаемые. вида By,y,, Сур, то он содер- 
жит и слагаемые Ву; у.,..., Вуи — | Ув СУ?,... СУв и 
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никаких других слагаемых второй степени не содер- 
жит. Тоже самое можно сказать относительно слагае- 
мых любой степень. 

Таким образом, если Ф(у,у,,...у„) симметриче- 

ский многочлен, то он имеет вид 

Ф(у,,... Ув) = А.А, У ук-НА, У Mey НА, У УЕ 
К k,l i 

ЕЕ 

-- Аз У Ук У Ут-Е. . 
k,l,m 

Е 1-м 
Поэтому 

Ф( хх, ,. +. хн) = Ао НА, Ухь--А, У хх А, Ух 
k k,l k 

ЕТ 

--А 3; КЕ X] ^т-. ° 
к, т 

Е т 

Но * 
n 
У хЕ=$ =— 6), 

k=1 

2 дк = (д, ж-Р.. EX Xy) FX (My Xe 

ek 

Рф)... 

HX (Xf Xa Fee хи — хи (аа...) — 

ая. + xd) st — 5, = 68 — (Of — 26) =26,, 
2 Mi = = 0; — 26, 

Bid = Be Xe ot ex! “fo py XG) = Ln 48) = 

уж яя Ве — 6) — 
Е Е 

— (— р: +30, р, — 36.) == Зв. — b,),, 

  

* Вычисление Хх, х, приводится только для пояснеиня метода 

дальнейших вычислений. 
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Продолжая такие вычисления, мы очевидно полу- 
чаем нашу теорему. Из доказанной теоремы и след- 
ствия 2 теоремы 2 немедленно следует 

Теорема 4. Если Ф(у, у.,,..-Уп) симметриче- 

ский многочлен с целыми коэффициентами и х,,Хз, ... п 
корни уравнения 

с целыми коэффициентами, то 

Ф (ах, 5 Ха, ... › ао Ха) 

— целое число. 
Именно на эту теорему мы будем опираться в 

доказательстве трансцендентности числа к. 
$3. Доказательство трансцендентности к. Мы начнем 

с доказательства трех вспсмогательных утверждений. 
Лемма 1. Гри любом целом положительном ги 

любом х, имеет место равенство 

ты 

НТ а,е 1, (1) 
где 4,=9,(х), |4,|<1. 

Мы воспользуемся приведенным во второй главе 

разложением функции е” в ряд 

x x2 xt хе 1 xt +2 

9 РН Ре 1)! + Gapite 

Из этого разложения следует, что 

  

мех ext . 4 xt Lb er + | ТИРЕ 

+ x7t 18(x, г), 
где 

Xx x? 1 3 (x, r) =——_ + —*_ 
= TT esa) PDs 

  +... 

Так как 

B(x, A) 1+ + ПР. < а,



то можно положить 

В(х, г) =, (Хей, |4, |< 1 
Лемма 2. /Лусть 

До = ах... сих; 

=... (a); 

аз теля 

f" (x) =2e,43-2e,x+...fa(n—l)e, xO? ; 

fo 0 (x) = (4 — Ile, _ 1 4- a вых; 
gf” 

Гогда 

где * 

(x)=! Cy. 

P.eX=el*1Q (x) +F (x), (2) 
где 

п 

Pty Ile; +2len+... + си=У Cy 1h; (3) 
ra 

Qi=¥ с. 4, х’ т! ‚ Че 4» (х), 14, (х)|<1. (4 
т =0 

Полагая в равенстве (1) г =0, 1,2,...п, получим 

ех—=1-- хае!х1; 
exottixt xq,e!*!. 

Не-а хх -|- хде 11; 

Зе = Эл - 3 ха хз хи 9зе ТГ, 
еее . еее. о 

ме al т хер... лм ode Mo 

xmtl@ elxl, 

* Функции /’,/",...Г(7 яваяются посдедовательными произ- 
водными от ](х). 
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Умножив эти равенства, соответственно, на Cy, C,...Cy 
и сложнв, получим.равенство (2). 

Лемма 3. Сумма и произведение двух алгебриче- 
ских чисел являются числами алгебраическими (и 
притом целыми алгебраическими, если таковыми яв- 
ляются слагаемые и множители). 

Действительно, пусть «==, алгебраическое число, 
являющееся корнем уравнения 7-ой степени с рацио- 
нальными коэффициентами и %.,...я; — остальные кор- 
ни этого уравнения и пусть В—В, — алгебраическое 
число, являющееся корнем уравнения т-ой степени с 
рациональными коэффициентами, а В,,...Вщ — осталь- 
ные корни этого уравнения. Произведение всех разно- 
стей видах — а, В; 1=1,2,...7п;/=1,2,.,.т, очевидно, 
является многочленом, одним из корней которого 
является а8 = о!3,. Следовательно, нам достаточно убе- 
диться в том, что коэффициентами этого многочлена 
суть рациональные числа. Но эти коэффициенты суть 
симметрические функции от аргументов ©, и.,...ам И 

аргументов 3,, 3.,...3. Дважды применив теорему 3, 
мы убедимся в справедливости нашего утверждения о 
произведении алгебраических чисел. Аналогично дока- 
зывается утверждение о сумме. 

Теперь мы приступим к доказательству того, что к 
транцендентное число. 

Пусть к алгебраическое число. На основании леммы 3, 
число < тоже алгебраическое и, следовательно, яв- 
ляется корнем уравнения вида *. 

PyX™ + pyx™— 1 4+... 4+- Pm —1X+-Pm=0 (5) 

с целыми коэффициентами. Пусть В,, 3.,..: в, — корни 

этого уравнения, одним из них является т. 

Так как е" = —1 (см. главу ИП, $ 7), то 

(e% 4.1) (e% + 1)... (e°™ +1) =0. (6) 
a ae 

* W3 BceX TAKHX ypaBHeEHHH рассматривается уравнение нан- 
меньшей степени — непрнводимое уравнение, 
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Раскрыв скобки в левой части этого равенства, получим 

1 - КУ ии. pet ht --- Вт (7) 

Е =] k,l 

O6O3Ha4HM Yepe3s 4, 4,...%, те из показателей В, 
B, + В,,.,. B, В, -|- +. --Вш, которые отличны от нуля, 
а через „1 1,...ам остальные* (равные нулю). При- 
соединив соответствующие слагаемые в левой части (7) 
к первому, можем записать равенство (7) в виде 

К --. е*!-- еб --...- e% =0, (8) 

где К — целое положительное число. 
Числа fob), РоВ», ...РоВт суть целые ‘алгебраические 

числа. Поэтому (лемма 3) целыми алгебраическими 
числами являются и числа 20%, Рой. ,... 

Очень важно заметить, что если ЁР( 21, 2,,...2)) 

симметрический многочлен с целыми коэффициента- 
ми, то Е(р,... Роб) — целое число. 

Действительно, если 

е 
Е 

I
t
s
 =n 

F (poy 50+ Pot ) ар р Ayers, 

: 

то будет также 
—М 
— М 

redo (бе + my 

е 
k 

с 

[7
9 

= 

F (pots »---Poml=a+ od 
am 

так как каждая из сумм, стоящих в правой части 
второго равенства, отличается от соответствующей 
суммы первого равенства Слагаемыми или равными 
«№1 1,...@м или содержащим эти числа в качестве мно- 

жителей, а числа ам11,...@м равны нулю. 

Выражение в правой части последнего равенства 
является симметрическим многочленом относительно 

* Один такой показатель заведомо есть, так как, если уравне- 
ние (5) имеет корень =, то оно должно также иметь корень — zt, 
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Роба, Роб,...Ройм И следовательно, относительно ров, 
РоВ», ...РоВт. На основании теоремы 4, отсюда следует, 
что Р(роб, --.Роаи) — целое число. 

Положим в равенстве (2}, последовательно х==0, в, 
“,...Яи И сЛложим результаты, помножив предвари- 
тельно первый из них на К. Получим, на основании (8) 

0=КЕ(0)--Р(@) | ---Е(аи) + 
Не 10 (в) + -- 2110 (0). (9) 

Если мы докажем, что для некоторого многочлена 
Г(х) равенство (9) невозможно, если В,,...Ви алгебра- 
ические числа, то тем самым будет доказана трансцен- 
дентность т. 

Положим 

nt+t—1l_ t—1 { { 
Xx (x — a,) (X— 44)... (4 — ay) t 

f= = ЕР о (10) 

где # — простое число, которое остается пока неопре- 
деленным. Многочлен (19) можно представить в видах 

АА... 

  

  

  

Вр: —a,)) +B 1 х—а т! vee 
fj co ea) ay 

Сре Сар (xa) 
#61! т...   /(х)= 

Первое из равенств (11) непосредственно следует нз 
равенства (10), если в правой его части раскрыть скобки. 
При этом получим 

t— 1 t 
Ay—1==(—1)" Po (Po %,) (99 4,)°... (Dy Hp)”. 

Произведение в правой части симметрично и поэтомУ 
А, _1— целое число. Такими же, легко сообразить, 
являются и Числа А,,... 
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Второе из равенств (11) получается из равенства (10), 
если записать его в виде 

ПН 1 (ха та А (ха El rao а —в. 
1(х)= 2 [((x—a,)+-a,] eh Ня 2) (%—e)] . 

и освободиться от квадратных скобок. Аналогично по- 
лучается третье из равенств (11) и т. д. Важно заме- 
тить, что Ву, Ву т,...; Сь Суть... 3... ЯВЛЯЮТСЯ МНО- 
гочленами с целыми коэффициентами относительно 
Роб1, Роб»»... 

Легко подсчитать, что 

6(0) =А а НЕ --; (12) 

F (o,)=¢Byp’ +e +1) Bp ype ti+--+; (3) 

F (a,)==tC,pit-t(f-+ 1) Cpa pit! +: 

Сумма 

ЕР (а) НР (6) +... ЕР а) 

является симметрическим многочленом с целыми 
коэффициентами и потому является целым числом. Это 

число, ввиду(13), делится на 2. 
Мы будем считать # большим каждого из целых 

чисел К, р, (Роо,))(Ро®ь) ... (Роб). Тогда 

KF (0)= KA, _ l + KtA;+ ... 

будет целым числом, не делящимся на & так как таким 
будет первое слагаемое в правой части, в то время как 
остальные слагаемые будут целыми мислами, делящи- 
мися на Е. Таким образом, сумма, стоящая в первой 
части равенства (9), при нашем выборе числа &, является 
целым числом, не делящимся на [, то-есть отличным 
от нуля целым числом. 

Обратнмся к рассмотрению суммы 

L=el%!Q(a,)+ +++ el 921 Q (Gn). 
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Из равенства (4), первого равенства (11) и того, что 

х $ 

lOrJ< l, lim 779 

S—> CO 

легко усмотреть, что /, будет по модулю меньшим 
единицы, при достаточно большом $. 

Таким образом, правая часть равенства (9) является 
суммой целого, отличного от нуля, числа и числа, по 
модулю меньшего единицы. Такая сумма не может 
равняться нулю и поэтому равенства (9), при нашем 
выборе Ёи f(x), невозможно. Этим и завершено дока- 
зательство трансцендентности числа г. 

Приведенное доказательство во всем существенном 
заимствовано из книги покойного почетного академика 
Дмитрия Александровича Граве „Трактат по алгебран- 
ческому анализу“, TOM II.



Глава 1У 

ТРАНСЦЕНДЕНТНОСТЬ ЧИСЛА е 

Мы воспользуемся двумя, легко доказываемыми 
формулами: 

Jnz few * xtdx=k!, (1) 
0 

& — целое положительное число. 

со h 

Ups fe~* f (x) ах = |е- *f(x)dx+ 

е-* [е-х Их вах, (2) 

h — любое число. 
Первая из этих формул следует из того, что, интег- 

рируя по частям, имеем 

ео 

fe-* xk ах — — х#е-х 
0 

ео со 

нА [е-х хе Тах. ‚те 

  

Таким образом, 

ЛьЕЛ, 1 ПЛ =...=1 (8—1) .'.2 WS, 
Но 

со со 
p= fem de=— e+], =] 

ий поэтому 

Ji, —д! 
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Формула (2) немедленно следует из равенства 

oo h со 

fer" flxjdx= [eo * дах [е-ху дах, 
0 h 

если во втором интеграле положить 

х—=у-Ё. 

Допустим теперь, что число е алгебраическое, то-есть 
является корнем уравнения 

с целыми коэффициентами. 
Умножив тождество 

Ay aye а-е* |... aye" = 0 

Ha [ е_*}(х)4х и воспользовавшись формулой (2), по 
0 

лучим тождество 
co 

0=a, [e-*f(x)dx+ae [ео 
0 

fer} fe-*petnar} taut { f е-* f (x) dx + 

со 

ten [кедах ...+ 

_ tet ferowsesleaictne! . 
0 

У. Preretnacs Yoel e~*ftx) dx=0 (4) 

= i=l 
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Мы докажеём, что @сли в качестве }(х) взять надлё- 
жащую функцию, то первое слагаемое в левой части 
последнего тождества окажется отличным от нуля це- 
лым числом, а второе—правильной дробью. Но сумма 
таких двух Чисел не может быть равной нулю. Таким 
образом, тождество (4), а вместе с ним и тождество (3) 
окажутся невозможными. Тем самым будет доказана 
невозможность предноложения, что число е алгебраи- 
ческое. 

Положим 

Fa) ay ah! WP (OP. 2, 6) 

где р—простое число, выбор которого мы далее уточ- 
ним. Так как, расположив многочлен (5) по возрастаю- 
щим степеням х, получим * 

—1)"(n)p „Ш b, fey eh Poe, 6) 

р, — целые числа, 
то, на основании формулы (1), 

co 

x ag (=U (AP Pe pt af F(xjdx= И! fe хр ах-- 

Но," Рая+ 

=a, (— 1" (ny? -- ав р-*°. (7) 
Engen ReeERSEEE gn 

* Так как р — простое и нечетное, TO ( -— 1)Р = —1, (—- 1)”Р = 

= (— 1)", 
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На основании той же формулы (1) и ввиду того, что 

f(x+)= pe вер -1(х-:-— ПР... 

(x + IP xP(x—1)?... (x —a +i)? = 

1 

=p tpi te 
ск — целые числа, при {>> 0, имеем 

oO 

ai | e~*f(x-+i) dx =pA,, (8) 
0 

где А; — целое число. 
Из (/)} и (8) следует 

n 

У. [= ху (х-дах=(— та, na? +p Ан 
i=] 

Если взять за р простое число, большее п и всех дели- 
телей числа а,,‘то первое слагаемое во второй части 
последнего равенства не будет делиться на р. Поэтому 
сумма (9} является целым числом, не делящимся на р, 
то-есть отличным от нуля, 

Переходя к рассмотрению второго слагаемого в ле- 
вой части тождества (4), заметим, что при изменении 
х от 0 no in / OT 1 до п, имеем 

1 1 — __ ир-1. pp р — (n+1)p—1 
ри ТТ р" 

п раз 

Кроме того, 

e~*<1, ex<e” 
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и поэтому 
п 3 

| Уч [| лодах| < 
7=1 0 

<p te lal tlagl te а} = 

> 

где M,, k, He 3aBHCAT OT p. TaK как 

int 2 9 inf ———_——(, 
р-ью Р— 1)! 

то при достаточно большом р (а мы можем взять р, 
сколько угодно большим), 

к 
Matyi < | 

Этим и заканчивается доказательство того, что е транс- 
цендентное число, так так из последнего неравенства 
следует, что второе слагаемое в равенстве (4) является 
правильной дробью и поэтому (первое слагаемое в том 
же равенстве —целое число!) равенство (4) невозможно.
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