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Преобразование фигуры в другую фигуру, опреде- 
ленным `образом связанную с данной, является одним 
из распространенных средств геометрического иссле- 
дования. Уже в элементарной геометрии применяются 
преобразование подобия и преобразование инверсии. 
Движение, с помощью которого фигуры налагаются 
друг на друга, тоже является примером преобразо- 
вания. 

Фундаментальная роль понятия преобразования в 
вопросах обоснования геометрии и классификации раз- 
личных геометрических систем была впервые установ- 
лена Феликсом Клейном в его „Эрлангенской про- 
грамме“ (1872 г.). 

Центральная идея Эрлангенской программы связана 
с понятием группы, т. е. такой совокупности преоб- 
разований, которая подчиняется следующим двум 
условиям: 1) произвечение любых двух преобразова- 
ний совокупности принадлежит той же совокупности; 
2) преобразование, обратное любому преобразованию 
совокупности, принадлежит той же совокупности. 

Отмечая, что движения образуют группу и ее 
строение вполне характеризует элементарную геомет- 
рию, Клейн приходит к расширенному понятию гео- 
метрии, формулируя ее задачу следующим образом: 
дано многообразие и в нем группа преобразований; 
нужно исследовать те свойства образов, принадлежа- 
щих многообразию. которые не изменяются от пре- 
образований группы. 

Из этого общего определения следует, что суще- 
ствуют различные геометрии. Они могут отличаться 
друг от друга характером элементов многообразия и 
строением группы. Последнее различие является наи- 
более существенным. Если геометрии. отличаются 
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между собой по характеру 93/1IEMeHTOB ‘многообразия, 
HO HX фундаментальные группы изоморфны ', то каж- 
дому факту одной геометрии будет соответствовать 
факт другой и каждую из них можно изучать на 
основе другой. В этом сущность принципа перенесе- 
ния, как его называет Клейн. 

В качестве примеров геометрий, характеризуемых 
группами преобразований, Клейн называет, кроме эле- 
ментарной, или евклидовой геометрии, аффинную, не- 
евклидовы геометрии пространства положительной и 
отрицательной кривизны и проективную геометрию. 
Последняя является наиболее общей, так как фунда- 
ментальные группы всех предыдущих изоморфны не- 
которым подгруппам проективной группы. Так, труппа 
аффинных преобразований трехмерного пространства 
изоморфна такой подгруппе проективных преобразо- 
ваний, которая переводит в себя некоторую плоскость 
(несобственную плоскость), а группы неевклидовых 
движений изоморфны подгруппам проективного про- 
странства, переводящим в себя поверхность 2-го по- 
рядка (абсолют). Группа движений трехмерного про- 
странства тоже изоморфна подгруппе проективных 
преобразований, сохраняющих некоторую мнимую 
кривую 2-10 порядка (сферическую окружность). 

Наряду с указанными геометриями, которые были 
известны и до появления Эрлангенской программы, 
Клейн предложил рассмотреть геометрию фундамен- 
тальной группы, состоящую из всех движений, подоб- 
ных преобразований и инверсий евклидова простран- 
ства и предложил назвать ее геометрией обратных 
радиусов. Гак как основным инвариантом этой гео- 
метрии является угол между двумя направлениями, 
то в настоящее время ее чаще называют конформ- 
ной °. 

Множество элементов, на которое действует фун- 
даментальная группа конформных преобразований, не 
  

1 Изоморфными называются группы, если между их преобра- 
зованиями можно установить взаимно однозначное соответствие 
так, чтобы произведения сдответствующих преобразований соот- 
ветствовали. 

- Употребительными являются также название инверсионной, 
круговой геометрии или геометрин Мёбиуса (по имени Мёбнуса 
А. Е., изучавшего ряд свойств преобразования инверсии). 
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совпадает, строго говоря, с евклидовым простран- 
ством. Чтобы сделать все преобразования инверсии 
имеющими смысл, необходимо дополнить совокуп- 
ность всех точек евклидова пространства еще одной 
бесконечно удаленной точкой, в которую и переходит 
центр всякой окружности, по отношению к которой 
совершается преобразование инверсии. После этого 
прямые считаются кругами, проходящими через бес- 
конечно удаленную точку, и это позволяет сформули- 
ровать без всяких оговорок следующее положение: 
при любом преобразовании конформной группы круги 
переходят в круги... 

При сравнении конформной геометрии с проектив- 
ной бросаются в глаза глубокие различия между ними. 
Тем более` замечательным был результат Клейна, 
согласно: которому фундаментальная ‘группа конформ- 
ной геометрии изоморфна некоторой подгруппе про- 
ективной группы. Чтобы прийти к этому результату 
хотя бы в случае конформной плоскости, Клейн но- 
ступает следующим образом. Он рассматривает ее 
как плоскость в трехмерном евклидовом пространстве 
и берет в этом же пространстве сферу $5, которую 
и отображает стереографически ° на рассматриваемую 
плоскость. С другой стороны, всякой точке А про- 
странства, расположенной вне сферы, сопоставляется 
круг, по которому сфера пересекается с полярой 
точки А, а при стереографическом отображении этот 
круг переходит в окружность х на плоскости. Если 
теперь рассмотреть ту подгруппу проективных пре- 
образований пространства, при которых сфера S ne- 
реходит в себя, то ей будет соответствовать на плос- 
кости группа преобразований, переводящих круги в 
круги, а она будет совпадать с фундаментальной 
группой конформных преобразований. Итак, группа 
конформных преобразований конформной плоскости 
изоморфна подгруппе проективных преобразований 
трехмерного пространства, переводящего в себя 
овальную поверхность 2-го порядка, т. е., в сущ- 
ности, группе неевклидовых движений трехмерного 
пространства. 
  

'Т. е. проектируя все точки со сферы на плоскость из неко- 
торой точки той же сферы. 
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Этот факт имеет не только важное принципиаль- 
ное значение, но и позволяет применить для изуче- 
ния KOHMOPMHOH геометрии тот же аналитический 
аппарат, который применяется для изучения неевкли- 
довых геометрий, т. е. аппарат однородных координат 
и векторную алгебру. 

В настоящей работе дается изложение основных 
фактов конформной геометрии плоскости. Наряду 
с фактами аналитической геометрии (углы между кру- 
гами, пучки кругов и т. д.) рассматриваются вопросы 
дифференциальной геометрии последовательности кру- 
гов, дифференциальной геометрии кривых на плос- 
КОСТИ. 

В последнем параграфе рассматриваются вопросы 
конформной геометрии трехмерного пространства. Во 
всем изложении постоянно используется изоморфизм 
группы конформных отображений пространства ука- 
занной выше подгруппе проективных отображений 
пространства измерения на единицу выше, т. е. группе 
гиперболических движений. Поэтому работа начи- 
нается с изложения необходимых сведений о проек- 
тивной геометрии и о введении в нее метрики. 
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$ 1. Основные положения проективной геометрии 
на плоскости ° 

1. Touka М проективной плоскости вполне опре- 
деляется вектором х, направленным в эту точку из 
некоторой точки вне плоскости. Вектор х, соответ- 
ствующий данной точке, определяется с точностью 
до скалярного множителя, так как вектор ^х опреде- 
ляет то же направление, что и вектор х, и, следова- 
тельно, ту же точку М 

Величина, определенная с точностью до множи- 
теля, называется псевдовеличиной. Выбор определен- 
ного значения этого множителя означает нормирова- 
ние этой псевдовеличины. Исходя из этого можно 
сказать, что точка проективной плоскости ‘опреде- 
ляется псевдовектором х. 

Будем в дальнейшем говорить не „псевдовекгор х, 
определяющий точку“, а просто „точка’х“. 

Введем пространственную декартову систему ко- 
ординат с началом в точке О и осями Ху, х,, Хх», из 
которых х, и х, параллельны рассматриваемой плос- 
кости. Каждый псевдовектор х, а, следовательно, и 
каждая точка М проективной плоскости опреде- 
ляются тремя определенными с точностью до об- 
щего множителя координатами х„, х, х.. Они на- 
зываются однородными координатами точки - 

Векторам х, параллельным плоскости, соответст- 
вуют несобственныё` точки плоскости. Эти точки ха- 
рактеризуются тем, что у них Ху =0.



                  

Х, 

2. Проективными преобразованиями координат X; 
точки М называются линейные однородные преобра- 
зования с определителем, не равным нулю, т. е. пре- 
образования вида 

2 

= ¥ pict; i=0, 1, 2; [p/| 40, (1.1) 
J=0 

где х; — новые координаты точки M. 
Формулы (1.1) можно истолковать не только как 

соотношения, связывающие однородные координаты 
одной и той Же точки в двух различных системах 
координат, но и как формулы, связывающие коордн- 
наты различных точек относительно одной и той же 
системы координат. 

Две точки М и М* называются проективно соот- 
ветствующими, если их однородные координаты х, 
и х, связаны соотношениями 

= Spi xj; i=0, 1, 2; |p/| 40. (1.1’) 

Равенства в р ) определяют фундаментальную 
группу преобразований проективной геометрии плос- 
кости. 

Если точки х, У, &,... находятся в линейной завн- 
симости, т. е. имеет место равенство 

ах + Ву 12 - ... =0,



когда а, В, т,... не все одновременно равны нулю, то 
и после преобразования (1.1”) эта линейная зависи- 
мость сохраняется. 

3. Прям .я проективной плоскости задается урав- 
нением 

= у - pz, (1.2) 
где уи 2 — две различные точки прямой, Г — текущая 
точка, а а и В — численные коэффициенты". Каждой 
точке прямой $ соответствует определенное отноше- 
ние 4:5. 

При проективных. преобразованиях (1.1”) прямая 
переходит в прямую. 

Бсли расписать уравнения (1.2) в координатах и 
исключить из полученной системы а и В, то получится 
уравнение прямой в виде 

UnXy +- UX, +- UoX , — 0, (1.2’) 

где 

< on © yt ll Ио = Vie) V 2% Yo 

VX Уо2о Ут 

      

  

    

Прямая определяется, если заданы определенные с 
точностью до множителя величины пу, и, и. Они 
называются однородными линейными, или тангенци- 
альными координатами прямой. 

4. Пусть на прямой заданы две точки 

p=yuy+ 32 | (1.3) 

Ч = 4. у + в. 
Выражение 

1. 12 рр я: (1.4) 
Ly я 

называется двойным, или ангармоническим, отноше- 
нием четырех точек: у, 2, р, 4, лежащих на пря- 
мой. Это отношение не зависит от нормирования 
векторов, не изменяется при проективных преобразо- 
ваниях и, таким образом, является инвариантом про- 
ективной геометрии. 

Двойное отношение зависит от порядка, в котором 
рассматриваются точки. Оно меняет свою величину 
  

' Формула (1.2) дает разложение точки # по точкам у и 2.



на обратную при перестановке точек первой или вто- 
рой пары. При перестановке первой пары со второй 
это отношение не меняется. Доказательство этих по- 
ложений можно найти в любом полном курсе анали- 
тической геометрии [11; стр. 334]. 

Если двойное отношение четырех точек на пря- 
мой равно — 1, то говорят, что эти точки обра- 
зуют гармоническую четверку точек. 

Двойное отношение 

О (у, &, P, 9) = —1 

тогда и только тогда, если 

р=ау + 32 (1.5) 
gq = cay — 032, - 

где с — произвольный множитель [11; стр. 347]. 
Выразим двойное отношение точек через коор- 

динаты. 
Пусть точки х, у, р, 4 лежат на прямой, приня- 

ТОЙ за ось координат, и имеют неоднородные коор- 
{ rll Ш + IV 

динаты 1,8, соответственно. Однородные ко- 

ординаты этих точек %, И (= Н, Ш, 1\) введем 
re 

7] 1 
-› И положим  =1. Тогда равен-   как обычно: # = 

с 
-0 

ства (1.3) запишутся в координатах следующим O6- 
разом: 

pl __ I 4 gel 

IV I ril 

ах Pe (1.6) 
l=, + 8, 

] — о + So, 

и двойное отношение (1.3) будет иметь значение 

р (ght ely gly — gly 7 

(Xx, У, р, 0) =o Щ— #1) lv el) . (1. ) 

‘
N
T
 

Одним из основных понятий проективной геомет- 
рии является разделение точек одной пары точками 
другой [11, стр. 333]. 
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Если точки первой пары х и У не разделяются 
точками второй пары р, а (см. А), то из (1.7) сле- 
дует, что 

О (х, у, р, 9) > 0; 
если разделяются (см. В), то 

/ D(x, У, р, 4) < 0. 

x У р @ 
A lh a 

Наряду с двойным отношением четырех точек 
рассматривают двойное отношение четырех прямых, 
принадлежащих пучку. Оно равно двойному отноше- 
нию четырех точек, являющихся точками пересечения 
прямой, не проходящей через центр пучка, с четырьмя 
рассматриваемыми прямыми. Это двойное отношение 
имеет инвариантный характер, как и отношение точек 
на прямой. 

5. Линия, задаваемая уравнением 
2 

У; Вах,х. =0, (1.8) 
а, 3—0 

называется кривой 2-го порядка. Если определитель 
| баз | >= О, то кривая не распадающаяся. 

При проективных преобразованиях (1.1’) кривая 
2-го порядка переходит в кривую 2-го порядка. 

При подходящем выборе системы координат урав- 
нение (1.8) можно привести к одному из двух видов 
[11; стр. 401]: 

— Xi + XY + XG = 0 (1.9) 

HH | 
Жем + № =0. | (1.9°) 
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В случае (1.9) кривая действительная, в случае (1.9”) — 
мнимая... В дальнейшем, если не оговорено особо, 
предполагаем, что кривая действительная. 

Если наряду с однородными координатами рассмат- 
ривать и неоднородные: 

xatt yo? (1.10) 
XO Хо 

то уравнение (1.9) запишется в виде 

у =1. (1.11) 

В таком виде можно записать уравнение любой дей- 
ствительной кривой 2-го порядка. 

6. Квадратичную форму в правой части уравне- 
ния (1.9) обозначим сокращенно через (хх), т. е. по- 
ЛОЖИМ 

(хх) = — K+ x + x5. (1.12) 

Уравнение кривой второго порядка ‘будет 

(хх) = 0. (1.13) 

Билинейная форма, соответствующая квадратичной 
форме (1.12), будет 

(YZ) = — Yo% + MZ + M22. (1.14) 
Выражение (уг) будем называть в дальнейшем 

полярным произведением. Оно составлено для псевдо- 
векторов у и # и поэтому определяется с точностью 

до скалярного множителя. „ 
Полярное произведение (92) подчиняется закону 

коммутативности, закону ассоциативности по отноше- 
нию к скалярному множителю и закону дистридбутив- 
HOCTH. | 

Если у = тр -+ па, а 2 = [р - $94, то, как следствие 
закона дистрибутивности и ассоциативности, можно 
записать равенство 

(уг) = тКрр) + (тз + nl) (pq) + ns(qq). (1.15) 
Две точки у ц 2 называются полярно сопряжен- 

ными относительно кривой 2-го порядка (1.13), если 
имеет место соотношение 

(уг) = 0. (1.16) 
Покажем, что полярно сопряженные точки у и 2 

и точки ри @ пересечения прямой {у, 2} с кривой 

}2



(1.13) составляют тармоническую четверку. Пусть 
у=тр-+ 14, а 2=lp-+sq. Torna uz (1.15) u (1.16) 
имеем: 

‚пы (рр) - (т5 + т) (ра) -- пз (99) = 0. 
Так как точки р и @ лежат на кривой, то (рр) 

= (499) =0, (ра) == 0, и, значит, т5$ + й[1=0, или = 

| 

= —-——=— Те. у=жтр тп, z2=s5nNp — ong, 
5 6 

откуда, согласно (1.5), следует, что точки у, 2, р, g 
составляют гармоническую четверку. 

Если в уравнении (1.16) точка у считается закреп- 
ленной, то это уравнение будучи линейным отиоси- 
тельно 2, задает прямую. Гочка у(у, У, У5) назы- 
вается полюсом, а прямая (1.16) 

— Уо2о Е У121 + Ух. =0 

полярой этой точки относительно кривой (1.13). 
7. Будем проектировать точки кривой (1.13) на 

прямую [ из некоторой точки $ этой кривой и 
назовем это отображение стереографической проек- 
цией. точек кривой 2-го порядка на прямую. 

Возьмем уравнение кривой (1.13) в однородных 
координатах, т. е. в виде (1.9), уравнение прямой [ 
пусть будет х,=0, и точка $ имеет координаты 
$ (1,0, -1). Соответствующими будем считать точки 

  

   



X(Xy, хи. х.) и (1, =, 0). Для взаимной однозначности 
соответствия положим, что самой точке $ соответ- 
ствует несобственная точка прямой. [. Имеем: х-== 
== 9$ + 0&, или в координатах: х Е № = 05 
х› = —5. Так как (хх)=0, или — (+ ПАН 

9 - 0 | — = 
+ 5“ =0, то 9== —- Получаем  ледующие 

формулы, связывающие координаты точек х и &: 
>. 1 г. во 

  

    

X, = 0%, (1.17) 

2 ] _ == 
A» — 0 

© ’ 

где р — произвольный множитель. 
Точку 5 круга получим, когда 1-2. а о—›0 так, 

что 0-0, а р” конечно. 
Точке х вне кривой (1.13), для которой (хх) > 0, 

соответствует прямая — поляра этой точки относи- 
тельно кривой. Поляра пересекает кривую в двух 
точках ий и VY. 3a стереографическое отображение 
точки Хх в этом случае принимаем пару точек прямой 
5 и 5, соответствующих при проектировании из 5 
точкам ий и $. Когда точка х оказывается на кривой, 

      
Lt



го (хх) =0, обе точки 8, и &. сливаются в одну & — 

стереографическую проекцию точки на кривой в уста- 
новленном выше смысле. Для точек внутри кривой 
(1.13), для которых (хх) < 0, стереографическая проек- 
ция смысла не имеет. 

За двойное отношение точек на кривой 2-го по- 
рядка принимаем отношение точек на прямой, со- 
ответствующих точкам кривой в стереографической 
проекции‘. 

Пусть точкам кривой д, хи, д, хи соответст- 
вуют точки прямой &', 8", &1, &*. Их двойное от- 
ношение, согласно (1. 7), ‘будет 

(gill 
Dé} . ЕН . EU ENV) — (5 — i yaiv — п) 

("И — #1) cel’ __ #1 ) 

  

= 
> 

Оно по определению равно D(a, хи, хШ, ду). Вы- 

  

  

разим разности "-— *', где Г 1-1, ИП, Ш, №, через 
координаты точек кривой. Из (1.17) имеем: 

(х x)= - Xi A хм {+ xh x) == 

Гу (1 +¢ at ) (1 4- ei ) rir] ' _—— __ aia’ 5 . 5 - + 0 "Е '. 

1—7) (1 — ee __ 2 
|- рр’ о " 5 ) = —4 р ф ‘Ik Не - 

НЕЕ НЕЕ НИ НЕЕ |= 
1 5 (ЕЁ — ЕЛ? 
5 PP ). 

_|
-.
 

— 

Таким образом, с точностью до знака 

i — 2 (x'x/) 
oii 

Подставляя эти выражения в формулу (1.7), получаем 

  

т
 

  

  

Hy ppl АУ. 
Вх, хи, хи, хм = D == ee Ms < - (1.18) 

хх) хх) 

Знак корня остается здесь неопределенным. 

  

  

1 Это двойное отношение не зависит от выбора точки $, из 
которой производится проектирование [2; стр. 102].



Наряду с формулой (1.18) можно получить для 2 
и другую, не содержащую радикалов. Из формулы 
(1,7) следует, что 

2 ЕН el У Е __ ЕН Е! У Е! т ея) маи) 
  

2 
(И —_ Г) (У __ sl ) 

Пользуясь тождеством 
(51 _- ит)? (ЕН __ У)? _—_ (Е1 Е )" (EMI _ ЕТУ) — 

— (51 — ЕТУ) (El _ gHIT) [2 (аи — Е ) (51 __ FIL ) _. 

(ии) ан) 

можно преобразовать последнее выражение к виду 
ЕЕ pill )2 (1 _. ЕТУ )2— (=1 __ ЕП ye tl _ ЕТУ 

2р—-1=-@   
rl IV II fly» (Eo — 2) GY ey 

Сюда входят только квадраты разностей # — #, и по- 
этому для двойного отношения точек круга полу- 
чается выражение, не содержащее радикалов: 

I oly poll ИУ I oll Ill CIV 
гр—1=- их ih (1.19) 

(x xX‘) (x x 

$ 2. Проективные метрики 

1. Во введении говорилось о точке зрения Клейна, 
согласно которой всякой группе преобразований не- 
которого многообразия соответствует геометрия этого 
многообразия. Так, например, группе движений обыч- 
ного пространства соответствует элементарная, или 
евклидова, геометрия этого пространства, группе 
аффинных преобразований соответствует аффинная, 
а группе проективных — проективная геометрия. Группа 
движений и аффинная группа являются подгруппами 
проективной группы. 

Наряду с этими подгруппами Клейн предложил 
рассматривать такие подгруппы проективных преобра- 
зований, которые переводят в себя некоторый образ 
2-го порядка, т. е. кривую 2-го порядка или 2-го класса 
проективной плоскости, поверхность 2-го порядка или 
2-го класса пространства. 

Геометрии, соответствующие этим подгруппам, 
называются геометриями пространств Клейна, или 
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пространств постоянной кривизны, а соответствую- 
щий образ 2-го порядка, переходящий в себя, назы- 
вается &бсолютом этих геометрий. 

Можно показать, что с этой точки зрения евклидова 
геометрия пространства 2-х или 3-х измерений есть 
геометрия Клейна, абсолютом которой является пара 
мнимо сопряженных точек или мнимая кривая, распо- 
ложенные на несобственной прямой или в несобст- 
венной плоскости соответственно, т. е. некоторый 
вырожденный образ 2-го порядка. Рассмотрим теперь 
такие плоские геометрии Клейна, абсолютом которых 
являются невырожденные кривые. При подходящем 
выборе координат уравнения. этих кривых можно за- 
писать в виде 

—Xi+ Xi + № =0 (2.1) 

ИЛИ 
X2 + x? + № =0. (2.2) 

Первая кривая — действительная. Геометрия Клейна, 
абсолютом которой она является, называется гипер- 
болической. Вторая кривая — мнимая. Соответствую- 
щая ей геометрия называется эллиптической. 

2. Рассмотрим подробнее геометрию Клейна с аб- 
солютом (2.Г), так как в дальнейшем нам придется 
заниматься в основном именно гиперболической гео- 
метрией. Обозначим левую часть уравнения (2.1) 
через (хх), т е. положим 

(хх) = — XH + XE + XS. (2.3) 

Выражение билинейной по отношению к данному 
абсолюту формы 

(У2) = — Уо2о + уе, + У22 (2.4) 

является полярным произведением точек у и &. Если 
абсолют задан в произвольных координатах уравне- 
нием 

2 

У, хз Ха Хз: =— 0, 

a, В=0 

то полярное произведение будет 
2 

(уг) = У ‘базу. 28. 
a, B=0 

K-85.— 2 17



Равенство нулю полярного произведения (уг) 
означает полярную сопряженность точек у и 2 0т- 
носительно абсолюта. 

Абсолют (2.1) разбивает проективную ПЛОСКОСТЬ 
на. две различные области: внутреннюю и внешнюю. 
Касательные из внешней точки к абсолюту — дейст- 
вительные, из внутренней комплексно-сопряженные. 
Для внутренних точек xX полярный квадрат (хх) < 0, 
для внешних (хх) > 0, для точек на абсолюте 

(хх) =0. 
Для точек, не лежащих на абсолюте, можно ввести 

так называемые канонические ‘координаты. Переход 
от произвольных координат точки к каноническим 
осуществляется по формуле | 

V (xx) | 
если точка х внешняя по отношению к абсолюту, или 
по формуле 

V 

X = — що (2.6) 

V — (xx) | 
V 

если точка х лежит внутри абсолюта, причем х их 
обозначают одну и ту же точку, но в произвольных 
и канонических координатах соответственно. Из опре- 
деления канонических координат точки следует, что 

  

(xx) = +1, ecaHw точка x — внешняя к абсолюту, и 
V 

(<x) = — 1, если точка х — внутренняя. 
Пусть хи у— две данные точки, не лежащие на 

абсолюте. Предполагаем, что они заданы в канониче- 
ских координатах, но значок у не пишем. Определим 
расстояние между точками х и у. Для этого рас- 
смотрим на прямой |х, У} точку 2, полярно сопря- 
женную точке х относительно абсолюта; т. е. точку, 
для которой (хг)=0. Точка 2 может лежать вне 
абсолюта /(2г2) = 1/, внутри его /(22)= — 1! или на 
нем /(22) =0/. Рассмотрим сначала случаи, когда 2 
не лежит на абсолюте. 

Разложим точку У по точкам хи #: 

у = Ах + ь2. | (2.7) 
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Пусть (хх) и (22) имеют одинаковые знаки. Тогда 
H3 

(vy) =)" (xx) + vp’ (22) 

следует что WS) имеет тот же знак, что и (хх), 
что А? -- в’ =1| (можно считать, что этот знак илюс, 

г, к. в противном случае можно изменить знак у всех 
членов. в уравнении абсолюта (хх) =0 и таким об- 
разом добиться, чтобы произведения (уу) и (хх) имели 
знак плюс). Тогда 

у = хсозф -- 515. (2.8) 

Пусть (хх) и (22) имеют разные знаки. Из равен- 
ства 

(уу) = ^* (хх) + в (22) 
следует, что 

= ___ 7 — + l, 

причем плюс будет в том случае, когда знаки (хх) 
и (У) одинаковы. Тогда можно положить А =сйф, 
w= Sho vu 

y=xchoe+ Zshog. (2.9) 

Если знаки (хх) и (уу) противоположны, то следует 
ПОЛОЖИТЬ Л = $1, 1 = СН Ф u 

y=xsho+ 2chg. (2.10) 

Формула (2.10) получается из формулы (2.9), если 
точки Хи = поменять местами. Случай противопо- 
ложных знаков (хх) и (уу) соответствует тому, что 
точки хи у находятся одна вне, другая внутри аб- 
солюта. Для дальнейшего рассмотрения этот случай 
значения не имеет. Поэтому останавливаться на фор- 
муле (2.10) мы не будем. 

Будем называть величину 9, введенную Ф. (2.8) 
и (2.9), расстоянием между точками х, у. 

Расстояние ф двух точек х и у просто выра- 
жается через натуральный логарифм двойного отно- 
шения этих точек и точек #, и 25 пересечения прямой, 
проходящей через эти точки (или прямой, проходя- 
щей через точки хи =). 

с абсолютом. 
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_ Чтобы найти И и 2, надо определить отношение 
/. | 
— из равенства 

о. 

(tt) = (Ax + pz)’ =0. (2.11) 

В случае, если знаки (хх) и (22) одинаковые, (2.11) 
имеет место, когда 

+p = 0, 
T.e. Korma w=-+ ih. Tormat, = ха, th =x — 12, nau 

  

    

t t., tt — tf, . 

= i “5, 2= S, -. Отсюда и из (2.8), имеем: 
{[ 

t [., ft — t, . ] . . 

ут cos 9 + >; “sin? == (cos -— 1511$) + 
l 

+ = (cos o+ising) t,=e ft, + e? ty. 

Таким образом, 

ОСИ, t,, Xx, у) -— en! 

И 

®=-- О (а, р, х, У). _ (2.12) 

В случае, когда знаки (хх) и (22) разные, из (2.11) 
следует, что ^*^— =0, т.е. в= = ^. Тогда = х + 2, 

    

.) t — f, 

[), = Х —2, ИЛИ xa tte, & = > Подставляя хи 

2 в (2.9), получаем: 

t f в 
c= Lo echo + 5 “sho =ett, +e? 

Двойное отношение 

(Е, ty, X, у) = е** 

и 

=> InD(t,, te, x, ¥)- (2.13) 

Формулы (2.12) и (2.15) выражают расстояние * 
двух точек через натуральный логарифм некоторого 
двойного отношения. Из этих формул сразу видно, 
что расстояние двух точек, введенное нами, является 
инвариантом группы гиперболических движений. 

20



Формулы (2.12) и (2.13) также показывают, что 
расстояние представляет функцию, удовлетворяющую 
условию аддитивности, т. е. 

Ф(х, у) $(у, 2) = ф(х, 2). (2.14) 

Чтобы убедиться в этом, разложим каждую из точек 
Хх, У, = по точкам #1 и $: 

X= Ot, + Bit, 

У — Lob, + Bots, 

R= Usb, + Poly. 
Тогда 

| 3 
o(x, y)=cin(—:—)=c(In38, + Ina — Ina, — In3,) 

1 GR 

Ф (5, 2) = c(In8, + Ina, — Ina, — In 33) 

ф (м, 2) =с(шВ, - ша. — Ina, — In 8,), 

откуда и следует равенство -(2.14). 
4. Из Ф. (2.8) следует, что при каноническом нор- 

мировании 

м: с0$ $ = (ху). 
Если: координаты не канонические, то 

2 (xy)? = 
cos’ ¢ = — =. 2.15) 

(xx) (yy) (2.19. 

Из ф. (2.9) аналогично получаем: 

ch?o =O (2.16) 
(хх) (уу) 

Положим 

yy, (2.17) 
(xx) (yy) 

Л] является инвариантом двух точек. 
Формулы (2.14) и (2.15) показывают, что 

= с05* $, (2.18) 
когда знаки (хх), (уу) и (22) одинаковые, т. е. прямая 
1х, у} не пересекает абсолют. 
`’Инвариант 

Л = СВ? о, (2.19) 
21



когла знаки (хх), (уу) одинаковы и противоположны 
знаку (22), т. е. когда прямая {х, у; пересекает 
абсолют. 

В первом случае О<У< 1, во втором 1 < УХ ©®. 
5. Случай, когда (22) =0 и прямая {х, Ур, следо- 

вательно, касается абсолюта, надо рассматривать как 
предельный, когда точки #; и $5 совпадают с точкой г. 
Тогда, как из формулы (2.12), Tak и из формулы 
(2.13) следует, что Ф=0, так как в этом случае 
Di(t,, 6, х, у) =1. Выражение (2.17) становится при 
этом неопределенным. Учитывая (2.18) и (2.19), есте- 
ственно положить его равным 1. 

6. Для дальнейшего будет полезно иметь выраже- 
ние линейного элемента в гиперболической плоскости. 

Пусть на плоскости задана кривая х = x(t). Пред- 
положим, что координаты всех точек кривой канони- 
ческие. Отсюда следует, что 

(xx) = 1, (xx) =0, (xx) + (xx) =0 (2.20) 
(точки означают дифференцирование по {). 

Обозначим расстояние между двумя бесконечно 
близкими точками кривой хи х-- Ах через ds. Pop- 
мула (2.15), выражающая расстояние между двумя 
точками, запишется в рассматриваемом нами случае 
в виде 

cos (ds) = (x, « + Ax). 

Так как х+Ах=х+ ха! +—x(dt) + ..., ТО, УЧИ- 

тывая (2.20), получаем: \ 

- cos (ds) = 1 + = (xx) (dt)? +... 

С другой стороны, 

cos (ds) = 1 — = (ds)° -- ... 

Сопоставляя полученные выражения для cos (ds), 
имеем 

ds’ = — (xx) dt, 

или, в силу (2.20), = 

ds” = (x x) (dt)? = (dxdx) = dx”. (2.21) 
22 |



Таким образом, неевклидова длина дуги в гипер- 
болической плоскости будет 

  

s= ( V (xx) dt. (2.22) 
lo 

Аналогичные результаты имеют место и для слу- 
чая эллиптической плоскости. 

$ 3. Стереографическая проекция сферы. 
Тетрациклические координаты точек 

и кругов в плоскости. Круговая геометрия 
в ПЛОСКОСТИ 

1. От проективной плоскости, рассмотренной в пре- 
дыдущих параграфах, перейдем теперь к проективному 
трехмерному пространству Р.. Основные положения 
проективной геометрии этого пространства вводятся 
по аналогии с основными положениями проективной 
геометрии плоскости. 

Каждой точке пространства Р.. соответствует 
псевдовектор х(>х., х,, Х., Хз) четырехмерного про- 
странства. Будем называть координаты этого вектора, 
определенные с точностью до множителя, однород- 
ными координатами соответствующей точки прост- 
ранства Р.. 

Плоскость задается уравнением 

Хо + Ш х, + Их + их. =0, (3.1) 

причем псевдоковектор и(и,, 11, ио, из) называется 
ковектором плоскости. | 

Прямая в пространстве, как и прямая на плоскости, 
задается параметрическими уравнениями 

x=a2y+ 82, (3.2) 

где уни = — точки на этой прямой. 
Уравнение 

3 

У, ba Xn X3 = 0 
a, p=0 

задает в пространстве поверхность второго порядка. 

33.



За счет проективного преобразования однородных 
координат пространства Р., аналогичного преобразо- 
ванию (1.1) в плоскости, 

3 

x, = di pix, ix0O, 1, 2, 3, |pi/| 49, (3.3) 
j=0 

уравнение всякой действительной овальной поверх- 
ности 2-го порядка можно записать в виде 

— x2 + x2 + x8 + x2 = 0. (3.4) 

Введем сокращенное обозначение для квадратич- 
ной формы в левой части этого уравнения 

(хх) = мм. (3.5) 

Соответствующую ей билинейную форму, как 
и в плоском случае, будем называть полярным про- 
изведением точек у и 2: 

(YZ) = — Vo% + M121 + Vo% + 323. (3.6) 
_ сли ввести наряду с однородными и неоднород- 
ные декартовы координаты пространства 3, 1, © с по- 

мощью формул f=, 1 = =, =, то урав- 
Хо Хо Хо 

нение поверхности (3.4) примет вид 

НО =1. (3.7) 
2. В пространстве проективные преобразования 

задаются формулами, аналогичными формулам (1.17): 
3 

xt=) pix, k=0, 1, 2, 3, [p,| 40. (3.8) 
[=0 

Примем некоторую поверхность 2-го порядка за 
абсолют К. Будем задавать абсолют К уравнением 

(xx) = — X84 2 + xh + x3 = 0 (3.4) 

и называть его иногла сокращенно сферой К. 
Рассмотрим подгруппу проективных преобразова- 

ний (3.8), которая переводит абсолют в себя. Эти 
преобразования называются гиперболическими дви- 
жениями. Геометрия, соответствующая группе таких 
преобразований, будет гиперболической геометрией 
пространства Р.. 
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Для того чтобы иметь гиперболические движения, 
необходимо и достаточно, чтобы форма — x2 -+ x? + 
+ № + х& после преобразования (3.8) отличалась от 

3 2 2 +3 

формы —^ + м + х + 5 только множителем. Это 
значит, что в преобразованной форме коэффициенты 

2 #2 2 . 
mpH x; , х., Хх. должны иметь общее значение Й, 

коэффициент при х› должен быть равен —й, а все 
остальные коэффициенты должны быть равны нулю. 
В силу однородности тетрациклических координат 
множитель ПД можно свести к 1. 
Поэтому, если положить 

г’ = — РЗ + МР р +424, — (3.9) 
то условия инвариантности уравнения (хх) ==0 запи- 
шутся в виде 

— 9 — 1! — 222 — р33 — 1, 

.. 3.10 
е = 0 при #52 |. (3.10) 

Этих условий 10, всех коэффициентов 16. Таким об- 
разом, группа гиперболических движений шестичлен- 
ная. Будем обозначать ее Н.. 

Заметим, что рассматриваемая матрица коэффи- 
циентов преобразований |р7| переходит в ортого- 
нальную, если в ней первую вертикаль и первую 
горизонталь умножить одновременно на Г. Поэтому, 
как и в случае ортогональной матрицы, система (3.10) 
может быть заменена эквивалентной системой; именно, 
если положить 

— 0 70 171 2 72 3 73 
е; = — P; Pj + Р.Р; + РР; +В; P; » (3.11) 

то вместо уравнений (3.10) можно записать урав- 
нения 

— €o9 == 6:1 = е.› =е.. =1, 00 11 22 “388 (3.12) 

е;==0 при 15 /. 

3. С помощью’ абсолютной сферы К установим 
соответствие между точками пространства и точ- 
ками некоторой плоскости, принимаемой за OCHOB- 
ную. Пусть эта плоскость является экваториальной 
плоскостью сферы и совпадает с координатной 
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плоскостью 3, 4. Будем проектировать точки сферы К 
из южного полюса $ на эту плоскость. Точке х 
сферы ставится в соответствие точка 6 плоскости. 
Рассматриваемая проекция называется стереогра- 

g 

  

  

    
фической. Она устанавливает взаимно-однозначное 
непрерывное соответствие точек сферы и плоскости, 
если условиться дополнительно, что точке $ соот- 
ветствует бесконечно удаленная точка плоскости. 
Плоскость, имеющая aoHy  бесконечно-удаленную 
(или несобственную) точку называется конформной. 
Будем обозначать ее /.. 

Найдем точку X(X), x1, Хо, хз) сферы, если задана 
соответствующая точка плоскости 6 (1, 0, &, 9) и точке 
южного полюса соответствует псевдовектор $ (1, --1, 
0, 0), или $ (а, —о, 0, 0). 

Точка х лежит на сфере, поэтому ее координаты 
удовлетворяют уравнению (3.4). Кроме того, так как 
точки $, х, б лежат на одной прямой, то все опре- 
делители 3-го порядка матрицы 

X, 11 

, хх, —10 

х 0,8 

x3, 0,1     
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должны быть равны нулю, т. е. 

| (Xp - x1) — x) = 0 (3.13) 

хо — X35 = 0. (3.14) 

Из уравнений (3.4), (3.13), (3.14) имеем: 

  

  

1-2»? 
Xo = P- 5 

_ fo @tn 
a1 P о (3.15) 

Хо = р 

Хз —= Py, 

где р — произвольный множитель. Чтобы получить 
координаты точки $, надо положить, что , (9) ><, 
р-—»0, р (рт) —0, а 62” (21°) конечны. 

Так как между точками х сферы и точками 6 
плоскости установлено соответствие, одределенное 
стереографической проекцией, то однородные коор- 
динаты Xp, X1, Хо, Хз точки сферы можно рассматри- 
вать как координаты соответствующей точки на 
плоскости. Координаты ху Хх, Хо, х. называют 
тетрациклическими координатами точки плоскости. 
Они получаются из обычных координат 5, ч по фор- 
мулам (3.15). Это однородные координаты, которые 
кроме того связаны соотношением (3.4). 

Стереографическая проекция устанавливает соот- 
ветствие не только между точками сферы и плос- 
кости, но и между точками вне сферы и некоторыми 
геометрическими образами на плоскости. Рассмотрим 
это соответствие. 

Для точек Y( Vo У, У», Уз) вне сферы (уу)>0; 
полярная плоскость точки у относительно сферы К 
пересекает сферу по кругу. Таким образом, каждой 
точке вне сферы соответствует определенный круг 
на сфере. Большие круги при этом надо считать 
соответствующими несобственным точкам простран- 
ства. Каждому кругу на сфере в стереографической 
проекции соответствует на плоскости круг или пря- 
мая. Действительно: образ круга на сфере имеет на 
плоскости в тетрациклических координатах Ху, Xj, 
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Xo, Xs, ТО же уравнение, что и сам круг на сфере: 

(ух) =0. (3.16) 

Подставим формулы (3.15) в это уравнение и полу- 
ЧИМ: 

(Yo +91) (° + 4°) — 2955 — Зуз1 = У; — У. (3.16') 

Если У у, 0, то это уравнение круга, если 
Yo ty; =0, то уравнение прямой, которую можно 
рассматривать как предельный случай круга — круг 
бесконечно большого радиуса. Прямая получается 
при проектировании на плоскость круга, проходя- 
щего через южный полюс сферы. 

Таким образом, посредством стереографической 
проекции устанавливается соответствие между точ- 
ками вне сферы и кругами на плоскости. Координаты 
Ус, У У>› Уз Точки у называются тетрацикличе- 
скими координатами круга в плоскости. Если 
Уо + У, =0 и круг (3.16’) становится прямой ух - 
- Ул = У, то величины у., у Уо превращаются 
в обыкновенные однородные координаты прямой. 
В общем случае (у,- у, ==0) из уравнения (3.16’) 
можно найти выражения координат центра круга %, 
No WH радиус К, через тетрациклические координаты 
этого круга: 

  

  

  

Е = ; — x ) 
и’ ® чи 

ри —+л ++ (3.17) 

| (Yo -- у)? 

Отсюда 

yoo Lt hat tm Kd 
о 2 

yo т о (3.18) 

у2 = 9 

Уз == 91, 

где с — произвольный множитель. 
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Если точка у берется па сфере, то (уу) =0 и круг 
(3.16’) превращается в точку. В формулах (3.18) надо 
положить А, =0, и тогда эти формулы превращаются 
в формулы (3.15). Прежний случай стереографиче- 
ского проектирования точек сферы выступает теперь 
как частный случай. 

Таким образом, стереографическая проекция 
устанавливает соответствие между точками трех- 
мерного проективного пространства Р., находящи- 
мися на сфере или вне ее, и кругами в конформной 
плоскости. При этом в число кругов включаются 
круги нулевого радиуса (точки) и круги бесконечно 
большого радиуса (прямые). 

Для точек внутри шара (уу) < 0 и стереографиче- 
ская проекция смысла не имеет, так как у таких то- 
чек ‘полярная плоскость не пересекает сферу и не 
существует никаких действительных точек на плос- 
кости, соответствующих этим внутренним точкам 
сферы. Из формул (3.18) следует, что в этом случае 

№ «0. Можно считать, что точкам внутри сферы К 
соответствуют круги чисто мнимого радиуса. 

4. При стереографической проекции сферы КЛ на 
плоскость группе гиперболических движений Нь про- 
странства Р. соответствует группа М, которая круги 
и прямые на плоскости М, переводит в круги и пря- 
мые. Точки при этом переходят в точки. 

Преобразования группы М задаются аналитически 
также формулами (3.8), но величины х; надо рассмат- 
ривать как тетрациклические координаты кругов на 
плоскости. Группу М будем называть группой кру- 
говых преобразований на плоскости, а порожодае- 
мую ими геометрию — круговой. 

Группа Н; индуцирует на сфере К группу точеч- 
ных преобразований сферы в себя, причем круги пе- 
реходят в круги. При этих преобразованиях точка $ 
южного полюса может перейти в любую другую 
точку сферы. Отсюда следует, что при соответ- 
ствующих круговых преобразованиях в плоскости М. 
несобственная точка может быть переведена в лю- 
бую собственную точку, и, следовательно, прямые 
(круги, проходящие через несобственную точку), 
вообще говоря, переходят в круги. 
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5. Рассмотрим такую подгруппу круговых преоб- 
разований, которая сохраняет несобственную точку, 
т. е. переводит прямые в прямые. Докажем, что рас- 
сматриваемые преобразования представляют преобра- 
зования подобия (гомотетия и евклидово движение). 
Действительно: круговые преобразования — это пре- 
образования вида (3.8) при условиях (3.10) или (3.12). 
Условия, что несобственная точка (я, —а, 0, 0) пере- 
ходит в несобственную (1, —1, 0, 0), будут следую- 
щие: 

Po — Py + Pi — р: =0 
Po = р (3.19) 

Рз = Р3. 
Из условий (3.19) и (3.10) или (3.12} получаем, что 

+ =1 
4p = | (3.20) 

P3 P3+ Pz P3 = 9, 
а также, что 

рр: =0 3.91) 
pit pi = | 

(В первом случае рассматриваем равенства е.5 = 
=6е.3 =|, е.=0О и (3.19.2); во втором — равенства 

01 38 12? 1.2908 — 13 I er =e *=0; e&=e°=0 u (3.19)). SanucprBaem mpeoo- 
разования (3.8) в декартовых координатах &, 4, BOC- 
пользовавшись формулами (3.15): 

‘ 6) | 
1-2 1+ ea 

5 Po > 
1 — (@*? + 4?) 

+ pit 

    

+ pos* + pon’,   

    

  

2 
ео yp LE ta 

р 9 = Pp; 9 

1 — ba? #*) obs yop ¢ + pj SET + pit + pints (3.22) 
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o i+ cer 4 ye? 11 — (Ee + 7“) 
    

  
  

ps — р 9 + р. о -- 

+5 - р3%*; 
2 2 „2 „2 

1+ 9* 1— (5% +4“) on = DS 5 + pi 5 + 

+ ре + pi 7%. 

Учитывая условия (3.19.3), можно переписать по- 
следние два из этих равенств в виде: 

; 1 ps , 
= (р + py a* + po) 

| . (3.23) 
n = (p55 + p34* + p). 

Складывая первые два равенства (3.22) и прини- 
мая во внимание условия (3.19,), (3.21), имеем: 

В | 
р =5 (2 Афр) = p?=const. (3.24) 

Формулы (3.93) являются формулами преобразования 
точек в плоскости, заданных в неоднородных декар- 
товых. координатах. Эти преобразования линейны, 
матрица коэффициентов 

] | P3 P3| 

| p3 P| 
ортогональная, как это следует из (3.20), коэффи- 

1 
циент — постоянный, как это вытекает из (3.24). 

    

р 
Таким образом, доказано, что преобразования (3.23) 

представляют преобразования подобия. 
6. Для гиперболической еометрии в пространстве 

имеют место те же предложе формулы, что и 
для гиперболической т еометрий в. плоскости, KOTO- 
рые были отмечены в $ Ти 2. Формула (1.19) для 
двойного. отношения 4-х точек на круге применима 
и к кругу, лежащему на сфере. При гиперболических 
движениях это двойное отношение не меняется. От- 
сюда следует, что двойное отношение 4-х точек на 
круге в плоскости /М, остается инвариантным при 
круговых преобразованиях. 
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$ 4. Углы между кругами в конформной 
плоскости 

1. В$2 были получены инварианты гиперболической 
геометрии на плоскости, связанные с расстоянием 
между двумя точками. Эти инварианты имеют место 
и для гиперболической геометрии трехмерного про- 
странства. Для дальнейшего наиболее важен случай, 
когда точки хи У лежат вне К и прямая, их соеди- 
няющая, не пересекает К. Тогда, согласно (2:17), 
(2.18), 

— 
(xy)? о _ (xy) 4.1 

> (xx)(yy) (4.1) 
Дадим истолкование инварианту J B плоской кру- 

говой теометрии, соответствующей гиперболической 
геометрии Р.. Внешним по отношению к сфере точ- 
кам х и У соответствуют круги на плоскости. Так 
как прямая, соединяющая х и у, не пересекает 
сферу, то соответствующие круги на плоскости пе- 
ресекаются. Действительно, в этом случае прямая, 
являющаяся полярой прямой {х, У}, пересекает сферу. 
Но она является осью пучка всех плоскостей, поляр- 
ных точкам прямой 1х, У!. Следовательно, круги на 
сфере, соответствующие точкам х, у, а также и со- 
ответствующие им круги в конформной плоскости, 
пересекаются. 

Координаты точек хи у являются тетрацикличе- 
скими координатами кругов. По формулам (3.18) вы- 
разим эти координаты через координаты центра и 
радиус круга и подставим в выражение (4.1) для /. 
Пусть точке х соответствует круг ($, Чу, Ю), точке 

у — (2 No R,). Тогда 

J = (= X@yo р Р-Р Xs Ma)? 

(apt e+ gtx) (yt t+ yD 

_ Е — 0) + (№ — 10)? — (0 №0) 

RRo 

—— 

  

Для пересекающихся кругов выражение в скобках 
представляет угол $ между кругами. 
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Действительно: 
| | 5 ms = о 

M,M; = Ro + Rp —2R)R, cos) = 
> rw ) гм . 

= (Fy — 59)" + @% - No) 

откуда 
‚ Fy; ~ \o 2, 22 

(3% — 60)? -- (1% — 90) — (Ку Ro) 
  —cosb= 

2RoRy 

Так как ф=т—ф, ТО —<0$ф = с0$$. 
Таким образом, 

__ _(xy)" 
(хх) (уу) 

= COS", (4.2) 

  
т. е. инвариант /Л двух кругов представляет квао- 
pam косинуса угла между этими кругами. 

Сравнивая формулы (4.1) и (4.2), заключаем, что 
угол между двумя кругами на плоскости равен не- 
евклидову расстоянию между точками в простран- 
стве, соответствующими этим кругам в стереогра- 
"фической проекции. При этом должно иметь место 

ограничение 0 <ф < > 

_ Условие ортогональности двух кругов получается 
`в виде 

(xy) = 0, (4.3) 

т, е. как условие полярной сопряженности двух со- 
ответствующих кругам точек. 
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Для двух касающихся кругов в плоскости, соот- 
ветствующих паре точек в пространстве, у которых 
соединяющая их прямая касается сферы, $ = 0, т. е. 
]Л=с05*® =1 и, следовательно, 

(хх) (уу) — (ху) =0. (4.4) 
Один из кругов, например х, может обратиться 
в точку, и это будет граничным случаем касания. 
При этом (хх) =0Ои (ху) =0. Таким образом, ра- 
венство (4.3) в случае, Когда один из кругов превра- 
щается в точку, выражает условие инцидентности 
точки и круга. Для двух точек х, у равенство 
(ху) =0 имеет место, только если эти точки совпа- 
дают. 

Аналогично тому, как J =cos’o, rie ф — расстоя- 
ние между точками, является инвариантом в „гипер: 
болической геометрии Р., так и У= с05” где 
ф— угол между кругами в М,, является  инвариантом 
в круговой геометрии плоскости /., т. е. при кру- 
говых преобразованиях углы между окружностями 
сохраняются. Круговые преобразования относятся, 
таким образом, к конформным преобразованиям. 

2. Покажем, что стереографическая проекция 
отображает поверхность шара К на плоскость 
с сохранением углов, т.е. угол между двумя кру- 
гами на сфере равен углу между двумя кругами на 
плоскости, соответствующими им в стереографиче- 
ской проекции. 

Вращением шара вокруг центра (гиперболическое 
движение) одну из точек пересечения кругов можно 
перевести в точку $. Этому вращению шара соот- 
ветствует в плоскости мёбиусовское преобразование, 
при котором углы между кругами не меняются. По- 
этому достаточно доказать сохранение углов при 
стереографическом проектировании только для кру- 
гов, проходящих через $. Такие круги при проекти- 
ровании из $ переходят в прямые, параллельные 
касательным к кругам в точке $. Угол между кругами, 
равный углу между касательными к ним в точке 
пересечения, будет равен углу между соответствую- 
щими прямыми, так как оба угла имеют параллель- 
ные стороны. Таким образом, сохранение углов .при 
стереографическом проектировании доказано. 
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3. Образом, двойственным точке, в Гиперболиче- 
ской геометрии пространства является плоскость. 
За угол между двумя плоскостями принимают не- 
евклидово расстояние их полюсов. Из предыдущего 
следует, что если плоскости пересекают сферу по 
двум пересекающимся кругам, то углом между плос- 
костями будет угол между кругами. 

$ 5. Пучки кругов в конформной плоскости 

1. В пространстве для прямой 0, определенной 
точками р и Чи заданной уравнением 

р = ар -[ 34, (5.1) 

можно построить полярно сопряженную ей прямую 

9 — линию пересечения плоскостей, полярных точкам 

первой прямой относительно абсолюта К. Прямая © 
также определится двумя своими точками UV H W H 
запишется уравнением 

= 10 + dw. (5.2) 
\ 

Каждая точка # прямой 9 полярно сопряжена каж- 

дой точке ий прямой 9. т.е. | 

(tu) =0. (5.3) 

В частности, имеют место равенства 

(pv) = (pW) = (qv) = (qw) =0. (5.3°) 

Прямая, не пересекающая абсолют, называется эл- 
липтической, пересекающая его — гиперболической, 
касающаяся к нему — параболической. 

Если дана прямая ©, не пересекающая абсолют К, 
Fwd 

то, чтобы построить ©, надо через @ провести пло- 
скости, касательные к абсолюту К. Прямая, соединяю- 

щая точки касания, и будет прямой © [11, стр. 529]. 
Отсюда сразу следует, что если 9 не пересекает аб- 

солют, то прямая 9 пересекает его в двух точках Ги 
$. Из (5.3) следует, что 

(tr) = (ts) =0. | (5.4)



Найдем условие, что среди точек й на прямой © 
есть точки, общие со сферой. Если точка ий принад- 

лежит сфере, то соответствующее отношение > 

найдется из уравнения 

(uu) = 1° (VV) + 218 (9%) - 3° (ww) = 0. 

  

Уравнение имеет 
а) лва действительных решения, если 

(vw) — (Vv) (ww) > 0; (5.5) 

6) два комплексно-сопряженных решения, если 

(vw)° — (vv) (ww) < 0; (5.6) 
в) одно решение, если 

(vw)? — (vv) (ww) = 0. (5.7) 

Для прямой @, пересекающей Л в двух точках, имеем 
первый случай (5.5). Точки пересечения Ги $ можно 
представить векторами 

г = [— (9%) + И (0%)? — (99) (| о + (59) 

s =[— (vw) — v (vw)* — (vv) (ww)| v + (vv) w. 
Так как прямая ® (5.1) не пересекает сферу, то 

(р4)" — (рр) (99) < 0. 
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Если прямая, заданная уравнением (5.2), касается 
абсолюта А, и точка © является точкой касания, т. е. 

(vv) = 0, (5.8) 

то, в силу (5.7), будет иметь место равенство 

(vw) = 0. (5.9) 

Из (5.8) и (5.9) следует, что в рассматриваемом случае 

(uv) = 0, (5.10) 

т. е. любая точка касательной сопряжена точке каса- 
НИЯ. | 

Прямая, сопряженная касательной к абсолюту пря- 
мой, также является касательной. 

о. В плоскости М, каждой точке прямой Р; соот- 
ветствует круг. Совокупность кругов, соответствую- 
щих ‘всем точкам прямой, называется пучком кругов. 
Если прямая эллиптическая, то пучок кругов называ- 
ется эллийптическим; если типерболическая, то гипер- 
болическим; если параболическая, то и пучок назы- 
вается параболическим. 

Все круги # эллиптического пучка имеют две общие 
точки Ги $ — вершины пучка. Это следует из ра- 
венств (5.4). 

Все круги и гиперболического пучка не имеют общих 
точек. Точки Ги $ входят в этот пучок как круги 
нулевого радиуса. 

Нучки, соответствующие двум полярно сопряжен- 
ным прямым, также называются сопряженными. У вся- 
кого гиперболического пучка есть сопряженный ему 
эллиптический, и обратно. Круги первого пучка орто- 
гональны ‘кругам второго. 

Все круги и параболического пучка, в силу (5.10), 
имеют одну общую : точку, в которой касаются друг 
друга. У всякого параболического пучка есть сопря- 
женный ему, тоже параболический, пучок, круги кото- 
рого ортогональны кругам первого пучка. 

Для пучка, заданного уравнением (5.2), гле ©, ®— 
произвольные круги пучка, аналитические признаки 
эллиптичности, гиперболичности, параболичности ха- 
рактёризуются неравенствами (5.5), (5.6) или равен- 
ством (5.7) соответственно, 
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$ 6. Инверсия 

1. Рассмотрим пример гиперболического движения 
пространства Р,;, так называемую полярную гомологию. 

Инволюционной гомологией называется такое ото- 
бражение точек проективного пространства на себя, 
которое задано, если задана некоторая точка у—центр 
гомологии и плоскость 4 — плоскость гомологии. Вся- 
кая пара соответствующих точек х, х’ лежит на пря- 
мой, проходящей через центр гомологии, и удовлетво- 
ряет условию: 

О (у, п, х, х*) = -—1, (6.1) 

где й — точка пересечения прямой 1х, У! и плоскости J. 
Гомология называется полярной, если 4 представ- 

ляет плоскость, полярную точке у относительно неко- 
торой поверхности 2-го порядка. 

Из условия (6.1) следует, что точкам поверхности 
К соответствуют точки этой же поверхности. Отсюда 
следует, что полярная гомология представляет гипер- 
болическое движение в Р. с абсолютом К. 

Получим аналитическое выражение преобразования 
полярной гомологии. 

Пусть х — произвольная точка вне абсолюта К. 
Она: лежит на прямой 1у, п\ где п — точка на плос- 
кости gq. Прямая р, п} задается уравнением # = у - ЗП. 
Если точке х соответствуют параметры а, 31, то точку 
х*, гармонически сопряженную ей, можно задать па- 

  

раметрами — а, В, (см. (1.5), где э= — 1): 

х=ау п 

x* = — ху -{- 3,72. (6.17) 

Из второго уравнения, в силу условия (уп) = 0, имеем, 

что @ МУ) Исключая из уравнений (6.1’) З и | (уу) ° yp ° и] 

подставляя значение 9%, получаем: | 

3 (x* y) . x= x" —2- ; 6.2 (yy) > 6.2) 
ИЛИ | _ 

X= (yy) x* — 2 (x*y) y, (6.3) 
так как о; и 3, определяются с точностью до общего 
множителя. 
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При фиксированном у полученное преобразование 
линейно относительно х*. Оно таково, что из (хх =0 
следует, что (х*х*) =0, и поэтому сферу переводит 
в сферу. 

Всякое гиперболическое движение состоит из ко- 
нечного числа гомологий [2, стр. 170]. 

2. Покажем, что в конформной плоскости каждому 
преобразованию вида (6.2) соответствует инверсия 
относительно круга у, который считается основ- 
ным. 

Пусть х — точка на сфере. В плоскости ей также 
соответствует точка. Прямой пространства, проходя- 
щей через точки у, х, х*, соответствует на плоскости 
пучок кругов, в который точки х и х* входят как 
круги нулевого радиуса. Пучок, сопряженный этому 
пучку, состоит из кругов, проходящих через точки х 
и х*. Эти круги ортогональны кругам первого пучка, 
в том числе и кругу у. Поэтому, чтобы найти точку 
х”, зная х и у, надо провести через х два круга, 
ортогонально пересекающие круг у. Вторая точка 
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пересечения этих кругов и будет точка X*, [1 pn TaKOM 
построении 

Ох. Ох* = р? (6.4) 

где А =ОА — радиус круга у, а О — центр круга, т. е. 
точка х* получается из точки х преобразованием 
обратных радиусов, или инверсии [3, стр. 200]. Дока- 
зательство формулы (6.4) следует из того, что по от- 
ношению к кругу, проходящему через точки х, =” 
ортогонально к кругу у, отрезки Ох и Ох* представ- 
ляют отрезки секущей и ее внешней части, а ОА =АЮ 
является касательной. | 

Если основной круг у имеет в неоднородных коор- 
динатах уравнение х’-- у’—г’=0, а координаты x 
и х* будут плиз, 9, то 

2 > » . 7 
bey о у Ny — Г „© 9 ° 

у 7+1 

Если круг инверсии вырождается в прямую, то 
точки Х и Х* становятся точками, симметричными 
отноеительно этой прямой. //реобразование инверсии 
поэтому можно назвать преобразованием симметрии 
относительно круга. 

Так же, как группу гиперболических движений 
можно получить с помощью конечного числа полярных 
гомологий (6.2), так и группу круговых преобразований 
можно получить с помошью конечного числа преобра- 
зований инверсии, или симметрии относительно 
круга. 

Бели в формуле (6.2) х — точка вне сферы КЛ, то 
соответствующее преобразование в плоскости будет 
преобразованием инверсии круга х относительно кру- 
га У. 

Преобразованием инверсии с (уу) == О можно пере- 
вести любую точку х плоскости в несобственную. 
Для этого в качестве у надо взять круг с центром 
в точке х. Отсюда следует, что и любой круг Х можно 
преобразованием инверсии перевести в прямую. Для 
этого надо в качестве у взять круг с центром в любой 
точке данного круга XX. 

Если даны два сопряженных пучка кругов: эллипти- 
ческий и гиперболический, то, поместив центр инвер- 
сии. в одну из основных точек пучка, переведем с по- 
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мощью инверсии эллиптический пучок в пучок прямых. 
Гиперболический пучок перейдет при этом в пучок 
концентрических кругов, ортогональных этим прямым. 

Если даны два сопряженных параболических пучка 
кругов, то, поместив центр инверсии в общую точку 
всех кругов обоих пучков, переведем с помощью пре- 
образования инверсии первый пучок кругов в пучок 
параллельных прямых, а второй — в пучок прямых, 
ортогональных прямым первого пучка. 

3. Формула (6.2) не теряет смысла и в том случае, 
когда у — внутренняя точка относительно А. Правда, 
в этом случае точке у не соответствует никакого 
действительного круга в плоскости М5. Преобразование 
принято называть в этом случае инверсией относи- 
тельно мнимого круга, или эллиптической инверсией, 
в отличие от гиперболической инверсии, рассмотрен- 
ной выше. Если у— точка сферы К, то, поскольку 

(уу) =0, формула (6.3) принимает вид 

х = —2(х* у) у, 

т. е. рассматриваемое преобразование относит всякой 
точке или кругу х одну и ту же точку у. Это пара- 
болическая инверсия. 

$ 7. Гиперболическая, эллиптическая и евклидова 
геометрии как геометрии подгрупп круговых 

преобразований 

1. В $2 было показано, как, выделяя в плоскости 
некоторые образы в качестве абсолютных, можно рас- 
смотреть неевклидовы (гиперболическую и эллипти- 
ческую) и евклидову геометрии как геометрии, соот- 
ветствующие подгруппам проективных преобразований 
плоскости. Следуя Пуанкаре, их можно рассматривать 
и как геометрии, соответствующие подгруппам круго- 
вых преобразований в /Л, если выделить некоторые 
образы в качестве абсолютных. 

Рассмотрим подгруппу круговых преобразований, 
переводящих в себя некоторый круг А. В пространстве 
Р, кругу ® соответствует некоторая точка А, которая 
лежит вне абсолюта, если круг К действительный, или 
внутри него, если круг мнимый. Поэтому рассматри- 
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ваемая подгруппа изоморфна такой подгруппе неевкли- 
довых движений Р., которая сохраняет некоторую 
точку этого пространства. Но если эта точка сохра- 
няется, то сохраняется и ее полярная плоскость, а та 
кривая Q, по которой она пересекает абсолют K, ne- 
реходит в себя. Отсюда следует, что подгруппа кру- 
говых преобразований, переводящих в себя некоторый 
круг № изоморфна группе неевклидовых движений 
двумерного пространства Клейна с абсолютом Q. 

Пусть круг А действительный. Тогда и кривая @ 
действительная, а группа круговых преобразований, 
переводящих в себя действительный круг, изоморфна 
группе гиперболических движений плоскости. 

Рассмотрим, какими образами плоскости М. изо- 
бражаются точки и прямые гиперболической плоскости 
с абсолютом О. | 

Точка гиперболической плоскости 11, т. е. внутрен- 
няя точка абсолюта (), имеет поляру — прямую 1», KO- 
торая не пересекает абсолют (@. Этой прямой соответ- 
ствует в плоскости М. эллиптический пучок кругов, 
который определяется заданием двух общих точек #1, 
и 1. всех своих кругов. Каждая точка & прямой № 
лежит в плоскости, полярной точке №, и поэтому 
удовлетворяет условию (#2) =0, а это значит, что 
всякий круг рассматриваемого нами пучка в плоскости 
М. ортогонален кругу #. Отсюда следует, что точки 
т и т. находятся в инверсии относительно круга №. 

Таким образом, имеем: точка гиперболической плос- 
кости изображается парой точек конформной плос- 
кости, находящихся в инверсии относительно круга К. 

Прямая у гиперболической плоскости, т. е. прямая, 
пересекающая абсолют ©, имеет своим полюсом не- 
которую точку п, расположенную вне абсолюта, причем 
(Ёп) =0. Точке п соответствует в М, круг й, который, 
в силу условия (п) =0, ортогонален кругу RB. 

Следовательно, прямая гиперболической плоскости 
изображается в М, кругом, ортогональным инва- 
виантному кругу Rk. 

Аналогично рассуждая, получаем, что круг гипер- 
болической плоскости изображается в М. парой кру- 
гов, находящихся в инверсии относительно круга R. 

При подходящем выборе фиксированной точки # 
и подходящем нормировании координат точки гипер- 
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болической NMIOCKOCTH KOOPAHHATH! Xo, Xo, Хх. этой точки 
превращаются в обычные однородные координаты. 

Действительно: пусть точка к имеет координаты 
В (0,1,0,0), а па (Ху, хи, Хо, хз) — произвольная точка вну- 
три абсолюта в плоскости, полярной К. В силу условия 
полярной сопряженности точки Ки плоскости, в кото- 
рой лежит точка 7, 

(mk) = х, =0. (7.1) 

Следовательно, плоскость’ полярная Rk, совпадает 
с плоскостью, на которую производится стереографи- 
ческое проектирование. В этой плоскости введены 
декартовы координаты & 3 точки. Формулы (3.15) 
связывают эти координаты с однородными координа- 
тами точки т как точки Р.. Из этих формул и усло- 
вия (7.1) следует, что & + 4 = 1, %) = 0, X= 05, X= 0%, 

, Xo Xo 
т. е. 5 = -.^, G=—, WAM, ITO Ху Хо, Х.— обычные 

^о ^о 
однородные координаты точки в плоскости. 

Круг = + 3 =1 является образом точки # в плос- 
кости /.. 

Точке т соответствуют в плоскости М5 две точки— 
ти и ть, находящиеся в инверсии относительно круга #. 
Они являются стереографической проекцией точек 
пересечения прямой #—=ат -- ЗВ с абсолютом. Эти 
точки определяются из условия: 

(ат -+ 3k)” = a (mm) + 3° (kk) = 0. 
а ] 

Так как (АЕ) =1, (тт) < 0, то в = — У= (ям) ° 

Значит, 
| 

m, =m -+- ¥ — (mm) k (7.2) 
ть = т —V — (mm) k. 

  

Отсюда видно, что при определенно выбранной точке 
& тетрациклические координаты х., х,, х. точек м и 
т. равны соответствующим координатам точки и, а 
координата х, равна + И — (тт). | 

2. Рассмотрим теперь тот случай, когда круг # 
мнимый. В этом случае точка А пространства Р, нахо- 
дится внутри абсолюта К и кривая © мнимая, а epyn- 
па круговых преобразований, переводящих в себя мни- 

44



мый круг, изоморфна группе эллиптических OBUHCE- 
ний. 

Все рассужхжения, относящиеся к конформной интер- 
претации гиперболической геометрии, переносятся на 
эллиптический случай. 

Гочка т эллиптической плоскости изображается 
в М. парой точек т и т.о, находящихся в инверсии 
относительно мнимого круга Е. 

Прямая » эллиптической плоскости изображается 
кругом п, ортогональным мнимому кругу Е, т. е. та- 
ким, для которого удовлетворяется условие (п®) =0. 

Все круги п плоскости, удовлетворяющие условию 
(22) = 0, образуют так называемую нуль-систему кру- 
гов. Ее можно охарактеризовать следующим образом. 

С помощью гиперболического движения Р. внут- 
реннюю точку А абсолюта К всегда можно перевести 
в центр сферы. Полярная ей плоскость будет в этом 
случае несобственной плоскостью. Прямым в этой 
несобственной плоскости соответствуют большие кру- 
ги на абсолютной сфере К (круги пересечения плос- 
костей, полярных точкам несобственной плоскости со 
сферой Л). Таким образом, нуль-система кругов прео- 
ставляет совокупность кругов, которая некоторым 
круговым преобразованием может быть переведена 
в совокупность кругов, соответствующих большим 
кругам сферы К при стереографическом отображении 
сферы на плоскость. 

Сама подгруппа эллиптических движений в плоско- 
сти, полярной точке А, изоморфна группе вращений 
сферы вокруг центра. 

Пусть точка А пространства Р. имеет координаты 
(1, 0, 0, 0), а точка m (xX), хи, хо, Х.) — произвольная 
точка в полярной плоскости точки К. В силу условия 
полярной сопряженности, 

(km) =X) = 0. (7.3) 

Введем в плоскости х, = 0 декартовы координаты ¢, %, 
причем пусть оси координат стереографически соот- 
ветствуют осям координат в плоскости, на которую 
производится стереографическое проектирование. Из 
формул (3.15) и (7.3) имеем: х=р, х=0, Х. =, 
т. е. Xj), хо», X3— однородные координаты точки т 
в несобственной плоскости. Из этих же формул сле- 
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myer, uto Kpyr 3° 4- 4 = — 1 aBasetTcH 06pa30m touku & 
B M,. Пара точек в плоскости М. —- образ точки т 
эллиптической плоскости определяется равенствами 

т! =т -+- У (тт) Е 

m,=m —V (mm) k. (7.4) 

Координаты х,, хг, х. этих точек равны соответ- 

  

ствующим координатам точки т, а ху = + и (тт. 
3. Рассмотрим теперь подгруппу круговых преобра- 

зований М5, переводящих в себя вырожденный круг А, 
т. е. точку. В пространстве Р. этому кругу Е соот- 
ветствует точка А на абсолюте. С помощью некото- 
рого кругового преобразования точка Е в М. может 
быть переведена в иесобственную точку. Ранее, в $3, 
было показано, что подгруппа круговых преобразова- 
ний, оставляющих инвариантной несобственностью 
точку плоскости, является группой преобразований 
подобия. Поэтому и в общем случае подгруппа кру- 
говых преобразований, переводящих в себя фиксиро- 
ванную точку, изоморфна группе подобных преобра- 
зований, т. е. основной группе евклидовой геометрии. 

Точка евклидовой плоскости изображается в М, 
точкой. 

Прямая евклидовой плоскости изображается в М, 
кругом, проходящим через фиксированную точку Е 
плоскости. 

При помощи выбора фиксированной точки Ё и 
нормирования тетрациклических координат точек ми 
плоскости М, легко прийти к обычным декартовым 
координатам, рассматриваемым в евклидовой геоме- 
трии. 

Пусть точка № имеет координаты А (—1, 1, 0, 0), 
а т (Xp, X1, Xo, хз) — произвольная точка плоскости /.. 
Так как точкам т и № плоскости соответствуют точки 
на абсолюте, а они не могут быть полярно сопряжены 
друг другу, то (т) = хх + x, # 0. 

Обозначим х,-+ х, через о. В $3 было показано, 
uTO p= const. . . 

Положим 

* = X38 — Ne (7.5) 
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Тогда из формул № + м =ри МЮ А =0 
следует: 

  

1 — (2 + 9?) (7.6) 
5 . 
= 

  Xx; =P 

Формулы (7.5) и (7.6) совпадают с формулами (3.15), 
откуда следует, что и 1 являются декартовыми 
координатами точки mM. Если пронормировать коорди- 
наты точки т так, чтобы (т) = 1, то тогда из (7.5) 
получится, что 

Хо ==, Хз —Т, 

т. е. тетрациклические координаты х,› и Хх. оказыва- 
ются обычными декартовыми координатами точки. 

$ 8. Комплексные координаты Гаусса. 
Конформные преобразования в плоскости 

Конформную геометрию на плоскости можно изла- 
гать не только с помощью действительных тетрацик- 
лических координат, но и в комплексных координатах, 
которые были введены Гауссом. 

Вместо прямоугольных декартовых координат § Hi 7 
точки на плоскости рассмотрим комплексно сопряжен- 
ные координаты 2 и 2, связанные с & иж формулами 

z=t+iy, z=—t—in. (8.1) 

‚ „Линейный элемент плоскости 

45° = 4 + ат’ 
2 

принимает в координатах Z, Z BHA 

as’? = dzd z. 

Координаты, в которых метрическая форма имеет 
такой вид, называются изотропными. Будем поэтому 
называть координаты 2, = изотропными координа- 
тами Гаусса. (Можно считать, что точка на плос- 
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кости задается не двумя координатами 2 и 2, а одной 

2, так как, если задано 2, ТО г также определяется). 
Свяжем изотропные координаты Гаусса с тетрацик- 

лическими координатами. В формулы (3.15) подставим 
гит, найденные из формулы (8.1). Получим 

хо = > (1 + 22) 

5 | 
(8.2) 

И | 
KO
 
|
 

Г?
 

| 

Ww 
—
-
 

$,
 

os
 | ii м | © 

Можно и обратно — выразить 2 и = через X%, х,, 

Xo, Хз: 

Ky ИХ — Хэ — 1X: ‘ 
9 

Xgt X1 Xo X14 

Для однозначности соответствия 2, 2 и тетрацикли- 
ческих координат несобственной точке, для которой 

Хо + хх! =0, ставим в соответствие 2==2==ос0. Тогда 
каждой точке конформной плоскости соответствуют 

определенные координаты 2 и 5. 
Как известно из (3.16), круг в плоскости М, запи- 

сывается уравнением 

(ух) = — Ухо + Уах, - ух, + Узхз = 0. 

Подставляя выражения для сх, по формулам (8.2), 
получаем: 

—~ (Vy + y)ZZ+ (yy — iy) Zz + (y, + iv,) Z + 9,— yy =O. 
Положим: 

— (у, = 2 

у — 4/3 = В (8.4) 

у уз = В 

У! — Vy = D, 
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ИЛИ | 

= — 5 (АБ) 

1 
У: = > (D — A) 

| _ (8.4’) 
J2= 5 (B + B) 

ya= > (BB). 
Тогда уравнение круга в изотропных координатах 
Гаусса будет 

Azz+ Bz+Bz+D=0, (8.5) 

где Ди р — действительные, а В и Б — комплексно 
сопряженные коэффициенты '. Круг будет действитель- 
ным, когда точка 9 в пространстве, которая его опре- 
деляет, находится вне основной сферы, т. е. когда 

(y= — M+ y+ y+yj=—-AD+BB>0. (8.6) 
2. Выразим в координатах Гаусса преобразование 

‘инверсии, которое, согласно (6.2), задается формулой 

2 (x"y) 

    

  

  

  

Ху. 
| (УУ) 7 

Имеем: 
a 2(%%у) , ( * 2 (x*y) ) 

. № — а 3 — : ge Tits 7 (уу) 7 > (yy) 2 

Хо + д! ‚ 2(x*y) „ 2(x*y) Хм м шл- OT 
уу) (уу) 21 

Подставляем из (8.3) № - 1 == р* и ХМ =р, ИЗ 

(8.4) у. +1. =В иу фу = —А, а также из (8.6) и 

(8.5) (yy) = BB —AD u (x*y) = — Az*z* + Bz* + Bz*+D 
И получаем после несложных группировок: " 

(B z*4 D) (B+ Az*) 

(Az* + B) (B+ Az*) 
  = = — 

  

т AB 
1 Матрица BD коэффициентов уравнения круга является 

эрмитовой матрицей (5, стр. 28]. 
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Общий множитель B+ Az* MoxHO COKPaTUuTb, так как 

ecun B+ Az*=0, ro uv A2*+B=0 nv zZ=—=OC, что 
имеет место и из формулы 

B2z*+D 
2 = — —— т. (8.7) 

Az*+B 

  

Эта формула и определяет инверсию, или сим- 
метрию относительно круга у [6, стр. 101]. Ее можно 
преобразовать к виду 

z--2=——., (8.8) 

BB— AD 
где а“ = — 55) =-———— — квадрат радиуса круга 

(Vo + 41)? A 

инверсии, а 2, — центр инверсии. Уравнение круга 

инверсии , , 

Поместим для простоты центр инверсии в начало 
координат (2 = 0). Тогда преобразование инверсии 
запишется более простой формулой 

Q? 

= = . (8.9) 
— 

ote 

z* 

  

Из этой формулы сразу видно, что точки М и №, 
соответствующие при инверсии, лежат на одной прямой, 
исходящей из центра инверсии, причем если одна из 
них лежит внутри, то другая — вне круга инверсии, 
аих расстояния от центра связаны так, что ОМ. ОЛ/=а". 

Центр инверсии при преобразовании инверсии пере- 
ходит в бесконечно удаленную точку плоскости. Урав- 
нение круга (8.5) после преобразования (8.9) прини- 
мает вид 

Aa‘ + Ba*®z* + Ba’z* + Dz* z* =0, 

т. е. при инверсии круг преобразуется в круг, если 
он не` проходит через центр инверсии (2) =0), u 
в прямую, если он проходит через центр; прямая же 
преобразуется в круг, проходящий через центр ин- 
версии. 
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Все эти свойства инверсии отмечались и раньше 
($ 6), но мы их повторили снова, так как в гауссовых 
координатах они. доказываются особенно просто. — 

Произведение четного числа инверсий, или отобра- 
жений, симметричных относительно круга, дает пре- 
образование, которое запищется формулой 

ga В, (8.10) 
72’ +05 

где а, В, 7, 6 — произвольные комплексные коэффи- 
циенты. 

Из теории функций комплексного переменного. 
известно, что преобразования (8.10) являются круго- 
выми преобразованиями. Имеет место и обратное 
предложение: всякое преобразование вида (8.10) экви- 
валентно четному числу симметричных отображений 
относительно прямых и кругов |6, стр. 108]. 

Таким образом, всякое круговое преобразование 
задается Одробно-линейной функцией комплексного 
переменного и представляет произведение отображе- 
ний, симметричных относительно прямых и кругов. 

3. В силу Фф. (8.10) можно сказать, что группа 
конформных преобразований на плоскости изоморфна 
группе проективных преобразований на комплексной 
прямой. Инвариантом проективных преобразований 
на прямой является двойное отношение четырех точек 
с координатами Z,, 2, 23, 24! 

  
23—21. 24 — 2 

#3 — 22 2; — 2. 

  2 (21, 20, 2, 2.) == 

Если эти четыре точки лежат на действительной пря- 
мой, например Ha ocnH Ox, To D(zZ,, 2, 23, 2.) = 
= (х,, Х., х., х.) будет действительным. Оно будет 
действительным и для 4-х точек, лежащих на одной 
окружности, т. к. при подходящем преобразовании 
(8.10) окружность можно перевести в ось Ох. Легко 
показать, что это двойное отношение совпадает 
с двойным отношением четырех точек на кривой 2-го 
порядка, введенным ранее ф. (1.18) или (1.19). Таким 
образом, Овойное отношение 4-х точек на окруж- 
ности является инвариантом круговых преобразо- 
ваний. 
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4. Круговые преобразования в плоскости не исчер- 
нывают всех конформных преобразований. Известно, 
что если задано конформное преобразование в плос- 
KOCTH 

a = Ul (=, 1) 

f= 0(E, 1), (8.11) 
то линейные элементы плоскости до и после преобра- 
зования связаны соотношением 

is* = eds’, (8.12) 

ИЛИ 
5.2 .2 о 

Е -- Ч = е”? (а? - «1. (8.13) 

Действительно, при этом угол 9 между двумя 
а 6 3 направлениями —Т и se определяемый по формуле 

ов = ei te) ree _ (8.14) 
(d=? + dy’) (35? + 817) 
  

один и тот же до и после преобразования. 
Если представить условие (8.13) в виде 

as a 4 © dq) = ” (dP + ar’), = + n) + (5: + — 41} =е" (а - ат) 

то для byncun них имеем соотношения: 
~ ди dv ди _ 0 

м 0% 

a) =) (м) (=). 
Эти равенства удовлетворяются, когда 

        

      

  

ou du ou ae (8.15) 
0: On’ 0% 0: 

ИЛИ 

a BLM (8.16) 
д: Ov, Ov, OF 

Уравнения (8.15) называются условиями Коши -- 
Римана и выражают требования того, что функции 1 
и о— гармонически сопряженные. Из них следует, 
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что в комплексных координатах конформное преобра- 
зование задается формулой 

2 = (&, 1) + ($, 4) = f(z), (8.17) 
где (2) — аналитическая функция =. 

Из. уравнений (8.16) следует, что конформное пре- 
образование можно задавать также формулой 

2* = f(z), (8.18) 

где f(z) — аналитическая функция 2 

Преобразования (8.17) и (8.18) называются кон- 
формными преобразованиями 1-го и 2-го рода соот- 
ветственно. При конформных преобразованиях 1-го 
рода углы сохраняются и по величине и по направле- 
нию; при конформных преобразованиях 2-го рода 
направление отсчета угла меняется на противополож- 
ное [6, стр. 92]. 

В координатах Гаусса формула (8.13) записывается 
в виде 

dz*dz* = e? dzdz, (8.19) 
откуда 

—55 ® 

42 dz 

  

9 

или согласно (8.17), 

г — а = 9. 
Таким образом определяется функция р, задающая 

конформное преобразование (8.19): 

p=in|f’ (2)| =— In n(n) + Cie ) 
Можно непосредственно проверить, что найденное 

р удовлетворяет уравнению Лапласа; откуда следует, 
что функция р — гармоническая. — ДЦействительно, 
функция 

Ф (2) = ШУ’ (2) = ш| 1” (2) | - гаге/' (2) (8.20) 
является аналитической функцией, так как аналити- 
ческой является / (2). Поскольку р = In| f’ (z)| rapmo- 
ническая функция, TO g==argf’(z) также является 
гармонической функцией, сопряженной р. 
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5. Найдем необходимое и достаточное условие 
того, что функция 

® = ] (2) (8.21) 
задает круговое преобразование. 

От переменных 2 и ®& перейдем к новым перемен- 
ным Хи У, полагая 

г=-, dw = Хау —Уах. (8.22) 

Сравнивая вторую из этих формул с выражением 
дифференциала функции ® = f (2): 

dw = f' (2) de = f’ (2)   9 

НАходИиМм, ЧТО 

X=Vf'(2), Y=2zV f'(2). (8.23) 

Будем рассматривать Х и У как текущие координаты 
радиуса вектора КЮ в некоторой вспомогательной 
плоскости. Из (8.22) следует, что 

dw = (R dR), 

где (RdR)— kocoe произведение векторов КЮ, dR 
(смешанное произведение векторов К, 4К и единич- 
ного вектора, перпендикулярного плоскости этих век- 
торов).[7, стр. 21|. Последнюю формулу можно запи- 
сать в виде 

  

Ив 4®\ _| к iw / (3.24) 

Дифференцируем это равенство еще раз и полу- 
чаем: 

Ив ЧК \ — - 
<< dw? / 0. (8.25) 

Отсюда следует, что векторы TR и Ю колли-   

неарны, т. е. имеет место равенство 

PR рю =0'. (8.26) > 

dw 

  

  

1 Можно заметить, что & в формуле (8.22) и Е в формуле 
(8.26) совпадают соответственно с эквицентроаффинной дугой и 
эквицентроаффинной кривизной плоской кривой КЮ = Ю (5, у). 
[9; стр. 82—83 |. 
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Чтобы определить А, составим косое произведение 

р | 4 
левой и правой частей этого равенства на ——~ 

  

dw 

Используя (8.24), получим: 

, (AR @R\ 
N\ dw dw /— 

Переходим от переменной ® к 2 и, выражая вектор 
В через Х и У, получаем: 

ах у ау @х 

paul BR ARN (= 342 de? 42 dz? 
< 42 422 / 

  

з ыы, 

dw dw \? 

dz / 

  

    

(8.27) 
dy d?Y 

`Из (8.22) выразим —— и — через Х и 2: 
dz ‚42 

ау ах d-Y 2X 1 Ча х, Ра 498 
dz dz dz" 422 dz 

Примем во внимание также, что Х=И Г’ (г). Пол- 
ставим эти значения в (8.27) и получим: 

1 f" 38/7 ff" 
К = — — — 

2¢f') = 2 \ a) | 

. 
= рр 1, 2}. 

  

  

Выражение 
f" 3 f% 2 

®, 2} = (^^ I b= — 3 (G7) | 
называется производной Шварца от функции W TO Z. 
Можно записать ее и в следующем виде: 

  

о, 2} = 22) -1 (#8 ) 
427 dz 

где 

Ф = п/’ (2).



Если 1%, 2} =0, т. е. А =0, то из уравнения (8.26) 
следует, что 

  

“0, 
dw 

Или 

ox =Q H ay 0, 
4? dw? 

ИЛИ 

X =aw+ b 

Y=cw-d. 

Таким образом, 

=_= а. 
x aw + b 

Разрешая эту формулу относительно ®, имеем: 

1z + B 
- у о 

Отсюда можно сделать важный вывод: Оля того 
чтобы аналитическая функция = (2) задавала 
круговое преобразование, необходимо и достаточно, 
чтобы производная Шварца этой функции обраща- 
лась в нуль. 

В случае преобразования инверсии (8.8), являюще- 
гося частным случаем конформного, имеем: 

dz*dz* = qt #24 _ 
|Z — zo|! 

т. е. функция р в формуле (8.13) при преобразовании 
инверсии будет: 

a 

|2 — 20| 
p=2In 

$ 9. Обобщенные тетрациклические координаты. 
Автополярный и полуизотропный реперы 

1. Наряду с обычными однородными координатами 
точки на плоскости и в пространстве, связанными с 
прямоугольной декартовой системой координат, рас- 
сматривают так называемые проективные координаты. 
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Чтобы задать. проективные координаты в простран- 
стве берут четыре плоскости, образующие тетраэдр. 
Этет тетраэдр называется координатным. За однород- 
ные проективные координаты точки берут числа х,, Хх, 
х., Хз, пропорциональные правым частям уравнений 
граней. В этих координатах уравнения граней будут 
Хо ==0, х=0, х›=0, х.-=0, противолежащие вер- 
шины 25, 21, 2., 2; будут иметь координаты 2 (Е, 0, 

0, 0), 21 (0, ef О, 0), 2. (0, О, г, 0), 23 (0, О, О, =), 

а в сиду однородности этих координат, можно поло- 
ЖИТЬ 

2 (1, 0, О, 0), 21 (0, I, 0, 0), 2о (0, О, l, 0), 

23 (0, 0, 0, 1). (9.1) 

Пусть произвольная точка х в пространстве имеет 
проективные координаты Хх, X,, Xo, Х.. Эту точку 
можно разложить по четырем вершинам основного 
тетраэдра: 

Запишем эту формулу в координатах. Получим: 

о = Х, Ay HX, XQ SH XQ, Аз =Х.. 

Таким образом, можно определить проективные коор- 
динаты точки как коэффициенты в разложении этой 
точки по вершинам координатного тетраэдра и за- 
писать формулу (9.2) в виде 

x= Xoo + Xe —- Xone 5 -- Хзез. (9.2’) 

2. В гиперболической геометрии координатный 
тетраэдр выбирают определенным образом, связывая 
его с абсолютной поверхностью 2-го порядка. 

Употребителен автополярный тетраэдр, т. е. 
такой, у которого всякая грань является полярой 
противолежащей вершины относительно абсолюта. 
Строится этот тетраэдр следующим образом. За пер- 

ю и вторую вершины (2, и 25) берутся две произ- 
вольные точки, полярные друг другу. Все точки, по- 
лярные им обеим, находятся на прямой пересечения 
нолярных плоскостей 2, H 2. 3a третью и четвертую 
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BEPUIMHE! (2, H 2,) OepyT ABE NOAAPHO COMpAxKeHHbIe 
точки на этой прямой. Таким образом, все вершины 
автополяриого тетраэдра полярно сопряжены друг 

другу. 
Если точки #1 и 2, лежат вне абсолюта, то пря- 

мая, полярная им, пересекает абсолют, и точки 2, и 
2. лежат одна внутри абсолюта, другая вне. Обратно: 
если 2, и 2. лежат одна внутри, другая вне абсолюта, 
то 2; и 2, лежат на прямой, не пересекающей абсо- 
лют, т. е. вне абсолюта. Следовательно, из четырех 
вершин автополярного репера всегда три вершины 
лежат вне абсолюта, одна внутри. 

Пусть уравнение абсолюта 
3 

У, аз ха хз =0. (9.3) 
а, 3—0 

Полярное произведение точек 2; и 2; будет при 
ЭТОМ 

3 

(5, Z;) — у, Qn3 <ia a j3 . (9.4) 

‚ В= а 0 

Условие полярной сопряженности точек &; и &; 
записывается в виде 

(2,2) =0 при == /. (9.5) 

Условие, что 21, 2., 2, лежат вне абсолюта, а 2 -- 
внутри, будет 

(29%) <0, (2,21) > 0, (252.)>0, (2325) > 0. 

Нормируем вершины так, чтобы 

— (202) == (2121) = (252) = (2:2) = 1. (9.6) 

Из условий (9.5) и (9.6) следует, что ааз==0 при 
фз и —@,=ан=а)»=аз., т. е., что уравнение 

абсолюта в случае автополярного репера можно при- 
вести к виду: 

2 2 2 2 —_ мл: =0. (9.7) 

Нормирование вершин, определенное условиями 
(9.6), соответствует тому выбору координат вершин 
(9.1), который был сделан ранее. 
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Выпишем отдельно матрицу полярных произведе- 
ний &; и г, в рассматриваемом нами случае: 
  

  

  

    

  

  

2 | 2. | 2: | zy 

71 | | U | 0 | | 0 

2. 0 | 1 0 | 0 (9.8) 

| 23 0 | 0 о 

z, | 0 | 0 о | 1         
    

Выбору координатного тетраэдра в пространстве 
соответствует в конформной плоскости выбор четы- 
рех основных кругов, составляющих координатный 
репер плоскости. Всякий пятый круг (или точка) вы- 
ражается как линейная комбинация четырех основных 
по формуле (9.2’). Коэффициенты х' в формуле (9.2’) 
называются обобщенными тетрациклическими коор- 
динатами круга (или точки). 

В случае автополярного репера три из основных 
кругов действительны и один, соответствующий внут- 
ренней точке абсолюта, — мнимый. Все эти круги 
взаимно ортогональны. 

  
Тетрациклические координаты точек и кругов, 

введенные раньше, — это координаты соответствую- 
щих точек пространства по отношению к декартовой 
системе координаг. Координатный трехгранник декар- 
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товой системы в пространстве можно рассмотреть 
как автополярный тетраэдр, у которого вершиньз 
совпадают с началом координат О0(1, 0, 0, 0) ис нез 
собственными точками осей: оси Oz — C(O, 1, 0, 0) 
Ох— А (0, 0, 1, 0), Оу-—В (0, 0, 0, |). Этим вершинамл 
В конформной плоскости соответствуют круги: точке 
О — мнимый круг : 2-1’ = — 1, точке С — действитель- 
ный круг - 1°=1, точке А-- ось ==0, точке В - 
ось 7 =0. Таким образом, обычные тетрациклические 
координаты можно рассматривать как коэффициенты 
разложения круга по этим специальным четырем кру. 
гам. 

3. Наряду с автополярным, применяют и другой 
репер, называемый полугзотропным. За две ero 
вершины берут две полярные относительно абсолюта 
TOUKH 2, H 2, лежащие на произвольной прямой, не 
пересекающей абсолют, проводят через эту прямую 
две плоскости, касательные к абсолюту. За вершины! 
2 и 2, принимают точки касания этих плоскостей: 
Они полярно сопряжены точкам 2, и &., но не сопря- 
жены друг относительно друга, т. е. имеют место 
равенства | 

(2125) = (2123) = (2120) = (223) = (252%) == 0. (9.9) 

Выбирают такое нормирование однородных коор- 
динат, что 

(2121) = (2225) = (29%) = 1. 

'Гогда уравнение абсолюта (9.3) принимает вид: 

x? + XS + 2X X3 = 0. (9.10) 

Запишем матрицу полярных произведений вершин 
полуизотропного репера: 
  

    

  

  

  

    

| 21 | 2. 2; Zo 

zy 1 0 0 0) 7 

2. 0 | 1 0 0 (9.11) 

23 0 () 0 : 1 

о 0 0 | ] 0 |           
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‚ В конформной плоскости вершинам 2, и =, соот- 
зетствуют. круги, ортогональные друг другу, а верши- 
чам 2. и 2, — вырожденные круги, т. е. точки, общие 
звум первым кругам. Это полуизотропный репер в 
тлоскости. Обобщенные тетрациклические координа- 

2) 2, 

24 

гы круга (или точки) в этом случае — коффициенты 
разложения круга (или точки) по кругам 21, 2, и точ- 
кам # и 2. Оси обычной декартовой системы коор- 
цинат в плоскости можно рассматривать как полу- 
изотропный репер, считая оси $ ит взаимно ортого- 
гональными кругами 7? и 2., а нулевую и бесконечно 
удаленную точки, общие прямым $ =0 и ч-==0, точ- 
ками .3 H 2p. 

Будем в дальнейшем, говоря о тетрациклических 
координатах, подразумевать обобщенные тетрацикли- 
ческие координаты, соответствующие определенному 
выбору координатного репера. 

$ 10. Дифференциальная геометрия 

последовательности кругов в конформной 

плоскости 

1. Кривой трехмерного гиперболического простран- 
ства, как последовательности точек в. конформной 
плоскости соответствует‘ лоследовательность кругов. 
Это. множество кругов, которое задается параметри- 
ческим уравнением 

x= x(t), (10.1) 

где #— произвольный параметр и х(Ё) — дифференци- 
руемая нужное число раз вектор-функция, причем 
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. dx dx 

at 

будет выяснен позднее. 
Рассмотрим некоторые дифференциально-геомет- 

рические свойства последовательности кругов в кон- 
формной плоскости. Прежде всего отметим, что ‚если 
Хх задана каноническими координатами, т. е. x’ = 1, 

TO 

"9 

(xx) = 0. (10.2) 

При изменении параметра f: 

[= /(t*) 

функция х(Ё} меняется: 

X(t) == « (f (f°) = м" ([°). 
Производная ее меняется по формуле 

ах“ ax dt 

  

one 
awe 

dt* а ЧЁ 
Так как при этом 

ax® dx* а ах. ax 
.. -—\а — " ~ dt, 

ЧЕ = dt® dt at 

he и = Ра (10.3) 
\ dt at 

  

  

TO 

  

не меняется при изменении параметра Ё[и, следова- 
тельно, является инвариантом по отношению к пре- 
образованию параметра. 

Для пространственной кривой гиперболического 
пространства, соответствующей рассматриваемой по- 
следовательности кругов, 

<= Иа (10.4) 

является длиной дуги, т. е. натуральным параметром. 
В $2 это было показано формулой (2.22) для слу- 

чая гиперболической плоскости. Для пространства все 
рассуждения совершенно аналогичны. 

Будем называть с натуральным параметром и 
для последовательности кругов x = х(# в конфорл- 
ной плоскости М.. 
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Выясним геометрический смысл с в плоскости M,. 
Известно (из $ 4), что расстояние между двумя 

точками в гиперболическом пространстве совпадает 
с углом между двумя кругами, соответствующими 
этим точкам в конформной плоскости. Поэтому диф- 
ференциал 04°, представляющий расстояние между 

бесконечно близкими точками кривой в гиперболиче- 
ском пространстве. является в то же время углом 
4х между двумя бесконечно близкими кругами после- 
ловательности. Из (10.3) следует, что 

42 = x dt. (10.5) 
Если последовательность кругов задана как функ- 

ция натурального параметра 

то для нее 

ф = (4 = Их ds, 

x= | (10.7) 

(штрихи означают дифференцирование по натураль- 
ному параметру 3). 

2. В дальнейшем при исследовании последователь- 
ности кругов существенную роль будет играть оги- 
бающая последовательности. Огибающая последова- 
тельности кругов (10.1) может состоять из двух вет- 
вей, одной ветви или быть мнимой. Найдем аналити- 
ческие признаки всех этих случаев. Обозначим через 

UH VU характеристические точки огибающей, т. е. 
точки, в которых огибающая касается круга после- 
довательности. Каждая характеристическая точка VY 
лежит на данном и на бесконечно близком круге, т. е. 
удовлетворяет двум уравнениям: 

(х9)=0 

(х - ах 9) =0. 

Ho (x + dx, v) =(x« + x dt, v) = (xv) dt. Tloastomy BTo- 
рое уравнение можно записать В более простом виде 

(xv) = 0. 
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Таким образом, координаты характеристических точек 
определяются из двух уравнений: 

(xv) = 
(xv) = 0. 

В гиперболическом пространстве уравнения (10.8} 
выражают, что точка ©, соответствующая характери- 
стической точке, лежит на прямой, полярной прямой, 
проходящей через точки Хх и х. Кроме того, эта точка 
© должна лежать и на абсолюте. В зависимости от 

того, пересекает ли поляра прямой {х, х\ абсолют, 
касается его или не пересекает, имеются две действни- 
тельные, одна действительная или две комплексно 

сопряженные характеристические точки. Чтобы полу- 
чить аналитические условия для всех этих случаев, 
надо решать совместно уравнение поляры прямой 

| х. х} и абсолюта. Но вместо поляры можно. рассмот- 
реть саму прямую {х, x}, задаваемую уравнением 

u=he + vx, (10.9) 

т. к. поляра пересекает абсолют, касается его или не 
пересекает, когда сама прямая не пересекает абсолют, 
касается его или пересекает соответственно. Если 
точки прямой (10.9) лежат на абсолюте, то 

(Axx + vx)? = 0, 

(10.8) 

ИЛИ 
2 . . 

(~) x” + 2” (ex) + 2 =0, ) 

(=) + 2—0. 

Отсюда следует, что при х?>0 прямая (10, 9) He 
пересекает абсолют, при х?=0 касается его и при 

х‘< 0 пересекает в двух точках. Следовательно, при 

х>0 характеристические точки чи ® действитель- 

ны и различны, при х? = 0 д их совпадают, при’х?<0 

9 ио мнимые. В первом случае огибающая последо- 
вательности кругов имеет две ветви, во втором — 
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одну, в третьем — действительной огибающей не суще- 

ствует. Условие х“ >> 0, введенное в начале параграфа, 
означает, что мы ограничиваемся рассмотрением 
таких последовательностей кругов, которые имеют 
две действительные ветви огибающей. 

Для круга, определяемого вектором х, из (10.2) и 
(10.8) имеют место следующие равенства: 

(хх) =0 
(vx) = 0 (10.10) 

(vx) = 0. 
Последние два равенства показывают, что этот круг 
проходит через характеристические точки; первое — 

что круги х и х ортогональны. Круг х называют 
пормальным кругом по отношению к кругу w%. 

Из (10.7) следует, что производные по натураль- 
ному параметру дают канонические координаты нор- 
мального круга. 

При истолковании равенств (10.10) в гиперболиче- 

ском пространстве получаем, что х — точка, являю- 
щаяся полюсом плоскости, проходящей через точки 

хх чих. 
Будем предполагать для дальнейшего, что после- 

довательность кругов задана функцией натурального 
параметра 

х =х (5). 
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Свяжем с каждым кругом последовательности мест- 
ный Полуизотропный репер, состоящий из самого 
круга х, нормального ему круга г = х’и двух харак- 

теристических точек © и 9. Согласно (9.11), имеет 
место следующая таблица полярных произведений 

векторов %X, 2, UY, UV: 
  

  

  

  
  

        

х | 2 0 о 

Xx ] 0 0 о | 

; ото (10.11) 

9 0 | 0 0 1 

9 0 | оо       
  

Условие 99 =1 имеет место при подходящем нор- 

мировании ® и ®. Это нормирование устанавливается 
с точностью до преобразования 

A 
A ~w ~ 

<=), = 5. (10.12) 

re A = (3) — произвольная функция, удовлетворяющая 
требованиям непрерывности и дифференцируемости. 

Найдем для последовательности кругов х==х (3) 
деривационные формулы, т. е. формулы, дающие раз- 

ложения производных основных кругов Хх’, =’, 9’, ©’ по 
этим четырем кругам. 

Первая формула получается автоматически из опре- 
деления: х’=2. 

Чтобы получить вторую, положим 

"= ах + ВЕ о by 

и найдем все коэффициенты. 

а == (7) = (хх”) = —1, Tax Kak x =1 Hu (хх’)=0. 

3 = (22°) = (х’х”) =0, так как из х”=1 следует, что 
Q(x’ x") = 0. 

Для коэффициентов 1 и 8 введем обозначения: 
ap I~ ow 
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Таким образом, вторая деривационная формула 
запишется в виде 

у 2’ = — Х-+ 0+ 9 
Положим 

о’ = тх п; + ро- оо 

и определим Mm, пм, р, 4. 
т = (х9’) =0, так как (^9) =Ои (х’9) = (29) =0; 

п = (29’) = — с, так как (92) =0Ои (9=”) = с; 
4 = (99’) = 0, так как (99) = 0; 

p = (0°). 
Подходящим образом нормируя 9 и 9, можно до- 

биться, чтобы (9’9)=0. Действительно: из (10.12) 
A 

A A 

следует, что 9’= № + №9’ и, значит, (9’9)=— + 

— A ~w 

+ (9’9). Если потребовать, чтобы (9’9) = 0, то в каче- 
—| (oto) ds 

стве Х надо взять Х = Де ‚ Где А — постоянная 
интегрирования. Следовательно, при подходящем вы- 

A 

Aw 

боре Х получим р-== (9’9) =0. В дальнейшем будем 

считать 9 и ® выбранными именно таким образом и 

значок Л писать не будем. Функции Фи © теперь 
определены с точностью до преобразования 

v* = Ау, 9-9, (10.13) 

где А — произвольная постоянная. 
Третья деривационная формула записывается в виде 

/ 
9 = — с&. 

Аналогично доказывается и четвертая формула 
/ 

9 —= — C2. 

При этом используется, что так как (99) =1 то при 

(9’9) =0 одновременно и (99) == 0. 
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Гаким образом, получены следующие деривацион- 
ные формулы последовательности кругов: 

— 2 

и _ 7 oe 

or OOF OD (10.14) 

9’ = — Cz. 
Матрица коэффициентов этих формул имеет сле- 

Дующий вид: 
  

  

  
  

  

  
  

  

  
  
    

Гх | гро о 

x! | 0 | 1 | o | 0 

и | о || (10.15) 
о’ 0 с | 0 | 0 

хо 0 |< | 0 | 0 
  

Существенно различных коэффициентов в форму- 

лах (10.14) два: си с. Они не являются абсолютными 
инвариантами. При перенормировании (10.13) с пере- 

С м ww 

XOMUT B~, a C B Ас. Абсолютным инвариантом будет 

‘произведение сс. Примем за первый абсолютный ин- 
вариант 

b = — 2сс. (10.16) 
Если р =0, то по крайней мере одна из величин— 

с или с — равна нулю. Если с = 0, то из (10.14) и ®'’=0, 
т. е. точка © постоянна. Это значит, что все круги 
последовательности проходят через одну точку и 

последовательность имеет только одну огибающую $. 

Если с=с=0, то обе точки Фи YU постоянны, все 
круги проходят через две фиксированные точки, т. е. 
последовательность кругов представляет пучок. 

Абсолютными инвариантами будут также выра- 
жения 

=, (c#0).u g=—, (c #0). (10.17) 

=2
 
18
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Инварианты 6, 5, # не являются независимыми и свя- 
заны формулой 

/ 

~~ = +g. (10.18) 
Отсюда следует, что последовательность имеет два 
независимых абсолютных инварианта. Зависимости 
=6(3) и = 2(3) для последовательности кругов 

играют в известном смысле роль натуральных урав- 
нений. Они определяют последовательность с точно- 
стью до кругового преобразования. Действительно, 

зная ди #, можно определить из (10.18) g: из би g 

можно определить с=с() и с=С (9) по формулам 
(10.17); затем по формулам (10.14) можно найти Х, 2, 

Vv, 9. Эти решения определяются, если задать началь- 
ные значения векторов. Последовательности, COOT- 
ветствующие различным начальным значениям, пере- 
водятся друг в друга круговыми преобразованиями. 

4. Найдем соприкасающийся круг у огибающей ® (с) 
данной последовательности кругов. Он проходит через 
три бесконечно близкие точки кривой %, и, следова- 
тельно, для него имеют место равенства: 

(yo) = 0, (9, 0+ dv) =0, (y, 0+ do+—> dv) =0, 
т. е. 

(у9) =0 
(yv’) = 0 | (10.19) 
(yu" — (). 

Будем считать, что у имеет каноническое норми- 
рование (у’=1), и найдем его разложение по основ- 
ным кругам полуизотропного репера. Положим 

у = ах + З2- yu + Or. 
Из (10.19) следует, что д= (99) =0. Из (10.14) 

получаем, что ( 9’) = — Вс =0. Полагая с = 0, имеем, 

что 3=0. Из условия у’=1 следует, что 1==%”. 
точностью до знака я= 1. Чтобы определить Т, 

надо использовать (10. 193). Предварительно из (10.14) 
найдем 9’: moto 

9" = — сх со + с9). 
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Умножим VU на у= х-+- 1% и получим 
с — cy =0, 

откуда 
| 

1=——. 
С 

Таким образом, соприкасающийся круг кривой 
—=9 (3) задается формулой 

yaxt—v. (10.20) 

Аналогично, соприкасающийся круг второй кривой 

О = (с) определяется вектором 

ух +9. (10.21) 
С 

Последовательность кругов, соприкасающихся 
к кривой 9, имеет только одну ветвь огибающей. 
Действительно, из (10.20) имеем: - 

С’ 

yi =x! - 9+ абон 
С? C с? c? 

(дифференцирование идет по натуральному параметру 
последовательности х). 

Отсюда 

"(о 
Найдем угол между соприкасающимися кругами 

Уи у. Так как эти круги заданы каноническими коор- 
динатами, то | 

со ф == (у) =1--==1-2. 
| CC b 

Отсюда 

2 (оф 
| =!—¢gose=2sin 5 

и, следовательно, 

=. (10.22) 
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Эта формула дает геометрическое истолкование инва- 
рианта 5 через угол между соприкасающимися кру- 
гами огибающей. 

Если с или с обращаются в нуль (т. е. р = 0), то 
формула (10.20) или (10.21) теряет смысл. 

5. Рассмотрим частный случай, когда все круги х 
последовательности ортогональны некоторому по- 
стоянному кругу №. Разложим этот круг по основным 
кругам местного полуизотропного репера. Пусть 

В = ах -- 32 19 + 80. (10.23) 
Так как х ортогонален №, то (хЁ) = 0. Дифференцируя 
это равенство и учитывая, что круг № постоянный, 
получаем также, что (х’®) = (2®) =0. Отсюда имеем, 
что в разложении (10.23) коэффициенты аи 3 обра- 
щаются в нули, т. е. 

Е = 19 + 5%. (10.24) 

В силу постоянства круга № должно выполняться 
условие 

dk 
“As 

—= 19’ + 50 то + б9=0, 

или (после замены ©9’и 9’ по формулам (3.15)) условие 

— (yo + bc) 2 + 7/0 + Su=0. 

Так как векторы 2, UY, © линейно независимы, то 
отсюда следует, что 

5, — 0, (10. 25) 

ye + Вс = 0, 
г 

т. е. коэффициенты 1, 6 постоянны и с, с определяются 
через одну функцию: 

C= А (с) 6 

~ (10.26) 
С = — A (с) т 

Таким образом, все круги последовательности 
ортогональны к некоторому постоянному кругу Ё, 
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если параметры сис этой последовательности нахо- 
дятся в линейной зависимости (10.25.) с постоянными 
коэффициентами. Постоянный круг Е задается при 
этом равенством (10.24). 

Из (10.25) следует, что с==ус, где v= ——— n0- 
7 

стоянная. При допустимой перенормировке векторов 

(10.13) параметры с и с преобразуются по формулам: 
Л Л 

A ~ 1 ~ ^ ~ 

с = Ас, с =. Отсюда следует, что с =УА*с. Под- 

бирая подходящим образом А, можно добиться, что- 

бы с=-‹с. Так как в = — 2сс, то равенства с = —с 

можно добиться при 6 > 0, равенства с =с при В < 0. 

Из (10.24) и (10.26) следует, что 

(kk) = 2. (10.27) 
/. 

Отсюда видно, что постоянный круг Е будет дей- 

ствительным, если 6 > 0. При этом с, с =0, и в силу 
rw! 

(10.25,) a (10.17) g=g. Постоянный круг Е будет 

MHUMOM, ecAunb<0u g=g. Постоянный круг Ё вы- 
рождается в точку, если в =0. Условие (№х)=0 
выражает в этом случае, что все круги последова- 
тельности проходят через одну точку. 

Если принять круг А за абсолют, то, как было 
показано в $ 7, из группы круговых преобразований 
выделяется подгруппа преобразований, лежащая в ос- 
нове гиперболической (при Е” > 0), эллиптической 
(при ^°<0) или евклидовой (при Ё?=0) геометрии. 
При этом рассматриваемая последовательность кругов 
в плоскости /М5 изображает последовательность пря- 
мых в гиперболической, эллиптической или евклидо- 
вой плоскостях соответственно. Отсюда следует, что 
плоская кривая, как огибающая прямых в гиперболи- 
ческой, эллиптической или евклидовой плоскостях, 
интерпретируется в /М. как огибающая специальной 

последовательности кругов, для которой В > 0, &=8 
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или b<0, g=g nan b=O соответственно. Георию 
кривых в неевклидовых и евклидовой плоскостях 
можно рассматривать как теорию этих специаль- 
ных последовательностей кругов в М,. Каждой точке 
кривой в плоскости соответствует B M, napa точек 

® и 9 огибающей. 
Пусть 6 >0. Согласно (7.2), 

v=-m+/—mk 

о—=т—У —ИРЕ, 

где № — точка в гиперболической плоскости, образом 

которой в Л, являются точки Фи ®. Точка 7 находится 
внутри абсолюта. Пронормируем ее так, чтобы 
11° = —1. Тогда 

V=m+k 

U=m—k., 

Отсюда следует, что @® = ат. Но из (2.22) следует, 
что 411? = 45°, где $— неевклидова длина дуги. По- 
этому | 

| ds* = do’. (10.28) 

Эта формула выражает неевклидову длину дуги через 
вектор ©, рассматриваемый в /.. 

Из ф. (10.14.} следует, что 

Я == — сах, 
ИЛИ . 

40° == с*4х°. (10.29) 

Но, согласно (10.5), 
dx* = de’, (10.30) 

где dgy—yrol MexXAY ABYMA бесконечно близкими 
кругами последовательности, или угол между каса- 
тельными в бесконечно близких точках кривой гипер- 
болической плоскости. Из (10.28), (10.29) и (10.30) 
имеем: 

ds’ = cde’, (10.31) 
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ИЛИ С ТОЧНОСТЬЮ ДО Знака 

ds 
C= — $9, 10.32 ie (10.32) 

т. е. параметр с совпадает с радиусом кривизны кри- 
вой гиперболической плоскости. Инвариант 

Lae ae о 5=— ie ds © (10.33) 

Аналогичные результаты получаются и при 6<О0, 
только круг № будет мнимым. 

В случае евклидовой геометрии, т. е. когда В ==0, 

обращается в нуль с или С. Пусть, например, c=0. 

Тогда из (10.14,) следует, что v=const, a из (10.25) 

и (10.24), что 1 =Ои® = 89, т.е. круг А совпадает с точ- 

кой 9. Можно показать, что выводы о длине дуги 
и радиусе кривизны кривой в этом случае аналогичны 
соответствующим выводам (10.28) u (10.32), (10.33) 
в случае гиперболической геометрии: 

° 

ts\2 . a 

dv’ = ds’, C= (©) = ga, 
ade ds 

$ И. Теория кривых в конформной плоскости 

В предыдущем параграфе была рассмотрена теория 
последовательностей кругов. В общем случае с по- 
следовательностью связывались ` две огибающие кри- 
вые. Геория кривых в конформной плоскости стро- 
ится на основе теории последовательностей кругов: 
каждая кривая рассматривается как огибающая не- 
которой определенной последовательности кругов. 
Казалось бы самым естественным в качестве такой 
последовательности взять последовательность сопри- 
касающихся кругов кривой. Но это оказывается не- 
удобным, так как у такой последовательности, как 
было показано ранее, обе ветви огибающей совпа- 
дают, и к ней нельзя в полной мере применить тео- 
рию последовательностей кругов с двумя огибающи- 
ми, развитую в предыдущем параграфе. 
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Поэтому свяжем с данной последовательностью 
кругов еще два круга — главные круги огибающих 

о (3) и 9 (3). 
Предварительно введем специальное нормирование 

для точек огибающей, положив 

‚-И Г, (11.1) 
(91); 

где (9999) — определитель 4-го порядка, составлен- 
ный из координат входящих в него векторов. Введен- 
ное нормирование не зависит ни от параметризации 
кривой %, ни от первоначального нормирования %. 

При изменении параметра { на и = и(Ё) имеем: 

  

  

я = VY, 

9, — о, 

Vy = и; -- Ах, 
О пи 

Vie = о + BY, + СУ, 

где А, В, С — некоторые  оэффициенты. Отсюда сле- 
дует, что 

(99.99) — (099, иОшии) и 

(V7)? = (4)? ar , 
V 

т.е. х остается без изменения. 
При изменении первоначального нормирования 

имеем: 

= 19. 

Vv = oe + Av. 

v—hy + Bu + Cv 

v=)v + Dv + Ev + Fv. 

где А, В, С, О, Е, Р — некоторые коэффициенты. От- 
сюда следует, что 

(9999) = 1 (9'99'9’) 
(923 — 76 (vw)?



и, следовательно, 
\! \/ 

$8 

Я = Quite 

e 

Пользуясь произволом выбора параметра, будем 
считать, что © = 9 (3). Тогда 

Vs vo") | ay (11.2) 
(0? 

Найдем 9’, 9’, 9”, пользуясь формулами (10.14): 

  

  

у 9’ = — са, 

9’ = сх —с’2— 660 — 6%, 

сх - (266 + с- с") =-— (9сс'’ + сс’) о — Зсс'. 
Тогда 

(vy’v"v'”) — 3630’ (9:9) 4 903! (U2Ux) — 

— — c°c' (x2vv), 

(ov)? — Сб 

re (x2vv) — определитель из координат вершин коор- 
динатного тетраэдра. Он равен 1. Следовательно, 

У Viel 
v= | U 

o-Vigl~. (11.3) 
В качестве главных кругов огибающей 9(°) возьмем 
круги 

  

ИЛИ 

V 
S=yr i, 

где у — соприкасающийся круг, взятый в канониче- 
ском нормировании. Согласно (10.20) и (11.3), 

Ух + ант. 

и а И) (11.4) 
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Главные круги входят в состав пучка, которому 
принадлежат круги у и 9. Это параболический пучок 
кругов, касательных к © (9) в точке 9. Следовательно, 
главные круги $'` и $ касаются кривой 3. 

Из формулы (6.2) следует, что круги $ и $  сим- 
метричны по отношению к соприкасающемуся кругу у. 
Действительно: 

$“ = —5$ - 2). 

; , а $У _ и 
Kpome toro (S y) = (yy), T. e. ууу = |1. Таким обра- 

зом, можно записать: 

sg SY) 
=“ 12) У 

а это и есть условие, что $ и —5$ (или все равно 
--$_) находятся в инверсии, или симметричны отно- 
сительно у. 

Из формулы (11.4) следует, что последователь- 
ность кругов х совпадает с последовательностью 
главных кругов $ своей огибающей 9, если У [8|==1, 
т. е. если “= +1. В этом случае сама последова- 

тельность называется главной. У а будет 
в этом случае углом между бесконечно близкими 
главными кругами. 

Всякая кривая в конформной плоскости обычно 
и рассматривается как огибающая своих главных 
кругов. Дифференциальная геометрия кривой совна- 
дает с дифференциальной геометрией ее главной по- 
следовательности. Деривационные формулы (10.14) 
полностью справедливы и в этом случае, только 
|2 |=1, и, следовательно, кривая характеризуется 

заданием одной зависимости в== ‚ где ф — угол   

sin? 2. 
2 

между соприкасающимся кругом данной кривой в дан- 
ной точке и соприкасающимся кругом второй огибаю- 
щей последовательности главных кругов в соответ- 
ствующей точке. 
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2. Инварианту с главной последовательности можно 
придать и другой вид. В случае главной последова- 
тельности из (11.3) следует, что 

V 9 
= 

Отсюда 
VV , {\/ 
/_ 9. — 

= С +9°(-.). 

ИЛИ 
2 

Ре 

у, 2 и\2 (9) = (х)=1.' 
С другой стороны, 

ИЛИ 

  

at 
(0)? — oy (4) — G ). (11.5) 

V 
Известно, что ® не зависит от первоначального нор- 
мирования @. Поэтому можно предположить, что 
первоначальное нормирование уже удовлетворяет фор- 
муле (11.1), т. е. 

ee 08 

  

  

VVVY .. 
(9999) _ (99959) ] 

У. (0°): (0")' 
Гогда 

Аз С ууу - 
on (9)? = 9? = 46 \^ 299 002) 

dt V (92)? 
(o*)? 

Гаким образом, 

= | И «55 Ч (11.6) 
(02)? | 
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является инвариантом. Этот инвариант введен Пи- 
ком и Либманом. Он не зависит от последователь- 
ности кругов, а зависит только от огибающей кривой. 

Параметр Пика и Либмана имеет простой метри- 
ческий смысл. Он выражается через длину дуги $ и 
кривизну К плоской кривой © =9(#]: 

Им“ = “S dt 4, стр. 181. (11.7) 
Расписывая (11.6) и 7) в декартовых координатах 

\ (пользуясь формулами (3.15)), можно непосред- 
ственно убедиться, что 

  dao? —= 11 1 5. (11.7’) 
; (92)? | 

3. Рассмотрим круг р, который проходит через 

точки ®, о под углом а к кривой ®, или иначе говоря, 
под углом а к кругу совокупности х. Предполагаем, 
что ри Хх заданы в каноническом нормированин. 

Для круга р имеют место формулы 

pu = pv=0, pp=1, px = cosa, px’ = sina. 

Тогда 

р = созах -- пах”. (11.8) 

Будем рассматривать кроме р еще два бесконечно 

близких круга, проходящих через 9 и пересекающих 
кривую 1 под тем же углом 2% Рассмотрим, когда 
эти три круга образуют пучок. Условие для этого 

зависит только от точки ® и кривой 9, но не зави- 
сит от` совокупности кругов. Мы можем поэтому 
предположить такую совокупность кругов, что все 
круги проходят через одну точку и огибаются кри- 
вой VU. Деривационные формулы (10.14) имеют для 
этого случая вид: 

x’ = 2, 

2’ = — х-+ сш, 

Ф == — С2, 

®’ = 0 
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Дифференцируем (11.8) но и получаем: 

= — sinax + созах” + с $199, 
J 

p 

р” = — созах — зал" - [ccos2+c’sina]v. 

Для случая пучка должна существовать линейная 
зависимость между р, р’, р’, т.е. лолжно иметь 
место соотношение 

р = Ар + Вр’. 
Но р’р’=1= — рр” и р’р’=0. Поэтому В=0 и 
А =— 1. Следовательно, в нашем случае должно 
быть 

р =-р 
ИЛИ 

— созах — мпалх’ -- (ссозх - с’зша) 9 = 

= — COSax — sinax’, 
откуда 

ccosa+c’sina=(Q, 

ИЛИ 

£ ag = —ctga, (11.9) 
С 

Таким образом, три круга, выходящие из одной точ- 

Ku VU и пересекающие кривую % (3) под тем же самым 
углом 4, образуют пучок, если угол х связан форму- 
лой (11.9) с инвариантом г специальной совокупности 
кругов. | 

п 

Если & =, TO g=— 1, и из формулы (10.28) сле- 

дует, что х совпадает с одним из главных кругов $. 
~ 

Следовательно, в этом случае 9 лежит на одном из 
главных кругов. Вторая вершина пучка равнозначна 
с`первой. Поэтому она должна лежать на втором 
главном круге. 

Следовательно, если кривая является изогональ- 

ной траекторией пучка кругов с углом а = mo вер- 

шины этого пучка лежат на главных кругах кривой. 
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При произвольном угле а © является изогональ- 
ной траекторией пучка, если х совпадает с одним из 
кругов: 

—_—_——. V Ш 

и =у+ Ише И ва) 
(11.10) 

ИЛИ 

——_ \ —-_о 
wo=y—V |tgejo=x+(1—V jtgeg|)—. 

Вершины пучка лежат на этих кругах. 
Будем рассматривать кривую © = 9 (с) как огибаю- 

щую последовательности кругов с #==1. Получим 
условие, что эта кривая является изогональной траек- 
торией некоторого пучка кругов. Вершины пучка 
лежат на кругах ®’ и 3%: одна — в точке пересече- 
ния кругов %®", другая — кругов Ww. Определим, B 
каком случае все круги последовательности 1” пере- 
секаются в одной точке. 

В пункте о $ 10 было показано, что круги х про- 
ходят через одну точку, если в=0. Из формул 
(10.14) следует, что 

x x" = 2/2’ = 14+ 2cc. 

Отсюда условие в = — 2сс =0 занисывается в виде 

1— x"x" = 0. 

Если перейти от параметра с к общему параметру ¢ 
то это условие запишется в виде 

(хх) (хх) — (хх)? (xx) = 0. (11.11) 

Применим это условие к совокупности ®& 7, когда & == 1. 
Дифференцируя (11.10), имеем: 

д’ — — У вах’ — (1 +У 18а), 

= НИ |4 а]| х + (1+ И |tga| x’ 

+ 1+ ИГаа1 (1+5) |+ Иа 
К-85.-- 6 81 
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откуда 
  (wt'w') = |tga| = const. 

Формула (11.11) запишется в виде 
(+ +”) —__ (дот +”)* — 0, 

WH, MOCIe NOACTAHOBKH wt H wt’, B Bue 

to?a + bl tga] =1, (11.12) 

откуда 

ща [= (—2+ ИЯ +4) (11.13) 

(аналогичное условие получается для кривой 19°). 
Так связан параметр 6 совокупности главных кругов 
с углом @®. Этот угол постоянный, если постоянно 6. 

4. Применяя результаты предыдущего параграфа, 
рассмотрим один пример кривой в конформной пло- 
CKOCTH. 

Пусть круги х являются главными кругами обеих 
огибающих, т. е. имеют место равенства [| =Ти 

2 | =1. Рассмотрим случай, когда би & имеют раз- 
ные знаки. Гогда 

+= 0, 

и из формул (10.18) следует, что 6’ = 0, или 6 = соп$1. 
Тогда угол а, определяемый формулой (11.13), постоян- 
ный. Уравнение (11.12) тождественно выполняется для 
всех кругов совокупности, т. е. эти круги образуют 
пучок. Кривая является изогональной траекторией 
пучка кругов, т. е. локсодромой. 

~w 

Так как в рассматриваемом случае точки ® и® иг- 

рают одинаковую роль, то и кривая ® также ‚является 

локсодромой. Углы а, под которыми кривые ® и % пе- 
ресекают пучок, отсчитываются в противоположных 
направлениях. | 

Таким образом, имеет место предложение: если 
круги совокупности являются главными кругами 
обеих огибающих, то эти кривые необходимо являют- 
ся локсодромами равных углов пересечения. 
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Если перевести одну из фиксированных точек лок- 

содромы в бесконечность, то получим изогональную 
траекторию пучка прямых — логарифмическую спираль, 
которая в евклидовой геометрии характеризуется 

Ч 
уравнением ~~ = const. При этом главные круги со- 

AY 

вокупности совпадают. с касательными прямыми. 
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Локсодрома, таким образом, конформно эквивалентна 
логарифмической спирали. 

Уравнение действительной локсодромы при под- 
ходящем выборе четырех круговых координат всегда 
можно представить в форме 

—— Q чара XxX, =ch st Xo == COS 2 

X, == sh 3t Хз = sin at, 

где @ В постоянные, а { — параметр кривой. 

$ 12. Конформная геометрия в пространстве 

1. В предыдущих параграфах рассматривалась пло- 
ская конформная геометрия. Перенесем ряд понятий 
этой геометрии на трехмерное пространство. 

Назовем конформным пространством обычное ев- 
клидово пространство, дополненное одной несобствен- 
ной точкой. Основными геометрическими образами в 
этом пространстве будут точки и сферы. Плоскость 
представляет частный случай сферы, а именно сферу, 
проходящую через несобственную точку. Говоря в 
дальнейшем о сферах в расширенном смысле слова, 
будем считать, что в совокупность сфер входят и 
плоскости. Круг в пространстве — это линия пересе- 
чения двух сфер; прямая — круг, проходящий через 
несобственную точку. В некоторых случаях точку 
тоже можно рассматривать как сферу, именно сферу 
нулевого радиуса. 

Так же как для изложения конформной геометрии 
плоскости удобными оказались тетрациклические 
координаты, так в конформной геометрии простран- 
ства удобно ввести так называемые пентасфериче- 
ские координаты. 

Пусть & 1, с — декартовы прямоугольные коорди- 
наты точки в пространстве. Уравнение сферы в них, 
как известно, будет 

(E—§,)? + (y—%)? + (C— >)? -—R'=0, — (12.1) 

THE Py (&, No, 5) — центр сферы и А -— радиус. 
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Воспользовавшись аналогией с формулами (3.18), 
пентасферические координаты сферы введем с помо- 
щью формул 

  

Г (0 — А?) — а 1+ (& + 03+ 6 — ^2) 
  

  

    

\! = 6 =— M9 о 5 

1-@—) _ 1- Gage g-m 
У = —5 2 о 

y= 66; 

V3 = 8% (12.2) 
У — о, 

где с — произвольный множитель. 
Эти координаты однородные. Если задана сфера, 

то они определяются с точностью до общего мно- 
жителя. Обратно, если заданы пентасферические ко- 
ординаты сферы, то однозначно определяются центр 
и радиус сферы: 

Foe Fl о 12.3 
о Yo + M1 "о Мо + V1 0 Yo + У" ( 

pot Mit Mat I 
(Yo + 41)? 

Подставляя эти выражения в уравнение сферы 
(12.1), получим это уравнение в виде 

(Yo + ¥1) © + 9° + ©) — 2k —2ygn — 
— 2y,0 + Vo — V, = 0. (12.4) 

    

  

Coepa Brlpownaetca B MAOCKOCTH, CCH Vo+ y, = 0. 
В этом случае у., у., у, совпадают с обычными коор- 
динатами нормального вектора плоскости. 

Чтобы ввести пентасферические координаты точки: 
Ху, Хь №, Хх» Хх. — рассмотрим точку как сферу нуле- 
вого радиуса. Согласно (12.2), пентасферические 
коордёнаты выражаются через декартовы координаты 
, yn, © по формулам: 

  

  

    

хз ое е) 
2 | 2 
— 02 — (#244 72 4. 72 

x, =0 >t о С Е. 

85



Хо —= 68 (12.5) 

X3 = 9, . 
Хх. — oC, 

Пентасферические координаты точки не только 
однородны но и удовлетворяют соотношению 

— xo + xt + xo + 3+ м =0, (12.6) 
как это следует из (12.3) при R = 

Для удобства терминологии будем считать, что 
каждой сфере или точке в пространстве ставится в 
соответствие псевдовектор У или х пятимерного про- 
странства, координаты которого совпадают с пента- 
сферическими координатами сферы или точки соот- 
ветственно, т. е.’ псевдовектор У "1, Yoo V3. V4) HAM 

‘М (Х, м, Х», Хз, Ху. 
Пентасферические координаты сферы‘и точки кон- 

формного пространства были введены `с помощью 
формул (12.2) и (12.5) по аналогии с тетрацикличе- 
скими координатами круга и точки в конформной 
плоскости. Можно было бы ввести их, пользуясь 
стереографической проекцией, как это делалось для 
плоской геометрии в $`3. Однако стереографическая 
проекция в рассматриваемом случае выводит в 4-х 
мерное пространство, изложение теряет наглядность, 
и вее равно в конечном счете приходится пользо- 
ваться’аналогией. 

2. Группа преобразований конформной простран- 
ственной геометрии состоит`из таких линейных 
однородных преобразований пентасферических коор- 
динат 

ну phx, i=0, 1, 2, 3, 4, ip? # 0, (12.7) 
k=O 

которые оставляют инвариантным уравнение 

— xXO+ XT + № + 454+ xf =0. (12.8) 
Из этого определения сразу следует, что при кон- 

формных преобразованиях точки переходят в точки, 
сферы — в сферы (сферы понимаются в обобщенном 
смысле), т. е. конформные преобразования простран- 
ства являются сферическими преобразованиями. 
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Группа сферических преобразований зависит OT 
10 параметров. Действительно, всего в формуле (12.7) 
25 коэффициентов. Условие (12.8), в силу однород- 
ности пентасферических координат, можно записать 
в виде 

+. #0 #2 *2 #2 
— Xo +X Е РА + XY = 

2 2 2 2 2 
— Xo + Xi + X22 + XB+ XY. 

Если подставить x; 10 формулам (12.7), то получит- 
ся 15 условий, которые накладываются на коэффициенты 

R 
pi. Tlomaraa 

о. 
е) = — PIP) + pipj + Pi Pj + Pip; + PIP}, 

запишем эти 15 условий в виде 

— ео = C11 = Coy = C33 = Cy = I, 
е; =0 при 1 5 /. 

Таким образом, действительно независимыми в фор- 
муле (12.7) остаются 10 коэффициентов, т. е. группа 
сферических преобразований 10-членная. 

Сферические преобразования являются конформ- 
ными преобразованиями, причем в трехмерном евкли- 
довом пространстве других конформных преобразо- 
ваний нет. Это впервые было доказано Лиувиллем. 

Аналогом сферических преобразований простран- 
ства являются круговые преобразования плоскости. 
В $8 было отмечено, что круговые преобразования 
на плоскости не исчерпывают всех конформных пре- 
образований плоскости. Это существенно отличает 
круговые преобразования плоскости от сферических 
преобразований пространства. 

`Преобразованиями типа конформных преобразова- 
ний в пространстве впервые занимался Кэли.. Затем 
эту группу преобразований рассматривал Лоренц (1907). 

Лоренцовы преобразования определяются как ли- 
нейные однородные преобразования пяти переменных 

4 
Ro. А 

= у. Di Xp; l = Q, |, 2, 3, 4; | pj | 5 0, 

k=0 

при которых сохраняется инвариантным уравнение 

2 2 2 2 2 
— Xy + Xp + № + дз + 4 = 0. 
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Сопоставляя это определение с определением кон- 
формных преобразований, заключаем, что конформ- 
ные, или сферические, преобразования трехмерного 
евклидова пространства образуют 10-членную группу, 
аналитическое выражение которой в пентасферичес- 
ких координатах совпадает с аналитическим выра- 
жением группы лоренцовых преобразований пяти 
переменных. 

Матрица лоренцовых преобразований ||'р; || пере- 
ходит в ортогональную, если в ней первую вертикаль 
и первую горизонталь одновременно умножить на 

i=V—1. 
3. Существенной в определении конформных пре- 

образований пространства является квадратичная 
форма 

2 2 2 2 2 
— Xo FX + Xp + XB XG. 

Назовем ее значение полярным квадратом вектора 
х (Хи, Хь Х, Л, и будем обозначать (хх), т. е. 
положим 

(xx) = — xp xp taht xp xd. (12.9) 

Из (12.5) и (12.2) следует, что для точки (хх) = 0, 
для сферы (хх) = о?Ю? > 0. 

Квадратичной форме (12.9) соответствует билиней- 
ная форма двух серий переменных у, и 2, которую 
мы будем называть полярным произведением векторов 
уиги обозначим (уг): 

(yz) = — Yoo + V2 EF Vo% + 323. (12.10) 

Свяжем полярное произведение двух векторов 
с углом между сферами, соответствующими этим век- 
торам. 

Пусть векторы У и & являются векторами двух 
сфер с центрами р ($, \.. 6;), р (&, 4, &) и радиусами 
Ю и Ю, соответственно. Тогда, согласно (12.2), 

(уг) = — > [(р; — р)" —АЮ— А}. 

Но 

(6; — pp)’= 0,03 = Ri + № — 2R,R, cos ¥, 
rae Y— yroa Mexny cdepamn. 

88



Отсюла следует, что | 

( yz) = 3°R,R, cos. 

Подставляя из (12.2) 

oR, = Viyy), ско = У (22), 

    
получаем 

  cos) = (9?) _. (12.11) 
У (уу) И (22) 

Эта формула аналогична формуле (4.2). Она показы- 
вает, как угол между двумя сферами выражается 
через векторы у и г, соответствующие этим сферам. 

Угол между сферами является инвариантом. этих 
сфер по отношению к конформным преобразованиям. 
Следовательно, инвариантом является и выражение 

— (927) _ 
( vy) (22) 

(cm. (2.17)). 
Из формулы (12.11) следует, что условием орто- 

гональности двух сфер будет равенство нулю по- 
лярного произведения векторов, ‘им соответствую- 
щих, т. е. 

(уг) =0. 
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Пусть теперь у является сферой, а х— точкой. 
Подставим в билинейную Mopmy (yx) выражения пен- 
тасферических координат сферы через декартовы из 
(12.2). Получим: 

(я = — (о + у) (Ел +) — 2yob — yyy -- 

— 2745 + Ур — Уи. (12.12) 

Сравнивая это выражение с (12.4), заключаем, что 
равенство 

( yx) = 0 
когда у сфера, а х — точка, представляет условие, 
что точка х лежит на сфере у 

Если х -- переменная точка, то 

(ух) =0 
дает уравнение сферы, соответствующей вектору у, 
в точечных координатах. Это же уравнение будет 
уравнением плоскости, если Уз + у; = 0. 

Пусть хи ур— две точки. 
Для двух точек равенство 

(ху) =0 
возможно только в том случае, когда точки хиу 
совпадают. Действительно: подставляя в (ху) пента- 
сферические координаты точек через декартовы 
(11, MN. 71) H (So, No, &)} по формулам (12.5), заключаем, что 

(му) = = &)? +m — ay +E, (2.13) 
где р — некоторый множитель. | 

4. Рассмотрим линейные многообразия сфер. 
Если даны две сферы уи 2, то формула 

$ = ау -- В2 (12.14) 

дает разложение вектора сферы % по векторам сфер 
уи <, или просто разложение сферы % по сферам 

У и г. Меняя отношение —, получаем различные 
< 

сферы %. Совокупность всех сфер, определенных ра- 
венством (12.14) называется пучком сфер. Это одно- 
параметрическое линейное многообразие сфер. 

Плоскость, входящая в состав пучка сфер, назы- 
вается радикальной плоскостью. 
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Пучок сфер может содержать и сферы нулевого 
радиуса, т. е. точки. Для точек 

(ww) =a" ( yy) + 2a8( yz) + 3° (zz) =0 
в 
a 

различные случаи корней в зависимости от значения 

é = ( yz)’ — (yy) (22). (12.15) 
Если 0 > 0, то пучок содержит две сферы нулевого 

радиуса. Это гиперболический пучок. 
Если 6 < 0, то пучок не содержит сфер нулевого 

радиуса. Это эллиптический пучок. 
Если 6 =0, то в пучке имеется одна сфера нуле- 

вого радиуса. Это параболический пучок. 
Из (12.11) и (12.15) следует, что при 8 > 0 с05'9> 1, 

что быть не может, т. е. сферы гиперболического 
пучка не пересекаются. | 

‚При < 0 с05*% < |, т. е. все сферы пересекаются. 
При этом все они пересекаются по одному кругу, 
поскольку 'из того, что точка х принадлежит сферам 
у и &, следует, что она принадлежит и любой сфере %, 
так как из равенств (ху) =Ои (х2) = 0 в случае (12. 14) 
следует (х%) = 0.. 

При 6 =0 с05’%=1, т. е. угол между любыми 
двумя сферами параболического пучка равен нулю. 
Считая, что у — лочка параболического пучка, т. е. 
(уу) =Ои6=0 имеем, что ̀ ( уг) =0, а из (12.14) — 
что (у) =0, т. е. все сферы параболического пучка 
касаются друг друга в общей точке. 

Наряду с пучком сфер можно рассматривать ли- 
нейные многообразия сфер, зависящие от двух и трех 
существенных параметров: 

0 —= алх - Ву -+ 12 

& = алх -- ву - 12 | 54. 

Это двупараметрические и трехпараметрические связки 
сфер. 

5. Гипичным преобразованием пространства, отно- 
сящимся к конформным преобразованиям (так же, как 
и на плоскости), является преобразование инверсии, 
или симметрии, относительно сферы. 

Это уравнение квадратное относительно и имеет 

9]



Если` у — фиксированная сфера, а хи х* — точки, 
симметричные относительно нее (Ох*.Ох = R*, rae 
О — центр, а Ю — радиус сферы у), то имеет место 
формула 

— 2.) у. (12.16) 
(yy) 

Можно доказать, что всякое сферическое преобра- 
зование состоит из преобразования симметрии отно- 
сительно сферы и движения. 

6. Наряду с обычными тетрациклическими коорди- 
натами в плоскости, в $ 9 были введены обобщенные 
тетрациклические координаты точки и круга как ко- 
эффициенты разложения их по сферам некоторого 
репера. 

В пространстве также можно ввести репер, анало- 
гичный полуизотропному реперу плоскости. В качестве 
такого репера берут три взаимно ортогональных сферы 
У, У, Уз и две сферы нулевого радиуса — точки у, 
и уо пересечения трех первых сфер. Нормируем ко- 
ординаты сфер у,, У.. Уз так, чтобы (у,у)=1 при 
1[=1, 2, 3. Гочки y, и уУ%у взаимно нормируем так, 
чтобы (у5./)=1. Тогда эти точки определяются с 

. ] 
точностью до множителя $: У.=$У., У =— У. 

$ 

x= х* 

Матрица полярных произведений основных сфер 
репера будет следующая: 
  

  

    
  

  

      
    

| 
| У! | У? Уз У! Yo | 

У 110 0 0 0 

"2 0 1 6 0 0 

- (12.17) 
У: 0 0 ] 0 0 

у. 0 0 0 0 | | 

Vo 0 0 0 1 0           
 



За обобщенные пентасферические координат 
сферы 2 принимаем коэффициенты в разложении это 
сферы по сферам У;: 

4 

2=У2; у, (12.1 
i=0 

Координатный трехгранник декартовой систем 
координат в пространстве также можно рассматриват 
как полуизотропный репер, в котором сферы у, у», 3 
совпадают с координатными плоскостями, а точк 
у и У — с началом координат и несобственной то‘ 
кой пространства. Тогда 2, в формуле (12.18) буду 
обычными пентасферическими координатами. 
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