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О реформе преподавания математики въ среднихъ

учебныхъ заведешяхъ Францж и Герм a Hi и



РЕФОРМА

преподавашя математики въ среднихъ школахъ Францш

и Германш.

Въ течен1е послЪднихъ десяти лЪтъ въ Германш и во

Францш происходитъ чрезвычайно интенсивное движете въ

пользу реформы преподавашя математики въ средней школЪ.

Реформа эта, впрочемъ, во Францш уже почти цЪликомъ

проведена; въ Германш она начинаетъ лишь осуществляться въ

меньшихъ ея государствахъ; вопросъ же о систематическомъ

проведенш ея во всей стране остается открытымъ и находится

еще въ стадш разработки, споровъ и соглашешй. Но

сторонники и руководители движешя очень настойчивы, и мы врядъ

ли ошибемся, если скажемъ, что действующая въ настоящее

время международная коммисая по преподавашю математики

призвана къ жизни, главнымъ образомъ, для того, чтобы

придать этому движешю, такъ сказать, м!ровой характеръ.
Настоящее сочинеше Эм. Бореля, профессора Сорбонны,

обработанное П. Штёкелемъ, профессоромъ политехническаго

института въ Карлсруэ, представляетъ собой руководство по

математике для средней школы въ духи этой реформы. Мы

считаемъ поэтому полезнымъ предпослать переводу краткое из-

ложеше сущности и задачъ реформы.

I.

Въ Германш это движете въ такой мЪрЪ гЬсно связано

съ организащей, съ ходомъ развит!я средней школы и даже съ

борьбой за равноправ1е различныхъ ея типовъ, что мы

считаемъ необходимымъ прежде всего, хотя бы въ немногихъ словахъ,

познакомить читателя съ организащей м постановкой препода-
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вашя математики въ среднихъ учебныхъ заведежяхъ Германш1).

Впрочемъ, мы будемъ имЪть въ виду, главнымъ образомъ,

прусскую школу; школы остальныхъ германскихъ государствъ, въ

общемъ, построены по тому же типу; о болЪе существенныхъ

же уклонежяхъ будутъ сдЪланы указашя.

Въ настоящее время въ Германш имеются четыре типа обще-

образовательныхъ среднихъ учебныхъ заведенж (Hohere Schulen).
Гимназш (Gymnasium), реальныя гимназш (Realgymnasium), высоля

реальныя училища (Oberrealschulen) представляетъ собой первые три

типа. ВсЪ эти учреждешя суть девятиклассныя учебныя заведе-

шя, при чемъ приготовительный классъ сюда не включенъ: дЪти

поступаютъ въ первый классъ (sexta) въ десятилЪтнемъ возрасти,

послЪ трехлЪтняго обучешя въ приготовительныхъ классахъ, и

оканчиваютъ среднюю школу въ возрасти 19 — 20 лЪтъ. ИмЪются

учебныя заведежя, состояния изъ 6 первыхъ классовъ гимназш

или реальной гимназш (Progymnasium, Realprogymnasium); мы не

относимъ этихъ послЪднихъ къ- особымъ типамъ, такъ какъ

ихъ программы почти вполне совпадаютъ съ программами

первыхъ шести классовъ полной гимназш. Но шестиклассныя

реальныя училища (Realschulen) представляютъ собой особый

(четвертый) типъ учебныхъ заведенж; они имЪютъ свою

своеобразную программу и стоятъ на рубежЪ между средними учеб-

х) F. Klein. „Hundert Jahre mathematischen Unterrichts an den

hoheren Schulen Preussens". Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-

Vereinigung. Bd. 13. (1904).

F. Klein. „Der mathematische Unterricht an den hoheren Schulen".

Vortrage, bearbeitet von R. Schimmack. Leipzig, 1907.

K. Fricke. „Die heutige Lage des naturwissenschaftlich -

mathematischen Unterrichts an den hoheren Schulen". Въ сборнике „Die Tatig-
keit der Unterrichtskommission der Gesellschaft Deutscher Naturforscher

und Aerzte", herausgegeben von A. Gutzmer. Leipzig, 1908.

F. Marotte. „L'enseignement des sciences mathematiques et

physiques dans l'enseignement secondaire des gar^ons en Allemagne". Paris,
1905. Извлечете изъ этой книжки помещено также въ очень интерес-

номъ сборникb „Conferences du Musee pedagogique 1904". L'enseignement
des sciences mathematiques et des sciences physiques par M. M. H.

Poincare, G.Lippmann, L. Poincare,P. Langevin, E. Borel, F.Marotte

avec une introduction de M. Liard. Paris, 1904.
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ными заведежями общеобразовательнаго и спещальнаго

характера. Мы здесь оставимъ, однако, эти реальныя училища въ стороне

и будемъ иметь въ виду только полныя среджя учебныя
заведения общеобразовательнаго типа. Мы будемъ называть классы по

порядку первымъ, вторымъ и т. д., хотя они тамъ имЪютъ осо-

быя назважя1).
Гермажя—страна, въ которой классицизмъ пустилъ более

глубоюе корни, чЪмъ где бы то ни было, и школа филологиче-
скаго типа (гимназ1я) съ обширными программами по древнимъ

языкамъ имела здесь за собой веками освящениыя традйцш

единственной общеобразовательной школы, открывающей двери въ

университетъ. Старая германская гимназ1я давала по

математике и естествознашю совершенно ничтожныя свЪдЪшя. Напо-

леоновскш разгромъ вызвалъ въ Германш реформу всЬхъ усто-
евъ политической и общественной жизни, въ томъ числе,
конечно, и реформу школы. Планы преподаважя были

выработаны подъ общимъ руководствомъ Гумбольта Сюверномъ

(J. W. Siiwern, 1816). Программа по математики была задумана

Сюверномъ чрезвычайно широко. Онъ настаивалъ на 6 ча-

сахъ математики въ каждомъ изъ 9 классовъ. Тотъ курсъ,

который въ настоящее время проходится на всемъ протяжежи

гимназш, по плану Сюверна, долженъ былъ заканчиваться уже

въ 5-мъ классе. Программу же старшихъ классовъ составляли

довольно обширные отделы высшей математики: общая теор{я

уравненш и методы приближеннаго ихъ рЪшешя, начала учешя

о рядахъ, методъ неопредЪленныхъ коэффищентовъ, сферическая

тригонометр1я, аналитическая геометр1я, начала неопределенна™
анализа, рядъ Тайлора, прикладная математика, въ

особенности, механика.

Само собой разумеется, что действительно осуществить

такую программу было невозможно; въ особенности, если

принять во внимаже, что филологи, въ свою очередь, отнюдь не

были склонны поступаться требоважями по древнимъ языкамъ.

Программы эти постепенно урезывались и изменялись, пока,

г) Первый классъ называется sexta, второй —quinta, третш — quarta,
четвертый —untertertia, пятый— obertertia, шестой —untersecunda, седьмой

obersecunda, восьмой —unterprima, девятый —oberprima.
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наконецъ, правилами 1834 года о требовашяхъ на испыташяхъ

зрелости не были установлены программы, мало отличаюнияся

уже отъ тЪхъ, которыя дЪйствуютъ въ настоящее время

(см. ниже).
Къ первой четверти XIX столЪт1я относится также возник-

новеше реальныхъ гимназш и высшихъ реальныхъ училищъ.

Реальныя гимназш сохранили только одинъ изъ древнихъ язы-

ковъ — латинскш, а высппя реальныя училища вовсе

освобождены отъ древнихъ языковъ. Зато здЪсь усилено преподава-

Hie естествознажя, математики и новыхъ языковъ (французами
и анппйскш). Однако, всЪ правовыя привилепи (за исключешемъ

гЬхъ, которыя относятся къ отбывашю воинской повинности) были

первоначально сохранены за гимназ!ями: въ силу старыхъ тра-

дицш, пожалуй, даже усилившихся временно подъ вл1яшемъ такъ

называемаго новаго гуманизма, общеобразовательными учрежде-

шями признавались только строго классичесюя гимназш; только

онЪ давали свободный доступъ въ университетъ. Но вмЪстЪ съ

тЪмъ съ этого именно времени начинается упорная борьба за пре-

доставлеже реальнымъ школамъ тЪхъ же правъ, что и гимна-

з!ямъ. Реалисты постепенно получили права для поступлешя на

медицинами и нЪкоторыя отдЪлешя философскаго факультета.

Наконецъ, въ 1900 г. была созвана въ Берлине конференш'я по

вопросамъ средняго образовашя, въ которой принялъ учаспе и

самъ императоръ Вильгельмъ. На этой конференцш огромнымъ

большинствомъ было признано желательнымъ дать всЬмъ тремъ

типамъ полной средней школы одинаковыя права, что и было

проведено въ законодательномъ порядке въ 1902 г. Впрочемъ,

право поступлешя на богословскш факультетъ и по этому

закону даютъ только классичесюя гимназш,

Вм-ЬсгЬ съ тЪмъ всЪ стадш этой борьбы сопровождались

некоторыми измЪнешями въ программахъ всЪхъ трехъ типовъ

школы, а въ особенности—реальныхъ. Руководящей нитью,

можно сказать, строгимъ девизомъ всЪхъ этихъ измЪненш являлось

требоваше общаго образовашя. Средняя школа, открывающая

молодымъ людямъ доступъ въ университетъ, должна быть чужда

всякаго спещальнаго или утилитарнаго характера; она должна

служить общему развилю человЪческаго духа, должна формаль-

нымъ, главнымъ образомъ, развит!емъ ума подготовлять юношу
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къ воспр!ят!ю высшей и чистой науки, какая культивируется въ

университетахъ вообще, а въ германскихъ въ особенности.

Противники реальнаго образовашя усматривали опасность

именно въ томъ, что естествознаше и математика придаютъ реаль-

нымъ школамъ более спещальный характеръ, чЪмъ это

допустимо въ ,общеобразовательной школе"; сторонники его, на-

противъ, утверждали, что положительное знаше содержитъ въ

себе наиболее мощныя средства для развит молодого ума.

Те и друпе сошлись на томъ, что равноправныя школы должны

сохранить только те дисциплины соотвЪтствующихъ наукъ, ко-

торыя способны, хотя и съ различныхъ сторонъ, содействовать

этому возвышенному идеалу гармоническаго разви™ человЪче-

скаго духа.

Приведемъ теперь кратюя сведешя о программахъ этихъ

учебныхъ заведен!й. Число уроковъ по математике удобно
обозреть въ следующей таблице:

I КЛАССЫ

Гимназ!я

Реальн. гимназ1я

В. Р. училище

I

4

4

5

II III

4
(

4

4

5

4

6

IV

3

5

6

V

3

VI

4

5 ! 5
1

5 5

VII VIII

4 4

5

5

5

5

IX

4

5

5

Всего

34

42

47 J
Что касается самыхъ программъ, то оне отличаются въ гимна-

з1яхъ отъ программъ нашихъ гимназш только следующимъ.
Изъ курса алгебры опущены неопределенныя уравнешя и непре-

рывныя дроби; вместо этого, въ виде объединешя алгебры и

геометрш, въ старшемъ классе вводится учете о координатахъ
и кратк1я сведешя изъ аналитической геометрш, включая сюда

и «элементы учетя о коническихъ сечешяхъ». Геометр1я
начинается пропедевтическимъ курсомъ при 2-хъ недельныхъ часахъ;
въ программу входитъ решеше конструктивныхъ задачъ и здесь

попутано излагается учете о гармоническомъ деленш и трансвер-

саляхъ, а также приложеше алгебры къ геометрш.

Въ программу же реальныхъ гимназш и высшихъ реальныхъ

училищъ, сверхъ того, внесено: учеше о комплексныхъ числахъ,

более сложныя уравнешя и системы уравнешй второй степени



XII В. Ф. Каганъ.

и болЪе высокихъ степеней (двучленный, возвратныя); общее рЪ-
шеше уравнен!й 3-ей степени; строка Ньютона при какихъ

угодно показателяхъ (особенно подробно въ в. р. училищахъ);
учете о maxima и minima и, наконецъ, только въ высшихъ

реальныхъ училищахъ, некоторые npieMbi приближеннаго рЪше-
Н1*я численныхъ уравненш. Наконецъ, въ программу геометрш

для реальныхъ гимназш и в. р. училищъ включены слЪдукаде
отделы: сферическая геометр!я съ пpилoжeнieмъ къ космографш;
начертательная геометр$я; синтетическая теор!я коническихъ

сЪченш; аналитическая геометр*я на плоскости (аналитическая
теор!я коническихъ сЪченш).

Нельзя не отметить, что программы высшихъ реальныхъ

училищъ отличаются очень мало отъ программъ реальныхъ

гимназШ, несмотря на значительно большее число часовъ. ЗдЪсь

требуется, однако, бол-fee детальное и тщательное прохождеше

различныхъ частей курса.

Прежде чЪмъ перейти къ вопросу о предполагаемыхъ ре-

формахъ въ преподаванш математики, мы должны сказать еще

несколько словъ о постановке преподавашя естествознашя.

Естественнымъ наукамъ, включая сюда физику и химш,

отводится въ классическихъ гимназ!яхъ 18 часовъ, въ реальныхъ

—29. въ высшихъ реальныхъ училищахъ—36. Но одно

обстоятельство здЪсь существенно важно отметить, такъ какъ оно

сыграло очень большую роль въ томъ движенш, о которомъ

идетъ рЪчь. Съ 1879 г. изъ курса старшихъ классовъ вовсе

исключено естествознаше въ узкомъ смысле этого слова, т. е.

бюлогичесюя науки и даже минералопя и геолопя. Поводомъ
къ этому послужилъ такъ называемый Мюллеровскш инцидентъ.

То была эпоха, когда учете Дарвина, съ одной стороны, такъ

сказать, заполонило естествознаше, а съ другой стороны, вызывало

наибольшее раздражеше въ клерикальныхъ сферахъ. Преподаватель
естествознашя въ небольшомъ городкЪ ЛипштадтЪ, Г. Мюллеръ
позволилъ себЪ слишкомъ свободное излoжeнie учешя Дарвина
въ школЪ. Это наделало много шума, и министръ народнаго

просвЪщешя съ одобрешя палаты исключилъ вовсе естествозна-

Hie изъ курса старшихъ классовъ средней школы.
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Какъ видно изъ предыдущаго, дЪйствующ1я въ настоящее

время въ Пруссш и даже во всей Германш нормы являются ре-

зультатомъ конференцш 1900 года. На этой именно конферен-

Ц1И и былъ впервые поставленъ вопросъ о дальнейшей реформе

преподавашя математики въ средней школе. Инищаторомъ дви-

жешя является маститый профессоръ Гёттингенскаго

университета Ф. Клейнъ (F. Klein). ЧеловЪкъ, занимающш одно

изъ первыхъ месть среди германскихъ ученыхъ, обладающш

чрезвычайно широкимъ и разностороннимъ математическимъ

образован?емъ, необычайно энергичный, съ живымъ, чтобы не

сказать страстнымъ, темпераментомъ, но въ то же время

выдержанный и уравновешенный и сърЪдкимъ даромъ слова, Ф. Клейнъ

равно импонируетъ какъ профессорской и учительской коллепи,
такъ и обществу и даже правительству. Не будетъ преувеличе-

шемъ сказать, что все движете создано Клейномъ. Однако,
на конференцш 1900 г. нужно было быть очень осторожнымъ,

чтобы еще не стать на пути предстоявшаго уравнешя въ правахъ

реальной школы съ классической, чтобы не запугать противниковъ

этой реформы. Клейнъ это очень хорошо понималъ, тЪмъ

более, что и эта реформа очень многимъ обязана его энерпи.

Вотъ почему въ своей речи на конференцш онъ ограничился

лишь краткимъ указашемъ на то, что среди представителей
математическихъ наукъ очень распространено убеждеше въ

необходимости коренной реформы преподавашя математики.

Сущность этой реформы должна заключаться, съ одной стороны,

въ оживленш преподавашя математики путемъ сближешя ея

теоретическихъ частей съ прикладными, а съ другой стороны,
во введенш въ курсъ средней школы первыхъ началъ высшей

математики,х) На этой конференцш вопросъ о реформе не по-

лучилъ, однако, дальнейшаго движешя: интересъ конференцш

былъ сосредоточенъ, какъ мы видели, на другихъ вопросахъ,

да и Клейнъ ограничился своимъ замечашемъ. Но съ этого

именно времени Клейнъ начинаетъ проводить свои тенденцш

очень энергично; ближайшимъ его сотрудникомъ въ зтомъ дЬле

является профессоръ физики въ Гёттингенскомъ университете

г) „Verhandlungen tiber Fragen des hoheren Unterrichts. Berlin 6 — 8

Juni, 1900". Halle, 1901. стр. 153-155.
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Е. Рике (Е. Riecke). Въ печати, на лекшяхъ, въ засЪдашяхъ

ученыхъ обществъ Клейнъ подробно излагаетъ свои идеи, нахо-

дитъ сторонниковъ, привлекаетъ ихъ къ интенсивному

распространена этихъ идей и къ ихъ осуществлена въ школЪ,

насколько это возможно безъ измЪнешя дЪйствующихъ нормъ.
Особенно благодарной почвой, проводящей новые взгляды какъ

разъ въ надлежащее русло, въ среду работающихъ и еще начи-

нающихъ преподавателей, являются каникулярные курсы для

учителей, которые устраиваются въ ГёттингенЪ черезъ каждые два

года. Съ 1900 г. эти лекцш публикуются, и мы получаемъ

возможность такимъ образомъ подробно познакомиться со взглядами

Клейна и со всЪмъ ходомъ движешя1). Въ журнале „Zeitschrift
fur mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht" съ 1909 г.

выдЪленъ особый отдЪлъ подъ назвашемъ „Reformbewegung",
въ которомъ ведется хроника всего движешя.

Мы изложимъ прежде всего, въ чемъ заключается сущность и

задача реформы по мнЪшю Клейна и его сторонниковъ; затЪмъ

изложимъ историческш ходъ движешя; наконецъ, сообщимъ воз-

ражешя, которыя выставляются противниками его.

„Врядъ ли есть предметъ", говоритъ Ф. Клейнъ, „въ препо-

даванш котораго царила бы такая рутина, какъ въ преподаванш

математики1'. Курсъ элементарной математики вылился въ

определенный рамки и точно замеръ въ разъ на всегда установив-

х) F. Klein und E. Riecke. „Ueber angewandte Mathematik und Phy.
sik in ihrer Bedeutung fur den Unterricht an den hoheren Schulen"

Leipzig, 1900.

F. Klein und E. Riecke. „Neue Beitrage zur Frage des mathematischen
und physikalischen Unterrichts an den hoheren Schulen". Leipzig, 1904. Сбор-
никъ выпущенъ Клейн о мъ и Рике, но содержитъ рядъ статей дру-

гихъ авторовъ, изъ которыхъ особенно интересна статья Гёттинга:

E. Got ting, „Ueber das Lehrziel im mathemathischen Unterricht der

hoheren Lehranstalten."

F. Klein. „Elementarmathematik vom hoheren Standpunkte aus". Vor-

lesungen, gehalten im Wintersemester 1907—08, ausgearbeitet von

E. Hellinger. Литографированныя лекцш. (Въ ближайшемъ времени выйдутъ
въ русскомъ переводе въ изданш т-ва „Mathesis").

КромЪ того статьи и книги, уже указанный на стр. II.
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шихся предЪлахъ. Отъ времени до времени по тому или иному

поводу однЪ задачи заменяются другими, исключаются одни

параграфы и вводятся друпе; но, по существу, на всемъ ма-

тер!алЪ школьной математики это почти не отражается, и

новые учебники алгебры носятъ отпечатокъ алгебры Эйлера,
какъ новые учебники геометр1и—отпечатокъ геометрш Лежандра.
Можно подумать, что математика—мертвая наука, что въ ней

ничего не меняется, что въ этой области знаш'я нЪтъ новыхъ

идей,—по крайней мЪрЪ. такихъ, которыя могли бы сделаться

достояшемъ неспещалистовъ, предметомъ общаго образовашя.

Между тЪмъ это далеко не такъ. Математика XIX стол1тя

несомненно принесла съ собой огромный рядъ замЪчательныхъ идей,

которыя наложили глубоюй отпечатокъ на всЪ отрасли

положительная знашя, на господствующ1я философсюя воззрЪшя, даже,

выражаясь подлинными словами Клейна, на „весь строй

нашей культуры". Совершенно недопустимо поэтому, чтобы

образованный человЪкъ былъ совершенно чуждъ всего того, что

составляетъ все содержаше современной математики.

Какое же поняле въ современной математике доминируетъ?
Это есть понят1е о функцш. Изучеже функцш составляетъ

предметъ, можно сказать, всей высшей математики; установле-

Hie функцюнальной зависимости между различнаго рода

факторами составляетъ задачу прикладной математики. Между тЪмъ

въ программу средней школы понят!е о функцш почти вовсе не

входитъ; о немъ вскользь упоминаютъ въ тригонометрш; даже

аналитическая геометр1я, какъ увЪряетъ Клейнъ, въ немецкой

школЪ преподается такъ, что понят1е о функцш остается

въ тЪни.

ЗдЪсь именно должна начаться реформа. ^25Й^^_°^УНКЦ*И
должно играть основную, такъ сказать, руководящую роль въ

курсЬ средней школы. Понят1е это должно быть выяснено дЪ-

тямъ уже въ четвертомъ классе и съ этой поры оно должно

проникать собой весь курсъ алгебры и геометрш. Сначала

нужно выяснить это понят1е графически, начиная съ простЪйшихъ
частныхъ примЪровъ; загБмъ нужно приводить многообразные
примеры функцюнальной зависимости изъ повседневной жизни;

наконецъ, — нужно изучить простЪйшля алгебраичеаая функцш:
линеиныя, квадратныя и т. д., пр1учить учащихся изслЪдовать
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ходъ ихъ измЪнешя, ихъ особенныя (критичесюя) точки. При
этомъ нужно заставлять учащихся самихъ вычерчивать соот-

вЪтствуюиия кривыя, пользоваться клетчатой бумагой и т. д.

'

Въ конечномъ результате каждая кривая и каждое

алгебраическое выражеже должно претворяться въ уме юноши въ

некоторую функцюнальную зависимость. Приверженцы реформы
! придумали даже новый терминъ—,,functionales Denken"; переве-

демъ его дословно „функцюнальное мышлеже", хотя слово

„функцюнальный" у насъ употребляется обыкновенно въ иномъ

У
значенш.

Такъ вотъ—развить въ юноше способность къ функцюналь-
ному мышлежю составляетъ первую задачу реформы. Клейнъ

подчеркиваетъ при этомъ, что здесь дело отнюдь не должно

сводиться къ тому, чтобы дать учащимся опредЪлеше функцш.

„Учениковъ многому учатъи, говоритъ Клейнъ, ,,и не мало

чего они выучиваютъ; но не многое действительно становится

полнымъ достояжемъ ихъ ума". Нужно, чтобы поняле о

функцш и его значеже въ математике и въ ея элементарныхъ

приложежяхъ было вполне усвоено учащимися, сделалось бы

ихъ полнымъ достояжемъ. А для этого, какъ уже сказано,_нуж-

но, чтобы поняле о функцш проникало собой все. преподава-^_

\ Hie въ школе.

Но изучеже функцш, ихъ возрастажя и убыважя

необходимо и естественно приводитъ къ понялю о производной. Мы

приходимъ ко второму требоважю реформаторовъ: ^ъ программу

средней школы должны быть внесен^^э£еме^ь^ высшей матема-

ТйкйТ Въ какомъ объеме, въ какой последовательности это

должно быть сделано, это должно зависеть отчасти отъ типа

учебнаго заведежя, отчасти—отъ преподавателя; но это должно

быть сделано во всякомъ случае. Это мотивируется следую-

щимъ образомъ. Основныя понят1я дифференщальнаго и инте-

гральнаго исчислежя играютъ въ настоящее время такую роль

во всехъ отрасляхъ и приложежяхъ математики, что обойтись

безъ нихъ совершенно невозможно. Въ механике при

определена понятш о скорости, объ ускоренш, о центробежной силе,
во всевозможныхъ отделахъ физики, которыя въ средней школе

проходятся, мы фактически оперируемъ надъ производными;

почему же не назвать ихъ настоящимъ именемъ? Клейнъ выска-
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зываетъ убЪждеше, что искусственные npieMbi, къ которымъ

прибътаютъ въ каждомъ частномъ случае, чтобы избежать по-

нят1я о производной и объ интеграле, только сбиваютъ

учащихся, создаютъ въ ихъ голов-fe путаницу и даже отнимаютъ

много лишняго времени. Было бы гораздо проще и продуктивнее
выяснить эти понят1я въ общемъ виде на урокахъ математики,

а потомъ пользоваться ими въ приложешяхъ. Клейнъ

указывает^ что придуманы даже особые термины, которые представля-

ютъ собой только иное, быть можетъ, несколько болъе образное

назваше производной; такъ, напримеръ, во многихъ элементар-

ныхъ сочинешяхъ по механике и физике можно въ настоящее

время встретить терминъ Gefalle (Potentialgefalle, Temperaturge-

falle, падеже потенщала, температуры), истинное значеже

котораго есть производная.

Клейнъ приводитъ следующее правило, заимствованное изъ

наиболее распространенныхъ въ Германш учебниковъ

элементарной математики, для опредЪлешя максимума и минимума нЪко-

тораго ,,выражен1яи (чтобы не сказать: функцш). „Нужно въ

этомъ выраженш заменить х черезъ х' и полученное новое вы-

ражеше вычесть изъ первоначальнаго; полученную разность нужно

разделить на х — х и определить, во что обратится частное,
если мы сдЪлаемъ х' = х. Этотъ последней результатъ, содер-

жащШ, следовательно, только х, нужно приравнять нулю;

полученное такимъ образомъ уравнеше даетъ значеше х} при ко-

торомъ выражеже прюбретаетъ наибольшее или наименьшее зна-

чеше". „И вотъ такую тираду (содержащую къ тому же

совершенно ненужныя неточности)'4, восклицаетъ Клейнъ: ,,намъ пред-

лагаютъ вместо того, чтобы одинъ разъ определить, что такое

производная, а затЪмъ указать, что значешя независимой

переменной, при которыхъ функщя достигаетъ максимума или

минимума (буде таковы существуютъ), обращаютъ производную
въ нуль". Любопытно, что самый этотъ npiejvrb германаая
руководства приписываютъ некоему Шельбаху (К. Schellbach). Карлъ
Шельбахъ въ течете продолжительнаго времени состоялъ пре-
подавателемъ математики въ наиболее известной гимназш въ

Берлине (Friedrich-Wilhelm-Gymnasium). Это былъ очень

даровитый педагогъ, изъ школы котораго вышли мноп'е выдаюииеся

германск1'е математики, составляйте въ настоящее время укра-

б

js6*«.-:;:y" ■■■■
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шеше германскихъ университетовъ: Г. Канторъ, А. Клебшъ,

Л. Фуксъ, Л. Кенигсбергеръ, Е. Нетто, К. Нейманъ, А. Шён-

флисъ, Г. Шварцъ. Шельбахъ былъ большимъ сторонникомъ

введешя элементовъ высшаго анализа въ среднюю школу. Но эпоха,

когда онъ д-Ьйствовалъ, представляла собой реакщю противъ не-

сомнЪннаго перегружешя Сювернской программы, и расширен'^

программы по математике начальствомъ решительно не допускалось.

Шельбахъ былъ, такимъ образомъ, вынужденъ „скрывать произ-

водныя отъ глазъ начальства** и облекъ потому известное правило

въ такую форму, какая „подобаетъ" средней школЪ; и вотъ

этотъ пр!емъ прюбрЪтаетъ назвате „правила Шельбаха"!

Клейнъ указываетъ далЪе, что элементы, хотя бы самыя

основныя поняля изъ анализа безконечно малыхъ, въ

приложен^ къ физикЪ въ такой мЪрЪ необходимы, что некоторые

авторы оказываются вынужденными предпослать своему изложе-

Н1Ю, хотя бы на иЪсколькихъ страницахъ, кратюя свЪдЪшя изъ

началъ анализа.

Итакъ, представляется яснымъ, что введете началъ анализа

у
безконечно малыхъ въ курсъ средней школы въ высшей сте-

*\ пени желательно; сторонники реформы находятъ это безусловно

необходимыми. Вопросъ, такимъ образомъ, заключается только въ

томъ, насколько это фактически осуществимо. Первый наиболее

серьезный вопросъ, который возникаетъ при всякой попытке рас-

ширешя курса, заключается въ опасности переобременешя
учащихся. Клейнъ категорически заявляетъ что никакое переобре-
менеше недопустимо; число часовъ, удЪляемыхъ математики,
не подлежитъ увеличешю; новые отдЪлы должны быть введены за

счетъ другихъ частей программы, традицюнно въ ней

сохраняющихся и могущихъ быть опущенными безъ всякаго вреда для

дЪла.

Прежде всего въ учебныхъ завдешяхъ различныхъ типовъ

начала анализа безконечно малыхъ должны быть введены въ

различномъ объеме. Въ гимназ1яхъ можно ограничиться

только самыми понялями о производной и объ интеграле и выво-

домъ производныхъ и интеграловъ для нЪсколькихъ простЪйшихъ

функщй; въ реальныхъ гимназ1яхъ сюда могли бы быть

присоединены еще основныя теоремы дифференщальнаго исчислешя,

а въ высшихъ реальныхъ училищахъ можно было бы наладить
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уже довольно систематически курсъ приблизительно въ томъ

виде, въ какомъ онъ теперь читается на 1-мъ курсе нЪкото-

рыхъ высшихъ спещальныхъ учебныхъ заведенш. Сообразно съ

этимъ и сокращать дЪйствуюиия программы пришлось бы въ

различной степени. Такъ, въ гимназ!яхъ пришлось бы выиграть

лишь немного времени, и этого можно было бы легко

достигнуть, если отказаться отъ более сложныхъ конструктивныхъ

задачъ (которыя здесь иногда доводятся до Аполлошевой задачи),
отъ более сложныхъ уравнешй, требующихъ искусственныхъ
способовъ решетя. Въ реальныхъ учреждешяхъ необходимо
освободить значительно больше времени; но здесь гораздо
больше и балласта, который Клейнъ предлагаетъ выбросить съ

совершенно легкимъ сердцемъ. Онъ, считаетъ, напримЪръ,
совершенно безполезнымъ решеше уравненш 3-ьей степени, тЪмъ

более, что практически пользоваться формулой Кардана учаьщеся
не умЪютъ, да часто и не могутъ. Онъ считаетъ, что

излагаемый въ средней школе выводъ строки Ньютона для всевозмож-

ныхъ показателей неудовлетворителенъ, поглощаетъ много

времени и потому безполезенъ. Онъ находитъ, что изъ

сферической гёометрш слЪдуетъ ограничиться более элементарными
сведешями и, въ крайнемъ случае, онъ готовъ отказаться отъ

учежя о комплексныхъ величинахъ въ пользу учешя о безко-

нечно малыхъ. Этимъ, безъ сомнЪшя, можно выиграть
необходимое время, тЪмъ более, что въ высшихъ реальныхъ училищахъ

его и такъ удалено математике много.

Такимъ образомъ это опаснЪйшеее возражеже, по мнЪшю

реформаторовъ, совершенно устраняется. Остаются возражешя

другого рода. Прежде всего, не нарушается ли основной девизъ

общеобразовательной средней германской школы, не вносятся

ли такимъ образомъ въ программу общаго образовашя спещаль-
ныя вещи, которыя нужны только будущимъ математикамъ?

Клейнъ и его сторонники решительно это отрицаютъ.
Те идеи, которыя предполагается сообщить учащимся и ко- j
торыя составляютъ квинтъ-эссенщю учешя безконечно ма- /
лыхъ, можетъ быть, более, чемъ кате бы то ни было элементы f
математики, могутъ способствовать общему развит1ю ума. Какъ<

уже было сказано выше, эти идеи проникаютъ собою все раз-i
личныя приложешя математики,—Клейнъ говоритъ больше— все]

б*
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стороны современной культуры. Да и можетъ ли быть въ

настоящее время какая бы то ни было речь о томъ, что начала

высшей математики нужны только математикамъ? Они теперь

безусловно необходимы химику, физику, бюлогу, медику;

они проложили себе путь въ нЪкоторыя дисциплины юри-

дическаго факультета; неужели, наконецъ, противъ этого

решатся возвысить голосъ даже заклятые враги реальной

школы — германсюе филологи, которые такъ настаиваютъ на фи-
лософскомъ образовали? Разве можетъ быть въ настоящее

время речь о философскомъ образовали на какой бы то ни

было ступени безъ знакомства съ началами высшей

математики? Итакъ, основной принципъ, который твердо проводится

въ германской школе въ течете столЪт1я и который былъ

еще разъ настойчиво подтвержденъ конференщей 1900 года,

какъ основное ycnoBie рдвноправ1я школъ, предлагаемой
реформой не только не будетъ нарушенъ, но получитъ этимъ пу-

темъ прямое осуществлеше.

Поднимаются, однако, возражешя другого рода. Достояшемъ

средней школы должны быть только элементарныя вещи, въ

частности, элементарная математика. Клейнъ готовъ съ этимъ

согласиться; но вопросъ переходить, такъ сказать, съ

педагогической точки зрЪшя на логическую. Что такое элементарная

математика, чЪмъ определяются ея границы? Клейнъ разбира-
етъ всевозможныя опредЪлешя элементарной математики, ка-

юя обыкновенно предлагаются, и обнаруживаетъ ихъ

несостоятельность, по крайней мере отсутсше въ нихъ опредЪленныхъ

границъ. Клейнъ указываетъ, что начала науки, которыя такъ

обычно относятъ къ средней школе, менее всего элементарны

съ точки зрЪшя ихъ доступности. ОпредЪлеше элементарной
математики, какъ той части, которая свободна отъ учешя о

предЪлахъ, явно также не выдерживаетъ критики. Конечно,
если сказать, что элементарной математикой называется та,

которая не восходитъ до дифференщальнаго и интегральнаго

исчислешя или, можетъ быть, еще лучше та, которая

предусмотрена действующими программами средней школы, то мы

будемъ стоять на более определенной почве; но врядъ ли кто

либо найдетъ тогда возможнымъ отказываться отъ высшей

математики въ средней школе только потому, что эти вещи не
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элементарны: вЪдь оиЪ сделаются элементарными съ того

момента, какъ получатъ законодательную санкщю и войдутъ въ

новыя программы. Клейнъ знаетъ только одно правильное опре-

дЪлеже элементарной математики: элементарно то, что доступно | /

юношЪ школьнаго возраста среднихъ способностей. Съ этой |
точки зрЪшя, по его убЪждешю, начала анализа безконечно

малыхъ въ настоящее время безусловно элементарны. Конечно,

многое зависитъ здЪсь отъ изложешя. Это естественно

приводить насъ къ третьему основному положешю реформаторовъ. |
Преподаваше должно^ бытгь^ иатляр^шуъ. Клейнъ слишкомъ / Х^

опытный математикъ и педагогъ, чтобы не понять, какую

скользкую почву можетъ составить этотъ принципъ и какъ трудно

его провести во всей чистотЪ; онъ и останавливается поэтому

подробно на выясненш того, что онъ, собственно, подъ этимъ

разумЪетъ. Онъ полагаетъ, что на первыхъ ступеняхъ препо-

даважя надо отказаться отъ строго логическихъ тенденщй;

нужно больше интуицш, нужно ^з^ржно_брльшее^..,число. прИг ХУ

мЪровъ изъ повседневной жизни. Особенно много Клейнъ и его '^

приверженцы ставятъ на графичесюя изображен^ алгебраине-
скихъ функцш. Онъ считаеттГ^еоходимымъ, чтобы учаии'еся
сами вычерчивали такого рода изображешя, чтобы они широко

пользовались клетчатой бумагой, чтобы они знакомились съ

термометрическими, барометрическими, статистическими

кривыми, съ графиками желЪзныхъ дорогъ и т. д. ТЪмъ не менЪе,
Клейнъ настаиваетъ, чтобы въ двухъ старшихъ классахъ

логическая сторона дЪла, по возможности, въ достаточной мЪрЪ
выяснялась. Следующее положеше, очень существенное, мы счита-

емъ необходимымъ привести въ подлинныхъ выражешяхъ: „во
всякомъ случае нужно избегать выдавать за доказательство

такого рода соображешя, которыя решительно не представляютъ
собой такового". (Unter alien Umstanden vermeide man es, eine

Ueberlegung als Beweis anzugeben, wenn sie das in keiner Weise

ist)1). Реформаторы много говорятъ объ эвристической формЪ
преподавашя; но на этомъ мы уже не будемъ подробно
останавливаться: врядъ ли какой-либо педагогъ въ настоящее время

не знаетъ, какую пользу могутъ иногда приносить эвристичесюе
-

2) „Der mathematische Unterricht" (см. вын. на стр. V111), стр. 165.
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пргемы обучежя; но врядъ ли кто - либо, действительно знающш

школу, будетъ утверждать, что ихъ возможно широко

проводить при существующей организащи школы2).
\\ Итакъ, функцюнальное мышлеже, начала дифференщаль-

/ \
:

i наго и интегральнаго исчисленш, наглядное преподаваже, и прежде

V l i! всего графичесюя изображежя—вотъ те начала, которыя должны

/ ^ i 11 быть призваны освежить и оживить преподаваже математики

! < въ средней школе.

Обратимся теперь къ тому, что было сделано дня осуще-

ствлежя этой реформы. Чтобы получить поддержку, -Клейнъ и

его приверженцы примкнули къ движежю натуралистовъ,

которое, впрочемъ, и они поддерживаютъ съ полнымъ сознажемъ

правильности его задачъ. Какъ мы указали выше, съ 1879 г.

естествознаже было устранено изъ старшихъ классовъ средней
школы; конференщя же 1900 г. и послЪдовавипя за ней новыя

программы оставили эту сторону дела безъ изменежя.

Это и вызвало движете со стороны бюлоговъ. Вопросъ былъ

выдвинутъ впервые на 73-ьемъ съезде германскихъ

естествоиспытателей и врачей, имевшемъ место въ Гамбурге въ 1901 г.

Именно, секцш зоолопи, ботаники, минералопи и геолопи, ана-

томш и физюлопи выработали рядъ тезисовъ, касающихся

необходимости преподаважя бюлогическихъ наукъ въ старшихъ

классахъ среднихъ учебныхъ заведежй. Особый комитетъ,

который, собственно, эти тезисы выработалъ. настоялъ на томъ,

чтобы они были доложены общему сображю. Они, действительно,
и были сообщены въ 1903 г. общему сображю съезда
германскихъ естествоиспытетлей и врачей въ Касселе. Здесь высту-
пилъ съ своими заявлежями и Клейнъ. Онъ сообщилъ, что

реформа преподаважя положительнаго знажя (Realien) занима-

етъ не только естествоиспытателей, но и математиковъ. Вместе

съ темъ Клейнъ въ краткихъ словахъ развернулъ свою

программу. Хотя тезисы и заявлежя Клейна вызвали въ собранги
полное сочувств1е' и были даже сделаны предложежя о томъ,

2) См., напримЪръ, дискусс}ю по поводу доклада Маротта въ француз-
скомъ сборнике, приведенномъ на стр. VIII.
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чтобы собрате приняло все тезисы, но противъ этого былъ

самъ Клейнъ. Онъ находилъ, что собрате, въ сущности, не было

достаточно подготовлено къ обсуждешю вопросовъ такой

серьезной важности, и принят1е въ этомъ смысле резолющи могло

бы быть равносильнымъ сдаче всего дела въ архивъ. Клейнъ пред-

ложилъ вместо этого передать тезисы для ближайшей

разработки презид1уму съ тЪмъ, чтобы вопросъ былъ подвергнутъ

разностороннему обсуждешю на съезде въ Бреславле. И

действительно, въ 1904 г. на Бреславльскомъ съезде вопросъ полу-

чилъ гораздо более детальную разработку. Ему было посвящено

особое общее собрате, подготовленное презид1умомъ. ЗасЪдаше
была открыто речью К. Фрике (К. Fricke) „О современномъ

состоянш преподавашя естествознашя и математики въ средней
школе". За нимъ следовали доклады Клейна—,,0 преподаванш

математики и физики" и проф. Меркеля (Fr. Merkel, Goettingen)
— „О преподаванш бюлогическихъ наукъ"; въ заключеше проф.
Лейбушеръ (G. Leubuscher — Meinigen) представилъ соображешя о

возможности проведешя реформы съ точки зрЪшя школьной гиг!-

ены. Наконецъ, слово было предоставлено целому ряду
представителей различныхъ ученыхъ обществъ, интересующихся естество-

знашемъ и математикой. Мы не станемъ здесь излагать

подробностей этихъ докладовъ, которыя читатель найдетъ въ отчете,
указанномъ на стр. VIII; приведемъ только следующую резолю-
щю, принятую съЪздомъ: „Вполне признавая большую важность

вопросовъ, которые были подвергнуты обсуждешю, собрате
высказываетъ презид!уму пожелаже, чтобы эти вопросы были

подвернуты дальнейшей разработке въ особой коммиссш. Ком-

мисая эта должна иметь возможно более разнообразный со-

ставъ и должна представить такую сводку всехъ сделанныхъ

здесь предложена, крторая могла бы объединить различныя

требовашя и послужила бы предметомъ обсуждешя следующаго

съезда".

Въ составъ коммиссш вошли выдающ1еся представители
германскаго ученаго и педагогическаго м1ра(Гутцмеръ, Клейнъ,
Крепелинъ, Ферворнъ и др.). Коммисая действовала три года

и, несомненно, проявила очень интенсивную деятельность. Уже къ

съезду въ Меране (1905) она составила цодробныя программы
Для среднихъ учебныхъ заведенш основныхъ трехъ типовъ съ
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объяснительными записками къ нимъ. Къ съезду въ Штутгарте

(1906) были выработаны программы для другихъ среднихъ

учебныхъ заведенш (женсюя гимназш, реальныя училища, ре-

формированныя школы); наконецъ, къ съезду въ Дрездене (1907)
былъ представленъ подробный планъ, касающшся подготовлешя

учителей. Въ 1908 г. председатель коммисаи проф. Гутцмеръ
выпустипъ подробный докладъ о ея деятельности (см. выноску на

стр. VIII). Докладъ содержитъ 323 стр. убористаго текста и

представляетъ собой несомненно ценный вкладъ въ

педагогическую литературу. Но наиболее важное значеше имеетъ

программа, выработанная коммисаей еще въ первый годъ ея

деятельности. Эта „Меранская программа'1 стала лозунгомъ

реформы средней школы и мы считаемъ необходимымъ

привести программу по математике целикомъ. Предварительно

сделаемъ еще, однако, следую1щя замечашя. Провести черезъ

весь курсъ, такъ сказать, функцюнальную постановку коммисая

признала вполне желательнымъ и возможнымъ. Что же касается

началъ высшей математики, то отъ введеши ихъ въ гимназш

коммисая отказалась, но признала желательнымъ введете этихъ

отделовъ въ курсъ реальныхъ учрежденш. Подробный планъ

выработанъ, однако, только для гимназш. Коммисая нашла, что

реальныя школы еще слишкомъ недавно пережили довольно

коренную ломку при уравненш ихъ въ правахъ съ гимназ1ями;

къ тому же программы въ различныхъ реальныхъ учреждешяхъ

значительно отличаются одна отъ другой, и довольно трудно,

да и не нужно, вырабатывать для нихъ общую схему.

Меранская программа1)

I классъ (sexta).

Основные способы производства действж надъ целыми

числами, отвлеченными и именованными, въ ограниченномъ

интервале. 2) Упражнешя въ десятичной нумерацш и въ простейшихъ

*) Набранное въ разрядку представляетъ более существенное ново-

введеше реформы.

2) Въ объяснительной записке указывается, что нужно

ограничиваться числами до миялюна.
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вычислешяхъ въ десятичной системе въ виде подготовки къ

дЪйсгаямъ надъ дробями. Ознакомлеше съ германскими м-рами,
весами и монетами.

II классъ (quinta).

Счетъ (Rechnen). Дальнейпияупражнешя въ дейсгаяхъ надъ

именованными десятичными числами; ознакомлеше съ

иностранными м-рами и монетами; упражнетя въ производстве измЪ-

ренш различнаго рода протяжешй; простЪйпля вычисле-

j-ия площадей и объемовъ; зависимость между объемомъ

и вЪсомъ. (При всБхъ этихъ вычислешяхъ нужно стараться

научить детей подсчитывать примерный результатъ до подроб-

ныхъ вычислен^). О делимости чиселъ. Простыя дроби (сначала
въ виде именованныхъ чиселъ).

Пропедевтически курсъ геометрж1). Ознакомлен1'е съ

основными пространственными представлежями, однако такъ,

чтобы преобладали планиметричесюе образы и соотношешя.

Пространствен! 1ыя протяжежя, плоскости, линш, точки; выясне-

Hie этихъ понятш на окружающихъ предметахъ, по возможности,

разнообразнее. Плосгая фигуры, сначала, какъ части границы

телъ, а затЪмъ, какъ самостоятельные образы, на которыхъ

нужно выяснить поня™ о направленш, объ угле, о параллелизме,

о симметрш. Упражнежя въ употребленш циркуля и линейки;
постоянныя упражнешя въ черченж и въ производстве измерешй.

III классъ (quarta).

Счетъ. Десятичныя дроби. Сокращенныя и приближен-
ныя вычислетя (простейпле случаи). Тройныя правила

(избегать всякаго увлечетя схематическими правилами).
Задачи изъ обыкновенной гражданской жизни (проценты, учетъ

векселей, процентныя скидки). Подготовлеше къ обучешю ариеме-

тики путемъ повторнаго решетя важнейшихъ задачъ въ бук-
венныхъ обозначешяхъ* Толковаше заданныхъ буквенныхъ вы-

ражешй и вычислеже таковыхъ при подстановке численныхъ

значенш. Связь между устными вычислешями и употреблешемъ
скобокъ.

2) Старыя программы относили этотъ курсъ к*ь 3-му классу.
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Геометр1я. Учете о прямыхъ, объ углахъ и о треуголь-

никахъ. Движете фигуръ. Зависимость однихъ элементовъ

треугольника отъ другихъ; частные случаи (прямоугольные,

равнобедренные, равносторонне треоугольники). Простыя теоремы о

параллелограммахъ, основанныя на построены этихъ фигуръ.

IV классъ (Untertertia).

Ариеметика. Систематическая сводка основныхъ правилъ

ариеметическихъ дЪйствш, выраженныхъ буквами. Понят1е объ

относительныхъ величинахъ (выяснить сначала на конкретныхъ

примЪрахъ, а затЪмъ на числовой прямой). Дейсшя надъ

относительными величинами. Дальнейпля упражнешя въ нахожденш

численныхъ значенш буквенныхъ выраженш при положитель-

ныхъ и отрицательныхъ значежяхъ перемЪнныхъ. Выяснеше

функц1ональнаго характера буквенныхъ выражешй.
Разница между тождествами и уравнешями. Уравнешя первой степени

съ одной неизвестной.

Геометр1я. Продолжеше учешя о параллелограмме, тра-
пещя. Основныя предложешя учешя о круге. Разборъ того вль

ян1я, которое оказываетъ изменеше длинъ отдельныхъ

элементовъ на величину фигуры. Построешя, примыкаюипя къ

этому курсу; однако, всягая задачи, требующ1я искусствен-
ныхъ методовъ,должны быть рЪшителлно устранены.

V классъ (obertertia)

Ариеметика. Дополнеже и развит1е действж надъ

буквенными выражешями; разложеше многочленовъ. Простейпля пред-
ложешя о пропорщяхъ. Уравнешя первой степени съ одной и съ

несколькими неизвестными. Зависимость буквеннаго выра-

жешя отъ входящихъ въ него переменныхъ.

Графическое изображеше линейныхъ функщй и применен1е
этого изображешя къ решент уравненж.

Геометр1я. Сравнеше и измереше площадей более слож-

ныхъ прямолинейныхъ фигуръ. Приближенное вычислен1е

площадей криволинейныхъ фигуръ. Повтореше задачъ,

относящихся къ пространственнымъ вычислешямъ, и повтореше

вычислены, которыя производились уже со второго класса.
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VI классъ (Untesecunda).

Ариеметика. Степени и корни. Уравнешя второй степени съ-

одной неизвестной. Соотношешя между коэффищентами и

корнями. ИзслЪдоваше квадратнаго выражешя, завйсящаго

отъ одной переменной, графическимъ методомъ. РЪше-

Hie задачъ второй степени съ одной неизвестной по-

средствомъ пересЪчешя прямыхъ и параболъ. Графи-

фическое изображеше, какъ средство нагляднаго выра-

жешя эмпирическихъ результатовъ.

Геометр!я. Учете о подобм и о подобномъ расположена

фигуръ. Пропорцюнальныя линш въ кругЬ. Приближенныя вычисле-

шя длины окружности и площади круга при помощи правильныхъ

многоугольниковъ. Подробное изслЪдоваше зависимости

отношежй сторонъ треугольника отъ его угловъ,— въ

особенности, въ прямоугольныхъ треугольникахъ (какъ
подготовка къ тригонометрш); практически задачи, из-

мЪрешя при помощи астролябш.

VII классъ (Obersecunda).

Ариеметика. Разви^е поняля о степени. Выяснете

перехода отъ этого понят1я къ показательной функцж.
Понят1е о логариемахъ и ихъ примЪнешяхъ. Ариеметическ|'е

ряды перваго порядка и геометричесюе ряды. Приложеше къ

вычислен!^ сложныхъ процентовъ и ренты (простЪйпля задачи,

заимствованныя изъ действительной жизни). Графическое
изображеше взаимной зависимости логариема и анти-

логариема. РЪнхете квадратныхъ уравненш съ двумя

неизвестными путемъ вычислешя и графическими
методами. Счетная линейка.

Геометр!я. Тригонометр!я въ связи съ конструктивной
планиметр1ей. ПримЪнеше къ практическимъ задачамъ, свя-

заннымъ съ рЪшешемъ треугольниковъ и четырехугольни-

ковъ. Характеристика взаимной зависимости измЪнежя

угловъ и ихъ функшй какъ на основажи формул* го-

HioMeTpin, такъ и путемъ графическаго ихъ изображешя.
РЪшешя соотвЪтствующихъ задачъ различными способами, по-

строешемъ и' вычислешемъ. Ознакомлеже съ гармоническимъ
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соотвЪтсгаемъ и съ началами новой геометрш въ качестве

заключительной главы планиметрш.

VIII классъ (Unterprima)

Связный обзоръ изученныхъ до сихъ поръ функцш.

Изучен!е ихъ возрастатя и убывашя (по возможности

введете понят1й о дифференщалЪ и интеграле).
Многочисленные примеры изъ геометр1и, физики и механики.

ПростЪйпля предложешя изъ теорш соединенш; примеры. Обьщй

обзоръ систематическаго развит1я понят!я о числЪ

вплоть до комплексныхъ чиселъ включительно.

Геометр1я. Стереометр1я въ связи съ важнейшими

началами проективной геометрш. Упражнешя въ стереометри-

ческомъ черчен1и. ПростЪйипя предложешя сферической три-

гонометрш. Математическая географ1я, включая учен1е о

картографе.

IX классъ.

1. Учете о коническихъ сЪчешяхъ, какъ въ

аналитической, такъ и въ синтетической обработке; элементарныя

приложешя къ астрономш.

2. FIoBTopeHie всего курса, главнымъ образомъ, путемъ рЪше-
и\я сложныхъ задачъ, путемъ зычислешя и графическимъ ме-

тодомъ.

3. Обзоръ важнЪйшихъ частей курса съ

исторической и философской точки зрЪтя.

Мы не будемъ приводить объяснительной записки, которая

содержитъ повторешя того, что уже изложено выше, и нЪко-

торыя детали относительно того, какъ провести функцюнальное
мышлеше.

Какъ видно изъ этой программы, изъ дифференщальнаго
и интегральнаго исчислешя вводятся только начатки; но

реформаторы настаиваютъ на томъ, чтобы въ реальныхъ учебныхъ
заведешяхъ это было проведено въ значительно большемъ

размЪрЪ.
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Въ дальнейшей своей деятельности коммисая выработала

программы для учебныхъ заведешй другихъ типовъ (женскихъ
гимназш, учительскихъ институтовъ и т. д.) Очень интересны

программы по физике, вопросъ о практическихъ з$нят|'яхъ

и т. д. Вообще, если принять во внимаже, что коммисая детально

разсмотрела и согласовала проекты преподаважя по всЪмъ отдЪ-

ламъ положительнаго знашя, то нужно будетъ признать, что она

проявила очень интенсивную и плодотворную деятельность.

Отчетъ коммиссш представляетъ глубочайшш интересъ для

всЬхъ, интересующихся педагогическимъ дЪломъ вообще и пре-

подавашемъ точныхъ 'наукъ, въ частности. Мы считаемъ нуж~

нымъ обратить внимаже читателя на то, что въ конце отчета

приведены подробныя библюграфичесюя указашя, относящаяся
къ реформе преподавашя точнаго знашя въ средней школе.

Тенденщи реформаторовъ, породивпля въ Германш такъ много

сторонниковъ, естественно имеютъ и серьезныхъ противниковъ.

Въ литературе вопроса можно найти не мало статей въ этомъ

направленш. Но наиболее решительно выступили противъ
тенденщи Клейна Г. Голыдмюллеръ, бывшлй долгое время дирек-

торомъ реальнаго училища и средняго техническаго учебнаго
заведешя, и М. Симонъ, известный въ Германш педагогъ.г)

Возражешя противниковъ движешя сводятся, главнымъ об-

разомъ, къ следующему.

Во-первыхъ, относительно „функцюнальнаго мышлешя" все

согласны съ темъ, что поняле о функцш должно найти место

въ школьномъ преподаванж, что оно должно быть достаточно

подчеркнуто и выяснено; противники полагаютъ, однако, что

эта сторона дела сторонниками реформы слишкомъ муссируется.

„Нельзя не подивиться тому шуму*' пишетъ Рихтеръ, „который

г) G. Holzmuller „1st es moglich und wunschenswerth die Differential-
und Integralrechnung in den Lehrplan der hoheren Schulen aufzunehmen?"
Monatschrift fur hohere Schulen. II, 1903.

M. Simon. „Zu den Klein-Gutzmerchen Vorschlagen'*, Sudwestdeutsche
Schulblatter. 24. 1904.

M. Simon „Didaktik und Methodik des Rechnens und der Mathematik,.
2. Auflage. Munchen. 1908.
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поднять по вопросу о „функцюнальномъ мышленш1'J). Находятъ

что понят1е это очень доступно ученикамъ и безъ „крупной

реформы1', „безъ всякаго переворота'' можетъ быть включено

въ программу школьнаго знажя.

Клейнъ возражаетъ на это, что безъ переворота можетъ

быть проведена вся реформа, что ни о какомъ перевороте
собственно не было и рЪчи. Но, если его противники полагаютъ,

что его предложежя сводятся къ тому, чтобы сообщить

ученикамъ, что такое функщя, то они ошибаются. Провести эту идею

черезъ все преподаваше—вотъ въ чемъ заключается задача; а

это требуетъ существенная измЪнешя установившейся системы

преподавашя въ школЪ.

ДалЪе Голыдмюллеръ и Симонъ согласно заявляютъ,

что начала анализа совсЪмъ не такъ легки, какъ это утвер-

ждаютъ Клейнъ и его сторонники. Прежде всего, что это бу-

детъ за анализъ? Сколько-нибудь строгая постановка этого

предмета въ школЪ невозможна,— этого не отрицаютъ и

сторонники реформы2). А въ такомъ случай получится своего рода

научный флиртъ, ,,кокетничан1е съ высшимъ анализомъ"

(Голыдмюллеръ), что въ школЪ совершенно недопустимо. Конечно, кое

что изъ установившейся программы действительно можно опу-

*

стить; но это освободитъ лишь очень мало времени, котораго

не хватитъ на выполнеше задачъ, предлагаемыхъ

реформаторами; ихъ противники считаютъ, что это^пойдетъЦлишь въ ущербъ

серьезности усвоежя дЪйствующихъ программъ; они

сомневаются также, чтобы высшую математику можно было отнести къ

предметамъ общаго образовашя.
Мы затрудняемся входить въ дальнЪйиля детали этого

спора. Что „Меранская программа", не ломая существенно дЪй-

ствующаго строя преподавашя математики въ средней школЪ,
все же вноситъ въ него новую струю, это въ настоящее время

отрицаютъ весьма немнопе; что „Меранская программа" для

ммогихъ действительно сделалась своего рода символомъ вЪры,

непогрЪшимымъ источникомъ обновлешя школы, что въ этомъ,

какъ недвусмысленно указываюсь противники, есть немало угод-

!) „Zeitschrift f. mathem. Unterricht", 1910. стр. 226.

2) Клейнъ это отрицаетъ.
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ничества предъ вл1ятельнымъ руководителемъ движешя, въ этомъ

несомненно есть доля правды; но ведь безъ этого ни одно

движете не обходится.

Чтобы судить, однако, о той настойчивости и увлеченш,

съ которыми ведутъ свое дело реформаторы, не безынтересно

будетъ сообщить следующую подробность. Когда Клейнъ про-
читалъ статью Гольцмюллера, онъ поЪхалъ къ нему и после

ряда бесЪдъ склонилъ его на свою сторону. Клейнъ, однако,
и этимъ не удовольствовался и убЪдилъ Гольцмюллера
сообщить публично, что онъ отказывается отъ своей оппозицш.

Письмо Гольцмюллера действительно приложено къ книге

„Neue Beitrage", указанной на стр. VIII. Непримиримымъ

остается только Максъ Симонъ; онъ по прежнему стоитъ во главе

небольшой оппозицш и считаетъ требовашя реформаторовъ

,,сплошнымъ преступлешемъ".

Ме'жду темъ приверженцы реформы энергично добиваются

проведешя ея въ жизнь. Уже отчетъ Коммиссш заканчивается

обращешемъ къ властямъ и къ обществу съ просьбой
ознакомиться съ ея деятельностью и тенденщями, содействовать про-

ведешю въ жизнь предлагаемыхъ реформъ. Вопросъ
вентилировался уже на оффищальныхъ съездахъ директоровъ прусскихъ

среднихъ учебныхъ заведенш х) и не безъ успеха для

реформаторовъ. Въ циркуляре саксонскаго министра народнаго просве-

щеи\я отъ 8/iv 1908 г. сказано, что ,преподавателю
математики предоставляется въ старшихъ классахъ высшихъ реа^ьныхъ

училищъ знакомить учащихся съ началами анализа безконечно

малыхъ, если классъ достаточно къ тому подготовленъ.

Рекомендуется (во всехъ среднихъ учебныхъ заведешяхъ) знакомить

учениковъ съ графическимъ изображешемъ эмпирическихъ
•соотношенш на клетчатой бумаге, съ применешемъ этого къ реше-
жю подходящихъ уравнешй, съ изображешемъ уравнешя у=Iog#u2)

л) „Verhandlungen der Direktoren-Versammlungen in den Provinzen des

Konigreichs Preussen". Neunte Directoren-Versammlung in Schleswig-Holstein,
Berlin, 1907. Bericht von K. Baer.—Sechsundzwanzigste Directoren Versam-

mlung in Westfalen. Berlin, 1907. Bericht von Suur und Gqttschalk. Отчеты

выходятъ отдельными выпусками; приведенные выпуски помечены
номерами 73 и 75.

2) Zeitschrift f. d. Mathematischen Unterricht. 1908.
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Это, конечно, первые шаги къ осуществлена реформы; но при

энерпи, проявляемой руководителями движежя, решительные шаги

въ этомъ направленш врядъ ли заставятъ себя долго ждать.

Въ послЪдше годы движете распространилось и на сосЪдшя

государства. Въ Австрш и въ Швейцарш въ различнаго рода

ученыхъ обществахъ были сделаны доклады о предполагаемыхъ

въ Германш реформахъ, о деятельности Коммиссш Общества

Естествоиспытателей и врачей и всюду приняты резолющи, бла-

гопр1ятныя реформ^1). Мы полагаемъ, что, именно желая

получить, такъ сказать, MipoByio санкцш проекта реформы, Клейнъ

и внесъ на IV Международномъ Математическомъ Конгрессе,

состоявшемся въ Риме въ 1908 г., предложеше объ организацш

особой международной коммиссш, которая выяснила бы

постановку преподавашя математики во всехъ культурныхъ странахъ

и реформы, которыя признаются желательными. Въ настоящее

время эта коммисая функцюнируетъ2), но результаты ея

деятельности выяснятся лишь на следующемъ конгрессе, который

состоится въ Кэмбридже въ 1911 г.

II.

Пока въ Германш идутъ эти горяч1е споры, во Францш

реформа уже совершилась. Правда, здесь реформа была связана

съ общимъ преобразовашемъ всего строя преподавашя въ

средней школе; но, что касается математики, то все требовашя

германскихъ реформаторовъ здесь, по существу, удовлетворены;,

въ частностяхъ же реформа здесь идетъ даже дальше.

Ознакомиться съ сущностью реформы можно лучше всего

по книге, выпущенной фирмой Delalain и носящей назваже:

„Планъ и программы преподаван'ш въ мужскихъ лицеяхъ и кол-

!) A. Hofler „Vorschlage zu einer zeitgemassen Umgestaltung des mathe-

matischen Unterrichts an den osterreichischen Gymnasien und Realschulen".

Zeitschrift f. mathem. u. naturw. Unterricht. 1906.

H. Fehr „Der Funktionsbegriff im mathemathischen Unterricht der

Mittelschule*. Verhandlungen dtr Vereinigung der Mathematiklehrer an

Schweizerischen Mittelschulen. Zurich, 1905. Отпечатано также въ „L'Ensei-

gnement mathematique* за 1905 г.

a) Подробнее о задачахъ и деятельности коммиссш см. „В£сгникъ

Оп. Физики и Элементарной Математики", №№ 475—476, 485—486, 487>

488, 498, 502, 505, 514.
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лепяхъ" х). БолЪе кратк1я свЪдЪжя о реформе можно найти въ

спещальныхъ статьяхъ Марота и Каро2). Написанныя въ

несколько менЪе оффищальномъ тонЪ, эти статьи даютъ

возможность легче разобраться въ довольно сложной системе средняго

образовашя во Францш. Но составить себЪ вполне ясное пред-

ставлеше можно, только подробно ознакомившись съ упомянутой

первой книжкой. Последнее издаше этой книжки содержитъ:

1) письмо министра народнаго просвЪщешя къ председателю ком-

миссш по народному образована палаты депутатовъ, излагающее

общш характеръ и сущность реформы; 2) самый текстъ новаго

закона, принятаго палатой, и декретъ президента республики

отъ 31 мая 1902 г.; 3) циркуляры и распоряжешя министра

народнаго просвЪщешя, нормируюние примкнете этого закона;

4) подробныя программы по всЪмъ предметамъ преподавашя въ

средней школЪ, въ приготовительныхъ и спещальныхъ классахъ;

5) объяснительныя записки къ этимъ программамъ

(объяснительная записка къ программе по математике въ старшемъ

классЪ составлена особой коммисаей, во главтз которой стоялъ

П. Аппель).
Какъ видно изъупомя 'нутаго выше письма министра, почвой

для реформы и здЪсь служила та же борьба между
классической и реальной системой образовашя. Подъ нисколько иными

назважями, въ несколько иной формЪ мы видимъ здЪсь тЪ же

течежя.

Слово „sciences4', которое обычно переводится на руссюй
языкъ словомъ „науки", имЪетъ во Францш, какъ известно,
болЪе узкое значеше: подъ нимъ разумЪютъ точное и

положительное знаше, — вЪрнЪе, математику, физику, хим1ю и бюлоги-

чесюя науки. Науки же гуманитарныя носятъ во Францш наз-

BaHie „lettres".

2) „Plan d'etudes et programmes d'enseignement dans les lycees et

colleges de gallons'! Paris. Delalain freres. 1909.

2) Marotte F. „Les recentes reformes de Tenseignement des mathe-

matiques dans Tenseignement secondaire fran^ais". Jahresbericht der Math.-

Vereinigung, 13. (1904).
I. Caro. „Die Reform des hoheren Schulwesens in Frankreich".

Monatschrift fur hohere Schulen., II, 1903.
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Средшя французсюя общеобразовательныя учебныя заведешя

до упомянутой реформы разделялись, главнымъ образомъ, на два

типа: классичесюя школы (enseignement classique), культивировав-
1шя древше языки и вообще гуманитарныя науки (latin, grec et

lettres), и новыя школы (enseignement moderne), въ которыхъ

преподавались новые языки и преобладало точное знаше (langues vi-

vantes, sciences). Зваше баккалавра, соответствующее нашему

аттестату зрелости, давали только классичесюя школы и

только онЪ давали доступъ во все факультеты (по нашему—въ универ-

ситетъ). Новыя школы значительно различались по предоставля-

емымъ ими правамъ. Нужно, однако, сказать, что въ ббльшую
часть высшихъ учебныхъ заведешй Францш, не только техни-

ческихъ, но даже и такихъ, какъ Ecole Normale и Ecole Сеп-

trale, yчaщiecя поступаютъ по конкурсному испыташю; къ

этимъ иcпытaнiямъ допускались учаццеся, окончившее любую

среднюю школу.

Весь этотъ порядокъ кореннымъ образомъ изменяется зако-

номъ 1902 года. Этотъ законъ создаетъ одну общую среднюю школу

съ различными подраздЪлешями, которыя все даютъ оканчива-

ющимъ зваше баккалавра. Средняя школа представляетъ собой

непосредственное продолжеше начальной школы (enseignement
primaire), въ которой обучеше продолжается 4 года (не считая

classe enfantine); первые два года составляютъ „приготовительное

отделеше" (division preparatoire), вторые два — „элементарное

отделеше" (division elementaire). Такъ какъ подготовительный

курсъ продолжается, такимъ образомъ, во Францш годомъ

больше, чемъ въ Германш, что существенно отражается также на

программахъ, то первый классъ французской средней школы

(classe de sixieme) соответствуешь второму классу германской

средней школы. Сама средняя школа, согласно новому закону,

распадается на 2 цикла, первый въ 4 года, второй въ 3 года

обучешя. Программы составлены съ такимъ разсчетомъ, чтобы

первый циклъ представлялъ собой уже более или менее

законченное целое; часть молодыхъ людей можетъ заканчивать этимъ

цикломъ свое образоваше и непосредственно вступать въ

практическую жизнь; второй циклъ ведетъ къ зважю баккалавра.

Первый циклъ распадается на два отделешя А и В

(Divisions A et В); учагщеся могутъ, по желашю, выбирать тотъ
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или другой отделъ. ОтдЪлеше А соответствуем старой

классической школе; здесь уже съ перваго класса преподается ла-

тинсюй языкъ при 7 недЪльныхъ часахъ, а съ третьяго класса

и греческий языкъ при 3 часахъ; впрочемъ, греческш дзыкъ

остается необязательнымъ; те же учаоцеся, которые обучаются

греческому языку, освобождаются отъ одного часа черчешя и

2 часовъ новыхъ языковъ. ОтдЪлеше В соответствуем новой

школе; здесь древше языки вовсе не преподаются, зато здесь

усилено преподаваше отечественнаго языка, новыхъ языковъ,

математики и естествознашя.

Второй циклъ охватываетъ три года, но здесь происходитъ

новая бифуркащя. Отделеше А носитъ чисто классически ха-

рактеръ; сюда поступаютъ учащ1еся изъ отделешя А перваго

цикла съ дополнительнымъ экзаменомъ по греческому языку,

если они таковому не обучались. Основу преподавашя составля-

ютъ классичесюе языки и lettres; математике и естествознашю

уделено, сравнительно, мало места. Отделеше В сохраняетъ

только латинсюй языкъ и замЪняетъ гречесюй языкъ более

детальнымъ изучешемъ новыхъ языковъ. Сюда поступаютъ уча-

щ1еся, шедпле въ первомъ цикле по отдележю А; оно

предусмотрено, главнымъ образомъ, для тЪхъ учениковъ этого отдтэ-

лежя, которые греческому языку не обучались; но и т£мъ,

которые его изучали, предоставляется теперь отъ него

освободиться, если онъ имъ оказался не подъ силу или не по вкусу.

Далее, въ отдележи С также преподается изъ древнихъ

языковъ только латинскш, но гречесюй языкъ заменяется более

обширными курсами математики и естествознажя. Сюда
поступаютъ учащ1еся изъ отдележя А перваго цикла; однако, и

учащимся отдележя В перваго цикла предоставляется сюда доступъ,
но только по экзамену по латинскому языку. Наконецъ,

четвертое отделеше D совершенно свободно отъ древнихъ

языковъ; здесь подробно преподаются новые языки, математика и

естествознаже. Сюда поступаютъ учащ1еся изъ отдележя В

перваго цикла. Для второго цикла получается такимъ образомъ
следующая схема: (стр. XXXVI).

Впрочемъ, это подраздележе сохраняется только въ тече-

Hie первыхъ двухъ летъ второго цикла; на третьемъ году обу-
чежя учаццеся отдележя А и В соединяются въ одинъ классъ,

в*
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А

I латинск1й,
гречесюй,

lettres.

В

латинскШ,
новые языки,

lettres.

С

латинскш,
sciences.

D

новые языки,

sciences.

такъ называемый классъ философж (classe de philosophic);
отделешя С и D также соединяются въ одинъ

классъ—математически (classe de mathematiques). По окончанш философскаго
или математическаго класса учащ1еся подвергаются экзамену
на зваше баккалавра. Дипломъ баккалавра даетъ одни и те же

права независимо отъ того, по какому отдЪлешю молодой че-

ловЪкъ обучался. Однако, во мнопя выашя учебныя заведешя,
какъ уже было указано выше, зваше баккалавра еще доступа

не открываетъ,
— кандидаты должны выдержать конкурсный

экзаменъ. Экзаменъ этотъ производится, главнымъ образомъ^
по предметамъ чистой и прикладной математики, включая

сюда, впрочемъ, физику и хим1ю. Поэтому при лицеяхъ

имеется еще дополнительный классъ, предназначенный для подгото-

влежя къ конкурсному испыташю. Этотъ классъ называется

классомъ спещальной математики (classe de mathematique
speciales). Само собой разумеется, что посЪщеше этого класса

необязательно: желаюище могутъ готовиться дома. Такимъ

образомъ, на пути отъ начала обучешя грамоте до спещальной

высшей школы юноша долженъ пройти во Франши слЪдующ1е
циклы: 1) дЬтскш классъ (одинъ годъ, посещается сравнительно

немногими), 2) приготовительный курсъ (2 года); 3)
элементарный курсъ (2 года); этимъ заканчивается начальная школа;

4) первый циклъ средней школы (4 года), 5) второй циклъ

средней школы (3 года), 6) классъ спещальной математики.

Следующая таблица даетъ наглядную сводку всей системы: (стр. XXXVII).

Это глубоко продуманная систмеа. Какъ объясняетъ министръ
въ своемъ письме (см. выше стр. XXXIII), она имеетъ троякую

цель: 1) сохранить въ равновесш все типы средняго ообразовашя;
2) предоставить родителямъ свободный выборъ типа по склон-

ностямъ и даровашямъ юноши, 3) не предрешать этимъ

окончательно его карьеры, а предоставить ему возможность при пере-



I /°ДЫ. 1 КЛАССЫ I
1 ооученш

I 1-ый

2-ой

1 3-1Й

4-ый

5-ый

6-ой

7-ой

8-ой

9-ый
II

10-ы й

11-ЫЙ !

12-ый

13-ый

Дтзтсюй классъ (Classe enfantine); внтз обязательнаго курса. 1

| Приготовительное (Premiere classe preparatoire)

1 отд-Ьлеше (Seconde classe preparatoire)

J Элементарное (Classe de huitieme)

l отдЪлеше (Classe de Septieme)

Отд-Ьлеже j
A

Division 1

A J

Отд. А

Div. A

Огд-Ьлеже

В

j Division

В

Отд. В

Div. В

Классъ философш

Classe de philosophic

Отд. С

Div. С j

| Classe de sixieme

1 Classe de cinquieme

1 Classe de quatrieme

1 Classe de troisieme

Отд. D

Div. D

Классъ математики

Classe de mathematiques

Classe de premiere

Classe de seconde

| Начальная школа.

1 Ecole primaire.

Первый циклъ средней
школы.

Ecole secondaire,

premier cycle.

Второй циклъ средней
школы.

Ecole secondaire,

seconde cycle.

Классъ специальной математики. Classe de mathematiques speciales. |
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ходЪ къ старшему циклу перейти безъ большой затраты труда

въ то отдЪлеше, которое окажется ему болЪе по сердцу.

Обращаясь теперь къ программамъ математики, мы не бу-
демъ приводить ихъ полностью, какъ мы это сдЪлалй съ

„Меранской программой". ДЪло въ томъ, что при болыиомъ

числЪ цикловъ и отдЪлешй это не только заняло бы очень

много мЪста, но и не дало бы рельефной картины курса

математики. Мы постараемся выяснить содержаше и характеръ

программы, не приводя ихъ дословно.

Прежде всего приведемъ, однако, распредЪлеше часовъ, уд-fc-
ляемыхъ математики въ различныхъ циклахъ и отдЪлешяхъ.

Обозначая годы обучешя, мы всегда будемъ разуметь ту нуме-

рацш, которая принята въ таблице на стр. XXXVII. Въ дЪтскомъ

классе число часовъ не обозначено.

Начальная школа.

I Годъ обучешя:

Число часовъ:

Пригот. отд.

2-ой

3

3-ifi

3

Элемент, отд.

4-ый

4

5-ый

Всего 3

4 14.

Первый циклъ средней школы.

||"~ КЛАССЪ
"=

Годъ обучеьпя:

Число часовъ въ отд. А:

Число часовъ въ отд. В.*

| I (VI)

6-ой

2

4 + 1

II (V)

7-ой

"HI (iv) j IV~(iii)
8-ой

Всего

9-ый 1
i 1

2 | 2 1 3
1 !

4 | 5 J 4+1
9

19 1

Въ первой строки въ скобкахъ помЪчена французская ну-

мерашя классовъ; въ последней строке 4- —|— "1 означаетъ 4

урока математики и 1 урокъ геометр, черчешя, который ведется

преподавателемъ математики.
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Второй циклъ средней школы.

I КЛАССЪ

Годъ обучешя:

Число часовъ въ отд. А и В:

Число часовъ въ отд. С и D:

V(n)

10-ый

2

5 + 2

VI (.)

11-ЫЙ

2+2 фак.

5 + 2

Классъ

филос.

12-ый

2 фак.

Классъ
матем.

12-ый

8 + 2

Всего |

8 I

24

Мы получаемъ такимъ образомъ въ собственно средней

школЪ 17 часовъ математики въ классическихъ (гуманитарныхъ)
отдЪлешяхъ и 43 въ реальныхъ. Но нужно принять во внима-

Hie, что по сравнешю съ германской и нашей школой

элементарное отдЪлеше начальной школы по своей программе тоже

примыкаетъ къ средней школЪ; при такомъ счетЪ число часовъ

дорастаетъ до 25 и 51.

Что касается самыхъ программъ, то существенно характер-

нымъ является концентрическая система съ большимъ числомъ

концентровъ. Приготовительное отдЪлеше начальной школы со-

ставляетъ первый концентръ, элементарное — второй, первый
циклъ средней школы — третш, второй циклъ — четвертый,
математическш классъ — даже пятый. Каждый концентръ пред-

ставляетъ собой довольно замкнутое цЪлое и составляегъ раз-

вит1е предыдущаго. ДалЪе нужно подчеркнуть стремлеше,
заметное во всей программе и въ объяснительныхъ запискахъ, не

разделять курса математики на отдельные и разрозненные

предметы, а по возможности объединить весь матер*1алъ въ одно

цЪлое въ его связи съ приложешями къ физикЪ, механике и

космографж. Это вполне совпадаетъ съ тенденц1ями германскихъ

"реформаторовъ.

Какъ мы сказали, элементарное отдЪлеше начальной школы

тЪсно примыкаетъ къ средней, составляя какъ бы начальный ея

циклъ; это видно уже и изъ нумерацш классовъ (см. француз-
сюя назвашя на стр. XXXVII). Мы будемъ съ нихъ начинать

обзоръ программъ, оставляя, следовательно, въ стороне только

ДЪтсюй и приготовительные классы, которые соотвЪтствуютъ

приготовительнымъ классамъ германской школы.
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Въ программахъ элементарной школы нЪтъ еще назважя

„ариеметика", есть только „счетъ" (calcul). ТЪмъ не менЪе въ

этихъ двухъ классахъ полагается научить учениковъ производить

дЪйстя надъцЪлыми числами, десятичными (раньше) и простыми

дробями, обращать простыя дроби въ десятичныя и обратно и,

наконецъ, рЪшать простЪйцня задачи на тройныя правила приведе-
шемъ къ единице. При рЪшенш задачъ нужно ознакомить

учащихся съ метрической системой мЪръ, простейшими
геометрическими фигурами (уголъ, квадратъ, прямоугольникъ, треуголь-

никъ, кругъ), измЪрешемъ площадей простЪйшихъ фигуръ и

объемовъ простЪйшихъ тЪлъ. Это составляетъ, такимъ

образомъ, начальный концентръ. Ни о какой теорш тутъ еще не

должно быть рЪчи; дЪтямъ даютъ наглядныя пояснешя, а цЪло

курса заключается въ выработке техники счета и въ усвоенш

важнЪйшихъ мЪръ и сцособовъ измЪрешя.
Съ этимъ запасомъ знанШ дЪти вступаютъ собственно въ

среднюю школу. По самому замыслу системы въ отдЪленш А

математике отводится мало мЪста. Мы начнемъ поэтому съ

отдЪлешя В.

Въ I (VI) классе мы опять находимъ математику только въ

формЪ „счета". ЗдЪсь предлагается, прежде всего, повторить пре-

дыдущш концентръ, пр1учить дЪтей производить дЪйсгая надъ

цЪлыми числами и дробями бол-fee бойко, детальнее
ознакомить ихъ съ метрической системой, проделать болЪе сложныя

задачи на тройныя правила (все еще приведешемъ къ единице). Но

въ объяснительной запискЪ указывается, что при рЪшенш этихъ

послЪднихъ задачъ слЪдуетъ уже ознакомить учащихся съ

буквенными обозначешями и простейшими формулами. НЪтъ еще

не только алгебры, нЪтъ еще, собственно, ариеметики, но есть

уже буквенный алгориемъ. Юноша, такимъ образомъ, даже не

пр1учается къ той обычной у насъ точкЪ зрЪшя, что буквенныя
обозначешя знаменуютъ переходъ къ алгебрЪ. Этотъ классъ

посвящается болЪе тщательному изучешю того же матер!ала; по

существу онъ не вноситъ почти ничего новаго.

Во II (V) классе появляется „ариеметика" и продолжается въ

III (IV) классе. Это новый концентръ ариеметики, который пред-

ставляетъ собой обычный систематически курсъ ариеметики, со

включешемъ правилъ извлечешя квадратнаго корня и суммовашв
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ариеметической и геометрической прогрессш. Правда,
объяснительная записка и здесь предлагаетъ преподавателю отнюдь не

входить въ теоретичесюя тонкости, но курсъ долженъ быть вы-

ясненъ учащимся много подробнее и детальнее; некоторое время

должно быть удалено важнЪйшимъ пр1емамъ коммерческая

счета. Только въ IV (III), послЪднемъ классе перваго цикла,

появляется алгебра. Такъ какъ съ пр!емами буквеннаго исчи-

^слешя уча1щеся уже ознакомились, то здесь программа предпи-

сываетъ короткш, но довольно цельный курсъ алгебры: дЪйств1я

надъ одночленами и многочленами; численныя уравнешя

первой степени съ одной и съ двумя неизвестными и второй
степени съ одной неизвестной; употреблеше логариемическихъ

таблицъ съ четырьмя десятичными знаками и примЪнеже ихъ

къ вычислешю сложныхъ процентовъ; понят1е о функщи;

аналитическое и графическое изучеже функцш ах ~\- Ъ и а?Л_ъг

Со II класса начинается кратюй курсъ геометрт вместе

съ геометрическимъ черчешемъ; во II и III классахъ проходится

планиметр!я, въ IV стереометр!я; сюда примыкаютъ кратк1я свЪ-

цЪн\я по съемке плановъ, межевашю и нивелировке.

„Нужно помнить", говорится въ объяснительной записке, „что

учаипеся въ первомъ цикле еще дети и что некоторые изъ

нихъ должны оставить лицей по окончанж этого цикла. Вслед-
CTBie этого имъ необходимо давать много практическихъ при-

меровъ, притомъ реальныхъ, а не искусственныхъ; теор!я
должна сводиться къ объяснешямъ на конкретныхъ примерахъ,—по
крайней мере, вначале. Лишь постепенно и съ большой

осторожностью можно знакомить учащихся съ наиболее простыми

отвлеченными понялями, выясняя имъ на многочисленныхъ

примерахъ необходимость точныхъ определены и строго логиче-

скихъ разсуждешй". Но проведемю более или менее строго

научной системы въ этомъ концентре еще нетъ места; этому
посвящается следующШ концентръ, — V (II) и IV (I) классы.

Программу этихъ классовъ составляетъ более детальное и научное

изучеже алгебры, геометрш и тригонометрш. (Мы имеемъ въ

виду отделешя С и D, какъ продолжеше отделешя В перваго

Цикла).
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Программа во многихъ частяхъ повторить только тотъ же

матер1алъ, что былъ въ первомъ концентрЪ; но

объяснительная записка указываетъ, что здЪсь онъ долженъ быть раз-

работанъ болЪе подробно и болЪе строго. Читатель замЪ-

тилъ, конечно, что основныя требовашя германскихъ реформа-

торовъ — понят1е о функщи, графическое и аналитическое

изучеше простЪйшихъ функцм— вошли уже въ программу стар-

шаго класса перваго цикла. Теперь вводятся поняле о

производной, значеше знака производной въ вопросе о возрастали
и убыванш функшй, нахождеше производныхъ изученныхъ про-

стЪйшихъ функцш. Наконецъ, къ курсу геометрж примыкаютъ

начала начертательной геометрш. Этимъ замыкается концентръ,

уже четвертый, если считать съ приготовительнаго отдЪлешя.

Математически классъ, какъ мы уже сказали выше (стрг.
XXXIX), представляетъ собой, въ сущности, новый заключительный

концентръ. ЗдЪсь мы находимъ: повторительный курсъ ариеме-

тики съ дополнешями (перюдичесюя дроби, приближенныя вычи-

слешя), повторительный курсъ алгебры, въ которомъ число изу-

чаемыхъ функцш значительно увеличено (квадратная и

биквадратная цЪлыя функцш; отношеше двухъ цЪлыхъ квадратныхъ

функций; тригонометричесюя функцш, ихъ производныя; производная

площади криволинейной фигуры, разсматриваемой, какъ функфя

абсциссы); — повторительный курсъ геометрш и тригонометрш,

усиленный началами ученш о' полярахъ, о векторахъ, о карто-

графическихъ проекщяхъ, о коническихъ сЪчешяхъ. Наконецъ,
сюда примыкаютъ элементарные курсы начертательной геометрш
и механики.

Bet требовашя, на которыхъ настаиваютъ Клейнъ и его

приверженцы, здЪсь проходятъ красною нитью и проводятся

частью даже съ избыткомъ. Клейнъ не безъ основашя взываетъ

почти въ каждой изъ своихъ рЪчей: „Франщя насъ опередила,

она осуществила всЪ пожелашя, за которыя мы еще ведемъ

такую упорную борьбу!"
Несколько словъ еще объ отдЪленш А перваго цикла и объ

отдЪлешяхъ А и В второго цикла средней школы. Мы будемъ

очень близки къ истине, если скажемъ, что эти отдЪлешя въ

течете всего курса проходятъ то, что составляетъ программу

перваго цикла отдЪлешя В. Такимъ образомъ, и учаьщеся этихъ
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отдЪленш знакомятся съ понят1емъ о функцш, изучаютъ важ-

нЪйпш функщи, графическое ихъ изображеже; а программа

философскаго класса умножаетъ число изучаемыхъ фyнкцiй и

вводитъ понят1е о производной и даже ея обращенш. .Мы

должны, однако, сказать, что съ трудомъ себЪ представляемъ, какъ

можно справиться въ этомъ классе съ такой программой;
практика же еще не можетъ дать отвЪта на этотъ вопросъ: въ

старшемъ классе новыя программы входятъ въ силу только въ

текущемъ году.

Программа класса спещальной математики содержитъ

довольно обширный курсъ высшей математики; но этотъ классъ

по значежю своему уже выходить за пределы средней школы.

III.

Какъ бы подробно ни была написана программа, она никогда

не даетъ еще достаточно яснаго представлежя о томъ, что

собственно имЪли въ виду составители программы и что проходится

въ школЪ. Въ коротюя рубрики, отмЪченныя въ программе,
можно вложить чрезвычайно различное содержаже. Лишь книги

могугъ дать объ этомъ ясное представлеже; притомъ книги

двоякаго рода: учебники, предназначенные для учениковъ, и

дидактичесюя сочинежя, написанныя для учителей. Клейнъсамъ
читаетъ курсы для учителей и издаетъ эти курсы; такимъ обра-

зомъ, сочинежя второго рода мы имЪемъ, такъ сказать, изъ

первоисточника. Мы упоминали уже о книгахъ Клейна „Препо-
даваже математики въ среднихъ учебныхъ заедежяхъ" и

„Элементарная математика съ высшей точки зрЪшя" х). Первое сочи-

неже содержитъ изложеже организацш преподаважя математики

въ Гермажи въ средней и въ высшей школЪ, а также взглядовъ и

тенденщй реформаторовъ. Книга очень интересна, но, по

существу, относится почти исключительно къ германской школЪ.

Второе сочинеже представляетъ собой лекцш по элементарной
математике для учителей; онЪ представляютъ во многихъ отно-

шежяхъ высоюй интересъ; въ настоящее время печатается рус-

х) „Der Mathematische Unterricht an den hoheren Schulen" (см. ссылку
на стр. VIII). „Elementare Mathematik vom hoheren Standpunkte aus".
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сюй переводъ ихъ подъ редакшей пишущаго эти строки; въ

предисловш къ русскому издашю мы будемъ имЪть случай

поговорить о нихъ подробнее.

Къ числу немногихъ сочиненш дидактическаго характера,

вышедшихъ изъ подъ пера сторонниковъ реформы, принадлёжитъ
новое сочинеше проф. Гёфлера ,,Дидактика преподавашя
математики" г). Это большое сочинеше содержитъ обзоръ препо-

давашя математики во всЪхъ ея отдЪлахъ и на всЪхъ ея сту-

пеняхъ. Къ сожалЪжю, при обширномъ объеме этого сочинешя,

столь недавно лишь вышедшаго въ свЪтъ, мы еще не имЪли

возможности съ нимъ ближе познакомиться и вынуждены

ограничиться этими указашями.

Однако, Клейнъ хорошо понимаетъ, что наиболее ясное пред-

ставлеше о задачахъ реформы могъ бы дать только хороьшй учеб-

никъ, написанный въ духЪ реформы. Но въ этомъ отношенш дЪло

обстоитъ въ Германш хуже. Клейнъ самъ, очевидно, не чув-

ствуетъ себя призваннымъ написатьт акого рода книгу; не написали

таковой и его приверженцы. Клейнъсъ горечью жалуется, что

авторы новыхъ учебниковъ, упомянувъ въ двухъ словахъ о томъ,

что такое функшя, утверждаютъ, что приняли во внимаше тен-

денцш реформы. Даже книга Гётинга очень мало его въ этомъ

отношенш удовлетворяетъ. Небольшая книжка преподавателя

дрезденской учительской семинзрш проф. Дреслера „Учете о

функцш"2), быть можетъ, лучше другихъ передаетъ тенденцш

реформы. Это действительно очень недурной элементарный учеб-
никъ, выясняющей понят1ео функцш;—много примЪровъ и упраж-

нешй. Но авторъ выдЪляетъ учете о функщяхъ въ особый от-

дЪлъ, между тЪмъ какъ реформаторы желали бы провести это

черезъ весь курсъ преподавашя математики. Отсутсгае подходя-

щаго руководства Клейнъ объясняетъ тЪмъ, что учебники пи-

шутъ только по дЪйствующимъ въ школахъ программамъ. Именно

поэтому Клейнъ вынужденъ обратиться къ французскимъ руко-
водствамъ и, какъ лучшее изъ нихъ, рекомендуетъ книгу Бореля.

г) Prof. A. Hofler. „Didaktik des Mathematischen Unterrichts". Leipzig,
Teubner, 1910.

2) Prof. H. Dressier. „Die Lehre von den Funkticnen". Theorie und

Aufgabensammlung fur alle hoheren Lehranstallten. Leipzig, 1908.
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Вотъ что говоритъ Клейнъ своимъ слушателемъ по поводу

этой книги 1): ,,Я очень хогЬлъ бы склонить Васъ (Ihnen
ans Herz legen) познакомиться съ новымъ руководствомъ

для преподавашя ариеметики, съ „Курсомъ алгебры" Бореля.
Вы тогда убедитесь, что новыя идеи не остаются въ однЪхъ

только программахъ... Къ тому же авторъ
— это тотъ же

Эм. Борель, котораго вы хорошо знаете, какъ автора

выдающихся абстрактныхъ сочинешй по математике. Нужно сказать,
что во Францш представители высшей науки удЪляютъ много

внимашя школЪ, которую они стараются держать на уровне

современнаго знашя".

Учебники Бореля разбиты на отдельные концентры

сообразно новой французской программе. Между тЪмъ для

преподавателя другой страны, въ которой такое раздЪлеше на циклы

не принято, это имЪетъ меньшее значеше; интересъ

сосредоточена главнымъ образомъ, на новой обработке матер1ала, на

новомъ матер1алЪ, на „функцюнальномъ мышленш", какъ ска-

залъ бы приверженецъ германскихъ реформаторовъ. Это именно,

главнымъ образомъ, и побудило профессора Штёкеля
переработать несколько книгу Бореля; это же заставило и насъ отдать

предпочтете немецкой переработке. Объ остальныхъ основашяхъ

для переработки указано въ Предисловш проф. Штёкеля.

Нужно, однако, сказать, что обработка не представляетъ собой

коренного измЪнешя книги; она лишь объединяетъ матер1алъ,

примыкая, главнымъ образомъ, къ циклу, соответствующему от-

дЪлежямъ С и D. Къ тому же переводъ былъ пересмотрЪнъ

авторомъ. Мы имЪемъ, такимъ образомъ, передъ собой

руководство, написанное выдающимся ученымъ и переработанное другимъ,
не менЪе выдающимся математикомъ.

Какъ всякое создан^ рукъ человЪческихъ, книга не лишена,

конечно, недостатковъ. Стремлеше къ упрощен!'ю, къ

освобожден^ теорт отъ логическихъ тонкостей, недоступныхъ дЪтямъ
школьнаго возраста, иногда заставляетъ автора грЪшить противъ
правила Клейна—никогда не выдавать за доказательство того,
что ни въ какомъ случае не составляетъ доказательства (стр.
XXI). Такъ, напримЪръ, въ § 48 однозначность разложешя
числа на простыхъ сомножителей мотивируется такого рода сообра-

х) „Der mathematische Unterricht", стр. 42.



XLVI В. Ф. Каганъ.

жешями, которыя не только не доказываютъ предложешя, но и

не выясняютъ его; въ § 116, на нашъ взглядъ, недостаточно

выяснена разница между приведешемъ подобныхъ членовъ и сло-

-жешемъ; можно было бы указать еще кее-как4е недочеты, но

существенными мы ихъ не считаемъ.

ИмЪя въ виду, что книга можетъ служить учебнымъ посо-

б1емъ и учебникомъ въ такихъ учебныхъ заведенЫхъ, которыя
не связаны определенной программой, мы сочли нужнымъ при

переводе заменить германсюя мЪры и монеты русскими, а мЪры

метрической системы оставили безъ измЪнешя.
'

Настояищя строки были уже въ печати, когда я получилъ

послЪдшя книжки нЪкоторыхъ журналовъ, принеашя очень

интересныя свЪдЪшя по излагаемому здЪсь вопрюсу. Въ ifOHb-

ской книжке „Jahresbericht der Deutschen Mathematiker Verei-

nigung" (1910) сообщено, что Шиммакъ (сотрудникъ Клейна, о

которомъ намъ уже приходилось упоминать) выпустилъ брошюру

объ успЪхахъ движешя по реформе преподаважя математики

за послЪдше 3 года (R. Schimmack. ,,Die Fortschritte der mathe-

matischen (Jnterrichtsreform in Deutschland 1907—1910u). Мы еще

не успЪли познакомиться съ этимъ сочинешемъ и вынуждены

ограничиться настоящимъ указашемъ.

ВажнЪе, однако, свЪдЪшя, содержащаяся въ 1юльской книжкЪ

журнала „L'Enseignement mathematique" (1910). ЗдЪсь сообщено,
что въ Австрш въ текущемъ году введены новыя программы

преподавашя математики въ среднихъ учебныхъ заведешяхъ,

которыя въ большой мЪрЪ отражаютъ тенденцш реформы. Въ

указанномъ журнале приведены подробны* извлечешя изъ

программа

КромЪ того, мы получили свЪдЪшя, что и въ Петербурге
даже въ кругахъ, близко стоящихъ къ дЪлу управлешя среднимъ

образовашемъ, тенденцш реформы подверглись тщательному

обсуждешю. Такъ какъ, однако, объ этомъ не было

опубликовано, то мы вынуждены ограничиться настоящимъ указашемъ.

£. Хаганъ.



• ПРЕДИСД0В1Е
автора къ немецкому издашю.

При составлены французскихъ учебниковъ, которые

появляются здесь въ немецкой обработке, я придерживался нашихъ

оффищальныхъ программъ 1902 и 1905 года. Эти книги

предназначаются поэтому для учениковъ второго цикла и именно

отдЪлешй С и D1), —следовательно, для учащейся молодежи въ

возрасти отъ 14 до 17 лЪтъ. Въ этихъ двухъ отдЪлешяхъ

устранено преподаваше греческаго языка. Ученики отдЪлешя С

изучаютъ латинскШ языкъ и, по желашю, нЪмецюй или англш-

скш; ученики отдЪлешя D изучаютъ немецкШ и англшскш.

Такимъ образомъ, оказалось возможнымъ посвятить пять часовъ

въ неделю изучешю математики (ариеметики, алгебры, геометрш

и тригонометрш).
Существенное различ1е между новыми учебными планами

и старыми состоитъ въ томъ, что ученики названныхъ классовъ

получаютъ теперь поняле о графическомъ изображении, о

переменной величине и о функцш. Мнопе считаютъ это

нововведеше слишкомъ смЪлымъ, но результаты вполне оправ-

дываютъ его: ученики слЪдятъ за новымъ преподавашемъ съ

величайшимъ рвешемъ и полнымъ понимащемъ. Те изъ нихъ,

которые изучаютъ потомъ математику и физику, оказываются

превосходно приготовленными къ аналитической геометрш и

^ифференщальному исчисленда, такъ какъ они^ освоились съ

основными понят1ями этихъ наукъ еще въ томъ возрасти,
когда умъ гибокъ. Те же, которые посвятятъ себя изучешю химш,

описательныхъ естественныхъ наукъ, медицины, техники, уже

усваиваютъ въ школе знашя, которыя окажутся для нихъ очень

полезными; не говорю уже о томъ, что такое обучеже
математике даетъ очень ценный вкладъ въ общее образоваше
человека. Само собою разумеется, не следуетъ излагать начала

аналитической геометрш и исчислежя безконечно малыхъ уче-
никамъ въ возрасте отъ 14 до 17 летъ въ той отвлеченной

1) См. статью редактора русскаго перевода.
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форме, которая обычна въ высшемъ преподавали, какъ оно

ведется во Францш въ „classe de mathematiques speciales" и

въ Германш на первыхъ курсахъ въ университетахъ. На-

противъ того, преподаваше должно быть конкретнымъ, и эта

точка зрЪшя имела решающее значеже при составленш учеб-
наго плана ариеметики и алгебры. Какъ показалъ опытъ (я
говорю только о Францш), ,,строгое11 изложеже элеменговъ дЪй-

ствуетъ на учениковъ просто запугивающимъ образомъ. Они

не понимаютъ, зачЪмъ доказывать обстоятельно вещи, которыя

имъ представляются понятными сами по себе; они видятъ въ

этомъ простую игру словъ и приходятъ, наконецъ, къ

заключена, что символы алгебры имЪютъ лишь отдаленное отношеже

къ действительности. Однако, начало алгебры коренится уже въ

наблюденш обыкновенныхъ фактовъ и въ потребностяхъ
повседневной жизни. Если не принимать этого во внимаше, то воз-

никаетъ опасность, что самые способные ученики потеряютъ

охоту къ математике; она будетъ представляться имъ собра-
жемъ какихъ-то заоблачныхъ вещей, не имЪющихъ ничего

общаго съ действительной жизнью, между тЪмъ какъ наша

жизнь совершенно проникнута математикой. Я старался

возможно яснее выдвинуть эту тесную связь формулъ алгебры
съ фактами повседневной жизни не только въ примерахъ чи

задачахъ, но и въ теоретическомъ изложеши. Я не стеснялся

приводить многочисленныя применежя и надеюсь, что теоремы

получили благодаря этому наглядное значеже и, следовательно, не

кажутся произвольнымъ создажемъ ума. Объяснеше отрицатель,-

ныхъ чиселъ, правила умножежя алгебраическихъ чиселъ, соста-

влеже уравнежй въ задачахъ первой и второй степени,
графическое представлеше функщй, особенно линейныхъ, — все это

пояснено многочисленными примерами изъ повседневной жизни.

По этой же причине я всегда указывалъ, какъ важно

обращать внимаже на выборъ единицъ въ формулахъ и

задачахъ.

Было бы, однако, неправильно держаться этого способа из-

ложешя только въ алгебре; напротивъ того, въ ариеметике я

придерживался того же самаго взгляда. Для философш

математики, конечно, чрезвычайно важно развивать основныя положе-

жя ариеметики, какъ бы исходя изъ предположежя, что чита-
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тель не имЪетъ никакого понят1я объ ариеметике. Но* этотъ

способъ изложешя предполагаетъ читателей съ такимъ фило-

софскимъ образовашемъ, какого невозможно ожидать въ дан-

номъ случае. Въ преподаванж, напротивъ того, слЪдуетъ

исходить изъ того, чтб ученики, по ихъ мнешю, знаютъ; иначе

они придутъ къ тому, что будутъ смотреть на математику,

какъ на собрате фокусовъ,—а это было бы самой плохой

услугой, какую имъ только можетъ оказать учитель. Поэтому я

всегда старался держаться поближе къ действительности; такъ,

напримЪръ, при элементарныхъ вычислешяхъ . съ целыми

числами я не пытался излагать Teopiio вычисленш ученику,

который еще совсЬмъ не умЪетъ производить эти вычислежя.

Напротивъ того, ученику, владеющему вполне вычислешями,

я объяснялъ, какъ функцюнируетъ тотъ механизмъ, которымъ

онъ. уже давно пользуется.

Считаю пр1ятнымъ долгомъ поблагодарить профессора

Штёккеляза стараше и трудъ, которые онъ затратилъ на

немецкое издан!е ариеметики и алгебры. Да способствуетъ это издаше

тому, чтобы преподаваше математики во всЪхъ странахъ поднялось

на высшую степень и чтобы велиюя идеи Декарта, Ньютона
и Лейбница, которыя оказали такое сильное вл1яше на

физическое и духовное развит1е человека, составили

неотъемлемую составную часть средняго образовашя.

St. Paul des Fonts, 3 августа 1908 г.

Эмиль Борвль.

ЕКВГ.
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издателя немецкой переработки.

Первой побудительной причиной къ тому, чтобы выпустить

немецкое издаше элементарныхъ учебниковъ Э. Бореля, были

впечатлЪжя, которыя я вынесъ при многочисленныхъ спорахъ по

вопросу о реформе преподавашя математики, вызванныхъ высту-

плешемъ Ф. Клейна на школьной конференцш 1900 года.

МнЪ казалось, что несоглаае возникало часто оттого, что спо-

рящ1я стороны вкладывали часто различное содержаше въ

одни и тЪ же слова. Мнопе являются противниками выясне-

н!я ученикамъ понятШ о перемЪнныхъ, о функщи по тЪмъ сооб-

ражешямъ, что таюя трудныя понят1я, какъ иррацюнальныя числа,

непрерывность, дифференцируемость, общее понят1е о функцш
вещественной и комплексной переменной ни въ какомъ случае
не соотвЪтствуютъ уровню школы. МнЪ казалось, что дЪйстви-
тельнымъ средствомъ для примирешя спорящихъ сторонъ и вмЪстЪ

съ тЪмъ для проведешя желаемой реформы было бы показать

на примЪрЪ, чтб именно разумЪютъ подъ этимъ требовашемъ

сторонники реформы и какимъ образомъ возможно ея осуще-

ствлеже въ преподаванш, начиная съ низшей уже ступени.

Подобный примЪръ представляютъ учебники Бореля, а именно

слЪдуюи^е три томика:

1. Arithmetique et Notions d'Algebre (Troisieme A).

Paris, Armand Colin, 1903.

2. Algebre, Premier cycle, Paris, 1903.

3. Algebre, Second cycle, Paris, 1903 (Troisteme edition,

1905).
Для того, чтобы этотъ методъ преподавашя ариеметики и

алгебры сталъ доступенъ нЪмецкимъ учителямъ, недостаточно

было простого перевода. Переработка и соединеше трехъ томи-

ковъ въ одно цЪлое скорее соответствовало этой цЪли по

тремъ причинамъ.

Во-первыхъ, эти три томика не представляютъ собой

последовательна™ курса, въ которомъ глава слЪдуетъ за главой;

напротивъ того, въ каждомъ изъ нихъ встречается часть содер-
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жашя другого томика. Именно, обЪ части алгебры начинаются

съ подробнаго повторешя (revision), которое составляетъ пере-

ходъ отъ предыдущаго курса и служитъ связью съ нимъ; вмЪстЪ

съ тЪмъ, однако, здЪсь имеются мнопя дoпoлнeнiя. Какъ ни

велико значеше подобныхъ повторены въ пpeпoдaвaнiи, мнЪ не

казалось, однако, чтобы они были нужны въ послЪдовательномъ

курсЪ, предназначенномъ для учителей. Конечно, я не упу-

стилъ изъ виду этихъ дополнительныхъ замЪчажй и воспроиз-

велъ ихъ въ надлежащихъ мЪстахъ.

Въ тесной связи съ этимъ находится и вторая причина. Въ

ариеметикЪ изложеше, изъ педагогическихъ cooбpaжeнiй, очень

подробно, что напрасно задерживаетъ чтеше и утомляетъ читателя.

Я надЪюсь, что coкpaщeнiя, которыя я сдЪлалъ, не уничтожили

своеобразна™* отпечатка искуснаго изложешя Бореля. Кто-

либо, быть можетъ, спроситъ, не было бы ли лучше совершенно

опустить эту часть, такъ какъ вЪдь въ ней можетъ быть рЪчь

только о совершенно элементарныхъ предметахъ. Но читатель

увидитъ уже съ первой главы, почему следовало сохранить

ариеметику. Это оригинальное произведете Бореля пред-

стааляетъ собой новую обработку стараго мaтepiaлa. А
именно: въ ариеметику входитъ цЪлый рядъ предложенШ,

которыя обыкновенно находятъ себЪ мЪсто въ буквенномъ
исчислен! и. Эти предложешя здЪсь всюду выражены въ

словахъ, что дЪлаетъ coдepжaнie болЪе яснымъ, чЪмъ при упо-

требленш однЪхъ только буквъ. Привожу несколько примЪровъ:
уже въ ариеметикЪ излагается сложеше и вычитaнie суммъ и

разностей, а также умножеше выpaжeнiй въ скобкахъ на число

и даже, наконецъ, возведете въ квадратъ бинома. Доказательства
даются въ „интуитивной" формЪ. А именно, подобно тому, какъ

въ геометрш возможно доказать общее предложеше на отдельной

фигурЪ или на нЪсколькихъ отдЪльныхъ фигурахъ, точно такъ

же и въ ариеметикЪ можно доказать общее предложеше на

отдЪльномъ числовомъ примЪрЪ или на нЪсколькихъ хорошо
подобранныхъ числовыхъ примЪрахъ; въ обоихъ случаяхъ
должно быть, конечно, выяснено, что основашя доказательства,

достаточныя въ отдЪльнсмъ случай, имЪютъ силу и вообще,
методъ Бореля, по моему мнЪжю, представляетъ то

преимущество, что ученикъ прюбрЪтаетъ больше довЪр1я къ излагаемымъ
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предложения по сравнен'по съ темъ, какое онъ получаетъ, если

ему преподносятъ эти предложешя въ отвлеченной форме

тождества, связывающаго буквенныя величины. Сверхъ того,

эти примеры выбраны въ связи съ задачами изъ повседневной

жизни, и преподаваше математики прюбрЪтаетъ такимъ обра-
зомъ ту живую связь съ действительностью, которой Борель

совершенно справедливо приписываетъ величайшее значеше.

Еще въ одномъ месте я решилъ сделать сокращеше. Въ

девятой главе второго тома „Алгебры11 Борель, после нЪкоторыхъ

предварительныхъ замЪчажй, излагаетъ введете въ учеже о

производныхъ съ помощью понят1я о пределе,— учеше, о кото-

ромъ авторъ говоритъ самъ, что оно предназначается только

для лучшихъ учениковъ. Задача—представить это изложенле въ

такой форм*, которая удовлетворила бы нЪмецкихъ учителей,

превосходитъ мои силы.

Я приступаю къ третьей, не менее важной причине,

которую слЪдуетъ привести въ пользу переработки. Переводить
съ французскаго на нЪмецкж языкъ статьи и сочинешя по

высшей математике для человека, владеющаго этимъ пред-

метомъ, такъ легко, что подобные переводы кажутся почти

излишними. Совершенно иначе обстоитъ дело, какъ я увиделъ
къ моему удивлешю, съ сочинешями по элементарной математике.

Причина этого та, что здесь большое значеже имеетъ

словесное выражеже, а въ этомъ отношенш французами и немецюй

языки очень различны между собою. Это различ1е сказывается

прежде всего въ запасе словъ. Представимъ наудачу
несколько примеровъ. Французъ говоритъ о parties d'une somme

(части суммы), когда немецъ говоритъ о Summanden (слагаемыя);
французъ не знаетъ die beiden Katheten (катеты) прямоуголь-

наго треугольника, а только Ies deux cotes de Tangle droit

(стороны прямого угла); зато онъ можетъ говорить о termes

d'une fraction (члены дроби); между темъ какъ немецъ не

имеетъ общаго назважя для числителя и знаменателя дроби1).

х) Такого же рода затруднешя мы испытывали и при изданш рус-

скаго перевода. По русски нетъ, напримеръ, термина, который соответ-

ствовалъ бы немецкому einen Bruch erweitern (помножить числителя

и знаменателя на одно и то же число); постоянно стараясь пользоваться

установившимися русскими терминами, мы лишь изредка и, нужно ска-



Предислов1е издателя н-Ьмецкой переработки. LV

Наконецъ въ элементарномъ учебнике следовало изменить

также различнаго рода данныя, именно приспособить ихъ къ

немецкой жизни, и притомъ не только монеты, мЪры длины и

тяжести, но и остальное въ примЪрахъ, что носитъ спещально

французами характеръ: топографичесюя изображешя, планы желЪз-

нодорожнаго движешя и т. п.; только такимъ образомъ немецкому

учителю будетъ данъ мaтepiaлъ, которымъ онъ можетъ

воспользоваться непосредственно при преподаванш.

Такимъ образомъ возникло немецкое издаше „Ариеметики"
и „Алгебры11 Бореля. Будемъ надЪяться, что оно будетъ
способствовать тому, чтобы преподаваше математики въ Германш
заняло положеше, соответствующее значешю математики для точ-

наго познажя природы и для современной культуры. Хотя эта

книга и предназначается прежде всего для учителей
математики, но мнЪ кажется, что она можетъ принести пользу и

другимъ. Прежде всего я имЪю въ виду абитур1ентовъ клас-

сическихъ з^чебныхъ заведешй, которые хотятъ посвятить

себя изучешю естествознашя, медицины, техники. Опытъ пока-

зываетъ, что эти молодые люди часто встрЪчаютъ значитель-

ныя затруднешя вслЪдств1е того, что преподаватели университе-
товъ нерЪдко предполагаютъ у нихъ такую степень математи-

ческаго образовашя, какой они не обладаютъ. Достаточно

вспомнить, какъ часто прибЪгаютъ къ графическому представле-
н1ю. Поэтому, пока намеченная реформа преподавания
математики еще не проведена, это сочинеше можетъ послужить къ

пополнешю столь прискорбныхъ пробЪловъ. ДалЪе, я имЪю въ

виду все болЪе и болЪе многочисленную категорш не-матема-

тиковъ, которые въ бол-fee зрЪломъ возрасти бываютъ

вынуждены вернуться къ математике, хотя они давно перестали сю

заниматься. Когда они берутся за одно изъ новыхъ и очень по-

лезныхъ сочиненж, служащихъ для введешя въ высшую

математику, то яаще всего ихъ ycepflie очень скоро ослабЪваетъ, и въ

концЪ концовъ, они отказываются оть надежды проникнуть въ

тайны исчислешя безконечно малыхъ. Причина этого въ боль-
шеи части случаевъ лежитъ въ томъ, что у нихъ нЪтъ ясна-

зать, не безъ опаски позволили себЬ приблизиться къ терминолопи
оригинала. НапримЪръ, мы сохранили выражеше: „умножить скобки на

число". Прим. ред.



LVI П. Штеккель.

го понимашя элементовъ. Въ этомъ отношеши наша книжка мо-

жетъ быть полезной: чрезвычайно отчетливое изложеше,

разъясняемое примерами изъ повседневной жизни, незаметно

приводить къ такой высоте метематическаго знашя, при которой

врядъ ли будетъ трудно добраться до вершинъ дифференщ-
альнаго и интегральнаго исчислешя.

Э. Борель любезно согласился присоединить несколько всту-

пительныхъ словъ къ немецкому изданш. Въ этомъ предисловш

онъ сообщаетъ читателю основныя положешя, которыя имЪли

для него решающее значеше при составлении „Ариеметики" и

„Алгебры". Не менЪе обязанъ я ему за советы, которыми онъ

облегчилъ мнЪ соединеше трехъ томиковъ въ этотъ одинъ томъ.

/7. Штеккель.
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АРИЭМЕТИКА.
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Глава I.

ДЕСЯТИЧНОЕ СЧИСЛЕН1Е.

1. Чтб разумЪютъ подъ множествомъ предметовъ и подъ

количествомъ предметовъ даннаго множества, мы предполага

емъ зд1зсь извЪстнымъ. Существуютъ диюя племена, которыя

знаютъ только значеше словъ: одинъ, два, три, четыре (т. е. зна-

чеже соотвЪтственныхъ словъ ихъ языка); если же, напримЪръ,
количество животныхъ въ стадЪ превосходитъ четыре, то они

говорятъ просто, что животныхъ въ этомъ стадЪ много. Народы,
стояние на высшей ступени развит1я, знаютъ уже давно, что

необходимо ум-вть обозначать количество предметовъ даннаго

множества бол'Бе точнымъ образомъ. Въ этомъ и состоитъ задача

счисле шя.

Самымъ распространеннымъ является десятичное счи-

слеше 1). Устанавливаютъ сперва десять цифръ:

О, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,

которымъ даютъ извЪстныя назвашя. Цифра 0 означаетъ. что

нЪтъ ни одного предмета; цифра же 1, — что есть только

одинъ предметъ.

2. Если хотятъ определить количество овецъ въ стадЪ, то

можно поступить слЪдующимъ образомъ. Можно пропустить
всЪхъ овецъ мимо лица, которое ставитъ черточку на доскЪ
каждый разъ, какъ мимо него проходитъ овца; какъ только

пишущш поставитъ десять черточекъ на одной линш, онъ пе-

реходитъ къ следующей линш, и такимъ образомъ получается,
напримЪръ, следующая запись:

) Возможно считать и иначе: мнопе купцы, напримЪръ, придержи-
ся обычая считать дюжинами и дюжинами дюжинъ, или гроссами.

1 *



4 Ариеметика.

ЗдЪсь три ряда по десяти черточекъ и четыре черточки въ

незаполненномъ ряду. Это количество называется ,,тридцать

четыре" и письменно обозначается такъ: 34; оно состоитъ изъ

трехъ десятковъ и четырехъ единицъ.

Если получится бол-fee девяти рядовъ, содержащихъ по

десяти черточекъ каждый, то нужно соединять эти ряды въ группы

по десяти; каждая группа въ десять рядовъ, заключающихъ каждый

по десяти черточекъ, образуетъ сотню. Если имеется болЪе

девяти сотенъ, то соединяютъ эти сотни по десяти, и каждая

такая группа изъ десяти сотенъ называется тысячей.

Если имеются 4 тысячи, 5 сотенъ, 3 десятка и 2 единицы,

то пишутъ 4532 и говорятъ: четыре тысячи пятьсотъ тридцать

два. Цифра 2 обозначаетъ простыя единицы, или единицы

перваго разряда; цифра 3 обозначаетъ десятки, или

единицы второго разряда; цифра 5 обозначаетъ сотни, или

единицы третьяго разряда и т. д. Если нЪтъ на лицо

единицъ какого-нибудь разряда, то отсутсгае ихъ обозначается

цифрой 0, и такимъ образомъ остальныя цифры сохраняютъ свои

мЪста. Сообразно этому пишутъ 508, чтобы обозначить 5

сотенъ и 8 единицъ, такъ какъ 58 означало бы только 5

десятковъ и 8 единицъ. По этой причине цифры, отличныя отъ нуля,

называются значащими цифрами. Если мы будемъ ниже

говорить просто о единицахъ, то будемъ подъ этимъ разуметь

простыя единицы.

Основное соглашен1е. Цифра, стоящая влЪво отъ другой

цифры, обозначаетъ единицы непосредственно высшаго

разряда, т. е. таюя единицы, которыя происходятъ отъ

соединешя десяти единицъ того разряда, которому

принадлежим цифра, стоящая вправо. КромЪ того,
последняя цифра обозначаетъ простыя единицы.

СлЪдуетъ при этомъ заметить, что первой цифрой въ

числЪ называется всегда та цифра, которая занимаетъ первое

мЪсто съ лЪвой стороны, а последней цифрой — та, которая

наиболее удалена вправо.

3. Способъ десятичнаго счета, или десятичная система

счислетя, даетъ возможность писать всЪ числа. Въ самомъ

дЪлЪ, какъ бы велико ни было количество предметовъ,
—

напри-

кЪръ, количество зеренъ хлЪба въмЪшкЪ, — ихъ всегда возможно
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соединить въ группы по десяти. Такимъ образомъ получится

определенное количество десятковъ, а количество оставшихся

единицъ будетъ меньше десяти. Далее, какъ мы уже видели,

мы можемъ также соединить десятки въ группы по

десяти въ каждой и получимъ такимъ образомъ количество

сотенъ и т. д. Этотъ процессъ долженъ закончиться, потому

что количество единицъ высшаго рязряда, заключающихся въ

данномъ множестве, уменьшается съ каждымъ шагомъ, и насту-

питъ моментъ, когда ихъ окажется менее десяти. Тогда

процессъ самъ собой закончится, и количество хлебныхъ зеренъ

будетъ выражено въ десятичной системе.

4. ОпредЪлеЫе. Говорятъ, что два количества равны

между собою въ томъ случае, если ихъ единицы можно

распределить такимъ образомъ, что каждой единице

одного количества соответствуем одна и только одна

единица другого и наоборотъ. Такъ, мы скажемъ, что

количество копеекъ у Павла равно количеству шаровъ у Петра
въ томъ случае, когда возможно расположить на столе копейки

Павла и рядомъ съ ними шары Петра такъ, чтобы около

каждой копейки лежалъ шаръ и около шара—копейка. Точно такъ

же мы скажемъ, что количество чернильницъ въ классе равно

количеству учениковъ, если возможно распределить чернильницы

такъ, чтобы каждый ученикъ имелъ одну только чернильницу, и

чтобы каждая чернильница принадлежала одному только ученику.

Если же, напротивъ того, возможно распределить

чернильницы такъ, чтобы каждый ученикъ имелъ по одной чернильнице,
но чтобы при этомъ остались лишшя чернильницы, то въ такомъ

случае говорятъ, что количество чернильницъ превосходитъ

количество учениковъ, или что оно больше количества

учениковъ; количество же учениковъ въ такомъ случае меньше

количества чернильницъ.

Мы должны признать за основное положеше, т. е. признать

непосредственно яснымъ, что два данныхъ количества либо равны

другъ другу, либо первое больше второго, либо второе больше

перваго. Такъ, напримеръ, чернильницъ можетъ быть столько

же, сколько и учениковъ, или чернильницъ будетъ больше,
чъмъ учениковъ, или же учениковъ будетъ больше, чемъ

чернильницъ. Следуетъ уяснить себе, что основное положеше въ

SHS'.-j.
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этомъ случае выражаетъ следующее: пусть будутъ розданы

чернильницы ученикамъ въ опредтэленномъ порядке такъ, чтобы

каждый ученикъ получилъ одну чернильницу. Если при этой

раздаче окажется недостатокъ въ чернильницахъ, то

невозможно, чтобы при другой раздаче каждый ученикъ получилъ по

чернильнице или чтобы оказались лишшя чернильницы. Это и

есть основное положенге нет тънности количества.

Если только правильно понято значеже этого положежя,

то нетрудно доказать, что два равныхъ количества въ десятич-

номъ счисленж всегда пишутся одинаковымъ образомъ, а два

неравныхъ количества — различно. А именно, согласно

определена равенства, количество черточекъ (2) равно

количеству считаемыхъ предметовъ, такъ какъ каждой черточке

соответствуешь предметъ и каждому предмету черточка. Далее,

изъ основного положежя неизменности количества слЪ-

дуетъ, что количество черточекъ на таблице равно количеству

предметовъ, какимъ бы образомъ мы ихъ ни считали, т. с.

какимъ бы образомъ мы ни располагали предметы и черточки.

Поэтому, если два количества равны, то имъ будетъ
соответствовать всегда одна и та же таблица черточекъ,

т. е. одно и то' же количество единицъ, десятковъ, сотенъ

и т. д.

Если же, напротивъ того, два количества не равны, то имъ

будутъ соответствовать различный таблицы 'черточекъ, а

следовательно, и различное письменное изображаете.

5. Необходимо уметь решать, какое изъ двухъ данныхъ

количеству написанныхъ по десятичной системе, больше. Для

этого существуетъ следующее правило, которое можно уяснить

себе изъ разсмотрешя таблицъ черточекъ.

Правило. Если даны два числа, написанныя по

десятичной системе, и если въ нихъ неодинаковое

количество цифръ, то большимъ изъ нихъ будетъ то, въ кото-

ромъ больше цифръ. Если же въ нихъ одинаковое

количество цифръ, то большимъ изъ нихъ будетъ то, въ ко-

торомъ первая цифра больше. Если же оба числа

начинаются съ одной и той же цифры, то большимъ изъ нихъ

будетъ то, въ которомъ следующая цифра больше. Если

же следующ1я цифры также равны, то нужно обратить
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внимаше на слЪдующ1я за ними цифры и т. д. Если всЪ

цифры равны, то самыя числа также равны.

Такимъ образомъ можно числа расположить

последовательно, подобно тому, какъ располагаются слова въ'словарЪ.

6. Вместо ^количествъ говорятъ также о цЪлыхъ

числахъ, при чемъ слово цЪлыя служитъ для отлич!я этихъ чиселъ

отъ другихъ родовъ чиселъ, которыми мы будемъ заниматься

впослЪдствш. Обыкновенно въ элементарныхъ разсуждешяхъ о

цЪлыхъ числахъ слово „цЪлый" опускается и, краткости ради,

говорятъ просто о числахъ вместо того, чтобы говорить о ко-

личествахъ или о цЪлыхъ числахъ Въ дальнЪйшемъ изложенш

мы будемъ также придерживаться этого обычая; но не слЪду-
етъ упускать изъ виду, что теоремы, которыя будутъ доказаны

въ слЪдующихъ главахъ, относятся только къ цЪлымъ числамъ,
и что ихъ не слЪдуетъ применять безъ разбора къ другимъ

видамъ чиселъ, которые будутъ введены впослЪдствш.

7. Употребляютъ знакъ = (равно) для выражешя

равенства двухъ чиселъ, знакъ ф (отлично отъ), чтобы указать,

что два числа не равны, знаки >> (больше, чЪмъ) и <<
(меньше, чЪмъ), чтобы показать, что одно число больше, чЪмъ

другое; при этомъ OTBepcTie знака всегда обращено въ сторону

большаго числа. Такъ, напримЪръ, пишутъ:

145 = 145

и называютъ это равенствомъ. ДалЪе пишутъ:

143 ф 138,
3 < 5,

107 < 110,

2350 > 998,

2402 > 2399,

0<1<2<3<4<5<6<7<8<9<10...
и говорятъ, что это —неравенства.

Рядъ 0, 1, 2, 3, 4,... всЪхъ цЪлыхъ чиселъ, слЪдующихъ
одно за другимъ въ возрастающемъ порядке, называется

ыатуральнымъ рядомъ цЪлыхъ чиселъ.
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ЗАДАЧИ КЪ 1-ой ГЛАВЪ.

Задачи на счиспеше требуютъ знашя четырехъ дЪйствШ. Безъ этого

знажя счислеше представляетъ только эмпирическое средство считать и

писать числа (съ помощью таблицъ черточекъ). Поэтому мы даемъ

задачи на счислеше позже, послтз учетя о четырехъ д,Ъйств1яхъ.



Глава II.

СЛОЖЕНШ и ВЫЧИТАШЕ.

I. СЛОЖЕН1Е.

8. Опред'Ьлен1е и свойства. Вотъ у меня 3 шара въ одномъ

мешке и 4 шара въ другомъ. Если мы все эти шары вложимъ

въ третш мЪшокъ, то мы скажемъ, что количество шаровъ,

находящихся въ третьемъ мешке, т. е. 7, есть сумма

количествъ шаровъ, находившихся въ обоихъ мЪшкахъ,

и" напишемъ:

3 + 4 = 7

(читается: 3 плюсъ 4 равно 7).
Сложен ie, следовательно, есть такое дейсгае, которое

имеетъ целью разыскаше суммы двухъ (или нЪсколькихъ) дан-

ныхъ чиселъ, или слагаемыхъ. Точнее говоря: сумму двухъ

чиселъ, написанныхъ по десятичной системе, требуется написать

тоже по этой системе.

Мы укажемъ теперь несколько теоремъ, относящихся къ

сложешю и представляющихъ собою слЪдств!я основного по-

ложешя о неизменности количества; мы постараемся

наглядно ихъ пояснить примерами изъ повседневной жизни.

Сумма нЪсколькихъ чиселъ не зависитъ отъ ихъ

порядка. Вотъ у меня пять мЪшковъ съ шарами, а здесь стоитъ

ящикъ. Я опорожняю последовательно пять мошковъ въ ящикъ.

Количество шаровъ, которые окажутся въ ящике, будетъ одно и

то же, въ какой бы последовательности мы ни составляли сумму.

Кроме того безразлично, положимъ ли мы сперва шары изъ

несколькихъ мешковъ въ одинъ мешокъ, а затемъ эту сумму

переложимъ въ ящикъ, или будемъ ихъ класть по очереди изъ

каждаго мешка въ отдельности.
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Теорема 1. При сложенж нЪсколькихъ чиселъ можно

заменить нЪкоторыя изъ нихъ ихъ суммой или, наобо-

ротъ, можно одно изъ чиселъ представить въ виде

суммы и эту сумму заменить ея слагаемыми.

Скобки употребляются для того, чтобы выразить, что ело-

жешя, указанныя въ скобкахъ, должны быть выполнены раньше

тЪхъ сложешй, которыя относятся къ цЪлымъ скобкамъ. Уста-

новивъ это, мы получаемъ, какъ примеры къ этой теореме,
равенства въ роде слЪдующихъ:

3 -f- 2 + 4 + 1 = (3 + 2) + (4 + 1) = 5 + 5,
5 |- 6 = (2 + 3) -f (4 + 2) - 2 + 3 -f 4 + 2.

Предположимъ далее, что Павелъ, Петръ, Яковъ и Иванъ

хотели соединить все копейки, которыя у нихъ были, чтобы

купить что-то въ складчину. Они могутъ въ такомъ случае

передать все свои деньги одному изъ своей среды, напримЪръ,

Павлу; или Петръ можетъ передать свои копейки Павлу, а Яковъ свои

Ивану, после чего Иванъ передастъ все, что теперь имЪетъ,

Павлу. Одинъ изъ нихъ,—скажемъ, Петръ,—могъ разложить свои

копейки въ три кармана сюртука и отдать потомъ

последовательно содержимое своихъ кармановъ. Результатъ, въ концЪ

концовъ, постоянно будетъ тотъ же.

Эти различныя замЪчашя понятны сами собой, такъ что

ихъ можно было бы счесть излишними. Но не слЪдуетъ упускать
изъ виду, что и вся математика есть система выводовъ (более
или менее непосредственныхъ) изъ такого рода замЪчанш,

которыя точно такъ же понятны сами собой, какъ и эти. Но для

того, чтобы эти выводы являлись вполне установленными,

необходимо, чтобы въ уме не оставалось никакого сомнЪшя

относительно исходной точки.

9. Объяснеше правилъ производства дЪйствШ. Частные

случаи, а) Пусть будутъ даны два однозначныхъ числа для сло-

жешя,
—напримЪръ, 7 и 5. Это дейсгае обозначаютъ слЪдующимъ

образомъ: 7 —|— 5. Чтобы прибавить 5 къ 7-ми, нужно
последовательно прибавлять къ числу 7 все единицы числа 5, т. е. пять разъ

по единице. Можно, следовательно, составить такую таблицу:

12 3 4 5

7 8 9 10 11 12.
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Когда прибавимъ одну единицу къ 7-ми, то получимъ

8, прибавимъ 2 — получимъ 9 и т. д.; прибавимъ, наконецъ, 5

единицъ — получимъ 12. Къ этому сводится пр1емъ, который

мы называемъ сложешемъ по пальцамъ. На практике

при счетЪ нужно знать на память результаты, которые

получаются при сложеши двухъ однозначныхъ чиселъ.

Вместо того, чтобы говорить, что нужно сложить два

числа, выраженныя каждое одной цифрой, мы ради краткости гово-

римъ, что нужно сложить эти цифры. Подъ этймъ мы разумЪемъ,
что нужно присчитать одно изъ чиселъ, выраженныхъ этими

цифрами, къ другому.

Ь) Пусть будутъ даны для сложешя два числа, которыя со-

стоятъ оба изъ одной значащей цифры (2) и одинаковаго ко

личества слЪдующихъ за нею нулей,— напримЪръ, 30 и 40, или 400

и 700, или 6000 и 9000. Чтобы сложить 30 и 40, слЪдуетъ
вспомнить, что 30 означаетъ 3 десятка, а 40 —- 4 десятка. Если

соединить обЪ группы черточекъ, представляющихъ эти числа, то

получится, очевидно, 7 десятковъ,
— напишемъ 70. Поэтому скла-

дываютъ только цифры десятковъ, не обращая внимашя на

нули, которые попросту приписываются. Точно такъ же:

200 -f 300 = 500,
30000 -f 60000 = 90000.

Правило это становится менЪе простымъ, когда сумма обЪ-

ихъ значащихъ цифръ равна 10 ти или больше 10-ти. Пусть
будутъ даны, напримЪръ, числа 600 и 700. Если мы представимъ

ихъ въ видЪ группъ черточекъ, то мы получимъ 6 сотенъ и 7

сотенъ и, соединивъ ихъ, получимъ болЪе 10-ти сотенъ. Согласно

принципу десятичнаго счислешя, мы должны соединить 10 сотенъ,

такъ что получится одна единица ближайшаго высшаго разряда,
а именно тысяча. Остаются еще сверхъ того 3 сотни, и мы

получаемъ сумму 1300. И въ этомъ случае сумма получается,
следовательно, такимъ образомъ, что складываютъ значацця

цифры, не принимая въ разсчетъ нулей, которые приписываются
затЪмъ справа къ полученному числу. Точно такъ же:

3000 + 8000 = 11000,
50000 -[- 60000 = 110000,

300 -J- 700 = 1000.
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с) ПослЪднш частный случай представляетъ сложеше чи-

селъ, состоящихъ изъ одной значащей цифры и неодинаковаго

количества нулей. Пусть, напримЪръ, требуется сложить:

40 + 5 + 300 + 60000 -J- 8000.

СлЪдуетъ только уяснить себЪ значеше каждаго изъ этихъ

чиселъ, чтобы понять, что ихъ сумма образуетъ число,
которое можно непосредственно написать по десятичной системе. А

именно, здЪсь имеются 5 единицъ, 4 десятка, 3 сотни, 8 тысячъ,

6 десятковъ тысячъ; сумма, следовательно, составляетъ 68345.

Точно такъ же мы получили бы:

400 + 6 + 3000 = 3406,
50 + 30000 = 30050,

500 4- 60000 = 60500.

Наоборотъ, каждое число, написанное по десятичной

системе, можно представить себЪ въ видЪ суммы столькихъ чиселъ,

сколько въ ней значащихъ цифръ; при этомъ каждое число

состоитъ изъ одной значащей цифры и столькихъ нулей,
сколько цифръ стоитъ за нею въ данномъ числЪ. Такимъ образомъ:

6854 = 6000 4- 800 4-50+4.
На это замЪчаше смотрятъ иногда, какъ на составную часть

счета. Оно, во всякомъ случае, составляетъ существенное къ

нему добавлеже, но можно, однако, обойтись и безъ него. Можно

вЪдь себЪ представить, что нЪкто по опыту научился считать

до ста, т. е. хорошо понимаетъ значеше словъ сорокъ шесть,

сорокъ, шесть и знаетъ также письменное изображешеэтихъ

чиселъ, но вмЪсгЬ съ гЬмъ не знаетъ еще, что 46 = 404-6.
10. Общ1й случай. Пусть требуется сложить два какихъ-ли-

бо числа,— напримЪръ, 2317 и 541. Мы сведемъ это сложеше къ

разсмотрЪннымъ уже случаямъ. Именно:

2317 = 2000 4- 300 4-Ю + 7,
541 = 500 + 40 4- 1.

Чтобы сложить эти два числа, мы можемъ сложить различ-

ныя составныя части суммъ, которыя равны этимъ числамъ; а

такъ какъ величина суммы не зависитъ отъ порядка слагаемыхъ,

то мы можемъ написать последовательно:
2317 + 541--=2000 + 300+ 10+ 7+ 500 + 40+ 1.

2317 + 541=2000 + 300 + 500 + 10+ 40+ 7 + 1.
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Но

300 + 500 = 800,
10 -|- 40 == 50,
7 + 1 = 8.

Если мы поэтому замЪнимъ составныя части всей суммы

вычисленными суммами ихъ, то мы можемъ написать:

2317 + 541 = 2000 -f 800 + 50 + 8 = 2858.

На практике при счете нЪтъ надобности производить

это разложеше и следующее за нимъ соединеше. Пишутъ, на-

противъ того, числа одно подъ другимъ такимъ образомъ, чтобы

цифры одного разряда находились въ одномъ и томъ же столбце:

2317

541

"

2858.

Для получешя результата достаточно сложить цифры, стоя-

щ\я въ одномъ столбце, и сумму подписать подъ этимъ столб-

цомъ. Наше разсуждеже приводитъ, следовательно, къ хорошо

известному практическому правилу, которое, такимъ образомъ,
является доказаннымъ.

Въ избранномъ нами примере сумма цифръ одного и того

же разряда была постоянно меньше десяти. Въ противномъ

случае правило становится несколько более сложнымъ.

Пусть будетъ дано, напримеръ, сложить числа 345, 456, 527.
Въ такомъ случае:

345 = 300 + 40 + 5,
456 = 400 4- 50 4- 6,
527 = 500 -U 20 4- 7,

и поэтому:

345+456+527=300+400+500+40+50+20+5+6+7.

Но

5 + 6 + 7 = 18 = 10 + 8.

Заменяя поэтому 5 + 6 + 7 черезъ 10 + 8, можно написать

такъ:

345+456+527=300+400+500+40+50+20+10+8.
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Къ десяткамъ 40—|—50—|—20, которые взяты изъ данныхъ чиселъ,

прибавляется, следовательно, еще одинъ десятокъ, который

получается отъ сложешя единицъ. При этомъ говорятъ, что цифру

1 нужно держать въ уме. Точно такъ же:

40 -f 50 + 20 -f Ю = 120 = 100 -j- 20,
и поэтому

345 + 456 + 527 = 300 -f 400 -f 500 -f 100 -f 20 + 8.

Наконецъ,

300 + 400 -f 500 4- ЮО = 1000 -j- 300 = 1300.

Въ конце концовъ получимъ:

345 + 456 + 527 = 1300 -f 20 -f 8 = 1328.

На практике при выполненш сложежя придерживаются

слЪдующаго правила: щ

Правило производства дЪйств1я 1-ое. Чтобы сложить

несколько чиселъ, пишутъ ихъ одно подъ другимъ такъ,

что цифры, представляюния единицы одного и того же

разряда, находятся въ одномъ столбце. Складываютъ въ

уме цифры, стояния въ правомъ столбце и подписыва-

ютъ подъ нимъ результатъ, если онъ меньше 10-ти;
если же онъ больше или равенъ 10-ти, то подписывается

только цифра единицъ, а цифру десятковъ держатъ въ

уме. Къ этому числу, которое держатъ въ уме, при-

бавляютъ последовательно все цифры столбца
десятковъ и поступаютъ точно такъ же, какъ и при

сложены цифръ предыдущаго столбца. Такъ продолжаютъ

поступать, пока не будутъ исчерпаны все столбцы. Подъ

последнимъ столбцомъ подписываютъ весь результатъ,

независимо отъ того, будетъ ли онъ больше или меньше

10-ти. Число, которое будетъ выражено написанными

цифрами, и есть искомая сумма.

Ни этого, ни последующихъ правилъ производства
действ iii не нужно заучивать наизусть. Следуетъ, напротивъ того,

внимательно прочитавъ его, закрыть книгу и попробовать

формулировать правило самому. Такимъ образомъ можно убедиться
не только въ усвоенш механизма дЪйсгая, но и въ томъ,

понята ли причина, почему поступаютъ такъ, а не иначе.
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Въ нашемъ примере д-Ьйсгае располагается слЪдующимъ

образомъ:
345

456

527

1328.

При этомъ говорятъ обыкновенно для краткости, но,

конечно, неправильно: 5 и 6 будетъ 11, и 7 будетъ 18; пишу 8, въ

утЪ 1; 1 и 4 будетъ 5, и 5 будетъ 10, и 2 будетъ 12; пишу

2, въ умЪ 1; 1 и 3 будетъ 4, и 4 будетъ 8, и 5 будетъ 13;

пишу 13.

II. ВЫЧИТАН1Е.

П. Опред-влеше и свойства. На прилавке лежатъ 9 рублей.
Я беру изъ нихъ 4. Тогда остается 5 рублей. Говорятъ, что это

число 5 есть разность чиселъ 9 (уменьшаемое) и 5

(вычитаемое) и пишутъ:

9 — 4 = 5

(читается: 9 минусъ 4 равно 5).

Вычиташе, следовательно, есть действ1е, которое имЪегъ

целью нахождеше разности двухъ данныхъ чиселъ.

Если отнять отъ нЪкотораго множества определенное

количество предметовъ, а затЪмъ опять прибавить, ихъ то, очевидно,

получится прежнее множество. Отсюда вытекаетъ новое пони-

ман1е нашего определешя вычиташя, а именно — вычиташе можно

разсматривать, какъ дЪйств1е, обратное сложешю.

Опред-влеше. Вычитате есть такое дЪйств1е, которое
имЪетъ целью къ двумъ даннымъ числамъ подыскать

третье (разность), которое, будучи прибавлено ко

второму числу (вычитаемому), дастъ сумму, равную

первому числу (уменьшаемому).
Чтобы вычиташе было возможно, уменьшаемое не должно

быть меньше вычитаемаго. Если на прилавке лежатъ только 9

рублей, до я не могу взять 12-и рублей. Если же я возьму 9

Рублей, то не останется ничего; следовательно, если

уменьшаемое равно вычитаемому, то разность равна нулю.

Изъ опредЪлешя вычиташя и основного положешя о

неизменности количества вытекаютъ нЪкоторыя важныя его свойства.
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Теорема 2. Чтобы изъ даннаго числа вычесть сумму

нЪсколькихъ чиселъ, можно вычесть изъ него

последовательно всЪ слагаемый.

Если я хочу, напримЪръ, вычесть сумму 2—|—3, равную 5-ти,
изъ 9-ти, то все равно, скажу ли я: 9 — 5= 4, или 9 — 2= 7,
7 — 3 = 4. Если я имЪю 9 рублей и хочу изъ нихъ дать 2 рубля
Якову и 3 Ивану, то все равно, дамъ ли я последовательно

каждому его деньги, или дамъ сразу 5 рублей Петру, поручивъ

ему разделить ихъ между обоими, т. е.

9 — (2 + 3) = 9 — 2 — 3;
здЪсь скобки означаютъ, что сложеше 2 —|— 3, указанное

внутри скобокъ, должно быть выполнено раньше вычиташя,

которое указано знакомъ минусъ, стоящимъ передъ скобками.

Теорема 3. Чтобы къ какому-нибудь числу прибавить

разность двухъ чиселъ, слЪдуетъ прибавить къ нему

уменьшаемое и отъ полученной суммы отнять

вычитаемое.

У меня 8 рублей, и мнЪ должны дать (5 — 2) рубля. Это

можно сделать двоякимъ образомъ. МнЪ могутъ дать разность
5 — 2, т. е. 3 рубля, или же мнЪ могутъ дать 5 рублей и

потребовать сдачи 2 рубля. Поступятъ ли однимъ или другимъ

способомъ, я ни въ томъ ни въ другомъ случай не буду ни

богаче ни бЪднЪе:
8 + (5 — 2) = 8 -f 5 — 2.

Теорема 4. Чтобы отъ какого нибудь числа отнять

разность двухъ чиселъ, слЪдуетъ отъ даннаго числа

отнять уменьшаемое и къ полученной разности

прибавить вычитаемое.

Я имЪю 10 рублей и долженъ 3 рубля. Если у меня имеются

мелюя монеты, то я заплачу 3 рубля, и у меня останется еще 7.

Если же у меня есть только монета въ пять рублей, то я могу

ее отдать и потребовать 2 рубля сдачи. Результатъ тотъ же

самый: вместо того, чтобы отдать сразу (5 — 2) рубля, я отдалъ

5 рублей и получилъ обратно 2 рубля, т. е.

Ю — (5 — 2) = 10 — 5 + 2-

12. Общее назваже для суммы и разности—скобки. Общее

назваше для слагаемаго, уменыиаемего и вычитаемаго — членъ;

Общее назваше для сложешя и вычиташя—соединеше. Поль-
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зуясь этими назвашями, мы можемъ, обобщая теорему 1-ую,

высказать следующую очень важную теорему:

Теорема 5. Если нужно соединить несколько членовъ,

или несколько скобокъ, или несколько членов^ и

несколько скобокъ вмЪстЪ, то порядокъ, въ которомъ мы

это сдЪлаемъ, не имЪетъ значешя.

У меня 6 рублей. КромЪ того, я долженъ получить 3 рубля

отъ Якова и 1 рубль отъ Ивана. ЗатЪмъ я долженъ уплатить

4 рубля Павлу и 2 рубля Петру. Въ какомъ бы порядкЪ ни

были произведены эти различныя операцш, результатъ будетъ
тотъ же самый. Когда я уплачу, что слЪдуетъ, Павлу, у меня

останется (6 — 4) рублей. Если затЪмъ мнЪ уплатитъ Яковъ,
то я буду имЪть (6 — 4 + 3) рублей. Когда я уплачу Петру,
то у меня останется (6 — 4 j- 3 — 2) рублей, а если, нако-

нецъ, Иванъ уплатитъ мнЪ свой долгъ, то я буду имЪть

(6 — 4'+ 3 — 2 + 1) рублей. Если бы я разсчитался

сначала съ Петромъ, потомъ съ Яковомъ, Иваномъ и Павломъ, то

я имЪлъ бы (6 — 2 —|— 3 —|— 1 — 4) рублей.

Следовательно, имЪетъ мЪсто равенство:

6 — 4 + 3 — 2 + 1 =б — 2 + 3 + 1— 4.

ЗдЪсь производство дЪйсшй въ томъ порядке, въ

которомъ они указаны, является возможнымъ. Но если бы я имЪлъ

2 рубля, долженъ былъ бы получить 5 рублей и уплатить изъ

нихъ 6, то я, конечно, не могъ бы уплатить прежде, чЪмъ по-

лучилъ бы долгъ. Мы вернемся къ этому въ алгебрЪ, въ теорш
такъ называемыхъ отрицательныхъ чиселъ.

Теорема 6. Разность остается безъ измЪнешя, если

мы къ уменьшаемому и вычитаемому прибавимъ одно и

то же число или если мы отъ нихъ отнимемъ одно и то

же число.

Эту теорему можно считать непосредственнымъ слЪдсгаемъ

предыдущей, но полезно высказать и разобрать ее отдельно.
У меня 6 рублей, и я долженъ уплатить изъ нихъ 4. МнЪ

даютъ 3' рубля подъ услов1емъ, чтобы я и уплатилъ лишнихъ
3 рубля. Это не измЪняетъ моего достояжя. Можно,

следовательно, написать:

6 — 4 = (6 + 3) — (4 + 3) = 9 — 7.

Бор ель, элементарная математика. 2
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Положимъ теперь, что я имЪю 9 рублей и долженъ изъ

нихъ завтра уплатить 7. Я отдаю 3 рубля еще сегодня подъ

услов1емъ, что завтра уплачу тремя рублями меньше. Г\..е до-

стояше не изменилось. Можно, следовательно, написать:

9 — 7 = (9 — 3) — (7 — 3) = 6 — 4.

13. Объяснеше правилъ производства д*Ьйств1я. Частные

случаи. Самый простой случай при вычитанш представляется

тогда, когда и уменьшаемое и вычитаемое имЪютъ только по

одной цифрЪ. Въ этомъ случай такъ же, какъ и при сложенш,

нужно знать результаты на память.

Если результатъ вычиташя извЪстенъ, то его можно

найти, пользуясь опредЪлешемъ вычиташя, какъ дЪйсгая, обрат-

наго сложешю. Пусть, напримЪръ, дано отнять 8 отъ 14-ти. Въ

такомъ случае дЪло сводится къ тому, чтобы узнать, какое

число слЪдуетъ прибавить къ 8-ми, чтобы получить 14. Нужно
только написать следующую таблицу:

8 9 10 11 12 13 14

12 3 4 5 6,

и мы увидимъ, что этимъ числомъ будетъ 6. То, что называ-

ютъ вычиташемъ на палыдахъ, и сводится, въ сущности, къ

этому npieMy. Почти такъ же просто поступаютъ въ томъ

случай, когда уменьшаемое и вычитаемое состоятъ оба изъ одной

значащей цифры и одинаковаго количества нулей. Правило,

которое было указано въ соотвЪтственномъ случае при сложенш,
даетъ намъ и здЪсь тотчасъ же результатъ. Такъ, напримЪръ:

90 — 60 = 30,
900 — 600 =300.

ОбщШ случай. Пусть требуется отнять 2436 отъ 5849.

ИмЪемъ:

5849 = 5000 -f 800 4-40 + 9.
2436 = 2000 + 400 -]- 30 -|— 6.

Применяя теоремы 2 и 5, получаемъ:

5849 — 2436 = 5000 + 800 + 40 + 9 — 2000 — 400 — 30 — 6

= 5000 — 2000 + 800 — 400 + 40 — 30 -f 9 — 6

= 3000 + 400 + 10 4-3
= 3413.
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На практике эту задачу записываютъ слЪдующимъ обра-

зомъ:
5849

2436

3413.

Достаточно о'тнять каждую цифру отъ цифры, стоящей надъ

нею. Следовательно, здЪсь приходится выполнять rfe же самыя

дЪйсшя, каюя мы выполняли при прежнемъ разложеши.

Въ нашемъ примЪрЪ каждое отдельное вычиташе было

возможно. Если же мы захотимъ отнять 345 отъ 622, то мы

замЪтимъ, что лри разложенш

622— 345 = 600 — 300 + 20—40 + 2 — 5

мы не можемъ отнять 5 отъ 2 и 40 отъ 20. Это затруднеше

устраняется съ помощью теоремы 6, такъ какъ, руководствуясь

ею, можно написать:

622 — 345 = 622 -f 100 -f 10 — (345 + 100 + 10)
= 600 — 300 — 100 + 100 + 20 — 40 — 10 + Ю + 2 — 5

= 600 — 400 + 120 — 50 + 12 — 5

= 200 + 70+7
= 277/

При практическомъ выполненш дЪйсгая поступаютъ слЪду-

ющимъ образомъ: подписываютъ вычитаемое подъ уменьша-

емымъ такимъ образомъ, чтобы единицы одного и того же

разряда находились другъ подъ другомъ, т. е. такъ:

622

345

7.

Теперь мы замЪчаемъ, что нельзя отнять 5 отъ 2;

поэтому отнимаемъ 5 отъ 12, получается 7; такимъ образомъ,
мы прибавили 10 къ 622; поэтому нужно прибавить также 10
къ 345 или, другими словами, во второмъ столбце мы
отнимаемъ 5 вместо 4.

Учете о вычитанж можно изложить еще проще, если

принять во внимаше, что вычиташе есть дЪйсше, обратное
сложешю. Чтобы выяснить этотъ пр!емъ надлежащимъ обра-

2*
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зомъ, воспользуемся на время следующей записью вместо

обыкновенной:

345

622

Мы разсматриваемъ 622, какъ сумму 345 и другого неиз-

вЪстнаго числа, которое мы обозначили тремя точками. Выполняя

сложеше 345 и неизвЪстнаго числа въ умЪ, мы, очевидно, не

можемъ получить въ требуемой суммЪ въ столбце единицъ

цифру 2, если будемъ прибавлять къ цифрЪ 5 какую нибудь
цифру, такъ какъ мы получили бы въ такомъ случае 5, 6, 7, 8
или 9. Но такъ какъ мы заучили наизусть суммы первыхъ

десяти чиселъ, то мы знаемъ, что должны прибавить 7 къ 5,
чтобы получить 12. Мы говоримъ поэтому: 5 и 7 составляетъ 12,

пишу 7 и сохраняю 1 въ умЪ:

345

622.

Мы подписываем^ следовательно, цифру 7 вместо третьей точки.

ЗатЪмъ мы говоримъ: 1 въ умЪ и 4 будетъ 5, и 7 будетъ 12

(мы пишемъ цифру 7 въ тотъ моментъ, когда ее произносимъ);
пишу 7 и держу 1 въ умЪ:

345

.77

622.

Наконецъ: 1 въ умЪ и 3 будетъ 4, и 2 будетъ 6; пишемъ

цифру 2 въ тотъ моментъ, когда ее произносимъ:

345

277

622.

Очевидно, мы можемъ поступить такимъ же образомъ,
пользуясь обыкновенной записью:

622

345

277.
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Можно, следовательно, высказать следующее правило:

Правило производства дЪйствЛя 2-ое. Чтобы выполнить

вычитаже, подписываютъ вычитаемое подъ

уменьшаемыми располагая соответственно другъ подъ другомъ

единицы одинаковыхъ разрядовъ. Чтобы получить цифру

единицъ въ разности, отнимаютъ цифру единицъ второй

строки отъ цифры, стоящей надъ нею; если это вычита-

Hie невозможно, то къ верхней цифрЪ прибавляютъ 10

и сохраняютъ 1 въ умЪ. ЗатЪмъ такимъ же образомъ
находятъ цифру десятковъ, при чемъ не слЪдуетъ
забывать увеличить вычитаемую цифру на число,

сохраненное въ умЪ. Такимъ образомъ ведутъ дтэйств1я до конца,

пока остаются еще цифры.
Можно, впрочемъ, употреблять одно изъ слЪдующихъ корот-

кихъ, но, конечно, неправильныхъ выражешй:

3567

958

2609

произносимъ: 8 отъ 17, остается 9, 1 въ умЪ; 1 и 5 будетъ
6, 6 отъ 6 остается 0; 9 отъ 15 остается 6, 1 въ умЬ; 1 отъ

3 остается 2. Или: 8 и 9 будетъ 17, 1 въ умЪ; 1 и 5 составитъ

6, и 0 будетъ 6; 9 и 6 будетъ 15, 1 въ умЪ; 1 и 2 будетъ 3.

ЗАДАЧИ КЪ ГЛАВЪ Ной.

1. Какого в-feca будетъ предметъ, къ которому нужно прибавить
гирю въ 10 граммовъ и 3 гирьки по 1 грамму, чтобы уравновесить
1 киллограммъ?

2. У Ивана есть участокъ земли въ 30 гектаровъ. Онъ продаетъ
для построекъ 450 кв. метровъ Петру, 600 Якову, 500 Павлу. Сколько
кв. метровъ остается у Ивана?

3. ИмЪется куча песку въ 3 кубическихъ метра. Изъ нея берутъ
сперва 15 литровъ, затЪмъ 60 литровъ, затЪмъ 9 гектолитровъ. Каковъ
будетъ объемъ остального песку?

4. Населеше различныхъ провинфй прусскаго государства въ 1890
и 1900 годахъ представлено въ следующей таблице:
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Провинции

Восточная Прусая

Округъ города Берлина . . .

Шлезвигъ Гольштейнъ ....

Гессенъ-Нассау
Рейнсюя провинцш

Н а с е

1890

1 958 663
1 433 681
1 578 794
2 541 783
1 520 889
1 751 642
4 224 458
2 580010
1219 523
2 278 361
2 428 661
1 664 426
4 710 391

66 085

л е н i e

1900

1996 626
1 563 658
1 888 848
3108 554
1 634 832
1 887 275
4 668 857
2 832 616
1 387 968
2 590 939
3187 777
1 897 981
5 759 798

66 780

Требуется разсчитать, какъ велико было населеше Пруссш въ 1890

и въ 1900 годахъ, и на сколько оно увеличилось за Ю-лЪтнш проме-

жутокъ?
5. Сложить слЪдующ1я числа: 3 часа 15 минутъ 34 секунды, 4 часа

5 минутъ 25 секундъ, 1 часъ 50 минутъ 12 секундъ.
6. У отца 5 дЪтей. Младшему 12 л-Ътъ; сл1эдующ1я старше его на 4,

6, 9 и 11 лЪтъ. Какую сумму составятъ лЪта всЪхъ пятерыхъ д-Ьтей?

7. Выполнить слЪдующ1я сложешя:

12 542+ 9 999,

13 425 + 9 998,

14 52^ + 99 997.

8. Выполнить слЪдуюищя вычиташя:

4 325 — 99Q ,

32 567 - 9 998 ,

43 650 — 9 996 .

9. Отъ 10 000 отнять слЪдующ'ю числа: 3 457, 2 994, 3 435, 5 149,
9 834, 8 991.

10. Воспользоваться результатами предыдущей задачи, чтобы

заменить сл^дующ1я вычиташя сложешями:

23 451 — 3 457,

24 630 — 2 994,

3 752 — 3 435 ,

9 650 - 5149,
38 421 — 9 834,

9 857 — 8 991 .
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11. Предложенъ слЪдующШ рядъ дЪйствж:

23 457 — 4 522 + 4 627 — 9643.

Ихъ можно заменить следующими;

23 457 + (1° 00°
- 4 522) + 4 627 + (10 000

— 9 643) — 10 000 — 10 000.

Разности 10 000 — 4 522 и 10 000 — 9 643 получить нетрудно; поэтому

нужно только выполнить сложеше четырехъ чиселъ, а загЬмъ отъ

результата отнять дважды по 10 000. Выполнить это.

12. Применить методъ предыдущей задачи кь вычислена слЪду-
ющихъ выраженШ:

4 253 — 245 + 6 324 — 997 + 12 645 — 8 994,
2 634 — 345 + 346 752 — 98 649 — 9 939,
4 675 — 246 + 367 538 - 89 698 — 3 975.

13. Показать, что любое число, меньшее 121, можно получить,

складывая или вычитая числа 1, 3,9, 27, 81 или только нЪкоторыя изъ нихъ,

при чемъ ни одного изъ этихъ чиселъ не придется брать больше одного

раза; напримЪръ:

62 = 81 — 27 + 9 — 1
,

14 = 27 - 9 — 3 — 1
,

105 -81+27-3.

Составить подобнымъ же образомъ числа, содержащ1яся между 30 и 40,
и числа, содержащаяся между 90 и 100.

ч



Глава III.

УМН0ЖЕН1Е ЦЪЛЫХЪ ЧИСЕЛЪ.

I. ОПРЕДЪЛЕШЕ и СВОЙСТВА.

14. Мы определили сложеше (8), какъ дЪйсгае, цЪлью

котораго является найти сумму двухъ или нЪсколькихъ дан-

ныхъ чиселъ — слагаемыхъ. Часто случается, что въ такой

сумм-fe всЪ слагаемыя равны между собою. Если, напримЪръ,гнуж-
но вычислить сумму

з + з + з + з,
то говорятъ короче, что эта сумма равна произведена 3-4

(читать: четырежды три):
3-4 = 3 + 3 + 3 + 3=12.

Составлеже произведешя называется умножешемъ. Умноже-

Hie, следовательно, есть сокращенное сложеюе.

Руководствуясь теоремой 1 (#), -мы можемъ выполнить,

это сложеше такимъ образомъ, что разложимъ сперва каждое

слагаемое на сумму единицъ, затЪмъ отъ каждаго слагаемаго

возьмемъ по 1, что составитъ сумму 4, и это дЪйсше повто-

римъ три раза. Вместо суммы 3 + 3 + 3 + 3 мы получимъ

тогда равную ей сумму 4 + 4 + 4. Отсюда слЪдуетъ, что

4-3 = 3-4.

На этомъ основами числа 3 и 4 носятъ общее назваше

сомножителей произведешя 12; отсюда же выводится следующая
важная теорема:

Теорема 7. Произведете двухъ сомножителей не

изменится, если мы ихъ переставимъ.

Эта теорема нуждается въ существенномъ дополнеши.Именно,

согласно первоначальному опредЪлешю умножешя, какъ

сокращенная сложешя, второй сомножитель долженъ быть отличенъ

отъ единицы. Хотя изъ опредЪлешя и слЪдуетъ, что

произведете 1 • 4 равно суммЪ 1 + 1 + 1 + 1, т. е. 4-мъ, но про-
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изведете 4 * 1 еще не было определено. Теперь мы дадимъ ему

опредЪлеше; именно: мы потребуемъ, чтобы предыдущая теорема

имЪла мЪсто также въ этомъ случай и чтобы поэтому было:

4.1=1.4 = 4.

Теорема 8. Произведете единицы на какое-нибудь
число равно этому числу.

ДалЪе, второй сомножитель по опредЪлемю долженъ быть

отличенъ отъ нуля. Если мы поступимъ подобно тому, какъ

поступили съ сомножителемъ 1, то убедимся въ справедливости

теоремы:

Теорема 9. Произведете нуля на какое-нибудь число

или какого-нибудь числа на нуль равно нулю.

Если ни одинъ изъ двухъ сомножителей не равенъ нулю,

то и произведете не равно нулю, такъ какъ оно представляетъ

собою сумму нЪсколькихъ равныхъ чиселъ, изъ которыхъ ни

одно не равно нулю.

Теорема 10. Произведете равно нулю въ томъ и

только въ томъ случай, когда одинъ изъ сомножителей

равенъ нулю.

15. Произведете н-Ьсколькихъ сомножителей. Запись

3-4.5

означаетъ, что нужно сперва составить произведете 3-4 = 12,
а затЪмъ произведете 12-5 = 60; оно называется произве-

дешемъ трехъ чиселъ 3, 4, 5. Вообще произведетемъ трехъ

чиселъ называютъ число, которое получается, если

умножимъ произведете двухъ чиселъ на третье. Мы по-

кажемъ, что и здЪсь, какъ въ случай произведешя двухъ
чиселъ, окончательный результатъ не зависитъ отъ порядка этихъ

трехъ чиселъ; въ виду этого и здЪсь эти три числа называютъ

просто сомножителями произведешя. Еще болЪе общимъ бу-
детъ следующее опредЪлеше:

Опред-Ьлеше. Произведете нЪсколькихъ чиселъ есть

то
число, которое получается, если умножить первое

число на второе, полученное произведете на третье

число, новое произведете на четвертое число и т. д.,

пока не будутъ исчерпаны всЪ чичгла.

Мы покажемъ, что и это произведете тоже не зависитъ

отъ порядка чиселъ; по этой причине эти числа называются
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и здЪсь сомножителями произведетя. Основатемъ всего этого

служитъ следующая теорема:

Теорема 11. Величина произведетя трехъ

сомножителей не изменится, если мы въ немъ два рядомъ сто-

ящихъ сомножителя замЪнимъ ихъ произведешемъ.

Разсмотримъ произведете

2-3-5

и докажемъ, что оно равно произведете)

2 • 15,

которое получится, если замЪнимъ стоящихъ рядомъ

сомножителей 3 и 5 ихъ произведетемъ 15. Для вычислетя

произведетя 2-3-5 мы должны составить сначала произведете

2 • 3 или 3-2, т. е. сумму трехъ чиселъ, изъ которыхъ

каждое равно 2; затЪмъ это произведете мы должны умножить на

5, т. е. составить сумму:

(2 + 2 + 2) + (2 + 2 + 2) + (2 + 2 + 2) + (2 + 2 + 2) +
+ (2 + 2 + 2);

если опустимъ скобки, то получимъ сумму 15-ти чиселъ, изъ

которыхъ каждое равно 2, т. е. произведете 2-15 или 15-2,
что и требовалось доказать.

Теорема 12. Обратно, въ произведена двухъ

сомножителей можно заменить каждаго сомножителя рав-

нымъ ему произведетемъ двухъ сомножителей.

Это обращете не отличается отъ предложетя, которое мы

только-что доказали; а именно оно выражетъ, что

2- 15 = 2 -3-5.

Отсюда слЪдуетъ, что въ произведена трехъ

сомножителей можно переставить любыхъ двухъ рядомъ

стоящихъ сомножителей. Въ самомъ дЪлЪ, пусть дано

произведете

4-5-6.

Чтобы показать, что мы можемъ переставить, напримЪръ,

сомножителей 5 и 6, достаточно написать:

4-5-6 = 4-30 = 4-6-5.

При этомъ мы примЪняемъ последовательно прямую и

обратную теорему.

Теперь мы можемъ безъ труда доказать общую теорему:
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Теорема 13. Въ произведена нЪсколькихъ

сомножителей можно переставлять сомножителей, какъ угодно.

Пусть, напримЪръ требуется доказать, что

5-2-3-4-6 = 4-3 6-2-5.

Мы покажемъ, что можно, переставляя рядомъ стоящихъ

сомножителей второго произведешя, привести ихъ въ тотъ порядокъ,

въ которомъ они находятся въ первомъ произведен^. Съ этой

цЪлью поставимъ 5 на первое мЪсто, переставляя его

последовательно съ числами, которыя стоятъ влЪво отъ 5-ти, на что

мы по предыдущему имЪемъ право. Такимъ образомъ мы по-

лучимъ:

4-3-6-2 -5 = 4-3-6-5 -2

= 4-3-5-6-2

= 4-5-3-6-2

= 5-4-3-6-2.

Переставимъ затЪмъ сомножителя 2 на второе мЪсто, но

такимъ образомъ, чтобы не сдвинуть 5; тогда получимъ:

5-4-3-6-2 = 5-4-3-2-6

= 5-4-2-3.6

= 5-2-4-3-6.

ЗатЪмъ переставимъ 3 на третье мЪсто, не изменяя мЪстъ

множителей 5 и 2. Такимъ образомъ получимъ:

5-2-4-3-6 = 5-2-3-4-6,
что и требовалось доказать.

Целесообразность примЪненнаго нами способа основывается

на томъ обстоятельстве, что сомножители, разъ поставленные

на свои мЪста, остаются на нихъ; для этого нужно начинать

всегда съ того сомножителя, который долженъ стоять на

первомъ мЪстЪ, затЪмъ обратиться къ тому, который нужно
поставить на второе мЪсто, и т. д.

16. Умножеше суммы или разности на какое-нибудь
число/а) ЗдЪсь находится 8 дЪтей. Если я хочу каждому изъ нихъ

дать по 2 шара, то мнЪ нужно 2 • 8 шаровъ. Если я затЪмъ

хочу дать каждому ребенку еще по 3 шара, то мнЪ нужно 3 - 8

шаровъ. Следовательно, я раздамъ всего (2 • 8 + 3 • 8) шаровъ.
Но я могу произвести эту раздачу шаровъ еще иначе, давая
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каждому ребенку сразу по 2 -|- 3 шара; при этомъ мне нужно

иметь 5 • 8 шаровъ. Какъ бы я ни поступалъ, я долженъ на

основанш положетя о неизменности количества придти

къ тому же самому результату:

5-8 = 2-8 + 3-8,
40 == 16 + 24-

Можно также написать:

(2 + 3) • 8 = 2 • 8 + 3 • 8.

Скобки, поставленныя въ левой части, указываютъ, что нужно

выполнить сложеше 2 —|— 3 = 5 до умножешя на 8, между

тЪмъ какъ въ правой части сперва выполняется умножеше, а

потомъ сложеше.

Таюя же соглашешя относительно порядка, въ которомъ

слЪдуетъ производить сложешя и умножешя, относятся также

и къ слЪдующимъ равенствамъ этого пункта.

Теорема 14. Для умножежя суммы на какое-нибудь

число, можно умножить слагаемыя въ отдельности на это

число и сложить полученныя произведешя.

Чтобы дать примЪръ, въ которомъ сумма содержитъ более

двухъ слагаемыхъ, предположимъ, что отецъ даетъ каждому изъ

своихъ пятерыхъ детей въ воскресенье по 4 копейки, въ поне-

дЪльникъ по 3 копейки, во вторникъ по 2. Сколько копе-

екъ долженъ онъ для этого иметь? Въ воскресенье онъ

долженъ дать 4 5, въ понедЪльникъ 3 • 5 и во вторникъ 2-5;

следовательно, всего:

(4
. 5 + 3 • 5 + 2 • 5) копеекъ,

или

20 -f- 15 -|- 10 = 45 копеекъ.

Съ другой стороны, каждый ребенокъ получаетъ 4 + 3 + 2

= 9 копеекъ; все пятеро детей вместе получаютъ,

следовательно, 9 • 5 = 45 копеекъ. Результатъ непременно будетъ

тотъ же: 45 копеекъ. Сообразно съ этимъ пишутъ:

(4 + 3 + 2) 5 = 4-5 + 3.5 + 2-5.

Для удобства принято знакъ умножен'ш после скобокъ

опускать, что не можетъ подать повода- къ ошибке.
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b) Теперь мы разсмотримъ слЪдующш вопросъ: шестеро

детей имеютъ каждый по 7 копеекъ. Каждый ребе-

нокъ ра^ходуетъ по 3 копейки. Сколько останется у

нихъ всЪхъ вместе? Здесь мы можемъ также поступить

двоякимъ образомъ. Мы можемъ сказать: дети имели все

вместе 7*6 = 42 копейки, истратили 3-6 = 18 копеекъ;

следовательно, у нихъ осталось 7-6 — 3 • 6 = 24 копейки. Но мы

можемъ сказать и иначе: у каждаго ребенка 'осталось (7 — 3)
копеекъ; следовательно, у всЪхъ вместе останется (7 — 3) • 6

= 24 копейки. Результатъ въ обоихъ случаяхъ непременно

будетъ одинъ и тотъ же, и потому будетъ иметь место равенство:

(7 — 3) 6 = 7 - 6 — 3 • 6.

Теорема 15. Чтобы умножить разность двухъ чиселъ

на какое-нибудь число, можно умножить

уменьшаемое и вычитаемое на это число и второе произведете

вычесть изъ перваго.

c) Теоремы 14 и 15 могутъ быть соединены въ следующую
теорему:

Теорема 16. Для умножешя скобокъ на некоторое

число, можно умножить члены ихъ отдельно на это число

и соединить полученныя произведешя.

Поэтому, если выражеше

6 — 3 + 4 — 5 + 2

нужно умножить на 5, то достаточно умножить каждый его

его членъ на 5 и сохранить знаки.

Следовательно:

(6 — 3 + 4 — 5 + 2). 5 = 6-5 — 3-5 + 4-5 — 5-5 + 2-5.

II. ОБЪЯСНЕНА ПРАВИЛА ПРОИЗВОДСТВА ДЪЙСТВЮ.

17. Частные случаи. Для объяснежя правила производства

умножешя, мы различаемъ опять несколько случаевъ. Мы

начнемъ съ трехъ простейшихъ случаевъ, въ которыхъ
возможно написать произведете сразу.

Первый случай. Оба сомножителя суть однозначныя

числа. Въ этомъ случае следуетъ знать результаты наизусть;
если же мы ихъ не знаемъ, то можно получить результатъ,
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основываясь на определена умножешя, какъ сокращеннаго сложе-

и\я. СлЪдуетъ, однако, избегать заглядывать въ таблицу
умножен \я; такъ называютъ таблицу, въ которой выписаны произ-

ведешя чиселъ 1, 2, 3..., 8, 9 другъ на друга.

Второй случай. Одинъ сомножитель есть любое

число, другой изображается единицей со следующими за

нею нулями (мы будемъ говорить короче: состоитъ изъ

1 съ нулями).

Пусть требуется помножить 325 на 1 000 или 1 000 на 325.

Мы должны, следовательно, составить сумму изъ 325 чиселъ,

равныхъ каждое 1000. Мы раздЪлимъ ихъ на группы по 10 и

получимъ 32 раза по 10000 и 5 разъ по 1000. Умножая 32 на

10000, мы получимъ 3 раза по 100000 и 2 раза по 10000.

Вместе мы имеемъ: три раза по 100000, два раза по 10000 и

5 разъ по 1000, что составитъ 325000. Этимъ объясняется

следующее правило:

Правило производства действия 3-ье. Дляумножетя какого-

нибудь числа на число, состоящее изъ 1 съ нулями, сле-

дуетъ приписать къ множимому справа столько нулей,

сколько ихъ есть во множителе.

Если оба сомножителя представляютъ 1 съ нулями, то

правило производства дейсшя 3-ье еще упрощается. Пусть

требуется, напримеръ, умножить 10000 на 100. Получается 1000000,

т. е. нулей въ произведен^ будетъ столько, сколько ихъ есть

въ обоихъ сомножителяхъ вместе. Поэтому имеетъ место

следующее правило:

Правило производства д*Ьйств1я 4-ое. Для составлешя про-

изведен1я несколькихъ чиселъ, изъ которыхъ каждое

состоитъ изъ 1 съ нулями, достаточно поставить

после 1 столько нулей, сколько ихъ есть во всехъ от-

дельныхъ сомножителяхъ вместе.

Трет1й случай. Оба сомножителя состоятъ изъ

одной значащей цифры съ несколькими нулями.

Пусть требуется умножить 3000 на 400.

3000 = 3 • 1000,
400 = 4 • 100;

следовательно, на основанш теоремъ п. 16-го:
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3000 • 400 = 3 • 1000 • 4 • 100

= 3 • 4 • 1000 • 100

= 12 • 100000

= 1200000.

Результатъ приводить насъ къ следующему правилу:

Правило производства д-вйств1я 5-ое. Для перемножежя

двухъ чиселъ, изъ которыхъ каждое состоитъ изъ

значащей цифры и нЪсколькихъ нулей, слЪдуетъ
перемножить значащ1я цифры и приписать къ произведен^

справа столько нулей, сколько ихъ есть въ обоихъ

сомножителяхъ вмЪстЪ.

Если произведете уже само оканчивается нулемъ, то слЪ-

дуетъ приписывать нули сомножителей вслЪдъ за этимъ нулемъ.

НапримЪръ:
40 • 50 = 2000.

18. Общ1е случаи. ИзслЪдуемъ теперь тЪ случаи, когда

невозможно, какъ въ предыдущихъ случаяхъ, написать

произведете сразу, — въ которыхъ, наоборотъ, необходимо

производить вычислеше. При этомъ мы различаемъ два общихъ случая,

смотря по тому, буДетъ ли въ одномъ изъ сомножителей

только одна значащая цифра, или въ обоихъ сомножителяхъ

будетъ по несколько значащихъ цифръ.

Первый случай. Одинъ изъ сомножителей имЪетъ

только одну значащую цифру. Пусть требуется помножить

2375 на 300. Мы знаемъ, что

2375 • 300 = 2375 «3-100;

мы должны, следовательно, помножить только 2375 на 3 и къ

произведена приписать справа два нуля.

Чтобы умножить 2375 на 3, мы поступаемъ слЪдующимъ
образомъ:

2375 3 = (2000 + 300 -+- 70 + 5) • 3

= 2000 ■ 3 -f 300 • 3 + 70 • 3 -f 5 • 3

= 6000 -(- 900 + 210 -f 15.

Теперь мы пришли къ сложешю, которое выполнимъ слЪ-

дующимъ образомъ:
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5-3
• 15

70-3 210

300 • 3 900

2000 • 3 6000

7125.

Числа, которыя намъ приходится здесь складывать, имЪ-

ютъ, самое большее, две значапия цифры; кроме того, они со-

жатъ нули, количество которыхъ постоянно возрастаетъ на

единицу. ВслЪдсгае этого можно выполнить сложеше, не

выписывая нулей, такъ какъ не приходится держать въ уме более

одной цифры заразъ, а это нетрудно. Говорятъ, поэтому, такъ:

трижды 5 = 15, пишу 5, въ уме 1; при этомъ пишется цифра
5 справа. Далее: трижды 7 = 21 и 1 въ уме будетъ 22; пишу

2, держу 2 въ уме. Такимъ образомъ мы сложили и второй

рядъ. Далее: трижды 3 = 9," и 2 въ уме составитъ 11; пишу 1,

держу въ уме 1; наконецъ, дважды 3 = 6 и 1 въ уме будетъ 7.

Если поступать такимъ образомъ, то можно получить

произведете, не делая никакихъ вычислешй письменно. Въ

результате получаемъ:
2375 • 300 = 712500.

Правило производства дЪйств!я 6-ое. Чтобы умножить

какое-нибудь число на другое, состоящее изъ значащей

цифры съ нулями, пишутъ сперва нули въ такомъ

количестве, въ какомъ они находятся во множители. Эти

нули составятъ послЪдюя цифры произведешя. ЗатЪмъ

умножаютъ все цифры перваго сомножителя на

значащую цифру второго, начиная справа. Записываютъ

цифру единицъ каждаго произведешя, сохраняютъ цифру
десятковъ въ памяти и прибавляютъ къ следующему

произведен^. Такъ продолжаютъ до тЪхъ поръ, пока

не б>дутъ исчерпаны все цифры.
Какъ при сложенш, мы ради краткости и при умножеши

будемъ говорить объ умножеши двухъ цифръ; подъ произ-

ведешемъ двухъ цифръ мы разумеемъ произведете чиселъ,
обозначенныхъ этими цифрами.

19. Второй случай. Оба числа могутъ быть каюя

угодно. Пусть, напримеръ, требуется умножить 2345 на 875.

Въ такомъ случае поступаютъ следующимъ образомъ:
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875 = 800 + 70 + 5,
2345 • 875 = 2345 (800 + 70 + 5)

= 2345 • 800 -f 2345 . 70 -f- 2345 • 5;

Нужно, следовательно, согласно предыдущему правилу,,

умножить 2345 последовательно на 800, на 70 и на 5 и сложить

затЪмъ полученныя частныя произведетя. Вычислете

располагается следующимъ образомъ:

2345 . 875

11725

16415о

1876000

2051875.

Подъ первой чертой подписываютъ произведете 2345 на 5,
затЪмъ произведете на 70, затЪмъ произведете на 800. Нули,
которые должны стоять съ правой стороны этихъ произведена и

которые мы обозначили меньшими цифрами, обыкновенно

опускаются, т. е. выписываютъ только произведете на 5, на 7 и на 8,

обращая при этомъ внимате на то, чтобы последняя цифра каждаго

произведетя приходилась подъ предпоследней цифрой предыдуща-
го произведетя; при этомъ говорятъ, что отступаютъ на одно

место влево. Если второй сомножитель заключаетъ въ себе

нули, то соответствующая частныя произведетя нужно отодвигать

на несколько местъ влево. Такъ, напримеръ, умножете 2345

на 807005 располагается следующимъ образомъ:

2345 . 807005

11725

16415

18760

1892426725.

20. ЗамЪчаше, касающееся счислешя. Теоремы, выведен-
ныя при изложены умножетя, дакггъ намъ возможность

дополнить то, что мы говорили объ устномъ и письменномъ счисленш.

Если дано число, напримеръ 264356432, то можно написать,

Руководствуясь предыдущими объяснетями:
264356432 = (2 . 100 -j- 6 • 10 + 4) 1000000

+ (3 . 100 + 5 • 10 + 6) 1000

-f-(4 • ioO-j-3 • 10-f- 2);
Б о ре л ь, Элементарная математика. 3
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Этому разложен'ио соотвтзтствуетъ и способъ выговариважя

этого числа. Въ устной рЪчи опускаютъ только знаки сложе-

и\я и умножежя и читаютъ, следовательно, такъ:

Двести шестьдесятъ четыре миллioнa триста пятьде-

сятъ шесть тысячъ четыреста тридцать два.

Легко заметить, что въ устномъ счислежи производив
двоякое разложеше числа, а именно, какъ это иногда называ-

ютъ, по классамъ: единицы, тысячи, милл1оны и т. д. и по

разрядамъ: единицы, десятки, сотни. Съ этой точки зрЪшя

устное счислеше не есть чисто десятичное: оно имЪетъ

одновременно основашя 10 и 1000.

21. Степени. Определение. Произведете нЪсколькихъ

равныхъ между собою сомножителей называется

степенью.

Число, которое повторяется несколько разъ сомножителемъ,

называется основашемъ степени; число, которое показы-

ваетъ, сколько разъ основаше степени повторяется

сомножителемъ, называется показателемъ степени. Пишутъ:

17 • 17 • 17 = 173 (читается: 17 въ третьей степени);

17 — основаше степени, 3 показатель ея.

Если показатель 2, то степень называется квадратомъ

своего основашя; если показатель 3, 4,..., то степень будетъ
третья, четвертая,... Такъ, напримЪръ, 100 — квадратъ

десяти, 1000 — третья и 1000000—шестая степень этого основашя.

ЗАДАЧИ КЪ ГЛАВЪ III.

14. Сколько секундъ въ году, состоящемъ изъ 365 дней?
15. Сколько втзситъ 5 миллюновъ рублей серебромъ, если монета,

въ одинъ рубль вЪситъ 5 граммовъ?
16. Умножить 998 на 10 003 (обратить при этомъ внимаше на то

что 998 = 1 000 — 2).
17. Умножить 995 на 9994.

18. Умножить 2992 на 39995.

19. Вычислить произредешя 142 857 на 2, на 3, на 4, на 5, на 6,
на 7.

20. Умножить число 111 111 само на себя.
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21. Умножить число 12345679 на 9.

22. Умножить 181818, 272 727, 545 454 на 11.

23. Какъ велика площадь аллеи, ширина которой равна 2-мъ мет-

рамъ, а длина Ъ1 метрамъ?

24. Какова площадь прямолинейной улицы, длина которой

составляем 5 километровъ, а ширина 6 метровъ?

25. Вычислить квадраты слЪдующихъ чиселъ: 3 004, 2 008, 5 004,

21 000 34.

26. Вычислить шестую степень трехъ.

27. Вычислить" десятую степень двухъ.

28. Часъ имЪетъ 60 минутъ, минута 60 секундъ. Сколько секундъ

въ 2 часахъ 30 минутахъ 50 секундахъ; въ 2 часахъ 35 минутахъ 43

секундахъ; въ 6 часахъ 34 минутахъ 57 секундахъ; въ 15 часахъ 18

минутахъ 34 секундахъ?
29. Доказать, что квадратъ цЪлаго числа никогда не оканчивается

цифрами 2, 3, 7, 8.

з*



Глава IV.

ДЪЛЕШЕ.

I. ОПРЕДЪЛЕШЕ и СВОЙСТВА.

22. Подобно тому, какъ вычиташе было определено, какъ

деисте, обратное сложен'ио, такъ же и дележе представляетъ

действ1е, обратное умноженш.

Опред-Ьлеше. Дележе есть дЪйств1е, имеющее целью
найти по двумъ даннымъ числамъ третье число —

частное, которое, будучи умножено на второе число —

делителя, дастъ произведете, равное первому числу
—

делимому.

Такъ, напримЪръ, частное 12 и 3 равно 4. Пишутъ:

12:3 = 4 (читается: 12, деленное на 3, дастъ 4);

Въ самомъ дЪлЪ:
4 . 3 = 12.

Если делимое отлично отъ нуля, то и делитель долженъ

быть отличнымъ отъ нуля, такъ какъ произведете, одинъ изъ

сомножителей котораго равенъ нулю, будетъ также равно нулю

и, следовательно, не можетъ быть равно делимому, отличному
отъ нуля. Случай, когда и делимое и делитель равны оба нулю,

мы исключаемъ изъ нашего разсмотрешя въ ариеметике, но

вернемся къ нему въ алгебре. Следовательно, въ ариеметике
мы всегда будемъ предполагать, что делитель отличенъ отъ

нуля, также и въ техъ случаяхъ, когда это не будетъ ясно

указано при выраженш теоремъ.

23. Остатокъ при деленш. Для нахождешя частнаго отъ

делешя 156 на 13, пишемъ произведешя 13-ти на последова-

тельныя целыя числа:

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

13 26 39 52 65 78 91 104 117 130 143 156 169.

Мы получаемъ во второмъ ряду все болышя и болышя числа,
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при чемъ каждое изъ нихъ написано подъ тЬмъ множителемъ,

отъ умножешя на который оно получилось. Число 156 стоитъ

подъ 12-тью; следовательно, частное отъ дЪлешя 156 на 13

равно 12-ти.

Если же мы хотимъ разделить на 13 число 108, то мы

видимъ изъ нашей таблицы, что нЪтъ цЪлаго числа,

произведете котораго на 13 было бы равно 108. Следовательно, дележе

въ этомъ случае не можетъ быть выполнено. Въ этомъ случае

говорятъ, что 108 не делится на 13. Напротивъ того, 156

делится на 13. Говорятъ также, что 156 есть кратное числа

13, 108 не есть кратное числа 13.

Опред'Ьлен1е. Число называется кратнымъ другого

числа или, другими словами, делится на это другое число,

если оно равно произведен^ этого другого числа на

какое-нибудь целое число.

Мы сказали только-что, что 108 не делится на 13. Если

мы разсмотримъ рядъ кратныхъ 13:

13, 26, 39, 52, 65, 78, 91, 104, 117, 130,
то мы увидимъ, что 108 находится между двумя

последовательными кратными 104 и 117, которыхъ частныя при дележи на

13 будутъ 8 и 9. Говорятъ, что 8 есть частное съ недостат-

комъ, а 9 — частное съ избыткомъ отъ делешя 108 на

13. Мы будемъ всегда иметь въ виду частное съ недостаткомъ,

если не будетъ выражено определенно противное.
Опред-Ьлеше. Если делимое не делится на делителя,

то самое большее число, произведете котораго на

делителя меньше делимаго, и будетъ частнымъ съ

недостаткомъ.

Такъ, напримеръ, пусть будетъ поставленъ следующш
вопросы У Павла 56 рублей. Сколько книжекъ можетъ

онъ купить на эти деньги, если каждая книжка стоитъ

4 рубля. Онъ можетъ купить только 14 книжекъ, такъ какъ

4 • 14 = 56, 4 • 15 = 60.

Пусть, теперь будетъ поставленъ подобный же вопросъ. У

Павла 59 рублей. Сколько книжекъ можетъ онъ купить
на эти деньги, если каждая книжка стоитъ 4 рубля. И въ

этомъ случае онъ можетъ купить только 14 книжекъ, такъ
какъ 4 . 14 = 56, а 4 . 15 = 60. Следовательно, ответъ на во-
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просъ представитъ частное съ недостаткомъ1). ПослЪ

покупки у него еще останется разница между 59 и 56 рублями, т. е.

3 рубля. Число 3 называется остаткомъ отъ дЪлешя 59

на 7.

Опред-Ьлеже. Если делимое не делится на делителя,

то остаткомъ называется разность между дЪлимымъ и

произведешемъ делителя на частное съ недостаткомъ.

Это опредЪлеше распространяется и на тотъ случай,

когда делимое делится на делителя; тогда говорятъ,

что остатокъ равенъ нулю.

24. Основное равенство дЪлешя. Для чиселъ 59 и 7

частное съ недостаткомъ было 8 и остатокъ 3, такъ какъ мы

имели:

59 — 7 . 8 = 3.

Можно вместо этого писать также:

59 = 7 • 8 + 3.

Это равенство и является основнымъ равенствомъ дЪле-

шя. Оно выражаетъ, что делимое равно произведена

делителя на частное, сложенному съ остаткомъ.

Остатокъ всегда меньше делителя. Если составимъ

рядъ кратныхъ делителя

7, 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63,

то делимое 59 будетъ находиться между двумя изъ этихъ крат-

йыхъ, а именно между 56 и 63. Разность между 59 и 56,

конечно, меньше разности между 63
'

и 56, т. е. меньше

делителя 7.

Если, наоборотъ, дано равенство:

38 = 8 -4 + 6,
то можно его понимать такъ, что 4 есть частное отъ дЪлешя
38 на 8, а 6 —остатокъ, такъ какъ 6 меньше 8. Если бы было

дано равенство:

х) Въ качестве примера вопроса, отвЪтомъ на который будетъ
служить частное съ избыткомъ, можно привести слЪдующ'ш вопросъ. У Петра
въ библиотеке 653 книжки. Онъ хочетъ разложить эти

книжки по шкафамъ, изъ которыхъ каждый можетъ

вместить ровно 100 книжекъ. Сколько такихъ книжныхъ шка-

фовъ долженъ онъ купить? Очевидно, что онъ долженъ купить 7

такихъ шкафовъ, такъ какъ 6-ти недостаточно, но седьмой шкафъ
будетъ неполонъ.
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39 = 4 . 8 + 7,

то изъ него, нельзя было бы заключить что 8 есть частное 39

на 4, такъ какъ 7 больше 4-хъ. Въ самомъ дЪлЪ:

39 = 4 . 9 + 3;

частное отъ дЪлежя 39 на 4 будетъ 9, а остатокъ 3.

25. Теоремы, касающаяся д-Ьлешя. Мы докажемъ два важ-

ныхъ предложешя, которыя намъ будутъ полезны впослЪдствш.

Теорема 17. Если умножимъ делимое и делителя на

одно и тоже число, то вмЪстЪ съ тЪмъ и остатокъ

умножится на это число; частное же останется безъ

измЪнетя.

Мы докажемъ сперва это предложен'^ примЪромъ изъ

ежедневной жизни. Положимъ, что намъ поставлены слЪдующ1е два

вопроса.

У Павла 27 руб. Сколько книжекъ онъ можетъ

купить, если каждая книжка стоитъ 4 руб., и сколько у

него останется?

У Петра 27 монетъ по 10 руб. каждая. Сколько

паръ платья онъ можетъ себЪ купить, если за каждую

пару нужно заплатить 4 монеты по 10 руб. каждая, и

сколько у него останется денегъ?

Очевидно, что Павелъ можетъ купить 6 книгъ, а Петръ 6

паръ платья, и у перваго останется 3 руб. а у второго 3

монеты по 10-ти руб., т.е. 30 руб. Частное 6 осталось тЪмъ же,

второй остатокъ въ 10 разъ больше перваго, такъ какъ

делимое и делитель были во второмъ примЪрЪ въ 10 разъ больше,
чЪтъ въ первомъ. Основное равенство для Павла будетъ:

0) 27 = 4 . 6 + 3,

а для Петра:
(2) 27 • 10 = 4 • 10 • 6 + 3 • 10.

Чтобы доказать нашу теорему только съ помощью основ-

ныхъ равенствъ, нужно лишь показать, что равенство (2) есть

слЪдсше равенства (1 ), а это дЪлается слЪдующимъ обра-
зомъ. По теореме 14, для умножешя суммы на 10, нужно
умножить слагаемыя на 10 и сложить полученныя произведежя.

Следовательно:
27 • 10 = 4 • 6 . 10 + 3 • 10;

ЯЗЁ.



40 Ариеметика.

остается только въ сумме переставить сомножителей 6 и 10,
чтобы получить основное равенство для второго дЪлешя. Остатокъ

будетъ 3 . 10. Это слЪдуетъ изъ того, что результаты умно-

жешя двухъ неравныхъ чиселъ 3 и 4 на одно и то же число 10

неравны въ томъ же смысле, какъ и сомножители, т. е.

меньше сомножитель даетъ меньшее произведете.

Перейдемъ теперь къ тому случаю, когда мы не умножа-

емъ, а дЪлимъ делимое и делителя на тоже самое число.

Теорема, которая относится къ этому случаю, можетъ быть

выражена слЪдующимъ образомъ:

Теорема 18. Если делимое и делителя раздЪлимъ на

одно и то же число (при чемъ предполагается, что оба

они делятся на это число), то и остатокъ разделится

на то же самое число, а частное останется безъ измЪ-

нешя.

Нетъ надобности въ подробномъ доказательстве этой

теоремы, такъ какъ можно сейчасъ же заметить, что она, въ

сущности, совпадаетъ съ предыдущей; разница состоитъ лишь въ

томъ, что измЪненъ порядокъ двухъ разсматриваемыхъ дЪленШ,

а именно 17 : 6 и (17 • 20) : (6 • 20).

Для примЪнешя этихъ теоремъ на практике, поставимъ себе

задачу разделить 35000 на 8000; если разделимъ 35 на 8, то

получимъ частное 4 и остатокъ 3; поэтому частное отъ де-

лешя 35000 на 8000 будетъ также 4, а остатокъ будетъ 3000.

II. ОБЪЯСНЕШЕ ПРАВИЛЪ ПРОИЗВОДСТВА ДЪЙСТВШ.

Изложеше правилъ производства действ1я при деленш

разделимъ мы на три отдела:

1. Определеше числа цифръ частнаго.

2. Случай, когда частное имеетъ только одну цифру.
3. Случай, когда частное многозначное.

26. Опред-Ьлеше числа цифръ частнаго. Даны числа

23457 и 474. Сколько цифръ содержитъ частное? Мы составимъ

произведешя 474 на 1, 10, 100, 1000 и т. д.
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474 • 1 = 474,
474 . 10 = 4740,
474 • 100 = 47400,
474 ..1000 = 474000.

Данное делимое находится между 4740 и 47400. Отсюда слЪ-

дуетъ, что частное отъ дЪлешя 23457 на 474 будетъ больше

10-ти и меньше 100; следовательно, будетъ двузначнымъ. Если

составимъ произведешя 474 на 11, 12, 13,... 98, 99, то полу-

чимъ числа, содержащ!*яся между 4 740 и 47400:

10, .11, 12, ... 98, 99, 100,
4740, 5214, 5688, . . . 46452, 46926, 47400.

А такъ какъ число 23 457 лежитъ между 4 740 и 47400, то

оно, следовательно, находится между двумя последовательными

числами второго ряда (или равно одному изъ нихъ). Число

перваго ряда, находящееся надъ меньшимъ изъ этихъ двухъ

чиселъ (или надъ 23457), и будетъ искомымъ частнымъ. Это

частное имЪетъ, следовательно, 2 цифры.
Отсюда выводится следующее правило:

Правило производства действ1я 7-ое. Для определешя числа

цифръ частнаго, приписываютъ постепенно къ

делителю справа по нулю. Останавливаются при этомъ,

какъ только получится число, большее, чемъ делимое.

Количество приписанныхъ нулей равно искомому числу

цифръ частнаго.

27. Частное однозначное. Пусть требуется разделить
26637,на 8432. По предыдущему правилу въ частномъ будетъ
только одна цифра, такъ какъ 84320 больше, чемъ 26637.

Для получешя этой цифры, можно было бы умножить

последовательно 8432 на 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Самое большее изъ

этихъ чиселъ, которое, по умноженш на 8 432, дало бы произведете

меньшее, чемъ делимое (или равное ему), и было бы искомымъ

частнымъ. Такой, пр1емъ, конечно привелъ бы къ цели, но былъ

бы слишкомъ длиннымъ. При практическихъ вычислешяхъ пред-

почитаютъ путь, который уменьшилъ бы количество [испытажй,
т- е. умноженш. Для этого смотрятъ на первую цифру
делителя, въ данномъ случае — 8, и спрашиваютъ себя, сколько

разъ это число заключается въ 26, т. е. въ числе, которое
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составятъ две первыя цифры дЪлимаго. Если бы въ дЪлимомъ

первая цифра была больше или равна 8-ми, то нужно было бы

взять въ дЪлимомъ только одну цифру. Здесь 8 заключается въ

26-ти 3 раза; поэтому испыгываютъ цифру 3, т. е. умножаютъ

делителя на 3, и полученнное произведете отнимаютъ отъ дЪли-

маго. Изображается вычислете слЪдующимъ образомъ:

26637 : 8432 = 3; остатокъ 1341

25296

1341

Произведете чиселъ 8432 и 3 составляетъ 25296, а разность

26637 и 25296 равняется 1341; это, следовательно, и есть

остатокъ.

На практике по большей части не пишутъ произведетя

25296, получаемаго отъ умножетя 8432 на 3, умножете и вы-

читате выгюлняютъ сразу. Говорятъ, следовательно, такъ: 3-жды

2 будетъ 6, отъ 7-ми остается 1; записываемъ 1. Далее:

трижды 3 будетъ 9, отъ 13 остается 4, 1 бъ уме; записываемъ 4.

Далее трижды 4 будетъ 12 и 1 будетъ 13, отъ 16 останется 3, 1

въ уме; записываемъ 3. Наконецъ: 3 раза 8 будетъ 24 и 1

будетъ 25/отъ 26 останется 1; записываемъ 1.

Случается, что цифра, которую испытываемъ,

руководствуясь этимъ правиломъ, слишкомъ велика. Это обнаруживается
такимъ образомъ, что, умноживъ ее на делителя, получаемъ

произведете, большее, чемъ делимое. Въ такомъ случае
испытываемъ ближайшую меньшую цифру, и такъ далее, пока,

наконецъ, цифра не окажется подходящей, т. е. ея

произведете на делителя будетъ меньше делимаго, а остатокъ будетъ
меньше, чемъ делитель.

На практике, при вычислетяхъ, особенно, если первая цифра
делителя мала (1, 2 или 3), а вторая цифра больше, данное

выше правило приводитъ часто къ тому, что взятая цифра
оказывается слишкомъ большой. Количество этихъ испытанш можетъ

быть, однако, уменьшено съ помощью различныхъ искусственныхъ

пр1емовъ. Пусть, напримеръ, дано разделить 345 367 на 184 534.

Руководствуясь правиломъ, мы должны были бы пробовать сперва

3, затемъ 2, затемъ 1. Сравнимъ, однако, числа, составлен-
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ныя изъ двухъ первыхъ цифръ дЪлимаго и дЪлителя, и обра-
тимъ внимаше на то, что 2-жды 18 будетъ 36. Тогда мы тот-

часъ увидимъ, что незачЪмъ выполнять умножеше 184 534 на 3

и на 2, т. е. что правильна именно цифра 1.

Пусть дано разделить 34625 на 4975. Можно было бы

пробовать сперва 8, потомъ 7, потомъ 6; но такъ какъ данный

делитель очень близокъ къ 5000, а 7 . 5000 = 35000, то мы

попробуемъ цифру 6, — и эта цифра верная, такъ какъ

получается остатокъ, менышй, чЪмъ делитель. Мы формулируемъ

поэтому следующее правило:

Правило производства дЪйств1я 8-ое. Для выполнешя дЪле-

шя, въ которомъ частное будетъ однозначное, умножа-

емъ дЪлителя поочередно на 2,# 3, 4,..., 9 и отнимаемъ

полученныя произведешя отъ дЪлимаго до тЪхъ поръ,

пока.не найдемъ подходящаго числа; это мы узнаемъ

по тому, что произведете его на дЪлителя равно или

меньше дЪлимаго, а остатокъ меньше делителя.

Это вычислеше можетъ быть сокращено, если

принимать въ разсчетъ величину начальныхъ цифръ д*Ьли-
маго и делителя.

28. Частное многозначное.

Правило производства дЪйств1я 9-ое. Въ этомъ случае дЪле-
Hie разлагается на несколько отдЪльныхъ дЪлешй, въ

которыхъ дЪлителемъ является одно и то же число, а

именно данный делитель, а частное состоитъ всегда

изъ одной только цифры. Съ этой цЪлью отдЪляемъ, въ

данномъ дЪлимомъ, начиная отъ первой цифры, такое

количество цифръ, которое составило бы число, дающее

однозначное частное. ЗатЪмъ образуемъ второе

делимое, приписывая справа къ первому остатку следующую

цифру дЪлимаго или, какъ обыкновенно говорится,
снося следующую цифру. Если раздЪлимъ это второе

делимое на делителя, то частное представитъ вторую цифру
искомаго частнаго, а остатокъ — второй остатокъ. Съ

этимъ вторымъ остаткомъ поступаемъ точно такъ же,

какъ и съ первымъ, и такъ далЪе, пока не будутъ исчер-
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паны вс-fe цифры дЪлимаго. ПослЪдшй остатокъ и соста-

витъ остатокъ отъ дЪлешя.

При примЪненш этого правила слЪдуетъ еще, во избЪжаше

ошибки, заметить следующее. Если какое-нибудь изъ дЪли-

мыхъ окажется меньше делителя, то въ частномъ нужно

поставить нуль и снести еще одну цифру дЪлимаго.
29. Частные случаи. Въ нЪкоторыхъ случаяхъ достигаютъ

скорее цЪли, не пользуясь правиломъ 9-ымъ производства дЪйсгая,
а поступая иначе. Относительно этого, однако, невозможно дать

никакихъ общихъ указанш. Поэтому мы удовольствуемся тЪмъ,

что укажемъ пр!емъ, съ помощью котораго выполняется

довольно быстро дЪлеше на 2.

Половины чиселъ 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16,18 известны.

Сообразно этому къ цифрЪ 6 мы отнрсимъвъ качестве половины 3 и 8,

смотря по тому, берется ли половина 6-ти или 16-ти. Точно такъ же

къ 2-мъ мы относимъ 1 и 6, къ 4-мъ 2 и 7, къ 8-ми 4 и 9.

Къ нулю мы относимъ 0 и 5, т. е. половины нуля и десяти.

Тогда сразу можно написать половину двузначнаго числа, вторая

цифра котораго четная. Если первая цифра четная, если, напри-

мЪръ, имЪемъ число 84, то беремъ половины обЪихъ цифръ,
следовательно, 42. Если первая цифра нечетная, какъ, напри-

мЪвъ въ числЪ 54 или 74, то пишемъ 27 или 37, такъ какъ 2

и 3 — частныя съ недостаткомъ чиселъ 5 и 7 при дЪленш ихъ

на 2, а 7 половина 14-ти, или, если угодно, 7 есть цифра,
которую мы относимъ къ 4-мъ въ случае, если передъ 4-мя сто-

итъ нечетная цифра. ТЪ же замЪчашя даютъ также

возможность написать почти моментально половину трехзначнаго

числа, последняя цифра котораго четная; если, напримЪръ, это

число будетъ 356, то известно, что половину 34 составитъ 17,
что и пишемъ; справа же отъ 17 мы ставимъ цифру 8,

представляющую половину 16-ти или то число, которое отнесено къ

6, если передъ 6-ью стоитъ нечетное число. Следовательно,

половину 356 составитъ 178.

Чтобы написать половину какого угодно числа, слЪдуетъ

разложить его въ умЪ на группы цифръ, которыя, насколько

возможно, оканчиваются четнымъ числомъ и подобраны такимъ

образомъ, что возможно легко написать половину каждой
группы. Пусть будетъ дано, напримЪръ, число 25678314. Разлагаемъ
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число мысленно и подписываютъ половины подъ каждой

группой слЪдующимъ образомъ:

2 56 78 314

1 28 39 157.

Искомая половина, составитъ 1 28 39 157. Если дано число

395 735178,

всЪ цифры котораго, за исключешемъ послъдней, нечетныя, то

разлагаютъ его мыслено на группы изъ двухъ только цифръ и

выписываютъ затЪмъ половину числа 38-ми, потомъ числа 156-ти,
потомъ числа 154 и т. д. Вычислеше въ подобныхъ случаяхъ

будетъ, конечно, нисколько длиннее.

При изложенш делимости (п. п. 32, 35, 49) мы укажемъ еще

и друпе способы сокращенная производства нЪкоторыхъ дЪленш.

30. Вычислешя съ именованными числами. Въ нашихъ

примЪрахъ и задачахъ мы имЪли часто дЪло съ именованными

числами, какъ 4 шара, 3 руб., 6 книгъ. Они представляютъ

предметъ вычислешй въ болЪе тЪсномъ значенш этого слова;

это понят1е охватываетъ дЪйсгая сложешя, вычиташя, умно-

жешя и дЪлежя.

а) Вместо того, чтобы складывать и вычитать самыя

именованныя числа, можно выполнять вычислеше съ помощью

таблицъ черточекъ (2). Изъ равенства

3 шара + 4 шара = 7 шаровъ

слЪдуетъ тогда равенство

3 + 4 = 7

въ числахъ отвлеченныхъ, и такимъ образомъ совершается
переходъ отъ счета къ ариеметикЪ.

Въ* именнованных?, числахъ наименовашеляъ служитъ

единица, которая получается путемъ отвлечешя. А именно, разсма-

тривая множество, составленное изъ какихъ нибудь предметовъ

(1), мы обращаемъ внимаше на обии'е признаки и оставляемъ

безъ внимашя индивидуальныя особенности, къ которымъ при-

надлежатъ также время и мЪсто. Сложеше и вычиташе

выполнимо только въ томъ случай, если разсматриваемыя

именованныя числа представляютъ TaKie общ1е признаки. Убедиться въ

правильности сказаннаго можно на слЪдующихъ примЪрахъ:
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3 красныя ели -|- 2 красныя ели = 5 красныхъ елей,

3 красныя ели -j- 2 пихты = 5 елей,

4 ели -|- 3 лиственницы = 7 хвойныхъ деревьевъ,

5 елей -{- 2 дуба = 7 деревьевъ.

Теорема 19. Можно соединять только тамя имено-

ванныя числа, для которыхъ можетъ быть найдено

общее наименоваше. Это же самое наименоваше будетъ
имЪть также сумма и разность этихъ чиселъ.

Чтобы вычиташе было возможно, недостаточно того*

чтобы уменьшаемое было больше вычитаемаго, но нужно еще,

чтобы наименоваше уменьшаемаго было шире наименовашя

вычитаемаго.

b) Изъ опредЪлешя умножешя, какъ сокращеннаго сложе-

Н1я, слЬдуетъ, что въ произведен^ второе число отвЪчаетъ на

вопросъ, сколько разъ нужно взять первое число слагаемымъ.

Второе число должно быть поэтому отвлеченнымъ и только

первое можетъ быть именованнымъ:

5 шаровъ .3 = 5 шаровъ -\- 5 шаровъ -\- 5 шаровъ.

Поэтому въ вычислешяхъ эти числа различаются, какъ

множитель и множимое. Въ ариеметикЪ же оба числа мо-

гутъ быть переставлены и называются поэтому
сомножителями.

Теорема 20. Произведете нЪсколькихъ чиселъ

можетъ имЪть несколько множителей, но только одно

множимое. Произведете сохраняетъ наменован1е мно-

жимаго.

c) Задача. Требуется уложить 15 шаровъ въ три

одинаковыя коробки поровну. Сколько шаровъ будетъ
въ каждой короб к Ъ? ОтвЪтъ будетъ: (15 шаровъ) : 3 = 5

шаровъ.

Говорятъ, что именованное число 15 шаровъ разделено на

3 равныя части; 5 шаровъ составляютъ третью часть 15-ти

шаровъ. ДЪлитель отвЪчаетъ, следовательно, на вопросъ, на

сколько частей требуется разделить дЪлимое. ДЪлитель

долженъ поэтому быть числомъ отвлеченнымъ.

Изъ основного равенства дЪлешя:

17 шаровъ = 5 шаровъ - 3 —j— 2 шара

слЪдуетъ:
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Теорема 21. Если при дЪлети делимое — именованное

число, а делитель—отвлеченное, то частное и остатокъ

будутъ также именованными числами, а именно будутъ
носить наименоваше дЪлимаго; дЪлеше будете въ та-

комъ случай дЪлен1емъ на части.

d) Отъ предыдущей задачи существенно отличается

следующая задача:

Задача. Имеются 24 шара и ихъ требуется разложить
въ коробки, изъ которыхъ каждая должна заключать

по 6 шаровъ. Сколько коробокъ потребуется? Очевидно,

столько, сколько разъ 6 шаровъ заключается въ 24 шарахъ,

т. е. 4. Изъ равенства:

24 шара = 6 шаровъ . 4

слЪдуетъ въ формЪ записи дЪлешя:

(24 шара) : (6 шаровъ) = 4.

ДЪлеше означаетъ въ данномъ случае следующее:
требуется определить, сколько разъ можно отнимать по 6-ти шаровъ

отъ 24-хъ шаровъ, пока не останется ни одного шара, или,

другими словами, нужно определить число, которое бы показывало,
сколько разъ 6 шаровъ заключаются въ 24-хъ шарахъ. Такъ

какъ частное отвЪчаетъ на вопросъ сколько разъ, то оно

будетъ числомъ отвлеченнымъ. Случая, когда есть остатокъ, мы

здЪсь не будемъ разбирать.

Теорема 22. ДЪлеше возможно и въ томъ случае,
когда и делимое и делитель—числа именованныя, въ

предположен^, что можно найти общее для обоихъ наиме-

HoeaHie; частнымъ служитъ отвлеченное число. ДЪлеше
въ этомъ случай имЪетъ значеше распредЪлешя или

дЪлешя по содержашю.

Если дЪлимое— число отвлеченное, то и делитель долженъ

быть отвлеченнымъ числомъ; задача дЪлешя относится тогда уже

не къ счету, а къ ариеметикЪ. Въ ариеметикЪ дЪлеше можно

прнимать въ томъ или другомъ смысле, и какъ дЪлеше на

части, и какъ дЪлеше по содержашю. Въ случай, когда дЪли-

телемъ служитъ единица, слЪдуетъ всегда выбирать второе
объяснен!^ дЪлежя, такъ какъ въ этомъ случае невозможно

говорить о дЪленш на равныя части.
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ЗАДАЧИ КЪ IV-ой ГЛАВЪ.

30. Разделить на 11 слЪдующ1я числа: 111, 1111, 11111, 111111.
31. Разделить числа 1000, 100 000, 1000 000000 и т. д, на 37.

32. Превратить 33 457 секундъ въ часы, минуты и секунды.

33. Разд-влить 40503146 на 7198.

34. Никто долженъ заплатить 63 служащимъ каждому по 31 рублю;
но у него въ кассЬ есть только монеты по 10 рублей. Сколько такихъ

монетъ долженъ онъ взять?

35. Сколько дней потребуется птиц-fe для того, чтобы облетать во-*

кругъ земли т. е. совершить путь въ 40 000 километровъ, если она про-
летаетъ въ секунду 3 метра.

36. Как1я числа, при дтзлен'ш на 37, дадутъ частное, равное остатку?
37. Д'Ьлимое 3457, а частное 15. Каковы делитель и остатокъ?

Существуетъ ли несколько ртзшешй этой задачи?
38. Частное съ недостаткомъ при дтзленш не изменяется, если

увеличить д'Ьлимое на число, меньшее, чтзмъ разность между д'Ьлителемъ и

остаткомъ.

39. Въ н'Ькоторомъ д-Ьлен'ш сумма частнаго и остатка меньше

делителя, уменьшеннаго на 1. Если оставить д'Ьлимое безъ изм-Ьнежя, а

делителя уменьшить на единицу, то при новомъ долежи получается то

же самое частное, что и раньше»
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ДЪЛИМОСТЬ. ОБЩ1Й НАИБОЛЬШ1Й ДЪЛИТЕЛЬ И

ОБЩЕЕ НАИМЕНЬШЕЕ КРАТНОЕ.

I. ОБЩ1Я ПРЕДЛОЖЕНА О ДЪЛИМОСТИ.

31. Делимость суммы и разности. Припомнимъ опредЪ-
леше, данное нами въ предыдущей главЪ.

Определение. Если одно число делится безъ остатка

на другое, то это второе число называется дЪлителемъ

перваго. Такъ, напримЪръ, 12 будетъ дЪлителемъ 36, но не

будетъ дЪлителемъ 45.

ВмЪсто того, чтобы сказать, что 12 есть делитель

числа 36, можно также сказать, что 12 дЪлитъ 36, или

что 36 есть кратное числа 12. Что 36 и 156 суть числа,

кратныя 12 это можно также выразить съ помощью равенствъ:

36 = 12 - 3, 156 = 12 . 13.

Теорема 23. Если одно и то же число дЪлитъ

нисколько другихъ чиселъ, то оно дЪлитъ также и ихъ сумму.

Разсмотримъ, напримЪръ, число 6, которое дЪлитъ числа 18,
24 и 30. ИмЪемъ:

18 = 6.3, 24 = 6.4, 30 = 6-5.

Я утверждаю что 6 дЪлитъ также сумму 18 —}- 24 —f— 30, т. е. 72.

Въ самомъ дЪлЪ:

72 = 6.3-f6.4-}-6.5 = 6(3-f4+5) = 6.12.

ЗдЪсь мы воспользовались теоремой 14: Для умножешя
суммы на число достаточно умножить на это число каждое

изъ ея слагаемыхъ въ отдельности и сложить получен-

ныя произведешя.

Можно дать болтзе наглядное и простое доказательство

теоремы 23. У Павла 3 монеты по 10 рублей, у Якова

Борель, Элементарная математика.
_
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ихъ 4, а у Ивана 5. Следовательно, сумма денегъ каждаго

делится на 10, такъ какъ у Павла 30 рублей, у Якова 40, у

Ивана 50. Если они сложатъ свои деньги вмЪстЪ, то

составится сумма въ 120 рублей, которая будетъ также делиться на

10. И действительно, она будетъ кратной 10-ти рублей, такъ

какъ составлена изъ нЪкотораго количества монетъ, по 10

рублей каждая.

Если всЪ слагаемыя суммы дЪлятся на одно и то же число,

то сумма ихъ также разделится на это число. Если же, наобо-

ротъ, сумма делится на какое нибудь число, то изъ этого еще

не слЪдуетъ, что слагаемыя ея тоже делятся на это число.

Для разъяснешя приведемъ два примера:
Прим-Ьръ 1. У Павла 1 2 копеекъ,у Петра 1 5. Сколько яб-

локъ, стоящихъ по 3 копейки, могутъ они купить, если

сложатъ свои деньги вмЪстЪ? Можно сказать либо такъ:

Павелъ можетъ купить 12:3 = 4 яблока, а Петръ 15:3 = 5

яблокъ; вдвоемъ они получатъ, следовательно, 4 -)- 5 = 9 яблокъ;
— либо такъ: Павелъ и Петръ имЪютъ вмЪстЪ 27 копеекъ;

следовательно вмЪстЪ они получатъ 27 : 3 = 9 яблокъ. Это

доказываетъ нашу теорему. Оба разсуждежя ведутъ къ тому же

результату, чего и следовало ожидать.

Прим-Ьръ II. У Павла 8 копеекъ, а у Петра 13.
Сколько яблокъ, стоящихъ по 3 копейки, могутъ они купить,

если сложатъ свои деньги вмЪстЪ?

Въ этой задаче Павелъ за свои 8 копеекъ можетъ

получить только 2 яблока, и у него остается еще 2 копейки; Петръ
же за свои 13 копеекъ можетъ получить только 4 яблока, и у

него останется еще 1 копейка. Если же они сложатъ свои на-

личныя деньги, то въ ихъ общей кассЪ будетъ 8 —|— 13 = 21

копейка и они смогутъ купить 7 яблокъ. Следовательно,
теорема 23 не допускаетъ обращешя, такъ какъ слагаемыя 8 и 13

суммы 21 не дЪлятся на 3.

Изъ этого примЪра мы видимъ, что сумма двухъ чиселъ

можетъ делиться на 3, хотя ни одно изъ ея слагаемыхъ на это

число не делится.

Теорема 24. Обиий дЪлитель двухъ чиселъ дЪлитъ
также ихъ разность.
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Пусть дано число 4, которое служитъ дЪлителемъ 20 и 12.

Мы имЪемъ:

20 = 4 . 5, 12 = 4 • 3;

отсюда слЪдуетъ:

20 — 12 = 8 = 4 - 2 = 4 (5 — 3).
Относительно частнаго можно сделать замЪчаше, подобное

тому, какое мы сделали при теоремЪ 23:

Для раздЪлешя разности двухъ чиселъ на какое-нибудь

число, достаточно разделить на это число уменьшаемое и

вычитаемое (конечно, если они оба дЪлятся на это число) и взять

разность этихъ отдЪльныхъ частныхъ.

ПримЪръ I. ИмЪемъ:

(600 — 24) : 6 = 576 : 6 = 96

=100—4

= (600 : 6) — (24 : 6).

ПримЪръ И. Частное отъ дЪлешя 31 на 6 будетъ 5, а

остатокъ 1; частное отъ дЪлешя 17 на 6 равняется 2, а

остатокъ 5. Частное отъ дЪлешя (31 — 17) на 6, т. е. 14 на

6 равно 2. Оно не равно разности 5 — 2 т. е. разности

частныхъ, которыя получаются при дЪленш на 6 чиселъ 31 и 17.

Теореме 24 даютъ иногда другое выражеше, болЪе удобное
въ нЪкоторыхъ примЪнешяхъ. А именно, если какое-нибудь число,
— напримЪръ, 28—представлено въ видЪ суммы двухъ другихъ

чиселъ, какъ, напримЪръ, 28 = 16 -|— 12, то можно сказать, что

каждое слагаемое этой суммы равно разности первоначальнаго

числа (т. е. суммы) и другого слагаемаго; такъ, напримЪръ, 16 =

28 — 12; это вЪдь и есть опредЪлеше вычиташе. Отсюда

получается следующая теорема:

Теорема 25. Общ1й дЪлитель суммы двухъ чиселъ и

одного изъ ея слагаемыхъ, служитъ также дЪлителемъ
и другого слагаемаго.

32. Делимость и дЪлеше произведешя на какое либо

число.

Теорема 26. Для того, чтобы произведете нЪсколькихъ

сомножителей делилось на какое-нибудь число,

достаточно, чтобы одинъ изъ его сомножителей дЪлился на

это число.

4*
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Пусть будетъ дано, напримЪръ, произведете 13.15, одинъ

изъ сомножителей котораго
— 15 делится на 3. Произведете

тоже разделится на 3, потому что 15 = 5-3, вследсше чего (16):

13 • 15 — 13 • 5 • 3 = 65 • 3;

следовательно, 13-15 будетъ кратнымъ 3-хъ, т. е. разделится

на 3.

Теорему 26 можно представить въ другой форме, которая
будетъ выражать тоже самое: Числа, кратныя кратнаго какого-

нибудь числа, будутъ также кратными этого числа.

Дадимъ примеръ изъ ежедневной жизни. У Петра 6 мо-

нетъ по 10 рублей каждая, делится ли его наличность

на 5, т. е. выражается ли сумма его денегъ точно не-

которымъ количествомъ пятерокъ? Очевидно, выражается,

потому что 10 делится на 5, и следовательно, каждая монета

въ 10 рублей заключаетъ въ себе целое число пятерокъ, а

именно въ каждой изъ нихъ заключается 2 раза по 5-ти

рублей. У Петра 6 монетъ по 10 рублей каждая; следовательно

у него 6 разъ по 2-жды 5 рублей, т. е, 12 разъ по 5 рублей. Чтобы

разделить произведете 6-10 на 5, достаточно будетъ,

следовательно, составить новое произведете, въ которомъ вместо со-

мном<ителя 10 будетъ стоять частное отъ делетя его на 5.

Полезно будетъ выделить это правило:

Правило производства д1*йств1я 10-ое. Чтобы разделить

произведете несколькихъ сомножителей на какое-нибудь
число въ случае, если одинъ изъ этихъ сомножителей

делится на это чи1:ло, достаточно составить новое

произведете, которое отличается отъ прежняго только

темъ что делящийся сомножитель замененъ частнымъ

отъ этого делетя.

Такъ, частное отъ делетя произведетя 7 • 15 . 4 на 5 равно

7-3-4.

Если несколько сомножителей одного и того же

произведетя делятся на данное число, то можно разделить любого изъ

нихъ, но следуетъ иметь въ виду, что нельзя делить

одновременно несколькихъ изъ нихъ. Такъ, напримеръ, частное отъ

делетя произведетя 6-10 на 2 равно 3-10 или 6-5. Если

у Павла 6 монетъ по 10 рублей каждая, и если онъ хочетъ
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разделить свои наличныя деньги на 2 равныя части, то онъ

можетъ составить каждую часть изъ трехъ монетъ по 10 рублей,
или онъ можетъ разменять каждую монету въ 10 рублей на

монеты по 5 рублей и составить каждую часть изъ 6 монетъ

по 5 рублей каждая.

ЗамЪчаше. Произведете нЪсколькихъ сомножителей можетъ

делиться на такое число, на которое не делится ни одинъ

изъ его сомножителей. Услов1е, выраженное въ теоремЪ 26

является, следовательно, достаточным^ но не

необходимы мъ. Такъ, напримЪръ, произведете 3.4 = 12 делится на 6,
хотя ни 3, ни 4 не делятся на 6. Наличныя деньги Павла

можно несомненно выразить цЪлымъ числамъ монетъ по 10 рублей
каждая, какъ въ томъ случаЪ, если онъ имЪетъ 6 такихъ

монетъ, такъ и въ томъ случай, если онъ имЪетъ 8 монетъ по

5 рублей каждая, потому что въ такомъ случай онъ имЪетъ

40 рублей.
33. Д-Ьлеше числа на произведете нЪсколькихъ

сомножителей.

Правило производства д-Ьйств1я 11-ое. Чтобы разделить
число на произведете нЪсколькихъ сомножителей, можно

разделить это число на перваго сомножителя, затЪмъ

разделить полученное частное на втораго сомножителя,

второе частное на третьяго сомножителя и такъ далЪе,
пока не будутъ исчерпаны всЪ сомножители. Последнее

частное и будетъ искомымъ.

Мы разсмотримъ только тотъ случай, кога вс£ дЪлешя

выполняются безъ остатка.

Чтобы дать примЪръ изъ ежедневной жизни, предположимъ,
что у Павла есть 300 рублей въ 100 рублевыхъ бумажкахъ, и

что онъ хочетъ разделить эту сумму поровну между 15-ью
лицами. Онъ можетъ расположить эти 15 лицъ группами по 5

человЪкъ въ каждой. Каждой группЪ даетъ онъ 300:3 = 100

рублей, и 5 лицъ, составляющихъ эту группу, должны
разделить между собою эти 100 рублей, что составитъ для каждаго

лица 100 : 5 = 20 рублей.
ДалЪе, пусть требуется разделить 630 на 42 = 2 . 3 . 7.

Искомое частное будетъ 15. Въ самомъ дЪлЪ, применяя
предыдущее правило, мы найдемъ:
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630 : 2 = 315,
315 : 3 = 105,
105 : 7 = 15.

Зам-Ьчан1е. Если требуется разделить число, написанное въ

виде произведен'^ нЪсколькихъ сомножителей, на другое

произведете нЪсколькихъ же сомножителей, то можно делить

каждаго сомножителя дЪлимаго на любого сомножителя делителя,
— конечно, если все эти делетя, могутъ быть выполнены. При
этомъ должно обращать внимате на то, чтобы разделить на

каждаго сомножителя, входящаго въ составъ делителя, но только

одинъ разъ. Чтобы разъяснить это замЪчаше, постараемся
разделить произведете 42 • 10 . 7 на произведете 3 . 5. Въ та-

комъ случай:

42 : 3 = 14,
10 : 5 = 2.

Искомое частное будетъ поэтому 14 . 2 . 7.

Можно также делить одного и того же сомножителя дели-
маго на нЪсколькихъ сомножителей делителя, но каждымъ мно-

жителемъ делителя можно воспользоваться только одинъ разъ.

Прим-Ьръ I. Требуется разделить 36 • 40 • 3 на 6 • 5 • 4.

Пишемъ:

36 : 6 = 6,
40 : 5 = 8, 8 : 4 = 2.

Искомое частное будетъ 6 • 2 • 3.

Прим-Ьръ II. Требуется разделить 21 • 30 . 40 на 5-5-7.

Множитель 5 встречается въ делителе 2 раза; следовательно:

21 : 7 = 3,
30 : 5 = 6,
40 : 5 = 8.

Искомое частное будетъ поэтому 3-6-8.

Въ следующей главе, когда мы уже познакомимся съ

простыми числами, мы вернемся къ вопросу о делети произведе-
Н1я на произведете. Заметимъ пока только, что иногда деле-

Hie выполняется, хотя и нельзя применить вышеизложеннаго

метода делетя. Такъ, напримеръ, мы можемъ легко убедиться въ томъ

что произведете 12 - 35 = 420 делится на 14 - 10 = 140, хотя
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ни 12 ни 35 не делятся ни на 14 ни на 10. Удобно поэтому

вводить такъ называемыхъ простыхъ множителей, что мы и

дЪлаемъ впослЪдствш.

II. ДЪЛИМОСТЬ НА 2,5,9,3. ПОВЪРКА СЪ ПОМОЩЬЮ ЧИСЛА 9.

34. Иногда при дележи можно определить остатокъ, не

выполняя дЪлешя на самомъ деле. Въ частности въ такомъ

случае возможно указать, не будетъ ли остатокъ равенъ нулю и,

следовательно, не будетъ ли делимое делиться безъ остатка на

делителя. Мы ограничимся изложешемъ признаковъ делимости

на 2, 5, 9, 3.

35. Делимость на 2 и на 5. Такъ какъ 10 делится на 2

и на 5, то и каждое кратное 10-ти будетъ делиться на 2 и на

5. Возьмемъ теперь любое число, напримЪръ 5648. Тогда

5648 =г 5640 + 8;

число "5648 можетъ быть, следовательно, представлено въ виде

суммы, первое слагаемое которой 5640 есть кратное 10-ти, а

потому— кратное 2-хъ и 5-ти. Изъ теоремы 23 мы знаемъ, что въ

такомъ случае достаточно обратить внимаше на второе

слагаемое 8. ЗамЪчаемъ, что 8 делится на 2; следовательно, и сумма

5648 = 5640 -[" 8 Делится на 2. Съ другой стороны, 5648 не

делится на 5; въ самомъ деле если бы 5 делило сумму 5648, то 5

должно было бы (теорема 25) делить 8, такъ какъ оно делить
5640. Точно такъ же мы можемъ убЪдитеся что 6745 = 6740 -|- 5

делится на 5, но не делится на 2. Наконецъ, 6750 или 5800

делятся на 10, и, следовательно, делятся какъ на 5, такъ и на

2. Отсюда выводимъ следующее правило:

Правило производства д-Ьйств1я 12-ое. Число, последняя
цифра котораго есть 0, 2, 4, 6 или 8, делится на 2 Число,
последняя цифра котораго есть 0 или 5, делится на 5.

Пусть читатель самъ разберетъ, почему эти услов1я
необходимы и достаточны для делимости на 2 и на 5.

Это правило мы постараемся сделать нагляднымъ съ

помощью примера изъ ежедневной жизни. У Павла есть некоторое
количество монетъ по 1 0 копеекъ и монетъ по 1 копейке.
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Можетъ ли онъ разменять свои деньги на монеты по 2

копейки? или на монеты по 5-ти копеекъ?

Очевидно, каждую монету въ 10 копеекъ можно разменять

на 2 монеты по 5 копеекъ или на 5 монетъ по 2 копейки. Для

того чтобы все наличныя деньги Павла можно было разменять

на монеты по 2 копейки, онъ, кроме монетъ въ 10 копеекъ,

либо совсЪмъ не долженъ иметь монетъ въ одну копейку, либо
иметь ихъ такое количество, которое бы состояло изъ двоекъ,т..е.

2, 4, 6 или 8. Если онъ хочетъ разменять свои наличыя деньги

на монеты въ 5 копеекъ, то мы должны разсуждать подобными,
же образомъ. Кроме того, мы видимъ, что, если онъ хочетъ

иметь возможно большее количество монетъ по 2 копейки (или
монетъ по 5 копеекъ, но только не вместе тЪхъ и другихъ),
то количество монетъ въ 1 копейку, которое у него останется,

зависитъ не отъ количества его монетъ въ 10 копеекъ, а

только отъ количества монетъ въ 1 копейку, которыя у него были

сверхъ монетъ въ 10 копеекъ. Если, впрочемъ, у Павла 47 или

78 копеекъ, то мы можемъ всегда предположить, что у него 4

или 7 монетъ въ 10 копеекъ, а затЪмъ еще 5 или 8 копеекъ

въ монетахъ по одной копейке Эти замЪчашя ведутъ къ

правилу, которое дополняетъ предыдущее правило:

Правило производства д-ЬйсЫя 13-ое. Чтобы определить

остатокъ отъ дЪлешя числа на 2 или на 5, достаточно,
разделить последнюю его цифру на 2 или на 5.

Понятно, что этотъ пр1емъ основанъ на томъ

обстоятельстве, что 2 и 5 — делители 10. Подобный же пр1емъ
применяется для вывода признаковъ делимости на 4 и на 25 —

делителей ста, а «также признаковъ делимости на 8 и 125 —

делителей тысячи и т. д.

36. Делимость на 9. У Ивана 2312 рублей, и онъ

хочетъ купить за эти деньги возможно большее

количество книгъ, ценою каждая по 9-ти рублей. Сколько
рублей останется у него? Очевидно, количество рублей, которые

у него останутся, будетъ равно остатку отъ делешя 2312 на 9.

Мы себе поставимъ задачей найти этотъ остатокъ, не

выполняя делешя; если остатокъ окажется нулемъ, то, следовательно,

делимое будетъ делиться на 9.
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Чтобы упростить разсуждешя, предположимъ, что 2312

рублей Ивана состоятъ изъ 2-хъ бумажекъ по 4000 рублей каждая,
3-хъ — по 100 рублей, одной въ 10 рублей и двухъ по одному

рублю. За 1000 рублей онъ можетъ купить 111 книгъ по 9-ти

рублей каждая, что будетъ стоить 999 рублей и ему дадутъ

1 рубль сдачи. За бумажку въ 100 рублей ему дадутъ 11 кни-

жекъ по 9 рублей, которыя будутъ стоить 99 рублей, и 1 рубль
сдачи. За 10 рублей получитъ онъ 1 книгу за 9 рублей и 1 рубль
сдачи. Такимъ образомъ за каждую тысячу, сотню, десятокъ

рублей онъ получаетъ известное количество книжекъ и

каждый разъ по 1 рублю сдачи. Поэтому количество монетъ въ

1 рубль, которое у него останется послЪ этой покупки, будетъ

равно сумм1з числа тысячъ, числа сотенъ, и числа десятковъ

рублей и монетъ въ 1 рубль, которыя онъ имЪлъ до покупки.

Если онъ, по нашему предположен^, имЪлъ 2312 рублей, то

у него останется послЪ покупки 2 —|— 3 г-|- 1 —|— 2 == 8 рублей.
Число 2312 не делится поэтому на 9; остатокъ отъ дЪлешя

будетъ 8. Складывая отдЪльныя цифры числа 2312, мы получимъ

число 8.

Если бы у Ивана было 3 бумажки по 1000 рублей, 4 — по

10-ти, 5 монетъ въ 1 рубль, то у него осталось бы 3 -\- 4

Ч- 2 —|— 5 = 14 рублей. На эти 14 рублей онъ могъ бы купить
еще одну книжку за 9 рублей, и у него осталось бы еще
1 -]- 4 = 5 рублей. Если сумма цифръ какого-нибудь числа

будетъ число многозначное и мы сложимъ цифры этого послЪд-
няго числа, то полученную сумму мы будемъ называть второй
суммой цифръ. Сложивъ цифры второй, получимъ третью
сумму цифръ и т. д. до последней.

Правило производства дЪйствгя 14-ое. Остатокъ отъ дЪле-
тя числа на 9 равенъ его последней суммЪ цифръ. Но
если эта последняя сумма цифръ равна 9, то остатокъ

будетъ равенъ нулю, и все число будетъ делиться на 9.

Предыдущее правило можетъ быть доказано съ помощью

слЪдующаго вычислешя. А именно:

10 = 9 + 1

100 = 99 + 1 = 9 • 11 + 1

1000 = 999 + 1 =9-111 +1
10000 = 9999 + 1=9- 1111 + 1.
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Пусть дано любое число, напримЪръ, 34572. ИмЪемъ:

34572 ^ 3 . 10000 + 4 . 1000 + 5 . 100 + 7 . 10 -f 2

= 3-9. 1111 +3 + 4.9.111 +.4 + 5.9. 11 +5
+ 7.9 + 7 + 2

= 9(3.1111 +4.111+ 5. 11 +7)+ 3 + 4 + 5 + 7 +2.
Но

3 + 4 + 5 + 7 + 2 = 9-2 + 3;

следовательно, получаемъ:

34572 = 9 (3 . 1111 + 4 . 111 + 5 . 11 + 7 + 2) + 3,

Отсюда слЪдуетъ, что остаткомъ отъ дЪлешя 34572 на 9 будетъ
3. Это же число 3 будетъ также остаткомъ отъ дЪлешя суммы
21 цифръ 3 + 4 + 5 + 7 + 2 на 9.

37. Делимость на 3. СлЪдуетъ обратить внимаше на то

обстоятельство, что числа 9, 99, 999 и т. д., которыя дЪлятся

на 9, делятся также и на 3. ИмЪемъ:

10 = 3.3 + 1,
100 = 33 . 3 + 1,

1000 = 333 . 3 + 1,
10000 = 3333 .3 + 1.

и такъ далЪе, какъ бы велико ни было количество нулей.
Возьмемъ теперь какое-нибудь число — напримЪръ, 65418.

Мы будемъ исходить изъ того, что произведете числа, крат-

наго 3, на какое-нибудь число будетъ тоже кратнымъ 3 (вторая
форма теоремы 26, стр. 52), и что сумма нЪсколькихъ кратныхъ

3 будетъ также числомъ, кратнымъ 3. Мы пишемъ поэтому:

60000 = 6 . 10000 = 6 . 3333 .3 + 6

5000 = 5 . 1000 = 5 . 333 . 3 + 5

400 = 4 . 100 = 4 . 33 • 3 + 4

10 = 1 . 10 = 1. 3.3 + 1

8 = .8.

Отсюда путемъ сложежя получаемъ:

65418 = 60000 + 5000 + 400 + 10 + 8

= 3 (6 • 3333 + 5 . 333 + 4 . 33 + 1 . 3) + 6 + 5 + 4 + 1 + 8.
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Остатокъ отъ дЪлешя 65418 на 3 равенъ, следовательно,

остатку отъ дЪлешя суммы 6-f-5-k4-|~l-|-8 наЗ.

Эта сумма 24 делится на 3; то же справедливо поэтому и

относительно даннаго числа.

Правило производства дЪйств1я 15-ое. Число делится на 3,

эсли его последняя сумма цифръ дЪлится на 3, т. е. если

она будетъ равна 3, 6 или 9.

Очевидно, что каждое число, которое делится на 9, будетъ
делиться также и на 3, но не наоборотъ.

38. ПовЪрка съ помощью числа 9. Подъ этимъ назва-

шемъ разумЪютъ пр1емъ, который во многихъ случаяхъ даетъ

возможность обнаружить ошибки въ вычислешяхъ.

Мы ограничимся тЪмъ, что изложимъ этотъ пр!емъ въ при-

мЪненш къ умножен!ю; въ этомъ случай онъ употребляется чаще

всего.

Правило производства д-бйств1я 16-ое. Чтобы сделать

поверку умножешя двухъ чиселъ съ помощью числа 9,

нужно сравнить сумму цифръ полученнаго произведешя

съ произведешемъ послЪднихъ суммъ цифръ обоихъ

сомножителей. Если разность этихъ суммъ небудетънину
лемъ ни кратнымъ 9-ти, то вычислеше сделано

неправильно. Если же разность окажется нулемъ или числомъ,

кратнымъ 9-ти, то можн'о быть увЪреннымъ въ томъ, что

либо вычислеше сделано правильно либо ошибка есть

число кратное 9.

Иванъ, Петръ и Яковъ помножили всЪ трое 3917 на 642.

Иванъ получилъ 2514724, Петръ—2 514714, а Яковъ 399534.

Что можно сказать объ этихъ результатахъ?

Составимъ на основанш изложеннаго выше послЪдшя суммы

цифръ сомножителей. Получаемъ 2 и 3; произведете ихъ

будетъ 6.

Иванъ получилъ произведете 2514 724. Но

2 + 5-fl+4 + 7 + 2-f-4 = 25 = 2.9 + 7,
и мы можемъ поэтому быть увЪрены, что этотъ результатъ
ложный. Для результата 2 514 714, полученнаго Петромъ имЪемъ:

2 + 5 + 1 + 4 + 7 + 1 J- 4 = 24 = 2 . 9 + 6,
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а для произведешя Якова 399534:

3 + 9 + 9 + 5 + 3 + 4 = 3.9 + 6..

Следовательно, повЪрка съ помощью числа 9 оставляетъ

насъ въ сомнЪнш относительно результатовъ, полученныхъ

Петромъ и Яковомъ; она не даетъ намъ возможности

утверждать, что одинъ изъ этихъ результатовъ неправиленъ. Въ этомъ

случай оказывается, что Яковъ произвелъ свое вычислеше

слЪдующимъ образомъ:
3917 . 642

7834

15668

23502

399534,

т. е. что онъ подписалъ неправильно третье частное

произведете, именно онъ замЪнилъ 23502 . 100 числомъ 23 502 . 10 и

получилъ меньше, чЪмъ следовало, на 23502 • 90, т. е. меньше

на число, кратное 9. По этой причине повЪрка и не дала

возможности обнаружить его ошибку. I

III. ОБЩ1Й НАИБОЛЬШШ ДЪЛИТЕЛЬ И ОБЩЕЕ НАИМЕНЬШЕЕ

КРАТНОЕ.

39. Общш наибольшей дЬлитель двухъ чиселъ.

Опред-Ьлеже. Общимъ наибольшимъ дЪлителемъ двухъ
чиселъ называютъ наибольшее число, на которое оба

эти числа дЪлятся.

НапримЪръ, числа 48 и 36 дЪлятся оба на 2, 3, 4, 6 и 12.

Bcfe эти числа суть o6ujie дЪлители ихъ, а 12 — наиболышй общж

делитель. Числа 21 и 28 дЪлятся оба на 7; 7 — ихъ общШ

наиболышй делитель. Числа 41 и IS не имЪютъ никакого общаго

дЪлителя, кромЪ 1. Ихъ общ1й наиболышй дЪлитель есть 1; ихъ

называютъ поэтому числами взаимно простыми.

Опред-Ьлеше. Два числа называются взаимно простыми,

если ихъ общимъ наибольшимъ дЪлителемъ служитъ 1.

Нахождеше общаго наибольшаго дЪлителя основано на слЪ-

дующихъ теоремахъ.
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Теорема 27. Если изъ двухъ данныхъ чиселъ большее

делится на меньшее, то меньшее есть общ1й наиболь-

ций делитель этихъ двухъ чиселъ.

Пусть будутъ даны числа 48 и 12. Ихъ общш наиболышй

дЪлитель не можетъ быть больше 12-ти, такъ какъ 12 должно

на него делится. ДалЪе, 48 делится на 12, и 12 делится также

на 12, потому что 48 = 12 . 4 и 12 = 12 . 1; следовательно,
12 и есть общш наиболышй делитель 48 и 12.

Теорема 28. Если даны два числа, изъ которыхъ

большее не делится на меньшее, то ихъ общш наиболь-

шш дЪлитель будетъ также общимъ наибольшимъ дЪли-
телемъ меньшаго числа и остатка отъ дЪлешя больша-

го числа на меньшее.

Пусть данныя числа будутъ 516 и 48, Въ такомъ случай

516 = 48 . 10 + 36,

и требуется доказать, что наиболышй обили делитель чиселъ

516 и 48 равенъ наибольшему общему делителю чиселъ 48 и 36.

Сперва покажемъ, что каждый общш дЪлитель 516 и 48

будетъ также общимъ дЪлителемъ 48 и 36, и обратно. Числа
516 и 48 оба дЪлятся на 2; следовательно, и 48-10 делится

на 2. Но такъ какъ 516 и 48-10 дЪлятся на 2, то и 36

должно разделиться на 2 (теорема 25). Точно такъ же 36 и 48

делятся на число 6. Следовательно, на него будетъ делиться
также 48 . 10, а также и 516, такъ какъ это последнее число

есть сумма 48-10 + 36.

Итакъ, оба числа 516 и 48 имЪютъ тЬхъ же самыхъ об-

щихъ делителей, какъ 48 и 36. Если составить двЪ таблицы,
изъ которыхъ одна содержитъ общихъ делителей чиселъ 516 и

48, а другая — общихъ дЪлителей чиселъ 48 и 36, то эти

таблицы будутъ содержать тЪ же самыя числа. Поэтому и наи-

болышя числа этихъ таблицъ одинаковы; другими словами:

общш наиболышй делитель чиселъ 516 и 48 будетъ также

общимъ наибольшимъ дЪлителемъ чиселъ 48 и 36, что и

требовалось доказать.

Изъ этихъ двухъ теоремъ выводится сЪдующее
практическое правило:
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Правило производства д-Ьйств1я 17-ое. Чтобы найти общаго

наибольшаго дЪлителя двухъ данныхъ чиселъ, дЪлимъ

большее число на меньшее. Если дЪлеше выполняется безъ

остатка, то меньшее число и будетъ общимъ наиболь-
шимъ дЪлителемъ. Еслиостатокъ отличенъ отъ нуля, то

нужно искать общаго наибольшаго дЪлителя для ^него

к для меньшаго числа. Такъ нужно продолжать и да-

лЪе, пока не получимъ въ остатке нуль. Тогда послЪд-

и\й дЪлитель и будетъ общимъ наибольшимъ дЪлите-

лемъ обоихъ данныхъ чиселъ.

Мы примЪнимъ это правило къ нахождешю общаго

наибольшаго делителя чиселъ 12012 и 4152. ДЪйств1е располагается

на практике слЪдующимъ образомъ:

12012

3708

2

4152

444

1

3708

156

8

444

132

2

156

24

1

132

12

5

24

0

2

12

При каждомъ дЪленш подписываюсь частное подъ дЪлите-

лемъ, чтобы воспользоваться имъ въ слЪдующемъ дЪлеши, какъ

дЪлимымъ, не переписывая его. Частное отъ дЪлешя 12012 на

4152 будетъ 2, а остатокъ 3708; частное отъ дЪлешя 4152 на

3708 будетъ 1, а остатокъ 444 и т. д. Искомый общж наиболь-

шш дЪлитель будетъ, следовательно, 12.

Если мы возьмемъ числа 1713 и 170, то получимъ

1713

13

10

170

1

13

13

0

13

1

Общимъ наибольшимъ дЪлителемъ будетъ единица, такъ какъ

она оказалась послЪднимъ дЪлителемъ. ПослЪдняго дЪлешя нЪтъ

надобности выполнять; какъ только получена въ остатке 1,
можно быть увЪреннымъ, что данныя числа взаимно простыя.

40 Свойства общаго наибольшаго делителя двухъ
чиселъ. Возьмемъ опять числа 12012 и 4152, которыя служили
намъ для примера. Число 2 есть одинъ изъ ихъ общихъ
делителей. Этотъ общш делитель является дЪлителемъ также и для

остатка отъ дЪлешя ихъ 3708. Такъ какъ на него делятся

4152 и 3708, то будетъ также делиться и остатокъ отъ дЪлежя
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ихъ 444. Точно такъ же мы видимъ, что на него дЪлятся 156,

132 24, 12, т. е. и общш наиболышй делитель. Мы можемъ

поэтому высказать следующую теорему, какъ огЬдсгае npieMa,

который мы применили для нахождешя общаго наибольшаго

дЪлителя:

Теорема 29. Чтобы найти всЪхъ общихъ дЪлителей

двухъ чиселъ, достаточно найти всЪхъ дЪлителей ихъ

общаго наибольшаго дЪлителя.

Точно такъ же доказывается следующая теорема:

Теорема 3D. При умножеши двухъ чиселъ на третье

или при дЪлен1и ихъ на третье, общ1й наиболышй

делитель обоихъ произведена или частныхъ получается съ

помощью умножешя или дЪлешя общаго наибольшаго

дЪлителя первоначальныхъ чиселъ на это третье число.

Конечно, здЪсь предполагается, что дЪлешя выполнимы, и

что третье число не равно нулю.

Пусть, напримЪръ, найденъ общш наибольш1й делитель чиселъ

12012 и 4152, т. е. 12. На основанш этого 120120 и 41520 будутъ
имЪть общимъ наибольшимъ дЪлителемъ 120; точно такъ же

12012 : 6 = 2002 и 4152 : 6 = 692 будутъ имЪть общимъ

наибольшимъ дЪлителемъ 2.

Чтобы доказать эту теорему, нужно только составить

таблицу послЪдовательныхъ дЪленш. Если вместо данныхъ чиселъ

возьмемъ числа въ 10 разъ болышя, то и всъ остатки будутъ въ

10 разъ больше, но частныя останутся безъ перемены (теорема

17); следовательно, и общш наиболышй дЪлитель, какъ послЪд-
Н1Й неравный нулю остатокъ, будетъ въ 10 разъ больше.

Если, въ частности, раздЪлимъ 2 числа на ихъ общаго
наибольшаго делителя, то получатся 2 числа, которыхъ общш

наиболышй дЪлитель равенъ 1, т. е. которыя будутъ взаимнопро-
стыми. Такимъ образомъ получается теорема:

Теорема 31. Частныя двухъ чиселъ отъ дЪлетя на

общаго наибольшаго делителя ихъ суть числа взаимно

просты я.

41. Общш наиболышй делитель нЪсколькихъ чиселъ

Опред-Ьлеше. Общимъ наибольшимъ дЪлителемъ нЪсколь-
кихъ чиселъ называется наибольшее число, на которое

вс1> эти числа дЪлятся.
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Нахождеше общаго наибольшаго делителя несколькихъ

чиселъ основано на слЪдующемъ предложенш.

Теорема 32. При нахожденш общаго наибольшаго

делителя несколькихъ чиселъ можно заменить два изъ

нихъ ихъ общимъ наибольшие делителемъ.

Пусть даны, напримЪръ, числа 240, 360, 660, 144. Общш

наиболышй делитель 240 и 360 будетъ 120. Мы хотимъ теперь

доказать, что данныя числа имЪютъ такого-же, общаго

наибольшаго делителя, какъ и 120, 660 и 144. Для этого, мы дока-

жемъ, что каждый общ1й делитель 240, 360, 660 и 144 будетъ

также общимъ дЪлителемъ 120, 660 и 144, и наоборотъ. Это

слЪдуетъ непосредственно изъ того, что во-первыхъ на каждаго

общаго делителя 240 и 360 будетъ делиться и 120, и, во-вто-

рыхъ, изъ того что и обратно на каждаго делителя числа 120,
а также, следовательно, и на искомаго наибольшаго общаго

делителя, делятся и кратныя его 240 и 360.

Такимъ образомъ, нахождеше общаго наибольшаго

делителя четырехъ данныхъ чиселъ сводится къ нахождешю общаго

наибольшаго делителя 3-хъ чиселъ. Точно такъ же нахождеше

общаго наибольшаго делителя 3-хъ чиселъ можно свести

къ нахожденш общаго наибольшаго делителя 2-хъ чиселъ,

такъ какъ для этого достаточно заменить 120 и 660 ихъ

общимъ наибольшимъ делителемъ, т. е. 60. Тогда останется

найти общаго наибольшаго делителя только для 60 и 144; это

будетъ, очевидно, 12.

Правило производства действ!я 18-ое. При нахождеши

общаго наибольшаго делителя несколькихъ чиселъ нахо-

дятъ сперва общаго наибольшаго делителя первыхъ

двухъ чиселъ, потомъ общаго наибольшаго делителя

найденнаго числа и третьяго числа, затемъ общаго

наибольшаго делителя вновь найденнаго числа и че-

твертаго числа и такъ далее, пока не будутъ исчерпаны
все числа. Последшй общш наиболышй делитель и

будетъ искомымъ общимъ наибольшимъ делителемъ

данныхъ чиселъ.

42. Общее наименьшее кратное. Определение. Общимъ

наименьшимъ кратнымъ двухъ или несколькихъ чиселъ

называется наименьшее изъ ихъ общихъ кратныхъ, т. е.
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наименьшее отличное отъ нуля число, которое дЪлится

одновременно на всЪ эти числа.

Теорема 33. Общее наименьшее кратное двухъ чиселъ

равно частному отъ дЪлешя ихъ произведешя на.ихъ

общаго наибольшаго делителя.

Если даны, напримЪръ, числа 12012 и 4152, общш наиболь-

шш делитель которыхъ равенъ 12, то ихъ общее наименьшее

кратное будетъ равно

(12012 . 4152) : 12 = 1001 . 4152 = 4156152.

Правило производства дЪйсгая 19-ое. Чтобы найти общее

наименьшее кратное нйсколькихъ чиселъ, нужно найти

сперва общее наименьшее кратное первыхъ двухъ

чиселъ, затЪмъ общее наименьшее кратное этого перваго

общаго наименьшаго кратнаго и третьяго числа, затЪмъ

общее наименьшее кратное этого второго общаго

наименьшаго кратнаго и четвертаго числа и такъ далЪе,
пока не будутъ исчерпаны всЪ числа. Последнее общее

наименьшее кратное и будетъ искомымъ.

Пусть будутъ, напримЪръ, даны четыре числа 147, 400, 2160
и 10080. Найдемъ, руководствуясь теоремой 33, общее

наименьшее кратное первыхъ двухъ чиселъ 147 и 400, получится 58800;
каждое общее кратное данныхъ четырехъ чиселъ будетъ также

общимъ кратнымъ чиселъ 58800, 2160 и 10080, и обратно.
Найдемъ дальше по тому же правилу общее наименьшее

кратное 58800 и третьяго числа 2160, получимъ 529200; каждое

общее кратное трехъ чиселъ 58800, 2160 и 10080 будетъ также

общимъ кратнымъ чиселъ 529200 и 10080 и обратно. Соста-

вимъ, након§цъ, общее наименьшее кратное 529 200 и 10 080;.
получимъ 1058 400; всЪ общ1я кратныя 529200 и 10080 будутъ
также общими кратными 1058400, и наоборотъ. Отсюда слЪ-

дуетъ, что всЪ общ\я кратныя четырехъ данныхъ чиселъ будутъ
кратными числа 1058400, т. е. это число и будетъ общимъ наи-

меньшимъ кратнымъ чиселъ 147, 400, 2160 и 10 080.

43. ПримЪнешя общаго наибольшаго д*лителя и

общаго наименьшаго кратнаго. ОбщШ наиболышй дЪлитель и

общее наименьшее кратное даютъ нерЪдко рЪшешя задачъ изъ

ежедневной жизни; мы приведемъ здЪсь несколько примЪровъ.
Борелц Элементарная математика. 5
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Задача I. Некто имЪетъ 52 шара и хочетъ дать ихъ

24 дЪтямъ для игры. Онъ долженъ разделить детей на

равныя группы такимъ образомъ, чтобы каждая группа

имела одно и тоже количество шаровъ, и чтобы этихъ

группъ было возможно больше. Количество группъ должно

быть общимъ дЪлителемъ 52 и 24, а чтобы этихъ группъ

было возможно больше, этотъ делитель долженъ быть общимъ

наибольшимъ дЪлителемъ этихъ чиселъ. Этимъ дЪлителемъ бу-

детъ 4. Следовательно, будетъ 4 группы по 6 детей, и каждая

группа получитъ по 13 шаровъ.

Задача II. Некто имЪетъ 36 бЪлыхъ и 48 красныхъ

розъ. Онъ хочетъ сделать возможно большее

количество букетовъ такимъ образомъ, чтобы въ каждомъ

букете было поровну бЪлыхъ и красныхъ розъ. Количество

букетовъ должно быть общимъ наибольшимъ дЪлителемъ 36 и

48, следовательно, оно будетъ 12. Выйдетъ, следовательно, 12

букетовъ, и въ каждомъ изъ нихъ будетъ по 3 бЪлыхъ и по 4

красныхъ розы.

Задача III. У Ивана есть некоторое количество мо-

нетъ по 10 копеекъ каждая; другихъ денегъ у него нетъ.

Онъ отправляется купить тетради по 8 копеекъ каждая

къ купцу, у котораго тоже нетъ мелкихъ денегъ.

Требуется определить наименьшее количество тетрадей,
которое онъ можетъ купить. Сумма, которую Иванъ издер-
житъ, выраженная въ копейкахъ, должна быть кратной 10,
такъ какъ онъ имеетъ только монеты по 10 копеекъ. Но это

число должно быть также кратнымъ 8, такъ какъ каждая

тетрадь стоитъ 8 копеекъ. А такъ какъ онъ хочетъ истратить

возможно меньше денегъ, то нужно найти общее наименьшее

кратное 10 и 8, т. е. 40. Иванъ купитъ, следовательно, 5

тетрадей и заплатитъ 4 монеты по 10 копеекъ.
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ЗАДАЧИ КЪ V-ой ГЛАВЪ.

40. Доказать, что при дележи числа на 4 или на 25 получается

тотъ же остатокъ, что и при дЪленш на 4 или на 25 числа,

составленная изъ двухъ послЪдНихъ его цифръ.

41. Определить остатки при долежи слЪдующихъ чиселъ на 2, 3,

4, 5, 9, 25:

36, 375, 2 003, 3 651, 434 257, 32 578, 111111,
1 111 122, 123 456 789, 987 654 321.

42. Найти общ. н. делителя чиселъ 68 532 и 23 451,

43. Найти общ. н. делителя чиселъ 111 111 и 1 111.

44. На;'1ти общ. н. делителя чиселъ 10 000 001 и 10 001.

45. Найти общ. н. делителя чиселъ 1 000 000 001 и 1 000 001.

46. Найти общее наименьшее кратное чиселъ 24, 36, 60, 100.
47. Въ велосипеде съ колесами, соединенными цепью, маленькое

колесо имеетъ 8 зубцовъ, а большое 18. Требуется определить

наименьшее количество взмаховъ педали, после котораго оба колеса придутъ
въ первоначальное положеше.

48. Въ одномъ экипаже передшя колеса имеютъ 3 метра въ

окружности, задшя 4 метра. Требуется определить кратчайшее разстояше, при

которомъ каждая пара колесъ сделаетъ четное число оборотовъ.
49. Пароходы первой компаши выезжаютъ изъ гавани каждые 12

дней; пароходы второй компанш — только каждые 28 дней. Если 1-го

января 1908 года, вышли изъ гавани пароходы обЬихъ компашй то когда

въ первый разъ вновь наступитъ совпадете дней отъезда пароходовъ
обеихъ компанш?

50. Доказать следуюцп'я предложежя:
a) Каждое число отличается отъ суммы его цифръ числомъ, крат-

нымъ 9.

b) Сумма цифръ суммы двухъ чиселъ либо равна сумме обеихъ
суммъ цифръ либо отличается отъ нея числомъ, кратнымъ 9.

c) Сумма цифръ разности двухъ чиселъ либо равна разности
обеихъ суммъ цифръ либо отличается отъ нея числомъ, кратнымъ 9.

51. Вывести изъ предложенш Ь) и с) предыдущей задачи поверку
съ помощью числа 9 для сложешя и вычиташя.

52. Сделать поверку съ помощью числа 9 сложешй въ задаче 4.
53. Произвести такую же поверку вычиташй въ задачахъ 8 и 10.

54. Произвести такую же поверку умножешй въ задачахъ 16—20.

5 *



Глава VI.

ПРОСТЫЯ ЧИСЛА.

I. ОПРЕДЪЛЕШЕ И СВОЙСТВА ПРОСТЫХЪ ЧИСЕЛЪ.

44. ОпредЪле^е простыхъ чиселъ. Простыми числами

называются так!я числа, которыя не имЪютъ другихъ

делителей, кромЪ самихъ себя и единицы; числа 1 не

относятъ къ простымъ числамъ.

Число 7, напримЪръ, а также 11 суть числа простыя; на-

противъ, 6 — не простое число.

Не слЪдуетъ смешивать опредЪлешя простыхъ чиселъ съ

опредЪлешемъ чиселъ взаимнопростыхъ. Поэтому числа

простыя въ смысле послЪдняго опредЪлешя, называютъ иногда

числами абсолютно простыми. Прибавлешемъ слова абсолютно

имЪютъ въ виду указать, что свойство числа, которое

выражается терминомъ простое число, зависитъ только отъ него

самого, а не отъ его отношешя къ другимъ числамъ. Такъ на-

примЪръ 7 — простое число, 11 — тоже простое число; а числа

6 и 35 — числа взаимнопростыя или, какъ говорятъ 6 есть

число простое относительно 35; но 6 не будетъ простымъ

числомъ относительно 12; точно такъ же 35 не будетъ
простымъ относительно 10.

Если напишемъ натуральный рядъ чиселъ (7) и вычерк-

немъ въ немъ всЪ непростыя числа, то получимъ

натуральный рядъ простыхъ чиселъ. Легко убедиться, что этотъ

рядъ начинается съ чиселъ 2, 3, 5, 7, 11, 13. Но рЪшить, будетъ
ли данное число простымъ, становится труднее, когда мы

обращаемся къ ббльшимъ числамъ.

45. Задача. Определить, будетъ ли данное число

простымъ.

Пусть дано, напримЪръ, число 127. Мы сейчасъ же замЪ-

чаемъ, что оно не дЪлится ни на 2, ни на 3, ни на 5. ДалЪе
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127 не делится ни на 4, ни на 6; въ самомъ дЪлЪ, если бы

оно делилось на эти числа, то должно было бы делиться и на 2.

ДалЪе 127 = 7-18 —|— 1, следовательно 127 не делится и на 7.

Оно не делится ни на одно изъ чиселъ 8, 9, 10: если бы оно

делилось на 8 или на 10, то должно было бы делиться на 2, а

если бы делилось на 9, то делилось бы и на 3. Точно такъ же не

дЪлится оно и на 11, потому что 127 = 11 .11 -|-6. Такимъ

образомъ, число 127 не делится ни на одно изъ чиселъ отъ 1

до 11, и его частное съ недостаткомъ при дЪленш на 11

будетъ 11. Отсюда слЪдуетъ, что 127 число простое. Иначе

его можно было бы разложить на произведете двухъ

сомножителей, которые при этомъ не могли бы быть больше 11, потому

что произведете 11 .12 уже больше, чЪмъ 127; а два числа,

болышя 11, во всякомъ случай дадутъ произведете, большее

127. Если бы, следовательно, 127 не было простымъ числомъ, то

одинъ изъ его делителей долженъ былъ бы заключаться среди

чиселъ 2, 3, 4,. .., 10, 11. Мы, однако, убедились уже раньше
въ противномъ.

Предыдущее разсуждеше основано на томъ, что частное съ

недостаткомъ отъ дЪлешя 127 на 11 не превышаешь 11; если

принять во внимаже, что относительно каждаго делителя, который
не будетъ простымъ числомъ, можно разсуждать такъ же, какъ

мы разсуждали только-что относительно 4, 6, 8, 9, 10, то мы

придемъ къ следующему правилу.
Правило производства д-бйсЫя 20-ое. Чтобы узнать,

будетъ ли данное число простымъ, достаточно дЪлить его

поочередно на простыя числа 2, 3, 5, 7, 11, 13, пока

частное съ недостаткомъ не станетъ меньше дЪлителя.
Если ни одно изъ этихъ дЪлешй не выполняется нацело,
то данное число будетъ простымъ.

Опред-влеше. Простыя числа, на которыя делится
данное число, мы буд.емъ называть его простыми

делителями; единица не считается простымъ дЪлителемъ числа.

Каждое непростое число, имЪетъ двухъ или болЪе про-
стыхъ делителей. Въ самомъ дЪлЪ, если мы будемъ испытывать

поочередно числа 2, 3, 4, 5, 6, . . . въ качестве делителей,
то первый дЪлитель, при которомъ дЪлеше будетъ выполняться

нацело, долженъ быть числомъ простымъ; иначе должно
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было бы выполняться нацело одно изъ предыдущихъ дЪлешй.

Поэтому наименышй отличный отъ 1 дЪлитель какого-

нибудь числа всегда будетъ числомъ простымъ.

ЦЪлыя числа, которыхъ наименьш1й простой дЪлитель есть

2, называются четными числами, нуль также причисляется къ

четнымъ числамъ. Bcfe остальныя числа, включая и 1,
называются нечетными числами.

Если известны веб простыя числа до 100, то предыдущее

правило дастъ возможность узнать, будетъ ли число, меньшее

10000, простымъ; въ самомъ дЪлЪ, число, меньшее 10000, не

можетъ быть произведешемъ двухъ такихъ сомножителей, ко-

торыя оба больше 100. Найти же простыя числа до ста очень

легко. А именно, легко убедиться, что 7 -7 = 49, 7.11=77
7.13 = 91 суть единственныя числа, ниже 100, которыя, не

будучи простыми, не дЪлятся ни на 2, ни на 3, ни на 5.

Поэтому, если оставимъ въ стороне 49, 77 и 91, то по од-

нимъ уже признакамъ дЪлимости на 2, 3, 5, легко

заметить, будетъ ли данное число, меньшее 100, прсстымъ
нЪтъ.

46. Таблицы простыхъ чиселъ. ПримЪнятъ указанный
способъ къ числамъ, имЪющимъ болЪе 3 цифръ, очень

затруднительно; при числахъ 5-ти и 6-тизначныхъ онъ почти

неприменима Поэтому составлены таблицы простыхъ чиселъ, т. е-

печатные перечни, заключаюипе въ себЪ всЪ простыя числа до

извЪсгнаго предала.
Для непростыхъ чиселъ эти таблицы указываютъ

обыкновенно величину самаго меньшаго первоначальнаго делителя; ими

можно поэтому пользоваться при разложежи числа на перво-

начальныхъ сомножителей — операщя, которой мы вскорЪ
займемся.

Чтобы составить такую таблицу, можно пользоваться такъ

называемымъ рЪшетомъ Эратосеена. Для этого беремъ
прямоугольную таблицу, каждая клЪтка которой соотвЪтствуетъ
одному числу. Въ этой таблице мы располагаемъ числа такъ,
какъ показано на приложенномъ чертеже.

При этомъ нЪтъ никакой надобности действительно
выписывать числа, соотвЪтствующ1я отдЪльнымъ клЪткамъ. Достаточно

написать, напримЪръ, три первыя строки, заключающая числа до
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29, а слЪдующ1я строки, которыя содержатъ числа отъ 30 до

129, достаточно обозначить номерами.
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Число 2 есть несомненно число простое. СлЪдующ1я числа че-

резъ одно дЪлятся на 2, и 2 будетъ ихъ наименьшимъ д^лите-
лемъ. Поэтому мы ставимъ въ каждую вторую клетку мелкимъ

шрифтомъ дЪлителя 2. Число 3, которое слЪдуетъ за 2, тоже

простое число; поэтому мы его выписываемъ, начиная съ клЪт-

ки, въ которой стоитъ первое 3, въ каждую 3-ью клЪтку,
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т. е. въ клЪтки 6-тую, 9-тую, 12-тую, 15-тую, 18-тую и т. д.

ВсЪ эти числа будутъ делиться на 3. Если мы желаемъ

имЪть только наименьшаго делителя каждаго числа, то не

нужно вписывать числа 3 въ тЪ клЪтки, гдЪ уже стоиагъ 2.

Число 4, которое слЪдуетъ за 3, не простое число, такъ какъ

въ его клЪткЪ уже стоитъ дЪлитель 2. Мы обращаемся

поэтому къ числу 5 и вписываемъ его, начиная съ клЪтки, въ

которой оно стоитъ, въ каждую 5-тую клЪтку. Въ нашей таблице

5 вписано только въ тЪ клЪтки, гдЪ нЪтъ ни 2, ни 3. Точно

такъ же берутъ далЪе первое следующее за 5 число, въ

клЪтку котораго еще не вписанъ ни одинъ делитель; это бу-
детъ число 7. Следовательно, 7 не делится ни на одно число,

т. е. есть число простое. Теперь мы вписываемъ опять число 7

въ каждую 7-ую клЪтку, начиная съ той, гдЪ 7 стоитъ

первоначально и т. д.

КлЪтки, въ которыя не будетъ вписано ни одного

делителя, представляютъ мЪста простыхъ чиселъ.

Въ рЪшетЪ Эрастосеена первая клЪтка, въ которой
вписано въ качестве дЪлителя некоторое простое

число, соотвЪтствуетъ квадрату этого числа; такъ, напри-

мЪръ, дЪлитель 7 вписанъ первый разъ въ клЪткЪ,

соответствующей числу 49.

Можно было бы применить этотъ пр1емъ къ однимъ

нечетнымъ числамъ и четныхъ чиселъ не выписывать

вовсе; кратныя 3 стояли бы все-таки на каждомъ 3-тьемъ

мЪстЪ, кратныя 5 на каждомъ 5-томъ, и т. д.

Но было бы невозможно выписывать только тЪ

числа, которыя не делятся ни на 2, ни на 3; кратныя 5 не

стояли бы уже на каждомъ 5-томъ мЪстЪ, и т. д.

Въ настоящее время составлены очень обширныя таблицы

простыхъ чиселъ и простыхъ делителей; нЪкоторыя изъ нихъ

доходятъ до нЪсколькихъ миллюновъ. Но, какъ далеко мы

ни заходимъ въ этомъ процессе, мы все еще находимъ но-

выя простыя числа. Поэтому приходится поставить вопросъ,

ограничено ли количество простыхъ чиселъ или, напротивъ,
число ихъ безгранично. ОтвЪтомъ на этотъ вопросъ служитъ

теорема:
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Теорема 34. Рядъ простыхъ чиселъ неограниченъ.

Эта теорема означаетъ, что для каждаго даннаго простого

числа существуетъ большее простое число; поэтому существуетъ

третье простое число, большее, чЪмъ второе, далЪе четвертое,

большее, чЪмъ третье, и т. д. безъ конца.

Чтобы доказать, что рядъ простыхъ чиселъ неограниченъ,

мы покажемъ, что существуетъ простое число, большее, чЪмъ 11.

А такъ какъ мы будемъ вести доказательство съ

помощью разсуждешя общаго характера, т. е. разсуждешя,

которое въ той же формЪ можетъ быть применено къ

каждому другому простому числу, то отсюда будетъ
вытекать правильность теоремы для любого простого

числа.

Итакъ, мы хотимъ доказать, что существуетъ простое

число большее, чЪмъ 11. Для этого мы составимъ произведете

2 . 3 . 5 . 7 . 11 = 2310

простыхъ чиселъ до 11 включительно и, прибавивъ къ нему

1, получимъ 2311. Если мы теперь раздЪлимъ 2311, напримЪръ,
на 3, то получимъ частное 2.5-7.11 и остатокъ 1; въ

самомъ лЪпЪ, изъ предыдущаго равенства имЪемъ:

2311 = (2 . 5 . 7 . 11). 3 + 1;

следовательно, 2311 не делится на 3. Это самое разсуждеже

показываетъ, что 2311 не делится ни на одно изъ чиселъ 2,
5, 7, 11. Отсюда слЪдуетъ заключить, что 2311 либо будетъ
само простымъ числомъ, либо же имЪетъ простого делителя,
большаго, чЪмъ 11; во всякомъ случаЪ, следовательно,
существуетъ простое число, большее, чЪмъ 11, что и требовалось
доказать.

II. РАЗЛОЖЕН1Е ЧИСЕЛЪ НА ПРОСТЫХЪ СОМНОЖИТЕЛЕЙ.

47. Разложеше числа на простыхъ сомножителей. Опре-
д-Ьлен1е. Разложить какое-нибудь число на простыхъ

сомножителей значитъ найти произведете простыхъ

сомножителей, равное этому числу.

Такъ, напримЪръ, равенства:
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70 = 2 . 7 . 5,
240 = 2 • 5 • 2 . 3 . 2 . 2,

36 = 2 • 3 . 2 . 3,

представляютъ разложеше чиселъ 70, 240, 36 на простыхъ

сомножителей. Обыкновенно пишутъ произведешя простыхъ

чиселъ, располагая сомножителей въ порядки ихъ величины.

Пишутъ, следовательно:

70 = 2 . 5 . 7,

240 = 2 • 2 . 2 . 2 . 3 .5 = 24 . 3 • 5,

36 = 2 . 2 . 3 . 3 = 2а • З2.

Чтобы обозначать произведете нЪсколькихъ равныхъ

сомножителей, употребляются такъ называемые показатели.

Показатель служитъ для того, чтобы отметить, сколько разъ

простое число, надъ которымъ стоитъ показатель, должно быть

взято сомножителемъ; показатель 1 совсЪмъ не ставится (21).

Правило производства дЪйствгя 2t-oe. Чтобы разложить

какое-нибудь число на его простыхъ сомножителей, мы дЪ-

лимъ его на наименьшаго изъ его простыхъ делителей;

и записываемъ этого делителя. ЗатЪмъ дЪлимъ

полученное частное на его наименьшаго простого делителя и

записываемъ этого делителя вслЪдъ за предыдущими

Этотъ пр1емъ мы повторяемъ до тЪхъ поръ, пока не

получимъ частное, равное единице. Записанныя числа

будутъ простые сомножители даннаго числа; они

расположены въ порядкЪ ихъ величины.

Если имеется таблица, указывающая наименьшаго дЪлителя

каждаго числа, то нужно только воспользоваться этой

таблицей и выполнить дЪлешя. Если же такой таблицы нЪтъ, то

нужно испытывать послЪдовательныя иростыя числа въ качеств*

делителей; при этомъ нужно пользоваться известными намъ

признаками делимости. Такъ какъ частное не можетъ

заключать въ себЪ ни одного делителя, который бы не заключался

въ дЪлимомъ, то при этихъ испытатяхъ никогда не

приходится возвращаться обратно, т. е. пробовать делителя, мень-

шаго, чЪыъ испытанные уже делители; но, конечно, того же

самаго дЪлителя нужно пробовать нисколько разъ.
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Обыкновенно вычислеше ведется слЪдующимъ образомъ:

Пусть дано число 31620; тогда:

13 = 4031620

15810

7 905

2 635

527

31

1

2

2

3

5

17

31

527

87

10

11 = 47

527 : 17

17

0

527

7

= 31

Это значитъ: число 31620 имЪетъ делителя 2, котораго
мы пишемъ справа: Частное будетъ 15810. Число 15810, рав-

нымъ образомъ, имЪетъ делителя 2, котораго записываемъ справа.

Частное 7905 не делится на 2, но делится на 3.

Записываемъ делителя 3 справа отъ 7905, а частное 2635 подъ

другими частными. 2 635 не дЪлится на 3 (останавливаться на томъ,.

будетъ ли оно делиться на 2, конечно, незачЪмъ), но делится

на 5. Записываемъ делителя 5 и частное 527. Это частное не

делится на 5 (о дЪленш на 2 и на 3 незачЪмъ и думать). Оно

не делится и на 7, потому что 527 = 520 4~ 7. и 520 на 7

не дЪлится, ибо 7 . 70 = 490, а 520 — 490 =-. 30 и не

делится на 7. За этимъ слЪдуютъ простыя числа: 11, 13, 17.

Вспомогательныя дЪлешя показываютъ намъ, что 527 не дЪлится

ни на 11, ни на 13, а дЪлится на 17. Частное 31 число

простое и имЪетъ вслЪдсгае этого только простого делителя 31.

Разложеше окончено, и мы нашли

31620 = 22 . 3 • 5 • 17 . 31.

48. Теорема 35. Каждое число можетъ быть

представлено въ видЪ произведена простыхъ сомножителей

только однимъ способомъ.

Въ самомъ дЪлЪ, для того, чтобы два произведешя простыхъ

чиселъ были равны между собою, они должны быть составлены

изъ тЪхъ же самихъ сомножителей, и каждый сомножитель въ-

обоихъ произведешяхъ долженъ имЪть того же самаго

показателя. Это yaiOBie, очевидно, необходимо, но оно тажке

достаточно.*)
Эта теорема объясняетъ, съ какой цЪлью введены простыя

числа; она представляетъ ключъ къ главнЪйшимъ ихъ примЪнеш-

*) Это утверждеше принимается зд'Ьсь безъ доказательства См.

приложена въ конц-Ь книги. Прим. ред.
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ямъ. Она выражаетъ характерное свойство произведен^

простыхъ чиселъ въ отлич1е отъ произведены такихъ

сомножителей, между которыми имеются и непростыя числа. Эти по-

слЪдшя произведешя могутъ быть равны между собою, хотя

ихъ сомножители неодинаковы. НапримЪръ:

2.6 = 34;

Это происходитъ оттого, что 6 не простое число.

49. FlpHlvrbHeHie КЪ ДЕЛИМОСТИ. Правило производства д-вй-

ств1я 22-ое. Чтобы перемножить два или несколько

чиселъ, разложенныхъ на простыхъ сомножителей,

достаточно каждый изъ различныхъ простыхъ сомножителей,

которые являются въ данныхъ числахъ, взять съ пока-

зателемъ, равнымъ суммЪ показателей, которые онъ

имЪетъ въ этихъ разложешхъ, — а затЪмъ

перемножить полученныхъ такимъ образомъ сомножителей.

Пусть даны, напримЪръ, сл1здующ1я числа:

24 = 23 . 3,
90 = 2 . З2 . 5,
35 = 5 . 7.

Произведете этихъ чиселъ содержитъ различныхъ простыхъ

сомножителей 2, 3, 5, 7, которые входятъ въ данныя разло-

жешя, и не содержитъ никакихъ другихъ. Показатель при 2

долженъ быть равенъ 3 —|— 1 =4, такъ какъ 2 въ число 24

входитъ 3 раза, въ число 90 — 1 разъ, а въ 35 —

множителя 2 вовсе нЪтъ. Показатель при 3 будетъ равенъ 1 -j- 2 = 3;
показатель при 5 равенъ 1 -)- 1 = 2, а показатель при 7

равенъ 1. Итакъ:

24 . 90 . 35 = 24 . З3 • 52 . 7-

Доказательство. Чтобы доказать это правило, нужно

только применить теоремы о произведены нътколькихъ

сомножителей (15). Тогда мы получимъ последовательно:

24 . 90 . 35 = 23 • 3 . 2 . З2 . 5 . 5 . 7

= 2.2.2.3.2-3.3.5.5.7

= 2.2.2.2.3.3.3.5.5-7

= 24 . З3 . 52 . 7
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Показатель при 2 поэтому окончательно равенъ числу,

которое показываетъ, сколько разъ встречается сомножитель 2

въ произведен^ третьей строки, а это число, очевидно, будетъ

равно сумме чиселъ, которыя показываютъ, сколько разъ

встречается 2 въ данныхъ разложешяхъ, т. е. равно сумме

показателей числа 2 въ этихъ произведешяхъ простыхъ чиселъ. То же

самое справедливо и относительно другихъ сомножителей.

Правило производства действ!я 23-ье. Чтобы получить

частное двухъ чиселъ, разложенныхъ на простыхъ

сомножителей, достаточно отнять отъ каждаго показателя

делимаго показателя того же сомножителя въ

делителе. Если разность равна нулю, то этого сомножителя

не будетъ въ частномъ. Если этого вычиташя нельзя

выполнить или если делитель заключаетъ такихъ

простыхъ сомножителей, которыхъ нетъ въ делимомъ, то

делеше невозможно.

Такъ какъ дележе есть действ1е обратное умножешю, то

правило 23-ье для делешя представляетъ собой следсгае

правила 22-го для умножешя и теоремы 35.

Пусть, напримеръ, дано число

4320 = 25 . З3 . 5

разделить на число

108 = 22 З3.

Произведете частнаго на 108 должно составить 4320. Если

предположимъ, что частное разложено на простыхъ сомножителей

и умножимъ его по правилу производства дейсгая 22-му на 108,
то должно получиться проиведеше простыхъ

сомножителей, равное 4320, ибо 4320 можетъ быть разложено

только единственнымъ образомъ на простыхъ

сомножителей. Поэтому показатель каждаго простого

сомножителя въ делимомъ 4320 равенъ сумме показателей этого

сомножителя въ делителе 24 и въ неизвестномъ частномъ. Опреде-
леже вычиташя приводитъ насъ поэтому къ изложенному

выше правилу. Этимъ способомъ получимъ:

4320 : 108 = 40 = 23 . 5 = 25~2. 5.

Если бы нужно было разделить З3 . 72 на 2.3, то ответь

гласилъ бы, что первое изъ этихъ чиселъ не делится на вто-
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рое. Въ самамъ дЪлЪ, если бы это дЬлеше было возможно, и

если бы частное было разложено на первоначальныхъ сомножил

телей, то сомножитель 2 въ дЪлимомъ долженъ былъ бы имЪть

показателемъ число, равное суммЪ его показателей въ дЪли-х^е
и въ частномъ, т. е. по крайней мЪрЪ 1. Это, однако, не имЪ-

етъ мЪста.

Точно такъ же обстояло бы дЪло, если бы требовалось
разделить 23 . З2. 5 на 2 . З5, потому что нЪтъ такого числа,

которое, будучи прибавленнымъ къ 5, показателю 3-хъ въ дЪли-

телЪ, дало бы показателя 3-хъ въ дЪлимомъ, т. е. 2. Можно

поэтому высказать следующую важную теорему:

Теорема 36. Для того чтобы число, разложенное на

простыхъ сомножителей делилось на другое,

необходимо и достаточно, чтобы делимое заключало въ себЪ

всЪхъ простыхъ сомножителей, которые находятся въ

дЪлителЪ, и чтобы каждый изъ нихъ имЪлъ показателя,
по меньшей мЪрЪ равнаго тому, котораго онъ имЪетъ

въ дЪлителЪ.

Зам-bqaHie. Правило производства дЪйсшя 23-ье можетъ

быть выражено проще и яснЪе, если примемъ во внимаше, что

сомножителя, который не входитъ въ данное произведете, можно

считать входящимъ въ его составъ, но только съ

показателемъ 0. Въ такомъ случай можно всегда принимать, что

делитель имЪетъ тЪхъ же самыхъ сомножителей, что и делимое;

при этомъ некоторые сомножители могутъ имЪть показателемъ

нуль. Въ такомъ случай частное равно такому
произведена тЪхъ же простыхъ сомножителей, въ которомъ

каждый простой сомножитель имЪетъ показателемъ

разность его показателей въ дЪлимомъ и дЪлителЪ, въ

предположен^, что эти вычиташя возможны. Если при
зтомъ у нЪкоторыхъ простыхъ сомножителей получится
показатель 0, то ихъ можно пропустить или, что то же, заменить

ихъ сомножителемъ 1.

Если, напримЪръ, даны числа

720 = 24.32-5, 15 = 3-5,

то можно положить 15 = 2° . 3 . 5, и поэтому получимъ:

720 : 15 = г^о.З2-1 . 51-1 = 24. З1- 5°= 2.4 . 3
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50. ОбщШ наиболышй делитель и общее наименьшее

кратное чиселъ, разложенныхъ на простыхъ сомножителей.

Теоремы и правила производства дЪйствш предыдущихъ пара-

графовъ даютъ намъ правила, позволяющ1*я сразу писать общаго

шибольшаго делителя и общее наименьшее кратное чиселъ,

разложенныхъ на простыхъ сомножителей. А именно, общш наи-

•болышй делитель нЪсколькихъ чиселъ получится, если мы изъ

чиселъ, дЪлящихъ все данныя числа, т. е. изъ ихъ общихъ

делителей, возьмемъ то, которое содержитъ въ себе самое

большее количество простыхъ чиселъ и притомъ каждое простое

число съ самымъ большимъ показателемъ. Точно такъ же мы

лолучимъ общее наименьшее кратное нЪсколькихъ чиселъ, если

возьмемъ то общее кратное данныхъ чиселъ, которое
содержитъ менее всего простыхъ чиселъ, и притомъ каждое

простое число съ наименьшимъ показателемъ. Такимъ образомъ мы

приходимъ къ слЪдующимъ правиламъ:

Правило производства действия 24-ое. Чтобы найти общаго

наибольшаго делителя чиселъ, разложенныхъ на

простыхъ сомножителей, нужно взять простыхъ

сомножителей, общихъ всЪмъ числамъ, и каждаго изъ нихъ съ

показателемъ наименьшимъ изъ тЪхъ, съ которыми онъ

входитъ въ эти числа.

Въ самомъ деле, если бы при составленш общаго

наибольшего делителя мы взяли простого сомножителя, котораго нЪтъ

въ одномъ изъ данныхъ чиселъ, или если бы одного изъ

имеющихся сомножителей мы взяли съ показателемъ, ббльшимъ

какого-либо показателя, съ которымъ онъ входитъ въ одно

изъ данныхъ чиселъ, то это последнее число не разделилось
бы на составленное такимъ образомъ произведете. Такъ какъ,

следовательно, ббльшаго общаго делителя составить

невозможно, то мы этимъ путемъ действительно получаемъ общаго

наибольшего делителя.

Примерь. Пусть будутъ даны числа:

240 = 24 • 3 . 5, 36 = 22 . З2, 1000 = 23 . 5*.

Ихъ общимъ наибольшимъ делителемъ будетъ 22 • 3° • 5° = 4.

Подобное же разсуждеше приводитъ насъ къ доказательству

следующаго правила для нахождежя общаго наименьшаго кратнаго.
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Правило производства д-Ьйствля 25-ое. Для нахождешя об-

щаго наименьшаго кратнаго нЪсколькихъ чиселъ, раз-

ложенныхъ на простыхъ сомножителей, нужно
перемножить всЪхъ простыхъ сомножителей, которые имеются

въ этихъ числахъ; притомъ каждаго сомножителя

нужно брать съ самымъ большимъ показателемъ, съ ка-

кимъ онъ входитъ въ данныя числа.

Прим-връ. Даны опять числа 240, 36 и 1000. Ихъ общее

наименьшее кратное будетъ:

24.32.53 = 18000.

ЗАДАЧИ КЪ VI-ой ГЛАВЪ.

55. Показать, что число 2 311, которое встречается въ

доказательстве теоремы 34 въ п. 46, есть число простое.

56. Узнать, будутъ ли числа: 191, 1203, 1307, 1501, 2309, 15 247,
17 231 простыми.

57. Разложить на простыхъ сомножителей следующая числа: 342,
576, 684, 1002.

т

58. Найти общ. наиб, делителя четырехъ чиселъ задачи 57.

59. Найти общ. наим. кратное чиселъ 11, 101, 1001.
60. Найти общ. наим. кратное чиселъ 9, 99, 999, 9999.
61. Доказать съ помощью разложешя на простыхъ сомножителей,

что произведете общ. наим. кратнаго двухъ чиселъ на ихъ общ. наиб,
делителя равно произведена этихъ чиселъ.

62. Сколько разъ встречается простой сомножитель 3 въ произве-

денш первыхъ 50 чиселъ?

63. Сколько разъ встречается простой сомножитель 7 въ произве-

деши первыхъ 100 чиселъ?

64. Сколько разъ встречается простой сомножитель 13 въ

произведете первыхъ 654 чиселъ?

65. Разложить на простыхъ сомножителей произведете первыхъ
121 чиселъ.



Глава VII.

ОБЫКНОВЕННЫЙ ДРОБИ.

ОПРЕДЪЛЕШЕ И ОСНОВНЫЯ СВОЙСТВА.

51. Понятие о величине. Мы занимались до сихъ поръ

предметами или, точнее говоря, индивидами. Слово „индивидъ"

означаетъ неделимое. Если, напримЪръ, у меня есть яблоко, и

я разрЪжу его на 3 части, то ни одна изъ этихъ частей не

можетъ быть болЪе названа яблокомъ; индивидъ — яблоко уни-

чтоженъ. Однако, въ жизни очень часто приходится встречаться

съ задачами, подобными следующей:

Задача. Разделить поровну 3 яблока между 4-мя

дЪтьми. Сколько получитъ каждый ребенокъ? Если бы

было 8 яблокъ для раздачи 4-мъ дЪтямъ, то каждый ребенокъ

получилъ-бы по 2 яблока, потому что 2 есть результатъ дЪлежя

8 на 4. Но когда мы имЪемъ только 3 яблока, то каждый

ребенокъ, очевидно, не получитъ цЪлаг о яблока. Можно, однако,
разрезать каждое яблоко на 4 равныя части и дать каждому

ребенку по одной четверти каждаго яблока, такъ что каждый
изъ нихъ получитъ по 3 четверти яблока.

Въ действительности въ этой задачЪ мы дЪлили не яблоки,
а массы этихъ яблокъ. Что здЪсь дЪло идетъ только о массЪ,
легко понять, если предположимъ, что требуется раздать не 3

яблока, а 8 яблокъ 4-мъ дЪтямъ. Каждый ребенокъ получитъ

тогда по 2 яблока, но онъ былъ бы столь же доволенъ, если

бы получилъ, согласно предыдущему объяснешю, 8 четвертей
яблока.

Итакъ, масса, въ противоположность индивиду, делима, и

притомъ на любое количество частей. Каждая изъ этихъ частей

представляетъ опять некоторую массу. Поэтому массу
называюсь— величиной. КромЪ массы, есть еще и друпя величины,

напримЪръ, длина, площадь, объемъ, вЪсъ, ценность.
Бор ель, Элементарная математика. б
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Длина можетъ быть разделена на любое количество частей,
и каждая часть ея будетъ опять-таки длиной. Если я, напри-

мЪръ, имею ленту, длиною въ 1 метръ, то я могу ее разрезать

на 6 равныхъ частей, на 13, равныхъ частей или на 250 рав-

ныхъ частей. Если бы потребовалось разрезать ее на миллюнъ

равныхъ част&й, то такое дележе было бы, правда, не

выполнимо въ действительности, но мысленно его возможно себе

представить. Далее, если я имею бутылку, заключающую въ себе

литръ воды, и известное количество стакановъ, то я могу

перелить воду изъ бутылки въ стаканы такимъ образомъ, что въ

каждомъ стакане будетъ одинаковое количество воды. Такимъ

образомъ мы разделили литръ воды, т. е. некоторый объемъ,
на определенное число равныхъ частей.

52. ОпредЪлеше дробей. Возратимся къ задаче, въ

которой нужно было раздать 8 яблокъ 4-мъ дЪтямъ. Каждый ре-

бенокъ получаетъ 8 яблокъ : 4 = 2 яблока. Число 2 получено съ

помощью дЪлешя. Но значеже слова дележе расширили,

именно, стали называть дележемъ также и тотъ пр!емъ, посред-

ствомъ котораго 3 яблока разделяются на 4 равныя части. Въ

первомъ случае частное было 2, во второмъ три четверти.

Частное отъ делешя 3-хъ яблокъ на 4 пишется также короче:
3
-j- яблока (читается: три четверти яблока),

Точно такъ же:

3
3 руб. : 4 = —руб.,

* А 3
3 мет. : 4 =

-г мет.
4

Можно поэтому отвлечься отъ наименоважя и соединить пре-

дыдущ1я выражешя въ одно равенство:

з
Частное -— тоже называютъ числомъ, а именно дробью.

Следовательно, значеже слова число, подъ ксторымъ мы до

сихъ поръ разумели исключительно целое число (6), теперь

расширено въ своемъ значежи, и мы говоримъ, что дроби
также суть числа.

Целыя числа могутъ тоже быть представлены въ виде дробей,
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напримЪръ 4- == 2* Легко убедиться, что любое данное целое число

можно представить въ виде дроби. Именно, если умножимъ цЪ-

лое число на другое целое число и полученное произведете

раздЪлимъ на это же число, то получится дробь, равная

первоначальному целому числу. Отсюда слЪдуетъ, что понят1е. о

дроби заключаетъ въ себе поняле о цЪломъ числе, какъ частный

случай.
Какъ мы уже говорили выше, величины, въ противуполож-

ность индивидамъ, имЪютъ свойство делиться насколько

угодно частей. Иногда, однако, величинами называютъ также нЪко-

торыя собирательныя поняля, при которыхъ одни дЪлешя

возможны, друпя невыполнимы. Подобное понят1е представляетъ,

напримеръ, дюжина; дюжину платковъ можно разделить на 2,

3,4, 6 и 12 частей, но нельзя делить на 5 или на 24 части.

Полкъ въ 1200 человЪкъ можно разделить на 2, на 3 части,

но нельзя разделить на 17 или на 10000 равныхъ частей;

можно поэтому говорить о его половине или о его третьей части,

но не о семнадцатой или десятитысячной части. Въ послЪду-

ющемъ мы будемъ разсматривать только величины, ко-

торыя делятся неограниченно. Въ этомъ предположен^
можно дать следующее опредЪлеше:

Опред-Ьле^е. Дробь есть ариеметичесюй символъ,
который выражаетъ, что некоторую величину требуется
разделить на определенное число частей и взять

определенное число этихъ частей.

Число равныхъ частей, на которыя разделена
величина, называется знаменателемъ дроби. Число взятыхъ

частей называется числителемъ дроби.
Чтобы написать дробь, подписываютъ знаменателя подъ

числителемъ и раздЪляютъ ихъ горизонтальной чертой. Чтобы

выговорить дробь, называютъ сперва числителя и прибавляютъ
порядковое числительное, производное отъ знаменателя (вто-
рыхъ, третьихъ, четвертыхъ, пятыхъ, шестыхъ, стотысячныхъ.

миллюнныхъ и т. д.)
53, Если две дроби имеютъ одного и того же знаменателя,

то та дробь будетъ больше, числитель которой больше. Такъ
7 5

напримеръ — больше, чЪмъ
^

> та'<ъ какъ обе' эти дроби со-
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держатъ двенадцатая доли, т. е. одинаковый части той величины,

которую нужно делить, но первая дробь означаетъ 7 такихъ

долей, а вторая только 5.

ДалЪе, если двЪ дроби имЪютъ одинаковаго числителя, то

та дробь больше, у которой знаменатель меньше. Такъ, напри-

мЪръ, ту больше, чЪмъ у^; въ самомъ дЪлЪ, если 11 лицъ раз-

дЪляютъ между собою 5 яблокъ, то доля каждаго будетъ

больше, чЪмъ въ томъ случай, когда этихъ лицъ будетъ 12.

Вообще ту
часть больше, чЪмъ

у^>
такъ какъ для получешя ту

нужно разделить величину на меньшее число частей, чЪмъ для

. 1
полученш уя

*

Подобнаго же рода соображешя изъ ежедневной жизни

приводятъ къ доказательству слЪдующихъ основныхъ теоремъ.

Теорема 37. Чтобы умножить дробь на цгьлое число,

умножаемъ числителя на цЪлое число и полученное

произведете дЪлимъ на знаменателя.

Теорема 38. Чтобы разделить дробь на цЪлое число,

умножаемъ знаменателя на цЪлое число и дЪлимъ

числителя на полученное произведете.

9 3 5
Такъ, напримЪръ, тт въ 3 раза больше, чЪмъ

у^ ; тт, меньше

у въ 3 раза.

54. Точное частное двухъ цЪлыхъ чиселъ. Часто мы

не могли разделить данное количество предметовъ на цЪлое

число и должны были удовольствоваться частнымъ съ недостат-

комъ или частнымъ съ избыткомъ. Теперь же, послЪ введешя

дробей, мы можемъ при каждомъ дЪленш говорить о точномъ

частномъ, исключая лишь, какъ и прежде, тотъ случай, когда

дЪлителемъ служитъ нуль. Точнымъ частнымъ мы назовемъ

число (дробь), которое, будучи умноженнымъ на дЪлителя, дастъ

дЪлимое.

Теорема 39. Частное двухъ цЪлыхъ чиселъ есть дробь,
числителемъ которой служитъ делимое, а знаменате-

лемъ дЪлитель.

Такъ, напримЪръ, результатъ дЪлешя 14-ти на 3 даетъ

отвЪтъ на слЪдующш вопросъ: Нужно раздать 14 яблокъ
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поровну 3 дЪтямъ; сколько слЪдуетъ дать каждому изъ

нихъ? ОтвЪтъ гласитъ: Если разделить каждое яблоко на 3

равныя части и дать каждому ребенку третью часть каждаго

яблока, то каждый ребенокъ будетъ имЪть всего ~

* яблока.

Если дЪлимое дЪлится на делителя безъ остатка, то' частное

будетъ цЪлымъ числомъ. Если, въ частности, делимое равно

делителю, то частное будетъ равно 1. Если въ дроби числитель

больше знаменателя, то, по п. 53, дробь будетъ больше 1; если

же числитель меньше знаменателя, то дробь будетъ меньше 1.

Опред-Ьлеше. ВсЪ дроби, менышя, чЪмъ 1, называются

правильными дробями; тЪ же дроби, которыя больше 1,
называются неправильными дробями; число 1 можно по

желашю считать правильной или неправильной дробью.
Каждая неправильная дробь можетъ быть представлена

въ видЪ суммы цЪлаго числа и правильной дроби.
Если хотимъ раздать 12 яблокъ 3-мъ дЪтямъ, то можно

дать каждому изъ нихъ по 4 цЪлыхъ яблока. Но какъ раздать

11 яблокъ 4-мъ дЪтямъ? Можно разделить каждое яблоко на

4 части и дать каждому ребенку ~ яблока. Проще, однако,

будетъ дать сперва каждому ребенку возможно больше цЪлыхъ
яблокъ. Тогда нужно и возможно дать каждому по 2 яблока, т. е.

частное съ недостаткомъ отъ дЪлешя 11 на 4:Тогда останутся

лишнихъ 3 яблока. Эти три яблока дЪлимъ на четверти и да-

емъ каждому ребенку по 3 четверти. Каждый ребенокъ полу-
читъ поэтому по 2 цЪлыхъ яблока и по 3 четверти яблока или

2-f-f яблока. Число яблокъ будетъ следовательно 2-J-J. Та-

кимъ образомъ мы приходимъ къ следующей теореме:

Теорема 40. Точное частное двухъ цЪлыхъ чиселъ

равно суммЪ частнаго съ недостаткомъ и правильной
дроби, которая будетъ имЪть числителемъ остатокъ, а

знаменателемъ делителя.

Такую сумму называютъ иногда смЪшаннымъ числомъ;

каждая неправильная дробь можетъ быть, следовательно,

преобразована въ смешанное число.

BiyrfecTO 2 -[-1 пишутъ 2 f; знакъ -\- опускается. СлЪдуетъ
обратить вниман1е на то, что этотъ способъ письменнаго изо-

бражешя представляетъ собою освященное обычаемъ исключе-

ass»*-:
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Hie изъ правила, что пропускается твлько знакъ умножешя.

Поэтому этотъ способъ обозначежя можно применять только

тогда, когда имеется уверенность, что онъ не поведетъ ни къ

какой ошибке.

Если числитель дроби больше знаменателя, то можно, руко-.

водствуясь теоремой 40, исключить целое число, выполняя

дележе числителя на знаменателя, т. е. заменяя дробь суммой
целаго числа и правильной дроби. Эта новая дробь меньше

единицы, т. е. она выражаетъ величину, меньшую той, которая
взята за единицу.

Обратно, сумму целаго числа и какой-либо дроби всегда

можно обратить въ одну дробь. Если, напримеръ, имеемъ 2

яблока и | яблока, то 2 яблока составятъ 8 четвертей яблока;

следовательно, имеемъ 8 четвертей и 3 четверти, т. е. ~ яблока.

55. Различные способы изображемя дроби. Положимъ,
что намъ нужно решить задачу: Сколько почтовыхъ ^via-

рокъ получится изъ полосы бумаги длиною въ 39 мет-

ровъ и шириною въ одну почтовую марку, если каждая

почтовая марка итЪетъ — ель. длины? Если мы будемъ

изготовлять марки всегда по 5 вместе, то каждый разъ
понадобится небольшая полоска въ 13слг. длины. Сто такихъ полосокъ

будутъ иметь въ длину 13 метровъ; следовательно, изъ целой

полосы можно составить 5-100.3 = 1500 почтовыхъ марокъ.

Длина 39 метровъ будетъ, следовательно, разделена на 1500 рав-

ныхъ частей. Отсюда следуетъ, что длина почтовой марки равна

39 3900 13 • 300

YrQ м., или
t-fqq

см. =
-сТзисГ

см' Съ ДРУГ0Й СТ°Р°НЫ> эта Длина

намъ задана въ -р- см. Следовательно, для одной и той же

величины имеются два способа письменнаго изображешя:

13 • 300 13

угзбо
сли =

У
сж

Отсюда мы заключаемъ что:

1_3j_300 13

У- 300
~~

5

Подобную же задачу представляетъ и следующая: 1 кило-

2
граммъ сахара стоитъ -=- рубля. Сколько будутъ стоить
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17 килограммовъ? Мы сейчасъ же убеждаемся, что отвЪтъ

17 2 34
будетъ —^ рубля = у рубля. Отсюда получается цена

килограмма -F- руб. : 17 =
^—г= руб. (теорема 38). Вместо этого

2 • 17
мы можемъ написать =—т~ руб. Мы получаемъ, следовательно,

подобно тому, какъ въ предыдущемъ примере:

2 • 17
_ 2_

5 17 5

Теорема 41. Если числитель и знаменатель одной

дроби соответственно равны числителю и знаменателю

другой дроби, умноженнымъ на одно и то же число, то

тамя две дроби раэны.

Каждая дробь можетъ быть поэтому написана различными

способами, и для того, чтобы дроби были равны, нетъ никакой

необходимости, чтобы ихъ числители и знаменатели были равны

порознь.

Теорему 41 можно выразить въ другой, очень удобной
форме, если ввести следующее определеше.

Определеш'е. Сократить дробь на какое-нибудь число

значитъ составить новую дробь, числитель и

знаменатель которой равны частнымъ отъ делешя числителя и

знаменателя данной дроби на это число.

Тогда имеетъ место теорема:

Теорема 42. Если мы дробь сократимъ или, обратно,
умножимъ ея числителя и знаменателя на одно и то же

число, то изменится только видъ дроби, величина же ея

останется безъ изменешя.

Эта теорема часто даетъ возможность упростить дробь,
т. е. изобразить ее съ помощью меньшихъ чиселъ.

Это упрощеше достигается сокращешемъ дроби на

общаго делителя числителя и знаменателя ея. Такъ напримеръ,
имеемъ:

24
^

12. 250__25_А
38 19' 450

—

45
—

9
'

Если хотятъ упростить дробь настолько, насколько это

только возможно, то сокращаютъ ее на общаго наибольшаго
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делителя числителя и знаменателя. Тогда получается новая

дробь, въ которой числитель и знаменатель будутъ числа вза-

имнопростыя.

Опред-Ьлеше. Дробь называется несократимой, когда ея

числитель и знаменатель суть числа взаимнопростыя.

Точнее творя, несократимой является не самая дробь, а

данная ея форма; обыкновенно пользуются, однако, более крат-
кимъ выражешемъ.

Теорема 43. Две несократимыя дроби равны между
собой только въ томъ случае, когда ихъ числители и

знаменатели порознь равны между собой.

Въ самомъ деле, если дана несократимая дробь, напримеръ,

f, то можно показать, что всякая другая форма, въ

которой можетъ быть изображена та же дробь, приводится путемъ
сокращешя къ тому же несократимому виду, т. е. въ насто-

ящемъ случае къ f. Действительно, произведете несократимой
дроби 2 на целое число (теорема 37) только въ томъ

случае будетъ также цЪлымъ числомъ, если целое число, на

которое мы помножили, будетъ кратнымъ знаменателя 7

(правило производства дЪйсшя 23). Но если дробь f изображена
въ другсмъ виде, то произведете f на знаменателя должно

быть цЪлымъ числомъ, и потому, знаменатель долженъ быть

кратнымъ 7. Но въ такомъ случае, если мы хотимъ

изобразить дробь f въ другомъ вид^, то новый числитель долженъ

быть такимъ же кратнымъ 3-хъ, какъ знаменатепь 7-ми; т. е.

вторая дробь можетъ быть путемъ сокращения снова приведена
къ несократимому виду f.

Такимъ образомъ, - каждой дроби всегда отвЪчаетъ одна

несократимая дробь, которая представляетъ собой

простейшую форму, въ какой только возможно изобразить эту дробь.
Для того же, чтобы две дроби были равны, необходимо и

достаточно, чтобы оне были тождественны, когда мы ихъ приведемъ

къ простейшему виду.

56. Одноименный дроби. Определеше. Дроби
называются одноименными, если оне имеютъ одинаковыхъ

знаменателей; дроби съ разными знаменателями

называются разноименными.
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Такъ какъ каждая дробь допускаетъ различныя изображе-
шя, то оказывается всегда возможнымъ сдЪлать любыя двЪ или

несколько дробей одноименными, или, какъ говорятъ, привести

ихъ къ общему знаменателю. Для этого приходится только

сокращать данныя дроби и умножать числителя и знаменателя

на одно и то же число.

Пусть даны дроби:
3.1 4

7' Т' Т'

Произведете ихъ знаменателей есть 7 . 2 . 5 = 70. Помножимъ

члены данныхъ дробей соответственно на 70 : 7 = 10, 70 : 2 = 35,
70 : 5 = 14; тогда получимъ:

30 35 56

70' 70' 70*

Легко убедиться, что здЪсь нельзя найти меньшаго обща го

знаменателя. Но существуютъ бблыше o6ujie знаменатели, а

именно — всЪ числа, кратныя 70, и только эти кратныя.

Пусть теперь будутъ даны дроби:

1 L ±
6

'

9
'

21
'

Если взять за общаго знаменателя опять произведете отдЪль-
ныхъ знаменателей, т. е. 1134, то получимъ одноименные дроби:

945 882 216

1134
'

1134
'

1134*

ЗдЪсь, однако, 1134 не будетъ наименьшимъ знаменателемъ,

отвЪчающимъ требовашямъ. Для этой цЪли годится уже

знаменатель 126, т. е. общее наименьшее кратное отдЪльныхъ
знаменателей 6, 9, 21. Пользуясь общ. наим. кратнымъ и

умножая оба члена каждой дроби соответственно на 126 : 6, 126 : 9,
126 : 21, мы представимъ данныя дроби въ слЪдующемъ видЪ:

103 98 24

126' 126' 126*

Легко убедиться, что въ данномъ случае не можетъ быть

меньшаго общаго знаменателя, но могутъ быть болыше, а именно

всЪ числа, кратныя 126, и только эти кратныя.

Пусть, наконецъ, будутъ даны дроби:

6
'

35*
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Общее наименьшее кратное ихъ знаменателей будетъ 210, и

дроби наши могутъ быть представлены въ новомъ виде такъ:

Т0_ 42^
210' 210*

Но въ данномъ случае уже при помощи знаменателя 15 можно

было бы сделать дроби одноименными. Это можно тотчасъ

заметить, если только привести каждую изъ нихъ къ

несократимому виду:

1 1

Т' Т

Итакъ, чтобы сделать две или несколько дробей одноименными

и чтобы при томъ сделать это наиболее простымъ способомъ,

нужно сперва нутемъ сокращешя привести каждую изъ нихъ

къ несократимому виду, а затЪмъ найти общее наименьшее

кратное знаменателей этихъ дробей и при помощи умножешя

числителя и знаменателя каждой изъ данныхъ дробей на

надлежащая множителя сделать это кратное общимъ знамена-

телемъ.

Такимъ образомъ цель всегда достигается. Бываютъ,
конечно, случаи, когда можно достигнуть той же цели быстрее;
это бываетъ, если при сокращена какой-нибудь дроби
приходится делить на то самое число, на которое после придется

умножать.

Если, напримЪръ, нужно сделать одноименными слЪдующ1я

дроби:
_1_ И А
2

'

\2У 60'

то нетъ надобности приводить третью дробь къ

несократимому виду ^ , такъ какъ случайно 60 и есть общш наимень-

шш знаменатель для этихъ трехъ дробей.

Опред-влеже. Если мы будемъ разсматривать
несколько цЪлыхъ чиселъ, какъ знаменателей несократимыхъ

дробей, то общее наименьшее кратное ихъ мы будемъ
называть главнымъ знаменателемъ дробей или этихъ

знаменателей.

Правило производства д-бйств1я 26-ое. Чтобы сделать

одноименными, или привести къ общему знаменателю,
несколько несократимыхъ дробей, умножаютъ числителя
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и знаменателя каждой дроби на частное отъ дЪлетя

главнаго знаменателя на знаменателя соответствующей

дроби.

Для нахождешя главнаго знаменателя и частныхъ отъ дЪ-

летя его на отдЪлъныхъ знаменателей, часто бываетъ удобна
разложить сперва отдЪльныхъ знаменателей на ихъ первона-

чальныхъ сомножителей. Пусть, напримЪръ, даны знаменатели 4,

18, 9, 12; въ такому случае будемъ иметь:

4 = 22, 36 : 4 = З2 = 9 ,

18 = 2. З2, 36:18= 2,

9 = З2 36 : 9 = 22 = 4 ,

12 = 22-3, 36:12= 3;

общее наименьшее кратное = 22 . З2 = 36 .

Пользуясь разложешемъ отдЪльныхъ знаменателей на ихъ

первоначальныхъ сомножителей, мы находимъ частныя отъ де-

лежя общаго наименьшаго кратнаго на различныхъ

знаменателей. Преимущество этого разложешя въ данномъ случае не

очень значительно, но часто этимъ путемъ можно гораздо

скорее достигнуть цели.

II. ДЪЙСТВМ НАДЪ ДРОБЯМИ.

57. Называть дроби числами оказывается целесообразнымъ
потому, что для нихъ дейсгая сложеше, вычиташе, умножеше
и дележе могутъ быть определены такимъ образомъ, что отно-

сяещяся къ этимъ д'Ьйсгаямъ теоремы, которыя были нами

доказаны въ предыдущихъ параграфахъ для цЪлыхъ чиселъ,

останутся въ силе и для дробей.

Сложеше. Для дробей сумма определяется точно такъ же,

какъ и для цЪлыхъ чиселъ. Сообразно этому, составить сумму
нЪсколькихъ дробей значитъ найти такую дробь, которая
отвечала бы соединешю величинъ, выражаемыхъ данными
дробями. У меня есть, напримЪръ, 2 трети нЪкотораго
яблока и 1 четверть того же яблока. Если мы соединимъ эти

части, то мы получимъ определенную часть массы яблока, и

эту часть нужно выразить одной дробью.
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При сложенш дробей применяются слЪдующ1я правила:

Правило производства дЪйств1я 27-ое. Чтобы сложить одно-

именныя дроби, нужно сумму ихъ числителей

разделить наобщаго знаменателя.

Правило производства д-ЬйсЫя 28-ое. Чтобы сложить раз-

ноименныя дроби, нужно ихъ сначала сделать

одноименными, а затЪмъ применить предыдущее правило.

Правило 27-ое вытекаетъ непосредственно изъ понят1я о

сложенш. Если мы, напримЪръ, складываемъ 5 двЪнадцатыхъ, 6

двЪнадцатыхъ и 3 двънадцатыхъ одной и той же величины, то

мы, очевидно, получимъ 14 двънадцатыхъ той же величины,

такъ какъ всЪ двенадцатая доли равны между собой. Что

касается правила производства дЪйств1я 28, то при приведенш

дробей къ общему знаменателю изменяется только изображе-
и\е каждой дроби, но не величина ея (теорема 42).

2 7
Прим-Ьръ I. Пусть дано сложить т-г и —

• Обшее

наименьшее кратное знаменателей 15 и 10 будетъ 30, частныя отъ дЪ-

леи\я его на 15 и на 10 будутъ 2 и 3. Поэтому данныя дроби
4 21 25

<5удутъ равны ^г и ^л, а ихъ сумма будетъ равна ^ или, по упро-

щенш, -г- Записываютъ это слЪдующимъ образомъ:

_2_ | _7___4_ , 21 25__5_
15 ~+~ 10 30 ~f~ 30 30 6

'

Прим-Ьръ II. Вычислить сумму:

1.1 + 10,1.
4 i 18 "^ 9 '12

СдЪлавъ дроби одноименными (ср. стр. 90), получимъ сумму:

36 "+" 36 "Г 36 ' 36 36

Сумма данныхъ дробей будетъ, следовательно, равна целому

числу 2.

Если нЪкоторыя слагаемый суть цЪлыя числа, а друг1я суть

дроби, то можно либо соединить отдельно цЪлыя числа и

отдельно дроби, а затЪмъ сложить обЪ суммы, либо написать и

цЪлыя числа въ видЪ дробей со знаменателями, равными

главному знаменателю данныхъ дробей. Этотъ послЪднш пр1емъ
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удобенъ только въ'томъ случай, когда данныя цЪлыя числа

очень малы, а число ихъ невелико.

Примерь III. Выполнить слЪдуюаия сложешя:

45 + 4 + 17Н-50 + А.

Зд-Ьсь

4 "г 6 . 12 "Г" 12 12
—

"Г" 12
'

45 + 17 + 50 + 1 = ИЗ].
7

Искомая сумма будетъ 113 -f- или 113^ •

Примерь IV. Выполнить слЪдующ1я сложешя:

3 i 6 И" '
"Г 4

Эта сумма равна:

A_il2i_l?_i_?_ 39 1[3 t

12 '12 '12 "1^12
~~~

12
—

4
~~ '*

Если дроби написаны въ виде смЪшанныхъ чиселъ, та

нужно только вспомнить, что смешанное число есть сумма цЪ-
лаго числа и правильной дроби (54).

Примерь V. Вычислить сумму:

2l + 5j + 7i-
Эта сумма равна:

= 2 + 5 + 7 + 4 + 1 + 4
6 ' ' 8

3^
5

= 14 + 1*7

lJ
120

58. Вычиташе. Определение. Вычесть одну дробь

(вычитаемое) изъ другой (уменьшаемаго) значитъ отъ

величины, соответствующей уменьшаемому, отнять величину,,

соответствующую вычитаемому. Правило вычиташя вполне

соответствуешь правилу сложешя.

Правило производства действ!я 29-ое. Чтобы найти
разность двухъ одноименныхъ дробей, нужно разделить
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разность числителей на общаго знаменателя* Чтобы

найти разность двухъ ргз&С1И№€НЕДОхъ дробей, нужно

сначала сдЪл-ать ихъ одноименными.

Прим^ръ. Пусть требуется вычесть:

15
_

13

29 27*

Находимъ:
405 377^ 28

783 783
—

783
'

Вычиташе не всегда возможно, потому что отъ данной дроби можно

отнимать только дроби, менышя ея. Но если дроби
разноименный, то не всегда сразу видно, которая изъ двухъ дробей
больше; нужно сперва привести обЪ дроби къ общему знаменателю,
^тобы узнать, выполнимо ли вычитаже.

59. Умно&еше. Умножеше дроби на цЪлое число уже

было объяснено (теорема 37). Правило производства дЪйсгая

въ этомъ случае непосредственно вытекаетъ изъ того, что

умножеше есть сокращенное сложеше (14). Такъ, напримЪръ:

1*2 -± + ±-±.
5

1% ~
5 + 5

-

5

Умножеше цЪлаго числа на дробь, напротивъ того, не можетъ

быть выведено изъ сложешя. Его опредЪляютъ, поэтому, требо-

вашемъ, чтобы при составлены произведежя двухъ чиселъ по-

рядокъ ихъ не имЪлъ значешя. Тогда:

2 ±-± 2-1.1
5

~~

5
Z~

5

Къ опредЪлешю произведешя двухъ дробей насъ

приводитъ следующее разсуждеше.
Положимъ, что намъ дана задача: 1 метръ полотна

стоитъ 3 рубля, сколько стоитъ 4 метра того же полотна?

Какъ известно, отвЪтъ будетъ 3 . 4 рубля. Сообразно этому
произведете двухъ дробей \ на \ слЪдуетъ определить такъ,

чтобы оно служило отвЪтомъ на следующую задачу: 1 метръ
полотна стоитъ | рубля; сколько стоитъ \ метра того

же полотна? Если 1 метръ полотна стоитъ \ рубля, то \ ме-

3 з
тра стоитъ шестую часть этого, следовательно ^—т рубля или —

.рубля. Если же \ метра стоитъ ъ\ рубля, то -{; метра будутъ



Глава VII. Обыкновенный дроби. 95

стоить въ 5 разъ больше, т. е. ^ рубля. Это и есть искомый

результатъ и, следовательно, имвемъ:

Отсюда слЪдуетъ правило:

Правило производства д-вйслы'я 30-ое. Для перемножешя

двухъ дробей, нужно произведете ихъ числителей

разделить на произведете знаменателей.

Это правило применимо также къ произведен!ю несколь-

кихъ дробей; если при этомъ среди нихъ есть цЪлыя числа, то

нужно только смотреть на эти числа, какъ на дроби,
знаменателями которыхъ служитъ единица.

Мы видимъ непосредственно, что величина произведешя

несколькихъ сомножителей не зависитъ отъ порядка

сомножителей, потому что перестановка сомножителей

сводится здесь къ тому, что отдельно въ числителе и знаменателе

произведешя переставляются целые сомножители. Имеемъ, на-

примеръ:

А А 2 _3-5-2
4

'

6
'

3 ~~4.6-3'

А А А —2>33
3

*

6
'

4
—

364
'

Если требуется составить произведете несколькихъ дробей,
то часто бываетъ удобно сделать сокращешя до выполнешя умно-

жежй; для этой цели следуетъ пользоваться замечашями,
сделанными въ П. 33. Такъ, въ предыдущемъ примере можно съ

правой стороны сократить числителя и знаменателя на 2 . 3 = 6;
тогда останется въ числителе 5, а въ знаменателе 12.

Можно было бы легко доказать, что относительно умноже-

и\я суммъ и разностей дробей остаются въ силе те же самыя

теоремы, которыя были доказаны въ предыдущихъ главахъ для

целыхъ чиселъ. Мы, однако, не станемъ этого делать, такъ

какъ эти доказательства были бы длинны и утомительны, между
темъ какъ теоремы непосредственно очевидны; мы ограничимся
темъ, что приведемъ еще следующую теорему:

Теорема 44. Для умножешя суммы на дробь, нужно
только умножить слагаемыя на эту дробь и сложить по:
лученныя произведешя.
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3 5 7
Если требуется напримЪръ умножить -j-)-rHaT) то т0~

19 7
жно выполнить сложена и результатъ его

^ умножить на -^-;
по правилу производства дЪйсгая 30-му произведете будетъ равно
19-7

'

лг.

• Но можно также составить сумму произведена обоихъ
lZ • о

7 3 7 5 7
слагаемыхъ на -^; т. е. -г-.

-£- -\- — .

-^-
• Такъ какъ общимъ зна-

8 4 8 ' 6 8

а п* 63 + 70 133 19 7
менателемъ будетъ 96, то получимъ теперь —^— = -дт

=

12 g
*

60. ДЪлеше. ДЪлеже дроби на цЪлое число уже определено

(теорема 38), а именно, какъ дЪйсше, обратное умножешю.
Точно такъ же поступаютъ, если и дЪлимое и делитель суть

дроби. Частнымъ будетъ, следовательно, дробь, произведете которой

на делителя равно делимому. Чтобы выразить правило дЪлешя

дробей въ простой формЪ, дадимъ сначала следующее опредЪ-
леше.

ОпредЪлен1е. Два числа называются обратными, если

ихъ произведете равно единице.

Если дана дробь, то легко написать сразу обратную ей

дробь; именно, это будетъ дробь, числителемъ которой служитъ
знаменатель даной дроби, а знаменателемъ — числитель ея.

Такъ, напримЪръ, дроби 2- и \ будетъ взаимно-обратными. Уста-

новивъ это, получаемъ правило:

Правило производства д-Ьйств!я 31 -ое. Чтобы разделить

какое-нибудь число на дробь, достаточно его умножить

на обратную дробь.

Положимъ, что нужно разделить J на f. По опредЪлешю
дЪло сводится къ тому, чтобы найти дробь, которая, будучи

умножена на f, даетъ въ произведен^ |. Я утверждаю, что

эта дробь будетъ равна

L L
4

'

5

Въ самомъ дЪлЪ, если мы эту дробь умножимъ на f, то получимъ:

3-7 Ъ_ _3-7-5 _3^
4-5

'

7 ~~4-5-7 4
'

такъ какъ результатъ можно будетъ сократить на 7-5 = 5.7.
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ЗАДАЧИ КЪ Vll-ой ГЛАВЪ.

66. Сложить сл-Ьдуюифя дроби:

3
+ 4 + 6

'

1+1-1.А
5 + 3 + 12

'

15
.

150 , 30

20 ^ 1000
^

99

67. Сложить огЬдуюи^я смЪшанныя числа:

37f+18Ц-191?,

45А+ 94|| +Н+ 7#о+29Ш,

т75 + 21| + 13й+ 5й +18|+ 60т1 •

68. Выполнить сл'Ьдуюиля вычиташя:

69.

70.

71.

72.

Бс

3-i>
4 8

3 12
'

5 150

4 300
'

12 9

5 15
"

Выполнить слЪдуюц^я вычиташя:

1Z36
—

^24 »

17Й— 16}f,

102|?-102j{?-
Выполнить слЪдуюцуя сложешя и вычиташя:

2 1_|_5 3
3
—

2Т6 4 >

15]7з-9| + 41 + 3|-8Н,

512^ — 51f — 236i? + 29Ц -

Выполнить слЪдукшия умножешя:

2 3 5 6 4

3 4 6 7 5'

9 3 2 15
12

'

5
'

3
'

12
'

Выполнить сл,Ьдующ1я умножешя:
-

2| ■ 5| 3|,

6l.2f.3b
>рель, Элементарная математика.
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73. Выполнить слЪдующ'ш дЪлешя:

12 2

18
"'

4
*

74. Выполнить слЪдующ'ш делешя:

5j:3j.

75. У предпринимателя была определенная сумма дгнегъ на постройку

железнодорожной лиши. Когда онъ истратилъ | этой суммы, jo только

| всей лиши были готовы. Какую часть железнодорожной линш сможетъ

онъ построить на все свои деньги?

76. Известно, что | гектара земли въ предместьи стоятъ столько

же, сколько стоятъ f кв. метра въ центре города. Сколько гектаровъ
земли можно было бы купить въ предместьи за стоимость участка въ

456 J километровъ, находящагося въ центре города.
77. Одинъ фонтанъ наполняетъ некоторый водоемъ въ 8 часовъ,

другой — въ 6 часовъ, а трет1й — въ 4 часа. Въ какое время наполняютъ

водоемъ все три фонтана, если они бьютъ одновременно?
78. Черезъ одинъ кранъ бассейнъ наполняется въ 5 часовъ, черезъ

другой
— въ 6|; трет1й опорожняетъ его въ 4| часа. Во сколько времени

наполнится бассейнъ, если открыть все три крана сразу?
79. Одинъ господинъ обещалъ своему слуге 300 рублей въ годъ и

платье. После 7 месяцевъ онъ его разсчиталъ, заплативъ 167J рубля и

платье. Во сколько ценитъ онъ платье?

80. Передшя колеса экипажа имеютъ 2| метра въ окружности; зад-
шя 3| метра. Каково наименьшее разстояже, которое долженъ проехать

экипажъ, чтобы все колеса сделали целое число полныхъ оборотовъ?
Каково будетъ число этихъ оборотовъ для переднихъ и для заднихъ

колесъ?

81. Для исполнешя некоторой работы одному работнику
потребуется 8 часовъ, а другому 12 часовъ. Сколько времени потребуется для

ясполнешя этой работы, если оба работника будутъ работать вместе?
82. Для исполнешя некоторой работы одному работнику

потребуется 31 рабочихъ дня по 10-ти часовъ въ день, другому 3| дня по 12-ти

часовъ, третьему 4 дня по 9 часовъ, четвертому 3| дней по 8 часовъ.

Сколько часовъ потребуется всемъ четыремъ работникамъ для

исполнешя этой работы, если они станутъ работать все вместе?
83. Обе стрелки часовъ стоятъ въ полдень какъ разъ одна на

другой. Въ которомъ часу оне окажутся въ первый разъ одна на продол-

женш другой?
84. Одна крестьянка принесла яблоки на рынокъ. Первому

покупателю, котораго она встретила, она продала половину всего, что имЪла,
и въ добавокъ еще | яблока, второму лицу — половину остатка и еще
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i яблока, третьему опять половину остатка и еще \ яблока и т. д.

Сколько яблокъ у нея было, если послЪ четвертой, продажи у нея ничего

не осталось?

85. Сколько яблокъ должно было бы быть у крестьянки (см.

предыдущую задачу), чтобы у нея не осталось ничего только послов седьмой

продажи?
86. Въ одной бутылки находится 1 литръ вина. Первое лицо выли-

ваетъ изъ нея ^ часть и зам-Ъняетъ вылитое вино водою, второе лицо

опять выливаетъ jo и заягЬняетъ вылитое вино водою, третье лицо дЪ-

лаетъ тоже, четвертое тоже и т. д. Узнать сколько вина останется въ

бутылке посл'Б 6-го раза?
87. Отецъ оставилъ каждому изъ своихъ четырехъ сыновей по J

своего имущества. Трое изъ нихъ им-бютъ соответственно 3, 4, 7 д^тей

и они разд'Бляютъ свое состояше поровну между своими детьми.
Четвертый сынъ, который не былъ женатъ, разд^ляетъ свою часть между

своими 14 племянниками. Вычислить долю каждаго племянника, если известно,
что д^ти изъ семьи, въ которой было только трое, получаютъ вм^сгЬ на

1200 рублей меньше, чЪмъ д^ти той семьи, въ которой ихъ было четверо?

7*



Глава VIII.

ДЕСЯТИЧНЫЯ ДРОБИ, ПРИБЛИЖЕННЫЙ ЧАСТНЫЯ.

I. ДЕСЯТИЧНЫЯ ДРОБИ.

61. Опред-Ьлен1е. Дробь называется десятичной, если

знаменатель ея представляетъ собой какую-нибудь
степень числа 10. Для десятичныхъ дробей употребляется особый
способъ письменнаго изображежя, который основывается на

слЪдующемъ разсужденш. Разсмотримъ дробь
124039

10000
'

Мы знаемъ, что

124039 = 100000-|-20000 + 4000 + 30 + 9;
следовательно можно написать:

124039
__

100000 , 20000 , ^000^ , 30 , 9_
10000

—

10000 "+" Ю000 "Г 10000 "т" 10000 ~Т" Ю000

= 10 + 2 + — 4- — -I -9— •

' ^ 10 ' 1000 ^ 10000

Такимъ образомъ, каждая десятичная дробь можетъ быть

представлена въ виде суммы цЪлыхъ чиселъ и элементар-

ныхъ десятичныхъ дробей; числителями этихъ элементар-

ныхъ десятичныхъ дробей служатъ цЪлыя числа, менышя 10, а

знаменатели суть степени числа 10. Разсматриваемую дробь
124039

-щ^
пишутъ въ вид*:

12,4039 (читать: 12 цЪлыхъ, четыре, нуль, три, девять).
Число 12, стоящее влево отъ запятой, называется цЪлымъ чи-

сломъ десятичной дроби, а цифры справа отъ запятой,

называются десятичными знаками. ОнЪ означаютъ соответственно

десятыя доли, сотыя, тысячныя и т. д., т. е. десятичныя доли

единицы, изъ которыхъ каждая последующая представляетъ

всегда десятую часть предыдущей. Десятыя доли, сотыя,

тысячныя и т. д. называютъ также десятичными знаками пер-

ваго, втораго, третьяго и т. д. разрядовъ. Сумма ихъ назы-
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вается десятичной частью разсматриваемой дроби 10000
• QHa

равна правильной дроби 0,4039. Эта десятичная часть мо-

жетъ быть получена изъ данной дроби, если отделить въ

числителе справа налево столько цифръ, сколько въ знаменателе

нулей слЪдуетъ за 1, и поставить 0, передъ этими цифрами.
Счислеше десятичныхъ дробей основано на слЪдующихъ

предложешяхъ, составляющихъ обобщеше основныхъ положе-

Н1Й письменнаго счислешя (глава I):

I. Цифра, стоящая непосредственно влево отъ

запятой означаетъ единицы перваго разряда (2).
II. Каждая цифра, стоящая вправо отъ другой, вы-

ражаетъ единицы, въ 10 разъ менышя, нежели

предыдущая.

III. Если въ десятичной дроби нйтъ единицъ

определенна™ разряда, то место ихъ отмечается нулемъ для

того, чтобы друпя цифры занимали надлежащ1я места.

Въ частности, место единицъ перваго разряда должно
быть отмечено нулемъ, если нетъ единицъ этого

разряда.

62. Сложеше и вычиташе. Вычислешя съ десятичными

дробями производятся почти совершенно такъ же, какъ съ

целыми числами, Въ самомъ деле, данныя десятичныя дроби
можно сделать одноименными, помножая числителя и

знаменателя каждой дроби на надлежащую степень 10-ти. Это умно-

жеше производится такимъ образомъ, что мы приписываемъ

справа -за последнимъ десятичнымъ знакомъ столько нулей,

сколько единицъ въ показателе соответствующей степени 10-ти.

Мы начнемъ со сложен i я и вычиташя десятичныхъ

дробей и дадимъ для этихъ действш следующее правило:

, Правило производства д-вйств1я 32-ое. При сложенш и вы-

читаши десятичныхъ чиселъ поступаютъ такъ же, какъ

и при целыхъ числахъ. При этомъ нужно только иметь

въ виду следующее: 1) когда мы подписываемъ числа

одно подъ другимъ, запятыя также должны находиться

одна подъ другой; 2) нужно приписывать или, по крайней
мере, представлять себе въ уме надлежащее количество

нулей за десятичными цифрами для того, чтобы все чи-
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ела имЪли одинаковое количество десятичныхъ знаковъ,

3) въ результате нужно ставить запятую подъ столб-

цомъ запятыхъ.

Пусть требуется, наиримЪръ, найти сумму:

3,5 + 12 + 0,063 + 0,3571,
если напишемъ эти дроби въ видЪ обыкновенныхъ дробей, то

онЪ примутъ видъ:

35 ,
19 ,

3 ■ 3571

10"» """ЮОО т" 10000
'

или, если приведемъ дроби къ одному знаменателю:

35000 , 120000 , 30
,

3571

10000 "+" 10000 "г" Ю000 "Г" ЮОО0
'

Если мы расположимъ вычислеше такъ, какъ это указываетъ

правило 32, то мы увидимъ, что сложеше производится такимъ

же образомъ, какъ сложеше числителей въ дробяхъ, приведен-

ныхъ къ одному знаменателю. Такъ, напримЪръ:

3,5 3,5000 35000
12 12,0000 120000

0,003 0,0030 30

0,3571 0,3571 3571

15,8601 15,8601 158601.

Мы расположили въ этомъ примЪрЪ сложеше сначала такъ,

такъ его выполняютъ обыкновенно. Во второмъ столбце мы

сделали дроби одноименными, т. е. действительно приписали справа къ

десятичнымъ знакамъ недостаюиие нули, которые мы прежде лишь

представляли себЪ приписанными. Наконецъ, въ третьемъ столбце
мы выписали сложеше цЪлыхъ чиселъ, выражающихъ
количества десятитысячныхъ долей въ предыдущихъ числахъ. Bet

три столбца приводятъ къ тЪмъ же вычислежямъ, и результатъ

поэтому равенъ:
158601

1ЦоАП1

10000 =15,8601.

Правило вычиташя можно доказать такимъ же образомъ.
63. Умноженie. Правило производства дЪйствгя 33-ье. Для пе-

ремножешя двухъ десятичныхъ дробей поступаютъ
такъ, какъ будто бы это были цЪлыя числа, т. е. не при-

нимаютъ вовсе въ рзечетъ запятыхъ. Изъ полученнаго
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цЪлаго числа образуютъ десятичную дробь, отделяя

запятой столько десятичныхъ знаковъ, сколько Ихъ со-

держатъ оба сомножителя вмЪстЪ.

Пусть дано найти произведете:

1,12.0,025.

Если мы напишемъ эти числа въ видЪ обыкновенныхъ дробей,

то получимъ:

1,12.0,025 ™. 25 11225 2800

100 1000 100000 100000

= 0,02800 = 0,028.
Вычислете располагается слЪдующимъ образомъ:

1,12 112

0,025 25

560 ~560
224 224

0,02800 2800.

Оно совпадаетъ съ вычислетемъ, которое производится при

умножети числителей 112 и 25. Отделяя десятичные знаки, не

слЪдуетъ забывать принять въ расчетъ и нули, которыми

заканчивается произведете 112.25 = 2800; необходимо также

слЪва приписать столько нулей чтобы одинъ изъ нихъ стоялъ

влЪво отъ запятой.

Чтобы убедиться, что предыдущее доказательство обладаетъ

необходимою общностью, слЪдуетъ принять во внимате, что

число десятичныхъ знаковъ въ каждомъ изъ сомножителей

соответственно равно количеству нулей, которые находятся въ

знаменателяхъ 100 и 1000, когда сомножители представлены

въ видЪ обыкновенныхъ дробей. Знаменатель написаннаго въ

такомъ же видЪ произведетя будетъ 100000, т. е. произведете

100 на 1000. Онъ содержитъ, следовательно (17), столько нулей,
сколько ихъ въ числахъ 100 и 1000 вмЪстЪ. Поэтому число

десятичныхъ знаковъ, которые нужно отделить въ произведен^,
действительно равно суммЪ чиселъ, выражающихъ, сколько ихъ

есть въ обоихъ сомножителяхъ.

Д^ле^е. Правила сложения, вычитатя и умножетя пока-

зываютъ, что сумму, разность и произведете десятичныхъ
дробей можно, безъ затруднетй получить въ видЪ десятичныхъ

Дробей. Иначе обстоитъ дЪло съ частнымъ, вычислете котораго
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путемъ приведешя данныхъ десятичныхъ дробей къ одному

знаменателю тотчасъ же можно свести къ дЪлежю двухъ цЪлыхъ чи-

селъ. Но такъ какъ знаменатель получающейся въ результате

дроби, вообще говоря, не представляетъ собой степени 10 и

даже не можетъ быть приведенъ къ такой степени, то дЪлеше

десятичныхъ дробей существенно отличается отъ предыдущихъ

дЪйствш. Выполнеше такихъ дЪлешй на практике стоитъ въ

связи съ учешемъ о приближенныхъ частныхъ, къ которому мы

теперь переходимъ.

II. ПРИБЛИЖЕННЫЯ ЧАСТНЫЯ.

64. ОпредЪлеше частнаго съ точностью до десятич-

наго знака даннаго разряда. Пусть требуется разделить 13

рублей между 3 лицами поровну. Если эти 13 рублей состо-

ятъ изъ рублевыхъ монетъ, и разменять этихъ денегъ нельзя,

то мы имЪемъ 13 недЪлимыхъ единицъ. Въ такомъ случае
придется ограничиться тЪтъ, чтобы дать каждому лицу по 4 рубля,
при чемъ останется 1 рубль. Мы говорили раньше, что 4 есть

частное съ недостаткомъ отъ дЬлешя 13 на 3. Теперь мы

его назовемъ точнее частнымъ съ недостаткомъ до

единицы, чтобы указать ясно, что каждое лицо оказалось въ

убытке менЪе, чЪмъ на единицу, т. е. менЪе, чЪмъ на 1 рубль.
Допустимъ теперь, что мы могли бы разменять наши 13

рублей на гривенники. Въ такомъ случай мы имЪли бы 130

такихъ монетъ и дали бы каждому лицу по 43 монеты; остается,

однако, лишнимъ одинъ гривенникъ. Съ другой стороны,

43 есть частное съ недостаткомъ отъ дЪлешя 130 на 3; а такъ

какъ 43 гривенника составляютъ столько же, сколько 4 рубля

и 3 гривенника, то мы скажемъ, что 4,3 рубля есть

частное съ недостаткомъ до ^ рубля отъ дЪлешя 13 рублей
на 3, ибо мы не доплачиваемъ каждому лицу менЪе, чЪмъ 10

копеекъ, т. е. менЪе, чЪтъ ± рубля.
Если бы мы могли разменять наши 13 рублей на копейки,

то мы имЪли бы 1300 копеекъ и могли бы дать каждому лицу

по 433 копейки. Каждое лицо получило бы по 4 рубля и 33 со-

тыхъ рубля. Поэтому 4,33 есть частное съ недостаткомъ

до т£о отъ дЪлешя 13 на 3. Чтобы дать каждому лицу еще



Глава VIII. Десятичныя дроби, приближенныя частныя. 105

по одной копейке, не хватитъ денегъ, такъ какъ произведете

4,33 рубля на 3 равно 12,99 рубля, а эта сумма меньше 13

рублей; произведете 4,34 рубля на 3 составитъ 13,02 рубля и,

следовательно, больше 13-ти рублей.

Изъ этого примера можно понять, въ чемъ заключается

этотъ пр1емъ, и уяснить себе, какимъ образомъ можно

получать все более и более точныя частныя, т. е. частныя, кото-

рыя все более и более приближаются къ истинному частному;

последнее въ данномъ случае равно у рубля, но его, однако,

невозможно выплатить обычными монетами.

Чтобы выразить изложенное точнее, мы дадимъ следующее

определеше:

Определеже; При деленш целыхъ чиселъ или десятич-

ныхъ дробей подъ частнымъ съ недостаткомъ до одной

десятой, до одной сотой, до одной тысячной и т. д.

подразумевают дробь, у которой знаменателемъ]
соответственно служитъ 10, 100, 1000 и т.д., а числителемъ —

такое целое число, произведете котораго на делителя

съ недостаткомъ наиближе подходитъ къ 10-крртному,
100-кратному, 1000-кратному делимому и т. д. Такъ

433
въ предыдущемъ примере 4,33, или

т^ будетъ частнымъ съ

недостаткомъ до одной сотой отъ дележя 13 на 3; потому что

433.3 < 13. 100 < 434 . 3.

Если'такое произведете окажется въ точности равнымъ

10-кратному, 100-кратному, 1000-кратному делимому, то

полученная десятичная дробь будетъ точнымъ частнымъ.

65. Вычислеше приближеннаго частнаго. Правило
производства действия 34-ое. Чтобы найти частное двухъ десятич-

ны^ъ дробей съ точностью до десятичнаго знака дан-

наго разряда, отбрасываютъ запятую въ делителе, а въ

делимомъ передвигаютъ ее на столько знаковъ вправо,

сколько въ делителе десятичныхъ знаковъ. Затемъ вы-

полняютъ дележе такъ, какъ будто делимое и делитель
целыя числа. Прежде, чемъ снести цифру делимаго,
стоящую непосредственно после запятой, въ частномъ после

полученныхъ уже цифръ ставятъ запятую. Затемъ про-
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должаютъ дЪлеше, пока въ Частномъ не получатся десй-

тичные знаки требуемаго разряда. Чтобы получить въ

частномъ достаточное количество цифръ, въ дЪлимомъ,,
въ случае надобности, приписываютъ нули справа отъ

десятичныхъ знаковъ.

Пусть будетъ дано, напримЪръ, разделить 2,342 на 1,32 й

вычислить частное съ точностью до 0,001. Прежде всего умно-

жаемъ делимое и дЪлителя на 100, а затЪмъ располагаемъ д*-

деше слЪдующимъ образомъ:

234,200:132 = 1,774
1022

980

560

32

Доказательство предыдущего правила. Если будемъ

смотреть на предыдущее дЪлеже, какъ на дЪлеже 234200 на

132, то увидимъ, что

234200 = 132.1774 + 32;

следовательно:

132 . 1774 < 234200 < 132 . 1775.

РаздЪлимъ обЪ части неравенства на 100000, получаемъ:
132 . 1774 . 234 200 132 . 1775

100 000 ^ 100 000 ^ 100 000
'

132 1774 . 234200 . 132 1775

100
'

1000 ^ 100 000 ^ 100
'

1000*

1,32 . 1,774 < 2,342 < 1,32 - 1,775;

и эти послЪдшя неравенства выражаютъ, что число 1,774,
найденное по выведенному правилу, будетъ частнымъ съ точностью

до одной тысячной при дЪленш 2,342 на 1,32. Если бы мы въ

остатке получили нуль, то первое изъ этихъ неравенствъ

превратилось бы въ равенство, и частное было бы точнымъ.

66. Обращеше обыкновенныхъ дробей въ десятичныя.

Опред-Ьлен1е. Обратить обыкновенную дробь въ

десятичную, значитъ найти десятичную дробь, равную данной

обыкновенной. Для нахождетя этой десятичной дроби, нужно

разделить числителя на знаменателя и продолжать дЪлеше

достаточно далеко. Примеру:
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т
= °>75

3,00: 4 = 0,75

0

112,00:25 = 4,48

25 *'*°
200

О

Если дележе не выполняется, то обратить данную дробь въ

десятичную невозможно. Если вычислять въ подобныхъ случаяхъ-
по правилу производства дЪйсгая 34-му приближенныя
частныя, то оказывается, что въ частномъ повторяются перюдиче-

ски тЪ же самыя цифры. Мы не имЪемъ, однако, возможности

заняться здЪсь разсмотрЪшемъ перюдическихъ десятичныхъ-

дробей и ограничимся несколькими примерами:

2,0000:3 = 0,666
2

пл,, 20
-=- = 0,666... —

3 20_
20

Какъ бы далеко мы ни продолжали дележе, мы будемъ,
очевидно, всегда получать въ остатки 2; дЪлимымъ будетъ
постоянно служить 20, такъ что въ частномъ придется постоянно

писать цифру 6. Другой примЪръ:

- = 2 7272 30,00° :11 = 2>727
И ' '"

80_
30_
80

3

Остатки попеременно будутъ 8 и 3, частныя же попеременно
будутъ 7 и 2.

ЗАДАЧИ КЪ VII 1-ой ГЛАВЪ.

В. Выполнить слЪдуюц^я сложен1я:

2,035 + 0,034 + 0,0002,
34,05 + 3,002 + 4,008,

45,342 + 84,356 + 0,001.
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89. Выполнить слЪцующ\я вычитамя:

2,345 — 1,357,
2,3 — 0,0002,
4 — 0,34501,

8,34 — 0,003.
90. Выполнить слЪдукифЯ сложешя и вычитан'ш:

ГД748 - 0,2375 + 0,845 - 0,2576,
13,46 + 217,04-8,374,
27,27 —13,025 + 270,49 - 9,5099.

91. Выполнить слЪдуц^я умножешя:

0,01 0,01,
0,035 • 0,0024,
300,2 • 3,04.

92. Выполнить слЪдуюш^я дЪлешя съ точностью до десятыхъ долей:

3 : 42,
0,2 : 0,012,

0,003 : 0,0045,
6,0001 : 0,2.

93. Выполнить rfe же самыя дЪлешя до тысячныхъ долей.

94. Хотятъ разделить миллюнъ рублей между 6342 лицами. Сколько

лолучитъ каждое лицо?

95. Золотой слитокъ им-ветъ четырехугольную форму. Онъ имЪетъ

2,50 сантиметра ширины и 3 см. длины. Какова его толщина, если онъ

вЪситъ 12 килограммовъ, и если кубичесюй метръ золота вЪситъ 19 330

киллограмовъ?
i 96. Железная проволка имЪетъ круговое сЪчеше, д1аметръ кото-

раго составляетъ 1,25 миллиметра. Вычислить вЪсъ такой проволоки,

которая охватывала бы окружность земли по экватору; вЪсъ кубиче-
-скаго сантиметра железа составляетъ 7,5 граммовъ. Взять для тг прибли-

. 22
женное значена у

•
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КВАДРАТЪ; КВАДРАТНЫЙ КОРЕНЬ.

67. Квадратомъ числа называется произведете этого

числа на себя самого (21). Мы уже объяснили значеше

показателей; поэтому:

42 = 4 . 4 = 16,
- 522 = 52 . 52 = 2704,

'А\2 = А А — 1
,4/

~~

4
'

4 ~~16'

(0,3)2 = 0,3 . 0,3 = 0,09.

Теорема 45. Квадратъ суммы двухъ чиселъ равенъ

суммЪ квадратовъ этихъ чиселъ, увеличенной на ихъ

удвоенное произведете.

Действительно, если мы разсмотримъ сумму 9 -J- 5, то:

(9 + 5)2 = (9 + 5) (9 + 5) = (9 + 5). 9 + (9 + 5) 5

= 9.9 + 5.9 + 9-54-5.5
= 92 + 52 + 2 . 9 . 5 .

Теорема 46. Квадратъ несократимой дроби есть

несократимая дробь, которая получается отъ дЪлетя

квадрата числителя на квадратъ знаменателя.

12
Въ самомъ дЪлЪ, пусть будетъ дана несократимая дробь ^=

►

Числитель и знаменатель не содержатъ общихъ простыхъ

сомножителей, потому что

12
_

2-2-3

35" 5-7

Поэтому мы получаемъ:

/12\2 2-2-3 2-2-3 2-2-3-2-23

35А
~~

5-7 5-7
—

5-7-5-7
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Полученная въ результат!) дробь также несократима, такъ какъ

числитель it знаменатель ея разложены на простыхъ

сомножителей ы не имЪютъ ни одного общаго простого сомножителя;
.Bflffecrfe съ тЪмъ числитель равенъ 12 . 12 = 122, а знаменатель

>равенъ 35 • 35 = 352.

68. Квадратный корень, ОпредгЬленге. Подъ квадратнымъ

корнемъ изъ даннаго числа разумЪютъ число, квадратъ

котораго равенъ данному числу.

Квадратный корень изъ даннаго числа обозначается зна-

.комъ \/ (знакъ корня). Подъ горизонтальной чертой
подписывается данное число. Такъ, напримЪръ, квадратный корень изъ

160000 пишется слЪдующимъ образомъ: |/160 000 (читать:
корень квадратный изъ 160000); имЪемъ:

|/160 000 = 400 .

Точно такъ же

Г 16 4

j/0^5 = 0,5;

шъ самомъ дЪлЪ, имЪемъ:

4002 = 160000, Ш2= 1, (0,5)2 = 0,25.

Единственныя цЪлыя числа, представляющ1я собою полные

квадраты, т. е. имЪющ1я точные квадратные корни, это

квадраты цЪлыхъ чиселъ. Иначе говоря, если квадратный корень изъ

цЪлаго числа не есть цЪлое же число, то этотъ корень не

можетъ быть и дробью, знаменатель которой отличается отъ 1.

Въ самомъ дЪлЪ, каждая дробь равна некоторой несократимой

дроби, а квадратъ несократимой дроби не можетъ быть

сократимой дробью и, следовательно, никакъ не можетъ быть цЪлымъ

числомъ.

Мы приводимъ здЪсь наименышя квадратныя числа, ко-

торыя лучше всего выучить наизусть:

Числа: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10

Квадраты: 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100

Числа: 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20

Квадраты: 121, 144, 169, 196, 225, 256, 289, 324, 361, 400.
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Подобно тому, какъ невозможность найти во всЪхъ случа-

яхъ точное частное привела къ опредЪлешю приближеннаго ча-

стнаго, невозможность во всЪхъ случаяхъ найти дробь, ква-

ратъ который равенъ данному числу, приводитъ къ опредЪ-
лешю приближеннаго квадратнаго корня.

69, Приближенный квадратный корень. ОпредЪленк.
Квадратнымъ корнемъ изъ какого-нибудь числа съ

точностью до единицы называется самое большое цЪлое

число, квадратъ котораго меньше даннаго числа.

Въ этомъ^смыслЪ 6 есть приближенный квадратный корень

изъ 38, потому что б2 = 36 меньше 38, между тЪмъ какъ

72= 49-больше 38. Точно такъ же приближеннымъ корнемъ
изъ 100,3 будетъ 10, потому что 102 = 100 меньше, чЪмъ 100,3,
а И2 =121 больше, чЪмъ 100,3.

ОпредЪлеше. Квадратнымъ корнемъ изъ какого-нибудь
числа съ точностью до одной десятой, до одной сотой

и т. д. называется самая большая дробь со знаменате-

лемъ 10, 100 и т. д., квадратъ которой будетъ меньше

даннаго числа:

Такъ, напримЪръ, квадратный корень изъ 2 съ точностью

до одной сотой будетъ равенъ 1,41, потому что:

(1,41)я = 1,41 .1,41 =1,9881,
(1,42)2= 1,42. 1,42 = 2,0164.

Такимъ образомъ 1,41 действительно будетъ самой большой

дробью се знаменателемъ 100, квадратъ которой меньше 2.

Теорема 47. Чтобы найти квадратный корень изъ

даннаго числа съ точностью до одной десятой, до одной

сотой и т. д., нужно вычислить квадратный корень съ

точностью до 1 съ недостаткомъ изъ произведетя
этого числа на квадратъ 10, 100 и т. д. и разделить
полученный результатъ на 10, 100 и т. д.

Въ самомъ дЪлЪ, квадратный корень изъ 20000 съ

точностью до единицы съ недостаткомъ равенъ 141, т. е. имЪютъ

мЪсто неравенства:

(141)2< 20000 <(142)2,
поэтому, дЪля обЪ части на 10000 = 1002, находимъ:

(141)2 (Н2)_2
(100)2 ^

* ^
(100)2

'
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т. е. по опредЪленш квадрата:

(1,41)2<2<(1,42)2;
чЪмъ и доказывается наша теорема. Если бы вместо 20000

было взято квадратное число, то первое неравенство въ каждой

строке превратилось бы въ равенство.

Эта теорема даетъ возможность свести извлечете квадрат-

111
НаГО КОрНЯ СЪ ТОЧНОСТЬЮ ДО ТН >

Tqq
'

i7j7v)
И Т Д* КЪ извлечен1ю

квадратнаго корня съ точностью до единицы.

70. Правило извлече^я каадратнаго корня. Правило

производства д-вйств1я 35-ое. Чтобы извлечь квадратный корень
изъ десятичной дроби съ точностью до единицы, оста-

вляютъ безъ внимашя десятичные знаки, если таковые

имеются и разсматриваютъ только цЪлую часть. Все

число разбиваютъ, начиная справа, на группы или

грани, по дв-fe цифры въ грани; последняя грань можетъ

имЪть, однако, либо одну, либо двЪ цифры, Чтобы

получить первую цифру квадратнаго корня нужно взять

квадратный корень съ недостаткомъ изъ первой
грани слЪва съ точностью до единицы. Эту цифру нужно

возвысить въ квадратъ и вычесть результатъ изъ лЪ-

вой грани. Съ этого момента дЪйств1е сводится къ ряду

дЪлешй.

Къ первому остатку присоединяютъ следующую

грань. Отъ полученнаго такимъ образомъ числа отдЪля-

ютъ последнюю цифру и дЪлятъ остальное число на

удвоенную найденную уже первую цифру квадратнаго

корня. Получится либо вторая цифра квадратнаго

корня или цифра слишкомъ большая. Для испыташя ея пи-

шутъ частное справа отъ удвоенной найденной первой

цифры корня и умножаютъ полученное такимъ

образомъ число на испытуемую цифру. Если это

произведете можно вычесть изъ числа, которое образуется
изъ перваго остатка и второй грани, то испытуемая

цифра годится, а разность будетъ вторымъ остаткомъ.

Если же вычиташе невозможно, то испытуемая цифра
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слишкомъ велика. Такимъ же образомъ испытываютъ

следующую меньшую цифру и такъ далЪе, пока

испытуемая цифра не окажется пригодной; она составитъ

тогда вторую цифру корня.

ДалЪе, ко второму остатку сносятъ следующую
грань и поступаютъ при нахожденж третьей цифры

корня точно такъ же, какъ поступали при нахожденж

второй цифры. Цифру, подлежащую испыташю, опредЪ-

ляютъ слЪдующимъ образомъ: отъ числа, состоящаго изъ

второго остатка и снесенной грани, отдЪляютъ справа

одну цифру и дЪлятъ лЪвую часть на удвоенное число,

которое составляется изъ найденныхъ уже цифръ

корня. Эту цифру подвергаютъ испыташю; именно, ее

пишутъ справа отъ удвоенной найденной уже части

корня и на нее же умножаютъ составленное такимъ

образомъ число; полученное произведете вычитаютъ

изъ числе, которое составлено изъ второго остатка и

третьей гран^. Этотъ процессъ продолжаютъ до тЪхъ

поръ, пока не будутъ исчерпаны всЪ грани. ПослЪднш

остатокъ и будетъ остаткомъ всего вычислешя.

Прим-Ьръ. Требуется извлечь квадратный корень" изъ 33571.

Вычислеше располагаютъ слЪдующимъ образомъ:

j/3 35 71 = 183

1

23 :2 = 8

224 =28.8

Tl Т : 36 = 3

Ю JS9 = 363 • 3

82

Первая цифра корня будетъ 1, квадратъ ея также равенъ 1;

следовательно, первый остатокъ равенъ 2. Изъ правила слЪду-

етъ, что вторая цифра будетъ частное отъ дЪлешя 23 на 2.

Это частное есть 11. Мы испытываемъ, однако, только 9,
потому что 10 и 11 не могутъ быть пригодны. Для испыташя

числа 9, умножаемъ въ умЪ 29 на 9 и находимъ, что произведе-

н\я нельзя отнять отъ 235. Тогда испытываемъ цифру 8, т. е.

вычисляемъ произведете 28 • 8 = 224 и отнимаемъ его отъ

Боре ль, Элементарная математика. 8
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235. Вторымъ остаткомъ будетъ 11. Чтобы получить третью

цифру, дЪлимъ 117 на 36, т. е. на удвоенное 18. Испытываемъ

частное 3; оно оказывается пригоднымъ, такъ какъ 3 . 363 = 1089

можно отнять отъ 1171; остатокъ будетъ 82. Это и есть оста-

токъ отъ всего вычислешя. Корень будетъ 1*83. Читатель мо-

жетъ сделать поверку и убедиться, что 33571 = 183 . 183 -(- 82.

Зам-вчаше. Остатокъ не можетъ быть больше, чЪмъ

удвоенный квадратный корень; въ самомъ деле, если бы онъ былъ

больше, то квадратъ числа, которое получается увеличешемъ на 1

числа, найденнаго для квадратнаго корня, былъ бы меньше

даннаго числа или равенъ ему; следовательно, найденное
число не было бы квадратнымъ корнемъ изъ даннаго числа съ не-

достаткомъ и съ точностью до 1.

Правило производства дЪйств1я 36-ое. Для извлечешя

квадратнаго корня изъ цЪлаго числа или изъ десятичной дроби
съ точностью до одной тысячной(съ недостаткомъ)пере-
носятъ запятую на шесть знаковъ вправо, т. е. на число

знаковъ вдвое большее, чЪмъ мы желаемъ получить.

Чтобы возможно было перенести запятую такимъ образомъ,
приписываютъ, въ случае надобности, нули. ЗатЪмъ от-

брасываютъ цифры, которыя стоятъ вправо отъ

перенесенной запятой, а изъ полученнаго такимъ образомъ
цЪлаго числа извлекаютъ квадратный корень (съ

недостаткомъ) съ точностью до 1. Полученное число даетъ

число искомыхъ тысячныхъ долей. Поэтому въ

результате нужно отделить справа три десятичныхъ знака.

Для извлечешя квадратнаго корня изъ обыкновенной

дроби въ большей части случаевъ оказывается самымъ удоб-

нымъ обратить ее сперва въ десятичную (66) и затЪмъ

поступать по правиламъ производства действ'ш 35 и 36. Правда,

здесь является новое затруднеше. А именно, такъ какъ

десятичная дробь, взятая вместо обыкновенной, вообще есть только

приближенное частное, то, чтобы определить, какую степень

точности имЪетъ найденное число, требуется особое изслЪдо-
ваше. Мы не можемъ входить здесь въ более точное изследова-

Hie этого вопроса; заметимъ только, что на практике

обыкновенно удостоверяются непосредственнымъ испыташемъ, имеетъ

ли результатъ требуемую степень точности.
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ЗАДАЧИ КЪ 1Х-ой ГЛАВЪ.

97. Найти приближенный квадратный корень изъ 3500, 3275, 3850

съ точностью до 1.

98. Найти квадратный корень изъ 10 000 000 и 967 584 съ Точностью

до единицы.

99. Найти квадратные корни изъ чиселъ 2, 3, 10 съ точностью до

одной тысячной.
100. Определить рад1усъ круга, котораго площадь вм^щаетъ 25 гек-

таровъ, принимая приближенное значеше тг въ 3,14.
101. Определить рад!усъ круга, котораго площадь занимаетъ

3 кв. мм.

102. Определить д1аметръ сЪчежя медной проволоки, если 1 куб. см.

меди в^ситъ 8,95 гр., и если 1225 км. этой проволоки вЪсятъ 10 000 кг.

Предполагается, что сЪчеше проволки имеетъ форму круга.
103. Полъ квадратной комнаты выложенъ 784 квадратными

каменными плитами. Сколько такихъ плитъ лежитъ вдоль каждой боковой

ст^ны?

104. Прямоугольное поле имеетъ 712 м. длины и 518 м. ширины.
Какъ велико разстояше отъ одного его угла до противоположнаго угла?

105. Если хотятъ изследовать, будетъ ли целое число простымъ или

нетъ, то по правилу 20 нужно лишь определить, делится-ли оно на те

числа, которыхъ квадратъ меньше даннаго числа. До какого числа

нужно въ виду этого дойти, если хотимъ изследовать въ этомъ смысле

числа 8 543, -83 731, 997099?

106. По третьему закону Кеплера время обращешя планетъ вокругъ

солнца, получается, если умножимъ квадратный корень частнаго отъ

делешя кубовъ среднихъ разстояшй планеты и земли отъ солнца на

время обращешя земли вокругъ солнца, которое составляетъ 365,256
сутокъ. Если частное среднихъ разстояшй Юпитера и земли равно

5,2028, то во сколько дней происходитъ обращеше Юпитера вокругъ
солнца?

107. Третш законъ Кеплера справедливъ также соответственно
и для временъ обращешя спутниковъ вокругъ главной планеты.

Определить отсюда время обращешя перваго спутника Марса, если известно,
что первый спутникъ отдаленъ огъ центра Марса на 6400 км., второй
же на 23 400 км., и что второй спутникъ обходитъ вокругъ Марса въ

30,25 часа.

ЗАДАЧИ ДЛЯ ПОВТОРЕН1Я АРИ0МЕТИКИ.

108. Говорятъ, что число написано по восьмиричной системе счи-

слешя (число 8 называется тогда основан1емъ системы), если каждая

Цифра, стоящая влево отъ другой, выражаетъ единицы, болышя въ 8 разъ.
Чтобы написать какое нибудь число по этой системе, достаточно иметь

8*
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слЪдующ*1е 8 знаковъ: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Число 345 будетъ означать

тогда 3-8-8+4 -8 + 5 = 192 4-32 + 5 = 229; другими словами, оно

будетъ равнозначнымъ числу 229, написанному по десятичной системе;

требуется изобразить по десятичной системъ слЪдующ1я числа, написан-

ныя по другимъ системамъ счислешя; система, по которой они написаны,

указана послЪ каждаго числа:

2 347 (основаше 8),
3 458 (основаше 9),

161 360 (основаше 7),
301 402 (основаше 5),
10 034 (основаше 6),

3 010 321 (основаше 4),
20121 202 (основаше 3),
101010121 (основаше 3),

101011010111 (основаше 2),
109. Число 3645, написанное по десятичной систем-fe, изобразить по

восьмиричной системе.
ПО. Число 10 000 написано по системе, которой основашемъ

служить 9. Изобразить его по системе съ основашемъ 7.

111. Если хотятъ применить систему счислешя, основаше которой
больше 10, то нужно ввести новыя цифры. Такъ, напримтзръ, по

системе съ основашемъ 14, числа 10, 11, 12 13 должны быть изображены
каждое особымъ письменнымъ знакомъ. Мы условимся, употреблять
буквы азбуки въ обычномъ ихъ порядке, т. е. а, Ь, с, d,..., для обозначе-

шя чиселъ 10, 11, 12, 13, 14

Поэтому обозначеше
ab (при основанш 12)

выражаетъ:
10.12 + 11 =131 (при основанш 10).

Обозначен'^:

d0 b (при основанш 14)

выражаетъ:
131414+ 11 (при основанш 10).

Написать слЪдуюшдя числа по десятичной системе:

а 1306 (основана 12),
134 501 (основаше 11),
abed (основаше 20),
3481 (осноьаше 15).

112. Возьмемъ про.межутокъ времени въ 400 лЪтъ по грегор1анскому

календарю; напримЪръ съ 1-го января 1601 г. по 31 декабря 2000 г.

Требуется доказать, что количество дней въ этомъ промежутк-Ь времени
будетъ кратнымъ 7.

113. Сколько разъ 1-ое января падаетъ на воскресенье въ течеше

промежутка времени, даннаго въ предыдущей задаче? Сколько разъ

придется 14 шля на четвергъ?
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114. Расположить въ порядке величинъ все. несократимыя пра-

вильныя дроби, у которыхъ знаменатель меньше 10.

115. Определить весъ воздуха, заключеннаго въ комнате, имеющей

высоту въ 3,50 м., длину въ 6,75 м. и ширину въ 4,35 м. Весъ 1 литра

воздуха сл^дуетъ считать въ 1,293 гр.

116. Вычислить цену листа чистаго золота, который имеетъ въ

длину 2,20 см., въ ширину 1,35 см. и въ толщину 0,1 мм.; весъ 1-го

куб. см. золота составляетъ 19,33 гр., а 1 кг. золота стоитъ 1281,35 руб.
117. Передшя колеса локомотива имеютъ 54 см. въ д!аметр'Ь, а две

пары заднихъ колесъ 1,04 м. Колеса вагона того поезда, къ которому

прицЪпленъ локомотивъ, имеютъ 86 см. въ д'тметрЪ. После сколькихъ

оборотовъ все колеса опять придутъ въ то же самое положеже?

118. Две улицы пересекаются подъ прямымъ угломъ. Вся длина

одной изъ нихъ представляетъ 500 м., ширина 20 м., ширина каждаго ея

троттуара 3 м.; длина второй улицы составляетъ 600 м., ея ширина 12 м.,

а ширина каждаго ея троттуара 1,75 м. Обе улицы хотятъ вымостить

деревянными кубиками, которыхъ толщина равна 12 см. Сколько будутъ
веситъ все эти деревянные кубики, если 1 куб. м. употребленнаго
дерева веситъ 475 кг.?

119. Некто хочетъ применить искусственное удобреше къ полю въ

34 м. длиною и 38 м. шириною; онъ расчитываетъ класть -по 750 кг.

на 1 гектаръ. Сколько центнеровъ удобрешя потребуется для этого?

120. Географическая карта изготовлена въ масштабе 1 :80000.

Какова будетъ площадь участка въ гектарахъ, представленная на карте
прямоугольникомъ, гсотораго стороны равны 3,5 мм., и 8,4 мм.?

121. Брошюра имеетъ 124 страницы (считая и страницы обложки).
Если кипа въ 125 такихъ брошюръ имеетъ 1 м. въ высоту, то какую

толщину имеетъ въ нихъ бумага?
122. Соцержаше чистаго металла въ трехъ слиткахъ смеси

серебра и меди составляетъ соответственно: 0,900; 0,850; 0,675. Весъ
второго составляетъ £ веса перваго, а весъ третьяго | веса втораго.
Вычислить ихъ веса, если во всехъ трехъ слиткахъ вместе заключается

1 кг. чистаго серебра.
123. Содержаше чистаго металла въ немецкой серебряной монете

равно. 0,9. Какъ велика стоимость серебра, которое заключается въ 100

маркахъ серебряныхъ денегъ, если 1 кг. чистаго серебра стоитъ 106

марокъ, и если монета въ 1 марку веситъ 5 граммовъ?
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Глава X.

УПОТРЕБЛЕНИЕ БУКВЬ; АЛГЕБРАИЧЕСК1Я ВЫРАЖЕН1Я.

I. УПОТРЕБЛЕН1Е БУКВЪ.

71. Въ ариеметикЪ нередко приходится имЪть дЪло съ

задачами, которыя въ своемъ выраженж отличаются только

данными (числами). НапримЪръ, купцу, продающему сукно, всегда

встречаются задачи такого рода:

2 мт. су|кна стоятъ 6 руб. Сколько стоитъ 3 мт.

того же сукна?
4 мт. сукна стоятъ 16 руб. Сколько стоитъ 5 мт.

того же сукна?
Для рЪшешя такихъ задачъ приходится постоянно

прибегать къ однимъ и тЪмъ же разсуждешямъ, но они относятся

къ различнымъ даннымъ; и только вслЪдсше этого вычислешя

и результаты бываютъ различны.
Если намъ даиъ рядъ задачъ, которыя решаются

помощью однихъ и тЪхъ же разсужденш, то утомительно

каждый разъ повторять ихъ на ново и желательно имЪть правило,

которое показывало бы способъ рЪшешя всЪхъ этихъ задачъ.

НапримЪръ, обЪ вышеприведенныя задачи могутъ быть

соединены въ одну общую задачу: Известное число метровъ

сукна стоитъ данное число рублей; что стоитъ то или

другое число метровъ того же сукна? — Получается
правило: Чтобы найти искомое число рублей, нужно
разделить данную стоимость на то число метровъ, цЪна ко-

торыхъ дана, и полученное частное умножить на то

число метровъ, стоимость которыхъ мы ищемъ1).

1) Чтобы получить подобное правило, было бы достаточно, собственно

говоря, решить одну задачу соответствующая типа. Начинающимъ
нужно, однако, настоятельно рекомендовать решать много подобныхъ
задачъ, повторяя каждый разъ разсуждешя, такъ какъ только такимъ об-

разомъ они поймутъ правило и смогутъ применять его впосл'Ьдствш
безъ ошибокъ.
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Въ двухъ поставленныхъ выше задачахъ мы по этому

правилу находимъ:

А
. 3 руб. = 9 руб.

^. 5 руб. = 20 руб.

Можетъ показаться страннымъ, что для рЪшешя такой

простой задачи мы предлагаемъ столь сложное правило. Но, если

бы мы выбрали не простую задачу, то правило стало бы еще

болЪе сложнымъ; чтобы его понять и применить, нужно было

бы приложить, по меньшей мЪрЪ, столько труда, сколько

понадобилось бы, если бы мы .для каждаго примера повторяли всЪ

разсуждешя.
Одна изъ цЪлей алгебры и, собственно, главная цЪль

низшей алгебры заключается именно въ томъ, чтобы дать

намъ такой сокращенный языкъ, который дЪлаетъ возмож-

нымъ легко устанавливать подобныя обипя соображешя и просто

выражать обния правила.

Для этой цЪли достаточно въ неопредЪленныхъ выраже-

шяхъ: известное число метровъ, известное число рублей
и т. п. вместо словъ „известное число" поставить буквы, т. е.

обозначать величины буквами, которыя въ каждой отдельной

задачЪ заменяются определенными числами, или, какъ

выражаются въ этсмъ случай, определенными значетями. Необходимо

при этомъ заметить, что въ одной и той же задаче одна и

та же буква всегда должна имЪть одно и то же значеше.

Собственно говоря, можно зъ выражеши правила

подставлять вмЪсто буквы любое число. Случаются, однако, задачи, въ

которыхъ извЪстныя буквы обозначаютъ только цЪлыя числа;

это имЪетъ, напримЪръ, мЪсто, если рЪчь идетъ о количестве

индивидовъ или же если значеше, приписываемое буквЪ, отвЪ-

чаетъ на вопросъ: сколько разъ? Наконецъ, мы должны еще

подчеркнуть, что, по нашему опредЪлешю, буквы занимаютъ

мЪсто отвлеченныхъ чиселъ; именованныя числа никогда

не обозначаются буквами.
Возвратимся теперь къ приведенному выше примеру и фор-

мулируемъ общую задачу такъ:

Если р метровъ сукна стоятъ а рублей, то сколько

стоятъ q метровъ того же сукна?
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ПослЪ введешя буквъ легко вывести правило, которое мы

выше дали безъ обосновашя. Если р метровъ стоятъ а руб., то

1 м. стоитъ а руб., деленное на р, или — руб. a q метровъ

стоятъ въ q разъ больше, т. е. — q руб.; или, если опустить
ir

знакъ умножешя:

jQ РУб-

Если же мы, какъ это принято, для краткости обозначимъ

неизвестное количество рублей черезъ х, то pfemeHie выразится

слЪдующимъ равенствомъ:

Этотъ простой результатъ замЪняетъ предложенное выше

сложное правило: действительно, съ помощью этого равенства

можно для каждой задачи разсматриваемаго типа тотчасъ

написать рЪшеше.

72. Равенство х = — q называется также алгебраической

формулой; лЪвая часть его есть неизвестное число х,

правая часть — алгебраическое выражеше —q.

Опред-Ьлен1е. Алгебраическое выраженге есть соедине-

Hie буквъ и чиселъ, связанныхъ между собою знаками

дЪйствш. Такимъ образомъ, если мы вмЪсто каждой

буквы поставимъ число, то по правиламъ производства

дЪйств1й можно будетъ выполнить требуемыя вычисле-

тя. Конечный результатъ вычислешя называется значе-

пгемъ. выражешя или числовой величиной выраженья для

данныхъ частныхъ знaчeнiй буквъ.

НапримЪръ, данное алгебраическое выражеше — q имЪетъ

значен!е 9, если мы въ немъ вмЪсто а подставимь 6, вмЪсто

р
— 2, вмЪсто q — 3, — короче, если положимъ:

#а= 6, р = 2, q = 3.

То же выражеше имЪетъ значеше 20, если положимъ:

а = 16, р = 4, q = 5.
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Отсюда видимъ, что значеше алгебраическаго выражен1я
зависитъ отъ значенш, которыя мы даемъ входящимъ въ« него

<5уквамъ.

II. ВЫЧИСЛЕН1Е АЛГЕБРАИЧЕСКИХЪ ВЫРАЖЕШЙ.

73. ПримЪръ, который мы привели выше, очень простъ.

Въ случай же болЪе сложныхъ алгебраическихъ выраженш легко

могутъ возникнуть сомнЪшя относительно порядка, въ кото-

ромъ нужно производить отдЪльныя вычислешя,— поэтому

необходимо въ этомъ отношенш установить очень точны я

правила.

Положимъ, напримЪръ, что нужно вычислить значеше вы-

ражешя

а -\- Ъ •

с,

въ которомъ должно быть:

а = 2, 6 = 3, с = 4 .

Если бы мы не установили точнаго правила, то могло бы

возникнуть сомнЪше, нужно ли 3 умножить на 4 и

произведете прибавить къ 2, что даетъ:

2 + 12 = 14

или же нужно сложить 2 съ 3 и сумму умножить на 4, что

даетъ 5 • 4 = 20.

Поэтому мы устанавливаемъ, какъ это мы сделали и въ

ариеметикЪ (16), что здЪсь слЪдуетъ избрать первый способъ

вычислешя; въ случаяхъ же, когда нужно избрать второй,

способъ мы и здЪсь будемъ пользоваться (16) слЪдующимъ обозначе

шемъ:

(а+ 6) с\

это выражен!е отличается отъ предшествующаго тЪмъ, что въ

немъ сумма а -\- Ъ взята въ скобки1).

1) Слово скобки употребляется въ двоякомъ смысле. Во первыхъ

подъ скобками подразумевают письменный знакъ(), [], \\. Во вто

рыхъ скобки обозначаютъ выражен!е, заключенное въ такой знакъ;

во второмъ смысле мы употребляли уже слово скобки въ п. 12.
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Такимъ образомъ, мы приходимъ къ слЪдующимъ правиламъ:

Правило 1-ое. Чтобы вычислить значеше даннаго алге-

браическаго выражешя, въ которомъ нЪтъ никакихъ

скобокъ, производятъ сперва указанныя умножешя и*

дЪлешя', а потомъ сложен1я и вычиташя.

Правило 2-ое. Возведете въ степень и извлечете

корня производится раньше основныхъ четырехъ дЪйств1й:

сложешя, вычиташя, умножешя и дЪлеюя.

Правило 3-ье. Если требуется ^произвести вычислешя

въ иномъ порядкЪ, чЪмъ предписано правилами 1-ымъ

и 2-ымъ, то ставятъ скобки.

Иногда, впрочемъ, для большей ясности употребляютъ скобки:

и въ такихъ случаяхъ, гдЪ порядокъ вычисленж определяется,

уже правилами 1-ымъ и 2-ымъ.

IX74. Положимъ, напримЪръ, что нужно найти численное

значен!е выражешя:

(a+ -§-d)(& + £) + (a + 12)(6-3)+-£(a + 3),

при

а = 1, 6=8, с = 4, d = 2.

Прежде всего вычисляемъ скобки, при чемъ для каждыхъ-

скобокъ можно применить правило 1-ое. Такимъ образомъ
получаемъ:

1+|. 2 = 1+4

8+| =8+8

1+12 =13,
8 — 3 =5,

1+3 =4.

Потомъ точно такъ же по правилу 1-му производимъ осталь-

ныя вычислешя:

5-16 + 13-5+-i- 4=80 + 65 + 8 = 153.

Искомое значеше есть 153.

Пусть еще дано будетъ выражете:

= 5,

= 16,
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«+тН-?)(а'+т-* + (а-Ь1)й- •

Если мы припишемъ буквамъ а, Ь, с, d тЪ же значежя,

что раньше, то значение выражешя будетъ:

1+Т + 4)(1'2 + Т-2)+(1+1)4?2 = 5-1 + 2-2 = 9-

Предлагаемъ читателю произвести промежуточный

вычисления, которыя мы опускаемъ.

75. Иногда разсматриваютъ сложныя выражешя, вродЪ слЪ-

лующаго:

Въ этомъ выраженш нЪтъ скобокъ, зато оно содержитъ дроби,

какъ, напримЪръ, г£г4, въ которой числитель а -|- с и

знаменатель b -\- d суть алгебраичесюя выражешя. Оно содержитъ

также знакъ корня, который относится къ алгебраическому вы-

ражешю а2 -[-21. Въ виду этого мы даемъ еще следующее
правило въ дополнеже къ предыдущими

Правило 4-ое. Черта въ обозначешяхъ дроби и корня

замЪняетъ скобки.

Такимъ образомъ, пишемъ fTd вмЬсто (а -\- с) : (b -f- d) и

У а-\- b -\- с вместо у (а -f- b -\- с). Выражеже, которое мы раз-

сматривали раньше, должно быть поэтому вычислено такъ, какъ

•если бы оно было написано слЪдующимъ образомъ:

[(а + Ь): с] • d + (а + с): (6 + d) + у/ (а2 + 21).

Если придадимъ буквамъ а, 6, с, d слЪдуюьщя значешя:

а = 10, 6 = 6, с == 8, d = 3,

то скобки будутъ имЪть значеже1):

10 + 6 = 16,
Ю -f- 8 = 18,
6 + 3 = 9,

100 -|- 21 = 121,

1) Для сокращешя часто говорятъ „значете скобокъ" вместо

значен1е выражетя, „заключающаяся въ скобкахъ".
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и само выражеше имЪегъ значеже:

Т
' 3 +"1 + УШ = 6 + 2 + 11=19.

Иногда бываетъ необходимо для того, чтобы установить

желаемый порядокъ вычислежй, включать однЪ скобки въ

друг in, т. е. употреблять скобки различнаго вида, заключа-

ющ1яся одне въ другихъ2). Здесь мы прежде всего вычислили

внутреншя скобки, потомъ скобки, внутри которыхъ первыя

помещаются, и т. д.

76. Чтобы привести примЪръ изъ повседневной жизни, раз-

смотримъ следующую задачу:

Наследство разделено на равныя части между п

наследниками. Часть каждаго наследника состоитъ изъ

суммы въ а руб., увеличенной, во-первыхъ, на процентныя

деньги съ этой суммы за годъ, считая по р процентовъ,

и, во-вторыхъ, на Ъ руб. Определить, сколько составляетъ

все наследство.

Сначала мы определяемъ часть, причитающуюся одному

наследнику. Сумма въ а руб., отданная во ростъ по р

процентовъ, обратится по истеченш года въ

«(1 + ш)руб- .

Если прибавимъ еще Ъ руб., то часть, причитающаяся каждому

наследнику, выразится въ рубляхъ следующимъ образомъ:

а{' + ш) + ь-

Чтобы определить, сколько составляетъ все наследство, мы

должны умножить эту часть на п (число наследниковъ), такъ

какъ все части равны между собою. Чтобы записать последнее

вычислеше, употребимъ скобки другого вида, такъ что сумма

всего наследства въ рубляхъ выразится формулой:

1) Достаточно было бы употреблять скобки одного вида. Однако,
тогда при более сложныхъ выражешяхъ нужно было бы очень много

внимашя, чтобы правильно усмотреть, гдЪ каждыя скобки начинаются

и где оне кончаются; поэтому удобнее употреблять скобки, отличаю-

щ1яся формой или, по крайней мере, величиной.
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Если, напримЪръ, положимъ:

n = 4, a = 100, р = 3, & = 500,

то получимъ:

х = 4 (103 + 500) = 4 • 603 = 2412.

Следовательно, искомое наследство состоитъ изъ 2412 рублей.
Для упражнешя въ употреблены различныхъ скобокъ раз-

смотримъ еще следующее выражен1е:

[(a2+6)(c-d) + ^][(a+ &)(c2-^)+|(6+ d)] + a6.

Требуется положить въ немъ:

а = 4, 6 = 8, с = 2, d= 1.

Получаемъ:

(24 • 1 + у)(12 • 3 + i- • 9) + 4 • 8 = 28 • 54 + 32 = 1544.

Предлагаемъ читателю произвести промежуточныя вычисле-

шя, которыя мы опускаемъ.

III. ЗАМЪЧАШЯ.

77. ВпослЪдствш, когда мы будемъ заниматься алгебраическими

вычислешями, мы покажемъ, какъ преобразовывать алгебраиче-
ск1я выражения или же заменять одно алгебраическое выраже-

Hie другимъ, тождественнымъ ему. Два алгебраическихъ выра-

жeнiя называются тождественными, если они во всЪхъ слу-

чаяхъ принимаютъ одинаковыя значешя, т. е. независимо отъ

того, какъ будутъ выбраны значешя буквъ входящихъ въ нихъ.

Не трудно, напримЪръ, убедиться, что выражежя (а~\-Ь)(а — 6)
и а2 — Ъ2 тождественны.

78. Зам-Ьчаше относительно обозначен^ въ алгебр*.
ПримЪнеше буквъ представляетъ собою, какъ мы видЪли,

сокращенный языкъ. Мы говоримъ а руб. вместо того, чтобы сказать:

известное число рублей или сумма, данная въ задачЪ.

Какъ каждый языкъ, алгебраическш способъ обозначешя про-
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изволенъ, т. е. если мы хотимъ обозначить известное число

рублей, то можемъ выбрать для этого по желажю обозначешя

а, или 6, или А, или Z и т. д. Но этотъ способъ обозначеьпя

долженъ быть выдержанъ, т. е. въ предЪлахъ одного и того же

изслЪдовашя каждая буква должна иметь одинъ точно

определенный смыслъ; для обозначешя одной величины нельзя поэтому

употреблять въ разныхъ местахъ разныя буквы, — и обратно;
каждой буквй должна соответствовать одна лишь величина. Это

можно выразить еще иначе: разсматриваемыя t величины и

употребляемый буквы должны соответствовать другъ другу

взаимно однозначно.

Не следуетъ, однако, думать, что является совершенно безраз-
личнымъ избрать то или другое обозначеше. Если при одномъ

и томъ же изследованш мы вводимъ большое количество буквъ,
то очень удобно выбирать ихъ не какъ попало, а следовать

правиламъ, освященнымъ обычаемъ, къ которымъ можно скоро

привыкнуть. Одно изъ самыхъ старыхъ обыкновешй состоитъ

въ томъ, что известныя величины обозначаютъ первыми
буквами алфавита а, 6, с, d, е, /, д, h, a неизвестныя — последними

X, у, £, U, V, W.

Затемъ имеются известныя соединешя буквъ, более привыч-

ныя для- употреблешя, чемъ друпя; такъ, напримеръ, алгебраисты
охотно вводятъ одновременно группы буквъ, следующихъ одна

за другой въ алфавитномъ порядке. Если, напримеръ, имеемъ

три величины, сходныя по значешю, то обозначаемъ ихъ

буквами а, &, с, — или же f, g, h, — или I, т, п, — или р, q, r, —

или #, у, 0,
— или щ v, w, Напротивъ того, непринято

обозначать ихъ, напримеръ, буквами п, о, р или в, /*, д. Кроме

того, охотно пишутъ рядомъ буквы, которыя занимаютъ въ

каждой изъ вышеприведенныхъ группъ одно и тоже место.

Напримеръ, если даны намъ три денежныя суммы, отданныя въ

ростъ на одинъ годъ по различнымъ процентнымъ таксамъ, то

обозначаемъ эти три суммы буквами а\ 6, с, процентныя

таксы— буквами р, q, г, а наращенныя суммы
— буквами #, у) %.

Такимъ образомъ, получаемъ:

х = а (1 + т)'
Б о р е л ь. Элементарная математика. 9
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,

s = c(1 + IZio)-
Эти формулы легче написать безъ ошибокъ, чЪмъ, напримЪръ,

слЪдуюния:

* = й(1+ш)>
*вГ(1 + 1бб)'

гдЪ три начальныя суммы обозначены буквами а, й, г, а про-

центныя таксы буквами g, d, с.

Иногда вмЪстЪ со строчными буквами употребляютъ

одновременно одноименныя съ ними прописныя буквы А, Б, С, X,

Г, Z; однако, избЪгаютъ употреблять прописныя буквы при из-

слЪдовашяхъ, въ которыхъ возможно смЪшеше съ

геометрическими обозначешями.

Часто употребляютъ и гречесюя буквы. Вводятъ ихъ чаще

всего группами, которыя соотвтэтствуютъ опредЪленнымъ группамъ
обычно употребляемыхъ буквъ. Такъ, а, р, т, (альфа, бэта,

гамма) соответствуют буквамъ а, 6, с; \, ц, v (ламбда, ми, ни)
соотвЪтствуютъ буквамъ I, m, n\ g x\, £, (кси, эта, дзета) со-

отвтзтствуютъ буквамъ х, у, z1). На первыхъ порахъ мы бу-
демъ избегать употреблешя этихъ буквъ, чтобы не доставит!»

читателямъ новыхъ затрудненш; постепенно, однако же, мы

будемъ вводить ихъ въ нЪкоторыя задачи, такъ какъ

необходимо мало по малу привыкать къ ихъ употреблешю. Во всякомъ

случае тому, кто хочетъ идти несколько глубже въ изучена

математики, необходимо знать гречесюя буквы.
79. Приведенныя нами обозначежя недостаточны, если у

насъ имеется много величинъ одинаковаго рода: въ этомъ

случай мы скоро исчерпали бы алфавитъ и не могли бы удержать

въ памяти обозначен^. Въ такихъ случаяхъ лучше обозначать

величины одинаковаго рода одной и той же буквой, снабжен-

1) Принято считать г| соотвЪтствующимъ у; единственнымъ осно-

вашемъ для этого служитъ, повидимому, сходство въ изображена этихъ

буквъ.
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ной разными указателями, т. е. писать: а0, av а2, а3, . . . ,

что читается такъ: а съ указателемъ нуль, а съ указате-

лемъ единица, а съ указателемъ два и т. д„ или короче:

а нулевое, а первое, а второе и т. д. Употребляютъ также

слЪдуюипя обозначешя: а\ a", a'", aIV,...; и тогда говорить:

а съ чертой, а съ двумя чертами, а съ тремя чертами,

а съ четырьмя чертами и т. д.

Предположимъ, что намъ нужно, вычислить, какую сумму

получитъ къ концу года капиталистъ, который раздЪлилъ свое

состояше на шесть капиталовъ и отдалъ ихъ^ въ ростъ по

шести различнымъ процентнымъ таксамъ. Обозначимъ

капиталы черезъ av a2 а3, av а5, а6 и соотвЪтствующ'ш про-
центныя таксы черезъ pv pv р^ pv рь, р6\ тогда сумма,

получаемая по истеченш года, выражается формулой:

Ж = «.(1+ш) + «2(1+ш)+«з(1+^)
+«,(1+й)+^(1+ш)+«е(1+ш)-

Очевидно, что будетъ гораздо проще писать и употреблять
формулу съ указанными обозначешями, чЪмъ вводить

двенадцать различныхъ, наудачу выбранныхъ буквъ.

ЗАДАЧИ1) КЪ Х-ой ГЛАВЪ.

124. Вычислить значеше х по формуле:

х -=. а (Ъ — с) -(- Ъ (с
— а),

принимая:

а = 10, & = 25, с = 15.

125. Вычислить значеже того же выражешя, принимая:

а =3,14, 6 = 6,171, с = 4,303.

1) Во всЪхъ этихъ задачахъ нужно вычислять значешя данныхъ

выраженш, не преобразовывая алгебраически этихъ выражен1й,
т. е. не выполняя алгебраическаго вычислешя; правила для послЪдняго
рода вычислешй будутъ изложены и пояснены примерами лишь въ

ХШ-ой глав-Ъ. При дЪленш и извлечежи корня нужно всегда вычислять

результаты съ точностью до тысячныхъ долей.

9*
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126. Вычислить значешя у по формуле:

У = а+-+Ч-Ь,
принимая:

2 3 5

a=-j, ^-f' С==Т' d = 0>34-

127. Вычислить значеше г по формуле:

z==(a + b)[c + (a + b)(c + d)] + a(b-c)\c + (a — b)d]y

принимая:
а —4, 6 = 3, с = 2, е? = 1.

128. Вычислить значеше z по предыдущей формул-fe, принимая:

а=— ^=
y>

с =
15' d:=:()>345-

129. Даны четыре числа р0, q01 pt, qt. Полагаемъ:

P2 = 2pt+p0,

q2 = 2qt + qQ>

Рз=2Рг + Рг>

& = 2g2 + £t,

#4 = 2^3+^,

^4 = 2g3 + g2
и т. д.

Вычислить значешя р2, q2, р3, <7з»• •
•, Р% » 4%, принимая:

Ро = 2, pt = 5,

g0 = 1 «i=3.

Вычислить съ точностью до тысячныхъ долей значешя дробей:

2±у £i, 2i, .. .
,
Е*.

130. Если стороны треугольника им'Ьютъ длины а, 6, с, см. и если

положимъ:

2s = a -\- b -\- с,

то площадь J*1 въ кв. см. выражается формулой:

F= Vs(s — a)[s — &)(* — с).

При этихъ услов1яхъ требуется вычислить въ гектарахъ и арахъ

площадь такого треугольнаго участка земли, котораго. стороны

им'Ьютъ протяжешя 2 км., 1200 м. и 1,4 км.

131. РЪшить ту же задачу, принимая:

а = 235,25, b = 402,75, с = 350,50.
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132. Вычислить значеше х по формуле:

ya+b+c+d

принимая:
а = 5, 6 = 8, с = 12, d = 8.

133. Решить ту же задачу, принимая:

а = 0,5, 6 = 0,08, с = 0,1, d = -1.
7

134. Вычислить значеше я/ по формул-Ъ:

г/=|/"а+1-У^Г5,
принимая:

а = 11, 6 = 14.

135. Вычислить значеше х по формуле:

а?= а (6 + с) + 6 (с + a) -f- с (а + 6),
принимая:

а = 2, 6 = 3, с = 4.

136. Вычислить значеше того же выражешя, принимая:

а = 2,135, 6 = 3,125, с = 4,005.

137. Вычислить значеше того же выражешя, принимая:

3^5 12

138. Вычислить значеше того же выражешя, принимая:

а=у, 6= 0,0034, с = 3,2007.

139. Вычислить значеше у по формуле:

у = а1Ъ(а + с) + с*] + (Ъ — с)[аЬ + с(а — Ь)],
принимая:

а = 4, 6 = 3, с = 2.

140. Вычислить значеше я по формуле:

g(& + c) + c(a + 6) I /ft | ^
а

а[6 (а + с) + с [а — 6)] + с
""" ^ "^ ;

6 - с'

принимая:

а = 6, 6 = 5, с = 3.

141. Вычислить значеше х по формуле:

а? = (а + «1/с^З + суга + 12 + бУ а — с,

принимая:

а = 13, 6 = 2, с = 12.
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142. Вычислить значешя х, у, г по формуламъ:

У=ВУЖ^+ {В + \)У~¥~+Ъ,

принимая:

а = 2, Ь = 3, с = 4,

4 = §, В =0,03, О =/2:

143. Къ металлическому бруску длиной въ а м. припаянъ брусокъ
другого металла длиной въ Ь м., такъ что вм"ЬстЬ образуется стержень

длиной въ (а-\-Ь) м. Если мы будемъ нагревать стержень до t°t то его

длина х м. выразится формулой:

а> = а(1+а*) + 6(1 + р*),

гд'Ь аир суть числа, называемыя коэффициентами линейнаго расширешя-
Вычислить х> принимая:

а = 3, 6 = 4, £ = 50,

а= 0,00001 , p = 0,00002 .

144. Решить ту же задачу, принимая, что аи р им^ютъ тЪ же зна- -

чен1я, но:

а = 30, & = 0,5, * = 100.

145. Решить ту же задачу, принимая:

а = 30, & = 53, £ = 200.

146. Капиталистъ отдалъ въ ростъ три суммы а, 6, с руб. по процен-

тнымъ таксамъ р, q, r со ста; эти суммы лежали сотв-Втственно А, В, С
лЪтъ, Наросиля процентныя деньги х руб. выражаются формулой:

х~
100^

Вычислить эти процентныя деньги, принимая:

« = 10 000, р = 3, А~\\

6 = 20 000, д = 3,5, Б= 2,

с = 30000, г= 4, 0= 3.

147. Решить ту же задачу, принимая, что суммы лежатъ

соответственно: 18 мЪсяцевъ, 2 года 3 месяца, 6 мЪсяцевъ, и полагая:

а = 1 000 , р = 4

6 = 2 000 , g = 5 ,

с = 3000, г = 3.
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148. Решить ту же задачу, принимая, что суммы лежатъ

соответственно: 3 дня, 2 дня, 1 день, и полагая:

а =±: 2 миллюнамъ, р
= 3,

Ъ = 3 миллюнамъ g =2,5,

с = 10 миллюнамъ, г — 2,25.

Коммерческий годъ считается въ 360 дней.

149. Решить ту же задачу, принимая, что суммы лежатъ

соответственно 1 годъ, 6 мЪсяцевъ, 15 дней и полагая:

а = 1345,50, р=-Ъ,
6 = 1450,80, д= 3,5,
с == 23460 , г = 3,25.

150. Сохранимъ для треугольника гЪ же обозначешя, что въ задаче
130. Кроме того, обозначимъ выраженные въ саптиметрахъ рад1усъ опи-

саннаго круга черезъг, рад1усы же вписаннаго и вневписанныхъ круговъ

соответственно черезъ р, ра, р&, рс. Тогда получимъ формулы:

F=Vs (s ~a)(s — b) {s — с),

_

abc _F^ _

F
__

F
_

F

r—4F> P — y» Pa—s_a> Pb — S__b> Pc — s__c-

Применить эти формулы къ случаю:

a
— 3, b = 4

,
с
— 5

и проверить соотношеше

4г = Ра + Рб + Рс-р-

151. Применить предыдущ1я формулы, принимая: .

a = 15, b = 14, с = 13.

152. Применить предыдущчя формулы, принимая:

1. а~3, Ъ = 6, с = 4 ,

2. a = 3, & = 4
,

с = 4 ,

3. a = 4, & = 4 с = 4 .

153. Поле имеетъ форму треугольника, стороны котораго имеютъ

длины 2 км., 3 км., 1200 м. Что стоитъ поле, если 1 гектаръ земли

стоитъ 3000 м.

154. Даны числа и0 и иг Требуется определить числа щ, щ, г*4,

wsj-.. по формуламъ:

w, = 2ux -}- wj ,

г^3 = 2w2 -|-wi ,

«4 —2«a + w,,
w5 = 2w44-w3,
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законъ составления которыхъ очевиденъ; он-Ь могли бы быть заменены

одной формулой:

ип+\ —2ип + ип—1 у

въ которой п придаютъ последовательно значешя 1, 2, 3, 4,...
Требуется вычислить щ , щ ,

. .
., щ , и10, принимая:

и0= О, ut = \.

155. Вычислить и2у иъ> щ, иЪУ принимая:

«n4-l=3wn —wn-li
«0 =i 1

, Щ = 1 .

156. Вычислить w3, w4 > и* у Щ , Щ , щ , щ у Що по формуламъ:
«3
—

щ-}-щ-]-и0 у

W4 = W, + Ma+«i»

т. е.

и принимая:

^л+2 = wfM-i + wn + wn-i ,

w0 = 0
, г/j = 6

, w2 = 1.

157. Числамъ w0, w,, щ , w3, . .
., ul0, или, короче, числамъ и,

приписываются значешя, вычисленныя въ задаче 154. Найти числа xot xtf

хъ> • • •> жю (или числа х) по формуламъ:

_

1

*°-l+V
_

1

_

1

Эти формулы можно также заменить одной общей формулой:

__

1

тф указатель п получаетъ последовательно значешя 0, 1, 2, 3, . . .

158. Числа и имЪютъ значешя, вычисленныя въ задаче 156. Найти
числа |/o,|/i,'")l/io по общей формуле:

159. Числа и им-Ъютъ значешя, вычисленныя въ задаче 156. Найти

числа £0, zt, z2} z3 по общей формул-fe:

*п~ип+\'
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160. Числа и и числа z им-Ъютъ тЪ же значежя, что въ

предыдущей задач-Ъ. Найти числа sQ, slf slf ss, no формуле:

__*n + un+i + un+2
sn—

n+ 3

161. Числа и им'Ьютъ значешя, вычисленныя въ задачи 154.

Вычислить числа t0, tt, . .

., te по формуле:

f =
un + un+l + 3un+2



Глава XI.

положительный и отрицательный числа.

I. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЯ ЗАМЪЧАШЯ.

80. НЪкШ житель Франкфурта н. М. часто путешествуетъ

по линш Гамбургъ — Ганновеоъ — Франкфуртъ н. М. — Страс-

бургъ — Базель то по направленш къ Гамбургу, то по

направленш къ Базелю. Онъ ежедневно обозначаетъ на

чертеже разстояше, на которомъ онъ находится отъ Гамбурга. Въ

понедЪльникъ это разстояше составляло 120 км., во вторникъ 80

км. Какое разстояте проЪхалъ онъ отъ понедельника до

вторника? На этотъ вопросъ нельзя сразу ответить, потому

что данныя недостаточны. Если, напримЪръ, оба города, въ

которыхъ путешественникъ находился въ понедЪльникъ и во

вторникъ, лежатт по одну и ту же сторону отъ Франкфурта,
(по направленш къ Гамбургу или къ Базелю — безразлично),
то путешественнику нужно проехать только 40 км., чтобы

прибыть изъ одного города въ другой. Если же одинъ изъ

этихъ городовъ лежитъ между Франкфуртомъ и Гамбургомъ,
а другой между Франкфуртомъ и Базелемъ, то ему

придется проехать 200 км.

Какъ видно изъ этого примера, для того чтобы ответить

на вопросъ о мЪстонахожденш путешественника, нужно знать

не только разстояше, отделяющее его отъ Франкфурта, но и

направлеше, въ которомъ онъ удаляется отъ этого

города, а именно отъ Франкфурта къ Базелю, или отъ

Франкфурта къ Гамбургу. Чтобы различать эти два направлешя,

условимся первое называть положительнымъ, а второе

отрицательными Если путешественникъ удалился отъ Франкурта на

80 км. въ положительномъ направленш, то условились

говорить, что разстояте его отъ Франкфурта составляетъ -|- 80 км.

(читается: плюсъ 80 км.); если же онъ удалился на 80 км. въ
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отрицательномъ направленш, то условились говорить, что

разстояже его отъ Франкфурта составляетъ — 80 км. (читается:
минусъ 80 км.); —|— 80 есть положительное число, —80 есть

отрицательное число.

Положительныя и отрицательныя числа являются, такимъ

образомъ, прежде всего сокращеннымъ способомъ обозна-

чешя; будетъ короче сказать или написать: путешествен-

никъ удалился отъ Франкфурта на -[- 80 км., чЪмъ: пу-

тешественникъ удалился отъ Франкфурта на 80 км. па

направлежю къ Базелю.

Это преимущество является, однако, далеко не единствен-

нымъ при введенш вышеназванныхъ чиселъ; къ тому же сказан -

наго выше недостаточно, чтобы объяснить, отчего для разли-

жя этихъ чиселъ мы употребляемъ знаки -|- и —, сложежя

и вычиТажя, а не каюе-нибудь друпе знаки.

Чтобы лучше понять обозначежя -)- 80 км. и —* 80 км.,

разсмотримъ подробнее следующую очень простую задачу.

81. Примемъ опять, что направлеже отъ Франкфурта къ

Базелю выбрано нами за положительное, и потому направлеже
отъ Франкфурта къ Гамбургу за отрицательное, и положимъ,.
что мы вычислили разстояже путешественника отъ' Гамбурга,
считая разстояже между Франкфуртомъ и Гамбургомъ равнымъ
548 км. Если путешественникъ удалился отъ Франкфурта на

-f-80 км., т. е. на 80 км. по направлежю къ Базелю, то

разстояже его отъ Гамбурга будетъ:

548 км. -f- 80 км. = 628 км.

Если, обратно, разстояже его отъ Франкфурта есть — 80 км.,
т. е. если онъ удалился по направлежю къ Гамбургу на 80 км., та

теперь его разстояже отъ Гамбурга составитъ только:

548 км. — 80 км. = 468 км.

Отсюда видно, что въ обоихъ случаяхъ разстояже
путешественника отъ Гамбурга получается такимъ образомъ, что къ

разстояжю 548 км. отъ Гамбурга до Франкфурта приписыва-
емъ разстояже путешественника отъ Франкфурта съ

соот^Ътствующимъ знакомъ и выполняемъ указанное этимъ

знакомъ -\- или — вычислеже.
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Итакъ, если мы говоримъ, что разстояже путешественника

отъ Франкфурта есть -f- 80 км., то это, другими словами, зна-

читъ, что разстояже его отъ Франкфурта на 80 км. больше,
чЪмъ разстояже между Гамбургомъ и Франкфуртомъ; если же

мы говоримъ, что разстояже его отъ Франкфурта составляетъ

— 80 км., то это значитъ, что разстояже его отъ Гамбурга на

80 км. меньше чЪмъ разстояже между Гамбургомъ и

Франкфуртомъ.» Наше сокращенное обозначеже, такимъ образомъ,
вполне оправдывается.

82. Теперь дадимъ примЪръ другого рода.

Иванъ, Петръ и Павелъ родились все трое въ январе 1900

года. Между днемъ рождежя Ивана и днемъ рождежя Петра
{будемъ говорить короче: между Иваномъ и Петромъ)
имеется промежутокъ въ 4 дня, между Иваномъ и Павломъ — въ

12 дней. Сколько дней между Петромъ и Павломъ?

Чтобы ответить на этотъ вопросъ нужно знать, родились

ли Петръ и Павелъ раньше Ивана или позже. Если они

родились оба раньше или оба позже, то дни ихъ рождежя

отделены одинъ отъ другого 12 — 4 =8 днями. Если же одинъ

изъ нихъ родился раньше Ивана, а чдругой позже него, то дни

ихъ рождежя отделены одинъ отъ другого 12 —[— 4 = 1.6 днями.

Итакъ, чтобы задача стала определенной, недостаточно

знать промежутки времени, отдЪляюиме дни рождежя Петра и

Павла отъ дня рождежя Ивана; столь же необходимо знать,
-были ли эти дни рождежя раньше или позже дня рождежя

Ивана. Если Петръ родился 12-ью днями после Ивана, то

говорятъ, что между Иваномъ и Петромъ -f-12 дней. Если же

Павелъ родился 4-мя днями раньше Ивана, то говорятъ что

между Иваномъ и Павломъ — 4 дня.

Такимъ образомъ, если Иванъ родился 15-го января, то

Петръ родился (15 —[— 12), х. е. 27-го января, а Павелъ (15 — 4),
т. е. 11-го января. Отсюда между Петромъ и Павломъ 16 дней.

83. Разсмотримъ еще одинъ примйръ.

У насъ зима. Вчера въ полдень термометръ показывалъ 2°;

сегодня показываетъ 3°. Теплее ли сегодня, чемъ вчера? Чтобы

узнать это, мы должны прежде всего осведомиться, стоялъ ли

термометръ вчера и сегодня выше или ниже точки замерза-
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шя воды или, какъ говорятъ, выше или ниже нуля. Если вчера,

онъ показывалъ 2° выше нуля, а сегодня 3° ниже нуля, то

температура упала на 5°; напротивъ того, она повысилась на

одинъ градусъ, если вчера было 2° тепла, а сегодня ЗР тепла.

Если термометръ показываетъ 2° выше нуля, то

температура выше температуры замерзающей воды; если термометръ

показываетъ 3° ниже нуля, то она ниже температуры замерза-

шя воды. Чтобы получить выражеше, обнимающее оба случая, бу-

детъ целесообразно въ первомъ случае говорить, что

температура есть -|- 2°, во второмъ же —3°.

И. СЛОЖЕН1Е И ВЫЧИТАН1Е ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХЪ И ОТРИЦА-

ТЕЛЬНЫХЪ ЧИСЕЛЪ.

�84. Мы видЪли уже въ главЪ VII-ой, что полезно называть,

дроби также числами, потому что, во-первыхъ, цЪлыя числа

содержатся среди дробей, а, во-вторыхъ, четыре дЪйсгая (сло-
жеше, вычиташе, умножеше и дЪлеше) надъ дробями
определяются такъ, что теоремы, доказанныя для цЪлыхъ чиселъ въ

главахъ Н-ой, Ш-ьей и IV-ой либо остаются безъ измЪнешя,.
либо же еще упрощаются; а именно, въ то время, какъ въ

области цЪлыхъ чиселъ дЪлеше не всегда выполнимо, въ области

дробей оно оказывается всегда возможнымъ, если только

делитель отличенъ отъ нуля.

Задачи изъ повседневной жизни подали поводъ къ томуг

чтобы еще больше расширить понят!е о числЪ, а именно—ввести

положительныя и отрицательныя, или такъ называемыя

алгебраичеаая числа1). Покажемъ, что и для этихъ чиселъ

можно такъ определить четыре дЪйсгая, что вышеупомянутая

теоремы либо остаются безъ измЪнешя, либо принимаютъ даже

болЪе простую форму. НапримЪръ, прежде не всегда возможно

было выполнить вычиташе одного числа изъ другого,
—

теперь
же такую задачу всегда можно решить, потому что разность

двухъ алгебраическихъ чиселъ можно (п. 90) разсматривать

*) Въ высшей математик-Ь понят1е о числ-Ъ подверглось еще боль-

шему расширешю; тамъ говорятъ объ алгебраическихъ числахъ

еще въ бол-fee широкомъ смысле слова, ч^мъ здЪсь.
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также, какъ сумму двухъ алгебраическихъ чиселъ. Такимъ

образомъ мы приходимъ къ такому понялю объ

алгебраической суммЪ, которое заключаетъ въ себЪ, какъ частные

случаи, сумму и разность въ первоначальномъ смысле этихъ словъ.

Начнемъ со сложения и вычиташя.

85. Прямолинейные отрезки. Прежде всего разсмотримъ

лримЪръ, приведенный нами уже раньше,
— именно, примЪръ,

въ которомъ положцтельныя и отрицательныя числа служатъ

для того, чтобы измерять длины, отсчитываемыя въ противо-

положныхъ направлешяхъ.

Чтобы взять самый простой примЪръ, вообразимъ прямую

линш, выберемъ на ней направлеше движешя, которое мы на-

зовемъ положительнымъ направлешемъ и обозначимъ

стрелкой; направлеше, противоположное положительному направлежю,

назовемъ направлешемъ отрицательными Такая прямая

называется осью съ опредЪленнымъ направлен!емъ или,

короче, осью.

Вообразимъ себЪ путешественника, который проходить по

оси равными шагами, при чемъ идетъ то впередъ, то назадъ, но

смотритъ всегда въ положительномъ направлен^.

Чтобы придти изъ А въ В (фиг. 1-ая),
*

, путешественникъ идетъ впередъ;
А В

ЧТОбЫ ИЗЪ В ПрИДТИ ВЪ А, ОНЪ ДОЛ-
Фиг. 1.

женъ идти назадъ.Такъ какъ

путешественникъ дЪлаетъ одинаковые шаги, то онъ можетъ измерять

разстояше отсчитывашемъ шаговъ. Мы будемъ разсматри-

вать число шаговъ, пройденныхъ имъ впередъ, какъ

положительное, а число шаговъ, пройденныхъ имъ обратно,
какъ отрицательное. Если ему понадобится сделать, напри-

мЪръ, 50 шаговъ, чтобы пройти растояше отъ А до Д то гово-

рятъ, что отъ А до В -\- 50 шаговъ, а отъ В до А — 50

шаговъ.

Подъ прямолинейнымъ отрЪзкомъ мы подразумЪваемъ

часть оси, обращая притомъ внимаше на направлеше, въ

которомъ эта часть пробегается. Если напримЪръ, путешественникъ
адетъ изъ А въ В, то говорятъ, что онъ проходитъ отрЪ-
зокъ А В; если же онъ направляется изъВвъ А, то говорятъ, что

онъ проходитъ отрЪзокъ В А. Такимъ образомъ А В обозначаетъ
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не то же самое, что БД потому что ведь не одно и то же —

отправляюсь ли я изъ Берлина въ Потсдамъ или же изъ

Потсдама въ Берлинъ. Хотя въ обоихъ случаяхъ я проезжаю одно

и то же разстояше, которое сможетъ быть обозначено, рав-

нымъ образомъ, черезъ АВ и черезъ В А\ но еду я не въ од-

номъ и томъ же направлены.

Если нашъ путешественникъ дЪлаетъ -)- 50 шаговъ, чтобы

пройти отрезокъ А В, то пишемъ:

Zl? =+ 50.

Въ противномъ случае нужно писать:

Т1 = — 50,

потому что слЪдуетъ сделать — 50 шаговъ, чтобы пройти

отрезокъ Б J., т. е. нужно сделать 50 шаговъ назадъ, чтобы изъ В

придти въ л.

Числа —|— 50 и — 50 называются алгебраическими

числами, измеряющими отрезки, или же алгебраическими
значешями отрЪзковъ А В и В А. При этомъ за единицу

длины принимаемъ шагъ пешехода. Само собой разумеется, что

можно было избрать всякую другую единицу. Существенно
лишь то, чтобы точно определить, какую единицу мы

избираемъ, и сохранить ту же единицу въ течете

одного и того же изслЪдовашя.

Алгебраическое число, измеряющее данный отрезокъ, зави-

ситъ не только отъ избранной единицы длины, но и отъ на-

лравлешя, которое мы на данной оси приняли за

положительное; если мы изменимъ направлеше стрелки, оставляя фигуру
въ остальномъ безъ перемены, то теперь число, измеряющее
отрезокъ А В, будетъ — 50, а число, измеряющее отрезокъ
В А, будетъ-(-50. Итакъ, съ положит ельнымъ направлешемъ дело

обстоитъ точно такъ же, какъ съ единицей длины; въ начале

лзследовашя можно его избрать произвольно, но въ течете

изследовашя нельзя его изменять. Число 50 называется

абсолютнымъ значешемъ чиселъ -f- 50 и — 50; оно опре-

деляетъ общую длину отрезковъ А В и В А или, говоря иначе,

геометрическое разстояше АВ и В А. Вообще подъ

абсолютнымъ значешемъ положительнаго и отрицательнаго
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числа разумЪютъ то число, которое получится, если

отбросить знакъ.

86. Два отрезка, лежащ1е на одной и той же оси,

называются равными, если они измеряются однимъ и тЪмъ же алге-

браическомъ числомъ; они должны, следовательно, иметь одина-

ковыя длины и одно и то же направлен1е.
Отрезки А В и CD равны между собой (фиг. 2-ая); отре-

зокъ А В, однако, не равенъ отрезку D С; напротивъ того, этотъ

отрезокъ D С равенъ.

■ . , .—- отрезку В А.
А в cd

Отрезки АВ и Ш
Фиг. 2.

г

называются

противоположными; говорятъ также, что DC и А В противоположны

другъ другу, такъ какъ DC равно В А.

Алгебраичесюя числа, измеряющ1я два противоположныхъ

отрезка, суть таюя два числа, которыя имеютъ то же

самое абсолютное значете и противоположные знаки;,

иногда говорятъ короче, но не точно, что они равны и

противоположны по знаку. Подобно отрезкамъ алгебраичесюя

числа, измеряющ1я ихъ, называются также

противоположными.

Положимъ, что нашъ путешественникъ делаетъ 5 шаговъ

впередъ, а потомъ 2 шага назадъ. Онъ проходитъ сначала

(фигура 3-ья) отрезокъ
■ i . 1 . . А В = -\- 5, а потомъ

фиг з

С В

отрезокъ В~С = — 2 .

Очевидно, что онъ при-

шелъ бы въ ту же точку С, если бы онъ попросту сде-
лалъ 3 шага впередъ, т. е. если бы онъ прошелъ отрезокъ
Тс = + з.

Такимъ образомъ, выходитъ одно и то же, пройду ли я<

последовательно отрезки АВ и ВС} или только отрезокъ А С.

Поэтому мы говоримъ, что отрезокъ АС есть сумма отрез-
ковъ А В и В С и пишемъ:

Тв + в~с = Тс.

Отсюда видно, какая разница между понялемъ отрезокъ w

понят1емъ длина. Длина А В составляетъ 5 шаговъ, длина ВС
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2 шага; сумма ихъ равна 7 шагамъ; въ сатяомъ деле,

путешественникъ, проходящш последовательно обе эти длины,

дЪлаетъ въ общемъ 7 шаговъ, а не 3. Но если онъ дЪлаетъ

сначала 5 шаговъ впередъ а потомъ 2 шага назадъ, то онъ

приходитъ въ ту же точку, какъ если бы онъ сдЪлалъ только

3 шага впередъ; а когда говорятъ объ отрЪзкахъ, то имЪ-

ютъ въ виду только эту конечную точку. Насъ не занима-

етъ также вопросъ объ утомленш путешественника, который

могъ сделать даже 1003 шага впередъ и 1000 шаговъ назадъ; мы

интересуемся исключительно тЪмъ, въ какую точку онъ придетъ.

Алгебраическое значеше отрезка АС, именно + 3?
называется суммой алгебраическихъ значенШ отрЪзковъ А В и ВС,
т. е. суммой чиселъ -f- 5 и — 2. Мы можемъ поэтому

написать:

(+5) + (-2) = + 3.

Такимъ образомъ мы получаемъ для этого частнаго случая

правило сложешя положительнаго числа съ отрицательнымъ;

формула, которую мы только-что написали, означаетъ

следующее: 5 шаговъ впередъ и затемъ 2 шага назадъ даютъ 3 шага

впередъ.

Точно такъже можно было бы доказать, что:

(+5) + (+2) = + 7,

(_5) + (+2) = -3,

(_5)+(-2) = -7.

Эти формулы, применительно къ избранному примеру, означа-

ютъ: 5 шаговъ впередъ и затемъ 2 шага впередъ даютъ 7 ша-

, говъ впередъ; 5 шаговъ назадъ и затЬмъ 2 шага впередъ даютъ

3 шага назадъ; 5 шаговъ назадъ и затемъ 2 шага назадъ

даютъ 7 шаговъ назадъ. Отсюда вытекаетъ правило:

Правило 5-ое. Чтобы сложить два числа съ

одинаковыми знаками, складываютъ ихъ абсолютныя значе-

шя и ставятъ передъ суммой общш знакъ. Чтобы

сложить два числа съ противоположными знаками, вычи-

таютъ изъ большаго абсолютнаго значешя меньшее и

ставятъ передъ разностью знакъ числа, имеющаго
большее абсолютное значеше.

Боре ль, Элементарная математика. 10
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Прим-Ьры. На основанш этого правила:

(+ 3) + (- 4) = - 1 ,

(+125) + (— 210) = — 85,

(— 3250) -|- (— 3) = — 3253 ,

(— 1000) 4- (-f 2) = — 998,

(_ 1010) + (+ 2000) = -f- 990 ,

(+134) + (-134) = 0.

Изъ этого правила видимъ, что сумма двухъ противопо-

ложныхъ чиселъ всегда равна нулю; действительно, такъ какъ

дЪло идетъ только о разстоянш отъ начальной точки, то

известное число шаговъ впередъ и такое же число шаговъ назадъ

даютъ тотъ же результатъ, какъ если бы мы не двигались съ

мЪста, т. е. не сдЪлали ни одного шага.

87. Положительный и отрицательный промежутки
времени. Другой способъ вывода правила 5-го, состоитъ въ томъ,

что мы употребляемъ положительныя и отрицательныя числа,

какъ числа, измЪряющ1я не длины, а промежутки времени.

Промежутокъ времени, раздЪляющш два собьгпя (два момента

времени), имЪетъ абсолютное значеше; число, его выражающее,

зависитъ отъ избранной единицы времени, т. е. года, дня, часа,

минуты, секунды. Если одно собыпе совершается послЪ другого

черезъ 15 минутъ, то говорятъ, что промежутокъ времени, раз-

дЪляющШ ихъ, имЪетъ значеше15, когда единицей служитъ

минута; онъ имЪетъ значеше \, когда единицей служитъ часъ, и

900, когда за единицу принимаемъ секунду. При начале изслЪ-

довашя единицу можно избрать произвольно, но она должна

быть точно указана и не должна изменяться въ течете всего

изслЪдовашя. ,

Если мы наблюдаемъ два собьтя А и В (если, напримЪръ, А

есть моментъ, когда мои часы показываютъ полдень, а В— мо-

ментъ, когда часы астрономической обсерваторш показываютъ

полдень), то желательно знать не только раздЪляющш ихъ,

промежутокъ времени, но также и то, которое изъ этихъ собьтй

наступило позже. Говорятъ, что промежутокъ времени А В

равенъ + 15, если собыпе В произошло на 15 минутъ позже

собьгпя А, и равенъ —15, если собьте В произошло 15-ью

минутами раньше собьгпя А. Въ первомъ случай мои часы по-
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казываютъ полдень 15-ью минутами раньше, чЪмъ часы

астрономической обсерваторш; они спЪшатъ на четверть

часа. Во второмъ случае они отстаютъ на 15 минутъ.

Если мы наблюдаемъ три собьтя A, i?, С, то проме-

жутокъ времени АС всегда равенъ сумме промежутковъ

времени АВ и ВС, коль скоро эт.а сумма получена по

выше изложенному правилу.

Очень легко доказать это замечаше. Если, напримЪръ, со-

быпе В наступаетъ черезъ 5 минутъ после А, а С— на 8

минутъ раньше Д то С произошло 3-мя минутами раньше А.

Поэтому:

ЗГВ = + 5, Ж7= —8, ТС = — 3,
и равенство

TB+lfC = A~C

обратится въ такое:

5 + (-8) = -3,

вполне согласно съ правиломъ 5. Такимъ же образомъ

можно вести доказательство и въ другихъ случаяхъ; предлага-

емыя ниже задачи содержатъ различные примеры, которые слЪ-

дуетъ проделать, чтобы вникнуть въ правила производства дЪй-

ствш и ихъ отношеше къ действительности.

88. Кредитъ и дебетъ. Однимъ изъ приложена правила 5

для производства действе надъ положительными и

отрицательными числами къ повседневной жизни являются разсчеты по

кредиту и дебету. У Павла въ банке имеется имущество въ

ЮОО^р. Если онъ внесетъ туда еще 50 р., то его имущество

увеличится на 50 р., т. е. будетъ составлять 1050 р. Если

же онъ возьметъ изъ банка 50 р., то у него будетъ на 50 р.

меньше, т. е. у него останется 950 р. Поэтому для Павла

целесообразно, при счетЪ своего имущества въ банке, обозначать

знакомъ -)- взносы, а знакомъ — получешя. Итакъ, если Па-

велъ получаетъ изъ банка 50 р., то онъ долженъ отметить въ

своей записной книжке — 50 р.; если онъ вноситъ въ банкъ

50 р., то долженъ отметить въ своей записной книжке -|- 50 р.

Состояше, которое у него остается, можетъ быть найдено, если

все эти числа алгебраически прибавить къ

первоначальному его имуществу.



148 Алгебра.

Прим-връ I. У Павла было имущество въ 1000 р. Онъ

произвелъ слЪдуюцие взносы и получешя: ~|- 120 р.,
— 250 р., -)- 70 р., — 500 р. Какое состоян1е у него

осталось?

Отв-Ьтъ. По указанному правилу гюлучаемъ:

(+ ! 000) + (+ 120) + (- 250) + (+ 70) + (— 500),

т. е., если выполнимъ последовательно намЪченныя дЪйсгая:

1000 + 120 = 1120; 1120 — 250 = 870; 870 + 70 = 940;
940 — 500 = 440. Итакъ, у него остается состояше въ 440 р.

Прим-Ьръ И, У Павла было состояше въ 1000 р. Банкъ

выплачиваетъ ему 1250 р. Какъ велико теперь его со-

стояше?

Применяя правило сложешя, получимъ:

1 000 -f- (— 1250) = — 250.

Отсюда видно, что Павлу выплатили на 250 р. больше, чЪмъ у

него было; следовательно, онъ имЪетъ въ банкЪ долгъ въ 250 р.

Мы можемъ выразить это короче: его состояже составляетъ:

— 250 р.

Прим-Ьръ III. У Павла въ банкЪ долгъ въ 250 р. Онъ

дЪлаетъ взносъ въ 500 р. Какъ велико теперь его со-

стояше?

Отв-бтъ. Мы имЪемъ:

(— 250) -f (+ 500) = 250.

Итакъ, Павелъ имЪетъ теперь имущество въ 250 р. У него быль

долгъ въ 250 р.; но суммой 500 р., которую онъ внесъ, онъ

уплатилъ эти 250 р. долга, и у него еще осталось имущество

въ 250 р.

Прим-Ьръ IV. У Павла въ банкЪ долгъ въ 250 р. Ему
выплачиваетъ банкъ еще 100 р. Въ какомъ состоянж

теперь его дебетъ и кредитъ?
Отв-Ьтъ. Мы имЪемъ:

(— 250) + (— ЮО) = — 350.

Отсюда видно, что состояше Павла равно— 350 р., т. е. онъ

долженъ 350 р. Онъ былъ долженъ 250 р., ему выплатили еще

100 р.; поэтому его долгъ увеличился до 350 р.
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Предшествуюи^е примеры убедили насъ въ томъ, что

правило 5-ое сложешя положительныхъ и отрицательныхъ чиселъ

даетъ намъ всегда правильные результаты, т. е. результаты, со-

отвЪтствуюьще действительности. Такимъ образомъ, эти числа

даютъ намъ сокращенный способъ выражать въ очень простой

формй легко доступные понимажю и всЪмъ хорошо известные

факты. Мы можемъ усматривать въ этомъ только переводъ

на алгебраическш языкъ замечанж, который сами по себе

понятны. Если понять эту мысль, то легко привыкнуть къ этому

языку. Дальнейпля занят1я алгеброй обнаружатъ еще

отчетливее те преимущества, которыя даетъ его применеше.

89. Сумма н-Ьсколькихъ алгебраическихъ чиселъ. Намъ

пришлось уже въ одномъ примере (п. 88) вычислить сумму

несколькихъ положительныхъ и отрицательныхъ чиселъ:

сумма эта представляетъ результату который получится, если приба-
вимъ второе число къ первому, третье—къ полученной сумме

первыхъ двухъ, четвертое—къ новой сумме и т. д. Для такихъ

суммъ имеетъ место следующая теорема, представляющая собой

обобщеше теоремы 1-ой (п. 8).
Теорема 48. Сумма несколькихъ алгебраическихъ

чиселъ не изменяется отъ перемены порядка слагаемыхъ.

Имеемъ, напримеръ:

(+ 12) + (- 5) + (- 18) + (+ 13) = (- 5) + (+ 12)

*

'

+ (4~13) + (-18).

Действительно, представимъ себе, что Павелъ получилъ отъ

Ивана 12 р. и отъ Якова 13 р.; съ другой стороны, онъ истра-

тилъ на покупки: 5 р. у булочника и 18 р. у мясника.

Окончательное состоите его кассы будетъ, очевидно, то же самое, въ

какомъ бы порядке онъ ни выполнялъ свои операцш; это со-

стояше кассы сводится къ тому, что онъ обладаетъ 2 рублями.

Такимъ же образомъ могутъ быть доказаны следующ1я
полезныя теоремы:

Теорема 49. Величина суммы не изменяется, если мы

заменимъ несколько слагаемыхъ ихъ суммой.
Теорема 50. Чтобы прибавить къ какому-нибудь

числу сумму несколькихъ другихъ чиселъ, достаточно

прибавить последовательно отдельныя слагаемыя.
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Теорема 51. Чтобы вычислить сумму нЪсколькихъ

чиселъ, можно поступить слЪдующимъ образомъ: сложить

положительный числа, сложить абсолютный значетя от-

рицательныхъ чиселъ, вычесть изъ большей суммы

меньшую и передъ результатомъ поставить знакъ большей

суммы.

Прим-Ьръ I. Требуется вычислить сумму:

2357 -f (— 324) -f 325 -f (— 1 024) -f- 1 004.

Такъ какъ:

— 324 -f 325 = 1,
— 1Q24-J-1004 = —20,

то остается, следовательно, произвести такое вычислеше:

2357 + 1 —20=- 2338.

Прим-Ьръ II. Требуется вычислить:

234 + (— 27) -f- 3 + (— 33) + 3 + (— 300).
По теореме 51-ой пишемъ:

234 + 3 + 3 = 240,
27 + 33 + 300 = 360,

360 — 240 = 120,

Сумма равна — 120.

Въ этихъ примЪрахъ ради упрощешя при сложенжп оло-

жительныхъ чиселъ мы опускали скобки и знакъ.

90. Вычиташе. Вычитаже въ случай алгебраическихъ
чиселъ также определяется, какъ дЪйсгае, обратное сложешю.

Опред-Ьлен1е. Вычесть одно число изъ другого зна-

читъ найти такое третье число, которое будучи
прибавлено къ первому, дастъ второе.

Если, напримЪръ, мы вычтемъ 3 изъ 5, то получимъ 2,

такъ какъ 2 + 3 = 5; если мы вычтемъ — 3 изъ 5, то

получимъ 8, такъ какъ 8 + (—3) = 5; если мы 5 вычтемъ изъ

— 3, то получимъ
— 8, такъ какъ — 8 + 5 = — 3.

Теорема 52. Чтобы вычесть алгебраическое число,

достаточно прибавить противоположное число. Итакъ, что

бы вычесть 3, слЪдуетъ прибавить (— 3); чтобы вычесть (— 3)
.достаточно прибавить 3.
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Такимъ образомъ вычиташе сводится къ сложешю, а

понятая сумма и разность соединяются въ болЪе общее понят1е

алгебраической суммы. Положимъ, напримЪръ, что

требуется вычислить:

4 - (- 5) + (- 7) - (+ 4) - ( - 3) + 12.

Если мы вместо этого напишемъ алгебраическую сумму

4 + 5 + (-7) + (-4) + 3 + 12,

то нужно будетъ только выполнить сложешя. Теоремы, доказан-

ныя нами для послЪдовательныхъ сложенш, применимы такимъ

образомъ и къ вычитанш. Въ частности, результатъ не

изменится, если мы измЪнимъ порядокъ производства дтзй-

ствш; напримЪръ:

4 -(- 3)!- (- 5) + ( - 7) = 4 + ( - 7) - (- 3) - (- 5).

Этимъ путемъ мы получаемъ следующую теорему,
вполне согласную съ теоремами 3 и 4 въ п. 11, но имеющую
болЪе общее значеше, такъ какъ она справедлива и для отри-

цательныхъ чиселъ:

Теорема 53. Чтобы прибавить къ какому-нибудь
числу разность двухъ другихъ чиселъ, достаточно

прибавить къ нему уменьшаемое и вычесть вычитаемое.

Чтобы вычесть изъ какого-нибудь числа разность двухъ

другихъ чиселъ, достаточно вычесть уменьшаемое и

прибавить вычитаемое.

Предшествующ1я теоремы приводятъ къ важному правилу

относительно практическихъ вычислены надъ положительными

и отрицательными числами :

Правило 6. Если передъ скобками стоитъзнакъ -f->T0
можно ихъ опустить. Если передъ скобками стоитъ

знакъ —, то можно опустить ихъ, только измЪнивъ

предварительно знакъ передъ каждымъ числомъ, стояв-

шимъ внутри скобокъ, на противоположный.

ПримЪръ. Вычислить выражеше:

2 — 3 + (а — Ъ — 5) — (с — а),
полагая:

а= — 5, Ъ = — 3, с = 2.
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Получимъ:

2 — 3 — 5 + 3.— 5 — 2 — 5 = — 15.

ЗамЪчаше относительно вычислешя алгебраическихъ
выраженш. Какъ мы видимъ изъ даннаго примера, можетъ

случиться, что данная буква, напримЪръ а, обозначетъ

отрицательное число,— напримЪръ — 5. Въ такомъ случае, если мы на-

пишемъ — а, то это значитъ, что мы должны вычесть — 5 т. е.

прибавить + 5; такимъ образомъ —а = -j- 5. Вообще — а

обозначаетъ всегда число, противоположное числу а.

Иногда такимъ образомъ приходится даже ставить одинъ за

другимъ больше двухъ знаковъ —. Предыдуиия разъяснешя

показывают^ что два рядомъ стоящихъ знака — мы мОжемъ

опустить или, чтб то же, заменить знакомъ -|-. Ес'ли,
следовательно, а —

— 5, то — а = — (— 5), т. е. — а = + 5. Дальше,

если намъ нужно вычесть — а, то это все равно, что

прибавить а, т. е. вычесть 5. Въ этомъ случае, следовательно, мы

имЪемъ три знака — рядомъ; такъ какъ мы можемъ два изъ

нихъ уничтожить, то останется только одинъ.

Прим-Ьръ I. Вычислить выражеше:

а — Ъ — (— с)-К— d),

полагая:

а = 10, & = — 4, с = 3, d = — 7.

Получимъ:

10 + 4 + 3 + 7 = 24.

Прим-Ьръ II. Вычислить выражеше:

— а —(—&) + (—с)-(-<*),

полагая:

а = 4, Ъ = —6, с = — 3, d=7.

Получимъ:
— 4 — 6 + 3 + 7 =0.

91. Разсмотримъ теперь несколько задачъ изъ

повседневной жизни, къ которымъ применимы теоремы и правила, изло-

женныя въ п.п. 89 и 90.
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Задача 1. 1-го января Петръ былъ долженъ Ивану
50 р., 6-го Иванъ получилъ отъ Петра 40 р., 12-го Петръ
выдалъ Ивану товару на 28 р.; 15-го Иванъ поручилъ

Петру уплатить за него Павлу 33 р., 18-го Петръ одол-

жилъ у Ивана 60 р., 22-го Иванъ получилъ отъ Петра
100 р. Какъ заключить ихъ счета?

Условимся считать долги Петра Ивану положительными.

Въ такомъ случай суммы, передаваемыя Иваномъ Петру,
увеличивают долгъ Петра; следовательно, мы должны считать ихъ

положительными; напротивъ того, суммы, передаваемыя Петромъ

Ивану, мы должны считать отрицательными, такъ какъ онЪ

уменьшаютъ долгъ Петра. Сообразно этому мы можемъ

написать:

1 января + 50

6
„

— 40

12
„

— 28

15 „
- 33

18
„ +60

22
„

— 100.

Отсюда получаемъ:

_|_ 50 — 40 --28—33 + 60— 100 =

Результатъ составляетъ —91 р. Это значитъ къ концу

января Иванъ долженъ Петру 91 р.

Прим-Ьчаше. Чтобы решать задачи такого рода, купцы при-

мЪняютъ обыкновенно особый пр1емъ, вытекающш изъ

теоремы 51 (п. 89); именно они записываютъ положительныя и от-

рицательныя числа, которыя они назуваютъ кредитомъ и

дебетом г, въ двухъ графахъ. Тогда достаточно сосчитать

отдельно каждую графу, меньший результатъ вычесть изъ большаго и

разность обозначить знакомъ большаго результата, т. е.

знакомъ той графы, къ которой относится этотъ результатъ.

Задача II. Путешественникъ отправляется изъ нЪко-

тораго мЪста, находящагося на высоте 320 м. Онъ

поднимается по железной дорогЪ на 50 м.? на лошадяхъ на

200 м., пЪшкомъ на 2320 м.,
— потомъ спускается пЪш-

комъ на 2240 м., поднимается на лошадяхъ на 50 м. и,
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наконецъ, спускается по железной дорогЪ на 412 м.

внизъ. На какой высоте онъ послЪ этого находится?

Условимся считать положительнымъ каждое число мет-

ровъ, пройденное при восхождети, и отрицательнымъ — при

нисхождеюи; тогда получимъ:

320 + 5U + 200 + 2320 — 2240 + 50 — 412 = 288.

Искомая высота равна 288 м.

Задача III. Два путешественника находятся на пути

между Гамбургомъ и Франкфуртомъ н. М. Первый
находится на 25 км. ближе къ Гамбургу, чЪмъ второй. Первый
дЪлаетъ 20 км. по направленш къ Франкфурту, второй
15 км. по направлешю къ Гамбургу. Какое разстояте

между ними теперь?

Направлеше отъ Гамбурга къ Франкфурту условимся
считать положительнымъ. Дальше, подъ разстояшемъ между пер-

вымъ и вторымъ путешественникомъ мы будемъ разуметь

путь, взятый съ надлежащимъ знакомъ, который долженъ

совершить первый путешественникъ, чтобы нагнать второго. Это

разстояше составляло вначале -|- 25, такъ какъ первому

путешественнику придется подвинуться на 25 км. по направлешю

отъ Гамбурга къ Франкфурту, чтобы нагнать второго. Когда

первый путешественникъ проходитъ известную часть пути, то

разстояте уменьшается на эту часть пути; именно, если онъ

проходитъ -\- 3, то это значитъ, что онъ подвигается на 3 км.

по направлешю къ Франкфурту, — искомое разстояте будетъ
тогда равно 25 — 3 = 22 км.; если же, напротивъ того, онъ

проходитъ
— 3, т. е. подвигается на 3 км. по направлешю къ

Гамбургу, то разстояше будетъ равно 25 — (— 3) = 28 км.

Наоборотъ, путь, который проЪзжаетъ второй путешественникъ,

слЪдуетъ прибавить къ разстояшю; оно будетъ увеличиваться,

когда этотъ путь имЪетъ положительное значеше, и

уменьшаться, когда этотъ путь имЪетъ отрицательное значеше.

Итакъ, первый путешественникъ проЪзжаетъ -(- 20 км. а

второй — 15 км. Следовательно, разстояше между ними

выразится въ километрахъ такъ:

25 — 20-f(— 15) = —10.
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Ответь поэтому выразится слЪдующимъ образомъ:
Искомое разстояше равно 10 км., при чемъ второй путеше-
ственникъ находится ближе къ Гамбургу, чемъ первый.

Задача IV. Путешественники находятся въ тЪхъ

пунктахъ, куда они прибыли по предыдущей
задаче. ЗатЪмъ первый подвигается на 12 км. по направле-

Hiio къ Гамбургу, а второй на 3 км. по направлент къ

Франкфурту. Где находятся они теперь?
Если мы примемъ то же yaiOBie относительно знаковъ, что

и въ предыдущей задаче, то мы увидимъ, что сначала разстояше

между ними равно
— 10 км. а затЪмъ первый дЪлаетъ — 12 км., а

второй -j- 3 км. Следовательно, ихъ разстояше въ километрахъ

выразится- такъ:

_Ю —(— 12) + 3 = 5.

Окончательное разстояше равно, следовательно,
5 км., при чемъ первый путешественникъ находится

ближе къ Гамбургу.
92. Задачи 162 —167, помЪщенныя въ конце этой главы,

мы рекомендуемъ решать сначала по алгебраическимъ правиламъ
— а потомъ, просто руководствуясь „здравымъ смысломъ".

Тогда мы убедимся, что не только получатся те же

результаты, но что придется даже производить те же вычисле-

шя. Такимъ образомъ читатель будетъ прюбретать все больше
и больше довер1я къ оруд!ямъ алгебры. Очень важно, чтобы
это довер1е являлось плодомъ собственнаго опыта. Пусть

начинающе, впрочемъ, не удивляется, если алгебраическое реше-
Hie этихъ задачъ кажется ему более длиннымъ и труднымъ
чемъ решеше по „здравому смыслу". Начинать необходимо съ

такихъ именно примеровъ и только впоследствш можно по-

средствомъ алгебры решать более трудныя задачи, въ которыхъ

непосредственное разсуждеше оказалось бы более сложнымъ.

Однако, прежде чемъ отказаться отъ этого непосредственнаго

разсуждешя, необходимо убедиться въ томъ, что алгебраичесюя
формулы и знаки, которыми мы это разсуждеше заменяемъ,

совершенно ему равносильны.
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in. умножение: и дълеше положительныхъ и отрицатель-
НЫХЪ ЧИСЕЛЪ.

93. Умножеше цЪлыхъ чиселъ мы определили, какъ

сокращенное сложеше, при которомъ вс£ слагаемый равны между

собой (п. 14). Точно такъ же можно было потомъ (п. 53)
определить и умножеые дроби на цЪлое число, между тЪмъ какъ

при опредЪленш произведешя цЪлаго числа на дробь мы должны

были воспользоваться требовашемъ переместительности

множителя и множимаго (п. 59). Однако, этотъ способъ оказался уже

недостаточнымъ при умноженм дроби на дробь, — и въ этомъ

случай мы пришли къ новому опредЪленш умножешя, разсма-

ривая задачу изъ обыденной жизни.

Подобнымъ образомъ обстоитъ дЪло съ умножешемъ ал-

гебраическихъ чиселъ. По первоначальному опредЪлешю ум-
ножешя имЪемъ:

(_ 5) . 3 = (- 5) + (- 5) + (- 5) = - 15.

Изъ требовашя переместительности вытекаетъ, что слЪдуетъ
также положить:

3-(—5) 15.

Но произведете двухъ отрицательныхъ чиселъ, напротивъ того,

нуждается въ новомъ опредЪленш. Примеры изъ повседневной

жизни, которые мы обстоятельно разсмотримъ въ следующей
главЪ (п. 107), приводятъ къ следующему опредЪлешю:

Опред-Ьлеше. Подъ произведешемъ двухъ

отрицательныхъ чиселъ разумЪютъ произведете абсолютныхъ зна-

чешй обоихъ сомножителей.

На основанш этого опредЪлешя имЪемъ:

(_3)-(-5)= + 15.

94. Произведете нЪсколькихъ сомножителей.

Произведете нЪсколькихъ сомножителей определяется, какъ результатъ,

получаемый отъ умножешя перваго сомножителя на второго,

полученнаго произведешя на третьяго, полученнаго произведешя

на четвертаго и т. д.

Пусть будетъ предложено напримЪръ, произведете:

(_ 2) • 4 • (- 5) • 6 • (-3) • 2,
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По опредЪлешю мы имЪемъ:

(_ 2) • 4 = — 8, (—8) • (— 5) = 40, 40 • 6 = 240,
240 . (— 3) = — 720, (— 720) - 2 = — 1440.

Итакъ, разсматриваемое произведете равно —1440.

Знакъ лроизведешя нЪсколькихъ сомножителей. Если

мы, согласно предыдущимъ опредЪлешямъ, будемъ вычислять

произведете несколькихъ сомножителей, то замЪтимъ, чта

каждый отрицательный сомножитель вызываетъ перемену знака,

между темъ какъ при положительномъ сомножители знакъ

сохраняется. Отсюда заключаемъ, что знакъ произведетя

зависитъ исключительно отъ числа отрицательныхъ

сомножителей; если это число четное, то (п. 45) произведете
есть число положительное; если, оно нечетное, то произведете

получается отрицательное.

Теорема 54. Значете произведетя несколькихъ

сомножителей не изменяется отъ перемены мЪстъ этихъ

сомножителей. Чтобы доказать, что значете произведетя не

изменяется при перестановке сомножителей, достаточно показать, что

абсолютное значете остается темъ же и что знакъ тоже оста,

ется безъ перемены. Но абсолютное значете произведетя

равно произведетю абсолютныхъ значетй сомножителей. По

теореме 13 ариеметики это значете не зависитъ отъ порядка

сомножителей. Что же касается знака, то онъ зависитъ лишь

отъ числа отрицательныхъ сомножителей.

Точно такъ же мы можемъ доказать следующую теорему.

Теорема 55. Въ произведена несколькихъ

сомножителей можно, не меняя значетя окончательнаго

произведете, подставить вместо двухъ или несколькихъ

сомножителей ихъ произведете, или же, обратно, заменить

любого сомножителя, который, въ свою очередь, предста-

вляетъ собой произведете несколькихъ сомножителей,

этими сомножителями.

95. Теорема 56. Чтобы умножить сумму на некоторое

число, достаточно умножить все слагаемыя на это

число и сложить полученные результаты.

Ограничимся темъ, что покажемъ справедливость этой тео -

ремы на примерахъ.
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ПримгЬръ I. ИмЪемъ:

[2 + (-3) + (-4) + 17]-10
= 2 ■ 10 + (— 3) • 10 -4- (—4) -10+17 -10.

Такъ какъ t

2-10 = 20, (— 3) • 10 = — 30, (—4)-10 = — 40,

17-10 = 170

и

20 -f (—30) + (— 40) + 170 == 120 = 12 • 10

= [2 + (— 3) + (— 4) + 17 ] - 10.

ПримЪръ II. ИмЪемъ:

[2 + (-5) +(-7) + 4]- (-10)
= 2 • (— 10) + (- 5) - (— 10) + (— 7) • (— 10) + 4 • (-10).

Такъ какъ

2-(—10)= —20, (—5)-(—10) =50, (—7)-(—10) = 70,

4 • (—10) = — 40,
и

— 20 + 50 + 70 — 40 = 60 = (— 6) • (— 10)
= [2+ (-5)+ (-7)+ 4]-(-10).

Итакъ, мы получимъ одинъ и тотъ же результатъ, вычис-

лимъ ли мы сначала сумму и затЪмъ произведемъ умножеше,

или же сперва умножимъ каждое изъ слагаемыхъ и тогда сло-

жимъ полученный произведешя.

96. ДЪлеше. ДЪлеше въ случае алгебраическихъ чиселъ

определяется также, какъ дМсше, обратное умножешю.

Опред-Ьлеше. Разделить одно число (дЪлимое) на

другое (делителя) значитъ найти третье число, которое,

будучи умножено на дЪлителя, даетъ делимое.

Примеры:

(_12):(-4) = + 3,
(— 30) : 6 = - 5,
30 : (— 6) = —5.

Такимъ образомъ, абсолютнымъ значежемъ частнаго двухъ

чиселъ служитъ частное ихъ абсолютныхъ значешй; кромъ

того, частное есть число положительное или отрицательное въ
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зависимости отъ того, имЪютъ ли данныя числа одинъ и тотъ

же знакъ или противоположные знаки.

97. Алгебраичесмя дроби. Опред-Ьлеше. Частное двухъ

алгебраическихъ чиселъ называется алгебраической

дробью.

Такъ напримъръ, слЪдуюния частныя суть алгебраичесюя

дроби:
'

-3 -6 7,2

4 ' —5' — 4'

По опредълешю дълешя они могутъ также быть изображены
въ видъ алгебраическихъ чиселъ:

_i. А 7>2
4 ' 5 ' 4

'

Для практики производства алгебраическихъ вычисленш

полезно знать нЪкоторыя правила, по которымъ производятся вы-

числешя надъ такими дробями. При этомъ мы можемъ считать,
что знаменатель дроби есть цълое число. Это не представляетъ

никакого ограничешя, такъ какъ имъетъ мъсто следующая теорема:

Теорема 57. Значеше алгебраической дроби не

изменится, если мы числителя и знаменателя ея умножимъ

или раздЪлимъ на одно и то же алгебраическое число.

Напримъръ:
-0,6

_

6
_ _Ь_.

0,5
—

- 5
~~

5
'

Здъсь числитель и знаменатель умножены на —10. Точно такъ

же имъемъ:

-1,2 _i±.
-1,0~~ «~ 5

'

здъхь числитель и знаменатель разделены на — 0,2.

Сложеше алгебраическихъ дробей. Изъ предыдущей
теоремы слЪдуетъ, что по тъмъ же правиламъ, которыя

применяются при вычислешяхъ съ положительными числами

(правила производства дЪйствш 27, 28, 29) можно приводить

къ одному знаменателю и алгебраичесюя дроби; отсюда слъ-

дуетъ далЪе, что при изученш сложешя и вычиташя мы можемъ

ограничиться разсмотръшемъ лишь тъхъ дробей, которыя имъ-

ютъ одинаковыхъ знаменателей.



160 Алгебра.

Правило 7-ое. Чтобы получить сумму или разность нЪс-

колькихъ алгебраическихъ дробей съ одинаковыми

знаменателями, достаточно сложить или вычесть ихъ

числителей и подъ результатомъ подписать общаго

знаменателя.

98. Умножен!е алгебраическихъ дробей.
Правило 8. Произведете двухь алгебраическихъ

дробей есть дробь, у которой числитель равенъ

произведена числителей, а знаменатель — произведена

знаменателей данныхъ дробей.

Примеры:

_3_ __5_ '_ 15 _3_ 3J> ____> J3_ -_5 — 15

— ^ _ 6
"~

24 ' —4*6 — 24 '
- 4

'

— 6 24*

Доказательство правила. Согласно опредЪлешю умножешя
абсолютное значеше произведешя равно произведен^ абсолют-

ныхъ значенш сомножителей. Это же абсолютное значеше мы

и получимъ, следуя предложенному правилу 8. Остается только

показать, что полученный знакъ оказывается правильными

Чтобы это обнаружить, мы разберемъ последовательно всЪ

возможные случаи; напримЪръ, въ первомъ примири оба

сомножителя суть отрицательныя числа, произведете есть число

положительное, какъ и должно £>ыть, и т. д.

ДЪлеше алгебраическихъ дробей. ОпредЪле^е. Два

алгебраическихъ числа называются взаимно обратными, если

ихъ произведете равно единице. Теперь можно сказать:

Правило 9. Чтобы получить частное двухъ

алгебраическихъ дробей, достаточно дЪлимое помножить на

число, обратное делителю.

Примеры:

3 —Ь__Ъ_ —_6 —J18 JL-JL^JL -6
=

-18

1T:Z~6"~4*— 5
~~

- 20 '
— 4

'

- 6 —4*5 — 20 >

nl._L._zil -6
=

is

— 4 :— 6
~~"

— 4* 5
—

—20'
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ЗАДАЧИ КЪ ГЛАВЪ Х1-ой..

162. На линш Гамбургъ—Франкфурт!) на М,—Базель между Франк-

фуртомъ и Гамбургомъ лежатъ слЪдуюш^е города: Гиссенъ въ 66 км.

отъ Франкфурта, Марбургъ въ 96 км. отъ Франкфурта, Кассель въ 200 км.

отъ Франкфурта, Гёттингенъ въ 258 км. отъ Франкфурта, Ганноверъ въ

359 км. отъ Франкфурта, Люнебургъ въ 491 км. отъ Франкфурта; между
Франкфуртомъ и Базелемъ: Дармштадъ, въ 27 км. отъ Франкфурта, Гей-

дельбергъ въ 88 км. отъ Франкфурта, Карльсруэ въ 143 км. отъ

Франкфурта, Фрейбургъ въ 278 кл. отъ Франкфурта. Требуется вычислить

разстояшя отъ Марбурга до Гёттингена, отъ Касселя до Гейдельберга,
отъ Люнебурга до Ганновера, отъ Касселя до Гиссена, отъ Фрейбурга до

Дармштадта, отъ Ганновера до Карльсруэ.
163. Иванъ старше Якова на 3 месяца и 6 дней и моложе Петра на

6 мЪсяцевъ и 5 дней. Какая разница въ возрасти между Петромъ и

Яковомъ ?

164. Даны 4 точки Л, В, С> В на одной оси (п. 85).
Примемъ

*

за единицу длины сантиметръ и положимъ, что от-

р-Ьзокъ А В равенъ + 7, отрЪзокъ ВС = — 4, а отр'взокъ C_D= + 13.
Вычислить отрезки А С, А В, и БДсдЪлать чертежъ.

165. Даны 4 точки Л, В, С, В на одной оси (п. 85). Единицей
длины служитъ миллиметръ; отрЪзокъ В А равенъ + 8, отрЪзокъ В С
= — 18, а отрЪзокъ А В = + 35. Требуется вычислить отрезки А С,
В В и С В; сдЪлать чертежъ.

166. На велосипедныхъ гонкахъ Петръ прибылъ позже Ивана 2

минутами 13 секундами и раньше Якова 15 минутами 56 секундами. Какой

промежутокъ времени раздЪляетъ моментъ прибьтя Ивана отъ момента

прибьтя Якова ?

167. Карманные часы Петра по сравнежю съ городскими часами от-

стаютъ на 3 минуты, а городсюе часы на 8 минутъ впереди по сравне-

шю съ вокзальными часами. Сколько минутъ разницы между карманными

часами Петра и часами на вокзале?

168. Произвести слЪдующ1я вычислешя:

4-(-5)+7,

3 — 6 + 2-12,

(-5) —3 —(—15) + (—2).

169. Произвести сл-Ьдуюиця вычислешя:

3 + 4-5-2-7+8-4,

3 + 2-5-7-9+ 14,
3 - (2 - 5) - (6 - 3 - 9) + (3 - 6 - 4),

3 — 5 —2—(3
— 9 —4—12).

Боре ль, Элементарная математика.



162 Алгебра.

170. Произвести сл'Ъдующ1я вычисления:

3 — 4 — 3 — 2 + 3,
4 — 5 — 6-7 — 8-9 + 17-4 + 35,

3,012
- 2,014 + 4,345 - 2,375 ,

2_ _ Ъ_ , Ъ_ _ 7_
3 4 ' 6 8

*

171. Вычислить значеше х по формуле задачи 124, принимая:

а= — 3, Ь = — 2, с = — 17 .

172. Вычислить значеше у по формуле задачи 139, принимая:

а = — 3 , Ь = - - 5 , с =
— 32 .

173. Решить ту же задачу, принимая :

2 5 3

174. Вычислить значеше г въ задаче 127, принимая:

а = -3,2, 6 = 3,4, с = — 3,5, d = —34.

175. Произвести слЪдующ1я вычислешя:

3,125 — 4,375+2,5,
3,15 - (3,5 - 8,135 - 4,5 + 3) + (- 3,35),
4,15 - (- 8,75 ~ 3 -2,5) + (- 3 + 4,52).

176. Купецъ долженъ нЪсколькимъ фабрикамъ слЪдуюци'я суммы:

323,50 р., 312,35 р., 402,75 р. Съ другой стороны ему должны разные

покупатели : 300 р., 250 р., 477,45 р. У него .въ кассЪ: 1000 р. —Сколько

у него будетъ послЪ ликвидацш всЪхъ счетовъ ?

177. У купца долгъ въ разныхъ банкахъ: 3640 р., 2350 р., 4500 р.
Разные покупатели должны ему: 2000 р., 3000 р., 1500 р. Въ кассЬ у
него 492,75 р. Каково его состояже?

178. Произвести сл1здующ1я вычислешя:

32- (-15),
4.(_5).2-(-3>.(-6),

2,5-(-3,4). (-1,2),
-15.(-3,4)-(-1).

179. Произвести слЪдующ1я вычислешя :

(3_4-5)6 + (2-6+ 7).(-9),
(3-4-5).(-2) + (6-8).(-12).

180. У купца 10000 р. въ кассЬ. Онъ долженъ уплатить за 145

тюковъ нЪкотораго товара по 18 р. за каждый и получить за 112 тюковъ

другого товара, по 16 р. за каждый. Какъ изменится состояже его кассы?
181. Произвести слЪдуюц^я дЪлешя:
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4:(-3),

42,5: (-3,4),

-3,5:0,7,

-45: (-0,9),
-3:(-1).

182. Произвести слЪдуюц^я умножешя:

-3 5_
4*6'

— 5 -4

7
'

2 '

— 6 —3 _7 6 —3

4
'

2 *-8' —4' — 2*

183. Произвести слЪдуюц^я Д'Ьлешя:

3 -5
Т:1Г'

3 ,-2

4
'

— 5'

— 2. —3
3*5*

184. Произвести слЪдукнфя вычислешя:

(2+^-5)^+0+ 5).=i,

185. Вычислить значеше выражешя:

а(#с"— с Ь") + а (6"с — с'Ь) -f- a'(be — cb')
принимая:

а = 1
, а =

— 1
,

& = 1, ft'=2,

с = 1, с =
—у,

186. Вычислить значеше ее по формуле :

ad+ bb' -\- се

а

Ь

с

= 1,

= 4,

1
""

2
'

VV+ б2 + c*Vd2 + Ьг + с'2'

принимая:
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187. Решить задачу 154, принимая:

и0 =— 1
, щ =

— 2 .

188. РЪшить задачу 155, принимая:

1
,

Щ = — -у > М| = 1 .

189. Р-Ъшить задачу 156, принимая:

и9 = — 1, wt = 1
, щ =

— 2,5 .



Глава XII.

ПРИМЪНЕШЯ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХЪ И ОТРИЦАТЕЛЬНЫХЪ

ЧИСЕЛЪ; РАВНОМЕРНОЕ ДВИЖЕН1Е.

I. ОПРЕДЪЛЕШЕ ТОЧКИ НА ОСИ И СОБЫТ1Я ВО ВРЕМЕНИ.

99. Опред'Ьлеше точки на оси. Подъ осью мы

разумели прямую лижю, на которой установлено положительное

направлеже; противоположное направлеше мы называемъ ртри-

цательнымъ (85). Если дана ось и на ней известно положеше точки

А, то, чтобы найти положеше на ней другой точки Д достаточно

знать единицу длины и алгебраическое значеше отрезка А Б,
Если же намъ известны обе точки А и Д то для определешя
положешя третьей точки С на оси мы можемъ поступать
двояко: а именно: можно задать либо разстояше АС, либо ВС.
Если же мы теперь будемъ считать все три точки А, В и С

за известныя, то мы можемъ определить положеше четвертой
точки D тремя способами, въ зависимости отъ того,

воспользуемся ли мы для этого точкой А, точкой В или точкой С.

Такъ, напримЪръ, на фигу-
■ ■—■ рЪ 4-ой определены

последовательно точки Д С и Д такимъ
Фиг. 4.

образомъ, что точка А принята

за известную и затемъ начерчены следующ1е отрезки:

АВ = 5, ВС=3, CD = —5.

Однако, употребленный здесь способъ можетъ быть иногда не-

удобнымъ въ томъ отношенш, что, напримеръ, для разыскашя

относительна™ иоложешя точекъ А и D нужно предварительно

сделать вычислеше: въ самомъ деле, для того, чтобы изъ А

придти въ Д нужно пройти черезъ промежуточные

пункты В и С. Чтобы избежать этого неудобства, лучше всего

лоложеше каждой точки определять по отношент къ



166 Алгебра.

одной определенной, постоянной точке. Эту точку

называютъ начальной точкой и обозначаютъ ее обыкновенно

буквой О (origo = начало). На основами того, что установлено

въ п. п. 85 и 86, положеше точки А по отношешю къ точке О

определяется алгебраическимъ значешемъ отрезка О А. Этотъ

отрезокъ называютъ абсциссой точки А, а отсюда точку О

принято точнее называть началомъ абсциссъ.

Такъ, напримеръ, на фигуре 5 абсцисса точки А равна 3,

а абсцисса точки В рав-
■

, , , , , ,
на — 2; эго легко ви-

0 А
деть, такъ какъ ось

фиг* 5'
разделена черточками на

равнця части (скала). Сводя все вышеизложенное, мы можемъ

сказать:

Определение. Если дана ось, постоянная точка О на

этой оси и единица длины, то абсцисса какой-либо

точки А на оси есть алгебраическое значеше отрезка О А.

100. ИзмЪнешя абсциссы. Если точка А движется по оси,

между темъ какъ начальная точка О сохраняетъ свое прежнее

положеше, то абсцисса точки А. изменяется. Всякому

положительному или отрицательному числу соответствуетъ одна и

только одна точка А, абсцисса которой выражается этимъ числомъ.

Изследуемъ изменешя абсциссы, когда точка А, исходя отъ

точки, лежащей въ отрицательномъ направленш и очень

отдаленной, постоянно подвигается въ положительномъ

направлен^ и принимаетъ последовательно положежя А{, JL2,
^з> Да> 4з> -^6?

___, , —■
*— (фиг. 6). Абсцисса

—г :i лл д~ а6
VT

\5
точки А, равна

алгебраическому зна-

чешю отрезка ОАх. Она выражается, следовательно, отрица-

тельнымъ числомъ, абсолютное значеше котораго равно длине

ОАх. Это абсолютное значеше темъ больше, чемъ более точка

Аг удалена отъ точки О. Если теперь движущаяся точка дости-

гаетъ положенш А2и As, то абсцисса остается отрицательной, но

абсолютное значеше ея становится все меньше и меньше. Оно

будетъ равнымъ нулю, когда точка А совпадаетъ съ точкой О.

Если точка А будетъ продолжать двигаться въ томъ же напра-

Фиг. 6.
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вленш, то абсцисса станетъ положительной. Вначале она очень

мала, но постепенно становится все больше и больше (положешя

А^ А~, А6).
ОпредЪлеше. Если разность двухъ чиселъ а—Ъ есть

число положительное, то говорятъ, что число а больше

числа Ъ\ если же разность а— с есть число

отрицательное, то говорятъ, что число а меньше числа с.

Въ этомъ случае также пишутъ (ср. п. 7):

а > 6; а < с.

НапримЪръ:

7>4; 4<7;

такъ какъ 7 — 4 есть число положительное. Точно такъ же:

7>-4; -4<7;

такъ какъ 7 — (—4) = 11 есть число положительное. И на-

конецъ:

— 4> —7; — 7<— 4;

такъ какъ (— 4) — (— 7) = — 4 -[- 7 = 3 есть число

положительное

Если поэтому а есть положительное число, а Ъ —

отрицательное, то всегда а^> Ь. Если же а и b суть оба числа

отрицательный, то а > 6 въ томъ и только въ томъ случай когда

абсолютное значеше а меньше абсолютнаго значешя Ъ.

Алгебраическое число называется правильной дробью,
если оно одновременно больше, чЪмъ — 1, и. меньше, чЪмъ-^1;
оно называется неправильной дробью, если оно меньше,
чЪмъ — 1, или больше чЪмъ -f-1-

Изображеже числа посредствомъ точки, абсцисса которой

равна этому числу, даетъ намъ

простой образъ, разъясняющш и

оправдывающШ нонят1я больше и

меньше въ примЪненш къ алгеб-

раическимъ числамъ. Обозначимъ

черезъ А точку, абсцисса которой
есть а, а черезъ В точку, абсцисса в а о

которой есть Ъ. Тогда не трудно

доказать (фиг. 7), что при

>

в

f ,____

О

О

6
1

А

А
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a>b

точка А будетъ лежать направо отъ точки В на фигурЪ. Мы

начертили фигуру для трехъ случаевъ: когда оба числа а и Ъ

имЪютъ положительный значешя, когда а имЪетъ

положительное, а Ъ отрицательное значеше, и, наконецъ, когда оба

числа имЪютъ отрицательныя значешя.

Если мы примемъ во внимаше опредЪлеше понят1я больше,
то результаты измЪненш абсциссы можно будетъ выразить сяЪ-

дующимъ образомъ.

Если точка А движется въ положительномъ

направлен^, то абсцисса ея постоянно возрастаетъ т. е. при-

нимаетъ все болышя и болышя значешя. \
НапримЪръ, въ фигурЪ 6 мы имЪемъ:

0Г16>"015>Т04>Х03>"012>"011.
101. Разстояше между двумя точками. Задача, Пусть даны

абсциссы двухъ точекъ А и В. Требуется вычислить

алгебраическое значеше отрЪзка АВ.

Обозначимъ абсциссы данныхъ точекъ А и В черезъ а и

Ь, т. е. положимъ

Ol = a, ~ОВ = Ъ.

Намъ нужно вычислить алгебраическое значеше отрезка АВ.

По предложешямъ, установленнымъ въ предыдущей главЪ, мы

имЪемъ:

~АВ = ТО-\-~ОВ
Повторимъ, что это означаетъ: Пройти отъ А до В зна-

читъ то же, что пройти отъ А до О и потомъ отъ

О до В.

Поэтому имЪемъ:

АВ= —a-\-b = b — а.

Эта формула даетъ алгебраическое значеше отрезка АВ,
если мы ради краткости будемъ это алгебраическое
значение обозначать черезъ А В.

Правило 10-ое. Чтобы получить алгебраическое значеше

отрезка А В, расположеннаго' на оси, нужно вычесть
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абсциссу начальной точки А изъ абсциссы конечной

точки В.

Абсолютное значеше алгебраическаго числа Ъ — а даетъ

всегда положительную длину отрезка А В или, иначе говоря,

разстоян!е между точками А и В.

Изъ правила 10-го слЪдуетъ, что алгебраическое значеше

отрезка ВА равно а — Ъ. Если мы поэтому примемъ начальную

точку отрезка за конечную и наоборотъ, то изменится

лишь знакъ алгебраическаго значешя этого отрезка.
Начинающимъ полезно уяснить себЪ правило 10 на при-

мЪрахъ.

ПримЪръ I.

ПримЪръ 11.

А 0 6

~0А = а = — 3, СГВ = й=2,
~АВ = 2 — (— 3) = 5

ПримЪръ III.

0А=а = — 6, 0В=Ь = — 4,
2Б = — 4 — (— 6) = 2.

ПримЪръ IV.

В
'

А О

Фиг. 8.

~0~А = а = —1, 0~В= Ъ = — 3,

25= ~ 3 —(—1)= — 2.

102. ОпредЪлеше собьшя во времени. Чтобы

определить положен1е собьтя (момента) во времени, избираютъ

вполне определенный моментъ времени, который называютъ нача-

ломъ временъ, и единицу времени. Моментъ времени нЪко-

тораго собьтя выражаютъ положительными числомъ, если

собьте происходитъ позже начала временъ, и отрицатель-
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нымъ, если оно происходитъ раньше1); абсолютное значеше

этого числа выражаетъ промежутокъ времени, отдЪляющш это

собьте отъ начала временъ.

Для примъра примемъ за начало временъ полдень 12-го

января 1908 года, за единицу времени
— часъ. Если различ-

личныя собьтя происходятъ 12-го января въ 11 часовъ вечера,

13-го января въ 8 часовъ утра, 11-го января въ 9 часовъ

вечера, 12-го января въ 8 часовъ утра, то ихъ времена

последовательно равны: —|— "11, +20, — 15, — 4.

103. Промежутокъ времени, отдЪляющш два собьтя.

Если намъ известны времена двухъ собьтй А и Д то

промежутокъ времени, отдЪляющш ихъ, равенъ времени собьтя Ву

уменьшенному на время собьтя А. Полученный такимъ образомъ

промежутокъ времени имЪетъ положительное значете, если

собьте А происходитъ раньше Д и отрицательное значеше, если

собьте А происходитъ послЪ В. НапримЪръ, промежутокъ

времени, отдЪляющш два собьтя, времена которыхъ суть
— 15 и

-[-20, равенъ 20 — (—15) = 35, т. е. отъ 9-ти часовъ

вечера 11 января до 8-ми часовг утра 13 января прошло 35 часовъ

ЗамЪчаше относительно исчислен!я времени. Въ хри-

спанскихъ странахъ принято для исчислешя времени считать

началомъ время рождежя 1исуса Христа,— т. е. считаю гъ такъ,

какъ если бы Христосъродился 1-го января 1-го года въ полночь2);
следовательно, этотъ моментъ времени долженъ быть обозначенъ

нулемъ. Собьте, падающее на середину 1-го года, имЪетъ

время, которое обозначаютъ черезъ \ или 0,5, если за единицу

принимается годъ; собьте, падающее на середину 10-го года,

имЪетъ время 9,5.

Годы до Рождества Христова хронологи называютъ: 1-мъ

годомъ до Рождества Христова, 2-мъ годомъ до Рождества

Христова и т. д.; нулемъ не обозначается никакой годъ. Та-

1) По существу можно было бы выбрать знаки въ обратномъ

порядке; но соглашение, установленное въ текстЪ, является

общеупотребительными

2) Мы оставляемъ въ стороне неболышя затруднешя. проистекаю-
щ1я отъ того, что сначала пользовались Юл1анскимъ календаремъ, а по-

томъ ввели Грегор1анскш; точно такъ же мы, ради простоты, не принима-

емъ во внимаше високосныхъ годовъ, а считаемъ всЪ годы равными.
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кимъ образомъ, собьтю, происшедшему 1-го октября 1-го года

до Рождества Христова, т. е. за 3 месяца до Рождества Христова,.
соотвЪтствуетъ время —{, а собьтю, происшедшему 1-го мая

въ 34 году до Р. X., т. е. за 33 г. и 7 м. до Р. X.,, соотвЪт-

ствуетъ время — 33т72,— все въ предположен^, что за единицу

времени принимается годъ. Теперь очень легко вычислить проме-

жутокъ времени, раздЪляющш два собьтя, изъ которыхъ одна

происходитъ до Р. X., а другое послЪ Р. X.

Прим-Ьръ. НЪкто родился 1-го мая 12-го года до Р. X.,

а умеръ 1-го сентября 45-го года послЪ Р. X. Какъ

долго онъ жилъ?

Если примемъ за единицу времени годъ, то моментъ

времени его рождешя выразится числомъ — 11 ^ а моментъ смерти

числомъ 44 т*2- Поэтому число лЪтъ, которое онъ прожилъ

выразится такъ:

44А-(-11й)=44А+11й=55т1=36А-
ОтвЪтъ, следовательно, будетъ: 56 лЪтъ 3 мЪсяца.

П. ИЗМЪНЕШЯ НАЧАЛЬНОЙ ТОЧКИ.

104. Точки на оси, измЪнеше начальной точки абсциссъ»
Часто приходится изменять начало абсциссъ; это значитъ, что

известны абсциссы различныхъ точекъ на оси для начальной

точки О, а нужно вычислить абсциссы тЪхъ же точекъ, если

начальной точкой на оси будетъ избрана другая точка О'. Для

этого, очевидно, необходимо знать положеше точки (У по отно-

шенш къ О, т. е. алгебраическое число, измеряющее отрЪзокъ
0 0'; иначе говоря, нужно считать известною абсциссу новой

начальной точки по отношешю къ старой.
Достаточно тогда применить формулу:

такъ какъ отсюда слЪдуетъ:

Ш = ОА — 0~0'.

Такимъ, образомъ получаемъ правило:

Правило 11-ое. Абсцисса точки А по отношешю къ

новому началу равна абсциссЪ А по отношент къ ста-
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рому началу безъ абсциссы новаго начала по отношешю

къ старому.

Если обозначимъ черезъ а абсциссу точки А по отношешю къ

точке О, черезъ а' абсциссу точки А по отношенш къ 0\
черезъ d абсциссу точки О' по отношенш къ О, то будетъ иметь

место основная формула:

а' = а — d,

которую слЪдуетъ знать также въ эквивалентной форме:

а = о! + d,

105. Изм-Ьнен1е начала временъ. Въ случае изменешя

начала временъ получимъ, естественно, то же правило; мы

ограничимся его формулировкой;
Правило 12-ое. Время собьтя по отношен1я къ новому

началу равно его времени по отношешю къ старому

началу, уменьшенному на время новаго начала по отно-

ш ен!ю къ старому.

Прим-Ьръ I. Возьмемъ за начало временъ моментъ, когда

карманные часы Павла показываютъ полдень, и за единицу

примемъ минуту. Когда Павелъ уходилъ, часы его показывали

12 часовъ и 23 минуты; следовательно, время было равно 23-

Мы желаемъ узнать, который часъ показывали въ тотъ же

моментъ часы Якова. Примемъ за новое начало моментъ, когда

карманные часы Якова показывали полдень. Если въ это

мгновеше карманные часы Павла показываютъ 12 часовъ 11 ми-

нутъ, то время новаго начала въ отношеши къ старому

будетъ +11. Поэтому время, когда Павелъ ушелъ, будетъ по

отношешю къ новому началу 23 — 11 =12. Итакъ, карманные

часы Якова показывали тогда 12 часовъ 12 минутъ.

Прим-връ И. Требуется при тЪхъ же услов1яхъ

определить, который часъ показываютъ карманные часы

Павла, когда часы Якова показываютъ 12 часовъ и 3

минуты.

Въ этомъ примере старымъ началомъ будетъ полдень по

карманнымъ часамъ Якова, а новымъ началомъ—полдень по кар-

маннымъ часамъ Павла. Отсюда время этого новаго начала въ

отношенш къ старому будетъ —11. Итакъ, мы получаемъ
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3 — (—11) = 14; следовательно, отвЪтъ будетъ-j-14, т. е.

карманные часы Павла показываютъ 12 часовъ 14 минутъ.

111. УРАВНЕН1Е РАВНОМЪРНАГО ДВИЖЕН1Я.

106. ОпредЪлеше равномЪрнаго движешя. Мы будемъ
разсматривать некоторую точку А, движущуюся по оси. Гово-

рятъ, что движете точки А равномерно, если пути,

проходимые ею въ равные промежутки времени, всегда равны, каковы

бы ни были эти равные промежутки времени. Такимъ-

образомъ, путь, который точка проходитъ въ продолжеше часа

всегда одинъ и тотъ же;
— точно такъ же точка всегда

проходитъ одинъ и тотъ же путь въ продолжеже минуты или въ про-

должеше секунды.

При етомъ опредЪлежи не слЪдуетъ забывать, что точка

движется по оси, т. е. что пути только тогда могутъ быть

разсматриваемы, какъ равные, когда числа, ихъ измЪряющ1я,,
равны какъ по своему абсолютному значешю; такъ и

по знаку.

ЧеловЪкъ, идущш вдоль улицы равными шагами, подвигается,

приблизительно равномерно, если онъ идетъ все въ одномъ-

и томъ же направлен!и; дЪло обстоитъ иначе, если онъ

ходить, напримЪръ, въ попЪ туда и назадъ.

Скорость равномЪрнаго движешя есть путь, проходимый
въ единицу времени. Для опредЪлешя скорости нужно знать:

1) родъ движешя, 2) положительное направлеше, 3) единицу
длины, 4) единицу времени.

Изъ опредЪлешя скорости слЪдуетъ, что она измеряется

положительнымъ или отрицательнымъ числомъ, смотря по

тому, перемещается ли движущаяся точка въ положительномъ

или въ отрицательномъ направленш; отсюда мы и скорость на-

зываемъ для краткости положительной или отрицательной.

Когда говорятъ о скорости движущейся точки, то часто

указываютъ единицу длины и единицу времени; напримЬръ,

говорятъ, что скорость нЪкотораго автомобиля равна 30 км. въ часъ.

Можно также сказать: скорость равна 30, если километръ и

часъ принимаемъ за единицы. То - же самое будетъ сказать:

скорость равна 500, если принимаемъ за единицы метръ и ми-
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нуту, или же равна 833J, если принимаемъ за единицы санти-

метръ и секунду; потому что пройти 30 км. въ часъ это зна-

читъ пройти 500 м. въ минуту или 833| см. въ секунду.

107. Уравнеше равномЪрнаго движение Мы желаемъ

определить, какой путь s можно пре>#гй въ t секундъ при

скорости, равной с см. въ секушу. Если t равно, напримЪръ, 12,

то можно разсуждать следующимъ образомъ: путь, проходимый

въ одну секунду, равенъ, по опредЪленш, с см. Путь, который
можно пройти въ 12 секундъ, въ двенадцать разъ больше.

Если мы обозначимъ черезъ с алгебраическое число,

измеряющее его, когда за единицу длины принятъ сантиметръ, то мы

получимъ равенство

s = 12с,

или же более общее,—для t секундъ:

s = ct.

Такимъ образомъ, путь, пройденный теломъ,

измеряется произведешемъ скорости на число, измеряющее

время. Это—формула равномернаго движешя; ее называютъ

также уравнешемъ равномернаго движешя.

Въ этомъ доказательстве мы предполагали, что число t

имеетъ положительное значеше. Тогда s имеетъ тотъ же

знакъ, какъ и с, что соответствуем нашему замечашю о знаке

скорости. Если скорость имеетъ положительное значеше, то и

путь выражается положительнымъ числомъ; движущаяся точка

двигалась постоянно въ положительномъ направленш, она

прошла положительный отрезокъ. Обратное имеетъ место, когда

скорость имеетъ отрицательное значеше.

Примемъ теперь, что t есть число отрицательное. Какъ

мы должны понимать путь, который пройденъ въ

отрицательный промежутокъ времени? Въ данный моментъ

движущаяся точка находится въ А\ въ моментъ времени
— 3, т. е.

3 секунды тому назадъ (если секунда принята за единицу

времени) она находилась въ В. Мы говоримъ, что отрезокъ
АВ есть путь, со от ветствующш промежутку времени — 3;
это есть отрезокъ, который мы должны пройти, чтобы изъ дан-

наго положежя придти въ то положеше, которое движущаяся

точка занимаетъ въ моментъ времени
— 3; точно такъ же, какъ



Глава XII. ПримЪнеьпя положительныхъ и отрицательныхъ чиселъ. 175

путь, проходимый ею въ продолжен:е времени -|- 3, представля-

етъ отрЪзокъ, который нужно пройти, чтобы изъ даннаго по-

ложешя придти въ то положеше, въ которомъ движущаяся

точка находится въ моментъ -|- 3.

Каково алгебраическое значеше отрезка А В? Оно

противоположно значешю отрезка В А. Но алгебраическое значеше

отрезка В А, который точка проходитъ въ промежутокъ

времени -\- 3, равно Зс см. Следовательно, мы получимъ:

ТВ = с-{— 3),

т. е.,и въ этомъ случае

8 = Ct.

Если поэтому t имЪетъ отрицательное значеше, а скорость

положительное, то А В будетъ отрицательнымъ отрЪзкомъ. Если,

напротивъ того, скорость отрицательна, то А В будетъ положи-

тельнымъ отрЪзкомъ. Итакъ, s имЪетъ положительное

значеше, если с и t имЪютъ отрицательныя значентя.

Мы придемъ къ тому же самому выводу, если въ уравненш

s = ct

при отрицательныхъ с и t примЪнимъ опредЪлеше произведем
шя двухъ отрицательныхъ чиселъ, данное нами раньше (п. 93).
Въ этомъ мы вновь находимъ оправдаже даннаго выше опредЪ-
лешя умножешя, къ которому, впрочемъ, привели бы насъ и

друпя задачи изъ повседневной жизни.

Прим-Ьръ. ПоЪздъ идетъ по пути Берлинъ-Ганноверъ,
который мы принимаемъ за прямолинейный со

скоростью 80 км. въ часъ по направлешю изъ Ганновера въ

Берлинъ. Въ 12 минутъ перваго онъ находится на раз-

стояыи .30 км. отъ Берлина. Где былъ онъ въ 3 минуты

перваго?

Примемъ направлеше изъ Берлина къ Ганноверу за

положительное, за единицу длины примемъ километръ, за единицу времени
—

минуту. Въ такомъ случае скорость равна
— |, потому что 80

км. въ часъ соответствуют | км. въ минуту, и движете

происходить въ отрицательномъ направленш. Намъ известно мЪсто-

лребываже поезда А въ 12 минутъ перваго; мы хотимъ

определить местопребываше его В въ 3 минуты перваго. ОтрЪзокъ
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А В пройденъ следовательно, въ 9 минутъ. Отсюда по общей

формуле:

J5 = -_9.(-t) = + 12.

Такъ какъ разстояше между точкой А и Берлиномъ равно
30 км., то разстояше точки В отъ Берлина равно 30-[-12 =
42 км. Итакъ, отвЪтъ: ПоЪздъ былъ на разстояши 42 км.

отъ Берлина.

108. Общая форма уравнешя равномЪрнаго движешя.

Только-что разсмотрЪнный примЪръ приводитъ насъ къ томуу

чтобы поставить более общую задачу: Известна абсцисса

движущейся точки въ данный моментъ времени. Какъ

велика та же абсцисса въ другой моментъ времени?
Обозначимъ черезъ t0 время, для котораго намъ известна

абсцисса х0 движущейся точки; движущаяся точка

> 9 • ■ I

О А0 А,

Фиг. 9.

находится тогда въ точке An. Мы желаемъ определить

абсциссу х± точки А1У въ которой находится движущаяся точка ^въ

моментъ tl9 если она движется равномерно со скоростью v, при

чемъ абсциссы и скорости измеряются одной и той же едини-

цей длины.

ИмЪемъ, съ одной стороны:

О^х = ~ОА0-{-А^А1;
съ другой стороны:

A^A1 = v(tl — t0),
такъ какъ А0Аг есть путь, пройденный въ промежутокъ

времени ^ — t0. Это время положительное, если tx обозначаетъ

моментъ, слЪдуюищй за t0, и отрицательное въ противоположномъ

случае.

Но такъ какъ ОА{ =хг, ОА0 = х0, то получимъ:

#i = xo + v (к — to)-

Это самая общая форма, которую можно придать уравнешю

равномернаго движетя. Въ этой формуле х0 обозначаетъ

абсциссу, соответствующую моменту t0, а хх, абсциссу,

соответствующую моменту tt.

)
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По этой формуле очень быстро решается задача

предыдущая пункта. Если мы обозначимъ искомое разстояже че-

резъ хх, то будемъ имЪть:

ж0 = 30, v = — *y

*0 = 12, ^ = 3,

въ предположен^, что единицей времени служитъ минута, а на-

чаломъ времени—полдень; отсюда слЪдуетъ:

хх = 30 + (- J) • (3 - 12) = 30 + (- 1) • (- 9) = 42,

что согласно съ найденнымъ выше результатомъ.

Разсмотримъ еще одну задачу.

Задача. Два велосипедиста Ъдутъ по одной улицЪ,

первый со скоростью -f- 4, второй со скоростью— 5, при
чемъ за единицы приняты метръ и секунда. Въ 12 ми-

нутъ 1 3 секундъ перваго абсцисса перваго велосипедиста

равна —50, абсцисса втораго равна+ЗОО. Каково разсто*
ян!'е между ними въ 1 3 минутъ 2 секунды перваго?

Если примемъ за начало времени 12 минутъ перваго, то

будемъ имЪть: t0 = 13, tx = 62, такъ какъ за единицу времени

принята секунда. Дальше, если обозначимъ черезъ х0 и хх абсциссы

перваго велосипедиста въ моменты времени t0 и t19 а абсциссы

второго въ тЪ же моменты времени—черезъ у0 и ух, то, по

предположена, будетъ:

х0 =
— 50, у0 = + 300.

По общей же формуле будетъ:

хх = х0 -J- 4 (t{ £0),

Ух = Уо
— 5 (*, — t0),

такъ какъ скорость перваго велосипедиста 4, а скорость

второго— 5. Если мы въ эти формулы подставимъ вмЪстЪ х0>

у0) t0, t{ ихъ значения, то получимъ:

хх =
— 50 + 4 (62 — 13)== — 50-f 4 -49 = + 146,

Ух = 300 — 5 (62 — 13) = 300 — 5 • 49 = + 55.

Разстояше между двумя велосипедистами въ 13 минутъ 2 секунды

перваго равно поэтому 146 — 55 = + 91; оно составляетъ

следовательно, 91 метръ. Дальше, если въ это время

первый велосипедистъ находится въ 4, а второй въ В, такъ что

абсцисса точки А больше абсциссы точки В, то алгебраическое

число, измеряющее отрЪзокъ А В, будетъ равно — 91.

Боре ль, Элементарная математика. 12
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IV. ОПРЕДЪЛЕШЕ ТОЧКИ НА ПРЯМОЙ ПРИ ПОМОЩИ ОТНО-
ШЕН1Я ЕЯ РАЗСТОЯШЙ ОТЪ ДВУХЪ ПОСТОЯННЫХЪ ТОЧЕКЪ

ЭТОЙ ПРЯМОЙ.

109. Предварительныя замЪчашя. Существуютъ

различные способы, посредством^ которыхъ можно численнымъ

задашемъ определить положеше точки на оси. Таюя числа на-

зываютъ координатами точки. Такъ, напримЪръ, абсцисса
точки есть ея координата.

ОпредЪлеше. Подъ отношешемъ, въ которомъ данная

точка М на оси дЪлитъ отрЪзокъ АВ, лежащш на той

же оси, мы разумЪемъ значете алгебраической дроби
ЖА

Жв

Это отношеше —— не изменяется, если мы измЪняемъ на-
МВ

правлеше, избранное нами за положительное. При такомъ

изменены отрезки М А и MB оба мЪняютъ свои знаки и, слЪдова-

^

тельно, ихъ частное остается безъ пе-

а в м ремЪны. Поэтому разсматриваемое отно-

Фиг. ю.
шеше не зависитъ отъ того, какое на-

правлеше будетъ избрано за положительное, такъ что

отношеше можетъ быть этимъ путемъ определено на прямой, и нЪтъ

необходимости превращать прямую въ ось.

ЗатЪмъ, отношеше не зависитъ также отъ выбора
MB

единицы длины. Поэтому его называютъ однородной
координатой точки М по отношешю къ основнымъ точкамъ А и В.

Прилагательное однородный означаетъ, что координата не

зависитъ отъ единицы длины. Абсцисса точки не будетъ
однородной координатой; действительно, если она равна 3,
когда за единицу принятъ метръ, то она будетъ равна 300, если за

единицу примемъ сантиметръ. Если же, напротивъ того, мы раз-

сматриваемъ некоторую точку М, для которой МА= 2 МВ

МА
(фиг. 10), то отношеше

, равное 2, будетъ его однородной ко-
МВ

ординатой, которая не зависитъ отъ единицы измерешя.
110. ОпредЪлеже точки посредствомъ однородной

координаты. Мы желаемъ показать, что каждому положительно-
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му или отрицательному числу соотвЪтствуетъ одна и только

одна точка, однородная координата которой равна этому числу.

Для этого сдЪлаемъ слЪдующш чертежъ (фиг. 11).

Возьмемъ некоторую точку S внЪ А В, соединимъ ее съ

В и проведемъ чёрезъ А прямую, паралельную SB. Пусть О

будетъ точкой пресЪчешя этой прямой съ другой прямой,
проведенной черезъ точку S пара-

//лельно А В. Четырехуголь-
ABSG будетъ тогда па-

раллелограммомъ. Будемъ

разсматривать прямую А С,
какъ ось, и на ней примемъ

направлеше отъ А къ С за

положительное. За

начальную точку абсциссъ избе-

ремъ точку А, а за едини-
фиг- и-

цу длины примемъ длину АС; тогда абсцисса точки А будетъ

равна 0, а абсцисса точки С будетъ равна 1.

КромЪ того, пусть М будетъ переменная точка прямой А В,
Проведемъ 8М и обозначимъ черезъ т точку пересЪчешя пря-
мыхъ SМ и А С. Теперь докажемъ следующую теорему:

Теорема 58. Отношен1е -=- по величине и знаку рав-
МВ

но абсциссЪ точки т, если положительное направлеше,
едиЛ1ца длины и начальная точка избраны такъ, какъ

мы установили выше.

Мы разсмотримъ три случая, въ зависимости отъ того

лежитъ ли переменная точка въ М, М' или въ Ж"\ этимъ по-

ложен1ямъ будутъ соответствовать точки т, т\ т"'. Изъ черте-

МА М"А
жа видно, что -=- точно такъ же, какъ , имЪетъ

положимте м"В

тельное значеже; абсциссы Am и А т"точно такъ же имЪютъ по-

М'А
ложительныя значешя. Отношеше

t
имЪетъ отрицательное

значеже, и вмЪстЪ съ тЪмъ отрицательное значеже имЪетъ также

и абсцисса Am'. Итакъ, относительно знака не возникаетъ ни-

какихъ затрудненш; достаточно поэтому обнаружить требуемую
зависимость между абсолютными значежями.
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Треугольники ЖAm и MB 8 подобны, такъ какъ прямая

Am паралельна BS. Отсюда

MA Am

Но В S= AC = \, такъ какъ мы приняли АС за

единицу длины; отсюда, действительно, находимъ, что:

MA 4

ЖЁ
= Ат'

Подобные треугольники ЖAw! и M'BS даютъ:

М'А Am А ,

Wb
—

Ш
—лт

а треугольники М"Am", M"ВS даютъ подобное же равенство.

Мы можемъ теперь доказать следующую теорему:
Теорема 59. Каждому положительному или

отрицательному числу х соответствуем на оси АВ вполне

определенная точка М, однородная координата которой

равна х.

Каждому числу х на вспомогательной прямой АС соотвЪт-

ствуетъ определенная точка w, абсцисса которой равна х. Чло-

бы поэтому получить точку Му достаточно провести прямую

8т и взять точку пересЪчешя ея съ прямой А В.

Мы сказали, что абсцисса не есть однородная координата;

между тЪмъ мы только что доказали, что однородная

координата точки Мравна абсциссе точки т. Могло бы казаться, что

здесь кроется противорЪч1е. Нужно, однако, принять во внимаше,,

что на вспомогательной прямой за единицу длины взята длина

А С. Поэтому абсцисса точки т представляетъ собой вполне

определенное число; оно не можетъ измениться отъ измЪнешя

единицы длины, такъ какъ мы точно оговорили, что единицей

служитъ длина А С, строго определяемая чертежемъ.

111. НЪкоторыя исключешя. Всякой точке т на прямой
АС соответствуешь точка М на прямой А В— и обратно.
Однако, есть два исключешя. Во первыхъ, если прямая SМ

совпадаешь съ SB, при чемъ точка М совпадаетъ съ точкой В, то

не существуетъ точки т, такъ какъ прямая SM въ этомъ

случае параллельна А С. Во вторыхъ, если точка т совпадаетъ

съ С, то не существуетъ вовсе точки М, такъ какъ теперь

прямая Sm параллельна А В.
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Разсмотримъ сначала первый изъ этихъ двухъ исключи-

тельныхъ случаевъ; дадимъ точкъ М два положешя,. очень

близкихъ къ точкъ В, одно—вправо, другое—влЪво отъ нея.

Каждому такому положешю, какъ Мх или М2, соотвЪтствуетъ на

вспомогательной прямой некоторая точка, соответственно тк

или т2, абсцисса которой имЪетъ положительное или

отрицательное значеше, абсолютная же величина абсциссы тЪтъ

больше, чЪмъ ближе къ В лежатъ точки

Мх или М2. Такимъ образомъ, чЪмъ

дальше точки т1 и ш2 удаляются въ

положительную или отрицательную

сторону, тЪтъ больше точки Мх и М2
приближаются къ точки*Б (фиг. 12)
Это приводитъ насъ къ мысли

выразиться такъ, что точка В соотвЪтству-

етъ безконечно удаленной точки

прямой АС. Но это выражеше не

говоритъ ничего больше того, что

было сказано выше, такъ какъ

собственно нЪтъ такой безконечно

удаленной точки, т. е. этой точкой пере-

сЪчешя не можетъ служить ни одна

точка прямой А С, которую мы бы

могли на ней отмЪтить. Мы вводимъ

ее, однако, для того, чтобы каждой

безъ исключешя точки прямой А В

соответствовала точка на прямой

А С, и наоборотъ. Говорятъ также, что однородная координата
точки В безконечно велика. Таково значеше отношешя

jfa
, если точка М совпададаетъ съ В, т. е. если МВ=0:

MB

и въ самомъ дЪлЪ, если MB очень мало, то отношеше это по

абсолютному значешю своему очень велико, и приюмъ тЪмъ

больше, чЪмъ меньше MB. Если МВ=0, то отношеже это

остается не определенными Поэтому для обозначешя его нужно

изобрести новое слово; говорятъ, что отношеше это безконечно

велико, и пишутъ въ этомъ случай:
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MA

MB

Точно такъ же нЪтъ (второй исключительный случаи) ни

одной точки на прямой А В , однородная координата которой

была бы равна -f- 1, такъ какъ 8 С паралельно А В, Само

собой разумеется, что нЪтъ такой точки МнаАВ, для которой
MA = MB. Однако, мы говоримъ, что безконечно

удаленная точка на АВ имЪетъ однородную координату 1, и что

эта точка будетъ точкой пересЪчежя прямыхъ А В и 8 С. Въ

этомъ случае отношеше МА къ MB будетъ тЪмъ ближе къ

1, чЪмъ дальше отстоитъ М отъ точекъ А и В.

ЗАДАЧИ КЪ ГЛАВЪ ХП.

190. Если мы примемъ за начало уровень воды въ океан-Ь и за

единицу длины метръ, то высоты нижепоименованныхъ горъ будутъ:

Гауризанкаръ (Аз1я) 8840

Чимборассо (Ю.-Америка) . . . 6253

Калиманджаро (Африка) . . . 6100

Эльборусъ (Европа) 5630
Большой Араратъ (Аз1я) . . . 5280

Монбланъ (Европа) 4810

Этна (Европа) 3313.

Въ какихъ числахъ выразились бы высоты этихъ горъ, если бы вм-Ьсто

морского уровня мы отнесли ихъ къ высоте Монблана ?

191. Величайш'ш глубины, измЪренныя въ моряхъ, суть слЪдуюоп'я:
Широта

Тихш океанъ . . . 30° 25' S.

Японское море . . .45° N.

Атлантически океанъ 19° 39' N.

Инд^Ый океанъ . . 23° S.

Средиземное море . . 35° 45' N.

Эти глубины измерены отъ уровня морской посерхности. Въ какихъ

числахъ выразятся он'Ъ, если за ьачальную точку примемъ вершину

Чимборассо?
192. Следующая таблица даетъ высоту положешя нЪкоторыхъ горо-

довъ и заселенныхъ м-Ъстъ :

Токъ Д1алунгъ (Аз1я) 4977 м.

Станщя Пикъ (С.-Америка) 4358 м.

Якора (Ю.-Америка) 4170 м.

Обсерватор1я Пикъ дю Миди (Франция) . . . 2870 м.

Богота (Ю.-Америка) 2650 м.

Сенъ-Веранъ (Франция). . .

• 2010 м.

Долгота

179° W.

150° О.

68° 44' W.

98° 15' О.

16° О.

Глубина
9416 м.

8510 м.

8340 м.

5820 м.

4400 м.
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Требуется вычислить высоту этихъ мЪстъ :

1) по отношешю къ вершине Гауризанкара,

2) по отношешю къ вершине Монблана,

3) по отношешю къ вершине Этны,

4) по отношешю ко дну Средиземнаго моря на 35° 45' северной

широты и 16° восточной долготы (Задача 191).

193. Когда въ Берлине полдень, то часы нижеприведенныхъ обсер-
ваторш показываютъ:

Антверпенъ 11

Бернъ 11

Брюссель 11

Хриспашя 11

Кенигсбергъ12
Мадридъ 10
Миланъ 11
Москва 1

Парижъ 11
Римъ 11

час.

»

»

»

»

»

»

»

»

»

24

36

23

49

28

51

43

36

15

56

мин.

»

»

»

»

»

»

»

»

»

4

11

54

19

24

40

11

42

46

20

сек.

»

»

»

»

»

»

»

»

»

Который часъ показываютъ все эти часы, когда часы въ Берне
показываютъ полдень?

194. Путешественникъ е^етъ на автомобиле, который движется

равномерно* со скоростью
— 30 км. въ часъ по дороге отъ Берлина къ

Лейпцигу, при чемъ за положительное принимаемъ направлеше отъ

Берлина къ Лейпцигу. Въ полдень онъ находится на разстоянш 100 км. отъ

Берлина. Где былъ онъ въ 48 минутъ дв-Ьнадцатаго ?

195. По-Ьздъ идетъ со скоростью 10 м. въ секунду. Въ полдень онъ

находится на разстоянш 50 км. отъ точки отправлешя. Где будетъ онъ

въ 12 мин. 13 секундъ перваго?
196. Два поезда отправляются по одной линш, одинъ со скоростью

+ 40 км. въ часъ, другой со скоростью
— 8 км. въ часъ. Въ 12 минутъ

перваго абсцисса перваго поезда равна 12 км., въ 30 минутъ 15 секундъ

перваго абсцисса второго поезда равна 400 км. Какое разстояше раздъ*-
ляетъ оба поезда въ 15 минутъ второго?

197. Где и когда встретятся два поезда предыдущей задачи, если

они продолжаютъ двигаться съ тЪми же скоростями?
193. На прямой даны две точки А и В. Нанести на чертежъ точки

ты
Ж^

А

М, однородныя координаты кототорыхъ имеютъ значешя :
MB

2, 3, 4, -1, -2, -3, -4,

> 1 1 1 1 1
_

1

2' У Т' ~Т* "Т' Т*

Указать при каждой точке ея однородную координату.
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199. Часы въ Нью-1орке въ сравненш съ часами Берлина отстаютъ

на 5 часовъ 49 минутъ 29 секундъ. Часы Петербурга въ сравненш съ

часами Берлина сп'Ьшатъ на 1 часъ 8 минутъ 36 секундъ. Какая

разница между нью-юрскимъ и петербургскимъ временемъ ? *

200. Подъ Юл1анскимъ перюдомъ разумЪютъ счислеше времени,

которое изобрЪлъ 1осифъ Скалигеръ, хронологъ 16 столе™, для

того чтобы легко устанавливать и сравнивать между собою истори-
чесюе моменты. Начало Юл1анскаго перюда .относится къ 4713-му году
до хриспанской эры, такъ что 1-ый годъ нашего христ!анскаго лтзтосчи-

слешя какъ разъ совпадаетъ съ 4714 годомъ лЪтосчислежя Скалигера.
Требуется, пользуясь этими данными, определить для хриспанской эры

слтздующ1е моменты времени, отнесенныя къ КХшанскому перюду

Скалигера.

Начало *1удейскаго лтзтосчислешя: 7 октября 953;

начало счислешя по Олимп1адамъ: 1юль 3938;

основан1е Рима: 3961 ;
начало лтзтосчислешя Набонассара: 26 февраля 3967;

начало Гегиры : 16 шля 5335;
начало республиканского календаря: 22 сентября 6505.

201. Велосипедистъ подвигается по дороге изъ Гамбурга во Франк-
фуртъ на М. со скоростью + 15 км, въ часъ, при чемъ направлеше отъ

Гамбурга къ Франкфурту принято за положительное. Въ 3 часа онъ на:

ходится отъ Гамбурга на разстоянш 40 км. Гдтз будетъ онъ въ 5 часовъ?

Гдтз былъ онъ въ 30 минутъ второго ?

202. Два автомобилиста тздутъ, одинъ со скоростью 30 км. въ часъ

другой со скоросью— 15 км. въ часъ. Въ 23 минуты третьяго

пространство, разделяющее ихъ, равно 3 км. Какъ велико оно въ 40 минутъ

третьяго? Какъ велико было оно въ 12 минутъ третьяго?

203. Вообразимъ себе платформу, подобную подвижному пути

парижской выставки 1900 года, которая движется равномерно, скользя

сама по себе. Прохожш пробегаетъ платформу, двигаясь равномерно.
Требуется показать, что действительная скорость прохожаго, т. е. та

скорость, которую могъ бы измерить наблюдатель, стоящШ вне платформы

(абсолютная скорость), равна его собственной скорости на

платформе (относительная скорость) увеличенной на скорость платформы
(скорость переносная).

204. Въ предыдущей задаче примемъ, что скорость платформы
равна 5 км. въ часъ, и что прохожШ подвигается по платформе со скоростью,

равной 6 км. Какою представляется его скорость для наблюдателя, стоя-

щаго вне платформы, 1) если онъ движется въ томъ же направленш, какъ

и платформа ? 2) если онъ движется въ противоположномъ направленш ?

205. Какъ велико разстояше между Полярной Звездой и землею,

если скорость света въ пустомъ пространстве равна 300000 км. въ секун-
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ду и свтзтъ Полярной Зв-Ьзды употребляетъ 46 лЪтъ 6 мЪсяцевъ на то,

•чтобы достигнуть земли?

206. Разстояше между Сир1усомъ и землей равно 83-Ю18 км.

Сколько времени долженъ употребить свЪтъ, чтобы пройти это разстояше ?

207. Примемъ, что скорость звука въ воздухтз равна 340 м. въ

секунду. На какомъ разстоянш долженъ произойти звукъ, чтобы мы восприняли

-его лишь черезъ 30 секундъ посл-fe возникновешя ?

208. Скорость скораго поЪзда Берлинъ-Гамбургъ составляетъ 84

км. въ часъ. Сколько метровъ дЪлаетъ онъ въ 5 секундъ ?

209. Начальная скорость ружейной пули равна 450 м. въ секунду

Примемъ, что движете ея равномерно и прямолинейно. Какое время
понадобится чтобы снарядъ достигъ цЪли; отстоящей на 2 км. ?

ЗАДАЧИ ДЛЯ ПОВТОРЕН1Я ГЛАВЪ X, XI, XII.

210. Вычислить значеже х по формуле:

ж = [а(Л —c) + dl [£±|_(3 —3) (а»-5)],
^принимая:

а =— 1,
6 = 2,
с = 3,

d = 4.

211. Решить ту же задачу, принимая :

2 3

a=-^-f b =
-^y

c = 0,35, d = — 0,1.

212. Вычислить значеже у по формуле:

У = {[(а + Ъ)с + \](а-Ъ) + 2}.{[(а + Ъ)с + \]с1-3},
принимая:

а = 2,

Ь = -\у

с = 1,
d = -2.

213. РЪшить ту же задачу, принимая :

а = =Г-, b=z~0,l, c =
—2>

d = 1.

214. Объемъ нЪкотораго тЪла выражается формулой:

У
ЪаЬсй

. a + 6 + c + d'
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где а, Ь} с, d обозначаю гъ четыре длины, выраженныя въ метрахъ. V

выражено въ кубическихъ метрахъ. Нужно вычисиить объемъ V, зная, что

упомянутыя длины равны соответственно 35 см., 120 мм., 2 м., 2| м.

215. Движущаяся точка перемещается по оси со скоростью
— 35, при-

чемъ за единицы длины и времени приняты метръ и секунда. Въ 12 ч.

абсцисса ея была равна 25 км. Какъ велика она въ 5 минутъ 35 секундъ-

перваго ?

216. По линш железной дороги идутъ два поезда другъ другу на

встречу. Въ полдень они находятся другъ отъ друга на разстояши въ

75 км. Вычислить, когда они встретятся, зная, что скорость перваго

равна 22,75 м. въ секунду, а скорость второго составляетъ 1J км. въ минуту?
217. На оси даны начачальная точка О и другая начальная точка О',,

абсцисса которой по отношенш къ точке О равна 12 мм. На той же оси

даны еще три точки А, В, С, абсциссы которыхъ по отношешю къ

точке О соответственно равны: 8, |, — 0,15, при чемъ единицей длины слу-
житъ сантиметръ, и три точки А', В', С, абсциссы которыхъ по отно-

2 —4
шежю къ точке О' равны соответственно: _ > 0,002, , при чемъ

1_э0 <чЪ

единицей служитъ метръ. Вычислить отрезки А А\ В В', С С. Сделать-

чертежъ.

218. Пусть а и Ъ будутъ абсциссы дзухъ точекъ J. и Б, а с

—абсцисса точки С, середины отрезка А Б. Требуется доказать, что с выражается*

формулой:
__аЛ- Ъ

Доказать эту формулу сначала въ предположен^, что а и Ъ имеютъ-

положительны)! значежя, а затемъ показать, что общш случай можно

свести къ этому частному посредствомъ изменешя начальной точки.

219. На оси даны п точекъ; определить на той же оси точку Оу
обладающую свойствомъ, что, если ее принять за начало, то сумма

абсциссъ этихъ п точекъ будетъ равна нулю.

220. Некоторое число молодыхъ людей организуютъ состязаже въ

виде велосипедной гонки на следующихъ услов1яхъ : они отправляются-

въ одно и то же время и устанавливаютъ моменты прибьтя къ цели.
Затемъ устанавливается некоторый моментъ времени А, и т-fc, которые
пр1едутъ раньше этого времени, получать столько копеекъ, сколько се-

кундъ прошло между моментомъ ихъ прибьтя и временемъ А; между
темъ те, которые прибудутъ после момента А} уплатятъ столько же

копеекъ, сколько секундъ прошло отъ момента А до ихъ прибьтя. Ка-

кимъ образомъ нужно избрать моментъ А, чтобы общая сумма копеекъ,.

полученная выигравшими, равнялась общей сумме, уплоченной
проигравшими ?

Применить решеше къ случаю, когда 5 состязающихся прибываютъ
последовательно въ нижеследующ1е моменты :
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Иванъ въ 12 ч. 15 м. 35 с.

Яковъ въ 12 ч. 8 м. 15 с.

Павелъ въ 11 ч. 59 м. 45 с.

Людовикъ въ 12 ч. 13 м. 50 с.

Филиппъ въ 12 ч. 20 м. 40 с.

221. Состязаше на большомъ разстояши организуется на услов1яхъ,

подобныхъ услов1ямъ предыдущей задачи; устанавливаютъ однако,,
что сумма, которую.нужно уплатить или получить, составляетъ 5 копеекъ за.

минуту и что время прибьтя считаютъ въ круглыхъ четвертяхъ часа.

Каковъ будетъ результатъ состязания, если 8 состязающихся прибыли въ

11 ч. 30 м., 12 состязающихся — въ 11 ч. 45 м., 30—въ 12 ч. 0 м., 18— въ-

12 ч. 15 м., 6—въ 12 ч. 30 м., 2 —въ 12 ч. 45 м, и,1— въ 1 ч. 15 м.?

222. Два велосипедиста -Ъдутъ въ одномъ и томъ же направленш по

круговому пути длиной въ 500 м. Скорость перваго равна 30 км. въ час^

скорость второго 8,75 м. въ секунду. Дальше, известно, что первый про-
-Ьзжаетъ начальную точку (стартъ) въ 12 ч. 2 м. 15 с, между гЪмъ

какъ другой проходитъ черезъ нее лишь въ 1 ч. 1м. 5 с. Въ какое

время между 12 ч. и 1 ч. нагонитъ одинъ велосипедистъ другого?
223. Одинъ путешественникъ отправляется въ полдень и идетъ безъ

остановки со скоростью 4 км. въ часъ. Второй путешественникъ,
отправляющая въ 1 ч., хочетъ догнать его и рЪшаетъ поступить слЪдую-
щимъ образомъ. Въ продолжеше 55 мин. онъ будетъ идти со скоростью
6 км. въ часъ, отдохнетъ 5 мин., а затЪмъ будетъ идти дальше съ той

же скоростью. Когда второй путешественникъ догонитъ перваго ?

224. Доказать, что w-тая степень отрицательнаго числа будетъ по-

ложительнымъ или отрицательнымъ числомъ, смотря по тому, будетъ-
ли п четнымъ или нечетнымъ числомъ. Вычислить значеже выражешя:

3+(—1)«4 + (- 1)2n5 + ( — 1)Б"+17,
при чемъ п принимаемъ последовательно за четное и нечетное.

225. Вычислить значеше у по формуле :

у
— Ъос^ — 4сс2 + 3,

принимая : х — — 2.

226. Вычислить значеже г по формуле :

г = 3 х2 у2— 4а?2 у +
^

ху2 — ху + «/*,

принимая : х = — 0,1 ; «/ = 10.

227. Въ какомъ соотношёнш находятся при произвольномъ выборЪ
начальной точки ^абсциссы четырехъ точекъ Ау Б, С, В на прямой,обра-

зующихъ гармоническую группу, т. е. такихъ точекъ, для которыхъ

~С1
_

31 ->

СВ DB
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2?8. Что вытекаетъ изъ предшествующая равенства, если примемъ,
•что начало абсциссъ совпадаетъ съ серединою А В? Что вытекаетъ изъ

него, если начальная точка совпадаетъ съ точкой А?

229. Доказать, что для разстояшй /, ж, п точки Р внутри равно-

эторонняго треугольника отъ сторонъ этого треугольника имЪютъ

^мЪсто равенство:
I + ш + п = ^Ь

-въ которомъ h обозначаетъ высоту треугольника. Какое соглашеже въ

«отношенш знака нужно сделать для того, чтобы это равенство было

справедливо при всякомъ положенш точки Рвъ плоскости треугольника?



Глава XIII.

НАЧАЛЬНЫЙ 0СН0ВАН1Я АЛГЕБРАИЧЕСКАГО

СЧИСЛЕН1Я.

I. ОДНОЧЛЕНЫ, МНОГОЧЛЕНЫ, ПОДОБНЫЕ ЧЛЕНЫ.

112. Рацюнальныя алгебраичесюя выражешя. Подъ ал-

гебраическимъ выражешемъ мы понимали (п. 72) соединеше чи-

селъ, бугсвъ и знаковъ дЪйсшй, составленное такъ, что можно

вычислить значеше выражешя, когда входящимъ въ него бук-
вамъ приписаны оредЪленныя численныя значешя.

ОпредЪлеше. Алгебраическое выражете называется,

рацтнальнымъ, если дЪйств!я, которыя нужно
произвести надъ буквами, суть сложеше, вычиташе, умноже-

Hie1) и дЪлеше, но не извлечете корня.

Сообразно съ этимъ выражешя

у, За, VJbc + VJd

будутъ ращональными алгебраическими выражешями,
несмотря на то, что третье изъ нихъ заключаетъ въ себЪ зна--

ки корня; эти знаки извлечежя корня относятся, однако,

исключительно къ числамъ. Напротивъ того,

Ъ-\-ЪУа, VcTfb, V7+Vd
суть ирращональныя алгебраичеапя выражешя. Мы

будемъ заниматься почти исключительно рафональными выра-

жешями. Иногда намъ придется, впрочемъ, натолкнуться и на.

иррацюнальныя выражешя, но мы не будемъ излагать учешя.

о нихъ во всец полноте.

113..Одночлены. Опред-Ьлеше. Подъ одноченомъ разу-

мЪютъ произведете нЪсколькихъ. чиселъ и буквъ.

1) Возведете въ степень съ ц-Ьлымъ показателемъ представляетъ.

частный случай умножешя, такъ какъ, наприм'Ъръ, а4 = а • а • а • а.
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НапримЪръ, выражение

(_ з) •<!•(— 15)- Ъ-а-с-7 а-Ь

есть одночленъ.

Такъ какъ значеше произведешя не изменяется отъ

перемены мЪстъ сомножителей (теорема 54), то можно всЬ

числовые сомножители поставить рядомъ и написать слЪва; точно

также можно достигнуть того, чтобы сомножители, изображенные
одними и тЪми же буквами, стояли рядомъ. Такимъ образомъ,
одночленъ, только что разсмотрЪнный нами, можно изобразить

еще такъ:

(—3)-(—15) • 7-а-а-а-6-6-с.

Можно сделать еще дальнейшее упрощеше. Значеже про-

изведешя не изменяется, если мы замЪнимъ несколько

сомножителей ихъ произведешемъ (теорема 55). Такъ какъ

(_3).(-15)-7 = + 315,
а • а • а = а3,

ъ-ъ = ъ\

то нашъ одночленъ можно, окончательно, представить въ

следующей упрощенной формЪ:

315а362с,

въ которой уже нЪтъ ни одного письменно отмЪченнаго

знака дЪйсшя; знаки умножешя здЪсь частью подразумеваются,

частью же заменены показателями.

Мы будемъ всегда писать одночлены въ этой упрощенной

формЪ. Численный множитель, въ данномъ случай 315, который
обыкновенно пишутъ слЪва, называется коэффищентомъ.
Одночленъ

— За26

.имЪетъ коэффищентъ — 3, Коэффиц1ентъ одночлена можетъ быть

положительнымъ или отрицательнымъ числомъ. Одночленъ, ко-

эффищентомъ котораго служить нуль, равенъ нулю, такъ какъ

произведете нЪсколькихъ сомножителей равно нулю, если одинъ

лзъ сомножителей есть нуль (теорема 10).
Коэффищентъ 1 не пишется. Одночленъ — х2у3 имЪетъ

коэффищентъ — 1.
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114. Подобные одночлены; сложен1е и вычиташе.

Опред-Ьлеше. Говорятъ, что два одночлена подобны, если

они либо тождественны, либо различаются только ко-

эффиц1ентами.
НапримЪръ, одночлены:

V"3a26c3, 15a2b&, — 12а26с3

подобны. Точно такъ же обстоитъ дЪло съ одночленами:

■^х2у2, \Ъх2у2, —14х2у2, х2у2.

Одночлены съ коэффифентомъ нуль всегда подобны.

Правило 13. Сумма нЪсколькихъ подобныхъ одночле-

новъ представляетъ собой одночленъ, который подо-

бенъ каждому изъ нихъ и имЪетъ коэффищентомъ

сумму коэффифентовъ отдЪльныхъ одночленовъ.

ПримЪръ I. Пусть требуется сложить подобные одночлены:

12аъЬ2с*х, 15агЬ2с*х, — аъЪ2&х, — 35а362с*х.

У этихъ одночленовъ коэффишентами служатъ числа + 12, .

—j— "15, — 1, —35, сумма которыхъ

_|_12-[-15 — 1 _35 = —9

Следовательно, искомая сумма:
— 9аъЬ2с*х.

Примерь II. Требуется сложить подобные одночлены:

15x2ys, #2г/3, — 14Л/3, х2уг, — Зх2у*,

коэффищенты которыхъ суть 15, 1, —14, 1, — 3. Сумма этихъ

коэффищентовъ:

15 + 1 —14 + 1 —3 = 0.

Следовательно, сумма этихъ одночленовъ будетъ
одночленъ, который подобенъ даннымъ одночленамъ и имЪетъ коэф.
фищентомъ нуль; поэтому она равна нулю.

Доказательство правила. Правило это доказывается на

основанш теоремы 56 (п. 95). Для того, чтобы умножить сумму
на число, достаточно помножить на это число всЪ слагаемыя

этой суммы и сложить полученныя произведешя. Если мы опять

возьмемъ первый примЪръ, то мы увидимъ на основанш этой

теоремы, что произведете — 9 на asb2c*x равно суммЪ произ-
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веденш чиселъ 12,15, — 1, — 35 на asb2c*x, такъ какъ — 9 равна

суммЪ чиселъ 12, 15, —'1, — 35:

— 9а3Ь2с*х = \2аъЪЧ*х + 15а362с4ж + (— а3ЬЧ*х)
+ (— 35а3&2с4#),

что и требовалось доказать.

Точно такъ же можно доказать правило для вычиташя,

[которое мы сейчасъ приведемъ:

Правило 14-ое. Разность двухъ подобныхъ одночленовъ-

представляетъ собой такой одночленъ, который подо-

бенъ каждому изъ нихъ и имЪетъ коэффиц1ентомъ
разность отдЪльныхъ коэффиц1ентовъ.

Пусть, напримЪръ, требуется вычесть 5а2Ь изъ 8а2Ь. Выч-

темъ 5 изъ 8, что дастъ 3. Искомая разность будетъ За2й.

Если бы нужно было вычесть 8а2Ь изъ 5а2Ь, то следовало 6ьр

вычесть 8 изъ 5, что дало бы — 3; тогда результатъ былъ бь*

— Ъа2Ъ.

Зам-Ьчаше. Не будетъ лишнимъ заметить, что въ предше-

ствующемъ доказательстве мы не дЪлали никакого предполо-

жешя относительно значенш, приписываемыхъ буквамъ а, 6, с, хг

встречающимся въ разсматриваемыхъ одночленахъ. Поэтому,,

результатъ вычисленш является правильнымъ независимо отъ

того, каковы будутъ значетя этихъ буквъ. При доказа-

тельствахъ мы имЪемъ право пользоваться основными предло-

жешями, которыя мы установили для вычислена надъ числами,,

потому что наше разсуждеше можетъ быть повторено для

каждой системы частныхъ значенш, приписываемыхъ.

буквамъ. Оно приводитъ поэтому къ результату, не зависящему

отъ этихъ частныхъ значенш. Это же замЪчаше имЪетъ мЪсто»

и для остальныхъ правилъ алгебраическаго вычислетя*.

115. Многочлены. ОпредЪлеше. Подъ многочленомъ мьк

подразумЪваемъ сумму нЪсколькихъ одночлековъ. Такъ,,

напримЪръ, выражеже:

а*Ъ -\-х%у-\-\ 2ахъ А- ЪЬху*

есть многочленъ, потому что оно представляетъ сумму одно-

членовъ а35, х2у, \2ахь, 35хуг. Выражеше

а263 — ЪаЪ — 2ху + 5а3
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точно такъ же есть многочленъ, такъ какъ оно представляетъ

собой сумму одночленовъ аъЬ\ — Заб, — 2ху, 5а3.

Иногда говорятъ, что многочленъ это выражеше,

составленное изъ ряда одночленовъ съ положительными коэффиц1ен-
тами, которые отделены другъ отъ друга знаками -|- и —.

Лучше, однако, придерживаться нашего перваго опредЪлешя,
такъ какъ оно даетъ для всЪхъ случаевъ отчетливое опредЪ-

леше членовъ многочлена.

Определение. Членами многочлена называются

одночлены, сумма которыхъ составляетъ многочленъ. Такъ,
многочленъ

5аЧ — 8а3 — а2 + х*

имЪетъ четыре члена: 5а2#, — 8а3, — а2, я4.

Многочленъ, имЪюшш два члена, называется двучленомъ;
многочленъ съ тремя членами называется трехчленомъ.

116. Приведете подобныхъ членовъ. ОпредЪлеше. Если

два изъ членовъ многочлена суть подобные одночлены, то

говорятъ также, что это подобные члены многочлена. Два или

нисколько подобныхъ членовъ могутъ быть заменены ихъ

суммой безъ измЪнешя значежя многочлена.' Это называютъ при-

ведешемъ подобныхъ членовъ. Для производства приведешя

нужно лишь применять правила сложешя одночленовъ.

ПримЪръ 1. Предположимъ, что данъ многочленъ:

35аЧ -\-\bxy-\2а2Ь + ан — ху + 14а2& — *>Ъа2Ъ — 8а3.

Для того, чтобы сделать приведете подобныхъ членовъ, удобно
написать многочленъ слЪдующимъ образомъ:

ЪЪа2Ъ-\-\Ъху
— \2а2Ъ + а3

—

ху

+ 14а2&
— 50а2Ь — 8а3.

Такъ какъ теперь подобные члены подписаны другъ подъ

другомъ такъ, что образуютъ колонны (вертикальные столбцы),
то нужно попросту выполнить сложеше коэффифентовъ
каждой отдельной колонны:

Боре ль, Элементарная математика. 13
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35 — 12 + 14 — 50= — 13,
15 —1 = 14,
1 —8 = — 7.

Поэтому данный многочленъ можно написать въ болЪе

простомъ видЪ:

— 13а2& + 14яг/ — 7а3.

ПримЪръ II. Пусть данъ многочленъ:

хд + 5х2 — 8 — Ъх6 — 2я2 + 15 + 6# — 2 — Ъх.

Находимъ, что онъ равенъ

0 — 3)ж8+ (5 — 2)х2 + (6 — 3)я + (— 8 +15 - 2),

т. е. равенъ

— 2я3+3#2 + 3# + 5.

Мы предполагаемъ постоянно въ дальнЪйшемъ изложенш,
что многочлены упрощены уже, насколько возможно, по прави-

ламъ, изложеннымъ въ настоящемъ пунктЪ.
117. Степень одночлена и многочлена. Опред-Ьлеше. Подъ

степенью одночлена по отношенш къ некоторой
заключающейся въ немъ буквЪ, разумЪютъ показателя этой буквы
одночлена. Такъ, напримЪръ,

ЗаЬ2сдх2у

есть одночленъ 2-й степени относительно х, 3-ьей степени

относительно с, 1-ой степени относительно у и т. д.; онъ имЪетъ

нулевую степень по отношенш къ 0, такъ какъ онъ не

содержись вовсе множителя я. Подъ степенью одночлена по

отношенш къ совокупности нЪсколькихъ буквъ разумЪютъ

сумму его степеней по отношенш къ каждой изъ этихъ буквъ.

Такъ, напримЪръ, вышеприведенный одночленъ имЪетъ степень

3 по отношенш къ совокупности буквъ х \л у, степень 6 по

отношенш къ совокупности буквъ ау Ь> с; степень этого

многочлена по отношенш ко всей совокупности входящихъ въ

него буквъ, или такъ называемое измЪрете этого

многочлена, равна 9.

Опред-Ьлеше. Подъ степенью многочлена по отношежю

къ буквЪ понимаютъ степень того изъ членовъ, который имЪ-

етъ по отношенш къ этой буквЪ наивысшую степень. Точно
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такъ же опредЪляютъ степень многочлена по отношешю къ

совокупности нЪсколькихъ буквъ. Такъ, многочленъ

За2х3 -|- Ьа^х — аьх2

будетъ степени 5-ой по отношешю къ а и степени 3-ьей по отно-

шенш къ х. Его измЪре^е равно 7. ИзмЪреше многочлена,

следовательно, не равно суммЪ его степеней относительно отдЪльныхъ

буквъ, такъ какъ членъ, степень котораго будетъ наивысшей

по отьошешю къ а, отличенъ отъ члена, имЪющаго

наивысшую степень относительно х\

ЗамЪтимъ, что

х3 -f Зх2 + 6 — 2хъ -f х + Xs

есть многочленъ £-ой степени относительно х. Мы въ этомъ

убедимся, когда соединимъ подобные члены; такъ какъ онъ

тогда приметъ видъ:

Нельзя было бы сказать, что этотъ многочленъ по отноше-

Hiio къ х будетъ степени 3-ьей, такъ какъ предыдущее опред^леше
степени имЪетъ мЪсто лишь въ предположена, что многочленъ

упрощенъ, насколько возможно, на основанш правилъ п. 116-го.

118. Расположенные многочлены. Опред-Ьлеше.
Расположить многочленъ по степенямъ буквы х значитъ соединить въ

одинъ всЪ члены, содержащие эту букву въ одной и той же

степени, а затЪмъ расположить ихъ въ порядке восходящихъ
или нисходящихъ степеней. Предположимъ, что намъ данъ

многочленъ:

Xs -f х± — 3xs — 5x2 + xs- 6 -f- 7x.

Чтобы расположить его, нужно написать его слЪдующимъ
образомъ:

х* — хъ — Ъх2 -\-1 х — 6
,

или же

— 6 + 7х — 5х2 — xs -f ^4.

Въ первомъ случае многочленъ расположенъ по нисходящимъ

степенямъ х, во второмъ случай—по восходящимъ степенямъ.

Пусть теперь буденъ дань многочленъ :

ах 4- Зх2 -J- Ъ -f- ох2 — а2 х2 — Ьх — 8 .

13 *
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Чтобы расположить его по нисходящимъ степенямъ х, пи-

шемъ такъ:

Ъх2 + сх2 — а2х2 -J- ax — bx-^-b — S.

Здесь сначала идутъ члены, содержание х2; затемъ слЪдуютъ

члены, содержащ!е х, и, наконецъ, все члены, не содержание

буквы ху или же не зависяиие отъ х.

Если мы расширимъ понят1е о коэффищенте (п. 113), то

тЪмъ самымъ будетъ расширено и понят1е о подобныхъ одно-

членахъ; тогда станетъ возможнымъ дальнейшее упрощеше

многочлена (п. 116):

(3 + с — а2)х2 + (а — Ъ)х + Ъ — 8.

Говорятъ, что въ этомъ расположенномъ многочлене 3 -)- с — а2

служитъ коэффищентомъ при х2, а — Ъ —коэффищентомъ при

х, а Ъ — 8 представляетъ членъ, не зависящ1й отъ х. Съ этой

точки зрЪшя разсматриваютъ многочленъ такъ, какъ будто онъ

содержитъ лишь 3 члена и, следовательно, представляетъ трех-
членъ по отношенш къ х\ этой букве х въ этомъ случае

уделено особое внимаше.

119. Часто случается, что мы, какъ въ последнемъ

примере, делимъ буквы, входяищя въ многочленъ на две группы. Одне

изъ нихъ называются неизвестными или переменными; ихъ

обыкновенно обозначаютъ последними буквами алфавита: х, у^

£, щ v, го, t, s , . . . Друпя, которыя мы разсматриваемъ, какъ

известныя, обозначаютъ обыкновенно первыми буквами алфавита:

а, 6, с, . . . Правда, иногда мы бываемъ вынуждены обозначить

известную величину черезъ х, а неизвестную черезъ а\ но

въ такихъ случаяхъ мы будемъ предварительно особо отмечать

это отступлеше отъ обычныхъ обозначенж.

Если мы будемъ относительно многочлена, содержащаго

известныя и неизвестныя величины, говорить о его степени безъ

более точныхъ указашй, то мы всегда будемъ разуметь
степень многочлена по отношетю къ совокупности неиз-

вестныхъ. Такъ, напримеръ, говорятъ, что

(а2 — Щх -|- с2у — 3 - х — у

есть многочленъ первой степени (именно по отношенпо къ х

и къ у.)
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Въ этомъ случай мы принимаемъ за подобные члены

тЪ которые содержатъ тЪ же неизвЪстныя съ тЪми же

показателями, и, не заботясь объ остальныхъ буквахъ, соединя-

емъ подобные члены, какъ мы это дЪлали въ п. 118.

Если, напримЪръ, намъ данъ многочленъ

— адх2у -{- Зх2у — Ъху2 -\- сху2 -\- ах -\-Ъх — у,

то мы пишемъ:

(— а3 + 3)#2?/ + (— й + с)^1/2+(« + Ъ)х — у\

это многочленъ третьей степени по отношежю къ х\л у\ коэф-

фищентомъ при х2у служитъ (— a3 -f- 3) и т. д.

II. СЛОЖЕН1Е, ВЫЧИТАШЕ И УМНОЖЕН1Е ОДНОЧЛЕНОВЪ И МНО-

ГОЧЛЕНОВЪ.

120. Правила дЪйствж надъ одночленами и многочленами

являются непосредственнымъ слЪдсгаемъ правилъ и теоремъ,

касающихся дЪйствш надъ числами. Въ предшествующемъ

пункте мы пользовались уже некоторыми изъ этихъ правилъ,

которыя, собственно говоря, понятны сами по себЪ. Однако,
точности ради, мы приведемъ и^ъ здЪсь опять.

121. Сложеше и вычиташе одночленовъ. Правила 13 и

14 въ п. 114 относились къ случаю, когда вс!> одночлены

подобны. Это ограничеше мы теперь отбросимъ.
Правило 15. Для трго, чтобы сложить несколько

одночленовъ, достаточно ихъ написать рядомъ вмЪстЪ съ

ихъ знаками. Для того, чтобы вычесть одночленъ,

достаточно прибавить противоположный одночленъ, т. е.

тотъ же одночлеаъ съ обратнымъ знакомъ при коэффи-
цхентЪ.

Прилагая это правило, мы получимъ многочленъ, въ кото-

ромъ слЪдуетъ, если возможно, сделать приведете подобныхъ
членовъ. \

Прим-Ьръ I. Сложить одночлены:

15а2#, —Ъа2х, 15аду, —а2х, —аду.
Получимъ многочленъ

\Ъа2х — Ъа2х -\- 15а3// — а2х — а3?/,
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который можно проще написать такъ:

Прим-Ьръ II. Сложить одночлены

аъх, — а2у, а3

и изъ полученнаго результата вычесть одночлены:

— аъх, —За2//, — а4, 2а2у.

Получимъ:

аьх — а2у + а3 -f аъх-\-Ъа2у + а4 — 2а2у,

или проще:

2а3ж + а3 + а4.

122. Сложен1е и вычиташе многочленовъ. Правило 16-ое.

Для того, чтобы прибавить или вычесть многочленъ,

достаточно всЪ члены этого многочлена последовательно

прибавить или вычесть.

Въ полученномъ такимъ образомъ результате дЪлаютъ,

если возможно, приведете подобныхъ членовъ.

Прим-Ьръ I. Требуется сложить слЪдуюиие многочлены :

Заая + Ь8 + 6 + а4,
— б3 —8 + 2а4 + За2^г,
— 3&2 - 6а4 + 15а2ж —9.

Получается многочленъ

$а2х _|_ & + 6 + а4 — bs — 8 -f 2а4 -|- За2ж — 362 — 6а4

+ 15а2х —9,

или же, послЪ приведешя подобнйхъ членовъ:

21 а2^ — 362 — За4 — 11.

Прим-Ьръ II. Вычесть многочленъ:

Загх — 9asx2 — 6a2x2-

изъ многочлена:

9a2x-{-lSasx2 —а2х2

Получимъ:

9а2х + 18а3^2 — а2^2 — За2^ + 9а^х2 -f 6а2х2,
или проще:

6а% + 27а3^2 + 5а2^2.
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Последнее правило можетъ быть заменено другимъ, если

отдельные многочлены, которые нужно сложить или вычесть,

заключены въ скобки. Тогда имЪетъ мЪсто правило 6-ое (п. 90)

которое мы здЪсь еще разъ повторимъ:

Если передъ скобками стоитъ знакъ -|-, то можно

опустить скобки. Если передъ скобками стоитъ знакъ

—, то можно орустить скобки, измЪнивъ одновременно

всЪ знаки на обратные.

Прим-връ. Требуется вычислить :

as _|_ J2 _ (Зан _ 2Ъ2) + (— а8 + Ъ2) — (— 6а3 + 462).

Получимъ:
ав ^_ ь2 _ за8 + 2Ъ2 — a6 -f- б2 + 6б*3 — At)2>

или же, послЪ приведешя подобныхь членовъ:

За3.

Прим-вчаше. Чтобы облегчить приведете подобныхъ членовъ,

часто бываетъ удобно всЬ подо'бные члены подписывать одинъ

подъ другимъ; это примЪчаше особенно полезно, если мы скла-

дываемъ расположенные многочлены.

Прим-връ. Составить сумму слЪдующихъ мн<5гочленовъ:

Зх* — 5х2-\-Зх — 4,
— 2хд — х2 — 6,

дх2 _ б,х — 7,

8 — хК

ДЪйсгае располагаютъ слЪдующимъ образомъ:

Зх* —5x2 -\-Зх —4

— 2xs — х2 — 6

9^ —вх —7

— хв +8
0-х3 + 3х2 — Зх —9.

Складываемъ коэффиц1енты одинаковыхъ степеней х,

стояние другъ подъ другомъ, и получаемъ искомый результатъ:

0- xs + 3x2 — Зх — 9,

т. е., такъ какъ одночленъ съ коэффифентомъ нуль равенъ

нулю :

Зх2 — Зх — 9.
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123. Умножеше одночленовъ. Произведете двухъ од-

ночленовъ представляетъ такой одночленъ, коэффи-
шентъ котораго равенъ произведен^ коэффищентовъ

сомножителей, а буквенная часть есть произведете

буквенныхъ частей сомножителей.

Пусть требуется, напримЪръ, перемножить два одночлена:

3 5 5
Произведете -г- на —-т- будетъ —-^' Отсюда искомое

произведете :

—^-х2г/аЬ2.
о

Точно такъ же произведете одночленовъ

7т abs, тсРЬ
3

'
4

равно :

Y<x>bsa2by или уй3^4.
Такимъ образомъ, каждая изъ буквъ, входящихъ въ

произведете имЪетъ показателемъ сумму показателей ея въ обо-

ихъ сомножителяхъ. Изъ этого замЪчатя вытекаетъ правило:

[J Правило 17-ое. Чтобы составить произведете двухъ

или нЪсколькихъ одночленовъ, пишутъ сначала произт

ведете коэффиц 1ентовъ. Потомъ пишутъ всЪ буквы,
встрЪчающ1яся въ сомножителяхъ, и каждую изъ нихъ

берутъ съ показателемъ, равнымъ суммЪ показателей,

которые эта буква имЪетъ въ различныхъ

сомножителяхъ .

Положимъ, что требуется составить произведете слЪдую-
щихъ одночленовъ:

У 2
'

V2
* 3

п л. л. • 3—2—5 3-2-5 -

Произведете коэффифентовъ-у=г, —р=, —^— равно 2 3
=5.

Показатель буквы а будетъ равенъ 3 —|— "1 —]— 1 =5, показатель

буквы Ъ точно такъ же будетъ равенъ 2 -}- 3 = 5, показатель

при с будетъ 1; показателемъ буквы х будетъ 2 —[— 2 = 4,

показатель у будетъ 3. Поэтому произведете равно:

5аъЬьсх*уд.
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124. Умножен!е многочлена на одночленъ. Правило 18-ое.

Чтобы умножить многочленъ на одночленъ, нужно

каждый членъ многочлена умножить на этотъ одночленъ и

сложить полученный произведешя.

ПримЪръ. Пусть требуется ^множить многочленъ

За2 — 2Ъ*-\-х-\-5ij
на одночленъ

— аЪх2

Получимъ:
— 3asbx2 -j- 2ab*x2 — abxd — Sabx2y.

125. Ум0Жен1е двухъ МНОГОЧЛенОВЪ. Правило 19-ое. Чтобы

умножить многочленъ на многочленъ, достаточно

умножить одинъ изъ нихъ последовательно на всЪ члены

другого и сложить полученные результаты.

Прим-Ьръ. Пусть требуется умножить многочленъ

а2Ъ — аЬ + ЪЪ2 .

на многочленъ

а2 — 2аЪ + ЪЪ2

Сначала умножаемъ первый многочленъ на а2; получаемъ:

а±Ь — аЧ-\-Ъа2Ь2.
ЗатЪмъ умножаемъ его на — 2аЪ\ получаемъ:

— 2аЧ2-1г2а2Ь2 — ваЪК

Наконецъ, умножаемъ на 3&2 и получимъ:

За2&3—За?>3 + 9&4.

Остается лишь сложить эти три отдЪльныя произведе-

н1я; тогда получимъ:

аЧ — аЧ + За2Ь2 — 2аЧ2 + 2а2Ъ2 — 6а&3 + ЗаЧ\
_За&3 + 9?;4,

или же, после приведешя подобныхъ членовъ:

аЧ — аЧ -f 5а262 — 2аЧ2 — 9abs + ЗаЧ* + 9¥.

126. Случай расположенныхъ многочленовъ;

практическое замгЬчаше. Если требуется перемножить два многочлена,

содержание одну только букву х> то бываетъ удобно располо-
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жить ихъ для производства дЬйсгая особымъ образомъ,

который мы разъяснимъ на двухъ примЪрахъ.

Прим-Ьръ I. Пусть требуется перемножить два многочлена:

3xs — 2я2 + 6я + 1,

2х2-\~Ъх — 7.

Расположимъ ихъ слЪдующимъ образомъ:

{Ъхь — 2х2-\- 6х -f \)-{2х2-{-5х — 7)
6хь - 4^4 + 12^3+ 2х2

\Ьх* — 10;r3-f ЪЪх2 + 5х

— 2\х*\-\\х2 — Мх — 7

вхъ + 11 ос4 — 19х3 + 4вх2 — 37 х — 7.

Мы написали сначала одинъ многочленъ рядомъ съ другимъ

и провели черту, подъ которой подписали отдЪльныя произве-

детя. Ихъ въ данномъ случае три; мы получимъ ихъ,,

умножая первый многочленъ на каждый членъ второго. Эти

произведешя подписываемъ одно подъ другимъ, такъ что очень

легко составить ихъ сумму. Сумму эту мы пишемъ подъ второй,

чертой.

ПримЪръ II. Многочленъ

ж4 + жа + 2# + 1

требуется умножить на многочленъ

х° — х- — 1.

Произведемъ дЪйсгая такъ:

(У + х2 + 2х + 1) • № — я2 — 1)
х1 -\- хъ + 2ж* + я8

— х'1 — х2 — 2х — 1

х1 — х® -{- хь — #3 — 2а;2 — 2х — 1 .

ЗдЪсь оставлены пустыми мЪста, соотвЪтствующ1я степе-

нямъ отсутствующихъ членовъ.

Прим-Ьчанге. Равенство.

(ж8 + х1 + 2х + 1) • (хд — х2 — 1)
/yfi /у»6 I /у»о /у»3 О /у»2 О /у> А
«Л/ кЛу «Л/ iAs LJ iA/ Ш 1Л/

~~~~
1 «
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выражающее результатъ произведенныхъ вычисленш, называется

тождествомъ, такъ какъ обЪ стороны станутъ

тождественными (п. 77) послЪ упрощешя. Точно такъ же равенство

х(х — 1) = 2х2 — х(х + 1)

будетъ тождествомъ. Въ отдЪлЪ задачъ мы предлагаемъ

несколько тождествъ, въ справедливости которыхъ нужно убЪ-
ит ься.

III. ДЪЛЕШЕ ОДНОЧЛЕНОВЪ; ДЪЛЕШЕ МНОГОЧЛЕНА НА

ОДНОЧЛЕНЪ.

127. ДЪлеше одночленовъ. Говорятъ, что одночленъ

делится на другой одночленъ, если существуетъ трет1й одночленъ,
который, будучи умноженъ на второй, дастъ первый одночленъ.

Поэтому правило дЪлешя представляетъ непосредственное слЪд-

CTBie правила- умножешя. _

Правило 20-ое. Частное отъ дЪлешя двухъ одночленовъ
имЪетъ коэффищентъ равный частному отдЪльныхъ ко-

эффифентовъ и содержитъ каждую б,укву съ показате-

лемъ, равнымъ разности ея показателей въ дЪлимомъ

и дЪлителЪ.

Прим-Ьръ. Пусть требуется разделить 35asЪ2ху на labx.

Получимъ:

5a2by.

ЗдЪсь мы не должны приписывать буквы х, такъ какъ по

правилу показатель ея долженъ быть равенъ нулю. Поэтому мы

присоединимъ следующее дополнительное замЪчаже.

ПримЪчаше. Въ частномъ можно опускать каждую

букву, показатель которой есть нуль; другими словами',

сомножителя х° можно заменить единицей (ср. п. 49).
128. Правило делимости. Мы высказали правило дЪлежя

въ предположен^, что дЪлимое дЪлится на делителя; тогда
оно представляетъ непосредственное слЪдсгае правила умноже-
и\я. Для того чтобы дЪлеше совершалось на цЪло, необходимо и

достаточно, чтобы дЪлитель не содержалъ ни одной буквы,
которой нЪтъ въ дЪлимомъ и чтобы показатель каждой буквы въ

дЪлителЪ не превышалъ показателя той же буквы въ
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дЪлимомъ. Если дЪлимое не дЪлится на делителя, то мы

ограничиваемся обозначешемъ дЪлетя и получаемъ . такимъ обра-
зомъ дробь.

129. Д-Ьлен1е многочлена на одночленъ. Правило 21-ое.

Чтобы разделить многочленъ на одночленъ, достаточно

всЪ члены многочлена последовательно разделить на

этотъ одночленъ и полученные результаты сложить.

ПримЪръ. Многочленъ

За2х* -|- 5аЬхд -\- ах

требуется разделить на одночленъ 15ах. Получимъ:

■у- a xs -f- -=- Ьх2 -\- гр •

ПримЪчан1е. Для того, чтобы многочленъ (въ которомъ

выполнено приведете подобныхъ членовъ) делился на одночленъ,

необходимо и достаточно, чтобы каждый изъ его членовъ

дЪлился на одночленъ.

130. ЗамЪчаше относительно дЪлешя. Если дЪлешя

нельзя выполнить, то мы ограничиваемся тЪмъ, что обознача-

^мъ его, при чемъ употребляемъ способъ обозначешя дробей.
А именно, если А и В два как1я-нибудь алгебраичесюя выраже-

Н1я, то t=t представляетъ такое алгебраическое выражеше, зна-
jD

4eHie котораго равно частному отъ дЪлешя значешя А на зна-

чеже В\ оно, следовательно, равно частному отъ дЪлешя А

на Б, такъ какъ по опредЪленш дЪлешя имЪемъ:

При примЪнешяхъ этого основнаго равенства, слЪдуетъ

обращать особое внимаше на тотъ случай, когда В равно нулю

для нЪкоторыхъ значежй входящихъ въ него буквъ. ДЪло въ

томъ, что мы не можемъ ничего сказать о частномъ отъ дЪле-

шя числа на нуль; лишь позже, въ ученж объ уравнешяхъ

первой степени мы придемъ къ тому, что будемъ обозначать

такое частное знакомъ оо, который называется без

конечностью (ср. п. 111); тогда же разсмотримъ и тотъ случай, когда

выражешя А и В одновременно равны нулю. ЗдЪсь мы xorfe-

ли лишь обратить внимаше на то, что слЪдуетъ особенно
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осторожно относиться къ случаю, когда знаменатель Б

А

дроби -^ равенъ нулю и что этотъ вопросъ мы подверг-

немъ еще болЪе обстоятельному изслЪдован1ю.<

Это замЪчаше имЪетъ особенно важное значеше для сл£-

дующаго пункта, которымъ мы закончимъ эту главу.

131. Ращональныя дроби. Опред-Ьлеше. Подъ ращональ-

ной дробью мы разумЪемъ дробь, члены которой суть
многочлены, или же, въ частномъ случай, одночлены.

СлЪдуюния выражешя могутъ служить примерами раць

ональныхъ дробей:

Ъа-Ь а — Ъ tf + x0- — ys
562с3' с —<Г а2х± — if + г

'

Подъ степенью рацюнальной дроби разумЪемъ степень

той составной части ея, которая имЪетъ высшую степень. Такъг
напримЪръ, дробь

ах-\-Ъ
а х-\- Ь'

которую мы впослЪдствш обстоятельно изслЪдуемъ, называется

дробью первой степени по отношен!ю къ х. Это есть даже

наиболее общее выражеше дроби первой степени по отноше-

шю къ х, если примемъ, что а, &, а\ V суть каюя-либо не

зависящ1я отъ х, т. е. не содержания х, алгебраически

выражешя.

Для дЪйсгай надъ рацюнальными дробями справедливы rfc

же правила, что и для дЪйствш надъ численными дробями. Это

непосредственно слЪдуетъ изъ п. п. 22, 54, 130 и изъ того

обстоятельства, что правила, имЪюиия мЪсто для чиселъ, остаются

въ силЪ и для буквъ.

Въ частности, дробь можно упростить, дЪля ея числителя

и знаменателя на общаго сомножителя (сокращеше). Можно

также привести несколько дробей къ одному знаменателю,

умножая числителя и знаменателя каждой изъ ^нихъ на надлежа-

щимъ образомъ выбраннаго множителя.

Если числитель и знаменатель дроби суть одночлены, та

для составлешя общаго наибольшаго делителя и общаго наимень-

шаго кратнаго остаются въ силЪ тЪ же правила, что и въ
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ариеметикЪ для ироизведешя простыхъ сомножителей и

поэтому очень легко приводить подобныя дроби къ самому

простому виду. Также легко привести несколько дробей къ ихъ

простейшему общему знаменателю. При этомъ мы счи-

таемъ дробь тЪмъ проще, чЪмъ ниже степень числителя и

знаменателя; это не значитъ, что они меньше, такъ какъ

численное ихъ значеше зависитъ, очевидно, отъ значенш, припи-

сываемыхъ входящилл въ нихъ буквамъ. Въ подобномъ же

смысле нужно понимать и выражеше „простЪйшш общш
знаменатель".

Пусть будетъ, напримЪръ, дана дробь

ЪаР-Ьс

babe'1'

Упрощаемъ ее, сокращая на ЪаЪс, и находимъ:

а

2с

Если же мы примемъ:

а = 10, 6 = 0,001, с = 20,

то получимъ:

За2Ъс = 6,
бабе2 = 24,

такъ что данная дробь обратится въ —, а упрощенная въ

7q.
Съ алгебраической точки зрЪжя мы должны, несмотря

на это, вторую дробь разематривать, какъ болЪе простую.

Если знаменатели дробей суть многочлены, то мы не имЪемъ

возможности дать здЪсь общ1я правила, по которымъ находятся

общш наиболышй дЪлитель и общее наименьшее кратное

знаменателей. Поэтому приходится ограничиться тЪмъ, чтобы

сперва упростить дроби, а потомъ въ каждой изъ нихъ умножить

числителя и знаменателя на произведете остальныхъ

знаменателей. Впрочемъ, навыкъ укажетъ намъ упрощешя, которыми

нередко можно пользоваться.
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ЗАДАЧИ КЪ ГЛАВЪ ХШ-ой.

230. Сделать приведете подобныхъ членовъ въ слЪдующихъ мно-

гочпенахъ:

\Ъа*х — 8а3 — 25а2х +а*+ Ь2 - \2а + 35Ь2,

#з __ sx + За?3 — 8 а?2 — 12а?+ у#2+ -|-а? +15 ,

3 3
-7J- х + 5а?2— 12а?22/ + -т-х2 — х —- а??/2 — а?2я/,

—а?—-4а? — 5a?-f-12 + y+
a?2 — -г-ж——а?2.

231. Составить' произведешя одночленовъ:-

12а2Ьс и 13аЬс2,

л .-» 2
4а?*/2 и уЖ1/,

3
16а?2 г/3 и -т-Ж;г>

2
4а&с и — а2Ьх.

232. Составить произведете шести одночленовъ:

2
' *

1

-~~л3&, 2а5ж 4дж, —жг/, 9г/2, Ъху.

233. Составить произведете шести одночленовъ:

Ъах, —2аж2, —За2ж*, -г-ау, —у2, 0 2ж.

234. Составить произведете пяти одночленовъ:

— ах у —Зх2, —Ъхуу 12аж3, — ау2.

235. Составить произведете спЪдующихъ одночленовъ:

■г-йж2, —аъЬхуу -—а2х2у'2.

236. Составить произведете сл-Ьдующихъ одночленовъ:

уя*^ ^я2^, 3-1 я3*?, ^-аьл
237. Составить произведете сл-Ьдующихъ одночленовъ:

=-агх°у —а осх< у, -у-

238. Сложить сл^дующ1е многочлены

5 3 5 Я
— а2х°, —аЪсхТу, — я2с2^ — ~жг/3
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Зх2-\- ах~\-Ь ,

— Ьх-\-Ъах'2-\-с-\-Ь у

— 8аж + 5ж2 + с2 + 6

и расположить результатъ относительно х.

239. Сложить сл,Ьдующ1е многочлены:

5ж3— 8ах2-\- ЪЬх — с ,

ах2 — Зж3 — 4с — 12&ж,
9сж2+12аж3 + 5Ьж —15

и расположить результатъ относительно ж.

240. Умножить многочленъ

ЛЪах — 2у* + ~ау + Ьу*

на одночленъ
— Ъаху.

241. Умножить многочленъ

— Зж2-|-12«ж + 5-- Зж4

на одночленъ 2аж.

242. Перемножить многочлены:

Зж2 — 5ах — 4 ,

2х — За

243. Перемножить многочлены:

Зж2 — 5ж-2,
Зж-4.

244. Перемножить слЪдуюи^е три многочлена:

(а — Ьх — х1) (х+у) (г + 3).

245. Умножить а-\-Ъ на а — Ъ.

246. Умножить а*-\-аЪ-\-№ на а — Ъ.

247. Умножить а3 + а2& + а&2 + &3 на а — 6.

248. Умножить а4 + а3& + «2^ + а&3 + &4 на а - & .

249. Умножить а4 — аъЪ -\-а2№ — аЬ6~\-Ы на а + &.

250. Вычислить квадратъ двучлена а-\-Ъ.

251. Вычислить третью степень двучлена а + Ь.

252. Вычислить квадратъ многочлена а-\-Ь-\-с.
253. Вычислить третью степень многочлена а-\-Ъ-\-с~
254. Вычислить квадратъ многочлена а-\-Ъ -\- c-\-d.
255. Умножить ж3 + 2ж2 — х — 1 на ж2 —ж —4.

256. Умножить ж2 — 2 на ж2 — Зж + 5.

257. Умножить ж2 —2ж + 5 на ж2 + 2ж + 5.

258. Составить произведете слЪдующихъ многочленовъ:

Зж3 — 5ж2 + 6ж — 7,
2ж2-6ж + 5 .
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259. Составить произведете слЪдующихъ многочленовъ:

2х2 — 6ж + 4,

4х2 — 8ж + 3.

260. Составить произведете стЬдующихъ многочленовъ:

х2 + 2ах -\- а2 — Ь2,
х2 + 2Ъх+Ъ2 — а2 — ЗаЪ

и расположить результатъ по отношетю къ х.

261. Составить произведете слЪдующихъ многочленовъ:

ах2 + Ъх-\- с у

а' х2-\- Ь х-\- с'

и расположить результатъ по отношетю къ х.

262. Привести слЪдуюиця дроби къ одному знаменателю:

1 2 4а 6 а2

а + Ь> а — Ъ' a2 — b2' a2-\-b2'

Нужно заметить, что за общ1й знаменатель можно взять а4 — Ы.

263. Сократить сл'Ьдуюил'я дроби:
АагЪсх \ЪаъЪс2ху \Sa^bcbxyz
2Ъ2с2у2

' 50abcx2z
'

\2аЪс*у2
'

264. Сократить слЪдуюиф'я дроби :

с$ — Ъ'6 а4 — б4 а5 — №

Предлагается воспользоваться при этомъ результатами задачъ 245—249L

265. Составить произведете слЪдующихъ дробей:

авЪ2х а Ъ2х2 ЪаЫх

ab-y
'

cxz
}

Ьа2Ъх2у
Упростить результатъ.

266. Составить сумму слЪдующихъ дробей :

ах by ab-\- a2 -— b2-j- 3а — 5b

у
'

х
'

ху

267. Выполнить слЪдующ1я сложетя и вычитатя :

6ЙЖ &J/ _ (g2-f &2)у2
^

Sabx2

ух х2 у-

268. Выполнить сл^дующ1я вычислешя:

1,1,1

Ъ—с '

а

Ъ-с '

"в2- 1
Ъ — с

1

«3
,

Ъ — с
'

Борель, Злементарная математика.

с й~ а

b

с — а

6*2

с — а

Ъ*

с — а

а — Ъ>

с

а — Ъ'

с2

а — Ъ>

с36

а — Ъ'
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269. Доказать справедливость тождества:

1 __1 1

| ж2 т— а2 2<г(ж— а) 2а(х-\-а)

270. Доказать справедливость тождества:

1 1/1 1

(ж
— а) (ж — 6) 6—а\х— b х—а]

271. Доказать справедливость тождества:

1 1,1

<ж
— а)(х — Ь)(х — с) (ж — a) (a — b)(a — c)~(x — b) (b — а)(Ъ — с)

+ - 1
г

(ж — с) {с — а) (с — 6)

272. Доказать тождество:

(а2 + б2) (ж2 + */2) = (аж + byf + (ау — 6ж)2.

273. Доказать тождество:

(а2 + &2 + с2) (ж2 + */2 + **) = (ax + by + czf + (Ь* — cyf + (еж — azf
-\-(ay — bxf.

274. Доказать тождество:

1
=

1

(ж
— а) (ж — 6) (ж — с)(ж — d) (ж — а) (а — Ь) (а -—с) (a — d)

-г
(Ж _ 6) (6 - а) (6 - г) (6 - й)

^
(ж — с) (с - а) (с - 6) (с - d)

^
(x — d) (d — а) (d — b) (d — e)

275. Доказать тождества :

xm —amz=(x — a) (ж™
— i -f aa?»»

— 2 + • . . -|- дт
—

l) ?

ж2т __ a2m = (ж + a) (x*™ -1 — a ж2™ - 2 _|_ а2ж2™
- 3 a2m

-

l) y

x2m -f l _I_ a2w + l — (ж -j_ a) (ж2™ — ax*™ + i -j 1- a2m);

m обозначаетъ какое угодно положительное цЪлое число.

276. Доказать тождество:

а2 (р _. с) + &2 (с — а) + с2 (а - Ъ) + (а - Ъ) [Ь — с) (с — а) = 0 .

277. Доказать тождество:

4 [(а с'— са')2 — (оЬ'— &а')(6с'— сб')]
= (2ас'+ 2са'—Ь6')2 —(&2 —4ас)(6'2 —4а'с').



Глава XIV.

УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА ПЕРВОЙ СТЕПЕНИ.

I. УРАВНЕН1Я ПЕРВОЙ СТЕПЕНИ СЪ ОДНОЙ НЕИЗВЪСТНОЙ.

132. Объ уравнешяхъ вообще. Подъ уравнешемъ подра-

зумеваемъ равенство (ср. п. 7) двухъ алгебраическихъ выра-

женш, въ которыхъ одна или несколько буквъ разсматривают-

ся, какъ неизвЪстныя или какъ перемЪнныя величины.

Такимъ образомъ, уравнеше состоитъ изъ двухъ

алгебраическихъ выраженш, связанныхъ знакомъ = ; это две части урав-

нешя. Выражеше, написанное слева, называется .левой частью

уравнешя, второе—его правой частью. Члены, встрЪчающ1еся
въ этихъ алгебраическихъ выражешяхъ, называются также

членами самого уравнешя.

Равенство можетъ быть также тождествомъ (п. 77). Если
же оно не представляетъ собой тождества, то две его части

могутъ только тогда быть равны другъ другу, когда мы припи-

шемъ буквамъ опредЪленныя значешя. НапримЪръ,

2х-\-Ъ == х-\- 5

есть уравнен1е съ одной неизвестной х\ равенство въ

этомъ случае действительно имеетъ место только при х = 2;
оно несправедливо, напримЪръ, при х = \.

Точно такъ же

х -\- 4 = у -\- 6 — Ъх

есть уравнеше съ двумя неизвестными или двумя

переменными х и у. ЗдЪсь равенство имеетъ место, напримеръ, при
х = 2, у = 6, или при х = — 4, у = — 18, или же при х = 1,
у = 2\ оно не имеетъ места, напротивъ того, при х = О,

у = 0. Итакъ, обе части этого уравнешя равны не для всехъ

значенш переменныхъ х и у, а только для определенныхъ си-

стемъ значешй этихъ переменныхъ.
14 *
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Относительно тЪхъ значенш неизвЪстныхъ, при которыхъ

лЪвая часть уравнешя действительно равна правой, говорятъ>
что они удовлетворяютъ уравнешю. 3Ha4eHie или система

значенш, для которыхъ уравнеже справедливо, называется

р'fern ешемъ уравнешя.

Часто разсматриваютъ уравнешя, которыя, кромЪ перемЪн-

ныхъ или неизвЪстныхъ, содержатъ еще друпя буквы, назы-

ваемыя въ противоположность имъ постоянными или данными

|величинами; обыкновенно употребляютъ (п. 78, 119) для обоз-

начешя неизвЪстныхъ послЪдшя буквы алфавита а для обоз-

начешя данныхъ величинъ—первыя.

Разсмотримъ, напримЪръ, следующее уравнеше:

х -\- а — 3 = 5# — 6а —J— Зг/.

Оно справедливо при х = а, у = а — 1; мы убедимся въ

этомъ, если гюдставимъ эти значешя вместо х и у, т. е. если

х замЪнимъ черезъ а, а у черезъ а — 1.

133. ОбЩ1Я предложешя. Теорема 60. Къ обЪимъ ча-

стямъ уравнешя можно прибавить одну и ту же

величину, не изменяя рЪшешя или рЪшешй уравнешя.
Изъ этого непосредственно яснаго предложешя вытекаетъ

следующая важная теорема:

Теорема 61. Любой членъ уравнешя можно перенести

изъ одной его части въ другую, мЪняя лишь при этомъ

его знакъ на обратный.
Доказательство. Пусть дано уравнеже:

Зх-{-5у-}-7 = Sa — 9-\- х;

требуется перенести членъ х изъ правой части въ лЪвую. Для

этого достаточно прибавить къ обЪимъ частямъ уравнешя по

— х. Тогда въ правой части х — х дастъ 0 и, следовательно,

получимъ:

Зж + 5у-\-7 — х = 8а — 9;

предложеше, такимъ образомъ, доказано.

Теперь ясно, что мы можемъ вообще всЪ члены уравнешя

перенести въ лЪвую часть его. Правая часть тогда станетъ

равной нулю. Поэтому каждому уравнешю можно придать видъ:

А=0,
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гдЪ А обозначаетъ болЪе или менЪе сложное алгебраическое

выражеше; мы будемъ, однако, разсматривать почти

исключительно так1я уравнежя, въ которыхъ А можетъ быть сведено

къ многочлену. Подъ степенью уравнежя подразумЪва-

ютъ въ этомъ случае степень этого многочлена по от-

ношешю къ совокупности всЪхъ неизвЪстныхъ.

Если А есть сумма рацюнальныхъ дробей, то можно

привести эти дроби къ одному знаменателю и составить ихъ

сумму. Уравнеше примётъ тогда видъ:

гдЪ М и N многочлены. Теперь мы разсмотримъ какое-либо

рЪшеше уравнежя:

М=0;

при этомъ мь* предположимъ, что выражеше М содержитъ неиз-

вЪстныя. Если знаменатель N для разсматриваемаго зна-

чент неизвестной или для разсматриваемой системы

значетй отличенъ отъ нуля, то изъ равенства М — О слЪ-
М

дуетъ, очевидно, равенство — = 0. Если же выражеше N также

обращается въ 0 для этого значешя или этой системы

значетй, то нельзя сказать, какое значеше получаетъ лЪвая

часть, если въ нее будутъ подставлены наши зна-

чежя, такъ какъ частное отъ дЪлешя нуля на нуль не

имЪетъ опредЪленнаго значешя (п. 22, 136).
Пусть, напримЪръ, дано уравнеше:

х2 — 5х + 6 л

х2 — 4я? —J— 3

Для х = 2 имЪемъ:

22 _5-2 + 6 = 4 — 10 + 6 = 0,
28 — 4-2 + 3 = 4 — 8+3 = — 1;

следовательно, х = 2 будетъ рЪшешемъ уравнешя. Напротивъ

того, при х = 3 имЪемъ:

32— 5-3 + 6 = 9 — 15 + 6 = 0,
32 _ 4 . 3 + 3 = 9 — 12 + 3 = 0;

следовательно, х = 3 не будетъ рЪшешемъ этого уравнешя.

Отсюда приходимъ къ следующей теореме:
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Теорема 62. Если уравнеше можетъ быть приведено

къ такому виду, который выражаетъ, что частное двухъ

многочленовъ должно быть равно нулю, то рЪшешя его

получаются такимъ образомъ, что разыскиваются зна-

чешя неизвЪстныхъ, для которыхъ числитель исчеза-

етъ, а знаменатель отличенъ отъ нуля.

М
Поэтому, предложенное уравнеше -дт=

О можно заменить

уравнешемъ М = 0, при ycлoвiи, что мы потомъ посмо-

три'мъ, обращаютъ ли найденныя значетя неизвЪстныхъ

знаменателя N въ нуль или нЪтъ.

Можетъ также случиться, что знаменателемъ N служитъ

число, напримЪръ, 15 или 35; такого знаменателя, очевидно,

можно всегда опустить, не изменяя рЪшенш уравнешя; вскоре
мы приведемъ такого рода примеры.

Если знаменатель содержитъ лишь извЪстныя буквы, на-

примЪръ, равенъ За — 5, то слЪдуетъ обратить внимаше на то>

что онъ въ зависимости отъ значенш этихъ буквъ (здЪсь
буквы а) либо равенъ нулю, либо отличенъ отъ нуля, каковы

бы ни были значешя неизвЪстныхъ, такъ какъ онъ не за-

виситъ отъ значенш, приписываемыхъ неизвЪстнымъ. Это замЪ-

чан1е важно при такъ называемомъ изслЪдоваши рЪшешй

задачъ, къ которому мы скоро перейдемъ.

134. Примеры уравненш первой степени съ однимъ

неизвЪстнымъ. Прим-Ьръ I. Пусть дано будетъ уразнеше:

3 +5ж = 8ж — 1.

Перенеся всЪ члены въ лЪвую часть, получимъ:

Ъх — 8.Х + 3 + 1 = 0,

или же по упрощенш:

— Ъх-\- 4 = 0.

Степень выражешя въ лЪвой части по отношешю къ х

равна единице. Поэтому уравнеше называется уравнешемъ

первой степени. Если перенесемъ известный членъ въ правую

часть, то получимъ:

— Ъх = — 4.
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Для того, чтобы уравнеше удовлетворялось, необходимо и

достаточно, чтобы произведете числа х на — 3 было равно — 4;

следовательно х, по определена дЪлешя, должно быть

равно частному отъ дЪлешя —4 на — 3, и поэтому:

_

~4
— ±х~~

-з"~ з
"

Это и есть рЪшеше предложенная уравнешя. Читатель

безъ труда убедиться, что это единственное рЪшеше.

Примерь П. Пусть дано уравнеше:

6ж + (ж_3)(Ж-1) = ^_^+ «.

После перенесешя всЪхъ членовъ въ левую часть и выпол-

нешя дейсшй получимъ:

Ьх + х2 — 4^4-3 — я2 + ^ — ^ = О,

т. е.

'

(б-4 + |-)Ж+3-Н=о.
Это, следовательно, есть уравнеже первой степени,

которое можно н&писать еще такъ:

17 1

Т*
=

Т'

Отсюда, разсуждая, какъ прежде, получимъ:

_\_ \J__1_Х —
4

*'
7
—

68
'

Изъ этихъ примеровъ вытекаетъ правило:

Правило 22-ое. Если после перенесешя всЬхъ членовъ

въ левую часть и после приведешя всЪхъ подобныхъ
членовъ мы получаемъ уравнеше первой степени, то

слЪдуетъ перенести известный членъ въ правую часть;

чтобы получить рЪшеше, тогда останется только

разделить правую часть на коэффиц1ентъ при неизвестной.

ПримЪчаше. Если ypaBHeHie имЪетъ настолько простой видъ,
что мы въ немъ сразу узнаемъ ypaBHeHie первой степени, то

достаточно применить лишь вторую часть правила, т. е.

перенести всЪ неизвестные члены въ левую часть, а известные въ

правую.
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Прим-Ьръ. Решить уравнеже:

Сначала получаемъ:

(4-i)»~.-7 + i;-
затЪмъ последовательно находимъ:

А. —

7 - 64
_

57

| 4
Х ~

4
~~

4 '

= _
57. 1==_57
4*4

135. Уравнешя съ буквенными коэффициентами.
Правило 22-ое остается въ силЪ и въ томъ случай, когда уравнеже, кромЪ

х, содержитъ друпя данныя буквы а, 6, с,... НапримЪръ, дано

уравнеже:

Ъах -f- b — ск -(- 4 .

Пишемъ его такъ:

(За — с)# = 4 — Ъ\

отсюда слЪдуетъ, что х равняется частному отъ дЪлежя 4 — Ъ

на За — с; если поэтому воспользуемся принятыми обозначе-

жями рацюнальныхъ дробей, то получимъ:

4-й
х = =

За — с

Эта дробь не допускаетъ дальнЪйшаго упрощежя. Но если

бы у насъ было:

ЪаЪх = а3 б2,

то по правилу дЪлежя одночленовъ мы получили бы:

ЪаЬ 3

Изъ уравнежя:

(а — Ъ) х = а2 — б2,
слЪдуетъ:

а* — 62.
Ж = г- >

а —Ь

но мы имЪли тождество (п. 77):
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(а2 — Ь2) = (а — Ъ){а + Ъ).

Следовательно, если мы предположимъ, что а — 6 не равно

нулю, то путемъ сокращешя получимъ:

х = a -f- 6.

Въ этомъ случай х имЪетъ только одно значеше,

удовлетворяющее уравнежю. Но если бы а — b было равно нулю, то

предложенное уравнеше превратилось бы въ тождество, т. е.

удовлетворялось бы при любомъ значети х.

Изъ предшествующихъ разсуждешй вытекаетъ следующее
важное правило:

Правило 23-ье. Для того, чтобы рЪшить уравнеше
первой степени, слЪдуетъ привести его къ нормальному

виду
^ Ах = Ву

гдЪ А и Б-*-алгебраическ1я выражешя, не содержания х.

РЪшете выражается тогда формулой:

въ предположены, что знаменатель А не обращается въ

нуль.

136. ИзслЪдоваше уравнешя. Разсмотримъ уравнеше
первой степени въ нормальной формЪ:

ах = 6,

гдЪ а и Ъ обозначаютъ два катая угодно данныя числа. ИзслЪ-

довать это уравнеше значитъ разобрать различные случаи,
которые могутъ имЪть мЪсто въ зависимости отъ значежй

а и Ъ\ эти значешя могутъ быть положительными и

отрицательными, но возможно также значеше нуль.

1. Сначала примемъ, что а не обращается въ 0. Тогда,

каково бы ни было 6, существуетъ одно и только одно число,

которое, будучи умножено на а, дастъ произведете 6; это

число обозначается черезъ — . Уравнеше ах = Ъ будетъ поэтому

удовлетворено, если въ него вместо х подставимъ —, и только

въ этомъ случай; следовательно, оно имЪетъ только одно

рЪшеше. Мы можемъ поэтому высказать следующую теорему:
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Теорема 63. Если коэффищентъ а при х не равенъ

нулю, то уравнете первой степени ах = Ъ имЪетъ только

одно решете.

2. Теперь мы разсмотримъ случай, когда а равно нулю

Тогда можно сказать, что нЪтъ вовсе уравнешя, потому что

въ алгебраическихъ выражешяхъ, которыя мы имЪемъ въ виду

сделать равными, вовсе не встречается х. Действительно, этотъ

случай не можетъ иметь места если мы разсматриваемъ уравнешя,,

въ которыхъ, кроме ху встречаются только числа, потому что

никому не можетъ придти въ голову назвать равенство, не

содержащее х, уравнешемъ относительно х. Однако, если

имеются буквенные коэффищенты, то можетъ случиться, чта

по существу задачи мы вынуждены придать въ извЪстныхъ слу-

чаяхъ букве а значеше нуль. Насколько важно это замЪчаше,

выяснится лишь въ следующей главе; однако, мы еще здесь

разсмотримъ, во что обратится решеше въ этомъ особомъ случае.

2а. Прежде всего примемъ, что а = 0,но Ъ отлично отъ

нуля. Тогда не существ/етъ такого числа х, которое, будучи

умножено на а, дало бы въ произведен^ 6; следовательно, урав-

HeHie невозможно. Если, однако, а — число очень малое, то —

по абсолютному значешю будетъ очень велико и тЪмъ больше,
чЪмъ меньше а. Поэтому говорятъ, что х безконечно

велико для а = 0, и обозначаюсь это рЪшеше знакомъ оо, о кото-

ромъ мы уже упоминали въ п.п. 111 и 130.

2Ь. Допустимъ, наконецъ, что числа а и Ъ оба равны

нулю. Въ этомъ случае каждое число удовлетворяетъ уравнешю,.

такъ какъ каждое число, будучи умножено на нуль, даетъ нуль.

Въ этомъ случае говорятъ, что наше уравнеше неопределенное,
такъ какъ всякое число можетъ быть разсматриваемо, какъ его

решете. Формула х = — даетъ въ этомъ случае # = — такъ

какъ Ъ и а оба равны нулю; поэтому символъ
-^ называютъ

иногда знакомъ неопределенности.

Предшествующее изследоваше можетъ быть представлено-

въ следующей таблице:
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Изсл-Ьдоваже уравнежя ах = Ъ . I

li

Допущен1я :

а + °

а = 0, &ф0

а = 0, Ъ = 0

Р-Ьшеше :

однозначное

не существу-
етъ

какое угодно

число

Говорятъ, что

уравнеше:

определенное

невозможное

неопределенное

Формула или ;!
знакъ: 1

|
Ъ 1

х = — 1
а 1

X = ОО |

0 1

II. СИСТЕМА УРАВНЕН1Й ПЕРВОЙ СПЕПЕНИ СО МНОГИМИ |НЕИЗ-
*

въстными.

137. Система уравнений. Говорятъ, что несколько уравне-

н1й образуютъ систему, если предполагается, что каждая изъ

неизвЪстныхъ Или перемЪнныхъ, обозначаемая въ нихъ одной
и той же буквой, будетъ заменяться во всЪхъ уравнешяхъ

однимъ и тЪмъ же числомъ. Если эти числа удовлетворяютъ

всЪмъ уравнешямъ системы, то система ихъ значенш пред-

ставляетъ ptmeHie системы уравненш.

Такъ, напримЪръ, для системы:

х -\- 3 у = 5

рЪшешемъ будетъ служить система значенж х = 2, у = 1 ;

для системы:

J Х-\-у-\-г=\Ъ
\2х2-\-Ъг/~ z = 4

рЪшешемъ будетъ — система значенШ ж = 1, ?/ = 2, 0=10.

Говорятъ, что двЪ системы эквивалентны, если онЪ имЪ-

ютъ одинаковыя рЪшешя, т. е. если каждое рЪшеше первой
системы будетъ однимъ изъ рЪшежй второй и каждое рЪшеше

второй системы будетъ однимъ изъ рЪшенш первой.

Способъ, которымъ мы пользовались для рЪшешя уравнежя

первой степени съ одной неизвестной, сводился къ тому,

что мы заменяли это уравнеже болЪе простымъ уравнежемъ.

Теперь, для того, чтобы рЪшить систему уравненш со многими
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неизвестными, мы попытаемся заменить ее более простой
эквивалентной ей системой.

Мы начнемъ съ. нйкоторыхъ системъ уравненш первой
степени съ двумя неизвестными, которыя можно решить очень

простымъ способомъ; затЪмъ мы изслЪдуемъ общШ случай

.двухъ уравненш первой степени съ двумя неизвестными.

138. Система двухъ уравнен!й первой степени съ

двумя неизвестными. Если дана система уравненш первой

степени, то мы, упрощаемъ сперва каждое изъ уравненш, поступая

такимъ образомъ, какъ мы это делали въ случае одной

неизвестной, т. е. переносимъ все неизвестные члены въ левую

часть, а все известные въ правую.

Если, напримеръ, даны уравнешя:

3 + 2х = 4 — Ъу
2 — 2у = 6 — Зх,

то мы можемъ ихъ привести къ нормальному виду:

2х^-Ъу = \

Ъх — 2у = 4.

Чтобы решить эту систему, применимъ способъ

подстановки. Мы должны определить значежя х и у, которыя

удовлетворяют обоимъ уравнежямъ. Если бы было известно зна-

чеже х, то значеже у определялось бы первымъ уравнежемъ

по формуле:
. _

1 —2х_ J АУ — ^
—

^ ^
х

j

при чемъ х имеетъ определенное уже значеже Это значеже у,

согласно определежю системы, должно удовлетворять и

второму уравнежю, въ которомъ х имеетъ то же значеже.

Если мы подставимъ это значеже у во второе уравнеже, то

получимъ:

Ъх — 2 (— — х) = 4.

Но это — ypaBHeHie первой степени съ одной неизвестной

<#, которое даетъ для х лишь одно значеже. Если мы знаемъ

это значеже #, то значеже у мы получимъ изъ вышеприведен-

маго уравнежя:
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Теперь займемся подробнымъ вычислежемъ. Уравнеже для

х даетъ последовательно:

О X ~^~ X — т "Н -р- ,

Тогда будетъ:

J _2_ _

19 — 44
_ -25_ -5

ч
2/ 5 5

^
519 5 19 19

Изъ этого npieMa вытекаетъ следующее правило:

Правило 24-Ъе. Чтобы решить систему двухъ уравненш

первой степени съ двумя неизвестными х и у по

способу подстановки, решаемъ одно изъ двухъ уравненж

относительно одной изъ неизвЪстныхъ, напримеръ,
относительно у, такъ, какъ будто значеже другой
неизвестной х намъ дано, и выражеше, полученное для у,

подставляемъ въ другое уравнеше. Такимъ образомъ

получается уравнеже съ одной неизвестной #,
решить которое мы уже умеемъ. Когда найдено 3Ha4eHie

х, то для того, чтобы найти у, можно

воспользоваться любымъ изъ двухъ данныхъ уравнетй, замЪнивъ въ

немъ предварительно х найденнымъ значешемъ.

139. Случай невозможности и неопределенности. Мы

привели рЪшеже системы двухъ уравнежй первой степени съ

двумя неизвестными къ решежю одного уравнежя первой
степени съ одной неизвестной. Въ зависимости отъ того,

будетъ ли это уравнеже опредЪленнымъ, невозможнымъ или

неопределенным^ мы называемъ и самую систему определенной,
невозможной или неопределенной. Мы уже привели примеръ
определенной системы, т. е. системы, имеющей только одно ре~

шеже. Ниже мы дадимъ примеры случаевъ невозможности и

неопределенности.

Примеръ I. Решить систему:



222 Алгебра.

{\х
-\- 6у = 15,

6х-\-9у = 18.

Первое уравнеше даетъ:

_

15 4£_15_J_ __А_А
У ~ 6

~~

6 6
^~~

2 3
х-

Подставляя во второе ypaBHeHie вместо у его значеше, будемъ
лмЪть:

6^+9(4-т^18'
(б —6)ж= 18 —§ = —-|-

Следовательно, коэффифентъ при х равенъ нулю, но членъ,

(Независящш отъ х, н« равенъ нулю; уравнен^ невозможно.

Поэтому предложенная система также невозможна, т. е. нЪтъ

такихъ значенш х и у, которыя ей удовлетворяютъ.

Примерь II. Решить систему:

4х + 6у = 18,

Ьх-\-9у = 27.

Изъ перваго уравнешя мы получаемъ:

18 — \х - 2

л второе принимаетъ видъ:

Ьх+9 [ъ — |ж) = 27,

(6 — 6)^ = 27 — 27.

Но это—тождество, такъ какъ коэффиц1ентъ х и

известный членъ оба равны нулю. Здесь х остается неопределенным^
т. е. всякое значеше # удовлетворяем уравнешю. Поэтому х мож-

«о произвольно выбрать; у же выразиться тогда формулой:

у = 3 —
у

х.

Следовательно, если х положимъ, напримЪръ, равнымъ 3,
то у

= 1; для х = — 3 будетъ у = 5 и т. д.

Неопределенность въ этомъ случае называется простой.
Лодъ этимъ разумеютъ, что мы можемъ избрать произволь-
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«но одно лишь неизвестное, другое же будетъ этимъ уже

определено.

140. Система, содержащая больше двухъ уравненШ.
Способъ подстановки можетъ быть примЪняемъ безъ существен-
ныхъ измЪненш и для рЪшешя системы 3, 4 и т. д. уравненш

а 3, 4 и т. д. неизвестными. Мы покажемъ это на нЪсколь-

кихъ примЪрахъ.

ПримЪръ I. РЪшить систему:

f 2х-\-Ъу-\- \z= 16,

| Ъх — $у -\- 2z = 1,

( Ъх — у
— 2z = 5.

Первое уравнеше даетъ:

16 — 2х — Ъу . 1 3

^
=

-4
У
= А--х--у.

Если мы подставимъ это значёше въ оба друпя уравнешя,

то пЬлучимъ:

( Ъх — у
— 2 f* — у

х — A yj
= 5,

или же послЪ упрощешя:

4ж —уу
= — 7,

Это—система двухъ уравнешй съ двумя неизвестными.

Первое изъ этихъ уравненш даетъ:

—

— 7~4ж_И I A
У—

_-|9 19 "Г" 19 ^;

2

второе обращается тогда въ:

т. е. будетъ:
80 240
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или, наконецъ:

. Теперь получимъ

14
У

z ■■

+■ :Х

х = 3.

14 + 24

19 2,19 ' 19*

л
1 3.3 1.
2
~

4 *
~~

'

2

Этимъ вполне разрешена предложенная система.

Примерь II. Решить систему:

|я? + у + г + < = 14,

2у—4< = —7,

0 _]_ 2^ = 9.

Первое ypaBHeHie даетъ:

£ = 14 — х — у
— z.

Если мы подставимъ это значеые t въ друпя уравнешя, то

получимъ систему трехъ уравненш съ тремя неизвестными.

\2у — 4 (14 — х — у
— z) = — 7,

# + 2? = 10,

2-f2(14 — х— у —.г) = 9,

т. е. после упрощешя:

4# -|- 62/ ~Ь 4г = 49,

x-\-z= Ю,
— 2ж — 2г/ —з = — 19.

Первое изъ этихъ уравненш даетъ:

49 — 4 ж — 6 у 49

4
=

-л х
3

Отсюда получаемъ, по способу подстановки:

i 49 3 л(л

х-\- — — х—-^у= 10,

2х — 2у -49 - x — \v) = —19>

т. е. будетъ:
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3 9

— Х — ^У
27

4
'

Первое изъ этихъ уравненш даетъ:

_3
2

'У

ЗдЪсь мы имЪемъ особый случай, состоящш въ томъ, что въ это

уравнеже не входитъ х. Это, однако, отнюдь не ведетъ къ из-

мЪненш нашего способа. Посредствомъ подстановки во второе

уравнеше, пблучимъ:

X т-

27

4
''

т. е.

х = — 6,
х = 6.

Такъ какъ теперь х и у известны, то мы имЪемъ:

4,8 = -г

49

4

3 49 , 9

у?/
= Т-6-т

4 =

и отсюда, наконецъ, получаемъ:

£ = 14 — х — у
— z = 14 — 6 — -

Такимъ образомъ, система рЪшена.

ПримЪчаше. НерЪдко можно значительно сократить вычи-

слешя, если удачно выбрать то уравнеше, изъ котораго мы

опредЪляемъ значеше одного неизвЪстнаго. При этомъ выборе
приходится руководствоваться прежде всего навыкомъ въ вычи-

слешяхъ; вообще же мы можемъ лишь сказать, что слЪдуетъ
стараться получать возможно болЪе простыя выражешя.

Прим-Ьръ. Возьмемъ опять предыдущую систему:

(^ + 2/ + ^ + * = 14,

2у— \t = — 7,

zJr2t=9.

Обращаемъ внимаше на то, что третье уравнеше даетъ

очень простое значеше для х, а именно:

Б о р ел ь, Элементарная математика. 15
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x=\0 — z.

Если мы это значеше подставимъ въ первое уравнеше, т. е.

единственное уравнеже, которое еще содержитъ #, то получимъ:

(10-г) + г/ + г + г=14;

такимъ образомъ первыя два уравнешя содержатъ теперь лишь

у и t. Эти уравнешя будутъ:

\2y — At = — 7.

Первое изъ этихъ уравнешй даетъ:

y
= A — t\

тогда второе обращается въ:

— 6^= — 15,
т. е.

г~
-6

—

2

Теперь мы находимъ последовательно:

А 4. Л 5 3

z = 9 — 2t = 9 — 5 = 4,

х = 10 — z = 10 — 4 = 6.

III. РЪШЕНШ И ИЗСЛЪДОВАШЕ СИСТЕМЫ ДВУХЪ УРАВНЕШЙ СЪ

ДВУМЯ НЕИЗВЕСТНЫМИ.

141. Общ!я замЬчашя о системахъ уравненж. Напом-

нимъ, что подъ системой уравнешй мы понимаемъ

совокупность нЪсколькихъ уравненж, которыя удовлетворяются

одновременно, т. е. при однихъ и тЪхъ же значетяхъ неизвЪстныхъ,
и что, далЪе, рЪшеюемъ системы называется каждая

совокупность значены неизвЪстныхъ, которая удовлетворяетъ
всЪмъ уравнешямъ системы. Такъ, напримЪръ, для

системы, разсмотрЪнной въ концЪ предыдущаго параграфа, значешя

ж = 6, 2/ = у, 0 = 4, t==\
представляютъ собою рЪшеше.
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ДалЪе мы назвали двЪ системы уравненш эквивалентными

въ томъ случаЪ, когда онЪ имЪютъ тЪ же рЪшежя. Чтобы

получить систему, эквивалентную данной, употребляютъ

обыкновенно способъ, состоящш въ томъ, что образуютъ такъ назы-

ваемыя линейныя сочеташя уравненш данной системы. Мы

сейчасъ выяснимъ, что слЪдуетъ подъ этимъ понимать.

Предположимъ сначала, что намъ даны 3 уравнежя и что

они написаны такимъ образомъ, что правыя ихъ части равны

нулю, т. е. эти' уравнежя имЪютъ видъ:

,4 = 0, В = 0, (7=0,

гдЪ А, Б, С обозначаютъ нЪкоторыя алгебраичесюя выражешя.
Подъ линейнымъ сочеташемъ этихъ уравненш подразумевав
емъ каждое уравнеше слЪдующаго вида:

аА + ЬВ+сС=0,
гдЪ а, Ь, с обозначаютъ постоянныя. Такъ, напримЪръ, урав-
HeHie

будетъ линейнымъ сочеташемъ данныхъ уравненш. То же самое

можно сказать объ уравненш

10^ — 4-^=0;4

въ этомъ случае

а = 10, 6 = 0, с = — —;

такъ какъ b равно нулю, то въ линейное сочеташе не входитъ

Б. Числа а, 6, с называются множителями сочеташя,

соответствующими уравнешямъ А = 0, В = 0, (7=0; для того

чтобы линейное сочетаже действительно содержало то или

иное изъ выраженш А, Б, С, напримЪръ, Б, необходимо и

достаточно, чтобы соотвЪтствующш множитель Ъ былъ отличенъ

отъ нуля.

Чтобы составить линейное сочеташе уравненш данной

системы, нЪтъ необходимости переносить всЪ члены въ лЪвую
часть, какъ мы это дЪлали выше. А именно, если даны, напри-

мЪръ, уравнешя

15 *
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А = А', В = В\ С= С\

въ которыхъ А, Б, С, А', В', С суть произвольная алгебра-

ичесюя выражешя, то тЪ же уравнешя можно представить въ видЪ:

А — А' = 0, В — В' = 0У С—С' = 0.

Теперь мы составимъ следующее линейное сочеташе:

а(А — А') + Ь(В — В') + с(С — С) = 0.

Это уравнеше можно изобразить и такъ:

аА + ЪВ + сС = аА! + ЪВ' + сС,

и мы видимъ, что оно получается изъ данныхъ уравненш по

следующему правилу:

Правило}25-ое. Линейное сочеташе нЪсколькихъ

Данныхъ уравненш, получается слЪдующимъ образомъ!

составляютъ такое новое уравнеше, лЪвая часть кото-

раго равна суммЪ произведен^ лЪвыхъ частей

данныхъ уравненш, на извЪстныя постоянныя, а правая

часть равна суммЪ произведенш правыхъ частей

данныхъ уравненш на тЪ же постояннныя, взятыя въ томъ

же порядкЪ.
На практике удобно писать множителей за предложенными

уравнешями; затЪмъ, когда это представляется удобнымъ, помЪ-

щаютъ подобные члены въ одинъ столбецъ.

Прим-Ьръ. Составить линейное сочеташе слЪдующихъ

уравненш:

Ux—3z-\-ij = 2,

[ z — х — 3j/ = — 6

при помощи множителей:

2, —1, -2.

ДЪйсгае располагается слЪдующимъ образомъ:

205 — г/ =5 | 2,

4ж+ у—Зг = 2 —1,

— х — 3 г/ —j— z = — 6 I — 2.

Мы видимъ что коэффищентъ каждой неизвестной въ линей-

номъ сочетанж уравненш получается слЪдующимъ образомъ:
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коэффищентъ при этой неизвестной въ каждомъ уравненш

помножается на множителя, стоящаго за этимъ уравнешемъ, и полу-

ненныя произведешя складываются. Напримеръ, коэффищентъ

при х будетъ:
2 . 2 + 4 • (- 1) + (- 1) • (- 2) = 4 - 4 + 2 = 2,

коэффищентъ при у:

(_ 1) • 2 + 1 • (- 1) + (_ 3) • (- 2) = - 2 - 1 + 6 = 3,

коэффищентъ при z:

(-З)-(-!) + !•(-2) = 3-2 = 1;

правая же часть въ результате будетъ:

5 • 2 + 2 • (— 1) + (— 6) ■ (— 2) = 10 — 2 -f 12 =20.

Следовательно, линейное сочеташе будетъ:

2х-\-Ъу-\-2 = 20.

142. Эквивалентность двухъ системъ. Каждое линейное

сочетате нЪсколькихъ уравненш, естественно, удовлетворяется

всеми системами значешй неизвестныхъ, который

удовлетворяютъ этимъ уравнешямъ; действительно, если для определен-

ныхъ значенш неизвестныхъ А = 0, Б = 0, (7 = 0, то и

а,А -|- ВЪ -\- сС = 0, каковы бы ни были множители а, 6, с.

Следовательно, чтобы составить систему уравненш,

эквивалентную данной системе, нужно взять столько линеиныхъ

сочетанш, составленныхъ изъ уравненш заданной системы,

сколько у насъ имеется неизвестныхъ. Въ- то время,

однако, какъ системе, состоящей изъ линеиныхъ сочетанш,

удовлетворяютъ все решешя данной системы, обратное можетъ

не иметь места, такъ что вопросъ объ эквивалентности не

исчерпывается темъ, что мы наудачу составляемъ каюя-либо

линейныя сочеташя данныхъ уравненш. Для последующаго изло-

жешя достаточно, однако, привести одинъ очень важный случай,
въ которомъ эквивалентность необходимо имеетъ место.

Теорема 64. Когда дана произвольная система уравне-

Шй, то мы получимъ эквивалентную ей систему, если

одно изъ уравненж этой системы заменимъ линейнымъ

сочетан1емъ, действительно содержащимъ въ себе это

уравнеше, т. е. такимъ, въ которомъ множитель, соот-
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вЪтствующш заменяемому уравнешю, отличенъ отъ нуля.

Пусть, напримЪръ, будетъ дана система:

[ А= О,

(I) Ь = 0,

1(7=0.
По теоремЪ 64 ей будетъ эквивалентна система:

| А = 0,

(II) \аА + ЪВ+сС = О,

I С = 0,

при условш, однако, что множитель b отличенъ отъ нуля, т. е.

что линейное сочеташе, которымъ мы заменили второе уравне-

Hie системы (I), действительно содержитъ это второе уравнеше.

Необходимость этого услов1я очевидна. А именно, если

бы Ъ было равно нулю, то, очевидно, въ системе (II) не было бы ни

какого слЪда второго уравнешя системы (I), т. е. никакого слЪ-

да коэффищентовъ, входящихъ въ В; и такъ какъ тогда рЪше-
шя этой системы (II) ни въ какой мЪрЪ не зависали бы отъ

этихъ коэффищентовъ, то нЪтъ никакого основашя, чтобы они

удовлетворяли уравнешю В = 0.

Чтобы доказать, что для каждаго 6, отличнаго отъ нуля,

система (II) действительно эквивалентна системе (I), мы должны

сначала показать, что каждое рЪшеше системы (I) удовлетворя-

етъ системе (II), и потомъ, что каждое рЪшеше системы (II) удо-

влетворяетъ системе (I).
1. Каждое рЪшеше системы (I) удовлетворяешь системе (II);

въ самомъ дЪлЪ, если выражешч А, В, С равны нулю, то

обращается въ нуль и выражеше аА-\- ЬВ -\- сС.

2. Каждое рЪшеше системы (II) удовлетворяетъ системе (I); въ
самомъ дЪлЪ: если удовлетворяется система (II), то одновременно

обращаются въ нуль выражешя i, С и аА-\-ЪВ -\- сС; но

такъ какъ А и С равны нулю, то обращаются въ нуль и про-

изведешя а А и сС (теорема 9), такъ что и ЬВ = 0; а такъ

какъ множитель Ъ не равенъ нулю, то отсюда слЪдуетъ, что

В = 0 (теорема 10). Следовательно, удовлетворяется система (I).
Такимъ образомъ, теорема 64 вполнЪ доказана.

Мы воспользуемся ею прежде всего для рЪшешя, а затЪмъ для
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изслЪдовашя системы двухъ уравненШ первой степени съ

двумя неизвестными.

143 Исключеше посредствомъ сложешя. Если дана

система двухъ уравненш первой степени съ двумя неизвестными,
то въ каждомъ изъ уравненш этой системы мы можемъ

перенести неизвестные члены въ лЪвую часть, известные въ правую

и затЪмъ соединить подобные члены. Тогда система приметъ слЪ-

дующш нормальный видъ:

J ax + by=c,
^ ' \ ах ~\~ Ъ'у = с ;

здЪсь а, Ьу с, а у Ъ\ с обозначаютъ числа или алгебраичесюя

выражешя, составленныя изъ извЪстныхъ величинъ. Займемся

рЪш^шемъ системы (А). При вычислешяхъ, необходимыхъ для

рЪшешя этой системы, мы встрЪчаемъ величину ab'—Ъа\

которая называется опредЪлителемъ системы. СлЪдуетъ
различать случай, когда этотъ определитель не равенъ нулю, отъ

того случая, когда онъ равенъ нулю.

Если

аЪ' — Ъа' ф О,

то мы будемъ говорить, что мы имЪемъ дЪло съ общимъ слу-

чаемъ; въ п. 145 мы будемъ разсматривать частные случаи,

въ которыхъ

аЪ' — Ъа = О

Если определитель аV — Ъа не обращается въ нуль, то

коэффициенты Ъ и &', очевидно, не могутъ быть оба равны,

нулю.

Если примемъ, что b отлично отъ нуля, то мы полу-

чимъ систему, эквивалентную данной, когда замЪнимъ

второе уравнеше системы линейнымъ сочетажемъ при помощи

множителей V и — 6. Это сочетаже, составленное по правилу

25 въ п. 141, будетъ:

ах -\- by = с | V

ах -\- Ь'у= с J — Ъ

ВслЪдсгае такого выбора множителей неизвестная у не

входитъ въ линейное сочеташе; она такимъ образомъ устране-
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на или исключена. Вместе съ теме для х. мы получимъ

уравнеше:

(ab' — Ъа)х = сЪ' — Ъс\

заданная система эквивалентна следующей:

, J ах + Ъу=с,

\ (ab' — ba)x = cb' — be .

Второе уравнеше этой системы (А') содержитъ уже только

неизвестную х. Кроме того, коэффищентомъ при х будетъ
служить какъ разъ определитель а V — Ъа\ который по усло-

ъ\ю отличенъ отъ нуля. Отсюда видно, что это уравнеше даетъ

для х лишь одно значен!е. Если мы подставимъ это значеже

х въ первое уравнеше системы (А'), то получимъ одно уравне-

Hie съ одной неизвестной у, въ которомъ коэффишентъ Ъ

при у отличенъ отъ нуля. Следовательно, уравнеше это даетъ

для у также лишь одно значеже. Но такъ какъ система (А')
эквивалентна системе (А), то отсюда заключаемъ, что система

(А) имеетъ также лишь одну систему решешй.

Теперь пусть будетъ Ъ = 0. Тогда, какъ мы уже

заметили, V должно быть отлично отъ нуля, потому что въ про-

тивномъ случае определитель аЪ'—Ьа\ вопреки

предположена, долженъ былъ бы обратиться въ нуль; следовательно, теперь

также будутъ приложимы предшествующ1я разеуждешя; только

коэффишенты а, & и с должны быть повсюду заменены че-

резъ а, Ь и с', а коэффищенты а', Ь' и с обратно—черезъ а,
& и с.

Отсюда следуетъ теорема:

Теорема 66. Если определитель ab'—Ьа отличенъ отъ

нуля, то система (А) имеетъ всегда только одно рЪшеше.

При изеледоваше мы увидимъ, что это yaiOBie не только

достаточно, но и необходимо, т. е. что это предложеше пред-

ставляетъ единственный случай, при которомъ система (А)
имеетъ только одно решеше.

144, Вычисление решетя. Чтобы действительно вычислить

решеже, существоваше котораго мы только-что доказали,

достаточно решить систему (А'). Тогда изъ второго уравнешя

получимъ:
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cb' — be'
Х ~

ab' — ba' '

и если подставимъ это значеше въ первое уравнеше, то оно

превратится въ следующее:

7 a(cb'-bc') b(ac-cd)
by = с — ах = с у-г,—т—г- = -Ч, j-t1 •

у аЪ — Ъаао — Ьа

Если теперь Ъ отлично отъ нуля, то отсюда агёдуетъ:

ас'—са
.

У ~~

ав—Ьа
'

это1 выражеже для у остается въ силЪ и при Ь = 0; въ самомъ

дтзлтз, въ этомъ случай получается тотчасъ же

ас'— са

у— ab' '

если опредЪлимъ х изъ уравнешя

ах = с

и значеше х = — подставимъ въ уравнеше

ах -\- Ьу = с .

Можно впрочемъ, избежать раздЪлешя случаевъ, когда Ъ отлично

отъ нуля и когда оно равно нулю, если обратить внимаше на

то, что х можетъ быть исключено изъ уравненш системы (А)
при помощи множителей — а' и а. Этимъ путемъ получимъ:

(— а'Ъ -\- Ъ'а)у = — са~\- ас .

Мы можемъ, наконецъ, вывести значеше у изъ значешя х,

если замтзтимъ, что данная система не изменится, если мы въ

ней одновременно переставимъ х съ у, а съ Ъ и а' съ V х).
Подобныя замЪчашя очень полезны, такъ какъ они ведутъ къ

упрощешю изелтэдовашя.

Какимъ бы изъ указанныхъ пр!емовъ мы ни

воспользовались, мы приходимъ къ правилу:

Правило 26-ое. РЪшеше системы (А) выражается

формулами:

1) Мы доказали, что наши уравнен'ш имЪютъ только одну систему

рЪшешй; следовательно, какимъ бы способомъ мы ни определяли у,
мы можемъ быть уверены, что придемъ къ тому же рЪшешю.
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сЪ—bc
X 77 т t <

аЬ—Ьа '

ас'— са'
У ~~

ab-bd '

причемъ знаменателемъ въ обоихъ случаяхъ служитъ

определитель aV—bd, а числитель каждой изъ неиз-

вЪстныхъ получается изъ знаменателя такимъ

образомъ, что каждый коэффифентъ неизвестной, которую
мы отыскиваемъ, заменяется извЪстнымъ членомъ того

же уравнешя (т. е. если ищемъ х, то а замЪняемъ черезъ с,

а черезъ с ; если ищемъ у, то J замЪняемъ черезъ с, а Ь'

черезъ с).

На практике часто удобнее не применять этихъ формулъ, а

производить исключете непосредственно. Въ* виду этого мы

предлагаемъ нижеследующее правило:

Правило 27-ое. Чтобы найти неизвестную х изъ

системы двухъ равнешй съ двумя неизвестными (А), со-

ставляютъ линейное сочетате данныхъ уравнен1й,
причемъ въ качестве множителя перваго уравнен!я берутъ
коэффищентъ при у во второмъ уравненш, а въ

качестве множителя второго уравнешя берутъ коэффи-
ц1ентъ при у въ первомъ уравненш. Такимъ образомъ
получается уравнеше, не содержащее более г/, и изъ

него можно определить х. Для определешя у можно

либо воспользоваться этимъ значешемъ х, а именно

подставить его въ одно изъ данныхъ уравнешй, либо опять-

таки составить линейное сочеташе, принимая за

множителей коэффишентъ при х во второмъ уравнети и

коэффищентъ при х въ первомъ съ противоположнымъ

знакомъ.

Примечание I. Нетъ необходимости убеждаться

предварительно въ томъ, что определитель aV—Ъа отличенъ отъ

нуля, потому что это обнаруживается само собой при

вычислена; въ самомъ деле, этотъ определитель является коэффищен-
томъ при х (или при у) въ линеиномъ сочетанш, которое мы

составили. Если, следовательно, коэффищентъ этотъ равенъ нулю,
то мы заметимъ это непосредственно, применяя наше правило.
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Прим-Ьча^е II. Часто существуютъ множители бол-fee простые,

чЪмъ rfe, которые получаются по правилу 27-му. Если, напримЪръ,

коэффищенты суть цЪлыя числа, отличныя отъ нуля, то вычи-

слешя можно упростить слЪдующимъ образомъ: находимъ общее

наименьшее кратное абсолютныхъ значенш коэффиц1ентовъ при х

или при у и въ качестве множителя для каждаго уравнешя беремъ
частное отъ дЪлешя этого общаго наименьшаго кратнаго на

соотвЪтствующш коэффициента при х или у въ томъ же

уравнежи; при, этомъ, однако не слЪдуетъ забывать въ одномъ

изъ этихъ частныхъ изменить знакъ на обратный.

ПримЪръ I. Пусть требуется рЪшить систему:

J2a+5y=4,|з^-~ 2у = 5.

Возьмемъ 2 множителемъ перваго уравнешя, а 5 — множи-

телемъ второго и припишемъ этихъ множителей къ уравне-

шямъ:

2х-\- 5г/ = 4

Ъх — 2у = 5

19ж = 33

33

Ж~19'

Теперь возьмемъ множителями 3 и

2х-\-5у = 4

Ъх— 2у = 5

19у=2
2

2

5

— 2:

3

— 2

Предоставляемъ читателю проверить, удовлетворяютъ ли

найдённыя для х и у значешя уравнежямъ системы.

Прим-Ьръ II. РЪшить систему:

\х -f- 6у = 9,

2х + 9у = 7.

Такъ какъ коэффищенты 6 и 9 при у суть числа не взаимно

простыя, то ихъ общее наименьшее кратное 18 меньше, чЪмъ

ихъ произведете. Поэтому выгоднее взять множителями 3 и

— 2; затЪмъ, для того чтобы исключить #, беремъ множителей
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— 1 и 2. При слЪдующемъ расположен^ мы иЗбЪгаемъ повтор-

наго переписывашя уравненШ:
— 1

2

4х -\- 6у = 9

2х + 9у= 7

8х = 13

122/ = 5.

СлЪва мы написали множителей, дающихъ уравнеше для х\

справа множителей, дающихъ уравнеше для у.

Теперь мы находимъ:

3-4—2-2= 12— 4= 8,

3.9 — 2-7= 27 — 14 = 13,

(—1).6 + 2-9 = —6 + 18 = 12,

(— 1).9 + 2-7 = — 9 + 14 = 5

и получаемъ рЪшеже:

_13 _

5
Х—

8
' у — \2'

Читатель можетъ удостовериться, что эти значешя удовле-

творяютъ заданнымъ уравнешямъ.

Прим-Ьръ Ш. Решить систему:

( ах + by = с,

\а*х + Ь*у = с2.

Чтобы исключить у, достаточно лишь взять множителями

Ъ и —1, а чтобы исключить х, достаточно взять множителями

— а и 1. Тогда запись будетъ такая:

ъ

1

вдует!

ах + by =с 1

а*х-{-№у = с2 |
{аЬ — а2) х = be — с2

(— ab-\-b*)y = — ас+ с2.

г_
Ф-с)

ж ~~

а(Ь - а)'

* Ь(Ъ — а)

— а

1
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Это рЪшеше заданной системы предполагает^ что

множители а, 6, Ь — а, на которые приходится делить,

отличны отъ нуля; действительно, если одинъ изъ этихъ

множителей исчезаетъ, то обращается въ нуль и определитель,

имЪюьщй здесь значеше:

ab2 — Ьа2 = аЪ (6 — а).

ПримЪръ IV. Решить систему:

U Ъ

Чтобы исключить ?/, можно употребить въ качестве

множителей 1 и Ъ, а чтобы исключить х, можно взять 1 и — а;

тогда получимъ:

ж(1+4)=1+2&'

Отсюда слЪдуетъ:

У(1+4 =1-2а.

6(1—2 а)
у~

а + 6

при ycлoвiи что делитель а —|— Ь отличенъ отъ нуля.

145. Случай, когда определитель равенъ нулю; изсл-fe-

доваше. Разсмотримъ опять общую систему:

ах-\- by = с
,

(А)
\а'ж + &'у = с'-

Мы видели, что система эта имЪетъ лишь одно рЪшеше,
если определитель аV — а'Ь отличенъ отъ нуля; теперь мы по-

смотримъ, что случится, если определитель abf— ba' бу-
детъ равенъ нулю.

Мы различаемъ два случая.

Первый случай. Коэффищенты а, 6, а', Ь' не все равны

нулю. Если въ этомъ случае

(1) афО,
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~—

то мы можемъ вместо второго уравнешя системы взять

линейное сочеташе, которое получается посредствомъ множителей

— а' и а. Такимъ образомъ, мы получимъ систему,

эквивалентную системе (А):

{ах
-f~ by = с,

(aV — a'b)y = ac' — ca'.

Но, согласно предположен^, aV — ba' = 0. Если поэтому

<2) ас' — с'а ф 0,

то второе уравнеше системы (В) невозможно; (ср. п. 136),
т. е. оно не удовлетворяется никакимъ значешемъ у. Поэтому

невозможна и система (В), и то же можно сказать объ

эквивалентной ей системе (А). Следовательно, услов1я (1) и (2) вле-

кутъ за собой невозможность системы.

Примемъ теперь, что

<3) ас' — са' = 0.

Тогда второе уравнеже системы (В) будетъ неопредЪленнымъ
(п. 136), такъ какъ оно удовлетворяется при любомъ

значен! и у. Если же мы припишемъ неизвестному у
произвольное значеше, которое мы обозначимъ черезъ у0, то первое
изъ уравненш системы (В) будетъ:

ах-\-Ъу0 = с,

а изъ этого уравнешя слЪдуетъ, такъ какъ а отлично отъ

нуля:

Отсюда вытекаетъ, что предложенная система имЪетъ рЪшеше:

1У = Уо>

въ которомъ у0 можетъ быть избрано произвольно.

Следовательно, эта система — неопределенная, при чемъ

неопределенность характеризуется темъ, что значеше одной изъ неизве-

стныхъ, напримеръ у, можетъ быть взято произвольно; но

если для него выбрано определенное значеше,—напримеръ, у0,—
то неизвестная х этимъ вполне определена.
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НеизвЪстнымъ, которое можетъ быть выбрано произвольно,

является въ данномъ случае у> такъ какъ мы предположили,

что одинъ изъ коэффищентовъ а и а при х отличенъ отъ нуля.

Если же одинъ изъ коэффишентовъ Ъ и V при у отличецъ отъ

нуля, то мы можемъ точно такъ же произвольно выбрать х, и

тогда у будетъ определено въ зависимости отъ х.

Неопределенность, которая здесь представляется, какъ слЪд-

CTBie услов1я (3), называется простой, такъ какъ лишь одна

изъ неизвЪстныхъ можетъ быть выбрана произвольно, а

другая этимъ уже определяется.

При условш

О') Ьфо,
мы путемъ исключешя у точно такъ же нашли бы, что это

система невозможная, если:

(2') Ъс -й'фО,
и неопределенная, если:

(3') Ъс — с&' = 0

Прим-Ьчаше. Не лишнимъ будетъ заметить, что мы придемъ

къ тому же заключешю, а именно, что система

неопределенная, независимо отъ того, какое неизвестное мы

исключаема Въ самомъ деле, при исчезающемъ определителе
ah' —Ъа и при предположешяхъ (1) и (!') соотношеже (3) име-

етъ следсгаемъ уравнеше (3') и обратно. Въ самомъ деле, если

коэффиц1енты а и Ъ отличны отъ нуля, то равенство аЪ' — а'Ь = О

можно написать такъ:

(4) ±=*L.х
а Ъ

Если теперь имеетъ место соотношеже (3) и вместе съ темъ

с = 0, то и ас = О, а потому и с = 0, такъ что

удовлетворяется и соотношеже (3'). Если же с ф 0, то соотношеже (3)
даетъ:

(5) "- = £!..
а с

Если это сопоставимъ съ равенствомъ (4), то получимъ:
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откуда—опять таки вытекаетъ соотношеше (3'). Если же, наобо-

ротъ, имЪетъ мЪсто равенство (3'), то либо с = 0 и, слЪдова-

, тельно, въ силу соотношешя (3') be = 0 и попотому с = 0,
такъ что равенство (3) также имЪетъ мЪсто, — либо же с не

равно нулю, и тогда соотношеше (3') даетъ:

<»■> f=f
Если мы это опять сопоставимъ съ соотношешемъ (4), то по-

лучимъ:

(6> ¥
=

Т
=

Т '

откуда вытекаетъ соотношеже (3).
Второй случай. ВсЪ коэффифенты неизвЪстныхъ равны

нулю. Мы следовательно, принимаемъ:

а = 0, а=0, 6 = 0, 6' = 0.

Если при этомъ хотя бы одно изъ чиселъ сие' отлично

отъ нуля, то данныя уравнен1я не могутъ совместно

удовлетворяться, каковы бы ни были значешя х и у, такъ какъ л1>-

выя части всегда будутъ равны нулю, а изъ правыхъ частей по

крайней мЪрЪ одна, по условт. не будетъ равна нулю.

Но если

с = 0, с'=0,

то данныя уравнешя удовлетворяются при всякихъ значеш-

яхъ ж и у. Неопределенность здЪсь оказывается двойною, такъ

какъ оба неизвЪстныя могутъ быть выбраны произвольно.
146. Результаты изслЪдова^я. Результаты изслЪдовашя

сведены на прилагаемой таблице (стр. 241). Въ следующей главЪ

при разсмотрЪнш задачъ первой степени мы дадимъ примеры

изслЪдовашя системъ уравненш, которыя частью разобраны въ

тексте полностью, частью же приведены въ качестве задаче.

IV. НЕРАВЕНСТВА ПЕРВОЙ СТЕПЕНИ.

147. Численныя неравенства. Подъ неравенствомъ мы

разумЪемъ (ср. п. 7) предложете, выражающее, что изъ двухъ

чиселъ одно больше другого. Если мы хотимъ выразить, что,.

напримЪръ, 4 больше 3, то пишемъ:
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4>3
и читаемъ: 4 больше 3. Можно также написать:

3<4;
это читается: 3 меньше 4. Говорятъ, что это два неравенства

противоположнаго смысла. Такъ же, какъ въ уравнешяхъ,

(п. 132) оба числа, входяпия въ неравенство, называются его

частями. Можно переставить обЪ части даннаго

неравенства, изменяя смыслъ его, т. е. заменяя терминъ

меньше терминомъ больше и, обратно, терминъ больше терми-

номъ меньше.

ИзслЪдоваже системы

[а
ах-\~ by = с

х-^Ь'у = с

Уследи Результатъ Формулы

аЬ — Ьа ф О
Единственное

р-Ьшеше

х —
сЪ' — be'

ab'— ba'

_

ас'— са

У
~

ab' — ba

ab' — ba'=0

йфО

ас — са фО

ас са' = 0

а = 0

ау = 0

6 = 0

V =0

сие не

обращаются Biwucrfe
въ нуль

с = 0, с = 0

Невозможная

система

Простая
неопределенность

-ЬУо
а

У
= J/o

Невозможная

система

Двойная
неопределенность

х - ■ хп

У = Уо

Примочат е. Въ этой таблице х0 и у0 обозначаютъ числа,

которых можно выбрать произвольно. Если въ случае аЬ -±-Ъа = 0

вместо афО мы взяли бы &'ф0 и be —ев = 0, то соотв-Ьтствен-

ныя формулы должны были бы быть заменены следующими:

X — Х0, У —
'

V

* Ндпомнимъ, что всякое отрицательное число меньше (п. 100)
нуля, и что изъ двухъ отрицательныхъ чиселъ меньше то,

которое имЪетъ большее абсолютное значеше.

Боре ль, Элементарная математика. 16
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Поэтому имЪютъ мЪсто неравенства:

— 4<—3,
— 2<0,
-5<1.

ДалЪе, по опредЪлен'по (п. 100), неравенство

а>6,

выражаетъ, что разность а — Ъ есть положительное число;

следовательно ,

а — 6>0.

Если мы теперь обозначимъ черезъ с произвольное

число, то
•

(а -\- с) — (6 -\- с) = а — Ъ.

Поэтому, если а — Ъ есть положительное число, то и

разность (а-\- с) — (6 + с) имЪетъ положительное значеше;

иначе говоря, если

то также

а -\- с > 6-{- °-

Если же

а < by
то

а -\- с < b -J- с

и также

а — с < & — с.

Мы можемъ поэтому высказать следующую теорему:

Теорема 66. Смыслъ неравенства не меняется, если

къ обЪимъ частямъ прибавимъ одно и тоже число или

отъ обЪихъ частей отнимемъ одно и тоже число.

НапримЪръ, имЪемъ:

— 4< —3;

поэтому, имЪютъ мЪсто также неравенства:

— 4-f-12< — 3 + 12,
— 4 — 15 < — 3 — 15,

т. е.:

8<9,
— 19< —18.
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Теорема 67. Смыслъ неравенства не меняется, если

мы обЪ части умножимъ или раздЪлимъ на одно и то же

положительное число. Но смыслъ неравенства изменится

на противоположный, если мы обЪ его части умножимъ

или раздЪлимъ на одно и тоже отрицательное число.

НапримЪръ, имЪемъ:

2<4.

Если мы умножимъ обЪ части на 3, то получимъ:

б<12,

а если мы ихъ раздЪлимъ на 12, то получимъ:

±<±.
Оба эти неравенства имЪютъ тотъ же смыслъ, что и

данное неравенство. Напротивъ того, если мы обЪ части умножимъ

на — 2, то получимъ:

-4>-8,

или же, если мы раздЪлимъ ихъ на — 2, то получимъ:

— 1 > —2;

оба эти неравенства имЪютъ противоположный смыслъ по

сравнена съ даннымъ неравенствомъ.

Чтобы доказать теорему 67, достаточно обратить внимаше

на то, что произведете всякого числа на положительное число

имЪетъ тотъ же знакъ, что и множимое, между тЪмъ какъ

произведете числа на отрицательное число имЪетъ знакъ,

противоположный знаку множимаго. Если, следовательно,

а > &,
т. е.

а — Ъ > О,

а с означаетъ положительное число, то будетъ также:

{а — й)с>0,
ас — Ъ с > О,

ас > be.

Если же с есть отрицательное число, то

16*
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(а — &)с<0,
ас — Ъ с < О,

ас < be.

То же самое доказательство применяется и къ делешю.

148. Неравенства первой степени. Подъ неравенствомъ

первой степени разумЪютъ такое неравенство, въ которомъ,

кроме извЪстныхъ величинъ, содержится еще неизвестная х въ

первой степени. Такъ, напримйръ, неравенство

Ъх — 7 — Ъх^>-~- х — 9

будетъ неравенствомъ первой степени относительно х. Решить

неравенство значитъ узнать, каюя значешя х удовлетворяютъ

ему. Неравенства первой степени съ одной неизвестной

решаются способомъ, совершенно подобнымъ тому, какой изло-

женъ нами для решежя уравненш;, нужно лишь обращать
особое внимаше на то, что смыслъ неравенства изменяется, если

мы это неравенство умножимъ или разделимъ на

отрицательное число.

Поэтому, чтобы решить, напримеръ, неравенство

Ъх — Ъ > Ъх-\- 8,

мы переносимъ члены, содержание я, въ левую часть, а

остальные въ правую. Такимъ образомъ получаемъ:

— 2х > 13.

Отсюда, деля на — 2, находимъ:

. 13
*< —Т;

здесь смыслъ неравенства изменяется, такъ какъ — 2 есть

отрицательное число. Этимъ заданное неравенство разрешено;

именно, ему удовлетворяютъ все значешя х> которыя мень-

13
ше, чемъ — -у

•
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ЗАДАЧИ КЪ ГЛАВЪ XIV.

278. Р-Ьшить уравнежя:

Зж + 5 — х — 4,
3

л
5

0

уж-4 = уж-2,
Ъх — 6 2ж~-4

_

5ж — 9

7 Н Ъ~
~

—2Г"'

2£^1+ 10ж_з = 0,

Aa,-2(1-*) + 3(1-5*) = -|--
Уравнешя, содержащ1я знаменателя, нужно решить двоякимъ обра-

зомъ: отбрасывая знаменателя и не отбрасывая его.

279. Решить уравнежя:

5
л

5

тЖ_4=у*-7,
2ж —6 За? —4

_

Ъх — 9

7+4
~~

21Г"'

2£.=1 + 10*-3 = 0,

||Ж_2(1-2Ж) +3(1-4Ж) = |-.
280. Р-Ъшить уравнешя:

ах — b — сх — d

(а — bx) c = (a-\-bx)d ,

а
— Ъх с — dx

с
~

а
'

ах — Ь _а-\-Ь
сх — d~ c-\-d'

281. Решить уравнешя:

ах-\- b = сх -\- d,

а-\-Ъх _c-\-dx
с

~~

а
*

ах-\-Ь _а — b

cx-\-d~ c — d'

ах — b
_

ах - b'

ex — d ex — d
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282. Решить уравнешя:

х — а . х—Ъ . х — с 1.1.

2Ьс
' 2са ' 2аЬ

~

а
' Ь '

а — 6 6 — <? . с—-а

< ж —1 ' х — 2 ' ж —3 '

ж
— о .ж — 6

,
ж— с Зх

1

с

Ь + с*с-\- a
'
а + Ь a-\-b-\-cf

а2 + х__ а2 — х
_ 4abx-\-2a2 — 2b2

№— х Ь2 + х~ Ы — х2
'

283. Решить систему:
(2х + 3у = 4,

[Зх — 2у = 5.

284. Решить систему:

285. Решить систему:

286. РЪшить систему:

287. Решить систему:

\2х — у =

\ х + у =

\2х + Ъу-
\Ъх — Ъу--

\2х—у =

{

[ 3 5

5 3

16 4 '

:

5
'

5

7
*

= 6,
-4.

3
~~

4
'

5
"

6
*

y = h

у-г.

288. Решить систему:

4(2* + Зу-5) = |-(* + 3) + |-(у--4),

289. Р-Ьшить систему:

2ж+ 2/ = з(ж —5 —уг/J,
5ж — г/=

— (2 — ж-у).
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290. Решить систему:

{2(2х + Зу-Ъ) = ^(х + 3) + ^-(у-4)}| Л АХ-

1 х + у = \.

291. Решить систему:

2х — у = 3 [х — 5 -Ь ~т

3

[5^ + */ = —(2 + ж — у)

Эту систему требуется решить двояко: по способу подстановки и

ло способу линейныхъ сочеташй.

292. Решить систему:

(ах+ Ьу = с,

\ах — Ъу = d .

293. Решить систему:

294. Решить систему:

\ах-\-Ъу = су

\Ьх — ау = d.

( ах-\-Ъу = ct

\а2х-\-Ъ2у = с2.

295. Решить и изсл'Ъдовать систему:

{ах
— Ъу =е,

а2х — Ь2у = с2.

296. Р-Ъшить систему:

М+\)х + (3 + \)у = 3 + \,

I Ая+(5 + А)у = 4 + Л.

ИзслЪдовать полученное р-Ьшеше въ зависимости отъ значешй X.

297. Решить систему:

J(2 + A)*+(3 + X)*/ = l+X,

I \х + (5 + Х)у = 9 + Х.

ИзслЪдовать полученное рЪшеше въ зависимости отъ значенш X.

298. Решить систему:

Ua +\)х+ (Ъ+\)у= с + Х,

\(а' +\)х + (Ъ' +\)у = (с' +\).

ИзслЪдовать полученное решете въ зависимости отъ значешй X.
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299. РЪшить систему:

1 + 1=12.
х у

1-1 = 14.
х у

Принять — и — за вспомогательныя неизвЪстныя.
х у

300. Решить систему:

х— 1

4

у-з

5

ж —1 у-
8.

1 1
Принять -V- ,. 5

ж — 1 г/ — 3

301. Решить систему.

за вспомогательныя неизвЪстныя.

1

2ж + 3г/ —5 '
5ж-8г/ + 12

4 14

1,

Принять

2ж-(-Зг/ —5 5ж~8г/ + 12

1
за вспомогательныя неизв-Ъст-

2х + 3у — 5 5ж —8*/+12
ныя. Когда эти вспомогательныя неизвЪстныя будутъ найдены, то для

того, чтобы найти х и у, придется решить новую систему первой степени.

302. Решить систему:

1 ■ 1
15,

\
х — у

г
х -\- у

303. Решить систему:

304. Р-Ъшить систему:

Ух — у х-\-у

\я + у + г = 3,

; х-у -z =4,

[х — у
— Зг = 12.

\х + у + г =3,

^ж — y + 3z=\2.

305. Решить систему:

ax-\-hy-\-CZ = Qy

a2x-\-fr2y + c*z = 0.
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306. Решить систему:

x—y+ 2z = ^-,
x + y + z =0,

[x — y
— 4z = 2.

307. Решить систему:

ж + 3y — z~t = 3f

' — г =6,

+ £ = 12.

308. Р-Ьшить систему:

309. Решить систему:

У + z + t = а,

г + t + х = Ь,

*+х +У=с,
x + y + z = d.

310. Решить систему:

311. Решить систему:

х — y-2z = ^,
x + y + z =0,
х — у

— 4г = 1.

ж + 3;/ — z — t = \}

Х~У +z + t = 2y
x — y—z =6,

х +£ = 12.

y + z + t=20,
z + t + x = 30

,

x-\-y + z = 50.

312. Решить систему:

xyz = a(yz — zx — xy) = b (zx — xy -

(Вспомогательныя неизвестный).

■yz) = c(xy-—yz — zx).
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313. Решить систему:

I zu-\-uy -\-yz = yza,

1 ux-\-xz-\-zu = zuxy

I xy-\-yu-\-их = uxy,

\yz-j-zx-\-xy = xyz.

(Вспомогательный неизвестны я).

314. Решить систему:

x-{-y-\-z~u
— 15,

x-\-y — г -|- m = 23, .

x — y-\-z-\-u = 35,
— x-\-y-\-z-\-u = 2.

Сумму x-\-y-\-z-\-u — s принять за вспомогательное неизвестное.

315. Решить неравенства:

2х — 3>5сс —5,
Ьх — 8>8сс — 3,

у.т-3>2Ж+А,
~— х >5ж + у.

316. Решить неравенства:

2х— 3>3ж — 5,
Ъх — 8>5ж — 4,

3 N

х — 3>2ж+ у,
3 5
F ж -^ -^

7
'

— 2х >3сс + у.

317. Решить неравенства:

ах — b^> ex — dy
а — Ьх с — Ьх

с
^

а

318. Решить систему

'

ax ~\-by -\-cz = dy

ax -\-Ъ' у -\- с z = d',
l a"x -f- b"y-\-c"z = d".

319. Решить систему:
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а?т--\- №у = с3 ,

аъх -\- Ьъу = с5.

320. Решить систему:

v+t-Ч'+т-

4М
1т +*->Ы)-

Показать, что решеше этой системы удовлетворяетъ также урав-
нен!ю

а Ь м V С /

321. Решить систему:

f+l=» ('+!)•
Ж

а

X

а

i
"Г

У

ъ

У

ъ

1

~\

\'

1--1

и показать, что решеше не удовлетворяетъ уравнешю.

а 6 А' \ с/
322. Решить систему:

! bz — с г/ = а,

; ex — az — p,

| ау
— &a? = Y.

Показать, что она вообще невозможна, и что она становится

неопределенной, если сумма аа-\-Ь$-\-сч равна нулю.
323. Можно ли определить Л такъ, чтобы система:

f (Л + 3)* + (Х + 2)у = 2Л + 1>

\(\ + S)x + (\ + b)y = 2\ + 6

была неопределенной? И если К определено такимъ образомъ, то какъ

следуетъ выбрать х, чтобы у имело положительное значеше ?

324. Решить уравнеше:

х — 3,1 _х-\-\
ж^рЗ

+2а— 8а

Если дробь -=— перенесемъ въ правую часть, то после выполнежя

вычиташя получимъ:
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х — 3 х — 3

х-\-3 8а

Если х — 3 отлично отъ нуля, то обЪ дроби лишь тогда могутъ
быть равны между собой, когда равны ихъ знаменатели; следовательно,

х-\-3 = 8а;

►поэтому должно быть:

х = 8а — 3.

Если же х — 3 равно нулю, то знаменатели, очевидно, могутъ быть

различны. Но тогда ж = 3; мы легко убедимся, что и это значеше

удовлетворяете заданному уравнешю.



Глава XV.

ЗАДАЧИ ПЕРВОЙ СТЕПЕНИ.

I. ОБЩ1Я ЗАМЪЧАШЯ.

149. Чтобы решить задачу съ помощью алгебры, нужно
поступить слЪдующимъ образомъ:

1. выбрать неизвестный;
2. составить уравнешя, связываюгщя эти неизвЪстныя;

3. решить уравнешя и изследовать эти решешя;
4. изследовать задачу.
Въ предыдущей главе мы уже разсматривали решеше урав-

ненш; теперь скажемъ несколько словъ объ остальныхъ трехъ

пунктахъ; для разъяснешя этихъ общихъ указанШ намъ по-

служатъ многочисленные примеры, приведенные ниже.

150. Выборъ неизвЪстныхъ. Если мы хотимъ решить

данную задачу съ помощью алгебры, то прежде всего задаемся

вопросомъ, какъ слЪдуетъ выбрать неизвЪстныя? Этотъ вопросъ

расчленяется на несколько пунктовъ:

1. каюя величины мы примемъ за неизвЪстныя?

2. какъ определять неизвЪстныя по абсолютному значешю?

3. какъ определяются они по знаку?

1. Въ простыхъ задачахъ самый текстъ задачи указываетъ

уже, каюя величины должны быть избраны за неизвЪстныя; но

только нгвыкъ можетъ научить, что въ извЪстныхъ случаяхъ

нужно отдать предпочтете нЪкоторымъ неизвЪстнымъ, если мы

не хотимъ отказаться отъ преимуществу иногда довольно зна-

чительныхъ.

2. Если мы уже сделали выборъ величинъ, принимаемыхъ за

неизвЪстныя, то слЪдуетъ точно определить, какимъ образомъ
оне будутъ выражены численно, такъ какъ въ алгебраиче-
ск1я формулы входятъ лишь числа. Для этого слЪдуетъ
точно установить относительно кажой неизвестной еди-
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ницу, которой мы будемъ ее измерять. Потомъ, когда мы уже

найдемъ решеше, въ этомъ рЪшенш неизвестной будетъ
соответствовать некоторое число, и, чтобы знать, что выражаетъ

зто число, нужно припомнить, что мы приняли за единицу.

Дал^е, во многихъ случаяхъ необходимо установить начало

счета, напримЪръ, если неизвестное измЪряетъ время.
3. Въ очень многихъ задачахъ мы можемъ разсматривать

иеизвЪстныя, какъ положительныя или какъ отрицательный

количества. Поэтому одновременно съ выборомъ неизвестной намъ

необходимо точно установить соглашеше относительно знака

и помнить это соглашеше, когда решеше будетъ найдено, такъ

какъ лишь такимъ образомъ мы узнаемъ истинное значеше его

вь предложенной задаче.

Положимъ, что дана следующая задача:

Ивану 3 года 6 месяцевъ, а Петру 1 годъ и 6 месяцевъ.

Можетъ ли случиться, что въ некоторый моментъ

возрастъ Ивана превышаетъ вдвое возрастъ Петра?

За неизвестную примемъ время, отделяющее настоящШ

моментъ отъ того момента времени, когда возрастъ Ивана будетъ
или былъ въ два раза больше, чемъ возрастъ Петра. Такимъ

•образомъ, за начало времени принятъ настояний моментъ.

Дальше следуетъ избрать единицу; возьмемъ для этой цели годъ или

;месяцъ. Наконецъ, нужно определить, примемъ ли мы за

положительное будущее время и за отрицательное прошлое или наобо-

ротъ. По этимъ даннымъ можно составить уравнеше для данной

задачи и затемъ, решивъ уравнеше, изследовать результатъ.
151. Составлен1е уравнешй. Составить уравнешя задачи

значитъ написать те уравнешя, которымъ должны

удовлетворять неизвестныя по услов1ямъ задачи. Услов1я, которыя не

могутъ быть выражены въ форме уравненш, разбираются при

изследованш (п. 152). Мы займемся здесь лишь теми услов1ями,

которыя могутъ быть выражены посредствомъ уравнешй между

неизвестными и данными величинами. Прежде чемъ мы напи-

шемь эти уравнешя, нужно выразить все величины одного и

того же рода въ одной и той же единице, при томъ же

начале счета и техъ же ycлoвiяxъ въ отношенш знака.

Уравнешя, составленныя безъ соблюдешя этихъ правилъ, не бу-

.дутъ иметь вообще никакого смысла.
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Пусть, напримЪръ будетъ дана следующая задача:

Два велосипедиста едутъ по дороге отъ Гамбурга
къ Франкфурту на М. Они находятся оба между Гам-

бургомъ и Франкфуртомъ, первый на разстояыи 35 км.

отъ Гамбурга, второй на разстоянш 30 км. отъ

Франкфурта. Первый движется со скоростью 20 км. въ часъ

по направлешю къ Франфурту, а второй со скоростью

4 м. въ секунду по направлешю къ. Гамбургу.

Спрашивается, когда они встретятся, если разстояше между

Гамбургомъ и Франкфуртомъ равно 548 км.

Примемъ за неизвестное то время, которое протекаетъ

между даннымъ моментомъ и моментомъ встречи; это время

будемъ считать положительньшъ, если оно протекаетъ после

начальнаго момента; за единицу же мы примемъ часъ. Такимъ

образомъ мы выбрали начало счета временъ, положительное на-

правлеше и единицу его. Далее, мы принимаемъ, что

велосипедисты должны встретиться черезъ х часовъ.

Но въ нашей задаче имеются и длины. Мы избираемъ за

начало счета длинъ, напримеръ, Гамбургъ, за положительное

направлеше, скажемъ направлеше отъ Гамбурга къ Франкфурту
и, наконецъ, за единицу длины — километръ. Въ этихъ едини-

цахъ положеше перваго велосипедиста въ начальный моментъ

выразится числомъ -|- 35, а скорость его—числомъ -\- 20. Поло-

жеше второго велосипедиста выразится числомъ 548 — 30 = 518,
такъ какъ Франкфуртъ отстоитъ отъ Гамбурга на 548 км., а

онъ находится въ 30 км. разстояшя отъ Франкфурта по

направлена къ Гамбургу. Такъ какъ онъ проезжаетъ 4 м. въ

секунду, то въ минуту онъ проедетъ 4 • 60, а въ часъ 4-60-60

= 14 400 м., т. е. 14,4 км. Кроме того, онъ подвигается

отъ Франкфурта къ Гамбургу, т. е. въ отрицательномъ

направлена. Следовательно, скорость его равна — 14,4.

Теперь мы можемъ уже составить уравнеше задачи; въ са-

момъ деле, намъ остается лишь написать, что въ моментъ

времени х оба велосипедиста находятся въ одномъ и томъ же

месте, т. е. что ихъ разстояшя отъ Гамбурга равны. Согласно

формуле равномернаго движешя (п. 107) разстояше перваго вело-
- сипедиста отъ Гамбурга по истеченш х часовъ равно (35-|- 20.x) км.,
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а разстояше второго равно (518 — 14,4#) км. Следовательно,
уравнеше задачи будетъ:

35 + 20;г = 518— 14,4ж.

152. Изсл^доваше результата. Решеше уравнешя или

уравненШ задачи можетъ оказаться определенным^ невоз-

можнымъ или неопределеннымъ; неопределенность можетъ

быть простой или двойной и т. д. Если уравнешя оказываются

определенными, то они приводятъ къ числамъ, которыя могутъ быть

положительными или отрицательными, целыми или

дробными и т. д. Изследовать задачу значитъ определить, ка-

Kie выводы можно сделать изъ этихъ различныхъ обсто-

ятельствъ по отношешю къ задаче.

Положимъ, напримеръ, что буква х въ уравненш обозна-

чаетъ некоторое число лицъ, находящихся въ известномъ со-

3
бранш, и что мы нашли, решая задачу, х = -г или х = — 12.

Отсюда мы не можемъ заключить, что уравнеше невозможно,

но мы приходимъ къ заключешю, что задача невозможна.

Если данныя величины выражены числами, то изследоваше

въ большинстве случаевъ, какъ мы покажемъ на примерахъ,
производится очень легко. Оно бываетъ,- однако, часто более

сложнымъ, если все данныя величины или некоторыя изъ нихъ

выражены буквами, численное значете которыхъ неизвестно;

для того, чтобы въ этомъ случае произвести полное изследова-

Hie, нужно последовательно разобрать различныя предположе-

шя, которыя можно сделать относительно знаковъ и относи-

хельно значешй данныхъ величинъ.

II. ЗАДАЧИ ПЕРВОЙ СТЕПЕНИ СЪ ОДНОЙ НЕИЗВЪСТНОЙ.

153. Определеше. Задача называется задачей первой

степени съ одной неизвестной, если ея решеше можетъ

быть сведено^ къ решешю уравнешя первой степени съ

одной неизвестной.

Это определеше не такъ просто, какъ кажется съ пер-

ваго взгляда. А именно, если дана задача, то число неизве-

стныхъ, которыя нужно ввести для ея решетя, во многихъ слу-
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чаяхъ можетъ быть различно въ зависимости отъ примЪняемаго

способа. Положимъ, что дана следующая задача:

У Павла 3-мя шарами больше, чЪмъ у Петра. Если

бы Петръ имЪлъ въ два раза больше шаровъ, чЪмъ онъ

действительно имЪетъ, то у него было бы 5-ью шарами

больше, чЪмъ у Павла. Сколько шаровъ имЪютъ Петръ

и Павелъ?

Обозначимъ число шаровъ Петра черезъ х, а число шаровъ

Павла черезъ у; тогда мы будемъ иметь две неизвестныя. Но

если число шаровъ Петра мы обозначимъ черезъ х, то изъ

задачи непосредственно слЪдуетъ, что число шаровъ Павла будетъ

х -f~ 3; следовательно, достаточно ввести одну неизвестную.

То же самое нужно сказать и относительно степени уравне-

шя. Для примера возьмемъ следующую задачу:

Требуемся найти такое положительное число, ква-

дратъ котораго, увеличенный на 9, равенъ двойному его

квадрату, уменьшенному на 7.

Если мы это число обозначимъ черезъ х, то получимъ

уравнеше:

х2+9= 2хг — 7;

это уравнеше второй степени. Но мы можемъ также принять

за неизвестную квадратъ искомаго числа. Если мы его

обозначимъ черезъ у, то получится уравнеше первой степени:

у-}-9=2у—7.
Отсюда следуетъ, что у= 16. Сообразно этому квадратъ
искомаго положительнаго числа равенъ 16; следовательно, число

равно 4.

154. Примеры задачъ первой степени съ одной

неизвестной. Задача I. Крестьянка понесла на базаръ некото

рое число яицъ, которыя она хотела продавать по 2 коп.

за штуку. Она разбила 6 изъ нихъ, но остальныя ей

удалось продать по 3 коп., и она принесла домой на

20 коп. больше, чемъ разсчитывала. Сколько яицъ было

у крестьянки, когда она шла на базаръ?

Обозначимъ число яицъ, которое было у крестьянки, когда

она уходила изъ дому, черезъ х. Тогда сумма, которую она

Бор ель, Элементарная математика. 17
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предполагала принести домой, выразится черезъ 2 х} если мы

принимаемъ копейку за единицу. Изъ услов1я задачи видно, что

крестьянка продала (х — 6) яицъ по 3 коп.; она получила,

следовательно, 3 (х — 6) коп.; съ другой стороны, она выручила

на 20 коп. больше, чЪмъ разсчитывала. Итакъ, уравнеше

задачи будетъ:
3 (х — 6) = 2^4-20.

Отсюда выводимъ:

х = 38.

Итакъ, мы получаемъ слЪдующш ответь: уходя изъ дому,

крестьянка имела 38 яицъ.

Полезно сделать поверку результата; если бы онъ не со-

отвЪтствовалъ услов1ямъ задачи, то отсюда следовало бы

заключить, что мы сделали ошибку. Мы находимъ здесь, что 38 яицъ

по 2 коп. даютъ 76 коп. Но крестьянка продалач на 6 яицъ

меньше, т. е. 32 яйца; за то эти 32 яйца она продала по 3 коп.

за штуку и, следовательно, выручила 96 коп.; эта сумма

действительно оказывается на 20 коп. больше. Следовательно, мы

нашли правильный результатъ.

Задача н. Воръ завладЪлъ велосипедомъ и убЪгаетъ
на немъ со скоростью 20 км. въ часъ. Кража замечена

спустя 3 минуты после того, какъ онъ убежалъ, и вело-

сипедистъ отправляется въ погоню со скоростью 22 км.

въ часъ. Какое время понадобится ему, чтобы догнать

вора?

Будемъ считать искомое время въ минутахъ отъ момента,

въ который воръ убежалъ, и положимъ, что велосипедистъ дого-

нитъ вора черезъ х минутъ. Въ этотъ моментъ пути, которые

оба проехали, будутъ равны между собой; воръ ехалъ въ про-

должеше х минутъ со скоростью 20 км. въ часъ, а

велосипедистъ (х — 3) минуты со скоростью 22 км. въ часъ. Такъ какъ

путь, проходимый въ течете одной минуты, въ 60 разъ

меньше пути, проходимаго въ часъ, то уравнеже задачи выразится

такъ:

20
_

22 .

_^л
60ж~601ж ''

или же, по умноженш обеихъ частей на 30:
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10# = 11 (х — 3).
Следовательно:

х = 33.

Черезъ 33 минуты послЪ того момента, когда воръ убЪ-

жалъ, онъ будетъ настигнутъ велосипедистомъ. Предлагаемъ
читателю проверить результатъ.

Задача III. Отцу 40 лЪтъ, сыну 16. Когда возрастъ

отца будетъ въ 3 раза больше возраста сына?

Мы будемъ считать время въ годахъ и положительнымъ

впредь отъ настоящаго момента; положимъ, что noorfe x пЪтъ

отецъ будетъ въ три раза старше сына. Къ этому времени

возрастъ отца будетъ (40 -f- x) лЪтъ, а возрастъ сына (16-{-#)
лЪтъ. Отсюда, по услов'ямъ задачи:

40-f x = 3(16-f x),
т. е.

— 2х = 8;

отсюда:

х = — 4.

Изсл'Ьдован'е. Мы получаемъ здЪсь, въ качестве рЪшен'я,
отрицательное число. Мы считали х положительнымъ для буду-
щаго времени; сообразно съ этимъ мы видимъ, что прошло уже

4 года съ того времени, какъ возрастъ отца былъ въ три

раза больше, чЪмъ возрастъ сына. Тогда отцу было 36, а сыну

12 лЪтъ.

Задача IV. Возрастъ Павла составляетъ а лЪтъ, а

возрастъ Якова Ъ лЪтъ. Черезъ сколько лЪтъ возрастъ
Павла будетъ въ m разъ больше, чЪмъ возрастъ Якова?

ЗдЪсь a, b, m обозначаютъ произвольный положительныя

числа. Чтобы составить уравнеже задачи, поступимъ точно

такъ же, какъ въ предшествующей задаче. Черезъ х лЪтъ

возрастъ Павла будетъ составлять (а -|- х) лЪтъ, а возрастъ Якова

(Ь -\- х) лЪтъ. Следовательно: >

а -\~ х = m (b -f- x),
или

(т — 1) х = а — тЪ,
а отсюда слЪдуетъ:

а — тЬ

т—~

17*
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Черезъ х лЪтъ, следовательно, возрастъ Павла выразится
такъ:

,
,
а —тЬ т(а — Ъ)

' ' т—1 т—1'

а возрастъ Якова:

7, , | а — тЬ а—Ь
1 ' т — 1 т — 1

Отсюда видимъ, что возрастъ Павла въ этотъ моментъ

действительно въ т разъ больше возраста Якова.

Изсл-Ьдован1е. Для того, чтобы рЪшеше х отвечало задачи,

оно должно прежде всего существовать, и затЪмъ возрасты

Павла и Якова спустя х лЪтъ должны выражаться

положительными числами.

1. Для того, чтобы рЪшеше х существовало, т — 1 должно

быть отлично отъ нуля. Если ш = 1 и а — щ&фО, т. е.

а — Ъ ф 0, то задача невозможна. Это можно было

предвидеть: если Павелъ и Яковъ въ настоящш моментъ имЪютъ

различный возрастъ, а спрашивается, когда они будутъ иметь

одинъ и тотъ же возрастъ, то отвЪтъ будетъ: никогда. Раньше

мы говорили, что эту невозможность обозначаютъ символомъ

оо; этотъ символъ можно понимать въ томъ смысли, что по

истеченж очень продолжительнаго времени Павелъ и Яковъ,
хотя и не сравняются по возрасту, но различие ихъ возрастовъ,

а именно отношеше ихъ т все более и более будетъ
приближаться къ числу 1.

Если бы было ш = 1 и одновременно а = Ь> то уравнеше

было бы неопредЪленнымъ и задача тоже. Павелъ и Яковъ

имЪютъ въ настоящш моментъ одинъ и тотъ же возрастъ. Въ

какое время они еще будутъ въ одномъ возрасти? ОтвЪтъ оче-

виденъ: во всякое время.

2. Этимъ исчерпывается случай, когда т равно 1; теперь
мы изслЪдуемъ по порядку случаи, когда т больше 1 и

когда т меньше 1.

Если т больше 1, то т—1 есть число положительное.

Для того, чтобы значешя, которыя мы получили для возраста

Павла и Якова, были положительными, необходимо и достаточно

чтобы а — Ь имело положительное значеже, т. е чтобы а

было больше Ъ. Что же касается значешя ху то оно будетъ по-
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ложительнымъ или отрицательнымъ въ зависимости отъ того,

имЪетъ ли разность а — гпЪ положительное или отрицательное

значеше, т.|е. будетъ ли а больше или меньше, чЪмъ mb. Эти

результаты на языки повседневной жизни выразятся слЪдую-
щимъ образомъ: для того чтобы въ некоторый моментъ воз-

растъ|Павла былъ въ т разъ больше возраста Якова, при чемъ

т больше 1, Павелъ долженъ быть старше Якова; если же Па-

велъ старше Якова, то искомый моментъ времени еще

наступить или наступилъ уже раньше, въ зависимости отъ того,

окажется ли возрастъ Павла въ данный моментъ больше или

меньше, чЪмъ т разъ взятый возрастъ Якова.

Если а = Ъ, то находимъ, что возрастъ Павла и возрастъ

Якова по истеченш х лЪтъ будутъ равны нулю. Следовательно, одинъ

изъ нихъ будетъ старше другого въ ж разъ въ то время, когда

возрастъ обоихъ равенъ нулю; это имЪетъ мЪсто для любого

значежя т. Однако, это алгебраическое рЪшеше не пред-

ставляетъ никакого практическаго интереса: иногда въ такихъ

случаяхъ говорятъ, что рЪшеше воображаемое.

Подобнымъ же образомъ можно разобрать случай, когда т

меньше 1; следующее замЪчаше позволяетъ, однако, поступить
иначе. Если возрастъ Павла составляетъ половину или f
возраста Якова, то это значитъ, что возрастъ Якова равенъ

двойному возрасту Павла или § возраста Павла. Следовательно, если

т меньше 1, то достаточно переставить въ тексте задачи

имена Павла и Якова и заменить т черезъ —; такимъ образомъ,

мы приходимъ къ случаю, уже разсмотрЪнному нами, когда

т больше 1. ЗамЪчашя такого рода очень полезны, такъ какъ

благодаря имъ можно часто упростить и сократить изслЪдова-

Hie. Результаты изслЪдовашя сведены въ прилагаемой таблице

(стр. 262).

III. ЗАДАЧИ ПЕРВОЙ СТЕПЕНИ СО МНОГИМИ НЕИЗВЪСТНЫМИ.

155. ОпредЪлеше и обиия замЪчашя. Говорятъ, что

данная задача есть задача первой степени со многими

неизвестными, если ея рЪшеше можно свести къ рЪшенто системы

уравненш первой степени со многими неизвестными. Это опре-

дЪлеше даетъ, однако, мЪсто замЪчашямъ, подобнымъ тЪмъ, ко-
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торыя сделаны въ п. 153. А именно: число неизвЪстныхъ и

степень уравненш зависитъ иногда отъ способа составлешя

уравненш; следовательно, число неизвЪстныхъ и степень

уравнены въ некоторой мЪрЪ произвольны, такъ что данное выше

опредЪлеше не совсЪмъ точно. Практически, однако, число не-

извЪстныхъ и степень уравнежй обыкновенно получаются

непосредственно изъ выражешя задачи.

ГПредположе-
шя

относительно т

т = \

т> 1

т<1

i

Иредположе-
нш

относительно а и b

adpb

а = b

a<b

а = b

&<a<m&

a = mb

a^>mb

a>6

a = b

w6<a<b

a = mb

a<^mb

Заключен1я j

задача невозм*жна

неопределенна

невозможна

воображаемое решете

а?<0; 1 решете, оно выражаетъ 1
прошедшее время J

х = 0; 1 решеше, оно выража< тъ

настоящее время ||
а?>0; 1 решеже, оно выражаетъ ]

будущее время ц

невозможна

воображаемое решеже

ж<0; 1 р-Ьшеше, оно выражаетъ
прошедшее время |

яг = 6 ; 1 решеже, оно выражаетъ ||
настоящее время ||

ж>0; 1 решеже, оно выражаетъ

будущее время ;|

Если предложенная задача — определенная, что обычно

и имЪетъ место, то число уравненш должно быть равно

числу неизвЪстныхъ; следовательно, задача должна давать

намъ возможность составить столько уравнежй,
сколько у насъ* имеется неизвЪстныхъ.

Иногда можно составить больше уравненш, чЪмъ неизвЪст-

ныхъ. Въ такихъ случаяхъ задача возможна лишь тогда, когда

уравнешя совместны. Приведемъ примЪръ такого случая:

требуется найти два числа, сумма которыхъ рав-
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на 8, разность 2, а разность удвоенныхъ чиселъ 4.

Здесь у насъ три уравнешя: х-\-у = %, х — у = 2, 2х — 2?/= 4,
изъ которыхъ третье эквивалентно второму; поэтому
достаточно сохранить первыя два. Уравнеше всегда является лиш-

нимъ, если оно представляетъ собой линейное сочеташе другихъ

уравнешй; мы можемъ его отбросить, такъ какъ оно

удовлетворяется всякш разъ, какъ удовлетворяются те уравнешя, изъ

которыхъ оно составлено.

Для того, чтобы решить задачу, не всегда, однако,
достаточно написать столько уравненш, сколько неизвЪстныхъ. Если,
напримЪръ, нужно найти два числа, разность которыхъ равна 2,
а разность удвоенныхъ чиселъ 4, то мы имЪемъ здесь два

уравнешя: х — у = 2 и 2х — 2у = 4, которыя, очевидно,
эквивалентны другъ другу; следовательно, изъ нихъ нельзя

определить неизвЪстныхъ.

Что касается выбора неизвЪстныхъ, то въ сомнительныхъ

случаяхъ намъ можетъ помочь лишь навыкъ. Однако, если и

удобно избирать въ качестве неизвЪстныхъ одне величины

предпочтительно передъ другими, то это не является все же

необходимымъ; действительно, каждый- выборъ неизвЪстныхъ,
ведущж къ уравнен1ямъ первой степени, даетъ возможность

получить ptmeHie посредствомъ более или менее продолжитель-

ныхъ вычислешй.

156. Примеры задачъ первой степени со многими

неизвестными.

Задача I. 6 метровъ сукна и 5 метровъ подкладки

стоятъ 41 р., 8 метровъ сукна и 6 метровъ подкладки

стоятъ 54 р. Найти цену 1 метра сукна и 1 метра

подкладки.

Обозначимъ цену 1 м. сукна черезъ х р., цену 1 м.

подкладки черезъ у р. Задача даетъ уравнешя:

6х -[- 5 у = 41,

Ъх-\-Ьу = 54.

Второе уравнеше будетъ проще, если мы разделимъ все
члены его на 2:

4х + 3у = 27.

Изъ этого уравнешя следуетъ:
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27 — Ах п 4

Если подставимъ это значеше въ первое уравнеше, то по-

лучимъ:

6ж = 5 (9 — у
х) = 41

,

(б-|)* = 411-45,

Когда же намъ известно ху то:

у= 9 — ^х = 9 — 8 = 1 .

Следовательно, цЪна 1 м. сукна равна 6 р., а цЪна

1 м. подкладки 1 р.

Задача II. Велосипедистъ Ъдетъ со скоростью 25 км.

въ часъ по ровному пути, 15 км. на гору, 30 км. съ горы.

Сколько ровнаго пути, подъема и спуска содержитъ

дорога въ 100 км., если ему нужно 4 ч. 24 м., чтобы

проехать ее въ одномъ направленж, и 4 ч. 36 м., чтобы

проехать ее въ другомъ направлена?
Пусть число километровъ ровнаго пути будетъ х, число

километровъ подъема пусть будетъ ?/, число километровъ спуска

пусть будетъ z и именно въ одномъ направленж; въ обрат-
номъ направленж подъемъ становится спускомъ и обратно
Первое уравнеше получимъ, если напишемъ. что совокупность

всЪхъ частей пути равна 100 км:

(1) а? + У + * = 100-

Друпя два уравнежя получимъ, если напишемъ, что время,

употребленное велосипедистомъ на проЪздъ по этому пути»

составляло 4 ч. 24 м., т. е. 264 мин., въ одну сторону и 4 ч. 36 м.,

т. е. 276 мин. въ обратную сторону. Чтобы проЪхать х км. со

скоростью 25 км. въ часъ, понадобится -^- минутъ. Если сло-

жимъ вмЪстЪ отдельные промежутки времени, полученные

нами при помощи аналогичныхъ разсужденж, то получимъ два

уравнешя:
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60а; | 60у | 60s
0,

.

25 ""Г 15 +lo"-ZM'
60ж , 60у , 60 а; 97А
"25" "1" 30 -r"T5"

— Z/0-

ВмЪсто этого можно написать проще:

(2) ^4-4*/+ 22 = 264,

(3) Цх + гу-\-4г=27(>.

Изъ уравнешя (1) опредЪлимъ z

(4) з = 100 — х — у

и подставимъ его въ уравнешя (2) и (3). Получимъ:

уя+ 4«/-f2 (10° — ^ — «/) = 264 ,

ух + 2 г/ + 4 (100 — о? — у) = 276,

или же, по упрощенш и измЪненш знаковъ второго уравнешя:

(5) -|я + 2у = 64,

<б) |-ж+2у=124.
Отсюда посредствомъ вычиташя получимъ:

,
-— х = 60

,

а; = 50.

Уравнеше (5) даетъ:

у = 32 — 10 = 22,

а уравнеже (4):
3 = 100 — 50—22 = 28.

Следовательно, при ЪздЪ въ одномъ направленш было

50 км. ровнаго пути, 22 KM.gya гору и 28 км. съ горы.

Задача III. Для освЪщешя зала употребляются
спиртовыя и керосиновыя лампы. Если мы зажигаемъ 4

керосиновыя и 2 спиртовыя лампы, то расходъ въ часъ

составляетъ 50 коп. Если же мы зажигаемъ 2 керосиновыя

и 6 спиртовыхъ лампъ, то расходъ въ часъ составляетъ
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60 коп. Что стоитъ въ часъ каждая керосиновая и

спиртовая лампа?

Пусть расходъ на одну керосиновую лампу составляетъ

х коп., а расходъ на спиртовую лампу у коп. въ часъ.

Тогда:

4х-{- 2у == 50,

2х-\-6у = 60.

Первое изъ этихъ уравнешй даетъ:

у
= 25 — 2х,

а изъ второго слЪдуетъ теперь

2^ + 6(25 — 2х) = 60,
_ Юх = — 90,

х = 9.

Следовательно:

у = 25 — 2х = 7.

Итакъ, расходъ на керосинъ равенъ 9 коп., а на спиртъ

7 коп. въ часъ.

157. ПримЪръ задачи съ изслЪдовашемъ.

Задача IV. Велосипедистъ Ъдетъ со скоростью v км.

въ часъ по ровному пути; пусть скорость его на гору

равна гл, съ горы w, при тЪхъ же единицахъ. Сколько ров-

наго пути, подъема и спуска содержитъ дорога въ а км.

длиной, если велосипедисту понадобится t часовъ для

того, чтобы проехать ее въ одну сторону, и £ часовъ,
чтобы проЪхать ее обратно?

Обозначимъ длину подъема черезъ х км., длину спуска

черезъ у км. (въ одну сторону). Тогда длина ровнаго пути

выразится черезъ (а — х — у) км. На обратномъ пути будетъ

х км. спуска, у км. подъема и (а — х — у) ровнаго пути.

Применяя тЪ же разсуждешя, что и въ задачЪ II, получимъ

уравнешя:

I и ■ w ■ v
у

0)
\^_\У_\ а — х — у

_ £
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т. е.

(2)
\и V) ' v \w v) v

'

\W V J ' y
\U V J V

Определитель этой системы (п. 143, стр. 231) будетъ:

(3)
,

=

м L)2— (1 -U2= (- -4-1 AWJ _L\
^ '

\w v) \w v) \и *
w v) \и w)

'

По смыслу задачи приходится принять:

(4) u<Cv<C.w,

т. е. скорость при подъем-fe меньше, чЪмъ на ровномъ пути, а

при спуске больше. Такъ какъ при этомъ и, v, w имЪютъ по-

положительныя значешя, то

(5) ^>-!->-1-.

и второй сомножитель ( ) определителя всегда отличенъ

отъ нуля. Первый сомножитель, однако, можетъ быть равенъ

нулю. Действительно, онъ исчезаетъ, если:

(6) ±-+- = ->7
и

'
w v

т. е. если время, нужное для подъема на 1 км. и затемъ спуска

на 1 км., равно времени, въ течете котораго можно пройти 2 км.

ровнаго пути. Въ этомъ случае, какъ можно предусмотреть,

задача оказывается неопределенной. Въ самомъ деле, если, у

насъ есть какое либо решеше задачи, то мы получимъ новое,

если вместо какой-либо длины 21 км. ровнаго пути возьмемъ I км.

подъема и I км. спуска; время, потраченное велосипедистомъ,.

отъ этого не изменится ни на прямомъ, ни на обратномъ пути.

Если определитель не исчезаетъ, то мы получимъ опре-

деленныя значешя для х и у. Для того, чтобы они отвечали

задаче, эти значешя должны быть, во-первыхъ, положительными,
а, во-вторыхъ, такими, чтобы выражеше а — х — у также

имело положительное значеше.

Вычислимъ х, у и а — х — у:



268 Алгебра.

х =
\ и

[и

4)
М
vj

(t—\

(<-

i)
а\

vj

d

(--\w

n
\w

1)vj

1\
vj

(f-
\

('-

-)vj-

a\

vj
y =

U V J
l

\V WJ V \U WJ
~d :

,U VJ
'
\V Wj V \U WJ

т. e.

<7) uVfB

'
d

Теперь будетъ:

<8) a-x-y=
l Т'1« WJ__W WlZLl,

или, по сокращенш:

(9) a-x-y= U1W{_1
Теперь мы должны изслЪдовать, при какихъ услов1яхъ х,

у, а — х — у имЪютъ положительныя значешя. Если мы вы-

числимъ х — г/, то получимъ:

(- + 1 — -)(t — ?) t f

<10) x-y =
± -g-J- ^ХЗТ- •

и w

Мы предоставляемъ читателю доказать эту формулу

непосредственно, исходя изъ услов1й задачи.

Можно принять, что

(11) t>t\

т. е. что при ЪздЪ въ первомъ направленш затрачивается

больше времени, чЪмъ на обратномъ пути; иначе можно было бы

то направлеже, которое мы называемъ обратнымъ, принять за

прямое и наоборотъ. Но если t > t\ то само собой понятно, что:

(12) я>у,

т. е. на прямомъ пути больше нужно Ъхать въ гору, чЪмъ съ
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горы. Поэтому нЪтъ надобности изслЪдовать, когда х имЪегь

положительное значеже; достаточно определить, когда имЪетъ

положительное значеше у, ибо тогда х , будучи больше у,

конечно, тоже будетъ положительнымъ числомъ. Если мы, сообразно

этому, напишемъ, что у и а — х — у имЪютъ положительный,

значен1я, то получимъ:

'±_±W+(±_±),_ii(±_±\
d > '

«(i+i)-c+ow) ■

>o.
L -L- — —

и ' w v

Теперь примемъ, напримЪръ, что:

1+ 1_1>0)
т. е. что нужно больше времени, чтобы проЪхать 1 км. въ гору-

и 1 км. съ горы, чЪмъ 2 км. по ровному пути. Тогда d>0, и

предшествующ1я неравенства можно умножить на d (теорема 67^

въ п. 147) и разрешить ихъ относительно а. Такимъ образомъ,

получимъ:

(13) *±* <a<W W_1U w)
,

JL_j_i- L(L — 11
U ' W V \U Wt

Это—пределы, между которыми должно лежать а, чтобы

рЪшеше задачи было пригоднымъ. Но если а должно лежать

между этими пределами, то должно быть:

к v 1,1^ 1/1 1

и *
w v \и w

освободившись отъ знаменателей, которые имЪютъ положитель-

ныя значешя, послЪ упрощешя получимъ:

II. I ill -я / \ a. tit i "^ '
и

l
w vj \u w

отсюда, такъ какъ множитель ( 1 ) есть число поло-

жительное, получаемъ:
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(15) !_!>0.

Итакъ, это yoiOBie (15) должно быть выполнено; иначе задача

не будетъ возможной ни для одного значежя а. Если же оно

выполнено, то тогда неравенства (13) позволяютъ определить

область, въ которой должно лежать ау чтобы задача была

возможной.

Примемъ теперь, что

d = 0,

т. е.

(16) 1-f 1 — 1 = 0.

Такъ какъ коэффиц1енты при х и у въ уравнежяхъ

(2) не исчезаютъ, то мы имЪемъ здесь либо случай

невозможности, либо случай простой неопределенности. Чтобы имела место

простая неопределенность, необходимо и достаточно, чтобы

числители формулъ (7) обратились въ нуль; при этомъ достаточно

написать, что числитель выражежя х равенъ нулю, такъ какъ

тогда, какъ мы уже видели (п. 145, стр. 239), числитель у точно

такъ же обратится въ нуль.

Если напишемъ, что числитель х равенъ нулю, то получимъ:

(,7) (1 - 1) t+ (1 - 1) «•--« (1 - 1) = 0.

Теперь, по yoiOBiio (16):

<18)

такъ что уравнеже (17) выразится такъ:

,
и v J \ > v)

'

т. е.

(19) t + f-% = 0.

Это — yaiOBie неопределенности. Если оно удовлетворено, то

мы можемъ произвольно выбрать значеже одной изъ неизвЪстныхъ,

напримъръ, у\ значеже х мы получимъ тогда изъ одного изъ

1

V

1

и

1 1

w и

-1=2(1

1

1

W
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уравненш (2), а именно, принимая во внимаше соотношеше (18),
находимъ:

(20) х

ДалЪе имЪемъ:

а — х — у = < 22/-

а

1 i__l"
и v

V

J^__ 1
"~

и v

и

1
_

1

и г)

2у.

Мы должны такъ выбрать у, чтобы х и у, а также

а — ж — у имЪли положительныя значешя; поэтому должно быть:

2/>0,
а

<21) —*

v \и

Такъ какъ есть число положительное, то у можетъ

удовлетворить этимъ двумъ неравенствамъ только при условш, что:

L- — t>0
и

^

а

и
t

2 -^
v

т. е. если имЪютъ мЪсто соотношешя:

(22) а
v w/ w

Эти услов1я совместны, такъ какъ — меньше, чЪмъ —; слЪ-

довательно:

2_i<i.
V U

^

V

Итакъ, если >слов1я (16), (19) и (22) выполнены, то задача

оказывается неопределенной; тогда мы можемъ выбрать у
произвольно въ предЪлахъ, устанавливаемыхъ неравенствами (21),
а х будетъ тогда выражаться формулой (20).

ИзслЪдоваше можетъ быть сведено въ следующую таблицу:
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1, №

| Соотношешя, вытекаюцуя изъ услов!я задачи: |
0<u<v<w, *>0, *'>(). I

I Предположежя, сдЪлэнныя для сокращешя изогЬдовашя: 9

*>*'» —+-^—— >0; I
|

^ *
и

'
w v =

' 1

[ мы пришли бы къ совершенно подобному же изсл15довашю въ случа- я

| яхъ, когда эти предположежя не были бы выполнены. |

1+1-*.фо

1 1 2

1

и w

и w

t+f-^фО

1
V

услов)я (22) не

удовлетворены

,+,'-^ = 01
V

v и а и

Невозможная задача I

Задача возможна, поскольку J
а удовлетворяем неравен- 1

ствамъ (13); рЪшеже дается |
формулами "(7) |

Невозможная задача

1

Невозможная задача 1

Неопределенная задача: значе- |
н!Я у ограничиваются неравен- I
ствами (21), а х выразится j

формулой (20) 1

Мы предоставляемъ читателю изслЪдовать предельные

случаи, т. е. случаи, въ которыхъ одно изъ неравенствъ (13),
(15), (22) и т. д. превращается въ равенство. Полезно разсмо-

трЪть также случаи, когда:

U l W V ^ '

а также случаи, где скорость v равна и или равна w, и, нако-

конецъ, тотъ случай, когда три скорости щ v, w равны между

собою. Полезно также разобрать задачу съ помощью непосред-

ственнаго разсуждешя и получить такимъ образомъ тотъ же

результатъ изслЪдовашя.

Вышесказанное достаточно основательно выясняетъ, въ

чемъ заключается изслЪдоваше задачи первой степени съ

буквенными данными.
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ЗАДАЧИ КЪ ГЛАВЪ XV-ой.

325. Две точки движутся по оси со скоростями v и w (— 12 км. въ

часъ и 12 м. въ секунду); въ начале ихъ абсциссы суть а и Ь (3 км. и.
— 500 м.). Когда онъ встретятся? Произвести изслъдован!е.

326. За два билета второго класса и одинъ билетъ третьяго класса

изъ Гамбурга въ Франкфуртъ н. М. уплачено 66,80 м.; за одинъ билетъ

.второго класса и два билета третьяго класса уплачено 58 м.

Определить цъну билета второго и третьяго класса.

327. Вычислить произведете двухъ трехчленовъ:

ax2-\-bx-\-c , x2-\-yx-\-z

и определить у и z такъ, чтобы въ произведен^ коэффищенты при Xs-

и х обратились въ нули.

328. Умножить а2-\-2а-\-Ь на а2х-\- ау -\-г. Определить ж, у, г та-

кимъ образомъ, чтобы въ произведены коэффициенты при а3, а2, а были

р#вны 3.

329. Водоемъ наполняется тремя кранами. Если мы откроемъ два

первыхъ крана, то онъ наполнится въ 3 часа. Если откроемъ первый и

третШ, то онъ наполнится въ 5 ч. Если откроемъ все три, то онъ

наполнится въ 2 часа. Сколько литровъ вливаетъ въ продолжеше часа

каждый кранъ, если вместимость водоема равна 135 кб. м.?

330. Водоемъ наполняется тремя кранами. Если откроемъ первые

два, онъ наполнится въ с часовъ. Если откроемъ первый и трет1Й, онъ

наполнится въ Ь часовъ. Если откроемъ все три, онъ наполнится въ а-

часовъ. Вместимость водоема равна А кб. м. Сколько литровъ
вливаетъ каждый кранъ въ продолжеше секунды? Произвести изследоваше.

331. Веса углерода и водорода, содержащихся въ смеси изъ

ацетилена (С2Н2) и метана (СН4), составляютъ с и h гр. Определить веса

ацетилена и метана, находящихся въ смеси. Атомные веса: углерода 12,.

водорода 1. Произвести изследоваже.

332. Часы уходятъ каждые 24 часа на 10 минутъ впередъ. Въ

полдень они поставлены правильно. Который часъ, когда эти часы показы-

ваютъ 6 ч. пополудни?
333. Какой длины будутъ основаше и высота прямоугольника,

площадь котораго увеличивается на 180 кв. м., если основаже увеличить на

8 м., а высоту на 5 м., и уменьшается на 30 кв. м., если основаше

увеличить на 3 м., а высоту уменьшить на 4 м.?

334. Данъ треугольникъ ABC. Обозначимъ черезъ Р, Q, R точки

касажя вписанной окружности со сторонами ВС, С А, А В и положимъ:

ВС=а, СА = Ь} АВ = с,

AQ = AR = x, BR = BP = y> CP=CQ = z.

Вычислить ж, г/, z, если а, &, с даны.

Бо р ел ь, Элементарная математика. 18
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335. Решить тотъ же вопросъ, замЪнивъ вписанную окужность

одной изъ внЪвписанныхъ.

336. Два велосипедиста -Ьдутъ въ одномъ и томъ же направленж

по круговому пути, длина котораго равна 500 м.; скорость каждаго изъ

нихъ остается постоянной. 1:дущ1й быстрее обгоняетъ Ъдущаго
медленн-Ье каждыя 5 м. Зат-Ьмъ одинъ изъ нихъ начинаетъ двигаться въ

противоположномъ направленш, при чемъ скорость его сохраняетъ то же

абсолютное значеше; теперь велосипедисты встречаются каждыя 24 сек.

Требуется вычислить ихъ скорости, принимая за единицы километръ

и часъ.

337. Два велосипедиста -Ьдутъ въ одномъ и томъ же направлен^
по круговому пути длиною въ а м. съ постоянною скоростью; движущейся
скорее нагоняетъ движущагося медленнее каждыя п секундъ. Зат-Ьмъ

они Ъдутъ въ противопо^ожныхъ направлешяхъ по круговому пути
длиною въ Ь м., при чемъ скорости ихъ по абсолютному значент

остаются т-fe же. Теперь они встречаются каждыя р секундъ. Вычислить

ихъ скорости. Произвести изотЬдоваше.
333. Колесо экипажа имЪеть 4 м. въ окружности. Его фотографи-

руютъ во время -Ьзды, при чемъ продолжительность экспозицш соста-

вляетъ сек. На снимк-fc оказывается, что въ продолжеше этого

времени каждая спица въ колесЬ повернулась на половину угла, который

образуютъ двЪ сосЬдшя спицы. Какъ велика скорость экипажа, если

колесо им'Ьетъ 12 одинаково отстоящихъ одна отъ другой спицъ?
339. Пусть будутъ даны три точки А, В, С на оси; определить

такую точку М на той же оси, для которой:

ТС
.

ТМ
=

с~я
'

Жв
~~

Произвести изсл^доваше. — Число р называется ангармоническимъ отно-

шешемъ четырехъ точекъ А,В,С,М. Изсл-Ьдовать частный случай, когда

абсцисса точки А равна 0, а абсцисса точки С равна 1, между тЬмъ
какъ абсцисса точки В принимаетъ все бблышя и болышя положитель-

ныя значения и, въ конце концовъ, становится безконечно большой.

340. Разделить число А на п частей, пропорц'тнальныхъ п чи-

сламъ ах, а2,..., ап, т. е. найти числа х{, х2,... хп , для которыхъ:

Х1 ~Г Х2 ~Г
' * '

I ХП = А
>

X* Хл Xfi

Решить эту систему и изсл-Ьдовать р-Ьшен!е, принимая, что числа ах,

а2,..,ап могутъ быть положительными или отрицательными.

Показать, что задача будетъ определенной, если сумма:

«1 + «2 Н h an

олична отъ нуля.
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341. Определить pf g, r такъ, чтобы въ произведенж:

(ж3 -f- рх2 -\- дх -|- г) (ахъ-\- Ьх2 -\- ex -f- d)

коэффищенты при ж5, ж3, х были равны нулю. Произвести изсл^доваше.
342. Дирижабль пролетаетъ прямолинейный путь съ сивера* на югъ

длиной въ 50 км. и потомъ возвращается назадъ къ исходной точке. Въ

продолжеже всего полета в'Ьтеръ сохраняетъ неизменную скорость и

дуетъ постоянно съ сивера на югъ. Действительная скорость дирижабля,
если онъ движется въ направлены ветра, равна его собственной скорости,

увеличенной на скорость ветра; когда же онъ движется противъ ветра,
то действительная скорость его равна его собственной скорости,
уменьшенной на скорость в^тра. При этихъ услов1яхъ требуется вычислить

скорость дирижабля въ километрахъ въ часъ и скорость ветра въ ме-

трахъ въ секунду, если продолжительность полета составляетъ t часовъ

въ одну сторону и f часовъ въ обратную сторону. Произвести изследо-
ван1е. Применить решеше къ случаю, когда продолжительность полета

въ одну сторону равна 1 ч., а продолжительность полета въ другую

сторону составляетъ 2 ч. 15 м.

343. Смесь изъ трехъ телъ, для которыхъ имеютъ место

формулы: Н20, CnHpOq, CrHr, содержитъ, какъ установлено анализомъ,
•а гр. водорода, Ь гр. углерода и с гр. кислорода. Вычислить веса трехъ

телъ, входящихъ въ смесь. (Атомные веса: углерода 12, водорода 1,

кислорода 16).
Определить, въ частности, для какихъ простыхъ значенш чисеЛъ

Пу p,q и г задача становится невозможной или неопределенной при над-

лежащемъ выборе весовъ а, Ь, с

344. Смесь изъ трехъ телъ, для которыхъ имеютъ место формулы:
Н20, СО, С4НрОг, содержитъ а гр. водорода, Ь гр. углерода и с гр.

кислорода. Вычислить веса трехъ телъ, входящихъ въ смесь.

Произвести изогБдоваше.

345. Пусть АВ будетъ д1аметръ окружности съ центромъ О. Прово-
димъ двв окружности, имеюипя д1аметры АО и ВО. Вычислить д1аметръ
окружности, касающейся этихъ трехъ окружностей.

346. Даны две окружности одинаковаго радиуса. Вычислить рад1усъ
•окружности, касающейся этихъ двухъ окружностей и прямой,
соединяющей ихъ центры.

347. Дана окружность и касательная кь ней. Определить на

окружности две точки А и Bf для которыхъ четыреугольникъ ABA' В' пред-

ставляегъ собой квадратъ, если АА' и ВВ'— перпендикуляры, опущенные

изъ точекъ А и В на касательную.

348. У купца имеется две бочки, неполныя и содержащая неодинаковое
количество вина. Онъ вливаетъ изъ первой бочки во вторую столько

вина, сколько его содержитъ вторая бочка. Потомъ изъ второй въ первую

онъ вливаетъ столько вина, сколько онъ оставилъ въ первой бочке.

Наконецъ, онъ вливаетъ изъ первой во вторую столько вина, сколько

18 *
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онъ оставилъ во второй бочкЪ. Теперь каждая бочка содержитъ 80

литровъ. Сколько литровъ содержала каждая бочка вначале?

349. Вместимость 3 бочекъ съ водой составляетъ 1440 литровъ.

ДвЪ изъ этихъ бочекъ наполнены, третья пуста. Чтобы наполнить

пустую бочку, понадобится все содержимое первой бочки и J содержимаго
второй или же все содержимое второй бочки и J содержимаго первой.
Определить емкость каждой бочки.

350. Скотоводъ имЪетъ некоторое количество корма для коровъ.

Если бы онъ продалъ 75 коровъ, то этого запаса хватило бы на 20 дней
больше. Если бы онъ, напротивъ того, прикупилъ 100 коровъ, то хватило

бы на 15 дней меньше. Сколько коровъ у него и на сколько дней хва-

титъ корма?
351. Четыре работника должны совершить некоторую работу. А и В

могутъ сделать ее въ 10 дней, А и С въ 12 дней, А и D въ 10 дней,
а В, С и D въ 1\ дней. Сколько времени каждый изъ работниковъ упо-

требилъ бы, если бы работалъ одинъ, и во сколько времени сдЪлаютъ
они работу вей вмЪсгЬ?

352. Три брата хотятъ купить домъ, который стоитъ 70 000 р. Ни

одинъ изъ нихъ въ отдельности не обладаетъ такимъ капиталомъ; но

если бы старшж далъ второму треть того, что онъ имЪетъ или же

третьему четвертую часть того, что онъ имЪетъ, то каждый изъ этихъ

двухъ им-Ьлъ бы достаточно денегъ, чтобы купить домъ. Однако,
старили беретъ взаймы половину состоянт третьяго и покупаетъ домъ.

Сколько денегъ у каждаго изъ братьевъ?



Глава XVI.

ИЗСЛЪДОВАШЕ ДВУЧЛЕНА ПЕРВОЙ СТЕПЕНИ; ГРАФИ-

ЧЕСКОЕ ИЗОБРАЖЕНА.

I. ИЗСЛЪДОВАШЕ ДВУЧЛЕНА ПЕРВОЙ СТЕПЕНИ.

158. Общ1я замЪчашя относительно функцШ. Подъ
двучленомъ первой степени разумЪютъ выражеше ах -J- &,
въ которомъ а и Ъ суть извЪстныя числа или постоянныя,

между тЪтъ какъ х обозначаетъ переменную. Изследовать
этотъ двучленъ значитъ определить, какъ онъ изменяется, когда

х принимаетъ всевозможныя значешя. Обозначимъ значеше

двучлена черезъ у% т. е. напишемъ:

у
= ах -f- Ь.

Въ силу этого уравнешя каждому определенному значежю

переменной р соответствуем определенное значение

переменной у. Такого рода зависимость между х и у имеютъ въ виду»

когда говорятъ, что переменная у есть функщя переменной
х или, короче, функц1я отъ х.

Если у есть функщя отъ хл то, вообще говоря, х также

представляетъ собой функщю переменной у, А именно, если

а не равно нулю, то изъ уравнешя у = ах -\- Ъ следуетъ для х

значеше:

Если же а есть нуль, то х не можетъ быть разсматри-

ваемо, какъ функщ'я отъ г/, такъ какъ теперь у должно иметь

значеше Ъ и не можетъ иметь никакого другого, значешя.

Если мы разсматриваемъ у, какъ функшю отъ ху то

принято говорить, что х есть независимая переменная; а

именно, мы принимаемъ, что х изменяется произвольно, т. е.

независимо отъ какого бы то ни было услов1я. Напротивъ того,
у называется зависимой переменной, такъ какъ изменешя
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ея зависятъ отъ измЪненш х. Если а равно нулю, то у

конечно не изменяется. Но мы понимаемъ это, расширяя поня-

Tie о функцш, какъ особый родъ зависимости; у въ этомъ

случай равно Ъ при любомъ значенш х.

Какую изъ двухъ перемЪнныхъ, которыя входятъ въ уравне-

Hie, связывающее хит/, мы изберемъ за функцт, а какую за

независимую переменную, это само по себе безразлично.

Обыкновенно, однако, обозначаютъ черезъ х независимую

переменную, а черезъ у функщю, — и мы будемъ следовать

этому обычаю.

Существуютъ очень сложныя функщи, т. е. очень сложныя

формулы, которыми определяется значеше переменной у по

данному значенш переменной х. Функщя у, которую мы выше

определили, есть одна изъ наиболее простыхъ функцш. Она
называется линейной функщей; мы скоро узнаемъ причину

этого назван'т.

159. Изследоваше линейной функцш. Приступая къ

изследовашю линейной функщи, мы дадимъ сначала буквамъ
а и Ъ простыя численныя значешя. Разсмотримъ, напримеръ,

функщю:

у = 2а;+ 3.

Мы придадимъ х два различныхъ значен1я х1 и х2 и обо-

значимъ соответствующ!я значешя у черезъ у1 и у2.

Тогда:

У\ = 2а?! + 3,
у2 = 2х2-\-Ъ.

Отсюда следуетъ непосредственно:

У*
—

У1 = 2{х2 — хх),

Отсюда видимъ, что разность двухъ значенш у равна

произведен^ разности значенш х, взятыхъ въ томъ же порядке, на 2.

Сообразно съ.этимъ у2 больше или меньше чемъ у^ въ

зависимости отъ того, больше ли х2 чемъ х±, или меньше. Поэтому
говорятъ, что у возрастаетъ, если х возрастаетъ, и убываетъ,
если х убываетъ; у называется также возрастающей функщей.

Опред Ьлеже. Функщя у называется возрастающей

функщей отъ ху если у возрастаетъ съ возрасташемъ х,
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т. е. если ббльшимъ значешямъ х отвЪчаютъ бблышя

значешя у.

Это опредЪлеше будетъ впослЪдствш дополнено; мы уви-

димъ, что существуютъ функщи, возрастания для извЪстныхъ

значешй х, и не возрастания для другихъ. Но здЪсь рЪчь идетъ

о постоянно возрастающей функцш.

Пусть будетъ теперь дана функщя:

у = — 2х + 5.

При тЪхъ же обозначешяхъ:

у1 =
— 2х1-\-5,

у2=
— 2х2 + 5,

У2 — У1=
— 2(х2 — х1).

Разность двухъ значешй у равна въ этомъ случай
произведена разности соотвЪтствующихъ имъ значешй х, взятыхъ

въ томъ же порядкЪ, на — 2. Следовательно, если х2 больше
•

чЪмъ х1л то у2 меньше чЪмъ yi. Если х возрастаетъ, то у

убываетъ; если х убываетъ, то у возрастаетъ. Поэтому функ-
фя у называется убывающей.

ОпредЪлеше. Функфя у называется убывающей функ-
Ц1ей отъ х, если она убываетъ съ возрастатемъ х, т. е.

если ббльшимъ значешямъ х отвЪчаютъ менышя

значен \я у.
Это опредЪлеше точно такъ же будетъ впослЪдствш

дополнено. Но здЪсь можно ограничиться данными опредЪлешями,
такъ какъ мы занимаемся здЪсь лишь такими функщями, кото-

рыя либо постоянно возрастаютъ, либо постоянно убываютъ,
либо сохраняютъ одно и то же значеше, т. е. не зависятъ

отъ х. ВмЪстЪ съ тЪмъ мы приходимъ къ следующей теоремЪ:

Теорема 68. Линейная функц1я отъ х, определяемая

уравешемъ

у = ах-\-Ъ,
постоянно возрастаетъ, если коэффишентъ при а имЪетъ

положительное значеше; она постоянно убываетъ, если

коэффищентъ при а имЪетъ отрицательное значеше;она

сохраняетъ постоянное значеше, если коэффищентъ
при а обращается въ нуль.
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Первыя две части этого предложежя вытекаютъ изъ

формулы:

2/2 — 2/i = а(х2 — xi)->

которая показываетъ, что у2
—

уг имеетъ тотъ же знакъ, что

х2
—

х1У или противоположный, въ зависимости отъ того, пред-

ставляетъ ли собой коэффищентъ а положительное число или

отрицательное. Третья часть ясна непосредственно, такъ какъ

при а = 0 равенство у = Ъ имеетъ место постоянно, т. е.

для любого значежя х.

Мы вернемся къ этой теореме въ конце главы, после того

какъ мы выяснимъ графическое изображеже этихъ функцШ.
J60. Теперь мы изслЪдуемъ, какъ изменяется у, если мы

станемъ последовательно давать х всевозможныя

положительный и отрицательныя значежя. Это выражаютъ короче,

пользуясь знакомъ оо (п. п. 111, 130), а именно говорятъ, что х из-

. меняется отъ — оо до -|- оо. Итакъ, мы подставляемъ

вместо переменной х сначала отрицательное число, абсолютное

ojbcIoiom эшэьвне очень велико, а потомъ последовательно все

бблышя и бблышя, въ алгебраическомъ смысле, числа, пока не

дойдемъ до очень большихъ положительныхъ значенш. Такъ,

напримеръ, мы можемъ переменной х придавать

последовательно значежя:

— 100000, —1000, —10, 0, + 10, + 1 000, +100000.

Выражеже «очень болышя значежя» само по себе не

имеетъ собственно никакого смысла; такъ напримеръ,
длина въ 20 км. очень велика, если мы ее сравнимъ съ протя-

жежемъ листа бумаги, но очень мала, если мы ее сравнимъ съ

протяжежями земного шара; длина въ миллюнъ километровъ,

въ свою очередь, очень мала, если сравнимъ ее съ разстояжями

звездъ. Поэтому выражеже «очень велико» мы должны

понимать по отношежю къ другимъ величинамъ, которыя мы раз-

сматриваемъ одновременно съ переменной х, т. е. въ вопросе,

который насъ занимаетъ, по отношежю къ коэффишентамъ
при а и 6.

161. Если х по своему абсолютному значежю очень велико,

то абсолютное значеже у тоже очень велико; если а есть

положительное число, то у имеетъ при весьма большихъ значеж-



Глава XVI. ИзслЪдоваше двучлена первой степени. 281

яхъ х тотъ же знакъ, что и х\ если же а имЪетъ отрицательное

значеже, то у имЪетъ знакъ, противоположный тому, который
имЪетъ х. Пусть будетъ, напримЪръ:

у = 2х + 500.

Если%^== — 10, то у= 480; у получаетъ положительное зна-

чеше, благодаря положительному члену 500. Если х = — 100,
то у = 300, т. е. все еще сохраняетъ положительное значеше. Но

■если, напротивъ того, х = — 100 000, то у равно—200000 -J- 500

= — 199500; положительное слагаемое 500 не мЪшаетъ уже

здЪсь переменной у получить отрицательное значеше; вмЪ-

тЪ съ тЪмъ по своему абсолютному значешю у тогда

становится очень велико. Дальше, если

у =
— 3#-f-5000,

то при х = 1 000000 будетъ:

у =
— 3000000 -(- 5000 = — 2995000.

Отсюда вытекаетъ теорема:

Теорема 69. Если а имЪетъ положительное значеше,

то у = ах-\-Ъ равно-)-^° Для х = -\- оо и равно — оо для

х = — сю. Если а имЪетъ отрицательное значеше, то

у = ах-\-Ъ равно — оо для х = 4- оо и равно -{-оо для

jx = — оо.

Если а отлично отъ нуля, то у равно нулю, когда

ах -\-Ъ = 0,
т. е. при

__
_ Ь_

а

«Существуетъ, следовательно, одно и только одно значеше х, при

которомъ у обращается въ нуль Мы обозначимъ это особое

значеше х черезъ х0, т. е. положимъ:

х° — а
'

тогда

Ъ = — ах0,
и мы получимъ:

у = ах -\- Ъ = ах — ах0

л, наконецъ,

У = а(х — х0).
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Такой видъ можно всегда придать двучлену первой степени,

если коэффищентъ а отличенъ отъ нуля; при этомъ х обозна-

чаетъ переменную, а х0 частное значеже этой переменной.
Видь этого выражешя указываетъ сразу, что у обращается въ

нуль когда х = х0, и только въ этомъ случай.

162. Теперь мы имЪемъ возможность составить таблицу,,
выражающую ходъ измЪнешя функцш у) при измененш

независимой переменной х отъ —сю до -\-<х>.
Положимъ сначала, что а есть положительное число. Пусть

будетъ, напримЪръ, дана функщя:

у = 2х — 5.

При х = — оо функщя у = — оо. Если х возрастаетъ, то воз-

растаетъ и у, т. е. у принимаетъ отрицательныя значешя, абсо-

лютныя значешя которыхъ становятся все меньше и меньше.

Когда х = О, то у
= — 5; далее, когда х -■=

-х-, то у = 0; когда

же х возрастаетъ, начиная съ
у,

то у принимаетъ все бблышя

и бблышя положительныя значешя. Наконецъ, при х = -\- оо

будетъ у = -\- оо. Эти замЪчашя можно соединить въ

следующую таблицу:

+ СХ>

им. отрицат.
оо значеше;

возрастаетъ

им. отрицат.
значеше;

возрастаетъ

им. положит.

значеше; + оо

возрастаетъ

Въ первомъ ряду стоятъ особенныя значешя х, т. е. та-

к\я значешя х, для которыхъ имеютъ место каюя - либо

обстоятельства, достойныя особаго внимашя. Эти особенныя значешя

расположены въ возрастающемъ порядке. Подъ каждымъ изъ

нихъ стоитъ соответствующее значеше функцш ?/, а въ проме-

жуткахъ, разделяющихъ эти значешя, кратко отмечено, какъ*

изменяется у при возрастали х въ этомъ промежутке.

163. Теперь разсмотримъ функщ'ю:
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Особенный значешя х здЪсь суть: —оо, г-,0 и-|-оо; эта

функщя у убываетъ, такъ какъ коэффищентъ при х имЪетъ

отрицательное значеше. Такимъ образомъ, получается такая

таблица:

1
1 X

У

— оо

им. положит.

-(- оо значен!е;
убываетъ
—:— •—

2

3

0
им. отрицат.
значеже;
убываетъ

0

— 1
им. отрицат.
значеже;
убываетъ

+ 0°

— 00

Мы дополнимъ изслЪдоваше двучлена первой степени мето-

домъ графическаго изображешя, къ которому мы теперь

перейдемъ.

II. ГРАФИЧЕСКОЕ ИЗОБРАЖЕНА.

164. Графическое изображеше температуры. Если мы

хотимъ составить себЪ представлеше о ходЪ температуры, ска-

жемъ, въ какой-либо августовсюй день послЪ полудня на на-

шей дачной верандЪ, то мы будемъ отъ времени до времени

отмечать показашя выставленнаго тамъ термометра. Мы смо-

тримъ на термометръ каждый часъ и заносимъ въ нашу

записную книжку результаты своихъ наблюденш, напримЪръ, слЪ-

дующимъ образомъ:

Полдень • •

1 часъ

2
„

3 „

4
„

5 „

6
„

25° 1

260

26,5°
26°

23,5°
24°

21 о

7 часовъ .

8
„

•

9
„

•

ю
„

•

11
„

•

Полночь

•18°

.170

•16,5°
-160

•15,5°
.15°

Эти наблюдешя даютъ картину хода измЪнен1й

температуры; при внимательномъ разсмотрЪнш отдЪльныхъ чиселъ

можно заметить, что самая высокая температура была въ 2 ч.У

что между 2 и 4 ч. она несколько упала, но между 5 и 6 ч.

и между 6 и 7 ч. она падала очень быстро и т. д. Однако,
гораздо легче будетъ все это заметить, если мы съ помощью

чиселъ, занесенныхъ въ нашу записную книжку, представимъ ходъ

температуры графически. Мы разумЪемъ подъ этимъ

следующее.
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5h 6h

Фиг. 13.

6h 9h

Проведемъ (фиг. 13)

горизонтальную

прямую лишю, на

которой на равныхъ раз-

стояжяхъ отметимъ

точки, соотвЪтству-

ющ1я часамъ, въ ихъ

послЪдовательномъ

порядке: полдень, 1 ч.,
2 ч. и т. д. до

полуночи. Въ каждой изъ

этихъ точекъ мы воз-

ставляемъ къ прямой

перпендикуляръ, от-

кладываемъ на немъ

отъ основажя длину, пропорцюнальную температуре,
наблюдаемой нами въ этотъ часъ. Если мы условимся одинъ гра-

дусъ термометра обозначать черезъ 2 мм., то длина отрезка,
проведеннаго перпендикулярно къ горизонтальной лиши изъ

точки, соответствующей полудню, должна быть равна 25 • 2 мм.

= 50 мм.; отрЪзокъ, который соответствуешь точке,

обозначающей 1 ч., имеетъ длину въ 26-2 мм. = 52 мм. и т. д.

Такимъ образомъ мы получимъ рядъ точекъ ABCDE... О.

Если мы соединимъ каждую изъ этихъ точекъ со следующей
посредствомъ прямой, то получимъ ломаную лин!ю; эта ломаная

лишя и называется графическимъ изображешемъ
температуры.

Достаточно одного взгляда на эту фигуру, чтобы заметить,
какъ изменялась температура после полудня. С есть наивысшая

точка ломаной линш; следовательно, въ 2 часа температура

была самой высокой. Далее, точки D и Е лежатъ почти такъ же

высоко, какъ и С\ следовательно, температура между 2 и 3,
между 3 и 4 часами незначительно понизилась. Напротивъ того,

прямыя FG и ОН опускаются значительно быстрее;

следовательно, между 5 и 6 и между 6 и 7 часами наступило более

значительное изменеше температуры и т. д. Все это мы

при первомъ взгляде на графическое изображеше замечаемъ

сразу, между темъ какъ по числамъ, внесеннымъ въ нашу за-
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писную книжку, мы должны были бы все это соображать и

сопоставлять.

165. Чтобы получить графическое изображеше, мы

наблюдали температуру черезъ каждый часъ. БолЪе точная картина

получилась бы, очевидно, если бы мы наблюдали температуру

каждую четверть часа, черезъ каждыя 5 минутъ, черезъ каждую

минуту. Чертежъ заключалъ бы тогда большее число

точекъ, и ломанаялижя имЪла бы большее число сторонъ.

ИзобрЪтенъ такъ называемый самопишущей термометръ

(фиг. 14), отмЪчающШ въ каждое мгновеше, съ помощью

механизма, котораго мы не будемъ здЪсь описывать, на кускЪ

бумаги точку Л, указывающую температуру этого момента.

Бумажная лента

приводится въ движете съ

помощью часового

механизма, такъ что въ

полдень отмечается точка

А, въ 1 ч. точка Д*въ
2 чЛточка С и]?въ£каж-
дый моментъ точка, со-

Фш\ и. отвЪтствующая Жданному
моменту. Совокупность этихъ точекъ образуетъ непрерывную
лишю, кривую (фиг. 15), которая даетъ намъ полноте
графическое изображеше измЪненж температуры.

Предшествующ1я объ-

яснешя могутъ быть

сведены въ следующее

правило:

Правило 28-ое.

Чтобы изобразить
графически ходъизмЪ-
нешй температуры,

проводятъ (фиг. 16)
ось Ох, на которой
обозначаютъ

точками

последовать 8ь 6ь у, 6h gh 10j» „h тельные моменты

фиг. и. времени. Для этой.
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цели устанавливают^ единицу длины и единицу времени,

начальную точку О абсциссъ и начало временъ Тогда

всякш моментъ изобразится некоторой точкой А,
абсцисса которой отвЪчаетъ этому моменту.

^ Потомъ изъ каждой точки А

^""^ТдТ*"-"^ возставляютъ перпендикуляръ къ

о-си абсциссъ и откладываютъ на

немъ кверху отрЪзокъ АА\ который

служитъ для изображешя

температуры. Для этого устанавливаютъ еди-

I ницу температуры и единицу длины

3 а >г (это можетъ быть та же единица,

фиг- 16
которая служила для обозначешя

времени) и наносятъ точку А! такимъ образомъ, что

алгебраическое значеше отрезка АА' равно числу,

измеряющему температуру въ избранныхъ единицахъ.

Чтобы получить графическое изображеше

температуры, остается лишь соединить все эти точки А'

непрерывной л и Hi ей.

Алгебраическое число, измеряющее отрЪзокъ О А,

называется абсциссой (п. 99),а алгебраическое число, измеряющее отре-

зокъ АА\—ординатой точки А'. Для измЪрешя обоихъ отрЪз-

ковъ можно употреблять разныя единицы длины; это услов!е
имеетъ очень важное значеше для практическихъ

применена графическаго изображешя, такъ какъ часто лишь при раз-

личныхъ единицахъ длины бываетъ удобно нанести на чертежъ

сплошную лишю, и рисунокъ становится благодаря этому

отчетливее. Но при математическомъ изслЪдованш

графическаго изображешя принято для простоты брать одну и ту

же единицу для обоихъ отрЪзковъ и мы будемъ всегда

поступать такимъ образомъ, за исключешемъ случаевъ,

когда мы заранее предупредимъ о противномъ.

Если за общую единицу принять сантиметръ, то точка А

изображаетъ моментъ, до котораго отъ начала временъ прошло

столько единицъ времени, сколько въ отрезке О А сантиметровъ
течка же А' изображаетъ температуру, которая заключаетъ

столько единицъ температуры, сколько сантиметровъ въ отрезке А А'
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166. Положительный и отрицательныя абсциссы и

ординаты. Положимъ теперь, что температура ниже нуля, и,

следовательно, измеряется отрицательнымъ числомъ. Тогда удобно

изобразить ее посредствомъ отрезка, который лежитъ внизъ

отъ оси Ох. Для примера положимъ, что мы наблюдали въ

лродолжеше зимней ночи следуюищя температуры:

6 часовъ вечера

7 » »

8 » »

9 » »

10 » »

11 » »

Полночь

+ 3°

+ 2,10
+ 10
— 0,9 0

— 2,5 о

— 4,2°
— 5,60

1

2

3

4

5

6

часъ

»

>

»

»

»

утра
»

»

»

»

»

— 6,7°
- 7,5°
- 8,2 0

- 8,7°
— 8,9°
— 90.

Графическое изображеше этого хода температуры мы ви-

димъ на фигуре 17; въ ней единица длины абсциссъ (5 мм.)

изображаетъ часъ, а единица длины ординатъ (тоже 5 мм.)

нзображаетъ градусъ.

Если за начало

временъ принята

полночь, то некоторый мо-

ментъ времени после

полуночи, напримерг,
3 часа утра,

изобразится абсциссой

-\- 3, при чемъ

начало абсциссъ есть

точка 0,
соответствующая полуночи;

далее, некоторый мо-

ментъ до полуночи, на-

примеръ, 10 ч. вечера,

изобразится
абсциссой — 2. Мы объ-

яснимъ это точнее и дадимъ общее определеже «системы ко-

ординатъ», называемой по имени ея изобретателя Декарта
(«Геометр1я» 1637) декартовой.

167. Общее опредЪлен!е декартовыхъ координатъ. Бу-
демъ разсматривать две взаимно перпендикулярныя оси Ох, Оу,

6 К
7
h 8

Д^ь V

h
10

*
и
ь

О

h
2
h

3
h

ь

.

h s * e h

Фиг. 17.
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или, короче говоря,—прямоуголь'ныя оси. Пусть точка М ле-

житъ въ угле хОу, составленномъ положительными направле-

н1ями осей (фиг. 18). Изъ точки М мы опускаемъ на оси

перпендикуляры МА и MB. Тогда четырехугольникъ О A MB

будетъ прямоугольникомъ. Будемъ измерять стороны этого

прямоугольника одной и той же единицей длины, напримеръ

сантиметромъ.-

ИмЪемъ на чертеже:

ОА = ВМ=3 см,
ОВ = АМ= 4,5 см.

Число 3 называется абсциссой точки М, а число 4,5—ея
ординатой; оба числа 3 и 4,5, вместе взятыя, называются

двумя координатами точки. Следовательно, координаты это

два числа, которыя служатъ ддя того, чтобы определить поло-

жеше точки М на плоскости. Оси Ох и Оу называются

осями координатъ; Ох называется осью абсциссъ, а Оу—осью

ординатъ. Точка О есть начало координатъ; она служитъ

какъ началомъ абсциссъ, такъ и началомъ ординатъ.

Будемъ теперь

разсматривать (фиг.
19) точки Р, Q, R
въ трехъ остальныхъ

углахъ, образуемыхъ

осями координатъ.

Координаты этихъ то-

чекъ определяются та-

кимъ же образомъ.

Напримеръ, начер-

тимъ для точки Р

п р я м о у г о л ь н и к ъ

OCPD\ координатами
точки Р тогда

служатъ числа, измеря-

ющ!я отрезки OD и

0~С, т. е. -5и + 1,
такъ какъ отрезокъ

OD имеетъ отрицательное направлеше, а

отрЪзокъОС—положительное. ^Точно такъ же изъ чертежа явствуетъ, что точка Q

в"

о

3

.2

.1

Г 1 2

и

А
, ,

3 % 9 t ее

Фиг 18.
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имЪетъ абсциссу — 2,5 и ординату — 3,5, а точка й абсциссу

-f- 3 и ординату — 2,5 . Отсюда вытекаетъ следующее правило:

Правило 29-ое. Если даны две прямоугольныя оси Ох

и Оу, то координаты всякой точки М на плоскости

определяются та къ: опускаемъизъ точки М

перпендикуляры МА на ось Ох и MB на ось Оу. Тогда абсциссой

точки М служитъ алгебраическое число, измеряющее отре-

зокъ О А на оси абсциссъ Ох, а ординатой точки М

служитъ алгебраическое число, измеряющее отрезокъ

ОВ на оси ординатъ Оу.
Такимъ образомъ мы получаемъ координаты данной точки.

Но важно также уметь построить точку по даннымъ ея

координатамъ. Для этого докажемъ следующую теорему.

Теорема 70.

Если даны две

прямоугольныя

оси Ох и Оу,
единица длины

и два произ-

вольныхъ, по-

ложительныхъ

или отрица-

тельныхъ

числа, то имеется

одна и только

одна точка,

абсциссой

которой будетъ

служить
первое изъ этихъ

чиселъ,а

ординатой—второе.
Мы получимъ эту точку помощью следующаго построешя:

откладываемъ на оси Ох отъ точки О отрезокъ ОА,

который измеряется алгебраическимъ числомъ, рав-
нымъ данной абсциссе; затемъ на оси Оу
откладываемъ отрезокъ ОБ, который измеряется алгебраическимъ
числомъ, равнымъ данной ординате. Тогда искомая точ-

Боре ль, Элементарная математика. ]$

Фиг. 19.
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ка М будетъ четвертой вершиной прямоугольника, три

вершины котораго совпадаютъ съ точками А, О, В.

Определенная такимъ образомъ точка М (черт. 18) имЪетъ

координаты, равныя даннымъ числамъ, и представляетъ собою

единственную точку такого рода; въ самомъ деле, если мы

изъ некоторой точки, абсцисса которой равна алгебраическому
числу, измеряющему отрЪзокъ О А, а

ордината—алгебраическому числу, измеряющему отрЪзокъ ОБ, опустимъ перпендику-

ляръ на ось Ох, то онъ пройдетъ черезъ точку А и,
следовательно, совпадетъсъ прямой МА; точно такъ же перпендикуляръ,

опущенный изъ этой точки на ось Оу} совпадаетъ съ прямой
MB. Следовательно, искомая точка должна совпасть съ

точкой М.

168. Частные случаи. Если абсцисса равна нулю, то

точка А совпадаетъ съ точкой О, а точка М—съ точкой В.

Поэтому точки, абсциссы которыхъ равны нулю,
расположены на оси Оу> т, е. на оси ординатъ. Точно такъ же

точки, ординаты которыхъ равны нулю, будутъ точками

оси абсциссъ. Точка О это единственная точка, обе

координаты которой равны нулю.

Абсциссу обыкновенно обозначаютъ буквой х, а ординату

буквой у. Если нужно различать несколько точекъ, то буквы
эти снабжаются указателями: хи х2, ж3, . .

., уг, ?/2, ySy . .
.,

при чемъ обе координаты одной и той же точки помечаютъ

однимъ и темъ же указателемъ. Нередко также употребля-
ютъ для обозначешя абсциссы букву а, а для обозначешя

ординаты букву Ь. Наконецъ, пользуются иногда также греческими

буквами а, р (вместо а, Ь) и £, х\ (вместо х, у).
Вместо того, чтобы сказать: точка М, абсцисса

которой равна 2, а ордината равна
— 3, говорятъ и пишутъ

короче: точка М (х =2; у =
— 3), или еще короче: точка

М (2, —3); т. е. пишутъ сперва абсциссу, потомъ

ординату и разделяютъ ихъ запятой. Если точка не

обозначена буквой, напримеръ, А, М, Р, . .
.,

то можно сказать:

точка х = 2, у = — 3, или еще короче: точка (2, —3).
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III. ГРАФИЧЕСКОЕ ИЗОБРАЖЕНА ДВУЧЛЕНА ПЕРВОЙ СТЕПЕНИ.

169. Погрузимъ термометръ въ сосудъ, наполненный

холодной водой и стоящш вблизи слабаго огня, и будемъ
'

каждую

минуту отмечать температуру, показываемую термометромъ.

Мы получимъ, напримЪръ, следующую, таблицу:

Моментъ Темпера-
времени, тура.

О 1°

1 мин 3°

2 мин 5°

Моментъ Темпера-
времени, тура.

3 мин 7°

4 мин 9°

5 мин 11 о.

Если обозначимъ число минугъ черезъ #, а

соответствующее число градусовъ черезъ у, то одного взгляда на таблицу
достаточно, чтобы заметить, что для значешй х, равныхъ 0,1,
2, 3, 4, 5, справедливо уравнеше:

у= 2я + 1.

Следовательно, температура повышается съ каждой минутой на

2°, Отсюда мы можемъ заключить, что температура

возрастаешь равномерно, такъ что, напримЪръ, въ \ минуты она

повышается на I отъ 2°, т. е. на I градуса. Ко времени 3± мин.

наблюдаемая температура будетъ 7|°;
#| / и въ этомъ случаЪ между чи-

сломъ минутъ х и соотвЪтству-
ющимъ числомъ градусовъ у

имЪетъ место уравнеше:

у = 2х + \.

Это наводитъ насъ на мысль,
что разсматриваемое уравнеже

справедливо для всехъ значешй

х, заключающихся между 0 и 5,
т.е. для каждаго момента времени,

'лежащаго между двумя

предельными моментами, между ко-

[p/i |E> iF>- торыми мы производили наблю-

дешя; поэтому мы говоримъ,

что уравнеже это выражаетъ

19*

3 Р* 5

Фиг. 20.
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законъ измЪнетя температуры въ течеже даннаго

промежутка времени.

Начертимъ графическое изображеше хода измЪнешй

температуры. Для этого проведемъ (черт. 20) двЪ прямоугольныя

оси Ох, Оу и отложимъ на оси Ох отъ точки О единицу длины

пять разъ. Получимъ такимъ образомъ точки 1, 2, 3, 4, 5,
соотвЪтствующ1я временамъ 1, 2, 3, 4, 5, между тЪмъ какъ

начало О соотвЪтствуетъ \ времени 0. Возставимъ въ этихъ

точкахъ перпендикуляры къ Ох и сдЪлаемъ [0^ = 1, И? = 3>
2С = 5, 3D = 7, АЕ = 9, 5F= 11. Теперь докажемъ, что

точки ABCDEF лежатъ на прямой линш. Для этого черезъ

точку А проведемъ прямую, параллельную оси Ох, которая пере-

сЪчетъ наши перпендикуляры въ точкахъ В', С, D', Е, F.
Тогда:

АВ' = Г, АС = 2, AD' = 3, AE = 4, AF = 5,
В'В = 2, С!С=4, D'D = 6, E'E = Sy FF=\Q.

Следовательно, прямоугольные треугольники ABB, AC'C> AD'D^
AE'E, AFF будутъ подобны между собой, такъ какъ катеты

ихъ пропорцюнальны. Отсюда слЬдуетъ что прямыя АВ, АС>
AD, АЕ, AF образуютъ съ прямой AF' тотъ же уголъ и

поэтому совпадаютъ, т. е. точки А, В, С, В, Ey F лежатъ на

одной прямой.

Теперь мы покажемъ, что ходъ измЪненШ температуры для

наблюдаемаго промежутка времени впочнЪ изображается этой

прямой AF, т. е. если мы наблюдаемъ произвольный
моментъ времени х, сотвЪтствуюиий точкЪ Р на оси Оху
то температура у въ этотъ моментъ времени будетъ
выражаться алгебраическимъ число мъ, измЪряющимъ

отрЪзокъ РМ, который получимъ, возставивъ изъ

точки Р перпендикуляръ къ оси Ох и взявъ точку его

пересЪчешя М съ прямой AF.

Пусть М' будетъ точка пересЬчежя перпендикуляра РМ

съ прямой AF'. Тогда треугольникъ АМ'М будетъ подобенъ

треугольнику АВ'В и потому:

Fl
_

1ГВ
_ 2

AM'
~

Л?
~

'

Съ другой стороны:
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РМ =РМ'+М'М)

оТ=ТИ).
Отсюда слЪдуетъ:

РМ =20Р+1.

Следовательно, если мы обозначимъ отрезокъ РМ черезъ у,
а отрезокъ ОР черезъ х, то будетъ иметь место уравнеше:

у = 2х-\-\.

Поэтому алгебраическое значеше отрезка РМ действительно

даетъ температуру, соответствующую абсциссе О Р.

Итакъ, если ходъ изменетя температуры въ

зависимости отъ времени выражается алгебраически дву-

членомъ первой степени, то графически онъ

изобразится прямой лишей. Вследсгае этого важнаго свойства

функщя у, определяемая уравнешемъ у = ах-\-Ъ, называется

линейной функщей отъ х\ графически [она изображается
прямой лишей.

170. ДруНе примеры. I. Изобразить графически функцт
у, которая определяется уравнеюемъ

у = 4 — Зх,

при чемъ х изменяется отъ — 1 до 2.

Мы можемъ построить здесь

следующую таблицу:
х = — 1 у = 7

х = О у = 4

х = 1 у = 1

х = 2 у =
— 2

Точно такъ же, какъ въ предшествую-

щемъ случае, можно убедиться, что точки

А, В, Су D лежатъ (черт. 21) на прямой
лижи. Эта прямая пересекаетъ ось Ох

въ некоторой точке М. Для точки М

ордината у равна нулю. Если, следовательно,

абсциссу точки М мы обозначимъ черезъ

Точки А

» В

, с

„ в

Фиг- 21

ХП то 4 — Зх0 = 0, и потому:
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Xi\ -ТГ

II. Требуется изобразить графически функцт
которая определяется уравнешемъ

при чемъ х изм

У =
— ! — -Jx>

Ъняется отъ — 3 до -f~ 2.

Составимъ таблицу:

х — — 3

х = — 2

х = — 1

х = 0

х= 1

х= 2

у = _1 + 2 =1

1 i
4 1

1 L
2 1

!/= —1

__ t _ J2__ __5_

—
_ 1 ± — _ 1.

Точка л

„
ь

*
<7

„ D

„
Я

„
F

Точки А, Б, О, Z), JS, ^лежатъ на одной прямой (черт. 22)

Эта прямая пересЪкаетъ ось Ох въ

некоторой точкЪ if, абсцисса которой

1Ч.?
-3 -2

равна — -у; для этого значена х

ордината у равна нулю.

171. Общее изслЪдоваше

линейной функцш. Теперь изслЪдуемъ

ходъ измЪнешя линейной функцж,

при чемъ х будемъ изменять отъ

— оо до -|- оо, т. е. будемъ
придавать абсциссЬ х всевозможныя отрицательныя и положительный

значешя.

Пусть, напримЪръ, дана линейная функц1я:

у = 2х -\- 3 .

Полное графическое изображеше хода измЪнешя этой

функши мы получимъ слЪдующимъ образомъ: будемъ давать х

всевозможныя значешя и вычислять соотвЪтствуюиия имъ

значения у \ потомъ построимъ всЪ точки, координатами которыхъ
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служатъ соотвЪтствуюцця значешя перемЪнныхъ х и у\ нако-

нецъ, соединимъ эти точки непрерывной лишей. Докажемъ, что

эта лишя будетъ прямой.

Разсмотримъ сначала болЪе простую функщю:

у = 2х.

Если мы, какъ и выше (п. 99), будемъ обозначать алге-

браическое значеше отрезка отъ А до В черезъ АВ, то

положительной абсциссЪ О А будетъ отвечать (черт. 23)

положительная ордината А М, которая въ два раза больше, чЪмъ

О А. Точно такъ же положительной абсциссе О А' будетъ

отвечать положительная ордината АМ\ которая въ два раза

больше, чЪмъ 77А'. ДалЪе, отрицательной абсциссе О А' будетъ
отвечать отрицательная ордината А"М", которая также въ

два раза больше, чЪмъ О А. Следовательно, прямоугольные

треугольники ОАМ, ОАМ\ ОАМ" будутъ подобны между

собой, такъ какъ катеты ихъ пропорцюнальны, и потому:

Тм

О А

А'М'

Wa

А"Ы"
= 2.

О А"

Поэтому углы МОА, МОА,
М"ОА" равны между собой, а

отсюда слЪдуетъ, что точки

Ж, М\ М" лежатъ на

прямой. Если мы эту прямую

продолжимъ безконечно, то

она изобразитъ вполнЪ функ-

ц1ю у = 2х. Каждой парЪ со-

пряженныхъ значенш х, у

соотвЪтствуетъ точка на

прямой, и обратно: координаты
произвольной точки на

прямой удовлетворяютъ уравне-

шю: у = 2х. Поэтому гово-

рятъ, что уравнеше у = 2х

есть уравнеже прямой, т.е. уравнеже, которому

удовлетворяютъ координаты произвольной точки этой прямой. Прямую ММ'
называютъ также прямой, выражаемой уравнетемъ у = 2х>

или, короче, прямой у = 2х.

Черт. 23.
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Теперь изслЪдуемъ более -общее уравнеше:

у=2х-\-3.
Пусть А будетъ произвольная точка на оси Ох (черт. 24), а

АМ соответствующая ей ордината прямой у = 2х. Тогда мы

получимъ ординату АР линш у = 2х -j-З, если продолжимъ

AM за точку М на три единицы длины до точки Р. Точно

такъ же точке А' на оси Ох соответствуем точка Ж прямой

у = 2х и такая точка Р лиши у
= 2х-\-Ъ, что ikf'P' равно

3. Такъ какъ отрезки МР, if'P равны и параллельны, то

фигура MPРЖ есть параллелограммъ. Точка Р'лежитъ,
следовательно, на прямой, параллельной къ М'М и

проведенной че'резъ точку Р, и потому все точки линш у = 2х-\-Ъ
лежатъ на этой параллельной прямой. Отсюда ясно, что искомая

ишя совпадаетъ съ этой прямой.

При х = О функщя у = 2х -\- 3

имеетъ значеше 3; соответствующая

ордината есть ОБ, и фигура ОВРМ

точно такъ же представляетъ собой

параллелограммъ. Отрезокъ, ОБ назы-

ваютъ отрезкомъ отсекаемымъ

прямой на оси у-коъъ.
Такъ какъ мы знаемъ теперь,

что графическое изображеше
линейной функцш у = ах -{- Ь есть

прямая, то намъ уже нетъ надобности

для получешя графическаго изобра-
жешя составлять таблицы соответ-

ственныхъ значенш х и у; мы можемъ поступить гораздо проще.

Напримеръ, чтобы графически изобразить функщю у =
2х -\- 3, достаточно сперва наметить точку В и затемъ

провести черезъ точку В прямую, параллельную ММ'.

Можно поступить еще иначе, а именно, кроме точки Б,
взять еще точку 6\ въ которой прямая пересекаетъ ось Ох;

для этой точки 2# -[- 3 = О, т е х
__

—

.

тогда остается

только соединить точки В и С прямой лишей, и мы получимъ

искомую прямую. Отрезокъ ОС называется отрезкомъ,
отсекаемымъ прямой на оси а?-овъ.

Фиг. 24.
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172. ПримЪры. I. Пусть требуется построить прямую:

у= — 2х + \.

Строимъ сначала прямую у
= — 2х. Для этой -прямой

{прямая ММ' на фиг. 25) у и х постоянно имЪютъ

противоположные знаки. Прямую у = —2хАг\ мы получимъ, соеди-

нивъ точки Р и Р\ при чемъ отрезки MP и MP равны

единице длины; можно также построить на оси у-оъъ и на оси

^-овъ отрезки отсекаемые этой прямой ОБ=1 и ТТС = ^
1л провести прямую черезъ точки В и О.

II. Пусть требуется построить прямую, которая
выражается уравнен1емъ

У = -у* 2.

Параллельная прямая будетъ ММ' (черт. 26); далЪе
ОВ = — 2, 00 = —4.

Фиг. 25. Фиг. 26.

173. ОпредЪлеше углового коэффициента прямой,
проходящей черезъ двЪ точки. Наклонеже прямой

у = ах -\~ b

къ оси а>овъ определяется величиной и знакомъ коэффи^ента
при х въ ея уравненш. По этой причине ко. |)фиц!ентъ при х

называется также угловымъ коэффиц!ентсл. ь прямой.
Если (xi, ?/,), (х2У Уз) I суть координаты двухъ точекъ

прямой у т= ах -\-Ъ ,
то :
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у2 = ах2 -f- Ъ.

Отсюда помощью вычитажя получимъ:

следовательно :

(1) а =
Уч
—

Ух

-X,

прямой, если;Эта формула даетъ угловой коэффищентъ

даны координаты двухъ точекъ прямой.

Отсюда вытекаетъ правило:

Правило 30-ое. Угловой коэффиц1ентъ прямой равенъ

частному отъ дЪлешя разности ординатъ двухъ ея

точекъ на разность абсциссъ этихъ точекъ, взятыхъ въ

томъ же порядки.

Если угловой коэффищентъ равенъ нулю, то прямая

параллельна оси Ох, такъ какъ ордината у имЪетъ тогда

постоянное значеше Ъ и поэтому мы имЪемъ дЪло съ прямой въ роде

ВРР' (черт. 27).

Если угловой коэффищентъ имЪетъ

положительное значеше, то функщя

у = ах -|- Ъ возрастаетъ; если же онъ

имЪетъ отрицательное значеше, то функ-

щя эта убываетъ (ср. п. 159).
Особаго разсмотрЪтя требуютъ пря-

мыя, параллельныя оси Оу. Очевидно, что

все точки такой прямой имЪютъ одну
и ту же абсциссу, т. е. уравнеше ея будетъ х = х±\ въ это

уравнеше у не входитъ. Угловой коэффищентъ такой прямой

является безконечнымъ, такъ какъ знаменатель формулы (1),

определяющей его, равенъ нулю.

Такъ какъ мы воображаемъ себе ось Ох горизонтальной,

а ось Оу вертикальной, то угловой коэффищентъ а равенъ

(положительному или отрицательному) частному разности вы-

сотъ двухъ точекъ и ихъ горизонтальнаго разстояшя. Это за-

мЪчаше важно въ применена къ топографш, къ которому

мы сейчасъ переходимъ.

в

О

р р

/t /\' ос

Фиг. 27.
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174. Примкнете къ топографш. Если мы хотимъ начертить

карту некоторой местности или планъ поля, дома и т. д., то

каждую точку можно изобразить ея проекфей на

горизонтальную плоскость, т. е. основашемъ перпендикуляра, оиущеннаго

изъ этой точки на горизонтальную плоскость. Иногда отмЪчаютъ-

и высоту каждой точки, т. е. высоту ея положешя надъ известной

горизонтальной плоскостью. Тогда наклонъ прямой равенъ

частному отъ дЪлешя разности высотъ двухъ ея точекъ на

разстояше ихъ проекцш на горизонтальную плоскость. Напри-

мЪръ, наклонъ прямой улицы, имеющей длину въ 3 км.,

начинающейся на высоте 250 м. надъ уровнемъ моря и

кончающейся на высотЪ 310 м. надъ уровнемъ моря, будетъ:

310 — 250
__ _60_ _ _1_

3000
—

3000
—

50
'

1 2
Говорятъ, что наклонъ равенъ

— или
т^-,

или 2 см. на

каждый метръ, или 2 процентамъ (2%). Если мы примемъ за

начало координатъ начало улицы О, за ось Ох—проекщю улицы на

горизонтальную плоскость, проходящую черезъ О, за ось Оу
—вертикальную прямую, проведенную изъ точки О, то лишя

пересЬчешя улицы съ плоскостью хОу выразится уравнешемъ:

При изготовлежи такихъ чертежей часто выбираютъ двЪ раз-
личныя единицы длины для абсциссъ и ординатъ, для того, чтобы

были виднее наклоны, которые въ противномъ случай
остаются незаметными для глаза. НапримЪръ, можно посредствомъ

1 см. выразить 1 км. горизонтальнаго разстояшя и

одновременно съ этимъ высоту лишь въ 100 метровъ; тогда масштабъ бу-
1 1

детъ
Q

для абсциссъ и
QQ Q

для ординатъ. Поступая такимъ

образомъ, не слЪдуетъ, однако, забывать, что наклоны въ

действительности значительно слабее, чЪмъ наклоны схематиче-

скаго изображежя.
175. Медицинская температуры. Во многихъ болЪзняхъ

наблюдете надъ ходомъ температуры больного даетъ врачу цЪн-

ныя указашя; и для него очень важно знать, происходятъ ли

измЪнешя температуры быстрее или медленнее. Для этой цЪли
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можно воспользоваться изображежемъ температуры, кошю ко-

тораго мы даемъ; а именно мы приводимъ листъ, который былъ

действительно заполненъ въ одной больнице (черт. 28).
Температуру наблюдали каждое утро и каждый вечеръ, по

возможности, въ одни и тЬ же часы.

Фиг. 28.

Времена наблюденж наносятся на ось абсциссъ, при чемъ

одна сторона каждой клЪтки соотвЪтствуетъ промежутку въ
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12 часовъ; температуры изображаются отрезками,

перпендикулярными къ этой оси; при этомъ другая сторона клЪтки соот-

вЪтствуетъ 2 десятымъ градуса. Изображаемая точка можетъ-

упасть на одну изъ горизонтальныхъ сторонъ квадрата, или же

въ самый центръ квадрата, какъ, напримЪръ, на нашемъ*

чертежи въ шестой день вечеромъ. Мы можемъ такимъ образомъ
видЪть десятыя доли градуса; это и есть точность показанш ме-

дицинскаго термометра. БолЪе или менЪе сильный наклона

прямой, соединяющей двЪ точки, указываетъ непосредственно,

съ какой быстротой происходили измЪнешя температуры.
Температуре въ 37° и 40° соотвЪтствуютъ болЪе жирныя лиши-

эти температуры особенно важны при суждении о болезни.

Если бы мы производили наблюдежя надъ температурой
больного въ каждое мгновеше, то лишя, которую мы получили'

бы, значительно уклонилась бы отъ построенной нами; однако,

схематически чертежъ удовлетворяетъ потребности

медицинской практики.

176. Введете приращешй А у и Ах Возьмемъ опять

основную формулу углового коэффмщента прямой, проходящей,

черезъ точки (х19 уг) и (а?2, у2) (п. 173):

(1) *=£=§
и напишемъ ее въ новомъ видЪ, который очень полезно знать..

Пусть xi и х2 будутъ два значешя абсциссы, а у1 и у2
—

соотвЪтствуюиця значежя ординаты; тогда полагаемъ:

£А ОСл — VCi) Хл ,

или, что то же:

Х2 = Х1 + Д Х1 •

Знакъ Ах± (читается: дельта х^) обозначаетъ некоторую-
положительную или отрицательную величину, которую сл'Бдуетъ-

прибавить къ ajj, чтобы получить х2. Ахх называется также

приращешемъ хъ при чемъ слово „приращеже" имЪетъ

алгебраически смыслъ, т. е. обозначаетъ величину, которую мы

прибавляемъ, независимо отъ того, имЪетъ ли она

положительное или отрицательное значеше. Соответственное

приращеже у обозначается знакомъ Ау, такъ что:
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у2 = у1 + Ду1,

Формула для углового коэффиш'ента прямой, соединяющей
обе разсматриваемыя точки, получитъ теперь слЪдующш видъ:

или, проще, если отбросимъ указателей, въ виду того, что

хп У\ СУТЬ координаты произвольной точки прямой:

Отсюда вытекаетъ теорема:

Теорема 71. Величина углового коэффищента прямой
равна частному отъ дЪлешя приращешя ординаты на

соответствующее приращете абсциссы.

Теперь примемъ, что приращеше Ах имЪетъ

положительное значеше. Тогда, по определена (п. 159), функщя у
будетъ возрастающей, убывающей или постоянной, смотря по

тому, будетъ ли иметь положительное, отрицательное или

нулевое значеше соответствующее приращеше Ау. Если Ах есть

положительное число, то коэффищентъ а имЪетъ, очевидно,
тотъ же знакъ, что и А у, и обращается въ нуль

одновременно съ Ау. Следовательно, линейная функц1я будетъ

возрастающей, убывающей или постоянной, въ

зависимости отъ того, будетъ ли коэффиц1ентъ а положитель-

нымъ числомъ, отрицательнымъ или нулемъ (ср. п. 173).
177. ПримЪнеше къ равномерному движешю.

Обозначимъ черезъ s0 число, измеряющее путь, который точка

прошла, двигаясь, равномерно, до начала счета временъ; далее,
обозначимъ черезъ s число, измеряющее путь, пройденный
во время t, и, наконецъ, черезъ v обозначимъ скорость точки.

Тогда:

s = vt -{- s0.

Это уравненIe отличается отъ уравнешя п. 108 только темъ,
что здесь мы употребили букву s вместо буквы х и

положили t0 = 0.

Проведемъ две прямоугольныя оси и вместо Ох и Оу на-

зовемъ ихъ теперь Ot и Os. Дальше, выберемъ единицу длины,
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и притомъ одну и ту же единицу длины для оси абсциссъ и

оси ординатъ, начало временъ, начальную точку путей,
положительное направлеше времени, положи гельное направлен!е
пути, единицу времени и единицу пути. ЗатЪмъ возьмемъ

соответствующую данному моменту времени точку, абсцисса которой

будетъ равна числу единицъ ьремени, протекшихъ отъ начала

временъ до даннаго момента, а ордината — числу единицъ пути,

которыя пройдены отъ начала пути до даннаго положежя

движущейся точки.

Если, следовательно, мы обозначимъ абсциссу и ординату

черезъ t и s, то получимъ связывающее эти числа уравнеше:

s = vt-\- s0.

Если же мы на время обозначимъ ординату буквой у
(вместо s) и абсциссу буквой х (вместо Q, то уравнеше приметъ

видъ:

y = vx-\-sQ.
А это, какъ мы сразу видимъ, есть уравнен'1е прямой. Итакъ,
равномерное движете графически изображается
прямой л и Hie и.

Далее мы видимъ, что угловой коэффищентъ прямой равенъ v,
т. е. равенъ скорости. Впрочемъ, это равенство только

тогда имеетъ место, когда для абсциссъ и ординатъ

избрана одна и та же единица длины.

Разсмотримъ, напримеръ, точку, которая проходитъ 4

километра въ часъ, двигаясь въ положительномъ направлены, и

начинаетъ свое движете отъ точки, разстояже которой отъ

начала путей равно 10 км.; чтобы избежать недоразумЪшй, мы

не употребляемъ здесь слова абсцисса, такъ какъ пути

измеряются по оси ординатъ.

При этихъ положешяхъ будетъ:

s = 4/-f 10,

причемъ времена t выражены въ часахъ, а пути въ кило-

метрахъ. Пусть теперь часу соответствуетъ на оси абсциссъ
1 мм. и километру на оси ординатъ 1 мм.; тогда мы при-

демъ къ тому же уравнешю между абсциссой и ординатой:
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S = 4£+10.
Мы получимъ такимъ об-

разомъ чертежъ 29. Для

t = 5 мы имЪемъ s =- 30;
а именно: абсциссе 5 соот-

ответствуетъ ордината 30.

Для t = — 5 мы имЪемъ

s = — 10, что можно легко

доказать съ помощью

чертежа или разсматривая

равномерное движете.

При обозначешяхъ, по-

добныхъ употребленнымъ

въ предшествующемъ

пункте, имеемъ:

v =

Фиг. 29.

t2 t{

Теперь U — ^ представля-

етъ число, которое изме-

ряетъ промежутокъ

времени, протекающш между

моментами времени tt и /2,
a s2

—

sL представляетъ число, которое измЪряетъ путь, прохо-

ходимый въ продолжеше этого промежутка времени;

следовательно, скорость равна частному отъ дЪлешя числа,

измеряющая путь, проходимый въ продолжеше

определенная промежутка времени, на число, измеряющее

этотъ промежутокъ времени. Это частное не зависитъ отъ

величины избраннаго промежутка времени; въ этомъ именно и.

заключается особенность равномернаго движешя.

Мы можемъ также написать:

As

At

и сказать, что скорость равна частному отъ дележ»

приращешя пути на приращеше времени.

178. Графическое изображеше расписашй желЪзнодс-

рожнаго движешя. Графическое изображеже равномернаго
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движешя находитъ себе примЪнеше въ графическихъ рас-

писашяхъ движешя, которыя представляютъ желЪзнодорож-

нымъ служащимъ въ удобной форме картину движешя по

известной линш. При этомъ, для упрощешя, движете поезда

между двумя станщями принимается за равномерное. Въ про-

должеже простоя поезда на станцш путь не изменяется; время

же изменяется на величину, равную продолжительности простоя;

следовательно, простой изображается отрезкомъ, параллельнымъ

оси Ot.

На чертеже 30 минуте отвечаетъ 1 мм. и километру от-

вечаетъ 1 мм. Скорость, выраженная въ километрахъ въ

минуту, будетъ равна угловому коэффишенту прямой,

изображающей движете поезда.

На чертеже 30 изображены движешя двухъ поездовъ,

которые одновременно (въ начальный моментъ времени)

отправляются со станцш, принятой за начало путей.

el ^

10 \Ь 20 23 ЗС 35 W ^ 50 SS

ФИГ. 30.

Движете перваго, скораго поезда, изображено лишей

OABCD. Сначала онъ проходитъ 30 км. въ 20 минутъ. Эта

первая часть его движешя изобразится лишей ОА. Прибывъ на

Боре ль, Элементарная математика. 20
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станщю, отстоящую на 30 км. отъ точки отправлешя, поЪздъ

стоитъ въ продолжеше 5 минутъ, что изображено отрЪзкомъ А Ву

параллельнымъ оси Ot, — такъ какъ въ течете этихъ 5

минутъ величина пройденнаго пути не изменяется. Потомъ поЪздъ

проходитъ снова 30 км. въ 20 минутъ, такъ что черезъ 45

минутъ после своего отъезда поЪздъ находится на разстоянш

60 км. отъ точки отправлешя, что изображается точкой С,

имеющей абсциссу 45 и ординату 60. На новой станцш поЪздъ

останавливается на 10 минутъ и т. д.

Лишя OMNPQ представляетъ движете товарнаго

поезда, скорость котораго меньше, а остановки чаще и

продолжительнее.

Прямая EF представляетъ движете поезда, который
движется въ направленш, противоположномъ направлешю движешя

предшествующихъ поЪздовъ. Онъ отправляется въ начальный

моментъ изъ точки, удаленной на 60 км. отъ начала путей
(точка Е), и приходитъ черезъ 40 минутъ на станщю, отстоящую

отъ этого начала на 30 км. (точка F). Этотъ поЪздъ

встречается со скорымъ поЪздомъ, который мы разсматривали раньше,

такъ какъ линш, изображаюпуя оба поезда, пересекаются въ

точке 6г. Абсцисса этой точки даетъ намъ моментъ встречи, а

ея ордината—разстояше точки встречи отъ начала путей.
Управлеше железныхъ дорогъ составляетъ планы

расписаны графическимъ методомъ, такъ какъ лишь такимъ обра-
зомъ можно обозреть все движете. Только после этого изъ

графическихъ плановъ можно взять моменты отхода и прихода

въ томъ виде, какъ мы находимъ ихъ въ путеводителяхъ.

ЗАДАЧИ КЪ XVI-ой ГЛАВЪ.

353. Наблюдались следующ1я температуры:

Полдень 10° | 4 часа 8°

1 часъ 12° 5 часовъ 5°

2 часа 13° I 6
„

4°

3
„

11° I 7
„

30

Представить графически ходъ измененш температуры, при чемъ часу

долженъ отвечать 1 см. и градусу также 1 см.

354. Представить то же самое графическое изображен'^ при условш,
что часу отвечаетъ 2 мм., а градусу

— 1 мм.
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8 часовъ

10 „

Полночь.

2 часа .

изм^нешй

... 3°

. . . 0,5°

. . .-0,5°

. . .-1°

температуры,

355. Представить то же самое графическое изображеше при помощи

клетчатой бумаги, при чемъ горизонтальной стороне квадрата соотвЪт-

-ствуетъ часъ, а вертикальной его стороне два градуса.

356. Наблюдались слЪдуюипя температуры:

Полдень . . . .10°

2 часа 11,5°
4

„
80

6 часовъ .... 5°

Изобразить графически ходъ изм^нешй температуры, если часу

отвЪчаетъ 1 см. и градусу 1 см.

357. Представить то же самое графическое изображеше, если часу

соотв'Ьтствуютъ 2 мм., а градусу 1 мм.

358. Представить то же самое изображеше на клетчатой бумаге,
при чемъ горизонтальной стороне квадрата соотвЪтствуетъ одинъ часъ,

а вертикальной одинъ градусъ.

359. Изобразить графически температуры больного на основанш слъ4-

дующихъ наблюдешй:
утромъ вечеромъ

28 1юня / 36,9° 38°

29
„ 37,5° 38,5°

30 „ 37,4° 39°
1 1юля 39,9° 39,5°
2 „ .�:... 390 38,80

3
„ 37,7° 38°

4 „ -37° 37,6°.

Выборъ единицъ длины, соотвЪтствующихъ часу и градусу,
предоставляется читателю.

360 Изобразить графически функцш:

г/ = Зж + 4,

принимая за единицу длины на осяхъ ж-овъ и у-оъъ сантиметръ.

361. Выполнить то же, принимая за единицу длины миллимегръ.

362. Изобразить графически функцш:

3 5
* = Т*—Г'

2 3

,
2

принимая за единицу длины дециметръ.
363. Выполнить то же, принимая за единицу длины сантиметръ.

20 *
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364. Изобразить графически функцш:

у = — Зж+ 500,

уг=
— 2х — 350,

У = f- Ю00,

принимая за единицу длины десятую долю миллиметра.

365. Изобразить графически слЪдующ^я функцш:

у = 2х — 1,

*/ =
— Зж+ 2,

принимая^за единицу длины сантиметръ.

366. Выполнить то же, принимая за единицу длины миллиметръ.
367. Изобразить графически слЪдуюцл'я функцш:

У =

У =

У =

5

2

7

—

X

X

X

~2

8
'

3

5
'

+f
принимая за единицу длины дециметръ.

368. Изобразить графически слЪдующ'ш функцш:

у =
-~ 2ж + 400,

у =
— Зж + 250,

2/=3^-2000,
принимая за единицу длины десятую часть миллиметра.

369. Построить прямыя:

у = Зх + 5,

у = -2х + 7,

принимая за единицу длины сантиметръ. Вычислить координаты точки

ихъ пересЪчешя и проверить результатъ вычислешя изм'Ърешемъ.
370. Решить ту же задачу для прямыхъ:

у
= ±х + \0,

у = 5х — 3,

принимая за единицу длины миллиметръ.

371. Решить об'Ъ предшествующ1я задачи при помощи клетчатой

бумаги.
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372. Построить прямыя

^ = 2ж + 4,

принимая за единицу длины сантиметръ. Вычислить координаты точки

ихъ пересЪчешя и проверить результатъ вычислежй измЪрешемъ.
373. Решить ту же задачу для прямыхъ:

у
= 2х — 3,

принимая за единицу длины миллиметръ.-

374. Решить обЪ предшествующ1я задачи, при помощи клетчатой

бумаги. i

375. Вычислить координаты точки пересЪчешя двухъ прямыхъ:

у = ах-\-Ь,

у = а' х -f- Ь'.

Произвести изследоваше.
376. Построить прямыя, опредЪляемыя уравнешями

х = 2у + 5у
х = Зу — 4,
х = 2,

У i 2

принимая за единицу длины сантиметръ.

377. Построить прямыя, изображенный уравнежями:

2х + Ъу = 5,
4х — 5у — 2 = 0,
Ъх — 2*/ + 4 = 0,
Зх — 5 =0,

2*/ + 3 =0,

принимая за единицу длины половину сантиметра.
378. Въ какомъ случае прямыя, изображенныя уравнениями:

ах-\-Ьу = с,

а'х -\- Ь'у = с'
у

будутъ параллельны?
379. Какой угловой коэффищентъ им-Ьетъ прямая:

ах-\-Ъу = с?

380. Наклонъ некоторой улицы принимаемъ за равномерный.

Определить высоту точки, отстоящей отъ начала улицы на 15 км., если

точки, отстояцпя отъ начала на 5 км. и на 40 км., имЪютъ высоты въ

142 м. и 732 м.
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381. Найти уравнеше прямой, проходящей черезъ точку х = 2, у = 3

и черезъ точку х = 7} у =
— 4. Сд'Ьлать чертежъ, принимая за единицу

длины сантиметръ.
382. Найти уравнеже прямой, проходящей черезъ точку х = — 2г

у = — 5 и черезъ точку х = 4, у= 1. Принять ту же единицу длины, что

и въ предшествующей задаче.
383. Показать, что уголъ ф двухъ прямыхъ, имЪющихъ угловые

коэффищенты га и га', определяется следующимъ равенствомъ:

га' — га

1 -f- гага'

Применить эту формулу къ следующимъ примерамъ:

1) т = 2 га' = 1

2) га = — 3 га' = — 2

3) га = 4 га' = — 1

4) га = — 1 га' = 4

5) га = 2 т! = — 3.

384. Углы треугольника ^В<7 имЪютъ следую1щя координаты:

А: а? = 2 у = 3

В: х = 5 у = 2

С: х = \ у = Ь.

Составить уравнешя сторонъ, определить ихъ угловые

коэффищенты и вычислить загЬмъ углы треугольника. Сделать чертежъ,
принимая за единицу длины сантиметръ.

385. Доказать, что две прямыя только тогда взаимно

перпендикулярны, когда величины ихъ угловыхъ коэффищентовъ га и га' удовле-

творяютъ уравнен'но:
гага' — — 1.

Найти уравнеше прямой, которая проходитъ черезъ начало коорди-
натъ и перпендикулярна къ прямой

2х — Ъу = Ь.

Сделать чертежъ, принимая за единицу длины сантиметръ.
386. Найти уравнеже перпендикуляра, опущеннаго изъ точки х =

у = 3 на прямую
2а? + 52/ + 1=0

и вычислить координаты основашя. Сделать чертежъ, принимая за

единицу длины сантиметръ.
387. Составить уравнешя высотъ треугольника ABC въ задаче 384

и доказать, что все три высоты пересекаются въ одной точке.

Вычислить координаты точки пересечежя высотъ.



Глава XVII.

УРАВНЕШЯ ВТОРОЙ СТЕПЕНИ.

I. РЪШЕШЕ УРАВНЕН1Й ВТОРОЙ СТЕПЕНИ СЪ ОДНОЙ
НЕИЗВЪСТНОЙ.

179. Опред'Ьлешя. Подъ уравнешемъ второй степени

съ одной неизвестной х мы разумеемъ такое уравнеше,

левая часть котораго представляетъ собой многочленъ второй
степени относительно неизвестной после того, какъ мы пере-

несемъ въ левую часть все члены уравнешя и сделаемъ

приведете подобныхъ членовъ по отношешю къ#. Сюда относятся

уравнешя:

3 -)- 5х2 = х
,

~2 i "з~х
= х"

\ *

тх2 —рх -|- Зх2 — 4 = 9,

2хд -|- т — пх2 -{- 2рх — т2 —рА — Xs = хд .

Обыкновенно левую часть уравнешя после упрощешя рас-

полагаютъ по убывающимъ степенямъ неизвестной х. Поэтому
предшествукнщя уравнен!я могутъ быть написаны еще следую-

щимъ образомъ:

5х2 — х-\-3 = 0,

2 I 5 11
л

— х2-\--^х — -£= 0,

(ж -\- 3)х2 — рх
— 13 = 0,

— пх2 -\-2 рх -\- (ж — т2 —р/к) = 0.

Такимъ образомъ, уравнеше второй степени содержитъ три

члена, т. е. лЪвая часть его представляетъ собой трехчленъ

второй степени. Первый членъ содержитъ неизвестную х въ

квадрате; второй членъ содержитъ х въ первой степени;

последи! й членъ не зависитъ отъ х\ его также называютъ по-

стояннымъ членомъ. Такъ, напримеръ, въ уравнежи

(ж -\- 3) х2 — (2 — п -\- р) х -\- т — п = 0
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первый членъ есть (т -\- 3)#2, второй членъ уравнешя есть

— (2 — п-\-]))х, а послЪдшй членъ есть т — п.

Въ уравненш

— Зх — 1 -\-х2 = 0

первый членъ есть х2, второй —Зх, а послЪдшй —1; такъ

что уравнеше имЪетъ видъ:

х2 — Зх — 1 = 0.

Въ уравненш

х2 — 1 =0

первый членъ есть х2, второй членъ равенъ нулю, а по-

слЪднш членъ равенъ
— 1 .

Мы будемъ писать общее уравнеше второй степени въ

нормальномъ видЪ такъ:

ах2 -\- Ъх -{- с = 0 ,

т. е коэффишентъ перваго члена будемъ обозначать черезъ а,

коэффишентъ второго члена черезъ Ъ и постоянный членъ

черезъ с. Чтобы уравнеше действительно представляло собой урав-

HeHie второй степени, коэффишентъ а долженъ быть отличенъ отъ

нуля. Поэтому мы примемъ, что а не равно нулю. Но,
какъ и въ уравненш первой степени съ буквенными коэффиць
ентами, здЪсь случается, что коэффифентъ перваго члена

становится равнымъ нулю для частныхъ значенш буквъ; поэтому
мы должны будемъ впослЪдствш изслЪдовать случай, когда

въ уравненш второй степени коэффишентъ перваго члена

становится нулемъ. Вначале, однако, мы будемъ считать, что а

отлично отъ нуля. Начнемъ съ изслЪдовашя частнаго случая,

когда 6 = 0.

180. Случай, когда коэффиц!ентъ второго члена

равенъ нулю. Если дано уравнеше второй степени:

2жа —8 = 0,

то мы можемъ написать его последовательно въ слЪдующихъ

равнозначащихъ формахъ:
2х'2 = 8,

<>_ Ах- —
2 ,

#2 = 4.
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Следовательно, рЪчь идетъ о томъ, чтобы найти число х,

квадратъ котораго равенъ 4. Мы знаемъ, что 2 есть

единственное положительное число, квадратъ котораго равенъ 4.

Я утверждаю, что — 2 есть единственное отрицательное число,

квадратъ котораго равенъ 4. Въ самомъ дЪлЪ, если а

обозначаешь какое угодно положительное число, то квадратъ числа

— а равенъ квадрату числа -\- a. Следовательно, квадратъ

числа — а только въ томъ случае будетъ равенъ 4 , если а2 = 4
,

т. е. если а = 2.

Поэтому данное уравнеше имЪетъ два решетя или, какъ

говорятъ также, два корня: корень 2 и корень —2.

Вместо того, чтобы написать:

^ = + 2,
х = — 2,

часто пишутъ одну только формулу :

х = ±2
и говорятъ: х равенъ плюсъ или минусъ двумъ; т. е.

заданное уравнеше удовлетворяется какъ при х равномъ

-[-2, такъ и при х равномъ —2.

ДалЪе, пусть будетъ дано уравнеше:

Зх2— 5 = 0.

Отсюда выводимъ :

и видимъ, что квадратъ х равенъ -^-- Существуетъ лишь одно

положительное число, квадратъ котораго равенъ -х-. Мы обозна-

чаемъ его (ср. п. 68) черезъ 1/ — и знаемъ изъ ариеметики, какъ

вычислить его съ любою точностью. Отрицательное число

— 1/ у есть единственное отрицательное число, квадратъ

котораго равенъ у Следовательно, данное уравнеше имЪетъ два

корня, которые можно изобразить формулой :
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»-±V4-
Теперь мы разсмотримъ уравнеше:

Если имеется некоторое число х, удовлетворяющее этому

уравнешю, то

т. е. квадратъ числа х долженъ быть равенъ отрицательному

числу —-j.
Мы знаемъ, что квадратъ алгебраическаго числа

всегда имЪетъ положительное значеже независимо отъ того,

положительное ли это число или отрицательное. СлЪдователь-

5
но, нЪтъ такого числа, квадратъ котораго равенъ —у,,

и поэтому заданное уравнеше не имЪетъ корней.

Пусть, наконецъ, будетъ дано уравнеше:

Если произведете х2 на 3 равно нулю, то

х1 = О,

и потому х = О, такъ какъ нуль есть единственное число,

квадратъ котораго равенъ нулю. Следовательно, заданное урав-

неше имЪетъ единственный корень х = О . Принято говорить, что

корень 0 въ уравненш х2 = О есть двойной корень. ЗдЪсь

мы еще не можемъ вполне выяснить смыслъ этого выражешя и

укажемъ лишь на то, что х2 есть произведете двухъ одина-

ковыхъ сомножителей х и х, и если х равняется нулю, то эти

оба сомножителя тоже равны нулю.

Мы можемъ формулировать слЪдующимъ образомъ
результаты нашего изслЪдовашя:

Теорема 72. Пусть

а2х —|— с = О

будетъ уравнеше второй степени безъ второго члена, въ

которомъ коэффищентъ а отличенъ отъ нуля. Если

коэффиц1енты а и с имЪютъ противоположные знаки,

то уравнеше имЪетъ два корня, выражаемые формулой:
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здЪсь^^есть число положительное, изъ котораго мож-
а

но извлечь квадратный корень. Если коэффициенты а

и с имЪютъ одинаковые знаки, то уравнеше не имЪ-

етъ корней. Если коэффиц1ентъ с равенъ нулю, то

уравнен1е имЪетъ двойной корень х = О.

181. РЬшеше общаго уравнешя второй степени. Раз-

смотримъ теперь общее уравнеше второй степени:

(1) ах'1-\-Ъх-\-с = О,

въ которомъ а должно быть отлично отъ нуля, а относительно

значешя коэффищента Ъ мы не д1>лаемъ никакого предположешя.

Уравнеше (1) эквивалентно следующему уравнешю, которое
мы получимъ, умноживъ обЪ части даннаго уравнежя на 4 а :

(2) Аа2х2 + АаЪх + Аас = 0.

Но это уравнеше можно написать такъ:

Аа2х2 -|- АаЪх = — Аас,

или же, прибавивъ къ обЪимъ частямъ по Ь2\

(3) 4a2x2^Aabx-{-b2 = Ъ2 — Аас.

Теперь становится яснымъ, съ какою цЪлью мы прибегли къ

такому преобразована даннаго уравнежя (1) въ эквивалентное

ему уравнеше (2); а именно, лЪвая сторона уравнежя (3)
оказывается квадратомъ двучлена 2ах-\-Ь. Поэтому уравнеже мо-

жетъ быть написано такъ:

(2ax-\-b)2 = b2 — Аас.

Мы приходимъ, такимъ образомъ, къ задаче, которую мы

уже рЪшили въ нредыдущемъ пункте. А именно, здЪсь требуется
определить х, если известно, что квадратъ числа 2ах-\-Ъ
равенъ Ь2—Аас. Если теперь Ъ2— Аас есть число

положительное, то 2ах -f- 6, по теореме 72, равно + V^2 — Аас ; если

же Ь2 — Аас есть число отрицательное, то задача невозможна;

наконецъ, если Ъ2— Аас равно нулю, то 2ах-\-Ъ тоже должно»

быть равно нулю.
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Следовательно, при Ь2—4ас > 0 получимъ:

2ax-\-b = ±_V& — 4 ас,

2 асе = — b + YW — 4 ас,

_

— b±V b*-4ac
Х~

2а

Эта формула даетъ два корня уравнешя второй степени.

Но если Ь2— 4ас равно нулю, то существуетъ лишь одинъ

корень, который мы опять-таки называемъ двойнымъ кор-

немъ; если же, наконецъ, Ъ2— 4ас есть число отрицательное,

то корней нЪтъ вовсе. Величину Ъ2— 4ас, знакъ

которой имЪетъ решающее значеше при различенш названныхъ

трехъ случаевъ, называютъ дискриминантомъ уравнешя

а^ + Ъх + с^О.1)
182. ПримЪнешя. I. Требуется рЪшить уравнеше

2х2 — 5ж + 3 = 0.

Мы можемъ применить найденную выше формулу, подставляя въ

нее вместо а число 2, вместо Ъ число —5 и вместо с число

3; тогда получимъ:

_

5 + У^^Г2Тз
_
5±УТ

_

5 + 1
х —

4
~~

4 4

Отсюда корни:

5 + 1
_

6
_

3

4 4 2

И

4 4

Въ видЪ упражнешя мы примЪнимъ къ данному здЪсь

частному уравнешю общ1й способъ, который намъ послужилъ

для вывода формулы. Именно, мы умножимъ уравнеше на 4а,
т. е. на 8, и найдемъ:

\Ьх2 — 40ж = — 24.

1) Иногда подъ словомъ дискриминантъ разум'Ьютъ также четверть

этой величины; въ изслЪдовашяхъ, въ которыхъ имЪетъ значеше лишь

знакъ дискриминанта, н'Ътъ надобности указывать, беремъ ли мы

Ь2 — 4ас или четверть этой величины.



Глава XVII. Уравнешя второй степени. 317

Прибавивъ &2, т. е. 25, получимъ:

■\Ьх2 — 40х + 25 = 25 — 24,
или

(4ж —5)2 = 1.

Но отсюда слЪдуетъ:

4х — 5 = + 1 ,

и, наконецъ:

_

5 + 1.х —
^ ,

а это тЪ же значешя, которыя мы получили изъ формулы.
II. Требуется рЪшить уравнеше:

Зх2 —8а: + у
= 0.

ЗдЪсь у насъ :

Ъ2 — 4ac = S2 — 4-3.
у
= 0;

следовательно, уравнеше имЪетъ двойной корень:

III. Требуется решить уравнеше :

х*— 2# + 5 = 0.

ЗдЪсь:

Ъ2 — 4ас = 4 — 20 = — 16;

итакъ, данное уравнеше не имЪетъ корней.

IV. Требуется решить уравнеше:

а2х2 — (а2 + Ъ2) х + Ъ2 = 0 .

Дискриминантъ здЪсь имЪетъ значеше:

(а2 + Ь2)2 — 4а2Ь2 = а* — 2а2&2 -f ¥ = (а2 — Ъ2)2\

поэтому:

_

а2 + Ь* + T^a2 - №f
Х —

2а?

такъ что мы получимъ корни :

_

а2 + Ь* + (д*-Ъ*)
_

%.
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183. Случай, когда формула упрощается. Если коэф-

фищентъ Ъ есть число четное, то мы полагаемъ Ъ — 26', такъ

что Ь' обозначаетъ половину Ъ. Такъ какъ квадратъ

удвоенная числа равенъ учетверенному квадрату этого числа, то по-

лучимъ формулу :

—

— 2Ь' ± У^Ь"1—Тас
__

—2Ъ'±2УГЬ'*- ас

х — —

~га~~
~~

2а

т. е.

-- У + VV* -ас
х = =■—

а

Мы приведемъ еще следующую формулу, которая часто

«бываетъ полезна. Пусть уравнеше второй степени будетъ дано

въ формЪ:

х2 -\-рх -\- q = О,

гдЪ, следовательно, а = 1 . Уравнеже ах2 -f- Ъх -\- с = 0 мы мо-

жемъ всегда свести къ этой болЪе простой формЪ, раздЪливъ
его на а, которое должно быть отлично отъ нуля.

Теперь получимъ:

Отсюда слЪдуетъ, если ~ q > О :

т. е.

II. ЗАВИСИМОСТИ МЕЖДУ КОЭФФИЦИЕНТАМИ И КОРНЯМИ.

184. Составлеше уравнешя по даннымъ корнямъ.

Обозначимъ черезъ х' и х" два данныхъ числа и зададимся

Бопросомъ, можно ли составить такое уравнеже второй степени,
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корнями котораго служили бы эти числа х и х". Мы увидимъ,

что на этотъ вопросъ слЪдуетъ ответить утвердительно.

Пусть а будетъ произвольное число, отличное отъ нуля.

Разсмотримъ тогда уравнеше:

а (х — х) (х — х") = 0.

Это уравнеше второй степени. Для того, чтобы произведете

трехъ сомножителей а, х — х\ х — х" обращалось въ нуль,

необходимо и достаточно, чтобы одинъ изъ этихъ сомножителей

былъ равенъ нулю. Но такъ какъ а отлично отъ нуля, то

должно быть равно нулю либо х — х\ и тогда х = х\ либо же

х — х\ и тогда х = х". Уравнеше, составленное нами, имЪетъ,
следовательно, корни х' и х" и никакихъ другихъ корней не

имЪетъ; это можно было^предвидЪть, такъ какъ уравнеше

второй степени не можетъ имЪть больше двухъ корней.

Пусть будетъ, напримЪръ, #' = — х" =
-^-.

Чтобы

освободиться отъ знаменателей, возьмемъ а = 6и составимъ урав-
.неше:

6hi)hy)=0'
или, если раскроемъ скобки :

6 а?2— 5ж + 1 =0.

Пусть будетъ, далЪе, х' =
у,

х" = — 3. Возьмемъ а = 2и

получимъ уравнен1е:

2(я —1)(я+3) = 0,

т. е.

гх^ + Ьх — з = о.

Если мы въ общемъ уравнен!и

а (х — х') (х — х") = 0

выполнимъ умножеше, то получимъ:

ах2 — а(х -\- хг,)х-\- ах'х" = 0.

Следовательно, коэффищентами будутъ: а, а(х -j- х"), ах'х";
отсюда вытекаетъ правило:
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Правило 31-ое. Чтобы составить уравнеше второй

степени, имеющее корнями числа х' и х"> выбираемъ
произвольно первый коэффищентъ а, отличный отъ нуля;

тогда второй коэффиц1ентъ равенъ произведент изъ

— а на сумму корней х' -\- х\ а третш равенъ

произведен^ изъ -\-а на произведете корней х'х".

Въ частности, если х' = х", то получимъ уравнеше:

а(х — х')2 = 0 ,

или

ах2 — 2ах х -\- ах'2 = 0.

Корень х въ этомъ случае называется двойнымъ корнемъ.
Онъ называется двойнымъ потому, что обращаетъ выражеше

а(х — х'у дважды въ нуль, такъ какъ онъ обращаетъ въ

нуль каждаго изъ двухъ сомножителей х — х' этого выражешя.

185. Зависимости между коэффициентами и корнями.

Докажемъ обратное; именно: если дано уравнеше второй
степени:

ах2 -\- Ъх ~\- с = 0,

корни котораго назовемъ чрезъ х' и х", то коэффищенты
Ъ и с выразятся формулами:

Ъ = — а {х} -f x"),
О (А Л/ «Л/ •

Доказательство не представляетъ затрудненШ. По формуле

въ п. 181 имЪемъ:

,
__

— ь + VW^Tac
2а '

„ _— Ь — Yb* \ас
Х —

2а

отсюда непосредственно вытекаетъ:

а (х' -f х") = — Ь .

ДалЪе:

' "
—
(-b+VW^^c) (-& — l^ftg —4стс)

хх —

4а2

_

&з _ (ft2 _ 4ас)
__ с_

~_

4 а2
""

а

'
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Этимъ наше утверждеше доказано; доказательство остается въ

силЪ и въ томъ случай, когда х'=х", т. е. когда Ь2 — 4 ас

равно нулю.

Отсюда заключаемъ, что два уравнешя второй степени,

имЪюния тЪ же корни, имЪютъ пропорцтнальные ко-

эффищенты; действительно, если мы обозначимъ черезъ

а\ Ъ\ с коэффифенты другого уравнешя второй степени, имЪ-

ющаго корнями та^же х' и х\ то:

V = — а! (х' + х"),
L/ (Л X X ,

и отсюда заключаемъ, что

а Ъ с

а' Ь' с'
'

Очевидно, справедливо и обратное предложеше: если два урав-

нетя второй степени имЪютъ пропорцтнальные коэф-
фиц1енты, то корни у нихъ одни и тЪ же.

186. Знаки корней. Зависимости между коэффициентами
и корнями можно записать еще такъ:

' // С
х х

—
— ;
а

и такимъ образомъ мы приходимъ къ теоремЪ:

Теорема 73. Если уравнеше второй степени имЪетъ

корни, то сумма этихъ корней равна частному отъ дЪ-
лешя второго коэффищента на первый, взятому съ об-

ратнымъ знакомъ, а произведете корней равно

частному отъ дЪлетя послЪдняго коэффищента на первый.
Изъ теоремы 73 можно вывести правило, дающее

возможность определить знаки корней, не рЪшая уравнешя. А

именно, если произведете корней есть число отрицательное, то

одинъ изъ корней долженъ быть отрицательнымъ, а другой
положительными Если же произведете корней есть число

положительное, то оба корня имЪютъ одинъ и тотъ же знакъ;

поэтому корни будутъ либо оба положительными, либо оба

отрицательными, въ зависимости отъ того, будетъ ли ихъ сумма

положительнымъ или отрицательнымъ числомъ.

Б о р е л ь, Элементарная математика. 21
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Прежде чЪмъ определять знаки корней, нужно убедиться,
что корни вообще существуют^ т. е. что й2 — 4ас есть число

положительное или равное нулю. Для этого можетъ быть

полезно следующее замЪчаше. Если — имЪетъ отрицательное зна-
а

чеше, то с и а имЪютъ противоположные знаки; следовательно,

4ас есть число отрицательное, а вслЪдсше этого Ъ2—4ас

необходимо есть число положительное, такъ какъ оба слагаемыхъ

б2 и —4ас суть положительныя числа.

187. Случай, когда а равно нулю. До сихъ поръ мы из-

слЪдовали случай, когда коэффищентъ а перваго члена отли-

ченъ отъ нуля. Для того, чтобы узнать, что происходитъ, если

коэффищентъ а обращается въ нуль, предположимъ сначала,

что онъ очень малъ (ср. п. 136), и разсмотримъ, напримЪръ»

уравнеше:

ТООО^2 + 2х ~~ 3 = 0-

Упрощенная формула (п. 183) даетъ:

У_-1±У 1+0,003
Х —

0,001
Но:

1/"1,003 = 1,00149...

Поэтому корни уравнежя будутъ:

х' - ~1+1'00149
- 1 49~~

0,001
~~ |,,у •••'

Мы видимъ, что одинъ изъ корней очень близокъ къ -у,

т. е. къ рЪшешю уравнешя первой степени, которое мы полу-

чимъ, если въ данномъ уравненш отбросимъ членъ, содержаще
х2. Второй же корень по абсолютной величине очень великъ.

Если разсмотримъ теперь уравнеше

1000000 ж--г
2# — 3 = °>

то найдемъ:

х' = 1,499. ..,

х" = — 2000001,49...;
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если а убываетъ, то корень х все болЪе и болЪе приближа-

ется къ
у,

а абсолютное значеше корня х" становится все

больше и больше.

Поэтому мы можемъ ожидать, что при а = О и 6 ф О

одинъ изъ корней становится равнымъ рЪшешю уравнежя
первой степени:

Ьх -f- с = О,

а другой корень обращается въ безконечность, т. е. по мЪрЪ
того какъ а уменьшается, абсолютное значеше второго корня

* становится все больше и больше. Можно легко подтвердить это

предположеше, пользуясь равенствомъ:

1
а

А именно, если а равно нулю*), то при &, отличномъ отъ-нуля,
абсолютное значеше суммы х' ~\- х" возрастаетъ безпредЪльно;

следовательно, по меньшей мЪрЪ, одинъ корень по своему

абсолютному значешю очень великъ.

Изъ уравнежя

слЪдуетъ, что другой корень равенъ =-, оо или же будетъ

неопределенным^ въ зависимости отъ того (<£р. п. 136), будетъ
ли Ъ =[= О, или Ъ = 0, а сф 0, или же, наконецъ, Ъ = О и с = 0.

Третьяго случая, однако, не приходится принимать въ расчетъ;

въ самомъ дЪл1>, если всЪ коэффищенты исчезаютъ, то мы

имЪемъ дЪло съ тождествомъ (п. 77).
188. Сводка результатовъ изслЪдовашя. Результаты

двухъ предыдущихъ пунктовъ могутъ быть сведены въ

следующую таблицу (стр. 324).

III. ИЗСЛЪДОВАШЕ ТРЕХЧЛЕНА ВТОРОЙ СТЕПЕНИ.

189. ОпредЪлешя и обозначения. Подъ трехчленомъ

второй степени разумЪютъ выражеше:

ах2 -\- Ьх -\- с.

*) СлЪдуетъ сказать: если а стремится къ нулю. Прим. ред.
21 *



324 Алгебра.

Выражежя: первый членъ и т. д. имЪютъ здЪсь тотъ же

смыслъ, что и въ уравнен in второй степени.

При изслтэдованш трехчлена мы предполагаем^ что

коэффищентъ а въ первомъ членЪ отличенъ отъ нуля.

| ИзслЪдовате уравнешя: ||
ах2-\- Ьх-\-с = 0 J

афО

1

! а = 0

6*°

а = 0

ь = °

сфО

а = 0

с = 0

с
<^ 0 > ^ва К0РНЯ — одинъ положительный, другой ]

а
^ i отрицательный. 1

->о

b2—4ас>0 ■

6а —4ас = 0.

Ь2 — 4ас<0.

f Ь I
>0. Два положит, корня. ||

<0. Два отрицат. корня. i

Двойной корень х = -=— • 1
II

Н'Ътъ корней. 1

II

с — О Одинъ корень нуль, другой равенъ . ]

Одинъ корень безконечно великъ, другой равенъ .

Два безконечно большихъ корня; невозможное уравнеше. !
1

1 Неопределенное уравнеше; всякое число есть корень.

j|

Мы часто будемъ обозначать трехчленъ черезъ у и,

следовательно, будемъ писать:

у = ах2 -\-Ъх ~\- с.

Но иногда мы будемъ обозначать трехчленъ посредствомъ

одного изъ символовъ f{x)y F(x), q>(#), которые читаются такъ:

f малое отъ ж, F большое отъ х% ф отъ х. Буква f есть

первая буква слова functio (функщя), и обозначешя f(x), F(x\
ц>(х) употребляются, чтобы обозначить функцт отъ пере-
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мЪнной х. Главное преимущество этого обозначешя состоитъ

въ слЪдующемъ. Если мы напишемъ:

f (х) = ах2 + Ъх + с

и замЪнимъ х въ трехчлен-fe буквой или числомъ, то

полученный результатъ обозначаютъ такъ, что въ выраженш функцш

f{x) замЪняютъ х этой буквой или этимъ числомъ. Такъ,

jf(*) = «s2 + 6s + c,

/-(\) = аХ2 + й\ + с,

-/410) = 100а +Ю6 +с,
/-(_!) = «—.6 + с.

При изслЪдованж трехчлена второй степени удобно ввести

корни уравнешя:

ах2 + Ъх + с = 0
,

т. е. корни уравнешя, которое получимъ, если прирав-

няемъ трехчленъ нулю. Для краткости говорятъ, что эти

корни суть нулевыя точки трехчлена; мы будемъ вообще
обозначать ихъ черезъ х' и х'[. Если

Ъ2 — \ас > 0,

то трехчленъ имЪетъ двЪ различныя нулевыя точки. Если

Ъ2 — 4ас = 0,

то трехчленъ имЪетъ двойную нулевую точку. Если же

Ъ2 — 4ас<0,

то трехчленъ не имЪетъ нулевыхъ точекъ.

190. Каноничесюя формы трехчлена.
Каноническими формами трехчлена называются особыя формы, къ кото-

рымъ можетъ быть приведенъ трехчленъ и въ которыхъ суще-

ственныя свойства его ясно обнаруживаются; именно, существу-
етъ общая каноническая форма, изъ которой получаются три
частныя формы въ зависимости отъ того, будетъ ли дискрими-
нантъ отрицательным^ положительнымъ или равнымъ нулю.

При введеши этихъ каноническихъ формъ мы не будемъ
ссылаться на результаты, которые мы получили для уравнетя

второй степени; напротивъ мы здЪсь придемъ къ этимъ резуль-
татамъ другимъ путемъ.
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1. Общая каноническая форма. Такъ какъ мы

предположили, что коэффищентъ а не равенъ нулю, то:

ах2-\- Ъх -)- с = а \х2~\ х -\- --\ ;

поэтому: •

(1) ах2-\- Ъх + с = a [(* +^f — ^j&—]'
Эту каноническую форму мы всегда можемъ придать

трехчлену. Следовательно, трехчленъ второй степени

равенъ произведена коэффищента а перваго члена

на сумму некоторой постоянной и квадрата линейной

функц1и отъ^, въ которой коэффи^ентъ при х равенъ 1.

Какъ скоро увидимъ, этотъ результатъ играетъ очень

существенную роль при изслЪдоважи графическаго изображешя
трехчлена.

2. Случай, когда дискриминантъ им-Ьетъ

отрицательное значеше. Примемъ теперь, что

Ь2 — 4ас<0,
или

4ас —&2>0.

Въ этомъ случай существуетъ положительное число w, для

котораго

и поэтому равенство (1) можно написать такъ:

(2) ах* + Ъх + с = а [(а +^+т2] .

Следовательно, трехчленъ равенъ произведена ко-

эффиц1ента а перваго члена на сумму двухъ квадра-

товъ. Въ этомъ случае трехчленъ, очевидно, не можетъ

равняться нулю; въ самомъ дЪлЪ, квадратъ всякаго числа имЪетъ

положительное значеше, а сумма двухъ положительныхъ чиселъ

можетъ лишь въ томъ случай быть равной нулю, если оба

числа равны нулю; между тЪмъ здЪсь т2 не можетъ быть рав-

нымъ нулю.

3. Случай, когда дискриминантъ равенъ нулю. Если

Ь* — 4ас = О,
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то равенство (1) принимаетъ видъ:

К. IT -J
2 а(3) ах2-\-Ъх-\-с = а(х-\-^) ;

полагая здЪсь

2а
х

'

мы придемъ къ равенству:

(3') .ат?-\-Ъх-\-с = а{х — х')2.

Следовательно, трехчленъ равенъ произведен^

квадрата двучлена первой степени относительно #, именно

х — х\ на а.

4. Случай, когда дискриминантъ им-Ьетъ

положительное значеше. Въ этомъ случай

*+ Ъ. + .-а[{,+#-$*£*)%
и въ прямоугольныхъ скобкахъ стоитъ разность двухъ квадра-

товъ. Но эта разность помощью тождества

А2—В2 = (А + В)(А — В)

можетъ быть разложена на два сомножителя; такимъ образомъ
получится равенство:

ах2 -[- Ьх -\- с =

(4)
= а(х+^-^^)(х+Ь VW^cV ' 2а 2а )\ ' 2ат 2а

Если же мы положимъ:

^ _-b+VW=ba~c

х" =

2а

2а

то получимъ:

(4') ах2 -)- Ъх -f- с = а (х — х) {х — х").
Различныя каноничеоюя формы, полученныя нами, можно

соединить въ одну таблицу (стр. 328).
Изъ результатовъ, сведенныхъ въ этой таблице, можно

получить непосредственно рЪшеже и изслЪдоваше уравнежя

второй степени.
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Таблица каноническихъ формъ трехчлена:

ax2-\-bx-^-c (афО)

1. Общая форма

2. Ь2 —4ас<0

0) х+
Ъ\* &2 —4ас]
2а) \Ф \

(2) *[(" +$+'"]'
гд-fe т2 -

4ас—Ь*

4а2

3. №— 4яс = 0

(3)

(3')

а \x-\-
Ъ\*
2а) '

а(х — ее')2,

ГД* х'=~к'

(4)Чж+^+1^-с,,ж
Ъ Vb2—4ac

[4. Ь2 — 4ас>0

(4')

гд-Ъ

2а /\
' 2а

а (ее
— ее') (ж —ее"),

2а )■

,
_

— Ъ-\-уЖ^-*ас
С ~

2U '

,, —Ъ — Уъ2-\ас
С ~

2"а"

191. Знакъ трехчлена. Часто бываетъ полезно определить
знакъ трехчлена второй степени при нЪкоторомъ значенш х,

безъ предварительнаго вычислешя. Мы достигаемъ этого

легко съ помощью каноническихъ формъ. Если трехчленъ не

имЪетъ нулевыхъ точекъ, то онъ имЪетъ форму (2). Но

величина, содержащаяся въ скобкахъ, имЪетъ для любого значешя

х положительное значеше; следовательно, трехчленъ имЪетъ
знакъ числа а, т. е. знакъ перваго своего члена. Въ случай
двойного корня, изъ формы (3') непосредственно видно, что

трехчленъ имЪетъ знакъ коэффиц1ента а, если только онъ не

равенъ нулю, что имЪетъ мЪсто при х = х'.

Если же трехчленъ имЪетъ двЪ различныя нулевыя точки

х' и х". то имЪетъ мЪсто каноническая форма:

(4') а {х — х') (х — х").
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Обозначимъ меньшш корень черезъ х'. Пусть,

следовательно, будетъ:
V х' < х".

Тогда для переменной х нужно различать три случая: х меньше

чЪмъ х\ х лежитъ между х' и х\ или же х больше, чЪтъ х".

1. Если

х < х',

то, конечно,

х<хГ;

следовательно, оба сомножителя х — х\ х — х" представляютъ

собою отрицатеяьныя числа; поэтому произведете ихъ есть

положительное число, произведете же (4') имеетъ знакъ коэф-

фищента а.

2. Если имеютъ место неравенства:

X ^^ X ^^ JL .

то сомножитель х — х' имеетъ положительное значеше,

сомножитель же х — х" — отрицательное; поэтому произведете (4')
имеетъ знакъ, противоположный знаку коэффищента а.

3. Наконецъ, если х > х\ то сомножители х — х'

и х — х" имеютъ оба положительныя значешя, и произведете

(4') имеетъ, какъ и въ первомъ случае, знакъ числа а.

Изъ этого изслодовашя, исчерпывающая всевозможные

случаи^вытекаетъ теорема:

Теорема 74. Трехчленъ второй степени имеетъ тотъ

же знакъ, что и первый его членъ, за исключешемъ

того лишь случая, когда онъ имеетъ две различныя ну-
левыя точки х1 и х" и разсматриваемое значеше х

лежитъ между х' и х".

192. Неравенства второй степени. Предшествующая
теорема ведетъ къ решешю неравенствъ второй степени, т. е.

неравенствъ вида

ах2 -(- Ъх -f- с > О,
или

ах2 -\- Ъх -\- c< 0.

Разсмотримъ сначала первое неравенство. Ему отвеча-

етъ уравнеше
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ах1 -\- Ъх -\- с = 0,

которое получимъ, замЪнивъ знакъ > знакомъ =.

Мы различаемъ здесь три случая, въ зависимости отъ того,,

имеетъ ли соответствующее уравнеше два корня, или одинъ

двойной корень, или же не имеетъ вовсе корней.
1. Соответствующее уравнеше не имеетъ корней.

Тогда предложенное неравенство всегда удовлетворяется, если

а есть число положительное; напротивъ, оно не

удовлетворяется ни при какомъ значенж х, если а есть число отри-

цательное.

2. Соответствующее уравнен1е имеетъ двойной

корень. Разсуждаемъ такъ же, какъ и въ первомъ случае, съ

тою только разницей, что здесь при значенш #, равномъ

двойному корню, неравенство превращается въ равенство.

3. Соответствующее уравнеше имеетъ два различ-

ныхъ корня. Обозначимъ ихъ черезъ х и х' и примемъ

опять, что х' <С х\ Если а есть число положительное, то х

должно быть либо меньше, чемъ х', либо больше, чемъ х'\ т. е.:

либо х<^х> либо х^>х'\
Если а есть число отрицательное, то х должно лежать между

х' и х", т. е.

X ^^ X ^^ X .

Подобнымъ образомъ изследуется неравенство:

ах2 -\-Ьх -\- с <^0.
*

Мы можемъ, впрочемъ, свести его также къ только - что раз-

смотренному случаю, такъ какъ это неравенство можетъ быть

написано еще такъ:

— ах2 — Ъх — с >> 0.

Примечание I. Чтобы узнать, который изъ двухъ корней въ

формуле п. 181 имеетъ ббльшую величину, обратимъ внимаше

на знакъ числа а, Такъ какъ "J/&2 — 4ас обозначаетъ

положительное число, квадратъ котораго равенъ &2 — 4 ас, то

при положительномъ а получимъ:

— b — VW— 4ае —b+ yW^&Te ,

2а ^ 2а

напротивъ, при отрицательпомъ а:
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— b + Vb*- ~4ас
^

—- Ь— У~Ь'2 — 4ас

,2а
^ 2а

Прим-Ьчанле II. Въ третьемъ случай неравенство второй
степени разъ заменяется однимъ изъ двухъ неравенствъ

а другой разъ—двумя совместными неравенствами

х < х < х".

СлЪдуетъ остерегаться смешивать эти два случая. Если,,
напримЪръ, х' = 1 и х" = 2, то въ первомъ случай х должно

быть либо меньше 1, либо больше 2, между тЪмъ какъ во

второмъ случае х должно лежать между 1 и 2, т. е.

одновременно должно быть больше 1 и меньше 2.

ИзслЪдоваше многихъ неравенствъ можетъ быть сведена

къ изслЪдовашю неравенства второй степени; см. задачи 422

до 426.

РЪшеше неравенства второй степени можно свести въ

следующую таблицу:

P-femeHie неравенства:

ax2+bx + c>0 (афО).

Ь2 — 4ас<0

■4ас = 0

Ь2 — 4ас>0

а>0

Неравенство всегда

удовлетворяется.

Тоже; сверхъ того, оно

превращается въ равен-
Ь

ство при х -

2а

Неравенство
удовлетворяется, если

либо х <#',

либо хух".

Зд-Ьсь:

— ъ - у ь* -- Аас
2а

— ъ+уь*-- 4ас

а<0

Неравенство никогда
не удовлетворяется.

Тоже; сверхъ того, оно

превращается въ равен-
— Ь

ство при х = —— .F
2a

Неравенство
удовлетворяется, если

одновременно

х' < х < о?'.

Зд^сь:

2а

и, значитъ,

х' < я/'.

■ 6-f- Т/"б2--4ас
2а

--Ъ-УР-Ьас
2а

и, значитъ,

х' < ж".
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193. Сравнение даннаго числа съ корнями уравнешя

второй степени. При решенш задачъ второй степени, которыя мы
4

будемъ разсматривать въ следующей главе, нередко приходится

решать задачу, которую можно считать обратной только - что

разсмотрЪнной задаче:
Задача. Пусть дано уравнеже второй степени:

f (х) = ах1 -f- Ъх -\- с = 0.

ИзвЪстенъ знакъ числа f(m)9 где т есть данное число.

Можно ли отсюда заключить, что уравнеже имЪетъ

корни, и, если оно ихъ имеетъ, то будутъ ли эти корни

больше или меньше числа т?

Число f(m)> определяемое равенствомъ

f (т) = а т2 -\~ Ьт -)- с,

называется результатомъ подстановки числа т въ левую
часть даннаго уравнежя. Принимая, что числа а и f(m) оба

отличны отъ нуля, различаемъ два случая, въ зависимости отъ

того, имеетъ ли f(m) тотъ же знакъ, что и коэффишентъ
и въ первомъ члене, или противоположный.

1. Сначала примемъ, что числа а и f(m) имЪютъ

противоположные знаки. Тогда произведете ихъ имеетъ

отрицательное значеше, и изслЪдуемый случай характеризуется неравен-
сгвомъ

af(m)<0.

Достаточно внимательно посмотреть на таблицу

предыдущей страницы, чтобы увидать, что этотъ случай можетъ иметь

место лишь тогда, когда данное уравнеже имеетъ корни

и т лежитъ между этими корнями; въ самомъ деле, во

всехъ остальныхъ случаяхъ трехчленъ левой части имеетъ

знакъ своего перваго члена. Отсюда вытекаетъ следующая

теорема:

Теорема 75-ая. Если результатъ подстановки числа т

въ левую часть уравнежя второй степени имеетъ знакъ,

противоположный знаку коэффифента перваго члена,

то уравнеже имеетъ два различныхъ корня, и число т

лежитъ между ними.

2. Пусть будетъ теперь
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af{m)> 0.

Тогда необходимо различать нисколько случаевъ:

a) предложенное уравнеше не имЪетъ корней; въ такомъ

случае Ь2—4ас есть число отрицательное.

b) уравнеше имЪетъ двойной корень, отличный отъ т;.

тогда Ь2 — 4ас = 0 ;

c) уравнен1'е имЪетъ два корня х и х"\ тогда ?У2 — 4ас

есть число положительное; при этомъ т можетъ быть либо

меньше, чЪмъ менышй корень х\ либо больше, чЪмъ болышй

корень х".

Въ случае с) мы можемъ слЪдующимъ образомъ узнать,,
что изъ двухъ действительно имЪетъ мЪсто. По п. 186:

х' + х"
__ Ь_

2
"

2а'

Такъ какъ х' меньше, чЪмъ х\ то каждое число, меньшее,.

чЪмъ х\ будетъ также меньше, чЪмъ
х

~^х , т. е. чЪмъ — —;

каждое же число, б6льшее,ч1>мъ я/', будетъ также больше, ч^мъ—-г--

Чтобы сравнить т съ корнями х' и х", достаточно сравнить числа

Ъ
т съ полусуммой этихъ корней, т. е. съ числомъ —

у-. Если

число т будетъ меньше полусуммы, то оно будетъ наверное
меньше, чЪмъ менышй корень; если же число т будетъ
больше полусуммы, то оно наверное будетъ больше, чЪмъ бблышй"

корень.

Это изслЪдоваже мы можемъ представить въ таблице,
которая помещена на стр. 334.

194. ПримЪнеше къ изслЪдовашю уравненж второй
степени. Предшествуюиие результаты въ очень многихъ случа-
яхъ даютъ возможность провести изслЪдоваше уравненш

второй степени. Покажемъ на примЪрахъ, какъ нужно вести по-

добнаго рода изслЪдоваше. Изучеше этихъ примЪровъ и рЪше-
Hie задачъ, помЪщенныхъ въ концЪ главы, научитъ читателя

самостоятельно производить подобное изслЪдоваше, и такимъ пу-
темъ онъ научится этому лучше, чЪмъ заучивая наизусть

множество правилъ. Мы свели результаты, которые слЪдуетъ

запомнить, къ возможно меньшему числу; замЪтимъ при этомъ,»
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что нЪтъ надобности заучивать эти таблицы наизусть; ихъ

нужно только уяснить себЪ и часто применять.

Прибавимъ еще нисколько указанш для читателя.

Следующая таблица содержитъ, въ качестве частнаго случая, изслЪдо-

ваше знака корней въ уравнеши второй степени, которое мы

привели на стр. 321. Достаточно здЪсь положить ж = 0, чтобы

Сравнеше числа ж съ корнями уравнешя: 1
I f (х) — ах- ~\- Ьх -\- с = 0.

1 Услов1я.

1

I a f(m) < 0

\af(m)>0<
1

|i

|i

Ь2 — 4ac<0

62 —4ac = 0 •

Ь2 —4ac>0<

[ /
Ъ

Ш<-Та

:П>-Та

СлЪдств1я.

Уравнеше имЪетъ два корня
х и х"; т лежитъ между этими

корнями: 1

х < т< х". 1

1
Уравнеше не имеешь корней.

Уравнеше имЪетъ двойной
корень х\ I

-4-
'

Уравнеже им-Ъетъ два корня
ж' и ж"; I

т<^х <^х .

Уравнеже им^еть два корня
х и х"\

х' < х" <[ т.

получить указанные уже выше результаты относительно знака

корней; именно, при т = 0 будетъ f(m) = c\ следовательно*

произведете af(m) имЪетъ знакъ произведешя ас, а этотъ

знакъ совпадаетъ со знакомъ числа—.
а

Приведенная таблица совершенно достаточна для изслЪдова-

н1я уравнешя второй степени, если только коэффиц1ентъ а не ра-

ъеиъ нулю. Полезно заметить хорошо эту таблицу. Если а равно

нулю, то мы пользуемся таблицей на стр. 324. Часто пользуются

также таблицей, помещенной на стр. 331; но она не заключаешь
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въ себЪ ничего такого, чего бы не было въ таблице на стр. 334.

ПримЪръ I. Дано уравнеше

(X -f З)^2 + 2(2Х + 1)а? + (X + 5) = °-

ИзслЪдовать, существуютъ ли корни и, KaKie они имЪ-

ютъ знаки.

Дискриминантъ уравнешя, если возьмемъ его въ

упрощенной формЪ (п. 183), будетъ:
В = (2Х + I)2 — (X + 3)(Х -4- 5)
= 4Х2 + 4Х f- 1 — X2 — 8Х — 15

= ЗХ2 —4Х —14.

Следовательно, онъ обращается въ нуль для значенш X

., 2-/46 х„_
2 + ^46

х =
—з—'

х -
з

Произведете корней х' и х" равно

следовательно, знакъ его совпадаетъ со знакомъ трехчлена:

(Х + 3)(Х + 5),

нулевыя точки котораго суть
— 3 и — 5.

Сумма корней х и х" выразится такъ:

q_ 2(2X + 1)
°~~

\ + 3

Знакъ ея тотъ же, что у трехчлена

_(2Х + 1](Х + 3),

нулевые точки котораго суть —-^
и —3.

Поэтому особенными значежями X, т. е. такими значе-

шями X, при которыхъ выражешя D, Р и S мЪняютъ свои

знаки, будутъ: X', X", —3, —5, ^* Удобно располагать эти

особенныя значежя по ихъ величине. Чтобы установить это

расположеше, можно было бы вычислить X' и X" съ точностью до

одной десятой; будетъ проще, однако, воспользоваться

результатами п. 193..

Для этой цЪли полагаемъ:
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D = F(K) = ЗХ'2 — 4\ — 14.

Тогда будетъ:

F(— 5) = 3 • 25 4-4-5 — 14 > О,

F(— 3) = 3- 9 + 4-3 — 14>0,

^(-т) = 3Ч+4-т-14<°-
Впрочемъ, для опредЪлешя знака нЪтъ необходимости

вычислять на самомъ дЪл% значен in F(—5), F(—3), F( g");
достаточно лишь сообразить, будутъ ли эти значешя положитель-

ныя или отрицательныя.

Такъ какъ X2 въ выражежи D имЪетъ положительный коэф-

фищентъ, то —
у лежитъ между X' и X". ДалЪе, числа — 5 и

— 3 наверное меньше X', такъ какъ они не могутъ быть

больше X", потому что X" больше, чЪмъ —
-^

• Расположивъ такимъ

образомъ особенныя значешя X по величине, мы можемъ

составить следующую таблицу (стр. 337).
Мы могли бы въ этой таблице не указывать знаковъ Р и

S въ тЪхъ областяхъ, гд*Ь D имЪетъ отрицательное значеше.

Но удобнЪе заполнить всЪ столбцы безъ исключешя; такимъ

образомъ можно скорее придти къ цЪли и легче избежать

ошибокъ.

Въ первомъ столбце расположены по величине особенныя

значешя X, а въ трехъ слЪдующихъ столбцахъ приведены

знаки или же частныя значешя 0 и оо выраженш D, Р, S для

особенныхъ значешй и для промежутковъ, раздЪляющихъ эти

значешя одно отъ другого. Наконецъ, въ послЪднемъ столбце

указаны слЪдстя, къ которымъ приводятъ результаты трехъ

столбцовъ D, Р и S.

ПримЪръ II. Сколько возможныхъ значенш даетъ

уравнеше

5 cos2 х — 19 cos^ + 13 = °

для cos х?

Чтобы некоторое значеше для cos x было возможными

оно должно лежать, въ промежутке отъ — 1 до -\- 1. Если мы

положимъ
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cos х = у

и

№ = 5У2— 19?/+ 13 = О

то нужно будетъ определить, сколько нулевыхъ точекъ имЪетъ

трехчленъ f(y) въ промежутке отъ —1 до + 1. ИмЪемъ:

Д-1) = 54 19 + 13>0,
/-(!) = 5 — 19+13 <0.

1 х.
||

-00

~5

||

-3

i

V

I
!

l 1

2

X"
it

+ °°

В

+

+

I
"Г

+

4-

0

—

—

—

0

+

р

+

0

—

оо

+

+

_i_

+

+

+

+

s

—

—

-

00

+

+

+

0

—

—

СлЪдств1я: 1
i

ж'<0, ж"<0

х' < 0, х" = 0

х < 0, 0 < ж" 1

„ 1 1
X = ОО , Ж = -р-

ж'>0, х">0

,„.__^>„
Н-Ътъ корней.

Нетъ корней.
II

Нетъ корней.

,W>____^"+1)<0 1
х-х -

г+3
<U

а/<0, ж"<0

Такъ какъ /(1) имЪетъ отрицательное значеше, а коэффищентъ

при у2 въ выраженш Ду)—положительное, то f(y) имъетъ две

различныхъ нулевыхъ точки у' и у" (п. 193), и

//' < 1 < ?/'•

Такъ какъ, съ другой стороны, f(— 1) есть число

положительное, то число— 1 должжэ быть меньше, чъмъ у'] действительно,
Вере л ь, Элементарная математика. 22
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такъ какъ у1' больше, чЪмъ 1, то — 1 не можетъ быть больше,
чЪмъ у\ Следовательно:

-1 <У'<1<У\

и корень у\ лежащШ между —1 и —J— 1, даетъ единственное

возможное рЪшеше для cos х. Это рЪшеше:

COS ^19-^36^ = 19-_р0Т= 0895

Другой корень

у" = 2,905

не даетъ никакого решен'ш.

Прим-Ьръ III. ИзслЪдовать уравнеше

(X -f 4) sin0- х — 2 (X + 3) sin ж + X + 1 = 0.

Для того, чтобы значеше для sin x было возможнымъ, оно

должно лежать въ промежутке отъ — 1 до 4~ !• Полагаемъ

опять sin х = у и

Пу)=-(^+4)2/2-2(Х + 3)|/ + Х + 1.

Тогда:

В = (х 4- 3) ^ _ (X + 4) (X + 1) = X + 5,

(Х4-4)/Ч-1) = (Х+4)(4Х+11),
(X + 4)f(l) = —(X+4). -

Следовательно, особенныя значешя для X, расположенныя

по величине, будутъ:

_5 -4 -И-
» > 4

Прибегая опять къ разсуждешямъ п. 193-го, мы можемъ

составить следующую таблицу (стр. 339).
Относительно области (— 5, — 4), которой по таблице

соответствуют корни у' и у", бблышя 1, могъ возникнуть

вопросъ, не лежатъ ли эти корни между — 1 и 4~ 1 и не

меньше ли они оба, чемъ —1. Чтобы разрешить это сомнете,
X -i~ 3

нужно сравнить — 1 и -f 1 съ полусуммой корней 7, .

Имеемъ:

X-t3
Х +4^

'*
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такъ какъ \ -j- 4 имЪетъ здесь отрицательное значеше, и,

очевидно,

\ + 3< А+4.
Такъ какъ синусъ долженъ лежать между —1 и.-|-1> то

мы видимъ, что предложенное уравнеше не даетъ ни одного

возможнаго значежя для sin#, если Х<— —

,
и даетъ только

одно значеше, если \^ — -j-.

X

1
1—5

— 4

11

4

-\- 00

D

—

0

+

+

+

+

+

af(-\)

+

+

+

0

—

0

+

а№

+

+

+

0

—

—

—

Сл,Ьдств4я

НЪтъ корней j

Корни равны у' = у" = 2 1

л 1 // 1

1<2/ <У

" 3
у =оо, у =у

2/'<-1<1<2/"
'

J
у' = — 1, у">1

-1<2/'<1<2/" I

IV. ИЗСЛЪДОВАШЕ ТРЕХЧЛЕНА ВТОРОЙ СТЕПЕНИ; ГРАФИЧЕ- '

СКОЕ ИЗОБРАЖЕНА.

195. Точно такъ же, какъ вследъ за изслЪдовашемъ урав-

нежя первой степени съ одной неизвестной мы занялись изагЬ-

довашемь линейной функцш ах-\-Ъ, обратимся теперь къ

изслЪдовашю трехчлена ах2 -|- Ъх -j- с. Начнемъ съ частна-

го случая, въ которомъ коэффищенты Ъ и с равны нулю, и разсмо-

тримъ, следовательно, функфю ах2; при этомъ сначала поло-

жимъ, для простоты, коэффифентъ а равнымъ 1.

196. ИзслЪдоваше функцш у = х2; графическое
изображеше. Мы изслЪдуемъ функцш у, определяемую урав-

нешемъ

22*
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Ж2

Пусть сначала х имЪетъ отрицательное значеше, очень

большое по абсолютной величине. Тогда у будетъ имЪть очень

большое положительное значеше. Если, напримЪръ, х = — 1000,

то у = -j- Ю00000. Если х возрастает^ оставаясь

отрицательным^ т. е. принимаетъ отрицательныя значешя, абсолютное

значеше которыхъ все меньше и меньше, то у убываетъ. На-

примЪръ, при х = — 10, у = -\- 100; при х = — 2, г/ = -|- 4;
1 1

При X = — 1
, у = '+ 1 ; При = X — тт:, # = + iTvr100

Такимъ образомъ мы видимъ, что у одновременно съ х

приближается къ нулю; при х = 0 имЪемъ также у = 0. Если

х продолжаетъ возрастать и принимаетъ все бблышя и бблышя

положительныя значешя, то у также принимаетъ все бблышя и

бблышя положительныя значешя. Соединяя эти результаты, мы

можемъ составить следующую таблицу:

х

1 у

— 00

+ оо положит.,

0

убываетъ 0 положит., возраст. -\- ОО |

D'C'B'A'CH А В С О

Фиг. 81.

Следовательно, функщя у

убываетъ въ области (—оо, 0) и

возрастаетъ въ области (0,-|-оо).
Чтобы получить графическое изо-

бражеше функцш у = х'\ прбведемъ

двЪ прямоугольныя оси Ох, Оу
(черт. 31) и выберемъ единицу
длины ОВ. Мы нанесли на чертежЪ
точки А, Д С, Д А\ В'у С\ D\

абсциссы которыхъ суть:

1
'• !"' 2 ' 1, •2.

СоотвЪтствуюийя ординаты должны быть:

1 Т^Г . У7ГК7 9

АМ--

ТМ7-
4'

ЯЛ''

1>У = 4,

D'(/
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Если соединимъ точки Q', Р', N' М', О, М, Л7, Р, Q
сплошной лишей, то получимъ кривую, изображенную на

чертеже 31. Эта лишя должна быть продолжена дальше за точки

Q и Q\ но размеры бумаги ограничены, и поэтому можемъ

изобразить лишь часть кривой.

Сразу замЪчаемъ, что ординаты С Р, С'Р', которыя

соответствуют абсциссамъ ОС, ОС\равнымъ по абсолютной

величине, но противоположнымъ по знаку, равны между собой.

Поэтому прямая РР' параллельна оси Ох и перпендикулярна

къ оси Оу. ДалЪе, точка I, въ которой эта прямая пересЪка-
етъ ось Оу, будетъ серединою отрЪзка РР', такъ какъ О есть

середина отрезка С С. Следовательно, по данной точкЪ Р мы

можемъ получить Р', если изъ Р^опустимъ на Оу
перпендикуляръ PI и этотъ перпендикуляръ продолжимъ на разстояже

IP' = PL Поэтому говорятъ, что точка Р расположена

симметрично съ точкой Р по отношешю къ оси Оу.
Такъ какъ это . разсуждеше можетъ быть применено къ

каждой точкЪ Р части кривой ОМNPQ, то вЪтви ОМ' N' P' Q'
и OMNPQ называютъ симметричными по отношешю къ

оси Оу. Следовательно, кривая состоитъ изъ двухъ вЪтвей,

которыя симметричны относительно оси Оу; поэтому прямая

Оу называется осью симметрш этой кривой.

ИзслЪдуемъ еще точнее форму
кривой. Пусть М будетъ нЪкоторая
точка кривой (черт. 32). Соединимъ
ее съ точкой О. Каковъ наклонъ

прямой ОМ? Если х есть абсцисса

точки М, то ордината этой точки

раьна х2. Вообще, наклонъ прямой
ОМ равенъ частному отъ дЪлешя

ординаты М на ея абсциссу;
следовательно, здЪсь онъ равенъ х. Если

х очень мало, то наклонъ этотъ

очень близокъ къ нулю. Если

поэтому М приближается къ точк1з О,
то ОМ стремится совпасть съ Ох. Точно такъ же, если х

очень велико, то наклонъ тоже очень великъ, и прямая OR все

болЪе и болЪе приближается къ прямой Оу. Эти замЪчашя

Фиг. 32.
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подтверждают^ что кривая имЪетъ приблизительно такой видъг

какой изображенъ на чертеже.

197. ИзслЪдоваше функщй у =— х2 ну=ах2.
Теперь мы разсмотримъ функщю у = — х2. Проведемъ две оси

Ох, Оу, выберемъ единицу длины О В и начертимъ кривую

2/ = —|- х2, которую изобразимъ пунктиромъ (черт. 33).

Пусть А будетъ произвольная точка оси Ох, абсцисса

которой есть х\ этой точке А отвЪчаетъ точка М, ордината1

которой AM= х2. Какая точка кривой у = — х2

соответствуешь той же абсциссе? Очевидно, точка М', ордината которой
AM' имЪетъ отрицательное значеше, но по абсолютной

величине равна х2. Следовательно, точка Ж расположена

симметрично съ М относительно оси Ох. Итакъ, каждому

значению х отвЪчаютъ въ случае кривыхъ у = х2 и у =
— х*

противоположныя ординаты, и мы получимъ вторую

кривую, начертивъ кривую, симметричную первой по отношешю къ

оси Ох.

Составимъ следующую таблицу, изображающую ходъ изме-

нешй функщй у =
— х2:

X

I y

— о©

— о© отрицат., возраст.

0

0 отрицат., убываетъ

+ с*

— оо

Фиг. 33.

Наконецъ, разсмотримъ функщю,
определяемую уравнешемъ

у = ах2,

въ которомъ а обозначаетъ отличную отъ

1 положительную постоянную.

Кривая, изображающая функщю у= ах2,
имеетъ видъ, совершенно сходный съ только-

что изследованной нами кривой,
изображающей функщю у = х2. Можемъ идти

дальше и показать, что оба эти уравнешя

изображаются одной и той же кривой,
если мы выберемъ подходяьщя единицы

длины. Начертимъ, напримЬръ, кривую,,
выражаемую уравнешемъ

у = \0х2
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За единицу длины возьмемъ сантиметръ. Это уравнеше можно

написать еще такъ:

\Qy = (\Ъх)\
2

Если, следовательно, мы возьмемъ х =
т^,

то получимъ \0х
= 2Г

и отсюда находимъ:

10т/ = 22=4; ;
_4_
10

Итакъ,для точки, имеющей абсциссу т~, ордината будетъ т^.

Точно такъ же мы можемъ убедиться, что абсциссамъ Tq > тк» тк

соотв-втствуютъ ординаты tjt , т^,
~. Если мы, следовательно^

начертимъ кривую, уравнеше которой

У = ос\

принимая за единицу длины миллиметръ, то мы получимъ ту же

кривую, какъ если бы мы исходили изъ уравнежя

у= 10ж2

и принимали сантиметръ за единицу длины.

Кривыя, полученныя нами,

отличаются одна отъ другой

лишь масштабомъ, въ кото-

ромъ онЪ начерчены, и,

следовательно, подобны. ОнЪ

называются параболами.

198. Изл-Ьдоваше трех-

членовъ съ численными ко-

эффищентами.
I. Пусть будетъ данъ трех-

членъ

(1) у = _2а* + 3.

Если мы начертимъ

параболу, определяемую уравнешемъ

(2) у= — 2х\

то увидимъ, что кривая (1)
отличается отъ кривой (2) тЪмъ,

Фиг. 34.
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что для каждой абсциссы ордината увеличена на 3. На чертеже

34, гдЪ О А представляетъ единицу длины, мы изобразили

кривую (2) пунктиромъ; это — кривая SRQ ОМN Р. Кривая (1)

получится изъ нея, если мы увеличимъ ординаты всЪхъ ея точекъ

на одно и то же число 3. Такимъ образомъ мы получимъ

кривую S' R' Q' О' Ж N' Р\ при чемъ всЬ отрЪзки 8S\ RR\ QQ
О 0\ MM', NN\ РР' имЪютъ алгебраическое значеже 3.

Искомая кривая, которую мы такимъ образомъ нашли,

получается, следовательно, изъ вспомогательной кривой, обозначенной

пунктиромъ, путемъ передвижешя параллельно оси у-овъ.
Можно поступить еще слЪдующимъ образомъ. Возьмемъ 00'

равнымъ 3 и проведемъ О'х' параллельно Ох. Если мы теперь

возьмемъ оси х О' у вместо осей х Оу, то абсциссы различныхъ
точекъ останутся безъ перемены, въ то время какъ ординаты

уменьшатся на 3. При этомъ мы должны обратить внимаже

на то, что мы перенесли,

ось абсциссъ. Отсюда по-

Q' лучаемъ измЪнеше начала

ординатъ, такъ какъ

начало ординатъ есть точка

пересЪчешя оси абсциссъ

съ осью ординатъ. Чтобы

получить искомую кривую,

достаточно, следовательно,

начертить кривую

у' = —2#2

по отношенш къ осямъ

х О' у.
Фиг. 35.

II. Теперь разсмотримъ уравнеше:

у = 1(а>-1)«.
Искомая кривая получается изъ кривой, выражаемой урав-

нешемъ:

У =
1

• х2

путемъ передвижешя параллельно оси 0.г,такъ какъ для обЪихъ

этихъ кривыхъ мы получаемъ тЪ же ординаты, если абсциссы
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отличаются одна отъ другой на 1. Можно также перенести ось

ординатъ, принимая за начало ту точку О' прямой Ох, абсцисса

которой равна 1, а за ось ординатъ
— перпендикуляръ О' у'

къ оси Ох.

На чертеже 35 проведена пунктиромъ кривая TSROMPQ,
которая изображаетъ графически функцю

у=-^х2\

единица длины 00' = О'А = АВ; искомая кривая есть

Т S' R' О' Ж Р Q'. Она получается изъ предыдущей кривой
. параллельнымъ перенесешемъ на разстояше:

III. Разсмотримъ, наконецъ, трехчленъ

у = х2 -\- \х -f- 3,

который можно свести къ канонической формЪ

у = (ж + 2)1-1;

изъ этой формы видимъ, что

искомая кривая получается

изъ кривой:

у = х*

съ помощью двойного перене-

сешя: одно изъ нихъ

происходить параллельно оси Ох, а

другое—параллельно оси О г/.
Именно (черт. 36), пусть

О' будетъ точка съ

абсциссой — 2 и ординатой — 1,
а М—точка искомой

кривой съ абсциссой х = О А и

съ ординатой у = AM.

Теперь по чертежу фиг. зе.

б7Т= 6rC-{-CJr= 047 + 0А"=я + 2,

\ Vs

\ ' / °

о7; с

!а

A' jc'
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Сообразно съ этимъ изъ уравнешя

у
= (х + гу — 1

слЪдуетъ, что

лГм = 77Т,

т. е. что геометрическое мЪсто точки М по отношешю къ

осямъ Ох, О'у действительно определяется уравнешемъ:

у' = я'2.

Такимъ образомъ, изслЪдоваше трехчленовъ приводитъ къ

тЪмъ же кривымъ, что и изслЪдоваше функцш у = ах2.

Изменилось лишь положеше кривой по отношешю къ осямъ„

но въ каждомъ частномъ случай внимательное разсмотрЪше

чертежа указываетъ положеше осей О'х' и О'у'. Точка О'

называется вершиной параболы; прямая О'у , которая, какъ

намъ известно, есть ось симметрш, называется осью

параболы, а прямая О'х—касательной въ вершинЪ. Къ этому мы еще-

вернемся (п. 200).
199. ИзслЪдоваше произвольна™ трехчлена. Для того,

чтобы изслЪдовать трехчленъ

(1) у = ах2 -\-Ъх -\- с

и его графическое изображеше, проще всего, воспользоваться

общей канонической формой:

(2) У = а[Х + Та) й~-

Тогда имЪютъ мЪсто соображешя, совершенно сходныя съ

предыдущими, Въ самомъ дЪлЪ, обозначимъ черезъ О' точку,,

координаты которой суть:

_

b b2 — \ас
.

пусть О'х , О'у' будутъ прямыя, соответственно параллельные

осямъ Ох, Оу, и пусть, далЪе, х' и у' будутъ
координаты некоторой точки по отношешю къ этимъ осямъ; тогда въ

качестве графическаго изображешя трехчлена получимъ параболу:

у' = ах'2,

осью которой будетъ служить прямая О'у', а касательной въ вер-
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шине—прямая О'х . Мы не будемъ, однако, останавливаться на

изложенж этого способа, предпочитая приступить

непосредственно къ изогЬдовашю трехчлена (1), пользуясь при этомъ

канонической формой (2).

Въ формуле (2) х содержится въ правой части лишь въ

выраженш [х ~\- -~\ , которое всегда имЪетъ положительное

значеше и только при х = —
у- обращается въ нуль.

Если, следовательно, а есть число положительное, то

произведете а(х -\~ ^-) всегда имЪетъ положительное значеше.
2а)

или вовсе исчезаетъ; напротивъ, если а есть число

отрицательное, то произведете это всегда имЪетъ отрицательное

значеше, или исчезаетъ. Отсюда следуетъ, что у при положитель-

номъ а достигаетъ наименьшаго значежя, или, какъ гово-

* Ь
рятъ еще, достигаетъ абсолютнаго минимума, если х = —

-у-
•

Напротивъ, если а есть число отрицательное, то у дости-

гаетъ при х =
—у- абсолютнаго максимума, т. е. принима-

етъ при этомъ значенш х ббльшее значеше, чемъ при какомъ

либо другомъ значенш х.

Выражеше х-\--=- возрастаетъ вместе съ х. Если х -\- -=-

имЪетъ положительное значеше, то (х -f- -~A изменяется въ

томъ же смысле, т. е. возрастаетъ вместе съ х\ если же

х -\- у- имЪетъ отрицательное значеше, то его абсолютная ве-

(А
\ 2"

убываетъ, если х возрастаетъ при отрицательномъ значенш дву-

\ ъ
члена # ч- л- •

1 2а

Наконецъ, произведете а (ж-)-у) изменяется въ томъ же

смысле, какъ (#-[-_), или же въ противоположномъ въ за-
2а

висимости отъ того, имеетъ ли а положительное или отрица

тельное значеше.
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На таблице, приведенной на следующей странице, сделана

сводка всего изслЪдовашя.

Выше, въ п. 191, мы уже разсмотрЪли, чЪмъ определяется

знакъ трехчлена. Мы могли бы теперь получить все результаты

произведеннаго выше изслЪдовашя путемъ определешя знаковъ,

которые имеютъ минимумъ и максимумъ трехчлена. Если,

^напримЪръ, а и 4 ас— Ь2 суть положительныя числа, то

абсолютный минимумъ имЪетъ положительное эначенк;
следовательно, у не можетъ обратиться въ нуль. Напротивъ если

4ас— Ь'2 есть число отрицательное, то у убываетъ отъ -)- сю до

этого отрицательнаго минимума и поэтому одинъ разъ

обращается въ нуль въ промежутке между -foo и этимъ отрица-

тельнымъ минимумомъ. Точно также выражеше у обращается

одинъ разъ въ нуль, когда оно возрастаетъ отъ этого

отрицательнаго минимума до -[-- оо .

Главные случаи, которые здесь встречаются, представлены

-на чертежахъ отъ 37 до 42. Въ нихъ абсцисса О А равна

—

-^-,
и это значеше х даетъ максимумъ или минимумъ;

ордината AS равна
ас~

и, следовательно, равна значенш у для

х = — 2~; S есть вершина параболы.

Прим-Ьчаше I. Значеше выражешя [х -\- -~\ зависитъ лишь

отъ абсолютнаго значешя двучлена х -\- у • Следовательно, если

мы полагаемъ последовательно:

X + Ta
= t

И

I
ь

+
Х + Та

= ~^

то это выражеше принимаетъ одно и то же значеше; то же

самое будетъ иметь место и для у. Поэтому значешя абсциссъ:

и
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+оо
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Фиг. 37.

' 7 4а

Фиг. 38.

а>0; Аас — Ы = 0.

_ Минимумъ нуль, двойной корень;
Положительный минимумъ, корней S и А совпадаютъ.

н.'Ътъ.

Фиг. 39.

У

О

у

А

1 х-

Фиг. 40.

.а >0; Аас — &2<0; 4^ —<0. а<0; 4ас — 62>0; — С^ ^<0.
4а

Отрицательный минимумъ, два

корня ОМ' и ОЖ77.
Отрицательный максимумъ, корней

нЪтъ.

Фиг. 41.

1- а.< °; 4ас —б2 = о.

Фиг. 42.

а<0; 4йС-^<0;1^=->0.
.Максимумъ нуль, двойной корень;

8 и А совпадаютъ. Положительный^максимумъ, два

корня ОМ и ОМ .
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даютъ однЪ и rfe же ординаты, и такимъ образомъ мы опять

приходимъ къ доказанной уже симметрш по отношешю къ

прямой, параллельной Оу и проходящей черезъ вершину S.

Прим-Ьчаше II. Нулевыя точки трехчлена суть абсциссы то-

чекъ пересЬчешя параболы съ осью Ох. Если парабола

касается прямой Ох (черт. 38, 41), то точки пересЪчеш'я совпадаютъ,
и потому въ этомъ случае нулевая точка называется двойной.

200. Кривая х = у2. Соглаае съ геометрическимъ опре-

дЪлешемъ параболы. Вместо уравнешя

у = ах2 -\- Ьх -]- с

изслЪдуемъ теперь подобнымъ же образомъ построенное урав-
неше

х= ау*-\-Ъу + с,

гдЪ буквы х и у замЪщены одна другой. Эта перестановка

представляетъ не что иное, какъ перемЪну обозначена.

Ограничимся случаемъ кривой

которая

кривой

X =1/,

соотвЪтствуетъ

у = х1

съ тЪмъ различ1емъ, что

теперь Ох служитъ осью

симметрш, а О

у—касательной въ вершинЪ. Пусть
О А будетъ единица длины, Ж"—точка кривой, РМ—ея ордината^

ОР (черт. 43) абсцисса.

Такъ какъ О А есть единица длины, то

Фиг. 43.

X

ы вслЪдсгае этого

ОР

Ш
'

оТ

У = ■

0~А

РМ*

О А О А2>

Ш1И

ОА- ОР = РМ\
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Но это уравнеше представляетъ слЪдсгае геометрическаго

опредЪлешя параболы, какъ мЪста точекъ, разстояше кото-

рыхъ отъ некоторой постоянной точки—фокуса равно разсто-
яшю отъ некоторой постоянной прямой—директриссы. При
этомъ ОА называется двойнымъ параметромъ; именно, ОА

представляетъ двойное разстояше фокуса отъ директриссы.

Такимъ образомъ доказано, что кривыя, названныя здЪсь

параболами, тождественны съ кривыми, которыя носятъ эта

назваше въ геометрш, и назван1я ось, вершина,

касательная въ вершинЪ находятъ себЪ полное оправдаше.

ЗАДАЧИ КЪ ГЛАВЪ XVH.

388. Решить уравнешя:

2х2 — Зх — 3 = 0,
2х2— 5 х — 7 = о,

Зх2 — х —У"2 = 0,

ж2 — 5ж + 1 =0,
Зж2 —8ж+ 4 = 0.

389. Решить уравнежя:

2ж2 — Зх — 5 = 0,

2*2 — 5х — 9 = 0,
хг — 5я? + 3 = 0,

Зх2 — 8ж + 7 = 0.

390. Решить уравнежя:

х-З^х-2 '

х
— 3~гх-\ '

2ж + 3 _2ж + 4

~+4 ~5.т —3'

Зх —2
_

2ж - 4
^

ж

~~

ж + 1 +"*

391. Р-Ьшить слЪдующ1я уравнения:

х — Ь х — а а
,

Ь

х — ах — b b ~т~
а

у

_j = 1 + 1.1
а -\-b-\-x а

' Ь ~т"
х
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(а
— xf + (я? — bf

_
__

(а — ж)2 + (ж — by
~ "

392. Составить уравнеже второй степени, имеющее корни 5 и — 7.

393. Составить уравнеже второй степени, имеющее корни, 1000 и

0,001.

394. Составить уравнеже второй степени съ корнями |/*3 и "|/"4.
495. KaKie знаки имЪютъ корни уравнежя

(а + 3)я2 + (2а+3)я + а + 5 = 0,

когда а принимаетъ всевозможныя значежя ?

Изслъдовать сначала, при какихъ значежяхъ а корни вообще су-

ществуютъ.
396. Решить ту же задачу для уравнежя

(а + 5)х2 + {2а - Ъ)х + а — 10 = 0 .

397. Решить ту же задачу для уравнежя

(а — 2)х2 -f 2 (а — 2) ж + Зл + 4 == 0 .

398. ИзслЪдовать существоваже и знаки корней уравнешя

(2а4-3)жи+(а + 1)а? + 4 = 0,

когда а изменяется отъ —ос до -f-oo.
399. Решить и изслъдовать уравнеже

х2 (2 cos a + 3) + 2а? (cos a — 1) -)- 3 cos a = 0,

въ которомъ a обозначаетъ данный уголъ.
400. ИзслЪдовать уравнеже

'(а — 5) cos2 х 4- (2а -\- 3) cos х -\- 3а = 0 ,

где а—постоянная, а х—неизвестный уголъ.
401. Решить неравенство

3 cos2 ж — 12 cos ж + 5 > 0
,

принимая,,что уголъ х лежитъ между 0° и 180°.

402. Решить въ томъ же предположена неравенство

5 sin2 х 4- 3 sin x — 1 < 0 .

403. Решить и изследовать неравенство :

(1 +X)aj2 —ЗХог— 1 >0.

404. Построить параболу
3

2

принимая сантиметръ за единицу длины.

405. Построить ту же кривую, принимая за единицу длины деци-

метръ для оси ж-овъ и миллиметръ для оси ?/-овъ.

Б о ре ль, Элементарная математика. 23
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406. Построить параболу

у = 50000ж2,

принимая за единицу длины метръ.

407. Построить параболу :

у
= — 0,0002 ж2,

принимая за единицу длины десятую миллиметра.
408. Построить параболу

у = х2,

принимая сантиметръ за единицу длины.

409. Построить параболу

у = х*

и прямую

у = 2х + Ъ,

принимая за единицу длины сантиметръ. Измерить абсциссы ихъ общихъ
точекъ и показать, что онъ* равны корнямъ уравнешя

ж2 = 2ж + 3

(графическое рЪшеше уравнешя второй степени).
410. Построить параболу

У = х-

и прямую

2/ = Зж + 4,

принимая сантиметръ за единицу длины. Измерить абсциссы ихъ общихъ
точекъ и показать, что он1> равны корнямъ уравнешя

х2 = 3 х -\~ 4 .

411. Решить ту же задачу для параболы

у=:--Х2

и прямой
2/=2ж + 10,

принимая за единицу длины миллиметръ.

412. Решить ту же задачу для параболы

1
2

у = -х*

и прямой

у = 2х + \5,,

принимая за единицу длины миллиметръ.

413. Р-Ьшить об'Ъ предшествующ1я задачи, пользуясь клетчатой

бумагой и принимая сторону квадрата за единицу длины.
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414. Построить параболу

лринимая за единицу длины сантиметръ.

415. Построить ту же кривую, принимая за единицы длины десятую
часть метра и миллиметръ.

416. Построить параболу

у = 2х'2 — 5^ + 3,

принимая за единицу длины сантиметръ. Вычислить абсциссы точекъ

пересвчешя этой кривой съ осью ж-овъ и проверить результатъ
вычислений изм'Врешемъ.

417.> ИзслЪдовать трехчленъ
3

9
1

y=--X* — ~X--\

и начертить отвечающую ему кривую, принимая сантиметръ за единицу

длины.

418. Построить кривую

принимая сантиметръ за единицу длины.

419. Построить сл'Ьдующ1я кривыя:

я? = 50000^2 +ЗООу-3,

у -0,0001 х2+ 0,01 х — 1 ,

выбирая надлежащимъ образомъ единицу длины.
420. Если данное уравнеше второй степени им-ветъ корни х и ж",

то подъ уравнешемъ съ обратными корнями разумЪютъ такое уравнеше
1 1

п

второй степени, корни котораго суть —г и —т? • Доказать, что уравнеше

съ корнями, обратными корнямъ уравнешя

ахъ-\- Ъх-\-с = 0,
имЪетъ видъ :

сх2-\~ Ьх-{- а = 0.

Произвести на этомъ основанш изслЪдоваше случая, когда а равно нулю;

показать, что мы придемъ такимъ путемъ къ результатамъ п. 187.

421. Пусть будетъ дано уравнеже второй степени, корни котораго

суть х и х":

ах'2-{-Ьх-\-с — 0 .

Доказать, что уравнеше

а(у-Л)* + Ь(у-Л) + с = 0

им'Ьетъ корни у = х -f- h и у" — х" -\- h .

23*
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Определить h такъ, чтобы въ этомъ уравненш не было второго

члена. Вывести отсюда новымъ способомъ формулу для решетя уравне-
жя второй степени.

422. Решить неравенство :

ах±±
,Гх -\-Ь'

^

Нужно умножить обе части на положительную величину {ах-\-Ь')2.
423. Решить неравенство:

а (х — а) (х — Р) (х - т) > 0 .

424. Решить неравенство:

а (х — а) (х — р) (х — т) (х — Ь) > 0 .

425. Решить неравенство :

ах2-\- Ьх-\-с п

Нужно умножить обе части его на (а х2-\-V х-\~ с )2.
426. Решить следующая неравенства:

Зж-5^ '

5ж —1
-^и'

5х — 5

5жа-ба?+1
ж —4

>U'

жа_4ог + 3
^ п

х2 — 7^+10^ '

2а£-6а?+5
3 —4ж-8х2^

427. Пусть будетъ дано уравнеже второй степени:

f{x) = ax*-\-bx + c = Q.

Далее, пусть будутъ даны числа т и т\ тогда следуегъ доказать, что

уравнеже имеетъ корень, лежащж между т и т', если

f(m)f(m')<0.
Если же

Г(т)Г(т')>0,

то возможны четыре случая: 1. уравнеже не имеетъ корней; 2. оба
корня уравнежя лежатъ между т и т\ 3. корни уравнежя больше, чемъ

т и т\ 4. оба корня меньше, чемъ т и т. Показать, отъ чего зави-

сятъ эти четыре случая по образцу изследоважя, произведеннаго въ

л. 193.
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428. Изсл'Ьдовать уравнеже:

(А + 3) sin2 х — 4 (А +1) sin ж + 2А = 0 .

Нужно воспользоваться предшествующей задачей; при этомъ нужно

взять т = — 1
,
т = 1.

429. Решить уравнеше четвертой степени:

ах*-\-Ьх2-\-с = 0.

Если положить х'2 = у, то получится уравнеше второй степени по отно-

шешю къ у у которое можетъ имЪть два корня у' и у"\ если оба эти

корня положительны, то предложенное уравнеше имЪетъ четыре корня

+ W, - Уу\ + Vy", - W.
430. Решить уравнешя :

х± — 13ж2-|-36 = 0,
ж4 — 4ж2 + 4 = 0,
ж4 — 6ж2 + 5 = 0

,

хх — 4cc2-f 3 = 0,

ж4+2ж2 —3 = 0,
2ж4 + 5ж2 — 7 =0,

Ж4 _ Ж2 + 1 = 0 ,

ж* + 3ж2 +-1 =0.

431. Найти на основанш теоремы 72-ой въ п. 180 число корней
уравнешя ах*-\-Ьх2 -\-с = 0.

432. Изсл'Ьдовать уравнеше:

(1 -f Л) cos4ж — ЗАсоб2ж + 1 =0.

Определить значен1е cos х при А = 1 .

433. Определить а, Ь, с такъ, чтобы парабола

у = ах2 -\~bx-\- с

проходила черезъ точки А, В, С со следующими координатами:

А:

В:

С:

х = 3

ж = 1

х = — 5

у = 4

у = 0

у = 2

строить параболу, принимая за единицу длины сантиметръ.



Глава XV\\\.

ЗАДАЧИ ВТОРОЙ СТЕПЕНИ.

201. Опред-Ьлен1е. Подъ задачами второй степени разу-

мЪютъ задачи, решеше которыхъ можно свести къ рЪшешю

уравнеюй второй степени съ одной неизвестной (и, кроме

того, уравнешй первой степени съ одной или многими

неизвестными). Мы разсмотримъ здесь лишь те задачи, для

которыхъ достаточно решить одно уравнеже второй степени съ

одной неизвестной.

При этомъ определенш следуетъ припомнить замечашя,

которыя мы сделали относительно задачъ первой степени

(п. 153).

202. Составлеше уравнешя задачи. ИзслЪдоваше. Что

касается составлешя уравнешя задачи, то намъ нечего

прибавить къ тому, что мы уже сказали объ этомъ относительно

задачъ первой степени; что-же касается изследовашя, то мы

должны, напротивъ того, сделать несколько новыхъ замечашй.

А именно, теперь являются три обстоятельства, которыхъ
не было въ случае задачъ первой степени:

1. корни могутъ вовсе не существовать;

2. если есть два корня, то следуетъ различать таюе

случаи:

a) лишь одинъ корень отвечаетъ задаче;

b) два корня даютъ два различныхъ решетя задачи;

c) несмотря на то, что оба корня различны, они ве-

дутъ къ одному и тому же решенгю задачи;||
d) ни одинъ изъ корней не даетъ решетя задачи.

3. Наконецъ, можетъ существовать двойной [корень; мы

увидимъ (задача IV), какое важное значеже имеетъ это

обстоятельство.

При изследованш задачъ первой степени, какъ мы видели,
можетъ случиться, что решеше перестаетъ существовать, ста-
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новясь безконечнымъ или неопределенными Это имЪетъ место

въ томъ случай, если въ уравненш

ах -[- Ъ = О

коэффищентъ а обращается въ нуль. Если же въ уравненш

второй степени

ах2 -|- Ъх -\- с = О

коэффишентъ а обращается въ нуль, но при этомъ Ь не равно

нулю, то уравнение понижается до первой степени и имЪетъ

теперь только корень ^^т-; исчезнувши корень сталъ безконечно

большимъ. Если, далее, оба коэффишента а и Ъ равны нулю, а

с не равно нулю, то уравнеше не удовлетворяется ни однимъ

конечнымъ значешемъ х\ следовательно, оно имЪетъ два

безконечно большихъ корня, или, если угодно, одинъ двойной
безконечно большой корень. Наконецъ, если коэффишенты а, 6, с

все три равны нулю, то уравнешю удовлетворяетъ любое зна-

4eHie х\ следовательно, корни его остаются неопределенными

(ср. п. 188).
203. Простые примеры задачъ второй степени. Задача I.

Стороны прямоугольника имеютъ длины въ 4 м. и 7 м.

На какую длину нужно увеличить одну изъ нихъ и

уменьшить другую, чтобы площадь равнялась 24 кв. м.?

Пусть искомая длина будетъ равна х м. Если х есть

положительное число, то мы удлинимъ ту изъ сторонъ, которая

первоначально равнялась 4 м. и укоротимъ ту, которая
первоначально равнялась 7 м. Если же х есть отрицательное число, то

изменеше будетъ обратное. Во всякомъ случае, однако, первая
сторона будетъ иметь длину (4-\-х) м., а вторая (7 —х) м.

Площадь прямоугольника, выраженная въ квадратныхъ метрахъ,

равна произведен^ длинъ его сторонъ, выраженныхъ въ метрахъ.

Следовательно:

(4 +а?) (7 — х) = 24,
т. е.

х2 — Ъх — 4 = 0.

Отсюда мы получаемъ:
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и корни будутъ:

'— 8
— А.X

—у
— *,

\

,,
__

— 2
__ 1

■

Первый* корень даетъ длины сторонъ 4 + 4 и 7 — 4, т. е.

8 и 3. Следовательно, получаются два рЪшешя предложенной

задачи. Эти решешя ведутъ, однако, къ двумъ конгруэнтнымъ

прямоугольникамъ, такъ какъ стороны лишь переставлены. Можно

было предвидеть, что получится лишь одинъ прямоугольникъ.

А именно, если одна сторона, укорочена, а другая настолько

же удлинена, то сумма ихъ, а, следовательно и периметръ

прямоугольника остаются безъ перемены. Поэтому вопросъ

заключается въ томъ, чтобы найти прямоугольникъ, площадь и

периметръ котораго известны. Теперь мы разсмотримъ эту задачу

и покажемъ, что действительно существуетъ только одинъ

прямоугольникъ, удовлетворяюще этимъ требовашямъ.

Задача II. Каковы длины сторонъ прямоугольника,

площадь котораго равна 30 кв. м., а периметръ 22 м.?

Пусть длины сторонъ прямоугольника будутъ х м. и

х" м. Тогда периметръ его будетъ (2х -J- 2х") м., а площадь

х х" кв. м. Следовательно:

х' -[- х" = 11,

х' х" =30.

Итакъ, нужно найти два числа, сумма и произведете ко-

торыхъ известны. Но въ такомъ случае намъ известны коэф-
фифенты уравнешя второй степени, имеющаго корнями х' и х".,
Это уравнеше вообще имеетъ видъ (п. 184):

х2 — (х' + х")х -f х'х" = 0;

следовательно, въ данномъ случае :

х2— И х + 30 = 0.

Решивъ это уравнеше, получимъ:

т. е. корнями его служатъ числа 5 и 6. Следовательно, либо



Глава XVIII. Задачи второй степени. 361

х' = 5, х" = 6, -

либо

х =6, х" = 5.

Итакъ, мы имЪемъ два решешя; этимъ двумъ рЪшешямъ отвЪ-

чаютъ, однако, два конгруэнтныхъ прямоугольника, стороны.

которыхъ лишь переставлены.

Задача III. Найти два числа, разность которыхъ равна

3,jl произведете равно 40.

Мы можемъ решить эту задачу подобно предыдущей.

Именно, разность двухъ чиселъ равна сумме перваго числа и числа,

противоположнаго второму. Поэтому будетъ целесообразно
обозначить первое число черезъ х\ а второе черезъ

— х". Эти

разсуждешя приводятъ къ двумъ уравнетямъ

ж'+я" = 3,

#V = —40.

Следовательно, х и х" суть корни уравнешя:

х2 — Зх — 40 = 0.

Отсюда получимъ:

3
, -|/"9 {~ 3 , т/Ш 3

, 13

следовательно, корни будутъ

х' = 8, х" = — 5.

Поэтому искомыя числа х' и —х' равны 8 и 5. Но мы могли

бы также положить:

х' = — 5, х" = + 8-

Тогда искомыя числа будутъ —5 и —8. Это решете отлично

отъ перваго; следовательно, задача имеетъ два решетя.

Задача IV. Определить прямоугольникъ, периметръ

котораго равенъ 4а см, а площадь равна площади

квадрата со стороной въ d см.

Пусть длины сторонъ прямоугольника будутъ х1 см. и х" см.

Тогда:

х' -f- х" = 2а,

х'х" = d2,
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Следовательно, х' и х" суть корни ypaвнeнiя

х2 — 2ax + d2 = 0.

Отсюда слёдуетъ:

х = а + Va2 — d2.

Изсл^доваше. Для того, чтобы формула имела смыслъг
должно быть а2 — d2 ^ 0, т. е. а2 ^ d2. Такъ какъ а и d суть
числа положительныя, то это услов1е равносильно более

простому: a^d, потому что квадратъ положительнаго числа тЪмъ

больше, чЪтъ больше самое число. Поэтому задача возможна

лишь тогда, когда периметръ искомаго прямоугольника больше,,
чЪмъ периметръ даннаго квадрата, или равенъ ему.

Если периметръ прямоугольника равенъ периметру

квадрата, то хх = х" = d, т. е. рЪшеше дается самимъ квадратомъ,.

какъ это и можно было предвидеть, и оно является въ этомъ

случай единственными Тогда уравнеше второй степени имЪ-

етъ двойной корень. Мы можемъ сказать, что этому корню

соответствуешь двойное рЪшеше. А именно, если а больше

d, то имеются два прямоугольника, удовлетворяющихъ задачи:

одинъ съ основашемъ х' см. и высотой х" см., а другой съ

основажемъ х? см. и высотой х' см.; эти прямоугольники,

впрочемъ, конгруэнтны. Если теперь х' = х\ то каждый изъ

этихъ прямоугольниковъ обращается въ квадратъ и квадратъ

является поэтому двойнымъ рЪшешемъ.

Это двойное рЪшеше имЪетъ важное свойство, которымъ

часто обладаютъ двойныя решетя: оно даетъ тотъ

прямоугольнику который изъ всЪхъ прямоугольниковъ одинаковой

съ нимъ площади имЪетъ наименышй периметръ. Изъ предыду-

щихъ разъясненш слёдуетъ, что при данной площади периметръ

не можетъ быть меньше \d см; въ самомъ деле, если а < d, то

предложенная задача не имЪетъ решетя; следовательно,
наименьшее значеше периметра 4а равно 4d; это и есть

периметръ квадрата.

Можно также стать на другую точку зрЪжя, разсматривая аг

какъ постоянную, a d, какъ переменную. Тогда d должно быть

меньше, или, въ крайнемъ случае, равно а, и теперь а является;

наибольшимъ значешемъ стороны d, т. е. между всеми пря-
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моугольниками одинаковаго периметра въ \а см. наибольшую
площадь имЪетъ квадратъ со стороной въ а см.

Если, напримЪръ, помЪщикъ имЪетъ ограду изъ проволоки

определенной длины и хочетъ воспользоваться ею, чтобы

оградить возможно большее прямоугольное поле, то онъ дол-

женъ придать этому полю форму квадрата.
204. Задачи второй степени, при изслЪдованш кото-

рыхъ применяются свойства трехчлена. Задача V. Треу-

гольникъ и квадратъ

имЪютъ основашя на

одно й и той же прямой!):
Требуется провести

прямую D\ параллельную*
этой прямой, такимъ

образомъ, чтобы сумма:

площадей частей треу-
Фиг. 44.

гольника и квадратаг

отсЪкаемыхъ этой прямой D' и находящихся надъ нек>г

была равна площади треугольника.

Пусть А,В,С будутъ вершины треугольника, a М, N, Ру
Q—вершины квадрата (черт. 44); далЪе, пусть АЛ будетъ
высота треугольника, Р\ Q', В', С\ Н'—точки пересЪчешя прямой
D' съ прямыми MP, NQ, АВ, АС, АН. Положимъ, далЪе,,
что выраженные въ сантиметрахъ:

ВС=а см; AH=h см; PQ = MP = b см.

Выберемъ за неизвестную х разстояше между параллелями:

D и D', такъ что опять-таки въ сантиметрахъ:

РР = QQ = НН! = х см.

Площадь треугольника ABC равна -=-ah кв. см. Отноше-

Hie площадей подобныхъ треугольниковъ А'В'С и ABC равно»
(h — ж)2

отношенпо квадратовъ ихъ высотъ, т. е. равно -—?т »

поэтому площадь треугольника А'В'С равна

1 7 {h — xf
у ah v

h2
}
кв. см.

ДалЪе, площадь прямоугольника MNQP1, очевидно, равна:

м

Р'

N

•ву
V 1

V

\с
н' Т \
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Ъ (b — х) кв: civi. Следовательно, уравнеже задачи будетъ:

1 7 (h — xf , ,п ч 1 -

или, если освободимъ его отъ знаменателей, умножая на 21г\

а (1г — xf -f- 2hb (b — x) = ah2.

Итакъ, задача приводитъ къ уравнешю второй степени:

.(1) ах1— 2h(a-{-b)x+2hb2=0.

Чтобы это уравнеше имело корни, дискриминантъ его D

долженъ иметь положительное значеже:

D = h2 (a + bf — 2ahb2 > 0.

Располагая по степенямъ Ь, получимъ:

b2 (h2 — 2ah) + 2h2ab -f a2h2 > 0.

Такъ какъ h есть число положительное, то мы можемъ

разделить обе части неравенства на 1г, не изменяя его смысла

п, 147); тогда получимъ:

(2) b2 (h — 2а) + 2ahb -f aVi > 0.

Чтобы решить это неравенство второй степени по отноше-

шю къ Ь, полезно вычислить дискриминантъ D' левой части

его. Находимъ:

I)' = а'Чг2 — а2П{]1 — 2а) = 2аЧ.

Дискриминантъ D' всегда имЪетъ положительное значен1е,
такъ какъ а и h суть положительныя числа. Следовательно*

уравнеже

£> = 0

имЪетъ два различныхъ корня V и //'.

Если теперь

h — 2а > 0,

то оба корня будутъ отрицательными (п. 186). Поэтому
неравенство (2) наверное удовлетворяется, если Ь есть

положительное число; а это действительно имЪетъ место вследств1е геоме-

трическаго значешя числа Ь.

Если же, наоборотъ:

h — 2а < 0,
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то одинъ изъ корней,— напримЪръ Ъ'—будетъ отрицательнымъ,
а другой Ъ" положительнымъ; въ этомъ случай, чтобы

удовлетворялось неравенство (2), D должно имЪть знакъ,

противоположный знаку своего перваго члена, и поэтому должно быть

V < Ь < Ь\

или, такъ какъ Ь есть положительное число:

Итакъ, если

Л> 2а,

то уравнеше (1) имЪетъ корни для всякаго Ъ\ если, наоборотъ,
h < 2а, то ypaBHeHie (1) имЪетъ корни только тогда, когда:

Ь < //',

т. е. когда выполняется yoiOBie:

(i h -f- а У2 a h
ъ< 2а —h

ПримЪчаше. Вместо того, чтобы решать неравенство D > О

относительно Ь, мы могли бы решить его относительно h. Это

можетъ, пожалуй, казаться болЪе простымъ; въ самомъ дЪлЪ,

дЪля на h, мы получимъ неравенство первой степени

относительно h, изъ котораго слЪдуетъ:

^
2а Ь*

,1>{а + Ъ)*'

Но если мы теперь пожелаемъ определить значешя Ь7 для ко-

торыхъ имЪетъ мЪсто это неравенство, то нужно изслЪдовать

дробь, числитель и знаменатель которой оба второй степени

относительно Ь, а этого мы еще не знаемъ.

ИзслЪдоваше. Мы нашли услов1я существовашя корней урав-

нешя (1). Теперь остается изслЪдовать, действительно ли корниг

если таковые существуютъ, удовлетворяютъ предложенной

геометрической задачЪ. Когда мы составляли уравнеше задачи, мы

попросту приняли (черт. 44), что х есть положительное число, что

оно меньше Ь и меньше h. Чтобы не разбрасываться безпре-

дЪльно, мы оставимъ въ сторонЪ вопросъ, къ какимъ задачамъ,

родственнымъ съ предложенной, ведутъ значежя х, не лежаци'я;
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бъ этихъ границахъ, и лишь изслЪдуемъ, сколько имЪетъ урав-

-неше (1) такихъ корней, которые больше 0 и одновременно

меньше, чЪмъ Ь и h. Для этого обозначимъ лЪвую часть урав-

.нешя (1) черезь f{x). Тогда:

f(0) = 2hb2,

f(b) = ab* — 2h{a + b)b -\- 2hb2 = ab{b — 2ft)

f(h) = ah2 — 2ft (a -f- 6) ft + 2ft&2 = ft (2b2 — 2bh — ah).

1. Примемъ сначала, что 6 < ft. Тогда ж должно лежать

между 0 и 6, чтобы задача имЪла рЪшеше. Но f(0) имЪетъ

положительное значеше, а f(b) — отрицательное. Следовательно,

.существуетъ одно и только одно рЪшеюе задачи.

2. Пусть будетъ теперь Ъ > h. Тогда # должно лежать

между 0 и h, чтобы задача имЪла рЪшеше.

ЧтобЬ изслЪдовать, удовлетворяется ли уравнеше f(x) = 0

.для значежй х, содержащихся между 0 и ft, мы разсмотримъ

/(0) и f(h). Такъ какъ /(0)== 2ft//2 есть положительное число,

то дЪло идетъ о знакЪ f(h). Если для сокращешя положимъ:

F(b) = 2b2 — 2bh — ahy
то:

f(h) = hF(b).

Поэтому, для того чтобы было /,(ft)>0. необходимо и

достаточно, чтобы F(b) имЪло положительное значеше. Но

F(h) = — ah<0.

Поэтому F(b) имЪетъ корень Ь19 болышй, чЪмъ /г, а именно:

, _h+yW+2ah
"г— .2

Тутъ нужно различать два случая. Во-первыхъ, если Ъ

лежитъ между ft и Ъ19 то f(h) есть число отрицательное.

Следовательно, имеется лишь одинъ корень х, который
лежитъ между 0 и ft, и потому существуетъ одно лишь рЪ-
шеше задачи.

Во-вторыхъ, если 6>&1? то /(0) и f(h) оба имЪютъ по-

ложительныя значешя, и мы не знаемъ наверное, имЪетъ ли

.корни уравнеше f{x) = 0. Поэтому мы должны предположить,

•что выполняются найденныя хвам.и раньше услов1я, при кото-
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рыхъ D имЪетъ положительное значеше. Если же эти услов1я
выполняются, то мы можемъ быть уверены, что имЪетъ мЪсто

одна изъ слъдующихъ трехъ возможныхъ комбинащй: либо оба

корня меньше 0, либо оба лежатъ между 0 и h, либо, нако-

нецъ, оба больше, чЪтъ 1ь. Чтобы рЪшить, какая именно изъ

этихъ трехъ возможныхъ комбинацш будетъ имЪть мЪсто, мы

должны сравнить 0 и h съ полусуммою корней, равной
~*~

.

(Х-

Но эта полусумма, очевидно, больше h, ибо какъ а и 6, такъ и

h имЪютъ положительныя значешя; следовательно, оба корня

больше, чЪмъ А, и поэтому предложенная задача не

имЪетъ рЪшетя.

м n

р'

А

Q' Д (D')

Р Q В С (D)
Фиг. 45.

Для того, чтобы предложенная геометрическая задача имЪла

рЪшеше, необходимо и достаточно, чтобы было:

0 ^ 2 '

это рЪшеше — единственное.

Простое геометрическое разсуждеже подтверждаетъ этотъ

результатъ. Изъ услов1я задачи видно (черт. 44), что площади

MNP'Q' и ВСС В' равны между собой. Если теперь х

возрастаешь отъ нуля, то площадь MNP'Q' убываетъ отъ начальнаго

значешя Ь2, а площадь В С С В' возрастаетъ отъ нуля.

Следовательно, обЪ эти площади могутъ быть равны между собой не

•болЪе, какъ при одномъ положенш D'\ и такде положеше

есегда существуетъ, если только площадь MNQ' Р' не будетъ
все еще больше, чЪмъ ВСС В' и при томъ положенш прямой

D', когда она проходитъ черезъ вершину треугольника А
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(крайнее положеше, которое она можетъ занять), въ этомъ

случатз часть ВССВ\ обращается въ треугольникъ А В С

(черт. 45). Это yaioBie можно выразить неравенствомъ:

h {Ъ — h) > -^-ah.
Такъ какъ а и h имтзютъ положительныя значешя, то, рЪшая,
это неравенство относительно 6, находимъ:

Если, въ частности,

h + Yh* + 2ah
6=

^
'

то рЪшеше дается прямой В\ проходящей черезъ точку Ai

вмЪстЪ съ тЪмъ х = h.

205. Примерь изсл%дован!я тригонометрической задачи

Пусть ABC будетъ прямоугольный треугольникъ, a D

—проекщя вершины А прямого угла на гипотенузу БС

Вычислить уголъ АСВ = у, если между, длинами СА,
CD, CB имЪетъ мЪсто равенство:

. CD + n CA +pCB = 0,

гдтз пир суть данныя положительныя или отрицатель-

ныя числа.

Такъ какъ

СА = СВ cos т

и

CD = СA cost = СВ cos2Y,

то уравнеше задачи будетъ:

(1) cos2t + ^ cosY-f-;? = 0,

или, если положимъ

(2) cosy = ж,

то будетъ:

(3) x2-f пх -\-р
— 0.

Если корень уравнежя (3) удовлетворяетъ задаче, то онъ дол-

женъ лежать между 0 и 1, такъ какъ г есть острый уголъ и

потому cos т имЪетъ положительное значеше.
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Чтобы уравнеше (3) имело корни, должно быть:

п2 — \р > 0.
Если теперь положимъ:

f(x) = x2Jrnx-\-p,
то

f(0) = P,

f(1) = 1+n+p.

Полусумма корней равна —-у ;она либо имЪетъ

отрицательное значеше, либо лежитъ между 0 и 1, либо больше 1, въ

зависимости отъ того, есть ли п положительное число, или лежитъ

между 0 и — 2, или, наконецъ, меньше —2. Теперь мы

найдемъ последовательно услов1я необходимыя и достаточ-

ныя для того, чтобы задача имела два, одно или ни одного

рЪшежя.

1. Чтобы существовали два решетя, должны одновременно

иметь место неравенства:

(a) п2— 4^>0,

(b) №=р>0,

(c) Г(1)=1+п + р>0>

(d) — 2<гс<0.

Неравенство (а) выражаетъ, что уравнеше (3) имЪетъ два

корня. Неравенство (Ь) имЪетъ следсшемъ, что оба эти корня

имЪютъ одинъ и тотъ же знакъ; неравенство (с) — что они

либо оба больше 1, либо оба меньше 1*); неравенство (d),
наконецъ, исключаетъ первую комбинащю **), и такимъ образомъ

достигается, что оба корня, какъ этого требуетъ задача, суть

положительныя правильныя дроби.

Если рЪшимъ предыдущ1я неравенства относительно щ то

получимъ одно изъ двухъ:

*) Если бы одинъ изъ нихъ былъ больше 1, а другой меньше 1, то

въ силу неравенства (Ь) этотъ второй корень долженъ былъ бы также

быть больше 0. Следовательно, въ промежутке 0... 1 заключался бы

одинъ только корень. Такъ какъ f(0) >0, то дожно было бы быть/" (1)< 0,
что противоречитъ неравенству (с). Прим. ред.

**) Такъ какъ изъ услов1я (d) видно, что сумма корней — w<2,
то они не могутъ быть оба >1. Прим. ред.

Б о р ел ь, Элементарная математика. 24
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п< — 2Vp,
или:

п > 2V^p.
Но такъ какъ только первая возможность совместима съ неравен-

ствомъ п < 0, то должно быть:

n< —2j/p,
п> —р —1,

1п> —2.

Неравенства п < 0 нЪтъ надобности приписывать. Остается

изслЪдовать, для какихъ значенш р эти неравенства будутъ
совместными, несовместными или неопределенными.

Если р больше 1, то —р
— 1 меньше —2, и следуетъ

сохранить лишь неравенство п > — 2, изъ котораго вытекаетъ

п^>—р — 1; но если р лежитъ между 0 и 1, то —р — 1

больше — 2, и теперь намъ нужно, обратно, сохранить
неравенство п > —р — 1, имеющее следсгаемъ п > — 2.

Если р больше 1, то — 2|/р меньше —2, и п не можетъ

быть одновременно меньше — 2 ]/~р и больше — 2.

Следовательно, мы должны принять:

(4)
|0<*<1,

К) \—p-\<n< — 2Vp.
Оба неравенства совмъттны, такъ какъ очевидно:

-р-\<-гУр';
въ самомъ дЪл-б это неравенство сводится къ следующему:

р_2Ур+1>0.
или:

(У? —i)2>o.
Услов1я (4) необходимы и достаточны для того, чтобы

задача имела два рЪшешя.

2. Для того, чтобы имело место лишь одно решеше,

необходимо и достаточно, чтобы f(0) и f(l) имели

противоположные знаки, т. е. чтобы было

Р(1+*+*)< 0.
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Это неравенство требуетъ, чтобы было либо

(5) (1+гс+^<0,
либо же:

^
' Р<°>

Это — случаи, когда имеется одно решеше; въ другихъ случа-

яхъ нЪтъ ни одного.

Результаты изследовашя могутъ быть представлены
следующей таблицей:

Р < 0

0<р<1

р>л

п< —р — 1

п>—р — 1

П< —р —1

—р —1 <п<с — гу^р

— 2Yl><n

п>—р — \

п<С —р~ 1

н'втъ решежя

одно рЪшеше

н,Ът1> решежя |

два решежя

одно решеже

н'Ьтъ решежя

одно рЪшеше

Мы предоставляемъ читателю разсмотрЪть предельные

случаи, въ которыхъ некоторый изъ неравенствъ заменяются

равенствами.

ЗАДАЧИ КЪ XVIH-ой ГЛАВЪ.

434. Некоторое поле имеетъ форму квадрата. Какъ велика сторона

квадрата, если, увеличивая одну сторону на 2 м. и уменьшая другую

на 10 м., получимъ прямоугольникъ, площадь котораго равна 88 аровъ?

Произвести изследоваже.
435. Данъ прямоугольный треугольникъ, катеты котораго имеютъ

длины въ 3 м. и 4 м. (5 м. и 12 м). Требуется определить на гипотенузе
точку, разстояше которой отъ вершины прямого угла равно 2 м. (3 м.).
За неизвестное х следуетъ принять разстояже искомой точки отъ той

вершины треугольника, которая противолежитъ стороне въ 3 м. (5 м.).
436. Найти катеты прямоугольнаго треугольника, гипотенуза

котораго равна 13 м., а площадь 30 кв. м.

24*
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437. Какое значеже слЪдуетъ придать переменной ty чтобы система:

(3 + *) я? + 4у = 5 — 3#,

2х+ (5 + t)y = S

была невозможной или неопределенной?
438. Дана прямая и две точки F и Р', лежашДя по одну сторону

этой прямой. Найти на этой прямой точку М, для которой:

MF+MF' =2а см.,

где а есть данное число. Произвести изслЪдован'ш.
Нужно обозначить проекцш точекъРиР' на данную прямую черезъ

Р и Р' и положить:

РР=<2см., Р'Р'=<Г см., РР'=2ссм., РМ= хт.

439. Данъ треугольникъ ABC. Требуется разделить его прямою,

параллельною стороне В С, на две части такъ, чтобы отношеше

площадей этихъ частей было равно данному числу т. Произвести изследо-
ваше.

440. Даны два взаимно периендикулярныхъ диаметра круга АВ и СВ.

Проведемъ черезъ точку А секущую, которая образуетъ съ прямой АВ

уголъ ф. Эта секущая пересечетъ прямую С В въ некоторой точке Р,

а окружность (кроме А) въ точке Q. Определить уголъ ф такъ, чтобы

PQ = а см. Произвести изследоваше.
441. Дана окружность съ центромъ 0, точка А на окружности и

прямая В. Провести черезъ точку А прямую, для которой, если обозна-

чимъ точку ея пересечежя съ прямой В черезъ Р, а точку пересечешя
ея съ окружностью черезъ Q, имеетъ место равенство:

AP = mAQ,

где т — данное число. Обозначить черезъ О точку пересечешя прямой
ОА съ прямой D, черезъ а уголъ, образуемый прямыми АО и D, черезъ
R— число, измеряющее отрезокъ АО, черезъ а—число, измеряющее

отрезокъ АС и черезъ х — (неизвестный) уголъ АРQ съ прямой АО.

442. Въ обществе, состоящемъ изъ 14 лицъ, мужчинъ и женщинъ,

все мужчины вместе и все женщины вместе издержали по 24 р. Каждый

мужчина издержалъ на 1 р. больше, чемъ женщина. Изъ сколькихъ

мужчинъ и изъ сколькихъ женщинъ состояло это общество?

443. Некто долженъ прибавить известное число къ 4, потомъ это

же число вычесть изъ 9 и, наконецъ, оба полученныя такимъ образомъ

числа перемножить. Онъ ошибается, прибавляетъ данное число къ 9,

вычитаетъ изъ него 4 и перемножаетъ оба полученныя такимъ образомъ

числа. Несмотря на это, результатъ получается правильный. Какое

число было задано?
444. Некоторое количество монетъ можетъ быть сложено въ ква-

дратъ, причемъ каждая сторона квадрата содержитъ 51 монету. Если

бы то же число монетъ было сложено въ два квадрата, то сторона
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одного изъ этихъ квадратовъ заключала бы на 21 монету больше, чЪмъ

сторона другого. Сколько монетъ содержать стороны каждаго квадрата ?

445. Два тЪла движутся, выходя изъ точекъ А и В по прямой
лиши на встречу другъ другу, и встречаются по истеченш 32 секундъ.

Одно изъ этихъ т-Ьлъ употребляетъ на прохождеше разстояшя отъ А

до В на 48 секундъ больше, чЪмъ другое. Сколько времени нужно

каждому телу для того, чтобы пройти это разстояше?
446. Судно должно употребить 4 ч. 12 м., чтобы проплыть по реке

12 км. противъ течешя и потомъто же разстояше потечежю. Скорость
течешя равна 3 км. въ часъ. Съ какой скоростью подвигается судно?

447. Два человека выходятъ одновременно изъ точки А и

направляются къ точке Б, удаленной отъ А на 20 км. Одинъ дЪлаетъ въ часъ

на 1 км. больше другого и приходитъ часомъ раньше въ В. Какъ

велики ихъ скорости ?

448. Въ прямоугольнике, стороны котораго равны а см. и & см.,

начерченъ другой прямоугольникъ. Стороны внутренняго прямоугольника
находятся на равныхъ разстояшяхъ отъ сторонъ наружнаго

прямоугольника, а площадь внутренняго прямоугольника равна n-той части

остальной площади наружнаго прямоугольника. Определить длины сторонъ

внутренняго прямоугольника. Применить ртзшеше къ случаю:

а = 4 ,
Ь = 3 , п = \ .

449. Вписать прямоугольникъ данной площади въ треугольникъ.

Произвести изагЬдоваше.
450. Вписать въ шаръ цилиндръ, поверхность котораго имеетъ

данную величину. Произвести изслЪдоваше.

451. Даны две прямыя, образующая уголъ а, и на одной изъ нихъ

две точки А и Ву которыя лежатъ на разстояшяхъ а см. и & см. отъ

точки ихъ пересЬчешя О. Определить на другой прямой такую точку Му
чтобы уголъ AMВ былъ равенъ данному углу а. Принять О Ж" за

неизвестную. Произвести изследоваже.
452. Дана полуокружность д1аметра А В. Пусть М будетъ точка

этой полуокружности, а Р—проекция точки М на прямую АВ. Определить
разстояше АР подъ услов1емъ:

АР+ РМ=тАВ,

где т обозначаетъ данное число. Произвести изследоваше.



Глава XIX.

ИЗСЛЪДОВАШЕ И ГРАФИЧЕСКОЕ ИЗОБРАЖЕН1Е ХОДА

ИЗМЪНЕШЙ ТОМОГРАФИЧЕСКОЙ ФУНКЦ1И.

I. ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ.

206. Опред"Ьлен1е. Подъ томографической функфей ра-

зумЪютъ функщю:

^ч ах-\-Ъ
^> y~~a'x + b"

гдЪ а, Ьу а', V обозначаютъ данный постоянный числа.

Томографическая функция заключаетъ въ себЪ, какъ частный случай,

линейную функц'по, въ которую она переходить при а' = 0.

Поэтому мы предположимъ, что а' ф0, такъ какъ линейная

функшя уже нами изслЪдована и нЪтъ надобности къ ней

возвращаться.

Разсмотримъ сначала частный случай, когда:

а = V = 0, а' = 6 = 1.

Уравнеше (1) принимаетъ тогда видъ:

1
У = ^'

207. ИзслЪдоваше лин1и у =
—• Въ случай функцш

у =
— переменное у имЪетъ всегда тотъ же знакъ, что и х\

далЪе, абсолютное значеше у тЪмъ больше, чЪмъ меньше

абсолютное значеше х9 и обратно.

Выбравъ единицы длины, нанесемъ на черт. 46 слЪдую-
щ\я абсциссы:
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ОС= —4, ОВ'=— 2, 0А'=—

~ОС=4, 1ГВ = 2, 02=1,

OD' =

ОТ) =

СоотвЪтствующ1я имъ ординаты имЪютъ значешя:

Если мы

1
В'2Г =—

у,
4'if =—1, D'Q'= -

5ЛГ=1, il-l, DQ=2,

E'R'^—A,

ШВ = 4.

с А' О Е'
ЕО А С •*>

соединимъ точки Р'у N\ M\ Q', R' и точно

такъ же точки Ру
N, M, Q, R

непрерывной лишей, то

получимъ двЪ кри-

волинейныя вЪтви,

какъ видно на

чертеже. Такъ какъ

обЪ вЪтви опредЪ-

дЪляются однимъ и

тЪмъ же уравнеж-

емъ, то говорятъ,

что онЪ составля-

ютъ одну

кривую; мы называ-

емъ ее

гиперболой.

фиг. 46. Точно такъ же,

какъ у параболы,

вЪтви гиперболы безконечны т. е. могутъ быть продолжены

неограниченно; при выполнена чертежа насъ ограничиваютъ

только размеры бумаги или доски, которыми мы пользуемся.

Если, напримЪръ, мы даемъ абсциссЬ х все бблыхия и ббль-

цля положительныя значешя, то точка С неограниченно
отодвигается вправо и ордината СР становится все меньше и

меньше. Но такъ какъ она остается всегда положительной, то

отсюда слЪдуетъ, что полученная такимъ образомъ безконечная

вЪтвь неограниченно приближается къ оси Ох\ относительно

этой оси говорятъ, что она является асимптотой вЪтви.
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Опред-Ьлеше. Прямая называется асимптотой безко.

нечной вЪтви кривой, если разстояше точки этой вЪт-

ви отъ прямой неограниченно приближается къ нулю?
когда эта точка безпредЪльно удаляется по вЪтви.

Мы видимъ что для вЪтви R' Q' Ж N1 Р\ продолженной

влЪво, асимптотой будетъ служить Ох и что для вЪтвей PNMQE
и PN'M'Q'R'
асимптотой будетъ прямая

О у. Мы можемъ

вывести эти свойства

также изъ замЪчанш,

которыя мы сейчасъ

сдЪлаемъ

относительно симметрш

гиперболы.

208. Центръ
симметрш и оси

симметрш. Разсмотримъ

точки Лт, Q, Лг\ Q!

гиперболы (черт. 47),

координаты которыхъ
имЪютъ слЪдуюищя
значешя:

N: х = ОВ = SN

Фиг. 47.

N1: х=ОВ1=Ш'

Q': x=OV'=TQ:

у =Ш =0~S = ±

y = D~Q = 0Y= 2

у = Ш' = os7 = -

у = Щ: = от' = -

Мы видимъ, что ОD = ОS и 0В = ОТ. Следовательно,

четырехугольники ODIS и OBJT суть квадраты, равно какъ

и четырехугольники OB4S' и O'B'J'T. Отсюда слЪдуетъ, что

точки J, J, Г, J1 лежатъ на равнодЪлящей угла хОу, общей

д1агонали квадратовъ NIQJ и N'l'Q'J'. Эта прямая IОi

перпендикулярна къ отрЪзкамъ NQ и N'Q' и проходить че-

резъ ихъ середины. Поэтому она представляетъ собой ось

симметрш гиперболы; точки Л7 и N' расположены симметрично съ

Q и Q' по отношежю къ прямой ЮГ.
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У

Точка О называется центромъ гиперболы; каждой точкЪ

N гиперболы соответствуешь точка N', симметричная съ ней по

отношешю къ О; это видно непосредственно изъ чертежа.

Наконецъ, изъ существовашя оси симметрш и лежадцаго на

этой оси центра вытекаетъ существоваше второй оси симметрш

FOF\
перпендикулярной къ первой и

проходящей черезъ

центръ; она служитъ

биссектрисой угла,
смежна го съ угломъ

хОу;
действительно, четырехугольникъ

NQN'Q'y стороны ко-

тораго NQ и Nf Q'
равны и параллельны

и д1аногали котораго
имЪютъ одинаковую

длину, есть прямо-

угольникъ. Поэтому

прямая FOF' перпендикулярна къ отрЪзкамъ NQ' и N'Q и

проходитъ черезъ ихъ середины.

Такимъ образомъ мы доказали существоваше центра и

двухъ взаимно перпендикулярныхъ осей симметрш.

209. Ходъ измЪнешй кривой у = — • Теперь разсмо-

в'

Фиг. 48.

тримъ случай, когда а = V

имЪетъ мЪсто уравнеше:

0, а = 1, Ъ = — 1, такъ что

х

Разсуждешя ведутся здЪсь совершенно подобно тому, что

изложено выше. Единственная разница заключается въ томъ,

что у имЪетъ всегда знакъ, противоположный знаку
переменной х, такъ что кривая лежитъ не въ углЪ хОу и противопо-

ложномъ ему при вершинЪ, а въ двухъ другихъ углахъ, обра-

зуемыхъ осями (черт. 48); положительной абсциссЪ О А отвЪ-

чаетъ отрицательная ордината АР, а отрицательной абсциссЪ
О В1—положительная ордината B'Q'. To, что мы сказали отно-
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сительно асимптотъ, центра и осей симметрш, остается и здесь

въ силе.

Теперь разсмотримъ кривую, которая получается, если

а = Ь' = 0, а' = 1, 6 = с,

ея уравнен1е будетъ, следовательно:

с

где с есть положительное число, отличное отъ 1. Тогда мьв

можемъ положить с = а2, где а = Ус есть положительное

число, и мы получимъ уравнеше кривой въ виде:

которое мы можемъ написать еще такъ:

а х

а

Следовательно, кривая эта тождественна съ кривой

1

если для изображешя этой последней мы выберемъ единицу

длины въ а разъ большую, чЪмъ та единица длины, которую»
а2

мы взяли для изображешя кривой у = —. Если, напримЪръ,,

а
— 10, то кривая

1 1
_

То^= 1

10'

изображенная въ милиметрахъ, совпадаетъ съ кривой
1

^ = ¥'

изображенной въ сантиметрахъ.

Если нужно изобразить кривую

гдЪ коэффифентъ с есть число отрицательное, то можно-

положить с = — а2, такъ что а = У— с опять есть число

положительное. Тогда:
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а х
'

а

и мы получимъ кривую, которая при соотвЪтствующемъ выборе

единицы длины тождественна съ кривой
— 1

у
= —-

II. ОБЩ1Й СЛУЧАЙ.

210. Предварительный замЪчашя. Томографическая функ-
фя определяется уравнешемъ:

/л\ ах-\-Ь
v ' у

a'x-\-b'

Если мы освободимъ его отъ знаменателя и перенесемъ все.

члены въ левую часть, то уравнеше приметъ видъ:

(2) а'ху -\-Ъ'у — ах — Ь = 0.

Это—общее томографическое уравнеше съ двумя

переменными х и у\ такъ называется уравнеше, которое

является уравнешемъ первой степени по отношешю къ каждой

изъ перемЪнныхъ х и у. Оно не будетъ, однако, вообще урав.
нешемъ первой степени по отношешю къ совокупности пере-

мЪнныхъ х и у; это бываетъ лишь въ томъ случае, если а'

равно нулю.

Обратно, каждое томографическое уравнеше съ двумя

переменными имеетъ видъ:

Аху-\-Вх-\- Cy + D = 0.

Мы можемъ его решить либо относительно у, либо

относительно х и получимъ:

Bx + D
У =

—

X = ■

Ах+С

Су + В

Лу + В

Мы видимъ, что х есть томографическая функщя
переменной у и, обратно, у есть томографическая функщя переменной х.

Каждому значешю х соответствуетъ одно и только одно зна-

чеше у въ предположена, конечно, что частное имеетъ смыслъ,.
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т. е. что знаменатель не обращается въ нуль; обратно,

каждому значешю у соотвЪтствуетъ одно и только одно значеше

х\ ниже (п. 215) будетъ, впрочемъ, разсмотрЪнъ одинъ

особенный случай.
Въ частности, томографическое уравнеше (2), которое мы

вывели изъ соотношешя (1), даетъ:

v } а'у —a
'

это уравнеше для насъ будетъ важно при изслЪдованш уравне-
и\я (1) (п. 215).

Если мы дадимъ переменной х въ уравненш (1) два различ-

ныхъ значешя xL и х2 и соотвЪтствуюиця значен'ш у обозна-

*чимъ черезъ у1 и у2, то получимъ:

__
axi + b

Ul a'xt + b'1

__
ax2 + b

Отсюда съ помощью вычиташя получимъ:

а х2 -\-b ax1-\- b
*'2 '^ a'x2-\-bf ux1~\-b'

(аХо + b) (a'x1 -f- Ь') — (ях1 -f- Ь) (а х2 + Ъ')
(а х2-\-b') (a xx-\-b')

'

.или, послЪ легкаго упрощежя:

(±\ „ _?/
_{аЬ'—Ьа')(х2 — х1)

Л; J- Jl ~ (a'xz+b'Ha'Xi+b')

Мы видимъ, что знакъ разности у2
—

ух зависитъ отъ зна-

ковъ четырехъ выражешй х.2 — хг, а'х2 -\- Ъ\ а'хг -j- V и

ab'—Ъа\ Мы скоро вернемся къ слЪдств1ямъ этой важной

формулы.
в

Въ данный моментъ отмЪтимъ еще, что изъ со-

отношешя:

(5) ab' — ba' = Q

слЪдуетъ:

Уз— Vi = °i

если только х± или х2 не получаютъ такихъ частныхъ значенш,

.при которыхъ знаменатель формулы (4) исчезаетъ одновременно

съ числителемъ. Если имЪетъ мЪсто равенстяо (5), то говорятъ,
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что мы имЪемъ дело съ особеннымъ случаемъ или съ о со бе н-

нымъ гомографическимъ уравнешемъ. Этотъ случай мы

здесь оставляемъ въ стороне и лишь въ конце главы ска-

жемъ о немъ несколько словъ.

Не слЪдуетъ смешивать выражешй особенный случай и

частный случай, такъ какъ съ этими двумя названиями

связаны различныя представлешя. Каждый определенный случай
есть въ извЪстномъ смысле частный, т. е., если мы величинамъ

а, &, «', V дадимъ численныя значешя, напримеръ 12, 15, —3, 7,
то получимъ частный случай томографической функцш;
однако, какъ мы увидимъ ниже, въ этихъ различныхъ частныхъ-

случаяхъ, точно такъ же, какъ и въ тЪхъ частныхъ случаяхъ,

которые мы разсмотрЪли раньше, свойства функцш и

изображающей кривой остаются, въ сущности, одни и те же; детальное

изслЪдоваше каждаго изъ этихъ частныхъ случаевъ

производится такъ же, какъ и изслЪдоваше общаго случая; а именно,

соответствующая кривая, какъ мы увидимъ, будетъ всегда

гиперболой.

Особенными мы называемъ, напротивъ того, таюе случаи, въ

которыхъ, BorfeflCTBie особаго соотношешя между коэффищентами
(въ данномъ случае равенства: аЪ'—&а'=0), свойства

функцш сильно изменяются; въ случае особенной томографической

функцш, какъ мы увидимъ ниже, гипербола не является геоме-

трическимъ ея изображешемъ. Въ совокупности определенныхъ
соотношежемъ (5) особенны хъ случаевъ томографической
функцш мы можемъ опять различать столько частныхъ

случаевъ, сколько частныхъ численныхъ значенш можно придать

буквамъ а, ?>, а'у Ь\ подъ услов1емъ, чтобы имело место

равенство (5).
211. ИзслЪдован1е хода измЪнешй томографической*

функцш. Томографическая функщя

J
а х-\-Ь

равна частному отъ дележя двухъ линейныхъ функщй. При

изследованш функцш, представляющей частное двухъ много-

членовъ, нужно прежде всего обратить внимаше на значенie

или значешя переменныхъ, для которыхъ знаменатель



382 Алгебра.

равенъ нулю, или короче: на нулевыя точки знаменателя.

Именно, для этихъ значенш функщя вообще обращается въ без-

конечность: это—одно изъ обстоятельству наиболее заслужи-
ваюицихъ внимашяпри изслЪдовачш хода измЪненш этой функщи.

Въ разсматриваемомъ случае знаменатель исчезаетъ, если:

ах -j- Ъ' == О,
т. е. при

Ь'
X = г •

а

Положимъ:

а
'

т. е. обозначимъ черезъ х то значеше х, для котораго

знаменатель у обращается въ нуль; такое значеше всегда

существует^ потому что а' ф 0. При х = х числитель отличенъ

отъ нуля; въ самомъ дЪлЪ, если бы онъ обращался въ нуль

при х = х'} то должно было бы быть: .

ах -|~ Ъ = 0,
или же

— аК-\-Ъ = 0,

или, наконецъ:

аЪ' — Ъа = 0,

т. е. функщя была бы особенной, что мы исключили. Итакъ,

при х = х въ выраженш функщи у знаменатель обращается
въ нуль, а такъ какъ числитель не равенъ нулю, то у при

.х = х' обращается въ безконечность. Говорятъ, что х есть

полюсъ функщи у] это находится въ согласш со слЪдующимъ

-общимъ опредЪлешемъ.

ОпредЪлеше. Подъ полюсами дроби разумЪютъ тЪ

значешя перемЪнныхъ, при которыхъ дробь обращается
въ безконечность вслЪдств1е того, что знаменатель

<ея исчезаетъ, а числитель отличенъ отъ нуля.

Теорема 76. Не особенная томографическая функц'т
— Ъ'

.имЪетъ всегда одинъ и только одинъ полюсъ:—т--
а

Теперь вернемся къ формуле:

>(А\ а —а —
(аЬ' ~ Ьа')(хъ — хг)

К > У* У*-
~

{ахъ+Ь'){а'хх + Ъ'У

Сначала предположимъ, что
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х2 j> х± ^> х .

Въ этомъ случае двучлены ax2-\-V и ax^-^-V имЪютъ

оба знакъ а\ т. е. оба имЪютъ одинъ и топг же знакъ.

Следовательно, ихъ произведете имЪетъ положительное значеше.

По предположена х2
—

х± есть тоже положительное число.

Поэтому разность у2
—

г/г имЪетъ тотъ же знакъ, что и выра-

жеше ab' — Ъа .

При предположении, что

Хл ^^ Хс) ^^ X
,

мы получаемъ то же самое; въ самомъ дЪлЪ, значешя двучле-

новъ ах± -|— &' и а х2 ~\~ V имЪютъ оба знакъ, противоположный

знаку коэффищента а\ они имЪютъ, следовательно,
одинаковые знаки и произведете ихъ будетъ опять положительными

Поэтому имЪетъ мЪсто теорема:

Теорема 77. Если х возрастаетъ, оставаясь при этомъ все

время больше или все время меньше, чЪмъ х\ то

томографическая функщя постоянно возрастаетъ или

постоянно убываетъ, смотря по тому имЪетъ ли аЪ'—Ъа

положительное или отрицательное значете.

Чтобы вполне изслЪдовать ходъ измЪнешй функщи у,
остается проследить, что

'

происходить, если х обращается въ

безконечность. ИмЪемъ:

,
. а-\—

ах-\-Ъ 'ж
У ~ а/х+Т'

~

ТГ^7"'1 а'А
х

Следовательно, если х становится все больше и больше, то —

и — становятся все меньше и меньше по абсолютному значенш*

и у все меньше отличается отъ дроби -^. Короче говорятъ, что

у при х = оо равно —г. Это значитъ, что у тЪмъ менЪе

отличается отъ -г, чЪмъ больше абсолютное значе-

Hie х*).

*) Это определение не точно. Дъ\по не въ томъ, что у все менЪе

а «
отличается отъ —г, а въ томъ, что у подходитъ къ —-, неограниченно

близко. Прим. ред.
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Теперь мы обладаемъ необходимыми данными, чтобы

изобразить ходъ измЪненш томографической функцш и можемъ

составить нижеприведенную таблицу, при чемъ мы различаемъ

два случая, въ зависимости отъ того, будетъ ли аЬ' — Ъа имЪть

положительное или отрицательное значеше.

Для значешя х = х функщя у обращается въ безконеч-

ность. ДалЪе, у возрастаетъ, если выражеше аЪ' — Ъа имЪетъ

положительное значеше. Если, следовательно, х возрастаетъ отъ

значешя хх, меньшаго, чЪмъ х\ до х\ то у становится безко-

нечнымъ, оставаясь положительными Съ другой стороны,
если х возрастаетъ дальше, становясь больше чЪмъ х', то у все

еще возрастаетъ и принимаетъ тогда абсолютно очень болышя

отрицательныя значешя; поэтому здЪсь долженъ имЪть мЪсто

разрывъ функцш.

Таблица хода изм^не^й томографической
ф у н к ц i и:

ах-\-Ъ
У
-tiV+¥'

если

а'фО, аЬ'-~ 6а'фО

X

ab' — Ъа' > 0

У

аУ — Ьа'<0

У

ъ'
i I

— оо , возрастаетъ, х' =
-,, возрастаетъ,-]- оо

а а 1
—7, возрастаетъ, оо, возрастаетъ, -г |

—, убываетъ, оо, убываетъ, —?

Говорятъ, что у дЪлаетъ скачокъ отъ -|-оо до — оо, если

х, возрастая, проходитъ черезъ значеше х .

Если же а V —Ъа есть число отрицательное, то у дЪла-

етъ скачокъ отъ — ею до -\- оо, когда х> возрастая, проходитъ

значеше х'. Это можетъ быть лучше разъяснено съ помощью

геометрическаго изображешя.
212. Геометрическое изображеше. Очень легко теперь

изобразить геометрически ходъ измЪненш функщи г/, различая,
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однако, случаи, когда ab' — Ьа имЪетъ положительное или

отрицательное значеше (фиг. 49 и 50). Возьмемъ на оси Ох точку Ау

абсцисса которой есть х', и на оси Оу—точку В, ордината которой

есть -т. Чертежи будутъ представлять незначительное раз-
а

лич!*е въ зависимости отъ того, будутъ ли эти величины иметь

положительныя или отрицательныя значешя. Мы не можемъ,

однако, изобразить здесь все случаи; читатель найдетъ ихъ въ

задачахъ. Проведемъ прямую Р'АР, параллельную оси Оу, и

прямую ЖВ My параллельную оси Ох. Эти прямыя пересекаются въ

точке С. Если х Получаетъ отрицательныя значешя, очень болышя

по абсолютной величине, то значеже у очень близко къ — . Сле-
' J

a

довательно, кривая неограниченно приближается къ прямой М'ВТ
эта прямая является асимптотой ея. Далее, намъ известно,,
что г/, смотря по знаку числа ab'— Ъа

,
постоянно возрастаетъ

или убываетъ. Отсюда следуетъ, что для отрицательныхъ зна-

чешй х кривая при положительномъ ab' — Ьа лежитъ выше

асимптоты, а при отрицательномъ ab' — Ьа—ниже асимптоты

М'ВМ. Если теперь х возрастаетъ отъ —оо до х\ то у про-

должаетъ изменяться въ. томъ же смысле. Для х = х у обра-

М'

с

cub'- 6 а> СХ

\ЗГ j ;

!с м

Ь(&) ] ^
JA fay оо

Р'-

Б о ре л ь, Элементарная математика. 25-
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щается въ безконечность, т. е. точка кривой приближается

неограниченно къ асимптоте Р'АР. Точно такъ же поступаемъ въ

случае значенш х, лежащихъ между х и -)- оо.

213. ПримЪнимъ предыдуище результаты къ численнымъ

примЪрамъ. Во избежаше ошибокъ полезно въ этихъ примЪ-
нешяхъ определять знакъ у для каждаго значешя х> определяя

знаки числителя и знаменателя. Въ этомъ, собственно, нЪтъ

необходимости, такъ какъ предыдупия разсуждешя для этой

цели достаточны и знакъ ими определяется. Если,

однако, мы получаемъ одинъ и тотъ же результатъ разными

способами, то этимъ мы предохраняемъ себя отъ ошибокъ въ вычи-

слешяхъ и въ разсуждешяхъ.

1. Положимъ, что требуется изслЪдовать функщю:

У
2х-

\х -

•3

■1
'

Числитель обращается въ нуль при х •; онъ имЪетъ

положительное значеше
.3 ^Ъ

при ж>-уи отрицательное при х < -^
•

1
Знаменатель обращается въ нуль при #=—-; онъ имЪетъ по
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ложительное значеше при х > -г- и отрицательное при #<-т-.

2 1
При х = оо значеже у равно ~-

=
—. ДалЪе, аЪ — Ъа =

— 2 -|- 12 > 0. Поэтому мы можемъ составить следующую
таблицу:

1 ж

1 2ж~3 II
II 4ж —1 II

/у

— оо

— 00

— оо

+1

возраст.

—

—

+

возраст.

1

4

—

0

+ 00

возраст.

—

+

возраст.

3

2

0

+

0

возраст.

+

+

+

возраст.

+ж

+*> |
-\- оо |

~Щ
Эта таблица содержитъ, очевидно, лишжя данныя, которыя

служатъ для повЪрки. Если, напримЪръ, функц1я у изменяется

. 1
отъ значенш — и возрастаете то она должна оставаться

положительной, что и указываетъ таблица и т. д. На основажи

таблицы легко получить геометрическое изображена (черт. 51);
отрЪзокъ О А принятъ за

единицу длины.

II. Пусть будетъ дана функ-
шя:

_—2х+ \
У—

х + 2
'

ЗдЪсь числитель измЪняетъ

знакъ при х = -w, знаменатель

при х = — 2; далЪе, а Ь' — Ьа'=
— 4 — 1 = — 5 есть число

отрицательное, а при х = + о©

у =
— 2. Мы имЪемъ поэтому

следующую таблицу (стр. 388).

'У

у

0

!
;

' А ^-—-~—

г
Фиг. 51.

Отсюда легко можно получить графическое изображеже

(черт. 52); отрЪзокъ О А принятъ за единицу длины.

25*
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X

— 2ж + 1
'

х + 2

1 У

— оо

+*>

— оо

— 2

возраст.

+

—

убыв.

-2

+

0

+ 00

возраст.

+

+

+

убыв.

1

2

0

+

0

возраст. + оо

— — оо |

+ +^ |
— — 2

убыв.

(1)

214. ИзмЪнеше начала координатъ. Кривая

ах~\-Ъ
У — а'х + Ъ'

'Можетъ быть изображена проще, если мы произведемъ подобно

тому, какъ мы это дЪлали въ случае параболы, измЪнеше

начала координатъ.

ИмЪемъ:

а ах-\-Ь а Ьа — аЪ
у-

ах -\- Ъ' a a (d x -f- Ь')
И

ах -\- V = а [х -(- -пг) = а (х — х),

если опять положимъ

(2)

Если мы положимъ еще

х
а

(3) = 0 1

то получимъ:

, Ъ а — а Ь'
У~~У = а*(х — х)'

Следовательно, если мы

еще введемъ величину с съ

помощью равенства:

Ъа — а Ъ'
(4)

то получимъ:

аЪ' —Ьа

Фиг. 52.
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(5) У-У' = -£=7-

Итакъ, уравнеше (1) принимаетъ видъ (5), если величины х\
у', с определяются равенствами (2), (3) и (4), какъ функцш отъ а,

&, а, Ь\ При этомъ предполагаемъ лишь, что а ф 0; такъ

какъ аЪ' — Ъа отлично отъ нуля, то и с отлично отъ нуля.

Если мы теперь примемъ за начало точку съ координатами

х = х\у = у и проведемъ черезъ О' оси О'X, О'Г", парал-

лельныя Ох, Оу, то очевидно:

Х=х — х,

Y = y
— V'm>

точка, координаты которой по отношешю къ осямъ Ох, Оу
были х, у, имЪетъ по отношент къ осямъ О'Х, O'Y

координаты X, Y. Отсюда слЪдуетъ, что мы можемъ уравнеше

(5) написать въ видЪ:

Y— —1 —
х'

т. е. свести его къ частному случаю, разсмотрЪнному нами

вначале. Поэтому данное уравнеше выражаетъ гиперболу,

имеющую центромъ точку О', а асимптотами—прямыя О'Х и О1 Г.

Прим-Ьръ. ПримЪнимъ это къ уравнешю:

_

х—2

У~2х-\'
Получаемъ:

1 х — 2 1 —3
У 2 2х — \ 2

4 Уж — —

Следовательно:

_Ъ_

1
X

'

при этомъ:

Y =у
—

у; Х = х
—у

Мы предоставляемъ читателю сделать чертежъ.

215. Особенный случай. Въ заключеше скажемъ еще

несколько словъ объ особенномъ случай, который мы вначале

оставили въ стороне, именно о случае, когда:



390 Алгебра.

(6) aV — 6а'= 0.

Предполагая, что мы не имеемъ дела просто съ линейной

функфей, т. е. предполагая, что

а ф0,
мы можемъ всегда положить:

а = та ,

т. е. частное Л- обозначить черезъ т. Тогда уравнеше (6)

лринимаетъ видъ

та'Ъ' — Ьа = 0,

или же, такъ какъ а отлично отъ нуля:

Ъ = тЪ\

Поэтому имеемъ тождественно:

ах-\-Ъ = та'х -(- mb' — т(а! х -\- &'),

и для у получается выражеше:

_
т{ах+ Ь')

У— а'х + Ъ'
'

Если, следовательно, переменная х получаетъ такое значе-

Hie, что а'х-^-b' отлично отъ нуля, то

у
= т.

Если же, наоборотъ, а'#-|-Ь' = 0, то у, очевидно, остается

неопределенными

Те же результаты мы получимъ изъ нашего- уравнен^,
если решимъ его относительно х (п. 210). Тогда:

Ъ — Ь'у
а у
— а

Если мы здесь положимъ:

V = — ha\

то уравнеше (6) дастъ:

Ъ = — ha.

Отсюда следуетъ:

_
Цау — а) _

а у
— а
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итакъ, х = hy если у отлично отъ —, = т, и остается

неопределенным^ если у = Д- = т.

Итакъ, если томографическое уравнеше является -особен-

нымъ, то у принимаетъ всегда одно и то же значеше ж, за

исключешемъ случая х = h> такъ какъ при этомъ значенш х

функщя у остается неопределенной. Обратно, если значеше у

дано, то х равно h, за исключешемъ случая у
= т\ такъ какъ

при этомъ значены у переменная х остается неопределенной.

Предыдущие результаты можно вывести также изъ уравне-

шя (5), которое приметь следующш видъ, если мы заменимъ

х' черезъ ft, у' черезъ тм освободимся отъ знаменателя:

(х — h)(y — т) = с.

Если теперь aV — Ъа' = 0, то отсюда следуетъ что с = 0, и

предыдущее уравнеше обратится въ следующее:

(7) {x-h)(3i-m)=0\

это и есть форма, къ которой можетъ быть приведено

особенное томографическое урарнеше.

Уравнеше (7) удовлетворяется для x = h при произвол ь-

номъ г/, а для у = т при произвольномъ х. Геометрически
изображается оно системой двухъ прямыхъ:

х = hy

у = т.

Чтобы связать этотъ случай съ обыкновенными не особенными

томографическими уравнешями, обыкновенно говорятъ, что

гипербола здесь вырождается въ свои асимптоты (см. задачу 462).

ЗАДАЧИ КЪ ГЛАВЪ XIX.

453, Построить гиперболу

2

принимая за единицу длины сантиметръ.

454. Построить гиперболу

— 35000
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принимая за единицу длины десятую миллиметра.

455. Построить гиперболу

0.002

принимая за единицу длины метръ.

456. Построить гиперболу.

-4,5
J

X

и прямую

принимая за единицу длины сантиметръ. Доказать, что абсциссы точекъ

ихъ пересЬчен1я удовлетворяют уравнешю

X '

Вычислить корни этого уравнешя и проверить результатъ вычислешй

путемъ измъфешя на чертеже.
457. Решить ту же задачу для гиперболы

300
У = ^-

и прямой
у = х+ 25,

принимая за единицу длины сантиметръ.

458. РЪшить обЪ предыдущ1я задачи, пользуясь клЪтчатой бумагой.

459. ИзслЪдовать ходъ изм'Ъненш функцш:

Зх+\
У-

х — А

и изобразить ее графически, принимая за единицу длины сантиметръ.

460. ИзслЪдовать ходъ измЪнешй функцш
-300

У
ж —10

и изобразить ее графически, принимая за единицу длины миллиметръ.
461. Построить гиперболу

х — 2

принимая за единицу длины сантиметръ.

462. Построить гиперболу

(у —2)(я? —1) = Х,

принимая за единицу длины сантиметръ. Дать \ последовательно слЪ-

дующ'ш значешя:
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Л = —10,
Х = -4,
Х = -1,

—■ь
Х~

10'

Х = 10,
Х = 4,
Х = 1,

»-т

»-А
х = о.

Все эти кривыя нужно построить на той же бумаге и при тбхъ

же осяхъ Ох и Ог/.

463. Определить коэффифенты го1\юграфическаго уравнешя

_

ах -\-Ь

изъ услов1я, что это уравнеше удовлетворяется при сл^дуюшихъ со-

вмЪстныхъ системахъ значешй х и у:

я? = 1, У = 3;

я? = 2, у = 5;

я? = 4, у = — 2.

Это определеше можно осуществить безконечно многими способами,
такъ какъ значеше дроби у не изменяется, если коэффициенты а, Ь,

а, Ъ' будутъ умножены на одно и то же число, отличное отъ нуля.

Выбрать этого множителя такъ, чтобы ц-Ьлыя числа а, Ь, а , Ъ' не

имели общаго делителя и чтобы а было положительнымъ числомъ. Тогда

задача является вполне определенной. Сделать чертежъ, принимая за

единицу длины сантиметръ.

464. Решить ту же задачу, принимая, что значешямъ х =
—^-,

—

3 18
— соответствуютъ по порядку значешя у

= 3, —-«-> —т" •

465. Показать, что томографическое уравнеше, при условш, что зна-

чешямъ х = хх, x2f xs соответствуютъ последовательно значешя у~У\у

У2у Уъ) можетъ быть приведено къ форме:

У
—

У2 . У\
~

У2
_

х — Х2 . х\— х2

У
—

Уъ
'

У\
~

Уд
"

х — хв
'

ж1
—

жз

Решить это уравнеше относительно у и показать, что полученное т

кимъ образомъ уравнеше можетъ быть приведено къ форме:

_
ах-\- Ь

У~7х^+У'
Применить къ решешю задачъ №№ 463 и 464.



Глава XX.

РЯДЫ И ЛОГАРИ0МЫ; СЛОЖНЫЕ ПРОЦЕНТЫ.

I. АРИ0МЕТИЧЕСК1Е И ГЕОМЕТРИЧЕСК1Е РЯДЫ.

216. Ариеметическ1е ряды. Числа, расположенныя въ

опредЪленномъ порядкЪ, образуютъ ариеметичесюй рядъ, если

разность двухъ смежныхъ чиселъ всегда одна и та же, т. е-

имЪетъ одно и то же абсолютное значеше и одинъ и тотъ же

знакъ. Такъ, напримЪръ, числа 3, 5, 7, 9 образуютъ ариеме-

тичесюй рядъ, такъ какъ разности 5 — 3, 7 — 5, 9 — 7

равны 2. Точно такъ же ариеметическж рядъ образуютъ числа 92г
82, 72, 62, 52; такъ какъ разности 82—92, 72 — 82 и т. д.

равны —10. Эту постоянную разность называютъ также

разностью ариеметическаго ряда; такъ, въ первомъ изъ на-

шихъ примЪровъ разность есть 2, во второмъ она есть —10.

Числа, образующ!я рядъ, называются членами ряда. ПослЪдо-

вательнымъ членамъ ряда, начиная съ перваго, относятъ числа

1, 2, 3... въ качестве указателей занимаемыхъ ими мЪстъ.

Если извЪстенъ первый членъ ариеметическаго ряда и

разность, то легко можно написать друпе члены. А именно, чтобы

получить слЪдующш членъ, достаточно лишь прибавить къ

предыдущему члену разность.

Прим-Ьръ I. Составить ариеметическж рядъ изъ 6 чле-

новъ, въ которомъ первый членъ равенъ 7, а разность 5.

Последовательные члены этого ряда будутъ:

7 + 5 = 12; 12 + 5 = 17; 17 + 5 = 22;

22 + 5 = 27; 27 + 5= 32;

искомый рядъ состоитъ, такимъ образомъ, изъ членовъ: 7, 12,

17, 22, 27, 32.

Прим-Ьръ П. Составить ариеметическж рядъ изъ 5

членовъ, въ которомъ первый членъ равенъ 13, а раз-
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нослч*—Ъ. Поступая такимъ же образомъ, получимъ рядъ:

13, 5,-3, -11, -19.

Часто нЪтъ надобности знать промежуточные члены ряда;.

а нужно бываетъ найти лишь значеше члена, занимающаго

определенное место, напримеръ31-аго члена или 72-ого члена. Второй,
членъ получится, если къ первому прибавимъ разность; третШ
членъ получится, если разность прибавимъ ко второму члену.

Следовательно, третш членъ равенъ первому, увеличенному

на двойную разность. Точно такъ же четвертый членъ

получится, если мы къ третьему опять прибавимъ разность; отсюда

четвертый членъ равенъ первому, увеличенному на

тройную разность. Пятый членъ будетъ равенъ первому,

увеличенному на учетверенную разность, и т. д. Сотый членъ,.

такимъ образомъ, равенъ первому, увеличенному на 99'

разъ повторенную разность.

Правило 32. Чтобы получить значеше члена ариеме-

тическаго ряда, занимающаго въ этомъ ряду

определенное место, прибавляютъ къ первому члену

произведете разности на число, равное указателю места этого-

члена, уменьшенному на единицу.

Если мы обозначимъ первый членъ черезъ а, разность черезъ

d, указатель места, занимаемаго членомъ, черезъ п и значеже

этого члена черезъ #, то правило 32 можетъ быть выражено*

формулой:
z = а -\- (п— 1) d.

Если разность есть число положительное, то члены, следу-

кжие другъ за другомъ, становятся все больше и больше, и рядъ

будетъ воеходящьй. Напретивъ tofo, рядъ будетъ
нисходящи мъ, если разность представляетъ собой число отрицательное.

Если же разность равна нулю, то все члены ряда равны между

собой.
0

217. Геометричесюе ряды. Числа, расположенныя въ опре

деленномъ порядке, составляютъ геометрически рядъ, если-

частное двухъ соседнихъ чиселъ имеетъ всегда одно и то же

значеше. Такъ, напримеръ, числа 3, 6, 12, 24 составляютъ.

геометричесюй рядъ, такъ какъ

6:3 = 2; 12 : 6 = 2; 24 : 12 = 2.
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Это частное 2 называется также знаменателемъ ряда. Точно

такъ же образуютъ геометричесюй рядъ числа 3600, 360, 36,
3,6, 0,36; знаменатель этого ряда есть 0,1. Числа -(-2, —3,

9 27
--|--л-, —т~" образуютъ также геометричесюй рядъ, знаменатель

котораго есть —у Числа, образуюищя рядъ, называются

членами ряда. ОтдЪльнымъ членамъ, начиная съ перваго, и здЪсь

относятъ последовательно числа 1, 2, 3,..., служаищя
указателями занимаемыхъ ими мЪстъ.

Если извЪстенъ первый членъ и знаменатель геометричес-

каго ряда, то легко вычислить остальные члены одинъ за дру-

гимъ, такъ какъ для получешя слЪдующаго члена достаточно

предшествующе членъ умножить на знаменателя.

Прим-Ьръ. Составить геометрически рядъ изъ 5 чле-

новъ, при чемъ первый членъ равенъ 625, а частное 1,2.
Мы получимъ последовательно: 625 • 1,2 = 750; 750 • 1,2 = 900;
900 • 1,2 = 1080 ; 1080 • 1,2 = 1296. Следовательно, искомый

рядъ будетъ: 625, 750, 900, 1080, 1296.

Часто нЪтъ надобности знать промежуточные члены и же-

лаютъ знать лишь значеше члена, занимающаго определенное

мЪсто, напримЪръ, 100-аго члена. Второй членъ получимъ, умно-

живъ первый на знаменателя. Точно такъ же третш членъ

равенъ произведена второго на знаменателя, т. е. равенъ

произведена перваго члена на квадратъ знаменателя.

ДалЪе, четвертый членъ равенъ произведена перваго на

третью степень знаменателя и т. д. Поэтому имЪетъ мЪсто

следующее правило:

Правило 33-ье. Чтобы получить членъ геометрическаго

.ряда, занимающ1й въ немъ определенное мЪсто, нужно

умножить первый членъ на степень знаменателя,

показатель которой равенъ указателю мЪста искомаго

члена, уменьшенному на 1.

Если обозначимъ первый членъ черезъ а, знаменателя черезъ

q, указатель мЪста, занимаемаго членомъ черезъ п и искомый

членъ черезъ z, то правило 33-ье можетъбыть выражено формулой:
z = ад»1"1.

Если частное q есть число положительное и большее 1, то

члены становятся все больше и больше; тогда рядъ называется
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восходящимъ. Напротивъ того, рядъ называется нисходя-

щимъ, если q есть число положительное и меньшее 1. Если

доесть число отрицательное, то члены ряда имЪютъ попеременно
положительныя и отрицательныя значешя, абсолютное же

значеше ихъ возрастаетъ или убываетъ, въ зависимости отъ.

того, будетъ ли абсолютное значете q больше или меньше 1.

Если знаменатель равенъ -f- 1, то все члены ряда одинаково'

велики. При знаменателе — 1 члены ряда имЪютъ также

одинаковое абсолютное значеше, но знаки ихъ чередуются. Если,

наконецъ, знаменатель равенъ нулю, то, начиная со второго-

члена, все дальнейцле члены равны нулю.

218. Сумма членовъ ариеметическаго ряда. При
многихъ изслЪдовашяхъ нужно бываетъ вычислить сумму нЪкотораго
числа последовательныхъ членовъ ариеметическаго ряда. Мы-

выведемъ общую формулу, которая опредЪляетъ эту сумму..
Способъ, посредствомъ котораго мы выводимъ эту формулу,.
Находитъ себе, впрочемъ, применеже и во многихъ другихъ

изследовашяхъ.

Итакъ, пусть данъ ариометичесюй рядъ, первый членъ-

котораго а и разность d. Если п обозначаетъ число членовъ

ряда, то, какъ мы видели, последнш членъ z выражается фор-
мулой:

г = a -f- (п — \)d.

Поэтому сумма s этихъ членовъ можетъ быть написана-

такъ:

S=a+ [a+ d] + [a-\-2d] + '-' + [a+{n—2)d]-}-[a+(w—\)d].

Отсюда, если соединимъ подобные члены, следуетъ:

8 = па + [1 + 2 -| 1- (п — 2) -f (n — 1)] й.

Коэффифентъ при d равенъ сумме (п— 1) первыхъ целыхъ-

чиселъ. Такимъ образомъ, мы приходимъ къ тому, чтобы

найти эту сумму. Последовательныя целыя числа также образуют^

ариеметическш рядъ; следовательно, определеше суммы членовъ

произвольнаго ариеметическаго ряда сводится къ определена-

суммы членовъ этого частнаго ариеметическаго ряда.

Итакъ, намъ нужно найти сумму п первыхъ целыхъ чиселъ,,
т. е. сумму
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^ = 1+2Н f.(« —1)+».

Лервыя п цЪлыхъ чиселъ можно разсматривать еще другимъ

•способомъ, какъ ариеметическш рядъ, а именно, если мы при-

мемъ п за первый членъ, а — 1 за разность.

Сообразно съ этимъ мы можемъ написать:

Sx = n -f (п — 1) + • • .ч+ 2 -f 1.

Если мы теперь сложимъ оба выражешя для Sl и соединимъ

члены, занимаюипе въ обЪихъ правыхъ частяхъ одинаковое

мЪсто, то получимъ:

2Я1 = [1+»] + [2 + (п-1)Н ПК»-1)4" 2] +[п+1],
.или:

2^ = (п+ 1)4-(и + 1)Н |-(«+ 1) + (я + 1).

Такъ какъ число скобокъ въ правой части равно п, то

получимъ:

28х = п(п-\-\),
а потому

_ w(w+l)
Ьг — 2~

'

Это и есть сумма ?г первыхъ цЪлыхъ чиселъ.

Теперь легко вычислить сумму S членовъ ариеметическаго

ряда, въ которую сумма Sx первыхъ п—\ натуральныхъ чиселъ

зходитъ въ качестве коэффищента при d. Находимъ:

<1) S= па+ ?&=£<*.

Впрочемъ, сумма S можетъ быть вычислена и

непосредственно помощью способа, аналогичнаго тому, который мы

употребляли для опредЪлешя S1. Такъ какъ

S = а + (а + d) H \-{z—d)-\-z
м одновременно:

S= z + (z — й) Н + (а + d) + а,

то помощью сложешя получимъ:

2S=(a + z)+(a-\-z)-] f- (a + s) + (a + *)•
"

Но всЪ скобки имЪютъ одно и то же значеше; следовательно:

2S = n(a-\-z)
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и потому

(2) 3= %{а + г).

Эта формула иногда удобнЪе, чЪмъ формула (1). Съ помощью

равенства

г = а -\-(п — \)d

можно легко убедиться въ томъ, что формулы (1) и (2) соглас-

ды между собой*).
ПримЪръ. Нечетныя числа образуютъ ариеметическш рядъ

съ разностью 2. Вычислимъ сумму п первыхъ нечетныхъ чи-

•селъ:

£' = 1 +з + 5 + ... + (2п —1).
ЗдЪсь а = 1, d = 2, следовательно:

п (п — 1)S' = п + 2 тг-f- гс2 w п*

Этотъ результатъ достоинъ особаго внимажя всЬдсше

g его простоты. Мы мо-

жемъ его вывести

непосредственно изъ очень

простого чертежа (черт. 53). Раз-

смотримъ двтз

прямоугольный оси Ох, Оу, на кото-

рыхъ отложены равные

отрезки:

OA = AD = DG = GL

= LP = OC =CF

= FK=KN= NR.

G

Фиг. 53.

т Начертимъ

квадраты OABG, ODEF,
OGHK. OLMNj OPQB сплошными лишями и обозначимъ

пунктиромъ линш, которыя дЪлятъ эти квадраты на меныше, то-

*) Если обозначимъ формулу г — а-\-(п — 1) d черезъ (А), то утвер-

ждеше автора можетъ быть выражено такъ: изъ (2) и (А) вытекаетъ (1)
(стоитъ только исключить d), а изъ (1) и (А) вытекаетъ (2) (стоитъ
только исключить г). Прим. ред.
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же равной величины. Одинъ изъ большихъ квадратовъ, напри-

мЪръ, OPQRy содержитъ, очевидно, столько малыхъ квадратовъ,

сколько единицъ заключаетъ квадратъ числа, указывающаго

его MtCTO—напримЪръ, въ данномъ случай 52 = 25. Мы мо-

жемъ найти число малыхъ квадратовъ еще слЪдующимъ обра-
зомъ. Во-первыхъ, мы имЪемъ квадратъ ОABC, т. е. 1

квадратъ, потомъ заключающ1еся въ фигуре ABCFEDA малые

квадраты, числомъ 3, отмеченные нумерами 1, 2, 3; потомъ

5 малыхъ квадратовъ, лежащихъ между DEF и ОНК; они

отмечены нумерами 1, 2, 3, 4, 5 и т. д. Такимъ образомъ, мы

находимъ, что число малыхъ квадратовъ равно:

1+3 + 5 + 7 + 9,
т. е. равно суммЪ 5 первыхъ нечетныхъ чиселъ. Изъ чертежа

сразу видно, что сумма эта равна 52 = 25.

Теорема 78. Сумма п первыхъ нечетныхъ чиселъ

равна п2.

Сумма квадратовъ п первыхъ цЪлыхъ чиселъ. Въ видЪ

примЪнешя изложенной теорш вычислимъ сумму квадратовъ

п первыхъ цЪлыхъ чиселъ, которую мы обозначимъ черезъ S2
подобно тому, какъ сумму п первыхъ цЪлыхъ чиселъ мы

обозначали черезъ Sx. Мы исходимъ изъ тождества

(х + I)8 — а? = Ъх1 + Зя + 1,

и полагаемъ последовательно: я? = 1, 2, . .
.,

w. Такимъ

образомъ получимъ:

28—18 = 3-19+3-1 +1,
З8 — 23 = 3 • 22 -f 3 • 2 -f 1,

4з _ 33 = 3 - З2 + 3 • 3 + 1,
53 _ 48 = 3 • 42 + 3 • 4 + 1

(n+1)8 — w8=3n2 +3?г +1.

Отсюда, путемъ сложешя, находимъ:

(П _|_ 1)3 _ 18 = з$2 + 3Sl + п.

Если мы теперь вмЪсто Si подставимъ его значеше

и отбросимъ знаменателя, то получимъ:
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6S2 = 2(ft3-f 3n2-f-3n) _3n2— Ъп— 2п

= 2nSJr 3n2 + n

Поэтому:
Q n(n + 1)(2n + 1)

Это и есть искомая формула; подобнымъ способомъ

получится также сумма третьихъ степеней п первыхъ цЪлыхъ

чиселъ.

219. Сумма членовъ геометрическаго ряда. Теперь мы

разсмотримъ геометрически ряцъ, первый членъ которага

обозначимъ черезъ а, а знаменателя черезъ q. Если рядъ им1>-

етъ п членовъ, то послЪджй членъ z выражается формулой
z = aq*

—

1. Чтобы вычислить сумму:

&=a-\-aq-\- (- aqn~1y

умножимъ обЪ части на g и получимъ:

Sq = aq + aq*-{ Ь aq».

Изъ этихъ двухъ равенствъ съ помощью вычиташя полу-

чаемъ:

#(1 —q) = a — aqn.

Поэтому

\—q

Если q > 1, то удобнЪе написать:

q—1
'

что для S даетъ, очевидно, то же самое значеше.

Можно также написать:

если z обозначаетъ опять послЪднш членъ ряда *).

*) Въ самомъ д'Ъл'Ъ,

0 qn — \ aqn
— a zq

— a

q—\ q-\ q—\
Прим. ред.

Борел ь, Элементарная математика. 26
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Если знаменатель q > 1 (восходяще рядъ), то сумма S

становится, очевидно, тЪмъ больше, чЪмъ больше делается п и,

въ концЪ концовъ, она превосходитъ каждое данное число. Напро-
тивъ того, если q < 1 (нисходящш рядъ), то, при поло-

жительныхъ а и д, сумма 8 съ возрасташемъ п все

увеличивается, но не превосходитъ значешя
_

и отличается отъ

__

тЪмъ менЪе, чЪмъ больше п. Примерами нисходящихъ

геометрическихъ рядовъ могутъ служить перюдичесюя десятич-

ныя дроби (см. задачи №№ 509 и 510).

н. логАРиемы.

220. ОпредЪлете логаривмовъ. Мы будемъ разсматри-

вать два восходящихъ ряда: ариеметическш, начинающейся съ

нуля, и геометрически, начинающшся съ 1. Если мы обозна-

чимъ разность ариеметическаго ряда черезъ d и знаменателя

геометрическаго ряда черезъ q, то эти ряды будутъ:

0, d, 2d, 3d, 4d, . . .
, nd,

1, q, q2, g3, q\ . . .

, qn.

Говорятъ, что каждый членъ ариеметическаго ряда есть

логариемъ соответствующая члена въ геометрическомъ

ряду. Такъ, напримЪръ, 3d представляетъ логариемъ д3. Пишемъ:

logg3 = 3d,

а читаемъ: логариемъ q въ третьей степени равенъ тремъ d.

Членъ qd называютъ также numerus отъ 3d, т. е. числомъ,

логариемъ котораго есть 3d, или антилогариемомъ числа 3d.

Существуютъ различныя системы логаривмовъ, потому что

числа q и d могутъ быть выбраны различными способами.

Однако, здЪсь мы разсмотримъ лишь систему такъ называемыхъ

обыкновенныхъ логаривмовъ, для которой логариемъ числа

10 равенъ 1.

Мы не будемъ здЪсь показывать, какимъ образомъ можно

вычислять логариемы чиселъ этой системы. Мы сдЪлаемъ лишь

одно замЪчаше. Если мы для d возьмемъ очень малое число,
а для q—число, близкое къ 1, то разность между смежными чле-
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нами обоихъ рядовъ будетъ очень мала, и отсюда слЪдуетъ,
что каждое число съ извЪстнымъ приближешемъ будетъ
содержаться въ каждомъ изъ этихъ двухъ рядовъ. Чтобы получить

обыкновенные логариемы, берутъ въ соотвЪтственныхъ 'рядахъ:

d = 0,0001,

q = 1,0002303115 ;

тогда 1000-й членъ ариеметическаго ряда равенъ 1, а 10000-ый

членъ геометрическаго ряда равенъ 10.

Составлены таблицы, содержания логариемы и антилога-

риемы всЪхъ чиселъ съ извЪстнымъ числомъ десятичныхъ зна-

ковъ. Мы разъяснимъ ихъ расположеше и употреблеше,
принимая за образецъ дв-fe таблицы съ 4 десятичными знаками, нахо-

дящ1яся въ конц-fe книги.

221. Устройство четырехзначныхъ таблицъ. Первая

таблица (логариемы съ 4 десятичными знаками) даетъ

логариемы всЪхъ чиселъ, содержащихся между 1 и 10 отъ сотой

къ сотой, т. е. логариемы чиселъ 1,00; 1,01; 1,02;...; 9,99
Эти логариемы лежатъ между 0 и 1: таблица даетъ намъ лишь

дробныя части (п. 61) или, какъ говорятъ, мантиссы этихъ

логариемовъ.

Пусть требуется по таблице отыскать логариемъ числа

1,30. Въ столбце N (numerus = число) мы отыскиваемъ число

13, составленное изъ двухъ первыхъ цифръ даннаго числа, и

читаемъ въ ряду, начинающемся съ 13, число, стоящее въ

столбце, обозначенномъ 0. Находимъ 1139; это искомая

мантисса. Следовательно:

log 1,30 = 0,1139.

Чтобы получить логариемъ числа 1,31, мы идемъ въ строке,
начинающейся съ 13, къ столбцу, обозначенному 1. Мы

находимъ тамъ только три цифры 173. Первая цифра 1, та же, что

въ предыдущемъ столбце; она здЪсь подразумевается и не

приведена лишь для сбережешя мЪста. Итакъ, мы должны читать

1173 и получимъ:

log 1,31 =0,1173.

Продолжая подвигаться по той же строке, мы получимъ:

26*
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log 1,32 = 0,1206,

log 1,33 = 0,1239
и такъ далЪе.

Теперь пусть требуется отыскать логариемъ числа 1,59.
Въ строке 15 и столбце 9 мы читаемъ *014. Значекъ *

означаешь, что первая цифра не 1, какъ было для предыдущихъ лога-

риемовъ той же строки, а 2, т. е. цифра, находящаяся въ

начале ближайшей следующей строки. Этотъ способъ обозна-

чежя также принятъ лишь для сбережешя места. Такимъ обра-
зомъ находимъ:

log 1,58 = 0,1987,

log 1,59 = 0,2014,

log 1,60 = 0,2041.

Строки и столбцы въ таблице сгруппированы по пяти. Это

расположеше имЪетъ целью избежать ошибокъ при чтенш; въ

самомъ деле, такимъ образомъ легко видеть положеше строки

или столбца по отношешю къ сосЪднимъ строке.мъ или

столбцами Мы избЪгаемъ благодаря этому ошибокъ, которыя

произошли бы, если бы мы не достаточно точно проследили данную

строку или столбецъ и попали бы въ соседнюю строку или въ со-

сЪдшй столбецъ. Такъ, мызамЪтимъ, что строки, соотвЪтствующ1я

10, 15, 20..., слЪдуютъ непосредственно за пустою строкой.

Строки 14, 19, 24 предшествуютъ пустой строке, а строки

13, 18, 23 стоятъ непосредственно надъ ними. Наконецъ, строки

12, 17, 22 занимаютъ середину группы изъ 5 строкъ безъ про-

бЪловъ. То же самое относится къ столбцамъ, съ той

разницей, что здесь пустая строка заменяется двойной чертой. Кто

приметъ во внимаше эти замечания, тотъ при нЪкоторомъ

навыки будетъ въ состоянш находить логариемы съ перваго

взгляда.

Вторая таблица (numeri или антилогариемы съ 4

десятичными знаками) имЪетъ такое же расположеше, какъ и

первая. Она даетъ антилогариемы чиселъ, содержащихся

между 0 и 1 отъ тысячной до тысячной, т. е. чиселъ 0,001;
0,002;..., 0,999. Пусть требуется, напримЪръ, отыскать антило-

гариемъ числа 0,324. Возьмемъ въ столбце, обозначенномъ

буквою L, число 32, а въ строке, начинающейся съ 32, стол-
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бецъ 4. ЗдЪсь мы находимъ три цифры 109 и приписываемъ къ

нимъ слЪва цифру 2, находящуюся въ первомъ столбце рядомъ
съ 31. Сообразно съ этимъ искомый антилогариемъ будетъ

2,109. Точно такъ же находимъ, что антилогариемъ числа 0,325 ра-
венъ 2,113. Знакъ * обозначаетъ въ этой таблице то же, что и въ

предыдущей; онъ показываетъ, что первую цифру, которой мы

должны дополнить искомый антилогариемъ, нужно искать въ

концЪ следующей строки; значитъ, не въ той же или

предыдущей строке. Напримтзръ, 7,047 есть антилогариемъ числа 0,848.

222. Устройство пятизначныхъ таблицъ. Въ качестве

образца пятизначной таблицы примемъ таблицу Ф. Г. Гаусса (изда-
шя Eugen Strien'a, Галле на С.) *). Здтзсь мы приведемъ изъ нея

лишь небольшую выдержку. Въ столбцахъ, обозначенныхъ
буквой N (numerus = число), находятся числа, содержаицяся между

100 и 999, а въ приводимой нами части таблицы — числа

отъ 170 до 181. Чтобы получить логариемъ числа 1,732, оты-

скиваемъ въ этомъ столбце число 173 и подвигаемся по

строке, содержащей число 173, направо до столбца, отмтзченнаго

вверху цифрой 2. ЗдЪсь мы находимъ цифры 855, которыя вмЪ-

стЪ съ цифрами 23, стоящими подъ знакомъ L, даютъ 5 цифръ
23855 мантиссы искомаго логариема. Поэтому:

log 1,732 = 0,23855.

Положимъ теперь, что намъ нужно найти логариемъ числа

1,7324; онъ не можетъ быть найденъ непосредственно въ

таблице. Однако, таблица указываетъ, что онъ лежитъ между

0,23855 и 0,23880. Разность между этими двумя логариемами

будетъ 0,00025, или, короче, такъ какъ дЪло идетъ только о

двухъ послЪднихъ десятичныхъ знакахъ, 25. Но если логариемъ

при нарастанш числа на 10 десятитысячныхъ возрастаетъ на 25

единицъ последнего десятичнаго разряда, то мы принимаемъ,

что при нарастанш числа на 4 десятитысячныхъ логариемъ возра-

4
стаетъ на — отъ 25, т. е. на 10 единицъ послЪдняго десятичнаго

*) Устройство таблицъ Пржевальскаго, Августа, Рябкова, Блюм-

берга, которыми учащ1еся пользуются у насъ, отличается отъ этихъ

таблицъ столь мало, что это описаже вполне приложимо и къ нашимъ

таблицамъ. Прим. ред.
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1 N*

170
171
172
173

174
175
176

177
178
179

180
181

L. 0

23 045
300
553
805

24 055

1

070
325
578
830

080
304 I 329
551

797
25 042

2b5

527
768

576

822
066
310

551
792

2

096
350
603
855

105
353

3

121
376
629
880

130
378

601 625

846
091
334

871
115
358

575 ! 600
816 | 840

j

4

147
401
654
905

155
403
650

895
139
382

624
864

5

172
426
679
930

1180
428
674

920
164
406

648
888

6

198
452
704
955

204
452
699

944
188
431

672
912

'

223
477
729
980

229
477
724

969
212
455

696
935

! 8

249
502
754

*005

254
502
748

993
237
479

720
959

9

274
528
779

*030 1

279
527
773

*018
261
503 !

744 i
983 i

P. P. 1

25
1 ! 2,5
2 I 5,0
3 ; 7,5
4 i 10,0
5 ! 12,5
6 ! 15,0
7 i 17,5
8 ; 20,0 |
9 ! 22,5

1

разряда. Для того, чтобы не приходилось вычислять это зна-

чеше, оно дано въ особомъ столбцЪ, обозначенномъ черезъ

P. P. (Partes proportionates), въ особой табличкЪ, отмеченной

сверху цифрой 25; именно, оно находится направо отъ цифры 4.

Итакъ, вычислеше логариема числа 1,7324 мы располагаемъ

агЬдующимъ образомъ:

log 1,732 = 0,23855
10

log 1,7324 = 0,23865.

Книга Ф. Г. Гаусса не содержитъ отдельной таблицы

антилогариемовъ. Хотя таюя таблицы и удобны для многихъ

вычисленш, но задача о нахожденш числа по данному лога-

риему можетъ быть решена и безъ ихъ помощи, такъ какъ

для этого оказывается достаточной таблица логариемовъ.

Если, напримЪръ, нужно найти число, логариемъ котораго есть

0,24802, то таблица логариемовъ указываетъ, что это число

лежитъ между 1,7700 и 1,7710. Логариемы этихъ чиселъ суть

0,24797 и 0,24822, разность которыхъ равна 25. Сообразно

этому мы располагаемъ вычислеше слЪдующимъ образомъ:

0,24802 1,7700

0,24797 2

5 1,7702

Итакъ, сначала мы составляемъ разность двухъ логарие-
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мовъ, между которыми лежитъ данный логариемъ,

табличную разность, въ данномъ случай 25; потомъ беремъ разность
между даннымъ логариемомъ и ближайшимъ къ нему мень-

шимъ, находящимся въ таблице, въ данномъ случае 5. -ЗатЪмъ

находимъ въ табличкЪ пропорцюнальныхъ частей 25, что

разность логариемовъ 5 сортвЪтствуетъ разности чиселъ 2.

Следовательно, числомъ логариема 0,24802 или антилориемомъ числа

0,24802 будетъ 1,7702.
223. Основное свойство логариемовъ. Основное

свойство логариемовъ выражается следующей теоремой.
Теорема 79. Логариемъ произведешя равенъ суммЪ

логариемовъ сомножителей.

Разсматривая ряды, опредЪляюнце логариемы, мы видимъ,

что числа дш и qn имЪютъ логариемы md и ?id. Но

произведете ихъ есть gm+n, а логариемъ числа qm+n равенъ (т-\-п) d,
т. е. равенъ md-\-nd, следовательно, равенъ суммЪ
логариемовъ отдЪльныхъ сомножителей.

Эта теорема позволяетъ во многихъ случаяхъ значительно

упростить вычислешя; въ этомъ и заключается практическая

польза логариемовъ.

ПримЪръ I. Требуется вычислить произведете:

х = 1,33 -2,15 -2,31 • 1,48
По теоремЪ 79 имЪемъ:

log х = log 1,33 -f log 2,15 -f log 2,31 -f log 1,48.

Первая таблица даетъ намъ эги логариемы и достаточно

лишь сложить ихъ, чтобы получить log х:

log 1,33 = 0,1239

log 2,15 = 0,3324
log 2,31 = 0,3636
log 1,48 = 0,1703

log x = 0,9902.
Зная log ж, ищемъ по таблице чиселъ numerus или

антилогариемъ числа 0,990. Онъ равенъ 9,772; это и есть

искомое произведете. ПослЪднш десятичный знакъ этого числа,

конечно, неточенъ, такъ какъ значешя логариемовъ, находяиияся
въ таблице, суть приближенныя значешя, содержания лишь 4

десятичныхъ знака. На практике, однако, часто достаточно
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иметь три точно установленныхъ десятичныхъ знака. Если, на-

примЪръ, х обозначаетъ неизвестное число рублей, то мы при-

нимаемъ за результатъ 9,77 р., а часто даже 9,75 р.

Примерь Н. Вычислить г/, определяемое формулой:

у = 1,36 • 1,37 • 1,38 • 1,39 • 1,40 • 1,41.

Найдемъ въ первой таблице логариемы данныхъ чиселъ и сло-

жимъ ихъ:

log 1,36 = 0,1335

log 1,37 = 0,1367
log 1,38 = 0,1399

log 1,39 = 0,1430
log 1,40 = 0,1461
log 1,41 =0,1492

log у = 0,8484.

Чтобы получить у, достаточно найти лишь антилогаремъ

числа 0,8484. Во второй таблице находимъ что антилогариемъ

числа 0,848 равняется 7,047, а антилогариемъ числа 0,849
равняется 7,063. Следовательно, антилогариемъ числа 0,8484 лежитъ

между этими двумя числами. Если же намъ нужны лишь два

десятичныхъ знака, то мы можемъ не производить дальней-

шихъ вычислена и принять за результатъ 7,05.

224. ДЪлеше. Теорема 80. Логариемъ частнаго

получается, если мы вычтемъ логариомъ делителя изъ лога-

риема делимаго.

Изъ формулы
а = be

следуетъ:

log a = log b-\- log с;

поэтому, изъ формулы

С

следуетъ, что

log Ь = log a — log с.

Примерь. Вычислить х по формуле:
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Применяя терему 80, найдемъ:

log 8,34 = 0,9212
log 1,23 = 0,0899

log x = 0,8313
х = 6,78...

225. Степени и корни. Употреблеше логариемовъ особенно

удобно, если нужно вычислить степень даннаго числа или

корень изъ даннаго числа. Пусть, напримЪръ:

Такъ какъ число а равно произведена 4 сомножителей Ъ\

а = Ъ-Ъ -Ъ -Ъ,
то

log а = log Ъ ~\- log Ъ -f- log Ъ -\- log ?>,
или

log a = 4 log 6,
и обратно:

'

log & =
y log a.

Итакъ, изъ формулы

а=й4

или же изъ равнозначной съ нею формулы

Ь = Уа

получаемъ для логариема числа а = Ь4: равенство:

log а = 4 log Ъ

и, обратно, для логариема числа Ь = \/а равенство:

log 6 == —log a.

Прим-Ьръ I. Пусть требуется вычислить 5-тую степень

числа 1,23. Пусть будетъ:

х = (1,23)5.
Тогда

log х = 5 log 1,23 = 5 � 0,0899 = 0,4495.

Нужно, следовательно, отыскать антилогариемъ числа 0,4495.
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Антилогариемъ числа 0,449 равенъ 2,812, а антилогариемъ числа

0,450 равенъ 2,818. Следовательно:

х = 2,815....

Прим-Ьръ II. Требуется вычислить |/3,14. Обозначимъ

этотъ корень черезъ у\ тогда:

log у = -1 log 3,14 = -1- • 0,4969 = 0,1242.

Таблица антилогариемовъ даетъ для числа 0,124
антилогариемъ 1,330; сообразно съ этимъ у

— 1,330....

226. Логариемы чиселъ, не лежащихъ между 1 и 10»

Таблица логариемовъ, которой мы пользовались, даетъ намъ

логариемы чиселъ, лежащихъ между 1 и 10. Чтобы получить

логариемы другихъ чиселъ, мы пользуемся основнымъ свойствомъ:

log a = log Ъ -\- log с,

принимая здЪсъ за с степень числа 10.

Если мы ищемъ, напримЪръ, логариемъ числа 134, то пишемъ:

134 = 1,34 - 102

и отсюда заключаемъ, что

log 134 = log 1,34 + 2 log 10.

Теперь таблица логариемовъ даетъ:

log 1,34 = 0,1271;
но очевидно,

log 10 = 1, log 102 = 2.

Поэтому получимъ:

log 134 = 0,1271 + 2 = 2,1271.

Ясно" что log 134 имЪетъ ту же мантиссу, что и log 1,34.
Такъ какъ таблица даетъ мантиссы, то для отыскашя логариема

какого угодно числа не нужно обращать внимашя на

запятую. ЦЪлая часть логариема, его характеристика, равна

тому числу десятичныхъ знаковъ, которое слЪдуетъ отделить,
чтобы получить число, лежащее между 1 и 10. Можно также

сказать, что мантисса равна количеству цифръ числа слЪва отъ

запятой, уменьшенному на 1.
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Примеры. Найти логариемъ числа 1 20000. Таблица даетъ-

намъ мантиссу 0792; характеристика равна 5, отсюда искомый

логариемъ равенъ 5,0792.
Найти логариемъ числа 34,5. Таблица даетъ намъ

мантиссу 5378. Характеристика равна 1; следовательно, логариемъ.

равенъ 1,5378.
Найти антилогариемъ числа 2,343,т. е. число, логариемъ

котораго равенъ 2,343. Въ таблице антилогариемовъ отыс-

киваемъ число, логариемъ котораго 0,343, и умножаемъ его,

такъ какъ мантисса равна 2, на 102 = 100. Такимъ образом^

получимъ антилогариемъ 220,3.

Найти антилогариемъ числа 3. Безъ всякой таблицы

мы знаемъ, что 10 есть антилогариемъ числа 1, и отсюда

антилогариемъ числа 3 равенъ 1000.

Прим-Ьнен1я. Пусть требуется вычислить значеше:

х = 34,1 -46,3.2,35-15,4.

Вычислеше располагаемъ слЪдующимъ образомъ:

log 34,1 = 1,5328
log 4b,3 = 1,6656
log 2,35 = 0,3711
log 15,4 = 1,1875

log x = 4,7570.

Теперь мы ищемъ антилогариемъ числа 0,757 и находимъ 5,715;
переносимъ запятую на 4 знака вправо, такъ какъ

характеристика log х равна 4, и получаемъ:

х= 57150.

Однако, слЪдуетъ заметить, что мы не должны разсчитывать на

то, что двЪ послЪдшя цифры будутъ точными. Чтобы получить

большее число точныхъ цифръ, нужно было бы пользоваться

таблицей съ большимъ числомъ десятичныхъ знаковъ.

227. Логариемы правильныхъ дробей. Отрицательный
мантиссы. Если мы ищемъ логариемъ числа 0,00341, то>

можемъ написать:

°'00341 = ШГ
Следовательно:
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log 0,00341 = log 3,41 — log 1000 = 0,5328 — 3.

Итакъ, искомый логариемъ равенъ 0,5328 — 3, т. е. равенъ

— 2,4672; это—отрицательное число. Точно такъ же дЪло

обстоитъ съ логариемами всЪхъ положительныхъ чиселъ, мень-

шихъ 1, следовательно, всЪхъ правильныхъ дробей.

На практике при вычислешяхъ никогда не производятъ

вычиташя; именно, обыкновенно пишутъ:

log 0,00341 = 0,5328 — 3;

вмЪсто этого пишутъ также: 3,5328, помещая знакъ минусъ

надъ цифрой 3. По опредЪлешю, это то же, что — 3 -|- 0,5328,
т. е. — 2,4672. Цифра 3 представляетъ отрицательную

характеристику.

Прим-Ьръ I. Пусть требуется вычислить произведете:

х= 23,5 • 0,824.
Получаемъ:

log 23,5 =1^,3711
log 0,824 = 1,9159

log x = 1,2870.

Чтобы выполнить сложеше, поступаютъ сначала такъ, какъ

будто рЪчь идетъ о двухъ обыкновенныхъ десятичныхъ чи-

слахъ. Но, подходя къ столбцу единицъ, производятъ вычи-

слеше слЪдующимъ образомъ: 1 въ умЪ, да 1 и 1 будетъ
1 + 1—1=1.

Такимъ образомъ получимъ: # = 19,36 —

Прим-Ьръ II. Пусть требуется вычислить произведете:

х = 234 • 0,0325 • 22,3 • 0,98 -80.

По таблице находимъ:

log 234 =2,3692,

log 0,0325 = 2,5119,

log 22,3 =1,3483,

log 0,98 ==Г,9912,
log 80 =1,9031

\ogx = 4,1237.
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ЗдЪсь въ столбце единицъ 3 сохраняемъ въ умЪ, эти 3 слЪ-

дуетъ прибавить къ мантиссамъ 2, 2, 1, 1, 1; получимъ:
3 —[— 2 — 2-[-1 — 1-|-1 =4. Такимъ образомъ мы находимъ

приближенно значеше х= 13290.

Прим-Ьръ III. Пусть требуется вычислить }/0,01621.
ЗдЪсь log 0,01621 =2,2098; возьмемъ четвертую часть его.

Для этой цЪли пишемъ:

2,2098 = — 2 -f 0,2098 = — 4 -f 2,2098;

беремъ четвертую часть числа —4, т. е. —1, прибавляемъ къ

этому четвертую часть числа 2,2098, т. е. 0,5524, и получаемъ

1,5524. Число, соответствующее этому логариему,будетъ 0,3568

228. Расположеше вычислешй. Если мы желаемъ

вычислить некоторое выражеше съ помощью логариемовъ, то слЪ-

дуетъ раньше, чЪмъ обращаться къ таблицамъ, надле-

жащимъ образомъ подготовить и расположить вычисле-

Hie. При этомъ характеристики пишутъ обыкновенно сейчасъ

же, такъ какъ ихъ въ таблиц-fe нЪтъ.

Прим-Ьръ I. Пусть требуется вычислить значеше вы-

ражешя:

_
3,45 • 3,34 • 35,2

Х ~
894 • 0,034

Чтобы найти log ж, складываемъ сперва логариемы

сомножителей, находящихся въ числителе, и вычитаемъ изъ этой суммы

сумму логариемовъ сомножителей, находящихся въ знаменатели:

log 3,45 = 0, log 894 =2,

log 3,34 = 0, log 0,034 = 0, —2.

log 35,2 = 1, • log знаменателя =

log числителя =

log знаменателя =

log# =

x =

ПослЪ того, какъ сделана эта запись, отыскиваемъ по

таблице мантиссы:
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log 3,45 = 0,5378 log 894 =2,9513

log 3,34 = 0,5237 log 0,034 = 0,5315 — 2

log 35,2 =1,5465 log знаменателя =1,4828

log числителя = 2,6080,

log знаменателя =. 1,4828

\ogx = 1,1252.

Отсюда слЪдуетъ:

x = 13,34....

Если нужно произвести вспомогательныя вычислешя, то

слЪдуетъ запись ихъ также приготовить предварительно.

Прим-Ьръ II. Требуется вычислить значеше выражешя:

_

(34,2)2- |/3£
Х~

~]/1д5~872
'

Вычислешя удобно расположить слЪдующимъ образомъ:

•

Вспомогательныя вычислежя:

log34,2 = 1, log 3,5 = 0,

2 log 34,2 = J log 3,5 =

log 3,45 =0,

log 872 =2,

log (3,45 • 872) =

i log (3,45-872) = .

Главное вычислеше:

2 log 34,2 =

Hog 3,5 =

log числителя =

logj/3,45 -872 =

logo; =

x =
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Только послЪ того, какъ вся эта схема уже составлена,

мы обращаемся къ таблице логариемовъ, чтобы разыскать

недостающая еще мантиссы.

ПримЪчаше. Мнопя ошибки происходятъ при переписыванш

промежуточныхъ результатовъ. Такъ, въ предыдущемъ

вычислент всЪ логариемы главнаго вычислешя перенесены изъ вспомога-

тельныхъ вычислен1й. Лучше по возможности избегать этихъ

перенесена. Поэтому было бы хорошо отдать предпочтете

следующему расположена:

Вспомогательный

вычислеш'я

log 34,2

jog ^5

log 3,45

log 872

log (3,45-

J log (3,45

872)

872)

:

= 1,

-=o,

= 0,

Till.
=

=

Главное

вычислеюе:

2 log 34,2 =

*log 3,5 =

ilog (3,78-845) =

\ogx —

X =

III. СЛОЖНЫЕ ПРОЦЕНТЫ.

229. Сложные проценты. Одинъ изъ практическихъ

вопросовъ, въ которыхъ полезно употреблеше логариемовъ, со-

стоитъ въ вычислент сложныхъ процентовъ. Въ виду этого мы

займемся въ настоящей глав*Ъ учешемъ о сложныхъ процентахъ

на ряду съ учешемъ о логариемахъ.

Говорятъ, что денежная сумма отдана въ ростъ на

сложные проценты, если проценты, причитающ1еся съ этой суммы
не уплачиваются кредитору, а по истеченш извЪстнаго срока,

присоединяются къ капиталу и, въ свою очередь, приносятъ

проценты. Промежутокъ времени, послЪ котораго проценты такимъ

образомъ капитализируются, составляетъ обыкновенно либо

6 мЪсяцевъ, либо годъ; здЪсь мы разсмотримъ случай, когда

этотъ промежутокъ равенъ одному году. Такъ, если Петръ да-

етъ въ заемъ Павлу 10000 р. по 5 процентовъ со ста на

сложные проценты, то это значить, что по истеченш года Павелъ

не уплачиваетъ Петру 500 р. процентныхъ денегъ, которыя за
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это время наросли на 10000 р., но что съ этого момента его

долгъ составляетъ 10500 р.; эти деньги по прежнему разсчету

при 5% годовыхъ приносятъ въ течете слЪдующаго года 525 р.

Къ концу второго года долгъ Павла будетъ составлять

10500 p. -f- 525 р., т. е. 11025 р., которыя принесутъ въ слЪдуюоцй
годъ 551, 25 р. процентныхъ денегъ. Къ концу третьяго года

долгъ Павла будетъ составлять 11025 -\- 551,25, т. е. 11576,25 р.

и т. д. /

На первый взглядъ кажется, что вычислеже сложныхъ про-

центовъ не представляетъ собой задачи, которая существенно

отличалась бы отъ задачъ на простые проценты, т. е. что это

просто частный случай общей задачи исчислешя процен-

товъ. Однако, именно этотъ частный случай во многихъ прак-

тическихъ вопросахъ имЪетъ очень важное значеше и заслужи-

ваетъ поэтому тщательнаго изслЪдовашя. Другимъ основашемъ

необходимости особаго изслЪдовашя этото вопроса служатъ тЪ

послЪдств1я, каюя на практике вытекаюгъ изъ наращешя ка-

питаловъ сложными процентами. Можетъ казаться совершенно

естественнымъ, что не уплаченные» проценты увеличиваютъ долгъ

и сами, въ свою очередь, приносятъ проценты. Но, съ другой

стороны, быстрое нарасташе процентовъ, накопляющихся въ

продолжеше большого числа лЪтъ, ведетъ къ поразительнымъ

суммамъ;это привело къ необходимости установить особую рег-

ламентащю займовъ на сложные проценты (контроль государства

надъ обществами страховашя жизни, земельнаго кредита и

т. д.); мы увидимъ ниже, что разрЪшеше займовъ на сложные

проценты безъ всякаго ограничешя повело бы къ совершенно

недопустимымъ послЪдсгаямъ.

230. Формула сложныхъ процентовъ. Денежная сумма

въ А р. отдана въ заемъ на сложные проценты по р процен-
А. ю

товъ. Сумма въ А р. приноситъ въ годъ ^ р. процентныхъ

денегъ, а въ концЪ года процентныя деньги, присоединенныя къ

капиталу, образуютъ вмЪстЪ съ нимъ общую сумму долга:

Мы приходимъ, такимъ образомъ, къ правилу:
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Правило 34-ое. Чтобы получить капиталъ,

наращенный процентными деньгами за годъ, нужно умножить

начальный капиталъ на 1 -f- thq, г№р
обозначаете таксу

процентовъ; это число 1 +щ называютъ множите-

лемъ процентнаго наращешя.

Такъ какъ первоначальный капиталъ вовсе не входитъ

въ составъ множителя процентнаго наращешя, то мы можемъ

применить это правило къ суммЪ А (1 -|- ~~) р., которая бу-

детъ отдана въ заемъ на слЪдуюгщй годъ; тогда мы найдемъ,
что по истеченш двухъ лЪтъ общш долгъ составитъ:

^('+4)('+^)р-=^(1+4)2р-
Мы можемъ применить еще разъ правило 34-ое и получимъ

значеше долга по истеченш третьяго года:

По истеченш п лЪтъ долгъ составит^: £

100/

Отсюда вытекаетъ следующее правило:

Правило 35-ое. Чтобы найти, во что обратится
капиталъ въ А р., отданный въ ростъ на сложные проценты на

п лтзтъ, нужно умножить эту сумму А р. на /г-тую

степень множителя процентнаго наращешя l-f-ygQ-
231. ПримЪнешя. Прим-Ьръ I. Капиталъ въ 10000 р. по-

ложенъ на сложные проценты на 20 лЪтъ по 4%.

Вычислить, во что обратится долгъ по истеченш 20 лЪтъ. §
ЗдЪсь

^. = 10000, р=4, 1+^ = 1,04, п=20.

Отсюда искомая сумма: \

10 000- (1,04)20р.
Это выражеше мы вычислимъ при помощи логариемовъ; имЪемъ:

Боре ль, Элементарная математика. 27
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log 1,04 =0,0170,

20 log 1,04 = 0,34

log 10,000 = 4

4,34.

Число, соответствующее логариему 4,34, равно 21880. Поэтому
искомый результатъ составляетъ 21880 р.; итакъ, капиталъ въ

10000 р. увеличился больше, чЪмъ вдвое.

ПримЪчаше. ЗдЪсь нужно было умножить логариемъ числа

1,04 на 20. Изъ малой ошибки въ этомъ логариемЪ, которая
возникла всЪдсгае того, что мы отбросили десятичные знаки, слЪдую-

щ!е за четвертымъ, возникаетъ значительно ббльшая ошибка;

поэтому при рЪшенш задачъ на сложные проценты полезно для болЪе

употребительныхъ значенш таксы процентовъ р имЪть болЪе

точныя значешя логариемовъ множителя процентнаго наращешя

1 ^Tfio' ^ы даемъ 3Д^СЬ эти логариемы съ 10 знаками.

р

2

21
21
2!
з

31
31
3!
4

П00
•

1,02
1,0225
1,0250
1,0275
1,03
1,0325
1,035
1,0375
1,04

^hm) |
0,0086 001718
0,0096 633167
0,0107 238654 II
0,0117 818305
0,0128 372247
0,0138 900603
0,0149 403498
0,0159 881054
0,0170 333393

Однако, мы беремъ всегда лишь столько десятичныхъ зна-

ковъ, сколько нужно, чтобы по умноженш получилось 4 или 5

точныхъ десятичныхъ знаковъ; вообще, следовательно,
достаточно имЪть 6 или 7 десятичныхъ знаковъ.

Прим-Ьръ н. Какую сумму слЪдуетъ отдать въ ростъ

на сложные проценты по 3 со ста, чтобы получить че-

резъ 50 лЪтъ 1000 р.?
Если мы обозначимъ искомую сумму черезъ х р., то

должно быть:

ж(1,03)бо= 1000,
и потому
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log х = 3 — 50 log 1,03.

Но

log 1,03 = 0,0128372
50 log 1,03 = 0,64186;

следовательно, будетъ:

log^r = 2,35816.

Въ таблице мы находимъ, что логариему 0,358 соответству-
етъ число 2,280; следовательно, искомая сумма приблизительно
равна 228 р.

Прим-Ьръ III. Наследники придворнаго поставщика

курфюрста Фридриха Вильгельма Бранденбургскаго тре-

буютъ отъ прусской казны сумму въ 234 марки, которую,

по ихъ уверешю, имъ должны съ 1 5 февраля 1675 со

сложными процентами по 4 со ста. Какую сумму
должна была бы выплатить имъ прусская казна 15 февраля
1903 г., если бы требоваше ихъ было признано спра-

ведливымъ?

Давность долга составляетъ 1903 — 1675 = 228 летъ.

Сообразно съ этимъ, если мы обозначимъ долгъ черезъ х м., будетъ:

ж = 234. (1,04)228.
Но:

log 1,04 = 0,0170333

22_8
1362664

340666

3 40666

228 log 1,04 = 3,8835924
log 234 = 2,3692

log я =6,25279.

Число, соответствующее логариему 0,25279,

приблизительно равно 1,789. Следовательно, искомая сумма составитъ^
круглымъ счетомъ, 1789000 м.

Прим-Ьръ IV. Во что обратится капиталъ въ 1 р.,

отданный въ ростъ на 1000 летъ на сложные проценты

по 2 со ста?

27*
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Пусть эта сумма будетъ х р. Тогда:

ж = (1,02)1000.
Поэтому:

log х = 1000 • log 1,02 = 8,60017.

Отсюда слЪдуетъ, что приблизительно х = 398100000 р.,

т. е. искомая сумма составить, круглымъ счетомъ, 400 миллюновъ

рублей.

ЗАДАЧИ КЪ ГЛАВЪ XX.

466. Найти четвертый членъ ариеметическаго ряда, первый членъ

котораго равенъ 2, а разность равна 5.

467. Найти восьмой членъ геометрическаго ряда, первый членъ ко-

раго равенъ 5, а знаменатель равенъ 2.

468. Разсказываютъ, что изобретатель шахматной игры требовалъ

себе въ вид-Ъ вознаграждешя: 1 хлебное зерно за первую клетку

шахматной доски, 2 зерна за вторую, 4 зерна за третью и такъ, постоянно

удваивая, вплоть до 64-й клетки. Сколько хлебныхъ зеренъ должны

были бы ему дать за 64-ую клетку?
469. Найти логариемы следующихъ чиселъ:

32,5 0,30923
� 3240 82,4254

60000 0,0082345

3,02 0,0034597

0,304 723200000.

470. Найти антилогариемы следующихъ чиселъ:

3>2 _2,42523
^ 4,324 _2,43834

0,435 9,57556
15,234 8,93782.

471. Вычислить съ помощью логариемовъ следующая выражешя:

(0,035)* |/875000
~~

342 • 3,46 • |/234
'

_|/35|/42|/26400
У= (1,34)«(3,42Г"~*

472. Во что обратится капиталъ въ 500 р., отданный въ ростъ на

8 летъ на сложные проценты, считая по 3% годовыхъ?
473. Какую сумму следуетъ отдать въ ростъ на сложные проценты

по 4% годовыхъ, чтобы по истечеши 75 летъ получить 1000000 р.?
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474. Во сколько л'Ьтъ капиталъ въ 1000 руб., отданный въ ростъ

для наращешя сложными процентами изъ 4°/0 годовыхъ, обратится въ

1540 р.?
475. Во сколько лЪтъ капиталъ въ 2000 р. при наращежи

сложными процентами по 3°/0 годовыхъ обратится въ 5000 р.?

ЗАДАЧИ НА ПОВТОРЕН1Е ГЛАВЪ XIV ДО XX.

476. Решить и изслЪдовать систему уравнешй :

у — Ъх — 4_ 4я/—4ж
_

х + 2у — 3
~~

Зж+5г/ —2
_

'

гд*в хну обозначаютъ неизвЪстныя, a t данное число.

477. Изъ трехъ предстоящихъ собыпй А, В, С можетъ произойти
лишь одно. Напримъфъ, изъ трехъ состязающихся въ бЪгЪ можетъ

лишь одинъ приб-Ьжать первымъ, изъ трехъ кандидатовъ можетъ лишь

одинъ быть избранъ и. т. д. Петръ заключаетъ пари на слЪдующихъ
услов!яхъ. Противникъ даетъ ему некоторую сумму—скажемъ,—х р. и дер-

житъ пари на появлеше собьтя А; Петръ вернетъ ему ах р., если собьте

А случится, и не вернетъ ему ничего, если собьте А не случится»

Аналогично устанавливаютъ множители Ь и с, когда играютъ

соответственно на появлеше собьтя В или С. На каюя суммы нужно держать

пари относительно собыпй А, Ву С> чтобы наверное выиграть т р.

независимо отъ того, какое изъ трехъ собьтй произойдетъ?

Какимъ услов1ямъ должны удовлетворять множители af b, с, чтобы всЬ

три суммы были положительными? Если эти суммы отрицательны, что

всегда будетъ им1пъ м^сто, если Петръ человЪкъ сообразительный, то

можно решить лишь следующую задачу: Какимъ образомъ устроить,
чтобы противникъ во всякомъ случае терялъ ту же сумму ж р.

478. Вычислить стороны треугольника по даннымъ мед1анамъ. Въ

какомъ случае искомый треугольникъ будетъ прямоугольнымъ?
479. Решить систему уравнежй:

I х + у = а,

\ ху=Ь.
Произвести изсл^доваше.

480. Решить систему уравненш.
х + У = а,

х2 -\- у2 = Ь2.

Произвести изсл^доваже. Задача можетъ быть сведена къ

предшествующей.
481. Решить систему уравнешй.

я + У = а,

хд -\- уъ = №.

Произвести изсл-Ьдоваше. Задачу эту можно свести къ задаче № 479,
если выразить хъ-\-уъ черезъ х-\-у и ху. Это зам^чаше имЪетъ мЪсто

и для сл^дующихъ двухъ задачъ.
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482. Решить и изсл-Ьдовать систему уравнешй:

/ х-\-у = ау

483. Решить и изсл-Ъдовать систему уравнешй:

{х-\-у
= а

хъ -\- уъ = Ьъ.

484. Решить систему уравнешй:
х + У + z = "»

ж3 _|_ ^3 _J_ ^З — а3 в

485. Данъ треугольникъ ЛВС. Определить на прямой ВС такую
точку О, чтобы параллелограммъ, составленный прямыми АВ, АС и

двумя другими прямыми, проходящими параллельно имъ черезъ точку О,

им^лъ данный периметръ.

486. Данъ треугольникъ ЛВС, съ прямымъ угломъ при вершине Л.

Требуется определить на прямой ВС точку О такъ, чтобы прямоуголь-
никъ, составленный прямыми АВУАС и параллельными имъ прямыми,

проходящими черезъ точку О, имЪлъ данную площадь.

487. Данъ треугольникъ ЛВС. Мы будемъ говорить, что прямо-

угольникъ MNPQ вписанъ въ этотъ треугольникъ, если вершина по-

слЪдняго М лежитъ на сторон'Ь треугольника АСу вершина N—лежитъ на

стороне АВ, а вершины Р и Q—на стороне ВС. Требуется определить
прямоугольникъ, который вписанъ въ треугольникъ ABC, если даны

периметръ и площадь этого прямоугольника.

488. Данъ треугольникъ ABC. Требуется определить

прямоугольный треугольникъ, стороны котораго имеютъ попарно те же

разности, что и стороны даннаго треугольника.

489. Въ треугольнике ABC даны сторона АВУ уголъ А и высота,

выходящая изъ вершины А. Определить остальныя стороны треугольника.

490. Въ треугольнике даны сторона, рад1усъ описаннаго круга и

соответствующая данной стороне мед1ана. Вычислить друпя стороны.

Произвести изследоваше.
491. Въ треугольнике даны сторона, сумма двухъ другихъ сторонъ

и уголъ А, противолежащШ данной стороне. Вычислить две друпя

стороны. Произвести изследоваше.
492. Данъ шаръ съ центромъ О и малый кругъ (С) этого шара. Обозна-

чимъ черезъ (I) меньшую изъ двухъ частей, на которыя шаръ делится

плоскостью круга (С), а черезъ (Г) конусъ, вершиной котораго служитъ

точка О, а основашемъ кругъ (С). Данъ рад1усъ шара. Требуется выбрать
разстояше плоскости (С) отъ центра шара такъ, чтобы поверхность

сегмента (I) была въ т разъ больше боковой поверхности конуса.

Произвести изследоваше.

493. Обозначешя остаются те же, что въ предыдущей задаче.

Требуется определить разстояше плоскости (С) отъ центра шара такъ,
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чтобы объемъ сферическаго сегмента (I) былъ въ р разъ больше

объема конуса (Г). Произвести изслЪдоваше.
494. Въ треугольнике даны сторона, разность двухъ другихъ сто-

ранъ и рад1усъ описаннаго круга. Вычислить углы В и С. Произвести
изагЬдоваше.

495. Даны площадь, периметръ и одинъ уголъ треугольника.
Вычислить два другихъ угла. Произвести изслЪдоваше.

496. Разсматриваемъ уравнеше второй степени по отношен'ио къ х:

(1) х2 — Ьх + 5 + z(x2 — Ьх + 6) = 0.

Для какихъ значешй z корни этого уравнешя будутъ равны между

собой? Обозначимъ эти значешя черезъ zx и z2) общее значеше корней

уравнешя (1) при z = z1 обозначимъ черезъ х1 и общее ихъ значеше

при z = z2
—

черезъ х2. Пусть теперь х' и х" суть корни уравнешя (1) при

произвольномъ значенш г, отличномъ отъ % и z2. Вычислить значешевы-

. (х'—Хл)(х" —Хо)
раженш 7-7 Чгт-Tf ^т и доказать, что значенш это не зависитъ

(х' — х2) (х" — х±)
ОТЪ Z.

497. Вставить п среднихъ ариеметическихъ (или среднихъ геоме-

трическихъ) между двумя данными числами а и z — значитъ составить

ариеметическш (соответственно геометрическж) рядъ изъ п-\-2 членовъг

первый членъ котораго равенъ а и послЪдшй z. Требуется вставить

между 10 и 50 три ариеметическ'ш средшя.
498. Вставить между числами 1 и 10000 три среднихъ геоме-

трическихъ.

499. Вставить между числами 10 и 24 шесть среднихъ

ариеметическихъ.

500. Вставить между 2 и 64 четыре среднихъ геометрическихъ.

501. Вставить между числами 1,35 и 2,54 двадцать среднихъ
ариеметическихъ.

502. Вставить между 1 и 2 семь среднихъ геометрическихъ.

503. Вычислить суммы ариеметическихъ и геометрическихъ рядовъ,

которые составлены въ задачахъ №№498 — 502.

504. Вставить между 15 и —50 четыре среднихъ ариеметическихъ.
505. Вставить между 10 и 3 шесть среднихъ геометрическихъ.

506. Вставить между 4 и —■=- четыре среднихъ геометрическихъ.
о

507. Вставить между + 1 и — 1 шесть среднихъ геометрическихъ.
508. Составить суммы рядовъ въ задачахъ №№ 504 и 507.

509. Дана перюдическая десятичная дробь:

0,074074074...

Требуется написать ее въ вид'Ь геометрическаго ряда со знаменателемъ

fOOO ^отомъ требуется составить сумму п первыхъ членовъ этого ряда

и изслЪдовать, что происходитъ съ этой суммой, когда п безконечно

возрастаетъ.
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510. Решить .ту же задачу для перюдическихъ десятичныхъ дробей:

0,303430343034...,

0,256317317317....

511. Пусть данъ треугольникъ ABC; пусть АН будетъ перпенди-
куляръ, опущенный изъ точки А на прямую ВС, НЩ — перпендикуляръ,

опущенный изъ Н на АО, S1K1—перпендикуляръ, опущенный изъ Нх
на прямую ВС, КгН2— перпендикуляръ изъ точки К± на прямую АС,

Н2К2 перпендикуляръ изъ точки Н2 на прямую ВС и т. д. Вычислить

сумму этихъ перпендикуляровъ, полученныхъ после n-кратнаго повторешя

построешя. Что произойдетъ съ этой суммой, если п безконечно возраста-

етъ? Выполнить вычисления для равносторонняго треугольника со стороной
АВ = 2 см., принимая последовательно п= 4, п —10,^ = 1000, п —1000000.

512. Въ кругъ вписанъ равносторонне треугольникъ. Въ этотъ

треугольникъ вписанъ кругъ, въ этотъ кругъ новый равносторонШ
треугольникъ, и такъ далйе до безконечности. Требуется вычислить

сумму площадей круговъ, сумму площадей треугольниковъ и сумму

периметровъ треугольниковъ.
513.. Одинаковые предметы цилиндрической формы (куски дерева,

трубы и т. д.) сложены одни на друпе слЪдующимъ образомъ. Сначала
положено известное количество ихъ рядомъ на горизонтальной
плоскости, затЪмъ надъ ними уложенъ другой слой этихъ предметовъ та-

кимъ образомъ, чтобы они стояли надъ промежутками между предметами

перваго ряда, и такъ далее; такимъ образомъ, каждый слЪдующш
горизонтальный слой содержитъ однимъ предметомъ менее предыдущаго.

Сколько предметовъ заключаетъ вся куча, если получилось 12 горизон-

тальныхъ слоевъ и если самый верхнж содержитъ 42 предмета .

514. Одинаковые шары раскладываются на горизонтальной плоскости

одинъ возл^ другого въ форме равносторонняго треугольника такимъ

образомъ, что пом"Ьщаютъ 5 шаровъ въ первомъ ряду, потомъ 4 образу-
ютъ параллельный рядъ такъ, что каждый изъ этихъ 4 касается двухъ

шаровъ изъ первыхъ 5-ти, потомъ 3 образуютъ новый параллельный
рядъ, загЪмъ 2 и, наконецъ, 1. ЗагЬмъ накладываютъ новые шары на всю

фигуру такъ, что каждый изъ нихъ лежитъ на трехъ шарахъ. Тогда мы

получимъ новый равностороншй треугольникъ, каждая сторона котораго

содержитъ 4 шара вместо 5. Продолжаютъ поступать такимъ образомъ,
пока не получится трехугольная пирамида, которая заканчивается однимъ

шаромъ, образующимъ ея вершину. Сколько на это понадобится шаровъ?
Сколько понадобилось бы шаровъ, если бы сторона треугольника,, лежа-

щаго въ основанш пирамиды, содержала 45 шаровъ?.
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Числа обозначаютъ страницы.

Абсолютное значете алгебраиче-
скаго числа 143; аб-ые максимумъ
и минимумъ трехчлена 347.

Абсцисса точки на оси 166, 286,
288; измажете начальной точки

аб-ъ 171, 172; аб-а, какъ

координата точки на прямой 178; поло-

жительныя и отрицательныя аб-ы

287.

Алгебраическая формула 123; алг-ое

выражеже 123;рацюнальное алг-ое

выражеже 189; алг4я числа 141,
алг-ая сумма 142; алг-ое число,

измеряющее прямолинейный от-

рЪзокъ, 143; алг-ое значеже пря-

молинейнаго отрезка 143, 168,
алг-'ш дроби 159—160.

Антилогаривмъ 404, таблицы анти-

логариемовъ съ 4 десятичными

знаками 403 — 405; нахождеже
антилогариемовъ въ таблице
логариемовъ съ 5 десятичными

знаками 407.

Ариеметика въ противоположен^
счету 45.

Ариеметическ1е ряды 394, 395, 397

—401; нисходяиуе apie ряды 395;
восходящ1е ap-ie ряды 393.

Асимптоты лижи 375—376; ас-ы

равносторонней гиперболы 375,
391.

Безконечно-болыиЫ значежя одно-

родныхъ координатъ 181, безк.
бЛя значежя дробныхъ выраже-
Н1Й 205; безк. б-1я рЪшежя урав-
нежй первой степени 218.

Безконечно удаленная точка на
прямой 180—182.

Больше въ примЪнежи къ количе-

ствамъ 5, 6—7; больше въ прим'Ь-
нежи къ алгебраическимъ чи-

сламъ 167.

Буквы; примЪнеже б-ъ 121—123;
значеже б-ы 122; б-ы не
означаюсь никогда именованныхъ чи-

селъ 122; выборъ б-ъ 128 — 131;
грсчесюя б-ы 130; б-ы съ указа-
телемъ 131, б-ы для обозначежя
постоянныхъ величинъ 212; б-ы
для обозначежя неизв1ктныхъ
или перемЪнныхъ величинъ 212.

Величина; понят!е о вел-гь 81; изв-Ъ-
стныя и неизвЪстныя вел-ы 196;
перемЪнныя вел-ы 212;
постоянны я вел-ы 212.

Вершина параболы 346.

Взаимно-простыя числа 60.
Включеше скобокъ однЪхъ въ дру-

пя 127.

Возможныя значежя при изслЪдо-
ванш уравнежй второй степени
336—338.

ВозрастающШ порядокъ цйлыхъ
чиселъ 7; возр-ая функц1я 278 —

279; постоянно возр-ая функфя
279.

Восходящ1е ариеметичесюе ряды
395; eocx-ie геометричесюе ряды
396-397.

Время, положительное и

отрицательное вр-я 146; измЪнеже
начала вр-ь 172.

Выборг неизвЪстныхъ въ задачахъ

первой степени 253—254.

Выражешя\ алгебраичесюя вырчя
123; раш'ональныя алгебраичесюя
вырня 189; значеже алгебраиче-
скихъ выр-Ш 124—128; тождествен-
ныя вырАя 128.

Вычерчивате прямыхъ лижи, кото-

рыя предстгвлчютъ ходъ измЪ-
нежй двучленовъ первой степени
294-297".

Вычиташе цЪлыхъ чиселъ 15—21;
выч-ie, какъ д-Ьйсше, обратное
сложежю, 15, 20; выч-ie суммы 16;
выч-ie на пальцахъ 18; выч-ie

цифръ 21: выч-ie именованныхъ
чиселъ 45—46; выч-ie обыкновен-
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ныхъ дробей 93—94; выч-ie деся-
тичныхъ дробей 101—102, выч-ie

алгебраическихъ чиселъ 150—152;
выч-ie алгебраическихъ дробей
160; выч-ie одночленовъ 192, 197;
выч-ie многочленовъ 198—199.

Вычислеше алгебраическихъ выра-
жежй 124—128.

Вычислеше рЪшежя системы двухъ
уравнешй первой степени 232 —

237.

Геометричесше ряды 395—397, 401
— 402; нисходящ1е геом-ie ряды
396, 397; восходящ1е геом-ie ряды
396, 397.

Геометрическое изображеже
томографической функцш 384—389.

Гипербола (равносторонняя) 374 —

376, асимптоты гип-ы 374, 375;
центръ симметрш и оси симмет-

р!и гип-ы 376—377; центръ гип-ы

377.

Гомографическая функщя 374—391;
общее гом-ое уравнеже съ двумя

переменными 379; геометрическое
изображеже гом-ой функцш 384
—389; особый случай гом-ой

функцш 389—391.

Графическое изображеже 283—290;
гр-ое изобр..жеже температуры
283—286; гр-ое изображеже
двучлена первой степени 291—297;
гр-ое изображеже равномерна™
движежя 302—304; гр-ое
изображеже распчсажй желЪзнодорож-
наго движежя 304—306; гр-ое
изображеже трехчлена второй
степени 339—352.

Движете; равномерное de-ie 173—

174; графическое изображеже
равномерна™ de-in 302—304.

Двойной корень уравнежя второй
степени 316, 320, 358, 362.

Двойная неопределенность системы

уравненш первой степени 241.

Двучленъ 193; дв ъ первой степени

277; изменеже дв-а первом
степени 278 — 283; графическое
изображеже дв-а первой степени 291

—298.

Десятичная система 4;
изображеже количества въ дес-ой системе
4 — 5, 6; д-ая часть числа 101;

д-ое счислеже 3 — 8; д-ые
знаки 100.

Десятичныя дроби 100—107; эле-

ментарныя dec-ыя дроби 100;
целое число дес-ой дроби 100; сло-
жеже дес-ыхъ дробей 101—102;
вычитаже dec ыхъ дробей 101 —

102; умножение дес-ыхъ дробей
102—103; дележе дес-ыхъ дробей
103—104; превращеже обыкновен-
ныхъ дробей въ дес-ыя 106—107;
перюдичесюя дес-ыя дроби 402,
423—424.

Директрисса параболы 352.

Дискриминантъ уравнежя второй
степени 316.

Длина прямолинейнаго отрезка 144.

Дробь; обыкновенная дробь 81—96;
черта дроби 83; правильная дробь
85; исключеже целаго изъ дроби
86; различные способы изображе-
жя дроби 86—89; сокращение, упро-
щеже дроби 87 - 8S; несократимая
дробь 88; одноименныя дроби 88
—91; разноименныя дроби 88—91;
общШ знаменатель несколькихъ

дробей 89 — 91; сложеже дробей
91—93; вычитаже дробей 93—94;
умножеже дробей 94—96; дележе
дробей 96; десятичныя дроби 100
—104; обращеже обыкновенныхъ
дробей въ десятичныя 106—107;
алгебраичесюя дроби 159 — 160;
рлцюнальныя дроби 205—206;
полюсы дроби 382.

Дгьлеше; d-ie целыхъ чиселъ 36—47;
d-ie на нуль ЗЬ, 181 — 182, 204,
213; остатокъ при d-iu 36 - 37;
основное равенство дчя 38; d-ie
именованныхъ чиселъ 46—47; д ie
на части 46—47; di-e по содержа-

жю 47; d-ie целаги числа на

произведете 55; di-e произведен^
простыхъ чиселъ 77 — 78; d-ie
обыкновенныхъ дробей 84,96; d-ie
десятичныхъ дробей 103—104;д-/в
положительныхъ и отрицатель-
ныхъ чиселъ 156—158; d-ie
алгебраических!» дробей 159; d-ie
одночленовъ и многочленовъ 203 —

204.

Дгьлимое 36.

Дгьлимость целыхъ чиселъ 37, 49

—54; dtbA-ть суммы 49; dtbA-ть

разности 49; дгьл-ть произведе-
н'1я 51; dtbA-ть на два и на пять

55—56; дп>л-ть на девять 56—58;



Алфавитный указатель. 427

дгьл-ть на три 58 — 59; дгьл-ть
одночленовъ 203; дгьл-ть
многочлена на одночленъ 204.

Дгълитель 36.
Дгълитель; обили наиболышй дгъл-ь

цЪлыхъ чиселъ 60—64.

Единицы 4, 5, 10, 14; ед-ы высшаго

порядка 4, 5, 11; е-ды десятич-
наго счислежя 101; е-да времени
169; ед-а длины 143; ед-а длины
абсциссъ и ординатъ 286.

Зависимая переменная 277—278.

Задачи) изслЪдоваже зад-ъ 214;
изслЪдоваже зад-ъ первой
степени 253; выборъ неизв-Ьстныхъ въ

зад-ахъ первой степени 253—254;
составлеже уравнежй въ зад ахъ

первой степени 254—255; изслЪ-

доваже рЪшежя въ зад-ахъ
первой степени 256; зад-и первой
степени съ одной неизвестной

256—257; зад-чи первой степени

со многими неизвестными 261

—263; зад-и второй степени 358.
Законъ температуры 292.
Знаки положительныхъ и отрица-
*гельныхъ чиселъ 138, 169; знаки

корней уравнежя второй степени

321; зпакь трехчлена второй
степени 328—329; знакъ равенства

(=) 7; знакъ не-равенства (=(=) 7,
знакъ неравенства (>, <) 7; знакъ
слоиешя (-(-) 9; знакъ вычитажя

(—) 15; знакъ умножен я (•) 24;
знакъ дЪпешя (:) 36; знакъ

черты дроби 82; знакъ квадратнаго

корня (V) 110; знаки высшихъ

корней 409.
Знаменатель дроби 83; зн-ель гео-

метрическаго ряда 396.

Значащая цифры 4, 11, 12.
Значете буквы 122; знче алгебраи-

ческаго выражежя 123;
алгебраическое зп-ie прямолинейнаго
отрезка 143; абсолютное зннеалге-

браическаго числа 143, система
зн-Ш перемЪнныхъ величинъ212,
неопределенное зн-ie частнаго
отъ д-Ьлежя нуля на нуль 213;
особенныя зн-1я при изсл-вдованш
уравнежй второй степени 335—338;
возможныя знАя при изотЬдова-
жи уравнежй второй степени 336
—339.

Извтъстпыя величины 196.
Измгьнеше начальной точки 171,

172, 344—345, 388-389.

Изображете; геометрическое из-ie

томографической функцш 384;
графическое из-ie 283—290;
графическое из-ie температуры 283—287*

графическое из ie двучлена

первой степени 291—297;
графическое из-ie жел'Ъзнодорожныхъ
расписажй 304—306; графическое
из-ie трехчлена второй степени

339—352; графическое из-ie

томографической функцш 384—391.
Изслгьдовате задачъ 214; изсл-ie
уравнежя первой степени 216

—2\% изсл-ie р-Ьшежя задачи
первой степени 256; примЪръ изсл4я
задачи первой степени со

многими неизвестными 266—272; изсл-ie

уравнежй второй степени 333

—339; особенныя значежя при

изсл-iu уравнежй второ i степени

335—339; возможныя значежя при
изсл-iu уравнежй второй степени

336—338; изсл-ie задачъ второй
степени 358—359, 359-363, 365
—368, 368-371.

Именованныя числа 45—47.
Исключете посредствомъ сложежя

231—237.

Исключете цтзлаго числа изъ

дроби 86.

Каноническ'ья формы трехчлена
второй степени 325—328.

Касательная въ вершине
параболы 346.

Квадратный корень 110—112;
приближенный кв-ый корень 111—114;
кв-ый корень съ точностью до
единицы съ недостаткомъ 111.

Квадратныя числа 109.

Квадратъ ц-Ьлаго числа 34; кв-тъ

суммы двухъ чиселъ 109; кв-тъ

дроби 107—109, полный кв-тъ 109.

Количество 3—7; предложеже о

неизменности кол ва 6, 9, 15, 28;
изображеже кол-ва 4, 5;
равенство двухъ кол-въ 5—7; большее
и меньшее кол-во 5, 6—7; распо-
ложеже кол-въ 6—7.

Координата точки на прямой 178;
однородная к-та точки на прямой
178; Декартовы к-ты точки 287.

Корни уравнежя второй степени
313; услов1я существоважя к-ей
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316; зависимости между коэф-
фишентами и к-ми уравнежя

второй степени 318—321; знаки к-ей

321; сравнен1е к-ей уравнежя
второй степени съ даннымъ числомъ

332-333.
Коэффищентъ-, угловой к-тъ прямой
297 — 298; в'ыражеже углового
к-та черезъ приращен!'я перемЪн-
ныхъ х и у 301 — 30?; угловой
к-тъ равняется скорости въ гра-

фическомъ изображенш равномъф-
наго движежя 303; к-тъ одночлена

190; к-ты уравнежя второй
степени 312; зависимости между к-ми

и корнями уравнежя второй
степени 318—320.

Кратное цЪлаго числа 37; общее
наименьшее кр-ое ц-Ьлыхъ чиселъ

64—65; общее наименьшее кр-ое

многочленовъ 206.

Кредитъ и дебетъ 147—149.

Линейныя сочетажя уравнежй
системы 227; л-ая функщ'я 278—293;
общее изсл'Ьдоваже л-ой функцш
294-296.

Лишя 295, прямая л-1я 295, л-in

у = х°- 339, л-in у = ах2 342—343,
лня у

= Мх 374 - 377; л-in у = с/х

377-379.

Логариемы 402—415; обыкновенные

лог-ы 402; таблицы обыкновен-

ныхъ лог-въ съ 4 десятичными
знаками 403—405; мантиссы

лог-въ 403, 410 — 411; основныя

свойства лог-въ 407 — 410; лог-ы

чиселъ, большихъ десяти, 410 —

411; лог-ы положительныхъ пра-

вильныхъ дробей 411 —413;
мантиссы лог-въ 410 — 411; л-честя

вычислежя 413 — 415, лог-ы

множителей процентнаго наращежя
417.

Лгьвая часть уравнежя 210.

Максамумъ трехчлена 347—351.
Мантиссы логариемовъ 403, 410—

411.
МедацинскЫ температуры 299—301.
Меньше въ случае количества 5,
6—7; меньше въ случа'Ь алгебра-
ическихъ чиселъ 167.

Минимумъ трехчлена 347—351.
Многочленъ 192; членъ мн-а 193;
подобные члены мн-а 193;
степень мн-а 194—195;

расположенные мн-ы 195—197; сложеже

мн-въ 198—199; вычитаже мн-въ

198-199, умножеже мн-въ 201

—203; дЪлеше мн-а на одночленъ

204—205; частныя мн-въ 205—206;
обыщи наименышй д-Ълитель мн-въ

206; общее наименьшее кратное
мн-въ 206.

Множество предметовъ 3.

Множимое при умножежи имено-

ванныхъ чиселъ 46.

Множитель въ именованныхъ чис-

лахъ 46; мн-ли при линейныхъ

сочетажяхъ уравнежй системы

223; мн-ли при рЪшежи системы

уравнежй первой степени путемъ

исключежя 231—237; мн-ль

процентнаго наращежя 417;
логариемы мн-ей процентнаго наращежя
418.

Моментъ времени 146, 169.
Мгьсто цифры въ десятичныхъ
числахъ 101.

Наименоваше числа 45—46.
Наклонъ прямой лижи въ топогра-

фш 299.
Направлете, положительное и

отрицательное на-ie 138, 142.
Натуральный рядъ цЪлыхъ чисейъ

7; нат-ый рядъ простыхъ чиселъ

68.

Начало временъ 169; измЪнеже н-ла

временъ 172; н-ло координатъ

288; н-ло абсциссъ 166.
Начальнап точка на оси 166;измЪ-
неже нач-ой точки абсциссъ 171
—172.

Невозможное уравнеже первой
степени 218.

Невозможность', нев-сть рЪшежя
уравнежя первой степени 218 —

219; случай н-сти при р-Ьшенш
системы уравнежй первой степени

221—223, 238; нев-сть задачи 256,
260, 362, 367, 371.

Независимость суммы отъ порядка
слагаемыхъ 9—10, 149.

Независимый; нез-ый отъ х членъ

196; нез-ое переменное 277.
Неизвгьстныя величины 129, 196,

211.
Неизмгьнность; основное предло-

жеже о неизм-ти количества 6, 9,
15, 28.

Неопределенность; случай н-сти

при рЪшенш системы уравнежй
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первой степени 221—223, 239,
простая н-стъ 239, двойная н-сть

240/
Неопределенный', неопр-ое значение

частнаго отъ дележя нуля на

нуль 213; неопрое уравнеже
первой степени 218.

Неправильный дроби 85, 167.

Неравенство; знакъ нер-ства 7.

Неравенство; обозначеже нер-ствъ
« 7; численныя нер-ства 240; смыслъ

нер-ства 240—244; части нер-ства

241; нер-ства первой степени 244,
нер-ства второй степени 329—331.

Несократимый дроби 88, 90.
Нисходящ1е ариеметичесюе ряды

3Q5; нисх-ie геометричесюе ряды
396-397.

Нормальный видъ линейнаго урав-
нежя 217; н-ый видъ уравнежя

второй степени 312.

Нулевыя точки трехчлена второй
степени 325.

Нульу какъ цифра, 3; нуль въ

произведена 25; делитель не равенъ
нулю 36, 204, 213; приписываже
нуля 41; нуль въ десятичныхъ
числахъ 101; приписываже нулей
въ десятичныхъ дробяхъ 101.

Нулевыя значешя коэффифента при
х въ уравнежи первой степени

218; н. зн-ie определителя
системы двухь уравнежи первой
степени 231, 237—240; н. зн-ie

коэффициента при х въ уравнежи
второй степени 312—315; н. зн-ie

коэффициента при х2 въ

уравнеши второй степени 322—323.

Numeri 402, называемые также ан-

тилогариемами 404.

Обратныя числа 96, 160.
Обратное деисте, для сложежя

15, 20, 150, д/|Я умножежя 36,
158.

Общее; общш делитель ц-Ьлыхъ чи-

селъ 60—64; общее кратное цЪ-
лыхъ чиселъ 64—65; общШ
делитель многочленовъ 206; общее
кратное многочленовъ 206; общШ
знаменатель несколькихъ дробей
90-91, 206.

Обыкновенныя дроби 81—96; об-ые
логариемы 402.

Однозначность р-Ьшешя уравнежя
первой степени 219; одн-сть р-Ь-
шежя системы двухъ уравнежи

первой степени 232.

Однородная координата точки на

прямой 178.
Одночлены 189—206; подобные одн-ы

191; сложеже и вычитаже одн-вь

191—192, 197; степень одн-а 194;
умножеже одн-вь 200; дележе
одн-въ 203; дележе многочлена

на одн-ъ 204—205; делимость
одн-въ 203.

Опредгьлете точки на оси 165—169;
onp-ie собьтя во времени 169

—171; опред-влеше точки на

прямой посредствомъ однородной
координаты 178—182.

Определенное уравнеже первой
степени 219.

Определитель системы двухъ
уравнеши первой степени 231;
нулевое значеже оп-ля 237—240.

Ордината 287—288, положительныя
и отрицат льныя орд-ты 287—288.

Особенный случай томографической
функцш 389--391.

Основаше степени 34.

Основное предложеже о

неизменности количества 6, 9, 15, 28.
Основное равенство дележя 38—39.
Особенным значешя при изследо-
ванш уравнежи второй степени

335—338.
Остатокъ при долежи ц^лыхъ

чиселъ 36—38.

Ось абсциссъ 288; ось 142; оси ко-

ординатъ 288; ось ординатъ 288;
ось параболы 346; оси симметрш

равносторонней гиперболы 376—
— 377; опред-влеже точки на оси

165—169; начальная точка на оси

166; скала на оси 166; ось

параболы 346.

Отношеше, въ которомъ точка

делить прямолинейный отрезокъ
178.

Отрицательныя числа 138—160;

отр-ое направлеже 138; отр-ыя

времена 146; отр-ыя мантиссы

логариемовъ 411.

Отрезки прямой на осяхъ коорди-
натъ 296.

Отступлеше на одно место влево
33.

Парабола 343; вершины пар-лы 346;
ось пар-лы 346; касательная въ

вершине пар-лы 346; ось

симметрш пар-лы 341—346; геометри-
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ческое опредЪлеше пар-лы 352;
фокусъ пар-лы 352; директрисса
пар-лы ЪЪ2\ параметръ пар-лы
352.

Параметръ параболы 352.
Partes proportionates 406.
Первая цифра числа 4.

Передвижеше параллельно оси

у-овъ 344; nep-ie параллельно оси

лг-овъ 344.

Перемгьнныя величины 196, 211;
независимый и зависимый пер-ыя

277.

Перестановки сомножителей въ

произведены 27, 95; перест-ка
частей неравенства 241.

Перюдичесшя десятичный дроби
402, 423-424.

Письменное изображеше
количества въ десятичной системе

4, 5,6; различные способы письм-го

изображешя дроби 86—88.

Повгьрка съ помощью числа 9 стр.
59-60, 67.

Подобные одночлены 191.
Подстановка значежй неизвЪст-
ныхъ или перемЪнныхъ величинъ
въ уравнеше 212.

Показатель степени 34.
Полный квадратъ 110.
Положительныя числа 138—160;

пол-ое направлеше 138; пол-ыя

времена 146.
Полюсы дрсби 382.

Порядокъ количествъ 7;

возрастаний поркь цЪлыхъ чиселъ 7;

nop-къ десятичныхъ знаковъ 100—

101; nop-къ членовъ и скобокъ при
соединены 17; nop-къ
сомножителей въ произведены 27—95;
nop-къ вычислешя

алгебраическихъ выраженж 125—127; пор-къ
при сложенЫ алгебраическихъ
чиселъ 149.

Последняя цифра числа 4.
Постоянныя величины 212; пос-я

функцЫ 279—280.
Правая часть уравнешя 211.

Правила производства д-ЬйствЫ

при сложенЫ цЪлыхъ чиселъ 10

—15; np-ла производства д-ЬйствЫ
при вычитанЫ цЪлыхъ чиселъ

18—21; np-ла производства д-Ьй-
ствЫ при умноженЫ ц-Ълыхъ
чиселъ 30—33; np-ла производства
д-Ьйствш при д^ленЫ ц'Ълыхъ
чиселъ 40—47; np-ла повЪрки

дЪйствЫ съ помощью числа 9 сгр.
59—60; np-ла производства дЪй-
ствш съ приближенными
частными 105> — 106; np-ла
производства д-ЬйствЫ при извлечены
квадратныхъ корней 112—114.

Правильныя дроби 85, 167; лога-

риемы np-ныхъ дробей 411.

Превращенie обыкновенныхъ
дробей въ десятичныя 106—107.

Преобразоваше алгебраическихъ
выраженш 128, 131.

Приближенныя части ыя 104—107.

Приведете подобныхъ членовъ

многочлена 193.

Признаки дгьаимости: на два и на

пять 55—56; — на три 58—59;
— на девять 56—58.

Приписывате нулей при дъ\пенЫ 41,
въ десятичныхъ дробяхъ 101
—102.

Приращешя перем-Ьнныхъ хну
301-302.

Произведете ц-влыхъ чиселъ 24;
пр-те двухъ сомножителей 24
—25; пр-те н'Ьсколькихъ
сомножителей 25—27; перестановка
сомножителей въ пр-н'ш 26—27;
делимость пр-шя 51 —53; дележе

пр-шя на цЪлое число 51—53;

дъ\пеше цЪлаго числа на np-uie
53—54; пр-те положительныхъ и

отрицательныхъ чиселъ 156—158.

Промежутокъ времени, который

разд'Ьляетъ два собыпя 146, 170.
Пропорциональность 274, partes

proportionates 406.
Простая неопределенность системы
уравненЫ первой степени 239;
пр-ой д-влитель 69; пр-ые
сомножители 73; пр-ыя числа 68—79;
таблицы пр-ыхъ чиселъ 70—73.

Противоположные прямолинейные
отр-Ьзки 144; прот-ныя числа

144, 152; прот-ныя числа, измЪ-

ряюиля два прямолинейныхъ
отрезка, 144.

Прямая] опредЪлгше точки на пр-ой
посредствомъ однородной
координаты 178—182; пр-ая, какъ

частный случай линЫ 295;
отрезки пр-ой на осяхъ координатъ

29b; направлеше пр-ой 297—298.
Прямолинейный отрЪзокъ 142,

равенство п-хъ отрЪзковъ 144;
алгебраическое число, измеряющее
п-ный отрЪзокъ 143; алгебраиче-
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ское значеже п-го отрезка 143,
163; противоположные п-ные

отрезки 144; сумма двухъ п-хъ от-

резковъ 144; длина п-го отрезка
144; отношеше, въ которомъ
точка делить п-ый отрезокъ, 178.

Путь въ равномЪрномъ движежи

174, 176-177.

Равенство двухъ количествъ 5—7;
знакъ р-ва 7; р-во дробей 87;
р-во двухъ отрЪзковъ 144.

Равномерное движете 173—177;
графическое изображеже р-го
движежя 302—304.

Разложете ц-Ьлаго числа на про-
стыхъ сомножителей 73—76.

Разность целыхъ чиселъ 15—21;
сложеже и вычитаже р-сти 16

-17; умножеже р-сти на число

29; р-сть именованныхъ чиселъ

46; делимость р-сти целыхъ
чиселъ 49—о1; р-сть ариеметиче-
скаго ряда 304.

Разстояте, между двумя точками
на оси 143, 168—169.

Расписате жел'Ьзнодорожнаго дви-

жен)я, графическое изображе-
Hie р-тя жел%знодорожнаго дви-
жежя 304—306.

Расположете вычисленш при упо-
требленш логариемовъ 413—415.

Расположенные многочлены 195

—197, 201-202.
Рацюнальныя алгебраичесия выра-
жежя 189, р-ныя дроби 205—206.

Рядъ; натуральный рядъ целыхъ
чиселъ 7; натуральный рядъ про-
стыхъ чиселъ 68; ариеметичесюе
ряды 394-395, 397—401, 402;
геометрически ряды 395—397, 401
-402.

Ргьшеше уравнежя 212; p-ie урав-
нежя перкой степени 214—217;
p-ie системы уравнение 219; p-ie
системы уравнен^ первой
степени по способу подстановки 220
—226; p-ie системы уравнежй
первой степени по способу исключе-
жя 231—237; неопределенность
или невозможность р4я системы

уравнежй первой степени 221—

223; вычислеже рАя системы

двухъ уравнежй первой степени

232—234; р-!я задачъ второй
степени 358; p-ie общаго уравнежя
второй степени 315—316, 318.

Ргьшето Эратосеена 70—72.

СамопишущШ термометръ 285.
Система значежй перемЪнныхъ ве-

личинъ 211; с-ма уравнежй 219
—220; эквивалентныя с-мы

уравнение 219, 227, 229; с-мы

уравнежй 220-240; линейныя сочетажя

уравнежй смы 227; исчезновеже

определителя с-мы двухъ

уравнежй первой степени 231.

Система координатъ; Декартова
с-ма координатъ 287—290

Скала на оси 166.
Скобки 16; с-кщ какъ обще* назва-

Hie суммы и разности 17;
умножеже с-къ на число 29; с-ки въ

алгебраическихъ выражежяхъ 124
— 127; с-ки, какъ письменный
знакъ 124; с-ки, какъ знакъ для

выраженш 124; включеже с-къ

однехъ въ друпя 127; отбрасы-
важе знаковъ передъ с-ками 151.

Скорость равномерна™ движен*1я
173; с-сть равна угловому

коэффициенту при графическомъ
изображены равномерна™ движежя
303.

Слагаемое 9.
Словесное счислеже 34.
Сложете целыхъ чиселъ 9 — 15;

сл-nie разности 16; сл-nie посред-
ствомъ счета на пальцахъ И;
сл-nie цифръ 11; сл-nie обыкно-
венныхъ дробей 91 — 93; сл-nie
десятичныхъ дробей 101 — 102;
сл-nie алгебраическихъ дробей
159—160; сл-nie одночленовъ 191,
197; сл-н/> многочленовъ 198—199;
исключеже посредствомъ сл-шя

231—237;
Сложные проценты 415—420;

формула для вычислежя с-хъ процен-
товъ 416—417.

Смыслъ неравенства 241—244.

Coбыmie 146-147; опредъттеже с-т1я
во времени 169—171.

Соединете, какъ общее назваже

сложежя и вычитажя 16; c-ie
именованныхъ чиселъ 46.

Сокращеше дроби 87—88, 159, 205.
Сомножители произведежя 24;

перемена местъ с-лей 26—27.
Составлете уравнежй въ задачахъ

первой степени 251—256;—въ
задачахъ второй степени 358—359.

Сочетате\ линейное c-ie уравнеше
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системы 227—228.

Способъ подстановки при рЪшенш
системы уравнешй первой степени

220-221.

Сравнеше даннаго числа съ
корнями уравнешя второй степени 332

-333.

Степень 34; с-нь одночлена 194; с-нь

многочлена 194 — 195; с-нь раць

ональной дроби 205* с-нь ур-1я 213;

yp-ie первой с-ни 214; неравенства
первой с-ни 244;задачи первой с-ни

251—272; уравнеше второй с-ниЪ\\
—339; неравенства второй с-ни 329

—331, задачи второй с-ни 358 —

373.

Столбцы 193.

Сумма двухъ цЪлыхъ чиселъ 9;
с-ма нёсколькихъ цЪлыхъ чиселъ

9—15; вычиташе с-мы 16; умно-
жеше с мы на число 28—29; с-ма

именованныхъ чиселъ 46;
делимость с-мы цЪлыхъ чиселъ 49; с-ма
цифръ цЬлаго числа 57; первая,
вторая,..., последняя с-ма цифръ
57; алгебраическая с-ма 142; с-ма

двухъ прямолинейныхъ отрЪз-
ковъ 142; с-ма нЪсколькихъ ал-

гебраическихъ чиселъ 149; с-ма

членовъ ариеметическаго ряда

397—401; с-ма п первыхъ цЪлыхъ
чиселъ 398; с-ма п первыхъ не-

четныхъ чиселъ 399; с-ма квадра-

товъ п первыхъ цъчлычъ чиселъ

400; с-ма членовъ геометриче-

скаго ряда 401—402.
Счетъ времени 170—\1\\с-ъ въ

противоположен^ ариеметике 45;
с-ъ на пальцахъ 11, 18.

Счислеше д, 12, 34; десятичное
сн-ie 3 — 8; словесное с-ше 34;
с-ше дюжинами 3; с-ше десятич-

ныхъ чиселъ 101—102.

Таблица черточекъ 3 — 4, 6;
т-цы простыхъ чиселъ 70 — 72;
т-цы обыкновенныхъ логарие-
мовъ съ 4-мя десятичными
знаками 403—404; т-цы антилога-

риемовъ съ 4-мя десятичными
знаками 405; т-цы обыкновенныхъ
логариемовъ съ 5-ью
десятичными знаками 405—407.

Температура-, графическое
изображен е т-ры 283 — 285; законъ

т-ръ 291—292; медицинЫя т-ры
299-301.

Тождество 128, 203, 211.
Тождественный выражешя 128, 203.
Топография 299.
Точка; опредЪлеше т-ки на оси 165
—169; определение т-ки на

прямой посредствомъ однородной
координаты; 178—182; отношеже, въ

которомъ т-ка делитъ прямоли-
ный отрЪзокъ, 178.

Точное частное двухъ цЪлыхъ
чиселъ 84.

Трехчленъ 193; т-нъ второй степени

311, 323; изслЪдоваше т-на

второй степени 323—352; нулевыя
точки т-на второй степени 325;
каноничеЫя формы т-на второй
степени 325 — 328; знакъ т-на

второй степени 326 — 328; ходъ
изм'Ьнешй т-на второй степени

339—352; графическое изображе-
Hie т-на второй степени 339—

352.

Убывающая функц'ш 279; постоянно

уб-щая функц1я 279.
Указатели буквъ 131; у-ли членовъ

ариеметическаго ряда 394; у-ли
членовъ геометрическаго ряда 396.

Уменьшаемое 15.

Умножеше цЪлыхъ чиселъ 24—34;
у-ше суммы на число 28, 157 —

158; у-ше разности на число 29;
у-ше скобокъ на число 29; у-ше
произведен'^ простыхъ чиселъ

76-77; у-ше обыкновенныхъ
дробей 84, 94 — 96; у-ше членовъ

дроби на одно и то же число 86

—88, 159, 205; у-ше десятичныхъ

дробей 102—103; у-ше положи-

тельныхъ и отрицательныхъ
чиселъ 156—157; у-ше алгебраиче-
скихъ дробей 160; у-ше одночле-
новъ и многочленовъ 200—203.

Упрощеше дроби 87, 205.
Уравнеше равномЪрнаго движешя
174—177; объ урчяхъ вообще 211

—214; правая и левая части ур4я
211; члены yp-in 211; yp-in съ

одной неизвестной 211; урня съ

двумя неизвестными 211; ур-1я
съ двумя переменными 211; ре-
шеше ур-1я 212; степень ур-'т2\Ъ\
yp-ie первой степени 214;
определенное, неопределенное,
невозможное yp-ie первой степени 218

—219; системы ypiu 219 — 220;
эквивалентныя системы ур-Ш 219;
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системы ур-Ш первой степени 220

—240; рЪшеше системы ур-Ш
первой степени по способу
подстановки 220—221; yp-in второй
степени съ одной неизвестной 311

—339; нормальный видъ ур-Ш
второй степени 312; решете об-

щаго y-pin второй степени 315—

318; зависимости между корнями
и коэффищентами ур-1я второй
степени 318 — 321; знаки корней
ур-1я второй степени 321; сравне-
Hie даннаго числа съ корнями

ур-'т второй степени 332 — 333;
изслЪдоваше ур-Ш второй
степени 333—339; особенный значе-

жя при изслёдоважи ур-Ш
второй степени 335—339; возмож-

ныя значежя при изслёдоважи
ур-Ш второй степени 336 — 338;
общее томографическое yp-ie съ

двумя переменными 379.

Фокусъ параболы 352.
Формула-, алгебраическая ф-ла 123.
Формы; каноничесюя ф-ы

трехчлена второй степени 325—327.

Функщя 277; линейная ф4я 278, 293;
возрастающая ф4я 278; постоянно

возрастающая ф-1я 279; убыва-
щая ф-1я 279; постоянно
убывающая ф-1я 279; постоянная ф-1я
279—280; общее изсл-Ьдоваже
линейной ф-iu 294, 296;
томографическая ф4я 374—391; особенный
случай томографической функщи
389-391.

Ходъ изменежй двучлена первой
степени 277—283; ходъ измЪнешй
трехчлена второй степени 339 —

352.

Центръ равносторонней гиперболы;
377; ц-ръ симметрш
равносторонней гиперболы 376—377.

Цифры 3—14; значащая ц-ры 4, 11,
12; первая ц-ра числа 4;
последняя ц-ра числа 4; сложеже ц-ръ
И; вычитаже ц-ръ 20; умножеже
Ц-ръ 32; мЪста ц-ръ въ

десятичны хъ числахъ 101.
Цгьлыя числа 7; возрастаний по-

рядокъ ц-хъ чиселъ 7;
натуральный рядъ ц-хъ чиселъ 7;
сложеже ц-хъ чиселъ 9—15; сумма не-

сколькихъ ц-хъ чиселъ 9 — 15;
вычитаже ц-хъ чиселъ 15, 21;
умножеже ц-хъ чиселъ
24—34;.дележе ц-хъ чиселъ 36—47, 51—54;
точное частное двухъ 'ц-хъ
чиселъ 84.

Частное целыхъ чиселъ 36; ч-ое

съ недостаткомъ 37; ч-ое съ из-

быткомъ 37; точное ч-ое двухъ

целыхъ чиселъ 84; приближенныя
ч-ыя 104—107; ч-ыя многочленовъ

204.

Часть левая и правая урчя 211;
ч-ти неравенства 241.

Числа; первая цифра ч-ла 4;
последняя цифра ч-ла 4; целыя ч-ла 7;

возрастающШ порядокъ целыхъ
ч-лъ 7; натуральный рядъ целыхъ
ч-лъ 7; сложение целыхъ ч-лъ 9

—15; сумма несколькихъ целыхъ
ч-лъ 9—15; умножеже целыхъ
ч-лъ 24—34; дележе целыхъ ч-лъ

36—45, 53; дёйстя надъ
именованными ч-ми 45 — 47; точное

частное двухъ целыхъ ч-лъ 84;
дроби, какъ ч-ла 91; обратныя
ч-ла 96, 160; положительныя и

отрицательныя ч-ла 138—160; ал-

гебраичесюя ч-ла 141; ч-ло

измеряющее, алгебраическое число,

измеряющее прямолинейный от-

резокъ, 143; противоположный
числа, измеряюиля два прямоли-
нейныхъ отрезка, 144; сложеже

алгебраическихъ ч-лъ 141—150;
вычитаже алгебраическихъ ч-лъ

150—152; умножеже
алгебраическихъ ч-лъ 156—160; дележе
алгебраическихъ ч-лъ 159—160.

Числитель дроби 83.
Числовыя неравенства 240.

Членъу какъ общее назваже слага-

емаго, уменьшаемаго и вычита-

емаго 16; ч-нъ многочлена 193;
подобные ч-ны многочлена 193;
независимый отъ х ч-нъ 196; ч-ны

ур-1я 211; ч-ны ур-1я второй
степени 310—311; ч-ны ариеметиче-

скаго ряда 394; ч-ны геометриче-
скаго ряда 396.

Эквивалентность двухъ системъ

ур-ш 227, 229—230.
Эквивалентныя системы ур-Ш 219.
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]ИДТЕЗЦСЪ
Книгоиздательство научныхъ и попу-

лярно-научныхъ сочинешй изъ области

физико-математическихъ наукъ.

Одесса, Новосельская 66.

Вышли въ свЪтъ слЪдующ|"я издашя:

АРРЕШУСЪ, СВ. проф. Физика неба *). Перев. съ ним. подъ ред. прив.-

доц. А. Р. Орбинскаго. VIII+250 стр. 8°. 66 черн. и 2 цв'Ьтн. рис. въ
тексте. Черная и спектральная таблицы. 1905. Ц. Р. 2—

Научность содержашя, ясность и простота изложешя и превосходный
переводъ соперничаютъ другъ съ другомъ. Русская Мысль.

АБРАГАМЪ, Г. проф. Сборникъ элементарныхъ опытовъ по физик* *).
Перев. съ фпанц. подъ ред. прив.-доц. Б. 77. Вейнберга.
Часть I: XVI+272 стр. 8°. Свыше 300 рис. 2-е изд. 1909. Ц. Р. 1.50 к.

Систематически составленный сводъ наиболее удачныхъ, типичныхъ и

поучительныхъ опытовъ. Вгъстникъ и Библготека Самообразовангл.
Часть11:434+ЬХХУ,стр.8°.Свыше400рис.2^ш().1910.Ц.Р.2. 75 к.

Мы дад-Ъемся, что разбираемый трудъ станетъ настольной книгой ка-

ждой физической лабораторш въ Росаи. Русская
- Мысль.

УСПЪХИ ФИЗИКИ *). Сборникъ статей подъ ред. „Вгьстника Опытной
Физики и Элементарной Математики"', ус изданге. VIII+148 стр. 8°,
Съ 41 рис. и 2 таблицами 1910. Ц. 75 к.

Нужно надЪяться, что последнее... послужитъ къ широкому распростра-
неш'ю этой чрезвычайно интересной книги. Русская Мысль.

АУЭРБАХЪ, Ф. проф. Царица Mipa и ея гбнь *). Общедоступное изло-

жеше основажй учешя объ энерп'и и энтроши. Пер. съ ним.

VIII+50 стр. 8°. j-е изданге. 1911. Ц. 40 к.

СггЕдуетъ признать брошюру Ауэрбаха чрезвычайно интересн. Ж. М. Н. Пр.

НЬЮКОМЪ, С. проф. Астрономия для всЪхъ *). Перев. съ англ. подъ

ред. прив.-доц А. Р. Орбинскаго. XXIV+286 стр. 8°. Съ портретомъ
автора 64 рис. и 1 табл. 1905. Печатается 2-е изданге. Ц. Р. 1.50 к.

И вполне научно, и совершенно доступно, и изящно написанная книга..»

переведена и издана очень хорошо. Вгъстникъ Воспитангя.

ВЕБЕРЪ, Г. и ВЕЛЬШТЕИНЪ, I. проф. Энциклопед1я элементарной
алгебры *). Т. I. Перев. съ нЪм. подъ ред. и съ примеч. прив.-
доц. В. Ф. Кагана. XIV+623 стр. 8°. Съ 38 чер. 1907. Печатается
2-е изданге. Ц/ Р. 3. 50 к.

Вы все время видите передъ собой мастера своего д^ла, который съ

любовью показываетъ велиюя творешя человеческой мысли, извъхтныя

ему до тончайшихъ подробностей. Педагогическгй Сборникъ.

ДЕДЕКИНДЪ,
Р. проф. Непрерывность и иррацшнальныя числа.

Переводъ съ н-вм. съ примеч. прив.-доц. С. О. Шатуновскаго; съ при-

соединешемъ его статьи: Доказательство существовашя транс-
цендентныхъ чиселъ. 2-е изданге. 40 стр. 8°. 1909. Ц. 40 к.

Небольшой по объему, но, такъ сказать, законодательный по
содержащие трудъ... Русская Школа.

ПЕРРИ, ДЖ. проф. Вращающейся волчокъ *). Публичная лекщ'я. Пер.
съ англ. VIII+96 стр. 8°. Съ 63 рис. 2-е изданге. 1908. Ц. 60 к.

Книжка, вооч1ю показывающая, какъ люди истиннаго знашя, не цеховой
только науки, ум^ютъ распоряжаться научнымъ матер1аломъ при его

популяризацш. Русская Школа. С. Шохоръ-Троцтй.

ВИХЕРТЪ, Э. проф. Введете въ геодез!ю *). Перев. съ нЪмецк. 80
стр. 16°. Съ 14 рисунк. 1907. Ц. 35 к.

Излагаетъ основы низшей геодезш, имЪя въ виду пользоваше ею въ

*) ИзЬангя, отмгъченныл звтьздочкой, Учен. Ком. Мин. Нар. Пр. признаны
заслуживающими онимапгя при пополнены ученич библготскъ средн. учсбн. завед.



КНИГОИЗДА ТЕЛЬСТВО „М AT ЕЗ И СЪ".

школ'Ь въ качестве практическая пособ!я... Изложеше очень сжато, но

ПОЛНО И последовательно. Вопроси Физики.

ЩЕЙДЪ, К. Химичесше опыты для юношества. Перев. съ н-Ьмецк.
U-1 подъ ред. лаборанта Е. С. Елъчанинова. IV+192 стран. 8°. Съ 79

рисунками. 1907. Ц. Р. 1. 20 к.

Превосходная книга, какой намъ давно не хватало. Всюду въ книгв

сохраняешь благотворное чувство, что находишься въ совершенно надеж-
ныхъ рукахъ... учитъ серьезной науки въ болт^е легкой формЪ.

Zeitschrift fur Lehrmittelwesen und padagogische Littera tier.

ЩМИДЪ, Б. проф. Философская хрестомат!я *). Перев. съ нЪмецк.
Ш Ю. А. Говстъева подъ ред. и съ пред. проф. Я. Н. Ламе. VHI+172

стр. 8° 1907. Ц. Р. 1.—
...Для человека, занятаго самообразовашемъ и немного знакомаго съ

философ1ей и наукой, она (книга) даетъ разнообразный и интересный
матер1алъ. Вопросы философги и психологги.

ТРОМГОЛЬТЪ, С. Игры со спичками. Задачи и развлечешя. Пер. съ
н1ш. 146 стр. 16°. Свыше 250 рис. и черт. 1907. Ц. 50 к.

ВЕТГЭМЪ, В. проф. Современное развит1е физики *). Пер. съ англ. подъ

ред. проф. Б. П. Вейнберга и прив.-доц. А. Р. Орбинскаю. Съ прилож.
рЪчи А. Балъфура: Несколько мыслей о новой теорш вещества.
V1II+319 стран. 8°. Съ 5 портрет., 6 таблиц, и 33 рис. Ц. Р. 2. —

Старается представить въ стройной и глубокой системе всЪ явлежя фи-
зическаго опыта и рисуетъ читателю действительно захватывающую
картину гранд1озныхъ завоевашй человт^ческаго ген!я. Современный Шръ.

уШИНСКШ, Н. проф. Лекц1и по бактершлопи. VIII+135 стр. 8°. Съ 34
*

черными и цветными рисунками. 1908. Ц. Р. 1. 50 к.

РИГИ, А. проф. Современная Teopifl физическихъ явленШ *) (юны,
электроны, радюактивность). Пер. съ 3 итальянск. издашя. VIII+146
стр 8°. Съ 21 рис 1910. Второе изданге. Ц. 90 к.

Книгу Риги можно емтзло рекомендовать образованному человеку, какъ

лучшее имеющееся у насъ изложеше новЪйшихъ взглядовъ на обшир-
ную область физическихъ явлешй. Педаюгическгй Сборникъ.

КЛ0СС0ВСК1Й, А. проф. Физическая жизнь нашей планеты на
основами современныхъ воззрЪшй *). 46 стран. 8°. 2-е издаше, испр.
и дополн. 1908. Ц. 40 к.

Р*Ъдко можно встретить изложен!е, въ которомъ въ такой степени

соединялась бы высокая научная эрудищя съ картинностью и увлекатель-
ностью р'Вчи. Пёдагогическгй Сборникъ.

ЛАКУРЪ, П. и АППЕЛЬ, Я. Историческая физика *). Перев. съ н-бм.

подъ ред. „Вгьстн. Опытн. Физики и Элементарн. Матем". Въ 2-хъ
томахъ большого формата, 892 стр. Съ 799 рис. и 6 отдельными
цветными таблицами. 1908. Ц. Р. 7. 50 к.

«Нельзя не приветствовать этого интереснаго издашя... Книга читается

легко; содержитъ весьма удачно подобранный матер!алъ и обильно

снабжена хорошо выполненными рисунками. Переводъ никакихъ зам^чашй
не вызываетъ»... Ж М. Н. Пр.

АРРЕН1УСЪ, Св. проф. Образоваше MipoBb *). Пер. съ нЪм. подъ ред

проф. К. Д. Покровскаго. VIII+200 стр. 8°. Съ 60 рис. 1908. Ц. Р. 1. 75 к.
Книга чрезвычайно интересна и богата содержашемъ. Педагог. Сборн.

КАГАНЪ, В. прив.-доц. Задача обосновашя геометрш въ современной
постановке. РЪчь, произнесенная при защит-fe диссертацш на степень

магистра чистой математики. 35 стр. 8°. Съ 11 чертеж. 1908. Ц 35 к.

ЦИММЕРМАНЪ,
В. проф. Объемъ шара, шарового сегмента и

шарового слоя. 34 стр. 16°. Съ 6 черт. 1908. Ц, 25 к.

Распространеше подобнаго рода элементарныхъ монографш сре/ш
учащихся весьма желательно. Русская Школа.
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РИГИ, А. проф. Электрическая природа матерш *). Вступительная лек-

Ц1Я. Перев. съ итальянскаго подъ ред. „Вгъстн. Опитн. Физ. и Элем.
Машем/', 28 стр. 8°. 2-е издате. 1911. Ц. 30 к*

Эта прекрасная р^чь обладаетъ всЬми преимуществами многочисленныхъ

популярныхъ сочинен1й знаменитаго проф. Болоньскаго унив. Ж. М. Н. Пр.

ЛЕМАНЪ, 0. проф. Жидк1е кристаллы и теорш жизни. Пер. съ нЪм.
Я. В. Казанецкаго. VIII+43 стр. 8. Съ 30 рис. 1908. Ц. 40 к.

весьма кстати является краткая сводка главныхъ фактовъ, сделанная
ппо(Ь Леманомъ. Псданпичсскгй Сборникъ.

ГЕИБЕРГЪ, I. проф. Новое сочинеше Архимеда *). Послаше Архимеда
къ Эратосеену о н'Ькоторыхъ Бопросахъ механики. Перев. съ н'Ьм.

подъ ред. и съ предисл. прив.-доц. Я. Ю. Тимченко. XV+27 стр. 8°.
Съ 15 рис. 1909. Ц. 40 к.

Математикамъ... будетъ весьма интересно познакомиться съ новой лра-

гоц1знной научной находкой... Образовать

ВЕЙНБЕРГЪ, Б. П. проф. СнЪгъ, иней, градъ, ледъ и ледники *)•
IV+127 стр. 8°. Съ 138 рис.. и 2 фототип. табл. 1909. Ц. Р. 1.

«Mathesis» можетъ гордиться этимъ издажемъ. Ж. М. Н. Пр.

К0ВАЛЕВСК1Й, Г. проф. Введете въ исчислеше безконечно-малыхъ *).
Перев. съ нъ'мецк. подъ редакц. и съ прим. прив.-доц. С. О Шату-
новскаю. VIH+140 стр. 8°. Съ 18 черт. )909. Ц. Р. 1.

Книга проф. Ковалевскаго, несомненно, прекрасное введете въ высший

анализъ... Русская Школа.

ТОМПСОНЪ, СИЛЬВАНУСЪ, проф. Добывание свЪта *) Общедоступная
лекщя для рабочихъ, прочит, на сображи Британск. Ассощаши 1906.
Перев. съ англ VIII+88 стр. 16°. Съ 28 рис. 1909. Ц. 50 к.

Въ этой весьма интересно составленной р'Ьчи собранъ богатый матерЬ-
алъ по вопросу добывашя свЪта Ж. М. Н. Пр.

СЛАБИ, А. проф. Резонансъ и затухание электрическихъ волнъ. Пер.
съ H"BM- подъ ред. „Вгъстн. Опыт Физ. и Элемент. Машем", 41 стр.
8°. Съ 36 рис. Ц. 40 к.

РНАЙДЕРЪ, К. проф. Картина Mipa въ свЪтЪ современнаго естество-
^ знан1я. Пер. съ н^м. подъ ред. проф. В. В. Завьялова. VIII+193 стр.

8°. Съ 16 отдельными портретами. 1909. Ц. Р. 1. 50 к.

Книга касается интересн'Ьйшихъ вопросовъ о природтз. Педагог. Сборники.

РАМЗАЙ, В. проф Благородные и радюактивные газы. Пер. подъ ред.
„Вгъстн. On. Физ. и Элем. Мат/'. 37 стр. 16°. Съ 16 рис. 1909. Ц. 25 К.

БРУНИ, К. проф. Твердые растворы *). Пер. съ итал. подъ ред. „Вгъстн.
On Физ. и Эл. Мат.". 37 стр. 16°. 1909. Ц. 25 к.

БОЛЛЪ, Р. С. проф. ВЪка и приливы. Пер. съ англ. подъ ред. прив.-доц.

А. Р. Орбинскаго. 104 стр. 8°. Съ 4 рис. и 1 табл. 1909. Ц. 75 к.

настоящее издаше «Mathesis» сл^дуетъ приветствовать наравнтз съ

прочими, какъ почтенный, заслуживающей распространешя и серьезнаго
внимаш*, вкладъ въ русскую науку. Русская Школа.

СЛАБИ, А. проф. Безпроволочный телефонъ. Пер. съ н^м. подъ ред-

„Вгъстн. On. Физ. и Эл. Мат.". 28 стр. 8°. Съ 23 рис. 1909. Ц. 30 к-

ПИНДЕМАНЪ, Ф- проф. Спектръ и форма атомовъ. Р*Ьчь ректора Мюн-
*Д хенскаго университета. 23 стр. 16°. 2-е изданы. 1909. Ц. 15 к»

КУТЮРА, Л. Алгебра логики. Перев. съ французскаго съ прибавлешями
проф. И. Слешинскаго. iV-f-107+ХШ стр go 19Q9. Ц. 90 к,

ВЕБЕРЪ Г. и ВЕЛЬШТЕЙНЪ I., проф. Энциклопед1'я элементарной ге-

ометр!и. Томъ II, книга I. Основашя геометрш. Перев. съ н'Ьм.

подъ ред. и съ примеч. прив.-доц, В. Ф. Кагана. XII-f-362 стр. 8°.
Съ 144 черт, и 5 рис 1909. ц. Р. 3,
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ПОРЕНЦЪ, Г. проф. Курсъ физики *). Перев. съ н-Ъмецк подъ ред. проф.
** Н. II. Кастсрина.

Т. I. УП+343 стр. больш. 8°. Съ 236 рис. 1910. Ц. Р. 2. 75 к.
Т. II. VIII+466 стр. больш. 8°. Съ 257 рис. 1910. Ц. Р. 3. 75 к.

Съ появлешемъ этого перевода русская литература обогатилась прево-
сходнымъ курсомъ физики. Ж. М. II. Пр.

ГЕРНЕТЪ В. А. Объ единств* вещества. 46 стр. 16°. Ц. 25 к.

ЗЕЕМАНЪ, П. проф. Происхождеше цвЪтовъ спектра. Съприл. статьи
В. Ритца. „Линейные спектры и строеше атомовъ". 50 стр. 16°. Ц. 30 к.

НЬЮКОМЪ, С. проф. Teopia движешя луны. (Истор1я и современное

состояте этого вопроса). 26 стр. 16°. Ц. 20 к.

КЛ0СС0ВСК1И, А. проф. Основы метеорологи *). ХУ1+527 стр. больш.
8°. Съ 199 рис., 2 цв-Ьтн. и 3 черн. табл. 1910. Ц. Р. 4. —

Честь и слава «Mathesis» за издаше этой прекрасной книги, которою
можетъ гордиться русская наука! Ж. М. Н. Пр.

1/ЭДЖ0РИ, Ф. проф. Истор1я элементарной математики (съ н^которы-
"•

ми указашями для препод.) *). Перев. съ англ. подъ ред и съ

прим-Ьч. прив.-доц. И. Ю. Тимченко. VlII-j-368 стр. 8°. Съ рис. 1910.
Ц. Р. 2. 50 к.

Книга читается съ большимъ интересомъ и весьма полезна... Мы настоя-

тельно рекомендуемъ «Исторш элемент, мат.» Кэджори. Вшт. Воспит.

РАМЗАЙ, В. проф. Введете въ изучеше физической химш. Перев. съ

англ. подъ ред. проф. П. Г. Меликоба.УШ-\-7Ь стр. 16°. 1910. Ц. 40 к.

РОУ, С. Геометричесшя упражнешя съ кускомъ бумаги. Пер. съ англ.

XVI+173 стр. 16°. Съ 87 рис. и чертежами. 1910. Ц. 90 к.

ТОМСОНЪ, Дж. Дж. проф. Корпускулярная теор!я вещества. Переводъ
съ англшск. /. Левинтова, подъ ред. „Вшт. On. Физ. и Эл. Мат."
УН1-И62 стр. 8°. Съ 29 рис. 1910. Ц. Р. 1. 20 к.

ГРАФФЪ, К. Комета Галлея *). Пер. съ нЪм. VIII+71 стр. 16°. Съ13рис.
и 2 отд. табл. Издаше второе исправл. и дополненное 1910. Ц. 30 к.

Брошюра Граффа хорошо выполняетъ свое назначен1е. Педагог. Сборники.

НИМФЮРЪ, Р. Воздухоплавант *). Научныя основы и техническое разви-
Tie. Пер, съ н'Ьм. VIII+161 стр 8°. Съ 52 рис. 1910. Ц 90 к.

Галлеева Комета въ 1910 году. Общедоступное издате. Содержаше: О
вселенной—О кометахъ - О комегЬ Галлея. 32 стр. 8°. Съ 12 иллю-

страш'ями 1910. Ц. 12 к.

КАЙЗЕРЪ, Г. проф. Развит1е современной спектроскоши *). Пер. съ

н^м. подъ ред. „Вшт. Он. Физ. и Эл. Мат." 45 стр. 16°. 1910. Ц 25 к.

ГАМПСОНЪ-ШЕФЕРЪ. Парадоксы природы *). Книга для юношества,
объясняющая явлешя, которыя находятся въ противорЪчш съ повсе-

дневнымъ опытомъ. Пер, съ н,Ьм.УН1+193 стр. 8°.Съ 67 рис. Ц Р. <.20к

ВЕБЕРЪ и ВЕЛЬШТЕЙНЪ, проф. Энциклопед1я элементарной матема

тики *). Т. II, кн. 2 и 3. Тригонометр1я, аналитическая геометр!я v

стереометр1я. Перев. съ н-Ьмец. подъ ред. прив.-доц. В. Кагана.
V11I+321 стр. 8°. Съ 109 рис. 1910. Ц. Р. 2. 50 к.

1/АГАНЪ, В. прив.-доц. Что такое алгебра? *) 72 стр. 16°. Ц. 40 к.

ПУАНКАРЕ, Г. проф. Наука и Методъ. Пер. съ франц. И. Брусиловскаго
подъ ред. прив.-доц. В. Кагана. VII1+384 стр. 16°. 1910. Ц. Р. 1. 50 к.

ЛЁБЪ, Ж. проф. Динамика живого вещества. Пер. съ н'Ьм. подъ ред. проф.
//. В. Завьялова. VIII+352 стп. 8°. Съ 64 рис. 1910. Ц. Р. 2. 50 к.
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ДДЛЕРЪ, A. TeopiH геометричзскихъ построена. Перев. съ н*Ъмецкаго
« подъ ред прив.-доц. С. О. Шатуновскаго. ХХ1У-+-325 стр. 8°. Съ 177

рис. 1910. Ц- Р. 2. 25 к,

РОДДИ, Ф. проф Рад1й и его разгадла. Пер. съ англ. подъ ред.

лаборантаHolt ворос. универс. Л. Хмирова. VH+190 стр. 8°. Съ 31 рис. 1910. Ц. Р. 1. 25 к.

СМИТЪ, А. проф. Введете въ неорганическую хим'ио. Пер. англ. подъ ред.

проф. Я. Г. Мсликова. Вып. I. Vl+400 стр. 89. Съ рис. 1911. Ц. Р. 2.—

ВИНЕРЪ, 0. проф. О цвЪтной фотографш и родственныхъ ей есте-

ственно-научныхъ вопросахъ. Пер. съ нЪм. подъ ред. проф. Н. П.

Камеруна. VI+69 стр. 8°. Съ 3 цв1>тн. табл. 1911. Ц. 60 к.

БОРЕЛЬ, Э проф. Элементарная математика. Ч. I. Ариеметика и

алгебра. Въ обработк-fe проф. П. Штёккеля. Пер. съ н-Ьм. подъ ред.

прив.-доц. В. Ф. Кагана съ приложен'емъ его статьи «О реформе
. преподаважа математики». LXIV-t-434 стр. 8°. 1911. Ц. Р. 3.—

иОВАЛЕВСК1Йъ Г. проф. Основы дифференщальнаго и иятегральнаго
*■ исчисленш. Перев. съ Н'Ъм. подъ ред. прив,-доц. С. Шатуновскаго.

УШ+496 стр. 8°. 1911. Ц. Р. 3. 50 к.

МАРКОВЪ, А. акад. Исчислеше конечныхъ разностей Въ 2-хъ частяхъ.

Изд. 2-ое, исправлен, и дополнен. V1U+274 стр. 8°. 1911. Ц. Р. 2,—

ИмЪются на складЪ:

МУЛЬТОНЪ, Ф. проф. Эволюц'я солнечной системы. Перев съ англш-

скаго. IV*+82 стр. 16°. Съ 12 рис. 1908. Ц 50 к.

Изложеше гипотезы образовали солнечной системы изъ спиральной
туманности съ попутной критикой космогонической теорш Лапласа.

ЕФРЕМОВЪ, Д. кандид. матем. наукъ. Новая геометрия треугольника
334+XI1I стр. 8°. 1902. Ц. Р. 2.—

Печатаются и готовятся къ печати:

КЛЕЙНЪ. Лекц'и по элементарной математик* для учителей. Пер. съ
н'Ьм. подъ ред. прив.-доц. В. Кагана.

ЛСТВАЛЬДЪ, В. проф. Натурфилософ1я. Съ двумя дополн. статьями. Пер.V съ н'Ьм. подъ ред. прив.-доц. Страсбург. Универс. Л. Мандельштама.

ТРЕЛЬСЪ-ЛУНДЪ. Небо и м1ровоззрЪже въ круговорот* временъ.
Пер, съ н-Ьмецкаго.

ПОВЕЛЛЬ, П. Обитаемость Марса. Пер. съ англ. Со мног. рис.

ШУБЕРТЪ, Г. проф. Математичесжя развлечешя. Пер. съ н-Ьм. подъ
ред. „В. On. Физ. и Эл. Мат ".

А НДУАЙЕ, проф. Курсъ астрономш. Переводъ съ французскаго.

ФУРНЬЕ ДАЛЬБЪ. Два новыхъ Mipa (Инфра-м1ръ. Супра-м1ръ). Перев.
съ англжскаго.

УСПЪХИ ФИЗИКИ. Сборникъ статей подъ ред. „Втъстн. On. Физ. и Эл.
Мат "«выпускъ второй.

'

МАМЛОКЪ, Л. проф. Стереохимия. Переводъ съ нЪмецкаго подъ ред,
проф. П. Меликова.
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ГАССЕРТЪ, проф. Изслъ\цован1я полярныхъ странъ. Пер. съ н^м. подъ

ред. проф. Г. Танфилъева.

рУДЮ. Архимедъ, Гюйгенсъ, Лагранжъ и Ламбертъ о квадратур*
*

круга. Перев. съ нЪм.

СРАУНЪ, Ф. проф. Мои работы по безпроволочной телеграфш и по
*^ электрооптик*. Пер, съ рукописи. Съ 25 рис. и портретомъ автора.

ПОДЖЪ Оливеръ, проф. ГОПровой эеиръ. Пер. съ англ. подъ ред. лабо-
**

ранта Новороссшскаго университета Д. Хмырова.

МОРЭНЪ, проф. Физичесшя состояюя вещества. Переводъ съ фран-
цузскаго.

ДЗЮБЕКЪ, проф. Курсъ аналитической геометрш. Въ 2 част. Пер. съ

н'Ъм. подъ ред. препод. С П.Б. высш. женск. курсовъ В. I Шпффъ.

русская математическая библюграф]'я въ 1908 г. Подъ ред. проф.
* Д. Н. Синцова.

Ш1АРКЪ, A. McTopifl acTpoHorain XIX столЪт1я. Пер. съ англ. подъ ред.
**

прив.-доц. С.П.Б. университета В. Серафимова.
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