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1. Из воспоминаний 

Около полувека тому назад перед нашей страной возникла проблема, 

мирного использования энергии атома. Математикам предстояло решить 

новые математические задачи, описывающие процессы переноса нейтронов 

и тепла, в веществе, выполнить невиданный до того времени объем вычис- 

лительной работы. Известно, что каждая новая важная область приклад- 

ной физики вызывает к жизни новые концепции в математике и своими 

глубокими достижениями она обязана строгим математическим исследова- 

ниям этих концепций. Задачи теории переноса, частиц, будучи существенно 

многомерными, достаточно сложными и актуальными, представляют собой 

достойный пример исследования с точки зрения основных проблем вычис- 

лительной математики, да и математики в целом. Своеобразие и важность 

этих задач влияли и будут влиять на развитие основных концепций и мето- 

дов вычислительной математики и на прогресс вычислительной техники. 

Вычислительные задачи по расчету ядерных реакторов оказались даже бо- 

лее сложными и трудоемкими, чем аналогичные задачи по ядерному ору- 

жию, работы над которыми развернулись несколько лет ранее. 

На ранних этапах исследований, когда, еще не было ЭВМ, вычислитель- 

ные работы проводились вручную на электромеханических машинах типа



Мегседез. Это обстоятельсво предъявляло особые требования к вычисли- 

тельным методам и схемам: они должны были быть достаточно экономич- 

ными и устойчивыми, по возможности простыми и точными, что, в свою 

очередь, требовало надлежащей изобретательности и привлечения доволь- 

но высокой” математики. 

Работа, осложнялась и тем, что в то время наши вузы только начи- 

нали готовить специалистов в области атомной энергетики, в частности 

по теоретическим и вычислительным аспектам ядерных реакторов. Работа 

и обучение проводились специалистами из других областей науки и тех- 

ники (”’чистыми” математиками, механиками, метеорологами, геофизикал 

ми, геодезистами и т.п.), которым на ходу приходилось перестраиваться 

и переучиваться. Не случайно, что в это время С.Л. Соболев — первый 

заместитель И.В. Курчатова по Институту атомной энергии — организо- 

вывает первую в Советском Союзе кафедру вычислительной математики 

на механико-математическом факультете МГУ. 

Методы расчета ядерных систем возникли как синтез исследований 

многих ученых — математиков и физиков — и институтов как в теоретиче- 

ских, так и в прикладных аспектах. Гурий Иванович Марчук в короткий 

срок набирает сильный коллектив математиков, физиков и вычислителей, 

по крупицам кропотливо собирает лучшие и оригинальные достижения 

в математике', могущие найти применения в исследованиях и расчетах 

ядерных систем, и, не останавливаясь перед трудностями, создает пакет 

оригинальных математических методов и программ, организует серийные 

расчеты различных типов ядерных реакторов и защиты от излучений, ори- 

ентированных на начальном этапе на ручной счет, а в дальнейшем - на, все 

более мощные ЭВМ. 

Первое публичное выступление Г.И. Марчука о приближенных методах 

расчета, ядерных реакторов относится к июню 1955 г. на сессии Академии 

наук СССР по мирному использованию атомной энергии [24]. Через два 

года, он защищает докторскую диссертацию по той же проблеме. В 1958 г. 

он выпускает известную монографию "Численные методы расчета, ядерных 

реакторов” [25], а через три года — ее усовершенствованный и дополнен- 
ный вариант [26]. Последняя монография стала настольной книгой многих 
исследователей, занимающихся ядерной энергетикой как в нашей стране, 

так и за рубежом. Подводит итог исследованиям монография Г.И. Марчу- 

ка, и В.И. Лебедева, ”Численные методы в теории переноса, нейтронов” [30], 
вышедшая десять лет спустя (1971) и двадцать лет спустя (1981). 

Многогрупповые расчеты ядерного реактора, для первой в мире АЭС в 

г. Обнинске, запущенной 27 июня 1954 г., были успешно выполнены кол- 

лективом сотрудников под руководством Г.И. Марчука. За работы по ме- 
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тодам расчета, ядерных реакторов и их применениям к разработке АЭС и 

ядерного подводного флота, Г.И. Марчук был удостоен Ленинской премии 

(1961). 

С введением в эксплуатацию в 1964 г. Нововоронежской АЭС на ре- 

акторах ВВЭР настал новый ”взрослый” этап в развитии вычислитель- 

ных задач. В 1973 г. под Ленинградом был введен в эксплуатацию первый 

энергетический блок реакторов РБЬМК. Физические обоснования этих ре- 

акторов с сопровождающим их комплексом физико-технических проблем, 

а также вычислительные работы были в основном выполнены коллекти- 

вом сотрудников ИАЭ. Одним из авторов (В.И. Лебедевым) была, создана, 

первая двухгрупповая двумерная программа для расчета, регулирующих 

стержней, которая впоследствии широко использовалась при проектирова- 

нии реакторов ВВУР. 

В этой работе авторы не стремились дать исчерпывающий обзор всех 

результатов и достижений математических и вычислительных методов в 

теории переноса. Они попытались лишь сформулировать свою точку зре- 

ния только по тем вопросам этой необъятной области исследований, кото- 

рые находились в сфере интересов и внимания школы Г.И. Марчука. Авто- 

ры хотели показать, что эта, тема и на сегодняшний день далека, от своего 

завершения и является неисчерпаемым источником новых математических 

идей. 

2. Краевые задачи теории ядерных реакторов 

В качестве математической модели ядерного реактора принимается си- 

стема интегро-дифференциальных уравнений переноса нейтронов (линеа- 

ризованное уравнение Больцмана) с учетом их замедления и термализации 

Ha завершающем этапе. Нестационарное уравнение переноса для плотности 

нейтронов №(х,,,#) в фазовой области С х 5? х ВТ х В+ переменных 
(1,0, 5,4) имеет вид [2—4, 37] 

CO 

“+ 00(z,0)N = [ [ Wz, n0,0,0" Ме, бака +а (2.1) 
S2 

с граничным условием на внешней границе 5 среды G 

№ 5 =0, (п.,0О)<0,хЕБ, (2.2) 

выражающим отсутствие падающих нейтронов извне на ©, и начальным 

условием 

N|t=0 = No(z,Q, v). (2.3) 
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dN 
Здесь —— — полная производная по времени от плотности нейтронов: 

dt 

dN _ ОМ 

dt Ot 

S? — единичная сфера в R?, nz — внешняя нормаль в точке х к поверхности 

5, ио(@, ©’), 4 — источник нейтронов. 
Уравнение (2.1) сопровождается дополнительными дифференциальны- 

ми уравнениями, описывающими распространение, влияние запаздываю- 

щих нейтронов, гидродинамические эффекты и т.п. Наконец, поскольку 

свойства среды под воздействием излучения могут меняться, то коэффици- 

енты уравнения будут зависеть от решения. Для простоты будем считать, 

что результат этих дополнительных воздействий учитывается в источни- 

ке (4. 

Формулы (2.1) и (2.4) показывают, что характеристиками уравнения 
являются при любых 10 Е С, ® и у прямые 

+ (9, У)М,. (2.4) 

т = то + Qt. (2.5) 

Таким образом, мы видим, что уравнение (2.1) есть своеобразное 
интегро-дифференциальное уравнение, определенное в 7-мерном фазовом 

пространстве переменных (5, 9, 9, #). В полном объеме решение таких урав- 

нений с сопровождающими их дополнительными системами уравнений 

не под силу даже современным ЭВМ. Поэтому, естественно, математиче- 

ские исследования исторически развернулись вокруг более простых, неже- 

ли (2.1), типов уравнений. Их можно разбить на, две группы: стационарные 

и нестационарные. 

Решения стационарных уравнений определяют так называемые крити- 

ческие состояния реактора, когда, наименьшее собственное значение опера- 

тора переноса (при наличии деления) равно нулю. Опишем стационарные 
задачи. Пусть ф = %М — поток нейтронов, тогда, в переменных (5,0, 9) 

из (2.1) получаем уравнение 

CO 

(Q, V)p + o(2,v)y = У Гис морока © аби +а (2.6) 
О 52 

с граничным условием (2.2) на внешней границе 5 среды С 

Ф| 5 =0, (п.,0)<0,тЕБ. (2.7) 

Сопряженная задача к задаче (2.6)-(2.7) имеет вид 

(Уф о(рюу = | [Иешу ое, = (2.6%) 
S2 

Vis =0, (ne, 2) > 0,2 € S. 2.7")



Сопряженная система уравнений реактора широко использовалась 

Г.И. Марчуком и его школой еще.на ранних стадиях построения теории 

и методов расчета, ядерных реакторов [25, 26, 31]. Отметим некоторые из 

важных ее приложений. 

Теория возмущений спектрального параметра А — первого собствен- 

ного значения соответствующей однородной задачи. Параметр Л и его воз- 

мущение д связаны с критической массой самоподдерживающей цепной 

реакции. Полученные формулы (в абстрактной форме — это формулы ти- 

а (3.12)) играют важную роль в оценке первого собственного значения 
по отношению к тем или иным вариациям входных данных, необходимых 

для физического расчета, ядерного реактора. Эти исследования послужили 

основой решения важнейших обратных задач по восстановлению физиче- 

ских параметров моделей. 

Сюда относится также разработка, систем ядерной безопасности с помо- 

шью наиболее точных расчетов критических масс ядерных систем различ- 

ных спектров, подкрепленных экспериментальными данными. Последние 

работы инициировались И.В. Курчатовым, и их выполнение было. высоко 

оценено самим Игорем Васильевичем (январь 1960 г.). 

Многогрупповые методы расчета ядерных реакторов пришли на, 

смену двухгрупповым, когда весь спектр нейтронов объединялся в две 

группы: замедляющихся и термализованных. Математически многогруп- 

повая задача (2.1)-(2.2), соответствующая замедляющимся нейтронам, сво- 
дится к системе интегро-дифференциальных уравнений следующего вида: 

для плотности — 

ON ON 

5 +14 (0, У) № Нок №) = Av | WM (2, uo) %iNi(o, 2) dQ’ +q, (2.8) 
S2 

для потока — 

1 Офь 
up Ot (Я, У)фь + оъфь = У Avi / И’ (т, Ho) pi(a, 2’) dQ’ +4, (2.9) 

| i 

где к = 1,2,..., т, с начальными условиями вида (2.3) и граничными усло- 

виями вида (2.2), (2.7). Аналогично выписываются стационарная и сопря- 
женная задачи. Уравнения (2.9) можно трактовать как уравнения с малым 

параметром при частной производной по времени. 

Многогрупповые расчеты потребовали знания необходимой информа- 

ции о сечениях ядерных реакций: константах ок и ИС” в различных зо- 

нах реактора. (Здесь И’ ‚[ =0,1,... — коэффициенты разложения функ- 

ции Ащ И’ (т, по) по полиномам Лежандра.) 

Разработанная теория сопряженных уравнений позволила дать точную 

и приближенные формулировки усреднений ядерно-физических констант



по группам и по зонам через дробно-линейные функционалы. Эти работы 

обеспечили существенный прогресс в методах расчета ядерных реакторов 

различных спектров — ”быстрых”, ’промежуточных” и ”тепловых”, позво- 

лили повысить точность расчетов и широко вошли в практику. 

Одногрупповое уравнние переноса с изотропным рассеянием. 

В этом случае построена строгая математическая теория обобщенных ре- 

шений и сформулированы вариационные принципы, что позволяет обосно- 

вывать численные методы решений [4, 5]. Пусть 

Lp = (2,V)yt olay, (2.10) 
фо = бф = x | ee, 2/a0", (2.11) 

S2 

Тогда, одногрупповое уравнение (2.6) примет вид 

Гр = В(1)5ф + 4. | (2.12) 

Любая прямая вида т = то + О&, то Е С является характеристикой этого 

уравнения; вдоль этой прямой уравнение принимает вид 

а 
Е + о(т)ф = В(х)5ф + 4. (2.13) 

Если ввести функцию 

u(x,2) = s[o(2,2) + ole, -2), (2.14) 
To upu o(z) 220 и 9(х, 0) = 9(х, —0) она будет удовлетворять уравнению в 
самосопряженной форме [5] 

—[1 (2) (9, Уи + и = с(т)5и + 9 
О 

(2.15) 

с краевым условием на 5 

и — КО, У)щ5 = 0, (2.16) 

где [(5) = с *(х), с(т) = В(т)/с(т) < 1. Краевая задача (2.15)-(2.16) вдоль 
характеристики го -+ примет вид 

d \2 а - (12) ифи= с(т)би + >, (2.17) 

du 
U— Ug eh = 0, Ly = 20 + QE; Е 5, (N21, 0) < 0, (2.18) 

d ut ЕЕ =0, 12=2+96Ее5, (ng, 2) >0. (2.19) 
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Если ввести скалярные произведения по формулам 

<Uu,v >= | | cuvazan, 

С 52 

[u,v] = | [\Q.n)tuvaoas+ < 1(Q, V)u, (Q, V)u > + < ц,у> (2.20) 

S S? 

и норму 

[u} = [u,u)?, 
то функция и, реализующая минимум функционала 

G(v) = [v]?— < cSv,v > -2<v,q/o>, (2.21) 

будет решением задачи (2.15)-(2.16) [5]. 
Теперь сформулируем основные спектральные задачи для одногруппо- 

вого уравнения, считая, что источник () имеет вид 

4 = ок” ;5ф. (2.22) 

При краевом условии (2.7) требуется найти первое собственное значение А1 

уравнения 

—Гф+ В(5)5ф + У рф = Аф. (2.23) 

При критическом состоянии А! = 0. Для условно-критических задач тре- 

буется найти такое Кег;, чтобы 

1 
— [р + В(х)5ф- >И = 0. (2.24) 

ef 

Простейшей системой одногруппового уравнения переноса с запазды- 

вающими нейтронами является система уравнений 

10 3 a + Ly = B(x) Sp + AC + (1 — B)vdy Sy, 

= AC + Buds Sy, (2.25) 
где C = C(z,t), \ > 0. Strum ypaBHeHuam cooTBercTByeT ypaBHeHue Ha co6- 
ственные значения 

1 
—Le + B(z)Sp + AC + (1 — BvuzSp = 7, 

—AC + Bvx Sep = С. (2.26) 

11



Исключая из этих уравнений С’, получим обобщенную задачу на, собствен- 

ные значения для пучка операторов. Задачи (2.23), (2.24), (2.26) рассматри- 
ваются при краевом условии (2.7). Спектр задачи (2.26), (2.7) имеет следу- 
ющую структуру на плоскости комплексного переменного 5: он состоит из 

дискретного спектра, среди которого имеются простое ведущее веществен- 

ное собственное значение и подпоследовательность, имеющая предельной 

точкой величину 7 = —А, а вся полуплоскость Веу < —Су для некоторого 

Со > 0 является точками непрерывного спектра [13]. 
Даже на сегодня при наличии высокопроизводительных ЭВМ задачи 

для сформулированных выше уравнений остаются сложными для серий- 

ных ”инженерных” расчетов. Их заменяют упрощенными моделями, про- 

стейшей из которых является так называемое диффузионное приближение, 

в котором аппроксимация для нулевого момента, ро = 9ф, применительно, 

например, к краевой задаче (2.12), (2.7), находится как решение краевой 

задачи для диффузионного уравнения 

—divDV yo -+ а(т)фо = QQ, (2.27) 

Ovo 
2D——| = 2 yo + an | 0, (2.28) 

где D = 1/(30(x)), a(x) = o(x) — В(т), 40 = 59. 
Проблема защиты от излучений. Развитие ядерной энергетики по- 

ставило вопрос о расчетах излучений, выходящих из реактора. В этом слу- 

чае необходимо было решать неоднородную задачу переноса нейтронного 

и 7-излучения, источником которого в основном является активная зона 

реактора, т.е. зона деления ядер и зона поглощения нейтронов неделящи- 

мися ядрами с последующим испусканием нейтронов или ‘y-KBaHTOB. Тре- 

бовалось вычислить серию линейных функционалов 

1р(Фь) =< Фр > (2.29) 

от решений фь неоднородной задачи (2.6)-(2.7) при 4 = 4%, представляю- 
щую собой скалярное произведение функции измерения р поля излучения 

и решения фк. С помощью решения 4,» сопряженной задачи (2.6*)-(2.7*)? 

удалось получить [31] новую формулу для функционалов 

[р(Фь) =< Ik, Wp >, k= 1,2,... т, (2.30) 

как скалярное произведение источника излучения 4» и решения р и его 
вариации 

916(фь) = — < (9[)фь, bp >, &K=1,2,...,m (2.31) 

(в абстрактной форме — это формулы (3.7) и (3.10)). Эти формулы по- 
  

Эта, функция называется функцией ценности нейтронов. 
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зволили по-другому сформулировать проблему защиты от излучений на 

основе функции ценности нейтронов фр, а также поставить ряд важных 

оптимизационных задач. В самом деле, при таком подходе достаточно один 

раз определить функцию 4, как решение сопряженного уравнения, а, за- 

тем вычислять /,(фь) непосредственно по формуле (2.30), не решая задачу 
(2.6)-(2.7). 

Математическая теория ядерных реакторов позволила расширить класс 

канонических уравнений классической математической физики. К трем ти- 

пам основных уравнений: 

oe =a*Ay4+V(2)y +4 f(z,t) (2.32) 

— уравнение теплопроводности (при е = 1), уравнение Шредингера (при 
Е =) (параболический тип), 

02ф | 

— волновое уравнение (гиперболический тип), и 

—Аф + о(т)ф = [(1) (2.34) 

— уравнение Пуассона (эллиптический тип) следует прибавить четвертый 

тип уравнений — односкоростное уравнение переноса с изотропным рассе- 

янием: 

1 Oy БР + (О, V)p + ola)p = AB(2) [ ole, Ma’ + f(x,t,0) (2.35) 
S2 

в области С/х (0, Т)х5? фазового пространства В“ х 5? переменных (х,Ь 9). 
Типичное граничное условие для уравнения (2.35) в выпуклой области G 
с границей 5 есть (ср.(2.2)) 

ylg =0, (Q,nzg) <0, ТЕБ. (2.36) 

Уравнение (2.35) наследует черты как параболического уравнения (2.32), 
так и гиперболического уравнения (2.33), а соответствующее стационарное 

уравнение 

(O,V)p + o(a)p = Во) [ $9) + f(a,9) (237) 
52 

— черты эллиптического уравнения (2.34). Отметим, что задача на соб- 

ственные значения для однородного уравнения (2.37) [30] с граничным 

13



условием (2.36) эквивалентна, интегральному уравнению Пайерлса, [30, 1] 

tz — yl? 
pola) =» [ Btu) exe(— f o(s)ds) 22 ay 2.38) 

G у 

относительно средней плотности у = 9, где 

[ o(s)as = [ote + (1 — t)a]dt. 

0 У 

Как видно из (2.38), ядро интегрального уравнения Пайерлса имеет по- 

лярную особенность вида |т — у|`? на диагонале х = у, в то время как 
функция Грина для уравнения Лапласа, имеет слабополярную особенность 

вида |т — |" '. Это обстоятельство существенно затрудняет применение 
численных методов непосредственно к уравнению (2.38). 

Особенности решения уравнения переноса. Для повышения точ- 

ности методов расчета, сферическисимметричных задач были исследова- 

ны особенности производных решения стационарного уравнения перено- 

са, (2.37) 

dp _ 1—p? dy _ 
рт бу" a(r)p = Q(r) (2.39) 

с граничным условием (2.36) 

Ф(и, В) =0, —1<и<0 (2.40) 

как в окрестности раздела г = то двух сред, так и в окрестности характе- 
ристики го —т2(1 — 7) = 0, проходящей через границу раздела, г = то двух 
сред. 

В результате получена следующая картина. В области г < то, || < 1: 

    

    

д гМ (г И О (2.41) 
у" — 7? (1 - p?) 

2 

бт) 0} (2.42) 
OH rg 1) 

в области г > то, и < V/1 — (r0/r)?: 

д 55 = О(Пв |, (2.43) 

Op 
an OW) (2.44) 
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в области г > то, м > V1 — (ro/r)?: 

    

    

dp _  ЖМ (0) = O(|In |, 2.45 OF Tea pay POM nla (2.45) 

М) 4 1). (2.46) 
Op 73 — r2(1 — p?) 

3gecb M(ro) = v(ro,9)[a](ro) — [Q](ro), [f](ro) = f(ro + 0) — f(ro — 0). 
Из формул (2.41)-(2.46) для средней плотности фо(т) следует такая 

асимптотика: 

1 
Фо (г) 5М (то) ш м — то| + О(Т), тт. (2.47) 

Эти результаты были получены в 1952 г. и опубликованы в работе [6] (1968). 
(Подробности см. в работе Т.А. Гермогеновой [11].) Формула (2.47) другим 
методом была получена Н.А. Дмитриевым в 1949 г. 

Подробная теория односкоростного уравнения переноса, развита, в моно- 
графии В.С. Владимирова [5], а, относящиеся к нему численные методы — 
в статье [4]. 

3.. Метод сопряженных уравнений 

Сперва кратко изложим абстрактный метод сопряженных уравнений 

в линейном случае, следуя конкретной схеме, которая использовалась 

Г.И. Марчуком и его учениками в теории ядерных реэкторов [25]-[31]. 

Пусть 7/ — вещественное или комплексное гильбертово пространство со 
скалярным произведением < ф,ф > и нормой |ф|| = < ф,ф >"/?. Пусть 
задан линейный оператор Ё, с областью определенияЗ Р(Г,), плотной в 

Рассмотрим неоднородное уравнение 

Ip=q, ye D(L) (3.1) 

с правой частью g € H. 

Сопряженный оператор [/* к оператору Г, вводится на основе равенства, 

< 14р,ф> = <ф,Гф> ФЕТ(Г) pe DL"). (3.2) 
  

ЗКак в линейном, так и в нелинейном случае это может быть дифференциальный, 

интегральный, интегро-дифференциальный или даже псевдодифференциальный опера- 

тор,заданный в области С фазовых переменных Х = (51,12,..., Хи) с граничными усло- 

виями, включенными в определение области Д(Г,). В качестве #{ может быть С2(С).



Равенство (3.2) нужно понимать следующим образом. Пусть элемент д Е H. 

таков, что форма ф Е < Ёр, ф > определяет линейный непрерывный функ- 

ционал в 7{. Тогда, по теореме Рисса, существует (и единственный) элемент 

g €H такой, что 

< [рф > = <ф,9>, ФЕЧ. (3.3) 

Элемент 9 назовем значением сопряженного оператора, [* на элементе 4), 

L*w = 49, а элемент 4 отнесем к области определения Д(Г*) оператора, Г[*, 

так что равенство (3.3) есть не что иное, как равенство (3.2). 
Оператор Г называется замкнутым, если его график {(y, Ly), 

ФЕТ(Г,)} замкнут в Я х Я, те. из фк — pu ly, $ {4 Е $ ов НН 
следует, что фЕ Т(Д) и Гр =. 

Замьканием Г, оператора, Г, называется наименьшее замкнутое расши- 

peuue L. 

Onepamop L* замкнут. Оператор Г допускает замыкание тогда и 

только тогда, когда Р(Г*) плотина в |. Если D(L*) naomna 6 H, mo cnpa- 
ведливы равенства 

L=L*, [*=L*. (3.4) 

Рассмотрим задачу о вычислении линейного функционала, от решения ф 
уравнения (3.1) 

р(ф) = <ф,р>, РЕЖ. (3.5) 

Для этого введем неоднородное уравнение, сопряженное к уравнению (3.1): 

LY, =p, pe D(L*). (3.6) 

Предположим, что его решение у» существует и единственно в классе 

Р(Г*); ф называется сопряженной функцией. Из (3.6), (3.5) и (3.2) для 
искомого функционала 1[,(ф) немедленно следует равенство 

1 (ф) = < G, Wp >. (3.7) 

Предположим теперь, что оператор Ё обладает (обобщенным) решением ф 

из 71 уравнения 

Ly = 5(X — Xo), (3.8) 
где д(Х — Хо) — дельта-функция Дирака, сосредоточенная в точке Хо. 

Пусть это решение непрерывно в окрестности точки Хо. Тогда форму- 

ла, (3.7) принимает вид 

1р(ф) = 4р(Хо). (3.9) 
Аналогичные рассуждения применимы и для теории возмущений. 

Если оператор Ё возмущен оператором 0Ё,, то возмущение функционала 

р(ф) выражается через сопряженную функцию ф, формулой 

01р(ф) = — <», (6Г)ф >. (3.10) 
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Возмущение Л первого собственного значения“ Л также выражается 

через сопряженную собственную функцию 1), 

  

“= 4, ФЕТ(Г”), (3.11) 

по формуле 

5л— < (60$ > (3.12) 
<y,p> 

Изложим абстрактный подход к методу сопряженных уравнений в нели- 

нейном случае, следуя работам Г.И. Марчука и его учеников (см. [27|- 

[28]) и М.М. Вайнберга [2] с учетом нового (однозначного) определения 
сопряженного оператора, представленного в работе [10] В.С. Владимирова, 

и Г.И. Марчука. 

Пусть Р — линейное множество, плотное в гильбертовом пространстве 

7, и каждому элементу ф Е ДР соответствует множество линейных опера- 

торов в 71, | 

{p> Ayy, we D(A,y)} (3.13) 

c o6acTbIo onpeszenenua D(A,), conepamelt D. Iycrn, manee, D(AG) также 

содержит ДР, так что D(Ay) u D(AZ) mnoTue: 8 H. Beeyem (Hemuneituzie) 
операторы 

yp Арф = Афр, ФЕТ, (3.14) 

с областью определения D. 

Определение 3.1 [10]. Назовем множества линейных операторов 
{Ар,ф Е В} и {В»фЕ Т} эквивалентными, Ар > Вр, если выполнено 

равенство 
At = Bip, y €D. (3.15) 

Введенная эквивалентность обладает свойствами: рефлексивности 

Ay ~ Ay, cummempurnocmu By ~ Ay, ecm Ay ~ By, mpanzumuenocmu 

Ay ~ Cy, ecm Ay ~ By u By ~ Cy. Поэтому множества линейных 

операторов вида (3.13) распадаются на Hellepecekarollmeca KJIaCCbl 3KBUBA- 

лентности. 

Пример 3.1. Множества линейных операторов 

{p> y'4,pED}, {ф->-(ф4),фЕрР}, {> -54',Ф Е2} 

эквивалентны, 

рф (4-54. 
Пусть L(y) — (нелинейный) оператор с линейной областью определения 
Р(Г,), плотной в Я. По аналогии с линейным случаем определим сопря- 

женный оператор Г, к оператору L(y). 
  

‘В случае ядерного реактора оно положительное и простое. 
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Определение 3.2 [10]. Сопряженным оператором Lg ‚к оператору 

Г(‹ф) назовем класс эквивалентности линейных операторов {4 > рф, фе 

Р(Г,)} таких, что область определения Р(Г„,) оператора, Гь содержит D(L) 
и выполнено равенство (ср.(3.2)) 

< [(ф),ф> = <ф[ф>, ФЕТ(Ё,),фЕ ТГ). (3.16) 

Из этого определения вытекают такие утверждения. 

Если L — линейный оператор, то класс эквивалентности сопряжен- 

ного оператора к Г, состоит из единственного оператора [^*, который не 

зависит от ф. 

Сопряженный оператор [4 к оператору Г(ф) единственный (в том 

смысле, что единственный класс эквивалентности {14 ф Е Т(Г)}). 
Необходимым условием существования сопряженного оператора Го к 

оператору Г(ф) является его представление 

[(ф) = (%)*ф, vy € D(L), (3.17) 
т.е. оператор Г(ф) есть суперпозиция (нелинейного) оператора yp + Lip 

и линейного оператора Ф — Г.”ф при каждом ф Е Т(Г,. 

С другой стороны, если оператор L(y) допускает представление 

L(y) =Al(y)y, pe DL), (3.18) 

где ф -? А(ф) — (нелинейный) оператор с линейной областью определе- 
ния Д(Г), плотной в }, и при каждом ф Е Т(Г,) 4 } А(ф)ф есть линей- 
ный оператор, причем области определения Р(А(ф)) и Р(А*(ф)) содержат 
D(L). Torga сопряженный оператор Гу, существует и эквивалентен опера- 
тору 4*(ф), так что 

Ly ~ А*(ф). (3.19) 

Итак, мы получили следующую теорему. 

Теорема 3.1 [10]. Для того, чтобы для оператора Г(ф) существовал 
сопряженный оператор Г,, необтодимо и достаточно, чтобы он допускал 

представление (3.18); при этом справедливо равенство (3.19). 

В работах [2], [27], [28] были введены различные определения сопряжен- 
ных операторов Г/* (ф) для нелинейного оператора, [/(). Среди них отметим 
следующее: 

1 

Aj(p), где Ao(y) = f L'(ty)dt, y € DD) (3.20) 
0 

при условии, что оператор Г(ф) дифференцируем no Taro u L(0) = 0. B 
силу представления [2] 

1 

L(y) = [ Li(te)tydt = Alyy, y € D(L), 
0 
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onepatop L(y) имеет вид (3.18) и поэтому, по доказанному (см.(3.19)), это 
определение выделяет единственного представителя А$(ф) из класса, экви- 

валентности сопряженных операторов {1%, фЕ Т(Г)}, так что 

Ly ~ Ao(y). (3.21) 

Пример 3.2. Для Г(ф) = фо’ формулы (3.19) и (3.20) дают 

Li = ty. 

IIpumep 3.3. Ecm L(y) = y*(d%p)™, To 

ghar) + (-1) lax [p*(a%y)™ 4). 
, k 

Г k+m e ktm 

Важный для приложений достаточно широкий класс нелинейных опе- 

раторов вида (3.18) был рассмотрен в работах [7|-[9]: 

L(y) = »` Ас(х, Ф)9%ф(т), (3.22) 
[о т 

где ф —} Ао(1,фФ) — (нелинейные) операторы с общей линейной областью 
определения Д(Г,), плотной в . 

Обозначая 

A(z, ¢) — У. Ag(z, фр)“, 

[< т 

представим оператор (3.22) в виде (3.18): 

L(y) = A(z, v)¢. 

В этом случае при каждом ф Е Т(Г,) сопряженный (по Лагранжу) оператор 
имеет вид 

А(т,фуф = У` (-1) 910 [Ао (х,ф)4], фЕТ(Г),фЕТ(А*(ф)). (3.23) 
la|<m 

Были построены законы сохранения для уравнения 

A(y)p =0, ye D(L), (3.24) 

с использованием решений 1 ассоциированного уравнения 

~~ 

А(т,ф)ф =0, pe D(A(y)), (3.25) 

где ф есть решение уравнения (3.24). 
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Сохраняющиеся ToKu J,(y,w;r),v = 1,2,...,n, для системы (3.24) 
при т > 1 имеют вид 

тр—1 

Ju(y, р; т) = у) уз (—1)*d,, ... Ov, [Avvy..vpArAg (x, p)woy, .' On, 9); 

а+к=0 ы;,А; 

(3.26) 
где 4 — решения уравнений (3.25). 

Пример 3.4. Пусть т = 1. Уравнения (3.24) и (3.25) принимают вид 

Op 
От, 

  

Ао фе + 2 Ay (т, ф) 
v=1 

= 0, 

  

а, токи (3.26) — 

Ль(ф, Ч; т) — А, (т, y) py, y=1,2,...,n. (3.27) 

Oneparop A(xz,y) формально совпадает с представителем класса, сопря- 
женных операторов {А*(5, р), ф Е Т(Г)}. Ввиду неоднозначности оператор 

A(x, ф) был назван в работах ["|, [8] ассоциированным с оператором А(х, ), 
а, не сопряженным к оператору L(y). 

В работах [7], [8] рассматривалась система уравнений вида (3.24), в ко- 
торой Ао, (т) и w(x) предполагались 4х 5-, 3 хг- игх 4-матрицами- 
функциями. В этом случае формула (3.26) дает г х г-матрицу законов со- 

хранения. 
Определение 3.3 [10]. Оператор Ё(ф), ф Е Т(Г), вида (3.18) назы- 

вается симметричным (существенно-самосопряженным, сопряженным), 
если в классе эквивалентности сопряженных к нему операторов существу- 
ет симметричный (существенно-самосопряженный, самосопряженный со- 

ответственно) оператор. 

Пример 3.5. Оператор 

0°{[А(5,)9°]ф}, pe crlal(ay, 

симметричный, если dyHKuua A(z, ф) вещественная и непрерывная в ах С, 

С — ограниченная область в ®П. 

Пример 3.6. Интегральный оператор 

| К(ф т, у) ф(у)ау 
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самосопряженный B Lo(G), ecnm С' — ограниченная область и К — эрмитово 

ограниченное ядро: 

К(Х,У; т, у) = К(У,Х;у,т), |К(Х,У;т,у)| < М. 

Пример 3.7 [28|. Оператор 

n 
L(y) = sing = =e 

самосопряженный, поскольку при каждом ф Е Lo(a,b) oneparop yw > 
sing 

> 

  

 самосопряженный в (2(а,6). 
ф 
Пример 3.8. Уравнение Хартри-—Фока для 2-электронной волновой 

функции 4 имеет вид [33] 

iY = W(x, Wy, V(x) = i (er)br(02) ele) 

гле Н(т,) — нелинейный оператор в С2(В3®), 

Н(г,) => [- + ву [ей 3) ~ dex) 
k=1 К 

Если фь,К = 1,2,...,2, ограничены в 3, то оператор Н(х,4) — сущест- 
венно-самосопряженный, в силу критерия Като, Н(ф,т) = Н*(ф, т). 

Идея использования сопряженных уравнений оказалась весьма плодо- 
творной не только в линейной теории и практике переноса, нейтронов и 

излучения (ценность нейтронов, законы сохранения, теория возмущений 
и тд.), но и во многих других прикладных разделах математической фи- 

зики: физике атмосферы и океана, механике сплошной среды, квантовой 

механике, интегрируемых системах, охране окружающей среды, математи- 
ческих задачах иммунологии, оптимальном управлении, усвоении и обра- 
ботке данных, включая и нелинейные задачи. Существенный вклад в эту 
проблематику был внесен Г.И. Марчуком и его учениками (см. [27], [28]). 

4. Численные методы для стационарных 

неоднородных уравнений переноса 

Несмотря на впечатляющие достижения за последние 50 лет в числен- 
ных методах, сделавших возможным проектирование, пуск и работу АЭС, 
полномасштабная проблема нахождения решений нестационарного урав- 
нения (2.1) представляется и на сегодняшний день, в силу ее многомер- 
ности, далеко не решенной задачей, требующей разработки новых, более 
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совершенных вычислительных алгоритмов и создания на качественно но- 

вом уровне вычислительной техники. Практический успех разработок был 

обусловлен тем, что достаточно точно давали необходимые решения упро- 

шенные модели уравнения (2.1). Мы коснемся достаточно фрагментарно 

лишь некоторых вопросов, отсылая для более подробного ознакомления с 

библиографией по затронутым темам к монографиям [30, 1]. Мы рассмо- 

трим лишь детерминированные методы, оставляя в стороне методы Монте- 

Карло. Для простоты изложения ограничимся рассмотрением одногруппо- 

вых уравнений, записанных в виде (2.12), (2.13), (2.15), (2.17). 

Для численного решения краевой задачи (2.27)-(2.29) в одномерном 

случае (пусть для шара |т| =т < А) используется метод факторизации. 
Метод факторизации [3]. Рассмотрим классическую краевую задачу 

типа, Штурма-Лиувилля для функции т(г) = гфо(г) 

—(Ррт/)' + ат = а(г), 0<r<R, (4.1) 

m(0)=0, m(R)+hm’'(R) =0, (4.2) 

re D>0,a>0nh2>0. 

Факторизуя оператор 

-(Dm!) + от = (2 +9/ Вр — ддт, (4.3) 

получим уравнение Риккати 

g' +9°/D=a (4.4) 

для вспомогательной функции д, а уравнение (4.1) распадется на два ли- 

нейных уравнения первого порядка 

m, + g/Dmi = q(r), (4.5) 

Dm! — gm = —m\(r). (4.6) 

Чтобы удовлетворить граничным условиям (4.2), положим 

hm, (В) 

9(0) =0, пи(0)=0, m(R) = D(R) + hg(R)   (4.7) 

Уравнение Риккати (4.4) при начальном условии 9(0) = 0 имеет положи- 
тельное решение на (0, В]. Поэтому уравнение (4.5) при условии т: (0) = 0 

устойчиво численно интегрируется от точки г = 0 до точки г = В, а уравне- 
ние (4.6) при условии (4.7) (т(В) известно) устойчиво численно интегриру- 
ется от точки г = А до точки г = 0. Таким образом, решение неустойчивой 
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краевой задачи (4.1), (4.2) свелось к решению трех устойчивых задач Ко- 
ши: для уравнения Риккати (4.4) и для двух линейных уравнений (4.5) 
и (4.6) при начальных условиях (4.7). 

Этим методом в течение 1953-1955 гг. было вручную рассчитано боль- 

шое количество задач со сложным энергетическим спектром (и, стало быть, 

с большим количеством групп) в рамках усовершенствованного диффузи- 

оннного приближения (Арзамас-16, расчет РДС-37 по заданию А.Д. Саха: 

рова). 

Существуют два метода получения систем линейных алгебраических 

уравнений, аппроксимирующих уравнение переноса: вариационный и ко- 

нечно-разностный. 

Вариационные методы. В вариационном методе, который можно 

трактовать как обобщенный метод Галеркина, приближенное решение 

ищут в виде 

5? angel 7) he (2). | (4.8) 
k=0 

Ecau B (4.8) hy(Q) — заданные сферические функции, то получают метод 

сферических гармоник, или Р»-приближения — систему дифференциаль- 

ных по пространственным переменным уравнений. Для уравнения (2.15) и 

нечетных я обоснование метода, было впервые получено в работе [5]; в этом 
случае он превращается в метод Ритца, решение которого минимизируют 

квадратичный функционал (2.21). 

При заданных 9%(т) получаем систему вырожденных интегральных 

уравнений, а при заданных 9%(5%), hy(z) — методы конечных элементов; 

для уравнения (2.16) решения полученных уравнений минимизируют на, 

соответствующих подпространствах квадратичный функционал (2.21) [30]. 

Конечно-разностные методы. Конечно-разностные аппроксимации 

многомерных уравнений переноса имеют непростую историю. На первых 

этапах их развития не учитывалась специфика решений, гладкость у ко- 

торых наблюдается лишь вдоль характеристик, а возможные разрывы в 

решении по другим направлениям (возникающие в многозонных задамах с 

плоскими границами) также распространяются вдоль характеристик. 

Впервые разностный метод характеристик, учитывающий упомянутую 

специфику решений, был предложен в работе [4] для решения задач в сфе- 

рической геометрии (рис. 1) и в этой же работе доказана, его сходимость. 

По-видимому, только те разностные схемы способны удовлетворитель- 

но аппроксимировать уравнение переноса, в которых заложены идеи ме- 

тода характеристик. Среди таких схем достойны внимания разностные 

уравнения с повышенной локальной аппроксимацией, что позволяет суще- 

ственно сократить порядок решаемых уравнений. Приведем пример по- 

добной аппроксимации для уравнения (2.17). Для этого рассмотрим точ- 
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ки &1, €9, €3, лежащие на характеристике т(&) = то + О& в области С’. Пусть 

ё3 — &2 = & —& =А > 0, а функция (5) при &1 < & < & постоянна. Пусть 

51 
0292 = 91 — 292 + 93, Wo = 62 + 75" + 93) 

разностные операторы, в которых 9%; есть значение функции %; в точках 

х; = то + О&; характеристики. Тогда разностное уравнение 

_ pov =_= и (—и + сби + 4/в)2 (4.9) 

при достаточно гладком вдоль характеристики решении уравнения (2.17) 
будет с точностью 0(1^) аппроксимировать это уравнение [30]. 

у 

, о > 

. | 
; Е 

ТР 
Рис. 1. Метод характеристик 

    

  

  

  

            

Аппроксимации интегральных операторов. С целью существенно- 

го уменьшения числа, угловых направлений в квадратурных формулах, ап- 

проксимирующих интегральные операторы, представляющие интегрирова- 

ние по единичной сфере, были разработаны методы получения квадратур- 

ных формул типа, Гаусса, инвариантных относительно дискретных групп 

вращения [14, 15, 36, 20]. Были получены параметры таких квадратур повы- 
шенной алгебраической степени точности до 131-го порядка, инвариантных 

относительно группы октаэдра, с инверсией. Веса.этих квадратур оказались 

положительными и достаточно выровненными, а узлы — достаточно регу- 

лярно триангулируют поверхность единичной сферы. На рис. 2 показано 
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Рис. 2. Квадратура 131-го порядка для сферы 

расположение узлов квадратуры 131-го порядка; она содержит 5810 узлов 

и точно интегрирует первые 177424 сферические гармоники. 

Серьезную проблему при решении многомерных задач методом харак- 

теристик представляют разработки под эти задачи двух обоснованных ме- 

тодов продолжения функций: интерполяцию в расчетные точки характе- 

ристик значений правых частей (С) уравнений (заданных на некоторой сет- 

ке О) и разнос в точки Д„ для вычисления функции () значений ф(т;, Як), 
рассчитываемых на характеристиках (рис. 1). 

Итерационные методы. КР-метод. При существующем уровне вы- 

числительной техники классические линейные итерационные методы, а, 

также методы ускорения их неприменимы для решения многомерных задач 

переноса, так как требуют запоминания в памяти ЭВМ непомерно большо- 

го объема информации о предыдущем приближении ‹^(х, ©). Поэтому в 

начале 1960-х гг. были разработаны КР-метод и методы ускорения его в 

подпространстве функций, зависящих только от х [30]. Метод был в 1963 г. 

успешно внедрен для вычисления коэффициента, теплового использования 

в ячейках реактора со сложными тепловыделяющими элементами. Метод 

требует запоминания только значений 5”. Опишем его простейшую схему 

на примере использования дифференциальных уравнений (2.12) и (2.27). 
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В нем по заданному mpu6mmxKenmo0 Sy* cnenyrouee npubsm2xeHuve Sy*t! na- 

ходят согласно реализации двух операций: операции К-простой итерации 

по источнику для уравнения переноса 

ГАИ? = В(5)5ф' + а, (4.10) 

результатом которой является образование и запоминание массива, величин 
Sp*t1/2 | yw операции Р-решения для поправки и* 1/2? краевой задачи для 
диффузионного уравнения типа (2.27) 

—~g,divDVwit!/? + 01 (x) wt? = B(x) S(p*t!/? ~ Se"), (4.11) 

после выполнения которой полагаем 

бы? = бо + wrt k= 0, 1,...,N—-1. (4.12) 

В формуле (4.11) дк — ускоряющие КР-метод итерационные параметры. 
Значения их найдены для модельных задач [30]: дк = (1 + 9%) /2, где ук — 

корни многочлена Якоби РС 2,2) (y). 

Чебышевский одношаговый итерационный метод является универсаль- 

ным алгоритмом ускорения методов итераций. Однако для плохо обу- 

словленных систем уравнений этот метод считался неустойчивым. Попыт- 

ки применения его приводили к катастрофическому возрастанию ошибок 

округления. Поэтому этот метод не находил широкого применения. Впер- 

вые в исследованиях В.И. Лебедева и С.А. Финогенова [21, 22] было показал 
но, что устойчивость метода, существенно зависит от порядка употребления 

параметров, и предложены алгоритмы перемешивания их, обеспечивающие 

устойчивость счета. Для ускорения внешних и внутренних медленно схо- 

дящихся итераций в задачах на Кс; (2.24) и (2.27), (2.28) были созданы 

устойчивые бесконечно продолжаемые чебышевские методы с применени- 

ем Т-последовательности [30, 40, 21], норма общего оператора перехода, у 

которых на каждом итерационном шаге не выше единицы. 

Многие оптимальные алгоритмы вычислительной математики основа- 

ны на использовании свойств экстремальных многочленов (ЭМ). В каче- 

стве ЭМ используются, как правило, многочлены Чебышева. Однако при 

наличии более точной информации об искомом решении задачи возникают 

новые постановки оптимизации методов решения, требующие разработки 

эффективных устойчивых методов нахождения ЭМ, коэффициенты кото- 

рых подчинены нелинейным связям. Целью проведенных в [39, 40] исследо- 
ваний была разработка новых эффективных и устойчивых методов получе- 

ния параметров экстремальных многочленов высокого порядка, со связями 

для использования их в оптимальных методах решения задач вычислитель- 

ной математики и математической физики по следующим направлениям. 
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Исследование свойств ЭМ Золотарева, Геронимуса, ЧМБС-многочле- 

нов. Эти многочлены удовлетворяют обобщенному условию альтернанса 

и зависят от нескольких свободных параметров, с их помощью найдены 

аналитические решения новых экстремальных задач со связями. 

| Изучение многочленов, наименее отклоняющихся от нуля в областях 

плоскости комплексного переменного, ограниченных лемнискатами специ- 

альных типов. | 

Оптимизация двух- и трехчленных итерационных методов нахождения 

решения линейных операторных уравнений и частичных задан на, собствен- 

ные значения. В этих задачах предполагается, что спектр оператора может 

принадлежать областям специального вида, отличного от отрезка или эл- 

липса. 

Определение параметров ЭМ для явных двухслойных устойчивых раз- 

ностных схем 3-го и 4-го порядков точности с максимальным (по устойчи- 

вости) средним шагом для интегрирования жестких систем дифференци- 

альных уравнений. 

Получение квадратурных формул типа Гаусса, точных для всех дробно- 

рациональных функций с фиксированным знаменателем. 

Параллельные вычисления. Дальнейший прогресс в численных ме- 

тодах решения многомерных уравнений переноса невозможен без примене- 

ния мощных параллельно действующих вычислительных систем. Поэтому 

становятся актуальными разработки методов решения исходной сложной 

задачи на основе методов решения составляющих ее подзадач и создание 

на этой основе эффективных итерационных методов. Естественно при этом 

каждую задачу рассматривать как некий ”черный ящик”, состояние кото- 

рого определяется лишь входной и выходной информацией, а рептение ее 

дается на, откуп отдельной компьютерной системе. 

При расчетах реакторов возникает и другая проблема. Вдали от нерав- 

номерностей нулевой момент 5ф достаточно точно определяется из диф- 

фузионного приближения (2.27) (см. рис. 5). Поэтому возникает задача 

корректного согласования решений уравнений переноса и диффузии ней- 

тронов. Аналогичные проблемы возникают и в параллельных системах, 

если каждая из подзадач решается своими методами (вариационными или 

разностными, в разных геометриях). 

В методе композиции [16] исследованы условия, при выполнении кото- 

рых задача, составленная из подзадач, поставлена корректно. Пусть для 

простоты изложения каждая из двух подзадач для нахождения ц; Е И; 

задана вариационными уравнениями 

a; (us, Vi) — fi(vi), Уч; Е У, t= 1,2, (4.13) 

rye a;(u,;,v;) — ограниченные эллиптические формы, определенные на эле- 

ментах U;, 0; гильбертовых пространств У;, а f;(v;) — ограниченные на, У; 
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линейные функционалы. Тогда для нахождения и = (и1, и2) из нового гиль- 

бертова пространства У Е У! х У, можно сформулировать составную за- 

дачу вида 

ал (‘и1, 91) + a2(u2, v2) = fi(v1) - [2 (92), Vu = (v1, v2) Е у, (4.14) 

С Условиями согласования 

Uyyiui = Uoyoue, 

Лоб + Jn 69U5 =T, (4.15) 

где 7, $ = 1,2, — операторы, называемые операторами Дирихле, а д; — 

соответствующие им операторы Неймана, определяемые по формуле Гри- 

на для а; (щ,%). Исследованы условия на операторы U;, Ji, i = 1,2, u mpo- 

странство И, при выполнении которых составная задача (4.14), (4.15) будет 
корректно поставлена. В связи с этим изучены свойства граничных опе- 

раторов, названных операторами Пуанкаре-Стеклова. Они определяются 

равенствами 

Бабе = Yii, t= 1,2, (4.16) 

где и; — решение однородных (при нулевом внутреннем источнике) за- 

дач (4.13), 1 = 1,2. Области определения и значений этих операторов опре- 

деляют для каждой из подзадач вид передаваемой ”внутрь’ и ”вне’ инфор- 

мации. ‘ 

Строение ядерного реактора имеет ячеечную структуру, которая есте- 

ственным образом определяет тип подзадач — расчет поля нейтронов вну- 

три ячеек реактора. Решения же ячеечных задач представимы через соб- 

ственные функции соответствующих для каждой ячейки операторов Пуан- 

каре-—Стеклова, 

Sie = Ле, 1=1,2..... (4.17) 

На основе сказанного сформулированы и исследованы на операторном 

уровне чебышевские итерационные методы с переменными параметрами 

для решения общей задачи. Эффективность подобных методов для одно- 

групповых задач переноса, в плоской геометрии была исследована в [17, 34]. 

5. Нестационарные задачи, спектральный анализ. 

Условия сшивки решений 

Жесткие системы дифференциальных уравнений и явные ме- 

тоды. Рассматриваемые в едином комплексе три проблемы — методы ре- 

шения жестких систем обыкновенных дифференциальных уравнений боль- 

шого порядка, разностные или вариационные методы решения задач пере- 
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носа и диффузии нейтронов и методы распараллеливания для многопро- 

цессорных ЭВМ — побуждают вернуться еще раз к исследованию эффек- 

тивности явных разностных схем, которые в разбираемой ситуации допус- 

кают почти идеальное распараллеливание вычислений. 

Если аппроксимировать в нестационарных уравнениях (2.1), (2.4), (2.8), 
(2.9), (2.25) дифференциальные по 5х операторы конечномерными, то полу- 

чим систему линейных обыкновенных по # дифференциальных уравнений 

(нестационарные уравнения метода прямых). 

Благодаря упомянутой аппроксимации, наличию малого множителя 
и 

при —— в уравнениях (2.9), (2.25) и больших множителях в правых ча- 

стях уравнений (2.1), (2.8) получаем на отрезке 0 < #< ТТ жесткую задачу 
Коши для системы дифференциальных уравнений п-го порядка вида 

d 

гдеи = (\1,..., т), мо = (м01,...,0п), 9= (91,..., 9), А — (nm X n)-MarTputa. 
Пусть (Л, ф;) — собственные пары матрицы А, 5р(А) = {А; }, 0; } образуют 
базис в пространстве А”, а лежащая в левой полуплоскости комплексного 

переменного 2 часть спектра {Л;} принадлежит области В, содержащейся 

в круге К, минимального радиуса, г > 0 вида 

K, = {z: |jz+r| <r}. (5.2) 

Назовем задачу (5.2) жесткой, если 

rT > 1. (5.3) 

Тогда для явных методов Эйлера с постоянным шагом А по времени по- 

следний, для устойчивого счета, должен удовлетворять неравенству 

h<cou=r, (5.4) 

которое накладывает сильное ограничение на размер временного птага. Од- 

нако существуют явно устойчивые алгоритмы с переменными шагами т | 

вида 

ик = мк + ть(Амць + 4), k=0,1,...,N —-1, (5.5) 

интегрирующие жесткую задачу Коши при затрате существенно меньшего 
N 

количества waros [38, 41]. na wux ly = 3) 7 = Py(0), rae mHorounen 
1=1 

Py (z) umeer вид 
N 

Py(z) = [[ (1 + 72). (5.6) 
3=1 
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При выполнении условий аппроксимации он удовлетворяет условию устой- 

чивости 

< | . тах [Рм(2)| < 1 (5.7) 

и является решением задачи Маркова, 

Py(z) = arg sup(Ry(0)); (5.8) 
N 

где [м = зар(В(0)) взят по всем многочленам вида, (5.6), удовлетворя- 
Ry 

ющим условиям (5.7). Если обозначить через 2;, $ = 1,..., М, корни экс- 
тремального многочлена (5.8), то в оптимальном методе (5.5) временные 
шаги определяются из множества, чисел: —2; 1, 1=1,..., №. В предельном 

случае, когда В = [-М,0], М > 1, решением (5.8) будет многочлен Чебы- 

шева, а тогда за М шагов оптимального метода (5.5) мы продвинемся по 

времени на величину 
ly = N*cou. (5.9) 

Изложенный метод предполагает, что корни многочлена (5.8) действитель- 

ны. Для общего случая получены другие формулы явного метода. Для про- 

стоты пусть № = 2п. Тогда многочлен Рм(2) (5.8) можно факторизовать 
на квадратичные множители и получить следующие формулы интегриро- 

вания задачи (5.1): 

Увч1/2 = м + Вьы Ли, ), 

troij2 = tht hes, 

Yk+1 = Yr41/2 t Resid (Ye41/25 te41/2) (5.10) 

и = Ща ВА 

Uk+1 = увы + Ук йь (Л (ик, в) — 1(Ук+1/2, к+1/2)), 

К =0,1,...,п — 1, 

f(u,t) = Aut+q. 

Этот метод состоит из двух эйлеровых шагов и поправки. В нем парамет- 

ры hj, % легко определяются по корням Рм(2). Метод (5.10), учитываю- 

щий и комплексный спектр, был запрограммирован в программе РОМКА; 

в ней в зависимости от условий аппроксимации 2 < М < 26. 38 [38, 41|. 
С помощью этой программы были успешно решены ряд линейных и нели- 

нейных многомерных задач математической физики с действительным и 

комплексным спектром. 

Спектральные задачи. Для создания добротных методов решения 

(включая итерационные) стационарных и нестационарных задач перено- 

са следует иметь информацию о расположении спектра задам (2.1), (2.8), 
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(2.25) и их разностных аналогов. Здесь мы сталкиваемся с нетрадицион- 

ной для физики ситуацией: дискретный спектр имеет и конечные предель- 

ные точки, а непрерывный спектр заполняет массивную, вплоть до —00, 

часть плоскости комплексного переменного. Расположение полного спек- 

тра дискретных аналогов уравнений переноса, исследовано мало. Впервые 

в работах [12, 35| дано полное описание спектра для плоской трехзонной 

разностной модели реактора ВВЭР в диффузионном приближении с ше- 

стью группами запаздывающих нейтронов. Оригинальная технология спек- 

трального анализа, разработанная в [44], позволила, исследовать эволюцию 

спектрального состава нестационарных решений: выделить главное инва- 

риантное пространство и оценить нормы проекции решения на инвариант- 

ное подпространство, дополнительное к главному. Это позволило получить 

хорошую асимптотику для решения нестационарных задач, удерживая в 

разложении в ряд Фурье решения малое количество слагаемых. 

На рис. 3, 4 показан полный спектр плоской, критической, трехзонной, 

дискретной задачи (2.26) с шестью группами запаздывающих нейтронов и 

    

| ae "ee, Z=X+iY 
.° еее, ‘oe, 

1+7 | . “ ® 7" нь, Thais, 
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, :. :} : (PRS 
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Рис. 3. Спектр двухгрупповой задачи 

восемью угловыми направлениями, содержащий 1986 точек. Образованные 

точками овалы аппроксимируют точки непрерывного спектра исходной за- 
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дачи (на, рис. 4 в увеличенном размере показано содержание ”кляксы” на 

рис. 3). Разброс спектра свидетельствует, что соответствующая нестацио- 
нарная задача, является жесткой с комплексным спектром. 

4Е+5 — 
оо, 

ae? a 

    

a e ° оо . ° * e Z=xt1y 

2Е+5 — ” o " _. ° "емо ., 

г ° oe ы " ° ee 

i ee ES 
| ° f °° . “. э ° 8 *, 

QE+0 | © " ° 20 во че ° eee ¢ scxmancnereafh caxtiesse ze @ =>. = 

_ 5 м ot fe . . : a 

> “ “ee, ee о e e и 

“. "sy, "vous .. ° 00° “ к 

-2E+5 | *, “а . e ene ve 

‘ао оооооз *® ° xX 

-4E+5 | | — | — | —- | 

-1Е+6 -LE+6 -8Е+5 -6Е+5 -4Е+5 -2E+5 

Рис. 4. Спектр внутри ”кляксы” 

Что считать и как сшивать? Представим нестационарные уравнения 
(2.1), (2.8), (2.25), записанные вдоль характеристик, в виде 

a — f(u,v, ¢), (5.11) 

где и есть М или ф, причем 

p=vuN, (5.12) 

и здесь удобно рассмотреть как параметр. Определим для уравнения (5.11) 

задачу Коши на отрезке [0,Т] с начальным условиям и|+—=0 = №. 
Специфика реакторных задач заключается в том, что реактор разбива- 

ется на зоны и коэффициенты уравнения в результате усреднения считают- 

ся кусочно-постоянными по х (в нелинейном случае зависящими от реше- 

ния) с разрывами на границах зон. Таким образом, уравнение (5.11) — диф- 
ференциальное уравнение с разрывной правой частью. Это требует обоб- 

щения понятия решения. Так, при выполнении условий Каратеодори [32] 
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решением его естественно считать абсолютно непрерывную функцию, яв- 

ляющуюся решением интегрального уравнения 

u(t) = uo + / f(u(s),v, 8) ds. (5.13) 

Именно на аппроксимации этой формулы основаны численные алгоритмы 

нахождения решений уравнения (5.11). 

Однако довольно часто в малогрупповых уравнениях (2.8), (2.9) скоро- 
сти 9 в каждой группе считаются кусочно-постоянными по х функциями с 

разрывами на, границах зон. Этот эффект возникает в результате усредне- 

ния их по энергии в зонах с различными свойствами. Это приводит к тому, 

что если мы требуем, чтобы при переходе границы зоны была непрерывна 

плотность №: 

[N] =0 (5.14) 

(здесь [№] означает скачок функции М№ на границе зон), то из формулы 
(5.12) следует, что тогда, будет разрыв потока ф. А если потребуем непре- 

рывности потока: 

4] =0, (5.15) 

то будет разрывна плотность М. 

Аналогичные проблемы возникают при формулировке условий согла- 

сования на границах зон для Ф = 5ф или № = 5М в диффузионном 

приближении, связанных соотношением 

Ф = vNo. (5.16) 

Выяснено, что условию (5.14) соответствуют условия 

ма =о, [D>] =o, (5.17) 

а условию (5.15) — 

$] =0, DD = 0, (5.18) 

где п — нормаль к поверхности раздела зон. 

На рис. 5 показаны графики нулевых моментов первой собственной 

функции упомянутой ранее двухгрупповой задачи (2.25), (2.26) в кине 

тическом и диффузионном приближении; при условиях (5.15) и (5.18) эти 
функции (как и соответствующие решения задач в (5.14), (5.17)) хорошо 
совпадают между собой. А на, рис. 6 показан соответствующий первой груп- 

пе график для плотности №, вычисленной по формуле (5.16). 
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Рис. 5. Поток нейтронов в Т и 2-й группах. 

Двухгрупповая задача, переноса и диффузии нейтронов: 

$ — 1-я группа диффузии нейтронов; $ — 1-я группа переноса нейтронов; 

о — 2-я группа диффузии нейтронов; © — 2-я группа переноса нейтронов 

Однако остается открытым вопрос: считать ли непрерывной плотность 

или поток? Каждый из этих вариантов дает разные К. ; собственные функ- 

ции и заметное различие в темпах разгона мошности реактора в аварийных 

режимах для задач вида (2.25), когда, реактивность близка к В. Заметим, 

что использование вместо (5.17) условий 

[№] = 0, Cad = 0, 
От 

обеспечивающих симметричность эллиптического оператора в диффузион- 

ном приближении, приводит к резкому возрастанию (в приведенном при- 

мере на 3 порядка) темпа разгона мощности [19, 18]. 

По-видимому, целесообразно рассчитывать уравнения для плотности, 

являющейся предельным значением трехмерного функционала, хотя исто- 

рически сложилась практика расчета, многогрупповых констант для пото- 

ка. 
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_ © — 1-я группа диффузии нейтронов; 

о — 2-я группа диффузии нейтронов; 
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1Е-8 | 

8E-9 . 
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0E+0 — —— г” | | | 

0.00 40.00 80.00 120.00 160.00 200.00 7, см 

Рис. 6. Плотность нейтронов в 1-й группе. 

ДЛвухгрупповая задача, переноса и диффузии нейтронов: 

$ — 1-я группа переноса нейтронов; 

e — 2-я группа переноса, нейтронов 
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Введение 

Одной из наиболее важных проблем, стоящих перед наукой в ХХ1 столе- 

тии, является проблема предсказания климатических изменений, вызыва- 

емых человеческой деятельностью. В качестве антропогенных воздействий 

на климатическую систему можно рассматривать сжигание ископаемого 

топлива, приводящее к изменению концентрации углекислого газа в атмо- 

сфере, изменение концентрации малых газовых примесей, контролирую- 

щих концентрацию озона в атмосфере, вырубку лесов, приводящую к из- 

менению альбедо и процессу опустынивания, и многие другие воздействия. 

Согласно определению Всемирной метеорологической организации 

[125], климатическую систему планеты Земля образуют следующие, взаи- 

модействующие между собой, компоненты: 1) атмосфера — газовая оболоч- 

ка Земли сложного состава, (кислород, азот, углекислый газ, водяной пар, 

озон и тд.), воздействующая на перенос к поверхности Земли солнечной 

радиации, поступающей на ее верхнюю границу, и являющаяся наиболее 

изменчивой составляющей рассматриваемой системы; 2) океан — главный 

водный резервуар в системе, состоящий из соленых вод Мирового океана, и 

прилегающих к нему морей, поглощающий основную часть поступающей 

Ha его поверхность солнечной радиации и представляющий собой, благода- 

ря высокой теплоемкости воды, мощный аккумулятор энергии; 3) суша — 

поверхность континентов с ее гидрологической системой (внутренние во- 

доемы, болота и реки), почва (в том числе с грунтовыми водами) и крио- 

литозона, (’вечная мерзлота”); 4) криосфера — континентальные и морские 
льды, горные ледники и снежный покров; 5) биота, — растительность на су- 

ше и океане, а также живые организмы в воздухе, море и на суше, включая 

человека. 

Климатическая система характеризуется конечным множеством пара- 

метров (компоненты скорости ветра и течений в океане, температура и 
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соленость, водяной пар, концентрация газовых составляющих, плотность, 

давление и др.), значения которых в фиксированный момент времени опре- 

деляют ее состояние. Эта система, глобальна, поскольку ее состояния харак- 

теризуются пространственными неоднородностями с масштабами от плане- 

тарных (порядка, 10* км по горизонтали и порядка 10!-10? км по вертика- 

ли) до размеров мельчайших турбулентных неоднородностей в атмосфере и 

океане, элементов растительности и структурных неоднородностей почвы. 

Характерные временные масштабы энергозначимых физических процессов 

лежат в диапазоне от минут до десятков и сотен лет. 

Математически климат определяется как статистический ансамбль со- 

стояний, принимаемый климатической системой за достаточно большой ин- 

тервал времени, который удобно выбрать очень большим (в пределе бес- 

конечным). В этом случае собственная (внутренняя) изменчивость клима- 
та, отсутствует и можно лишь говорить об изменениях климата под воз- 

действием внешних сил на климатическую систему. В общем случае под 

ансамблем понимается не только множество состояний, но и некоторая 

вероятностная мера, заданная на этом множестве и определяющая веро- 

ятность того, что система может находиться на некотором подмножестве 

данного множества [18]. В практических приложениях часто под климатом 

понимаются некоторые характеристики части траектории климатической 

системы, проходимой ею за определенный промежуток времени -30 лет. 

Сформулированные выле проблемы в отличие от других проблем фи- 

зики имеют одну отличительную особенность: они не допускают прямого 

физического эксперимента. Более того, в силу специфических особенностей 

климатической системы адекватные лабораторные эксперименты предста- 

вляются также весьма проблематичными. Действительно, с точки зрения 

рассмотрения крупномасштабных атмосферных процессов атмосфера, есть 

тонкая пленка с отношением вертикального масштаба, к горизонтальному 

H/L ~ 10-3. Таким образом, на этих масштабах климатическую систему 

можно считать квазидвумерной, однако вертикальная стратификация по 

плотности очень важна и крупномасштабные вертикальные движения от- 

ветственны за бароклинные преобразования энергии. Более того, с физиче- 

ской точки зрения для изучения климата, реальной климатической системы 

в наличии имеется лишь часть траектории протяженностью в несколько де- 

сятков лет, в течение которых проводились достаточно полные натурные 

измерения. 

Все перечисленное позволяет сделать вывод, что главным средством 

изучения климатической системы (более точно, исследования проблемы 

предсказуемости и предсказания изменений климата) является математи- 

ческое (численное) моделирование с помощыьо глобальных климатических 

моделей, основу которых составляют глобальные модели общей циркуля- 

ции атмосферы и океана. Разработка моделей климата требует проведения 
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натурных экспериментов, анализ результатов которых позволяет формули- 
ровать все более точные модели конкретных физических процессов, опре- 
деляющих динамику климатической системы. Вместе с тем такие экспери- 
менты не решают главной задачи — определение чувствительности реаль- 
ной климатической системы к малым внешним воздействиям [18]. Необ- 
ходимо ответить на вопрос: что и с какой точностью должна воспроизво- 
дить климатическая модель, чтобы ее чувствительность к разнообразным 
малым внешним воздействиям была близка к чувствительности реальной 
климатической системы? Важно подчеркнуть, что каждая современная мо- 
дель конкретного физического явления есть отражение современного его 
понимания. Не исключением в этом смысле являются и глобальные кли- 
матические модели, включающие в себя описание большого числа разно- 
образных физических процессов и их взаимодействий. 

В 1956 г. опубликованы результаты первого численного эксперимента, по 

воспроизведению общей циркуляции атмосферы с помощью двухслойной, 

квазигеострофической, полусферной модели [101], а уже в начале 60-х гг. 

появилась первая 9-уровенная модель, основанная на полных (неупрощен- 

ных) уравнениях [113]. В 1969 г. появилась публикация [92], в которой бы- 
ли изложены результаты численных экспериментов с первой совместной 

моделью общей циркуляции атмосферы и океана. В России создание гид- 

родинамических климатических моделей началась в 70-х гг. В 1973 г. по 

инициативе Г.И. Марчука Отделением океанологии, физики атмосферы и 

географии АН СССР было принято решение о разработке математических 

моделей климата, основанных на моделях общей циркуляции атмосферы и 

океана. Такого рода модель, базирующаяся на использовании законов со- 

хранения и методов расщепления, была построена в Вычислительном цен- 

тре СО AH CCCP [29]. Однако возможности вычислительной техники того 
времени и недостаточная детализированость параметризаций физических 

процессов в атмосфере и океане не позволили тогда добиться необходи- 

мого качества воспроизведения климата, достигнутого в настоящее время. 

Тем не менее эти разработки послужили заделом представленных в данной 

работе исследований. 

Климатические модели в настоящее время переживают период ин- 

тенсивного развития, определяемого в итоге бурным развитием вычисли- 

тельной техники. Процесс их создания происходит повсеместно. Связан- 

ный с этим ”’параллелизм” необходим для контроля воспроизводимости 

получаемых с их помошью результатов. В рамках международных про- 

грамм АМГ? (Atmospheric Model Intercomparison Project), CMIP (Coupled 

Model Intercomparison Project) u apyrux, omucaHwe MU результаты которых 

Mo2xkHO Haitru B Mnrepuete (cm. http://www-pcmdi.llnl.gov), проводится це- 
ленаправленное сравнение моделей, разработанных различными группа- 

ми исследователей в разных странах мира, как между собой, так и с 
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данными наблюдений. Это дает возможность исследовать систематиче- 

ские ошибки в воспроизведении современного климата и оценить диа- 

пазон возможных его изменений, обусловленных, например, антропоген- 

ными воздействиями. В России, в частности, такого рода климатические 

модели разрабатываются в Институте вычислительной математики РАН 

(ИВМ РАН) и Главной геофизической обсерватории [34]. При верифи- 
кации моделей на основе сравнения их результатов с данными наблюде- 

ний используются различные источники, в частности: реанализы Европей- 

ского центра среднесрочных прогнозов погоды (Великобритания) ЕВ.А-15 

(1979-1993 гг.) и ЕВА-40 (1957-2001 гг.), информация о которых содер- 
»*uTca 10 Unrepuet-agpecy http://www.ecmwf.int/research/era,; peaHaJsIM3bl 

МСЕР/МСАВ, (Национальный центр охраны окружающей среды / Нацио- 
нальный центр атмосферных исследований, США) за период 1958-1997 гг. 

(http: //wesley.wwb.noaa.gov/reanalysis.htm); ocagku 3a mepuon c 1979 r. u 
110 HacTositee Bpema (http://www.cpc.ncep.noaa.gov/products/globalprecip); 

архив NDP048, содержащий ряды многолетних наблюдений на, 225 метеоро- 

логических станциях бывшего СССР (Вр: / /сЧас.езА.ото].сох /Ёр/пар048). 

Следует заметить, что в ходе проведения численных экспериментов с со- 

временными глобальными климатическими моделями генерируется боль- 

шой объем данных (вплоть до 1 Гб при расчете на 1 месяц), что требует 

специальных усилий по их визуализации, обработке и анализу. 

В Институте вычислительной математики РАН разработан современ- 

ный комплекс моделей общей циркуляции атмосферы и океана с наи- 

более полным на настоящее время описанием основных климатообразу- 

ющих процессов. С помощью этого комплекса проводятся исследования 

различных аспектов проблемы глобальных изменений климата, и на его 

основе построена модель климатической системы. Коллектив разработчи- 

ков этих моделей принимает участие в проектах АМГР и СМТР. Настоя- 

щая работа носит обзорный характер и посвящена, с одной стороны, мо- 

делированию конкретных характеристик современного климата и его из- 

менчивости, а с другой — исследованию его чувствительности по отно- 

шению к малым внешним воздействиям. Вначале (разд. 1) формулиру- 

ются основные уравнения общей циркуляции атмосферы и океана, рас- 

сматриваются вопросы их замыкания и обсуждаются принципы сопря- 

жения автономных моделей атмосферы и океана в климатической моде- 

ли. Далее (разд. 2) представлены результаты расчетов по воспроизведе- 

нию современного климата в сравнении с данными наблюдений. Затем 

(разд. 3) излагаются основные положения теории чувствительности, а в 

разд. 4 приводятся результаты численных экспериментов по моделирова- 

нию отклика климатической системы на удвоение содержания углекисло- 

го газа. В заключении сформулированы основные выводы проведенных 

исследований. 
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1. Физико-математические основы построения 

климатических моделей 

В основу построения современных моделей климата, положен ряд прин- 

ципов. Во-первых, такая модель должна базироваться на, современных мо- 

делях общей циркуляции атмосферы и океана, центральным направлением 

развития которых является все более точное описание всех физических 

процессов, участвующих в формировании климата. Далее принимается, 

что локально справедливы уравнения классической равновесной термоди- 

намики. Предполагается также, что для описания динамики атмосферы 

и океана справедливы уравнения Навье-Стокса для сжимаемой жидко- 

сти. Поскольку в современных моделях в силу, главным образом, вычис- 

лительных возможностей используются уравнения Рейнольдса — осред- 

ненные по некоторым пространственным и временным масштабам урав- 

нения Навье—Стокса, то считается, что существует принципиальная воз- 

можность их замыкания. Процедура замыкания предполагает, что эффек- 

ты процессов подсеточных масштабов (масштабов меньших, чем масштаб 

осреднения) могут быть выражены через характеристики процессов круп- 

ных масштабов. Наконец, для описания крупномасштабных атмосферных 

и океанических движений справедливо приближение гидростатики: верти- 

кальный градиент давления уравновешивается силой тяжести. Использо- 

вание такого приближения требует дополнительных упрошений (постоян- 

ный радиус Земли, пренебрежение составляющими силы Кориолиса, с вер- 

тикальной компонентой скорости) с тем, чтобы в системе уравнений при 

отсутствии внешних источников энергии и диссипации выполнялся закон 

сохранения энергии. Приближение гидростатики сводит систему трехмер- 

ных уравнений Навье-—Стокса к системе ”2.5” измерений, что весьма су- 

щественно для формулирования теорем однозначной разрешимости этих 

уравнений на произвольном конечном интервале времени. 

1.1. Основные уравнения гидротермодинамики 

климатической системы 

Принимая в качестве вертикальной координаты давление, нормирован- 

ное к его значению на поверхности Земли, и используя гидростатическое 

приближение, систему нелинейных уравнений гидротермодинамики атмо- 

сферы можно записать в сферической о-системе координат в следующей 

  

  

форме [29]: 

du 1 (86 RT Ap,\ _ 
dt -(f+tgy) » о асове (St Ds Z| = Fu, 

du Ob RT Op.\ _ 

dt + (f+ Stee) ute (aot Ds 3p) =F 
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06 RT 

    

        

Oo бд’ 
Ор. 1 (Se Ds COS г 4 Opso _ 0 

dt  acosy \ OA Оф do ’ 
АТ ВТ Ор. u Ops чдр; | — 

dt  срор: реб +0 (2 1 асозф Re + or) = Er +6 

dq 
Gy = fa 7 (C- £), (1.1) 

rae 

а oO и д %90 д 
— 

di dt acospO\ ado do? 
  

А — долгота; ф — широта; о — вертикальная координата (© = p/ps, p — 

давление, р; — его значение на поверхности Земли); # — время; и, %, д — 

составляющие скорости ветра по долготе, широте и вертикальной коорди- 

нате соответственно; Т- абсолютная температура; 4 — удельная влажность 

воздуха; Ф — геопотенциал (Ф = 92, 9 — ускорение свободного падения, 2 — 

высота над уровнем моря); Г — параметр Кориолиса (} = 2 зпаф, и — уг- 

ловая скорость вращения Земли); В — газовая постоянная воздуха; ср — его 

теплоемкость при постоянном давлении; Ри, В, — скорости изменения им- 

пульса за, счет напряжений Рейнольдса; Рт, Ра — слагаемые, описывающие 

процессы мелкомасштабной диффузии тепла и влаги; е — неадиабатиче- 

ские притоки тепла (Е = е, + Ех; в, — радиационный приток тепла, е; — 

фазовый); С, Е — члены, описывающие процессы конденсации и испаре- 

ния влаги соответственно. Атмосферу можно трактовать как бароклинную 

жидкость (плотность р воздуха зависит как от давления р, так и от темпе- 

ратуры Т). Поэтому при выводе уравнений (1.1) использовано уравнение 

Клапейрона состояния идеального газа, р = рАТ, а также уравнение квази- 

статики др/д;х = —9р. Уравнения движения (первые два из системы (1.1)) 
могут быть также записаны в форме Громеки-Лэмба [1]: 

2 2 

а бр + — (e+ = po | | = В, 

  

    

  

  

Ot Oo acos~w | ЭЛ 2 р. OX 

ди ди 11 д и? + 12 ВТ др, 
еб с + ЧР + > [5 Ca + р, до =F,, (1.2) 

где 

  
_ 1 1 ди дисозф 

“=>. f+ acos yp (5 Оф )]. 

Слагаемые, записанные в правой части уравнений (1.1), возникают в ре- 

зультате реализации процедуры замыкания и отражают эффекты процес- 

сов подсеточных масштабов. 
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В качестве краевых условий для системы уравнений (1.1) предполага- 

ется периодичность решения по долготе, а также условие ограниченности 
решения на полюсах. Подстилающая поверхность как твердое тело одно- 
временно является о-координатной поверхностью (с = 1). Соответствую- 
щее кинематическое условие записывается в виде 

д=0 при в =1. (1.3) 

Аналогичное условие ставится на верхней границе атмосферы (p = 0): 

o=0 npu o=0. | (1.4) 

При с = 1, кроме условия (1.3), задается также распределение геопотенци- 

ала, 

Ф, = 92; при в=\1, (1.5) 

где 2; — превышение земной поверхности над уровнем моря. 

Уравнения гидротермодинамики океана в сферической о-системе коор- 

динат в приближении Буссинеска, гидростатики и твердой” крышки могут 

быть записаны следующим образом [2]: 

че (+ Jot (SF) 
dt а 8? acosy~pp9 \OA Н OX da 

d 1 /д ОНО (ниве) + (5. - 2. 

“ ~ UW) 

  

dt app \Op HAvd0) °°” 

Op _ / 
да — Нр, 

1 (= OvH cos e) Oo 0 

асозф \ OX Оф до ’ 

dT dS = —— = 
dt Г, dt F's, 

р’ = БТ, 5, р) — po, (1.6) 

где 
d д и Од 59 од 

+. 
dt Ot acosyOA адф Ноа 

Здесь о = 2/Н; 2 — глубина, отсчитываемая от невозмущенного уров- 

ня океана; Н = Н(Л,ф) — рельеф дна океана (предполагается, что 

0 < Ню < Н < Нюах); ч, %, о — компоненты вектора скорости течения 

вдоль долготы, широты и вертикальной координаты соответственно; Т, ©, 

р, р' — температура, соленость, давление и отклонение плотности от значе- 

ния ро = 1200 кг/м? (при этом р(Т, 5, р) — известная нелинейная функцио- 

нальная зависимость, определяющая состояние морской воды, в том числе 

ее сжатие с увеличением глубины); слагаемые Ё,, В,, Рг и Еб в правой 
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части уравнений (1.6) имеют тот же самый смысл, что и соответствующие 

члены в правой части уравнений (1.1) атмосферной циркуляции, и ответ- 
ственны за параметризацию процессов турбулентной диссипации и турбу- 

лентного обмена теплом и солью. Система (1.6) записана, для цилиндриче- 

ской неодносвязной области, ограниченной сверху невозмущенной поверх- 

ностью океана, (© = 0), а снизу — его дном (со = 1). Краевые условия для 
аналога, вертикальной скорости од на этих горизонтах имеют вид (1.3), (1.4). 

Модельная область охватывает весь Мировой океан, простираясь по 

широте от берегов Антарктиды до 89°М. Эта, область включает в себя так- 

же следующие ”острова”: Австралию, Антарктиду, Исландию, Кубу, Мада: 

гаскар, Новую Зеландию, Шпицберген и Японию. Приближение "твердой 

крышки” (1.4) позволяет ввести функцию тока для плоской (баротропной) 
циркуляции океана. На твердых границах Евразии, Африки, Северной и 

Южной Америки, объединенных в один континент, задается нулевое значе- 

ние функции тока. На контурах вышеназванных островов значения функ- 

ции тока рассчитываются по методу, изложенному в работе [30]. Для баро- 
клинных составляющих скорости на, твердых границах (в том числе и на 

дне) ставится условие прилипания, а для температуры и солености прини- 

маются условия отсутствия их потоков. На границе раздела, ’атмосфера-— 

океан” записываются условия теплового и водного балансов, а вертикаль- 

ные потоки импульса считаются непрерывными. 

При интегрировании климатической модели на длительный срок необ- 

ходимо также рассчитывать сток больших рек, влияющих на распределе- 

ние солености в акваториях, близких к местам впадения этих рек. С этой 

целью на границах раздела рек и соответствующих акваторий в модели 

ИВМ РАН задаются значения солености по всей глубине в соответствии 

с данными из атласа Левитуса, [90]. Таким способом учитываются стоки 
основных сибирских рек (Енисей, Лена и Обь), а также Амазонки, Брахма- 

путры, Ганга и Инда. Кроме того, аналогичным образом параметризуется 

влияние Красного моря и Персидского залива на распределение солености 

в Аравийском море. В океаническом блоке климатической модели реали- 

зован также расчет эволюции морского льда, позволяющий реалистично 

описать сезонную изменчивость ледового покрова в Арктике и Южном 

океане. 

Как уже отмечалось, слагаемые, записанные в правой части уравнений 

(1.1), (1.2) и (1.6), возникают в результате реализации процедуры замы- 
кания и отражают эффекты процессов подсеточных масштабов, к кото- 

рым относятся, например, турбулентность в пограничном слое атмосфе- 

ры, в верхнем и придонном слоях океана, конвекция и орографические 

волны в атмосфере. Расчет неадиабатических источников тепла, связан- 

ных с радиационными и фазовыми процессами, облачности и осадков так- 

же связан с необходимостью разработки параметризации соответствующих 
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физических процессов. Наконец, во внимание должны быть приняты та 

кие процессы как цикл углерода, фотохимические трансформации, теп- 

ловлагоперенос в растительном и снежном покрове, образование и пере- 

нос метана в почве и тп. Основные идеи, используемые при параметри- 

зации процессов подсеточных масштабов, иллюстрируются далее на, при- 

мере климатической модели, разрабатываемой в Институте вычислитель- 

ной математики РАН [29, 1, 19]. Информацию об особенностях параметри- 

заций, используемых в других моделях, участвующих в проектах АМПТР и 

СМТР, можно найти на, сайте Вр: / /мм\м-рстаа!.Ш.0оуУ (см., в частности, 
работу [102]. 

Очевидно, что получить аналитические решения при произвольных 

начальных данных сложных нелинейных уравнений гидротермодинами- 

ки атмосферы и океана практически невозможно, поэтому ищутся их 

приближенные решения с помощью конечномерных аппроксимаций. Как 

известно [29], при отсутствии диссипации и источников для рассматри- 

ваемой системы уравнений существует квадратичный закон сохранения 

энергии (или закон, который с помощью некоторых нелинейных преоб- 

разований искомых функций можно сделать квадратичным). Необходи- 

мо, чтобы конечномерные аппроксимации строились таким образом, что- 

бы (при отсутствии стоков и источников энергии) в них также был ква- 
дратичный закон сохранения — аналог исходного закона. Этот закон со- 

хранения автоматически приводит к вычислительной устойчивости реше- 

ния разностной задачи, если под устойчивостью понимается непрерыв- 

ная зависимость нормы решения от нормы правой части и нормы началь- 

ных данных [30]. 

Важно отметить также, что в отличие от задач прогноза погоды, где 

необходимо воспроизвести как можно точнее решение задачи на конечном 

промежутке времени, в задачах климата требуется аппроксимировать ат- 

трактор исходной модели как множество и меру на нем или статистическое 

стационарное решение (см. разд. 3). Имеется доказательство глобальной 

разрешимости конечномерных моделей климата, и существование для них 

глобального аттрактора не вызывает особых затруднений [68]. Проблема 

же состоит в доказательстве сходимости аттракторов конечномерных ап- 

проксимаций к аттрактору исходной модели при стремлении параметров 

аппроксимации к нулю. Поскольку теорем сходимости нет, то при моде- 

лировании климатической системы используется подход, связанный с ап- 

проксимацией наиболее значимых физических процессов, участвующих в 

формировании климата [30]. 

Так как атмосфера и океан квазидвумерны, то каскад энергии по 

спектру в этих средах определяется законами двумерной жидкости. Из- 

вестно, что в идеальной несжимаемой двумерной жидкости имеется два, 

квадратичных инварианта — энергия и энстрофия, которые запрещают 
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каскад энергии по спектру в сторону болыпших волновых чисел. Вме- 

сте с тем распределение энергии в инерционном интервале по суще- 

ству определяется каскадом энстрофии в сторону высоких волновых чи- 

сел. Конечномерный аналог модели должен быть построен таким обра- 

зом, чтобы в ее двумерной асимптотике также имели место оба зако- 

Ha сохранения — энергии и энстрофии. Это обстоятельство играет осо- 

бо важную роль в случаях, когда имеются мощные источники генера: 

ции волн различного масштаба, например, связанные с орографически- 

ми неоднородностями поверхности Земли. Построение конечномерного ана- 

лога, модели в этом случае удобно проводить, используя исходную систему 

дифференциальных уравнений гидротермодинамики в форме Громеки- 

Лэмба.. 

Если же дискретная система, обладает лишь одним квадратичным инва- 

риантом (энергией), то при наличии генерирующего источника, возникает 

проблема параметризации подсеточной диссипации с тем, чтобы скомпен- 

сировать избыточный каскад энергии по спектру и правильно описать ее 

трансформацию. Каскад энергии в сторону длинных волн принципиаль- 

но определяется рэлеевской диссипацией в планетарном пограничном слое, 

что накладывает требования на правильное его описание. Закон сохране- 

ния момента количества, движения относительно оси вращения Земли (уг- 

лового момента) по существу определяет распределение скорости ветра у 

поверхности Земли (наличие пассатов). Важным также является закон со- 
хранения энтропии в адиабатическом приближении. 

Кроме того, следует отметить конкретные физические явления типа 

циклогенеза, правильное воспроизведение которого требует хорошей ап- 

проксимации по спектру некоторых линейных операторов (по собствен- 

ным и сингулярным числам), 30-60-дневных колебаний в тропиках, рас- 

пространения квазистационарных волн и многих других процессов, ответ- 

ственных за климатические характеристики. Особое значение имеет ре- 

шение уравнений переноса малых примесей, имеющих большие простран- 

ственные градиенты, что накладывает очень сильное требование на усло- 

вие монотонности разностных схем. Более подробно эти вопросы будут 

рассмотрены в разделе, посвященном численной реализации климатиче- 

ских моделей. 

При моделировании совместной циркуляции атмосферы и океана, воз- 

никает определенная трудность, связанная с тем, что характерные вре- 

мена термической релаксации атмосферы и океана отличаются на два 

порядка. Поскольку время релаксации совместной модели должно быть 

не меньше максимального из этих двух времен, то прямое моделирова- 

ние совместной циркуляции требует значительных вычислительных ресур- 

сов. В первых климатических моделях использовался метод искусствен- 

ной синхронизации времен термической релаксации атмосферы и океа- 
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Ha |92, 29], исходя из предположения, что один модельный атмосферный 

год соответствует примерно ста модельным океаническим годам. Харак- 

терное время обмена информацией между атмосферой и океаном выби- 

рается в этом случае равным характерному времени (примерно 14 суток) 
перемешивания в верхнем квазиоднородном слое океана. Для того чтобы 

синхронизировать характерные времена, обмена информацией в атмосфе- 

ре и океане, все атмосферные характеристики, используемые в качестве 

граничных условий для системы уравнений гидротермодинамики океана, 

с помощью экспоненциального фильтра осреднялись за этот двухнедель- 

ный период. 

При использовании изложенной процедуры несогласованность привод- 

ных потоков тепла, влаги и импульса (Н., Е и Т, соответственно), вычис- 

ляемых в атмосферном блоке климатической модели, и потоков, которые 

требует модель океана для адекватного воспроизведения океанической цир- 

куляции (в том числе температуры поверхности океана), порождает так 

называемый ”’дрейф климата” — систематическое отклонение модельных 

характеристик климата от реально наблюдаемых. Чтобы преодолеть эту 

трудность, в работе [108] был предложен метод ”коррекции потоков”: 

(H,, E,,7s) = (Hs, Es, 7s) + (S5Hs, 5E;, 675), 

где корректирующие значения величин ОН., дЁ., дт. выбираются пропор- 

циональными разности между модельными и наблюденными значениями 

температуры и солености поверхности океана. В моделях, не использую- 

ших процедуру коррекции потоков, ошибки воспроизведения климата, как 

правило, превышают те, что генерируют модели без использования тако- 

вой процедуры. Однако по мере совершенствования моделей (в частности, 

схем параметризации процессов в пограничном слое атмосферы и в верх- 

нем слое океана) происходит уменьшение как корректирующих поправок, 

так и ошибок воспроизведения климата в моделях без коррекции потоков. 

В климатической модели ИВМ РАН процедура коррекции потоков не ис- 

пользуется. 
Начальные условия для совместной модели общей циркуляции атмо- 

сферы и океана в обсуждаемых в последующих разделах экспериментах 

брались в виде климатических распределений прогностических атмосфер- 

ных и океанических переменных на 1-е января, рассчитанных в отдельных 

экспериментах с моделью атмосферы [1] (при заданных в соответствии с 

наблюденными в период с 1979 по 1996 г. распределениях температуры 

поверхности океана, и границ морских и континентальных льдов) и с мо- 

делью океана [14|(при заданном годовом цикле атмосферного воздействия 

согласно климатическим данным реанализа, МСЕР [80]). Для модели атмо- 

сферы длительность такого эксперимента, составляла, 17 лет, а для модели 

океана — 50 лет. 

4 Современные проблемы..., т. 2 
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1.2. Горизонтальная диффузия 

Скорости изменения импульса, температуры и удельной влажности (со- 

лености), обусловленные подсеточной турбулентностью, можно предстал 

вить в виде суммы 
_ ph v Fy = Fy + Fy, 

где yw — любая из переменных ц, уч, Т, 4 или 5, а верхними индексами 

р и 9 обозначены вклады горизонтальной диффузии и вертикального пе- 

ремешивания соответственно. При описании турбулентной горизонтальной 

диффузии целесообразно потребовать выполнения двух условий: 1) соот- 

ветствующее слагаемое в уравнениях должно обеспечивать интегральную 

диссипацию энергии; 2) глобальный угловой момент системы должен со- 

храняться. Вывод такого замыкания, в основе которого лежат идеи теории 

двумерной турбулентности [86] и использование оператора Лапласа, при- 

веден в монографии [29]. 

Однако выбор того или иного замыкания для описания эффектов под- 

сеточной горизонтальной диффузии в конкретной модели в значительной 

степени зависит от ’согласованности” всех ее блоков. Ошибки, возникаю- 

щие при воспроизведении каких-либо физических процессов и обусловлен- 

ные как недостаточным их знанием или чересчур упрощенным описани- 

ем, так и имеющие вычислительный характер, могут приводить в итоге к 

ложному каскаду энергии в коротковолновой части ее спектра. Для вос- 

произведения нелинейных по своей природе колебаний в климатической 

системе (в первую очередь в атмосфере) необходимо правильно воспроиз- 

вести не только уровень генерации вихревой кинетической энергии (и цикл 

преобразований энергии в целом), но и перераспределение этой энергии по 

спектру. Использование в этом случае замыканий и с оператором Лапласа, 

может оказаться не эффективным для подавления избыточного накопле- 

ния энергии в коротких масштабах. 

В работе [1] для описания горизонтальной диффузии использован опе- 

ратор типа бигармонического. Вводится оператор Ак, при этом 

о 9 94 9 94 
Ary = a2 cos? © cos? © (XFS + Cos др 5 , 

где А(Л, ф) — коэффициент горизонтальной диффузии. Обозначив через А! 

оператор Ах с тождественно единичным коэффициентом к, соответствую- 

щее замыкание для импульса можно записать в виде 

F" (u,v) = —AgAy (u,v). 

Здесь оператор горизонтальной диффузии используется для описания это- 

го процесса вдоль поверхностей с = сопз&. Экспериментальным путем было 
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установлено, что для температуры и влажности более адекватной оказа- 

лась диффузия вдоль поверхностей равного давления. Соответствующее 

замыкание имеет вид 

Е"(Т,а) = -АьДьТ, 4), 
где ous 

_ Anh = 1? — Ущо 
т.е. учтена поправка, связанная с несовпадением о- и р-поверхностей. 

_ При моделировании общей циркуляции океана в настоящее время так 

же используется диффузия четвертого порядка для составляющих скоро- 

сти течений [14]. В то же время для скалярной субстанции р (температуры 

и солености) оказалось предпочтительным применение диффузии второго 

порядка, представляющей собой точную форму преобразования оператора 

горизонтальной диффузии из 2- в о-систему координат. 

  
AiDs, 

1.3. Вертикальный турбулентный перенос 

Пограничный слой атмосферы, располагающийся вблизи поверхности 

Земли и имеющий характерный вертикальный размер В. ^> 100-1000 м, 

верхний слой океана (№. ^^ 10-100 м) и придонный слой oKeaHa (hy ~ 

^^ 1-Ю м) являются ключевыми звеньями климатической системы; они 

обеспечивают преобразование энергии солнечной радиации, поглощенной 

подстилающей поверхностью, в энергию крупномасштабных движений в 

атмосфере и океане (с помощью турбулентного переноса); контроль уровня 
диссипации кинетической энергии всей климатической системы и теплов- 

лагоперенос между атмосферой и почвой и между океаном и нижераспо- 

ложенным грунтом. Важно также и то, что пограничный слой атмосферы 

— это среда обитания человека, не только непосредственно воздействую- 

щая на его жизнедеятельность, но и сама зависящая от результатов этой 

деятельности. | 
Условно пограничный слой атмосферы можно разбить на два: непо- 

средственно примыкающий к подстилающей поверхности, именуемый сло- 

ем постоянных потоков, и расположенный над ним переходный к свобод- 

ной атмосфере. Динамика пограничного слоя в его переходной к своболд- 

ной атмосфере области описывается теми же уравнениями, что и дина- 

мика свободной атмосферы, но с включением дополнительных слагаемых, 

представляющих собой вертикальный турбулентный перенос соответству- 

ющей субстанции. Пусть ф — любая из метеорологических переменных: 

горизонтальные компоненты скорости ветра, потенциальная температура 

или удельная влажность. Тогда имеем 

Ow 1 poy'w! ов = =, + (1.7) 
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где 2 — относительная высота, отсчитывемая от высоты подстилающей по- 
верхности над уровнем моря; черта, сверху является знаком турбулентного 
осреднения; штрихи означают отклонения от этих средних (турбулентные 
флуктуации); точками представлены слагаемые, отвечающие за вклад дру- 
гих (не турбулентных) процессов в динамику пограничного слоя. В урав- 

нениях типа (1.7) фигурируют новые неизвестные функции (турбулент- 
ные потоки) 4’, которые должны быть выражены через характеристики 
осредненного течения. В настоящее время в моделях принято, как правило, 
следующее замыкание: 

— д pw! = -Kys +(...), (1.8) 

где предполагающиеся положительными коэффициенты Аз, имеют смысл 

коэффициентов турбулентной вязкости, теплопроводности и диффузии. 

Уравнение (1.7) принимает при этом следующий вид: 

Oy 10 K Ow 
Ot = p dz vP oO, + (...) . (1.9) 

Известно, что в слое постоянных потоков наблюдаемые вертикальные 

распределения метеорологических величин имеют логарифмические асим- 

птотики при приближении к поверхности Земли. При подходящем выборе 

коэффициентов турбулентного обмена уравнения типа (1.9) обеспечивают 

эти асимптотики, но при их численном решении возникают чрезвычайно 

жесткие ограничения на вертикальное разрешение в слое постоянных по- 

токов. В современных моделях принят компромиссный подход: для расчета 

эволюции переходного слоя используются конечномерные аналоги уравне- 

ний (1.9), а решение в слое постоянных потоков выражается в виде анали- 

тических зависимостей, полученных в результате анализа эксперименталь- 

ных данных на основе теории подобия Монина-Обухова, [36]. ”Склейка” 
решений на границе раздела слоя постоянных потоков и переходного слоя 

проводится на основе предположения о непрерывности рассчитываемых 

метеорологических величин (скорость ветра, потенциальная температура, 

и удельная влажность) и их потоков. 

Согласно теории подобия Монина-Обухова, безразмерные вертикаль- 

ные профили скорости ветра, температуры и влажности в приземном 

слое описываются некоторыми универсальными функциями, зависящими 

от безразмерной переменной 2/Гио, где Го — так называемый масигтаб 

длины Монина-Обухова. В практическом плане эта процедура эквивалент- 

на аэродинамическому методу, сводящемуся к расчету приповерхностных 

потоков импульса, тепла, и влаги с помощью коэффициентов обмена, ско- 

рости ветра и дефицитов соответствующих субстанций. Асимптотическое 

поведение универсальных функций (при сильно устойчивой или сильно 
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неустойчивой стратификации плотности) изучено достаточно подробно, но 
требуются данные наблюдений, чтобы восстановить их поведение для про- 

межуточных режимов. Этот подход хорошо зарекомендовал себя в усло- 

виях статистически однородной подстилающей поверхности, прост в реа- 

лизации и было вполне естественным использовать его в моделях общей 

циркуляции атмосферы (см., например, [110]). Вместе с тем в размерах 

элементарной ячейки сетки модели подстилающая поверхность редко бы- 

вает однородной, а наличие растительного и снежного покровов специфи- 

Ka турбулентного перемешивания внутри растительности, особенно в лесу, 

радиационные процессы, сальтация и диффузия частиц почвы и снега, в ат- 

мосферу, перенос брызг с поверхности океана, в штормовых условиях — все 

это существенно воздействует на процессы турбулентного взаимодействия 

атмосферы и подстилающей поверхности. 

Турбулентные потоки импульса (т, Т,), явного Н, и скрытого тепла 

LE, Ha поверхности земли определяются с помощью аэродинамического 

метода: 
  

тх = рии’ = —ppnCpVpun, Ty = pv'w' = —ppCpVnvn, 

A, = Cp pO" w' = —CpPrCuVn (Ph — Qs), 

LE; = Lpq'w! = —LonCeVn(Gh — т4тах(Рз, Тз)), 
  

где У = (и? + 92)1/2; р — плотность; 0 — потенциальная температура; г — 

относительная влажность; 4тах — насыщающая удельная влажность; Ср, 

Сн, Се — коэффициенты сопротивления, тепло- и влагообмена соответ- 

ственно; [/ — скрытая теплота испарения. Индекс № указывает, что соот- 

ветствующие величины рассчитываются на верхней границе слоя постоян- 

ных потоков; индекс $ относится к функциям, определенным при д = 1. 

Коэффициенты сопротивления Ср и тепловлагообмена Сн = Се связаны 

с интегральными коэффициентами переноса, Си, и Су = Су соотношениями 

Ср =С2, Сн=СтОь, Св = СтОу. 

В свою очередь интегральные коэффициенты переноса в соответствии с 

теорией подобия Монина-—Обухова [36] представляются в виде 

— к , 

~ In(h/z01) — WiC)’ 
roe € = z/Lmo; Yi — соответствующие универсальные функции; 20; — пара- 

метр шероховатости, к — постоянная Кармана. По определению, масштаб 

Монина—Обухова имеет вид 

C;   — т, 9, Ч, 

Us 
KB,’ 
  

[по — 

где uy = [(r? + т) / р?! * — скорость трения, В, — поток плавучести. 
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В модели общей циркуляции ИВМ РАН [29, 1] использованы универ- 
сальные функции, представляющие собой комбинацию [21| получивших 

широкое распространение эмпирических интерполяционных функций Бу- 

синджера-Дайера, [55] с законом "степени —1/3”. Эти функции асимптоти- 
чески описывают режим свободной конвекции и позволяют избежать нере- 

ально заниженных значений турбулентных потоков при малых скоростях 

ветра. 

Необходимо сделать одно замечание по поводу универсальных функ- 

ций. Взаимодействие атмосферы с подстилающей поверхностью в высоких 

широтах в зимний период происходит на фоне, как правило, устойчивой 

стратификации пограничного слоя. В условиях дефицита коротковолновой 

радиации поверхность снега выхолаживается (особенно интенсивно — при 

безоблачном небе), что приводит к дальнейшему усилению устойчивости 

приземного слоя и, как следствие, к ослаблению компенсирующего этот 

процесс турбулентного переноса явного и скрытого тепла. В рамках тра- 

диционного подхода интегральные универсальные функции Ф; при устой- 

чивой стратификации, т.е. при С > 0, задаются так: 

$; = -В(5 — (и), (1.10) 

где (9; = 20: /Гло, а В = 5 — эмпирический безразмерный коэффициент. 

Заметим, что, как показывают результаты обработки данных наблюде- 

ний |[55|, эти формулы справедливы лишь для относительно небольших 

значений 0 < С <2. В работе [50] предложены более общие выражения для 

универсальных функций: 

Ym = a6 +b(¢~ 5) ete + 

—Wy = [(1+ 3a) (<) eh 4 Ь (1.11) 

где а = 1, с = 5, 4 = 0.35; 6 = (с -а)/(с + 1). Нетрудно видеть, что эти 
функции, нелинейные по С, близки к традиционным линейным формулам 

(с В = с) при малых значениях С. 
Особый интерес представляет так называемое потоковое число Ричард- 

сона ВЁ, связанное с © и функцией Фи соотношением 

  ВЕ = S , 
1 — CAV, / d¢ 

Легко убедиться, что zim ВР = ВК, причем ”критическое значение” 
— оо 

ВЁ о = В! для функции Фит, задаваемой формулой (1.10), и В» =а ! — 
в более общем случае (1.11). Согласно теоретическим представлениям [36], 
стационарная развитая турбулентность над статистически однородной под- 
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стилающей поверхностью не может существовать при В4 > 1. Приведенные 

выше значения констант В и а удовлетворяют этому требованию. Следу- 

ет; правда, заметить, что в реальных условиях подстилающая поверхность 

редко бывает однородной, а происходящие над ней процессы — стационар- 

ными. 

Поэтому часто вместо теоретических универсальных функций, завися- 

ших от С, для расчета, непосредственно коэффициентов сопротивления и 

тепловлагообмена используются экспериментальные (”’подгоночные”) зави- 

симости от характеристик состояния атмосферы (скорости ветра, в первую 

очередь) или от динамического числа Ричардсона: 

в-9 00/92 

9% (ди/д2)? + (д%/9=)2` 
  

При описании переходного слоя в моделях общей циркуляции атмосферы 

необходимо принять во внимание, что имеют место три типа движений: 

полностью упорядоченное среднее течение; когерентные структуры типа, 

крупных вихрей или внутренних волн; хаотическая трехмерная турбулент- 

ность. В ранних моделях турбулентное замыкание уравнений Рейнольдса, 

осуществлялось с помощью классической гипотезы Буссинеска, согласно 

которой турбулентный поток какой-либо субстанции предполагался про- 

порциональным градиенту соответствующей средней величины, взятому с 

обратным знаком. Коэффициент пропорциональности либо задавался в ви- 

де той или иной зависимости от числа Ричардсона, либо для его расчета, 

привлекалось дополнительное уравнение для кинетической энергии тур- 

булентности и гипотезы подобия Колмогорова. В дальнейшем была, учте- 

на специфика конвективного пограничного слоя, в ядре которого процесс 

переноса, тепла и влаги имеет противоградиентный характер. Но все еще 

остается необходимость учета специфики, связанной с мезомасштабными 

орографическими неоднородностями подстилающей поверхности (катаба- 

тический ветер, горно-долинная циркуляция и т.п.), инверсионными сло- 

ями, слоистыми и слоисто-кучевыми облаками, образующими облачность 

достаточно высокого балла, и мелкими кучевыми облаками, формирующи- 

ми, как правило, сильно разреженную облачность. 

Для расчета, коэффициентов турбулентности Аз, используемых в урав- 

нениях (1.9), в модели общей циркуляции атмосферы, разрабатываемой в 
ИВМ РАН [1], привлекается следующее хорошо известное соотношение из 
работы [37]: 

ду 
Ky =l4 5, | Ful(Ri); (1.12) 

> 

rye ly, — масштаб турбулентности; У — вектор горизонтальной скорости; а 

Е — ”универсальная” безразмерная функция числа Ричардсона Ва, опреде- 
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ляемая на основе теоретических рассмотрений и анализа, эксперименталь- 

ных данных. В частности, функции Е, должны стремиться к единице в 

случае нейтральной стратификации (Ri = 0), иметь линейную зависимость 

от В1 при сильной устойчивости (В1 > 0) и отражать асимптотику режима 

свободной конвекции (закон степени —1/3) в случае сильно неустойчивой 
стратификации (Ва < 0). Конкретный вид функций Е} приведен в работе 
[1]. Для расчета же масштаба турбулентности 4, (ф = т,й) используется 
модифицированное соотношение типа, формулы Блэкадара [53]: 

ly — Ека МА 2/йы), (1.13) 

=] *№ если В] > 0; 
1, если В! < 0, (1.14) 

в котором @CHMITOTHYeCKM yuTeHO, 4TO ly & Kz upu z > O, ly — lyoo pH 

Z — со в случае нейтральной или неустойчивой стратификации и (, -} 0 

при 2 —} Лы (Вы — высота пограничного слоя) в противном случае. 

В качестве высоты пограничного слоя выбирается величина 

hy = max(hg, he), 

где Ра = и, /2] — толщина слоя Экмана (параметр Кориолиса, } ограничен 

по модулю снизу величиной 0.00005 с"), а высота конвективного погра- 

ничного слоя Вс определена как ближайший к поверхности Земли уровень, 

на котором 0, > 60,13. Предполагается, что на данной высоте отсутству- 

ют турбулентные потоки всех рассматриваемых в модели прогностических 

переменных: 
д Ky Se lech = 0. (1.15) 

В океаническом блоке модели [14|] использован аналогичный подход: 

коэффициенты вертикальной вязкости и диффузии рассчитываются с по- 

мощью зависящих от числа Ричардсона функций. Детали параметризации 

горизонтальной диффузии и турбулентных процессов в верхнем и придон- 

ных слоях океана, изложены в отдельной статье данного издания. 

1.4. Гравитационно-волновое сопротивление 

Параметризации гравитационно-волнового сопротивления представля- 

ют собой учет переноса импульса и энергии гравитационными волнами, 

которые генерируются в основном в тропосфере и разрушаются в более 

высоких слоях — стратосфере и мезосфере. Известны параметризации двух 

типов. К первому из них относится параметризация орографического со- 

противления, представляющая собой учет эффекта, волн, генерируемых 
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взаимодействием крупномасштабного потока, с неоднородностями поверх- 

ности Земли. В параметризации второго типа, (неорографического сопро- 

тивления) рассматриваются гравитационные волны, генерируемые други- 

ми источниками, например вертикальным сдвигом скорости ветра и кон- 

векцией. 

1.4.1. Неорографическое гравитационно-волновое 

сопротивление 

Учет неорографического волнового сопротивления необходим при моде- 

лировании стратосферы и особенно мезосферы, где обрушение гравитаци- 

онных волн решающим образом влияет на средний поток. Первые попыт- 

ки учесть это влияние были связаны с введением так называемого погло- 

шающего слоя — ньютоновского трения на верхних модельных уровнях. 

Более детальный способ учета, гравитационных волн (с заданными про- 

странственными и временными волновыми числами) следует из результа- 

тов работы [91], в которой рассматриваются теоретические основы описа- 
ния гравитационно-волнового сопротивления. Наиболее физически полной 

на настоящий момент является предложенная в работах |74, 75] парамет- 
ризация, в которой рассматривается спектр распространяющихся волн с 

различными вертикальными волновыми числами. Предполагается, что гра- 

витационные волны генерируются на заданном уровне и распространяют- 

ся вверх, перенося импульс и энергию. Конвергенция потоков импульса и 

энергии из-за разрушения волн приводит к изменению горизонтального им- 

пульса и температуры. Именно эта параметризация используется в модели 

ИВМ РАН. 

Все горизонтальные направления, в которых могут распространяться 

гравитационные волны, разбиты на М№ азимутов (далее & — индекс азиму- 

та). Порождаемый ими вертикальный поток горизонтального импульса, в 

направлении & записывается в виде 

Fe = pu,w', (1.16) 

где чё — компонента, скорости горизонтального ветра в рассматриваемом 

направлении; и) — вертикальная скорость, рассчитываемя в ;-системе коор- 

динат; штрихи означают возмущения, наведенные гравитационными вол- 

нами, а, черта, сверху — осреднение по времени. Зональная и меридиональ- 

ная компоненты волнового потока импульса, рассчитываются с помошью 

следующих соотношений: 

N 

ЕЕ — У. COS ag Fe, 

é=1 
N 

Ем = >> sinagFe, 
é=1 
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где аё — угол между вектором горизонтальной скорости основного движе- 

ния и направлением &. Тенденции для соответствующих компонент ци ит 

скорости ветра вследствие разрушения гравитационных волн вычисляются 

затем как 

(=) _ ТОЕв 

Ot Gw р Oz’ 

(5) —_ 1О0Е N 

ot GW р Oz 

Аналогичным образом получается выражение для источника, тепла и ко- 

эффициента вертикальной диффузии, обусловленных разрушением грави- 

тационных волн. В рассмотрение вводится вертикальный поток тепловой 

энергии через единичную площадку 

  

E=pw, (1.17) 

где р’ — возмущение давления за счет гравитационных волн. Предполага- 

ется, что этот поток формируется за счет суммарного эффекта, процессов 

вертикального переноса, энергии гравитационными волнами, распространя- 

ющимися в различных горизонтальных направлениях &. Тенденция темпе- 

ратуры, обусловленная конвергенцией потока Ё, вычисляется как 

ОТ 1 ОЕ 

(SE) ew = pep Be в 
В модели ИВМ РАН количество азимутов, на которые разбиваются все го- 

ризонтальные направления, положено равным 12. Значения ’подгоночных” 

параметров выбраны в диапазонах, рекомендованных в работах [74, 75], и 

близки к тем, что используются в работах [93, 94]. 

1.4.2. Орографическое гравитационно-волновое сопротивление 

Параметризация орографического гравитационно-волнового сопротив- 

ления построена, на основе метода, предложенного в [99]. Вводятся квадрат 

частоты Вяйсяля-_Брента, 

N2 = _9 Op 
p Oz’ 

число Ричардсона 

№ N ° Ri = ——_—, = | ——-— 
lav /a2|' \9р|9У/др 
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и операция осреднения (обозначаемая далее как индекс а) по столбу воз- 

духа, заключенного между некоторым уровнем 2; и поверхностью Земли. 

Тогда 
_ Мам + Vau¥ 

U SS 

P [yj2 12. 
: Ча + Vayu 

есть проекция осредненного вектора, скорости ветра, на, его направление в 

приземном слое. Если обозначить. 

p=2+4/1/Ri, М = (2-м, di = min(d,h’), 

где д — величина, характеризующая подсеточную дисперсию орографии, то 

напряжение трения на поверхности, вызванное гравитационными волнами, 

может быть записано как 

Tws = K pavds Navy U2, + Vav 

где числовой коэффициент К в модели ИВМ РАН принят равным 

4.106 м1. 

_ Принимается, что в слое ниже уровня 2; напряжение ти, не меняется с 

высотой (используется его значение на, поверхности), а выше этого уровня 
оно вычисляется в зависимости от волнового числа Ричардсона, 

_ ВТ - а) 
i В, 
(1 + aVRi)? 

  

rye d = / T/(KpN|up|) «a = №Ма/|ч»|. При этом тенденции составляющих 
скорости и температуры, обусловленные орографическим волновым сопро- 

тивлением, могут быть вычислены следующим образом: 

O(u, v) _ g(Uav,Vav) OTw 

ot Juz, + v2av Op ’ 

OT a Ouro | 2 0% > Ca, = lu (u+ 2-7) + vu (+25,) 4. 

  

1.5. Конвекция, конденсация и осадки 

Решение проблемы параметризации процессов выделения тепла при 

конденсации в случае кучквой конвекции и нагревания атмосферы за счет 

этого тепла, (особенно в низких широтах) является одной из ключевых за- 

дач в моделировании климата. Можно выделить три основных подхода к 

решению этой проблемы. Первый из них [92] базируется на идее согласо- 
вания полей метеорологических элементов, исходя из некоторых энергети- 

ческих принципов, второй основан на принципе условной неустойчивости 

второго рода [87], а третий связан с описанием ансамбля кучевых обла- 

ков [46]. 
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В настоящее время в моделях общей циркуляции атмосферы реализо- 

ваны несколько видов параметризации глубокой конвекции. В параметри- 

зациях типа конвективного приспособления считается, что если в каком-то 

вертикальном столбе имеет место влажная неустойчивость, то в результа: 

те процесса конвекции профили температуры и влажности становятся ли- 

бо влажноадиабатическими, либо имеют заранее заданный вид, несколько 

отличающийся от влажноадиабатического распределения. Известны так- 

же параметризации, в которых с некоторым характерным временем, со- 

ставляющим, как правило, несколько часов, осуществляется приближение 

модельных профилей температуры и влажности к заданным (реперным) 

распределениям. К числу таких параметризаций относится схема [51]. 

В параметризации конвекции типа Куо [87| полагается, что в слу- 

чае влажной неустойчивости формируется конвективная облачность от 

верхней границы пограничного слоя до уровня нулевой плавучести. При 

этом конвективные притоки тепла, в облачном слое зависят от конвергенции 

водяного пара и от некоторого параметра, В (см. ниже), характеризующего 
перемешивание облачного воздуха с окружением. 

Наиболее физически полными являются схемы конвекции типа, 

Аракавы-Шуберта, [46], а также модифицированный вариант этой схе- 

мы [100]. В этих параметризациях считается, что существует ансамбль кон- 

вективных облаков с одинаковой нижней границей, совпадающей с высотой 

пограничного слоя, и с различной верхней границей. Каждое такое облако 

создает свой поток массы, вследствие чего происходят изменения темпера: 

туры, влажности и импульса в рассматриваемой области. 

В схеме параметризации Тидтке [1 18| также используется предположе- 

ние о вертикальном потоке массы вследствие развития конвективной облач- 

ности, однако эта, схема, не предусматривает спектрального представления 

облачного ансамбля, а учитывает лишь интегральные соотношения. 

В настоящий момент нет однозначного мнения о том, какой тип па- 

раметризации конвекции является наилучшим при использовании в каче- 

стве блока, атмосферной модели. Тем не менее следует отметить, что схему 

Аракавы-Шуберта, несмотря на, физическую полноту описания конвектив- 

ного облачного ансамбля, труднее настроить на, то, чтобы модель с исполь- 

зованием этой схемы воспроизводила реалистичный климат. Более того, 

модели, наиболее реалистично описывающие климатические параметры, 

связанные с конвекцией, чаще всего используют упрощенную схему Тидт- 

ке для расчета, потока массы (см., например, [35]. 

В модели ИВМ РАН используется не очень распространенная схема 

конвективного приспособления [51]. В ранней версии модели, в которой 

эта, схема была использована с параметрами, рекомендованными в рабо- 

те [51], имели место недостатки, связанные с воспроизведением функции 
распределения относительной влажности в тропиках, а также амплиту- 
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ды низкочастотной изменчивости, в частности 30—60-дневных колебаний. 

После настройки параметров конвекции, а именно, увеличения характер- 

ного времени конвекции с 2 до 12 ч., а также изменения реперных про- 

филей температуры и влажности таким образом, чтобы большая часть 

скрытого тепла реализовывалась бы в средней тропосфере, модель стала 

воспроизводить климат тропиков более реалистично. На настоящий мо- 
мент по большинству параметров модель ИВМ РАН воспроизводит кли- 

мат тропиков на уровне современных моделей, в том числе и использую- 

щих параметризацию глубокой конвекции Тидтке [118]. Кроме параметри- 
зации глубокой конвекции, в рассматриваемой модели реализована, схема 

расчета, мелкой конвекции, а также проводится конвективное согласова- 

ние двух расположенных один под другим слоев. Все детали излагаемых 

вычислительных процедур, связанных с излагаемыми ниже алгоритмами, 

представлены в работе [1]. 

1.5.1. Конвективное согласование 

Исторически при создании модели ИВМ РАН для параметризации кон- 

векции первой была, использована, идея о согласовании полей метеоэлемен- 

тов, которая ниже излагается следуя работе [29]. 

Пусть кучевая облачность формируется в области между двумя уров- 

HAMM 2 (нижний) и 2 (верхний). Предполагается, следуя работе [45], что 

в облаке сохраняется статическая энергия 

й = с Т + Га + $. 

Поскольку облачный воздух насыщен паром, то 

h=h* =cpT + Lamax + ®. 

Считая, что воздух в облако поступает только через его основание, можно 

записать необходимое условие его существования: 

й (25) > В" (24), 

срГ(2ь) + Г9(2ь) + $(%) > ср Г(24) + Гашах(2) + Ф( 2). 

Учитывая, что Ф = 92, это соотношение приводится к следующему виду: 

D(z») — T(z) > 9 _ Е Чтах(25) — Чтах(24) 4 (1 — 7) @max(Z0) 

Zh — 2% — Cp Cp 21 — Zb 2 — 2 
    

где т = 4(2) /4тах(25). Поскольку левая часть данного выражения аппрок- 
Г — 

симирует —ОТ/д»х, а выражение 9 _ Г Gmax(%) — dImax(2t) 
Ср бр 2+ — 2 
  аппроксимирует 
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влажноадиабатический градиент та, то условие возникновения влажной 

конвекции принимает вид 

  
ЭТ _ L (1 —1)qmax(2s) 

~~ д a Yma + ~~ . 
Zz Ср 2: — 2 

Если ввести понятие критической относительной влажности Ге’ из усло- 

вия, что градиент температуры не может быть больше сухоадиабатическо- 

ro (Ya = g/Cp) 
L (1 — Гсг)Чтах(2%)   

Ya = Yma + 
Ср 2 — 2 

и, следовательно, 

Ср —~y, Py _ 
Ter тах 2p) (Ya — Yma) (2 — 20), 

то условие возникновения влажной конвекции можно записать следующим 

образом: 

oT S l-r 4 hater 
— г Ya —Y¥ma = Yer: 

Для описания состояния атмосферы после окончания конвекции при- 
влекаются следующие уравнения, представляющие собой: 

1) баланс полного влагосодержания: 

at at 

/ pq. dz = / pqdz — Pe, 
2b 2b 

где индексом пе\у отмечены величины, полученные в результате конвек- 
тивного согласования, а, величина Р. представляет собой суммарное коли- 
чество выпавших осадков; 

2) сохранение полной энергии: 

Zt 2t т 

/ pr dz = / рТаг + —P,, 
Ср 

Р 2b 

3) ’перемешивание” температуры и относительной влажности: 

OT 
Oe = Yer) Т = Тег. 

Следует заметить, что алгоритм параметризации сухой конвекции пред- 

ставляет собой частный случай изложенного с Yer = Yq U P, = 0. 
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1.5.2. Глубокая конвекция 

Если температура, воздуха, на, ближайшем к поверхности Земли уровне 

№2 превышает пороговое значение 287.15 К, то реализуется процедура, рас- 

чета проникающей конвекции, в которой также учтен обмен импульсом, 

отсутствующий в параметризации [51]. Здесь и ниже индексом 6 обозначе- 

ны величины на нижней границе конвективного слоя, т — на уровне тая- 

ния, + — на верхней границе конвективного слоя, г — реперные величины. 

Для наступления глубокой конвекции необходимо, чтобы рассматривае- 

мый объем воздуха обладал плавучестью, позволяющей ему переместиться 

с уровня 6 до уровня $. В столбе воздуха между этими уровнями строятся 

реперные профили Т. и 4, ’приближающие” исходные величины Ти 4: 

ОГ _ Ш -Т 94 _ ar —4 

(=), = г’ (ы),= 7 (1.19) 
где т — характерное время глубокой конвекции (12 ч.). 

Реперные профили строятся по следующим правилам, полученным в 

результате обработки данных наблюдений. Считается, что ниже уровня 

таяния (2) ~ 9 (22) 

Op „о Op ma 

где 9 — эквивалентно-потенциальная температура, 

00 к OT 

(Se) ne? Ere + (Se), ue) 
OT RT [тах DL Odmax 
—— = — }|( 1+ —— 1+ —— 1. 
(55) PCy ( + ВТ )/ + ср ОТ (1.21) 

Здесь к = ср/сь. Выше уровня таяния (5, не зависит от давления, так 
Г 

что 9, (р+) = O( p+). 

Вводится величина, Op, представляющая собой разность давлений, со- 

ответствующую расстоянию, на которое надо переместить адиабатиче- 

ски данную частицу воздуха, чтобы в ней началась конденсация. Зада- 

ются реперные значения др на нижней границе конвективного слоя, на, 

уровне таяния и на верхней границе конвективного слоя: дрь = —90 гПа, 

дрт = —70 гПа и др, = —40 гПа. Значения др в других областях конвек- 

тивного слоя получаются линейной интерполяцией в р-координатах. 

Из этих условий можно однозначно найти реперные значения темпе- 

ратуры и влажности, если привлечь дополнительно условие сохранения 

энергии: 
Pb Pb 

/ (c,T + Lq) dp = / (cyT, + Lay) dp. 
Pt Pt 
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При этом количество влаги, выпавшей в виде осадков, вычисляется следу- 

ющим образом: 
Pb 

old __ 

Pig = At / Ч, 7 
Pt 

rye ДЕ — шаг по времени, с которым рассчитывается конвекция (1 ч.). 

Если значение получается отрицательным, то считается, что не хватает 

влаги для реализации процесса глубокой конвекции и имеет место мелкая 

конвекция. 

В столбе воздуха, где реализуется глубокая или мелкая конвекция, про- 

водится также ’перемешивание” профилей горизонтальных компонент ско- 

рости: 
Хе" (р) — Хх (р) 4 a( X old — Х°Ч (р) ДЕ/т, 

_ Pb 
где Х = | Х(р)ар/(рь — pe); X = ци, 5 — среднее по конвективному слою 

Pt 

значение скорости; сх — числовой множитель, пропорциональный количе- 

ству конвективных осадков в случае глубокой конвекции и равный единице 

для мелкой конвекции. 

1.5.3. Мелкая конвекция 

Процесс мелкой конвекции может осуществиться, если в столбе возду- 

ха есть влажная неустойчивость, но глубокая конвекция не реализуется 

из-за, того, что верхняя граница конвективного слоя находится слишком 

низко или для ее работы недостаточно влаги (отрицательное количество 

осадков). Тенденции Т и 4 за счет мелкой конвекции выглядят так же, как 

и в случае глубокой (1.19), но реперные профили строятся по другим за- 

конам. А именно, реперная эквивалентно-потенциальная температура на- 

сыщения 0.; линейно меняется с давлением, а величина др не зависит от 

давления: 

  

Обе; 
95 (р) — Des (pp) + (Se). (p — po) 

И 

(5=) —_ О ал — 9.(рь) 

Ор г Psat,av ~ Psat (pp) 

Здесь 

Ё _ 
Beau = | Tov + —Gav Pav > 

Cp 

Р:а+ — давление, при котором наступает насыщение воздуха, адиабатически 

поднимающегося с уровня ра или Ъь. 
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Для вычисления величин с индексом ао используются полусуммы ве- 
личин с верхнего и нижнего уровней: Ха = [Х (рь) + Х(0ь)| /2, Х =Р,Т, 4. 
Величина, др определяется как 

Pb 

/ dpdp/ (pp -» ; др = 0.5 | - 

pt 

где др рассчитывается по формуле 

р [4 — @max(T’, p)| 
  

р = Во.) | (1.22) 
© эт - Чтах(Т, р) 

причем 

Psat = DP + Op, 

а, 

Pav = 6p(Tav Gav Pav). 

Считая, что (9е.(ть)): = 0ез(рь), можно построить первоначальный ре- 

перный профиль температуры, а затем по значениям эквивалентно-потен- 

циальной температуры насыщения 0.; вычислить абсолютную температу- 

ру ТГ, рассчитать несохранение тепла в столбе воздуха 

Pb 

АТ = | (Т.Ф) - Т())ар/ь — р) 
Pt 

и скорректировать профиль Тх:: 

77° (р) = 199 (р) — АТ. 
По значениям реперной температуры вычисляется реперный профиль 

влажности, рассчитывается несохранение влаги 

Pb 

Aq= | / (ar (p) — a(p))dp/ (ps — pe) 
Pt 

и корректируется профиль 4»: 

42°" (р) = 4 “(р) — Аа. 

Эти реперные профили принимаются в качестве окончательных. 
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1.5.4. Крупномасштабные конденсация и осадки 

Если влажность воздуха 4 превышает насыщающее значение ашах(Т, 2), 
то предполагается, что весь избыток водяного пара, конденсируется, что по- 
зволяет вычислить количество выпавших (крупномасштабных) осадков Р;; 
(измеряемое в сантиметрах) и изменения температуры АТ и влажности Дод: 

  Чтах(Т, р) —q 
Aq = 

Ч L Odmax(T, р) 1+4 — 
Тв, ОГ 

(1.23) 

Ниже уровня конденсации вычисляется также испарение выпадающих 

осадков: 

Чтах(Т, р) —q 
Е = , —= (0.1. 

7 1 L Odmax(T, p) 7 4 = ах ео 
Cp OT 

При этом количество рассчитанной выпавшей влаги уменьшается: 

  

Ds 

1 
PRY” = Pye - 9 / Edp, 

0 

изменяются температура и влажность воздуха: 

Твем — rpold __ L E, grew — god +Е. 

Ср 

1.6. Радиационный перенос 

Радиационный приток тепла е’, присутствующий в соответствующем 

уравнении системы (1.1), может быть представлен следующим образом: 

Er = Elw + Esw, 

THE €14 И Е. и Ответственны за вклад тепловой и солнечной радиации соот- 

ветственно. Радиационные источники тепла в моделях общей циркуляции 

атмосферы рассматриваются как результат взаимодействия теплового и 

солнечного излучения с атмосферными газами, аэрозолем, облаками и с 

подстилающей поверхностью. Из поглощающих газовых компонент атмо- 

сферы в модели ИВМ РАН включены Н2О, СО2, Оз, О›, СНА, №0. Из 
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них только водяной пар является элементом динамического моделирова- 

ния. Остальные газовые компоненты и аэрозоль присутствуют в модели, 

главным образом, в качестве фоновых. Происхождение облаков связывает- 
ся с конвективными и крупномасштабными процессами, по составу допус- 

каются жидкокапельные, кристаллические или смешанные типы облаков, 

а по мощности они могут занимать несколько модельных слоев по всей 

тропосфере. Радиационный блок является многоспектральным, а именно, 

в тепловой области спектра рассматриваются отдельно 10 спектральных 

участков, в солнечной — 18. Верхняя граница атмосферы в модели распо- 

ложена примерно на высоте 90 км, при этом число атмосферных вертикаль- 

ных уровней достигает 20-40. В модель включены суточный и сезонный ход 

высоты Солнца. Полное описание радиационного блока, модели ИВМ РАН 

дано в работе [1, 10]. 

_ Для определения притоков тепла к атмосферным слоям и радиацион- 

ных потоков на подстилающей поверхности, т.е. радиационных характе- 

ристик, входящих в правые части соответствующих уравнений теплового 

баланса, требуется модель облачной атмосферы. Это относится как к ко- 

личеству облаков в ячейке интегрирования, под которым обычно понима- 

ется доля горизонтального покрытия неба, облаками (балл облаков), так 

и к взаимному вертикальному расположению облачных слоев относитель- 

но друг друга (вертикальное перекрывание облаков). Необходимо выбрать 

алгоритмы разделения облаков на капельные и кристаллические, задаться 

радиусами капель и размерами кристаллов, найти способы расчета, водно- 

сти и ледности облачных образований, их оптических характеристик. Эта 

весьма важная часть модели существенно влияет как на точность воспро- 

изведения климата, и его изменений, так и на вычислительные затраты при 

проведении численных экспериментов. 

Облака в модели связаны с конвективными и с крупномасштабными 

процессами. Следуя работе [111], количество конвективных облаков опреде- 

ляется в зависимости от количества конвективных осадков. Высотные гра- 

ницы расположения конвективных облаков определяются областью кон- 

вективной активности. Широтная зона, действия этого механизма располо- 

жена в основном в пределах тропической области тропосферы, но опреде- 

ляет в ней основную массу облаков. Наличие облаков допускается во всех 

тропосферных слоях. Для отдельных ярусов введены следующие границы: 

выше 400 гПа — верхний ярус, ниже 700 гПа — нижний ярус, между ними 

— средний. 

Следует подчеркнуть, что схема параметризации облачности в клима- 

тических моделях построена на, основе сопоставления данных моделирова- 

ния и различных характеристик реальной атмосферы на предмет их бли- 

зости, а не на основе анализа собственно реальных облаков. Поэтому в 

каждой отдельно взятой модели облачная схема содержит ряд подгоноч- 
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ных параметров, подобных приведенным выше. Надо сказать, что влияние 

этих параметров на результаты моделирования достаточно велико и выбор 

необходимых их значений требует большой исследовательской работы. В 

частности, анализ результатов различных модельных групп из программы 

СМТР показал, что чувствительность моделей к удвоению концентрации 

углекислого газа в атмосфере сильно зависит именно от схемы параметри- 

зации облачности в пограничном слое [20]. 

1.6.1. Тепловое излучение 

Для расчета нисходящих и восходящих потоков теплового излучения в 

модельной атмосфере используются следующие формулы: 

OTA P,p 
Ех, (р) = [вот р) “ae ) dp’ ’ 

OT ‚р 
ЕТ (р) = BorTav( P,P y+ | Botro! a PD ay 

Bor = Вы) + (1 — dav) FX, (ps); (1.24) 

где р, р; — давление в атмосфере и на подстилающей поверхности; 

Т5, дд, — температура и излучательная способность этой поверхности; 

Вль(Т) — функция Планка, проинтегрированная по спектральному участ- 

ку Аи; тль(р, р’) — функция пропускания диффузного излучения между 

уровнями рир'. Вся длинноволновая часть спектра, разбита на 10 интерва- 

лов Ах согласно результатам построения функций пропускания атмосфер- 

ных газов в работах [57, 58, 59]. 

Функции пропускания атмосферных газов представлены в виде К рас- 

пределений: 
6 

T(W) = У. с; ехр(—1.66 &; И’), (1.25) 
3=1 

где W — эффективная Macca поглощающего вещества, в слое (р, р’), опреде- 

ленная с учетом профилей температуры и давления в этом слое. Таблицы 

козффициентов с, А; приведены в работе [59]. Эффективная масса Ух лю- 

бой компоненты в слое определяется как 

10 pe)" 
A Wr = 981 9 АРь Е (Ть,Ть), (1.26) 

где 4; — массовая доля поглощающего вещества (г/г); Арк — толщина слоя 
в (ГПа); Тк, рк — температура и давление на уровне К; Т,, р; — реперные 

значения температуры и давления, для которых определены функции про- 
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пускания. Функция }(Ть,Т,) имеет вид [59] 

_ Для расчета, потоков теплового излучения в облачной атмосфере при- 

меняется так называемое черное приближение [42], Te. облака, предпола- 
гаются абсолютно черными излучателями. Для аэрозольной компоненты 

атмосферы используются результаты работы [24]. Поскольку аэрозоль в 
модели ИВМ РАН является фоновой составляющей, то удается восполь- 

зоваться заранее подготовленными таблицами характерных для суши и 

океанов оптических толщин, рассчитанных с учетом того, что функция 

пропускания аэрозоля экспоненциальна. 

Эффективные массы поглощающих компонент атмосферы вычисляют- 

ся для каждого из 19 спектральных интервалов, так как каждый из них 

имеет индивидуальный характер зависимости от температуры и давления. 

Учет перекрывания полос поглощения различных субстанций в пределах 

отдельного спектрального участка производится простым перемножением 

индивидуальных функций пропускания. 

Расчеты потоков нисходящего и восходящего излучений проводятся по 

формулам [42] (индексы Ах для простоты опущены): 

9—1 

Е —— >. Вт(Тит — Титу+1 n= 2,N, 
m=\ 

N-1 

Fi = Bor Tam + >. Вт (Тлт — Титу), n=1,N—-I, (1.28) 
TRAN 

roe Fy, ЕТ — потоки на уровне n; Tam — функция пропускания всех ком- 

понент атмосферы в рассматриваемом спектральном участке между уров- 

нями пи т; № — число границ слоев; В», — некоторая средняя величи- 
на функции Планка в слое; В., — излучение подстилающей поверхности. 

Легко видеть, что поток излучения на каждом уровне п складывается из 

суммы излучений всех слоев выше (для нисходящего потока) и ниже (для 

восходящего потока) с весом (тит — Тит+1). 

Следует отметить еше одну важную особенность радиационного блока. 

Чтобы избавиться от вычислительных неприятностей, связанных с зада- 

нием нулевых граничных условий для Fi на верхней границе расчетной 

области модели, а также для учета массы озона выше этой границы, в 

радиационном блоке введен дополнительный нулевой слой. Этот дополни- 

тельный слой содержит климатический озон и другие газовые составляю- 

щие. Хотя притоки тепла, дополнительного слоя в модели не использутотся, 

но при этом учитывается очень важное влияние верхней атмосферы. Этот 

слой действует как в тепловой области спектра, так и в солнечной. 
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В результате последовательного использования описанной методики 

рассчитываются потоки нисходящего и восходящего излучений в каждом 

из спектральных участков тепловой области. Суммируя их по всем 10 

участкам, вычисляют требуемые потоки Fi, ЕТ для всего теплового диа- 

пазона. Далее определяются полные (эффективные) потоки Е = ЕЁ" — Е\, 
а затем и притоки к слоям 

AF = 0.97617 . 10“ —— 1.2 

где размерности переменных таковы: [Е] = Вт/м”, [р] = гПа, fe] = К/с. 
Вместе с функцией Ерш, рассчитывается нисходящий поток излучения на 

подстилающей поверхности: 

F, = F*(ps). (1.30) 

Моделирование состояния атмосферы в ходе численных эксперимен- 

тов практически всегда сопровождается одновременными диагностически- 

ми расчетами. На каждом временнбм шаге в модели используются пото- 

ки и притоки только для облачной атмосферы. Для диагноза требуются 

также расчеты и для безоблачных условий, например для оценки облачно- 

радиационного форсинга на верхней и нижней границах атмосферы. Эти 

характеристики заняли прочное место среди стандартных диагностических 

функционалов моделей. Поэтому в качестве искомых величин в радиаци- 

онных блоках моделей выступают одновременно потоки как в облачных, 

так и в безоблачных ситуациях. 

1.6.2. Солнечное нагревание 

Для расчета потоков радиации в солнечном спектре применяются при- 

ближенные схемы учета эффектов рассеяния и поглощения в атмосфере 

на основе метода, д-Эдингтона, [79, 84, 61]. Поглощающие компоненты в ат- 

мосфере представлены НО, СО, Оз, Од, аэрозолем, облаками. В модель 

включены релеевское и аэрозольное рассеяния, рассеяние в облаках, от- 

ражение от подстилающей поверхности. Следуя результатам работы [112], 

солнечный спектр первоначально разбивается на четыре интервала. Прелд- 

полагается, что в каждом из них известны вертикальные распределения 

оптических толщин атмосферных слоев (т) для релеевского рассеяния и 
аэрозольного ослабления, значения альбедо однократного рассеяния (4) и 
параметра асимметрии индикатрисы рассеяния (7). Для вычисления опти- 

ческих характеристик капельных и кристаллических облаков используются 

формулы из работы [112]. 

Для учета селективного поглощения газовых компонент атмосферы 

Н2О, СО2, Оз, О> введено дополнительное разбиение каждого из четырех 
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интервалов на частичные подинтервалы в зависимости от поглощающих 

свойств рассматриваемых газов. В работе [54] приведены такие подинтер- 

валы вместе с коэффициентами поглощения атмосферных газов, а также 

методы вычисления эффективных масс и оптических толщин в каждом 

из них. В итоге общее число интервалов в солнечном спектре вырастает 

до 18. Из них восемь первых охватывают область поглощения Оз в уль- 

трафиолетовом и видимом диапазонах спектра 0.2-0.7 мкм. Последние три 

интервала, относятся к слабому поглощению углекислого газа. Водяной пар 

представлен остальными семью интервалами, для которых коэффициенты 

поглощения получены из представления функции пропускания в виде k- 

распределений. Следует отметить, что необходимость такого способа, учета, 

поглощения газовых компонент увеличивает время расчета, притоков. Аль- 

тернативным методом учета, селективного поглощения является метод рас- 

пределения фотонов по пробегам [42], который не требует дополнительного 

разбиения спектра и успешно используется в ряде современных климати- 

ческих моделей [102]. 
Используемые в модели характеристики аэрозоля представлены в виде 

заранее подготовленных таблиц аэрозольных оптических толщин (т) мо- 

дельных слоев в четырех спектральных интервалах, рассчитанных на ба: 

зе работы [24]. Задаются также альбедо однократного рассеяния аэрозоля 
(вероятность выживания фотонов, и?) в тех же спектральных интервалах 

и слоях, что и т, параметр асимметрии индикатрисы рассеяния аэрозоля 

(7). В солнечном спектре аэрозольное взаимодействие рассчитывается по 

совокупности указанных параметров т, 4, 7. В тепловом диапазоне также 

имеется возможность учета влияния аэрозоля, но уже без рассеяния. Для 

этого в 10 спектральных интервалах теплового диапазона, оптические тол- 

шины атмосферных слоев рассчитываются по оптической толщине первого 

поддиапазона, коротковолнового спектра (длина волны 0.55 мкм) умноже- 

нием на, некие переводные коффициенты. Однако длинноволновый эффект 

аэрозоля ничтожен. В качестве математического аппарата для расчета по- 

токов солнечной радиации используется широко распространенный метод 

9-Эдингтона, [79]. 
Система линейных дифференциальных уравнений для потоков нисхо- 

дящей (2) и восходящей (И) радиации в отдельном спектральном интер- 

вале имеет вид [84] 

ар dU 
— =U -nmD+h, Z=nU-wD-+ fa, 
ат Ат 

fr = wSowyse 7/4, fy = —tSqwyge77/ #0 (1.31) 

с граничными условиями при т = Оит=л о соответственно: 

О: = 0, Ола = Ааа + Ааитбошое "о. 
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Здесь Аах и Ааь — альбедо подстилающей поверхности для диффузного 

и прямого излучений; 50 — доля солнечной энергии в рассматриваемом 

интервале; 40 — косинус зенитного угла Солнца; то — полная оптическая 

толщина атмосферы с учетом всех компонент ослабления, свойственных 

для данного спектрального интервала; т — оптическая толщина атмосфе- 

ры, рассчитываемая от верхней границы атмосферы до данного уровня; 

ТГ, = N—1 — число слоев в радиационном блоке модели. Параметры т, м, у 

подвергнуты преобразованию подобия [84]. 
В результате решения системы (1.31) находятся направленные пото- 

ки (и О, а затем вычисляются полные потоки © = 0 -— О и притоки тепла 

к отдельным слоям 
AS 
Ap’ 

где размерности переменных такие же, что и в тепловом диапазоне. 

Вместе с функцией Е; в модели вычисляется полный поток солнечного 

излучения на подстилающей поверхности: 

Esy = 0.97617 - 1074 (1.32) 

Sg = Dr4i — Ur+4i. (1.33) 

Для контроля точности решения системы (1.31) было предпринято сравне- 

ние с иным способом решения этой системы, который является почти пол- 

ностью аналитическим [61]. В этом подходе задача, решается аналитически 

для каждого слоя дважды: для прямого и диффузного излучений. Затем, 

используя метод сложения, вычисляют потоки для комбинаций слоев [61]. 

Такой подход применяется в большинстве зарубежных моделей [102]. Рас- 

четы показали, что в безоблачной атмосфере результаты методов [61] и [41] 
идентичны, а в облачной атмосфере точность выше [41]. 

1.7. Взаимодействие атмосферы с деятельным слоем суши 

и криосферой 

В первых глобальных трехмерных климатических моделях (см., напри- 

мер, [92]) процессы тепловлагообмена между атмосферой и поверхностью 
суши рассматривались весьма, упрощенно, следуя (интегральному) энерго- 

балансовому подходу Будыко [3]. Использовалось лишь уравнение тепло- 

вого баланса, связывающего потоки энергии с температурой поверхности. 

Испарение выражалось в виде простой функции от потенциально доступ- 

ного для растительности влагосодержания и некоторого коэффициента, от- 

ражалощего термическое состояние почвы. Доступное влагосодержание за- 

давалось явно и варьировалось, в зависимости от осадков и испарения, от 

значения, характерного для точки увядания, до значения полевой влаго- 

емкости. Шюобое превьишение полевой влагоемкости интепретировалось как 

составияюгтая стока.



Дирдорф [64| предложил альтернативный подход с упором на, суточной 

временной масштаб и явное представление растительности. В его моде- 

ли впервые учтены различия между транспирацией, испарением с кроны 

растительности и с оголенной почвы. Он также ввел многослойное пред- 

ставление почвы, позволившее рассчитывать вертикальные профили тем- 

пературы и влажности. Этот подход затем был использован в ряде схем, 

описывющих взаимодействие атмосферы и поверхности суши, например 

SiB (SImple Biosphere model) [109], BATS (Biosphere-Atmosphere Transfer 

Scheme) [67] 1 CLASS (Canadian LAnd Surface Scheme) [120]. Jlanpueiimee 
развитие этого подхода в ИВМ РАН было связано с рассмотрением различ- 

ных физических состояний влаги в почве (в том числе в условиях сезонного 

промерзания и вечной мерзлоты) и в снежном покрове с учетом их фазовых 

переходов [8, 9, 33], а, также в растительном покрове [25]. 

При математическом описании тепловлагопереноса в почве все физи- 

ческие процессы предполагаются одномерными, поскольку вертикальные 

градиенты температуры и влаги в различных ее состояниях, как прави- 

ло, значительно превосходят горизонтальные. Перенос тепла, и влаги носит 

при этом диффузионный и взаимосвязанный характер; поток каждой суб- 

станции (температура, водяной пар, жидкая влага) обусловлен не только 

наличием соответствующего градиента, но вызывается также неравномер- 

ностью распределения других характеристик состояния почвы. Уравнения 

тепловлагопереноса в почве с учетом корневой системы растительности 

могут быть записаны следующим образом [39, 26]: 

     

  

        

        

po = > = v)s 

a =e (5; + i) + = - F, — F, — Ry — Ry, 

Bm be Ge the 
c= Fi (1.34) 

Здесь & — направленная вниз вертикальная координата; И’ — количество 

жидкой влаги в долях от массы сухой почвы; Т — температура, °С; У — 

количество ‘водяного пара; [ — количество льда; Ат — коэффициент тепло- 

проводности; Аи и Ли — коэффициенты диффузии воды и водяного пара 

соответственно; д — коэффициент термовлагопроводности за, счет градиен- 

та, температуры; р — плотность почвы; С — ее теплоемкость; 7 — скорость 

инфильтрации воды под действием силы тяжести; Е; — скорость измене- 

ния количества, жидкой влаги и льда за счет процессов замерзания /таяния; 

Е, —- скорость изменения содержания водяного пара и воды за счет про- 

цессов исларения/конленсаиии: Нг — изменение влагосодержания за счет



горизонтального стока воды; В, — скорость всасывания воды корневой си- 
стемой растительности. Уравнения (1.34) решаются в слое (0, Н), где Н 

соответствуют горизонту в почве, на котором отсутствуют внутрисезонные 
изменения температуры. 

Если поверхность почвы покрыта снегом толщиной В, то для описания 
процесса, теплопереноса в слое (—№,0) привлекаются следующие уравне- 
ния [9]: 

ОТ. д OT sn 

  

PsnUsn a = ay" Oy + Psn Lif sn, 

OW. д 
aon = i — Fo (1.35) 

в которых Ти, — температура, снега; И’ — его суммарное (вода, и лед) вла: 

госодержание; рп, Си, Ап И 75 п — его плотность, теплоемкость, коэффи- 

циент теплопроводности и гидравлическая проводимость соответственно. 

Слагаемое РЕ» аналогично по своему физическому смыслу слагаемому Ё; в 

уравнениях для почвы. Высота, снежного покрова й связана, с его водноэк- 

вивалентной толщиной, которая, в свою очередь, определяется осадками, 

испарением и таянием снега. При этом учитывается, что в течение все- 

го периода существования снежного покрова плотность снега может зна- 

чительно изменяться со временем вследствие процессов метаморфизма, и 

гравитационного оседания. Кроме того, при расчете потока, влаги за, счет 

испарения приняты во внимание эффекты растительности. 

В качестве граничных условий для системы (1.34)-(1.35) выбраны сле- 
дующие формулировки. На нижней границе расчетной области z = H 3a- 

дается отсутствие диффузионных потоков воды и пара и считается извест- 

ным поток тепла (равный, вообще говоря, геотермическому потоку). На 

верхней границе х = —Р (почва покрыта снегом) или 2 = 0 (отсутствует 
снежный покров) предполагаются известными количество водяного пара, в 

воздухе, поток жидкой влаги, обусловленный дождевыми осадками, тая- 

нием снега, и испарением с поверхности почвы, и температура поверхности 

раздела, ’атмосфера-снег/почва”. В свою очередь эта, температура находит- 

ся из уравнения теплового баланса, включалощего компоненты радиацион- 

ного баланса, поток тепла, из снега/в снег или почву и потоки явного и 

скрытого тепла. В качестве начальных условий используются либо наблю- 

денные профили соответствующих величин, либо результаты специальной 

процедуры инициализации. 

Сумарная теплоемкость почвы предполагается зависящей от содержа: 

ния воды и льда [39], а коэффициент теплопроводности — от потенциала 
почвенной влаги [96]. Потенциал влаги, коэффициент влагопроводности и 

гидравлический поток вычисляются согласно работе [60]. Перечень всех 

параметров модели, зависящих от типа, почвы, и их значения для каждого 

типа, приведены в работе [1]. 
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Теплоемкость снега, С.» считается равной теплоемкости льда Су, а его 

плотность р.п и теплопроводность Ам предполагаются зависящими от глу- 

бины и рассчитываются по эмпирическим формулам [39]. Высота, А снеж- 
ного покрова связана, с рассчитываемой в модели общей циркуляции атмо- 

сферы водноэквивалентной его толщиной 5. соотношением 

0 

бит — | ponde, 

—h 

где ри, — ПЛОТНОСТЬ ВОДЫ. Водноэквивалентная толщина, снега изменяется 

со временем по закону 

on =P—M — LiE,/ py, 

где Р — интенсивность осадков при температуре подстилающей поверхно- 

сти меньшей 0 °С; М — интенсивность снеготаяния; [;Ё; — поток скрытого 

тепла, на, поверхности снега. 

Для расчета, твердой фазы при Т < 0 пренебрегается вкладом водя- 

ного пара и используется эмпирическая зависимость для максимального 

количества, жидкой влаги, которая может оставаться незамерзшей при от- 

рицательной температуре [12]. При прогревании промерзшей почвы в мо- 
дели реализован алгоритм расчета, ее оттаивания. Вкладом водяного пара 

в фазовые переходы влаги в этом процессе также пренебрегается. Если же 

лед отсутствует, то в рассмотрение вводятся процессы испарения воды и 

конденсации водяного пара в почвенных порах. При этом учитывается тот 

факт, что в большинстве реальных случаев даже в слабоувлажненной почве 

водяной пар является насыщенным [39] и если влажность почвы превышает 

максимальную гигроскопичность, то представляется возможным использо- 

вать эмпирическое соотношение типа уравнения Merrca—Boyosua [95]. 

Расчет горизонтального стока влаги В; складывается из поверхност- 

ного А;1 и подповерхностного А;2 стока. В основе схемы параметризации 

этих процессов лежат алгоритмы, использованные в модели [66] Института, 

метеорологии общества, Макса, Планка (Гамбург, ФРГ). 

Температура поверхности суши или снега, Т, в предположении, что ско- 

рость изменения со временем теплосодержания верхнего слоя почвы (в мо- 

дели толщиной 1 см) определяется бюджетом потоков тепла 

OT; Ca = (1—a)S,+ F, —eospT,;* — LE, — H, + B, (1.36)   

где ©, — приходящая коротковолновая радиация; е05 pI — излученная 

длинноволновая радиация; [/Ё; — поток скрытого тепла; Н, — поток явного 
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тепла; В — поток тепла в почву; осв — постоянная Стефана-Больцмана; 

€ — коэффициент серости; © — альбедо поверхности. 

В рассматриваемой схеме тепловлагопереноса в системе ”раститель- 

ность-почва” возможное влияние растительности на параметр шерохова- 

тости не учитывается и основное внимание уделяется процессу испаре- 

ния. Предполагается, что какая-либо приписанная к суше ячейка конечно- 

разностной сетки в модели общей циркуляции атмосферы может включать 

участки оголенной почвы, покрытые снегом, занятые внутренними вода- 

ми, содержащие сухую и увлажненнуо растительность различных типов. 

Расчет потока Ё влаги за счет испарения вычисляется согласно [66] по 
формуле 

N 

E = pa >> milG — da)/Ri. (1.37) 
i=l 

Здесь ; — доля площади ячейки, занятая 1-м видом поверхности; 4; — эф- 

фективная влажность на поверхности; В; — сопротивление. Для заснежен- 

ной и водной поверхности, а также увлажненного растительного покрова, 

значение величины 4; равно насыщающему значению удельной влажно- 

сти, рассчитанному при температуре поверхности 4шах(Тз). В случае же 

открытой почвы 4; вычисляется аналогично [66] в зависимости от влагосо- 

держания почвы. 

В обоих этих случаях сопротивление В; = 1/(СтИ), где 0 — модуль 

скорости ветра на ближайшем к поверхности расчетном уровне в модели 

атмосферы, а Ст — коэффициент тепловлагообмена. Для сухой раститель- 

ности также предполагается, что 4; = дтах, НО сопротивление В; определя- 

ется согласно [109] по формуле 

  1 Е(5рь) В; = г 1.3 
“ Сти т Fr Fy, Fy’ (1.38) 

где 

„РЕМ y—-k Lt 

Е |+ fate (1.39) 
R(Spp) Кс | diSpn d; +1 d; +1 

Здесь 5рл, — часть достигалющей поверхности коротковолновой радиации (в 

модели 55 % or 5), используемая в процессе фотосинтеза; ад, 8, с; — па» 

раметры, зависящие от типа растительности; [4 — листовой индекс. Функ- 

ции ЕР, определяющие зависимость сопротивления от температуры и влаж- 

ности воздуха и влагосодержания почвы, приведены в работе [109]. Пере- 
чень всех параметров, зависящих от типов растительности, и их значения 

для каждого типа содержится в работе [1]. 

Описанная выше модель (в различных ее модификациях) опробована 

при заданных наблюденных параметрах атмосферного воздействия (ско- 

рость ветра, температура, удельная влажность, осадки) для ряда регио-



нов [8, 9, 33]. Суммируя результаты всех экспериментов с моделью, можно 

утверждать, что: | 

1) пренебрежение фазовыми переходами влаги в почве приводит к 

чрезмерному (в сравнении с данными наблюдений) ее выхолажи- 

ванию; 

2) инфильтрация осадков и талой воды в почву существенным образом 

определяет процесс промерзания почвы; 

3) пренебрежение просачиванием сквозь снежный покров талой воды 

и дождя и связанных с этим процессов фазового перехода приводит 

к слишком раннему сходу снежного покрова; 

4) последнее сказывается на эволюции влажности почвы не только в 

зимне-весенний период, но и в последующие сезоны; 

5) учет уплотнения снега, под действием метаморфизма и силы тяжести 

существенно улучшает воспроизведение толщины снежного покрова 

и термического режима активного слоя вечной мерзлоты. 

В целом же сравнение результатов расчетов с доступными данными 

наблюдений показало достаточно хорошее их согласие, что позволяет рас- 

сматривать построенную модель как один из ”инструментов” решения раз- 

нообразных задач, возникающих при исследовании проблем климата, и при- 

родной среды. 

1.8. Региональные аспекты 

Последствия климатических изменений, вызванных увеличением кон- 

центрации парниковых газов в атмосфере, уже сегодня сказываются на 

состоянии основных природных ресурсов (в первую очередь биосферы), 

разнообразных областей деятельности общества и здоровья людей. При 

исследовании региональных аспектов этих изменений приходится решать 

задачи двоякого типа. С одной стороны, рассмотренная выше проблема па- 

раметризации процессов подсеточного масштаба, требует знания региональ- 

ных особенностей процессов взаимодействия атмосферы с подстилающей 

поверхностью, наиболее ярко проявляющихся в пограничном слое атмосфе- 

ры. С другой стороны, для конкретных регионов мира необходимо оценить 

степень воздействия глобальных изменений климата, на природную среду 

(состояние подстилающей поверхности, естественные экосистемы, водные 

ресурсы и т.д.) и возможности минимизации ущерба от неблагоприятных 

для человека, последствий. Хотя глобальные численные гидродинамические 

модели являются в настоящее время наиболее мощным инструментом ис- 

следования климата, все же их разрешение является недостаточным для 

воспроизведения локальных особенностей конкретных регионов. В связи с 

этим возникает задача, восстановления региональной структуры климати- 

ческих характеристик на основе использования лишь информации об их, 
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осредненных по более крупным масштабам, распределениях. Здесь возмож- 

ны два подхода. Первый из них связан с применением негидростатических 

региональных и локальных моделей (в том числе вихреразрешающих мо- 

делей пограничного слоя атмосферы [70]). Другой подход, который более 
подробно рассматривается ниже, базируется на, использовании статистиче- 

ской априорной информации. 

Первая работа в этом направлении была выполнена в США в Оре- 

гонском университете [83]. Авторы использовали многолетние наблюдения 

приземной температуры на сети метеостанций, расположенных на терри- 

тории штата Орегон. Они также предположили, что существует некая мо- 

дель общей циркуляции атмосферы, с помощью которой можно предска- 

зать среднюю по всему штату температуру. Распределение температуры 

внутри рассматриваемого региона, точнее аномалий температуры, затем 

было представлено в виде разложения [38|] по эмпирическим ортогональ- 

ным базисам (р; (т): 

T(z, t) — У. a(t) y; (2), 
1=1 

где х,{ — пространственная и временная координаты; с;(#) — коэффици- 
енты разложения по базису ;(х). Базисы ф;(х) строятся на, основе стати- 
стической априорной информации и описывают пространственную измен- 
чивость поля в регионе, а коэффициенты с;(#) характеризуют конкретную 

ситуацию восстанавливаемого поля. Авторы обсуждаемой работы ограни- 

чились лишь одним, наиболее информативным членом разложения о (®), 

который находился из регрессионного соотношения 

ai(t) =a+4 bT(t), 

rie a u b — Koncrantyr; T'(t) — cpequaa m0 pernoHy Temmeparypa. Anasio- 
гичный подход был реализован в работе [23] при решении обратных за- 

дач восстановления распределения температуры и осадков в Приморском 

крае России. В работе [115] восстанавливалось поле осадков на террито- 
рии Перинейского полуострова по полю атмосферного давления, причем 

поле осадков представлялось в виде разложения по каноническому базису 

и учитывалась только одна гармоника, а коэффициент разложения опре- 

делялся по полю давления. Недостатком рассмотренных работ является 

то, что для решения задачи использовалась информация (например, в ви- 

де среднего) только в том регионе, в котором требовалось восстановить 

детальную структуру поля. Однако если известно осредненное поле в со- 

седних регионах, то эту информацию также можно использовать. 

Такой подход был реализован в работах |43, 16, 44|, выполненных в ИВМ 

РАН. В этих работах построены многомерные статистические модели ре- 
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шения обратных задач по предсказуемости наиболее вероятных значений 

аномалий геофизических полей в отдельных регионах по осредненным зна- 

чениям этих полей (или длинноволновой части спектра). Статистическая 
модель включает в себя: формулировку прямой задачи; метод построения 

оператора, с помощью которого получается оценка, решения обратной за- 

дачи; оценку погрешности решения. Если с помощью модели общей цирку- 

ляции атмосферы удается оценить осредненное по пространству и времени 

глобальное поле некоторого параметра атмосферы, то такого рода модели 

позволяют восстановить детальную структуру поля в интересующем нас 

регионе. При этом важно оценить, какое влияние оказывают другие регио- 

ны, т.е. оценить информативность их входных данных. 

Суть предложенного подхода состоит в следующем. Пусть по крупно- 

маспггабному (осредненному) полю & нужно восстановить мелкомасштаб- 

ное поле } в некотором регионе, связь между которыми задается с помощыо 

линейного оператора A: 

& = Аф-+ь, (1.40) 

где и — погрешность вектора, &, & Е R”, ЕВ", Е В". Необходимо заме- 

тить, что координатами вектора & являются пространственно осредненные 

значения мелкомасштабного векторного поля } в отдельных регионах. Ре- 

шение обратной задачи (1.40) состоит в том, чтобы найти такой линейный 

оператор В, с помощью которого по известному вектору & можно было бы 

получить оценку вектора } с минимальной среднеквадратичной погрешно- 

стью, т.е. 

ЕЁ=} ЕВЕ - ДР ~ min, 

где f — оценка вектора Г; Ё — математическое ожидание. Если < } > =0, 

<& > = ди < и > = 0 (угловые скобки означают вероятностное осред- 

нение), а < }* > = 0 (векторы } и и некоррелированы), то оператор В 

можно найти из условия минимума правой и левой частей соотношения 

для среднеквадратичной погрешности решения обратной задачи [40]: 

BIIRE — f\|? = B\|(RA — Df + Ro. (1.41) 
Минимизация функционала, 

®(R) = M||(RA—U)f + ВЫ 

на множестве операторов В приводит к соотношению 

В! = ЕА*О`", 

roe Q = АРА* -- »,, — ковариационная матрица, обобщенной ошибки век- 

тора &; ЕЁ =< }Ё* > и У = < ир* > — ковариционные матрицы векторов 
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фи и соответственно. При этом оценка, для вектора f Nomyuaerca 43 COOT- 

ношения 

f = RE, 

а дисперсия вектора априорной погрешности решения обратной задачи 

определяется формулой 

hy =tr(F - FA*Q AF). 

Если минимизируется функционал в виде левой части соотношения (1.41) 

Ф(В) = ЕВЕ - ДР, 

то тогда 

В2 =» ЕЕ, 

где У ;ё = < }2* >, УЕ = < 65* >. Дисперсия вектора априорной погреш- 

ности решения обратной задачи в этом случае определяется соотношением 

hg = Е — ХЕХЕ ЕЛ. 

Если оператор А и ковариационные матрицы ЁР и У, известны, то гово- 

рят, что задана модель [А, Е, >|. Необходимо заметить, что матрицы РЁ 

и >, можно оценивать по разным выборкам, так что получаются разные 

модели 1 = [А, Е@), My, po = [A, F?), 521, ... и, соответственно, разные 
операторы Ва), В(2) ..., или, другими словами, образуется некоторый класс 

моделей М. Возникает вопрос: какую модель выбрать для решения обрал- 

ной задачи? Для решения проблемы выбора, модели удобно ввести понятие 

ее надежности сх [40]. 
Пусть в принятой модели [А, Р, >| задачи (1.40) про вектор и досто- 

верно известно, что он имеет нормальное распределение №(0, >;,,). Тогда 

задача вычисления надежности модели состоит в проверке нулевой гипо- 

тезы Но: & Е МЕ, хе") = N(Af,Q'/?), rue ё и }— математические ожида- 
ния случайных векторов & и f. Для проверки гипотезы Но строится кон- 

трольная величина 

tn = ||Q~*/2(€ — AFf)|I?, (1.42) 
которая при верной гипотезе Но имеет х^-распределение. Если задаться 

уровнем значимости а и из условия &, > & вычислить границу критической 
области {*, то вероятность Р(&, > Е) того, что контрольная величина ty 
лежит в критической области, будет определяется соотношением 

P(tp > t2) = / p'") (2)de = a, (1.43) 
= 
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где р — плотность вероятности х^-распределения с п степенями свободы. 

При заданном уровне значимости с соотношение (1.43) позволяет вычис- 

лить границу критической области 1%. Затем по известному значению & по 

формуле (1.42) вычисляется конкретное значение {„. Если , > ©, то &, ле 

жит в критической области и гипотеза Но должна быть отвергнута. Если 

же 1, < &, то можно утверждать только то, что гипотеза не противоре- 

чит конкретному наблюдению &. Понятие надежности модели относительно 

известного вектора, & вводится [40] по аналогии с уровнем значимости а и 
вычисляется по формуле 

[2 (х)ах = а. 

tn 

Как видно из этого соотношения, надежность модели можно трактовать 

как минимальную вероятность ошибочно отвергнуть гипотезу Но. 

Параметр надежности модели можно использовать при решении обрат- 

ной задачи двояким образом. Во-первых, если требуется выбрать модель 

и: из класса М, то можно воспользоваться принципом максимальной на- 

дежности модели, суть которого состоит в следующем. Пусть известно, что 

истинная модель и принадлежит классу моделей М. Методом максималь- 

ной надежности называется метод выбора модели й Е М, основанный на 

наблюдении вектора &, при котором 

ар(&) = шаха, {ощи Е М}. 
Во-вторых, можно установить минимальный порог надежности Ока И BbI- 

брать для интерпретации только те события, для которых @ > ата. 

Предложенная методика была проверена на, серии численных экспери- 

ментов. Их результаты могут быть суммированы следующим образом. 

1. При восстановлении поля аномалий высоты изобарической поверхно- 

сти атмосферного давления 500 гПа, (Н500) над европейским регионом (от 

0 до 309 в.д. и от 40 до 709 с.ш. с пространственным разрешением 5°х 5° по 

набору функционалов, являющихся осредненными значениями этого поля 

по ”территориям” 40°х 25°, удается реконструировать общую структуру 

регионального поля Н500 (восстанавливается 73 % среднемесячных вариа- 

ций его аномалий). 
2. Точность применения изложенного подхода к восстановлению полей 

аномалий приземной температуры воздуха на сети метеостанций в Сибир- 

ском регионе по осредненным значениям по территориям с характерными 

горизонтальными масштабами 2—4 тыс. составляет 70 % или 1 °С при есте- 

ственной изменчивости ^> 3 °С. 

3. При сопоставлении значения абсолютной точности реконструирова: 

ния поля температурных аномалий в регионе и надежности модели оказа- 

6 Современные проблемы...., т. 2 81



лось, что наибольшие погрешности восстановления характерны для зим- 

них реализаций и они получаются с довольно низкой надежностью. Если 

же установить минимальный уровень надежности 0.9 и исключить события 

с надежностью модели менее 0.9, то точность решения задачи становится 

равной 0.7°. Такой подход позволяет заранее высказать суждение об ожи- 

даемой низкой точности восстановления регионального поля. 

4. Установлено, что постановка, обратной задачи для восстановления по- 

ля осадков возможна только на временнбм масштабе не менее одного сезона, 

и для пространствнно осредненного поля с характерным горизонтальным 

размером порядка, 1000 км. При этом точность восстановления составля- 

ет 50 %. 

1.9. Численная реализация 

Для многократного интегрирования климатической модели в условиях 

ограниченных вычислительных ресурсов необходимо применение числен- 

ных методов, обладающих внутренним параллелизмом и допускающих эф- 

фективную реализацию на современных параллельных вычислительных 

системах. Российская научная школа традиционно сильна разработками 

эффективных численных методов для задач моделирования климата, и про- 

гноза, погоды [28, 29]. Предложенные Г.И. Марчуком в 60-х гг. методы рас- 

щепления для задач метеорологии и океанологии затем привели к созданию 

А. Робером полунеявного метода [105], который позволил повысить шаг по 

времени в пять раз по сравнению с явными схемами интегрирования по 

времени. Этот метод до сих пор используется в большинстве моделей об- 

щей циркуляции атмосферы. 

В моделях общей циркуляции атмосферы в основном применяют- 

ся конечно-разностные методы второго порядка и спектральные эйле- 

ровы методы решения уравнений гидротермодинамики атмосферы. Тра- 

диционно конечно-разностные модели атмосферы формулируются на 

смещенной сетке типа ”С”, предложенной Аракавой [98]. К числу до- 

стоинств этих методов относятся их локальность и линейная зависи- 

мость числа арифметических операций по мере увеличения (по одной 

координате) модельного разрешения. Вместе с тем наряду с большой 

фазовой ошибкой конечно-разностная модель атмосферы на регуляр- 

ной широтно-долготной сетке обладает еще одним существенным недо- 

статком. Из-за сходимости меридианов вблизи полюсов имеется боль- 

шая неоднородность разрешения по долготе и широте, что приводит 

к сильному ограничению на число Куранта, проблемам в использо- 

вании параллельных итеративных алгоритмов, а также к неоправдан- 

ным затратам на расчет ”лишних” точек сетки (около 25 % от общих 

затрат). 
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По сравнению с традиционными конечно-разностными аппроксимаци- 

ями второго порядка в спектральном методе отсутствует фазовая ошибка, 

а, к числу других его достоинств можно отнести однородность разрешения 

на, сфере, возможность использования редуцированной сетки (т.е. сетки с 

уменьшающимся числом узлов по долготе по мере приближения к полю- 

сам) и возможность аналитического решения эллиптических уравнений на 

сфере. Основными недостатками спектрального метода являются кубиче- 

ский рост числа операций по мере повышения разрешения, существенная 

нелокальность и при реализации на, параллельных компьютерах обеспече- 

ние баланса, загрузки всех процессоров. 

‚ Для исследования проблем регионального климата, целесообразно раз- 

рабатывать модели с переменным горизонтальным разрешением, в том чис- 

ле в сферической системе координат. Наиболее гибким и удобным путем 

реализации такого подхода является использование конечно-разностного, 

конечно-элементного или конечно-объемного методов. Поэтому примерно с 

конца, 80-х гг. появляются работы, посвященные исследованию и примене- 

нию в моделировании атмосферы численных методов для дискретизации в 

горизонтальной плоскости, хорошо зарекомендовавших себя в других обла- 

стях вычислительной газовой динамики — метод спектральных элементов 

[116], псевдоспектральный метод [114], двойные ряды Фурье [56], метод ко- 
нечных элементов на икосаэдральных сетках [69], схемы с ограниченной 
вариацией, эйлеровы разностные и полулагранжевы методы высокого по- 

рядка. 

По сравнению с эйлеровыми конечно-разностными схемами второго по- 

рядка полулагранжев метод дает значительно меньшую фазовую ошиб- 

ку в решении, а в отличие от спектральных методов позволяет избежать 

эффекта Гиббса. В то же время в полулагранжевом методе расчета ад- 

векции формально отсутствует свойство сохранения нормы переносимой 

величины, теоретически необходимое для интегрирования модели на дли- 

тельные (несколько десятилетий и более) сроки. Практика, показала, что 

это не очень сильно влияет на качество решения при использовании мо- 

дели с разрешением порядка градуса и выше для среднесрочного прогно- 

за погоды. Имеется также успешный опыт применения полулагранжевых 

методов для моделирования климата, |124, 49]. В последнее время реализо- 
ваны консервативные версии полулагранжевого метода, имеющие, однако, 

ряд ограничений [128]. 

Моделирование климата является проблемой, которая требует огром- 

ных вычислительных ресурсов, доступных только при использовании вы- 

сокопроизводительных параллельных компьютеров. При этом программ- 

ная реализация модели должна учитывать особенности параллельной ар- 

хитектуры этих компьютеров. В настоящее время в основном используются 

параллельные вычислительные системы с распределенной памятью, орга: 
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низованные как вычислительные узлы, соединенные высокопроизводитель- 

ной сетью, необходимость которой диктуется особенностями используемых 

алгоритмов (например, полунеявная схема интегрирования по времени). 
Вычислительные узлы применяемых систем основаны либо на специали- 

зированных (как правило, векторных) высокопроизводительных процессо- 

pax, либо на многопроцессорных блоках (2-32 процессора). Многопроцес- 

сорный блок при этом работает на, общей памяти. 

1.9.1. Общая характеристика конечномерной модели 

В модели ИВМ РАН использованы конечно-разностные аппроксимации 

дифференциальной системы уравнений динамики атмосферы, которые вы- 

полнены на сетке ”С” [46, 98]. В конечно-разностной схеме выполняется 
закон сохранения массы, а также (при отсутствии диссипации и источни- 

ков) полной энергии и (в приближении ”мелкой воды”) энстрофии. При- 
меняется полунеявная схема интегрирования по времени [106] с фильтром 

[48]. При этом на каждом шаге по времени решается уравнение, являю- 

щееся дискретным аналогом уравнения Гельмгольца. Шаг по времени при 

расчете динамических процессов составляет 12 мин. Радиация вычисля- 

ется один раз в 3 ч., расчет других физических процессов подсеточных 

маспгтабов проводится один раз в 1 ч. Вблизи полюсов (начиная с 69° Се- 

верного и Южного полушарий) применяется Фурье-фильтрация высокоча: 

стотных гармоник вдоль круга, широты для всех прогностических перемен- 

НЫХ. 

При численной реализации океанского блока климатической модели 

применен метод расщепления [28] по физическим процессам и простран- 
ственным координатам, что позволяет эффективно реализовывать неяв- 

ные методы интегрирования по времени. В разных версиях модели океа- 

на используются разнесенные пространственные аппроксимации на, сетке 

”В” или ”С”. Метод расщепления позволяет вводить функцию тока толь- 

ко на промежуточном этапе расщепления (геострофического приспособле- 

ния), на котором уравнение для функции тока, является линейным [2]. Сле- 

дует отметить важную роль подходящего выбора сетки для правильного 

воспроизведения океанической циркуляции. Так, например, по сравнению 

с сеткой ”В” переход при численной реализации на сетку ”С”, обладающую 

меньшей диссипативностью, позволил существенно уменьшить коэффици- 

ент горизонтальной диффузии, а также более адекватно аппроксимировать 

расчетную область в проливах и точнее описать обмен солью между Ат- 

лантикой и Средиземным морем через Гибралтар, что очень важно для 

описания термохалинной циркуляции в Северной Атлантике. 

Обмен информацией между моделями атмосферы и океана происходит 

каждые несколько часов модельного времени. Этот промежуток времени 

84



служит и численным шагом модели океана. Он может меняться в зави- 

симости от цели численного эксперимента. Внутри этого периода накал- 

ливаются, а затем осредняются потоки явного и скрытого тепла, пресной 

воды, импульса, суммарные (приходящие и уходящие) потоки длинновол- 
новой и коротковолновой радиации, рассчитываемые моделью атмосферы 

на поверхности океана. Эти потоки служат атмосферным воздействием для 

модели океана. При этом 60 Ж суммарной коротковолновой солнечной ра- 

диации добавляется к потоку тепла на поверхности океана, представля- 

ющего собой сумму потоков явного, скрытого тепла и суммарной длинно- 

волновой радиации. Остальная часть коротковолновой солнечной радиации 

имеет проникающую природу с экспоненциальным затуханием по глубине 

и описывается в модели особо. Такой способ учета коротковолновой радиа- 

ции является упрощением известных моделей поглощения коротковолновой 

радиации в океане (см., например, [77]. 

Поскольку в моделях атмосферы и океана может использоваться раз- 

ное пространственное разрешение, необходимо пересчитывать параметры 

атмосферного воздействия на горизонтальную сетку модели океана. Этот 

пересчет осуществляется с помощью линейной интерполяции. При расче- 

те потоков на поверхности океана в модели атмосферы температурой по- 

верхности океана (ТПО) считается температура самого верхнего расчетно- 

го уровня океанической модели. Так как пространственная океаническая 

сетка мельче атмосферной, то для пересчета ТПО на атмосферную сетку 

использовалась процедура пространственного весового осреднения. Она за- 

ключается в том, что ТПО во всех узлах океанической сетки, попадающих в 

ячейку атмосферной сетки, берутся с весом, пропорциональным площади 

пересечения соответствующей океанической ячейки с ячейкой атмосфер- 

ной сетки. 

Быстродействие программной реализации модели, выполненной на язы- 

ке программирования КОВТВАМ, составляет приблизительно 18 ч. процес- 

сорного времени на, один год модельного времени при расчетах на, рабочей 

станции СОМРАО с тактовой частотой 650 МГц. При этом на модель оке- 

ана, затрачивается не более 10 % общего времени расчета. 

1.9.2. Реализация модели на компьютерах параллельной 

архитектуры 

Уравнения климатической модели могут быть записаны в общем виде 

следующим образом: 

Op 
ot 

где ф — вектор состояния системы; А — оператор, отвечающий за, трех- 

мерную адвекцию и горизонтальную диффузию; оператор В представля- 

+ AG+ BG = F, (1.44) 
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ет градиент давления и силу Кориолиса; вектор правых частей ГР отве- 

чает за источники и стоки вследствие процессов подсеточного масштаба, 

(вертикальный турбулентный перенос, орографические и неорографиче- 

ские гравитационные волны, конвекция, радиация и др.). Важной особен- 

ностью вектора Ё является то, что он параметрическим образом зависит 

от горизонтальных координат. Это позволяет применить двумерное раз- 

биение расчетной области в горизонтальной плоскости и достичь высокой 

степени параллелизма без использования обменов данными между процес- 

сорами. 

Главное затруднение в распараллеливании атмосферной модели связа- 

но с алгоритмом интегрирования по времени дискретизированной системы 

уравнений (1.44). Это вызвано тем, что в модели используется полунеявный 
алгоритм интегрирования по времени для быстрых гравитационных волн. 

В результате на каждом шаге по времени необходимо решать двумерные 

уравнения типа  Гельмгольца, на сфере. Параллельная реализация прямого 

алгоритма для решения этой задачи строится следующим образом. 

Система, (1.44) без правых частей может быть записана в разностном 
виде 

znt+l 7wn-l 1 

р + +51 29” + 1971] + №9" =0, (1.45)   

где Г, — линейная часть оператора, В из уравнения (1.44), ответственная за 

быстрые гравитационные волны; № = В-Г;( )"! — значение элементов 
соответствующего уравнения на новом шаге времени; ( )” u ( )"! — 
значение на текущем и предыдущем шагах по времени соответственно. 
Неявная часть системы (1.45) сводится к одному дискретному трехмер- 

ному уравнению типа Гельмгольца относительно переменной Ш: 

О” — (АСУ О" = В, (1.46) 

rye D — горизонтальная дивергенция на о-поверхности; С — некоторая 

матрица; У? — дискретный аналог горизонтального оператора, Лапласа, в 

сферических координатах; К объединяет все известные слагаемые систе- 

мы (1.45) на уровнях времени п —Ти п. Диагонализирующее преобра- 

зование, примененное к матрице С, позволяет расщепить (1.46) в верти- 

кальном направлении и решать это уравнение независимо для каждого 

вертикального уровня прямым методом, основанном на быстром преоб- 

разовании Фурье по долготе и решении трехдиагональных линейных си- 

стем по широте. Для организации обменов данными между процессорами 

используется стандарт МРТ (Интерфейс Передачи Сообщений). Исполь- 

зуется подход ”одна программа — много данных” (ЗРМО), где головной 

процесс также организует ввод/вывод и некоторые дополнительные вы- 

числения. Параллельная версия модели общей циркуляции ИВМ РАН ре- 
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ализована на системе MBC1000M (Межведомственный суперкомпьютер- 

ный центр), ЭСТ-кластере НИВЦ МГУ и других вычислительных систе- 

мах параллельной архитектуры [119]. Аналогичный подход использован и 

для разработки параллельной версии модели общей циркуляции Мирового 

океана. 

2. Воспроизведение современного климата 

При моделировании глобального климата, требуется воспроизвести ши- 

рокий спектр его характеристик: сезонные и месячные средние, внутрисе- 

зонную изменчивость (муссонный цикл, параметры шторм-треков и т.п.), 

климатическую изменчивость (ее доминирующие моды, такие как явле- 

ние Эль-Ниньо или Арктическое колебание) и др. К числу основных задач 

моделирования регионального климата следует отнести воспроизведение 

с высокой степенью детализации его характеристик, исследование особен- 

ностей гидрологического цикла, оценку возможности экстремальных яв- 

лений, исследование последствий региональных климатических изменений 

для окружающей среды и социо-экономических отношений. 

Последнее сравнение моделей общей циркуляции атмосферы, проведен- 

ное в рамках международного проекта, АМТР П, показало, что наиболее со- 

вершенные из них на настоящий момент способны воспроизводить основ- 

ные черты наблюдаемой атмосферной циркуляции с хорошей точностью. 

Ошибка воспроизведения такими моделями многих климатических вели- 

чин уже ненамного превосходит неопределенность, с которой эта величи- 

на известна из наблюдений. Вместе с тем существуют и систематические 

ошибки в воспроизведении климата, присущие практически всем моделям. 

Качество современных моделей общей циркуляции атмосферы может быть 

проиллюстрировано тем, как воспроизводит некоторые черты атмосферной 

циркуляции модель ИВМ РАН. Наиболее полный анализ воспроизведения 

климата, этой моделью, как и другими моделями, участвующими в АМГР П, 

можно найти в интернете по адресу: м\и\-рст@1.Пп1.20у /апир. 

2.1. Моделирование общей циркуляции атмосферы 

при заданных пространственно-временных 

распределениях температуры поверхности океана 

В настоящем подразделе представлен выборочный анализ некоторых 

климатических параметров, для чего используются результаты численно- 

го эксперимента с моделью общей циркуляции ИВМ РАН, проведенного в 

рамках сценария АМТ? П. Модель (с разрешением 5° х 4° по долготе и ши- 

роте и 21 уровень по вертикали) была проинтегрирована на, 17 лет, причем 

в качестве нижних граничных условий задавался наблюдавшийся в тече- 
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ние 1979-1995 гг. временной ход температуры поверхности океана и границ 

морского льда. По сравнению с вариантом модели, представленным в рабо- 

Te [1], a Tax2ke Ha calire www-pcmdi.llnl.gov/amip, B paccmaTpuBaemon Bepcuu 

выполнены следующие изменения. Изменение конечно-разностной схемы 

расчета, уравнений гидродинамики (вместо уравнений движения, записан- 

ных в форме Громеки-Лэмба (1.2), использован их адвективный вид (1.1)) 
привело [11] к улучшению воспроизведения высокочастотной изменчивости 

в средних широтах, особенно летом. Более точная настройка параметриза- 

ции конвекции обусловила лучшее воспроизведение низкочастотной измен- 

чивости в тропиках, в том числе амплитуды 30—60-дневных колебаний. Обе 

эти модификации привели также к более правильному воспроизведению 

стационарных волн зимой в северном полушарии как у поверхности, так и в 

верхней тропосфере и стратосфере. Учет подынверсионной облачности над 

океанами [4] обусловил улучшенное воспроизведение радиационного балан- 

са и дал возможность использовать атмосферную модель в качестве блока 

совместной модели без применения процедуры коррекции потока, тепла, на 

поверхности океана. 

На рис. 1 приведены географические распределения давления на уровне 

моря в зимний сезон (декабрь-февраль), построенные по данным реанали- 

за МСЕР, результатам моделирования, а также для их разности. Как вид- 

но из рисунка, все основные "центры действия” хорошо воспроизводятся 

моделью, включая их положение и давление в них. Тем не менее ошибка 

воспроизведения давления достигает в некоторых районах 4—6 гПа. 

Среднегодовая ошибка воспроизведения зонально осредненной темпе- 

ратуры и зональной скорости ветра представлена, на, рис. 2. Как и в боль- 

шинстве современных моделей, в модели ИВМ РАН происходит занижение 

температуры вблизи тропопаузы в высоких широтах на 5-10 К. Причина 

такого поведения моделей на настоящий момент не ясна и нуждается в 

исследовании. В тропосфере ошибка, воспроизведения температуры значи- 

тельно меньше. В нижней тропосфере над Арктикой и Антарктикой тем- 

пература завышена на 2-3 К, а в умеренных широтах южного полушария 

во всей тропосфере, а также в тропиках в верхней тропосфере занижена, на 

1-2 К. В соответствии с ошибками воспроизведения температуры скорость 

западного ветра в нижней стратосфере в умеренных широтах завышена, на 

5-10 м/с, а скорость восточного ветра в тропиках в нижней стратосфере — 

на 4-8 м/с. Эти ошибки также характерны почти для всех современных 

моделей. В тропосфере ошибка, скорости зонального ветра почти всюду не 

превосходит 2 м/с. 

Низкочастотная изменчивость атмосферной циркуляции в модели пред- 

ставлена, на рис. 3, на котором изображено среднеквадратичное отклонение 

среднемесячного давления от климатического годового хода для зимы, по- 

строенное по данным МСЕР за 51 год и по результатам модели за 17 лет. 
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Моделью хорошо воспроизводятся максимумы изменчивости в зимнем по- 

лушарии на севере Тихого океана и Атлантики. Среднеквадратичное от- 

клонение давления там, а также в целом по северному полушарию, в модели 

примерно на 10 % больше, чем по данным МСЕР. В летнем полушарии, на- 

оборот, изменчивость в модели занижена, на 10-20 %, что обусловлено нелдо- 

статочным разрешением синоптических вихрей, которые в летнем полуша: 

рии более мелкомасштабны, чем в зимнем, и под воздействием которых в 

значительной степени формируется низкочастотная изменчивость. Анализ 

воспроизведения климата с помошью атмосферной модели более высоко- 

го разрешения по горизонтали (2.5° х 2° по долготе и широте) показывает, 

что в летнем полушарии амплитуда высокочастотной и низкочастотной из- 

менчивости становится близкой к наблюдаемой. Однако систематические 

ошибки воспроизведения среднего состояния климата, а также изменчиво- 

сти в зимнем полушарии при увеличении пространственного разрешения, 

вообще говоря, не уменьшаются. Это говорит о необходимости более точной 

настройки параметризаций модели или о необходимости введения еще не 

учтенных физических механизмов. Мировой опыт моделирования также 

в основном подтверждает, что систематические ошибки воспроизведения 

среднеклиматического состояния атмосферы не слишком сильно зависят 

от пространственного разрешения используемой модели. 

Важной характеристикой низкочастотной изменчивости атмосферы яв- 

ляются первые естественные ортогональные функции (ЕОФ), которые 

представляют собой главные моды собственной изменчивости. В разд. 3 

показано, что отклик модели на малые внешние воздействия во многом 

определяется структурой первой ЕОФ. На рис. 4 приведены первые две 

ЕОФ зимнего среднемесячного давления на уровне моря в северном полу- 

шарии, рассчитанные по данным МСЕР и результатам модели. Первая ЕОФ 

представляет собой противофазное колебание давления в высоких широтах 

и субтропиках с максимумом амплитуды в северной Атлантике и, в мень- 

шей степени, в Тихом океане. Такая структура известна как Арктическая 

осцилляция (АО). Первые ЕОФ по данным МСЕР и результатам модели 

близки, за исключением того, что модельный максимум в Тихом океане 

выражен сильнее, чем по данным МСЕР. Вторая ЕОФ имеет максимум на, 

северо-востоке Тихого океана, вблизи Алеутских островов. В верхней тро- 

посфере над севером Тихого океана и северной Америкой этой ЕОФ соот- 

ветствует структура, называемая РМА [122]. В этом регионе данные NCEP 

и модели близки. Над северной Атлантикой и Россией различия между 

вторыми ЕОФ, рассчитанными по данным МСЕР и модельным результа- 

там, выражены сильнее. Это, однако, не является существенной ошибкой 

воспроизведения низкочастотной изменчивости, поскольку как вторая, так 

и следующие ЕОФ не отделены друг от друга по дисперсии так же сильно, 

как первая и вторая моды. - 
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Зимой Арктическая осцилляция выделяется в качестве первой ЕОФ не 

только по данным у поверхности Земли, но и в тропосфере и нижней стра- 

тосфере. Первая ЕОФ скорости зонального ветра (рис. 5) представляет 
собой аномалию скорости ветра, одного знака, вблизи 60-70° с.ш. и проти- 

воположного знака вблизи 30-40° с.ш. на, всех высотах от 1000 до 10 гПа. 

Данные модели хорошо согласуются с данными МСЕР. Первая ЕОФ зо- 

нально осредненной температуры имеет максимум в высоких широтах в 

нижней стратосфере как по данным МСЕР, так и по данным модели. По- 

ложительному индексу АО соответствует более холодная арктическая ниж- 

няя стратосфера.. 

Важной задачей климатического моделирования является воспроизве- 

дение отклика атмосферной циркуляции на явление Эль-Ниньо. Здесь рас- 

сматривается отклик в течение лета северного полушария (июнь-август). 

В это время развивается летний азиатский муссон. Из данных наблюде- 

ний известно [104], что существует корреляция между Эль-Ниньо в Ти- 
хом океане и индексами, характеризующими азиатский муссон. Однако, 

эта, корреляция не слишком велика. Так, коэффициент корреляции между 

всеиндийскими осадками за период летнего муссона и индексом Эль-Ниньо 

составляет 0.4-0.5, причем положительной аномалии ТПО в Тихом океане 

соответствует уменьшение осадков в Индии. Чтобы выяснить влияние ано- 

малий ТПО в тропическом Тихом океане на тропическую циркуляцию, 

было выполнено следующее исследование. 

Из 48 лет наблюдений 1951-1998 гг. были выбраны летние сезоны, ко- 

гда аномалия ТПО в районе Эль-Ниньо (165° в.д.—90° з.д., 4° ю.ш1.—49 с.ш.) 

превьштала, 0.5 К, а количество всеиндийских осадков было меньше нор- 

мы (всего было выбрано 14 таких лет и такие случаи обозначены как 1+). 

Затем была вычислена температура поверхности океана, осредненная по 

всем случаям 1+. Далее были взяты годы, когда аномалия ГПО в рай- 

оне Эль-Ниньо была меньше —0.5 К, а количество всеиндийских осадков 

было выше нормы (всего было выбрано 15 таких лет — случай 1—), была 

вычислена ТПО, осредненная по всем случаям 1—. Затем была вычисле- 

на разность ТПО между случаями 1- и 1-, которая и представлена в 

верхней части рис. 6. В случаях 1- и 1— знаки аномалий ТПО и всеин- 

дийских осадков соответствуют знаку корреляции, рассчитанному по всем 

годам. 

Были также рассмотрены случаи 2+, когда аномалия ТПО превыша: 

ла 0.5 К, а всеиндийские осадки превышали норму (всего было выбрано 5 

таких лет), и случаи 2-—, когда аномалия ТПО была менее —0.5 К, а все- 

индийские осадки были меньше нормы (было выбрано 6 таких лет). Снова 

была вычислена разность ТПО между случаями 2- и 2—, которая прел- 

ставлена в верхней части рис. 7. В случаях 2+ и 2— знаки аномалий ТПО и 

всеиндийских осадков не соответствуют знаку рассчитанной по всем годам 
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корреляции. Отличие разности ТПО для случаев 1-- и 1- от аналогичной 

разности для случаев 2+ и 2— состоит в том, что в случае 1, в среднем, 

аномалия ТПО имеет место как в центре, так и на востоке Тихого оке- 

ана. В случае 2 аномалия ТПО в основном ограничена востоком Тихого 

океана. 

Чтобы выяснить, насколько важны различия между аномалиями "ГПО 

в случаях |1 и 2 для формирования аномалий атмосферной циркуляции, 

были проведены серии численных экспериментов с атмосферной моделью 

ИВМ РАН. В каждом эксперименте расчеты проводились для периода, с 

1 мая по 31 августа и анализировались данные за, период с июня по август. 

Каждая серия состояла из 20 экспериментов, различающихся начальны- 

ми данными. Всего были проведены четыре серии таких экспериментов. 

В первой серии задавалась температура, поверхности океана, осредненная 

по всем случаям 1-, во второй — по случаям 1—, в третьей — по случаям 

2- и в четвертой — по случаям 2—. На рис. 6 представлена разность дан- 

ных скорости зонального ветра на высоте 200 гПа для случаев 1+ и 1-, 

осредненная с июня по август. Эта, разность есть не что иное, как отклик 

модели на аномалию ТПО, изображенную в верхней части рисунка. Здесь 

же представлена аналогичная разность по данным МСЕР. На рис. 7 приве- 

дена разность данных по зональной скорости на поверхности 200 гПа для 

случаев 2+ и 2—, т.е. соответствующий отклик модели на аномалию ТПО, 

изображенную в верхней части рисунка, вместе с аналогичной разностью, 

рассчитанной по данным МСЕР. 

Сравнение рисунков показывает, что в случае 1, т.е. при наличии значи- 

тельной аномалии ТПО в центре Тихого океана как в данных МСЕР, так и 

в данных модели, кроме локального отклика, на аномалию ТПО, возникаю- 

щего в тропиках Тихого океана, возбуждается удаленный отклик большой 

амплитуды, который представляет собой ослабление восточного ветра, на 

большей части тропиков, за исключением района Эль-Ниньо. В случае 2, 

когда аномалия ТПО в основном ограничена востоком Тихого океана, ло- 

кальный отклик примерно такой же, как и в случае 1, однако удаленный 

отклик намного слабее, чем в случае 1. Анализ результатов модели пока- 

зывает, что различие в удаленном отклике между случаями 1 и 2 связано 

с различным откликом ячейки Гадлея. В случае 1 происходит усиление 

восходящих движений непосредственно у экватора. В верхней тропосфере 

при удалении от экватора частицы воздуха приобретают дополнительную 

западную составляющую движения, что обусловлено законом сохранения 

полного вращательного момента, в том числе связанного с вращением Зем- 

ли. В случае 2 столь больших изменений в циркуляции Гадлея не проис- 

ходит. 

Таким образом, связь явления Эль-Ниньо с количеством всеиндийских 

осадков проявляется сильнее тогда, когда Эль-Ниньо распространяется в 

7 Современные проблемы..., т. 2 97
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центральную часть Тихого океана, и в результате генерируется значитель- 
ный удаленный отклик. Дополнительные эксперименты с моделью, в кото- 
рых учитывались аномалии "ТПО не только в тропиках Тихого океана, но 

и во всем океане, показывают, что учет аномалий вне района Эль-Ниньо 

не вносит существенного вклада в различие откликов для случаев 1 и 2. 

-2.2. Воспроизведение современного климата с помощью 

совместной модели 

Современная тенденция развития климатических моделей, базирую- 

щихся на совместных моделях общей циркуляции атмосферы и океана, 

состоит во все более детальном учете всех физических механизмов, вли- 

яющих на, климат. В настоящее время во всем мире существуют несколько 

десятков таких моделей, из которых более 20 участвуют в международном 

проекте СМТР по их сравнению [97, 62]. В климатической модели ИВМ 

РАН разрешение в атмосферном блоке составляет 5° по долготе, 4° по ши- 

роте и 21 уровень по вертикали, а в модели океана использовано разре- 

шение 2.5° х 2° (по долготе и широте) с 33 неравномерными ов-уровнями 
по глубине. Следуя современным тенденциям развития совместных моде- 

лей, при стыковке атмосферной и океанической частей коррекция потоков 

на, поверхности океана, не используется. В работе [1] балл облачности С 

описывается линейной функцией от относительной влажности т: 

С =а- ий, 

где коэффициенты а и 6 зависят от температуры, высоты, типа подстилаю- 

щей поверхности (суша или океан) и от вертикального градиента, темпера- 

туры. Зависимость от градиента, температуры такова, чтобы ниже слоя ин- 

версии балл облачности был выше, чем при той же относительной влажно- 

сти в условиях менее устойчивой стратификации. В отличие от работ [1, 15] 
в данном подразделе в атмосферном блоке рассматриваемой совместной 

модели изменена настройка параметризации облачности нижнего яруса, а 

именно, его зависимость от температурной стратификации ослаблена. Кро- 

ме этого, в атмосферном блоке модели вместо конечно-разностной схемы 

[47|], где используется запись уравнений в форме Громеки-Лэмба, приме- 

няется схема, описанная в работе [11], где уравнения даются в адвективной 

форме. Это позволило более корректно описать высокие пространственные 

гармоники и ввести горизонтальную вязкость и диффузию 8-го порядка, 

вместо таковых 4-го порядка, применяемых в исходной версии модели. Из- 

менения были внесены также в параметризацию глубокой конвекции. 

С совместной моделью проведен 80-летний численный эксперимент по 

моделированию современного климата, аналогичный эксперименту с верси- 

ей климатической модели, использованной в работе [15]. Начальные данные 
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в этом эксперименте формировались следующим образом: для атмосферы 

задавалось состояние, полученное при интегрировании предыдущей версии 

модели, а для океана — наблюдаемое распределение температуры и соле- 

ности [90] и отсутствие движений. Затем эксперимент был продолжен еще 

на 130 лет, и ниже обсуждаются результаты именно этого эксперимента. В 

течение всего расчета тренд интегральной температуры поверхности океа- 

на не превосходит 0.1 К за 80 лет, а изменение площади морского льда, за, 

80 лет не превышает 5 % от ее среднего значения. В течение 50 лет про- 

исходило установление климата, модели, а, для анализа были использованы 

результаты последующих 80 лет расчета. 

2.2.1. Характеристики совместной модели на поверхности 

океана 

Среднегодовая ошибка воспроизведения ТПО, осредненная за 80 лет, в 

совместной модели по сравнению с данными наблюдений [90] представлена 

на рис. 8. Температура занижена на 1-3 °С в приэкваториальном Тихом 

океане вследствие завышенной интенсивности апвеллинга, что характерно 

практически для всех современных моделей. На 2-6 °С имеет место завы- 

шение температуры на, северо-западе Атлантики, а также вблизи Японии, 

что связано с ошибками воспроизведения местоположения теплых течений 

Куросио и Северо-Атлантического. С этим же связано занижение темпера- 

туры в Норвежском и Баренцевом морях, а также в Тихом океане севернее 

Гавайских островов. В умеренных широтах южного полушария завышение 

температуры обусловлено, по всей видимости, недостаточно хорошим вос- 

произведением компонент радиационного баланса на поверхности. В це- 

лом интегральная температура поверхности в модели (с учетом суши и 

морского льда) составляет 14.7 °С, что близко к оценке 15 °С по данным 

наблюдений [78]. 

На рис. 9 представлены распределения в Северном полушарии концен- 

трации морского льда в марте, когда количество льда максимально, и сен- 

тябре, когда количество льда минимально. Для сравнения приведены со- 

ответствующие данные, использованные в экспериментах АМТР П и осред- 

ненные за 1979-1995 гг. В марте в модели площадь льда на 10-15 % меньше 

наблюдаемой за счет того, что не образуется лед у восточного побережья 

Гренландии, а также между Гренландией и Канадой. В то же время Барен- 

цево море замерзает, по данным модели, несколько сильнее, чем по данным 

наблюдений. Все это связано, по-видимому, с недостатками воспроизведе- 

ния циркуляции океана, в высоких широтах, что обусловлено, скорее всего, 

недостаточным разрешением по горизонтали, использованием сглаживания 

у полюса и, возможно, использованием функции тока вместо уровня в оке- 

анской части модели. В сентябре количество льда в Северном Ледовитом 
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Рис. 8. Среднегодовая ошибка, воспроизведения температуры поверхности 
океана. Изолинии проведены через 1 °С. 

океане в модели на 20-30 % меньше, чем по данным наблюдений. Излишне 

интенсивное таяние льда происходит около Аляски и Восточной Сибири, 

что объясняется завышением температуры поверхности на севере Сиби- 

ри и Аляски вследствие недостаточно точного описания баланса, тепла, на, 

поверхности. 

Географическое распределение сплоченности льда в Южном полуша- 

рии приведено на рис. 10. Здесь перенос тепла океанскими течениями не 

играет такой определяющей роли в формировании льда, как в Северном по- 

лушарии. Модель в основном верно воспроизводит границу морского льда 

как в марте, так и в сентябре. Занижение площади льда на 10-20 % обу- 

словлено, по-видимому, завышением температуры вследствие завышения 

приходящей к поверхности океана солнечной радиации. 

2.2.2. Климатические характеристики океана в совместной 

модели 

Постоянная работа, по совершенствованию океанического и атмосферно- 

го блоков совместной модели реализуется в постепенном улучшении каче- 

ства, воспроизведения параметров климатической системы, что иллюстри- 

руется с помошью рассматриваемых ниже характеристик океана. 
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Рис. 9. Средняя сплоченность морского льда в Северном полушарии 
в марте (вверху) и сентябре (внизу) по результатам модели (слева) 

и данным наблюдений (справа). Изолинии проведены через 0.2. 
Закрашены области со сплоченностью льда более 0.5 
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Рис. 10. Средняя сплоченность морского льда в Южном полушарии 

в марте (вверху) и сентябре (внизу) по результатам модели (слева) 
и данным наблюдений (справа). Изолинии проведены через 0.2. 

Закрашены области со сплоченностью льда, более 0.5 
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На рис. 11 приведена средняя за 80 лет функция тока вертикально- 

осредненных движений. Среднегодовой расход Антарктического циркум- 

полярного течения (АЦТ) в проливе Дрейка составляет порядка, 100 Св, 
что более реалистично по сравнению с предыдущей версией модели [15], 

в которой он превышал 160 Св. Также интенсифицировались максимумы 

в главных среднеширотных круговоротах Северного полушария, западные 

периферии которых соответствуют Гольфстриму и Куросио. Здесь расходы 

несколько превышают 40 Св, в то время как в предыдущей версии моде- 

ли этот расход составлял чуть более 20 Св. Изменилась форма кругово- 

ротов в Северной Атлантике: удалось улучшить, даже для модели такого 

разрешения, структуру Гольфстрима. Однако интенсивность субполярно- 

го круговорота в Атлантическом океане, расход в котором согласно модели 

достигает 40 Св, несколько завышен как по сравнению с предыдущей вер- 

сией модели, так и, например, с данными работы [88]. Сильные среднеши- 

ротные циклонические круговороты наблюдаются у восточных побережий 

Африки, Австралии и Южной Америки, их интенсивность достигает 60, 

40 и 20 Св соответственно, уменьшаясь с запада, на восток. В предыдущей 

версии модели интенсивность этих круговоротов была занижена, по сравне- 

нию с основными моделями СМП? [97, 62], а также с данными работы [88]. 
Индонезийские проливы в модели аппроксимированы одним широким про- 

током, и расход в нем не превышает 20 Св. Можно отметить также, что 

в рассматриваемой версии модели улучшилась структура функции тока 

в Северном Ледовитом океане. В целом картина функции тока близка к 

средней по всем моделям СМТР [97, 62]. 

На рис. 12 изображена среднегодовая ошибка воспроизведения темпера- 

туры и солености на, глубинах до 2,5 км, осредненная вдоль круга широты. 

Видно завышение температуры на 1-3 °С в средних широтах обоих по- 

лушарий не только на поверхности, но и на всех глубинах, что связано с 

конвективной неустойчивостью в зимний сезон. В тропиках, наоборот, на 

глубинах от 50 до 400 м температура, занижена на 1-3 °С. Более холодная 

вода в тропиках является, также и менее соленой. В целом у поверхности 

вода, по данным модели, менее соленая, а на болыпих глубинах — более 

соленая и более теплая, чем по данным наблюдений. 

На рис. 13 представлены географические распределения осредненных 

за 80 лет потенциальной температуры океана, и солености на глубине 1000 м 

и их отклонений от данных Левитуса. За исключением высоких широт Се- 

верного полушария, как по значениям, так и по пространственному распре- 

делению, отклонения от данных наблюдений по температуре и солености 

вполне соответствуют аналогичным средним по всем моделям СМПР харак- 

теристикам [62, 97]. Наибольшие положительные отклонения в температу- 

pe от данных наблюдений, достигающие 2.5 °С, расположены в средних 

широтах Северного и Южного полушарий. Этот эффект проявляется и в 
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Рис. 11. Средняя за 80 лет функция тока вертикально-осредненной: циркуляции 

глобального океана в совместной модели (изолинии с шагом 20 Св). 

Сплошными изолиниями показаны положителные значения, соответствующие 

движению по часовой стрелке, а пунктирными — отрицательные значения, 

соответствующие движению против часовой стрелки 

экспериментах с моделью океана ИВМ РАН с предписанным атмосферным 

воздействием [14]. Возможно, он обусловлен недостаточно точным воспро- 
изведением в модели океана, развитой зимней конвекции в этих регионах. В 

средних широтах Южного полушария и Северной Атлантики отклонения 

от данных наблюдений для солености имеют в основном положительные 

значения. В целом достигнуто значительное улучшение воспроизведения 

структуры глубинных полей температуры и солености. В особенности это 

относится к Северному Ледовитому океану, где соленость была существен- 

но завышена, а также к области в центральной части Северной Атлан- 

тики вблизи Гибралтара, где удалось улучшить описание обменов теплом 

и солью между Атлантикой и Средиземным морем через Гибралтарский 

пролив. 

На рис. 14а показана средняя за 80 лет функция тока зонально-осрелд- 

ненной глобальной циркуляции. Характерной особенностью вертикальных 

круговоротов является дипольная структура у экватора, связанная с ин- 

тенсивным экваториальным апвеллингом. Расходы в северной и южных 

от экватора ячейках достигают 35 Св. В Северном полушарии меридио- 

нальная функция тока принимает максимальное значение, превышающее 

25 Св, на глубине около 1 км и широте 47° с.ш. Следует отметить, что до 

глубин 500 м рассчитанная меридиональная циркуляция хорошо совпадает 
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Рис. 12. Среднегодовое среднезональное распределение: а) для потенциальной 

температуры по результатам эксперимента, (изолинии с шагом 2.5 °С) и ее 

отклонения от данных Левитуса, (области отрицательных и положительных 

величин по модулю более 0.5 °С показаны с помощью различных оттенков 

серого цвета, со шкалой градаций, расположенной справа от рисунка); 

6) для солености (изолинии проведены с шагом 0.5 °/хо, а отклонения 

затемнены начиная от +0.1 ° /) 
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Рис. 13. а) Средняя за, 80 лет потенциальная температура, океана на, глубине 

1000 м в совместной модели (изолинии с шагом 10 °С) и ее отклонения от 
данных Левитуса, показанные с помощью затемнения разнбй интенсивности со 

шкалой градаций в °С, расположенной справа, от рисунка. 

6) То же самое для солености (° /оо) 
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Рис. 14. а) Средняя за 80 лет функция тока зонально-осредненной 

меридиональной циркуляции глобального океана. Изолинии проведены 

с шагом 5 Св. Сплошными изолиниями показаны положительные значения, 

соответствующие движению против часовой стрелки, а пунктирными — 

отрицательные значения, соответствующие движению по часовой стрелке. 

6) Средние за 80 лет меридиональные переносы тепла (МИТ) для глобального 
океана (сплошная линия), Атлантического океана (штрихованная линия), 

суммарного переноса в Тихом и Индийском океане (пунктир). Положительные 

значения МИТ соответствуют переносу тепла на, север, 

а отрицательные — на, юг 
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с результатами моделей СМТР [97, 62]. Однако в более глубоких слоях на- 
блюдаются некоторые‘отличия, главное из которых связано с присутствием 

в Южном океане дополнительной циркуляционной ячейки отрицательно- 

го знака. Ее центр расположен на глубине около 2.5 км и широте около 

50° ю.ш., а ее интенсивность несколько превышает 20 Св. Проявление этих 

отличий связано, по-видимому, с особенностями о-модели океана, отличаю- 

щими ее от ;-моделей океана, которые используются почти во всех моделях 

СМТР. В целом картина меридиональной циркуляции отличается от того, 

что было получено ранее, большей интенсивностью. 

На рис. 146 показаны осредненные за 80 лет меридиональные перено- 

сы тепла (МИТ) для глобального океана, Атлантического океана, суммар- 
ного переноса в Тихом и Индийском океанах. В рассматриваемой версии 

модели увеличилась амплитуда МИТ приблизительно на 0.5 пВт как в Се- 

верном, так и Южном полушариях. Рассчитанный глобальный среднеголо- 

вой МПТ имеет максимумы около 1.75 пВт в Северном и —1 пВт в Юж- 

ном полушариях на широтах около 10°. Глобальный МПТ имеет вполне 

сравнимые значения с осредненными по моделям СМТР МПТ [97, 62] и 
оценками по данным наблюдений, приведенными там же. Также увели- 

чились МПТ в Атлантическом и совместно Индийском и Тихом океанах. 

Теплоперенос в Атлантике (рис. 146, штриховая линия) достигает макси- 

мума 1.2 пВт на 30° с.ш. и далее убывает вместе с поворотом на восток и 

уменьшением интенсивности Гольфстрима и Северо-Атлантического тече- 

ния. В Южном полушарии перенос тепла определяется, главным образом, 

процессами в Тихом и Индийском океанах. Совместный перенос тепла в 

этих океанах на юг (рис. 146, пунктирная линия) достигает максимума 

1.4 пВт на 15° ю.ш. 

Интенсификация МПТ в океане демонстрирует положительный эффект 

усовершенствований, проведенных в совместной модели. Ранее это было на 

уровне самых малых из моделей СМТР. Улучшение воспроизведения МПТ 

произошло за счет усиления меридиональной циркуляции в верхних слоях 

океана (рис. 14а), что, в свою очередь, объясняется как усилением пас- 
сатных ветров в совместной модели, так и эффектом пониженной вычис- 

лительной диссипации при переходе в океаническом блоке климатической 

системы на, сетку ”С”. 

2.2.3. Динамические характеристики крупномасштабного 

взаимодействия атмосферы и океана 

Совместная циркуляция атмосферы и океана порождает крупномас- 

штабные динамические структуры, возникающие в результате взаимодей- 

ствия этих сред. Они проявляются в виде крупномасштабных совместных 

колебаний в атмосфере и океане. Одними из самых значимых таких яв- 
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лений являются явление Эль-Ниньо и Северо-Атлантическое колебание. 

Ниже приводятся характеристики этих явлений, возбуждающихся в сов- 

местной модели, в сравнении с данными наблюдений. 

Явление Эль-Ниньо. На рис. 15 приведен временной ход среднеме- 

сячных аномалий температуры поверхности океана, рассчитанных относи- 

тельно климатического годового хода в районе возникновения Эль-Ниньо 

(180° з.д.—100° з.д., 4° ю.ш.-—4° с.ш.) по данным наблюдений за 1950-2000 гг., 

а, также по модельным результатам. Анализ этих временных рядов пока: 

зывает, что изменчивость — среднеквадратичное отклонение (СКО) тем- 
пературы в районе Эль-Ниньо — в модели примерно на 20 % больше, чем 

в данных наблюдений. В наблюдаемом спектре изменчивости ТПО в рай- 

оне Эль-Ниньо наиболее заметны пики на периодах около 3.5 и 5 лет, но 

имеется также максимум изменчивости на периодах 10-15 лет. В модели 

главный спектральный пик расположен на периодах 3.5—4 года, а менее 

выраженные пики имеют место на периодах 0 и 8-12 лет. Модель правиль- 

но воспроизводит амплитуду колебаний с периодами 3-5 лет и завышает 

амплитуду изменчивости с большими периодами. 

Согласно данным наблюдений, ТПО превышает среднеклиматическую 

менее половины всего времени (45 %). Максимальные положительные ано- 

малии ТПО, по данным наблюдений, достигалот 2.5-3 градусов, в то вре- 

мя как максимальные отрицательные аномалии не превосходят 2 К. В 

модели эта, особенность изменчивости ТПО в районе Эль-Ниньо воспро- 

изводится. Температура поверхности превышает среднеклиматическую в 

течение 44 Я времени всего численного эксперимента, но положитель- 

ные максимумы ТПО больше по абсолютной величине, чем отрицатель- 

ные. 

Важной характеристикой климатической модели является ее способ- 

ность воспроизводить удаленный отклик атмосферной циркуляции на, ано- 

малии ТПО в приэкваториальном Тихом океане. На рис. 16 изображена 

осредненная по всем зимним сезонам разность давления на уровне моря в 

месяцы Эль-Ниньо и Ла-Ниньа, рассчитанная по данным наблюдений и ре- 

зультатам модели. Как видно из рисунка, в тропиках во время Эль-Ниньо 

происходит уменьшение давления до 1 гПа над центральной и восточной 

частями Тихого океана и увеличение до 1—2 гПа, на западе Тихого океана, 

над Индийским океаном, Австралией и Африкой. Эти изменения хорошо 

воспроизводятся моделью. В средних широтах наибольший отклик наблю- 

дается над севером Тихого океана, где давление уменьшается на 2—6 гПа. 

Здесь данные модели также близки к наблюдениям. Основные отличия 

между модельными результатами и данными наблюдений имеют место над 

севером Канады и над Атлантикой к востоку от США. Это может быть свя- 

зано с тем, что явление Эль-Ниньо возникает в модели западнее, чем по 

данным наблюдений. 
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Рис. 15. Временной ход аномалии температуры поверхности океана (К) 
в районе 180° з.д.—100° з.д., 4° ю.ш.—4° с.ш. по данным наблюдений 

за, 1950-2000 гг. (вверху) и по данным модели (внизу) 

Северо-Атлантическое колебание. Качество воспроизведения сов- 

местных колебаний аномалий атмосферной циркуляции и ТПО проанали- 

зированы также для района, северной Атлантики. С этой целью, используя 

среднемесячные данные аномалий давления на уровне моря и ТПО, вы- 

числены первые 5УР-моды этих величин как по модельным результатам, 

так и по данным реанализа МСЕР за 1950-2000 гг. Результаты вычислений 

приведены на рис. 17. Первая 5УР-мода давления для модели и наблю- 

дений практически совпадает с первой ЕОФ и представляет собой северо- 

атлантическое колебание. Его положительной фазе соответствует отрица- 

тельная аномалия ТПО — к востоку от Канады и у побережья Африки и 

положительная аномалия — к востоку от США и вблизи Северного моря. 

Первые 5УР-моды по данным модели близки к наблюдаемым, что гово- 

рит о хорошем описании взаимодействия атмосферы и океана в средних 

широтах в совместной модели. 
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Рис. 16. Разность давления на уровне моря для зимних месяцев с Эль-Ниньо и 

Ла-Ниньа по данным наблюдений (вверху) и модели (внизу). Закрашенные 
области соответствуют статистической значимости (согласно {-критерию 

Стьюдента,) с вероятностью 0.95. Изолинии проведены через 1 гПа 

112



% С=0.51     
BON 

75N 
70N 
65N 

60N 

55N 
50N 
45N 
40N 

35N 
30N 
ney Nf Yoon 

70\60\50\40\30\20\10\ 0 10Е20Е З0Е 40Е 50Е 

12% 

  
      
  

  

    

    

   
    
  
        

60N 6ON 

S5N 55N 

oe 
50N 50N ae 

45N 45N 

40N 7 40N 

35N 35N 

30N 30N 

25N oN ВЕЛИ р -. oe 25N 

7OW 6OW 50W 40W 30W 20W 10W 0 10Е 

Рис. 17. Первые 5УЛ-моды давления на, уровне моря (вверху) и ТПО (внизу) в 

районе северной Атлантики по данным модели (слева, и 

peananu3a МСЕР (справа) (в безразмерных единицах). Приведены процент 

дисперсии, приходящейся на первые моды, а также коэффициент корреляции 

между коэффициентами Фурье 
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3. Теория чувствительности климатической 

системы к малым внешним воздействиям 

Диагностические исследования поверхностной температуры воздуха, по- 

казывалот, что: а) за последние 30 лет произошли заметные изменения сред- 

недекадной (поверхностной) температуры воздуха — произошло ее повыше- 

ние; 6) максимальные изменения температуры произошли зимой в Сибири 

и на, северо-западе Канады; в) летние изменения температуры существенно 

меньше; г) поверхностная температура Северной Атлантики не только не 

повысилась, а даже понизилась. 

Возникают вопросы: В чем причина этих изменений? Являются ли эти 

изменения следствием собственных колебаний параметров климатической 

системы или это есть следствие антропогенных воздействий, связанных 

с увеличением, например, концентрации углекислого газа и сульфатных 

компонентов в атмосфере? Чтобы получить ответы на эти вопросы, необ- 

ходима теория чувствительности климатической системы к малым внеш- 

ним воздействиям, которая давала, бы конструктивный метод вычисления 

изменений климата под влиянием этих воздействий. В основу такой спе- 

циальной, математической, теории климата, целесообразно положить мето- 

ды теории динамических систем. С этой целью реальной климатической 

системе необходимо сопоставить некоторый математический объект, пред- 

ставляющий идеализацию реальной системы и который можно назвать ее 

”идеальной” моделью. Предполагается, что такая идеальная” модель суще- 

ствует и что наблюдаемая динамика климатической системы представляет 

собой реализацию траектории, порождаемой этой моделью. 

3.1. Устойчивость аттракторов атмосферных моделей 

к постоянно действующим воздействиям 

В основе большинства, современных климатических моделей лежат си- 

стемы уравнений гидротермодинамики в частых производных, фазовые 

пространства которых бесконечномерны. Поскольку аналитическое реше- 

ние таких сложных систем в общем случае невозможно, приходится решать 

их численно. С этой целью исходная бесконечномерная система уравнений 

при помощи подходящего метода (например проекционного или конечно- 

разностного) сводится к системе обыкновенных дифференциальных урав- 

нений большой, но конечной размерности. Эта система, может быть запи- 

сана в следующем общем виде: 

Op a = FO) +h, — dlico= Fo, GER. (3.1) 
Здесь ф — вектор состояния системы, представляющий собой совокупность 

спектральных коэффициентов (или значений в узлах сетки) полей темпе- 
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ратуры, скорости ветра, влажности и др.; № — размерность вектора, со- 

стояния ф (и фазового пространства системы), которая для модели общей 

циркуляции атмосферы ИВМ РАН с горизонтальным разрешением 5° х 4° 

и 21 уровнем по вертикали имеет значение --> 10°; Е(ф) — некоторый нели- 
нейный оператор; Г — внешнее воздействие. 

Системы уравнений, полученные после аппроксимации уравнений гид- 

ротермодинамики атмосферы, обычно имеют некоторые общие свойства. 

Во-первых, начиная с определенного момента норма, решений системы, вы- 

пущенных из произвольных начальных условий, не превосходит некоторой 

фиксированной величины: 

ld(t)| < Co, t >To, 

и, таким образом, все ее траектории попадают в шар радиуса Су, кото- 

рый является поглощающим множеством системы. Во-вторых, типичные 

атмосферные системы диссипативны: дивергенция правой части рассма- 

триваемых систем строго меньше нуля, и, следовательно, происходит по- 

стоянное сжатие фазового объема. В-третьих, траектории систем неустой- 

чивы по Ляпунову. Это означает, что вдоль некоторых направлений (ко- 

торые соответствуют положительным показателям Ляпунова) происходит 

рост К-мерной части фазового объема, (разумеется, К < М). 

Первое свойство гарантирует существование конечномерного аттрак- 

тора — инвариантного, компактного, притягивающего множества, находя- 

шегося внутри поглощающего шара (см., например, [18]). Как следует из 
определения, если начальные состояния системы выбраны на аттракторе 

системы, то соответствующие траектории будут принадлежать аттрактору. 

Все остальные траектории системы будут достаточно быстро притягивать- 

ся к нему. Следовательно, при изучении эволюции системы за, достаточно 

длительный промежуток времении можно считать, что ее траектория нахо- 

дится на аттракторе. Поскольку, по определению, аттрактор компактен, то 

на нем существует мера, инвариантная относительно динамики системы. 

Инвариантность меры означает, что мера множества состояний (начальных 

условий) не изменяется под действием динамики и результат осреднения по 

мере не зависит от времени. Если система, является эргодической, то такая 

инвариантная мера единственна. В этом случае результат осреднения по 

траекториям не зависит от их выбора (с точночтью до множества нулевой 

меры) и совпадает с результатом осреднения по инвариантной мере. 

Естественно предположить, что исследуемая система (3.1} имеет ат- 

трактор с эргодической инвариантной мерой. Траектории системы рассма- 

тривалотся на этом аттракторе, а статистические характеристики системы 

(средние, моменты и т.д.) вычисляются при помощи усреднения по мере 

(или усреднения вдоль траектории системы). 
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Поскольку эволюция системы происходит на, аттракторе, то весьма важ- 

ным является вопрос о его структуре как множестве. К сожалению, как 

правило, аттрактор имеет весьма сложную, фрактальную структуру. Дело 

в том, что согласно третьему свойству фазовый объем системы сжимается, 

и, следовательно, размерность аттрактора оказывается меньше размерно- 

сти фазового пространства. Поскольку в К-направлениях происходит экс- 

поненциальное расширение части объема (К — число положительных пока- 

зателей Ляпунова), то размерность аттрактора не может быть меньше К. 

При этом аттрактор должен находиться внутри ограниченного поглощаю- 

щего множества. В результате аттрактор представляет собой фрактальное 

множество размерности г (& <г < №), ”упакованное” в поглощающий шар. 

Следует заметить, что размерность 7 аттрактора, как правило, достаточно 

велика, хотя и значительно меньше NV. 

Поскольку в правые части уравнений климатической системы входит 

большое число параметров, то естественно возникает проблема, устойчи- 

вости характеристик системы при изменении данных параметров. В этой 

статье рассматривается частный случай проблемы — задача об устойчи- 

вости (и чувствительности) первых и вторых моментов по отношению к 

изменению внешнего воздействия. 

Пусть система (3.1) имеет аттрактор А с инвариантной мерой п. По 

определению, среднее состояние и дисперсия этой системы есть 

$ = [ ва 
А 

2% [Ф- 874 
А 

Для простоты считается, что переменные выбраны так, чтобы среднее со- 

стояние было нулевым: 

$=0, Dp = | Pap. 
A 

Наряду с системой (3.1) рассматривается возмущенная система, с до- 

полнительным внешним воздействием Of: 

Og" 1 1 1 1 N 
OL (Pp )+f +f, ? |t=0 = 0, ф ER ’ (3.2) 

которая имеет свой собственный аттрактор А1 (в общем случае не совпада- 

ющий с 4) и инвариантную меру д! на, нем. Среднее состояние и дисперсия 
возмущенной системы вычисляются по формулам: 

aT 17,1 
фт [ee 

116



D¢' = | (¢' — ¢)? dp’. a] 
Таким образом, изменения среднего состояния и дисперсии системы равны 

соответственно 

$ = | day! = UEP) 
Al 

оф = ] du + - #)?аш = (61). 

Здесь 0 и У — некоторые операторы (возможно нелинейные), связывающие 

изменения внешнего и среднего состояний и дисперсии системы (операторы 

отклика). 

С физической точки зрения естественно предположить, что при ма- 

лых изменениях внешнего воздействия операторы отклика И и У будут 

линейными. Для реальных атмосферных систем обосновать такое предпо- 

ложение теоретически не удается. Основная проблема, здесь заключается 

во фрактальности аттрактора — носителя инвариантной меры. Посколь- 

ку плотность меры сосредоточена на, фрактальном множестве, то неясно, 

как дифференцировать ее моменты. Частично решена гораздо более уз- 

кая задача — задача о непрерывной зависимости аттрактора системы от 

ее параметров [22, 17]. Результаты же по устойчивости самой инвариант- 
ной меры в настоящий момент неизвестны. Однако известно, что гладкая 

зависимость инвариантной меры (и, соответственно, всех ее моментов) от 

параметров задачи имеет место для так называемых гиперболических хао- 

тических систем (см. обзор [107]). Класс таких систем достаточно узок, и, 
по-видимому, большинство атмосферных систем относятся к более широ- 

кому классу систем с ненулевыми показателями Ляпунова. Вопрос гладкой 

зависимости инвариантной меры от параметров в этом классе систем к на: 

стоящему моменту до конца, не исследован. 

Чтобы построить оператор отклика, можно действовать двумя способа- 

ми. Во-первых можно попытаться изменить исходную систему так, чтобы 

ее мера стала, хорошей”. Или, во-вторых, формально использовать теорию 

хаотических гиперболических систем в надежде на то, что моменты меры 

исходной системы все-таки дифференцируемы по параметрам [81]. Ниже 

будет рассмотрен первый из этих способов. 

Необходимо также отметить, что при анализе исходной (бесконечно- 

мерной) системы уравнений гидротермодинамики и при переходе от нее 

к конечномерной аппроксимации возникает большое количество ”матема- 

тических” трудностей. Так, например, далеко не всегда удается доказать 
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теоремы о корректной разрешимости исходной задачи, о существовании ал- 

трактора, бесконечномерной системы (если есть разрешимость), о близости 

аттракторов исходной системы (если он существует) и приближенной и т.д. 

(см., например, [18, 17]). 

3.2. Регуляризация атмосферных моделей по Зееману 

Весьма конструктивным способом регуляризации фрактального ал- 

трактора хаотической системы является подход, предложенный Зееманом 

[127]. Суть его заключается в добавлении малого случайного шума в пра- 
вую часть системы, в результате чего аттрактор перестает быть фракталь- 

ным множеством, что существенно упрощает ситуацию. Рассматривается 

система обыкновенных дифференциальных уравнений, заданная на, неко- 

тором компакте X: 

du 
a = 

Предполагается, что эта, система уравнений порождает диссипативную ди- 

намическую систему, обладающую некоторой инвариантной мерой р. Далее 

рассматривается регуляризованная система 

F(u). (3.3) 

ее (о) + ет, (3.4) 

где 7(Ё) — случайный процесс, представляющий собой гауссов белый шум 

с единичной дисперсией, а Е — малое положительное число. Инвариантная 

мера такой системы р: является стационарным решением соответствующе- 

го уравнения Фоккера-Планка, 

Ope 

Ot 
  = 6* Ap, — div(F pe) (3.5) 

и называется Е — сглаживанием меры р. В предположении, что 9 Е & 

(2 — компактное множество без границ) в работе [127| показано, что ста- 
ционарное решение уравнения Фоккера—Планка, существует, единственно и 

непрерывно зависит от параметров задачи. В этом случае можно вычис- 

лить линейный оператор отклика системы (например, первого момента, от 

решения) на, достаточно малые внешние воздействия. 

Реальные атмосферные модели всегда содержат параметризации полд- 

сеточных масштабов, имеющие "стохастическое происхождение”. ’Компью- 

терные реализации” моделей также являются источниками псевдослучай- 

ных шумов. В связи с этим вместо исходной детерминистической модели 

за основу можно взять возмущенную малым случайным шумом стохасти- 

ческую систему, для которой уже имеется гладкая мера. 
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В некоторых случаях оператор отклика может быть приближенно 

вычислен непосредственно по статистическим характеристикам невозму- 

шенной системы при помощи флуктуационно-диссипационной теоремы. 

Следуя работе [65], целесообразно рассмотреть систему с малым слу- 
чайным возмущением (3.4). Пусть соотвествующее уравнение Фоккера- 

Планка (3.5) записано в следующем символьном виде: 

ОР 

r Ot 

где Г, = e*A — 41. Если в ую компоненту правой части уравнения (3.4) 
добавить не зависящее от времени детерминистическое воздействие 0];, то 

можно выписать уравнение Фоккера-Планка, для возмущенной меры: 

ОР 

гле 6LP’ = 6 f;9/ Ou;(P’). При этом среднее состояние изменится следую- 

щим образом: | 

= ГР, (3.6) 

/ 

60; (t) = | v;P dv — Дарем. 

В работе [65] показано, что в линейном приближении справедливо со- 
отношение 

  

t 

silt) = | зо (‘5 рыдал, (3.7) 
QO Vv 

где Р„ — инвариантная мера уравнения (3.6). Если Ри является нормаль- 
ным распределением, то формула (3.7) принимает вид 

t 

§0(t) = / C(r)C71(0)dr sf, (3.8) 
0 

где С(т) — ковариационная матрица, со сдвигом т. Соотношение (3.8) есть 

не что иное как флуктуационно-диссипационное соотношение, связываю- 

щее оператор отклика среднего состояния системы на малые внешние воз- 

действия с ее статистическими характеристиками. В результате для опера- 

тора отклика И получается следующее выражение: 

t 

U = | C(r)C7'(0)dr. (3.9) | 
В эргодическом случае (когда, статистические характеристики вычисляют- 

ся осреднением по времени вдоль одной траектории) это означает, что опе- 

ратор отклика может быть построен по одной достаточно длинной траек- 

тории системы. 
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Точно такое же выражение для оператора отклика первого момента 

можно получить и для так называемых детерминистических ”квазирегу- 

лярных” систем ([13, 71|). В этом случае для вывода используется версия 
флуктуационно-диссипационной теоремы, доказанная Крейкнэном [85] для 
регулярных систем (детерминистических систем, удовлетворяющих урав- 

нению Лиувилля несжимаемости фазового объема и имеющих точный ква- 

дратичный закон сохранения). Суть требований ”квазирегулярности” за- 

ключается в том, что рассматриваемая система, должна иметь приближен- 

ный квадратичный закон сохранения, приближенно сохранять фазовый 

объем на аттракторе и находиться в равновесии (на своем аттракторе). 

Такими свойствами обладают многие модели атмосферы большой размер- 

ности [13, 71], в частности модель баротропной атмосферы и двухслойная 
квазигеострофическая модель атмосферы. 

Разработка, реализация и верификация метода построения прибли- 

женного оператора отклика, основанного на использовании флуктуацион- 

но-диссипационной теоремы для моделей общей циркуляции атмосферы, 

представляет собой сложную технологическую проблему. Исходными урав- 

нениями моделей общей циркуляции атмосферы является система прогно- 

стических уравнений в частных производных для горизонтальных компо- 

нент скорости и и %, температуры Т, влажности 4 и приземного давле- 

ния р.. Каждая из этих переменных (кроме приземного давления) зависит 

от трех пространственных координат. При аппроксимации таких уравнений 

по вертикальной координате обычно используется конечно-разностный ме- 

тод с характерным количеством уровней от 10 до 70. По горизонтальным 

координатам чаще всего применяется метод Галеркина, с характерным чис- 

лом базисных функций от 500 до 5000. Таким образом, после проведения 

пространственной аппроксимации возникает система обыкновенных диф- 

ференциальных уравнений порядка не менее чем 4х 10 х 500. В то же время 

для того чтобы построить приближенной оператор отклика конечномерно- 

го аналога, модели, необходимо вычислить достаточно длинную траекторию 

системы, проинтегрировав модель численно. Затем по полученным данным 

необходимо определить матрицы С(® и С(0) и по формуле (3.9) вычислить 
оператор П. Далее следует провести проверку метода путем прямого инте- 

грирования возмущенной системы для некоторого базового набора, воздей- 

ствий 0} и сравнения векторов И0} с реальными откликами нелинейной 

системы, а также исследовать устойчивость вычислений. 

3.3. Численные эксперименты с моделями общей 

циркуляции атмосферы 

Как процедура построения оператора отклика, так и сам процесс ин- 

тегрирования рассматриваемой системы на длительное время являются 
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трудоемкой задачей. Более того, требуется значительное количество ком- 

пньютерных ресурсов для хранения большого объема данных. В работе [72] 
были предложены следующие способы понижения размерности задачи, по- 

зволяющие значительно снизить количество необходимых данных, а также 

упростить процесс вычисления самого оператора. 

1. Использование только части ”физических” переменных при построе- 

нии приближенного оператора (например, только поля температуры). Это 

является оправданным в том случае, если остальные физические пере- 

менные функционально от них зависят. Известно, например, что в сред- 

них широтах поле скорости ветра в сильной степени связано с полем 

температуры, и этот факт может быть использован при построении опе- 

ратора. 

2. Использование переменных не со всех, а лишь с некоторых базис- 

ных уровней по вертикали. Основанием для этого может служить слабая 

зависимость горизонтальной структуры рассматриваемых переменных от 

вертикальной координаты (то есть их квазибаротропность) для крупномас- 

штабных процессов. 

3. При построении оператора отклика можно ограничиться полями 

физических переменных меньшей размерности, чем количество базисных 

функций в соответствующем методе Галеркина. Этот подход оправдан, ес- 

ли мелкомасштабные процессы не оказывают болыпого влияния на форми- 

рование отклика системы. 

4. Можно также понизить размерность задачи, рассматривая ее в каких- 

либо базисах, отличных от базиса обычных” координат. Например, можно 

перейти в базис трехмерных естественных ортогональных составляющих 

системы, составленный из собственных векторов полной ковариационной 

матрицы системы С'(0), нормированной каким-либо способом, и при по- 
строении оператора использовать проекцию решения только на векторы, 

отвечающие наибольшим собственным числам матрицы С'(0). Таким спо- 
собом будут учтены все процессы, обладающие достаточно большой измен- 

чивостью. Заметим, что данная методика может быть особенно эффектив- 

на, если известны физические механизмы, формирующие стационарный 

отклик системы. 

3.3.1. Построение оператора отклика для модели общей 

циркуляции атмосферы ССМО 

В этом разделе будут изложены основные результаты работы [72], по- 

священной построению оператора отклика для модели общей циркуля- 

ции атмосферы ССМО Национального центра атмосферных исследований 

США [103]. Выбор этой модели обусловлен главным образом тем, что с 
ней уже было проведено большое количество численных экспериментов и, 
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в том числе, была вычислена модельная траектория длительностью в один 

миллион дней. 

Модель ССМО представляет собой модель общей циркуляции атмосфе- 

ры с 9 вертикальными уровнями в о-системе координат. Прогностически- 

ми переменными являются вертикальная компонента, относительной зави- 

хренности и горизонтальная дивергенция скорости, а также температура 

воздуха, относительная влажность и приземное давление. Для аппрокси- 

мации уравнений по горизонтали в модели ССМ0 применяется метод Га- 

леркина с базисом, состоящим из сферических гармоник. При этом ис- 

пользуется ромбоидальное усечение В15 (сумма номера полинома Лежан- 

дра [Ги азимутального числа т сферических гармоник не превосходит 15), 

в котором число ненулевых коэффициентов составляег 496. Таким обра- 

зом, система обыкновенных дифференциальных уравнений модели состоит 

из (4 х 9+ 1) х 496 уравнений (для относительной завихренности, дивер- 

генции, температуры и влажности на девяти вертикальных уровнях, а, так- 

же приземного давления, с размерностью каждого поля равной 496), при 

этом размерность фазового пространства, составляет величину 18352. 

Для рассматриваемой модели был проведен длительный расчет с гра- 

ничными условиями, соответствующими непрерывному январю (один мил- 

лион дней, всего два миллиона точек на траектории системы — каждая с 

шагом в 12 часов). Эти данные использованы для построения приближен- 

ного оператора отклика. Кроме того, с моделью ССМО был проведен ряд 

дополнительных экспериментов по моделированию ее отклика, на термиче- 

ские источники, расположенные на экваторе и в средних широтах, которые 

использовались для тестирования метода. 

Эксперименты проводились следующим образом. В правую часть урав- 

нения для температуры добавлялся постоянно действующий термический 

источник вида 0] = АТ; (о,^,ф) = То)  Т>(А — Ле, ф - 4%). При каж- 
дом пространственном распределении нагревания (охлаждения), то есть 
при каждом заданном `Г;, выполнялись два, эксперимента при A = +7 u 

при А = То с тем, чтобы выделить линейную часть отклика. В каждом 

случае для определения нового среднего состояния проводился расчет на 

10000 дней и определялось изменение среднего состояния как 

9 -ф=И’ (61) = И’ (Тр (о, ^,$)), 

где д и 1 представляют собой средние состояния невозмущенной и воз- 

мущенной систем, соответственно. Далее вычислялась линейная часть от- 

клика, системы по формуле 

00) = (W (ТоТЕ(о, А, $)) — W (—ToTs (a, А, $))) /2, 

а также оценивалась его остаточная нелинейная часть. 
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Вертикальный профиль источника Т\(о) задавался двумя способами. 

В первом случае предполагалось, что Т1(0) = з1(о), что соответствует 
максимуму нагревания на уровне о = 0.5 и обращению Т\ в ноль на, под- 

стилающей поверхности и на верхней границе атмосферы. Во втором слу- 

чае считалось, что И = 1 при о = 0.991, 0.926, Г! = 0.5 при о = 0.811 

и Т! = 0 при остальных значениях ©. Такой профиль Т\ означает, что 

нагревание происходит только на приземных уровнях атмосферы. Гори- 

зонтальный профиль воздействия максимален (принимает значение 1) в 
центральной точке с координатами Л = Ле, ф = фе и убывает линейно до 

нуля на расстоянии 1500 км. 

Были проведены три серии экспериментов с различными значения- 

ми (Ле, с). В первой серии широта центральной точки была фиксирова- 

на, и равна 40° с.ш., а, долгота изменялась от 0 до 2л с шагом п/12 (общее 

число экспериментов — 24). Во второй серии экспериментов широта центра 

была принята равной 20° с.ш., а в третьей — максимум нагревания прихо- 

дился на экватор. Величина, максимума нагревания |Т0| принимала значе- 

ние 2.5°/день для двух экваториальных серий экспериментов (напомним, 

что при каждом заданном пространственном распределении воздействия 

проводилось два численных эксперимента, с +Тд ис —То) и 5°/день — в 

остальных случаях. Всякий раз выделялась линейная часть отклика сред- 

него состояния системы и проводилось ее сравнение с окликом, постро- 

енным с помощью приближенного оператора отклика ((0}). Заметим, что 
описанный выше выбор вертикальных и горизонтальных профилей воздей- 

ствия позволяет всесторонне проверить работу метода в разных условиях 

формирования отклика системы. 

Размерность фазового пространства модели общей циркуляции атмо- 

сферы слишком велика, чтобы проводить длительные численные расче- 

ты, поэтому были использованы перечисленные выше способы понижения 

размерности задачи, а, также исследована, их чувствительность к парамет- 

рам метода. В каждом случае процедура построения оператора выглядела, 

следующим образом. Для выбранного набора переменных и вертикальных 

уровней вычислялась автоковариационная матрица С'(0). Далее рассчиты- 
вались ее собственные векторы (эмпирические ортогональные функции) 

и собственные числа. Матрица С'(0) обращалась в пространстве собствен- 

ных векторов, отвечающих наибольшим собственным числам (в этом базисе 

С'(0) имеет диагональный вид). В этом же пространстве вычислялась ма- 
трица С'(#). В результате вычислений строился приближенный оператор от- 

клика (, вычислялись его сингулярное разложение и значения на, тестовых 

воздействиях (описанных выше термических источниках 0}). Заключение 
о качестве метода формулировалось по результатам сравнения векторов 

Об} (предсказанных откликов) и линейных частей отклика, построенных 

по результатам прямых численных экспериментов с моделью ССМО. 

123



Оказалось, что наилучшие результаты были получены в случае, когда 

приближенный оператор строился с использованием полей функции тока 

и температуры. При этом, для правильного воспроизведения вертикаль- 

ной структуры отклика, важно было использовать полный набор полей (на, 

всех девяти вертикальных уровнях) данных переменных. В то же время 

оказалось возможным сократить пространственную размерность каждого 

поля до 100 — для функции тока и до 300 — для температуры, используя 

разложение по естественным ортогональным функциям для соответствую- 

щего ряда данных. Таким образом размерность задачи удалось понизить 

примерно до 5000. Оптимальная размерность пространства собственных 

векторов матрицы C(0) должна быть в диапазоне от 2500 до 3000. При 

таких значениях число обусловленности матрицы С'(0) еще не слишком ве- 

лико (ошибки вычислений достаточно малы), а в то же время структура 

исходного оператора воспроизводится довольно хорошо. Результаты чис- 

ленных экспериментов суммированы в следующих четырех таблицах. 

Таблица, 1. Отклик модели ССМО на приземный термический источник в 

средних широтах (40° с.ш.) 

  

  

Поле Корреляция Отношение нормы Отношение нормы 

между предсказанным реального отклика, нелинейной части 

и реальным откликом | к норме предсказанного | к норме линейной 

W336 0.11 0.63 0.16 
W311 0.16 0.53 0.19 

7336 0.21 0.50 0.20 

Tgi1 0.54 0.92 0.19             

> 7) Характерной чертой этого случая является ”’локальный” характер от- 

клика системы. Эффект от термической аномалии не распространяется 

выше уровня 0.664 и максимален вблизи источника нагревания. Время 

формирования отклика, составляет величину 10-15 суток. Отметим также, 

что отклик системы в достаточной степени линеен по отношению к воз- 

действию. Линейная часть отвечает примерно за 85 % от нормы отклика. 

Корреляции соответствующих полей температуры и функции тока на ниж- 

них уровнях (0.926 и 0.991) составляют в среднем (по всем 24 эксперимен- 
там) величину 0.68, при этом приближенный оператор завышает величину 

отклика примерно на 15 %. В ряде случаев как отклик модели, так и его 

предсказанное значение оказываются малыми и ошибки вычислений стано- 

вятся значительными по отношению к самому отклику. Отклики на верх- 

них уровнях в большинстве случаев слабы и не могут быть воспроизведены 

при помощи приближенного оператора. Если ограничиться рассмотрением 

случаев с сильным по величине откликом (5 случаев), то средняя простран- 

ственная корреляция окажется равной 0.79. По-видимому, это объясняется 
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тем, что при формировании ”сильного” отклика, задействованы ”значимые” 

физические механизмы, информация о которых содержится в корреляци- 

онных матрицах, а значит, и в приближенном операторе отклика. Это име- 

ет место даже несмотря на применение различных процедур понижения 

размерности фазового пространства, что приводит к потере информации о 

системе. 

Таблица, 2. Отклик модели на приземное воздействие на, экваторе 

  

  

Поле | Корреляция | Отношение норм | Нелинейность 

336 0.69 1.06 0.21 
W311 0.63 1.05 0.17 
1336 0.78 0.91 0.27 

1811 0.72 0.82 0.17           
  

Линейная часть в этом случае составляет примерно 70 % от величи- 

ны отклика. В отличие от предыдущего случая эффект от термического 

источника наблюдается на всех уровнях модели и носит глобальный ха: 

рактер, а время его формирования занимает почти 30 суток. Имеет место 

высокая корреляция между предсказанным и реально полученными откли- 

ками на всех уровнях (в среднем 0.75). В целом приближенный оператор 

отклика, несколько завышает норму отклика системы (на величину в 15 %). 

Как и в предыдущем случае, лучше воспроизводятся ”сильные” отклики. 

Здесь отклик носит глобальный характер как по вертикали, так и по гори- 

Таблица 3. Отклик модели на протяженное по вертикали экваториальное 

  

  

воздействие 

Поле | Корреляция | Отношение норм | Нелинейность 

W336 0.88 1.09 0.13 
811 0.87 1.13 0.10 

Тзз6 0.85 1.16 0.17 

T3114 0.76 0.92 0.15           
  

зонтали. Характерное время его формирования составляет 60 суток. При- 

ближенный оператор отклика воспроизводит пространственную структуру 

линейной части отклика с точностью до 85 Я и несколько занижает его 

амплитуду (в среднем на 12 %). Линейная часть в этом случае отвечает 
за 90 % от величины отклика. Отклик носит глобальный характер с ха- 

рактерным временем формирования примерно 30 суток. Приближенный 

оператор достаточно хорошо воспроизводит пространственную структуру 

отклика, (с точностью в 67 %) и несколько завышает его амплитуду (в сред- 
нем на 20 %). 
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Таблица, 4. Отклик модели на протяженное по вертикали воздействие в средних 

  

  

широтах 

Поле | Корреляция | Отношение норм | Нелинейность 

336 0.67 1.06 0.11 
Wert 0.60 1.12 0.12 
T1336 0.85 1.42 0.12 

Tgit 0.55 0.94 0.12             

В качестве иллюстрации работы метода на рис. 18. приведены резуль- 

таты экспериментов по воспроизведению линейной части откликов модели 

на протяженный по вертикали экваториальный термический источник (на, 

рисунке они показаны в левом столбце). В правом столбце представлены 

отклики, полученные с помощью построенного приближенного оператора 

отклика. Показаны отклики в поле температуры на, уровне с = 0.926. Цен- 

тры нагревания находятся в точках 60° в.д. и 150°, 105°, 15° з.д. 

Исходя из приведенных выше результатов, можно утверждать, что при- 

ближенный оператор отклика, способен с высокой точностью воспроизвести 

линейные части откликов модели общей циркуляции атмосферы ССМО на 

источники нагревания различной пространственной и вертикальной струк- 

туры. Следовательно приближенный оператор отклика системы аппрокси- 

мирует ее настоящий” оператор отклика с высокой точностью, что может 

быть использовано при решении различных прикладных задам. 

3.3.2. Построение оператора отклика для модели общей 

циркуляции атмосферы ИВМ РАН 

Для исследования чувствительности реальной климатической системы 

необходимо использовать максимально реалистическую модель атмосфе- 

ры, поскольку в выражение для оператора отклика входят корреляцион- 

ные коэффициенты с запаздыванием. Следовательно, естественно предпо- 

ложить, что оператор отклика модели будет близок к оператору отклика 

климатической системы, если, по крайней мере, статистика, модели являет- 

ся близкой к статистике реальной атмосферы. Поэтому метод построения 

оператора, отклика был использован не только для модели ССМО, но и для 

более сложной и современной модели ИВМ РАН, которая участвовала, в 

международном сравнении моделей по программе АМТ? П и показала, что 

качество воспроизведения ето современного климата в целом соответству- 

ет мировому уровню. Обсуждаемые далее результаты были получены для 

варианта модели [1| с 21 вертикальным уровнем и горизонтальным разре- 

шением 4° по широте и 5° по долготе, размерность фазового пространства, 

для которой = 300000. 

126



  

         р     НЯ     - 

oe Pores = Canteen ene seed 7 == оо ghar mein Neer ete decay 
o oh Oem: Rew Ye 064 petra Ne ede =“ нь caw г eee 

— . 
Then oe = --— “> We. 

180° 400° 12) vw °° ere JarE 180? 

  

ars т т т T 

Er 12° V4 srw 

  

-<-—=- 2: <. mM! 

  

‘ ee 
`. $ > °. г we еек: 

по ньь +‹--., 
—_ one, . а ‘ рум 

Ys Зы дав:     тт мы, 

  

  

    

LU { , 

WE 180 19 РИ чм РЕ ЗВ 18° 

  

м. И 
a 

=> 
===> " ee 
a fon) ры т 

e ge 

al, 
ee           48 wey ary 9 РЁ 4208 1’ 

    

   

  

        

ОАК Да 
ЕЕ 22-28 

         

           

  

Pate - 2-2 о 
    

    

   
Nol? . = 

    

2 cod 

sors f-— ep 
   

      
` „== --” owen 60°S mw CON <] i - ‹ < re с \ ‚те .-. 5 penn SIT Shp eM OT Doe! 

¢ et NTL wh ALN YD - г Е еси. eer nat Lape =e pe — а ‘hers м. a ra on oe mas emcees ee она Фан oe, 
— ar T т т t т   

608 р ey г: — 
oT T 

1 OOOO oF CWE ЗЕ iw, we |B ЗМ + РЕ IE 1 

Рис. 18. Линейная часть отклика, модели на, протяженную по вертикали 
аномалито температуры на экваторе (слева) и отклик, полученный с помощью 
флуктуационно-диссипационных соотношений (справа). Показаны отклики в 

поле температуры (К) на уровне с = 0.926. Центры нагревания находятся в 
точках 60° в.д. и 150°, 105°, 15° з.д. 
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Как следует из результатов работы [72], для обеспечения необходимой 
точности при вычислении оператора необходимо с большой точностью вы- 

числять ковариационные матрицы системы. Источником ошибок является 

недостаточная длина, ряда данных, т.е. недостаточная статистика, о поведе- 

нии траектории. Из практических требований к точности следует, что дли- 

тельность временного интервала, на котором рассчитывается траектория 

системы, должна быть порядка миллиона суток. Для интегрирования рас- 

сматриваемой модели общей циркуляции атмосферы ИВМ РАН на 1 месяц 

на 1 процессоре рабочей станции требуется примерно 3 часа, и, следователь- 

но, использование однопроцессорного режима, невозможно. Параллельная 

версия модели также не дает желаемого ускорения. Более перспективным 

является использование. метода Монте-Карло по начальным условиям. 

Действительно, для расчета ковариационной матрицы необходимо вы- 

числить различные средние характеристики. В предположении эргодично- 

сти рассматриваемой системы усреднение можно производить как вдоль 

траектории, так и по равновесному ансамблю состояний. Равновесность 

означает, что состояния находятся на аттракторе системы. Такой ансамбль 

можно получить, задав некоторое распределение начальных условий и про- 

интегрировав затем систему на длительное время. При увеличении числа 

точек ансамбля вычислительные затраты растут. Наиболее эффективной 

с вычислительной точки зрения оказалась комбинация двух методов. На, 

первом этапе в однопроцессорном режиме вычисляется достаточно длин- 

ная траектория системы. На этой траектории задается набор состояний, в 

поле скорости каждого состояния вносится возмущение (значение скоро- 

сти в каждой точке увеличивается на 1 %) и затем строится равновесный 

ансамбль состояний. Для его формирования оказалось достаточным про- 

вести интегрирование системы на 1000 дней. После того как равновесный 

ансамбль состояний был получен, проводились основные вычисления по 

схеме, идентичной предварительному расчету. Следует заметить, что для 

хранения получаемой информации требуется огромная емкость дисково- 

го пространства. Поэтому применялась процедура понижения размерности 

задачи, позволившая значительно уменьшить объем необходимых данных, 

а, также упростить процесс вычисления самого оператора. 

При построении приближенного оператора были использованы толь- 

ко поля температуры и двух компонент скорости. Это обусловлено тем, 

что, по-видимому, остальные физические переменные в значительной сте- 

пени с ними функционально связаны. Дальнейшее уменьшение размер- 

ности задачи было достигнуто путем учета только процессов, обладаю- 

ших достаточно болыпой изменчивостью. Затем были вычислены авто- 

корреляционные матрицы и автоковариационные матрицы с запаздывани- 

ем, построены трехмерные естественные ортогональные функции и, нако- 

нец, приближенный оператор отклика. Все эти вычисления проводились с 
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использованием стандартных параллельных библиотек линейной алгебры 

LAPACK. 

Для построенного приближенного оператора отклика было вычислено 

сингулярное разложение и, тем самым, были найдены воздействия, вызы- 

вающие наибольшие (в евклидовой норме) изменения среднего состояния 

системы. На, рис. 19 для поверхностей 10, 50, 500 и 1000 гПа в произвольных 

единицах приведены первые два правых сингулярных вектора (оптималь- 

ные воздействия). В левом столбце показан первый правый сингулярный 

вектор, в правом столбце — второй сингулярный вектор. 

Соответствующие левые сингулярные векторы приближенного опера- 

тора, очевидно, являются откликами системы на данные аномалии нагре- 

вания. Для проверки работоспособности предложенного метода в правую 

часть уравнений модели были введены термические источники, соответ- 

ствующие первому и второму правому сингулярному вектору (см. рис. 19). 

Для каждого воздействия модель была проинтегрирована в течение дли- 

тельного времени и затем были определены резльные изменения ее сред- 

него состояния. Как и ожидалось, они с хорошей точностью совпали с ле- 

выми сингулярными векторами приближенного оператора. Тем самым бы- 

ло показано, что, как и в случае с моделью ССМО, предлагаемый метод 

построения оператора отклика обладает хорошей точностью. На рис. 20 

справа показан отклик модели на воздействие вдоль первого сингулярного 

вектора, слева — соответствующий левый сингулярный вектор. В первом 

ряду приведены отклики в поле приземного давления (в барах), во втором, 

третьем и четвертом рядах показаны отклики на уровнях 10, 50 и 1000 

гПа, соответственно (в градусах Кельвина). Аналогичные результаты для 

второго сингулярного вектора представлены на рис. 21. 

Знание приближенного оператора отклика дает возможность решить 

ряд физических проблем. Например, можно вычислить воздействие оп- 

тимальным образом возбуждающее Арктическую осцилляцию (АО) в мо- 

дели общей циркуляции (под Арктической осцилляцией понимается пер- 

вая естественная ортогональная функция приземного давления, показан- 

ная на рис. 22). Это воздействие, вычисленное для модели ИВМ.РАН, при- 

ведено в левом столбце рис. 23. Снова, как и на рис. 18, показаны величины 

нагревания на уровнях 10, 50, 500 и 1000 гПа, соответственно. Оказывается, 

что это воздействие практически совпадает по структуре с третьим опти- 

мальным воздействием (соответствующим третьему правому сингулярно- 

му вектору приближенного оператора отклика модели). Это означает, что 

процесс возбуждения АО в системе является важным фактором в определе- 

нии ее чувствительности. Умножение матрицы приближенного оператора 

на этот вектор дает приближенную картину пространственной структуры 

отклика модели на данное воздействие. В правом столбце рис. 23 приведе- 

ны реальные отклики модели на данный вектор. 
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Рис. 19. Правые сингулярные векторы приближенного оператора отклика. 

Слева представлен первый сингулярный вектор, справа, — второй. Показаны 

компоненты векторов на уровнях (сверху вниз) 10, 50, 500 и 1000 гПа, 
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Рис. 20. Отклик модели ИВМ РАН на первый правый сингулярный вектор 

приближенного оператора, отклика, (слева). Справа представлен 

соответствующий левый сингулярный вектор. Показаны отклики в поле 
приземного давления (вверху) и полях температуры на уровнях 

(сверху вниз) 10, 50 и 1000 гПа, 
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Рис. 21. Отклик модели ИВМ РАН на второй правый сингулярный вектор 

приближенного оператора отклика (слева). Слева, представлен 

соответствующий левый сингулярный вектор. Показаны отклики 

в поле приземного давления (вверху) и полях температуры на 

уровнях (сверху вниз) 10, 50 и 1000 гПа, 
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Рис. 22. Арктическая осцилляция (первая ЕОФ приземного давления) 

в модели ИВМ РАН 

3.4. Построение оператора отклика по реальным данным 

Для построения оператора отклика реальной климатической системы 

были использованы данные реанализа МСЕР/МСАВ, полей температуры и 

горизонтальных компонент скорости на 17 стандартных уровнях, а также 

поля приземного давления, за период с 1948 по 2004 г. с горизонтальным 

разрешением 4° по долготе и 5° по широте. Полная размерность оператора 

составила, таким образом, примерно 160000. В данном пространстве бы- 

ла вычислена матрица С(0) и построены ее собственные функции (ЕОФ). 
Дальнейшие вычисления проводились в пространстве первых 50 ЕОФ, по- 

скольку количество данных наблюдений мало. Необходимо отметить, что 

в задаче определения динамического отклика климатической системы на, 

увеличение содержания атмосферного углекислого газа, это ограничение не 

существенно, поскольку как само воздействие, так и отклик системы явля- 

ются крупномасштабными. С помощью построенного оператора отклика 

было вычислено воздействие, вызывающее наибольший отклик климати- 

ческой системы в направлении АО. 

Арктическая осцилляция климатической системы (первая ЕОФ при- 

земного давления, вычисленная по данным реанализа, МСЕР /МСАВ) пока- 

зана на рисунке 24. Хорошо видно, что модель ИВМ РАН воспроизводит 

пространственную структуру АО климатической системы с высокой точ- 

ностью (см. рис. 22 и рис. 24). Более того, воздействия, оптимальным обра- 

зом возбуждающие отклик систем вдоль АО, также оказываются близкими 

(см. рис. 25). Таким образом, можно сделать вывод, что модель ИВМ РАН 

адекватно воспроизводит и процесс возбуждения АО. Из рисунка, 25 также 
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Рис. 23. Вектор, вызывающий наибольшее изменение Арктической осцилляции в 

модели ИВМ РАН (слева). Показаны значения нагревания на уровнях (сверху 
вниз) 10, 50, 500 и 1000 гПа. Соответствующие распределения, полученные с 

помощью приближенного оператора отклика, показаны справа. Приведены 

отклики в полях температуры на уровнях (сверху вниз) 10, 50, 500 и 1000 гПа, 
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следует, что АО наиболее чувствительна к термическим воздействиям в 

верхних широтах нижней стратосферы. Это хорошо согласуется с резуль- 

татами прямого численного моделирования (см., например [5]). 
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Рис 24. Арктическая осцилляция (первая ЕОФ приземного давления) реальной 
климатической системы 
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Рис. 25. Термические воздействия (зонально-осредненные), оптимальным 

образом возбуждающие АО. Справа, — полученные с помощьо приближенного 

оператора отклика, построенного по данным NCEP/NCAR, 

слева — вычисленные по данным моделирования 

4. Моделирование изменений климата, 

обусловленных изменениями атмосферной 

концентрации малых газовых составляющих 

В разд. 2 представлены результаты контрольного эксперимента, по вос- 

произведению характеристик современного климата, в котором концентра: 

ция углекислого газа СО2 была задана, неизменной и равной наблюдавшей- 
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ся в конце ХХ столетия. В разделе 4.1 основное внимание уделено анализу 

результатов эксперимента, в котором концентрация СО> увеличивалась на, 

1 ® в год от современного значения в начальный момент, что примерно 

вдвое превышает наблюдаемый рост углекислого газа. Условия обоих чис- 

ленных экспериментов полностью аналогичны тем, что использовались в 

международном проекте СМТР [62]. Раздел 4.2 посвящен обсуждению неко- 

торых экстремальных погодных ситуаций на территории России в условиях 

современного климата, и при удвоении содержания углекислого газа. 

4.1. Отклик климатической модели на увеличение 

содержания углекислого газа 

По условиям программы СМР, с каждой моделью было проведено два, 

эксперимента. В первом (контрольном) эксперименте [15] воспроизводил- 
ся современный климат и с этой целью задавался наблюдаемый годовой 

ход приходящей к верхней границе атмосферы солнечной радиации. Кон- 

центрация всех радиационно активных газов была фиксирована и равна 

наблюдавшейся в конце ХХ столетия. Во втором эксперименте [6] модели- 

ровалось глобальное потепление, для чего задавалось увеличение концен- 

трации СО. на, 1 % в год от современного значения в начале эксперимента. 

Это примерно в 2 раза больше, чем наблюдаемая скорость увеличения со- 

держания СО2. Продолжительность каждого численного эксперимента, со- 

ставляла 80 лет. В эксперименте, моделирующшем глобальное потепление, 

удвоение концентрации СО> происходит примерно к 70-му году расчета. 

Под откликом модели на увеличение COg, Tak же как и в работе [62], всю- 

ду, если не оговорено особо, подразумевается разность данных эксперимен- 

та с увеличением СО> и результатов расчетов в контрольном эксперимен- 

те за последние двадцать лет модельного времени (годы 61-80). Средним 

откликом будет называться отклик, осредненный по результатам всех мо- 

делей, участвовавших в программе СМТР2, и представленный в публика- 

ции [62]. 

При анализе отклика климатической системы целесообразно [20] ис- 
пользовать понятия динамический” отклик и отклик "радиационный”. По- 

казано [6], что в суммарном отклике системы на изменение концентрации 

СО2 главную роль играет радиационный отклик. Это проявляется в том, 

что чувствительность климатической модели к увеличению содержания алт- 

мосферного СО2 определяется, в первую очередь, количеством тепла, рас- 

ходуемым на прогрев океана, а также тем, насколько меняется радиацион- 

ный баланс Земли в результате изменения облачности при изменении кли- 

мата, то есть изменением радиационно-облачного форсинга [123]. Вместе с 

тем необходимо адекватно воспроизвести и динамический отклик, главной 

компонентой которого является Арктическая осцилляция (см. раздел 3). 

136



Средняя температура приповерхностного воздуха в контрольном экс- 

перименте составляет 12.6 °С, что на 1.4 градуса ниже, чем температура 

по данным наблюдений за период 1961-1990 гг. [78]. Среднеквадратичное 

отклонение (СКО) среднегодовой глобально осредненной температуры по- 
верхности в модели равно 0.09 К, а отклик модели на увеличение СО2 

составляет 0.99 К. Это меньше, чем средний модельный отклик в темпера- 

туре приповерхностного воздуха, который равен 1.7 К. В целом по моделям 

СМТР повышение среднеглобальной температуры приповерхностного воз- 

духа находится в диапазоне значений от 0.75 К до 3.77 К. 

Установлено [7], что модели, предсказывающие большую величину гло- 
бального потепления, характеризуются, как правило, увеличением корот- 

коволнового радиационного баланса, на подстилающей поверхности. Почти 

все рассмотренные в |7] модели в местах образования облачности нижнего 
яруса завышают поток тепла в океан и, вероятно, занижают само коли- 

чество нижней облачности. Связано это, по-видимому, с тем, что подын- 

версионная облачность нижнего яруса плохо воспроизводится моделями, 

в которых облачность зависит только от относительной влажности (как 

правило, из-за грубого разрешения по вертикали). Для адекватного вос- 

произведения нижней облачности нужен специальный учет ее зависимости 

от вертикальной температурной стратификации. Связано это с тем, что 

при увеличении содержания СО2 тропосфера нагревается сильнее, чем по- 

верхность Земли [62]. В результате вблизи поверхности возрастает частота, 

возникновения инверсий и, следовательно, чаще формируется подынверси- 

онная облачность. Это приводит к уменьшению приходящей коротковол- 

новой радиации и ослаблению величины глобального потепления. В свою 

очередь, правильное воспроизведение подынверсионной облачности явля- 

ется ключевым условием для воспроизведения правильной чувствительно- 

сти модели к увеличению содержания углекислого газа. 

4.1.1. Отклик в атмосфере 

Отклик модели для зонально осредненных температуры и зональной 

скорости ветра, в атмосфере представлен на рис. 26. В стратосфере происхо- 

дит выхолаживание, максимальное на уровне 10 гПа, и достигающее там ве- 

личины 5-7 К. В умеренных широтах в стратосфере происходит также уси- 

ление западного ветра до 2-2.5 м:с_'. Это неплохо согласуется со средним 

откликом для всех моделей, где похолодание в стратосфере достигает 5 К, 

а, усиление скорости западного ветра в умеренных широтах стратосферы 

достигает 2-3 м.с-1. В тропосфере происходит нагревание, максимальное 

в тропиках на высотах 200-500 гПа, а также в высоких широтах Северно- 

го полушария на высоте 500-1000 гПа и достигающее там 1.5 К. Стати- 

стически значимое усиление западного ветра в умеренных широтах обоих 
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полушарий происходит также и в тропосфере. Пространственная структу- 

ра, модельного отклика здесь близка, к структуре отклика, усредненного по 

всем моделям. Однако величина потепления в модели ИВМ примерно в 1.5 

раза, меньше, чем в среднем по всем моделям [62]. 
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Рис. 26. Среднегодовой отклик совместной модели на, увеличение COo oA 

зонально-осредненной температуры (а) и зональной скорости ветра, (6). 
Изолинии проведены через 0.5 К для температуры и через 0.5 м:с-—1 для 

скорости ветра. Серым показаны области статистической значимости 
отклика с вероятностью 95 % 

Пространственные распределения среднегодового отклика модели для 

температуры поверхности, давления на уровне моря и осадков приведены 

на, рис. 27. В модели потепление максимально в центре Евразии (рис. 27а) 

и достигает там 3.5 К, а также в Антарктиде (до 2.5 К). На большей ча- 

сти остальных континентов потепление составляет 1-1.5 К, а на большей 

части океанов 0.5-1 К. В Южном океане, а также на севере Атлантики 

и Тихого океана, есть области, где в модели величина потепления мень- 

ше 0.5 К. В Евразии отклик модели в температуре близок по величине 

к среднему по всем моделям, а в остальных районах он меньше среднего 

примерно в 2 раза. По усредненным данным всех моделей минимальная 

величина потепления (около 1 К) имеет место в тех же местах, где потеп- 

ление минимально, и в модели ИВМ РАН: в Южном океане и на севере 

Атлантики. 

Давление при увеличении СО> в модели ИВМ уменьшается в высоких 

широтах обоих полушарий на, 1-2 гПа, и несколько возрастает в субтропиках 

обоих полушарий (рис. 276). Это неплохо соответствует отклику, усреднен- 
ному по всем моделям. 
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Рис. 27. Среднегодовой отклик для температуры поверхности (а), давления на 

уровне моря (6) и осадков (в). Изолинии проведены через 0.5 К для 
температуры, через 0.5 гПа, для давления. Для осадков изолинии соответствуют 

значениям -0.8, -0.4, -0.2, -0.1, 0.1, 0.2, 0.4, 0.8 мм-сут`!. Серым показаны 

области статистической значимости отклика, с вероятностью 95 % 
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Глобально осредненные среднегодовые осадки в контрольном экспери- 

менте составляют величину 2.76 мм.сут!, что близко к среднему по всем 

моделям значению 2.83 мм.сут-! и оценкам по данным наблюдений [126] 

2.66—2.82 мм.сут-1. Среднеквадратичное отклонение среднегодовых осад- 

ков в контрольном эксперименте составляет около 0.01 мм:сут-1, а отклик 

модели на увеличение СО. достигает значения 0.03 мм.сут-1. Для моде- 

лей СМГТР величина этого отклика изменяется от 0.03 до 0.15 мм.сут-1. 

Таким образом, и для глобально осредненных осадков отклик модели 

ИВМ РАН оказывается одним из наименьших среди всех СМТР-моде- 

лей. 

Рассматривая пространственное распределение отклика осадков в мо- 

дели (рис. 27в), можно отметить статистически значимое увеличение осад- 

ков в центре Тихого океана, в районе летнего азиатского муссона, в север- 

ной половине Евразии и Северной Америки, а также в некоторых районах 

средних и высоких широт Южного полушария. Статистически значимое 

уменьшение осадков произошло на юге Европы, в тропической Атлантике, 

а также в некоторых субтропических районах обоих полушарий. Геогра- 

фия уменьшения и увеличения осадков в модели ИВМ хорошо согласуется 

с откликом, усредненным по всем моделям. В тропиках и субтропиках от- 

клик модели ИВМ имеет более пестрый характер, чем отклик, усредненный 

по всем моделям СМТР [62], поскольку усреднение по моделям приводит к 

дополнительному сглаживанию. 

Большая часть среднегодового потепления в Евразии вызвана потеп- 

лением в холодную половину года. Вклад динамики в потепление на, кон- 

тинентах Северного полушария в холодное полугодие достигает на, севере 

Европы и западе Сибири 1-2 К, что составляет 20-50 % от общего потепле- 

ния. В остальных районах вклад изменения динамики в потепление близок 

к нулю или даже слабоотрицателен. В давлении в Северном полушарии от- 

клик в этот период также больше по величине, чем среднегодовой, и зна- 

чительная часть его обусловлена Арктической осцилляцией [117]. Большая 

часть увеличения осадков на севере Атлантики и Европы, а также боль- 

пая часть уменьшения осадков на, юге Европы, обусловлена изменениями 

динамики атмосферы. 

4.1.2. Отклик в океане 

Температура поверхности океана, является одним из главных факторов, 

формирующих отклик совместной модели на увеличение содержания СО.. 

Поскольку парниковый эффект в возмущенной совместной системе прояв- 

ляется, в первую очередь, в перераспределении радиационных потоков, то 

отклик в ТПО должен быть связан с откликом в радиационном балансе 

поверхности океана. 
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При рассмотрении связи между откликом ТПО и откликами для соста- 

вляющих потоков импульса и тепла,.на, поверхности океана, полагается, что 

потоки в океан имеют положительные значения, а, из океана, — отрицатель- 

ные. Приведенные в табл. 5 коэффициенты пространственной корреляции 

показывают, что сильные связи имеются между откликом ТПО и величи- 

ной отклика в поверхностном напряжении трения ветра (ту/), откликами в 

потоке скрытого тепла (ЬН) и балансах длинноволновой (LW) u KopoTKo- 
волновой (5\) радиации, а, также их суммы (Г\!--5\,). Это справедливо 
как для глобального океана, так и для его основных акваторий — Тихо- 

го, Атлантического и Индийского океанов, к которым отнесены и соответ- 

ственные секторы Южного океана. Коэффициенты корреляции и средние 

значения откликов в потоках рассчитывались для полосы 55°5-55° М. Та: 

кой выбор обусловлен тем, что здесь круглый год практически отсутствует 

сплошной лед, значительно изменяющий теплообмен между атмосферой и 

океаном. Следует отметить, что все корреляции значимы на уровне 99 %. 

Таблица 5. Коэффициенты пространственной (в полосе 55°5-55°М) корреляции 

между откликом в ТПО и откликами для составляющих потоков на, поверхности 

океана, (г) и их средние по пространству величины (М). Значения ги М 
приводятся для глобального (ГО), Тихого (ТО), Атлантического (АО) и 
Индийского (ИО) океанов. Приведены значения для откликов следующих 

составляющих потоков на, поверхности океана: ти — поверхностного 

напряжения трения ветра; НВ — баланса, тепла; ШН — скрытого тепла; 

ЭН — явного тепла; LW u SW — балансов длинноволновой и коротковолновой 

радиации и их суммы Ь\/--5\. Средние величины для составляющих потоков 

тепла приведены в Вт-м-?, а для напряжения трения — в Нм? 

Tw HB LH SH 

т Мх103 r M г М r M 

TO | -0.41 4.0 -0.14 | 0.94 | -0.54 | -0.91 | -0.19 | 0.96 

TO | -0.43 3.2 -0.21 | 0.92 | -0.50 | -0.86 | -0.16 | 1.09 

AO | -0.31 5.9 -0.04 | 0.78 | -0.60 | -0.18 | -0.16 | 0.75 

ИО | -0.64 4.0 -0.24 | 1.14 | -0.51 | -1.91 | -0.43 | 0.85 

  

  

  

                      

  

LW SW LW+SW 

r M т М r M 

ГО | -0.43 | 3.35 | 0.48 | -2.46 | 0.45 | 0.89 

ТО | -0.25`| 3.38 | 0.31 | -2.69 | 0.30 | 0.69 

АО | -0.61 | 3.70 | 0.63 | -3.49 | 0.57 | 0.21 

ИО | -0.09 | 2.84 | 0.41 | -0.64 | 0.50 | 2.20 

  

  

                  

Для всех регионов Мирового океана, и, следовательно, для глобального 

океана, в целом характерно увеличение по модулю ветрового воздействия 

на океан при увеличении концентрации СО>. Значительные отрицательные 
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величины корреляции для ту/ свидетельствуют о том, что отклик динами- 

ческого локального воздействия атмосферы в значительной мере участвует 

в формировании отклика в ТПО. Причем это участие может быть как за, 

счет вегрового перемешивания, так и за, счет модуляции потоков скрыто- 

го и явного (ЭН) тепла. Ветровое перемешивание понижает ТПО за, счет 

вовлечения нижележащих, более холодных, слоев океана. Поток скрытого 

тепла практически всегда способствует теплопотерям океана. Поэтому рост 

его величины за счет усиления ветра также уменьшает величину ТПО. 

Наибольшая связь, с корреляцией —0.64, для туу наблюдается в Индий- 

ском океане. По-видимому, это связано с тем, что наиболее сильно ветровое 

воздействие на структуру течений проявляется именно в Индийском оке- 

ане в связи с изменчивостью, в частности, муссонной циркуляции. Поэтому 

повышение корреляции в этом регионе может быть обусловлено нелокаль- 

ным ветровым воздействием через адвекцию посредством изменения струк- 

туры поверхностных течений. В Атлантике, несмотря на то, что средняя 

величина изменения ту’ (0.0059 Н.м-2) выше, чем в остальных регионах, 
корреляция оказывается наименьшей. 

Во всех основных акваториях Мирового океана в полосе 55°5-—55°М из- 

менение среднего по пространству притока тепла к океану при увеличе- 

нии концентрации СО2 осуществляется за, счет длинноволновой радиации 

и потока явного тепла, что вполне объясняется парниковым эффектом: 

происходит задержка длинноволновой радиации в тропосфере и рост ее 

температуры. Средние по пространству теплопотери в выделенных регио- 

нах океана при увеличении концентрации СО2 формируготся за счет из- 

менений потока скрытого тепла и баланса коротковолновой радиации. В 

полосе 55°5-—55°М глобального океана средний за последние 20 лет экс- 

перимента приток тепла в океан, обусловленный увеличением концентра- 

ции СО2, составляет 0.94 Вт.м-^. 

Учет знаков и величин корреляций позволяет сделать предположение, 

что формирование пространственной структуры отклика в ТПО осуще- 

ствляется в основном за счет изменения суммарного радиационного ба- 

ланса. При этом сам этот баланс зависит от ТПО, так как формирование 

облачности над океаном, определяющей пространственную структуру ра- 

диационного баланса, в свою очередь зависит от ТПО. 

На рис. 28а показаны пространственные распределения откликов в ТПО 

(с помощью градаций серого цвета) и в радиационном балансе поверхности 

океана (с помощыюо изолиний). Как уже было показано выше, среднегло- 
бальная ТПО увеличилась (см. рис. 27). Однако это увеличение, обуслов- 
ленное парниковым эффектом, неоднородно по акватории Мирового океана, 

(рис. 28а). Более того, в отдельных областях отклик в ТПО имеет отрица- 

‘гельные значения. ИЗ рис. 28а видно, что области бобльших положительных 

значений отклика для ТПО связаны с положительными значениями откли- 
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ка, для радиационного баланса. Наоборот, области с менышими значениями 

отклика для ТПО привязаны к областям с отрицательными значениями 

радиационного отклика. Эта связь проявляется в довольно сильной про- 

странственной корреляции между этими откликами, составляющей вели- 

чину 0.45 для полосы 55°5-—55°М акватории Мирового океана. 

Отрицательная корреляция между откликом в ТПО и откликом в ГМ 

объясняется тем, что в областях малых значений температурного отклика 

наблюдаются большие положительные значения отклика в ГА. Последние 

обусловлены высокой облачностью в этих районах, которая, в свою оче- 

редь, ослабляет проникновение коротковолновой радиации к поверхности 

океана. Поэтому в областях малого отклика ТПО наблюдаются большие 

отрицательные отклики в 5\'. Отрицательные значения отклика в 5\М/ пре- 

восходят по величине положительные значения отклика в ГУ! в этих ре- 

гионах, что обуславливает большую пространственную корреляцию между 

откликами в ТПО и Г\М!/-+5\У. 

Из рис. 28а видно, что имеется несколько регионов со значительным от- 

рицательным откликом радиационного баланса поверхности океана. 'Гри из 

них расположены в Тихом океане и привязаны к Американскому побере- 

жью, два находятся в тропиках Южного и Северного полушарий и один — 

в средних широтах Северного полушария. Еще три области расположены 

в Атлантическом океане, из которых две находятся в тропиках Южного 

и Северного полушарий и одна — в средних широтах Северного. Следует 

отметить, что эти области захватывают всю ширину Атлантики. 

Сформированная картина, пространственного отклика в ТПО оказыва- 

ет существенное влияние на формирование отклика для скрытого тепла, 

что проявляется в большой отрицательной корреляции для ПН. Через по- 

ток скрытого тепла океан отдает тепло, накопленное за счет изменения 

радиационного баланса, в атмосферу. Атмосфера также нагревает океан 

за счет изменения потока явного тепла. Однако последнее уже не столь 

сильно привязано к пространственной структуре отклика в ТПО, что про- 

является в малых значениях корреляций для ЭН (см. табл. 5). Процессы 

потери тепла за счет [Н и его приобретения за счет ЭН, в среднем по океа- 

нам, почти компенсируют друг друга (табл. 5). Поэтому главным фактором 

роста, среднеглобальной ГПО при увеличении концентрации СО оказыва- 

ется изменение радиационного баланса поверхности океана. 

Поскольку соленость поверхности океана сильно зависит от баланса, 

пресной воды (осадки минус испарение) на поверхности океана, то их от- 

клики должны быть сильно связаны. Это хорошо проявляется на рис. 286. 

Из этого рисунка видно, что отрицательные значения отклика для солено- 

сти привязаны к областям больших значений отклика для потока, пресной 

воды в океан, где осадки превышалот испарение и происходит распреснение 

поверхностных вод. Наоборот, области положительных отклонений солено- 
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Рис. 28. а — Пространственные распределения откликов в ТПО (°С, градации 

серого цвета) и в радиационном балансе на, поверхности океана, (изолинии с 

шагом 2 Вт-м-^); 6 — Пространственные распределения откликов в солености 

(° /оо, градации серого цвета) и в потоке пресной воды (осадки минус испарение) 

на поверхности океана (изолинии с шагом 0.2 мм-сут-!). Темная игтриховка, и 
непрерывные изолинии соответствуют положительным областям, светлая 

штриховка и прерывистые изолинии — отрицательным 
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сти связаны с областями повышенного испарения. Эта, связь проявляется в 

большой пространственной корреляции между пространственными распре- 

делениями откликов для солености и потока пресной воды на поверхности 

океана, которая достигает величины —0.52 для полосы 55°9-55°М аквато- 

рии Мирового океана. 

Следует отметить, что если в Тихом океане наблюдается распреснение, 

то в Атлантическом океане в основном имеет место осолонение поверх- 

ностных вод. Это вполне соответствует пространственной структуре от- 

клика в потоке пресной воды на поверхности океана, обусловленного уве- 

личением концентрации СО2. Такой характер изменения солености соот- 

ветствует также и пространственному распределению отклика осадков в 

модели (рис. 27), где статистически значимое увеличение осадков наблю- 

дается в Тихом океана, а уменьшение — в тропической и субтропической 

Атлантике. 

4.1.3. Чувствительность модели общей циркуляции атмосферы 

к изменению содержания парниковых газов 

Целесообразно сравнить чувствительность совместной климатической 

модели и чувствительность автономной модели общей циркуляции атмо- 

сферы. С рассмотренной в разделе 2 версией модели ИВМ РАН был прове- 

ден численный эксперимент, в котором модель аналогично контрольному 

эксперименту (заданы пространственно-временные распределения темпе- 

ратуры поверхности океана (ТПО) и границ морского льда) интегриро- 
валась на 17 лет, но с удвоенным содержанием СО2. На рис. 29 изобра- 

жен среднегодовой отклик этой модели на удвоение СО2 для зонально 

осредненной температуры, скорости зонального ветра, а также темпера: 

туры вблизи поверхности Земли. Характерное время приспособления алт- 

мосферы к внешнему воздействию составляет не более нескольких меся- 

цев, так что отклик можно считать установившимся. В стратосфере из-за 

увеличения длинноволнового выхолаживания происходит понижение тем- 

пературы до 7 градусов, практически совпадающее с тем, что происходит 

при удвоении содержания СО2 в совместной модели атмосферы и океа- 

на (см. выше). В то же время повышение зонально осредненной темпера: 
туры в тропосфере при фиксированной ТПО выражено гораздо слабее и 

составляет всего 0.20.5 градуса. У поверхности потепление оказывается 

максимальным на континентах в умеренных и высоких широтах, достигая 

там 0.5-1.0 градуса. Неравномерность охлаждения стратосферы создает 

небольшие изменения в скорости зонального ветра, которые в северном по- 

лушарии близки к Арктической осцилляции, а в южном — к аналогичной 

Антарктической осцилляции. Величины изменений скорости ветра, не пре- 

вышают 1—2 м/с. 

10 Современные проблемы..., т. 2 145



S
R
T
 

NO
 

©
 iS
 

50 

100 

~ - - 
Tem nee” 

200 - 

500 -   

   

      

       

    

     

   

  

   

   

  

T 2CO2-CNT 
oe x 

  

ее OS. . xe 

2 Е 
м 

WES Сол 
LenS 

ge etree 0 5 

ows, 
(. . ` 

` 
< 

` 
“see 

0 

  

ee 
SS Nes 

S LES < 
DISD ee 

POOR АЯ 

  

mewn 

BAS 
ore 
er 7 у 

  

а — ees 

CRISES 
COR 
ZNO 
PEGs 

  

   

    

  

  

30S 

  

вом 90N 

   

  

   

Ee
! IS

 
OE

S 

50- 

100- 

200 + 

  
900 - 

U 2CO2-CNIT 

    

  

      1000 4 
90S 60S 30S  £Q 

T2m 2COQ2—-CNT 
  

  
    

Рис. 29. Среднегодовой отклик зонально осредненной температуры, К (вверху 

слева), скорости зонального ветра, м/с (вверху справа) и температуры 
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приземного воздуха, К (внизу) на удвоение содержания СО> 

в модели общей циркуляции атмосферы



На рис. 30 представлен глобально осредненный отклик температуры на 

увеличение содержания углекислого газа, на 5 %, на уменьшение содержа- 

ния озона, на 5 % и их сумма. Указанные изменения близки к наблюдаемым 
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Рис. 30. Вверху — среднегодовой глобально осредненный отклик 

температуры, К, на 5 Я уменьшение озона, (штриховая линия), 

на 5 Я увеличение содержания углекислого газа, (точечная линия) 
и на их сумму (сплошная линия). Внизу — те же величины на 44° с.ш., 

а, также данные наблюдений [82] (жирная линия) 

трендам этих величин за 10 лет. Соответствующие расчеты были проведе- 

ны по результатам численных экспериментов с 39-уровенной версией атмо- 

сферной модели, в которой верхняя граница расчетной области располага- 

ется на высоте около 90 км [121]. Максимальное похолодание происходит 

в нижней мезосфере. В стратосфере вклады изменения содержания озона 

и углекислого газа в похолодание примерно равны, а в нижней мезосфе- 

ре вклад уменьшения озона в 2-2.5 раза превосходит вклад увеличения 

содержания СО2. По данным наблюдений [82], проводившихся на 449с.ш., 

похолодание также максимально в нижней мезосфере и достигает там 4 

градусов за, 10 лет. Данные модели неплохо согласуются с наблюдениями, 

так что наблюдаемый тренд температуры в стратосфере и нижней мезо- 

сфере в основном может быть объяснен изменением содержания озона и 

углекислого газа. 
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4.2. Экстремальные климатические проявления 

на территории России для современного климата 

и при удвоении содержания углекислого газа 

При исследовании климата и его изменений особый интерес предстал 

вляют экстремальные климатические ситуации, которые часто оказывают 

наибольшее отрицательное влияние на природную среду и на экономиче- 

скую деятельность и здоровье человека в отдельных регионах. В связи с 

этим при моделировании глобального потепления, связанного с увеличе- 

нием содержания СО>, наряду с изменением средних климатических ха- 

рактеристик необходимо рассматривать экстремальные климатические си- 

туации, связанные с аномалиями температуры и осадков в умеренных и 

высоких широтах Евразии. Ниже эта, проблема рассматривается с упором 

на, особенности их прявлений на территории России. 

4.2.1. Методология 

Для ее исследования была использована одна из версий климатической 

модели ИВМ РАН, атмосферная часть которой имеет разрешение 2.5° по 

долготе, 2° по широте и 21 уровень по вертикали от поверхности Земли до 

высоты 10 гПа, а, океанский блок представлен моделью однородного по вер- 

тикали 50-метрового слоя океана, включающей возможность образования 

морского льда [73]. Использование процедуры коррекции потока тепла, на 

поверхности обеспечивает то, что температура, поверхности океана (ТПО), 

а, также распределение морского льда, в такой модели близки к наблюда- 

емым. Ошибки воспроизведения среднегодовой ТПО почти всюду не пре- 

восходят 1 градуса, а, среднегодовая площадь морского льда отличается от 

наблюдаемой не более чем на 5 %. 

С этой моделью были проведены два численных эксперимента, в пер- 

вом из которых (контрольном) моделировался современный климат. Для 

этого после интегрирования модели на 15 лет и достижения равновесного 

состояния была проведена серия из 20 расчетов с использованием различ- 

ных начальных данных. Продолжительность каждого такого расчета, со- 

ставляла, 2 года. Кроме контрольного проводился эксперимент с удвоением 

содержания углекислого газа, который полностью аналогичен контрольно- 

му, но концентрация СО2 была задана вдвое превышающей современное 

значение. Таким образом, был получен набор данных, покрывающий 40 

лет контрольного эксперимента и 40 лет эксперимента, с удвоением СО. 

Для анализа использованы как среднемесячные, так и ежедневные дан- 

ные о приземной температуре и осадках. Ниже рассматривается устано- 

вившийся отклик модели на удвоение содержания СО2 и анализируется 

климат и его изменения в умеренных и высоких широтах Евразии в ре- 

гионе от 35° до 80° с.ш. и от 0? до 180° в.д. с особым акцентом на их 
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`обенностях для территории России. Результаты моделирования совре- 

менного климата, сравниваются с данными о приземной температуре реа- 

нализа МСЕР за 1963—2002 гг. и с данными наблюдений за осадками на суше 

за, 1959-1998 гг. [76]. 

‚ На, рис. 31 показано изменение зонально осредненной температуры при 

удвоении СО2 в рассматриваемом эксперименте и рассчитанное по версии 

модели с горизонтальным разрешением в атмосферном блоке 5° по долготе 

и 4° по широте и с полным океаном для условий, когда содержание СО> 

увеличивалось со скоростью 1 % в год. Хотя в последнем случае отклик не 
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Рис. 31. Отклик зонально осредненной температуры на удвоение содержания 

СО. для модели с полным океаном (вверху) и с 50-метровым океаном (внизу). 
Изолинии проведены через 1 К 

является установившимся, из рисунка видно, что величина, похолодания в 

стратосфере в обоих экспериментах очень близка и достигает 7 градусов. 

Потепление в тропосфере в случае 50-метрового океана примерно в 2 раза 

сильнее, чем в случае полного океана. 

Географическое распределение изменения температуры приповерхност- 

ного воздуха, для обеих версий модели изображено на рис. 32. Для удобства 
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сравнения результаты по модели с полным океаном умножены на, 2. В обоих 

случаях максимальное потепление происходит в высоких широтах, а, также 

на континентах в умеренных широтах, где изменение температуры соста- 

вляет 3—5 градусов. Над тропическими океанами повышение температуры 

составляет 1.5-2 градуса. Отличия между двумя моделями больше всего 

о. rs к Hy р 

va 2 aa Patt 9: 
ey ся < v к as 

LAER ом SS   
Рис. 32. Отклик температуры воздуха, у поверхности на удвоение содержания 

СО2 для модели с полным океаном (вверху) и с 50-метровым океаном (внизу). 

Изолинии проведены через 0.5 К. Результаты модели с полным океаном 

умножены на 2 

проявляются над океанами в средних и высоких широтах в тех районах, 

где в океане происходит конвекция. В модели с полным океаном потепле- 

ние там не превышает 0.5-1 градуса, а в случае 50-метрового слоя дости- 

гает 1-1.5 градуса. Однако в целом результаты, полученные по модели с 

50-метровым слоем океана, оказывалотся близкими к тем, что дает модель с 

полным океаном. В связи с эти с указанными оговорками рассматриваемый 

здесь равновесный отклик модели с 50-метровым океаном можно считать 

реалистичным подобием неравновесного отклика полной модели. 

150



4.2.2. Воспроизведение климата и его изменений на территории 
. России 

На рис. 33 представлено распределение среднеклиматической темпера: 

туры в декабре-феврале и в июне-августе по данным МСЕР и результатам 

модели. Модель в основном верно воспроизводит распределение средней 

температуры. К числу недостатков можно отнести завышение зимой тем- 

пературы в южной и центральной Европе, а также в Казахстане и Средней 

Азии, примерно на 5 градусов. Летом модель на 3—5 градусов завышает 

температуру на крайнем севере Сибири и несколько занижает в Казахстане 

и Средней Азии. 

Среднеквадратичное отклонение (СКО) приземной температуры для 

зимних месяцев на большей части России составляет 3-4 градуса, что пра: 

вильно воспроизводится моделью. Летом на большей части России СКО 

среднемесячной температуры по данным наблюдений составляет величину 

примерно в 1.5 градуса, а, на северо-востоке Сибири достигает 2-2.5 граду- 

сов, что также хорошо воспроизводится моделью. 

Пелесообразно выбрать в качестве меры ”климатической экстремаль- 

ности” самые большие по величине аномалии среднемесячной температу- 

ры, имевшие место за, 40 лет наблюдений, и сравнить их с аналогичными 

данными, полученными за 40 лет интегрирования модели в контрольном 

эксперименте. На рис. 34 вверху представлены самые большие положитель- 

ные аномалии среднемесячной температуры, рассчитанные за зимний сезон 

(декабрь, январь, февраль). В умеренных широтах России самые большие 

наблюдаемые положительные аномалии составляют 6-8 градусов, на, севе- 

ре они достигают 10 градусов. Эти значения в основном хорошо воспро- 

изводятся моделью. Модель несколько занижает значения этой величины 

только на тоге европейской части России. Большие значения максималь- 

ной аномалии в некоторых точках Ледовитого океана, по данных реэанализа, 

объясняются заданием там отсутствия льда в некоторые годы. 

Максимальная отрицательная аномалия среднемесячной температуры 

по данным наблюдений составляет в России в основном 10-14 градусов. Это 

больше по величине, чем максимальная положительная аномалия. Модель 

в основном верно воспроизводит наблюдаемую величину максимальной от- 

рицательной аномалии температуры. 

В летние месяцы величины максимальных аномалий по данным наблю- 

дений меньше, чем зимой (не показано), и не превышают в умеренных 

широтах 4—5 градусов, в то время как на севере и северо-востоке Сибири 

они достигают 6-8 градусов. В модели величина максимальных положи- 

тельных аномалий в основном близка к данным наблюдений, а величина 

максимальных отрицательных аномалий близка или немного меньше, чем 

наблюдаемые. 

151



    

  

   

  

Хх 

      

“R
A 

         = 2 15 | 

140Е 160Е 180 
а 

0 20E 40 60E 

    

  

60E  80E — 100 120E 140E  160E 

obs T2m JJA 
    

‘ 
SASS 

Sie 
S672 

LOS GRRE 

    
a aN 
Se   

Рис. 33. Сверху вниз: температура приземного воздуха (С) по данным МСЕР и 

модели в декабре-феврале; температура приземного воздуха по данным NCEP u 

модели и июне-августе. Изолинии проведены через 5 градусов 
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Рис. 34. Сверху вниз: самая большая положительная среднемесячная аномалия 

приземной температуры по данным МСЕР и по данным модели; самая большая 

отрицательная аномалия приземной температуры по данным МСЕР и по 

данным модели. Изолинии проведены через 2 К. Данные — для зимнего сезона, 
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Изменения температуры в зимние месяцы в результате удвоения в мо- 

дели содержания СО> представлены на, рис. 35. Как видно из рисунка, мак- 

симальное потепление происходит над Баренцевым, Карским и Охотским 

морями в тех местах, где при удвоении СО2 тает лед. Там потепление до- 

стигает 8—10 градусов. На большей части Сибири повышение температуры 

составляет 5-7 градусов, а в европейской России величина потепления из- 

меняется от 3 до 5 градусов. На этом же рисунке приведено распределение 

изменений температуры в самые теплые и самые холодные зимние меся- 

цы. Повышение температуры в самые теплые месяцы в основном на 1—2 

градуса, меньше, а в самые холодные месяцы на 1-2 градуса больше, чем 

потепление, осредненное за все месяцы. Это свидетельствует о том, что при 

удвоении СО2 зимний климат становится менее экстремальным, посколь- 

ку температура самых холодных зимних месяцев повышается сильнее, чем 

температура, всех зимних месяцев в целом. 

Летние (июнь, июль, август) изменения температуры при удвоении со- 

держания СО2 представлены на рис. 36. Самое большое потепление (до 4—5 

градусов) происходит над Охотским морем и на юге региона (около 3 гра- 

дусов). В умеренных широтах потепление составляет около 2 градусов, а на 

севере оно не превосходит 1-1.5 градусов. Над Северным Ледовитым океа- 

ном и северной Атлантикой изменения температуры близки к нулю. Изме- 

нения температуры самых теплых летних месяцев составляют на большей 

части России, в том числе и на севере, 2-3 градуса, и лишь на северо-западе 

Европейской части не превосходят 1-1.5 градусов. Таким образом, во мно- 

гих районах России летом температура самых теплых месяцев повышается 

сильнее, чем температура в среднем. Температура самых холодных летних 

месяцев повышается в высоких широтах на 0-2 градуса, в умеренных ши- 

ротах повышение составляет около 2 градусов, а на юге региона не пре- 

восходит 2-3 градусов. Повышение температуры самых холодных летних 

месяцев происходит примерно также или выражено несколько слабее, чем 

потепление в среднем. 

Чтобы проиллюстрировать, как меняется при удвоении СО2 экстре- 

мальность климата, связанная с аномалиями температуры, на, рис. 37 пред- 

ставлены изменения: средней температуры; температуры, осредненной по 

самым теплым месяцам; температуры, осредненной по самым холодным ме- 

сяцам; максимальной за, сутки температуры, осредненной по самым теплым 

месяцам, и минимальной за сутки температуры, осредненной по самым хо- 

лодным месяцам. Чтобы уменьшить случайный шум, все рассматриваемые 

данные осреднены вдоль кругов широты от 30° до 130° в.д., т.е. по всей 

территории России, исключая Дальний Восток. 

В зимние месяцы в средних широтах России повышение температуры 

в экстремально холодные месяцы происходит примерно на 1 градус силь- 

нее, чем потепление в среднем, а минимальных за сутки температур — на 
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Рис. 35. Изменение приповерхностной температуры зимой при удвоении 
содержания СО>: для всех зимних сезонов (вверху), для самыхо теплых (в 

середине) и холодных (внизу) месяцев. Изолинии проведены через 1 К 
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Рис. 36. Изменение приповерхностной температуры летом при удвоении 

содержания СО2: для всех летних сезонов (вверху), для самых теплых (в 

середине) и холодных месяцев (внизу). Изолинии проведены через 0.5 К 
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Рис. 37. Распределение изменений приповерхностной температуры: осредненной 

по всем месяцам (сплошная линия); осредненной по самым холодным месяцам 
(сплошная линия с черными квадратами); осредненной по самым теплым 
месяцам (сплошная линия с пустыми квадратами); минимальной за сутки, 
осредненной по самым холодным месяцам (пунктирная линия с черными 

квадратами), и максимальной за сутки, осредненной по самым теплым месяцам, 
для зимы (вверху) и лета, (в середине). Внизу — изменения максимальной 

(линия с пустыми квадратами) и минимальной (линия с черными квадратами) 
температуры. Данные осреднены с 30° по 130° в.д. 
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2—3 градуса сильнее, чем среднее потепление. Потепление в экстремально 

теплые месяцы происходит на 0.5 градуса, слабее, чем среднее потепление, 

а максимальных температур за сутки в экстремально теплые месяцы — 

на 1—2 градуса слабее, чем потепление в среднем. 'Так, на широте Москвы 

среднее потепление зимой составляет 5.3 градуса, повышение минимальной 

за сутки температуры в экстремально холодные месяцы равно 8.0 граду- 

са, а повышение максимальной за сутки температуры составляет лишь 3.6 

градуса. Таким образом, зимой на большей части России экстремальность 

климата при удвоении СО2 ослабевает. Летом южнее 55° с.ш., наоборот, 

повышение температуры в экстремально теплые месяцы сильнее, чем по- 

тепление в целом, а изменение температуры в экстремально холодные ме- 

сяцы меньше, чем среднее потепление. Это свидетельствует об усилении 

экстремальности климата летом южнее 55° с.ш. Существенных различий 

между летними изменениями максимальной, минимальной и средней за 

сутки температуры по данным модели не обнаруживается. Севернее 60° 

с.ш. летом, как и зимой, происходит ослабление экстремальности климата, 

связанной с аномалиями температуры. В нижней части рис. 37 представле- 

ны изменения максимальных и минимальных температур, имевших место 

за весь период эксперимента. Повышение минимальных температур в сред- 

них и высоких широтах достигает 6-11 градусов и почти всюду превосходит 

как повышение средних зимних, так и максимальных зимних температур. 

Повышение максимальных температур в средних широтах составляет, в 

основном 3-4 градуса. Это намного меньше, чем повышение минималь- 

ных температур. Тем не менее в северной половине территории повышение 

максимальных температур выражено сильнее, чем повышение средних за 

летний сезон температур. 

Воспроизведение моделью среднесезонных осадков в сравнении с на- 

блюдаемыми представлено на (рис. 38). Зимой модель на большей части 

России завышает количество осадков в 1.5-2 раза. Летом географическое 

распределение осадков получается в модели в основном верно. Исключение 

составляет юг Европы, где количество осадков в модели занижено в 1.5-2 

раза. 

Удобной для сравнительного анализа, характеристикой является средне- 

квадратичное отклонение (СКО) среднемесячных осадков, нормированное 

Ha среднемесячное значение этой величины, которое представлено на, рис. 

39. Зимой на большей части России эта величина составляет по данным 

наблюдений 0.40.5, но в засушливых регионах, таких как Средняя Азия и 

юг Сибири, она достигает значений 0.6—1.0. В модели изменчивость осад- 

ков на большей части России несколько меньше наблюдаемой и составляет 

0.3-0.4, однако на юге рассматриваемой территории она достигает 0.6-1.0. 

Летом в большей части умеренных широт по данным модели и наблюдений 

СКО осадков составляет около 0.4, а на юге территории, особенно в Сред- 
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Рис. 38. Зимние (верхняя пара рисунков) и летние (нижняя пара) осадки по 

данным наблюдений (вверху каждой пары) и модели (внизу каждой пары). 

Изолинии проведены через 0.5 мм/сут. Незакрашенные места, здесь и на, 

следующем рисунке означают отсутствие наблюдений 
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ней Азии, его величины достигает значения 1 и больше. Данные модели 

для летнего сезона в основном согласуются с наблюдениями. 

Как зимой, так и летом, по данным наблюдений максимальные сред- 

немесячные осадки превышают климатические на большей части России 

примерно в 2 раза, но в засушливых районах (юг Сибири зимой и Средняя 

Азия летом) отношение максимальных величин осадков к средним дости- 

гает 4—6 и более. Зимой отношение максимальных осадков к среднекли- 

матическим в модели почти всюду немного (на 10-20 процентов) меньше 

наблюдаемого или близко к нему, однако максимум на юге Сибири в мо- 

дели выражен недостаточно. Летом отношение максимальных осадков к 

средним в модели почти везде не слишком отличается от наблюдаемого. 

Отношение минимальных среднемесячных осадков к средним зимой по 

данным наблюдений составляет около 0.2-0.3, но в засушливых районах 

оно не превосходит 0.1. В модели эта величина в основном меняется от 0.3 

до 0.4, однако в засушливых районах достигает 0.1. Завышение этой вели- 

чины моделью связано, вероятно, с завышением средних осадков. Как по 

данным наблюдений, так и по данным модели, в летние месяцы в доста- 

точно увлажненных районах отношение минимальных осадков к средним 

составляет 0.2-—0.4, а в Средней Азии и Казахстане эта, величина не превы- 

шает 0.1, поскольку в засушливые месяцы там практически не выпадает 

осадков. 

При увеличении содержания СО.2 в модели зимой севернее 45-502 с.ш. 

происходит увеличение осадков на 20-50 % ‚, а южнее — их уменьшение 

на 10-30 % (рис. 40). Такие изменения осадков связаны в основном с уве- 
личением индекса Арктической осцилляции (АО). Летом увеличение осад- 

ков на 10-30 % происходит севернее 55-60? с.т., а уменьшение наиболее 

сильно заметно на юге Европы и в Средней Азии, где оно достигает 20-— 

40 Й. Эти изменения также связаны с изменением динамики атмосферы, 

а именно, с увеличением индекса АО. Рис. 41 показывает, как меняется 

экстремальность климата, связанная с аномалиями осадков. На этом ри- 

сунке представлены относительные изменения средних осадков, осадков в 

самые влажные месяцы и осадков в самые сухие месяцы. Как зимой, так 

и летом, севернее 55° с.ш. увеличение экстремальных осадков примерно 

соответствует изменению средних осадков. Однако в южной части терри- 

тории как зимой, так и летом, изменения максимальных осадков невелики, 

а, минимальных осадков — в несколько раз превышают средние и достигают 

зимой величины —0.5, а летом значения —0.3. Это означает, что уменьше- 

ние осадков на юге территории достигается в основном за счет месяцев с 

очень малым количеством осадков, в то время как количество осадков в 

экстремально дождливые месяцы почти не меняется. 

Чтобы понять, за счет каких факторов произошло изменение количе- 

ства выпавших осадков при удвоении СО2, были рассчитаны интенсивность 
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Рис. 39. Сверху вниз: среднеквадратичное отклонение среднемесячных осадков, 

нормированное на их среднеклиматическое значение для зимнего сезона, по 

данным наблюдений и модели, то же для летнего сезона по данным наблюдений 

и модели. Изолинии проведены через 0.1 
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Рис. 40. Географическое распределение изменений осадков в эксперименте с 

удвоением СО2 по сравнению с контрольным экспериментом, нормированное на 

величину осадков в контрольном эксперименте, для зимнего (вверху) и летнего 
(внизу) сезонов. Изолинии проведены через 0.1 
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Рис. 41. Широтное распределение изменений осадков в эксперименте с 

удвоением СО2 по сравнению с контрольным, нормированное на значение 

_. осадков в контрольном эксперименте для зимнего (вверху) и летнего (внизу) 
_ сезонов. Линия без маркировки — данные для всех месяцев, линия с черными 

квадратами — данные для самых сухих месяцев, линия с пустыми квадратами — 

’ данные для самых влажных месяцев. Данные осреднены с 30° по 130° в.д. 
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осадков и количество дней с осадками. Полагалось, что в каком-либо уз- 

ле сетки модели данные эксперимента включали сутки с осадками, если 

их количество за этот период превышало 0.5 мм. Средняя интенсивность 

осадков вычислялась как среднее количество осадков в те сутки, когда 

количество осадков превышало 0.5 мм. Зимой севернее 45° ст. при увели- 

чении содержания СО2 интенсивность осадков увеличивается на, 10-20 % 

по сравнению с интенсивностью осадков в контрольном эксперименте. При 

этом количество дней с осадками увеличивается не очень существенно. Это 

означает, что увеличение зимой количества, выпавших осадков в умеренных 

птиротах происходит в большей степени за, счет увеличения их интенсивно- 

сти, чем количества, дней с осадками. Летом, наоборот, в северной половине 

территории увеличение количества, осадков большей частью происходит за 

счет увеличения количества дней с осадками. В южной половине террито- 

рии происходит уменышение количества, осадков и это уменьшение почти 

целиком обусловлено сокращением числа, дней с осадками, в то время как 

интенсивность осадков меняется несущественно. Максимальное количество 

осадков, выпавших за сутки в контрольном эксперименте в данном узле 

сетки, составляет на большей части России величину 50-55 мм и лить в 

Арктике оно уменьшается до 30-35 мм. При увеличении содержания СО? 

во всех рассматриваемых районах происходит увеличение на, 10-20 Я мак- 

симального количества, осадков, выпавших за сутки, в том числе и на юге 

территории, где в среднем происходит уменьшение количества, осадков. 

Заключение 

Основные результаты, представленные в данной работе, могут быть 

суммированы следующим образом. 

Климатические модели. Разработан комплекс моделей общей цирку- 

ляции атмосферы с различным пространственным разрешением: 4х5 х21 

(4° по широте, 5° no долготе, 21 уровень по вертикали), 4ж5х 39, 2х2.5х21, 

1х 1.25 х 21, описывающих процессы как в тропосфере и стратосфере, так и 

в мезосфере. Отдельные модели реализованы на современных параллель- 

ных вычислительных системах. 

В рамках международных проектов сравнения атмосферных моделей 

АМТР-Ги АМТР-П проведены численные эксперименты по моделированию 

современного климата (поверхностная температура, океана, и распределе- 

ние морских и континентальных льдов заданы как функции времени для 

периода 1979-1995 гг.). Исследовано качество воспроизведения климати- 

ческих характеристик (первого момента, высокочастотной и низкочастот- 

ной изменчивости атмосферной циркуляции и др.) в зависимости от важ- 

ного свойства конечномерных аппроксимаций — точного воспроизведения 

квадратичных и линейных интегралов движения в двумерном приближе- 
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нии. Показано, что для разрешения 4 х 5х 21 воспроизведение линейных 

интегралов играет решающую роль при формировании бароклинных зон 

и бароклинной неустойчивости. Анализ результатов показал, что разра- 

ботанные в ИВМ РАН модели находятся на уровне лучших зарубежных 

моделей. Численные эксперименты по исследованию отклика мезосферы и 

стратосферы на реальные изменения концентрации углекислого газа, и озо- 

на, в верхней атмосфере показали, что наблюдаемый тренд температуры в 

верхней атмосфере может быть объяснен только при условии включения 

изменений озона в термодинамический цикл. 

_ Построена модель циркуляции Мирового океана с разрешением 

2.5° х 2°х 33. С помощью этой модели воспроизведен современный кли- 

мат Мирового океана, с качеством на уровне лучших зарубежных моделей. 

Разработана, совместная модель общей циркуляции атмосферы и океана, 

с учетом динамики ледового покрова и на основе этой модели в рамках 

международного проекта сравнения совместных моделей (СМТР) воспро- 

изведен современный климат. Важно отметить, что в модели не использу- 

ется процедура коррекции потоков на поверхности океана. Этого удалось 

достичь главным образом за счет того, что модели атмосферы и океана 

сами по себе достаточно хорошо воспроизводят климатические состояния 

атмосферы и океана. Результаты численных экспериментов показали, что 

модель находится на уровне современных мировых достижений. Это следу- 

ет из сравнения характеристик климата, полученных в ходе экспериментов 

с совместной моделью ИВМ РАН по сценарию СМТР, с результатами об- 

работки данных по сообществу моделей, участвующих в этом проекте [62]. 

Модель удовлетворительно воспроизводит не только первые и вторые мо- 

менты динамических и термических характеристик, но и такие специфиче- 

ские явления, как статистика Эль-Ниньо, отклик атмосферной циркуляции 

на, это явление, арктические колебания и другие фундаментальные харак- 

теристики атмосферной и океанической циркуляции. 

Реализован также вариант совместной модели с упрощенным представ- 

лением океана — описанием процессов лишь в его верхнем 50-метровом 

слое. Численные эксперименты показали, что модель в основном непло- 

хо воспроизводит как среднеклиматическое распределение температуры и 

осадков, так и их межмесячную изменчивость, а также экстремальные кли- 

матические ситуации, связанные с аномалиями температуры и осадков. 

Теория чувствительности. Сформулирован метод вычисления опе- 

ратора отклика климатических моделей и реальной климатической систе- 

мы на малые внешние воздействия (расчет возмущения первого момента). 

Метод основан на применении диссипационно-флуктуационных соотноше- 

ний для систем с большим числом положительных показателей Ляпуно- 

ва. Хотя законченной теории чувствительности для моделей климата в на- 

стоящее время не существует, нет принципиальных затруднений, которые 
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бы препятствовали ее созданию. Численные эксперименты, проведенные с 

моделями общей циркуляции атмосферы, показывают, что при нахожде- 

нии отклика атмосферной циркуляции на, малые внешние возмущения хо- 

рошие результаты можно получить с помощью линейного приближения. 

Флуктуационно-релаксационное соотношение дает возможность аппрокси- 

мировать линейный оператор отклика, среднего состояния модели, причем 

для этого достаточно знать только ее статистические характеристики. По- 

строенный приближенный оператор отклика позволяет с высокой точно- 

стью воспроизвести как величину, так и пространственную структуру ли- 

нейной части отклика современных моделей общей циркуляции атмосфе- 

ры на малые внешние воздействия. Кроме того, оказывается возможным 

построить такой оператор по данным наблюдений для реальной климати- 

ческой системы. Это дает возможность решить ряд важных физических 

проблем, в частности построить внешнее воздействие, оптимальным обра- 

зом возбуждающее Арктическую осцилляцию, провести идентификацию 

климатических моделей по отношению к их чувствительности. Представ- 

ленные результаты должны стимулировать дальнейшие усилия по созда: 

нию теории чувствительности реальной климатической системы к малым 

внешним воздействиям, что явилось бы первым шагом для решения другой 

важнейшей проблемы — проблемы управления климатом. 

Чувствительность климатических моделей к малым внешним 

воздействиям. Главный результат здесь — исследование чувствительно- 

сти климата, по отношению к изменяющейся во времени концентрации уг- 

лекислого газа, (рост на 1 % в год), выполненное с помощью численного экс- 

перимента, с совместной моделью общей циркуляции атмосферы и океана, в 

рамках международной программы СМТР. С этой целью проанализирован 

отклик совместной модели атмосферы и океана, на увеличение атмосфер- 

ного содержания СО2. Глобально осредненное потепление на поверхности 

составляет по данным модели около 0.99 К. Максимальное потепление про- 

исходит в центре Евразии и достигает там 2-3.5 К. В холодную половину 

года это потепление выражено сильнее (3-5 К), чем в теплую половину 

(1-1.5 К). Приблизительно третья часть величины потепления в холодное 

полугодие в Евразии (1-2 К) объясняется изменением динамики атмосфе- 

ры, а именно, увеличением индекса Арктической осцилляции. Аналогичное 

изменение динамики атмосферы в средних широтах Северного полушария 

происходит и при удвоении СО2 в модели атмосферы с фиксированной 

температурой поверхности океана. Главным же фактором роста среднег- 

лобальной ТПО при увеличении концентрации СО2 является изменение 

радиационного баланса поверхности океана. 

Результаты численного эксперимента, с моделью общей циркуляции ат- 

мосферы с верхним слоем океана по исследованию отклика атмосферы 

на удвоение содержания СО2 показали, что при увеличении содержания 
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СО зимой в основном происходит уменьшение экстремальности клима- 

та, на территории России. Летом над южной ее частью экстремальность, 

связанная с положительными аномалиями температуры и с малым коли- 

чеством осадков, усиливается. Над северными регионами экстремальность 

климата, как и зимой, в основном ослабевает. Увеличение осадков над се- 

верными районами и уменьшение их на тоге во многом обусловлено изме- 

нением динамики атмосферы, а именно — увеличением индекса Арктиче- 

ской осцилляции. Однако величина изменения индекса АО при глобальном 

потеплении, и даже ее знак, сильно меняются от модели к модели. Поэто- 

му физические закономерности, определяющие изменение индекса. АО при 

глобальном потеплении в реальной климатической системе, безусловно ну- 

ждаются в дополнительном исследовании. 

Суммируя все вышеизложенное, следует подчеркнуть, что стратегия 

научной деятельности ИВМ РАН в рамках национальной климатической 

программы может быть охарактеризована как базирующаяся на следую- 

щих трех основных положениях: 1) создание оригинальной климатической 

модели, 2) реализация модели на параллельных вычислительных систе- 

мах, 3) разработка, математической теории климата, и 4) исследование акту- 

альных для России региональных проблем климатической изменчивости. 

Можно утверждать, что в Институте вычислительной математики РАН 

созданы теоретические и технологические предпосылки для решения за- 

дач, связанных с проблемой предсказания климатических изменений — 

как естественных, так и вызываемых деятельностью человеческого сообще- 

ства. Разработанные в Институте модели общей циркуляции атмосферы и 

океана достигли в настоящее время мирового уровня сложности описания 

физических процессов и адекватности воспроизведения характеристик со- 

временного климата. Результаты моделирования совместной циркуляции 

атмосферы и океана, свидетельствуют о перспективности дальнейшего раз- 

вития климатической модели ИВМ РАН с целью исследования изменений 

климата, на различных масштабах времени. Все это позволяет надеяться 

Ha создание в будущем национальной экспертной системы, на базе которой 

должны осуществляться оценки и научно обоснованные прогнозы колеба- 

ний и изменений климата, как в глобальном, так и региональном масштабах. 

В заключение авторы считают своим приятным долгом выразить глу- 

бокупо благодарность академику Г.И. Марчуку за, его постоянный интерес 

к проблеме математического моделирования климата; совместная деятель- 

ность с Гурием Ивановичем всегда, проходила в творческой взаимообогаща: 

ющей атмосфере. Авторы также благодарны А.В. Багно, Е.В. Дмитриеву, 

В.Н. Глухову, В.Б. Залесному, С.В. Кострыкину, А.А. Корневу, Е.Е. Ма- 

чульской, С.П. Смышляеву и А.Н. Филатову за плодотворное сотрудниче- 

ство при исследовании различных вопросов, связанных с моделированием 

климата и его изменений. 
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Представленные в данной работе исследования выполнены при фи- 

нансовой поддержке Министерства промышленности, науки и техноло- 

гий (контракт № МО-10(00)-1Т), Российского гранта ”Научная школа” 
НШ-1958.2003.5, Российского фонда фундаментальных исследований 

(гранты №№ 01-05-64150, 02-05-64901, 02-05-64909, 02-05-64911, 02-05-65020, 

02-15-98515, 03-05-64358, 03-05-64660, 04-05-64919, 04-05-64898), а также 

ИНТАС (гранты №№ 00-189, 01-732, 01-2132). 
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Введение 

Изучение процессов, формирующих общую циркуляцию морей и океа- 

нов, имеет давние традиции. Оно обусловлено исторически потребностями 

судоходства, рыболовства, прогноза погоды, морскими торговыми и воен- 

ными операциями. 

Математические модели циркуляции морей и океанов направлены на 

описание и изучение ярких общих закономерностей и явлений, имеющих 

глобальный характер [1-20, 22-39, 44-55, 57-71, 73-103, 105-151]. К ним 

относятся прибрежные струйные течения и крупомасштабные океанские 

круговороты (Гольфстрим, Куросио, Антарктическое циркумполярное те- 

чение и т.д.); процессы экваториальной динамики и явление Эль-Ниньо; 

мезомасптабные вихри открытого океана и фронтальные ринги; глубо- 

кая конвекция и процессы замерзания и таяния льда; глобальный перенос, 

схематически отражающий сложную трехмерную геометрию многослойной 

термохалинной циркуляции. 

С физической точки зрения под общей циркуляцией океана (ОЦО) по- 
нимается среднее по времени движение морских и океанских вод в боль- 

ших акваториях. Это движение отражает некоторое равновесное состояние 

трехмерных полей скорости, температуры, солености и плотности, кото- 

рое формируется в результате долгопериодного взаимодействия климати- 
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ческой системы атмосфера-океан-континент-льды. Если в климатической 

системе выделить океанскую среду, то можно говорить о том, что общая 

циркуляция океана, возбуждается внешними по отношению к морской среде 

термохалинными (нагревание, охлаждение, осадки, испарение) и механиче- 

скими (ветер, атмосферное давление, силы лунно-солнечного потенциала) 

факторами. | 
Океанские движения развиваются в тонком вращающемся сферическом 

слое сложной геометрии, ограниченном материковыми границами и донной 

поверхностью. Характерные масштабы области: по вертикали Н -> 4 км, 

по горизонтали [, -> 10000 км. Их отношение составляет Н/Г -—^ 4х 10“. 
Характерное отношение горизонтального масштаба, явления к размеру бас- 

сейна, Г, / Г, также мало и равно, примерно, 10-3. Движения в океане доста 

точно медленные, особенно в его глубоководных частях, время обращения 

вод в океанском бассейне около ста лет. При характерной величине скоро- 

сти течений и > 1-10 см/сек, время установления равновесного режима в 

Мировом океане — более 1 000 лет. 

Современным инструментом теоретических и практических исследова- 

ний крупномасштабной океанской циркуляции является численное модели- 

рование. Приведенные оценки показывают, что задача, численного расчета 

и анализа, общей циркуляции океана требует больших вычислительных за- 

трат и высокого сеточного разрешения. 

Наша работа посвящена проблемам математического моделирования 

циркуляции морей и океанов. В разделах 1-6 излагаются некоторые общие 

вопросы, связанные с формулировкой математических моделей и числен- 

ных методов их решения. В разделах 7-11 приводятся и обсуждаются ре- 

зультаты численного моделирования конкретных объектов: Мирового оке- 

ана, Северной Атлантики и Гольфстрима, Северного Ледовитого океана, 

Каспийского и Белого морей. 

1. Математическая формулировка задачи 

Модель общей циркуляции океана основывается на нелинейных урав- 

нениях крупномасштабной гидротермодинамики. Уравнения модели выте- 

кают из уравнений Рейнольдса, описывающих бароклинное движение вра- 

шающейся жидкости с некоторыми традиционными в океанологии прибли- 

жениями. 

Под термином ”уравнения Рейнольдса” понимаются осредненные по 

времени уравнения движения идеальной жидкости. Это связано с тем, 

что движение в морских и океанских водах почти всегда турбулентное. 

Его качественный анализ и воспроизведение с помощью ”точных” моделей, 

описывающих весь спектр природных турбулентных пульсаций, неупоря- 

доченных потоков, упорядоченных мезомасштабных структур и крупно- 

179



масштабных циркуляций, невозможны. В этой связи при построении ма- 

тематических моделей используется подход, предложенный Рейнольдсом 

в 1895 г. Подход основан на переходе от ”гочных” уравнений к уравнени- 

ям, описывающим осредненное турбулентное движение. Эти специальным 

образом осредненные уравнения называются уравнениями турбулентного 

движения Рейнольдса. 

Техника построения осредненных уравнений состоит в следующем. Ис- 

комая вектор-функция 4р с компонентами: скорость, давление, плотность, 

и тд. представляется в виде суммы быстро и медленно меняющихся слага- 

емых 1/', 1: 

Ось времени разбивается на равные интервалы длиной т и исходные урав- 

нения, описывающие нелинейную динамику идеальной жидкости, интегри- 

руются по времени на каждом интервале. В качестве новой искомой вектор- 

функции выбирается ее медленно изменяющаяся компонента, a, равная со- 

ответствующим средним значениям на каждом интервале длиной т. Ин- 

тегралы от быстро меняющихся слагаемых, или пульсаций, всех величин 

на интервалах т полагаются равными нулю. Интегралы от их нелинейных 

взаимодействий выражаются через комбинации осредненных функций с 

помощью некоторых физических гипотез турбулентного замыкания. 

1.1. Уравнения общей циркуляции морей и океанов 

Уравнения динамики морей и океанов, описывающие осредненную 

крупномасштабную эволюцию турбулентных термохалинных полей, в сфе- 

рических координатах Л, ф, 2 имеют вид 

Be mn ay — ty = EE 4 OS + Das (1.1) 

мое + (1.2) 

т = Эри, (1.3) 

mn = (=) + 53(=)| + oe = 0, (1.4) 

а ~ or + Бг + (роср) 11, -(1- А), (1.5) 

~ = ous + Ds, (1.6) 

Pu = Pw(T,S,p) 3B QU, 4,2), (1.7) 
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где 

а д д д д 
т ВЕТ Е 

ar nan |" фт" 9% 
Координата Л направлена Вдоль широты (на восток), координата ф — 

вдоль долготы (на север), координала, х — по вертикали (вниз от невозму- 

щенной поверхности моря). Система, уравнений (1.1)-(1.7) рассматривается 

на интервале по времени (0, #| в трехмерной области ®. Область @ ограви- 
чена границей 0%. Граница состоит из поверхности моря z = —C(A,¢,?), 

боковой поверхности 0 = 05 + Оо, где дз — твердая береговая, 

а Обо — жидкая морская граница и рельефа дна Н(Л, $). Здесь и, v, w 

— компоненты вектора скорости, ТГ — потенциальная температура, 5 — 

соленость, р — давление, ро — отсчетная (средняя по области) плотность, 

Pw — отклонение от нее реальной плотности, р — отклонение потенциаль- 

ной плотности, ии, М, иг, из — коэффициенты вертикальной турбулентной 

вязкости и диффузии; ри, му, ит, из — коэффициенты горизонтальной тур- 

булентной вязкости и диффузии; [ — параметр Кориолиса: [ = 2 зш ф. 

Величины т и п — метрические функции, равные: в сферической системе 

= ——, n= —, А — радиус Земли, в — угловая скорость вращения 
В соз ф В 

Земли ; в декартовой системе т = п = 1. Слагаемые О, Ру, От, 05 опи- 

сывают процессы горизонтальной турбулентной диссипации и диффузии. 

К уравнениям (1.1)-(1.7) присоединяются граничные и начальные усло- 
вия. Более подробно они обсуждаются в специальных пунктах, здесь при- 

водится один из их типичных вариантов. 

Граничные условия: 

по вертикальной переменной при х = —С(Л,Ф,® 

ди Tr Ov Te dC Cu Te Sy p= pam, = (18 Vy 92 0 Vy dz 00 dt + Ww P = Patm ( ) 

OT OS 
ига. = yr(T —Ts;) + Qr, Usa = ys(S — Ss) + Qs; (1.9) 

по вертикальной переменной при х = Н(Л, 9) 

ОН ОН 
w= mau + "оф" (Би, вн) =0, (Dv,ny) =0, (1.10) 

(ОТ,впн)=0, (0О5,пн)=0; (1.11) 

на боковой поверхности >» 

(м, ny) — 0, (Vu, ny) — 0, (Уч, ns) — 0, 

(УТ, ny) = 0 (VS, ny) = 0, (1.12) 
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re T,,74 — KOMMOHEHTHI Hallps#2KeHuA Tpenua BeTpa, Ts, 55,Q7r, Qs — задан- 

ные значения температуры, солености, потоков тепла, и соли на поверхно- 

сти воды, рат — атмосферное давление, п — нормаль к соответствующей 

поверхности, 

ЭН, _ Ff; +1 Ny = i) cos(ny, i) + ig cos(ny, ig) 
Эл ^ ag ° 2) > — Ad diy *x g COB\NS,, 19); 

Oa, 
Da = (тор тов) 5 \Ма = (тома три) a= Иа maya 30 °° an, 1e = Ha Mayr пд . 

пн = —т 

Начальные условия (при t = 0): 

и -— 90, U= U0; Г=Ъ, S = So, С = (0. (1.13) 

Функция ри(Т, 5, р), определяющая уравнение состояния морской воды 

выбирается на основе эмпирических соотношений. В некоторых случаях, 

например, для неглубоких морей, плотность может зависеть лишь от тем- 

пературы и солености: ри = рш(Т, 5). 

Система уравнений (1.1)-(1.7) по традиции в океанологии называется 
системой ’примитивных” уравнений общей циркуляции. Она получена из 

классических уравнений гидродинамики вралцалощейся жидкости при ис- 

пользовании традиционных в океанологии приближений Буссинеска, гид- 

ростатики, несжимаемости, линейного замыкания турбулентного обмена, 

моментом, теплом и солью. 

Доопределение задачи. Уравнения (1.1)-(1.7) сформулированы в 
предположении о том, что во все моменты времени жидкость устойчиво 

стратифицирована, по плотности. Выполнение физического условия устой- 

чивой стратификации требует соответствующего математического выра- 

жения — доопределения математической постановки задачи. С физической 

точки зрения это является параметризацией подсеточного процесса конвек- 

тивного перемешивания. Этот процесс не описывается уравнениями общей 

циркуляции и его следует параметризовалть. 

Одной из возможных параметризаций конвективного перемешивания 

является введение нелинейной зависимости коэффициента вертикальной 

турбулентной диффузии тепла и соли от градиента потенциальной плот- 

ности по вертикали. Например, можно положить 

  ИГ = Иб = Иша + (пах 5 Minin) (1 — sign (SP) ) (1.14) 

или 

Vp = Vg = Vmin CXP (a: | — tanh (2252) (1.15) 
Oz 

Где Vmax, YVmin, Q1, @2 — положительные постоянные, Vmax >> Mmin, 

од = 5 11 [Итах /Ипи |. 
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1.2. Граничные условия 

_ Задача общей циркуляции морей и океанов формулируется как 

начально-краевая задача для системы уравнений (1.1)-(1.7). При поста: 
новке краевых условий границу области 2 разделяют на несколько частей: 

верхнюю поверхность раздела атмосфера-море, нижнюю донную поверх- 

ность, боковую береговую границу. Верхняя граница в общем случае явля- 

ется движущейся поверхностью моря 2 = —С(Л,ф,®. В большинстве рас- 

сматриваемых случаев для донной поверхности выполняется ограничение 

z= H(A, ¢) > Ну > 0, так что береговой контур неподвижен. 

Ранее (третье соотношение (1.8)) приведено кинематическое граничное 

условие без учета потока массы на поверхности воды. С учетом потока, 

массы (осадков, испарения, таяния льда) динамика, верхней границы моря 

описывается следующим неоднородным уравнением свободной поверхности 

моря (Каменкович, 1973): 

00 _-l ap TV VIG + w= ps W, (1.16) 

где р; — плотность пресной воды; И = Р+М- Е — интенсивность потока 

воды в море [kr c-! m2]; P, EH — интенсивность осадков и испарения; 

М — интенсивность таяния льда, М < 0, если происходит намерзание льда. 

Условия на границах атмосфера-океан и лед-океан. Граничные 

условия для физических потоков субстанций (соли, тепла, импульса) на 
границе раздела, атмосфера-море в общем случае можно представить как: 

Первый член правой части (Рек) — это поток субстанции, не связанный с 

потоком воды через границу (например, касательное напряжение трения 

ветра, поток явного тепла). Второй член — перенос субстанции, связанный 

с потоком воды через границу. 

Не углубляясь в оценки величин потоков различных субстанций, свя- 

занных с потоком воды, отметим, что наиболее значимые для крупномас- 

штабной термогидродинамики морей и океанов потоки — это поток скры- 

того тепла при испарении и фазовых переходах вода-лед, поток соли при 

фазовых переходах вода-лед, вода-пар и, при ‘некоторых условиях, поток 

тепла при осадках на, лед. 

При изменении массы жидкости свойства ее субстанции могут изме- 

няться и при нулевых внешних потоках. Пример — это изменение солености 

морской воды при испарении и осадках. Аналогичный эффект имеет место 

и для других характеристик жидкости. Например, осадки, при пренебреже- 

нии приносимыми с осадками теплом и импульсом, должны изменять тем- 

пературу и кинетическую энергию верхнего слоя моря только из-за, увели- 

чения массы воды. Испарение должно приводить к изменению теплозапаса 
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столба воды не только как результат потока скрытого тепла, но и вслед- 

ствие уменьшения массы воды. Оценки показывают, что для шельфовых 

мелководных районов влияние испарения на, состояние морей и океанов не 

должно ограничиваться только учетом потока скрытого тепла. 

Граничные условия на поверхности моря 2 = —С(Л, ф, #), удовлетворяю- 

щие закону сохранения субстанций при изменении объема жидкости из-за 

массобмена через поверхность, могут быть выбраны следующим образом 

(Ибраев, 2002): | 

not = —(1— Apo! + рт, 
Woe = —(1—A)pp'r? + p; Wo, (1.18) 

р = Ра, (1.19) 

cpr + ep p5'W = pe" {ORY(L— A) + QRA], = (120 
— и + бро = 0015 МА. (1.21) 

Здесь р; — плотность пресной волы; ©” (Л, ф,+) — поток тепла на границе 

воздух-вода; Ow (), ф, +) — поток тепла на границе лед-вода; с, — теплоем- 

кость морской воды: 5М — интенсивность выделения соли в море при 

намерзании и таянии льда. 

Условия на границах атмосфера-океан и лед-океан с парамет- 

ризацией потоков воды. В случаях, когда водообмен через границу 

атмосфера-океан оказывает несущественное влияние, например, при моде- 

лировании внутрисезонной изменчивости океана, в уравнении для свобод- 

ной поверхности моря при описании потоков импульса и тепла влиянием 

переноса воды можно пренебречь, а опресняющее (осолоняющее) влияние 

осадков и испарения — параметризовать. В этом случае в уравнении для 

свободной поверхности и граничных условиях для потока импульса и тепла, 

полагают У/ = 0, а для потока солености ставится условие: 

152? = (Е -Р)5. (1.22) 
02 

Отметим, что применение условия (1.22) в общем случае приводит к на- 

рушению закона сохранения соли в области. Этот факт часто игнорирует- 

ся. Как показали эксперименты с моделью Мирового океана (Кое ап 
Мадес, 2000), нарушение закона, сохранения соли в области из-за, примене- 

ния условия (1.22) становится значимым на временном интервале 25 лет. 

В экспериментах с моделью Каспийского моря неконсервативность усло- 

вия (1.22) приводит к систематическому повышению солености на 1-2 °/о 

в год в относительно изолированных восточных районах Северного Каспия. 
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. Учет потока солнечной радиации. Хотя более половины солнечной 

радиации, проникающей в морскую воду, поглощается в верхнем полумет- 

ровом слое (длинноволновая часть солнечной радиации), оставшаяся ко- 

ротковолновая часть может значительно влиять на термодинамику верх- 

него слоя моря. Подповерхностный профиль потока солнечной энергии в 

большинстве случаев рассчитывается по двухполосной формуле (Paulson 

and Simpson (1977)): 

I(z) = Qs[R - exp(—z/¢1) + (1 — R) - exp(—z/G)}, (1.23) 

где Os — поток солнечной энергии на поверхности моря; В — эмпириче- 

ская константа; (1, (2 — вертикальные масштабы ослабления для длинно- 

и коротковолновой части солнечной радиации. 

Граничные условия с учетом температуры и солености на по- 

верхности моря. При отсутствии надежных данных о потоках тепла, 

испарения и осадков, а также когда постановка задачи позволяет, в гра- 

ничных условиях для уравнений переноса, тепла, и соли используются дву- 

мерные распределения значений температуры и солености на поверхности 

морей и океанов. Это — краевое условие Дирихле: 

Т=тТ°, S=S° (1.24) 

или Ньютона: 

OT 3 
YT Oy — V(T a T), 

OS 9 

Иногда, ставятся так называемые "смешанные краевые условия” Ньютона — 

для температуры 

ОТ дит — ИТ De 77 ( Ts) 

и Неймана — для солености (55 = 0) 

OS 
Usa = @5- 

Постановка смешанных краевых условий лучше отражает реальную си- 

туацию. Поток тепла в океан определяется локальными условиями на по- 

верхности и для него выполняется условие третьего рода (условие Ньюто- 

на). Поток солености связан с удаленными от поверхности моря процессами 

формирования осадков. 
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Линеаризация условия на свободной поверхности и условие 

твердой” крышки. Граничное условие (1.16) для некоторых задач мож- 
но упростить. Линеаризуем уравнение (1.16) относительно малых возму- 

щений свободной поверхности (С, предполагая, что | > | 56 р og , 
Ot ОЛ Оф 

В этом случае (1.16) сводится к следующему: 

OG 
— = 0. 1.26 

Условие (1.26) отражает частичную линеаризацию относительно состо- 
яния покоя С(Л,ф,#) = 0. Полная линеаризация включает также условие 
OC Ow . . 
ra > | ой В (1.26) вместо и, определяемой на, свободной поверхно- 

сти, должна фигурировать | ‚о — вертикальная скорость на невозмущен- 

ной поверхности моря д = 0 (Бреховских, Гончаров, 1982). Заметим, что 

при полной линеаризации в общем случае невозможно удовлетворить усло- 

вию сохранения соли в бассейне. Для применимости линейного приближе- 

ния при описании баротропных волн на мелкой воде (при Н < Г) необхо- 

димо, чтобы выполнялось условие (/Н < 1 (Бреховских, Гончаров, 1982). 

Часто в задачах общей циркуляции верхнюю границу моря отожде- 

ствляют с невозмущенной поверхностью 2 = 0. В этом случае вместо двух 

условий на подвижной границе х = —С(Л,ф,№: для вертикальной скоро- 

сти (1.16) и давления (1.19), ставится одно условие 

w=0, при 2 =0, (1.27) 

известное как приближение "твердой” крышки. 

Условия на дне. В некоторых случаях на дне моря, при = = Н(^, $), 

вместо второго и третьего условий (1.10) ставятся условия трения о дно: 

ди TA Ov re —— =—8 — =—-8 1.28 Vy Oz ро ) Ку Oz ро ) ( ) 

roe TA(A, $, В, т® (^, $, 8) — зональная и меридиональная компоненты на- 

пряжения трения о дно. 

Условия на боковых границах. По физическому смыслу различа- 

ются два, типа боковых границ — твердые и жидкие. На твердых боковых 

границах (05) ставятся условия свободного скольжения вдоль границ: 

  

Vn = 0, | (1.29) 

OV, 
an = 0 (1.30) 

186



ИЛИ условия прилипания: 

u=0, v=0, (1.31) 

а также условия тепло- и солеизоляции — два последних соотноше- 

ния (1.13). 
_ На участках жидких боковых границ, где вода втекает, можно поста- 

вить условия 

(u,v,T, S) = (и", ттт, бт), (1.32) 

а на участках, где вода вытекает, — 

(u,v) = (u,v), (1.33) 
oT as 

Для расчета динамики в искусственно вырезанных акваториях можно 

также использовать условия излучения волн из рассматриваемой области. 

1.3. Начальные условия 

Основной проблемой, связанной с постановкой начальных условий 

(1.13), является отсутствие данных наблюдений о полях горизонтальных 
компонент вектора скорости 0, 90, уровня (и, температуры и солености 

То, 20. Начальные поля должны быть заданы в момент времени # = 0 во 

всех точках трехмерной области (Л, ф, =). При решении практических за- 

дач, для большинства рассматриваемых морских и океанских акваторий, 

информация о начальных полях весьма скудна. Измерения гидрологиче- 

ских полей в один момент времени, во всех точках (Л, ф,2) почти невы- 

полнимая, дорогостоящая процедура. В этой связи в задаче динамики оке- 

ана возникают важные вспомогательные задачи: построение динамически 

согласованных полей и построение собственно начальных условий. Вари- 

ационный метод решения задачи инициализации (построения начальных 

полей) рассматривается далее в разделе 6, здесь мы отмечаем некоторые 

аспекты, связанные с первой задачей. 

Исторические массивы данных о температуре и солености представля- 

ют собой комбинацию различных типов данных. В них входят распределе- 

ния температуры и солености по вертикали в отдельных точках горизон- 

тальной плоскости; данные на 2-мерных плоскостях — разрезах (Л, =), (ф,2); 

измерения уровня моря и температуры поверхности, полученные со спут- 

ников, и т.д. По этим данным методами интерполяции и экстраполяции вос- 

станавливаются 3-мерные распределения полей температуры и солености. 

В большинстве случаев поэтому поля относятся к некоторому временному 

интервалу, например: месяц, сезон или год. 

187



Данные наблюдений о поле скорости более скудны — для большого чис- 

ла акваторий они практически отсутствуют. В этой связи возникает задача 

построения полей течений по данным измерений температуры и солености. 

Основное требование к реконструированным полям температуры, соле- 

ности и течений состоит в том, чтобы при использовании их в модели в 

качестве начальных условий в модельном решении отсутствовал инициа- 

лизационный шок. Инициализационный шок — это резкое изменение ре- 

шения математической модели на начальном интервале ее интегрирования 

по времени. Он вызывается рассогласованными начальными условиями и 

сопровождается большими градиентами решения по пространству и вре- 

мени. К динамически согласованным полям течений, температуры и соле- 

ности можно отнести те, которые не вызывают инициализационный шок в 

модельном решении. 

1.4. Закон сохранения полной энергии 

Пусть в модели крупномасштабной циркуляции отсутствуют источники 
и стоки энергии (т.е. из (1.1)-(1.12) исключены члены, описывающие тур- 
булентный обмен, трение и внешние силы) и на поверхности используется 
условие твердой крышки. Пусть также функция состояния морской воды 
ри(Т, 9, р) такова, что из уравнений для температуры и солености вытекает 
уравнение для потенциальной плотности морской воды р вида 

dp _ = =O (1.35) 

В этом случае имеет место закон сохранения полной энергии 

д 1 u2 + v2 
— | — —_ — Q) = 0. 1. ai | po — gpz| d= 0 (1.36) 

Закон сохранения (1.36) справедлив также при включении в уравнение для 

плотности морской воды слагаемых, описывающих горизонтальный турбу- 

лентный обмен: 

ар 
— = J),. 1. dt p ( 37) 

1.5. Модель общей циркуляции океана в о-системе 

координат 

Наряду с системой ’примитивных” уравнений общей циркуляции морей 

и океанов, записанной в рамках традиционных приближений, используют- 

ся и другие постановки задач. Условно их можно разбить на 3 группы: 

обобщенные, концептуальные и альтернативные модели. Обобщенные мо- 
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дели являются развитием исходной, более полно описывающие спектр до- 

пустимых решений. Характерным примером является негидростатическая 

модель морской динамики, основанная на полном уравнении для верти- 

кального компонента вектора, скорости [25]. 

Концептуальные, или фильтрованные модели, вытекают из исходной 

при дополнительных упрощающих предположениях. Они используются 

для выяснения качественных особенностей выделенного явления, входя- 

щего в спектр допустимых решений исходной системы. Упрощения связа- 

ны с выделением некоторых пространственно-временных масштабов, мас- 

штабным анализом слагаемых в уравнениях (1.1)-(1.7)} и пренебрежением 
малых членов. Решения фильтрованных моделей описывают асимптотиче- 

ское поведение общих решений исходной системы. Их использование по- 

лезно как для улучшения понимания отдельных процессов и элементов, 

слагающих общую картину морской циркуляции, так и для оценки необхо- 

димого пространственно-временного разрешения численной модели, поиска 

и апробации эффективных численных алгоритмов. 

Под альтернативными понимаются модели близкие к исходной, но за- 

писанные для других независимых переменных и/или для других искомых 

функций. Альтернативные модели могут быть эквивалентными в некото- 

ром смысле исходной, но могут и отличаться от нее. Отличие часто происхо- 

дит за счет изменения граничных и начальных условий, а также слагаемых, 

описывающих турбулентный обмен. В этой группе наиболее известными 

являются модели, основанные на различном представлении вертикальной 

координаты. Это — обычные #-модели, описываемые системой (1.1)—(1.7); 
р-модели, где в качестве вертикальной используется потенциальная плот- 

ность, отнесенная к заданному давлению; и о-модели с вертикальной ко- 

ординатой, следующей изолиниям рельефа, дна. Наряду с ;-моделями, раз- 

работанными в ИВМ РАН и ИО РАН, результаты расчетов которых при- 

водятся в трех заключительных разделах нашей работы, в ИВМ РАН и 

ИВМиМГ СО РАН созданы также модели, использующие о-систему ко- 

ординат. Они применяются в различных экспериментах по расчету круп- 

номасштабной динамики Мирового океана, Северной Атлантики и Гольф- 

стрима с высоким пространственным разрешением, а также совместной 

глобальной циркуляцией атмосферы и океана [2, 151. 

Приведем формулировку модели динамики океана, записанной в 

о-системе координат [2]. Введем новую вертикальную координату 
о =2/Н(л, $). Тогда уравнения (1.1)-(1.7) перепишутся в виде 

аи + d(m-") 1) —] — Ti mn ad и v= 

m [Op OH 1 0 ди 1 

“Flax 9 oN] * Rae as tO 88) 
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т — mn), + м = 

о Ee - 955 р + a ы 1S + 3Dw, (1.39) 

oe — gHpw, (1.40) 

ron x(a) + apm] + 30" = a 
~ — т + Dir, (1.42) 

ne = ase + Dig, (1.43) 

Pw = ри(Т,5,р)  B (A, ¢,¢). (1.44) 

Здесь 

d oO 1 д 

ОН п OH 
Ww, =w+mo |—u+ —— 1.45 д“ " т 96° (1.45) 

Соответствующим образом перепишутся также слагаемые, параметризую- 

щие горизонтальный турбулентный обмен и граничные условия [2, 150]. 

2. Параметризация процессов турбулентного 

обмена в моделях общей циркуляции океана 

В уравнениях Рейнольдса (1.1)-(1.7) вид слагаемых, описывающих про- 
цессы турбулентного обмена, выбран простейшим образом. Предположено, 

что макромасштабный турбулентный обмен моментом, теплом и солью по- 

добен процессу молекулярного обмена с большими коэффициентами ии, Ми, 

UT, LS, Vu, YW, VT, Vs. 
“ Процессы пульсационных масштабов, малых по отношению к описыва- 

емым в модели явлениям, называют ”подсеточными”. Это название связано 

с малыми размерами параметризуемых процессов по сравнению с шагом 

пространственной сетки при численном решении задачи. 

Изучение природных процессов, морских и океанских движений пока- 

зывает, что во многих случаях используемая простейшая аналогия с хаоти- 

ческим молекулярным движением не оправдывается. Процессы малых, не 

описываемых уравнениями общей циркуляции масштабов, имеют слокную 

природу. Их специфика должна учитываться в математических моделях. 

В морях и океанах вместе с неупорядоченными хаотическими пульсациями 
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имеются динамически активные высокоэнергетические волновые процессы, 

микромасштабные и мезомасштабные структуры, обладающие определен- 

ной регулярностью и имеющие свои особенности. Их динамика, взаимодей- 

ствие друг с другом и с крупномасштабной циркуляцией имеет сложный 

характер, что следует отразить в соответствующих параметризациях. 

Процессы турбулентности в океане принято разделять на вертикаль- 

ный и горизонтальный обмен. Это связано с выделением вертикального 

направления: (а) — по масштабу явлений (Н < Г, и (6) — по наличию 
ярко выраженной средней стратификации по плотности (р = р(2)). 

Исследования различных аспектов турбулентности представляют собой 

чрезвычайно обширный раздел физической и геофизических наук (см., на- 

пример, [52] и [69]). Здесь мы кратко остановимся лишь на современных 
формулировках параметризаций ветрового перемешивания и плотностной 

конвекции, используемых в моделях общей циркуляции океана. Основная 

задача этих параметризаций состоит в разрешении верхнего перемешанно- 

го слоя океана (ВПСО), который не воспроизводится явно моделями цир- 

куляции, но представляет собой важный элемент в цепи передачи атмо- 

сферного воздействия на океан. 

Основной гипотезой турбулентности в моделях циркуляции остается 

традиционная К-гипотеза, когда процессы перемешивания рассчитывают- 

ся через средние градиенты крупномасштабных характеристик. Так, для 

зонального компонента скорости течения эффект вертикального переме- 

шивания подсеточного масштаба представляется в дивергентной форме 

К-параметризованных турбулентных потоков: 

Ou д Ou 

9 ^ 52 (№5: 
где и, — кинематический коэффициент вертикального турбулентного обме- 

на количеством движения, или турбулентный коэффициент вязкости. Со- 

ответственно для переносов температуры и солености вводятся турбулент- 

ные коэффициенты диффузии ит и из. Теперь задачу упрощенно можно 

сформулировать как определение элементов матриц коэффициентов тур- 

булентного обмена, исключая пока процессы глубокой конвекции. 

Коэффициент и, вычисляется согласно классическому соотношению 

Колмогорова [32]: 

Vy = cVeL, vrs = Cs? VeL, (2.1) 

где си и с.’ — безразмерные функции устойчивости (учет ”’прямого” вли- 

яния стратификации динамических и термохалинных характеристик); е — 

кинетическая энергия турбулентности (КЭТ), Г — некий геометрический 

масштаб, характеризующий турбулентность (макромасштаб турбулентно- 

сти). В [81| дана, сводка различных параметризаций функций устойчивости 
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разного уровня учета, физических эффектов. В частности, при их воспро- 

изведении учитывается влияние внутренних волн, возникновение или об- 

рушение которых влияет на КЭТ. КЭТ является основной физической ха- 

рактеристикой, используемой для описании турбулентных процессов под- 

сеточного масштаба. Она определяется следующим образом: 

  
е = 0.5. (меш ии ш' м), 

где и’, о’ и и’ — турбулентные возмущения зонального, меридионального 
и вертикального компонентов скорости среднего (крупномасигтабного) те- 
чения. Вектор (м’,’, и’) будем называть ”турбулентной скоростью”. Черта 
сверху означает осреднение по ансамблю реализаций турбулентного про- 

цесса, что в случае стационарности идентично осреднению по времени. 

2.1. Модели развитой турбулентности 

В связи с малостью вертикального масштаба, по отношению к горизон- 

тальному, хорошим приближением для описания турбулентного перемеши- 

вания служит одномерное эволюционное уравнение для КЭТ, которое мож- 

но представить в виде 

5-5: (№92) =Р+В-в (2.2) 
Ot Oz Oz 

где иг = и,/о0е — коэффициент диффузии КЭТ, связанный с коэффици- 

ентом турбулентной вязкости переходной функцией о., которая мало от- 

личается от единицы [81]. Функции Р и В представляют собой скорости 
генерации КЭТ в результате сдвига скорости среднего течения и эффек- 

тов плавучести (в случае неустойчивой стратификации В > 0 представляет 

собой источник КЭТ, а при устойчивой В < 0 — сток КЭТ). Эти величины 

есть характеристики среднего состояния и ”’поступают” из модели общей 

циркуляции: 

P=%G?, B=-v,N’, (2.3) 

rye 

ди\? ди\ 2 д 

02 Oz ро Oz 

3necb Gy, — частота, сдвига, течения, М — частота, Вяйсяля-Брента, случай 
д 
РР > 0 соответствует неустойчивой стратификации. Ось 02 направлена 

© 
вверх от дна океана. 
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Функция ЕВ (2.2) — скорость диссипации КЭТ из-за вязкости среды во 

внутреннюю тепловую энергию воды (далее будем называть = просто дис- 

сипацией). Согласно соображениям размерности (|52]), диссипация связана, 

с масштабом турбулентности Ё, соотношением: 

3/2 

=, 2.4) 
где со = 0.5562 — значение функции устойчивости при нейтральной страти- 

фикации, а [, — макромасштаб турбулентности, характеризующий средний 

размер вихрей, формирующих ВПСО. По сути Ё должен воспроизводить 

размер перемешанного слоя. Теперь для замыкания (2.1)-(2.4) требуется 
определить либо Е, либо Ё. Имеются два типа дифференциальных моделей 

с процедурами замыкания, основанными на эволюционных балансовых со- 

отношениях для [, ИЛИ ДЛЯ Е. 

В модели Меллора и Ямада [126] используется эволюционное уравнение 

для (еГ,)!, а группа так называемых (К-=)-моделей для описания турбулент- 
ных процессов подсеточного масштаба, использует уравнение для скорости 

диссипации КЭТ Е. 

Анализ результатов ряда численных экспериментов не показал замет- 

ных различий результатов расчетов по (Ё-=)- и (еГ,)-моделям. Заметим, 
что при выводе балансового уравнения для = используется меньше допол- 

нительных допущений, чем при выводе уравнения для (еГ). Кроме того, 

величина Е измеряется приборами, что дает преимущество дальнейшего 

уточнения параметров в уравнении для диссипации. 

Учитывая данные обстоятельства, рассмотрим модель, основанную на 

балансовом уравнении для диссипации. Учет эволюции = принципиален, 

поскольку основная доля КЭТ именно диссипирует, и определить характе- 

ристики турбулентности в равновесном состоянии без учета, = невозможно. 

Уравнение для диссипации имеет вид 

= — > (v=) = = (¢e1P + сезВ — се2Е), (2.5) 

где и; = и,/о: — коэффициент диффузии скорости диссипации, о; — без- 

размерная переходная функция, хорошим первым приближением которой 

является значение о; = 1.08 [81]. В первом приближении полуэмпириче- 
ские константы сё, СЕо И сз определяются следующим образом: се1 = 1.44, 

СЕо = 1.92 и сез = -—0.4 при устойчивой либо сз = 1.0 при неустойчивой 

стратификации, причем величина с-з в общем виде зависит от вида и диа- 

пазона изменений функции с.? из (2.1). 
  

По сути в [125] создана иерархия турбулентных моделей для моментов турбулент- 
ных характеристик разного уровня. Цитируемая здесь модель обычно маркируется как 
замыкание "уровня 2.5”. 
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Из (2.1) и (2.4) следует уравнение для коэффициента турбулентной вяз- 

кости: 

e2 

Vy = СК, (2.6) Е 

где ск = (с0)3с*. Система замыкается одним из полуэмпирических методов 
расчета функции устойчивости (|[81]): 

се = с (М, Си,е, Е). (2.7) 

Чтобы получить коэффициенты турбулентной диффузии, требуется также 

рассчитать турбулентное число Прандтля, на чем, однако, здесь не будем 

останавливаться подробно. 

Сформулируем для данной задачи граничные условия. На, поверхности 

океана поток КЭТ состоит из потока энергии, связанного с обрушением 

ветровых волн ЛМ, плюс поток из-за, сдвига течения в тонком приповерх- 

ностном слое д: 

де и 9% 
— — a ВИЙ = Ve De My + | (7 5. dz, при &=(С, 

где 75 — напряжение трения в воде. В [46] показано, что оба, эти компонента, 
пропорциональны величине куба скорости трения в воде у поверхности 

океана, 9»: 

1/2 
[2 2 
Тат + Tay 

иж = | 
Ри 

ГДЕ Таз И Та, — зональный и меридиональный компоненты вектора ветро- 

вого напряжения 77, р, — плотность воды у поверхности океана. Таким 

образом имеем 

Oe _ 3 _ 
ven, — Ug ys при 2 = С, (2.8) 

где С. = 10 — полуэмпирический параметр (см. его оценки, например, 

в [11]). На дне океана, в пристеночном слое почти нейтральной страти- 
фикации, будем полагать отсутствие потока (источника) КЭТ, а значит, и 

наличие придонного слоя с постоянным значением КЭТ: 

Ubx 2 
е= 5} › Upu z= —H, (2.9) 

$ 

1/2 где %„ = (и. С)!“ — скорость трения на дне. 
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Уравнение для диссипации, в отличие от уравнения для КЭТ, содержит 

нелинейность, и, как показывалот эксперименты [81], из-за, больших гради- 

ентов у поверхности и дна океана, при решении (2.5) с граничными усло- 

виями Дирихле для Е возникает проблема повышенной чувствительности 

решения к шагу сетки. Эту трудность можно преодолеть, заменив гранич- 

ные условия Дирихле на условия Неймана, и сформулировав их следующим 

образом [81]. В (2.4) подставить выражение для масштаба, турбулентности 
у стенки: С = к(2+2оь), где к = 0.4 — постоянная Кармана, 2 — расстояние 
от поверхности или дна, соответственно, 2оь — параметры шероховатости 

Ha поверхности и дне океана, (заданные функции от характерных сред- 

них значений шероховатости соответствующей поверхности, молекулярной 

вязкости и скорости трения). Продифференцировав затем полученные вы- 

ражения по #, имеем: 

ОЕ 0 e3/2 = = ЕЕ 2=(,(-Н). (2.10) 

Таким образом, задача сводится к решению системы (2.2), (2.3), 
(2.5)-(2.10). 

2.2. Параметризация глубокой конвекции 

Глубокая конвекция открытого океана происходит на относительно 

ограниченной акватории океана и обладает ярко выраженным свойством 

перемежаемости во времени и пространстве. Однако роль ее в формиро- 

вании циркуляции Мирового океана, велика [120]. Так, например, глубокая 

конвекция является центральным звеном в формировании ячейки меридио- 

нальной термохалинной циркуляции в Северной Атлантике, интенсивность 

которой во многом определяет крупномасштабные особенности как общей 

циркуляции Атлантики, так и всего глубоководного обмена в Мировом оке- 

ане. 

Можно выделить три подхода к параметризации и воспроизведению 

глубокой плотностной конвекции. Первый традиционный и наиболее рас- 

пространенный подход представляет собой гидростатическое приспособ- 

ление в моделях с гидростатическим уравнением, когда при обнаруже- 

нии гидростатической неустойчивости соответствующие участки профи- 

лей температуры и солености мгновенно ’перемешиваются” до устранения 

неустойчивости при сохранении запасов тепла и соли. 

Второй подход основывается на том, что в моделях турбулентности су- 

ществует описание эффектов плавучести (см. выше компонент В в уравне- 

ниях для КЭТ и диссипации), и коэффициенты турбулентного обмена, ра- 

стут при достижении гидростатической неустойчивости. Но, как показали 

многочисленные расчеты, они все же оказываются недостаточными. Это 
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закономерно, поскольку конвективные процессы открытого океана, в ста- 

дии своего достаточно интенсивного развития происходят по физическим 

законам, отличным от законов генерации мелкомасштабной турбулентно- 

сти или когерентных мезомасштабных структур типа вихрей Ленгмюра. В 

этом случае модели либо все же дополняются гидростатическим приспособ- 

лением, либо (как отмечено ранее в 2.1) при неустойчивой стратификации 

плотности коэффициенты турбулентного обмена экспоненциально устрем- 

ляются к большим асимптотическим величинам, задающимся эмпириче- 

ски [121, 143]. 

В первом приближении различие физики явлений, происходящих в пе- 

ремешанном и конвективном слоях можно определить так. По мере рас- 

пространения фронта турбулентности от источников в перемешанном слое 

жидкие частицы смешиваются, теряя свои индивидуальные особенности. В 

то время как жидкие частицы проходят конвективный слой насквозь почти 

без смешения с окружающей средой, вызывая вовлечение с направленной 

вверх компонентой скорости окружающих вод. 

Как показывают наблюдения в океане, глубокая конвекция происходит 

путем конвективных ”’плюмажей” и груб”, представляющих группы плю- 

мажей. Оценки горизонтальных масштабов плюмажей составляют 1-2 км, 

а, труб — 10-20 км [123]. Эти явления могут быть непосредственно воспро- 
изведены негидростатическими моделями высокого разрешения [3]. 

Непосредственное воспроизведение такого рода явлений в моделях об- 

щей циркуляции пока, затруднительно. При этом отметим, что временные 

масштабы плюмажей и труб таковы, что на них влияет вращение Земли; а 

сами эти конвективные элементы могут побуждать бароклинную неустой- 

чивость. В связи с этим третий подход по воспроизведению перемешивания 

состоит в дополнении модели турбулентности той или иной схемой расчета 

интегральных подсеточных эффектов плюмажей и труб. 

Типичные вертикальные масштабы верхнего перемешанного слоя океа- 

на составляют десятки метров (до 200-300 м), а масштабы конвективного 
слоя достигают 1000-2000 м. Таким образом между зоной перемешивания 

и конвекции, распространяющейся с поверхности океана, и придонным по- 

граничным слоем в океане имеет место зона толщиной порядка 2-3 км, 

где развивается перемешивание небольшой интенсивности (так называе- 

мая перемежающаяся турбулентность), механизмы генерации и развития 

которого существенно отличаются от рассмотренных выше. При этом коэф- 

фициенты обмена порой существенно превышают молекулярные значения. 

2.3. Параметризации перемежающейся турбулентности 

Расчеты по модели развитой турбулентности позволяют выделить 

область, где собственно развитая турбулентность мала или отсутству- 
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et (е < ешш). Здесь применяется параметризация перемежающейся турбу- 

лентности. Обмены в этой зоне обусловлены в основном тремя процессами: 

сдвигом течения различной природы, обрушением внутренних волн и двой- 

ной диффузией. Существует достаточное количество оценок коэффициен- 

тов турбулентности сдвиговой природы на, основе данных специальных на: 

блюдений; коэффициенты, связанные с обрушением внутренних волн, изу- 

чены слабее и, как правило, задаются некими фоновыми константами [115]. 

С физической точки зрения двойная диффузия в океане есть резуль- 

тат превышения скорости молекулярной диффузии тепла над скоростью 

диффузии соли. Явление это имеет место при устойчивой вертикальной 

стратификации потенциальной плотности воды. Двойная диффузия про- 

исходит в двух случаях. Первый случай состоит в том, что вертикальный 

градиент солености способствует ослаблению стратификации плотности, то 

есть соленость убывает с глубиной. Перемешивание при этом называют фе- 

номеном ”соленостных пальцев”. Это явление чаще наблюдается в районе 

тропиков и субтропиков, где на поверхности океана испарение превышает 

осадки и величина солености уменьшается с глубиной. Второй случай имеет 

место при наличии температурной инверсии, когда вертикальная страти- 

фикация стабилизируется соленостью. Такое перемешивание называют фе- 

номеном ”диффузионной конвекции”. Наиболее мощные и долго живущие 

температурные инверсии существуют в арктике и субарктике и являются 

результатами развития конвекции. 

Для параметризации кинематических коэффициентов турбулентного 

обмена солью ис, теплом иг и импульсом Vy, используются полуэмпири- 

ческие формулы, предложенные в 1980-е годы Шмиттом (для соленостных 

пальцев) и Федоровым (для диффузионной конвекции). Для соленостных 

пальцев [115] 

1+ =?) 
Из — № 8 Vy = 5С- 15, 

Sic 
= с < В, < -1 2.11 

VT Pr VS, — ) ( ) 

. __ 2 arl, 
где эмпирический коэффициент ыь = 10 см“/с; Вр = oS, — плотност- 

ОТ 
ное соотношение для двойной диффузии (здесь полагаем вертикальную 

ось, направленную вниз; Т, и ©, — вертикальные градиенты; ат и ат — 

коэффициенты термического расширения и соленостного сжатия морской 

воды); Ас = —1.9 — критическое значение плотностного соотношения для 

двойной диффузии; е\1 = 3 — эмпирический параметр (степень функции); 

Pr u Sc — турбулентные числа Прандтля и Шмидта (для соли), причем 

Se=1,a 2° = (0.7 u Pr = 1.48. 
Pr 
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Для случая диффузионной конвекции [115] 

ит = ис: ехр{с2 ехр[сз 1 (В,)]}, 

fo(Rp)vr, —1< В, < -0.5 
В(Вр)ьт, —0.5< В, < 0.0’ 

Vy = Sc-vs, —1< А, < 0, 

Ис = (2.12) 

гден = 1.5.10-2 см? /с — кинематический коэффициент молекулярной теп- 

лопроводности; (с1, со, сз) = (0.909, 4.6, 0.54) — эмпирические параметры; 

функции } имеют вид 

fi 1+1/R, 

Jo |= | cat+esR, |, 
]3 св Вр 

где (с4,с5, св) = (—0.85, —1.85, —0.15) — эмпирические параметры. Число 
Шмидта, Sc = 1. 

Согласно параметризациям (2.11) и (2.12) в [53| рассмотрены особен- 
ности развития перемешивания в разных районах Мирового океана. Пока- 

заны высокая перемежаемость во времени и пространстве двойной диф- 

фузии, относительные вклады в развитие двойной диффузии соленост- 

ных пальцев и диффузионной конвекции. Выделены два, характерных про- 

странственных масштаба, ячеек, отличающихся повышенной двойной диф- 

фузией: масштаб — около 1500 км по горизонтали и 1000 м по вертикали и 

второй —250 км и 50-200 м, соответственно. Выделен ряд областей в Миро- 

вом океане, где существует повышенный фон турбулентного перемешгива- 

ния (концентрации отмеченных ячеек), связанный с двойной диффузией. 

Здесь коэффициенты обмена теплом достигают за, пределами зоны разви- 

той турбулентности 4-6 см?/с, а для соли и импульса — до 8-10 см? /с. 

Игнорирование этих эффектов в модели общей циркуляции и традици- 

онное задание постоянных коэффициентов обмена, ведет к неоправданной 

пространственной фильтрации термохалинных и динамических полей оке- 

ана. 

3. Решение уравнений динамики морей и океанов 

по времени 

За последние годы вычислительные методы динамики океана, обогати- 

лись несколькими новыми подходами и алгоритмами. Среди них прежде 

всего следует отметить следующие: 

- новые экономичные методы интегрирования систем уравнений по 

времени: прежде всего здесь следует отметить метод расщепления и 

полулагранжевый метод, 
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- новые методы аппроксимации дифференциальных задач по 

пространственным переменным: использование ’вариационно- 

разностных схем (в том числе методов конечных элементов) и схем 

повышенного порядка, точности, 

- новые вариационные методы анализа чувствительности решения, ре- 

троспективного анализа, усвоения данных наблюдений. 

Важное продвижение в теоретическом развитии и обосновании этих ме- 

тодов, в их приложении к задачам динамики морских и атмосферных про- 

цессов сделано в работах [33], [39|-[45]. 

3.1. Метод расщепления как методологическая основа 

построения численной модели морской циркуляции 

Метод расщепления для решения широкого круга задач математи- 

ческой физики был разработан советскими математиками Н.Н. Яненко, 

Е.Г. Дьяконовым, А.А. Самарским, Г.И. Марчуком ([40], [42]) и др. 

Суть метода, состоит в следующем. Предположим, что имеется следую- 

щая нестационарная задача, 

Ov 
OL + Ap = Г, te (0, 7], 

(3.1) 
p= q, t=0, 

где А — неотрицательный оператор, который может быть представлен в 

виде суперпозиции более простых операторов А; 

А=А1+ 42+...+Ам, А; >0, Wi. (3.2) 

Для решения (3.1) применим следующий метод (|40]). Сведем решение 
исходной задачи со сложным оператором А к решению серии задач с более 
простыми операторами А;. Например, если А = А! + Аз, то для того чтобы 

решить задачу (3.1), можно использовать следующую систему двухцикли- 

ческого расщепления ([40]): 

(В+ 5 А = (В- 541471, 
(B+ 5 Ao)y! = (BE — 543)? 1, 

p=! + 2rfl, 
(Е + = Aa) th? — (Е i 52), = 1, 2,..., 1 _— I, 

(B+ Tayi = (ВТА, g=q r=T/l (83 
Схема, (3.3) абсолютно устойчива и аппроксимирует (3.1) со 2-м порядком 

T 
точности по времени при условии 514 < 1. 
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Для решения (3.1) можно также использовать простую неявную схему 

расщепления: 

(Е -+тА1) 7+? = 7, 
(Е-+тА2) 671 = ФИ, 
рН = ФТ тр. (3.4) 

Схема (3.4) абсолютно устойчива, и аппроксимирует (3.1) с первым поряд- 
ком точности по времени. Она более экономична, чем (3.3), но менее точна 

по времени. 

Отметим следующие характерные особенности метода расщепления. 

1. Процесс решения исходной задачи сводится к решению серии отдель- 

ных задач более простой структуры. Реализации метода расщепления при- 

сущ модульный принцип: отдельная задача, — отдельный модуль. Каждый 

модуль может иметь свой ”сопряженный аналог”. 

2. Схемы расщепления, основанные на неявной аппроксимации, напри- 

мер, такой как (3.4), безусловно устойчивы. Это дает возможность прово- 

дить интегрирование прямой и сопряженной задачи на больших интерва- 

лах по времени. 

3. Каждый модуль может иметь аппроксимация разного типа, и точно- 

сти: например, можно комбинировать схемы конечных разностей и конеч- 

ных элементов; аппроксимировать отдельные задачи с повышенным порялд- 

ком точности и т.д. 

Отметим, что метод расщепления определен для решения систем урав- 

нений с положительными операторами. Данное свойство должно быть 

априори установлено для сформулированной задачи. Часто это выража- 

ется в нахождении некоторого интегрального инварианта или закона со- 

хранения. 

Важнейшим моментом формулировки алгоритма, расщепления являет- 

ся разбиение исходной задачи на сумму простых подзадач с положитель- 

ными операторами. В некоторых случаях выбор такого разбиения является 

нетривиальным и не единственным. 

С методологической точки зрения метод расщепления можно рассма: 

тривать более широко, формулируя на его основе численную модель слож- 

ного физического процесса. Можно обогатить исходную модель за, счет 

включения дополнительных этапов расщепления в цепочки (3.3), (3.4). 
Можно изменить исходную модель. Например, после расшепления зада- 

чи на ряд подзадач можно изменить (упростить или регуляризировать) 

задачу на отдельном этапе. 

Для создания экономичной, гибкой численной модели динамики океа- 

на, описывающей разномасштабные физические процессы, целесообразно 

иметь в наличии несколько вариантов метода расщеплений. 
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К ним можно отнести метод слабой аппроксимации, позволяющий рас- 

щепить задачу на дифференциальном уровне, метод декомпозиции обла- 

сти, разделяющий решение задач в различных подобластях, метод поком- 

понентного расщепления, позволяющий эффективно реализовать уравне- 

ния по времени на сеточном уровне, метод расщепления по физическим 

процессам. 

3.2. Метод слабой аппроксимации 

Метод слабой аппроксимации является методом расщепления в диффе- 

ренциальной форме (Яненко, 1967). Если в некотором банаховом простран- 

стве рассматривается абстрактная задача Коши в области © = Ох [0,Т] 

Op OF A bo= j= . at p= f, pli=o = 9, (3.5) 

К 
где L(t) = >»; Го(+) — линейный оператор, |ГоГв|| < М = соп8ё < ©, 

a=1 
К 

= »` Г, то, вводя на интервале [tn tns-1] вспомогательные функции 
a=1   

Yo, & = 1, К, задачу сводим к последовательности задач 

д 
= + Го Фо = fa 

Dalt, — Po—1|tn41 a= 1, К, (3.6) 

решение которых приближается в некотором смысле к решению исходной 

задачи. Пример использования метода, слабой аппроксимации представлен 

при описании метода решения уравнения вихря. 

3.3. Метод декомпозиции 

Метод декомпозиции области, возникший вначале при конструирова: 

нии итерационных алгоритмов, для эволюционных задач является вари- 

антом общего метода расщепления (|40]) с операторами, аддитивными 
по подобластям. Для задач океана со сложными областями интегрирова- 

ния этот метод является весьма перспективным, особенно учитывая воз- 

можности многопроцессорных систем. Итак, пусть имеется эволюционная 

задача (3.5) и область & составлена из непересекающихся подобластей 

Q = А о . Определим тогда некоторым образом операторы ЁГо>о таз 

кие, что Г» = Ёв и введем согласованную пространственную дискре- 

тизацио операторов Со. в подобластях (например, на основе МКЭ (Лаев- 
ский, 1992)).Тогда, вводя на интервале [, -1| вспомогательные сеточные 
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функции grta/K (у = 1, К и используя на каждом подшаге схему Кранка- 

Николсон, приближенное решение задачи (3.5) можно получить как резуль- 

тал` решения на интервале [%, {.+1| последовательности задач 

    
nta/K _ @nt(a—-1)/K Onrta/K n+(a—1)/K 

° ns + Li i = Fy, 

a=1,K. (3.7) 

Метод декомпозиции может быть успешно применен, например, при мо- 

делировании циркуляции Мирового океана, на, основе разбиения области на 

отдельные океаны с различными, вообще говоря, типами сеток. 

3.4. Метод покомпонентного расщепления 

Метод покомпонентного расщепления (|40]) состоит в разложении се- 
точного оператора, на более простые при обращении операторы, позволя- 

ющие быстро реализовывать каждый временной шаг. Пусть после про- 

странственной дискретизации задачи (3.5) сеточный оператор LN = 

и ГА > 0, где операторы Г/Л являются уже не операторами в подобла- 

стях, как в методе декомпозиции, а одномерными сеточными операторами, 

действующими, например, по координатным направлениям. Тогда, схема 

покомпонентного расщепления, применяемая к дискретному аналогу урав- 

нения (3.5) с оператором указанного типа, формально будет иметь вид 

уравнений (3.7). При этом смысл каждого этапа, расщепления будет совер- 
шенно иным. На каждом этапе будет уже решаться одномерное сеточное 

уравнение. 

3.5. Метод расщепления по физическим процессам 

С точки зрения вычислительной технологии метод расщепления по фи- 
зическим процессам дает естественнуо возможность построения иерархии 
численных моделей динамики океана различного уровня сложности с по- 
зиций нисходящего проектирования и предоставляет хорошие перспективы 
развития программного продукта. 

Рассмотрим его на примере решения исходной задачи динамики оке- 
ана, записанной в о-системе координат (1.38)-(1.44) с учетом приближе- 
ния твердой крышки. В системе уравнений (1.38)-(1.44) можно выделить 

несколько подсистем, энергетически согласованных с точки зрения зако- 
на сохранения (1.36). Каждая подсистема, имеет ясный физический смысл, 

описывая простой физический процесс, и может рассматриваться как от- 

дельный этап расщепления полной задачи. 

202



Перенос-диффузия количества движения. В качестве первой под- 

системы выделяются уравнения переноса-диффузии количества движения 

с учетом метрических слагаемых. Имеем 

du Om") _ 
a tm ag 3 и = Оли, (3.8) 

dv O(m™") 4 
а" оу = Dyy. (3.9) 

Легко видеть, что оператор переноса количества движения кососим- 

метрический. Для записи нелинейных слагаемых удобна полудивиргентная 

форма, позволяющая провести дальнейшее расщепление (|[120]). Оператор 
трехмерной задачи может быть представлен в виде суммы 4-х операторов: 

переноса-диффузии по каждой координате А, ф, а и "сферического враще- 

ния” с сохранением свойства кососимметричности слагаемых, описываю- 

щих перенос количества, движения. 

Баротропная циркуляция. Характерной особенностью задачи мор- 

ской гидродинамики является наличие двух кинематических граничных 

условий (на поверхности и на дне) для вертикальной скорости. Это приво- 

дит к некоторым трудностям при сведении задачи к эволюционному виду 

и построенито ее метода решения. Преодолеть их помогает представление 

горизонтальных компонентов скорости в виде суммы осредненных по вер- 

тикали и отклонения от них — другими словами, выделение плоского (ба- 

ротропного) движения ([44]). Используя этот прием, полагаем 

=п-и, v=d+ou, (3.10) 
1 1 

и = | uao, v= | оао. (3.11) 

0 0 

Теперь в качестве второй подсистемы выделяем уравнения, описываю- 

щие процесс баротропной циркуляции или адаптации полей течений и дав- 

ления на поверхности с учетом простой линейной параметризации трения 

о дно с коэффициентом К. Имеем 

Ou т Ono _ 
= о 9 Ви, , (3.12) 

Ov _ п, Оро _ oo la = — PO 1 5 + lu 0 94 Rov, (3.13) 

др д (#2) д (#2) _ 
90> taylan) tae\m)~” (3.14) 

где ро — давление на уровне о = 0. 
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Бароклинная циркуляция. 'Гретья подсистема, описывает бароклин- 

ное взаимодействие полей масс и течений. Она включает ту часть про- 

странственного оператора, которая не входит в предыдущие две системы. 

Данный этап является ключевым в задаче ОПО. Он описывается достаточ- 

но сложной системой дифференциальных уравнений и может быть в свою 

очередь расщеплен на ряд более простых задач ([120]). Среди них: баро- 
клинная адаптация полей течений и плотности, перенос-диффузия темпе- 

ратуры и солености по горизонтальным координатам А, ф, вертикальная 

диффузия температуры и солености, конвективное перемешивание. 

4. Аппроксимация уравнений по пространству 

Аппроксимация задач динамики океана, по пространственным перемен- 

ным в большинстве численных моделей производится методом конечных 

разностей (МКР). Преимущество МКР состоит в простоте построения и 
реализации дискретных моделей. Основными недостатками являются: по- 

лигональная аппроксимация океанских бассейнов и трудности выполнения 

интегральных инвариантов в некоторых случаях. 

В последние десятилетия альтернативным методом аппроксимации 

уравнений динамики океана, становится метод конечных элементов (МКЭ). 

Интерес к методу определяется рядом положительных свойств, которыми 

обладает МКЭ по сравнению с другими методами. 

Прежде всего, МКЭ формулируется единым образом как для регуляр- 

ных, так и для нерегулярных сеток, и многие известные схемы обобщаются 

на случай сгущающихся сеток, позволяющих увеличить разрешение там, 

где это необходимо. Кроме того, МКЭ, относясь к проекционным методам, 

основывается на слабых интегральных формулировках, и для схем МКЭ 

проще, чем для МКР, выполнить основные интегральные законы, прису- 

щие исходной задаче, и реализовать естественные в вариационном смысле 

граничные условия. 

Главными недостатками МКЭ, по-видимому, следует считать алгорит- 

мическую сложность вычислений и болыпую склонность к потере локаль- 

ных свойств решения аппроксимируемой дифференциальной задачи. 

Использование МКЭ требует разработки специальных алгоритмов для 

эффективного решения сеточных уравнений по времени, включающих 

неявные, полунеявные экономичные схемы, а также разработки программ, 

разрешающих сеточные уравнения на каждом шаге по времени. 

Ниже на простых задачах обсуждаются вопросы, связанные с дискрет- 

ными аппроксимациями уравнений динамики морей и океанов. Задачи 

можно рассматривать либо как упрощенные модели, либо как отдельные 

этапы расщепления по физическим процессам. 
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4.1. Уравнения адаптации. Балансная конечноразностная 
аппроксимация и искажение локальных 

свойств решения 

При аппроксимации уравнений движения по пространственным пере- 

менным с помощью как МКР, так и МКЭ, возникает ряд вопросов, тесно 

связанных с рассмотренной выше спецификой частных решений и внеш- 

них условий. Выделим и рассмотрим следующие типичные проблемы на 

примере уравнений адаптации. 

Малость пространственных масштабов океанской изменчивости и ее 

большие характерные времена приводят к необходимости построения чис- 

ленных моделей на основе недиссипативных (или малодиссипативных) про- 

странственных аппроксимаций. Как правило, для этого используются сим- 

метричные балансные (удовлетворяющие разностным аналогам законов со- 

хранения) схемы 2-го порядка точности. Они строятся на основе аппрок- 

симации исходных уравнений (1.1)-(1.7) или (1.38)-(1.44) — в этом случае 
сохранить энергетический баланс достаточно просто, что дает возможность 

интегрировать модель на длительный срок. 

Однако иногда тот факт, что мы аппроксимируем исходную систему, 

стремясь сохранить интегральный баланс, может приводить к искажению 

локальных свойств решения. В частности, это может выражаться в поте- 

ре свойства монотонности решения или генерации в модели фиктивных 

пограничных слоев. Поскольку в океанских моделях сеточное разрешение 

часто неудовлетворительно, амплитуда сопутствующих шумов может быть 

велика. 

Ноясним данный факт на примере воспроизведения моделью инерци- 

онных колебаний, имеющих важное значение в океанской динамике вы- 

соких широт. Предположим, что рассматриваются двумерные уравнения 

адаптации гидрологических полей. Вертикальная координата отбрасыва- 

ется, предполагая, что произведено разложение по собственным функциям 

вертикального оператора, ([24]), и рассматриваются уравнения для К-й вер- 
тикальной моды в предположении [ = соп3% и периодичности решения по 

широте (индекс К, определяющий номер бароклинной моды, опущен). 

В этом случае, в декартовых координатах имеем 

OU _ ly = —im Ot = р, 

Ov Ор 
Аи =“ 
at” ду’ 

д 
oy +e (imu + 5°) =0, О <у< Ё, 

4) = 0, при у = 0, у = L, (4.1)



где 
1 Н 

р=- р  с= —— 
po МА»’ 

т — волновое число по т. 

Аппроксимируем (4.1) на сетке С’ следующим образом: 

  

  

<a — они + 0;_1/2) + ипр; = 0, j=1,J, 

Pi 4 (imu; + ЗН = = 0, 1= 1,1, 

91/2 = 0, Vys4i/2 = 9, (4.2) 

где й — шаг регулярной сетки по у; 1 — номер точки, изменяющийся 

от 1 до; 1 = 5 g=Jdt+ 5 граничные точки. 

Если привести (4.2) к одному уравнению для 9,1, ТО получим 
2 

  

2 [212 \ 93 — а, 1 

(Sa tent ee ин (2- 0 

v1 = 0, Vz41 = 0. (4.3) 
2 

Анализ уравнения (4.3) показывает, что сеточное уравнение дает невер- 
ную асимптотику по сравнению со своим непрерывным аналогом при с -* 0: 

1) вместо инерционных колебаний с частотой [ в данном случае возни- 
кает целый спектр с частотами \/1?(1 — п? /4), где п — волновое число 

по у; 
2) при наличии в правой части (4.3) линейного источника }(у) = а-+ бу, 

стационарное решение (4.3) будет иметь вид 

  

v= т + Ст соз(2у/№,) + $С2 зт(2у/В), 

т.е., в отличие от непрерывного случая, на него будет наложено коротко- 

волновое возмущение произвольной амплитуды. 

4.2. Анализ дисперсионных свойств численных решений 

Рассмотрим задачу о численном воспроизведении процесса, распростра- 

нения инерционно-гравитационных волн в океане. Модельные уравнения 

206



запишем в виде 

9% „_ ФР 
в ^^ дт’ 
Ou _ Op 
a te By 

Op 2 (= 5.) = 
эр РС an * By = 0. (4.4) 

Конечноэлементные аппроксимации (4.4) на сетках В, С будут иметь 
вид (Кузин,1985; Кузин, Моисеев, 1987): 

сетка, В 

д 1 
Ot (u;_1 5-1) — by; 1 52 — — 5p (Pins + Pi,j-1 — Pi-1,j — Pi-1,5-1); 

  

  

д 1 

at (вуз) + lu; 151 = ~ 5p (Pins + Pi-1,j — Pij—1 — Pi-1,j-1); 

д с? 

a Pi) МНЕ Г МНЕ НЕ МЕТ 

Ро te Роу 9+1 — 45-4); (4 5) 

сетка, С 

д на бу 1 
ot ( а) —1 2 9 a= 5 (Pini — 11), 

д Ри pay 1 
at (оу) +l = Фым -РЫ) 

д c? 
Dy Piss) =F (мень — ча) + бут — а (4.6) 

Вводя гармоническое представление для решения уравнений на сетках 
В, С и определяя (и /1)?, выпишем формулы для производных (и /1)? /0К, 
9( /1)? /дт, которые характеризуют значения групповой скорости, являю- 
щейся основной характеристикой переноса, волновой энергии. В результате 

получим: 
для точного решения 

Ow 
~~ — 9)? 

Ow 2 
— = 4. 757 2А^т; (4.7) 

для сетки B 

Ow hd? , 
YOR = 9 12 sin kh cos mh, 

dw ВА. 
7 Эт — 2 12 sin mh cos kh; (4.8)



для сетки С 

Ow Ah А2 
Yap => 45 —cosmh | sinkh — sinmhcoskh| , 

Ow h А? 
75. =5 45 —coskh | sinmh — sinkhcosmh| , (4.9) 

rye A =c/l. 
Из (4.8) следует, что область верного знака, групповой скорости на, сет- 

ке В имеет правильное описание направления потока энергии только для 

достаточно длинных волн. 

Анализ (4.9) показывает, что на, сетке С при А/й < 1/2 уравнения (4.6) 
перестают правильно описывать направление потока энергии для самых 

длинных ВОЛН. 

Окончательный вывод состоит в том, что для вихреразрешающих моде- 

лей с шагами по пространству, меньшими удвоенного радиуса деформации 

Россби, схема, С является наилучшей. Для моделей с грубым разрешением 

более предпочтительны дисперсионные свойства, схемы В. 

4.3. Стационарная ветровая циркуляция в океане 

с многосвязной границей 

Задача, об определении стационарной двумерной циркуляции, возника- 

ющей под действием ветра в областях со сложной топологией, является к 

настоящему времени классической. Задачи метода полных потоков, введен- 

ного еще Штокманом [55], позволили понять многие важные черты океани- 

ческих циркуляций. Однако и сейчас задача, о нахождении баротропной со- 

ставляющей движения, выделенной из общей системы интегрированием по 

вертикали — составная часть многих моделей крупномасштабной циркуля- 

ции. Решение этой проблемы в области с неодносвязной границей является 

к тому же показательной математической задачей [44], [37]. 
Рассмотрим уравнения движения в стационарном приближении с уче- 

том влияния ветра. В уравнениях отбрасываются члены, описывающие 

турбулентную вязкость, нелинейность и зависимость течений от плотно- 

сти морской воды. Трение о дно учитывается по линейному закону. 'Гогда 

уравнения движения относительно осредненных по вертикали компонен- 

тов скорости и уравнение неразрывности в декартовых координатах (х,у,) 

следуют из (3.10-3.11) и записываются в виде 

—Ru —lv = 94, — Fh, 

—Rv+lu= gy — Fo, 

(ul). + (®Н)у = 0. (4.10) 
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Snecb U = (u,v) — вектор горизонтальных компонентов скорости, В — ко- 

эффициент трения о дно, © = —1/(900) -ро — превышение уровня, Ё\, Е — 
компоненты напряжения трения ветра. Уравнения решаются в области, 

ограниченной контурами Гь, К = 1, К. Для системы уравнений (4.10) до- 

статочным является задание на границе нормальной компоненты скорости. 

Если бассейн замкнут, то задаются условия ”непротекания”: 

U-N=0 na Ty, Е=ОК. (4.11) 

Движения, определяемые системой уравнений (4.10), являются безди- 

вергентными. Это свойство выполняется с большой точностью для за- 

дач циркуляции даже в нестационарном случае. Поэтому уравнения (4.10) 

удобно приводить к уравнению вихря. Применяя к первым уравнениям 

(4.10) операцию го%(.) = (—д/ду(.), 9/0т(.)) и вводя функцию тока, соотно- 

шениями U = т сиг] 4, где оператор си! ф = (фу, —4х) является сопря- 

женным по Лагранжу к оператору го%, приходим к уравнению 

l 
—-V- (ну) + rot (55%) = roth. (4.12) 

Граничные условия на контурах Го,...,Гк на основе (4.11) можно при- 

нять следующими: 

WIro — 0, г, — Gr, k= 0, К, (4.13) 

причем константы должны быть найдены в процессе решения. Эти констан- 

ты имеют смысл расходов воды между контурами Го и Гь, соответственно. 

Для их определения необходимо получить некоторые дополнительные соот- 

ношения. Возможен способ получения явного вида дополнительных соотно- 

шений, основанный на слабой формулировке задачи (4.12), (4.13), откуда 

сразу будет следовать естественность этих соотношений в вариационном 

смысле [44]. __ 
Итак, определим класс И/2 (9) как подпространство из И’! (Я) функций, 

равных нулю почти всюду на Го и принимающих произвольные постоян- 

ные значения почти всюду на ок, К = 1 К. Тогда. обобщенным решением 

задачи (4.12), (4.13) назовем такую функцию 4 Е И/2 (9), что интегральное 
соотношение 

I(w,v) = —(F,curl v (4.14) 

BLINONHAeTCA ya Bcex v € W4(Q). B (4.14) [(ф,5) — билинейная форма, 
соответствующая оператору уравнения (4.12): 

I(w,v) = (Gv, Ve) + Cau curl ,) 
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где скалярное произведение определяется как 

(P,Q) = | (P°Q* + PYQY) aa. 
Q 

Получим конкретный вид соотношения для определения С, (К =1,К). 

Предполагая, что 4 Е С?(Я), проведем в (4.14) интегрирование по частям, 

освобождая от произвольных функцию 5. С учетом того, что функция % по 

определению произвольна и постоянна на контурах Гу, (К =1,К), и про- 
извольна по значению, из получаемых соотношений следует, что на этом 

решении внутри области выполняется уравнение (4.12), а, на, границах воз- 

никают дополнительные нелокальные граничные условия вида 

$ (Gn _F. 5) ЧГ=0, КЕТЬ. (4.15) 
Гь 

Здесь №, 5 — единичные векторы внешней нормали и касательной к со- 

ответствующему граничному контуру. Эти условия являются искомыми 

соотношениями для определения С’; . Они естественны в вариационном 

смысле, так как их выполнение следует из выполнения интегрального со- 

отношения (4.14). Можно показать, что решение в слабой постановке при 
достаточной гладкости является классическим. С помощью техники обоб- 

щенных решений, можно также показать, что решение задачи (4.14) един- 

ственно, и доказать существование в пространстве И/2 (1). 

Проведем дискретизацию задачи, пользуясь методом Галеркина. По- 

строим пространство SN с И/1 (9), используя кусочно-линейные функции 

на некоторой триангуляции области. Для этого, прежде всего, триангули- 

руем область @ и образуем область * = шах |.) Т(”) С @ как максимальное 
т, 

объединение треугольников (т), принадлежащих 92. Предположим также, 

что границы области совпадают со сторонами треугольников. 
Определим далее непрерывные функции и; (т, у), соответствующие вер- 

шинам треугольникам Т("® — 27 = (т, 4) и упорядоченные по индексу $. 
Функции (;(х, у) кусочно-линейны на данной триангуляции, равны едини- 
це в точке $ и нулю во всех остальных точках. В дополнение к функци- 
ям и; введем координатные функции иг,, К = 1, К, кусочно-линейные на 
треугольниках и принимающие единичное значение в узлах соответству- 
ющего контура, re. Тогда подпространство 5” выбирается как линейная 

оболочка, натянутая на функции {и%, ($ = 1, №), иг, k = 1,K}. Coorno- 

шение для приближенного решения запишется в виде 

  

N K 
К = Ум + У Gywe. (4.16) 

1=1 k=1 
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Весовые коэффициенты %;, С’; находятся из интегрального соотноше- 

ния, соответствующего (4.14): 

Г”, ;) = — (Е, си в), i=1,N+K. (4.17) 

Здесь в качестве и; последовательно выбираются все функции (4, 1 = 1,N, 

иг, kK=1,K. 

Сходимость приближенного решения 4” к обобщенному ф Е И’1(1) 
имеет порядок йо 

ПЗ ко < сво со (4.18) 

rye ho — максимальная сторона треугольника. Система алгебраических 

уравнений (4.17) может быть решена, одним из итерационных или прямых 

методов [40]. 

Мы представили алгоритм расчета баротропной циркуляции океана на 

основе функции тока. Возможно приведение системы уравнений (4.10) к 

уравнению для поверхностного давления или для уровенной поверхности (. 

Опишем кратко этот вариант. Выразим скорости и, о через уровенную по- 

верхность из первых двух уравнений (4.10). Подставляя эти выражения в 

уравнение неразрывности, приходим к уравнению относительно ( 

—V (VS) — rot (az) vo) =G. (4.19) 

Граничные условия для (4.19) строятся проектированием выражений 

для и, ® на нормаль к границе. Это приводит к граничным условиям, кото- 
рые являются естественными в вариационном смысле для оператора, зада- 
чи (4.19). Тогда интегральные соотношения для нахождения приближен- 

ного решения (4.19) примут вид 

I(p% ,w;) = —(F,curl w;), i=I,N. (4.20) 

Здесь и; — кусочно-линейные функции на триангуляции области, равные 
единице в узлах сеточной области, включая граничные точки, так как уро- 
венная поверхность вычисляется и на, границе. 

Следует отметить, что многосвязность области в этом случае не вносит 
дополнительных осложнений, как в случае функции тока, однако уровен- 
ная поверхность находится с точностью до константы, поэтому для ре- 
шения системы алгебраических уравнений (4.20) необходимо использовать 
итерационные методы, работающие в подпространствах, ортогональных к 
константе [40]. 
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4.4. Комбинация метода конечных элементов и метода 

расщепления для двумерного уравнения 

адвекции-диффузии 

Рассмотрим уравнение, описывающее двумерный процесс адвекции- 

диффузии некоторой субстанции (температура, соленость, примесь) в оке- 

ане 

ak дтв — f (x1, £2, t) (4.21) 

в двумерной области ® с границей 0. Граничные и начальные условия 

выберем однородными: 

yp = 0, Ha OQ, 

yp = 0, при &= 0. (4.22) 

Предположим, что коэффициенты Ков(т1, 12) удовлетворяют условию рав- 
номерной эллиптичности в “2, а }(11,12,#) — достаточно гладкая функция. 

Для формулировки задачи (4.21), (4.22) в обобщенной форме умножим 
скалярно в [,2() уравнение (4.21) на произвольную функцию о Е И/2 (9) и 
выполним интегрирование по частям, учитывая краевое условие из (4.22). 

В результате придем к равенству 

(22,5) +15) = (49, (4.23) 
где 

2 
д Ov 

I(y,v) = 2. (во | , (y,v) = [ve dx, dxo. 
Q, =1 a Q 

Обобщенным решением задачи (4.21), (4.22) назовем функцию 

ФЕЙ’ (@х [0,Т]), фа = 0, удовлетворяющую равенству (4.23) и условию 

(,“) (0) = 0 при произвольных v,w € WH(Q). 

На основе введенной обобщенной постановки построим аппроксимацию 

задачи (4.21), (4.22). Для этого введем в ® равномерные сетки по каждой из 
переменных 11, 12 с шагами Ву, Ао, соответственно. Каждую ячейку полу- 

ченной прямоугольной сетки триангулируем диагоналями положительного 
или отрицательного направления в зависимости от знака, интеграла 

Limthi Lanthe 

bmn = 5 / / (kia + ko )day de, 
Lim L2n 

Областью О” обозначим наибольшее объединение треугольников, при- 

надлежащих . Подобласти 0” с положительной и отрицательной триан- 

гуляцией ячеек обозначим (17 и ОЛ, соответственно. Каждому внутреннему 
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y3uly (Lim; Zan), T.€. (Lim, Lan) € Q"\ A", поставим в соответствие кусочно- 

линейную функцию «тт (51, 12), равную единице в узле (т1т,12.) и нулю 

во всех остальных узлах и в 1\». Приближенное решение задачи (4.21), 
(4.22) будем искать в виде 

= У. Фтт (Кот (тт, 12), 

где суммирование осуществляется по индексам, соответствующим узлам 
(Lim, Zan) € 0”\09”. Уравнения для определения {фтп (#)} получим путем 

замены ф на ‹р” в (4.24) и принимая 9 = ить (т = 1,2,.... п=12....). 
Начальные условия для {фпл(#)} получим из равенств (ф”, ит) = 0 при 
t = 0. Если теперь воспользоваться приближенным вычислением члена с 

производной 9/0 (метод диагонализации), а именно, принимая 

д Oy 
( ae ne = ат (ть 2n5t) (1; mn) 

то систему уравнений для определения {фил(#)} можно записать в виде 

“nn (¢)(1, Wmn) + Ц, Wmn) (t) — (Л, Wmn)(t); 

(42°, итп) (0) = 0. (4.24) 

  

В операторной форме задача (4.24) принимает вид 

dip ~ 

y(0) = 0, (4.25) 

roe Y = {Ymn(t)}, 9 = diag(@mnmn), Omnamn = (1,Wmn). Сеточная функция 

f = {fmn(t)} wumeer snemeuts! fmn(t) = (f,wmn)(t). Marpuup 0, А здесь 
являются положительно определенными. 

В (Марчук, Кузин, 1982) показано, что матрица Х может быть пред- 

ставлена, в виде суммы трехточечных операторов: 

А = Aq; + Age + Aig + Agr, 

где оператор А11 действует по линиям сетки, параллельным оси х1, Л22 — 

по линиям, параллельным оси 12, А12 — по диагоналям положительно- 

го направления в подобласти №, А21 — на отрицательных диагоналях в 

подобласти 07. Доказано, что операторы положительно полуопределены 

(Лов > 0, а, В = 1,2) при выполнении условий 

ki1 > ло +koi|, keg > ah + kay]. (4.26) 
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На основании этого для решения уравнения (4.25) может быть исполь- 
зован один из методов расщепления, в частности двуциклический метод с 
использованием схемы Кранка-—Николсон на каждом элементарном шаге. 

На неравномерной триангулированной сетке, топологически эквива- 

лентной прямоугольной, применение кусочно-линейных восполнений к 

уравнению (4.21) при условии Ё12 + Ё21 = 0 также приводит к сеточно- 

му оператору, расщепляющемуся на четыре одномерных. При этом усло- 

вия положительной полуопределенности одномерных операторов сводятся 

к некоторым геометрическим условиям на параметры сетки. 

Метод был использован в моделях динамики океана при расчете функ- 

ции тока и при решении трехмерного уравнения притока, тепла в океане, 

сведенного специальным образом с помощью расщепления по сечениям к 

серии уравнений вида (4.21) (см. п. 5.5, а также (Кузин, 1985)). 

4.5. Расщепление трехмерных уравнений 

переноса-диффузии в океане 

Традиционный подход при аппроксимации уравнений в трехмерном 

пространстве требует применения координатных функций, являющих- 

ся кусочно-полиномиальными на трехмерных симплексах. В этом случае 

трудности при вычислении сеточных уравнений катастрофически возраста: 

ют. Можно выбирать координатные функции, являющиеся тензорным про- 

изведением одномерных координатных функций [40]. Вычисления коэффи- 
циентов сеточного оператора при этом существенно упрощаются, однако 

теряется возможность аппроксимировать область интегрирования набором 

треугольников. В настоящем пункте будет рассмотрена некоторая гибрид- 

ная схема, основанная на специальном представлении пространственного 

оператора задачи и расщеплении трехмерной задачи на последователь- 

ность квазидвумерных, аппроксимация которых производится более про- 

стым образом, аналогичным двумерным параболическим уравнениям. 

Будем считать, что уравнение решается в декартовой системе коорди- 
нат. 

Уравнение переноса-диффузии субстанции в океане будем рассматри- 

вать в области @ = Ох [0,Т], где О = 9% х[Н(х,у)]| — трехмерный цилиндр 
с верхним основанием и изменяющейся глубиной. 

Область интегрирования удобно преобразовывать заменой переменных 

в цилиндр с единичной высотой (5'’,у’, 2’) = (x,y, z). В результате прихо- 
дим к уравнению 

Нф + НИУф + wy; = (Fe) + pHAgy, (4.27) 
z 
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где 10 = w— 2UV4A, 

НАф = (Hs) — (НФ: — (zHaPa)2+ 

2? 22 
+ ap MP2 + (Hey )y — (2 yGz)y — (2HyPy)2 — ay Haz ‚ (4.28) 

z z 

В записи уравнения (4.27) опущены штрихи при новых переменных. 
( = (и,5) — вектор горизонтальных компонентов скорости. Граничные 
имеют вид 

2=0; (50): ge=f, (4.29) 
z=1; (Sy): yy, =0, (4.30) 

Hal’: фм =0. (4.31) 

Здесь №’ — нормаль к поверхности Г’, порождаемая преобразованным опе- 

ратором Лапласа (4.28) фм! = Нфм — 2ф,Нм, № — нормаль к контуру. 

Дальнейшие преобразования связаны с адвективными членами. Про- 

цессы, происходящие в океане, характеризуются квазигоризонтальностью, 
т.е. горизонтальные масштабы движения в среднем значительно превосхо- 
дят вертикальные. Это обусловливает доминирующую роль горизонталь- 
ных движений. Однако вертикальные процессы, несмотря на их относи- 
тельную малость, должны учитываться для правильного описания верти- 
кального распределения характеристик в среде. Выделение баротропной 
составляющей ([44], [45] в этом случае позволяет разделить движения раз- 
ных масштабов и установить их взаимосвязь. Это дает возможность расше- 
пить процесс на движение вдоль координатных плоскостей, которые ока- 
зываются замкнутыми и изолированными от остальных. Для компонент 
скорости введем представление 

1 

П-0+, 0 = ба». 
0 

Компоненты 0 0 удовлетворяют двум уравнениям неразрывности 

div UH = 0, (4.32) 

Фу ОН +. = 0. (4.33) 

Уравнение (4.32) позволяет ввести интегральную функцию тока 

— 1 
U = it curl wy, 

Ap=rotU, г =0. (4.34) 
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Уравнение (4.33) может быть использовано для нахождения и путем инте- 

грирования по вертикали от 2 до 1: 

w = div H / баг. (4.35) 

—^ 1 ~ 

Вводя обозначение (И = [042 и учитывая очевидное соотношение 
z 

(С, = —(, оператор переноса перепишется в виде 

L(y) = HU -Ve+ ty, =H(U+U)-Ve+ div (HT), = 

= —(bya)y + (Ффу)х + (Наф,). - (Н@фь), + (Наф,). — (Н@фг).. 

С использованием полученных выражений уравнение (4.27) может быть 

переписано в виде 
3 

Hyrt >> (dep Pry)ae = 0. (4.36) 
ер=1 

В (4.36) использованы обозначения (51, 12, 53) = (5,9, 2), 

а11 =№Н, — @12=Ф, а21 = —Ф, а22 = ИН, 
a1,3 = pz, — ul, a3) = 2H, — ud, 

ao3 = pz, — vi, аз,2 = игНу + vA, 

U РТ, 2 2 
= + -——(НЫ.+Н @3,3 yt Я ( у). 

Как видно из соотношений (4.36), уравнение удалось привести к та- 

кой форме, в которой пространственные операторы действуют вдоль ко- 

ординатных плоскостей. При этом граничные условия на боковой грани- 

це остаются естественными в вариационном смысле для преобразованного 

пространственного оператора задачи. 

Для расщепления уравнения (4.36) по времени рассмотрим интервалы 
[1 0-1|, составляющие отрезок интегрирования [0, Г]. Введем далее до- 

полнительные функции rt 6, сх = 1,6, представляющие собой решения 

каждого из последующих этапов двуциклической схемы слабой аппрокси- 

мации. Схема запишется в виде 

& 1 а 

Hy," ® + Ла” 8 = 0, 

pts (tn) — prt Se (ty 1). (4.37) 

Граничные условия для задам (4.37) образуются расщеплением гранич- 

ных условий общей задачи таким образом, чтобы они были естественными 
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для каждой из задач набора (4.37). Это возможно, так как исходные гра- 
ничные условия порождаются оператором задачи. 

Таким образом, трехмерная задача свелась к набору последовательно 

решаемых квазидвумерных параболических уравнений в <. Важным явля- 

ется то, что пространственный оператор каждой из задач сохраняет свой- 

ство положительной полуопределенности и решение расщепленной зада- 

чи удовлетворяет закону изменения массы, присущему исходной задаче. 

Каждое из этих уравнений может быть решено рассмотренным выше ме- 

TOJIOM. 

5. Прямые и сопряженные модели 

5.1. Анализ данных наблюдений и вычислительного 

эксперимента 

Анализ данных наблюдений является необходимым звеном в процессе 

понимания физических механизмов и построения их адекватных парамет- 

ризаций. Малый объем данных наблюдений в глубоком море, высокая труд- 

ность и цена их получения вынуждают относиться к ним очень бережно. 

В этой связи начинают интенсивно развиваться методы математического 

моделирования, связанные с использованием в моделях данных наблюде- 

ний. Использование данных наблюдений дополняет и развивает изучение 

и моделирование морской циркуляции. При этом возникает необходимость 

формулировать и решать некоторые новые задачи. 

- Задача инициализации гидрологических полей — построение началь- 

ного условия для системы (1.1)-(1.7). Для решения уравнений дина- 
мики моря, в частности, если речь идет о краткосрочном прогнозе 

течений, наряду с информацией об атмосферном воздействии на по- 

верхности требуется знание полей течений, температуры и солености 

во всей толще моря. Таких данных наблюдений нет и это положение 

следует каким-то образом обойти. Одним из возможных здесь может 

быть подход, основанный на методах теории оптимального управле- 

ния. Его суть состоит в том, что задача формулируется с неточным 

заданием начального условия, но с учетом имеющихся данных на- 

блюдений за некоторый предшествующий период времени. Система, 

”не знает” своего начального состояния, но знает, что в предыду- 

щий интервал времени ее траектория находилахь в некоторой извест- 

ной окрестности. Задача с начальным условием переформулируется. 

Предполагается, что начальное условие неизвестно, но принадлежит 

некоторому допустимому множеству. Ставится задача, выбора, тако- 

го начального условия, при котором траектория системы (удовле- 

творяющая уравнениям (1.1)-(1.7)) наименее отклонялась бы от из- 
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вестного по данным наблюдений состояния. Мерой отклонения при 

этом может быть функционал среднеквадратической ошибки, опре- 

деляемый на том пространственно-временном интервале, где имеют- 

ся данные наблюдений. 

- Задача усвоения данных наблюдений, связанная с воспроизведени- 

ем или мониторингом (слежение за состоянием ) некоторых морских 
структур. Это может быть мониторинг уровенной поверхности мо- 

ря с использованием спутниковой информации. Или — реконструк- 

ция трехмерного поля течений по доступной информации о полях 

температуры и солености. В такого рода задачах используются два 

основных подхода. Один из них основан на динамико-стохастических 

моделях, второй — на методах теории оптимального управления. По 

методике использования второй подход близок к задаче инициали- 

зации. 

- Задача об исследовании чувствительности решения по отношению 

к вариациям внешнего воздействия и изменению внутренних па- 

раметров модели. Наиболее эффективным инструментом изучения 

чувствительности решения является метод сопряженных уравнений, 

предложенный Г.И.Марчуком для анализа сложных систем [43]. 

5.2. Задача усвоения данных наблюдений 

Одна из типичных задач усвоения данных наблюдений состоит в сле- 

дующем. Предположим, что имеется уравнение, записанное в операторной 

форме: 

Ap = f, (5.1) 

где А — линейный оператор, действующий в гильбертовом пространстве Н, 

с областью определения О(А); 4, ГЕН. Предположим для простоты, что 

А — матрица, либо оператор, соответствующий некоторой системе обыкно- 

венных дифференциальных уравнений (ОДУ). Предположим, что имеется 

некоторая неопределенность в описании правой части уравнения (5.1). На- 
пример, некоторые компоненты вектора, } либо неизвестны, либо заданы с 

некоторой погрешностью. Это так называемая задача, с неполной информа- 

цией, типичная для практических задач динамики морей и океанов. Такая 

задача, возникает, например, в связи с тем, что отсутствует или неполна ин- 

формация о состоянии океана в начальный момент времени. В этом случае 

(5.1) — система ОДУ и ее правая часть включает внешние силы и началь- 
ное условие. 

Итак, предположим, что у нас нет полной информации о векторе правой 

части f. Однако в дополнение мы располагаем данными измерений неко- 

торых компонент вектор-решения 1р. Пусть ap означает некоторым образом 
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восстановленную информацию о решении по данным измерений (например, 
его интерполяцию). 

Сформулируем теперь задачу следующим образом. Найти такое реше- 

ние уравнения (5.1), которое минимизирует функционал ./(4): 

74) = (вф-$),$-9%)), (5.2) 

где В — некоторый линейный положительно-определенный оператор, дей- 

ствующий в пространстве Н со скалярным произведением (-, .). Отметим, 

что при постановке задачи мы воспользовались произволом в определе- 

нии правой части }, выбрав ее таким образом, чтобы достигался минимум 

функционала (5.2). 

Сформулированная задача является задачей условного экстремума 

функционала, (1), в которой в качестве связей выступает уравнение (5.1). 

Существует несколько методов решения поставленной задачи. Например, 

данная задача нахождения условного минимума может быть сведена, к за- 

даче на абсолютный минимум расширенного функционала, или лагранжи- 

ана, L(y, Ад, А): 

Ги, №, ) = № (Вф-$), ф-$)) + (Аф- 1»), (5.3) 

с помощью метода множителей Лагранжа. 

Иногда постановку и решение задачи усвоения данных можно прове- 

сти иным способом. Предположим, что в уравнении (5.1) А — матрица, а 

ри /{ — векторы. Пусть не имеется полной информации о правой части [, 

но мы знаем значения функционала, /ру (1): 

J px (wp) — (Ф,рь), k — 1,. .. ‚ К, (5.4) 

где рк(ф) — весовой вектор, определяющий подобласти, в которых про- 
изведены измерения. Задача состоит в реконструкции правой части }и 

решения w. 

Для решения поставленной задачи рассмотрим А уравнений, сопряжен- 

ных к (5.1): 

А*у = Dk; k= 1,...,K, (5.5) 

где А* — матрица, сопряженная к А. Из (5.1), (5.5) следует 

(фк) = (рь, 4), К =1...., К. (5.6) 

Правая часть (5.6) известна (см. (5.4)), а фк может быть найдена, 
из (5.5). 
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Система (5.6) для неизвестного вектора } может быть переписана в 

матричной форме 

Lf =F, Е = (pp, ), k=1,...,K, (5.7) 

где Г, — прямоугольная матрица размером № * K, N — размерность век- 

тора [, а К — размерность вектора К. На практике, как правило, № > К. 

Решение (5.7) понимается как псевдорешение }1, удовлетворяющее уравне- 
нию 

L*Lf, =L*F. (5.8) 

5.3. Задача инициализации 

Важной задачей динамики морей и океанов является построение на- 

чальных условий — гидрологических полей, отнесенных к определенному 

моменту времени. Она может быть сформулирована в рамках задачи ва- 

риационного усвоения данных наблюдений следующим образом. 

Пусть имеется уравнение 

А = f, 0<t<t, (5.9) 

где А — некоторый оператор, например, матрица; / — известная правая 
часть. Предположим, что начальное условие 0 для (5.9) неизвестно или 
известно с некоторой ошибкой: например, лежит в окрестности ap, Необ- 

ходимо решить уравнение (5.9) при отсутствии или неполной информации 
о начальном условии 1/0. 

Отсутствие информации о начальном условии можно восполнить за 
счет некоторых дополнительных данных о решении. Это можно сделаль, в 
частности, если имеется априорная информация о поведении решения на 
промежутке времени 0 < $ < #8. Пусть известно среднее значение решения 

р на этом интервале: 

t1 

ф= / pdt. (5.10) 
0 

Тогда задача инициализации может быть сформулирована следующим об- 

разом: минимизировать функционал J 

>
|
 

= 

ti 

Г р — Ф)24Е + в(40 — 40)2 -, пи (5.11) 

0 

при условии что 4 удовлетворяет уравнению (5.9). 
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о Физический смысл решения задачи (5.9)-(5.11) состоит в следующем. 

Из семейства, всех допустимых решений (5.9), соответствующих произволь- 

ным начальным данным, лежащим в окрестности ро, выбрать то решение, 

которое наименьшим образом отклоняется от известного среднего значе- 

ния wp. Если информация о начальном условии полностью отсутствует, то 

в (5.11) следует положить в =0. | 

Задача, вида (5.9)-(5.11) может решаться одним из известных методов 
теории сопряженных уравнений или оптимального управления. 

< Пусть, например, (5.9) представляет собой систему обыкновенных диф- 

ференциальных уравнений для вектор-функции р = (141, 142,... фм), А — 

невырожденная матрица, е = 0. Тогда решение задачи инициализации 

(5.9)-(5.11) может быть сведено к следующей краевой задаче принципа 
максимума, Понтрягина, 

  

я о a t Ab =f, (5.12) 

АН $) =0 (5.13) 
t 

w*(0) = w*(t1) = 0. (5.14) 

Здесь А* — сопряженная матрица, \* — решение сопряженного уравнения 

(5.13). Исключая из (5.12)-(5.13) функцию ф, можно получить 

(5, + A) € _ А*) y= (= + A) wp —f, (5.15) 

p*(0) = (hi) = 0. (5.16) 

Задача (5.15)-(5.16) иллюстрирует физический смысл задачи инициализа- 
ции как краевой задачи по времени и пространству. Часто поэтому такого 
рода задачу называют задачей четырехмерного анализа, данных. 

5.4. Оценка чувствительности решения на основе метода 

сопряженных уравнений 

Пусть наряду с решением задачи моделирования гидрологических по- 

лей рассматривается задача, оценки загрязнения некоторой подобласти мо- 

ря или океана пассивной примесью. Применяя метод сопряженных урав- 

нений [43], эта задача может быть сведена к вычислению функции чув- 

ствительности для трехмерного уравнения переноса-диффузии пассивной 

примеси. Предположим, что задача, расчета, трехмерного поля морских те- 

чений решена. Предположим также, что пассивный загрязнитель, источник 

которого находится на поверхности морского бассейна, распространяется в 

бездивергентном поле течений. 
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В этом случае процесс загрязнения морского бассейна D moxeT ObITb 

описан уравнением переноса-диффузии для пассивной примеси ф: 

НР 1 ; [Hm uel 4 iow + Hn + < (Hnuy)+ 

‚меры 
ид | Hoe О при = 0, 

(5.17) 
ao 0 mpy o=1, 

oe — 0 Ha D4, 

L p=" при &=0,   
где 71 и п — векторы конормали и нормали, соответственно. 

Пусть требуется изучить чувствительность следующего функционала: 

t 

3=/ [ e-n-abat, (5.18) 

0 D, 

где 7 — BecoBad функция, выделяющая пространственно-временную по- 

добласть, в которой изучается изменение функционала  /. 

Оценку функционала, 3 удобно провести с помощью метода сопряжен- 

ных уравнений [43]. В этом случае имеем 

j= [fe Q: ар | 9." . dD, (5.19) 
0 Do 

где [2% — проекция 01 на поверхность о = 0, а y* — решение соответ- 

ствующей сопряженной задачи (с правой частью, равной 7 и нулевыми 

граничными условиями): 

* 

    

  

  

He - > mu Se + < (Hmug") + nv + 

+2 nag") + wi + 2 wip] =1 

oe =0 npn o=0, o=1, (5.20) 

se = 0 на 4, 

| yp = 0 при t=t.   
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‚ Если предположить, что в начальный момент времени загрязнение от- 

сутствует, т.е. 0 =0, получим 

t 

69 = / / * - 6Q - dDodt. (5.21) 
0 Do 

Предполагая, что 

С) — Qo, при Е (0,#1], (5.22) 

Q=0, при ЕЕ (Н,#]|, (5.23) 

имеем 
ty 

59 = / 5Qo\ / y* dt)dD. | (5.24) 
Do 0 

Используя (5.24), можно ввести функцию чувствительности 

ti 

(A, 0,21) = / *(d, 0, 21) dt, (5.25) 
0 

которая характеризует вклад каждой точки в общее загрязнение рас- 
сматриваемой подобласти. При этом функция чувствительности зависит 
только от характеристик ”охраняемой акватории” (функции 1) и морской 

динамики и не зависит от расположения источника, загрязнения. 

6. Сигма-модель глобальной циркуляции океана, 

и ее чувствительность к вариациям 

напряжения трения ветра 

Для моделирования климатических изменений необходимой задачей яв- 

ляется создание численной модели крупномасштабной динамики глобаль- 

ного океана, которая может служить океаническим блоком совместной мо- 

дели общей циркуляции атмосферы и океана. В ИВМ РАН разработан ком- 

плекс моделей общей циркуляции атмосферы и океана, на базе которых 

проводятся исследования различных аспектов проблемы глобальных изме- 

нений климата, [1, 20]. Основу этого комплекса составляют модели общей 
циркуляции атмосферы и океана [18]. Важным условием сопряжения ал- 
мосферного и океанического блоков в совместной модели (без искусствен- 

ной коррекции потоков на границе атмосфера-океан) служит требование 
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адекватного описания ими в отдельности среднеклиматических режимов 

крупномасигтабной циркуляции как атмосферы, так и океана. В этом разде- 

ле представлено краткое описание глобальной модели океана, грубого про- 

странственного разрешения, используемой в совместной модели климата. 

Грубость пространственного разрешения обусловлена, тем, что модель необ- 

ходимо интегрировать на большие сроки. Развитие вычислительной тех- 

ники позволит создавать в ближайшее время глобальные климатические 

модели с более высоким пространственным разрешением. В этом разделе 

также изложены некоторые результаты моделирования циркуляции гло- 

бального океана, важные с точки зрения совместной модели атмосферы и 

океана, с оценкой чувствительности термохалинной циркуляции океана к 

изменениям ветра на поверхности океана. 

6.1. Описание модели и ее особенностей 

В настоящее время создан ряд численных моделей Мирового океана [93], 
на основе которых проводятся исследования глобальной термохалинной 

циркуляции. По своей физической структуре различные модели крупно- 

масштабной циркуляции Мирового океана близки друг к другу. Они ис- 

пользуют систему уравнений ОПО вида (1.1)—(1.7), но отличаются друг от 

друга, некоторыми особенностями. Это — выбор вертикальной координаты 

(г-модели, о-модели, р-модели) [93]; параметризация подсеточных процес- 
сов (вид операторов горизонтального и вертикального турбулентного об- 

мена); численная техника решения модельных уравнений (аппроксимация 

по пространству и метод решения по времени). 

Наша, модель относится к классу о-моделей, описываемых (1.38)—(1.44). 

Уравнения аппроксимируются на одной из сдвинутых сеток: В или С, их 

решение основано на неявной схеме расщепления по физическим процес- 

сам и геометрическим координатам, описанным в разделе 4. В модели 

используется представление горизонтальных компонентов скорости в ви- 

де суммы осредненных по вертикали и отклонений от них (3.10)-(3.11) 
и введение плоской функции тока. Прогностическими переменными мо- 

дели служат горизонтальные компоненты вектора скорости (отклонения 

от их средних по вертикали), функция тока, потенциальная температура 

и соленость. 

В настоящее время решение задач климатической изменчивости прово- 

дится при невысоком пространственном разрешении: около 1-3 градусов 

по горизонтали и 10-40 уровнями по вертикали. Это связано с тем, что для 

установления квазиравновесной циркуляции необходимо проводить расче- 

ты на весьма большой срок — сотни и тысячи лет. Эти же модели реализу- 

ются и при более высоком разрешении, если длительного интегрирования 

по времени не требуется. 
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В описываемом далее эксперименте по расчету динамики Мирового оке- 

ана уравнения (1.38)-—(1.39) аппроксимируются на, сетке ”С” с простран- 
ственным разрешением 2.5°_х 2° (по долготе и широте) и 33 неравномер- 
ными уровнями по вертикали. 

Модельная многосвязная область охватывает весь Мировой океан от бе- 

регов Антарктиды до 89°М, включая в себя отдельные материки и острова: 

Австралию, Антарктиду, Исландию, Кубу, Мадагаскар, Новую Зеландию, 

Шпицберген и Японию. На твердых границах Евразии, Африки, Север- 

ной и Южной Америки, объединенных в один континент, задается нулевое 

значение функции тока. На контурах выделенных материков и островов 

значения функции тока рассчитываются по методике, изложенной в п. 5.3, 

(см. также [44]). 

При длительном интегрировании модели необходимо учитывать сток 

основных рек, влияющих на распределение солености. В данной версии 

модели такой учет введен простым образом: в районах впадения основных 

рек модельные значения солености на каждом шаге интегрирования зада- 

ются по данным наблюдения Левитуса [117] по всей глубине. 

Топография дна Мирового океана, взята, из массива данных ЕГОРОб5. 

Модельная глубина на нашей сетке была ограничена минимальной вели- 

чиной в 150 м и сглажена с помощью нелинейной фильтрации. 

В численных экспериментах коэффициенты горизонтальной диффузии 

для температуры Т и солености 5 брались одинаковыми. В меридиональ- 

ном направлении коэффициент диффузии для температуры и солености 

задается как функция широты и глубины. На экваторе он достигает мак- 

симального значения, равного 0.8 х 103 м? с !, уменьшается до половины 

этой величины на расстоянии 20° и далее, по направлению к высоким ши- 

ротам, остается практически неизменным. 

Аналогично задаются коэффициенты горизонтальной вязкости, эффек- 

тивные значения которых — на порядок больше, чем для температуры и 

солености. 

Коэффициенты вертикальной вязкости и диффузии выбирались как 

функции числа Ричардсона В. Коэффициент вязкости увеличивался от 

5х 10-4 м2 с! до 95х 10-4 м? с 1, а диффузии — с фонового значения 
0.1 х 104 м? с-! до 50 х 10-4 м? с! с уменьшением В1 от больших вели- 
чин до нуля. Чтобы избежать возможных ситуаций ”выклинивания” верти- 

кальных профилей температуры и солености в приповерхностном слое оке- 

ана, в верхнем 15-метровом слое к коэффициенту диффузии добавлялась 

величина 1 х 10-4 м? с !. В случае неустойчивой стратификации, когда 

В1< 0, коэффициент вертикальной диффузии увеличивался до значения 

5х 10-2 м? с 1, а коэффициент вязкости брался равным 95 х 10“ м? с! 

(как для случая максимальной сдвиговой неустойчивости). 
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6.2. Условия на поверхности океана и описание 

экспериментов 

Атмосферное воздействие на океан рассчитывалось по данным реанали- 
за МСЕР [109]. Использовались среднемесячные климатические значения 
метеополей, рассчитанных за период с января 1982 г. по декабрь 1994 г. 

На поверхности океана для температуры и солености задавались краевые 
YT OT .. 

условия второго рода в виде потоков тепла Ft da = О и пресной воды 

из 95 К ошего вида — — = А следу! ro B : H да дующ д 

С) — Qsen + Qiat + Qiw + 0.6Qsw + Го(Ть — T1), 

F=P—E-Tp(S,— 5). (6.1) 

Здесь Qsen HU Qiat — WOTOKM ABHOTO HM CKpbITOrO Tela; Qiw U Qsw — CYM- 

марные потоки длинноволновой и коротковолновой радиации; (Р — Е) — 

осадки минус испарение. Коэффициент 0.6 при /.„ объясняется тем, что 

именно эта часть потока коротковолновой радиации добавляется к полному 

потоку тепла, на поверхности океана. Остальная часть имеет проникающую 

природу с экспоненциальным затуханием по глубине с параметром 20 ми 

описывается в модели особо. 

Последние члены в (6.1) представляют собой отрицательную обратную 
связь, возвращающую модельные температуру и соленость поверхности 

океана (ТПО и СПО) к наблюдаемым значениям климатического годового 
хода этих характеристик. Здесь Тр и Sz; — ТПО и СПО, восстановленные 

по среднемесячным данным Левитуса, [117], а Т! и 51 — температура и со- 

леность, взятые с первого модельного уровня. Выбранные значения коэф- 

фициентов Го и Гр можно интерпретировать как релаксацию модельных 

температуры и солености, осредненных по 50-метровому верхнему слою, к 

наблюдаемым значениям с 12-суточным временным масштабом. 

В представленных расчетах климатическое распределение льда, задает- 

ся следующим образом. Если лед, согласно данным МСЕР, занимает менее 

половины площади температурной ячейки, то его наличие не учитывается 

и граничное условие для температуры и солености на поверхности океана 

задается согласно (6.1). Если лед занимает более половины площади ячей- 

ки, то ставится граничное условие первого рода, т.е. на поверхности океана, 

задалотся значения солености согласно данным Левитуса, а, для температу- 

ры задаются значения точки замерзания при данной солености. 

Проведено два эксперимента, длительностью 200 лет каждый, в кото- 

рых в качестве начальных условий для Т и 5 выбирались данные Левиту- 

са, а скорости полагались равными нулю. Различие между экспериментами 

заключалось в том, что в первом — среднемесячные климатические поля 

напряжения трения ветра брались из того же массива реанализа МСЕР, 
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что и потоки в (6.1), а во втором — из данных реанализа Европейского 
центра среднесрочного прогноза погоды (ЕСМУ"Е). Поскольку все потоки 

атмосферного воздействия в 1-м эксперименте согласованы, то будем назы- 

вать этот эксперимент основным. В нижеследующем разделе рассмотрим 

некоторые характеристики его решения. Затем будут рассмотрены отли- 

чия между этими экспериментами, которые будем называть откликом на 

изменение напряжения трения ветра, на поверхности океана. 

6.3. Основные характеристики среднегодового состояния 

модели океана с атмосферным воздействием 
из данных МСЕР 

Горизонтальная циркуляция. За неимением места, мы не будем по- 

дробно останавливаться на структуре полей течений. Отметим только, что 

модель, с учетом пространственного разрешения, удовлетворительно опи- 

сывает горизонтальную циркуляцию во всей толще океана. Рассчитанная 

среднегодовая функция тока близка к полученным в других подобных 

численных экспериментах [91] и [114]. Расход Антарктического циркумпо- 
лярного течения (АЦТ) в проливе Дрейка, составляет 110 Св, что вполне 

согласуется с данными наблюдений. Расходы в главных среднеширотных 

круговоротах Северного полушария — в Гольфстриме и Куросио составля- 

ют 25 Св и 30 Св, соответственно. 

В модельном решении хорошо проявляются субполярные круговороты 

в Атлантическом и Тихом океанах. Наличие этого круговорота, может быть 

связано с особенностями атмосферного воздействия в этом районе, примы- 

кающем к зоне шторм-треков с севера, а также сложной топографией дна 

и характером береговой черты, обусловленным близостью Гренландии и 

Исландии. 

В поверхностном слое выделяются западные пограничные течения в 

Северном полушарии — Гольфстрим и Куросио. В центре экваториаль- 

ного Тихого океана наблюдается интенсивное западное течение со скоро- 

стью 50 см:с-', соответствующее Южному пассатному течению. На глу- 

бинах более 60 м направление течения меняет знак, достигая величины 

15 см-с-! на глубине 150 м. В экваториальной Атлантике скорость течений 

на поверхности достигает 35 смс", а противотечение имеет наибольшую 

величину 22 см.с_! на глубине 100 м. 

Хорошо просматриваются интенсивные течения вдоль Южной и Цент- 

ральной Америк и в Мексиканском заливе. Максимальная величина ско- 

рости в Гвианском течении равна 33 см:с-". В результатах расчета, отчет- 

ливо выражена рециркуляция Гольфстрима — противотечение, примыка: 

ющее к основному потоку, а также интенсивное Северо-Атлантическое те- 

чение. 
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На глубине порядка 2.5 км хорошо видны течения у западного берега, 

Атлантического океана, возвращающие водные массы, сформированные в 

зоне глубокой конвекции. Их величины составляют 4-5 см.с_'. В Антарк- 

тическом циркумполярном течении скорости на этой глубине достигают 

величин 3—4 см.с_". 

Несмотря на невысокое пространственное разрешение модели, основ- 

ная вертикальная структура динамики Экваториальных течений воспро- 

изводится достаточно хорошо. Воспроизводится структура восточного под- 

поверхностного Экваториального противотечения Тихого океана, хотя его 

величина приблизительно в два раза меньше наблюдаемого. Заметим, что 

адекватное воспроизведение структуры экваториальных течений в Тихом 

океане позволяет довольно успешно воспроизводить явления Эль-Ниньо в 

совместной модели. 

Меридиональный перенос тепла. Одной из важных характери- 

стик циркуляции Мирового океана служит меридиональный перенос тепла 

(МПТ), оказывающий большое влияние на состояние общей климатической 

системы Земли. Рассчитанный по нашей модели глобальный среднегодовой 

МПТ (рис. 1, сплошная кривая) имеет максимум 1.25 ПВт на 18° ю.ш. и 

минимум — 0.8 ПВт на 15° ю.ш. В Северном полушарии, выше 40-й парал- 

лели, перенос тепла к полюсу осуществляется в основном за счет переноса, 

тепла в Атлантическом океане, который связан с западным пограничным 

течением вдоль всего Американского континента. 

Величина теплопереноса в Атлантике (рис. 1, длинный пунктир) возрас- 

тает с 0.3 до 0.8 ПВт на 19°с.т. и далее убывает вместе с поворотом на, вос- 

ток и уменьшением интенсивности Гольфстрима, и Северо-Атлантического 

течения. 

‚ Особенностью рассчитанного МИТ в Атлантике является его относи- 

тельное постоянство от 0.3 ПВт у южной оконечности Африки до 0.4 ПВт 

на, 11°ю.ш. и дальнейший заметный рост на 0.3 ПВт в районе экватора. 

Перенос тепла на, север в области южнее экватора до 35°ю.ш. вызван тем, 

что в Атлантике южная приэкваториальная ячейка, отвечающая за, перенос 

тепла в южном направлении, несколько подавлена. Она имеет максималь- 

ный расход всего 5 Св (северная — более 10 Св), что может быть вызвано 
направленным на север экмановским переносом в Южной Атлантике. К 

тому же на глубине около 1 км располагается вытянутая вдоль всей Атлан- 

тики ячейка циркуляции с направлением по часовой стрелке и величиной 

расхода, достигающей 15 Св, которая также ответственна за, перенос тепла 

на север. 

В Южном полушарии перенос тепла определяется главным образом 

процессами в Тихом и Индийском океанах. Совместный перенос тепла, 

в этих океанах на юг (рис. 1, короткий пунктир) достигает максимума 

1.2 ПВт на 15°ю.ш. 
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Рис. 1. Среднегодовые меридиональные переносы тепла по результатам 1-го 
эксперимента, в ПВт: Мировой океан (сплошная линия), Атлантический океан 

(длинный пунктир), суммарный перенос в Тихом и Индийском океанах 

(короткий пунктир). Приведены значения оценок меридионального переноса 
тепла из [118] для глобального океана (кружки), Атлантики (треугольники), 
Индийского и Тихого океанов (ромбики). Положительные значения МИТ 

соответствуют переносу тепла на север, а, отрицательные — на юг 

Для сравнения с данными наблюдений (|94]) на рис. 1 приведены 3Ha- 
чения оценок (с границами ошибок) меридионального переноса, тепла, для 
глобального океана (кружки), Атлантики (треугольники), Индийского и 
Тихого океанов (ромбики). Можно отметить некоторое занижение абсо- 
лютных величин модельного МПТ. Предположительно причинами такого 

занижения может служить ограниченность расчетов климатической цир- 
куляции океана, при предписанном атмосферном воздействии, а также гру- 
бость пространственного разрешения модели. 

Термохалинная структура. Численные эксперименты показывают, 

что если в качестве начального условия для температуры и солености вы- 

браны данные Левитуса, то основные переходные процессы в динамике 

океана, заканчиваются приблизительно к 650-му году модельного времени 

и циркуляция переходит в квазистационарный режим. Однако в средних 

по объему температуре и солености остаются слабые тренды. Наличие этих 

трендов показывает, что модель океана, не выходит на полностью равновес- 

ный режим за время интегрирования в 200 лет. 

Температурные отклонения расчетных данных от наблюдений имеют 

в основном положительные значения. Среднегодовое среднезональное рас- 
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пределение отклонений модельной температуры от данных Левитуса по 

широте и глубине имеет выраженный подковообразный вид с максимумами 

порядка, +2°С, расположенными на глубине --700 м в Южном полушарии 

и на глубине --400 м — в Северном. Оба максимума находятся прибли- 

зительно на 40-х параллелях Северного и Южного полушарий. Еще одна, 

область отклонений с величиной порядка +1.5°С находится в глубинных 

слоях Северного Ледовитого океана. 

Среднегодовое среднезональное распределение солености (см. [17 |) так- 
же показывает рост солености в целом по океану, и особенно в Северном 

Ледовитом океане, где отклонения от данных Левитуса достигают 0.5° /оо. 

Пространственное распределение ошибки для солености показывает, что в 

Северном Ледовитом океане она, существенно превышает ошибку в средних 

и низких широтах. Поскольку для ошибки по температуре это не так, то 

можно сделать заключение, что при данной постановке эксперимента про- 

цессы ледообразования в высоких широтах более существенны для форми- 

рования поля солености, нежели поля температуры. 

6.4. Чувствительность характеристик модельной 

циркуляции океана к изменениям напряжения трения 

ветра 

Как ранее отмечалось, было проведено два эксперимента, отличаю- 

щихся ветровым атмосферным воздействием — среднемесячными клима- 

тическими полями ветра. В первом эксперименте они брались из того 

же массива реанализа МСЕР, что и потоки в (6.1), а во втором экспе- 
рименте — из данных реанализа ЕСМУГЕ. В целом данные реанализов 

NCEP u ECMWF довольно похожи, однако имеют место и области су- 

щественных различий, главные из которых находятся в приэкваториаль- 

ной области Тихого океана и в Южном океане. Первая из этих обла- 

стей указывает на существенно большую интенсивность пассатов Тихо- 

го океана в данных ЕСМУ"Е по сравнению с МСЕР. Здесь увеличение 

напряжения трения ветра достигает величин более 0.03 н.м-?. В обла- 

сти Южного океана наблюдается уменьшение величин южного направле- 

ния меридиональной компоненты ветрового напряжения трения. В сек- 

торе Тихого океана меридиональная компонента даже меняет знак на, 

противоположный. 

Заметные отличия осредненных по вертикали циркуляций, вызванные 

отмеченными только что отличиями в напряжении трения ветра, располо- 

жены в юго-восточной части круговорота, вызванного течением Куросио, 

и в области АПТ. Первая особенность связана с усилением пассатов Тихо- 

го океана, способствующим увеличению интенсивности пассатных течений, 

что, в свою очередь, приводит к усилению антициклонической циркуляции 
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в районе Куросио, вторая — с уменьшением расхода АПТ, которое соответ- 

ствует ослаблению южно-направленной составляющей напряжения трения 

ветра в Южном океане. Однако на этом фоне имеются несколько пятен 

локального усиления струй АПТ. Поскольку величины изменений в кар- 

тине среднегодовой функции тока только в отдельных районах несколько 

превышают 5 Св, то можно констатировать, что баротропная циркуляция 

при данном изменении трения ветра меняется слабо. 

Основные изменения в структуре течений в верхнем слое океана при 

изменении ветра произошли в зоне пассатных течений. Усиление пасса- 

тов привело к завышению скоростей пассатных течений в Тихом океане 

по отношению к результатам 1-го эксперимента на 5-10 см.с_!. Область 

направленных на восток течений существенно увеличилась. 

На разности меридиональных функций тока из двух экспериментов, по- 

казанной на рис. 2а с помощью изолиний, видно, что за, счет усиления пас- 

сатных течений формируются дополнительные приэкваториальные ячей- 

ки циркуляции с расходами, достигающими величин порядка 10 Св. Or- 

меченные выше изменения в климатической циркуляции, образовавшиеся 

вследствие изменения напряжения трения ветра, отразились и в измене- 

нии меридиональной термохалинной структуры (рис. 2а). В поле темпера- 

туры наблюдаются приэкваториальные ячейки с положительными откло- 

нениями, природу которых в низких и средних широтах можно объяснить 

следующим образом. Усиление пассатов индуцирует почти симметричные 

относительно экватора меридиональные ячейки циркуляции с максимума- 

ми на глубинах порядка 100 м, на расстоянии около 3° от экватора. Цир- 

куляция образовавшихся ячеек ”закачивает” поверхностные теплые воды 

вглубь, образуя максимумы температурных аномалий на глубинах поряд- 

ка 150 м (рис. 2а). 

Изменения в меридиональной циркуляции и термохалинной структу- 

ре нашли свое отражение в изменении меридиональных переносов тепла 

и пресной воды. Отмеченное усиление приэкваториальных подповерхност- 

ных ячеек в Тихом океане, в комбинации с изменениями в термохалинной 

структуре, индуцировали дополнительный вынос тепла и пресной воды из 

экваториального района. Это отражается в зигзагообразных изменениях 

переносов тепла, показанных в приэкваториальной области Тихого оке- 

ана, (см. разность меридиональных переносов тепла на рис.26). Размахи 
этих зигзагообразных изменений превышают 0.3 ИВт для переноса, тепла, 

и 0.35 Св для переноса пресной воды [17]. 

В глобальном переносе тепла, заметно повсеместное увеличение в сред- 

нем на 0.15 ПВт переноса на юг, которое объясняется усилением в толще 

океана направленной против часовой стрелки меридиональной циркуля- 

ции. Главный вклад в этот процесс вносит Тихий океан. 
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Рис. 2. а — Разность среднегодовых среднезональных распределений 

потенциальной температуры по результатам 2-го и 1-го экспериментов 

(области отрицательных и положительных величин по модулю более 0.3°С 

показаны с помощью различных оттенков серого цвета, со шкалой градаций, 

расположенной справа от рисунка). Изолиниями с шагом 5 Св показана 

разность меридиональных функций тока по результатам 2-го и 1-го 

экспериментов; 6 — Среднегодовые разности меридиональных переносов тепла 

по результатам 2-го и 1-го экспериментов для Мирового (сплошная линия), 

Атлантического (длинный пунктир) и суммарно Тихого и Индийского океанов 

(короткий пунктир). Положительные значения МПТ соответствуют переносу 

тепла, на, север, а отрицательные — на юг 

6.5. Выводы 

Проведенные расчеты показывают, что модельные распределения оке- 

анической циркуляции и термохалинных полей соответствуют данным на- 

блюдений и хорошо согласуются с расчетами по другим моделям. 

Расчеты показывают, что структура модельного климата, океана, чув- 

ствительна к вариациям напряжения трения ветра. Его замена на данные 
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ЕСМУ"Е приводит к заметным изменениям в циркуляции и термохалинных 

полях и, как следствие, к изменениям меридиональных переносов тепла и 

пресной воды. 

Напряжение трения ветра по данным реанализа МСЕР приводит к 

меньшим отклонениям модельного климата, от наблюдаемого, чем по дан- 

ным ЕСМ\УЕ. Отчасти это может быть следствием согласованности дан- 

ных напряжения трения ветра с потоками тепла, и пресной воды на поверх- 

ности океана, взятыми из одного и того же массива данных NCEP. 

Проведенные эксперименты позволяют сделать общий вывод о том, что 

при моделировании долгопериодной вынужденной циркуляции океана, с за- 

данным атмосферным воздействием возникает проблема корректного за- 

дания этого воздействия. Данные по ветровому и термохалинному воздей- 

ствию должны быть согласованными и между собой и с расчетной "ТПО. 

Атмосферное воздействие должно быть таковым, чтобы климатические мо- 

дельные ТПО и СПО не сильно отклонялись от наблюдаемых величин. В 

этом случае в граничных условиях на поверхности океана, для температуры 

и солености можно было бы использовать малые значения релаксационных 

коэффициентов. 

7. Моделирование динамики Гольфстрима 

с высоким пространственным разрешением 

Одним из наиболее интересных и изученных океанических объектов яв- 

ляется Гольфстрим — течение Северной Атлантики. Ввиду важного прак- 

тического значения, в частности влияния на климат, этому району уделя- 

ется особое внимание. Благодаря наличию в нем относительно большого 

числа данных наблюдений, он служит своеобразным полигоном для мо- 

делирования и изучения физических процессов Мирового океана. Имен- 

но на нем были апробированы численные модели с высоким простран- 

ственным разрешением — 0.3° и выше. В ряду многочисленных исследо- 

ваний с таким шагом наиболее интересной является работа по экспери- 

менту ДИНАМО [86], на одном из аспектов которой мы здесь остановимся. 
Вопрос связан с изучением процесса адаптации гидрологических полей (те- 

чений, температуры, солености и плотности) — выхода решения на, неко- 

торый установившийся или динамически согласованный режим. В экспе- 

рименте ДИНАМО это период, равный 12-16 годам времени интегрирова- 

ния численной модели. Стремление к ”установлению” (в океане не бывает 

установившегося состояния) — не самоцель. Степень же взаимной адапта- 

ции океанических полей и реалистичность результатов зависит от выбора, 

расчетного интервала и своевременной остановки процесса интегрирова- 

НИЯ. 
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При оценке адекватности модели одним из наиболее важных вопросов 

является прогнозирование зоны отрыва Гольфстрима, от западного берега. 

Отрыв Гольфстрима наблюдается у мыса, Гаттерас и должен воспроизво- 

диться численной моделью. Эксперимент ДИНАМО показал, что в началь- 

ной стадии расчетов по трем различным моделям отрыв Гольфстрима был 

в нужном месте, однако затем траектории модельных течений заметно от- 

клонились от реальной. 

7.1. Западная интенсификация течений и отрыв 

Гольфстрима от берега 

Поставим вопрос о том, почему происходит отрыв и почему именно в 

этом месте? Для правильного ответа, необходимо знать, как вообще форми- 

руется Гольфстрим. Он представляет собой интенсивное течение, вначале 

следующее вдоль западного берега, Северной Америки, а у мыса Гаттерас 

выходящее в открытый океан. Господствующее мнение среди океанологов 

однозначно — за западную интенсификацию отвечает в-эффект. Допустим, 

что это так, но что определяет точку отрыва течения от берега? Ведь /- 

эффект существует на всех широтах, в том числе и на широте мыса Гат- 

терас. Тогда почему В-эффект не препятствует отрыву? Для ответа, на, эти 

вопросы вспомним два центра действия атмосферы над Северной Атлан- 

тикой: субтропический антициклон и субполярный циклон. В "свободном” 

океане существуют те же центры действия, только они асимметричны — 

сдвинуты к западу. Является ли В-эффект единственным фактором, со- 

здающим эту асимметрию? Наш ответ на, этот вопрос — отрицательный. 

Покажем это путем качественного анализа двух уравнений [58], [57], [60]. 

Упрощенный вариант первого уравнения в безразмерной форме имеет 

вид 

[ От От 

Ne „” 

Н 

(в) за = атом [(Н- 9524 (7.1) 
[ро J 

BARBE 

где: а1,Е1 — безразмерные параметры, ©’ — безразмерная функция при- 

тока тепла, (1 — уровень океана, порожденный аномалией плотности, 

001 
as — адвекция аномалии плотности зональной скоростью пассатного 

т 
течения в ”свободном” океане, ВАКВЕ означает бароклинный б-эффект. 

Смысл остальных обозначений очевиден. 

Проанализируем выражение в скобках левой части уравнения (7.1). В 

южных широтах и < 0, те. течение, порожденное пассатным ветром, од- 

ного знака с в-эффектом. Оба эти фактора вместе ”переносят” массу ба- 

роклинной жидкости к западу, но на их пути встречаются препятствия в 
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виде Больших Антильских островов и самого материка, Северной Америки. 

Наличие меридионально направленных материков в океане (в отличие от 

атмосферы) трансформирует субтропический антициклон, создает асим- 

метрию. Вообще говоря, течения в свободном океане направлены в южных 

широтах не на запад, а на, северо-запад. Отчасти именно они и формиру- 

ют Антильское течение и Гольфстрим. В средних широтах (30-40° с. ш.) 

в океане существует такой же западно-восточный перенос, как и в атмо- 

сфере, т.е. адвекция бароклинной жидкости направлена противоположно 

В-эффекту, превосходит его, что заставляет Гольфстрим оторваться от за: 

падного берега. 

Обратимся к уравнению для уровня: 

    

1 OH НВ\ ес Энд _ 
2a 5 (5+ г“) Se Oz Oy _ 

| Н Н д 

— —~rot,7 — ин, p) dz — В [a — 2) а. (7.2) pog pol Ox : 0 дв , 
JEBAR BARBE 

В данном случае нас интересует только левая часть уравнения (7.2), точнее, 

96 0 
множители перед = и — 

д ду 
Как известно, Атлантический океан сужается и мелеет в направлении от 

Н 
средних широт к северу. Следовательно, —— > 0 и рельеф дна содействует 

ду 
западной интенсификации не в менышей степени, чем В-эффект, так как 
ОН 
—— — величина, того же порядка, что и ——. Ilo этой причине можно гово- 
Oy l 
рить о захвате” течений у континентального склона, даже после того, когда, 

ОН . 
Гольфстрим покидает мыс Гаттерас, так как Oa < 0. Благодаря важной 

т 
роли перепада рельефа, дна на континентальном склоне, можно также гово- 

рить о прибрежной интенсификации, а, не только о западной. В этом легко   

OH\*? (0H? 
убедиться, если начертить карту изолиний функции (5, + (5) 

или просто карту рельефа дна, и сравнить ее с интенсивными прибрежны- 

ми течениями. Особенно ярко это видно на примере извёстной С-образной 

циркуляции у восточного побережья Северной Америки. Итак, сам по се- 

бе мыс Гаттерас ни при чем. Формирование, движение к северу и отрыв 

Гольфстрима, так же как и последующее движение Северо-Атлантического 

течения в северо-восточном направлении, контролируются крупномасиштаб- 

ными внепогранслойными процессами и бароклинностью морской воды, 

направляются планетарным континентальным склоном. Если, например, 
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OH \? OH \? 
градиенты Ти 5 подавлены, то величина Or + Oy сыграет ре- 

шающую роль и отрыв Гольфстрима произойдет значительно севернее мы- 

са, Гаттерас. Это характерно для тех случаев, когда, вследствие недостатков 

моделей (большой шаг по горизонтали, завышенные значения коэффици- 

ентов турбулентности и тд.) и/или неадекватно длительного интервала 

интегрирования по времени происходит дальнейшее сглаживание и без то- 

го гладких исходных полей Т и ©. Именно так произошло и в эксперименте 

ДИНАМО. На начальном этапе расчетов, составляющем около 6 месяцев, 

отрыв Гольфстрима наблюдался недалеко от мыса, Гаттерас. Однако через 

4 года отрыв происходит уже значительно севернее, а стержень интенсив- 

ных поверхностных течений оказывается привязанным к высоким градиен- 

там рельефа, дна. Следовательно, за, 4 года модель успела, исказить исход- 

ные поля Ти 5 и генерировать свой вариант полей, которые нереалистичны 

из-за того, что шаг в 0.3° груб для моделирования как общей структуры 

Гольфстрима (скорости течения, расхода, воды и тд.), так и точки его от- 

рыва, если интегрирование проводится на неадекватно большое модельное 

время. 

7.2. Модели Северной Атлантики с высоким 

пространственным разрешением 

В последние годы появился ряд интересных работ по моделированию 

динамики Гольфстрима с высоким разрешением. Именно маленький шаг 

по горизонтали является отличительной чертой серии работ, на которых 

мы остановимся ниже. 

Первым свидетельством необходимости перехода к высокому разреше- 

нию послужила работа Блека и др. [76], в которой показано, что после- 
довательное уменьшение шага по горизонтали 0.9° -+ 0.225° - 0.08° (при 
прочих равных параметрах модели) приводит к постепенному сужению по- 

тока, образованию меандров и вихрей и отрыву Гольфстрима точно у мыса, 

Гаттерас. Авторы провели интегрирование только на короткое модельное 

время и для небольшого района, северо-западной части Атлантики, но четко 

продемонстрировали достижение желаемых качеств. 

На более длительное модельное время интегрирования (6 лет) провели 

расчеты Пейва, и др. [131]. Карта уровенной поверхности, полученная этими 

авторами, показывает сформированную интенсивную струю и правильное 

место отрыва Гольфстрима, а кривая кинетической энергии (КЭ) свиде- 

тельствует о том, что процесс обладает колебаниями с месячным периодом. 

Следует отметить, однако, что при используемых авторами невысоких зна- 

чениях коэффициентов турбулентности его многолетний тренд — расходя- 

щийся, так что дальнейшее продолжение расчетов нецелесообразно. 
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Наиболее интересным исследованием в данном направлении является, 

на наш взгляд, [147]. В граничных условиях на поверхности океана, ав- 

торы используют поле ветра по ежесуточной фактической информации 

ЕСМУТЕ, для расчета, температуры задается сезонный ход климатического 

потока тепла, (также по данным ЕСМУ’Е), соленость формируется путем 

адаптации к ее поверхностным климатическим значениям. Эксперимент 

проводится на, 16 лет модельного времени, причем для первых 5 лет расче- 

ты проводятся дважды, с включением на первом этапе процедуры иници- 

ализации — приспособления верхнего слоя океана к заданным на поверх- 

ности граничным значениям температуры и солености. 

В расчетах получен весьма реалистичный Гольфстрим, включая по- 

вышение его расхода от 90 Свердрупов (Св) у мыса Гаттерас до 150 Св 

на, 55° з.д. Адекватно воспроизведены структура вертикальных полей тече- 

ний, место отрыва Гольфстрима, формирование меандров и вихрей, высо- 

кий уровень вихревой кинетической энергии (КЭ) в исследуемой акватории 

итд. 

Численный эксперимент проведен по модели РОР (параллельная океан- 

ская программа), являющейся развитием известной модели Брайена, осно- 

ванной на системе примитивных уравнений в Д-системе координат типа, 

(1.1)-(1.7). Он имеет некоторые преимущества по сравнению с другим по- 
добным экспериментом с высоким разрешением, выполненным по р-модели 

Университета, Майами МТСОМ [82]. В отличие от РОР, МСОМ использует 
систему уравнений, записанных в изопикнических координатах. Сравнивая 

результаты двух экспериментов, можно отметить, в частности, что в экс- 

перименте МСОМ максимальная скорость Гольфстрима равна, 150 см/с, 

а, в эксперименте РОР — 190 см/с. В обоих случаях расчеты выполнены 

практически для одинаковых районов Северной Атлантики. Шаги по го- 

ризонтали: 1/10° (РОР) и 1/12° (МСОМ), а также время интегрирования 
моделей: 16 (РОР) и 20 лет (МСОМ) — близки. (На, рис. 3 представлена 
уровенная поверхность, полученная по обеим моделям.) Некоторые особен- 

ности экспериментов состоят в следующем. В эксперименте МТСОМ в каче- 

стве источника, описывающего внешнее воздействие, взята климатическая 

информация СОАШЪ. В РОР-модели процессы горизонтального турбулент- 

ного обмена параметризованы с использованием бигармонических операго- 

pos, a B MICOM — в виде комбинации гармонического и бигармоническо- 

го операторов. Оба эксперимента показывают правильную точку отрыва, 

Гольфстрима, но имеется существенная разница в его траектории, интен- 

сивности и изменчивости. В РОР — Гольфстрим после отрыва от берега, 

движется более зонально, отклоняясь лишь на 1-—1.5° к югу от правильно- 

го направления. В МТСОМ — в начальной стадии, траектория Гольфстрима, 

реалистична, но затем он отклоняется к северу на 1-2°, амплитуда сезон- 

ного колебания стержня в МПСОМ неестественно велика. 
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Рис. 3. Уровенная поверхность, полученная по моделям РОР и МСОМ 

Большой интерес представляет чувствительность обеих моделей к зна- 

чениям коэффициентов турбулентности. Попытка уменьшить коэффици- 

енты диффузии и вязкости перед бигармоническими операторами втрое 

приводит к тому, что отрыв Гольфстрима в обеих моделях происходит юж- 

нее мыса Гаттерас. Увеличение коэффициентов исправляет ситуацию в экс- 

перименте РОР. В эксперименте МСОМ — тоже, но здесь это порождает 

устойчивый вихрь севернее мыса, Гаттерас. Завышение коэффициента, пе- 

ред бигармоническим оператором вязкости подавляет интенсивность вих- 

рей, а увеличение коэффициента перед гармоническим оператором ухуд- 

шает схему крупномасштабной циркуляции. В этой связи в эксперименте 

М!СОМ пришлось подбирать некоторую оптимальную комбинацию коэф- 

фициентов. 

Отметим еще раз аспект, связанный с точкой отрыва Гольфстрима у 

мыса Гаттерас. Точка отрыва, так же как и собственно Гольфстрим, не 

могли бы оказаться реалистичными при столь длительном интегрировании, 

если бы в моделях использовалось более грубое пространственное разреше- 

ние. Если бы в процессе вычислений поля Т и 5 оставались в достаточной 

степени высокоградиентными, реалистичными, то и без сложных современ- 

ных моделей получились бы и Гольфстрим, и правильное место его отрыва 

от берега, которое можно было бы описать простой формулой 

с = -— | pds (7.3) 

Значит, дело в том, каковы исходные климатические поля Т и ю и правиль- 

но ли они трансформируются численной моделью в процессе вычислений. 

При грубом разрешении погрешность аппроксимации велика, вычис- 

лительная вязкость — большая и длительное интегрирование приводит к 
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размыванию градиентов температуры и солености, даже если они были ре- 

алистичными в исходных данных. В [147] отмечается, что в процессе счета, 

модельная плотность не очень далеко отклонилась от начального клима- 

тологического поля. Именно малость отклонения плотности от климатиче- 

ских данных дала возможность сформировать интенсивный Гольфстрим, 

географически правильную точку его отрыва и другие реалистичные рас- 

четные характеристики. Адекватная динамика течений была получена бла- 

годаря сочетанию процессов нелинейной термогидродинамичекой интерпо- 

ляции и экстраполяции термохалинных полей, их адаптации с полем те- 

чений в условиях высокого пространственного разрешения и не слишком 

длительного интервала, интегрирования по времени. Авторы отмечают, что 

для достижения большей реалистичности результатов необходимо повыше- 

ние в 50-100 раз мощности компьютеров. 

Несколько слов о проблеме устойчивости и сходимости решения. В [147] 

неоднократно подчеркивается невозможность продемонстрировать сходи- 

мость решения без перехода к еще более высокому разрешению. 

Анализ расчетов показывает, что результаты принципиально зависят от 

выбранных коэффициентов турбулентности. При больших коэффициентах 

и длительном интегрировании модель приводит к установлению нереали- 

стичного, сильно сглаженного решения. При малых коэффициентах турбу- 

лентности — решение неустойчиво. Вот почему необходимо иметь критерий 

своевременной остановки расчетов. 

Стремление к более точному моделированию Гольфстрима приводит 

к высоким требованиям как к вычислительной технике, так и к методам 

вычислительной математики. В нашей стране к решению таких сложных 

задач оказалась готова, только школа Г.И. Марчука. О некоторых числен- 

ных методах названной школы и полученных результатах, достигнутых ею 

по моделированию динамики морей и океанов, изложено в данной работе. 

В заключение этого раздела кратко упомянем лишь о результатах мо- 

делирования Гольфстрима, с высоким разрешением. 

Общая постановка задачи, граничные условия и численная техника, 

основанная на методе расшепления, изложены ранее. Расчеты проведены 

по о-модели ОЦО, основанной на, уравнениях (1.38)-(1.44), как и при рас- 
чете динамики Мирового океана. 

Район исследований — акватория Атлантического океана от 5° ю.ш. 

до 50° с.ш. Шаг сетки по горизонтали — 1/12°, число о-горизонтов по 

вертикали — 20. Полученные результаты очень близки к характеристикам 

работы [147]: модель правильно воспроизводит место отрыва Гольфстри- 

ма, высокие скорости течений, меандры и вихри в Северо-Атлантическом 

течении и т.д. В качестве иллюстрации приводится карта поверхностных 

течений (рис. 4). Как и во всех подобных экспериментах с высоким разре- 
шением, и в данном случае имеется проблема, связанная с адекватностью 
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Рис. 4. Карта поверхностных течений (акватория Атлантического океана, от 5 
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воспроизводимых характеристик реального явления. В настоящее время 

вычислительная техника, численные методы и физические параметризации 

процессов турбулентности не позволяют реалистично моделировать дина- 

мику глубинных и придонных слоев океана. Время установления решения 

во всей толще глубокого океана велико; это требует длительного интегриро- 

вания, при котором результаты расчетов ”удаляются” от известных данных 

наблюдений. 

8. Моделирование полярного океана 

В общей задаче моделирования полярного океана можно выделить три 

направления: 

- моделирование полярного океана, как компонента, климатической си- 

стемы Земли; 

- прогноз погоды” океана и отдельных морей, прежде всего — прогноз 

состояния морского льда для нужд мореплавания; 

- моделирование отдельных физических явлений, происходящих в во- 

де и морском льду, с высоким пространственно-временным разреше- 

нием, включая оценки экстремальных ситуаций. 

8.1. Роль полярных областей в климате Земли 

Особый интерес к изучению полярных областей Земли (прежде все- 

го — Арктики) связан с их предполагаемой высокой чувствительностью 

к глобальным изменениям климата. Так, например, оценки отклика кли- 

мата Земли на увеличение доли углекислого газа в атмосфере (сценарий 

”удвоения СО2”) [106] показывают, что наибольшее потепление ожидается 

именно в северной полярной области Земли. В связи с этим было высказано 

предположение о возможном таянии ледников Гренландии и Антарктиды, 

что приведет к катастрофическому повышению уровня Мирового океана. 

Даже в том случае, если повышение температуры приведет ”всего лишь” к 

таянию только морского льда в Арктике, это может привести к изменению 

параметров термохалинного переноса в Атлантическом океане и изменению 

климата, в Северном полушарии [79]. 

8.2. Некоторые особенности состояния Северного 

Ледовитого океана 

Северный Ледовитый океан (СЛО) имеет существенные отличия от 

других районов Мирового океана, в том числе и покрытых льдом районов 

Южного океана. Это связано со следующими особенностями гидрологии 

СЛО. 
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- Северный Ледовитый океан представляет собой небольшую область, 

соединяющуюся с Тихим и Атлантическим океанами относительно 

узкими проливами. Теплые и соленые воды Тихого и Атлантическо- 

го океанов проникают в центральную часть СЛО в слое 300-1000 мв 

виде узких струй, поведение которых в значительной степени опре- 

деляется особенностями рельефа, дна. 

- В СЛО втекают многие крупные реки Евразии и Северной Америки. 

При этом формируется уникальное распределение солености по глу- 

бине — с ярко выраженным галоклином глубиной порядка, 10-30 м. 

Это приводит к высокой устойчивости поверхностных вод — часто- 

та, Вяйсяля-Брента № в СЛО достигает 0.03 рад/с, что может быть 

сравнимо только с экваториальным океаном, в котором М№ -> 0.015 

рад/с. Такая сильная стратификация вод СЛО приводит к изоли- 

рованию верхнего слоя океана от теплых атлантических вод, фор- 

мируя в первом приближении двухслойную структуру, что способ- 

ствует увеличению массы морского льда. Кроме того, что речной 

сток формирует сильные изменения солености по вертикали, фор- 

мируются интенсивные горизонтальные фронты, прежде всего на 

мелководном Сибирском шельфе, около устьев Лены, Енисея и Оби. 

- В формировании горизонтальных фронтов в поле солености на, мел- 

ководном шельфе значительную роль играют приливы. 

- СЛО является резервуаром пресной воды, которая, при определен- 

ных изменениях ветрового рекима, может вытекать в Северную Ат- 

лантику [137], формируя так называемые Великие Соленостные Ано- 

малии [73]. 

Особенность полярного океана, отличающая его от всех других районов 

Мирового океана, состоит в наличии ледового покрова. Толщина, и тепло- 

содержание морского льда пренебрежимо малы по сравнению с глубиной 

и теплосодержанием океана, однако лед оказывает существенное влияние 

на потоки массы, тепла и импульса из атмосферы в океан. Поскольку в 

условиях СЛО лед образуется в одних районах океана, а тает в других, 

необходимо учитывать дрейф льда. 

Основная трудность изучения СЛО состоит в невозможности прямого 

измерения многих параметров состояния льда и морской воды на регу- 

лярной основе. Так, например, большую проблему представляет измерение 

средней толщины льда. Недостаточно информации по гидрологии глубин- 

ных вод многих районов Центральной Арктики — измерения проводились 

на грубой сетке и с очень большими интервалами по времени. Относительно 

хорошо изучен верхний слой океана, сплоченность льда и особенности тер- 

модинамики морского льда. Поэтому при исследовании полярных областей 

Мирового океана, особое значение приобретают спутниковые наблюдатель- 

ные системы, работающие вместе с системами усвоения данных. 
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8.3. Особенности современных численных моделей 

циркуляции СЛО 

Сложность задачи воспроизведения наблюдаемых крупномасштабных 

особенностей состояния воды и морского льда СЛО побудила, организовать 

соответствующий международный проект по сравнению численных моде- 

neti — AOMIP (Arctic Ocean Model Intercomparison Project). Этот проект 
объединяет все основные совместные модели ”океан-морской лед” и MHO- 

гие глобальные климатические модели, разработанные в СТПА, Германии, 

Канаде, Бельгии и России. Основываясь на, результатах проекта, изложим 

некоторые положения, касающиеся особенностей современных численных 

моделей СЛО. 

Модели крупномасштабной гидротермодинамики полярного океана 

основаны на примитивных уравнениях (1.1)-(1.7). Отличия формулировки 
различных моделей океана заключаются в основном в следующем: 

- в постановке граничного условия на верхней поверхности океана, — 

это либо условие твердой крышки”, либо линеаризованное кинема- 

тическое условие, допускающее описание приливных колебаний, име- 

ющих важное значение на мелководном шельфе. Выбор граничного 

условия на поверхности океана определяет формулировку гранич- 

ных условий для потоков солености на границе модельной области 

(осадки-испарение, речной сток, перенос через проливы, соединяю- 

щие СЛО с другими районами Мирового океана, термическая эво- 

люция морского льда); 

- в выборе численных схем (вертикальной координаты, метода про- 

странственной дискретизации и методов интегрирования по време- 

ни); 
- в параметризации процессов горизоньальной турбулентной диссипа- 

ции импульса (гармоническое или бигармоническое горизонтальное 

трение), в выборе параметризаций вертикальной турбулентной вяз- 

кости и диффузии. 

8.4. Описание термодинамики морского льда 

Описание термодинамики морского льда и снега основывается на, 

локально-одномерных моделях различной степени сложности, с различным 

представлением распределения льда по градациям его толщины, различ- 

ным числом уровней в толще льда, различными схемами параметризации 

альбедо и проникающей в лед радиации. Например, для льда, не покрытого 

снегом, решается задача, вида, 

OT; д OT; 
( 

д 
PiCy OL = ~ Bz 1 5) — dz [Lo exp(—A;z)], ZE (0, hyl, (8.1) 
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где р; — плотность морского льда, которая предполагается постоянной, 

с+(Ть, 5:) — теплоемкость льда как функция его температуры и солености 

Три 5, &(Т,,5;) — теплопроводность льда, [о — поток проникающей сол- 

нечной радиации с вертикальным масштабом затухания А;, 2 — вертикаль- 

ная координата, направленная вниз от поверхности снега/льда, на которой 

х = 0. Задача для снежного покрова решается аналогично в предположе- 

нии, что солнечная радиация в лед не проникает. 

На поверхности снега или льда задаются потоки тепла, на границе сне- 

ra и льда ставится условие непрерывности температуры и потоков тепла, 

на нижней границе льда задается температура, равная температуре за- 

мерзания морской воды при данной солености. Температура поверхности 

снега, или льда не может превышать точку плавления. В противном случае 

избыток тепла идет на таяние снега, или льда, что формирует положитель- 

ный поток пресной воды в океан. На нижней границе льда может проис- 

ходить как таяние, так и намерзание льда, приводящее к формированию 

соответствующего потока пресной воды или соли. При фазовых переходах 

меняется масса, льда, и снега. 

В настоящее время основная часть климатических моделей использует 

простые модели морского льда [132], но некоторые группы перешли на бо- 
лее сложную модель Национального Центра Атмосферных исследований 

США [78]. Это — многослойная модель, учитывающая распределение со- 

лености по толщине льда и зависимость термодинамических параметров 

льда от его температуры и солености. Все современные модели учитывают 

снежный покров на льду. Численные особенности моделей определяются 

в основном количеством уровней во льду для описания профиля темпера- 

туры и способами учета, солености льда. Можно сказать, что с вычисли- 

тельной точки зрения задача термодинамики морского льда решена, и не 

представляет существенных сложностей. Основные вопросы, возникающие 

в этой задаче — это вопросы выбора параметризаций физических процес- 

COB. 

8.5. Описание динамики морского льда 

При постановке задачи предполагается, что ледовый покров предстал 

вляет собой двумерную среду и может быть описан в каждой точке ан- 

самблем льдов различной толщины (или функцией распределения льда по 

толщине), при этом каждую градацию по толщине льда А» можно описать 

ее массой ть и сплоченностью (или концентрацией) Ах. Соответственно 

можно ввести массу снега, лежалцего на льду данной градации К. Задача 

динамики морского льда сводится к решению уравнений вида, 

Ou; 
ma + т хи; = тс ++ Е. (8.2) 
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Здесь т — суммарная масса льда и снега на нем, 7, — касательное нал 

пряжение трения ветра, Г — параметр Кориолиса, Е — единичный вектор, 

направленный по вертикали вверх, УС — градиент уровня океана, Е — 

сила, вызванная реологией морского льда (т.е. напряжениями, возникаю- 

щими в ледовом покрове вследствие его движения и различной толщины и 

сплоченности льда). Предполагается, что скорость дрейфа морского льда 

одинакова для всех градаций по толщине. 

Сила представляет собой градиент от тензора напряжений Е = V-o, ИЛИ 

в покомпонентном виде, в сферических координатах (Л, 0) на поверхности 
сферической Земли радиуса В: 

ГА _ +2 16) + Osin @ 

в) 1 Oh © 9g 0712 SING O12 ag (8,3) 

Fo}  Rsin@ o, +204 шт 9) —o Osin@ | | Od 12 96 22 11 a0 

Все модели используют сложные нелинейные параметризации для опи- 

сания реологии морского льда в блоке динамики льда. Это может быть 

так называемая эллиптическая вязко-пластичная реология Хиблера [97], 

где компоненты тензора напряжений вычисляются из алгебраических со- 

отношений 

  

    

21 Ou; P 
on = (¢-n)Dr+ ea (ay +080) — (8.4) 

_ 1 Ou; _ 1 Osind 1 OV, 

712 — RA 00 snd 00. sind mn)? (8.5) 
21 ди; Р 

022 =(¢ —n)Dr+ Roo. 2° (8.6) 

Коэффициенты объемной (С и сдвиговой 7 вязкости в случае эллипти- 

ческой реологии Хиблера вычисляются по формулам: 

Р —_ С 
с = 2A(é)’ = 52’ (8.7) 

где 

Д?(Е) = (Е11 + 22)(1-+е ®°) +4815е * + 2Е11522(1-е °), (8.8) 

е — эксцентриситет эллиптической реологии, а, Е; — компоненты тензора, 

скоростей деформации 

1 Ou; Osin 0 

éu= Rang lax 74 90 ) 
a(S 1 —Osin 1 wie", 
      

"12=oR\ G0 sind’ 06. sind 
. 1 OV; 
£92 = oR 30" (8.9) 
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Предельный случай вязко-пластичной реологии — ”кавитирующая жид- 

кость” [88], [89] — получается при формальном предельном переходе е > 

oo, 7 > 0. 

Для регуляризации эллиптической реологии в пределе малых ско- 
ростей деформации, когда оператор Ё может быть недиссипативным, 
М.Хардером [95] предложена модификация вида (так называемый метод 
проекции): 

  
Р pe PA 

2(А(Е) + Аш) A + Amin 

IIlapametp Ain BbIOUPAeTCA SMIIMpM4eCKUM IyTeM, B OPHTrMHasIbHOM padoTe 

предложены значения 

C= 

Amin = 25-107? cex ~!. 

Регуляризированный вариант этой реологии — упруго-вязко-пластич- 

ная реология [102], [101]. Основная идея состоит в формальном введении 
упругих волн, затухающих за, время с масштабом Та и формулировке эво- 

люционной задачи для компонент тензора напряжений. Для этого удобно 

ввести вспомогательные переменные 

ор = 011 +022, ОТ = 011 - 025, 

Ер =Е11 + #22, €T = €11 — €22. (8.10) 

Тогда можно записать три эволюционных уравнения 

  
дор op Р Р 
_ —_ — — Е 

Ъ9 | 27, | 2T;, ТА” 
от OT P 
e+ ager = eer, at ' 2eT, 2T A 
Oo12 012 P 
OL + 2е?Т, — OTA (8.11) 

Таким образом, модель динамики льда в случае упруго-вязко- 

пластичной реологии представляет собой систему уравнений (8.1)-—(8.3), 
(8.10)-(8.11) и соответствующих граничных условий. Обычно считается, 
что на береговом контуре можно поставить условие прилипания, а в про- 

ливах — вычислять скорости дрейфа в предположении свободного дрейфа. 

С точки зрения вычислительной эффективности (особенно при ис- 

пользовании многопроцессорных вычислительных систем) упруго-вязко- 

пластичная реология представляется в настоящее время более предпочти- 

тельной. Это связано с тем, что обычная вязко-пластичная реология требу- 

ет решения задачи с шагом по времени порядка 1 сек, а неявные схемы по 

времени в силу нелинейности задачи требуют линеаризации, корректность 
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которой в данном случае неочевидна. Упруго-вязко-пластичная реология 

позволяет решать задачу с шагом порядка, 1 мин по явной схеме по времени. 

Изменения массы льда и снега и сплоченности льда в процессе дрейфа, 

вычисляются отдельно для каждой градации по толщине льда k: 

От; ь ПИ 
> + (ить к) — Th k + On k T+ YsiMs,k, 

OMs k р 
OL - (ить к) — Тк + Ок — УТз,к, 

OA, 
5+ + div(wjAy) = Tan + Qan- 

Ок, ЧАК — слагаемые, описывающие переход массы и сплоченности льда 

из градации в градацию в процессе торошения. Уравнения для массы сне- 

га, и льда представляют собой следствие закона сохранения массы с уче- 

том фазовых переходов при термодинамических процессах. Уравнение для 

сплоченности льда не следует из общих физических принципов типа, зако- 

нов сохранения массы, импульса, энергии и должно рассматриваться как 

эмпирическое соотношение. 

В том случае, если лед деформируется, его суммарная сплоченность 

не может быть равна единице. В результате торошения льда при его дви- 

жении постоянно образуется открытая вода. Будем считать, следуя рабо- 

там [96], [95]; что скорость образования открытой воды равна, 

Tao = —0.5- (A(é) — |A- &]) exp (—c* - (1 — A)). 

8.6. Основные неретенные вопросы 

К недостаткам всех численных моделей СЛО можно отнести их неспо- 

собность воспроизвести баланс пресной воды и солей (см., например, [100], 

[74]). Это связано с тем, что модели обычно формулируются в терми- 
нах солености. При использовании предположения о постоянстве объ- 

ема воды граничные условия ставятся на плоскости 2 = 0, а не на 

поверхности уровня океана. Достигнуть выполнения закона сохранения 

массы соли в объеме можно только в случае 5 = сопзё на невозму- 

щенной поверхности океана, при 2 = 0. Добиться выполнения закона, 

сохранения массы соли можно при формулировке ”виртуального” пото- 

ка солености в случае условия ”твердой крышки”. Однако такое гранич- 

ное условие не позволяет описывать приливы, которые, как сейчас пред- 

ставляется, играют важную роль в формировании температурных и CO- 

леностных фронтов на мелководном шельфе. Кроме того, в современ- 

ных крупномасштабных моделях обычно не учитывается изменение объ- 

ема жидкой воды вследствие таяния и намерзания льда. По-видимому, 
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для более точного описания баланса пресной воды в Арктике потребует- 

ся разработать новые модели со свободной поверхностью, обеспечиваю- 

шие выполнение законов сохранения массы соли и массы пресной воды 

(в твердой и жидкой фазах). 

Второй основной проблемой является неспособность моделей воспро- 

извести узкие струйные течения, контролируемые особенностями релье- 

фа, и ответственные за перенос теплых атлантических вод через про- 

лив Фрама и Баренцево море в центральную часть СЛО. Характер- 

ное значение бароклинного радиуса деформации Россби в СЛО око- 

ло 5 км, ширина вдольбереговых струй — порядка 30 км. Это — ма- 

лые величины по сравнению с размером СЛО и большинство совре- 

менных климатических численных моделей не описывают течения таких 

масштабов. 

8.7. Результаты моделирования наблюдаемого 

состояния СЛО 

В качестве примера моделирования крупномасштабного состояния Се- 

верного Ледовитого океана, можно привести данные, полученные по модели 

ИВМ РАН [71]. 

Модель использована для воспроизведения состояния Северного Ледо- 

витого океана, к северу от 65° с.ш. за, период 1948-2002 гг. Уравнения моде- 

ли записаны в повернутой системе координат с полюсом, расположенным 

в TouKe (0° c.m., 180° в.д.). Пространственное разрешение модели соста- 

вляло 1° в новой системе координат, т.е. примерно 111 км по горизонтали, 

по вертикали бралось 16 уровней со сгущением к поверхности океана, где 

разрешение составляло 10 м. Модельная область включает в себя 5 остро- 

вов (рис. 5). 

В модели задаются открытые границы в Норвежском море, в Датском 

проливе, в Беринговом проливе и в двух проливах Канадского архипела- 

ra — МакКлури и Нарском. Рельеф дна модели позволяет описать лишь 

наиболее крупные особенности области СЛО — хребты Ломоносова и Мен- 

делеева, котловину Нансена и Канадский бассейн. 

Для описания динамики морского льда используется упруго-вязко- 

пластичная реология [102], [101]. При расчете термодинамики льда учи- 
тывается 8 градаций льда по толщине, на каждой градации учитывается 

снежный покров. При расчете сплоченности льда учитываются процессы 

торошения и бокового таяния. Модель альбедо учитывает четыре состоя- 

ния поверхности: сухой снег, талый снег, сухой лед и талый лед. Учитывает- 

ся частичная прозрачность снега при малой его толщине, связанная с тем, 

что снег не лежит сплошным покровом, а представлен так называемыми 

косами”. Также учитываются процессы превращения снега в лед вслед- 
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ствие его смерзания и при затоплении льда водой. При этом учитывается 

соответствующий поток солености в силу того, что лед имеет ненулевую 

соленость. 

Пространственная дискретизация модели сделана на основе МКЭ. Для 

решения задачи адвекции характеристик льда и снега, температуры и со- 

лености океана используются специальные схемы с искусственной вязко- 

стью вдоль потока, для переноса, льда и снега, используются схемы перено- 

са с дополнительным сглаживанием на фронте ”’ударной волны”. Постро- 

енные схемы переноса, обеспечивают монотонность адвекции, что принци- 

пиально важно для льда и снега и существенно для описания темпера: 

туры и солености в окрестности фронтов (прежде всего — связанных с 

речным стоком и кромкой льда) при заданном реалистичном высокоча- 

стотном атмосферном воздействии. Модель интегрируется по времени с 

шагом 1 час. | 

Основные параметры атмосферного воздействия. Атмосферное 

воздействие состояло из суточных данных реанализа МСЕР/МСАВ, по 

температуре и давлению воздуха, а также среднемесячных данных по 

облачности. Среднемесячные строились по данным гидрометеорологиче- 

ских станций. Скорость приводного ветра рассчитывалась по атмосфер- 

ному давлению, поскольку данные реанализа скорости ветра в поляр- 

ной области содержат большие ошибки. Потоки явного и скрытого теп- 

ла, приходящая коротковолновая и длинноволновая радиация, уходящая 

длинноволновая радиация рассчитывались по балкформулам в соответ- 

ствии с рекомендациями программы сравнения моделей СЛО АОМПГР 

(http: //fish.cims.nyu.edu/ holland/project.omip/purpose.html). 

В качестве начальных условий и для задания граничных условий в про- 

ливах и в устьях рек использовались среднемесячные климатические дан- 

ные. 

Задавались 8 рек: Обь, Енисей, Лена, Мак-Кензи, Колыма, Мезень, Ce- 

верная Двина и Печора с ненулевым постоянным потоком в мае-октябре 

(модель в общем случае допускает задание реалистичных суточных расхо- 

дов рек). 

На открытых границах модельной области задавались постоянные (за 

исключением Датского пролива) нормальные к границе скорости течений. 

В Норвежском море суммарный перенос равен 7.1 Св с притоком в Нор- 

вежском течении и выносом вод вдоль побережья Исландии. В верхних 

100 м модуль скорости течений считался в 2 раза болыпшим, чем на 60- 

лее глубоких горизонтах. В Беринговом проливе поток 0.8 Св распреде- 

лялся равномерно по глубине и линейно возрастал от нуля на побережье 

Чукотки до максимального значения у берегов Аляски. В проливах Ка- 

надского Архипелага задавались постоянные скорости, соответствующие 

0.8 Св в МакКлури и 0.7 Св в Нарском проливе. В Датском проливе по- 
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ток при нулевом стоке рек составлял 6.4 Св. При ненулевом стоке рек 

и осадках считалось, что вся избыточная масса мгновенно вытекает че- 

рез Датский пролив, так что средний по области уровень океана в каж- 

дый момент времени равен нулю. Поскольку в полярной области разница, 

осадки-испарение мала, соответствующим изменением объема жидкости 

пренебрегалось. 
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Рис. 5. Модельная область. Изолинии рельефа, дна проведены с 

пагом 500м до глубины 4км 

Первые 15 лет расчета, при вычислении солености на поверхности океана, 

вводился так называемый "климатический источник” с масштабом време- 

ни 180 суток. Соленость вне самого верхнего слоя и температура не кор- 

ректировались. После 15 лет разгона модели коррекция солености на по- 

верхности снималась. При анализе результатов обратим внимание на две 

проблемы: воспроизведение эволюции площади и толщины морского льда, 

и воспроизведение распространения атлантических вод и баланса пресной 

воды. 
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8.8. Выводы по результатам моделирования 

Воспроизведение характеристик морского льда. На рис. 6 по- 

казаны графики изменения площади льда (с учетом полыней) и пло- 

щади распространения льда за период 1980-2002 гг., которые сравни- 

ваются с данными наблюдений из архива Национального центра дан- 

ных по снегу и льду США (данные можно найти на интернет-странице 

http://nsidc.org/data/seaice/data.html). Buguo, что модель удовлетвори- 
тельно воспроизводит зимнее распространение льда и несколько занижа- 

ет область распространения льда летом. Средняя ошибка составляет при- 

мерно 7.5 х 105 кв. км. (относительная ошибка 9 %), что соответствует 

ошибке в определении положения кромки льда 100 км, т.е. порядка, од- 

ного шага сетки. Очевидно, что этот недостаток может быть исправлен 

выбором более высокого пространственного разрешения, а также исполь- 

зованием более реалистичных схем определения глубины верхнего переме- 

шанного слоя и настройкой параметризации альбедо снега и льда. Опре- 

деленная устойчивость характеристик ледового покрова к параметрам мо- 

дели достигается также при переходе к многослойной модели термодина- 

мики льда с учетом его теплоемкости [75]. При воспроизведении площади 

льда с учетом открытой воды наблюдается систематическая ошибка, по- 

рядка, 15 % в сторону увеличения, т.е. площадь полыней и разводьев зани- 

жается. Настройка модели на воспроизведение площади ледового покро- 

ва, может быть сделана, за, счет выбора параметризации процесса, бокового 

таяния. 

Рассчитанные поля средней толщины льда показаны на рис. 7-8. Вид- 

но, что основные изменения средней толщины льда происходят летом в 

районе Восточно-Сибирского моря и моря Лаптевых. Это изменение свя- 

зано с изменением толщины многолетнего льда, что также отмечается при 

анализе различных данных наблюдений. Предполагается, что изменение 

толщины многолетнего льда может служить индикатором изменений кли- 

мата, в полярных районах Земли. В то же время толщина, льда и механиз- 

мы его долгопериодной изменчивости к настоящему времени исследованы 

слабо (см. обзор [116]). В частности, такое изменение толщины льда может 
быть связано с изменением поля ветра над поверхностью океана. 

Воспроизведение температуры и солености. Основной проблемой 

воспроизведения распределения температуры в Северном Ледовитом оке- 

ане является задача, моделирования распространения относительно теплых 

атлантических вод, проникающих в Центральную Арктику на глубинах 

300-1500 м. Как показывает опыт расчетов по разным моделям в рамках 

программы АОМТРЬ, в моделях невысокого пространственного разрешения 

необходимым условием воспроизведения узких топографических струй яв- 

ляется использование схем, хорошо аппроксимирующих баланс потенци- 
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Рис. 6. Площадь распространения льда, — вверху, и площадь льда с учетом 

открытой воды (полыньи, кв. км) — внизу. Пунктиром показаны данные 

наблюдений из архива МШС 
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Рис. 8. Толщина льда, слева, — в апреле, справа, — в сентябре 2002 г. (см) 

ального вихря, и применение специальных параметризаций типа ”эффекта, 

Нептуна” [99], [110], [136]. На рис. 9 показана эволюция поля температуры 
в слое атлантических вод на горизонте 500 м. Видно, что модель, даже в 

случае низкого пространственного разрешения, удовлетворительно воспро- 

изводит перенос атлантических вод. 

Воспроизведение поля солености представляет определенные сложно- 

сти в силу того, что сток рек и таяние льда приводят к формированию 

выраженных фронтальных зон. Кроме того, в силу особенностей постанов- 

ки задачи (снос граничных условий с подвижной поверхности океана на, 

плоскость 2 = 0), несбалансированности потоков пресной воды и солей, 

253



  

    

              

    

Po 
aa 

ud - 
Lu, 

а © 

          
Sed re 

CS 
3 
  

Рис. 9. Температура на глубине 500м. Последовательно показаны апрельские 

температуры 1948, 1979 и 2002 гг. 

связанных с речным стоком, осадками-испарением и переносом через про- 

ливы, соединяющие СЛО с Тихим и Атлантическим океанами, модель не 

имеет закона сохранения содержания пресной воды, определяемого отно- 

сительно солености 34,8 %. Поэтому при отказе от ”климатического” ис- 

точника в уравнении эволюции солености модель выходит на новый режим 

(рис. 10), характеризуемый более пресными водами морей восточного сек- 

тора рассматриваемой области (рис. 11). Отметим способность численной 

схемы, используемой в модели, воспроизводить интенсивные фронты (бо- 

лее интенсивные, чем в исходном поле). 

Очевидно, что для описания баланса пресной воды на масштабах време- 

ни порядка, 100 лет необходима, разработка новой модели, имеющей законы 

сохранения массы соли и объема пресной воды (в частности — в условиях 

фазовых переходов ”вода-лел”). 
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9. Модель сезонной изменчивости циркуляции 

и уровня вод Каспийского моря 

Задача моделирования циркуляции вод и изменчивости массы воды, 

а, следовательно, и среднего уровня поверхности воды во внутренних за- 

мкнутых бассейнах, примером которого является Каспийское море, до на- 

стоящего времени не решалась. Как показывает анализ данных наблюде- 

ний Каспийского моря, внутригодовая изменчивость уровня моря, с ам- 

плитудой до 50 см, влияет на динамику течений моря, особенно в мел- 

ководном Северном Каспии. Межгодовая изменчивость уровня моря мо- 

жет приводить к изменениям в режиме вентиляции глубинных вод мо- 

ря [66]. С другой стороны, циркуляция моря (и атмосферы) определя- 
ет одну из основных составляющих водного баланса, моря, а именно, ис- 

парение, и тем самым влияет на уровень моря. Поэтому представляется 

важным создание комплексной модели гидродинамики внутреннего мо- 

ря, описывающей изменчивость как трехмерной циркуляции вод, так и 

уровня моря, и изучение на ее основе процессов, определяющих внутри- 

и межгодовую изменчивость циркуляции и уровня вод Каспийского 

моря. 

Задача воспроизведения внутри- и межгодовой изменчивости циркуля- 

ции вод синоптического масштаба, и уровня вод Каспийского моря выдви- 

гает ряд требований к формулировке модели гидродинамики внутренне- 

го моря (МГВМ) [26], [105]. Основными требованиями к МГВМ являют- 
ся воспроизведение в модели следующих процессов и явлений: гидродина- 

мических процессов от бассейновых до синоптических пространственно- 

временных масштабов; процессов, вызываемых обменом водами через 

боковые границы (сток рек, обмен через проливы); изменчивости мас- 

сы воды в море и, как следствие, изменчивости верхней границы мо- 

ря; изменчивости топографии поверхности моря, возникающей из-за ре- 

акции моря на быстрые изменения внешнего воздействия; взаимодей- 

ствия атмосферы и моря; формирования льда и его влияния на про- 

цессы тепло- и влагообмена между атмосферой и морем. В настоящем 

разделе рассматриваются некоторые результаты моделирования сезонной 

изменчивости циркуляции и уровня вод Каспийского моря с применени- 

ем МГВМ. 

9.1. Уравнения модели гидродинамики внутреннего моря 

ЦПиркуляция вод моря в бассейне произвольной геометрии описывается 

трехмерными уравнениями термогидродинамики. В МГВМ явным обра: 

зом описываются потоки воды и ее свойств (соленость, теплосодержание) 
через открытые боковые границы (сток рек и обмен через проливы) и по- 
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верхность раздела воздух-вода (испарение, осадки). Поверхность раздела 

воздух-вода изменчива, что позволяет воспроизводить пространственную 

изменчивость топографии поверхности моря и изменчивость среднего уров- 

ня моря. Взаимодействие атмосферы и моря описывается через потоки им- 

пульса, тепла и влаги. При возникновении условий, благоприятных для 

формирования льда, в МГВМ включается модель термодинамики льда, 

описывающая процессы нарастания и таяния льда, потоки свойств на гра- 

ницах атмосфера-лед и лед-вода. 

Модель динамики течений. Состояние термогидродинамики моря 

описывается трехмерными функциями температуры, солености, компонент 

скорости течений, а также двумерной функцией высоты поверхности уров- 

ня моря. Модель динамики течений моря включает в себя трехмерные пол- 

ные уравнения геофизической гидродинамики (1.1)-(1.7). Для параметри- 
зации вертикального перемешивания в случае устойчивой стратификации 

мы использовали модель, предложенную в работе [128]. Конвективное пе- 

ремешивание, возникающее в случае неустойчивой стратификации, пара- 

метризуется осреднением температуры и солености неустойчивых слоев с 

сохранением общего количества тепла и соли. Динамика, верхней границы 

моря с учетом потока, массы (осадков, испарения, таяния льда) описывает- 

ся уравнением свободной поверхности моря (1.16) в квазилинеаризованном 
виде: 

w+ = pp W. 

Ha moBpepxHocru Mopa z = —C(A, ¢,t) crapatca ycnopua (1.18)-(1.21). Ha 
дне моря z = Н(Л, $) ставится условие обтекания рельефа, трения о дно и 
тепло-, солеизоляции. В модели различаются два типа боковых границ — 

твердые и жидкие. На твердых боковых границах ставятся условия непро- 

текания и свободного скольжения, а также нулевые потоки тепла, и соли. 

На входных жидких боковых границах задаются скорости течений, тем- 

пература и соленость. На выходных жидких боковых границах задаются 

скорости течений и нулевые потоки тепла и соли. Начальные условия к 

системе уравнений следующие: 

(u, и, Г, 5, C)lt=o — (мо, y®, T°, 50, (0). 

Модель взаимодействия пограничных слоев атмосферы и 
моря. Потоки тепла и воды через границу раздела, атмосфера-море рас- 
считываются с применением известных параметров атмосферы и моде- 

ли взаимодействия пограничных слоев атмосферы и моря. Поток тепла, 
0%“ (Л, ф,$) в граничном условии (1.20) представляется следующим обра- 
30M: 

On” = -Qn-H-LyE, 
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где Ов — направленный вверх поток длинноволновой тепловой радиа- 

ции с поверхности моря; Н — поток явного тепла; Ly — скрытая теп- 

лота испарения; [вЁ — поток скрытого тепла. Поток коротковолновой 

солнечной радиации учитывается в виде источника непосредственно в 

уравнении переноса тепла, (1.5). Для расчета потоков явного и скры- 
того тепла, а также потока импульса применяется модель приводного 

слоя атмосферы, основанная на теории подобия Монина-—Обухова, [49]; 
[50]. 

Модель термодинамики льда. Во внутренних морях средних широт, 

например, в Каспийском море, в отличие от Северного ледовитого океана, 

лед является сезонным, образуется в конце осени и окончательно тает вес- 

ной, при этом толщина, льда составляет около 1 м. Поэтому для применения 

в рамках МГВМ была выбрана достаточно простая модель термодинами- 

ки льда, которая, тем не менее, успешно описывает основные особенности 

эволюции льда [144]. 

9.2. Моделирование внутригодовой изменчивости 

циркуляции и уровня вод Каспийского моря 

Начальными условиями модели являются состояние покоя и климати- 

ческие распределения температуры и солености. Из-за недостатка инфор- 

мации о Т, 5 подо льдом в зимние месяцы, модель стартует с трехмерных 

климатических полей, соответствующих ноябрю. Климатические адапти- 

рованные поля получаются в результате адаптации среднемноголетних по- 

лей температуры и солености с модельной топографией и рассчитанными 

течениями моря [28]. 

Граничные условия. Для задания граничных условий на верхней 

границе моря и в модели взаимодействия атмосферы и моря использо- 

вались среднемесячные данные реанализа ЕСМУУЕ для 12-летнего пери- 

ода 1982-1993. Они включают данные по потоку приходящей солнечной и 

эмитируемой с поверхности моря тепловой радиации, среднюю скорость и 

вектор средней скорости ветра на высоте 10 м над уровнем моря, тем- 

пературу воздуха и точку росы на высоте 2 м над уровнем моря. Мо- 

дель сезонной изменчивости интегрируется в режиме ежегодно повторя- 

ющихся условий на границах. Поскольку в 1982-1993 годах уровень мо- 

ря, из-за дисбаланса внешних условий, претерпевал значительные изме- 

нения, выбран год с минимальным годовым изменением уровня за этот 

период. Анализ уровня моря, измеренного на уровенных постах в Ма- 

хачкале, Форт-Шевченко, Красноводске и Баку, показывает, что наимень- 

шее изменение среднего уровня с начала января по конец декабря было 

в 1982 году. Поэтому в модели внешние условия задаются соответствую- 

щими 1982 году. 
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9.3. Сезонная изменчивость циркуляции и уровня 
вод моря 

Результаты, полученные по модели, проиллюстрируем на двух ключе- 

вых характеристиках: сезонной изменчивости течений верхнего слоя моря 

и изменчивости уровня вод моря. 

Трехмерные течения. Схемы поверхностных течений моря, которые 

создавались примерно до 50-х годов (см. обзор в работе [26]), не дают пред- 
ставления о пространственно-временной изменчивости поверхностных те- 

чений, и тем более о трехмерной циркуляции вод моря. Эти схемы пред- 

ставлятот собой синтез доступных в то время немногочисленных данных 

измерений, полученных с помощью свободно плавающих поплавков и бу- 

тылочной почты. Для построения схем течений использовалась также ин- 

формация о распределении температуры и солености морской воды. Но 

главным образом авторы основывались на решениях сильно упрощенных 

гидродинамических уравнений (динамический метод) и аналогиях с тече- 

ниями в других морях. Согласно этим схемам среднегодовая циркуляция 

вод в Среднем и Южном Каспии циклоническая. 

Анализ модельных исследований показывает, что поверхностные тече- 

ния Каспийского моря характеризуются значительно более сложной про- 

странственной структурой и подвержены значительной сезонной изменчи- 

вости. Сезонный ход осредненных помесячно поверхностных течений мож- 

но разделить на три периода: зимний (декабрь-январь), весенне-летний 

(февраль-июль) и осенний (август-ноябрь). В зимний период Средний и 

Южный Каспий полностью охвачены циклоническими суббассейновыми 

круговоротами, генерируемыми конвергенцией ветров в центрах подбас- 

сейнов и бароклинными факторами. В этот период циркуляция подповерх- 

ностных вод, на глубинах 25-100 м, хорошо коррелирует со структурой 

поверхностных течений. Характер общей циркуляции сильно меняется в 

феврале, когда направление ветра в Среднем и Южном Каспии меняется 

на, южное. В поверхностном слое глубоководных районов начинает домини- 

ровать Экмановский перенос поверхностных вод на юг и юго-запад, вдоль 

западного и восточного берегов этот перенос обрамляется направленным 

на юг береговым течением. Особый интерес представляют направленные 

на, юг береговые течения вдоль западного и восточного берегов в период 

с февраля по июль, когда ветровой юго-восточный дрейф поверхностных 

вод, с одной стороны, сносит воды в открытое море от восточного берега и, 

с другой — нагоняет воды отрытого моря к западному берегу, приводя соот- 

ветственно к апвеллингу и даунвеллингу вдоль этих берегов. Обе системы 

течений расположены на шельфе и его склоне в виде прибрежных тече- 

ний, теоретически изученных в работе [85]. Западное прибрежное течение 

и апвеллинг вдоль восточного берега, являются хорошо документированны- 
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ми фактами [66], [112]. Начиная с августа, картина циркуляции постепенно 
меняется к декабрьскому типу. Изменения циркуляции коррелируют с из- 

менениями направления ветра. Интересной особенностью циркуляции вод 

является распределение температуры поверхности моря (ТПМ) в зимний 

период. В период с декабря по март ТИМ в Среднем Каспии характери- 

зуется в среднем уменьшением с юга, на, север, сопровождающимся сильно 

вытянутыми в меридиональном направлении языками теплых вод вдоль 

восточного берега и холодных вод вдоль западного. В декабре и январе 

вдольбереговые аномалии 'ГИМ очевидно являются результатом циклони- 

ческой циркуляции поверхностных вод СрК, как это показано на, рис. 12а. 

Однако смена направления поверхностных течений у восточного берега, с 

северного на южное в феврале и марте (рис. 12Ъ) не приводит к исчезно- 

вению языка теплой воды вдоль восточного берега. В этот период перенос 

теплых вод из ЮК в СрК осуществляется северным подповерхностным те- 

чением (рис. 12с). Нагревание поверхностных вод вдоль восточного берега 

происходит в результате действия двух параллельных процессов: апвеллин- 

га, подповерхностной более теплой воды и вертикального перемешивания 

теплых подповерхностных вод с более холодными поверхностными водами. 

Западно-восточное повышение 'ГИМ в Среднем Каспии является харак- 

терной устойчивой чертой климата Каспийского моря [34]. Язык теплой 
воды, простирающийся из Южного в Средний Каспий вдоль восточного 

берега, является одним из аргументов, поддерживающих представление о 
существовании северного течения в этом районе. Если поверхностные тече- 
ния в декабре и январе поддерживают классическую схему циклонических 
поверхностных течений (см. обзор в работе [66]), то существование южно- 
го восточного берегового течения и ветровой дрейф поверхностных вод в 

открытое море полностью противоречат данной схеме. Вышеприведенный 
анализ показывает, что перенос теплых вод вдоль восточного берега, на, се- 
вер может быть осуществлен в результате работы более сложного процесса, 
а, именно: перенос на, север теплых вод в подповерхностном слое и последу- 
ющий апвеллинг и/или перемешивание поверхностных и подповерхност- 
ных вод. Существование северного противотечения под поверхностным, 
южным течением анализируется в работе [112] и подтверждается анали- 
зом данных измерений для северной части Среднего Каспия в работе [5]. 

Изменчивость среднего уровня моря. На, рис. 13 для ряда уровен- 

ных станций Каспийского моря показаны графики зависимости аномалии 

уровня моря от времени по данным наблюдений за 1982 год и полученные в 

модели. Общими чертами сезонной изменчивости уровня моря для всех че- 

тырех точек является минимум уровня в сентябре-октябре, подъем уровня 

в период с поздней осени до начала, лета и падение в период с середина, лета, 

до осени. Изменчивость уровня Каспийского моря является интегральной 

характеристикой термогидродинамических процессов моря. Хорошая кор- 
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реляция амплитуды и фазы изменчивости уровня между наблюдениями 

и модельными результатами показывает, что модель в состоянии воспро- 

извести ключевые термогидродинамические процессы Каспийского моря. 

Среднеквадратичная разница между наблюденным и модельным измене- 

нием уровня меняется от 1.4 см на Бакинской станции и 3.0 на Красновод- 

ской, составляя соответственно 6 % и 13 % амплитуды годовой изменчиво- 
сти уровня в указанных пунктах. 
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Рис. 13. Аномалия уровня моря (см) на уровненных постах Каспийского моря в: 

a) Махачкале; Ъ) Форт-Шевченко; с) Баку и а) Красноводске. Ломаные кривые 

представляют данные наблюдений в 1982 году, гладкие кривые — модельное 

решение 

9.4. Выводы 

Целый ряд факторов, а именно, сложная топография дна моря, вклю- 

чалощая большие мелководные области, широкий шельф и крутые склоны 

шельфа, обособленные, но взаимодействующие подбассейны, большие при- 

токи пресной речной воды, чувствительность к изменениям атмосферной 

циркуляции, формирование льда и изменчивость уровня вод моря в резуль- 

тате климатических изменений и антропогенного влияния делают задачу 

моделирования гидродинамики Каспийского моря исключительно интерес- 

ной и сложной. 
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Совместный анализ модельных результатов, данных наблюдений и кли- 

матических данных, проведенный в настоящей работе, позволил лучше 

понять фундаментальные процессы сезонной изменчивости циркуляции и 

уровня вод моря, такие как летний апвеллинг вдоль восточного берега, 

западно-восточную асимметрию в поле поверхностной температуры, меня- 

ющуюся от летнего к зимнему сезону, и западно-восточную асимметрию 

в поле солености. Одним из важных аргументов в пользу существования 

поверхностной циклонической системы течений было распространение теп- 

лых вод на север вдоль восточного берега моря. Результаты работы показы- 

вают, что устойчивый поток на север вдоль восточного берега, существует 

в подповерхностном слое, в то время как поверхностные течения чаще на- 

правлены на юг. Анализ наблюдений, сделанных в 60-х годах [112] и в более 

позднее время [5], подтверждает полученную в модели структуру течений 

на восточном шельфе моря. Важной частью данного исследования явля- 

ется моделирование изменчивости топографии уровня моря — характери- 

стики, которую можно сравнить с данными натурных наблюдений. Уро- 

вень моря является переменной, характеризующей корректность описания 

комплекса термогидродинамических процессов моря и взаимодействия с 

атмосферой. Анализ потоков на границе атмосфера-море показывает, что 

модельные результаты близки к оценкам климатических потов тепла и ис- 

парения. 

10. Моделирование динамики Белого моря 

Белое море можно отнести к наиболее изученным морям России. При 

этом остается нерешенным ряд важных вопросов и прежде всего — от- 

сутствие общепринятой схемы осредненной крупномасштабной циркуляции 

вод. Для решения многих теоретических и практических задач необходи- 

мо построение общей качественной схемы доминирующих динамических 

процессов. Этому вопросу и посвящен данный раздел. 

10.1. Общая характеристика гидрологических процессов 

Белого моря 

Белое море расположено в высоких широтах, примыкая открытой гра- 

ницей к северному полярному кругу. Бассейн и три залива Белого моря: 

Двинский, Онежский и Кандалакшский соединены с Воронкой моря неглу- 

боким (глубина составляет порядка, 30-40 м) и узким проливом, называе- 

мым Горлом Белого моря. Через Горло Белое море соединяется с Баренце- 

вым морем. 

Данные измерений показывают, что в Белом море энергетически доми- 

нируют приливные движения, специфика, которых в значительной степени 
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определяется особенностями орографии морского бассейна. Приливные те- 

чения в Белом море вызываются приходящей из Горла приливной волной, 

имеющей на входе в Горло амплитуду до б м и скорости течения до 2-2.5 

метров в секунду. Основную компоненту прилива, составляет полусуточ- 

ная волна М2. Амплитуда суточной волны К1 составляет 8-10 см. За счет 

нелинейных взаимодействий возникают четвертьсуточные гармоники с ам- 

плитудами колебаний до 10 см для мелководных областей. 

Приведем оценки некоторых параметров Белого моря, важных для 

дальнейшего анализа. Характерный горизонтальный масштаб моря состав- 

ляет около 500 км; характерная глубина бассейна, — 60 м; среднее значение 

параметра Кориолиса — 1.3-10-“; характерная скорость частиц жидкости — 

50 см/сек; характерное значение частоты Вяйсяля-Брента — 10-2? сек! 

для нижней границы поверхностных распресненных вод и 10-3 — для слоя 

основного термоклина. Характерные колебания уровня для Бассейна (цент- 

ральной глубоководной части Белого моря) и заливов 0.5-1 м, для Горла, — 

порядка, 1 м на входе в Бассейн и 6 м при входе в Горло со стороны Мезен- 

ского залива. 

С позиций геофизической гидродинамики можно выделить ряд особен- 

ностей Белого моря. Во-первых, это высокая плотность доступной потенци- 

альной энергии и потенциальной энергии вод Белого моря. Плотность до- 

ступной потенциальной энергии на единицу объема в Белом море на поря- 

док превышает аналогичные оценки для океана. Елце больше, чем в океане, 

примерно на, два порядка, — плотность потенциальной энергии на единицу 

объема. Это связано с малой (^- 67 м) средней глубиной Белого моря, cy- 

щественными приливными отклонениями уровня (плотность доступной по- 

тенциальной энергии пропорциональна им) и сильной стратификацией вод 

Бассейна и Кандалакшского залива. Так, частота, Вяйсяля-Брента в этих 

районах, в слое скачка плотности, может достигать значений 10-2 сек! 

при обычных оценках для океана, 10-“ сек". Периодические приливные 

движения регулярно генерируют близкие по пространственно-временной 

структуре поля вертикальных токов, которые, в свою очередь, преобразуют 

потенциальную энергию стратифицированных вод в доступную потенци- 

альную энергию. Доступная потенциальная энергия может уже непосред- 

ственно переходить в кинетическую энергию движения вод Белого моря. В 

этой связи в Белом море имеет место быстрое преобразование потенциаль- 

ной энергии в доступную потенциальную энергию и затем в кинетическую 

энергию движения вод. 

Гидрологический режим Белого моря отличает большой объем речного 

стока, составляющий порядка 4 ° / о в год от объема моря. Сток поддержи- 

вает плотностную стратификацию вод и влияет на продукцию потенциаль- 

ной энергии. Сильная стратификация вод Белого моря поддерживается, с 

одной стороны, большим объемом речного стока, с другой стороны, — регу- 
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лярным поступлением высокосоленых, а зимой еще и холодных, вод Барен- 

цева моря. Посредством приливных течений через Горло они проникают в 

глубинные и придонные слои Белого моря. 

10.2. Прилив в Горле и Бассейне Белого моря 

Приливная волна из океана поступает в Бассейн через Горло. Фазовая 

скорость распространения приливной волны (с; ^^ \/9Н) в Горле составля- 

ет около 20 м/сек. Это соответствует, на данной широте, внешнему радиусу 

деформации Россби Во около 200 км: 

Поскольку ширина, Горла значительно меньше — она меняется от 40 до 

50 км, это приводит к уменьшению влияния силы Кориолиса, на динамику 

проходящей через Горло приливной волны. В этом смысле Горло Белого мо- 

ря — мелкий и узкий пролив, выступающий в роли своеобразного гидроди- 

намического фильтра. Приливная волна, приходящая из Баренцева, моря, в 

Горле имеет характеристики обычной гравитационной волны, что сказыва- 

ется на водообмене Бассейна, и заливов Белого моря. При выходе из Горла 

в Бассейн моря при несущественном увеличении глубины горизонтальный 

маспттаб процессов возрастает до 200 км и более — величины равной, ра- 

диусу деформации Россби. В балансе сил начинает активно участвовать 

инерционная компонента, волновой пакет диспергирует, происходит умень- 

шение групповой скорости распространения приливной волны. Следствием 

этого становится образование устойчивого гидрологического фронта, на вы- 

ходе из Горла в Бассейн моря. По данным наблюдений фронт отчетливо 

выражен как граница стратифицированных вод Бассейна и перемепанных 

по вертикали вод Горла. 

Выход приливной волны из Горла в Бассейн стимулирует развитие про- 

цесса геострофического приспособления, выражающегося в излучении волн 

Пуанкаре (инерционно-гравитационных волн) и выделении медленной гео- 

строфической компоненты, удовлетворяющей уравнению сохранения ква- 

зигеострофического потенциального вихря. 

Восстановление геострофического равновесия происходит в основном за, 

инерционный период, равный на широте Белого моря примерно 12 часам. 

Близкий период имеет и доминирующая компонента прилива — волна Л. 

В результате, раз за разом, происходит нарушение геострофического рав- 

новесия вновь приходящей приливной волной и, с неизбежностью, возникал 

ют процессы, восстанавливающие геострофический баланс. Последователь- 

ность этих двух процессов и составляет основу динамических процессов в 

Белом море. К указанным двум процессам — быстрым волнам Пуанкаре 
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и медленным квазигеострофическим движениям, выделяемым из приходя- 

щей приливной волны, добавляются также волны Кельвина и шельфовые 

волны, возникающие в окрестности береговой границы. 

10.3. Переходные процессы 

Приливная волна, входящая из Горла в Бассейн Белого моря, имеет 

геострофически неравновесную структуру и на выходе из Горла возникалот 

переходные процессы, связанные с установлением равновесного состояния. 

Анализ процесса, установления геострофически равновесного состояния по- 

казывает следующее. 

Для коротких волн, с длиной много меньше внешнего радиуса Россби, 

энергия распределена примерно поровну между кинетической и потенци- 

альной. Для длинных волн — практически вся энергия переходит в кинети- 

ческую форму. Для смешанной в общем случае волны Пуанкаре энергия со- 

средотачивается ближе к инерционной частоте и, следовательно, представ- 

лена в основном в форме кинетической энергии. Это, в частности, означает, 

что волны Пуанкаре можно обнаружить по измерениям скоростей течения. 

Волна Пуанкаре имеет нулевую потенциальную завихренность и, сле- 

довательно, не меняет исходную потенциальную завихренность начального 

геострофически несбалансированного состояния, участвуя лишь в отводе 

избыточной энергии, не соответствующей равновесному геострофическому 

состоянию. 

Оценка показывает, что в результате излучения волн из начального воз- 

мущения выносится две трети потенциальной энергии. Таким образом, вол- 

ны Пуанкаре, не меняя начальной потенциальной завихренности входящей 

из Горла приливной волны, уносят энергию от геострофически несбаланси- 

рованного возмущения уровня. В результате формируется геострофически 

сбалансированное движение, которое затем медленно эволюционирует в со- 

ответствии с уравнением сохранения потенциальной завихренности. 

10.4. Остаточная циркуляция 

Принципиальный интерес для исследователей представляет медленная 

геострофическая мода, остающаяся после излучения волн Пуанкаре — оста: 

точная приливная циркуляция. Ее структура описывается уравнениями 

мелкой воды. В простейшем случае — это линейная система уравнений 

гиперболического типа. Функции, сохраняющие значения вдоль характе- 

ристик (инварианты Римана), имеют вид 

р=и-+2\/9Н, p=u-—2/gH. 
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Движение вод и распространение возмущений уровня контролируются 

рельефом дна — движение стремится происходить вдоль изобат. Это важ- 

но для анализа осредненных схем циркуляции вод Белого моря. Например, 

в Бассейне Белого моря, расположенном над котловиной в рельефе дна, 

следует ожидать единой устойчивой системы циркуляции вод. Стремление 

к движению вдоль изобат следует также из уравнения сохранения потен- 

циального вихря (для крупномасштабных движений с учетом В-эффекта 

вдоль поверхностей [/Н = сопз®). Поэтому рельеф дна следует отнести 

к числу определяющих факторов, ответственных за формирование уста- 

новившихся схем циркуляции вод морских бассейнов. Численные экспери- 

менты показывают, что осредненная за, десять суток (двадцать приливных 

циклов) циркуляция вод в Белом море представляет собой достаточно упо- 

рядоченную картину (рис. 14). Всю глубоководную часть моря занимает 

циклонический круговорот, который отчетливо прослеживается от поверх- 

ности до дна (рис. 15). 
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Рис. 14. Осредненное за, десять суток поле скоростей на поверхности в августе 

10.5. Краевые волны 
ь 

Остаточная осредненная морская циркуляция является геострофиче- 

ски сбалансированным движением, удовлетворяющим краевым условиям 

непротекания на твердой границе. Это возможно лишь при экспоненциаль- 

ном уменьшении уровня до нуля по нормали к границе и возникновении 

в ее окрестности волн определенной структуры. В зависимости от условий 
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Рис. 15. Осредненное за, десять суток поле скоростей на горизонте 110 м 

в августе 

они называются волнами Кельвина, краевыми захваченными волнами или 

шельфовыми волнами. Как правило, волнами Кельвина называют движе- 

ния при ровном дне и отвесных боковых стенках, а шельфовыми — при спе- 

циальном задании профилей дна, описываемых известными функциями. В 

северном полушарии краевые захваченные волны распространяются вдоль 

границ против часовой стрелки. Они ярко проявляются во многих морских 

бассейнах. В Белом море волны, похожие на волны Кельвина, развиваются 

в Онежском и Двинском заливах, а шельфовые волны — у Терского берега, 

ив Кандалакшском заливе. 

10.6. Остаточная циркуляция и термохалинная 

структура вод 

Наиболее вероятно, что пространственная структура термохалинных 

полей Белого моря формируется и поддерживается, главным образом, оста: 

точной циркуляцией. Термохалинные поля играют роль динамической па- 

мяти. Это дает основание полагать, что определение остаточной циркуля- 

ции на основе баротропных вариантов моделей проблематично. 

Основные крупномасштабные черты термохалинной структуры вод Бе- 

лого моря формируются под действием остаточной приливной и ветровой 

циркуляции при определенных расходах рек, несущих тепло и пресную во- 

ду, а также за счет процессов взаимодействия с атмосферой. Утверждение 

о формировании основных особенностей термохалинной структуры остал 

точной циркуляцией подтверждается численными расчетами. 
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Расчеты показывают, что в Белом море, по-видимому, отсутствуют 

струйные устойчивые течения в принятом смысле, но существует устойчи- 

вый осредненный эффект волновой приливной динамики. Структура, тер- 

мохалинных полей формируется остаточной и ветровой циркуляцией при 

конкретных граничных условиях, важнейшими из которых для Белого мо- 

ря являются расходы тепла и солей, связанные со стоком рек, и расходы 

тепла, и солей в Горле, регулируемые приливной волной и процессами выто- 

ка. Важными факторами также являются процессы обмена, с атмосферой. 

Отметим, что в расчетах были получены и некоторые другие процессы, 

например, связанные с образованием фронтальных рингов на гидрологи- 

ческом фронте у Горла. Стоит заметить, что ринги, в отличие от вихрей 

синоптического масштаба, переносят массу и свойства захваченной ими во- 

ды на фронте. Поэтому их роль в трансфронтальных процессах тепло- и 

массопереноса может быть весьма, существенной. 

10.7. Роль ветровой циркуляции вод 

Изложенная выше хотя и сложная, но понятная картина динамических 

процессов может нарушаться ветровым воздействием. Расчеты показыва- 

ют, что ветер может быть сильным фактором изменчивости гидрологиче- 

ской структуры вод для условий Белого моря. Даже относительно слабое 

ветровое воздействие взаимодействует с приливными процессами, меняя 

при этом схему осредненной циркуляции. 

Рассмотрим поле температуры на поверхности моря через двое суток 

действия аномального ветра, скорость которого 7 м/сек. Климатические 

скорости ветра в расчетах не превышали величины двух метров в секун- 

ду. Надо заметить, что ветер со скоростью 7 м/сек отнюдь не штормовой. 

Однако изменения в термической структуре произошли весьма существен- 

ные. За двое суток полностью исчез термический фронт у Горла, появи- 

лись резкие фронты вдоль Летнего и Карельского берегов. Температура 

поверхности понизилась на 2-3 градуса. Это говорит о существенном вкла: 

де, который может делать ветровая циркуляция в результирующее поле 

течений. 

10.8. Взаимодействие динамических процессов 

в Белом море 

Нелинейные взаимодействия различных процессов в Белом море соста: 

вляют, возможно, наиболее интересную, но и наименее изученную часть 

динамических процессов в Белом море. В качестве примера нелинейно- 

го взаимодействия процессов в Белом море рассмотрим случай сильно- 

го взаимодействия турбулентности с внутренними гравитационными вол- 
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нами. Этот процесс экспериментально изучен О. Филипсом в 1976 г. 

Суть его состоит в том, что в сосуде, где в слое скачка плотности воз- 

буждены, колебания внутренних гравитационных волн начинают про- 

дуцировать турбулентность с поверхности. Пока фронт турбулентности 

не достигает слоя, где развиты внутренние волны, все остается отно- 

сительно спокойным. Картина резко меняется, когда фронт турбулент- 

ности достигает слоя внутренних волн — волны гасятся и исчезают, а 

фронт турбулентности и перемешанный слой заглубляются. При этом энер- 

гия внутренних волн захватывается турбулизованным слоем, причем рас- 

пределение захваченной энергии происходит по всему турбулизованному 

слою. 

При усилении ветра очевидно возрастает поток турбулентной энергии 

на, поверхности моря, что увеличивает коэффициент обмена по вертика- 

ли и ведет к увеличению толщины перемешанного слоя. Если перемешан- 

ный слой достигает уровня развития внутренних волн, то происходит за- 

хват волновой энергии турбулизованным слоем и гашение внутренних волн, 

при этом увеличивается толщина, перемешанного слоя. Численный экспе- 

римент демонстрирует такую возможность. Сравнение двух расчетов ди- 

намики перемешанного слоя под воздействием северо-восточного ветра, при 

наличии приливных движений и без них показывает, что величины пере- 

мешанного слоя существенно отличаются. При наличии прилива толщина 

перемептанного слоя заметно больше. Наиболее заметное увеличение тол- 

шины перемешанного слоя отмечается у Карельского берега, и к северу от 

Соловецких островов. В этом месте прилив генерирует внутренние волны 

приливного периода, происходит захват волновой энергии турбулизован- 

ным слоем, гашение внутренних волн и увеличение толщины перемешан- 

ного слоя. Данный механизм интересен тем, что он позволяет эффективно 

в короткое время отбирать потенциальную энергию стратифицированно- 

го движения и за, счет пространственной неоднородности поля внутренних 

волн и турбулентности переводить ее в форму доступной потенциальной 

энергии. 

Представленные в данной работе исследования выполнены при 

финансовой поддержке Министерства промышленности, науки и 

технологий (подпрограмма ”Исследование природы Мирового океа: 

на’ федеральной целевой программы ”Мировой океан” контракты 

№№ 43.634.11.0001-4, 43.634.11.0008-4, 43.634.11.0004/8), Президиума РАН 

(программа ”Фундаментальные проблемы океанологии: физика, геология, 

биология, экология”, контракты №№ 10002-251/П-14/197-020/200404-034, 
10002-251/11-14/197-020/200404-056), Российского гранта ”Научная шко- 
ла’ НШ-1024.2003.5, Российского фонда фундаментальных исследований 

(гранты №№ 02-05-64909, 02-05-64924, 02-05-64926, 02-05-64357, 02-05-64446, 

03-05-64354). 
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Введение 

Оценки качества природной среды и прогнозирование ее будущего со- 

стояния в условиях взаимодействия естественных и антропогенных факто- 

ров являются основными целями и задачами в области охраны окружаю- 

щей среды. Интерес к этим задачам активно стимулируется тем,что резуль- 

таты их решения имеют непосредственный практический выход в сферу 

социальных и экономических отношений современного общества. Одна из 

научных школ, участвующая в развитии математического моделирования в 

области охраны окружающей среды, была, основана академиком Г.И. Мар- 

чуком в Вычислительном Центре СО РАН в 70-х годах прошлого столе- 

тия. За прошедшие годы участниками этой школы создана оригинальная 

методология математического моделирования, разработаны многофункци- 

ональные комплексы моделей и алгоритмов и на их основе решено много 

практических и исследовательских задач. Описанию некоторых фрагмен- 

тов технологии, моделей и методов и посвящен настоящий раздел. 

Одной из центральных проблем современной физики атмосферы яв- 

ляется математическое моделирование изменчивости газового и аэрозоль- 

ного состава, атмосферы, а также оценка влияния атмосферных примесей 

на окружающую среду. Атмосфера представляет собой сложную динами- 

ческую систему, в которой протекают различные динамические и физико- 

химические процессы. Эти процессы обусловлены как атмосферной цирку- 

ляцией, так и трансформацией газовых и аэрозольных примесей. Основ- 

ные механизмы — это химические и фотохимические реакции, протекаю- 

щие в газовой и жидкой фазах, а также кинетические процессы нуклеа- 

ции, конденсации и коагуляции, ответственные за формирования и эволю- 

ции аэрозолей. Все эти процессы взаимосвязаны между собой, и поэтому 

их целесообразно рассматривать в рамках единой модели. В зависимости 
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от пространственно-временного масштаба, рассматриваемых процессов ис- 

пользуются модели различной степени детализации. В данной работе будут 

рассмотрены различные математические модели и алгоритмы их числен- 

ной реализации для моделирования процессов, протекающих в атмосфер- 

ных дисперсных системах в региональном и глобальном масштабах. 

Так как эти процессы протекают в турбулентной атмосфере, а земная 

поверхность орографически и термически неоднородна, то задачу пере- 

носа и трансформации газовых примесей и аэрозолей необходимо решать 

с использованием гидротермодинамических моделей. Это позволяет более 

точно воспроизвести пространственно-временную изменчивость полей ме- 

теоэлементов, турбулентных характеристик течений и процессов энерго- 

массообмена. 

Пространственные масштабы атмосферных движений меняются в пре- 

делах семи-восьми порядков — от мелких вихрей сантиметровых размеров 

до движений крупных воздушных масс с континентальными размерами. 

Пространственная изменчивость газовых примесей и аэрозолей такке ха- 

рактеризуется широким разнообразием масштабов. 

Отметим, что масштабы многих явлений перекрываются. Время жиз- 

ни атмосферных веществ меняется в диапазоне от секунд (для наиболее 

реакционноспособных свободных радикалов) до несколько лет (для ста: 

бильных молекул). Например, время жизни гидроксил-радикала, составля- 

ет менее 0.01 с. За это время пространственный масштаб переноса, пример- 

но равен 1 см. У метана время жизни около 10 лет, и поэтому он может 

мигрировать в более-менее распределенном виде по всему земному шару. 

Размеры аэрозольных частиц (по диаметру) меняются в диапазоне от 

нескольких нанометров до нескольких микрон. Это различие в размерах 

составляет величину более 3 порядков, что соответствует диапазону изме- 

нения масс частиц более 9 порядков. Таким образом, даже аппроксимация 

разностной задачи с 6-м порядком точности может привести к болышим по- 

грешностям закона, сохранения массы в системе целом. Поэтому исходные 

кинетические уравнения конденсации и коагуляции целесообразно предста- 

влять для массовых концентраций. Химический состав частиц существенно 

изменяется в зависимости от размера, что имеет принципиальное значение 

для физики аэрозолей и химии атмосферы. 

Из вышесказанного следует, что при решении конкретной физической 

задачи в зависимости от пространственно-временных масштабов рассма- 

триваемых процессов необходимо выбрать как соответствующие гидротер- 

модинамические модели, так и модели трансформации газовых примесей и 

аэрозолей в атмосфере. В большинстве трехмерных моделей динамики аэ- 

розолей предполагается, что существует мгновенное равновесие в системе 

газ-аэрозоль. Однако, как показано в |83, 73], при определенных условиях 
равновесие устанавливается довольно медленно по отношению к временно- 
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му масштабу протекания других процессов. Поэтому необходимо постро- 

ить соответствующие численные модели с использованием неравновесной 

функции распределения. Математические модели такого типа построены 

в [56, 54, 73, 58, 64]. При этом одним из важных требований к моделям 

является соблюдение законов сохранения массы или числа, частиц. 

Общую структуру комплекса математических моделей составляют сле- 

дующие базовые элементы: 

- модели гидротермодинамики атмосферных процессов; 

- модели переноса многокомпонентных газовых примесей и аэрозолей 

в рамках эйлеровой и лагранжевой формулировок; 

- модели фотохимической трансформации малых газовых примесей; 

- модели аэрозольной динамики с учетом кинетических процессов ну- 

клеации, конденсации / испарения и коагуляции; 

- модели наблюдений. 

Для расширения возможностей моделирования к базовым элементам, опи- 

сывающим физические процессы, добавляются дополнительные конструк- 

ции в виде функционалов, описывающих обобщенные характеристики про- 

цессов, данных и моделей. С помощью этих функционалов порождаются 

различные сопряженные задачи, методы обратного моделирования, теории 

чувствительности, оптимизации и т.д. 

1. Постановка задачи динамики и кинетики 

газовых примесей и аэрозолей в атмосферных 

дисперсных системах 

Базовым элементом для моделирования пространственно-временной из- 

менчивости трансформирующихся газовых примесей и аэрозолей является 

модель гидротермодинамики для воспроизведения атмосферной циркуля- 

ции, развивающейся над орографически и термически неоднородной под- 

стилающей поверхностью. Для моделирования динамики и кинетки газо- 

вых примесей и аэрозолей исходными являются уравнения переноса, мно- 

гокомпонентных газовых примесей и аэрозолей с учетом процессов фото- 

химической трансформации и кинетических процессов нуклеации, конден- 

сации и коагуляции. 

1.1. Основные уравнения региональной модели динамики 

атмосферы 

Рассмотрим задачу изменчивости газовой и аэрозольной динамики в 

региональном масштабе. Более детально эти задачи рассмотрены в работах 

[24, 23, 10, 56, 54, 55, 33, 50, 51, 52, 49]. 
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Исходной является система уравнений гидротермодинамики для опи- 

сания региональных атмосферных процессов. Для учета орографии в чис- 

ленных моделях перейдем от декартовой системы координат (x,y,z) K 0000- 

щенной системе координат (5,9, 0), связанной с рельефом местности: 

—_ — © — С(х, у) Г. 
I= QZ, Y= YU; д = — HH, 

A — С(х, у) 

где Н и Н — высота верхней границы соответственно в 2- и д-системе 

координат, а ((х,у) — функция, описывающая рельеф. 
В новой системе координат уравнения гидротермодинамики примут 

следующий вид [23, 33, 55, 52]: 

0%... _ 9, 9. 
ap + div u =~, tape tlot fu, 

00 +A Op Op ^ 

эр + У — ди "250 Ut Fo 

Ow a uw = — ЭР (1+ 0.61 + Е 5} у и = 435 .61q) и 

99 5 ~ ~ Фо 

Og о. ‚00 _ 
5+ + div ug = — ath — Op + Fo, 

Ou Od dw 
—+4+—-+—-_(, 1.1 an By da (1.1) 

Здесь использованы следующие обозначения: 

ф=рф, ф= (и, 9, 1,9, 4), 

  

>, OC ; 
Gs = 5 Sy = By 

Oo ee 
= 55.” $ = 1,3, 

Е, Е,, Е, — турбулентные потоки для компонентов скорости, имеющие 

  

вид 

Е, = ou a 4 (arn + 42712) + 0B py (=| ; 

fu = a r We " рота + aoT22) + a3 35 р 5 (5) 
Fy = ors + 3 + (air + аэтз2) + 0B pry (2). 
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fy, Еу — турбулентные потоки тепла и влаги 

_ бы 0 9 20 д[9 
Fy = Dx ++ ду + Jo (a, hy + аэро) + a3 55 V8 д \ 5 , 

_ 09, 042 9 2 д д [4 Е. = at By + Эс (@1 1 + 4262) + 35-5 - a 

а С О — Я a С О — Я а Я 
1 = __ о. 2 — a 3 SS rr wees 

"Н-С(т, у) " H — ¢(z,y) H — (a,y) 
В системе уравнений использованы общепринятые обозначения: $ — вре- 

мя; и, VU, 1 — компоненты вектора, скорости ветра в координатной систе- 

ме х, у, д; и = (u,v, w); 9 — потенциальная температура; р — плотность; 

| — параметр Кориолиса; 4 — удельная влажность; [„, — скрытая теплота 

конденсации; Ф — скорость образования жидкой фазы; 5 — параметр стра- 

тификации; Л = 9/Т — параметр плавучести; р(=) — фоновая плотность 

воздуха; ту, №, ©; (1 = 1,2,3; 1 = 1,2) — тензор вязких напряжений Рей- 
нольдса и турбулентные потоки тепла и влаги, соответственно; ии, Из, Ка — 

коэффициенты вертикального турбулентного обмена для моментов коли- 

чества движения, тепла, и влаги, соответственно. 

Для описания структуры приземного слоя используем теорию подобия 

Монина-Обухова и эмпирические функции Бузингера |59, 33]. Окончатель- 

но модель приземного слоя запишем в следующем виде: 

  

Olu 09 д 
ка = UxPu(C), ea = 9+ ф5(б), 25, = qx9(¢), 

eet = и Ли (С, Си), VB — Vo = 0. f9(G, Gs), d— 4 = 4» Л9 (С, Са), 

_2 №» 
С — Т, Ch — L ) 

1 Г) _ U,ehy Bild) _ _ us 

“= Ona’ 8 AG@ Wwe, 
С ¢ 

_ f Pul) _ [ 99S) мов =] ас ив = BEd (1.2) 

roe |u| = (u? + v?)!/2 — модуль вектора скорости; и„ — скорость тре- 
ния; 9,, 4» — масштабы потенциальной температуры и удельной влажно- 

сти; А» — высота приземного слоя; 2 — масштаб длины Монина-Обухова; 

2, 24 — параметры шероховатости для ветра и температуры; © = #/Ё — 

безразмерная высота, представляющая собой параметр гидростатической 

устойчивости; фу, }’ — непрерывные универсальные функции. При этом 

учитывается поправка к потенциальной температуре за счет влаги. Ин- 

декс 1 имеет значения, соответствующие функциям скорости, влажности и 
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температуры. Температура и влажность на поверхности земли определя- 
ются из уравнения теплового баланса, тепло- и влагообмена в почве [23]. 

Задачу (1.1)-(1.2) будем решать в области 

D=Dx (0,4, Р={(т,у,0): тЕ[-Х,Х|, уЕ[-УУ], оЕ СН} 

при следующих начальных и краевых условиях: 

u=u, v=v, w=w’, 9=90 g=q, upu t=), 

Oi 00 _ 0% _ 09 _ 94 _ _ 
05 de Oe Be Bg TE PH EX, 
90 060 0% ad 04 
dy dy Oy” ay ay =0, mpa y=+HyY. 

На верхней границе атмосферы 

u=u, v=v, w=w’, 9=90, 9=9, при oc=H. 

Индексами нуль отмечаются фоновые значения величин. Граничные усло- 

вия на, верхней границе приземного слоя (№, ) задаются в следующем виде: 

  

Ou . Ov . 99 о 
1) 3" до — Чиц, ash, a = AyV, aghs a = а (9 — Vo), 

aahe Se = a9(G~ do), mpm a =e — 
т aa 06 (в, — (ху) Н 

2) —=-(— = -——- 
hy (5 бу); pee H—€(a,y) ° 

3) w=0, upuo = C(z,y). 
Система уравнений с начальными и граничными условиями при суточном 

ходе описывает изменение температуры и влажности, которые инициируют 

создание атмосферных возмущений в динамике. 

Коэффициенты вертикального турбулентного обмена определяются с 

помощью уравнения баланса энергии турбулентности 6 (Колмогорова--Обу- 

хова) и скорости диссипации е [3, 55, 54, 51]: 

ОБ 2 2 Лог 09 Лод 04 
AL + u grad (b) = a3ly |= “+ (> -) an do as и 

д 0 b? 
+ аи “Эт — oO , (1 3) 

ОЕ 2 ду Лоо. 00 Aag. Oq 2 4 та (6) = ais Е Hy? 4 (My? Aes, OF а | 
д ОЕ 2 

++ azar 96” Ao — аз (1.4)



где ar = V9 [Vu = фи(С) [фз (С); Gp, C, @1, 2, 3, HW Ag, — безразмерные 

универсальные константы. Начальные и граничные условия зададим в сле- 

дующем виде: 

b6=0, Е = 0, при &=0, 

Ь = 0, Е = 0, при z=H, 

= &, (%, (о), € = €n(Cn, Co), mpu z=h,. 

Вид pbyskuuit 02 u en mpupegen B padorax [3, 33]. Численные алгоритмы 
детально изложены в [1]. 

Слагаемые в квадратных скобках в (1.3) описывалот сдвиговую гене- 
рацию и генерацию за, счет сил плавучести. Второе слагаемое описывает 
диффузию, а, третье — скорость диссипации в тепло. В уравнении (1.4) тре- 

тье слагаемое в правой части описывает диссипацию ес. После нахождения 

р и е определяется коэффициент вертикального турбулентного обмена, из 

соотношения 

Vy = Ae—. (1.5) 
Е 

Для решения уравнений (1.3)-—(1.4) в начальный момент задается (2) 
в виде функции, убывающей по высоте по квадратичному закону. Зада- 

ча, (1.3)-(1.5) решается методом расщепления. На первом этапе решается 

задача, адвективного переноса, энергии турбулентности и диссипации по мо- 
нотонной схеме, а на втором этапе — задача их локального изменения. Для 
решения задачи на втором этапе используются соответствующие энергети- 
ческие уравнения турбулентности относительно квадратов искомых вели- 
чин, которые решаются итерационным методом. 

1.2. Математические модели переноса многокомпонентных 

газовых примесей с учетом процессов 

фотохимической трансформации и кинетических 

процессов нуклеации, конденсации и коагуляции 

Рассмотрим задачи экологии, характерной особенностью которых яв- 

ляется необходимость описания механизмов фотохимической трансформа- 

ции, процессов образования аэрозолей за счет коагуляции и конденсации, 

переноса различных консервативных субстанций и др., имея в ввиду, что 

уравнения гидротермодинамики уже решены. 

Для моделирования процессов образования аэрозолей исключительное 

значение имеют получающиеся после фотохимической трансформации ве- 

шества. Пересыщение паров этих веществ приводит к образованию пер- 

вичных кластеров, которые являются основой для образования аэрозолей. 
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Затем они могут взаимодействовать с ядрами конденсации фоновой атмо- 

сферы и объединяться с каплями воды определенных размеров с последу- 

ющей коагуляцией этих частиц. 

Важно отметить, что эти кластеры по-разному взаимодействуют с раз- 

личными каплями и поэтому нужно определить функцию распределения 

капель по размерам. Наиболее активно эти процессы протекают во влаж- 

ной атмосфере и в облаках. Аэрозольные частицы ’болыших” размеров вы- 

падают на поверхность Земли. Естественно, что процесс сопровождается 

частичным или полным испарением. Поэтому очень важно знать баланс 

между субстанцией и испарением капельных комплексов, не нарушая за- 

конов сохранения. 

В атмосферу выбрасывается большое количество химических веществ, 

находящихся в газовом и аэрозольном состоянии. В атмосфере эти веще- 

ства претерпевают ряд физико-химических изменений за счет механизмов 

фотохимической трансформации, нуклеации, конденсации / испарения и ко- 

агуляции. Все эти механизмы взаимосвязаны между собой, а каждый из 

них является частью общей, комплексной, экологической задачи. 

Дисперсность и численная концентрация являются основными показа- 

телями, определяющими основные специфические свойства процессов кон- 

денсации и коагуляции. Размер капель и численная концентрация в ат- 

мосферных дисперсных системах варьируется от нескольких молекул до 

крупных капель радиусом, измеряемым миллиметрами, а численная кон- 

центрация — до 10:2 капель в 1 см? газа. 

Как известно, увеличение размеров аэрозольных частиц происходит в 

процессах коагуляции и превращений газ-частица, а изменение спектра 

размеров частиц происходит под влиянием этих двух механизмов. Скорость 

превращений газ-частица, может определяться скоростью диффузии моле- 

кул пара к поверхности частицы и скоростью реакции, в которой участ- 

вует молекула адсорбированного пара и вещество поверхности частицы. 

При этом очень важно выявить механизмы превращений газ-частица, ко- 

торые приводят к образованию веществ, способных к конденсации, таких, 

как серная кислота, сульфат аммония, нитрат аммония и других, а также 

смоделировать эволюцию аэрозолей начиная с молекулярного уровня до 

формирования аэрозолей размером 4-10 ит. 

Основные уравнения для скорости изменения концентрации много- 

компонентных газовых примесей и аэрозолей запишем в следующем 

виде [50, 51]: 

OC; OC; д ОО: —— = Fg — риа — роста + рр 4 Ку, 1.6 OL + Ujp Oz; 4 2 + + дт, 71 1 Oa, ( ) 

OPK Офь дет | d hot , O OPK К. _ pre рсот PP о К. . (1. = + (uj; — бузшо) an; = + + + + 5a ii Be, (1.7) 
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Здесь ] — 1,3, (ил = №, 12 —%, U3 = w), (71 — 4, 42 = 1, 53 = Zz); 

Ci,t1=1,...,Ng, Pe = 1,.... Na — KoHUeHTpalMa rasoBbIx MpuMeceli U agpo- 

золей; № и № — числа газовых компонент и аэрозольных фракций, со- 

ответственно; (и, 1) — компоненты вектора, скорости ветра, в направле- 

нии т, у, =, соответственно; 1, — скорость гравитационного оседания; Е'9“3 

и Е" — источники газовых примесей и аэрозолей; Р”\< Pcond pcoag y 

РР — нелинейные операторы нуклеации, конденсации, коагуляции и фо- 

тохимической трансформации, соответственно. 

Уравнения (1.6)—(1.7) рассматриваются в области 

р: = Ох [(0,Т]), D={(z,y,z); « € [-X,X], ye [-Y,Y], z € [z0, H]}, 

где Н — верхняя граница области интегрирования. Начальные условия 

задаются в виде 

Ст, у, 2) = С}(т,у,2); фитьу, 2) = (т, 9,2), при &=0. (1.8) 

На боковых границах области задаются следующие краевые условия: 

vilo =o, если щ < 0, (1.9) 

Opi} _ 0, ecm wun, >0 (1.10) 
On 0 —' 

где <) — боковая поверхность, 7 — внешняя нормаль к &, ии — нормальная 

компонента вектора, скорости. 

Ha верхней границе воздушной массы # = Н предполагается, что возму- 

щения, обусловленные неоднородностями поверхности, затухают. На ниж- 

ней границе взаимодействие воздушных масс с поверхностью Земли описы- 

вается с помощью параметризационной модели на основе теории подобия 

Монина-Обухова с эмпирическими функциями для описания вертикаль- 

ных профилей метеоэлементов. Для задания краевого условия на высо- 

те 2 = используется уравнение для описания сопротивления примесям 

поверхностью земли как совокупность следующих трех членов: аэродина- 

мическое сопротивление го, квазиламинарное сопротивление пограничного 

слоя ть, обусловленное процессами молекулярной диффузии вблизи поверх- 

ности земли, и поверхностное сопротивление гс, связанное с процессами на 

поверхности осаждения. Итак, потоки примесей в приземном слое атмо- 

сферы представим в виде 

  = — 1.11 
ть Pr ( } д тать + те’ KU 

Здесь 5% = 1.5 х 10-5 — число Шмидта, Рг = 0.71 — число Прандтля, и» — 

динамическая скорость. Основное внимание будет уделено формированию 

сернистых аэрозольных частиц в атмосфере. 

yok _ Y — Psurf 2 (#2) 
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1.3. Модель фотохимической трансформации 

Выбрасываемые в атмосферу газовые примеси в атмосфере вступают 

в различные фотохимические реакции, трансформируются и приводят к 

образованию вторичных загрязнителей, не присутствовавших в первона- 

чальных выбросах. Общее количество химических веществ и реакций очень 

велико, что, несомненно, усложняет решение задачи в целом. В свободной 

атмосфере реакций, включающих органические вещества, с большим моле- 

кулярным весом, меньше, чем в нижней тропосфере. Часть этих веществ 

разрушается, не достигая свободной атмосферы. Среди биогенных веществ 

важными являются изопрен и терпены. 

При численном моделировании фотохимического загрязнения атмосфе- 

ры в региональном масштабе возникает необходимость сокращения количе- 

ства веществ и реакций в модели и, соответственно, упрощения численного 

решения задачи. В настоящее время широко применяются различные спо- 

собы группировки химических веществ для соответствующего включения в 

численную модель трансформации. Нами использована усовершенствован- 

ная, по сравнению с [55, 2], модель, где химическая схема, дополнена новым 

блоком в соответствии с химическим механизмом СВМ-У [65], учитыва- 
ющим ряд сгруппированных органических веществ. Суть этого механизма 

состоит в том, что органические вещества группируются на основе хими- 

ческих связей с одинаковой реакционной способностью. Таким образом, в 

модель дополнительно включены 34 реакции для следующих 12 веществ: 

ISOP, ALD2, C203, PAN, TOL, TO2, PAR, OLE, ROR, XO2, XO2N, ETH. 

В результате получается комбинированная модель, которая включает в яв- 

ном виде элементы, содержащие вещества, М, 5, С, и сгруппированные орга- 

нические вещества. Этот подход более экономичен с вычислительной точ- 

ки зрения и допускает более детальное описание промежуточных веществ 

в общей последовательности химических превращений с незначительным 

увеличением вычислительных затрал. 

Известно, что летучие органические вещества различаются своей озоно- 

образующей способностью. Озонообразующий потенциал вещества зависит 

от той комплексной смеси, частью которой он является. 

Итак, предположим, что в атмосферу выбрасываются следующие газо- 

вые вещества: МО, МО2, 502, СО, СН4, Н2СО, ОР, АГО2, ОТЕ, РАВ, 

ТОТ. Реакции, инициируемые солнечным светом, приводят к возникно- 

вению ряда новых химически активных атомов, свободных радикалов и 

других веществ, которые вместе с веществами первоначальных выбросов 

составляют следующую систему О(10), О(3Р), Оз, ОН, НО2, Н, МОз, МО, 
NO», SOo, HeaCO, HCO, H202, CO, CH4, HNO2, HNO3, ЭОз, 505, №05, СН;, 

CH302, CH30, CH30H, CO2, CH3O2gNO2, HCOOH, HOCH2O, HOCH20Oz, 

СНзООН, НО2МО2, СНзОМО2, ISOP, XOg, ALD2, C203, PAN, TOL, TO2, 
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PAR, OLE, ROR, XO2N, ETH [16, 17, 18, 19]. Всего в фотохимической 

модели учитывается 204 химических реакций между 44 газовыми компо- 

нентами. Система фотохимических уравнений имеет вид 

  

  

doy; др о. a 
i. = or + div upp; = P’-L’ (1.12) 

с начальными Условиями 

ФИЕ= 0) =, i=Tn, (1.13) 

где ф; — концентрация 1-го вещества, а, Р; и [ф; есть скорости фотохими- 

ческого образования и гибели, соответственно. 

Для системы (1.12)-(1.13) характерен большой разброс точек спектра 
матрицы Якоби, и можно говорить об их жесткости. Теоретическому и 

численному исследованию жестких систем ОДУ уделяется большое внима- 

ние ([63, 84, 43, 72, 7, 74, 9, 46, 18, 81, 82, 67]). Однако не менее важным 

является и требование, чтобы модель включала, и соответствующий реаль- 

ным атмосферным условиям химический механизм протекающих процес- 

COB. 

1.4. Гомогенная бинарная нуклеация 

В атмосферных дисперсных системах особо важное место занималот 

сульфатные аэрозоли. Сульфатные частицы в атмосфере могут оказать 

косвенное и прямое влияние на климатическую систему. Эти частицы фор- 

мируются в разных частях атмосферы: в свободной тропосфере, в морском 

пограничном слое, в арктических областях и др. Численные эксперимен- 

ты показыают, что новые сульфатные частицы могут нуклироваться и в 

стратосфере, а также в городском загрязненном воздухе [60, 83, 71, 50]. В 

большинстве из этих областей частицы образуются через процессы гомо- 

генной нуклеации, например, нуклеация воды и серной кислоты и др. 

Образование новых ядер из паров происходит в основном с помощью 

бинарной гомогенной нуклеации капель серной кислоты и воды. Скорость 

нуклеации ./ зависит от трех переменных: массовой концентрации кислоты 

в паровой фазе (с), относительной влажности воздуха, (ВА) и температу- 
ры (Т). Частицы нуклеационной моды первоначально имеют субмикрон- 
ный размер и могут расти как за, счет конденсации низколетучих паров, 

так и за счет внутримодовой коагуляции. Пусть в атмосфере в пересы- 

шенном паре при температуре Т и давлении Р, имеется бинарный кластер 

состоящих из п молекулы вещества и и по молекул для а, с мольными 

фракциями ти, 1 = ш, а. Будем считать, что частицы имеют сферическую 

форму и находятся в жидкой фазе. Тогда свободную энергию для образо- 
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вания жидкого зародыша, в бинарной смеси можно представить в следую- 

щем виде: | 

W = AG = nyApy + п. Ана + Ад, 

где АС — изменения свободной энергии Гибсса, А — площадь поверхности, 

о — поверхностное натяжение, Ад; = и(Т, ВР, хи) — иь(Т, Рут), где ии 

И и — химические потенциалы в жидкой и паровой фазе, соответственно. 

При этом важно, что для пересыщенного пара функция АС имеет макси- 

мум в точке с критическим радиусом г*. Пар пересыщен по отношению ко 

всем каплям, у которых т > г». Состав критического кластера, находится 

из решения следующего уравнения [22, 23]: 

piree pizee 

V,(x2* ) ln = м (т) Ш ет) Ре) 
где ид и и, — парциальные молярные объемы кислоты и воды, соответ- 

ственно, piree — численная концентрация свободных молекул компоненты 1 

в нуклеирующем паре, рее — численная концентрация молекул компонен- 

ты $ в насышенном паре над раствором с серной кислотой с мольной фрак- 

цией серной кислоты ©. Звездочка означает критический кластер. Серная 

кислота, стремится образовывать в паровой фазе гидраты. Эти маленькие 

кластеры имеют отрицательную энергию образования, стабилизируют пар 

и замедляют нуклеацию. 

Численная концентрация 1-гидрала, (р1,1) вычисляется из следующего 

уравнения 
{гее \ * 

p(1, 7) = ky ke + ky т pare, 

где ро, К; — константы равновесия для последовательных добавлений мо- 

лекул воды к молекулам кислоты. Эти значения зависят от температуры. 

Соотношение общей концентрации кислоты к концентрации свободных мо- 

лекул кислоты в газовой фазе имеет вид 

      
piotal piree piree 

че = 1+ 1 + kiko: ++ kj i t+ ky kg--- ky, 
Pw ро ро 

где №М — число молекул воды в большом гидрате, р"! — общая числен- 

ная концентрация молекул серной кислоты в паровой фазе, включая те, 

которые связаны в гидратах. 

Радиус критического кластера определяется из условия Кельвина 

‚_ _ 20()и т”) 
KT In (pitee/pftee(a*)) 

где ос — поверхностное натяжение раствора. 

  Г 
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Работа образования кластера имеет вид 

4 
и = =пт*? 

3 

И, наконец, общее выражение для скорости нуклеации имеет следую- 

щий вид 
w* — w(1,2 

= Zo(1,2 — J = Zp(l, Jexp ( oT ). 

где р(1,2), %(1,2) — численная концентрация и энергия образования де- 
гидрата, серной кислоты, соответственно, а 2 — кинетический коэффици- 

ент. Произведение двух последних членов представляет собой равновесную 
концентрацию критического ядра. Здесь дегидрат используется как перво- 
начальный размер (т.е. точка, отсчета, для распределений). 

a(x"). 

1.5. Численная модель кинетического уравнения 
конденсации 

Флуктуационное зародышеобразование и дальнейший конденсацион- 
ный рост частиц в пересыщенном паре является одним из наиболее важ- 
ных процессов, приводящих к зарождению и развитию дисперсной фазы. 
При наличии инородных частиц в основном происходит поглощение пара 
частицами примеси — при этом достаточно лишь создать состояние пере- 
сыщения. Процесс конденсации носит динамический характер и измене- 
ние размеров капель должно описываться скоростями 9, = д09/0%, которые 

определяют баланс между увеличением и уменьшением числа молекул в 
капле д. 

Тогда кинетическое уравнение для пространственно-однородного слоя 
примет вид (8, 56] 

т Идей = д, (1.14) 
где (9,#) — концентрация капель с массой д в момент времени # (спектр 
частиц), % — скорость конденсационного роста, (испарения) капель с мас- 
cot g, a J(g,t) — интенсивность источника флуктуационного зародышеоб- 
разования. Для вычисления У (9,#) используется следующая интерполяци- 
онная формула для произвольного режима столкновений: 

  

  

опа? тот 923 AG gu! ° 
у = 1— о — 1.15 

J A(1 + 3dg/3/81,) “*P ) kT gi/3 (1.15) 

При больших 9, а именно д > (1 ии 3, формула (1.15) дает скорость роста 
в диффузионном режиме, а при малых 9„ > д < (1/ d)° — в свободномоле- 

кулярном. 
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Как ив [8, 56], численное решение уравнения (1.14) осуществляется на, 

основе метода частиц. Для этого на каждом временном интервале [t”, РИ 

спектр 4(9,#) представим в виде | 

K 

(9,8) = У №16 [9 - 95(8] + №, к+1(06 [9 — 9s,x-41(t)], (1.16) 
1=1 

при №; к+1( = #) = 0. Исходя из этого представления ф(9,#) и исполь- 
зуя уравнение (1.14), можно получить следующую систему уравнений для 

вычисления №4, 955: 

dN si 
— = 1<K ; =: 0, <К, (1.17) 

4955 _ 
о У, (9), 1<К-У\, (1.18) 

tr+1 

№ кн”) = ] Tdt. (1.19) 
= 

Уравнение (1.18) описывает изменение размеров д; модельных частиц 

за счет конденсации (или испарения), и его можно решать с помощью 

схемы Рунге-Кутты четвертого порядка, при этом №, к+1 вычисляется из 

(1.19). При превышении некоторого наперед заданного числа №, из двух 

модельных частиц с номерами (24,21 —1),1=1,2,...,К/2, образуется одна, 

с весом №; = №1 + №5. 

Координаты соответствующей частицы вычисляются по формуле 

= giNoi-1 + 92 № 
Маф + № 
  

Очевидно, что эта, процедура сохраняет число частиц в системе, а также не 

изменяет массовую концентрацию конденсата. При расчетах кинетики кон- 

денсации на атмосферных частицах примеси часто используется аппрокси- 

мация в виде степенных спектров. При задании распределения по размеру 

модельных частиц нужно прежде всего определить способ разбиения ин- 

тервала, [Гиш,Гшах| на элементарные отрезки. После того как построены 

интервалы [9 9+1], необходимо выбрать внутри каждого из них значение 
начальной координаты 9о;. Очевидно, что при этом должны вычисляться 

условия, гарантирующие совпадение суммарной счетной и массовой кон- 

центрации примеси с величинами, вычисляемыми по набору модельных 

частиц. 
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1.6. Численная модель коагуляции аэрозолей 

Наиболее просто кинетическое уравнение формулируется для случая, 

когда коагулирующий объем изолирован от побочных процессов, а частицы 

равномерно распределены по объему. Будем считать, что система, достаточ- 

но разрежена, и слияние происходит только за счет парных столкновений, 

определяемых частотой слияния К (9, 91) частиц с массами ди 91 вединице 

объема. Уравнение процесса, коагуляции будет в этом случае иметь вид 

es _ 
9 

1 ~ 

= | К 9— 91, 91) Фо. Фо, — vo | (9,91), 491 +1 (yt), (1-20) 
0 

где 91 — текущая переменная (масса), по которой производится интегриро- 

вание, ф, — концентрация частиц с массой, заключенной в интервале от 9 

до 9+49; К (т, у) — частота, столкновения частиц с массами х и у; [(ф.,# — 
интенсивность образования новых частиц с массой д. Этот член добавля- 

ется в правую часть (1.20). Первый член в правой части (1.20) описывает 
приход частиц в размер д за счет коагуляции меньших частиц, второй — 
уход частиц из размера д за счет коагуляции со всеми остальными части- 
цами. 

Предполагается, что сталкиваются частицы шарообразной формы и 

длина свободного пробега в газе-носителе намного больше их размера. В 

этом случае К(х,у) можно представить в следующем виде [79]: 

K(a,y) = A(a!’? + y!/3)(Dy + Dy) Bey; (1.21) 

rye D, — коэффициент диффузии частицы массы т: 

  

    

ket b3 
= 1+К А — 1.22 еек. [1+ Ки, (А + @еж(-к 3) (1.22) 

Кв — постоянная Больцмана; 6з, А, @ — эмпирические постоянные; 

А = 1.25, © = 0.4, 63 = 1.1. Фактор коррекции В», определяется из [79]: 

—1 

ту — , 1.23 
Pay (=. + Ry + day т (У? + Vi2)1/2 (Re + Ry) (1.23) 
    

где 

1 

l SD. SkT'\ 2 4 
) 

x TV, пт 
  

  dy, = (28. +1) — (48? +2)*) — 2R,. 
6 Rely 
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Здесь Д; — коэффициент диффузии частицы 1 с радиусом Ах; Т — темпе- 

ратура,; [; — средняя длина пробега; У, — средняя скорость частицы; т — 

масса частицы; р — плотность частицы; 77 — вязкость газа. 

Введем по переменной д сетку узлов 49 с числом частиц в интер- 

Bale (gi, 9+1): 
Gi+1 | 

№; = / p(g, t)dg, (2 =1,J- 1). 

3: 

При выводе уравнений для величин №; умножим уравнение (1.20) на 

д и проинтегрируем по интервалу (9, 9:11). Такой подход позволяет полу- 
чить систему уравнений, обеспечивающую автоматический баланс массо- 

вой концентрации М при различных аппроксимациях решения. Используя 

при вычислении интегралов квадратурные формулы, можно для величин 

№; получить систему ОДУ вида, 

  
ON; < | т a 
at = > ) азы ММ — МУ №;5:;, (1.24) 

1=1 < j=1 

где коэффициенты a’ ,, 0ij BbIPAAKAIOTCA Yepe3 MHTEIpasIbl, 3aBMCAMMe OT OMe- 

ратора, описывающего частоту столкновений частиц (ядра коагуляции). 

Для численного решения уравнения (1.24) (как и уравнения (1.18)) ис- 
пользуется численная схема Рунге_Кутты четвертого порядка точности. 

Использование схемы высокого порядка, точности для этих уравнений обу- 

словлено тем, что счетная концентрация частиц с малыми и большими 

радиусами отличается на 4—5 порядков. Поэтому небольшие погрешности 

в счетных концентрациях частиц с большими радиусами могут привести к 

заметному нарушению закона сохранения массы в системе в целом. 

Далее, задача адвективного переноса решается с помощью конечно- 

разностной аппроксимации, имеющей второй порядок точности по про- 

странству и времени и обладалощей свойствами монотонности и консер- 

вативности [80, 33]. 

Уравнение турбулентной диффузии решается по методу покомпонент- 

ного расщепления. Уравнение фотохимической трансформации решается 

методом ОДУ [63, 23]. 

1.7. Миграция примесей в почве 

Предполагая стационарность и однородность по глубине характеристик 
почв, газовый поток примесей можно представить в виде [68]: 

д 
19 = ~&y(a) Dy, (1.25) 
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mea = ®—O; Dy, — коэффициент двойной диффузии на глубине 2; 

€g(a) = а1/3 $7. 
Подобным образом в водной фазе поток имеет вид 

Ov, 

Oz 
  Па = —€,(0) Dy (1.26) 

Используя (1.25)-(1.26) и эффективный коэффициент диффузии, поток 
примесей будет представлен таким образом: 

EgDy Ey Dz, \ фт Офт В | ЧТ ПЕР 2 R, * R, ) 58 2 az” (1.27) 

roe Де — эффективный коэффициент диффузии для системы газ-вода. 

Конвективный поток, как ив [68], имеет вид 

Гифт = УЕФТ, (1.28) 

где Ув = [,/Вг — скорость растворения. 

Теперь полный поток (ГГ) в почве будет: 

фт 
2 

Используя (1.25)-(1.29), уравнение для миграции примесей в почве при- 
мет вид 

дфт _ ОШ 
Ot Oz 

где 5,(2) описывает источники и стоки на уровне Z. 

Аналогично определяется и миграция примеси в квазиоднородном слое 
океана, (водного бассейна). 

+ 58 (=), (1.30) 

1.8. Влажное осаждение 

Удаление паров (например, серной кислоты) из атмосферы осадка- 

ми характеризуется отношением вымывания И’. Молекулы газа, вой- 

дя в каплю, растворяются так быстро, что этот процесс можно счи- 

тать мгновенным, учитывая пространственно-временные масштабы изуча- 

емой задачи (если примеси имеют высокую гигроскопичность). Посколь- 

ку константа, Генри Ан обратно пропорциональна отношению вымыва- 

ния (Кн = 1/У’,с), то равновесное разделение газофазной (фаз) и жид- 

кофазной (фаш) составляющих концентрации паров серной кислоты имеет 

вид 

Фа = КНФа. (1.31) 
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Изменения во времени концентрации паров серной кислоты представим 
в следующем виде: 

OPa,g RiWsc(Payg — Yu) 
5 = Az, ; (1.32)   

где В; — интенсивность дождя; фи — концентрация на уровне, расположен- 

ном непосредственно над отсчитываемым слоем, принимается константой 

за, один шаг по времени. При этих предположениях уравнение (1.32) реша- 

ется аналитически: 

Pag = Pu (1 _ eo) + page ™, (1.33) 

roe a = RW,-/Aze, а — концентрация при $ = 5. Поэтому поток влаж- 

ного осаждения имеет вид 

Е; = Riva: (1.34) 

1.9. Оптимизационные задачи по регулированию 

мощности источников 

Поскольку многие газовые примеси и аэрозоли так или иначе приводят 

к загрязнению окружающей среды, возникает проблема уменьшения их 

негативного воздействия. Здесь приводятся некоторые задачи оптимиза- 

ции по регулированию мощности источников с целью уменьшения ущерба, 

наносимого окружающей среде. 

Для решения такого класса, задач используется совместная модель гид- 

ротермодинамики мезомасштабных атмосферных процессов, переноса и 

диффузии газовых примесей и модели оптимизации по регулированию 

мощности источников с использованием аппарата линейного и нелинейного 

программирования. 

Задача оптимизации может быть сформулирована, по-разному. Чаще 

всего она, состоит в минимизации функционала от поля концентрации с уче- 

том внешних ограничений. Такими ограничениями могут быть, например, 

ограничения на предельно допустимые нормы загрязнения, технологиче- 

ские ограничения, не позволяющие предприятиям неограниченно снижать 

мощность выбросов, ограничения, налагаемые экономическими фактора- 

ми, такими, как тот факт, что затраты на внедрения технологии, обеспечи- 

вающей снижение выброса, не должны превышать суммы дисконтирован- 

ной прибыли данного предприятия. 

В данной работе делается попытка рептить такие задачи с помощью ма- 

тематического аппарата линейного программирования. Регулирующий ор- 

ган управляет вредными выбросами М предприятий, минимизируя ущерб 

в неких охраняемых областях, ограничивая ущерб в остальной области 
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неким допустимым максимумом и позволяя этому ущербу быть-выше до- 

пустимого минимума. 

Ущерб в области считается зависимым от суммарного количества вред- 

ных примесей, выпавших в данной области за данный промежуток време- 

ни. Если ущерб считается линейно зависящим от такой суммарной концент- 

рации, то задача линейного программирования приводит к решению, при 

котором в оптимуме одно из предприятий обязательно должно было быть 

закрыто. 

В большинстве случаев зависимость ущерба от суммарной концентра- 

ции имеет более сложный вид, и его вторая производная больше нуля. Этот 

вопрос широко обсужден в [5]. 
Покажем на простом примере, почему может оказаться, что ущерб 

нелинейно зависит от концентрации загрязняющих веществ. Пусть над 

некоторым лесом площадью 5 одновременно выпало О вредных веществ. 

При этом пусть из-за этих ”осадков” вымирает аб) леса. Ущербом есте- 

ственно будет называть затраты на восстановление утраченного леса. До- 

пустим, что эти затраты пропорциональны времени, необходимому на вос- 

становление леса. Найдем это время, в предположении, что лес растет в 

геометрической прогрессии с фактором д = 1 + В, из условий: 

9 = 5 (1 1 t _ "reg 1.35 = S(1—aQ)(1 + 8)’, = ind +B) (1.35) 

Так, например, если в результате загрязнения было поражено 20 % леса 

(aQ = 0.2), а лес растет со скоростью д = 1.1, то из (1.35) следует, что 

время, требуемое для восстановления, будет 2.34 года; если поражено 50 % 

леса, то время для его восстановления составит уже 7.27 лет. 

Следует заметить, что характер поражения растительности также име- 

ет зависимость более сложную, чем аб), а именно, выпуклую вниз, сле- 

довательно, необходимо ожидать еще более выпуклую вниз зависимость 

ущерба от концентрации загрязняющих веществ. Статистические данные 

также подтверждают подобный вид функции ущерба [5]. 

1.9.1. Задача линейного программирования 

Рассмотрим оптимизационную задачу управления мощностью выбросов 
загрязняющих примесей по заданным критериям и ограничениям экологи- 
ческого и экономического характера. Для конкретности в качестве крите- 
рия оптимальности выберем условие минимизации величины ущерба, на- 
носимого загрязнениями территории региона (на примере озера, Байкал 
и окружающего его региона). Пусть в области О; находятся п источни- 

ков примесей с концентрациями 4, (1 = 1,п) и с мощностью выбросов 
О; (1 = 1Т,п). В этой же области имеется зона, экологического контроля, 
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которую обозначали через С и условно назовем ”экологически значимой 
ss )) зоной”. Рассмотрим следующие функционалы: 

ti ty 

as = [at | pivilx,s)ac, a; = Да [ рр дар, (1.36) 

to G to D 

характеризующие суммарную концентрацию примесей в зоне С и во всей 

области О, где ф; — концентрация примесей, полученная из решения за- 

дачи с источником единичной мощности, расположенным в точке х;, р; — 

весовая функция. Составляющие ущерба, наносимого источником с номе- 

ром + в экологически значимой зоне и во всей области, представим в виде 

о; = 1 (ф), a =aife(y), (1.37) 

где (ф) и }2(ф) являются заданными функциями от суммарной концен- 
трации. Следовательно, общий ущерб можно представить в виде [23]: 

nr 

У = у` оО; (1 — е;) — в экологически значимой зоне С, (1.38) 
1=1 

nr 

Yo = > a;,Q;(1 — e;) — Bo Bce области О, (1.39) 
i=1 

rae e;(2 = 1,n) — kxosddbunMenTE! OTHOCHTeNbHOrO CHW2KCHUA MODIHOCTY UC- 
TOUHHKOB. 

Задача оптимизации заключается в нахождении вектора, е = е;, доста- 
вляющего минимум функционалу 

Y°= у. 0: (1 —е;) — ше, (1.40) 
1=1 

при ограничениях 

О<е;<1, (1.41) 
7m . 

k1Yo < > 04:1 — e3) < keYo, (1.42) 
w=1 

где К1,Ко — коэффициенты, характеризующие необходимое сокращение 

ущерба. После нахождения коэффициентов е;, допустимые мощности ис- 

точников Q, вычисляются по формуле Q. = Q,;(1 — e;). OcnoBHEImMu Kpu- 

териями для управления являются условия минимизации ущерба в зоне 

С и ограничения ущерба в области D, т.е. по всей территории региона. 

Начальные мощности источников нормированы на мощность источника, с 

номером 1. 
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Заметим, что в задачах, связанных с оценками экологической безопас- 

ности, допустимые антропогенные нагрузки необходимо рассчитывать при 

ограничениях на концентрации загрязняющих примесей, обеспечивающих 

соответствующее качество природной среды в каждой точке области D;. 

В этом случае система ограничений (1.41) и (1.42) дополняется совокуп- 
ностью ограничений локального и интегрального характера, задаваемых 

непосредственно для концентраций загрязняющих веществ от всех источ- 

ников, включая продукты трансформации. Следует отметить, что при ре- 

шении задач управления не учитывалась степень токсичности примесей. 

Расчеты по этой модели проводились для Байкальского региона [23, 34, 25]. 

1.9.2. Задача нелинейного программирования 

Рассмотрим случай когда зависимость ущерба от суммарной концентра- 

ции является квадратичной. В этом случае задача оптимизации приводит 

к решению, при котором в оптимуме выпуск предприятий остается ненуле- 

вым. Во многих случаях зависимость ущерба от суммарной концентрации 

вредных веществ является функцией, выпуклой вниз. 

Как известно, реальный ущерб редко имеет линейную зависимость от 

суммарной концентрации вредных веществ, выпавших за длительный пе- 

риод времени. Как правило, эта, зависимость имеет более сложный вид, где 

вторая производная по суммарной концентрации больше нуля. 

Ущерб, наносимый загрязнением воздушного бассейна, в основном воз- 

никает за счет воздействия вредных веществ на, сельское и лесное хозяй- 

ства, повышения износа основных фондов и ухудшения здоровья населе- 

НИЯ. 

Для удобства дальнейшего изложения будем считать функцию ущер- 

ба, квадратично зависящей от суммарной концентрации, выпавшей за пе- 

риод времени. Действительно, любую функцию, выпуклую вниз, можно 

аппроксимировать квадратичной функцией с положительным коэффици- 

ентом при квадратичном члене. Итак, функция ущерба в охраняемой зоне 

О будет иметь вид [4, 53, 25]: 

nm 

>. («0;:)* ) 

1=1 

а, ущерб в остальной области С’ будет равен 

п 

2 
> (8:9). 
i=l 

Заметим, что из-за весовой функции р(т,у), содержащейся в коэффициен- 
| 2 2 тах б:, коэффициенты В: при ©); в функции ущерба, области С в десятки 

и сотни раз превосходят коэффициенты а 4 . 
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Поэтому аппроксимируем квадратичную функцию ущерба в области 

С линейной функцией методом наименьших квадратов. Таким образом, 

вместо набора коэффициентов [;, получим набор соответствующих им ко- 

эффициенов Д;. Задачу минимизации ущерба, (1.36)-(1.42) теперь можно 
переписать в виде [4]: 

п 

у. (a;Q;)? > ming, (1.43) 

1=1 

при условиях: 

0< Qi < Qi, (1.44) 
п 

kYo < >) BiQi < Yo. (1.45) 
1=1 

Задачи такого вида называют задачами квадратичного программиро- 

вания, и для их решения существует множество методов и программ [17]. 

Здесь используется программа для решения задач квадратичного програм- 

мирования, основанная на методе Вульфа. Суть этого метода заключается 

в том, что для исходной задачи нелинейного программирования вида, 

Q(x) = p'x+x'Cx > min (1.46) 

при условии, что 
Ax <b, x > 0, 

строится задача линейного программирования, решение которой совпадает 

с решением задачи (1.40). Для этого вводится новый вектор переменных и 

размерности К, где К — количество ограничений матрицы А. Получаемая 

задача линейного программирования выглядит следующим образом: 

I,x + Ipu > min, (1.47) 

при условии, что 

2Сх + АГа>ър, Ax <b, x > 0, 

где [и и [. — квадратные единичные матрицы порядка, п и К, соответствен- 

но. Полученная задача линейного программирования решается обычным 

симплекс-методом. С использованием этой модели проводились численные 

эксперименты для г. Москвы и окружающего его региона [4]. 

1.10. Результаты численных экспериментов 

Приведем несколько результатов численных экспериментов по моде- 

лям, разрабатываемым в ИВМ РАН. Были проведены численные экспе- 

рименты по моделированию эпизода фотохимического загрязнения атмо- 

сферы в регионе Хьюстон-Гальвестон (ХГ) с использованием базы данных 
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ТехАО5-2000 за, период с 25 августа, по 1 сентября 2000 г. В численных экс- 

периментах использованы данные выбросов из точечных и площадных ис- 

точников для следующих веществ: МО, МО2, ОБЕ, РАВ, ТОГ, ХУГ, ЕОВМ, 

АГО2, ЕТН, МЕОН, ЕТОН, ГОР, 50.2 и СО. Значения эмиссий из точеч- 

ных источников были заданы на сетке для двух областей: для области 

Х = 1620 км, У = 1656 км с шагами 36 км по обоим направлениям и для 

региона ХГ (Х = 332 км, У = 260 км) с шагами 4 км, а по вертикали — 
до 2 км. 

Значения концентраций рассматриваемых веществ на боковых грани- 

цах малой области для каждого шага, по времени определялись с помощьо 

линейной интерполяции из решения, полученного для большой области. 

Для рассматриваемого региона накоплены данные натурных измерений 

среднечасовых концентраций озона в 34 точках. На, рис. 1 приведены сред- 

нечасовые значения концентраций озона по результатам модельных расче- 

тов в сопоставлении с данными наблюдений в двух различных точках в 

течение семи дней. Рисунок показывает достаточно хорошее соответствие 

между расчетными и экспериментальными данными. Примерно такое же 

согласие между измеренными данными и численными результатами и в 

других точках. 
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Рис. 1. Сопоставление среднечасовых концентраций озона, по результатам 
модельных расчетов (сплошные линии} с данными наблюдений (точки) 

в 4 различных точках в течение 8 дней 

Были проведены также комплексные численные эксперименты по моде- 

лированию пространственно-временной изменчивости газового и аэрозоль- 

ного состава, атмосферы в Байкальском регионе с учетом следующих про- 
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цессов: динамики атмосферы, переноса и трансформации газовых примесей 

и аэрозолей, нуклеации, конденсации-испарения и коагуляции. Сначала, из 

гидродинамической модели получаются характеристики атмосферной цир- 

куляции и далее решается задача, переноса примесей с учетом фотохими- 

ческой трансформации и кинетических процессов аэрозолеобразования. 

Приведем результаты численных экспериментов, проведенных для сле- 

дующих входных параметров: область моделирования по горизонтали раз- 

мером 600х600 км, с шагом 10 км, высота, области по вертикали — 2050 м 

от поверхности земли, количество вертикальных узлов — 20 (Ах = 50 м, 

если 2 < 100 м; & < ТБ м, если 100 < д < 250 m; Az = 100 y, 

если 250 < 2 < 1450 м; Ах = 150 м, если 1450 < х < 2050 м); ДЕ = 600 сек. 

Начальное время моделирования соответствовало 6 ч местного времени. 

В экспериментах задавалось следующее направление фонового потока: 

(ь =4 м/с, У, = 0 на верхней границе атмосферы при 2 = 2050 м. 

На приводимых ниже рисунках представлена схематическая карта, Бай- 

кальского региона, где кружочками отмечены источники выбросов от круп- 

ных объектов промышленности: Иркутск (НИТЭЦ, РК Новоленино), Ан- 

гарск (ТЭЦ-1, ТЭЦ-9, ТЭП-19), Шелехово (ТЭП-5), Усолье (ТЭЦ-1), 
Байкальск. По заданным значениям мощностей источников по выбросам 

502, М№О; и СО проводились численные эксперименты по воспроизведе- 

нию пространственно-временной изменчивости газовых примесей и аэро- 

золей в атмосфере. Расчеты проводились одновременно в рамках единой 

модели по следующей последовательности. По модели гидротермодинами- 

ки моделировался характер атмосферной циркуляции в рассматриваемом 

регионе и вычислялись поле течения и турбулентные характеристики. На 

фоне полученной атмосферной циркуляции решалась задача, переноса, га- 

зовых примесей с учетом фотохимической трансформации, в результате 

чего образуются пары серной кислоты Н25О4. Далее рассматривались про- 

цессы образования нуклеационной моды по механизму бинарной гомоген- 

ной нуклеации в системе [Н2О — Н25О4|. И, наконец, была смоделирована, 

динамика аэрозольных частиц с учетом кинетических процессов конден- 

сации/испарения и коагуляции. Модель позволяет рассматривать распро- 

странение паров серной кислоты с учетом конденсации/испарения как на, 

естественных аэрозольных спектрах (например, Юнге), так и при конден- 

сации на частицах, возникших в процессе бинарной гомогенной нуклеации. 

Далее спектр этих частиц деформируется из-за процесса коагуляции. При 

этом рассматривается 30 интервалов для спектра размеров аэрозольных 

частиц в диапазоне 0.1-5.0 мкм. 

На рис. 2-4, темными кружочками показаны локальные источники за- 

грязнения (502, МО, и СО). На рис. 2 представлено поле концентрации 
Н25О4 для момента, времени $ = 14 ч. На рис. 3 приведено поле ско- 

рости нуклеации. Формирование частиц новой фазы может происходить 
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лишь тогда, когда, концентрация паров серной кислоты превышает порого- 

вое значение. Как показывают расчеты, концентрация паров серной кисло- 

ты в Байкальском регионе превышает пороговое значение, что способствует 

образованию мельчайших аэрозольных частиц. 

На рис. 4 представлено изменение спектра частиц с учетом коагуля- 

ции и конденсации для частиц с радиусом 0.1 ит (рис. 4а) и 0.915 ит 

(рис. 46) для периода моделирования 24 ч. и высоты 300 м. Расчеты про- 
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Рис. 4. Спектр аэрозольных частиц с учетом коагуляции и конденсации 

а — для частиц с радиусами 0.1 ит, 6 — для частиц с радиусами 0.915 ит для 

периода моделирования 24 ч. и высоты 300 м 
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водились для 30 спектральных интервалов. Результаты расчетов показы- 

вают существенную пространственно-временную неоднородность счетной 

концентрации частиц различных размеров, обусловленная как атмосфер- 

ной циркуляцией, так и кинетическими процессами аэрозолеобразования. 

Получены также концентрации различных газовых примесей с учетом 

их фотохимической трансформации (все поля здесь и ниже приведены для 

высоты 225 м). На рис. 5 представлено поле концентрации Оз для момента, 

времени %& = 14 ч. 

  

   550) Bieri 
BOG} -- +> = 1.056412 

450 

400; 

        
Рис. 5. Поле концентрации озона для момента, времени # = 14 ч. в 

плоскости (т,у) на высоте д = 300 м 

На базе региональной модели аэрозольной динамики построена, также 

глобальная модель формирования сульфатного аэрозоля в Северном по- 

лушарии, записанная в сферической системе координат. При этом исполь- 

зовалась расчетная сетка, с узлами 144 х 72 х 15 (высота верхней границы 

области составляет 9.2 км). Численные эксперименты проводились на осно- 

ве метеорологической информации, восстановленной в Европейском центре 

среднесрочных прогнозов погоды. Источником газовых примесей являются 

глобальные значения эмиссий SO2, NO, u СН4 от источников, заданных на, 

поверхности земли [57, 78]. В качестве иллюстрации на рис. 6 приводится 
поле численной концентрации частиц с радиусом г == 0.11 ит после 30 дней 

моделирования. Как видно из рис. 6, поле концентрации аэрозоля облада- 

ет существенной пространственно-временной изменчивостью, обусловлен- 

ной изменчивостью поля влажности, концентрации паров серной кислоты 
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1058. 
935. 

        
Рис. 6. Поле численной концентрации сульфатных частиц с 

радиусом т = 0.1] ит после 30 дней численного расчета, с использованием 

глобальной модели динамики аэрозолей в северном полушарии 

и температуры. Таким образом, данная модель может быть использована 

для изучения глобальной динамики сульфатного аэрозоля и образования 

конденсационных следов в атмосфере. 

Теперь приведем некоторые результаты численных расчетов, проведен- 

ных по модели оптимизации управления мощности источников, в предпо- 

ложении, что ущерб линейно зависит от концентрации примеси [23]. Основ- 

ным критерием является условие минимизации ущерба на акватории озе- 

ра Байкал и ограничения ущерба на всей территории региона. В расчетах, 

кроме указанных источников, учитываются два новых источника, располо- 

женных в восточной части озера Байкал (Улан-Уде, Гусиноозерск). Расче- 

ты проводились для 4 преобладающих направлений фонового потока (СЗ, 

ЮВ, СВ, ЮЗ). 

Получены значения коэффициентов регулирования источников в ре- 

зультате решения задачи минимизации ущерба на акватории озера Байкал, 

при условиях снижения ущерба во всем регионе на 10, 50, 80 %, соответ- 

ственно. Для рассматриваемых ситуаций загрязнения оказались наиболее 

чувствительными к интенсивности источников 3 и 4. Четвертый источник 

расположен ближе всех к акватории озера, и требуется убрать его совсем. 

Третий источник необходимо регулировать при всех ситуациях. Для 50- 

процентного сокращения ущерба, необходимо уменьшить выбросы на 65 И; 

для 80-процентного сокращения ущерба — отключить. Причина заключа- 

ется в том, что его мощность существенно больше мощностей остальных 

источников, и локальная циркуляция атмосферы способствует накоплению 

примесей над озером. Наименее опасными являются остальные источники: 

их вклад в загрязнение акватория незначителен. 
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Аналогичные численные эксперименты проводились для Московской 

области с использованием численного аппарата нелинейного программиро- 

вания. Эти результаты детально изложены в работах [4, 25]. В отличие от 
примера, приведенного для Байкальского региона, где полагалась линейная 

зависимость ущерба от загрязнения, в этом примере ущерб зависит от кон- 

центарции нелинейно. В результате показано, что ни один из источников не 

может быть закрыт полностью. Эти результаты имеют сугубо модельный 

характер. Однако при наличии оперативных данных на длительный срок, 

а также точного подсчета, зависимости экономического ущерба от суммар- 

ного загрязнения, модель может быть применима к реальным условиям. 

2. Системная организация моделирования 

для задач охраны окружающей среды 

Постановки задач в области охраны окружающей среды весьма, много- 

образны, поскольку сам раздел науки находится на стыке многих дисци- 

плин: физики, химии, экологии, биологии, экономики, математики и др. 

Здесь мы представим разрабатываемый нами математический аппарат, 

предназначенный для объединения разнородных знаний в согласованный 

комплекс. 

2.1. Принципы построения численных моделей переноса 

и трансформации газовых примесей и аэрозолей 

в атмосфере 

Как уже отмечалось, для решения природоохранных задач нам нуж- 

ны следующие основные элементы: модели процессов, модели измерений и 

функционалы для организации методов моделирования, усвоения данных 

наблюдений, экологического прогнозирования и проектирования. 

Для описания процессов и их математических моделей введем три типа 

объектов: 

  
- функции состояния ф = {y;,7 = 1,n} € Q(D,), 

- параметры моделей У = {У 1=1,М} Е В(Бь, 
- сопряженные функции ф* = {0% 1 =1 пс} Е ©*(О,), пс > п. 

Здесь О; — область изменения пространственно-временных координат, 

р; = Ох [0,1]; р — область изменения пространственных координат 

2 = (71, 72, тз), а [0,{] — интервал изменения времени ft; О(Р,) — простран- 
ство функций состояния, удовлетворяющих краевым условиям на грани- 

це <), области П)+. Область О рассматривается в трех вариантах так, чтобы 

область изменения горизонтальных координат представляла, собой сферу, 
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полусферу или ограниченные территории на сфере. На, ограниченной тер- 

ритории граница области ) имеет’ представление $ = 5 Ц % 0 Daz, где 

Qs — боковая ‚, 0 — нижняя и ; — верхняя границы области. Аналогич- 

но описывается и ; . Функциональное пространство ()*(),) сопряжено по 

отношению к пространству функций состояния Q(D;z), R( Dz) — область 

допустимых значений параметров. 

Структуры соответствующих друг другу компонентов вектор-функций 

фи ф* идентичны, хотя информационное содержание их различно. В наших 

построениях сопряженные функции можно интерпретировать как обобщен- 

ные множители Лагранжа. В зависимости от целей исследований их чис- 

ло может быть больше, чем число функций состояния. Они вводятся для 

построения вариационного принципа, чтобы при исследовании поведения 

целевых функционалов в пространствах функций состояния и парамет- 

ров учесть все модели как ограничения и взаимосвязи между параметрами 

и функциями состояния. С их участием реализуются прямые и обратные 

связи от функционалов и данных наблюдений к моделям и их входным 

параметрам. 

В качестве вертикальной координаты хз обычно берется высота, х или 

давление р. На их основе строятся соответствующие модификации коорди- 

нат, следящие за рельефом поверхности Земли. Мы предпочитаем для опи- 

сания вертикальной структуры моделей использовать принцип декомпози- 

ции по областям [35]. Область О условно разбивается на 2 слоя: ”свободная” 
атмосфера О! (рт < р < рв) и нижний слой, включающий пограничный и 

приземный, О2(рв < р < р5(5,1)) ‚ где р — давление, р, рв, рт — давле- 
ние на поверхности Земли, на, границе раздела, слоев и на верхней границе 

атмосферы. Введем гибридную систему координат, позволяющую объеди- 

нить преимущества реализации моделей в изобарических координатах в 

свободной атмосфере (в случае постоянных ров, рт) с удобствами сигма- 

координат для учета, рельефа поверхности Земли (13 = в): 

о = (р-рт)/л, n=(pp-—pr)/e BD; 

о = (р-р5)/п +=, п= (р5 — рв)/(1-в) вр. 

Параметр Е (0 < Е < 1) вводится так, чтобы поверхность р = рв была выше 
уровня ”модельного” рельефа поверхности Земли. Аналогичные построе- 

ния осуществляются и в том случае, когда вместо давления используется 

высота. 

Интересующие нас процессы описываются моделями гидротермодина- 

мики в климатической системе, моделями переноса, и трансформации вла- 

ги, химически и оптически активных загрязняющих примесей в газовом 

и аэрозольном состояниях. Функции источников в моделях параметриче- 

ски учитывают действия естественных и антропогенных факторов. Чтобы 
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рассматривать совместно модели процессов и систему мониторинга с це- 

лью организации между ними взаимодействия в режиме прямых и обрат- 

ных связей, будем предполагать, что все элементы комплекса (модёли и 

наблюдения) могут содержать неопределенности и ошибки. В этом случае 

естественно ставить вопрос о конструировании алгоритмов для реализации 

таких связей, исходя из условий минимизации некоторой суммарной меры 

неопределенностей и ошибок. Таким образом, для решения комплексных 

задач в области окружающей среды необходимо разработать ряд конструк- 

тивных математических моделей, позволяющих решать как прямые, так и 

обратные задачи. 

2.2. Постановка задачи 

Общую структуру моделей для данного класса задач можно записать 

в следующей операторной форме: 

Op 
Ot 

+ 

[($) = B= +G(¢,Y)-f-F=0, (2.1) 

где В — диагональная матрица, С ($, У) — нелинейный матричный диффе- 

ренциальный оператор, основной элемент в нем — адвективно-диффузион- 

ные операторы, действующие на различные компоненты функций состоя- 

ния; f — функции источников, Г’ — ошибки моделей. Операторы переноса, 

в моделях процессов симметризуются с помощью уравнения неразрывно- 

сти [28]. 
В настоящей работе не преследуются цели детального описания всех 

элементов комплекса и способов построения алгоритмических конструк- 

ций. Их различные аспекты можно найти в работах [20, 21, 22, 28, 33]. Рас- 

смотрим только те модели из комплекса моделей климатито-экологической 

системы, которые непосредственно связаны с процессами распространения 

тепла, влаги, излучения и переноса и трансформации оптически и химиче- 

ски активных субстанций в атмосфере 

  OTp; 4. | 
$) = a + div(m(piti — yi grad yi) )+ 

+т(Н($)): — (В +т:) =0, t=I,n. (2.2) 

Здесь Ф = {0,0 1=Т1Тп} Е О(Оь — вектор-функция состояния, ее 
компоненты ‹ф; описывают потенциальную температуру, отношения смеси 
для характеристик влажности в атмосфере (водяной пар, облачная вода, 
дождевая вода, снег и ледовые кристаллы), концентрации загрязняющих 
примесей в газовом и аэрозольном состояниях, f = {f;(z,t),i = I,n} — 

функции источников тепла, влаги и примесей, т; — функции, описываю- 
щие неопределенности и ошибки моделей, и = (1, из, из) — вектор скоро- 
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сти, 4 = 1, 2, из + — коэффициенты турбулентного обмена, для субстан- 

ции ф; в направлении координат 1 = {1;, 1 = 1,3}, H(¢) — нелинейный 

матричный оператор, который описывает локальные процессы трансфор- 
мации соответствующих субстанций. Функции, описывающие источники 

К: 
примесей, имеют вид }(%8 = У; 9 (1 - ек)ик(2, 1). Здесь еж — па- 

k=1 

раметры регулирования, C);, — MOMIHOCTH MCTOUHMKOB, Wj, — KOHCGDurypa- 

ция источников, К; — количество источников примесей. Все необходимые 

элементы гидродинамического фона для моделей (2.2) рассчитываются по 

соответствующим моделям динамики атмосферы, согласованным с (2.2) в 

рамках вариационного принципа, на уровне интегральных тождеств и их 

сумматорных аналогов. Функции ци, п;, / и входные данные начальных и 

краевых условий включалотся в совокупность компонент вектора парамет- 

ров У. 
Для учета процессов образования аэрозолей и их трансформации в 

области О; вводится еще одна переменная — размер частиц, и в оператор 

трансформации добавляются новые члены, имеющие интегро-дифферен- 

циальную структуру. В этом случае система уравнений трансформации и 

взаимодействия многокомпонентных аэрозолей выглядит так: 

— 

д: (а) _ 1 гм М 

Ot = / > мьфь(а1) | > окт К (а — 91, 91) фт(а — а) | |аа1- 
J = 

aM M д 

—pi(q) | К (а, 41) >. Векфк(ат) | аа — Эа [0 (а)] + 

2 

+) — Во + 4.0, i= TM 1<M<n, (23 

rue {p;(q,t), :=1М} — концентрации субстанций, из общего числа, при- 

месей, в аэрозольном состоянии в объеме [4,4 - dq] ‚, пространственные ко- 
ординаты участвуют параметрически; К (4, 41) — ”коагуляционное” ядро; 

ri(q,t) — скорость конденсационного роста, или испарения; 1/;(4,#) — коэф- 

фициент диффузионного” изменения размера частиц; А;(4,#) — скорость 
удаления частиц; ();(49,{) — скорость образования новых частиц за, счет 
влияния естественных и антропогенных факторов или процессов транс- 
формации; ‘ук, акт, бк, 4. т = 1 М\} — параметры ”коллективного” 

взаимодействия частиц. Процессы сухого и влажного осаждения частиц 
учитываются в модели (2.2) в операторе турбулентности и в операторе пе- 
реноса, заданием дополнительных слагаемых в составе вертикальной ком- 
поненты вектора, скорости. 

Содержательное и конструктивное описание операторов химической 
трансформации примесей осуществляется различными способами, в том 
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числе с помощью автоматизированной системы построения кинетических 

моделей атмосферной химии [77, 2, 33, 42]. Следует заметить, что базо- 

вый цикл химической трансформации многокомпонентных примесей для 

типичных условий атмосферы индустриальных регионов, представленный 

в [2], и сейчас остается основой для современных модификаций. 

Начальные условия при + = 0 и параметры модели можно записать в 

виде _ И 

2'=$90+&=), Y=%+(@,0), (2.4) 
где Go u У, — заданные априорные оценки начальных полей и вектора 

параметров У; & (%), С (%, Е) — ошибки и неопределенности начальных полей 
и параметров. Если предположить, что модель и входные данные точны, 

то члены, содержащие ошибки, можно опустить. Граничные условия для 

замыкания модели суть следствие физического содержания той проблемы, 

которая изучается. Например, на ограниченной территории для моделей 

переноса, примесей граничные условия можно сформулировать следующим 

образом: 

_ OY; _ 
Yi = Qi (Z,t) € Я; тт, = 0, (2,1) Е Яя, (2.5) 

порт Brad Yi = G — Wifi; (Zt) € Qos; (2.6) 
Оф; _ 

pg + Ki (Di — Yin) = 0, (7,8) Е Qat, (2.7) 
Отз 

где 5, их, — участки боковой границы, где имеются входящие и выходя- 

щие потоки воздушных масс и примесей, п — внешняя нормаль к границе, 

по — внутренняя нормаль к поверхности 40, 4, и; — источники эмиссии и 

скорости осаждения субстанции с номером 1 на поверхность, к; > 0 — па- 

раметр, определяющий режим взаимодействия с вышележащими слоями 

атмосферы, фк — заданная равновесная концентрация субстанции на +. 

Входные параметры задаются как $, 4;, чх, ку, фь. В операторной форме 

граничные условия можно представить как 

(В ($): -@а=0, 1=1 мп, (2.8) 

где Кь — операторы граничных условий, а 4; — функции источников на, 

границах $2, области 1%. 

‚Заметим, что включение в модели факторов неопределенностей имеет 

свой резон. Дело в том, что общее описание процессов переноса, турбулент- 

ного обмена и энергомассообмена к настоящему времени уже устоялось, 

тогда как для локальных процессов трансформации газовых и аэрозоль- 

ных субстанций, параметризаций подсеточных процессов, взаимодействия 

примесей с подстилающей поверхностью и т.д. знания об их природе име- 

ют поисковый, эмпирический характер. Поэтому операторы для описания 
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этих процессов можно рассматривать как обобщенные параметры моделей, 

а, уменьшение степени неопределенностей можно достичь за, счет совмест- 

ного использования моделей с данными лабораторных и натурных иссле- 

дований и измерений. 

2.3. Вариационная формулировка моделей процессов 

Организация моделей, от глобального до мезо-регионального масштаг 

бов по горизонтали с декомпозицией по вертикали`с различными прост- 

ранственно-временными разрешениями в подобластях, соответствует це- 

лям исследований, ориентированным на оценки экологической перспекти- 

вы, рисков и уязвимости территорий по отношению к воздействиям есте- 

ственных и антропогенных факторов. С помощью глобальных моделей про- 

изводятся оценки масштабов взаимодействий в климатической системе. За- 

тем на базе моделей, адекватных процессам выделенных масштабов, рас- 

сматриваются более детальные картины развития ситуаций. В таком ком- 

плексе регионы участвуют в моделях в режиме прямых и обратных связей 

и как источники, и как рецепторы возмущений. Объединение всех моделей 

в единый комплекс и согласование их по масштабам в целом и по разре- 

шениям дискретных аппроксимаций, а также построение численных схем 

и алгоритмов реализации осуществляется с помощью вариационных прин- 

ЦИПОВ. 

Структура областей, выбор системы координат, основные обозначения 

и их смысл, постановки задач, краевых и начальных условий, описание 

функций состояния и параметров, структура функционалов, в зависимости 

от целей исследований, и способы построения интегрального тождества для 

вариационных формулировок моделей описаны, например, в [28]. 

Наряду с дифференциальной постановкой задачи будем использовать 

вариационную формулировку модели (2.1)-(2.8) 

Г, 7,4") = | (L(G), @* dD at =0. (2.9) 
[+ 

Интегральное тождество (2.9) строится с учетом краевых и начальных 
условий так, чтобы при подстановке ф* = ф функционал (2.9) давал со- 

отношение баланса, энергии исследуемой системы. Выполнив все необходи- 
мые преобразования в (2.9) для модели (2.2)-(2.8), окончательно получим 
интегральное тождество в виде 

1B.—) = 324 (Aves + [ (ну — п- пуыйтарае } 0. (2.10) 
i=l D; 
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Здесь 

д Ony* . _ . “> 
(Ay, p*); = [{05 Те —ф Э, )+(y* 4улри-ф Фу тф"и)| + 

Dt | 

пи ета ф ртаа р’ ара + | офф" ларф+ 

р 

  

+ [ (0-500 — woP spt mdr + [(w) — q)y*rdQdt | , (2.11) 

п, N+ i 

ил, — нормальная к границе составляющая вектора, скорости. Заметим, что 

операторы Вь в граничных условиях (2.4) желательно записать в таком 

виде, чтобы можно было с их помощью исключить слагаемые с нормальной 

производной от функции состояния в двух последних интегралах в (2.11). 
Формы (Лф, ф*) представляют операторы переноса, и турбулентного об- 

мена. В них операторам переноса, соответствуют антисимметричные отно- 

сительно функций ф и ф* пары слагаемых, а операторам турбулентности — 

симметричные слагаемые. Свойства, асимметрии и симметрии в принципе 

должны сохраняться при аппроксимации интегралов и подынтегральных 
выражений. В этом случае дискретные аналоги операторов сохранят энер- 

гетические свойства их дифференциальных записей. На практике не все- 

гда удается точно обеспечить такую преемственность, поскольку возникает 

необходимость выполнения свойств монотонности и транспортивности чис- 

ленных схем. Кстати отметим, что замену переменных и систем координат 

проше проводить в рамках интегрального тождества. 

Для согласованного расчета, динамики атмосферы и переносов приме- 

сей в тождество аддитивно включаются слагаемые, соответствующие урав- 

нениям движения [28]. 

2.3.1. Схема построения дискретных аналогов моделей 

Вариационная формулировка (2.9) может служить основой для постро- 

ения дискретных аппроксимаций модели как в составе вариационных прин- 

ципов, так и автономно. С этой целью в [)+ вводится сеточная область DP 

и в ней определяются дискретные аналоги 0”*(О?), О**(0?), В*"(О?) соот- 

ветствующих функциональных пространств. Затем (2.9) аппроксимируется 

сумматорным аналогом 

^($,У,$*) =0, $Е0'(0}), $'е 9"), YeR (Df). (2.12) 
Верхний индекс № обозначает дискретный аналог соответствующего объ- 

екта. Дискрегизацию функционалов (2.10), (2.11) осуществляем с исполь- 

зованием методов слабой аппроксимации, расщепления и декомпозиции. 
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Для получения схем расщепления интегралы по времени аппроксимиру- 

ются квадратурными формулами с дробными шагами с отнесением раз- 
личных частей общего оператора, на отдельные дробные шаги. 

Численные схемы для модели (2.1) ‘получаются из условий стационар- 
ности функционала, 1*($, У, *) по отношению к произвольным и незави- 

симым вариациям сеточных компонентов ‹2* Е О*" (0?) в точках сеточной 
области О? для прямой задачи и к вариациям $ Е 0*(0") — для сопря- 
женных задам [28]. 

В рамках метода расщепления основной элемент дискретизации моде- 
лей процессов по пространственным переменным строится на, базе соотно- 
шений баланса, вида, 

Та Та Та 

[ eo-fy'da= [My pde-(Ary,o")ig_,— | fe" dx =0, (2.13) 
Lal Та—1 Та—1 

где ф — одна из компонент функции состояния, х — одна из пяти неза- 

висимых переменных, Л. — часть оператора Г, модели в терминах мето- 

да расщепления, действующая в направлении т, [то_1, Хо| — ячейка се- 

точной области по т, Ах — оператор, сопряженный по отношению к Лх, 

(A,y, p*) — соотношение на границах ячеек по х. Вид оператора A, ompe- 

деляется структурой оператора Л. . Способ дискретизации зависит от спо- 

соба, задания функций ф* в (2.13) [28]. В частности, их можно выбирать 
так, чтобы они были решениями локальных сопряженных задам [29] 

{Arp =0be, e-1<2<2%q, @=1,M,. (2.14) 

В этом случае первое слагаемое в правой части (2.13) исключаются и по- 

лучаются простые балансные соотношения. Построенные таким образом 

весовые функции учитывают специфику оператора A,. 

Для конвективно-диффузионных операторов такая процедура обеспе- 

чивает свойства монотонности и транспортивности дискретных аналогов 

операторов по пространственным переменным с учетом направления пото- 

ка, воздушных масс. Вообще говоря, использование для дискретизации вы- 

ражений (2.11)-(2.13) совместно двух функций, основной и сопряженной, 
расширяет возможности построения численных схем с заданными свой- 

ствами по сравнению с традиционными методами конечных разностей, эле- 

ментов и объемов, работающих только с одной функцией состояния. 

2.4. Вариационные принципы в задачах охраны 

окружающей среды 

Специфика задач рассматриваемого класса проявляется прежде все- 

го в том, что модели должны учитывать широкий спектр процессов раз- 

личных пространственно-временных масштабов и действующих факторов 
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естественного и антропогенного происхождения. Кроме того, для целей 

экологического прогнозирования и проектирования необходимо учитывать 

различные критерии, ограничения и т.д. Поэтому технология моделирова- 

ния должна строиться таким образом, чтобы обеспечить сочетание глобаль- 

ного взгляда, на проблему в целом с детальным описанием существа, изуча- 

емых явлений. Естественно, везде, где это возможно, должны участвовать 

данные наблюдений и вся доступная априорная информация. Вариацион- 

ный подход, как математический аппарат, дает возможность организовать 

такую современную технологию моделирования. 

2.4.1. Функционалы — обобщенные характеристики процессов 

Для формулировки вариационных принципов введем совокупность 

функционалов, выражающих обобщенные характеристики процессов и ма- 

тематических моделей. 

С точки зрения организации вычислений (при большом количестве вну- 

тренних и внешних степеней свободы в моделях) оптимизационные мето- 

ды управления, проектирования и методы обратного моделирования более 

приспособлены для работы с глобальными (интегральными) критериями 

и характеристиками моделей и процессов, чем с распределенными и ло- 

кальными. Поэтому мы определим совокупность таких характеристик с 

помощью функционалов общего вида. Для целей мониторинга, прогнози- 

рования, управления и проектирования, а также для конструирования ал- 

горитмов обратного моделирования, введем совокупность функционалов 

9) = | вибхы@,дараь k=TLR, K>1, (2.15) 
[+ 

где Рь(ф) — функции заданного вида, определенные и дифференцируемые 
на множестве значений ©(0,) функций состояния модели, хь > 0 — ве- 

совые функции, Хк Е @*(П,) и хь ар 4 — соответствующие меры Радона 
и Дирака в Г, [48]. При подходящем выборе в (2.15) функций Еь ($) и 
Хк с помощью функционалов этого типа можно описать различные обоб- 

шенные глобальные, распределенные и локальные характеристики пове- 
дения системы, экологические ограничения на качество природной среды, 
результаты наблюдений различных типов, критерии управления и проек- 
тирования, критерии качества моделей и т.д., определенные на множестве 
функций состояния [30, 41]. 

2.4.2. Модели наблюдений и функционалы 

Наряду с моделями процессов существует еще один существенный эле- 

мент исследований окружающей среды — данные наблюдений. Чтобы 
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включить их в систему моделирования, необходимо сформулировать функ- 

циональную зависимость между данными измерений и функциями состо- 

яния в режиме прямых и обратных связей. Запишем эти зависимости в 

форме 

Фи = [И (| + (4,1), (2.16) 

где V,, — набор наблюдаемых величин; W(8) — совокупности моделей на- 

блюдений; 7(%,+) — ошибки и неопределенности этих моделей и данных. 

Значения Фи определяются на множестве точек РП е П,. Символ [ т 
обозначает операцию переноса информации с О; на 0”, например, с помо- 

шью операторов проектирования или интерполяции. 

Под моделью наблюдений подразумевается математическое описание 

преобразования, ставящего в соответствие функции состояния образ той 

величины, которая измеряется наблюдательным прибором. На практике 

возникает вопрос, как ввести дополнительные связи, чтобы уменьшить чис- 

ло внутренних степеней свободы , определяемых дискретным представле- 

нием функций состояния на О№, и тем самым сделать процесс решения 

обратных задач с участием моделей наблюдений более корректным [31]. 
Для этих целей можно использовать в качестве связей математические 

модели исследуемых процессов и априорные сведения об искомых функ- 

циях и оцениваемых параметрах. Естественно, деление на модели процес- 

сов и модели наблюдений чисто условное. Так, модели гидротермодина: 

мики и переноса примесей в диагностических и прогностических задачах 

используются для описания формирования соответствующих процессов в 

атмосфере. А в обратных задачах и в задачах усвоения данных наблюде- 

ний эти же модели помимо своей основной роли участвуют и в качестве 

пространственно-временных интерполянтов, т.е. становятся элементом мо- 

дели наблюдений. Данные наблюдений (2.16) для усвоения и идентифи- 

кации параметров можно включить в систему моделирования с помощью 

функционала, качества” 

0() = ((Ym— (lm) x05 (Sm ~ Wim) ) (2A 

где индекс Т обозначает транспонирование, 5 — весовая матрица для фор- 

мирования скалярного произведения на множестве данных наблюдений, 

Хо — весовая функция, определяющая конфигурацию пространственно- 

временного носителя наблюдений 07 в О; и меру для представления (2.17) 

в виде (2.15). Для обнаружения источников и планирования наблюдений, 

в дополнение к функционалам (2.17), необходимо рассмотреть последова- 

тельность функционалов типа (2.15), каждый из которых описывает инди- 

видуальные наблюдения в составе (2.16). 
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2.4.3. Функционалы ограничений на функции состояния 

Функционалы этого типа вводятся для решения задач оптимизации 

природоохранной деятельности, управления качеством природной среды и 

экологического проектирования [30]. Запишем их в общем виде, используя 

определение (2.15) 

&,;(Z) = / Fui(@)Xni(Z,t)dDdt <0, i= 1,ra, (2.18) 
Dt 

гле функции ограничений F,;(~) определяются так, чтобы с помо- 
шью (2.18) можно было учесть все интегральные, локальные и распределен- 

ные ограничения на функции состояния, п — общее число ограничений. 

Содержание этих ограничений вытекает из условий устойчивого развития и 

экологической безопасности индустриальных регионов. Строгое равенство 

в (2.18) имеет место тогда, когда надо учитывать распределенные в Г, 

ограничения типа неравенств 

wi(G,#,t) <0, i=Inp (2.19) 

в эквивалентной интегральной форме. В этом случае функции Е„; опреде- 

ляем с помощью выражений 

~ ~ (2.20) 
(фе + 4)", 

где д: —= 44; + 5;. Здесь &; — малые положительные параметры. Они вводятся 

для того, чтобы при численном решении задач ослабить влияние неопре- 

деленностей в окрестности границ смены знака функций 1; с учетом их 

дискретных аппроксимаций на DP B Q"( DP). При построении алгоритмов 

теории чувствительности для функционалов (2.18) специальным образом 

определяются операции обобщенного дифференцирования функций Е„; от- 

носительно компонент функций состояния на, сетке DP. 

2.4.4. Основы формирования вариационных принципов 

Для удобства построения алгоритмических конструкций все функци- 

оналы формируются по одному принципу, т.е. они записываются в виде 

интегралов с неотрицательными подынтегральными выражениями, опре- 

деленными в пространстве функций состояния, и с неотрицательными весо- 

выми функциями из соответствующих сопряженных пространств. В общем 

случае это векторные весовые функции и меры. Их структура, согласована 

со структурой скалярных произведений в функционалах (2.9)-(2.11). 
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Использование мер Радона и Дирака при формировании функциона- 

лов обусловлено спецификой применения вариационных принципов для 

организации численного моделирования. Во-первых, точечные и распре- 

деленные наблюдения и ограничения учитываются единообразно, что уни- 

фицирует алгоритмические конструкции. Во-вторых, упрощается форма- 

лизм построения сопряженных задач, так как и сопряженные функции в 

функционалах, учитывающих модели процессов и наблюдений, и весовые 

функции функционалов (2.15) находятся в одних и тех же сопряженных 

пространствах. 

Ограничения на параметры моделей, не содержащие явно компонент 

функций состояния, рассматриваются отдельно. Это обусловлено тем, что 

такие ограничения не участвуют непосредственно в формировании сопря- 

женных задач. Они используются при составлении общего многообразия 

ограничений на искомые параметры, когда построены соотношения чув- 

ствительности для всех функционалов типа (2.18). 

С позиций вариационного принципа численные модели являются огра- 

ничениями на класс функций и связями между параметрами и функциями 

состояния. Часть параметров задается по принципу внешнего дополнения 

и рассматривается как входная информация. Она определяет число внеш- 

них степеней свободы. В обратных задачах некоторые параметры являются 

искомыми и находятся но измеренным данным о функции состояния. Так 

как они не увеличивают число внутренних степеней свободы в процессе мо- 

делирования, их можно рассматривать как внутренние параметры модели. 

В качестве первого приближения для них задаются их априорные оценки 

по доступной фактической информации. 

Таким образом, определен основной набор понятий и базовых элемен- 

тов системы моделирования. Теперь можно сформулировать вариацион- 

ный принцип для связей всех элементов и алгоритмов в единый комплекс. 

Суть вариационного принципа выразим следующим образом. Необходимо 

определить основные соотношения чувствительности для выбранной сово- 

купности функционалов к вариациям входных параметров моделей и внеш- 

них воздействий так, чтобы они не зависели от вариаций первого поряд- 

ка функций состояния и сопряженных функций. Функционалы и модели 

могут быть как линейными, так и нелинейными по отношению к функци- 

ям состояния. Однако оценки функционалов при вариациях параметров 

(включая источники) должны всегда быть стационарными по отношению 

к вариациям в первой степени функций состояния и сопряженных функ- 

ций. Условия такой бистационарности функционалов определяют взаимно 

согласованную структуру численных схем для основных моделей и сопря- 

женных задач, порождаемых вариационным принципом. При этом будет 

автоматически обеспечиваться оптимальность в указанном смысле оценок 

вариаций функционалов. 
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Соотношения чувствительности дают конструктивную основу для фор- 

мирования прямых и обратных связей между вариациями параметров и 

функционалов. Возникающие при этом функции чувствительности '(ФЧ) 

синтезируют в себе решения прямых и сопряженных задач. Они замыкают 

на себя все внутренние степени свободы в моделях процессов и наблюде- 

ний. По ним определяется характер связей между вариациями параметров 

и функционалов. Именно в этом состоит их главная роль в вариационном 

принципе. Они имеют различное применение в методах прямого и обрал- 

ного моделирования, в исследовании чувствительности и наблюдаемости и 

в организации стратегии управления системами. 

Все алгоритмические конструкции для реализации вариационных прин- 

ципов удобно осуществлять на базе совокупности расширенных функцио- 

палов, объединяющих функционалы и модели: 

$! (5,7, $“) = $ ($) +Г'($,У,$*)) Е=ЬК, К>Е (2.21) 

Сформулированный вариационный принцип имеет универсальный ха- 

рактер. Конкретное его наполнение определяется совокупностью функ- 

ционалов и вариационными формулировками моделей в виде интеграль- 

ного тождества. На уровне функционалов этих двух типов удобно ком- 

плексировать различные знания и модели при создании информационно- 

моделирующих систем многоцелевого назначения. 

2.5. Применение методов прямого и обратного 

моделирования 

Традиционный подход к решению задач охраны окружающей среды 

обычно базируется на методах прямого моделирования. Суть их состо- 

ит в создании математических моделей изучаемых процессов и в про- 

ведении сценарных расчетов при различных способах задания входных 

данных и внешних воздействий. Несмотря на широкое распространение 

этого подхода, он не может обеспечить решение всего комплекса возни- 

кающих вопросов на современном уровне. Многие задачи требуют ком- 

бинированного использования методов прямого и обратного моделирова- 

ния [22, 21, 28, 33, 30, 75, 39]. В таком варианте прямое моделирование 
представляет модели процессов различной степени сложности по функци- 

ональному содержанию и детализации, по степени учета различных факто- 

ров и пространственно-временному разрешению дискретных аппроксима- 

ций. Методы обратного моделирования реализуют более высокие систем- 

ные уровни проблемы в целом, в которых модели процессов выступают 

в качестве связей между функциями состояния, входными параметрами и 

источниками внешних воздействий. Организация такой технологии модели- 

рования строится на базе вариационных принципов в сочетании с метода: 
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ми декомпозиции, расщепления и комплексирования [28, 75]. Перечислим 

некоторые типовые задачи, решаемые с помощью комбинации методов пря- 

мого и обратного моделирования: диагностика, качества, моделей; усвоение 

данных измерений; комплексирование моделей различных масштабов; вос- 

становление функций состояния; исследование чувствительности моделей 

к вариациям входных данных; планирование наблюдений и оценки инфор- 

мативности систем мониторинга; оценки наблюдаемости территорий; эко- 

логическое проектирование с позиций устойчивого развития; оценка мош- 

ности и локализация местоположения источников; управление источника- 

ми; районирование территории в соответствии с уровнями антропогенных 

нагрузок; оценка областей влияния и опасности источников; задачи типа 

”рецептор-источник-рецептор”; оценки риска и уязвимости по оношению к 

антропогенным воздействиям. 

2.5.1. Основной алгоритм обратного моделирования 

Для постановки обратных задач и построения алгоритмов для их реше- 

ния воспользуемся идеями теории оптимизации и техникой вариационного 

исчисления. В этом случае все аппроксимации получаются с учетом струк- 

туры функционала, качества, и способа нахождения его стационарных зна- 

чений на множествах значений функций состояния, параметров моделей в 

дискретной формулировке [28]. 

Основной функционал для организации системы моделирования фор- 

мулируется так, чтобы учесть в нем все модели и доступные фактические 

данные, а также минимизовать влияние неопределенностей, которые в них 

имеются: 

BN) = L(G) + (ми), + ("мы + 
+ (6° — 98)" Ma (i о, 

(PF) MPF) РРР. 029 t 

Здесь первое слагаемое представляет собой целевой функционал Tu- 

па (2.15), следующие 4 члена суммарно выражают меру неопределенно- 

стей модели наблюдений, моделей процессов, начальных данных и пара- 

метров, соответственно. Напомним, что вектор Y учитывает все входные 

параметры моделей и источники внешних воздействий. Последнее слагае- 

мое содержит описание численной модели в вариационной формулировке, 

М}, (1 = 1,4) — весовые матрицы. 
Дискретизацию функционалов (2.21) и (2.22) осуществляем также, как 

и (2.9)-(2.11)с использованием методов слабой аппроксимации, расщепле- 
ния и декомпозиции. Все кубатурные формулы для интегралов строятся 
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на, одних и тех же сетках. Окончательно дискретные аппроксимации мо- 

делей и алгоритмы моделирования получаются из условий стационарности 

функционалов ФЛ: 

1) 

2) 

для основных задач и методов прямого моделирования — из усло- 

вий стационарности к вариациям компонентов сопряженной функ- 

ции ф"; 
для сопряженных задач и методов обратного моделирования — из 

условий стационарности к вариациям компонентов функции состоя- 

ния ©; 

если в моделях учитывалотся ошибки, то условия стационарности к 

вариациям компонентов функций ошибок далот систему уравнений 

для расчета этих ошибок по фактической информации, заложенной 

в функционалах в составе (2.22) через соответствующие ФЧ; 
условия стационарности к вариациям параметров моделей, включая 

источники внешних воздействий, приводят к системам уравнений 

для нахождения этих параметров по фактической информации. По 

существу, это алгоритмы реализации обратных связей от функцио- 

налов к параметрам моделей. 

В результате получается следующая система, операторных уравнений: 

aor 

  

  

  

opt = BAG+ G"(¢,Y) — f-7F=0, (2.23) 

doh T ТУ) = т 

Фь(®) |1=== 0, (2.25) 

7 д | aT" = 

di, = ap Pel?) + 0,5(7 М17)), (2.26) 

в’ = в + М; ‘$4 (0), t=, (2.27) 

7(Z,t) = My "Gi (Z,t), (2.28) 

Y =Y,+ My;'T,, (2.29) 
_, д _ 
Г» = sl" (BY, &), 2.30 k oy (Ф,У, ФЕ) ( ) 

+ д 4 + A(BY)P = a~ [GG + ag ,Y)| (2.31) 
a a=0 

Здесь Л; — дискретная аппроксимация производных по времени, 

AT(Z,Y) — пространственный оператор для сопряженной задачи, Гк — 

функции чувствительности моделей к вариациям параметров, © — веще- 
ственный параметр. Операции дифференцирования в (2.23), (2.24), (2.26), 
(2.30) осуществляются для всех сеточных компонент функции состояния, 
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сопряженной функции и параметров. Конструктивно они реализуются с 
помощыо производных Гато для функционалов (2.21), (2.22), (2.12) отно- 

сительно всех их функциональных аргументов в дискретном представле- 
нии. Выбранный способ дискретизации функционалов приводит к тому, 

что полученные с помощью вариационного принципа дискретные анало- 
ги основных (2.23) и сопряженных (2.24)-(2.26) задач представляют собой 
взаимно-согласованные схемы расщепления. 

В сопряженных задачах градиенты функционалов (2.26) относительно 

компонентов функции состояния в узлах сеточной области выступают в 
качестве функций источников при организации процедур усвоения данных 
дистанционных и контактных наблюдений и при учете ограничений в оп- 
тимизационных задачах управления и проектирования. Так как функции 
состояния входят практически во все слагаемые в (2.21), (2.22), то сопря- 
женные задачи по структуре и функциональному содержанию замыкают 
Ha себя все внутренние связи между различными элементами системы мо- 
делирования, учитываемыми в основном функционале. При этих условиях 
оценки вариаций целевых функционалов получаются оптимальными в том 
смысле, что они имеют точность второго порядка малости относительно 
вариаций ф*, ф", г. Система уравнений (2.23)-(2.31) решается относитель- 
но Г, $°, У итерационными процедурами, начиная с ©) = 0, 200) = 90, 
Y (0) — Yo. Эта, система представляет собой центральное ядро вычислитель- 

ной технологии прямого и обратного моделирования для решения перечис- 
ленных выше задач и их модификаций. 

2.5.2. Методы теории чувствительности 

Связи между вариациями 0$1 ($) и вариациями параметров моде- 

лей описываются соотношениями чувствительности и реализуются посред- 

ством ФЧ. Их выражения определяются коэффициентами при вариациях 

соответствующих параметров в основном соотношении чувствительности 

для $ ($) ‚ записанном с учетом указанных выше трех условий стационар- 

HOCTH : 
h 

5018) = LING OLET +E Veo =(Sy8¥), (2.32) 
6 oY 

где & — вещественный параметр, 6У — вектор вариаций параметров, Фр — 
решение сопряженной задачи (2.24), соответствующей функционалу ФР. 

Алгоритмы построения основного соотношения и ФЧ в задачах рассма- 
триваемого класса описаны в работах [28, 30, 35, 76]. 

Обратные задачи и методы обратного моделирования формулируются 

исходя из условий минимизации функционалов (2.15), (2.17) в пространстве 

параметров или из оценок их чувствительности к вариациям этих парамет- 
ров. Они включают алгоритмы решения задам (2.23)-(2.31) и устанавлива- 
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ют обратную связь между функционалами и параметрами, которая следует 
из соотношений (2.29) и (2.30): 

  Ус 
“dt = —Nal ka; a=1,Na, М < М, (2.33) 

где Na — коэффициенты пропорциональности, которые находятся в про- 

цессе решения задачи, с учетом желаемого направления изменения функ- 

ционалов, Мо — число уточняемых параметров. 

В задачах с ограничениями, по соотношениям чувствительности для 

функционалов ограничений (2.18)-(2.20) и дополнительным условиям 
непосредственно на значения параметров, формируется многообразие огра- 

ничений на искомые вариации параметров. Процедуры экологического про- 

ектирования, идентификации параметров и управления источниками стро- 

ятся по заданным целевым критериям с учетом этого многообразия с по- 

мошью операций проектирования грандиентов. 

2.5.3. Об оценках экологических рисков 

Методы теории чувствительности можно непосредственно использовать 

для оценок экологических рисков и уязвимости территорий по отношению 

к воздействиям антропогенных факторов, учитываемых в моделях процес- 

сов, те. к изменениям источников тепла, влаги, загрязняющих примесей 

и к изменениям характеристик поверхности Земли. Прокомментируем с 

этих позиций смысл соотношения чувствительности (2.32). Его структура 

полностью определяется структурой дискретных аналогов функционалов 

из интегрального тождества (2.9)-(2.12) с формальной заменой в них, в 
силу (2.32), компонент вектора параметров их вариациями и с исключе- 
нием слагаемых, не содержащих параметров и источников. Самое главное, 

оно показывает, что все элементы моделей взаимосвязаны, и для оценок 

функционалов необходимо учитывать возможные возмущения всех вход- 

ных параметров и внешних источников. Особо следует отметить выраже- 

ния, содержащие источники тепла, влаги и примесей. Множители, стоя- 

щие при вариациях источников, есть соответствующие ФЧ. Они являются 

мерой непосредственного влияния вариаций источников на значение вари- 

аций функционала (в линейных задачах — влияния самих источников на, 

значение функционала). Но эти слагаемые не исчерпывают полностью вли- 

яние источников на функционал. Имеется еще косвенный вклад, который 

описывается совокупным действием других слагаемых с ФЧ, в расчетные 

формулы которых входят компоненты функции состояния. Например, это 

слагаемые, содержащие вариации коэффициентов турбулентности, функ- 

ции приземного давления, геопотенциала, параметров оператора трансфор- 

мации примесей и др. 
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С позиций экологии действие каждого источника, даже в так назы- 

ваемых нормальных режимах, представляет определенную опасность для 

окружающей среды. Сам факт, что источники находятся в области чув- 

ствительности функционалов, уже говорит о наличии риска получения от 

них загрязнений. О рисках может свидетельствовать также появление ток- 

сичных продуктов в результате трансформации первичных выбросов. По- 

этому соотношения и ФЧ содержат количественную информацию для из- 

мерения степени экологических рисков для зон-рецепторов, описываемых 

соответствующими функционалами. Некоторые способы оценок такого ро- 

да на базе соотношений чувствительности при случайных и детермини- 

рованных возмущениях параметров в моделях динамики атмосферы рас- 

смотрены в монографии [28]. ФЧ функционалов (2.15)-(2.18) к вариациям 
источников определяются в области /[),. В зависимости от целей исследова- 

ния и для удобства интерпретации их можно называть функциями влияния 

или опасности источников, ценности информации, информативности систе- 

мы мониторинга и т.д. Носители этих функций можно интерпретировать 

как области наблюдаемости территории с помошью системы мониторин- 

га, расположенной в области-рецепторе. Вариации параметров, начальных 

и граничных условий и источников могут быть как детерминированными, 

так и случайными. Для источников появление вариаций можно связать с 

возможностью возникновения нестандартных ситуаций. А такие ситуации, 

как правило, имеют случайный характер. Для количественной оценки эко- 

логических рисков введем некоторые пороговые значения величин вариа- 

ций функционалов (2.15). Обозначим их через Af, k = 1, K. Torna условия, 

при которых выполняются неравенства, 

15, | < At, (2.34) 
можно условно считать экологически благополучными, а условия, при ко- 

торых они нарушаются — ситуациями экологического риска. 

Из соотношений чувствительности (2.32) следует, что при заданных ФЧ 

и при наличии количественной информации о вариациях параметров про- 

верка неравенств ”экологического благополучия” (2.34) не вызывает прин- 

ципиальных затруднений. Действительно, в случае детерминированных вал 

риаций источников и параметров оценку магнитуды вариаций функциона- 

лов можно вычислить по формулам 

М 

5$, | < У Гы [6У. (2.35) 
1=1 

Используя эти оценки совместно с неравенствами (2.34) можно непо- 
средственно сделать заключение о том, относится ли данная ситуация к ка- 
тегории благополучия или риска. Если вариации параметров и источников 
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имеют случайный характер, то оценки, по сравнению с детерминирован- 

ным вариантом вариаций, несколько усложняются, поскольку приходится 

работать с многомерными пространствами ФЧ и параметров. Рассмотрим 

один из подходов к получению требуемых оценок в детерминированно- 

стохастическом случае на базе методов теории чувствительности [28| и ма- 

тематической теории риска, [66]. 

Обозначим математическое ожидание и ковариационную матрицу век- 

тора дУ через Е(6У) и 0(0У), соответственно. Вектор Гь, получаемый в 
процессе реализации алгоритма (2.23)-(2.31), зависит от невозмущенных 
значений параметров и вектора состояния. Поэтому для конкретных си- 

туаций его можно считать неслучайным. Учитывая свойства математиче- 

ского ожидания и ковариационных матриц при линейных преобразовани- 

ях случайных векторов получим следующие оценки для математического 

ожидания Е(0Ф) = 5 Г.Е(бУ;) и дисперсии 2(0Ф) = (2(бУ)Г, Г) вариации 

функционала, ОФ. Заметим, что суммирование здесь ведется только по тем 

слагаемым, в которых значения ФЧ превышают некоторую пороговую ве- 

личину. В соответствии с (2.32) вариация функционала дФ определяется 

как линейная комбинация случайных величин. Если М достаточно велико 

и среди компонент вектора дУ нет сильно отличающихся от нормального 
распределения, то на основании центральной предельной теоремы теории 
вероятностей [44| можно предположить, что закон распределения величи- 
ны дФ стремится к нормальному. Предположение о нормальности закона, 
распределения существенно упрощает задачу, поскольку для полной ха- 
рактеристики этого распределения достаточно знать его математическое 
ожидание Е(0Ф) и дисперсию 0(0Ф) или соответствующую ковариацион- 
ную матрицу. Используя значения Е(0Ф) и 0(0Ф) и предположение о нор- 
мальности закона распределения ОФ как случайной величины, можно по- 
лучить ряд числовых характеристик оценки функционала Ф(‹р). Методика 
построения этих оценок в настоящее время достаточно развита, [19]. При 

изложении будем следовать [28]. 

Вероятность того, что величина 0Ф попадает в заданную область Д (т.е. 

10Ф| < А), определяется как 

(=—В(=))2 
P(5@ € A) = / 7 D) /,/2nD(zx) = 6$. (2.36) 

A 

Vurerpupopanue pegetca m0 o6mactu (—A <a <A). 

Представляют интерес вероятности выполнения неравенств (2.34), вы- 
ражающих условия попадания изучаемой ситуации в категорию экологи- 
чески безопасной: 

R® = P(|\68| < AS). (2.37) 
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С другой стороны, если задать некоторый приемлемый уровень значе- 

ний вероятности надежности В®, то по нему можно определить параметр А 

из (2.37) и оценить величину диапазона ”безопасности” 

[4$ — Е(5$)| = ^\/0 (6$). 

В задачах экологического проектирования, в дополнение к оценкам си- 

туации в целом, необходимо рассмотреть и возможные наихудшие слу- 

чаи для качества, атмосферы в зоне-рецепторе. С этой целью производит- 

ся выявление областей локальных максимумов функций чувствительно- 

сти и областей расположения источников большой потенциальной мощно- 

сти (в отношении эмиссии загрязняющих примесей). При совпадении этих 
областей возможно возникновение ситуаций высокого экологического рис- 

ка/уязвимости. 

Полученные оценки имеют наглядную интерпретацию и формально 

простую схему алгоритмической реализации. Последнее свойство обуслов- 

лено тем фактом, что этот алгоритм имеет более высокий системный уро- 

вень, поскольку ФЧ уже рассчитаны с помошью алгоритма (2.23)-(2.31) 
при невозмущенных входных данных и поэтому по сути своей детермини- 

рованны. 

Находясь в рамках вариационного подхода и выполняя операции, пре- 

дусмотренные алгоритмом (2.23)-(2.31), исследователь рассматривает всю 
климатическую систему, определенную моделями в 0) и содержащую раз- 

личные источники естественных и антропогенных воздействий, с точки зре- 

ния зоны-рецептора. Это значит, что категории опасности, риска, уязвимо- 

сти можно дополнить понятием информативности системы мониторинга, 

расположенной на территории рецептора, и связать эти категории с поня- 

тием наблюдаемости систем из теории оптимального управления. Общее 

условие наблюдаемости для моделей рассматриваемого класса, заключает- 

ся в том, чтобы носители ФЧ, рассчитываемых для выбранного функци- 

онала измерений, накрывали области действия оцениваемых параметров 

или источников.Эти свойства функций наблюдаемости для распределен- 

ной системы мониторинга используются для обнаружения местоположения 

и времени действия источников, недоступных непосредственным измерени- 

ям [76]. 

Имеющийся у нас опыт показывает, что многофакторные оценки ин- 

формативности с помощью комплекса, моделей более содержательны, чем 

однофакторные по одной модели. Если систему наблюдений выбирать с 

учетом значимости ФЧ, то получаются приемлемые для практики резуль- 

таты восстановления параметров и полей при усвоении даже небольшого 

количества данных, так как в этом случае модели работают как интерпо- 

лянты с достаточно широкой областью влияния каждого наблюдения. 
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ФЧ дают новое качество в изучении прямых и обратных связей в моде- 

лируемой системе. Их анализ необходимо осуществлять совместно с функ- 

циями состояния. Поэтому, чтобы обнаружить в этом многокомпонентном 

наборе многомерных функций искомые зависимости, требуются специаль- 

ные методы. С этой целью объединяются алгоритмы теории чувствитель- 

ности с методами факторного анализа. Окончательно зоны повышенной 

опасности и уязвимости ищутся среди главных факторов, которые обна- 

руживаются в поведении объектов трех типов: функций состояния клима- 

тической системы, описываемой архивными данными, функций состояния 

модели изучаемых процессов (2.1) и ФЧ этой модели, связывающих вари- 

ации исследуемых функционалов (2.15)-(2.18) с вариациями источников и 
входных параметров модели. 

2.5.4. Детерминированно-стохастические модели для расчета 

траекторий частиц; прямые и сопряженные задачи 

Довольно часто на практике возникает потребность расчета, распростра- 

нения примесей в движущихся объемах воздушных масс. Такие расчеты 

производятся с помощью моделей в рамках лагранжева подхода. Здесь 

мы опишем основные элементы алгоритма, ”несеточного” моделирования 

траекторий движений частиц примесей в предположении, что поля гидро- 

метеорологических параметров атмосферы заданы на некоторой сетке О” 

в D; [36]. Особенностью излагаемого подхода в рамках комбинирования 

прямого и обратного моделирования является введение как прямых, так 

и сопряженных траекторий. Структуру численных схем организуем, ис- 

ходя из метода расщепления по физическим процессам применительно к 

уравнениям системы (2.2). В области 07 на достаточно малых интервалах 

времени длиной ДЁ возьмем три этапа расщепления: 

1} перенос по траекториям воздушных масс; 
2) турбулентный обмен; 

3) трансформация примесей. 

В отличие от эйлерового подхода, расщепление в лагранжевом подходе 

реализуется вдоль траекторий движения частиц. Прямые траектории мо- 

делируются в направлении возрастания времени, а обратные — в обратном 

направлении времени. 

Что касается учета трансформации примесей в лагранжевом подходе, 

то здесь возможны два варианта. В первом, когда элемент воздушной мас- 

сы содержит весь набор реагирующих примесей, реализация осуществля- 

ется точно так же, как и в эйлеровом подходе. Если же это не так, то 

в контрольный объем могут поступить примеси с различными наборами 

субстанций, что влечет дополнительные проблемы с формированием опе- 

раторов трансформации переменной структуры. 
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На первом этапе решение состоит в интегрировании системы уравнений 

для нахождения координат движущихся частиц 

dx; _ О 
= = (8,4), i= 1,3, 

r= (x1, 22,23) ED, tj <t< ti4i, (2.38) 

где u,;(z,t) — cKopocru mepeHoca в направлении координат ту, в из учиты- 

вается скорость осаждения частиц. 

Для построения схемы моделирования на втором этапе, когда 

От: 

Ot 

воспользуемся концепцией локальной (в пространстве параметров) аппрок- 

симации типа ”замороженных” коэффициентов [45, 6]. В соответствии с 
этой концепцией для каждой траектории движения частиц строится се- 

мейство локальных по параметрам турбулентности аппроксимаций зада- 

чи (2.39) с постоянными коэффициентами во всей области, но парамет- 

рически зависящими от координат текущей точки траектории. Другими 

словами, постоянные коэффициенты локальной задачи равны значениям 

коэффициентов общей задачи (2.39) в рассматриваемой точке траектории. 
При таких предположениях каждая локальная задача, допускает разделе- 

ние переменных и, следовательно, функцию Грина для нее можно пред- 

ставить как произведение функции Грина для одномерных уравнений по 

координатным направлениям. Функция Грина для одномерных уравнений 

параболического типа идентична плотности вероятности нормальных слу- 

чайных величин с нулевым средним значением и стандартным отклонени- 

ем о; = \/2Ащь, (1 = 1,3). Заметим, что применение в таком комплексе 
локальных параметрических аппроксимаций согласуется с гипотезой о ло- 

кальной изотропности и однородности турбулентности негауссовских полей 

в целом [27]. 
Опуская промежуточные выкладки, запишем окончательно схемы ал- 

горитмов этапов 1 и 2 [36| для прямых траекторий: 

  — div (yr grad y;) = 0, (2.39) 

  

Ari | 3 Oud | | | —_ 

AL — ид (г, t) + 0.5 ian Aci, Az? — ph tt/? = т, с = 1,3, (2.40) 
k=1 k 

ott — wht 1/2 + ПКУ, j=1,J-1, (2.41) 

и для сопряженных траекторий 

gt? = pith 4 gt, f= TKI, (2.42) 
Arts . 3 д! 
an = 1 (2,9 +0.5 >) =a Дт”, Aa} =a — at? (2.43) 

к=1 ~~ * 
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g+1/2 *ж7+1 ws | Bech Na /° une нормально распределенные случайные числа, с нуле- 

выми средними значениями и стандартными отклонениями oil и oth 

соответственно, индекс 7 отмечает шаг по времени, / — общее число вре- 

менных шагов в [0,1]. Схемы (2.40), (2.43) аппроксимируют прямые и со- 
пряженные задачи для (2.38) со вторым порядком по времени, а схемы 

(2.41)-(2.42) со всей внутренней инфраструктурой представляют ориги- 

нальную модификацию метода Монте-Карло для прямых и сопряженных 

задач в лагранжевом варианте многомерных нестационарных моделей тур- 

булентной диффузии (2.39). Вблизи границ формулы (2.40)-(2.43) констру- 
ируются с учетом краевых условий. 

Прямые траектории рассчитываются исходящими из области распре- 

деления частиц примесей в момент времени + = 0 или из координат ис- 

точников примесей. Сопряженные траектории моделируются исходящими 

из зоны-рецептора или из мест размещения наблюдений в момент време- 

ни $ = ф в направлении начального момента, времени. Так же как и решение 

сопряженных задач, сопряженные траектории имеют только информаци- 

онный смысл. Их можно определить как лагранжев аналог сопряженных 

задач, участвующих в моделях переноса, эйлерового типа. Они дают инфор- 

мацию о предыстории примесей, поступающих на охраняемую территорию 

или в область размещения наблюдательных приборов. Введение случай- 

ных характеристик в расчетный алгоритм на этапе учета, турбулентности 

предусматривает использование техники статистического моделирования 

на ансамблях частиц. Если турбулентный обмен не учитывать, то можно 

работать с индивидуальными частицами для расчета их прямых и сопря- 

женных траекторий. 

Таким образом, перенос субстанций есть комбинация детерминирован- 

ного транспорта, вдоль траекторий воздушных масс и случайного процесса, 

описывающего турбулентную диффузию. 

2.6. Примеры решения природоохранных задач. Прямые 

и обратные задачи для Восточно-Сибирского региона 

На, базе создаваемой на описанных принципах технологии моделирова- 

ния в ИВМ и МГ СО РАН создана информационно-моделирующая систе- 

ма и выполнен цикл исследований по решению задач охраны окружающей 

среды различных пространственно-временных масштабов, от локального 

до глобального. Для климато-экологических исследований разработан сце- 

нарный подход, использующий доступные данные наблюдений. Формиро- 

вание репрезентативных гидродинамических сценариев осуществляется на, 

базе многомерного многокомпонентного факторного анализа. Для повыше- 

ния информативности долгопериодных сценариев предложен новый класс 

моделей с направляющими фазовыми пространствами [40]. 
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В настощем подразделе приведены результаты трех сценариев модели- 

рования, относящихся к Восточно-Сибирскому региону. Для расчетов ис- 

пользованы базовые модели, описанные в [35]. Гидродинамическая часть 

всех сценариев формируется с помощью региональной модели динамики 

атмосферы с использованием данных реанализа [69] и процедур быстро- 
го усвоения данных [47]. Динамика четырехмерных полей метеоэлемен- 

тов рассчитывается с 1 по 31 августа 2000 г., для первых двух сценари- 

ев, и за этот же период 2002 г., для третьего сценария, с дискретностью 

30 мин. по времени в области 47.5-60° с.ш. и 95-115° в.д. на широтно- 

долготной сетке с шагами 15 в каждом направлении. Разрешение по вер- 

тикали — 19 уровней в гибридных координатах от поверхности Земли до 

уровня, соответствующего давлению 10 мбар. Первый сценарий демонстри- 

рует результаты оценки экологического взаимодействия крупных городов 

Восточно-Сибирского региона как агрегированных источников загрязняю- 

щих примесей. На, рис. 7 представлен фрагмент сценария, относящегося к 

моменту 22:00. 

29 8.2000 29. 0 
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Рис. 7. Поле скорости и концентрация пассивной примеси в приземном слое от 

городов как агрегированных источников загрязнений в Восточно-Сибирском 

регионе. Фрагмент сценария, соответствующий 22:00 местного 

времени 13.08.2000 

Показаны поле скоростей и концентрации примесей в относитель- 

ных единицах в приземном слое. Из анализа сценария в целом можно 

сделать вывод, что атмосферная циркуляция в регионе имеет высокую 
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пространственно-временную изменчивость. Озеро Байкал, расположенное 

между двумя группами индустриальных центров, находится в зоне взаимо- 

действия и получает соответствующую дозу загрязнений. В свою очередь, 

озеро Байкал является климатообразующим фактором в этом регионе. Под 

его влиянием формируются своеобразные "байкальские” мезоклиматы. Для 

оценки характерных масштабов этих мезоклиматов было использовано по- 

ле возмущений влажности за счет испарения с поверхности озера. Гид- 

рологический цикл в данном случае учитывает водяной пар, облачную и 

дождевую воду. На, рис. 8 приведен фрагмент второго сценария, показыва: 

ющий структуру атмосферной циркуляции и вариации водяного пара, (отн. 

единицы) в приземном слое. 
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Рис. 8. Поле скорости и вариация поля влажности в приземном слое, 

обусловленные влиянием озера Байкал. Фрагмент соответствует 14:00 местного 

времени 7.08.2000 

В качестве примера, демонстрирующего оценки экологической уязвимо- 

сти территорий и рисков получения загрязнения от источников, приведем 

результаты сценария обратного моделирования. Его цель — понять, до ка- 

кой степени озеро Байкал и окружающие территории в регионе подверже- 

ны воздействию антропогенных источников, и оценить степень экологиче- 

ского риска для озера получить загрязнения от действующих и потенциаль- 

но возможных источников. С использованием решения сопряженных задач 

в режиме обратного моделирования рассчитываются ФЧ функционала, ка- 

чества, атмосферы. Этот функционал формируется следующим образом. 
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Область над озером задается как носитель ненулевых значений весовой 

функции в (2.15). Функция Fy, описывает концентрацию пассивной газо- 

вой примеси в регионе. Функционал представляет суммарное количество 

загрязнений, которое может поступить в атмосферу над озером в течение 

месяца, от действующих и потенциально возможных источников. 

На рис. 9 и 10 приводятся поля скоростей на верхней границе приземно- 

го слоя (стрелки) и ФЧ к вариациям мощности источников, расположенных 

на поверхности Земли в регионе и за, его пределами (относительные едини- 

цы). ФЧ — это четырехмерный агрегат пространственно-временной струк- 

туры. На рисунках представлены двумерные фрагменты, относящиеся к 
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Рис. 9. Функция чувствительности функционала, качества, атмосферы в 

приводном слое озера Байкал к вариациям источников загрязнений, 

расположенных на поверхости Земли в Восточно-Сибирском регионе. 

Фрагмент соответствует 04:30 м.в. 28.08.2002 

двум моментам времени — 28 августа (рис. 7) и 6 августа, (рис. 8). Значения 
функции чувствительности показывают, какая часть суммарной эмиссии от 

действующих и потенциально возможных источников может поступить в 

приводный слой атмосферы. Чем больше значение ФЧ, тем больше риск 

получить загрязнение. Рисунки демонстрируют высокую изменчивость ФЧ 

по пространству и времени. Так, на рис. 9 видно, что загрязнения могут по- 

ступить с северо-западного направления. Интересно, что выделяются цент- 

ры локальных максимумов в областях, характеризующихся высоким уров- 
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нем антропогенных нагрузок — Иркутск, Ангарск и др. На рис. 10 зоны 

риска находятся как на, северо-западе, так и на юго-востоке, т. е. не ис- 

ключено влияние Байкальского целлюлозного комбината, Гусиноозерска и 

других промышленных объектов этой области. Кроме того, значительная 

часть области риска попадает на, территорию Монголии. 
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Рис. 10. То же, что и на рис. 9, но для 15:00 6.08.2002 

Анализируя байкальские сценарии, можно сделать вывод, что зо- 

ной риска для озера является индустриально нагруженные территории 

Восточно-Сибирского региона. Эти выводы согласуются с выводами сце- 

париев 1 и 2. Информация, которую дает ФЧ, может быть полезна при 

планировании хозяйственной деятельности и экологическом прогнозирова- 

нии и проектировании. Отметим еще одно полезное применение ФЧ для 

организации систем мониторинга, за качеством природной среды. Геомет- 

рическая конфигурация носителя ФЧ является характеристикой области 

наблюдаемости территорий региона с помощью систем измерений, разме- 

шенных в областях-рецепторах. В этом случае значения ФЧ представляют 

собой меру информативности наблюдений по отношению к источникам. 

Это значит, что, по наблюдениям, из области-рецептора, можно с помощью 

решения обратных задач и рассчитанных ФЧ обнаруживать местополо- 

жение источников специфических загрязнителей и идентифицировать их 

параметры. 
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3. Определение биомассы растительного покрова 

по наблюдениям из космоса 

3.1. Подходы к оценке состояния биосферы 

Проблемы глобальных изменений обычно связывают с наблюдаемыми 

изменениями климата, состава атмосферы и землепользования вследствие 

усиления хозяйственной деятельности и загрязнений окружающей природ- 

ной среды. Чаще всего обсуждаются возможные катастрофические послед- 

ствия глобального потепления, которое может привести к таянию ледни- 

ков и повышению уровня моря с затоплением огромных площадей некото- 

рых стран. Это потепление ассоциируется с наблюдаемым ростом содержа- 

ния в атмосфере ’парниковых газов” (двуокись углерода /углекислый газ, 

метан и др.), которые, будучи малыми газовыми примесями атмосферы, 

беспрепятственно пропускают солнечное излучение, но задерживают соб- 

ственное тепловое излучение земной поверхности, что и служит признаком 

возможного повышения глобальной температуры. Реальные приоритеты 

глобальной экологии чаще увязываются с необходимостью сохранения био- 

сферы [26] — той уникальной природной системы, которая сформировалась 

в результате многих миллионов лет эволюции Земли как планеты и кото- 

рая включает биоту и окружающую ее природную среду, обеспечивающую 

существование жизни. 

Специфические биосферные процессы характеризуют условия функци- 

онирования биоты, ее обмена с внешней средой и реагирования на проис- 

ходящие изменения при эволюции глобальной системы. Специфика этих 

процессов состоит в том, что основные химические элементы органических 

веществ (углерод, азот, кислород, фосфор и сера) накапливаются в тка- 

нях живых организмов, что приводит к увеличению высокомолекулярных 

энергетических состояний соответствующих объектов биосферы, но после 

прекращения жизнедеятельности при естественном разложении этих тка- 

ней уровни энергии биогеохимических циклов понижаются. Такая сезонная 

и долгопериодная химическая неравновесность — характерная черта, живой 

планеты. Другая ее характерная черта, — необратимость процессов в био- 

сфере — определяет особенности исследований наблюдаемых изменений и 

их возможной предсказуемости. 

Исходя из особой актуальности биотических факторов функциониро- 

вания глобальной системы, на первый план выдвигаются исследования по 

моделированию геофизических, биогеохимических, климатических и дру- 

гих процессов в экосистемах — живых развивающихся организмах. На- 

ука призвана акцентировать внимание на получении требуемых оценок 

состояния биосферы, имея в виду обоснование критериев устойчивости био- 

сферы при предельно допустимых антропогенных нагрузках на нее. Одна- 
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ко здесь много неясностей, специфических допущений и противоречивых 

фактов. 

В связи с особой ролью спутниковых наблюдений для понимания трен- 

дов происходящих глобальных изменений возникает необходимость раз- 

вития моделей оценки параметров, характеризующих состояние биосфе- 

ры (лесной, пастбищной, сельскохозяйственной и другой растительности). 

Одним из таких комплексных параметров является объем биомассы расти- 

тельности (обычно измеряется в тоннах на гектар), который рассматри- 

вается как основной показатель функционирования живых растительных 

сообществ. Различают объем зеленой фитомассы листвы/хвои (выража- 

ется в терминах ”сырой вес” или ”сухой вес” в привязке к лабораторным 

анализам выбранных образцов фитоэлементов) и общий объем биомассы, 

под которым понимается объем древесины (стволов, веток и др.) вместе с 

зеленой фитомассой. 

Основу существующих подходов к использованию данных дистанцион- 

ного зондирования для оценки состояния почвенно-растительного покрова, 

обычно представляемых в виде многоспектральных спутниковых изобра- 

жений, составляет эмпирическая концепция ”вегетационных индексов” — 

некоторых комбинаций измерительных каналов сканирующих спутнико- 

вых радиометров [11]. Такого рода комбинации измерительных данных по- 
зволяют отделить нормальное развитие растительности от ее стрессовых 

состояний, вызванных дефицитом влаги, загрязнением окружающей сре- 

ды и другими факторами. Например, высокие значения так называемого 

”вегетационного индекса нормализованной разности” (отношение разности 

измерительных данных для каналов ближней инфракрасной и видимой 

областей спектра к сумме соответствующих значений) характеризуют нор- 

мальное функционирование растительности, а его низкие значения дают 

представление об условиях увядания растительности, ее пожелтения и т.п. 

На смену концепции ”вегетационных индексов” приходят более совре- 

менные модели оценки указанных параметров состояния объектов биосфе- 

ры по многоспектральным спутниковым изображениям. Постановка задачи 

и конкретные примеры реализации этих моделей приведены в работе [15]. 

Сначала, остановимся на некоторых общих особенностях описания взаимо- 

действий биоты и окружающей среды. Затем рассмотрим проблемы моде- 

лирования полей уходящего излучения, регистрируемого спутниковой ап- 

паратурой, и информационные аспекты решения соответствующих задач. 

3.2. Биогеохимические циклы и глобальные изменения 

Воздействие биоты на окружающую среду сводится к синтезу орга: 

нических веществ из неорганических, разложению органических веществ 

на неорганические составляющие и соответственно к изменению соотно- 
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шения между запасами органических и неорганических веществ в биосфе- 
ре. Скорость синтеза, органических веществ определяет продукцию, а, ско- 
рость их разложения — деструкцию. Так как органические вещества, вхо- 
дящие в состав живых организмов, имеют относительно постоянное соот- 
ношение химических элементов, то продукцию и деструкцию измеряют в 
единицах массы органического углерода, синтезируемого или разлагаемо- 
го в единицу времени. При построении такого рода моделей чаще гово- 
рят об определенных резервуарах (углеродных соединений, окислительно- 
восстановительных реакций и пр.). 

Биота, способна, создавать локальные концентрации биогенов в окру- 

жающей ее среде. Возникают потоки синтеза и разложения органических 

веществ и физические потоки переноса, биогенов. В почве соответствую- 

шие потоки диффузионного распространения биогенов оказываются зна- 

чительно меньше биологической продуктивности. Поэтому почва обогаще- 

на органическими веществами и необходимыми для растений неоргани- 

ческими соединениями по сравнению с нижележащими слоями поверхно- 

сти суши, где живые организмы отсутствуют. Это означает, что локаль- 

ные концентрации биогенов в почве до некоторой степени регулируются 

биологически. 

Биологическая ассимиляция конкретных химических элементов (угле- 

род, кислород, азот и др.), их биогеохимическая трансформация, физиче- 

ский перенос, а также геологическое и химическое накопление в различ- 

ных слоях Земли определяют непрекращающиеся глобальные круговоро- 

ты. Этот термин как бы подразумевает развитие глобальных процессов по 

спирали вместо повторяющегося развития в виде циклов”, т.е. процессы 

должны быть существенно нелинейными. Само поддержание таких круго- 

воротов, как и существование жизни, должно описываться, таким образом, 

с помощью процессов, далеких от термодинамического равновесия. В этом 

смысле неизбежная "хаотизация” региональных явлений сосуществует с на- 

правленной эволюцией глобальных процессов в течение сотен миллионов 

и миллиардов лет. Такое сосуществование обеспечивается и, в свою оче- 

редь, зависит от специфических метаболических реакций, характеризую- 

щих селективную направленность процессов поддержания биологического 

разнообразия планеты. В пределах каждого отдельного биогеохимическо- 

го цикла развиваются характерные функциональные группы организмов, 

обеспечивающие ключевые метаболические реакции [16|: одни организмы 

служат для поддержания окислительно-восстановительных реакций, дру- 

гие — способствуют высвобождению углерода и других элементов в про- 

цессе этих реакций, третьи — производят кислород и уменыпают неоргани- 

ческий углерод и т.д. Именно в смысле поддержания необходимых условий 

существования жизни на Земле представляют наибольший интерес парни- 

ковые газы. 
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3.3. Моделирование взаимосвязей данных дистанционного 

зондирования и параметров состояния биосферы 

Обработка данных космического мониторинга состояния почвенно- 

растительного покрова и моделирование биосферных процессов являются 

основным средством развития междисциплинарных исследований биосфе- 

ры. Спутниковые системы наблюдений Земли дают возможность получе- 

ния на регулярной основе информации о текущем состоянии биосферы и 

ее изменениях (например, в течение вегетационного сезона, развития расти- 

тельности). Речь идет об интерпретации спектральных образов наблюдае- 

мых объектов по их космическим изображениям. 

Разработка, моделей взаимодействия солнечного излучения с природны- 

ми средами служит основной целью нахождения взаимосвязей данных кос- 

мического мониторинга, наземных наблюдений, которые служат для вали- 

дации (подтверждения) результатов обработки изображений и моделиро- 

вания процессов в земной геофизической /биогеохимической /климатичес- 

кой системе. Решение так называемых прямых задач переноса, излучения в 

системе "земная поверхность-атмосфера” позволяет находить зависимости 

интенсивности уходящего излучения, регистрируемого спутниковой аппа- 

ратурой, от параметров состояния ‘выбранных природных объектов [61]. 

Решение этих задач способствует пониманию условий трансформации сол- 

нечного излучения в атмосфере при ее различном замутнении [70]. Реше- 
ние обратных задач сводится к восстановлению характеристик исследуе- 

мых объектов по результатам интерпретации их спектральных образов для 

каждого элемента, многоспектрального изображения с учетом атмосферной 

коррекции спутниковых изображений. При этом используются методы вы- 

числительной математики и математической геофизики при описании про- 

цессов формирования спектральных интенсивностей уходящего излучения, 

регистрируемых спутниковой аппаратурой. 

Основу новых подходов к оценке состояния почвенно-растительного по- 

крова по наблюдениям из космоса, составляют результаты расчетов функ- 

ционала поля излучения. Данный функционал математически описывает 

трансформацию солнечного или собственного теплового излучения в ат- 

мосфере и на земной поверхности в терминах регистрируемых величин на, 

верхней границе атмосферы. При заданных условиях освешения Солнцем 

наблюдаемых природных объектов, их визирования из космоса и состоя- 

ния атмосферы в момент съемки нахождение расчетных значений функ- 

ционала означает модельное представление соответствующей схемы изме- 

рений. Расчетным значениям интенсивности уходящего излучения ставят- 

ся в соответствие получаемые наборы измерительных данных дистанци- 

онного зондирования. Отражательная способность конкретного элемента 

на спутниковом изображении определяется объемом биомассы системы 
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”растительность-почва” с учетом условий затенения фитоэлементов при 

формировании спектральных образов наблюдаемых объектов. Доказанное 

в работах [12, 13, 14| существование устойчивых связей между плотностью 

зеленой биомассы М (т/га или кг/м?) и такими параметрами лесных экоси- 
стем, как ажурность крон деревьев Акр (уровень заполнения пространства 

фитоэлементами в разные фенофазы развития) и сомкнутость лесного по- 

лога, Сп (расстояние между деревьями) в пределах мгновенного поля зре- 

ния измерительной аппаратуры дистанционного зондирования 30, опреде- 

ляет перспективы развития этих новых подходов. 'То же самое справедливо 

и для других типов экосистем (травянистая растительность, сельскохозяй- 

ственные посевы и др.). 

Дистанционно измеряемый функционал Lj, яркости неоднородного по 

пространству растительного покрова в пределах области 30 равен: 

Рук (^, тт, 9, ф, M(Cy, Акр), hg) = 

Ag 1/2 Ix 

= (w-9/2) ff [scm ho) [1 — Ca ~ 61) 010,17, 8, 9,850") + 
0 ^л 0 

+(Cy — СпАкр — 62) p2(A, 1, 9, ф, 9', ф’) + CrAxpps(A, r)|+ 

+ As(A, п, Ро) [61 р1 (А, Г, 9, ф, 9', Ф’ + д2р2(Л, 2, 9, ф, 0', y')|}x 

x Ryp(A, 2) cos 6' dd dé! dy’, 

где 7 — HOMep канала приемной аппаратуры k-ro Tuma Cc полем зрения 30 
и функцией чувствительности Вж(Л, 0); Л — длина волны с нижним (Л!) 
и верхним (Л2) пределами; ® — телесный угол зрения аппаратуры; п — 
параметр типа атмосферных условий (прозрачности атмосферы); $ — па- 

раметр типа (породы) лесной растительности; г — параметр типа меж- 

кроновой травянистой /кустарниковой растительности; М — плотность зе- 

леной (листовой/хвойной) биомассы лесных насаждений или других ти- 
пов растительности; Ро — высота Солнца; (9, ф) — зенитный и азимуталь- 
ный углы наблюдения, соответственно; Сп = $2/30 — сомкнутость лесно- 
го полога; Акр = 85/82 — ажурность (сквозистость) крон; 61 = 31/30, 
02 = 32/30 — доли теней в межкроновых областях и на кронах деревьев, 
соответственно; $1, 32 — межкроновая и кроновая площади в поле зрения 
so(s1 + 382 = 30), соответственно; 31, 35 — части межкроновой и кроновой 
площадей, покрытые тенью; $5 — площадь внутри крон, не занятая элемен- 
тами кроны — межкроновые просветы, внутри которых прямое и рассеян- 
ное излучение Солнца испытывает многократное рассеяние; р1, P2, P3 — 
спектральные коэффициенты отражения (в общем случае — индикатрисы 

рассеяния) межкроновой травянистой/кустарниковой области, кроновой 
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области и многократного рассеяния внутрикроновых просветов; (9', ф’) — 

зенитный и азимутальный углы для падающего прямого (И5) и рассе- 

янного (приходящего со всех участков небесной сферы) (Н5) солнечного 
излучения. 

В записанном выражении для функционала поля уходящего солнечного 

излучения первый член в правой части (в фигурных скобках) определяет 

вклад межкроновой (фоновой) растительности в общую яркость соответ- 

ствующего элемента, 30. Второе слагаемое дает вклад в общую яркость лист- 

венных /хвойных элементов крон деревьев; третье слагаемое также связано 

с элементами крон деревьев, а именно, определяет вклад кроновых про- 

светов в общую яркость. Два остальных слагаемых (в фигурных скобках) 
описывают преобразование падающего диффузно рассеянного излучения 

Солнца в отраженное от затененных межкроновых и кроновых областей 

рассматриваемой системы. 

Прямая задача, атмосферной оптики заключается в расчете полей яр- 

кости Ск моделируемых типов растительного покрова ($), характери- 

зуемых семействами сомкнутости полога (Сп) и ажурности межкроно- 

вого пространства (Акр), в зависимости от высоты Солнца йо для за- 

данной функции чувствительности аппаратуры А-го типа в 7-м изме- 

рительном канале (Еж). Возможности решения обратной задачи вос- 
становления М при заданных угловых условиях космической съемки и 

условиях солнечного освещения исследуемых типов природных объек- 

тов определяются математическими процедурами обращения результа- 

тов решения прямой задачи с точки зрения ”’подстройки” реальной из- 

менчивости пространственных и спектральных образов указанных объ- 

ектов под предлагаемые модельные представления в их функциональном 

описании. 

Существенными в этой связи являются различия в законах формиро- 

вания этих образов для измерительной спутниковой аппаратуры высокого 

(элемент разрешения — десятки метров и выше) и низкого (элемент разре- 
шения — сотни метров и ниже) пространственного разрешения. В первом 

случае яркости соседних элементов спутникового изображения могут испы- 

тывать сильную и часто не связанную между собой изменчивость от мини- 

мальных (попадание в область затенений) до максимальных (освещенные 
кроны без теней) значений. Во втором случае яркости соседних элементов 

имеют меныпую пространственную изменчивость и более значительную 

взаимосвязанность. 

Искажающее влияние атмосферы на величину яркости Глк на пути от 

земной поверхности до измерительной аппаратуры учитывается с помощью 

простой модели 

5%(...) = Lye(.--)Pj(n, 8,9) + Dj(n, 6, 9), 
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где многоточием обозначен весь набор записанных выше параметров и ве- 

личин, от которых зависит функционал; [^ — измеренная со спутника яр- 

кость соответствующего элемента изображения; С, — яркость этого эле- 

мента, на, уровне земной поверхности; Р;(п, 9, ф), О; (п, 0, ф) — соответствен- 

но прозрачность атмосферы (параметр экспоненциального ослабления фо- 

тонов солнечного излучения на соответствующей трассе их прохождения 

от земной поверхности до уровня спутника) и яркость атмосферной дымки 

(характеристика многократного рассеяния фотонов по всей толщине атмо- 

сферы) в 7-м канале аппаратуры К-го типа. Обратная задача восстановле- 

ния истинной яркости Ё;к, называемая процедурой атмосферной коррек- 

ции изображений, решается на основе нахождения атмосферного фильтра 

с использованием теории переноса излучения с заданными значения- 

ми Рип. 

При дистанционном спутниковом зондировании в микроволновой обла- 

сти спектра сохраняются основные черты обращения рассматриваемых 

задач при различных плотностях полога леса, но роль ажурности крон 

выполняют показатели экспоненциального ослабления активного сигна- 

ла зондирования или типичные условия формирования радиометриче- 

ских характеристик полога. Существенное значение в данной области 

спектра имеет влажность почвы и отдельных структурных характери- 

стик полога (стволы деревьев, ветки, листья и т.д.). В то же время 

это область всепогодного дистанционного зондирования, когда атмосфе- 

ра не оказывает заметного влияния на регистрируемые характеристики 

радиоизлучения. 

Разработанные модели формирования полей уходящего солнечного из- 

лучения позволяют исследовать влияние различных факторов на, резуль- 

таты расчетов угловых и спектральных распределений интенсивности сол- 

нечного излучения на разных уровнях атмосферы. Существенное значение 

приобретает интерпретация данных полевых подспутниковых эксперимен- 

тов как начального этапа, получения выборочных наземных измерений и 

сравнения данных мониторинга, и предлагаемых модельных расчетов. Дан- 

ные моделирования дают возможность получения соответствующих оценок 

в самом общем виде при всех возможных условиях наблюдения и описания 

исследуемых полей. 

Решение обратных задач количественной оценки значений биомассы ра- 

стительности по многоспектральным изображениям сводится к нахожде- 

нию так называемого оптимального параметра регуляризации, который 

определяет условия возможного отклонения решения от некоторых стан- 

дартных условий наблюдения. При этом определяются точностные харак- 

теристики получаемых оценок и основы практического использования ре- 

зультатов обработки многоспектральных изображений для рассматривае- 

мых здесь целей. 

341



3.4. Практическая реализация разработанных методов 

Спутниковые системы наблюдений Земли дают возможность проводить 

регулярный мониторинг почвенно-растительного покрова, по всему земно- 

му шару с помощью измерительной аппаратуры разного пространствен- 

ного разрешения. Представленные в цифровом виде данные спутниковых 

наблюдений в различных областях электромагнитного спектра позволяют 

оценивать состояние конкретных типов природных образований на осно- 

ве получаемых многоспектральных изображений. Традиционно математи- 

ческие процедуры обработки таких изображений сводятся к классифика- 

ции наблюдаемых объектов поверхности суши с использованием принципов 

распознавания образов и анализа сцен. Сущность соответствующих преоб- 

разований, осуществляемых с помощыьо компьютерных средств, заключа- 

ется в применении определенных "алфавитов классов”, словарей призна- 

ков” и правил принятия решений о принадлежности каждого элемента, на, 

обрабатываемом изображении к известному априори описанию его спект- 

рального или структурного образа, регистрируемого спутниковой аппара- 

турой. 

Последовательность действий при реализации предлагаемого нового 

подхода к оценке биомассы растительности из космоса, такова. Сначала 

используются стандартные процедуры обработки многоспектральных изо- 

бражений для выделения на них различных классов наблюдаемых объек- 

тов. Затем каждому элементу выделенных классов ставится в соответствие 

значение их параметров состояния (величина объема зеленой фитомассы 

листвы/хвои или объем древесины, плотность полога и т.п. для лесных 

и других экосистем). Первый из этих этапов представляет собой реализа: 

цию самых различных процедур распознавания образов (от статистических 

схем с априорной информацией до современных моделей нейронных сетей). 

На втором этапе используется существующий опыт моделирования полей 

излучения в системе "земная поверхность-атмосфера” и интерпретации ха- 

рактерных особенностей образов соответствующих объектов, т.е. наличия 

отдельных мод в отражательной способности этих объектов. Отдельные мо- 

ды отражения отвечают за, возникновение стрессовых ситуаций в развитии 

растительности (вследствие избытка, или недостатка увлажнения террито- 

рии в момент съемки, загрязнения окружающей среды и т.п.), за функ- 

ционирование хлорофилловой системы и другие условия жизни растений. 

В процессе идентификации амплитуд этих характерных мод используют- 

ся банки спектральных образов различных типов экосистем (лиственные 

и хвойные породы, кустарниковая и травянистая растительность) при их 

различном состоянии. 

Актуальность именно такого подхода, к решению рассматриваемых при- 

кладных задач определяется необходимостью перехода к количественным 
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оценкам параметров состояния (типа, объема, биомассы) растительности по 

многоспектральным спутниковым изображениям вместо существующих в 

настоящее время качественных оценок. Вместе с тем требуется построе- 

ние новых моделей функционирования живых систем по их наблюдаемым 

спектральным образам. 

Таким образом, в развитие существующих возможностей обработки 

многоспектральных спутниковых изображений разного пространственно- 

го и спектрального разрешения предлагаются дальнейшие преобразова- 

ния каждого элемента таких изображений с целью получения новой ин- 

формационной продукции. Общепринятые компьютерные программы об- 

работки изображений позволяют выделять отдельные классы природных 

объектов на, основе использования методов распознавания образов и анали- 

за сцен — области прикладной математики, получившей широкое приме- 

нение в существующих приложениях данных дистанционного зондирова- 

ния. Практически все разработки в области информационных и компью- 

терных технологий для географии, картографии и других аналогичных 

приложений основаны на, этих достаточно стандартных программах. В до- 

полнение к ним предлагается реализация компьютерных процедур прел- 

ставления каждого обрабатываемого элемента в терминах количествен- 

ных параметров, характеризующих состояние выделенных классов при- 

родных объектов. Эти параметры состояния инвариантны относительно 

условий солнечного освещения выделенных классов природных объектов, 

их визирования с помощью космических сканирующих систем наблюде- 

ния и замутнения атмосферы в момент съемки. Инвариантность этих 

параметров означает, что они являются собственными характеристика- 

ми наблюдаемых объектов, а не их яркостных образов, регистрируемых 

спутниковой аппаратурой и изменчивых от одной обрабатываемой сцены 

к другой. 

Новые возможности реализации описываемых здесь технологических 

внедрений неизбежно охватывают области параллельных вычислений при 

усвоении больших массивов данных, представленных в терминах инвари- 

антных параметров состояния биосферы. 'Такого рода вычисления оказыва- 

ются совершенно необходимыми, если подойти к анализу временных рядов 

получаемой информационной продукции обработки спутниковых изобра- 

жений. 

Реализация процедур параллельных вычислений охватывает усвоение 

данных на разные даты съемки при использовании наборов инвариант- 

ных параметров состояния наблюдаемых объектов вместо их изменчивых 

спектральных образов. Использование известных представлений о стати- 

стических ансамблях позволяет подойти к пониманию предсказуемости на- 

блюдаемых изменений состояния объектов для разновременной конечной 

информационной продукции. 
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3.5. Технологические аспекты реализации новых подходов 

к оценке состояния биосферы из космоса 

Информационные технологии использования спутниковой информации 

в нашей стране и за рубежом реализуются в настоящее время в направ- 

лении создания программно-аппаратных комплексов обработки мульти- 

спектральных и мультивременных изображений, разработки методов рас- 

познавания образов и анализа сцен, построения моделей текущего со- 

стояния наблюдаемых природных объектов и их изменений на обраба- 

тываемых изображениях. Основное внимание при развитии соответству- 

ющих информационных технологий уделяется отображению данных ди- 

станционного спутникового зондирования в форме достижения самых 

разнообразных приложений с использованием географических информа- 

ционных систем (ГИС), интегрирующих базы данных различного на- 

значения (экология, природопользование, водные ресурсы и др.). Мето- 

ды реализации таких технологий основываются на построении цифро- 

вых моделей местности географически привязанной информации, цве 

товых композиционных карт, синтезирующих измерения в разных спек- 

тральных измерительных каналах, стереоизображений и других особен- 

ностей адекватного восприятия конечной информационной продукции 

с использованием компьютерных средств, мультимедийных приложений 

к ним и тп. Наибольшее распространение в России получило исполь- 

зование для этих целей достаточно стандартных программных средств 

tuna ArcInfo, ArcView u gp. 

В последние годы получают также распространение такие сред- 

ства обработки изображений, Kak ENVI (Environment for Visualizing 
Images) Kopnopayuu RSI (Research Зузёетз, шс.). Характерной особен- 
ностью этих средств является возможность достаточно простого доведе- 

ния новых научных разработок до программ многоуровневой обработ- 

ки данных в заданной компьютерной среде. Этим данный пакет отли- 

чается от других (более жестких) стандартных программных средств; 

не допускающих возможностей их дополнительного расширения поль- 

зователями. Именно в части упрошенной возможности добавления но- 

вых версий научных программ к пакетам ЕЛМУ][ такого рода разработ- 

ки представляют наиболыший интерес для системно-ориентированных 

программистов. 

В имеющихся стандартных пакетах ГИС ощущается отсутствие вне- 

дрений, касающихся адекватного описания процессов взаимодействия сол- 

нечного излучения с природными средами. Использование таких но- 

вых программных разработок совершенно необходимо при мультивре- 

менной обработке получаемой информационной продукции в процес- 

се перехода от стандартных процедур классификации многоспектраль- 
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ных изображений к оценке указанных выше количественных пара: 

метров, характеризующих состояние выделенных классов природных 

объектов. 

Необходимость расширения существующих программных средств обу- 

словлена сильной изменчивостью спектральных образов природных объ- 

ектов на их космических изображениях от одной обрабатываемой сцены 

к другой. Говорят именно об образах этих объектов, поскольку исходные 

сигналы, несущие информацию о самом объекте, искажаются в атмосфе- 

ре по мере изменения высоты Солнца в течение суток и ти. Считает- 

CH, что существующих фундаментальных исследований по переносу из- 

лучения в системе ”земная поверхность-атмосфера” достаточно для реа- 

лизации процедур атмосферной коррекции многоспектральных спутнико- 

вых изображений. Для этих целей разрабатываются различные модифи- 

кации алгоритмов решения прямых и обратных задач переноса излучения 

(ГОУ\УТВАМ, МООТВАМ и др.). В реальности модели формирования спек- 
тральных образов природных объектов при их различном состоянии ока- 

зываются значительно более сложными, чем эти упрощенные расчетные 

схемы. 

Следствием предлагаемых новых разработок, в которых достаточ- 

ное место уделяется физико-математическим аспектам формирования 

спектральных образов различных типов экосистем, является доказа- 

тельство принципиальной возможности представления каждого элемен- 

та многоспектрального изображения в терминах указанных выше па- 

раметров. В дополнение к чисто яркостным преобразованиям обраба- 

тываемых изображений конечная информационная продукция при та- 

ком подходе отображается с помощью указанных параметров, инвари- 

антных относительно условий солнечного освещения выделенных объ- 

ектов, угловых координат их съемки, состояния атмосферы в мо- 

мент съемки. В полевых обследованиях параметры такого типа опре- 

деляются эмпирическим путем специалистами-биологами на дискрет- 

ных тестовых участках земной поверхности либо путем эмпириче- 

ских зависимостей (например, для лесных экосистем путем определе- 

ния диаметра выбранного дерева на уровне груди и других характерис- 

тик). 

В предлагаемых разработках эти параметры восстанавливаются для 

каждого элемента обрабатываемого изображения на основе решения обрат- 

ных задач атмосферной оптики и радиофизики. При этом существен- 

ное значение приобретают новые подходы к массовой обработке полу- 

чаемой информационной продукции спутниковых наблюдений за раз- 

ные даты наблюдений с использованием параллельных вычислитель- 

ных средств и других современных возможностей реализации моделей 

предсказуемости глобальных и региональных изменений. 
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Заключение 

Разработанный комплекс взаимосвязанных математических моделей 

позволяет исследовать динамику и кинетику малых газовых примесей и 

аэрозолей с учетом их трансформации. Базовые модели позволяют иссле- 

довать эволюцию аэрозолей начиная с молекулярного уровня до образо- 

вания частиц радиусом 10-15 мкм. Проведенные численные эксперименты 

и анализ их результатов показывют, что создаваемый комплекс моделей 

может быть использован для решения задач, связанных с оценкой фотохи- 

мического и аэрозольного загрязнения окружающей среды, включая моде- 

лирование стратосферных сульфатных облаков и формирования конден- 

сационных следов в глобальном масштабе и др. 

Перспективы информационно-динамических исследований биосферы и 

ее изменений на основе обработки многоспектральных спутниковых изо- 

бражений состоят в разрабоке эффективных математических моделей 

нахождения пространственно-спектрально-угловых распределений уходя- 

щего излучения в зависимости от параметров (объем зеленой фито- 

массы, общей биомассы и др.), характеризующих состояние почвенно- 

растительного покрова. Анализ временных рядов получаемой информа- 

ционной продукции способствует изучению реакции биосферы на вну- 

тренние возмущения и внешние воздействия. Отображение результа- 

тов моделирования в терминах соответствующих параметров биосферы 

на указанных изображениях открывает новые возможности рассмотре- 

ния на этой основе проблем предсказуемости наблюдаемых изменений 

биосферы. 

Таким образом, развиваемая нами методология дает возможность ре- 

шать широкий спектр задач охраны окружающей среды для целей диа- 

гностики, проектирования, мониторинга и прогнозирования на базе сов- 

местного использования моделей и данных наблюдений (дистанционных, 

наземных и др.). Конечно, для решения новых природоохранных задач 

и доведения получаемых результатов до восприятия в обществе требуют: 

ся новые эффективные методы и технологии математического моделиро- 

вания. На повестке дня стоят вопросы выявления предпосылок и умень- 

шения возможных последствий различных естественных и антропоген- 

ных катастроф, управление рисками, улучшение качества жизни людей 

с учетом требований экологической безопасности и устойчивого развития 

общества. 

Работы поддержаны РФФИ №№ 04-05-64562, 03-05-64484, 
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Президиума РАН и 1.3.2, Отделения математики РАН, Интеграционными 

проектами СО РАН №130,131,137,138. 
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Введение 

Исследования по созданию математических методов анализа клинико- 

лабораторных данных и математического моделирования инфекционных 

заболеваний под руководством проф. Г. И. Марчука начались в ВЦ СО АН 

CCCP в 19773 году. К этому времени над аналогичными или смежными 

задачами работали группы математиков и биофизиков в Москве, Ленин- 
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Отметим следующие характерные особенности подхода, сложившегося 

в коллективе под руководством Г. И: Марчука: -” 

1) тесные профессиональные контакты с врачами и иммунологами, 

включая совместные исследования, семинары и публикации; _ 

2) сочетание чисто прикладных исследований, отвечающих на, конкрет- 

ные вопросы клинической практики, с развитием новых теоретиче- 

ских моделей иммунного ответа и инфекционных заболеваний, пред- 

назначенных для объяснения и усвоения результатов анализа кли- 

`нических и лабораторных данных; 

3) стремление применить результаты теоретических исследований маг 

тематических моделей в клинической практике. 

Первый этап работ был посвящен построению и применению методов 

объективной количественной оценки тяжести заболевания. В ходе исследо- 

ваний было построено нескольких индексов, позволяющих оценивать тя- 

жесть различных инфекционных заболеваний. Применение индексов для 

анализа данных течения болезни дало чувствительный и объективный ме- 

тод оценки эффективности лечения [23]. Эти исследования позволили ко- 
личественно описать типичные варианты болезни и на основе имеющихся 

клинических данных выделить факторы, влияющие на динамику выздо- 

ровления. К числу таких факторов относятся анамнез больного и характе- 

ристики иммунного ответа. 

Важным результатом этих исследований стало формирование представ- 

ления об инфекционной болезни как о динамическом процессе взаимодей- 

ствия патогена, органа-мишени и иммунной системы. Показатели состо- 

яния больного — симптомы и результаты лабораторных исследований — 

как следствия этих взаимодействий лишь косвенно отражают их динамику. 

Поэтому для изучения основных количественных закономерностей форми- 

рования неблагоприятных вариантов течения и исходов заболевания необ- 

ходимо перейти к описанию болезни в терминах ее базовых физических 

характеристик, таких как количество или концентрация клеток органа- 

мишени, иммунной системы и патогенов. Такое описание было реализовано 

в виде базовой математической модели инфекционного заболевания. 

1. Моделирование инфекционных заболеваний 

К настоящему времени в клинической иммунологии получены фунда- 

ментальные знания о закономерностях реакций иммунной системы орга; 

низма, при инфекционных заболеваниях [24, 27, 29]. Важным стало откры- 

тие универсального характера процессов иммунной защиты — распозна- 

вания, обучения и памяти, — не зависящих от конкретных особенностей 

патологических процессов, инициируемых вирусами или бактериями. 
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Используемые для описания инфекционных заболеваний математиче- 

ские модели являются, как правило, сложными и нелинейными и имеют 

болышое количество параметров. Для оценки величин параметров мож- 

но использовать несколько подходов. Условно их можно разделить на два 

класса: детализирулощие и обобшающие. 

Пример обобщающего подхода предложен в работе [26]. Подход основан 

на, предположении о согласованности изменений скоростей биохимических 

и физиологических процессов в организме с вариациями индивидуально- 

го для каждого организма параметра подобия Н, характеризующего от- 

носительную интенсивность микродвижений взаимодействующих частиц в 

жидких средах исследуемого организма по сравнению с базовым организ- 

мом. В этом случае оценка параметров модели для конкретного больного 

сводится к оценке одного параметра Н, а остальные меняются пропорцио- 

нально различным степеням Н. Эта, гипотеза привлекательна, однако нуж- 

дается в экспериментальной проверке и анализе условий применимости. В 

частности, необходимо знать, каким свойствам должна удовлетворять мо- 

дель, к которой применяется данный подход, насколько обоснованно пред- 

положение об однородности организмов и ряд других вопросов. Подробнее 

этот подход будет рассмотрен в разделе 3. 

Идея детализирующего подхода, состоит в том, чтобы использовать как 

можно больше априорной информации, данных, непосредственно не свя- 

занных с конкретным инфекционным заболеванием, но характеризующих 

аналогичные процессы, наблюдаемые в экспериментах на животных или 

в опытах 9 vitro. Tako подход был использован при построении оценок 

параметров моделей вирусного гепатита, В и гриппа А. Дополнительная 

информация используется для построения нулевого приближения значе- 

ний параметров и границ допустимых значений параметров, а также для 

построения “идеального образа” изучаемого процесса на основе экспери- 

ментальных данных и теоретических представлений. Данные, характери- 

зующие течение вирусных и бактериальных инфекций, как правило, пред- 

ставляют собой результаты разнообразных по целям и методикам измере- 

ний отдельных процессов, происходящих в организме при инфекционных 

заболеваниях, и не могут быть напрямую использованы для идентифика- 

ции параметров моделей. В этой связи предлагается подход к построению 

обобщенной количественной картины заболевания, в которой процессы им- 

мунного ответа и развития инфекционного возбудителя тщательно проана- 

лизированы и количественно согласованы. Недостатками такого подхода 

являются очевидная неоднозначность обобщенной картины, ее грубость, 

что ограничивает область применения данного подхода первой фазой ис- 

следования модели. 

При исследовании модели бактериальной пневмонии был использован 

подход, основанный на предположении, что в организме реализуются те 
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варианты защитных реакций, которые удовлетворяют некоторому крите- 

рию оптимальности. В качестве такого критерия рассматривались суммар- 

ные затраты энергии на функционирование защитных систем организма 

и потери энергии, связанные с инфекционными заболеваниями. Этот под- 

ход можно считать попыткой синтеза, разных приемов идентификации, так 

как в нем для построения нулевого приближения используется априорная 

информация, а для уточнения значений параметров — предположение об 

оптимальности. 

1.1. Базовая математическая модель инфекционного 

заболевания 

Для исследования основных количественных закономерностей течения 

инфекционных процессов Г.И. Марчуком в 1975 году была предложена ба; 

зовая математическая модель инфекционного заболевания [14]. Как уже 

отмечалось, основной задачей этой модели был переход к описанию болез- 

ни как физического процесса, взаимодействия клеток и молекул иммунной 

системы, органа-мишени и патогена. 

К моменту появления базовой модели инфекционного заболевания уже 

было опубликовано несколько математических моделей иммунного отве- 

‘га, [22, 43, 44, 50, 52]. Однако предложенная Г.И. Марчуком модель имеет 

ряд отличительных особенностей, в совокупности выделяющих ее из ряда 

остальных моделей и позволяющих до сих пор использовать при теорети- 

ческих исследованиях иммунной системы. Перечислим эти особенности: 

- в качестве базового механизма иммунного ответа, использована, кло- 

нально-селекционная теория Бернета, сохранившая свое значение 

как элемент фундамента современной иммунологии; 

- введена переменная т, описывающая повреждение органа-митени, 

что превращает модель иммунного ответа, в модель инфекционного 

заболевания; 

- для описания процессов размножения иммунокомпетентных клеток 

использованы уравнения с запаздывающим аргументом, что позво- 

ляет более точно описать динамику иммунного ответа; 

- введена обратная связь, описывающая снижение интенсивности им- 

мунного ответа при увеличении степени поражения органа-мишени 

(функция &(т)). 

Зависимыми переменными базовой модели являются 

- У(Р — количество чужеродных размножающихся антигенов (пато- 

генов) в организме в момент времени $; 

- Е(® — количество антител. Под антителами понимаются специфиче- 

ские молекулы иммунной природы, нейтрализующие патогены (им- 

муноглобулины, иммуноглобулиновые рецепторы и т. д.); 
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- С(К -— количество плазматических клеток. Эта популяция включает 
как носителей, так и продуцентов антител; 

- т(р — доля пораженной массы органа-мишени. Это обобщенная ха- 

рактеристика, того повреждения, которое патоген наносит органу- 
мишени, т(Р) =1— М(®/М*, где М(® — количество клеток органа: 
мишени в момент $ а М* — количество клеток в норме. Введение 

в модель уравнения для величины т({) позволяет связать воедино 

описание иммунной реакции и патологических процессов и рассма- 
тривать ее как базовую модель инфекционного заболевания. 

Базовая математическая модель инфекционного заболевания построена, 

на основе соотношений баланса для каждой из зависимых переменных. 

Она имеет вид системы 4-х нелинейных дифференциальных уравнений с 

запаздывающим аргументом. 

Первое уравнение описывает динамику численности патогенов в орга- 

низме: 
dV 

Первое слагаемое в правой части этого уравнения описывает процесс раз- 

множения патогенов, второе — сокращение их численности в результате 

нейтрализации антителами. 

Второе уравнение описывает динамику численности плазматических 

клеток: 
dC 
— = 

Первое слагаемое в правой части характеризует образование плазматиче- 

ских клеток, т — время, в течение которого происходит формирование 

клона плазматических клеток. Второе слагаемое описывает процесс под- 

держания популяции плазматических клеток в нормальных условиях за, 

счет естественной гибели плазматических клеток и притока из костного 

мозга клеток-предшественников. 

Третье уравнение описывает динамику численности антител: 

а (т) Е(Е— т)У (Е — т) — ие(С — С*). (1.2) 

— = pC —yFV — pf. (1.3) 

Первое слагаемое в правой части описывает продукцию антител плазмати- 
ческими клетками, второе — расход антител на нейтрализацию патогенов, 
а, третье — уменьшение количества, антител в результате естественной ги- 
бели. 

Четвертое уравнение описывает динамику относительного поражения 
органа-мишени: 

dm 
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Первое слагаемое в правой части характеризует повреждение органа-ми- 

шени под действием патогенов, второе — его восстановление за счет реге- 

нерации. 

Введение функции &(т) в уравнение (1.2) для плазматических клеток 
позволяет феноменологически описать снижение функции иммунной си- 

стемы в зависимости от степени повреждения органа-мишени. Простейший 

вид этой функции £(m) = 1 — т(®. 

Подробное исследование аналитических свойств базовой модели ин- 

фекционного заболевания имеется в работе [1]. Модель оказалась полез- 

ной для изучения общих закономерностей течения инфекций и интер- 

претации некоторых результатов наблюдений, в частности, по биости- 

муляции иммунитета при хронических инфекциях и механизмов разви- 

тия смешанных инфекций [15|]. Примеры результатов зарубежных ис- 

следователей по изучению и применению базовой модели можно найти 

в [47, 76]. 

Задача количественного моделирования вирусных и бактериальных ин- 

фекций определила необходимость построения более подробных математи- 

ческих моделей. Для этого в [18] была предложена, математическая модель 

противовирусного иммунного ответа, а, на, ее основе — модель противобак- 

териального иммунного ответа. 

1.2. Математическая модель противовирусного 

иммунного ответа 

При построении математической модели противовирусного иммунно- 

го ответа предполагалось, что реакция иммунной системы на размноже- 

ние вирусов внутри клеток-мишеней является ведущим фактором, влия- 

ющим на клиническое течение вирусного заболевания. Иммунная реакция 

на вирусное вторжение включает в себя реакцию Т- и В-систем иммуни- 

тета. Основной механизм подавления инфекции — уничтожение заражен- 

ных вирусом клеток, осуществляемое цитотоксическими Т-лимфоцитами. 

Попадая из зараженных клеток в кровь, вирусы нейтрализуются ан- 

тителами, продуцируемыми в результате В-клеточного ответа. В соот- 

ветствии с этой моделью тяжесть течения болезни зависит от Mac- 

штаба заражения вирусами органа-мишени и эффективности иммунного 

ответа. 

При описании реакции иммунной системы учитывались два основ- 

ных механизма управления пролиферацией и дифференцировкой лимфо- 

цитов — клональная селекция и двойное распознавание. В этой модели, как 

и в базовой, учтен механизм неспецифической иммуносупрессии, обуслов- 

ленной поражением органа-мишени и, следовательно, общим снижением 

функциональных возможностей организма. 
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При построении уравнений, описывалощих развитие противовирусно- 

го Т-клеточного иммунного ответа, были сделаны следующие предполо- 

жения: | 

макрофаги (М) поглощают вирусы (\У;) и после их частичного раз- 
рушения (процессинга,) выставляют вирусные антигены на своей по- 
верхности в комплексе с молекулами главного комплекса, гистосов- 
местимости (ГКГ) класса, П; 

количество макрофагов в организме достаточно велико, чтобы пре- 

зентирующие антигены макрофаги (Му) возникали со скоростью, 

пропорциональной количеству вирусов; 

стимуляция Т-хелперов (НЕ), участвующих в делении и дифферен- 

цировке цитотоксических Т-лимфоцитов (Е), зависит от численно- 

сти предсуществующего клона клеток данной специфичности, а, так- 
же от количества, клеток Ми; 

Не, стимулированные Му, делятся. При достаточном количестве 

клеток Му возникшие в результате деления Т-хелперы вновь сти- 

мулируются; 

под влиянием двух сигналов — от Му и НЕ - в результате деления 

увеличивается численность клона лимфоцитов Ё, обладающих цито- 

токсическим действием в отношении зараженных вирусом клеток 

(Су). Количество образующихся в результате деления и дифферен- 

цировки клеток Е, распознающих вирусные антигены в комплексе 

с молекулами ГКГ класса, [, зависит от численности предсуществу- 

ющего клона клеток данной специфичности, а также от количества, 

клеток Му и Не; 

клетки тропных к вирусу органов и тканей организма, имеют на своей 

поверхности молекулы ГКГ класса, 1, которые у зараженных вирусом 

клеток образуют комплекс с вирусным антигеном. В течение неко- 

торого времени зараженные вирусом клетки функционируют нор- 

мально, а затем гибнут вследствие разрушения цитотоксическими 

Т-лимфоцитами или прямого цитотоксического действия вирусов; 

нефункционирующую вследствие разрушения вирусами часть орга: 

на-мишени (т) образуют поврежденные вирусом клетки, а, также 

клетки, разрушенные цитотоксическими лимфоцитами. 

При построении уравнений, описывающих развитие противовирусного 

В-клеточного (гуморального) иммунного ответа, предполагалось, что 
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- скорость стимуляции Т-хелперов (Нв), участвующих в делении и 

дифференцировке В-лимфоцитов (В), зависит от численности пред- 

существующего клона данной специфичности, а также от количества 

клеток Ми;



- Нв, стимулированные Му, делятся. При достаточном количестве 

клеток Му возникшие в результате деления Т-хелперы вновь сти- 

мулируются; a 

- под влиянием двух сигналов — от Му и Нв — В-лимфоциты дают 

начало клону плазматических клеток Р, продуцирующих антите- 

ла Е. Количество плазматических клеток, образующихся в резуль- 

тате деления и дифференцировки В-лимфоцитов, зависит от предсу- 

ществующего клона В-лимфоцитов данной специфичности, а, также 

от количества, клеток Му и Нв; 

- антитела Ё нейтрализуют внеклеточные вирусные частицы, выхо- 

дящие из зараженных клеток. 

В модели рассматривается лишь популяция свободных, т.е. внеклеточных, 

вирусов, находящихся в лимфе и плазме крови. Предполагается, что про- 

цесс размножения вирусов в клетке можно описать выбором коэффициента 

размножения вирусов. Уравнения модели строятся на, основе соотношений 

балансов компонентов, участвующих в иммунном ответе на вирусное втор- 

жение. 

Уравнение для количества, свободных вирусов имеет вид 

“t = иСу + посЕСуЕ — 7уЕИ!Е — 7умУ; —ЛУСУЕС" —- Су-—т). (1.5) 

Первое слагаемое справа, описывает увеличение численности популяции 

свободных вирусов вследствие их репликации в зараженных клетках и се- 

креции в межклеточное пространство, второе — поступление вирусов, вы- 
свобождающихся при разрушении зараженных клеток цитотоксическими 
лимфоцитами. Остальные слагаемые описывают уменьшение количества 
вирусов за счет нейтрализации их антителами, поглощения макрофагами 
и расхода на заражение клеток органа-мишени. 

Уравнение для количества макрофагов, связанных с вирусами (Му): 

dMy 
Ta = уму М"У; — ам МУ. (1.6) 

В правой части уравнения описано увеличение численности популяции сти- 

мулированных вирусами макрофагов (М* — количество макрофагов в 0р- 

ганизме, определяемое гомеостазом) и снижение численности в результате 

естественной гибели. 

Уравнение для количества Т-лимфоцитов-помощников Не, обеспечи- 

вающих пролиферацию цитотоксических Т-лимфоцитов, имеет вид 

АНЕ 
= bi [E(m) py Mv (t — TH) Ha(t — TH) — My He] 

51 МуНвЕ + ан (НЕ - Не). (1.7)



Первое слагаемое справа описывает увеличение численности клеток НЕ 
за счет деления, происходящего под действием стимуляции макрофагами 
Му, при этом учитывается время задержки появления новых клеток (т#); 
второе слагаемое описывает переход стимулированных клеток Не в состо- 
яние деления. Третье слагаемое описывает уменьшение количества, клеток 
Не вследствие кооперации их с цитотоксическими Т-клетками (Е). Чет- 

вертое слагаемое характеризует приток Т-клеток-помошников из тимуса, 
аа пятое — уменьшение их численности в результате естественной гибели 
клеток. 

Уравнение для количества, 'Г-клеток-помощников гуморального иммун- 

ного ответа (Нв) имеет структуру, аналогичную уравнению для Не: 

dit 
—— = bile (m) pir My (t — rf) Halt — TH) — My H]- 

— b3'8 My HpB + ан(НВ — Hz). (1.8) 

Уравнение для количества цитотоксических Т-лимфоцитов имеет вид 

dE _ в 
HE [E(m)peMy (t — Te) Halt — te) E(t — te) - MV HE E|— 

— becCyE + ав(Е* — Е). (1.9) 

Первое слагаемое справа, описывает увеличение численности клеток Ё за 

счет деления в результате стимуляции макрофагами Му и Т-клетками- 

помощниками, при этом учитывается время задержки появления новых 

клеток (те); второе слагаемое описывает переход стимулированных клеток 

Е в состояние митоза,. 'Гретье слагаемое описывает расход клеток Ё на 

разрушение зараженных вирусами клеток. Четвертое слагаемое характе- 

ризует поступление предшественников цитотоксических Т-лимфоцитов из 

тимуса, пятое — их естественную гибель. 

Уравнение для количества В-лимфоцитов имеет вид 

dB _ yp 
TE р [6 (т)рвМу (1 — Te) Hp(t — Te) B(t — TB) — МуНвВ|+ 

+ ав(В*- В). (1.10) 

Первое слагаемое справа, описывает появление В-лимфоцитов в результа- 

те деления под действием стимуляции макрофагами Му и Т-клетками- 

помощниками Нв, при этом учитывается время задержки тв; второе сла- 

гаемое описывает переход стимулированных В-клеток в состояние деления, 

третье — приток В-лимфоцитов из костного мозга, четвертое — естествен- 

ную гибель клеток. 
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Уравнение для количества плазматических клеток имеет вид 

СЕ = Pé(m)ppMy(t — rp)Ha(t— 7p)B(t— tp) tap(P*—P). (11) 

Первое слагаемое справа описывает образование плазматических клеток 

за счет деления и дифференцировки стимулированных В-лимфоцитов в 

течение времени тр; второе слагаемое — поддержание нормального уровня 

плазматических клеток за, счет баланса процессов размножения и диффе- 

ренцировки В-лимфоцитов и естественной гибели плазматических клеток. 

Уравнение для концентрации антител имеет вид 

Te = prP — YFVl'V; — ark, (1.12) 

Первое слагаемое справа, описывает продукцию антител плазматическими 

клетками, второе — расход антител на нейтрализацию вирусов, а третье — 

их естественную гибель. 

Динамика количества зараженных вирусом клеток (Су) описывается 

уравнением 

ay = oV;(C* — Cy —m) — всвбУЕ — вии. (1.13) 

Первое слагаемое справа описывает заражение нормальных клеток печени 

вирусами, а второе и третье — разрушение зараженных клеток цитотокси- 

ческими Т-лимфоцитами и под действием вирусов, соответственно. 

Уравнение для доли разрушенной ткани органа-мишени (т) имеет вид 

d 
— = bopCyE + bmCyv — атт. (1.14) 

Первые два слагаемых описывают разрушение клеток печени вследствие 

цитотоксического действия Т-лимфоцитов и вирусов, а последнее — реге- 

нерацию органа-мишени. 

При значительном повреждении органа-мишени происходит снижение 

функциональных возможностей организма, в том числе и иммунной систе- 

мы. Этот процесс учитывается введением функции &(т) = 1-— т/С*, ха- 
рактеризующей зависимость коэффициента, размножения лимфоцитов от 

величины т. 

Добавляя к приведенной системе уравнений начальные условия обще- 

го вида, получаем математическую модель противовирусного иммунного 

ответа, позволяющую численно исследовать закономерности течения ви- 
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русных инфекций. Начальные Условия задаются в виде 

У;(ю) =У;, Му(®)= Му, НЕ(®) = НЬь, 

Нв(®) = Нв, E(to)=E°, B(to) = B®, 
P(tp) = P®, F(t.) =Fo, Cv(to) =CP, m(to) = mo, 

My (t)He(t)=¢i(t), ri) <t<0, 
My (t)Ha(t) = d2(t), —r{P) <t <0, 

My (t)Hpr(t) E(t) = ¢3(t), —Te <t <0, 

My (t)Hp(t)B(t) = da(t), —7 <t <0,7 = max(rp, тр). 

Построенная модель применяется для количественного моделирования и 

исследования динамики острого течения вирусного гепатита, Ви гриппа, А. 

1.3. Математическая модель вирусного гепатита В 

Инфекция, вызванная вирусом гепатита, В, характеризуется следующи- 

ми основными особенностями: 

- низкий темп размножения вируса, делает возможным остановку раз- 

множения вируса только за счет иммунного ответа; 
- незначительное повреждающее действие вируса на зараженную 

клетку, как следствие — время жизни зараженной клетки не отли- 

чается от времени жизни здоровой клетки; 

- болезнь всегда является результатом первичной инфекции, после ко- 

торой поддерживается устойчивый иммунитет; 

- течение и исход болезни в значительной мере определяются ампли- 

тудой и согласованностью Т- и В-клеточного иммунного ответов. 

На основе современных представлений о механизмах, определяющих те- 
чение вирусного гепатита В, можно считать, что модель противовирусного 
иммунного ответа описывает ведущие процессы этого заболевания. Задача 
оценки параметров модели (1.5)—(1.14) для вирусного гепатита В решалась 
следующим образом: | 

- по экспериментальным и литературным данным строится нулевое 

приближение оо; параметров модели, при этом используются резуль- 
таты прямых измерений или предположение, что межклеточные вза- 
имодействия в ходе иммунного ответа, следуют законам химической 
кинетики; 

- с использованием клинических и экспериментальных данных, а так- 
же современных представлений о механизмах вирусного гепатита, В 
строится обобщенная картина болезни, представляющая собой ко- 

личественное описание ее динамики в терминах переменных модели 

(Уоъз 5); 
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- на основе нулевого приближения 00; и данных обобщенной картины 

проводится уточнение ряда параметров модели; 

- результаты идентификации проходят проверку по независимым экс- 

периментальным и клиническим данным. 

Данный подход подробно описан в работах [16, 20, 30]. Здесь мы остановим- 

ся на описании двух приемов, использованных для преодоления возникших 

трудностей. 

Амплитуда изменений части переменных модели (У;, Е, Е и В) на 

протяжении болезни составляет 10°-101? раз. Физический смысл задачи 

требует, чтобы эти данные были приближены с одинаковой относительной 

точностью. В противном случае сравнительно низкие значения У; в нала 

ле и конце болезни завышаются на несколько порядков, что недопустимо 

искажает описание болезни. Поэтому традиционная оценка ошибки вида 
М 

Ф(а) >». (y(t;, a) — Yobs 5) где уовз ; — данные наблюдений и обобщен- 
j=l 

ной картины, а, y(t;, a) — вектор решения системы уравнений модели в 

точке $;, не позволяла получить приемлемых оценок параметров. В связи 

с этим был использован следующий функционал невязки: 

    

M N | W(t, o af. (i) t;, a) — (7) 

Ф(а) =У` 2 Ms о) обе 2)? +. (= “у | Hobs 5y2) (1.15) 
j=l i=1 Yobs 5 УЗ» а) 

в котором данные наблюдений 1-й переменной модели в момент време- 
(2) ни $; обозначены как Ус. › а соответствующее решение модели — как 

у (+, a); М — общее количество моментов наблюдений, М — размерность 

вектора зависимых переменных модели; @ — вектор идентифицируемых 

параметров. Для решения задачи поиска минимума функционала, Ф(<) ис- 
пользовались метод многогранника и квазиньютоновский метод Дэвидона- 

Флетчера—Пауэлла. 

Однако ввиду сложности и нелинейности модели использование функ- 

ционала, (1.15) само по себе еще не гарантирует получения приемлемого 

приближения решений модели (1.5)-(1.14) к данным обобщенной карти- 
ны. Численные эксперименты показали, что трудность состоит в выборе 

идентифицируемых параметров, значения которых меняются в процессе 

минимизации функционала Ф(<). Если количество одновременно варьиру- 

емых параметров превышало 5-7, и если выбор набора параметров был 

неудачен, то процесс приводил к такому локальному минимуму, в котором 

решение модели приближало данные неудовлетворительно. 

Анализ механизмов развития инфекционного заболевания позволяет 

представить заболевание как последовательность фаз или стадий, для 

каждой из которых характерны определенные процессы и зависимости. 
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Рис. 1. Схема последовательной идентификации параметров модели по данным 

обобщенной картины острого течения вирусного гепатита, В 

Среди моделируемых процессов и переменных можно выделить ведущие, 

т.е. определяющие все остальные процессы и переменные. Использование 

этой информации позволяет свести задачу идентификации коэффициентов 

модели на интервале Гм = [1,м| к последовательности задач прибли- 

жения решения модели к данным на интервалах 112, Из, ..., м с 

помощью функционала (1.15). Последовательные фазы развития болезни, 

ведущие процессы и соответствующие им параметры показаны на рис. 1. 

Применение данного подхода позволило успешно решить задачу приближе- 

ния решения модели противовирусного иммунного ответа к данным обоб- 

щенной картины вирусного гепатита, В. 

1.4. Математическая модель острой респираторной 

инфекции, вызванной вирусами гриппа А 

Как уже отмечалось, механизмы иммунного ответа, имеют универсаль- 
ный характер и, следовательно, модель противовирусного иммунного отве- 
та, должна описывать любую вирусную инфекцию. Поэтому при переходе 
к моделированию новой вирусной инфекции должны меняться величины 
только тех параметров, которые характеризуют свойства, вируса, а именно, 
их инфекционность (уус), скорость размножения (и) и патогенность (6%). 
Однако реальная ситуация сложнее; рассмотрим это на примере острой 
респираторной инфекции вирусами гриппа A. 
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Свойства вируса гриппа А резко отличаются от свойств вируса, гепа; 

тита, В: 

- вирус гриппа А быстро размножается в клетках эпителия дыхатель- 

ных путей: через сутки из зараженной клетки выходит 5.102103 

вирусных частиц (при гепатите В — через 2-3 суток и по 5-15 виру- 

сов в сутки; | г 

- клетка эпителия после выхода из нее вирусов гриппа А погибает, а 
клетка, печени (гепатоцит) продолжает продуцировать вирусы гепа- 

тита, В до тех пор, пока, его не распознает и не разрушит цитотокси- 
ческий Т-лимфоцит. 

Для образования в результате иммунного ответа, большого количества лим- 

фоцитов и антител требуется как минимум 5-6 дней. За это время вирус 

гриппа А способен заразить и разрушить все клетки эпителия дыхатель- 

ных путей, что привело бы к очень тяжелому заболеванию. Однако чаще 

всего этого не происходит, и болыпинство людей болеют гриппом в лег- 

кой форме. Значительная часть клеток эпителия не заражается вирусами 

гриппа. Устойчивость клеток эпителия к вирусу вызывается действием ин- 

терферона с (ТЕМ-а). 

Известно что ТЕ№-а могут вырабатывать все клетки организма при по- 

падании в них вируса, однако анализ данных по кинетике его синтеза по- 

казывает, что основным источником ШМ-с являются макрофаги. Некото- 

рое количество этих клеток присутствует во всех тканях организма, в том 

числе и в эпителии дыхательных путей. Для описания развития вирусной 

инфекции с учетом защитного действия ШМ№-с в модель противовирусного 

иммунного ответа дополнительно вводятся следующие переменные: 

— МК® -— концентрация макрофагов, продуцирующих ТЕ№-а (в эпи- 
телии верхних отделов дыхательных путей); 

— Г} — концентрация ГЕМ№-а (в эпителии верхних отделов дыхатель- 
ных путей); 

— Св(® — концентрация клеток эпителия, защищенных от вирусной 
инфекции (в эпителии верхних отделов дыхательных путей). 

Для описания динамики этих переменных используются следующие урав- 

нения: 

АМ ‘ 
— = ym1V};(M; — My) —ayrM,, (1.16) 

- = pM; — al — 07 1(C* — Cy — Cr —m), (1.17) 

wR = onl(C — Cy —-Cr-—m) — авСЬ. (1.18) 
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Уравнение (1.16) описывает изменение концентрации макрофагов, про- 

дуцирующих Е№-а. Первое слагаемое в правой части описывает продук- 

цию интерферона, в неактивированных макрофагах (М; — МТ), скорость ко- 

торой пропорциональна концентрации свободных вирусов У’. Второе слага- 

емое описывает потерю активированными макрофагами способности про- 

дуцировать интерферон. Предполагается, что после потери способности 

продуцировать интерферон макрофаг под воздействием У; может быть 

снова переведен в состояние продукции интерферона. В действительности 

это предположение верно лишь для первых 6-7 дней после начала, инфек- 

ции, затем макрофаг на некоторое время переходит в рефрактерное состо- 

яние и не вырабатывает интерферон. 

Уравнение (1.17) описывает изменение концентрации IFN-a. Caarae- 
мые в правой части описывают продукцию интерферона индуцированными 

макрофагами, разрушение свободного интерферона в межклеточном про- 

странстве и его связывание с рецепторами интактных клеток эпителия, 

соответственно. 

Уравнение (1.18) описывает изменение концентрации эпителиальных 

клеток, устойчивых к вирусной инфекции под действием интерферона. 

Первое слагаемое справа описывает переход интактных эпителиальных 

клеток в состояние противовирусной устойчивости, второе — потерю этого 

состояния. 

Учет в модели противовирусного иммунного ответа, защитного антиви- 

русного действия интерферона требует небольших изменений уравнений 

для Уги Су: 

dV 
и = vCy + ТсЕСуЕ — YWRV FP — им У; 

—yvcV5(C* —Cy —Cr- mM), (1.19) 

av = aV;(C* — Cy — Cr-—m) — boeCvE — bmCy. (1.20) 

Видоизмененная таким образом модель удовлетворительно описывает кли- 

нические данные по острой респираторной инфекции вирусами грип- 

па А [45]. 

1.".. Математическая модель бактериальной пневмонии 

Основными процессами, лежалцими в основе инфекционной патологии, 
являются иммунный ответ и воспаление. Несмотря на, углубленную раз- 
работку различных биологических и медицинских аспектов воспалитель- 
ной реакции ее сущность и значение для организма до конца не раскры- 
ты [35, 40]. Особенностью существующих математических моделей инфек- 
ционных заболеваний, вызванных бактериями, является то, что они по- 
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дробно описывают механизмы специфического иммунитета, [3, 54, 61|. Од- 
нако, как показывает анализ механизмов ряда инфекций (например, вы- 

званных условно-патогенной микрофлорой), роль специфических компо- 

нент иммунитета в возникновении заболеваний не является столь очевид- 

ной и определяющей по сравнению с фазой их завершения [13, 51, 64]. 

Наряду со специфическим иммунитетом в противобактериальной за- 

щите легких участвуют и другие защитные механизмы, связанные прежде 

всего с функционированием системы фагоцитов, поглощающих патоген на, 

всех стадиях инфекционного процесса [21]. Для ряда инфекций фагоциты 

являются единственным типом клеток, уничтожающих микроорганизмы. 

Ранее были построены и исследованы математические модели, описываю- 

щие динамику фагоцитарных защитных реакций в организме [55, 56]. Од- 

нако в них не учитывалось, что в результате иммунного ответа, скорость и 

эффективность фагоцитоза, могут быть существенно повышены. 

Одним из заметных проявлений воспалительной реакции при бактери- 

альной инфекции в легких является резкое увеличение объема жидкости в 

альвеолах (альвеолярный отек). Это создает условия для увеличения ско- 
рости доставки залцитных клеток и веществ из крови в легкие, но вместе с 

тем приводит к изменению структуры взаимодействий фагоцитов и бакте- 

рий в участке повреждения. Влияние отека, на развитие инфекции ранее в 

математических моделях не исследовалось. 

В связи с этим возникла задача построения математической модели 

противобактериальной иммунной защиты, описывающей механизмы согла- 

сования рассматриваемых иммунофизиологических процессов. Эта, задача, 

была решена на примере одного из инфекционных патологических про- 

цессов — очаговой пневмонии, вызываемой условно-патогенными микроор- 

ганизмами. Особенность таких инфекций заключается в том, что в усло- 

виях нормального функционирования системы фагоцитов (главным обра: 

зом, альзеолярных макрофагов) болезнь не возникает даже при постоянном 

поступлении микроорганизмов из внешней среды. Если же под влиянием 

некоторых факторов (таких как вирусные инфекции, переохлаждение, ку- 

рение и т. п.) происходит нарушение функции фагоцитов, то размножение 

микроорганизмов приводит к повреждению и отеку легких, сопровождае- 

мому усиленным притоком нейтрофилов (фагоцитов, несколько отличаю- 

щихся от альвеолярных макрофагов) и других компонент плазмы крови. 

Развитие этих процессов происходит в первые часы и сутки после начала, 

инфекции. 

Известно, что противобактериальный иммунный ответ является в 

основном гуморальным [7], т.е. приводит к выработке антител. Ввиду ши- 

рокой распространенности условно-патогенных бактерий во внешней среде 

и частой встречаемости их в составе нормальной микробной флоры челове- 

ка, в крови постоянно поддерживается высокий уровень антител. Например, 
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количество специфических антител к 5.аигеиз обычно составляет не менее 

0,02 % от общей концентрации антител [63, 70]. С развитием инфекции 
часть антигенного материала, с током межклеточной жидкости попадает в 

лимфатические узлы легких (ЛУ), где происходит иммунный ответ, при- 

водящий через 5-7 суток к значительному увеличению продукции антител 

плазматическими клетками, которые образуются в результате каскадного 

деления и дифференцировки специфических В лимфоцитов. Антитела, по- 

ступают из ЛУ через кровоток в участок воспаления, где взаимодействуют 

с поверхностными антигенами бактерий, что способствует увеличению ско- 

рости фагоцитоза [78]. 

В соответствии с описанной схемой противобактериальной иммунной 

залциты легких в качестве переменных математической модели пневмонии 

рассматриваются следующие величины, зависящие от времени: K=K(t) — 

концентрация бактерий в объеме жидкости У=У (#) тех сегментов легких, 

в которых развивается пневмония; Ма=Ма(+) — концентрация альвеоляр- 
ных макрофагов в У(В; Мл=МА(Ё) — концентрация нейтрофилов в У(®; 
Мк=Мк(® — концентрация антиген-презентирующих клеток (макрофа- 

гов, дендритических клеток и др.) в лимфатических узлах легких (ЛУ); 

Нв=Нв(#) — концентрация специфических Т-клеток-помощников гумо- 

рального иммунного ответа в ЛУ; В=В(® — концентрация специфических 
В-лимфоцитов в ЛУ; РЕР(Ь — концентрация плазматических клеток в 

ЛУ; Р=Р(® — концентрация специфических антител в крови; т=ит($®) — 

концентрация разрушенных клеток в объеме У(®. 

Математическая модель пневмонии имеет вид системы 10 нелинейных 

обыкновенных дифференциальных уравнений с запаздыванием: 

  

АК 
и = BK — g(t) (Lin +1502) МАК _ 

F aVk (инь) мк“ 1.21 (пы + 512) МАК dV? (1.21) 

dM 
— = 7К + ам(МА - Ma) - 

dV M 
— e1g9(t) (iin + logo) Ma _ a (1.22) 

dN 
и = ХКМА +ам(Мд — МА) — 

Е daVN 
— С2 (ыы + laha) NaK = — у, (1.23) 

dV max * 

Я = БУ —V)K + ay(V" —V), (1.24) 

dM 
a = (Me —Mx)yuxK —amKMkx, (1.25) 
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dH 
2 = by lox M(t —тн)Нв(— тн) -— Mx Ho — 

dt 

— БрРМкНвВ + ан(Нв — Нв), (1.26) 

dB 
re = в |рв.Мк(& — тв)Нв(# — тв)В(+ — тв) — 

_ МкНвВ +ав(В* — В), (1.27) 

dP р 
< = БРОРМк@- 7ТР)Нв(# — тр) В(Ё — тр) + 

+ ар(Р* — Р), (1.28) 
dF 
Te = ppP+ ap(F* — Е), (1.29) 

фт й dV m 
a оК + от(т’ — т) — гу: (1.30) 

Начальные условия соответствуют возникновению инфекции в момент вре- 

мени + = 0: 

К (0) = Ко, МА(0) = М*, Na(0)=N%4, У(0)=У*, Мк(0)=0, 

Нв(0) =Нь, В(0)=В*, Р(0)=Р*, Е(0) =Е, т0)=пи; 

Mx (t)Hp(t) =0 Vt € [—-TH, 0); 

Mx(t)Hp(t)B(t) =0 Vte[—7,0), 7 = max(rp, Tp). (1.31) 

Известно, что болыпинство пневмоний у взрослых людей возникает 

Ha фоне респираторных вирусных инфекций. Уменьшение скорости фаго- 

цитоза бактерий альвеолярными макрофагами по сравнению с нормаль- 

ной, приводящее к развитию пневмонии (например, при вирусной ин- 

фекции), описывается в модели функцией 9(1) (в уравнениях (1.21) и 
(1.22)). На основании количественных данных о зависимости величины 

кратности снижения скорости фагоцитоза макрофагов при вирусной ин- 

фекции от концентрации иммунных комплексов [51|] мы предположили, 

что функция, описывающая временное снижение скорости фагоцитоза, 

имеет вид 9(В =1- (1-а1’). e42t где а1 — максимальная кратность 
снижения скорости фагоцитоза при вирусной инфекции, а параметр а2 

характеризует темп восстановления фагоцитарной способности макрофа- 

ГОВ. 

Последние слагаемые в правой части уравнений (1.21)-(1.23) и (1.30) 
описывают на основе закона сохранения массы поправку в изменение кон- 

центраций клеток, вносимую изменением объема жидкости в участке по- 

вреждения. Соответствующие оценки параметров построены на основе те- 
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ории химической кинетики по аналогии с оценками параметров диффу- 

зионных взаимодействий частиц на поверхности сферы [77, 81| а также 

объемных взаимодействий клеток в растворителе`с низкой молекулярной 

массой [81]. 
С использованием клинических, морфологических и эксперименталь- 

ных данных (5, 12, 17, 75, 77, 81| построена, обобщенная картина пневмонии, 

представляющая собой количественное описание динамики зависимых пе- 

ременных модели (1.21)—(1.30). Построены начальные оценки параметров 
модели. Проведено уточнение части параметров по данным обобщенной 

картины пневмонии. В качестве величины, характеризующей отклонения 

решений системы уравнений модели от данных обобщенной картины, был 

использован следующий функционал: 

2 
Е(а) — >. (10510 т’ (Е, a) 7 10510 Lexp(t;)) ’ (1.32) 

$) 

где © — вектор идентифицируемых параметров модели; x(t, a) — значе- 

ние 1-й компоненты решения системы уравнений модели в момент времени 

ty; Dexp (ty) — значение соответствующих данных обобщенной картины. 

Для решения задачи минимизации функционала ЕР на множестве до- 

пустимых значений параметров с (рассматриваются ограничения вида, 

0<a;<al <bj<oo) использованы метод многогранника и квазиньютонов- 

ский метод Дэвидона-Флетчера-—Пауэлла. При этом решения исходной си- 

стемы ОДУ получены на основе линейных многошаговых методов, реали- 

зованных в комплексе ОТЕЗОВРЬЕГ [4]. 

Отметим следующие важные особенности предложенной математиче- 

ской модели [32]: 

1) момент начала инфекции определяется не попаданием патогена в 

организм, а потерей устойчивости состояния здоровья вследствие 

внешних причин; 

2) выздоровление является результатом трех согласованных процес- 

сов — немедленного воспалительного ответа, более позднего иммун- 

ного ответа и восстановления функции неспецифической защиты 

(фагоцитоза); 
3) анализ чувствительности решений модели к вариации параметров 

показал сильную зависимость характеристик болезни от парамет- 

ров воспалительного ответа и слабую — от параметров иммунного 

ответа, что соответствует современным представлениям о механиз- 

мах патогенеза бактериальных инфекций. 

Ограниченность знаний и неполнота данных об относительном и аб- 

солютном вкладах различных механизмов контроля бактериальных ин- 

фекций, например, в процессе выздоровления (теоретически можно вы- 
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здороветь без иммунного ответа), привели к необходимости решения зал 

дачи верификации параметров модели с более общих позиций. Для реше- 

ния этой задачи был предложен подход, основанный на предположении 

об энергетической эффективности противоинфекционной защиты организ- 

ма [31]. | 
При построении количественных оценок энергетической цены противо- 

инфекционной защиты важное значение имеет определение энергетической 

цены болезни. 

1.5.1. Энергетическая цена пневмонии 

Рассмотрим структуру расходов энергии в организме, вызываемых бак- 
териальной пневмонией. Пусть Е — энергетическая цена пневмонии. Эта, 

величина включает энергию, используемую на, синтез и жизнедеятельность 
инфекционных патогенов в легких (Еь), расходы энергии на, образование и 

поддержание функции клеток, осуществляющих иммунную защиту легких 
(Е; а.), расходы на регенерацию поврежденных клеток органа-мишени (Ё,.) 
и уменьшение отека (Ё’у;д4), а также потери энергии в результате общего на 

рушения баланса, энергии и веществ в ходе инфекционного патологического 
процесса (Ех). Имеем: 

Рассмотрим следующие величины, характеризующие удельные (в рас- 
чете на одну клетку) расходы энергии на синтез бактерий (о), альвео- 
лярных макрофагов (02), нейтрофилов (аз), антигенпрезентирующих ма- 
крофагов в ЛУ (05), Т-лимфоцитов-помощников гуморального иммунного 
ответа, (с), В-лимфоцитов (@7), плазматических клеток (©з), антител (09), 
а, также клеток паренхимы легких (о10). Пусть 62, 83, 85, Be, 67, Bg — coor- 

ветствующие удельные скорости расхода, энергии на поддержание функции 
клеток. 

Известно, что основная часть энергии, потребляемой бактериями в фазе 

экспоненциального роста, затрачивается на процессы деления. Пусть Т — 
длительность инфекции. Тогда выражение для величины Ёь записывается 
в виде 

T 

Ey =a ] BK(t)V (t)de. (1.34) 
0 

Затраты энергии на иммунную защиту легких (Е; 4.) могут быть клас- 

сифицированы по трем признакам: 

1) расходы на синтез (Е,) и поддержание (Ем) компонент защиты: 

Big. = Es + Em; (1.35) 
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2) расходы на постоянную, т.е. независимую от инфекции (Ес) и ин- 
дуцируемую защиту, связанную с повышением расходов энергии в 
ходе инфекции (Ё}): 

Eid. = Ее + Е; (1.36) 

3) расходы на неспецифическую фагоцитарную, общую для всех типов 

патогенов (Е”), и специфическую защиту, связанную с образованием 

специфических иммунокомпетентных клеток и антител (Е®): 

Е а = Е" + Ё*. (1.37) 

В соответствии с этой классификацией рассмотрим следующие компо- 
. : ‚. рт — рп п ненты энергетической цены иммунной защиты легких: В, = Ё.. + By 

расход энергии на образование неспецифических компонент иммунной за- 

щиты легких; Ё = В + В, — расходы на образование специфических 
компонент иммунной защиты легких; В» = Е. + Е", — расходы на 

функционирование неспецифических компонент иммунной защиты легких; 
Е, = Её + Ей; — расходы на функционирование специфических компо- 
нент иммунной защиты легких; В = Е1. + Е — расходы на постоянную 

. $ — 5 5 неспецифическую иммунную защиту легких; В: = В.. + В.„ — расходы на 
. rm п, п постоянную специфическую иммунную защиту легких; В? = ЕП + Ей, — 

расходы на индуцируемую неспецифическую иммунную защиту легких; 
$5 — 5 5 Е? = Е; + Её, — расходы на индуцируемую специфическую иммунную 

защиту легких. Имеем: 

Еза. = ЕТ +Е + + Е = EO + E34 EP + EF. (1.38) 

Выражения для величин, входящих в правую часть (1.38), построены 

Ha основе уравнений математической модели пневмонии (1.21)-(1.30). На- 
пример, величина ЕЁ" может быть вычислена следующим образом: 

Г Г 

EB” = a / (yK(t) + ay Mi)V (t)dt + a / (cK (t) M(t) + oy N4)V (t)dt+ 
0 0 

а2ам Ма (Ук — УТ + азам Ма (Уши — У”)Т (1.39) 

и представляет собой сумму расходов энергии на образование фагоци- 

тов, поступающих в поврежденные (1-е и 2-е слагаемые в правой части 
(1.39)) и нормальные сегменты легких (3-е и 4-е слагаемые). У», — об- 
щий объем жидкости (альвеолярного сурфактанта) в нормальных легких 

(Vi5_2¢90 mat [81]). 
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Оценки значений величин удельных расходов энергии в ходе болезни, 

представленные в табл. 1, были получены на основании следующих данных 

и предположений. 

Энергетические затраты на синтез бактерий составляют около 

0,3 Дж на 1мг сухого веса [9, 57]. Сухой вес бактерии составляет 
около 20 % от общего веса. [73]; содержание белка составляет 50-70 
% сухого веса, бактерий. 
Доля затрат энергии на синтез белка в клетке примерно равна от- 

носительному содержанию белка на единицу сухого веса клетки [9]. 
Схожесть относительного содержания основных биохимических со- 

ставляющих (белки, нуклеиновые кислоты, липиды, полисахариды) 

сухого веса бактерий и лейкоцитов [9, 36]; сухой вес эукариотической 

клетки составляет 30 % от общего веса клетки. 

Средний уровень энерготрат лейкоцитами 

5-10-3 Вт/г [11]. - 
Нокоящиеся и активированные клетки иммунной системы имеют 

одинаковый удельный расход энергии на, метаболизм на единицу ве- 

са. 
Величина удельных затрат энергии на уменьшение отека при бак- 

териальной инфекции легких равна величине удельных затрат 

энергии на фильтрацию жидкости в почках, составляющей около 

2,9 Дж/мл [36, 68]. 
Энергетические потери вследствие снижения приспособленности в 

разгар пневмонии средней тяжести составляют 25 % от величины 

основного обмена [58, 79]. 

составляет 

Таблица 1. Оценки значений величин удельных расходов энергии в процессах 

противоинфекционной защиты легких при пневмонии 
  

  

                

Пара-| Размер- Оценка, Значение! Пара-|Размерность| Оценка |Значение 
метр НОСТЬ метр 

о: | Дж/кл | 8.1071?-7.10-И| 3.1078 
а? | Тоже | 9.10-8-8-10-7 |3,6.10-7| Bo |Дж/(сут-кл)| 4-1077-4.10-6] 1,7.1076 
a3 | Тоже | 2.10-8-2.10-7 | 81.108 | Bs То же 10-7-9.10-7 | 3,8.10-7 
са | Дж/мл 1-6 2,9 
о5 | Дж/кл | 2.10 8-2.10-7 | 9.10-8 | Bs То же 10-7108 |4,3:10-7 
as | Toxe | 7-10~°-6-10~% |2,7-10°° | Be To xe 1|3.10-8-3.10-7 | 1,3.1077 
ат | Тоже | 7-10-9-6-10-8 |2,7.10-8| 07 Тоже 13.10-8-3.10-7 | 1.3.1077 
ав | Тоже | 2-10-8-2.10-7 | 9.108 | 28 То же 10-7108 |4,3-10-7 
оо | Дж/мол.| 5.10-"'-10716 | 9.10" 
оо | Дж/кл | 9-10-8-8.10-7 | 3,6.10-7| Bro То же 2.10—“-—10-3 | 6,3.10—“ 
    

Интервалы неопределенности значений параметров в табл. 1 связаны с 

несколькими факторами, в том числе с ошибками определения веса, клеток, 
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расхода АТФ на высвобождение энергии, потребления клетками энергии в 

норме, а также возможным изменением этих величин в динамике инфекци- 

онного процесса, и некоторыми другими. На основании данных [11, 53, 57] 

считаем, что каждый из упомянутых факторов вносит неопределенность 

порядка 50 % относительно базовых значений соответствующих величин. 

В графе ”Значение” указаны значения параметров, используемые при про- 

ведении расчетов. 

Результаты расчетов значений составляющих величины Ё на отрезке 

времени [0;100 сут] представлены на, рис. 2. Считаем, что момент времени 

1—0 совпадает с началом инфекции. По оси абсцисс указаны обозначения 

компонент суммарной энергетической цены противоинфекционной защи- 

ты, десятичные логарифмы значений которых отложены по оси ординат. 

log,,, [Jo a 10810 Дж 

6 Фо оо 99 8 © @ @ 
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о в EB ES т в № № Вы Е, Ви В 
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Процессы иммунной защиты 

НН Прочие процессы 

Рис. 2. Энергетическая цена, противоинфекционной залциты легких при 

пневмонии 

На основе анализа рис. 2 отметим следующее: 1) основная часть энерге- 

тической цены пневмонии средней тяжести (до 90 %) приходится на, поте- 

ри энергии вследствие снижения приспособленности и составляет, согласно 

полученной оценке, около половины энергии среднесуточного нормального 

метаболизма; 2) в структуре иммунной и фагоцитарной защиты легких наи- 

большее количество энергии затрачивается на поддержание жизнедеятель- 

ности фагоцитов и составляет примерно 8 % от величины Е (общей энер- 

гетической цены пневмонии) на интервале 100 сут; 3) расходы энергии на 

постоянную (в отсутствие инфекции) фагоцитарную и иммунную защиту 
легких сравнительно высоки и сопоставимы по величине; 4) среди рассмо- 

тренных механизмов защиты легких наименьшие расходы энергии связаны 

со специфическим противобактериальным иммунным ответом; 5) расходы 

Ha регенерацио клеток паренхимы легких и удаление жидкости из альве- 
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ол невысоки и сопоставимы с расходами на индуцируемую специфическую 

защиту; 6) низкий уровень энергии, потребляемой в ходе инфекции бакте- 

риями. 

В табл. 2 представлены значения основных величин, характеризующих 

энергетику противоинфекционной защиты легких при пневмонии. 

Таблица 2. Оценки значений величин удельных расходов энергии в процессах 

противоинфекционной защиты легких при пневмонии 
  

  

                    

Вели- | Значение, | Вели- | Значение, | Вели- | Значение, | Вели- | Значение, 
чина [Ax] чина Дж] чина, [Вт] чина [Вт] 

Ey 1,2 Epil 2,2.103 W, | 83-107 | Wea | 4,5-1073 

E, 3,8103 Е 9.4.108 W, 6,4-1073 | Weis 65 

E? 1,3-104 E® 6,2.105 Wr | 36107? | W2 | 7,2-:107? 

Es 1,7-10° E° 3,9-10° We | 21-107? | We | 46-107? 

Е, 7,9-10° EP 1,8-10° wr 0,27 wr 0,21 

ES, 2,3-10° Е 3,0.10° |7 | 31.10-? | У? | 6,0:10-3 

1.5.2. Противоинфекционная защита и оптимальность 

Вычислим энергетическую цену Е* противоинфекционной защиты 

в целом: как при наличии, так и при отсутствии инфекции. Рассмотрим 

отрезок времени ТГ”, на котором будем оценивать функционирование про- 

тивоинфекционной защиты. Пусть Г — длительность одной инфекции 

(Т <Т*). Рассмотрим процесс взаимодействия организма с одним видом 

микроорганизмов. Предположим, что инфекции повторные, а в момент оче- 

редного заражения, происходящего с постоянной частотой и, все величины 

параметров защитных систем (за исключением параметра а1)} соответству- 
ют фиксированной норме. Пусть © — вектор параметров системы уравне- 

ний математической модели защитной воспалительной реакции при пнев- 

монии. Предположим, что Т* не зависит от и. Тогда величину Е* можно 

представить в следующем виде: 

E* = E*(a,v) = vT* E(a) + (1 —vT)T*W(a), (1.40) 

где первое слагаемое справа, обозначает расходы энергии на взаимодействие 

с патогеном, а второе слагаемое — расходы энергии на поддержание имму- 

нитета в отсутствие инфекции. Е(@) — энергетическая цена противоин- 

фекционной защиты в случае единичной инфекции (вычисляется по фор- 

муле (1.33)); иГ* — общее число инфекций за время Т*. Величина, И (а) 
есть скорость расхода, энергии на противоинфекционную защиту в норме 
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и может быть вычислена по формуле: 

Я (а) = (Е? + Е*) /Т. (1.41) 

Представим а в следующем виде: и=(с', ©”), где с’ Е А’ — вектор тех пара- 
метров системы уравнений модели, которые явным образом входят в ком- 

поненты энергетической цены иммунной защиты; ©” — остальные компо- 

ненты вектора а. Пусть А’ С RU — замкнутое ограниченное подмножество 

неотрицательного ортанта в В”, [/ — размерность вектора с’. Рассмотрим 
следующую задачу: при каждом фиксированном и определить значения a! 

такие, что выполняется следующее равенство: 

E*(v) = min E*(a,v). (1.42) 
al EA! 

Рассмотрим частный случай поставленной задачи, зафиксировав все ком- 

поненты вектора, ©’, кроме М* (этот параметр выбран на основе результа- 

тов анализа чувствительности). На рис. 3 показана, динамика концентра- 

ции микроорганизмов в легких, соответствующая оптимальным значениям 

М» при различных и. Видно, что при низкой частоте инфекций энерге- 

тически выгодным оказывается такое состояние системы противоинфекци- 

онной защиты, которое приводит к острой форме бактериальной инфек- 

ции с выздоровлением; при высоких значениях и оптимальное значение 

и=5.] On 
© 

10° —| K(t) 
10’ 
10° 
10° — 
10. | 
lof 
10° 

     

  

weiea 

    
Рис. 3. Вид оптимальных траекторий К (Е) для некоторых и 

М соответствует более вялой, субклинической форме инфекции. Частота 

и=1,5.10-4 сут! является порогом, при котором сосуществуют два реше- 

ния задачи оптимизации, соответствующие. острой и субклинической фор- 

мам болезни. Результаты расчетов позволяют сделать следующие выводы: 

1) энергетическая цена заболевания является важной характеристикой на- 

бора величин параметров математической модели пневмонии и позволяет 

обосновать норму строения и функционирования иммунной системы при 
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заданных условиях внешней среды; 2) в зависимости от вирулентности ми- 

кроорганизма и частоты инфицирования минимальный расход энергии на 

противоинфекционную защиту достигается при двух принципиально раз- 

личных режимах протекания инфекции: острой, клинически выраженной 

форме болезни, которая характерна для более вирулентных и редких ин- 

фекций, и субклинической, более продолжительной и с незначительным 

повреждением организма, форме болезни, характерной для менее вирулент- 

ных и частых инфекций. 

Показано, что энергетическая цена пневмонии определяется главным 

образом величиной снижения приспособленности, вызванного общими на- 

рушениями баланса притоков и расходов энергии, и в меньшей степени рас- 

ходами энергии на иммунную защиту. В отсутствие заболевания энергия 

расходуется на образование и поддержание функции клеток неспецифиче- 

ской (фагоцитарной) и специфической защиты (лимфоциты и антитела). 
На основе энергетического критерия эффективности удалось перейти от 

моделирования динамики болезни к исследованию механизмов долговре- 

менной адаптации иммунной системы. С использованием указанного кри- 

терия оптимальности сформулирована задача, оценки параметров иммун- 

ной защиты организма. Предполагается, что искомые значения парамет- 

ров можно интерпретировать как норму состояния защитных систем при 

заданной антигенной нагрузке. 

Полученные результаты помогают объяснить формирование хрониче- 

ских бактериальных инфекций не только как результат нарушения меха- 

низмов защиты, но и как следствие адаптации и оптимизации этих ме- 

ханизмов. Рассмотрим результаты, приведенные на рис. 3. При высокой 

частоте инфицирования энергетически эффективной становится субкли- 

ническая форма инфекции, характеризуемая низкой концентрацией бакте- 

рий, которая, однако, длительно сохраняется в организме. 'Гакое состояние 

можно интерпретировать как формирование хронической, вяло текущей 

бактериальной инфекции. Следовательно, переход от острой инфекции с 

выздоровлением к хронической можно рассматривать как закономерный 

адаптационный сдвиг, закрепленный естественным отбором, в целях эко- 

номии энергетических ресурсов. С этой точки зрения лечение хронической 

бактериальной инфекции должно обязательно включать меры по сниже- 

нию частоты повторных заболеваний и обострений. 

В работах [6, 51] показано, что наиболее частой причиной развития бак- 
териальных инфекций легких являются вирусные инфекции, которые по- 
давляют функцию альвеолярных макрофагов и других фагоцитов и тем 

самым нарушают устойчивость состояния здоровья (напомним, что в моде- 
ли пневмонии (1.21)-(1.31) снижение эффективности постоянной неспеци- 
фической защиты описывается функцией 9(#)). Следовательно, во многих 
случаях первым этапом излечения хронической бактериальной инфекции 
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является излечение или защита, от частых или хронических вирусных ин- 
фекций [2]. 

1.6. Математическое моделирование возрастных 

изменений популяции периферических Т-лимфоцитов 

При исследовании математических моделей инфекционных заболева- 

ний мы предполагали, что параметры моделей остаются постоянными на 

всем интервале моделирования. Это предположение верно для кратковре- 

менных острых инфекций, но не выполняется в случае длительных хрони- 

ческих инфекций. Следовательно, необходимо исследовать закономерности 

изменений иммунной системы на длительных интервалах времени. 

Не менее важна задача описания нарушений функции иммунной си- 

стемы, перехода, ее в такое состояние, при котором она не обеспечивает 

надежной защиты от патогенов, что приводит к нарастанию частоты и тя- 

жести заболеваний. Такие состояния в клинической иммунологии принято 

называть иммунодефицитами. Наиболее массовая группа населения с им- 

мунодефицитами — это пожилые люди. Следовательно, актуальной являет- 

ся задача описания динамики системы иммунитета, в старших возрастных 

группах, ее зависимости от заболеваний, образа, жизни и наследственности. 

1.6.1. Общая схема возрастных изменений Т-системы 

иммунитета 

Снижение эффективности функционирования иммунной системы в 

старших возрастных группах является хорошо известным фактом. Это 

утверждение основано на, данных о значительном росте, с увеличением воз- 

раста, частоты и тяжести инфекционных, онкологических и аутоиммунных 

заболеваний и обусловленной ими смертности [42, 82]. При этом оказалось, 

что возрастные изменения в иммунной системе происходят гораздо слож- 

нее, чем это представлялось раньше. Наряду с уменьшением количества, и 

снижением ряда функциональных характеристик Т-лимфоцитов отмеча- 

ется, что система В-лимфоцитов с возрастом меняется мало, а компоненты 

неспецифической защиты в пожилом возрасте даже более активны, чем у 

молодых людей. Таким образом, происходит не просто снижение функции 

системы противоинфекционной защиты, а ее адаптивная перестройка. В 

последние годы получены данные, указывающие на возможную роль яв- 

лений репликативного истощения и сужения антигенного репертуара пула 

периферических лимфоцитов в старении иммунной системы [46, 66]. Вме- 
сте с тем при обследованиях людей, проживших не менее ста, лет и сохра- 

нивших относительное здоровье, установлено, что ряд иммунологических 

характеристик у них соответствует возрастной норме 50-60 лет [48]. Это 
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показывает, что опасное ослабление иммунитета в пожилом возрасте не яв- 

ляется неизбежным. Естественно возникает вопрос о том, какие факторы 

влияют на темп старения иммунитета и возможно ли его замедлить. 

В процессе старения изменяются различные характеристики иммунной 

системы, но наиболее значительные сдвиги происходят в Т-клеточном им- 

мунитете. Одно из таких проявлений — возрастная инволюция тимуса. 

Уменьшение количества лимфоидной ткани тимуса начинается сразу по- 

сле наступления половой зрелости и характеризуется быстрым уменьшени- 

ем количества ткани в 4-5 раз к 35—40 годам с последующим замедлением 

процесса. 

Количественные изменения в периферических органах иммунной систе- 

мы, происходящие при старении, обсуждаются гораздо реже. Анализ ги- 

стологических данных показывает, что с увеличением возраста интактная 

периферическая лимфоидная ткань (ИПЛТ) замещается соединительной 

и жировой тканью. Этот процесс начинается после 18-20 лет и продол- 

жается до максимального возраста. Последние данные свидетельствуют 

о 3—4-кратном сокращении объема ИПЛТ в течение жизни (М.Р. Сапин, 

неопубликованные данные). 

Механизмы регуляции объема периферической лимфоидной ткани не 

изучены. Вероятно, они связаны с интенсивностью воспалительных про- 

цессов, а также с конкуренцией между реакцией соединительной ткани и 

общей активностью иммунной системы. 

Лимфоциты, образовавшиеся в результате деления стволовой клетки и 

последующей дифференцировки в тимусе, еще не участвовавшие в иммун- 

ном ответе, называются наивными. В ходе иммунного ответа, на, патогенный 

фактор специфические к этому патогену наивные лимфоциты совершают 

15-20 делений, в результате чего количество клеток данной специфично- 

сти увеличивается в 105-106 раз. После элиминации патогенного факто- 

pa подавляющее большинство этих клеток (90-95 %) погибает в течение 

нескольких дней в результате апоптоза, а остальные клетки трансформи- 

руются в клетки памяти. Концентрация клеток памяти данной специфич- 

ности примерно в 100 раз больше концентрации исходных наивных клеток, 

что обеспечивает более высокую скорость и амплитуду вторичного иммун- 

ного ответа. 

Нормальное функционирование иммунной системы у человека старше 

20 лет характеризуется образованием избыточного количества Т-лимфо- 

цитов памяти, что приводит к конкуренции между ними и к уменьшению 

среднего времени жизни этих клеток. С увеличением возраста происхо- 

дит уменьшение притока наивных 'Т-клеток, что приводит к снижению их 

концентрации и постепенному освобождению занятой ими ниши. Следова- 

тельно, образующиеся в избытке Т-клетки памяти могут конкурировать не 

только за свою нищу, но и за освободившуюся часть ниши наивных клеток. 

379



Предполагаем, что общее количество лимфоцитов в организме связано с ем- 

костью периферической иммунной системы, и если лимфоцитов образуется 

больше, чем может находиться в лимфатических узлах, то они подвергают- 

ся ускоренной гибели, а если их меньше этого количества, то лимфоциты, и 

прежде всего клетки памяти, начинают делиться, пока не заполнится сво- 

бодное пространство. На рис. 4 представлена блок-схема механизмов под- 

держания гомеостаза Т-системы иммунитета. Процесс деления лимфоци- 

  
Рис. 4. Блок-схема процессов гомеостатической регуляции Т-системы иммуните- 

та: 1 — пополнение пула наивных Т-лимфоцитов за, счет притока из тимуса; 2 — 

естественная гибель наивных Т-лимфоцитов; 3 — переход наивных Т-лимфоцитов 

в Т-клетки памяти под действием антигенной стимуляции; 4 — пополнение пула Т- 

клеток памяти за счет деления клеток памяти под действием антигенной стимуля- 

ции; 5 — механизм поддержания гомеостатической концентрации Т-лимфоцитов 

в ИПЛТ, гибель избыточных Т-клеток памяти. Изменения интенсивности серого 

цвета иллюстрируют наличие клеток с разной длиной теломеров: светло-серый 

цвет соответствует клеткам, имеющим длинные теломеры, темно-серый — корот- 

кие теломеры 

тов сопровождается постепенным сокращением длины концевых участков 

хромосом, называемых теломерами. После того, как теломеры данной клет- 

ки сокращаются до определенной длины (4000-5000 пар оснований), клетка 

теряет способность делиться [46]. Эта, критическая длина имеет название 

предела Хейфлика. Длина теломеров может служить мерой репликативно- 

го потенциала, клетки и, следовательно, является важной характеристикой 

их иммунокомпетентности. Отметим, что с возрастом происходит снижение 

длины теломеров у кроветворных стволовых клеток, это также влияет на 

репликативный потенциал ее потомков. Снижение функции тимуса и по- 

ступление в организм антигенов, вызывающих иммунный ответ, приводят 

к увеличению с возрастом доли клеток памяти с низким репликативным 

потенциалом, вытесняющих наивные клетки с более высоким репликатив- 

ным потенциалом. 
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1.6.2. Математическая модель старения популяции 

периферических Т-лимфоцитов 

В соответствии с описанной выше схемой возрастных изменений Т- 

системы иммунитета будем считать, что выполнены следующие гипотезы. 

1. Популяция наивных клеток в ИПЛТ (интактной периферической 

лимфоидной ткани) пополняется ‘за, счет притока наивных Т-лимфоцитов 

из тимуса. 

2. Наивные Т-лимфоциты участвуют в иммунном ответе на различные 

антигены, суммарное воздействие которых на иммунную систему обобщаем 

понятием антигенная нагрузка. 

3. В результате первичного иммунного ответа некоторая часть обра- 

зовавшейся популяции специфических лимфоцитов погибает, а остальная 

часть переходит в клетки памяти. 

4. В иммунном ответе на уже знакомый антиген участвуют специфиче- 

ские Т-клетки памяти, пополняющие в итоге собственную популяцию. 

5. Процесс деления клеток сопровождается снижением их репликатив- 

ного потенциала, и репликативного потенциала их потомков. 

6. Постоянная концентрация 'Г-лимфоцитов в ИПЛТ поддерживается 

за, счет регуляции времени жизни клеток памяти. 

7. С увеличением возраста происходит снижение объема ИПЛТ, скоро- 

сти продукции наивных Т-лимфоцитов в тимусе, а также длины теломеров 

стволовых кроветворных клеток. 

Рассмотрим следующие величины: 

- №М(Р) — концентрация наивных Т-лимфоцитов в ИПЛТ в момент 

времени $, [кл/мл]; 

- Рм(Ь — средняя длина теломеров в популяции наивных Т-лимфо- 

цитов в момент f, [п.о./кл]; 

- М(®)- концентрация Т-клеток памяти в ИПЛТ в момент ¢, [кл/мл]|; 

- Рм(® — средняя длина теломеров в популяции Т-клеток памяти в 
момент $, [п.о./кл]; 

- №*(1) — скорость притока наивных Т-лимфоцитов в ИПЛТ в момент 
$, [кл/сут.]; 

- У(В — объем ИПЛТ в момент $, [мл]; 

- Р*(Р) — длина теломеров во вновь образующихся наивных Т-клетках 
в момент $ [п.о./кл]. 

Математическую модель старения популяции периферических Т-лимфо- 

питов будем строить в виде системы обыкновенных дифференциальных 

уравнений. Предполагаем, что в объеме ИПЛТ клетки иммунной системы 

и антигены распределены равномерно. Взаимодействия между ними рас- 

сматриваем на, основе закона действующих масс. 
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Формула для конечного приращения величины М№(Ё) на отрезке времени 

[t;¢ + АН с точностью до членов второго порядка малости по Дф имеет вид 

  

AN(t) = N(t+ At) — N(t) = Ta _ oN (At _ 

_ py N (tae + ra УВ ++ ДВ. (1.43) 

Первое слагаемое в правой части (1.43) описывает увеличение за, время At 

концентрации наивных Т-лимфоцитов в ИПЛТ в результате их притока 

из тимуса. Второе слагаемое описывает снижение концентрации наивных 

Т-лимфоцитов в результате их антигенной стимуляции и процессов раз- 

множения /гибели с образованием популяции Т-клеток памяти. Предпола- 

гаем, что скорость перехода пропорциональна величине М№(Р) и удельной 

антигенной нагрузке Г/У(®, где [ — общая антигенная нагрузка (счи- 
таем, что эта, величина постоянна). Коэффициент пропорциональности а 

характеризует чувствительность наивных Т-лимфоцитов к антигенной сти- 

муляции. Третье слагаемое описывает естественную гибель наивных 'Т- 

лимфоцитов. Величина им обратна среднему времени жизни этих кле- 

ток при отсутствии антигенной стимуляции. Последнее слагаемое описы- 

вает изменение величины М№(1) в результате изменения объема У(®. Дей- 
ствительно, закон сохранения количества клеток можно записать в виде 

N(t)V(t) = N(t + АВУ(Е+ Д®, откуда после очевидных преобразований 
следует искомое выражение для АМ(®. Разделив соотношение (1.43) на 
Ди переходя к пределу при АЁ-» 0, получаем уравнение динамики кон- 

центрации наивных Т-лимфоцитов в ИПЛТ: 

dN N* DL dV N 
—— = —a,—N — upnN —- ——. (1.44) 
dt V у dt V 

Аналогично строится уравнение для описания динамики возрастных изме- 

нений концентрации Т-клеток памяти в ИПЛТ. В окончательном виде оно 

записывается как 

т = ро. М + 20этМ + им(С* - М- М) Чет (1.45) 

Первое слагаемое в правой части (1.45) описывает увеличение концентра- 

ции Т-клеток памяти в результате деления и дифференцировки наивных 

Т-лимфоцитов. Коэффициент р1 равен среднему числу Т-клеток памяти, 

образующихся из одного наивного Т-лимфоцита. Второе слагаемое описы- 

вает процесс размножения Т-клеток памяти. Вид его аналогичен первому 

слагаемому. Коэффициент р2 равен количеству Т-лимфоцитов, образовав- 

птихся из одной клетки памяти. Величина со характеризует чувствитель- 

ность Т-клеток памяти к антигенной стимуляции. Предполагаем, что ме- 
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ханизм гомеостатической регуляции иммунной системы включает поддер- 

жание постоянной концентрации Т-лимфоцитов в ИПЛТ. Этому предполо- 

жению соответствует структура третьего слагаемого в правой части (1.45). 

Здесь С* — нижняя граница допустимой концентрации Т-лимфоцитов в 

ИПЛТ, а им — удельная скорость гибели “избыточных” клеток памяти. 

Последнее слагаемое учитывает изменение концентрации клеток памяти в 

результате изменения объема ИПЛТ. 

Построим уравнения динамики средней длины теломеров наивных Т- 

лимфоцитов и клеток памяти. Приращение суммарной длины теломеров в 

популяции наивных Т-лимфоцитов на, отрезке [#;$ + АЦ имеет вид 

Py(t + At)N(t + At)V(t + At) — Py(t)N(#)V(t) = 

= N*(t)P*(t)At — (a, LN(t) + un N(t)V (t)) P(t) At, (1.46) 

где первое слагаемое в правой части характеризует увеличение за время 
ДЕ суммарной длины теломеров в результате притока Т-лимфоцитов из 

тимуса, а второе слагаемое — уменьшение суммарной длины теломеров в 
результате перехода наивных Т-лимфоцитов в клетки памяти и их есте- 
ственной гибели (см. второе и третье слагаемые в правой части (1.44)). 
Соотношение (1.46) перепишем следующим образом: 

Py (t+ At) — Py(t) — Pn(t)N(t)V(t) — Pr (t)N (t+ At)V(E + At) 
    

  

  

      

At 7 _ NE+ANV(E+ ADAt 

iN *(t)P* (t)At — (a, LN (t) + pn N(t)V (t)) Pn (ПАР (1.47) 

М(Е+ АВУ(Е+ АА 

Переходя к пределу при $ -} 0, получаем: 

аРм _ Рм 4 N* P* LPN 

Из (1.44) следует, что 

< (МУ) = У <_N = N* —a LN — unNV. (1.49) 

Takum spears 

dPn PN, ars 
—— = ———(N* —a, LN —-pnN dt v | ary unNV)+ 

N*P* ay,LPn N* 
— —pnP , 1. "и у имРм = (Р” — Рм) NV (1.50) 

Итак, уравнение для средней длины теломеров у наивных Т-лимфоцитов 

в ИПЛТ имеет вид i 
АРм _ ale * 

— (p* — Р   (1.51) 
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Приращение суммарной длины теломеров в популяции Т-клеток памяти 
на отрезке [#; {+ АЙ представимо в виде 

Pu(t + At)M (t+ At)V (t+ At) — Pu(t)M()V(t) = 
= pia, DN(t)(Py(t) — Aw) At + poa2DM (t)( Py (t) — Am) At — 

~ on LM (t)AyAt + pm V(t)(C* — N(t) — M(t))Py(t)At. (1.52) 
Первое слагаемое в правой части (1.52) описывает увеличение суммарной 

длины теломеров в популяции Т-клеток памяти в результате деления и 

дифференцировки наивных Т-лимфоцитов; (Рм(® — Ам) — средняя дли- 
на теломеров Т клеток памяти, образующихся в момент ф из наивных Т- 

клеток (лм — среднее количество пар оснований, на, которое сокращается 

длина теломеров наивных Т-лимфоцитов в результате иммунного ответа). 

Второе слагаемое описывает аналогичный механизм изменения суммарной 

длины теломеров Т-клеток памяти в результате их собственного деления, 

где (Рм(-Ам) — средняя длина теломеров у потомков делящихся клеток 

памяти, образовавшихся в момент $. Третье слагаемое описывает сокраще- 

ние средней ‘длины теломеров у делящихся клеток памяти в результате 

иммунного ответа. Четвертое слагаемое в правой части (1.52) описывает 

изменения, происходящие вследствие гомеостатической регуляции общей 

численности Т-клеток памяти в ИПЛТ (см. уравнение (1.45)). Преобразуя 
соотношение (1.52) и переходя к пределу при ДЁ-» 0, получаем: 

АРм Рм а LN 
М Ри — — 

: (Pu — > = ad 4 (C* —N м)-м (1.53) + 0202(Гм м) 7 2AM + HM uM 

Из (1.45) следует, что 

а dM dV 
a (MV) = УТ М = pica, LN + poa2LM +umV(C*—-N-—M). (1.54) 

Подставляя (1.54) в (1.53) и упростив полученное соотношение, приходим 

к уравнению динамики средней длины теломеров в популяции Т-клеток 

памяти: 

АРм LN DL 
ye Puea(Pn — Pu — Aw) ag — (2 + ЛазАмт;. — (1.55) 

Скорость притока из тимуса наивных Т-лимфоцитов (№*), а также 

функции возрастных изменений длины их теломеров (Р*) и объема ИПЛТ 

(У) представим в виде линейных функций от экспонент с отрицательными 

показателями: 

№*( = №е "т, (1.56) 
P*(t) = (P* — Puin)e*?? + Pnin, (1.57) 

V(t) = (И- Иже “+ Ущ, (1.58) 
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roe No, Po u \ — начальные значения в нулевой момент времени, со- 

ответствующий возрасту 20 лет, Рив — минимальная длина теломеров в 

стволовой клетке, а Уши — минимальный объем ИПЛТ. Объединяя (1.44), 

(1.45), (1.51) и (1.55), приходим к следующей системе нелинейных обык- 
новенных дифференциальных уравнений динамики возрастных изменений 

популяции периферических Т-лимфоцитов: 

sa = рат М + poor + им(С" -N-M)- oy 

<* = (P* - Py), 

aM = p,a1(Py — Pu — AN oa — (po + Iooku (1.59) 

где функции №*, Р* и \У зависят от времени и задаются выражениями 

(1.56)--(1.58). К системе уравнений (1.59) присоединим начальные условия: 

№(ю) = №; М(%)= Мо; Pn(to) =Pno; Рм(®) = Рмо. (1.60) 

Отметим, что уравнения для зависимых переменных М и М являются 
следствием предположений, перечисленных в начале этого раздела, и за- 
кона сохранения количества клеток, а уравнения для Ру и Рм выводятся 
из (1.44) и (1.45) на основе соотношений баланса, для общей длины тело- 
меров. Результаты численного и аналитического исследования этой модели 
содержатся в работах [33, 69, 71]. 

2. Параметризация в математических моделях 

заболеваний 

2.1. Проблема ?’персонализации?” модели 

Среди приложений математических моделей для решения практиче- 

ских задач одно из важнейших мест занимает задача прогноза течения и 

исхода болезни для конкретного пациента. Основная проблема, с которой 

связано решение данной задачи — это высокая размерность вектора, пара: 

метров. Для иллюстрации этого рассмотрим модель заболевания в общем 

виде: 
dx 

= = f(a,a,2°), (0) = 2°, (2.1) 
где z(t) € R” — BexTop ca30BbIx MepeMeHHBIX MOZeJIM — концентраций вза- 

имодействующих частиц (вирусов, бактерий, а также молекул и клеток, 

осуществляющих защиту организма); х Е В? — вектор коэффициентов 
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модели, учитывающих интенсивности этих взаимодействий, производство 

и утилизацию взаимодействующих частиц; 1° Е А" — вектор стационар- 

ных или гомеостатических концентраций взаимодействующих частиц; # — 

время от момента заражения. 

Векторы с Е В? и т<° Е В" составляют вектор неизвестных парамет- 

ров, их количество равно п + Ё (если считать известным вектор началь- 

ных значений 10 Е В”). Чтобы воспроизвести с помощью модели (2.1) 
течение болезни у конкретного человека, достаточно определить эти па- 

раметры по данным наблюдений [10] за динамикой фазовых переменных 

{a(t), t=t,, te, ... , ш} и решить систему уравнений (2.1), используя 
какой-либо численный метод. Предположим для определенности, что мо- 

дель (2.1) идентифицируема по данным наблюдений за динамикой одной 

переменной [80], например, первой [21 (8), t=t, to, ... , tm}. В этом слу- 

чае для определения параметров необходимо решить следующие уравне- 

НИЯ: 

a\(t,a, 2) = «'(t), t = t1,to,...,tm, (2.2) 

где 11 (, а, 1°°) — решение системы уравнений (2.1), а именно, его первая 
компонента. Система уравнений (2.2) состоит из т уравнений относитель- 
но n+ DL неизвестных. Поэтому для вычисления неизвестных параметров 

следует иметь как минимум п + Ё уравнений или, что то же самое, т + Ё 

измерений первой переменной, иначе (2.2) будет иметь бесчисленное мно- 

2кжество решений. 

Количество параметров в моделях заболеваний имеет порядок несколь- 

ких десятков. Предположим, что в один день возможно одно измерение 

первой переменной (например, один биохимический анализ крови). Это 

означает, что определить параметры модели мы сможем через несколько 

десятков дней наблюдений за пациентом, когда прогноз течения и исхода 

болезни вряд ли останется столь же актуальным, как в первые дни болезни. 

Кроме указанной трудности, возникающей при решении задачи прогно- 

за, существуют и другие, например, не все переменные модели, измерения 

которых необходимы для определения параметров, могут быть измерены 

в клинических условиях. Это значит, что в данном случае о прогнозе с 

помощью модели (2.1) вообще не может быть речи. Однако к последнему 

предложению следует добавить слова ”при таком подходе”. Действительно, 

при таком подходе решить задачу не удается, поэтому перейдем к рассмо- 

трению ее решения, основанному на параметризации в моделях вида (2.1). 

2.2. Что такое параметризация 

Еще в начале исследований по математическому моделированию в им- 

мунологии и медицине Г. И. Марчук указал на необходимость анализа, воз- 

можности персонализации модели заболевания, то есть ее применения для 
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моделирования болезни в организме конкретного пациента. При этом он 

указал также и направление, в котором следовало искать решение зада- 

чи — он предположил, что для этой цели следует рассмотреть процессы 

взаимодействия частиц, участвующих в иммунном ответе, на клеточном 

уровне. 

В середине 1980-х И.Б. Погожев высказал идею о возможности введе- 

ния в модель вида (2.1) персонального параметра (), значение которого 

можно было бы определять по доступным для измерений физиологическим 

характеристикам организма. В 1988 году вышла его книга [25], в которой 

одна глава посвящена проблеме персонализации модели на основе рассмо- 

трения движений и взаимодействий частиц в жидких средах организма. 

Суть идеи заключается в следующем. Предположим, что нам известны 

параметры а Е АГ и 1 Е В" некоторого организма, который назовем ба 

зовым и будем считать, что особенности рассматриваемого организма, учи- 

тываются его персональным параметром ©. Другими словами, для данного 

организма, вместо модели (2.1) мы имеем модель 

dx 5 0 
a F(a, a, c°,Q), (0) =a, (2.3) 

в которой неизвестным параметром является персональный параметр О, 

причем 

F(a, a, 2,1) = f(x, a, 2”), 

то есть при О = 1 модель (2.3) описывает течение болезни в базовом орга: 

низме. 

Процедура, перехода от модели (2.1) к модели (2.3) представляет собой 

параметризацию в модели (2.1). Однако четкая формулировка процедуры 

параметризации была дана лишь в 1995 г, в работе [19], а в 1996 г. вы- 

шла статья [60], содержащая доказательства, утверждений, приведенных в 

работе [19]. 
В этих работах рассматривается система, в которой циркулирует жид- 

кость, содержащая частицы п различных типов, которые при столкновении 

могут взаимодействовать. Эти частицы непрерывно производятся п источ- 

никами и доставляются жидкостью в зону взаимодействия — реактор. При 

транспортировке частиц от источника к реактору взаимодействие между 

ними практически отсутствует, поскольку практически отсутствуют столк- 

новения между частицами в канале. При поступлении в реактор, который 

имеет неоднородную структуру, частицы перемешиваются, взаимодейству- 

ют, образуя комплексы, которые затем утилизирутются. Перемешивание и 

столкновения частиц происходят благодаря движению жидкости в реакто- 

ре и его неоднородной структуре. Поэтому чем больше скорость движения 

жидкости, тем больший объем реактора будут заполнять движущиеся ча- 

стицы. 
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Таким образом, перемещение частицы в реакторе является суперпози- 

цией направленного движения через реактор от входа к выходу с током 

жидкости и хаотического блуждания вследствие столкновения с неподвиж- 

ными частями реактора и другими частицами. Для описания такого дви- 

жения применяются стохастические дифференциальные уравнения [8]. 

Чтобы построить систему таких уравнений, рассмотрим обобщенные 

координаты частицы в реакторе 4(#) Е А®, где 5 — число степеней свободы 
частицы. В этом случае система уравнений будет иметь следующий вид: 

dq(t) = U(t)dt + BdW(t), (0) = a0. (2.4) 

В этой системе $ ({) — вектор сноса, который описывает первую составляю- 
шую движения, а вторая, случайная составляющая, представлена, вектором 
ВУ’ (0, где И’ (® — винеровский процесс, ) = ВВТ — матрица диффузии. 

Рассмотрим две такие системы взаимодействующих частиц, одну из ко- 
торых назовем базовой, а другую — исследуемой, и будем считать, что для 
них выполняется следующее равенство в смысле стохастической эквива- 
лентности: 

Aq(t)=VHAd(t), 

где величина, 
у? 

представляет собой параметр подобия (персональный параметр), У — ско- 
рость циркуляции жидкости, а подчеркивание указывает на принадлеж- 
ность переменной к базовой системе. Стохастическая эквивалентность двух 

случайных величин, стоящих слева и справа в (2.5), означает, что эти ве- 

личины имеют одни и те же вероятностные характеристики. 

Модель (2.4) и предположение (2.5) позволяют доказать, что если в 
базовой системе изменения концентраций частиц во времени описываются 

системой уравнений (2.1), то есть 

dx 
aT f(z, a, 2%), 2(0)=2°, (2.6) 

то описание таких изменений в исследуемой системе дает следующая мо- 

дель: 

dx _3 3 сю 0 
an 2}(Н?х, На, Нх”), «(0)=2', (2.7) 

которая содержит только базовые параметры и персональный параметр Н. 

Таким образом, для предсказания реакции исследуемой системы на, воз- 

мущение 10 достаточно знать скорость, с которой в ней циркулирует жид- 

кость, а также параметры базовой системы. 
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2.3. Параметризация в моделях заболеваний 

Система взаимодействующих частиц, рассмотренная в предыдущем 

подразделе, во многом напоминает систему живого организма. В самом 

деле, взаимодействия частиц при иммунном ответе происходят в межкле- 

точном пространстве, куда частицы доставляются циркулирующей жид- 

костью — лимфой и кровью. В сосудах, по которым движется жидкость, 

взаимодействия отсутствуют — в них частицы просто движутся друг за 

другом. Попадая в зону взаимодействия, они начинают двигаться в меж- 

клеточном пространстве (аналогично движению в реакторе), вследствие 

чего перемешиваются. и взаимодействуют. Таким образом, в живом орга- 

низме транспортную функцию выполняют кровь и лимфа, и под скоростью 

циркуляции жидкости У в данном случае следует понимать скорость цир- 

куляции крови. 

Поэтому будем считать, что движение частицы в зоне взаимодействия 

в живом организме описывается системой стохастических уравнений ви- 

да (2.4). 

Однако, применяя этот результат к живому’ организму, необходимо учи- 

тывать, что в нем существует не один, а много “реакторов” — лимфати- 

ческих узлов и других зон взаимодействия, распределенных в организме. 

Ноэтому вместо скорости кровотока У нам следует использовать удельную 

скорость кровотока 

v= 

где М — масса, тела, а У — скорость оборота, крови (л/мин). 

Кроме того, процессы в каждом живом организме протекают в сво- 

ем собственном биологическом или метаболическом времени. Это время 

характеризуется удельной интенсивностью основного обмена [41], которая 

определяется следующей формулой: 

_ Vor 
005 —_ M ) 

  

(2.9) 

roe Vo, — скорость поглощения кислорода рассматриваемым организмом. 

Чем выше удельная скорость метаболизма, тем быстрее течет метаболиче- 

ское время [41], характеристикой которого является длительность сердеч- 
ного цикла 9: 

re  — частота, сердечных сокращений (удары в минуту). 

С учетом этого перейдем к описанию параметризации в моделях за- 
болеваний. Следуя [19, 60], рассмотрим два организма — исследуемый и 

389



базовый, в которых приращения координат частиц описываются соответ- 

ственно уравнениями 

ла(® = ¥(t)At + BAW (t), (2.10) 
Aq(t) = U(t)At + BAW (t). (2.11) 

Будем считать, что для нормированных приращений Да() / JO И 

Aaq(t)/ \/@ имеет место равенство 

Ag(t) . v Ag(é) 
Е, (2.12) 
Jo uv Vé 

которое отличается от условия (2.5) только наличием нормировки. Равен- 
ство (2.12) — это выдвинутая И.Б. Погожевым гипотеза о подобии микро- 
движений в жидких средах организма. Как любая гипотеза, она должна, 

быть проверена на соответствие данным наблюдений, что и будет сделано 

в следующем подразделе, здесь же мы приводим результаты, полученные 

на, ее основе. Для этого перепишем (2.12) в следующем виде: 

Agq(t)=+VHAd(t), (2.13) 

oe 120 
Н = 2 (2.14) 

и заметим, что б-мерные случайные величины Да({) и УНАа(® распре- 
делены нормально, а нормальное распределение однозначно определяется 
математическим ожиданием и ковариационной матрицей. Следовательно, 
для стохастической эквивалентности (2.13)-(2.14) необходимо и достаточ- 
но, чтобы эти моменты двух распределений были равны. 

Поэтому из равенства математических ожиданий HAg(t) = U(t)At u 

Е (VHAq(t)) = „НУФ( ДЕ следует, что 

(8 =УНУ(®, (2.15) 

а, равенство ковариационных матриц 

cov (Aq(t), Ag(t)) =D 

COV (VHAg(), VHAq(t)) =H-D 

означает, что 

D=HD. (2.16) 

Здесь мы приводим лишь формулировки утверждений, доказательства, ко- 
торых даны в [60]. 
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Лемма 1. Интенсивности взаимодействий частиц в исследуемом и 

базовом организмах удовлетворяют равенству 

А =НА. 

Пусть @ — эффективный объем взаимодействий, то есть объем, который 

образуют частицы в зоне взаимодействия. Как уже отмечалось, этот объ- 

ем зависит от скорости циркуляции жидкости: чем она выше, тем больше 

эффективный объем, поскольку с увеличением скорости циркуляции уси- 

ливается перемешивание и распространение частиц в зоне взаимодействия. 

Поэтому справедлива следующая лемма. 

Лемма 2. Эффективные оббемы взаимодействий () и () в исследуемом 
и базовом организмах связаны соотношением 

©) = HQ. (2.17) 

Лемма 3. Для стационарных (гомеостатических} концентраций ча- 

сти в исследуемом и базовом организмах выполняется равенство 

x 
co = =. (2.18) 

VH 

Следствием лемм 1-3 является следующая теорема о параметризации в 

моделях иммунофизиологических процессов: 

Теорема. Предполоэким, что модель, описывающая реакцию базового 

организма на возмущение стационарного состояния т, имеет вид 

ат 
a f(z, a, 2%), 2(0)= 10, (2.19) 

и справедливы утверждения лемм 1-3. Тогда реакция базового организма 

на это возмущение описывается следующей моделью, содержащей только 

базовые параметры и персональный параметр исследуемого организма Н: 

3 3 

a =Н */(Н?х, На, Нт®), x«(0)=2". (2.20) 

Таким образом, если известны параметры базового организма а Е ВР и 

12° Е В", то для предсказания возможного течения заболевания в исследу- 

емом организме достаточно знать его персональный параметр Н. Его мож- 

но вычислить по формуле (2.14) при наличии данных о скорости кровотока, 

в исследуемом организме, а можно воспользоваться соотношением (2.18). 

Действительно, пусть, например, С и С — гомеостатические концентрации 

глюкозы в крови соответственно в исследуемом и базовом организмах. В 

этом случае из (2.18) получаем, что 

Н = (2). (2.21) 
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Если в качестве базового взять организм практически здорового человека 
в возрасте 20-30 лет, то а = 4.2(ммол/л). Существуют и другие способы 
вычисления параметра Н по легко доступным для измерения физиологи- 
ческим характеристикам организма, однако их рассмотрение выходит за 
рамки данной главы. 

2.4. Сопоставление с данными наблюдений 

Возможность параметризации (2.20)-(2.21) показана в монографии 
И.Б. Погожева [25] на модели углеводного обмена с использованием дан- 

ных наблюдений за изменением концентрации глюкозы в крови у людей 

разного возраста, после приема известного количества глюкозы. Ясно, что 

реакция на отклонение концентрации глюкозы от нормальных значений у 

людей разного возраста, различна. Эти различия удалось описать измене- 

нием лишь одного персонального параметра Н при фиксированных значе- 

ниях базовых параметров, соответствующих организму ”среднего” человека, 

в возрасте от 20 до 30 лет. 

Книгу И.Б. Погожева, в которой излагаются эти результаты, а также 

многие другие интересные приложения параметризации, можно найти в 

Интернет на сайте мум.шт.газ.га, а в этом подразделе мы покажем, что 

предположения, положенные в основу предыдущих рассуждений, не про- 

тиворечат данным наблтодений. 

Для этого сначала, введем понятие базового организма. Таким организ- 

мом должен быть некий стандарт или эталон, с которым сравнивается ис- 

следуемый организм, а мерой соответствия является параметр Н. Если для 

исследуемого организма Н = 1, то это означает, что его физиологические 

параметры соответствуют выбранному стандарту. Поэтому в качестве ба- 

зового мы будем рассматривать организм практически здорового человека 

в возрасте 25 лет. В соответствии с [41] получаем, что = 0.256М —0.25 и 

—— (2.22) 

где MZ — macca базового организма. Зависимость массы тела, человека, от 

длины тела имеет вид 
h2 

где А — длина тела (см). В идеальном организме емкость легких также 

согласована, с длиной тела: 

Q = 0.0381 — 2.468 для женщин, (2.24) 

С = 0.0581 — 4.788 для мужчин. (2.25) 
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Возвращаясь к проверке гипотезы, заметим, что параметр Н определя- 
ется как отношение (2.14), то есть 

а, в результате рассуждений мы пришли к формуле (2.21), которая сле- 

дует из формулы (2.18). Если сделанные предположения и рассужде- 

ния верны, то формулы (2.14) и (2.21) должны давать один и тот же ре- 
зультат. 

Чтобы в этом убедиться, рассмотрим две случайные величины: 

Hy == (2.26) 

H, = al ; (2.27) 

значения которых будем вычислять по данным измерений. Если в результа- 

те мы получим высокую линейную корреляцию между этими величинами, 

то сделанные предположения и соответствующие построения не противо- 

речат данным наблюдений. | 

Для проверки этой гипотезы использованы данные, полученные на, до- 

Оровольцах группой врачей, которой руководил кандидат медицинских на- 

ук В.К. Корнеенков. Чтобы их использовать, заметим, что формулу для 

Ну можно переписать в виде 

VVs 
Ну = M2726’ (2.28) 

где У = У -9 — это так называемый ударный объем, то есть объем кро- 

ви, который выбрасывает сердце при одном сокращении. Ударный объем, 

как и скорость кровотока У, доступен для измерений; оба эти параметра, 

измеряются эхо-кардиографом. 

Используя выражения (2.22) и (2.23) для базовых параметров, из (2.28) 
получаем, что 

VVs 
Ну = 809—5 У». (2.29) 

М 

Зависимость между величинами Ну и Но показана на рис. 5. Каж- 

дая точка, представляет результат усреднения восьми-девяти наблюдений. 

Видно, что гипотеза о линейной зависимости между двумя интересующи- 

ми нас величинами не противоречит данным наблюдений. Формула (2.17), 
связывающая эффективные объемы взаимодействий в исследуемом и ба- 

зовом организмах, также является следствием гипотезы о подобии (2.12) 
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Рис. 5. Корреляция между значениями Н, вычисленными на, основе данных по 
скорости циркуляции крови (Ну) и концентрации глюкозы в крови (Ни) 

и поэтому может быть использована для ее проверки. Действительно, из 
(2.17) следует, что 

_ (91 
Н = (3) . (2.30) 

К сожалению, мы не имеем возможности измерить эффективные объемы 

каким-либо прямым методом, однако можно попытаться это сделать по 

косвенным измерениям. 

Рассмотрим, например, взаимодействие молекул кислорода с эритро- 

цитами. Последние доставляются кровью в легкие, где они “запасаются” 

кислородом, а затем, двигаясь вместе с кровью, доставляют его клеткам ор- 

ганизма. Таким образом, легкие являются зоной взаимодействия этих двух 

типов частиц. Поэтому можно предположить, что объем легких может слу- 

жить косвенной характеристикой эффективного объема взаимодействий. 

Если это действительно так, то формулы (2.15) и (2.30) должны давать 
один и тот же результат, если в (2.30) понимать под О и О емкости легких 

исследуемого и базового организмов. Учитывая это, рассмотрим корреля- 
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цию между величинами 

2 

< \ ° УУ: 

где значение О задается формулами (2.11) и (2.12). 

Эта, корреляция показана, на, рис. 6, из которого видно, что она также 

является линейной, как и в предыдущем случае. Каждая точка на этом 

рисунке представляет собой результат усреднения данных 13-14 наблюде- 

ний. Данные, представленные на рис. 6, не противоречат гипотезе о ли- 
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Рис. 6. Корреляция между значениями Н, вычисленными на основе данных по 

скорости циркуляции крови (Ну) и емкости легких (Hz) 

нейной связи между случайными величинами 2.31, хотя следует отметить, 

что величина Нгт изменяется в несколько меныпих пределах, нежели Ну. 

Это может быть обусловлено самыми разными причинами, в частности, 

значениями коэффициентов в формулах для (). Однако для нас главным 

является наличие линейной связи, а наклон линии регрессии всегда, можно 

скорректировать подбором коэффициентов в формулах (2.11)-(2.12), хотя 

для этого нужны выборки гораздо большего объема. 

Таким образом, можно заключить, что гипотеза о подобии микродви- 

жений в жидких средах организма (2.12) и полученные на ее основе ре- 

зультаты (леммы 1-3) не противоречат данным наблюдений. 
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2.5. Параметризация в базовой модели инфекционного 
заболевания 

Базовая модель инфекционного заболевания была рассмотрена, ранее, 

поэтому сразу приводим результат ее параметризации в соответствии с 

формулами (2.19) и (2.20): 
- 

4" _ ву — НЗУРУ. 
dt — = 

dF 5 
a = HpC — H?nykV — Ay, 

dC 5 ce 
— — 2 Г ro H — — 7 = Hat) (PV_g - Hu, (C- SS), 
dm 5 = Hig V —H Ti H2aV om, 

С° © 
У(0) =У°, Е(0)=Е® = a C(0) = с т(0) =0, (2.32) 

где параметры {7,, р, и pr Hos by & С°, Е} соответствуют базовому ор- 

ганизму, а персональный параметр Н учитывает особенности исследуемого 

организма и определяется по его физиологическим показателям так, как 

это было описано в предыдущем подразделе. 

Базовые параметры были выбраны таким образом, что при Н = 1 ре- 

шение уравнений модели (2.32) соответствует субклинической форме ин- 

фекции. Другими словами, при дозе заражения У° заболевание в базовом 

организме не возникает, и концентрация вируса экспоненциально убывает. 

При уменьшении Н та же доза заражения приводит к хронической фор- 

ме болезни. При последующем уменьшении Н имеет место острая форма 

болезни, а при высокой вирулентности патогена — летальный исход. Ре- 

зультаты моделирования показывают, что с помощью параметра Н мож- 

но прогнозировать форму течения болезни в исследуемом организме, если 

кроме базового набора параметров известны параметры патогена: скорость 

его размножения В и вирулентность о. Оценка параметров модели — это 

вопрос, требующий отдельного изучения. Однако отметим, что независи- 

мо от их конкретных значений болезнь возникает в результате снижения 

параметра Н. На основании этого параметр Н можно рассматривать как 

общую характеристику степени защищенности организма, от заболеваний. 

Это в свою очередь означает, что данный параметр может быть использо- 

ван для мониторинга, состояния здоровья индивидов. 

Действительно, регулярно измеряя концентрацию глюкозы в крови и 

вычисляя Н, можно своевременно выявить тенденцию к его снижению и 

выяснить причины таких изменений. В качестве альтернативы можно легко 
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контролировать величину Н, если регулярно проводить измерения массы 
тела М. В самом деле, из формул (2.14), (2.9)-(2.10) следует, что при 

М = Мм —— | 

значение параметра Н равно 1. Поэтому простейшим способом предупре- 

ждения заболеваний является поддержание массы тела на уровне, который 

определяется ростом h. 

3. Задачи и направления дальнейших 

исследований 

Математическое моделирование иммунной системы, процессов иммун- 

ного ответа на различные антигены у человека и животных, нарушений 

функции иммунитета, изучение общих принципов взаимодействий между 

микроорганизмами и иммунной системой и многие другие вопросы являют- 

ся объектом интенсивных научных исследований. Ежегодно публикуются 

сотни статей, посвященных различным аспектам математического модели- 

рования системы иммунитета. На конференциях по иммунологии и теоре- 

тической биологии традиционно организуются секции математического мо- 

делирования в иммунологии, где бывают представлены самые разнообраз- 

ные методы и подходы. В существующем потоке исследований излагаемый 

нами материал представляет собой отдельное направление. Определенным 

преимуществом подхода, основу которого заложил Г.И. Марчук, является 

наличие ясной перспективы дальнейших исследований: каждая решенная 

задача порождает новый круг вопросов и задач, нередко интересных для 

представителей смежных областей биологических наук. Поэтому, не пре- 

тендуя на общность, рассмотрим возможные направления будущих иссле- 

дований, какими они видятся в рамках представленного подхода. 

— Построение и исследование математических моделей заболеваний и 

процессов иммунной защиты: 

- построение математических моделей хронических вирусных 

и бактериальных инфекций, формирования хронической ин- 

фекции, обострений, выздоровления; 

- моделирование действия бактериальных липополисахаридов 

как иммуностимуляторов при хронических вирусных и бак- 

териальных инфекциях; 

- построение математических моделей формирования и поддер- 

жания популяций наивных лимфоцитов и клеток памяти в 

зависимости от антигенной нагрузки; 
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построение математических моделей взаимодействия в орга- 

низме нескольких патогенов в зависимости от их антигенной 

структуры и вирулентности; 

построение математических моделей взаимодействия клеток 

в лимфатических узлах, изучение механизмов формирова- 

ния таких структур, как зародышевый центр, Т-клеточная 

область, их роль в поддержании клеток памяти; 

классификация и моделирование механизмов первичных и 

вторичных иммунодефицитов; 

моделирование ВИЧ-инфекции; 

моделирование экспериментальных инфекций; 

моделирование инфекции микобактериями; 

моделирование лечения инфекционных заболеваний. 

— Обоснование и исследование общих принципов, определяющих стро- 

ение и функционирование системы противоинфекционной защиты 

организма и популяции: 

обоснование применимости принципа минимума диссипации 

энергии; 

моделирование процессов коэволюции системы противоин- 

фекционной защиты и патогенов; 

моделирование механизмов и исследование роли неоднород- 

ности популяции по характеристикам противоинфекционной 

защиты; 

определение и обоснование нормального функционирования 

противоинфекционной защиты как оптимального в смысле 

некоторого функционала; 

исследование количественных характеристик противоинфек- 

ционной защиты и их связи с интенсивностью метаболизма и 

размерами организма, особенностями среды обитания, харак- 

тером антигенной нагрузки на систему дыхания и пищеваре- 

НИЯ; 

исследование связи характеристик и стратегий функциониро- 

вания противоинфекционной защиты и системы репродукции; 

моделирование возрастных изменений в функционировании 

иммунной системы; 

оценка границы области устойчивости и нормы для системы 

противоинфекционной защиты; 

моделирование процесса поддержания гомеостаза иммунной 

системы, его адаптации к внешней среде (поддержание коли- 

чества клеток, перестройка, репертуара и, возможно, локали- 

зации иммунных процессов в периферических ЛУ);



- изучение факторов, определяющих количество энергии, за- 

трачиваемой организмом на противоинфекционную залциту, а 

также взаимосвязей этой величины с энергетической ценой 

инфекционных заболеваний; 

- исследование взаимосвязей между индивидуальным и попу- 

ляционным иммунитетом, в том числе с точки зрения опти- 

мальности затрат энергии на противоинфекционную защиту; 

- изучение связей между количеством энергии (удельной мощ- 
ностью), потребляемым особью (популяцией, видом), с коли- 
чеством энергии, затрачиваемым на противоинфекционную 
защиту. 

— Построение моделей взаимосвязей между иммунной системой и дру- 

гими защитными и регуляторными системами организма, такими 

как гормональная и нервная системы, исследование роли циркадных 

ритмов в работе иммунной системы: 

- моделирование влияния гормонов, лихорадки и стресса на 

функционирование иммунной системы и течение инфекции; 

- количественное исследование и моделирование пределов адап- 

тации иммунной системы; 

- построение математических моделей воспалительной и реге- 

нераторной реакций и их взаимосвязи с иммунной реакцией. 

— Построение моделей механизмов влияния факторов окружающей 

среды на функцию систем противоинфекционной защиты. Среди 

таких факторов отметим разнообразие, количество, вирулентность 

поступающих в организм патогенов, изменение температуры среды, 

влажности воздуха, радиации, токсических загрязнений: 

- модель размножения вируса, гриппа в эпителии верхних дыха- 

тельных путей при условии зависимости темпа размножения 

вируса от температуры тканей; 

- построение иммуноэпидемических моделей, описывающих 

как процессы иммунной защиты внутри организма, так и про- 

цессы, определяющие инфицирование других хозяев и рас- 

пространение патогена, в окружающей среде, на примере ма- 

лярии, туберкулеза и других инфекций; 

- построение моделей формирования /выявления иммунодефи- 

цитов под влиянием факторов окружающей среды. 

Работа, выполнена при финансовой поддержке гранта, Президента РФ для 

молодых российских ученых и ведущих научных школ (НШ-150.2003.1) и 
Российского фонда фундаментальных исследований (04-01-00579). 
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