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К 80-летию академика Г. И. Марчука 

Действительный член Российской академии наук Г.И. Марчук — выда- 

ющийся ученый с мировым именем, крупный организатор науки. Блестя- 

щий разносторонний исследователь в области естествознания Г.И. Марчук 

внес огромный вклад в развитие вычислительной и прикладной математи- 

ки, физики ядерных реакторов, математического моделирования, динами- 

ческой метеорологии, информатики, иммунологии. 

Гурий Иванович Марчук родился 8 июня 1925 года в поселке Петро- 

Херсонец Оренбургской области в семье сельского учителя. 

После окончания математико-механического факультета Ленинграл- 

ского государственного университета Г.И. Марчук поступил в аспиранту- 

руив 1952 г. защитил кандидатскую диссертацию "Динамика крупномас- 

штабных полей метеорологических элементов в бароклинной атмосфере”. 

С 1953 по 1962 гг. Г.И. Марчук работал в Физико-энергетическом инсти- 

туте (г. Обнинск), где заведовал лабораторией, а затем математическим



отделом. В этот период он предложил новые методы расчета, ядерных реак- 

торов, которые до настоящего времени составляют основу моделирования 

имитационных расчетов промышленных реакторов. Большую известность 

получили его работы по теории переноса излучения. Результаты этих ис- 

следований обобщены в монографии "Численные методы расчета, ядерных 

реакторов” и в его докторской диссертации (1965 г.). В 1959-1961 гг. он 

принял участие в разработке требований к ядерной безопасности для за- 

водов и других предприятий атомной промышленности, проводившейся по 

инициативе И.В. Курчатова. В 1961 г. за работы в области теории ядерных 

реакторов ему была присуждена Ленинская премия. 

В 1962 г. Г.И. Марчук был избран членом-корреспондентом АН СССР 

(специальность ”атомная энергетика”), а в 1968 г. — действительным чле- 

ном АН СССР (специальность ”физика, атмосферь”). 

Г.И. Марчук — автор более 350 научных работ, в том числе 25 моногра- 

фий. Научные труды Г.И. Марчука посвящены созданию и исследованию 

эффективных алгоритмов вычислительной математики, методов расчета, 

ядерных реакторов, исследованию и моделированию процессов физики ат- 

мосферы и океана, математическому моделированию в проблемах охраны 

окружающей среды, в проблемах иммунологии и медицины, изучению ак- 

туальных задач информатики и вычислительной техники. 

В области вычислительной математики Г.И. Марчуком сделан суще- 

ственный вклад в развитие разностных схем. Им построены и исследованы 

разностные схемы для классов уравнений, возникающих в теории ядер- 

ных реакторов, предложен метод построения разностных схем на основе 

интегральных тождеств, который получил развитие в работах советских и 

зарубежных ученых. Г.И. Марчуком и его учениками решен ряд проблем в 

теории разностных и вариационно-разностных схем для различных задач 

математической физики. 

Г.И. Марчук внес большой вклад в разработку методов расщепления, 

алгоритмов возмущений, построенных на основе использования сопряжен- 

ных уравнений. Значительное внимание в работах Г.И. Марчука уделяется 

разработке и обоснованию новых численных методов линейной алгебры. 

В методах расчета, ядерных реакторов Г.И. Марчуком на основе теории 

сопряженных уравнений и алгоритмов возмущений разработаны принци- 

пы построения эффективных малогрупповых моделей ядерного реактора, 

созданы математические модели реактора в различных приближениях ме- 

тода, сферических гармоник и предложены численные схемы реализации 

возникающих уравнений. Эти модели широко использовались для расче- 

тов критических масс промышленных реакторов. 

Большой вклад Г.И. Марчук внес в решение задач численного прогно- 

за погоды, моделирования общей циркуляции атмосферы и океана, и про- 

блему моделирования климата и его изменений. Его совместная работа, с



Н.И. Булеевым, в которой была сформулирована система квазигеострофи- 

ческих уравнений для трехмерной атмосферы и построена функция Грина 

для ее решения, давно стала, классической. В 60-е годы он сформулировал 

направление численного прогноза, погоды, в основу которого были положе- 

ны полные недиабатические уравнения динамики атмосферы, а в качестве 

метода, решения предложен метод расщепления по физическим процессам и 

геометрическим переменным — в то время, пожалуй, единственный метод, 

с помощью которого можно было решить такую сложную задачу. Важно 

отметить, что задача численного прогноза по полным уравнениям была, до- 

ведена, до оперативного использования в Западно-Сибирской Гидрометео- 

службе. В 70-е годы Г.И. Марчук сформулировал новый подход к решению 

задачи долгосрочного прогноза погоды, основанный на так называемых 

сопряженных уравнениях для нелинейных уравнений термогидродинами- 

ки атмосферы и океана, дающих возможность построить функцию чув- 

ствительности для нестационарных нелинейных задач. Этот подход стал 

основным при выделении энергоактивных зон Мирового океана, изучению 

которых была посвящена программа ”Разрезы”, сформулированная и ор- 

ганизованная Гурием Ивановичем. В те же 70-е годы он уделял большое 

внимание созданию совместной модели общей циркуляции атмосферы и 

океана, которая должна была стать основой для моделирования климата, 

и его изменений. За работы по численному прогнозу погоды Г.Й. Марчуку 

была присуждена премия им. А.А. Фридмана АН СССР, а за работы по 

решению задач физики атмосферы и океана — Государственная премия 

Российской Федерации. 

Г.И. Марчуком создана теория математического моделирования опти- 

мизационных проблем в охране окружающей среды. Им поставлены и пред- 

ложены алгоритмы решения общей задачи определения допустимой обла- 

сти размешения промышленных предприятий, планирования строитель- 

ства с учетом допустимых доз загрязнения экономически значимых зон. 

Марчук Г.И. является одним из авторов нового направления приклад- 

ной математики — математического моделирования в иммунологии и ме- 

дицине. Он построил систему нелинейных дифференциальных уравнений, 

которые описывают иммунные реакции человеческого организма, возникал 

ющие в результате вирусных и бактериальных инфекций. 

Более сорока лет Гурий Иванович Марчук посвятил делу организации 

отечественной науки. С 1964 по 1979 год он — директор Вычислительного 

центра СО АН СССР) с 1969 по 1975 год — заместитель, а затем Пред- 

седатель Сибирского отделения АН СССР) с 1980 по 1986 год — Предсе- 

датель Государственного комитета СССР по науке и технике в ранге за: 

местителя Председателя Совета Министров СССР; с 1975 по 1980 год — 

Вице-президент, а с 1986 по 1991 год Президент АН СССР. В 1980 году 

Г.И. Марчук создал и возглавил Отдел вычислительной математики АН



СССР. В 1991 году Отдел был преобразован в Институт вычислительной 

математики РАН. До 2000 года Г.И. Марчук — директор ИВМ РАН, с 2000 

года, — советник Президиума РАН и почетный директор ИВМ РАН. 

За научные заслуги и вклад во внедрение научных достижений в народ- 

ном хозяйстве Г.И. Марчук удостоен звания Героя Социалистического Тру- 

да, награжден четырьмя орденами Ленина. Ему присуждены Ленинская и 

Государственная премии. Он обладатель Золотой медали им. С.И. Вавило- 

ва, Российской академии наук, Золотой медали им. М.В. Келдыша, а также 

Золотой медали им. П.Л. Чебышева. В 1998 году Г.И. Марчук награжден 

орденом ”За заслуги перед Отечеством ТУ степени”. 

Научные успехи Г.И. Марчука высоко оценены и за рубежом. Он яв- 

ляется почетным доктором Хьюстонского, Орегонского, Тулузского, Дрез- 

денского, Тель-Авивского, Калькутского, Карлова и Будапештского уни- 

верситетов, членом Европейской академии наук, иностранным членом Ака- 

демии наук Франции, Финляндии, Индии, Польши, Болгарии и др.; лауре- 

атом Международной премии им. А.П. Карпинского; Командором Ордена, 

”Почетного Легиона” — государственной награды Франции. Г.И. Марчук — 

член редколлегий пяти иностранных (США, Германия, Италия, Франция, 

Швеция), а также отечественных журналов, главный редактор ”Российско- 

го журнала численного анализа и математического моделирования”, изда- 

ющегося Институтом вычислительной математики в Голландии. 

На протяжении всей своей научной биографии Гурий Иванович уде- 

лял большое внимание подготовке научных кадров, возглавлял кафедры в 

ФЭИ (Обнинск), НГУ (Новосибирск), МФТИ (Долгопрудный). В настоя- 
щее время он работает заведующим кафедрой вычислительных технологий 

и моделирования сложных систем в Московском государственном универ- 

ситете. Под его руководством залцищено свыше 35 кандидатских диссерта- 

ций. Среди учеников Г.И. Марчука 25 докторов наук. 

Настоящий сборник работ включает обзоры современного состояния 

направлений вычислительной математики и математического моделирова- 

ния, в разработке которых фундаментальную роль сыграли исследования 

Г.И. Марчука и его научной школы. 

Академики Н. С. Батвалов 

В. В. Воеводин 

В. П. Дымников
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Введение 

Статья посвящена некоторым методам решения задач математической 

Физики; выбор материала осуществлялся по следующему критерию. В ста: 

тье отражены некоторые из методов, в разработке которых фундаменталь- 

ную роль сыграли исследования Г.И. Марчука, его учеников и сотрудников 

ИВМ РАН. 

1. Методы расщепления 

Рассматриваемые в этом разделе методы являются одними из наиболее 

используемых инструментов решения многомерных нестационарных задач 

математической физики. По-видимому, толчком к возникновению этих ме- 

тодов стал метод переменных направлений [114, 88] решения параболиче- 
ского уравнения, позволяющий сводить решения многомерной задачи к по- 

следовательному решению одномерных задач. При этом каждый шаг мето- 

да переменных направлений аппроксимирует исходное уравнение. Методы, 

возникшие в развитие этого метода, носили на разных этапах разные на- 

звания, например, методы дробных шагов, экономические методы, методы 

суммарной аппроксимации. 

Сейчас наиболее употребительным является название ”метод расщепле- 

ния’. Крупнейший вклад в создание этого метода и его обоснование вне- 

сли советские математики Г.И. Марчук, А.А. Самарский, Н.Н. Яненко, 

Е.Г. Дьяконов [50, 54, 72, 62, 27, 89]. 

В отличие от метода переменных направлений, в упомянутых методах 

удалось отказаться от требования аппроксимации, т.е. на, каждом шаге ап- 

проксимация может отсутствовать. Вместо этого требуется, чтобы имела 

место суммарная аппроксимация (аппроксимация на последнем шаге). 

10



Вначале расщепление осуществлялось на основе представления исход- 

ного эллиптического оператора в виде суммы одномерных операторов. Че- 

рез некоторое время появился новый подход к построению схем расщепле- 

ния, основанный на представлении эллиптического оператора, в виде сум- 

мы операторов, необязательно одномерных. В отличие от представления 

эллиптического в виде суммы одномерных операторов (расщепление по ко- 

ординатам), второй метод называют расщеплением по физическим процес- 

сам ввиду наличия физической интерпретации. этого метода. 

1.1. Схемы расщепления по пространственным 

переменным 

Идею метода расщенления будем излагать на примере метода прямых 

для уравнения теплопроводности с несколькими пространственными пере- 

менными. Оставляя в стороне вопрос об аппроксимации по пространствен- 

ным переменным, рассмотрим эволюционную задачу 

du . 
ит + Аи = р, А=-А, и(х, 0) = шо (5). (1.1) 

Для простоты полагаем, что уравнение рассматривается в параллелепипе- 

де, а на границе задано однородное условие Дирихле, причем правая часть 

{ равна нулю на границе. 

Представим оператор А в виде 

т 92 

А = >. Ао, Аа = 52) п > 2; (1.2) 

a=1 a 

здесь х = (51,..., 2»). Простейший алгоритм расщепления, основанный на 

использовании неявных схем первого порядка точности по времени, имеет 

вид 

yeti — yk+(n-1)/n 
  - + Ави = 1®; (1.3) 

ий =щ, k=0,1,... (1.4) 

Здесь {* — значение функции } на К-м слое. Переход от ий Н@/® к и +(а-+1/п 
называется дробным шагом, а переход от и к и"! — шагом стемы, рас- 

щепления. 
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Покажем, что схема (1.3)-(1.4) является безусловно устойчивой. Дей- 
ствительно, умножим уравнение 

k k+(a- ykta/n _ akt(a-1)/n + Agubtaln 9 
  

cKaslapHo Ha 2rukte/™, Wimeem 

Pub to/n ||? _ ше (а—1)/ |2 4 lukto/n _ uktlo-1)/n 24 

+ 27r(Agubte/n yktain) — 0 a=1,...,n—1. 

Поскольку операторы А. положительны, то из последнего соотношения 

следует 

< [fuk HV, a =1,...,n-1. 

Отсюда и из соотношения для последнего шага имеем 

ее < [ме 2 УР. (1.5) 

Это означает, что схема расщепления (1.3)-(1.4) безусловно устойчива. 
Исследуем аппроксимацию. Каждое из соотношений (1.3)-(1.4) не ап- 

проксимирует исходную задачу (1.1). Покажем, что на самом деле имеет ме- 

сто аппроксимация после полного шага, схемы расщепления. Из (1.3)-(1.4) 
имеем 

(Е + TAg)ubte/n = +)" v=l,...,n—1; 

k k+1 после перехода, от и” к и”"" получаем 

(E+7A1)(E+7A2)...(E+7An)u®t! = uk + 

+ т(Е +тА1)... (Е +тАи-1)^. 

Раскрывая скобки, имеем 

(Е +т у. Ag + О(т?) yuk! =u + (rE + O(r))f*. (1.6) 

j=l : 

Здесь через О(т^)) мы обозначили операторы, содержащие множители сте- 

пени равной или выше т*. Таким образом, из (1.6) следует, что схема, фор- 

мально имеет первый порядок аппроксимации по времени О(т). 

Не вдаваясь в детали, изложим метод двуциклического многокомпо- 

нентного расщепления [50], который имеет второй порядок аппроксимации 
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по времени. Для простоты будем рассматривать случай двух простран- 

ственных переменных для задачи (1.1) при { = 0. Схема расщепления 
в данном случае состоит из следующих частей: 

    

    

k-1/2 _ ,,k-1 k-1/2 k-1 U U 4 Aw + uU _ 0, 

2 

kb  k-1/2 © k к—1/2 
uU uU UW + 
А+ А = 0; 1. : a (1.7) 
k+1/2 _ ,,k k+1/2 К 
и Ди = 0, 

2 

k+1 _ ,,k+1/2 k+1 k+1/2 
- — +A, “ = 0. (1.8) 

Один шаг метода, состоит в поочередном применении (1.7) и (1.8). 
Исключая из соотношений (1.7), (1.8) промежуточные шаги, получим 

соотношение между ий! игий: 

и —= Тик т, (1.9) 

где 

т: ЦТ Tt т T,\f rR, F —1 ТТ \ 
T= (Е + ТА) (Е — 5A] (Е + 5A) (Е — = An) x 

_ T,\'f, т, \ tT \ tf FN 
x (Е + 4s (Е — ТА») (в + сл) (Е — ТА, (1.10) 

Схема (1.9) (или, что. то же самое, схема, (1.7), (1.8)) апнроксимирует 
исходную задачу со вторым порядком по т. Если операторы. Аз неотрица- 
тельны, то ||| < 1. | 

Устойчивость схемы следует из цепочки очевидных оценок 

k | k— arr < м <... м. 

Особо важную роль играют схемы расшепления для систем уравнений, 

не являющихся системами типа Коши-Ковалевской. Пусть 

du Г 
— + Аци- № = р}, А= У. Ао, 
dt 3 

Kiut+ Kav = g. (1.11) 

Идея построения схемы расщепления Марчука состоит в следующем. Пер- 

вое уравнение (1.11) может рассматриваться как эволюционное уравнение 
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с правой частью # = f — Lv. Поскольку для этого уравнения схемы рас- 

щепления уже разработаны, то их можно использовать в качестве схем для 

задачи (1.11). Более конкретно, для решения (1.11) рассмотрим следующую 

схему: 

k+1/n k 
U — U „1. ——— + Aju" + АВ = ВЕ, 

yet2/n _ ykti/n 
  + AR uP + AR ubtlin + Ak ubt2/n = BoF*, 

  

= B, FF, (1.12) 

k 
om 

где операторы Лав и Во такие, что >) At 4 в аппроксимирует оператор Аз, 
=0 

п 

аа >` Во аппроксимирует тождественный оператор Е. При решении (1.12) 
a=1 

для замыкания алгоритма, необходимо на последнем дробном шаге исполь- 
зовать разностный аналог второго уравнения (1.11) 

Ки + КР — gett. (1.13) 

здесь К Е — аппроксимация оператора, Ка, а Е и Е\*! — аппроксимации 

(f — Lv) wa k-m u k + 1-м слоях. 

1.2. Расшепление по физическим процессам 

Идея метода расщепления по физическим процессам состоит в сведении 

исходной задачи к последовательности задач, описывающих более простые 

физические процессы. Особенно эффективен этот метод оказался в приме- 

нении к решению уравнений типа Навье-Стокса. Ниже мы приведем ряд 

наиболее используемых схем расщепления для этой задачи. 

Схема Чорина. Схема Чорина является одной из первых схем рас- 

щепления по физическим процессам для системы уравнений Навье-Стокса. 

Алгоритм схемы состоит в следующем. 

1. Задаемся некоторым и? = ц4. 

2. При п > 0 для известного и” вычисляем а как решение линейной 

задачи с некоторой правой частью f"t!: 

7 п а-и ~ п, =. — enti - — да + ча, =f", 

йе = 0. (1.14) 
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n+l 3. Вычисляем и"\*', р?! как решение следующей задачи: 
~ / ит а. 

+ Ур" = 0, 

аа ип +1 = 0, и”. nl. = 0. (1.15) 

Задача (1.15) может рассматриваться как разностная аппроксимация по 

времени системы уравнений типа, Соболева. 

Обоснование подобного рода схем расщепления для уравнений Навье- 

Стокса, было предложено Раннахером [96]. Опишем эту идею на примере 
линейной задачи Стокса: 

u; — vAu+ Vp = 0, 

= 0. 1.16 90 (1.16) 

Один шаг дискретизации по времени схемы Чорина для задачи (1.16) 

заключается в следующем. Пусть найдено приближение и”, р” для реше- 

ния 1(#), р(#) в момент времени & = пт. Нахождение u™t!, pt! осуще- 
ствляется в два шага. Вначале находится промежуточное значение @ по 

формуле 

divu=0, u(z,0) = 0 (5х), и 

а — 1” _ 
— — — vAa= f""!, (1.17) 7 

После этого значения и”+1, р"+! вычисляются как решение задачи (1.15). 
Применяя к первому уравнению (1.15) оператор Чу и учитывая второе 

уравнение (1.15) и граничное условие, получим краевую задачу относитель- 
но р": 

1. . д n+l 

Др" = -diva, 0. (1.18) 
T От Эс 

После нахождения р"! из (1.18), значение и”! 
нения (1.15) простым пересчетом: 

Пт = а - тур" +". (1.19) 
Второй шаг (задача, (1.15)) можно рассматривать как шаг проектиро- 

вания вычисленного значения @ на подпространство соленоидальных (т.е. 
удовлетворяющих условию Фуу = 0) вектор-функций. 

Основная идея [96] обоснования этого метода, состоит в исключении из 

формул (1.17), (1.15) значения и?! (а не й, что кажется более естествен- 
ным). Действительно, из (1.15) имеем и” = @”-1 — т\Ур”. Подставляя это 
выражение в (1.17) и добавляя в качестве второго уравнения (1.18), полу- 
чим 

находится из первого урав- 

и 

u” — a”! — ила” — Vp" — РТТ, 

T 

. д т 

у” — тДр" = 0, = = 0. (1.20) 
nN lag 
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Задача (1.20) может рассматриваться как аппроксимация по времени воз- 

мущенной задачи Стокса 

  

  

Е | 

= — иди" — Ур" =Ё ис =0, 

Е 

Чу и? — ЕАре = 0, т a = 0; (1.21) 

здесь Е = т. Таким образом, исследование близости решений исходной за- 

дачи (1.16) и (1.17), (1.15) сводится к изучению близости решения задач 
(1.16) и (1.21) и исследованию аппроксимационных свойств схемы (1.20) 
для задачи (1.21). Вторая задача, носит классический характер и может 
быть исследована с помощью стандартной техники метода конечных раз- 
ностей или конечных элементов. Что касается оценки близости решений 

задач (1.16) и (1.21), то имеет место оценка 

шах { 11° — |] + Vella’ — ull: + vellp® — pil} < ce, (1.22) 

означалощая, что схема Чорина дает решение исходной задачи с точностью 

О(т) для скоростей в норме 12 и О(\/Т) для скоростей в норме Н! и дав- 

ления в норме Lg. 

Схема Чорина—Узавы. Алгоритм одного шага этой схемы состоит в 

следующей последовательности дробных шагов. 

1. Пусть и”, р", р’ известны. В начальный момент времени # = 0 по- 

лагаем ро = 0. Находим вспомогательную функцию @”\! как обобщенное 

решение задачи 

~ 1 . 

7 — Aart? + V(p" — р) =", 

a = 0. (1.23) 

n+1 2. Вычисляем проекцию U 

функций в Н{: 

на подпространство соленоидальных 

ytl _ ап! 

  + УР"! = 0, 

Фу 71 = 0, м.п =0. (1.24) 
OG 

3. Давление вычисляется по формуле 

pt! =p" —adiva™!, 0<а<1. (1.25) 

В отличие от схемы Чорина, этот метод дает несколько лучшую оценку 

точности для вектор-функции скоростей в норме [2 по времени. 
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Схема Ван Кана. Приведем схему расщепления, обладающую более 

высоким порядком аппроксимации. 

1. Полагаем 8 = 140 и задаемся некоторым р? = р(0). 
2. Для п > 0 при заданных и", @”, р" находим @"*! как решение задачи 

Гельмгольца | 

071 — и" и h 3 1 
Ц ~n+l 1. =n Oat _ entl1/2 _ n, ~,n-1,,n-1 - 5A (a +a") + Supuy, =f Vp + su, Ча, , 

att] =0. (1.26) 
OG 

n+1 3. Вычисляем и”, рп! как решение краевой задачи 

yrtt _ ап! 

  он) 
Фу 7-1 = 0, им. п| = 0. (1.27) 

На первом шаге п = 0 следует явную аппроксимацию нелинейных членов 

заменить неявной с равными весами по двум слоям. 

Для задачи (1.26), (1.27) имеет место оценка [116] 

nm п 2—0 п _ 

‚овоак (а — ар + lla” = ul?-F + lip” ll) Ser, (1.28) 
При обосновании этой оценки важную роль играет тот факт, что начальное 

условие для давления должно быть найдено с достаточно высокой точно- 

стью. А именно, 

|p(0) — pola < er”. (1.29) 
В последнее время достигнут значительный прогресс в численном ре- 

шении задачи Стокса. Это означает, что можно рассматривать схемы рас- 

щепления, где на одном или нескольких дробных шагах необходимо решать 

задачу Стокса. Одна, из таких схем расщепления, имеющая второй порядок 

точности, была предложена в [91]. Приведем эту схему для случая линей- 
ной задачи Стокса. Она состоит из трех дробных шагов. При этом первый 

и последний шаги совпадают с точностью до правой части: 

9 n 

ue — avAu™t®? — Видит + Ур" = т, 
OT 

div u"+? = 0; | (1.30) 

yrti-v __ yrt? 

OT 

yrtl —_ yrti-o 

OT 

— avAu"*? — ByAut!-® 4 Vprt? = ertt-?. (1.31)   

  —avAu"*) — ByAu™*)? 4 Vprtl — тт, 

divu"t! = 0. | (1.32) 

2 Современные проблемы... т. | 17



Здесь 9 =1-— \/2/2, 9' =1-— 29, а параметры процесса, хх и В- выбираются 

из условий а Е (1/2, 1], В=1—а. 

Несомненным достоинством схемы является`ее второй порядок аппрок- 

симации. К недостаткам следует отнести следующие моменты. Во-первых, 

на первом и третьем шагах необходимо решать не обычную, а обобщен- 

ную задачу Стокса (задача, Стокса, с дополнительным членом ‘уи в левой 

части уравнения движения, где ‘у = 1/т — большой параметр). Класси- 
ческие методы решения задачи Стокса для этой задачи имеют скорость 

сходимости, зависящую от ‘у, что влечет за собой увеличение шагов вну- 

треннего итерационного метода. В [101] предложен итерационный метод с 

переобуславливателем, являющимся аппроксимацией псевдодифференци- 

ального оператора, скорость сходимости которого не зависит от коэффи- 

циента, у. Этот метод требует на каждом шаге решения двух (в трехмерном 

случае — трех) задач Дирихле для уравнения Пуассона. 

Во-вторых, при решении нелинейной задачи нелинейные члены входят 

только в правую часть второго дробного шага. Если их брать на нижнем 

слое, то это влечет существенное ограничение на шаг по времени. Заме- 

тим, что (1.31) может рассматриваться как разностная схема для системы 

нелинейных параболических уравнений 

ду 
a, wAv— Види" Ур" = fF, (1.33) 

где нелинейные члены входят в правую часть. Последняя задача может 

быть решена прямым численным интегрированием явными методами с ис- 

пользованием переменного шага, по времени [39]. При этом ограничения на 

шаг по времени становятся существенно слабее. 

2. Многосеточный метод Федоренко 

При численном решении задач математической физики возникает про- 

блема выбора эффективного метода решения системы алгебраических 

уравнений, полученной в результате дискретизации исходной дифферен- 

циальной задачи. Для получения хорошей аппроксимации сетка должна 

быть мелкой и содержать большое количество узлов. В результате число 

неизвестных алгебраической системы может достигать сотен тысяч и даже 

миллионов, особенно при решении трехмерных задам. 

Для решения больших систем алгебраических уравнений используют 

те или иные итерационные методы. Важной характеристикой итерацион- 

ных методов является зависимость вычислительных затрат, требуемых для 

получения решения с заданной точностью, от числа неизвестных. В боль- 

шинстве случаев многосеточный метод является единственным методом, 
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позволяющим достичь точности, обусловленной порядком сходимости ре- 

шения дискретной задачи, с верхней оценкой числа арифметических опе- 

раций, линейно зависящей от количества неизвестных. Другими словами, 

многосеточный метод требует О(М№) арифметических операций для реше- 

ния системы уравнений с М неизвестными. Таким образом, многосеточный 

метод оказывается практически неулучшаемым по вычислительным затра- 

там для достижения заданной точности. К настоящему времени многосе- 

точный метод стал одним из самых извесгных и употребительных методов 

вычислительной математики. 

Основная идея многосеточного метода была впервые предложена, 

Р.П. Федоренко в 1961 г. Позже [68] он обосновал сходимость многосе- 

точного метода для конечно-разностного аналога уравнения Пуассона, в 

квадрате. В 1966 г. Н.С. Бахвалов [6] доказал оптимальность метода по 

числу арифметических операций для достижения точности, согласованной 

с порядком сходимости, и рассмотрел случай произвольного эллиптическо- 

го уравнения в квадрате. В 1971 г. Г.П. Астраханцев [3] обосновал при- 
менимость многосеточного метода для случая метода конечных элементов 

в произвольной области. В итоге по асимптотическим оценкам эффектив- 

ности метод опередил известные алгоритмы, но логическая сложность и 

громоздкое математическое обоснование на некоторое время завуалирова- 

ли его достоинства. 

Признание за рубежом многосеточный метод (шиет шебфоа) по- 
лучил во второй половине 1970-х годов после выхода работ А. Бранлд- 

та, и В. Хакбуша [83, 95]. С начала 1980-х годов произошел огромный 

всплеск интереса к многосеточному методу, и многочисленные исследова- 

тели продолжили его разработку. В это время была, заложена современная 

теория метода. Привлечение нового математического аппарата позволило 

упростить обоснование многосеточного метода, сделать структуру доказа- 

тельств сходимости более прозрачной. 

В настоящее время многосеточный метод получил широкое развитие и 

распространение |955, 82, 83, 77, 80, 81, 122, 113] и стал наиболее применя- 
емым методом решения дискретных задач, возникающих при аппроксима- 

ции задач математической физики. 

2.1. Простейший пример 

Основную идею многосеточного метода проще всего понять на простей- 

шем модельном примере. Рассмотрим краевую задачу для одномерного 

уравнения: 

—u"(z) = f(x) на (0,1), (2.1) 

u(0) = u(1) = 0.



На отрезке [0,1] введем сетку О» с marom h = 1/n, состоящую из узлов 

т; = № 1 =0,...,п. Во внутренних узлах сетки Я» заменим исходное 

дифференциальное уравнение (2.1) сеточным. С. учетом краевых условий 

(2.2) получим систему линейных алгебраических уравнений: 

_ 72 ._. —9 11 + 2951 — Vagg1 = A’ f(zj), J=l,...,n-1, 

Uh,O = Van = 0, 

где ол; — приближенное значение точного решения и(5/). После исключе- 

ния граничных значений эту систему можно записать в матричной форме 

Lpvp = th; (2.3) 

где 9, = (9%... ‚5 п_1)” — неизвестный вектор, {№ = h?(f(z1),..- 
..., /(Ф"—1))Г — вектор правой части и 

— матрица размерности (п — 1) х (п-1). 

Обозначим через у приближенное решение системы уравнений (2.3), 
полученное методом простых итераций с заданным начальным приближе- 
нием 0, т.е. 

НЕ её Ш ИТ = ЯД + 1 =. т-Ь 
где матрица итераций имеет вид 

1 
Sp = I — —Lnp. h qh 

Обозначим через et = UA — yi погрешность 1-го приближения. Тогда 

ет = Se? (2.4) 

Разложим погрешность начального приближения в конечный ряд 

Фурье: 
п-—1 

еб = У. cz sin(jkrh). (2.5) 
k=1 

Функции зт(лй), k=1,...,n—1, являются собственными функциями Ёь: 

Dy sin(jkah) = Ax (Lp) sin(gkrh), 
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rye 

Лк (Г) = 4sin? и, n=1,...,n-1 

Из (2.4) и (2.5) следует 

n—1 

ет = У съ? в (т). (2.6) 
k=1 

Собственные функции 5} и Г.» совпадают, а их собственные значения 

связаны соотношением 

№(9») = 1 д(л), ВЫ. т-ь 

Поэтому соотношение (2.6) можно переписать в виде 

п-—1 

= У ск (5) за (т). 
k=1 

Множитель А" (5,,) показывает, насколько уменьшился вклад к-й составля- 

ющей погрешности начального приближения в разложении (2.5} после т 
итераций. При А > п/2 имеем 

] п 
An (Sa) | =|1 — 7 (La) < 5) Кв, 

2’ 2 

те. на каждой итерации коэффициенты высокочастотных составляющих 

погрешности уменьшаются по меньшей мере вдвое. 

В результате уже после нескольких итераций коэффициенты при вы- 

сокочастотных гармониках становятся близки к нулю, а основной вклад 
в погрешность вносят низкочастотные составляющие. Таким образом, по- 

грешность становится плавно меняющейся функцией (’сглаживается”). 

Пусть ув — приближенное решение системы уравнений (2.3). Тогда, по- 
грешность ер = %» — у» удовлетворяет системе уравнений 

Гльев, = ть, (2.7) 

где г» = frp — Сук — невязка. Если бы мы могли найти решение ер из си- 

стемы (2.7), то мы могли бы определить и решение системы (3) из условия 
и, = ук + ев. Однако решить систему (2.7) так же трудно, как и исходную. 

Когда после нескольких сглаживающих итераций погрешность стано- 

вится плавно меняющейся функцией, она, может быть хорошо аппроксими- 

рована на грубой сетке. Таким образом, вместо решения системы (2.7) мы 

будем искать приближение к е} на более грубой сетке. 
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Введем сетку $22, с шагом 21 и рассмотрим на, ней задачу (2.7): 

[2ьезь, = тэь. | (2.8) 

Размерность системы уравнений (2.8) вдвое меньше, чем системы (2.7). 

Предположим, что мы можем найти ее точное решение ез»к. Обозначим 

через е; интерполяцию езр с сетки 422, на сетку @». С целью погашения 

ошибки интерполяции, имеющей высокочастотный характер, вновь прове- 

дем несколько сглаживающих итераций для (2.7) с начальным приближе- 

нием е; , получая вместо е} поправку 2». Новое приближение ш„ к решению 

и, системы (2.3) определим следующим образом: 

Wh = Yn + En. 

Этот шаг называется коррекцией с грубой сетки. 

Таким образом, нахождение приближенного решения системы (2.3) со- 
стоит из следующих этапов. 

1. Выполнить несколько сглаживающих итераций и получить прибли- 

женное решение уу». 

2. Вычислить невязку гь = }№ — Сьук и спроектировать ее на грубую 

сетку. 

3. Решить систему уравнений (2.8) на, грубой сетке. 

4. Построить интерполяцию е; решения системы (2.8) на мелкую сетку. 

5. Выполнить несколько сглаживающих итераций для е}; и получить 

приближенную поправку е». 

6. Вычислить новое приближенное решение 

Wh = Yr + En. 

Точное решение системы (2.8) может оказаться весьма трудоемким. По- 

этому целесообразно вместо точного решения системы (2.8) найти ее при- 

ближенное решение, вновь использовав двухсеточный метод с переходом 

к еще более грубой сетке. Многосеточный метод состоит в рекурсивном 

повторении этой процедуры до тех пор, пока не будет достигнута, сетка, 

на которой система уравнений может быть эффективно решена прямым 

методом. 

Формализуем идею многосеточного метода. Построим последователь- 

ность ceTOK (29, $)1,...,8%. Самой грубой сетке 4% соответствует шаг 14. 

Шаг №; сетки ®; определяется соотношением }; = 2, 1=1....,[. Пусть 

задана, последовательность конечномерных векторных пространств 

Мо, Му,... Mi, 

соответствующих этим сеткам. Предположим, - что заданы операторы ин- 

терполяции 

В: М; > Мал, 1=0,...,/-—1, 
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проектирования 

В: М; > М1, += 1,...,6, 

а, также операторы 

4: М; > M;, 1=0,...,1. 

Нашей целью является решение системы уравнений 

на самой мелкой сетке. Сформулируем алгоритм для любого уровня 

1=0,...,[. Одна итерация многосеточного метода для решения системы 

уравнений 

Liv, = fi 

определяется рекурсивной процедурой w’” = MG(i, w™, f;). 3nech w%4 — 

начальное приближение к 1;, и" — полученное новое приближение. 

МС-алгоритм состоит в следующем: если 1 = 0, то 

0) шее — [1 д (точное решение на самой грубой сетке), далее выход 
из процедуры. Иначе (1 > 0): 

1) полагаем 

Uo = wr ung = ик — Di(Liug — fi), k=0,...,m1—-1 (2.10) 

(тя предсглаживающих итераций); 

2) 9:1 = АСЕ - чт.) (проектирование невязки на, грубую сетку); 
3) 20 =0, zs = MG(t — 1, 25-1, gi-1), 8 =1,..., (7 итераций многосе- 

точного метода на, грубой сетке); 

4) yo = чт,.+ [—12, (коррекция приближения ит, с грубой сетки); 

5) вычисляем 

v 

Ye+i = Ye — Di(Liyk — fi), К=О,..., т-1 (2.11) 

(m2 MOcTcria2xKUBalolux итераций); полагаем 

wre = MG(i, w™, f;) — Ут». 

Одно выполнение процедуры и" = МС(е, ш°®, |.) является одной 

итерацией многосеточного метода. Всего выполняют заданное количество 

итераций или пока норма невязки ||е — Геш”®"|| не станет меньше задан- 

НОГО Е. 

Примеры итераций: 

1) w%4 = 0; 
2) пока |} — Lew4|| > =, выполнять: [407 = MG(e, w™, fe), 

wold — prev), 
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Число предсглаживающих итераций т: и постсглаживающих итера- 

ций то, а также число рекурсивных вызовов процедуры ‘у задают заранее. 

Обычно выбирают ‘у = 1 или у = 2. При у = 1 одна итерация метода 

получила название У-цикла, при ‘у = 2 — Й’-цикла. Рисунки 1 и 2, на 

которых показана последовательность перехода с одной сетки на другую, 

иллюстрируют эти названия. | 

  

  

  

  

  

  

        

Рис. 2. И/-цикл 

Число предсглаживающих и  постсглаживающих итераций в 

МС-алгоритме может быть различным. Например, можно использо- 

вать только предсглаживающие итерации (т = 0). Такой вариант 

алгоритма соответствует несимметричному У- или ИЙ’-циклу. В этом 

случае отсутствует возможность подавления погрешности, внесенной 

интерноляцией. Однако если все итерации выполняются на этапе пред- 

сглаживания, высокочастотная составляющая погрешности может быть 

уменыпена до такой степени, что вклад погрешности интерполяции не 

будет иметь существенного значения. Если т1 = то и на этапах прелд- и 

постсглаживания используются одинаковые итерационные методы, то мы 

имеем симметричный У- или И’-цикл. 

Численные эксперименты показали, что в тех случаях, когда примени- 

мы оба алгоритма, У-цикл обычно более эффективен, чем И/-цикл, причем 

предпочтителен симметричный вариант У-цикла. Кроме того, У-цикл до- 

пускает возможность проведения параллельных вычислений. Однако И/- 

цикл имеет более широкую область применения, чем У-цикл. Например, 

он может использоваться при решении знаконеопределенных и несамосо- 

пряженных задам. 
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2.2. Современное состояние вопроса 

Простейшей версией многосеточного метода является каскадный ал- 

горитм, который не содержит проектирования и возврата, на более гру- 

бые сетки. На последовательности сеток 5,... , строится последователь- 

ность задач 

Lv; = fi, 1=0,..., 1, 

аппроксимирующих исходную дифференциальную задачу, при этом цель 

состоит в решении задачи (2.9) на самой мелкой сетке. 
Каскадный алгоритм начинается на самой грубой сетке, где размер- 

ность системы уравнений невелика, что позволяет эффективно рептить ее 

прямым методом. На более мелких сетках приближенное решение получа- 

ется итерационным методом, при этом в качестве начального приближения 

берется интерполяция приближенного решения с предыдущей более грубой 

сетки. 

Каскадный алгоритм: 

1. ug = Lo 1 рю (точное решение на, самой грубой сетке). 

2. Лляз=1,..., [ Цикл 

{ 2.1. и; = Г-ин_1 (интерполяция с грубой сетки); 

2.2. вычисляем 

Yo = Wi, 

Yet = Yk — Dikai(Liye — fi), &=0,...,mj—-1 (2.12) 

(ть сглаживающих итераций); 

2.3. полагаем ; = уж; }. 

Итогом этого алгоритма является 4; как приближение к решению \ 

задачи (2.9). 
Ключевыми пунктами обоснования сходимости каскадного алгоритма, 

являются специальный выбор итерационной процедуры сглаживания для 

обеспечения сходимости и определенное правило роста числа итераций ти; 

от верхнего уровня к нижнему при ограничении суммарного числа ариф- 

метических операций. Этот алгоритм более чувствителен к выбору числа 

итераций и итерационных параметров и без их оптимизации не сходится. 

При их оптимальном подборе он, как и У-цикл, обладает минимальным 

порядком О(М№) числа арифметических операций для решения задачи раз- 

мерности №. 

Логическая структура каскадного алгоритма проще, чем в У- и 

Й’-циклах. Поэтому в задачах, где он обоснован, его применение на, много- 

процессорных вычислительных системах более эффективно, чем у других 

модификаций многосеточного метода.



С 1990-х годов развитие метода идет в двух направлениях, которые 

более просто можно пояснить на примере решения задачи (2.9) на уровне [. 
В принципе, оператор многосеточного метода можно представить в виде 

переобуславливателя В; 1 итерационного процесса 

Из = Us — T,B, (Ги — fi), s=0,1,... (2.13) 

Первое направление связано с поиском матриц 0); в итерационных процес- 

сах (2.10), (2.11), возможно зависящих от номера итераций К как в (2.12), не 
только для обеспечения сходимости сглаживающих итераций, но и для схо- 

жести операторов В; Ти Г! на классе допустимых сеточных решений. В 

понятие допустимости могут входить сеточные аналоги гладкости искомого 

решения. С этой целью для самосопряженных положительно определенных 

операторов 4 операторы ОЭ; берутся в виде скалярных множителей тук, 

которые минимизируют ошибку в энергетической или среднеквадратичной 

норме. В случае несамосопряженного или знаконеопределенного оператора 

[4 операторы О; к берутся в виде т;кГ/, где знак * указывает на сопряже- 

ние оператора. В ряде случаев, включая сеточные аппроксимации стацио- 

нарных задач теплопроводности, Навье-Стокса, теории упругости, удалось 

подобрать эти операторы так, что В; 1 оказался весьма близким к Ly; Tak 

что т, полагают равным 1 и хватает одной-двух итераций вида (2.13), ко- 

торые с учетом рекурсии порождают соответственно У- или И’-циклы. 

Второе направление нацелено на более простую структуру оператора, 

В; 1 при условии, что он похож” на и в энергетическом смысле: 

о" < В" < ВЫ" (2.14) 
с положительными константами а, В, не зависящими от номера уровня [ 

и числа неизвестных /. Тогда выбором чебышевских параметров т. мож- 

но достигнуть подавления ошибки в конечное число раз, пропорциональ- 

Hoe 1/ 32. Один из приемов, называемый аддитивным многосеточным мето- 

дом, состоит в проведении на каждом уровне 1 одной простой итерации 

ил = u! — т (Геи — fi) (2.15) 

с начальными приближениями и = и*, и 1 = Вали и числовыми пара: 

метрами т;, определяемыми как обратная величина верхней оценки мак- 

симального собственного числа. После этого результат действия оператора 

В" подсчитывается путем суммирования интерполяций полученных ре- 

шений на уровне [: 

= ВМ = и (+ По? +... + Ipw®)...). 

Ширина интервала, [с, В] в этом методе существенно больше, чем в мето- 
дах первого направления, использующих большую информацию о гладко- 
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сти решения, зато требования к ”гладкости” сеточного решения ограничи- 

ваются лишь существованием обобщенного решения, к которому сходятся 

приближения (2.13). 
В [42| предложен метод, где выбор итерационных параметров при каж- 

дом шаге зависит от выбора итерационных параметров при более мелких 

шагах. 

Елце один подход демонстрирует полный отказ от какой-либо гладкости 

сеточного решения и создает схожесть” операторов В," И Ly’ за счет учета, 

структуры этих операторов. Поясним основную идею на простом примере 

сеточного аналога оператора, Лапласа. Рассмотрим следующую типичную 

элементарную матрицу жесткости Аг = (441) 5—1 метода конечных элемен- 

тов, соответствующую элементам, изображенным на, рис. 3. Скалярное про- 

1 1/2 1/2 
  

1/2 1/2 

        Ww р’ 

Рис. 3. Макроэлемент с числовыми связями — внедиагональными элементами 

изведение (А.О, 0) на векторе И = (ч1,..., ив) подсчитывается с учетом 

указанных связей, помеченных на ребрах графа: 

1 
(Ае 0, С) = = (мл — ug)? tree + 5 (мб — ил)? + (ua — us)”. 

1 

2 

Отбросим связь между и2 и и5, что эквивалентно обнулению двух внедиа- 

гональных элементов 425 И а52, а также уменьшению на единицу диаго- 

нальных элементов 422, а55. Обозначим полученную матрицу жесткости 

через В. и заметим, что 

— 2 
(B.U, U) = (A.U, U) — (‘мо — Us ) . 

Простыми выкладками можно показать, что 

aAe < Be < BAe. 
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Суммирование этих неравенств по всей области определения дает оценку 

al, < В; < ВЫ: 

для глобального оператора жесткости В; = У` Ве, эквивалентную (2.14). 

Отметим, что в системе с оператором В: неизвестные типа и2 и и5 мо- 

гут быть исключены, что уменьшает число неизвестных примерно вдвое и 

дает структуру элементарных матриц жесткости, аналогичную исходной. 

Поэтому возможно дальнейшее повторение такой редукции числа неиз- 

вестных. Этот простой пример демонстрирует лишь идею редукции и не 

является оптимальным. Более оптимальным является шахматное исклю- 

чение неизвестных или редукция неизвестных в четыре раза, за, счет ис- 

пользования макроэлементов из четырех треугольников или прямоуголь- 

НИКОВ. 

Оба направления становятся более эффективными в трехмерном слу- 

чае, когда число неизвестных уменьшается примерно в 8 раз (а не в 4 раза, 

как в двумерном случае) ‘при увеличении шага, сетки вдвое. Эта, редукция 

допускает ббльшую вариацию параметров и расширяет область примени- 

мости многосеточного метода. 

Расширяется также ‘применение многосеточного метода для решения 

сеточных систем уравнений на каждом шаге по времени у нестационарных 

задач. Дело в том, что в этом случае метод имеет тот же линейный по- 

рядок числа арифметических операций сМ№, что и явные методы, правда, 

с ббльшей константой с. Но неявные аппроксимации в некоторых случаях 

имеют неоспоримые преимущества либо из-за отсутствия существенных 

ограничений на шаги по времени, либо из-за наличия оценок устойчивости 

только для неявных схем. В этом случае многосеточные методы приме- 

няются как переобуславливатели в (2.13) с начальными приближениями, 

экстраполируемыми с предыдущих временных шагов. Последнее в значи- 

тельной мере уменьшает объем вычислений, необходимых для достижения 

требуемой точности. 

В итоге четырех десятилетий развития многосеточный метод стал эф- 

фективным средством решения сеточных задач с оптимальной линейной 

оценкой числа арифметических операций сМ№, пропорциональной числу 

неизвестных Л для достижения заданной точности. Его различные моди- 

фикации покрывают довольно широкий спектр сеточных задам и в зависи- 

мости от используемых свойств задачи могут быть настроены с различной 

степенью эффективности (с точки зрения уменьшения константы с, ибо ли- 

нейный порядок неулучшаем). В последние годы на, основе многосеточного 

метода был создан многоуровневый метод (таПеуе|] тео), имеющий 

более простую структуру и особенно удобный в случае параллельных вы- 

числений [113, 81, 82]. 
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3. Жесткие системы дифференциальных 

уравнений, устойчивые явные методы 

и спектральный анализ 

  

3.1. Чвные методы решения жестких нестационарных 
задач 

о Если аппроксимировать в линейных нестационарных уравнениях мате- 

 Матической физики дифференциальные по пространственным переменным 

операторы конечномерными, то мы получим систему линейных обыкно- 

венных дифференциальных уравнений (нестационарные уравнения метода 

прямых). Таким образом получаем на отрезке 0 < {< Т задачу Коши для 

системы дифференциальных уравнений п-го порядка вида 

du 
=—Au+f, ulio = uo, (3.1) dt 

mye u = (u1,...,Un), Uo = (Uo1,---, Won), f = (fi,---, fn), A— n X n-Marpuya 

с постоянными коэффициентами. Пусть (Л;, y;) — co6cTBeHHBIe Napbl MaTpu- 
unt A, Sp(A) = {A;}, {yi} o6pasytor 6a3uc в пространстве Е”, а лежащая в 
правой полуплоскости комплексного переменного = = 1 + й/ часть спектра 
{№} принадлежит замкнутой области В, содержащейся в круге К, мини- 
мального радиуса г > 0 вида 

K, = {z:|z —r| <r}. (3.2) 

Область может состоять из нескольких изолированных подобластей. Вели- 

чина г для задач математической физики есть О(й-Р), глер > Тай — ха- 

рактерный размер сетки. Она может быть достаточно точно оценена, сверху 

по теореме Гершгорина. Пусть ОВ — граница области В. Назовем задачу 

(3.1) жесткой, если ГТ » 1. 
Пусть tp) =O < ti < to <3) < tp < tn <T; Te. = teyi — te, пи <т- 

временные шаги, ик = и(&,). Для простоты за приближенными решениями 

мы оставим те же обозначения. Пусть % < {< 41 и для заданного = > 0 

(точности локальной аппроксимации) мы знаем т > 0 (т < Т-ю) такое, 
что при |АЙ <т 

аи u(t + At) — u(t) 

~ < < <ty. (3. dt At +n(t), IIn@\|<euput<t, t+At<ty. (3.3)   

Итак, пусть для выбранной нами точности локальной аппроксимации Е > 0 
условиями (3.3) определен размер максимального временного шага, т (во- 
прос о том, как зависит от Е ошибка, т.е. разность между точным и раз- 
ностным решениями, — более сложный и здесь мы его не рассматриваем). 
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Как известно, существуют явные и неявные методы решения нестацио- 

нарных задач математической физики. В неявном методе для нахождения 

ик+1 приходится решать уравнение. Явный метод свободен от этого недо- 

статка, однако для его устойчивой реализации могут возникнуть сильные 

ограничения на временные шаги. 

Обоснованные неявные методы обладают таким ценным качеством, как 

устойчивость того или иного типа, которая предполагает выполнение для 

оператора перехода метода определенных условий. В этих методах вре- 

менной шаг лимитируется условиями аппроксимации. В явных методах с 

постоянным по времени шагом интегрирования помимо условий аппрок- 

симации возникают обременительные ограничения на, временной шаг, свя- 

занные с выполнением условий устойчивости счета. Для явных методов 

Эйлера с постоянным шагом т по времени для устойчивого счета, должно 

быть выполнено неравенство т < сои = г", которое накладывает сильное 

ограничение на, размер временного шага. 

Рассматриваемые в едином комплексе три проблемы: методы реше- 

ния жестких систем обыкновенных дифференциальных уравнений боль- 

шого порядка, разностные или вариационные методы решения задач ма- 

тематической физики и методы распараллеливания для многопроцессор- 

ных ЭВМ побуждают еще раз вернуться к исследованию эффективности 

явных разностных схем, которые в разбираемой ситуации допускают по- 

чти идеальное распараллеливание вычислений. Исследуем эффективность 

и возможности явных устойчивых алгоритмов с переменными шагами ту-+1 
вида [39, 40, 41, 103, 105]: 

ит = Ик — 7+1 (Ам — fr), К =0,1,..., М1, (3.4) 

интегрирующих жесткую задачу Коши при затрате существенно меньшего 
количества шагов М = М№(9), где д = т/сои . После № шагов сумма их 

равна 
№ 

м=У т. (3.5) 
1=1 

Естественно потребовать выполнения следующих ограничений, обеспе- 

чивающих малую величину локальной аппроксимации в (3.1) и (3.3) для 
цикла из М шагов: 

пах ть =т т< [< Вт | 3.6 i<ken ) с М > Рог, ( ) 

где Ву > 1 — независящая от № величина. Сделав М шагов, в новой точке 

определяем новые значения т, М и продолжаем процесс интегрирования. 

Положим для простоты в (3.1) } = 0. Тогда, решение задачи Коши равно 

u(t) = exp(—At)upo. (3.7) 
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После № шагов по методу (3.4) имеем 

uy = Py(A)uo, (3.8) 
где многочлен Рм(2) имеет вид 

N 

Py(z) = [[Q - nz) (3.9) 
1=1 

и обладает следующими свойствами: 

Рм(0) =1, = Py(0) = —In. 

Поэтому 

|exp(—lyz) — Pn(z)| < O((lnz)*) (3.10) 

при 4 = 2, те. для малых Пух аппроксимация оператора ехр(—А#) опера- 
тором Рм(А) выполнена. Таким образом мы имеем разностную схему 1-го 
порядка, точности. 

Пусть при выполнении условий аппроксимации (3.6) многочлен Рм(2) 
удовлетворяет условию устойчивости 

тах |Рм(=)| < ам <! (3.11) 
ЕВ 

и выполнены условия устойчивой реализации вычислений внутри цикла из 

№ шагов [41, 45, 46]. 
Для наибольшего продвижения по времени за, № шагов требуется найти 

решение обобщенной задачи Маркова: 

dy = sup(—Ry(0)), Рм(2) = ахвзар(-Вм(0)), (3.12) 
Ry | Км 

где зир взят по всем многочленам вида (3.9), удовлетворяющих услови- 
ям (3.6), (3.11). Если обозначить через 2;, $ = 1,..., М, корни экстре- 
мального многочлена (3.9), то в оптимальном методе (3.4) Ha классе за 
дач со спектром из В временные шаги определяются из множества, чисел: 
Zz, 11=1...., М. При этом, как это будет показано далее, пара комплексно 

сопряженных шагов может быть реализована, в действительной арифмети- 
ке, а в формулах (3.5), (3.6) т; следует заменить на Вет.. 

Поскольку любой многочлен от х неограничен при 2 -} со, заслужива- 
ет особого рассмотрения вопрос о разумном приближении многочленами 
убывающих операторных экспонент для жестких сеточных задач, ибо их 
спектральные компоненты, соответствующие большим по модулю собствен- 
ным значениям, плохо аппроксимируют аналогичные компоненты исходной 
дифференциальной задачи, которые с увеличением времени быстро стре- 
мятся к нулю (скорость этого убывания, как будет показано далее, можно 
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оценить методами, основанными на интегральных критериях качества, ди- 
хотомии). Для простоты рассмотрим случай, когда 5р(А) Е [0,2*]. Выпол- 
нение условий аппроксимации следует требовать лишь на отрезке [0,7 {| 
или на части его, а для остальных 2 Е [т`',2т] потребовать выполнения 
неравенства, (3.11). Расположенные на отрезке [т—',2т|] нули многочлена 
определяют некоторый алгоритм фильтрации решения. Известны анали- 
тические формулы для таких многочленов: при 4 =2 в (3.10) через много- 
члены Чебышева, 1-го рода [39, 40, 41, 103, 105], при 4 = 3 через многочлены 

Золотарева 2-го типа 1-го рода [44|-[104], при 4 = 4 через функции Шот- 
ки [69]. 

Сформулируем три теоремы теории аналитических функций. 
Явное решение задачи (3.12) в общем случае неизвестно, однако тео- 

рема Сеге позволяет дать оценки сверху и снизу для |Р\,(0)|. Пусть В — 
односвязная ограниченная область с границей Г,, составленной из конечно- 
го числа аналитических дуг, и пусть точка 2 = 20 =0Е Г. Внешним углом 

ат, 0 За < 2, для [в точке 20 назовем точную верхнюю границу углов, 
имеющих вершину в точке 20 и таких, что достаточно близкие к 20 внутрен- 
ние точки этих углов лежат вне Г. Пусть Рл/ — класс многочленов Ам(2) 

степени не выше М, удовлетворяющих условию зир|Ам(2)| < С, С > 0. 
ЕВ 

Положим р = и(Г,20) = зар |Ry(zZo)|. 
КмЕРм 

Теорема 3.1. (Сеге [66].) Существуют два числа А' > А > 0, зави- 
сящие от свойств кривой Г, (но не зависящие от №), такие, что при всех 
достаточно больших N будет 

АМ“ < им(Г, 20) < А' №“. (3.13) 

Таким образом, наилучшие результаты будут при а = 2. Тогда точка 

д = 0 является вершиной острого с нулевым углом клюва при д = 0, 

внутри которого или отсутствуют, или присутствуют почти действитель- 
ные собственные значения 5р(.А). И чем больше будет расположено корней 
ди =Т,..., М многочлена Рм(2) внутри этого клюва и близких к точке 
д = 0, тем больше будет величина Ам. Однако в этой теореме отсутству- 

ет информация о |Рм(20)|. Точных решений задачи (3.12) известно мало. 
Упомянем два случая. Наименьшее убывание величины Ам наблюдается, 

когда В = К,, тогда в (3.9) Ри(2) = (1-2/т)М и -Р\, (0) = М№соц, ть = соч. 
Для сравнения с этим методом рассмотрим величину 

ln 
Vy = —— 14 

V~ Neou’ (3.14) 

которая равна отношению суммы длин отрезков интегрирования за М№ ша- 

гов метода (3.4) с переменными шагами и при шаге, равном соч. При за- 

данном М№ степень эффективности метода (3.4) зависит от В. Наиболь- 

шее убывание величины 4м (3.12) будет согласно теореме Маркова, когда 
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B=([m,M],0 <m<M < 2r. Tax, npu m = 0,M = 2r umeem ly = N?cou, 

то есть Ум = М (см. ниже). В связи с тем, что алгоритмы решения задачи 

(3.12) сложны, рассмотрим возможности другого алгоритма, для определе- 

ния параметров многочлена  Ру(2), для которого Ум = О(М№). 

Выясним свойства многочленов, лемнискаты которых приближают гра: 

ницу области В. Сначала оценим величину ам в (3.11) для многочленов 

специального вида (3.9). | 

Пусть @ (2) — многочлен степени [, 21,..., 21 — его корни, р > 0, адВ, — 

линия уровня (лемниската) для Q(z): 

OB, = {z: |Qi(z)| = p}, (3.15) 

ограничивающая замкнутую область В, = {2: (9(2)| < р}. При [> 1 
и достаточно малом р область В, будет состоять в окрестности точек 
21,..., 21 ИЗ нескольких изолированных частей, а при достаточно большом- 
односвязной. Лемнискату можно определить как геометрическое место то- 
чек плоскости, для которых произведение расстояний до [| данных точек 
плоскости 21,..., 21, называемых фокусами (и являющихся корнями ()1(=)), 
есть величина постоянная. 

Пусть 20 # Ври Пм(20) — класс многочленов рм(2) степени N, удовле- 
творяющих условию рм(20) = 1. Справедлива [66] 

Теорема 3.2. Для любого т > 0 

Qi(z) \™ Pri()=arg inf max [pmi(z)| = (241) (3.16) 
Pmi€] |.) (20) 2€Bp Q(z) 

U 

—_ , р т, 

Bi = inf пары = | <: (8.17) 
рт! (2)Е к (20) "Е ВР Qi (zo) 

Пусть 

|Рм (2)| = р, О<р<\ (3.18) 

— лемниската для Рм(2), Вм — замкнутая область, лежащая внутри ле- 

мнискаты ср = 1. Из (3.16) следует, что В Е Вм. Исследуем поведение 

величины Ум тех многочленов Ру(=), для которых достаточно близки гра- 

ницы областей В и Вм. О существовании таких лемнискат утверждает 

следующая теорема, Гильберта [48]. 

Теорема 3.3. Конечное число произвольных взаимно-внешнихт, за- 

мкнутых, изолированных кривых Жордана без самопересечения, располо- 

женниых в ограниченной части комплексной плоскости, можно равномер- 

но сколь угодно точно аппооксимировать одной и той же лемнискатой. 

3 Современные проблемы... т. | 33



Определим один из классов множеств В, для которых возможно кон- 

структивно построить алгоритмы с Ум = О(М). 

Пусть, далее, 0 < т < М < 2т — вспомогательный параметр, и 

3$ = 8(2) = (М т - 22) /(М —т), 

cou = 2/M. (3.19) 

Тогда s(0) = 0, s(m) = 1, 3(М) = —1. Пусть 4 = Q)(s) — MHorousen crenenu 
[ с вещественными коэффициентами, Q)(1) = 1 u amHua ypoBHa p = Q)(1) 

лежит в полуплоскости Вез < 1, тогда Q)(s) > 0 upu Res > 1. Nonoxum 
№ = п. Пусть [пи,1] — максимальный по длине отрезок действительной 

оси, целиком принадлежащий внутренности и границе единичной лемнис- 

каты. Не уменьшая общности можно считать, что та = —1. 

Замечая, что Т, (1) = n?, рассмотрим множество областей типа 

В = В»ь, для которых при Ум = О(М№) устойчивые многочлены имеют вид 

Tn(Q1(s(z)))/Tn(Qi(8)) и ОКТ, (8(2)) /ОКТ,(0)). Далее рассмотрим лишь 

первый случай: 

Tn(Qi(s(z))) Py(z) = ААА. 3.20 2) = “T(Qi@) 20) 
° 1 

P = < 1. .21 

В этом случае множество Вм содержит точки, окружающие [ отрез- 
ков кривых 5} = {2 : —1 < 0(3(2)) < 1}, которые назовем ”скелетом”. 
Он расположен симметрично относительно действительной оси и ему при- 

надлежит отрезок действительной оси |[т, М], принадлежащей Вм. Пусть 

10, УТ — значения [м, Им при т = 0. Если м =2/(М + т), то 

  

  

  

т; Е {№ /(1- 985%) > k=1,...,1, 7 =1,..., n}, (3.22) 

где вк, 1 =1,....[, — корни уравнений 

2—1 
Q)(s) = cos a k=1,...,n. (3.23) 

Тогда, 

_ nUn1(Qu(6))Q(8) 2 : 
ln — T,,(Q1(8)) M—m’ IN — п Qi (1 )cou, 324) 

_ 2Un—1(Qi(9)) Qi (9) о __ nQ)(1)cou : 
уу = (М — т/соц Ум = [сои ’ (3.25) 

и граница области Вм есть линия уровня |Рм(2)| = 1. Эта область устой- 
чивости (|Рм(2)| < 1) содержит множество 51. 

34



Пусть 30 — ближайший к единице (при к = 1) корень уравнения (3.23). 
Для него справедливо приближенное равенство: 

1+ Q,(1) (so — 1) = с0$ “ 

  

2n 

из которого получаем 

sin? i 
1 50 Qi(1) . 

Пусть 

то = тах тк = № (3.26) 
k (1 — 9—150) 

Теперь определим п и т. Сначала, определим то минимальное п, при кото- 
ром в предельном случае 9 = 1 (т.е. т = 0) максимальный шаг то (3.6) не 
меньше т. Полагая в (3.26) т = 0, то = т, получаем 

—1 

  

cou [сот 
т = [ет = Q,(1)cou 2 sin? Z| 

Отсюда при больших тМ получаем 

п | TM 
n= |—,/—-—~ | +1. (3.27) 

| (1) | 

Затем определяем т из равенства 

т = ho/(1— 07159). (3.28) 

Тогда 

| 21%)’, (0) 2 k ln = 1°TM /(8( m)), Ум (if — m)lcou (3.29) 

Таким образом, оба условия (3.6) выполнены. Областями устой- 

чивости в этом случае являются зависящие от п, М, т и Оз) обла- 
сти By , ограниченные лемнискатами, окружающими [ отрезков кривых 
д = (М+т- (М -т)з)/2, —1 < Оз) < 1. Можно дать многопарамет- 
рическое, легко анализируемое и алгоритмически реализуемое представле- 
ние многочлена ()1(3) следующего частного вида. Пусть 

2" (3) 1+ рь 

1 + Dp 

  ty = ty(s) = К =1...., К, (3.30) 

5 = 3, (+1) = 1, где 4, > 0 — целые, а рь > —1. Тогда полагаем [40] 

К 

и = Оз) =1к(3) при [=2 >. lh, (3.31) 

k=1 

30



nUn—1(Qi(9)) 
K 

y= (М п)? EL te OG pay (8.82) 
k=1 

  

K 

ly =n°cou2™ [[ I,(1+p,)7’- (3.33) 
k=1 

Рассмотрим несколько случаев. 

1. Предположим, что 5р(А) действителен и принадлежит отрезку 
[0, М], тогда w = Q(z) =s. 

Мы видим, что многочлен Рм(2) на отрезке [0,т] убывает. Согласно 
теореме Маркова все другие многочлены М№-ой степени, удовлетворяющие 

условию (3.11) при 2 Е [тТ, М], имеют меньшую по модулю производную 

при г =0и 

2; = №0, У =М. (3.34) 

Таким образом, употребляя многочлен Чебышева, мы можем за № ша- 

гов уйти по времени в М№ раз дальше по сравнению с явным методом Эй- 
лера (3.4) с постоянным шагом, равным соц. Из условий (3.6) получаем, 
что № = О(\/9). Для разностных схем повышенной аппроксимации имеем 
[0 = 0.4109. М?сом при а=Зи И; = 0.25М№*сои при 4 = 4. 

2. Пусть в (3.30), (3.31) K = 1, 1, = 1, 

28 —1+р1 
w = Qo(s) = ————_. 3.35 (8) = = (3.35) 

Множество S$; — это крест или два отрезка, положение и размеры кото- 

рых определяются параметром р1. В [41| изображены линии уровня этой 

функции. 

3. Рассмотрим преобразования (3.30), (3.31) при К =2, Ц=Ь=1: 

202 — 1+ р2 287 —1+р1 
ш = —“, y= ———__——_ 

1+ pe 1+ pi 

где р1, р2 — параметры. Множеством 51 могут быть: два креста, крест 

и ветви гиперболы, два отрезка и ветви гиперболы, два отрезка и крест, 

четыре отрезка [40]. Положение и размеры этих множеств определяются 

параметрами Pj, po. 

4. Если спектр задачи содержит чисто мнимые или тесно лежащие в 

окрестности мнимой оси собственные значения, то в этом неподходящем 

под наши предположения случае нельзя за счет увеличения N получить 

существенное увеличение величины Ум. Поэтому достаточно ограничиться 

№ =4и в качестве Ра(2) взять аппроксимирующий экспоненту e~'4' c 5-H 

степенью точности многочлен 

Py(z) = Qa(laz), Qa(t) =1—t4+2?/2—29/6 424/24, 14 =2V2. (3.37 

(3.36) 

36



Многочлен ()4({) имеет наибольший отрезок устойчивости вдоль мнимой 
оси ([--144, (44|) среди многочленов Q4(t) = 1—t+ at? + bt? + ct*. Boon» дей- 
ствительной оси область устойчивости простирается от 0 до 2.7853. Изо- 

бражение области устойчивости в этом случае содержится в [69]. 

5. Рассмотрим разностные схемы для решения жестких задач с отде- 

лимым от нуля спектром. Пусть 0 < р < Т, адВ, — линяя уровня (3.18) 
для (2), внутри которой лежит спектр. Свойства решений таких задач 
исследованы в [69]. Пусть многочлен (3.9) имеет вид 

k 

Рм(2) = В» (2) 97 (2), = HC (1 — 132) (3.38) 

me N=k+nl,k <nl,azt; >0— заданные шаги, обеспечивающие необхо- 

димую степень аппроксимации (max т; = т) и спектральную устойчивость 

(3.11) при В = В,. Тогда [у = > т, —п(01(0)). Используя теорему 3.2, мы 
j= 

устанавливаем, что неравенство (3.38) будет выполнено, если минимальную 

степень п определить из неравенства, 

шах |Вь(2)|р” = 4м <1. (3.39) 
2ЕОВр 

Изложенный метод предполагает, что корни многочлена (3.9) действи- 
тельны. Для общего случая получены другие формулы явного метода. Для 
простоты пусть М = 2п. Тогда многочлен (3.9) можно факторизовать на, 

квадратичные множители, пользуясь тем, что 

(1 — 72—12) (1 — 722) = (1 — №2) — и”, (3.40) 

где 

1, То — ты) 
h; = =(toj_-1 + 79; = (BeBe 1 5 24—1 | ai); Yi То; + То_1 

Подставляя (3.40) в (3.9) получаем 

п 

Py (z) = [lia — hjz)* — 1227]. (3.41) 

i=1 

При этом будем считать, что если т2;_1 — комплексно, TO т»; = То, а 

если Т2;—1, т; — действительны, то в эти пары объединяем последователь- 

но максимальные и минимальные значения. Тогда два шага метода (3.4) 

можно реализовать по формулам 

Ук-+1/2 = Мк — Ака Аць, Увы = Ук+1/2 — Ва Аук-т/2, 

Uk+2 = Yo + Yet1(AYe+i/2 — Aur). (3.42) 
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В этом методе при 9 > 1 максимальный шаг }; приблизительно в два раза 

меньше, а минимальный — в два раза больше по сравнению с предыдущим 

методом. 

Пусть область 8 Е В” содержится в прямоугольном параллелепипе- 

ne P™. Построим в Р" ортогональную, равномерную с шагом й сетку Р». 

Пусть х; = (511... Хпа),ф = 1,:..,п — узлы сетки. Из них О}1 — узлы, 

лежащие внутри (2) в количестве п штук, а ‘+2 — остальные узлы. Пусть 

(3.1) является системой уравнений метода прямых для решения нестацио- 

нарной задачи математической физики в области 4) с однородными услови- 

ями Дирихле, в которой пространственные производные, образующие эл- 

липтический оператор, заменены разностными отношениями. Продолжим 

непрерывным образом на 2 коэффициенты оператора А с выполнением 

условия эллиптичности и условия Дирихле на границе Р‚. Пусть на 41 

q(t) = Au—f, ana Qpg up = Ou g(t) = Au+ DI [87], rage b = O(r) > 0 — 
числовой параметр. Для снижения жесткости системы (3.1) предлагается 

следующий способ ее регуляризации [106]: 

du 
и = —R(i, r(t))(Au— f), ultso = uo, (3.43) 

roe R(t, 7r(t)) — линейный псевдоразностный Ha P, omeparop (IIPO), 3asu- 
сящий от параметра т(#) и являющийся дискретным аналогом псевдодиф- 
ференциального эллиптического дифференциального оператора. Пусть 

w = w(z,t), d(x), (d(x) 4 0) — функции, определенные на Р», частный вид (d 
ПРО — 5(5) = Е(и(т)) — т-мерное дискретное преобразование Фурье 

Ha P,, a w(z) = Е '(%(3)) — обратное к нему преобразование. Пусть 
S(s) = S(s,t T(t )) — символ ПРО такой, что 5(3) > 1 npu rt > 0, Hampumep, 
5 = (1+ ат|з|?)-'. Определим семейство ПРО формулой: 

Rit, r(t))w = d“"(2)F-"(S(s, t, 7(t)) F(d(x)w(z))). (3.44) 

Вместо преобразования Фурье могут быть использованы взвешенные че- 

бышевские фильтры [42] из произведения одномерных по 1; фильтров, или 

фильтры, если в них за оператор Г в [42] взять, например, определенный 

на Р» с точностью до нормировочного множителя разностный оператор 

Лапласа, с условием Дирихле. Анализ эффективности такого способа регу- 

ляризации упрощается, если операторы Ки А коммутируют. В этом случае 

известные неявные схемы и некоторые методы расщепления можно реали- 

зовать как явные методы для (3.43). 

Задачу Коши для п нелинейных дифференциальных уравнений 

du = f(ujt), uj =o (3.45) 
решаем явным методом 

Uk+1 = Uk + Th+it (Uk, tk), k=0,1,...,N—-1, (3.46) 

38



где временные шаги определяются выполнением условий аппроксимации 
и спектром оператора Фреше (Якобиана) Л(}). Для учета, комплексного 
спектра систему (3.46) заменим следующей: 

Ук+1/2 = Ик + hesif (Ur, te), 41/2 = % + Пк-1, 

Ук = Ук-1/2 + Вк+11 (Ук+1/2, 41/2), Фит = 1/2 + Ака, 

Uk+1 = Yeti + Ver hesi(f (UE te) — f(Ye+i/2te+1/2)) 

k=0,1,...,n—1. (3.47) 

Этот метод состоит из двух эйлеровых шагов и поправки. В нем параметры 

hi, 5 легко определяются по корням Рм(2). 
Метод (3.47), учитывающий и комплексный спектр, оказался доста- 

точно гибким, алгоритмы его основываются на свойствах Т-последова- 

тельности корней многочленов Чебышева. Он был запрограммирован в 

программе РОМКА; в ней в зависимости от условий аппроксимации 

2<М< 26. 36 — 47775 744. С помощью этой программы был успешно ре- 

шен ряд линейных и нелинейных многомерных задач математической фи- 

зики с действительным и комплексным спектром. 

Более жестким требованием, чем устойчивость, к качеству численно- 

го метода решения системы дифференциальных уравнений вида (3.1), или 

более общего вида (3.45), является контрактивность, что означает невоз- 

растание расстояния между решениями. Например, для контрактивности 

метода, решения задачи (3.1) с функцией устойчивости В(2) необходимо 
й достаточно, чтобы |В(-А)| < 1. Если матрица А нормальная, то по- 
нятия контрактивности и устойчивости совпадают. Для матрицы А, от- 

личной от нормальной, из контрактивности следует устойчивость, но не 

наоборот. 

Следующая теорема является конечномерным аналогом теоремы, устал 

новленной фон Нейманом для операторов в гильбертовом пространстве 

[111], и позволяет установить контрактивность многих неявных методов 

для обладающих контрактивностью систем дифференциальных уравнений 

вида (3.1) и (3.45). 

Теорема 3.4. ([22]) Пусть В(2) ограничена при Вед < 0 ци таусдор- 
фово множество 

H = {(Bv,v): %ЕС"} 

пхп матрицы В лежит в левой полуплоскости: Ч. С СТ. Тогда в норме, 

связанной со скалярным произведением, имеем 

||R(B)|| < sup |R(z)]. 
Re z<0 
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Напомним, что метод решения дифференциальных уравнений называ- 

ется А-устойчивым [87], если область его устойчивости 5 содержит левую 
полуплоскость: 

SDC” ={z: Rez <0}. 

Например, неявный метод Эйлера с функцией устойчивости 

В(2) = 1/(1-2) и областью устойчивости {2: 1 — #| > 1} является, 
в силу этого определения, А-устойчивым. 

Если функция устойчивости В(2) такова, что |В(й/)| < 1 при любых 
вещественных уи В(2) — аналитична при Вел < 0, то соответствующий 

метод А-устойчив. Функцию устойчивости, обладающую указанными выше 

свойствами, обеспечивающими А-устойчивость, называют А-устойчивой. 

Если функция устойчивости В(2) — А-устойчива, то метод и;+1 = 
= В(тВ)и,; в силу теоремы 3.4 контрактивен для матрицы В, хаусдорфово 

множество которой лежит в левой полуплоскости. 

Вопрос о контрактивности явных методов, функции устойчивости ко- 

торых являются многочленами и очевидно не могут быть А-устойчивыми, 

в настоящее время остается открытым. 

3.2. Спектральный анализ задач математической физики 

Численное интегрирование жестких систем обыкновенных дифферен- 

циальных уравнений, возникающих в результате аппроксимации уравне- 

ний в частных производных, не позволяет полностью предсказать их воз- 

можное поведение. Более полную информацию дает спектральный анализ, 

сводящий исходную задачу к проблемам собственных значений для соот- 

ветствующих матриц или матричных пучков. Он состоит в решении пол- 

ной проблемы собственных значений, отвечающей системе, полученной в 

результате аппроксимации на самой грубой сетке, подробном исследовании 

свойств такой системы с помощью найденных спектральных характеристик 

и в последующем уточнении отдельных результатов посредством перехода 

к более мелким сеткам и решении соответствующих частичных проблем 

собственных значений. 

В условиях приближенных вычислений полную проблему собственных 

значений можно решить достаточно точно лишь в случае, когда все соб- 

ственные значения различны и хорошо отделены друг от друга, а матрица, 

составленная из отвечающих им собственных векторов, хорошо обусловле- 

на. Если это не так, то разумно ограничиться вычислением инвариантных 

подпространств, отвечающих хорошо отделенным друг от друга частям 

спектра, и сужений исходной матрицы на эти подпространства. Иначе го- 

воря, вычислительно корректная полная проблема собственных значений, 

в общем случае, состоит в нахождении достаточно хорошо обусловленных 
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матриц преобразования подобия, приводящих исходную матрицу к блочно- 
диагональному виду, и исследовании полученных разложений. 

Эффективные методы решения полных неэрмитовых проблем собствен- 

ных значений, разработанные в последние десятилетия на, основе разложе- 
ния Шура [21|], и реализация этих методов в широко распространенных 
пакетах программ таких, как ГАРАСК [73], сделали широко доступным 
спектральный анализ жестких систем с матрицами не слишком болышо- 
го порядка. Однако полный спектральный анализ таких систем оставался 
очень вычислительноемкой задачей. В работе [109] была, предложена, но- 

вая технология численного спектрального анализа на основе разложения 
Шура. В отличие от стандартной технологии, требующей О(п^) операций 

для детального спектрального анализа, системы (3.1), новая технология по- 
зволяет выполнять его за О(п?) операций. Ускорение достигается за, счет 
замены многократных решений уравнений Сильвестра однократным вы- 
числением разложения Шура матрицы, сопряженной исходной. 

Известно большое число методов вычисления отдельных собственных 

значений неэрмитовых матриц и отвечающих им инвариантных подпро- 
странств на, основе аппроксимаций в подпространствах Крылова. Это мето- 
ды одновременных итераций, Арнольди, Ланцоша, Дэвидсона и различные 
их модификации, например [117, 118]. Все они не требуют преобразования 

исходной матрицы и используют в своей схеме лишь операцию ее умноже- 
ния на вектор. Этим же свойством обладают и градиентные методы такие, 
как метод сингулярной функции [108], различные варианты метода Ньюто- 
Ha и метод Ньютона-Канторовича, полученный введением в схему метода 
Ньютона [20] вспомогательного оператора [60]. 

Одной из наиболее важных задач, возникающих при анализе жестких 
систем обыкновенных дифференциальных или разностных уравнений, яв- 

ляется задача, оценки для заданной матрицы А и заданного контура, 7, не 
проходящего через ее собственные значения, норм матриц вида 

Р.А) = 5 § f(2)(2I - A) de, 
Y 

где / — функция комплексного переменного, непрерывная на, контуре 7, и 
задача оценки устойчивости таких матриц к возмущениям элементов ма- 
трицы А. Требуемые оценки можно получать [18, 59] на основе интеграль- 
ных критериев качества дихотомии вида 

1/р 
Ky p(A; B,C) = VBC max fie (zI — A)~'Boll5 |dz| ,vEC”, 

\|v||2=1 

где ив.с = |В- ЧС 5 / (2), р > ЪаВи С — произвольные квадратные 
невырожденные матрицы порядка, п. 
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Teopema 3.5. РФ, А) || < ПА, кр (А; В, С). 

Теорема 3.6. Для любой матрицы А Е С"Х" такой, что 

6 = ||B7'AC™ ку о(А; В, С) /ив,с < 1 _ (3.48) 

выполняются следующие неравенства: 

б 
Py (fF, A) — Py(P, A+ Adlla < Пако; В, С), 

0 
Jy p(A; B,C) — Ky p(A+ A; B,C)| < Kyp(A; В, С) —. 

Здесь 4 = p/(p—1), a 

| 1/4 

М = ] лома) 
У 

Пусть /(2) = ехр(#2). Тогда Р.(}, А) = ехр(ЕА)Р, где Р — спектральный 
проектор (проектор Рисса) матрицы А, отвечающий ее собственным зна- 
чениям, лежащим внутри контура 7, и, в силу теоремы 3.5, || ехр($А)Р]5 < 

y(t), rae 
1/4 

p(t) = (/ exp(qRez ом) Ky p(A; B,C). 
Y 

Опираясь на это неравенство, можно показать, что для всех и0 Е С" и 

всех вещественных # для сужения Ри решения задачи Коши и(0) = и, 

фи /4 = Аи на инвариантное подпространство матрицы А, отвечающее ее 

собственным значениям, лежащим внутри контура 7, справедливы следу- 

ющие двусторонние оценки: 

[Ри |2/Ф(-9 < |Put)ll2 < ||Pu lap). 

Для решения вопроса о том, насколько могут отличаться собственные 

значения возмущенной матрицы от собственных значений исходной, широ- 

ко используют псевдоспектр [18, 120]. Он дает точные границы всех воз- 

можных смещений собственных значений при любых возмущениях, по нор- 

ме не превосходящих заданную величину. Однако для возмущений, имею- 

ших специальный вид, эти границы часто оказываются слишком завышен- 

ными. Проблему иногда удается решить используя различные обобщения 

псевдоспектра. 

Структурированным псевдоспектром матрицы А Е С"*Х" называют 

множество вида 

A-(A;B,C)= (J Sp(A+BSC), Secor”, 
|152 <= 
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roe Bu C € C"*”" — фиксированные матрицы. В частности, множество 

Л=(А) = ЛЕ(А; Т, Г), где Г — единичная матрица порядка п, — это обычный 
псевдоспектр матрицы А. Справедливо следующее утверждение [97]: 

Л=(А;В,С) = 5Р(А) | fz: ||C(2I — A)~*Bll2 > 1/e}. 

Структурированный псевдоспектр с невырожденными матрицами В и 
С называют регулярно структурированным [110]. Для него справедливы 
следующие равенства: 

A.(A; B,C) = LU Sp(A+E), Ee or, 
||B-2EC—1||n<e 

A,(A; B,C) = {z: ||C(zI — А) В] > 1}. 

В силу этих равенств, условие (3.48) означает, что контур // не имеет общих 
точек с Л: (А; В,С), где Е = |В- АС], те. 7 осуществляет дихотомию 
этого регулярно структурированного псевдоспектра. 

Представляет также интерес задача, о дихотомии спектра мнимой осью. 
Соответствующие оценки можно получать [18, 19, 57, 58, 107] на основе 

интегрального критерия ||Н(А) |7 2 
А мнимой осью, где 

качества дихотомии спектра матрицы 

Н(А) = 

э
н
 

/ (iwI — A)~*(iwI — .A)~*dw. 

Если А не имеет собственных значений на мнимой оси, то матричный инте- 

грал Н(А) — единственное эрмитово положительно определенное решение 
обобщенного уравнения Ляпунова, 

А*Н+НА= (1-Р)*(1-Р)-Р*Р HP=P*H, 

где Р означает спектральный проектор, отвечающий части спектра матри- 

цы А, лежащей в левой полуплоскости. 

Пусть А — квадратная матрица порядка п такая, что мнимая ось не 

содержит точек ее спектра и разбивает его на два непустых подмножества, 

лежащих соответственно в левой и правой полуплоскостях. Обозначим че- 

рез Ашшт = Amin(A) < 0 uw Йшах = Йшах(А) > 0 соответственно левую и 

правую границы хаусдорфова множества 

W (A) = {(Av,v)/(v,0): v € C%,0 #0} 
матрицы A: 

hmin(A) = min{RerA: 4 € W(A)},  Amax(A) = max{Redr: 4 € W(A)}. 

43



Теорема 3.7. ([57|) Справедливы неравенства 

| ехр(#4)(1 — Р)||2 < Устехр(/к), #50, 

    

|exp(tA)Pllo < /с2ехр(- Ик), #20, _ (3.49) 

где к = ||Н(А)|з, 

Lata) (ет) 

C= ) a ) 
y¥\at+B y¥\at+6 

a a=1/(|hmin|k), 8 =1/(hmaxt), Y = max{a, В}. 

Неравенства (3.49) являются верхними оценками нормы матрицы Грина 

т P—I,t<0 . __ к. < } >= | (iwI — A)~* exp(iwt)dw = exp(tA) x | P.t>0. 

—0O 

системы обыкновенных дифференциальных уравнений du/dt = Au + f, 

—со << со и имеют много других полезных приложений. В частности, 

они позволяют оценить норму спектрального проектора: 

\|Pll2 = |Z — Plle < шас, 2} 

и для решения u(t) = exp(tA)u° sanaqu Коши u(0) = u°, du/dt = Au oue- 
нить скорость убывания жесткой компоненты по сравнению с главной: 

ПРА < [Ри 
(Г - Рив © (J — P)u? lla 

Можно показать, что константы из теоремы 3.7 удовлетворяют следу- 

ющим неравенствам: 

    C1 C2 exp(—2t/k) t>0. 

с < min{ hmax; Alhmin| }«, с2 < 1111 {4Й шах, |на | К. 

Отсюда для нормы матрицы Грина имеем 

[С'(#) |2 < Veexp(—|t|/«), —oo <t <n, 

где с = 4min{hmax, |hmin|}«. 
Если матрица А является конечномерным аналогом линейного неогра- 

ниченного замкнутого оператора Ё, действующего в сепарабельном гиль- 

бертовом пространстве 7, с областью определения О(Г) С Я, то чтобы 

оценки (3.49) оставались нетривиальными при ® -} со, необходимо и доста- 

точно, чтобы был ограничен интегральный критерий качества дихотомии 

спектра оператора Г мнимой ось, т.е. 

/ (éw - L) 
[|| 
  т, < OO, 
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и хаусдорфово множество оператора Г, было ограничено слева или справа, 

т.е. выполнялось хотя.бы одно из двух следующих условий: 

hinin(L) = inf {Re(La,x)x/(2,2)y: Е D(L), x £0} > —00, 
hmax(L) = sup {Re(La, x)4/(2,z)y: zc € D(L), 2 #0} < o. 

Во многих задачах математической физики, таких как уравнения конвек- 

ции-диффузии, переноса нейтронов и т.п., второе из этих условий выпол- 

нено. 

Для теоремы 3.7 существенно предположение о том, что мнимая ось раз- 

бивает спектр матрицы А на два непустых подмножества. Поэтому установ- 

ленные в этой теореме оценки нельзя использовать в случаях, когда Р = 0 

или [. Для этих случаев, требующих отдельного рассмотрения, оценки, 

аналогичные оценкам из теоремы 3.7, получены в работе [58]. Для про- 

извольной квадратной матрицы А эти оценки позволяют, в свою очередь, 

получать оценки нормы матричной экспоненты вида 

[ехр(ЁА)||2 < (9) ехр(91), 1>0, (3.50) 

с любым 9 из интервала гшах < 9 < Вшах, где гшах означает максимальную 

вещественную часть собственных значений матрицы А. Учитывая, что 

exp(Tmaxt) < || exp(tA)|lo < exp(hmaxt), &> 0, 

нетрудно видеть, что экспоненциальная часть полученных оценок вида 
(3.50) может принимать все представляющие интерес значения. В работе 
[58] ставится и решается задача оптимизации константы и(@). 

Описанные выше методы применялись, в частности, для анализа, пе- 
реходных процессов в ядерных реакторах [23, 102]. В результате впервые 

удалось полностью описать. структуру подпространства, главных мод ре- 
акторных моделей, учитывающих запаздывающие нейтроны, и объяснить 
спектральный состав решения. 

4. Численные методы решения жестких 

эллиптических задач 

Под жесткими эллиптическими задачами (ж.э.з.) понимают краевые 

задачи для эллиптических уравнений и систем с большим разбросом коэф- 

фициентов. Такие задачи возникают, например, в следующих ситуациях. 

1. Находятся эффективные характеристики композиционных матери- 

алов периодической структуры, состоящие из материалов с существенно 

различающимися свойствами. Для отыскания этих характеристик прихо- 

дится решать задачу на ячейке периодичности для жестких эллиптических 

уравнений и систем [8]. 
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2. Для определенности рассматриваем далее двумерный случай. В обла- 

сти сложной формы решается краевая задача для эллиптического уравне- 

ния или системы. Например, в ограниченной липшицевой области С1 с 

границей ОС решается краевая задача, для уравнения Пуассона, 

д Ou 
Tu = —(k~—)=f, k=1, uae, =0; (4.1) 

Oz; \ Ox; j j 

по повторяющимся индексам производится суммирование в пределах [1,2]. 

При численном решении задачи в случае сложной формы области С1 

может оказаться целесообразным использование метода фиктивных обла: 

стей (м.ф.о.) [65], [37]. Выбирается область простой формы @, 1 СС, и 
находится решение вспомогательной краевой задачи 

д OU 0. Оиш | _ Li. Ги = a, Ky Dn, f, Uw € Ho(G); (4.2) 

здесь А„ = 1 в области 1, и К, = а в области 42 = 4 \ (1, w >> 1, 

правая часть } как-то продолжена в (2, например, нулем. IIpu f € L(G) 
можно показать, что || — и/|нт(с,) = ОУ (са) / &) и, таким образом, 
вместо исходной краевой задачи можно решать задачу (4.2) с большим м. 

Под простотой формы области понимается возможность решения неко- 

торых вспомогательных краевых задач с малыми вычислительными затра- 

тами. Обычно в качестве С’ берется некоторый параллелепипед, круг или 

цилиндр. Поскольку коэффициент К, разрывен, то решение (4.2) понимал 

ется в смысле удовлетворения интегральному тождеству С.Л. Соболева. А 

именно, как функция и, Е Нё(С), удовлетворяющая интегральному то- 

ждеству 

ди д 
Au(uw,y) = [ (fede Vee HAG), тде Аьбьф) = [| (Корее 

я 1) 91) 
а 

Наиболее распространенными численными итерационными методами 

решения краевых задач являются итерационные методы с переобуславли- 

вателем, предложенные в [26, 29]: 

+1 n 
— U 

0 
pu =Du"—f, ue HG). (4.3) 

В случае дискретной аппроксимации в прямоугольнике в качестве Г, целесо- 

образно взять сеточный оператор Лапласа. Тогда и?! может быть найде- 

но с малыми вычислительными затратами, например, с помощью быстро- 

го преобразования Фурье или устойчивой реализацией марш-алгоритма. 

Описанный вариант применения м.ф.о. обладает следующим недостал- 

ком. Для повышения точности требуется увеличивать и; использование 
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классического итерационного метода (4.3), вообще говоря, требует чис- 

ла итераций, растущего с ростом и). На алгебраическом уровне аналогом 

м.ф.о. выступает метод фиктивных компонент (неизвестных), предложен- 

ный в [52, 4]. 
Далее мы рассматриваем методы, скорость сходимости которых оце- 

нивается геометрической прогрессией со знаменателем 4 меньшим 1 и не 

зависящим от величины параметра и. Существенным моментом, позволяю- 

щим построить такой итерационный процесс, является использование идеи 

итераций на подпространстве, имеющей более чем полувековую историю. 

Методы ускорения итераций в подпространствах были предложены в [38], 

[53] при создании КР-метода для решения кинетического уравнения. Со- 

временное состояние теории таких процессов в алгебраическом варианте 

подробно обсуждается в [34]. 
Однако применение этой идеи к случаю ж.э.з. и их дискретных аппрок- 

симаций требует привлечения дополнительных нестандартных соображе- 

ний. Описание методов решения ж.э.з. проводится далее в континуальном 

варианте. Переход к случаю дискретных аппроксимаций обсуждается позд- 

нее. 

Для случая ж.э.з. впервые метод со скоростью сходимости, не завися- 

щей от разброса коэффициентов, был предложен и обоснован в [98]. По- 
дробный обзор работ по таким методам приведен в [7] (см. также [10]. 

Рассматриваемые далее методы решения ж.э.з. существенно использу- 

ют теоремы продолжения функций [61]. Имеется в виду справедливость 

следующего утверждения. Если функция } определена в некоторой лип- 

шицевой области С1 и 1 С С, то существует функция f ‚ определенная в 

С, удовлетворяющая некоторым условиям сопряжения на ОС ПОС1 ив 

некоторой норме ||.|| неравенству ||/||с. < С/|с„. Постоянная С' не зави- 

сит от конкретной функции }. 

4.1. Простейший итерационный метод на подпространстве 

Проиллюстрируем применение идеи итераций на подпространстве 

на простейшем примере. Jianee (f,g), = /(Ё,е)4х при Ё = 12, 
Gr 

(Е, 5) = J(f, g)dz, 
G 

Ou Ou 
= * — dj 2 — —— — S = grad, S* = div, || S| 5x; On) 

Рассмотрим итерационный процесс 

тм д Ou” : 4 —_ | = п 4. А+ Ba; К f, u” € Hy(G) (4.4) 

AT



В случае симметричных операторов А и В скорость сходимости итера- 

ционного процесса, с переобуславливателем 

ип — yr 

B-—-— + Au" — f =0 : (4.5) 

оценивается через границы отношения Л(г) = (Аг,г)/(Вт,г). Для функций 
r € На(С) имеем 

Mr) = [(KollSr|P)de/ f |\Sr|Pae. 
G G 

V3 onpenenenua K,, cnenyer onenxam =1< A(r) < M =w u 9ta onenKa 

не может быть улучшена. Таким образом, на классе произвольных значе- 

ний начальных ошибок при оптимальном значении параметра 9 = 
М + т 

М -т\" 
мы имеем оценку скорости сходимости О Mam метода (4.4), в pac- 

т 
w—1\" , . 

сматриваемом случае — О oad . В соответствии с этой оценкой для 
Ww 

уменьшения погрешности в 1/= раз потребуется ^> 2 ш(1/=) итераций. 
Если сочетать применение переобуславливателя с идеями трехслой- 

ных итерационных процессов, методом сопряженных градиентов [51] или 
Чебышевскими ускорениями |45|, то число итераций уменьшится до 

О (\/м 10= (1/Е)). В случае дополнительного использования в качестве пере- 
обуславливателя оператора попеременно-треугольного метода [63, 64| чис- 

ло итераций уменьшится до О(\/ log (1/e)). 
Ошибка г” = и" — и приближения и” удовлетворяет соотношению 

п-т pn д Orn 

4 + Эд. (x5 | =0, r™e HG). (4.6) 
Jj 

Поэтому выполняется равенство 

Дт”+1 = (1-—0)Аг" при 5ЕС.. (4.7) 

Возьмем в качестве начального приближения и решение краевой задачи 
Ди? = $: тогда Аг = 0в С1. По индукции получаем, что Аг” = 0. Уп в С1, 

иначе говоря, г" Е Нё(С) принадлежит подпространству О функций, гар- 
монических в области С1. 

Произведем более точную оценку снизу Л(г) на подпространстве функ- 

ций О. Справедливо неравенство А(г) > и | (||5т||^)ах/ (|572) ах. 
Go G 

Согласно теореме о продолжении существует функция Г Е НЕ(С), сов- 
падающая ст в С2 такая, что | (||5т ||) 4х > к(][(|57|2) 42), где постоянная 

2 а 
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к > 0 зависит только от совокупности областей G1, Go. PyHKuMA Tr yqOBJe- 

творяет уравнению Лапласа в С1 и поэтому она минимизирует интеграл 

Дирихле / (||5т||^)ах среди всех функций, совпадающих с г на ОС; поэто- 
1 

му [(|57|?)ах > [||57|? ах. Из приведенных соотношений получаем, что 
а а 

A(r) > kw, TO ecTh M > Kw. 

Поэтому при 9 = рассматриваемый итерационный процесс схо- 
(1 + к)“ 

ится как О (5 — =") 
a l+k 

Разделим соотношение (4.4) на и и перейдем к пределу при в -$+ оо. 
Получим итерационный процесс 

  

yrth _ yn д дип 2 0B Gi, 
Aa, + Ba; “On, = Q, 9% = } К (5) = 1 в Go,   

сходящийся непосредственно к решению исходной задачи (4.1) со скоро- 

стью геометрической прогрессии. 

Существенным моментом применения описанного алгоритма является 

возможность эффективного решения краевой задачи для уравнения с ко- 

эффициентами равными, значениям коэффициентов в области, где их зна- 

чения малы. 

Если бы решалась краевая задача для уравнения, в котором ко- 

эффициент теплопроводности в области С2 был бы равен чК(т), 

О<Е< К(5) <Е<ою, где (т) не зависит от и, то, используя (4.7), ана: 
логично получаем, что рассматриваемый итерационный процесс имел бы 

также скорость сходимости, не зависящую от 4) при 4 > 1. 

4.2. Метод потоков 

В случае, когда коэффициенты переменные в области, где они малы, 

можно применить описываемый далее метод потоков [10]. Пусть исходно 

решается краевая задача 

д OUn, [км] „вс: =0, 0<Е< &(2) <Е<ою, (4. On, “ба f, и lac, <k<k(t4)<k<oc ( 8) Lyu = 

а продолжение в область С осуществляется, как и выше, ск=ш >. 

Запишем оператор Г, в виде [,, = 5*К.,о. Поскольку 5*5 = АД, то краевая 

задача, 

S*Sw=h, w€ Hj(G) 

может быть решена с малыми вычислительными затратами. 
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Обозначим Коби, через р. Уравнение (4.2) равносильно системе ypaB- 

нений 

би, =Кьр,  5р=}; (4.9) 

далее обозначаем и, как и. 

Обобщенная постановка краевой задачи для системы уравнений (4.9) 

формулируется следующим образом. Находятся и Е На(С), рЕ Г^(С) 
такие, что 

Su=Kj;"p, (p,Sy)=(f,~) Ve € Hy(G). 

Рассмотрим оператор проектирования С.Л. Соболева Р; = 5(5*5)-15* над 

подпространством [2 (С); под 2 = (5*5)-15*р понимается решение задачи: 

Е Но(С), (52,54) = (р,5Ф) У ФЕНЗ(С). 

Оператор Р! является тождественным над подпространством В1 функций 
вида р = би, иЕ На(С). Оператор Р» = Е — Р| является на, этом под- 
пространстве нулевым. Применяя оператор ЁР> к первому из соотношений 

(4.9), получаем равенство 

P)(K>'p) = 0. (4.10) 

Пусть Н® подпространство вектор-функций из [2(С), удовлетворяю- 

щих условию (в, 5) = 0 УфЕ НЕ(С). Оператор Р! является нулевым, а 

оператор Р› — тождественным на этом подпространстве. Операторы Рь 
являются проекторами: P? = Р; при К = 1,2. 

Рассмотрим итерационный процесс 

р”! __ р” 

5 + Py»K>'p" =0 (4.11) 

решения уравнения (4.10) при начальном приближении 

ро = Рр = 5(5*5)-15*р = 5(5*5) 1}. 

Ошибки итераций г" = р" — р удовлетворяют равенству 

ntl | yr” 

0 
- + PoK>'r" =0. (4.12) 

Поскольку г8 = Pjp— p = Po(—p), P? = Po, t0 r® € Ap. 

Если г” = Рог” ‚ то применив к (4.12) оператор Po, получим 

Por?*! — тп 

9 + РК 1х” = 0. 
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Отсюда и из (4.12) получаем, что г"+1 = Рог" 1. Следовательно, при любом 
п выполнено равенство г” = Рог", то есть все г" Е Но. Поэтому соотноше- 

ние (4.12) может быть записано в виде 

peti — тп 

0 

Если существует =" Е На(С) такая, что при 1 Е Со имеет место равенство 

г? = 54", то при 5 Е С2 вследствие (4.12) также имеем г?" = 54” +1, где 

п, п, 

п-1 п _ 0 yr g*g)-lo«F у" = (5*8)15* 
(у 

+ РК. 1 Рог" = 0. 

Поскольку г9 = 510, 40 = (5*5)-15*р — ши, при х Е С2, то индукцией 
по п получаем, что при любом п ит Е С2 выполнено равенство г” = 51, 

где 4" Е Н(С). Таким образом, ошибки г” всех приближений принадле- 
жат подпространству К вектор-функций г, удовлетворяющих условиям: 

1) re HG); 
2) прихЕ Со выполнено равенство г = Сф, гдефЕ На(С). 
Следовательно, скорость сходимости итерационного процесса (4.11) 

определяется границами спектра самосопряженного оператора РК, 1Р, на 

этом подпространстве. 

Поскольку Рог = г приг € R, To воспользовавшись (4.8) получаем 
цепочку соотношений 

(P2K5'Por,r) (K5'r,r) 
г) = = -—^ 1. О в иг) 5 
  

С другой стороны, 

  r) = (Кг, г) 1 (Г, Е)1 

= ey) = р. 
Далее доказательство равномерной по и оценки т < А(г) проводится ана- 
логично соответствующему доказательству для рассматриваемого далее 

метода, псевдопотоков, ориентированного на более общий случай. При соот- 

ветствующем выборе 9 итерационный процесс (4.11) сходится со скоростью 

О(4`), а < 1, равномерно по &«. После нахождения р значения и, могут 

быть найдены по формуле щ,, = L  S*K> 1р. 

4.3. Метод псевдопотоков 

Рассмотрим общий случай, когда коэффициент теплопроводности К(т) 
переменный на подмножествах С@1 и С и имеет вид [99] 

=) — а(т) B Gy, 

A = 4 wa(z) B Gp. 
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За, счет умножения уравнения на некоторый постоянный множитель 
можно добиться равенства а > 2. Далее предполагаем 2 < a(x) <а < о, 
1 < в. Положим 

1 в Gi, 

WwW B Go Xw(t) = 

и запишем исходную систему уравнений в виде 

“би + Им = }, (4.13) 

где [//, = 5*Мхиьо, М =а(1) — 1/хь. Справедливы неравенства 

1<M(s)<a@, My'<M'<1, w'<M! VeeGd. (4.14) 

Обозначим Мх, = M,, M,Su = p. Ypapuenue (4.13) moxuHo записать в 
виде системы уравнений метода, называемого нами методом псевдопотоков 

[99], [7]: 

S*Su+ S*p = f, би = (М) р. 

Рассматриваемый итерационнный процесс имеет вид: 

ип+1 — от 
В U 4 O* Gynt 4 S*pt! — р, 

+ (M,,)~'p"*! — Su™*! = 0; (4.15) 

здесь Г — скаляр, а В — некоторый оператор. 

Если выразить р"! из второго уравнения через остальные величины и 

подставить в первое, то получим уравнение относительно и?*! вида 

(B+ D)u"™* = G(u",p”, f), 

где D = 0S*(E + (T + 0(M,,)~1)-*)S. Далее оператор В выбирается так, 
чтобы краевая задача для уравнения (В + D)w = g pemlamacb с малы- 

ми вычислительными затратами, например, можно взять В = 5*5 -— О. 

Определенную проблему при использовании этого метода представляет 

выбор разумного значения параметра 9, поскольку для этого требуется 

информация о значениях постоянных в теоремах о продолжении функ- 

UMM. ` 

Для рассматриваемого далее симметричного варианта, (4.16) метода 

(4.15) обоснование сходимости со скоростью, не зависящей от и, произво- 

дится проще и выбор итерационных параметров может быть осуществлен 

с помощью вариационного принципа. В то же время метод (4.15) обладает 

[79] преимуществами в случае дискретной реализации. 
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Выразив и из первого уравнения и подставив во второе, получим систе- 
му уравнений | 

Ар = М, 'р-+ Ар = Е, 
где Аор = 5(5*5)-15*р, Е = 5(5*5)-"{, при этом операторы Аи Ад сим- 

метричные. 

Обозначим через Ам подпространство вектор-функций из [2(С), пред- 

ставимых в С в виде р = М5, где 4 Е На(С). 

Рассмотрим итерационный процесс 

п n+l _ 

Me + Ap" =F (4.16) 

при произвольном начальном приближении ро е @м. В качестве такого 

начального приближения можно взять, наприме 0 —0. Имеем 3 3 

(Aop,p) < (p,p) Vp Ee L*(G). 

Учитывая, в частности, (4.14), имеем 

((М») 'р,р) < (М 'р,р), (Аор,р) < (р,р) < a(M~'p, p). 

Поэтому 

(Ap,p) < (1+2)(M“'p,p) УрЕ Г72(6). 

Если р’ = М5”, 4" Е НЕ(С) в С2, то в С2 вследствие (4.16) также 
имеем равенство 

р"! — MSy*" 

где у" = (1 ^)" — 9((5*5)-19°р" — (98) 11). 
В точках области Со точное решение задачи р = М5, 4 = ции 

поэтому го = р —реЕ Вм. Индукцией по п убеждаемся, что при начальном 

приближении ро Е Вм все приближения р” Е Вм. 

Оценим снизу (Ar,r) пригЕ Вм. Согласно определению А имеем 

(Аг, г) = (М 'г,г) + (Аог,г) > (Мг, г)1 + (Аок, г). 

Обозначим как ©, подпространство вектор-функций 4 Е [2(С), пред- 

ставимых в виде а = М5у, фЕ НЁС). Вследствие ортогональности под- 

пространств Но и О, в скалярном произведении [#, 5] = (М1, =) всякая 
функция, в частности функция г Е Вм, представима в виде 

r=h+q, МЕ Н°, а= М5уЕ 0%, (4.17) 

причем (Мг, г) = [r,r] = [h, h] + [q,q] = (Mth, h) + (MSy, Sy). 
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Из определения подпространства Н® следует равенство Аов = 0; поэто- 

му с учетом симметричности оператора Ау имеем 

(Aor, r) = (AgM Sa, MSY). 

Можно последовательно доказать справедливость неравенств 

2 
(Аог,г) > sup (5 

ФЕН&(С) (Sy, 5) 

(АоМ5ф, MS) > (MS, Sp) upa M > 1, p € Hy(G). 

Покажем, что при г Е Вм верна ovenka (Ar,r) > к(М`1г, г) > 0. Если 

г представлена в виде (4.17), то 

(Аг,г) > (М ‘г, г)! + (Аог, г) = (М7, к)! + (М5, 54). (4.18) 

При любых Видит < 1 и любом скалярном произведении [В,а| имеет 

место оценка 

Ь +а, в +а] > 7Ъ, В] - 7% Ч], (4.19) 

получаемал в результате вычитания неравенств 

[h + q,h + q] > [h,h] + [q,q] — a[h, al], 

2 В, al < (1 — n)[h, h] + ila, Ч. 

Из (4.19) имеем 

(M~'r,x)1 > (МВ, В), — т (MS, Si). 

Отсюда, и из (4.18) получаем 

(Ar,r) > (Mth, h); — Tay (MSH, 941 + (М4, 94). (4.20) 

Покажем, что (М1, В)1 > соп(М` "В, В). Из определения В следует 

(№, 5ф)2 = —(в,5ф)1 УфЕ Но(С); (4.21) 

при этом В = М о в (2. Пусть ap = Н&(С) продолжение 4 в С такое, что 

(54, 5ф)1 < С(54, 542. 

Положим yp = 1), тогда, 

|(в, 5$)2| = |(M~*h, h)a| = |(в, 5ф)1| < 

< \/(в,в)1 (м 5$, 9$)1 < Ув, В):0(84, 8$) < Ув О-В}. 
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После возведения в квадрат неравенства, 

  

|(В, 5ф)2| < У (В, в) С (МСТ, В)? 

и сокращения на, (В, 5ф)2 = (М1, В)2 получаем 

(M~th,h)2 < C(h,h); < Ca(M~*th, h). 

Orciona cnenyer ouenka Co(M~'h,h) < (M~th,h),, rae Cp = 1/(Ca + 1), 
Воспользовавшись (4.20), получаем 

(Ar, r) > Con(M~1h,h) — Tay (MSY, St): + (MS, MSY). 

Отсюда, следует, что 

(Ar,r) > Con(M™*h, h) + (1 - 7) (MS, S#) > w(M~r,r), 

где к = шт (Con, 1- —). Наилучшая оценка, получится, если величина 
— 1) 

7 будет выбрана из условия 

бт =“ 
1-п 

Из сказанного выше следует, что при подходящем выборе 9 итерацион- 

ный процесс сходится со скоростью О(4”) равномерно при & > 1. 

Выше нигде не использовалось то обстоятельство, что г = М5 при 

т Е С1. Поэтому все проведенные построения подвергнутся лишь несуще- 

ственным изменениям, если вместо переобуславливателя МТ! взять пере- 

обуславливатель М 1 гле № совпадает с М в Со. 

4.4. Вопросы численной реализации 

При решении нестационарных задач с помощью неявных разностных 

схем возникают уравнения относительно значений решения на верхнем 

слое, содержащие слагаемое с болышим множителем 1/т”*, где т шаг по 

времени. Оказывается, что для решения таких систем также можно по- 

строить [7] модификации описанных методов фиктивных областей с рав- 

номерной скоростью сходимости по параметрам т и параметру продолже- 

HUA Ww. 

Описанные методы применимы и в случае более сложных задач, на- 

пример, в случае эллиптических систем. При этом в [7| рассматриваются и 

другие многопараметрические задачи. Сюда относятся, в частности, задачи 

слабосжимаемой упругости, включая случай системы уравнений упругости 
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для несжимаемых сред, совпадающей с системой уравнений Стокса [7, 100]. 

Случай квазилинейных задач рассмотрен в [13]. 
Для всех этих методов получена оценка скорости сходимости, не за- 

висящая от параметра и) в области больших или, соответственно, малых 

значений этого параметра. Таким образом, в случае метода фиктивных 

областей, соответствующего граничным условиям Дирихле (и в Со вели- 

ко), целесообразно применение метода (4.4). В случае метода фиктивных 

областей, соответствующего граничным условиям Неймана, (и) в (2 мало), 

целесообразно применение метода (4.11). 

В случаев смешанных граничных условий через часть границы с гра- 

ничным условием Дирихле можно производить продолжение с большим 

значением ил коэффициента А, а через часть границы с граничным усло- 

вием Неймана производить продолжение с малым значением и коэффи- 

циента К. В [79] для задач с коэффициентом А, принимающим три различ- 

ных по порядку значения, предложен итерационный процесс с равномерной 

оценкой скорости сходимости, в последнем случае по обоим этим парамет- 

рам вл, и. 

Заметим, что ранее в [5, 55, 30] были предложены итерационные методы 
решения краевых задач, близкие к получающимся при предельном пере- 

ходе и -} со или  -» 0 из описанных выше (или совпадающие с ними). 

Преимущество рассматриваемых нами методов заключается, в частности, 

в возможности применения их к допредельному случаю 0 < и < сю, суще- 

ственному при рассмотрении задач механики композиционных материалов. 

Описанные методы в дискретном варианте непосредственно примени- 

мы для решения задач с неоднородными граничными условиями: после 

дискретизации неоднородность граничного условия преобразуется в неод- 

нородность правой части переносом в правуо часть уравнений слагаемых, 

соответствующих граничным условиям. 

Существенным моментом возможности применения описанных методов 

является возможность эффективного решения некоторой вспомогательной 

сеточной задачи, обычно с сеточными операторами Лапласа или Гельм- 

гольца. Эти задачи можно решать с помошью быстрого преобразования 

Фурье по одной из переменных (в трехмерном случае по двум перемен- 

ным) и последующего решения возникающих одномерных дискретных за- 

дач методом прогонки. Однако быстрое решение краевых задам с сегочным 

оператором Лапласа не снимает всех проблем. 

Рассмотрим случай, когда краевая задача, решается в прямоугольнике 

С методом конечных элементов с разбиением его на равные прямоуголь- 

ники С и дальнейшим разбиением их диагональю. При непосредственном 

применении метода конечных элементов не возникает никаких дополни- 

тельных вопросов. Однако если граница между областями с различным 

порядком значений коэффициентов не проходит по границам треуголь- 
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ников триангуляции, мы имеем плохую аппроксимацию. Для получения 

лучшей аппроксимации имеет смысл применить так называемые локально 

модифицированные сетки. 

В случае, когда исходная область не прямоугольник, имеет смысл прел- 

варительно отобразить исходную область на прямоугольник в непрерывном 

или дискретном варианте. При этом полезно записать рассматриваемые 

уравнения в самосопряженной форме. Хотя непосредственное применение 

многих алгоритмов описанного вида оказывается невозможным, в [9, 79] пу- 

тем численных экспериментов показывается высокая эффективность пред- 

лагаемых алгоритмов, если их преобразовать в некоторые двухступенча- 

тые. 

Практически может оказаться наиболее перспективным [79] примене- 

ние метода (4.15), не требующее двухступенчатости. Дело заключается в 

следующем. Применение остальных методов требует обязательного обра- 

шения какого-то конкретного оператора, определяемого самой задачей; в 

методе (4.15) можно взять В = А! -— О, где А — оператор "спектрально 

эквивалентный” 5*5 и такой, что значения 47 вычисляются с малыми вы- 

числительными затратами. В случае иерархически организованных сеток 

в качестве такого оператора может быть взят оператор, построенный на 

основе одного шага многосеточного метода. 

Основную сложность при теоретическом обосновании применимости 

описанных методов представляет получение новых теорем продолжения. 

Для многих практически важных случаев не верна или не доказана, необ- 

ходимая теорема о продолжении. Однако численные эксперименты пока- 

зали эффективность рассматриваемых методов и ряде таких случаев. Де- 

ло в том, что в дискретном случае при шаге дискретизации А часто ока- 

зывается, что теорема о продолжении выполняется с константой поряд- 

ка О(1(1/й1)) и поэтому имеет место сходимость со скоростью О(4”), где 

0<q<1-—c/In(1/hA). 

В случае задач с большим разбросом коэффициентов рассмотренные 

методы в определенном смысле конкурируют с методом разделения обла- 

стей [43]. Оказывается [76], что при специальном выборе начального при- 

ближения получаемые некоторыми из рассматриваемых методов прибли- 

жения совпадают с приближениями этого метода. Если а1 и Со не связны 

и состоят из большого числа параллелепипедов, то, по-видимому, более 

целесообразно применение описанных методов. Если число таких паралле- 

лепипедов мало, то, по-видимому, целесообразнее применение метода, раз- 

деления областей. 

Отметим также, что в случае иерархически организованных сеток для 

некоторых вариантов многосеточного метода объем вычислительной рабо- 

ты при решении задач с болыпим разбросом коэффициентов сравним с 

числом арифметических действий для описанных выше методов. 
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5. Переобусловленные итерационные методы для 

линейных систем с симметричными матрицами 

Решение систем линейных алгебраических уравнений итерационными 

методами является одним из важнейших разделов вычислительной мате- 

матики. В данном разделе мы попытаемся кратко описать только два, под- 

хода к эффективному решению систем линейных алгебраических уравне- 

ний с симметричными матрицами. А именно, мы рассмотрим переобуслов- 

ленный метод сопряженных градиентов для систем с положительно опре- 

деленными (полуопределенными) матрицами и переобусловленный метод 

минимальных итераций для систем с симметричными матрицами. 

Термин ”переобуславливатель” появился в математической литературе 

сравнительно недавно и является прямым переводом англоязычного тер- 

мина, ”ргесоп4Ияопег”. Во второй части раздела мы дадим описание двух 

подходов к построению симмеричных положительно определенных пере- 

обуславливателей. Первый из них основан на методах последовательной 

релаксации, которые широко используются в приложениях как для непо- 

средственного решения алгебраических систем, так и для построения эф- 

фективных переобуславливателей. Второй подход был основан на методах 

одновременной релаксации. Оба подхода имеют тесную связь с мультипли- 

кативным и аддитивным методами Шварца, разработанными для переобу- 

славливания симметричных положительно определенных и полуопределен- 

ных матриц, возникающих при дискретизации эллиптических дифферен- 

циальных операторов различными вариантами методов конечных элемен- 

тов. На протяжении этого раздела неявно предполагается, что рассматри- 

ваемые алгебраические системы возникают при аппроксимации уравнений 

в частных производных сеточными методами и имеют достаточно высокую 

размерность. В то же время описание и анализ рассматриваемых методов 

и переобуславливателей в явной форме этого не предполагают. 

Имеется обширная литература по итерационным методам решения ли- 

нейных алгебраических систем. В первую очередь это классическая моно- 

графия [67], в которой с достаточной полнотой изложена теория классиче- 

ских итерационных методов сопряженных направлений (без переобуслав- 

ливателей) и методов релаксации. Более подробное описание рассматрива- 

емых в разделе методов (см. [74, 17, 28, 49, 53, 56]. 

Нашим объектом является система линейных алгебраических уравне- 

НИЙ 

Au =f (5.1) 

с симметричной вещественной матрицей А Е R”*” nw вещественным век- 

тором правой части } Е КЮ. Если матица А особенная, то система пред- 

полагается совместной, т.е. } Е 1тА или, что эквивалентно, f | kerA, 
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где 1т.А и КегА обозначают образ и ноль-пространство матрицы А, соот- 

ветственно. Все итерационные методы и способы построения переобуслав- 

ливателей, которые здесь рассматриваются, применимы как к особенным, 

так и к неособенным матрицам. Поэтому в тех случаях, где это специально 

не оговорено, без потери общности мы будем предполагать, что матрица 

А в системе (5.1) неособенная. По поводу обоснования методов для случая 
особенных матриц (см. [17, 51]. 

Процедура переобусловливания заключается в умножении системы 

(5.1) на некоторую неособенную матрицу Н. В результате мы получаем 

переобусловленную систему 

HAu = Hf, (5.2) 

которая эквивалентна исходной системе (5.1). Основной целью переобу- 
словливания является уменьшение числа, обусловленности матрицы систе- 
мы по отношению к заданной норме ||. ||, в пространстве В”. А именно, 

нужна такая матрица Н, чтобы число обусловленности 

cond, (HA) = ||HAll.||(HA)~* ||» (5.3) 

матрицы НА было бы значительно меньше числа, обусловленности 

cond, (A) = ||| (А) "|. (5.4) 

Если ||. ||, является эллиптической нормой, генерируемой симметрич- 

ной положительно определенной матрицей Ш, т.е. |||» = |lul|p = (Dv, v)!/?, 
9 Е В", и матрица ОНА симметрична и положительно определена, то 

сопар (НА) = Amax/ Amin; 

где Ашах = Ашах(НА) и Ашь = Ашн(НА) являются максимальным и ми- 

нимальным собственными числами НА. В этом случае сопар(НА) иногда 
называют спектральным числом обусловленности матрицы НА. При ап- 

просимации уравнений с частными производными сеточными методами мы 

имеем дело с последовательностью матриц на последовательности измель- 

чающихся сеток. Для такой последовательности матриц А в ряде случаев 

удается построить последовательности матриц Н и О таких, что ОНА — 

симметричные и положительно определенные матрицы и последователь- 

ность сопар(НА) ограничена константой, не зависящей от сеток. Тогда 

матрицы Н`!и А называются спектрально эквивалентными [28]. 
При реализации итерационных методов для переобусловленных систем 

умножение векторов на матрицу Н является одной из основных числен- 

ных операций. Очевидно, что она не должна быть арифметически намного 

дороже”, чем операция уможения на матрицу А. В большинстве практи- 

ческих ситуаций матрица Н явно неизвестна. Она задается либо проце- 
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дурой умножения (например, в многосеточном переобуславливателе), либо 

матрицей В = Н —1. В последнем случае на каждом шаге итерационного 

метода, требуется эффективно решать систему с матрицей В. 

5.1. Переобусловленный метод сопряженных градиентов 

Предположим, что матрицы Аи Нв (5.2) симметричны и положитель- 

но определены. Тогда переобусловленный метод сопряженных градиентов 

является одним из наиболее эффективных итерационных методов решения 

системы (5.1). Трехточечные формулы этого метода имеют следующий вид: 

1 
це = .. | H( Auk — А -е (ий — ub), k =1,2,.. (5.5) 

k 

Здесь и — начальное приближение, а, коэффициенты вычисляются по 

формулам: 

е—1 — 0, 

НЕА 
dk = Ver. ~ Ek-1) 

А, 

eet ae 
ее: — de ЕЕ? — €k-1,; k= 0, 1,2, ...) (5.6) 

Н 

где & = Аи^ — } обозначает вектор невязки. 

Для метода (5.5)-(5.6) справедлива оценка 

  мии < (7) мои или 52 т) м и, 

где и* = А 1{, а 
и = сопад(НА) (5.7) 

— спектральное число обусловленности матрицы НА. Для больших значе- 

ний числа обусловленности метод сходится очень медленно, что отражает 

важность выбора переобуславливателя Н с целью минимизации величи- 

НЫ И. 

Если матрица А не симметрична, то умножив систему (5.1) на матрицу 

АТН | с некоторой симметричной положительно определенной матрицей 

Hy, мы получаем эквивалентую систему 

Аи =} (5.8) 

с симметричной положительно определенной матрицей 

A= A’ HA. (5.9) 
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Здесь верхний индекс ”Т” обозначает транспонирование. Теперь для 

решения системы (5.8) может быть применен метод (5.5)-(5.6) с некоторым 
симметричным положительно определенным переобуславливателем Но. 

Изложенному подходу можно дать другую интерпретацию. Мы можем 

сразу умножить систему (5.1) на матрицу Н = Н2 АТ Ни, рассматривая ее 

как переобуславливатель для системы с несимметричной матрицей. При 

D = Hy 1 матрица ОНА = АТН: А симметрична и положительно опре- 

делена. Тогда, как показано в [51], для ее решения может быть применен 

специальный вариант метода (5.5), в котором коэффициенты вычисляются 

по формулам 

  

е—1 — 0, 

[АТ На, 
dk = — €k-1, 

Me lay, 
k+11)2 

Ck = q&a К =0,1...., (5.10) 
ПЕ, 

roe €* = Au* — f. 

В частном случае Н1 = Но = [, где [Г — единичная матрица, первый 

шаг метода (5.5),(5.10) совпадает с одним шагом метода, минимальных оши- 
бок [67]: 

5.2. Переобусловленный метод минимальных итераций 

Пусть матрица, А системы (5.1) симметрична и Н — симметричная по- 

ложительно определенная матрица. Тогда К-тый шаг переобусловленного 

варианта классического метода минимальных итераций реализуется следу- 

ющим образом: 

НЕ, k=1 
gk = HAg — @291, k= 2 (5.11) 

H Agp—1 — OnGk—-1 — YeGr-2, k= 3, 

где коэффициенты вычисляются по формулам 

(АН Адь-1, НАдь-1)   
Ak = ) 

|| Age —1 112, 

в = |4 9—1]: 

|| Agn—2ll 4 

(28-1, Адь) 
— А 5 k = 1,2,... 5.12 

Be = "Tage; (518 
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Наиболее важным объектом для применения переобусловленного мето- 

да, минимальных итераций являются системы (5.1) с блочными матрицами 

м ct | 
A= ; (5.13) 

а я 

где матрица М симметрична и положительно определена, а матрица >») 

либо положительно определена, либо положительно полуопределена. 

Системы с матрицами (5.13) возникают при сеточных аппроксимациях 
задачи Стокса, в механике жидкостей, в смешанных и гибридных методах 

конечных элементов для эллиптических уравнений, в методах конечных 

элементов на разрывных сетках (так называемые мортарные методы ко- 

нечных элементов), в задачах минимизации квадратичных функционалов 

с ограничениями в виде линейных уравнений. 

Эффективным способом переобусловливания системы (5.1) с матрицей 

(5.13) является выбор Н в виде блочно-диагональной матрицы: 

Н 0 
Н = | (5.14) 

0 Hy 

где Н1 и Н2 — симметричные положительно определенные матрицы тех 

же порядков, что и матрицы М и >», соответственно. 

Как выбирать матрицы Н1 и Н2? Хорошую основу для построения этих 

матриц дает следующий простой факт. Предположим, что >; = 0. Выберем 

Н!! = М, Н. ' = СМ`1СТ и рассмотрим задачу на, собственные значения 

Аш = АН" ". (5.15) 

Прямые вычисления показывают, что все собственные числа, Л -2 0 яв- 

ляются корнями уравнения 

’M-r-1=0. 

Отсюда, следует, что матрица НА имеет не более трех различных собствен- 

ных значений: отрицательного А! = (1-— /5) /2 и двух положительных 

А2 =1и Аз = (1+ \5)/2. Это означает, что метод (5.11)-(5.13) сходится 
для любого начального приближения и) не более, чем за три итерации. 

Рассмотренный выбор Н является абсолютно теоретическим и не может 

быть использован на практике. 

С другой стороны, если выбрать Ну Ти Но 1 достаточно хорошими” 

приближениями для матриц М и СМ`"СТ, соответственно, то метод 

(5.11)-(5.13) имеет очень хорошую скорость сходимости. В частности, ес- 
ли для матриц А, возникающих в сеточных аппроксимациях эллиптиче- 

ских задач, выбрать Ну 1 спектрально эквивалентной М ‚ а матрицу Ну 1 
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спектрально эквивалентной СМ`"СТ, то матрица, Н из (5.14) будет спек- 

трально эквивалентной матрице А из (5.13) в том смысле, что собственные 

числа матрицы Н А будут принадлежать объединению отрезков [а; 6] и [с;4] 
с границами а < 6 < 0 <с< 4, не зависящими от размерности п. 

Для практики интересной является ситуация, когда >; = 0 и матрица А 

особенная. В этом случае ноль-пространство матрицы А состоит из векто- 
0 

ров W = ( v ), где подвектор 9 принадлежит ноль-пространству матрицы 

СТ. В этом случае матрица, Н2 может быть положительно полуопределен- 

ной с Кег Но = КегСТ. 

5.3. Переобуславливатели, основанные на методах 

релаксации 

Методы релаксации — одни из наиболее развитых в теории итерацион- 

ных методов. Наиболее известными представителями этой группы методов 

являются блочные методы последовательной и одновременной релаксации, 

которые также хорошо известны как блочные методы Гаусса-Зейделя и 

Якоби, соответственно. Мы изложим общую конструкцию этих методов в 

стиле, удобном для построения симметричных положительно определен- 

ных переобуславливателей для методов, рассмотренных в двух предыду- 

щих разделах. 

Предположим, что матрица А симметрична и положительно определе- 

на. Разобъьем множество целых чисел М№ = {1,2,...п} на т, вообще говоря, 
непересекающихся групп №, №, ..., Мм. Пусть множество №, состоит из 

целых чисел its) < 15) <... < Ss) 1 < 3 < т. Определим матрицы 

Qs = (di) ERM, =1,...,m, (5.16) 

где 

(5) 1, если 7 — 18), 

Ч; = 
0, в противном случае, 

1 =1,..П., $3 = 1,...т. Например, в случае, когда М = {1,2,...,п1}, 

получаем блочную матрицу 

Г 
Qi = ; (5.17) 

0 

где [1 — единичная п1 Хх 71 матрица. 

Матрицы 

А; = Q; AQs (5.18) 
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являются диагональными блоками матрицы А, составленными из ее эле- 

ментов, расположенных на пересечении строк и столбцов с номерами 

т,....,, 3 = 1,7. В силу положительной определенности А ее диаго- 
нальные подматрицы А, неособенные. 

Зададим матрицы 

A; = QsA,' Qs (5.19) 

и рассмотрим т-шаговый итерационный процесс: 

ЕК”, 

08 = 981 Н. (АР, s=I,m. (5.20) 

Этот процесс можно записать в матричном виде 

vy” = v? — H(Av® — f), (5.21) 

где 

Н =1-ТА`\, 

Т = (1- НьА)...(Т- HA). (5.22) 

Известно, что матрицы Н.А являются А-ортогональными проекторами. 
т 

Поэтому, используя предположение М№ = (} №, можно доказать, что 
8=1 

РА < 1. (5.23) 

Рассмотрим другой, так называемый симметричный, вариант релакса- 

ционного метода: 

Е В", 

vi = v5! — H,(Avs! — f), s=1,2,..., т, 

vs = v5! — Hm_341(Av’ + —f), s=m+t1,..., 2m. (5.24) 

В матричном виде этот процесс может быть записан формулой 

02т — 40 — H(Av® — f), (5.25) 

где 

H=I1-TA, (5.26) 

T = (I— H,A)-:: (I — Hm A)(I — HmA)--: (I — Hy A). (5.27) 

В силу того что Ти = Г- НтА является проектором, Т^ = Ти, формула 

(5.26) может быть упрощена. Например, в случае т = 2 мы имеем 

Т = (1- Н.А) - НА)(Т- НА). (5.28) 
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Нетрудно видеть, что матрица Н из (5.26) симметрична и положитель- 

но определена. Таким образом, она может быть использована как пере- 

обуславливатель Н в методах сопряженных градиентов и минимальных 

итераций. Нужно заметить, что для построения Н не обязательно исполь- 

зовать матрицу исходной системы. Например, Н может быть построена на 

основе некоторой матрицы А = АТ > 0, которая спектрально эквивалентна 

матрице А исходной системы. | 
Рассмотренный вариант блочного релаксационного метода допускает 

пересечение различных множеств №; из разбиения № = UJ №. Примени- 
$=1 

тельно к системам уравнений, возникающих из аппроксимации уравнений 

эллиптического типа, метод (5.20) известен как мультипликативный ме- 
тод Шварца, а метод (5.24) — как симметричный мультипликативный ме- 

тод Шварца. Таким образом, имеется весьма тесная связь между метода- 

ми, основанными на разбиении сеточных областей на, подобласти (Чотаайл 

десотроз!1оп те о4а), и релаксационными методами. 

В случае, когда множества { №, } взаимно не пересекаются, мы имеем 

у ОТО: =Г, (5.29) 
s=l 

где [ — единичная п х п матрица. Предполагая без потери общности, 

что каждое из №; содержит только последовательный набор чисел, т. е. 
(5) — 1(3) |. [. 7 Haat 1, мы можем представить матрицу А в блочном виде как 

Ai, +++ Aim 
АЕ: г |, (5.30) 

Am "'’ Атт 

где А;+ Е В" и = 

Ass = ОГАО;, 8 =1,...,m. (5.31) 

В этом случае матрица В =Н`" из (5.22) может быть записана, в блоч- 

ном виде как 
Buy ... Bim 

в=| : |, (5.32) 
Bm ... Bmm 

где 
Ast, еслиз>Е 

Ва = (5.33) 
0, в противном случае. 

Таким образом, процедура (5.20) задает один шаг классического блочного 
метода Гаусса-Зейделя. 

5 Современные проблемы... т. | 
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Блочная матрица А из (5.30) может быть представлена в виде 

А=ЛА+Ь+Г, | (5.34) 

где 

А = diag{ Aji, ... ‚ Атт,} (5.35) 

является блочно-диагональной матрицей и Г, = (Г,;+) является строго ниж- 

ней треугольной частью А с блоками 

Ан, еслиз>Е 
Let = (5.36) 

0, если s < $. 

Матрица В из (5.32) может быть представлена в виде 

B=A+L. (5.37) 

Определим матрицу 

Где «/ — вещественный релаксационный параметр. Тогда итерационный ме- 

тод 

B,,(u* —u*~!) = —(Au*"! — f), (5.39) 
К = 1,2,..., называется методом последовательной верхней релаксации 

(ЗОВ. в англоязычной литературе). Хорошо известно [17, 67], что этот метод 

сходится в А" для симметричных положительно определенных и полуопре- 

деленных матриц в том и только в том случае, когда параметр шЕ (0;2). 

Симметричный вариант метода имеет вид 

Вьий 3 — и 1) = —(Ашй-1 — }), 

BI (uk — uk-2) = —(Au*-2 — f), (5.40) 

К =1,2...., и тоже сходится для любого ил Е (0;2). 
Несложные вычисления показывают, что метод (5.40) может быть так- 

же представлен в виде 

e
l
e
 

(A +7A)(u*-2 —u*-1) = —7(Au*! — f), 

(A + тА2) (и^ — иА-2) = —7(Au*-2 — f), 

где 
1 1 

Ay=5A+L, Ar= At ГЛ. (5.41) 

Очевидно, что 

A= A, + Ao. (5.42) 
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Продолжая преобразования, получаем 

(АЛ+тА,)А-(А + 7A)(u* _ ит) = —27(Au*-! — f), _ (5.43) 

где 

т = ——, (5.44) 

или, эквивалентно, 

1 
(<A 4 р) А [А — 7) (u® —u*-1) = —(Au*! - р. (5.45) 

Таким образом, симметричный метод последовательной верхней релакса- 

ции (5.40) может быть записан в форме (5.45) и этот метод также сходится 
для любого Е (0;2). Согласно формуле (5.44) метод (5.43) сходится для 
любого тЕ (0;2). 

Симметричный метод последовательной верхней релаксации в форме 

(5.45) предоставляет формулу для симметричного положительно опреде- 

ленного переобуславливателя 

—1 

H, = (<A — г”) A (iA + г) (5.46) 
WwW WwW 

который может быть использован в методах предыдущих двух разделов с 

любым положительным значением параметра Ww. 

Блочное разбиение (5.30) матрицы А предоставляет еще одну полез- 

ную возможность для выбора симметричной положительно определенной 

матрицы Н на основе метода одновременной блочной релаксации (блоч- 

ный метод Якоби). А именно, в качестве Н может быть выбрана матрица, 

обратная к матрице Л из (5.35), т.е. 

НЕА". (5.47) 

В случае, когда множества №, пересекаются, матрица Н задается формулой 

т 

~1,9T н=У 9, Ат. (5.48) 
s=1 

Матрицы А-! в (5.48) могут быть заданы любыми симметричными поло- 
жительно определенными матрицами Н,, которые достаточно близки к ним 
по спектральным свойствам, например, спектрально эквивалентны. Тогда, 
результирующий переобуславливатель задается формулой 

Н = у. О.Н 5. (5.49) 
$=1 
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Для систем, возникающих при аппроксимации эллиптических задач се- 

точными методами, итерационные методы с переобуславливателями (5.49), 

называемые аддитивными методами Шварца, предложены и исследованы 

в [56]. Эти методы значительно более эффективны при реализации на, па- 
раллельных компьютерах, чем рассмотренные ранее методы, которые ис- 

пользуют последовательную блочную релаксацию. 

6. О численном решении уравнений 

Навье_Стокса 

Уравнения Навье-Стокса, описывающие течение вязкой несжимаемой 

жидкости, в течение многих десятилетий привлекают внимание ученых, 

занимающихся проблемами разрешимости уравнений в частных произволд- 

ных, и специалистов в области численного анализа, из-за многочисленных 

приложений. Несмотря на такой интерес, до сих пор остается открытым во- 

прос о существовании и единственности ”в целом” решения нестационарных 

уравнений Навье-Стокса в случае трех пространственных переменных. 

Ситуация с численным решением этих уравнений носит более слож- 

ный характер. Дело в том, что численные методы, хорошо зарекомендо- 

вавшие себя при решении одного класса задач, являются неэффективны- 

ми при решении другого класса. Наличие малого параметра влечет за, со- 

бой проблемы, связанные с измельчением шага сетки, а решение задач 

геофизики (динамики атмосферы и океана) требует настолько большо- 

го числа узлов сетки, что решение получающихся систем уравнений не 

под силу современным суперкомпьютерам. С точки зрения обоснования 

численных методов отсутствует возможность использования ряда резуль- 

татов теории дифференциальных уравнений, поскольку, как уже упоми- 

налось выше, они являются открытыми для системы уравнений Навье- 

Стокса.. 

В настоящей статье приводятся некоторые результаты исследований в 

области численных методов решения уравнений Навье-Стокса, проводи- 

мых в Институте вычислительной математики РАН. При этом основное 

внимание уделяется не проблемам аппроксимации, а численным алгорит- 

мам решения получающихся в результате аппроксимации систем уравне- 

ний. 

6.1. Постановка задачи 

Итак, пусть и = (1, (2, из) — вектор скоростей, р — функция гидроста- 

тического давления, а Ё = (}1, №, }з) — вектор-функция источников. Систе- 

ма, уравнений Навье-Стокса, описывающая движение вязкой несжимаемой 

68



жидкости, имеет вид [35] 

uz; — vAu+ Vp + ugg, =f, 

divu=0, u(z,0)=u%(zr), ис =0; (6.1) 

здесь div u? = 0, vy — коэффициент вязкости (величина, обратно пропорци- 

ональная числу Рейнольдса), решение ищется в ограниченной области G 

с липшицевой границей ОС' трехмерного пространства АЗ. По одинаковым 

индексам в произведении здесь и далее подразумевается суммирование в 

пределах от 1 до 3. С физической точки зрения первое уравнение (6.1) 

(уравнение движения) является законом сохранения моментов движения, 

в то время как второе уравнение (уравнение неразрывности) означает, что 

жидкость несжимаема. 

Следует отдельно рассматривать стационарную и нестационарную зада: 

чи. Как правило, решение нестационарной задачи является более сложным, 

поскольку на каждом шаге по времени необходимо удовлетворять уравне- 

нию неразрывности с достаточно высокой степенью точности. 

Рассмотрим стационарную задачу. В этом случае (6.1) имеет вид 

—vAu + Vp + ugug, = Ё, 

divu — 0, ч|5с — 0. (6.2) 

Заменой 

u=Vvv, p=v’"¢, = ие 

задача (6.2) сводится к следующей задаче без коэффициента и (который 

присутствует в неявном виде в правой части): 

—Ду + Уа+ UkVa, — 5, 

Фуу =0, ус =0. (6.3) 

Один из первых подходов к решению задачи (6.3) относится к случаю 
двух пространственных переменных. Тогда возможно ввести новую неиз- 
вестную скалярную функцию (функцию тока) ф следующим образом: 

фо =, Wx, = —V2. (6.4) 

Задача (6.3) в этом случае приобретает вид 

ДА + и, 0. Дф — 4. А = ВЕ дла — 92а. (6.5) 
Обычно для удобства записи вводят вихрь (и = А\). В этом случае уравне- 

ние (6.5) преобразуется к системе уравнений второго порядка 

Aw Tr Фе ~ Wa, Wey — h, 

Ay —w = 0. (6.6) 
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Перейдем теперь к постановке граничных условий для системы (6.6). 

Из определения функции тока, 4 и граничных условий (6.1) следует 

Op 0 Oy 

On” Or 

гдепит — векторы внешней нормали и касательной к границе. Посколь- 
ку из уравнений (6.6) и граничных условий (6.7) функция 1 находится с 
точностью до постоянного слагаемого, то в случае односвязной области мы 
можем зафиксировать значение 4 равным нулю в какой-либо точке грани- 
цы и условия (6.7) в этом случае переходят в 

) =0. _ 0) (6.8) 

0, (6.7) 

Таким образом, в случае односвязной области система уравнений 

Навье-Стокса, сводится к нелинейному бигармоническому уравнению (6.5) 

и классическим краевым условиям (6.8). Хотя эта задача хорошо иссле- 

дована с теоретической точки зрения, на практике ее решение вызывает 

трудности из-за высокого (четвертого) порядка уравнения. 
Рассмотрим случай неодносвязной области. Для простоты предполо- 

жим, что область является двусвязной, т.е. граница ОС состоит из двух 

связных контуров ОС1 и ОС. В этом случае краевые условия (6.7) имеют 

вид 

А =0 на д@1, wp=co na OGo, Ро на ОС, (6.9) 

где с› — неизвестная постоянная. Таким образом, в случае неодносвязной 

области итерационный метод решения задачи должен обеспечивать также 

нахождение значений решения на каждом контуре (за исключением кон- 

тура, где значение полагается равным нулю). 

В случае нестационарной задачи ситуация ухудшается, поскольку в пер- 

вое уравнение (6.6) добавляется производная по времени от 4. Кроме этого, 

для функции тока имеются два граничных условия, в то время как для ви- 

хря граничное условие отсутствует. Все это требует разработки специаль- 

ных численных методов. Как правило, эти методы основаны на введении 

искусственного граничного условия для вихря (условия Тома, Вудса, и т.д.). 

При этом близость решений приближенной и исходной задач имеет место 

на достаточно мелкой сетке, поскольку законы сохранения при этом на- 

рушаются. С математической точки зрения эти методы для большинства 

задач плохо обоснованы — для них отсутствуют теоремы сходимости по 

сетке. 

В связи с высказанными выше замечаниями по поводу использования 

записи уравнений Навье-Стокса, в форме "функция тока — вихрь” с семи- 

десятых годов прошлого века началось интенсивное исследование системы 
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уравнений Навье-Стокса, и численных методов их решения в исходных пе- 

ременных "скорость — давление”. На этом пути удалось продвинуться го- 

раздо дальше и достичь результатов, которые образовали целые направле- 

ния в области численного анализа. Как правило, полученные на, этом пути 

результаты являются обоснованными с математической точки зрения, и 

они имеют место как в двумерном так и в трехмерном случаях. 

6.2. Задача Стокса 

Рассмотрим линеаризованную задачу (6.2) — задачу Стокса (для про- 
стоты полагаем и = 1): 

—Аи - Ур =Ё, 

divu=0, ulgg = 0. (6.10) 

Поскольку р определяется из (6.10) с точностью до постоянного слагаемого, 

будем в дальнейшем считать, что р удовлетворяет условию /[Ср(т)ах = 0. 
Известно [35], что обобщенное решение этой задачи и Е Н(С), рЕ [2/В 
существует и единственно; здесь Г2/В — подпространство функций из [2, 

ортогональных единице. (Далее вместо Н&(С) пишем просто Н&.) 
В теории уравнений Навье-Стокса важную роль играет следующее 

неравенство, позволяющее получать априорные оценки для функции гид- 

ростатического давления. 

Лемма. Пусть Г2/В — подпространство функций из Г2(С), ортого- 

нальных единице. Тогда для любой функции р Е Г2/В справедливо нера- 

венство | 

ПР < со sup OVW). (6.11) ve vl 
Неравенство (6.11) носит название "inf-sup”, usu [ВВ-неравенства. 
Построим итерационные методы для задачи Стокса. Выпишем двух- 

слойный итерационный процесс с переобуславливателем для задачи (6.10). 

Вначале итерационный метод запишем в полностью неявном виде: 

yt! — ип 

В - Да"! + Ур" ЕЕ 
T 

B(p"*! — p”) + divu"™! = 0, 

1 0 ис =0, ue =up€ Hi, pv? = po € Lo/R. (6.12) 

Здесь В — симметричный положительно определенный оператор спек- 

трально эквивалентный оператору —Д: 

—к1А < В < —K A, (6.13) 

а, Вит — итерационные параметры. 
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Исследуем алгоритм реализации процесса, (6.12). Заметим, что второе 

уравнение (6.12) явно разрешимо относительно р”*': 
1 | 

prt! = yp” — —divu™?. (6.14) 
В 

Подставляя это выражение в первое уравнение (6.12) и учитывая тот факт, 
171 — ап 

yro ut! = y” + -——_——,, nonyuum 
T 

rT_.. \ u®tt— yr 1 
(в — тА — 7 Vai | - — Аи” — g Vv div и” + Ур" =. (6.15) 

Для реализации (6.15) необходимо, чтобы оператор 

C = B- 1A ~ GVaiv 

был легко обратим. В дальнейшем, для определенности, будем считать, 

что в области С мы умеем обращать оператор Лапласа. Тогда естественно 

положить 

C=-A. (6.16) 

В этом случае имеол! 

В = -АчтА- 3 Viiv. 

Оператор В симметричен, а при выполнении неравенства, 

r<(1+1/p)"' (6.17) 

— положительно определен. В дальнейшем предполагаем, что оператор В 

положительно определен. Алгоритм реализации итерационного процесса, в 

этом случае имеет вид 

п--1 wn 1 

-4————. - Au” - gVdivu" + Vp" =f, 

1 
р” = pr — 9% и" +1, y® eH} op € Lo/R. (6.18) 

n+1 Если и”, р" известны, то а”"` находится из первого уравнения (6.18) реше- 

нием задачи Дирихле для уравнения Пуассона. После этого р?! находится 

из второго уравнения (6.18) по явной формуле. 
Исследуем сходимость итерационного процесса, (6.18). Введем обозна- 

чения 

‚ 4—9 
(= 4", q=a, “= —.   
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Из предыдущих преобразований следует, что метод (6.18) может быть за 

писан в виде полностью неявного итерационного процесса следующим об- 

разом: 

Bu, — Ati+ Vp =f, 

Втрь + divt = 0, 

Ulag = 9. 

Тогда погрешность у = u”—u, 4 = р" —р удовлетворяет системе уравнений 

Ву, — АУ + Уд = 0, 

Bra; + divv = 0, 

Vag =0, v’=voE€Hj, g =40 € Lo/R. (6.19) 

Умножим первое уравнение (6.19) скалярно в №2 на 2т%, а второе — скаляр- 

но в [2 на 2т4. Складывая полученные результаты и учитывая тот факт, 

что (Вуь у) = [912 — [12 + чи, получим 
FIle — Ive +77 llvell + 2719 lt + BrIl4ll? — Brllall? + Br? llael|? = 0. (6.20) 

Оценим норму ||4|| из первого уравнения (6.19). Умножим обе части 
о 

первого уравнения (6.19) скалярно в 12 на \м/||\/ |1, где м Е Уд. После 
интегрирования по частям получим 

(@divw) _ (Bynw) , (Vv, Vw) 
Iwi Iwi wll 

Оценивая правую часть соотношения по неравенству Коши-Буняковского, 

имеем 

  

< Ув + Я. 

Поскольку правая часть полученного соотношения не зависит от уу, в ле- 

вой части можно взять 5пр по \. Из полученного соотношения и УюЁ-зир”- 

неравенства следует оценка, для ||4||: 

[аЙ < со (|уеЙв + МВ). 
Возведем обе части неравенства в квадрат и оценим правую часть: 

A 2 A all? < 2c6 (IIvell + 191). 
Умножим обе части (6.2.) на, Вт”, где у — произвольное положительное 

число. Складывая полученное неравенство с (6.20), имеем 

198 — ув + 7 (1 — 26089) [ув + 2т(1 — совут) + 

+ Вт(Е + ут) — та < 0. (6.21) 
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Зафиксируем В > 0. Из (6.17) следует, что существует т! > 0.такое, что 
при всех тЕ (0,т1) оператор В будет положительно определенным. Далее, 
выберем ‘Y, чтобы выполнялось неравенство 

1 — со Ву > 0. 

Теперь выберем то < т! таким образом, чтобы выполнялось неравенство 

1 — &Byt2 > 0.5. 

Torga guia Bcex T € (0,79) из (6.21) и очевидного соотношения В < I 

следует окончательное неравенство 

(1+ ет) (9 + Brllall?) < [В + та, (6.22) 
где постоянная с = шш {1,7} зависит от со. Таким образом, доказана 

Теорема 6.1. Для любого В > 0 существует такое то > 0, что для 

всех T € (0,79) оператор В будет положительно определен, итерацион- 

ный процесс (6.18) будет стодиться со скоростью геометрической про- 

грессии, а для погрешности будет справедлива оценка (6.22). 

На самом деле можно показать, что для сходимости итерационного про- 

цесса, (6.18), (6.14) необходимо и достаточно, чтобы оператор В был неотри- 
цателен. 

Итерационный метод (6.18) отличается от метода Эрроу-Гурвица нали- 

чием на нижнем слое дополнительного члена В`1\У ту и", который мож- 

но рассматривать как некоторый ”’штрафной функционал”, который не по- 

зволяет итерациям сильно отклоняться от подпространства, соленоидаль- 

ных (удовлетворяющих условию несжимаемости) вектор-функций. Введе- 
ние этого дополнительного члена в итерационный метод впервые было 

предложено в [32]. Численные эксперименты показали, что введение этого 

члена существенным образом ускоряет скорость сходимости метода в нели- 

нейных задачах. Более детальное исследование добавления такого слагае- 

мого было проведено в [70], ав [112] было также установлено, что наличие 
этого члена улучшает свойства, численных методов при решении нестацио- 

нарных задач. 

Другой итерационный метод решения задачи Стокса основан на исполь- 

зовании дополнения по Шуру. А именно, выразим и из первого уравнения 

(6.10): 
u=A7'(Vp—f). 

После подстановки этого выражения в уравнение неразрывности получим 

уравнение относительно функции гидростатического давления 

Ap = div A7'Vp = div A™'f. (6.23) 
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Используя пЁЕзир”-неравенство, можно показать (см., например, [33]), 
что оператор А спектрально эквивалентен единичному оператору J Ha про- 
странстве [2 / В. А именно, существует постоянная с такая, что имеет место 
неравенство 

Ч<А<ЗГ[. (6.24) 

При этом постоянная в (6.24) зависит от постоянной со в УпЁвир”- 
неравенстве. 

Оценка (6.24) означает, что для решения уравнения (6.23) могут быть 

применены классические итерационные методы, например, метод сопря- 

женных градиентов, метод Ричардсона и т.п. При этом на каждом шаге 

итерационного процесса необходимо вычислять значение оператора А от 

функции из [2/В, а именно, значение 4 = у АД 'Ур”. Это можно осуще- 

ствить следующим образом. Обозначим у = А Ур". Последнее соотноше- 

ние эквивалентно нахождению обобщенного решения следующей краевой 

задачи: 

Ду = Ур", уе = 0. 

После этого значение 4 = Ф1уу находится прямым дифференцированием. 

Таким образом, один шаг итерационного метода требует решения двух 

(трех, в случае трех пространственных переменных) задач Дирихле для 

уравнения Пуассона. 

Скорость сходимости данного итерационного метода, будет по порядку 

такой же, что и в предыдущем случае, однако показатель скорости сходи- 

мости будет лучше. К недостаткам метода следует отнести необходимость 

точного обращения оператора Лапласа при вычислении значения опера- 

тора А. Как показали численные эксперименты, это требование является 

достаточно жестким и оно трудно выполнимо в областях сложной формы. 

6.3. Нелинейная стационарная задача 

Перейдем к построению и исследованию итерационных методов для ре- 
шения нелинейной системы уравнений (6.3). Прежде всего следует отме- 

тить, что нелинейные члены в (6.3) обладают свойством кососимметрично- 

сти (иногда, это свойство называют свойством нейтральности). Умножая 
нелинейный член из (6.3) скалярно в Ш на у, получим 

1 dv? 1 о 
(вузы У) = 5 Uk) Ba, = —-—| Фут, у” | =0. 

2 

Более того, из полученного выше соотношения следует, что нелинейность 

вида %кУх, + 5 Чу у -У обладает свойством кососимметричности на вектор- 

функциях из Н.. 
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Умножая обе части первого уравнения (6.3) скалярно на У и учитывая 
кососимметричность нелинейных членов, получим 

ПУ? = (6, у). 
Отсюда следует неравенство 

  5, В Iv <lisil1, —igil-1 = зар 899. (6.25) 
ВЕН? пы 

Выясним условия [35], которые обеспечивают единственность обобщен- 

ного решения задачи (6.3). Предположим, что существует пара и, р, также 
являющаяся обобщенным решением задачи (6.3). Тогда разность \ = ч—уУ, 

т =р- 4 является решением краевой задачи 

— Ду + Ут - чума, + WEVa, = 0, 

ум =0, мс =0. (6.26) 

Умножая первое уравнение (6.26) скалярно на \/, получим 

wl? + (weve, w) = 0. 
Оценим скалярное произведение в последнем соотношении: 

|(фи\узь» \)| = (Узы Мик) | < СДУ [м7 = са Йа < се wilt, 

где постоянная с1 зависит от области С. 

Таким образом, решение У/, т задачи (6.26) удовлетворяет неравенству 

Пит < с [8-1 [м (6.27) 

Поэтому, если правая часть # удовлетворяет неравенству 

eiligl|_a = WHE <1, (6.28) 
то (6.27) имеет место лишь при ||\ |1 = 0, те. в этом случае решение един- 
ственно. 

По аналогии с линейным случаем рассмотрим итерационный метод для 

решения задачи (6.3). При этом для упрощения изложения нелинейные 

члены линеаризуем по слоям: 

УПТ — уп 1 
— п - Av В 

+ К (у", УТ") = в, д” = 9" — sav уп! 

Vdivv” + Vg"? + N(v”, v"t")+ 

УТ | с =0, У=шШ ЕН 9=р0Е [2 / В; (6.29) 

1 
здесь №(\, \) = чк\а,, К(\, м) = 5 divv-w. 
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Так же как и при исследовании сходимости итерационного метода в 

линейном случае, перейдем к записи (6.29) в форме полностью неявного 

метода. Используя введенные ранее обозначения, имеем 

Ву, — АУ + Уа- М(х, У) + К(У, У) =, 

Pra, + divv = 0, 

Vlog =0, = ЕН gi =p & Lo/R; (6.30) 

T . 
здесь В = С-+тА + —У Фу. В качестве оператора С' положим, как и в ли- 

нейном случае, С = —А. Тогда оператор В является симметричным, а, при 

параметрах итерационного процесса, 6 и т, удовлетворяющих соотношению 

т (1 + 5) < 0.5, (6.31) 

оператор В будет положительно определенным и спектрально эквивалент- 

ным оператору —А так, что 

—0.54 <В<-А. (6.32) 

Зафиксируем В > 0. Найдем т! из соотношения ти (1 1/В) = 0.5. Тогда, 

для всех т Е (0, т) выполняется неравенство (6.32). Поскольку итераци- 

онный процесс нелинеен, докажем вначале равномерную ограниченность 

итераций (6.30). Умножим первое уравнение (6.30) скалярно в Ё2 на, 27%, 
а, второе — скалярно в [2 на 2т4. Складывая результаты, получим 

ПА — УВ + че + 279+ 
+ Вт|4? — Вт [а + ВтЗаы? = 2т(в, У). (6.33) 

Оценим норму ||4 || из первого уравнения (6.30). Имеем 

all < co(IIvella ++ а + Ув + 18]. 
Возводя обе части в квадрат и оценивая правую часть, получим 

a 2 2 ~ 112 2 2 ay2 2 all? < 4c6 (ivelle + И + с + 82). 

Умножим обе части полученного неравенства на уВт^, где // — положитель- 

ное число, которое будет определено далее. Складывая результат с (6.34), 

имеем 

Ув — Пу|в + т” (1 — 408) IIvellg + 27 (1 — 2cpyBr(1 + са мв)) 19+ 

+ Br(1+-yr)llall? — Вт — Асов ЕР < ТЕР. (6.34) 

77



Ilycrs ||v||% + Br|lql|? < M?. Haiizem ycnosua, KoTOpEIM JOsDKHBI yOBsIe- 
творять параметры процесса и постоянная М, чтобы выполнялось нера- 

венство |9 ||% + Вт|4|* < М2. Из (6.34) следует оценка 

Ув + т” (1 — 4098) Ду[в + 2т (1 -— 2<08т(1 + а М?)) [9+ 

+ Вт(1 + ут) < [У[Ьь + Вт + т(1+ 4сдубт)| в] 1. (6.35) 

Пусть М фиксировано; выберем ‘у, зависящее только от В, и т2 < п 

такие, чтобы при всех т < т2 выполнялись неравенства 

1 4<078 > 0, 1 — 2ch-yBr(1 + c?M?) > 0.5. 

Тогда, из (6.35) имеем 

(1+ т/2) |9 [в + Вт(Е + ут) а" < Ув + вт|ч + 2781. — (6.36) 

Из (6.36) следует, что для выполнения условия || |2 + Вт|4||? < М? 
достаточно, чтобы имела место оценка, 

(Е ват) (М? +28], < mM’, 

где со = п! 0.5, у}. Из последнего неравенства получаем оценку для М: 

2 М? > пах | |918, + Srila, — [lel }- (6.37) 
Таким образом, мы доказали, что для любого В > 0 можно найти то 

такое, что при всех т < то оператор В будет спектрально эквивалентен 

оператору —А и все итерации процесса (6.29) будут в совокупности огра- 
ничены постоянной, удовлетворяющей (6.37). Отметим, что постоянная М 

по порядку совпадает с постоянной априорной оценки (6.25). 

Исследуем теперь сходимость итерационного процесса. Обозначим че- 
рез и, р решение задачи (6.3). Погрешность м = у — а, г = 4-— р удовле- 
творяет системе уравнений 

Ву, — Ам + Ут + N(w, У) + М(и, w) + K(w, v7) = 0, 

Втт+ +divw = 0, 

с =0, м =У-цЕНЬ, 10 =490-рЕТ/В. (6.38) 

Умножим первое уравнение (6.38) скалярно в 12 на 2т\, а второе — 

скалярно в Г на 2т7т. Складывая результаты, получим 

Iie — wll + т” ме + 2 + Вт — Вт + 
+ ВТЗ |2 + 2т (М(м, 9), №) + 2т (К (м, 9), №) = 0. (6.39) 
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Оценим скалярные произведения в (6.39). Имеем 

27 |(N(w,¥), W)| = 27 |(we¥a,,W)/ 5 ста М < — 

< ¢37M((|w||5 + ||WIl5)- 

Оценка второго скалярного произведения имеет аналогичный вид. 
Таким образом, из (6.39) получаем 

IW + тм [в + т(2 — М) + Вт < 

< (1+ сз Мт) [м [в + Вт". (6.40) 

Оценим норму ||7 || из первого уравнения (6.38) как это делалось ранее. 
Имеем 

ПА < со (м [в + Мм сМ|м]в + сМ] в). 

Возведем обе части неравенства в квадрат и оценим правую часть: 

2 < 428 (ме + ЯВ + сам + сам Я). 

Умножим обе части на В^т?, где у > 0 будет выбрано далее, и сложим с 

(6.40). В результате получим 

|| + 72 (1 — 4<0 65) [м в +т (2 — сзтМ? — 44а Вт М") |“ |+ 

+ Вт(1 + ут) < (1+ сзМ?т + 4сбсаВут М?) “| + Вт|"|2. (6.41) 

Из (6.41) следует, что при выполнении условия М < с5 или, что то же 

самое, 

ПЕН 
2 < C5, (6.42)   

и начальном условии, удовлетворяющем неравенству 

ув + вла < [8 

(последнего легко добиться полагая, например, vo = 0, 0 = 0), при достал 

точно малом т итерационный процесс будет сходиться со скоростью гео- 

метрической прогрессии. 

В исследуемом итерационном процессе на, каждом шаге необходимо ре- 

пать систему линейных алгебраических уравнений с несимметричной ма- 

трицей. Если нелинейные члены брать с нижнего слоя, то матрица будет 

симметричной, однако для равномерной ограниченности итераций необхо- 

димо брать достаточно малое В. В остальном техника исследования оста- 

ется прежней. Стоит отметить тот факт‚что условие на норму правой ча- 
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сти, обеспечивающее сходимость итераций, совпадает по порядку с услови- 

ем [35], гарантирующим существование и единственность решения исход- 
ной задачи. Отметим также, что все рассмотрения остаются в силе, если 

оператор Лапласа в переобуславливателе заменить другим спектрально- 

эквивалентным ему оператором (аналогично тому, как это предлагается в 

п. 4.4). 

Сделаем несколько замечаний относительно численного решения неста- 

ционарной задачи. В простых ситуациях возможен стандартный путь. А 

именно, аппроксимируем задачу по времени какой-либо разностной схемой, 

беря нелинейные члены с предыдущего шага, по времени. Тогда, на каждом 

шаге по времени необходимо будет решать "обобщенную задачу Стокса” 

(задачу Стокса с дополнительным членом вида аа, где © — большой па- 

раметр). Тем не менее, при решении более сложных задач прямое реше- 

ние уравнений Навье-Стокса вызывает существенные трудности. В связи 

с этим на практике используют методы расшепления, которые позволяют 

сводить задачу к последовательности более простых задам. 

Мы не касались в статье методов аппроксимации уравнений Навье- 

Стокса. Эти методы довольно детально исследованы в ряде монографий, 

а некоторые из них легли в основу пакетов программ для моделирования 

задач динамики вязкой нескимаемой жидкости. Тем не менее, несмотря на 

наличие таких пакетов, существует большое число задач, которые не могут 

быть успешно решены таким образом и требуют разработки специальных 

методов решения. 

7. О применении идей метода дискретных вихрей 

в задаче распространения звука в мелкой воде 

Звуковые волны — единственные из волн известной физической приро- 

ды способны распространяться под водой на расстояние многих сотен ки- 

лометров. Эта уникальная. снособность. акустических волн и обуславлива- 

ет тот практический интерес, который проявляют к особенностям распро- 

странения звука в океане ученые и инженеры самых разных специально- 

стей. 

Распространение звуковых волн под водой — крайне сложный нроцесс, 

трудность описания которого обусловлена большим многообразием явле- 

ний и свойств, присущих различным районам Мирового океана. В пер- 

вую очередь это относится к шельфовым зонам океана, где особенности 

распространения звуковых волн связаны с их взаимодействием с морским 

дном, а также со специфическим характером гидродинамических возму- 

щений. Вместе с тем океанский шельф наиболее важен для жизнедея- 

тельности человека и, следовательно, больше всего интересен для иссле- 
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дователей. Континентальные шельфы являются первоочередными объек- 

тами для постановки геолого-разведочных работ на нефть и газ. К на- 

стоящему времени усилиями разных групп получено большое количество 

экспериментальных и теоретических результатов [2, 14, 78, 85], позволяю- 

щих выделить акустику мелкого моря в самостоятельный раздел акустики 

океана. 

Большой вклад в развитие теории распространения звука в слое воды 

внес академик Л.М. Бреховских [15], который изучал распространение как 

электромагнитных, так и звуковых волн в слоистых средах. Он ввел луче- 

вые представления для электромагнитных и звуковых волн в случае, когда 

поля создаются монохроматическим источником. В этом случае задача, сво- 

дится к решению краевой задачи для скалярного уравнения Гельмгольца 

относительно звукового давления. 

Лучевые представления позволяют решать задачи в тех случаях, ко- 

гда, поверхность воды и дно являются плоскостями или дно может иметь 

небольшой наклон. | 

Метод интегральных уравнений налагает меньше ограничений на, гео- 

метрию границы воды с воздухом и на дно. Однако специалисты в области 

распространения звука в воде не применяли метод интегральных уравне- 

ний, вероятно, по следующим обстоятельствам. Если применить теорию по- 

тенциала, то поскольку на границе воды и воздуха давление должно быть 

непрерывно, на этой границе необходимо расположить потенциал просто- 

го слоя. Так как на дне непрерывна нормальная производная от давления 

звука, на дне надо расположить потенциал двойного слоя. Выполняя те- 

перь граничные условия, мы получим систему двух интегральных уравне- 

ний с двумя неизвестными функциями. При этом одно из интегральных 

уравнений будет гиперсингулярным. Однако численных методов решения 

гиперсингулярных интегральных уравнений до 80-х годов прошлого сто- 

летия не было и поэтому ученые, занимающиеся теорией распространения 

звука в слое воды, уходили от решения таких интегральных уравнений. 

Теперь, когда создана технология численного решения гиперсингулярных 

интегральных уравнений в задачах аэродинамики [11, 47, 16], такие кра- 

евые задачи можно решать численно, в том числе и в тех случаях, когда 

дно может иметь ребра и конические вершины, т.е. когда дно может иметь 

разломы и горы. 

В данной работе дано сведение различных краевых задач для урав- 

нения Гельмгольца, к которым сводятся некоторые задачи распростране- 

ния звука в мелком море, к системе интегральных уравнений и предло- 

жен метод их численного решения, использующий идеи метода замкнутых 

дискретных вихревых рамок (МЗДВР). В некоторых случаях даны ана- 

литические решения интегральных уравнений, в других — численное ре- 

шение. 
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7.1. Математическая модель задачи для слоя воды на 

абсолютно отражающем дне на основе интегральных 

уравнений 

Пусть имеется слой воды, занимающий область О (см. рис. 4). 

  

Свободная 

поверхность 

> 

>. > 

й OX 

of у 

D Абсолютно 
Zo = отражающее 

звук дно 

  

  

Рис. 4. Область Р 

Границы этой области — поверхность 01, являющаяся границей между 

водой и воздухом, и поверхность 02, являющаяся абсолютно отражающим 

дном. Пусть в точке Мо(0,0,20) Е О расположен источник звука, создаю- 
щий звуковое давление р(М) по формуле 

pa(M) (7.1) ) 
Ar ММО 

где К — волновое число, с) — мощность источника. 

Требуется найти звуковое давление р(М), возникающее в области О, 

удовлетворяющее следующим условиям: 

  

Ар(М) + Е*р(М) =0, МЕРБ\ Мо; (7.2) 

р(М) =0, M€o,; (7.3) 

ata = 0, M € 09; (7.4) 
ОТ М 

и условию излучения на бесконечности: 

  (и g20d pq(M) — вом) = 0 ( т ). (7.5) 
TM ТМ М 

при гммо -* ©°, где гм = “м = [58 + у7 + 24| = Ja? + y? + 22. 
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Функцию р(М) будем искать в виде 

p(M) = pa(M) + pi(M) + р2(М), (7.6) 

где 

1 et kr M Mo 
pi(M) = = | (Mo) dou,mo, М € 01, 

я М Мо 

е\Т М Мо 1 9 
р2(М) — in| Tom ( MM ) g(t), M @ до. (7.7) 

02 

  

Тогда функция р(М), задаваемая формулой (7.6), удовлетворяет урав- 
нению (7.2) и будет удовлетворять условиям (7.3) и (7.4), если функции 
91(М), М Е в! и 92(М), М Е ово будут решениями следующей системы ин- 

тегральных уравнений: 

1 ет М Мо 

in / ——— 91(Mo)doi,mo+ 

  

  

  

ГМ Мо 
01 

1 9 еКТМ Мо 

+ | Мо)ас = 
an J On Mo ( ТМ Мо ) nl 0) 2,Mo 

тм мо 

— ке, М Ед1: (7.8) 
T TMMg 

1 | д ет м мо 
— Мо)ас + 
an J Onm ( TM Mo ) a 0) 1,Mo 

1 д д еТм мо 
+ | Mo )do = 

An J тм OnMo ( TM Mo ) nl 0}do2, ao 

  

_ Q р | 

= — — М | .9 
At Onm ТМ Мо © 92 (7 } 

Уравнение (7.8) является слабосингулярным интегральным уравнением 
первого рода относительно функции 91 (М) на поверхности о1, а уравнение 

(7.9) — гиперсингулярным интегральным уравнением первого рода, отно- 
сительно функции 92(М) на поверхности Oo. 

Так как в достаточно болышом числе задач распространения звука в 

слое воды можно считать свободную поверхность воды о1 плоскостью, то 
решение задачи (7.2)—(7.4) можно свести не к решению системы интеграль- 
ных уравнений (7.8), (7.9), а к решению одного гиперсингулярного инте- 
грального уравнения на поверхности оо. Покажем как это сделаль. 
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Будем считать, что о1 — плоскость 2 = 0. В точке Мо(0,0, 20), го >0 

и Мо Е Ф, расположен источник звука, который порождает звуковое дав- 
ление ро(М) как указано выше. Возьмем теперь источник звука, кососим- 
метричный относительно плоскости д = 0 исходному, т.е. источник звука, 
помещенный в точке Мо (0,0, —2о) и дающий звуковое давление ро(М) по 
формуле | 

О ем мо 

Ро(М) = 7 
MMg 

Далее, на, поверхности о2 расположим потенциал двойного слоя с плот- 
ностью 92(М), дающий звуковое давление р›(М) по формуле (7.7). Возь- 
мем поверхность 05, симметричную относительно плоскости = = 0 поверх- 
ности оо. Например, если уравнение поверхности оо имеет вид 

(7.10) 

# = П(т, у), 
где h(x, y) достаточно гладкая на пространстве В? (плоскости ОХУ) функ- 
ция и №(т,) > а > 0 для любой точки М(т,у) Е ЕВ?. Тогда уравнение 
поверхности оо будет иметь вид 

a= —h(2, y), (т, у) Е В^. 

На поверхности 05 расположим потенциал двойного слоя кососим- 
метричный исходному, т.е. имеющий в точке М(х,у, —1(х,у)) плотность 
98(М) = —92(т, у, В(т,у)), который создает звуковое давление р5(М) по 
формуле 

  
| 1 о) 1k1 MMo до ( 0) 2.M 

D> М / е * M, loi 

An On 7 “eo * Mo М Мо 

92 (т, У, A(z, y)) — —92(т, у, A(z, y)). 

Тогда функция р(М), определяемая формулой 

р(М) = ро(М) + Ра(М) + р2(М) + р>(М), МЕБ, 
удовлетворяет условию (7.3) на границе от, т.е. на плоскости 2 = 0. Эта 

функция р(М) будет удовлетворять условию (7.4) на поверхности оо, если 

функция 92(т, у, №(т,у)) будет решением интегрального уравнения: 

1 9 д е"м мо 

ic | Om ON Mo 
02 

1 9 д ем мо 
+= | 5(Mo)do5 = 

Ar , Onmu On Mo ( ГМ Мо ) о) 2 

92 

О д м) +3 д el "Mig 

4n Onu \ TMMoe Ar Onn "ММО 

  g2(Mo)doo+ 
TM Mo 
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Уравнение (7.11) можно записать как уравнение на области определе- 

ния функции = = (т, у), те. на поверхности о1 = В?. Для этого заметим, 

что   

405 = 402 = it + hi (50, yo) + hi? (zo, yo)dxodyo, 

где Mo(xo, yo, h(xo, yo)) & Mg (Zo, yo, —h(Zo, yo))- 
Далее имеем | 

92(Мо) = 99(20, yo, —h(Z0, yo)) = —9g2(Zo, yo, h(Lo, yo)) = —go(Mo), 

где МЕ 02, Мо Е од. Если touxa Mo € o2, то 

  

_— Раю (о, У0)8 — №, (20, /0)1 - 
) 

1+ he, ( £0, Yo) + hi2 (zo, yo) 
  

а, если М0 Е 00, то 

= — (20, 90) — №, (20, 40)7 — & 
Ms — ’ 

° /1 + hi2 ( (x0, Yo) + hi? (xo, Yo) 

  

  

где через пм; обозначен орт нормали к поверхности од в точке Мо, сим- 

метричный вектору йм. относительно плоскости z = 0. Положим 

д д tkr M Mo 

Км,н(М, Мо) = (: =   
On On Mo ТМ Мо 

  

    

  

  

— ет м мо e — thr M Mo) (Им, мо), 

ГМ Мо 

к За И 
+ ( 3 — ( 5 мм) (Гммо,Йм) Fat tn) , (7.12) 

ГМ Мо TM Mo 

д еТммМо 

пм \ Тммо 

(1 —Ктмм ) TMM ‚ПМ 

= tua 3 (Fata fio) (7.13) 
М Мо 

Тогда уравнение (7.11) получит вид 

1 

An J Bova Mo) — Kn,n(M, Mg )) g2(Mo) x 

  

x1 + AZ, (Lo, Yo) + hy, (Xo, yo)dxodyo = 

= (СИМ, Мо) + (М, Мо)), М Ед», (7.14) 
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где М = M(z,y, h(x, y)), Mo — Mo (Zo, yo, h(Zo, Yo)); Мо — М (0, 0, 20), 

Mi = Мо(х0, уо, —№ (50, у0)), Мо = М(0, 0, —го). Из формулы (7.12) следу- 

ет, что уравнение (7.14) является гиперсингулярным интегральным урав- 

нением на плоскости В?. 

В случае прибрежной полосы задача сводится опять к гиперсингу- 

лярному интегральному уравнению вида (7.14), только теперь интеграл 

будет браться не по плоскости А?, а по полупространству ВУ, ограни- 

ченному кривой Ё, являющейся береговой линией, то есть Ё = 01[\02, 

и параметрическая точка (х,у) также принадлежит этому полупростран- 

ству В?. 

7.2. Метод численного решения задачи для слоя воды на 

абсолютно отражающем дне 

Как было показано в предыдущем подразделе, решение задачи (7.2)- 

(7.4) сводится к решению гиперсингулярного интегрального уравнения 

(7.11) для случая, когда поверхность о: — плоскость 2 = 0. Очевидно, 

что для произвольной гладкой поверхности оз уравнение (7.11) необходи- 

мо решать численно. В данной работе предлагается использовать метод 

замкнутых дискретных вихревых рамок, широко применяемый в аэроди- 

намике. 

Для простоты рассуждений рассмотрим решение гиперсингулярного 

интегрального уравнения на части плоскости о, являющемся гладким об- 

разом квадрата, т.е. уравнения 

  
1 д д [емм дро(М 
= | g(Mo)doz = _Opq(M) (7.15) 
An Onm On Mo ГМ Мо Onm 

Oo 

Для численного решения зададим поверхность oO параметриче- 

cku o =o(€,C), rae € wu С — параметры, заданные на множестве 

П = {0 <&<10<6<1} — единичном квадрате. В соответствии с 

МЗДВР [47, 25| разобьем поверхность равномерно по параметрам Ha 

31 : $2 частей. При этом 31 +1 — число координатных линий €; = const, 

1 =1,2,..., 31, а 32 +1 — число линий (; = сопзЬЪ 1=1,2,...,32. Точки 

пересечения координатных линий обозначим через М} (x9, Vea 20.) Takum 

образом, поверхность об состоит из 31 : 32 ячеек, которые имеют вершины 

Me, j-1) M?,_1, М? MP 43. Заменим эти ячейки четырехугольниками с 
теми же вершинами. Расчетную точку /;; следует помещать на пересече- 

нии отрезков, соединяющих середины противоположных боковых сторон 

соответствующей ячейки. 

Согласно классическому подходу [25|] для численного решения гипер- 

сингулярного интегрального уравнения (7.15) полагается, что величины. 
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9 = 9(Ми) постоянны для каждой ячейки и уравнение (7.15) записы- 
вается в расчетных точках М;: 

51 92 

S35 915 8ij(Mim) = —f(Mim), 1=1,2,...,81, 1=12,...,82, (7.16) 
1=11=1 

где (М) — правая часть уравнения (7.15), а Ф;;(М) вычисляется по фор- 

муле [25] 

&,;(M) = - / пм: (@ х Ум, Р(М, Мо)) + К / F(M,N)ity-findo (7.17) 
Ons 9%} 

1) 

при 
1 е ТМ Мо 

Е(М, Мо) = ————. 7.18 
( ) Ar ММ ( ) 

Однако если мы вычислим функцию 9(М№) для следующих параметров 
задачи: и = 4Гц, 20 = 50м, с = 1450 м/с, то учитывая осесимметричность 

задачи (то есть 9(М) = 9 (4/234 + у = 9(гм)) получим графики зависи- 

мости действительной и мнимой частей 9(тм), изображенные на рисунке 5. 

Из рисунка видно, что искомая функция является осциллирующей функ- 

цией. Для аппроксимации осциллирующей функции кусочно-постоянными 

а) | { 

  

| „А ДА ям Е | 
, 720 1200 iz ам) “У ®" < | 

1,8 (М) ba 

  

    T1.6 t22 

Рис. 5. Графики зависимости действительной и мнимой частей: 

a) — действительная часть; Ъ) — мнимая часть. 

функциями требуется минимум 10 ячеек на период. То есть при данных па- 

раметрах задачи для получения 9(/М) необходимо решить систему порядка, 

103 уравнений. Однако в случае увеличения часто до и = ЗОГц возникает 

необходимость в решении 10° уравнений. 

На рисунке 5 изобразим функцию а4(М) = 1000 .ро(М). Как видно из 
рисунка, решение интегрального уравнения целесообразно искать в виде 

g(M) = pa(M)h(M), (7.19) 
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roe h(M) — nopasa неизвестная функция. В результате рассуждений, ана- 

логичных классическому МЗДВР, полагая постоянной в каждой ячейке 

функцию й:;(М), приходим к системе алгебраических уравнений 

51 82 

У. У. hij Vij(Mim) = —f(Mim), [ = 1,2, oe y S]y [= 1,2, ...) 929, (7.20) 

1=11=1 

где интеграл 

6? F(M, Mo) 
21 

On mon Mo 40 Мо (7 } 
Tiy(M) = | po(N) 

Oo 

понимается в смысле главного значения по Адамару [1]. 
В результате решения системы (7.20) получается гладкая функция 

(М). Однако для получения решения необходимо брать интегралы ви- 
а (7.21). 

7.3. Интегрирование гиперсингулярного интеграла с весом 

Рассмотрим вычисление интеграла, вида, 

2 

Им) = [ p(w) LO) don. (7.22) 

Представим интеграл в виде 1 ГМ ) = пм. Ф(М ), rae ®(M) = ®,(M)it+ 

+6,(M)j+6, (M)k, itu = cos ayitcos By j+cos yuk. 3necb cos ay, cos By, 
с0; 7м — направляющие косинусы вектора Им, а также введены обозначе- 
ния 

Ф.(М) = / ом dow 

Ф,(М) = она, ON; 

2.) = | paw) ore) doy, (7.23) 
Co 

Пусть iy = cos at+cos 87+ cos ук, где с0$ с, соз В, соз у — направляющие 

косинусы вектора йм. Принимая во внимание тот факт, что УмЕ(М, М) = 

= —УмЕ(М, №), получаем, что 

М, 
®,(M) — inn cosadon — 

LN 

0° F(M, N) yy OF (MN) 
~ | P00) Gear Ado - “Bawden “8 17" 

Co 
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IIpencrasum ©,(M) 8 cnenytouem Buse: 

Ф,(М) = -П(М) - b(M) — 13(M), (7.24) 

где через 11 (М), 12(М), 13(М) обозначены следующие интегралы: 

Ем, М 
п(М) = [ром cos ado; 

| Orn 
с 

6? F(M, N) Ь(М) = a . 2(M) = | ро (№) ого’ cos Bow: 
с 

6? F(M, N) 
I3(M) = — -———— don. , 3(M) | pol dz NOzZN cos Yao Nn (7.25) 

с 

Так как Е(М, №) — фундаментальное решение уравнения Гельмгольца, 

(7.2), то справедливо следующее соотношение: 

@’F(M,N) 0? F(M,N)__ @F(M,N) 
—k*F(M,N 

дут; ду”, Oz%, Е РМ, М), 

или после умножения правой и левой частей на ро(№ ) получаем 

62 F(M, N) 6? F(M, N) 
М oa 

(М, М 
— pg(N) М } — k*ng(N)F(M, №). (7.26) 

N 

Для дважды дифференцируемых функций А(т,у) и В(т, у) справедли- 

вы соотношения 

  

  

92В(т,у) _ 09|, \ОВ(т,у)\ ОА(т,у) ОВ(т,у) с. 

0° B(x, y) —_ Of, ОВ(т, у) ° дА(т, у) ЭВ (т, у) YQ’ 

Ae.) Gray = a Atay) ae ay 9 
Применяя (7.27) nua A(z,y) = pa(N), B(a,y) = Е(М, М) и заменяя 

д 

  

  

д 
Эл: Ha ayn’ получаем 

0° F(M, N) д OF(M “) Opg(N) OF (M,N) 
N)———— = —— N)———_ } - —^, (7.29 

а если заменить — Ha =, то имеем 
dx OZN 

0° F (M,N) д OF (M,N) Opg(N) OF (M,N) 
N)—— = = —— М] ^^ (7. 

ра(М) Az, dz ( (м) дем дем ру (7.30) 
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Подставим (7.29) и (7.30) в (7.26); тогда для интеграла ГП (М) из (7.25) 
будет справедливо следующее соотношение: 

  

_ Г [дра(№) эЕ(М,№) — дро(м№) ЭЕ(М, М) 
пм) - / | дум дум т Ом OzN 

—~k*ng(N)F(M, №) cos ado + [cose 5 (-ро(\) 

(ром 

OF(M, у) _ 
ум 

OZN OZN 

0° F(M,N 
Применим формулу (7.28) к po(N) oN). полагая А(т,у) = ро(М№) и 

Отмдум 
д д 

В(т, у) = Е(М, М) и заменяя эс На дет’ а, By Ha dyn’ получаем 

  

Ем, м) _ д vy ND) А (1) po(N) oe = р 
Ox nN OYN 7 OLN OLN OyNn 

д 
Рассуждая аналогичным образом и заменяя в формуле (7.28) an Ha 

т 
д д 

—— а — на ——, приходим к 
Orn’ Oz Ozn’ 

  Ра(М№М) = . (7.32) 0° F(M, N) O OF (M,N) Opg(N) OF (M,N) 

OrnOzn дем WV) a OZN Or N OZN 

Используя формулы (7.31) и (7.32), перепишем интегралы 1[2(М) и 
13(М) соответственно в виде: 

  Ip(M) = - | cos 8 

Co 

+ [ cos = (-po(n) don 

dont 
Opg(N) OF (M, N) 

OrN дум 

I3(M) = [ cos |5 (ron) don — 
OZN 

Co 

  

-| Opg(N) OF (M,N) , 
cos On. 

7 От м OZN 
Co 
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Для дальнейших рассуждений воспользуемся формулой Стокса, 

08 09 OP OR 20 oP _ 

ое cbs (92-2) cae 
on / Pdx + Qdy + Raz, (7.33) 

Lg 

где Го — граница, поверхности с. Полагая в формуле (7.33) 

ОЕ(М, № OF (M,N 
P=0, Q = po(n) CEO) в ром №, 

OZN OYN 

получаем с учетом выражений Л, [2, [3 следующее соотношение для 

®,(M): 

5,(M) = — [ aww) (Se aun _ eden) - 

мы OF(M,N) | Opa(N) OF (M,N) 
    — k*ng(N)F(M, м) cos a— 

    

OyNn Oyn OZN OZN 

~ cos 9 PAW) OF (M,N) _ сов „РА ОЕ(М, №) } dow, 

тм OyNn От м OzN 

или в компактной форме: 

®,(M) = - | P(N) (al х УмЕ(М, N)) + 

Го 

+k? | po(N)F(M,N) cos ada y — 

- / cosa [Vv F(M, N) x (iin x Vvpa(N))], don, (7.34) 
Co 

где Я = а + dyj + dzk, a nog (-) „ понимается координата, х соответству- 

ющего вектора. 
Проводя аналогичные рассуждения для проекций Ф,(М) и Ф,(М) из 

(7.23), получаем, что интеграл (7.22) вычисляется по формуле 

I(M) = — | po(Nyitm (al x VwF(M,N))+ 
Го 

+? | ро(МЕ(М, №) (йм fiw) dow 
о 

— [ям - УнЕ(М,М) х (им х УмРо(М))] ом. (7.35) 
Co 
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Примеры численных расчетов 7.4. 

давления в волноводе конеч- В качестве приложения рассмотрим поле 

ной глубины. На рисунках ба и 6Ъ изображены величины давления р( 

для источника, расположенного на, глубине го 30 м, в случае, когда, по- 

верхность оо (дно моря) является плоской (рис. ба) и изогнутой (рис. 6b). 
В расчетах частота, источника полагалась 30 Гц. 
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Рис. 6. Поле давления в волноводе 

грантов РФФИ поддержке Работа выполнена при финансовой 

02-01-00263, 02-01-00651, 02-01-00045, 04-01-00045, 02-01-00490, 

02-01-00523. 
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Введение 

Вычислительные технологии — это совокупность алгоритмов, структур 

данных, расчетных методик и программных реализаций для решения вы- 

числительных задач на вычислительных системах. Элементы вычислитель- 

ных технологий обсуждаются, конечно, в различных разделах вычисли- 

тельной математики. Однако с точки зрения развития науки и адекватной 

100



системы образования целесообразно выделить их в особый раздел. Главных 

причин для этого, по меньшей мере, две. 

Во-первых, вычислительные технологии оцениваются с точки зрения 

совершенно особой целевой функции. Это не оценки скорости сходимости 

или точности, не количество операций, не ускорение или эффективность 

при распараллеливании. Несмотря на то, что перечисленные характеристи- 

ки исключительно важны, при разработке вычислительных технологий они 

имеют лишь вспомогательное значение. Главной целью является получение 

ответа в нужной форме, к заданному сроку и при известных ограничениях 

на доступ к машинным и человеческим ресурсам. 

Во-вторых, базовые вычислительные технологии имеют ”универсаль- 

ный” характер и поэтому полезны при численном решении самых различ- 

ных математических и прикладных задач. Можно выделить следующие 

базовые разделы: 

- методы представления, сжатия и структуризации данных; 
- алгоритмические аспекты: методы геометрического моделирования, 
построения расчетных сеток, дискретизации и сопряженные с ними 
методы решения систем сеточных уравнений; 

- инструментальные средства вычислительного эксперимента (би- 
блиотеки алгоритмов и пакеты прикладных программ, электронные 
системы и базы знаний и т.д.). 

Предмет вычислительных технологий является синтетическим по су- 

ществу. Выход на принципиально новые возможности в реализации вы- 

числений связан, бесспорно, с внедрением мощной вычислительной тех- 

ники и средств программирования. Но в настоящее время в еще большей 

степени он определяется развитием новых математических идей. Напри- 

мер, совсем недавно (20-30 лет назад) решение систем линейных урав- 
нений с заполненной матрицей коэффициентов, не имеющих какой-либо 

специфики, считалось трудной задачей, если число неизвестных превы- 

шало несколько тысяч. Теперь можно успешно решать системы с числом 

неизвестных порядка нескольких сотен тысяч. Нетрудно понять, что один 

лишь рост производительности компьютеров, в том числе и за счет па- 

раллельных вычислений, до сих пор не может сделать решение задам по- 

добного размера обыденным. В данном случае прорыв в решении боль- 

ших задач обеспечивается новыми математическими технологиями сжа- 

тия и структуризации данных. Другим фактором прорыва является тет- 

нологичность и безотказность технологических компонент вычислитель- 

ного процесса. Решение практических междисциплинарных задач невоз- 

можно без использования методов с экономичной программной реализуе- 

мостью, обеспечивающих надежность исполнения своих функций (от ан- 

глийского гобизё в русской литературе даже появился не вполне форма- 

лизованный термин ”робастный алгоритм”). На этапе дискретизации здесь 
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ярким примером могут служить методы конечных элементов, завоевав- 

ших широкое признание не только в силу фундаментального обоснова- 

ния алгоритмов практически произвольного порядка, точности для самого 

широкого класса задач математической физики, но и в силу своей уни- 

кальной поэлементной технологии, основанной на построении локальных 

матриц и обеспечившей им глобальную универсальность, простую реа- 

лизуемость и естественную распараллеливаемость. В последнее десятиле- 

тие такой же толчок получили методы конечных объемов, или балансные 

(консервативные) конечно-разностные схемы, благодаря определению ло- 

кальных матриц баланса и сборки глобальных матриц на сетках разного 

типа [17|*, [77| *.1 
Другой важной особенностью многих современных вычислительных 

технологий является их относительная универсальность и тенденция ра- 

ботать с каждой частной задачей как с "черным ящиком”. При решении 

системы линейных алгебраических уравнений, например, последнее озна- 

чает, что задан способ получения матрицы коэффициентов и правой части, 

но нет полной информации о происхождении системы. Несмотря на, это, 

метод решения системы строится на основе определенных предположений. 

Если они не выполнены, то метод "имеет право на ошибку” или может 

оказаться не очень эффективным. В любом случае от ”хорошей” техноло- 

гии следует требовать информации о достоверности полученного ответа. 

Заметим также, что ”универсальность” технологии обычно означает воз- 

можность ее применения в ситуациях, когда формальные предположения 

стоящей за ней теории не проверены или нарушены — реальная область 

применения метода, часто оказывается шире той области, для которой име- 

ются теоремы и доказательства. Определенной альтернативой универсаль- 

ным технологиям типа ”черного ящика” являются подходы, использующие 

дополнительную, но не обременительную для пользователя, информацию о 

задаче. Подобные технологии (типа, "серого ящика”) имеют более широкую 

область применения, а также более эффективны и просты в программной 

реализации. В случае решения сеточных систем примером дополнитель- 

ной информации могут быть данные о расчетной сетке и геометрической 

модели. 

В прикладной задаче цель вычислений чаще всего достигается в хо- 

де решения последовательности частных задач, следуя так называемому 

модульному принципу расщепления сложной проблемы на достаточно са- 

мостоятельные фрагменты. Для реализации такой цели требуется объеди- 

нять (комбинировать) различные вычислительные технологии для отдель- 

ных этапов в единый технологический процесс. Среди главных компонент 

вычислительных технологий, ориентированных на ”болыьышие” задачи ма- 
  

Здесь и в дальнейшем символ ”-+” при ссылках на литературу будет означать смотри 
также представленную в цитируемой работе библиографию по соответствующей теме”. 
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тематического моделирования (в том числе междисциплинарные), можно 

выделить следующие. см. [15]-[18]: | 

- средства геометрического и функционального моделирования, обес- 

печивающие описание и модификацию сложных расчетных областей 

с криволинейными многосвязными границами и подобластями, в ко- 

торых могут решаться различные типы систем дифференциальных 

уравнений с кусочно-гладкими коэффициентами, определяющими 

материальные свойства разных сред; 

- генераторы адаптивных сеток, учитывающие априорные и/или апо- 

стериорные свойства искомых решений, в том числе неструктуриро- 

ванные, вложенные и состоящие из различных типов объектов; 

- средства аппроксимации исходных дифференциальных постановок 

- методами конечных объемов или конечных элементов (МКО, МКЭ); 

- алгебраические решатели для систем линейных или нелинейных 

уравнений, в том числе с разреженными матрицами высокого поряд- 

ка, представленных с помощью различных экономичных форматов; 

- средства управления вычислительным процессом, включающие 

предварительную обработку и контроль исходных данных (препро- 

цессинг), обработку и визуализацию результатов (постпроцессинг и 

графический пользовательский интерфейс). 

Эти компоненты функционируют на базе согласованных структур данных: 

геометрических, сеточных, алгебраических и графических, — которые обес- 

печивают внутренние интерфейсы различных расчетных модулей. 

Отдельная важная тема — это использование вычислительных тех- 

нологий на многопроцессорных вычислительных системах, включающая 

всегда актуальную проблему, в определении Г.И. Марчука, ”’отображе- 

ния алгоритмов на архитектуру ЭВМ”. Хотя мы неизбежно упоминаем 

о распараллеливании алгоритмов, в данной области переплетается слиш- 

ком много фундаментальных математических и технологических проблем, 

требующих специального исследования. Мы также не будем касаться об- 

ширной области информационных технологий (хотя термины "структуры 

данных” и ”базы” знаний - это их прерогатива), сосредоточиваясь толь- 

ко на аспектах, связанных с реализацией задач большой вычислительной 

сложности. Рассматриваемые в представленной работе вопросы исследова- 

лись в огромном количестве монографий и статей, среди которых следует 

отметить пионерские работы Г.И. Марчука [98], [97], а также А.П. Ер- 
шова [12], А.А. Самарского [38| и Н.Н. Яненко [4], [47], [48], сформи- 
ровавших вместе с руководимыми ими коллективами в 1960-1970-е го- 

ды основы нового направления вычислительных наук (за рубежом од- 

новременно появился термин Сотрщег Эс1епсе), связанного с понятия- 

ми ”крупномасштабный вычислительный эксперимент”, методология паг 

103



кетов прикладных программ”, ”технологическая цепочка математическо- 

го моделирования” и т.д. В приводимом списке упоминаемых работ мы 

особо выделяем публикации, выполненные в ИВМ РАН и ВЦ СО АН 

СССР (ныне — ИВМиМГ СО РАН), отнюдь не претендуя на исчерпыва- 

ющий обзор исследований, выполненный отечественными и зарубежными 

авторами. 

`В данной работе мы обсудим подробнее два фундаментальных раз- 

дела современных вычислительных технологий: методы сжатия и струк- 

туризации данных в алгебраических задачах с плотными матрицами 

(раздел 1) и методы решения сеточных систем (раздел 2). В заключи- 
тельной части рассматриваются принципы организации вычислительных 

процессов на примере решения междисциплинарной задачи комплексно- 

го моделирования технологических процессов в алюминиевом электро- 

лизере (раздел 3). Заметим, что каждый из трех разделов имеет свой 

стиль изложения, отражающий особенности представляемого материала. 

Наиболее законченная форма второго раздела (от определений основ- 

ных объектов до таблиц с данными численных экспериментов) объяс- 

няется тем, что технологии сжатия сводятся практически к двум иде- 

ям: аппроксимации малого ранга для блоков и отбрасыванию относи- 

тельно малых элементов после преобразований вейвлетовского типа. Мно- 

гообразие идей, лежалцих в основе различных технологий решения се- 

точных систем, предопределяет лишь обзорный характер их представле- 

ния в разделе 2, с упором на классификацию по целям и используемым 

средствам. Представление в разделе 3 технологической цепочки решения 

сложной практической задачи также является описательным в силу своей 

специфики. 

1. Методы сжатия и структуризации данных 

1.1. Структуры и методы для матриц специального вида 

Матричные вычисления — ключевая часть многих приложений. Од- 

нако несмотря на успехи в построении общих алгоритмов для классиче- 

ских задач, имеется много задач, которые не могут быть решены с помо- 

шью существующих алгоритмов из-за большого размера или неустойчиво- 

сти (чаще всего требующей пересмотра, самой постановки задачи). Можно 

утверждать, что трудная прикладная задача может быть решена только 

Ha основе выявления и использования структурных свойств, отличающих 

ее от задач общего вида. 

Структура в данных связана с особым способом их представления с по- 

мощью относительно малого числа параметров. Последнее свойство озна- 

чает в широком смысле разреженность данных. Важный пример разре- 
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женности данных дают так называемые разреженные матрицы, в кото- 

рых ненулевых элементов относительно мало, а в качестве определяющих 

параметров можно взять позиции и значения ненулевых элементов. Иной 

характер имеет разреженность данных в плотных матрицах. Рассмотрим 

типичные примеры. 

Дискретное преобразование Фурье. Матрица Фурье 

FF, = exp (in) ‚ O0<kl<n-l, 

— плотная матрица, определяемая всего одним параметром п. Но она мо- 

жет быть умножена, на вектор всего лишь за, О(п 105 п) операций (вместо п? 
для матриц общего вида) — при помощи быстрого преобразования Фурье 

(БПФ). Для этого используются специальные разреженные факторизации 

матрицы Ри. Например, если п = 2т, то 

Fm 0 In 0 Im Im 

0 Fn 0 Wm Im Ш |’ 

Wm = diag {exp (ть) | 
т 

матрица Ри», осуществляет четно-нечетную перестановку: 

№ = т 

[vo, 91,...,Ут-—1, Эт, Эт-1,... ‚92т—1| Ра — 

— (vo, 02,... ‚92(т-—1), 11, 93,... ›09т—1|. 

Если п = 20, то аналогичным образом можно факторизовать матрицы 

т, Ет/2,..., №4. В итоге мы получаем рекурсивный алгоритм, в котором 

(1/2)п 1052 п умножений и (3/2) 1052 п сложений комплексных чисел. Идеи 

и алгоритмы типа БИФ появлялись еще в первой половине ХХ в., но их 

бурное внедрение в практику вычислений началось с работы Кули и Тьюки 

1965 года (см. [5]). 

Теплицевы матрицы и их обобщения. Теплицева матрица, 

A=[ag-i], OS k,l <n-1, 

полностью определяется своим первым столбцом и первой строкой. Если 

ак = и при К = [(то4 п), то А называется также циркулянтной матрицей. 
Теплицевы матрицы связаны с различными отделами классического ана- 
лиза (ортогональные многочлены, ряды Фурье, проблема моментов и др.) и 

многими приложениями из статистики и вычислительной математики (на- 
пример, интегральные уравнения с ядром типа, свертки) (см. (5, 6, 39, 84]). 
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Умножение теплицевой матрицы А на вектор выполняется за О(п 1050 п) 
операций в два приема: 

1) А достраивается (как подматрица) до циркулянтной матрицы С по- 
рядка М > п; | 

2) С диагонализуется с помощью БИФ: (1/п) ЕР С Ех = Фав(Ем с), 
где с — первый столбец матрицы С. 

К матрицам пила теплицевых обычно относят п х п-матрицы вида 

А= МИ +... + О0,И,, (1.1) 

где г «пи все сомножители Оъ, У; — теплицевы матрицы. Оказывается, 

для теплицевой матрицы обратная матрица, имеет вид (1.1) ст < 2. Этот 

факт был открыт в работе [11] и впоследствии привел к важному понятию 
теплицевых рангов, или рангов смещения (Th. Kailath u gp.; cm. [39, 84|). 
В общем случае под (0, У)-рангом смещения для произвольной матрицы А 

понимается ранг г(0, У) матрицы 

A(U,V)(A) = AU —VA, (1.2) 

где 0, У — некоторые фиксированные матрицы. При специальном вы- 

боре И и У возникают интересные классы матриц А, для которых 

гайк (А(0,У)(А)) < п. Преобразования вида (1.2) удобны при построении 
”малопараметрических” обобщений различных матриц специального вида: 

ганкелевых, Коши, Вандермонда и др. При этом матрица А-! имеет схожее 

”малопараметрическое” описание — в силу очевидного равенства, 

rank (A(U, V)(A)) = rank (A(V, U)(A~+)). 

Общий характер преобразования (1.2) позволяет обнаружить полез- 
ные связи между формально разными классами матриц. Например, пусть 

й=[6;;—1| — матрица, сдвига и P=diag (pi, ..., Pn), 9 = ав (91, ..., ®) — 
диагональные матрицы такие, что р; = 4;. Тогда: 

- т(7,2)(А) = гаок (А(2, 2)(А)) < 2 для любой теплицевой матри- 
цы А (в случае г «< п это обобщенные теплицевы матрицы); 

- т(Р, 2)(А) = тапк (ДР, 2)(А)) < 1 для матрицы Вандермонда 

А = [р], 0 <51 < п-1 (в случае г < п это обобщенные матри- 
цы Вандермонда); 

- r(P,Q)(A) =rank (A(P, Q)(A)) <2 gaa Marpuup Коши А = [1/(р; —9;)] 
(в случае г «< п это обобщенные матрицы Коши). 

В совершенно общем случае легко заметить, что 

r(U,Q)(ABC) < r(U,V)(A) + r(V, Z)(B) + r(Z, 9) (С). 
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Отсюда, в частности, вытекает, что обобщенную теплицеву матрицу В мож- 

но преобразовать в обобщенную матрицу Коши путем двустороннего умно- 

жения на матрицы Вандермонда А и С с увеличением обобщенного ранга, 

максимум на 2 (поскольку r(P,Q) < r(Z, Z) + 2). 

Для решения линейных систем со строго регулярной теплицевой матри- 

цей коэффициентов и вычисления ”’малопараметрического” разложения со- 

ответствующей обратной матрицы известны алгоритмы сложности О(п^) — 

быстрые (Левинсон, Шур и др.) и О(п 105? п) — супербыстрые (Морф, Юн 
и др.). До сих пор остается актуальным изучение быстрых и супербыстрых 

прямых методов для разных типов матриц с малым рангом смещения. 

Матрицы с блоками малого ранга. Малоранговые матрицы 
‚ 

А = >) URUE , r<n, 
k=1 

определяются элементами векторов Up, VE (TAK HASbIBAeCMBIX CKELEMONOB) U 

играют важнейшую роль при аппроксимации матриц и в матричных вы- 

числениях (см. [3, 71|). При г < п такие матрицы являются вырожденны- 
ми и поэтому не могут использоваться непосредственно для аппроксима- 

ции обратимых матриц. Однако они могут хорошо приближать достаточно 

большие области в обратимых матрицах, возникающих при рассмотрении 

нелокальных операторов (см. [123, 81, 107]|). Часто такие области являются 
подматрицами (блоками), но это могут быть подмножества и более слож- 

ного вида. Например, в семисепарабельной матрице это верхний и нижний 

треугольники — оба вкладываются в некоторые (разные) матрицы малого 

ранга. В общем случае семисепарабельными оказываются матрицы, обралт- 

ные к ленточным матрицам (см. [33]. 
Матрицы малого тензорного ранга. Пусть п = р?, Оь, Ук — матри- 

цы порядка р, а матрица А имеет вид 
‚ 

А=У (Фи, г«п. 
k=1 

Такая матрица определяется элементами кронекеровых сомножителей Пу, 
У»: их число равно гр? = О(п) при ограниченном т. Матрицы, представлен- 
ные суммой кронекеровых произведений с числом факторов больше двух, 
играют важную роль в многомерном анализе [53]. 

Несмотря на успехи в изучении вышеперечисленных классов матриц 
(в частности, алгоритмы быстрого умножения, прямые методы решения 
систем типа теплицевых с асимптотикой О(п?) и даже О(п 105? п)), имеется 
разрыв между нуждами приложений и нынешним состоянием дел в теории 
и алгоритмах. Наиболее трудные прикладные задачи — многомерные, они 
приводят к многоуровневым структурированным матрицам, а наши знания 
именно в этой части наименее развиты. 
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Пример 1. Рассмотрим обратимую дважды теплицеву матрицу поряд- 

ka n = p?: 

A= [an,—1]; 0 < ky, ty <p —1, 

а -и = [ав -и 2-ю] 0< 2,5 <р-1, 

и поставим вопрос: существует ли пригодная для вычислений специфика 

в А '!7 Конечно, А можно рассматривать как блочно-теплицеву матрицу с 

блоками р х р, тогда обратная матрица описывается формулами Гохберга- 

Хайнига. Но число параметров в этом описании составляет О(п3/?) — та- 

кой подход малоинтересен: он не выходит за рамки техники работы с од- 

ноуровневыми матрицами и игнорирует теплицеву структуру блоков, то- 

гда как дважды теплицева, матрица, существенным образом двухуровневая. 

(Недавно в работе по авторегрессивным фильтрам по двум переменным 

J.S. аегоппао и Н.У. УМоег4етап рассматривали сходный вопрос и полу- 

чили некоторое описание, но оно не привело к быстрым вычислительным 

процедурам.) 
Пример 2. Рассмотрим обратимую дважды трехдиагональную матри- 

цу порядка я = р?: 

    

ay ay ] 
ay" ay ay 

A= my ) 

ад а ат 
й a, а | 

Pay aly 
apy’ aby aly 

aj = ok. 
а а а 

| а ам |     
и снова поставим вопрос о существовании пригодной для вычислений 

структуры в А-!. Если А рассматривается как блочно-трехдиагональная 

матрица, то обратную дает блочное обобщение [33] известной формулы 

обращения трехдиагональных матриц 

АТ =оЕ+0оЕТ — ав (+0), 

где о означает адамарово (поэлементное) произведение, 

Е=| о , rankD2Z=rankU =1, diag(L) = diag(U). 
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Прямое блочное обобщение вновь содержит О(п3/2) параметров и поэтому 
неудовлетворительно. Блочный подход не выходит за рамки методов для 

одноуровневых матриц, а двухуровневый случай требует, очевидно, новых 

идей. Вопрос о том, каких именно, остается открытым. 

Заметим также, что область применения прямых методов ограничена 

даже для большинства матриц специального вида, в том числе для два 

жды теплицевых. Более перспективно развитие итерационных методов, в 

особенности методов типа метода минимальных невязок, подробно изло- 

женного в работе Г.И. Марчука и Ю.А. Кузнецова [30] — одной из са 

мых ранних в данном направлении, а также, например, в [109]. Вычисли- 

тельная работа, в итерационном методе определяется двумя особенностями: 

а) сложностью одной итерации; Б) числом итераций. Первое определяет- 

ся сложностью матрично-векторного умножения, второе — спектральны- 

ми свойствами матрицы коэффициентов и согласованностью матрицы и 

правой части. Для рассмотренных выше матриц специального вида, умно- 

жение на, вектор осуществляется: с помощью известных быстрых алгорит- 

мов (часто связанных с БПФ). Поэтому основное внимание в исследова- 
ниях направляется на способы улучшения спектральных свойств с помо- 

щью переобуславливания. Многие работы, выполненные в ИВМ РАН, по- 

зволили сформировать очень эффективные методы переобуславливания 

для конкретных задач и общие инструменты теоретического анализа, свя- 

занные с такими понятиями как равнораспределенность и спектральные 

кластеры [122]. 

Современные вычислительные технологии решения матричных задач 

основаны на изучении матричных (обычно нелинейных). аппроксимаций. 

Построение переобуславливателей рассматривается. как задача аппрокси- 

мации матриц с помощью тех или иных матриц специального вида. В слу- 

чае больших плотных матриц аппроксимация исходной матрицы подхо- 

дяшей ”малопараметрической” матрицей дает возможность снизить слож- 

ность матрично-векторного умножения. 

1.2. Сепарабельные аппроксимации в теории матриц 

Малоранговые аппроксимации — это частный пример. дискретных се- 

парабельных аппроксимаций (аппроксимаций функции а;..к путем раз- 

деления переменных 1,71,..., А). Теория таких аппроксимаций в случае 

двух индексов обладает особой элегантностью и завершенностью (Шмидт, 

Алахвердиев, Мирский [8]). Она связана с сингулярным разложением ма- 
трицы [40, 8], которое в общем случае эффективно вычисляется по ал- 
горитму Голуба-Кахана, [71], а в малоранговом случае -- по методу биди- 
агонализации Ланцоша [69]. Оба подхода теряют эффективность, конеч- 

но, в практически важном случае очень болыших матриц, когда слож- 
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ность О(пЗ) и даже О(п?) нельзя считать приемлемой. Практически 
полезные алгоритмы для больших задач должны иметь сложность О(п) 
или О(п 105“ т). | 

Таким образом, аппроксимации следует искать используя лишь малую 
часть всех элементов аппроксимируемой матрицы. То, что это возможно в 
принципе, впервые доказано в [10, 70]. При построении аппроксимаций та- 
кого типа фундаментальную роль играет следующий принцип максималь- 
ного объема. 

Теорема [68]. Пусть М имеет порядок п и сингулярные числа 
1 >... > оп. Предположим, что 

uM = Mi, Mio 
~~ ) Mo, Moe 

20e 620K My, neevipooicden, TXT, U имеет максимальный объем (т.е. модуль 

детерминанта) среди всех подматрии т хт. Тогда 

{М2 — МаМи Ми} | < (+101, 1351 <п. 

Можно заметить, что в обычном алгоритме [/-разложения выбор ве- 

дущего элемента ведет к увеличению объема базовой ведущей подматри- 

цы. Если ранг матрицы равен тг, то на г-м шаге получается аппроксима- 

ция ранга г — при этом достаточно вычислить только строки и столб- 

цы, отвечающие базовой ведущей подматрице, и отказаться от вычисле- 

ния всех элементов очередной активной подматрицы. Область матрицы, 

занятая заданным числом строк и столбцов, имеет форму креста — по- 

этому соответствующие алгоритмы были названы алгоритмами неполной 

крестовой аптроксимации [126], [64]. Важно, что матрица задается вир- 
туально — процедурой ЛИ(1,7), вычисляющей по требованию элементы в 
позиции ($1,7). 

Алгоритм [64]. Для заданной функции Л($,7),1<5 < п, изаданной 
точности = найти вектор-столбцы и1,91, ... ‚ И», ®, размера п такие, что 

т 

[М - УЗ шыя |, ЗЕМ» k=1 

roe M = [mis], mij = M(2,7), LS tjcn, Ewe. 

1) Monoxwuts db=e€,k=luZ[l:n| = J[1:n] =[1,2,...,n]. 
2) Beraucnuts mj = M(i,j) oa 

(57) е Рь = (Е), Л(Е)), (ЦЕНТ, (+1), ... (п), F(n)} 

| k-1 
и положить пт; = пы; — D> ши). 

[=1 
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jel = mars, lagi, 
4) Baraucmuta mij, = M(t, jx) aia Bcex 1€ LZ, ={Z(k),Z(k+1),...,Z(n)} 

3) Найти пару индексов (1,, %) такую, что ЩЖ 

k— 

и положить п, = Miz, — > (191 (7%). 

с
л
 

—
 

., . ws _ | i, A Найти индекс i, Taxol, ato dy = |m’;,5,| = max Im'iz,|. (Tenepp k-it 

ведущий элемент находится в позиции (%,]к) матрицы М.) 

6) Остановиться, если ах меньше мапинной точности. В противном слу- 
k-1 

чае вычислить & = dy(n—k)/|| © uv; ||p u, ecnm Е < Е, то положить 
[—=1 

т = -— 1 и остановиться. 

7) Вычислить т; = ЛЧ(%,7) для = 1,...,n, а = тд / т, |, 

B = ль | ик ($) — Miz, /Q, t= 1,...,7, к (7) — ты, /В, 

1 =1,..., п. 

8) В системе 7 переставить индексы в позициях к и [ где T(l) = iz. B 

системе „7 переставить индексы в позициях К и [, где J(l) = jp. 

9) Если К < п, то положить К < К-+1 и перейти к шагу 2. 

Приведенный алгоритм, конечно, не может гарантировать получение 

правильной аппроксимации ранга т для произвольной матрицы (пусть и 

допускающей такую аппроксимацию). Но он прекрасно работает во многих 

практически важных случаях. Более того, при определенных предположе- 

ниях относительно функции ЛУ($,7) корректность данного алгоритма, (и 

его простых модификаций, ориентированных на дальнейшее увеличение 

объема выбираемой базовой подматрицы) можно доказать [42, 126]. 

1.3. Разделение переменных и многоуровневые матрицы 

Пусть А — матрица размеров п хпи {Ак} — конечная система, ее бло- 
ков такая, что каждый элемент входит в один и только один блок. Будем 

называть такую систему блоков мозаичным биением. Если Ау имеет раз- 

меры тк х пк и ранг гк, то при хранении только скелетонов сепарабельных 

разложений ранга гк получаем, что общее число параметров (память) для 

представления матрицы А имеет вид 

шет(А) = У ан тьпь, (mz + Nx) }. 
k 

Величину 

mr(A) = mem(A)/(2n) 

назовем мозаичниым, рангом (системы блоков) матрицы А. С точки зрения 
экономии памяти и арифметической работы роль мозаичного ранга, анало- 
гична роли классического ранга матрицы: число операций для умножения 
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матрицы А ранга, г на вектор (и память для хранения скелетонов) имеет 
вид г(т + п); то же самое сохраняется, если г — мозаичный ранг матри- 
цы А. 

Мозаичное биение строится с помощью мозаичного дерева, или дерева 

кластеров. Можно считать, что элемент а; в матрице характеризует ”вза- 

имодействие” элементов сетки (базисных функций, конечных элементов) с 

номерами ти 7. Поставим в соответствие элементу +1 точку т; в простран- 

стве (например, геометрический центр носителя базисной функции). Под 

кластером понимается совокупность каких-то точек 1;. Кластер нулевого 

уровня (корень дерева) — это все множество точек. Далее, каждый кла- 

стер разбивается на непересекающиеся подкластеры в соответствии с тем 

или иным методом сепарации. После какого-то разрешенного числа сепа- 

раций появляется дерево кластеров. Любые две вершины дерева кластеров 

определяют блок в матрице. Любое мозаичное биение определяется некото- 

рым набором пар вершин. Таким образом, построение мозаичного биения 

можно рассматривать как оптимизационную комбинаторную задаму на, мо- 

заичном дереве (цель — минимизация мозаичного ранга). Однако на прак- 

тике применяется простой эвристический прием: дерево просматривается 

начиная с корня, для каждой пары вершин [-ого уровня проверяется неко- 

торый признак, делающий блок кандидатом на включение в список блоков, 

допускающих малоранговую аппроксимацию; блок-кандидат включается в 

систему блоков искомого мозаичного биения. Данный подход нацелен на 

получение малого ранга для как можно более крупных блоков. 

Пример. Рассмотрим интегральное уравнение с логарифмическим 

ядром 

1 —5- [ов — ylU(y)ds(y) = F(z), зе 00. 
OQ 

Пусть 0% — эллипс с полуосями а = фи = 0.5. При использовании 

кусочно-постоянных базисных функций получаются матрицы с малым мо- 

заичным =-рангом (Е = 10“): 

  

  

  

Порядок | 512 | 1024 2048 | 4096 | 8192 | 16384 | 32768 

‚ матрицы | | | 

Мозаич- | 63.46 | 71.48 ' 78.44 | 86.84 | 93.80 | 100.76 | 106.50: | 

ный ранг 

Фактор 24.79% | 13.96% | 7.66% | 4.24% | 2.29% | 1.23% | 0.65% 

сжатия                     

Фактор сжатия — это отношение памяти для хранения скелетонов к 

полной памяти. При увеличении порядка в 2 раза фактор сжатия умень- 

шается примерно вдвое. 
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Для получения строгих утверждений об аппроксимациях малого мо- 

заичного ранга рассматриваются последовательности матриц Ал и Ви по- 

рядка п для некоторой возрастающей последовательности значений п и 

изучаются общие предположения, при которых справедливы следующие 

оценки: 

шгВ„ = О(10Е? п1054 = 1), p,q>0, (1.3) 

|An — Ball < en’, (1.4) 

где о зависит от вида матричной нормы в левой части неравенства. По- 
следовательность матриц Аи может ассоциироваться с функцией }(х, у} от 
точек в и-мерном евклидовом пространстве и последовательностью сеток 

т; = ah”) д = ys” следующим образом: 

Ais = f (Xi, Y5), tg =1,...,n. (1.5) 

В более общем случае рассматривается последовательность функций 

0} (2) = (п) (2), Vi= Vj (a) 
и при этом 

ау = (ЧИ) р, 71 =1...., п, 

U,V); = | [ U@F(e,wV W)dzdy, (1.6) 
D D 

Для построения аппроксимаций В„ = Ап и получения оценок (1.3), (1.4) 
нужны определенные предположения относительно функции } (5,9) и рас- 
пределения точек х;, Yj. Это предположения разных типов, связанные с 

двумя вполне независимыми этапами вывода оценок. На, первом этапе изу- 

чаются специфические (мозаично-скелетонные) функции 9(5, у), аппрокси- 
мирующие исходную функцию }(х,у) в равномерной метрике. На втором 

этапе матрицы малого мозаичного ранга, В„, определяются как матрицы с 

элементами 9(574,9,;). 
Первые быстрые алгоритмы приближенного матрично-векторного 

умножения получены в рамках мультипольного метода [74, 107, 59, 117] 

(см. также [81]). Эти алгоритмы строятся для конкретных функций } (т, 1) 
и в действительности дают особый метод дискретизации интегральных 

уравнений. В ИВМ РАН аналогичные задачи изучались как задачи аппрок- 

симации матриц [10, 70, 123, 126, 68]. Оценки мозаичных рангов получены 

для широкого класса функций, включающего все практически интересные 

случаи. Это класс асимптотимчески сепарабельных функций. 
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Пусть У(а,А) обозначает куб с центром в точке а и стороной 21, а 

И’ (а, п) — его дополнение в "большом кубе” П. Функция }(т, у) называется 
асимптотически сепарабельной, если существуют р > 1,0 <9<1иа>0 

такие, что для любого целого т > 0 существует целое п > 0 и сепарабель- 

ная функция р»(х,9) с п членами с разделенными переменнными т и у, 

обеспечивающая оценки 

f(x,y) —pn(z,y)| <cig™, п< отб УзЕУ(а, В), y € W(a, ph). 

По сути дела в этом определении существование п-членных сепарабель- 

ных аппроксимаций предполагается для всех точек т и у, принадлежащих 

достаточно отдаленным” областям точек. 

1.4. Дискретные вейвлет-преобразования 

Использование вейвлет-преобразований вызвано следующими причина- 

ми. В матрицах, связанных с интегральными уравнениями или со свой- 

ством сдвиговой инвариантности, обычно нельзя пренебречь какой-либо су- 

щественной частью элементов, так как они примерно одинаковы по поряд- 

ку величины. Тем не менее разделенные разности элементов (рассматри- 

ваемых как значения функции на целочисленной сетке) могут отличаться 

по величине существенным образом. В таких случаях дискретное вейвлет- 

преобразование (ОУ!Т) дает способ разделения информации, содержащей- 

ся в ”гладкой” матрице, на блоки элементов, соответствующих взвешенным 

средним и взвешенным разделенным разностям элементов исходной матри- 

цы. Первые велики по сравнению со вторыми, что и позволяет получить 

разреженную аппроксимацию трансформированной матрицы путем отбра- 

сывания малых элементов. Классические вейвлеты в своей основе связаны 

с равномерными сетками и преобразованием Фурье. Однако на практике 

часто требуются неравномерные сетки. В случае нерегулярных сеток по- 

строение функций и преобразований, имеющих аналогичные классическим 

вейвлетам свойства, требует совершенно иного подхода. 

Для заданной сетки т; 1 =1,....п + Е +1, на отрезке и подсетке 

Ci, 1=1,..., М + А +1с М < п, введем В-сплайны порядка К: 

Вт) — [5;...;ньыы (у — т)^, t=1,...,n, 

5:
 

i(Z) = [i5..-5 Zitetilly — т)", =1,..., М. 

Квадратные скобки означают разделенные разности по переменному у, а 
(2)+ = 2 при > 0и 0 в противном случае. 
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Определим У иЙ как подпространства, натянутые соответственно на, 

By, t= 1,...,nu В, 4=1....,М. Заметим, что Уи — пространства, 

сплайн- - функций на сетках 2; и 2:. Поскольку 2: — подсетка, 1+, заключаем, 

что И — подпространство для И. Следовательно, 

В; =. S| Tis Bsr. 

8 

Вейвлет-пространство Й’ определяется как дополнение У в У. Рассмо- 

трим любое удобное пространство И’ с известным базисом р; = >> бь-В., 
5 

1=1,...П — №, и улучшим” его при помощи лифтинговой схемы (Зе! 

dens): 
q=] max 

ti =D BisBs - >> a4; B 7) =1,...,п — М. 

J=Jmin 

Чтобы определить неизвестные JIMPTUHTOBbIe KOSCPPULMEHTHI O4;, WOTpeby- 

ем, чтобы функции 4; имели предписанное число (скажем, т) исчезающих 

моментов: 

| бетаз = 0, р=0,..., т 

(Чтобы уравнять число неизвестных и число уравнений, положим 

пах = ош + 7.) Требование т исчезающих моментов дает линейную си- 

стему для лифтинговых коэффициентов; эффективный метод явного ре- 

шения этой системы (а значит, и построения нестандартных вейвлетов) 

получен недавно в работе [35] и успешно применен при численном решении 

интегральных уравнений в [36, 65]. 

1.5. Тензорные аппроксимации с использованием 

вейвлет-преобразований 

Пусть А — двухуровневая матрица с размерами уровней п1 и по. 

Попытаемся приблизить ее суммой кронекеровых произведений вида 

A, = => Al @ A?, rae размеры Aj и Ag соответственно 11 X 1 MU Ne X No. 

Пусть A= А;, ит — наименьшее возможное число кронекеровых произ- 

ведений, сумма которых есть А. Тогда т называется тензорным рангом А. 

Наилучшие приближения, минимизирующие || А- А, || г, могут быть получе- 

ны алгоритмом 5УО, примененным к матрицам, полученным специальным 

”перемешиванием” элементов. 

Логика подхода, предложенного в [64], очень проста. Для заданной ли- 
нейной системы Ах = 6 (имеется в виду, что задан 6 и процедура вы- 

числения произвольного ‘элемента А) и величины Е допустимой относи- 
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тельной погрешности (во фробениусовой норме) мы выполняем следующие 
шаги: 

(А) Аппроксимировать А суммой кронекеровых произведений 

r 

AX B=))UK@Vi,  ||B-Allr <ellAllr, 
k=1 

где Ок и Ук, соответственно, рхриахдит = ра есть порядок 
матрицы А. Для простоты предполагаем ниже р =а=п!/? 

(В) Применить дискретное вейвлет-преобразование (БУТ) с предписан- 
ным числом исчезающих моментов т к каждому кронекерову фак- 
тору: 

Ph =WU,W, О=ИИИТ, 1<k<r. 

Здесь И’ — матрица DWT crenenu m. Py u Q, — псевдоразреженные 

матрицы. Выбирая подходящий порог т = т(&, Рь, Ок) и зануляя все 

элементы Р» и /Фь, меньшие т по модулю, сформировать окончатель- 

ное приближение В матрицей 

C=W TeEW'DWEWHB, D= 5 Pf @ Qi, 
k=1 

приближающей В сзаданной погрешностью =: ||В — С <<< ||B||r. 
(С) Построить переобуславливатель М`! для матрицы А. Мы сосредо- 

точимся на следующих опциях: 

1) многоуровневые циркулянтные переобуславливатели с мас- 

штабированием; 

2) приближенные обратные, полученные модифицированными 

итерациями Ньютона. 

(2) Применить СМВЕ$ или РСС для решения СМ "у = В и определить 
M~'y как приближение к точному решению г. 

Ожидается, что г « п. Таким образом, формат кронекеровых произ- 

ведений требует хранения всего лишь 2тп < п? чисел. Шаг (А) позволяет 

хранить приближение для А в оперативной памяти. 

Чтобы дать представление об эффективности вычислительных техно- 

логий, реализующих рассмотренный выше круг идей, приведем численные 

результаты для матриц, возникающих при решении уравнения Прандтля 

11 
U(x, y) _ 

[т [(x — xo)? + (y — yo)?]3/2 атау = F (xo, yo) 

методом дискретных вихрей [36] в случае равномерных меток. В табл. 1 от- 
ражено построение обратных матриц, в табл. 2 — времена работы нашего 
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тензор-вейвлетовского метода решения соответствующих линейных алге- 

браических систем (чтобы оценивать погрешность наиболее консерватив- 

ным образом, правая часть была выбрана равной сумме столбцов матрицы 

с номерами 1, 5, 10). 

Таблица 1. Приближенное обращение матриц 
  

2 
  

  

  

  

  

            

п=р 4096 16384 65536 262144 

Е 10° 107 10-® 10-° 

Тензорный ранг А 8 8 9 10 

Время на обращение | 2.68 зес | 15.39 зес | 1.47 шш | 7.29 шш 

Число итераций 7 8 9 10 

Тензорный ранг Aa! 14 15 15 15 

Невязка 4.10-6 | 3.106 | 1.5. 10-4 | 1.1.104     

Таблица 2. Решение систем с использованием масштабированных 

блочно-циркулянтных переобуславливателей 

  

  

  

  

  

  

  

              
  

n 16129 65025 261121 1046529 

Тензорный ранг А 11 12 12 13 

Погрешность тензор- 10-7 10-7 10-7 10-7 
ной аппроксимации 

Время на матрично- 0.05 зес 0.28 зес 1.43 зес 7.6 зес 

векторное умножение 

Число итераций 17 21 22 22 

Построение пере- 1.8 зес 7.2 зес 29.1 зес 1.9 min 

обуславливателя 

Время на решение 2.3 зес 7.9 sec 41.6 sec 3.3 min 

Относительная 3.1.10-6 | 5.8.1076 | 1.93.10-8 | 1.1.10-8 

погрешность 

2. Методы решения сеточных систем 

В данном разделе мы рассмотрим один из основных этапов технологиче- 

ского процесса получения численного решения — решение систем сеточных 

уравнений. Основное внимание будет уделено методам решения систем, ко- 

торые используют дополнительную информацию о сетке и геометрической 

модели, а также ограничениям на, сетку, накладываемым каждым из этих 

методов. Отметим, что в статье [1| настоящего сборника эти методы пред- 

ставлены с алгоритмической точки зрения, в то время как здесь будут об- 

суждаться их тетнологические аспекты. Кроме того, будут рассмотрены 

технологии ”черного ящика”, использующие минимум данных о сеточной 

системе. 
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2.1. Методы фиктивных областей 

Метод фиктивных областей (Саульев, Лебедев, Руховец) сводит реше- 
ние краевых задач в областях сложной формы к решению краевых задач в 

областях простой формы (например, в прямоугольнике или параллелепи- 

педе). Сведение обусловлено тем фактом, что в областях простой формы 

краевые задачи и/или их сеточные аналоги могут быть решены эффектив- 

ными и экономичными методами. Существует несколько принципиально 

разных подходов для подобного сведения. Прежде чем приступить к их об- 

суждению, перечислим общие технологические компоненты, необходимые 

при реализации этих подходов. 

1. Сетки, используемые при аппроксимации краевых задач в областях 

сложной формы, должны быть прямоугольными локально модифициро- 
ванными, т.е. аппроксимировать границу со вторым порядком точности 
и являться логическим подмножеством некоей прямоугольной сетки, це- 
ликом покрывающей расчетную область. При этом отличаться от исход- 
ных прямоугольных ячеек могут только те ячейки, которые пересекаются 
границей расчетной области, или их соседи (рис. 1). Отличие может быть 

двояким: узлы модифицированных ячеек могут быть сдвинуты, а также 
некоторые части ячеек могут быть отсечены, образуя треугольники (2D) 
или тетраеэдры (30). Существуют алгоритмы построения подобных сеток 

как на плоскости, так и в пространстве [31], [52]. 

  

RES     
                        

    

    
    
                                

Рис. 1. Локально модифицированная сетка, 

2. Сеточные задачи, возникающие в расширенных областях простой 

формы, должны допускать эффективное численное решение, арифметиче- 

ская сложность которого пропорциональна количеству узлов в прямоуголь- 
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ной сетке, с (поли) логарифмическим множителем от числа узлов. Быстрые 

прямые решатели рассматривались в работах [22], [108]*. 

Необходимость использования локально модифицированных сеток обу- 

словлена тем, что подмножество ячеек прямоугольной сетки не может ап- 

проксимировать произвольную область с кусочно-гладкой границей со вто- 

рым порядком точности, который достигается во внутренних узлах области 

во многих методах аппроксимации краевых задач. Треугольные или тет- 

раэдральные покрытия приграничной зоны обеспечивают второй порядок 

точности. Другим важным обстоятельством оказывается то, что сеточные 

уравнения, порожденные в исходной области, отличаются от систем урав- 

нений, эффективно разрешимых быстрыми прямыми методами, только в 

узкой приграничной полосе. 

Один из подходов метода фиктивных областей основан на известном 

факте, что в среде с относительно большими значениями коэффициента, 

диффузии изменение плотности диффундируемого вещества, достаточно 

мало. В связи с этим можно заменить первую краевую задачу (с однород- 

ным краевым условием и оператором диффузии) на задачу в расширенной 

области, где коэффициенты диффузии доопределены достаточно больши- 

ми значениями. При этом решение расширенной задачи стремится к ре- 

шению исходной при увеличении коэффициента диффузии в расширенной 

области. Аналогично можно осуществить замену для третьей краевой за: 

дачи (с однородным краевым условием), однако в расширенной области 

коэффициенты диффузии должны быть доопределены достаточно малы- 

ми значениями. В обоих случаях краевая задача в области сложной формы 

заменяется расширенной краевой задачей в области простой формы, но 

с сильным перепадом коэффициента диффузии вдоль границы исходной 

области. 

Для решения подобных задач предложен целый ряд быстро сходящихся 

итерационных процессов [2]", где на каждом шаге применяется быстрый 

прямой метод. Отметим, что в некоторых методах итерации осуществляют- 

ся в подпространстве дискретно-гармонических векторов [91], что приводит 

к так называемым частичным задачам [22], [51], [99] +: найти решение се- 
точного аналога уравнения Пуассона в прямоугольнике (параллелепипеде) 

в узлах около границы исходной области, когда правая часть отлична от 

нуля также только в приграничной полосе. Решение частичных задач мож- 

но осуществить еще более эффективно, храня в памяти компьютера только 

степени свободы из подпространства дискретно-гармонических векторов. 

Альтернативным подходом является метод фиктивных компонент 

(Астраханцев,‚ Марчук, Кузнецов), который осуществляет расширение 

на матричном уровне. Для аппроксимации кусочно-линейными конечны- 

ми элементами оператора Лапласа с краевыми условиями Неймана на 

локально-модифицированной сетке, и ее аналога в дополнение до объем- 
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лющего прямоугольника (параллелепипеда), верно блочное представление 

Ai, Air 0 0 O 0 By, Bir 0 

Ar, AM 0 | +] 0 AY? Ap |=| Вы Br Bro |, 
0 0 0 0 Aor Ago 0 Bor В22 

где матрица В — конечно-элементное представление оператора, Лапласа, в 

расширенной области на локально модифицированной сетке. Здесь индекс 

Г обозначает степени свободы, лежащие в модифицированных ячейках, а 

индексы |1 и 2 — оставшиеся степени свободы в расчетной области и в ее 

дополнении, соответственно. Отметим, что отличие матрицы В от матри- 

цы В ‚ эффективно обращаемой быстрыми прямыми методами, ограничено 

блоками В1г, Вг1, Вг, Вг2, Вэаг. Метод фиктивных компонент может быть 

определен как некий итерационный процесс [99] т с исходной матрицей A, 

и переобуславливателем By, rue 

Ai Air ~ Bu Bir 

A, = ag J> B=] 2. 2 2 we 
Ar, Ap Bri Br — BreBoy Boar 

или итерации с расширенной нулями матрицей А! и переобуславливате- 

лем В. В обоих вариантах итераций векторы ошибки являются дискретно- 

гармоническими и невязки отличны от нуля лишь в приграничной поло- 

се, что позволяет использовать технологию решателей частичных задач 

на всех итерациях, кроме начальной. Существуют варианты метода фик- 

тивных компонент на случай задачи Дирихле, когда исходная матрица А1 

расширяется несимметрично некоторыми блоками матрицы В [99], [63]. 
Сохранение ошибок в подпространстве дискретно-гармонических функ- 

ций позволяет использовать метод сопряженных градиентов как в слу- 

чае несимметричного расширения, так и в случае вырожденного расши- 

рения. 

Критерием независимости скорости сходимости итерационных процес- 

сов методов фиктивных областей от параметров дискретизации и/или гео- 

метрических параметров является независимость от этих параметров энер- 

гетической нормы оператора продолжения сеточной функции из расчет- 

ной области в окаймляющий ее прямоугольник (параллелепипед). Поэто- 

му анализ сеточных продолжений представляется необходимым этапом 

предварительной оценки целесообразности применимости метода. Опре- 

деленную трудность в методах фиктивных областей представляют точки 

смены типов краевых условий: имеется потребность в быстросходящихся и 

экономичных итерационных процессах, удобных в вычислительной прак- 

тике. 

Отметим, что метод фиктивного пространства [102] может быть 
успешно применен к постановкам метода фиктивных областей. Один из 
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приемов основан на использовании переобуславливателя для конечно- 

элементного оператора Лапласа в расширенной области и операторов про- 

должения сеточных конечно-элементных функций [102]. Другое приме- 

нение метода фиктивного пространства для построения переобуславли- 

вателя заключается в переинтерполяции сеточных значений на иерар- 

хическую сетку в объемлющей области и использовании многоуровне- 

вого переобуславливателя с выборочным суммированием, необходимым 

для обработки различных типов краевых условий и минимизации вы- 

числительной работы [104|, [67|]. Оба приложения метода фиктивного 

пространства не используют свойство локальной модифицированности 

сетки. 

2.2. Многосеточные методы 

Многосеточный метод (Федоренко, Бахвалов) является одним из наибо- 

лее популярных методов решения сеточных задач [46], [79]. Главной пред- 
посылкой этому можно назвать его численную эффективность, выражае- 

мую через асимптотическую оптимальность совершаемой арифметической 

работы. Несмотря на многообразие многосеточных методов, предложен- 

ных за последние десятилетия, основными составляющими многосеточной 

технологии являются несколько компонент: последовательность иерархи- 

чески вложенных сеток, операторы перехода с грубой сетки на мелкую 

и обратно, выбор оператора на грубой сетке, сглаживатель, и процеду- 

ра решения, объединяющая вышеприведенные компоненты. Для простоты 

приведем простейший пример организации У (1, 1)-цикла для К-уровневого 

метода: 

1) Set ux =v; 

2) Forl=K,K—-1,...,1: = Вии, шт = Р(щ- M21); 

3) wo = Му; 
4) For 1 = 1,2,. .. ‚А: ди + Lywi-1, Wi = Yl + Ri (uy — Мил); 

5) Set Bev = wx. 

Здесь [ — оператор продолжения с грубой сетки [ — 1 на мелкую [, Р — 

оператор интерполяции с мелкой сетки [ на грубую [—1, В; — оператор сгла- 

живания на сетке [, М, - оператор на сетке уровня [. Отметим, что в неко- 

торых процедурах решения могут отсутствовать те или иные компоненты. 

Технологически для каждой из базовых процедур существует несколько 

реализаций. Рассмотрим некоторые из них. 

Последовательность иерархически вложенных сеток может быть по- 

лучена разными способами, которые зависят от топологии сеток. Так, в 

сетках с четырехугольными (20) или шестигранными (30) ячейками ие- 

рархия может быть получена равномерным измельчением каждой ячейки 
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на 4 (20) или 8 (30) ячеек. Произвольное локальное измельчение невоз- 
можно в рамках конформных сеток, однако допущение подчиненных узлов 
(рис. 2) делает процедуру измельчения очень простой и обеспечивает по- 
следовательность вложенных сеток эффективной структурой данных типа 
четверо-дерево или восьми-дерево. 

  

  

  

  

            

Рис. 2. Локально измельченная сетка с подчиненными узлами 

Для конформных сеток с треугольными (20) или тетраэдральными 

(3D) ячейками возможно как равномерное, так и произвольное локальное 

измельчения. Отметим два наиболее распространенных способа локального 

измельчения треугольных и тетраэдральных сеток: метод бисекции [134] и 

метод красно-зеленого разбиения [141]. Суть метода бисекции заключается 

в разбиении назначенных к разбиению ячеек и еще некоторых их соседей 

пополам за счет проведения медианы или медианной плоскости. Разбие- 

ние дополнительных ячеек необходимо для восстановления конформности 

сетки (рис. 3). Метод красно-зеленого разбиения разбивает назначенные к 

измельчению ячейки на четыре (20) или восемь (30) ячеек. Восстановление 
конформности сетки достигается доразбиением конфликтных (соседних к 

измельченным) ячеек. 

  

        

                                
  

Рис. 3. Локальное измельчение методом бисекций треугольников 
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Построение операторов межсеточных переходов базируется на, сеточ- 

ной иерархии, особенностях сеточных пространств и свойствах исходного 

дифференциального оператора. Особенности сеточных пространств про- 

являются в носителе степени свободы и шаблоне оператора продолжения 

сеточной функции с грубой сетки на мелкую. Носителями степеней свобо- 

ды могут быть узлы, ребра, грани, ячейки сетки, а также ансамбли узлов, 

ребер, граней и ячеек. В случае конформных иерархических треугольных 

сеток треугольники мелкой сетки являются частью треугольника или це- 

лым треугольником более грубой сетки; узлы мелкой сетки являются ли- 

бо узлами грубой сетки, либо новыми (дополнительными) узлами; ребра 
мелкой сетки — ребрами грубой сетки или их частями, либо новыми, со- 

единяющими новые узлы. В случае областей с криволинейными границами 

строгая геометрическая вложенность треугольников и ребер может нару- 

шаться, однако логическая иерархия сохраняется, что обусловлено спосо- 

бом построения сетки. В силу этого многосеточные методы могут быть 

обобщены на случай подобных квази-иерархических сеток. Непосредствен- 

ный выбор носителя степени свободы зависит от способа аппроксимации 

дифференциального оператора, а также от способа, построения операторов 

сеточных уровней. Шаблон оператора продолжения [с грубой сетки на 

мелкую выбирается исходя из структуры связей носителей степеней свобо- 

ды на сетке, а также соображений устойчивости проектирования с грубой 

сетки на мелкую. Так, для конечно-разностной аппроксимации оператора, 

Лапласа, на квадратной сетке простейший шаблон схематически предста- 

вим как 

1 +5 12 = 1 

+ \ x { 

1/2 1/4 1/2, 

ти Nt 

1 > 1/2 + 1 

где жирным шрифтом выделены веса узлов грубой сетки. Отметим, 

что этот шаблон может изменяться при переходе к оператору диффу- 

зии со скачками изотропного коэффициента диффузии или анизотроп- 

ным тензором диффузии, а также при переходе к оператору конвекции- 

диффузии [73]. 
Выбор оператора М] на грубой сетке может осуществляться несколь- 

кими способами. Первый, являющийся таковым и исторически, использу- 

ет заданный способ аппроксимации дифференциального оператора, при- 

мененный к задаче на более грубой сетке. Например, в случае конечно- 

разностной аппроксимации двумерного оператора, Лапласа, на, квадратной 
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сетке шаблоны сеточных операторов на мелкой (с шагом й) и грубой сетках 

(с шагом Н = 21) представимы в виде: 

—1/h? -1/H? 

| | 

—1/h? — 4/h? — —-1/h? —1/H? — 4/H? — -1/H? 

| | 

—1/h? —1/H? 

Другим примером может служить конечно-элементная ЗОРСО аппрокси- 

мация оператора конвекции-диффузии, которая приводит к немасштабиру- 

емым (т.е. не сводящимся друг к другу умножением на некое число) шабло- 

нам на мелкой и грубой сетках [34]. Второй способ построения оператора на 

грубой сетке — проектирование по Галеркину оператора, М] с мелкой сетки 

[ на грубую [— 1. При этом используются пространства сеточных функций 

Ha мелкой и грубой сетках И, И]_1, а также оператор продолжения сеточ- 

ной функции Ij: Vii -} И с грубой сетки на мелкую. Результирующий 

оператор на грубой сетке представляется Kak M)_; = И Ми и вычисля- 

ется явно. Ключевым условием выбора оператора продолжения является 

его устойчивость в соответствующих пространствах с нормой, порождае- 

мой исходным дифференциальным оператором: |||, < С|м|х. Отметим, 
что проектирование по Галеркину не гарантирует сохранение шаблона, М] 

у сеточного оператора /!-_1. В зависимости от сеточных пространств и 

оператора продолжения, шаблон может расширяться [57| или оставаться 

неизменным. Поэтому предварительный анализ арифметической сложно- 

сти алгоритма должен учитывать возможную динамику шаблона сеточных 

операторов. 

Третий способ построения оператора на грубой сетке — алгебраиче- 

ский. Некоторые многосеточные методы ([92]*, [82]*, [23], [25], [26], [27]), 
выстраивают иерархическую последовательность операторов на, основе ал- 

гебраического исключения некоторых степеней свободы. Явное исклю- 

чение возможно для матриц, представимых в ассемблированном по су- 

перэлементам (понимаемым здесь как ячейка грубого уровня, разбитая 

на ячейки мелкого уровня) виде. Матрица на грубой сетке ассембли- 

руется по суперэлементам, причем локальная матрица вычисляется яв- 

но. Определенным преимуществом работы с ассемблируемыми матрицами 

является точная оценка скорости сходимости итерационного многосеточ- 

ного метода, не зависимая от скачков изотропного коэффициента диффу- 

Зии. 

Процедура сглаживания А; — определенный итерационный процесс, ко- 

торый может рассматриваться как метод простой итерации с одним из об- 
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щепринятых переобуславливателей: диагональным (релаксированный ме- 

тод Якоби), верхне-треугольным (метод Зейделя), блочно-диагональным, 

неполного 20-разложения. Отметим, что реализации каждого из этих ме- 

тодов широко известны, поэтому дальнейшая детализация, по-видимому, 

не имеет смысла. 

Эффективность (малая арифметическая цена) многосеточных методов 

основана, на быстром уменьшении числа степеней свободы при переходе от 

мелкого уровня на более грубый. Так, например, если число степеней свобо- 

ды уменьшается в четыре раза, при переходе на более грубую сетку (равно- 

мерное 2) измельчение), то асимптотическую оптимальность арифметиче- 

кой работы будут иметь как У-, так И’-циклы. На локально сгущающихся 

сетках коэффициент уменьшения может быть существенно ниже, что мо- 

жет привести к потере асимптотической оптимальности даже У-циклом. 

Сохранение эффективности возможно двумя способами. Во-первых, мож- 

но переопределить понятие сеточного уровня, который больше не будет 

связан с процессом построения иерархической сетки, а будет абстрактным 

набором степеней свободы, соответствующим равномерному укрупнению 

мелкой сетки. При этом необходимо переопределить все компоненты мно- 

госеточного метода. Во-вторых, можно использовать многоуровневые ме- 

тоды [54], реализация которых возможна как в рамках вычисления двойной 

суммы (по уровням сетки и по степеням свободы на каждом уровне), так 
и в рамках упрощенного У-цикла. 

Иногда особенности задачи не позволяют иметь многоуровневую ие- 

рархию вложенных сеток, допуская не более двух или трех уровней равно- 
мерного измельчения. Поскольку исходная (самая грубая) сетка является 
весьма мелкой и неструктурированной, подобные двух- или трехуровневые 

сетки удобно называть почти неструктурированными [86], [19]. Сложность 
в использовании почти неструктурированных сеток заключается в ариф- 
метической цене решения задачи на самом грубом уровне, размерность ко- 
торой достаточно велика, чтобы ее можно было решить прямым методом. 
В некоторых случаях ([82], [26], [27]), будучи примененным к неволновому 
оператору Гельмгольца —А + С на мелкой сетке К, многосеточный метод 
порождает оператор —А -- 4К С на грубой сетке, геа=2 (20) илиа = 4 

(30). Таким образом, при К =2 и С = 10 число обусловленности матрицы 

на грубой ЗО сетке (1=0) уменьшается в 42.16 вместо 4? раз при сохране- 
нии оператора, на грубом сеточном уровне. Наличие нежесткого оператора, 
на грубом сеточном уровне позволяет обращать его итерационно с диаго- 
нальным переобуславливателем. Помимо применимости к почти неструк- 
турированным сеткам, метод обладает хорошим внутренним параллелиз- 
мом: распределив по процессорам степени свободы грубого уровня, можно 

добиться эффективного ускорения за счет равномерной загрузки всех про- 
цессоров [26] +. 
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Многосеточные технологии применимы и к полностью неструктуриро- 

ванным сеткам. Например, используя технику метода фиктивного про- 

странства [102|, можно построить иерархическую локально измельчен- 

ную сетку, аппроксимирующую исходную неструктурированную (рис. 4), 

и сформировать переобуславливатель на основе многосеточного метода 

и оператора интерполяции с иерархической сетки на неструктурирован- 

  

        

Рис. 4. Неструктурированная и иерархическая сетки 

ную [62], [67]. При этом построение локально измельченной иерархической 
сетки и оператор интерполяции зависят от применяемого многосеточного 
метода. 

2.3. Методы декомпозиции области 

Методы декомпозиции области сводят процесс решения краевой задачи 

к последовательности задач в подобластях, на которые разбита, расчетная 

область. Разбиение на подобласти может осуществляться разными спосо- 

бами и с разными целями. С точки зрения вычислительных технологий 

метод декомпозиции может быть применим на разных этапах технологиче- 

ской цепочки. Ниже мы рассмотрим некоторые алгоритмы как элементы 

технологии, группируя их по достигаемым целям. 

Одна из целей декомпозиционных алгоритмов — облегчение численно- 

го решения, или вычислительно более эффективная процедура решения, 

сеточной краевой задачи. Рассмотрим несколько примеров. Предположим, 

что в диффузионной задаче коэффициент диффузии терпит сильные скач- 

ки при переходе от подобласти к подобласти, а нам доступны эффективные 

решатели для сеточных задач с плавно меняющимися коэффициентами. 

Построение экономичного переобуславливателя для сеточного оператора 

126



во всей области, обеспечивающего скорость сходимости, не зависящую от 

величины и топологии скачка, возможно как для конформных сеток, так 

и для сеток, нестыкующихся на границе между подобластями (интерфей- 

сами). Технологическая основа большинства методов декомпозиции — ис- 

пользование решателей сеточных задач в подобластях и разработка интер- 

фейсного переобуславливателя для дополнения Шура для степеней свобо- 

ды на интерфейсах. Интерфейсный переобуславливатель может быть либо 

результатом внутреннего итерационного процесса, [103], [85|+, либо ком- 
бинацией сеточных краевых задач в подобластях, либо аддитивным на- 

ложением локальных интерфейсных переобуславливателей, ассоциирован- 

ных с разными топологическими частями интерфейса [112], [105]. В послед- 

нем случае накладываются сильные ограничения на структуру интерфейса 

и, соответственно, на топологию скачков коэффициента диффузии. Неко- 

торые декомпозиционные переобуславливатели [24], [132] + не используют 
интерфейсное переобуславливание, ограничиваясь исключительно решате- 

лями в подобластях. При этом топология распределения коэффициентов 

по подобластям не может быть произвольной. Отметим, что аддитивный 

или мултипликативный метод Шварца предлагают простые переобуславли- 

ватели в случае разбиения на перекрывающиеся подобласти. Обмен дан- 

ными между подобластями осуществляется только на границах подобла- 

стей [112], [105]. Однако подобный подход эффективен в случае мало ме- 
няющихся коэффициентов диффузии, за исключением случаев с простой 

топологией [72]. 

Второй пример. Предположим, что единственный доступный нам ре 

шатель сеточных задач — 2И-разложение для разреженных матриц. Фак- 

торизация является весьма эффективным (как по призводительности, так 

и по памяти) методом для небольших матриц (порядка нескольких тысяч), 

поэтому можно разбить все множество степеней свободы из расчетной обла- 

сти на подмножества мощности г 10% — 104, ассоциированные с подобла- 

стями. При этом количество подобластей может стать весьма, большим, что 

значительно ухудшает скорость сходимости итерационных процессов с вы- 

шеупомянутыми переобуславливателями. Причиной этому является слабое 

уменьшение итерационной ошибки без подавления низкочастотных компо- 

нент за счет решения задачи во всей области. Для того чтобы избежать 

зависимости скорости сходимости от числа подобластей, применяется тех- 

нология каркасного пространства, обеспечивающая подавление низкоча- 

стотных компонент ошибки, по аналогии с многосеточными методами. При 

этом используется либо решатель, либо переобуславливатель для исходно- 

го оператора в каркасном пространстве, число степеней свободы в котором, 

как правило, порядка числа подобластей. Отметим, что выбор эффектив- 

ного решателя сеточных подзадач зависит от типа сетки: на неструктури- 

рованных сетках технологически предпочтительно выглядят методы фак- 
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торизации [136]; на прямоугольных сетках имеет смысл воспользоваться 
быстрыми прямыми методами, формируя прямоугольные подобласти; на 
иерахических сетках удобны многосеточные решатели [85], [140]. 

Процедура разбиения области на пересекающиеся или неперёсекающи- 

еся подобласти может осуществляться либо на уровне матриц, либо на 

уровне сетки, либо на уровне геометрического моделирования. В послелд- 

нем случае используют данные о геометрической модели, зачастую пред- 

ставляемой объединением и/или пересечением областей простой формы, а 

также данные о зонах с одинаковым значением коэффициентов дифферен- 

циального оператора. Разбиение на уровне сетки подразумевает разделение 

узлов или ячеек на непересекающиеся подмножества (которые могут быть 

впоследствии расширены для получения перекрывающихся подобластей). 

Разбиение может осуществляться на разных принципах [139], учитываю- 
щих или не учитывающих ребра сетки и физическое расположение узлов. 

Разбиение на уровне матриц является разбиением графа матрицы, пред- 

ставляющшего структуру разреженности матрицы. В этом случае невозмож- 

но гарантировать не только гладкость интерфейса, но даже односвязность 

подобластей. Зачастую негладкость интерфейса и топологическая несогла- 

сованность интерфейса и скачка коэффициентов приводят к замедлению 

скорости сходимости итерационнго процесса, поэтому важны методы, не 

чувствительные к побочным эффектам автоматического разбиения на по- 

добласти. 

Другой целью декомпозиционных алгоритмов может быть параллели- 

зация вычислений. Разделение данных по принадлежности подобластям 

очень удобно при распределении данных по процессорам. При этом на- 

ряду со скоростью сходимости ключевую роль играет равномерное рас- 

пределение нагрузки по процессорам для получения высокой параллель- 

ной эффективности. Иногда геометрические соображения (распределение 

коэффициента, гладкость интерфейса) могут приноситься в жертву удоб- 

ству и эффективности параллелизации. Поэтому в параллельных расчетах 

могут использоваться методы, не обеспечивающие (почти) независимость 

скорости сходимости от шага сетки, но не чувствительные к гладкости ин- 

терфейса или поведению скачка коэффициента [133]. Поскольку в парал- 

лельных вычислениях количество процессоров и подобластей может быть 

большим, использование переобуславливателя или решателя на каркасном 

пространстве является неизбежным. Каркасная задача, как правило, не 

является большой и решается на одном процессоре. Иногда каркасная за- 

дача решается приближенно на всех процессорах с помощью внутренних 

итераций. В последнем случае каркасный решатель входит в переобуслав- 

ливатель мультипликативно, после независимой (аддитивной) обработки 
каждым процессором своей подзадачи и вычисления невязки после адди- 

тивного переобуславливания [133], [96]. Подобная комбинация аддитивного 
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и мультипликативного метода Шварца порождает гибридный метод деком- 

позиции [112]. В случае, когда каркасный решатель входит в переобуслав- 

ливатель аддитивно, т.е. независимо от переобуславливания в подобластях, 

он применяется на дополнительном процессоре, при этом желательна, ба- 

лансировка его нагрузки с нагрузкой других процессоров. Примером техно- 

логических решений параллельных методов декомпозиции могут служить 

программные комплексы [140], [136].. 

Сингулярно возмущенные операторы предоставляют дополнительные 

возможности для эффективной параллелизации решателей на основе ме- 

тодов декомпозиции с перекрывающимися подобластями. Так, неявная ап- 

проксимация по времени с шагом т конечно-разностного параболического 

уравнения на сетке с шагом А порождает оператор с сингулярно возму- 

щенным членом нулевого порядка. При этом глубина перекрытия порядка 

\/т (ЕР /т) обеспечит точность Е приближения дискретного решения в 
каждой подобласти вне зоны перекрытия, даже если граничные значения 

для подзадач берутся с предыдущего временного слоя [93]. Таким обра- 

зом, независимое решение подзадач с относительно небольшим перекрыти- 

ем обеспечивает хорошее приближение к неявному решению. Аналогичным 

образом можно использовать свойства оператора конвекции-диффузии с 

малым диффузионным коэффициентом. Двухуровневое разбиение с ма- 

лыми перекрытиями и специальный вариант мультипликативного метода 

Шварца, обеспечивают высокую скорость сходимости (не зависящую от ша- 

га, сетки и числа процессоров) без введения каркасного пространства и хо- 

рошую параллелизацию алгоритма [66]. 

Композиция подзадач с разными типами операторов — третья цель ме- 

тодов разбиения области. Подобные разбиения возникают, например, когда 

сложный оператор в большей части области заменяется на упрощенный, 

сохраняя свой исходный вид лишь в меньшей подобласти, где использова: 

ние сложной модели физически оправдано. Другой причиной композиции 

разных уравнений может быть моделирование взаимодействия различных 

физических процессов, происходящих в разных зонах расчетной области. 

Для уравнений второго порядка их склейка на границе между подобластя- 

ми означает непрерывность решения и его потоков и может осуществляться 

явно, через выписывание интерфейсного уравнения в терминах операто- 

ров Пуанкаре-Стеклова, либо неявно, через выполнение некоей итерацион- 

ной процедуры. Общий функциональный подход формирования уравнения 

Пуанкаре-Стеклова и возможные способы его итерационного решения бы- 

ли рассмотрены в [28|, а приложения этого подхода подробно изучаются 
в [105]. Преимуществом явного выписывания интерфейсного уравнения яв- 
ляется возможность вычислить итерационную невязку, что позволяет при- 

менить итерационные алгоритмы с автоматическим выбором параметров 

(CG, GMRES, В1Сазаь и т.п.). Неявная итерационная склейка, использует 
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гетерогенный метод декомпозиции типа Нейман-Дирихле [105], mpu Kxoro- 

ром последовательное решение краевых подзадач гарантирует непрерыв- 
ность решения (или потока), а итерационная релаксация склеивает потоки 
(или решения). Преимуществом неявной склейки оказывается простейшая 
комбинация двух независимых решателей разных подзадач, а, его недостат- 
ком является необходимость выбора релаксационного параметра. 

2.4. Технологии черного ящика” 

Отличительной особенностью методов декомпозиции, фиктивных обла: 

стей и многосеточных методов является дополнительная информация о се- 

точной системе, которую необходимо решить. С формальной точки зрения 

линейные системы могут быть заданы только через элементы матрицы и 

вектор правой части. Остальные данные носят вспомогательный характер и 

могут быть использованы для ускорения процесса решения. При создании 

программных комплексов, реализующих те или иные решения краевых за- 

дач, очень важным является представление о том, какими методами будут 

решаться линейные системы. Разрабатываемая структура данных должна 

учитывать требования используемых методов. В случае, когда программ- 

ный комплекс не предоставляет никакой дополнительной информации о се- 

точной системе, приходится использовать решатель, использующий только 

минимальную информацию о системе, т.е. матричные элементы и вектор 

правой части. Подобные подходы называются технологиями "черного ящи- 

ка’, поскольку процесс получения решения скрыт от пользователя, роль 

которого сводится к вводу матрицы и вектора правой части и выводу по- 

лученного решения. С одной стороны, это очень удобный способ интегри- 

рования решателя в программный комплекс в силу минимизации обмена 

данными; с другой стороны, это затрудняет управление процедурой ре- 

шения со стороны пользователя. Кроме того, технологии ”черного ящика” 

зачастую используют некоторые предположения о матрице, которые мо- 

гут не удовлетворяться на практике. Тем не менее именно эти технологии 

позволяют решать многие разреженные системы, не обладающие никакой 

дополнительной информацией. 

Наиболее общими методами решения систем линейных уравнений яв- 

ляются методы факторизации, в которых матрица системы разлагается 

на треугольные множители: А = ГО, где [‘'и 0 — нижне- и верхне- 

треугольная матрицы, соответственно, а затем решаются последовательно 

две системы с треугольными матрицами. Для сеточных систем, возника- 

ющих при аппроксимации краевых задач, матрица А часто является раз- 

реженной, поэтому арифметическая цена, факторизации матрицы поряд- 

ка п оказывается значительно меньше оценки п3/З, верной для плотных 

матриц. Теоретические оценки треугольного разложения для разрежен- 
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ных матриц [37|] не дают четкого представления об области его практи- 

ческой применимости. Появившиеся в последние годы алгоритмы и их реа- 

лизации [20, 21, 60, 75] позволяют существенно расширить границы этой 

области. Этого удалось добиться за счет усовершенствования методики 

факторизации и применения параллельных компьютеров. Так, например, 

конечно-разностная аппроксимация оператора Лапласа на трехмерной сет- 

ке 50 х 50х 50 (п = 125000) может быть успешно факторизована, на, персо- 

нальном компьютере, а на трехмерной сетке 100 х 100 х 100 (п = 1000000) — 
на 32-процессорном параллельном компьютере. Тем не менее приемлемыми 

размерностями для решения неструктурированных трехмерных задам на, 

однопроцессорном компьютере, по-видимому, обладают разреженные ма- 

трицы порядка десятков тысяч. Основные этапы разложения матрицы на 

треугольные множители — переупорядочивание, символическая фактори- 

зация, и численная факторизация. Параллелизация, как правило, приме- 

няется к последнему этапу, который основан на мультифронтальном алго- 

ритме. Стоит отметить, что современный стандарт пакетов факторизации 

требует механизма контроля ошибки (оценка числа обусловленности, невяз- 

ки), а также улучшения точности решения (итерационное уточнение). 

Широко применяемой альтернативой методам точной факторизации 

является технология неполного [О-разложения, при которой произведе- 

ние найденных треугольных множителей формирует переобуславливатель, 

используемый при последующем итерационном решении. Достоинствами 

этого подхода можно назвать быстроту факторизации и умеренные затра- 

ты на машинную память, а недостатками — относительно медленная ско- 

рость сходимости и возможное появление нулевых пивотов, т.е. тех матрич- 

ных элементов, на которые необходимо осуществлять деление. Построч- 

ное формирование треугольных множителей при неполной факторизации 

представляет собой усеченную процедуру точной факторизации: записыва- 

ются только те элементы, которые удовлетворяют определенным критери- 

ям, остальные либо отбрасываются, либо используются каким-либо обра- 

зом при формировании текущей строки/столбца у множителей. Критерии 

записи элементов делятся на критерии по позиции и критерии по значению, 

когда записываемое значение должно быть не меньше некоторого поро- 

а [14], [50], [109]. Позиционные критерии используют заранее определен- 
ную структуру разреженности треугольных множителей. Например, это 

может быть структура разреженности исходной матрицы (ПЛО). Разрабо- 

таны параллельные версии методов неполной факторизации, причем для 

компьютеров как с общей, так и распределенной (по процессорам) памятью 

[109]. Одно из направлений развития методики — построение разложений, 

обеспечивающих высокую скорость сходимости итерационных процессов 

за, счет более аккуратной (а следовательно, вычислительно более дорогой) 

построчной процедуры факторизации [90]. 
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Алгебраические многосеточные методы [58] ", подобно методам непол- 

ной факторизации, формируют переобуславливатель для исходной матри- 

цы, однако часто обеспечивают его спектральную эквивалентность с ис- 

ходной матрицей, т.е. независимость скорости сходимости от порядка, ма- 

трицы. Будучи многосеточными методами, они наследуют все основные 

элементы многосеточной технологии; будучи технологиями "черного ящи- 

ка”, они используют только информацию об элементах матрицы. Поэтому 

необходимые данные об иерархии алгебраических ”сеточных уровней” вос- 

станавливаются искусственно, даже в том случае, если сетка на обладает 

никакой иерархией. На первом этапе все степени свободы разделяются на 

мелкие и грубые, причем последние в свою очередь разделяются на, мелкие 

и грубые степени свободы следующего уровня, и так далее рекурсивно. 

Далее определяются операторы продолжения векторов с грубых на мел- 

кие степени свободы каждого уровня, операторы интерполяции на более 

грубые уровни и матрицы каждого уровня. После этого организация вы- 

числений аналогична стандартным многосеточным методам. Обычно опе- 

раторы интерполяции выбираются как транспонированные матрицы про- 

должения, а матрицы более грубого уровня являются Галеркинскими про- 

екциями матриц более мелкого уровня (матрица самого мелкого уровня 

есть исходная матрица). Разделение степеней свободы на, мелкие и грубые 

и построение оператбров продолжения подчинены главной задаче — ошиб- 

ка, на более грубом уровне должна быть более гладкой сеточной функцией. 

Технически эти процедуры допускают несколько реализаций, причем каж- 

дая из них использует свое понятие ”гладкости” ошибки. Последнее, в свою 

очередь, опирается на определенные свойства сеточной системы, которы- 

ми, как предполагается, она обладает. Классическим примером может быть 

требование первой програмной реализации алгебраического многосеточно- 

го метода [116] — матрица, системы должна быть М-матрицей. Таким обра- 
зом, алгебраические многосеточные методы, в отличие от методов полной 

или неполной факторизации, предполагают наличие у матрицы определен- 

ных свойств, порождаемых дискретизациями дифференциальных операто- 

ров. В случаях, когда матрица не обладает этими свойствами, эти методы 

могут быть применены к подматрицам с этими свойствами в рамках блоч- 

ных переобуславливателей [94], [95]. 

3. Примеры организации технологических 

процессов 

Реализация высокопроизводительных вычислительных технологий со- 

пряжена с разработкой больших объемов программных комплексов и осу- 

ществима практически только в коммерческих прикладных пакетах. Опи- 
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сание десятков таких продуктов представлены в Интернете, среди кото- 

рых широкое распространение имеют, например, [138], [137], [135]. Их ко- 
нечный успех зачастую определяется не столько математическими, сколь- 

ко менеджерскими технологиями, но в целом рынок пакетов прикладных 

программ (ППП) содержит значительный ассортимент разработок, ориен- 

тированых на широкой круг задач, связанных с выполнением крупномас- 

штабных вычислительных экспериментов. 

3.1. Цели и назначение ПИТ БАЗИС-А 

В качестве примера организации технологических процессов мы приве- 
дем краткое описание ППП БАЗИС-А [9], ориентированного на комплекс- 
ное трехмерное моделирование следующих взаимосвязанных технологиче- 
ских процессов в алюминиевом электролизере [32]: 

моделирование температурных полей с учетом различных источни- 

ков тепла, конвективных потоков и зависимостей теплофизических 

параметров от температуры; 

- расчет электрических полей и токов с учетом температурной зави- 

симости электропроводности и электрохимических процессов; 

- расчет магнитных полей с учетом объемного распределения плотно- 

стей токов, внешних токоподводов и свойств ферромагнитных мате- 

риалов, а также влияния близлежащих электролизеров; 

- моделирование магнитогидродинамических течений в расплавах 

электролита и алюминия с учетом пондеромоторных сил и по- 

верхностных волновых явлений, описываемых уравнениями Навье- 

Стокса; 

- в рамках линейной теории термоупругости расчет деформаций и на- 

пряжений под воздействием нагрузок различного типа. 

В целом электролизер представляет собой сложную физико- 

техническую систему, а проблемы расчета различных полей, необхо- 

димых для понимания и управления процессами производства алюминия, 

рассматривались многими авторами. 

ПИП БАЗИС-А основан на использовании современных эффективных 

алгоритмов и информационных технологий, включая средства геометриче- 

ского и функционального моделирования, построение адаптивных сеток, 

поэлементные принципы аппроксимации краевых задач методами конеч- 

ных объемов и/или конечных элементов, а также быстрые итерационные 

алгоритмы решения систем линейных и нелинейных алгебраических урав- 

нений с разреженными матрицами высокого порядка, составляющих ядро 

вычислительных инструментариев для создания различных программных 

конфигураций и приложений. 
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Реализация алгоритмов и архитектура ПИШ базируется на гибких 

структурах данных: геометрических, функциональных, сеточных и алге- 

браических (ГСД, ФСД, ССД, АСД), — обеспечивающих взаимодействие 

различных программных компонент, а также развиваемость пакета, в целом 

за счет добавления новых математических моделей и методов. 

Данный пакет программ содержит развитый графический пользова- 

тельский интерфейс (ГПИ) и постпроцессор, обеспечивающие задание 

сложных входных геометрических и функциональных данных (произволь- 

ные конфигурации материальных сред, различные системы дифференци- 

альных уравнений и граничные условия) и наглядную визуализацию ре- 

зультатов. 

ПИП БАЗИС-А может использоваться на стадиях НИР или ОКР для 

глубокого изучения характера физических эффектов в различных режи- 

мах электролиза алюминия или на этапах проектирования новых типов 

электролизеров с апробацией инженерных решений, или в составе заводско- 

го АСУТП типа виртуальный электролизер” для оперативного управления 

технологическими процессами, оптимизации эксплуатационных режимов и 

выработки рекомендации по устранению нежелательных ситуаций. ПИП 

БАЗИС-А может применяться и в других прикладных областях, связанных 

с необходимостью расчетов электростатических, магнитных и/или тепло- 

вых полей, а также магнитогидродинамических течений и термоупругих 

напряжений. 

Основными предполагаемыми пользователями данного пакета, являют- 

ся научные работники и инженеры, связанные с проектированием, иссле- 

дованием и эксплуатацией алюминиевых электролизеров или других элек- 

тромагнитных и теплофизических устройств. ППП БАЗИС-А может ис- 

пользоваться также как обучающая программа, для студентов и аспирантов 

физико-математических и технических специальностей, а также на курсах 

повышения квалификации инженерного персонала для освоения техноло- 

гий математического моделирования. 

3.2. Математические постановки задач моделирования 

процессов в алюминиевом электролизере 

Рассматриваемые самосогласованные трехмерные задачи являются в 

общем случае нестационарными и описываются системой дифференциаль- 

ных уравнений, нелинейные связи между которыми осуществляются че- 

рез зависимость коэффициентов и/или правых частей от соответствующих 

решений. Электромагнитные поля при этом предполагаются квазистацио- 

нарными, т.е. описываемыми формально стационарными уравнениями, но 

с параметрической зависимостью входных данных от времени. С учетом 

основных электромагнитных, теплофизических и гидродинамических фак- 
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торов краевые задачи для различных полей могут быть сформулированы 

следующим образом. 

3.2.1. Электростатическая задача 

Электрический потенциал ф(%) описывается в ограниченной расчетной 

области {%„ с внешней границей Г, уравнением 

div (o grad y) = s, т = (т,9,2) ЕП. (3.1) 

где проводимость среды о = о(Т) есть функция от температуры, разли- 
чающаяся в каждой из физических подобластей. Правая часть в уравне- 

нии (3.1) определяется индуцированными токами в соответствии с законом 
Фарадея: 

if = o[t x BI, s = divjy, 

где @, B cyrb BeKToppl CKOpocTu движущейся проводящей среды (расплава) 

и магнитной индукции. 

На различных участках внешней границы Г, расчетной ”электроста- 

тической” области могут задаваться или условия Дирихле (заданный по- 

тенциал), или однородные условия Неймана, на плоскостях симметрии, или 

определяемые из качественных физических соображений условия третьего 

рода (Ньютона), или заданное (из каких-то дополнительных физических 

соображений) распределение плотности входящих и (или) выходящих то- 

КОВ. 

Главными результатами решения данной задачи являются векторы на- 

пряженности электрического поля и плотности электрического тока 

ЕЁ = —ртааф, j=o0E+ Uy. (3.2) 

3.2.2. Магнитостатическая задача 

Данную краевую задачу формулируем относительно функции 1 (%), ко- 

торая в ”магнитостатической” расчетной области $, с границей Г’, удовле- 

творяет уравнению 
Фу (и 2га4 4) = 0, (3.3) 

где функция р (магнитная проницаемость) в ферромагнитной среде 9; 

зависит от магнитного поля (а также от температуры Т) и является посто- 

янной в неферромагнитной среде 440, , = 9:00. Традиционно функция 

в @; называется полным потенциалом, а в % — неполным потенциа- 

лом, поскольку в соответствующих подобластях вектор напряженности Н 

определяется различным образом: 

| —grad y, LEAs, 
+ A 

—gradw+ Hp, £E Qo, (3 } 
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где Но есть вектор напряженности магнитного поля, создаваемого опре- 

деляемыми в пункте 3.2.1 внешними токами в однородном пространстве с 

и = 1; этот вектор описывается формулой Био-Савара 

Ho(z) = in uth ат’, (3.5) 

У 

где У — ограниченный объем, включающий ненулевые учитываемые токи 
i(2'), 7 € V, af — радиус-вектор, соединяющий точку проводника 2’ c 

точкой наблюдения 2. 

На границе Г; ферромагнитной среды решение уравнения (3.3) удовле- 
творяет условиям сопряжения со скачками 

Ow Ow > 0 
—| =—| + (НН = + cel , Pon rt ду Г. ( ’ 0); Pips ФГ фХ ? Е fo (3 6) 

где знак ” —” относится к неферромагнитной среде, а 10 есть решение вспо- 

могательной краевой задачи 

0 
Ay? =0, ЕЯ, oe 

On ШГ; 

На внешней границе ограниченной области Qa ставятся краевые усло- 

вия из качественных соображений (в строгой постановке магнитное поле 

стремится к нулю на бесконечности). Например, над электролизером поле 

может задаваться по закону Био-Савара без учета влияния стального кор- 

пуса, а при учете влияния магнитных полей соседних электролизеров на 

плоскостях симметрии между ними ставится однородное условие Неймана. 

Функция магнитной проницаемости и(Н = |5 |) ферромагнитного ма- 
териала определяется соотношением В = pool ‚ где 40 — магнитная про- 

ницаемость вакуума, а В— вектор магнитной индукции. Она для разных 

материалов или задается приближенно эмпирическими формулами, или 

определяется из аппроксимации экспериментальных данных. 

= (п,Н), ег, (3.7) 

3.2.3. Тепловая задача 

Рассмотрим для простоты стационарное уравнение теплопроводности 

без учета конвективного теплопереноса в расплаве, а, также эффектов вли- 

яния электромагнитного поля на перенос тепла: 

—div (AgradT) = f =olgrady|*, Е ОТ, (3.8) 

где коэффициент теплопроводности Л зависит от температуры, а правая 

часть представляет источник тепла, обусловленный джоулевым нагревом. 

На внешней границе Гт тепловой” расчетной области ‘т ставятся кра- 

евые условия теплообмена с внешней средой. 
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3.2.4. Модель описания магнитогидродинамических течений 

Рассмотрим стационарное течение алюминиевого расплава, в котором 

вектор скорости и = (и, 9,1) и давление р не зависят от времени и описы- 
ваются в приближении Буссинеска, системой уравнений типа магнитогид- 

родинамики Навье-Стокса для сжимаемой жидкости: 

> 

p(u- V)u = —gradp + vAw + [7 x В] +04, LEQm, 

div pu = 0, (3.9) 

где о — коэффициент динамической вязкости, д = (0,0 — g)’, 4 — величи- 
на ускорения свободного падения, р — зависящая от температуры, в силу 

объемного расширения, функция плотности, а член с векторным произве- 

дением определяет действие пондеромоторных (лоренцовых) сил. 

На границах жидкости с твердыми стенками ставится условие прилинпа- 

ния и = 0, а на верхней свободной поверхности расплава формулируются 

кинематические условия 45/0 = и, а также задаются условия равновесия. 

Соответствующие нестационарные течения в расплаве описываются 

также системой уравнений (3.9), в которой к левой части первого из них 

и 
добавляется член с производной по времени о— ‚ а также ставятся допол- 

Ot 
нительно начальные условия при $ = 0. 

3.2.5. Уравнения термоупругости 

Рассматривается трехмерная статическая задача линейной теории 

упругости с учетом термических нагрузок в области, состоящей из парал- 

лелепипедов с разными, вообще говоря, прочностными характеристиками. 

Данная задача для изотропных сред описывается уравнением Ламе 

—2 div (we(@)) — grad (A diva) = f — grad (a(2u + 3A)T), (3.10) 

где используются следующие обозначения: @ = (u1, u2,u3)? — BeKTop me- 

ремещений, задающий векторное поле & = и(2) в точках 1 = (11, 22,23)" 

недеформированного тела, ТГ = Т(2) — скалярное температурное поле, f — 

вектор объемной нагрузки, хи — коэффициент термического расптирения, 

А > (ии > 0 — коэффициенты Ламе, а =(2) = =; ; есть тензор деформаций 
с компонентами 

    
1 (7 ди; 

i= 5 gj = 1,2, 3. . 24,3 о On; + on) tJ ’ ‚3 (3 11) 

Относительно краевых условий предполагается, что часть тела закреплена, 

часть свободна, и при этом какие-либо силы на границе не действуют. 
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При известных перемещениях симметричный тензор напряжений o (7) 

определяется ”гемпературной модификацией” закона Гука 

o = Que + Atr(e)d — a(2y + 3A)T, (3.12) 

где 0 — единичный тензор. 

3.3. Краткое описание алгоритмов 

Мы рассмотрим принципы дискретизации и аппроксимации методами 

конечных объемов и алгебраизации описанных выше задач на примере од- 

ного дифференциального уравнения вида (3.1), (3.3), или (3.8) относитель- 
но одной неизвестной (скалярной) функции и. 

‚На неравномерной параллелепипедоидальной сетке 2” = {©i, Yj, 2k}, 

i=1,..,J,  1=1...Л k=1,..,K, 

покрывающей всю расчетную область, то есть ® Е [51,5141] Хх [y1, ys41] x 

х [21, 2к+1|, определяются конечные объемы (ячейки Дирихле-Вороного) 

Унлк = {11/2 < 1 < 1141/2, У;—1/2 <У<У)41/2, 25-12 <2 < Zara} 

с поверхностями К) для которых выписываются интегральные соотно- 

шения баланса 

ла = / Хао. (3.13) 
ЭК Ук 

Уравнения (3.13) выписываются для всех внутренних узлов (14, 9;, 2%) Е 
Е ©, а также для узлов, лежащих на части границы Г, содержащей крае- 

вые условия 2-го или 3-го рода, после чего они аппроксимируются с учетом 

условий на внешних и внутренних границах. Предполагается, что все гра- 

ничные поверхности проходят по координатным плоскостям сетки ©». Ес- 

ли узел (1, 1, К) лежит на границе расчетной области, то баланс субстанции 

выписывается для ”внутренней” части ячейки Дирихле-Вороного \У;; к П®. 

В результате аппроксимации соотношений (3.13) формируется система 

алгебраических уравнений с разреженной матрицей 

— 0 1 2 
(Au) ijk = Pig,nligk — Pig,eUi-19,k — Pig Uig—Lk- 

ви. 
Pig huis gk — Pig kuigtike — Pig kUij,k—1— 

— Des pUij,e+1 = Sige (ЛЕ) Е "0 Г ОГ$, (3.14) 

где коэффициенты и правые части вычисляются с учетом краевых условий. 
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Сеточное решение u” = {u,;;,} almpoKcumupyer решение исходной диф- 
ференциальной задачи на, равномерной сетке с погрешностью О(й^), ав 
общем случае ошибка имеет первый порядок по В. 

Если уравнение (3.13) является нелинейным, то коэффициенты систе- 
мы (3.14) зависят от искомых ил к и для ее решения применяется какой- 
либо итерационный метод квазилинеаризации, на каждом шаге которого 
решается СЛАУ того же вида (3.14) с симметричной положительно опре- 

деленной матрицей. Ее решение, в свою очередь, осуществляется быстрым 
итерационным методом неполной факторизации с ускорением сопряжен- 
ными алгоритмами. 

При решении уравнений Навье-Стокса, в предположении заданности 
электромагнитных и теплового полей, после аппроксимации получаем си- 
стему следующего вида: 

=!
 Аз У 

У 0 S 

А11 А12 Аз Ала и Л 
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где коэффициенты матричных блоков в А11 зависят от искомого решения. 

Применяя процесс квазилинеаризации, на, каждом его шаге будем получать 

систему несимметричных линейных уравнений того же вида (3.15), для ре- 

шения которой используем ”внутренние” итерации с быстрыми алгоритма- 

ми неполной факторизации и обобщенными сопряженными градиентами. 

Блочная система уравнений (3.9) представляет сложную задачу с сед- 
ловой точкой со знаконеопределенной матрицей, алгоритмам решения ко- 

торой посвящено большое количество работ отечественных и зарубежных 

авторов [47|", [76] *. 
Для определения вектора перемещений после аппроксимации урав- 

нения Ламе (3.10) решается блочная система с матрицей вида Ал 

из (3.15) [78]. 

При расчете различных взаимодействующих полей, описанных в пунк- 

тах 3.2.1-3.2.5, реализуется дополнительный внешний итерационный про- 

цесс типа блочного алгоритма Зейделя. 

3.4. Вычислительно-информационные технологии 

Вычислительные инструментарии и технологии основываются на, совре- 

менных подходах, включая следующие компоненты. 
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- Геометрическое и функциональное моделирование, обеспечивающее 

описание и модификацию сложных трехмерных геометрических объ- 

ектов и математических моделей, а также автоматизацию построе- 

ния алгоритмов и оптимизацию геометрических и/или физических 

параметров задачи. Система геометрического и функционального 

моделирования (СГФМ) призвана, обеспечить, с одной стороны, ав- 

тономные реализации графических пользовательских интерфейсов 

для конкретных прикладных областей, а с другой — представле- 

ние межмодульных интерфейсов и внутренних структур данных 

для управления вычислительным процессом. Результатом работы 

СГФМ являются геометрическая и функциональная структуры дан- 

ных (ГФСД). 

Адаптивные локально-модифицированные сетки, конструируемые с 
учетом геометрических и функциональных особенностей задачи. Ал- 

горитмы генерации, анализа и обработки сеток поддерживаются 
сеточными структурами данных (ССД), описывающими, соответ- 
ственно, сеточные подобласти (макросетка) и элементарные сеточ- 
ные объекты (вершины, ребра, грани и объемы), а, также их взаимо- 

связи с ГФСД. 

Конечно-объемные и конечно-элементные аппроксимации повышен- 

ной точности с учетом сингулярностей решений дифференциальных 

уравнений. Формально блок аппроксимации переводит ССД в алге- 

браическую структуру данных (АСД), которая отображает исход- 
ную математическую постановку на дискретном уровне. Алгоритмы 

построения систем алгебраических уравнений базируются на поэле- 

ментных технологиях МКО и МКЭ, заключающихся в вычислении 

локальных матриц баланса или жесткости, соответственно, и сборки 

глобальных матриц. Данный подход значительно повышает уровень 

технологии программирования и идеально приспособлен для распа- 

раллеливания. 

Быстрые методы решения систем линейных и нелинейных алгебра- 

ических уравнений (СЛАУ и СНАУ) высокого порядка, с разрежен- 
ными матрицами на разных этапах моделирования стационарных 

и нестационарных процессов. Для нелинейных систем решение осу- 

ществляется путем квазилинеаризации с итерационным решением 

СЛАУ на каждой внешней ”нелинейной” итерации. Реализация ите- 

рационных алгоритмов проводится с использованием экономичных 

разреженных строчных форматов для симметричных или несим- 

метричных матриц. Быстрые итерационные процессы выполняются 

с помощью предобусловленных методов неполной факторизации и 

ускорения обобщенными методами сопряженных градиентов.



3.5. Общая структура пакета программ БАЗИС-А 

ПИП БАЗИС-А предназначен для функционирования в операционных 

средах У/тЧо\з или Чшых. Его три составные части следующие. 

- Комплекс вычислительных модулей, включающий предваритель- 

ную обработку исходной информации и формирования внутренних 

структур данных, процедуры дискретизации и аппроксимации реша: 

емых краевых задач для систем дифференциальных уравнений, ре- 

шения получаемых алгебраических систем, а, также средства управ- 

ления общим вычислительным процессом. 

- Постпроцессор для обработки и подготовки к визуализации резуль- 

татов расчета, трехмерных полей, включая построение изолиний ре- 

шений в заданных сечениях, изоповерхностей, силовых линий, дву- 

мерных и одномерных графиков трехмерных функций, а также фор- 

мирование векторных полей в плоскостях и в объеме. 

- Графический пользовательский интерфейс, включающий цветные 

изображения трехмерных объектов с возможностями аксонометри- 

ческих и полутоновых представлений, их модификаций и редакти- 

рования. Целью ГПИ является полностью интерактивный ввод ис- 

ходных геометрических и функциональных данных, визуализация 

результатов расчетов и управление вычислительным сеансом. Вы- 

числительные модули ППП БАЗИС-А запрограммированы на, язы- 

ке ФОРТРАН 77, а интерфейсный блок со средствами трехмерного 

моделирования реализован с помощью объектно-ориентированных и 

графических средств ЛАУА. 

- Структура ГПИ представлена неизменным ядром и пополняемым 

набором интерфейсных компонент, разрабатываемых по мере на- 

стройки [Ш на новые приложения. Пользователю предоставляется 

набор окон с панелями инструментов, меню и иконками управления, 

обеспечивающими ввод исходных данных в числовом виде и их гра- 

фическое отображение со стандартным набором средств визуализа- 

ЦИИ. 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (коды проектов 

02-01-00590, 02-01-1176, 04-07-90336) и гос. программы "Матричные методы 

в интегральных и дифференциальных уравнениях”. 
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1. Весовые методы Монте-Карло 

Статистическое моделирование наиболее часто используется для реше- 

ния задач физики и техники, в основе которых лежат вероятностные мо- 

дели, связанные с некоторыми цепями Маркова. В принципе такие задачи 

можно решать непосредственно, численно моделируя траектории этих це- 

пей. На основе исходного феноменологического описания проблемы можно 

даже строить весовые модификации алгоритма, домножая вспомогатель- 

ный ”вес” после каждого элементарного перехода на отношения соответ- 

ствующих (может быть, обобщенных) плотностей исходного и моделируе- 

мого распределений. Однако для детального изучения и построения раз- 

личных модификаций весовых алгоритмов необходимо использовать инте- 

гральные уравнения второго рода, ядра которых совпадают с плотностями 

перехода базовых цепей Маркова. В частности, на основе таких уравнений 

можно разрабатывать ”ценностные” алгоритмы с малыми вероятностны- 

ми погрешностями, что особенно важно для оценок малых вероятностей 

(см. 1.2-1.4). С помощью интегральных уравнений и представлений разра- 

ботаны теория и алгоритмы оценки параметрических производных и гра: 

диентов решений рассматриваемых задач (см. 1.6-1.7). В последнее время 

было выяснено, что для построения весовых модификаций может быть осо- 

бенно эффективным увеличение размерности фазового пространства путем 

включения в число фазовых координат моделируемых вспомогательных 

случайных величин. Соответствующая факторизация ядра базового инте- 

грального уравнения и вспомогательной плотности перехода иногда дает 

требуемую весовую модификацию (см. 1.2). 

1.1. Весовые оценки 

Математическая модель ряда прикладных задач строится на основе 

рассмотрения некоторого скачкообразного, обрывающегося с вероятностью 

единица однородного марковского процесса, (см., например, [14]). При этом 

траектория процесса вполне определяется ее состояниями в моменты скач- 

ков, Те. фактически можно рассматривать обрывающуюся однородную 

цепь Маркова, с заданной переходной функцией Р(х,5), глетЕ Х, Х — 

т-мерное евклидово пространство, 5 С Х — измеримое по Лебегу множе- 

ство. Для построения весовых алгоритмов моделирования целесообразно 

рассматривать соответствующую условной мере Р(х', 5) обобщенную суб- 

стохастическую плотность перехода К(т’, г). Обобщенная плотность рас- 

пределения К(х’, т) определяется Ух’ Е Х равенством 

Дьбе Ра’ ,4а) = бе а) ах Whe Co(X), 

X xX 
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где Со(Х) — множество непрерывных ограниченных функций. Отметим, 

что здесь и далее рассматриваются и ненормированные (т.е. не обязательно 

вероятностные) распределения. 

Настоящая работа ориентирована, в частности, на приложения в те- 

ории переноса частиц, в которой кроме измеримых плотностей, соответ- 

ствующих абсолютно непрерывным распределениям, используются также 

”дельта-функции”, означающие интегрирование по некоторым многообра- 

зиям меньшей сравнительно с т размерности (см., например, [14], раз- 

дел 2.1.1). Использовать обобщенные плотности (вместо интегрирования по 

соответствующим мерам) в теории статистического моделирования пред- 

ложил Н.Н. Ченцов [54] в связи с тем, что такой подход упрощает постро- 
ение и реализацию модификаций моделирования. Это важно особенно в 

тех случаях, когда вводятся дополнительные фазовые переменные, при- 

чем базовые переменные — координаты и скорости — связаны с дополни- 

тельными функционально, т.е. их условные распределения определяются 

соответствующими ”дельта-функциями”. 

Предполагается, что 

кб, =) ат = 9(т') <1-6<1. 

Величина 4(5’) имеет смысл вероятности необрыва, траектории в заданной 
точке т’. Вследствие последнего неравенства цепь обрывается с вероятно- 
стыо единица, и среднее число состояний конечно. 

Рассматривается однородная обрывающаяся цепь Маркова, 10, 11, .... ХМ, 

определяемая плотностью }(1) распределения начального состояния 10 и 

субстохастической обобщенной плотностью перехода К(х', 7). Здесь № — но- 
мер состояния, в котором реализуется обрыв траектории (иначе, момент 
остановки). Обобщенная плотность распределения состояний, непосред- 

ственно следующих за начальным, выражается равенством 

фи(=) = | а) Ка, =) аз = [КЛ (а) 

Следовательно, обобщенная плотность распределения фазовых состоя- 
OO 

ний цепи (5) = У\ ф(х), где ф,(1) — плотность распределения состояний 
п=0 

номера п, представляет собой ряд Неймана для следующего интегрального 

уравнения 2-го рода: 

(a) = | b(2!,2)p(a') da’ + f(@), (1.1) 
Хх 

или ф = ИАф + {. Это уравнение можно рассматривать в простран- 

стве №1 (Х) обобщенных плотностей мер ограниченной вариации, так как 
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ряд > (К”], п), в силу условия 4(т') < 1-9, сходится УВ Е Си(Х). Для 

заданной функции h € Co(X) рассмотрим также сопряженное уравнение 

p* = K*p* +h, rae 

Ke" |(a’) = f h(a’, 2)9"(z) de. 
xX 

Предполагается, что А* Е [Со(Х) > Си(Х)]. Справедливо представление 

=> K**h = У `(К"б, в), 
n=0 n=0 

гдед(.) — обобщенная плотность локализованного в соответствующей точке 

источника. 

Методы Монте-Карло обычно используются для оценки линейных 

функционалов вида 

в = ( yp, h y= f vtern t) dz = So (K"f,h), he Co(X). 
n=0 

Если реализуется прямое моделирование исходной цепи Маркова, то 
N 

для оценки величины [4 используется соотношение [, = E| У (т) |. Од- 
n=0 

нако можно моделировать и другую, вспомогательную, цепь Маркова, с 
плотностью перехода р(т’, т), взаимно регулярной с А(т'’, т), и начальной 
плотностью л(5), взаимно регулярной с /(т); кроме того, предполагается, 
что р(х', т) + Оит(т) > 0 на носителях функций К(т', т) u f(x), coorser- 
ственно. При выполнении этих "общих условий несмещенности” отношения 

К(т, т) /р(т’, г) и 1(х)/п(х) имеют смысл и определяются отношениями из- 
меримых сомножителей рассматриваемых функций. Это позволяет ввести 
вспомогательные веса по формулам: 

Соло) = 2 9, О, еатЬ Я). (1.2) 
T (xo) P(Ln-1, Ln) 

N 
Полагая & = У О„А(ть), имеем 1» = ЕЁ (см., например, [14]|). Величина 

n=0 

& представляет собой весовую "OIeHKYy по столкновениям”. Введем величину 

(К) по формуле 

  

р(К) = р(К*) = ве К", 
Обозначим символом Кр оператор с ядром К?(т’,т)/р(х’, т). Известно 
[14, 23], что если 0(К›) < Ти }*/п Е М!(Х), то DE < сю. Известно так- 
же, что если А(т) >0и 

1 — Bla! 2) p* (2) a2) — Lele (2) 
PD TKepley? "Op? 
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to Dé = 0 136, 63]. Если вместо ф*(5) здесь использовать функцию 

9(5) = Сф*(х)[1 + с(т)], |Е(5т)| < е, то при малом е величина О& мала [36]. 
Соответствующие алгоритмы объединяются под названием ”моделирова- 

ние по ценности” [14, 36, 65]. Функцию ‹*(.) в теории весовых методов 
Монте-Карло принято называть "функцией ценности” в связи с вероят- 

ностным представлением, отражающим ее физический смысл [28]: 

N 

p* (x) = h(x) + E >. Qrh(tn) при 10 =z. (1.3) 
n=1 

Допустимы кусочно-непрерывные функции й(-), если интегралы (А”}, 1) 
определены. 

1.2. Модификация базового пространства 

Как правило, переход 1’ -} х осуществляется в результате выбора со- 

вокупности значений вспомогательных случайных величин (может быть, 

векторных): & = (Н,..., т) Е Т, те. справедливо представление: 

k(2', x) = [ Fula’, tr) ho((2', th), 2) Kem (2! ty «<5 tm—1); tm) 

x 6(@ — x(a’, t))dt. 

Syecb x(x',t) — функция, определяющая новое значение стандартных ев- 

клидовых координат через х' и значения вспомогательных переменных %. 

Обычно построение весов непосредственно по формулам (1.2) для ре- 

шения достаточно сложных задач оказывается практически невозможным. 

Для преодоления этого затруднения целесообразно перейти к модифици- 

рованному фазовому пространству Тх Х, точками которого являются со- 
вокупности ($, 1). Соответствующее субстохастическое ядро имеет вид: 

т 

k((t’, 2’), (t,2)) = d(x — x(a’, t)) [] ki((o', tr, ..., te-1), ta), (1.4) 
i=l 

причем (2’,t1,t9) следует рассматривать как т’. Введем обозначения: 
К — интегральный оператор с ядром (1.4); f(t,z) = fo(t) - f(x), rae 
fo(t) — некоторая плотность вероятностей в Т; ф, = Кр + Ё; 1 = (Фь В); 

yp, = Kg; +h. 
Справедливы следующие равенства: 

ela) = | pilt,a)dt, In=In, +162) = $" (3). 
T 
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Первое равенство получается почленным интегрированием модифициро- 

ванного интегрального уравнения по %, второе — частичным интегрирова- 
нием по $ в интеграле (ф+,^), а третье вытекает из вероятностного пред- 
ставления функции ценности (1.3). 

Для построения модифицированной оценки по столкновениям &+ опре- 

деляются вспомогательная переходная плотность р(.,.) вида (1.4), началь- 

ная плотность л;($, 1) = ($)л(т) и соответствующие веса {О„}, которые 
получаются домножением на весовые множители после каждого элемен- 
тарного перехода. При выполнении указанных в пункте 1.1 общих условий 
несмещенности (для каждого элементарного перехода) имеем: 

N 

Ih = BE, где Et = Ss) Qrh(zrn), 

n=0 

причем Dé < +00, ecnu р(Кр) < 1, где Кр — интегральный оператор с 

ядром К? (., :)/Р(., :). 

Введем для 1=1,..., т вспомогательные функции ценности 

т 

Фен, 4ьв) = |... [бе 2,9) | П вбе’ьы, 5-1), | х 
—„—=“ q=141 

m—t+1 

x p* (x) dti+4 ... dtydz, 

m 

полагая [] = 1. Нетрудно заметить, что ф*(т'’,Н,..., 51,6) представляет 
m+1 

собой условное математическое ожидание величины &; при условии, что 

траектория цепи начинается во вспомогательной точке (т’,&1,...,Ы). 

Теорема 1.1. Пусть В(.) > 0. Если дляз=2,...,т 

kj ((2", t1, ... , ti_1), ti) 9; (x’, tr, ... 5—1) ti) 

Фа (т, ... , ti—2, ti_1) 

  

pi((2’, tr, ... ,ti_-1), ti) = ) 

  К1(т,Н)фт (т, И) f(x) p* (2) / ’ 1 ’ 
t = = — 

pi(x ’ 1) *(т) — h(z') И w(x) Th 

mo D& = 0. 

Отметим, что, меняя порядок выбора величин t1,...,tm, Т.е. способ фак- 

торизации субстохастического ядра, можно строить различные интеграль- 

ные уравнения и на, их основе весовые оценки заданного функционала, [‹.. В 

частности, можно осуществлять сдвиг вдоль цепочки элементарных пере- 

ходов, т.е. фиксировать фазовое состояние после выбора &, 1 < т. Иногда 

это может упростить выражение вспомогательного веса и параметрический 

анализ результатов. 
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Как будет видно из дальнейшего, использование "ITEHHOCTHBIX” TJIOTHO- 

стей вида (1.4) лишь для части вспомогательных переменных может быть 

малоэффективным. | 

1.3. Оптимизация моделирования по части переменных 

Здесь будут использованы две, вообще говоря, векторные вспомогатель- 

ные случайные величины #, #2, те. ядро имеет вид 

k((t, x), (t’, @')) = d(x! — 2'(x, t')) ky (2, ty ko ((a, t4), t). 

В дальнейшем вспомогательные переменные будут рассматриваться 

всегда, поэтому будут использоваться более простые обозначения, приня- 

тые в теории весовых оценок (см. [14]|): &;ф,ф*, Лл,К, К» и тд. Выполня- 
ются соотношения 

  

_ f(£o) _ ~ 
T\ ZO n=l 

fENi(X), h € O,(X) = Со(Х) п С-.(Х), 

_ at 52 f?(z) Eg, =*(2), Be = | о ВЕ. 

Поэтому целесообразно рассмотреть задачу равномерной относительно 
т Е Х минимизации величины Ré?. Согласно теореме 1.1, использование 

”ценностных” плотностей вида (1.6) для всех элементарных переходов дает 
абсолютный минимум : ЕЁ? = (9*(т))? Ут Е Х. Практически такая глобаль- 
ная оптимизация моделирования весьма затруднительна, поэтому важно 
рассмотреть возможность уменьшения величины ЕЁ? путем оптимального 
подбора плотности распределения части вспомогательных случайных ве- 
личин, например, fy. 

Рассмотрим цепь Маркова с субстохастической плотностью перехода: 

p((t, x), (t’, 2')) = d(x’ — a'(a, t’))pi (2, t,)pa((z, ty), t). 

Пусть дополнительно 

  
2 / / 

[bla thvaty = | rr(o, tae, = 1, День 4 <4<1. 
po((x, ty), ta) 

Ti Ty I> 

Teopema 1.2. [40]. Уравнение 

  

о rt! , 1/2 2 

г) = вов) - ме) + | [абон О eran] a} 
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имеет единственное решение, ч плотность 

1/2 
  

2 x. t! / 
ky(a, th) fe ta), ta) (а а, 

22((т, #1), 1) 
[2 
  р(т,Н) = 1/2 

2 t! / 

[ bul@t) [Be 156) (т) ак ай 

Ti 

  

po((2, t1), +5) 
[2 

дает равномерно наименьшее значение ВЁ2 Е Сь(Х). 

1.4. Оптимизация моделирования процесса переноса 

При решении задач теории частиц переход т’ -} х осуществляется сле- 
дующим образом [14] (х = гу): 

1) реализуется поглощение с вероятностью ос(т)/с(х) или номер и типа, 

рассеяния, причем Р(и=®) = с (x) /o(ax); 
2) выбирается новая скорость у соответственно индикатрисе и; 
3) определяется длина x свободного пробега в направлении 

w = v/v соответственно субстохастической плотности 

py (1; x’, v) =o(r' +ul,v) exp(—Top(I; r’, v)), L<l*(r',w), 

l 

где Top(i;r,v) = fo(r' +sw,v) ds — оптическая длина отрезка, 
0 . 

г + №], Г(г', 2) — расстояние от точки г’ вдоль направления и до 
границы среды, которую можно считать выпуклой; здесь возможен 
обрыв траектории вследствие вылета частицы из среды; 

4) определяется новая точка, столкновения по формуле г = г' + Хх. 

Заметим, что обобщенная субстохастическая плотность вероятностей 

величины и 
. —_ \ (4 pr (232) = >> 5(z —i)o (x)/o(z). 

i 

В данном случае $ = (и 

k((t’, 2’), (t,2)) = py (i, 2’)wi(v’ м, гру (г, у) х (Е - (к +4). (1.5) 

Это новый вид ядра интегрального уравнения переноса, соответствующий 

обычному, указанному выше, способу построения перехода от столкнове- 

ния к столкновению. Соотношение 4(5') < 1 -— д здесь выполняется и при 

Сс = 0 вследствие ограниченности среды. Если необходимо учесть зави- 

симость от времени т, то ядро (1.5) домножается на 6(т — т’ — [/ъ). Если 
заменить интегрирование по значениям и соответствующим суммировани- 

ем, то в выражении (1.5) р,(1, 5) заменяется на, о® (1) /“(х). 
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Для построения весовой оценки вводится вспомогательная переходная 

плотность типа (1.5) таким образом, что выполняются указанные в пунк- 

те 1.1 условия несмешенности и весовые множители имеют смысл для 

каждого элементарного перехода. Особенно важно, что в число коорди- 

нат включается номер типа рассеяния, так как во многих задачах тео- 

рии переноса индикатрисы для разных типов рассеяния содержат син- 

гулярности разных типов. Именно с помощью такого включения в [41] 
были построены весовые алгоритмы статистического моделирования эво- 

люции ансамблей взаимодействующих частиц для приближенного реше- 

ния нелинейного уравнения Больцмана. Точнее говоря, в [41] было пред- 
ложено включить в число координат фазового пространства ансамбля 

частиц номер пары частиц, взаимодействующих в очередной, случайно 

выбранный момент времени. Отметим, что для построения таких ал- 

горитмов в пространственно-неоднородном случае целесообразно исполь- 

зовать субстохастическое ядро вида (1.5), рассматривая в качестве Х 

фазовое пространство координат и скоростей всех взаимодействующих 

частиц. 

Рассмотрим теперь примеры оптимизации весовых алгоритмов стати- 

стического моделирования односкоростного процесса переноса частиц. 

Для улучшения оценки прохождения излучения через оптически тол- 

стый слой целесообразно [36] использовать асимптотическое приближение 

к функции ценности вида (ехр(2/Г,)а(и), где Г, — так называемая диффу- 
зионная длина; для простоты полагаем о = 1. При этом длина пробега 

моделируется как при ”экспоненциальном преобразовании” [14, 65| с па- 

раметром 1/Г, а рассеяние — соответственно функции (и, и)а(н). В [36] 
показано, что относительная погрешность оценки прохождения (а следова- 

тельно, и трудоемкость алгоритма) здесь растет пропорционально толщине 

слоя, а не экспоненциально, как при прямом моделировании. 

Если же осуществляется модификация лишь моделирования длины про- 

бега, то использование ”ценностного” множителя ехр(2/Г,), т.е. экспоненци- 
ального преобразования с параметром 1/Г,, может быть неэффективным. 

Например, в случае ”дельта-рассеяния” дисперсия соответствующей весо- 

вой оценки совпадает с дисперсией исходной ”частотной” оценки прямо- 

го моделирования для вероятности прохождения [36| — это весьма нетри- 

виальный факт. Поэтому для частичной оптимизации надо пытаться ис- 

пользовать Теорему 1.2, т.е. функцию ценности, определяемую нелинейным 

уравнением. Проведенные в [40] соответствующие ”эвристически-асимпто- 
тические” оценки показали, что, в частности, для изотропного рассеяния 

асимптотически оптимальным является вариант экспоненциального преоб- 

разования с параметром (1 — 9)!/2 вместо 1/L. Здесь а = о. /о. 

Отметим, что ценностные’ модификации диффузионных процессов 

рассмотрены в [25]. 
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1.5. Векторные оценки для треугольных систем 

интегральных уравнений 

Рассмотрим в Lg систему вида, 

i 
gi =hit+ >) Kijyj, t=1,...,m, (1.6) 

j=l 
roe Kj; — интегральный оператор с ядром №; (т,у): [Киф]|(т) = 

= / №; (х, у)ф(у) ау. В операторной форме система (1.6) есть Ф = Н+ КФ. 
X 

Здесь |Ф|] г. = уга зар | (т)|. 
4,2 

Теорема 1.3 [38]. Если Ку — ограниченные операторы, то 

p(K) < max p(Kii) = po. 

Ecau ace kyj(x,y) > 0, mo p(K) = po. 
Для построения векторной оценки решения системы интегральных 

уравнений Ф = КФ + Н определяется обрывающаяся цепь Маркова, 

т = 10,11,.... м с переходной плотностью р(х,у), отличной от нуля на 

носителе матричного ядра А(х,у), т.е. на объединении носителей ядер 

kis (x, y). Вводится также случайный матричный вес 

Qo = {iz}, Qn = Qn-1K (tn-1,2n)/p(@n-1, En); n=1,2,..., 

где д; — символ Кронекера. При дополнительном условии р(К1) < 1 (где 

К, — оператор, получаемый из К заменой ядер К;; на их модули) имеем 

N 

Eg, = O(z), fa = >. QnH (an). 
n=0 

  

Для ковариационной матрицы Ф(х) = Е[&,&] матрично-интегральное 
уравнение 

К Ф(/)К’ 
U(x) =[HU' + UH’ — HH"), + / ee (259) ay, (1.7) 

или Ф = „+ КФ, было получено в [36] при условии, что сходится ряд Ней- 
мана для уравнения Ф = 41 +К»1 У, где матрично-интегральный оператор 

Кр1 и функция 1 соответствуют задаче с модулями функциональных ха- 

рактеристик. Обозначим интегральный оператор с ядром К. (т, у) /р(х, у) 
через Кр. 

Теорема 1.4 [38]. Если Кри — ограниченные операторы, то для си- 
стемы (1.6) имеет место неравенство 

p(Kp) < max p(Kp,i) = pf. 
(p) Если, дополнительно, Ку > 0, то р(Кр) = pg ’- 
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Метод Монте-Карло обычно используется для оценки функционалов 

вида, 

[= (Е, $) = [ F'@%@) da, 

re F"(x) = (11 (2),..., т(2)), причем |||, = >] [75 (=)| 4 < оо. 

Пусть точка хо распределена с плотностью л(5) такой, что п(х) = 0, 
если Е'’(т)Ф(т) =2 0. Тогда, 

Е' (то) 
п(то) 

F(a) 

(xo) 
    м Е' (то) = ~ / 2! boo =ES OnH (tn) =ES> H" (tn) Q 

п=0 

1-Е 

Случайный векторный вес оо = Q! F(x0)/(xo) вычисляется на основе 
формулы 

Qo) = [K' (@n—1, &n)/D(tn—1, tn) ]QY 1. 

Tlonaran ¢ = F'(29)&2,/m(x0), HMeem 

Ес” = ЕЁ" (20) вое, (то) (хо) /м” (20)]. 

Следовательно, дисперсия (С определяется матричной функцией 
Ф(т) = Е[<,&], о которой речь шла, выше. В силу соотношения 

& [ооо] <. [ (Зи) ев 
Хх 

для конечности Е &^, в дополнение к условию теоремы 1.4, необходимо пред- 

a [\(Scuiem) чада < 
Хх 1=1 

Если номер компоненты вектор-функции рассмотреть как вспомога- 

тельную координату фазового пространства, (см. п. 1.2), то исходная систе- 

ма становится одним интегро-алгебраическим уравнением. Это позволяет 

использовать ”’моделирование по ценности” (см. п. 1.1) и упрощает построе- 

ние оценок параметрических производных. С другой стороны, если исполь- 

зуется плотность перехода, не зависящая от вспомогательной координаты, 

то дисперсия скалярной оценки больше дисперсии векторной оценки, ко- 

торая может быть получена условным осреднением скалярной оценки для 

фиксированной траектории 10, 11,..., ТМ. 

Отметим, что на основе общей теории векторных оценок был построен 

критерий конечности дисперсии оценок функционалов теории переноса с 

учетом поляризации [38]. Другое важное приложение этой теории рассмо- 

трено в следующем пункте. 
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1.6. Вычисление параметрических производных и 

собственных чисел 

Рассмотрим в Го(Х) интегральное уравнение с ядром, зависящим от 

параметра, Л: 

фо, №) = | Въ, Ху (у, №) ау + Ца, >) (1.8) J : 
Перепишем (1.8) в операторной форме: ф = Кф + 1. Хотя интегральный 

оператор в (1.8) имеет сопряженный вид, он обозначается (для просто- 
ты) символом К. Рассмотрим задачу вычисления производных ф® (т, Л) = 

= ОПф(т, А) /дА". 
Введем следующее обозначение: К’) — интегральный оператор с ядром 

(п (т, у, А). Предполагается, что функции К") и (п) измеримы по г. Путем 

формального дифференцирования уравнения (1.8) п раз по А получаем 

треугольную систему интегральных уравнений 

(т) — у` Ct Kr) of?) + pir) n=0,1,...,m. (1.9) 

i=0 

Далее дается обоснование использования системы (1.9) для вычисления 
производных ф(". 

Теорема 1.5 [38]. Предположим, что неравенства 

1") (2,95 №)| < №(т,у), |" (=, ^)| < №о(2), ho€ Loo, 

выполняются при л^- Е < Х' < Л-+Е для некоторого Е > 0, интегральные 

операторы Кип с ядрами К.(т,у) ограничены, п = 0,...,т, и p(Ko) < 1. 

Тогда (К) < 1 ч функции (п), п = 0,1,...,т, удовлетворяют систе- 

ме (1.9). 
Рассмотрим методы Монте-Карло для решения построенных тре- 

угольных систем интегральных уравнений и для непосредственного вы- 
числения производных. Теорема 1.4 показывает, что дисперсии вектор- 

ных алгоритмов конечны, если спектральный радиус оператора с ядром 
К? (т, у, Л)/р(т,у) меньше единицы (п = 1,...,т), т.е. если выполняет- 
ся стандартное условие конечности дисперсий скалярных оценок метода 
Монте-Карло для уравнения (1.8). 

Hycrp €,(A) — стандартная оценка по столкновениям (см. п. 1.1) для 
уравнения (1.8), причем выполняются “общие условия несмещенности” (см. 

п. 1.1). 
Теорема 1.6 [38]. В условиях теоремы 1.5 выполняются следующие 

утверждения: 

N 

1) EGA) SEY [Qn(A)A(tn, A)” = 9 (2, A)5 

1] Cospemetttitie npodnempl..., T. 1 161



2) ecau ece gynkxyuu 6 (1.8) u ux neob6zodumoe npouseodnme неотри- 
иательны, то можно использовать ;Е = 0 в условиях теоремы 1.5; 

3) если р(Кр) < 1, то DE(™ < + сю, т = 0,1,2.... 

Теорема 1.6 легко распространяется на функционалы 

(1, фл) = Е (У (то) /л(то)) 6 (А)], фл = ф(х,^). 

В частности, если р(Кр) <Ти }?/пЕ [4 то 

D[(f(x0)/m(x0) Ek” (x)| < оо. 

PaBeHCTBO 

E [(f (20) /(x0))éno(A)] = (f, £6 (A)) = (F, 00) 

является следствием теоремы Фубини, так как ГЕ[л, y!™ EL, a 

равенство (/,фл)(” = (f, р”) выполняется вследствие соотношения 

ow” || <с< +0 для А' Е [Л -=Е,Л+:{|. В условиях утверждения 2 из тео- 
ремы 1.6 значение = = 0 допустимо и здесь. 

Применим рассматриваемую методику для оценки итераций резольвен- 
ты. С этой целью в Съо(Х) рассмотрим уравнение (1.8) вида 

pl, r) =~ | k(x, y)p(a, Addy + A*H(c) 

при |^| > р(К). Имеем: 

  yy = [\— K]- Lh, gh” = те = (-1)™mI[\ — Ky Da, 

(т) (т) (m) > m(n +m)! (n-+1+m) 
?, = EGp > Gn = >» (-)™ — Qnh(Zn). 

n=0 

т 
Несмещенность оценки (х” 7) и соотношение < de со следуют из теоре- 

мы 1.6. Окончательно получаем 

&(т) = _ ye т Qnh(a рено 

При достаточно общих условиях (см., например, [10]) имеем 

(A-KEO"Mh, 1 
КР", Xd”? 
  

  

162



где A* — собственное число оператора K, Omuxaiimee k A. Ecam f(x) — 
плотность вероятностей, то 

(^- КГ О», f) = Be, 

где х — случайная точка, распределенная с плотностью {. 

Заметим, что алгоритм метода Монте-Карло для оценки собственного 

числа, на основе итерации оператора, предложен в [7]. 

1.7. Примеры использования оценок параметрических 

производных 

В 39] решается задача, оценки первого и второго моментов критических 

значений параметров процесса, переноса в рассеивающей и размножающей 

частицы среде со случайной плотностью. С этой целью на основе специ- 

ального итерационного процесса строятся оценки производных первого и 

второго порядка от критических параметров по значениям плотности в 

различных подобластях среды. Использование ”метода максимального се- 

чения” существенно упрощает геометрические вычисления. Сформулиро- 

ваны достаточно широкие условия конечности дисперсий оценок. Кроме 

того, для оценки изучаемых моментов построена простая вероятностная 

модель процесса переноса в бесконечной среде с дополнительной вероятно- 

стью поглощения, зависящей от случайной плотности. Представленные в 

статье результаты вычислений показывают практическую эффективность 

построенных оценок. При выполнении этой работы было учтено, что Тео- 

рема 1.6 обеспечивает конечность дисперсий оценок кратных параметриче- 

ских производных при выполнении стандартного условия конечности дис- 

персии оценки исходного функционала от потока частиц. 

В [6] на основе весовой модификации схемы Эйлера построен и обосно- 

ван алгоритм оценки производной ди/ди по заданному направлению и от 

решения и краевой задачи для сопряженного диффузионного уравнения. 

Для случая изотропной диффузии разработан также альтернативный ал- 

горитм на основе блуждания по сферам и в шарах” для решения системы 

локальных интегральных уравнений относительно функций и и ди/ды, а 

также комбинированный алгоритм. Приведен численный пример для зада- 

чи с известным решением. 

В [77| представлены результаты, полученные на основе построенного ав- 

торами вероятностного представления решения первой краевой задачи для 

полигармонического уравнения. Показано, что такое решение выражается 

параметрической производной от решения специально сконструированной 

задачи Дирихле для уравнения Гельмгольца. На этой основе разработа- 

ны новые алгоритмы "блуждания по решетке” и ”блуждания по сферам” 
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для решения полигармонического уравнения. Это дало возможность по- 

строения легко реализуемого алгоритма, метода Монте-Карло для оценки 

ковариационной функции решения бигармонического уравнения со случай- 

ными функциональными параметрами. 

2. Статистическое моделирование в оптике 

атмосферы и океана 

Начало широкомасштабной разработке и применению статистическо- 

го моделирования для широкого спектра прямых и обратных задач опти- 

ки атмосферы и океана в СССР положили пионерские работы Г.И. Мар- 

чука и Г.А. Михайлова, выполненные в 1965-1967 годах [29], [30]. На их 

основе в последующем были разработаны эффективные вычислительные 

алгоритмы и пакеты прикладных программ для решения большого ком- 

плекса задач переноса излучения в атмосфере и океане с учетом неод- 

нородности, стохастичности и реальной геометрии среды, многократного 

рассеяния, поляризации и рефракции излучения, поглощения в полосах 

атмосферных газов. Целая серия эффективных весовых алгоритмов бы- 

ла, разработана, на, основе применения различных приближений для функ- 

ции ценности при численном исследовании информативности оптическо- 

го, в том числе лазерного, зондирования атмосферного аэрозоля, облач- 

ности и океана с искусственных спутников Земли. Были созданы чис- 

ленные модели радиационных полей и фонов рассеянной солнечной ра: 

диации в облачной и безоблачной атмосфере и системе океан-атмосфера, 

с учетом стохастической структуры реальных оптических сред. С целью 

фильтрации атмосферных искажений при дистанционном измерении па- 

раметров среды из космоса разработан комплекс алгоритмов и программ 

для расчетов оптической передаточной функции атмосферы и системы 

океан-атмосфера. 

Большая часть полученных результатов была опубликована в моногра- 

фиях [31, 32, 19, 44]. В настоящем разделе дан краткий обзор основных 

вопросов, связанных с применением статистического моделирования в вы- 

шеуказанных задачах оптики атмосферы и океана. 

2.1. Задачи переноса оптического излучения в 

сферической аэрозольной атмосфере 

Одними из первых по инициативе Г.И. Марчука были рассмотрены за: 

дачи переноса оптического излучения в сферической аэрозольной атмо- 

сфере. Эти задачи актуальны в связи с необходимостью интерпретации 

оптических наблюдений земной атмосферы со спутников. Постановки по- 
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добных задач в наиболее общем виде сформулированы в [32]. В течение 

примерно 25 лет были разработаны эффективные алгоритмы моделирова- 

ния полей оптического излучения в сферической аэрозольной атмосфере. 

К числу таких алгоритмов следует прежде всего отнести методику, осно- 

ванную на использовании информации о решении сопряженного уравне- 

ния переноса, а также модификации метода зависимых испытаний, при- 

мененных для расчетов производных от характеристик поля оптического 

излучения по целому ряду оптических параметров среды. Были получены 

специальные локальные оценки характеристик рассеянного излучения в 

заданных точках пространства, основанные на использовании осевой сим- 

метрии системы планета-атмосфера-Солнце. Особо следует отметить ме- 

тодику расчетов поляризационных характеристик многократно рассеянно- 

го солнечного излучения в аэрозольной атмосфере, описываемых систе- 

мой интегральных уравнений 2-го рода. На основе разработанных алго- 

ритмов был создан пакет программ, который был использован для прове- 

дения большой серии численных экспериментов для целого ряда, прямых 

и обратных задач спутникового оптического зондирования аэрозольной 

атмосферы. 

2.2. Задачи лазерного зондирования рассеивающих сред 

Одновременно Г.И.Марчуком и Г.А.Михайловым были поставлены за- 

дачи лазерного зондирования рассеиваюших сред в приложениях, главным 

образом, к проблемам оптического дистанционного зондирования атмосфе- 

ры и океана. Процесс переноса лазерного излучения описывается неста- 

ционарным уравнением переноса. В этих задачах, как правило, требует- 

ся определять такие тонкие характеристики поля излучения, как времен- 

ные распределения интенсивности для локализованного коллимированного 

приемника при малой расходимости источника. Для расчетов временных 

распределений интенсивности лазерного излучения, рассеянного средой и 

приходящего в приемное устройство лидара, были разработаны специаль- 

ные локальные оценки. Для оценки интенсивности отраженного излучения, 

проникшего в среду на большие оптические глубины и регистрируемого 

приемником на относительно больших временах был разработан эффек- 

тивный алгоритм, основанный на использовании в качестве функции ”цен- 

ности” приближенного асимптотического решения сферической проблемы 

Милка. Это позволило выполнить целую серию численных расчетов для 

задачи оптической лазерной локации. 

Результаты, упомянутые в 2.1 и 2.2, были опубликованы в моногра- 

фии [32]. Далее более подробно рассмотрены вопросы, связанные с реше- 
нием методом Монте-Карло стохастических задач оптики атмосферы и оке- 

ана, выполнявшимся в последние 10-15 лет. 
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2.3. Стохастические задачи теории переноса 

Процесс переноса оптического излучения в приближении лучевой оп- 
тики в рассеивающих и поглощающих средах описывается интегральным 
уравнением (1.1), в котором ф(т) является плотностью столкновений кван- 
тов света, (фотонов) с элементами среды, /(х) — плотностью распределения 
источников, Х — фазовым пространством Вх О ХТ, 2(Г, 4,1 Е Х коор- 
динат ГЕ В, направлений & Е 9 (|4]| = 1) и времени { Е Т = [0, ©]. Вид 
ядра уравнения (1.1) К(т’,2) определяется типом задачи и граничными 
условиями. Задачи теории переноса состоят в оценке линейных функцио- 
налов Г» (см. раздел 1), где функция й(1) > 0, так называемая ”аппаратная 
функция”, определяет вид исследуемой характеристики поля оптического 

излучения. 
Рассматривается случай, когда один или несколько параметров задачи 

с = (01,...,0,), от которых зависят ядро k(a! ,£) и плотность столкнове- 

ний (1), являются случайными функциями пространства и/или време- 
ни (случайными полями). Задача решается на, основе вычисления некото- 
рых случайных величин & (и, ©), заданных на траекториях и) моделируемой 

марковской цепи и таких, что Е&[(,0)/о|] = Г (о). Траектории ил зави- 
cat or o. Искомые функционалы определяются выражением Г = (1(0)}, 
где символом ( ) обозначено математическое ожидание по распределению 

случайного поля о. Такие задачи будем называть стохастическими. Кроме 

функционала [ интерес, например, для решения обратной задачи может 

представлять величина, г» = (Г(о)оь), являющаяся коэффициентом взаим- 
ной корреляции Г[(0) и случайного поля ок (К = 1,3). 

Решение методом Монте-Карло стохастических задач теории переноса, 
основано на методе ”двойной рандомизации” (см., например, [79]), который 
вытекает из следующих соотношений: 

(In(o)) = (Ey, [€(w, 7) /o]) = E(w,0)§(W, 2), 

((о)оь) = (Е.Е (м, 0), оь]) = Ев) (E(w, 0) + ox]. (2.1) 

Соотношения (2.1) показывают, что для вычисления величин Ги Тк до- 

статочно строить одну траекторию для каждой реализации случайного по- 

ля о, а случайные оценки & и &. ок осреднять по реализациям с. Спосо- 

бы построения траекторий и в неоднородных средах, в том числе методы 

”максимальных сечений” и ”минимальных пробегов”, изложены, например, 

в [32], [44]. 
Из вышесказанного видно, что необходимым этапом решения стохасти- 

ческих задач теории переноса является построение реализаций случайных 
полей оптических параметров среды. Важную стимулирующую роль в этом 
направлении сыграли работы [33], [34], [35]. Они дали толчок развитию это- 
го раздела статистического моделирования и позволили ставить и решать 
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качественно новые, более сложные и адекватные задачи не только атмо- 

сферной оптики, но и статистической метеорологии, диффузии частиц в 

турбулентных средах и тд. Большое количество уже известных и целый 

ряд новых алгоритмов численного построения случайных полей отражены 

в монографиях [83], [88]. 

2.4. Моделирование радиационного поля в плоской 

облачной атмосфере 

Статистическое моделирование процессов переноса солнечной радиа- 

ции в плоской безоблачной атмосфере представляет собой сравнительно 

простую задачу. Применение метода Монте-Карло к решению этой зада- 

чи имеет смысл, в основном, для проведения тестовых расчетов, которые 

могут послужить основой для оценки точности других менее трудоемких 

численных и аналитических методов, которым присущи трудно контроли- 

руемые ошибки расчетов, связанные, в том числе, с идеализацией в той или 

иной мере реальных оптических параметров атмосферы. Примеры таких 

тестовых расчетов на основе метода Монте-Карло приведены, например, 

в [21]. 

Гораздо более важной задачей является моделирование процесса, пе- 

реноса солнечной радиации в облачной атмосфере. Важность этой зада: 

чи обусловлена двумя обстоятельствами. Во-первых, облака, всегда при- 

сутствующие над значительной частью земной поверхности, являются од- 

ним из главных факторов, определяющих перенос излучения в системе 

”атмосфера-подстилающая поверхность” и поступление солнечной энергии 

к поверхности Земли. И, во-вторых, любая облачность имеет стохастиче- 

скую структуру, более или менее адекватное описание которой возможно 

лишь на основе статистического моделирования. 

Итак, рассматривается стационарный процесс переноса частиц (фото- 

нов) в плоском бесконечном слое 0 < д < Н. В этом случае Х = В х%, 

В = (—со, со) х (—со, со) х [0,Н], 8 =[-1Шх [0,2*|. Единичный вектор 
направления движения частицы @(|4| = 1) задается величинами р = с030 
и ф, 9 — угол между вектором & и осью ОЙ, ф — азимутальный угол, 

т.е. угол между осью ОХ и вектором @; — проекцией вектора & на плос- 

кость 2 = 0; 9_ и @, — пространства единичных векторов @&, для ко- 

торых соответственно д Е [-1,0] ирЕ [0,1]. Воздействие рассеивающей 
и поглощающей среды на перенос частиц с длиной волны Л определяет- 

ся заданием макроскопических сечений рассеяния У`(7), поглошения У`(7) 
$,А а, А 

и индикатрисы рассеяния д(7, й), где д = (&',&) — косинус угла между 
направлением движения частицы (© до столкновения и направлением @ по- 

+1 

сле рассеяния. Функцию 9л(Г’ й) будем задавать так, что | 9л(Г, й)ай = 1. 
“4 
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Далее будут использованы величины: У\(7) = У\(Г) + У`(7) — полное ма- 
А $, А а, А 

кроскопическое сечение ослабления, ал(Г) = У\(т)/У`(Г) — альбедо одно- 
sA Л 

кратного рассеяния (вероятность ”выживания” частицы при столкновении) 
| 

и тд(Г’, Г) = Г У`(Г' + 93)4з — оптическая длина пути между точками Г" и 
0 

r,roel=|r—7"|, = (Р-Р) /Р-Г|. 

Предполагается, что при попадании частиц на плоскость 2 = 0 они мо- 

гут испытывать поглощение и отражение, которое будем характеризовать 

коэффициентом яркости Ал(Г!,&’, 6), где &' и &@ — направления соответ- 

ственно падающего и отраженного в точке Г’; лучей. 

Источником частиц (фотонов) в нашем случае с точностью, вполне до- 
статочной для задач радиационной энергетики атмосферы, является мо- 

нонаправленный бесконечно широкий поток фотонов, падающий на верх- 

нюю границу атмосферы 5 = Н. Такой источник описывается функцией 

S(A,7,@) = 1S)6(z — H)d(G — 8°), roe пб» — спектральная солнечная по- 
стоянная, 20 — единичный вектор направления падения солнечных лучей 

на границу атмосферы. 

Поскольку процесс переноса излучения в атмосфере не сопровождается 

перераспределением энергии по длине волны, то для простоты можно рас- 

сматривать случай монохроматического излучения. Уравнение для этого 

случая построено в [19]. 

Переходя далее к стохастической задаче полагаем, что один или 

несколько (в любом сочетании) исходных оптических характеристик в вы- 

ражениях (2.1), (2.2) 4(7), У.(Г), 9(Г, и) и В(Г,, 9’, 9) являются случайны- 
ми функциями пространства, которые обобщенно обозначены символом од. 

Задачи, в которых существенную роль играет учет случайно-неоднородной 

структуры коэффициента, яркости А(Г\! , &’, &) земной поверхности, возни- 

кают в проблеме аэрокосмического землеведения при статистической обра- 

ботке результатов дистанционного зондирования поверхности Земли, почв 

и растительности. Облачность в этих задачах является мепающим факто- 

ром, что требует применения статистических процедур фильтрации вноси- 

мых ею искажений. Такая же проблема возникает при исследовании воз- 

можности обнаружения очагов лесных пожаров из космоса. Учитывая все 

вышеизложенное в этом разделе ограничимся далее рассмотрением при- 

менения статистического моделирования для исследования радиационных 

процессов в изолированной стохастической облачности, пренебрегая про- 

цессами рассеяния и поглощения излучения в надоблачной и подоблачной 

атмосфере. Заметим, что имитационная модель изолированной облачно- 

сти легко встраивается в радиационную модель аэрозольной атмосферы на 

основе уже внедренной в практику расчетов автоматизированной системы 

статистического моделирования атмосферно-оптических задам [22]. 
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К настоящему времени разработано большое количество алгоритмов 

моделирования случайных полей, с успехом применяемых в атмосферно- 

оптических задачах [15, 48, 66, 83, 88]. В отечественных работах развивают- 

ся в основном три принципиально разных подхода к построению реализа- 

ций стохастической облачности, заложенных в работах [33, 34, 35|. Первый 

подход основан на моделировании точечных потоков Пальма на прямых 

и его частном варианте — пуассоновских потоках точек на прямых. Ал- 

горитм моделирования трехмерного случайного поля на основе точечных 

потоков реализуется следующим образом. Пусть ВР — область трехмерного 

евклидова пространства, заключенная в прямоугольном параллелепипеде 

(0, Tz] x [0, Ty] x [0, Z|. Получим в Р случайное поле о(т, у, 2, К, Ку, К»), где 
К. (Е), Ку (Е) и К,(Р) — корреляционные функции вдоль осей ОХ, ОУ u OZ 
соответственно, следующим образом. 

1. Строится поток Пальма Тхк = Тьк-—1 + Пз,к, Тхо = 0 вдоль оси ОХ 

на отрезке [0, Ту|, где {7 к } — независимые в совокупности неотрица- 
тельные случайные величины, распределенные с плотностью 

— / — И / ‚ — 

Риз 1 (8) — —k,(¢), Pozi = —k;(t)/k, (0), * — 1,2,... 

2. Аналогичная процедура выполняется вдоль осей ОУ и ОХ с плотно- 

стями, соответствующими корреляционным функциям К, (%) и К,(#. 
3. Для каждой из прямоугольных ячеек 4;; к Е О, ограниченных плос- 

костями, перпендикулярными осям ОХ, ОУ и ОЙ в точках Тиз, Ти, 

и т. к, выбираем свое независимое значение о соответственно функ- 

циям одномерного распределения РЁ. (.). 

Пуассоновский поток точек реализуется в случае, когда в каче- 

стве корреляционных функций К»„(®), ky(t), k(t) выбираются функции 
B,(t) = exp{—A,;t}, B,(t) = exp{—A,t} u B,(t) = exp{—A,t}, rge Ах, Ay 
и А, — средние количества точек, приходящихся на единицу длины вдоль 

осей ОХ, ОУ и ОХ соответственно. 

Данная модель случайного поля проста в реализации и эффективна в 

том смысле, что допускает оптимизацию процедуры построения траекто- 

рий частиц в такой среде в силу того, что ячейки тк имеют простейшие 

формы прямоугольных параллелепипедов. Заметим, что данный алгоритм 

при К,(К = К,(Р) = К.(+) допускает модификацию, улучшающую реали- 
зацию поля о(т,К) в смысле близости к непрерывным функциям. Такой 

алгоритм рассмотрен в [43], а соответствующая модель случайного поля 

названа ”изотропной слоистой”. 

Свойства реализаций вышеописанных моделей подробно исследованы 

в [43], а широкомасштабные расчеты на, основе этих моделей радиацион- 
ных характеристик сплошной стохастической облачности типа 5$ выпол- 

нены в [40]. Примеры применения этих удобных и эффективных в реали- 

зации моделей для расчетов полей солнечной радиации в стохастической 

сплошной и с разрывами облачности (типа 5$ и 5с) можно найти также 
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в самых последних работах (например, [48]). В [42] на основе существен- 

ного использования кусочно-слоистой структуры одномерных и трехмер- 

ных стохастических сред, получающейся при реализации описанной выше 

пуассоновской модели, выполнено аналитическое частичное осреднение со- 

ответствующих весовых оценок по распределению случайной плотности, 

что позволяет оценить изменение характеристик процесса переноса, излу- 

чения при переходе от детерминированной среды к стохастической с той 

же средней плотностью. 

Другой подход построения реализаций сплошной и разорванной облач- 

ности основан на спектральных моделях случайных полей [35]. Прежде 

всего отметим модели сплошной слоистообразной облачности со стохасти- 

ческими верхними границами. Заметим, что нижняя граница облачности 

определяется уровнем конденсации и незначительно в сравнении с верхней 

границей варьирует в пространстве. Поэтому в моделях сплошной облач- 

ности вариациями нижней границы, как правило, пренебрегают и полагают 

ее плоской. Предположим, что нижняя граница облачности расположена 

на уровне х = йо, а верхняя граница задается выражением 

a> ho +h+ C(z,y), (2.2) 

где А — средняя толщина облака, а, С(т, у) — некоторое случайное поле укло- 
нений от нулевого среднего. Стохастическая структура поля ((х,/) опреде- 
ляется многими факторами: типом облачности, гидротермодинамическими 
процессами в атмосфере, обусловливающими процессы облакообразования 

и т. д. В большинстве расчетных моделей, основываясь на эскперименталь- 

ных данных, полагают С((х,у) однородным гауссовским полем с нулевым 
средним, некоторой корреляционной функцией К(|51 — 52|, |у1 — 92|) и дис- 

персией ое = (0,0); (21, у1) и (52,2) — произвольные точки на, плоскости 

z = ho+h. Изотропные поля путем изменения масштаба на, одной из осей ко- 

ординат могут быть использованы для получения неизотропных структур. 
Поэтому чаще всего в прикладных расчетах применяются модели гауссов- 
ских однородных изотропных полей, вариации которых определяются ме- 
тодом рандомизации спектра, [35]. В [66], например, для изотропного поля, 
спектральная мера которого обладает круговой симметрией, а корреляци- 
онная функция представима в виде 

OO 

k(r) = of | Jo(or)u(dp), (2.3) 
0 

реализован следующий алгоритм: 

N 
С(т,у) = ос У ак\/—2 пак . со3 [(трк со к + уреза шь) + 2” Вк]. (2.4) 

k=1 
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В (2.3) г = (22 + у2)/2, Л — функция Бесселя mepsoro poga, p(dp) — 
радиальная спектральная мера, на |0, со), ав (2.6) рк, шк — полярные 
координаты точек спектра, ак — коэффициенты, связанные с разбиением 

спектрального пространства, М — число участков разбиения, & и пк — 

независимые стандартные нормальные величины, ах и дб — независимые 

случайные величины, равномерно распределенные на [0,1]. Данный алго- 
ритм может быть использован для моделирования разорванной кучевой 

облачности, если в качестве й - С(т,у) в (2.2) взять шах((|С(т,9)| — с),0), 
где с > 0. Балл облачности 75 в этом случае определяется соотношением 

т=2[1-$Ф|!-“]}, (2.5) 
O¢ 

где Ф — функция стандартного нормального распределения. Среднее ко- 

личество облаков 75 на единицу площади в этом случае определяется вы- 

ражением 

    

ту = 2с(2пос) 3/2 exp ( — ——s), 
20¢ 

где 

‚ _ _ ОК (2,9) _ОК(т,у) 
7 Ox? х=у=0 7 Oy? 2=y=0 

Выбирая требуемое значение по из (2.5) можно моделировать случайные 
реализации кучевой облачности с заданным баллом облачности. Поскольку 

корреляции между формой отдельных облаков, нижними и верхними гра- 

ницами сплошной облачности, с одной стороны, и внутренней стохастиче- 

ской структурой, с другой стороны, по-видимому, отсутствуют (по-крайней 

мере, свидетельств обратного в литературе нет), то описанные выше два 

подхода моделирования случайных полей можно комбинировать для по- 

строения наиболее адекватных реализаций стохастической облачности. 

Третий подход построения реализаций разорванной облачности, широ- 

ко и успешно используемый в расчетных моделях, основан на моделиро- 

вании индикаторных полей на, основе пуассоновских потоков точек в про- 

странстве [15, 48]. Подобные модели просты в реализации. В некотором 
объеме У пространства, ограничивающем облачное поле, по закону Пуас- 

COHa 
> ym 

Pim) = ——exp(-—m 

случайным образом выбираются т точек 71,...,Гт, которые статистиче- 

ски независимо и равномерно распределены в У. Здесь т — среднее зна- 

чение т. Точки Г; являются геометрическими центрами оснований неко- 

торых фигур, аппроксимирующих форму отдельных облаков. Чаще всего 
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в качестве таких фигур выбираются сферы или ”опрокинутые” усеченные 
m 

параболлоиды. Обозначим через х(Г) индикаторное поле [| 9(Р'’— rj), rye 
i= 

1, re A; 

0, r¢é Aj, 

A; = V/A;, A; — множество точек, принадлежащих указанной выше вы- 

пуклой геометрической фигуре с центром в точке 7;. В такой модели усред- 

нение поля по числу точек т и пространственным точкам 7; дает 

< х(®) >= ер{ — 17%} 
где И (г) = У - f g(r — 7’) аг' — объем фигуры с центром в точке 7’, при- 

V 

надлежаший У. Корреляционная функция в этом случае имеет вид 

т, 
УИ (т) + И (12) — У» (71, 72)]}, ky (71,72) = exp { — 

где У; — общий объем, принадлежащей У части пересечения фигур с цен- 

трами в точках Г1 и Г2. Если отдельные облака имеют одинаковую форму 

и их проекция на горизонтальную плоскость является кругом с диаметром 

0, то балл облачности 

по =1-— ехр( — уйтр? 14), 

— тах 

rye D? = | ОАР)ар, КО) — плотность распределения диаметров 

оснований  блаков, п — геометрическая толщина облачного слоя. Примеры 

реализаций кучевой облачности для данной модели приведены в [15], [48]. 
Там же даны некоторые оценки статистических характеристик построен- 

ных таким образом случайных индикаторных полей. Заметим, что данная 

модель позволяет учесть вертикальные корреляции облаков. 

Четвертый подход к моделированию разорванных облачных полей, раз- 

виваемый в основном за рубежом, основан на использовании методов фрак- 

тальных поверхностей или п-шаговых каскадных процессов [88]. Достоин- 

ством таких моделей является возможность построения облаков заданной 

фрактальной размерности, получаемой из анализа реальных спутниковых 

данных. 

На основе описанных в предыдущем разделе имитационных моделей 

стохастической облачности выполнено болышое количество численных ис- 

следований радиационных полей. Подробный анализ этих результатов вы- 

ходит за рамки настоящей работы. 
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2.5. Перенос оптического излучения в системе 

океан-атмосфера 

Задача расчета, поля электромагнитного излучения, отраженного и пре- 

ломленного морской поверхностью, возникает при разработке и оптимиза- 

ции методов дистанционного зондирования моря, а также при решении це- 

лого ряда научных и прикладных. проблем оптики моря. Математическая 

суть этой задачи заключается в вычислении некоторых функционалов от 

решения уравнения (1.1), заданных на случайном поле, каковым является 

взволнованная морская поверхность. 

В задачу, сформулированную в разделе 2.4, введем дополнительное 

условие — наличие в слое 0 < & < Н некоторой поверхности 5, задан- 

ной уравнением 2 = А +С(х,9), отражающей и преломляющей излучение. 

Предполагаем, что С(х, у) является случайной функцией, описывающей от- 

клонения взволнованной морской поверхности от среднего уровня х; = Н. 

Относительно функции С((т,у) будем предполагать, что она однозначна, и 

непрерывно дифференцируема, по координатам х и у. В дальнейшем функ- 

ция С(т,у) будет рассматриваться как одна из реализаций некоторого слу- 

чайного поля (случайной поверхности). 

Для описания воздействия морской поверхности на излучение примем 

модель, в которой отражение и преломление происходят по законам лу- 

чевой оптики на элементарной площадке, касательной к поверхности в 

точке воздействия. В таком случае при попадании луча, имеющего на; 

правление &’, на поверхность 5 в некоторой точке г’ = (7, А+ С(Г,)) с 
вероятностью В(&’,5(7Г,)) происходит зеркальное отражение в направле- 
нии @) — 2(%', 5), а с вероятностью 1 — В(&’,5(Г!)) происходит преломле- 
ние в направлении иб’ + 7/5. Здесь В(&,5) — френелевский коэффициент 

отражения, 

  
|/п, (a’, 5) < 0, 

= (0, 5) — sign((@, s)),/v2 — 1+ (a, 5), y= 7 = (G, 3) — sign((G, 3))1/ (3, 3) И Яо 

п — коэффициент преломления воды относительно воздуха; 5(7,) — еди- 
ничный вектор внешней нормали к поверхности 5 в точке Г’ = (А+ С(Г,)). 
В силу закона полного внутреннего отражения при 0 < (5', 5) < \/п? — 1 

полагаем В(&’, $) = 1. 
Для сформулированной таким образом задачи в [67| было получено 

выражение для ядра уравнения (1.1). Предложенная там постановка, ис- 
черпывающе описывает процесс переноса, в системе океан-атмосфера, в том 
смысле, что здесь учтены все эффекты, связанные со стохастической струк- 
турой морской поверхности, а именно, переотражение излучения из одной 

точки поверхности в другую, затенение одних участков поверхности дру- 
гими, преломление и отражение излучения поверхностью, а также полное 
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внутреннее отражение под поверхностью. Введем функцию 

~ ~ »(r), ZE (h+¢C(r1), A], 

> => (7,6) = дЕ (0, В +С(Г,)), 
\(S(7L, @)|, z=h+C(r_), ое. 

Тогда искомый функционал [ определяется выражением 

r=< hi >= [| [ oe/Qe@az| apo, (2.6) 
X 

где (Z) = №(&) />`(®). Известно, что ветровое волнение морской поверхно- 
сти с большой точностью описывается однородным гауссовским полем воз- 
вышений относительно среднего уровня. В [17|] представлены спектраль- 

ные модели гауссовской однородной поверхности, соответствующие раз- 

личным спектральным участкам ветрового волнения. Представленные там 
алгоритмы позволяют строить наиболее адекватные численные реализа- 
ции взволнованной поверхности океана. В [67] в предположении гауссов- 

ской однородной модели ветрового волнения на, основе специального пред- 
ставления меры Р(() из (2.6) осуществлена приближенная замена непре- 
рывного случайного поля С(Г,) конечно-мерными нормальными векторами 

(С(Р1.1), (1.2)... (Рьк)) м (8(Р1 1), 8(Р12),...›8(Гук)), длины которых 
случайны и построение которых взаимосвязано с моделированием случай- 
ных траекторий фотонов. Это позволило избежать трудоемкой процедуры 

моделирования реализаций случайного поля С(Г!) и существенно умень- 
шить трудоемкость расчетов. Случайные оценки функционала (2.6) осно- 
ваны на вычислении специальных весовых множителей. В настоящее вре- 
мя эта модель является, по-видимому, наиболее полным и эффективным 

описанием процесса переноса излучения в системе океан-атмосфера. Она 
вполне допускает ее сочетание со стохастическими моделями аэрозольной 
облачной атмосферы. 

2.6. Решение обратных задач атмосферной оптики с 

помощью метода Монте-Карло 

Наземные, атмосферные и спутниковые наблюдения дают информацию 

об угловом и пространственном распределении яркости рассеянного сол- 

нечного излучения. Основываясь на этой информации можно ставить и 

решать обратные задачи об определении оптических параметров атмосфе- 

ры. Постановка обратных задач выглядит следующим образом: по данным 

измерения поля рассеянного солнечного излучения в атмосфере определить 

оптические параметры атмосферы (распределение коэффициентов рассея- 

ния, поглощения, индикатрису рассеяния и т.д.). 
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Метод Монте-Карло позволяет оценивать интенсивность многократно 

рассеянного излучения. Поэтому им удобно пользоваться при построении 

итерационных алгоритмов для решения обратных задач атмосферной оп- 

тики. Рассмотрим несколько таких обратных задач. 

1. Восстановление высотного хода коэффициента, рассеяния по наблю- 

дениям яркости дневного горизонта, Земли. 

На внешнюю поверхность атмосферы, окружающей сферическую по- 

верхность Земли, падает параллельный поток солнечного излучения. Ат- 

мосфера разбита, по высоте на п слоев с постоянными значениями коэффи- 

циента, рассеяния внутри них. В некоторой точке С над верхней границей 

атмосферы расположен приемник излучения, измеряющий яркость днев- 

ного горизонта Земли. Ставится задача: зная измеренные интенсивности 

1, 12,...,[м, восстановить значения коэффициентов рассеяния 091,02,...0п 

во всех слоях. Значения остальных оптических параметров предполагают- 

ся известными. Математически задача сводится к решению системы из № 

нелинейных уравнений относительно п неизвестных 

Iy(01,...,0n) = Jf, 

Io(o1, ‚бт — 2, 

Тм(о1,...,0%) = Гу 

Эта система уравнений решается итерационным методом Ньютона: на, К-ом 

шаге итерации решается система линейных уравнений 

D6, +...+ Dindn = TF - Г®, 

Do16, +... + Dandn = I5 — 1h), 

где 

On = oS) — ok 1) 1M) = Im(o”, ... ow), Di; = O1;/00;, 

a о) — К-ое приближение к искомому коэффициенту ох... 

Такая постановка, задачи впервые была предложена Г.И.Марчуком [28]. 

Алгоритм вычисления производных ШО;; интенсивности [; по оптическим 

параметрам о; был предложен Г.А.Михайловым [32]. 

2. Восстановление индикатрисы углового рассеяния света по наблюде- 

ниям яркости в альмукантарате Солнца (как пример общего итерационного 

метода, решения обратных задач путем последовательного выделения вкла: 

да, однократного рассеяния). 

175



Для выделения индикатрисы рассеяния необходимы точные значения 

компоненты кратного рассеяния и ее угловой зависимости. Метод Монте- 

Карло позволяет проводить соответствующие вычисления [2]. Как обыч- 

но, для решения задачи необходимо использовать метод последовательных 

приближений. 

Рассматривается модель атмосферы в виде плоского однородного слоя. 

Приемник излучения находится на поверхности Земли и измеряет интен- 

сивность рассеянной солнечной радиации. Наблюдения ведутся в несколь- 

ких направлениях с одинаковыми зенитными углами 9 =6о (4% — 3e- 

нитный угол солнца) и различными азимутальными углами ф (ф — 
угол между вертикальной плоскостью наблюдения и плоскостью верти- 

кала Солнца, 0° < ф < 180°). Угол однократного рассеяния в этой схе- 

ме равен углу между направлением наблюдения и направлением на 

Солнце. Он может изменяться в пределах от нуля до 290 < 180°. Зна- 

чения остальных оптических параметров модели атмосферы — коэф- 

Фициенты молекулярного, аэрозольного рассеяния, поглощения, альбе- 

до и индикатриса рассеяния подстилающей поверхности — считаются 

известными. 

Ставится следующая задача. Зная измеренные величины [,...,[*,, вос- 

становить индикатрису рассеяния света. Индикатриса, полностью определя- 

ется своими значениями 01, 42,... 0. в узловых точках, поэтому математи- 

чески задача сводится к определению величин 01, 092,...,9%. Отметим, что 

из-за, геометрии задачи 20 < 180° и число наблюдений т (число данных) 

меньше, чем число неизвестных п. 

Алгоритм является итерационным и основан на приближенном выделе- 

нии доли однократно рассеянного излучения из наблюдаемого потока рас- 

сеянной солнечной радиации. Пусть П\,...,/т — значения интенсивности, 

наблюдаемые в точке приемника: [; = [,(91,..., 9). Соответствующая ин- 

тенсивность однократно рассеянного излучения для заданной модели опре- 

деляется по простой формуле: Лк = С: дь, где С = ехр(-т) соз до /2т, 

т — онтическая толщина атмосферы в направлении наблюдения. Она, оди- 

накова для всех направлений наблюдения, так как все направления наблю- 

дения имеют одинаковые зенитные углы, равные 95. Поэтому т и С не 

зависят от номера соответствующего, направления. 

Полагая приближенно 

Ев Л -Л=О(9-9ь), 

получаем итерационный процесс: на, г-ом шаге итерации решается триви- 

альная (диагональная) недоопределенная система линейных уравнений 

Cb, = If — 1”, m=1,...,n, 
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где ди, = 9) — gtk) , 1 = Im(g, ... gt) ‚ а д) — К-ое приближение 

к т-ой компоненте д* искомого вектора, д = (91,...,9%). Так как т < п, то 
будут заново пересчитаны лишь г компонент из п. Оставшиеся (п-т) ком- 

понент — ”хвост” индикатрисы — можно найти так. Возьмем некую ”срел- 

нюю” индикатрису, умножим ее компоненты с 7-ой по п-ую на подходящий 

коэффициент, так, чтобы тг-ая компонента, сравнялась с г-ой компонентой, 

восстановленной на очередной итерации. Затем приравниваем неизвестные 

компоненты (с г-ой по п-ую) восстановленной индикатрисы к соответству- 

ющим компонентам этой ”усредненной” индикатрисы (’пришиваем хвост”). 

Конечно, эти компоненты нельзя считать достоверно восстановленными. 

Ниже показано, как регуляризация позволяет избавиться от этого дефекта 

алгоритма. Далее полученный вектор 9* = (91,...,9*) нормируется соглас- 

но условию 

ян Рите =1. (2.8) 
1=1 

С увеличением оптической толщины атмосферного слоя качество вос- 

становления падает. На графике восстановленной функции появляются пи- 

ки, не типичные для физической функции. Это объясняется ухудшением 

обусловленности задачи. Были испробованы различные способы преодо- 

леть возникшие затруднения. 

Например, можно восстанавливать индикатрису в меньшем числе уз- 

лов, а затем интерполировать ее в промежутках. Однако сглаживание 

функции без учета, ее природы не гарантирует качества восстановления. 

Рассмотрим другой способ сглаживания. Известно, что график типич- 

ной индикатрисы имеет характерную форму. Она резко возрастает при 

и —} 1, а в целом похожа на выпуклую (вниз) функцию. При этом графики 
близких между собой экземпляров индикатрис имеют примерно одинако- 

вый вид. Воспользуемся этим. Возьмем некоторую ”среднюю” индикатрису 

9, а искомую индикатрису представим в виде композиции” этой усреднен- 

ной и некоторой ”добавки” и ”сгладим” именно эту добавку”. Однако если 

взять упомянутую композицию” в виде суммы 

9 =9-9, 

”добавка” 9 снова будет ”нерегулярной” функцией, ее график будет иметь 

форму, не поддающуюся сглаживанию. Существенно то, что ’композицию” 

следует взять в виде произведения: 

9=9: (1+9). 

Тогда ”добавка” д будет ”регулярной” функцией, которую можно сгла- 

MTD. 
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Разложим индикатрису в ряд Фурье по полиномам Лежандра и отбро- 

сим несколько последних членов, которые отвечают за сильные флукту- 

ации. Такой способ дает лучшие результаты, чем обычное сглаживание. 

Однако возникает вопрос, чем руководствоваться, отбрасывая члены раз- 

ложения. 

Ниже дается ответ на этот вопрос. Здесь мы рассмотрим специальное 

разложение для индикатрисы (а не для ”добавки”). Это разложение тесно 

связано с природой индикатрисы рассеяния. 

Мы рассматриваем кусочно-линейную аппроксимацию для индикатрис, 

т.е. разложение по базису из ”пиковых” кусочно-линейных функций. Ко- 

личество этих функций равно числу узлов, а коэффициенты разложения 

равны значениям функции в узлах. Решая обратную задачу, мы должны 

восстановить п компонент искомого вектора, & = (в1,..., ев). Регуляриза- 
ция, основанная на методе выделения главных компонент [64], позволяет 

уменьшить это число. Мы располагаем статистикой индикатрис. Поэтому 

восстанавливаемый вектор можно считать случайным вектором из стати- 

стического ансамбля с известной ковариационной матрицей С. Каждая 

компонента, д; имеет определенную дисперсию. Если рассмотреть представ- 

ление вектора д в другой системе координат, то дисперсии проекций век- 

тора д на новые оси будут другими. Метод главных компонент состоит в 

поочередном выделении таких взаимно-ортогональных направлений, для 

которых эти дисперсии будут иметь наибольшее значение. Известно [64], 
что эти направления являются собственными для ковариационной матри- 

цы С случайного вектора 9. Соответствующий базис называется базисом 

статистически ортогональных функций. Для последовательно остающихся 

направлений соответствующие дисперсии будут убывать. Представим век- 

тор д в виде суммы 9 = 9 + 9, где 9 — вектор, равный математическому 

среднему вектора д (этот детерминированный вектор нам известен). Мы 

ищем вектор 9. Пусть В1,..., Вл — векторы статистически ортогонального 

базиса. Рассмотрим разложение вектора, д в этом базисе и обратим внима- 

ние на его последние (по величине дисперсии) компоненты. Допустим, что & 

из них пренебрежимо малы (& < п). Положим их равными нулю. Учитывая 

ортогональность базиса, это предположение запишется в виде системы из п 

равенств: 

(9,1№:) =0, t=n—k+1,...,n. (2.9) 

Соотношения (2.9) вместе с условием нормировки (2.8) для вектора д дают 

систему линейных уравнений. Эти уравнения следует рассматривать как 

дополнительные к уравнениям, которые мы решаем на очередном шаге 

итерации. Совокупное число уравнений превышает число неизвестных па- 

раметров. Поэтому можно отбросить искусственное условие, по которому 

к индикатрисе ”’пришивается хвост”. 
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3. Моделирование случайных полей в связи с 

решением задач статистической метеорологии 

Методы численного моделирования случайных процессов и полей нахо- 

дят широкое применение при решении теоретических и прикладных задач 

в различных областях науки и техники, причем область применения этих 

методов и сложность решаемых на, их основе задач постоянно увеличивают- 

ся. В статистической метеорологии, климатологии, океанологии, гидроло- 

гии применение этих методов давно уже стало традиционным и показало их 

высокую эффективность и перспективность при решении широкого класса, 

задач, включающего задачи усвоения гидрометеорологической информа- 

ции, задачи, связанные с исследованием экстремальных свойств реально 

наблюдаемых процессов, вероятностным прогнозированием, исследовани- 

ем свойств статистических оценок, синтезом динамических и вероятност- 

ных методов описания реальных процессов, решением экологических задач 
ит. д. [49, 83, 84]. 

3.1. Моделирование гауссовских последовательностей 

и полей 

Эффективное решение современных задач из этого класса во многом 

определяется качеством используемых для этих целей вероятностных моде- 

лей, высокой точностью воспроизведения в этих моделях основных свойств 

реально наблюдаемых процессов. Один из путей построения таких моделей 

основан на использовании алгоритмов метода условных математических 

ожиданий” [14|] для моделирования гауссовских векторов, который в соче- 

тании с различными методами учета, негауссовости позволяет моделировать 

широкий класс скалярных и векторных гидрометеорологических процессов 

и полей большой размерности с корреляционными матрицами как общего, 

так и специального вида, например теплицева и блочно-теплицева, вида, 

полученных путем соответствующей обработки данных наблюдений. 

Класс процессов с корреляционными матрицами теплицева и блочно- 

теплицева, типа достаточно широк, он включает в себя стационарные сказ 

лярные последовательности с произвольной корреляционной функцией в 

любом фиксированном числе точек, стационарные временные последова- 

тельности евклидовых векторов в заданной точке области, комплексы ев- 

клидовых векторов на заданной сетке, которые при решении прикладных 

гидрометеорологических задач могут интерпретироваться, например, как 

векторные ряды скорости ветра, океанических течений либо векторные по- 

ля на регулярной или нерегулярной сетке; стационарные временные по- 

следовательности афинных векторов, которые могут интерпретироваться 

как комплексы метеорологических или океанологических процессов (вре- 
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менные ряды температуры, солнечной радиации, осадков); периодически 

коррелированные процессы и т.д [83]. 

Моделирование гауссовской стационарной последовательности векторов 

(которая может быть интерпретирована одним из перечисленных выше 

способов) &1,52,...,6и (или вектора &„) = (€7,...,67)", где 2, — вектор 
размерности р) с блочно-теплицевой ковариационной матрицей 

Ho Кл Ry-1 

R R R, 

Во = ~~ (3.1) 
Ri, Ri, Ro 

осуществляется последовательно по схеме [83] 

& = Ong, 

& = ВТ [1] Fray Ea) + C1 @o, 

én = BT In — 1] Iin—1)€(n—1) + Cn-1P0n, (3.2) 

где 1, ,. +9 Pn — независимые гауссовские векторы размерности р, та- 

kue, uto MG, GF = Ip, Bik] = (BT Ik],..., Be [k])?, k =1,...,n—1, Bik] — 
матрицы р хр, а С; — нижние треугольные матрицы р х р. Матричные 

векторы В [К] и остаточные ковариационные матрицы @к = СкСТ для 

Е =1,..., п — 1 определяются уравнениями вида, 

— 

wv 

Ry Blk} = Ry, Ray Blk] = Re. 

Здесь В = ЛьВ(ь)Ль), Ль) — блочная матрица, на побочной блочной 

диагонали которой расположены единичные матрицы р Хх р, а все осталь- 

ные блоки — нулевые, В, = (ВТ,...,ВТ)Т, В, = (Ви,...,ВьТ. Алгоритм 

вычисления В[Ё] и Ох сводится к векторному алгоритму Робинсона [83] 

ВР = ВТ, ВИ = Rao", Qo = Qo = Ro, 
(ВТ +1... ВЕЕ+ И) = ВТ — ВЕК + ИВТ ЛЬ, 

(AT [k +1],..., BT [& +1]) = ВТА — ВТ, 6+ ИВТ ЛЬ, 

Bryilk + 1] = Q5 (Resi — ВТ к) Bik}), 

Вы +1] = Чу (Вы - ВТ Jeu Blk )); 

Q, = Ro - ВТ Bik, QO, = Ro - RP Bik, 

СьСТ = Оь, k=1,...,n—1. (3.3) 
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Для построения вероятностных моделей гидрометеорологических 
процессов и полей используются различные модификащии алгоритма 
(3.2), (3.3), учитывающие специфику рассматриваемых процессов (стацио- 

нарность, однородность и изотропность, и т.д.). В ряде случаев оказывается 
приемлемым упрощенное представление корреляционных матриц, напри- 
мер, в виде ленточных матриц или в виде прямого произведения матриц 
сравнительно невысокой размерности [46]. В последнем случае алгоритм 

(3.2), (3.3) сводится к последовательности соответствующих скалярных ал- 
горитмов. | 

В ряде случаев метод условных математических ожиданий использует- 

ся для построения многомерных процессов авторегрессии [83] 

& = ВТиё 1 +...+ ВТ т-+ а, 

где и; — последовательность взаимно-независимых р-мерных векторов та- 
ких, что Ма = Qm, a ВТт],...,ВЛ[т] — матрицы р Хх р. При этом 
вектор &1, &2,... ‚ и, построенный с помощью алгоритма (3.2), (3.3), исполь- 
зуется в качестве начального. 

Алгоритм (3.2), (3.3) может быть также использован для построения 
некоторых классов нестационарных процессов, в частности в гидрометео- 
рологических приложениях он используется для построения скалярных пе- 
риодически коррелированных рядов. Например, вероятностная модель пе- 
риодически коррелированных рядов векторной скорости ветра основана на 
представлении соответствующих рядов в виде стационарного векторного 
гауссова, процесса 2, ... ‚т С ковариационной матрицей вида (1), где & — 

векторы размерности 2р, & = ((&)1...,& Г)Т, вк = (щьь)Т, р — период 
коррелированности. 

В работах [16, 45, 46, 83] для гауссова случая получены алгоритмы 

моделирования условных реализаций процессов и полей при заданных зна- 

чениях в фиксированных точках, которые являются модификацией извест- 

ного алгоритма моделирования гауссовских векторов & = (1, ЕТ)Т с нуле- 
вым средним и ковариационной матрицей А, который имеет вид 

—_ 

& = В12 В 6 + AiG, (3.4) 

где ф! — вектор из независимых между собой и от &2 стандартных нор- 

мальных величин, а нижняя треугольная матрица А! такая, что 

А АТ = Виз = Ви — В12 В Ва, 

где блоки Ви! и Е22 ковариационной матрицы А — ковариационные матри- 

цы векторов 2 и 62, а блок Н12 — соответствующая взаимная матрица. 
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Предлагаемый в работе алгоритм не требует разложения В11.2 на про- 

изведение двух треугольных матриц и сводится к преобразованиям: 

1а. Независимо от 2 моделируется нормальный вектор Й = (7, п )Т 
нулевым средним и корреляционной матрицей В, причем размерно- 

сти его подвекторов такие же, как и у вектора Е. 

16. Вектор 2 при фиксированном & строится в виде & = = В12В55 (2 — 

— №) т. 
В отличие от (3.4), алгоритм (1а)-(16) позволяет строить условные реа- 

лизации стационарного процесса (либо однородного поля) в узлах регуляр- 

ной сетки при фиксированных значениях &2 в узлах опорной регулярной 

сетки рекурсивно с использованием алгоритма (3.2),(3.3) в его скалярном 

либо векторном варианте. Если опорная сетка нерегулярна, преобразова- 

ния (1а)-(16) реализуются приближенно с использованием методов опти- 
мальной интерполяции. 

Предложенный подход используется в [45| для построения условных 

пространственных полей метеоэлементов в узлах регулярной сетки при за- 

данных значениях на нерегулярной сети метеорологических станций. С ис- 

пользованием этих алгоритмов построен метод оценки влияния неопреде- 

ленности в начальных данных, обусловленной ограниченностью и нерегу- 

лярностью сети метеорологических станций, на результаты численного мо- 

делирования атмосферных процессов на основе гидротермодинамических 

моделей. Метод сводится к моделированию ансамбля начальных условных 

полей, решению нелинейных прогностических уравнений для каждого эле- 

мента ансамбля с последующей статистической обработкой прогностиче- 

ских полей и не связан с проблемой замыкания бесконечной системы урав- 

нений для моментов распределения. 

3.2. Моделирование негауссовских процессов и полей 

Рассмотренные гауссовы процессы могут быть использованы в качестве 

основы для моделирования негауссовских гидрометеорологических процес- 

сов и полей. Для этой цели наиболее часто используют хорошо известный 

метод обратных функций распределения [14] в соответствии с которым для 

получения негауссовской величины 177 с функцией распределения Р(т) ис- 

пользуется преобразование 

n=F(8(€)), — (3.5) 

где Ф(т) — функция одномерного нормального распределения, а, & — гаус- 
сова, величина с нулевым средним и единичной дисперсией. Для постро- 
ения негауссова поля 7(„) = (71 ,...,7£)? со скалярными элементами 7 
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в качестве & используются скалярные элементы рассмотренных выше гаус- 
совых полей E(n) (pactpeyenenue F(z) MoxkeT 3aBUCeTb OT IPOCTPaHCTBeEHHbIX 

или временной координат поля), а скалярные элементы 9 корреляционной 
матрицы Си) гауссова поля E(n) связаны с соответствующими скалярными 

элементами г корреляционной матрицы В\»„) негауссова поля Я (п) соотно- 
шением 

r= f(g). (3.6) 

Конкретный вид этого соотношения с учетом (3.5) приведен в [14]. 
При использовании метода обратных функций распределения корре- 

ляционная матрица Ry, считается заданной. Обычно ее получают путем 

соответствующей обработки данных наблюдений. Необходимо решить си- 

стему нелинейных алгебраических уравнений вида (3.6) относительно эле- 

ментов матрицы С (п). При определенных сочетаниях вида одномерных рас- 

пределений Ё(т) и значений корреляций г уравнения (3.6) могут не иметь 
решения. В работе [83] приведены соответствующие условия совместимо- 
сти одномерных распределений и корреляций. Если уравнение (3.6) при 
заданной функции распределения Е(т) и заданном г не имеет решения, то 

ищется приближенное решение, т.е. в качестве г выбирается значение, бли- 

жайшее к заданному, но такое, чтобы решение уравнения (3.6) существо- 

вало. В силу этого обстоятельства, а, также нелинейности уравнений (3.6), 

полученная матрица С\(„) в ряде случаев может оказаться отрицательно 

определенной, т.е. задача не имеет решения. В этих условиях приходит- 

ся искать приближенное решение задачи. Один из эффективных способов 

нахождения приближенной положительно определенной матрицы Gn); B 

определенном смысле близкой к С (п), основан на соответствующем спек- 

тральном разложении этой матрицы. 

Наряду с методом обратных функций распределения для моделирова- 

ния негауссовских процессов и полей при решении задач статистической ме- 

теорологии используются различные модификации алгоритма моделирова- 

ния негауссовских процессов и полей на точечных потоках [36]. Например, 
в работе [16] рассмотрены алгоритмы кусочно-постоянной стохастической 

интерполяции процессов и полей дискретного аргумента, основанные на 

использовании регулярных точечных потоков. Используемые преобразова- 

ния сохраняют основные свойства исходных процессов и полей дискретно- 

го аргумента: значения процесса, и корреляций в узлах сетки, одномерные 

распределения в произвольной точке области, для процессов — стационар- 

ность, для полей — однородность (либо изотропность). Алгоритмы предна- 

значены для построения вероятностных моделей временных рядов и полей 

метеоэлементов с использованием реальных данных на сетках большого 

размера, а также в тех случаях, когда необходимо моделировать значение 

поля в произвольной точке рассматриваемой области. 
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3.3. Приложение в метеорологии 

В качестве примеров использования методов моделирования случайных 

процессов для решения задач статистической метеорологии в работе [83] 

рассмотрен ряд вероятностных моделей временных рядов, пространствен- 

ных и пространственно-временных полей различных метеоэлементов: тем- 

пературы воздуха, вектора скорости ветра, суточных сумм жидких осадков 

и тд. Одним из важных приложений этих моделей является исследование 

экстремальных погодных условий. В частности с помощью негауссовой ве- 

роятностной модели временных рядов температуры воздуха, учитывающей 

суточный ход параметров распределения в виде смеси двух нормальных 

распределений, а также реальные корреляционные связи, были исследова- 

ны статистические свойства сильных и длительных похолоданий для неко- 

торых гидрометеорологических станций северного полушария [47]. На осно- 
ве вероятностной модели временных рядов суточных сумм жидких осадков, 

учитывающей специфику и статистические свойства реальных рядов осад- 

ков, построены распределения длительностей периодов с осадками и без 

осадков, позволяющих рассчитать вероятности длительных дождливых и 

засушливых периодов [83]. 

Основная трудность при построении стохастических многомерных мо- 

делей атмосферных процессов состоит в том, что объем имеющейся инфор- 

мации, как правило, оказывается недостаточным для построения реалисти- 

ческих моделей. В связи с этим представляется перспективным использо- 

вать численные модели гидротермодинамики атмосферы для восполнения 

недостающей информации и фильтрации нефизических составляющих в 

рамках единой динамико-вероятностной модели атмосферных процессов. 

Эта, модель основана на вариационном согласовании [84| стохастической 
модели с численной математической моделью гидротермодинамики атмо- 

сферы. В основе такого согласования лежат разработанные А.В. Протасо- 

вым [84] численные алгоритмы вариационного усвоения гидрометеороло- 

гической информации с помощью математических моделей атмосферных 

процессов. В рамках этой модели реализации случайного поля заменяются 

соответствующими наиболее близкими по некоторой норме полями, кото- 

рые являются решениями соответствующей системы дифференциальных 

уравнений, положенных в основу численной модели гидротермодинамики 

атмосферы. 

При этом используемая модель гидротермодинамики атмосферы обес- 

печивает физическое содержание и полноту пространственно-временного 

разрешения в рамках соответствующей постановки, а стохастическая мо- 

дель — соответствующую вероятностную структуру и задает ансамбль 

независимых реализаций рассматриваемых полей. Использование вариа- 

ционного метода, усвоения информации позволяет оптимизировать процесс 
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объединения динамических и статистических методов численного модели- 

рования, а также динамических моделей различного масштаба и физиче- 

ского содержания. Таким образом, совместно с А.В. Протасовым предло- 

жен новый метод динамико-вероятностного моделирования атмосферных 

процессов, суть которого заключается в следующем. 

На основе имеющейся реальной информации с использованием рассмо- 

тренных выше алгоритмов строится ансамбль реализации этих полей. Точ- 

ность воспроизведения в модели статистических свойств реального процес- 

са, определяется объемом соответствующей информации и выбором при- 

емлемого приближения (однородность, изотропность и т.д.), необходимого 

для применения алгоритмов, рассмотренных в 1.1, 1.2. Реализации полей 

из этого ансамбля используются как входные для задачи вариационного 

усвоения информации с помощью динамической модели. В результате мы 

получаем новый ансамбль, в котором каждая реализация удовлетворяет 

динамической модели, а статистическая структура полученного нового ан- 

самбля — близка к исходной в пределах точности задачи усвоения. 

С использованием этого ансамбля решен ряд практических задач стати- 

стической метеорологии, в частности предложен многошаговый метод мо- 

делирования климатического переноса пассивной примеси для локальной 

области, и на основе метода индикаторных функций исследуются некото- 

рые пространственно-временные статистические свойства полученных кли- 

матических траекторий. На основе вариационного принципа предложен и 

численно апробирован метод численного стохастического моделирования 

области влияния для полей концентрации примеси на фоне климатических 

реализаций полей скорости ветра, [49]. 

4. Решение стохастических задач математической 

физики 

В настоящем разделе дан обзор результатов, полученных лабораторией 

стохастических задач математической физики ИВММГ СО РАН, г. Но- 

восибирск; здесь представлены три основные области исследования: (1) — 

разработка, методов случайного блуждания для решения многомерных кра- 

евых задач математической физики; (2) — создание эйлеровых и лагран- 
жевых стохастических моделей и алгоритмов для решения задач переноса 

в стохастических полях скоростей, таких как турбулентные потоки и те- 

чения в пористой среде; (3) — моделирование процессов формирования и 
трансформации спектра размеров коагулирующих частиц на, основе реше- 

ния нелинейного уравнения Смолуховского. 

Представленные исследования касаются в основном теоретических 

основ стохастических методов, однако приводятся также отдельные при- 
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меры решения некоторых прикладных задач, таких как задачи электро- 

статики, упругости, задачи о дисперсии аэрозольных частиц в атмосфере, 

моделирование процессов роста, капель в турбулентных потоках. 

Предложен новый подход к построению стохастических методов реше- 

ния многомерных краевых задач математической физики. В основе метода 

лежит переформулировка исходной дифференциальной задачи в систему 

интегральных уравнений и построение специальных рандомизированных 

итерационных методов для численного решения этих систем. В качестве од- 

ного из таких методов построен алгоритм случайного блуждания по специ- 

альным сферическим сеткам, а также бессеточный метод случайного блу- 

ждания по фиксированным детерминированным сферам. Данный подход 

позволил построить стохастические методы численного решения ряда кра- 

евых задач, которые ранее не могли быть решены в рамках традиционного 

вероятностного подхода: (1) — решение задачи Неймана без привлечения 

случайных процессов с отражением, (2) — бигармоническая задача, с зада- 

нием на границе решения и нормальной производной, (3) — первая краевая 

задача для системы уравнений теории упругости. 

4.1. Методы случайного блуждания для решения 

многомерных краевых задач математической физики 

Здесь мы приводим обзор основных методов случайного блуждания и 

подробнее останавливаемся на методе случайного блуждания по фиксиро- 

ванным сферам. Существует три основных подхода к решению краевых 

задам. 

Г. Первый подход основан на использовании классических вероят- 

ностных представлений в виде математического ожидания в простран- 

стве траекторий диффузионных случайных процессов. Строятся конечно- 

разностные аппроксимации решений соответствующих стохастических 

дифференциальных уравнений и затем производится усреднение по таким 

приближенным траекториям, которые сосредоточены во всей области по- 

ля решений [68|. Данный подход применим лишь к скалярным уравнениям 

второго порядка, а практически решатся могут лишь внутренние краевые 

задачи с условиями Дирихле. Имеются теоретические результаты по обоб- 

щению методов на случай задачи Неймана, однако моделирование диф- 

фузионных траекторий с отражением оказывается весьма дорогостоящей 

процедурой. Более того, и в случае задачи Дирихле эта трудность — моде- 

лирование случайного процесса, при его приближении к границе — остается 

непростой проблемой. 

П. Второй подход основан на использовании явных представлений 

функций Грина для некоторых стандартных областей, таких как сфера, 

полупространство, цилиндр и т.д. (см., например, [12, 62, 90]). Этот подход 
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по-существу близок первому подходу, он специально разработан в основном 

для решения уравнений с постоянными коэффициентами, поскольку имен- 

но для таких уравнений известны функции Грина. Здесь существуют два 

различных подхода к построению и обоснованию методов — один основан 

на интерпретации случайного блуждания как мартингала [62], второй — на 

использовании представления решения в виде сходящегося ряда Неймана, 

и стандартной техники его вычисления с помощью цепей Маркова [12, 90]. 

Ш. Третий подход, впервые предложенный в [50] и подробно представ- 
ленный в монографии [100], основан на использовании граничных инте- 

гральных уравнений теории потенциала. Здесь марковские процессы стро- 

ятся на границе области, что и дало название методам — алгоритмы блу- 

ждания по границе. Этот класс методов также основан на построении под- 

ходящих марковских процессов, однако он существенно отличается от ме- 

тодов второго подхода прежде всего тем, что ряд Неймана для соответ- 

ствующих граничных интегральных уравнений как правило расходится, 

и поэтому приходится строить специальные итерационные методы для их 

решения. При этом привлекается различная информация о структуре гра- 

ничных интегральных уравнений; например, при построении изотропного 

блуждания по границе использовалась информация о границах спектра 

граничного интегрального оператора. Существенным является то обстоя- 

тельство, что алгоритмы блуждания по границе позволяют решать как вну- 

тренние, так и внешние краевые задачи, причем все классические задачи 

— с условием Дирихле, Неймана, и с заданием линейных комбинаций реше- 

ния и нормальной производной. При этом размерность задачи фактически 

уменьшается на единицу, поскольку фазовым пространством траекторий 

является граница, области. 

Методы блуждания по границе идеально приспособлены для решения 

задач в выпуклых областях. В случае же областей, которые существенно 

невыпуклы (например, область, состоящая из множества, пересекающих- 

ся или непересекающихся сфер), они теряют свою эффективность в силу 

возрастания статистической погрешности. 

В последних работах [99], [96] предлагается новый подход, который объ- 
единяет преимущества второго и третьего подходов. Идея заключается в 

том, чтобы, с одной стороны, эффективно использовать информацию о 

функции Грина для стандартных областей, как в подходе П, а с другой 

стороны — иметь дело с интегральной формулировкой задачи, с тем чтобы 

далее строить оптимальные стохастические итерационные процедуры их 

решения. Заметим, что этот подход, на первый взгляд близкий к традици- 

онному методу блуждания по сферам, существенно отличается от него тем, 

что он основан на, эквивалентной записи исходной задачи в виде системы 

интегральных уравнений с вполне определенным фиксированным фазовым 

пространством, что открывает совершенно новые возможности при постро- 

187



ении стохастических алгоритмов для их решения. В частности эффектив- 

ными оказываются нестационарные двушаговые итерационные методы с 

набором случайных параметров, которые в ‘определенном смысле служат 

стохастическим аналогом известного метода, с чебышевским набором пара- 

метров [27]. Другой вариант численного метода, оказавшийся чрезвычайно 
эффективным для широкого класса областей — стохастический вариант 

метода последовательной верхней релаксации [27]. 
Данный подход позволил построить стохастические методы численного 

решения ряда краевых задач, которые ранее не могли быть решены в рам- 

ках традиционного вероятностного подхода: (1) — решение задачи Неймана 

без привлечения случайных процессов с отражением, (2) — бигармониче- 
ская задача, с заданием на границе решения и нормальной производной, (3) 

— первая краевая задача для системы уравнений теории упругости. 

Отметим, что в этом списке представлены наиболее яркие примеры кра- 

евых задач, которые давно привлекают внимание специалистов по стати- 

стическому моделированию, однако предложенный метод является доста- 

точно общим, он может быть применен к решению самых разных краевых 

задач как для систем уравнений, так и для уравнений высокого порядка. В 

частности он применим к решению задач теории упругости в напряжениях, 

к уравнению Стокса, системе уравнений Максвелла. 

Алгоритм случайного блуждания по фиксированным сферам. 

Для простоты изложения мы рассмотрим вначале задачу Дирихле для 

уравнения Лапласа 

Ди(т) =0, хЕС, uly) = 9, уЕГ=ОС, (4.1) 

в некоторой ограниченной области С. 

Решение этой задачи имеет вероятностное представление в виде мате- 

матического ожидания в пространстве винеровских траекторий: 

u(x) = (e(Xr)), (4.2) 

где Хг — случайная точка первого достижения винеровским процессом Х 

границы области Г, при условии, что процесс стартовал в точке т. Это 

представление используется для построения различных вычислительных 

алгоритмов. Самый простой способ — построение конечно-разностной ап- 

проксимации винеровского процесса. Для этого выбирается дискретизация 

по времени, и винеровский процесс аппроксимируется, например, с помо- 

шью стохастического аналога метода Эйлера. При этом затраты могут 

быть весьма внушительны, поскольку шаг интегрирования должен быть 

достаточно малым, и, соответственно, случайная длина траекторий до до- 

стижении ими границы может оказаться очень большой. Кроме того, при 

приближении к границе этот шаг должен становиться все меньше, и вы- 

числительные затраты повышаются дополнительно. 
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Сильной стороной метода является его универсальность в том смысле, 

что представление (4.2) в точности сохраняется для общих эллиптических 

уравнений с переменными коэффициентами — в этом представлении нуж- 

но лишь винеровский процесс заменить на диффузионный, который одно- 

значно записывается в виде системы стохастических дифференциальных 

уравнений Ито, которая в свою очередь легко строится с помощью ко- 

эффициентов исходной дифференциальной задачи. Моделирование же та- 

ких диффузионных процессов труда не представляет, остаются лишь те же 

трудности, что и в случае винеровского процесса. 

Для уравнений с постоянными коэффициентами алгоритмы, основан- 

ные на таком вероятностном представлении, могут быть существенно улуч- 

шены на основе прямого моделирования точек выхода, траекторий на гра- 

ницы стандартных областей, например, сферы. Данный класс методов из- 

вестен как методы случайного блуждания по сферам. Этот метод был де- 

тально исследован в пионерской работе [81] и получил ряд обобщений на 

уравнения высокого порядка и системы эллиптических уравнений [50, 90]. 

Следует отметить, что методы исследования в [62] ив [12, 90] приводят к 
одним и тем же алгоритмам, однако они существенно отличается: если в 

[62] ведется прямое доказательство сходимости на основе мартингального 

подхода, то в [12, 90] делается формальный переход к интегральному урав- 

нению и затем применяется стандартная техника вычисления его решения 

с помощью цепей Маркова. Последний подход является фактически рандо- 

мизированным вычислением ряда Неймана для интегрального уравнения, 

что эквивалентно применению метода простой итерации, скорость сходи- 

мости которого далеко не оптимальна, а условия применимости — весьма 

ограничительны. Именно это обстоятельство являлось серьезным препят- 

ствием на пути дальнейшего обобщения методов случайного блуждания и 

одновременно послужило мотивацией автору данного обзора для построе- 

ния стохастических методов решения интегральных уравнений с помощью 

других итерационных методов, что и было впервые сделано в [50] и по- 

дробно представлено в монографиях [90, 100, 97]. Данный подход позволил 
построить алгоритмы случайного блуждания по границе, впервые пред- 

ставленные в той же публикации |50], которые оказались весьма эффек- 

тивными для выпуклых областей. Следует отметить, что область примени- 

мости существенно расширилась — стало возможным решать все основные 

краевые задачи, причем как внутренние, так и внешние; кроме того, по- 

явилась возможность ускорения сходимости метода на основе информации 

о спектральных свойствах интегрального оператора. Некоторые примеры 

приложений можно найти в [90, 24, 78]. 

Важно отметить, что данный подход стал возможным в силу того, что 

исходная дифференциальная задача, оказалась переформулированной в ви- 

де интегрального уравнения с фиксированным фазовым пространством (в 
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данном случае — граница области) с вполне определенными свойствами 

ядра и спектра. В связи с этим естественным было попытаться подойти 

с этой точки зрения и к традиционному методу блуждания по сферам. 

Это удалось сделать для класса областей, представляющих собой объеди- 

нение шаров с непустым пересечением [99]. В результате мы получили ал- 

горитм блуждания по детерминированным, фиксированным заранее сфе- 

рам, область сходимости которого существенно расширилась, а скорость 

сходимости — увеличилась. В частности данный алгоритм позволил ре- 

птить такие краевые задачи как задача Неймана, первая краевая задача 

для системы уравнений теории упругости, бигармоническая задача, с усло- 

виями задания решения и его нормальной производной на границе. Для 

всех этих задач традиционный алгоритм блуждания по сферам расходит- 

ся. Опыт расчетов показал, что новый метод хорошо работает не только 

для областей, состоящих из сфер (для таких областей он не имеет детер- 

минированной погрешности, поскольку построенные оценки не имеют ста- 

тистического смещения), но и для достаточно общих областей, которые мо- 

гут быть покрыты системой пересекающихся шаров. При этом смещения, 

связанные с такой аппроксимацией, носят тот же характер, что и погреш- 

ности, возникающие при введении е-границы в стандартном алгоритме блу- 

дания по сферам, а скорость сходимости нового метода — значительно 

выше. 

Отдельно следует остановиться на дискретном варианте этого метода. 

Поскольку здесь мы имеем дело с фредгольмовыми интегральными опера- 

торами, то возможно применение одной из дискретных аппроксимаций в 

виде системы линейных алгебраических уравнений с последующим постро- 

ением дискретных случайных блужданий. Данный подход оказался весьма 

эффективным, он носит общий характер, и при его реализации легко стро- 

ятся различные варианты итерационных методов. Для метода блуждания 

по фиксированным сферам особенно эффективными оказались два метода: 

метод последовательной верхней релаксации — для определенного класса, 

областей, когда применимо так называемое черно-красное разбиение, — 

в [99] мы назвали такие области 52-областями; для общего случая также 

весьма эффективным оказался нестационарный итерационный процесс со 

случайным выбором параметров, являющийся в определенном смысле сто- 

хастическим аналогом чебышевского итерационного процесса. 

Метод случайного блуждания по фиксированным сферам является до- 

статочно новым, поэтому мы представим его в данном обзоре подробнее. 

Для простоты изложения мы начнем с плоской задачи Дирихле для урав- 

нения Лапласа (4.1) в области, представляющей собой объединение двух 

пересекающихся кругов радиусов Кл и В2: 

а=К(т0), В) О К(т(2 В2); К(2, В) п К(2® В.) #0. (43) 
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    (1) Введем обозначения: 1 — та часть окружности 5(т(’, Вл), что лежит 

во втором круге, и Г1 — часть окружности 5 (a), В!), не принадлежащая 

второму кругу; аналогично определяются дуги 7/2 и Г2. Таким образом, 

граница области С’ состоит из Г1 и Го. 

Регулярное решение уравнения Лапласа в любой внутренней точке т 

каждого из кругов представляется формулой Пуассона: 

2 _ 2 
u(z) = т uy) as, (4.4) 

TR jz — yl? 
S(xo,R) 

1 
где Е = В: в первом круге, и Я = В2 — во втором; г = [2—2 ) — расстояние 

от точки 5х до центра круга, 1 =.1,2. Пусть 

R? — |x —- 202 1 

21 В lx — y|2 
  p(y; 2) = 

Наша задача — дать интегральную формулировку задачи Дирихле для 

области (7. Для произвольных точек 5 Е / иуЕ 71 мы можем записать 

Мифы | uly) 
u(x) = On Ri / la — yl? dSy,   

S(a™,R1) 

— RB=|y-2®)/? / u(z’) u(y) = on Rp ye? dS, . (4.5)   

S(a) Ro) 

Введем обозначения 11(т) = u(x) Oa © E Yo, u vo(x) = u(x) Ana © E 4. 
Тогда (4.5) можно записать так: 

ол(2) = | р(иззуь (9) 49, + filo), 
771 

озу) = | ple'sy)vi(2") da + faly) (4.6) 
72 

где 

filz) = [ plyiz)oly) dSy, 
Г1 

faly) = || езде) 5 + №9), (4.7) 
Г2 

или в матричной форме 

v=Kv+F, (4.8)



re vu = (v1,09)*, ЕР = (р, №)" и К является матрично-интегральным опе- 

ратором, действующим на 9 следующим образом: 

0 / ly; x)v2(y) dSy 

Kv(2,y) = ; ; " 
/ p(x’; y)vi (2) dSy 0 

7/2 

Таким образом, мы приходим к системе интегральных уравнений (4.8) 
с интегральным оператором К, который имеет ряд приятных свойств. Пре- 

жде всего, [1 — норма оператора К меньше 1 для любых расположений 

двух кругов с непустым пересечением, поскольку | р(у; т)а5у = 1. Сле- 
5 (<, В. 

довательно, (Е - К)! существует и представляется в виде сходящегося 

ряда Неймана; здесь Ё — единичный оператор. 

Более точная оценка нормы следует из следующего утверждения. 

Лемма 4.1. Для любых х Е 72 цчуЕ 71 

* * 

[ р) 43 = [ вузу) 49, -1-1_8, 
п Tv 

771 7/2 

где углы 91 и 05 определяются следующим образом: 207 — угол видимости 

дуги ^/\ из центра первого круга, а 205 — угол видимости дуги Yo U3 

центра второго круга. 
Доказательство. Для произвольной точки х Е 7 имеем 

_` _ С08(4) 1 
p(y; x) ~~ пт фу 2181’ 

  

что следует из 

R? — 7? + |x — yl? = 2Ry|a — У с08(4), 

(1) где 4 — угол между векторами х -уит- 10’. Отсюда получаем 

. _1 cos (7) 1 | [ vlui2)a8y = = [ asy - [as 
Y1 V1 1 

  

  

Первый интеграл в правой части есть потенциал двойного слоя, который, 

как известно [100], равен углу видимости дуги /1 из точки х, те. равен 
(2п — 205)/2. Второй интеграл равен 63/7. Что и завершает доказатель- 

ство, поскольку мы получим в точности тот же результат и для произволь- 
ной точки второго круга, когда у Е 71. Этот результат позволяет доказать 
следующую теорему: 
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Теорема 4.1. Интегральный оператор К является фредгольмовым 
с ядрами р(у;т), р(т’; у), которые непрерывны нах Е 70, уЕ 71, а при 

приближении фазовой точки к пересечению окружностей 71 и 75 сингу- 
511(0* + 05) 
——— ̂̂ при 

п |2 -у 
xz —> у. Все собственные числа № интегрального оператора К’ веществен- 
ны и имеют вид №; = Ч о:р(К)), где р(К’) — спектральный радиус оператора 
К (0; < 1 — некоторые полоокительные константы), причем, спектралъ- 
ный радиус имеет вид 

лярность ядер носит полярный характер типа р(у;х) ~ 

* * 

(К) =1— 7 _ 8 
п Л 

Интегральное уравнение (4.8) имеет единственное решение, которое од- 

новременно является решением задачи Диритле (4.1) на дугах 51, 72, а 

решение в произвольных точках вычисляется с помошью интеграла Пуас- 

сона (4.4). 
Обобщение на области С, состоящие из п шаров, каждый из которых 

имеет хотя бы одно пересечение с одним из остальных шаров, осуществля- 

ется достаточно просто. В результате мы имеем систему интегральных 

уравнений Фредгольмова, типа, с теми же ядрами, а структура матрично- 

интегрального оператора — ленточная, с шириной ленты, зависящей от 

конфигурации зацеплений в системе шаров. Особенно простую структуру 

матрица будет иметь для 52-областей, которые определяются следующим 

образом: в определенных выше областях С недопустимы лишь такие кон- 

фигурации, в которых: (1) — имеется одновременное пересечение более чем 

двух кругов, (2) — в замкнутых системах кругов могут участвовать лишь 

четное число кругов. Можно показать, что соответствующая матрица для 

52-областей является циклической индекса, 2, что определяет ряд свойств, 

полезных при построении итерационных методов. 

Имея таким образом определенные системы интегральных уравнений, 

можно построить самые различные варианты алгоритмов случайного блу- 

ждания для их решения. Во-первых, можно строить стандартное случайное 

блуждание по плотности р(у;15) с обрывом на дугах Г1, Го, как это было 
сделано в [98], поскольку в данном простом случае ряд Неймана сходится. 
Однако в более общих ситуациях, например, в случае системы уравнений 

Ламе, такой способ не работает, поэтому мы применяем специальные ите- 

рационные процессы, причем строим п-е приближение, моделируя п шагов 

марковского процесса, без поглощения. 

Рассмотрим систему уравнений теории упругости, — в случае плоской 

упругой среды, систему уравнений Ламе: 

pAut+(A+p)Vdivu=0, u= (uz, U2) , 

где константы ^ и и характеризуют упругую среду, и пусть о =1-+-2и/(А- в). 

13 Современные проблемы... т. | 
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Построение эквивалентной системы интегральных уравнений осуще- 

ствляется в точности по описанной схеме, исходя из обобщенной формулы 

Пуассона, выведенной нами в [97, 98]: 

  

R? — |x - == и. 
и; (т) = >. [1 “J ee dSy, i=1,2, (4.9) 

j=l S( py | 

где bj;;(x, y) — элементы матрицы 

    

( (a — 1) + 2cos* pt 2.cos ysin y+ \ 

ТИ cos (0 + 9) + РИ РИ вв (0+9 
В = - 

° vee (o — 1) + 2sin? p— 

\ + eH sin(0+ 9} И os (0+) | 

Здесь углы 9 и ф определяются так: угол 9 есть полярный угол точки у в 

исходной системе координат, а угол ф — полярный угол той же точки у, но 

в системе координат с центром в точке т. 

Удобно переписать эту систему уравнений в матричной форме, сохра- 

няя обозначение р(у;1х) для ядра Пуассона: 

ц(2)= | 22) В) 459) , (4.10) 
5 (50,8) 

а, результирующую систему интегральных уравнений, сосредоточенную на 

дугах кругов, запишем как у = Ау + Р. 

Как видно, структура системы интегральных уравнений сохраняется, 

поскольку элементы матрицы В — непрерывные и ограниченные функции 

своих аргументов, так что основные свойства, такие, например, как фред- 

гольмовость, сохраняются. Однако существенно новым моментом является 

то, что норма интегрального оператора, здесь больше единицы, и традици- 

онный метод блуждания по сферам не работает, поскольку ряд Неймана, 

представляющий дисперсию соответствующей случайной оценки, расходит- 

ся. Поэтому мы используем подходящие итерационные методы, один из 

которых здесь идеально подходит — метод последовательной верхней ре- 

лаксации. Для простоты приведем результат для случая уравнения (4.8). 

Интегрально-матричное ядро А запишем в виде К = 6+0, где Ги 

U — нижне- и верхнетреугольный матрично-интегральные операторы 

0 0 0 | ly, x)vo(y) 49, 

[2G wo(a!) de о |’ aa 0 : 0 
2 

Lv = 
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Вводя произвольный скалярный параметр и, перепишем наше уравне- 

ние у = Ау + ЕР в виде: 

и = (Е — «Г) [1-м Е +0] и +4(Е ГЕ. (4.11) 

Теорема 4.2. Для 52-областей матрица ядра является циклической 

индекса 2, причем (Е — «›Г))- 1 = Е + и[, и интегральное уравнение (4.11) 

приобретает особенно простой вид: 

и = Го-+а, 

где 
Т = (Е +%Г,) (1-Е +0], d=w(E+uL)F. 

Параметр и выбирается из следующих соображений. Во-первых, ско- 

рость сходимости итераций должна быть по-возможности максимальной, 

во-вторых, дисперсия соответствующей случайной оценки должна быть ес- 

ли не минимальной, то хотя бы конечной. Для рассматриваемой задачи 

наиболее хорошие результаты получены при 4) = 0.97, что близко значению 

этого параметра в случае метода Зейделя [27]. Детально результаты мето- 

да, блуждания по фиксированным сферам изложены в [99, 96]. Отметим 

в заключение, что в методе могут использоваться и другие стандартные 

области, например, прямоугольники или эллипсы, для которых известны 

функции Грина. 

4.2. Эйлеровы и лагранжевы стохастические модели 

переноса частиц в турбулентных потоках и пористых 

средах 

Перенос частиц в турбулентных потоках или течениях в пористой сре- 
де является актуальной и перспективной задачей, привлекающей чрезвы- 

чайно большое внимание во многих экологических (рассеяние примеси в 
атмосфере и перенос в почвах) и индустриальных задачах, таких как про- 
изводство новых материалов и биотехнологии [82]. Описание взаимодей- 
ствия частиц с помощью процессов аггрегации-дисаггрегации, в результа- 
те чего формируются кластеры различного размера, а также привлечение 
лагранжевых траекторий таких частиц для построения пространственных 
концентраций являются ключевыми методами исследования в аэрозольной 
технологии (например, фотохимическое образование частиц [85], формиро- 
вание облаков [95], перенос аэрозольных частиц в пограничном слое атмо- 

сферы [89], [74], образование сажистых частиц в процессах горения, физика 
полимеров и химия поверхности в процессах формирования частиц сили- 
кона [85]. В [91, 95] нам удалось обнаружить с помощью расчетов эффект 
сильного ускорения роста, частиц за счет перемежаемой турбулентности. 
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С физической точки зрения эта задача включает в себя. огромный 

спектр масштабов: достаточно упомянуть только ’простейшую” составля- 

ющую — сам поток: для развитой турбулентности с числом Рейнольдса 

порядка десятков тысяч традиционные решатели уравнения Навье-Стокса 

потребовали бы таких объемов машинной памяти и времени, которые еще 

далеко не достигнуты в самых современных вычислительных системах. Те- 

чения в пористой среде, вообще говоря, имеют малые числа, Рейнольдса, и не 

являются турбулентными, однако они имеют чрезвычайно сложную про- 

странственную структуру в силу сложности пористой структуры среды. 

Так что если учесть, что частицы в этих потоках еще и взаимодейству- 

ют между собой, в частности коагулируют и распадаются, вследствие чего 

спектр размеров меняется от одного мономера до кластеров и частиц, со- 

стоящих из миллионов мономеров, то станет ясно, что вероятностный под- 

ход к таким задачам является вполне естественным . Возрастающий инте- 

рес к бессеточным численным методам отражает рост сложности исследу- 

емых проблем на фоне одновременного прогресса в мощностях ЭВМ. Это 

придало новый импульс в развитии методов частиц и стохастических алго- 

ритмов моделирования. В частности, для расчета сложных многомерных 

течений с успехом применяется подход, известный под названием "smoothed 

particle hydrodynamics method”. 

Математически мы имеем дело с двумя фундаментальными задачами: 

(1) — построение стохастических моделей турбулентных потоков и течений 

в пористой среде, (2) — развитие стохастических моделей для динамики 

частиц, движущихся в турбулентных или других сложных потоках. 

Для построения стохастических моделей несущего поля скоростей мы 

используем три основных подхода. 

1. В случае пористой среды строится стохастическое поле гидравличе- 

ской проницаемости К (т) в условиях заданной разности давления (напри- 

мер, определяемой через гравитацию), а затем поле скоростей находится с 

помощью уравнения Дарси [76, 93]: 

q(x) = 8 u(x) = —K(z) V (a). 

Функция ф(т) удовлетворяет уравнению 

3 

> a (K (2) a) =0, 
1=1 

  

  

где 0 — пористость, q(x) — скорость Дарси, а %(х%) — скорость в порах. 
2. В турбулентных потоках скорость в принципе описывается уравнени- 

ем Навье-Стокса, однако его численное решение при больших числах Рей- 

нольдса практически невозможно. Мы используем принятое в данной обла- 

сти статистическое описание, когда поле скоростей строится как случай- 
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ное поле у(х), обладающее некоторыми фундаментальными статистически- 

ми свойствами. Такой подход для численного моделирования был впервые 

предложен в работе [71] и затем развит новосибирской группой [79, 51, 90]. 
3. Как в турбулентных потоках, так и в течениях в пористой сре- 

де, моделирование динамики частиц требует определения скорости лишь 

вдоль траекторий частиц, не рассчитывая его во всей области течения. Ла- 

гранжевы стохастические модели строятся именно на этом принципе, на 

основе стохастических уравнений для траекторий частиц, без привлечения 

какой-либо интерполяции. Для задач турбулентного переноса эти модели 

имеют вид стохастического дифференциального уравнения типа Ланжеве- 

Ha [74, 87, 94]: 

du(t) = a(X(t), t)dt + (X(t), t)dW(t), X(0) =a, (4.12) 

roe W(t) — puHepoBckuit mpouecc. 
В этой системе стохастической дифференциальной системе уравнений 

Ито тензор 6(х,1) выводится из эйлеровой стохастической модели пото- 
ка, а функция сноса а(т,#) может быть получена из экспериментов или 

из традиционных численных методов. В [104, 74] построен класс стоха- 
стических моделей, известных как ”ме]-пилхе4 збосразИс плоде”, который 

открыл существенно новые перспективы в развитии лагранжевых стоха- 

стических моделей и был успешно применен к решению задач переноса в 

погранслое турбулентной атмосферы [74, 89, 72], а, также к исследованию 
процессов перемешивания в реках [61]. Что касается лагранжевых стоха» 

стических моделей для задач переноса в пористой среде, то они только 

начинают развиваться. Первых два подхода, описанных выше, принято 

называть эйлеровыми методами, поскольку в них строится вначале мо- 

дель всего поля течения в фиксированной эйлеровой системе координат, 

в отличие от лагранжевого подхода, где этот первый шаг отсутствует, и 

описание сразу ведется вдоль лагранжевых траекторий. Эйлеровы моде- 

ли более надежны и строги, поскольку в них может быть непосредственно 

учтена любая статистическая информация о потоке (или гидравлической 

проницаемости пористой среды), например, одноточечная плотность рас- 

пределения, корреляционная структура, статистическое подобие, анизотро- 

пия. В этой области группам из Новосибирска, Принстона и Института Ky- 

ранта, удалось построить два эффективных метода моделирования таких 

эйлеровых случайных полей: один метод основан на рандомизированном 

спектральном представлении [90, 51|, другой — на вэйвлет-разложении в 

пространстве Фурье [60]. Лагранжевы же методы могут быть гораздо бо- 

лее эффективными с численной точки зрения, поскольку они не связаны 

с построением всего поля скоростей и требуют малого числа, коэффициен- 

тов в представлении скорости локально в окрестности положения частицы. 

Тонкость здесь заключается в том, чтобы эти коэффициенты отражали су- 
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щественные характеристики течения. Это хорошо известная проблема, вза- 

имосвязи эйлеровых и лагранжевых статистических характеристик [87]. 
В лагранжевых стохастических моделях, описываемых уравнениями ти- 

па (4.12), коэффициент 6(х,#) выводится довольно просто, тогда как вывод 
сноса а(х,{) более сложен при наличии неоднородности и требует привлече- 

ния дополнительной экспериментальной информации, а также известного 

свойства ’well-mixed” [104]. При выбранных коэффициентах уравнение Ито 
далее решается каким-либо из стандартных методов, таких, например, как 

явно-неявная схема Эйлера или схема Мильштейна [68]. Существуют также 

гибридные эйлерово-лагранжевы модели в духе наших работ [73, 75], где 

некоторые относительно крупные масштабы моделирутотся в рамках эйле- 

рового подхода, а локальные масштабы — на основе лагранжевой модели. 

Такой подход позволяет учесть особенности течения, которые в рамках ла- 

гранжевого подхода не могут быть учтены в принципе, но одновременно он 

является весьма экономичным с численной точки зрения. Таким образом, 

идея состоит в упрощении тех особенностей течения, которые могут быть 

описаны малым числом параметров. 

До сих пор практически единственным методом моделирования пере- 

носа, в стохастических полях скоростей являлся ВОМ-метод (метод случай- 

ных смещений). Этот метод, хотя он и достаточно эффективен, имеет ряд 

существенно слабых сторон: в его описании не используется вектор скоро- 

стей, что сказывается на нарушении многих существенных свойств [76]. В 

связи с этим мы предприняли разработку лагранжевых стохастических мо- 

делей на основе стохастического моделирования эйлерова поля скоростей 

и использования критерия ”\меЦ-пихед” [76]. 

Чтобы смоделировать динамику взаимодействующих частиц, переноси- 

мых потоком, необходимо построить вначале поле скоростей %($, г), а затем 

решать уравнение Смолуховского. Система уравнений для концентрации 

частиц записывается в виде [69, 70]: 

On (t, x 
Oni(t, 2) + v(t, x) " Vent (+, x) — Ot 

1 OO 

= DAni(t, 2) 5 >. Kijyning — >. Кит: + ЕВ(Ь т) 
wt+jal 1=1 

при заданных начальных распределениях n(0,2) = ni) (cz), € = 1,2,... 

Здесь мы используем обозначения: [-кластер — частица, содержащая [ мо- 

номеров (или структурных единиц); п} — плотность числа, [-кластеров; 
К;; — коэффициент коагуляции, характеризующий частоту столкновений 

между 1-кластером и 1-кластером; Пу — коэффициент диффузии [-клас- 

тера и В(Ь х) — интенсивность источника [-кластера. Литература, посвя- 

щенная численным методам решения для уравнения Смолуховского весьма, 
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обитирна: это уравнение привлекает все большее внимание, что объясняет- 

ся его универсальностью во многих прикладных областях, а также тем, 

что оно было слабо исследовано с математической точки зрения. Подроб- 

ный обзор литературы по стохастическим моделям для решения уравнения 

Смолуховского дан в [70]; там же разработан алгоритм типа, Нанбу для од- 

нородного случая, а в [92| — лагранжев стохастический метод для класса 

неоднородных уравнений Смолуховского, где наряду со средним потоком 

учитывается пространственная диффузия частиц. Следует отметить, что 

для случая, когда коэффициент диффузии зависит от размера частицы, 

обобщение данного метода остается открытой проблемой. Другая интерес- 

ная проблема — так называемый деайоп рйепотепоп — феномен жели- 

рования. Скорость столкновения частиц в этом случае настолько велика 

(например, как в случае К = 11), что решение взрывается — и образуется 
суперкластер бесконечной массы. Этот эффект хорошо известен в полимер- 

ных исследованиях как эффект желирования; он практически не поддается 

моделированию детерминированными численными методами, но довольно 

естественно анализируется с помощью стохастического моделирования. В 

области переноса в пористой среде этот эффект находит применение при 

моделировании течений, содержащих глину: растущие глинистые частицы 

начинают забивать поры, и течение существенно перестраивается. 

5. Методы Монте-Карло для численного решения 

СДУ и в финансовой математике 

Начало создания теории стохастических дифференциальных уравнений 

(СДУ) относится к середине ХХ в. и связано с именами японского матема- 

тика Ито и российского — Р.Л. Стратоновича. СДУ являются обобщением 

обыкновенных дифференциальных уравнений путем добавления в правую 

часть слагаемого, включающего винеровский процесс (гауссовский процесс 

с независимыми приращениями, с нулевым математическим ожиданием и 

дисперсией, растущей пропорционально времени). 

Пусть заданы 49-мерный стандартный винеровский процесс \_(:), 

р-мерная вектор-функции } (фу), матричная функция о(фу) размера рх д, 
случайный вектор у0, независимый с 1(#) при # > 0, причем Е! < о. 
Тогда задача Коши для системы СДУ ставится следующим образом: найти 

непрерывный р-мерный случайный процесс у(-), для которого с вероятно- 
стью единица для всех Ё Е [0, Ткон| одновременно выполняется равенство 

t 

y(t) =vo+ | f(sy(s))ds+ f o(s,y(s))dw(s). (5.1) 
0 0 
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В зависимости от способа определения стохастического „интеграла 
t 

[Г а(3, (8) )44(3) СДУ понимают в смысле Ито или в смысле Стратоновича. , | 

Систему СДУ (5.1) часто записывают в эквивалентной дифференци- 
альной форме: 

dy(t) = f(t, y(t))dt + o(t, y(t))dw(¢). (5.2) 

Функцию /(Ьу) принято называть функцией сноса, а функцию o(t,y) — 
интенсивностью шума. 

При выполнении условий 

(691) — Лу + [6 (Би) — a(t, yo) |? < Cilys — vol? 

f(t, y)F + llo(t, Il? < С2а + и) 

равномерно по $ решение системы СДУ в смысле Ито (5.1) существует и 

единственно (см., например, [9]. 

В более общем определении СДУ винеровский процесс заменяют на 

процесс с независимыми приращениями, например, путем добавления про- 

цесса Пуассона, в результате чего решение СДУ становится разрывным со 

случайной величиной скачка и случайным временем скачка. 

По характеру поведения вероятностных характеристик своих решений 

СДУ можно классифицировать как ”жесткие”, когда, математическое ожи- 

дание имеет быстрые переходные участки, осциллирующие, когда матема- 

тическое ожидание или дисперсия имеют квазипериодическое поведение, 

неустойчивые — с растущей со временем дисперсией и несимметричные — 

с растущей асимметрией одномерных распределений. Алгоритмы статисти- 

ческого моделирования траекторий решений СДУ каждой группы имеют 

свои специфические особенности по точности, устойчивости и трудоемко- 

сти и требуют индивидуального подбора численных методов решения СДУ 

и методов улучшения монтекарловских оценок рассчитываемых функцио- 
налов (см. [3, 58]. 

5.1. Численные методы решения СДУ 

В отличие от всех других методов анализа решений СДУ, имею- 

щих ограниченную область применимости (теория мартингалов, системы 

ОДУ на моментные функции, параболическое уравнение Фоккера-Планка- 

Колмогорова на плотность распределения решения СДУ, линеаризация 

СДУ, разложение решения по малому параметру), численные методы ре- 

шения СДУ являются универсальными и позволяют оценить любые функ- 

ционалы от решений с точностью, ограниченной только возможностями 

используемой вычислительной техники. 
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Простейшим численным методом для решения систем СДУ в смысле 

Ито является обобщение явного метода Эйлера: 

Ynt1 = Yn + hf (tn, Yn) + Мо (в, Уп), п =0,1,..., М —1, (5.3) 

где у» — значение приближенного решения системы СДУ в узле сетки по 

времени &, № — шаг интегрирования в узле &,, {(„} — последовательность 
независимых между собой нормальных случайных векторов с независи- 

мыми в совокупности компонентами Си, ] = 1,...,4, имеющими нулевое 

математическое ожидание и единичную дисперсию. Кроме того, предпола- 

гается независимость между собой векторов (п и уи для каждого т. 

Численный метод слабо сходится на решении задачи Коши с порядком 

к, если для любой достаточно гладкой функции 9(9) 

Ед (у(Ткон)) — Ед(ум)| = О(№), №0. 

Обобщенный метод Эйлера слабо сходится с первым порядком. Более 

точным является метод Мильштейна: 

ho 
Ynt1 = Yn t+ hf (tn, Yn) + Мпа (в, т) бп + > до (вн) (@ —1). (5.4) 

Методы высокого порядка сходимости в слабом смысле строятся, как и в 

случае ОДУ, путем сравнения разложений в ряд Тейлора, точного и чис- 

ленного решений. Существует также понятие сходимости численных мето- 

дов в среднеквадратическом смысле, однако это определение не является 

конструктивным, так как до настоящего времени не построено численных 

методов решения систем СДУ с порядком сходимости в среднеквадрати- 

ческом смысле выше 1/2 из-за сложности аппроксимации стохастических 

интегралов от одного винеровского процесса по другому. 

Для проверки устойчивости численных методов решения СДУ необхо- 

димо выбрать тестовое СДУ. Например, в работе [3] для этой цели пред- 

лагается использовать линейное скалярное СДУ с аддитивным шумом, ре- 

шение которого является стационарным гауссовским процессом: 

dy(t) = py(t)dt + odwi(t), (5.5) 

где [1 < бис — постоянные вещественные коэффициенты. Свойство устой- 

чивости метода, согласуется с асимптотическим поведением распределения 

точного решения тестового СДУ, в частности с поведением математическо- 

го ожидания и дисперсии точного решения при # -$ со. 

В работе [3] построено обобщение на системы СДУ полунеявного метода, 

Рунге-Кутты вида, 

h of —1 
Уп = + |1 - 2 би im Yn) [Af (tn, Yn) + Vho(trs Yn) Cn]; (5.6) 
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где Г — единичная матрица, Of /Oy — mMarpuya Axo6u. B paodotax [3, 58] 
доказано, что метод (5.6) имеет лучшие свойства, устойчивости, чем ме- 

тоды Эйлера и Мильштейна, и лучше подходит для численного решения 

осциллирующих СДУ. | 

Наиболее сложными для численного анализа являются стохастические 

динамические системы, имеющие колебательные режимы движения. Необ- 

ходимость анализа, стохастических динамических систем с колебательными 

режимами возникает при построении математических моделей различных 

явлений в радиотехнике, турбулентности, движении летательных аппара- 

тов, волновых изменениях биржевых цен различных финансовых инстру- 

ментов, сезонных природных процессах и т.п. Зачастую аналитические ис- 

следования решений индивидуальной нелинейной системы СДУ с несколь- 

кими колебательными режимами требуют разработки специфических под- 

ходов, тем более проблемно говорить об аналитическом исследовании па- 

раметрических семейств систем СДУ. Наиболее часто используемый метод 

гауссовой аппроксимации здесь мало применим в силу нелинейной специ- 

фики уравнений. Аналогично, не всегда можно говорить о приближениях 

первого порядка, так как малые колебания в автоколебательных системах 

нетипичны. В то же время методы Монте-Карло являются универсальны- 

ми и применимыми для статистического моделирования решений любых 

систем СДУ, в частности нелинейных систем СДУ большой размерности с 

колебательными решениями. С помощью статистического моделирования 

можно исследовать наличие у таких систем аттракторов, выявить точки 

бифуркации, определить области устойчивости и неустойчивости решений, 

т.е. фактически провести полный параметрический анализ систем СДУ. 

Анализ стохастических динамических систем связан с расчетом большого 

количества вероятностных характеристик случайных процессов. Это мо- 

менты, плотности распределений, корреляции, вероятности выходов или 

невыходов траекторий из заданных областей и т.д. Для колебательных си- 

стем в первую очередь интересны вероятностные характеристики, связан- 

ные с колебаниями, например, распределение амплитуд и периодов коле- 

баний, вероятности перехода системы из одного колебательного режима 

в другой, вероятность нахождения фазовой траектории в заданной обла- 

сти. В работе [58] разработаны специальные алгоритмы переменного шага 

с контролем точности вычислений, предназначенные для численного реше- 

ния осциллирующих СДУ. 

Исключительно сложным для стохастических колебательных систем яв- 

ляется анализ их устойчивости [55]. Такие исследования наиболее актуаль- 
ны в теории и практике оптимального управления движениями механи- 

ческих систем, подверженных случайным возмущениям. Обычно колеба: 

тельные явления связаны с ростом дисперсии решения соответствующей 

системы СДУ. Такие системы с растущей дисперсией возникают в финан- 
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совой математике при моделировании ценовых рядов акций и финансовых 

фьючерсов, в радиотехнике при моделировании линейных и нелинейных 

колебательных контуров, а также при решении краевых задач математиче- 

ской физики с помощью вероятностного представления решения. Попыт- 

ки использовать численные методы для статистического моделирования 

решения СДУ с растущей дисперсией заканчиваются одинаково неудачно 

из-за, низкой точности оценки функционалов от решения. В этой ситуации 

использование методов высокого порядка сходимости в слабом смысле и 

моделирование огромного количества траекторий не приводит к успеху. 

В работе [1] для решения СДУ с растущей дисперсией предлагается 
представлять решение исходной неустойчивой системы СДУ посредством 

двух составляющих, причем стохастическая составляющая задается систе- 

мой СДУ с решением, близким к стационарному процессу, а неслучайная 

составляющая описывается неустойчивой системой ОДУ, численное реше- 

ние которой не составляет труда. Система ОДУ включает в себя уравнения 

на первые и вторые моменты решения исходного СДУ, причем эти моменты 

могут быть представлены приближенно. Далее с использованием формулы 

дифференцирования Ито [9] получаются системы СДУ для стохастической 

составляющей как в случае линейной, так и нелинейной исходной системы 

СДУ. Дополнительно могут быть использованы некоторые классические 

способы уменьшения дисперсии монтекарловских оценок применительно к 

численному решению неустойчивых СДУ [13]. 
Например, для линейной системы СДУ в смысле Ито 

Ч . 

dy(t) = Aydt + S~ SW ydw,(t) (5.7) 
j=l 

системы ОДУ на математическое ожидание и матрицу вторых моментов 

имеют вид 

  

—, = Amt), = SG = APH) +POA +25 NT (t)*. 

Сделав в СДУ (5.7) замену переменных 

о = тЫ, a(t) = elt) — m0), (58) 
&(8 ’ 

и применив формулу Ито, получим систему СДУ на процесс x(t): 

  

dix; 1 P 
dx; (t) = — 2d; + Vd, du QikV dy. xp dt+ 

1 POG 
a 2 >. sy актк + ть) аш», (5.9) 

a j= =I



где 

р . р 

= 2aik Yei(t) + вк (Как + уз 89 g(t) (t)s\!) | — 2m;(t) у. aig, (t) 
k=1 l=1 

Новые переменные х;({) имеют нулевое математическое ожидание и еди- 
ничную дисперсию. 

Использование методов Монте-Карло для решения краевых задач мате- 

матической физики имеет давние традиции [13]. В последние десятилетия 
все больший интерес для математиков представляет численный метод ре- 

шения линейных эллиптических и параболических уравнений с помощью 

СДУ. Метод основан на вероятностном представлении решения краевой 

или начально-краевой задачи в виде функционала, от решения соответству- 

ющей системы СДУ. В отличие от конечно-разностных методов, при реше- 

нии уравнений с частными производными с помощью СДУ не требуется по- 

строения сеток по пространственным переменным, что значительно облег- 

чает подготовку задачи к решению, а алгоритм решения и его программная 

реализация становятся предельно простыми. Наиболее сложным вопросом 

при таком подходе является точность определения момента, пересечения 

моделируемой траектории решения СДУ границы области, особенно для 

случая осциллирующих и неустойчивых соответствующих систем СДУ. В 

работе [58] исследованы вопросы зависимости точности оценок решений эл- 

липтических и параболических уравнений от размера шага интегрирования 

численного метода решения СДУ. 

5.2. Математические модели цен финансовых 

инструментов 

Математические модели в виде СДУ все шире используются в много- 

численных приложениях. К классическим статистической механике и фи- 

зике, радиотехнике, автоматическому управлению, химии, теории надеж- 

ности, иммунологии добавилась финансовая математика. Теория расчета, 

стоимости опциона, современная теория формирования портфеля ценных 

бумаг, теория ценообразования рискового актива требуют использования 

СДУ в качестве моделей движения курсов ценных бумаг и валют, акцион- 

ных индексов и процентных ставок. 

Математическая модель должна, с одной стороны, быть адекватной ис- 

торическим ценам, а с другой стороны, достаточно простой и гибкой при 

ее использовании по назначению. Особенно важна, стохастическая матема- 

тическая модель при проверке эффективности торговых стратегий и тор- 

говых компьютерных программ, так как она позволяет моделировать ан- 

самбль траекторий, что невозможно в реальности, где всегда имеется лишь 

единственная реализация цены. 
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Основой для выбора структуры математической модели цены финансо- 

вого инструмента, является статистический анализ временных рядов из ис- 

торических значений цен. Статистический анализ позволяет выявить спе- 

цифические закономерности поведения вероятностных характеристик цен, 

оценить закон распределения значений цен, выбрать финансовые инстру- 

менты, приемлемые для реальной прибыльной торговли. В работах [4, 5] 

предложены и исследованы различные линейные и нелинейные модели пен 

финансовых инструментов. Здесь же построен ряд численных алгоритмов 

для оценки неизвестных параметров моделей по дискретным наблюдениям 

за ценами, основанных на методе наименьших квадратов и методе макси- 

мального правдоподобия. 

Структура стохастической модели цены финансового инструмента, 

обычно выбирается в зависимости от решаемой с помощью этой модели 

задачи. Так, известная модель цены акции в виде СДУ Ито: 

dP(t) = wP(t)dt + oP(t)dw(t), P(0) = Pa, (5.10) 

где д, © — постоянные вещественные коэффициенты, с успехом использу- 
емые для расчета стоимости опционов [59]. Точное решение (5.10) можно 
записать в виде 

02 
P(t) = Poexp ( — =)! +oaw(t) |, (5.11) 

или в узлах равномерной сетки по времени {1} с шагом № в рекуррентном 
виде 

2 

Pri = Py exp (u- S)h + Vion . n=0,...,N—1, (5.12) 

где {(„} — последовательность. независимых между собой стандартных 

нормальных случайных величин. 

Для неслучайного положительного начального значения одномерная 

плотность распределения решения СЛУ (5.10) при каждом фиксирован- 

HOM #& является логарифмически нормальной. 

К недостаткам модели (5.10) следует отнести то, что она совершенно 

не учитывает волновой характер движения цен акций и не может исполь- 

зоваться, например, для моделирования гипотетических рыночных ситуа: 

ций и тестирования компьютерных торговых программ. Волновое движе- 

ние цен отмечено не только у акций, но и у курсов торгуемых валют и у 

цен разнообразных финансовых фьючерсов. 

Хорошо известно, что волновые движения у решений ОДУ могут быть 

введены различными способами: через собственные колебания, параметри- 

ческие колебания, автоколебания, вынужденные колебания. Эти же спо- 

собы можно использовать в моделях случайных процессов, являющихся 
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решениями СДУ. Например, в модели (5.10) параметрические колебания 

можно ввести следующим образом [4]: 

dP(t) = (w+ Acos(wt))P(t)dt + oP(t)dw(t),P(0)= Pp. с (5.13) 

Путем вариации параметров 1, с, А, & можно добиться нужного волнового 

движения вероятностных характеристик процесса Р(.). 

В работе [5] в качестве модели цены предложено использовать СДУ, 

обобщающее известное уравнение Ван-дер-Поля, описывающее поведение 

автоколебательной системы: 

dP(t) = p(t)dt, 

do(t) = (e(t)p(t)(1 — r(t)P(t)”) + b(t) P(t))dt + o(t, P(t) )dw(t), 

где e(t), r(t), b(t), o(t,y) — 3agaHupie Hecy4aitupie dyHKuuu, BEIOOpOM KO- 
торых задается определенное поведение вероятностных характеристик ав- 

токолебаний. 

Использование моделей с разным типом колебаний позволяет в каждой 

конкретной задаче добиться нужных целей наиболее полно и точно. При 

выборе модели приходится учитывать ее сложность, так как многомерные 

нелинейные модели могут оказаться слишком сложными с точки зрения 

оценки параметров по историческим ценам и при выборе параметров при 

попытке задания определенного гипотетического движения цен. 

Современное состояние мировой компьютерной сети Интернет дает воз- 

можность огромному количеству физических и юридических лиц участ- 

вовать в биржевой торговле ценными бумагами, в частности акциями. 

Профессиональная торговля доступна, только высококвалифицированным 

опытным специалистам по торговле акциями и невозможна без компьютер- 

ной поддержки. В настоящее время имеется большое количество компью- 

терных торговых программ, которые выдают сигналы на покупку и прода- 

жу, основываясь на поступающей с биржи числовой информации в режиме 

реального времени. Каждая такая программа, имеет некоторый набор пара- 

метров, варьируя которые можно добиваться определенных характеристик 

торговли, например, высокой годовой доходности, минимального риска и 

минимальной длительности ряда убыточных сделок. Обычно параметры 

подбираются путем тестирования программ на исторических ценах акции 

за, определенный прошлый период времени. Однако практика торговли по- 

казывает, что зачастую оптимальная торговая программа дает совершенно 

убыточную реальную торговлю. Поэтому тестирование торговых программ 

желательно проводить на ансамбле цен, чего нет в действительности, но 

что может быть получено путем статистического моделирования цены ак- 

ции на компыотере. 
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6. Дискретно-стохастические численные методы 

Традиционно методы Монте-Карло рассматриваются в качестве альтер- 

нативных ”детерминированным” численным методам (в частности конечно- 

разностным и конечно-элементным схемам). Однако во многих случаях эф- 

фективными оказываются смешанные алгоритмы, содержалцие в себе эле- 

менты детерминированных и стохастических численных схем. Такие комби- 

нированные алгоритмы можно назвать дискретно-стотастическими, чис- 

ленными методами. 

6.1. Смешанные методы моделирования случайных 

величин © 

Целесообразность применения комбинированных алгоритмов обнару- 
живается уже на уровне моделирования случайных величин. При получе- 
нии выборочных значений непрерывных случайных величин (в частности, 
при использовании гистограмм, полигонов частот и других приближений 
плотностей, а, также при построении методов исключения, в том числе дву- 
сторонних [8], [108]), требуется моделировать случайные векторы 77 с плот- 
ностями распределения вида, 

М 

рт (а) = НЕм)Л (а) = HS” wixi(u) (6.1) 
i=0 

на, компактном множестве И С В'; здесь Н — нормирующая константа. 

В формуле (6.1) Гм) обозначает аппроксимацию (или интерполяцию) 

неотрицательной функции } на сетке Х(М) = {хо,х1,..., хм}. Базисные 
функции 5) = {Жж,х1,..., хм} и коэффициенты И (М) = (и, ил,... м} 
определенным образом связаны с узлами сетки ХМ) (в частности, 

коэффициенты И’(М) являются, как правило, комбинациями значений 

{f (xo), f(x1),---,f(xa)}). Basuc (М) и коэффициенты выбираются таким 

образом, что функция ру) близка к функции Н] в некоторой функциональ- 

ной норме, и аппроксимация (6.1) устойчива. Дополнительным требова- 

нием является наличие эффективного алгоритма реализации выборочных 

значений вектора 77 согласно распределению (6.1) (в этом случае мы будем 
называть базис =(М) ”моделируемым”). Пусть 

х:(и) >0 для чЧЕВ' и; > 0, 1=0,1...., М. (6.2) 

Тогда, можно записать плотность (6.1) в виде 

  
м 

~ ~ i\Uu 
py(u) = > Ра); Ра) = xal , Y= [i dv, P;,=HwiyY;. (6.3) 

1=0 R! 
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Для плотностей вида (6.3) имеется алгоритм метода, суперпозиции [14], со- 
стоящий в выборе номера, т по вероятностям Р; = Р{т = $} и получении 
выборочного значения вектора 7] согласно плотности фт. Таким образом, 

помимо (6.2) следует требовать, чтобы для плотностей {р:} из (6.3) имелись 
алгоритмы численного статистического моделирования. 

В работе [108] было проведено сравнение различных аппроксимацион- 

ных базисов (М) с точки зрения сформулированных требований. Наи- 

лучшей, с точки зрения сформулированных выше требований, оказалась 
конечно-элементная аппроксимация Стренга-Фикса [26], которая строится 
следующим образом. Для простоты возьмем в качестве И прямоугольный 

параллелепипед 

И = {и = (и@),..., и) ЕВ! | а» <u) <b, k= 1,...,2}. 

Предположим, что в В' задана равномерная прямоугольная сетка, и каж- 

дому узлу х; из Х(М) можно сопоставить мультииндекс J (i) = ( iy» eng iG3 ) 

(1) p (1) ,. так, что х; = ( Ii) ., Ха”), где А — шаг сетки. Аппроксимация Стренга- 

Фикса определяется базисом 

xi(u) =x,.a) (и ®,..., и) = x а) (и) х... хх. (м0), — (6.4) 
(9%; --> 6) 7(:) 7(+) 

где Хе") (ul) = x(ul™ /h—j и), а, Хх — финитная, одинаковая для всех ко- 

ординат, производящая функция. Как правило, в качестве производящей 
функции выбирают сплайн В) порядка г [26]. Здесь уместно заметить, 
что использование сплайнов имеет большое преимущество с точки зре- 
ния эффективной численной реализуемости полученных аппроксимаций, 

поскольку для случайных величин, имеющих сплайн в качестве плотности, 
существуют эффективные моделирующие алгоритмы, основанные на том 
факте, что функция В) является плотностью распределения случайной 
величины он +... -Р о + @-+т — (т + 1)/2, где о; — независимые стандарт- 

ные (т.е. равномерно распределенные на, [0,1))) случайные числа. 
В работах [8, 56, 57, 101, 102, 103, 106] в качестве производящей функ- 

ции использованы сплайны первого. порядка (или *функции-крыиики”), в 

этом случае приближение Г(м)/ из (6.1) называется мультилинейной ат- 
проксимацией функции }. Следующее утверждение отражает аппроксима- 
ционные свойства приближения (6.1) с базисом (6.4). 

Лемма 6.1 [26]. Пусть f € C?t1(U) ux € C?(R), mozda найдутся 
такие коэффициенты их; в (6.1), что справедлива оценка 

posuy(f, Lom) < Heh? |If llcetiyy, OSs <p, 

2de xoncmanmo H, ne 3aeucam от f uh. 
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Из этого утверждения можно сделать вывод, что для получения бо- 

лее высокого порядка по В оценки погрешности аппроксимации Стренга- 

Фикса следует выбирать более гладкие производящие функции. Для 

мультилинейной аппроксимации оптимальный порядок сходимости в лем- 

ме 6.1 дают коэффициенты их = }(х:) [26], и тогда [(м)Х (хе) = f(x). 

При этом х = 61) Е С°(В) и для Е СКИ) получаем poouy(f, Lom) f) S 
< НУ сто). Справедливости ради отметим, что в [26] показано, что при 

р Е С®(0) погрешность мультилинейной аппроксимации poouy(f, Luff) 
пропорциональна /^. В случае г > 1 выбор подходящих коэффициентов 

{их} в (6.1) более сложен. Существуют алгоритмы построения интерполи- 

рующей сплайн-функции, т.е. сплайна, проходящего через значения функ- 

ции в узлах [52]. Однако в многомерном случае не удается получить, как 

в случае мультилинейной аппроксимации, явных формул для вычисления 

коэффициентов интерполирующей сплайн-функции. Это затрудняет реа- 

лизацию таких алгоритмов на ЭВМ и, кроме того, усложняет рассмотрение 

устойчивости погрешности аппроксимации к возможной ошибке задания 

значений функции в узлах сетки [107]. 

Теперь сформулируем свойство "сноса погрешности в узлы” для муль- 

тилинейной аппроксимации, которое обосновывает устойчивость мультили- 

нейной аппроксимации к погрешности задания значений функции в узлах. 

Лемма 6.2 [106]. Пусть заданы две функции f, } Е С°(И), тогда для 
мультилинейной аппроксимации имеет место неравенство 

Ук) — Рок)   
р) < sup poo) (Lim fs Luu f) < ОМ 

В работе [108] показано, что в одномерном случае при 0 = [0,1] C R 
неплохими свойствами аппроксимации и ”моделируемости” обладает ап- 

проксимация Бернштейна с базисными функциями 

6.2. Дискретно-стохастические схемы численного 

интегрирования 

Стандартный алгоритм метода, Монте-Карло для вычисления интегра- 
na I = /[ } (а) 4а (см., например, [14]) основан на представлении /[ в виде 

U 
математического ожидания и приближении этого ожидания средним ариф- 

метическим: 

_ _ _ fit... t&nr _ £() _, t= || Побит Г -ры’ ПРЕ (69 
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здесь {&;} — численно реализуемые выборочные значения случайной ве- 

личины &, а знак ”-^” означает распределение по соответствующей вероят- 
ностной плотности. 

При решении проблемы выбора плотности ру) в алгортиме (6.5) следу- 

ет минимизировать трудоемкость S = ¢ DE, где $ — среднее время ЭВМ 

для получения одного выборочного значения &, [14]. Большинство приемов 

уменьшения 5 связано с ограничением дисперсии ПО&. В частности, в случае 
f > О выбор ря в виде (6.1) может дать малую дисперсию (выбор плотности 
рт, близкой к функции НУ], называется выборкой по важности [14]). 

В работе [8] рассмотрена выборка по важности с плотностью (6.1) и 
мультилинейным базисом (6.4) и с помощью лемм 6.1 и 6.2 получена оценка 

сверху для дисперсии 
Н 

0% < о" Ио. (6.6) 

Величина О = шш; }(х;) должна быть отделена от нуля. Другой способ 

применения приближения (6.1) для уменьшения дисперсии 0Оё связан с 

алгоритмом выделения главной части [8], в котором интеграл представля- 
ется в виде 

T=h+hs b= [ (Fa) -Lanflw)du;s b= f Lap f(u)du 
U U 

причем интеграл [2 вычисляется аналитически, а для приближения ве- 
личины Г используется алгоритм (6.5). В работе [8] показано, что при 
применении приближения Г(м)] из (6.1) с мультилинейным базисом (6.4) 
алгоритм выделения главной части дает тот же порядок уменьшения дис- 
персии по шагу А сетки Х(М), что и алгоритм выборки по важности (см. 
соотношение (6.6)). При вычислении величины [2 можно использовать бо- 
лее простые плотности (например, плотность равномерного распределения 
в 0) и соответствующие им алгоритмы моделирования, также более про- 

стые по сравнению с алгоритмом выборки по важности. В работе [8] пред- 
ложена также комбинированная численная схема, использующая идеи по- 
строения алгоритмов выборки по важности и выделения главной части. 
Однако сравнительное тестирование, проведенное в работе [108], показа- 

ло, что комбинированный алгоритм не дает существенного выигрыша, по 
сравнению с алгоритмом выделения главной части, являющегося наиболее 
эффективным для гладких подынтегральных функций {. 

6.3. Функциональные оценки метода Монте-Карло 

Приближения функций вида Г(м)/] из (6.1) используются также при ре- 
ализации так называемых дискретно-стохастических численных процедур 
приближения функций ф, заданных в интегральной форме |37, 56, 57, 80, 
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86, 101, 102, 103, 106, 107]. Основными примерами таких функций являются 

интеграл, зависящий от параметра 

(1 (u) = | ku(v,u) av, цЕОС 81, уЕУС R®, (6.7) 

а также решение интергрального уравнения второго рода 

— / ko(v,u) dv + f(u). (6.8) 
V 

Дискретно-стохастический метод строится следующим образом. Рассмо- 

трим аппроксимацию функции ‹ф вида (6.1): 

ф(и) = Г(м)Ф(а >> wixi(u 

Для простоты рассмотрим случай и» = ф(х;). Для оценки значений {‹ф(х;)} 
реализуем алгоритмы метода, Монте-Карло с числами реализаций {п}: 

- 1LA.@ (xi) © Pri (Xi) = —- > 
4 j=1 

Окончательно приближение функции ф имеет вид 

(а) = [(м)$ф(а = Yon Xj) Xi(u). (6.9) 

Ilpu u3yyexnuu norpemocru 57) = рв(Ф,[(м)$) алгоритма (6.9) возни- 
кают проблемы выбора соответствующего нормированного функциональ- 

ного пространства В, а также вероятностного смысла стремления случай- 

ной величины 6(В) к нулю с ростом параметров М ий = шш(п1,...,пм). 

Достаточно подробно разработаны Ё2-подход, в котором строятся верхние 

границы величины Е6([?2), и С-подход, в котором величина 6(©) ограничи- 

вается сверху по вероятности [80], [106]. В каждом из этих подходов удается 

разбить погрешность на, два слагаемых; например, для С-подхода, 

6) < рс(ф, (м) + вс(Гкм)ф, LemyG) = 1? + 5. (6.10) 

Слагаемое 5) из (6.10) является неслучайным и оценивается на, основа- 
нии аппроксимационных свойств базиса 2(М). В монографиях [37, 80] в 
качестве аппроксимации Г(м)ф рассмотрено специальное многомерное ли- 
нейное приближение, а в работах [102, 103, 106, 107] использована, упоми- 

навшаяся выше аппроксимация Стренга-Фикса, с базисом (6.4) (при этом 
С 

верхняя граница для 5 ) получается как следствие леммы 6.1). 
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С 
Второе (стохастическое) слагаемое 5 ) из (6.10) оценивается на, основа- 

нии свойств устойчивости базиса, =(M) (для аппроксимации Стренга-Фикса 

это свойство отражает лемма 6.2) и соответствующих предельных теорем 
теории вероятностей. Здесь важным является то, какие оценки {&®} в уз- 
лах {х;} используются. Например, для функции ф1 из (6.7) можно рас- 
смотреть независимые оценки вида 

€ (A) = ki (xi, n)/pi(n®) (6.11) 

(здесь для каждого узла выбирается своя плотность р; и случайные векто- 
ры {7 ®} независимы для разных $), а также оценки по методу зависимых 
испытаний [53]: 

#0 (В) = в (хь п) /Б(п); (6.12) 
здесь плотность р одна и та же для всех узлов и, более того, во всех узлах 

используются одни и те же случайные числа. Аналогом оценок (6.11) для 

функции (ро из (6.8) являются оценки по методу сопряженных блужданий, 

а для (6.12) — локальные оценки [14]. 

При оценке стохастической компоненты погрешности 56) алгоритма 

(6.9) с независимыми оценками в узлах сетки используются предельные 

соотношения теории порядковых статистик, а для метода зависимых ис- 

пытаний применяется специальная теория функциональной сходимости по- 

следовательностей случайных функций [53, 106]. 

Для многих используемых в приложениях интегральных уравнений 

второго рода (в том числе нелинейных и стохастических [37, 80, 86]) можно 

с успехом использовать аппроксимацию решения по многомерному анало- 

гу метода полигона частот [80, 103]. Здесь стохастические оценки в узлах 

сетки {2 } являются смещенными, т.е. в соотношениях тина (6.10) появля- 
ется дополнительная компонента, смещения, для которой требуется строить 

соответствующую верхнюю границу, согласованную с верхней границей де- 

терминированной компоненты 59. Кроме того, оценки {&(@)} оказываются 
слабозависимыми и при построении верхней границы стохастической ком- 

поненты погрешности 5) приходится доказывать специальные аналоги 

утверждений теории независимых порядковых статистик [103]. 

Важной также является проблема оптимального (согласованного) вы- 
бора параметров алгоритма (6.9): числа узлов М сетки Х (М) и числа й 

и ¢(t 8 
испытаний Е в узлах сетки. Ставится следующая задача условной опти- 

мизации: найти минимум трудоемкости min S(M,n) upu T?)(M,n) = 4, 
nr 3 

где й — фиксированное положительное число, а Т(В) — верхняя граница по- 

грешности в норме функционального пространства В. Общая схема реше- 

ния этой задачи такова: из соотношения для TB) (M, 7) onMH “3 TapamMerpoB 

(например, й) выражается через другой (М) и соответствующее выражение 
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подставляется в выражение для 5, при этом получается функция одного 
переменного (М), которая и исследуется на минимум. Эта задама, решена, в 
работах [80, 102, 103] для Г/2-подхода и С-подхода и для различных (зави- 

симых, независимых, слабозависимых) стохастических оценок &@® в узлах 
сетки. 

6.4. Приложения теории дискретно-стохастических 

методов 

Несмотря на то что основы теории комбинированных алгоритмов раз- 
работаны относительно недавно в монографии Г.А. Михайлова [80], число 
примеров успешного применения этой теории растет год от года. В самой 

монографии [80] представлены примеры успешного применения методик 
получения верхних границ погрешности и условно-оптимальных парамет- 
ров в Г2-метрике для исследования функциональных алгоритмов теории 
переноса, излучения, а также для глобального решения краевых задам. До- 
стижения последнего десятилетия в этих же областях отражены в [37] (см. 

также обзор литературы в этой монографии). Аналогичные приложения 

для С-подхода рассмотрены в работах |56, 57, 101]. Методические разра- 
ботки теории дискретно-стохастических алгоритмов применимы в случае 
решения сложных систем, включающих уравнение переноса [105], а, также 

при решении нелинейных задач [86]. 
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1. Теоретические основы 

Начало 80-х годов прошлого столетия. Только что Г.И. Марчук орга- 

низовал в Академии наук Институт вычислительной математики (тогда 

он еще назывался Отделом) — небольшой мобильный коллектив высоко- 

квалифицированных научных сотрудников, способных решать различные 

большие и сложные задачи, как теоретические, так и прикладные. Ясно, 

что такие задачи неизбежно должны были ориентироваться на использо- 

вание передовой вычислительной техники. 

В то время вычислительная техника переживала, очередной романтиче- 

ский взлет, обещающий фантастические скорости решения задач. А такие 

вычислительные системы как ПЛЛАС ТУ [14, 17|, Сгау-1 [24, 25] итп., уже 
внедряемые в практику, с особой силой подогревали интерес к перспекти- 

вам ее развития. Характерной чертой новой техники было одновременное 

или, как говорят, параллельное использование большого и даже очень боль- 

итого числа работающих независимо друг от друга отдельных процессоров. 

Возникало много принципиально новых проблем, связанных не только с 

конструированием подобной техники [15, 16, 18, 23]. Необходимо было раз- 
рабатывать новые языки программирования и новые типы компиляторов. 

Было неясно, нужно ли создавать новые численные методы или каким- 

либо способом можно адаптировать уже существующие и т.п. Совершенно 
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непонятно было, как же все это связано между собой и с теми наработка- 

ми, которые появились за предшествующие десятилетия развития вычис- 

лительной техники. И главное, совсем не виден был ответ на очень важный 

вопрос о том, что можно ожидать в будущем и с чем может столкнуться 

математик-вычислитель, решающий и исследующий болышие задачи. 

Всю совокупность разнообразных проблем, так или иначе относящих- 

ся к особенностям конструирования и использования многопроцессорной 

вычислительной техники, стали называть параллельными или высокопро- 

изводительными вычислениями. С самого начала, работы нового института 

они были объявлены Г.И. Марчуком приоритетным направлением научных 

исследований. 

Поскольку знания в новой предметной области хотелось получить как 

можно быстрее, казалось естественным обратиться к существовавшей на, 

тот момент научной литературе. Первое ”’открытие” было неожиданным. 

Очень скоро выяснилось, что никаких учебников и даже учебных пособий, 

более или менее систематически описывающих хотя бы основные положе- 

ния параллельных вычислений, не было ни в нашей стране, ни за рубежом. 

Более того, стало очевидно, что они не могли появиться и в ближайшее вре- 

мя просто потому, что основы знаний в новой предметной области не были 

тогда еще сформированы, как, впрочем, не была очерчена, и сама пред- 

метная область. Стало также ясно, что если мы хотим активно работать в 

области параллельных вычислений, надо самим начинать создавать науч- 

ный фундамент и четко понимать, что мы изучаем, как и зачем. 

Работа в столь неопределенной области требовала формулирования 

некоторой целевой проблемы, по которой можно сверять как выбор нуж- 

ного направления исследований, так и уровень получаемых результатов. 

Такую проблему предложил Г.И. Марчук. Она стала называться ”Отобра- 

жение задач вычислительной математики на архитектуру вычислительных 

систем”. Отдельные ее аспекты описаны в [11], а сама проблема в общих 

чертах сводится к следующему. 

Известно, что универсальная вычислительная техника работает не 

очень эффективно на многих задачах именно из-за своей ориентации на 

универсальность. Поэтому для некоторых частных, но часто используе- 

мых задач выгоднее создавать специализированную технику. Она всегда 

ориентируется на очень узкий класс задач, например, обработку сигна- 

лов, реализацию быстрого дискретного преобразования Фурье, выполнение 

матричных операций и т.п. Однако решение любой задачи из выделенно- 

го класса теперь можно осуществить максимально эффективно. Допустим 

далее, что процесс решения крупной конкретной задачи представлен как 

последовательность решений каких-то относительно простых задач, эф- 

фективно реализуемых на спецпроцессорах. Тогда для заданной задачи 

можно попытаться построить вычислительную систему как совокупность 
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взаимосвязанных спецпроцессоров, ориентированных на решение как раз 

тех простых задач, на которые разложена исходная задача. В этом случае 

можно надеяться, что с помощью построенной таким способом вычисли- 

тельной системы можно решать конкретную целевую задачу наиболее эф- 

фективно. Говоря другими словами, в проблеме ”Отображение задач вы- 

числительной математики на архитектуру вычислительных систем” по су- 

ществу речь шла о разработке математической модели процесса, построения 

заказных вычислительных систем, ориентированных на крупные вычисли- 

тельные приложения. 

Четверть века назад, когда проблема отображения впервые была сфор- 

мулирована, она казалась неподъемной, хотя бы потому, что даже неяс- 

но было, с какого конца за нее браться. Однако постепенно формирова- 

лось убеждение, что ключевым ее моментом должен стать анализ инфор- 

мационной структуры алгоритмов, т.е. структуры, показывающей обмены 

данными в процессе решения задачи, причем как на макро-, так и на ми- 

кроуровне, вплоть до обменов между отдельными элементарными опера- 

циями. Источником выявления информационной структуры могли быть 

только программы на алгоритмических языках и математические соотно- 

шения, поскольку именно они позволяют описывать алгоритмы наиболее 

точно. 

Так была сформирована и сформулирована фундаментальная дочерняя 

проблема — анализ информационной структуры алгоритмов и программ. 

Она, стала не только центральной для проблемы отображения, но и, как бы- 

ло установлено в дальнейшем, связующей для большинства областей, отно- 

сящихся к параллельным вычислениям: разработка, языков параллельного 

программирования, параллелизующих компиляторов, переносимого про- 

граммного обеспечения, параллельных численных методов и многих дру- 

гих. Более того, выяснилось, что сведения об информационной структуре 

алгоритмов могут быть эффективно использованы при проведении иссле- 

дований в ряде областей, формально никак не относящихся к параллель- 

ным вычислениям, например, при изучении быстрых алгоритмов и ошибок 

округления. Складывается впечатление, что значение сведений об инфор- 

мационной структуре алгоритмов выходит далеко за рамки параллельных 

вычислений и, возможно, эти сведения являются или должны являться 

стержнем болышинства исследований в области алгоритмов, реализуемых 

на вычислительной технике. 

В это действительно можно поверить, если учесть, что информационная 

структура описывается графом, порожкдаемым самим алгоритмом. Множе- 

ство вершин графа задается множеством выполняемых операций алгорит- 

ма, а множество дуг символизирует передачи в процессе реализации ал- 

горитма результатов выполнения одних операций к другим операциям в 

качестве их аргументов. Данный граф принято называть графом алгорит- 
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ма. Он представляет информационное ядро алгоритма, очищенное от всех 

наслоений, вызванных используемыми формами записи алгоритма. 

Граф алгоритма имеет очень прозрачный смысл. Поэтому его легко 

применять в теоретических исследованиях. Однако чтобы этот граф ис- 

пользовать в реальных приложениях, он должен быть явно задан в какой- 

либо форме, приемлемой для таких целей. На практике он никогда не бы- 

вает известен в нужном виде и граф алгоритма приходится находить с 

помощью специальных методик из описывающих сам алгоритм программ 

или математических соотношений. Эти методики чрезвычайно сложны, и 

на их разработку ушло много лет. В настоящее время методики реализо- 

ваны на персональном компьютере в виде программной системы, получив- 

шей название У-Вау зузет. Система позволяет эффективно исследовать 

информационную структуру алгоритмов, описанных на языках Фортран и 

Си, и адаптировать программы под требования компьютеров параллельной 

архитектуры. 

Необходимость разработки этой системы вызывалась рядом обстоя- 

тельств. В настоящее время основные вычислительные мощности дости- 

гаются на системах с общим числом отдельных процессоров, исчисляемых 

сотнями и тысячами. Программировать задачи на таких системах очень 

трудно. Технологии и языки программирования, широко используемые на 

последовательных компьютерах и векторных суперкомпьютерах с малым 

числом процессоров, на больших системах могут применяться лишь ча: 

стично. Особенно трудно переносить на многопроцессорные системы боль- 

шие программные комплексы, создававшиеся разными людьми в течение 

долгого времени. 

Широкое распространение кластерных систем, а также использование 

локальных и глобальных сетей для связи отдельных компьютеров между 

собой привлекает к процессам вычислений болышое число пользователей, 

не имеющих в области параллельных вычислений достаточных знаний. По- 

этому для эффективной постановки задач на многопроцессорные системы 

необходимо иметь различные программные инструментальные средства, 

существенно облегчающие процесс постановки. Однако для их разработки 

требуется предварительное проведение весьма, тонких теоретических иссле- 

дований, касающихся информационной структуры алгоритмов и программ, 

о чем уже говорилось. 

Работы по созданию инструментальных средств, поддерживающих про- 

цесс написания программ для вычислительных систем параллельной ар- 

хитектуры, начались почти одновременно с появлением подобных систем. 

Одними из первых были разработаны в США инструментальные системы 

РагаЁгазе, КАР, Когве [22] (см. также http://www.apri.com) u gzpyrue. Onn 
были ориентированы на преобразование программ, написанных на языке 

Фортран, и для вычислительных систем того времени в какой-то мере вы- 
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полняли возложенные на них функции. По мере усложнения архитектуры 

вычислительных систем стали появляться специальные языки параллель- 

ного программирования. При этом довольно четко прослеживается общая 

тенденция: чем сложнее архитектура используемой вычислительной систе- 

мы, тем более детальную информацию о структуре применяемых алгорит- 

мов должен указать пользователь в своих программах и тем меньшую часть 

нужной информации ему удается получить с помощью существующих про- 

граммных инструментальных средств. Сейчас имеется немало популярных 

систем и языков параллельного программирования: MPI, Open MP, HPF, 

DVM, PVM, mp C (http://www.ispras.ru/mpc; http://www.keldysh.ru/dvm; 
http://www.keldysh.ru/norma; http://www.mpiforum.org; http://www.open- 
ппр.огр. } и т.п. Все они требуют предоставления дополнительных сведений 

о параллельных свойствах программ. Для многопроцессорных вычисли- 

тельных систем преодоление всех трудностей по разработке параллельных 

программ, включая заботу об эффективности их реализации, сейчас возло- 

жено на пользователя. Получение нужных дополнительных сведений так- 

же возложено на него. 

Анализ существующих программных инструментальных средств, об- 

легчающих процессы написания параллельных программ, показывает, что 

трудности их разработки во многом объясняются трудностями получения 

и исследования сведений о параллельной структуре реализуемых алгорит- 

мов. Исследование структуры программ на, основе анализа, их текстов име- 

ет давнюю историю и началось одновременно с созданием первых компи- 

ляторов. Различные теоретические результаты получены в России. У их 

истоков лежат работы А.П.Ершова [10]. Первые результаты по выявлению 
параллельной структуры программ получены в США [20, 21]. Они были с 

успехом внедрены в указанные выше инструментальные системы и компи- 

ляторы для векторных систем. Сфера применения разработанных методов 

анализа, программ была ограниченной и не позволяла получать сведения, 

необходимые для использования многопроцессорных систем [26]. 

Параллельная структура программ является составной частью инфор- 

мационной структуры. Развивая работы по изучению информационной 

структуры алгоритмов и программ на основе различных форм их запи- 

сей, мы, безусловно, нацеливались и на автоматизацию процесса получе- 

ния необходимых сведений о параллельной структуре программ, написан- 

ных на традиционно используемых последовательных языках программи- 

рования. При этом важным является то обстоятельство, что для выявле- 

ния требуемых сведений о структуре не привлекаются никакие дополни- 

тельные сведения от пользователя. Нужны только тексты программ. На 

основе разработанной нами теории совместно с Научно-исследовательским 

вычислительным центром Московского государственного университе- 

та и была создана инструментальная программная система У-Вау 
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для выявления различного рода скрытого параллелизма в алгоритмах 

и программах. 

В связи с графом алгоритма, отметим одну проблему, не очень заметную 

на, первый взгляд, которая, тем не менее, на этапе поисковых исследований 

вызвала огромнейшие трудности. В графе столько вершин, а по порядку 

и столько же дуг, сколько выполняется элементарных машинных операций 

за, время реализации алгоритма. Для задач, решаемых на компьютерах ча- 

сами и днями, их число настолько велико, что для прямого описания всех 

вершин и дуг соответствующего графа алгоритма, не хватит памяти самого 

большого компьютера в мире. Более того, граф не только нужно описать, 

его нужно и анализировать. В частности, необходимо находить различные 

ориентированные разрезы, критический путь, какие-то подграфы и т.п. Все 

такие задачи имеют полиномиальную или даже экспоненциальную слож- 

ность. Следовательно, при прямом задании графа любой его анализ, скорее 

всего, займет гораздо больше времени, чем решение исходной задачи. Та- 

кой анализ практически бесполезен. Граф алгоритма приходится находить 

либо по текстам программ, либо из математических соотношений. Подоб- 

ные формы записи почти всегда содержат параметры, например, размеры 

массивов, которые на момент исследования записей не определены. Следо- 

вагельно, вся работа по нахождению графа, и его исследованию неизбежно 

должна сводиться к решению параметризованных задач. Это очень серьез- 

ная трудность. 

Тем не менее проблема, построения и исследования параметризованного 

графа алгоритма и других аналогичных ему графов была успешно реше- 

на. Удалось выделить представительный класс алгоритмов и доказать, что 

все их информационные графы могут быть описаны небольшими наборами 

кусочно-линейных параметризованных функций. Разработаны также бы- 

стрые методы вычисления таких функций. Во многом они-то и позволили 

сделать упомянутую систему У-Вау достаточно эффективной и приемле- 

мой для практического использования. 

Примерно в то же время, когда развернулись работы по проблеме ото- 

бражения, по всем ведущим компьютерным странам мира прокатилась 

волна конференций, посвященных обсуждению необходимости и возмож- 

ности построения вычислительных систем нового типа, так называемых 

систолических массивов [19]. Необходимость объяснялась сложностью, до- 
роговизной и трудностью использования суперкомпьютеров традиционной 

архитектуры. Возможность опиралась на потрясающие успехи микроэлек- 

троники, приведшие к тому, что элементарные процессоры при массовом 

производстве могли стать очень дешевыми и миниатюрными. 

Теперь представим следующую ситуацию. Допустим, что процессоры, 

реализующие отдельные операции, конструктивно выполнены в виде пра- 

вильных многогранников одного размера, на грани которых выводятся ре- 
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зультаты и подаются аргументы выполняемых операций. Будем строить 

любые геометрические фигуры из этих многогранников, состыковывая их 

по граням без зазоров и наложений. Предположим также, что передача ин- 

формации от одного процессора к другому может осуществляться только 

через соприкасающиеся грани. При некоторых условиях такие конструкции 

можно заставить работать, получив тем самым специализированную мно- 

гопроцессорную систему. Подавая на свободные входы процессоров вход- 

ные данные, мы будем получать какие-то результаты со свободных выхо- 

дов. Вычислительные системы подобного типа и являются систолическими 

массивами, а, отдельные процессоры-многогранники принято называть си- 

столическими ячейками. 

Сразу видны несомненные достоинства систолических массивов. Глав- 

ное из них — отсутствие длинных межпроцессорных связей. Поэтому в них 

нет значительных потерь при передачах данных. Нет в этих системах и об- 

щей памяти, что также приводит к снижению коммуникационных затрат. 

Однако в течение долгого времени оставался открытым вопрос о том, ка- 

кие же виды алгоритмов можно реализовывать на системах такого типа. 

Получить на него полный ответ смогли только мы, привлекая для этого раз- 

личные элементы информационной структуры, включая граф алгоритма. 

Систолические массивы показались нам интересными, так как они хоропто 

вписывались в общую концепцию проблемы отображения. При разложении 

исходной задачи на простые можно попробовать соответствующие простые 

задачи реализовывать как раз на систолических массивах. 

Систолические массивы явились лишь поводом для того, чтобы серьез- 

но заняться решением более сложной задачи. Разлагая исходную задачу на 

простые, трудно заранее сказать, что будут представлять собой эти про- 

стые задачи. Но если какая-то из них будет решаться очень часто, неиз- 

бежно возникает желание построить для нее эффективный спецпроцессор, 

и тогда встанет вопрос о том, как его делать. Поэтому начали строить и 

изучать математические модели процессов работы системы взаимосвязан- 

ных функциональных устройств. 

Снова ключевым элементом оказался граф алгоритма. Поместим в каж- 

дую вершину графа функциональное устройство, реализующее соответ- 

ствующую операцию, и будем считать дуги графа линиями связи, по ко- 

торым результаты работы одних устройств передаются на входы других. 

Установим на дугах времена передачи информации, а на функциональ- 

ных устройствах — времена их срабатывания. При некоторых дополни- 

тельных условиях такую систему можно заставить работать. Назовем ее 

граф-машиной. Она вполне подходит для исследования различных реали- 

заций одного и того же алгоритма. 

Несомненным достоинством граф-малиины является то, что на ней 

можно реализовать все теоретически мыслимые как последовательные, так 

226



и параллельные режимы, в том числе наискорейшие. Но сразу видны и ее 

недостатки: каждое из устройств срабатывает только один раз, по каж- 

дой линии связи информация передается только один раз и т.п. Поэто- 

му необходимо было разработать какую-либо процедуру преобразования 

граф-машины, при которой число устройств и связей уменышалось бы, 

но сохранялась возможность наискорейшей реализации алгоритма. Такая 

процедура была, построена, на, основе использования операций простого го- 

моморфизма, графа, т.е. последовательного слияния пар вершин и исключе- 

ния возникающих кратных дуг и петель. После этих операций получается 

другая модельная, вообще говоря, параллельная вычислительная система, 

у которой в зависимости от способа слияния вершин граф может иметь 

контуры, быть сильно связанным и даже содержать только одну вершину. 

Назовем ее конвейерным вычислителем. 

Процесс функционирования конвейерного вычислителя был изучен 

весьма основательно для произвольного ориентированного графа, связей. 

Получены различные интересные факты, дано математическое обосноваг 

ние таким понятиям как загруженность, ускорение и производительность, 

ряд законов функционирования параллельных систем получил теоретиче- 

ское подтверждение, некоторые из них были квалифицированы как невер- 

ные. Было также выяснено, при каких условиях на граф конвейерного вы- 

числителя алгоритм может быть реализован за теоретически наискорейшее 

время. 

При построении спецпроцессоров, содержащих большое число процес- 

соров, время передачи информации между процессорами обычно намного 

меньше, чем время выполнения процессорами отдельных операций. Это хо- 

рошо видно как раз на примере систолических массивов. Поэтому при про- 

ведении исследований нередко считается, что все передачи осуществляются 

мгновенно. В такой ситуации доказано, что если при гомоморфной свертке 

граф-машины сливаются лишь вершины, находящиеся на, одном пути гра- 

фа, то на полученном конвейерном вычислителе реализуется весь спектр 

временных режимов граф-машины, включая наискорейшие. Простейшим 

способом реализации подобной свертки является проектирование графа, на 

гиперплоскость. Следовательно, однократное или многократное проекти- 

рование графа алгоритма есть эффективный способ построения графа си- 

столического массива, реализующего заданный алгоритм. И это дает ответ 

на вопрос, какие алгоритмы можно реализовать на систолических масси- 

вах. 

Становление работ по проблеме ”Отображение задач вычислительной 

математики на архитектуру вычислительных систем” заняло несколько 

лет. Это был трудный, но интересный период, так как приходилось не 

только разрабатывать методологию решения проблемы, но одновременно 

формировать и многократно уточнять саму проблему. За время ее станов- 
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ления было сделано достаточно много, но еще не было выработано четкой 

позиции по многим вопросам. Размышления об этом периоде нашли свое 

отражение в книге [2]. В ней дан обзор существовавших на тот момент ма- 

териалов по параллельным вычислениям, приведен систематизированный 

список литературы, насчитывающий более 1000 работ. 

С тех пор прошло много времени и получено много различных резуль- 

татов, однако и сейчас проблема, отображения остается не менее трудной. 

В первый период основные сложности были связаны с тем, чтобы найти 

те ниточки, потянув за которые можно начать вытягивать всю проблему. 

Теперь же главная трудность состоит в том, чтобы осознать и системати- 

зировать постоянно расширяющееся многообразие открывающихся связей 

проблемы отображения со смежными областями. 

В настоящее время нет другого реального пути создавать вычислитель- 

ную технику предельно высокой производительности, кроме как выжимать 

все возможное из идеи параллелизма. Поэтому проблема, отображения ока- 

залась самым тесным образом связанной с вычислительными системами 

параллельной архитектуры. Уровень развития вычислительной техники 

зависит не только от технических достижений, но и от уровня развития 

всех связанных с ней областей фундаментальных и прикладных знаний. 

А в них и сейчас имеется довольно большая неразбериха, что приводит к 

различным последствиям. 

С одной стороны, открываются большие возможности получать совер- 

шенно новые знания, что уже отмечалось в связи с информационной струк- 

турой алгоритмов и программ. Но эти знания исключительно трудно до- 

водить до практического применения. Потому что, с другой стороны, в 

параллельных вычислениях давно установились какие-то традиции и эти 

традиции очень медленно и трудно реагируют на всякие новшества, тем 

более радикальные. Мы уже говорили о том, что любой язык параллель- 

ного программирования требует от пользователя предоставления допол- 

нительной информации об используемых алгоритмах, которая зависит от 

архитектуры вычислительной системы и языка. Пользователь знает эту 

информацию далеко не всегда. Отсутствие внятной политики в развитии 

архитектур вычислительных систем и языков параллельного программи- 

рования привело к тому, что программы пользователя часто оказываются 

не переносимыми с одной системы на другую. Методы исследования ин- 

формационной структуры могли бы помочь в разрешении данной ситуз- 

ции. Однако для этого надо, как минимум, объединять усилия различных 

специалистов в создании необходимых инструментальных средств, догова- 

риваться об унификации тех или иных требований и т.п. Пока эта, работа, 

идет с большим трудом. 

Заметим, что общий характер трудностей, сопровождающих развитие 

параллельных вычислений, в целом выглядит таким же, каким он был и во 
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времена последовательных вычислений. Только для параллельных вычис- 

лений все трудности проявляются в значительно более острой форме. Во 

многом из-за большей сложности самой предметной области. Но, возмож- 

но, главным образом вследствие того, что к началу активного внедрения 

вычислительных систем параллельной архитектуры в практику решения 

больших прикладных задач, в отличие от последовательных машин, небыл 

подготовлен нужный теоретический фундамент. 

В самом деле, последовательные вычисления развивались не одну сот- 

ню лет. За это время пришло довольно четкое понимание того, что та- 

кое последовательный алгоритм. Вокруг данного понятия сформировал- 

ся большой раздел математики, называемый теорией алгоритмов и изу- 

чающий обшие свойства последовательных вычислений. Уточненное по- 

нятие алгоритма в терминах идеализированных вычислительных машин 

привело к очень важному понятию машины Тьюринга. По существу этот 

идеализированный автомат стал теоретическим прообразом первых ЭВМ. 

Присоединение к машине Тьюринга памяти сделало ее весьма полезным 

и даже приближенным к реальности инструментом исследований. Но в 

основе всего лежали последовательные действия. Не удивительно поэто- 

му, что и ЭВМ в течение длительного периода также развивались по 

пути выполнения именно последовательных действий. Описание заданий 

для ЭВМ осуществляется с помощью тех или иных языков программи- 

рования. Программа для последовательных ЭВМ однозначно определяет 

последовательность вполне конкретных операций, которые ЭВМ должна 

выполнить, чтобы реализовать задание. В этом смысле такие програм- 

мы принципиально ничем не отличаются от программ малины Тьюрин- 

га с памятью. Поэтому и реальные языки последовательного програм- 

мирования за редким исключением оказались похожими друг на друга. 

Имевшиеся различия чаще всего отражали особенности ЭВМ и области ее 

применения. 

Таким образом, в отношении последовательных вычислений имевшийся 

теоретический задел во многом определял как структуру первых ЭВМ, так 

и структуру программного обеспечения. Конечно, развитие и того, и дру- 

гого проходило не гладко. Постоянно возникавшие различия между ЭВМ 

и языками программирования приводили к многочисленным трудностям 

в работе пользователей, особенно в обеспечении эффективности и преем- 

ственности создаваемого программного продукта. Однако долгое время эти 

трудности не казались принципиальными и сохранялась надежда на их 

устранение, в первую очередь, за счет введения различного рода стандар- 

тов в вычислительном деле. 

Тем не менее незаметно для многих в вопросах разработки вычисли- 

тельной техники назревали революционные изменения, приведшие, в кон- 

це концов, к радикальному пересмотру всех представлений о вычислениях. 
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И определяет эти изменения параллелизм, — параллелизм во имя повы- 

шения производительности. Пока параллельное выполнение в компьютере 

любых операций, передач информации и обращений. к памяти не приводило 

к принципиальным изменениям в языках программирования, у пользова- 

телей не было особых причин думать о параллелизме. Но в определенный 

момент параллелизма в компьютере стало столь много, что его присут- 

ствие уже нельзя было прикрыть техническими решениями. И тогда от 

пользователя стали требовать предоставления дополнительной информа- 

ции о структуре используемых им алгоритмов, требовать как раз для того, 

чтобы эффективно использовать заложенный в компьютер параллелизм. 

Как уже отмечалось, пользователь знает эту информацию далеко не все- 

гда, и добывается она с большим трудом. 

К началу массового внедрения вычислительных систем параллельной 

архитектуры сложилась в целом совсем иная ситуация, чем она была в ана- 

логичное время для последовательных ЭВМ. Не было никакой целостной 

теории параллельных алгоритмов, аналогичной теории алгоритмов для по- 

следовательных вычислений. Существовали лишь отдельные разрозненные 

результаты. Не было даже сколько-нибудь ясного описания, что же нужно 

понимать под параллельным алгоритмом. И, конечно, не было никакого 

формального аппарата, который можно было бы назвать параллельным 

аналогом малины Тьюринга. Отсутствие теоретического фундамента при- 

водило к серьезным издержкам в практической деятельности и не позво- 

ляло планировать работу на перспективу. 

В заключение отметим два факта: один, касающийся методологии изу- 

чения параллельных вычислений, другой, возможно, очень важный в от- 

ношении будущих практических разработок. 

Мы уже отмечали значение машины Тьюринга для теории и практи- 

ки последовательных вычислений. Этот формальный автомат позволяет 

реализовать любой последовательный алгоритм и в определенном смысле 

является прообразом любой однопроцессорной ЭВМ. Но любая многопро- 

цессорная ЭВМ также может реализовать если не любой, то почти любой 

алгоритм. Тем не менее в развитии таких ЭВМ и всего того, что их окружа- 

ет, совсем не ощущается необходимости введения формального автомала, 

который позволял бы реализовать любой параллельный алгоритм. Однако 

появилась острая потребность в некоторой идеализированной машине, на 

которой можно было бы реализовать любой как параллельный, так и по- 

следовательный режим для конкретного алгоритма. С возложенными на 

нее задачами вполне справилась граф-машина. Вообще говоря, не очень 

понятно, почему же не появляется необходимость введения идеализиро- 

ванной параллельной машины, на которой можно было бы реализовывать 

любые алгоритмы в любом режиме. Может быть, просто потому, что раз- 

витие параллельной вычислительной техники до сих пор осуществляется 
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в значительной мере стихийно, и пока еще не сформировались устойчивые 

принципы ее конструирования? 

Теперь несколько слов о другом. С помощью системы У-Вау были про- 

ведены массовые эксперименты по выявлению структуры информацион- 

ных графов и, в частности, графов алгоритмов конкретных численных ме- 

тодов. Была обнаружена удивительная закономерность: большое разнооб- 

разие существующих методов не приводит к такому же разнообразию их 

информационных структур. Точнее, многие графы формально совершенно 

различных алгоритмов оказались изоморфными, отличаясь друг от дру- 

га. только содержанием вершин и дуг. Поэтому была выдвинута гипотеза, 

о том, что в конкретных вычислительных областях типовых информаци- 

онных структур немного. Пока практика подтверждает эту гипотезу. Но 

если гипотеза действительно верна, то возникает интересная перспектива 

в развитии проблемы отображения. Для конкретных прикладных областей 

типовые информационные структуры можно определить заранее. Следова; 

тельно, можно заранее предвидеть, какую структуру должны будут иметь 

спецпроцессоры, если для конкретных областей придется создавать заказ- 

ную вычислительную технику. Но даже если ее не создавать, можно за- 

ранее решить многие вопросы распараллеливания алгоритмов и создания 

типового параллельного программного обеспечения. В любом случае за вы- 

двинутой гипотезой тянется много интересных следствий. Насколько гипо- 

теза верна в реальности, — покажет будущее. Но что-то интересное в ней 

все-таки есть. 

Многое из того, что сделано в области параллельных вычислений, опу- 

бликовано в большом числе статей и в нескольких книгах, из которых книга, 

[4] является итоговой. Она охватывает большой временной период, затраги- 

вает все основные стороны параллельных вычислений и является продук- 

том многочисленных обсуждений состояния и перспектив развития данной 

области. 

2. Вопросы образования 

Характерной чертой современного состояния научно-технического про- 

гресса является использование высокопроизводительных систем для ре- 

шения самых разнообразных и сложнейших задач науки и производ- 

ства. Расчет летательных аппаратов, анализ изменений климата, изуче- 

ние белковых соединений, расшифровка генома человека — это лишь от- 

дельные примеры задач, решить которые невозможно без использова: 

ния современной техники. Список важнейших задач, требующих приме- 

нения болыпих и суперболыпих компьютеров, огромен. Большие и су- 

пербольшие компьютеры имеют много особенностей. Они очень сложны 

и не удобны в использовании. У них нет того дружественного интер- 
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фейса, который характерен для персональных компьютеров. Для эффек- 

тивного их применения от пользователей требуется предоставление та- 

кой информации о структуре задачи, которая не всегда бывает извест- 

на. Несмотря на все это, большие и супербольшие компьютеры остают- 

ся сейчас и, по-видимому, останутся в ближайшем будущем единственным 

техническим средством решения сложных задач науки, техники и произ- 

BOJICTBA. 

Возрастающий поток сложных задач требует привлечения большого 

числа новых кадров. Их подготовка в области параллельных вычислений 

ведется во многих вузах и университетах России. Институт вычислитель- 

ной математики РАН с первых же лет своего существования активно вклю- 

чился в эту деятельность. Основная его работа, в области образования ве- 

лась раньше и ведется теперь на кафедре математического моделирования 

физических процессов Московского физико-технического института, и на, 

факультете вычислительной математики и кибернетики Московского госу- 

дарственного университета при активном участии Научно-исследователь- 

ского вычислительного центра МГУ. Процесс образования в области па- 

раллельных вычислений не может быть качественным без использования 

самых современных вычислительных средств. Поэтому ИВМ РАН и НИВЦ 

МГУ всегда уделяли большое внимание созданию полноценных учебных 

классов, оборудованных первоклассной техникой, обеспечению доступа, в 

том числе удаленного, к большим компьютерам, оснащению своих органи- 

заций новейшими высокопроизводительными системами. Например, ИВМ 

РАН в настоящее время оборудован кластером, состоящим из 16 узлов (2 

x Itanium-2, 1.3 GHz, 2GB RAM, cetp Myrinet 2000/Gigabit Ethernet /Fast 
Ethernet) “ umelomgjumM WuKOBy!O IpousBogzuTenbHOcTb 83 Gflops. 

Но в образовании в области параллельных вычислений не только тех- 

ническое оборудование является предметом первоочередной заботы. В на- 

стоящее время ощущается острая нехватка учебных материалов по данной 

проблематике. Писать учебники и учебные пособия в области высокопро- 

изводительных вычислений трудно по многим причинам. Главная из них 

состоит в том, что проблема решения сложных задач на сложной вычис- 

лительной технике является комплексной и охватывает такие разные обла- 

сти как изучение архитектуры компьютеров, языков и систем программи- 

рования, численных методов, информационной структуры алгоритмов и 

программ и многое другое. Ни научных, ни тем более учебных материа: 

лов, ориентированных на комплексное рассмотрение этой сложной и чрез- 

вычайно запутанной проблемы, до недавнего времени не было. Имелись 

лишь отдельные публикации, посвященные описанию отдельных фрагмен- 

тов проблемы. В таком же стиле были представлены и все немногочис- 

ленные отечественные и зарубежные образовательные средства по данной 

проблеме. 
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Параллельные вычисления представляют относительно новый, но бур- 

но развивающийся раздел прикладной математики и информатики. Еще 

несколько десятилетий назад к нему имело отношение лить небольшое чис- 

ло узких специалистов. Однако сейчас, когда суперкомпьютеры, кластеры 

и распределенные вычислительные системы стали необходимым элемен- 

том решения сложных прикладных задач в самых разных областях, с па- 

раллельными вычислениями вынуждены знакомиться очень многие. Остро 

встает вопрос о формах преподавания данного раздела и его содержании. 

Ситуация меняется настолько быстро, что сложности возникают даже на, 

стадии выбора, базовой части знаний. Многое из того, что необходимо было 

знать еще три-пять лет назад, в настоящее время устаревает и перестает 

быть актуальным. 

В высокопроизводительных вычислениях установившаяся базовая 

часть знаний относительно невелика. Однако новые знания здесь появля- 

ются в огромном количестве. Это во многом определяется их зависимостью 

от уровня развития вычислительной техники, которая, в свою очередь, из- 

меняется чрезвычайно быстро. Но мере осмысления перспектив использо- 

вания техники какая-то часть новых знаний переходит в базовые. В целом 

же базовые знания в данной области пока не вышли из стадии формиро- 

вания и, скорее всего, не выйдут из этой стадии еще очень долго. Как же 

в таких условиях организовывать образовательные процессы, чтобы, с од- 

ной стороны, не заниматься изучением устаревших знаний и, с другой сто- 

роны, не упустить зарождающиеся перспективные знания? Выход видит- 

ся в разумном сочетании использования традиционных образовательных 

средств в форме учебников и учебных пособий на бумажных носителях и 

доступных из сети Интернет электронных образовательных средств, опера- 

тивно отражающих текущую ситуацию. Именно по этому принципу создал 

вался весь образовательный комплекс, включая и необходимые вычисли- 

тельные средства. Такой подход согласуется с требованиями федеральной 

целевой программы ”Развитие единой образовательной информационной 

среды” и межвузовской научно-технической программы Министерства об- 

разования РФ ”Создание системы открытого образования” [12, 13]. 

Структурно собственно образовательный комплекс состоит из трех ча: 

стей. Первую часть составляют учебные пособия периода 1986-1997 гг. Они 

посвящены четырем основным темам: архитектуре больших вычислитель- 

ных систем и их классификации, параллельным расширениям языка про- 

граммирования фортран, математическому аппарату изучения параллель- 

ных процессов и методам преобразования программ под требования целе- 

вых вычислительных машин. Эта часть может быть по форме отнесена, к 

традиционным образовательным средствам, хотя и в нетрадиционной прелд- 

метной области. Вторая часть нетрадиционна как по форме, так и по со- 

держанию. Она представляет информационно-аналитический центр в сети 
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Интернет для оперативного обеспечения пользователей учебной, научной 

и организационной информацией по самому широкому спектру вопросов, 

относящихся к высокопроизводительным вычислениям. И, наконец, тре- 

тья часть — это итоговое фундаментальное учебное пособие ”Параллель- 

ные вычисления”. 

Остановимся подробнее на каждой части. С какой бы стороны ни рас- 

сматривать высокопроизводительную технику, главным стимулом ее раз- 

вития было и остается повышение эффективности процессов решения боль- 

ших и очень болыших задач. Эффективность зависит от производительно- 

сти компьютеров, размеров и структуры их памяти, пропускной способно- 

сти каналов связи. Все это необходимо знать любому человеку, желающе- 

му быстро решить большую задачу. Знакомству со всеми этими вопросами 

посвящено учебное пособие [6] ”Методы описания и классификация архи- 

тектур вычислительных систем”. В нем в доступной форме рассказывается 

о конвейерном и параллельном способе организации вычислений, дается 

описание конкретных больших компьютеров, собраны вместе и детально 

обсуждаются различные классификации типов вычислительных систем и 

их архитектур, делается сравнительный анализ высокопроизводительной 

вычислительной техники. 

Эффективность процессов решения задач зависит не только от совер- 

шенства, техники. Не в меньшей, если не в большей, степени она определя- 

ется уровнем развития языков программирования. По мере совершенство- 

вания вычислительной техники и усложнения решаемых задач развивают- 

ся и языки программирования. Появление параллельных вычислительных 

систем поставило перед пользователями целый ряд совершенно не харак- 

терных для традиционного программирования проблем. Выявление и опи- 

сание параллелизма вычислений, распределение работы между различны- 

ми функциональными устройствами и отдельными процессорами вычис- 

лительной системы, распределение данных, синхронизация работы парал- 

лельно выполняемых частей программы. Эти и другие подобные проблемы 

надо как-то решать, поэтому возникла необходимость расширения языка 

добавлением соответствующих средств описания параллелизма. Язык фор- 

тран до настоящего времени является одним из самых распространенных 

языков программирования. Именно поэтому возникло много его расшире- 

ний применительно к параллельным вычислительным системам и супер- 

компьютерам различной архитектуры. Учебное пособие [9] ”Современный 
фортран на перспективных супер-ЭВМ” посвящено описанию всех основ- 

ных расширений языка фортран и изложению различных особенностей их 

применения в практическом использовании. 

Одним из самых трудных моментов использования высокопроизводи- 

тельной вычислительной техники и написания программ, учитывающих 

особенности их архитектуры, является обнаружение и предоставление той 

234



дополнительной информации о структуре задачи или программы, которая 

обязательно требуется для организации процесса, вычислений. С точки зре- 

ния процессов образования положение здесь особенно напряженное. С од- 

ной стороны, все без исключения языки и системы параллельного програм- 

мирования заставляют в принудительном порядке предоставлять допол- 

нительную информацию о структуре вычислительных потоков в задачах. 

Без этой информации компиляторы на больших вычислительных системах 

либо не работают совсем, либо работают очень не эффективно. С другой 

стороны, ни в каких курсах, в том числе посвященных устройству компью- 

теров, численным методам или программированию, ничего не говорится о 

том, как и откуда получать подобную информацию. Ничего не говорится 

прежде всего потому, что до недавнего времени соответствующие сведе- 

ния можно было найти только в каких-то научных публикациях в форме 

описаний отдельных фактов, причем нередко описаний неполных, противо- 

речивых и даже ошибочных. Учебное пособие [3] ”Математические основы 
параллельных вычислений” ликвидирует данный пробел. В нем разрознен- 

ный до этого времени материал систематизирован, приобрел логическую 

ясность и стал излагаться на базе строгих математических построений. 

Ключевым аспектом высокопроизводительных вычислений является 

эффективность. Эффективность — понятие многоплановое. Это удобство 

использования техники и программного обеспечения, наличие необходи- 

мого интерфейса, простота доступа и многое другое. Но главное — это 

достижение близкой к пиковой производительности компьютеров. Данный 

фактор настолько важен, что всю историю развития вычислительной тех- 

ники и связанных с ней областей можно описать как историю погони за 

наивысшей эффективностью решения задам. 

Эффективность процессов решения задач можно рассматривать, к тому 

же, как показатель того, насколько хорошо используется далеко не деше- 

вая высокопроизводительная техника в реальной практической деятельно- 

сти. Эффективность написания программ — понятие очень тонкое. Иногда 

достаточно переставить в программе два оператора или слегка изменить 

описание какого-нибудь цикла, и время реализации программы может из- 

мениться в десятки, сотни и даже тысячи раз. Обнаружить, что и как надо 

изменить в программе, чтобы улучшить ее реальную эффективность, — 

задача, исключительно сложная. По трудности, значению и используемому 

аппарату она сравнима с задачей поиска дополнительной информации о 

структуре программ и численных методов, предоставляемой компиляторам 

высокопроизводительной вычислительной техники. Тем не менее с различ- 

ными преобразованиями программ с целью повышения эффективности их 

реализации постоянно приходится иметь дело всем пользователям больших 

вычислительных систем. Ни практике, ни теории выполнения таких пре- 

образований в вузах не учат по тем же причинам, о которых говорилось 
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выше: нет сформировавшихся учебных материалов. Учебное пособие [1] 
"Информационная структура алгоритмов” — первое пособие, посвященное 

важнейшей теме преобразования программ. 

Вторая часть образовательного комплекса представляет Информацион- 

но-аналитический центр в сети Интернет для оперативного обеспечения 

пользователей учебной, научной и организационной информацией по са- 

мому широкому спектру вопросов, касающихся высокопроизводительных 

вычислений. Она не традиционна как по форме представления материала, 

так и по его содержанию. Поэтому на этой части остановимся несколько 

подробнее. 

Как уже отмечалось выше, высокопроизводительные вычисления явля- 

ются не только сложной и запутанной, но и быстро развивающейся обла- 

стью знаний. Многое в ней меняется очень динамично, и уследить за все- 

ми изменениями не так просто. Поэтому необходимо создавать какую- то 

постоянно действующую информационную службу, которая смогла, бы по- 

мочь узнавать последние новости и знакомиться с последними разработ- 

ками. Принимая во внимание широкое развитие телекоммуникационных 

средств связи, почти очевидно, что подобная служба должна создавать- 

ся на основе использования сети Интернет. Ясно, что такая система нуж- 

на, профессионалам в области высокопроизводительных вычислений. Но 

она не менее нужна, и для совершенствования процессов образования. Под- 

готовка высококвалифицированных кадров, особенно на этапах обучения 

Ha старших курсах и в аспирантуре, требует, чтобы будущие специалисты 

как можно быстрее погружались в профессиональную среду. В противном 

случае образование оказывается оторванным от потребностей практики, 

со всеми вытекающими отсюда негативными последствиями. Поэтому ис- 

ключительно важно, чтобы будущие специалисты уже на стадии обучения 

начинали пользоваться теми же источниками знаний и теми же инстру- 

ментариями, что и профессионалы, получая при этом необходимые для 

образования сведения. 

Исходя из указанных соображений, в Научно-исследовательском вы- 

числительном центре МГУ был задуман, разработан и с 1998 года сделан 

открытым для широкого использования Информационно-аналитический 

центр по параллельным вычислениям в сети Интернет. Представлен- 

ная в нем информация доступна круглосуточно и бесплатно по адресу 

ЬЫр: / /мму\м.рагаЛе].ги. Информационно-аналитический центр ориентиро- 

ван на решение трех основных задач в области высокопроизводительных 

вычислений: обеспечение пользователей оперативной информацией, под- 

держка учебного процесса и организация взаимодействия всех лиц, инте- 

ресующихся данной проблематикой. Зайдя на сервер, можно получить све- 

жую информацию о самых мощных компьютерах мира и России, найти 

более детальную информацию о конкретных компьютерах, познакомить- 
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ся с последними библиографическими новинками и разработками в обла: 

сти программного обеспечения, узнать о планируемых заседаниях научных 

семинаров и готовящихся научных конференциях и молодежных школах, 

получить сведения о ведущих специалистах в области высокопроизводи- 

тельных вычислений и сделать многое другое. 

Особая задача Информационно-аналитического центра связана с под- 

держкой учебного процесса. На его компьютерах не только решаются на- 

учные и производственные задачи, но и проходят практикум студенты раз- 

личных факультетов. На, сервере Информационно-аналитического центра 

можно найти всю необходимую информацию: состав компьютеров и пра- 

вила доступа к ним, описание установленного программного обеспечения 

и систем программирования, списки консультантов по различным вопро- 

сам и тп. Там же имеются материалы к ряду курсов лекций, описания 

самых популярных языков программирования, материалы по истории ком- 

пьютеров и истории построения кластеров. Можно также познакомиться с 

интересными прикладными задачами, требующими применения больших 

вычислительных систем, с перспективными языками и технологиями про- 

граммирования. По некоторым курсам на сервере можно получить учебные 

задания, проверить свои знания и получить оценку. 

Информационно-аналитический центр в сети Интернет по высокопро- 

изводительным вычислениям очень быстро стал популярным и по существу 

превратился в общероссийский центр, объединяющий лиц, интересующих- 

ся большими компьютерами и большими задачами. В Центре есть дискус- 

сионный клуб, в котором можно по сети Интернет завязать обсуждение лю- 

бого вопроса. Организован консультационный совет, где можно получить 

консультацию от ведущих специалистов по любым проблемам, относящим- 

ся к прикладной математике и информатике. Для желающих регулярно 

получать свежую поступающую информацию организована, система, под- 

писки. Подписка бесплатная. Подписчиком может стать любой человек или 

организация, независимо от уровня профессиональной подготовки. Необхо- 

димо лишь зарегистрироваться в Информационно-аналитическом центре. 

Сейчас в нем зафиксировано более 2500 подписчиков, среди которых есть 

представители практически всех крупнейших университетов и вузов Рос- 

сии. 

Высокопроизводительные вычисления долгое время не были на острие 

внимания научной и преподавательской общественности. Мощности одно- 

процессорных и, в том числе, персональных компьютеров росли достаточно 

быстро, обеспечивая основные потребности большинства, областей в реше- 

нии текущих задач и поспевая в какой-то мере за ростом их сложности. 

Интерес к высокопроизводительным вычислениям сохранялся лишь там, 

где большие задачи исторически возникли давно. Но, в конце концов, слу- 

чилось то, что и должно было случиться — начался резкий подъем интереса, 
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к большим задачам едва ли не всюду. И тут стали обнаруживаться настора- 

живающие обстоятельства: специалистов в области высокопроизводитель- 

ных вычислений катастрофически нехватает; в основной своей массе вузы 

не готовят кадры, необходимые для постановки и решения больших задам; 

в области высокопроизводительных вычислений нет учебников, учебных 

пособий и т.д. Главная причина возникновения создавшегося положения 

связана с тем, что своевременно не был замечен и правильно оценен назре- 

вающий революционный с точки зрения технологии решения задач переход 

к использованию больших многопроцессорных вычислительных систем. В 

конечном счете, это привело к тому, что к моменту широкого внедрения та- 

ких систем в практику использования математические науки оказались без 

нужного багажа, знаний, особенно в части, касающейся структуры алгорит- 

мов. Без нужного багажа, знаний оказались и смежные науки, связанные с 

разработкой языков программирования, компиляторов и архитектуры вы- 

числительных систем. Очевидно, что в этих условиях невозможно было 

ожидать появления хороших учебных материалов. 

Значительные усилия были затрачены на систематизацию и накопле- 

ние нужных знаний, на, устранение в них узких мест, на создание матема- 

тического аппарата, проведения исследований, на формирование логически 

ясной структуры материала. Об этом подробно говорится в книге [2]. Она 

не писалась как учебное пособие, но долгое время использовалось как та- 

ковое просто в силу отсутствия других приемлемых материалов. В основе 

каждого учебного пособия лежит предварительное проведение обширных 

фундаментальных исследований. Например, одно из них [3], посвященное 

научным основам, было создано только через 10 лет после первых публи- 

каций. В нем изложение различных аспектов высокопроизводительных вы- 

числений поставлено на строгую математическую основу. Собственно гово- 

ря, именно с него высокопроизводительные вычисления стали приобретать 

черты строгости построения, и их стало возможным преподавать как на- 

уку, а не как набор не очень ясных рецептов и рекомендаций. Столь же 

тщательное научное обоснование лежит в основе каждого учебного посо- 

бия. 

Как описанные учебные пособия, так и Информационно-аналитический 

центр по параллельным вычислениям в сети Интернет используются в ка- 

честве основы для организации учебного процесса в области высокопро- 

изводительных вычислений во многих вузах России. Широкую апробацию 

они прошли в Московском государственном университете в высшей ком- 

пьютерной школе, на факультете вычислительной математики и кибер- 

нетики, на физическом факультете, на кафедре математического модели- 

рования физических процессов Московского физико-технического инсти- 

тута, в Международном государственном университете г. Дубна. С начал 

ла 90-х годов по работам цикла читалотся специальные и основные курсы 
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лекций, работают студенческие и научные семинары, защищено 10 канди- 

датских диссертаций и одна докторская. Несколько диссертаций готовятся 

к защите. 

На многих научных конференциях, семинарах и молодежных школах 

неоднократно и достаточно остро поднимался вопрос о написании расши- 

ренного учебного пособия, охватывающего разные стороны высокопроизво- 

дительных вычислений. По следам особенно острых выступлений на одной 

из таких молодежных школ было принято решение о написании фундамен- 

тального учебного пособия [4] ”Параллельные вычисления”. 

Учебное пособие ”Параллельные вычисления” является итогом много- 

летней научной и педагогической деятельности. Оно вобрало в себя как 

все ранее написанные учебные пособия, так и результаты выполнения мно- 

гих практических разработок в области высокопроизводительных вычисле- 

ний. Естественно, был максимально учтен опыт преподавания и подготов- 

ки кадров высшей квалификации в различных учебных заведениях России. 

Для работы с учебным пособием ”Параллельные вычисления” нужны мини- 

мальные начальные знания. Некоторые разделы доступны даже школьни- 

кам, владеющим навыками работы с компьютером. Вместе с тем в учебном 

пособии приводятся сведения очень высокой степени сложности, достойные 

внимания самых серьезных исследователей. Каждый читатель может най- 

ти здесь материал по своим интересам и своему уровню знаний. 

Учебное пособие ”Параллельные вычисления” востребовано научным и 

преподавательским сообществом высшей школы. Оно получило высокую 

оценку ведущих специалистов в области высокопроизводительных вычис- 

лений и стало первым российским учебным пособием в данной области, 

рекомендованным Министерством образования РФ для студентов вузов, 

обучающихся по направлению "Прикладная математика и информатика”. 

За создание цикла научно-образовательных изданий для высшей школы 

”Высокопроизводительные вычисления” авторам этого учебного пособия 

была присуждена в 2003 г. премия Правительства Российской Федерации 

в области образования. 

Опыт преподавания параллельных вычислений, как и ряда других дис- 

циплин, и не только математических, показывает, что в российском об- 

разовании в целом назревают революционные перемены. Оно вступает на 

качественно новый уровень: решается задача, массового использования ком- 

пьютерных и информационных технологий в общем и профессиональном 

образовании. Рассматривается проблема, создания в России единой для всех 

образовательных учреждений информационной среды [12, 13]. Многое бу- 

дет зависеть от того, чем наполняется эта среда. Информационная сре- 

да имеет много составляющих: компьютеры, линии связи, обслуживающее 

программное обеспечение, правила и умение работать в среде и многое 

другое. Но, возможно, самая главная составляющая, если иметь в виду 
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именно образование, — это электронное представление собственно учебно- 

го материала. 

Пока, работа, в России по его созданию идет достаточно вяло. Это про- 

является, в частности, в том, что среди общедоступных электронных об- 

разовательных средств (учебники, задачники, справочники, энциклопедии 

и т.п.) доля российских средств по сравнению с зарубежными невелика. Ес- 

ли предположить, что техническое и концептуальное обеспечение инфор- 

матизации в России будет в ближайшее время сформировано, но ситуация 

с собственными электронными образовательными средствами радикально 

не изменится, то российское образование неизбежно окажется под силь- 

ным влиянием зарубежных образовательных средств. Зарубежные обра- 

зовательные средства чаще всего носят справочно-рецептурный характер. 

Такие средства, не дают возможности изучать предмет глубоко и, следова- 

тельно, не очень полезны для подготовки высококлассных специалистов. 

К тому же, если материал не содержит очень большого числа рисунков, 

схем, таблиц, фотографий и другого изобразительного материала, то ха- 

рактер электронного изложения оказывается мало чем отличающимся от 

книжного. Все недостатки подобного подхода к построению электронных 

образовательных средств хорошо видны на примере математических наук, 

изучаемых в высших учебных заведениях. Причем в тех вузах, где мате- 

матическое образование является профилирующим. 

Математическое профессиональное образование — одно из наиболее яр- 

ких достижений российской высшей школы. Однако в современных усло- 

виях приходится прилагать немало усилий, чтобы сохранить завоеванные 

позиции. Как и образование в целом, математика оказалась под жестким 

давлением времени. Развитие науки заставляет вводить в процесс обуче- 

ния новые дисциплины. Из-за, этого сокращаются и делаются более поверх- 

ностными основные математические курсы. Сама математика развивается 

сейчас настолько бурно, что основные ее достижения не удается отразить 

даже в специальных курсах. При этом образовательные средства в ма- 

тематике практически не меняются в течение многих десятилетий: те же 

лекции, семинары, экзамены, контрольные и т.п. По существу основными 

носителями знаний по-прежнему являются преподаватель и книга. Есте- 

ственно возникает вопрос о том, как сделать доступ к профессиональным 

математическим знаниям более эффективным. 

Проиллюстрируем некоторые проблемы создания электронных обра- 

зовательных средств на примере линейной алгебры и параллельных вы- 

числений, которые представляют в некотором смысле полярные разделы 

математики. Линейная алгебра, является одним из самых устоявшихся ее 

разделов, по крайней мере, в базовой части. За последние три-четыре де- 

сятилетия содержание курсов по линейной алгебре меняется очень мало. 

Если проанализировать изданные за этот период учебники и учебные по- 
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собия, то нетрудно заметить, что они мало чем отличаются друг от друга. 

Несколько меняется терминология, меняется порядок изложения матери- 

ала, меняются акценты. Но в целом объем излагаемого материала оста: 

ется почти одним и тем же. Различные варианты учебников и учебных 

пособий скорее отражают различия во взглядах авторов на характер из- 

ложения материала, чем различия в объемах описываемых знаний. Ясно, 

что на пути подобных модификаций курсов нельзя существенно улучшить 

уровень усвоения материала. Многолетний опыт работы с молодыми спе- 

циалистами говорит о том, что даже выпускники элитных вузов, в которых 

математика, является профилирующей областью знаний, имеют весьма по- 

средственные знания по линейной алгебре. Но ведь линейная алгебра, яв- 

ляется основой всей прикладной математики, и без хорошего ее знания 

трудно решить качественно любую более или менее сложную прикладную 

задалу. 

Сравнение линейной алгебры и параллельных вычислений, двух разде- 

лов математики, показывает следующее. В линейной алгебре базовая часть 

знаний установилась и является весьма обширной. Новые знания появля- 

ются в большом количестве, но они практически никак не затрагивают ба: 

зовую часть. В параллельных вычислениях установившаяся базовая часть 

относительно невелика. Новые знания здесь появляются еще в большем ко- 

личестве, что во многом определяется их зависимостью от уровня развития 

вычислительной техники. По мере осмысления перспектив использования 

техники какая-то часть новых знаний переходит в базовые. В целом же 

базовые знания в параллельных вычислениях пока не вышли из стадии 

формирования. 

Мы уже отмечали выше, что многое зависит от того, как конкретно Oy- 

дут устроены конечные образовательные средства, по которым, собственно 

говоря, и должно проходить обучение. Подчеркнем также еще раз, что со- 

став и структура именно этих средств мало зависит от всего сопутствующе- 

го окружения. На наш взгляд, поиск ответов на многочисленные вопросы, 

касающиеся электронных образовательных средств, надо начинать совсем 

с другого вопроса: ”А чем конкретно не устраивает книга как источник 

знаний?” Без обстоятельного ответа, на, данный вопрос невозможно постро- 

ить эффективные образовательные средства нового типа. К сожалению, 

многочисленные публикации и обсуждения этой темы почти всегда, сво- 

дятся к констатации лишь каких-то достаточно общих методологических 

положений и оценок. Они содержат мало конкретных предложений. А это, 

в свою очередь, не позволяет разрабатывать новые формы представления 

знаний. Во всяком случае, пытаясь создать такие формы для линейной 

алгебры и параллельных вычислений, мы не смогли обнаружить подходя- 

щие конструктивные идеи. Тем не менее на примерах линейной алгебры 

и параллельных вычислений попробуем понять, чем может не устраивать 

16 Современные проблемы..., т. | 241



книга как источник знаний и чем может оказаться полезным компьютер 

при выборе форм представления знаний. 

Безусловно, использование компьютера очень эффективно в организа- 

ции различных видов поиска. Но не очень ясно, что стоит искать, если 

иметь в виду тот материал, который дается в книге. С помощью компью- 

тера легко показывать различные рисунки, фотографии, схемы, таблицы. 

Но, например, линейная алгебра является в высшей степени абстрактной 

наукой. Многомерность ее объектов не позволяет в полной мере исполь- 

зовать иллюстративный материал для сопровождения процесса обучения. 

Конечно, на начальном этапе освоения линейной алгебры какие-то ее поло- 

жения можно иллюстрировать соответствующими рисунками из аналити- 

ческой геометрии. Но это только на начальном этапе. И, наконец, компью- 

тер незаменим при организации всякого рода счета. Но в теоретическом 

курсе линейной алгебры его практически нет. Возможно, что именно от- 

сутствие достаточного числа иллюстративных элементов, не позволяющее 

видеть предмет целиком как некоторую совокупность взаимосвязанных об- 

разов, делает затруднительным изучение абстрактных дисциплин. О по- 

пытках найти такие образы в линейной алгебре стоит сказать несколько 

подробнее. Тем более, что возможность использования найденных образов 

далеко выходит за рамки линейной алгебры. 

Линейную алгебру изучать действительно очень трудно. С целью об- 

легчения процесса ее освоения в свое время был написан справочник [7]. 
В нем содержалось много самого разного материала, в том числе при- 

водились весьма подробные сведения по теоретическому курсу линей- 

ной алгебры. Эти сведения представляют собой большое число утвержде- 

ний, содержащих описание отдельных фактов и определений. Никаких 

доказательств не приводилось. Система утверждений была столь деталь- 

ной и систематизирована столь тщательно и глубоко, что по ней оказа- 

лось достаточно легко находить почти любой факт и понятие из обще- 

образовательного курса линейной алгебры. Возможно, именно этим об- 

стоятельством объясняется тот факт, что справочник оказался популяр- 

ным в среде студентов и аспирантов, особенно в период подготовки к 

экзаменам. 

Собственно говоря, последнее обстоятельство и стало главным импуль- 

сом в принятии решения создать некоторую электронную систему, под- 

держивающую процесс освоения нового материала, причем создать на но- 

вой методологической и технической основе [5]. Выбор линейной алге- 

бры в качестве предметной области оказался для нас совершенно есте- 

ственным. Этот курс в той или иной мере читается практически в каж- 

дом вузе с естественнонаучным уклоном в образовании. Кроме этого, по 

данному курсу у нас был накоплен достаточно большой как педагоги- 

ческий опыт, так и общий багаж знаний. Важным фактором, определя- 
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ющим принятое решение, было и то, что у нас имелся квалифициро- 

ванный коллектив, владеющий современными программными и сетевыми 

технологиями. 

Допустим, что теоретический курс разбит на конкретные утверждения, 

которые надо освоить в процессе обучения. Пусть они представляют опре- 

деления, понятия и факты, связывающие какие-то понятия между собой. 

Построим ориентированный граф. В качестве вершин возьмем отдельные 

утверждения. Дуги будем проводить следующим образом. Пусть вершина 

соответствует некоторому понятию. Каждое новое понятие всегда, возни- 

кает как следствие совместного рассмотрения нескольких уже введенных 

ранее понятий. Проведем дуги из вершин, инициирующих новое понятие, 

в соответствующую ему вершину. Каждый новый факт связывает или ис- 

пользует в своей формулировке также несколько введенных ранее понятий. 

Проведем соответствующие этим понятиям дуги. Кроме этого, в процессе 

доказательства справедливости конкретного факта могут быть использова- 

ны какие-то другие, ранее установленные факты. И это использование от- 

метим дугами. Назовем построенный граф информационным графом пред- 

метной области. 

Каждый лектор при изложении своего курса неявно следует какому-то 

информационному графу: выбирает необходимую совокупность понятий и 

фактов (вершины графа), выстраивает их в логически связную последо- 

вательность (дуги графа) и проводит некоторые доказательства. Каждый 

конкретный информационный граф всегда является ациклическим. Прав- 

да, при этом отдельные утверждения могут совпадать. Если проанализи- 

ровать различные курсы по одной и той же дисциплине, особенно традици- 

онной, то можно заметить следующее. Конкретные совокупности понятий 

и фактов всегда выбираются из одной и той же известной совокупности 

и очень редко ”’разбавляются” чем-то новым. Почти всегда, при изложении 

понятий и фактов сохраняется одно и то же отношение предшествования. 

Как правило, меняются местами только те сведения, которые на самом деле 

не связаны друг с другом. 

Все сказанное привело нас к такой идее. Построим объединенный ин- 

формационный граф. Для этого соберем вместе всю совокупность значи- 

мых понятий и фактов, используемых в различных курсах по одной и той 

же дисциплине, и возьмем их в качестве вершин. Установим описанным 

выше способом дуги. Если окажется, что в какую-то вершину входит боль- 

шое число дуг, разобъем соответствующее понятие или факт на более мел- 

кие. Будем добиваться таким разбиением того, чтобы в каждую вершину 

входило лишь очень небольшое число дуг. И, конечно, будем стремиться 

сделать граф ациклическим. Далее, мы можем пометить вершины графа, 

указав, например, уровень их сложности, степень общности и т.п. Мы мо- 

жем присоединить к графу дополнительные вершины, соответствующие 
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иллюстрирующим примерам, комментариям, доказательствам и т.п., поме- 

тив их надлежащим образом. 

Имея размеченный информационный граф предметной области, тексты 

утверждений с различными пояснениями, а также алфавитный, система- 

тизированный и некоторые другие каталоги, характеризующие структуру 

всей совокупности утверждений, можно решать болышое число самых раз- 

ных задач, полезных как для лекторов курсов, так и для лиц, изучающих 

эти курсы. По каталогам можно выбрать совокупность утверждений, свя- 

занных с заданным набором понятий и фактов. Вместе с дугами это дает 

информационный граф заданного курса. Сразу видно, какие доказатель- 

ства в данном курсе можно проводить полностью, а в каких неизбежно 

будут пропуски. Параллельная форма графа показывает, какие темы не 

связаны между собой и насколько их изложение можно разносить друг 

от друга. Сам по себе информационный граф показывает, на что опира- 

ется каждое конкретное утверждение и что опирается на него. Это как 

раз та, информация, которую очень трудно получить из обычного книж- 

ного текста. Имея информационный граф, структуру предметной области 

уже легко визуализировать. Для этого компьютерные технологии подходят 

как нельзя лучше. Работа, с информационным графом и каталогами очень 

многогранна и ее разнообразие ограничивается только фантазией разра- 

ботчиков соответствующих систем. 

На этих идеях сконструирована, и реализована базовая электронная эн- 

циклопедия ЛИНЕАЛ, предназначенная для получения теоретических све- 

дений в области линейной алгебры. Она рассчитана, на широкий круг поль- 

зователей — от школьника до научного работника, и преподавателя. Вклю- 

ченный в систему материал содержит сведения, заведомо превышающие 

то, что дается в традиционных курсах. Систему ЛИНЕАЛ легко использо- 

вать для изучения линейной алгебры. Все сведения получаются последовал 

тельно с самых азов вплоть до очень серьезных результатов. Для работы 

с энциклопедией необходимо уметь пользоваться персональным компью- 

тером и иметь начальные математические знания. Точнее, надо понимать 

действия с вещественными числами и представлять, что такое тригономет- 

рические функции. Ничего другого для теоретического освоения линейной 

алгебры не требуется. Система ЛИНЕАЛ создана в двух вариантах. Она 

реализована, как автономная программная система для персонального ком- 

пьютера и доступна в сети Интернет по адресу №&р:/ /Ппез.ваги.ги. 

Безусловно, составление информационного графа, текстов утверждений 

и каталогов является трудной работой, которая под силу лишь профес- 

сионалам самой высокой квалификации в конкретной предметной обла- 

сти. Особенно тщательно приходится формировать разбиение на отдель- 

ные утверждения. Например, первоначально предполагалось, что в каче- 

стве возможного разбиения курса линейной алгебры можно без изменения 
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взять разбиение, представленное в первой половине материала, из книги [7]. 
Более того, не предполагалось сопровождать факты доказательствами их 

правильности, как и было сделано в [7]. Однако более детальное рассмо- 
трение предметной области и методов работы с соответствующей ей базой 

данных заставили внести изменения в первоначальные планы. Поскольку 

причины внесения изменений не связаны конкретно с линейной алгеброй, 

а, носят общий характер, на них стоит остановиться. 

Удобство пользования базой данных во многом определяется простотой 

структуры причинно-следственных связей. Чтобы ее достичь, как минимум 

необходимо иметь небольшое число опорных связей для каждого из утвер- 

ждений. Это означает, что введение в базу данных любого нового факта, 

или определения должно опираться на наличие в базе лишь малого чис- 

ла утверждений. Материал из книги [7] не удовлетворяет полностью этим 
требованиям. Попытка построить по нему информационный граф показа- 

ла, что имеется достаточно много вершин, в которые входит слишком много 

дуг. Другими словами, доказательства многих утверждений оказываются 

весьма сложными в силу отсутствия в [7| необходимых промежуточных 

утверждений. По этой причине материал из |7] пришлось переписать зал 

ново. В новом варианте большинство из утверждений имеют 5-8 опорных 

связей, из которых больше половины относятся к перечислению использу- 

емых понятий. 

В процессе написания новой совокупности утверждений для курса ли- 

нейной алгебры стала, понятной необходимость введения в базу данных до- 

казательств правильности имеющихся фактов. Включение доказательств 

было продиктовано несколькими соображениями. Во-первых, они предста: 

вляют ценный методологический материал, используемый в процессе осво- 

ения предметной области. Во-вторых, не все они просты даже для специа- 

листов. И, наконец, наличие доказательств делает возможным использова- 

ние системы ЛИНЕАЛ в качестве полноценного учебника по любому курсу, 

соответствующему заданному набору утверждений. 

Идеи, заложенные в систему ЛИНЕАЛ, достаточно универсальны. Они 

применимы к любой предметной области, как естественнонаучной, так и гу- 

манитарной, которую можно представить как совокупность объектов, объ- 

единенных логическими связями. Например, так устроен любой математи- 

ческий курс, особенно устоявшийся. Создавать программные оболочки для 

систем, подобных ЛИНЕАЛУу, тоже трудно, и для этого тоже нужны высо- 

коквалифицированные специалисты, владеющие передовыми программны- 

ми и сетевыми технологиями. Чтобы исключить ненужное дублирование 

работ, программная оболочка системы ЛИНЕАЛ сделана не зависящей от 

предметной области. 

Линейная алгебра, ко всему прочему, оказалась хорошим полигоном, на 

котором удалось не только отработать принципы создания программной 
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оболочки, но и накопить достаточный опыт работы с подобными система- 

ми. Объектная независимость оболочки позволила приступить к созданию 

аналогичной системы в области параллельных вычислений. 

Конечно, в основу структурирования этой предметной области и по- 

строения ее информационного графа было положено учебное пособие [4]. 
Но в параллельных вычислениях содержание вершин и дуг определено не 

столь четко, как в линейной алгебре, поскольку между отдельными утвер- 

ждениями теперь не всегда существует точная причинно-следственная 

связь. Скорее устанавливаемые связи в параллельных вычислениях отра- 

жают какие-то предпочтения в порядке изложения или изучения матери- 

ала. И здесь появилась еще одна сфера использования рассматриваемых 

информационных систем — построение различных путеводителей по труд- 

но систематизируемым или плохо формализованным областям. 

Учебное пособие [4] содержит фактический материал огромного объема. 

Невозможно было выделить в нем все сколько-нибудь значимое, так как 

для этого нужно создавать в книге иерархически очень сложную тексто- 

вую структуру. Материал с такой структурой читается на бумажном носи- 

теле с большим трудом. Поэтому пришлось представить его традиционным 

образом. При этом приходится сознавать, что большое число каких-то по- 

лезных идей, акцентов и даже отдельных фактов может просто затеряться 

где-то между строк. Однако ничто не мешает, используя уже разработан- 

ную программную среду, создать над учебным пособием информационную 

надстройку-путеводитель, где весь материал будет отражен со всеми необ- 

ходимыми деталями и акцентами. 

Создание Информационно-аналитического центра, базовой электрон- 

ной энциклопедии по линейной алгебре и путеводителя над учебным по- 

собием по параллельным вычислениям |[4| показывает, насколько велики 

возможности в создании нетрадиционных электронных образовательных 

средств. 

3. Распределенная обработка данных 

Удивительно быстро развивается вычислительная техника. Еще недав- 

но производительность в один гигафлоп прочно ассоциировалась с супер- 

компьютерами, а сегодня это обычная характеристика обычной ”персонал- 

ки”. Для того чтобы иметь представление о современных компьютерах с 

максимальной производительностью, два раза в год формируется список 

пятисот самых мошных компьютеров мира. В ноябре 2003 года опубли- 

кована 22-я редакция списка, определившая лидеров нашего времени. На 

первом месте находится японский компьютер ЕагёВ Эпиач]афог производства 

фирмы МЕС с производительностью на тесте ПпрасКк 35.86 Тфлопс. Вто- 

рую позицию занимает компьютер АЗСТ © производства Hewlett-Packard 
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с производительностью на тесте Шпраск 13.88 Тфлопс. На третьем ме- 

сте в новом списке оказался кластер Х, состоящий из 2200 процессоров 

Арре С@5 2.0 @Н2, соединенных коммуникационной сетью [шйшВапа. Дан- 

ный кластер стал третьим компьютером, преодолевшим рубеж 10 'Тфлоцс, 

показав на тесте Мпраск производительность 10.28 Тфлопс. На данный 

момент в списке находится 131 система с производительностью на те- 

сте прасКк более 1 Тфлопс (в предыдущей редакции списка было лишь 

59 систем). Суммарная производительность 500 компьютеров из спис- 

ка возросла за полгода с 375 Тфлопс до 528 Тфлопс. Для того что- 

бы попасть в список, на данный момент требуется производительность 

более 403.4 Тфлопс (по сравнению с 245.1 Тфлопс в июне 2003 года). 
Фантастика, ... 

Интересно, что лидер нынешнего списка компьютер Еагё Simulator 

держится на своей позиции уже второй год. В нем все уникально: архи- 

тектура, характеристики, возможности. Его создание, безусловно, стало 

возможным только в результате выполнения проекта действительно об- 

щенационального масштаба. Производство компьютера было закончено в 

феврале 2002 года, после чего он был установлен в японском центре мор- 

ских наук и технологий (Japan Marine Science and Technology Center). Cam 

компьютер и все его технологическое окружение (системы электропита: 

ния, кондиционирования, освещения, сейсмозащиты и тп.) занимают зда- 

ние размером 50 х 65 х 17 метров. 

Earth эпочабог содержит 640 процессорных узлов, соединенных между 

собой через высокоскоростной переключатель. В состав узла входят 8 век- 

торных арифметических процессоров, работающих над общей для каждого 

узла оперативной памятью, коммуникационный процессор и процессор для 

операций ввода/вывода. Оперативная память каждого узла разделена, на, 

2048 банков и имеет объем 16 Гбайт. Пиковая производительность одного 

арифметического процессора, равна, 8 Гфлопс, поэтому пиковая производи- 

тельность всего компьютера, объединяющего 5120 процессоров, равна 40 

Тфлопс. Попутно заметим, что производительность на тесте ШпрасК соста; 

вляет 89,6% от теоретического максимума, — это также рекордный показа- 

тель среди участников списка Тор500. 

И, наконец, еще одной отличительной особенностью компьютера явля- 

ется то, что его архитектура объединяет все три базовых принципа, постро- 

ения высокопроизводительных систем. Если рассматривать его в целом, 

to Earth опиочабог является массивно-параллельным компьютером с рас- 

пределенной памятью. Вместе с тем каждый процессорный узел построен 

на принципах ЭМР-архитектуры, причем основа каждого процессора это 

векторно-конвейерная обработка. Все лучшие качества основных классов 

современных высокопроизводительных систем были использованы для со- 

здания безусловного лидера — суперкомпьютера ЕагёВ эпачафог. 
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Но лидер всегда один и уникален, а что же сегодня чаще всего ис- 

пользуется на практике? В настоящее время самый динамичный сегмент 

принадлежит кластерным системам. Общее число кластеров в 22-й редак- 

ции списка Тор500 продолжает быстро увеличиваться и составляет уже 208 

систем (149 в июне 2003 года), причем в первую десятку наиболее мощных 
компьютеров сейчас входит 7 кластеров. 

Если попытаться определить коротко, то вычислительный кластер — 

это совокупность компьютеров, объединенных в рамках некоторой сети для 

решения одной задачи. В качестве вычислительных узлов обычно исполь- 

зуются доступные на рынке однопроцессорные компьютеры, двух- или че- 

тырехпроцессорные ЭМР-серверы. Каждый узел работает под управлением 

своей копии операционной системы, в качестве которой чаще всего исполь- 

зуются стандартные ОС: Мпах, МТ, 50]а113 и т.п. Состав и мощность узлов 

может меняться в рамках даже одного кластера, давая возможность созда- 

вать неоднородные системы. Выбор конкретной коммуникационной среды 

определяется многими факторами: особенностями класса решаемых задам, 

доступностью финансирования, необходимостью последующего расшире- 

ния кластера и некоторыми другими. Возможно включение в конфигу- 

рацию специализированных компьютеров, например, файл-сервера, и, как 

правило, предоставляется возможность удаленного доступа, на кластер че- 

рез Интернет. 

Простор для творчества при проектировании кластеров огромен. Рас- 

сматривая крайние точки, кластером можно считать как пару ПК, свя- 

занных локальной Е&Вегпе-сетью, так и упоминавшийся выше кластер Х, 

занимающий третье место в списке 'Тор500. 

По кластерному пути развития вычислительной техники пошли и 

в Научно-исследовательском вычислительном центре МГУ в 1999 году. 

Именно тогда было принято решение сделать основную ставку на кла- 

стерные системы, и время показало, что это решение оказалось абсолютно 

правильным. Первым построили кластер на основе 24-х процессоров [ле] 

Репйит-П1/500 МН2 с использованием сети ЭС] в качестве вычислительной 
коммуникационной среды. Через полгода решили провести модернизацию 

и добавить еще шесть узлов (12 процессоров). И вот здесь, казалось бы, на 

столь тривиальном действии, нас поджидала неожиданность — узлов на 

базе использованных процессоров и нужных нам материнских плат в про- 

даже уже не было. Найдя вариант на базе Пце! Репат-П1/550 МН2, про- 

блему модернизации кластера решили введением легкой неоднородности, 

но одновременно появилось четкое представление о серьезной задаче на 

ближайшее будущее: процессоры быстро совершенствуются, значит, неод- 

нородность кластеров НИВЦ МГУ будет столь же быстро расти. Можно ли 

будет в таких условиях использовать весь потенциал вычислительных ре- 

сурсов суперкомпьютерного центра или мы будем вынуждены для каждой 
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задачи выделять лишь некоторое число процессоров какого-либо одного 

кластера? | 

Задача, оказалась исключительно актуальной. Ниже показана современ- 

ная структура вычислительного комплекса НИВЦ МГУ: 

- Кластер ЭСТ, 36 СРО, 18 узлов: 2 х Intel Pentium III/500 MHz, 1GB, 
HDD 3.2 GB, Fast Ethernet + SCI, 18 Gflops, 

- Knactep SKY, 40 CPUs, 20 y3nos: 2 x Intel Pentium IIT/850 MHz, 1GB, 

2x HDD 15 GB, Fast Ethernet, 34 Gflops, 

- Knactep AQUA, 40 CPUs, 24 yana: 2 x Intel Pentium III/1 GHz, 1GB, 

HDD 20 GB, Fast Ethernet, 48 Gflops, 

- Kaacrep LEO, 32 CPUs, 16 y3non: 2 x Intel Xeon 2.6 GHz, 2GB, 2 x 

HDD 40 GB, Fast Ethernet + SCI (D335), 166 Gflops, 

- Knacrep NEW, 160 CPUs, 80 y3nos: 2 x Opteron 248 2.2 GHz, 3GB, 

HDD 36 GB, InfiniBand+Gigabit Ethernet, 704 Gflops. 

Заметим, что кластеры 5КУ и АОЧА могут работать как порознь, так ив 

режиме объединенного кластера. 

Как обеспечить преемственность вычислительной техники для тех 

пользователей, которым необходимы максимально возможные ресурсы? 

Как сделать так, чтобы появление новых систем не приводило к забве- 

нию старых, а просто давало пользователю приращение мощности за счет 

добавления новых процессоров к уже имеющемуся парку компьютеров? 

Все первые параллельные вычислительные системы были уникальны: 

оригинальная архитектура, последние достижения микроэлектроники, спе- 

циальное программное обеспечение, специализированные сервис и под- 

держка. Но уникальность означает высокую цену и недоступность. Сего- 

дня ситуация резко изменилась. Вычислительный кластер можно собрать 

в любой лаборатории, отталкиваясь от реальных потребностей в вычисли- 

тельной мощности и доступного бюджета. Для класса задач, где не предпо- 

лагается тесного взаимодействия между параллельными процессами, кла- 

стерное решение даже на основе обычных персональных компьютеров и 

сети Еазё ЕёВегпе& будет достаточно эффективным. А чем такое решение 

принципиально отличается от локальной сети современной организации? 

С точки зрения прикладного программиста — почти ничем. Если у него 

появится возможность использования подобной сети для решения своих 

задач, то для него такая конфигурация и будет параллельным компьюте- 

ром. 

Одним из ключевых факторов, определяющих развитие технологий па- 

раллельной и распределенной обработки данных, является распростране- 

ние сетевых технологий и сети Интернет. Интернет можно рассматривать 

как самый большой параллельный компьютер, состоящий из множества 

компьютеров сети. Своего рода метакомпьютер, к которому всегда был и 
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будет особый интерес, поскольку никакая отдельная вычислительная си- 

стема не сравнится по своей мощности с потенциальными возможностями 

Глобальной сети. Главное — это научиться эффективно использовать ее 

потенциал. 

Конструктивные идеи использования распределенных вычислительных 

ресурсов для решения сложных задач появились относительно недавно. 

Первые прототипы реальных систем метакомпьютинга стали доступными 

с середины 90-х годов. Некоторые претендовали на универсальность, часть 

систем была сразу ориентирована на решение конкретных задач, где-то 

ставка делалась на использование выделенных высокопроизводительных 

сетей и специальных сетевых протоколов, а где-то за, основу брались обыч- 

ные каналы и протокол НТТР. 

Проанализировав работы в данной области, можно констатировать, что 

реальная работа, по созданию и апробации систем метакомпьютинга, сегодня 

активно идет по трем направлениям [4]. Первое направление — это создание 

универсальных метакомпьютерных сред. Практически все основные произ- 

водители программного обеспечения (Огаде, [ВМ, НР, 5ип и др.) работают 

в данном направлении. Многие берут в качестве cTraHyapta Globus, co3za- 

вая программную инфраструктуру для своих платформ. На основе этого 

же пакета, формируются глобальные полигоны, объединяющие высокоско- 

ростными сетями значительные распределенные вычислительные ресурсы. 

Второе направление получается из первого, если универсальность среды 

заменить четкой ориентацией на конкретные задачи. Речь идет о создании 

специализированных метакомпьютерных сред для решения небольшого на- 

бора многократно используемых тяжелых” вычислительных задач. Такая 

постановка намного более реалистичная, поскольку специфика задачи из- 

вестна заранее, что помогает спроектировать эффективную среду для ее 

решения. Третье направление состоит в разработке инструментария для 

организации распределенных вычислений. 

Безусловно, универсальные среды являются перспективным направле- 

нием, но они появятся не скоро. В настоящее время не ясны даже принци- 

пы их использования. С1оБи$ Тоо\Ё, стандарт де-факто, слишком тяжел 

в установке и сложен в использовании. А что делать, если 2000 компью- 

теров организации Вам могут отдать лишь на ночь или на два выход- 

ных дня? А если администраторы не хотят устанавливать ничего лиш- 

него на свои компыотеры? Нужен простой инструментарий, который по- 

мог бы быстро создавать распределенные приложения и использовать до- 

ступные вычислительные ресурсы. По такому пути пошли несколько лет 

назад в НИВЦ МГУ, отрабатывая различные технологии организации и 

проведения распределенных вычислительных экспериментов. Для их осу- 

ществления была разработана, специальная система, которая получила на- 

звание Х-Сожт [8]. 
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Основные требования к проектируемой системе Х-Сош были сформу- 

лированы следующим образом: 

- ориентация на вычислительные задачи; 

- работа, через Интернет, возможность использования всех доступных 

в сети вычислительных ресурсов различной мощности; 

- минимум дополнительных ‘действий и системного вмешательства, на, 

используемых ресурсах; 

- масштабируемость системы, устойчивость к неоднородности и изме- 

нению конфигурации вычислительной среды; 

- простота адаптации прикладных программ. 

К настоящему времени система, прошла апробацию в ходе нескольких 

масштабных экспериментов с использованием широкого спектра ресурсов: 

от простых домашних компьютеров до мощных параллельных вычисли- 

тельных систем, от использования Глобальной сети до работы на выделен- 

ном гигабитном полигоне Московского университета. В каждом случае на 

подготовку и разворачивание распределенного эксперимента, требовалось 

не более 1 часа. 

Совместно с группой специалистов из Центра ”Биоинженерия” РАН в 

распределенном режиме решалась задача определения скрытой периодич- 

ности в генетических последовательностях. Основную сложность в дан- 

ном случае представляли высокая вычислительная сложность алгоритмов 

и огромный объем входных данных. По самым скромным подсчетам для 

обработки материала, имеющего реальное научное значение, на одном про- 

цессоре потребовалось бы обработать несколько гигабайт входной инфор- 

мации и многие месяцы, а то и годы непрерывных вычислений. На вход 

программы подавались описания структуры генетических последователь- 

ностей, закодированные стандартным набором символов а-4-5-с, а на выхо- 

де появлялась информация о найденных во входных последовательностях 

повторах тех или иных фрагментов. 

Все входные данные были взяты из специализированного банка дан- 

ных — центрального хранилища актуальной информации о генетической 

структуре различных организмов. Во всех расчетах были задействованы 

географически удаленные вычислительные ресурсы, объединенные с по- 

мощью системы Х-Сот. 

Для решения исходной задачи в среде Х-Сош все входные последова- 

тельности разбивались на порции, содержащие от нескольких десятков до 

нескольких сотен тысяч символов. Часть порций нарезалась с ’перехле- 

стом”. В этом случае конец предыдущей порции совпадал с началом по- 

следующей, что было необходимо для нахождения повторов в самой зоне 

разрезания. Количеством символов в порции можно было регулировать 

объем вычислений, необходимый для ее обработки в разумное время. В 
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проведенных экспериментах время обработки одной порции менялось в 

пределах нескольких десятков минут. Для сокращения сетевого трафика, 

выполнялась опПпе-компрессия всех передаваемых данных. Общий объем 

написанного для интеграции с системой Х-Сош дополнительного кода, со- 

ставил менее 200 строк. 

Проводя серию экспериментов, одновременно с решением основной при- 

кладной задачи нами преследовались две дополнительные цели: проверить 

потенциальные возможности системы Х-Сош и определить особенности ее 

работы при пиковых нагрузках. Остановимся подробнее на описании двух 

наиболее интересных экспериментов. 

Пель первого эксперимента — географический размах: 14 удаленных 

вычислительных систем, принадлежащих 10 организациям, расположен- 

ным в 8 городах и 6 различных часовых поясах. В разные моменты време- 

ни к эксперименту подключалось 407 процессоров, причем максимальное 

число одновременно работающих процессоров составило 385, а в среднем 

по эксперименту эта величина оказалась равной 296. Общее время экспе- 

римента, составило около 64 часов. Один средний компьютер справился бы 

с подобной задачей лишь за два года непрерывной работы. Взаимодей- 

ствие между компьютерами шло по обычным каналам связи, и суммарно 

было передано 9 Гбайт данных. Максимальная загрузка исходящего кана; 

ла, данных от центрального сервера составила около 7 Мбит/с. Никаких 

специальных действий, направленных на, обеспечение гарантированной по- 

лосы пропускания или увеличение стабильности связи, не предпринима- 

лось. 

В таблице 1 показаны вычислительные системы, работавшие в этом экс- 

перименте. Число выполненных каждой системой заданий определялось 

как их мощностью, так и длительностью участия в эксперименте. Так, кла- 

стеры Дубны и Переславля-Залесского работали все время, а системы из 

Твери и Уфы подключались лишь на несколько часов. 

Несмотря на значительную географическую удаленность использо- 

ванных вычислительных систем, эффективность работы системы в це- 

лом превысила 95% (отношение суммарного времени полезных вычисле- 

ний на узлах к общему времени использования данных узлов в экспери- 

менте). 

Задача, второго эксперимента — работа в условиях максимальной неод- 

нородности. Организаторы эксперимента: НИВЦ МГУ и Межведомствен- 

ный суперкомпьютерный центр (МСЦ). В расчете участвовали четыре 

типа вычислительных ресурсов: отдельные компьютеры, учебный класс, 

традиционные вычислительные кластеры и суперкомпьютер МВС-1000М. 

Часть компьютеров работала под управлением \\№1т40о\з$, а часть — под 

Linux (kak правило, Ве Наф). На одной части компьютеров использо- 
вались процессоры Ге, а на другой — АШрНа. Одновременно в экс- 
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лица, 1. Вь bHbI ы географического” эксперимент Таблица, 1. Вычислительные ресурсы "геогра еского” экспер a 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

    

Организация Город Платформа | Число Выпол- 

и кластер процес- | нение 
соров заданий 

ЛИТ ОИЯИ. №1 Дубна, Linux / Intel | 16 3824 
JIAT OUAM. DN2 Дубна Linux / Intel | 16 3712 
MMM YpO PAH Екатерин- Linux / Intel | 16 2108 

бург 

НИИЯХФ МГУ Москва, Linux / Intel | 44 4270 
НИВЦ МГУ. АФОА | Москва Linux / Intel | 40 10464 
НИВЦ МГУ. 5С1 Москва Linux / Intel | 32 3366 
НИВЦ МГУ. 5КУ Москва Linux / Intel | 40 7404 

Офисные Нью-Йорк Windows / 5 834 
компьютеры Intel 

ИПС РАН Tlepecnapap- | Linux / Intel | 32 11904 
Залесский 

Физфак МГУ Москва, Linux / Intel | 10 488 
ИМПБ РАН Пущино Linux / Intel | 40 3656 
ГТУ Тверь Linux / Intel | 16 45 
УГАТУ Уфа Linux / Intel | 64 490 
ВМиК МГУ Москва Linux / Intel | 36 3067             

перименте применялись 
сов (табл. 2): 

три различных режима использования ресур- 

- МОНО — монопольное использование, при котором вычислительная 

система полностью отдавалась под проведение данного эксперимен- 

та, 

- ОЧЕР — работа, через стандартные системы управления очередями 

заданий. Ланный режим не требует менять политику администри- 

рования и использования вычислительной системы при ее подклю- 

чении и после ее выхода из эксперимента; 

- ЗАН — режим ”по занятости” позволяет использовать свободные ре- 

сурсы вычислительной системы. 

С помощью специальных алгоритмов система Х-Сош определяет, что 

узел в данный момент не используется, и запускает на нем прикладную 

задалу. Как только любая другая программа, на узле проявляет активность, 

X-Com приостанавливает свою работу. 

Эксперимент продолжался 14,5 часов. Среднее число одновременно ра- 

ботающих процессоров составило 125 (максимум зафиксирован на значе- 

нии 150). Всего к эксперименту подключалось 437 различных процессоров. 

Казалось бы, слишком много, учитывая среднее число 125. Но объясняется 
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Таблица 2. Вычислительные ресурсы ”неоднородного” эксперимента, 

  

  

  

  

  

  

  

  

Кластер Плат- Режим | Число | Число Число | Доля 

форма выдан- | обрабо- | обор- оборван- 

ных за- | танных | ванных | ных сес- 

даний | заданий | сессий | сий, % 

MCI. Linux / MOHO | 2485 2476 9 0.36 

KAPPA Intel 

MCI. MBC- | Linux / ОЧЕР | 3203 2796 407 12.70 

1000M Alpha 

НИВЦ. Linux / MOHO | 9689 9645 44 0.45 

AQUA Intel 

HMB. SCI | Linux / 3AH 501 467 34 6.78 

Intel 

HMBI. SKY | Linux / ЗАН 5233 5184 49 0.93 

Intel 

НИВИ. Windows / | МОНО | 1642 1599 43 2.61 

Уч.классы Intel                 
  

это очень просто. Суперкомпьютер МВС-1000М объединяет 768 процессо- 

ров, и система управления заданиями при распределении программы на 

реальные процессоры не обязана учитывать, куда были распределены пре- 

дыдущие варианты этой же программы. 

Всего за время этого эксперимента было передано 26,8 Гбайт данных. 

Время обработки одной порции данных менялось от 1 секунды до 10 минут. 

Несмотря на значительную коммуникационную нагрузку и специально со- 

зданную неоднородность, эффективность работы всей системы составила 

92,9%. В таблице 2 приводятся характеристики вычислительных систем, 

режимов их использования и агрегированные данные хода вычислений. 

Естественно, что наиболее эффективно используются системы в моно- 

польном режиме. Небольшие накладные расходы, возникшие при использо- 

вании режима ”по занятости”, во многом объясняются малым изменением 

вычислительной нагрузки на соответствующих кластерах во время данно- 

го эксперимента. Самый большой процент оборванных сессий оказался при 

использовании стандартных систем управления очередями. Объясняется 

это тем, что при постановке в очередь система заказывает для программы 

некоторое время. После того как программу распределяют на реальные уз- 

лы, она начинает штатную обработку порций данных и продолжает это до 

того момента, пока не исчерпает свой лимит по времени, после чего всегда 

происходит разрыв сессии между узлом и сервером. 

Проведенные эксперименты убедительно показали, насколько эффек- 

тивно можно решать большие задачи с использованием существующих рас- 
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пределенных вычислительных ресурсов. Конечно же, Х-Сош — не универ- 

сальна, да и не может быть универсальным решением, одинаково хорошо 

соответствующим любой задаче и любой вычислительной среде. Но то, что 

она является одним из эффективных и реально применимых на практике 

подходов — это доказано. Что использовать в каждом случае, определяет- 

ся, прежде всего, самим пользователем и стоящими перед ним задачами. 

Сейчас важно осознать, что в неоднородных распределенных вычисли- 

тельных средах заложен колоссальный потенциал, и очень важно не опоз- 

дать с его освоением. 
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Введение 

Метод сопряженных уравнений все более активно проникает в различ- 

ные области математики и ее приложений. Его основная идея заключается 

в том, что при исследовании некоторой проблемы для исходной системы 

уравнений строится сопряженная система и поставленная проблема, изуча- 

ется с использованием решений сопряженной задачи. Развитие этого мето- 

да в значительной степени основано на трудах Гурия Ивановича Марчука 

в течение его почти 60-летней научной деятельности. В этой статье мы 

даем обзор метода сопряженных уравнений и его применений к анализу 

различных сложных систем. В последние годы в связи с исследованиями 

многих прикладных проблем, в частности глобальных изменений на плане- 

те Земля и ядерной энергетики, возникли новые постановки проблем, тре- 

бующие глубокого анализа. К числу таких проблем прежде всего можно 

отнести проблемы глобальных изменений климата нашей планеты, состо- 

яния и защиты от загрязнений окружающей среды, атомных реакторов, 

иммунологии, сохранения биосферы в условиях резкого увеличения наро- 

донаселения, интенсивного развития промышленного производства и мно- 

гие другие. Объединяются в общую сложную систему проблемы локаль- 

ных и глобальных возмущений и чувствительности моделей ко входным 

данным задач. Все это потребовало комплексного изучения больших си- 

стем с применением теории сопряженных уравнений. Именно эти сложные 

системы и теория чувствительности в применении к их исследованию да- 

ют новый импульс развитию теории сопряженных уравнений. Теория чув- 

ствительности на, основе сопряженных уравнений может быть применена 

не только к ретроспективному изучению процессов, описываемых имита- 
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ционными моделями, но и к исследованию самих моделей, реализуемых 

с помощью современных вычислительных технологий. Если к этому до- 

бавить проблему четырехмерного анализа данных наблюдений и решение 

обратных задач, то становится ясным важное значение сопряженных задач 

в науке. 

Первоначально определенные Лагранжем сопряженные операторы на- 

шли глубокое теоретическое обоснование и широкое применение при ре- 

шении многих задач математической физики. Но истинное значение тео- 

рии сопряженных уравнений, пожалуй, было впервые оценено физиками 

при развитии квантовой механики. Уравнение Шредингера потребовало 

развития аппарата, самосопряженных расширений симметрических опера- 

торов. Здесь самосопряженные уравнения становятся необходимым мате- 

матическим аппаратом для формулирования теории малых возмущений в 

спектральных проблемах. 

Один из этапов активного интереса к сопряженным уравнениям и TeO- 

рии малых возмущений относится к теории ядерных реакторов, где слож- 

ные задачи теории переноса нейтронов с замедлением их в средах потребо- 

вали формулирования соответствующих сопряженных уравнений и реше- 

ния основных и сопряженных уравнений применительно к оценке первого 

собственного числа спектральной задачи, связанной с реализацией стацио- 

нарной цепной реакции. Созданная здесь на базе основных и сопряженных 

уравнений реактора теория малых возмущений сыграла болыпую роль в 

развитии физики реакторов и в реализации проектов атомных электро- 

станций [36]. 

В дальнейшем было дано развитие теории сопряженных задач по от- 

ношению к заданным функционалам для некоторых классов задач мате- 

матической физики. Оно оказалось плодотворным и для многих других 

направлений науки. В результате появились общие подходы к исследова- 

нию сложных систем и математических моделей. Эти подходы — основное 

содержание многолетних исследований Г.И. Марчука и его сотрудников и 

последователей в различных областях математики и ее приложениях к про- 

блемам ядерной энергетики, моделям охраны окружающей среды, теории 

климата, и его изменений, математическим проблемам обработки информа- 

ции со спутников, математическим моделям в иммунологии и др. Вместе 

с развитием метода сопряженных уравнений формировался рациональный 

подход к решению обратных задач и к планированию математического экс- 

перимента. 

Г.И. Марчуком был выполнен ряд исследований, оказавших значитель- 

ное влияние на теорию сопряженных уравнений и методов возмущений. 

Дальнейшее развитие метода сопряженных уравнений проводилось в ра- 

ботах Ж.-Л. Лионса, В.П. ДЛымникова, В.И. Агошкова, В.П. Шутявва, 

В.С. Владимирова, И.В. Воловича, Г.А. Михайлова, С.М. Ермакова, и др. 
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В статье Г.И. Марчука и В.В. Орлова ”К теории сопряженных функций” 

(1961) был в общем виде сформулирован метод получения сопряженных 

функций (функций ценности) для широкого класса неоднородных линей- 

ных уравнений и получены формулы теории возмущений для линейных 

функционалов, которые впоследствии налили применение при исследова- 

нии сложных систем. 

На основе метода сопряженных уравнений и теории возмущений 

Г.И. Марчуком была разработана общая постановка, обратных задач, свя- 

занных с восстановлением параметров оператора исходной задачи [33]. С 

помощью формул малых возмущений Г.И. Марчук предложил алгоритм 

определения искомых поправок к известным коэффициентам невозмущен- 

ной задачи. В результате обратная задача была сведена к задачам линейной 

алгебры. Было дано развитие теории и на случай, когда невозмущенное 

состояние значительно отличается от реального. На основе сформулиро- 

ванных постановок обратных задач Г.И. Марчук предложил пути реше- 

ния проблемы планирования сложного эксперимента, позволяющие среди 

всевозможных (практически реализуемых) наборов измерений выбрать те, 
которые оказываются наиболее информативными с точки зрения решения 

обратной задачи [33]-[42]. 
Конкретным приложением данных общих постановок обратных задач 

была постановка задач атмосферной оптики, сформулированная в ста- 

тье Г.И. Марчука ”Уравнение для ценности информации с метеорологи- 

ческих спутников и постановка, обратных задам ”(1964). Эта статья и дру- 
гие работы Г.И. Марчука по применению метода статистических испыта- 

ний (метод Монте-Карло), выполненные совместно с его учениками, ста; 

ли основополагающими в атмосферной оптике и теории обратных задач 

в ней. 

Г.И. Марчуком были выполнены важные исследования по теории и 

приложениям сопряженных уравнений в связи с решением актуальных 

задач моделирования окружающей среды и оптимизации (с экологиче- 

ской точки зрения) территориального размещения промышленных объек- 

тов [38]. 
В последние годы нелинейные задачи становятся объектом широкого 

фронта исследований. И, естественно, при этом возникают те или иные 

обобщения теории сопряженных уравнений, приспособленные для новых 

классов задач. Большой интерес здесь вызывают подходы, сформулиро- 

ванные в работах С. Ямамуро [77|], М.М. Вайнберга [13], В.П. Маслова, [1], 
В.С. Владимирова и И.В. Воловича [19], Г.И. Марчука и В.И. Агошкова 
[43], В.А. Треногина [74]. Впоследствии были предложены и исследованы 
новые подходы к построению сопряженных операторов в нелинейных зада- 

чах математической физики на основе применения групп преобразований, 

законов сохранения, общих теорем вариационного исчисления (см. работы 
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Г.И. Марчука, В.И. Агошкова, В.П. Шутяева, [46], В.С. Владимирова, Г.И. 
Марчука [21], В.П. Дымникова [22]). 

В настоящей статье рассматривается ряд положений метода сопряжен- 

ных уравнений в линейных и нелинейных задачах. Рассматриваются раз- 

личные приложения сопряженных уравнений в теории возмущений, тео- 

рии чувствительности, законах сохранения и др., а также формулируются 

нерешенные проблемы, исследование которых представляет значительный 

интерес. Авторы дают обзор лишь некоторых аспектов теории сопряжен- 

ных уравнений и делают попытку привлечь внимание к этим новым под- 

ходам широкого круга научных сотрудников и инженеров-исследователей, 

которые, возможно, получат определенный импульс к созданию технологии 

проектирования или планирования экспериментов при решении приклад- 

ных задач. Более подробное изложение обсуждаемых подходов и их мате- 

матическое обоснование можно найти в специальной литературе, ссылки 

на которую читатель найдет в конце статьи. В этом списке можно най- 

ти как известные монографии по теории сопряженных уравнений, так и 

оригинальные работы, в которых изучаются специальные положения этой 

теории и многие приложения теории сопряженных операторов и уравне- 

ний, не нашедших полного отражения в настоящей статье. 

Структура статьи состоит в следующем. Статья включает 5 разделов, 

каждый из которых отражает ту или иную роль метода сопряженных урав- 

нений в анализе сложных систем. 

В разделе 1 приводятся основные положения метода сопряженных урав- 

нений в линейных и нелинейных задачах, формулируются различные прин- 

ципы построения сопряженных операторов, а также рассматриваются во- 

просы разрешимости основных и сопряженных уравнений, 

В разделе 2 изложены основные положения метода регулярных возму- 

щений применительно к неоднородным задачам, задачам на собственные 

значения, к вычислению функционалов, к решению нелинейных задач ма: 

тематической физики, а также к исследованию чувствительности сложных 

систем. Одновременно показана та значительная роль, которую играют в 

данных методах сопряженные уравнения и их решения. 

В разделе 3 обсуждаются некоторые общие подходы к построению ин- 

тегральных законов сохранения на базе метода сопряженных уравнений 

для нелинейных задач. 

В разделе 4 представлен ряд важных приложений метода сопряжен- 

ных уравнений и алгоритмов теории возмущений (проблемы оптимального 

управления, задачи усвоения данных наблюдений, задачи охраны окружа- 

ющей среды, проблемы расчета, ядерных реакторов). 

В разделе 5 сформулированы некоторые нерешенные проблемы теории 

сопряженных уравнений и их приложений в математической физике и ма- 

тематическом моделировании сложных процессов. 
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1. Сопряженные операторы и сопряженные 

уравнения 

. Теория сопряженных уравнений играет важную и незаменимую роль 

при анализе многих сложных систем. Математический аппарат сопряжен- 

ных уравнений в своей классической форме хорошо развит для линейных 

задач. Однако при рассмотрении нелинейных уравнений даже само поня- 

тие сопряженного оператора не является общепринятым. В настоящее вре- 

мя существуют несколько различных подходов к определению сопряжен- 

ного оператора в нелинейных задачах. Эти подходы приводят к различным 

сопряженным операторам и сопряженным уравнениям. 

В данном разделе мы приводим основные положения теории сопряжен- 

ных уравнений в линейных и нелинейных задачах, формулируем различ- 

ные принципы построения сопряженных операторов, а также рассматри- 

ваем вопросы разрешимости основных и сопряженных уравнений. 

1.1. Линейные сопряженные пространства и операторы 

В теории дифференциальных уравнений под сопряженным операто- 

ром часто понимается формально сопряженный оператор, который зача- 

стую описывает лишь последовательность операций дифференцирования. 

Определение сопряженного оператора с позиций функционального анализа 

глубже и существенно затрагивает граничные условия и др. Но чтобы вве- 

сти сопряженный оператор и соответствующее сопряженное уравнение, на- 

до сначала договориться о том, что понимать под сопряженным простран- 

ством. Оказывается, что и здесь также имеется несколько возможностей. 

И чтобы в дальнейшем было понятно, о каких сопряженных операторах и 

уравнениях идет речь, введем определение сопряженного пространства и 

сделаем это сначала для случая банаховых пространств. 

Сопряженные пространства. Пусть Х есть банахово пространство 

с нормой ||: ||х и элементами 9, }, р... Рассмотрим множество непре- 
рывных функционалов 4*, }*, #,..., заданных над элементами из Х, те. 

при определенных значениях 9*(]),... Часто для 9*({) пользуются так- 
же обозначением < },9* >х, и выражение < f,g* >x называют отно- 
шением двойственности между Ги 9*. В дальнейшем подразумевается, 

uto g*(f) =< 1, 9* >х. 
Теперь мы можем наложить на функционалы ограничение линейности, 

т.е. требование выполнения свойства 

g (af + Bl) = ag"(f) + Bg"), (1.1) 

где с, В, вообще говоря, есть комплексные числа, или антилинейности (по- 
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лулинейности, сопряженной линейности): 

Gg (af + Bl) = ag" (f) + Bg" (I). (1.2) 

Выбор этого ограничения будет влиять на определение сопряженного про- 

странства X*. Поэтому условимся в дальнейшем рассматривать линейные 

функиционалы [53], хотя можно было бы выбрать и антилинейные функци- 
оналы [26]. 

Над элементами 9*,/”,... определим операции сложения и умножения 

на числа. Сделать это можно следующим образом: 

(ag" + ВВ”) (Л) = а9" (Л) + ВВ” (Т), (1.3) 

либо эти операции можно определить так: 

(ag* + Bh*)(f) = ag*(f) + Bh*(f). (1.4) 

В дальнейшем мы выбираем определение упомянутых операций соглас- 

но (1.3). В результате множество линейных непрерывных функционалов 

мы превралцаем в линейное пространство, которое обозначим Х* и назовем 

сопряженным к Х. (Нулевым элементом в Х* будет функционал, тожде- 

ственно равный нулю на всем Х.) Если на Х* ввести норму вида 

, go (Ff , ох: = вор И guy |9) (1.5) 
oxfex Ilfllx — fexyifily=i 

то Х* становится нормированным пространством (более того, банаховым). 

Из такого определения нормы в Х* имеем (обобщенное) неравенство Коши- 
Буняковского 

I< fig" >x | $9" 1х. (1.6) 

Наряду с определением нормы |9*||х+ согласно (1.5) отметим, что если 

ТЕХ, то 
lg (FDI 

fllx = sup j= sup |g*(f)I. (1.7) 
099*ЕХ* |9" |х* |[9* ||х*=1 

Сопряженные операторы в банаховых пространствах. После 

введения сопряженного пространства дадим определение сопряженного 

оператора в банаховых пространствах. Оно является общепринятым. Пусть 

Хх, У есть два банахова пространства, а, А — линейный оператор с областью 

определения ОД(А) С Х, плотной в Х. Оператор А считается действующим 

ИЗ Х вУ (т.е. его область значений А(А)} принадлежит У). Пусть Х*, У* — 
пространства, сопряженные к Х,У, соответственно. Рассмотрим произ- 

вольный линейный непрерывный функционал 9% Е У*. Для него спра- 

ведливо неравенство |9*(А})| < с|А/|у при любом элементе f € D(A). 
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Этот функционал мы можем рассмотреть и как функционал над Х (фик- 

сируя 4* и изменяя } Е Д(А) СХ). Но в этом случае он может оказаться 
неограниченным, т.е. неравенство |9*(А/Л)| < <|{||х может и не иметь ме- 
ста. Поэтому рассмотрим лишь те функционалы 9* Е У*, для которых 

имеем |9*(АРЛ)| < <|/||х для всех ГЕ О(А), и обозначим множество таких 
функционалов через 2(А*) (множество О(А*) не пусто, так как 9* = 0 
заведомо принадлежит 0(А*)). Тогда при фиксированном g* Е О(А*) по- 
лучим, что 9*(А}) является линейным ограниченным функционалом над 
Х, и обозначим его через А*(]), т.е. 

  

“(АЛ =№ (У), МЕХ”. (1.8) 

Таким образом, каждому g* € D(A*) ставится в соответствие элемент 

^* Е Х*. В силу плотности О(А) в Х функционал А* определяется един- 

ственным образом. Однозначное соответствие 0* -} А* задает оператор Д*, 

который называется сопряженным к А. Он имеет область определения 

D(A*) СУ* и область значений В(А*) из Х*. Итак, 

A*g* =h*, g*€ D(A*), h* € R(A*), А*: УХ». (1.9) 

Если р Е (А) ид* Е О(А*), то для этих элементов (в силу определения 
А*) справедливо соотношение g*(Af) = h*(f), Te. 

g (Af) = A’g"(f), (1.10) 

или (в терминах отношений двойственности в пространствах Х и У) 

(АЛ, 9’)у = (Л, А"9")х. (1.11) 

Отметим также, что если А*, В* есть два сопряженных оператора, введен- 

ных по сформулированному определению и соответствующих некоторым А 

и В, то на множестве О(А*) пО(В*) будем иметь («А+ВВ)* = аА*+ ВВ», 
и, таким образом, множество сопряженных операторов оказывается линей- 

ным. 

Сопряженные операторы в гильбертовых пространствах. Пусть 

теперь Х и У являются гильбертовыми пространствами соответственно 
1/2 

со скалярными произведениями (.,.)х, (,.)у и нормами ||. ||х = (.,)х,, 

Ну = (., уу ”. Тогда, все изложенное выше остается справедливым. Обо- 
значим через Х*, У* сопряженные пространства, соответствующие X,Y. 

Отмечаем, что при рассмотрении гильбертовых пространств пространства 

ХиХ* (так же, как Уи У*) можно отождествить, т.е. считать, что Х = Х* 

(У = У*), и это обстоятельство часто используется в исследованиях. В 
основе этого лежит теорема Рисса о представлении линейного ограничен- 

ного функционала. 
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Теорема 1.1. (Рисс) Каждому элементу 9* пространства Х*, со- 

пряженного к Х, соответствует единственный элемент д Е Х такой, 

что 9* (1) = (1, 9)х для всех ГЕ Х, причем |9] х = |9*|х*. 
Согласно этой теореме между Х* и Х существует изометрия /х49* = д, 

обладающая свойством антилинейности: 

Ix (ag* + Bh*) = @Jx(g*) + BIx (h*). (1.12) 

Это свойство является следствием свойств скалярного произведения, ко- 

торые приводят к тому, что элементу (©09* + Bh*) соответствует элемент 

@д + В№ при наличии соответствий 9* -+ д, В* -+ В. Тогда значение 9*(}) 

можно представить следующими способами: 

o*(f) = (f,9)x = (f, Jxg*)x = Jx'9(f) (1.13) 

и справедливо равенство ||9*||х»+ = ||9||х. Все это позволяет отождествить 
Х* с Х как абстрактные множества, (однако нельзя отождествлять Х*, Х 

как линейные пространства), и именно данное отождествление имеют в 

виду (что и мы часто делаем в дальнейшем), когда пишут Х = Х*. Если 

принимают Х = Х*, то отношение двойственности (},9) считают совпа- 
дающим со скалярным произведением (},9)х при },9 Е Х. Гильбертово 

пространство в таком случае называют также основным. 

Обратимся к определению сопряженного оператора в случае гильбер- 

товых пространств Х, У, не отождествляя их пока с сопряженными. Пусть 

А есть линейный оператор из Х в У с плотной в Х областью определения 

D(A). Если следовать определению сопряженного оператора в банаховых 

пространствах, то придем к оператору А* с областью определения О(А*), 

действующему из У* в Х* и удовлетворяющему соотношению 

(АЛ, 9*)у = (Л, А*9*)х, (1.14) 

где € D(A), g* Е Б(А*). 
Если же Х, У отождествлять с Х*, У*, соответственно, то сопряженный 

к А оператор будет отличаться от А*. Сформулируем его определение в сле- 

дующей форме. Пусть А — линейный оператор из Х = Х*в У =У* с плот- 

ной в Х областью определения О(А). Обозначим через Р(А*) © У множе- 
ство элементов из У таких, что для каждого 9 Е D(A*) существует един- 

ственный элемент Й Е Х, удовлетворяющий равенству (А{,9) = (f,h)x 
при всех Е О(А) СУ. Пусть А* есть оператор, имеющий область опре- 

деления D(A*) и такой, что А*д = В, или, что эквивалентно 

(АЛ, 9)у = (t, A*g) x (1.15) 

при всех f € D(A), g € D(A*). Данный оператор А* называется гильбер- 

тово сопряженным к А. 
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Однако отметим, что это определение сопряженного оператора, в гиль- 
бертовых пространствах наиболее удобно, когда Х = У, те. оператор А 

действует в одном и том же пространстве. Например, в этом случае мож- 
но сравнить А, А* и ввести определения симметричного и самосопряжен- 
ного операторов. Так, если А, А* действуют в одном пространстве У и 

А = А* (что подразумевает также равенство О(А) = О(Д*)), то опера- 
тор А называется самосопряженным. Если же О(А) C D(A*) u na D(A) 
имеем (А, 9)у = (1, Ад)у, 9 Е (А), то оператор А симметричный и 
здесь АС Д*. 

Свойства линейных сопряженных операторов. Пусть Х)У — 

банаховы пространства, а А: Х > У — линейный оператор с областью 

определения О(А), плотный в Х. Рассмотрим сопряженный оператор 
А*: У* + Х, определенный равенством (1.11), с областью определения 
р(А*) с У*. Лишь в редких случаях можно полно описать структуру 
Р(А*) и свойства О(А*) (плотность в У* ит.п.). Нередко можно построить 
сужение А* оператора А* на заранее выбранное множество О С D(A*), 
для которых имеет место равенство (1.11) при ГЕ О(А), 4* Е О. Опера: 
тор А* часто называют также формально сопряженным (сопряженным по 
Лагранжу, ассоциированным). 

Теорема 1.2. 1) Если У рефлексивно, то оператор А*, сопряженный к 

замкнутому оператору А с плотной областью определения, имеет так- 
же плотную в У* область определения. 2) А* — замкнутый линейный 

*\ _ Wx onepamop. 3) Pasencmeo D(A*) = Y* umeem mecmo тогда и только тогда, 
xo20a A oepanuren na D(A). B amom cayuae A* € L(X*, Y*), ||A*|| = || All. 

1.2. Сопряженные уравнения и теория разрешимости 

линейных уравнений в банаховых пространствах 

Математические модели, описывающие физические процессы, включа- 

ют, как правило, различные дифференциальные и интегральные уравне- 

ния, которые удобно исследовать, рассматривая их как уравнения (прямые 

уравнения) в банаховых пространствах. Сопряженные уравнения играют 

важную роль при исследовании разрешимости прямых уравнений и мно- 

гих задач математической физики. В настоящем подразделе мы приводим 

классические основы теории прямых и сопряженных линейных уравнений 

в банаховых пространствах. Изложение данного подраздела базируется на 

известной монографии С.Г.Крейна [27]. 

Пусть на линейном многообразии О(А) банахова пространства Ё опре- 

делен линейный оператор А, отображающий О(А) в некоторое банахово 

пространство ЕР. Множество D(A) называется областью определения опе- 

ратора, А. 
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Рассмотрим линейное уравнение 

Ax = y, (1.16) 

где у — заданный элемент пространства, Р, а, т — искомый элемент D(A). 

Совокупность всех у Е РЁ, для которых уравнение (1.16) разрешимо, явля- 

ется линейным многообразием в РЁ и называется областью значений В(А) 
оператора А. Совокупность всех решений соответствующего однородного 

уравнения Ат = 0 является линейным многообразием в Ё и называется 

нуль-пространством или ядром М№(А) оператора А. 
Уравнение (1.16) называется однозначно разрешимым (о.р.) на В(А), 

если однородное уравнение Ах = 0 имеет только нулевое решение, т.е. если 
М№(А) = 0. В этом случае каждому уЕ В(А) отвечает только одно решение 

уравнения у = Ах. Оператор А имеет на В(А) обратный оператор А”: 

Ау =х (уЕ В(А)). 
Уравнение (1.16) называется корректно разрешимым (к.р.) на, множе- 

стве В(А), если при х Е О(А) справедливо неравенство |т||Е < kl|Ax||r, где 
К > 0 и не зависит от x. Из корректной разрешимости следует однозначная 
разрешимость. В конечномерном случае оба, условия эквивалентны. 

В случае, когда уравнение (1.16) корректно разрешимо, оператор А име- 
ет на В(А) ограниченный обратный. 

Уравнение (1.16) нормально разрешимо (н.р.), если В(А) представляет 
собой подпространство (замкнутое!) пространства F’: R(A) = R(A). 

Уравнение (1.16) плотно разреииимо (п.р.), если В(А) плотно в F: 

В(А) = Е. 
Уравнение (1.16) везде разрешимо (в.р.), если В(А) = F. 
Линейный оператор А называется замкнутым, если из того, что хи > L 

u At, > у следует, что х Е О(А) и Ах = y. 

Пусть А* — сопряженный к А оператор, определенный равен- 
ством (1.11). Для сопряженного уравнения 

  

A*g=f (gE D(A)CF’, СЕ») (1.17) 

вводятся понятия однозначной, корректной, плотной и везде разрешимо- 

сти, так же как и для уравнения (1.16). 

Теорема 1.3. Для того чтобы уравнение (1.16) было плотно разре- 

шимо (R(A) = Р), необходимо и достаточно, чтобы уравнение (1.17) было 

однозначно разрешимо (М(А*) = 0). 
Теорема 1.4. Для нормальной разрешимости уравнения (1.16) необ- 

тодимо и достаточно, чтобы выполнялось условие В(А) =1 М№(А*), т.е. 
чтобы уравнение (1.17) было разрешимо для тех и только тет правых ча- 

стей, которые ортогональны всем решениям сопряженного однородного 

уравнения. 

267



Теорема 1.5. Для того чтобы уравнение (1.16) было однозначно раз- 

решимо на В(А), достаточно, чтобы уравнение (1.17) было плотно раз- 
решимо. | 

Теорема 1.6. Уравнение (1.17) везде разрешимо тогда и только то- 

гда, когда уравнение (1.16) корректно разрешимо на В(А). 

Теорема 1.7. Для того чтобы уравнение (1.16) было везде разреши- 

мым, необходимо, чтобы уравнение (1.17) было корректно разрешимым 

на В(А*). 
Пусть оператор А замкнут. Тогда основные факты о разретимости пря- 

мых и сопряженных линейных уравнений даются следующей таблицей [27]. 

Уравнение с замкнутым оператором с плотной областью определения: 

(A) (А) 
ор. < п. 

п.р. <=>? о.р. 

к.р. <> BD. 

н.р. <> н.р. 

вр. <> к.р. 

Заметим, что первую стрелку в общем случае даже для ограниченного 

оператора нельзя обратить. Однако в случае рефлексивных пространств 

это можно сделать. Так справедлива 

Теорема 1.8. Если пространство Е рефлексивно, то для замкнутого 

оператора А с плотной областью определения из однозначной разрешимо- 

сти уравнения (1.16) следует плотная разреиимость уравнения (1.17). 

Доказательства приведенных выше утверждений и другие результаты 

о разрешимости прямых и сопряженных уравнений приведены в [27]. 

1.3. Подходы к определению сопряженных операторов в 

нелинейных задачах 

В данном разделе мы приведем обзор различных подходов к опреде- 

лению сопряженных операторов в нелинейных задачах, наметившихся в 

настоящее время в научной литературе. 

Построение сопряженных операторов на основе тождества Ла- 

гранжа. Пусть Х, У, Но — пространства из некоторой шкалы гильберто- 

вых пространств, среди которых лишь Но отождествляется со своим со- 

пряженным, т.е. является основным пространством. 

Скалярные произведения, нормы и отношения двойственности при рас- 

смотрении пространств Х, У будем обозначать соответственно как 

(Ррадх, Их =С,Р, 9х = 9н, Ь9ЕХ, бЕХ*=Х”, 

(Раду, ИУ = (27, (Фу = ен, Ь9ЕУ gi eY* sy. 
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Предполагается, что Х вложено в У плотно и непрерывно. 

Пусть РЁ есть нелинейный оператор, действующий из Х в У. Область 

определения О(Р) С Х этого оператора предполагается линейным множе- 
ством, плотным в Х. Пусть также выполнено условие Ё'(0) = 0. Определим 

сопряженный оператор, соответствующий РЁ’, на основе тождества, Лагран- 

жа, [35], [46]. 

Предположим, что элемент Ё(и) можно представить в виде 

F(u) = A(u)u, (1.18) 

где А(и) есть некоторый линейный оператор, зависящий от и, с областью 

определения (А) > О(ЁЕ). Фиксируя элемент м € О(Е), обычным об- 
разом, как это делается в теории линейных операторов (см. 1.1), вводим 
(гильбертов) сопряженный оператор A*(u): 

(A(u)w,v) Hy = (№, А*(и)) ни, УшЕ D(A), v € D(A*), (1.19) 
, 

где 

D(A*) = {9 Е У*|Зс= const > 0 : |(A(u)f,9) Hol <ellflly Vf € D(A)}- 
Определение 1.1. Оператор А*(и) с областью определения 

Р(А*) СУ* и областью значений из Х* называется сопряженным 
оператором, соответствующим РЕ. 

Из (1.19) следует, что А*(и) удовлетворяет тождеству Лагранжа 

(F(u),0)H = (u, A*(u)v) A (1.20) 

при любых u € D(F), v € D(A*). 
Замечание 1.1. Подчеркнем, что в определении 1.1 оператор А*(и) 

называется ’сопряженным оператором, соответствующим Ё”, а не ”сопря- 

женным к ЁР”. Сужение этого оператора, на некоторое множество из О(А) 
называют также ассоциированным оператором [18]. 

Заметим, что в случае нелинейного оператора Е может оказаться 
несколько операторов А*(и), удовлетворяющих (1.20), те. определение 1.1. 

не приводит к однозначно определенному А*(и). Так, если в представле- 
нии (1.18) возможно несколько операторов А(и) = А; (и) (1 =1,2,...), то, 
вводя согласно (1.19) сопряженные операторы А# (и), получаем несколько 
сопряженных операторов, соответствующих Р. 

Пример 1.1. Пусть ($5) Е ® = (0,1) х (0,1), Х =Х* =У=у* 
= [2(9) — пространство вещественных периодических по $ и по х функций 
с периодом, равным единице по каждой из переменных (и, естественно, 
определенных при любых (т) Е В"). Норма в Г2() имеет обычный вид: 

1/2 lulles = ( [ lu(t,2) Patan) 
Q 

се 
| 
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Рассмотрим периодическую задачу вида, 

Ou Ou 
F(u) = By tua, tava St a = const > 0, (1.21) 

где оператор ЕЁ имеет область определения О(ЁР) = С) (9) с Г2(Я). Пред- 
ставим Р(и) следующими способами: 

  

Ov Ov 
F(u) = Ai(u)u, где Aj(u)v = OE + Un + av, 

Ov Ou 
F(u) = Ao(u)u, roe Ao(u)v = 5: + (< + >.) v, 

— _ ди 1 A(uv) 
F(u) = A3(u)u, roe Аз(и)о = 5: + 5—5. + av. (1.22) 

Ha основе операторов {А;(и)} и равенства, (1.22) строим соответствую- 
щие сопряженные операторы {А*(и)} (для этого можно применить обыч- 
ную методику интегрирования по частям): 

*(u) _ ow Huw) iy = 28 = + ( - 5) 
Le р Og № Oe | OO Oe) ™ 

Ot Ox 
, Ow идш 

| A3(u)w = 52 + aw. (1.23) 

Отметим, что каждой из областей {П(А*)} операторов {А*} принад- 
лежит пространство периодических функций И’ (9). Поэтому по крайней 
мере на, И’: () операторы {А*(и)} имеют вид, представленный в (1.23). Та- 
ким образом, неоднозначность представления Е(и) в виде А(и)и привела 
к неоднозначному определению сопряженного оператора, соответствующе- 

го К. 

Определение сопряженных операторов класса ДР. Пусть Е — ис- 

ходный нелинейный оператор, действующий из Х в У собластью определе- 

ния О(Р), плотной в Х, где Х, У — пространства из шкалы гильбертовых 

пространств, введенные выше, причем У = Х*, Е(0) = 0. Будем теперь 

предполагать, что РГ дифференцируем по Taro в любой точке u € D(F), 

т.е. в точке и е О(Р) существует предел 

lim F(u+ tv) — F(u) 
__ / lim = F"(u)o, (1.24)   

ya Bcex v € D(F), roe F’(u) — линейный оператор (действующий на 9) из 
Х вУ с областью onpegzenenua D(F’) D> О(Е). Предел здесь понимается в 
сильном” смысле, т.е. 

lim | (F(u + tv) — F(u) — Роу = 0 
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Предположим далее, что Р'(и) — ограниченный оператор и непрерывный 
по и для всех и Е О(Ё). Последнее означает, что Е(и) дифференцируем по 
Фреше, т.е. при фиксированном и Е О(Р) и всех ое О(Ё’) имеем: 

F(u+v) —F(u) = F’(u)v + w(u, v), (1.25) 

где Р’(и) — линейный непрерывный по 9 оператор, а элемент %(и, 9) ЕУ 
такой, что lim w(u, v)/||v||x = 0. При этом можно считать, что D(F") = xX. 

U— 

Будем считать далее также, что Д(Р) = Х. Из множества операторов {Ё} с 
указанными выше свойствами выделим класс ДР таких, что каждому РЕФ 
отвечает оператор С’ из этого множества, что 

(w, F’(u)v) x, = (v, G'(u)w) x, (1.26) 

quia Bcex u,v,w Е Х, где ЕР’(и), С'(и) — производные Гато от Ри G, coor- 
ветственно. 

Определение 1.2 [77|. Оператор С' Е ХФ, удовлетворяющий (1.26) при 
любых u,v,w Е О(Ё) = Х, называется сопряженным с Е оператором и 

обозначается Е* = С. 

Согласно этому определению оператор, сопряженный к нелинейному 

оператору Р, существует лишь только в том случае, когда Е принадлежит 

классу Х, и если он существует, то является единственным [77, 13]. 
К сожалению, определением 1.2 не всегда можно воспользоваться, по- 

скольку в целом ряде практических задач возникают нелинейные операто- 

ры, не принадлежащие классу Р. Например, как показано в [45], оператор 

Е из примера 1.1 не принадлежит классу D. 

Перейдем теперь к следующему определению сопряженного оператора, 

которое применимо для более широкого класса, нелинейных операторов. 

Определение сопряженных операторов с помощью формулы 

Тейлора. Пусть, по-прежнему, Ё — нелинейный оператор, действующий 

из Х в У с областью определения О(Р), плотной в Х, и Е(0) = 0. 
Будем предполагать, что РЁ дифференцируем по Гато в смысле (1.24) и 
Е’(и) (линейный оператор, действующий из Х в У с областью опреде- 
ления О(Е’ 2 О(ЁЕ)) непрерывен по и, т.е. ||Е"'(и) — Е'(%)||хъу —0 при 
[и -э|х —0, u,v € D(F). B stom cnyyae для Е справедлива формула 

Тейлора с остаточным членом в интегральной форме [43], [68]: 

1 

F(u) = / F"(tu)dtu, u € D(F). (1.27) 
0 

Используя формулу Тейлора (1.27), представим ЕР(и) в виде 

F(u) = A(u)u, (1.28) 
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1 
где A(u) = f F’(tu)du — линейный оператор, действующий из Х в Ус 

0 
o6slacTbio ompeyenenua D(A) = D(F). 

Формулу (1.27) можно положить в основу определения сопряженного 

оператора. Так, фиксируя элемент и Е О(Ё), обычным образом (согласно 

(1.19)), вводим сопряженный к А(и) оператор А*(и), действующий из У* 
в Х*: 

А*(и)и” Е Х*, A*(u): Y* — X*, we D(F) (1.29) 

c o6macTB1o onpenemeHua D(A*). 
1 * 

Определение 1.3 [68]. Оператор А*(и) = ГЕ’ (да) называет- 
0 

ся сопряженным оператором, соответствующим нелинейному операто- 

руЕ. 
Из единственности производной Гато, единственности интеграла, от опе- 

ратор-функции ЁЕ' (+4) и из единственности сопряженного оператора, к ли- 
нейному, область определения которого плотна во всем пространстве, сле- 
дует однозначность А* (м) в смысле определения 1.3. 

Далее легко заметить, что для двух элементов и Е О(А) им* Е О(А*) 
справедливо тождество (ЁЕ(и), и*)ну = (и, А*(и)и*) но или 

(А(и)и, м”) но — (u, A*(u)u") Ao, (1.30) 

то есть тождество Лагранжа. Если к тому же элемент и есть решение пря- 
мого (основного) уравнения 

F(u)=A(uju=f, fEeR(F)cY, (1.31) 

а, и* является решением сопряженного уравнения 

А*(и)и” =9, 9Е В(А*) СХ* (1.32) 

(при фиксированном и — решении (1.31)), то из (1.30) следует соотношение 
сопряженности 

(1, м“) но — (и, 9)но, (1.33) 

которое, как мы увидим ниже, играет важную роль при вычислении функ- 
ционалов от решений нелинейных задам. 

Замечание 1.2. Если Ё — линейный оператор: Е(и) = Ги, то опреде- 
ление 1.3 приводит к сопряженному оператору, принятому в теории линей- 
ных операторов в гильбертовых пространствах (см. (1.19)), и здесь имеем 
А*(и) = А* = Р*, а соотношение (1.30) есть (Аи, м“) ну = (и, А*м*)но. 

1 
Используя операторы А(и) = | Е'(и)4 А*(и), можно ввести опреде- 

0 
ление оператора, сопряженного к КР, и определения симметричного и косо- 

симметричного операторов. 
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Определение 1.4 [68]. Если О(Р) с D(A*), ro oneparop Е*, опреде- 
ленный на О(Р) и задаваемый соотношением 

1 * 

Е” (и) = А*(и)и = |/ ra и, (1.34) 

0 

называется оператором, сопряженным к РЕ. 

Определение 1.5. Оператор Е, отображающий Х в У = Х*, назы- 

вается симметричным, если А(и) = А*(и) на О(ЁЕ), и кососимметрич- 
ным, если А(и) = —А*(и) на О(Р) (и тогда Е(и) = —Р*(и)) при каждом 
u€ D(F). 

Условия, при которых оператор Е является симметричным или косо- 

симметричным, сформулированы в [46]. 

В [46] показано, что если оператор Ё принадлежит классу Х, введен- 

ному выше, то сопряженный оператор, построенный по определению 1.4, 

совпадает с сопряженным оператором из определения 1.2. 

Таким образом, определение 1.4 применимо для более широкого класса, 

операторов, которые дифференцируемы по Гато, но не обязательно при- 

надлежат классу D. 

Пример 1.2. Рассмотрим оператор РЁ и пространства из примера 1.1. 

Для данного оператора имеем 

F'(u)v = ov + ue + (< + | Vv. (1.35) 

Найдем сопряженный оператор (ЁР’(и))*. Поскольку предполагается, что 
Х =Х* =У* =У = [2(9), то интегрированием по частям получаем 

ди* дих / * __ а * (Р (му, м) т. (о) = @ ap Uo + au ) econ’ (1.36) 

Taxum o6pa30m, umeem W3(Q) с D(A*), u cy2xxenue oneparopa (F"(u))* 
Ha MHoxectBo W+(Q) ecrp 

Ou* Ou* 
— U 

Ot Ox 
    (F’(u))* = + ам”. (1.37) 

И если ограничиться рассмотрением сопряженного оператора А*(и) лишь 

на И’ (9), то А*(и) имеет вид 

    

1 * 

Ou* udu" * ж __ / * — _ — — * А*(и)м” = | (tu) а) = о) + ам”. (1.38) 
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Таким образом, сопряженный оператор в смысле определения: 1.1 здесь 

совпадает на И/1() лишь с одним из сопряженных операторов из приме- 

ра, 1.1 (а именно, с А3(и)) в смысле определения 1.3. 

Определение 1.4 можно также обобщить, на т-раз дифференцируемые 

нелинейные операторы, используя формулу Тейлора в общей ее форме за- 

писи [43, 46, 68]. 

Ассоциированные операторы в нелинейных задачах. При изу- 

чении дифференциальных уравнений важную роль играют законы сохра- 

нения (сохраняющиеся токи) (см. [17]|-[20]). Как правило, в приложениях 
используются локальные токи, однако представляет интерес нахождение и 

нелокальных сохраняющихся токов. 

Метод построения сохраняющихся токов для нелинейных интегро-диф- 

ференциальных уравнений, основанный на выборе ассоциированной линей- 

ной системы как сопряженной к исходной системе, развит в [17|-[19]. Для 
дифференциальных уравнений этот метод редуцируется к рассмотренному 

ранее в [20]. 

Пусть дана нелинейная система уравнений вида, 

F(u) = A(uju=( >> Palul(«)d%) u(x) =0, (1.39) 
|al<m 

где £ = (£1,79,..-,2n) Е К иа = (01, а2,..., 0%) — мультииндекс, 
иЕ М{(3,т) — пространству (3 хг) — матриц-функций от т; (нелинейные) 
операторы м —? Р.[м| отображают М (3, т) в М(4, 3). 

При фиксированном и Е М(3,г) обычным образом (как это делается 
в теории линейных дифференциальных операторов) рассмотрим оператор 

А*(и) — (формально) сопряженный по отношению к А(и): 

А* (и) = У (-1°10° (в (=) Ри (2)), 
la|<m 

rue v € M(r,q). Ormetum, uto А(и) — линейный дифференциальный опе- 

ратор, зависящий от и, при этом оператор А*(и) был назван в [17|-[19] 
ассоциированным по отношению к исходному нелинейному оператору 
F(u) = A(u)u. | 

Системы вида А*(и)о = 0 и их решение у = (и) могут быть использо- 
ваны для построения сохраняющихся токов в нелинейных задачах [17]--[19] 
(см. также раздел 3 настоящей статьи). 

Сопряженный оператор как класс эквивалентности линейных 
операторов. Как мы видели выше, сопряженный оператор в ряде случа- 
ев определяется неоднозначно в нелинейных задачах. Здесь мы покажем, 
что его можно вывести из класса эквивалентности линейных операторов, 
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соответствующих данному нелинейному оператору. Этим достигается един- 

ственность сопряженного оператора и выделяется класс нелинейных опе- 

раторов, для которых сопряженный оператор существует. В линейном же 

случае класс эквивалентности состоит из единственного оператора, — клас- 

сического сопряженного оператора. 

Пусть ДР — линейное множество, плотное в гильбертовом простран- 

стве H, и каждому элементу ф Е PD соответствует линейный оператор 

А, = А(ф), действующий в #, 

{p+ Apb, pe D(Ay)} (1.40) 

с областью определения D( Ay), conepxamet D. Ilycrp, qanee, D(AG) также 

содержит D, tax uro D(Ay) u D(AZ) плотны в #4. Введем (нелинейные) 
операторы 

p> Alp =Agvli=av, PED, (1.41) 

с областью определения D. 

Определение 1.6. Назовем множества линейных операторов 
{Ар, ФЕВ} и {Вр, фЕ 2} эквивалентными, Ар > Вр, если выполнено 
равенство 

Арф = Bop, ФЕТ. (1.42) 

Введенная эквивалентность обладает свойствами рефлексивности 

А›^ Афр, симметричности Вр ^Ау если А, Во, транзитивности 

Ay ~ Cy, ecm Ay ~ By u By ~ Cy. 

Поэтому множества линейных операторов вида (1.40) распадаются на 

непересекающиеся классы эквивалентности. 

Пусть Ё(ф) — (нелинейный) оператор с линейной областью определения 
Р(Г,), плотной в 7{. По аналогии с линейным случаем определим сопряжен- 

ный оператор Г, к оператору Гр. 

Определение 1.7 Сопряженным оператором Гу к оператору Гр на; 

зовем класс эквивалентности линейных операторов {4 -} Low, » « D(L)} 
таких, что область определения Р(Г,) оператора, [4 содержит Р(Г,) и вы- 
полнено равенство 

(L(y), 0) = (pe, Lov), peD Ly), ФЕРГИ). (1.43) 

Из этого определения вытекают такие утверждения [21]. 

Если Г — линейный оператор, то класс эквивалентности сопряжен- 

ного оператора к Ё состоит из единственного оператора Г^, который не 

зависит от ф. 

Сопряженный оператор Го к оператору Гр единственный (в том смы- 

сле, что единственный класс эквивалентности {[4, фЕ D(L)}). 
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Необходимым, условием существования сопряженного оператора Гр к 

оператору Г› является его представление 

Г(Ф) = (15), ФЕТ, _ (149) 
т.е. оператор Г(ф) есть суперпозиция (нелинейного) оператора 
ф — ([%)* = Гу’ и линейного оператора ф — [4 при каждом ф Е Т(Г). 

Равенство (1.44) следует из (1.43), поскольку предполагается, что Р([%,) 
плотно в Я. С другой стороны, если оператор [(ф) допускает представление 

L(y) = Aly)y, ve D(L), (1.45) 

где ф —› А(ф) — (нелинейный) оператор с линейной областью определения 
(Г), плотной в , и при каждом ф Е Р(Ё) ф > А(ф)ф есть линейный 
оператор, причем области определения ДР(А(ф)) и Р(А*(‹ф)) содержат Д(Г,), 
TO сопряженный оператор Г, существует и эквивалентен оператору А*(ф): 

Ly ~ A*(¢). (1.46) 

Эквивалентность (1.46) следует из (1.43) и (1.45): 

(А(ф)ф, 4) = (ф, А" (ф)4) = (ф,[,Ф), фФЕТ(Г,, (1.47) 

так что семейство линейных операторов {1%, рЕ Р(Г,)} существует и при- 

надлежит тому же классу, что и семейство {А*(ф), ф Е Т(Г)}. Таким 
образом, справедлива, 

Теорема 1.9. Для того чтобы для оператора Г(ф) существовал сопря- 

эженный оператор Гл,, необходимо и достаточно, чтобы он допускал пред- 

ставление (1.45); при этом справедливо соотношение (1.46). 
Изложенное определение сопряженного оператора как класса, эквива- 

лентности допускает распространение и на, случай банахова пространства. 
Однако заметим, что этот класс в общем случае может не включать со- 
пряженные операторы, построенные по другим изложенным ранее прин- 
ципам. Это следует, в частности, из свойств линейных сопряженных опе- 
раторов и определения сопряженного оператора в нелинейных задачах 
как класса эквивалентности, по которым это определение охватывает 
класс операторов F(u) = A;(u)u, 7 = 12,... с замкнутыми операторфа- 

Определение сопряженных операторов, действующих в про- 
странствах нелинейных функционалов. До сих пор мы рассматри- 

вали сопряженные операторы, действующие в классических сопряженных 
пространствах — пространствах линейных ограниченных функционалов. 

В работе [74] было введено определение сопряженного оператора, дей- 

ствующего в пространствах нелинейных функционалов. 
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Пусть Х — некоторое непустое множество и на нем задана неотрица- 

тельная функция двух переменных 1р(11, 12), удовлетворяющая аксиомам 

тождества и симметрии. Тогда пару Х, = (Х,р) называют слабо метриче- 

ским пространством, a р — слабой метрикой на множестве Х.. 

Введем пространство нелинейных функционалов, сопряженное к сла- 

бо метрическому пространству Х„. Фиксируем точку т» Е Х} и через Х, 

обозначим множество всех комплекснозначных функционалов ф, опреде- 

ленных всюду на Х таких, что ф(т»,) =0и 

||| = зар |Ф(21) — $(22)|р " (21, 22) < оо. (1.48) 
217212 

Функционалы из Х, являются р-липшиц-непрерывными и р-ограниченны- 

ми в следующем смысле [ф(21)—$(12)| < |Ф|р(21, 52) и [ф(т)| < |Ф]р(т,т,). 
С естественными операциями сложения функционалов и умножения 

функционалов на числа и с нормой (1.48) Хр является линейным норми- 

рованным пространством. Пространство Х, называется сопряженным к 

слабо метрическому пространству Хр. 

Дадим теперь определение сопряженного оператора (см. [74]). Пусть 

Хр и У, — слабо метрические пространства со слабыми метриками 

©(11,22) и г(у1,2), соответственно. Рассмотрим нелинейный оператор 

А: СХ, У, с плотной в Хр, областью определения О. Фиксируем 

т, Е ) и положим у, = Ахт,. Введем сопряженные пространства Х ри 

У” так, чтобы принадлежащие им функционалы удовлетворяли условиям 

ф(т»,) =Ои Г(у,) = 0, соответственно. 

Теорема 1.10 [74]. Существует единственный однозначный оператор 

А* : 0* СУ," -+ Х,, удовлетворяющий для всех х Е О и всех р е П”* 

условию 

f(Aa) = (A*f)(z). (1.49) 

Область определения D* onepamopa A* cocmoum uz mez f € Y,;*, dan Komo- 

рых функционал ф = [о А (суперпозиция) ABAREMCA p-o2panurennom Ha D. 

При этом А* является линейным оператором. 

Определение 1.8. Оператор А* называется сопояэкенным операто- 

ром к оператору А. 

Определение сопряженного оператора, А* в виде (1.49) является доволь- 

но узким, однако оно позволило исследовать в ряде случаев вопросы гло- 

бальной разрешимости нелинейных уравнений [74]. 

О других подходах к построению сопряженных операторов. 

Остановимся еще на одном подходе к построению сопряженных операто- 

ров, суть которого состоит [1] в сведении нелинейного уравнения к линейно- 

му, если это возможно. Дело в том, что некоторые нелинейные уравнения 

математической физики можно подходящей заменой свести к линейным. 
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Если такой замены не существует, то в ряде случаев можно ввести в рас- 

сматриваемых линейных функциональных пространствах новые операции 

сложения и умножения такие, что нелинейное уравнение превращается в 

линейное относительно этих операций. Для преобразованных уравнений 

уже применима линейная теория. В частности, можно ввести сопряжен- 

ное уравнение, провести соответствующие рассуждения, получить нужные 

формулы, а после этого, используя замену, вернуться к исходной нелиней- 

ной задаче. Такой подход к построению сопряженных операторов был ис- 

пользован В.П.Масловым для исследования некоторых нелинейных задач 

математической физики. 

Однако таким методом построения сопряженного оператора не всегда 

можно воспользоваться. Здесь, во-первых, не всегда удается нелинейную 

задачу свести к линейной. Во-вторых, часто бывает так, что исходное урав- 

нение нелинейно, а рассматриваемый функционал является линейным, и 

при соответствующей замене уравнение перейдет в линейное, а функцио- 

нал окажется нелинейным. Последнее обстоятельство не позволяет нам вос- 

пользоваться сопряженным уравнением для вычисления значения функци- 

онала. Тем не менее этот метод построения сопряженного оператора нашел 

свое применение при исследовании ряда нелинейных задач математической 

физики (см. [1]). Особое внимание в работе [1] уделяется задачам, для ко- 
торых в рассматриваемых функциональных пространствах можно ввести 

новые операции сложения и умножения на число и превратить исследуемое 

нелинейное уравнение в линейное относительно этих операций. 

В работе [54| вводится определение сопряженного оператора в нелиней- 
ных задачах на основе формулы конечных приращений. Это определение 

применимо для еще более широкого класса нелинейных операторов, чем 

приведенные ранее определения. Однако следует отметить, что сопряжен- 

ные операторы, задаваемые по этому определению, вообще говоря, могут 

быть введены неоднозначно. — 

В настоящем разделе мы рассмотрели различные подходы к определе- 

нию сопряженных операторов в нелинейных задачах. Каждый из этих под- 

ходов может быть использован (в условиях его применимости) при исследо- 

вании тех или иных нелинейных задач математической физики. Многооб- 

разие таких подходов позволяет выбирать тот или иной способ построения 

сопряженного оператора в зависимости от целей исследования (построение 

законов сохранения, вычисление функционала, формулировка алгоритма 

возмущений, исследование разрешимости нелинейной задачи и т.п.). 

1.4. Свойства операторов, сопряженных к нелинейным 

Как мы видели выше, для построения сопряженных операторов в нели- 

нейных задачах могут быть использованы различные принципы. Есте- 
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ственно ожидать, что и полученные при этом сопряженные операторы бу- 

дут различными. Такое разнообразие имеет как отрицательные (возмож- 

ность неоднозначной трактовки тех или иных алгоритмов), так и свои по- 

ложительные стороны. Исследователь может попытаться выбрать имен- 

но тот сопряженный оператор, который болыше подходит для его зада- 

чи — имеет лучшие вычислительные или какие-либо другие характеристи- 

ки. В качестве таких характеристик могут выбираться свойства: положи- 

тельной определенности А*, везде разрешимости сопряженного уравнения 

А*(и)м = 9 при и Е (Е), корректной разрешимости этого уравнения, 

симметричности А*, кососимметричности А(и) и др. 

В настоящем разделе мы приводим некоторые свойства сопряженных 

операторов, построенных по различным принципам. 

Общие свойства основных и сопряженных операторов. Пусть 

х,У, Но = Нд — пространства из некоторой шкалы гильбертовых про- 

странств. Пусть Ф :} У есть нелинейный оператор с областью определения 

р($) с 5, являющейся выпуклым множеством. Считаем Ф непрерывно 

дифференцируемым по Гато. Тогда, 

1 

&(U) = &(Up) + / 6'(Up + tu)dtu, u=U—Uo, U,Up€D(), (1.50) 
0 

ИЛИ 

F(u) = А(и)и = Ф(0) - $(0%), (1.51) 

где А(и) есть оператор вида, 

1 1 

A(u) = / 6! (Up + tu)dt = / ©! (tu)dt (1.52) 
0 0 

с областью определения 

D(A) = D(F) = {1% ЕХ : 9+0 Е О($}}, (1.53) 

которая предполагается линейным множеством. Пусть и Е О(А) есть лю- 

бой фиксированный элемент. Введем оператор А* (и) на основе соотноше- 

HUA 

(A(u)v, 9) Ho — (т, А* (%)9) но, (1.54) 

re u,v € D(A), g € D(A*). Оператор А*(и) удовлетворяет равенству 

(Fu), 9)H = (u,A*(u)g)nw Vue D(F), Vg € D(A’), (1.55) 

что вытекает из (1.54) при = м. 
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Итак, определяя оператор А(и) по формуле (1.52), можно однозначно 

ввести соответствующий ему сопряженный оператор А*(и). Однако дан- 

ный оператор является одним из операторов, для которых имеет место 
представление вида Р(и) = А(и)и. В данном разделе через А(и) всегда 
обозначается оператор, вводимый согласно (1.52). Любой другой оператор, 

построенный согласно другим принципам, будем обозначать через А(и). 
Таким образом, пусть А(и) есть другой оператор (отличный от А(и)) с 
областью определения 2(А), действующий из Х в У, для которого спра- 

ведливо равенство 

F(u) = A(u)u, УиЕ ИА). (1.56) 

Для оператора А(и) также введем сопряженный оператор А*(и): 

(А(и)э, 9) но = (, А*(и)9) но (1.57) 

mupu Vu € D(F), v € Б(А), 9Е Б(А*). Для данного оператора имеет место 
равенство типа (1.55): 

(Е (и), 9) но = (и, А" (и), 9) Vue D(F), Vg € D(A’). 

Из представлений Е(и) = А(и)и, Е(и) = А(и)и заключаем, что О(А), D(A) 
имеют ненулевое пересечение. Поэтому при сравнении операторов А(и), 
А(и) будем считаль, что они определены на О(А)ПО(А) и что это нере- 
сечение вновь обозначено через. (А). Данное предположение вводится и 

при сравнении операторов .4*, А*. 

Пусть и, у — произвольные фиксированные элементы из D(A). Paccmo- 

трим элемент и + #, РЕ О(А). Если существует билинейный по Пиф 

оператор В = В(и) такой, что 

(B(u)h)v = lim (A(u + и) — A(u))u 
  

то этот оператор будем называть производной от А(и) и обозначать 

Ан (и; -) = ДА(и; -) /ди: Таким образом, 

OA, _,. (A(u+ th) — A(u))v 
5, (ui h)v = lim + (1.58)   

т.е. оператор А(и) дифференцируем. Для оператора А„(и; №) имеем равен- 
ства 

(и h) = F'(u)h — A(u)h, (и 1) = (Up t+u)h—A(u)h (1.59) 

при УиЕ D(A), h € D(F’). 
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При изучении свойств оператора А(и) можно воспользоваться тем об- 
стоятельством, что некоторые из них следуют из свойств оператора Ё или 
его производной F’(u) = ®'(Up + u). 

Лемма 1.1. Если при каждом и Е 5в(0) = {и Е D(F) : |lullx < R} 
оператор Е'(и) = Ф'(Оо + и) имеет обратный, то оператор А(и) также 
имеет обратный при и Е 5в(0). 

Лемма 1.2. Если при каждом и Е бв(0) для оператора Е'(и) справед- 
лива оценка 

|F"(u)olly = mllollx, (1.60) 

где о — произвольный элемент из (Е), ат — положительная посто- 

янная, не зависящая от и, то и для оператора А(и) при любом и Е 5в(0) 

справедлива оценка 

[А (и) у > тех (1.61) 

с той же постоянной т. 

Как известно из теории сопряженных линейных операторов, эти опера: 

торы всегда замкнуты. Естественно, что это свойство имеет место и для 

А*(и), А*(и). 
Лемма 1.3. Пусть У = Х* и оператор Е сильно монотонный, т.е. 

(ибо, Е(и) — F(v))x > mllu—v||%, т = сои > 0; 

тогда оператор А(и) положсительно определен на 2(Е), т.е. 

(v, A(u)v) x > тю. (1.62) 

Обратимся теперь к свойствам оператора А(\), который возникает в 

представлении Р(и): 

Е(и) = А(ици, чЕП(Е. (1.63) 

При этом вид оператора, А(и) (или способ его построения) не конкретизи- 
руется. На, основе этого оператора, можно ввести А*(и) и соответствующее 
сопряженное уравнение А*(и)ш = р. 

Итак, пусть Е(и) = А(и)и, где А(и) есть некоторый линейный оператор, 
~~ 

apwuem upunumaem D(A(u)) = D(F) ana Vu € D(F). 
~ 

Лемма 1.4. Если А(и) непрерывен в нуле в смысле 

lim || A(tu)uv — A(O)u|ly = 0 (1.64) 

ona Vv € D(F), mo 

A(0) = F’(0) = ®'(Up) = A(0). 
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В силу произвольности линейного оператора А(и) в представлении 
Е(и) = А(и)и равенства A(0) = F’(0) = А(0) будут выполняться вне 
зависимости от принципа построения А(\и), если только выполнено усло- 

вие (1.64). 

Пусть теперь оператор А(и) дифференцируем по Гато в точке и в смы- 

сле (1.58) и ДА/ди = А’ — его производная. 

Лемма 1.5. Если А(и) дифференцируем, то 

A(u;v)u = F’(u)u — A(u)v (1.65) 

dna Vu € D(F). 

Лемма 1.6. Если оператор А(и) дифферениируем в нуле и если суще- 
ствует Е"(0, 9), то 

A'(0;9)h + A'(0;h)g = F"(0;g)h, А’(0; ии = = F"(0, uju Vue D(F) 
(1.66) 

dna Vg,u,h € D(F). 

Свойства операторов из класса Р. Отметим, что класс D содержит 

все непрерывно дифференцируемые по Гато операторы, обращающиеся в 

нуле в нуль и имеющие сопряженные операторы Рр, обладающие такими 

же свойствами. Следовательно, формулировка свойств операторов из D B 

то же самое время будет означать выявление свойств операторов, сопря- 

женных к операторам из D. 

Итак, рассмотрим некоторые свойства, сопряженных операторов Ёр (в 

смысле определения 1.2), установленных в [13], [77]. 

Лемма 1.7. Ecau F umeem сопряженный оператор, то: 

1) Е также имеет сопряженный оператор и Е** = (Е%) = Е; 
1 

2) Е* (2) = / (F'(tx))*ndt, 2 € X: 
0 

3) (2, F(x))x = (2, F5())x; 
4) если С также имеет сопряженный оператор, mo (аЕ + 6С)* = 

= аЕр + 6Ст для любых вещественных а,6. 

Лемма 1.8. Если ЕЕ ТР, то оператор Е+Еф симметричный, а Е- Еъ 

кососимметричный. 

Теорема 1.11. Если ЕЕТ, то: 

1) он симметричный тогда и только тогда, когда он сильно потеним- 

альный (т.е. если его потенциал дифференцируем по Фреше); 

2) он кососимметричный тогда и только тогда, когда он линейный и 
для любого х Е Х выполнено равенство (х, Е(х)\)х = 0. 
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Теорема 1.12. Для того чтобы оператор Е Е ПР (т.е. Е допускал 

существование сопряженного), необходимо и достаточно существование 

линейного кососимметричного оператора А Е С(Х, Х*) такого, что раз- 

ность Е — А есть потенциальный оператор. 

Таким образом, множество 2 является прямой суммой всех симметрич- 

ных и кососимметричных операторов, T.e. F = F's + Ap, rye F's = 5(F+F%), 

Ар = (Е — Еъ), причем оператор Ё5 является потенциальным, а Ар ли- 

нейным. 

Свойства сопряженных операторов, построенных на основе 

формулы Тейлора. Рассмотрим свойства операторов А*(и), Е*, введен- 

ных согласно определениям 1.3, 1.4, те. операторов 

1 * 

A*(u) = [ Е’бида ‚ иЕГ(Е), 
0 

* 
1 

[Pieuat и, цЕБ(Р) С D(A*). (1.67) 
0 

| F"(u) 

Лемма 1.9. Пусть (Е'(и))* есть сопряженный оператор к Е'(и) ( при 
фиксированном элементе и Е О(ЁЕ)). Тогда на О(Р) имеет место фавен- 
ство 

1 * 1 

A*(u) = / F"(tu)dt) = / (F" (tu))*dt. (1.68) 
0 0 

Соотношение между операторами Р”*, Ер устанавливает следующая 

Лемма 1.10. Пусть У = Х*, а оператор Е принадлежит множеству 

Р. Тогда на D(F) операторы Е* и Еъ совпадают, т.е. Е*(и) = ЕъЪ(и), 
циЕБ(Е). 

Лемма 1.10 позволяет перенести на Р* (и) ряд свойств, сформулирован- 

ных для оператора Ёт. Однако отмечаем, что подобный подход к изучению 

свойств оператора ЁЕ* справедлив при предположении, что РЕ Е ХФ. Если же 

отказаться от него, то, чтобы ответить, например, на вопрос о симметрич- 

ности Е, необходимо, по-видимому, провести дополнительные исследова- 

ния. Так, в частности, без этого предположения неочевидна симметрич- 

ность оператора Ф = Е + Е*. Чтобы доказать это свойство, надо доказать 

дифференцируемость оператора ЁЕ* (что даст дифференцируемость Ф) и 
1 

получить представление Ф(и) = В(и)и, где В(и) = |Ф' (14) 4 а затем до- 
0 

казать, что В(и) = В*(и). Аналогичное замечание относится и к изучению 
кососимметричности оператора ЁР— Ё*. В ряде случаев преодолеть отме- 

ченные трудности позволяет следующая 
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Теорема 1.13. Пусть оператор ЕЁ с областью определения О(ЁЕ) det- 
ствует из Х вУ = Х* ц выполнены условия: 

1) Е — дважды непрерывно дифференцируем по: Гато; 

2) множество О(ЁЕ) принадлежит области определения каждого из 
onepamopoe (F"(u,v))* (u,v € D(F)); 

3) npu m0bvux u,v,wh € D(F) cnpasedrueo paeencmeo (F" (u, v)h, w) HH) = 
= (h, F"(u,v)w)y,. To2zda onepamop F*, определяемый формулой (1.67), 
дифференцируем по Гато и удовлетворяет равенствам 

((Р*(и)'В, ш) но = ((Е'(и))* №, ш) но = (В, Е (и) но. (1.69) 
Следствие 1. Если выполнены условия теофемы 1.19, то на множе- 

стве D(F) операторы Е*, Ер совпадают, и оператор Е* представим в ви- 

де суммы потенимального и линейного кососимметричного операторов. 

Следствие 2. Если выполнены условия теоремы 1.13, то F + F* — 

симметрична оператор, а Е — F* — кососимметричный оператор. 

Ряд других свойств сопряженных операторов, построенных по различ- 

ным принципам, в нелинейных задачах приводятся в [13, 19, 43, 46, 77|. Од- 
ним из важных приложений этих свойств является установление свойств 

разрешимости и единственности решений прямых уравнений А(и)о = }и 
сопряженных уравнений A*(u)qg = 49. Здесь также привлекаются резуль- 

таты по разрешимости линейных уравнений в банаховых пространствах, 

приведенные в п. 1.2. В свою очередь на основе этих свойств может быть 

сформулирован ряд условий разрешимости исходного нелинейного уравне- 

ния Р(и) = } (см., например, |46]), а также осуществлены приложения к 
формулировке и.обоснованию ‚алгоритмов возмущений, численных методов 

решения уравнения Е (и) = }, построению законов сохранения, к решению 

задач оптимального управления и обратных задач с уравнением состоя- 

ния Р(и) = /{. Ряд таких приложений свойств сопряженных операторов и 

сопряженных уравнений осуществляется в последующих разделах. 

2. Метод сопряженных уравнений в теории 

возмущений 

Сопряженные уравнения играют важную роль в создании эффектив- 

ных алгоритмов возмущений и все больше и больше находят применение 

как в теоретических исследованиях, так и в практических расчетах. 

В настоящем разделе излагаются основные положения методов регуляр- 

ных возмущений применительно к неоднородным задачам, к вычислению 

функционалов, к решению нелинейных задач математической физики, а 

также к исследованию чувствительности сложных систем. Одновременно 

бедет показана та значительная роль, которую игралот в данных методах 

сопряженные уравнения и их решения. 
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2.1. Алгоритмы возмущений для линейных задач 

Алгоритмы возмущений возникли в ХХ веке в связи с решением за- 

дач небесной механики. Математическая теория возмущения была, сфор- 

мулирована в работах А. Пуанкаре и А. М. Ляпунова. В том виде, в кото- 

ром алгоритмы возмущений применяются в задачах на собственные значе- 

ния, они были разработаны в трудах Релея и Шредингера. Математически 

строгая теория возмущений, по-видимому, начинается с работ Ф. Реллиха. 

Дальнейшее развитие математическая теория возмущений получила, в ра- 

ботах К.О. Фридрихса, Т. Като, Н.Н. Боголюбова и Ю.А. Митропольского, 

А.Н. Колмогорова, В.И. Арнольда, Ю. Мозера, А.Б. Васильевой и В.Ф. Бу- 

тузова, М.И. Вишика и Л.А. Люстерника, Г.И. Марчука, 2К.-Л. Лионса, 

С.А. Ломова, Н.Н. Моисеева, В.П. Маслова, Н.А. Дмитриева, В.А. Тре- 

ногина, Р. Беллмана, А.Н. Филатова, М.Д. ван Дейка и многих других. 

Эти работы продолжили пути развития теории возмущений в применении 

к широким классам задач математической физики. 

Среди методов, развиваемых в этих работах, мы выделим совокупность 

методов, которые объединяются в настоящее время в рамках теории ре- 

гулярных возмущений. Ряд положений этой теории и приложений в ней 

сопряженных уравнений рассматриваются в настоящем подразделе. 

Пусть А, У — гильбертовы пространства соответственно со скалярны- 
—_ 1/2 —_ 1/2 

ми произведениями и нормами (+, .)х, || [[х = (-,:)х , (у, |= у. 

Пусть А — линейный замкнутый оператор с областью определения ДО(А) 
(плотной в Х), дуйствующий из Х в У. Рассмотрим неоднородное уравне- 

ние 

Au = f, (2.1) 

которое будем предполагать однозначно разрешимым при любом элементе 
{ из области значений В(А) оператора А. Другими словами, предполага- 
ется существование обратного оператора, А-\, определенного на В(.А). 

Уравнение (2.1) будем называть невозмущенным основным уравнением. 
Наряду с (2.1) введем возмущенное уравнение 

Ави; = К, (2.2) 

где А; = А+ЕДА; 0А — возмущающий оператор из Х в У с областью опре- 

деления, совпадающей с О(А) (те. О(А;.) = Б(А)), и областью значений 
R(6A) с В(А); = — числовой параметр; + = 1+ =д}; дрЕ В(А). 

Отметим, что часто параметр = в возмущенное уравнение вводится фор- 

мально, а после проведения исследований он полагается равным необходи- 

мому значению. Однако во многих задачах в качестве параметра = можно 

выбрать тот или иной параметр, который фактически присутствует в урав- 

нении и имеет физический смысл. 
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Итак, ставится задача отыскания решения (2.2) с помощью алгорит- 

Ma возмущений. Формальная схема этого алгоритма состоит в следующем. 

Предположим, что решение уравнения (2.2) существует и представляется 

в виде ряда по Е: | 

Ue = UN + EU] + e7ug +..., (2.3) 

roe {uj}22) C D(A). Nogzcrapnaa (2.3) B (2.2), umeem 

(A+e6A)(up teupte*ugt+...)=ftedf. 

Приравнивая в обеих частях этого равенства коэффициенты при одинако- 

вых степенях =, получаем следующее уравнение для щ; (1 =0,1,...): 

Аш = Г, 

Au, = 6f —dAug, 

Au; = —dAuj-1, 41 = 2,3,... (2.4) 

Если предположить, что эти уравнения разрешимы и их решения — функ- 
ции и; — найдены, то мы можем построить функцию и: по формуле (2.3), 
которую назовем формальным решением уравнения (2.2). Если мы ограни- 
чимся вычислением о, и1,..., им, то функцию 

uN) = up teu +... te%uy (2.5) 

называют приближением N-20 порядка к це. 

Уже из изложенного выше следует ряд вопросов, которые требуют сво- 

его ответа в алгоритмах возмущений: 

1} разрешимо ли уравнение (2.2); 

2) представимо ли решение возмущенной задачи в виде ряда (2.3); 

3) разрешима, ли система (2.4) (здесь вопрос не только в обратимости 
оператора, А, но и в принадлежности к А(А) правых частей уравне- 

ний системы); 

4) сходится ли ряд (2.3), и если сходится, то будет ли функция и; ре- 

шением уравнения (2.2); 

5) какова, скорость сходимости ряда (2.3) и какова, оценка погрешности 

luc — ut” I 
6) если требуется построить приближенное решение уравнения (2.2) с 

заданной точностью, то как это проще сделать: решая непосрелд- 
ственно уравнение (2.2) или решая последовательно необходимое 
число уравнений системы (2.4); какова при этом эффективность вто- 

рого пути приближенного решения задачи (эффективность алго- 

ритмов возмущений). 
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Если ответы на поставленные вопросы (и, возможно, на ряд других) не 

даются, то изложение и применение в практических расчетах алгоритмов 
возмущений в той или иной степени следует считать формальным. Мож- 

но выделить два основных подхода к обоснованию алгоритмов регулярных 
возмущений и получению ответов на вопросы 1)-6) (см., например, [46]). 
Суть первого из них состоит в доказательстве аналитической зависимости 
решения возмущенного уравнения (2.2) от параметра, Е, после чего системы 
уравнений (2.4) являются одним из простых следствий из теории аналити- 
ческих функций. Во втором подходе сначала, формально получают систему 

(2.4), а затем исследуют разрешимость этих уравнений, получают априор- 

ные оценки для и и устанавливают условия сходимости ul) при № -} со 
к некоторой функции и: и последующем доказательстве факта, что ци; есть 
решение уравнения (2.2). В обоих подходах существенное значение могут 

играть дополнительные ограничения на операторы А, А; и условия той или 
иной разрешимости уравнений (2.1), (2.2): наличие априорных оценок ти- 
па |и|х < м|Ащу, т = сопзё > 0, присутствие свойства корректной 

разрешимости уравнения (2.1), замкнутости оператора, А, ограничения на 
порядок возмущений и др. 

При наличии этих ограничений часто удается провести достаточно пол- 
ное изучение того или иного алгоритма возмущений и дать его обоснование. 

Отсутствие одного из них, как правило, в значительной степени усложняет 
исследование. , 

Рассмотрим теперь сопряженное по отношению к (2.1) уравнение 

A*u* =4@, (2.6) 

где A* — сопряженный к А оператор, действующий из У* в Х*, адЕ Х*. 

При рассмотрении сопряженных уравнений и их приложений в алгоритмах 

возмущений мы введем дополнительное ограничение, предполагая, что 

В(А) =У, (2.7) 

т.е. исходное основное уравнение (2.1) везде разрешимо в У. Это ограниче- 
ние позволяет нам гарантировать корректную разрешимость сопряженного 
уравнения (2.6) (см. [27], т.е. мы будем иметь соотношение 

[м Пу» < m|[A*u*|ix«, u* € D(A*), m=const > 0. (2.8) 

Тогда, возмущенное сопряженное уравнение 

(А* + =БА*) и. = 9+ 594, (2.9) 

где 2(04А*) = Р(А*), В(6А*) © В(А*), ддЕ В(А*), при выполнении огра- 

ничения 
т [Е| 16А* ух» = 9 <1 (2.10) 
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будет также корректно разрешимым. Повторяя теперь рассуждения, про- 
веденные при рассмотрении прямых задач, можно доказать, что решение 
уравнения (2.9) представимо сходящимся в У* рядом 

и = м6 НЕМ + Е +..., (2.11) 

где и* Е 0(А*), и ш могут быть определены путем последовательного 

решения уравнений 

А*\щ = 9, A*uj = 0g — 6A* ug, 

A*ux = —dA*uz_,, t= 2,3,... | (2.12) 

Если найти лишь функции {и*}\,, то функцию 

uN) = us teut +... + 6% uty (2.13) 

можно принять за приближение М№-го порядка к решению уравнения (2.9). 

Обоснование алгоритма возмущений в сопряженных задачах можно 

осуществить так же, как и в прямых. 

2.2. Сопряженные уравнения и теория возмущений для 

линейных функционалов 

В настоящее время математические модели в различных отрослях нау- 

ки становятся все более сложными и содержательными. Поэтому они требу- 

ют предварительного глубокого анализа, и, в первую очередь, исследования 

чувствительности решения и его функционалов в зависимости от вариаций 

параметров задачи и входных данных. И именно здесь мы сталкиваем- 

ся с необходимостью привлечения в исследованиях сопряженных уравне- 

ний в зависимости от тех или иных функционалов задач. Сопряженные 

уравнения в этом случае позволяют оценить вариации функционала в за- 

висимости от вариации входных параметров исходных задач. Именно на 

это свойство обращается особое внимание в ряде основополагающих ра- 

бот Г. И. Марчука по теории и приложениям сопряженных уравнений. В 

данном разделе мы изложим некоторые из методов теории возмущений 

для линейных функционалов. Причем базироваться они будут на решени- 

ях как основных уравнений, так и уравнений с сопряженными оператора- 

МИ. 

Линейные функционалы и соотношение сопряженности. Пусть 

А — линейный оператор, действующий в гильбертовом пространстве 

Х, с областью определения О(А) С Х, плотной в Х. Предполагаем, 

что в Х заданы некоторое скалярное произведение (.,-) и норма ||. || 

[42| = (ф,ф)?, фЕХ. 
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Рассмотрим линейное уравнение 

Ay = f, (2.14) 

где } — заданный элемент пространства Х, а ф — искомый элемент из О(А). 

Пусть уравнение (2.14) корректно разрешимо, т.е. оператор А имеет на 

R(A) ограниченный обратный. Тогда для всякого } Е В(А) существует 

единственный элемент ;ф Е О(А), являющийся решением уравнения (2.14), 

причем ||ф|| < &|{ ||, где К > 0 не зависит от фи f. 
При решении тех или иных физических задач обычно нужно получить в 

результате значение некоторой величины, являющейся функционалом от ф. 

Мы будем рассматривать линейные ограниченные функционалы от ф. Со- 

гласно теореме Рисса [53], всякий линейный ограниченный функционал в 

гильбертовом пространстве Х записывается в виде скалярного произведе- 

HUG: 

72+] = (ф,р), (2.15) 

где р — фиксированный элемент из АХ. 

Введем вместе с оператором А сопряженный к нему оператор А* с обла- 

стью определения О(А*), удовлетворяющий тождеству Лагранжа: 

(Ah, g) = (h, A*g) | (2.16) 

для любых элементов h € D(A), g € D(A*). Hapagzy с уравнением (2.14), 
которое будем называть основным, рассмотрим сопряженное неоднородное 
уравнение 

АР, (2.17) 
где р — элемент из Х, определяющий нужный нам функционал Л»[ф] 
из (2.15). , 

Поскольку уравнение (2.14) корректно разрешимо, то сопряженное 

уравнение (2.17) всюду разрешимо [27|, те. для любого р Е Х уравнение 
(2.17) имеет решение у». Подставляя в формулу (2.16) вместо элементов 

р, 9 решения уравнений (2.14) и (2.17) фи фь, получим 

(Аф, фр) = (ф, А”фь), (2.18) 

или, воспользовавшись уравнениями (2.14) и (2.17), приходим к соотиноше- 

нию сопряженности вида 

(1, Фр) = (Ф,р). (2.19) 

Отсюда, и из (2.15) следует, что 

7] = (Л,Фр). (2.20) 

19 Современные проблемы... т. | 
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Таким образом, если нам нужно найти значение функционала, „Л, [ф|, мы мо- 
жем получить его двумя способами: либо решить уравнение (2.14) и опре- 

делить эту величину по формуле (2.15), либо решить уравнение (2.17) и 
определить ту же величину по формуле (2.20). 

Следовательно, каждому линейному функционалу Л,[ф|] = (ф,р) мо- 
жет быть поставлен в соответствие элемент ф,, удовлетворяющий уравне- 

нию (2.17), причем в качестве свободного члена этого уравнения следует 

использовать именно элемент р Е Х, определяющий интересующий нас 

функционал „Л,[]. 

Решение ф› (называемое часто сопряженной функцией или функцией 

ценности) имеет глубокий физический смысл и играет важную роль при 

изучении физических процессов. В работе [40] выяснен смысл функции Фр 

для широкого класса задач математической физики. 

Рассмотренный подход к определению линейных функционалов через 

сопряженную функцию ф, развивался в ядерной физике [39]. В наиболее 
общем виде он был сформулирован в работе [48]. Дальнейшее развитие и 

применение эти идеи получили в работах [34|-[42], [43] -[46] и др. О примене- 
нии такой методики к решению различных задач математической физики 

более подробно будет рассказано в следующих подразделах. Мы же оста- 

новимся здесь на использовании этого подхода при формулировке теории 

возмущений для линейных функционалов. 

Формулы теории возмущений. Пусть свойства оператора А основ- 

ной задачи (2.14) как-то изменились и он переходит в возмущенный опера- 

тор А: 
A=A+6A, (2.21) 

гле. д.4 — некоторый линейный оператор, действующий в Х, с областью 

определения О(0А). Для простоты будем считать, что 2(6А) = D(A). 

Решение ф и значение функционала Л,|ф| также изменяется в этом 

случае: вместо ф имеем Y, а вместо р] — значение Л = Л + д.р, где 

Л = 5, 9» = 8] - 9]. Таким образом, вместо (2.14) приходим к 

возмущенной задаче 

AG =f. (2.22) 

Установим связь между изменением оператора д.А и изменением функцио- 

нала д.Л,. Предположим, что уравнение (2.22) корректно разрешимо; тогда 

существует единственный элемент ф из Р(А), являющийся решением урав- 
нения (2.22). 

Рассмотрим ф, — решение сопряженного невозмущенного уравнения 
(2.17), соответствующее функционалу Л». Из (2.17), (2.22) получаем 

(AG, pt) — ($, А*ф*) = (ф,ф*) - ($,р). (2.23) 
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В правой части (2.23) в соответствии с (2.15) и (2.19) получим 

(Л, фт) — (Фр) = [9] — 28 = 64. (2.24) 

Из (2.21), (2.23) и (2.24) получим общее соотношение для вариации функ- 
ционала: 

dJp = —(6АФ, фр). (2.25) 

Если вместо уравнений (2.22) и (2.17) рассмотрены соответственно возму- 
щенное сопряженное уравнение 

(A* + 5A*)@* = p (2.26) 

и невозмущенное основное уравнение (2.14), то аналогичным путем можно 

получить также соотношение 

6)» = —(ф,6А* 6%), (2.27) 
которое эквивалентно соотношению (2.25). 

В 3, 34] отмечена важная особенность применения формул теории 
возмущений (2.25), (2.27): поскольку эти формулы описывают вариацию 

функционала, то для вычисления указанных вариаций нет необходимости 
знать точное решение основной и сопряженной задач, достаточно восполь- 
зоваться их приближенными решениями. Так, если возмущение операторов 

А, А* столь мало, что оно не сильно искажает решения ф и фь, то в фор- 

мулах (2.25), (2.27) можно заменить приближенно Фф на ф, а $, на фу. При 
этом мы получим две эквивалентные друг другу формулы теории малых 
возмущений (т.е. первого порядка): 

9.Лр = —(6Аф, фр), (2.28) 

5Jp = —(y, 5A* Yt). | (2.29) 

Исходя из соотношений (2.25), (2.27), в случае необходимости можно по- 
лучить формулы теории возмущений и более высоких порядков, если воз- 

мущение оператора А определить с помощью параметра =. Тогда в прелд- 

положении, что решение ф возмущенной задачи (2.22) аналитично по ЕВ 

окрестности ы = 0, те. представимо в виде сходящегося ряда по степе- 

НЯМ &: 

0° . . 

P= Veo, ~ =e, (2.30) 
1=0 

из (2.25) можно получить представление в виде ряда по = и для д.Л.: 

CO 

Л = УЕ Ля, (2.31) 
1=1 

291



где 

Jp, = (pp). 

Отыскание элементов ‹® ($1 = 1,2,...) можно осуществить алгоритмом воз- 
мущений, сформулированным в 2.1. Если yp), ..., (№) найдены, то, вычис- 

лив бод = (ф®,р) (1=1,2,...,М), найдем также ISN) (2) — приближение 
М№-го порядка к функционалу Л» ($): 

N . 

IN) (G) = (yp) + У‘. (2.32) 
1=1 

При условии сходимости алгоритма имеем 

|7 ($) — ($) < ОЕ +1). 
Сопряженное уравнение. Для нахождения Лр($ф) можно воспользо- 

ваться решением сопряженного уравнения 

(А* + ЕбА*)$* = р. (2.33) 

Представляя фу = x e‘p* uw привлекая для вычисления ф* (& = 1,2....) 

алгоритм возмущений (см. 2.1), найдем 

0.7, ; =(f,y;), t=1,2,... (2.34) 

Приближение №-го порядка в терминах решений сопряженных уравнений 

имеет вид 

IN) (G) ) + > 6... (2.35) 

Если М = 1, то получаем формулы теории малых возмущений 

5 ($) = (y,p) + €bJp1, (2.36) 

IY) = (f, 9") +=6 1, (2.37) 

где (ф,р) = (1, 4*). Отмечаем также, что д: = 0), = —(6Аф, ф*), те. 

для отыскания 0], 1 не нужно вычислять go) или фт. Заметим также, что 

при = = 1 формулы (2.36), (2.37) совпадают с (2.28), (2.29). 
Полученные формулы теории возмущений (2.25), (2.27) могут быть ис- 

пользованны для оценки различных эффектов и для анализа измерений, 
а, также в теоретическом исследовании сложных систем и в практических 
расчетах, когда используют метод замены исследуемой сложной системы 
упрощенной моделью. 
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2.3. Сопряженные уравнения и алгоритмы теории 

возмущений в нелинейных задачах 

Алгоритмы возмущений находят широкое применение в исследовании 

и численном решении нелинейных задач [46]. Одним из широко известных 

классов нелинейных задач является класс задач на собственные значения, 

когда отыскиваются пары и, А — решения, такие, что Ё(и, Л) = Аи- Ли = 0, 

где оператор А может быть даже линейным. Для данных задач по решению 

их с помощью алгоритмов возмущений получены глубокие и обширные 

результаты [26, 15]. Изложение этих алгоритмов на базе использования 

сопряженных уравнений приводится в [46] и ниже мы не рассматриваем 

обширную область приложений алгоритмов возмущений и сопряженных 

уравнений, связанную с задачами на собственные значения. 

В настоящем подразделе мы рассмотрим общую схему построения алго- 

ритмов возмущений для нелинейных уравнений общего вида и уравнений с 

сопряженными операторами. Особое внимание уделяется алгоритмам воз- 

мущений на основе сопряженных уравнений. 

Формулировка алгоритмов теории возмущений. Пусть Х и У — 

два гильбертовых пространства. Предполагается, что Х вложено в У плот- 

но и непрерывно. 

Рассмотрим нелинейный оператор Ф(и,=), действующий из Х вУи 

зависящий от числового параметра € € [—€, =], Е > 0. Область определе- 

ния О(Ф) этого оператора предполагается линейным множеством, плотным 
в Х. Пусть оператор Ф при любом фиксированном Е имеет непрерывную 

производную Taro Ф'’(и, =) в каждой точке и Е Р(Ф). Мы рассматриваем Ф' 
как оператор из Х в У. Мы также предполагаем, что область определения 

Р(Ф’) оператора Ф’ содержит О(Ф). 
Рассмотрим уравнение 

Ф(0,=Е) =0, (2.38) 

которое будем называть возмущенной задачей. Зафиксируем элемент Up € 

р($), положим ](=Е) = —Ф(0%,=) и перейдем от (2.38) к уравнению 

A(u,€)u = f(e), (2.39) 

где 

A(u,e) = | ®'(Up +tu,e)dt, u=U —Up. 

CO
 

Оператор А(и, Е) действует из Х в У собластью определения О(А) = D(F). 

Сопряженный к нему оператор имеет вид 

1 

А* (и, =) = / (6'(Uy + tu,e))*dt, u€ D(F). (2.40) 
0 
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Этот оператор является оператором из У* в Х*; область его определе- 

ния мы обозначим через Р(А*). Оператор А* называется (согласно опре- 
делению 1.3 из раздела 1) сопряженным оператором, соответствующим 

Ф(0, =); он является одним из сопряженных операторов, которые мы можем 

вводить при рассмотрении уравнения (2.38). 
Далее наряду с (2.39) мы рассмотрим сопряженное уравнение 

A*(u,€)u* = g(e), (2.41) 

где элемент 9(=) Е Х* является аналитическим по Е: 

a; 1 49 
9(Е) = >02 = панк» HEX", (2.42) 

1=0 " 

Ряд утверждений о разрешимости уравнений (2.39) и (2.41) может быть 

сформулирован на основе свойств операторов А(и,=), А*(и,=) и общих ре- 
зультатах разрешимости линейных уравнений в банаховых пространствах 
и приведен в [46]. 

В дальнейшем мы будем предполагать, что оператор Ф(0, Е) аналитичен 
по всем своим переменным и уравнение (2.39) имеет единственное решение, 
представляющееся в виде ряда по степеням =, сходящегося при |=| < &, 
Е > 0: о 

и = УЕ’. (2.43) 
1=0 

В качестве Об выберем решение уравнения 

Ф(0о,0) = 0, (2.44) 

которое будем называть невозмущенной задачей. Тогда up = 0 u 

со e 

1=1 

является решением уравнения (2.39). 

Алгоритм возмущений для решения задачи (2.39) состоит в последова- 

тельном отыскании поправок и; в разложении (2.45). Для нахождения вида 
уравнений для и; (1 = 1,2,...\ разложим. } (Е) из (2.39) в ряд по степеням =: 

fl =Seh= veh, (2.46) 
1=0 1=1 

где 
| 14 
fo = f(0) = 0, Е = о i=1,2,... (2.47) 

294



В частности, 

д 1 9°Ф(0%, Е 

fi= — 9 2. €)le=0: fo = HP (2.48) 

06 OO | 
(— De и — есть частные производные от Ф(0, =). по Е при фиксированном 

U). Подставляя (2.45), (2.46) в (2.39) и выполняя сокращение на Е, получаем 
уравнение | 

оО CO OO 

A в ее) в ыы = У. eh lf. | (2.49) 
i=1 i=l i=1 

Отсюда при Е = 0 получается уравнение для и1. Затем дифференцируя 
последовательно уравнение (2.49) по Е и полагая = = 0, мы в результате 
получим бесконечную систему уравнений для определения их: 

Apu = hi, 

Agua = fo — A1(Uo, u1)u1, 
1 

Абсиз = }3 — А1 (Оо, из) м2 — = А2(0б0, ui, u2)ur, 
2 

на | (2.50) 

гле 

Ag = A(0,0) = (Uo, 9) 

а | д 
Аз (Оо, 1) = de A(Se! Uj, E | om = Ie (Uo, tuz,0)dt + 5Е ® (о, 0), 

1=1 

Ag (Uo, ui, U2) = АО 41, 5 

Формулы (2.50) и составляют суть алгоритма возмущений для отыскания 
поправок и;. Последовательно решая эти уравнения, мы получаем 

U=Upt+ > ety. (2.51) 
1=1 

Элемент вида 

N . 

Un) = Оо + Ss” EU, (2.52) 

1—0 

называется приблиокением М№-го порядка к 0. 
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Аналогично формулируется алгоритм возмущений для решения сопря- 
CO 

женного уравнения (2.41). В предположении, что и* = У\ Е, уравнения 
i=0 

для отыскания поправок их ($ = 1,2,...) будут иметь вид: 

Абди — 90; Ap — (@"(Uo, 0))*, 

жж d * * 

Agu; = 91 — We |-—0U40> 

Agus = 92 - ae | -—091 — 5 ez le=0¥o: 

аи нелли нае. (2.53) 

Решив первые М + 1 уравнений, мы можем найти приближение N-ro по- 

рядка к и* по формуле: 

N 

1=1 

Алгоритмы возмущений вида (2.50), (2.53) называются в литературе ал- 
горитмами регулярных возмущений, поскольку они предполагают наличие 

у решения задачи аналитической зависимости от параметра возмущения. 

Для обоснования таких алгоритмов возмущений в конкретных задачах мо- 

гут быть применены два основных подхода, которые в целом те же, что и 

в линейных задачах. Однако реализация их в нелинейном случае являет- 

ся более сложной проблемой. Изложение ряда, результатов по обоснованию 

алгоритмов возмущений в нелинейных задачах приводится в [46, 54, 68, 69]. 

Алгоритм теории возмущений для вычисления функционалов. 

Рассмотрим нелинейную возмущенную задачу 

Ф(ф,=) = 9(=), (2.55) 

где Ф(ф,=Е) — нелинейный оператор, действующий из Х вУ (Х, У — бана- 
ховы пространства) с областью определения О(Ф), которая предполагается 
линейным множеством, плотным в Х, 9(Е) Е У, =; — параметр возмущения, 
ЕЕ [0,1]. 

В приложениях часто требуется найти не само решение ф возмущен- 
ной задачи (2.55), а некоторый функционал от него (см. [41]). Мы будем 
рассматривать линейные ограниченные функционалы вида 

Л (ф) =<Y,Pp>x, PE xX", (2.56) 

rye X* — пространство, сопряженное к Х, а < .,- >х — отношение двой- 

ственности. 
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Предположим, что нам известно решение ф = ф(®) невозмущенной по 
отношению к (2.55) задачи, которая получается из (2.55) при Е = 0: 

&(y\ 0) = g(0). (2.57) 

Для /(Ф) мы можем записать 

I(p) = Jp) + 6, (2.58) 

где 0] = <и,р>х, и=ф- ip), Нас интересует следующий вопрос: как 

вычислить 0./, не решая нелинейной задачи (2.55). 

Одним из методов приближенного вычисления функционала являет- 

ся алгоритм возмущений. Предположим, что уравнение (2.55) имеет един- 

ственное решение ф, которое представляется в виде ряда по степеням Е: 

р=ф®+У`ещ, шЕ(Ф), (2.59) 
1=1 

сходящегося при Е < &, Е > 0, где поправки и; определяются с помощью 

алгоритма возмущений вида (2.50). Это означает, что для функционала 

/(Ф) из (2.58) справедливо разложение | 

Ip) = Ho) + Зал, (2.60) 
1=1 

где Л = < ш,р>х, Е < Е. Таким образом, для вычисления функционала 

/(Ф) мы можем воспользоваться алгоритмом возмущений. Если найдены 
поправки щ;, $ = 1, №, то приближение М№-го порядка к /(ф) определяется 

по формуле 
№ 

Хм) № J(p) + >. e* Jj. (2.61) 

i=l 

Условия сходимости сформулированного алгоритма возмущений для вы- 
числения функционала совпадают с условиями сходимости алгоритма воз: 
мущений для решения исходной нелинейной задачи (2.55), при этом ско- 
рость сходимости алгоритма возмущений для вычисления функционала не 
хуже, поскольку 

М — Мм < | — вм х*, (2.62) 

где ф(м) = (2(0) + > = щ. Как следует из раздела, 1, для функционала (2.58) 

справедливо другоё представление на основе соотношения сопряженности. 

Ниже мы покажем, что вычисление функционала с помощью решений со- 

пряженных уравнений может быть в ряде случаев более предпочтитель- 

ным. 

20 Современные проблемы... т. | 
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Алгоритмы теории возмущений на основе сопряженных урав- 
нений. Вычтем $(0(9),Е) из левой и правой частей уравнения (2.55), в 
результате придем к равенству | 

F(u,e) = f(e), _ (.63) 

где Р(и, =) = $(ф®) +и,=)-$(<®, =), u=y—y, fle) = gle) -B(y™, €). 
Нелинейный оператор Р(и,=) действует из a X в У собластью определения 
D(F) = 2($), причем Е(0,=Е) = 

Введем сопряженный оператор А*(и,=), соответствующий оператору 

Р(и,=), по определению 1.1 в предположении, что элемент Р(и,=) пред- 

ставим в виде 
Е(и,=) = А(и, Е)и, (2.64) 

где А(и, =) — некоторый линейный оператор, зависящий от и и действую- 

щий из Х в У с областью определения ОД(А) D> D(F). 
Рассмотрим сопряженное уравнение 

A*(u,€)u* = p, (2.65) 

где р — элемент из Х*, определяющий функционал (2.56). Решение м” со- 

пряженной задачи (2.65) зависит, вообще говоря, от решения и исходной 
нелинейной задачи (2.63). Для функционала, д.7] из (2.58) справедливо со- 
отношение сопряженности: 

0] = <и,р>х = < (Е), м >y. (2.66) 

Тогда из (2.58) имеем 

J(p) = Цф®) + < Хе, и >Уу. (2.67) 
Это представление может быть использовано для приближенного отыска- 
ния значения /(ф). А именно, если мы найдем элемент &*, близкий в некото- 
ром смысле к и* (в соответствующей метрике), то мы можем приближенно 
положить 

Л(ф) = (Ф®) + < (=), >у. (2.68) 
В качестве такого элемента, &” часто можно взять 0 — решение задачи 

A*(0,€)ug = p (2.69) 

(см. [40, 41, 44]). Тогда для /(Ф) получаем 

Т(ф) = Л, (2.70) 

roe Jy = J(p) + < Г (=), ий >у. Однако в каждом конкретном случае не 

просто доказать, что и” и ий близки в соответствующей метрике. 
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Поскольку для непрерывных в нуле операторов А(и,=) из представле- 
ния (2.64) операторы А(0,=) всегда, совпадают, то сопряженные операторы 
А*(0,=) также будут совпадать. Таким образом, свойства решения ий со- 
пряженного уравнения (2.69) не будут меняться в зависимости от выбора 
сопряженного оператора, соответствующего нелинейному оператору Р. В 

связи с этим для обоснования представления (2.70) можно рассматривать 

любой из сопряженных операторов, соответствующих ЕР (см. определения 

из раздела, 1.1). 

Сформулируем теперь основные этапы алгоритма для приближенного 
вычисления функционала, „/(‹): 

1) находим иб — решение сопряженной задачи (2.69): А*(0,=)иб =р; 
2) вычисляем поправку < f(€), ug >y; 
3) находим приближенное значение функционала ./(ф) по формуле: 

Л(ф) = Л= Л 9) + < ДЕ), в >у. | (2.71) 
Отметим, что для применения и обоснования этого алгоритма не требуется 

дифференцируемости оператора Р по и. Однако если ЕЁ дифференцируем 

в смысле Фреше, то, как известно, этот алгоритм совпадает с первой ите- 

рацией по методу Ньютона. 

2.4. Сопряженные уравнения в теории чувствительности 

Основы теории чувствительности на базе сопряженных уравнений бы- 

ли заложены в работах Г.И. Марчука [34]. Исследования в этих направле- 

ниях, приобретающие в настоящеее время особенно актуальный характер, 

проводились в работах Д. Какучи [59], Ф. Диме, М. Навона [62], В.В. Пе- 
ненко [49], Г.А. Бочарова [12] и других. 

В настоящем разделе мы покажем, что алгоритмы вычисления функ- 

ционалов на основе сопряженных уравнений тесно связаны с оценкой чув- 

ствительности функционалов к вариациям параметров задачи и входных 

данных. 

Чувствительность линейных функционалов. Рассмотрим нели- 

нейную задачу в виде 

Ф(ф, =) =0, (2.72) 
rye ®(y,¢) — нелинейный оператор, действующий из Х в У с областью 

определения О(Ф), плотной в Х, Е — некоторый параметр. Пусть стан- 
дартное значение параметра Е задается при Е = =0, ему соответствует ре- 
шение (0), удовлетворяющее задаче 

B(p~ eg) = 0. (2.73) 

Из (2.72)-(2.73) запишем задачу для и = yp — yp): 

P(u,e) = f(€), (2.74) 
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rae 

Р(и,в) = &(p) + u,€) — (pc) = A(u,€)u, 

fle) = 8 ,e) = Тел, 
1=0 

а. в качестве А(и,=) можно взять, например, оператор 

1 1 

А(ц,Е) = [ Pits e)dt = [a + №, Е), 

0 0 

где Ф’ — производная Гато от Ф при условии, если она, существует. 

При Е = 50 задача (2.74) имеет тривиальное решение и = 0. Рассмотрим 

линейный ограниченный функционал /] от решения задачи (2.74) вида 

J(u) = <u,p >x, (2.75) 

гдере Х* — заданная функция. Важным с практической точки зрения 

является вопрос о‘чувствительности рассматриваемого функционала, к ва- 

риациям параметров исходной задачи. Пусть таким параметром является 

параметр €. 

Чувствительность функционала / к изменениям параметра = опреде- 

ляется величиной 
dJ 

— 
de 

которая есть значение производной функционала, .Л по Е при стандартном 

(2.76) 
  ) 
Е=0 

  
значении параметра. Так, если ЧЕ = 0, то функционал / называется 

Е 1Е=Е0 
нечувствительным [63] к малым изменениям параметра, в. 

Такое определение нечувствительности функционала легко объясняет- 

ся. В самом деле, в условиях сходимости алгоритма возмущений (по =) для 
исходной нелинейной задачи (2.74) для и имеет место представление в виде 

сходящегося ряда 

oo . 

и = У (= — 50)°\, up =0, uj; € D(G). (2.77) 
1=0 

Тогда, для /(и} справедливо разложение 

CO 

Хи) = У (Е - в! (2.78) 
i=0 

АЛ 
где „Л = < ш,р >х, причем Jp =~ Onl = Te = Л, те. величина Г 

ЕЕЕ0   
из (2.76) совпадает с первой поправкой в разложении (2.78) согласно алго- 
ритму возмущений. Именно поэтому при Г = 0 функционал /У называется 

нечувствительным к малым изменениям параметра €. 
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Для практического отыскания величины /[ из (2.76) ее удобно вы- 

разить через решение соответствующей сопряженной задачи. Поскольку 

Jy =< U1,p >x, au — приближение первого порядка по алгоритму возму- 

шений, то из (2.74) следует, что и1 удовлетворяет уравнению 

  

    

A(0, €9)u1 = fi, | (2.79) 

| df (€ дФ rae A(0,¢0) = F"(Q,e0) = (9,60), fr= DO) = 9000,6] __ 
Рассмотрим сопряженное уравнение 

А* (0, Е) м" = р, (2.80) 

где р Е Х* — элемент, определяющий функционал (2.75), А*(0,=Е0) = 
= ($' (26), e9))*. Torga, согласно соотношению сопряженности, получаем, 
YTO 

1 — 7, lexeo=< р, м” >у= (55 (# Е) вм) у. (2.81) 

Таким образом, величина, [, характеризующая чувствительность функци- 

онала / к малым изменениям параметра, Е определяется формулой (2.81) 

через решение м* сопряженной задачи (2.80). 
В условиях сходимости алгоритма возмущений для исходной нелиней- 

ной задачи мы можем записать приближенную формулу для прираще- 

ний (с точностью до величин второго порядка малости): 6J = Ide, rae 

0] = -Л, 4Е = Е- 60, или, с учетом (2.81), 

9$ , 
oJ = (5 (#°), Е) 0» )удЕ, (2.82) 

где и* — решение сопряженной задачи 

(6! (po, €9))*u* = р. (2.83) 
Формула (2.82) непосредственно связывает вариацию функционала, с вари- 

ациями параметра задачи. Чем больше величина |[| из (2.81), тем ”более 
чувствителен” функционал / к изменениям параметра =. Именно поэто- 

му функцию и* — решение сопряженной задачи (2.83) — часто называют 
функцией ценностии или функцией влияния [34, 30, 46]. 

Случай нелинейного функционала. Предположим, что матемалти- 

ческая модель некоторого физического процесса есть уравнение в про- 

странстве Х = У: 

А(и, у) — Г, (2.84) 

где и — решение, у — параметр (ради простоты будем считать его ска- 
лярной функцией). Пусть при заданных у, { решение и известно и нас 

интересует значение функционала 

J= J(u). (2.85) 
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Относительно / сделаем предположение, что его вариация 

а 
0Л(и, В) = НЕА (и + eh) 

  E=0 

представима в виде 

6J(u,h) = (Pu, h), (2.86) 

где Р — линейный оператор, действующий в У. 

Рассмотрим теперь уравнение (2.84) с возмущенным параметром ду: 

A(u + du, y + dy) = f, (2.87) 

из которого получаем уравнение для вариаций 

OA 
Ах (и, y)du + бу (89 = 0, (2.88) 

где А, — производная Гато от А(ц, 9) в точке (и, у), а OA/Oy — частная 
производная по у (оператор, действующий на ду). Считаем, что область 

определения операторов А, и ДА/ду плотны в У. Кроме того, пусть урав- 

нение (2.88) однозначно разрешимо и имеет место оценка 

dul] < cl[dyl. (2.89) 

Нас теперь будет интересовать значение вариации (2.86) при А = ди. По- 

скольку 

|(Ри, ди) | < eljdul] < elldyl, 
то 0./(и, ди) есть линейный ограниченный функционал над приращениями 

ду, представимый в виде 

6J(u, du) = (Pu, du) = (U, dy), (2.90) 

roe U — HexotToppilt s1emMeHT из У. 

Как обсуждалось ранее, И есть функция ценности вклада изменений 

параметра в изменение интересующего нас функционала .. Поэтому И 

можно назвать также функцией чувствительности модели (2.84) к из- 

менениям параметра ду по отношению к функционалу (и) (или, проще, 
функцией чувствительности модели по отношению к функционалу Л(и)). 

Знание функции И имеет значительный интерес, поскольку она характери- 

зует вклад изменения ду в той или иной части области (в которой решается 

задача (2.84)) в значение OJ. Найти И можно с помошью рассмотренных 
ранее методов. 

А именно, введем сопряженное уравнение 

A, (u, yu* = — Ри. (2.91) 
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Пользуясь соотнотением сопряженности 

(би, А* (и у)и*) = (Au(u,y)du, u*), 

6J(u, du) = (=, 9, би) = (5) маи) (2.92) 

Сравнивая (2.92) и (2.90), а также предполагая плотность множества, при- 
ращений ду в У, заключаем, что 

находим 

0 = (9А / ду)*и*. (2.93) 

Итак, чтобы найти функцию чувствительности И при известных и, у, до- 

статочно решить уравнение (2.91) и воспользоваться представлением (2.93). 

Такой метод исследования чувствительности модели (2.84) с использовани- 

ем сопряженной задачи (2.91) экономичен и очень эффективен при оценке 

влияния малых возмущений. 

Формулы вида (2.82)-(2.83), (2.90), (2.91) использовались для оценки 
чувствительности функционалов во многих работах, среди которых отме- 

тим [49, 41]. Именно использование сопряженных уравнений вида (2.83) 
позволило исследовать чувствительность функционалов в задачах взаимо- 

действия атмосферы и океана, теории климата, охраны окружающей сре- 

ды, иммунологии и др. (см. [31]-[42], [49, 62, 12]). 

3. Сопряженные уравнения и законы сохранения 

в сложных системах 

Законы сохранения играют важную роль в анализе разнообразных 

сложных систем, понимании динамики процессов, описываемых система- 

ми уравнений математической физики, конструировании численных мето- 

дов решения нестационарных систем уравнений в частных производных на 

больших временных интервалах. 

Один из способов построения законов сохранения базируется на, извест- 

ной теореме Нётер и ее обобщениях и связан он с построением групп преоб- 

разований, относительно которых рассматриваемая система уравнений ин- 

вариантна. Другой метод построения законов сохранения (сохраняющихся 

токов) основан на выборе ассоииированной линейной системы, являющей- 

ся сопряженной к истодной системе, и развитый В.С. Владимировым и 

В.В. Жариновым [20], В.С. Владимировым и И.В. Воловичем [19]. Дан- 
ный метод применим к построению законов сохранения как в системах 

линейных дифференциальных, так и в сложных системах, описываемых 

нелинейными уравнениями (не обязательно дифференциальными). 
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В данном разделе рассматриваются основные положения подхода к по- 

строению законов сохранения, базирующегося на, подборе ассоциированных 

систем. Этот подход применяется также для построения интегральных за- 

конов сохранения в нелинейных эволюционных системах. Ряд положений 

данного метода построения законов сохранения конкретизируются в при- 

менении к системам уравнений гидродинамического типа. 

3.1. Локальные и нелокальные токи и ассоциированные 
системы 

При изучении дифференциальных уравнений важную роль играют со- 

храняющиеся токи (законы сохранения) (см. [17]). Обычно в приложениях 
используются локальные токи. 

Однако представляет интерес нахождение и нелокальных токов. Пер- 
вым нетривиальным примером использования нелокальных интегралов 
движения является работа, Н.Н. Боголюбова 1960 г. [11] по изучению спек- 
тра модельного гамильтониана в теории сверхпроводимости. 

В данном разделе излагается метод построения сохраняющихся токов 
(как локальных, так и нелокальных) для весьма, общих систем линейных и 
нелинейных уравнений с многими независимыми переменными с помощью 
надлежащим образом подобранной ассоциированной (сопряженной) линей- 

ной системы дифференциальных уравнений. Изложение данного раздела 
базируется на работах [17]-[19]. 

Локальные и нелокальные токи. В дальнейшем мы будем пользо- 

ваться следующими определениями. Пусть 4} — область в Вл; В, В1 -— 6а- 

наховы пространства и С* (9; В) — пространство Ё раз непрерывно диффе- 

ренцируемых функций 1 -} и(5) в О со значениями в В. Пусть и > Flu] — 
(нелинейный) оператор, заданный на, C(Q; B). 

Сохтраняющимся током 

J =(J1,Jo,...,Jn), Ji(v) = Jiful(z), 1=12,...,п 

в области Q“ gaa ypaBHenua Flu] = 0 Ha30BemM совокупность n операто- 
ров и -} Л;[ц|, заданных на С*(9; В) при некотором Ё со значениями в 
С1(0; В1) и удовлетворяющих закону сохранения 

divJ = 0,J;(x) = Э.Л и (2) =0 в 0 (3.1) 

на всех решениях и уравнения Ё[ц| = 0. Здесь подразумевается суммиро- 
вание по 1 = 1,2,...,п. 

В силу леммы Пуанкаре условие (3.1) эквивалентно локальной точности 
в О дифференциальной формы (-П "Ли (т)ах Л...Л ах: Л... Лахь, 
т.е. J; = ОФ, Фа — _Ф... 
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Совокупность токов образует линейное пространство. Два тока назо- 

вем эквивалентными, если они совпадают на всех решениях уравнения 
Ем] = 0. 

Ток Ли|(х) называется тривиальным, если (3.1) выполнено при всех 
иЕ С*(9; В). Остальные токи называются нетривиальными. 

Ток 7, называется локальным в Я, если каждый из операторов Л[и(х) 
представляет собой функцию Ф;: Ох Вх... х В -} В! конечного числа 

аргументов Z,U,...,0°%U,..., т.е. 

Л [и (х) = Ф;(х, и(т),..., О’и(т),...), ЕО. (3.2) 

Остальные токи называются нелокальнымыи. 

Предполагая решение и уравнения Ё|[ц| = 0 достаточно гладким вплоть 

до границы 0%, с помощью тока J получим интегральный закон сохранения 

в односвязной подобласти и С ® в соответствии с формулой Стокса 

(0 / Jiulda,\... \dai\...\dan = / Лаз =0. (3.3) 
Ow и 

Здесь и в дальнейшем д; = д/дту; если а = (а, @2,..., оп) — мультиин- 

декс, то 0° = 0!!...05", 2“ = af',..., 00", lal =ar+...4+ Qn. 

3.2. Сохраняющиеся токи для нелинейных систем 

Будем рассматривать нелинейную систему уравнений вида 

A(u)u = ( >. Р» [4 (2)5* (2) =0 (3.4) 

|a|<m 

или эквивалентно 

т 

> Р,.,...1ь [м] ()ды ...дьи(т) = 0. (3.5) 
k=0 

Здесь х = (11,..., 2) ЕЯ С ВЛ, це М(3,т) — пространству s x r-MaTpuu- 
функций, заданных в @ и достаточно гладких в {; (нелинейные) операторы 

u — Рь|ч| отображают ЛУ(3,т) в ЛД(4, 3) (пространство ЛИ(3,т) играет роль 
пространства С*(9; В) из п. 3.1.). 

Фиксируем и Е ЛМ(3,г). По аналогии с линейным случаем введем ассо- 

циированные линейные системы дифференциальных уравнений 

A(u)w = >. P,[u](z)O*% w(x) = 0, (3.6) 

la|<m 

vA*(u) = >> (-1)!!d% (v(x) Pa [uJ (2) (3.7) 
lo|<m 

oTHocuTembHO w E M(s,r) uu € M(r,q). 
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Системе (3.2) при фиксированном и соответствует лагранжиан 

L(w,v,u) = Тг(оА(и)ш). | (3.8) 

В силу инвариантности лагранжиана (3.8) относительно группы преобразо- 
ваний и — шс, о — с 1%, где с — постояная невырожденная г х г-матрица, 
по теореме Нётер система (3.6), (3.7) обладает сохраняющимся током в 
<} на решениях 9, м: 

Ji(z) = Jilw, v; ul(x) = 

— У) (—1)*9; .’..’ Oi, (Рин [u} ) Oj, oe д, (3.9) 

0<qt+k<m—1 

где 1 = 1,2,...,п. Это утверждение следует из формулы 

0; J; = (vA*(u))w — v(A(u)w), (3.10) 

справедливой для JIEOObIX JOMYCTUMBIX U, UV, Ww. 

Из формулы (3.10) видно, что необходимым и достаточным условием 

сохранения тока (3.9) на решениях и исходной системы (3.4) является ра- 
венство 

(vA*(u))w — v(A(u)w) = 0. (3.11) 

В частности, при и = и необходимым и достаточным условием сохранения 
тока Ли, и; и|(х) = Лим (2х) = Ji(z), 1 = 1,2,...,n, 20e 

л()= \` (“1 Oi, ig (UP hispid vmnda lll) Oj Ojgty — (3-12) 
О<а+Е<т-1 - 

в @ на решениях и уравнения (3.4) является равенство 

(vA*(u))u = 0. (3.13) 

Условие (3.13) будет выполнено, если VU — решение ассоциированной линей- 

ной системы (3.7). 

Подчеркнем, что формула (3.9) определяет операторы и —> J;[ul, 
‚=1,...,П из ЛУ(3,т) в ЛЧ(т,г) в следующем смысле. Пусть заданы опе- 
раторы и -» %[и|, и —? ши, преобразующие соответственно Л(3,т) в 

ЛМ(г, а) и М(3,т) в М(3,г), причем чм (т) и шц|(х) удовлетворяют урав- 
нению (3.6) в ® при всех решениях и уравнения (3.4). Тогда каждой такой 

паре операторов соответствует ток (3.9). Сказанное, в частности, относится 

ик току (3.12). 
Возможны и другие более общие способы сведения задачи о построении 

сохраняющихся токов к линейным дифференциальным уравнениям. 
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Пусть задано уравнение ЁР|ц| = 0. Положим 

ли) = Y> [(*us(c)) QFlul(a) + ВЯ) 9°иь(2)], — (319 
ja|<1 

где и $ [м], и > В71[и| — некоторые фиксированные операторы. То- 
гда, если 1;.(5) = чит) и (т) = шии(т), $1 = 1...,п, удо- 
влетворяют ассоциированному линейному дифференциальному уравнению 

O; J; |u] (x) = 0, т.е. 

У д (59%) 97 + Веди; = 0 (3.15) 
|] <1 

на решениях и уравнения Е[и] = 0, то выражения (3.14) определяют со- 
храняющийся ток для уравнения Р[ц| = 0. 

Отметим, что в виде (3.14), (3.15) можно представить любой сохраня- 

ющийся ток для уравнения Ё|ц]| = 0. 
Покажем, что по любому сохраняющемуся току Л для уравнения 

Ем] = 0 можно построить бесконечную последовательность сохраняющих- 

ся токов Л®), k =1,2,... 

Пусть I) (x) = J;(xz)®(x) + ®;(x), i = 1,2,...,n, roe (©, ®;) yaosne- 
творяют линейному уравнению .Л0;Ф + д;Ф; = 0 на решениях уравнения 

Flu| = 0. Torza J, + =1,2,..., п — сохраняющийся ток. Аналогично по 

J? строится ток Je) и Т.Д. 

Итак, мы видим, что для широкого класса нелинейных уравнений моэс- 

но построить бесконечную последовательность сотраняющихся токов. 
Ответ на вопрос о том, насколько эффективно можно использовать эти 

токи, зависит от того, насколько эффективно удастся исследовать линей- 
ные уравнения (3.7), (3.15). Для ряда важных уравнений это удается сде- 
лать [17]-[19]. 

В качестве примера рассмотрим случай т = 1. Уравнение (3.4) прини- 

мает вид 
Рид; + Вии = 0. 

Сопряженная система имеет вид 

O; (vP;[u]) — vPolu] = 0. (3.16) 

Сохраняющийся ток (3.9): 

Л =оРии 1=12,...,п. (3.17) 

В частности, для нелинейного уравнения Дирака 

liq’ Op + 17” A(z) + 1(Фф)ф = 0, 
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где //”, и =0,1,2,3 — матрицы Дирака, ф — 4-компонентный спинор, 4 — 

дираковски сопряженный спинор, 44 = w*y°, А, и } — вешественные функ- 

ции, линейная система (3.16) имеет вид | 

#9, (”) + пу” Аь(т) + 5} ($4) = 0. 

В качестве решения % можно взять и = 40. Тогда ток (3.17) становится 

током электрического заряда Л” = фу", и = 0, 1,2, 3. 

Аналогичным образом строятся как локальные, так и нелокальные 

токи для нелинейного уравнения Шредингера, уравнения Навье-Стокса, 

для уравнений гидродинамики, уравнения Больцмана, Кортевега-де Фри- 

за и других двумерных интегрируемых систем, Янга-Миллса и его су- 

персимметричного обобщения и других уравнений, см. [19]. Отметим, что 
нелокальные токи также представляют интерес для физических приложе- 

ний. В частности, для кирального поля и ферромагнетика Гейзенберга, 

Кадомцева—ПЦетвиаливили и Кортевега-де Фриза нелокальные токи приве- 

дены в [19]. 

Интегральные законы сохранения. Построенные локальные или 

нелокальные токи служат для получения интегральных законов сохране- 

ния типа (3.3). Обычно при построении интегральных законов сохранения 

используются краевые условия для решения. Отметим, однако, что, как 

видно из формулы Стокса, для токов (3.3), полезные интегральные законы 

сохранения можно получить, не предполагая выполнения краевых условий 

для решений. В качестве примера рассмотрим простейшее уравнение Бюр- 

герса, 

+ ии: =0 

в прямоугольнике ® = [(+5): 0<1<Т, а<т< 6. Сопряженное уравне- 
ние имеет вид: 

Up + (uv) x = 0. 

Jina ero pelieHud v = Ug JOKAJIbHbIC TOKH UMeIOT BUD J; = uz, Jo = UU U 

dopmyaa (3.3) aaa w = [(7,2): OS 7 <t,a< a < bd] umeer Buz [76] 

t 

u(t, b) — w(t a) + Де, Б)иш (т,5) — м" (т, ауиз (т, а)|ат = союз, 

0 

1 

2 

0 << 7. 

Заметим, что этот закон сохранения нетривиален, если решение и не удов- 

летворяет нулевым граничным условиям. 
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3.3. Законы сохранения для двумерных вполне 

| интегрируемых систем 

Обсудим теперь вопрос о сохраняющихся токах для двумерных вполне 

интегрируемых систем и построении их методом малого параметра. 

Под вполне интегрируемой системой будем понимать такую систему 

нелинейных дифференциальных уравнений, которую можно представить 

как условие разрешимости некоторой (переопределенной) системы линей- 
ных дифференциальных уравнений с параметром. Известно большое число 

примеров вполне интегрируемых систем. В случае двух независимых пере- 

менных вполне интегрируемые системы представляются в виде уравнения 

40 — “У + [(,У] =0, | (3.18) 

которое есть условие совместимости (условие Фробениуса) следующей пе- 

реопределенной системы. 

9 =0ф, 024 =УУ, (3.19) 

где 0 = 0О(х%; А) иУ = V(a;A); Мх М- матрицы-функции переменных 
х = (11,12) и А, мероморфно' зависящие от параметра, А. 

Пример 3.1. Уравнение Кортевега-де Фриза [19]: 

Uz — Guy + итах = 0, t=21, L=2o, (3.20) 

‘1 0 \ 9 1 .\) — 1: УЗ 2| 

+ 23 и —u + Ou? — Uy Us ; (3.21) 

У(%; А) =зА ; о + ( : ; ; (3.22): 

Пример 3.2. Уравнение синус-Гордон [19]: 

Иху = sinu, х=т1, Ч= 12, (3.23) 

10 uf@ 1 

cosu/f/1 0 sin u O 2 
V (a; А) = вх 0 -1 + ти 0 (3.24) 

Для построения сохраняющихся токов для нелинейного уравнения (3.18) 

достаточно построить сохраняющиеся токи линейной системы (3.19), за- 

висящие от параметра Л. Разлагая эти токи по Л в окрестности точки Ло 
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получаем, вообще говоря, бесконечную последовательность сохраняющихся 
токов, причем при разложении в окрестности регулярной точки Ло полу- 
чаем нелокальные токи, а при разложении в окрестности полюса — Ло-ло- 
кальные токи. 

Применим сначала данный метод для построения нелокальных то- 
ков. Будем считать что матрицы И((т;Л) и У(т;А) принадлежат классу 
Ch, y(Q) m0 5 и аналитичны по Л в круге |^ — № | < =0, так что, обозначая 
Е = Л- Ло, получим 

— у Оь (2) =”, V(z;) = у Ук (т) =", (3.25) 

k=0 k=0 

roe Uz, Vk € Cry y(Q) w pager (3.25) cxogatca равномерно по (т,=) на каж- 
дом компакте области х Е ®, (= | < 50. 

Решение ф(х, Л) системы (3.19), нормированное условием (59; Л) = 4, 
существует, единственно, принадлежит классу С\„л/(9) по х и аналитично 
по Е в круге |Е| < е0, так что оно разлагается в ряд по Е: 

= у дк (2)=К, ЕЯ, || < 5. (3.26) 

Система, (3.19) в силу (3.18) обладает сохраняющимся (локальным) током 
вида [19] | 

J; = —Vy, Jo = Uy. (3.27) 

Ток (3.27) — сохраняющийся (нелокальный) для системы (3.18). Разлагая 
ток (Л, 2) в окрестности точки Ло 

ys Jy? (a №. = (= (3.28) 
k=0 

и пользуясь рядами (3.25), (3.27), получаем бесконечную цепочку сохраня- 
ющихся (матричных) нелокальных токов для уравнения (3.18): 

I” (a “Sve )4н_(2), Js (a = че \by—s(t), К=Ц,..., 

(3.29) 
где матрицы 12,(х) удовлетворяют уравнениям 

k 

Oi, = У 03 (2) 4, бир, = Уи) +, К=Ц.... (3.30) 
s=0 s=0 

Из формулы (3.30) видно, что если выполнены калибровочные условия 

U(x, Ao) = Uo(x) — 0, У (5, Ао) — И (2) — 0, (3.31) 
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то формулы (3.29) и (3.30) упрощаются: 40(1) = сопзё (будем считать 

Фо = Г), 9) =0, Л =0и 

Л® (5) = Ут -У ис bps (x), 

JS) (2) = Ug (a) + у (к, (=), k=1,2,..., = (3.32) 

где матрицы-функции Wy, вычисляются рекуррентно: 

2) = f OU besa! )dar, + Ve(2! by o(a")da +I, k= 1,2,... 
9 s=1 

(3.33) 

Система (3.19) инвариантна относительно калибровочных преобразований 

вида, 

А ИЛ ШПА-АтЛ, VoOATNVA-A ‘QA, (3.34) 

rye A(x) — любая обратимая матрица класса, С\ „у (9). Если в качестве 
матрицы Л взять матрицу 40, удовлетворяющую системе 

д: = Ко, = бр = И, v(2°)=T, (3.35) 

то получим систему (3.19), удовлетворяющую калибровочным условиям 

(3.31). Отметим, что система (3.35) однозначно разрешима в силу условия 

(3.18) при А = Ло. 
Теорема 3.1. Всякая вполне интегрируемая система (3.18) с матри- 

yamu U,V класса С\„ (Я) по х имеет бесконечную серию нелокалъьных 

сотраняющихся токов (3.32). 

Для построения локальных токов будет использована следующая тео- 

рема. Пусть матрицы И, У принадлежат классу Су„м() по ги А — регу- 

лярная точка; область (2 содержит точки прямой т1 = 0. 

Теорема 3.2. Если ф — решение уравнения (3.19) представимо в виде 

4 = Фе”, (3.36) 

где Ф — обратимая и 5 — диагональная матрицы, 9. =о = 0, класса 

Cy xN (Q), mo 

J, =—diagT, T=6 !VO-—07'!09, 
(3.37) 

л=АЛ, л=95=$-Ф- $105 

— сохранмошиеся токи для уравнения (3.18). 
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Ток (3.37), вообще говоря, нелокальный. Для получения бесконечной 

цепочки локальных токов произведем разложение в окрестности полюса. 
Пусть матрицы О(5; А) и У(т; А) принадлежат классу С? /(@) по. х и 

Ло — полюс порядка р > 1 матрицы 0 и порядка а > 0 (р > а) матрицы У. 
В уравнениях (3.18) и (3.19) заменим 0 на=ё РИ и\ наё Ч1\: 

51050 — €?0,V + [U,V] = 0, (3.38) 

EPO А = Ow, (3.39) 

Efdoy = Vy, (3.40) 

где матрицы И,У обладают разложениями (3.25) с матрицами Ок и У» 

класса С. (9), К = 0,1,... Предположим, что матрица Йо имеет раз- 

личные собственные значения Л!1(т), А2(х),..., Ам(х) в области О. Тогда 
Л; Е С°°(Я) и матрица 0о(т) приводится к диагональному виду с помощью 

неособенной матрицы-функции Фо класса СТ? y(Q): 

$. (Фо = Ло = [№, А2,..., Ам]. (3.41) 

Построим формальное асимптотическое разложение по Е решения 1) си- 

стемы (3.39) (при каждом допустимом 12). Согласно общей теории (8, 19] 
система (3.39) обладает формальным обратимым решением вида 

(т; =) = Ф(т; Е) ехр [= Р5(т;=)]|, (3.42) 

причем матрицы Ф и Л = 015 разлагаются в формальные асимптотические 

ряды 

Ф(т;=) = у. ®,(x)e*, А(5;=) = у Ay(ax)e*. (3.43) 
k=0 k=0 

При этом коэффициенты Фу, Лк разложений (3.43) определяются следую- 

щим образом. Подставляя выражение (3.42) в уравнение (3.39), для матриц 

Фи А получаем. уравнение: 

=29\Ф =ИФ — A®. (3.44) 

Подставляя ряды (3-43). в. уравнение: (3.44). и приравнивая нулю. коэффи- 
циенты при одинаковых степенях Е, для матриц Фу и Ль получаем рекур- 

рентное соотнохгнение 

К—1 

ЛФ, — Ф,Ль-+ ОФи — Фо Л = ОФ. + > ®, ,A,—U;®,_3;, k=1,2,..., 

sl 

(3.45) 

где матрицы Фо, Ло определены равенством (3.41) и Ф, = 0 при 3 < 0. В 

качестве решений Фу; и Ль уравнений (3.45) выбираем матрицы 

PD, = DoCk, Ax = diag P,, k= 1, 2, vey (3.46) 
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где матрицы Сь, Р, определяются формулами 

  

- 0, t=] 
C,,)4 = 1 iG ey - 3.47 

( к) dj ay Pe)" 972 J, ( ) 

k-1 

Pi, = O51 [Ugo — ADp-p + D> Us Pps — Oy sdiagPa (3.48) 
8=1 

Таким образом, задача построения формальных асимптотических разло- 
жений (3.43) свелась к алгебраическим операциям и операции дифферен- 

цирования, т.е. Ф,(х) и Ль(х) локально выражаются через 0, (5), $ < (. 
Чтобы найти ток Л,(т, А), и = 1,2, воспользуемся теоремой 3.2. Заменяя 

в формулах (3.36) и (3.37) И на = РО, У на Е ЧУ, 5 наё РБ, Л, на Её Р,, 
и = 1,2, получаем 

J, = —diag T, Jo = A, (3.49) 

где „Л, разлагаются в формальные асимптотические ряды (3.28) и матрица 
Т удовлетворяет уравнению 

cP On® = cP IV — ФТ. (3.50) 

Разлагая матрицу Т в формальные асимптотические ряды 

OO 

Т(т;Е) = У`Ть(т)Е^, | (3.51) 
&—=0 

из (3.51) получаем рекуррентные соотношения для Ть: 

T, =0, k=0,1,...,p-q-—1, 

k—p+q 

Ть = $51 У рыФо — ФФьр+ D> Ve-prg-s®s — BsTh-s], 
s=l 

k=p—q,p—qtl,... (3:52) 

Итак, в силу (3.28) и (3.43), (3.49), (3.51) получена следующая бесконечная 
цепочка, локальных сохраняющихся токов для системы (3.18): 

®) = diag Ty, I) = diag P,, k =0,1,..., (3.53) 

где матрицы Тх и Р; определяются формулами (3.48) и (3.52), причем 
Ру = Ло и Со = Г. Заменяя в формулах (3.48) и (3.52) Ф, на ФоСь, пе- 
реписываем их в виде (к = 0,1,2...) 

k-1 

Py = 05 'Un®o — 5°01 (PoCh_p) + 4) Op Us ®oCn_s — Cy—sdiagPs, 

a 
Т, = $01 И,_р+Фо — Фо 'O2(BoCe-p) + D> O59 °Vs—p+qgPoCn—s — CesT. 

s=p—q 
(3.54) 

21 Современные проблемы..., т. 1 
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При Фо = Г формулы (3.54) упрощаются 

k-1 

Рь = Ок — ОСь-р+ >. ОС — Ск ЧавРЬ, 

k-1 ost 

Тк = У -р+а — O2Ck—p + >. Vs—p+qCk—s — Cr—slss, k = 0, 1,2,... 

s=p—q 
(3.55) 

Для обоснования изложенной схемы приведем две группы достаточных 
условий, при которых формальные асимптотические разложения (3.43) схо- 

дятся асимптотически по Е, равномерно по х в возможно меньшей области 
0’ С Ди их можно дифференцировать по х и Е любое число раз с со- 

хранением равномерной по х оценки остаточного члена. При этих услови- 
ях асимптотические ряды (3.43) будут определять решение (3.42) системы 

уравнений (3.39). Такими условиями являются следующие. 

[. Матрицы 0(5;^) и У(т;^) принадлежат классу С. м() и Ло — 
полюс порядка, р > 1 матрицы О и порядка а > 0 (р > 4) матрицы У. 

П. Матрица Up(x) = U(x; Ao) обладает различными собственными зна- 
чениями: А1(5),...,Ам(т), Ат) A Ag(z); KAJ, ЕО. 

Ша. Матрица ПО (т1, 12; А) аналитична, по £1 при каждом допустимом зна- 

чении 12 (таком, что х = (11,12) Е 9). Или 
ПЪ. Функция Ве [Л; (т) — Лк(т)]| не меняет знак при 7 фиксированном, 

К =1,2,.... №, ТЕФ. 

Теорема 3.3. При выполнении условий [ГП-Ша или [-П-ПТЪ всякая 

вполне интегрируемая система (3.18) имеет бесконечную серию локалъ- 
ных сотраняющихся токов, вычисляемых по рекуррентным формулам 
(3.47), (3.48), (3.53) и (3.54). 

Пример 3.3. Уравнение Кортевега-де Фриза (см. пример 3.1): Е = 1/Л 

(Ao = 00), p= 3, qg=1, Фо = Г, Ao = [41, —47] = Up = Pp, To = 0; 

P,=U;, T,=0; P= 50, Т=У; 

0 и 

P= (yoy ). 73 = 05 

tf Use — Зи? —Их [и 0 

в; ( ии, wu a, ) m= 5 ( 0 ). 

Первый нетривиальный ток: J =U, I) = Ugg, — Зи. 

Пример 3.4. Уравнение синус-Гордон (см. пример 3.2): €¢ = 1/A 

(Ло = со), р = Та = 0, Фи = Г, Ao = 1, —Я = О = ВБ, То = 0. Нечетные 

токи и нулевой ток тривиальны. Низшие нетривиальные токи: J?) = COS U, 
1 1 

J? = и? Jp = —Uge SIN U, I = и + чтихст. 
4 
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3.4. Сопряженные уравнения и интегральные законы 
сохранения 

Ряд подходов к построению законов сохранения, изложенных в преды- 
дущем разделе, могут быть распространены на эволюционные уравнения 
общего вида. Опишем некоторые из них, следуя работам [22]|-[24]. 

Рассмотрим систему уравнений 

= - Ри), Ш оеш, +607 (3.56) 

roe u = u(t) € H, H — некоторое вещественное гильбертово пространство 
со скалярным произведением (., .). 

Пусть Е(и) — нелинейный оператор, для которого можно ввести сопря- 

женный согласно процедурам, изложенным выше. Для этого представим 
Е(и) в виде 

F(u) = A(u)u, (3.57) 

где A(u) — нелинейный оператор, зависящий от и, с областью определе- 
ния, плотной в }{. Такое представление в общем случае неоднозначно. Да- 

лее, рассматривая А(и) как линейный оператор, определенный известной 

функцией (1), можно стандартным образом построить для него сопряжен- 
ный оператор, удовлетворяющий тождеству Лагранжа, 

(A(u)y, p) = (y, A*(u)y). (3.58) 

Если удается построить представление (3.57), такое, что оператор А(и) ока- 
зывается кососимметрическим, т.е. А*(и) = —А(и), то умножая (3.56) ска- 
лярно в 71| на и, получаем закон сохранения вида; 

(м, u)(t) = const. (3.59) 

Таким образом, если оператор Е(и) допускает представление (3.57) с ко- 
сосимметрическим оператором А(и), то система (3.56) допускает за- 
кон сохранения (3.59). Данное утверждение можно обобщить. Так, пусть 

о — линейный самосопряженный оператор, не зависящий от № причем 

бА(и) = -А*(и)5, где А(и) — оператор в (3.57), т.е. представление (3.57) и 
оператор 5 такие, что 5.А — кососимметрический оператор. Тогда, действуя 

оператором 5 на уравнение (3.56) и умножая результат скалярно в Я на 

решения и уравнения (3.56), получаем закон сохранения (5, и)(Ё) = соп$. 
Примерами систем (3.56), для которых справедлив закон сохранения 

(u, u)(t) = const uu (Su, u)(t) = const, являются системы гидродинамиче- 
ского типа, рассматриваемые ниже. 

Отмечаем, что приведенные выше законы для системы (3.56) были по- 
лучены, базируясь на представлении (3.57), и они не использовали решения 
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сопряженных уравнений. Однако привлечение этих уравнений открывает 

новые возможности в построении законов сохранения. 

Рассмотрим систему (3.56), некоторое представление (3.57) и введем 
сопряженное уравнения вида 

Ov & = —A*(uyu + f(u), (3.60) Ot 

roe f(u) — некоторая функция, в общем случае нелинейным образом за-. 

висящая от и. Она может также не зависеть от и или равняться нулю. 
Умножая скалярно уравнение (3.56) на 9, уравнение (3.60) на, и и склады- 
вая, в силу тождества, Лагранжа, получим 

д 
By Hv) = (f(u),v). (3.61): 

Если выбрать }(и) ортогональным и, то из (3.61) следует закон сохранения 

(u,v) = const. (3.62). 

Таким образом, можно заключить, что множество представлений 
Е(и) = А(и)и и множество }(и) при условии (f(u),u) = 0 определяет, 

мноэсество законов сотранения. 
Теорема 3.4. Если в системе (3.56) имеется закон сохранения 

(Ф(и), ч) = const (®(u) — гладкое отображение) и Е(и) представимо в 

виде Е(и) = А(и)и, то всегда можно построить уравнение вида (3.60), 
которое имеет решение и = Ф(и) с условием (}(и), и) = 0 так, что 
(v,u) = (®(u), u) = const. 

Используя решения сопряженного уравнения (3.60) можно предложить 

следующую методику получения законов сохранения: задавая функции 
(и) такие, что (}(и), ч) = 0 и отыскивая решения уравнения (3.60), по- 
лучаем закон сохранения (и, (и))({) = сопз%. Следуя этой методике, можно 
строить разнообразные законы сохранения. Конечно, представляют инте- 
рес случаи, когда решение 9 = %(и) уравнения (3.60) может быть построено 
явно, т.е. когда мы ”угадаем” вид о = 9(и) при заданном }{(и), то найдем яв- 

ный вид закона (и, 0(и))($) = соп$. Как показывают примеры из предыду- 
шего подраздела, для ряда интересных уравнений математической физики 
это можно сделать. Некоторые такие примеры для систем гидродинамиче- 
ского типа приведены ниже. 

3.5. Сопряженные уравнения для систем 

гидродинамического типа 

Здесь, следуя [22|, мы сформулируем ряд утверждений, касающихся со- 

пряженных уравнений для одного класса уравнений математической фи- 

зики — систем гидродинамического типа. 

316



Мы будем рассматривать системы гидродинамического типа с веще- 

ственными коэффициентами, решения которых принадлежат веществен- 

ным конечномерным пространствам. Рассмотрим задачу вида 

= =Р(и), 1Е [0,Т), и=ш при &=0, (3.63) 

— (a1 9,2 N N _ , rye u = (uyu*,...,u") € RY", Flu) = (Qi(u),Qo(u),...,Qn(u)) upa 
УЕЕ [0,Т], и (о) = (10, 40,...,40) Е ВМ. В покомпонентной форме систе- 
ма (3.63) имеет вид 

=; =@Ки), |=, t= 1,2,..., М. (3.64) 

  

Определение 3.1. [51]. Система (3.64) называется системой гидроди- 
намического типа, если она квадратично нелинейна, обладает квадратич- 

- 90; 
ным законом сохранения: ии’ = сопз$, и лиувиллева: - =0   

В силу сделанных ограничений на характер нелинейности {0,(и)} си- 
стему (3.64) можно также представить в форме 

dut 

dt 

где Disk удовлетворяют условиям симметрии: Гук = Ги;. Для того чтобы в 

(3.65) был закон сохранения, & = const, должно выполняться соотношение 
цикличности [51]: 

= Tyjpu? ur, E = u'u' = const, (3.65) 

Гик + Гки + Гля = 0, (3.66) 

которое является другой формой условия существования закона, сохране- 

ния энергии, Ё = соп$%, а именно, в терминах ограничений на динамиче- 

ский тензор {Гиь}. 

Линеаризуем систему (3.65) относительно ее решения и. Обозначая че- 

рез ди отклонения от решения, получим уравнение: 

аби 
di = Габи и + Гикий дик. (3.67)   

Поскольку для системы (3.65) справедлив закон ии = с0103&, то отсюда 

немедленно следует, что система (3.65)-(3.67) допускает закон сохранения 

udu’ = const. 

Из существования инварианта (би, и) = сопз& можно сделать ряд по- 

лезных выводов. Например, справедлива 

Теорема 3.5. Устойчивое и неустойчивое многообразия решения си- 

стемы гидродинамического тита ортогональны ее решению, если в на- 

чальный момент времени решение линеаризованной системы ортогональ- 

но решению истодной системы. 
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Под устойчивым и неустойчевым многообразием понимается много- 

образие, соответствующее положительным и отрицательным показателям 

Ляпунова. Если решение линеаризованной системы в начальный момент 

времени задается ортогональным решению исходной системы, то оно оста: 

ется ортогональным и при всех $. 

Теорема 3.6. Систему гидродинамического типа всегда можно при- 

вести к виду 
du 
7 A(u)u, (3.68) 

20e A(u) — кососимметрический оператор: А*(и) = —А(и). 
Простейшим примером уравнения вида (3.68) является уравнение три- 

плета” в канонической форме [51]: 

Cy ии Физ и ag r dt = puUu2u3, dt — qui U3, dt = TU U2, 

pt+qtr=0. (3.69) 

Представление (3.68) в данном случае является однопараметрическим: 

a { 
ae A(u)u = 

U3 

0 pau3 (1 — а)риз Ul 

= —рогиз 0 (q+ ap)u, u2 |, (3.70) 

—(1—a@)pu, —(q+ap)u 0 U3 

< — произвольное вещественное число. 
Поскольку А(и) — кососимметрическая матрица, то заключаем о спра- 

ведливости закона u’u’ = const. (Обратим внимание также на, то, что су- 
ществование этого закона включается в определение системы гидродина- 
мического типа, т.е. в нашем случае его и не надо доказывать на основе 
представления (3.70)!) 

Однако для триплета, существует еще один квадратичный закон сохра- 
нения [22]: 

I =(q—r)us + (r — p)us + (p — q)us = const. (3.71) 

Можно построить сопряженное уравнение для (3.69), следствием которого 

будет закон сохранения (3.71). 
Если рассматривать функционал [ как скалярное произведение (чм, и*), 

то для выполнения (3.71) необходимо, чтобы сопряженное к (3.69) уравне- 
ние имело решение и* = ((4 — гум, (т — руи2, (р — адиз)Т. Не приводя по- 
дробного исследования этой проблемы, отметим, что в данном случае мы 
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также имеем однопараметрическое семейство представлений для триплета, 

частным случаем которого является представление 

d U4 0 риз 0 Ul 

a из |=| ав 0 (1-Ващ и2 |, (3.72) 

U3 О ru 0 U3 

9 P(a—7) где В = rap) Соответствующее сопряженное уравнение имеет вид 

d Uy 0 абиз 0 и 
a uy |=| pug 0 ru, uy |. (3.73) 

uz | 0 (1-—f)qu, 0 \ U3 

Нетрудно видеть, что достаточным условием существования инварианта 
(5, и) = с0186 является существование такого представления исходной си- 
стемы гидродинамического типа, решение сопряженной задачи для кото- 
рого удовлетворяет соотношению % = Su. 

Если для простоты считать, что 5 — невырожденный симметрический 
оператор, то это условие сводится к выполнению следующего соотнотнения 
—51А*5 = А, или бА-+ А*5' = 0, что эквивалентно SA = K, rage K — 

кососимметрический оператор. 

В случае представления для триплета (3.72) и 5 = 41ав (а-тт-р,р-а) 
такой кососимметрический оператор имеет вид 

0 (а— т)риз 0 

К=| —(а-тиз 0 r(p — q)uy 
0 —r(p— q)ur 0 

В заключение отметим, что техника сонряженных уравнений позволяет 

находить новые полезные законы сохранения для широкого класса, нели- 

нейных задам. 

4. Метод сопряженных уравнений в задачах 

управления и математического моделирования 

сложных систем 

Сопряженные операторы и уравнения находят итгирокое: применение в 

исследовании и решении различных классов задач управления, в том числе 

оптимального или нечувствительного управления, обратных задач, задач 

вариационной ассимиляции данных наблюдений и др., а также при мате- 

матическом моделировании разнообразных сложных систем, где они. стали 
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в настоящее время неотъемлимой частью теории математического модели- 

рования. В данном разделе будут представлены некоторые из приложений 

сопряженных операторов и уравнений в ряде областей теории сложных 

систем и их приложений. | 

4.1. Задачи оптимального управления 

Рассмотрим одну из задач теории управления, встречающуюся в про- 

блемах охраны окружающей среды. Пусть требуется найти функции 

О(х,ь, У(х), являющиеся решением задачи вида 

0 _ = — AU + oul (x,t) 
1=1 ) Эх: 

(x,t) €Q=Dx(0,T), DCR’, 

+ (т, НИ — Q(z, t) = 0, 

U(z,t) = Ur) (x,t), тЕОО, ЗЕ (0,Т), 

О(х,0) =У(х), ЕР, 

лу) = J,(V), (4.1) 
где 

N 

V)= aii -C)? +7 [(V(@)Pae, 
i=1 5 

y=const >0, w=const>0, a; =const > 0, 

U; = / pi(,t)U (a, t)decdt, 

pi(z,t) > 0 — весовая функция” класса, [о($); У (т), Ur) (x,t), Q(z, t) — 
заданные функции; {С;} — заданные константы; Ло > 0, Ло Е Гь(9). 

Предполагается, что функции {%;(т,#)} обладают производными {ди /дх, }, 
удовлетворяющими условию 

Ov; 
> ба: > 0, (ФЕЯ. 

Предположим, что задача (4.1) имеет решение (И, У. Рассмотрим тогда (4.1) 

при У У = У-+И, где И — произвольное ’прирашение” к У. Тогда для 

вариации 0.7. (У, У) функционала Л, справедливо следующее представле- 

ние: 

  

бл. = 25 ai( (U; —C; ) | 2, t) raed [У УИ; (2)42, (4.2) 
1=1 
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где И1 является решением задачи вида 

       

         

901 _ | OU 7; 
A = OE Uy, + > да 0, (2,t) EQ, 

U,=0, (2,t)€ 0D x (0,T), 

Л (x, 0) = V; (x), ЕП. (4.3) 

Рассмотрим сопряженную задачу, Зодаваемую следующим соотношениями: 

Ou* Ou* 
AE а = № = = Sail (U; — Cy)pi(xz,t), (2, t) € Q, 

1=1 

u'=0, (2,t)€ OD x (0,7), 

u*(x,T) = 0. (4.4) 
Для решения задач (4.3), (4.4) справедливо равенство Лагранжа: 

N 
[La — C;)p;(z, t)U1 (2, t)dxdt = [won (х)ах. (4.5) 

п =! р 

Из (4.5), (4.2) получаем соотношение 

VV (xz) = —u*(z,0). (4.6) 

Таким образом, решение задачи (4.1) необходимо удовлетворяет уравне- 

ниям 

au 
         

               

OU 
= AU + Dag (x,t) EQ, 

U=U), (2,t) € 0D x (0,T), 

on 0) = V(a ) ЕР; (4.7) 

Ou* 
5 в = Draw (U; — C;)p;(z,t), (x,t) €Q, 

u* = 0, и the ODx(0,T), u*(z,T)=0, хЕБ; (4.8) 

yV (x2) = —u* (2,0). (4.9) 

Решив задачу (4.7)-(4.9) подходящим методом, можно помимо функций 

О, У, и найти, например, значение функционала 

N 

Jo = Ss ai(U; — C;)* /2, 

1=1 

который часто имеет ясную физическую интерпретацию, и знание его важ- 
но для практики при исследовании и решении многих прикладных задач 
(например, задач охраны окружающей среды [39, 40, 46] и др.). 
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4.2. Задача нечувствительного оптимального управления 

Рассмотрим задачу 

о + АЙ + (0) =0, (хх, ЕО, 

U(z,0) =V (xz), «ED, (4.10) 

где 

АП = -— au 4 (4.11) — И rae ‘дт;’ . 

ДИ) — A(z, t, U)U = Q(z, t), (4.12) 

а функции из области определения оператора А считаем удовлетворяющи- 
ми условию И = Ист), (2,1) Е ДОх (0,Т). Предположим, что функции ИГ), 
У‘ подобраны так, чтобы удовлетворялись некоторые критерии оптималь- 

ности (см. п. 4.1). 

Рассмотрим еще одну задачу оптимального управления, связанную 
с (4.10). Так, на практике возможна ситуация, когда У(х)} может возму- 
щаться посредством составляющей ”тУ2(т)” с известной функцией УЗ (т), 
но неизвестным малым параметром т Е В. (те. У У = У +тУ)). При 
этом пусть нас интересует, например, значение функционала, 

№ 

Ф! (0) — У‘ 0, = [бб брбь 

1=1 Q 

где 
N 

a) =const >0, p(z,t) = S~ af) p;(a, t), 
1=1 

и желательно, чтобы это значение было нечувствительно к появлению 
возмущения тУ0 в начальном условии. Поставим вопрос: нельзя ли вы- 
брать управление %(х, #) (которое можно интерпретировать как возмущение 
функции источников @(т,#)) такое, чтобы функционал Ф1 (0) от решения 
задачи 

+ АИ + ЦИ) =, (хр ЕО, 

U(x,0)=V (x), «ED, (4.13) 

был нечувствителен к появлению возмущения т? в начальном условии? 

(Для простоты мы здесь не вводим дополнительных ограничений на управ- 

ление 9.) Ответ на данный вопросе был дан в работах Ж.-Л. Лионса (в ко- 
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торых можно найти строгое определение ”нечувствительности функциона- 

ла” [63]). А именно, чтобы Ф1(И) был нечувствителен к возмущению ви- 
да тУ0, необходимо, чтобы функции 0, ® были решением задачи 

OU 
a, tAU+ FU) =, (x,t) € Q, 

U(z,0)=V(z), ze D; (4.14) 

dq т ба ния (0) 
ay Аа Livia +f (U)) q= oq; pi(z,t), (x, t) EQ, 

1=1 by i=l 

q=0, (a2,t)€ OD x (0,T), 

4(т,Т)=0, xED; (4.15) 

| oe, 0)V,?(x)dx = 0, (4.16) 

D 

где }’ есть производная Гато от f(U). 

В заключение отметим, что доказательство существования решения си- 
стем типа (4.14)—(4.16) в случае нелинейных функций /([7) не является три- 
виальным. Достаточно полные результаты по данной проблеме получены 

2K.-JI. Лионсом для линейных задач. Некоторые результаты для нелиней- 

ных задач можно найти в работах [46, 25, 54]. 

4.3. Задачи вариационного усвоения данных наблюдений 

В настоящее время в связи с исследованиями глобальных изменений 

очень важной является проблема получения и рационального использова- 

ния данных измерений с целью ретроспективного анализа в различных 

областях знаний. Математическая модель данной проблемы может быть 

сформулирована как задача, об усвоении и обработке многомерных (вклю- 

чающих зависимость от временной и пространственных переменных) дан- 

ных, представляющая собой одну из задач оптимального управления. 

Начиная с работ Р. Беллмана, Л.С. Нонтрягина, Н.Н. Красовско- 

го, А.М. Летова Ж.Л. Лионса, Р. Гловинского, А. Балакришнана, 

Г.И. Марчука, Н.Н. Моисеева, Ю.С. Осипова, А.Б. Куржанского, Ю.Г. Ев- 

тушенко, постановки и изучение таких задач на основе теории сопряжен- 

ных уравнений привлекают внимание многих исследователей, занимаю- 

щихся приложениями методов оптимального управления для практиче- 

ского решения тех или иных проблем. Наибольшее развитие эти методы 

получили в задачах ядерной энергетики, физики атмосферы и океана, эко- 

логии и др. (это работы Г.И. Марчука (1961), В.В. Пененко и Н.Н. Об- 
разцова (1976), Г.Р. Контарева (1980), Дж. Льюиса и Дж. Дербера (1985), 
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И. Навона (1987), Ф. Диме (1982), Ж.-Л. Лионса (1988), П. Куртье и О. Та- 
лаграна (1987), А. Лоренца (1988), В.И. Агошкова (1993), В.И. Агошкова, и 
Г.И. Марчука(1993), Г.И. Марчука и В.Б. Залесного (1993), В.М. Ипатовой 
(1992), Г.И. Марчука и В.П. Шутяева (1994), В.Б. Залесного и М. Венце- 

я (1996), и других). 
Эти работы тесно примыкают к исследованиям по обратным задачам 

(см. работы А.Н. Тихонова, М.М. Лаврентьева, В.К. Иванова, А. Л. Бух- 
гейма, Ж.-Л. Лионса и др.) 

Оказалось [2, 54, 58], что задачи об усвоении данных эквивалентны, в 

определенном смысле, некорректно поставленным задачам, что обусловли- 

вает трудности решения этих задач и одновременно приводит к необходи- 

мости привлечения здесь методов регуляризации, разработанных в трудах 

А.Н. Тихонова, М.М. Лаврентьева, Ж.-Л. Лионса и др. 

Рассмотрим задачу о выборе начального состояния системы, описыва- 

емой решением нелинейного эволюционного уравнения. Эта, задача, в про- 

блемах геофизической гидродинамики известна как ”задача об усвоении 

данных наблюдений”. 

Пусть Н и Х — действительные сепарабельные гильбертовы простран- 

ства, такие, что Х вложено в Н плотно и непрерывно; Н*, Х* — про- 

странства, сопряженные к Н, Х. Введем в рассмотрение пространства 

Г2(0,Т; Н), У = Г2(0,Т; Х), Г2(0,Т; Х*) абстрактных функций }(1) 
со значениями в Н, Х, Х*, соответственно, и пространство 

W =W(0,T) = {f € Lo(0,T; X): 4 Е Г2(0,Т; Х*)} , 
dt 

№ = (Е 

Через С°([0,Т]; Н) обозначим банахово пространство непрерывных функ- 
ций [0,Т] => Н с нормой 

1/2 

+ от ~) 
    L(0,T; X*) 

со (от; Н) = «О Il fll 

Мы предполагаем, что 

Н=Н”* ) (++) 20(0,73H) — (-, +) ’ |. | = — (-, aan 

Lo(0,T; H) = L3(0,T; H) = L2(0,T; H*). 
Пусть а(&ф,4) — билинейная форма, определенная для всех Ё Е [0,Т] и 

для любых ф, ф Е Х и удовлетворяющая неравенствам: 

ja(t;p,b)| < erllellx Ilvllx , cr = const > 0, (4.17) 

callell < a(t; ф, 1) ‚ ¢€g=const>0, VteE 0, T ‚ УрфЕХ. (4.18) 
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Через А(#) Е С(У, У*) обозначим оператор, порождаемый этой формой: 

(A(t)y, Wx =altiy,b)  УффЕХ. (4.19) 

Рассмотрим квазилинейную эволюционную задачу вида 

d и +4 +7Р(ф) = 19, #€(,7) 420 

где Е У*, иЕ Н,тЕ [-т,т0]| — малый параметр, 7 Е ВЛ, РЕ(ф) — нели- 
нейный оператор, непрерывно дифференцируемый по Фреше, fF: Y > Y*. 

Будем считать, что функция начального условия ив (4.20) неизвестна, 

и рассмотрим следующую задачу об усвоении данных: найти и ЕН, ФЕЙ 

такие, что 

Ls Ap +rFy) =f, t€ (0,7) 0) =u 
(4.21) 

S(u).= min S(u), 

  

где 1 

poy Gy ~ 
S(u).= ИН + 5 Be ФИ, 

с, В = соп8 > 0,  — некоторое гильбертово пространство: (пространетво 

наблюдений) со скалярным. произведением: (-,.-)7. и; нормой ||. ||. = (., 7 a 
В.: У + Z — nunetuniit orpanuvenubit omeparop, 2 Е 4. Функция O(t) 3a- 
дается, как правило.. с помошью; алгриорнькх данных наблюдений. 

При. сформулированных предположениях существует линейный огра- 

ниченный оператор: С: #й -} У*, для которого справедливо равенство 

(9, Ву); = (С9,4) VOEZ WEY © (4.22) 

В этом случае необходимое условие оптимальности сводит задачу (4.21) к 

системе для отыскания функций ф, ф* Е И’, цЕ Н вида [28]: 

YP + Ae +7F(p) =f, t€ (0,7); (0) =a, (4.23) 

+ A*(t)y* + T(F'(y))*¢* =CG-Ky, t€ (0,T); y*(L) =0, (4.24) 
au — y*(0) = 0, (4.25) 

dip* 

dt 
  

roe (F’(w))* : Y — У* — оператор, сопряженный к производной Фреше 
от Р в точке ф Е И, 4*(В : У > У* — сопряженный к А(® оператор, 
К = СВ — линейный ограниченный оператор, действующий из У в У*; К 

является симметричным и неотрицательно определенным. 
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Рассмотрим задачу (4.23)-(4.25) при т = 0. Следуя [2, 58, 54], сведем ее 
к уравнению для управления и. Решения эволюционных задач (4.23), (4.24) 
при т = 0, как известно [28, 29], ф,ф* можно представить в виде: 

p=GutGf, g*=Gat(cé- Ky), 

гле ао: Н >И, Ст: Y* > W, Gq?) : У* >» И’ — линейные ограниченные 

операторы. Тогда, исключая ф‚ф* из (4.23), (4.24) при т = 0, на основе 
(4.25) приходим к уравнению для и: 

Ги = Р. (4.26) 

где оператор управления 2: Н -} Н и правая часть Р определяются по 

формулам: 

L=aBb+hGQ KG, P=hG\ce-ha Kay, 

Е — единичный оператор, То: И -} Н — оператор следа: Тиф = Фо. 
Рассмотрим оператор управления /[, при а = 0, обозначив его Г. Спра- 

ведлива, _ 

Лемма 4.1.Оператор Г: Н —} Н непрерывен, самосопояжен и неотри- 

ицательно определен: _ 

(Lu,v)y >0 We A. 

Ecau (Ky,w) > 0 УфЕУ, то оператор L noaosicumeaen. 

Следствие. В условиях леммы 4.1. справедливы следующие утвержде- 

ния: | 

1. Область значений В(Г) оператора Г, плотна в Н. 

П. Уравнение Ги = Р однозначно и плотно в Н разреинимо. 

Замечание 4.1. В случае, когда 2 = ВЛ, пе М, а оператор наблю- 

дений В : У -+ 1 задается по формуле: Вф = ((ф,р\),..., (ф,ри))Г, где 
pi € Y*, i =1,...,n, oneparoppr C: Z> Yuk: Y + У* из (4.22), (4.24) 

определяются следующим образом: 

п п, 

1=1 1=1 

гдей = (61... б,)ТЕ 2. Тогда (Кф, 4) = (КФ) и (Кч,4) = (4,5)? >0 
Ур фЕУ. 

Условиям леммы 4.1 удовлетворяет, например, оператор К’ = Е (тожде- 

ственный оператор), который возникает в случае, когда. й = У, В = Е, 

тогда С = Е. Именно этот случай был рассмотрен в [54] для симметрич- 
ного и не зависящего от времени оператора А, где доказано, что оператор 
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управления Г, является вполне непрерывным. Для несимметричного и за- 

висящего от времени оператора А свойство вполне непрерывности сохра- 

няется для достаточно широкого класса задач, в том числе и для случая, 

когда оператор наблюдения В вырожден [54]. 

Из леммы 4.1 вытекает, что при а > 0 оператор Г: Н -} Н положи- 

тельно определен. Тогда справедлива теорема о разрешимости линейной 

системы (4.23)-(4.25): | 

Теорема 4.1. Пусть / Е У*, ФЕ 1. Тогда при ам > 0 задача 

(4.23)-(4.25) при т = 0 имеет единственное решение фо Е И", yp € W, 
10 ЕН, для которого справедлива оценка 

[ро ии + [|0 [и + [мон < со(|СФу+ + |7), 

20e Co = const > 0. 

Из Теоремы 4.1 методом малого параметра доказывается разрешимость 

нелинейной системы [54]: 
Теорема 4.2. Пусть выполнены условия теоремы 4.1 и для некоторого 

В справедливы неравенства 

IF’ Ollysyve < ki, |8 (8) — Р(пуу* < 26 — Пи (4.28) 

для любых &, п Е В(фо, В) = {фЕУ :|@- ши < ДА}, где К; = В (0, В) = 
= const > 0. Tozda npu |T| < т, где 

* 1 * — 
то = 1/colk1 + ka(R + |lvollw) + (Е (фо) у + о) " 

задача (4.23)-(4.25) имеет eduncmeennoe pewenue (y,y*,u) EW x W x A, 
удовлетворяющее условию 

lle — pollw + lle* — vollw + |lu — uolla < BR. 

Если оператор Ё(‹ф) аналитический, то в условиях теоремы 4.2 для решения 

(р,ф*,ч) задачи (4.23)-(4.25) справедливы представления в виде рядов по 
степеням т, сходящихся при |71| < \%. 

Нелинейную систему (4.23)-(4.25) можно решать методом последова: 
тельных приближений, на каждом шаге которого возникают линейные за- 

дачи об усвоении данных. Значительное разнообразие итерационных мето- 

дов решения задач такого типа обсуждается в работах [58, 71, 72, 54]. 

4.4. Задачи охраны окружающей среды 

Как следует из предыдущих разделов, использование сопряженных 

функций для представления линейных функционалов в форме Л, = (}, ФЪ) 

позволяет часто просто оценить вариации функционала Л, (или нескольких 
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таких функционалов) от вариаций входных параметров исходных задач 

(например, от вариаций функции /). Это свойство сопряженных функций 

было положено во многих работах в основу решения важных прикладных 

задач охраны окружающей среды и позволило предложить конструктив- 

ные экономичные подходы к решению’ этих задач. Изложим идею этих 

подходов на примере задачи о моделировании экологических ситуаций в 

акваториях водных бассейнов. 

Интенсивное развитие промышленности требует выяснения оптималь- 

ных условий размещения новых промышленных предприятий и технологи- 

ческих ограничений на стоки, загрязняющие водные бассейны (моря, озера, 

заливы и т.д.), с таким расчетом, чтобы загрязнения прибрежных зон было 

минимальным. Математически эта, задача, сводится к проблеме минимакса. 

Рассмотрим водный бассейн с областью определения О, которую будем 

считать цилиндром с боковой (береговой) поверхностью 5 и постоянной 

глубиной Н. Задача диффузии гидрозоля имеет вид 

0 @a@ @ @ 0 0 
(5, Но +.) Ф+0Ф- 9.09; — pAy = Qu(r — то), 

Ot д Oy Oz д 

du, Ov , Ow | 
Ox Oy 02 ” 

w=0, upu z=0, z=H, 

Оф 
An =0 на 5, 

дф 
— =0 при z=0, z=H, 
Oz 

ф(",Т) = ф(т, 0), (4.29) 

где ф — концентрация загрязняющего гидрозоля, 1(т — то) — функция ис- 
точника, г = (5,4,2), 0 < < Т, © — мощность источника, то — точка 
предполагаемого стока, и, 9, и — компоненты вектора скорости &. Предпо- 
лагается, что решение задачи (4.29) имеет годовой ход, т.е. Г — интервал 
времени, равный году. 

Задачу (4.29) можно записать в операторной форме: 

Ay = f. (4.30) 

Для решения задачи о размещении стоков промышленного предприятия в 

акватории водного бассейна введем в рассмотрение функционал 

n= [fot ф(г, Баг, (4.31) 

где 
_ } т при тТЕБ,, 

рег) = 0 upu ré¢ Dj, 
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Dj; — область, подлежащая охране от загрязнений. Введем в рассмотрение 

ограничения по санитарной норме, т.е. потребуем, чтобы го принадлежало 

такой области 0, для каждой точки которой выполнялось бы условие 

Лрь (го) < с, (4.32) 

где с; — константа, связанная с санитарной нормой для района D;. Urax, 

задача сводится к решению уравнения (4.30) при ограничениях (4.32). 
Для решения уже этой задачи введем в рассмотрение сопряженную за- 

дачу 
kK 

A Pp, = 1%. (4.33) 

Теперь, пользуясь соотношением сопряженности (Аф, фь,) = (ф, А*фь, ), где 
(°,:) = (.,:)т.(рхо,т])› получаем, что функционал Л» можно представить 

следующим образом: 

T 

Jy =Q / dt / gt (r,t)w(r —ro)dr. (4.34) 
0 D 

Именно на основе представления (4.34) можно решать задачу о размещении 

стоков. Так, пусть уравнение (4.33) решено. Тогда найдем функционал Л», 

параметрически зависящий от го. По формуле (4.34), меняя значения 710, 

мы можем построить линии одинаковых значений функционала, Л», (то), а 
значит, и определить области, где Ур; < с;. Если окажется, что именно этой 

области принадлежит интересующая нас [);, то задача выбора допустимых 

значений () и го решена. Если же такой области не найдется, то необходимо, 

например, уменьшить значение интенсивности и решить задачу выбора () 

ВНОВЬ. 

Как легко заметить, сформулированная задача легко обобщается на, 

случай, когда мы имеем п экологически охраняемых зон ЛД; (1 =1,2,...,п). 

Здесь рассматривается п функционалов Л,,(то) при ограничениях 

Ур; (то) < с ($ = 1,2,...,п). Для практической реализации алгоритма ре- 
шения задачи необходимо будет один раз решить 7 сопряженных задан, a 

затем уже решить следующую задачу минимакса: 

TRE, Bilro) = main 
где В;(то) = Л, (то) /со. Заметим, что здесь эта, проблема минимакса ре- 
шается путем явного перебора, который выполняется элементарно. В этом 

состоит замечательное свойство сопряженных задач, позволяющих пробле- 

му минимакса свести к простейшей реализации. Если бы мы не восполь- 

зовались сопряженными задачами, то для решения задачи минимакса нам 

потребовалось бы решать болышое количество задач с различным положе- 

нием источников промышленных отходов. Такая задача, едва ли была бы 

22 Современные проблемы..., т. | 
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разрешима с заданной точностью даже при использовании самых совер- 

шенных средств вычислительной техники. 

4.5. Задачи теории ядерных реакторов 

В 1958 г. вышла в свет монография Г.И. Марчука "Численные методы 

расчета, ядерных реакторов”, переизданная в 1961 г. под названием "Методы 

расчета ядерных реакторов” в существенно переработанном и дополненном 

виде. Эти монографии вызвали большой научный интерес, а изложенные 

в них результаты стали основопологающими для развития методов расчета, 

ядерных реакторов в нашей стране. 

Одной из первых проблем в теории ядерных реакторов, изученных 

Г.И. Марчуком с использованием теории сопряженных уравнений и тео- 

рии малых возмущений, была проблема корректной замены интегро-диф- 

ференциального уравнения Больцмана 

(0,V)p top = / du! / W(x, uo, 0" > v)p(a, 2, v' dO 

эффективными малогрупповыми моделями вида 

(У) + ой! = У [ И ое а, 
[ 

где ол, И’Г*7 — групповые константы. Основным здесь был вопрос выбора 

данных констант. На основе теории сопряженных уравнений и алгоритмов 

возмущений Г.И. Марчук разработал методы построения таких моделей. 

Им были получены выражения для 07, ИГУ: 

4 dx / oI dQ / awdu 

Uj- 1 

[efor / ау 

2т + 1 
W'4 (x, шо) = Ау; у 5 — И Pm(u0), 

  

m=0 

где 

Де] оо / W (a, po, v > v')dv' 

VI-1 Vj-1 

! po) dx ] Ym dv 

wi = 
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Gn — 30Ha peakTopa, B KOTOPOH MIyTCa TpyMMOBbIe KOHCTAHTEI, (y*! , Ym — KO- 

эффициенты Фурье в разложении функций ‹* и ф в ряды по сферическим 

функциям. Здесь {4*1 } есть решение сопряженных уравнений 

—(@, У)ф + 0769 =У` / Wi pF dQ’. 
l 

Эти выражения для групповых констант в определенном смысле являют- 

ся оптимальными. Было показано также, что они слабо зависят от функ- 

ций {0*/}, ф. Это обстоятельство позволило сформулировать практиче- 
ские численные алгоритмы определения групповых констант, близких к 

оптимальным. Г.И. Марчуком и сотрудниками возглавляемого им отдела 

в Физико-энергетическом институте в 50-е годы были созданы эффектив- 

ные малогрупповые модели реактора в различных приближениях метода, 

сферических гармоник. Эти модели широко использовались для серийных 

расчетов критических масс ядерных реакторов и, в том числе, первой атом- 

ной электростанции. 

Рассмотренный выше метод построения приближенных математиче- 

ских моделей допускает распространение на ряд других задач теории ядер- 

ных реакторов, в частности на задачи переноса излучения для нестацио- 

нарного интегро-дифференциального уравнения вида 

г + ОУф+ х(®, В)ф- 

- | а! / dE'S(A! + 0; B! + B)o(F, B',0',t) = (F, E,2,t), (4.35) 

где неизвестная функция (г, Е, 0, есть поток частиц (например, ней- 
тронов), летящих в направлении О с энергией Ё в точке г в момент 

времени # »/(г,Е) — полное макроскопическое сечение взаимодействия; 

n(Q' > Q; E' > E) — дифференциальное сечение перехода из (Е’, <'') 
в (Е, 0) при столкновениях (мы не разделяем здесь это сечение на сечение 
упругого и неупругого рассеяния, деления и т.д.); 4(", Е, О, #) — распреде- 

ление источников излучения. 

Пусть среда, в которой мы ищем решение уравнения (4.35), занимает 

объем У, ограниченный поверхностью ©. Если вне объема У источники 

отсутствуют и среда вне У не отражает излучения, то естественным гра- 

ничным условием для ф является 

Ф(г.. Е, 0,4) =0, при On <0, (4.36) 

где ий — внешняя нормаль к поверхности © в точке Х.. 

Считая, что источники действуют не бесконечно долго, получим на- 

чальное условие: 

ФГ. Е, О,Ю =0, при #- со. (4.37) 
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Сопряженное к (4.35) уравнение имеет вид 

_ 19% 

v Ot 
  + OV Ys + Ly, — 

— [а [ава > 9B > Bp (r, BY, t) = pl, B, 9,2) (4.38) 

с граничными и начальными условиями 

ф*(г,Е, 0, =0, при n> 0, (4.39) 

фь(т, Е, 0,4) =0, при $— о. (4.40) 

Отметим, что уравнение (4.38) можно получить, исходя из физического 
смысла, сопряженных функций фу(Р, Е, (1,%) как ценности частиц (напри- 
мер, нейтронов) по отношению к функционалу 

+00 
М = ] df / dE / att ] dt o(?, E, ©, t)p(F, B,Q,t). = (4.41) 

При этом ценность нейтронов pa (7, EB, Q, t) равна тому значению, кото- 

рое принимает функционал Л, [ф]| при впускании одного нейтрона в точку 
д = (Г, Е, О.В. 

Предположим теперь, что различные возмущения в рассматриваемой 
системе приводят к изменению сечения взаимодействия излучения с веще- 
ством: 

7-02, 

4(0' + 0; E' > E) 3 X(0! > O; E' - FE) + 6(0! > 0; E' > EB). 

При этом изменяется оператор как основного уравнения А -} А + дА, так 

и сопряженного уравнения А* -} 4* {+ 0.А*, причем 

5A = 6D — [aw | веб +0; E+ B), 

§A* = 6D — [aw / dE'55(Q > 0-Е Е”. 

Используя соотношения сопряженности, получим формулы теории возму- 

щений в виде 

5Jy = — / dr / 40 / dE / dtip* [5x6 — / dn! / dE'5S(a! > x)G(2')), (4.42) 

62, = — / df / dQ / dE / [65$ — / dn / dB! 5D(x! + =)6* (2). (4.43) 
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Как уже отмечалось, соотношения теории возмущений наряду с их прямым 

использованием (для оценки различных эффектов и для анализа, измере- 

ний) могут быть полезными для нахождения упрощенной модели сложной 

системы, такой, в которой некоторая интересующая нас величина, Л» имеет 

то же значение, что и в истинной системе. 

В качестве примера может быть рассмотрена гомогенизация гетеро- 

генной системы или усреднение сечений по энергии. Формулы (4.42) и 
(4.43) позволяют получить метод усреднения сечений по пространству и 
по энергии. Действительно, подставляя, например, в соотношение (4.42) 

64 = 4 — X(F, F) u полагая д.1, = 0, получим 

. / df / dES\F, E) / фе" 
Я — 

[a [ae | age, 

т.е. сечения следует усреднять с весом Ффь. 

К числу таких методов относится и метод эффективных граничных 

условий, заключающийся в замене истинных условий некоторыми упрощен- 

ными условиями, но такими, которые приводят к правильному значению 

потока излучения вдали от границы [36]. 

(4.44) 

4.6. Задачи анализа чувствительности климатической 

системы 

При математическом моделировании изменений климата для различ- 

ных районов планеты важную роль играет теория чувствительности из- 

бранных функционалов по отношению к континентам, Мировому океану, 

начальным данным, внешним источникам и внутренним параметрам за- 

дачи. Проблема чувствительности климата, позволяет на основе реальных 

данных оценить ретроспективно качество моделей и найти новые механиз- 

мы, ответственные за, формирование климата. 

В этом разделе мы обсудим общие подходы к оценке чувствительности 

на основе простых теоретических моделей. Затем эти результаты могут 

быть обобщены на более сложные постановки задам. 

Рассмотрим термическое взаимодействие атмосферы с Мировым океа- 

ном и континентами. Будем рассматривать трехмерную модельную область 

© в сферической системе координат (Л, 4, 2), где А — долгота, 4 — широ- 

та, и х — высота, измеренная от поверхности Земли, которая полагается 

сферической, как и для океана; А! — толщина атмосферного слоя, ho — 

толщина активного слоя океана, Ййз — толщина деятельного слоя почвы; 

5 — поверхность Земли, 5 = 91 Ц 52 Ц 53, 91 — поверхность континентов, 

свободная от льда и снега. 
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Oonacts 2 = 2, UN, U Qs: состоит из: 

- слоя атмосферы 2) = {(A, %, z) : (A, ~) € Si, O< z< hy}; 
- активного слоя океана, 5 = {(Л, 4,2): (Л, 4) € So, —he < z< 0}; 

- верхнего слоя почвы ®3 = {(Л, 4,2) : (А, 4) Е 53, —№3<2<0}. 

Изучим следующую задачу для поля температуры Т(Л, 4, 2, 1) в интервале 

9 = (0, T): 

OT. д /_ОТ и 
an + div(auT') — 52 (25-) — oT =e (4.45) 

с начальными условиями 

Т=То(г), при = 0, (4.46) 

гдег = (Л, 4, 2)Т, Р = ам, й = ани, и — коэффициенты вертикального и 

горизонтального обмена, соответственно, принятые зависящими от высоты 

&, поскольку они различны для атмосферы и океана. Функция и зависит 

также от горизонтальных координат и времени. Переменные в уравнении 

(4.45) означают следующее: = — источник лучистой энергии; Т — функция 

отличная от нуля только в атмосфере, т.е. в области 12}; и = срр(=), где 

с› — удельная теплоемкость среды, р(2) — стандартная плотность атмо- 
сферы (при х > 0) и океана (при 2 < 0); ч(г, {) — вектор скорости ветра в 
атмосфере 1 и течений в океане 445. 

Положим, что значения а, и, и заданы в области определения задачи, 

причем п(г,#) = 0, д = Ов 03. Предположим также, что вектор-функция 
и(г, $) удовлетворяет в атмосфере и океане простейшему уравнению нераз- 

рывности 

div(pu) = 0 (4.47) 

и что ее нормальная компонента, равна нулю на боковых границах Мирово- 

го океана так же, как и на поверхностях & = 0, д = В1, д = —В2. Естествен- 

но, что для атмосферы, если это нужно, уравнение неразрывности может 

рассматриваться с учетом изменяющихся со временем плотности и массы. 

Уравнение (4.45) рассматривается в области @ = Я1 0 2 (0 93, 

Е 0, = (0,8). Граничные условия должны быть сформулированы на гра- 

нице области “ при д = 0, д = 4, 2 = —Во, & = —Вз и на поверхностях 

раздела атмосфера-континент, что обеспечивает существование единствен- 

ного решения задачи Коши. 

Условия равенства температур и скачка в. потоках тепла задаются на 

поверхностях раздела между атмосферой и океаном, атмосферой и конти- 

нентами (2 = 0): 

[Г] = 0, >| = Е(Л, 4,2), при &=0, (Л, 4) Е 520 53, (4.48) 
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roe [f| = f |_, —f 0 — скачок в значениях dyHKuuu f OT z B TOUKe 

z=0,u Р(Л, ф, =) считается функцией, известной по данным наблюдений. 

Следующее условие ставится на границе между атмосферой и частью 
поверхности Земли, покрытой льдом и/или снегом: 

OT 
v= +F =0 ‚при #=0, (Л,4) Е 51. (4.49) 

Условие отсутствия потока тепла принимается на верхней границе атмо- 

сферы (при 2 = й1) и на нижних границах активных слоев в океане и 
почве: 

T 
Ро. =0 при =}, = - 12, = - 13. (4.50) 

Наконец, примем для простоты, что границы между континентами и Ми- 

ровым океаном имеют цилиндрическую форму и что 

_OT 

Man 

где 0422 — боковая поверхность области 42, а п — нормаль к 002. 

Таким образом, задача (4.45)-(4.51) поставлена полностью, и мы пола- 
гаем, что начальные данные задачи определяют ее единственное решение, 
которое принадлежит гильбертовому пространству [2(9 х 9,). Примем, 
что это решение достаточно гладкое, так что дальнейшие преобразования 
обоснованы. 

Рассмотрим вопрос о чувствительности решения задачи (4.45)—(4.51) к 
различным функционалам. Следующий функционал является самым ин- 

тересным для нас: 

=0 при 002, (4.51) 

t 

J = / dt ] F*(d, 0, t)T(A, 0, 0, t)dS, (4.52) 

g 

где ЕР*(Л, р, {) — некая весовая функция, связанная с полем температуры на 

поверхности = 0. Например, если мы хотим определить среднюю темпе- 

ратуру в каком-либо избранном районе континента и при 2 = 0 в интервале 

$ —т <Е< Ь то в качестве Р* мы выберем функцию 

ЕЮ = 1 / (7 mes и) если (Л, 4) ЕщЕ -Т<Е<Е 
(4.53) 

0 в противном случае, 

где mes w означает, как обычно, площадь района w. Torna функционал 

(4.52) записывается в виде 

Tmes Ww 

t 1 1 1=- / dt | ——— / T(d,, 0, t)dS | . (4.54) 
t—T 
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Выражение (4.54) представляет собой среднюю температуру по интервалу 

+} —т <+< Е для избранного района и. Функционалы такого типа наиболее 

интересны в теории изменений климата. | 

Поскольку функционал задачи определен в форме (4.52) или (4.54), мы 
можем сформулировать сопряженную задачу для (4.45)-(4.51): 

  
T* , д /_ОТ* яж 
va div(auT™) — a (ar) — dT” = 0 (4.55) —a@ 

с ”начальным” условием 

T*(7,t)=0, при =, (4.56) 

Уравнение (4.55) рассматривается в области ® = 91 0 920 03, при Ё Е %.. 
Что же касается поверхности д = 0, а также других ”особых” поверхностей, 

где необходимое условие дифференцируемости решения Т”* и его производ- 

ных не выполняется, то следует определить дополнительные граничные 

условия: 

РЗ _ОТ* 
[T*| = 0, р Aa   | =F*, npu z=0, (A,~) Е 520 53, (4.57) 

где Е* определяется функционалом (4.52) или, в частности, (4.53). 

Следующее условие ставится на границе между атмосферой и частью 

земной поверхности, покрытой льдом и/или снегом: 

5 OT* 

Oz 

  

+F*=0 npu z=0, (A,) € $4. (4.58) 

На верхней границе атмосферы (при z = hj) uw Wa нижних границах актив- 

ных слоев в океане и почве ставятся следующие граничные условия: 

_OT* 

и Oz 
  =0 upu z=h, z=—ho, д = Ва. (4.59) 

На границах между континентами и Мировым океаном мы полагаем 

_OT* 

г On 

где п — внешняя нормаль к пограничной цилиндрической поверхности 

”’океан-суша». 

Теперь изучим другую форму функционала (4.52), выраженную через 

решение Т* сопряженной задачи. Умножим скалярно уравнение (4.45) на, 

Т* и уравнение (4.55) на Т, проинтегрируем по времени в ®, по всей обла- 

сти определения решения ® с учетом начальных данных (4.46), (4.56) и 

  =0 при 002, (4.60) 
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граничных условий (4.48)—(4.51), (4.57)-(4.60) и вычтем результаты друг 
из друга. Интегрируя. по частям, получим: 

J = [ores 0)To(r an в] то “a, t)T* (A, b, 0, t)dS-+ 

+ [а at fer on db, z, t)dQy. (4.61) 
о 9: 

Заметим, что левая часть этого соотношения в точности совпадает с функ- 
ционалом „Л, определенным формулой (4.52). 

Соотношение (4.61) описывает чувствительность функционала J K ло- 
кализации различных районов и входных параметров задачи, поскольку 
весовая функция Т* характеризует влияние начальных данных То(Г), по- 
токов тепла, Е(Л, 4, {) на границе 2 = 0 и источников лучистой энергии в 

атмосфере Е. 

Методы сопряженных уравнений нашли применение для практического 
решения широкого класса задач науки и техники: от проблем глобальных 
изменений до задач математического моделирования в иммунологии и ме- 
дицине, включая теорию измерений и планирования эксперимента. 

5. Некоторые нерешенные проблемы теории 

сопряженных уравнений и их приложений в 

анализе сложных систем 

Сформулируем некоторые проблемы, решение которых представляет 

интерес в теории сопряженных операторов (уравнений) и их приложений 

в анализе сложных систем. 

Проблема 1. В нелинейных задачах дать ответ на, вопрос: какой из мно- 

жества сопряженных операторов является ’наилучшим” при рассмотрении 

конкретной задачи. 

Проблема 2. Указать методы отыскания решений "ассоциированных си- 

стем” и систем вида (3.11), (3.56) для построения законов сохранения при 
рассмотрении конкретных классов систем уравнений. 

Проблема 3. Разработка и реализация эффективных итерационных ал- 

горитмов при решении задач вариационной ассимиляции данных наблю- 

дений. 

Проблема 4. Исследование спектральных свойств операторов управле- 

ния вида (4.26), возникающих в задачах вариационного усвоения данных 

наблюдений. 
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Проблема 5. Развитие методов сопряженных уравнений второго порядка 

для построения и исследования Гессианов в задачах оптимального управ- 

ления. | 

Проблема 6. Исследование чувствительности оптимальных решений к 

ошибкам наблюдений в задачах вариационной ассимиляции данных на 

основе методов сопряженных уравнений. 

Проблема 7. Рассматривается задача, решения которой удовлетворяют 

некоторому набору законов сохранения. Разработать численные методы по- 

строения приближенного решения данной задачи, при этом на приближен- 

ном решении законы сохранения должны выполняться с заданной точно- 

стью. 

Проблема 8. Приведенные выше законы сохранения были сформулирова- 

ны по существу в рамках лагранжева формализма. Вывести законы сохра- 

нения в рамках гамильтонова формализма, используя скобки Пуассона. 

Проблема 9. Сформулировать интегральные законы сохранения для ре- 

шений, не обязательно удовлетворяющих нулевым граничным условиям 

(см. п. 3.3). 
Проблема 10. Использовать нелокальные законы сохранения для доказа- 

тельства существования решений нелинейных уравнений и их исследова- 

НИЯ. 

Проблема 11. Построить нелокальные законы сохранения для уравнения 

Бюргерса 

Ut + UUg = EUzz, u=u(a, bt), e>0 

на, основе решения 9 ассоциированного уравнения чу - (пи). = —Е т. 

Представленные в данной работе исследования выполнены при финан- 

совой поддержке РФФИ (гранты № 03-01-00779, № 04-01-00615), грантов 

Президента РФ (Н1]-150.2003.1 и НП]-1542.2003.1), а также программы 

фундаментальных исследований ОМН РАН. 
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