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П Р Е Д И С Л О В И Е

Учебные пособия по геометрии для 9 и 10 классов содержат не­
обходимый для преподавания курса стереометрии заданный мате­
риал. Помещенные в пособии задачи предназначены по своему раз­
нообразию и уровню сложности для решения учащимися в процессе 
их обучения.

Однако современный школьный курс стереометрии включает 
ряд новых тем и методов изложения по сравнению со старым кур­
сом. Стоит вспомнить такие вопросы, как аксиоматический метод, 
элементы векторной алгебры, метод координат, отображения и 
преобразования (параллельное проектирование, перенос, три вида 
симметрий, гомотетия), элементы математического анализа.

Учебная и методическая литература пока еще бедна сборниками 
задач и пособиями для учителей, в которых упражнения и задачи 
имели бы своей целью обеспечить в ходе их решения выработку 
навыков в применении указанных теоретических положений. 
Предлагаемый сборник восполняет в некоторой степени этот про­
бел. В него включены задачи по всем разделам курса, задачи для 
внеклассных и индивидуальных занятий, задачи и упражнения 
на повторение курса планиметрии.

Следует заметить, что многие задачи заимствованы из имею­
щихся сборников, однако их решение требует знания новых мето­
дов — метода координат, векторного исчисления, геометрических 
преобразований в объеме программы курса геометрии. Именно на 
задачах, знакомых учителю по своему содержанию, легче освоить 
новые методы решения, так как в этом случае отпадает трудность 
получения ответа и все внимание сосредотачивается на овладении 
самим методом решения, на поиске необходимых средств для по­
лучения ответа, пусть даже известного.

В сборнике имеется немало и таких задач, преимущественно 
специально составленных, которые для своего решения требуют 
большего: посредством новых методов решить их, не зная заранее, 
какой метод применить и в какой форме.

Не следует забывать также, что «Векторы» и «Преобразования» 
представляют собой новые темы курса геометрии, поэтому по-
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явился и новый тип задач — задачи на теорию преобразований 
и векторную алгебру без специальных приложений этих задач 
к какой-то традиционной геометрической задаче.

Особое внимание уделено в сборнике задачам на применение 
аксиоматического метода. Все задачи по этой теме новые, поскольку 
система аксиом, принятая в школьном курсе, новая.

К отдельным терминам и понятиям, знакомым учителю, но не 
содержащимся в новых учебных пособиях, даются в сносках пояс­
нения. Так как предлагаемый сборник может быть использован 
учителем не только для самообразования, но и для работы с уча­
щимися, то в главах I — VI помещено значительное количество 
задач, по трудности не превосходящих задачи из учебного пособия 
9 —10 классов. В некоторых случаях учащиеся могут работать со 
сборником самостоятельно.

Наиболее трудные задачи отмечены звездочкой. Почти ко всем 
задачам даны либо ответы, либо указания, во многих случаях при­
водятся и полные решения задач.

Авторы выражают благодарность рецензентам Ф. М. Барчуно- 
вой, П. Б. Ройтман, а также JI. И. Кузнецовой, Т. А. Ивановой 
и М. X. Приеде.

Авторы



ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 
Г л а в а  I  СТЕРЕОМЕТРИИ. 

ПАРАЛЛЕЛЬНОСТЬ В ПРОСТРАНСТВЕ

§ 1. Основные понятия. 
Аксиомы стереометрии и следствия ив них

1. Какие геометрические понятия используются в определении:
1) окружности; 2) ломаной; 3) параллельности прямых; 4) переме- 
щения плоскости? Составьте схему «родословной» для каждого из 
названных понятий.

2. Какие теоремы и аксиомы используются при доказательстве:
1) теоремы о конгруэнтности вертикальных углов; 2) теоремы 
о центральной симметричности противоположно направленных 
лучей; 3) теоремы Фалеса; 4) теоремы Пифагора? Составьте схему 
«родословной» для каждой из названных теорем.

3. Докажите, что существует точка, не принадлежащая: 1) дан­
ной плоскости; 2) данной прямой.

4. Докажите, что через каждую точку пространства можно про­
вести: 1) прямую; 2) плоскость.

5. Докажите, что каждая плоскость содержит хотя бы одну 
прямую.

6. Не пользуясь аксиомами порядка, докажите, что в про­
странстве существуют четыре точки, не принадлежащие одной 
плоскости.

7. Докажите, что каждая прямая содержит бесконечное мно­
жество точек.

8. Докажите, что через каждую точку можно провести бесконеч­
ное множество прямых.

9. Докажите, что каждая плоскость содержит бесконечнее мно­
жество точек.

10. Докажите, что через каждую точку можно провести беско­
нечное множество плоскостей.

11. Докажите, что в каждой плоскости существуют три точки, 
не принадлежащие одной прямой.

12. Докажите, что каждая плоскость содержит бесконечнее 
множество прямых.

13. Докажите, что через прямую можно провести плоскость.
14. Докажите, что через каждую прямую можно провести бес­

конечное множество плоскостей.
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15. Дано: С е (А В ), D ή (А В ), М  е (Л£), Μ φ Ό . Доказать: 
(ЛВГ>) =  (CDAi).

16. Дано: α f) β =  т, Л 6 а , В ξ т, А Ф  В. Верно ли утверж­
дение: 1) (AB)cz  а ; 2) (Л5) £  Р

17. Даны четыре прямые, из которых каждые две пересекаются. 
Докажите, что все данные прямые либо лежат в одной плоскости, 
либо проходят через одну точку.

18. Вместо многоточия поставьте «необходимо» или «достаточно» 
или «необходимо и достаточно». 1) Для того чтобы данная точка 
принадлежала плоскости..., чтобы эта точка принадлежала данной 
прямой, лежащей в этой плоскости. 2) Для того чтобы данная точка 
не принадлежала данной плоскости..., чтобы эта точка принадле­
жала какой-либо прямой, пересекающей данную плоскость. 3) Для 
того чтобы данная прямая лежала в данной плоскости..., чтобы эта 
прямая имела с плоскостью общую точку. 4) Для того чтобы данная 
прямая не лежала в данной плоскости..., чтобы эта прямая про­
ходила через какую-либо точку, не принадлежащую данной плос­
кости. 5) Для того чтобы две плоскости совпадали ..., чтобы они 
имели общую прямую (две различные общие прямые). 6) Для того 
чтобы две плоскости пересекались ..., чтобы они имели общую пря­
мую. 7) Для того чтобы прямая и плоскость пересекались ..., чтобы 
они имели общую точку.

19. Какой фигурой может быть пересечение: 1) полупростран­
ства и прямой; 2) полупространства и луча; 3) полупространства 
и плоскости; 4) полупространства и полуплоскости; 5) полупро­
странства и отрезка; 6) полупространства и треугольника?

20. Докажите свойства полупространства: 1) отрезок, соединяю­
щий любые две точки открытого полупространства, не пересекает 
его границы; 2) отрезок, соединяющий любые две точки различных 
открытых полупространств с общей границей а , пересекает а .

§ 2. Параллельность прямых 
н плоскостей в пространстве.
Задачи на построение

21. В плоскости а  даны прямые а и Ь, данная точка М  не при­
надлежит а . Проведите линию пересечения плоскостей, проходя­
щих через а и Λί, Ъ и Λί.

22. Даны угол ABC  и точка Λί. Проведите линию пересечения 
плоскостей, проходящих через (АВ) и Λί, (ВС) и Λί.

23. Дан треугольник ABC  и точка Λί, не принадлежащая его 
плоскости. Через Λί и Л проведите плоскость а  так, чтобы линия 
пересечения плоскостей ABC  и α: 1) разделила [ВС] пополам; 
2) разделила угол ВАС  пополам.

24. Дана прямая а и точка Λί. Через данную точку проведите 
прямую, пересекающую а под прямым углом.

25. Дано: угол ABC, М § (ABC), Р € [ВС), Р ф В . Через точки Λί 
и Р проведите плоскость а  так, чтобы линия пересечения плоско-



стен ABC  и а  отсекала на сторонах данного угла конгруэнтные 
отрезки.

26. Докажите, что середины ребер A D , АВ,  ВС, CD тетраэдра 
ABCD принадлежат одной плоскости. Вершинами какого четырех­
угольника служат эти точки?

27. Дан тетраэдр ABCD. Выберите в грани ABD  точки М  и N, 
а в грани ABC  точку Р так, чтобы сечение тетраэдра плоскостью 
M N C  было: 1) треугольником; 2) четырехугольником. Постройте 
эти сечения.

28. Дан тетраэдр ABCD , М  € [АВ], N  е [DCl, Р ζ A  ABC.  По­
стройте сечение тетраэдра плоскостью M N P.

29. Дан тетраэдр ABCD\  точки М  и N  принадлежат внутренней 
области треугольника A B C , точка Р принадлежит грани ABD.  По­
стройте сечение тетраэдра плоскостью M NP.

30. Дан тетраэдр ABCD , точки М  и N  принадлежат соответ­
ственно ребрам AD и DC. Выберите точку Р  в грани BCD так, 
чтобы сечение M N P  было: 1) треугольником; 2) четырехугольни­
ком. Постройте эти сечения.

31. Даны две различные прямые а и Ь. Через данную точку М  
проведите прямую, скрещивающуюся с каждой из данных прямых, 
если известно, что данные прямые: 1) параллельны; 2) пересека­
ются.

32. Даны скрещивающиеся прямые а и Ь, прямая с пересекает 
каждую из данных прямых. Докажите, что любая прямая, парал­
лельная с и отличная от этой прямой, скрещивается по крайней 
мере с одной из прямых а и Ъ.

33. Дано: С 6 а. Докажите, что плоскость, проходящая
через Ъ и С, пересекает прямую а.

34. Даны скрещивающиеся прямые a, b и точка С. Каково вза­
имное расположение плоскостей, проведенных через а и С, b и С?

35. Дано: а^~ Ь. Через точку Λί, принадлежащую прямой а, про­
ведите прямую, пересекающую а и скрещивающуюся с Ь.

36. Верно ли утверждение, что прямая, параллельная плоско­
сти, не пересекает ни одной из прямых, лежащих в этой плоскости?

37. Плоскость β пересекает прямую а, параллельную плоскости
а. Докажите, что плоскости а  и β пересекаются.

38. Плоскость а  и прямая а параллельны. Прямая b пересекает 
прямую а. Каким может быть взаимное расположение прямей b 
и плоскости а?

39. Дано: а || a , b || а . Верно ли утверждение, что а || Ь?
40. Через данную точку проведите: 1) прямую, параллельную 

каждой из данных пересекающихся плоскостей; 2) плоскость, 
параллельную каждой из двух скрещивающихся прямых.

41. Дано: а — Ъ. Через прямую а проведите плоскость, парал­
лельную прямой Ъ.

42. Дан тетраэдр ABCD.  1) Постройте его сечение плоскостью, 
проходящей через вершину D и внутреннюю точку М  грани ABC  
и параллельной ребру АВ.  2) Вычислите площадь сечения, если
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все ребра тетраэдра имеют длину а, причем |СЛ1| : |Л 1 # | =  1, 
где N ζ МВ1.

43. Дан тетраэдр ABCD.  1) Через точку пересечения медиан 
грани ABD  проведите прямую р, параллельную плоскости ABC  
так, чтобы прямая р пересекала (DC). 2) Вычислите длину отрезка 
прямой р , являющегося пересечением прямой р и тетраэдра ABCD , 
если \АВ\ -  \ВС\ =  \АС\ =  а .

44. Прямая с параллельна плоскости а , прямые а и Ь, пересе­
кающие с в различных точках, пересекают а  соответственно в точ­
ках А и В (А В). Докажите, что для того чтобы прямые а и b 
были пересекающимися или параллельными, необходимо и доста­
точно, чтобы прямые с и АВ  были параллельны.

45. Прямая с параллельна плоскости а , прямые а и b пересе­
кают с в точках Л и В, а плоскость а  — в точках А ± и Вх. Укажите, 
достаточным, необходимым или необходимым и достаточным усло­
вием параллельности прямых а \\ b являются такие условия: 
]) || с\ 2) (Л^Дх) И с, i Л Л ! | =  \ВВХ\\ 3) (Л А )  ii с,
\АВ\ =  |Л А ! ;  4) \А В \  =  \ А ХВХ |, \ ААХ\ =  I ^ L

4®. Докажите, что прямая, параллельная каждой из пересе­
кающихся плоскостей, параллельна их линии пересечения.

47. Даны прямые а и Ь. Найдите объединение всех прямых, 
пересекающих а и параллельных b, если а и b: 1) скрещиваются; 
2) пересекаются; 3) параллельны.

48. Дан параллелепипед A B C D A ^ f i x D ^  Докажите, что:
1) (BGt) II (Л И Ь ); 2) (АА,)  ц (BLBD).

49. Даны две несовпадающие параллельные прямые а и Ь, пря­
мая с скрещивается с каждой из них. Проведите через пря­
мую а плоскость a , a через прямую b плоскость β так, чтобы а  
и β были параллельны, а расстояние между точками их пересече­
ния с прямой с имело заданную величину d.

50. Дан параллелепипед ABCDAiBiPiDi,  точки М  и N принад­
лежат соответственно ребрам А А г и ВС, Р — внутренняя точка 
грани A lB 1C1D 1. Постройте сечение параллелепипеда плоскостью 
MNP.

51. Постройте сечение параллелепипеда A B C D A ^ f i i D i  плос­
костью, проходящей через точки Μ, N, Р, где М  е [ВВ^], N  н Р  — 
внутренние точки граней BB^Cfi  и A 1B 1ClD 1 соответственно.

52. Дан параллелепипед AB C D A 1B 1C1D l. Постройте его сече­
ние плоскостью, проходящей через (BDх) и точку М,  принадлежа­
щую [CCj].

53. Постройте сечение параллелепипеда ABC DA1B 1C1D 1 плос­
костью M NP,  если точки Μ, N  и Р  — соответственно внутренние 
точки граней: 1) ABCD, A B B iA lt AD DXA ,; 2) ABCD, Α ι Β -fiiD-y, 
ABByA , .

54. 1) Постройте сечение куба плоскостью, проходящей через 
середины Μ, N, Р попарно скрещивающихся ребер. 2) Найдитё 
площадь сечения, если ребро куба равно а.

8



55. Дано: а || а , а || β, b || а , b || β. Каким должно быть вза­
имное расположение данных прямых, чтобы плоскости а  и β были 
параллельны?

56. Через точку одной из двух параллельных плоскостей прове­
дена прямая, параллельная другой плоскости. Докажите, что эта 
прямая лежит в первой плоскости.

57. Дан параллелепипед ABCDAiBiCiDi,  точка М  принадлежит 
грани ABCD.  Постройте сечение параллелепипеда плоскостью:
1) проходящей через точку М  и параллельной грани ΑΒΒχΑχ,
2) проходящей через точку М  и параллельной (ABCi).

58. Лучи alt а2, а3, имеющие общее начало О, пересечены двумя 
параллельными плоскостями соответственно в точках At  и B lt
Λ  и В 2, А3 и  Вг. Докажите, что =  | ^ J  =  .

59. Известно, что лучи аъ а2, а8, имеющие общее начало О, 
пересечены двумя плоскостями а  и β соответственно в точках А г
и B lt А2 и  В г, А3 и В3, причем | ^ - j  =  | - ^ i j  «= j - ^ J . Могут
ли плоскости α π β  быть не параллельны? Каким должно быть 
взаимное расположение данных лучей, чтобы утверждение α || β 
было верно?

60. Докажите, что для данных двух скрещивающихся прямых 
параллельные плоскости, каждая из которых содержит одну пря­
мую, являются единственными.

61. Прямая а пересекает три параллельные плоскости в точках 
Alt А г, А3, а прямая b — в точках Blt В 2, В3 соответственно.
Докажите, что { ^ j j j  =  ^  .

62. Дана плоскость а  и скрещивающиеся прямые т и п ,  парал­
лельные этой п л о с к о с т и . Через произвольную точку А плоскости 
проведена прямая q> пересекающая прямые т и п  соответственно 
в точках М  и N. Докажите, что отношение | А М  | : | A N  | не зави­
сит от выбора точки А в плоскости а .

63. Найдите множество середин всех отрезков, концы которых 
принадлежат двум данным параллельным плоскостям.

§ 3. Параллельное проектирование

64. Докажите свойства параллельного проектирования: 1) про­
екция прямой есть прямая; 2) проекции параллельных прямых 
параллельны; 3) отношение длин проекций двух параллельных от* 
резков равно отношению длин проектируемых отрезков.

65. Докажите, что параллельной проекцией данного угла (мень­
шего развернутого) может служить угол любой величины (в гра­
ницах от 0 до 180°).

66. Даны непересекающиеся прямые а и Ь. Найдите множество 
точек М у делящих в заданном отношении все отрезки А В , концы ко­
торых принадлежат данным прямым (А £ а, В  € Ь, |АМ | : | М В ) =  k).
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67« Дана плоскость а  и скрещивающиеся прямые а и Ь9 не парал­
лельные а . Через каждую точку Л, принадлежащую прямой а , 
проведена прямая, параллельная а  и пересекающая прямую Ь 
в точке Αχ . Найдите множество середин всех отрезков А Αχ.

68. Дана плоскость а  и две не принадлежащие ей. точки А и В, 
такие, что (АВ) || а . Найдите множество всех точекА ± и В ъ являю­
щихся параллельными проекциями данных точек Л и β  на плос­
кость а , чтобы при этом расстояние \ΑχΒχ\ было равно заданному 
расстоянию d >  0.

69. Трапеция ABCD([AB] || [CD]) служит изображением рав­
нобедренной трапеции Α χΒ ^χϋχ ,  углы при основании которой 
равны 45°. Постройте изображение центра окружности, описанной 
вокруг трапеции.

70. Трапеция ABCD ([АВ] || [CZ>]) служит изображением пря­
моугольной трапеции ΑχΒ^ΟχΌχ, имеющей угол В ъ равный 60°. 
Известно,, что в данную трапецию можно вписать окружность. 
Постройте центр этой окружности.

71. Треугольник ABC  служит изображением прямоугольного
треугольника А хВхС1у у которого Сг =  90° и j ΑχΟχ\ : | Β λΟχ\ = 3 : 1 .  
Постройте изображение высоты треугольника, проведенной из вер­
шины прямого угла.

72. Треугольник ABC  служит изображением равнобедренного 
треугольника ΑχΒχΟχ, у которого \ΑχΟχ \ =  |B iC i| и высота равна 
основанию. Постройте изображение: 1) центра описанной окруж­
ности; 2) центра вписанной окружности.

73. Параллелограмм ABCD служит изображением квадрата 
AxBxCxDx. Постройте изображение: перпендикуляра, проведенного 
из точки е [DjCJ) к прямой: 1) (ВхО г) у 2) (ΒχΕχ), гд е£ \ —
середина [ΑχΩχ].



Г л а в а  i i  В Е К Т О Р Ы

§ 1. Линейные операции над векторами 
на плоскости и в пространстве

1. Даны три ненулевых вектора а, Ь, с, каждые два из кото- 
рых неколлинеарны. Найдите их сумму, если вектор а +  b кол-
линеарен вектору с, а "вектор b -{-с коллинеарен вектору а.

2. Докажите теорему: чтобы вектор, равный сумме двух**>·
неколлинеарных векторов а и Ь% имел направление, совпадающее
с направлением биссектрисы угла, направления сторон которого

-*>· —>·
совпадают с направлениями векторов а и Ь, необходимо и доста- 

")· *->-
точно, чтобы | а | =  \Ь |.

3. Пусть точки А ъ В 1у Сх делят стороны ВС, С А и АВ  треуголь­
ника ЛВС  в одном и том же отношении λ. Докажите, что отрезки 
А А Ь ВВ1 и ССх являются сторонами некоторого треугольника.

4. На сторонах QRy RP  и PQ треугольника PQR даны соот­
ветственно такие Псры точек Aly А2; В 1у В2 и С1у С2, что
АгА2 +  B tB2 +  СХС2 =  0. Докажите, что

\А±А21: №  | =  I В<В2 1: | RP  | ·= | СХС2 1: | PQ |.
5. Дан треугольник ABC и на каждой стороне по две точки

Аи А2\ В1у В ^ С 1у С-з, причем АгА2 =  kB C y B1B 2 ~ k C A y СХС2 =:
=  kAB.  Докажите, что треугольники А ф ^  и А2В 2С2 имеют 
общий центроид1.

6. Докажите, что если медианы одного треугольника парал­
лельны сторонам другого, то и медианы второго треугольника 
параллельны сторонам первого.

7. Медианы двух треугольников соответственно параллельны. 
Докажите, что соответственные стороны этих треугольников также 
параллельны.

8. В треугольнике ABC  проведена медиана ADy М  — сере­
дина этой медианы. Разложите вектор МВ  по АВ и АС.

1 Ц е н т р о и д  т р е у г о л ь н и к а  — точка пересечения его медиан.
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9. В треугольнике ABC  проведена средняя линия MN,  где 
М  € [АС\, N ζ [ВС]. Разложите: 1) вектор Μ Ν  по АВ  и ~АС;
2) вектор АВ по МС  и NC.

10. Дан параллелограмм ABCD с центром О. Разложите:
1) вектор AD  по ОВ и ОС; 2) вектор ОС по AD  и DC.

И. Точки N  и М  — середины сторон AD и DC параллело­
грамма ABCD; Р =  (АС) Π (Β Ν ), Q =  [АС) f) (В М ). Докажите,
что PQ =  у  АС.

12. Дан параллелограмм ABCD.  Через вершину С проведены 
две прямые 1Х и /2, пересекающие (АВ) в точках М х и М 2, а
(АО) — в точках N t и N 2. Докажите, что BM t : В М 2~
=  DN2: DNy .

13. Дана трапеция ABCD, A B W D C ,  причем |ЛД| =  а, \ОС\=*
— b. Через точку Р пересечения диагоналей проведена прямая /, 
параллельная основаниям и пересекающая [AD] в точке М,  а
|5С] в точке N. Вычислите р и q, если M N  =  рАВ,  M N  =qDC.

14. Дан четырехугольник ABCD.  На сторонах AD  и ВС  
даны соответственно точки М  и N, такие, что \ A M \ : \ M D \ = -

— j ΒΝ  I: |ЛГС \ — p :q .  Докажите, что M N  =  -^ В ^  ppDC.
15. ABCDEF  — правильный шестиугольник. Разложите:

1) вектор АО по АВ  и ВС; 2) вектор АВ  по DC  и °ε Ρ.
16. Дан правильный пятиугольник ABCDE, О — его центр.

Докажите, что векторы О А +  ОВ +  ОС и OD +  ОЕ коллинеарны.
17. Дан правильный пятиугольник ABCDE.  Найдите разло­

жения векторов АС и AD по векторам АВ  и АЕ  и разложения
векторов АВ  и АЕ по векторам АС и AD.

18. Даны п точек Alt Аг, . . .  , Ап. Докажите, что сущест­
вует единственная точка G, такая, что GAi +  GA2 +  · — l~G/4„ =->·
=  0.

19. Дан треугольник ABC, С =  9 0 .  Точка О — основание 
перпендикуляра, проведенного из вершины С на гипотенузу.
Разложите вектор CD по СА и СВ./'Ч

20. Дан треугольник ABC, С =  90°. Точка М  — центр впи­
санной окружности. Разложите вектор СМ по СА и СВ.

1 Если два вектора а н b коллинеарны (Ь ф  0), то вместо равенства а —
=  kb иногда удобно писать а : b =  k. Символ а : b применяется только для->
коллинеарных векторов а и b при b Ф 0.
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21. Докажите, что если [АМ] — биссектриса треугольника ABC, 

то т  =  ЬАВь ~^ссА£ , где Ь =  \ А С \ , с = \ А В \ .

22. Даны треугольник ABC  и центр О вписанной в него 
окружности. Докажите истинность векторного равенства аОА 
-}-bOB +  c d G =  О, где а =  |Д С |, Ь =  \СА\,  с=*\АВ\.

23. Даны два параллелограмма ABCD  и ABxCxDlt причем 
Βχ € [АВ], ϋχ  е [AD]. Докажите, что прямые DBlt BDt , ССх пере- 
секакэтся в одной точке.

24. Дан тетраэдр ABCD.  Точки М  и N  — середины его ре­
бер АВ  и CD. Докажите, что M N  — - j ( A D  +  ВС).

25. Докажите, что отрезки, соединяющие середины противопо­
ложных ребер тетраэдра, пересекаются в одной точке й делятся 
ею пополам.

26. Два треугольника ABC  и ΑχΒχΟχ имеют общий центроид. 
Докажите, что (ΐζχ =  ΑχΒ +  ΒχΑ.

27. Дан шестиугольник ΑχΑ2Α 3ΑχΑ&Α β. Для каждых трех по­
следовательных efo вершин построен центроид. Докажите, что 
эти центроиды являются вершинами центрально-симметричного 
шестиугольника.

28. Даны два параллелограмма ABCD  и AxBxCxDx. Точки А 0, 
В0, С0, D0 делят отрезки А А 1( В В г, ССх, DDX в равных отношениях. 
Докажите, что AoB0CoDo — параллелограмм (быть может вырож­
денный)1.

29. Отрезки АВ, АС, DB  и DC разделены соответственно 
точками Μ, N, Р и Q в одном и том же отношении. Докажите,

что M N  =  PQ.
30. Дана треугольная призма АВСАхВхСх. Точки Л0, В0, С0 

деляг стороны ВС, СА, АВ  в равных отношениях k.  Докажите,
что сумма векторов А гА0 +  ΒχΒ0 +  СхС0 не зависит от k.

31. Дана треугольная призма АВСАхВхСх. Точки А 0, В0, С0 — 
середины ребер ВС, СА, АВ.  Докажите, что отрезки А ХА 0, ΒχΒ0, 
СхСо пересекаются в одной точке. Вычислите отношения, в которых 
эта точка делит каждый из указанных отрезков.

32. Дан куб ABCDAxBxCxDx. На прямой ΜΜχ,  где М  и Μχ— 
соответственно центры граней ABCD  и ΑχΒχΟχύχ, Дана тйкая
точка О, что О А +  ОВ +  ОС +  OD =  ΟΜχ. В каком отношении 
точка О делит отрезок ΜΜχ?

1 Если для четырех точек А, В, С и D, не являющихся вершинами парал­
лелограмма, выполняется равенство А В  =  DC, то говорят, что ABCD  — вырож­
денный параллелограмм.
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33. Дан тетраэдр ABCD,  точки G1( G2, G3 и G4 — центроиды его 
граней. Для вершин второго тетраэдра A iB 1C1D 1 построены соот­
ветственно симметричные им точки Л2, В„, С2 и D2 относительно 
указанных выше центроидов. Докажите, что центроиды G' и G" 
тетраэдров1 и A 2B2C2D2 симметричны относительно цен­
троида G тетраэдра ABCD.

34. Дан тетраэдр ABCD.  Разложите вектор АМ по векторам
АВ, АС, AD,  где М  — середина медианы ВВХ грани BCD.

35. Дан параллелепипед ABCDAXBXCXDX. Разложите векторы
АСХ, А ХС, BDX и BXD по векторам АВ, AD, А А Х.—*· —>■ — ->* —>* —>-

36. Докажите, что векторы а — b, b — с , с — а, — 2 а  +
+  b *4- с компланарны.

37. Докажите, что векторы а +  b — с, 2а — b +  с, 8а — 
»■>- ·*>■

— b +  с компланарны, и разложите каждый из них по двум 
остальным.

38. На двух скрещивающихся прямых р  и q даны по три
точки^/3!, Р 2, Р3 и Qb Q2, Q3, причем Р±Р2 =  k P λΡ3, =
=  AQiQ3. Докажите, что прямые P 1Q1, P 2Q2» параллельны
некоторой плоскости.

39. На одной из двух скрещивающихся прямых даны три 
точки А1у Л2, Л3, а на другой — точки В1у В 2> ВЗУ такие, что

А±А2: А2А3 =  Β λΒ2: В 2В3 =  k . Докажите, что А2В 2 =  ^ ■̂ 4з̂ 3.
40. Треугольники ЛРС и лежат в различных плоско­

стях. Докажите, что три прямые, проведенные соответственно 
через середины трех пар отрезков Α Β λ и А гВ у ВС1 и В гСу САг и 
АСЪ параллельны некоторой плоскости.

41. Докажите, что если противоположные звенья неплоской 
замкнутой ломаной, состоящей из 6 звеньев, попарно параллельны, 
то они попарно и конгруэнтны. Убедитесь в том, что такая ломаная 
обладает центральной симметрией.

42. Докажите, что биссектрисы двух плоских углов трехгран­
ного угла и биссектриса угла, смежного с третьим плоским углом, 
лежат в одной плоскости.

43. Докажите, что биссектрисы трех углов, смежных плоским 
углам трехгранного угла, лежат в одной плоскости.

44. Дана неплоская замкнутая ломаная ABCD.  Плоскость 
пересекает прямые А В , ВС , CDy DA  соответственно в точках
ο η η ο τ τ  ЛР BQ CR DS .Р, Q, Р , S. Докажите, что —  · —£ * —  · —  =* 1.

РВ QC RD SA

1 Ц е н т р о и д  т е т р а э д р а  — точка пересечения прямых, соединяющих 
середины противоположных ребер.
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§ 2. Скалярное умножение векторов

45. Докажите, что диагонали ромба взаимно перпендику­
лярны.

46. Дан параллелограмм ABCD.  Пусть АВ  =  D& ίΓ, А В  «= 
=  ВС — Ь. Дайте геометрическое истолкование формул:

а) (а +  by  +  (а — by =  2(а2+ ^ 2);
б) ( а + Т ) 2 =  (а — Т)2;

в) (a +  b)(a — Ь) =  0 .
47. Медианы и треугольника Л 5С  конгруэнтны. Дока­

жите, что треугольник равнобедренный.
48. Докажите, что большей стороне треугольника соответствует 

меньшая медиана и обратно.
49. Точки М  и N  делят сторону АВ  треугольника ABC  на 

конгруэнтные отрезки. Докажите, что если [ СМ | | CN |, то
| С А ! =  I с в  |.

50. Докажите, что если [АМ\  — биссектриса треугольника A B C ,
ОА А2bc cos -у

то \ А Щ = - т + т  ’ где Ь = \ А С Ъ с =  \АВ\ .
51. Найдите сумму квадратов расстояний от одной из вершин 

правильного η-угольника до остальных, если радиус окружности, 
описанной вокруг η-угольника, равен R .

52. В окружность с центром О вписан треугольник А В С У в ко­
тором точка Сг — середина [АВ]. Докажите, что необходимое и 
достаточное условие перпендикулярности отрезков ОС и ОСг выра-
жается равенством | А — В  | =  90°.

53. Точка О — центр окружности, описанной вокруг треуголь­
ника ABCу Н  — ортоцентр1 этого треугольника. Докажите, что
ОН = ОА +  ОВ +  ОС.

54. Докажите, что для любых четырех точек Л, В у С, D вы­
полняется равенство АВ  · CD +  ВС  · AD +  С А · BD  *= 0.

55. Докажите, что три прямые, на которых лежат высоты тре­
угольника, пересекаются в одной точке.

56. Даны два одинаково ориентированных квадрата ABCD 
и A1B 1CiD1. Докажите, что \A A 1 \2 +  \CC1\2~ \ B B 1\2 +  \ D D l \2.

57. Докажите, что для того, чтобы два отрезка АВ  и CD 
были перпендикулярны, необходимо и достаточно, чтобы 
\АС\2 + \  B D \2 =  \ A D \ 2 +  \ B C \ 2.

58. Выразите расстояние между серединами двух противополож­
ных ребер тетраэдра через длины всех шести его ребер.

1 О р т о ц е н т р  т р е у г о л ь н и к а  — точка пересечения трех прямых 
проведенных через вершины треугольника перпендикулярно противоположным 
сторонам.
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59. Даны два треугольника с общим центроидом. Докажите» 
что сумма девяти квадратов расстояний от вершин одного треуголь­
ника-до вершин другого зависит только от длин сторон данных 
треугольников.

60. На двух прямых даны соответственно отрезки А В  и CD. 
Точками М  и М х отрезок А В  разделен в отношении I АС\ : \BD\  
внутренним и внешним образом1. В таком же отношении разделен 
отрезок CD внутренним и внешним образом точками N  и N x. Дока­
жите, что отрезки M N  и M lN l перпендикулярны.

61. Все звенья замкнутой ломаной ABCD конгруэнтны. До-

кажите, что AB,C D  =  ВС, DA.
62. Дана замкнутая ломаная ABCDy причем DAB  =  DCB  =  

=  90°. Докажите, что проекции противолежащих звеньев данной 
ломаной на прямую АС равны.

63. Докажите, что если центроид тетраэдра совпадает с центром 
описанной вокруг него сферы, то противолежащие ребра тетраэдра 
попарно конгруэнтны.

64. Ребра прямого трехгранного угла с вершиной О пересечены 
плоскостью в точках Л, В, С. Докажите, что треугольник ABC  
остроугольный.

65. Известны плоские углы α, β, у  трехгранного угла Oabc. 
Вычислите косинус угла между ребром t  трехгранного угла и бис­
сектрисой противоположного плоского угла.

66. Известны плоские углы α, β, у трехгранного угла Oabc. 
Вычислите косинусы углов между биссектрисами плоских углов 
трехгранного угла.

1 Если точка С лежит между А  и В, то точка С делит отрезок А В внут­
ренним образом в отношении k  =  \ АС  | : | СВ |. Если же С £ (АВ), но С ά [4&J. 
то С делит [АВ] внешним образом в отношении | АС | : | СВ  |.



m  ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ 
Г л а в а  I U  В ПРОСТРАНСТВЕ. ДВУГРАННЫЕ 

И МНОГОГРАННЫЕ УГЛЫ

§ 1. Признак перпендикулярности 
прямой и плоскости. 
Расстояние от точки до плоскости

1. Докажите, что прямая, перпендикулярная плоскости, пере­
секает эту плоскость.

2. Прямая а, перпендикулярная плоскости а , пересекает эту 
плоскость в точке А.  Докажите, что прямая Ь, проведенная через 
точку А перпендикулярно прямой а, лежит в плоскости а .

3. Даны прямая а и точка М,  не принадлежащая а. Найдите 
объединение всех прямых, проведенных через М  перпендикулярно 
прямой а.

4. Дано: [АВ] — [CD\, \АС\ =  \СВ\ ,  \ A D \ - \ D B \ .  Д ока­
жите, что {АВ) _L (CD).

5. Даны точки А, В, С, D.  Известно, что {АВ) jl {CD), {АС) jL 
_L (BD). Докажите, что (AD) j_ (ВС).

6 . Докажите, что через данную точку нельзя провести двух 
различных плоскостей, перпендикулярных данной прямой.

7. Через данную точку проведите прямую, перпендикулярную 
двум данным скрещивающимся прямым.

8. Точка М  принадлежит грани ADB  тетраэдра ABCD, у кото­
рого \А В \  — \BD\, \АС\ ~  \CD\.  Постройте сечение тетраэдра 
плоскостью, проходящей через точку М  и перпендикулярной 
ребру AD.

9. Дан прямоугольный параллелепипед ABCDA^^CJ)^^  и точка 
М,  являющаяся внутренней точкой сечения А С С ^ ^ .  Постройте 
сечение параллелепипеда плоскостью, проходящей через точку 
Λί и перпендикулярной: 1) прямой ΒΒι,  2) прямой ВС.

10. Даны два прямых угла Л 5В и CSD,  не лежащие в одной 
плоскости. Докажите, что линия пересечения плоскостей ASC  
и BSD  перпендикулярна линии пересечения плоскостей ASD  и 
BSC.

N . Все грани параллелепипеда A B C D A 1B 1C1D 1 — конгруэнт­
ные ромбы, углы между ребрами, имеющими общую точку А и 
равны. Выясните, перпендикулярна ли прямая AjC плоскости 
A B tD v
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12. Два отрезка, наклонных к плоскости, имеют общий конец, 
не принадлежащий плоскости, вторые концы отрезков принадле­
жат этой плоскости. 1) Докажите, что достаточным и необходимым 
условием равенства длин данных отрезков является равенство 
длин их проекций на плоскость. 2) Докажите, что длина одного 
из данных отрезков больше длины другого тогда и только тогда, 
когда длина проекции первого отрезка больше длины проекции 
второго.

13. Точка М  удалена от каждой из вершин прямоугольника 
на расстояние a, a от его плоскости — на расстояние Ь. Найдите 
длины сторон прямоугольника, если их отношение равно 2.

14. Точка Λί, не принадлежащая плоскости треугольника, оди­
наково удалена от его вершин. Как расположена проекция точки М  
по отношению к внутренней области треугольника, если этот тре­
угольник: 1) прямоугольный; 2) остроугольный; 3) тупоугольный?

15. Через точку О пересечения диагоналей трапеции ABCD  
([АВ] || [CD] и \ А В \ >  \DC\) проведен перпендикуляр [О/С] к ее 
плоскости. Докажите, что |/СВ | >  j/CD |.

16. Точки А и В  расположены по одну сторону плоскости а 
и удалены от нее на расстояния а и Ь\ точки А г и В г — различные 
ортогональные проекции данных точек на плоскость а. Найдите 
расстояние от точки пересечения прямых А В г и В А Х до плоскости а .

17. Вершины треугольника ABC  удалены от плоскости а  соот­
ветственно на расстояния а , Ь, с. Найдите расстояние от точки 
пересечения медиан треугольника до плоскости а , если известно:
1) все данные точки расположены по одну сторону плоскости а;
2) точки А и В расположены по одну сторону плоскости a ,  a точка 
С — по другую.

18. Отрезок А В  длиной а параллелен плоскости а  и удален от 
нее на расстояние b. Наклонные [АМ] и [ДЛП ({Λί, Ν ) α α )  пер­
пендикулярны (АВ) и имеют длины, равные с. Найдите | M N  !.

19. Через вершину квадрата проведена плоскость а  парал­
лельно его диагонали. Докажите, что ортогональная проекция ква­
драта на плоскость а  есть ромб.

20. Через вершину прямого угла прямоугольного треугольника 
проведена плоскость а , параллельная гипотенузе. Проекции кате­
тов на эту плоскость равны 8 ^ и  4]/~3 см. Найдите проекцию 
гипотенузы, если известно, что расстояние между гипотенузой 
и плоскостью равно 4 см.

21. Через одну из сторон ромба проведена плоскость на рассто­
янии 4 см от противолежащей его стороны. Проекции диагоналей 
ромба на эту плоскость равны 8 см и 2 см. Найдите проекции сторон.

22*. Длины сторон треугольника равны а, а и b (а Ф Ь)у проек­
цией его служит равносторонний треугольник. Найдите длину 
его стороны.

23. Суммы противолежащих углов четырехугольника равны 
между собой. Найдите множество всех точек, каждая из которых 
одинаково удалена от вершин данного четырехугольника.
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24. Даны два отрезка А В и СО, лежащие на скрещивающихся 
прямых, точки М и N  — середины этих отрезков. Докажите, что

| МЛЧ <  L l£ L + d i£ l .

25. Даны скрещивающиеся прямые а и Ь, их общий перпендику­
ляр [А В] (А ζ а, В ζ Ь). Пусть С ζ a,D е Ь. Докажите, что равенство 
| АС | =  [ ВО j является достаточным условием конгруэнтности углов 
ACD и БОС.

26. 1) Постройте общий перпендикуляр диагонали куба и не 
пересекающей ее диагонали грани этого куба.

2) Найдите длину общего перпендикуляра, если ребро куба 
равно а.

27. Постройте общий перпендикуляр непересекающихся диаго­
налей двух смежных граней куба.

28*. Дан прямоугольный параллелепипед ABCDA1B 1C1Dlt 
у которого | АВ | =  | В С | =  а , | В В ± | =  2а. Постройте общий пер­
пендикуляр прямых В А г и СВ1у найдите его длину.

29. Дан тетраэдр ABCD , у которого грань ABC  — прямоуголь­
ный треугольник с катетами С А и СВ , равными а, ребра О A , DB  
и DC равны Ь. Найдите расстояние между {АВ) и (.DC).

30. Грани ABC  и ABD  тетраэдра ABCD  равновелики. Дока­
жите, что общий перпендикуляр ребер АВ  и CD проходит через 
середину [CD].

§ 2. Теорема о трех перпендикулярах

31. 1) Одна из сторон прямого угла параллельна плоскости а , 
другая — не перпендикулярна к ней. Докажите, что ортогональ­
ная проекция данного угла на плоскость а  есть прямой угол.

2) Может ли ортогональная проекция прямого угла на плос­
кость, не параллельную ни одной из его сторон, быть прямым 
углом?

32. Параллелограмм ABCD является изображением ромба, 
отрезок M N  изображает перпендикуляр к плоскости ромба, причем 
М  е[Л5]. 1) Постройте прямые, проходящие через точку N  и пер­
пендикулярные диагоналям ромба. 2) Достаточно ли данных 
для построения прямых, проходящих через N  перпендикулярно 
сторонам ромба?

33. Дан куб ABCDA^iC^Dx,  точка М  — середина [£С], точка 
N  — середина [АМ]. Постройте сечение куба плоскостью, проходя­
щей через N  и перпендикулярной {МАЛ).

34. Какую фигуру образует множество оснований перпендику­
ляров, проведенных из точки Л, не принадлежащей плоскости а , 
ко всем прямым, лежащим в плоскости а  и проходящим через дан­
ную точку М?
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85. Суммы противолежащих сторон четырехугольника равны. 
Найдите множество всех точек, одинаково удаленных от прямых, 
на которых лежат стороны четырехугольника.

36. В равнобедренном треугольнике стороны равны 17 см, 17 см 
и 30 см. Из вершины большего угла проведен отрезок, перпендику­
лярный к плоскости треугольника, длина отрезка равна 15 см. 
Найдите расстояние от концов отрезка до большей стороны тре­
угольника.

37. Дан прямоугольный треугольник с гипотенузой с и острым 
углом а . Из вершины А данного угла проведен перпендикуляр 
[АК] к плоскости треугольника. Найдите расстояние от точки К  
до катета, противолежащего данному углу, если известно, что 
| Л/С I =  т.

38. Точка М  удалена от плоскости квадрата на 14 см, а от каж­
дой из его сторон — на 50 см. Найдите сторону квадрата и рассто­
яние от его вершин до точки М.

39. Дан треугольник со сторонами 13 см, 14 см и 15 см; точка М  
удалена от каждой из прямых, содержащих стороны треугольника, 
на 5 см и проектируется во внутреннюю точку этого треугольника. 
Найдите расстояние от точки М  до плоскости треугольника.

40. Через точку О пересечения диагоналей параллелограмма 
проведен перпендикуляр [0/С1 к его плоскости. Докажите, что 
расстояние от точки К  до любой из вершин не меньше расстояния 
от К  до любой из сторон.

41. 1) Докажите, что точка, одинаково удаленная от вершин 
прямоугольника, не являющегося квадратом, неодинаково уда­
лена от его сторон.

2) Точка, одинаково удаленная от прямых, на которых лежат 
стороны ромба, одинаково удалена и от его вершин. Найдите углы 
ромба.

42. Докажите, что точка, одинаково удаленная от вершин 
правильного многоугольника, одинаково удалена и от его сто­
рон.

43. Точка М  удалена от каждой вершины правильного треуголь­
ника на ] /1 3  см, а от каждой стороны — на 2 см. Найдите рассто­
яние от М  до плоскости треугольника.

44. Точка М  удалена от каждой вершины правильного шести­
угольника на расстояние а , а от каждой стороны — на расстоя­
ние Ь. Найдите расстояние от М  до плоскости шестиугольника и до 
его меньшей диагонали.

45. Дан ромб со стороной а и углом 45°. Точка М  удалена от 
всех прямых, на которых лежат стороны ромба, на расстояние Ь. 
Найдите расстояние от этой точки до плоскости ромба и вершины 
его тупого угла.

46. Даны две скрещивающиеся прямые а и Ь. Докажите, что 
расстояние от точки М, принадлежащей прямой а , до прямой b 
возрастает при возрастании расстояния от М  до точки пересечения 
прямой а и общего перпендикуляра данных прямых.
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§ 3. Угол между прямой и плоскостью

47. Докажите, что угол между диагональю куба и плоскостью 
его грани не зависит ни от выбора диагонали, ни от выбора грани.

48. Даны измерения прямоугольного параллелепипеда 
ABCDAxBiCxDii \АВ \  =  а, |# С |= * 6, \ B B x\ = c t причем а < Ь <  
<  с. 1) Зависит ли угол между диагональю параллелепипеда и его 
гранью от выбора грани? 2) Укажите, с какой из граней диагональ 
BDl образует наименьший угол? наибольший угол?

49. 1) Дан куб ABCDAxBxCJDx. Найдите углы между плоско­
стью Α Β χ ϋ ι  и каждым из ребер А гА и Αχϋχ.

2) Дан куб ABCDAxBxCiDx, точка М  — середина [ΒΒχ\, точка 
N  — середина [CCJ, О — центр симметрии грани BCCiBv  Найдите 
углы между плоскостью ΒΟΟχΒχ и каждой из прямых D M y DO, D N .

50. Рассмотрите множество всех наклонных, проведенных 
к плоскости из точки, не принадлежащей плоскости, и образующих 
равные углы с этой плоскостью. Какую фигуру образуют точки 
пересечения наклонных с плоскостью?

51. Основание АВ  равнобедренного треугольника ABC  лежит 
в плоскости а  (а Ф (ABC)). Какой из углов больше: угол между 
(ЛС) и а  или угол между (CD) и а , если D — середина [АВ]?

52. Проекция равностороннего треугольника на плоскость, 
проходящую через его сторону, является прямоугольным треуголь­
ником. Найдите угол между стороной данного треугольника и плос­
костью проекций.

53. Дан ромб с диагоналями dx и d2. Через одну из его сторон 
проведена плоскость так, что угол между другой стороной ромба 
и этой плоскостью равен φ. Найдите площадь проекции ромба на 
плоскость.

54. Через диагональ ромба проведена плоскость, отличная от 
плоскости ромба. Докажите, что угол между этой плоскостью и пря­
мой, на которой лежит сторона ромба, не зависит от выбора стороны.

55. Концы отрезков А В и CD принадлежат параллельным -
плоскостям а  и β, причем ((А В ) ,а ) =  φ1( ((CD), β) =  φ2, φ2 >  φι· 
Какой из данных отрезков имеет большую длину?

56. Концы отрезков А В  и CD принадлежат параллельным 
плоскостям α κ β .  Проекции этих отрезков на одну из плоскостей
соответственно равны а и Ь, а углы ((АВ), а) и ((CD),a) относятся 
как 1 : 2. Найдите расстояние между плоскостями.

§ 4. Двугранные углы. Перпендикулярные плоскоети
57. Докажите равенство величин двугранных углов: 1) верти­

кальных; 2) соответственных при параллельных плоскостях.
58. 1) Через данную прямую а, лежащую в плоскости а , прове­

дите плоскость β так, чтобы угол между плоскостями a  и β имел 
данную величину.
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2) Через точку А, не принадлежащую данной плоскости а, про­
ведите плоскость β так, чтобы угол между плоскостями а  и β имел 
данную величину.

59. Из точек А и В,  принадлежащих одной из граней дву­
гранного угла, проведены перпендикуляры [ААг] и [ВЯЛ на 
плоскость другой грани и перпендикуляры [АА2] и \ВВ2\ на 
>ебро. Найдите: 1) \В В г \, если \А Аг | *= 15 см, t f =  27 см, 
А/4г |*=20 см; 2) | ААХ\ и \ВВ1\, если \АхАг \ — т, \В 1В г \ =  п, 
ΑΑχ | + 1 ΒΒχ! =  р.

60. Проекция прямой на плоскость одной из граней двугранного 
угла перпендикулярна его ребру. Докажите, что проекция этой 
прямой на плоскость другой грани также перпендикулярна ребру.

61. Точки А и В (А Ф В) являются проекциями точки М  на 
плоскости граней двугранного угла. Докажите, что прямая АВ  
перпендикулярна к его ребру.

62. Точки А и В принадлежат различным граням двугранного 
угла и одинаково удалены от его ребра. Найдите на ребре такую 
точку М,  чтобы угол А М В  был наибольшим.

63. Докажите, что угол между плоскостями равен углу между 
перпендикулярами к этим плоскостям.

64. 1) Угол между плоскостями треугольников ABC и DBC 
равен 45е. Найдите \AD\,  если | А В | = 1 5  см, \ВС\ =  \4 см, 
| АС\  =  13 см, |D B | =  \DC\ =  9 см.

2) Концы отрезка А В  принадлежат граням двугранного угла, 
равного ф. Из точек А и В проведены перпендикуляры МАЛ и [ДЛЛ 
к ребру двугранного угла. Известно, что \ А М  \ — 10 см, |ВЛМ =  
== 5 сл*,! M N  | =  12 см. Найдите | А В  j , если: 1) φ «= 90°; 2) φ =  60е.

65. Гипотенуза прямоугольного треугольника лежит в плоско­
сти а, его катеты наклонены к этой плоскости под углами 30е 
и 45°. Найдите угол между плоскостью треугольника и плоско­
стью а .

66. Грани ΑΒΒχΑχ и ΒϋΟχΒχ параллелепипеда ΑΒ€ΟΑχΒχΟχΌχ— 
прямоугольники. Известно, что длины отрезков АВ, ВС, ВВи 
Βχϋ пропорциональны числам 5, 1, 2, 5. Найдите двугранные 
углы В В г и CCj.

67. В тетраэдре ABCD  ребро А В  равно т, высоты А Αχ и ΒΒχ 
граней ACD и BCD соответственно равны а и Ь, отрезок ΑχΒχ ра­
вен п. Найдите величину двугранного угла CD.

68. В тетраэдре ABCD  все ребра, кроме ребра ВС, имеют равные
длины, САВ =  90°. Найдите величину двугранного угла АВ.

69. 1) Модель параллелограмма ABCD,  у которого | А В  | =  2 дм,
\AD\ =  3 дм, BAD  =  60°, перегнута по диагонали АС  так, что 
образовался двугранный угол в 120°. Какую величину после этого 
имеет угол между сторонами А В  и A D ?

2) Модель ромба со стороной а и диагональю BD, равной d, 
перегнута по этой диагонали так, что образовался двугранный 
угол, равный φ. Найдите |/4С|.

22



70. Найдите объединение всех прямых, пересекающих данную 
прямую и перпендикулярных данной плоскости.

71. Через данную точку проведите плоскость, перпендикуляр­
ную данной плоскости и параллельную данной прямей.

72. Через данную точку проведите плоскость, перпендикуляр­
ную каждой из данных двух плоскостей.

73. Дано: α JL β, А  € а , (АВ) j_ β. Докажите, что (АВ)  с т а .
74. Докажите, что прямая пересечения двух плоскостей, перпен­

дикулярных третьей плоскости, есть перпендикуляр к этой плос­
кости.

75. Точки А и В  принадлежат различным граням прямого 
двугранного угла и находятся на равных расстояниях \А А г |

и \ΒΒχ\  от его ребра. Известно, что \ А В \ : \ А А Х\ = 2 .  Найдите 
угол между прямой АВ  и ребром двугранного угла, а также 
углы между (АВ) и каждой из его граней.

76. Два правильных треугольника ABC  и АВ М  лежат во вза­
имно перпендикулярных плоскостях. Докажите, что углы между 
прямой АС  и прямыми А М  и ВМ  равны.

77. Катет и гипотенуза равнобедренного прямоугольного тре­
угольника лежат в различных гранях прямого двугранного угла. 
Вершина прямого угла треугольника удалена от ребра на расстоя­
ние т ,  а вершина острого угла — на расстояние п. Найдите пло­
щадь треугольника.

78. В тетраэдре ABCD  грань ABC  — правильный треугольник 
со стороной а, грань ABD  — равнобедренный треугольник, боковая 
сторона которого равна b (b Ф  а), двугранный угол А В  прямой. 
Найдите сторону сечения, являющегося квадратом.

§ 5. Трехгранкые и многогранные углы

79· Сколько плоскостей симметрии может иметь трехгранный 
угол?

80. Через каждое ребро трехгранного угла, у которого ни 
одно ребро не перпендикулярно противолежащей грани, прове­
дена плоскость перпендикулярно к противолежащей грани. Дока­
жите, что все эти плоскости имеют общую прямую.

81. Через точку, принадлежащую внутренней области трех­
гранного угла, проведите плоскость так, чтобы ее пересечение 
с трехгранным углом было треугольником, точка пересечения ме­
диан которого совпадает с данной точкой.

82. Все плоские углы трехгранного угла прямые. Докажите, 
что его сечение любой плоскостью, пересекающей все три ребра, 
есть остроугольный треугольник.

83. В тетраэдре ABCD все плоские углы при вершине D 
прямые, | AD  | =  а, | BD | =  by | DC | =  α +  ί .  Докажите, что сумма 
плоских углов при вершине С равна 90°.
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84. В тетраэдре ABCD суммы плоских углов при каждой из вер­
шин А у В у С равны 180°. Докажите, что все грани тетраэдра кон­
груэнтны.

86. В трехгранном угле два двугранных угла равны по 135°, 
их общий плоский угол прямой. Найдите третий двугранный угол.

86. Плоские углы трехгранного угла равны α, β, у. Найдите 
угол между биссектрисой угла а  и противолежащим ему ребром.

87. Каждый плоский угол трехгранного угла равен а. На одном 
из ребер взята точка, удаленная от вершины на расстояние а. Най­
дите расстояние от этой точки до плоскости противолежащей грани.

88. Сумма плоских углов трехгранного угла равна 180°. Дока­
жите, что сумма косинусов его двугранных углов равна 1.

89. Плоские углы трехгранного угла равны 60°, 60°, 90°. Найдите 
углы наклона ребер к плоскостям противолежащих граней.

90. Все плоские углы трехгранного угла равны, его двугран­
ный угол равен φ. Найдите косинус плоского угла.

91. Два плоских угла трехгранного угла равны а,третий плос­
кий угол прямой. На общей стороне равных плоских углов взята 
точка на расстоянии h от плоскости противолежащей грани. Найдите 
расстояние от этой точки до вершины трехгранного угла.

92. 1) Докажите, что через гипотенузу равнобедренного прямо­
угольного треугольника нельзя провести плоскость так, чтобы 
каждый катет был вдвое больше своей проекции на эту плоскость.

2) Найдите наибольшую величину отнсшения а : аъ где а — 
длина катета равнобедренного прямоугольного треугольника, ах — 
длина его проекции на плоскость, проходящую через гипотенузу.

93*. Верно ли утверждение, что каждый двугранный угол трех­
гранного угла меньше суммы двух других двугранных углов?

94*. Докажите, что для любого трехгранного угла SABC  
с плоскими углами α, β, у и противолежащими двугранными

углами А, В у С выполняется равенство: cos А =  — cos В cos С +
/ч

+  sin В  sin Ceos а  (вторая теорема косинусов для трехгранного 
угла).

95. Двугранные углы трехгранного угла равны 60°, 120°, 90°. 
Найдите его плоские углы.

96. Докажите, что против равных двугранных углов трехгран­
ного угла лежат равные плоские углы.

97. 1) Докажите, что сумма двугранных углов трехгранного 
угла больше 180°, но меньше 540°.

2) Докажите, что в трехгранном угле для любого двугранного
Ч̂ ^ч /Л

угла А выполняется неравенство: Л > В  +  С — 180°, где / _ В  и 
/ _ С  два других двугранных угла.

98. В трехгранном угле два двугранных угла равны 90° и 50°. 
В каких границах находится третий двугранный угол?

99*. Сумма двугранных углов трехгранного угла равна 360°. 
Докажите, что сумма косинусов его плоских углов равна —1.
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100^. Докажите, что плоские углы α, β, γ и двугранные углы 
А, В, С трехгранного угла связаны соотношением: =

• q  ; sin Аsin р sin γ
=  — (теорема синусов для трехгранного угла).

sin В  sin С
101. В трехгранном угле сумма двух двугранных углов равна 

180°. Докажите, что сумма противолежащих им плоских углов 
также равна 180°. Верно ли обратное утверждение?

102. Все плоские углы четырехгранного угла SABCD  равны 
по 60°, углы /1SC и BSD  конгруэнтны. Докажите, что каждый 
из них равен 90°.

103*. Четыре луча с общим началом попарно ограничивают 
шесть углов, равных φ. Найдите величины этих углов.

104. Докажите, что сумма двугранных углов четырехгранного 
угла больше 360°, но меньше 720°.



Г л а в а  IV КООРДИНАТНЫЙ МЕТОД 
В ПРОСТРАНСТВЕ

§ 1. Координаты вектора

1. Среди векторов =  (1; — 6; 3), а 2 =  (О; —4; 5), аэ =*
~  (3; 0; 0), <£ =  (0; - 1; 0), а6 =  (5; 0; 6), а6 =  (2 ; - 3 ;  6),
ί  =  (О; 0; —2), а8 =  (— 3; 1; 0), а9 =  (6; 0; 1), а10 =  (0; 5; О)
укажите векторы, коллинеарные: а) вектору i\ б) вектору /;
в) вектору k\ компланарные: г) векторам i и /; д) векторам /—>■
и k\ е) векторам k и i.

2. Докажите, что векторы а =  (2; 3; — 1), b = ( —4 ; —6 ; 2), 
с =  (—2; —3; 1) коллинеарны.

3. Докажите, что векторы а =  (2; 1; 1), Ь =  (3; — 1; 2), 
с =  (9; 2; 5) компланарны.

— —>■
4. Докажите, что векторы а =  (2; 1; 1), ft =  (3; — 1; 0),

с =  (7; 1; 2) компланарны, и вычислите коэффициенты разло- 
—>* — —>*

женин вектора с по векторам а и Ь.—►* ->■
5. Вектор а образует с векторами i и k  соответственно уг­

лы 120° и 135°. Определите угол, который образует вектор а 
с вектором / .

6. Найдите косинусы углов, образованных вектором а =
у ------- “->· “*>■ —>·

=  (5; — у  2; 3) с координатными векторами i t /, k.
7. При каких значениях m угол между векторами а =

=  (0; т ;  —2) и =  (— 1; 0; — 1) равен 60°?
8. Даны векторы а" =  (1; 5; 1), £ = ( 1 ;  —5; 2), *с =  2̂ ; 1; - | j ,

d = (0; 0; 1). Вычислите их попарные скалярные произведения 
и укажите, образуют ли они острый, прямой или тупой угол.
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9. Вычислите координаты единичного вектора а0, перпенди- 
кулярного векторам ft =  (l; 1; 0) и с =  (0 , 1; 1).

§ 2. Координаты точки

10. Точки А (  1; 3; — 1), В ( —2; 1; 0), С(— 1; 0; 1) — верши­
ны параллелограмма ABCD.  Вычислите координаты четвертой 
вершины D.

11. А (  1; 2; — 1), В ( 4; 0; 1), С{1; — 1; 0) — три вершины рав­
нобедренной трапеции ABCD.  Вычислите координаты вершины D, 
если (АВ) || (CD).

12. На луче АВ дана точка М  такая, что | АМ  | =  5. Вычис­
лите координаты точки М  по координатам точек А и В:
1) А (0; 0; 0), В (  2; 3; 1); 2) А (  1; 1; - 1), Д (0; - 1 ;  3).

13. Докажите, что три точки А (  1; 2; —1), В ( 2; —1; 0),
С(3; —4; 1) принадлежат одной прямой.

14. Даны две точки: А (2; — 1; 1) и В ( — 1; 1; —2). Вычис­
лите координаты точки С, если А С :С В  =  — 2.

15. Дан треугольник ABC.  Прямая I пересекает прямые ВС, 
СА, АВ соответственно в точках Ах, В х, Сх. Докажите, что
векторы АВ  +  АХВХ, ВС  -+- В ХСХ, СА +  СХАХ коллинеарны.

16. На оси Ог найдите точку, равноудаленную от точек 
А(2; 3; 1) и В(—2; 0; — 1).

17. Вычислите координаты точки, принадлежащей координат* 
ной оси Оу и одинаково удаленной от точек А (2; —1; 1) и В(0; 1; 8).

18. Даны четыре точки: А(—4; —4; 4), В (—3; 2; 2), С (2; 5; 1), 
D (3; —2; 2). Докажите, что отрезки АС  и BD перпендикулярны.

19. Вычислите расстояния от М  (3; 4; — 1) до осей координат.
20. Даны три точки: А  (1; —2; 0), В (— 1; 1; 3), С (—2; 0; 1). 

Вычислите координаты проекции точки С на прямую АВ.
21. Вычислите расстояние между прямой А В  и координатными 

осями, если: 1) А (3; 0; 1), В  (2; — 1; 2); 2) А  (2; 3; — 1), В (— 1;1; 1).
22. Вычислите косинусы углов треугольника ABC,  если: 

\ ) А  (1;1; 1), В (2; 1; - 1), С ( - 3 ;  0; 2); 2) А (0; 0; 0), Д ( 2 ; - 1 ;  1), 
С (3; 0; - 4 ) .

23. Вычислите координаты М  центра окружности, описанной 
вокруг треугольника ABC,  если: 1) А (0; 1; 1), В (—2; — 1; 0), 
С (1; 1; - 3 ) ;  2) А ( - 1 ;  0; 0), В  (0; 1; 0), С (0 ; 0; 2).

24. Составьте уравнение множества всех точек, удаленных от 
координатной плоскости Oyz на данное расстояние d.

25. Составьте уравнение множества всех точек, равноудаленных 
от двух координатных плоскостей Оху и Охг.

26. Составьте уравнение множества всех точек, находящихся 
от оси Ох на расстоянии d.
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27. Даны две точки: Л и β . Составьте уравнение множества всех
точек М,  для которых А М В  =  90°: 1) А (2; 0; 1), В (—2; 4; 1); 
2) А (—1; 2; 0), β ( 1 ; 0 ; 4 ) .

28. Составьте уравнение множества всех точек М,  для которых
—ν —t-

угол (ОМ, k) равен 45°.
29. Выясните, какое множество точек задается уравнением 

х3 +  у 3 +  г2 +  ху  +  уг +  гх — 0 .
30. Выясните, какие множества точек задаются уравнениями:

1) г* +  у 2 =  0; 2) х2 — ху  =  0; 3) у 3 +  г2 =  1; 4) х2 +  у 3 +  г2=  0.
31. Выясните, какие множества точек задаются неравенствами:

1) х >  0 ; 2) уг >  0 ; 3) х2 +  у 3 — 1 >  0 .

§ 3. Уравнение плоскости

32. Точка Л (2; 1; т) принадлежит плоскости Зх —  у +  2г — 
— 1 = 0 .  Вычислите т.

33. Даны плоскости ахх +  Ьгу  +  с& +  <1г — 0 и а2х +  Ь^у +  
-Ь c^z +  d2 =  0. Докажите, что условие а, =  kait bx =  кЬг, с, =  
=  kc2 является необходимым и достаточным для того, чтобы данные 
плоскости были параллельны.

34. Найдите уравнение плоскости, проходящей через середину 
отрезка, соединяющего точки Л (2 ; 1; 3) и β  (0 ; — 1; 1), и перпен­
дикулярной к этому отрезку.

35. Точка Л (1;/л; п) принадлежит прямой пересечения пло­
скостей х  у  — г — 4 =  0, 2х — у +  4ζ — 1 = 0 .  Вычислите 
т и п.

36. Даны две точки Л (1; 3; т) и В  (—2; т\ 1) и плоскость 
Зх +  4у  — г ]— 1 =  0. При каких значениях т  прямая АВ  парал­
лельна плоскости?

37. Найдите координаты вектора а, параллельного прямой 
пересечения плоскостей Зх — у  — г +  2 =  0, х +  г — 1 = 0 .

38. Найдите уравнение плоскости, параллельной плоскости 
4х — 5у +  2г +  11 =  0 и проходящей через точку Л (3; —2; —4).

39. Докажите, что точки Л (2; 3; —4) и β  (1; —4; 1) лежат 
по разные стороны от плоскости 2х — у +  г +  1 = 0.

40. Докажите, что луч А В  (А (1; 1; —1), В (— 1; 0; 0)) пересе­
кает плоскость а  (х — у  +  2г — 3 =  0).

41. Выясните, имеют ли четыре плоскости общую точку:
1) х +  г/ =  0, г — 1 = 0, х — 2 +  2 =  0 , 2χ  +  ί / + 1 = 0 ;
2) х — у  =  0 , 2г +  1 =  0, у  +  г — 1 =  0, 2х — у  +  2г +  1 =  0.

42. Даны плоскости х +  2у  — г — 1 и 2х +  # +  г =  0. Со­
ставьте уравнение плоскости, проходящей через точку Л (1; 1; — 1) 
и прямую пересечения данных плоскостей.
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43. Прямая I пересекает координатные плоскости Охг и Оуг 
В точках А (2; 0; — 1), В (0; 2; 4). Вычислите координаты точки 
пересечения прямой I с третьей координатной плоскостью.

44. Найдите координаты точек пересечения прямой А В  с коорди­
натными плоскостями, если: 1) Л (1; 1; —4), В  (—2; 3; 1); 
2) Л (1; 2; 1), В ( - 2 ;  - 3 ;  - 1 ) .

45. Докажите, что точки Л (1; 1; 1), Б  (2; — 1; 1), С (3; 4; —1),з
D (4; 0; — у )  принадлежат одной плоскости.

46. Через точку Μ  (1; — 1; 2) проведите плоскость, перпендику­
лярную прямой пересечения плоскостей Зх — и — г — 1 = 0 ,  
2х +  у  +  За +  4 =  0.

47. Вычислите расстояние от точки А (2; 1; 1) до прямой пере­
сечения плоскостей 3х +  у  — ζ =  2, х  — у  =  0.

48. Даны точка Μ  (1; 2; —4) и плоскость у  — г =  0. Вычислите 
координаты точки М ъ симметричной точке М  относительно данной 
плоскости.

49. В плоскости 3* — у  — ζ +  1 =  0 дан квадрат ABC D . Вы­
числите координаты вершин В и D, если А (2; 4; 3), С (1; 1; 3).

50. Сфера проходит через точку М  (4; 3; 6) и касается коорди­
натных плоскостей. Составьте уравнение этой сферы.

51. Дан тетраэдр SABC  с прямым трехгранным углом S. Найдите 
множество точек Р , для которых | РА  |2 +  | РВ  |2 +  | РС |2 =
-  з | p s  !2.

52. Дано изображение осей координат Ох, Оу, Ог. Постройте 
изображения следов1 плоскостей 1) Зх — 4у +  6ζ — 12 =  0;
2) х +  у  — 2ζ +  6 =  0 на координатных плоскостях.

53. Дано изображение осей координат Ох, Оу, Ог. Постройте 
изображение прямой пересечения плоскостей Зх — у  +  ζ — 6 = 0  
и 2* +  у  — ζ +  4 =  0.

54. Постройте изображение точки пересечения прямой, прохо­
дящей через точки А (1; — 1; 2) и В  (0; —4; 1) с плоскостью 2х +  
+  у +  ζ — 6 =  0.

55. Постройте изображение плоскости, проходящей через 
точку А (1; 2; —1) параллельно плоскости Оху.

56. Составьте уравнение плоскости, проходящей через точку 
Μ  (1; —2; 2), если задано уравнение х +  2у  — 1 =  0 ее следа 
в плоскости Оху.

57. Составьте уравнение плоскости, если заданы уравнения 
ее следов в плоскостях Оху и Οχζ: 1) х  +  у  — 2 =  0, 2х —ζ — 4 =  0 ; 
2) х — у —  1 = 0, Зх +  2ζ — 3 =  0 .

58. Составьте уравнение плоскости, проходящей через точки 
А (1; 0; —2) и В (0; 3; 1) параллельно оси Ог.

1 Следом плоскости а  на данной плоскости проекций π называется прямая 
/ =  α  П п.
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59. Составьте уравнение плоскости, проходящей через точки 
А (1; —1; 1) и β  (2; 0; —1) параллельно направлению вектора
а =  (3; 1; —1).

60. Даны четыре точки: Л (1; I; 1), В  (2; — 1; 0), С (—1; 0; 1), 
D (—2; 1; 1). Составьте уравнение плоскости, проходящей через 
(ЛВ) параллельно (CD), и плоскости, проходящей через (CD) 
параллельно {АВ).

61. Вычислите координаты ортогональной проекции точки 
М  (2; — 1; 1) на плоскость у  — 2 =  0.

62. Найдите координаты параллельной проекции А х точки 
Л (2; — 1; 1) на координатную плоскость Оху, если А А Х =  ka,  где 
а =  (1; —2 ; 3).

63. Найдите угол ос, который образует вектор а =  (6; 2; 3) с плос­
костью Зх +  2у +  62 — 1 =  0.



Г л а в а  V  МНОГОГРАННИКИ

§ 1. Призма. Параллелепипед

1. Докажите, что число ребер призмы кратно трем.
2. 1) Докажите, что сумма двугранных углов при всех боковых 

ребрах четырехугольной призмы равна 360°.
2) Чему равна эта сумма для п-угольной призмы?
3. 1) Все диагональные сечения правильной призмы равнове­

лики. Найдите число сторон основания призмы.
2) Правильная призма не имеет параллельных диагональных 

сечений, но имеет диагональные сечения без общих внутренних 
точек. Найдите число сторон основания призмы.

4. Каждое ребро правильной пятиугольной призмы равно а. 
Найдите длины диагоналей.

5. Постройте сечение треугольной призмы АВСАтДуСх плос­
костью, проходящей; 1) через внутренние точки Μ, N , Р трех 
боковых граней; 2) через точки Μ, Ν, Р, где М  принадлежит грани 
ААуВуВ, N e  A  ABC, Р е  Δ Λ χ Β Α .

6. Постройте сечение четырехугольной призмы ABC DA1B 1C1D 1 
плоскостью, проходящей: 1) через внутренние точки Μ, Ν, Р трех 
боковых граней; 2) через точки Μ, N , Р, принадлежащие соответ­
ственно граням ABCD, АуВуСуРь А А ^ у В .

7. 1) Постройте сечение правильной четырехугольной призмы 
плоскостью, проходящей через диагональ призмы и параллельной 
непересекающей ее диагонали основания.

2) Найдите площадь сечения, если боковое ребро призмы равно 
2Ь, а сторона основания равна Ь.

8. Длины всех ребер прямой треугольной призмы АВСАуВхСх 
равны а. 1) Постройте общий перпендикуляр прямых А А г и ВСЪ 
вычислите его длину. 2) Найдите угол между (ААг) и (ВСу).

9. Каждое ребро правильной треугольной призмы равно а. 
Найдите: 1) длину общего перпендикуляра непересекающихся диа­
гоналей боковых граней призмы; 2) угол между одной из этих диа­
гоналей и непересекающей ее медианой основания призмы.

10. Найдите площадь полной поверхности прямой треугольной 
призмы, стороны основания которой равны 58 см, 50 см, 12 см, 
а боковое ребро равно большей высоте основания.
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11. Расстояния между боковыми ребрами треугольной призмы 
пропорциональны числам 26, 25, 3; площадь перпендикулярного 
сечения равна 144 м2. Дополните условие, указав длину какого- 
нибудь отрезка, и вычислите площадь боковой поверхности призмы.

12. Основанием призмы АВСА1В1С1 служит треугольник ABC , 
у которого | АВ  | =  | А С | =* 30 см , | ВС  | =  36 см, вершина At 
одинаково удалена от вершин А, В и С и | ААХ [ =  39 см. Най­
дите площадь полной поверхности призмы.

13. Докажите, что квадрат диагонали прямоугольного парал­
лелепипеда равен у  (d\ +  d\  +  djj), где dx , d2, dn — диагонали
граней, имеющих общую точку.

14. Диагональ прямоугольного параллелепипеда равна d x, 
диагональ боковой грани d2, диагональ основания d3. Найдите пло­
щадь основания.

15. Докажите, что сумма квадратов площадей диагональных 
сечений параллелепипеда равна сумме квадратов площадей всех 
его боковых граней.

16. Докажите, что сумма квадратов длин всех диагоналей парал­
лелепипеда равна сумме квадратов длин всех его ребер.

17. Через середины М и N  ребер А В и AD  и через вершину Сх 
куба ABCDA1B lClD l проведена плоскость. Постройте сечение куба 
этой плоскостью и вычислите площадь сечения, если ребро куба 
равно а.

18. Прямой параллелепипед, основанием которого служит 
ромб с тупым углом а, пересечен плоскостью, проходящей через 
вершину тупого угла так, что в сечении получился квадрат. Найдите 
угол между плоскостями сечения и основания.

19. Докажите, что для любого параллелепипеда ABCDAlBiC1Dl 
верно равенство: |АСг J2 =  | А С |2 I ABt |2 +  | AD х |2 — | АВ  |2 — 
- \ A D \ 2- \ A A X\\

§ 2. Пирамида

20. Докажите, что любая пирамида имеет четное число ребер.
21. 1) Найдите сумму всех плоских углов четырехугольнсй 

пирамиды.
2) Чему равна сумма всех плоских углов для /ι-угольной пира­

миды?
22. В каких границах заключена величина плоского угла при 

основании: 1) правильной четырехугольной пирамиды; 2) правиль­
ной /г-угольной пирамиды?

23. Существует ли правильная пирамида, длины всех ребер 
которой равны между собой, а число сторон основания равно:
1) 5; 2) 6; 3) 8?

24. На двух боковых ребрах пятиугольной пирамиды, не лежа­
щих в одной грани, даны точки М  и N. Постройте точку пересече­
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ния прямой MN:  1) с плоскостью основания; 2) с плоскостью бокс» 
вой грани, не содержащей ни одной из данных точек.

25. Постройте сечение пятиугольной пирамиды SABCDE  плос­
костью, проходящей через точку М, принадлежащую ребру S A , 
и параллельной грани SCD .

26. Основание пирамиды ABCD  — ромб, высота пирамиды 
проходит через точку пересечения диагоналей основания и образует 
угол 30° с боковым ребром S A . 1) Постройте сечение пирамиды 
плоскостью, проходящей через вершину А и перпендикулярной 
к ребру SC\ 2) найдите площадь сечения, если | А С | =* а, | BD | =  Ь.

27. Сторона основания правильной я-угольной пирамиды равна 
а, двугранный угол при ребре основания равен φ. Найдите площадь 
сечения, проведенного через боковое ребро перпендикулярно к плос­
кости основания, если: 1) п =  3; 2) п =  4; 3) п =  6.

28. 1) Постройте сечение правильной четырехугольной пи­
рамиды плоскостью, проходящей через диагональ основания па­
раллельно боковому ребру, которое противолежит этой д и а ­
гонали.

2) Вычислите площадь сечения, если сторона основания рав­
на a, a боковое ребро наклонено к плоскости основания под 
углом φ.

29. Дана правильная четырехугольная пирамида SABC D , 
у которой двугранный угол при ребре основания равен 60°. 1) По­
стройте общий перпендикуляр прямых АВ  и SC; 2) найдите его 
длину, если \ АВ \  =  а.

30. Длина бокового ребра правильной четырехугольной пира­
миды SABCD  вдвое больше длины стороны основания. Найдите 
угол: 1) между (АС) и (S B ); 2) между (SM)  и (Β Ν ), где М  и N  — 
соответственно середины [АВ] и [SCI.

31. Основание четырехугольной пирамиды — параллелограмм, 
углы диагональных сечений при вершине пирамиды равны 90°. 
Докажите, что этот параллелограмм является прямоугольни­
ком.

32. Основание пирамиды — квадрат, величины двугранных 
углов при сторонах основания пропорциональны числам 1, 2, 4, 2. 
Найдите величины этих углов.

33. 1) В треугольной пирамиде равны углы между боковыми 
ребрами и плоскостью основания. Равны также углы между боко­
выми гранями и плоскостью основания. Докажите, что пирамида 
правильная.

2) Обобщите задачу на случай ц-угольной пирамиды.
34. Основание пирамиды MABCD  — прямоугольник. Дока> 

жите, что \ МА \ 2 +  \МС\2 =  \ М В \ 2 -\-\MD\*.
35. Тетраэдр имеет две пары взаимно перпендикулярных про­

тиволежащих ребер. Докажите, что вершины тетраэдра проекти­
руются ортогонально в ортоцентры противолежащих граней.

36. Докажите, что произвольный тетраэдр можно пересечь 
плоскостью так, что в сечении получится ромб.
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37. Пары противолежащих ребер тетраэдра имеют длины а 
и аъ b и Ьъ с и сг. Докажите, что для угла φ между ребрами, имею­
щими длины а и аъ верна формула:

\Ъ\ + ъ \ - А - с \ \
C0S(P =  ----------·

38. Высота пирамиды равна Н. На каком расстоянии от верши­
ны пирамиды нужно провести плоскость, параллельную основа­
нию, чтобы площадь сечения равнялась: 1) ~  площади основа­

ния; 2) ~  площади основания?
39. 1) Плоскость а  делит боковые ребра пирамиды на отрезки, 

которые относятся как т : п (считая от вершины). Докажите, что 
эта плоскость параллельна плоскости основания пирамиды.

2) Найдите площадь сечения, если площадь основания равна Q.
40. 1) Стороны оснований правильной шестиугольной усечен­

ной пирамиды равны 12 см, 10 см, высота равна 6 см. Через сто­
рону большего основания и центр меньшего проведена плоскость. 
Найдите площадь получившегося сечения.

2) Каким должно быть отношение сторон оснований правильной 
шестиугольной усеченной пирамиды, чтобы построенное сечение 
было прямоугольником?

41. Стороны оснований правильной треугольной усеченной пи­
рамиды равны 12 см, 6 см, высота 4 см. Через сторону большего 
основания и противолежащую ей вершину меньшего основания 
проведена плоскость. Найдите площадь сечения.

42. 1) Докажите, что центры граней правильного октаэдра 
служат вершинами куба.

2) Найдите ребро куба, если ребро октаэдра равно а.
43. Найдите величину двугранного угла: 1) правильного икоса­

эдра; 2) правильного додекаэдра.
44. 1) Докажите, что отрезок, соединяющий центры М г и М 2 

противолежащих граней правильного октаэдра, перпендикулярен 
к плоскостям этих граней.

2) Найдите ΙΛ^Λί^, если ребро октаэдра равно а .

§ 3. Площадь поверхности пирамиды

45. В правильной треугольной пирамиде площадь боковой 
поверхности равна 96 ] /3  см2, а площадь полной поверхности 
112 У З  см2. Найдите сторону основания и высоту пирамиды.

46. Боковое ребро правильной я-угольной пирамиды равно b, 
плоский угол при вершине равен а. Найдите площадь боковой 
поверхности.

47. Сторона основания правильной четырехугольной пирамиды 
равна 6 см. Какой должна быть высота пирамиды, чтобы площадь 
боковой поверхности была равна 60 см2?
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48. В правильной четырехугольной пирамиде плоскость, прове­
денная через сторону основания, делит боковую поверхность на 
равновеликие части, а двугранный угол при основании — пополам. 
Найдите величину этого угла.

49. Основанием пирамиды служит квадрат со стороной а, е ы -  
сота пирамиды равна h и проходит через вершину основания. Н ай­
дите площадь полной поверхности пирамиды.

50. Основание пирамиды — правильный шестиугольник со сто­
роной а , две смежные боковые грани перпендикулярны плоскости 
основания, высота пирамиды равна а. Найдите площадь полной 
поверхности пирамиды.

51. Основание пирамиды — прямоугольник со сторонами 6 дм 
и 15 дм, все боковые ребра имеют равные длины, высота пирамиды 
равна 4 дм. Найдите площадь боковой поверхности пирамиды.

52. Боковые ребра четырехугольной пирамиды равны между 
собой, плоские углы при вершине равны α, β, а  и β. Высота пира­
миды равна h. Найдите плсщадь боковой поверхности пирамиды.

53. Основанием пирамиды служит равнобедренная трапеция, 
параллельные стороны которой равны 4 см и 9 см, все двугранные 
углы при сторонах основания пирамиды равны, большее боковое 
ребро равно 7,5 см. Найдите плсщадь полной поверхности пирамиды.

54. Стороны оснований правильной треугольной усеченной 
пирамиды равны 3 см и 9 см, плсщадь боковой поверхности 36 см2. 
Найдите высоту усеченной пирамиды и угол между плоскостями 
боковой грани и основания.

55. Стороны оснований правильной η-угольной усеченной пи­
рамиды равны а и b (а >  Ь), угол между плоскостями боковой 
грани и основания равен φ. Найдите площадь полной поверхности 
усеченной пирамиды.

56. 1) Найдите площади боковой и полной поверхностей пра­
вильной четырехугольной усеченной пирамиды, стороны основа­
ния которой равны 10 см и 2 см, а высота 3 см.

2) Стороны оснований правильной треугольной усеченной пи­
рамиды равны 3 дм и 6 дм; высота равна 0,5 дм. Найдите площадь 
ее полной поверхности.

§ 4. Объемы многогранников

57. Площадь поверхности куба равна 
96 дм2. Найдите его объем.

58. У двух прямоугольных параллелепи­
педов равновелики основания и диагональ­
ные сечения. Равны ли объемы параллеле­
пипедов?

 ̂59. 1) Найдите массу стальной двутавро­
вой балки длиной 4 ж. Сечение балки пока­
зано на рисунке 1, размеры даны в милли­
метрах. (Плотность стали ^  7,8 а/сж3.) Рис. 1
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2) Вычислите массу полосы профильного 
железа длиной 25,75 м. Поперечное сечение 
показано на рисунке 2, размеры даны в 
миллиметрах.

60. Диагонали граней прямоугольного 
параллелепипеда равны а Y b ,  a V  10, a \ f  \ 3. 
Найдите его объем.

61. Диагонали прямого параллелепипеда 
равны 8 м и 10 м, стороны основания — 5 м 
и 3 м. Найдите его объем.

62. Основание прямого параллелепипе­
да — ромб, у которого меньшая диагональ 
равна d и острый угол равен а . Площадь

боковой поверхности равна S. Найдите объем параллелепипеда.
63. Боковое ребро прямого параллелепипеда удалено от проти­

волежащего диагонального сечения на /я, диагональ этого сечения 
равна I и составляет с плоскостью основания угол а . Найдите 
объем параллелепипеда, если т =  4,2 дм, 1 =  8 дм, а =  56°.

64. Найдите двугранные углы при боковых ребрах прямого па­
раллелепипеда, объем которого равен V , стороны основания — а и Ь, 
а площадь боковой поверхности равна сумме площадей оснований.

65. В прямом параллелепипеде две диагонали, равные d , обра­
зуют угол а . Площадь каждой из боковых граней равна S. Найдите 
объем параллелепипеда.

66. Диагональ основания правильной четырехугольной призмы 
равна dA, диагональ призмы равна d2. Найдите ее объем.

67. Основанием прямой призмы служит равнобедренный тре-
угольник ABC, у которого | АВ j =  | АС | =  Ь, А =  а . Известно, что 
боковая грань призмы является квадратом. Найдите объем призмы.

68. Основание прямой призмы — равнобедренная трапеция, 
боковые стороны и меньшее основание которой равны а, острый 
угол трапеции равен а. Сечение, проходящее через боковую сто­
рону нижнего основания и середину меньшей из параллельных 
сторон верхнего основания, является ромбом. Найдите объем 
призмы при а =  6,4 см, а  =  54°.

69. 1) Докажите, что объем треугольной призмы равен половине 
произведения площади боковой грани на расстояние между плос­
костью этой грани и противолежащим боковым ребром.

2) Докажите, что объем призмы, основанием которой служит 
трапеция, равен произведению полусуммы площадей параллель­
ных боковых граней на расстояние между их плоскостями.

70. 1) Постройте сечение параллелепипеда ABCDA^xCiP^  
плоскостью, параллельной диагонали АС  основания и проходящей 
через середины ребер ВС и

2) Найдите отношение объемов полученных частей параллеле­
пипеда.

71. В наклонном параллелепипеде основание и боковая грань —

СМ

25

Рис. 2
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прямоугольники, их площади соответственно равны 20 дм2 и 
24 дм2у угол между их плоскостями равен 30°. Третья грань паралле­
лепипеда имеет площадь 15 дм2. Найдите объем параллелепипеда.

72. 1) В треугольной призме расстояния между боковыми реб­
рами равны 37 см, 13 см и 30 см; площадь боковой поверхности 
480 см2. Найдите объем призмы.

2) Площади боковых граней наклонной треугольной призмы 
пропорциональны числам 20, 37, 51, боковое ребро равно 0,5 дм, 
площадь боковой поверхности 10,8 дм2. Найдите объем призмы.

73. Сторона основания правильной четырехугольной пирамиды 
равна а. Найдите объем пирамиды, если: 1) угол между боковым 
ребром и плоскостью основания равен а; 2) угол между плоскос­
тями боковой грани и основания равен а; 3) плоский угол при вер­
шине пирамиды равен а.

74. 1) По данным стороне а основания и боковому ребру b пра­
вильной /г-угольной пирамиды найдите ее объем.

2) Пользуясь полученной формулой, найдите по данным а и Ъ 
объемы правильных треугольной и четырехугольной пирамид.

75. Ученик составил задачу: «В правильной четырехугольной 
пирамиде площадь основания равна Q, площадь боковой грани
равна ~  Q. Найдите ее объем». Имеет ли задача решение?

76. Найдите объем правильной четырехугольной пирамиды, 
сторона основания которой равна т, а диагональное сечение равно­
велико основанию.

77. Диагональное сечение правильной шестиугольной пира­
миды — прямоугольный треугольник с гипотенузой, равной с. 
Найдите объем пирамиды.

78. Основанием пирамиды служит прямоугольник с площадью Q, 
две боковые грани перпендикулярны плоскости основания, а две 
другие образуют с ней углы а  и β. Найдите объем пирамиды.

79. Основание пирамиды — правильный треугольник со стороной
а. Угол между одной из боковых граней и плоскостью основания ра­
вен a , a угол между каждым из боковых ребер, лежащих в этой 
грани, и плоскостью основания равен β. Найдите объем пирамиды.

80. 1) Окружность, касающаяся стороны треугольника и про­
должений двух других его сторон (рис.З), называется вневписан- 
ной окружностью по отношению к данному треугольнику. Обо­
значив радиус вневписанной окружности,
касающейся стороны длиной а, через га, 
полупериметр треугольника через р, пло-

с
щадь через S , докажите, что г = ------.

р —  а
2) В треугольной пирамиде углы между 

плоскостью основания и каждой из боко­
вых граней равны. Докажите, что высота 
пирамиды проходит либо через центр 
окружности, вписанной в основание, либо Рис. 3
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через центр одной из трех вневписанных окружностей.
81. Основанием пирамиды SABC  служит треугольник, у кото­

рого | А В  | =  | ВС | =  20 см, \ А С j =  32 см; углы между плоскостью 
основания и каждой из боковых граней равны 45°. Найдите объем 
пирамиды. Сколько решений будет иметь аналогичная задача, если 
основанием пирамиды служит: а) разносторонний треугольник; 
б) равносторонний треугольник?

82. Основанием прямой призмы А В С А ^ ^ х  служит треуголь-
ник со сторонами \А В  \ =  | ЯС|  =  а и углом ВАС  =  а . Через (АС) 
и В 1 проведена плоскость, угол между этой плоскостью и плоско­
стью основания равен β. Найдите объем отсеченной четырехуголь­
ной пирамиды.

83. Основанием пирамиды служит прямоугольный треугольник; 
боковые грани, проходящие через его катеты, перпендикулярны 
к плоскости основания. Наклонные боковые ребра равны 2 дм 
и 3 дм , они образуют с плоскостью основания углы, которые отно­
сятся как 2 : 1 .  Найдите объем пирамиды.

84*. Три ребра тетраэдра, выходящие из одной вершины, равны 
й, b, с; противолежащие им плоские углы при той же вершине равны 
α, β, γ. Докажите, что объем тетраэдра выражается формулой:

V =  аЬсУ~ь\п δ sin (δ — α) sin (δ — β) sin (δ — γ ),

где δ -=■ i -  (α +  β +  γ)·
85*. Противолежащие ребра АВ  и CD тетраэдра ABCD  имеют 

длины т и п , расстояние между ними равно ht а угол равен φ. 
Докажите, что объем тетраэдра можно вычислить по формуле:
V *= ~  mnh sin φ.

86*. На ребрах AD  и ВС  тетраэдра ABCD  соответственно
даны отрезки M N  и PQ, причем | M N  | =  ~\ AD |, | PQ | == —■ \ВС\.
Найдите отношение объемов тетраэдров ABCD  и MNPQ.

87. Стороны оснований правильной четырехугольной усеченной 
пирамиды равны а и b (а >  Ь), острый угол боковой грани равен а. 
Найдите объем.

88. Основания усеченной пирамиды — равнобедренные прямо­
угольные треугольники, гипотенузы которых равны т и п (т >  я), 
две боковые грани перпендикулярны основанию, а третья состав­
ляет с ним угол а . Найдите объем.

89. Постройте сечение куба ABC D A1B 1C1D 1 плоскостью, прохо­
дящей через вершину Л, середину ребра ВС  и центр грани DCCiD-^. 
Найдите отношение объемов полученных частей куба.

90. По данному ребру а найдите площадь поверхности и объем:
1) правильного икосаэдра; 2) правильного додекаэдра.

91. Дан правильный многогранник Ф. Докажите, что сумма 
расстояний от точки Λί, принадлежащей Ф, до плоскостей всех 
его граней не зависит от выбора точки М.



Г л а в а  VI ФИГУРЫ ВРАЩЕНИЯ

§ 1. Изображение окружности. 
Цилиндр и конус

1. На заданном изображении окружности постройте изображение 
ее центра.

2. Дано изображение окружности1 и описанной трапеции ABCD 
([ADI || [ВС]). Постройте изображения высот трапеции, проведен­
ных из точек В и С.

3. 1) Дано изображение окружности и треугольника, вписан­
ного в эту окружность. Постройте изображения высот треуголь­
ника.

2) Дано изображение окружности и описанного треугольника. 
Постройте изображения высот треугольника.

4. На изображении круга постройте изображение: 1) сектора 
с углом 15°; 2) сегмента с дугой 150°.

5. На данном изображении окружности постройте изображение 
ромба с углом 60°, описанного около этой окружности.

6. На данном изображении окружности постройте изображение 
вписанной в окружность трапеции: 1) основания которой стягивают 
дуги 90° и 120°; 2) основание которой стягивает дугу 90°, а боко­
вая сторона — дугу 60°.

7. Диагональ развертки боковой поверхности цилиндра, рав­
ная d , образует с высотой развертки угол а. Найдите площади 
основания и осевого сечения цилиндра.

8 . Какие размеры должен иметь прямоугольный лист кровель­
ного железа для изготовления водосточной трубы длиной 140 см 
и диаметром 10 см? (На шов добавить 2,0 см.)

9. Отношение диаметра основания к высоте цилиндра равно 
m : п у площадь полной поверхности цилиндра равна Q. Найдите 
площадь осевого сечения цилиндра.

10. Площадь полной поверхности цилиндра равна S, диагональ 
осевого сечения составляет угол φ с плоскостью основания. Най­
дите площадь осевого сечения цилиндра.

1 Для простоты построения считаем заданным также изображение центра 
окружности.
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11. Диагонали осевого сече­
ния цилиндра образуют угол φ, 
площадь основания равна Q. 
Найдите площадь боковой по­
верхности цилиндра.

Рис. 4

В

12. На цилиндрический стер­
жень диаметром D =  2 см на­
верните вырезанный из бумаги 
прямоугольный треугольник с 
катетами h =  1 см и nD =  2π см 
(рис. 4). Гипотенуза при этом 
образует неплоскую кривую, ко­
торая называется витком винто­
вой линии. Катет h называется 
шагом, угол а , противолежащий 
этому катету (в прямоугольном 
треугольнике),— углом подъема 
винтовой линии.

Цилиндрический стержень диаметром D имеет винтовую резь­
бу, шаг которой равен h. Найдите угол а  подъема резьбы и длину 
I п витков резьбы. Вычислите а  и / при D =  24 мм, h — 2,0 мм.

13. Периметр осевого сечения цилиндра равен 2 р. Найдите 
радиус основания и высоту цилиндра с наименьшей площадью:
1) боковой поверхности; 2) полной поверхности.

14. Диагональ осевого сечения цилиндра равна а. Найдите 
радиус основания и высоту цилиндра с наибольшей площадью:
1) боковой поверхности; 2) полной поверхности.

15. Дана точка, принадлежащая основанию конуса. Постройте 
точку пересечения боковой поверхности конуса и прямой, прохо­
дящей через данную точку и середину его высоты.

16. Точки Μ, N , Р принадлежат различным образующим конус?· 
Постройте точку пересечения плоскости M N P  с заданной образую­
щей (или с ее продолжением), не проходящей ни через одну из 
данных точек.

17. Разверткой боковой поверхности конуса служит полукруг. 
Найдите угол при вершине осевого сечения.

18. 1) Через вершину конуса проведены две плоскости, образую­
щие равные углы с плоскостью его основания. Докажите, что сече­
ния конуса этими плоскостями конгруэнтны.

2) Через образующие SA  и S B , SC  и SD конуса проведены

плоскости. Известно, что A S B  =  CSD.  Докажите, что плоскости 
A S B  и CSD образуют равные углы с плоскостью основания 
конуса.

19. Через вершину конуса проведена плоскость. Найдите угол 
при вершине получившегося сечения, если известно, что углы раз­
верток полученных частей боковой поверхности конуса равны 30°
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20. Через вершину конуса проведено сечение под углом φ к вы­
соте. Найдите площадь сечения, если образующая конуса, равная /, 
составляет угол β с плоскостью основания.

21. Дан конус, образующая которого равна /, а радиус основа­
ния R.  При каком условии у данного конуса существуют две вза­
имно перпендикулярные образующие?

22. Радиус основания конуса равен R , высота — Л. Через вер­
шину конуса проведена плоскость, пересекающая боковую поверх­
ность по двум взаимно перпендикулярным образующим. Найдите 
угол между плоскостью сечения и плоскостью основания.

23. Конусностью детали, имеющей форму конура, называется 
отношение диаметра его основания к высоте. 1) Найдите образую­
щую конуса, у которого высота равна 245 мм, а конусность 1 : 10.
2) Вычислите конусность детали, у которой угол при вершине осе­
вого сечения равен 12°. 3) Выведите формулу, выражающую 
зависимость между конусностью и углем при вершине осевого 
сечения.

24. Площадь основания конуса равна Q, площадь осевого сече­
ния 5. Найдите площадь боковой поверхности конуса.

25. Образующая конуса равна 20 см, плсщадь полной поверх­
ности 400 см2. Найдите угол развертки конуса.

26. Площадь полной поверхности конуса равна Q, площадь 
боковой поверхности q. Найдите: 1) угол при вершине осевого се­
чения; 2) угол развертки боковой поверхности.

2/. Площадь полной поверхности конуса равна S, площадь осе­
вого сечения Q. Найдите площадь основания конуса.

28. Угол при вершине осевого сечения конуса равен φ, площадь 
полной поверхности Q. Найдите высоту конуса.

29. Площадь боковой поверхности конуса равна Q, угол при 
вершине осевого сечения равен β. Найдите площадь сечения, про­
веденного через две образующие, угол между которыми равен φ.

30. Радиусы оснований усеченного конуса равны R  и г, образую­
щая /. Найдите образующую и высоту полного конуса, от которого 
отделен усеченный конус.

31. 1) Образующая усеченного конуса длиной I составляет 
с плоскостью основания угол φ, диаметр меньшего основания равен 
ά. Найдите площадь осевого сечения.

2) Радиусы оснований усеченного конуса относятся как 1 : 3, 
образующая составляет с плоскостью основания угол 45°, высота 
равна h. Найдите площади оснований.

32. Радиусы оснований усеченного конуса равны R  и г. Высота 
разделена на три равные части и через точки деления прове­
дены плоскости, параллельные основанию. Найдите площади 
сечений.

33. Площадь осевого сечения усеченного конуса равна Q. Най­
дите площадь сечения, которое проходит через хорды оснований, 
стягивающие дуги, равные 2а , если известно, что угол между плос­
костями сечения и основания равен β.
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34. Диагонали осевого сечения усеченного конуса образуют 
угол φ, большая из площадей оснований равна Q, угол между обра­
зующей и плоскостью основания равен β. Найдите площадь боковой 
поверхности усеченного конуса.

35. Какую высоту будет иметь ведро, если у заготовки для изго­
товления его боковой поверхности угловые величины дуг равны 
72°, а радиусы 92 см и 65 см?

36. Площадь осевого сечения усеченного конуса равна S, угол 
между образующей и плоскостью основания φ. Найдите площадь 
его боковой поверхности.

37. Из круглого листа алюминия изготовлен путем штампования 
стакан, диаметр дна которого 40 мм, диаметр верхней (открытой) 
части 60 мм, а высота стакана 65 мм. Найдите диаметр листа.

38. Треугольник со сторонами 13 см, 14 см, 15 см вращается 
вокруг оси, проходящей через вершину меньшего угла и перпенди­
кулярной к стороне, имеющей длину 14 см. Найдите площадь по­
верхности фигуры вращения1.

39. Треугольник со сторонами 3 дм, 5 дм и углом 120° между 
ними вращается вокруг оси, проходящей через вершину большего 
угла и одинаково наклоненной к обеим сторонам треугольника. 
Найдите площадь поверхности фигуры вращения.

40. Равнобедренная трапеция, меньшее основание и боковые 
стороны которой равны а , острый угол а , вращается вокруг оси, 
проходящей через вершину острого угла и перпендикулярной 
основанию. Найдите площадь поверхности фигуры вращения.

§ 2. Сфера и шар

41. 1) Докажите, что через четыре точки, не принадлежащие 
плоскости, можно провести сферу и притом только одну.

2) Докажите, что через окружность и точку, не принадлежащую 
ее плоскости, можно провести сферу и притом только одну.

42. 1) Две окружности ω1 и со2 лежат в параллельных плоско­
стях. При выполнении какого условия через ωχ и ω2 можно про­
вести сферу?

2) Две окружности, расположенные в различных плоскостях, 
имеют две общие точки. Докажите, что через эти окружности можно 
провести сферу и притом только одну.

43. Даны два прямоугольника ABCD  и ABC^D^  Докажите, 
что все вершины прямоугольников принадлежат одной сфере.

44. Докажите, что окружность, не лежащая на сфере, не может 
иметь со сферой более двух общих точек.

45. Из точки Λί, взятой на сфере радиуса 30 см, проведены две 
взаимно перпендикулярные хорды М А  и М В  длиной 24 см и 10 см

1 Если ломаная вращается вокруг оси, то площадью фигуры вращения 
будем называть сумму площадей фигур, полученных при вращении всех звеньев 
ломаной.
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соответственно. 1) Проходит ли плоскость А М В  через центр сферы?
2) На каком расстоянии от центра сферы находится хорда А В}

46. Точки А , В , С принадлежат сфере радиуса 25 см. Найдите 
расстояние от центра сферы до плоскости ABC , если хорды, со­
единяющие данные точки, равны: 1) \АВ\  =  40 см, | ЛС|  =  32 см, 
| 5 С|  =  24 см; 2) | ^4β| = 2 1  сл*, | АС\  =  17 сж, | 5 С |  =  10 сж.

47. Составьте уравнение сферы с центром 5 и радиусом R,
если: 1) 5  (0; 0; 0), R =  ] / 2~; 2) 5  (0; 2 ; - 3 ) ,  R  =  ?.

48. Найдите центр и радиус сферы, заданной уравнением:
1) х2 +  У2 +  г2 =  3; 2) (х -  2)2 +  (у +  2)2 +  г2 =  6; 3) *2 +  
+  у2 +  г2 +  2у —  6г =  6.

49. 1) Найдите уравнение сферы с центром в точке 5(0; 0; 0), 
если известно, что она проходит через точку М  (2; —3; 0).

2) Составьте уравнение сферы с центром 5 (5; —3; 7), проходя­
щей через точку А (2; 1; 6).

50. Составьте уравнение сферы единичного радиуса, если из­
вестно, что сна проходит через точки О (0; 0; 0), А (1; 0; б), 
В (0; 1; 0). _

51. 1) Составьте уравнение сферы с радиусом, равным У  5 , 
если известно, что центр сферы принадлежит плоскости Оху и 
сфера проходит через начало координат и точку М  (—2; 0; 2).

2) Составьте уравнение сферы с радиусом, равным 3, если из­
вестно, что центр сферы принадлежит оси Оу и сфера проходит 
через точку М  (—2; —1; —2).

52. Дана сфера х 2 +  у 2 +  г2 =  169. Через начало координат О 
и точку Я (1; 2; 4) проведена прямая /. Найдите координаты точек 
пересечения прямой / со сферой.

53. Прямая задана точками А (1; 2; — 1), В  (3; 0; 2). Найдите 
координаты точек пересечения (АВ) со  сферой (х — I)2 +
+  ( у -  2)2 +  (z +  I)2 =  ~

54. Дана сфера х 2 +  у2 +  z2 =  R 2. Через точки 5  (0; 0; /?), 
Α λ(α\ b\ 0) проведена прямая /, пересекающая сферу в точке 
А(х0; у0\ г0). Найдите координаты точки А.

55. Сечения сферы радиуса R  двумя параллельными плоскос­
тями имеют радиусы R 1 и R 2. Найдите расстояние между этими 
плоскостями.

56. Плоскость, проходящая через точку М,  принадлежащую 
сфере радиуса R, составляет с радиусом, проведенным в эту точку, 
угол φ. Найдите радиус сечения.

57. Через точку М  (3; 4; 12), принадлежащую сфере х 2 +  у 2 +  
+  z2 =  169, проведены плоскости, перпендикулярные осям коор­
динат. Вычислите радиусы сечений.

58. Внутри сферы даны точки А и В. Проведите через эти точки 
плоскость, пересекающую сферу по окружности наименьшего 
радиуса.

59. Дана сфера х 2 +  у 2 +  г2 =  9 . 1) Составьте уравнение плос­
кости а , которая касается сферы в точке Μ  (1; —2; —2). 2) Со·
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ставьте уравнение плоскости β, которая касается данной сферы 
и параллельна касательной плоскости а  (но не совпадает с ней).

60. Плоскость а  касается сферы в точке А . Докажите, что сече­
ния сферы плоскостями, проходящими через точку А и составляю­
щими равные углы с плоскостью а , имеют равные радиусы.

61. 1) Две касательные плоскости к сфере пересекаются по 
прямой а. Докажите, что прямая, соединяющая точки касания, 
перпендикулярна к а.

2) Окружность ω является сечением сферы. Докажите, что пря­
мая, касательная к этой окружности, является касательной прямой 
к сфере.

62*. Скрещивающиеся прямые/j и /2 касаются сферы. Проведите 
прямую /3, пересекающую /х и /2 и касающуюся сферы.

63. Фигура вращения ограничена двумя сферами, имеющими 
общий центр. Докажите, что сечение фигуры плоскостью, прохо­
дящей через центр, равновелико сечению фигуры плоскостью, 
касательной к внутренней сфере.

64. Докажите, что если прямые, имеющие общую точку, пере­
сечены сферой, то произведение расстояний от этой точки до точек 
пересечения каждой прямой со сферой есть величина постоянная.

65. Из точки М  проведены к сфере две касательные прямые. 
Докажите, что их отрезки от точки М  до точки касания имеют рав­
ные длины.

66. Стороны треугольника, равные а, Ь, с, касаются сферы ра­
диуса R. Найдите расстояние от центра сферы до плоскости тре­
угольника. Вычислите при а =  b =  10 см, с =  12 см, R =  5 см.

67. Стороны ромба, равные 8 см, касаются сферы радиуса 4 см, 
угол ромба равен 60°. Найдите расстояние от центра сферы до плос­
кости ромба.

68. Плоскости α π β  касаются сферы ω радиуса R  в точках 
7 \ и Т2. Касательная прямая к сфере пересекает плоскости 
в точках А и В. Вычислите расстояние \АВ\ ,  если \AT1\ = dl , 
\BT?i\ =  d2.

69. На каком расстоянии должна находиться точка М  от центра 
данной сферы радиуса R , чтобы через эту точку можно было про­
вести к сфере перпендикулярные касательные?

70. 1) В скольких гомотетиях можно одну из двух концентриче­
ских сфер отобразить на другую?

2) Докажите, что если две сферы касаются, то точка касания 
для них является центром гомотетии.

§ 3. Объемы фигур вращения. 
Площадь сферы и ее частей

71. Найдите объем фигуры, полученной при вращении вокруг 
оси абсцисс криволинейной трапеции, граница которой задана
уравнениями: 1) у  =  х2, х  =  1, х  =  2, у  =  0 ; 2) у  =  ах2 {а > 0),
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X =  m, x =  n(m <  n), у  =  0; 3) у  =  4 — x2, # =  0; 4) */ =  sin x,
x =  0, a: =  π, у  =  0.

72. Найдите объем фигуры, полученной при вращении вокруг 
оси абсцисс плоской фигуры, граница которой задана уравнениями.
1) у =  х2, х =  у \  2) у  =  2 — х2, у  =  1; 3) у  =  3 — х2, у  =  х2 +  1.‘
4) i/ =  sin х, у  =  cos x, x =  0, x =  ■—.

73. Диагонали осевого сечения цилиндра пересекаются под 
углом а, периметр сечения равен Р . Найдите объем цилиндра.

74. 1) Площадь боковой поверхности цилиндра равна 5, пло­
щадь основания Q. Найдите объем.

2) Развертка боковой поверхности цилиндра — квадрат со сто­
роной а. Найдите объем цилиндра.

75. Диагональ развертки боковой поверхности цилиндра равна d. 
Найдите угол между диагональю развертки и ее основанием, при 
котором объем цилиндра будет наибольшим.

76. Цилиндрический шлифовальный круг диаметром 350 мм 
и шириной 60 мм сточили на 3 мм по диаметру. На сколько про­
центов уменьшилась его масса и рабочая поверхность?

77. Цилиндр, осевое сечение которого квадрат, назовем равно­
сторонним. 1) Найдите площадь полной поверхности и объем рав­
ностороннего цилиндра с высотой Я. 2) Найдите объем равносторон­
него цилиндра, площадь полной поверхности которого равна 5.

78. Найдите объем конуса, диаметр основания которого ра­
вен d, а угол при вершине осевого сечения равен а .

79. Треугольник со сторонами 25 дм , 29 дм , 36 дм вращается 
вокруг: 1) большей стороны; 2) меньшей стороны. Найдите отноше­
ние объемов фигур вращения, полученных в первом и во втором 
случаях.

80. Треугольник ABC  со стороной \ВС\  =  а и площадью 3
4 S 2вращается вокруг прямой ВС.  Докажите, что V =  — .о а

81. Известно, что две взаимно перпендикулярные образующие 
конуса делят окружность его основания на дуги 120° и 240°. Найдите 
объем конуса, если его высота равна Н.

82. Большее основание равнобедренной трапеции равно а, 
острый угол ее равен а , диагональ трапеции перпендикулярна 
к ее боковой стороне. Найдите объем фигуры, полученной при вра­
щении трапеции вокруг прямой, содержащей ее большее основание.

83. Конус, диаметр которого равен образующей, называется 
равносторонним конусом. 1) Найдите площадь полной поверхности 
и объем равностороннего конуса, высота которого равна Я. 2) Пло­
щадь полной поверхности равностороннего конуса равна S. Найдите 
его объем.

84. 1) Полные поверхности равносторонних конуса и цилиндра 
равновелики. Найдите отношение их объемов.

2) Объемы равносторонних конуса и цилиндра равны. Найдите 
отношение площадей их боковых поверхностей.
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85. Ромб с площадью Q вращается вокруг стороны. Объем фи­
гуры вращения равен V. Найдите углы ромба. Вычислите при 
Q =  18 см\  V =  180 см3.

86. Параллелограмм со сторонами а и b и острым углом а  вра­
щается вокруг прямой, содержащей сторону длины а. Найдите 
объем и площадь поверхности фигуры вращения.

87. Равнобедренный треугольник ABC  с углом а  при вершине А 
вращается вокруг прямой АС.  При каком значении а  объем фигуры 
вращения будет наибольшим, если \АС\  — величйна постоянная?

88. Сколько дробинок диаметром 3,0 мм содержится в 1 кг 
дроби? (Плотность свинца ^  11,4 г!см3.)

89. В цилиндрическую мензурку диаметром 2,5 см, наполнен­
ную водой до некоторого уровня, опущены четыре металлических 
шарика диаметром 1,0 см. Как изменится уровень воды в мензурке?

90. Будет ли плавать в воде полый медный шар диаметром 10 см 
и с толщиной стенки: 1) 2 мм ; 2) 1,5 мм?

91. Куб, равносторонний цилиндр, равносторонний конус и шар 
имеют равные площади полных поверхностей. Объем какой из 
фигур наибольший и какой — наименьший?

92*. Найдите объем шарового сегмента, в осевом сечении кото­
рого хорда длиной а стягивает дугу 2а. Вычислите при а =  6 см, 
а  =  60°.

93*. Сколько кубометров земли потребуется для устройства 
клумбы, имеющей форму шарового сегмента с радиусом основания 
5,0 м и высотой 60 см?

94*. Найдите объем линзы (рис. 5), ограниченной двумя сфери­
ческими поверхностями и боковой поверхностью цилиндра. Раз­
меры даны в миллиметрах.

95*. Цистерна имеет форму цилиндра, к основаниям которого 
присоединены конгруэнтные шаровые сегменты. Диаметр цилиндра 
равен 3,0 м , высота сегмента 0,57 м. Какую длину должна иметь об­
разующая цилиндра, чтобы вместимость цистерны равнялась 50 м3?

96*. 1) Радиус шарового сектора равен R , а хорда осевого сече­
ния равна т. Найдите объем шарового сектора.

2) Радиус шарового сектора равен R , угол в осевом сечении а . 
Найдите объем шарового сектора.

97*. Площадь осевого сечения шарового сектора в три раза 
меньше площади большого круга. Во сколько раз сбъем шарового

сектора меньше объема шара?
98*. Двояковыпуклая линза 

ограничена двумя конгруэнтны­
ми сегментными поверхностями. 
Диаметр линзы равен 50,0 мм, 
а толщина 9,0 мм. Найдите пло­
щадь поверхности линзы.

99*. 1) Часть сферы, заклю­
ченная между двумя параллель­
ными сечениями, называется

46



сферическим поясом. Найдите площадь сферического пояса, если 
радиус сферы равен /?, а высота пояса (расстояние между плоско­
стями сечений) равна Н.

2) Известно, что поверхность полусферы равновелика поверх­
ности сферического пояса, который получен при вращении дуги 
в 90° вокруг диаметра, параллельного хорде дуги. Найдите отно­
шение радиусов полусферы и сферического пояса.

100*. Площадь сечения шара равна Q, угол, под которым виден 
из центра шара диаметр сечения, равен а  (а <  180°). Найдите 
площадь меньшей сегментной поверхности, отделенной от сферы 
этим сечением.

101*. Круговой сектор с дугой 120° и площадью 5  вращается:
1) вокруг прямой, содержащей крайний радиус; 2) вокруг прямой, 
содержащей средний радиус. Найдите площади поверхностей фигур 
вращения.

102*. 1) Докажите, что полная поверхность равностороннего 
конуса равновелика поверхности шара, диаметр которого равен 
высоте конуса.

2) Докажите, что поверхность цилиндра, образованного враще­
нием квадрата вокруг прямой, содержащей его сторону, равнове­
лика поверхности шара, радиус которого равен стороне квадрата.

103*. Площадь сферической поверхности шарового сегмента 
равна 5, дуга в осевом сечении сегмента равна φ. Найдите объем 
сегмента.

104. В сферу радиуса R  вписан цилиндр радиуса г. Найдите 
объем цилиндра.

105. В конус вписан шар. Найдите объем шара, если образую­
щая конуса равна I и образует с плоскостью его основания угол а .

106. Объем шара, вписанного в конус, равен V . Найдите объем 
конуса, если известно, что угол при вершине его осевого сечения 
равен а.

107. В конус с радиусом основания R  и высотой Н  вписан пи- 
линдр. Найдите размеры цилиндра, при которых: 1) его объем 
имеет наибольшее значение; 2) площадь его боковой поверхности 
имеет наибольшее значение; 3) площадь его полной поверхности 
имеет наибольшее значение.

108. 1) Найдите отношение площадей поверхностей шара и спи­
санного цилиндра.

2) Вокруг равностороннего цилиндра описана сфера. Найдите пло­
щадь сферы, если площадь полной поверхности цилиндра равна Q.

109. Вокруг шара радиуса г описан конус, угол между его сбра- 
вующей и плоскостью основания равен φ. Найдите площадь полной 
поверхности конуса. Вычислите при г *= 20,2 см, φ — 48с26'.

110. Дана сфера радиуса R . Найдите радиус основания и высоту 
вписанного в сферу цилиндра, имеющего наибольшую площадь 
полной поверхности.

111. В данную сферу вписан конус, имеющий наибольшую пло­
щадь поверхности. Найдите угол при вершине его осевого сечения.



Г л а в а  VII СМЕШАННЫЕ ЗАДАЧИ

1. 1) В цилиндр с радиусом R  и высотой Н  вписана правильная 
четырехугольная пирамида так, ^то ее основание вписано в одно 
из оснований цилиндра, а вершина принадлежит другому основа­
нию. Найдите площадь полной поверхности пирамиды.

2) Составьте и решите аналогичную задачу для пирамиды, осно­
ванием которой служит правильный треугольник и одно из боко­
вых ребер служит высотой.

2. Основанием четырехугольной пирамиды SABCD  служит 
квадрат со стороной а . Ребро SD равно b и перпендикулярно плос­
кости основания. Внутри пирамиды расположен цилиндр так, что 
окружность одного из оснований вписана в треугольник SCD , 
а окружность другого основания имеет единственную общую точку 
с гранью ЗАВ.  Найдите высоту цилиндра.

3. Объем конуса равен V. Найдите объем правильной п-уголь- 
ной пирамиды, вписанной в конус, если: 1) п =  3; 2) п =  4.

4. В конус с радиусом основания Р и углом а  между образую­
щей и плоскостью основания вписана прямая треугольная призма 
так, что одно из ее оснований лежит на основании конуса, а вер­
шины другого основания принадлежат его боковой поверхности. 
Найдите объем призмы, если все ее ребра имеют одинаковые длины.

5. Основанием призмы, вписанной в цилиндр, служи; треуголь­
ник, два угла которого равны а  и β. Найдите отношение площадей 
боковых поверхностей призмы и цилиндра. Можно ли по этим дан­
ным найти отношение: 1) их объемов; 2) площадей их полных 
поверхностей?

6. Основание пирамиды — правильный треугольник со сторо­
ной а , две боковые грани перпендикулярны плоскости основания, 
а третья образует с ней угол а . Цилиндр, высота которого равна 
радиусу основания, вписан в пирамиду так, что основание цилиндра 
лежит в плоскости основания пирамиды. Найдите объем цилиндра.

7. В правильной треугольной пирамиде вершина основания 
находится на расстоянии b от противолежащей боковой грани. 
В пирамиду вписан конус, образующая которого составляет угол
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а  с плоскостью основания. Найдите объем и площадь полной по­
верхности конуса.

8. Дан конус, радиус основания которого относится к высоте 
как 1 : Υ  2 . Найдите угол между плоскостями боковых граней 
правильной треугольной пирамиды, вписанной в конус.

9. Дан конус, образующая которого равна /, а радиус основа­
ния R . Найдите ребро куба, вписанного в этот конус так, что одна 
грань куба лежит в основании конуса, а вершины противолежащей 
грани принадлежат его боковой поверхности.

10. Докажите, что для того, чтобы вокруг пирамиды можно было 
описать сферу, необходимо и достаточно, чтобы вокруг основания 
пирамиды можно было описать окружность.

11. Докажите, что для того, чтобы вокруг призмы можно было 
описать сферу, необходимо и достаточно, чтобы: а) призма была 
прямой; б) вокруг ее основания можно было описать окружность.

12. Укажите множества точек, пересечением которых является 
центр сферы: 1) описанной вокруг пирамиды; 2) описанной вокруг 
призмы.

13. Измерения прямоугольного параллелепипеда равны а, Ь, с. 
Найдите плсщадь описанной сферы.

14. Постройте изображение правильного октаэдра, вписанного 
в шар. Найдите отношение объемов этих фигур.

15. Основанием пирамиды служит прямоугольный треугольник 
с катетами а и Ь, все боковые ребра пирамиды равны т .  Найдите 
площадь сферы, описанной вокруг пирамиды.

16. 1) Докажите, что около всякого тетраэдра можно списать 
сферу.

2) Докажите, что во всякую пирамиду, двугранные углы которой 
при основании имеют равные величины, можно вписать сферу,

17. Около.шара описан прямой параллелепипед, объем которого 
в т раз больше объема шара. Найдите углы между плоскостями 
боковых граней параллелепипеда.

18. Найдите площадь полной поверхности призмы, описанной 
около сферы, если площадь основания призмы равна S.

19. Основанием пирамиды служит равнобедренная трапеция 
с острым углом а , боковые грани пирамиды наклонены к основа­
нию под углами β, плсщадь сферы, вписанной в пирамиду, равна S. 
Найдите площадь полной поверхности пирамиды.

20. Около сферы описана усеченная пирамида, большим осно­
ванием которой служит треугольник ABC,  где | АВ | =  | АС \ =  Ь0
ВАС =  а . Боковые грани, проходящие через [АВ] и [АС], пер­
пендикулярны основанию, а третья боковая грань образует с ним 
двугранный угол β. Найдите радиус сферы.



Г л а в а  VIII ЗАДАЧИ ДЛЯ ВНЕКЛАССНОЙ 
И ИНДИВИДУАЛЬНОЙ РАБОТЫ

ПЕРЕМЕЩЕНИЯ И ПОДОБИЯ

§ 1. Перемещения и подобия 
плоскости

1. Докажите, что поворот R h  плоскости однозначно определя­
ется заданием направленного угла φ поворота и парой соответствен­
ных точек А х и Л2.

2. Покажите, что равносторонний шестиугольник, описанный 
вокруг данной окружности, имеет три оси симметрии.

3. Докажите, что равноугольный шестиугольник, вписанный 
в данную окружность, имеет три оси симметрии.

4. Докажите, что композиция любого нечетного числа централь­
ных симметрий есть центральная симметрия.

5. Даны два одинаково ориентированных квадрата MPQR  
и M U V W .  Докажите, что отрезки PU  и R W  равны и перпендику­
лярны.

6. Около окружности описан восьмиугольник, противополож­
ные стороны которого попарно параллельны. Докажите, что про­
тивоположные стороны восьмиугольника попарно конгруэнтны.

7. На сторонах А В  и ВС треугольника ABC  построены квадраты 
с центрами D и Е, причем точки С и D расположены по одну сто­
рону от (АВ), а точки А и Е  — по разные стороны от (ВС). Дока­
жите, что угол между прямыми АС  и DE  равен 45°.

8. Три конгруэнтные окружности имеют общую точку. Дока­
жите, что окружность, проведенная через вторые точки пересече­
ния данных трех окружностей, конгруэнтна данным.

9*. На плоскости даны четыре конгруэнтные окружности, про­
ходящие через одну точку и пересекающиеся вторично в шести 
точках. Докажите, что четыре окружности, проходящие через каж­
дые три из этих шести точек, взятых по одной на каждой из данных 
окружностей, пересекаются в одной точке.

10*. Даны три гомотетии плоскости. Постройте такую прямую, 
которая при всех трех гомотетиях отображается на одну и ту же 
прямую.

11. Через центр симметрии М  двух различных параллельных 
прямых р и q проведены две прямые т и п .  Пересеките данные 
четыре прямые прямой в точках А, В, С, D так, чтобы \А В  \ =* 
=  |5 С | =  \CD\.  (Прямые т и п не параллельны р и д.)
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12. Четыре прямые попарно пересекаются в шести точках Л, В , 
С, D, £ , F; точки D, £ , F принадлежат соответственно прямым 
ВС у САу АВ.  Докажите, что середины отрезков A D , В Е У CF при­
надлежат одной прямой.

13. Докажите, что если при подобии ωχ первого рода1 со^Л) =  
*= Ву со^С) =  Dy ω^Λί) =* Му то существует другое подобие ω2 
также первого рода, при котором со2(Л) =* С, ω2(β) *= D, ω2(Λ1) =  
*= Му причем ω2οωχ =  ωχοω2.

14. Докажите, что три прямые, которые содержат соответственно 
высоты треугольника, пересекаются в одной точке.

15. Даны два одинаково ориентированных квадрата ОАВС 
и ΟΑχΒχόχ. Докажите, что прямые А А Ъ В В Ъ ССг пересекаются 
в одной точке.

16. Две хорды АВ  и CD окружности пересекаются в точке М.  
Докажите, что медиана А Р  треугольника АМ С  и медиана DQ тре­
угольника DM B  пересекают ось симметрии прямых А В  и CD под 
равными углами. ^

17. Дан прямоугольный треугольник ABC (С *= 90°), в котором 
проведена высота CD. Докажите, что медиана А М  треугольника 
АСВ  и медиана A N  треугольника ACD одинаково Йаклонены 
к биссектрисе угла САВ. ^

18. В треугольнике ABC (С =  90°) проведена высота CD . До­
кажите, что медиана А М  треугольника ACD перпендикулярна 
медиане CN  треугольника CDB.

19. Дан равнобедренный треугольник ABC у точка М  — середина 
его основания. Докажите, что если N  — проекция точки М  на сто­
рону ВС у то прямая A N  перпендикулярна к медиане CS треуголь­
ника CMN.

20. Даны четыре прямые, которые своим пересечением по три 
задают четыре треугольника. Докажите, что четыре окружности* 
описанные вокруг этих треугольников, имеют общую точку.

21*. На сторонах треугольника ABC  вне его построены равно· 
сторонние треугольники В А хСу СВгА и АСХВ . Докажите, что 
центроиды треугольников В А гСу А гСВъ СВгАу В гАСъ АСгВ и 
СхВАх являются вершинами правильного шестиугольника.

22*. При повороте треугольника ABC  вокруг центра описанной 
вокруг него окружности получаем треугольник АхВхСх. Докажите, 
что если угол поворота φ отличен от 180°, то точки Р =  (Л5)П 

Q =  (ВС) П (5iCi), R  =  (СТОПИЛ!) являются верши· 
нами треугольника, подобного данному. Вычислите коэффициент 
подобия.

23. В окружность вписан четырехугольник ABCD.  При пово­
роте вокруг центра окружности на угол α(α Ф  180°) четырехуголь­

1 Преобразование подобия плоскости (пространства), при котором сохраня­
ется ориентация фигуры, называется подобием первого рода. Если же ориента­
ция меняется на противоположную, то такое преобразование подобия называет­
ся подобием второго рода.
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ник отображается на четырехугольник ΑχΒ^χϋχ .  Докажите, что 
точки Р =  (АВ) Π Ηχβχ), Q =  (ВС) П (Д А ), 7? =  (CD) П Α Ο χ), S =  
*= (DA)i](D1A 1) являются вершинами параллелограмма.

24. В окружность вписан правильный л-угольник. При пово­
роте /?*, где О — центр окружности, а 180°, многоугольник 
отображается на новый многоугольник. Докажите, что соответ­
ствующие при повороте стороны многоугольников (или их продол­
жения) пересекаются в точках, являющихся вершинами правиль­
ного я-угольника. Вычислите длину его стороны, если длина сто­
роны данного я-угольника равна а.

25. При повороте треугольник ABC  отображается на тре­
угольник ЛхВхСх. Докажите, что если точки Р =  (АВ)  f) (^А )>  
Q =  (BC){](BiC1), R =  (СЛ)П(С*х^1) принадлежат одной прямой, 
то центр М  поворота есть общая точка окружностей, описанных 
вокруг треугольников ABC  и ΑχΒχΟχ.

§ 2. Перемещения н подобия 
пространства

26. Докажите, что при перемещении пространства сонаправлен- 
ные лучи отображаются на сонаправленные.

27. Докажите, что композиция двух осевых симметрий про­
странства с пересекающимися осями есть поворот вокруг оси, прохо­
дящей через точку пересечения осей симметрии перпендикулярно 
к плоскости, в которой они лежат.

28. Докажите, что композиция двух поворотов1, оси которых 
пересекаются, есть поворот вокруг оси, проходящей через точку 
пересечения данных осей.

29. Даны осевые симметрии S p и S q пространства. Докажите, 
что если р Ф  q и S q° S p =  S p ° S g, то прямые р и q пересекаются 
под прямым углом.

30. Докажите, что фигура, представляющая собой объединение 
двух скрещивающихся прямых, имеет три оси симметрии.

31. Докажите, что композиция трех плоскостных симметрий 
есть плоскостная симметрия тогда и только тогда, когда плоскости 
симметрии проходят через одну прямую или же когда они попарно 
параллельны.

32*. Известно, что композиция трех осевых симметрий простран­
ства, оси которых проходят через одну течку, есть снова осевая 
симметрия. Как расположены эти оси?

33. Какое перемещение представляет собой композиция трех 
осевых симметрий пространства, оси которых параллельны?

34. Докажите, что композиция осевой симметрии и поворота 
вокруг оси при условии, что обе оси пересекаются и перпендику­
лярны, есть осевая симметрия.

1 Поворотом пространства вокруг оси / называется такое перемещение про­
странства, при котором каждая точка оси / и только точки этой оси отобража­
ются на себя или каждая точка пространства отображается на себя.
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35*. Плоскости α, β и γ пересекаются в одной точке S.  Найдите 
плоскость 6, которая при композиции S7° S po S tt отображается 
на себя.

36. Перечислите все перемещения первого рода и все перемеще­
ния второго рода, которые отображают на себя правильный те­
траэдр.

37. Перечислите все перемещения первого рода и все перемеще­
ния второго рода, которые отображают на себя куб.

38. Даны два отрезка АВ  и АХВХ, причем \ A B \ ^ \ A xBx \f
АВ Ф  АХВХ. Докажите, что существует единственный поворот 
вокруг оси, отображающий точку А на точку Ах, а В — на В х.

39. Докажите, что перемещение первого рода пространства или 
вовсе не имеет неподвижных точек, или имеет бесконечное множе­
ство неподвижных точек.

40. Постройте тетраэдр, который имеет: 1) две плоскости сим­
метрии; 2) одну ось симметрии; 3) три оси симметрии.

41. Даны три пересекающиеся в одной точке плоскости. Найдите 
множество всех точек пространства, каждая из которых равно­
удалена от данных трех плоскостей.

42. Дан трехгранный угол. Найдите множество всех точек, при­
надлежащих этому углу, через которые проходят по две сферы, 
касающиеся граней трехгранного угла.

43. Даны три плоскости α, β и γ, пересекающиеся попарно по 
трем различным параллельным прямым: а =  β Пт» & ^  Т Па » с ^  
«=α Π β· Найдите множество всех таких точек Λί, чтобы через каждую 
из них можно было провести единственную сферу, касающуюся 
трех данных плоскостей в точках, принадлежащих полосам (fe, c)t 
(с, а), (а, Ь).

44. Постройте сферу, проходящую через две данные точки А 
и β  и касающуюся двух данных плоскостей а  и β. (Рассмотрите 
общий случай расположения точек и плоскостей.)

45. Постройте сферу, проходящую через данную точку и касаю­
щуюся трех данных плоскостей, имеющих только одну общую точку.

46. В тетраэдре ABCD  | АВ  | =  jCD |, |5 С | =* |DA  |. Докажите, 
что прямая, проходящая через середины Λί и N  ребер АС  и BD , 
проходит через следующие три точки: центр О сферы, вписанной 
в тетраэдр, центр /  сферы, описанной вокруг тетраэдра, центроид б  
тетраэдра.

47. Докажите, что если противоположные плоские углы выпук­
лого четырехгранного угла попарно конгруэнтны, то этот четырех­
гранный угол обладает осевой симметрией.

48. Две окружности с неравными радиусами лежат в различных 
параллельных плоскостях а  и β. Докажите, что существуют 
две гомотетии, при которых одна окружность отображается на 
другую.

49. Докажите, что существуют две гомотетии, каждая из кото­
рых отображает одну из двух неравных сфер на другую.
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50. Докажите, что если один из двух неравных кубов отобра­
жается на другой при некоторой гомотетии, то существует вторая 
гомотетия, при которой первый куб отображается на другой.

51. Докажите, что композиция трех гомотетий, центры которых 
Л, β  и С не принадлежат одной прямой, а произведение коэффи­
циентов гомотетий отлично от единицы, есть гомотетия, центр кото­
рой принадлежит плоскости а  =  (ABC).

52. В грани ABC тетраэдра ABCD дана точка М.  Через 
точки Л, 5  и С проведены прямые, параллельные (DM) и пере­
секающие плоскости (BCD), (CDA), (ABD) соответственно в точках 
Лх, В1у Сг. Докажите, что

_ ] _______ L _ .  1 » 1
I DM f | AAi I Т Ж ]  ^  I C C i | '

53. Даны три сферы, радиусы которых различны. Докажите, 
что: 1) три внешних центра гомотетии трех пар этих сфер принад­
лежат одной прямой; 2) два внутренних и один внешний центр 
гомотетии трех этих пар сфер принадлежат одной прямой.

54. Даны четыре сферы, радиусы которых различны. Докажите, 
что шесть внешних центров гомотетии шести пар сфер, составлен­
ных из данных четырех сфер, принадлежат одной плоскости.

55*. Даны четыре гомотетии пространства. Постройте такую 
плоскость, которая при каждой из этих гомотетий отображается 
на одну и ту же плоскость.

56. В данную сферу впишите тетраэдр так, чтобы он был по­
добен данному тетраэдру.

57*. Даны четыре различные параллельные плоскости α, β, у 
и δ. Постройте тетраэдр ABC D , чтобы Л е а ,  β ^ β ,  С е γ, D е δ и 
чтобы он был подобен данному тетраэдру A 0B0C0D 0.

58. Даны две скрещивающиеся прямые а и b и две им парал­
лельные скрещивающиеся прямые а± и Ьг. Докажите, что суще­
ствует гомотетия (или перенос), при которой а аъ b bx.

59. Докажите, что подобие пространства, отличное от переме­
щения, есть композиция гомотетии и перемещения.

60. Даны два подобных, но не конгруэнтных тетраэдра. Дока­
жите, что преобразование подобия, при котором один тетраэдр ото­
бражается на другой, имеет единственную неподвижную точку.

ВЕКТОРЫ

§ 1. Линейные операции над векторами 
на плоскости

61. На сторонах ВС, СА и АВ  треугольника ABC  даны со­
ответственно по две точки А1 и Л2, βχ и β 2, Сг и С2, причем

Л И 2 =  k B C , βΤβ, =  1СА, СТС2 =  тАВ.

Докажите, что если ΑλΑ2 +  В 1В 2 +  СХС2 =  0, то k =  I =  т.
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62. Точки М  и Ν  — середины сторон AD  и DC  выпуклого четы­
рехугольника ABCD.  Отрезки A N  и ВМ  пересекаются в точке Р, 
причем \МР\  : \РВ \ =  1 : 4 ,  \А Р \  : ) / ’Л/'| =  2 : 3 .  Докажите, что 
ABCD  — параллелограмм.

63. Вершины А ъ В х, Сх треугольника А 1В 1С1 симметричны 
вершинам Л2, В2, С2 треугольника Л 2Д2С2 относительно середин А 0, 
В 0, С0 сторон ВС, С А, АВ  треугольника ABC.  Докажите, что 
центроиды Gi и G2 треугольников А ХВ хСг и А 2В2С2 симметричны 
относительно центроида G треугольника ABC.

64. На сторонах ВС, СА и АВ  треугольника ABC  вне его 
построены квадраты с центрами Л1( Д1( Сх. Докажите, что

ΑΑχ +ВВу  +  ССХ =  0.
65. Дан треугольник ABC,  точка М  — центр окружности,

вписанной в треугольник. Докажите, что аМА-\- ЬМВ +  сЛ4С= 0, 
где а =  | ВС  |, b =  | С А |, с — \АВ\ .

66. Вокруг треугольника ABC  описана окружность с цент­
ром О. Докажите, что ОЛ sin 2Л +  ОД sin 25  - f  OCsin2C =  0.

67. Докажите, что если Я  — точка пересечения прямых, со­
держащих высоты непрямоугольного треугольника ABC , то

H A t g A  +  НВ i g B - \ - H C i g  С =  о!
68. Точка О — центр окружности, описанной вокруг непрямо-

/Л  у
угольного треугольника ABC.  Докажите, что (tg В  -(- tg С) О А +
+  (tg С +  tg А) ОВ +  (tg А +  tg Д) ОС =  0.

69. В плоскости треугольника ABC  дана точка М,  такая,
что хМА +  у М В  +  гМС  =  0. Постройте такую точку N, чтобы

yzN А +  zxNB  +  xyNC  =  0.
70. Дан треугольник ABC.  Постройте такую точку М  в плос-

„  Л44 лТа мп  -*■
кости треугольника, чтобы л.  =  о.

к  J  \ ВС \г ' \ СА \* ' \ АВ |2
71. В треугольник ABC  вписана окружность, касающаяся 

его сторон ВС, СА, АВ  соответственно в точках Αχ, B lt Сг. 
Докажите, что прямые ΑΑχ, В В Х, ССХ пересекаются в одной

точке М,  причем (р — а) М А  +  (р — Ь)МВ +  (Р— с )М С  =  0, 
где 2р =  а +  b +  с.

72. Дан треугольник ABC.  Через точку Р проведены пря­
мые РА, РВ, РС, пересекающие прямые ВС, С А, АВ  соответ­

ственно в точках АХ, Βχ, Cv  Докажите, что если ДЛ1 :Л 1С =  
=  г:г/, CBL : Д^4 =  x : z ,  то: 1) АСХ: СХВ =  у : х\ 2) х Р А  +
+  уРВ  +  гРС =  0.

73. Дан четырехугольник ABCD,  точки М  и N  — середины его 
сторон А В  и DC. Докажите, что если l M C ] f |I ^ J  =  [ΛΊ/?] П
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П М М  *=* Q и MPNQ  — параллелограмм, то и ABCD  — также 
параллелограмм.

74. Дан четырехугольник ABCD.  Точки Р, Q, R  и S  — середины 
его сторон АВ, ВС, CD, DA.  Докажите, что если отрезки AR,  B S , 
СР и DQ пересекаются в вершинах параллелограмма, то ABCD 
также является параллелограммом.

75. Точки М  и N  — середины сторон ВС и CD четырехуголь­
ника ABCD.  Отрезки А М  и A N  пересекают диагональ BD в течках 
Р и Q, причем \ВР\  =  | PQj  =  \QD\.  Докажите, что ABCD — 
параллелограмм.

76. Дан треугольник Α λΑ 2Α 3. Точки В ъ В2 и В3 делят стороны 
А хА г, А 2А 3 и  А 3А ! в одном и том же отношении λ, а точки Сг, С2 
и С8 делят стороны ВХВ2, В2В3 и В3В Х в одном и том же отне шении 
1 : λ. Докажите, что треугольник СгС2С3 гомотетичен данному. 
Постройте центр гомотетии и вычислите коэффициент гомотетии.

77. Через центроид G треугольника ABC  проведена произ­
вольная прямая /, пересекающая прямые ВС, СА и АВ соот--*· ->
ветственно в точках Alf В х и Сх. Докажите, что г=>— +

GAi GBX

+  ■^^- =  0, где е — направляющий вектор прямой /.
GCi
78. Продолжения противоположных сторон четырехуголь­

ника ABCD  пересекаются в точках Е  и F. Через вершины четы­
рехугольника проведены параллельные прямые, пересекающие 
прямую EF соответственно в точках А±, В и  Сь  Докажите
истинность равенства ^  ^  .

§ 2. Линейные операции над векторами 
в пространстве

79. Докажите, что, каковы бы ни были данные точки А1г 
Аг, . . .  , An_ lt Ап и О, существует и притом единственная
точка G, такая, что OG — - i (ОАх +  ОАг +  ··· +С М П). (Точка G
называется центроидом данных п точек.)

80. Даны две неплоские замкнутые ломаные ABCD  и Α β χ ^ ϋ χ ,
АА,  В В , СС, DD , , πпричем *  — ■ =  =  «· Докажите, что центроиды
А ХВ ВХС CXD D XA

обеих четверток точек А, В, С, D  и Alt В х, С1э Dx совпадают.
81. Через центроид G тетраэдра ABCD  проведена плоскость, 

пересекающая прямые D A , D B , DC  соответственно в точках Аи  
Вх, Сх. Докажите, что



82. Даны тетраэдр ABCD  и точка М.  Через центроиды Gx, G2, 
G3 и G4 граней BCD, CDA, DAB, ABC  проведены прямые, парал­
лельные прямым Μ Α ,  МВ, МС  и MD.  Докажите, что эти прямые 
пересекаются в одной точке.

83. Дан тетраэдр ABCD и точка М,  причем (АМ) f) (BCD ) =  
=  А . (BM)[) (CDA)  =  B X, (СМ) П (DAB)  =  Clt (DM)f}(ABC) =  
— Dx. Докажите, что

^  ^ Μ £ ι  _  J
Α Α Χ ΒΒΧ CCx DDl

84. Докажите, что середины шести ребер тетраэдра образуют 
центрально-симметричную фигуру.

85. Дан параллелепипед ABCDAXB XCXDX. Разложите вектор
АВХ по векторам ВСХ, CDX и DAX.

86. На звеньях АВ, ВС, CD, DA  неплоской замкнутой лома­
ной ABCD даны соответственно по две точки Р1 и Р2, Q1 и Q2,
Rx и R 2, S x и  S 2, причем РХР2 =  kAB,  QXQ2 — IBC, R xR 2=mCD,
S XS 2 =  nDA, P1P2 +  Q1Q, +  R i R i +  s X ^ 0 .  Докажите, что k — 
=  / =  m =  n.

87. Даны два подобных четырехугольника ОАВС и ОАхВхСх. 
Докажите, что прямые ААХ, B B lt ССХ параллельны некоторой 
плоскости. (При подобии, отображающем первый четырехугольник 
на второй, 0 - + 0 ,  А —>■ Ах, В - + В х, С-*~СХ.)

88. Дана фигура, состоящая из пяти точек А ъ А 2, А 3, А 4, А ъ\ 
точки В х, В2, В3, В4, В ъ — середины отрезков А , А 2, А 2А 3, А 3А 4, 
А 4А Ъ, А 3А χ. Докажите, что середины Сх, С2, С3, С4, СБ отрезксв 
В ХВ3, В2В4, В3ВЪ, В4В Х, ВЪВ2 образуют фигуру, состоящую из пяти 
точек, гомотетичную данной фигуре. Найдите центр G этой гомо­
тетии и вычислите ее коэффициент k.

89. Даны четыре точки А, В, С, D, причем А  ̂ (ВС). Дока­
жите, что необходимое и достаточное условие принадлежности
этих точек одной плоскости выражается равенством OD =
«= р О А +  qOB +  ЮС, р +  q +  г =  1, где О — произвольная точка 
пространства.

90. Дана неплоская замкнутая ломаная ABCD и точка М,  
причем (АВМ)  (1 (CD) =  Р, (ВСМ)  (1 (DA) *=jQ, (CDM)  Г) (АВ) =  R,
(DAM)  f) (ВС) =  5. Докажите, что если С Р : P D = y : x, DQ:QA=
=  г : у, AR  : RB  =  t :г, то: 1) BS : SC  =  х : 2) х М С  +  y M D +
4- zMA +  (МВ =  О (Р, Q, R,  S  не совпадают с А, В, С, D).

91. Дан тетраэдр ABCD,  точки М  € (АВ), N  6 (CD). Дока­
жите, что середины отрезков МС, MD, NA  и NB  принадлежат 
одной плоскости.

92. Дан тетраэдр ABCD.  Точка М  — середина отрезка DG0, 
где G0 — центроид грани ABC.  Через точку М  проведена пря­
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мая, пересекающая (АВ)  и (CD) в точках Р и Q. Вычислите
k =  АР  : РВ, I =  CQ : QD.

93. Точка I  — центр сферы, вписанной в тетраэдр ABCD.
Докажите, что st IA +  s2IB +  s3/C  +  s J D  — 0, где slt s2, s3, s4 — 
площади граней BCD, CDA, DAB, ABC.

94. Через центроид G тетраэдра ABCD проведена произволь­
ная прямая I, пересекающая плоскости BCD, CDA, DAB  и ABC  
соответственно в точках Аи В и Сг и Dx. Докажите, что

6 6 В 6 ~
г=т- +  ·=τ- +  ■=?“  +  ^=г  =  0. гДе е — направляющий вектор пря-
GAi GBl GCt GDi
мой l.

95. Прямая l пересекает плоскости граней тетраэдра ABCD 
соответственно в точках А ъ В ъ С1 и D v  Докажите, что середины 
отрезков А А Ъ B B lt СС4 и D D t принадлежат одной плоскости.

§ 3. Скалярное произведение 
векторов на плоскости

96. В окружность с центром О вписан треугольник ABC.
Выразите вектор ОСх через векторы О А, ОВ и ОС, где Сх — 
основание высоты, проведенной из вершины С.

/Л
97. Найдите зависимость между углами А, В и С треуголь­

ника ABC , если биссектриса угла С треугольника видна из 
центра описанной окружности под прямым углом.

98. Вокруг правильного я-угольника АХА2 . . .  Ап описана 
окружность радиуса R. Докажите, что для любой точки М  ок­
ружности | М АХ |2 +  \МА212 +  · · · +  |Л4Лл |2 = 2  n R 2.

99. Докажите, что сумма квадратов диагоналей трапеции 
равна сумме квадратов ее боковых сторон, увеличенной на удво­
енное произведение оснований.

100. Дан параллелограмм ABCD , точка О — центр окружно­
сти радиуса /?, описанной около треугольника ABC.  Докажите, 
что \OD\2 =  R 2 +  a2 +  c2 — b \  где а =  \ ВС\ ,Ь  =  |С Л |, с =  \АВ\.

101. На стороне АВ  треугольника ABC построен равнобед-
-''Ч

ренный треугольник ABD: \DA\ =  \DB\, D =  120°, причем точ­
ки С и D лежат по одну сторону от прямой АВ.  Докажите, что
I Г Г) I 2 - °2 +  6* £l _  2̂
1с и 1 -  2 6 / 3 - ·

102. Докажите, что для всякого треугольника ABC  имеет^  ^  -'Ч β
место неравенство cos 2А +  cos 2В — cos 2С <  γ .

103. На стороне АВ  треугольника ABC  построен прямо-
<4

угольный равнобедренный треугольник ABD, D =  90°, такой, 
что точки С и D не разделены прямой АВ. Докажите, что
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q'2 , I 2̂
|C P  I» =   ̂ ■— 2Sabc- Как изменится эта формула, когда точ­
ки С и D будут разделены прямой АВ?

104. В окружность радиуса R  вписаны два правильных шести­
угольника. Вычислите сумму квадратов расстояний от вершин од­
ного шестиугольника до вершин другого.

105. Две конгруэнтные окружности касаются в точке М.  Дока­
жите, что если [М Х J и [МУ] — перпендикулярные хорды данных 
окружностей, то окружность, описанная вокруг треугольника 
M X Y ,  конгруэнтна данным.

106. Даны два прямоугольных треугольника АОВ и COD
{АОВ =  COD =  90°), причем {АС) Г) (BD) =  М, (AD)()(BC) =  N. 
Докажите, что треугольник MON также прямоугольный.

107. Дан треугольник ABC,  в котором проведены медиа­
ны AAU B B lt CCj. Докажите, что ctg ВСгС +  ctg САгА +
-f- ctg АВ^В =  0 .

108. Дан треугольник ABC,  в котором проведены медиа­
ны AAlt BB i , CCV Докажите, что cigBCC1 +  ctg СААг +
-j- ctg ΑΒΒχ =  ctg ACCi  -f- ctg CBBx -f- ctg B A A i .

109. Докажите, что для всякого треугольника ABC  имеет^ч а2 I £2 I с2
место равенство ctg А +  ctg В +  ctg С — — ^, где а =  \ВС\,
b =  | СА |, с = \ А В \ ,  s — площадь треугольника.

110. Даны правильный треугольник ABC  и в его плоскости 
произвольная точка М. Построены проекции отрезков М А ,  М В 9 
МС  соответственно на прямые ВСУ С А , А В . Докажите, что сумма 
двух из этих проекций равна третьей.

§ 4. Скалярное произведение векторов 
в пространстве

111. Докажите, что множество всех точек Х 9 для которых 
·+■ —> ■-*- “+■
п - О Х  +  Р =  0, где п Ф 0  —  данный вектор, р —  данное число, 
О — данная точка, есть плоскость. Найдите расстояние d от точ­
ки О до плоскости.

112. Докажите, что множество всех точек X,  для которых
-—>
ОХ2 — 2а · ОХ -f  М  =  0, й2 >  М,  где а — данный вектор, О — 
данная точка, есть сфера.

■4- ~—>
113. Запишите условие, что плоскость п · ОХ +  р =  0 и сфе­

ра ОХ2 — 2а · ОХ +  М  =  0, а 2 >  М,  касаются.
114. Докажите, что если противоположные ребра тетраэдра 

попарно конгруэнтны, то прямые, проходящие через середины 
противоположных его ребер, попарно перпендикулярны.
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116. Выразите косинус угла между двумя противоположными 
ребрами тетраэдра через длины всех его ребер.

116. Выразите расстояние от вершины тетраэдра до центроида 
противолежащей грани через длины всех ребер тетраэдра.

117. Даны два тетраэдра ABCD и Докажите, что
если [АВ] ±  [ С М  [АС] ±  [ В М  [AD] ±  [ В М  [ВС] ±  [ Л ^ ] ,  
[CD] X  [ А М .  то [DB] ±  [ А М

118. Докажите, что если высоты тетраэдра пересекаются в одной 
точке, то плоские углы при каждой вершине трехгранного угла 
тетраэдра одноименные, причем среди граней тетраэдра одна или же 
все четыре — остроугольные треугольники.

119. У тетраэдра ABCD ребра АС  и BD конгруэнтны. Докажите, 
что проекции ребер А В  и CD на прямую, проходящую через сере­
дины [АВ] и [CD], равны.

120. Докажите, что для любого тетраэдра ABCD имеет место 
неравенство | ВС  |- +  | С А Г- +  | АВ !2 <  4R2 +  | DA |2 +  | DB  |2 +  
-{-|Z)C |2, где R  — радиус сферы, описанной вокруг тетраэдра.

121. Вокруг прямоугольного тетраэдра ОАВС с прямым трех­
гранным углом О описана сфера с центром в точке М.  Прямая, 
проведенная через вершину О перпендикулярно к грани ABC,  
пересекает ее в точке Р, а сферу — вторично в точке Q. Докажите, 
что i OQ | «= j 3ОР j.

122. Дан тетраэдр ABCD ; [ΜΝ] — общий перпендикуляр

ребер DA  и ВС (Μ ξ (DA), N ζ ( B C ) ) .  Разложите вектор M N  по

векторам DA, DB  и DC.
123. Дан правильный четырехгранный угол с плоским углом

а. Вычислите угол β его диагонального сечения.
124. Дан равносторонний треугольник ABC  и некоторая точка 

М.  Точки М 1г М 2, М з — ортогональные проекции точки М  на пря­
мые ВС, С А и АВ.  Докажите, что одно из трех расстояний 
jM Xi4, |, \ М ,В 1\ и [М зС^.где A l t B lt ^  — середины сторон ВС, СА 
и АВ  треугольника, равно сумме двух других.

125. В пространстве даны прямая а и равносторонний треуголь­
ник ABC  с центром О. Докажите, что сумма квадратов проекций 
сторон треугольника на прямую а в три раза больше суммы ква­
дратов проекций отрезков О А,  ОВ, ОС на ту же прямую.

126. Докажите, что сумма квадратов расстояний от вершин 
правильного тетраэдра до прямой, проходящей через его центроид, 
не зависит от положения прямой.

127. Даны четыре луча с общим началом. Из шести углов, обра­
зованных попарно этими лучами, пять углов равны по 60°. Вы­
числите шестой угол.

128. Дан тетраэдр ABCD,  у_которого | АВ  | =  | ВС \ =  j СА\ =■ 
=  | DA  | =  1 , |  DB  | =  | DC \ =  "^2. Вычислите отношения, в кото­
рых основания общего перпендикуляра ребер АВ  и CD делят 
эти ребра.
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129. Дан трехгранный угол Oabc. На его ребрах а я b отло-
—>- »*■ — 

жены единичные векторы е1 и е2. Докажите, что вектор ^ t g  <рх+  -*■
+  e2tg(p2, где φχ и ф2 — величины двугранных углов при реб­
рах а и Ь, параллелен проекции ребра с на плоскость противо­
лежащей грани.

130. Даны три точки Л, В , С, не принадлежащие одной пря­
мой. Выразите расстояние d от точки О до плоскости ABC  через
векторы ОЛ, ОВ и ОС.

КООРДИНАТЫ

§ 1. Метод координат на плоскости

131. Даны пять точек с целочисленными координатами. Дока­
жите, что середина хотя бы одного из отрезков с Концами в данных 
точках также имеет целочисленные координаты.

132. На плоскости даны две точки А и В. Постройте такую пря­
моугольную систему координат, чтобы данные точки имели в ней 
соответственно координаты (1; 3) и (2; — 1).

133. Пользуясь только формулой расстояния между двумя точ­
ками, вычислите координаты ортоцентра треугольника, заданного 
координатами своих вершин: А (1; 1), В (2; —3), С(— 1; 0).

134. Докажите, что если вершины треугольника принадлежат 
гиперболе ху  =  k2, то и ортоцентр этого треугольника принадле­
жит гиперболе.

135. Докажите, что если А В  и АС  — перпендикулярные хорды 
гиперболы ху =  k 2, то касательная к гиперболе в точке А перпен­
дикулярна хорде ВС.

136. Даны две параболы

у  =  х2 +  руХ +  <71, 
х  =  У2 +  Р*.У +  <72>

пересекающиеся в четырех точках. Докажите, что через эти точки 
можно провести окружность, а также и гиперболу, асимптоты ко­
торой параллельны прямым х  +  у  =  0 .

137. Даны две параболы:

у  =  ахх 2 +  Ьхх  +  съ 
у  =  *2·

Докажите, что гомотетией (или переносом) можно одну из парабол 
отобразить на другую. Вычислите координаты центра гомотетии 
и коэффициент гомотетии.

138. Даны четыре прямые. Каждые три из них своим пересе­
чением задают треугольник. Докажите, что ортоцентры этих тре­
угольников принадлежат одной прямой.
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139. Вокруг равностороннего треугольника ABC  описана 
окружность радиуса R. Прямая, проходящая через центр окруж­
ности, пересекает прямые В С , СА и АВ  в точках А , β , и Сл.
п *2 . *2 . #  оДокажите, что —— = 7- +  —— = 7- +  —— = 7- =  — 3.

0АХ · 0ВХ 0Bt · ОС х 0Сг . О Ai
140. К окружности ω проведена касательная t в точке А. 

На диаметре АВ дана точка М,  такая, что | АМ  | : | МВ  | =  2 : 1. 
Докажите, что если прямая /, проходящая через точку М,  пере­
секает ω в точках U и V, а касательную t — в точке W , то^
т=г“ +  -=г  +  “= г  =  0» гДе  ̂— направляющий вектор прямой I1. 
MU M V MW

§ 2. Метод координат в пространстве

141. В пространстве даны девять точек с целочисленными коор­
динатами. Докажите, что хотя бы один из отрезков с концами в дан­
ных точках имеет середину с целочисленными координатами.

142. Через вершину Сх параллелепипеда ABCDA1B l ClD1 про­
ведена плоскость а , пересекающая прямые АВ, AD и ААХ соот-

C~D С Вветственно в точках Μ, N , Р. Докажите, что - = ^  +  -= г~ Ь
ΜΑ NA

+  0 = 1 .
РА
143. Даны шесть точек: Л (а; Ь; с), В (а; с; Ь), С (Ь\ с\ а), 

D (Ь\ а\ с), Е (с; a; b), F (с; b; а). Докажите, что эти точки принад­
лежат одной окружности, причем АСЕ  и BDF  — равносторон­
ние треугольники.

144. Дана сфера (х  — а)2 +  (у — Ь)2 +  (г — с)2 =  R 2. Из
точки Р (х0; Уо', z0), лежащей вне шара, ограниченного сферой,
проведена к ней касательная, Т  — точка касания. Вычислите | Р Т  |.

145. Запишите условие того, что две сферы
(х -  а,)2 +  ( У -  b j 2 +  (г -  с,)2 =  /?*,
(х — й2)2 +  (у —  h ) 2 +  (г — с2)2 =  R \

касаются.
146. Сфера {х — а)2 +  (у — Ъ)2 +  (г — с)2 =  R 2 проходит через 

начало координат.Докажите, что уравнение касательной плоскости 
к сфере в начале координат имеет вид ах +  Ьу +  сг =  0.

147. Даны две точки Л ^ ;  у х\ гх) и А 2(х2; у г; г2). Найдите мно­
жество точек М  (х; у\ г), для которых |ΛίЛ χ | : | М Л2 | =  k, где 
k — данное положительное число.

148. Даны две непересека'ющиеся сферы. Докажите, что мно­
жество всех точек М,  таких, что длины отрезков Μ Т 1 и М Т 2, каса­

* Вектор е, направление которого параллельно прямой /, называется на­
правляющим вектором прямой /.
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тельных к данным сферам (7\ и Т2 — точки касания), имеют дан­
ное отношение, есть сфера или, в частности, плоскость.

149. Даны две точки у г\ ζλ) и А 2{х2\ Уч\ г2)· Найдите мно­
жество всех точек М(х\ у\ г), таких, что k\MA^* +  /| Λί Л 2 i 2 =  d 2 ,  
где k, I и d — данные числа.

150. Составьте уравнение сферы б, проходящей через точки 
О (0; 0; 0), А (а\ 0; 0), В (0; Ь\ 0), С (0; 0; с). Докажите, что пря­
мая /, проведенная через начало координат перпендикулярно 
к плоскости АВСу пересекает эту плоскость и сферу б соответ­
ственно в таких точках М  и N, что | ОМ | : | ON | =  1 : 3.

151. В сферу вписан прямоугольный параллелепипед. Д ока­
жите, что для любой точки сферы одно из трех произведений 
ее расстояний до противоположных граней параллелепипеда равно 
сумме двух других.

152. Дан куб A B C D A ^ x C J ) ^  Докажите, что три течки, в кото­
рых любая плоскость, проходящая через прямую А В Ъ пересе­
кает прямые ВСЪ CDiy D A U принадлежат одной прямей. Будет ли 
эта теорема иметь место для произвольного параллелепипеда?

153. Дана усеченная пирамида A B C D A основания 
которой — параллелограммы. Докажите, что любая прямая, пере­
секающая три из четырех прямых А В Ъ ВСЪ CDlt D A lf пересекает 
и четвертую прямую или параллельна ей.

154. На прямых А В У ВС , CZ), £М, не лежащих в одной 
плоскости, даны по две точки M l9 М 2\ N lt N 2\ P lt Р2\ Qlt Q2>
причем Α Μ 1 =  М 2Ву Β Ν Χ =  N 2Ct CP± =  P2D t DQX =  Q2A. Дока­
жите, что если точки M lt N u Plf Qx принадлежат одной плос­
кости, то и точки М 2у N 2у Р2у Q2 принадлежат одной плоскости.

ЗАДАЧИ ПО ОБЩЕМУ КУРСУ СТЕРЕОМЕТРИИ

§ 1. Параллельное проектирование

155. Может ли параллельная проекция окружности на плос­
кость быть окружностью, если плоскость проекции и плоскость 
окружности не параллельны?

156. Даны плоскость а  и отрезок АВ.  Найдите множество всех 
точек, принадлежащих отрезкам Α λΒ ^  конгруэнтным [АВ] и явля­
ющимся параллельными проекциями отрезка А В  на плоскость а .

157. Даны параллельные проекции трех соседних вершин пра­
вильного пятиугольника. Постройте параллельные проекции ос­
тальных двух его вершин.

158. В одной из двух пересекающихся плоскостей даны дге 
пересекающиеся прямые. Спроектируйте эти две прямые парал­
лельно на другую плоскость так, чтебы проекции были перпенди­
кулярны.

159. Выясните, можно ли любой четырехугольник параллельно 
спроектировать на плоскость в четырехугольник с равными и пер­
пендикулярными диагоналями.
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160. В одной из двух пересекающихся плоскостей даны две 
пары пересекающихся прямых я, Ь и с, d . Спроектируйте эти пря­
мые на другую плоскость в две пары перпендикулярных прямых 
аъ Ьх и съ ^(αχ 1 . blt c1 j l  di).

161. В одной из двух пересекающихся плоскостей дан парал­
лелограмм. Спроектируйте его на другую плоскость в квадрат.

162. В одной из двух пересекающихся плоскостей дан произ­
вольный треугольник. Спроектируйте его параллельно на другую 
плоскость в равносторонний треугольник.

163. Дан тетраэдр ABCD и плоскость а. Могут ли параллельные 
проекции А ъ Въ Сг и D x вершин тетраэдра на плоскость а  быть 
вершинами параллелограмма? Сколько различных параллельных 
проектирований на плоскость а  приводят к положительному от­
вету на поставленный вопрос?

164. Через прямую I проходят две пары плоскостей α, β и a lt 
βχ. Постройте плоскость, пересекающую данные плоскости по та­
ким прямым a, b и аъ blt чтобы a J_ b и аг _L bv

§ 2. Задачи на построение

165. Даны четыре попарно скрещивающиеся прямые. Постройте 
плоскость так, чтобы точки ее пересечения с прямыми были верши­
нами параллелограмма.

166. Даны два треугольника ABC  и А1В 1С1. Постройте такие 
точки S и Si, чтобы (Si4)|| (SxA), (SB)\\ (S1B 1)r (SC) || (5χ03). 
(Предполагается, что (/15) — (АгВ χ), (ВС) ( В ^ χ), (СА) (СхЛх).)

167. В пространстве даны две пересекающиеся прямые с и d 
и две не принадлежащие им точки А и В. Проведите через точки 
А и В плоскость, пересекающую прямые с и  d в точках С и D так, 
чтобы точки Л, В у С и D принадлежали одной окружности.

168*. Известны длины всех ребер тетраэдра ABCD.  Постройте 
в данной плоскости ABC  точки касания восьми сфер, касающихся 
всех плоскостей граней тетраэдра.

169. Постройте сферу, проходящую через данную окружность 
и касающуюся данной прямой.

170. Постройте сферу, касающуюся данной плоскости и прохо­
дящую через данные три точки, не принадлежащие одной прямой.

171. Даны две перпендикулярные скрещивающиеся прямые. 
Постройте правильный тетраэдр так, чтобы две его вершины при­
надлежали одной прямой, а две другие — второй прямой.

172. Даны три попарно скрещивающиеся прямые, не парал­
лельные одной плоскости. Постройте параллелепипед, три ребра 
которого лежали бы на данных прямых.

173. Даны две сферы. Постройте плоскость так, чтобы окруж­
ности, по которым она пересекает сферы, были конгруэнтными.

174. Даны три сферы. Постройте плоскость так, чтобы окруж­
ности, по которым она пересекает данные сферы, были конгруэнт­
ными. Выясните число решений, которые может иметь задача.
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175· Даны три сферы, каждая из которых расположена вне 
другой, причем их центры не принадлежат одной прямой. По­
стройте плоскость, которая касалась бы всех трех сфер.

176. Даны прямые А В , ВС, CD, D A , не лежащие в одной 
плоскости. Постройте сферу, касающуюся данных четырех прямых. 
Убедитесь в том, что в общем случае существуют восемь таких сфер, 
однако число сфер, касающихся данных прямых, может быть 
и бесконечным.

§ 3. Задачи на доказательство

177. Дана усеченная треугольная пирамида ABCAxBf i i .  Дока­
жите, что центроиды G и Gx граней ABC  и А 1В 1С1 и точка М  пересе­
чения плоскостей АВСЪ В С А Ъ САВ} принадлежат одной прямой.

178. Даны три попарно скрещивающиеся прямые a, b и с, не­
параллельные никакой плоскости. Докажите, что существует цен­
тральная симметрия S m , такая, что прямая ах =  S m (а) пересекает 
прямые b и с, прямая Ъх =  Бмф)  — пересекает с и а, прямая сх =  
=  S m(c) — пересекает а и Ь.

179. Три попарно скрещивающиеся прямые a, b и с пересечены 
тремя другими прямыми соответственно в точках А ъ В ъ Q ; А 2, 
В2, С2; А 3, В3, С3. Докажите, что прямые А 2В Ъ А 3Сг и В3С2 пересе­
каются в одной точке или параллельны.

180. Даны три окружности, не лежащие в одной плоскости, 
причем каждая пересекает в двух точках каждую. Докажите, что 
через такие три окружности можно провести сферу.

181. На сфере δ дана окружность со. Докажите, что прямые, 
проходящие через данную точку S  ̂ δ и каждую точку окруж­
ности со, пересекают сферу вторично в точках, принадлежащих 
некоторой окружности.

182. Докажите, что окружности, описанные вокруг двух граней 
тетраэдра, пересекаются под таким же по величине углом, что 
и окружности, описанные вокруг двух других его граней. (Угол, 
под которым пересекаются две окружности в пространстве, изме­
ряется углом между касательными, проведенными к окружностям 
в их общей точке.)

183. Дана замкнутая ломаная ABCD . Докажите, что если 
отрезки АВ, ВС, CD и DA  касаются сферы, то точки касания при­
надлежат одной плоскости.

184. В основание цилиндра вписан треугольник ABC.  Докажите, 
что основания перпендикуляров, проведенных из точки М  боковой 
поверхности цилиндра к прямым А В, ВС и СА,  принадлежат одной 
прямой.

185. Докажите, что если все грани параллелепипеда равнове­
лики, то в него можно вписать сферу. Убедитесь в том, что его 
диагональные сечения, не имеющие общей диагонали, перпендику­
лярны.
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186. Докажите, что если две прямые, содержащие две высоты 
тетраэдра, пересекаются, то и две другие прямые, содержащие 
остальные две высоты, также пересекаются, причем прямая, про­
ходящая через обе точки пересечения, есть общий перпендикуляр 
двух перпендикулярных противолежащих ребер тетраэдра.

187. Докажите, что если три прямые, содержащие три высоты 
тетраэдра, пересекаются в одной точке, то и прямая, содержащая 
четвертую высоту, проходит через эту точку.

188. Через точку S в пространстве проведены две перпендику­
лярные прямые a, b и еще две перпендикулярные прямые с, d\ 
плоскости (а, с) и (b, d) пересекаются по прямой т ,  а плоскости 
(a, d) и (Ь, с) — по прямой п. Докажите, что прямые т и п  также 
перпендикулярны.

189*. Докажите, что существует в общем случае восемь сфер, 
касающихся плоскостей граней тетраэдра. Число этих сфер равно 7, 
если Si =  S 2 Ф  S 3 Φ  S4; это число равно 6, если S x =  S2 Φ  
Ф  S 3 =  S4; это число равно 5, если =  S 2 =  5 3 =  S4. (Sl9 S 2f 
S3> ^4 — площади граней тетраэдра.)

190*. Докажите, что если замкнутая неплсская лсманая из 
четырех звеньев касается поверхности конуса или цилиндра, то 
четыре точки касания принадлежат одной плоскости.

191*. К конусу (цилиндру) проведены две скрещивающиеся 
касательные. Докажите, что точки касания всех касательных к ко­
нусу (цилиндру), пересекающих обе данные касательные, принад­
лежат двум плоскостям.

192*. К сфере проведены две скрещивающиеся касательные. 
Докажите, что множество всех точек касания касательных к сфере, 
пересекающих данные две касательные, есть пара окружностей.

§ 4. Вычислительные задачи

193. Пусть А ъ В ъ С1 и D x — проекции вершин Л, В , С и D 
тетраэдра ABCD  на плоскости противолежащих им граней. Выяс­
ните, какое число этих проекций может быть расположено вне 
соответствующих граней.

194. Все грани тетраэдра — равновеликие треугольники. Убе­
дитесь в том, что в этом случае все грани тетраэдра конгруэнтны.

195. Пары противоположных ребер тетраэдра ABCD  равны: 
\BC\ =  \DA\ =  a, \CA\  =  \BD\  =  b, \ AB\  =  \CD\ =  c. Найдите 
объем тетраэдра.

196. Дан параллелепипед. Вычислите сумму квадратов рассто­
яний между всеми парами его вершин, если известны длины ребер 
параллелепипеда.

197. Найдите плоские углы трехгранного угла, если они удов­
летворяют соотношению cos2a  +  cos2p =  2 cosa cosP cosy.

198. Выразите объем тетраэдра через длины всех шести его 
ребер.
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199. Вычислите объем параллелепипеда по длинам трех его 
ребер, имеющих общую вершину, и по углам между ними.

200. Дан треугольник ABC. Найдите множество точек D в 
пространстве, чтобы | АВ | · | DC | =  | ВС  | · | DA  | =  | АС | · | DB  |.

201. Дан тетраэдр ABC D , площади его граней BC D , CDAf 
D A B , ABC  равны соответственно Sx, S2, S8, S4. Докажите, что
S l  =  S* +  s j  +  5з — 2 S 2S 3 cos (DA)— 2 5 ,5 ,0 »  ( Ш ) —25^0  cos(DC).

202. В сферу вписан правильный тетраэдр. Докажите, что точка, 
диаметрально противоположная одной из вершин тетраэдра, оди­
наково удалена от плоскостей граней тетраэдра.

203. В тетраэдр вписана сфера. Докажите, что углы α, β, γ, 
под которыми из точки касания сферы с гранью видны ребра этой 
грани, одни и те же для всех четырех граней.

204. Докажите, что если для тетраэдра ABCD  выполняются 
условия | АВ  | +  I CD (*= \ВС\ +  \ AD \ ■= | С А | +  | BD  |, то суще­
ствует сфера, касающаяся всех его ребер.

205. Дан параллелепипед ABCDAiBxCiD^  Докажите, что 
сумма квадратов площадей трех непараллельных граней паралле­
лепипеда равна сумме квадратов площадей граней тетраэдра 
ABCtD

206. Дан тетраэдр ABC D . Сфера, цроходящая через верши­
ны Л, В и С, пересекает прямые DA, DB> DC  вторично в точ­
ках Aly B l и  Сх. Вычислите отношения | А1В 11: | B l Cl j : | СгАг | 
и убедитесь в том, что величины углов треугольника ΑΧΒ ^ Χ не 
зависят от того, какая именно сфера проведена через указанные 
вершины.

207. Докажите, что для любого тетраэдра ABCD  из трех про­
изведений \AB \- \CD\ ,  \ BC\*\DA\,  \CA\ - \BD\  сумма любых двух 
из них больше третьего.

208. Пользуясь теоремой косинусов для трехгранного угла
cosa =  eosficos^ +  βΐηββΐηγοοε А, докажите, что α-)-β +  γ <  
<  360°.

209. Дан куб ABCDAlB 1C1D1. Через точку Μ, Μ ξ \АСг], 
проведена плоскость σ, перпендикулярная диагонали ACt . Вычис­
лите площадь S сечения, если | АМ  | =  х,  а ребро куба равно т.

210. Дан тетраэдр ABCD.  Построены две плоскости a  и β, 
пересекающие тетраэдр, причем a ||( /1 5 ) , а | |  (CD), β ||(Λ 5), 
PI(CD). Докажите, что если эти плоскости равноудалены от 
ребер АВ  и CD, то площади сечений тетраэдра этими плоскос­
тями равны между собой.
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Г л а в а  IX ПЛАНИМЕТРИЯ

§ 1. Задачи на вычисление

1. Найдите углы треугольника, если площадь S треугольника 
выражается через длины его сторон а и b формулой 5  =  -^ (а2+Ь2).

2. Центры двух окружностей, радиусы которых R  и г, лежат 
на гипотенузе прямоугольного треугольника. Одна окружность 
касается двух катетов, другая — касается катета и первой окруж­
ности. Найдите стороны треугольника.

3. Из вершины С треугольника ABC  проведены высота, медиана
и биссектриса. Найдите С, если биссектриса образует с высотой 
и медианой соответственно углы а  и β.

4*. Биссектрисы АМ  и ΒΝ  треугольника ABC  пересекаются 
в точке О. Известно, что | АО | =  У^З (МО |, , N 0  | =  (\^3  — 1)|ДО|. 
Вычислите углы треугольника ABC.  '

5. В треугольнике ABC  сторона ВС  служит диаметром полу­
круга, площадь которого равна площади треугольника ABC.  Угол А
равен а . Найдите углы В н С  при условии, что В ^  С. Исследуйте, 
при каких значениях угла а  задача имеет решение.

в. Вокруг окружности радиуса г описана равнобочная трапеция 
ABC D ; Е  и К  — точки касания этой окружности с боковыми сто­
ронами трапеции. Угол между основанием А В  и боковой стороной 
AD  трапеции равен 60°. Докажите, что прямая Е К  параллельна 
прямой АВ ,  и найдите площадь трапеции АВЕК.

7. В трапеции ABCD  каждое из оснований AD  и ВС продолжено 
в обе стороны. Биссектрисы внешних углов Л и β  трапеции пере­
секаются в точке К, а внешних углов С и D — в точке Е.  Найдите 
периметр трапеции, если \КЕ\  =  2а.

8. Найдите величину угла между боковыми сторонами трапе­
ции, если длина отрезка, соединяющего середины оснований, 
равна полуразности их длин.

9. Через точку, лежащую внутри треугольника, проведены 
прямые, параллельные его сторонам. Прямые разбивают данный 
треугольник на три параллелограмма и три треугольника. Произ­
ведение площадей полученных треугольников равно а. Найдите 
произведение площадей параллелограммов.
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10*. В окружность, радиус которой R , вписан многоугольник, 
площадь которого больше 2/?2, а длина каждой стороны больше R . 
Найдите число сторон многоугольника.

11. В трапеции ABCD боковая сторона АВ  перпендикулярна
основаниям, диагонали взаимно перпендикулярны и =  k.

Найдите отношение j ^ - j  ·
12*. На гипотенузе ВС прямоугольного треугольника ABC 

дана точка М, а на стороне АС  — точка N , такая, что (MW)|| 
||(АВ). Известно, что \AB\=*\AN\ =  l см, | СМ | =  У~3 см. Най­
дите длину отрезка MN.

13. Высота треугольника равна 25 см. На каком расстоянии 
от вершины проходит прямая перпендикулярно этой высоте, если 
она делит треугольник на равновеликие части?

14. Длины оснований трапеции равны а и Ь. Через точку пересе­
чения ее диагоналей проведена прямая параллельно основаниям. 
Найдите длину отрезка этой прямой, заключенного между боко­
выми сторонами трапеции.

15. На сторонах АС и ВС  треугольника ABC  расположены
кт ал I AN I \ВМ\ ггсоответственно точки N  и М  так, что CN | =  п, *= тп. Пря­

мые АМ  и BN  пересекаются в точке О. Найдите отношение 
I АО 1 \ВО\
| AfO I * I NO I ·

16. Две окружности радиуса г касаются. Кроме того, каждая 
из них касается извне третьей окружности радиуса R  в точках 
Л и β  соответственно. Вычислите радиус г, если \ А В \  =  12 см, 
R  =  8 см.

17. Круга радиуса г внешним образом касаются три одинаковые 
окружности, касающиеся попарно между собой. Найдите сумму 
площадей трех криволинейных треугольников, образованных ука­
занными окружностями.

18. В равнобедренный треугольник, боковая сторона которого 
равна 18 см и основание 12 см, вписана окружность. К ней прове­
дена касательная, параллельная основанию. Найдите длину от­
резка касательной, ограниченного точками пересечения с боковыми 
сторонами.

19. В сектор с радиусом R  и центральным углом а  вписан круг. 
Вычислите его радиус.

20. В ромб, который делится своей диагональю на два равно­
сторонних треугольника, вписана окружность радиусом г. Найдите 
длину стороны ромба.

21. Около круга с радиусом 2 д о п и с ан а  равнобочная трапеция, 
площадь которой 20 см2. Найдите длины сторон трапеции.

22. На сторонах треугольника ABC  вне его построены квадраты 
A B E F , BCPQ, CAMN.  Какую наибольшую площадь может иметь 
шестиугольник EFM N P Q , если \ВС\ =  а, \СА \ =  &?
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23· Площадь равнобочной трапеции, описанной около круга, 
равна 5 . Определите длину боковой стороны этой трапеции, если
известно, что острый угол при ее основании равен

24· В равнобедренном треугольнике угол при основании равен а . 
Найдите для этого треугольника отношение радиусов вписанной 
и описанной окружностей. ^

25. Внутри прямоугольного треугольника ABC (АСВ =  90°) 
взята точка О так, что треугольники ОАВ, ОВС, ОАС равнове­
лики. Найдите |О С |, если известно, что \ОА |2 +  |Ο θ |2 =  а2.

26. В квадрат вписан другой квадрат. Один из острых углов 
между сторонами квадратов равен а . При каком значении а  пло­
щадь вписанного квадрата составляет площади описанного?

27. В равнобедренный треугольник с углом а  при основании 
вписан квадрат так, что одна из его сторон лежит на основании 
треугольника. Найдите значение а , при котором площадь ква-

4драта составляет площади треугольника.
28. Дана трапеция с основаниями | AD\  =  8 и |Л С | =  4, сторо­

ной \А В \  =  2 ] /7  и углом CDA при основании, равным Через
точку С проведена прямая, делящая трапецию на две равновели­
кие части. Найдите длину отрезка этой прямой, расположенного 
внутри трапеции.

29. В трапеции ABCD  боковая сторона CD равна а , а расстоя­
ние от середины [АВ] до (CD) равно Ь. Найдите площадь трапеции.

30· Даны два треугольника, площадь каждого из которых 50 см2. 
Основание первого из них на 10 см больше основания второго. 
В каких пределах может изменяться основание первого треуголь­
ника, чтобы разность высот треугольников, проведенных к этим
основаниям, была не меньше 4* см}6

31. В окружности радиуса R  через середину хорды АВ  про­
ведена хорда KZ под углом φ к [АВ]. Из точки В проведен перпенди­
куляр к [ΚΖ], пересекающий окружность в точке С. Найдите пло­
щадь треугольника A B C , если известно, что точка пересечения 
хорд KZ  и ВС делит [ЛС] на отрезки, длины которых относятся 
как р : q.

32. Выразите угол ромба через его площадь Q и площадь S впи­
санного в него круга.

§ 2. Задачи на доказательство 
и построение

33. Прямые, проведенные через вершины выпуклого четырех­
угольника параллельно его диагоналям, ограничивают параллело­
грамм. Докажите, что площадь параллелограмма вдвое больше пло­
щади четырехугольника.
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34. Даны две параллельные прямые а и Ь. Какой параллельный 
перенос отображает: а) прямую а на прямую Ь\ б) прямую b на пря­
мую а; в) прямые а и b на себя?

35*. Через середину каждой диагонали выпуклого четырех­
угольника проведена прямая, параллельная другой его диагонали. 
Точка О пересечения этих прямых соединена отрезками с середи­
нами сторон четырехугольника. Докажите, что эти четыре отрезка 
делят площадь четырехугольника на четыре равные части.

36. О — точка пересечения отрезков АС  и BD. Для того чтобы 
площади треугольников АОВ  и DOC были равны, необходимо 
и достаточно, чтобы прямые ВС и AD  были параллельны. До­
кажите.

37. В выпуклом десятиугольнике, вписанном в окружность, 
четыре пары противоположных сторон параллельны. Докажите, 
что стороны, входящие в пятую пару, тоже параллельны.

38*. Дан выпуклый четырехугольник ABCD.  Прямая, прове­
денная через вершину А параллельно (ВС), пересекает (BD) в точке 
М,  а прямая, проведенная через вершину В параллельно стороне 
A D , пересекает (АС) в точке N. Докажите, что [ΜΝ] || [CDK

39. Даны два равновеликих треугольника ABC  и ΑχΒχϋχ, та­
кие, что прямые А А и В В Ъ ССХ параллельны. Докажите, что пере­
сечение треугольников с прямой /, параллельной прямой A A lt 
есть конгруэнтные отрезки.

40. Через общую точку А двух окружностей с центрами Ολ 
и 0 2 проведена прямая, пересекающая эти окружности в точках 
М и Ν.  Докажите, что ОгМ В  ^  0 2N B , где В — вторая сб-
щая точка окружностей.

41. Известно, что шесть кругов имеют общую точку. Докажите, 
что хотя бы один из них содержит центр некоторого другого круга.

42. Из пяти окружностей каждые четыре имеют общую точку. 
Докажите, что все пять окружностей имеют общую точку.

43*. Докажите, что отрезки, соединяющие точки касания про­
тивоположных сторон четырехугольника, описанного вокруг окруж- 
ности, конгруэнтны тогда и только тогда, когда четырехугольник 
имеет пару конгруэнтных противоположных углов.

44*. В пространстве даны четыре точки А, В , С, D . Дока­
жите, что если BCD =  CDA =  DAB  =  ABC =  90°, то четырех­
угольник ABCD  есть прямоугольник.

45*. В данный четырехугольник впишите параллелограмм при 
условии, что две данные вершины параллелограмма принадлежат:
1) противоположным сторонам;- 2) смежным сторонам четырех­
угольника.

46. Дан квадрат ABCD\  точки Р, Q, R, S  — середины его сто­
рон АВ, ВС, CD и DA.  Докажите, что прямые A R ,  BS,  СР, DQ 
своим пересечением образуют квадрат, площадь которого состав­

ляет -g- площади данного квадрата.
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47*. В четырехугольнике ABCD  углы ABC  и ADC  прямые. 
Через вершины Л и С проведены перпендикуляры А А г и ССг к диа­
гонали BD. Докажите, что \ А гВ\ =*\CJ)\.

48. Дан треугольник ABC  и некоторая точка X . Постройте 
параллелограмм B X C Y , а затем другой параллелограмм YX A Z .  
Докажите, что существует гомотетия, отображающая X  в Z, и най­
дите ее коэффициент и центр.

49*. Даны четыре компланарных вектора ОА, ОВ, ОС, OD

одинаковой длины. Докажите, что если О А +  ОВ +  ОС +  OD = 0 , 
то четырехугольник ABCD  — прямоугольник.

50. Докажите, что площадь прямоугольной трапеции, в кото­
рую можно вписать окружность, равна произведению ее осно­
ваний.

51. Дан четырехугольник Л BCD; [BD\ — его диагональ. Через 
вершины С и D проведены прямые, параллельные соответственно 
(BD) и (ВС), М  — точка их пересечения. Докажите, что =** 
=  S abcd·

52. Е  — середина стороны А В трапеции ABCD ((ВС) || (AD)). 
Докажите, что площадь треугольника ECD равна половине пло­
щади трапеции ABCD.

53. Прямая, проходящая через вершину Л треугольника ABC  
и делящая медиану ВС в отношении 1 : 2, считая от вершины, 
пересекает сторону ВС в точке К. Найдите отношение площадей 
треугольников Л В К  и ABC.

54. Внутри прямоугольника ABCD взята произвольная точка О 
и соединена с его вершинами. Докажите, что площади треуголь­
ников Л ОС и BOD относятся как тангенсы углов Л ОС и BOD.

55. Середины М  и N  сторон А В и CD четырехугольника ABCD 
соединены с вершинами С, D и Л, В. Прямые A N  и DM  пересека­
ются в точке К , прямые B N  и СМ — в точке L. Докажите, что 
площадь четырехугольника K M L N  равна сумме площадей тре­
угольников AKD  и BCL.

56. Дана прямоугольная трапеция ABCD ([DA] [АВ], 
[СВ] _]_ [АВ]). Из двух точек М  и N,  расположенных на сторо­
не АВ,  противоположная сторона CD видна под прямыми углами. 
Докажите, что S abcd =  S mcd +  S NCd-

57. Стороны АВ, ВС, С А треугольника ABC  служат основа­
ниями равнобедренных треугольников АВСХ, iBCЛ1, САВ1, причем

ВСАг =  САВг = В А С 1 =  ВАС.  Докажите, что S^bc +  S Aibc =  
=  Sabc i  +  Sab4c.

58. Стороны АВ  и CD четырехугольника ABCD  перпенди­
кулярны. Вычислите площадь этого четырехугольника, если 
| ЛЯ 1 =  12 см, \ВС\ =  17 см, |C D | =  4 см, |0 Л | =  5 см.

59. Дан четырехугольник ABCD. Его средние линии пере­

секаются в точке М.  Построена ломаная MAUV,  где AU =  МВ,

72



UV = МС.  Докажите, что М  — середина отрезка VD. Найдите 
отношение площади четырехугольника ABCD к площади четырех­
угольника MAUV.

60. В равнобедренном треугольнике ABC  через середину Н  
основания ВС проведен перпендикуляр НЕ  к боковой стороне АС. 
Точка О — середина отрезка НЕ.  Докажите, что прямые АО  и ВЕ  
перпендикулярны.

61. Рассеките данную трапецию прямой так, чтобы получилось 
два подобных четырехугольника.

62. Докажите, что любой неравносторонний треугольник можно 
целиком накрыть двумя меньшими подобными ему треугольниками.

63. В окружность вписан треугольник ABC,  касательные 
к окружности в точках А и В пересекаются в точке 5. Прямая CS 
пересекает (АВ) в точке М.  Докажите, что | АМ  | : | М В  | =  Ь2 :а2, 
где а =  | В С |, b =  | А С |.

64. В треугольнике ABC  медиана, биссектриса и высота, прове­
денные из вершины В, делят угол при этой вершине на четыре кон­
груэнтные части. Найдите углы этого треугольника.

65. Докажите, что если в треугольнике две биссектрисы равны, 
то треугольник равнобедренный. /'N

66. В прямоугольном треугольнике ABC (С — 90°) проведены 
биссектрисы AD  и BF.  Через основания биссектрис к гипоте­
нузе АВ  проведены перпендикуляры DN  и FM.  Докажите, что
MCN  =  45°.

67. Докажите, что для всякого треугольника ABC  имеет место
соотношение 25 =  | О А |2 sin А + 1ОВ |2 sin В  +  | ОС |а sin С, где О — 
центр вписанной в треугольник окружности, а 5  — площадь тре­
угольника.

68. Медиана СМ треугольника ABC  образует со сторонами АС  
и ВС соответственно углы а  и β. Какой из этих углов больше, 
если | АС  | <  | ВС  j ?

69. Равносторонний треугольник ABC,  сторона которого 
равна т, при повороте вокруг своего центра на угол а  отображается 
на треугольник ΑχΒβχ .  Докажите, что точки пересечения А г, В2, 
Сг соответственных сторон этих треугольников являются верши­
нами нового равностороннего треугольника; вычислите длину его 
стороны.

70. В треугольнике ABC  проведена медиана СМ. Докажите, 
что: а) если | СМ | >  у  | АВ  |, то С <  90°;

б) если \ С М \ = ^ \ А В \ ,  то С =  90°;

в) если | СМ | <  ~  | АВ  |, то С >  90°.
71. Медиана CD треугольника ABC,  в котором \ А С \ >  |Д С |, 

касается окружностей, вписанных в треугольники ACD и BCD,
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соответственно в точках Е и F. Докажите, что 2 1EF | =  
= \АС\ — \ВС\ .

72. Окружность, вписанная в треугольник ABC,  касается (АВ) 
* точке D и (АС) — в точке Е . Докажите, что точки пересечения 
Прямой DE  с биссектрисами углов В и С треугольника лежат на 
одной окружности с точками В и С.

73. В треугольник вписана окружность О. Точки касания ее 
С двумя сторонами соединены отрезком. Во вновь образовавшийся 
треугольник вписана окружность Ох. Докажите, что центр этой 
окружности принадлежит окружности О.

74. Около окружности диаметра d описана равнобочная трапе­
ция. Докажите, что диагональ этой трапеции больше d У~2.

75. Вершина А  остроугольного треугольника ABC  соединена 
отрезком прямой с центром О описанного круга. Из вершины А 
проведена высота АН.  Докажите, что В А Н  ^  ОАС.

76. Дан параллелограмм ABCD . В треугольники A B C , ACD , 
ABD, BCD вписаны окружности. Докажите, что точки касания 
этих окружностей и диагоналей параллелограмма являются вер­
шинами прямоугольника.

77. В треугольник вписана окружность радиуса /*. Параллельно 
сторонам треугольника к окружности проведены касательные 
вг в образовавшиеся треугольники вписаны окружности радиусов 
гъ г2, г3. Докажите, что г =* гх +  г2 +  г3.

78. Продолжения боковых сторон AD  и 5С  равнобочной трапе­
ции ABCD пересекаются в точке S. Докажите, что окружности, 
проведенные соответственно через точки А,  С, S и В, D,  5 , пересе­
каются в центре окружности, описанной вокруг данной трапеции.

79. Около окружности описана трапеция. Докажите, что длины 
т и п  диагоналей трапеции и радиуса г окружности связаны нера­
венством т 2 +  п2 >  16 г2.

80. Окружность, вписанная в треугольник А В С У касается сто­
роны А С  в точке М  и стороны ВС — в точке N.  Биссектрисы уг­
лов А  и В треугольника встречают M N  соответственно в точках 
X  и Y.  Докажите, что отрезки ΛίΧ, Ν Υ  и Χ Υ  пропорциональны 
сторонам треугольника A B C .

81. Около окружности описан шестиугольник, у которого 
противоположные стороны попарно параллельны. Докажите, что 
его противоположные стороны попарно конгруэнтны.

82. В треугольнике ABC  через середину М  стороны ВС и центр О 
вписанной в этот треугольник окружности проведена прямая ΛίΟ, 
которая пересекает высоту А Н  в точке Е. Докажите, что длина 
отрезка А Е  равна радиусу вписанной окружности.

83. Окружность, вписанная в треугольник ABC , касается его 
сторон В Ct С А и АВ соответственно в точках /С, М  и N. Дока­
жите, что ctg JU(C +  ctg В ΜΑ  +  ctg CNB =  0.
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§ 3. Разные задачи
84. При помощи циркуля и линейки разделите угол в 13° на 

тринадцать конгруэнтных углов.
85. Найдите все такие треугольники, которые можно разре­

зать на два подобных между собой треугольника.
86. Постройте треугольник, зная его боковую сторону, угол 

при вершине и медиану к другой боковой стороне.
87. В плоскости даны угол, окружность с центром О и две 

не принадлежащие ей точки А и В. Постройте такую хорду Л2ВХ 
окружности, чтобы прямые ААХ и ВВ1 были параллельны, а 
угол А1ОВ1 был конгруэнтен данному.

88. Дан треугольник ABC. Найдите точки К  и Я, лежащие 
соответственно на сторонах АВ  и ВС, такие, что | ВК\  =  \КН\=  
— \ НС\.

89. Саша нарисовал параллелограмм ABCD , отметил точку 
М  — середину стороны ВС, точку N  — середину стороны CD и 
пошел гулять. Его сестренка Лиля подобралась к чертежу и 
стерла все, кроме точек А , М, N.  Помогите Саше восстановить 
чертеж, т. е. найти точки В, С и D.

90. Постройте квадрат ABCD по его центру О и двум точкам 
М  и N,  принадлежащим прямым ВС и CD.

91. Дан треугольник ЛВС. На сторонах его взяты точки: D  
V Е на [АВ], F на [АС], G па [ВС]. При этом |Л£>| =  |Л С |, 
| В £ |  =  |В С |, | Л £ |  =  |Л В |, |BG| =  |BD |. Докажите, что точки 
С, D , Е , F, G лежат на одной окружности.

92. Через концы каждой стороны ВС, СА, АВ  треугольника 
ЛВС проведены соответственно перпендикуляры к двум другим 
сторонам, пересекающиеся в точках Ль  Вь  Сг. Докажите, что 
точки Л1? £ ь  Сг не принадлежат одной прямой.

93. Диагонали трапеции с основаниями а и b взаимно пер­
пендикулярны. Какие значения может принимать высота трапеции?

94. Основания равнобочной трапеции — 4 см и 8 см, ее пло­
щ адь— 21 см2. Какую сторону пересекает биссектриса угла при 
большем основании: меньшее основание или боковую сторону тра­
пеции?

95. На плоскости заданы 100 точек, никакие три из которых 
не лежат на одной прямой. Рассматриваются все возможные тре­
угольники с вершинами в этих точках. Докажите, что среди них 
будет не более 70% остроугольных треугольников.

96. Пусть Л и В две точки на плоскости; будем обозначать 
через [АВ] множество точек, лежащих на отрезке между Л и В, 
включая сами точки Л и В; через ]ЛВ] будем обозначать то же 
множество, но без точки Л и аналогично будем понимать обо­
значения [ЛВ[ и ]ЛВ[. Какие из следующих утверждений верны:

В 6 [АВ], В е [АВ] (J IBD), D 6 [DA] U [BD],
D е [АВ] и [BD], В € [АВ] U [ΒΌ], В е ]ЛВ[ n ]BD].

97. Внутри квадрата со стороной 1 размещено 2n2 +  1 точек.
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Докажите, что можно провести круг радиуса—-, содержащий три 
из этих точек.

98. На плоскости даны прямая и точка, не лежащая на ней. 
Найдите множество центров правильных треугольников, одна вер­
шина которых находится в данной точке, а другая — на дан­
ной прямой.

99. На плоскости даны прямая и точка, не принадлежащая ей. 
Найдите множество третьих вершин правильных треугольников, 
одна вершина которых находится в данной точке, а другая — на 
данной прямой.

100. Относительно точек А,В,  С известно следующее: для любой 
точки М  на плоскости длина отрезка АМ  меньше длины хотй 
бы одного из отрезков ВМ  и СМ.  Докажите, что точка А при­
надлежит отрезку ВС.

101. На основании АВ  трапеции ABCD дана точка М.  По­
стройте на стороне CD такую точку Ν,  чтобы площадь четырех­
угольника, полученного при пересечении прямых Α Ν , B N , СМ 
и D M , была наибольшей.

102. В данную окружность впишите трапецию с данным ост­
рым углом, имеющую наибольшую площадь.

103. Даны параллельные прямые /х и /2 и две пары точек Аи 
А2 и В1у В2. На прямых найдите соответственно такие точки Сх 
и С2, чтобы (AxCJ ]| (Л2С2), (B iQ  |; (В2С2).

104. Источник света s находится на расстоянии / от экрана 
MN.  В начальный момент времени плоский предмет высоты h 
начинает равномерно двигаться со скоростью υ от источника к 
экрану. Найдите зависимость скорости движения края тени по 
экрану от времени.

105. Стержень АВ опирается своими концами на стороны тупого 
угла β. Верхний конец А стержня тянут со скоростью ν вдоль 
стороны АО. Найдите зависимость скорости точки В от угла
АВО =  а .



ОТВЕТЫ И УКАЗАНИЯ

Глава I

1. Смотрите рисунки 6, 7, 8, 9.
2. 1) Т е о р е м а  о к о н г р у э н т н о с т и  в е р т и к а л ь ­

н ы х  у г л о в. (1) Теорема об образе угла при центральной сим­
метрии относительно его вершины; (2) теорема: центральная сим­
метрия является перемещением; (3) теорема о задании поворота 
с помощью лучей ОХ и ОХг\ (4) аксиомы расстояний; (5) аксиома 
подвижности плоскости. Схему «родословной» смотрите на рисун­
ке 10.2) Т е о р е м а  о ц е н т р а л ь н о й  с и м м е т р и ч н о ­
с т и  п р о т и в о п о л о ж н о  н а п р а в л е н н ы х  л у ч е й .
(1) Аксиома о разбиении плоскости на открытые полуплоскости;
(2) теорема о параллельности центрально-симметричных прямых;
(3) теорема о пересечении двух прямых; (4) аксиома прямой; (5) тео­
рема: центральная симметрия является перемещением; (6) теорема 
о задании поворота с помощью лучей ОХ  и ОХх\ (7) аксиомы рас­
стояний; (8) аксиома подвижности плоскости. Схему «родослов­
ной» смотрите на рисунке 11. 3) Т е о р е м а  Ф а л е с а .  
(1) Теорема об отрезках параллельных прямых, заключенных меж/:у 
параллельными прямыми; (2) теорема: параллельный перенос явля­
ется перемещением; (3) теорема о конгруэнтных отрезках; (4) тео­
рема о центральной симметричности противоположно направлен­
ных лучей; (5) аксиома о разбиении плоскости на открытые полу­
плоскости; (6) теорема о параллельности центрально-симметричных 
прямых; (7) теорема о пересечении двух прямых; (8) аксиома пря­
мой; (9) теорема: центральная симметрия является перемещением; 
(10) теорема о задании поворота с помощью лучей ОХ и О Х ь (11) 
аксиомы расстояний; (12) аксиома подвижности плоскости. Схему 
«родословной» смотрите на рисунке 12. 4) Т е о р е м а  П и ф а ­
г о р а .  (1) Теорема о средних пропорциональных отрезках в пря­
моугольном треугольнике; (2) признак подобия треугольников 
по двум углам; (3) следствия из свойства 3 гомотетии; (3) свойство 3 
гомотетии; (б) законы векторной алгебры; (6) правило треуголь­
ника; (7) теорема: сумма векторов есть вектор; (8) теорема о необ­
ходимом и достаточном признаке вектора; (9) теорема о транзитив-
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Рис. 12 Рис. 13

ности сонаправленности лучей; (10) аксиомы порядка; (И) признак 
конгруэнтности треугольников по стороне и двум прилежащим 
углам; (12) аксиома подвижности плоскости. Схему «родословной» 
смотрите на рисунке 13.

3. 1) Пусть дана плоскость а . Надо доказать существование 
такой точки Л, что А § а. Согласно аксиоме 1 плоскость а  не сов­
падает с пространством U. Так как всякая фигура есть подмноже­
ство пространства, то aczU.  Отсюда следует существование точки А : 
А 3 а. 2) Решается аналогично.

4. 1) Пусть дана точка А; по аксиоме 1 существует прямая а.
Если Лба, то задача решена. Пусть А § а; согласно аксиоме 1 су­
ществует точка В  3 а, причем В ф А . По аксиоме 2 существует пря­
мая b =  (АВ). Эта прямая искомая. 2) Пусть дана точка Л; со­
гласно аксиоме 1 существует плоскость а . Если Л ба, то задача
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решена. Пусть А § а , тогда согласно аксиоме 1 существует точка 
β - ос, причем В Ф  А.  Так как (АВ) не совпадает с пространством 
(аксиома 1), то существует точка С, не принадлежащая (ЛВ). Через 
точки А, В, С проходит плоскость β (аксиома 4), эта плоскость 
искомая.

5. Пусть дана плоскость ос. Согласно аксиоме 1 существуют 
точки А еос и В   ̂ а . Через точки А к В проходит прямая а (акси­
ома 2); согласно аксиоме 1 существует точка С $ а .  По аксиоме 4 
существует плоскость β, проходящая через Л, β , С, причем β Ф  а. 
Эга плоскость имеет с плоскостью а  общую точку Л, поэтому 
α Γ)β =  т (аксиома 5). Итак, доказано существование прямой /л, 
принадлежащей произвольной плоскости ос.

6. Согласно аксиоме 1 существует плоскость ос и точки: Лбос, 
В ή а , a также точка С  ̂ (АВ). Согласно аксиоме 4 через точки А, 
В, С проходит плоскость β, и по аксиоме 1 существует точка D, 
не принадлежащая β; Л, 5 , С, D — искомые точки.

7. Прямой т принадлежит хотя бы одна точка (аксиома 1). 
Эга точка согласно аксиоме порядка 111х разбивает m на два луча 
OMt и ОМ2. А согласно аксиоме Ш 2 на луче ОМх для любого рас­
стояния a существует одна и только одна точка Л, для которой 
| О А | =  а. Но различных величин а существует бесконечное мно­
жество. Следовательно, луч ОМг содержит бесконечное множество 
точек, а так как [OAiJczm, то и прямая m содержит это мно­
жество.

8. Через данную точку О проходит прямая а (задача 4); вне 
прямой а существует точка Л (аксиома 1); по той же причине вне 
прямой ОЛ существует точка В. Рассмотрим прямую (АВ) =  b 
(аксиома 2); данная точка О не принадлежит Ь. Согласно задаче 7 
прямая b содержит бесконечное множество точек. Применив аксиому 
2 к точке О и каждой из этих точек, получим бесконечное множе­
ство прямых.

9. У к а з а н и е .  Воспользуйтесь задачами 5 и 7.
10. У к а з а н и е. Через данную точку О можно провести б ес ­

конечное множество прямых, причем это можно сделать так, что 
все прямые лежат в одной плоскости а  (см. задачу 8). Выберите 
вне плоскости а  точку Л (аксиома 1), а на каждой прямой точку, 
отличную от О (задача 7). Рассмотрите плоскости, проходящие 
через Л, О и каждую из выбранных точек (аксиома 4).

11. Пусть дана плоскость а . Согласно задаче 5 существует пря­
мая а с= а , а согласно задаче 7 существуют точки Л Ф  В у принадле­
жащие прямой а. Согласно аксиоме порядка Ш 4 прямая а разбивает 
множество не принадлежащих ей точек плоскости а  на два непус­
тых множества. Это значит, что в плоскости а  существует точка 
С 3 а, т. е· точки Л, В, С — искомые.

12. Пусть дана плоскость а . Согласно задаче 11 существуют 
точки Л, β , С, принадлежащие а , но не принадлежащие одной 
прямой. Рассмотрим прямую (АВ) (аксиома 2), она лежит в плос­
кости а  (аксиома 3). Прямая А В содержит бесконечное множество
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точек (задача 7). Применив аксиому 2 к точке С и каждой из этих 
точек, получим требуемое множество прямых.

13. Пусть дана прямая а. Согласно задаче 7 существуют две 
различные точки Л и β , принадлежащие этой прямой. По аксиоме 1 
существует точка С § а, тогда по аксиоме 4 существует плоскость 
а  =  (ABC). Так как Α ζ α  и β ξ α , то ( А В ) а а  (аксиома 3), но (АВ) =  
=  а (аксиома 2). Следовательно, а а а .

14. Через данную прямую проведем плоскость а  (задача 13). 
Плоскости а  принадлежит точка С § а, а вне этой плоскости сущест­
вует точка М  (аксиома 1); через М  и С проведем прямую с (аксио­
ма 2). Эта прямая содержит бесконечное множество точек (задача 7); 
проводя плоскости через прямую а и каждую из этих точек (зада­
ча 13), получим требуемое множество.

15. Так как C t ( A B D )  и M t(ABD ) ,  то (CDM) =  (ABD).
16. 1) Да; 2) нет, так как возможно А^т.
17. Пусть даны прямые а, Ь, с, d ; обозначим а[]Ь =  Λί. Если с 

и d проходят через точку Λί, то задача решена. Пусть с не прохо­
дит через Λί, причем с Π α =  Л̂ а.,  ̂П ^ =  М 2, тогда прямые а, Ъ, с 
лежат в плоскости М М ХМ 2. Если d a  (Μ Μ λΜ 2), то задача решена. 
Если d y t ( M M 1M 2), то, пересекая а и Ь, прямая d должна проходить 
через точку Λί и по признаку скрещивающихся прямых d-*-c, что 
противоречит условию задачи.

18. 1) Достаточно; 2) необходимо; 3) необходимо; 4) необходимо 
и достаточно; 5) необходимо (необходимо и достаточно); 6) необхо­
димо; 7) необходимо.

19. 1) Прямой, лучом, пустым множеством; 2) лучом, отрезком, 
точкой, пустым множеством; 3) плоскостью, полуплоскостью, 
пустым множеством; 4) полуплоскостью, полосой, углом, прямой, 
пустым множеством; 5) отрезком, точкой, пустым множеством; 
6) треугольником, четырехугольником, отрезком, точкой, пус­
тым множеством.

20. 1) Пусть а — граница открытого полупространства Р , 
[АВ \ — данный отрезок. Из условия следует, что А § а , В § а. 
В плоскости а  выберем точку N,  не принадлежащую (АВ)\ через 
(АВ) и N  проведем плоскость β. Обозначим a  f| β =  а. Пересече­
нием полупространства Р и плоскости β является полуплоскость 
βχ с границей а, причем Л и β  принадлежат βχ. Если предположить, 
что [АВ] f |a  =  Λί, то M ea  и мы пришли к противоречию с аксио­
мой порядка 1П4. 2) Решается аналогично.

21. ПустьаПЬ =  N, тогда (MN)  искомая. Если а || Ь, то иско­
мая прямая проходит через точку Λί и параллельна прямой а.

22. Если М  6 (ABC), то решения нет.
23. 2) Проведя биссектрису А А 1 угла ВАС  (точку А 1 возьмем 

произвольно между β  и С), получим, что плоскость М А А Х искомая.
24. Если Λί з а, то решение единственное; если Μζα,  то реше­

ний — бесконечное множество.
25. Отложим ка [ВА) отрезок ΒΝ,  конгруэнтный [ββ]. Плос­

кость Μ Ρ Ν  искомая.
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β а)
Рис. 14

26. PQ и RS  — средние линии треугольников ADC и ЛВС, 
тогда |BQ| =  |/?S |, [PQ] || [/?5] и PQRS— параллелограмм.

27. 1) Выберем точки М и N  так, чтобы Αζ(ΜΝ),  тогда точку Р 
можно выбрать в грани ABC  произвольно (Р ф  А).  2) Выберем 
точки М и N  так, чтобы прямая M N  пересекала (АВ) в точке /С, 
не совпадающей с концами отрезка АВ.  Через точку К  в плоскости 
ABC  проведем прямую т ,  не проходящую через вершину С. В ка­
честве точки Р  можно взять любую, за исключением точки /С, 
точку отрезка т{\ A  ABC.

28. У к а з а н и е .  Отдельно рассмотрите случай, когда 
(МР) || (АС) и (NZ) |[ (BD) (Z =  (МР) f) (ВС)) или (МР) || (ВС) и 
(NK)\\(AD) (К =  (РМ) П(ЛС)).

29. EFRL  — сечение (рис. 14, а). Сечение может оказаться 
и треугольником. Отдельно рассмотрите случай, когда 
(МАО || (АВ) (рис. 14, б). В таком случае и (KL) [| (АВ).

30. У к а з а н и е .  1) Выберите Р  £ [BD]. 2) Выберите Р€[ВС].
31. 1) В плоскости а , содержащей данные прямые а и Ь, выберем 

точку N,  не принадлежащую этим прямым. Если Μ  ή а , то (ΛίΝ) — 
искомая прямая. Если М  6 а , но М § а и М § Ь, το ьыберем N § а  
и (ΛίiV) — искомая прямая. 2) Решается аналогично.

32. Пусть сх || с. Прямая сх не может быть параллельна ни одной 
из данных прямых, так как иначе с была бы параллельна этой пря­
мой. Если предположить, что сх пересекает а и Ь, то скажется, что 
а и b лежат в плоскости, проходящей через с и  сх. А  это противоре­
чит условию: а — Ь.

33. У к а з а н и е .  Примените способ «от противного».
34. Плоскости пересекаются.
35. Выберем точку В  е Ь\ через а и В  проведем плоскость а. 

Всякая прямая, проведенная в плоскости а  через точку М  и отлич­
ная от прямых а и М В , искомая.

36. Неверно, так как прямая может лежать в плоскости.
37. Применив способ «от противного», получим, что а || β, 

что противоречит условию задачи.
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38. Могут пересекаться или быть параллельными.
39. Нет, прямые а и b могут быть также пересекающимися 

или скрещивающимися.
40. У к а з а н и е. 1) Проведите прямую, параллельную линии 

пересечения данных плоскостей; 2) искомая плоскость проходит 
через прямые, проведенные через данную точку и соответственно 
параллельные данным прямым.

41. Через произвольную точку прямой а проведем прямую, 
параллельную прямой Ь. Плоскость, проходящая через а и с, 
искомая.

42. 1) Линия пересечения плоскости сечения а  и плоскости ЛВС 

параллельна (ЛВ). 2) -^а2[/ТТ.
43. 1) У к a з a н и е. Искомая прямая параллельна медиане CCt 

треугольника ABC.  2) 3 .
44. Необходимость. Если прямые a u b  пересекаются или парал­

лельны, то плоскость, проходящая через эти прямые, пересекает 
плоскость а  по прямой АВ,  причем (АВ)  || а. Достаточность. 
Пусть {АВ) || с, тогда {ЛВ) и с лежат в одной плоскости. В этой 
плоскости лежат прямые а и Ь.

45. 1) Необходимо; 2) необходимо; 3) необходимо и достаточно; 
4) необходимо и достаточно.

46. Из условия следует, что в плоскости а  существует прямая Ь, 
параллельная данной прямой а, и в плоскости β есть прямая с, 
параллельная а. Тогда b || с и m || Ь (т =  α f| β). Следовательно, 
т || а.

47. 1), 2) Плоскость; 3) 0 .
48. У к а з а н и е .  1) Заметьте, что грани BBjCxC и Α Α χ ϋ β  

параллельны; 2) воспользуйтесь тем, что (ЛЛХ) || (ΒΒχ).
49. Пусть О — точка пересечения прямой с с плоскостью γ, 

проходящей через а и Ь. В этой плоскости проведем через О 
прямую р, пересекающую а и b соответственно в точках Л и В. 
На прямой с выберем точки Лх и В х так, чтобы \ОАг | : | А1В 11 =  
=  | QA | : | ЛВ| и | AxBi\  =  d (если О находится между Л и В, то 
выбираем Лх и Βχ по разные стороны от О), тогда (ЛЛ2) || {ΒΒι). 
Плоскости а и р ,  проходящие через а и Аи b и Вх — искомые.

50. Пусть {MNP)  || а . Спроектируем параллельно (ЛЛх) точ­
ку Р на плоскость грани ABCD  (рис. 15), строим X  =  (Р,Л) |"| {РМ), 
тогда X  ζ а.  Далее строим Е =  {XN)  Q (Л В); через точку Р проведем 
(KF) || (ΧΝ)  и т. д.

51. У к а з а н и е .  Рассмотрите два случая: a) {ΜΝ) П (В хС3) =  
=  X  (рис. 16) и б) [ M N ] || (BxCJ (рис. 17). Заметьте, что в послед­
нем случае линия пересечения а  и (А1В 1С1) параллельна {MN).

52. У к а з а н и е .  Линия пересечения плоскости сечения 
с плоскостью ADDx параллельна {ВМ).

53. 1) Спроектируем параллельно (Л И ) точки N и Р на плос­
кость грани ABCD  (рис. 18), получим точки Λ̂ χ и Р х. Точка X  =
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Рис. 17

=  (Ν Ρ ) f) ( Ν ^ ι )  принадлежит
плоскости сечения. Далее по­
строим (ХМ),  получим точки К  и 
L и т. д. 2) Решение аналогичное.

54. 1) Построим точку X  =* 
=  (P N ) f) (PiC) (рис. 19), затем 
(ХМ)  и точку Q =  (ХМ)  f) (ВС). 
Далее построим отрезки QN, 
[AS] !| [AiQ] и т. д. Сечение — 
правильный шестиугольник
MQNSPF.  2) j a 2V~3.

55. Пересекаются или скре­
щиваются.

56. Пусть А ζ я, А 6 а , а  || β. 
Через прямую а и точку В β 
проведем плоскость γ. Получим 
Т Па  =  аъ Т Π β =  ь> причем b ||
II αν  Но b |j а по свойству пря­

мой, параллельной плоскости, 
поэтому а =  ах и я с : а .

57. У к а з а н и е .  Восполь­
зуйтесь теоремой о пересечении 
параллельных плоскостей тре­
тьей плоскостью.

58. Имеем: (AXA2) || (В1В 2), 
( Α ^ ζ )  II (5 ι5 3). Применив тео­
рему о пропорциональных отрез­
ках, получим: | ОА±\ : \ОВг | =  
=  j ОЛа| : | ОВ» U 10Л11: | | =
= \ОА3 \: \ОВ3\.

59. Плоскости а и р  могут 
пересекаться, если все три луча 
лежат в одной плоскости, в про­
тивном случае α || β.

60. Предположим, что через 
данные прямые проходят соот­
ветственно еще две параллель­
ные плоскости а х и βχ (рис. 20). 
Имеем а  || β, а х || рь причем 
а  Π α ι =  β Π βι =  Ь. Плоскость 
βι, пересекая β, пересечет и а  
(иначе через прямую b будут 
проведены две различные плос­
кости, параллельные плоскости
а). Пусть βι f) а  =  с, тогда с || b. 
Аналогично с ц я . Получаем,что 
b || а, a это противоречит уело-



вию задачи. Следова­
тельно, плоскость βχ 
не может быть отлична 
от β.

61. Пусть даны па­
раллельные плоскости 
α i. « 2* а 3. Через точку 
At € а х проведем прямую 
с, параллельную прямой
b. Имеем: с Г) а 2 =  С.2, 
с П а з = £з» причем 
(С,Л,) II (С3Л3). Пользу­
ясь теоремой о пропорци­
ональных отрезках, по­
лучим: I АХА3 I :| АгАг | =  
=  | АХС3 I : I ЛхС^.Из обе- 
их частей этого ра­
венства вычтем по 1, 
тогда | АгА9\ : \ А хА2\ =  
=  IС2С31: 1 СХС21 и т. д.

62. Через любую точ­
ку В ф А  плоскости а  
проведем прямую р , пе­
ресекающую данные 
прямые в точках М г и 
N x. Через прямые т и п  
проведем плоскости, па­
раллельные плоскости
а. Используя результат 
задачи 61, получаем 
требуемое: \ΑΜ\:\ΑΝ\ =

=  \ΒΜΧ\·. \ΒΝ1\.
63. Плоскость, па­

раллельная данным пло­
скостям.

64. Смотрите «По­
собие для учителей»,
c. 35—37.

65. П усть^дан  угол 
АОВ (О° < А О В <  180°) 
и величина φ. Через 
[О В) проведем плос­
кость а , не совпадаю­
щую с плоскостью АОВ\ 
рассмотрим в плоскости 
а  угол ВОС, величина 
которого равна φ. Про­
ведем (ЛС); при проек-

λ
Рис. 18



Рис. 21

тировании данного угла параллельно (АС) на плоскость а  полу­
чим угол ВОС .

66. Если а || Ь, то искомое множество — прямая, параллель­
ная данным прямым. Пусть a J/f b. Через прямую а и точку F € b 
проведем плоскость а . Рассмотрим проектирование на плоскость ос 
параллельно прямой Ь. Проекцией любого данного отрезка 
АВ(А ζ а, В ζ Ь) служит отрезок F A ; проекция Μχ точки М  делит 
его в заданном отношении k. Из теоремы о пропорциональных 
отрезках следует, что множество всех точек Μχ есть прямая, парал­
лельная а . Аналогично выясним, что проекция данного множества 
на плоскость, проходящую через 6, есть также прямая. Следова­
тельно, искомое множество — прямая.

67. Прямая, проходящая через середину отрезка Μ Ν , где 
M = a f |α , N =  b f \a .  Решается аналогично предыдущей задаче.

68. Объединение двух окружностей с центром 0*=(АВ) [)а.
69. У к а з а н и е .  На оригинале точка 0 ± является пересечением 

оси симметрии KiLx трапеции и серединного перпендикуляра к от­
резку ΒχΟi (рис. 21, а). Проведите [ΟχΝχ] _L [ΑχΒχ], получите рав­
нобедренный прямоугольный треугольник; его высота ΜχΝχ делит 
[CYfiJ пополам. Заметив это, выполните построение (рис. 21,6).

70. У к а з а н и е :  Пусть ΑχΒχΟχΩχ — данная трапеция
(рис. 22, а). Центр Ог вписанной окружности—пересечение прямой ри  
проведенной через середину Μχ стороны ΑχΟχ—параллельно (ΑχΒχ),
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δ)
Рис. 23

и биссектрисы qx угла ΑχΒχΟχ. Проведите [СjL J  ±  [ΑχΒχ], пусть
Ях П [C iL j =  Νχ. Так как | BxLx | =  γ 1 ΒχΟχ |, то | Νχί,χ | =  γ  |1ViCi|.
Заметив это, выполните построение (рис. 22, б). Необходимо при 
этом учесть, что отношение оснований трапеции-оригинала и ев 
проекции должно быть одним и тем же.

71. У к а з а н и е .  Пусть [ΟχΜχ] ±.[ΑχΒχ\, тогда |βχΛ ίι|: \ΜχΑχ\ =  
*= I СхВх I2 : 1 СхАх |2 =  1 : 9.

72. У к а з а н и е .  Рассмотрите данный треугольник ΑχΒχΟχ, 
у которого | Λχβχ | =  | Οχ£>χ | (рис. 23, α). 1) Проведите {DxKxl ±  
Х [ 4 А 1 , тогда \AxKx\:\KxCx\ =  \AxDx\*:\DxCx\*=l-A .  Центр 
Οχ описанной окружности есть пересечение (ΟχΟχ) и серединного 
перпендикуляра рх к стороне ΟχΑχ] заметьте, что Ρχ || [£>χ/<χ].
2) Биссектриса угла Αχ делит высоту ΟχΟχ в отношении 
| Αχϋχ | : | АхСх | = 1 :  У^5. (Построение показано на рисунке 23, б).

73. У к а з а н и е .  1) Искомая прямая параллельна (ЛС); 2) по­
стройте изображение перпендикуляра [Л/С] к прямой ВЕ 
( |ВК\ ' \К Е \  =  4 :1 ). Искомая прямая параллельна (Л/С).

Глава II

1. +  b +  c = n a = ¥ a  — с =  т с  — па=¥ (I +  п)а  =

»=(1 Векторы а и с неколлинеарны, значит, 1 + ^  =  0
и 1 +  m =  0=*/п =  п =  — 1. Отсюда a -j- b =  —с, а +  b +  с =  0.

2. а) Если J а | =  16 1, то параллело­
грамм ОАМВ  является ромбом и диагональ 
ОМ — биссектриса угла О (рис. 24).
б) Если диагональ ОМ является биссектри­
сой угла О, то параллелограмм ОАМВ  —
ромб и | О А  | =  \ О В |.

3. У к а - з а н и е .  Достаточно доказать,
что ΑΑχ -f ΒΒχ - f  CCx =  0. Запишите:
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ΑΑΧ =  АВ  4  Β Αχ =  АВ  4  τ-^-r· ВС  и т. д. Учтите, что АВ  -|- ВСАг1 -|- л

4  с а  =  а !
4u PQ =  kC\C2, QR =  / / М 2, RP  =  sB^Bt ^ 0 = k ( — A^A2 —

— ΒχΒ.χ) -(- 1АХА2 4  sBxB-χ (/ — k ) -f- (s — &) ΒχΒν — 0 =φ / —
— k — 0, s — k =  0=¥S = l =  k.

б. Пусть G — центроид треугольника ΑχΒχΕχ, тогда GAX 4  
4  GBX 4  GCx =  0. Рассмотрим сумму G42 4  GB2 4  GC2 =  GAX 4  

4  ΑχΑ% 4  GBX 4  ΒχΒ% 4  GCX 4  CXC2 =  (GAX 4  GjBx4G C x) 4 ^  (P C 4 > —> 4·
4  С A 4  ЛВ) =  0=>G — центроид треугольника A2B 2C2.

6. Пусть G — центроид треугольника ABC,  a Gx — центроид 
треугольника /4ХВХСХ. По условию G/4 =  X(GxBx— GxCx), GB =  
=  p,(GxCx—ΰχλχ), GC=v {ΰχΑχ—GxΒχ). Сложив почленно эти равенст­
ва, получим: (ν — μ )0 14 1 4 ( λ  — v)GxBx 4 ( p · — X)GxCx =  0. Но 
ΰχΑχ 4  ΰχΒχ 4  6хСг =  0=φ λ= μ ,= ν и (GA — GB) =  ΰχΑχ 4  GxΒχ —■

_  2 G^Cx =  - 3 0 Α  =φ~ΒΑ==  —З а д .

8. М В ^ ~ А В ~ ~ Х с .4 4

9. 1) M N  =  γ  АВ  4  0 · АС; 2) АВ  =  2 M C — 2NC.

10. 1) AD =  — 0 B  +  6C·, 2) ОС =  ~ 7 ю  A - - D C .

11. Точки Р и Q — центроиды треугольников ABD  и BCD. 
Пусть (ЛС)П(Я£>) =  0 , тогда ΟΡ =  \ θ Α ,  OQ =  j O C ,  OQ —

— ОР =  у  (ОС — ОА) =► PQ =  АС.

«_ „  ΒΜχ СМХ DA ВМ 2 СМ2 DA  π12. Запишем: ^ 4  =  — г — —=г , ^=г =  -= г  =  · После по-
АВ N XC N tD АВ N 2C N 2D

членного деления получим: Β Μ χ : В М 2 =  DN2: DNX.

14. АМ : MD  =  BN : NC =  p : q ,  M N  =  MD  4  DC  4  CN — 
=  DC —  ±  (MA  4  BN) =  DC — ~  (MN — AB)  =*· MN =■

=  DC — --  (MN — ΑΒ)*φ Μ Ν  =  ?ЛВ-\ рОС.
P ' '  <74 P

15. 1) ЛВ =  0 · AB 4  2 · BC\ 2) AB  =  DC —  E F .

16. 0/4 4  0 5  4  ОС =  30G (рис. 25), где G — центроид тре­
угольника ABC, G € [OBJ, OD 4  OE =  20F,  a OP || ob.
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Рис. 26 Рис. 26 Рис. 27

17. Заметим, что АС ■=» kAB  +  А Е , k >  0. Но k\ АВ  | =  | АС |, 

отсюда k *= | А С | : | АВ  | =  sin 108°: sin 36° 2 cos 36°. Следова- 
тельно, АС =  2 cos 36° АВ +  АЕ.  Аналогично AD  «= АВ  +  
4- 2 cos 36° АЕ. Из последних двух векторных равенств можно
найти разложения векторов АВ  и АЕ  по векторам АС  и AD.

18. Единственность. Допустим, что для двух точек G, и G3
выполняются равенства: G ,A i4-G ,A 24- ··· 4-G,A„ =  0 и G2A,4- 
4- G2A 2 4- · · · 4- G2An =  0. Почленно вычитая, получим, что 
t \Gfi2 =  0, следовательно, G, == G2. Существование. Выберем про­
извольную точку О и положим OG =  ~  (ОА, 4 - . . .  4- ОАп). Сло­

жив почленно равенства GA, =  GO +  ОА,, GA2 =  GO 4-ОА2, < · · t 
GA„ =  GO -f  ОАп, получим GA, 4- GA24- · · · 4- GAn =  о!

19. Ц =  | , отсюда CD = 7̂  CA + - ^ 2 CB,\AC\=b,\BC\=a.

20. | PC | =  | QC | =  p — с (рис. 26), где p — полупериметр

треугольника, с =  \АВ\,  4=г =  P-ZS , СР =  Р- ^ С А .  Аналогично
_  СА ь ь

CQ =  СВ СМ =  С А 4- — с СВ.^  a b ' а

л·· л л л А В +ХЛС к с
21. АМ  =  — rqry-  < гДе λ =  т  ·
00 Лс, Ь СО a-i- b . ргХ аОА 4- ЬОВ22. — 1 =  -  , —  =  —t -  (Ркс. 27), поэтому ОС, =  - ■ Г.

С,В а OCi с а ^ ь

и ОС,  ------4 -i0 C .а 4" b
23. Положим АВ =  m, АВ, =  k m ,  AD — п, АО, =  / п. Пусть 

(ОВ,) f) (О,В) =  Р. Тогда АР — a k m  +  (l — а) /г =  β m 4- (1— β)/«·



Отсюда a k  =  β, 1 — α  =  ( 1 — β ) ί ,  α  =»

Лег-

ко проверить, что СХС =  (1 — k)m-{-  

+ (1  - l )  п, РС =  JL·~ -ft) ”  +  , еле-

довательно, CCX =  (1 — Λ/) p £ , и поэтому 
точки С, Clt Р  принадлежат одной пря­
мой.

24. ОМ =  у  (ОЛ +  ОВ), ON =  ~ ( d C +  0 D ) ^ M N = 5 N — 0 M =

— у  (OD — О Л) +  у  (ОС — ОВ) =  у  (ЛО +  ВС). Точка О — любая.
25. Пусть Οχ, 0 2, 0 3 — соответственно середины отрезков M/V, 

PQ, RS  (рис. 28). Тогда 2ΟΟχ =  ОМ +  О # =  у  (0 4  +  ОВ +  0 С +

+  0D), 2 0 0 2 =  ОР +  О0 =  у ( О Л +  0 5 + 0 С  +  0D), 2003 =  θ"Ρ-(-

+  0S =  у  {ОА - \ -0В ОС A- 0D).  Очевидно, Οχ =  0 8 =  0 3 =  О и
|А 10 |:|0А Г | =  | Р 0 | : | 0Q | =  | Я 0 | : |0 S |  -  1.

26. Пусть G — общий центроид треугольников, тогда для лю­
бой точки О пространства имеем: 300  =  ОА - f  ОВ +  ОС, 300  =« 
^  0Л | 4" ΟΒι 4- 0С4, откуда ΟΟχ — ОС =  ОЛ 4~ 0 5  — ОЛх — 0 8 j,
СС1 =  ЛТ5 4- 5 И ·

27. Пусть Gijk — центроид треугольника ЛДЛ*. Тогда 0 0 ,23=« 
з" (О Д  4- 0Л8 +  0Л3), 0GM4 =  у  (0Л2 4 - 0Л3 4· 0Л 4), 0G45e =»

-= у (О Л 4 4- О Д  4 - 0Л в), 0 0 8в1 == у  (0Л6 4- 0Л в 4- ОЛх). Отсюда

СгзхОхгз =  "g” (О Д  — 0Л 4), CjgiGxgj — у  (О Д  ОД).

28. Из условия задачи следует: ОЛ0 =  & О Л + ( 1 — k)OAu
6 B 0 =  kOB +  { 1 — k) ΟΒι, OC0 =, &OC 4- (1 — ft) OCx, OD0 =  * 0 D +  
4 - ( l — k)ODi.  Но ОА +  ОС =  OB +  OD и О Д  4- 0CX =  О Д  4- 
4- ΟΟχ. Отсюда ОЛ0 4~ 0C e =  k (ОА 4* ОС) 4* (1 — k) (ОЛх 4· ΟΟχ),

4- OD0 =  k (ОВ +  0D)  4- (1 — k) (О Д 4- ODi). Правые части
равны, поэтому ОЛ0 4- ОС0 =  ОВ0 4- OD0, т. е. Α β β β > 0 —  па­
раллелограмм, быть может, вырожденный.

29. По условию задачи: АВ =  ХАМ, AC — \A N = * A B  — Л С =  
*= λ (ЛМ — ΑΝ), С В — Ш М .  Аналогично DB = \DP,  DC =  
■= W Q  =¥ DB — DC =  λ (DP — DQ), CB =  XQP, значит, АШ =  QP.
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30. Имеем: ΑχΑ0 =  ЛхЛ -f  ЛЛ0, _ Β χΒβ =  ΒχΒ +  ВВ0, СхС0 =■
=■- С\С -[- СС0 и ЛЛ^ ■= АВ  -f- кВ С, ВВ0 =  ВС  -(- kCA, СС3 — СЛ-J- 
jf- кАВ .  Учитывая, что ЛВ +  ВС +  СЛ =  0, получим: Д Л 0Л-
4-В,В0 -f- СхС0 =  ЗЛхЛ.

31. 2 : 1.
32. (ОЛ +  ОС) +  (ОВ +  OD) =  2(Ш  +  20Λ4 =  40Λ4 =  OM1=* 

«ΦΜΟ:ΟΜχ =  —

33. Очевидно, ОЛх +  ОЛ2 =  у  (ОВ +  ОС +  OD), ОВх +  ОВ2 =* 

« = ~ ( 0 С + 5 Ь  +  0Л), OCx +  M t ^ j i O D  +  OA +  OB), ODx +  

+  OD2 =  у(ОЛ +  О В О С ) .  После сложения получим: 40G'+

+  40G" -  80G, или OG' +  (КГ == 2OG.
34. АМ  = у Л В  + у Л С +  j AD. 35. AC1= A B + A D + A A 1, А~С =

= ЛВ +  ЛЪ — Л Д ,  =  — Л1? +  Л£> +  ЛЛх, в " ^ Ь ^ —л”в  +  
+  AD — ЛЛх. 36. — 2 а + И + с = - - — (а —  Ь) +  0(&— Т ) + ( Г — а).

37. 2 (й А- b — ~с) -1-3 ( 2 а — Ь +  с) =  8а — b +  с.
38. Из условия задачи следует: ОЯ2 — kOP3 +  (1 — k)O Plt

OQ2 =  kOQ3 +  (1 — к) OQj. Отсюда OQ2 — 0Я2 =  fe (OQ3 — OPa) +
+ j  1 — k) (OQx — OBx), =  kP& 3  +  (1 — k) B^Qx. Векторы P & lt
P.,Q.,, В30з компланарны, поэтому прямые ΒχΟχ, B2Q2, B3Q3 па­
раллельны одной плоскости.

39. Имеем: 0Л2 =  Ρ ^  +  Μλ43  ̂ _  ОВ_1+_̂ ОВз о тсюда Д2в 2 =

=  0В 2- 0 Л 2 =  ^ Г + Т 2̂ ·
—>· “>* 4·

40. Докажем, что векторы а, Ъ, с, определяемые соответст­
венно серединами данных отрезков, компланарны. Действительно,
2 й =  ОЛ-I ΟΒχ — ОЛх — ОВ, 2~Ь ^ О В  +  ОСх — ОВх — ОС, 2 7 =
=  ОС +  ОЛх — ОСх — ОЛ, а сумма а +  b +  с =  0.

41. Если ABCDEF — данная ломаная, то AB = kDE, В С —
*= IEF, CD — mFA. Но АВ +  В С +  CD +  DE +  EF +  FA = 0,
или (к -f- 1)Z)£ -f  (/ +  ЦВВ -f (т +  1)ЯЛ =*0. Так как векторы
DE, EF, FA некомпланарны, то Λ + 1 = / + 1 = / η + 1 = 0 ,  или 
& =  / =  m = — 1. Отсюда |Л В |= |1 > В |, | ВС|  =  |В В |, |C D | =  
=  |В Л |. Далее, ABDE  и BCEF  — параллелограммы, поэтому их 
диагонали AD, ВЕ,  CF имеют общую середину.
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Рис. 29

47. ЛЛХ I =  I ΒΒχ 
1

42. На ребрах О А, ОВ и ОС трехгран­
ного угла от вершины О отложим единиц-“4 *4 "4
ные векторы βχ, е2 и е3 (рис. 29). Тогда век--4 -4 -4 -4 -4 -*■
торы ех +  е2, е2 +  е3 и е3 +  £ι имеют на­
правления биссектрис плсских углов АОВ,  
ВОС, СОЛ. Биссектриса угла, смежного 
с углом СОЛ, имеет направление вектора
е3 — βχ. Но έ?3 — βχ =  (έ?3 +  <?3)— {βχ +  е2), 
следовательно, указанные векторы ком­
планарны.

43. (7, — е3) +  ( V — «!)_== — (βχ — Т2).
45. (Рис. 30). АС = АВ +  ВС, BD  =

= ВС + C D  =► ЛС · ΒΌ  =  (ЛВ 4  ВС) χ  
X (^С  4  ^ )  =  ЛВ · i f c  4  7 в  · CD 4  
4  Р С 2 4  SC  · CD =  a2 cos (180° — а) 4  
4  а2 cos 180° 4  а 2 4  я2 cos а  =  0 =>
=*ЛС · BD =  0 и ЛС JL BD.

46. а) Сумма квадратов длин диаго­
налей параллелограмма равна сумме квад­
ратов длин его сторон.

по условию задачи. Имеем: ЛЛХ =  γ  СВ —■

1 ™  ^  2 14-с л  — СВ Г. ЗСЛ2=2 СА — СВ, у  СВ — С А— С А, ΒΒχ
*= ЗСВ2, следовательно, | СА | =  | СВ |.

48. Пусть в треугольнике ЛВС | С Л | > | С В | .  Докажем, что 
(ΑΑχ | >  ; ΒΒχ |, где Лх и Вх — соответственно середины сторон
ВС  и АС. ΑΑχ=--^ С В  — СА, ВВх =  у С Л — СВ. Необходимо до­

казать, что | С В — 2 С Л | > | С Л  — 2СВ|. Составим разность d — 
=  (С В — 2СА)2 —  (СА — 2СВ)2 =  (СВ — 2СА — СА +  2СВ) (СВ —
—2СЛ — 2СВ 4  СЛ) =  3(СЛ — СВ) (СЛ 4  СВ) =  3(С42—СВ2)> 0 .

49. По условию задачи точка М  — середина [ЛАГ], точка N  —
середина [МВ], значит, СЛ =  2СМ — CN, СВ =  2C7V — СМ. Далее 
легко убедиться, что СЛ2 =  СВ2.



52. Из условия задачи следует, что ОСг · ОС =  0 или (ОА +  
+  ОВ) ОС=0. Но О А · O C = R 2 cos 2 5 ,0 5  · ОС == Л2 cos 2А Поэтому 
cos 2Л +  cos 25  =  0 или cos (А +  В) · cos (Л — 5) =  0. Случай 
Л +  Б--=90° исключается, так как О ф  Ci . Следовательно, 
И — Б | =  90°.

53. (ОА — ОВ) (ОН — ОС) =  0, (0А — ОВ) (ОА +  ОВ) =  0. От­
сюда (ОА — ОВ) (ОН — О А — ОВ — бС) =  0. Аналогично (ОА —
— ОС) (ОН — ОА — ОВ — ОС) =  0. Но векторы ОА — ОВ =  ВА  и 
О А — ОС =  С А неколлинеарны, поэтому ОН — <5Ϊ4 — ОВ — О С = 0.

54. (DB - D A )  · CD +  (бС  — DB) · ЛО_+ (DA — DC) · BD  =
— (ОБ · C D — DC · BD) +  (БЬ  · X D — DA · CD) +  (DA - B D —
- D B -  AD) =  0.

55. Обозначим через D точку пересечения двух высот трег
угольника ABC,  проведенных к сторонам АВ  и ВС. Тогда АВ  X

X CD =  0, БС  · AD =  0, значит, СА ■ BD  =  0 (см. задачу 54), 
т .,е . (C A ) ± ( B D ).

57. (ОС — ОЛ)2 +  (ОО—ОБ)2 = ф Ъ —  ОЛ)2 А- (ОС -  оЬ )2 ~
-«•ОС - О Л +  0 О·  ОБ = 0 О  - O A + O C . <Й ~0С -<Х 4 — ОС· ОБ =
=O D  · δ λ  — OD ■ О В +*■ ОС (ОА — ОБ)= 0 0 ( 0 4  — ОБ)-~БЛ · О С =  
=  0-и* [ВА] _!_ [ОС].

58. 4ЛШ2 =  ЛБ2 +  Б О г +  ОС2 +  СЛ2 — ЛО2 — Б С 2. У к а з а ­
ние.  Для любой точки О пространства (рис. 32) 2Μ Ν = 2(0Ν—
— 0М) =  0В  +  0 С — О А — ОО. Вычислите Μ Ν 2 и воспользуй­
тесь тем, что 20В  · ОС =  ОВ2 +  ОС2 — БС 2.

59. | ЛБ |2 +  | БС  |2 +  | СЛ |2 +  | ЛаБ , |2 +  | Б ,С , | 2 +  I С,Л, |2.

60. Обозначим | ЛС|  =  р, | Б О |  =  ^. Тогда ОМ = <?ОЛ +  рОВ 
Q +  P

Рис. 31 Рис. 32
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д! , qQA ρΟΒ ΟΝ " * — ΟΝ  qOG pOQ
1 ч ~ р —*’ — —> _1+ р —, ’ _  С  р *

И1ДГ A f ^  — +  р 0 5  ~  90С — рОР (?04 — ров — дОС +  рОР

— ' · ‘Д -  Я $ Е ? Я  -  0 ■> 1м щ  X ,в д | .
61. Учитывая конгруэнтность всех звеньев ломаной ABCD,

А
для установления истинности равенства АВ, CD =  ВС, DA,  до­
статочно показать, что АВ · CD =  ВС · DA.

Имеем: АВ  -f- В С +  с В  -f· DA =  0, отсюда АД +  CD =  —ВС—
— DA. Возведя последнее равенство в квадрат, получаем!
A h  ■ CD =  ВС ■ DA.

62. Длину т проекции звена АВ  на прямую АС вычисляем
I АВ · АС I лтак: т  =  '■— — ·. Аналогично находим длину т1 проекции

I СО · СА 1 —* —*звена CD на ту же прямую: т1 =  1  ̂ 1. Но АС =  AD-I-DC,

I A S · DC I —> —►поэтому т =  1—p^-j— . Точно так же, АС — АВ  -f- ВС,  поэтому

I A B - C D I  „ trti — !—|л с '| · Следовательно, т  =  т х.

63. Пусть G — центроид тетраэдра. Тогда GA -R GB +  GC +  
- f  GD =  0. Кроме того, GX2 =  GB2 =  GC2 =  GD2 =  R 2.

Вычислим разность: d =  А В 2 — CD2. Имеем: d — (GB — GA)2—
— (QD — GC)2 =  — 2GB - GA +  2GD · GC.

С другой стороны, GA GB =  — (GC +  GD). После возведе­
ния этого равенства в квадрат, получим: GA ■ GB =  GC · GD. Сле­
довательно, d =  0, или \AB\  =  \CD\.  Аналогично доказываем, 
что \АС\  =  \BD\_u \AD\  =  \ВС\.  _

64. в Ь  =  (ОС — ОВ)2 =  ОС2 +  ОВ2 —2ОС ■ ОВ =  ОС2 -f  ОБ2.
Аналогично АС2 =  ОС2 4-ОА2 и АВ2 = ОВ2 ОА2. Треуголь­
ник остроугольный, если квадрат длины каждой его стороны 
меньше суммы квадратов длин двух других сторон. Рассмотрим
разность ( | АС  |2 4- | АД |2) — | ВС |2, АС2 +  АВ2 — В С 2 =  ОС2 4-
+  ОА2 +  ОВ2 + О А 2 — бС2 — ОВ2 = 2 0 А 2 > 0 ,  значит, А < 9 0 ° ,

65. Если φ — искомый угол, то

е, ( ех +  е2) cos α -f cos βeosq> =  _̂ |V 2··, cosф   τ  ~— ■
I ез I i «X 4  ei I 2 cos -T
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66. Если φ — угол между биссектрисами углов ОаЬ и ОЬс, то

COS φ =  +  , cos φ =  J+ c o s a  +  cosP +  cosY ^
I ei  +  2̂ I* I +  «3 I 4 cos ~  - cos ~

Глава III

1. Пусть a X a . Предположим, что а  не пересекает а , тогда 
a || a  и в плоскости a  существует прямая Ь, параллельная а. 
А это противоречит условию: прямые а  и b должны быть перпенди­
кулярны.

2. Через прямые а  и b проведем плоскость β; пусть a  f| β =  bu 
тогда а  χ  bx. Так как в плоскости β через точку А проходит един­
ственный перпендикуляр к прямой а, то b =  bx и b cz ос.

3. Плоскость, проведенная через данную точку и перпендику­
лярная данной прямой. У к а з а н и е .  Через точку М  проведите 
прямую аъ  параллельную прямой а, и рассмотрите объединение 
всех прямых, проходящих через М  и перпендикулярных аи

4. Точки С и D принадлежат множеству всех точек простран­
ства, каждая из которых одинаково удалена от концов отрезка АВ.  
Это множество является плоскостью а , проведенной через середину
[АВ] перпендикулярно этому отрезку. Так как (CD) с  а , то (АВ) χ  
±  (CD). —> —

5. Обозначим АВ  =  Ь, АС =  с , AD =  d. Достаточно доказать,
 > ·+ — *4· —>- - >

что d · ВС =  0 или d · с =  d · b (1). По условию имеем: b ■ CD —
=  0 и с · BD =  0, откуда, b · d =  b · с, с · d =  b · с. Из двух послед­
них равенств следует равенство (1).

6. Пусть А ή а (рис. 33). Предположим, что a JL а х и а ±  а2. 
Через прямую а и точку А проведем плоскость β. Получим, что 
через точку А к прямой а проведены в плоскости β два различ­
ных перпендикуляра: Ьг =  β Πα ι и h  =  β f)a 2· А это невозможно.

7. У к а з а н и е .  Рассмотрите параллельные плоскости а  и β, 
содержащие соответственно данные прямые а и Ь. Через данную 
точку М  проведите прямую /, перпендикулярную а .

8. У к а з а н и  е. Стороны ΝΡ  и NQ сечения (рис. 34) парал­
лельны медианам BF и CF граней тетраэдра.

D

Рис. 33 Рис. 34
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Рис. 35

9. У к а з а н и е. 1) Через точку 
М  проведите прямую, параллельную
(АС) , через точку пересечения этой 
прямой с ребром А А 1 проведите пря­
мую, параллельную (АВ). 2) Через 
точку М  проведите прямую, парал­
лельную (ААХ), через точку пересече­
ния этой прямой с прямой АС  про­
ведите прямую, параллельную (АВ).

10. Пусть (ASC) f] (BSD) — га, 
(ASD) П (BSC) =  п (рис. 35). Через 
точку А проведем плоскость, парал­

лельную плоскости, проходящей через т и п , она пересечет пря­
мые, определяемые сторонами данных углов, в точках Л, β , С, D 
(возможно, некоторые из них принадлежат продолжениям сторон 
данных углов). Так как (АС) || т и (BD) || га, то (АС) |! (BD). 
Аналогично (AD) || (ВС), т. е. ACBD — параллелограмм. Докажем,
чтоон является прямоугольником. Обозначим SA =  a, S B = b , S C = c 9
SD =  d. Тогда АС · AD =  (с — a)· (d — а) =  с · d — с — а · d + a 2.

*+ ■  —ь ---------------------------------------------►  > —b —b ~-b ~b
Так как с ±  d, то c - d  =  0 и АС · AD =  а (а — с — d). Пусть
(АВ) f) (CD) =  М,  тогда SM  =  у  (а +~Ь) =  у  (с +  d). Откуда а +

— ► —b ~b —b “Ь -ь -ь  ·— ► — ► —ь —ь
+  Ь =  с 4- d и а — с — d =  —b. Итак, АС · AD =  а ■ (—Ь) =
=  —а ■ b =  0, т. е. АС  j_ AD и т ±  п.

11. Да. У к а з а н и е .  Обозначьте А ХА =  а, АХВХ =  b, A 1D1 — 
«= с, длину ребра через т,  плоские углы при вершине А х через
φ. Найдите АХС · АВХ и АХС · ADt .

12. У к а з а н и е .  1) Воспользуйтесь теоремой Пифагора или 
примените признаки конгруэнтности треугольников. 2) Примените 
теорему Пифагора.

13. 4 - V a 2'· V 5 r
b2 и -r- V < P — b \

V
14. 1) Принадлежит границе внутренней области (является 

серединой гипотенузы); 2) принадлежит внутренней области; 3) не 
принадлежит внутренней области или ее границе.

15. Так как \ O B \ > \ O D \ y то \КВ \ >  \ KD\  (см. задачу 12,2).

'«· ϊ $ ν
17. g- (а +  b +  с); 2) у  | а +  b — с |. У к а з а н и е .  Можно вос­

пользоваться свойством средней линии трапеции. Например 
(рис. 36): | DD1\ = C- ^  , | N N X | = ^ у - ^  , где х  =  \ М М г\·,

У  +  С-т г)  =  х > откуда X =  у  (о +  b +  с). Для общего слу-
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чая удобно воспользоваться векторами: ОМ — у  (ОА +  ОВ -f ОС),

ΟΜι  =  у  (О Αχ ΟΒχ +  0Сг). Вычитая, получите: ΟΜχ — ОМ —

= ~ ( ( о а 1— о а ) +  (0в 1 — 0В) +  (о с 1 — 5 с )) или лШ х =  у  х

χ  {ΑΑχ +  Β Β χ +  ССх). Отсюда | ΜΜχ  | =  1ΑΑχ +  ΒΒχ +  ССх |.

1) Если векторы AAlt ΒΒχ и ССХ сонаправлены, то |Μ Λ ίχ| =  
=  у ( а  +  Ь +  с); 2) если ΑΑχ]} ΒΒχ, ΟΟχ^ΑΑχ то | ΛίΛίχ | =

=  у  I а Ъ — с |.
18. а или У  а2 +  4 (с2 — Ь2).
19. Пусть ΑΒχΟχΰχ — проекция данного квадрата ABCD на 

плоскость а ,  где (BD) || а  (рис. 37). Обозначим | 0 0 χ  \ =  | Β Β χ  \=т,  
\ АВ\  =  \ВС \ =  а. Тогда из треугольников Α Β Β χ  и ВСС2 
((ВС2) || (ΒχΟχ)) имеем: | ΑΒχ | =  | ВС21 =  V  а2 — т 2. Решение уп­
рощается, если применить теорему о трех перпендикулярах. Дей. 
ствительно, так как (DB) ±  (АС), то (ΌχΒχ) J_ (АС) и 
(ΟχΒχ) j .  (i4Cx). Следовательно, ΑΒχΟχϋχ — параллелограмм со 
взаимно перпендикулярными диагоналями, т. е. ромб. 20. 12 см.
21. 5 см и 3 см.

22. Пусть дан треугольник ABC,  у которого \АВ\  — \ВС\  =  
=  а, | АС\ — Ь, его проекция—равносторонний треугольник ΑχΒχΟχ. 
На рисунке 38 Βχ — В, а на рисунке 39 Αχ — А.
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Для упрощения записи рассмотрим проектирование на плос­
кость а , параллельную плоскости проекций, проходящую через 
вершину данного треугольника и находящуюся на наименьшем рас­
стоянии от плоскости проекций. Плоскость а  не может совпадать 
с плоскостью A B C , так как в противном случае Δ  А 1В 1С1 ^  
&  A  A B C у т. е. проекция данного треугольника не является 
равносторонним треугольником.

Рассмотрим два случая: а) а >  b (рис. 38); б) а <  b (рис. 39).
а) Ё этом случае плоскость а  проходит через вершину В , что 
может быть доказано методом «от противного». Действительно, 
пусть а  проходит через вершину одного из конгруэнтных углов 
данного треугольника, например через вершину А . Обозначим 
| 5 5 i | = m ,  тогда \СС1\ = 2 / п  (только в таком случае |Λχ5χ| =
=  I Я Л  I), ΙΑ,Β,Ι =  У  а2 — ma, | АгС± \ =  Y  b2 — 4т2. Отсюда видно, 
что при условии а >  Ьу равенство | А1В 11 =  \А1С1 \ невозможно. 
Итак, В 6 а.

Равенство \ΑλΒλ | =  | Β ^ χ \ будет выполняться только в том
случае, если | Α4χ| =  | ССг |, откуда следует, что [АС] || а  и \АгСг|=»
к  \АС\  =  Ь. Следовательно, при а >  b имеем х =  Ь.

б) Легко проверить, что в этом случае ни одна из сторон дан­
ного треугольника не может быть параллельна плоскости а: в про­
тивном случае невозможно выполнение равенств \А1В1 [ =  |Λ^χ|=« 
=  15x0x1. Отсюда следует, что плоскость а  не может проходить 
через вершину В (иначе [АС] || а , что доказывается, как и в слу­
чае а)). Пусть А € а . В пункте а) было выяснено, что при этом 
условии |ССх| =  2 | 5 5 х |  или V Ь 2 — х 2 = 2 V а 2 — х 2, где х  — 
длина стороны треугольника 45χΟ χ. Решив это уравнение, по-

/ 4 а 2 —  b2 TJ _  . 4 а 2 —  b2лучим: х =  -— γζ—  . Итак, при а <  b имеем: х  =v - . iir '1 ~  -  у з  .
23. Перпендикуляр к плоскости четырехугольника, проведен­

ный через центр описанной окружности.-> -*· -*· -*·
24. Введем векторы т, n, р, q, как показано на рисунке 40. > -f· --> *->- -f· —>  >

Имеем: M N  =  т -f  р +  η, Μ  N  =  — т +  q — /г, откуда 2MN  =*
—► ■“>- —> j —>■ —>· — —>·

=  р +  и Μ Ν γ ( ρ  +  q). Но р и q не могут быть коллинеарны,

поэтому \~р +  "q\< \р\  +  \q\ или | M N  | <  - j  (| АС | +  | BD  |).
25. У к а з а н и е .  Через середину М  отрезка 

АВ  проведите плоскость γ, параллельную дан­
ным прямым; пусть γ f) [CD) =  N,  тогда | CN | =  
=  I ND  |. Далее рассмотрите треугольники ΑΜ Ν  
и B M N ,  ANC  и BND.

26. 1) Требуется построить общий перпен­
дикуляр прямых BDX и СВ1 (рис. 41). Рассмот­
рим сечение ABCxDlt содержащее [BDX). Так 
как (СВХ) х  (В С А и (CBj) j_ (АВ), то (СВХ) χ  
X (ABC]). Искомый отрезок M N  должен быть
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высотой прямоугольного треугольника 
ВМО, где [МО] Ii [АВ]. Замечаем, что 
| BN  | : | NO | =  | ВМ  |2 : | МО |2 =  2 : 1, сле­
довательно, | BN  | =  - j  | ВО | =  1 BDt \.

2) j a V l .
27. Требуется построить общий перпен­

дикуляр прямых ΑχΒ и В гС (рис. 42).
Проведем анализ, пользуясь векторами.
Пусть [МАЛ — искомый перпендикуляр.
Обозначим ВА =  a, B B t =  b, ВС  — с. По 
правилу многоугольника МЫ — М В ■{·
+  ВС  +  CN. Вектор МВ  можно предста­
вить так: М В =  хВАг =  х (а Ь), анало-

— > **>■ —>■---------------- ---> *4·
гично СА7 = у(Ь — с). Тогда M N =  х (а +
+  Ь) +  с +  у (Ь — с) = ха  -f- (х -f- у) b +
+  (1 — У) с. Имеем: M N  · ВАХ =  О и
M N  · Cfij =  0 или (ха +  (х +  у) b +
+ 0 —у)с) · (а +  Ь) — 0, (ха +  (х У) b +
+ (1 —У) с)'(Ь — с) =  0. Преобразовав эти ра-
венства и сократив на а 2, получим:

(2х +  У = 0, 1
I* “h %у — 1» х — β- > У =  ·β~ ·

Итак, М В  =  — BAU CN =  СВХ\ зная это, нетрудно построить
т т .

28. Применив тот же прием, что и в предыдущей задаче (см. 
рис. 42), придем к системе уравнений

ха2 +  (* +  у)~Ь2 =  (Т 
[х +  у ) Ъ  +  {У —  1 )"с2 =  0.

После упрощении получим:

( 5х +  4у =  0,
{ 4х +  5 у =  1.

Откуда х  =  — - i , у  =  . Возведя равенство МЫ =  — 4-аЧ -
1 4 “*■ —► 36а2 2+  b +  9-с в квадрат, получим | MN  |2 =  , | ΑίΝ|



a V2b* — а2 Лг29.  ^ ----- . У к а з а н и е
Искомое расстояние равно длине 
| M N  | высоты прямоугольного тре­
угольника CMD , где М — середи­
на [АВ].

30. Пусть S Abc =  S adB (рис. 43), 
тогда высоты ССг и DDX этих гра­
ней имеют равные длины. Из сере­
дины М  ребра DC  проведем пер­
пендикуляр [Λ4Ν] к [АВ]. Точки 
Cly N, Dx являются точками пере­
сечения ребра АВ  с плоскостями, 
проведенными через точки С, М, D 
перпендикулярно (АВ). Так как эти 
плоскости параллельны и | СМ | =  
=  | MD  |, то и | CyV | =  | NDX | (см. 
задачу 61 гл. I). Из конгруэнтно­
сти треугольников DDΧΝ  и CCXN  
следует, что j ND|  =  |N C |, а из 
Δ  DNC  получим, что [ЛШ]_1_[1>С].

31. 1) У к а з а н и е .  Через сто­
рону угла, параллельную плоско­
сти а , проведите плоскость а х, 
параллельную а . Рассмотрите про­
екцию данного угла на плоскость 
а х. 2) Не может. Доказательство 
проведем методом «от противного». 
Предположим, что ортогональной 
проекцией прямого угла А 1С1В 1 на

плоскость а , не параллельную его сторонам, служит прямой угол 
А С В . Проведем (CiB2) i! (СВ). Так как (CiB2) JL (ССг) и ( С ^ )  J.

(СА), то (CjBj) _L (АСС^) и ( С ^ )  JL (CV^). Отсюда следует, что 
(С}А2) _L (5iC iS2), а тогда (Cxv4х) || (СЛ), что противоречит усло­
вию ( (C H i) f  а).

32. 1) У к a з a н и е. Проекции искомых прямых на плоскость 
ромба параллельны его диагоналям. 2) Нет, если данный ромб 
не квадрат.

33. 1) Проведем [BL] (рис. 44), где \AL \ :  |LM  | =  | АВ\2 : |5М|2-= 
=  4: 1 ,  [BL] — изображение высоты прямоугольного треугольника 
АВМ.  Через точку N  проведем [PS] || (BL ). 2) Проведем \AF\> 
где | AXF I : | FM | =  | ΑΑλ |2: | АМ |2 =  4 : 5, [AF] — изображение вы­
соты прямоугольного треугольника АА±М. Через точку N  прове­
дем [Ν£] !1 (AF). 3) Построим точку X =  (5 P )f |(5 Q ·  Дальней­
шее построение очевидно. PQRS — искомое сечение. Так как 
[АХМ] j l  (N E ) и [АгМ] j_ (PS) (теорема о трех перпендикулярах), 
то плоскость сечения перпендикулярна (ΑλΜ).

34. Окружность (рис. 46), диаметром которой служит отрезок
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М А  (А  — ортогональная проекция данной точки А на плоскость а).
35. Перпендикуляр к плоскости четырехугольника, проведен­

ный через центр вписанной в него окружности.
36. 8 см и 17 см. 37. V  т2 +  с2 cos8 а . 38. 96 см и st; 69,3 см.
39. 3 см.
40. У к а з а н и е .  Расстояние от О до любой из сторон не 

больше половины любой из диагоналей параллелограмма.
41. 1) У к а з а н и е .  Точка пересечения диагоналей данного 

прямоугольника неодинаково удалена от его непараллельных сто­
рон. 2) 90°. У к а з а н и е .  Докажите, что ромб, имеющий равные 
диагонали, является квадратом.

42. Для правильного многоугольника центры вписанной и опи­
санной окружностей совпадают.

43. 1 см. У к а з а и и е. Рассмотрите уравнение 4 — х2 —
=  13 — 4х2, где х  — апофема правильного треугольнику___

44. V 4 P  — За’ в V 3 b ‘ — 2а‘ . 45. | / £  я

46. У к а з а н и е .  Рассмотрите параллельные плоскости а и р ,  
содержащие соответственно прямые а и b (рис. 46). Обозначив 
угол между прямыми через φ, расстояние \АВ\  между ними 
через d, расстояние \АМ\  через х , получите

| M N  | =  ]/*d2 +  х 2 sin2(p.
47. У к а з а н и е .  Воспользуйтесь конгруэнтностью треуголь­

ников.
48. 1) Да. 2) Наименьший угол диагональ параллелепипеда 

составляет с плоскостями граней AD D XA х и ВССгВ ъ наибольший — 
с ABCD  и ΑγΒχΟχΰχ.

49. 1) Каждый из углов равен arccos ] / | · ^ 3 5 ° 1 7 ' .  

2) a r c c tg ^ s t ;  41°49', arcctg-^y ^ 5 4 ° 4 4 (, arcctg 63° 26'.
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51. {(CD), а) больше. 52. 45°50. Окружность
53. \  V 4d l d l - ( d l +  d \ f  sin2cp.
54. У к а з а н и е .  Воспользуйтесь конгруэнтностью треуголь­

ников. 55. \ A B \ > \ C D \ .  56. У  а (а — 2Ь). У к а з а н и е .  Рассмо­
трите систему уравнений

[а =  у  ctg лг,
\Ь =  у  ctg 2лг,

где у  — искомое расстояние.
57. У к а з а н и е .  Проведите плоскость, перпендикулярную 

ребру одного из двугранных углов.
58. 1) Проведем плоскость γ, перпендикулярную данной прямой; 

пусть α f) γ =  т .  В этой плоскости рассмотрим линейный угол 
заданной величины, такой, что одна его сторона лежит на прямой т, 
а Ёершина принадлежит прямой а . Через прямую а и вторую сто­
рону линейного угла проведем плоскость β. Задача имеет два реше­
ния. £) Через данную точку А  проведем прямую а, перпендику­
лярную данной плоскости а , пусть а [)а  =  А г. В плоскости γ, про­
ходящей через прямую а , проведем через точку А прямую &, угол 
между которой и прямой а равен 90°— φ (ср — данная величина). 
Пусть b [}а =  В; проведем в плоскости а  через точку В прямую с, 
перпендикулярную ( Α β ) .  Плоскость, проходящая через с и (АВ), 
искомая. Задача имеет бесконечное множество решений.

59. 1) 36 см; 2) тр пр
m +  п 9 т +  п '

60. Проведем [ Α Α χ ]  j _  а  (рис. 47); пусть ( Β Α χ )  _L т, С =  
— (ВАх)[\т.  Тогда т _L (ABC) и т J ,  (АС). В плоскости ABC  
проведем ( Β Β χ )  ±  (АС). Так как, кроме того, т _ l  (В В i), то 
( Β Β χ )  ±  β  и (АС) —  проекция (АВ) на плоскость β .  Итак, проек­
ция (АВ) на плоскость β перпендикулярна ребру т.

61. Пусть дан двугранный угол ααβ, (MA) j_ а, (МВ) ±  β. 
Так кац (МА) ±  а и (МВ) j_ а, то а ±  (АМВ)  и a _l  (ЛВ).

62. Пусть \ Α Α χ \  =  ΙΒΒχΙ,  Α χ  Φ Β χ  (рис. 48, а). Рассмотрим 
/_  АМ В,  где М  — середина [ Α χ Β χ ] ,  Докажем, что для любой дру-

0<

СР

г

а
А,
М
N
Qi

δ)

Рис. 48.
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гой точки N ребра а имеем ΑΝΒ <  АМВ.
Через точку М проведем плоскость, пер­
пендикулярную ребру а, она разделит от­
резок А В пополам (см. задачу 25). Из рав­
нобедренного треугольника АМВ  следует, 
что [МО] _1_ [АВ], т. е. [МО] — общий 
перпендикуляр прямых а и АВ.  Вследствие 
этого точка N удалена от (АВ) на расстоя­
ние, большее | ОМ |. Расположив треуголь­
ники АМВ и ΑΝΒ  в одной плоскости, за ­
мечаем, что вписанный угол АМВ  больше 
угла ΑΝΒ , вершина которого лежит вне окружности (рис. 48,6). 
Если Α λ =  Въ то наибольшим углом, очевидно, является линей­
ный угол ΑΑ λΒ.

63. Пусть ααβ <  90° (рис. 49). Проведем | ОА | \_ а, | ОВ | _ι_β; 
через (ОА) и (ОВ) проведем плоскость γ , пусть γ Π & = (МА), 
γ η β  =  (Λίβ). Так как ребро а перпендикулярно (ОА) и (ОВ), то 
а _L γ и <  А М В  — линейный угол двугранного угла а αβ. Из прямо-

угольных треугольников АМС и ОВС следует, что ОСВ =

— MCA =  90° — φ, тогда ВОС =  φ.
64. 1) 9,17 см. У к а з а н и е .  Найдите высоты \ΑΑχ\ и |DZ),|

данных треугольников, возведите в квадрат равенство AD =  

*= ААХ +  AJ) ,  - f DXD. 2) а) ^ 1 6 ,4  см; б) ϋ  14,8 см. 65. 60°. 
66. 120° и 60°. 67. cos φ =  а* Ь ~  m ■. У к а з а н и е .  Приме­

ните тот же прием, что и в задаче 64 (1). 68. arccos 54° 44'.

69. 1) a r c c o s 51°48' .  У к а з а н и е .  Найдите \BD\  тем же 
приемом, что и в задаче 64 (1), затем примените теорему коси- 
нусов к треугольнику BAD , где BAD =  х. 2) у 4а2 — bP sin ~  .

70. Плоскость, перпендикулярная данной плоскости, или пус­
тое множество (если данная прямая перпендикулярна данной плос­
кости).

71. Через данную точку А проведем прямую b, параллельную 
данной прямой а, и прямую с, перпендикулярную данной плоско­
сти а. Плоскость β, проходящая через прямые b и с, искомая. За­
дача имеет единственное решение, если данная прямая не перпенди­
кулярна данной плоскости, и бесконечное множество решений 
в противном случае.

72. У к а з а н и е. Рассмотрите два случая! а  || β; а  ^  β.
73. Пусть αρ)β =  т .  Проведем через точку А в плоскости а  

прямую а, перпендикулярную прямой т, тогда a J_ β (свойство 
перпендикулярных плоскостей). Но из точки А  можно провести

ю з



к плоскости β единственный перпендику­
ляр, поэтому о =  (АВ) и (A B ) c z a .

74. У к а з а н и е. Воспользуйтесь ре­
зультатом задачи 73.

75. 45°, 30°, 30°.
76. Рассмотрим треугольник ABMlt 

симметричный треугольнику АМВ относи­
тельно (ABC) (рис. 50). Так как АМВМХ —
ромб, то (AMi) || (ВМ) и ((АС),(ВМ)) =
=((ЛС),(.4М1)),ноуглы САМ и САМ1У сим-

метричные относительно (ABC), конгруэнтны, поэтому CAML —
— САМ, следовательно, САМ — ((СА),(МВ)).
77. -i- (2т2 +  п2 +  У  4т* +  я 4). У к а з а н и е .  Обозначьте длину

катета через х, решите относительно х 2 уравнение ( Y х 2 — т2 +  
+  Y  х 2 — т2 — /г2)2 +  п2 =  2л:2.

78. Пусть ABCD — данный тетраэдр. Искомое сечение PQRS 
должно иметь стороны, параллельные взаимно перпендикулярным 
ребрам данного тетраэдра, т. е. ребрам АВ и DC,  Обозначим: 
j PQ I =  j QR I =  χ  (рис. 51); из подобия треугольников APQ и ADC,
ANP и AMD имеем: | PQ | : | DC  j =  | AN | : | АМ | или »

а У \ Ь г 4- 2а2 откуда х  =   ........  .
J Y  Ab2 +  2α2 +  2α
79. Три, одну или ни одной.
80. Пусть плоскость, проведенная через ребро S M  перпенди­

кулярно грани SNF(, пересекает плоскость S N K  по прямой S M lf 
а плоскость, проведенная через (S N ) перпендикулярно грани 
SM K,  пересекает (S M K ) по (S N 2) (рис. 52). Из произвольной точ­
ки С третьего ребра проведем [СВ\ j_ (SAfj) и [СА] i  (SA^), 
где [СВ] П (SATO =  А х и [СА] П (SA J =  В г.

Рассмотрим треугольник ABC  и точку О =  (ΑΑχ) f| (BBJ.  По 
свойству перпендикулярных плоскостей (СA) _L (SBBi), тогда 
(СА) _L (ВВХ) и (СА) _!_ (50). Аналогично (СВ) ±  (ААХ) и (СВ) J_(SO).

Рис. 51 Рис. 62
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О — точка пересечения высот треугольника 
ЛЯС, поэтому (СО) X (АВ). Кроме того, 
(ЯО) j l  (ЛЯ) ((ЯО) X (ЛЯС)), отсюда (АВ) X 
X (SCCj) и (SCCj) X (.SAB).

81. Предположим, что треугольник ЛЯС
искомый, тогда ЯМ =  ~  (ЯЛ +  5Я +  SC) и

ЗЯМ =  ЯЛ +  SB +  ЯС. Следовательно, век­
тор SD = 3 S M  изображается диагональю па­
раллелепипеда, ребра которого ЯЛ, ЯЯ, ЯС.
Рассмотрим вектор SD =  ЗЯЛ1 (рис. 53); 
через точку D проведем плоскости, парал­
лельные граням данного трехгранного угла. 
Точки Л, Я, С пересечения этих плоско­
стей с ребрами трехгранного угла — вер­
шины искомого треугольника.

82. Пусть Л, Я, С — произвольные точ­
ки на ребрах данного трехгранного угла.

— > —
Обозначьте SA — a, SB  =  £, SC =  с, тогда

ф —а) · (с—а)

Рис. 53

~  C0S ^  ’ ^  — | АВ | . | АС | — | АВ 
<  90°. Аналогичные рассуждения можно 
ABC  и АСВ.

• \ АС _ 
провести

>  0 и В А С <  
для углов

83. У к а з а н и е .  Пусть ACD =  x,  BCD — y , A C B  =  z. Тогда
CL Ь

χ  =  » tg 0 =  · Докажите, что tgz  =  ctg (дс +  ζ/).
84. У к а з а н и е .  Разверткой поверхности данного тетраэдра 

служит треугольник S i S 2S a (рис. 54), причем А, В,  С соответственно 
середины сторон S i S 2, S ^ ,  S 2S a. Пользуясь свойством средней 
линии треугольника, получите, что любые две грани конгруэнтны.

85. 120°. У к а з а н и е .  Можно воспользоваться теоремой коси­
нусов для трехгранного угла.

86. Рассмотрим единичные векторы SA — ej, SB — е2, SC  =  с8;
-—► ■*·

рассмотрим также вектор SD =  е2 +  е3, здесь [SD) — биссектриса 

угла СЯЯ. Обозначим (SD, ех) =  х, тогда cosa: =

 cos β +  cos γ
~  ά ‘ 

os_2
87. Пусть дан трехгранный угол SABC  (рис. 55), | S A | = a .  

Проведем [АМ] _L (B S Q , [MK]±(SB),  тогда [КА] J. (SB) и / _А К М —
линейный угол двугранного угла SB.  Пусть АКМ  =  φ; тогда 
| АМ | =  a sin а · sinqp. По теореме косинусов для трехгранного

fi Фг +  з̂) _  
1 · | е2 +  «g |

105



cosaугла находим cos φ ^  , +  cos α ,

ιΛι  Γ“ У Т + 2sin φ =  J / 1 — cos2 φ =  τ χ —

затем
c o sa . Итак,1+ cos a

| AM  | =  a  tg γ Υ  l +  2 cos a .
88. Имеем: a  +  β +  γ =  180°, откуда 

a  =  180°— (β +  γ) и cos a  ̂  —cos (β +  γ). 
По теореме косинусов

cos a  — cos β · cos? _
COS Л  — Sln β . sin γ —

=  1 —2 ctg β · ctg y. 

Аналогично найдем cos β  и cos С. Тогда cos А  +  cos В  -|- cos С =

Рис 55

=  3 — 2 (ctg β · ctg γ +  ctg a  · ctg β 4- ctg a  · ctg?). Но

«  -ctg (a +  β) или ctg γ =  1 dgC« - f  cl i T  ' °ТКуДа Ctg  ̂
+  ctg a  · ctg β -j- ctg cc · ctg γ =  1.

89. x — у  — arccos —---  ̂ 9 ~  AK° 0Λ —921Φ.

ctgT =  
ctgT 4-

91. h

; 54° 44', 2 =  45°. 90. 

45° <  α <  135°.

1 — cos φ ‘

Y 1 — 2 cos® α V —cos 2a

92. 1) Через гипотенузу AB  равнобедренного прямоугольного 
треугольника ABC  проведем плоскость а ; пусть Сх — проекция 
вершины С на эту плоскость. Предположим, что | ВС  | =  2 1 ВС11 =
=  2 1 АС1\. Тогда ВССХ =  АСС, =  30° и ВССХ +  АССХ <  АС В, 
что невозможно, как в случае, когда Сх § [АВ], так и в случае

С ^ [ А В ] .  2) Отношение — 
°1 будет иметь наибольшее значение

в том случае, если ах будет наибольшим. Пусть D — середина 
[АВ]. Если С2 [^45], то из A  DBC± имеем! | ВС± | | DB  | или
αι >  · Если Сх € [АВ] (в этом случае (ABC) ±  а), то Сх =  D

и ах = а 1^2 При этом — =  У 2.2 ’ --г- Λι
93. Нет. Для доказательства этого достаточно привести пример.

Рассмотрим тетраэдр SABC,  у которого грань 
AB C  — равнобедренный треугольник с углом
АСВ =  120° (рис. 56), а грани ASC и BSC —  
прямоугольные равнобедренные треугольники 
с прямыми углами при точке С. Трехгранный 
угол с вершиной в точке S имеет плоские углы
45°, 45° и ф, причем cos φ =  ~  (из треуголь­
ника ASB). Найдем величины двугранных углов 

Рис. 56 SA и SB  с помощью теоремы косинусов. Имеем:
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cos 45° =  cos 45° · cos φ + sin 45° · sin φ · cos A,
J---  β

откуда 4 =  1 -f  У  15 cos A, cos A =*= =
1/7* i

*= >  -g, A <  60°. Точно так же

В  <  60° и А -f- 5  <  120°. Но третий двугран- А .  *с
ный угол есть угол SC,  равный 120°.

94. Пусть дан трехгранный угол S A B C  
(рис. 57). Внутри него возьмем точку 
и проведем из нее лучи, перпендикуляр- рИс. 57
ные граням данного трехгранного угла.
Рассмотрим трехгранный угол заметим, что его плоские
углы равны 180° — А,  180° —В, 180 — С, где А, В, С — двугран­
ные углы данного трехгранного угла (доказательство этого анало­
гично рассуждениям, проведенным в решении задачи 63 гл. III). 
Заметим также, что ребра угла SA B C  перпендикулярны к граням 
угла SHxBjCx, поэтому двугранные углы угла равны 180°— а , 
180°— β, 180°— γ, где а , β, γ — плоские углы данного трехгран­
ного угла S. Применив к трехгранному углу Si теорему коси­
нусов, получим:

cos (180° — А) — cos (180° — В) ■ cos (180° — Q  +  sin (180° — В ) х  
X sin (180° — С) · cos (180° — α),

откуда получим требуемое равенство.
95. »  54°44', ж 125°16', «  109°28'. У к а з а н и е .  Восполь- 

вуйтесь результатом предыдущей задачи.
96. У к а з а н и е .  Воспользуйтесь результатом задачи 94.
97. 1) Имеем: 0° <  (180° — А) +  (180° — В) +  (180° — С) <

< 3 6 0 ° , откуда 180° <  А  +  В +  С <  540°. 2) У к а з а н и е .  При­
мените свойство плоских углов трехгранного угла к углу с вер­
шиной Sj (см. рис. 57).

98. 40° <  ж <  180°. У к а з а н и е .  Примените результат пре­
дыдущей задачи.

99. Имеем: А +  В +  С =  360°, откуда cos А =  cos (В +  С),
cos В =  cos (А +  С)у cos С =  cos (А +  В). Воспользовавшись фор­
мулой из задачи 94, получим:

2 cos В  cos С — sin В · sin С 0 . ^  *cos а   -------------- ^  тч  =  2 ctg В · ctg С — 1.
sin В  sin С

Аналогично cos β =  2 ctg А  · ctg С — 1, cosy =  2ctg  А · ctgB  — 1. 
Тогда cos α -f  cos β -f- cos γ =  —3 -(- 2 (ctg B  · ctg С - f  ctg A ■ ctg С -Ι-
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-f ctg/1 · c tg fi). Но c tg β  · ctg С -f  ctg Λ · c tg С +  ctg Л · ctg β  =  1 
(см. решение задачи 88 гл. III). Следовательно, cos α 4- cos β -f
+  cos γ =  — 1.

100. Из теоремы косинусов для трехгранного угла следует, что
9*> , . « cos? а  — 2 cos а  · cos β · cos γ 4- cos* β cos2 γ

cos2 Л =  1 sin2 А  -------------------siri2 ρ· sin2 j-------------------- ·
отсюда

.и2 ^  sin2 β · sin? γ -r- cos? α +  2 cos α cos β · cos γ — cos2 β cos2 γ 
Sln A ~~ sin? β ■ sin» γ *

sin?i4   1 — (cos? pc +  β +  cos2 γ) +  2 cos «  cos β « cos γ
sin? α ' έΐη? α · sin2 β · sin? γ *

''N
При замене А и а  соответственно на В  и β, С и γ выражение 
в правой части не изменится. Поэтому

^  'Л
sin А  sin В  sin С
sin α sin β sin γ ’

101. Можно воспользоваться формулой задачи 94; получим 
cosa =  —cos β, откуда α +  β =  180°. Обратное предположение 
также верно.

102. У к а з а н и е .  Рассмотрите правильную четырехугольную 
пирамиду, все ребра которой равны.

103. На данных лучах от их общего начала S отложим отрезки 
равной длины: | SA  | =  \ SB \  =  \SC\  =  \ SD\  (рис. 58). Точки А, 
β , Су D не могут принадлежать одной плоскости, так как иначе 
получим четырехугольник ABCD,  у которого длины всех сторон 
и диагоналей равны (это следует из конгруэнтности треугольни­
ков ASBy ASCy BSCy CSDy A S D , BSD);  но такой четырехугольник 
невозможен. Следовательно, ABCD  — тетраэдр, длины всех ребер 
которого равны. Каждая из точек S и А принадлежит множеству 
точек пространства, одинаково удаленных от точек β , С, D, поэтому
(SA)  j_ (BCD). Аналогично (SB)  j_ (CDA)y и тогда A S B  дополняет

линейный угол a  двугранного угла CD до 
180° (см. решение задачи 94 из гл. III).П j
Так как cos a  =  — , то cos ASfi =  cos φ =

=  — у  и φ =  arc cos Π ) 109° 28'.

Рис. 58

104. Каждый двугранный угол меньше 
180°, поэтому х  <  720°. Проведите плос­
кость через два противоположных ребра. 
Так как для каждого из получившихся 
трехгранных углов верно неравенство 
у  >  180°, то х  >  360°.
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Глава IV

I. а) α3; б) 7 4, α10; в) α7; г) а2, at , ϋζ, α10. 2. 7  =  — 2α =  2 7
3. 3α +  b — с. 4. c = 2 a  +  b.

5. Пусть I а I =  1, тогда cos а =  х, cos В =  и, cos γ =  г, где
"Ч ''Ч x-S

а  =  (а, ϊ), β =  (а,_ /), т =  (а, k ), а =  (х, у, г). Получаем: * =

=  — у ,  г =  — ̂  и х 2+  */2 +  z2 =  1, отсюда ί/2 =  у  > у  =  ±  у .
Следовательно, β4 =  60°, β2 =  120°.

6. Если а =  (х, у, г), то cos (a, i) =  * ,::·;—  , cos (а, 7) =
1/ +  у\ +  г?•̂ \ Ч̂5 ι/ο  ->■ i

=  1 -, cos (α, Λ =  - γ ,  cos (а, *) =  у .
7. /м =  2.

8. 2 Л =  —2,2, 90° <  (а, Т) <  180°, 
а ■ с =  8 , 0° <  (а, 7) <  90°,

Г- 7 =  о, (ь, 7) =  90°,
►V -+ ->· -► о
а ■ d =  1, b ■ d =  2, с · d =  у .

о 7 - / У - ? ·  — Ii? ·  7  _ Л _ К Х  _ V ^ 1». а0 ^ 3 >  з * з / ’ 0 V З ’ З ’ 3 / ·
У к а з а н и е .  Если а0 =  (х, у, г), то х 2 +  у 2 +  г2 =  1.·+· ·+·
Далее, α0 · ί> =  0 = * χ  +  ι/ =  0,

—► —>-
ао - с  =  0=Фг/ +  2 =  0.

10. AS =  DC=*D(2·,  2; 0).

II. д ( у | ;  — Л ; У к а з а н и е .  Воспользуйтесь тем, что 

\ A D \ = \ B C \ n  AB =  kDC, k > 0 .

12· l ) 7 Т 1 : 2) М ( | - Й т : ~ ^  +
+  j7= ) ·  У к а з а н и е .  1 ) | Л Д | = у Т 4 ,  /Ш  : M S =  5:  ( К  14 -

- 5 Η = λ ^ 2 )  \ Α Β \ = γ 2 \ ,  /Ш :М В  =  5 :(К 2 Т  — 5) = λ ,  ОМ =  
04 + ХОД 

Г+ *- '
13. Л в = (  1; —3; 1), Л 7 =  (2; —6; 2), АС  =  2АВ =* В € (АС).

14. ОС =  ° Л̂ В , λ =  —2 = * С (—4; 3; —5).
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15. У к а з а н и е .  Введите систему координат: Л (0; 0), В(1; 0), 
С(  0; 1).

16. Искомая точка С (0; 0; г). По условию задачи | ЛС | =  

=  |5 С |,  ζ =  ~ .  17. (б; о ) . 18. АС  · BD — 0.

19. | ММХ | =  V \ 7 ,  | М М 21= 1^10 , | М М 91 =  5. У к а з а н и е .
Обозначьте проекции точки М  на координатные оси соответст­
венно Μχ(3; 0; 0), М2(0; 4; 0), М8(0; 0; — 1).

20. D ^ ^ У к а з а н и е .  Проекция С на прямую А В —

точка D  (д:; у; г). Заметьте, что АВ · CD =  0 и АВ =  kAD.
21. Вычислим расстояние р между прямой АВ  и осью Ог. Оно 

равно расстоянию между ортогональными проекциями ( Л ^ )  и О 
на плоскость Оху соответственно прямой АВ  и оси Oz. Прямая 
А1В1 пересекает оси Од: я О у  в точках А1 (3; 0; 0) и Сг (0; —3; 0). 
Искомое расстояние р — длина высоты треугольника О АХСХ;
\ОА,\ · |ОС1 |= р | Л 1Сг |, р = ^ _ .

22. 1)созЛ = — γ=,  cos В = —~7=, cos С =  Д_ . 2) cos А =
V 10 5 1 /7  1 /7 0  ’

2 ·ο 5 Я 1 23=  —'-TS , COS В   , COS С =  -----.
5 1 /6  9 1 / 2 ’ 1 5 1 /3

23. М =  (— Ц ;  — У к а з а н и е .  Предварительно
выведите формулу

О A sin 2 А  +  ОВ sin 2 В  -f- ОС sin 2 С~
ОМ =

sin 2 А  -j- sin 2 В  +  sin 2 С

24. |д:| =  d =¥х 2 — d 2 =  0. 25. | ι / |  =  | z |= * t / 2 — z2 — 0.
26. i/2 - f z 2 =  d2. У к а з а н и е .  Точка Λ1 (дс; у; z) принадле­

жит искомому множеству. Ее проекция на ось Ох — точка 
М 0 (х; 0; 0), значит, d =  |М 0М |.

27. х 2 +  (у — 2)2 +  ( г— 1)2 =  8. У к а з а н и е .  М(х;  у, z),

АМ ■ В М  =  0. 28. х 2 У2 — z2 =  0. У к а з а н и е ,  cos (ОМ; к) =

= - ' *-» . О М= ( х ,  у , г )Л =(0; 0; 1).
!бм | - | *1
29. (д; +  у)2 +  (у +  z)2 +  (г +  д:)2 =  0. Искомое множество — 

начало координат.
30. 1) Точки оси Oz; 2) х(х — у) =  0 — точки координатной 

плоскости Oyz и плоскости, проходящей через ось Oz и биссектрису 
угла Оху (х =  у); 3) точки цилиндрической поверхности, образую­
щие которой параллельны оси Ох и которая пересекает плоскость 
Oyz по окружности с центром в начале координат, радиусом 1; 
4) начало координат.
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31. 1) Точки того полупространства, границей которсго служит 
координатная плоскость Oyz и первая координата х  >  0; 2) плос­
кости Оху и Охг разбивают точки пространства на четыре прямых 
двугранных угла. Искомые точки принадлежат первому и третьему 
углам; 3) х2 +  у 2 > 1 .  Точки пространства, принадлежащие внеш­
ней области по отношению к цилиндрической поверхности с урав­
нением х2 +  у 2 =  1.

32. ш =  —2. 34. x  -f- у  -}- ζ — 3 =  0. 35. tn — — , я =
22 -■*■

36. m =  -jr. У к а з а н и е .  Вектор п =  (3; 4; — 1) перпендикуля­
рен данной плоскости. Чтобы прямая АВ  была параллельна пло­
скости, достаточно, чтобы АВ ■ п =  0.

37. У к а з а н и е .  Достаточно указать две точки, принадле­
жащие каждой из заданных плоскостей, например (0; 1; 1) и

(— Т : ° ’ I") ' 38, 4 х ~ 5ί/ +  2 ζ — 14 =  0.
39. Прямая А В  пересекает плоскость в точке С, которая делит 

отрезок А В  в отношении λ. Если λ >  0, то С —  вну1ренйяя точказ
отрезка АВ.  Получаем: λ =  — .

40. Пусть a  f) (АВ) =  С, ОС =  . Получаем λ =  — ,
5

значит, луч АВ пересекает плоскость а , так как | λ | =  — >  1.
41. 1) Да, (—1; 1; 1); 2) нет.
У к а з а н и е .  Решите систему трех уравнений и проверьте, 

принадлежит ли найденная точка четвертой плоскости.
42. Данные плоскости пересекаются. Любая плоскость, прохо­

дящая через линию пересечения, имеет уравнение: (х +  2у  — ζ — 
— 1) +  а(2х +  у  +  г) =  0. Но плоскость проходит через точку

з
А (1; 1; —1), отсюда а — — ^ . Искомая плоскость будет: 4лг — у  +  
+  5г +  2 =  0. _

43. Пусть / f) (Оху) =  С, ОС = Ц + ™ .  Так как zG =  0, то

44. 1) (АВ) П (Оху) =  С, ОС =  +  , zc =  0, λ =  4,

С ( - Г ’ Г · 0) ·

(АВ) П (Oyz) =  D,  Ζ ) ( θ ; | ; — j ) »

(AB)[ \ (O xz )=E ,  £ ( | ; 0 ; - | ) .

45. (ABC) : Αχ +  2у  +  7х  — 13 =  0, D € (ABC).
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46. Найдем две точки, принадлежащие прямой пересечения 
плоскостей: пусть это А  ̂ 0; у ; — у )  и В ^ ; 0 ; — Тогда

АВ — ^ — У ’ й) ·  Плоскость, проходящая через М  и пер­

пендикулярная АВ,  имеет уравнение 4лг— 11^ +  2 +  17 =  0.

47. Ϋ  У к а з а н и е .  Составьте уравнение плоскости, про­
ходящей через точку А перпендикулярно прямой пересечения 
данных плоскостей, и вычислите координаты точки пересечения 
этой плоскости с прямой (см. задачу 46).

48. Точка Мо — середина [ММг], принадлежит плоскости 
у — 2 =  0, значит, М0 имеет координаты (α; β; β). Вектор
я =  (0 ;1 ;— 1) перпендикулярен плоскости и коллинеарен векто­
ру М М 0: =  =  Λ4ο(1;— 1 ;— 1), Л М 1 ; - 4 ;2 ) .

50. Сфера имеет уравнение (х  — а)2 +  (у — а)2 +  (г — а)2 =  а2, 
„ _  13 ± /4 7

2 ·
51. Введем прямоугольную систему координат, у которой на­

ч ало— вершина S тетраэдра, а вершины А, В, С принадлежат 
осям координат: S  (0; 0; 0), А (а; 0; 0), В (0; b; 0), С (0; 0; с), 
Р (к , у, г). Из условия задачи следует: (х  — а)2 +  у 2 +  г2 +  х2 4- 
+  (у — Ъ)2 +  г2 +  х2 +  у2 +  (г — с)2 =  3(х2 +  у2 +  г2). После 
упрощения получаем:

ах +  b у  +  сг =  у  (а2 +  Ь2 +  с2).

Искомое множество точек есть плоскость, проходящая через точку 

Рп ( у ; у ; y j  перпендикулярно вектору п(а; Ь; с).
52. У к а з а н и е. Найдите и постройте точки пересечения дан­

ной плоскости с осями координат.
53. У к а з а н и е. Постройте точки пересечения следов данных 

плоскостей в координатных плоскостях.
54. У к а з а н и е. Постройте в плоскости Оху точку пересече­

ния следа данной плоскости и проекции прямой АВ.
56. Уравнение плоскости: х  +  2у +  cz — 1 = 0 .  Зная точку 

М,  находим с: с =  2.
57. 1) 2х +  2у — г — 4 =  0;

2) Злг — Ъу +  2г — 3 =  0.
58. Зх +  у  — 3 = 0 .
У к а з а н и е .  Уравнение искомой плоскости ах  +  bx +  d =  0 

или atx  -f- bvy — 1, где αχ =  — —■, bt — — у . Условие принадлеж­
ности точек Л и 5  искомой плоскости позволяет определить ах и 
6,: at =  1, &ι =  у .
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59. χ  — Ъу — 2ζ — 4 =  0. У к а з а н и е .  Найдите третью 
точку С искомой плоскости как образ точки А  (1; —1; 1) при пере­
носе на <Г= (3; 1; — 1), С (4; 0; 0).

60. х +  у  — г — 1 = 0  и х  +  у  — 2 + 2  =  0 — плоскости 
параллельны.

61. Искомая точка Μχ (α; β; β). Имеем; ΜΜχ  || п, где п =  

=  (0; 1; —1), ЛМ2; 0; 0). 62. л ( | - ;  -  - i;  о). 63. а « 5 4 е45'.

Глава V

1. В я-угольной призме число сторон двух оснований равно 2л, 
число боковых ребер равно л.

2. 2) 180° (л — 2). У к а з а н и е. Рассмотрите перпендикуляр­
ное сечение призмы.

3. 1) л =  4 или л =  5; 2) л =  5. __________
4. Число всехдиагоналей равно 2(С|— 5) =  10;ef=a]^ 1+ 4  sin25 4°«  

«  1,90α.
5. 1) Способ ί  (метод внутреннего проектирования). Проекти­

руем параллельно (ΑΑχ} данные точки на плоскости оснований, 
получим точки M 1N 1P 1 и Αί.2Ν2Ρ2 (рис. 59, с). Построим \ΕΕχ] =  
=  Μ 2Ν3ΝχΜχ f) BPtPiBlt затем точку F =  (ΕΕχ) f| (ΑίΝ) и точку 
R  =  (PF) f) (ΒΒχ). Дальнейшие построения очевидны. Сечение мо­
жет быть треугольником, четырехугольником, пятиугольником.

Способ 2 (метод «следов»). Проектируя параллельно (А А χ) дан­
ные точки на плоскость ABC,  получим точки М и N u Р г (рис. 
59, б). Затем строим точки X  =  (MN)  f| (ΜιΛ^) и Υ  =  (МР)  f| 
Π(Α4χΡι). Точки R и S  строим как точки пересечения прямой Χ Υ  

с прямыми А В  и АС  и т. д.
2) У к а з а н и е .  Удобнее применить «метод следов» (рис. 60). Сле­

дует учесть, что (RS) ] (РТ).
6. Решается аналогично задаче 5 (рис. 61, 62).
7. 1) Построим сечение данной призмы плоскостью, проходящей 

через [Βϋχ\ и параллельной (АС) (рис. 63). Плоскость сечения пере­
секает плоскость ACCiAi  по прямой PQ, проходящей через точку 
F =  [OOJfllBDx] и параллельной (АС)·, 2) ЬгУ 3.

8. 1) Высоты AF и треугольников ABC  и АгВхСх перпен­
дикулярны плоскости ВССхВх. Пусть [BCJ f) [F/^] =  М.  Отрезок 
MN,  параллельный (AF) (Ν ς [ΑΑχ]),— искомый перпендикуляр.

Его длина равна . 2) ( (AASaBCJ)  =  ( ( F f £ ( B C J )  =  45°.
9. 1) Пусть [ΜΝ] — искомый отрезок (рис. 64). Обозначим

ВА =  α, ΒΒχ =  6, ВС =  с. Имеем: Μ Ν  =  М В  +  ВА +  ΑΝ.  Так
как векторы МВ  и ВСг коллинеарны, то МВ  =  xBCt =  x  (Ь +  

■+ — > > +
+  с). Аналогично AN  =  уАВг =  у  (Ь — а).
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Рис. 59



Тогда M N  =  x(b  +  с) +  a +  y{b — а) —
■= (1 — у) а (х +  у) b -j- х  с. Отрезки M N  и 
ВС1г M N  и АВХ взаимно перпендикулярны,
поэтому M N  ■ ВСХ =  0 и M N  ■ АВХ =  0. Или 

( ( l — y)a  +  ( x + y y £ + x Q ‘ $ + 7 ) = 0 ,

((1 — у )а  +  (х +  у)Ь +  х~с) · (7  —  а) =  0.

Заметив, чт а2 =  Ь2 =  с2 =  а2, а · b =  0, 
Т  · с* =  0, "а · =  а2 cos 60° =  у  а2, получим
систему уравнений относительно * и у:

2  
2 2

Рис. 64

•Κ+ίΖ +  ΊΓ — ίγ У +  *) Я2 — 0,(■
(* +  ί/ — 1 +  */ — у * ) а 2 =  '

i fОтсюда х =  — у , у — у . Следовательно, M N  =  у  а  +  -g- b —

— | 7 и  M N 2 =  ^  (4а2 +  а2 +  4а2 — 2 · 2а2) =  у  а2, a |MjV| =  .
2) Найдем угол между (АВг) и (ВВ2) (рис. 64). Обозначим искомый 
угол через <р, тогда

7  — 7) · -*-(7+7)|| ΑΒχ ■ ВВ21
С0̂  =  | Ж Й Ж | a V 2 - a V  3

— а‘ — — а2

а2 / 6
=  , ф яв52о20*.

10. 5280 сж2. 12. 4428 с.и2. 13. Обозначим измерения парал­
лелепипеда через а, Ь, с, тогда d2 =  а2 +  Ь2 +  с2, d* =  а2 +  Ь2, 
d \  =  а2 +  с2, d3 =  &2+  с2. Сложив почленно три последних равенства 
и разделив обе части на 2, получим:

а2 +  Ь2 +  с2 у  (d\ - f  d2 +  d3) или 

d2 =  у  (dx -f- d2 +  d3).

14. V ( d l - ' d2) (d3 +  d2 — dl) или ] / ( d i - d 3)(d2 +  d3- d 2). 
У к а з а н и е .  Обозначьте измерения параллелепипеда через а, &, с. 
Из равенств d2 =  а2 +  Ь2 +  с2, ά\  =  а 2 +  с2, dg =  а2 +  Ь2 выразите
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а2 и b2, затем найдите ab. Если d\ — 
=  b2 +  с2y то получим второй ответ.

15. Рассмотрим перпендикулярное се­
чение параллелепипеда. Обозначим дли­
ны непараллельных сторон и диагоналей 
сечения соответственно через т и n, dx 
и d21 длину бокового ребра обозначим 
через /. Имеем:

s l = 12 (d\ +  d\), S\  =  l2 (2/n2 +  2n2).
Для доказательства равенства -f  d2=

— —b
=  2 (m2 +  л2) заметим, что dx = m +  n,

d2 =  m — я. Возведя в квадрат и сложив, получим требуемое ра­
венство.

16. Пусть дан параллелепипед Α Β Ο ϋ Α β ^ ϋ χ .  Обозначим: 
Х в  =  a, AD = Ь, ЛЛХ -  ЛСХ =  db  СЛХ =  da> βΒχ = Л „  ΖλΒχ =  
=  d4. Имеем:

—>· —>■ —>· —>·
di = о, -j- b -f- с,

d2 =r с — α — b, 

dg =  b -j- с — zz, 

d4 +  с — b.

Возведя в квадрат и сложив, получим требуемое равенство.
17. 1) Построим точку F =  [ΛίΛ̂ ] р [ЛС] и точку К  =  [Т7̂ ]  П 

Π [ΟΟχ] (рис. 65). Плоскость сечения пересечет плоскость BDDt 
по прямой PQ, проходящей через точку К  и параллельной (M N)

(или (BD)). Сечение — пятиугольник MNPCXQ\ 2) Sce4. =- 7а ^ 1724
18. cos* =  c t g y .  19. В параллелепипеде ABCDA1B 1C1D1 обо-

—► — —► —►· — > —>* —» —►· —> —>·
значим ЛВ =  α, AD =  Ь, ЛЛХ =  с, ЛС =  dlt =  d2, Л£>х =  d8,
—> —ь

=  d. Имеем:

dx =  а b, dj — й -f- с, d3 — b +  с, d =  a +  b +  с.

Отсюда следует, что

(а +  b)2 +  (b +  с)2 +  (с +  а)2 — а2 — Ь2 — с2 —

~  а2 +  b2 +  С2 +  2а ■ b +  2Ь · с +  2с · а =  (а +  Ь +  с)2 =  d2.

20. В η-угольной пирамиде п сторон основания и п боковых 
ребер.



Рис. 66 Рис. 67

22. i) ъо χ<^υυ , Δ) ---- —-----л г/и .

23. 1) Да, ее высота равна Υ  а2 — R 2, где R  =  2 sl° 36d <  а\

2), 3) нет, так как R ^ . a .
24. Построение искомых точек X  α Y  показано на рисунке 66.
25. Пусть дана пирамида SABCDE, Μ ξ [5Л] (рис. 67). В плос­

кости 5  Л С построим [ΛίΧ] ij (SC) (X  ζ (Л С)), затем построим 
прямую, проходящую через точку X  и параллельную (CD). Полу­
чим точки N  и Р, а также точку Y  =  (NP) f) (АЕ). Дальнейшее 
построение очевидно. M NPQ  — искомое сечение. Сечение может 
быть также треугольником или пятиугольником.

26. 1) Замечаем (рис. 68), что A S A C  равносторонний, тогда 
его медиана А М  перпендикулярна (SC). Строим также точку 
К =  [50] f) [АМ]. По теореме о трех перпендикулярах (5С) J. (BD), 
поэтому линия EF  пересечения плоскости сечения с плоскостью

SDB  должна быть параллельна (DB)\ 2) аЬ^ \ .

27. 1) - i a 2tgq>; 2) ^ a 2tg<p;

3) ^ γ α 2 tg<p.
28. 1) У к а з а н и е .  Через точку пере­

сечения диагоналей основания проведите 
прямую, параллельную боковому ребру;

4 co s φ ’
29. 1) Построим апофемы SM  и S N  дан­

ной пирамиды (рис. 69). Согласно условию
A S M N  равносторонний, поэтому его ме- А β
диана М М Х перпендикулярна (S N ). Вслед­
ствие перпендикулярности плоскостей Рис. 68
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Рис. 69

S M N  и SDC  имеем [ЛШ Х] j l  (SDC) и [M M J ±  (SC). Через точку 
M  j проведем \EF) (А В) (F ζ [SC]), тогда отрезок FG, параллель­
ный (ΛίχΛί), искомый; 2) ~

30. 1) х  =  90°, так как (АС) _L (SB) (рис. 70).
2) Обозначим В А =  а, ВС  =  T, BS — "с, тогда BN  =  γ  (b - f  ?),

MS =  с — γ α .  Плоский угол SBC  обозначим через φ, искомый 
угол — через х.  Имеем:

COS X = \ΒΝ\ I S M  i

m Y  15Пусть \ А В \ = т ,  тогда | SB  | =  2т, | S M  | =
1 /■*■ -*■ т -*■ -+·

i /"3  T r  C - i fl ' C +=  т у  Следовательно, cos х  =

_ 2 ( τ " · Γ+τ?)

Ц5Л7| —

с2)

Зт2 / 1 0

17/я* л :^ 2 6 о2 0 \
Зт2 / 1 0  6 т 2 / 1 0  6 / 1 0  ’

31. Замечаем, что общий отрезок диагональных сечений данной 
пирамиды является общей медианой прямоугольных треугольни­
ков, проведенной из вершин прямых углов. А так как эта медиана 
равна половине гипотенузы, то гипотенузы имеют равные длины. 
Следовательно, у данного параллелограмма диагонали равны, 
т. е. он является прямоугольником.

32. Проведем высоту пирамиды, обозначим ее длину через Л,
величины углов обозначим соответственно: х 9 2х, 4х, 2х. Имеем:
h ctg х  +  h ctg 4x =  2h ctg 2x , откуда ctg x  +  ctg 4x =  2 ctg 2x%

cos Зх л=  0, откудаctg 4* +  t i7  =  2 , i T t | r ’ ctS 4* =  tg x, sin4x cos*
3x =  90°, * =  30°. О т в е т :  30°, 60°, 120°, 60°.
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33. 1) У данной пирамиды равны длины 
боковых ребер, а также длины высот боко­
вых граней. Отсюда следует равенство ве­
личин плоских углов при сторонах осно­
вания и конгруэнтность всех боковых гра­
ней. Следовательно, основание — правиль­
ный треугольник, и вершина проектируется 
в его центр.

2) Конгруэнтность боковых граней и 
равенство длин сторон основания пирамиды 
доказывается точно так же, как и в пункте Рис. 71
1) Остается доказать, что углы много­
угольника, являющегося основанием пирамиды, равны по величи­
не. Действительно, проекциями боковых граней на плоскость 
основания служат конгруэнтные равнобедренные треугольники; 
если обозначить величины их конгруэнтных углов через φ, то 
каждый угол основания пирамиды будет равен 2φ.

34. Пусть О =  [АС] f) [BD]. Имеем: МО - \-~(МА  +  МС)=  

— ~(М В  +  MD),  откуда M A  - f  МС = М В  +  MD  (1). Из равенст­

ва \AC\ =  \BD\  следует, что ( М С — MA)2 =  (MD — MB)2 (2). 
Возведя равенство (1) в квадрат и сложив почленно о равенст­
вом (2), получим искомый результат.

35. У к а з а н и е .  Проведите одну из высот тетраэдра, вершину 
основания соедините с основанием высоты. Затем примените тео­
рему о трех перпендикулярах.

36. Дан тетраэдр ABCD  (рис. 71), требуется доказать суще­
ствование такого сечения MNPQ , что [АШ] j| [PQL [MQ]\\ [NP] 
(1), I ΛίΛ71 =  I AiQ I (2). Условие (1) выполняется тогда и только 
тогда, когда плоскость сечения параллельна (АВ) и (DC). Д о­
кажем существование такой точки М  ребра AD,  что выполняется 
условие (2). Обозначим \ А В \ = с ,  \DC\ =  d , | ΛίΑ^[ =  | AiQ| =  лг.

х  I А М  IИз подобия треугольников AMQ  и ADC имеем: - j  =  \ д щ  (3).
х  I MD  IИз подобия треугольников MDN  и ADB  получим — =  ' ^ р | · (4) 

х  I AD  I — I А М  I х  л х  cd ΎΧ
или т = — |Жн— ’ 0ТКУда т = я 1~ т  и х = = с - + 1 -  Из Ра-
венства (4) находим: | M D ) =  1AD |. Построив точку М  в

соответствии с последней формулой и выполнив остальные оче­
видные построения, получим сечение, существование которого 
следовало доказать.

37. Пусть дан тетраэдр ABCD , у которого | DA \ =  а, | DB  | =
| D C | =  c, \ВС\  =  а1у |Л С  ]=»&!, \AB\  =  clt Обозначим

DA  =  a, DB =  by DC  =  с.
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Доказываемое равенство равносильно равенству: \2а ■ СВ \ =  
=  \Ь2— с2 -)- АС2— АВ21 или |2α·(ί> — ~с) |= |  Ь2 — с® +  (с — й)2—
— (b — а)2 1. Выполнив простые преобразования, получаем тожде­
ство.

38. 1) f  ; 2) 39. 2) 40. 1) 192 сж2; 2) 1 :2.

41. 48 см2.
42. 1) У к а з а н и е. Рассмотрите сечение октаэдра плоскостью, 

проходящей через центры четырех граней, имеющих общую

точку; 2) —

43. 1) arccos (— ^  138Ί0 '; 2) arccos (— ^  116°30'.
44. 1) Центр О симметрии октаэдра соединим с вершинами 

Аи B lt Ci грани и с точкой Αίχ пересечения медиан этой грани. 
Рассмотрим правильную пирамиду ΟΑχΒχΟχ, ее высота проходит 
через точку Αίχ. Аналогичное рассуждение верно для грани 
А2В 2С2, противолежащей ΑΑχΒχόχ.  Но {А1В 1С1)\\ (А2В2С2), поэ­
тому [ΟΜχ] (J [ОМ21 =  [Λ4χΛί31-

Возможно применение векторов. Имеем: ΟΜχ =  (ОΑχ +  ΟΒχ+

+  ΟΟχ). Умножив обе части этого равенства на ΑχΒχ =  0 5 , —

— OAlt получим, что ΟΜχ · ΑχΒχ =  0; аналогично ΟΜχ · ΒχΟχ =  

=  0, т. е. ΟΜχ J . (ΑχΒχΟχ) и т. д .; 2) а .

45. 8 см, ^ 1 3 , 7  см. 46. ~^пЬ2s in a , a  <  . 47. 4 см.

48. Пусть SABCD  — данная пирамида, ABNM  — ее сечение 
(рис. 72). Так как ~  5боК =  2 S a s a b , то согласно условию имеем:

5aswm +  2Sa sm/i =  S ^ sab. Обозначив боковое ребро через Ь, пло­
ский угол при вершине S через φ, |S7W| через у, приходим

к уравнению - ί  у 2 sin φ +  by sin φ =  γ  b2 sin φ, откуда

y =  b( V 2 - 1 ) .
Так как (/С/7) — биссектриса

с „ ,  | FL |треугольника SK.L, то =
I K L I IFL I 0 „

В = Ы ·  или b s f =  2cosJC· Но



49. a(a +  h +  У а 2 +  h2). 50. γ α2( 6 +  У 1  +  3V "3)^ 6 ,9 2  α8.
51. 126 дм2.

Ct 1 β52. 2/i2t g— . У к а з а н и е .  Докажите, что основание пи­
рамиды— прямоугольник. Искомую площадь выразите через 
длину b бокового ребра и данные углы, затем с помощью теоре­
мы Пифагора найдите зависимость между h2 и b2.

53. 117 см2. 54. 1см,  30°. 55. i n c t g ^ ( ^ £ ·  + « 2 +  *2) ·
56. 1) 120 см2 и 224 см2; 2) ^ 3 3 ,0  дм2. 57. 64 дм8,
58. Вообще говоря, нет. Достаточно привести пример: в каче­

стве одного параллелепипеда возьмем единичный куб, за основа­
ние другого примем прямоугольник со сторонами 2 и ~ ,  диагонали
оснований параллелепипедов обозначим соответственно а и b (где 
а <  Ь). Основания параллелепипедов равновелики, равновелики 
будут и диагональные сечения, если высоту второго параллелепипеда
взять равной . Но у  Φ  1, следовательно, объемы параллелепипе­
дов различны.

59. 1) ^  58 кг; 2) ^ 4 5  кг, 60. 6 а3. 61. 4 8 |/3  ж3^ 8 3 ,1  ж3.
62. ~ -S d c o s~ . 63. ~-m/2s i n 2 a ^  125 дм9.

64. arcsinУ âJrb^ v 180° — arcsi n^ 0 У к а з а н и е .
ab ab

Обозначив один из углов основания через х,  а боковое ребро 
через у,  получите систему уравнений:

12ab sin х  =  2 (а +  Щ у,
1 V — yabsmx .

65. -^-dsiП у  ] /  16S2 — d4sin2a  или cos-^1^1652—d4sin2a.

66. - j d l Y ^ d 2 — d2· y 6 8s in a  или 63s in a s in - |·  .

68. УН a3 cos2 — sin a  292 cmb.
69. 1) У к а з а н и е .  Рассмотрите перпендикулярное сечение 

призмы, примените формулу V =  5 сеч · I- Можно поступить так: 
дополнить данную призму до параллелепипеда, основанием кото­
рого принять данную боковую грань. 2) Обозначим площади парал­
лельных боковых граней через Sx и S2, расстояние между плоско­
стями этих граней — через т. Рассмотрим две треугольные призмы, 
на которые разбивает данную призму плоскость диагонального
сечения. Применив формулу из пункта 1), получим: V =  +

= - j ( 5 1 +  S2)m.

121



70. 2) 7 : 1 .  71. Пусть в параллелепипеде ΑΒΟΩΑχΒχΟχΟχ 
грани ABCD  и ADDxAt — прямоугольники. Тогда [AD] _[_ (АВВХ)
и V =  · \AD  I =  { \АВ  | · \ A A t | sin 30°) · \AD  | =  \  | AB  | x
X | ΑΑχ | · | AD  |. Дальнейшие вычисления можно выполнить, не 
находя длины этих отрезков. Имеем: | АВ \ · | AD  | =  20, | А А Х | χ
X | AD I =  24, -Г| ААХ | · | ΑΒ\  =  15. Перемножив эти равенства
почленно, получим 2V2 =  15 · 24 · 20, откуда V =  60 дм3.

72. 1) 1080 см3; 2) 6,12дл*3. 73. 1) ^ a 3t ga ;  2) -^-a3 tg a ;

180°  Тз . r—  na2 c t g H L  | /  4b2 sin2 —
a3 V  cos a   n _ V  n

6 sin о 24 s in '
180°

2) j ^ a 3Y ‘db2 — a 2 и -^-a2\ r4b2 2a2.
75. Нет, так как площадь боковой грани должна быть больше

i -Q·  76. 

79.

V2 пг 77. ^ с 3К З  или У 3У 2 .  78. tg a  tg β.

V'3 ά
16

sin a  sin
12 r 3

. У к а з а н и е .  Обозначьте высоту
24 Y \sin (a +  β) sin (a  — β) 

пирамиды через x  и составьте уравнение jc2 c tg2 β — x2ctg2a  =  -у.

80. 1) Точку О соединим с вершинами 
треугольника, выразим площади получив­
шихся треугольников через а, Ьу с, г.
Получим +  у  сг — -^-аг * = S a ABc , от­
куда выразим г . 2) У к а з а н и е. Возможны 
два случая: а) О 6 Δ  ЛВС; б) О § A  ABC. 
Во втором случае О — центр вневписаиной 
окружности (рис. 73).

81. 1) 341 у  см3, 768 см3, 3072 см3; 
2) а) 4 решения; б) 2 решения.

82. a3 sin 2a sin a  tgp.
D

Рис. 74

:0,186дл*3. У к а з а н и е .
Обозначьте углы через х  и 2л:, составьте 
уравнение 2 sin 2х =  3 sin х.

84. Пусть в тетраэдре ABCD  (рис. 74) 
\DA  | =  а, | DB  | =  b, \D C \ =  с. Проведем 
[АО] _L (BDC), [О/С] -L (DB ) и соединим 
точки А и К- Угол АКО обозначим через
φ. Объем тетраэдра V =  -i-SAs£>c · \АО\=.
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s= - ί  · γ  bc sin α · a sin γ sin φ =  -^obc sin αείηγ sin φ. (1) 
По теореме косинусов для трехгранного угла

cos β — cos α cos 7 
sina sin γ #

Тогда
1

cos φ =

sin q> =  V  1 —  ( c o s P - c o s a c o s  t>2 &ψ V (sin a sin γ)? sin a sin 7 X

X V (sin a  sin-f+cos β—COs a  cosy) (sin a  siny — cos β+ c o s a  cosy) =  
1

sin a sin 7 У  (cos β — cos (a +  γ)) (cos (a  — γ) — cos β).

Выполнив преобразования и подставив в (1), получим требуемую 
формулу.

85. Способ 1. Пусть DABC  — данный тетраэдр (рис. 75):
| АВ | =  т ,  | DC\  «= я, | M N  | =  ft, ((AB),?DC)) =  φ. Пусть М Z[AB]y 
yV6[CD]; рассмотрим сечение тетраэдра плоскостью а , 
проходящей через (АВ)  и (M N ). Проведем также [CCJ JL a  
и [DDA _L a . Плоскость DDXN  и прямая А В , перпендикулярные
прямой M N , параллельны, поэтому линия (DXC^) пересечения
плоскостей DDXN  и a  параллельна (АВ). Отсюда следует, что
d v C i =  DNDX =  φ.

V =  Vjmbw +  Vcabn =  D
=  у  (I CCj) -f | DDj I) =

=  ~ m n h  sincp.

Аналогичные рассуждения верны и в том 
случае, когда точки М и  N не принадле- А
жат отрезкам А В  и CD: в таком случае
находим разность объемов двух тетра­
эдров.

Способ 2. Через каждую пару про­
тиволежащих ребер данного тетра­
эдра ABCD проводим параллельные 
плоскости. Получим параллелепипед 
APBSRCQD  (рис. 76) (выполнение ри­
сунка удобнее начинать с изображения 
параллелепипеда). Замечаем, что этот 
параллелепипед является объединением 
данного тетраэдра и еще четырех тетра­
эдров СА Р В , BCQD, D A B S  и ARCD.
Объем каждого из дополнительных те­
траэдров равен ~  V параллелепипеда,

123



поэтому объем тетраэдра ABCD составляет 
третью часть объема параллелепипеда. Но 
объем параллелепипеда равен S a p b s  · К  
где 1г — расстояние между плоскостями его 
оснований, равное расстоянию между (АВ) 
и (DC). Итак,

V =  ~ S APBS h —

I P S I sin φ · h =

=  -B-mnh sin φ.

87. 45° <  α <  90°.

86. У к а з а н и е .  У данных тетра­
эдров ABCD и MPQN  (рис. 77) расстояние 
и угол между (A D ) и (ВС) равны соответ­
ственно расстоянию и углу между (MN)  
и (PQ). Заметив это, примените формулу 
объема тетраэдра из задачи 84.

(а3 — b3) У  —cos 2«
6 cos а

88. ^  (ms — п2) tga  или ̂  (m3— n3) tga.
У к а з а н и е .  В первом случае высота усе­

ченной пирамиды проходит через вершину прямого угла основа­
ния, а во втором — через вершину его острого угла.

89. Пусть М  — середина [ВС], О — [CDX] f| [DCJ (рис. 78).
Построим К =  (АМ)  П (CD), Ν  =  (КО) П (ССХ), Р =  (КО) П (DDJ,
ΑΜΝΡ  — искомое сечение. Обозначим длину ребра куба через а, 
тогда | КС \ =  | АВ  | =  а, а из подобия треугольников KCN  и KLO

S&ADP =  4получим I CN I =  ~  . Тогда S A mcn=  % а* 
12 : Высо­

той усеченной пирамиды служит [CD]. Получим: ^1 =  ^ - ,  У 2 =
3

7а3

~  8,66а2, 

20,6а2,

Ба3 cos 36°
З / l — 2cos 72°

;2,18а3;
5a3 ctg? 36°

2У Т
:7,66а8.

36 36

90. 1) 5а2 У З

2) 15а2 c tg 3 6 ° ^  , , , _________
2 У  1 —2cos72°

У к а з а н и е .  Многогранник разделите на пирамиды, общей 
вершиной которых служит центр симметрии, а основаниями — 
его грани.

91. Рассмотрим все пирамиды, общей вершиной которых слу­
жит точка М,  а основаниями — грани многогранника. Тогда V =
=  y S ( *  +  i/ +  2 +  ·· · ) ,  откуда находим, что x  -f у  +  z +  · · · =  

=  ^  (5 — площадь грани).

124



Глава VI

1. См. рис. 79. [АВ] || [CD], К  — се­
редина [АВ], L —  середина [CD], О — 
середина [jVTTVJ.

2. См. рис. 80. [ВЕ]  || [МЛ/], [CF] ||
II [MNi.

3. 1)См. рис. 81. М — середина [АВ], 
[ССХ] || [ОМ] и т. д. 2) См. рис. 82. 
[ССх] || [ОМ], где М — точка касания 
окружности и [АВ] и т. д.

4. См. рис. 83. [АВ] и [С£>] — сопря­
женные диаметры, М  — середина [СО]; 
[ЛХ] || (АВ)\  F — середина [AL]. 1) Сек­
тор с углом FOA искомый; 2) сег­
мент LCB  искомый.

5. См. рис. 84. Строим точки Р, Q, 
R, S  так, что [PQ] || [PS] и дуги PQ и 
R S  служат изображением дуг окружно­
сти, содержащих 120°.

6. 1) См. рис. 85. Строим сопряжен­
ные диаметры M N  и PQ, [ΡΝ] — мень­
шее основание искомой трапеции. Затем 
строим диаметр ED,  делящий пополам 
[РЛ/], и точки L и Lj  — соответственно 
середины [0£>] и [ОЕ]. Трапеции A B N P  
и ΑχΒχΝΡ  искомые. 2) См. рис. 86. 
Строим хорду А В  так, что дуга А В  изоб­
ражает дугу 150° (см. указание к задаче 
4 (2)). Затем строим диаметр Μ Ν ,  парал­
лельный [АВ], и сопряженный с [МЛ/] 
диаметр [PQ]. Построив F — середину 
хорды QN,  найдем точку С пересечения 
(OF) и эллипса, изображающую середи­
ну дуги QN.  Проведем [С£>] || [АВ], 
ABCD  — искомое изображение.

п  d*sin2 a  d2 sin 2α 0 . . Λ . , χ7. — ——  и — ^ — . 8. 140 см X Α

Рис. 81

4π

X 33 с м. 9.
2η

2Qn Рис. 82

10. или

°30',

π (т +  2η)
2,S tg Φ—  J J 40 ctg π (2tg φ -Ь 1) ' ^ 8 2

4 Q tg -f-. 12. а =  arctg ^  

l =  n У  h2 +  (πΠ)2 75,5 n мм. 13. 1),
2) Не существует. 14. 1) R  —

Η = ~  a V 2 .  2) У гол между данной
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Рис. 84

Рис. 86

диагональю и плоскостью основания равен 
— arctg 2 «  31°43'. Тогда R  «  0,526α, Н «  
« 0 ,4 2 5 а .

15. У к а з а н и е .  Рассмотрите осевое 
сечение конуса, содержащее данную точку. 
16. См. рис. 87. 17. 60°. 18. 2) У к а з а ­
ние.  Докажите конгруэнтность треу­
гольников, общим катетом которых служит 
высота конуса, а гипотенузами — высоты 
сечений. Можно также сравнить синусы 
линейных углов. 19. «25°.

I2 sin β Y cos (φ +  β) cos (φ — β) 
cos2 φ

21. / < / ? У " 2 .  У к а з а н и е .  Угол меж­
ду образующими изменяется в промежутке 
[0°; φ], где φ — угол осевого сечения. Если 
φ > 9 0 ° ,  то конус имеет перпендикуляр­
ные образующие.

h / 2

20.

22. arcsin- при h <7?. У к а з а -
V h 2 +  R2

ние.  Рассмотрите треугольник, катетом 
которого служит высота конуса, а гипо­
тенузой— высота сечения.

23. 1) « 2 4 5  мм; 2) « 0 ,2 1 ; 3) k =
=  2tg 24. VQ* +  Jt2S2. 25. ^91°.

Q — g . n\ Q — q 
q ’26. 1) 2arcsin 2) 360°

27. S» — ji2Q2 
2 S

28. / i - Q c t g f  t g ( 4 5 ° - f ) .

29. Q sin φ
.  32n  sin —

30. IR
R - r

R Ϋ  P—(R—r)2 
R - r

31. 1) l (d  +/cos<p)sin<p; 2) .

32. π ( ^ ^ · ) 2 и 

34. 2Q sin φ sin β

cos» ( p - | j

« 2 6  см. 36.

4

33.

4
Q sin α

или

3 / ’ sin β
2Q sin φ sin β

. ω ( ϋ  +  !  '

35. ?5s26 см. 36. 37. fsZl2 см.sin φ
38. 630π см2 ^  1980 см2. 39. 45π дм2 ^  
141 дм2. 40. па2 (4 +  10 cos а  +  4 cos2 а).

126



41. 1) Пусть Л, β , С, D — данные точки β
(рис. 88). Точка О, одинаково удаленная от 
данных точек, должна принадлежать плоско­
сти а , перпендикулярной [АВ] и проходящей 
через его середину. Аналогичные утвержде­
ния верны для плоскостей β и γ, проведен­
ных соответственно через середины [BD] и 
[ВС] перпендикулярно к этим отрезкам. Плос- А 
кости а  и β не могут быть параллельны. Дей­
ствительно, если а  || β, то прямая Bt>, пер­
пендикулярная β, была бы перпендикулярна 
и а , а тогда через точку В к плоскости а  Рис. 88
были бы проведены два различных перпенди­
куляра (В А ) и (BD).

Пусть α ή β — m, аналогично получим γ f) β =  п. Прямые m и я, 
лежащие в плоскости β, не могут быть параллельны. Докажем 
это. Прямая т перпендикулярна к прямым А В  и A D y поэтому 
m_\_(ADB). Аналогично n±(BDC).  Если предположим, что т |1 я, 
то m _l (BDC), а тогда (ADB) || (BDC)t что противоречит условию 
задачи. Итак, т [\п  =  О, причем эта точка единственная.

2) Три произвольно взятые точки данной окружности и данная 
точка D составляют четыре точки, не принадлежащие плос­
кости.

42. 1) Прямая, соединяющая центры данных окружностей, 
должна быть перпендикулярна к плоскостям этих окружностей. 
Центр сферы является пересечением этой прямой и плоскости, про­
веденной через середину отрезка, соединяющего любые две точки 
окружностей, и перпендикулярной этому отрезку. Если ωλ =  ω2, 
то через данные окружности проходит бесконечное множество сфер. 
2) Пусть даны две окружности, имеющие общие точки А и В. Выбе­
рем произвольно точку М  первой окружности и точку N  второй 
окружности (выбранные точки не должны совпадать с А и В). 
Через точки A, B f Μ,  N  проходит единственная сфера (задача 
41,1). Сфера останется той же, если изменить выбор точек М  и Ν, 
что можно доказать методом от противного.

43. У к а з а н и е .  Рассмотрите окружности, описанные около 
данных прямоугольников. Примените предыдущую задачу.

44. Предположим, что окружность и сфера имеют третью общую 
точку. В таком случае сечение сферы плоскостью, проходящей 
через эти три точки, совпадает с данной окружностью. А это про­
тиворечит условию задачи.

45. 1) Нет; 2) ^ 2 7 ,0  см.
46. 1) 15 см\ 2) ^ 2 2 ,6  см.
47. 1) *2 +  ί/2 + ζ 2 =  2; 2) *2 +  (у —  2)2 +  (ζ +  З)2 ~  9.
48. 5(0; 0; 0). R =  V 3; 2) 5 (2 ; —2; 0), # = К б ;

8) 5 (0 ; - 1 ;  3), Я =  4.
49. 1) х 2 +  у 2 Η- z2 =  13; 2) (х —  5)2 +  (у +  З)2 +  (z — 7)2 == 26.
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Μ · (•'_ т Г + ( !' _ т ) ‘  +  (г “ Г } Г = ' “ли (х ~ т ) ‘ +

51. 1) (* +  2)2 + ( у — 1)2 +  г2 =  5 или ( * - f 2 ) 24 -(#  +  l)2 -{- 
4- ζ2 =  5; 2) jc2 +  у 2 +  г2 =  9 или х г 4- (у 4- 2)2 4- г2 =  9.

52. Пусть Λί (х\ у·, г) — точка пересечения прямой ОР и дан­
ной сферы. Тогда векторы ОМ — (х\ у\ г) и ОР =  (1; 2; 4) кол­
линеарны. Согласно признаку коллинеарности векторов имеем: ОМ =
=  ЮР  или (лг; у; г) — k ( \ \  2; 4).

Отсюда x  — k, у  =  2k, г — 4k. (1)
Так как координаты точки М  удовлетворяют уравнению 

сферы, то получим уравнение: Л2 4- 4£2 4- 16/t2 =  169, откуда

V 21
Применив равенства (1), находим две точки пересечения сферы

„ / 13 26 52 \  ш. I 13 26 52 \и прямой: Му j и М г (

53. Λί^2; и Λίχ (θ; 3; — У к а з а н и е .  Векторы АМ

и АВ коллинеарны, поэтому АМ  =  k АВ  или ОЛ4 — O A = k ( O B —
— О А). Переходя к координатам, получим: (х — 1; у  — 2; г 4- 1) =  
=  Аг (2; —2; 3), откуда выражаем х, у, г. Подставив эти выра­
жения в уравнение сферы, находим k, а затем х, у, г.

. /  2R2a . 2т  . (а2 +  Ь2-  R2) R \
Μ · Л +  b2 4- № ' &  +  b2 +  R2 ' а2 b2 +  R2 Г

55. I — R\ — V R *  -  R\ \_am V  Ri — Ry +  V R 2 — R l .
56. R  cos φ, 57. 4 10, 3 17, 5.
58. Пусть центр сферы О не принадлежит прямой АВ.  Про­

ведем из точки О перпендикуляр [ОМ] к (АВ) (М 6 (АВ)). Сече­
ние сферы плоскостью а,  проведенной через Λί перпендикулярно 
(ОМ), — искомая окружность. Докажем это. Пусть | ОМ | =  d, 
тогда радиус сечения r =  \ ^ R z — d2. Проведем через (АВ)  любую 
другую плоскость β, получим сечение радиуса rx =  V  R 2 — d[, 
где dx — расстояние от О до β. Но плоскость β не может быть 
перпендикулярна (ОМ), поэтому [ОМ] — наклонная к β и | ОМ | >
>  dy, т. е. d >  dy. А  тогда V R 2-  d\  >  Y R 1 —  d 2 или Γχ >  г. 
Решение единственное.

Если Об {АВ), то любая плоскость, проходящая через А и В, 
проходит и через О, т. е. искомым сечением является большая
окружность сферы. В этом случае задача имеет бесконечное множе­
ство решений.
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59. 1) В качестве вектора, пер­
пендикулярного к касательной

—>
плоскости а , возьмем вектор ОМ =
=  ( 1 ; —2 ; —2). Искомое уравне­
ние: 1 · (де — 1) +  (—2) · (i/ +  2) +
+  (—2) · (г +  2) =  0, или х  — 2у  —
— 2г =  9. 2) х  — 2у  — 2г =  —9.
У к а з а н и е .  Точкой касания 
служит точка Μχ (—1; 2; 2), сим­
метричная точке М  относительно 
центра сферы. Рис. 89

60. У к а з а н и е .  Угол меж­
ду перпендикулярами, проведен­
ными из центра сферы к касатель­
ной плоскости и плоскости сечения, 
равен углу между этими плоскостя­
ми. Отсюда следует, что в обоих 
случаях радиус сечения равен 
R  sin φ, где φ — угол между каса­
тельной плоскостью и плоскостью 
сечения. Равенство радиусов сече­
ний можно также доказать, поль­
зуясь конгруэнтностью треуголь­
ников.

61. 1) Точки А и В  касания данной сферы с плоскостями а и р  
соединим с центром О сферы (рис. 89). Через (ОА) и (ОВ) проведем 
плоскость у. Так как (ОА) j l  а и (ОВ) ±  а, то а ±  у и а ±  (АВ).

2) У к а з а н и е .  Точку М  касания прямой и окружности 
соедините с центром О сферы и с центром Ο χ  сечения, проведите 
также ( Ο Ο χ ) .  Так как α \ _ ( Ο χ Μ ) ,  то a _l (ОМ) (теорема о трех пер­
пендикулярах) и а лежит в плоскости, перпендикулярной (ОМ), 
т. е. в касательной плоскости.

62. Рассмотрим плоскость а , касательную к данной сфере и со­
держащую данную прямую Ιχ (рис. 90). Через прямую /2 и точку М,  
принадлежащую ίχ и отличную от точки касания А , проведем плос­
кость β. Пусть α|~|β =  α, α[\1χ =  М.  Сечение сферы плоскостью β 
обозначим через ω. Если со — окружность, то касательная /3, про­
веденная к ней из точки М,  вообще говоря, не параллельна /2 
и поэтому является искомой прямой. Если ω =  В, т. е. β — каса­
тельная плоскость, содержащая /2, то прямая М В  искомая. Задача 
имеет бесконечное множество решений.

63. В обоих случаях площадь сечения равна л (R2 — ή),  где 
R  и г — радиусы сфер.

64. У к а з а н и е .  Если данная точка принадлежит сфере ω, 
то указанные в условии произведения равны нулю. Если Μ   ̂ ω, 
то рассмотрите сечение сферы плоскостью, проходящей через дан­
ные прямые (рис. 91, а, б). Соединив концы хорд, как указано
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Рис. 91

на рисунках, получите подобные треугольники AM D  и СМ В , 
из пропорциональности их сторон следует доказываемое равенство.

65. У к а з а н и е .  Рассмотрите сечение сферы плоскостью, 
проходящей через данные прямые. Можно также воспользоваться 
конгруэнтностью треугольников.

66. d У  R 2- i  см (S — площадь треугольника, р —
его пол у периметр).

67. 2 см. 68. l A B l ^ d x  +  dt.
69. R V 2 . У к а з а н и е .  Рассмотрите боковую по­

верхность конуса, вершиной которого служит данная точка, 
а образующими — отрезки касательных к сфере, проведенных из 
данной точки.

70. 1) Пусть О общий центр сфер, их радиусы Rx и R2. При
k ^гомотетии Ноу где k =  ±  , сфера ωχ отображается на со2.

ai
2) Данные сферы ωχ и ω3 могут быть получены при вращении 
касающихся окружностей вокруг их линии центров (Ох02)(рис. 92, а,
б ) .  Обозначим точки пересечения прямой 0 χ 0 2 со сферами через 
В 1 и В 2, общую точку сфер — через А. Произвольную точку М г 
первой сферы (М1 Ф В 1, М ^ Ф  А) соединим с точкой А, пусть 
(АМг) Π ω2 =  Λί2. В плоскости сечения, проходящего через (0χ02) 
и ( Λ 4 χ Α ί 2 ) ,  имеем ( β χ Μ χ )  || (В2М 2), так как обе эти прямые пер­
пендикулярны к (ΛίχΛί,). Рассмотрим гомотетию с центром АΌ
и коэффициентом k> где k =  — ~  для случая внешнего касанияAi
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D

(рис. 92, а) и k =  -ф для случая внутреннего касания (рис. 92, б).

Тогда НкА(Мх) -  Aft , Я $(Л ) -  4 , Я ^ )  =  β 2. Итак, Н кА (щ)  =  
»=о2.

71. 1) 2) ^ ( л 5 — /л5); 3) & |5 ; 4) У к а з а н и е .  За­

мените: sin2 х  =  1 ~  ̂ os ·2λ: .

72. 1) 2 ) ^ ;  3)
1 1

У к а з а н и е .  Замените2π  ̂(3 — л:2)2dx  — 2π [ (1 +  *2)2 dx  =
о о

1
2л j  (8 — 8х2) dx; 4) у .  У к а з а н и е .  Замените cos2 х  — sin2x =

2
■= cos 2х.

2) 75. a r c t g ^ » 3 5 ° 1 6 '.  76. » 2 %  и « 1 % .  77. 1 ) - |я Я 2,

1 я Я 8; 2) 78. i j r d » c t g f .  79. 25:36 .

81. Пусть у конуса (рис. 93) [S/4} j_ [Sfi], AQB =  120°. Обо­
значим \ОА | =  R, тогда \АВ\  =  #1^3 , | ОК\ =  \ S K \ «= \АК\ =

=  . Имеем: Я 2 =  ( ^ у — )  — ( у )  , откуда Я2 =  2Я 2. Оледо-
2вательно, V =

82. у  πα3 sin2 2α sin (α +  30°) sin (α — 30°). 83. 1) я Я а; π / /3;

^  ^  Укон ‘ ^ цил ~  'V ^ : 1̂ *3» 2) 5бок,кои · «5вок.цил
К2 

ji2Q3: у^З : | / 2 .  85. a rc s in -^з- ^  34°20',

180° — ares in »  14540'.л2У3
86. nai>2sin2a , 2π(α +  6) б s in a . 87. a  =

=  90°. 88. »6200 . 89. » 4 ,3  лои. 90. 1) Нет;
2) да. 91. Конус имеет наименьший объем, а

a
π α 3 tg  у  (2 +  c o s  a )  

ш ар-наибольший. 9 2 . 24 (Гу е6щ   *
»  27,2 сл<3.
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st;24 м3. 94. st; 17 см2. 96. st;6,5 я.  

1) i  π/?2 (2R ±  V 4 R 2 — m2); 2) |  π/?3 x

100.

y  .w v  ν~ .χ  j .  r  . . χ  . . .  „  g

4~. 97. B 4 раза. 98. st;41 смг.
99. 1) 2πRH.  У к а з а н и е .  Рассмотрите 
разность площадей двух сегментных по-

1 : \Г 2 .2)
cos'

105.

103.

4

S ] / S  sin -Ϊ- (2  +  cos —- 
4 V 2
G ] / π

верхностеи.

101. 1) 1 , 5 ( 6 + 2 )  1,5(2 +  j /3 )S .

104. 2лг2 V R *  — r \

106. -Ту ctg3 (45° j - j  ctg y  .3- π^/ c o s a t g - -

107. 1) r  =  j R ,  h =  j H .
У к а з а н и е .  Обозначьте радиус основания цилиндра через г, 

высоту через /г (рис. 94). Из подобия треугольников AMQ и AS0
R — r R , (R — г) Нследует: , отсюда h = --------—

V'
h Η 

пН

3) г

f*),· - R 
HR

2 (Η — R) ’

(2tfr

/t =

-  3r2) и
H  ( / /  —  2R) 
2 (Я — R)

T.

β 
Д.

Я > 2 Я .  
φ

Тогда V -- ^  (Rr2 — 

2) й =  -^Я .

108. 1) 2 : 3 ;  2) -i-Q. 109.
2nr2 ctg2 -g- cos2 -g

159 аж2.3 'v ' cos<p
ПО. Пусть H  — высота вписанного цилиндра, r — радиус его 

основания, тогда S =  4л У  R 2r2 — г* +  2лг2, 0 <  г <  R.
2 R*r — 4 г3V =  2π (У  я2

2г),

S'  =  0 только при условии R-r  — 2r3 +  г у . R 2r2 — г* =  0. (1) Так  D2
г* =  2г2 — /?2, откуда видно, что г2 >  γ  .как г =?& 0, то ] / tf2r 2 

Возведя в квадрат, получим: R 2r 2 — г* =  4r4 — 4R2r2 +R*,  откуда
№  ± I?21/5 

10 . Значение г2 __ 5 - ] / 5
10 /?2 не удовлетворяет неравен-

R2ству г2 >  значение г2 5 +  / 5  п2 
10

R■

/?2 удовлетворяет уравнению (1)

и неравенствам г <  и г2 >  ^ . Итак, r0 =  R  | / Р · Иссле­
дуя знак 5 ' при г <  г0 и г >  г0 (например, методом «проб»), при­
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ходим к выводу, что в точке г0 функция 5  (г) 
имеет максимум, совпадающий с наибольшим
значением функции на j ^ · , R J .

111. Обозначим искомый угол через 2*
(рис. 95). Рассмотрев Δ  ABD  и Δ  ЛВС, по­
лучим: S =  4n R 2 (cos2 x  sin x  -f- cos2 x  sin2 x) =
=  4π/?2(1 — sin2 λ:) (sio.* +  sin2*) =  4n R 2 X 
X (sin x  — sin2 *)(1 +  sin x )2, S '  =  4π7?2 (cos x  —
— 2 siri λ; cos x) (1 -(-sin *)2+  2 (1 -fsin  x) cos x  X

X (sinλ: — sin2*). Так как при 0 < * < - ^
cos * (1 +  sin *) Ф 0, то 5 ' — 0 только в
том случае, если (1— 2 sin*) (1 -f sin *) +  2 (s in * — sin2*) =  0,

1 + VT7—4 sin2 * +  sin * +  1 =  0, sin * Но sin * >  0, поэтому

2* =  2 arcsin ^ 17 . Для исследования знака производной удобно
исследовать знак трехчлена z =  —4 sin2* +  sin*  1; z > 0  при

14- VTi  η . 1 +  VTlsm * <  ο —  и ζ < 0  при sin * >8 8

Глава VII

1. 1) 2R (У R 2 +  2H2 +  R)\ 2) RH Ϋ 3  +  ±  R V 1 2 H 2 +  27 R 2 +
з я у з

2. Находим диаметр окружности, вписанной в A.SDC  (рис. 96): 
d =  a +  b — Y a 2 -\-b2. Рассмотрим сечение пирамиды плоскостью, 
параллельной основанию и отстоящей от вершины на расстояние 
b — (а +  b — Y а2 +  b2) — Y а2 4- Ь2 — а, сторона этого сечения 
равна образующей цилиндра. Сечение и основание пирамиды 
гомотетичны, поэтому

У  a2 -f Ь2. — а а (Vаг. 4- И — а) откуда * =  — —-----g -

3. 1) 3V К з ,
4 π ;0,413V; 2) ; 0.637К.

4. Обозначим длину ребра вписанной призмы (рис. 97) через х; 
тогда | АО | =  , | АМ  | =  * ctg ос. Имеем: R  =  +  x ctg а , от-

R R  sin а  sin 60°куда х =■-.ctg а  +  ctg 60° sin (α +  60°) И т. д.
β

5. sin α +  sin β +  sin(a +  β) 4 cos - γ  cos ij- sin

/ 3

& β
У к а з а н и е .π π

Пусть основание пирамиды — треугольник ABC,  у которого А =
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s

=  α, В =  β. Проведите диаметр АМ  основания цилиндра; щ  
треугольника А М В  найдете \ АВ  | =  2R  sin а . Стороны АС и ВС 
получите по теореме синусов. Если учащимся известна формула
-. =  2R,  то этот же результат можно получить без вспомога­
тельного построения. 1) Можно; 2) нельзя.

в. Обозначим высоту вписанного цилиндра через х. При­
менив тот же прием, что и в задаче 4, получим уравнение
0 . а 1 /3  а Y 3  лг Зяа9У з
Зл: +  л: ctg а  =  — , откуда * =  3 (3 + ^ )  И У =  8 (3 +  ctgap'

7 2 лЬ° 2jTft- ct S T
81 s in 2α sin a  * 9 sin2α

8. a rc c o sy ^ 7 0 °3 0 '. У к а з а н и е .  Вписанная пирамида явля­

ется правильным тетраэдром, 
р КУ2( / 2 — R2)

R V 2 +  У l2 — R 2 '
10. 1) Достаточность. Пусть около основания ABCD  пирамиды 

SABCD  описана окружность ω (рис. 98). Через точку 5  и окруж­
ность ω проходит единственная сфера я (см. задачу 41 из гл. VI). 
Эта сфера описана около данной пирамиды. 2) Необходимость. 
Пусть существует сфера з, описанная около пирамиды SABCD.
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Плоскость основания пирамиды пересекает сферу по окружности 
ω, описанной около этого основания.

11. Достаточность. Пусть около основания ABCD прямой 
призмы ABC DA1B 1C1D 1 можно описать окружность ω (рис. 99). 
Через эту окружность и точку А х проходит единственная сфера а. 
Плоскость боковой грани А В В 1А 1 пересекает сферу по окружности, 
которая, проходя через вершины Л, В, А х прямоугольника, про­
ходит и через его четвертую вершину В 1. Следовательно, В 1 6 о. 
Аналогично доказываем, что Сг е σ, D x € σ. Необходимость. Пусть 
существует сфера, описанная около данной призмы Ф. Плоскость 
Основания призмы пересекает сферу по окружности ω, описанной 
около этого основания. Плоскость боковой грани ΑΒΒγΑχ  пересе­
кает сферу по окружности описанной около параллелограмма 
А В В гА г, следовательно, этот параллелограмм является прямо­
угольником и (А А ^  j_ (АВ). Аналогично доказываем, что 
(AAi) _L (AD).  Итак, (A A J  j_ (ABC), т. e. призма Ф прямая.

12. 1), 2) Перпендикуляр к плоскости основания пирамиды 
(призмы), проведенный через центр окружности, описанной около 
этого основания; плоскость, перпендикулярная боковому ребру 
и проходящая через его середину.

13. п(а2 +  Ь2 +  с2).
14. Изображение шара считаем заданным (рис. 100). Верши­

нами октаэдра служат полюсы М и N и концы сопряженных диа­
метров А В и CD экватора. Vm : Fokt =  π : 1.

i г 4 л т 4
4 m2 — α2 — b2 '

16. 1) См. задачу 41 (1) гл. VI. 2) У к а з а н и е .  Рассмотрите 
вращение вокруг высоты пирамиды полуокружности, вписанной 
в треугольник, сторонами которого являются высота пирамиды, 
высота боковой грани, проведенная из вершины пирамиды, и проек­
ция высоты боковой грани на плоскость основания.

6 617. ( p ^ a r c s in  — , φ2 =  0°.
18. Обозначим радиус сферы через R,  объем призмы через U, 

тогда U =  ^-S„p · R .Так как высота описанной призмы равна 2R,

то U =  5  · 2R и -i-Snp · R  =  5  . 2R. Отсюда Snp =  6S

5ctg’ | t g p
19. ------- :—:— . У к а з а н и е .  Найдитеπ sin а

площадь основания, применив формулу

20. —-----—ina з- r . У к а з а н и е .
2 ^ 1 + sin-f-ctg

Рассмотрите ортогональную проекцию сферы 
на плоскость основания усеченной пирайиды. Рис. 100
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Получите уравнение a: ctg —|-----------=  b cos ~  , откуда
sin —2

находите х.

Глава VIII

1. У к а з а н и е .  Заметьте, что точка М  принадлежит сере­
динному перпендикуляру отрезка А гА 2у причем различным точкам 
М этого перпендикуляра соответствуют различные углы поворота.

2. У к а з а н и е .  Оси симметрии шестиугольника проходят 
через его противолежащие вершины, причем эти оси пересекаются 
в центре окружности. Воспользуйтесь тем, что углы шестиуголь­
ника, взятые через один, конгруэнтны.

3. У равноугольного шестиугольника, вписанного в окружность, 
противоположные стороны попарно параллельны. Оси симметрии 
каждой пары проходят через центр окружности. Эти оси являются 
осями симметрии шестиугольника.

4. Композиция нечетного числа центральных симметрий есть 
перемещение, которое каждый луч отображает на противоположно 
направленный луч. Следовательно, такое перемещение есть цен­
тральная симметрия.

5. У к а з а н и е .  Рассмотрите поворот плоскости вокруг 
точки М  на угол 90°.

6. У к а з а н и е .  Воспользуйтесь симметрией, центр которой 
совпадает с центром окружности.

7. Рассмотрим композицию двух поворотов: и /?|70°. По­
лучаем перенос АС. При этом переносе точка D отображается
на F , причем DF  =  АС. Но FDE  =  45°, поэтому и искомый угол 
равен 45°.

8. Пусть М  — общая точка данных окружностей ωΑ, ω2, ω3. 
Точки Л, 5 , С — вторые точки пересечения ω2 и ω3, ω3 и ωχ, 
ωχ и ω2. Рассмотрим композицию трех осевых симметрий S<am), 
S(mb), S(MC), являющуюся симметрией с осью (М02), где 0 2 — 
центр окружности ω2. Если точка Р диаметрально противоположна 
точке М  на ω2, то S{Ma)(P)=Q> S (m b)(Q )=#, S{Mq  (R) =  P, 
причем \PA\  =  \AQ\,  | QB | =  | BR  |, | RC \ =  \CP\.  Следовательно, 
\AB]y [BC]t [СА]—  средние линии в треугольнике PQR, а поэтому 
окружность, описанная вокруг треугольника АВСУ имеет тот же 
радиус, что и окружности, описанные вокруг треугольников QABt 
RBC , РСА.

9. См. решение задачи 8.
10. Пусть х  — искомая прямая: Н \  (х) =  Х\У Нв  (*) =  х и  

H™ (x) =  χν  Следовательно, ° Н а  (x ) =  х . Поэтому прямая x
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проходит через центр гомотетии композиции Н1в оН\ .  Точно

так же прямая х  проходит через центр композиции Я ст  о На\ 
э т и м и  условиями прямая х  определяется однозначно. Если одна 
из композиций есть перенос, а вторая композиция отлична от 
переноса, то прямая х  определяется однозначно. Если обе ком­
позиции — переносы, то задача имеет бесчисленное множество 
решений или же не имеет совсем решений.

11. Пусть т П р =  Р, n f) q =  Q. На прямой PQ построим две 
точки R  и S  так, чтобы | RP  | =  | -PQ | =  | QS |. Точки А =  (MR) Π Р 
и D =  (MS) f] q искомые. Возможны еще три решения.

13. У к а з а н и е .  Рассмотрите две пары подобных треуголь­
ников.

14. У к а з а н и е. Примените решение задачи 13.
15. У к а з а н и е .  Опишите вокруг квадратов окружности 

и докажите, что прямые A A lf B B lt ССг проходят через вторую 
точку пересечения окружностей.

16. Заметим, что треугольник АМ С  отображается на треуголь­
ник D M B  при подобии второго рода с центром М  и осью, являю­
щейся осью симметрии прямых А В и CD. Отсюда следует, что ме­
дианы одинаково наклонены к каждой из осей симметрии.

17. У к а з а н и е .  Рассмотрите преобразование подобия вто­
рого рода, при котором треугольник ACD отображается на тре­
угольник A B C , и постройте ось подобия этого преобразования.

18. Треугольники ADC  и CDB подобны и одинаково ориентиро­
ваны. Подобие плоскости, отображающее треугольник ACD на тре­
угольник CDBy преобразует медиану А М  в медиану CN. Но подо­
бие первого рода отображает каждый луч на луч, угол между ко­
торыми постоянный для данного подобия. Поскольку [DA) -*■

\DC)и [D A ) J_ [DC)y то лучи А М  и CN  также перпендикулярны.
19. У к а з а н и е .  Проведите медиану MQ треугольника M N B  

и воспользуйтесь результатом задачи 18.
20. У к а з а н и е .  Рассмотрите два подобия первого рода 

с общим центром, который совпадает с точкой пересечения четы­
рех окружностей. (Воспользуйтесь построением центра подобия 
посредством двух окружностей.)

21. У к а з а н и е .  Заметьте, что центроиды трех (а также 
оставшихся трех) треугольников являются вершинами равносторон­
них треугольников, причем центроиды обоих равносторонних тре­
угольников совпадают.

22. Из центра О окружности проведем перпендикуляр ОМ 
к хорде А В, точка М  — середина хорды. Точка М  отображается
на точку Р при подобии с центром О, коэффициентом ^ l : c o s - ^ j f
углом поворота .

23. Точка Р получается из середины Р0 хорды АВ  при ком­
позиции поворота плоскости около центра окружности на угол
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Gt 1γ  и гомотетии с центром О и коэффициентом k =  — — . Но се-
C0ST

редины Р0, Q0, J?a, S0 сторон четырехугольника ABCD  являются
a

вершинами параллелограмма, который при повороте Rg  и гомо­

тетии Но (  k = — -— ^ отображается на параллелограмм PQRS .
\  cos Т /

25. У к а з а н и е. Убедитесь в том, что для того, чтобы точки 
Ру Q, R принадлежали одной прямой, необходимо и достаточно, 
чтобы точка М  принадлежала окружности, описанной вокруг 
треугольника ABC.  Предварительно докажите, что основания 
перпендикуляров, проведенных из точки М  на прямые ВСУ СЛ, 
А В , принадлежат одной прямой тогда и только тогда, когда точка М 
принадлежит описанной вокруг треугольника ABC  окружности.

26. У к а з а н и е .  Воспользуйтесь тем, что при перемещении 
полупространство отображается на полупространство, луч — на 
луч, причем пересечение двух фигур отображается на пересечение 
их образов.

27. У к а з а н и е .  Каждую из осевых симметрий представьте 
как композицию двух плоскостных симметрий с перпендикулярными 
плоскостями симметрии. Общую плоскость данных осей выберите 
в качестве одной из плоскостей симметрии.

28. У к а з а н и е .  Представьте каждый поворот вокруг сси 
в виде композиции двух плоскостных симметрий, причем в обеих 
композициях в качестве одной из плоскостей симметрии выберите 
ту, которая проходит через данные оси поворота.

29. Очевидно, что р ^  9, так как в противном случае SqoSp =
->■ ->■ “·>■

— а ф  О, Sp о Sg =■· —а и а =  — а, откуда а =  0, что противо­
речит условию задачи. Если же допустить, что р ~  <7, то переме­
щение SqoSp отображает общий перпендикуляр т прямых р и q

на себя, причем это отображение прямой т есть перенос с Ф U, 
но тогда SpoSq ψ  SgoSpy что снова противоречит условию задачи. 
Итак, р пересекает q. Далее следует рассмотреть плоскость (/?, q).

30. Композиция центральной симметрии относительно середины 
отрезка общего перпендикуляра данных скрещивающихся прямых 
и плоскостной симметрии относительно одной или же другой пло­
скости, проходящих через этот общий перпендикуляр и одинаково 
наклоненных к данным прямым, отображает одну из данных пря­
мых на другую. Но такая композиция есть осевая симметрия. 
Третья ось симметрии совпадает с общим перпендикуляром данных 
прямых.

31. Если плоскости α, β и γ пересекаются по прямой /,то компози­
ция S T о о Sa есть перемещение с точечно неподвижной прямой 
/. Такое перемещение есть либо поворот вокруг /, либо плоскост­
ная симметрия S 3t где 1 а  8. Но рассматриваемая композиция есть
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перемещение второго рода, поэтому она представляет собой сим­
метрию 5 δ. Обратно, если SToSpoS« =  S5, то 5peSa =  57o55 H 
плоскости α, β, γ и δ либо проходят через одну прямую, либо 
попарно параллельны.

32. Ось проходит через точку пересечения данных осей 
и лежит в их плоскости. Если а, Ь, с — данные оси, а d — полу-
ченная ось, то (a, b) =  (d, с).

33. Осевая симметрия. Если a, b я с — данные три оси, то 
получаем; Sc oSboSa =  Sj, где d \ \a 9 причем средняя линия для 
а и с совпадает со средней линией для b и d.

34. Если / и р —  оси, / X р, (/, р) =  а , то S/ =  SaoS^, =
=  S7 о Sat где β J_ a , β J_ р. Поэтому β j_ γ. Следовательно,
Rp° Si =  о Sa о Sa о Sp =  oSp =  S g, где q =  β f| γ (1).

35. Пусть β f) γ =  я, Построим ортогональ­
ные проекции ах и сг прямых а и с соответственно на плоскостях а  и γ. 
Плоскость δ, проходящая через аг и clt искомая.

36. 12 перемещений первого рода: 3 осевые симметрии, 8 пово­
ротов вокруг 4 осей и тождественное преобразование; 12 переме­
щений второго рода: 6 плоскостных симметрий, 6 поворотных сим­
метрий на +90° вокруг прямых, проходящих через середины про­
тивоположных ребер, причем плоскости этих поворотных симмет­
рий проходят через центроид тетраэдра перпендикулярно противо­
лежащим ребрам.

37. 24 перемещения первого рода: по два поворота (на 120° 
и 240°) вокруг каждой диагонали куба, 6 осевых симметрий отно­
сительно прямых, проходящих через середины противолежащих 
ребер куба, 12 поворотов (на углы 90°, 180°, 270°), тождественное 
отображение; 24 перемещения второго рода.

38. Плоскости двух симметрий, при которых соответственно 
А -*■ Ах и В - ^ В ц  пересекаются по оси поворота.

39. Перенос является примером перемещения первого рода, 
которое не имеет неподвижных точек. Если М  — неподвижная 
точка, а А1$ В B lt то этими парами точек перемещение пер­
вого рода определяется однозначно и, как нетрудно доказать, 
оно представимо как композиция двух плоскостных симметрий, 
причем прямая / пересечения плоскостей проходит через М. Все 
точки прямой / неподвижны.

40. 1) | АВ  | =  | ВС  | =  ] CD | =  | DA  |, Плоскости симметрий 
проходят через ребра BD  и АС. Они пересекаются по оси сим­
метрии; 2) \ A B \ ~ \ D C \ ,  \ВС\ — \AD\.  Оси симметрии проходят 
через середины ребер АС и BD\ 3) \ АВ\  =  \ DC\ t \ B C \ = \ A D \ 9 
\A C \^= \B D \ .  Оси симметрии проходят через середины противо­
положных ребер.

1 Символом обозначается поворот пространства вокруг оси р на направ­
ленный угол <*.
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41. Искомое множество — четыре прямые. Если α, β, γ — дан­
ные плоскости, то эти четыре прямые получаются от пересечения 
пары плоскостей симметрии для а  и β с парой плоскостей симме­
трии ДЛЯ β И γ.

42. У к а з а н и е. Постройте плоскости симметрии для каждой 
пары граней данного трехгранного угла. Они пересекаются по оси 
круговой конической поверхности, касающейся плоскостей граней 
трехгранного угла. Через каждую точку, принадлежащую трех­
гранному углу и внутренней области конической поверхности, 
проходят по две сферы, касающиеся граней трехгранного угла,

43. У к а з а н и е. См. решение задачи 42.
44. У к а з а н и е .  Рассмотрите следующие случаи:
1) Точки Л π β  не разделены ни плоскостью а, ни плос­

костью β.
2) Точки А п  В разделены хотя бы одной из данных плоскостей.
45. Данная точка принадлежит одному из 8 трехгранных углсв, 

определяемых данными плоскостями. Впишем в соответствующий 
трехгранный угол произвольную сферу, центр которой принадле­
жит прямой, по которой пересекаются биссекторные плоскости 
трехгранного угла. Далее следует воспользоваться преобразова­
нием гомотетии. Задача имеет или два, или одно решение или не 
имеет ни одного решения. У к а з а н и е .  Отдельно рассмотрите 
случай, когда точка принадлежит плоскости.

46. У к а з а н и е .  Заметьте, что прямая /, проходящая через 
середины М  и N  ребер АС  и B D , является для тетраэдра осью 
симметрии, поэтому прямой I принадлежат точки О, /  и G, которые 
однозначно определяются данным тетраэдром.

41  Отложим на ребрах четырехгранного угла от его вершины 
равцые отрезки | О А | =  | ОВ | =  | 0С | =  | OD |. Пусть точки Л, β , 
С, D не принадлежат одной плоскости, тогда | АВ  | =  | CD |, | ВС  | =  
— \AD\.  Опишем сферу вокруг тетраэдра ABCD.  Вершина О 
четырехгранного угла — центр сферы. Но тетраэдр имеет ось сим­
метрии, проходящую через середины отрезков АС и BD.  Эта ось 
проходит через центр сферы и является искомой.

48. Если /?! и R 2 — радиусы данных окружностей, то коэффи­
циенты гомотетии равны k l =  R 1 \ R 2l k2 =  —R l : R 2, а центры 
гомотетии принадлежат прямой, проходящей через центры окруж­
ностей.

49. У к а з а н и е .  См. решение задачи 48.
50. У к а з а н и е. Опишите вокруг данных кубов сферы. Про­

ведите через линию центров сфер плоскость, параллельную двум 
граням данных кубов, и рассмотрите задачу применительно к этой 
плоскости.

51. Композиция данных гомотетий есть подобие; поскольку 
это подобие отображает каждый луч на ему сонаправленный (или 
на противоположно направленный), то подобие есть гомотетия. 
Но при этой гомотетии плоскость а  отображается на себя, поэтому 
полученный центр гомотетии принадлежит плоскости а .
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53. У к а з а н и е .  Воспользуйтесь тем, что композиция двух 
гомотетий H kM , H lN , k l  φ  1, есть снова гомотетия # £ , причем центр Р  

этой гомотетии принадлежит прямой Μ Ν.
54. Каждые три внешних центра гомотетии принадлежат пря­

мой. Полученные четыре прямые попарно пересекаются, но все 
четыре не имеют общей точки, поэтому они лежат в одной плос­
кости.

55. Пусть Н а , Нв , Н е ,  Но — данные гомотетии, отобража­
ющие плоскость σ на плоскость ах. Чтобы построить плоскость а,

у 2
необходимо построить центры трех гомотетий: Я"1 о

_2
о На , Н£ о Н а- Через эти центры проходит искомая плоскость о. 
В частных случаях задача имеет бесконечное множество решений 
или же не имеет решений.

56. Вокруг данного тетраэдра опишем сферу. Гомотетия, ото­
бражающая эту сферу на данную сферу, отображает данный те­
траэдр на искомый.

57. Пусть прямая / пересекает данные плоскости соответст­
венно в точках A l t  Β χ ,  С х , D x . Построим на прямой A 0D 0 точки
Вц и Cq , такие, чтобы Α χ Β χ : В хСх : CxDx =  А0В : В'0С0': C 'D 0. 
Проведем прямые В 0В'0 и С0С0\  Через вершины А0, В0, С0, D0 
проведем плоскости α0, β0, γ0> δ0, параллельные прямым В 0В'о, 
C0Cq. Подобие пространства, при котором а 0 α, β0-*β , 79 
δ0 -> δ, отображает тетраэдр A0B 0C0D0 на искомый тетраэдр 
ABCD.

58. При гомотетии сохраняются углы, поэтому общий перпен­
дикуляр р прямых а и b должен отображаться на общий перпен­
дикуляр ρχ прямых ах и Ьг. Если а \] р =  A ,  b f) р =  В ,  ах f) Ρι =  
=  А х , Ьх[)рх =  В х ,  το [ Α χ Β χ ]  II [ А В ] .  Гомотетия (или перенос), 
отображающая А  на А г и В  на В х , искомая.

59. Если П* есть данное подобие с коэффициентом k , к Ф  1,

а Н ^  есть гомотетия с произвольным центром М,  то композиция
_1_

Я ^ о П Л есть перемещение D .  Отсюда Пk =  H kM ° D .

60. Построим две параллельные различные прямые так, чтобы 
на них были соответственно по паре соответствующих при дан­
ном подобии точек: А  и А и  В  и B L. Поскольку \ Α Β \ Φ \ Α χ Β χ \ ,  

то прямые А В  и Α χ Β χ  пересекаются в центре подобия.
61. Согласно условию задачи k B C  +  1 С А  +  т А В  =  0 и k B C  +  

+  1 С А  +  т  ( А С  +  С В )  =  0. Отсюда (т —  I) А С  +  (т —  k )  СВ «= 0.

Поскольку векторы АС  и СВ неколлинеарны, то т — / = т — 
_  k  =  0, откуда k  =  / =  т.
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62. Имеем: 2PN =  PC +  PD,  2PM =  PA +  PD. Но PB =  

=  —4РМ,  3РА = —2PN,  следовательно, —3РА  =  РС +  PD,  2Р Л +
+  2PD =  — Р 5 . Отсюда находим: РА -f  РС =  PB  +  PD.

63. Имеем:

ОА1 +  ОА2 =  ОВ +  ОС, ОВ,  +  ОЯ2 =  ОС +  ОА, ОС, +  ОС, ^
=  0 4  + (Ж

Отсюда после почленного сложения получаем:

3 θ 4  +  30G,  =  2 · 300, GG, +  OG,=  200.

64. Имеем: 44^ “  АВ  +  5 /lj , ВВ,  =  РС  +  СВ,, СС, =  С/1 +  
+  ЛСХ. Следовательно, АА,  +  ВВ,  +  СС, =  (Г, так как АВ  +  

+  ВС +  С А =  0, а сумма 5А Х +  СВ,  +  АС, есть вектор, полу­
ченный из нуль-вектора ВС +  СА +  /15 при повороте плоскости 
на угол — 45° и при подобии с коэффициентом k  =  1: ] /2 .

65. Очевидно, что

Отсюда

k л§ , Тс 
Т +  ь

. i Л-?* i о Λ г sin Л а : |ЛЛ1| = 2 c o s  2-: — ^  .
sin —- 

2

Поэтому аЛМ =  2Rr{~^- +  Аналогично

bBM =  2 R r \ ^ -  +  ^ f ) ,  сСМ ~  2 R r . 

Пооле почленного сложения этих равенств получим: 

аМА  +  ЬМВ +  СМС =  0.

66. Имеем: ОС =  а  ОА +  р05 . Если (ОВ) f) (АС) =  В,,  то

<ч ^ч
2Λ Q sin 2ВСВ± sin 2Λ Qа  =  — т=г   i аналогично β

ВХЛ sin 2С sin 2С

—"♦ ■'“'Ч —> /Ч т-» ''Ч

Следовательно, ОС sin 2С =  — О A sin 2Л — ΌΒ sin 25.
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67. Имеем: НС =  а НА +  $НВ\ если (В И) р (АС) =  Вх, то

C B i _  ctg С _  tg А^  -—>   Х'Ч ✓ч ·
ВХА ctg A tg С

t в4Аналогично β =  — .
tg С

После подстановки найденных значений а  и β в разложение 
вектора НС  убедимся в истинности доказываемого равенства.

68. Из соотношения НА  · tg А +  НВ  · tg В  +  НС ■ tg С =  О

(см. задачу 67) следует: ОН =  (ОА · tg А +  ОВ ■ tg В  +  ОС · tgQ i

: (tg A  - f  tg В Ar tg С). Но ОН — О А -4- ОВ +  ОС, где О — центр 
окружности, описанной вокруг данного треугольника. Приравни­
вая правые части этих равенств, получим искомое соотношение.

69. Пусть (МА) (1 (ВС) =  Л ,  (МВ)  f| (СА) =  В и (МС) f) (АВ) =
=  Сх. Имеем: АСХ: СХВ =  у \ х \  аналогично ADX: DXB =  zx:  yz=* 
=  x : у. Следовательно, точки А[ — (ΝΑ) П (ВС), В[  =  (NВ) f| (СА), 
C'X =(NC)  f] (АВ) симметричны точкам Ах, В\  и Сх относительнб 
середин сторон треугольника.

70. Если (МА) f) (BC) =  A i , (МВ) р  (СА) =  В Х, (МС) р (АВ) -

«= Сх, то М СХ =  kMC  =  МА.^ 2 ^ '> где λ =  4 1 г . Отсюда МА  - f
1 +  λ с гВ

4- λΜΒ  — k  (1 -f- X) М С  =  0. Учитывая условие задачи, получаем: 
1: λ : — k (1 +  X) =  I ВС  |а : | СА|2: | АВ |2. Сдедовательно, λ -  | СА,|а * 
\ \ В С \ й, т. е. точка Сх делит сторону АВ пропорционально квад­
ратам прилежащих сторон треугольника. Аналогично строим точки 
Αχ и Вх. Прямые АА1г В В Х, ССХ пересекаются в искомой точке М.

71. У к а з а н и е .  См. решение задачи 70.
72. Имеем:

РАХ =  Урв-± гРС =  kPA,  РВХ =  гРС +  хРА. =  1РВ.
1 у + *  ’ 1 г + х

Отсюда

(у -4- z) kPA  — у Р Ь  — гРС  ="о, х РА  — I (z +  x) РВ  +  zPC  =  0.

Из этой системы находим k: k =  —x : (у +  г). После подстановки 
этого значения k  в первое равенство получим: хРА  +  уР В  +  г Р С — 

=  0 .
76. Из условия задачи следует:



После подстановки значений OBt и 0 5 2 получим:

OCl =  -(у _[i (λ2ΟΑο +  λ (ΟΑι +  OA3) +  ОЛ2). 
Аналогично

ОС* =  (Τ ψ ιρ  (^ОАз  +  λ (ОА, +  ΟΑχ) +  ОА,).
Отсюда

^ι^2 =  (Г+1)2 № А 2А3 — ХЛ2Л3 +  ^2^з) =  ' (| χ |ΐ1 А.гА3.
3)Искомый коэффициент гомотетии равен 1 — ^ · Центр гомо­

тетии совпадает с центроидом данного треугольника.
84. Пусть Ρχ и Р 2, Qx и Q2, Βχ и R« — середины противопо­

ложных ребер тетраэдра ABCD.  Тогда

о р , =  Щ о р , - ™ \ ° ь·.

Для середины G отрезка ΡχΡ2 имеем:

OG =  j ( 0 A  +  0B  +  OC+OD).

Итак, точка G — центр симметрии для середин ребер тетраэдра.
85. У к а з а н и е .  Убедитесь в том, что Α Β χ  - f  CDj =  Β Ο χ  4- 

4- DAx. Отсюда Α Β χ  =  Β Ο χ  — Ο ϋ χ  +  DA2.
80. Имеем: hAB  4· IBC ■}* tnCD -f- tiDA ”  0, AB 4~ BC  4· CD 4·* 

+  DA  =  0. Отсюда (/ — k) BC  +  (m — k) CD -f  (« — k) DA  =~0;
так как векторы BC, CD, DA некомпланарны, то k =  / =  m =  п.

87. Из подобия треугольников следует, что

ОС - аОА +  βόβ, ОСх =  αΟΑχ +  βΟΒχ,

откуда ССХ =  α Α Α χ  4- $ Β Β χ \  следовательно, прямые ААХ, Β Β χ  и CCj, 
параллельны плоскости.

88. Пусть О — произвольная точка. Имеем:

ОСх =  — —̂ =  -j- (О Αχ -f- ОАг +  О А, 4- О Αχ), ОС2 =

=  j -  (ОА2 4~ ОА3 4- ОAt 4* ОА3).

Отсюда С2С2 ■= (ОА6 — О Α χ )  =  А2Ай; аналогично С2С3 =  Α 2Α χ  

и т. д. Следовательно,

{С2, С3, Сх, С6, СЦ =Ηο({Αχ ,  А 2, А 3, Αχ, Д5}), 

где k  =  — ~  , G =  ( АхС 2) Q {А2С3).
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89. Необходимость. Пусть А, В, С и D принадлежат плос­
кости. Тогда CD =  рСА +  qCB или OD — ОС =  р {ОА — ОС) 4-

+  q (ОВ — ОС). Следовательно, OD =  рОА +  qOB + (1  — р — q) ОС, 
г =  \ — p — q.

Достаточность. Из условий задачи следует

OD =  рОА -f· gOB -f- (1 — р — д) ОС,

или CD =  рСА +  дСВ, т. е. Л, 5 , С, D принадлежат одной 
плоскости.

90. Имеем: М Р  =  — C yMD- , MQ =  , M R  =*
x ~r У У ~r 2

ΖΛί A ~f“ ίΛΙΰ i ж η Αίβ —j— ^AiC ту Л Л «i «у П i ι/λ ядГо *=---- — , MS = — — . Но M P  =  XMR> M Q = \ x M S 9

поэтому
*А1С +  t/Ж )  =  Μ ί± ϋ )  (2д й  +  (МВ),Ζ I
y M D  +  гМЛ =  μ·{-^ -  (МВ  +  kMC).

Исключив из этой системы MD,  получим:

х М С — гМ А  =  λ (* (гМА +  tMB)  — (МВ +  kMC).

Но векторы МА, МВ  и МС некомпланарны, поэтому
_  А:|х(у +  г) _  _  λ (х +  у) г λ (x +  у) t __ μ ^  + ζ)

1 +Λ ’ z + t  ’ z + t  ~  1 + * ·

Отсюда λ =  — —J— . следовательно, хМС  +  yMD  +  zMA  -f
x  \ У

— > - f   ̂ j .  ̂ —►
- f  Ш 5  =  0. Далее, μ =  J — , поэтому k — x : t, M S =

x  “Г У

tMB +  xMC и b s : S C  =  x : t .
t +  x

91. Пусть M lt M 2, N ly N 2— середины отрезков DM, CM, AN,  
BN. Имеем:

M f l i  =  j  (DN +  MA}, N j j 2 =  ~  AB, n 7m 2 =  ± ( N C +  B M ),

M^Mi =  j C D .

Все указанные векторы компланарны с АВ  и CD, поэтому точ­
ки M lt М 2, N lt N 2 принадлежат одной плоскости. 92. k — 1, / =  3.
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93. Пусть (DI) П (ABC) =  / 0. Вначале надо доказать, что

//„ =  sJ a  +  s-j/B +  s s ic  β ΐ : Π  =  «i +  s2 +  ss
S1 +  4  S3 ' ° S4

Отсюда следует, что DI =  - $l! S*!B +  SslC и s J a  4  s.JB 4

-f· SglC 4  S4/O  =  0.
95. У к а з а н и е .  Если принять точку А за начало, то Α β ,=

=  тАС 4  nAD, АСХ =  pAD 4  qAB; числами т, п, р и q прямая I
определяется однозначно. Выразите векторы ADX и ААХ через
эти числа и векторы АВ, АС, AD,  затем проверьте истинность 
теоремы.

96. Имеем:
ОСх =  kOA 4  (I — k) ОВ, CC1 =  kOA +  ( 1 -  k) ОВ — бС.

Но ССХ · АВ  =  0, следовательно
(k ОА +  (1 — k) ОВ — ОС) · (ОВ — ОА) =  0

или
(k(OA — ОВ) 4  ОВ — ОС) · (ОВ — ОА) =  0.

Отсюда
k _  (ОЛ — ОВ) · (ОВ — ОС) _  _  R*(cos 2С— cos 2В +  cos 2/Г— 1)

(ОА — ОБ)* с2 J

k  = ---------- (1 — cos 2А 4  cos 2β — cos 2C).4 sin2 С

97. 2 sin2 -y  =  cos (A — B).

98. Пусть О — центр окружности. Тогда МАХ =  ОАх — ОМ»
ΜΑχ =  2R2 — 20Αχ · ОМ . Следовательно,

|ΜΑχ |2 4  IМА212 Н 4 |  МАп |2 =  2nR2 — 2ОМ · (ΟΑχ 4

4  &42 4  · · · 4  ОА„).

Но ΟΑχ 4  0Α2 4  · · · 4  ОАп =  0, поэтому f М А Х \2 4  | МА2 |Ч --------Ь
4  |МА„ |2 =  2 nR 2.

99. Пусть ABCD — данная трапеция ([АВ] || [СО]). Необходимо 
проверить равенство

(ОС — ОА)2 4 ( 0 0  — W  =  (Οβ — 0С)24  (бЬ —  бЛ)24  
4 2 ( 0 β  — ОА) · (ОС — 0 0 ).

После раскрытия скобок убеждаемся в истинности доказываемого 
соотношения.
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100. Очевидно, что OD =  О А +  ОС — ОВ. Отсюда OD2 =  3 R2 +  
-f- 2R2 (cos 2В  — cos 2С — cos24) =  3R 2 -f- 2R 2 (— 1 —2 sin2 В +  

+ 2  sin2 С+  2 sin2 А) =  R 2 +  а2 +  с2 — Ь2.
102. У к а з а н и е .  См. решение задачи 100.

103. Имеем: CD =  СВ -f  ВМ  +  MD,  где М  — середина \АВ]. 

\CD\2 =  α2 +  ί -  +  1  — 2а ■ - |·cos В +  2α · ~  cos (90° +  В) =
Г2 ^  «Л л2 I 1,2

=  а2 +  γ  — а · с cos В  — а · с sin В — — j  2SABc-

Если точки С и D разделены прямой АВ, то 

|C D |2 = ~ ^  +  2 S Ab c .

104. Согласно задаче 98 имеем: х 2 =  72R2.
106. Пусть А  и В — центры окружностей. Очевидно, что

МВ =  —  MA, (МХ — MA)2 =  M A 2, (МУ +  МА)2 =  МЛ2, М Х  х  

X МУ =  0. Отсюда М Х 2 —  2МХ  · МЛ =  0, М У2 +  2м 7 -  М Л = 0. 
Заметим, что М Х 2 — M Y 2 =  2МА (МХ  +  МУ) и 

(МХ  — M F)2 =  2МЛ (МХ  -  МУ).
Из системы

' (МХ  +  МУ) ■ (МХ — M Y  — 2MA) =  0,
(МХ — МУ) ■ (МХ  — МУ — 2МА) =  0

следует, что М Х  — МУ  =  2МЛ, т. е. диаметр окружности, опи­
санной вокруг треугольника МХУ,  равен 2 1МА  |.

106. У к а з а н и е .  Разложите векторы ОС и OD по ОА и ОВ,
найдите разложения векторов ОМ и ON по ОА и ОВ и проверьте 
их перпендикулярность.

107.

^  т ' ( т + “ ) ^  т * ( т + ^ )ctg ВС,С =  * - 1 1  L , ctg САуА -  2 - 1 1 -----L ,
7 / 7  , -л
? ? + с ] 

ctg 4B 15  +  - ^  i ,

147



где АВ — с, ВС =  а, СА =  b, s — площадь треугольника.

Ъ 'Огсюда ctg ВСХС 4  ctg САХА 4  ctg АВХВ =  -j- (а 4  ~Ь +  с)2 =  0.

" « · ( — — -к-) 2а* + Ϊ Γ Ϊ  ~  -> ч-
108 .  Ц ---~  =  — = Ct&BCCi' где в с  =  а,

■—> -4---------» -4

СА =  b, ЛВ =  с, s — площадь треугольника ЛлВС. Левую часть
доказываемого равенства можно записать так:

1 ~4 —►· " f  ~4 —> —4 -4 -4 ·4 Q /л2 t /,2 I λ2\
2j- (2 α2 +  262 +  2 с2+ a - b - \ - b - c + c - a )  =  —-— 4s —- .  

Точно такой же вид имеет и правая часть.

109. ctgA +  = ^ l ,  ctgfi =  = b ! .  ctgC =  - % A ) We a -

=  ВС, b — СА, с =  АВ. Но а 4  b 4  с — 0. Огсюда

Ά  t  , Т "*■ , ~Т ~аг 46* +"с2- ( a - b  +  b- c +  c - a )  =  h 2 .

110. Если рх, р2, р3 — рассматриваемые проекции, то

|БС · МА] =  j £C|  ·|  МА\  · | cos tpt | =  арх, | СА ■ М В\  =  ар2,

| АВ ■ МС | =  ар3. Но ВС ■ МА  4  С А · М В -\- АВ ■ МС — 0, поэтому 
из трех чисел арх, ар2, ар3 сумма двух равна третьему.

111. Пусть п ■ ОХх +  /? =  0; тогда п (ОХх — ОХ) =  0,
-4---------> ----> -4
п Х гХ  =  0. Но множество всех таких точек X, что Х гХ  _]_ п, есть

И
плоскость, проходящая через Х г перпендикулярно п. d -----

112. Имеем: (ОХ — а)2 а2 — M =  R 2. Если а =  ОР'  то по­
лучаем сферу Р Х 2 = R 2 с центром Р радиуса R.

“4 — >
113. Если а =  ОР , то точка Р — центр сферы (см. задачу 112). 

Воспользуемся тем, что расстояние от точки Р до плоскости рав-
-4 -4 -ί­
α · л 4- рно R. Имеем: . = V  а2 — М.

\п\
114. У к а з а н и е .  Необходимо проверить, что для тетраэдра 

ABCD из равенств (ОА — ОВ)2 =  (ОС — OD)2, (ОА — ОС)2 =  (ОВ —

— бЬ )2, (ОА — OD)2 — (ОВ — ОС)2 следуют равенства: (ОА 4  
4  ОВ — ОС — OD) (ОА 4  ОС — ОВ — бЬ)  =  0, (ОА 4  ОВ — ОС —
— OD) ■ (ОА +  6 Ь  — ОВ — ОС) = 0, (ОА +  ОС — ОВ — OD) х  

X (ОА 4  б Ъ  — бВ — ОС) =  0.
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115. Пусть ABCD— данный тетраэдр. Тогда

cos СAB?CD ) =  - * * ■ % _  =  =
\A B \-\C D \ \A B \-\C D \

=  — 2 _  (0S · 0D  — ОВ · ОС — 0 4  · OD +  0 4  · ОС) ^
2 1 Л В  | · |C D I

-  — 21 ЛВ|‘. I СВ| <1 Д-Р1а + 1 Р — |ДС |̂  -  МР |̂ >.

116. Если D0 — центроид грани ABC тетраэдра ABCD,  то 
DD0 =  ^ ( D A  +  D B + D C ) .  Отсюда | DD0 |2 =  ~  (0 4  +  DB  +

+  D C f  =  у  (| DA |2 +  | DB  |2 +  | DC |2) - 1  (| ЛВ |2 +  | ВС |2+ |  0 4 |2).
117. У к а з а н и е .  Запишите в векторной форме условия 

перпендикулярности пяти пар соответствующих ребер данных 
тетраэдров и убедитесь, что следствием этих условий является 
условие перпендикулярности шестой пары ребер.

118. Заметим, что если высоты тетраэдра ABCD пересекаются 
в одной точке, то противоположные ребра тетраэдра попарно
перпендикулярны. Поэтому АВ · CD =  АС · BD = AD  · ВС =  О
или АВ · (AD — АС) =  О, АС - (AD — АВ) = 0 ,  X d  . (АС — АВ)=0.
Следовательно, АВ · АС =  АВ · AD =  АС · AD — k. Если k <  О, 
все углы тупые; если k >  0 — острые, если k =  0 — углы прямые.

119. У к а з а н и е .  Докажите, что равенство (ОС — ОЛ)2 =  
=  (0D — ОВ)2 влечет за собой истинность равенства:

(ОА +  ОВ — ОС — ОР) (ОВ — ОА) _  (ОА -j-OB — ОС — ОР) · (0D —  ОС) 
\OA +  OB — OC — OD[ \5a  +  0 B - 0 C - 0 D \

В виду того что из этого равенства следует и предыдущее равен­
ство, то верна и обратная теорема.

120. Если О — центр сферы, описанной вокруг тетраэдра, то
{ОА +  ОВ +  ОС —  OD)2> 0 ,  откуда 4Я2 +  2R2 —  | АВ |2 +  2R2 -  
— ВС|2 +  2R2 — | С А |2 — 2R 2 +  |Л О |2 — 2 R2 +  \BD\2 — 2R2 +  
+  CD I2 >  0, | А В \*+1 ВС |2 +  | С А |2 < 4 / ? 2+ |  DA  |2+ |  DB  |2 + |D C |2.

121. Пусть ХОР =  0Q; тогда (ХОР — ОМ)2 =  1; отсюда λ =  
=  2Ο Ρ · Ο Μ : Ο Ρ 2. Необходимо доказать, что X =  3. Имеем: 0 Р  =

=  <>а * * 0А  +  ° В—°~Р ОВ +  2 ^ ОС, ОА - ОР =  ОВ ОР =
0А% О В2 ОС?

—ОС · ОР =  ОР2. Отсюда

о р  ■ о м  =  22?ОА ■ о м  +  2 £ о в  ■ о м  +  2 ^ о с  ■ о м ,
О А * Об* ОС*
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2ОР РМ _  20А ■ ОМ 20В ■ ОМ 2ОС ОМ _

ОР* ОА* ОВ* ОС*
_  ОА*+ОМ* — АМ*  ̂ ОВ* +  ОМ* —  ВМ*  ̂ ОС* +  ОМ* —  СМ* _ _  g

ОА* ОВ* ОС*
123. Отложим от вершины О равные единичные отрезки: 

| О А | =  | ОВ | =  | ОС | =  | OD j. Четырехугольник ABCD  —  квадрат.
Имеем: (ОВ —  ОА) · (ОС —  ОВ) — 0. Отсюда cos а  —  1 —  cos β +  
+  cos а  =  0, cos β =  2 cos а  —  1.

124. Из тождества МА  · ВС  +  МВ ■ СА +  МС ■ АВ =  О 
следует утверждение задачи, если учесть, что

\МА-  ВС\ =  \М1А1\, \МВ ■ сХ \  =  \МъВ1\, \МС-  АВ\  =  \М ЪС1\, 
\АВ\ =  \ВС\ =  \ С А \ =  1.

125. Пусть е —  направляющий единичный вектор прямой а. 
Учитывая, что О А +  ОВ +  ОС =  0, имеем: ((О А  —  ОВ) · е)2 +

+  ((jOB —  ОС) ■ 7)2 +  ((ОС — ОА) -7 )2 =  6 ((04 · 7)2 +  (ОВ -7)2 +  

+  (ОА · е) (ОВ ■ 7)), (0а7>)2 + (ОВ-7)* + (ОС · ё)2 = 2 ((ОА ■ е)2 +  
+ (ОВ ■ ej* +  (ОА-7) (О В-7)).

126. Опишем около тетраэдра ABCD  куб со стороной а и с 
центром М.  Имеем: 0D =  О А +  ОВ +  ОС — 2 ОМ,  где О —  верши­

на куба. Пусть е —  единичный вектор прямой I, проходящей 
через М.  Квадрат расстояния от Л до / равен: | MA  |2 —  ((MA х
х7) 7)2 = ^ —((оа — ом) ·7)2 = ~α*—(δΑ ·1)2 — (6μ·7)2 + 

 ► ■->-  ►
-f  2 (ОА · е) (ОМ · е). Составив еще три аналогичных выражения, 
получим в результате суммирования искомую сумму: х 2 =  4 х

х  j a 2 — ((OA -7)2 +  (ОВ ·7)2 +  (ОС ■ ej2 +  (OD · 7)2) - 4 ( Ο Μ ·7 ) 2+  

+  2(0М ·7) ((ΟΑ ·7)  +  (ΟΒ ■ 7)+(0C ·7) + ( 0 D  · 7)) =  3α2 — α2 —
—  4 (ΟΜ · е)2+ 4 (ОМ · е)2 =  2α2.

127. x = 2 a r c c o s ^ .

128. | С Я | :  |АЮ | =  -§·, | АМ  | : \МВ  | =

129. Пусть О А = 7 и  ОВ^=*ег> 0 С = ’е3. Если Сг —  ортогональ­

ная проекция точки С на плоскость ОАВ,  то 0Ct  =  ре1 +  де2, где
^  х'Ч.

sin Λ cos £ sin В cos А
Р «'Ч. У Q ^ч ·

sin С  sin С
^ч ^ч

Отсюда следует, что р : g =  tg А : tg В.
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130. Пусть D  — основание перпендикуляра, проведенного из 
точки О к плоскости ABC.  Тогда OD =  рОА +  qOB +  ЮС, 
p +  q +  r=* 1. Но OD· (ОА — ОВ) =  0, OD ■ ( 6 в  — ОС) =  0,_или 
OD ■ ОА =  OD ■ ОВ =  OD ■ ОС. Таким образом, pOA2+ q O A O B +  
- f  гОА ■ ОС =  рОА ■ ОВ +  qOB2 +  гбЬ  · ОВ =  рОА · ОС +  qOB X 
-X ОС +  г О С2. Из полученной системы находим р, q, г, а затем
и d =  V OD2.

131. Если соответствующие координаты двух точек одновременно 
четные или нечетные, то середина отрезка с концами в этих точках 
имеет целочисленные координаты. Из пяти точек всегда две точки 
имеют соответствующие координаты одновременно четные или не­
четные.

132. В произвольно выбранной системе координат Огх гу χ по­
строим точки Ai(l \  3) и Β λ(2\ —1). Преобразование подобия, при 
котором А 1- + А ,  отображает точку Ох на искомую
точку О, а оси Οχχ λ и 0 1у 1 — на искомые оси Ох и Оу. Задача имеет 
дза решения в зависимости от рода подобия.

133. Заметим, что для того, чтобы отрезки MN  и R S  были 
перпендикулярными, необходимо и достаточно, чтобы выполня­
лось равенство: |M R  \2 — | MS |2 =  | N R  |2 — | N S  |2. Если Я  — орто­
центр треугольника ABC , то | НА 12 — | НВ  |2 =  | С А \2 — | СВ j2, 
| Я С | 2— \ Н В \ 2 =  \АС\2 — |A S |2. Записав эти равенства в коор­
динатной форме и решив полученную систему двух линейных 
уравнений с двумя переменными, найдем координаты точки Я:
х =  у  = | .

134. Для любой точки гиперболы имеем: x =  t , ί/ =  γ *  где
t — любое отличное от нуля число. Необходимое и достаточное 
условие перпендикулярности хорд PQ и RS  гиперболы имеет 
вид:

h __. ** h   __1 ν / / / /   utt  t t t —  1 = r  2*3*4 —  K ·
2 ---- *1 4----- Γ3

Если PQR — треугольник, вписанный в гиперболу, а перпендику­
ляр, проведенный через Р к (QR)> пересекает гиперболу в точке Я, 
причем точкам Р, Q, R , Я  соответствуют значения /, равные tlt /2, 
t3 и /4, то tx /2/3/4 =  —k2. Но тогда и (HQ) ±  (RP) и (H R ) j_ (PQ), 
т. е. Я  — ортоцентр.

135. У к а з а н и я .  См. решение задачи 134.
136. Координаты точек пересечения парабол удовлетворяют 

двум уравнениям:

1) х + у = х2 + у2 + ΡιΧ + Р2У + Qi + Я*\
2) у  — X  =  X2 — у 2 +  PiX — Р2У +  q i —  q2.
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В первом случае имеем уравнение окружности:

(* +  ь = ± ) '  +  (у  +  ь ^ 1 ) ' - о·.-» ■ + < > — )· + g |  +  w

во втором случае — гиперболу:

{* +  1 ф ) ’ ~ ( у  +  Ч 1) '  =  1 ip' ± w + b -  * .

137. При αχ =  1 имеем перенос. Пусть аг Ф 1. Если хг =  k x +  
+  (1 — k ) m 9 У\ =  ky +  (l — k) η — формулы преобразования гомо­
тетии с центром М  (т ;  п) и коэффициентом k , то первая пара­
бола отображается на вторую при

i Ьл b2 —  4 axcik — au т — 2 (i __flij-, η — 4 (j .

138. У к а з а н и е .  Если ABC  — один из треугольников, 
а точка О — проекция вершины С на прямую А В , то примите 
точку О за начало координат, оси координат направьте по прямым 
ОА и ОС. Составьте уравнение прямой, проходящей через два орто­
центра, и проверьте, что координаты остальных ортоцентров удов­
летворяют этому уравнению.

139. У к а з а н и е .  Начало координат выберите в центре окруж­
ности, а оси координат направьте так, чтобы вершины треуголь-

л / п  m d / Я / з  R \  г (  R V  3 R \  ника имели координаты: А (0; к ), В 1 · 2 ; у ) ,  C I  у - ;  y l .
Запишите уравнения прямых 5С, СЛ и АВ и пересеките окруж­
ность и эти прямые прямой у ~  kx.

140. Выберем систему координат так, чтобы окружность 
имела уравнение х 2 +  ( у — 1)2= 1 ,  а касательная t — уравнение
у =  0. Если е =  ( т , я) — направляющий вектор прямой /, то

4
координаты любой точки прямой I таковы: x = km, y — ~^Arkn,

 $
Далее получаем: kx +  k2 =  ч ^ , кг · k2 =

3 (m 2 +  η 2) ’ 1 2 9  (/η2 +  η 2) ’
4

/г3 = — , где ^2) — значения k в точках U, V, W.

Отсюда — 4- — 4- — — kl 4- JL =  ^  — =  0Отсюда ki +  ^  ^  ^  4 4 υ.

141. У к а з а н и е .  См. решение задачи 131.
142. Уравнение плоскости а  в координатной системе (А, АМ,

ΑΝ, АР)  имеет вид: х У А~ ζ — 1.
Если Cj имеет координаты а, Ь, с, то а +  й +  с =  1,



143. Указанные шесть точек принадлежат плоскости х +  У +  
^ - z==a +  b +  c и сфере х2 +  у 2 +  z2 =  а2 +  Ь2 +  с2, поэтому они 
принадлежат одной окружности. Равенство сторон треугольников 
проверяется по формуле расстояния между двумя точками.

144. | РТ  |2 =  (*0 -  а)2 +  (у0 -  b2) +  (z0 -  с)2 -  R 2.
145. (аг -  а2)2 +  (Ьг -  Ь2)2 +  (с, -  с2)2 =  (Rx ±  R 2)2.
146. Касательная плоскость проходит через начало координат

и перпендикулярна вектору ОМ =  (а; Ь\ с), где Λί (а; Ь; с) — 
центр сферы. Поэтому уравнение касательной плоскости имеет 
вид:

ах +  Ьу +  сг =  0.
147. Искомое множество точек есть сфера:

( ,  -  +  ( ,  -  +  ( .  _  2 ^ . ) * .

=  { ι1 \ ψ  ((*! — X*)2 +  (Уг — Уг)2 +  (2ι — ζ2)2), к ф \ .

Если k =  1, то получаем плоскость, проходящую через середину 
отрезка AiA2, перпендикулярную к этому отрезку.

148. | ΜΤχ |2 =  (х -  а,)2 +  (у -  b,)2 +  (z -  с,)2 -  R[,
| М Т 2 |2 =  (х -  а2)2 +  ( у -  b2)2 + ( z -  с2)2-  R\.

Искомое множество точек задается уравнением:
(л: — ах)2 +  (у — bл)2 +  (z — cj)2 — R] =  k2 ((x — a2)2 +  (y — b2)2 - f

+  (z — c2)2 — R 2),
где k — | M T t | : | M T 2\.

149. Если k Ф — /, то искомое множество точек есть сфера с
центром N, причем Α 2Ν  : ΝΑχ =  k : /. Если же k =  — /, то искомое 
множество есть плоскость, перпендикулярная к (AXy42).

150. Уравнение сферы σ имеет вид:
х2 +  у2 +  г2 — ах — by — cz =  0,

а уравнение плоскости (АВС):
Ьсх +  асу +  abz — abc =  0.

Координаты точки прямой /: kbc, kca, kab. Подставив эти коорди­
наты в уравнения сферы и плоскости, найдем два значения k , отно­
шение которых равно 3.

151· Пусть A BC D A1B1C1D 1 — данный прямоугольный паралле­
лепипед. Выберем систему координат так, чтобы

А (0; 0; 0), В  (а; 0; 0), С (а; 6; 0), D (0; Ъ\ 0), А г(0; 0; с).

Уравнение сферы, описанной вокруг параллелепипеда, имеет вид:
х(х — а) +  у{у — b) +  z(z — с) =  0.

Из этого уравнения и следует утверждение задачи.
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152. Пусть АВ  =  /, AD = j , AAx =  k, где (/, 7  k) —  прямо­
угольный базис, а А — начало координат. Плоскость а , проходя­
щая через (АВХ)У имеет уравнение x +  qy — z =  0. Точки прямой 
ВСХ имеют координаты 1, /п, т\ точки прямой CDX — координаты 
п. 1, 1 — Пу точки прямой DAX — координаты 0, р, 1 — р. Следо­
вательно, плоскость а  пересекает прямую ВСХ в точке М (  1; т 0; 
/7?0) , примем значение т0 находим из условия 1 +  mQq — т 0 =  0,
т. е. т0 =  \ ~ ~q- Итак, точка М  имеет координаты 1, y ~ j  > γ~_1_ ή »

Аналогично точка N =  а [\ (CD^  имеет координаты 1,

точка Р =  a  f) (DAX) имеет координаты 0, -г-}— , т-т-т. 
i  I -j- q I q

Проверкой убеждаемся, что векторы MN  и МР  коллинеарны, 
а поэтому точки M, N y Р принадлежат одной прямой. Да.

153. У к а з а н и я .  См. решение задачи 152.
154. Заметим, что

ОМ -  °Л +  кТв _ ОВ +  кОА ^  _ ов +  ю с  
υ Μ ι  — 1 +  k  ’ U M i  ~  i +  k ’ υ η ι  Г + Т ^  ’

_ _ 0 С  +  ЮВ n n  _  ОС +  mOD ^  _  OD +  mOC 
J 1 + / ’ 1 1 +  m * J 1 +  m *

^ i =  05  +  ^ f Q ^ , g + ^ .

Принадлежность точек Ailf Λ^, P lf Qi одной плоскости выражается 
равенством 6 /т я  =  1 и обратно. Поэтому и точки Λί2, N 2t Р 2, Q2 
также принадлежат одной плоскости.

155. Может. У к а з а н и е .  Постройте плоскость симметрии 
для плоскости проекций и плоскости окружности; спроектируйте 
окружность перпендикулярно плоскости симметрии.

156. Если [АВ] (] а  =  0 у  (АВ) Jjf ос, то искомое множество — 
круговое кольцо, центр которого есть точка M = (АВ) f| ос.

157. Если А1у А2у А3 — данные три вершины, то точкой D 
разделим отрезок А ХА3 на два отрезка так, чтобы | A1D \ : \ D A 3\=* 
*= | DA3\ : I А1А3 1. Вершина Аъ принадлежит прямой A2D . Анало­
гично строим Ъ г 6 [АгА3], чтобы I A1D11: | DXA3 ( =  | АХА31: | A2DX |, 
Д  е (А2Ь х). Кроме того, (А±Аа) || (А2А3). Отсюда находим Л4. 
Точка Аъ удовлетворяет условию: (А3АЪ) || (АгА2). Это позволяет 
построить точку А ь.

158. У к а з а н и е .  Пусть p c z  ос, q c z a y p c z q  =  Λί, β (Ί а  =  s* 
Если ρ f)s ^  <7fls =  το постройте в плоскости β окружность 
ω с диаметром PQ. Проектирование производится параллельно 
прямой MNy где N  € ω.

159. У к а з а н и е .  Середины сторон данного четырехуголь­
ника являются вершинами параллелограмма. Спроектируйте этот 
параллелограмм на плоскость в квадрат.
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160. Пусть данные прямые, проходящие через точку S , пере­
секают общую прямую I данных плоскостей соответственно в точ­
ках А и β , А г и В г. Окружности, построенные на диаметрах АВ  
и А ХВ Ъ пересекаются в точках S x и S v  Проектирование следует 
проводить параллельно прямой S S X или S 5

162. Пусть А Л 5 С с = а ,  G — точка пересечения медиан тре­
угольника, βΓ |α  =  /. Пусть (GB)[)t =  В0, (GC) f | /  =  С0. Найдем
в плоскости β множество точек Git для которых B0GiC, =  120°.
Аналогично найдем множество точек G2, для которых C0G2A 0 =  
=  120°. Если G0 — одна из общих точек указанных множеств, то 
проектирование необходимо выполнить параллельно прямой GG0. 
Заметим, что указанные выше множества точек представляют 
собой пары дуг окружностей, симметричных относительно /.

163. Если прямая / проходит через середины противолежащих 
ребер А В  и CD, то проектирование параллельно I отображает те­
траэдр на параллелограмм. Таких проектирований три.

164. Пусть плоскость σ0 перпендикулярна I и σ0 Π I =  
Введем обозначения: σ0 f) α =  я, σ0 f) β =  b, σ0 f| a x =  a19 
σο Π Pi =  h .  Рассмотрим эллипс, сопряженные диаметры которого 
дежат на указанных прямых, и построим главные его диаметры. 
Искомая плоскость проходит через большую ось эллипса. Она 
наклонена к σ0 под углом, косинус которого равен отношению 
малой оси эллипса к большой.

Чтобы построить прямые т и п, на которых лежат главные 
диаметры эллипса, необходимо прямые а, Ъ, аъ Ьх спроектиро­
вать параллельно на вспомогательную плоскость σ' на две пары 
перпендикулярных прямых, пересекающихся в точке (см. за­
дачу 160). Приняв точку θ £/1 =  σ<) f) σ', равноудаленную от S0h50, за 
центр сферы радиуса О50, найдем ее точки пересечения М  и N  
с прямой 11у после чего строим прямые (*S0A1) =  т и (S 0N ) =  п.

165. Через две скрещивающиеся прямые проведем пару парал­
лельных плоскостей и построим для них среднюю плоскость а; 
аналогично построим среднюю плоскость β, соответствующую дру­
гой паре скрещивающихся прямых. Если плоскости а  и β пересе­
каются по прямой <7, то любая точка Q € q является центром иско­
мого параллелограмма. Возможны другие решения, если данные 
четыре прямые объединить в пары по-иному.

166. Через (АВ) и (АгВ ^  проведем параллельные плоскости γ 
и γ1? через (ВС) и (.ВХСа) — параллельные плоскости а  и а ъ через 
(СА) и (СХА ^  — параллельные плоскости β и β^ Если a f)  β f| V =  
=  S  и a x f) βϊΠΤϊ  я  Si» то точки S и S x искомые.

167. Построим след Αί0 прямой АВ  в плоскости а , содержащей 
прямые с и d. Рассмотрим множество таких точек Р ζ а, чтобы
М 0А · М 0В = М 0Р · Af0Q, где Q =  d П (Λί0Ρ). Это множество есть 
окружность; ее точки пересечения D и С с прямой с искомые.
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168. Поворотами в двух возможных направлениях вокруг (АВ), 
(ВС) и (СЛ) отобразим соответственно грани ABD, BCD и CAD 
в плоскость ABC.  Возможны восемь различных случаев. Если 
£>ь D2, D3 — образы вершины D в одном из указанных случаев, 
то центр окружности, описанной вокруг треугольника
есть одна из восьми возможных точек. Число этих точек может быть 
5, 6 и 7. (См. задачу 189.)

169. Если прямая / пересекает плоскость окружности в точке М,  
то точка касания сферы и прямой I удалена от М  на расстояние, 
равное длине отрезка касательной, проведенной из точки М  к 
окружности. Задача имеет не более двух решений.

170. Если Т  — точка касания сферы и плоскости, а Аи Ви  
Сх — следы прямых ВС, СА, АВ (А, В  и С — данные три точки) 
в плоскости, то | А Г | 2 =  \АгВ \ ·  \АгС\,  !ЯХЛ 2 «= | Β £ \  · | В,А  |,
| CjT |2 =  | СгЛ | · | СХВ Точка Т  есть общая точка трех окружно­
стей с центрами Alt Βι  и Cj с радиусами Y \ A XB\ ■ \АхС\,
V  |В Д  · |βχ.4!, V  |СхЛ| · jCxB|.

171. Построим общий перпендикуляр MN  данных прямых. 
Если | MN  | =  d, то | АВ  J =  2 1 МА  | =  ά \ ^ 2. Отсюда | МА  | =  | МВ  | =

=  |Л Г С |-.|М > 1 — 7 5  ·

172. У к а з а н и е .  Через каждые две прямые проведите пару 
параллельных плоскостей.

173. Построим плоскость а ь пересекающую сферу σχ по окруж­
ности, конгруэнтной окружности, по которой какая-то плоскость 
а* пересекает сферу σ2. Далее, построим сферу σ{, концентриче­
скую с Oj и касающуюся а ь и сферу о2, концентрическую с σ3 
и касающуюся а 2. Плоскость, касательная к σχ и σ2,— искомая.

174. У к а з а н и е .  См. решения задач 53 и 173. Задача имеет 
в общем случае не более 8 решений.

175. Построим плоскость а , проходящую через центры данных 
сфер и пересекающую сферы по трем окружностям. Центры гомо­
тетий этих трех окружностей, взятых по две, лежат по три на четы­
рех прямых. Через каждую из этих прямых проходят по две 
плоскости, касательные к данным сферам.

176. Центр искомой сферы принадлежит пересечению двух 
плоскостей симметрии прямых АВ  и ВС , двух плоскостей сим­
метрии прямых ВС и CD и двух плоскостей симметрии пря­
мых CD и D A . Эти плоскости пересекаются в общем случае в восьми 
точках. Задача имеет в общем случае восемь решений. Если в част­
ном случае решений больше 8, то их бесконечное множество.

177. Рассмотрим середины Л0, В0, С0 сторон треугольника ABC.  
Треугольник А 1В 1С1 гомотетичен треугольнику А 0В0С0, М  — 
центр гомотетии. Но центры гомотетии треугольников ABC  и А 0В0С0 
совпадают с О. При гомотетии центроид отображается на центроид. 
Следовательно, Ai, G и Gx — коллинеарные точки.
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178. У к а з а н и е. Проведите через каждые две прямые пару 
параллельных плоскостей и рассмотрите образовавшийся паралле­
лепипед, центр которого совпадает с искомой точкой Λί.

179. Прямые A 2BL и А 3С1 лежат в одной плоскости. Точно так же 
лежат в одной плоскости соответственно пары прямых Л 3СТ и B 3C2t 
В 3С2 и Α 2Βχ. Поскольку эти прямые попарно пересекаются и не 
лежат все в одной плоскости, то они имеют общую точку или парал­
лельны.

180. Через две окружности можно провести единственную сферу. 
Третья окружность пересекает первые две в четырех точках, по­
этому она лежит на сфере.

181. Зафиксируем на окружности точку М 0 и проведем сферу σχ 
через окружность ω и точку S.  Плоскость а , проходящая через 
прямую S M 0, пересекает сферы σ и о1 по двум окружностям, а 
окружность ω в точке Λ ί Если (SAi0) и (SAii) пересекают σ в точ­
ках Ν 0 и iVj, то прямая N 0N X параллельна касательной к σχ в точке 
S.  Отсюда следует, что все хорды лежат в одной плоскости, 
а точка jVx — принадлежит окружности ω1.

183. Пусть М  € [АВ], N  6 [ВС], Р 6 [CD], Q <Е [DA] — 
точки касания сферы и отрезков АВ, ВС, CD, DA.  Если 
(MN)  f) (АС) =  S, то | АМ  | : | NC  | =  | AS  | : | SC |. Аналогично, если 
(PQ) f) =  S lt то | AQ | : | СР | =  | ASi | : | SXC |. Но левые части 
пропорций равны, поэтому равны и правые, т. е. S =  (обе точки 
лежат вне отрезка АС).

184. У к а з а н и е .  Рассмотрите эту задачу для точки окруж­
ности, описанной вокруг треугольника ABC,  и примените теорему 
о трех перпендикулярах.

185. Заметьте, что высоты параллелепипеда равны. Постройте 
сферу, касающуюся двух пар противолежащих граней параллелепи­
педа и пятой грани. Убедитесь, что эта сфера касается и шестой гра­
ни. Учитывая, что диагональное сечение лежит в общей плоскости 
симметрии для плоскостей граней, проходящих через ребро и про­
тиволежащее ему ребро параллелепипеда, убедитесь, что две плос­
кости симметрии двух диагональных сечений, не пересекающиеся 
по диагонали параллелепипеда, перпендикулярны.

186. Если перпендикуляры, проведенные через вершины А 
и В  тетраэдра ABCD  к плоскостям BCD и CDA,  пересекаются, 
то (АВ)  j_ (CD). Но в таком случае и перпендикуляры, проведен­
ные через С и D к плоскостям D A B  и ABC,  также перпендикулярны.

187. Для тетраэдра ABCD  из условия задачи следует (см. за­
дачу 186):

[АВ] _L [CD], [ВС] JL [AD], [СА] JL [BD].

Отсюда, в свою очередь, следует, что каждые три перпендикуляра, 
проведенных через вершины тетраэдра к плоскостям противолежа­
щих граней, пересекаются в одной точке. Поэтому все четыре пер­
пендикуляра пересекаются в одной точке.
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188. Пусть (а, с) f] (р, d) =  m, (a, d) |") (^* с) — п · Пересечем 
данные прямые плоскостью а, параллельной плоскости (т, п). 
Точки А =  о [\а,  В — о f] b, С =  о f| с, D — а (] d являются вер­
шинами параллелограмма ABCD,  так как (АС)  || (BD) || т,
(ВС) || (AD ) || п. Треугольники ABS  и CDS прямоугольные, по»
этому | SAi | =  γ  | А В | =* -g-1 CD |, где М —центр параллелограмма.
Из равенства \ АВ\  — \ CD\  следует, что ABCD — прямоугольник, 
т. е. (АС) _!_ (ВС), поэтому т ±  п.

189. Для каждой пары плоскостей граней тетраэдра проведем 
две плоскости симметрии; они пересекаются в 8 точках. Эти точки — 
центры 8 сфер. Если две грани равновелики, то одна из точек пере­
сечения не существует и число сфер становится равным 7. В этом 
случае точки D lt D 2, D 3 (задача 168) принадлежат одной прямой. 
Аналогично выясняются и оставшиеся случаи.

190. У к а з а н и е .  Проведите плоскость, перпендикулярную 
оси конуса, и из его вершины S спроектируйте ломаную ABCD 
на эту плоскость. Полученный четырехугольник Α , Β , ό , ϋ j явля­
ется описанным. Точки касания Р ъ Q,, R u Т,  его с окружностью 
являются проекциями точек касания Р, Q, R, Т  с конусом. Исполь­
зуя теорем\г Менелая для четырехугольника ΑΒΒ,Α,  и секущей 
PS, получите

I АР | |S f l , |  | V > , |  I Si4,1
\Р В \  I S S I ’ I Ρ ,β ,Ι  ‘ 1/1,51 ·

Запишите аналогичные равенства, вычисляя отношения ~βτ, >

ICR I I DT  I
~RD \ ’ \ТА \ ’ основанТ1И задачи 44 гл. II сделайте необходимые 
заключения.

191. У к а з а н и е .  Воспользуйтесь задачей 190.
192. Примем радиус сферы за единицу. Пусть Р — точка каса­

ния сферы и некоторой прямой с, пересекающей данные скрещи­
вающиеся прямые а и b соответственно в точках А1 и β 1; еди­
ничные направляющие векторы прямых а я b обозначим через

а и Т. Тогда ОА, =  ОА +  λα, ОВ, =  ОВ +  Д  ОР =  ,
где А и В — точки касания сферы с прямыми а и Ь.

Учитывая, что I Α , Α ; =  | Α,Β | =  | λ |, | В,В | =  |5 jP |= | μ |, имеем:
1*| =  | ^ | .  т. е. * =  ± | .

λ —*В случае, когда k =  — , вектор ОР запишется так:

О Р  μΟ Α  +  ΙΟ Β  +  λμ (а +  Ь)
λ +  μ

Поскольку векторы ОР и Β,Α, — О А +  λα — ОВ — μί> перпендику­
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лярны, то из равенства нулю их скалярного произведения выра­
жаем значение λ через μ:

 ̂ 1 _  ОА · ОВ — \ЮА · ΐ

μ(1 + а - Ь) + а  - ОВ
И

λ 1_ _  1 — 0 4  . Οθ — μΟΛ . Г +  μ?(1 + "α · 6) +  μ<*"· ОВ

μ(1 +  α" ·Ί>) +"α · ОВ
π  α · ОВ . т~>При μ = --------цг"=+ значение λ не существует. В этом случае

1 -}- а · b
касательная с параллельна прямой а, значение λ стремится к бес­
конечности, а точка Р займет положение точки Р 0, причем

—> — » а · ОВ ->·
ОР о =  ОВ —  (а +  ^).

1 +  а · b
Вектор ОР можно разложить по некомпланарным векторам ОЛ, 

ОВ, ОР0, т. е.
■+· —>

0 >  =  т 0 Л  +  п 0 Б  +  / | ' Й  д ‘. ^ (a +  ty)
V 1 + а -  Ь Г

Н°
prD (μ*(1 + Τ · Τ ) +  μ α · ОВ) 0 А + ( 1  — ОА ■ О В — μΟΑ . Ь)ОВ ,

N  +

. μ (1 — СМ · ~0В — μΟΑ -~b) (а +  6)
+ -------------------- ν-----------------------

где N  =  1 —  ОА · ОВ —  μOЛ · b +  μα · ОВ +  μ2 (1 -l· а · b). В силу 
теоремы о единственности разложения вектора по трем некомпла- 
нарным векторам, получаем:

m =  μ?(1 +  7- ΐ )  +  · ОВ „ 4_/  =  1-О Л  ОВ — μΟΛ Т
N  ’ N

откуда находим, что сумма m +  п 4- 1 коэффициентов разложения
вектора ОР по ОЛ, ОВ, ОР0 равна единице. Это означает, что 
точки Р, Л, В, Р 0 принадлежат одной плоскости а. Плоскость а 
пересекает сферу по окружности. Следовательно, искомая точка Р 
принадлежит окружности.

Для случая, когда k =  — — , получаем еще одну окружность.

194. У к а з а н и е .  Докажите, что прямая, проходящая через 
середины двух противолежащих ребер тетраэдра, является для 
этих ребер общим перпендикуляром, т. е. осью симметрии тетра­
эдра. Отсюда следует, что две другие пары противоположных ребер 
попарно равны.

195. Через противоположные ребра тетраэдра проведем пары 
параллельных плоскостей. Полученный параллелепипед прямо­
угольный.
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Если к, у, г — его измерения, то
у- +  ζ2 =  а2, г2 +  х 2 =  Ь2, х2 +  у 2 =  с2, 

откуда __________  _________  _________
x = y ^ £ + f ± i t у =  z = Y ai+ bi ~ c\

Следовательно,

1/ =  i  xyz  =  ^  V  ( - a 2 +  b2 +  с2) (α2 -  b2 +  с2) (а2 + b 2-  с2).

196. Если а, Ь, с — длины ребер параллелепипеда, имеющих 
общую вершину, то сумма квадратов всех ребер равна Ца2 +  Ь2 +  
+  с2), сумма квадратов диагоналей всех граней равна 8(аа +  b2 +  
+  с2), сумма квадратов всех диагоналей равна 4 (а2 +  6а +  с2). 
Искомая сумма равна 16(а2 +  Ь2 +  с2).

197. Воспользуемся формулой:
1 г _______________________________

cos ? = s7rTY У  cos>1 а  +  cos2 β — 2 cos α  cos β cos T»
где φ — угол наклона ребра к плоскости плоского угла трехгран­
ного угла. Учитывая условие задачи, получаем cos φ =  О, т. е. 
α =  β =  90°, γ — принимает любые значения.

198. У к а з а н и е .  Воспользуйтесь формулой из задачи 197. 
Вычислите высоту тетраэдра, а затем и объем тетраэдра:

V =  ^  У  1 +  2 cos a  cos β cos γ — cos2 α — cos2 β — cos2 γ,

где а , b, с — длины трех ребер, имеющих общую вершину, α, β, 
γ — плоские углы, определяемые этими ребрами. Далее, восполь­
зуйтесь теоремой косинусов для треугольника.

199. V =  abc У 1 — cos2 а  — cos2 β — cos2 γ +  2 cos α cos β cos γ. 
У к а з а н и е .  Воспользуйтесь формулой, приведенной при решении 
задачи 198.

I C D  I I В f* I200. Множества всех точек D, для которых
есть сфера. Аналогично, множество всех точек D,  для которых 
I AD  I \АС I , ,
рШ | =  j в с  | ' есть также сфера. Обе сферы пересекаются по
окружности.

201. Имеем:
Sx =  S2 cos (CD) +  S3 cos (DB) +  S4 cos (BC),

52 =  cos (CD) +  S3 cos (DA) +  S4 cos (ЛС),

53 =  Si cos (BD) +  S2 cos (AD) +  S4 cos (AB),

54 =  Sx cos (BC) +  S 2 cos (AC) +  S3 cos (AB).

После умножения этих равенств соответственно на S lt S 2, S 3 и 
S4 и последующего сложения получим искомую зависимость.
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202. Если Dt — диаметрально противоположная точка для D, 
точка О — центр сферы радиуса R, S  — площадь грани тетраэдра,
d — расстояние от Dx до плоскостей BCD, CDA, DAB, d1 ~  у  R —

2 4до плоскости ABC,  то 3 d - S  — у  R · S  = - 3 /? · S.  Отсюда

d =  ~ R  =  di.
203. В грани BCD : φ23 +  φ34 +  φ42 =  360°; 
в грани CDA: φ34 +  φ4ι +  <pi3 =  360°;
в грани DAB:  φ41 +  φ12 +  φ24 =  360°; 
в грани ABC:  φ42 +  φ23 +  φ31 =  360°.
Отсюда имеем: φ12 =  φ34, φ23 =  φ4Χ, φ34 =  φ42.
204. У к а з а н и е .  Впишите в две грани окружности. Вос­

пользуйтесь свойством касательных, проведенных к окружности 
из одной и той же точки.

205. У к а з а н и е .  Воспользуйтесь формулой, приведенной 
в задаче 201.

206. У к а з а н и е .  Убедитесь в том, что
| A f i i b l S i C x b l M i l  =  \АВ\  ■ \D C \ : \B C \  · \D A \ : \ C A \  ■ \ B D {,

для чего рассмотрите три пары подобных треугольников.
207. У к а з а н и е .  См. решение задачи 206.
208. Так как cos А <  1, то

cos (β +  γ) <  cos α <  cos (β — γ).
Если β +  γ <  180°, το α +  β +  γ <  360°. Если же β +  γ >  180°, 
το 360° — (β +  γ) <  180°, cos (360° — (β +  γ)) <  cos α и 360° — 
— (β +  ΐ)  >  α > откуда α +  β +  γ <  360°.

209. 1) S =  ^ * 2, 0 < * < } y ? / n ;

2) S =  9mx — 3 Y Z x 2 — m2, m <  x  <  y y  m;

3) S =  ( m |^ 3 — *)2; у / п 1 / 3 < д с < т К З .
210. Оба сечения представляют собой параллелограммы с рав­

ными углами, поэтому их площади относятся как произведения 
прилежащих сторон. Но эти произведения равны между собой.

Глава IX
I. Воспользуемся известной формулой S =  -^ab sin О, тогда 

1 ^  1будем иметь: ab sin С — --г (а -Ь &2)· Отсюда (а — b f  -f
+  2ab(\  — s inC)=^0.  Последнее возможно, если

(a — b =  0, 
j 1 — sin С =  0.

Итак, а =  Ь, С =  90°, следовательно А — В =  45°,

6 а д  161



2. Пусть ABC  —  данный 
треугольник, /__АСВ прямой, 
О и 0 г —  центры окружностей 
радиусов R u r \  D и Е  —  точки 
касаний окружностей кате­
та С А (рис. 101). Прове­
дем (EF) || (АВ) и обозначим
ВАС  =  а. Тогда из Д  FDE 
имеем

R ~ r  (1)s in a R +  r '

Заметив, что | CD \ =  R , n  обозначив | АС\ =  Ь, получим из Д  ODA:

=  (2>
Из (1) и (2) следует: 

откуда, решая относительно b, получим

b =  г — 2 R 
R - r VRг .

Теперь можно найти другой катет и гипотенузу.
3. Заметим, прежде всего, что если один из углов a  или

β равен 0°, то С может принимать любые значения, заключен­
ные между 0 и π, поэтому будем считать, что углы α, β отличны 
от 0. Пусть в треугольнике ABC  (рис. 102) | Л С | > | Я С | ,  [CD] —  
высота, [С£] —  биссектриса, [С/7] —  медиана; тогда | AD  | —  | BD  |=

=  2 ]F D !, т. е. | C D | t g ( £  +  a ) - | C D | t g ( £ - a ) =
=  2 1 CD I tg (a +  β), или 

sin 2α
=  tg (α +  β),

откуда
cos С +  cos 2a

С =  arccos s*n (a — P) 
sin (a  +  p ) '
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4. Пусть \ А В \ = х ,  \ В С \ = у , | ^ 4 С | = г  (рис. 103). Из тре­
угольников АВМ  и ΑΒΝ  по свойству биссектрисы внутреннего 
угла треугольника получаем:

вм  I
\ А В \

| МО  I 
\АО  I

1
/ 3 ’

I Αν
А В \ ~ \ В О \  v<i  l '

Отсюда
|5М| = ^=, IЛЛ̂ | = x 3 — 1).

о  \ Α Ν \  \ Α Β \Из треугольника ABC  имеем: = \ вс \
I вм  ι
ICMI

\ А В  I 
! ЛС I

или

* ( / з - 1 )  
г — x ( V 3 — 1)

X _  *
(/1/3- ж  _  *

Из этой системы уравнений находим: у  — х }^3 ,  ζ — 2х. Отсюда 
следует, что х2 +  у2 =  г2, и по теореме, обратной теореме Пифа­
гора, заключаем, что ABC — ~ . Следовательно, 5.4C=--arcsin ~  —

π
Т тогда АСВ =  ~  .О

_ С4 π — а  . 1  /  л . \5. В =  —2----Ь у  arccos ( у  sin а  — cos а  I ,

а  1 /  π . \ у  arccos I у  sin а  — cos а  I ,С =

0 <  а  <  2 arctg у .

6. 9 / 3 г2. У к а з а н и е .  Докажите, что DKE = СЕК. Прямые
AD и ВС пересекаются в точке М.  Выразив углы DKE  и DAB
через угол А М В , докажите, что DAB = DKE.

7. Так как точки К  и Е  лежат на пересечении биссектрис, 
то они равноудалены от прямых AD и ВС  и, следовательно, 
[МЛП— средняя линия трапеции ABCD (рис. 104).

В М С

Рис 104
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Треугольники АВК  и DCE  прямоугольные, откуда | АВ  | =  
=  2 1 К М  | и | CD | =  2 1ΕΝ  |. Периметр трапеции

Pabcd =  \AD\  +  \BC\  +  \AB\ +  \CD\ =  2\MN\  +  2 \ K M \  +
+  2 | ΕΝ  I =  2 · 2а =  4а.

8. Пусть М  и Μι  — середины оснований ВС  и AD трапеции 
(рис. 105). Проведя (М Е ) || (АВ) и (M F ) || (CD), получим | Α ί^ ι =
=  | A ixF | =  -i-(| AD I —  I ВС j). Так как по условию и \ Μ Μ γ \ =  

=  y ( | y 4 D |  —  | 5 С | ) ,  то | Ε Μ ι  | =  | М гЕ \ — | Л ^М  | и поэтому

E M F  =  90° (опирается на диаметр окружности, описанной около 
A  EMF).  Следовательно, искомый угол тоже равен 90°. 9. 8а.

10. Так как длина каждой стороны больше R,  то число сто­
рон многоугольника меньше шести. Покажем, что оно больше 
четырех. Известно, что среди вписанных в окружность треуголь­
ников наибольшую площадь имеет равносторонний треугольник,

3 1/3 3 1/3площадь которого равна - -^  R 2. Так как — R 2 <  2R2, то ни­
какой вписанный треугольник не удовлетворяет условию задачи.

Среди выпуклых четырехугольников, вписанных в окружность, 
наибольшую площадь имеет квадрат, площадь которого равна 2R 2. 
Следовательно, ни один из вписанных четырехугольников также 
не удовлетворяет условию задачи.

Нетрудно проверить, что, например, правильный пятиугольник 
удовлетворяет всем условиям задачи.

11. Через точку β  проведем прямую, параллельную диагонали 
АС , до пересечения с прямой AD  в точке М  (рис. 106). Тогда по 
теореме о свойстве катета прямоугольного треугольника имеем:

| BD \ — У \  DM  | · | AD |, | ВМ  \ = V \  DM  | · | АМ  |.
Учитывая, что | АС j =  | ВМ  j, | АМ  | =  | ВС  |, находим:

\ B D \ _ \ B D \ _  Y \ D M \ - \  AD]_ _  1 / " \ A D \  _
\ Β Μ \  Y \ D M \ -  I АМ  I У \ ВС \ у ( -

В С

Рис. 106 Рис. 107
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12. Обозначим |ΛίΛί| через х, | CN\ 
через у  (рис. 107). Тогда легко получить 
следующую систему уравнений:

х 2 +  у 2 =  3,
У +  1 .. 1

У * Рис. 108
Из второго уравнения этой системы находим: у — х  =  ху. Воз­
ведя в квадрат, получим: х2 +  у 2 — 2ху  =  Л / 2. Вычитая из 
этого уравнения первое уравнение системы, будем иметь: (ху)2 +  
+  2ху  — 3 =  0, ху  =  —1 ±  2. Учитывая, что х  >  0, у  >  0,

получаем систему х = 1  » Решая которую, находим х =

4 ,0 / 5 - ! ) .
25 т/* о

13. =  — сж.  У к а з а н и е .  Воспользуйтесь тем, что пло­
щади подобных треугольников относятся как квадраты высот.

14. Пусть h1n h 2 — расстояния от точки пересечения диагоналей 
до оснований трапеции, а х 1 н х 2— длины отрезков, на которые де­
лит точка пересечения диагоналей искомый отрезок. Тогда из 
подобия треугольников следует:

*ι К  х2 _  hx /ц =  ^
b ~~ hY +  h2 * b /*! +  /*! 1 h2 b

Отсюда находим χλ +  χ2 =  ·
15. Проведем (М/С) || (ΒΝ) (рис. 108). Из подобия треуголь­

ников BCN  и СКМ находим |С/С|:
IСК I - 1 СП I ■ 1 ^ 1  =  IС П I . - 1 CAfI . f f s .

Следовательно,

| KN  | =  | CN I — I СК | =  | C1V | (1 — =  ! CN | 1
1 +  m '

Из подобия треугольников AON и АМ К  находим искомые отнише- 
\АО\ \AN\ \AN\ \+т  п , л . v \ВО\

НИЯ I AIO I I Tcyv I I CiV I т ~  +  m) и аналогично j NQ —
=  — ( ! + « ) ·  16. г =  24 сл.

17. Искомая площадь равна площади равностороннего тре­
угольника (с вершинами в центрах больших окружностей) без 
половины площадей большего круга и площади круга с радиусом г
т. е. 5  =  R 2 У З  — ~  π/?2 — я г2. Из соотношения г +  R =  

определив /?, окончательно получим: S  =  г21(2]/3  +  З)2 X
о · а/___ \  \  # s in  —

х ( К З  — - J J - π ) .  18. 6 см. 19. г =
.  I .  а
l + sin 2“
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20. Половина большей диагонали ромбаf о_
равна 3Q0 =  2г. Сторона ромба равна ·sin 

4г У з
cos 30°

21. 8 см, 2 см и 5 сл*.
22. -j- S bcpq  +  S c a m n  4*

+  S a BC +  S e BQ +  S c p n  +  S m a f .
Покажем, что треугольники ABC , NCP , 

£7JQ и MAF  (рис. 109) равновелики; S NCp =*
=  \ a b  sin NCP =  \ a b  sin (180° — ACB) =  

i
Рис. 109 =  -g- cib sin ACB =  S abc·

Рис. 110

Аналогично S Ma f =*

=  S A BCt S ebq  =  S a b c , S e f m n p q  =  c 2 +
4” 4~ ^  4~ 2д  ̂sin ACB .

По теореме косинусов с2 =  а2 4- b2 —
/N

—  2ab cos ACB.  Поэтому Sefmnpq =  2a2 +
+ 2 b2 +  2ab (sin Л С 5 —  cos ACB)  = 2  (a2 +

+  b2 +  V"2 sin (ACB — 45°)). Площадь 
шести vi оль ника будет наибольшей, когда
sin (ACB —  45°) принимает наибольшее 
значение,

равное 1, что имеет место при АСВ =  135°.
Итак, максимальное значение площади шестиугольника 

2(a2 +  № +  abV2).
23. Пусть х  —  длина искомой боковой стороны. Так как угол

при основании равен ~ , то высота трапеции равна 2r =  - j  > где
г —  радиус вписанного круга. Так как в данную трапецию может 
быть вписан круг, то сумма длин боковых сторон равна сумме длин ос­
нований. Соединим центр вписанного круга О со всеми вершинами 
трапеции. Высоты полученных треугольников, проведенные через

точку О, равны г. Тогда, если [АВ] — боковая сторона, S a A q b  =  ^ -5,

так как трапеция равнобочная. С другой стороны, S a Aob =  у  xr. 
Приравнивая выражения для площади Д Л О й ,  получим 2S =  х 2. 
Откуда х =  ] / 2 S.

24. Пусть г —  радиус вписанной окружности, R  — радиус опи­
санной окружности, 2а — основание треугольника, / — боковая 
сторона.

Тогда - j  =  t g y  , у  =  cos ос, < I — =  sin 2a i а
~ο *2 sin a  ‘ R  2

25. Треугольники АОС и ABC  (рис. 110) имеют равные осно­
вания, а площади их относятся как 1:3,  следовательно,
\ОЕ | =  1 ВС |. Аналогично j OD | =  -g-| А С |. Отсюда следует
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М 0Г  =  1 |л с [ *  +  1 | в с | а, |Of l | a = 4 - M C | a +  4 l f i C | \  | о с ы  

*= I OD I* +  IOE la =  -g- (I AC  |a -f- | BC  ja), | 0 C |  =  ^ .

26. Пусть вершины вписанного квадрата делят стороны опи­
санного квадрата на отрезки а и Ьу тогда tg а  =  у . По условию

а2 +  Ь2 =  3- (« +  Ь)2 или (а +  Ь)2 — 2ab =  ~  (а +  Ь)2. Подставив 

значение у  , получим tg2 а —4 tg α + 1 = 0, откуда a ^ a r c t g  (2—Y 3), 

α 2 =  arctg(2 -f  Υ 3 ) .
27. а г =  у  , α 2 =  arctg4. 28. 6.
29. Проведем через середину К  стороны АВ прямую, парал­

лельную (CD), и пусть М  и N  — точки ее пересечения с (ВС) 
и (AD). Тогда треугольники К В М  и KNA  равновелики, и поэтому 
площадь трапеции ABCD  равна площади параллелограмма MNDC , 
т. е. равна ab.

30. Обозначим основание первого треугольника через х, тогда 
основание второго будет х — 10, и поэтому л: >  10 (1). Высота

.  50 100 100 ^первого треугольника будет —  =  — , а второго . Соглас-
Т

100 100 ^ 5 vно условию задачи имеем: -----Учитывая не­
равенство (1), получим х2— 10* — 1200 <  0 (2), или (х +  30) (х — 
— 40) <  0, откуда —30 <  х  <  40. Если учесть теперь ограничение 
(1), то получаем ответ:

10 <  х  <  40.
4R 2 (1 -j- ---) sin φ cos3 φ

31. s =  i £ /___ - ______ .

4+(̂ +')(f-3)s,na<p
32. Пусть длины диагоналей ромба равны 2а и 2Ь, радиус вписан­

ного круга—-г, а острый угол 2а. Тогда S =  яг2, а =  , Ь =  ,
Q =  2ab. Исключая из этих соотношений а, b и г, получим

• о 45 л - 4 5sin 2α =  ^ , откуда 2а  =  arcsin ^ .
33. Пусть ABCD — данный четырех­

угольник (рис. 111). Диагонали АС  и 
BD четырехугольника разбивают парал­
лелограмм EFK.L на четыре параллелог­
рамма, а диагональ каждого из этих па­
раллелограммов делит его на два конгру­
энтных треугольника. Е В  F

34. Любым вектором, изображаемым 
направленным отрезком: а) начало кото- рИс. 111
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рого лежит на прямой а, конец — на прямой Ь\ б) с началом на 
прямой Ъ и концом на прямой а\ в) коллинеарным данным прямым.

35. У к а з а н и е .  Сделайте крупный чертеж. Обозначьте 
на нем середины сторон АВ, ВС, CD и DA  соответственно через 
Μ, T, Р, К у а середину диагонали АС  через Н.  Чтобы доказать, 
что площадь одной из четырех полученных частей (например,
МОКА)  равна- ί площади всего четырехугольника, докажите, что
четырехугольники МОКА  и М НК А  равновелики.

36. У к а з а н и е .  Чтобы решить эту задачу, нужно доказать:
1) если площади треугольников АВО и DOC равны, то прямые 
Б С  и AD параллельны; 2) если прямые ВС  и AD параллельны, 
то площади треугольников АОВ и DOC равны.

37. Пусть (АВ) II (АгВ,), (ВС) || ( Я ^ ) ,  (CD) || (C.D,), (DE) ||
II (D i^i). Требуется доказать, что (АХЕ) || (АЕХ). Действительно,/ч ч̂

ABC  =  AlB i Cl и CDE =  C1DlE 1 как углы с соответственно парал­
лельными сторонами. Следовательно, АВгС =  А1ВС1, откуда
ABC =  Д Б хСх. Аналогично докажем, что CDE =  C1DlEi . Склады­
вая полученные равенства, имеем АСЕ — Д С ^ ! .  Проведя прямую/ч
ЕЕЪ заметим, что А1Е Е 1 =  АЕгЕ.

N Из равенства величин этих углов следует
параллельность сторон Д £  и АЕг.

38. Пусть О — точка пересечения диа­
гоналей четырехугольника ABCD (рис. 112). 
Из условия задачи следует, что 

[О А[  [ О Щ  | О A j _  | ОР  |
|ОС I I Об I IONI !Об I ·

Разделив первое равенстю на второе, по­
лучим:

| ON | _  | ОМ |
|О С | \OD\

Ну
C'
Ci

Откуда и следует, что (MN) || (DE).
39. Из равновеликости треугольников 

ABC и А1В 1С1 (рис. 113) следует, что 
\BD  | ■ \ A H \ = \ B 1D1\·  \А1Н11, где (АН) II 
|| (Д Я ,) и ( А Н ) ± ( А А 1). Тогда \BD\=* 

— | B lDl I и, следовательно, треугольники
ABD  и ΑιΒιϋχ  также равновелики. Выпол-

—>
нив перенос В В и отображающий отрезок 
BD  на отрезок BiDlt получим, что

IPiQil
61Д  i
I P'Q'

1ДД \А 'Р']

I B1D1

\AlB1 \ \A'B1\

► I P1Q1 i =  I P'Q ' I
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Рис. 114 Рис. 115 Рис. 116

Так как | P'Q' | « J  PQ |, то | PQ | =  | P±QX |.
40. Пусть 0 ХМ В  =  а  и 0 2jVB =  β (рис. 114), тогда ВАМ  =

^=90° — а  и 5ЛУУ =  9 0 ° + р .  Но сумма этих углов равна 180°, 
90° — а  +  90° +  β =  180°, откуда а  ==* β.

41. У к а з а н и е .  Пусть А — общая точка кругов. Сое­
дините А с центрами кругов и paccMOTpnte наименьший из образо­
вавшихся углов. Покажите, что отрезок, соединяющий соответ­
ствующие центры 0 1 и 0 2, лежит целиком в одном из кругов.

42. Обозначим окружности через съ с2, с3> с4, сь. Пусть окруж­
ности си с2, с3у пересекаются в точке Л, окружности clt с2, с3,

— в точке 5 , окружности clt с2, с4, сб — в точке С. Если Л, β , 
С — различные точки, то окружности сх и с2 имеют три общие точки 
и поэтому совпадают. Но тогда общая точка окружностей съ с3, 
с4, сьпринадлежит и с2. Если же, например, точки Л и С совпадают, 
то общей для всех окружностей будет точка Л.

^ч Ч̂
43. Достаточность. Пусть B = D  (рис. 115). Так как по 

свойству касательных \ B P \ = \ B N \ ,  |£>M| =  |DQ|> то в равно-
^Ч ^ч.    V--'

бедренных треугольниках B N P  =  D M Q u ,  значит, N P — MQ.  
Отсюда NPQ =  PQM и, следовательно, | NQ | — | М Р  |.

Необходимость. Если |iVQ| =  | M P | ,  то NPQ — PQM и 
N P  — MQ, а тогда | N P  | =  | MQ |. Равнобедренные треугольники 
N B P  и MQD конгруэнтны по трем сторонам, следовательно,^ч
В = D.

44. Пусть АВ —~а, АС =  t>, AD = 7  (рис. 116). Достаточно 
доказать, что а +  с =  Ь. Согласно условию задачи (а — и) х

=  аг +  с2 +  Ь2 +  2а · с — 2а b — 2 Ь - с  — 0, т. е. α - f c  — b =  0.
45. 1) Пусть ABCD  — искомый параллелограмм, вписанный 

в данный четырехугольник LM NK,  точка О — центр симметрии

169



Рис. 117 Рис. 118

параллелограмма, В 6 [АШ], D 6 [KL] — данные точки (рис. 117). 
Очевидно, А =  (M L) f| Z0 ((NK))> С =  (NK) f) Zo((ML)).

2) Пусть A t [ L M ] ,  β  е [Μ Ν ]— данные точки (рис. 118). Так
как АВ (А) =  β ,  XB(D) =  С, т о  С =  (RN) f] АВ ((KL)).

П р и м е ч а н и е .  В этой задаче предполагается, что вершины 
искомого параллелограмма могут принадлежать сторонам четырех­
угольника или их продолжениям.

46. Из конгруэнтности треугольников DAR  и ASB  (рис. 119)
следует, что DAR  ^  ABS,  поэтому Α5ΑΗ-&4Κ=90ο, и, следо­
вательно, все углы четырехугольника K L M N  прямые. Проводя 
через А прямую параллельно (BS ) до пересечения с продолже­
н и е м !^ ] , получим точку Аг. Аналогично строим точки Bly Cly D1# 
Восемь треугольников с гипотенузами, равными половинам сторон 
данного квадрата, очевидно, конгруэнтны, следовательно, равны 
их большие катеты — стороны прямоугольника K L M N , который 
является, таким образом, квадратом. С другой стороны, из конгру­
энтности этих треугольников следует, что получившийся «крест» 
равновелик данному квадрату и состоит из пяти квадратов, конгру­
энтных K L M N , т. е. S KLMn =  у S ABc d .

47. Так как треугольники ABC  и ADC прямоугольные с общей 
гипотенузой АС (рис. 120), то

\ А В \ 2+  \BC\2 =  \ A D \2 +  \DC\* (1)



согласно теореме косинусов, для треугольников ABD и BCD 
имеем соответственно:

\AD\2 ~ \ A B \ 2 +  |β£> |2 —  2 \ А В  \ · iBD\cosABD,  (2) 
I ВС  |2 =  | BD  I2 +  I CD I2 — 2 1 BD \ ■ | DC |  -cos BDC.  (3)

Подставив значение \AD\* и | В С |2 из равенств (2) и (3) в равен­
ство (1), получим \АВ  |2 +  \BD\2 +  I CD |2— 2 \ BD\ · \ DC\ х
X  cosBDC  =  | АВ  |2 +  | BD  |2 —  2 1 АВ  | · | BD  | cos ABD  +  [£>С|2,
откуда |О С | · cos BDC =  \ АВ  | cos ABD  и, следовательно, \CXD\  =  
=  \АгВ\.

48. Середина стороны ВС,  точка М , является центром сим­
метрии параллелограмма BXC Y  (рис. 121). Поэтому отображение 
X  Y  есть симметрия относительно центра М , или, что то же 
самое, гомотетия Нг с центром М  и коэффициентом кг =  — 1.

Так как X Y = A Z ,  то AZ=2MY.
Следовательно, отображение Y  ->· Z есть гомотетия Я 2 с цент­

ром S в точке пересечения прямых Z Y  и АМ  и коэффициентом 
k 2 =  2 .

Композиция этих гомотетии Н2оН1 есть некоторая гомотетия 
Н с коэффициентом k * k2 =  —2. Найдем ее центр О. Так как 
И г (м ) =  M, j ro  Я (Af) =  Я 2 (Af) о Я х (Af) =  Я 2 (М) =  А  Следова­
тельно, О Л : ( Ш  = —2. Это значит, что О — точка пересечения 
медиан треугольника ABC . Итак, отображение X- >ZecTb  гомо­
тетия с центром в точке пересечения медиан треугольника ABC 
с коэффициентом k =  —2.

49. Пусть ОЛ +  ОЯ=ОЛТ, OC+OD=ON,  тогда (Ш + О Я  =  О и
ОЛ4 и О Я — противоположные векторы, т. е. точка О — середина 
отрезка M N  (рис. 122). Кроме того, так как | О А | =  | О В | =  | ОС | =  
=  \OD\,  то четырехугольники ОАМВ  и OCND — конгруэнтные 
ромбы, тогда [АВ] и [CD\ — вторые диагонали этих ромбов, а точки 
А и D симметричны соответственно точкам В и С относительно пря­
мой M N . Следовательно, ABCD — прямоугольник.
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50. Пусть I BC  i =  α, I AD | =  b, \AB\  =  d, | CD | =  с (рис. 123). 
Из Δ  CED имеем: с2 =  (b — а)2 +  d 2. Используя свойство описан­
ного четырехугольника с +  d =  а +  Ь, получим соотношение
(а +  b — d)2 =  (b — а)2 +  d 2, откуда

d=  (а +  b) . у  =  ab.
51. Пусть прямая, проведенная через вершину Л, перпенди­

кулярна к прямой СМ и пересекает ее в точке L, а прямую BD —
в точке К  (рис. 124). Тогда S Abcd  =  S a b d  +  S b c d  — γ  I BD  ι χ

X \AK\ +  ^ \ B D \KL\  =  ± \ B D \ \ A L \ = ± \ C M \ AL | = S acm·
52. Проведем среднюю линию EF трапеции (рис. 125). Тогда 

S a b c d  =  I EF I ■ Н, где Η  — высота трапеции. С другой стороны
S ecd  =  S ECF +  SEFD =  11  EF | · ^  +  γ  I EF | · \  =  1  j EF  | . H.

53. У к а з а н и е .  Проведите через точку Λ ί  прямую, парал­
лельную [АК], и с ее помощью найдите отношение длин отрезков 
ВК  и ВС.

54. ><_АОС АО I · I ОС I sin АОС
(О

°ΔΒΟΟ | ВО I · I OD I sin BOD 
По теореме косинусов имеем:

\АС\2 =  \АО\* +  \ОС\г — 2\АО\  · | ОС | cos АОС и

\BD \2 =  \BO\2 + \ O D \ 2 — 2 \ B O \ - \ O D \c o s B O D  (рис. 126). 
Пусть К  — середина [АС] и [BD\, \AC\ =  \BD\ ,  тогда 2 ( |/4 0 |2-+- 
+  | ОС j2) =  4 j КО |2 -f  I АС |2 =  2 (| ВО |2 +  | OD |2) и, следовательно,

I АО I
Отсюда

| ОС | cos АОС =  | ВО | . | OD | cos BOD. 
\ АО \ .  \ ОС \ cos BOD
\ВО\ · | ODI cos АОС

(2)

Из (1) и (2) и следует требуемое утверждение.
55. Через точки С, D и N  проведем перпендикуляры hlt h%, h3 

к стороне АВ  (рис. 127), тогда 2А8 =  Лх +  А,.
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А

В

D А6 Μ
Рис. 127Рис. 126

Так как | АМ  | =  | МВ  |, то из равенства

2Л3 · j АМ  | =  (Λχ +  Л2) · | АМ  |

следует равенство площадей: S a abn =  +  5двсм, отсюда
площадь четырехугольника K M L N  равна сумме площадей тре­
угольников AKD  и BCL,  что и требовалось доказать.

56. Окружность, построенная на [DC] как на диаметре, прой­
дет через точки М и JV (рис. 128). Средняя линия ОЕ трапеции 
перпендикулярна хорде M N , поэтому | ЕМ \ =  | EN  |. Пусть Еи  
Mi, Νχ — проекции точек £ , М и Λί на диаметр DC.  Тогда
| ЕЕг | =  — (| ΜΜχ  | +  | ΝΝχ |). Через точку Е  проведем прямую,
параллельную (DC) и пересекающую (AD) и (ВС) соответственно 
в точках Αχ и Βχ. Тогда получим:
W d  =  5w o  =  |£)C| · | ΕΕχ I =  I DC\  · -̂  (| AiMj | +  | ЛЛЛЛХ |) =  

=  ± \ D C \ · | Μ Μ ι |  +  ^ - | D C | .  \ NNx\  =  S M c d  +  Sncd.

57. Пусть \AB\  — c, \ B C \ = a , \ C A \  =  b, ВАС =  а , тогд 
5 Д/1вс =  у  bcsin а  (рис. 129).

Βι В с

А А Ώ В.

Рис. 128 Рис. 129
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Площади равнобедренных треугольников АВСи АВХС, АгВС легко 
вычислить, зная основание и угол при основании

SAiBc =  j a 2 tgoc,

S abo, =  ' j  с2 tg a ,

SABtc tg a .

Отсюда S Abc +  S ĵ bc =  γ  bc si a  +  ~  a2 tg a  =  (2bc cos a  +  a2).
Но по теореме косинусов имеем: а2 +  2bccosa — b2 c2f тогда

S Abc  =  S Aibc  =  —p  (b 2 +  c 2).

Кроме того,

S abc, +  SABlC =  ~  cHg a  +  \  b* tg a  =  ^  (6* +  ca).

Таким образом,
S Abc  +  S AiBc  — S ABct +  S ABtc ·

58. Пусть в прямоугольной системе координат хОу точка А 
имеет кординаты (х\ 0), точка D — (0; у). Тогда координаты точек 
В и С будут соответственно (х +  12; 0) и (0; у  +  4).

Используя формулу расстояния между точками через их коорди­
наты и условия \ВС\ =  17 см, | DA  | =  5, получим систему урав­
нений

*2 +  у 2 =  25,
(х + 1 2  )2 +  (у +  4)2 =  289,

из которой находим, что либо х  =» 3, у  =  4, либо х  =  4,8, у  =  — 1,4. 
В первом случае S =* S x — S2, где βχ и S2 соответственно площади 
треугольников ОВС и CMD (рис. 130); во втором случае S =  
=  Si  +  S2 (рис. 131). Вычислив и S2 в первом и во втором слу­
чаях, получим: S =  54 см2 и S =  25,2 см2.
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Β9. Так как МА  +  М В   МС +  MD
2 ~  2

то МА  -г МВ  +  МС  +  MD =  09 
т. е. MD =  — (МА +  М В +  МС).

Имеем: и =  МА  +  М В У ν =  МА  +  МВ  +  МС  =  — M D y т. е*
=  — MD. Это значит, что М  — середина отрезка DV.

Выражаем площадь четырехугольника MAUV :
а) S m a u v  =  +  S m u v  =  S m a b  +  S m c d \
б) S m a u v  =  S m a v  +  S u a v  =■ S m a d  +  S m b c ·

Отсюда 2S mauv =  S mab +  S mcd +  Smad +  S mbc =  S abcd·
Итак, Sabcd · Smauv — 2.

60. Проведем через точку В перпендикуляр BD на {АС). Тре­
угольники C5D, СЕН и А Н Е  подобны. Точки £  и О — середины
соответственных сторон, поэтому А  ВЕС  подобен А А Н О .  А так 
как {АН) перпендикулярна (ВС), то и {АО) перпендикулярна 
(ВЕ).

61. Одно из решений можно получить, проведя прямую, парал­
лельную основанию, так, чтобы у образовавшихся двух трапеций 
высоты были пропорциональны нижним основаниям.

62. Пусть \АВ\  > | Л С | .  Треугольник А В ' С \  подобный ABC  
и такой, что | А С ) <  | А В '  | <  | А В  |, приложим к стороне АС  тре­
угольника ABC , как показано на рисунке 132. Проведем через 
точку Е  пересечения [£С] и [В'С'] прямую D £, параллельную
(АС). Треугольники АВ'С '  и DBE  удовлетворяют условию.

63. Обозначим ACM — x, ВСМ  --= у. Из треугольников ACM 
и ВСМ  имеем:
\ A M \ _  s \ n x  \ В М \  _  s in i/ π    | АМ  | __ b s in *

b ^  ^  * ПОЭТОМУ \ ώ ιυι \ Л с\п п
ΰ sin АМС а  sin ВМС а s in y

треугольников ЛС5 и BCS имеем:

sin (A - f  С)

Из

sin X
JA S I

В

I cs
sin у  sin (В А- С)
~BS l  ~  ГсЗП '

Рис. 133
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Отсюда (так как | AS [ =  | BS  |)
о  <>

sin ( A - f  С) 

sin (В -f- С) 
b2

sin X 
sin у

\ А М \  _

sin В  

sin А

ВМ\Следовательно,
64. У к а з а н и е .  Пусть в данном треугольнике [ВН] — вы­

сота, [В М ] — медиана, [BF] — биссектриса, продолженная до 
пересечения с описанной окружностью в точке Е  (рис. 133). Пока­
жите, что треугольник ВМ Е  равнобедренный. Выведите отсюда, 
что угол В прямой.

65. У к а з а н и е .  Докажите предварительно лемму: если 
в двух треугольниках равны основания, углы при вершине и бис­
сектрисы этих углов, то треугольники конгруэнтны. С этой целью 
совместите основания треугольников и продолжите биссектрисы до 
пересечения с описанной окружностью. Используя эту лемму, до­
кажите, что треугольники AFC  и ВЕС  конгруэнтны, если равны 
биссектрисы (рис. 134).

66. По свойству биссектрисы угла | FC | =  | FM |, поэтому
FCM = FMC  =  а  (рис. 135). Аналогично DCN =  DNC  =  β, 

ВАС +  2а =  90° и ABC +  2β =  90°. Сложив два последних ра-
венства, получим α +  β =  45°. Следовательно, MCN =  45°.

67. Пусть окружность касается сторон АС, АВ, ВС треуголь­
ника соответственно в точках D, Е, F. Из / \ A O D  имеем: | AD\ =

=  I ОА\

=  10/41

COS-ψ, I ' ЮЛ I sin γ  , 2Saod = AD | . |  OD i =

sin γ  · cos =  γ  | О A |2 · sin А. Аналогично 2 SCod =

=  j  | ОС I* · sin C, 2SmF =  γ  j OB |2 · sin В. Таким образом, 

S Abc  =  2 S Aod +  2 S cod +  2 S Bof =

=  — (| 0 /412 sin i  +  | Ofi |2 sin β  +  | ОС |2 sin C).

Рис. 134

176



с

Рис. 136 Рис. 137

68. Обозначим | ВС | =  а, | АС | =  Ь, тогда по условию а >  Ь. 
Остановимся на двух способах решения этой задачи.

Способ 1. Построим точку D , симметричную точке С относи­
тельно середины М  стороны АВ> и соединим точку D с вершиной А 
(рис. 136). Построенный треугольник ADM  симметричен тре­
угольнику ВСМ относительно точки М,  следовательно, ; AD  =
=  \ВС\ -= а и ADM  =  ВСМ =  β. Мы получим треугольник ACD , 
который содержит интересующие нас углы а  и β, причем про­
тиволежащие им стороны AD  и АС  равны соответственно а и Ь. 
Согласно условию а >  6, поэтому α >  β.

Способ 2. Соединим середину Е стороны АС с точкой М  (ри­
сунок сделайте самостоятельно), образуется треугольник СЕМ  со
сторонами | ЕМ  | =  у  , | СЕ | =  ~  .

Углы треугольника С Е М , противолежащие этим сторонам, 
равны соответственно а  и β. Это легко доказать, используя свой­
ство средней линии треугольника.

69. Отрезок ОС'0 — образ отрезка ОС0 в заданном повороте
ОСследовательно, С0ОС2 = (рис. 137). Треугольник А Д 2С2—образ

треугольника AqB0C0 при композиции поворота Ro и гомотетии 
1

а
C0S ~2~Н0 , т. е. треугольник АгВгС.г подобен треугольнику А0В0Са 

с коэффициентом — — . Но треугольник А0В0С0 подобен тре-
C0ST  j

угольнику ABC  с коэффициентом у .  Тогда из свойства транзи­
тивности отношения подобия треугольник АгВгС2 подобен тре­
угольнику ABC с коэффициентом, равным произведению коэффи­
циентов данных подобий. В таком случае k = — ί—— . Так как

2 ОС
со* Г
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треугольник ABC равносторонний, то и подобный ему треугольник 
A2BzC2 также равносторонний и его стороны равны т

г» а
cos ΊΓ

70. Обозначим ACM =  а, ВСМ  =  β (рис. 138).
а) \СМ\ > \ А М \ .
Рассмотрим треугольники ACM  и ВСМ.  Так как в треуголь-■̂ч

нике против большей стороны лежит и больший угол, то А >  а ,
/Ч ^
В >  β. Сложив эти неравенства почленно, получим Л +  В >  С.
Отсюда следует, что А +  В  +  С >  С +  С =  2С и, поскольку
А - 1- θ  +  С =  180°, С <  90°.

Случаи б) и в) доказываются аналогично.
71. Имеем: 2 | | =  2 fZ>F| — 2|  £>£ |= (! Д О |+ | CD | — I ВС |)— 

— (\AD\ +  \ C D \ —  |ЛС |). Так как \ A D ' = \ B D \ ,  то 2\EF\=> 
=  I АС | — | £С |.

72. Пусть М и N  — точки пересечения биссектрис углов С а В
с прямой DE (рис. 139). Тогда

/Ч /Л /N
NMC  =  AED -  ЕСМ  ----= 90° — ^  “  Т  =  4 "

Следовательно, точки В г С, М  и N  лежат на одной окружности.
73. Треугольник ADE равнобедренный (рис. 140), [ОА]— бис­

сектриса его угла Л. Пусть (АО) пересекает 
дугу, лежащую внутри треугольника ADE
в точке Ог. Тогда DOx =  ОхЕ. Поэтому / \
ΑΌΟχ= OxDE.  Следовательно, Ох — центр 
окружности, вписанной в треугольник DAE.

74. Из прямоугольного треугольника 
АЕС (рис. 141) имеем:

\А_С\2 = \ С Е \ 2+ \ А Е \ 2.
Так как
, ^ |  =  |АО|  +  |ВС1

=  NBC.

Рис. 140
2 1 2 

\АС\* =  \СЕ\2 +

= | CD I >  

ICD I8 >  2
I СЕ |, 
СЕ I2.

т о
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Следовательно, | АС | >  | CE | ^ 2 ,  т. е. | АС | >  d Y 2.
75. У к а з а н и е .  Продлите отрезок АО до пересечения с ок­

ружностью в точке D и заметьте, что / _A D C g^  /_АВС  (рис. 142.)
76. Пусть | Л В | > | 5 С | ,  /<\ L, Л4, jV— точки касания диагона­

лей с окружностями, вписанными в треугольники ABC , ACDt 
ABD , BCD соответственно; О — точка пересечения диагоналей парал­
лелограмма.

Имеем: | ОК | =  \ АК \ — | АО \ = ± - ( \А В \  +  \АС\ — \ В С \ ) -

Ψ - U a b

Аналогично IO L I =  I ОМ I =  I ON =  | ( Ж | = 1 ,АВ\  — I ВС I
Следовательно, четырехугольник K L M N  — прямоугольник.
77. Малые треугольники подобны большому, следовательно, 
 Ρί г2   Р2 г8 =  --  , откудар Г р ’ г р ’ J rpi =  Гхр , rp2 =  r2p, rp3 =

r3p (p, pu p2, p3— периметры соответствующих треугольников). 
Складывая почленно три последних равенства, получим:
r(Pi +  Р2 +  Рз) =  ( 'i  +  г% +  г3)р, но р х +  р2 +  р3 =  р. 

Следовательно, г =  гх +  г2 +  г3.
78. Пусть О — центр окружности, описанной около данной 

трапеции ABCD (рис. 143). Тогда

SCO +  OAD = SDO +  ODA =  180°. 9
Следовательно, около четырехугольника 
AOCS можно описать окружность. Анало­
гично доказывается, что окружность можно 
описать и около четырехугольника DOBS.
Итак, окружности, проведенные через точки 
Л, С, 5  и В, D, S, проходят также через О.

79. Пусть а и b — длины оснований тра­
пеции, с и d — длины боковых сторон, а  — 
величина угла между диагоналями.

Так как трапеция описана около о к р у ж ­
ности, то а +  b =  с +  d >  4г.
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Рис- 144

Зная, что J sin а | <  I , имеем: 2тп >
>  2/ля sin а. Учитывая, что т 2 +  п2 >  2тп и 
2тп sin а  =  45, где 5  — площадь трапеции, 
получим: т 2 -f  n2 >  4S; в то же время. S =
=  ~ ^ ·  · 2г. Отсюда т2 +  п2 >  4 (а +  Ь) г, или
т 2 +  я 2 > 1 6 г а. Равенство возможно, если к 
числу трапеций условно отнести квадраты.

80. Пусть О — центр окружности, вписан­
ной в треугольник ABC (рис. 144), а, Ь, с — 
длины его сторон, р — полупериметр; имеем:

АОВ =  180° А =  90° -f  — 
2 и +  2

=  90° +  - γ  . Так как М А Х  =  ΒΑΧ, τ ο Α Χ Μ -
В

и А М Х  =  

По теореме сину­

сов из треугольника А М Х  имеем \МХ\
АМ I

. А
slnT , откуда после

несложных преобразований получим: |Λ ίΧ | =  asin -^-. Ясно, что*
Ι Μ Ί - b - s i n - f - .  Далее, | X Y  | =  | М Х  | +  | N Y  \ —  | MN  | =  (а +

С с+  b) sin ----- 2 (р — с) sin у  =  с sin - у . Следовательно,
| MX\:\NY[.\XY\=z a: b :с.

81. Продолжив стороны СВ , CZ), FA и У7/: данного шести­
угольника (рис. 145), получим четырехугольник PCQF, который 
является ромбом, описанным около данной окружности; диаго­
наль CF проходит через центр окружности. Диагонали AD и ВЕ 
шестиугольника также проходят через центр О (докажите!). Пусть 
[О/С] и [OL] — высоты треугольников AOF и COD, тогда | О/С | =  
)OL| =  /?. Так как /X A O F ^ / X C O D  и их высоты, проведенные 
к соответственным сторонам, конгруэнтны, то / \ A O F ^ / s , C O D  
и | AF\  =  | CD |. Аналогично доказывается равенство длин других 
противоположных сторон.

82. Обозначим длины сторон треугольника, противолежащих 
вершинам А , В , С, через а , Ь, с соответственно. Пусть

В

Рис. 146
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(ib φ  с , так как иначе прямые МО и АН  не пересекались бы, 
а совпадали). Проведем перпендикуляр \ О Р \ = г  на (ВС). Тогда
i λα п  i   а i р п  i  а ф  b — с · п л  ι   а2 ф  b2 с2. | ЕН  |  J НМЛ
I М ь  I -  2 » и  ϋ  I 2 ’ I I “  2α ’ I ОР I | РМ |

| | — I МС | 2 I ЯС I — а а? +  Ь2 -  с2 -  а2 b +  сч— ' 1 —  - —  -- - - —- - И Т  71
| РС | — | МС  I Ь — с а(Ь — с) а
83. Пусть а, b , с — длины сторон треугольника ЛВС, 2р — его 

периметр, S — площадь, [АН] — высота, проведенная из вершины А 
(рис. 146). Из очевидных равенств

2 1AN  | +  2 1ВК  | +  2 1 КС  | =  2р и |ЛЛ^| +  | В / С | = с

получаем, что | КС  | =  р — с.
Далее имеем:

, , а2 ф  Ь2 —  с?

ctg АКС -  \ к с \ - \ н с \ -  Р~  2а »СIgAIKL· -  |ЛЯ|  -  ;, л я |  =*
а (а +  b — с) — а2 — Ь2 +  с?  а(Ь  — с) — (Ь — с) (Ь +  с)

~  2а | АН  | 4S ^
_  (с — b) (Ь ф  с — а)

4S
Аналогично

e t g f l M ^ ^ (a- c)(4y c - 6) ,

ctg CNB =  {ь~ а) (% ф Ь~ С) ■

Из полученных трех равенств легко следует доказываемое ра­
венство.

84. Пусть окружность произвольного радиуса с центром в вер­
шине О данного угла пересекает стороны угла в точках А и В. 
Построим прямой угол ВОС, не содержащий луч О А. На дуге 
СВ А строим дугу СВи угловая величина которой равна 13° · 7, 
т. е. 91°. Тогда величина угла ВОВх равна 1°. Дальнейшие по­
строения очевидны.

85. Линия разреза треугольника ABC должна проходить через 
вершину. Пусть (BD) — линия разреза ( D — точка пересечения
(BD) с (АС)). Тогда [BD] _\_[АС], так как в противном случае или

ADB или /_BDC  тупой и не может быть конгруэнтен ни одному 
углу того треугольника, для которого он является внешним. Из
подобия треугольников ABD и BCD вытекает, что или ABD=CBD,/ \  x-s
тогда Δ  ABC равнобедренный, или BAD =  CBD, тогда угол В 
прямой и Δ  ABC прямоугольный. Следовательно, только равно­
бедренные и прямоугольные треугольники можно разрезать на два 
подобных между собой треугольника.

86. В треугольнике ABC ([АС] — основание) продолжите медиану 
АМ  за точку М  так, что | MD | =  | ΑΛΪ |. Заметив, что | BD | =  | ДС|, 
постройте треугольник АВ М .
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87. Пусть At и Вг такие точки данной окружности ω, что 
(AAJ |[ (BBi) и Α1ΟΒί =  φ, где φ — величина данного угла. При 
повороте точка Ах отображается на точку Ви  точка А — на 
точку А0, луч АХА — на луч BXA Q, Так как угол между лучами
АгА и ВгА0 равен φ, то ΒΒ1Α0 =  φ или ВВ1А 0 =  180° — φ. Та­
ким образом, отрезок ВА0 из точки Βγ виден под углом <р или 
180° — φ. Следовательно, если задача имеет решение, то точка Вг 
есть точка пересечения дуги сегмента, построенного на хорде ВА0 
и вмещающего угол <р или 180°— φ, с данной окружностью ω.

88. А н а л и з .  Поскольку \КВ\  =  \КН\ ,  то / _ К Н В ^ / _ В .  
Проведем (КС). Так как \ КН\  = \НС\,  то £ _ Н К С ^ , /_ Н С К .  Но
ИКС +  КСН =  КНВ.  Значит СКН =  КСН =  1 КНВ  =  1  В.

П о с т р о е н и е .  Пусть дан Δ ABC. Разделим В  пополам✓Ч I XX
и построим угол ВСМ =  у  В так, что луч СМ лежит по ту же
сторону от прямой ВС, что и точка А. Пусть луч СМ пересекает 
сторону АВ (а не ее продолжение) в точке К. Построим уголXX 1 XX
CKN =  В так, что луч KN  лежит по ту же сторону от прямой
С/С, что и точка В . Пусть луч KN  пересекает сторону ВС в 
точке Н . Построенные точки /С, Н — искомые.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По построению /_ НК С  ^  /_НСК,  по- 
этому \КН\  =  \НС\.  Далее КНВ =  НКС +  НС К =  j B  +  =
поэтому | КН | =  | КВ |.

И с с л е д о в а н и е .  В пункте «Анализ» было доказано, что если 
К, Н искомые точки, то СКН =  КСВ =  γ Β .

Пользуясь этим, легко доказать, что решение (если оно суще­
ствует) единственное.

Выясним теперь, при каком условии задача имеет решение. 
При построении были сделаны два предположения:

1) что луч СМ пересекает (АВ),
2) что луч ΚΝ  пересекает (ВС).
Первое из этих предположений выполняется, если в 

Δ  ABC γ Β <  С. Второе, если γ  В <  СКВ =  180° — В — у  В, 
то есть при В <  90°.

Если оба эти условия выполняются, то построение выполнимо 
и решение существует.

Докажем, что если решение существует, то эти два условия 
выполняются. Пусть К, Н  — искомые точки. Тогда по доказанному
ВСК =  у  В. Но поскольку точка К  лежит на (АВ), то ВС К <  ВС А,  
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1 х-Ч
откуда -g- В < С .  Далее, так как точка Н  лежит на (ВС], то

/S /'N
СКН <  СКВ. Поскольку точки К, Н искомые, то (как доказано) 

СКН =  ~ В ,  СКВ =  № °  — ~ В .

Поэтому γ  В <  180° — \ в ,  откуда В <  90°.
""N J

Итак, если в Д А ВС В < 9 0 °  И у В с С ,  то решение суще­
ствует, и единственно, в противном случае (т. е. если хотя бы 
одно из этих условий не выполняется) решений нет.

89. У к а з а н и е .  Можно воспользоваться тем, что середина 
отрезка MN  лежит на диагонали АС и делит ее в отношении 3:1 .

90. Пусть квадрат ABCD построен. При повороте i?o° пло­
скости квадрат ABCD отображается на себя, причем прямая ВС 
отображается на прямую CD , М - * М 1т Точки Λίχ и N  определяют 
прямую CD. Прямая, проходящая через точку М  перпендикулярно 
(CD), есть прямая ВС , (CD) f| (ВС) =  С . Построение вершин Α β  
и D очевидно.

Задача имеет два решения, так как направление обхода вершин 
квадрата не указано: поворот можно выполнить по часовой стрелке 
и против движения стрелки часов.

Если \ ОМ\  =  \ΟΝ\ ,  ΜΟΝ =  90°, то задача имеет бесконечное 
множество решений — любые две перпендикулярные прямые, из 
которых одна проходит через точку Λί, а другая через Ν,  опре-
деляют точку С. Если j ОМ | Φ  \ ON | и MON =  90°, задача не 
имеет решений.

91. Из подобия равнобедренных треугольников СВЕ и GBD 
следует, что CGDE — равнобочная трапеция, около которой, как 
известно, можно описать окружность. Аналогично, около равно­
бочной трапеции CDEF тоже можно описать окружность. Но эти 
две окружности совпадают, так как обе они проходят через точки 
С, D и Е. На этой окружности и лежат данные пять точек.

92. В треугольниках ABC и АВХС / _ В  и / _ В г — углы с вза­
имно перпендикулярными сторонами, следовательно, они или равны 
по величине, или сумма их величин равна 180°. И в том, и в 
другом случае точка Вх принадлежит окружности, описанной около 
треугольника ABC . Кроме того, из точек А и С отрезок ВВХ виден 
под прямым углом, значит, [ΒΒλ] диаметр этой окружности и точки 
В и Βλ симметричны относительно ее центра.

Аналогичные рассуждения приводят к тому, что точки Аг и Сх 
также принадлежат окружности, описанной около треугольника 
ABC и симметричны соответственно точкам А и С относительно 
центра этой окружности. Так как никакие три точки окружности 
не принадлежат одной прямой, то точки Аи В1у С1 не принадле­
жат одной прямой.
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93. При параллельном переносе ВС диагональ BD  отобразится 
на отрезок CDX. Из определения и свойств параллельного пере­
носа следует:

D i е (AD),
I d d x i =  i BC ι =  6,

AOD =  ACD1 =  90° (О =  [АС] f) [5D]).

Итак, получили прямоугольный треугольник ACDly в котором длина 
гипотенузы ADX равна а +  Ь, а высота СЯ, проведенная к гипо­
тенузе, является высотой трапеции. Медиана СМ прямоугольного 
треугольника, проведенная к гипотенузе, равна половине гипоте­
нузы. Имеем очевидное неравенство

| С Я | < | С Л * | = £ ± * .

Равенство достигается, когда Δ  ACD1 равнобедренный, т. е. когда 
данная трапеция равнобочная.

94. Пусть в трапеции ABCD (ВС) || (AD) ( \ A D \ > \ B C  |). 
Проведем из точек β  и С высоты ВЕ  и CF. Площадь трапеции

равна ~  | ВЕ  | · (| AD\ +  \BC\).
Отсюда \ В Е | =  3,5 см. Очевидно, \ A E \ - \ F D \ .  Так как

| АЕ  | - f  | FD | =  | AD | — I ВС \ — 4 см,  то \ АЕ\  =  2 см.
Тогда

\АВ\  =  V \  АЕ  |2 -1- | ВЕ  |2 =  ] /4  +  (3,5)2сл< = ¥ ^ с м .

Проведем теперь диагональ АС. Мы должны узнать, по какую 
сторону от нее проходит биссектриса АМ  угла BAD.  Для этого 
сравним величины углов ВАС и CAD. Поскольку CAD ^  /_ВСА,  
то можно сравнивать величины углов ВАС и ВСА . В треугольнике 
против большего угла лежит большая сторона. Значит, надо
сравнить стороны АВ и ВС.

Их длины: см и 4 см. Но ] /б 5  > ] / б 4  =  8. Поэтому

\ А В \ > \ В С \ ,  отсюда ВСА >  ВАС. Следовательно.

CAD >  MAD.
Итак \АМ] — биссектриса угла BAD  — пересекает [CD], а не [БС].

95. У к а з а н и е .  Докажите, что для четырех точек не менее 
3 из 4 треугольников остроугольные.

Возьмите 5 точек и покажите, что не менее трех треуголь­
ников с вершинами в этих точках не остроугольные. Затем под­
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считайте общее число остроугольных треугольников, учитывая, 
что остроугольные треугольники могут входить и в другие пятерки 
точек. В заключение найдите отношение полученного числа к об­
щему числу треугольников.

97. Прямыми, параллельными сторонам квадрата, разобьем 
его на п2 конгруэнтных квадратов, сторона каждого из них будет
равна ~ . Среди этих п2 квадратов существует хотя бы один,
внутри или на границе которого содержится не менее трех точек, 
так как в противном случае точек было бы меньше 2η2+  1. Из
центра выбранного квадрата опишем окружность радиуса

Итак, квадрат и, следовательно, построенный круг содержат 
три из заданных точек.

98. Пусть А — данная точка, / — данная прямая и [АО] JL /. 
Легко видеть, что искомое множество F симметрично относительно 
(АО), и поэтому достаточно рассмотреть лишь правую от (АО) 
полуплоскость, включая и прямую АО.

Множеству F принадлежит, очевидно, точка К (К € \АО\) такая, 
что | АК  | := 2 1 КО |. Через точку К  проведем прямую т , параллель­
ную прямой /.

Пусть точка М  является центром правильного треугольника 
ABC и лежит выше прямой m, [.AD] — высота Δ  ABC. Так как углы 
АОВ и ADB прямые, то тоЗки О и D лежат на окружности
с диаметром АВ, и поэтому AOD — ABD — 60°. Но треугольники 
OAD и К.АМ подобны (их сходственные стороны пропорциональны),
так что АКМ  =  60°. Если точка М  лежит ниже прямой т , то
получаем аналогично, что А К М  =  120°.

Нетрудно убедиться в обратном: всякая точка М  такая, что
АКМ  равен 60° или 120°, принадлежит искомому множеству F.

Окончательно получаем, что множество F представляет собой 
две прямые, проходящие через точку К  под углом 60° и 120° 
к прямой АО, или, что то же самое, под углами 30° и 150° к данной 
прямой /.

99. Пусть А — данная точка, / — данная прямая, А ' — точка, 
симметричная А относительно /, и т — прямая, проходящая через 
A'  и параллельная /.

Легко видеть, что искомое множество F точек симметрично 
относительно прямой А А ', и поэтому достаточно рассмотреть лишь 
полуплоскость, лежащую справа от этой прямой (исключая эту 
прямую).

Пусть С—точка, принадлежащая множеству F и лежащая выше 
прямой т\ В — вторая вершина правильного треугольника AB C . 
Тогда окружность радиуса АВ  с центром в точке В проходит через
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точки А, А ' и С. Отсюда сразу же следует, что АА С =  30°. Если
же точка С лежит ниже прямой, то АА'С  =  150°.

Ясно также, что на прямой т множеству F принадлежит только 
точка А'.

Таким образом, точки множества F, находящиеся в правой от 
АА'  полуплоскости, лежат на двух лучах, выходящих из точки А'  
и составляющих с {АА' )  углы 30° и 150°. Очевидно, верно и об­
ратное утверждение: любая точка этой пары лучей принадлежит F.

Окончательно получаем, что множество F представляет собой 
две прямые, проходящие через точку А* под углами 30° и 150° 
к {АА') или, что то же самое, под углами 60° и 120° к данной 
прямой I.

100. Докажем требуемое от противного. Предположим, что 
точка А не принадлежит отрезку ВС, т. е. докажем, что тогда 
наверно утверждение: «для любой точки М  на плоскости длина 
отрезка АМ  меньше длины хотя бы одного из отрезков ВМ  и СМ».

Иными словами, найдем такую точку М  на плоскости, что 
длина отрезка АМ  не меньше длин каждого из отрезков ВМ  
и СМ. Рассмотрим два случая.

а) Точка А  принадлежит прямой ВС, но находится вне отрезка 
ВС. Расположим точку М  на прямой ВС так, чтобы отрезок ВС 
лежал внутри отрезка АМ.

Тогда, очевидно, будут выполняться неравенства: | АМ  | >  | ВМ  |,
| АМ  | >  | СМ |. Но это противоречит условию.

б) Точка А не принадлежит прямой ВС. Тогда можно постро­
ить треугольник ABC и описать около него окружность. Поместим 
точку М  в центр этой окружности. Тогда | АМ  | =  | ВМ  |, | АМ  | =  
=  J СМ |, что также противоречит условию..

101. Продолжим боковые стороны трапеции до пересечения 
в точке О. Пусть N  =  (DC) П (ОМ), F =  (МС) [\ (BN), Е =  
=  (AN) f) (MD). На [DC] возьмем произвольную точку N ly и пусть 
Е1 =  (MD)  П (ANj)t Q =  (ΑΝ,) П (ΒΝ), F , =  (МС) П (BN,), L =  
=  (EF ) fi (AN,), K  =  (EF) fi (BN,). Докажем, что точка N  искомая, 
т. е. Smenf > S MEiNtFl· Очевидно, IDN  | : | АМ  | =  | ЛГС | : | ΜΒ  |, 
следовательно, коэффициент подобия треугольников DEN  и AEM  
равен коэффициенту подобия треугольников NFC и MFB.  Отсюда: 
\ NE\ : \ EA\  =  \ NF\ : \ FB\ ,  т. е. (EF) || (АВ). Далее, \EL\  =

=  \NNi \ '  [ж { -  =  INN,  | · 1щ А . =  [ f  χ  | и, следовательно, SNNiLE -  
=  очевидно,

S nQEiE >  SfiJQLE =  SflJAFK >  ^NiQFFt·
Откуда

Smenf >  Sme
/Л /Л

102. Пусть R  — радиус окружности, BAD  =  α, BDA  =  x, тогда 
диагональ d =  2 ^ s i n a ,  высота h =  dsinx,  средняя линия трапеции 
равна d cos* . Площадь трапеции
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S =  y  sin 2x.

Так как x  <  а , то для а  <  45° функция S достигает максимума 
при х =  а.  Но в этом случае искомая трапеция вырождается в тре­
угольник, и, строго говоря, трапеции с наибольшей площадью не 
существует. Для х >  45° наибольшее значение площади будет при 
х  =  45°. Построение очевидно.

103. Если отрезки А1А2 и ВХВ2 лежат на прямых, параллель­
ных /, то в случае, когда Α λΑ2 =  B J i 2y имеется бесконечно много 
решений: достаточно на прямой ваять любой отрезок С1С2 такой, 
что СгС2 =  АгА2.

—> — »
Если же данные отрезки таковы, что ΑγΑ2 Φ ΒγΒ2, то требуе­

мых точек Сх, С2, очевидно, не существует.
Предположим теперь, для определенности, что (ЛхЛ2) ψ  / и пусть 

А3 — точка пересечения прямых АХА2 и /. На прямой ΒλΒ2 пост­
роим две точки М  такие, что | ΒλΒ21: | В2М  | =  | Α2Αγ | : | А2А 31 и 
обозначим через В3 ту из них, для которой выполняется условие: 
если А± лежит между двумя другими точками на прямой А ХА2, 
то и Вх лежит между двумя другими точками на прямой ΒλΒ2.

Теперь соединим точки В3 и А3 и проведем через точки Вх 
и В2 прямые, параллельные (Л3В3), их точки Сх и С2 пересечения 
с прямой / и являются искомыми. В самом деле:

I I   I ^1^2 1   I А\А2 !
|С 2Лз1 “  |Я 2В зГ " ~  \А%А*\ ’

откуда с помощью производной пропорции имеем

I С2А3 I I А\А3 |
|С 2Л3 | “  \ А 2А 3 \ *

Тогда углы ЛхСхЛ3 и А2С2А3 конгруэнтны как соответственные 
углы подобных треугольников А1С1А3 и А2С2А3у так что
о а д н м А ) .

104. В данной задаче в роли стержня выступает луч SB. 
В точке А луч «соприкасается» с предметом, а в точке В с экра­
ном образуя границу тени. Составим два уравнения, связывающие 
проекции скоростей в точках А и В\ о | 5 Л  | =  у cos (π — α) — 
проекция на (LK),  ω | SB | =  и cos α — проекция на (MN).  Здесь 
ω — угловая скорость вращения луча. Разделив второе равенство

\ S B \  I I + h
на первое и учитывая, что j =  "JsTj" ^  и а ~  ISCT =

h lh=  —t , получим U =  ~ 2.
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105. Так как длина стержня АВ неизменна, проекции скоро­
стей его концов на направление стержня одинаковы:

и cos а  =  — и cos (π — а  — β)
или

cos (а +  β)и = ------ 1— LJ2 · υ.cos а

Рассмотрим случай, когда длина стержня изменяется во время 
движения («стержнем» может служить, например, отрезок, соеди­
няющий две заданные точки, расстояние между которыми меняется). 
Тогда соотношение, связывающее проекции скоростей концов 
стержня, принимает вид \ v ' a — v'b \ = и, где и — скорость изменения 
длины стержня.
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