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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Инженерная практика располагает обширным арсе- 
налом. средств синтеза динамических характеристик ли- 
нейнйх и нелинейных систем автоматического управле- 
ния. При этом требуемое качествохистем обеспечивается 

введением в цепи прямых и обратных связей корректи- 
рующих фильтров. Использование в системах управле- 
ния цифровых устройств существенио расширяет возмож- 
ности подобных корректирующих элементов. 

При реализацин цифровых фильтров c заданными 
динамическими характеристиками возникают две основ- 
мые задачи: he 

— нахождение алгоритмов реализации цифровых 
фильтров, оптимальных ‘с точки зрения минимума числа 
требуемых арифметических операций и элементов 
памяти; 

— разработка методов уменьшения результирующих 
ошибок на выходе цифрового фильтра, обусловленных 
округлением результатов умножения до фиксированных 
уровней, определяемых длиной принятой разрядной 
сетки. 
.к. Кроме того, весьма актуальной является задача раз- 
работки цифрового фильтра наименьшего веса и габари- 
тов. Последние существенно зависят от длины принятой 
разрядной сетки, т. е. от числа уровней квантования 
преобразуемых сигналов. Уменьшение числа разрядов 
влечет за собой снижение веса и габаритов цифрового 
устройства, однако приводит также и к увеличению 
результирующей ошибки, обусловленной квантеванием. 
Эта ошибка при заданных динамических -харёктеристн- 
ках корректирующего фильтра существенно зависит от 
алгоритма реализацин его передаточной ‘функции. Так, 
среднеквадратичное значение результирующей ошибки 
квантования может иметь самые различные значения 
в зависимости от выбранного алгоритма реализации циф- 
рового корректирующего устройства. , 

В отечественной литературе вопросам реализацин 
цифровых фильтров с учетом величины результирующих 
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ошибок квантования до последнего времени He уделя: 
лось должного внимання. Из нностранных авторов сле: 
дует отметить Дж. Ноулса и Р. Эдвардса, которые рас: 
сматривали эту задачу применительно к трем известным 
методам программирования дискретной передаточной 
‘функции цифрового фильтра 147]. Полученные имн 
результаты приводятся также в книгах Куо и Кайзера 
[48], Гоулда и Рейдера [41]. Однако эти результаты нельзя 
использовать для решення задачн выбора наиболее 
рацнональной структуры реализации цифрового фильтра. 

В целом за рубежом опубликовано достаточно боль- 
шое число статей, посвященных разлнчным аспектам 
анализа ин синтеза цифровых фильтров. Авторы не ста- 
вили задачу обобщить все эти работы. Их цель — разра- 
ботать инженерные методы оценки результирующих OUIH- 
бок квантования по уровню, а также изложить способы 
выбора наиболее рациональных структур реализации 
линейных цифровых фильтров, использовав для этого 
некоторые аспекты теории графов. Кроме того, посколь- 
ку основными элементамн многих технических систем 
являются полосовые ‘фильтры, авторы посчитали необхо- 
димым лодробно рассмотреть в книге’ задачу синтеза 
динамических характеристнк полосовых цифровых фильт- 
ров и способы нх реализации. 

Постановка задачи определения нанболее рациональ- 
ной структуры Ффнльтра, обеспечивающей нанменьшую 
возможную результирующую ошибку (обусловленную 
округлением до заданных уровней всех результатов вы- 
числений), была впервые сформулирована профессором 
Миланского политехнического института Е. Бьонди. 

Книга состоит нз четырех глав н понложений. Первая 
глава содержит основные положения спектральной тео- 
рии дискретных процессов. Обсуждаются различные 
методы построения дискретных моделей непрерывных 
звеньев. Вводится ‘понятие ошибки квантования по уров- 
ню и приводятся различные способы оценки величины 
результирующей ошибки квантования на выходе фильт- 
‘ра. Во второй главе рассматриваются методы реализа- 
ции цифровых фильтров. Излагаются элементы тесрии 
графов, дающей удобный аппарат для определения 
результнрующих ошибок квантования по уровню. Пред- 
лагаются новые эффективные структурные схемы для 
реализации передаточных функций с комплексными по- 
люсами. Третья, основная глава содержит детальный 
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аНаЛиз результирующих ошибок квантования, обуслов- 
ленных операциями округления результатов вычисления, 
при различных структурах реализации цифрового ‘фильт- 
ра. Приводятся оценки как для максимально возможной 
результирующей ошибки, так н для ее среднеквадратич- 
ного значения. Обсуждается проблема оптимизации 
структуры фильтра. 

Последняя, четвертая глава посвящена задаче син- 
теза дискретных полосовых фнльтров. Подробно рас- 
сматривается разработанная методика синтеза динами- 
ческих характеристик полосовых дискретных фильтров. 
Для выбранных структур реализацин фильтров дается 
оценка результирующих ошибок округления. 

Изложенне теоретических результатов сопровождает- 
ся примерами, ознакомление с которыми весьма полезно 
для понимания сутн излагаемых методов. 

Книга предназначена для шнрокого круга инженеров 
и научных работников, сталкнвающихся в процессе 
своей работы с лроблемами синтеза цифровых управ- 
ляющих устройств. Книга рассчитана на читателя, зна- 
комого с общей теорией дискретных систем и элемента- 
ми корреляционной теории случайных процессов. 

$ 1.1, 1.2 и гл. 4 написаны В. Я. Катковником, $ 1.3— 
1.5, гл. 2, 3 н приложения — А. Е. Верешкиным. 

Авторы выражают благодарность  рецензентам 
А. М. Трахтману, Н. М. Щелкановцеву, А. Ф. Терпугову, 
сделавшим ряд ‘ценных замечаний, учтенных при подго- 
товке рукописи к печати.



1. Динамические характеристики цифревых 
фильтров 

1.1. КВАНТОВАНИЕ ПО ВРЕМЕНИ. ЧАСТОТНЫЕ СВОЙСТВА 

ЛИНЕЙНЫХ ДИСКРЕТНЫХ ФИЛЬТРОВ 

Частотные методы являются з настоящее время 
основным аппаратом исследования линейных систем. Их 
широкое распространение объясняется, < одной стороны, 
физической наглядностыо частотных характеристик си- 
стем и процессов, а с другой — удобством и сравнитель- 
ной простотой соответствующего формального аппарата. 
В терминах частотных характеристик удается получить 
решение множества различных по своему содержанио 
задач. 

Рассмотрим ряд вопросов преобразования стацно- 
нарных случайных процессов лннейными дискретными 
системами. Это позволит наломнить читателю основные 
положения спектрального анализа дискретных систем 
с постоянными параметрами и, не углубляясь в детали, 
ввести ‘понятия H определения, которые будут иополь- 
зоваться далее. 

Пусть х{]— дискретная пернодическая выборка из 
процесса x(t), t. е. м#]=х(ЁТ), R=0,1 ..., где Т —nepu- 
од дискретности, или период квантования по времени. 
В анализе и синтезе дискретных динамических систем, 
оперирующих с величинами х№]} существенный интерес 
представляет вопрос о спектральных характеристиках 
подобных периодических выборок и о связи нх свойств 
со спектральными характеристиками исходного непре- 
рывного процесса x(t). 

Для стационарного случайного процесса x(t) © кор- 
реляционной функцией R(t) соответствующие характе- 
ристики периодической выборки легко находятся 
в силу основного определения 

RAD=M tke ПМТ) (ЕТ) = (IT), (1.1) 

где М(.} — символ усреднения по множеству реализа- 
ций. Таким образом, корреляционная функция выборки 
ЖЕ] есть корреляционная функция Кх(т) исходного He- 
прерывного процесса х(Р) при дискретных значениях 
аргумента т=/Т. 

Спектральные свойства дискретных последователь- 
ностей принято описывать в терминах дискретного пре- 
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образования Фурье: 

ф, (eo) = У Rae]. 
k=—00 

T 
Определенная таким образом функция Ф.(е”Т) 

носит название спектральной плотности дискретного 
случайного процесса и по своему физическому смыслу 
представляет собой спектральную плотность мощности. 
Отметим некоторые основные свойства этой функции 
[26, 33]: 

[) спектральная плотность неотрицательна, т. е. 

@.(e*") > 0; 
Г 

2) &,(e”)— четная функция частоты ©, т. е. 
jor —jo7y, ©, (e*") =, (е №); 

3) Ф. (e") — периодическая функция частоты, с пе- 
риодом Aw==2n/7; в качестве основного периода частот 
« обычно принимают интервал (— «/7, 2/7). 

Переход от аргумента к комплексной переменной 2 

(2 =е^”) позволяет устранить эффект периодичности и 

воспользоваться для описания статистических свойств 
дискретного процесса хорошо разработанным аппаратом 
2-преобразования. При этом взаимно-однозначное соот- 
ветствие между спектральной нлотностью и корреляци- 
онной функцией устанавливают формулами двусторон- 
него /-преобразовання (бп): — 

о. (= У Re[k]2-*=Z,, (Re (ET), 
о i (1.2) 

Rell] — gap Pele) 2 =Zy {@. 2) 
Последний интеграл вычисляется по контуру, представ- 
ляющему собой окружность единичного радиуса < цент- 
ром в начале координат комплексной плоскости 2. 

Дисперсия процесса x[k} определяется через ero 
спектральнуо плотность следующим образом: 

=/Г 

jor 3° = $ ®, (2) Z= | Ф‚ (е7) 4%. = (1.3) 
|2] =1 —"/Т 

Таким образом, ox? представляет собой суммарную 
мощность процесса х[] на основном интервале частот & 
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от —n/T до я/Т. Вычисление интегралов (1.2) — (1.3) 
производится либо по теореме о вычетах, либо с исполь- 
зованием таблиц б-преобразования [7, 26, 33]. 

Пусть x(t) и y(t) — два стационарных н стационар- 
но связанных процесса. Взаимная корреляционная функ- 
ция соответствующих дискретных последовательностей 
МА] u ИЛ], очевидно, есть просто Rey (АТ), т. е. взаимная 
корреляцнонная функция исходных непрерывных процес- 
сов MPH дискретном значении аргумента. Соответствую- 
щая спектральная характернстика взаимная спектраль- 
ная плотность Dxy (e” ") == ® ху (2)— определяется форму- 
лами 133]: 

Py (2) = 21 {К (#Г)} = У, Rey [kh] 27%, (1.4) 
k=—co 

—1 
Rey [A] = {Pry (2)} = 5 7 фе (2) ge #2 

|2] =1 

Из свойств функции взаимной спектральной плотно- 
сти отметим лишь следующее: 

Day (2) = Dye (27). (1.5) 
Определение спектральной плотности (1.2) фактиче- 

ски связывает функцию Ф..(2) и корреляционную функ- 
цию исходного непрерывного процесса x(t). Однако 
существенный интерес представляет установление непо- 
средственной связи между спектральными характеристи- 
ками процессов x(t) и х#]. Если спектральная плотность 
(Ф.: (10) непрерывного процесса есть рацнональная Функ- 
ция от W, стремящаяся к нулю прн w—-oco как 1/42 или 
быстрее, то справедливо соотношение (33, 34] * 

42 

®,(e!7) = -т- у 0, (joj ) 1.8) 
RkR=—co 

Спектральная плотность дискретного процесса есть 
сумма значений спектральной ллотности исходного про- 
цесса, взятых при зйаченнях аргумента, смещенных Ha 
величину, кратную периоду (по частоте w) 27я/Т. 

* Если O.(jm) не стремится к нулю при W-——-oo, а скорость 
1[0? есть паименьшая возможная скорость убывания рациональной 
функции ©; (16), то ряд (1.6) расходнтся и соответствующей функ- 
uni Ф.(2) не существует, | 
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Можно показать, Что имёет мебто предельный перё- 

ход ТФ, (e'”)-+ (jo) при Т-—0. При сравнительно 

большой величине периода квантования спектральная 
плотность на основном интервале (—л/Т, л/Т) сущест- 
венно искажена по сравнению © исходной функцией 
Ф (fw). 

В случае малой величины периода квантования на ос- 

новном интервале спектральная плотность ®,(e!”) прак- 

тически точно совпадает с исходной функцией Ф. (а). 
Для вычисления спектральной плотности Ф.(2) по 

заданным характеристикам непрерывного процесса мож- 
но воспользоваться ‘определением (1.2). Тогдадля Ф.. (2) 
получаем 

Ф; (2) У К. =--- У Rx [] zk — R, [0] = 

k=0 k=0 

= К= (2) - Rz(27*) — Rx [0], (1.7) 

где R,{z)= у К. [#]2`®—71Юх(ЕРГ)} — обычное — одно- 
k=0 

стороннее 7-преобразование от корреляционной функции 

R(t). 
В случае, когда спектральные характеристики непре- 

рывного процесса заданы графически, для приближенно- 
го построения спектра дискретного процесса чрезвычайно 
удобно соотношение (1.6), позволяющее наглядно оце- 
нить спектр квантованного по времени процесса. 

Ш. Чанг показал 134], что спектральная плотность 
@;(Z) дискретного процесса может быть определена по 
соответствующей функции Ф. (№) с помощью обычного 
одностороннего 2-преобразования: 

Dx (2) =2{Ф.(р)}. (1.8) 

Для вычисления по формуле (1.8) функция Ф.(р) 
раскладывается на простейшие дроби, для каждой из 
которых по таблицам 2-преобразования определяются 
соответствующие 7-изображения. При суммировании 
полученных выражений определяется Фх(2). Следует 
отметить, что для получения аналитического выражения 
Ф.(2) процедура (1.8) обычно более удобна, чем (1.7). 

Дискретный процесс, слектральная плотность которо- 
Го постоянна, носит название дискретного белого шума 
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(илн просто белого шума). Ему соответствует коррейя- 
цнонная функция 

ЮЕ]= 'O 26 с, (1.9) 

Lk=l, 

lovee 
Это означает, что любые два последовательных значения 
процесса некоррелированны, а его дисперсия равна о?. 
Понятно, что периодическая выборка из л1юобого непре-` 
рывного случайного процесса с конечным временем кор- 
реляцин при достаточно большом периоде дискретностн 
Т всегда обладает свойствами дискретного белого шума: 

Перейдем к рассмотрению дискретных фильтров и их 
частотных характеристик. Дискретным фильтром приня- 
то называть динамическую систему, процессы на входе 
и выходе которой представляют собой дискретные лосле- 
довательности. Линейный с‹тационарный дискретный 
фильтр в общем случае описывается линейным разност- 
ным уравнением с постоянными коэффициентами: 

п т 

У by [(k —Й=У ах — Л, =1. (1.10) 
i=0 j=0 

Более компактную запись можно получить, вводя 
полиномиальные операторы сдвигов. Пусть Е —- оператор 
сдвига, такой, что Ё{®]=ж® +1], Exf{kJ=x{k—1], тогда 
разностное уравнение (1.10) можно записать в виде 

В (&) и/^]=А (§) x}, 
где В(Ё) и A(E) — полиномнальные операторы сдвига, 

В (Е = 1+ 0E 3+ ... +", 
A(E) = tak + 20. ат". (1.11) 

Для анализа процессов в дискретных системах широ- 
ко используется аппарат теорни 2-преобразозания. По 
определению, для изображений дискретных последова- 
тельностей нмеем 

где 6», ‚— символ Кронекера; 6» ‚= 

y => у [#] 27%, (1.12) 
в=0 

ие" Че} = рф ие) 21 4е. (118) 
Последняя формула определяет обратное 2-преобразо- 
вание, где контур интегрирования Г представляет собой 
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такую окружность конечного радиуса, внутри которой 
расположены все полюсы функцин y(Z), 

Передаточная функция линейного дискретного фильт- 
ра имеет вид 

т п 
А -; - 

О (2) = oe = уу 2 [i+ So zt, (1.14) 
d 
i=l 

Тогда реакция фильтра И] на произвольное возмуще- 
HHe {| записывается как 

п 

- 3 7: ув ==2-1 {В (г) x (z)}'-+ У, сум (1.15) 
j=! 

или при переходе к эквивалентной временной записи 
в форме свертки 

В . 8 

y (l= dle—Axlll + У cm, (1.16) 
j=t {=0 

где d{k]=Z-{D (2)}--весовая функция дискретного фильт- 
ра; и; — корнн характеристического уравнения 

B(1) =0; (1.17) 
с; — постоянные, определяемые начальными условиями. 

При записи разностного уравнения в форме (1.10) 
и поступлении внешнего возмущения начикая с момента 
времени k=O начальные условия обычно задаются зна- 
чениями выходной координаты и] зв л предшествующих 
моментов времени (п — порядок дискретного фильтра) 
y{[—l], ..., y[-—n]. При stom постоянные с; находятся как 
решение системы уравнений. 

п 

У ev == [$]; 5=—1,....— п. (1.18) 
j=l 

Если начальные условия нулевые, то все cj=O0 и реак- 
ция фильтра на 2] определяется первым слагаемым 
в (1.15) и (1.16). 

Для простоты мы ограничились приведением выра- 
жения для И], соответствующего лишь случаю простых 
ие ратных) корней характеристического уравнения 

Первое слагаемое (1.16) определяет вынужденную 
составляющую реакции фильтра, а второе — свободную 
составляющую. Вынужденная составляющая, очевидно, 

п



равна нулю, если Х[]=0, а свободная составляющая, 
как уже отмечалось, равна нулю, если равны нулю все 
начальные условня. Дискретный фильтр называется 
устойчивым, если его реакция при произвольных началь- 
ных ‘условиях с течением времени (k—>oo) стремится 
к своей вынужденной составляющей. Для устойчивости 
фильтра в общем случае необходнмо н достаточно, что- 
бы все корнн характеристического уравнення (1.17) по 
модулю были меньше единицы. 

Пусть х[®] — периодический процесс, т. е. х[“] = 

— Ае^”* тогда установнвшаяся реакция (— со} устой- 
чивого фнльтра записывается в виде 

у [1] — лу d(k — Пе" = р (e!*") x [1], 
1=0 

со 
__ —joTl o _ => 2[f] eo" — комплексный ко- 

[—=0 

эффициент передачи фильтра или его комплексная час- 
тотная характеристика. 

Для входного процесса х#]=А 0$ ® ГА аналогично 
можно получить 

y[k] ='A|D (e*")| cos (wT k +9 (0)), 
где |) (е’)| — амплитудно-частотная характеристика дис- 
кретного Фильтра, определяющая изменения амплитуд 

отдельных гармоник в результате прохождения сигнала 

через фильтр; Ф (6) = аге: D(e!””) — фазо-частотная харак- 

теристика фильтра, определяющая фазовый сдвиг Ha 
частоте ® при прохождении гармонического сигнала 
через дискретный фильтр. Частотные характеристикн 
фильтра сравнительно просто определяются по известнон 
передаточной функции О(2), если положить 2 = eet 

В случае неустойчивого дискретного фильтра понятие 
установившейся реакции не нмеет смысла, поскольку при 
k—>oo |y[k]|—>-0cc, однако частотные характеристикн 
фильтра остаются содержательной характеристикой 
фильтра, определяющей амплитудные и фазовые искаже- 
ния гармонического процесса. 

Приведем некоторые положения теории линейного 
преобразования дискретных случайных последовательно- 
стей. Пусть Хх] — стационарный случайный процесс, 
12 

где D (el?) = р (2) 
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‘тогда ДА] в установнвшемся режиме будет стационарным 
‘лишь в случае устойчивого дискретного фильтра. Если 
же фильтр неустойчив, т. е. хотя бы один нз корней 
‹характеристического уравнения по модулю больше или 
‘равен единице, то процесс yf] в общем случае широко- 
полосного возмущения XA] будет нестационарным, с дис- 
персией, растущей при “—=оо до бесконечности. 

Для устойчивого фильтра с передаточной функцией 
D(z) справедливы следующие формулы преобразования 
спектральной плотности: 

Day(Z) =Ф.(2)Ь(2), 

Фу» (2) =Фху(2—1) =D (2—1) Ф+(2), (1.19) 

Ф,(2) = (21)Ф..(2)Л (2). 

При этом дисперсия процесса И] вычисляется в силу 

соотношений 

Ga
 

9 1 dz __ 

ayo Фи (2) = 
2]=] 

J _ а = $ р@ре ) 0. (2) (1.20) 

или, переходя к интегрированию MO о, 

®/Т 

= | | D (=?) 2 Ф‚ (е*7) do. (1.21) 
—2/T 

Дисперсня процессов на выходе линейного дискретного 
фильтра определяется лишь амплитудно-частотной ха- 
рактеристикой фильтра и не зависит от его фазовой 
характеристики. 

1.2. ДИСКРЕТНЫЕ МОДЕЛИ НЕПРЕРЫВНЫХ ЗВЕНЬЕВ. 

ПРЕДЫМПУЛЬСНАЯ ФИЛЬТРАЦИЯ 

Остановимся на одном из весьма распространенных 
способов выбора динамических характеристик дискрет- 
ных фильтров, предназначенных для обработки непрерыв- 
ных данных. Во многих случаях Cc формальной точки 
зрения наиболее простой и в то же время физически BECb- 
ма наглядной является следующая процедура. ервона- 

чально ставится и решается задача синтеза рассматрива- 
емой системы как непрерывной, после чего для тех звень- 
ев, которые должны быть реализованы на цифровых 
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элементах, строятся дискретные модели и тем самым 
определяются искомые динамические характеристики 
этих моделей. Весьма важным C принципиальной и прак- 
тической точек зрения является вопрос о том, как 
строить эти дискретные модели, чтобы полученная 
таким образом система с цифровыми элементами по 
свонм общим характеристикам была близка к исходной 

z(k] Ay 
z(t) _ о D(z) у a | 

elk) _ 

OP! ет afi 
Рис. 1.1. Оценка погрешности днекретной модели пепрерывной 

системы. 

непрерывной, т. е. чтобы были малы ошибки e[R] (рнс.1.1). 
Подробное рассмотрение этой задачи выходит за 

рамки настоящей книги. В то же время невозможно, 
говоря о цифровых фильтрах, пе остановиться хотя бы 
коротко на некоторых из возникающих вопросов, часто 
недостаточно четко выделяемых в литературе по дискрет- 
ным системам. 

Основными методамн построення аппроксимирующих 
дискретных моделей являются следующие. 

Метод инвариантных весовых функций 

Пусть G(p) — передаточная функция непрерывного 
звена, тогда (при нулевых начальных условиях) связь 
сигналов на входе и выходе определяется интегралом 
свертки 

1 

y ()={ g(t — +) x(2) dr, 
0 

где g(t)—secoBan ‘функция звена; g(t) =L-'{G(p)}. 
Переходя от интегрирования к суммированию, запишем 
приближенное выражение для значения выходной коор- 
динаты в дискретные моменты времени: 

у (РГ) = гу д (ЕГ:— (Г) x (IT), (1.22) 
{=0



Ошибка преобразования сигнала при этом тем меныше,. 
чем меньше пернод дискретности Г. Будем рассматрн- 
вать правую часть выражения (1.22) как выходную 

коордннату y{k] некоторой дискретной системы 

№ 

и] =ТУ о — Их, 
[=0 

передаточная функция D(z) которой, очевидно, равна. 

D(z) =TG(z2), (1.23) 

где G(z) =Z{G (p)}. 
B силу соответствия, имеющего место между значе- 

ниями У] и ИК], естественно в качестве дискретной 
модели непрерывного звена с передаточной функцией 
G(p) ‘принять звено с передаточной функцией (1.23). 
Весовая функция Qk] такой дискретной модели пропор- 
циональна (с коэффициентом Т) весовой ‘функции gir] 
аппроксимируемого непрерывного звена. Последнее об- 
стоятельство определяет название метода — метод инваг 
риантных весовых Функций. 

Существенно, что имеет место следующий предель- 
ный переход: 

А — 4 lim D(z) = (р) (1.24) 
т. е. в пределе (при Г-—>0) принятая модель обеспечи- 
вает сколь угодно высокую точность аппроксимации 
динамических характеристик непрерывного звена. 

Справедливость равенства (1.24) непосредственно 
следует из соотношения, связывающего передаточные 
функции С(р) и G(z) [7, 33): 

{Со 
Get = (10+ Wo в), (1.25 == ЕО p+ |, (1.25) 

А=— 00 

где g(+0) — значение весовой функции g(t) в момент 
времени t='-+90. 

Из определення и общих свойств б-преобразования 
следует, что устойчивому непрерывному звену в силу 
(1.23) соответствует также устойчивая дискретная мо- 

дель, для полюсов которой имеем 2==е?! ‚ где р-—полюс 
передаточной функции С(р). 
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Модель с формоимпульвным элементом 

Непрерывное звено с передаточной функцией G(j) 
заменяется в этом случае дискретным с идеальным пери- 
одическим клточом на входе (рис. 1.2), где W(p) — пере- 

z(t) „т (2) wip) u(t) вр) gle) yA 

Рис. 1.2. Дискретная модель с формонмлульсным элементом, 

даточная функция формонмпульсного элемента. Как 
принято в теории дискретных систем, сигнал при прохож- 
дении через ндеальный ключ модулнруется 6-функция- 
ми* {7}, т. е. 

х* (t) = Mx [Rk] 6 (Е — RT), 
k 

тогда для процесса u(t) справедливо выражение 

и (В = У w(t — kT) x [| (1.26) 
Е 

w(t)=z-{W(p)}. 
_ Практически формоимпульсное устройство тем или 
иным образом реализует только операцию (1.26), уста- 
навливающую соответствне между величинами x{R] и 
u(t), цепь же с идеальным ключом н последовательно- 
стью 6-функций является полезной математической 
моделью, приводящей к удобной: расчетной схеме рас- 
сматриваемой системы. 

По определению, непрерывное звено называется фор- 
моимпульсным, если его весовая функция w(t)= 
=I—{W(p)} равна нулю вне основного интервала [0, Т). 

где 

* Свойства 6-функция: 

co, Ё==0; 
0, #220, [samt => 1, § =| 

2. Для функцин x(t), непрерывной в точке 2, 

{x (x) 6 (t —2) dt= x(t).



Простейшим формонмМпульсным элементом является фик- 
сатор с передаточной и весовой функциями 

W, (р) = (1 —e)/p, 
1 O<t<T; 

р t — . 

9 (1 {о < 0, ЕТ. 

В случае формоимпульсного элемента — фиксатора 
сигнал и(Р на входе звена С(р) есть ступенчатая 
аппроксимацня исходного входного процесса х(2). Диск- 
ретная модель звена С (р) записывается при этом в виде 

2 (2) = АМ (р) G(p)}=(l—z) Z{G(p)/p}. (1.27) 
Нетрудко убедиться, что при Г—>0 имеет место пре- 

дельный переход Л (2) —0С (р). Действительно, при 1—0 
(1—21)—>>РТ, тогда TZ{G(p)/p} в соответствии с соот- 
ношением (1.25) стремится к (1/р)С(р), откуда и следу- 
ет доказываемое асимптотическое соответствие D(z)— 
—>С (р). Так же как и в случае метода инвариантных 
весовых функций, полюсами цискретной модели явля- 

Р » 
IOTCA величины 2,—е , ’ где Pr —-полюсы передаточнои 

функции ‘С (р). Таким образом, устойчивому непрерызно- 
му звену ‘соответствует устойчивая ‘дискретная ‘модель. 

Методы численного интегрирования 
дифференциального уравнения 

Пусть передаточная функция С (р) имеет вид G(p) = 
=P(p)/Q(p), где Р(р) и О (р) — полиномы; тогда связь 
входного х(1) и выходного y(t) процессов описывается 
дифференциальным уравнением, в операторной форме 
имеющим дид 

Q(p)y () =P (р) x(t), р: 
af 

Методы численного интегрирования дифференциаль- 
ных уравнений [1, 6] позволяют установить приближен- 
ное соответствие между х|Е] и И!] и тем самым решить 
задачу построения дискретной модели непрерывного 
звена. Хорошо разработанные приемы численного интег. 
рирования открывают широкие возможности конструиро. 
вания эффективных дискретных моделей, использующих 
различные методы коррекции точности. Во многих слу- 
чаях C помощью методов численного интегрирования 
можно строить более точные аппроксимирующие модели, 
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Wei с помощыьо Методов | н 2, принятых в теории aBrd- 
матического управления. 

Рассмотрим в качестве примера непрерывное звено, 
опнсываемое дифференциальным уравнением первого по- 

рядка у--ау=х, и получим для Hero передаточные функ- 
ции дискретных моделей, соответствующих нескольким 
из наиболее распространенных методов интегрировання. 

В простейшей схеме — схеме Эйлера — полагается 

y= (ylk]}—ylk—1])/T. Тогда дискретную модель, очевидно; 
Можно записать в виде разностного уравнения y{k]— 
—(l—aT ) y[k—1]=Txf{k— 1]. 

Соответствующая передаточная функция D(z) имеет 
ВИД 

T2-3 
b= TT ae (1.28) 

Более точным является усовершенствованный метод: 
Эйлера (6, стр. 147], при котором вычислекия проводятся 
по формуле 

y{e+2]— || ren 

=—Tx{e+1j—- AT” fel. (1.29) 

Соответствующая передаточная функция имеет вид 

al 
Г (1 —“pet)e" 

р (2) = = , (1.30) 

где 6=|—aT+a*72/2. 
Наконец, остановимся на методе Рунге — Кутта, об- 

ладающем высокими точностными характеристиками H 
хорошо зарекомендовавшем ‹ебя в практике вычислений 
6, стр 151]. Применительно к рассматриваемому урав- 
ненню первого порядка вычисления ведутся в соответст- 
вии с разностным уравнением 

yf + 1]—byf}=aox[k 2] + аж Па], — (1.31) 
272 878 47 4 

где 6—1 af 22 ete 

Г th 
a= F 3 a,=T (3 — 4a =); 

2т2 37's 

a= (1 — al — art +=”) 
4 
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которому соответствует передаточная функция вида 

__ а $4,271 4+ а.27* ры. (1.32) 

Оптимальные дискретные модели 

Точно определив условня работы модели и критерий 
точности, можно сформулировать задачу построения 
оптнмальной дискретной модели непрерывного звена. 
Рассмотрим один нз возможных вариантов постановки 
задачи оптимизации дискретной модели. 

Пусть х(Р) — стационарный случайный сигнал со 
опектральной плотностью Ф..(]0). Будем характеризо- 

вать точность модели дисперсней ошибки e[k]=yfk]— 

—y{k], измеряемой лишь в дискретные моменты времени 

(рис. 1.1). Для установившегося режима и устойчивых 
фильтров дисперсия ошибки постоянна и не зависит от 
времени: 

0её=М{е*]}. (1.33) 

Условие минимума критерия качества (1.33) является 
необходимым для решения задачи построения оптималь- 
ной дискретной модели. Существенно, что подобное реше- 
ние является оптимальным лишь по отношению ко вход- 
ному «игналу определенного типа, характеристики KOTO- 
рого задаются спектральной плотностью ФФ. (о). Факт 
зависимости оптимального решения от свойств входного 
сигнала физически понятен, поскольку само представле- 
нне о точности модели неразрывно связано ‘с какими-то 
предположениями о характеристиках входного процесса, 
и поэтому носит существенно относительный характер. 

Сформулированная таким образом задача есть клас- 
сическая задача Винера — задача синтеза оптимального 
дискретного фильтра, ‘формальный аппарат решения 
которой разработан достаточно хорошо [59, 9, 32, 34]. 

В заключение параграфа остановимся еще на одной 
проблеме, тесно ‘связанной с затронутым кругом вопро- 
сов. Во многих случаях входной сигнал x(t) представля- 
ет собой аддитивную «смесь полезного сигнала s(t) и 
шума (ошибок) n(t), т. е. 

x(t) =s(t) +n(2), (1.34) 

при этом ‘обычно шум n(t) существенно более . широко- 
полосен, чем полезный сигнал. 
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При выборе периода дискретности, как правило, 

основное BHHMaHHe обращается на свойства только по- 

лезного сигнала, и Именно по отношению к полезному 

сигналу нспользуются условия Котельникова, связыва- 

Юющие частоту квантования и предельную частоту кван- 

туемого снгнала. Такой подход ‘представляется на пер- 

вый взгляд вполне естественным, когда уровень помехи 

мал по сравиению C уровнем полезного сигнала. Однако 
при этом часто забывают, что соотношение между уров- 

9 (62), (2767) , WT 

1’ 

- (ca) = 9, (2767) 

=
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Рис. 1.3. Спектральные плотности полезного свгиала ин шнрокополос- 
ной помехн после кваиптования сигиалов по времени. 

HAMM сигнала и шума в результате квантования процех- 
сов может существенно измениться. Если ширина спек- 
тра шума n(f) ‘достаточно велика, то его ‘мощность на 
основном интервале частот (—x/T, л/Т] в результате 
квантования резко возрастает. 

На рис. 1.3 наглядно проиллюстрирована подобная си- 
туация: если спектральная характеристика полезной со- 
ставляющей процесса на основном интервале практически 

. 7 . . 

не изменилась, Ф, (e!” ) = ®, (jo), TO уровень шума ста- 
ционарного случайного процесса n(t) резко "вырос, т. е. 

©, (el) > Dy (jo). 
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Как правило, в таких случаях при попытке снизить 
эффект повышения уровня помехи путем уменьшения 
величины Г повышатотся требования № быстродействию 
цифрового устройства, что существенно затрудняет его 
практическую реализацию. Более простой и эффектив- 
ный выход из положення состоит в использовании так 
называемого предымпульсного фильтра, осуществляюще- 
го предварительную фильтрацию квантуемого сигнала. 
Схема, содержащая предымпульсный фильтр с переда- 

К] . 
zt) F(p) Mo | D(z) 

Рис. 1.4. Дискретная система с предымпульсным фильтром. 

точной функцией F(p), приведена на рис. 1.4. Такой 
фильтр обычно представляет «собой фильтр нижних 
частот, не пропускающий частоты выше л/Т. 

Во многих случаях представляется возможным реа- 
лизовать предварительную фильтрацию без применения 
специальных устройств, а просто путем рационального 
выбора характеристнк аналого-цифрового преобразова- 
теля (АЦП). Поскольку полоса пропускания преобразо- 
вателя расширяется с повышением его быстродействия, 
‘сказанное означает, что использование быстродействую- 
щих преобразователей в условиях действия высокочас- 
тотных помех может привести к ухудшению характери- 
стик точности системы н в то же время использование 
преобразователей с низким (но достаточным по полез- 
ному сигналу 5(Ё)) быстродействнем позволяет эффек- 
THBHO отфильтровать высокочастотную помеху и умень- 
шить ошибки преобразования сигналов. 

Большой ннтерес с практической и чисто теоретиче- 
ской точек зрения представляет задача выбора оптн- 
мальных характеристик предымпульсного фильтра. При 
этом оказывается, что ответ в задаче такого рода суще- 
ственно зависит от способа дальнейшего использования 
выходной дискретной последовательностн #1]. Tax, если 
рассматривается задача преобразовання непрерывного 
сигнала с помощью дискретных элементов, то обязатель- 
ной является операция декодирования информации, т. е. 
последовательность #14]. поступает на цифро-аналоговый 
преобразователь (ЦАП). 
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На рис. 1.5 приведен однн из вариантов разомкнутой 
цепи такого рода, где звено (р) включает как харак- 
теристики ЦАП, так и характеристики последовательных 
непрерывных звеньев. Такие схемы используются при 
решении различных задач теории дискретных систем 
автоматического управлення. 

Оптимальные в том или ином смысле характеристики 
предымпульсного фильтра F(p) существенно. зависят OT 
свойств элементов D(z) и (р). 

-- 

y(t) 
—— 

c(t) (t) v4 
—>| Fiz) eros D(z) 

lk] «и Еие-ят) 
W(p) 

Рис. 1.5. `Прохожденне пепрерывного сигнала через дискретную 
снстему. 

Задачи синтеза дннамнческих характеристик цепи 
(приведенной Ha рис. 1.5), оптимальной в смысле ‘мини- 
мума дисперсин ошибкн, рассматривались многими авто- 
рамн. В направлении частичного синтеза, т. е. выбора 
оптимальных характеристик какого-то одного звена цепи 
MPH фикснрованных остальных, сделано достаточно MHO- 
го 110, 17, 33, 34]. В то же время задача полного синте- 
за-— одновременной оптимизации всех элементов рас- 
сматриваемой цепи — рассматривалась подробно, по-ви- 
димому, лишь Ш. Чангом [34], и с ней связано еще . до- 
статочно много нерешенных проблем. 

1.3. КВАНТОВАНИЕ ПО УРОВНЮ. ЦИФРОВЫЕ ФИЛЬТРЫ 

Характерная особенность цифрового управляющего 
устройства H цифрового фильтра, в частности, состоит 
в том, что преобразуемый им сигнал выражается в чис- 
ловом коде, например, двоичном. Максимальное число 
разрядов кода всегда ограничено, поэтому сигнал пред- 
ставляется с помощью дискретных уровней с некоторым 
шагом дискретизации 6. Представление сигнала с по- 
мощью дискретных уровней называется квантованием 
сигнала по уровню. Шаг дискретизации сигнала по уров- 
HIO принято называть шагом квантования, а дискретные 
уровни — уровнями квантования. 

Связь между непрерывными и дискретными (цифро- 
выми} звеньями в системе автоматического управления 
производится с помощью АЦП и ЦАП (рис. 1.6) Анало- 
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го-цифровой преобразователь осуществляет процёбе 
квантования ло времени и по амплитуде, а также циф- 
ровое кодирование сигнала. Преобразование дискретно- 
го сигнала в непрерывный совершает формирующее зве- 
но, частным случаем которого является фиксатор. 

Часто квантование по уровню рассматривают как 
процесс преобразования сигнала нелинейным звеном со 

Ug _е z(t) aun Ce gin] Die) шт] wan 98 р и 

[ 

Ald 

АЦП \« 

a) 

Og nun ES ore) ао omy LS? 
y(t) 

| 5 

Рис. 1.6. Структурная схема системы автоматнческого управления 
с цифровым фильтром: 

a—c двумя АЦП; 6 —с одпим АЦНИ. 

ступенчатой характеристикой, изображенной на рис. 1.7. 
При анализе влияния квантования на точность работы 
системы управлення в этом случае применимы методы 
теории нелннейных импульсных систем. Так, например, 
в работе [45] ошибки квантования по уровню в динами- 
ческом режиме исследуются с помощью прямого метода 
Ляпунова. Более удобно рассматривать квантование как 
процесс наложения на дискретизированный по времени 
сигнал Жи] добавочного сигнала 4{п|, равного разности 
между истинными и квантованными значениями хи 
ограниченного по модулю половиной шага квантования 
6/2. Тогда снгнал на выходе преобразователя будет 
равен 

%q[n|=x[n}+ 4 п. (1.35) 

АЦП изображается на структурной схеме в виде 
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последовательного соединения импульсного элемента И 
сумматора с введенной помехой 1] (рис. 1.8). Помеха 
qin) является ошибкой квантования. Она вызывает до- 
полннтельные погрешности в ‘работе замкнутого контура 
системы управления. Этими ошибками можно пренебре- 
гать лишь в том случае, когда шаг кзантования 6 пре- 
кебрежимо мал по сравнению © уровнем полезлого 
сигнала, а непрерывное звено системы достаточно инерцн- 
онно. В общем же случае ошибки квантования, вознн- 

ти) Г 

"бл ВЕ 

HE 96705955 6 
22222 

< No
la

, 

T -534|~ 

Рис. 1.7. Характернстика квантующего устройства. 

кающие при переводе значений непрерывной величины 
в цифровую форму, проходя через дискретную и непре- 
рывную части системы управления, могут накапливаться 
до значительной величины. 

Характер шумов квантования сигнала по уровню 
существенно зависнт от способа представления двоич- 
ных чисел в цифровом устройстве; с фиксированной 
либо с плавающей запятой. . 

Двоичное число с ‘фиксированной запятой можно за- 
писать в следующем виде: Anz ... @2@, 6162... On, где 
а; — значащие цифры (0 или 1) целой части числа, М — 
длина разрядной сетки целой части, 6; —— значащие циф- 
ры дробной части числа, N— длипа разрядной сетки 
дробной части числа. 
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Очевидно, что при KOANPOBAHHN дискретных значений 
непрерывной величины х двоичными числами © фикси- 
рованной запятой War квантования ее 6 равен младщему 
разряду 2—№ дробной части и остается постоянным неза- 
висимо от величины x. В случае кодирования значений 
переменной х двоичными YH- 
слами с плавающей запятой 97] 
шаг квантования § He оста- 
ется постоянным, а изменя- 2(2) 2" Lg [п] 
ется в зависимости от ‘BeJIH- но 3 

ЧИНЫ X, Рис. 1.8. Эювивалентная схема 
Число с плавающей запя- 

той записывается в форме 

и2, где и — мантисса, заключенная между 0,5 и ал — 
целое число, называемое порядком. Покажем, что если 
длины разрядных сеток дробной части числа с фиксиро- 
ванной запятой и мантиссы числа с плавающей запятой 
равны, то шаг квантования сигнала х при кодировании 
его числом с плавающей запятой $n может быть как 
больше, так и меньше шага квантования Sy при кодиро- 
вании числом < фиксированной запятой, в зависимости 
от ‘уровня сигнала x. Пусть значение сигнала х лежит 
в днашазоне 

ох Qh (1.36) 
где К может быть как положительным, так и отрица- 
тельным, т. е. R=—M, ..., —2, —101,2,..., М. 

При k=O значение сигнала х в двоичном коде с фик- 
сированной запятой записывается следующим образом: 

xo=0, bibs... bw, (1.37) 

шаг квантования равен младшему разряду дробной части 
уисла, т. е. 

б=2-м. (1.38) 

Двоичный код с плавающей запятой при k=O cosna- 
дает с двоичным числом (1.37). Следовательно, шаг 
квантования величины х при кодировании двоичным 
числом с плавающей запятой будет равен шагу (1.38), 
т.е. dn='6op. 

Пусть при ®>0 соответствующее двоичное число 
с ‘фиксированной запятой имеет вид 

bp = @п@л—1.., A, р: бо ... Dy, (1.39) 
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а шаг квантования по уровню величины х по-прежнему 
равен 

дв=2- М. (1.40) 

При представлении числа (1.39) в форме с плавающей 
запятой 

лЛп=2*.0, Ap an—s cae aybybe ... Вл. (1.41) 

Количество значащих цифр в (1.41) уменьшилось по 
сравнению с (1.39) на Ё из-за ограниченности 'разрядной 
сетки мантиссы. Очевидно, что шаг квантования значе- 
ния сигнала х, представленного в форме (1.41), будет 
при этом ‘равен 

bu = 2) = 2-м, (1.42) 

т. е. ON превышает шаг квантования (1.40) в 2" pas. 
Аналогично, при k<0 будем иметь 

Хф=0, 0... 09-141 6-42... On (1.43) 
H 

6=2-%, (1.44) 
а также 

Хи=2' ° 0, 44-2 ... мб м4 ... мк. (1.45) 

Отсюда следует, что шаг квантования значений сиг- 
нала x (1.36) при отрицательных А в случае кодирови- 
НИЯ HX числами с плавающей запятой, так же как и при 
положительных А, определяется формулой (1.42).Таким 
образом, ошибка квантования сигнала NO уровню при 
кодировании его двоичными числами с плавающей запя- 
той является мультипликативной NO отношению 
к квантуемому сигналу. В дальнейшем подлежат рас- 
смотрению только ошибки квантования сигнала по уров- 
ню с постоянным шагом квантования 6. Такое сужение 
задачи объясняется тем, что в подавляющем большинст- 
ве «лучаев простые ‹специализированные цифровые 
устройства, к которым, в частности, относятся и цифро- 
вые фильтры, строятся на основе представления. двоич- 
ных чисел с фиксированной запятой. Дополнительные 
ошибкн преобразования сигнала цифровым фильтром 
возникают в результате округлений, нмеющих место при 
выполнении вычислительных операций над двоичными 
числами, 
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Выходной сигнал линейного цифрового фильтра 
с передаточной функцией 

S ae? 

Daas =, - (1.46) 
НУ 6.2-1 

реализуется как решенне разностного уравнения 

т ft 

u(k] = ae [k —i) — Y) bulk — И. (1.47) 
i=0 i=l 

Рекуррентное соотношение (1.47) определяет. совокуп- 
ность арифметических операций умножения и суммиро- 
вания чисел, а также запоминания значений входной и 
выходной величин на интервалы времени, кратные пе- 
рноду дискретности сигнала Г. 

Точное значение произведения двух двоичных чисел, 
представленных в форме с фиксированной запятой, 
содержит 2N разрядов после запятой. Но поскольку 
длина разрядной сетки ограничена, над произведением 
совершается операция округления. N ‘младших разрядов 
отбрасываются и к оставшемуся числу добавляется еди- 
ница младшего разряда, если старший разряд отбрасы- 
ваемой части равен единице, и ноль, если этот старший 
разряд нулевой. При этом необходимо отметить, что если 
хотя бы одно нз двух перемножаемых чисел оказывается 
целым, то точное значение их произведения будет иметь 
№ разрядов после запятой и, следовательно, в результате 
округления оно не изменяется. Очевидно, операция 
округления есть операция квантования по уровню про- 
изведения двух чисел. Если шаг квантования по уровню 
равен 6, то ошибки, возникающие при округлении, ле- 
жат в интервале [—6/2, 6/2]. 

Разность между истинным и округленным значения- 
ми произведения есть ошибка округления, которую 
будем обозначать буквой Г (первая буква английского 
слова round-off, означающего «округленне»}.. Многократ- 
ное суммирование ошибок округления может привести 
к весьма значительным результирующим ошибкам на 
выходе цифрового фильтра. Будем называть последние 
результирующими ошибками округления. 

Заметим, что поскольку операция округления сводит- 
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ая, по существу, ккваитованню результатов вычислений, 
то ошибки округления целесообразно также называть 
ошибками квантования при округлении. Тогда все ошиб- 
ки, вызванные спецификой работы цифровых фнльтров, 
удобно методологически рассматривать как ошибкн 
квантования, подразделяемые на две группы: ошибки 
квантования при ходированни непрерывных снгналов н 
ошибки квантования прн округлении результатов. 

В отечественной литературе методам оценки ошибок, 
обусловленных округлением промежуточных значений 
преобразуемой величины в цифровом фильтре, уделя- 
лось мало внимания. В работах же иностранных авторов 
[40, 47, 23], посвященных этим вопросам, He приводятся 
методы решения задачи выбора наиболее рацнональной 
структуры реализации цифрового фильтра, обеспечива- 
щей нанменьшую результнрующую ошибку округления. 
В связи с этими обстоятельствами в последующих разде- 
лах книги основное внимание уделяется изложению 
методов расчета результирующих ошибок округления на 
выходе цифрового фильтра при различных структурах 
его реализации. 

Следует также отметить необходимость квантования 
коэффициентов разностного уравнения в результате 
представления их двончными числами. Квантование ко- 
эффициентов изменяет их, они пруинимают несколько 

иные значения, в результате чего получается новый, 
отличный от исходпого фильтр. 

Таким образом, прн расчете цнфрового фильтра не- 
обходимо учитывать три фактора, ухудшающих его 
характеристики по сравнениго с соответствующим апалого- 
вым фильтром: 

— квантование входного сигнала, эквивалентное воз- 
действию на вход фильтра шумоподобной помехи; 

— квантование произведений чисел, обусловленное 
операцией округления, которое вызывает на выходе 
фильтра дополнительную результирующую ошибку; 

— квантование коэффицнентов разностного уравне- 
ния, приводящее к отклонению параметров фильтра. 

Очевидно, что влияние ошибок квантования можно 
учитывать в структурной схеме системы управления как 
некоторые внешние помехи. Так, на рис. 1.9,a 9 — 
ошибка квантовання по уровню входного сигнала 24]; 
2] — ошибка квантования по уровню выходного сигна- 
ла ИЕ]; ГА] — ошибка округления результата перемно- 

28



жения преобразуемой’ величины Иа {-й коэффициент. 
Схему, представленную на ‘pre. 1.9,а, ‘можно привестн 
к более удобному для расчета внду, показанному на 

y(t) 
G(p) 
и 

6.["] пи" 

ula f(t; z(t) _ et) Lely го] Diz) 492 It wip) Hite 

y(t) 

6) 
Рис. 1.9. Учет влияния ошибок квантования в структурной схеме си- 

стемы управления с цифровым фильтром. 

рис. 1.9,6. Суммарная ошибка квантования на входе 
цифрового фильтра равна 

де] = qilk] + 92]. (1.48) 

Результирующая ошибка округления vufk] приведена 
к выходу цифрового фильтра (способ этого приведения 
будет подробно рассмотрен в гл. 3). 

1.4. ОЦЕНКА МАКСИМАЛЬНОЙ ОШИБКИ КВАНТОВАНИЯ 

СИГНАЛА ПО УРОВНЮ 

Для оценки влияния квантования по уровню на ка- 
чество работы цифровой системы управления необходи- 
мо знать характеристики помехи 49(^] равной ошибке 
квантовання, приведенной ко входу цифрового ‘фильтра. 
В последние годы ‘было предложено несколько методов 
оценки ошибок квантования. Часть из них основывается 
на детерминистическом подходе к проблеме, < помощью 
которого можно вычислить предельные максимальные 
значения ошибки на выходе замкнутой системы управ- 
ления. 
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Ёсли известца дискретная весовая функция afl} sats 
нутого контура системы управления, то оценку сверху 
ошибки, вызванной квантованием, удобно проводить на 
выходе системы по методу, предложенному Я. 3. Цып- 
киным [32|]. Выходной сигнал импульсной системы 
связан с входным сигналом следующим уравнением: 

№ 

и[] =, aU x[k — И. (1.49) 
=v, 

Если подать Ha вход системы (pic. 1.9,6) сумму полез- 
ного сигнала и помехи 

ха =] Ч], 

то уравнение {1.49} примет вид 

hk 

yo I= У weld] fc — +e (AJ A}. 
1=0 

Ошибка, вызванная квантованием ло уровню и равная 
разности между и[^] и И[А] определяется соотношением 

Ё 

(=D «9: — J]. (1.50) 
{=0 

Величина c[k] не превосходит по абсолютной величине 
шага квантования 6, если 4+=04-+42 (рис. 1.9), и поло- 
вины шага квантования 0/2 в случае, когда квантованию 
подвергается только сигнал рассогласования e(t)= 
=y(t)—x(t) и ge=q. Поэтому максимальное значение 
ошибка Gy примет при |gedk]|=5 (либо 6/2) и самом 
неблаготриятном сочетанин знаков дк], т. е. 

| у маке ==8 >) |6 [1] (1.51) 
[—=0 

либо 

(1.51а) Чу | макс = 

2
]
 

©
 

=
)
 

= 
x 
w
w
 

—
 

—
 

Понятно, что суммирование в выражениях (1.51), (1.51а) 
целесообразно прекращать при таких А, для которых 
значение Ak] становится достаточно малым. 
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К недостаткам этого метода нужно прежде всего 
отнести завышенную оценку сверху ошибки системы и 
кроме того, в чисто формальном плане, то, что его при- 
менение связано с существенными вычислительными 
трудностями. 

В, работах (89, 53] предложен другой метод оценки 
ошибкн квантования, а нменно по дискретной переда- 
точной функцин замкнутого контура системы управления 
(рис. 1.9); 

D(z) (2) _ 
К (2) = раб ' 

где W(z)=Z{W(p)}. 
Суть этого метода состоит в том, что максимальная 

ошнбка на выходе системы определяется как ее реакция 
в установившемся режиме на единичный скачок ПА], 
умноженпый па максимальное значение ошибки кванто- 

(1.59) 

вания: 

де] =51 [A], (1.53) 

еслн KBaHTYyIOTCA x(t) u y(£), и 

де] = (5/2) КЕ], (1.53а) 

если квантованию подвергается только сигнал рахсогла- 
сования e(t). Другими словами, предполагается, что 
все значения ошибки квантования равны 6 (либо 5/2). 

Учитывая, что С-преобразование единичной функции 
Ц] равно 

ZAM RY} = (1—2!) 

и принимая BO внимание (1.52), легко получить Z-mpeob- 
разование ошибки ду Ha выходе системы: 

_ D (2) W (2) 
wWO= Пра ® (1.54) 

Абсолютное значение установившейся ошибки на вы- 
ходе системы g,[k] при k—>oo определяется < помощью 
теоремы о конечном значении [7]: 

lim | gy Аа (1 — 279, (4.55) 
откуда сл дует что 

_ РОТЕ ую 
| Gy (00) {= = TDW Ay oA OL. (1.56) 
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Заметим, что абсолютное значение реакции системы 
в УСтановившемся режиме на скачкообразный входной 
сигнал (1.53) может быть вычислено также с помощью 
формулы (1.50): 

|9 (со) (== 8| № x [4]. (1.57) 
(=0 

Очевндно, что значения максимальной ошибки, вы- 
численные шо формулам (1.56) u (1.57), будут совершен- 
но одинаковыми. Сравнение формул (1.51) и (1.57) пока- 
зывает, что в тех случаях, когда весовая функция систе- 
мы не меняет своего знака, оба метода дают одинаковые 
результаты. ри наличии колебательности в сиетеме 
значения максимальной ошибки на выходе системы, 
вычисленные по второму методу, будут заниженнымн по 
сравнению ‹ теми же величинамн, определяемыми 
по первому методу. Тем He менее благодаря простоте 
второй метод широко используется на практике. 

Для иллюстрации изложенных методов рассмотрим 
пример. 

Hpumep 1.1. Пусть непрерывная часть системы управления, 
изображенной на рис. 1.9, определяется передаточными функциями 
объекта управления 

G(p) =30/p(0;1p+ 1) (1.58) 
и ‘идеального фиксирующего звена нулевого порядка 

Go(p) =(1—e- PT ) fp. (1.59) 
Соответствующая дискретная передаточная функция приведенной 
непрерывной части 

Г. 104 0.718 Ув =2 (6. (0) 6 (= ТВ (160) 
Цнфровой корректирующий фильтр, обеспенивающий в системе 

перерегулирование =1,45, имеет передаточную фуийкцию *) 

D(z) = (2—0,5) (z—0,333) /z(z4-0,5). (1.61) 

Дискретная передаточная функция замкнутого контура в со- 
ответствии с '(1.52) равпа 

| 1,104 (z + 0,718) (2 —0,5) (2 — 0,333) 
€ (2) = (2—1 (2—0,368) (2 + 0,5) + 1,104 @ +0,718) Х > 

> SX (e— 0,5) (2 — 0,333) — 

__ 1,1042 — 0, 1272? — 0, 4762 +. 0, 136 
~ g4 + 0, 23623 —0,44322 — 0, 2922 +- 0,136 ` 

(1.62) 

* Исходные данные для примера взяты из книги Ю. Ту 
[26, стр. 492], 
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Весовую функцию системы пайдем по методу разложения К (2) 

в стелпенной ряд. В результате получим 

к [4] =1,10461,1—0,3888),» + 0, 1066;,3 + 0,281 61,.—0,2786:,5 + 0,2565: в— 

— 0,1245, 1-- 0,1726, -—0,1066,, + 0.0385), 10—-0,0356;,1 1—0.01267,12-+ 

+0,01 781,13 —0,098;, 1, +0,0056y, 1s —0,00387, 16-+0.0028:,12— :.. | 63) 

где 6,;—cumBon Кронекера, равный единице в точке /=f и нулю 

при fst, 
Максимальное значение зызваиной кваптованием ошибки, рас- 

считаниое по формуле (1.51) с учетом (1.63), равно |Чи[манс= 
=2,9366. Применяя формулу (1.56), с учетом (1.62) паходим 

|, 104 — 0, 127 — 0,476 -- 0, 136 

[Чи (N= | 74-9, 556 — 0,443 — 0,292 + 0, 130 [8 = 1? 

1.5. ВЕРОЯТНОСТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ОШИБКИ 

КВАНТОВАНИЯ 

Второй подход к оценке ошибки, вызванной квантова- 

ннем сигнала по уровню, основывается на представлении 

этой ошибкн как случайного шумоподобного процесса 

(шума квантования). Исследованию вероятностнон при- 

9 (т) р 

VVVVVV VV 
Рис. 1.10. Пилообразная характеристика геператора шума кванто- 

BAIS. 

роды ошибок квантования Ha выходе АЦП посвящен ряд 
работ [37, 58, 40, 23]. В отечественной литературе доста- 
точно полное рабсмотрение этого вопроса проведено 
А. А. Косякиным {13, 14] и Б.Р. Левиным [18]. 

Ошибка квантования рассматривается как резуль- 
тат преобразования исходного сигнала х(1) нелинейным 
элементом с пилообразной характеристикой g(x), нзобра- 
женной на рис. [.10, которая равна разности функции 
Wi=X_(X), представленной на рис. 1.7,‘и линейной функ- 
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цни 1р2=х. Корреляционная функция шума квантования 
g(t) определяется соотношением 

Ка (1, 1.) = 9 (х,, t,) q (Xz, tj) = 

— {{ q{X,, ty )G(%a te ) Woy (х,, Xo ty t,) dx Ag, (1.64) 

где Wex — двумерная плотность вероятности квантуемо- 
го сигнала. 

Если ‘разложить лернодичеокую функцио g(x) в ряд 
Фурье 

а (x) = __ 2yo. (—])* sit Prix 

i=] 

li подставить полученное выражение в формулу (1.64), 
то приходнм к соотношению 

у = (— a {fi Эк. sin onl х 

i=] j=l 

x Woy (x), Ani Е, Е.) dx 4х.. 

Ry (£22) = 

Двойной интеграл в последнем соотношении выража- 
ется через двумерную характеристическую функцию 
Fox(u, 9) квантуемого сигнала [18]. Тогда выражение 
корреляционной функцни шумов квантования при произ- 
вольном паспределении вероятностей квантуемого сиг- 
Hana буде‘ „.еть BUI 

Ro (ty te) =a yi у <i x 
i=—c j=—0o0 
i540 1720 

2 Qn] 
х Pex( — - ’ —, Г, ts) (1.65) 

Если сигнал x(t) представляет собой нормальный 
случайный процесс с дисперсией 02? и корреляционной 
функцией Ю.(т), то для корреляционной функции шумов 
квантования можно получить следующее приближенное 
выражение 118]: 

Ко (9) = 5 У ir exp | _ Art [ot = Re | (1.66) 
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Дисперсия ошибки квантования равна 

== = are = в. (1.67) 
Из формул (1.66) и (1:67) легко получить зависи- 

мость коэффициента корреляции ошибки квантования 
6, (Tt) от коэффициента корреляции квантуемого сигна- 
ла рх (т): 

oo 

él дак (1— pg (2)] 8° 
ба (x) = EO ze yer {— Pots \ 

(1.68) 

На рис. 1.11 приведены графики зависимости Pg OT 
Ox при ‘различных значениях отношений 0/0 =В. Нетруд- 
но видеть, что при 5/6>0,5 время корреляцни шума 

(т) “4 2205 

OS a: 
2 05 

0,7 
0,6 

0.8 

| [LAY 
Е 0| 
0,75 0,80 285 090 4895 p(t) 

Ох
 

х \ 

Рис. 1.11. Зависимость коэффициента корреляции шума кваитования 
от коэффициента корреляция квантуемого сигнала. 

квантования существенно меньше времени корреляции 
квантуемого сигнала. При 6<с корреляция между зна- 
чениями ощибки квантования практически отсутствует. 
Следовательно, спектральная плотность мощности шума 
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квантования пры этом будет равномерной в днапазоне 
частот, значительно превышающем шнрину спектра 
квантуемого сигнала. 

Взаимная корреляционная функция ошибкиквантова- 
ния и квантуемого сигнала выражается формулой [14, [8] 

Rox(2) =2Re() У (— ’екр — Мат", (1.69) 
t= 

т. е. взаимная корреляционная функция пропорциональ- 
на корреляционной функцни квантуемого сигнала. Прн 
0/6 0,5 с достаточно высокой точностью можно поло- 
ЖИТЬ 

не 
- 

к } (1.70) Rx (9 = 2) ехр | — > 
Очевидно, что при b<o абсолютная велнчина взаимной 
корреляционной функции Ка» (т) составляет 10-8 от зна- 
чений корреляцнонной функцин квантуемого сигнала. 
Понятно, что такой корреляцией между квантуемым сиг- 
налом п шумом квантования практически можно пре- 
небречь. 

В цифровом фильтре шум квантования по уровню, 
в свою очередь, подвергзется квантовалио по времени. 
Если время корреляции шума кваитовапия ту меньше 
периода дискретности ло времени 7, то соседние значе- 
ния дискретизированного по времени шума квантования 
будут некоррелированны, т. с. 

R, (0) =e7/12 при № ==0, 

0 при @=20. 

В подавляющем большннствг практических случаев 
условне т.<.Г выполняется. В дальнейшем, учитывая 
приведенные, результаты и принимая во винмание уста- 
новившутюся практику исследования эффектов квантова- 
ния по уровию, будем считать WYM квантования диск- 
ретным белым шумом, не коррелированным 
с квантуемым процессом. Приведенные вероятностные 
характеристнки шумов квантования получены в предпо- 
ложении о нормальном распределении квантуемого сиг- 
нала х(Ё). 

Вывод о TOM, что шум квантования можно рассмат- 
ривать как белый шум, не коррелированный с кванту- 
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емым сигналом, справедлив при определенных условнях 
для любого закона распределения исходного сигнала. 
Можно также локазать, что шумы квантования распре- 
делены равномерно в диапазоне от —6/2 до 6/2. 

Доказательство этих результатов приведено в прило- 
жении |. 

2. Методы реализации цифровых 
фильтров 

2.4. СПОСОБЫ ПРОГРАММИРОВАНИЯ ДИСКРЕТНОЙ 

ПЕРЕДАТОЧНОЙ ФУНКЦИИ ЦИФРОВОГО ФИЛЬТРА 

Под программированием дискретной передаточной 
функции D(z) будем понимать построение алгоритма 
реалнзацин фильтра, передаточная функция которого 
есть D(z), или, другими словами, определение последо- 
вательности необходнмых арифметических операций 
в цифровом устройстве. Известны три различных слосо- 
ба программирования днскретной передаточной функции: 
непосредственное (прямое) программирование, парал- 
лельное программирование н последовательное (каскад- 
ное) программирование [26]. В основе каждого из этих 
способов лежит определенная форма записи передаточ- 
ной функции D(z). 

Непосредственное (прямое) программирование 

Передаточная функция цифрового фильтра может 
быть представлена в следующей так называемой нор- 
мальной форме: 

т 
— 

» ЗЫ 
>) — i=0 __. и (2) 

| + У, Ь; 2-1 — 

i=] 

которой соответствует разностное уравненнме, связыва- 

щее дискретные значения входного и выходного сигна- 

JIOB: 
т 43 

u[k] = У, ae [k — i] — Уи — i. (2.2) 
i=0 = 

Разностное уравнение (2.2) по существу является фор- 
мулой для вычисления значений выходной величины и 
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в дискретпые момепты времени АТ. В программу вычис. 
ления uk] входят арифметические операции сложения, 
вычитания, умножения и запоминания результатов 
вычислений и входной величины на интервалы времени, 
кратные периоду дискретизации Г. Дискретное значение 
uf], вычнсленное в данный момент времени АТ, стано- 
вится в конце следующего пернода днскретизацин велн- 
чиной [7—1], а через такт — величиной 4—2] и т. д. 

elk] > 27 _ 2-7 ОИ > z7! —-.. 

\ у у у 

а a 4am Zo ay 2 т-1 

и[«] 
> > 

-5, -Зи-1 -62 -5, 

| Л 4 

zl < --- 577 <® 2’ ^ 

] 

Рис. 2.1. Структурная схема решения разностпого уравнения (2.2): 

Процесс решения разностного уравнения (2.2) мож- 
но представить графически, например в виде структур- 
ной схемы, изображенной на рис. 2,1, в которой звено 
=! осуществляет операцию задержки или запоминания 
дискретного значения сигнала на период ХТ. 

Цифровой ‘фильтр с передаточной функцией (2.1) 
физически реализуется, так как в соответствующем раз- 
ностном уравненин (2.2) текущее значение выходной 
величины и зависит только от настоящего и прошлых 
значений входного сигиала е, а также от прошлых зна- 
чений выходного сигнала и. Тризнаком физической не- 
реализуемости цифрового фильтра является отсутствие 
в знаменателе передаточной функции, записанной в виде 
(2.1), свободного члена. Других ограничений на переда: 
точную функцию не накладывается. 
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Действительно, пусть передаточная функция цифро- 
вого фильтра не удовлетворяет указанному требовани!о 
и имеет вид 

m 

oY . 

У 9:27" 
ы i=0 В (2) = > , s>0. (2.3) 

zs У, 2-1 

i=0 

Тогда соответствующее разностное YPaBHGHHe записыва- 
ется в форме 

п 

у Ви = У, ae [kts — il. 
i=0 {—0 

Разрешая его относительно ufk], получаем . 
т n 

ие =У1 Fe e[e+s—i]— у. ое. (2.4) 
1=0 [| 

Из уравнения (2.4) видно, что для вычисления текущего. 
дискретного значения выходного сигнала необходимо 
знать как прошлые, так и будущие дискретные значения 
входного сигиала ег, что невозможно. Следовательно, 
цифровой фильтр с передаточной функцией (2.3) физи- 
чески не реализуется. 

Если дискретная передаточная функция представлена 
в виде отношения полиномов © положительными степе- 
нями 2, то соответствующий цифровой фильтр физически 
реализуется, когда степень полинома в числителе не пре- 
вышает степени полинома в знаменателе. Это становится 
очевидным после умножения числителя н знаменателя 
физически реализуемой передаточной функции (2.1) на 
=", если M>n, или на 2", если т<и. В первом случае 
нмеем 

D (=) — ыы +а,2т-1--... bay, 

ЕТ hzm-14 |. + Бгт-т 

а во втором — 
D (2) _ 4027 +. ана" + vee $4,,2°-™ 

ат. 627-'-+ ... +6, 

Для физически нереализуемой передаточной функции 
(2.3), в свою очередь, получаем 

—__ чот -- ayzm-l --... На» 
Ре Femme bate буеттетя › 
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если 1 > $--л, либо 

AgzET™ -|- 012841-1.--.., tazatn-m р (2) = 0 + 2, + + а. 

бог” + 6,2"-1 +... + 6, , 

если. < sen. 
Нетрудно видеть, что степень числителя в физически 

нереализуемой передаточной функции превышает сте- 
пень знаменателя. Кроме того, необходимо заметить 
следующее. Если время, требуемое для вычисления одно- 
го значения выходного сипнала | по заданным eR], 
qk—I} ит. д., ulk—l], 4—2] u т. д., соизмеримо с пе- 
риодом днскретности ‘сигнала Т, то, очевидно, дискрет- 
ные значения 2%] ‘будут появляться на выходе цифрово- 
го фильтра с запаздыванием. 

При запаздыванни на один такт передаточная функ- 
ция записывается в виде 

р {2) = У at | [5 bjz~* (6 =1), 
i=) ; i=0 

а соответствующее разностное уравнение — как 

и [4 -=У ae [k — i] — у и (Е — i}. 
=! = 

В задачах синтеза цифровых фильтров вышесказанное 
следует учитывать. 

В заключение отметим, что требование физической 
реализуемостн является существенным для цифровых 
устройств, используемых в цепях обработки текущей 
ннформации, когда будущне значения входного сигнала 
неизвестны. В системах, работающих по заданной про- 
грамме или предназначенных для обработки накоплен- 
ных данных, могут применяться программы, не удовлет- 
воряющие условию физической реализуемости и исполь- 
зующие для выработки значения выходного сигнала 
последующие (во времени) значения входного снгнала. 

Параллельное программирование 

Второй способ реализации ` цифрового фильтра осно- 
ван на представлении его дискретной передаточной функ- 
ции в виде параллельного соединения элементарных 
звеньев. Если все полюсы дискретной передаточной 
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функции (2.1) действительные и простые, то ве можно 
записать в виде 

De)=a,+\) ais eet у.) (2.5) 
i=] i=! 

где pi—i-e полюсы передаточной функцин D(z); ao, fi— 
действительные коэффициенты. 

Тогда 2-преобразованне выходного снгнала 

и (г) = ве (2) У, О; (2)е (=) = py и; (2). (2.6) 
i=) 

Из уравнений (2.5), (2.6) следует, что передаточную 
функцию D(z) можно реализовать с помощью (n+1) 
простых программ, действующих параллельно (рис. 2.2,а), 
т. е. 

Nn 

и [Е] = У и: [1], и, [#] =a,e [R}, 
imo 

itz {k] = fee [# — lL] 4+ риц [ek — 1) @(=1,2,..., п). (2.7) 

Структурная схема программы для вычисления и] 
представлена на рис. 2.2,6. 

Если передаточная функция D(z) содержит кратные 
полюсы, то в разложении (2.5) появляются слагаемые 
вида 

[= (1—piz)!. (2.3) 

——> 00 

|) viz) elk] 

¢—>| D2 (z) 

>} D(z) 

a) 

Рис. 2.2. Структурные схемы для параллельного программирования 
передаточной функцин цифрового фильтра. 
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Полтюсу р; кратности 12, соотвёлетвуют ии параллельных 

звеньев указанного вида при /=яи, m—l, ..., 2,1. 
Реализация передаточной функцни (2.8) может быть 

осуществлена путем последовательного соедннения { 
звеньев, передаточная функция первого из которых равна 
fiz—"{(1—piz-'), a (1—1) последующих передаточных фун- 
кций имеют вид 2 1/ (1—1:2^1). Первое звено программн- 
руется разностным уравнением (2.7) а все последу- 
щие — тем же уравнением, по прин #=1. 

Последовательное (каскадное) программирование 
При последовательном программировании передаточ- 

ная функция D(z), содержащая 1 действительных нулей 
2:(1=1, 2,...,m) HN nom действительных полюсов 
pi(i=l, 2, ..., п), записывается в виде произведения 
элемеитариых сомножителей 

K (2—2,) (2 — 2)... (2 —2т) 
Г: (2) = ‚ 2. (2) =~ Gp) (@— a) fe = Pad (2.9) 

т. е. 
(2) =D, (z) Do(z) ... Dm(Z) Эта (2) ... В (>), (2.10) 

где 

р — 1 (2) 2-4, — 4 (2) —2— 22. . } 

‚(2) е (2) z2— р!’ В.) u, (2) Z— Pp,’ ' 

Ит (2 2—2 , 

Ра = Fi Ри = 
Ит-+ 1 (2) = ] . |. 

4», (2) 2— бт '°°’ 

— 4 (2) Ко 
Dr (г) = Ив-1(2) Z— р» ° 

J 
(2.11) 

Следовательно, цифровое звено с передаточной функци- 
ей D(z) может быть реализовано с помощью п эле- 
ментарных звеньев, соединенных — последовательно 
(рис. 2.3,a). 

Элементарной передаточной функции вида 
— — 2.27! D; (2) == = (i= 1,2,...,m) (2.19) 

соответствует разностное уравнение 
и] =i, R]—2;ti~14[R— ] ] + piui[k— Ц, (2. [3) 

процедура решения которого схематически изображена 
на puc. 2,3,6. 
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Элементарной передаточной функции вида 

D; = = ыы (==т- 1, 1-69, ...,2—1) 

(2.14) 
соответствует разностное уравнение 

и = ui af k— 1J+ ри — (2.15) 

структурная схема решения которого приведена на 
рис. 2.3,6. Наконец, 

ufk] = Kun—fk—1}+ рЩЕ-- И. (2.16) 

U, U; 7 of 
Е) „ D, (2) me D> (z) 2 ---—ы 212) Н—— 

_ a) 

x! 

ие | 

4 ;-1 [k] 4 
———»| > 

Рис. 2.3. Структурные схемы для каскадного программирования пере- 
даточиой функции цифрового фильтра. 

7 . 

52, МЕТОД ГРАФОВ В ЗАДАЧЕ РЕАЛИЗАЦИИ 

ЦИФРОВЫХ ФИЛЬТРОВ 

При построенин структурных схем реализации диск- 
ретной передаточной функции весьма удобным оказны- 
вается использование метода графов, основные положе- 
ния теории которых были разработаны Ma3onom [49]. 
Вопросы применения теории графов к различным 
задачам автоматического управления изложены в лите- 
ратуре [22]. Остановимся на некоторых положениях этой 
теории, используемых далее, 
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Граф прохождения сигналов представляет собой гра- 
фическое изображенне передачи сигнала через цель, 
которой точно соответствует система уравнений, .описы- 
вающая эту передачу. Он представляет собой сеть узлов 
и направленных ветвей. Каждому узлу, изображаемому 
точкой, ставится в соответствие переменная (координата) 
динамической системы. Каждой ветви, изображаемой на 
графе линием CO стрелкой, ставится в соответствие опе- 
ратор преобразования сигнала звеном. Если ветвь изо- 
бражает безынерционное звено, то оператором будет 
постоянный коэффициент передачи. Оператором нелиней- 
ного звена является функция преобразования перемен- 
ной. Ветви динамического линейного звена ставится 
в COOTBETCTBHE передаточная функция звена. 

Каждая ветвь имеет узел «начало» и ‘узел «конец». 
Стрелка указывает направление передачи сигнала вдоль 
ветви. Узел «пачало» изображает входпую переменную, 
а узел «конец» —выходную переменную звена. Если из 
узла выходит‘несколько ветвем, то входные величины всех 
этих ветвей одинаковы. Если Же к одному узлу подходит 
несколько ветвен, то соответствующая узлу переменная 
равна алгебраической сумме переменных ‘на выходах 
этих ветвей. В том случае, когда к узлу подходит и 
одновременно из него выходит несколько ветвей, вели- 
чина переменной в этом узле равна алгебраической 
сумме величин на выходах всех подходящих ветвей. 

Любую ‹структурнуо схему ‘можно представить в виде 
графа прохождения сигналов; между графом ‘и структур- 
ной схемой имеется взаимно-однозначное соответствие. 

На рис. 2.4 представлены графы прохождения сигна- 
лов в структурных схемах, изображенных на рис. 2,2,6, 
2.36 и в соответственно. Элементы задержки на один 
такт изображены двойными стрелками. В графы введе- 
ны единичные ветви, что придает графу прохождения 
сигналов большую физичность, а также позволяет выде- 
лить входную м выходную величины. Структурной схеме 
решения разностного уравиения (22) (рис. 2.1) соответ- 
ствует граф, изображенный на рис. 

В дальнейшем решение задачи. ‘программирования 
дискретной передаточной функции ‘будем давать в виде 
графа, который можно ‘называть графом реализации 
(либо структурой реализации) цифровото фильтра. 

Очевидно, что правила преобразования графов линей- 
ных систем совпадают с ‘правилами прёобразования WH- 
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можно упрощать граф, а иногда н заменять его одной 
ветвью, заключенной между двумя выбранными узлами, 
т. е. находить передаточную функцню между этими узла- 
ми. Правда, такое предельное упрощение с помощью 
‚элементарных структурных преобразований возможно 
только в простых случаях. 

“
A
 

~~
 

7 2 т; 
e В o—> : 

Рис. 2.4. Графы прохождения сигналов в структурных схемах. 

В самом общем случае передаточную функцию линей- 
ного графа между двумя произвольными узлами легко 
определить с помощью так называемой формулы Мэзона 
[49]. Приведем ее без доказательства, но прежде введем 
два понятия. 

Непрерывная последовательность ветвей одного на- 
правления между двумя заданными узлами, в которой 
каждый узел встречается только. один раз, называется 
разомкнутым `(прямым) путем между этими ‘узлами. 
Двум узлам могут соответствовать несколько разомину- 
тых путей. Передаточная функция разомкнутого пути 
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равна произведению передаточных функций ветвей, вхо- 
дящих в разомкнутый путь. 

Замкнутым путем (контуром) называется замкнутая 
цепь, при однократном обходе который в одном направ- 
лении каждый узел встречается только по одному разу. 
Очевндно, что двум узлам также могут соответствовать 

_f - `` 

e (4 : = 
/ 

| Ne 

Рис. 2.5. Граф структурной схемы, изображенной па рис. 2.1. - 

несколько контуров. Произведение передаточных функ- 
ций всех ветвей, входящих в замкнутый путь, составляет 
передаточную функцию замкнутого пути. Контуры пазы- 
ваются несоприкасающимися, если OM не содержат 
общих узлов и ветвей. , 

Передаточная функция между узламн А и В опреде- 
ляется по формуле Мэзона 

м. 

W в= № (W5A5/A), (2.17) 
j=! 

где У; — передаточная функция j-ro разомкнутого путн 
между узлами А и В, равная произведению передаточ- 
ных функций ветвей, входящих в данный разомкнутый 
путь; п — Число различных разомкнутых путей между 
узлами Аи В; Л — определитель графа; А; — определн- 
тель части графа, в которой отсутствуют ветви и узлы, 
входящие в /-й разомкнутый путь (7-Й минор определи- 
теля графа). 

Определитель графа A вычисляется так: 

У У LA — YP LO 4, (2.18) 
1=1 i=l i=} 
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где LY — передаточная функция (ro контура; И — 
общее число контуров графа: 2. — произведение пере- 
даточных функций #-й пары несоприкасающихся конту- 
ров; /12— общее число пар несоприкасающихея конту- 
ров в различных комбннациях; L;“) — произведение 
передаточных функций 1(-й тройки несоприкасающихся 
контуров; 7, — общее число троек несоприкасающихся 
контуров ‘HH т. д. 

]-й минор определителя графа А; вычисляется также 
по формуле (2.18), но без учета /-го ‘разомкиутого пути 
графа. - 

Поясним способ применения формулы Мэзона на 
примере. 

Пример 2.1. Найдем передаточную функцию автоматической 
системы, структурная схема которой изображена на рис. 2.6,a. 
Граф, соответствующий этой структурной схеме (рис. 2.6,6), имеет 
четыре разомкнутых пути между узлами х и уп пять контуров 

(разомкнутые пути выделены жирными линнями, контуры обозна- 
чёены пунктиром). 

Передаточные функцин разомкнутых путей от входа х к вы- 
ходу и равны 

И, =С.С>Сз: У.= 0.5: У: = Св; у. = С, С>С,Сь. 

Передаточные функции контуров: 

Wor=—-G1Ge2G3; Wo2=—Ge, Wos=—G1G7; Им ==— (4: 

Wos=—G,G2GsG7; УМи=—б.б3; Wor=—G:iG2GeGoG7; Ув=—Сь0От. 

Определитель графа в соответствии с формулой (2.18) будет 

pss A= 1—(Wor+ Wos-+ Wos-+ Уд Wos+ Ив Им Woa) + —° 

+ (Wor Woe+ Wor Woot Уи Woa+ Wo2Wos-+ Wor Мок Ус Иа 

+ Wo2Wos+ Mos Wor Иа Поз Wos Woo-+ Wo, Wo) — 

— (Wor Wo. Woot Wor Vos Ив Wo2 Wos Wos-t- Wo Woe Woe -1- 

+ Wor Wo. Wos)- =] + GiG2Gs+ Gat б. + G,G2G3G7+ бьб1+ 

+ G1 G2G.G5G74+ GeG7-+ G1 G2GsGi.t+ GiG2G3GsGi+ 

+ G,G2G3GeG7+ GyG2Gq+ G2Ga+ G2G5G7+ GeGeG7+ G1G,G7+ 

+.6,G2G3G,.G7+ 0:С,С1+ G,GeG7-+ G1G2G3G4G5G74- 

+ G,GoG3G.G9G74+-G;G2G.G74+:G2G,G3G74+ G2G,G5G7. 

Исключив из графа разомкнутый путь с передаточной фуик- 
цией №.=0,:С›Сз, найдем первый мннор определителя графа: 
Ay=!1—Wa sl + Gy. 

Второй минор определится в результате исключения из графа 
разомкнутого пути < передаточной функцией Wo=Gs: 

A2=1—( Wor Woe+ Wos) + (Wor 2+ Уз) =1-- G1G2Ga+ б2+ 

+ Gi-+ Gi G2G3G.+- G2G,=1(1+G,) (1 +G2+G,G2Gs).



Рис. 2.6. Структурная схема (а) н соответствующий ей граф (6). 

Исключнв W3—Go, легко видеть, что Аз=ДА.. Наконец, при на- 
хождении четвертого минора замечаем отсутствие контуров, не со- 
прикасающихся с разомкнутым путем, передаточная. функция кото- 
рого \,=0С:0-04Св. Поэтому, как следует -нз формулы (2.18), 
Ag=1. 

Подставляя получениые выражения в формулу (2.17), полу- 
чаем нскомую передаточную функцию 

_ 6,69: (14-6, (Get Go) (14-64) (+6.+6,6.6)-40,6,6,6, _ : у 

Пример 2.2. Найдем передаточную функцию графа, представ- 
ленного на рис. 2.5,. между его выходом и входом. . , РО 

Легко видеть, что передаточная функция ]-го разомкнутого 
пути между узлами ели и 

№, (2) =aj-iz-3t! (j=, 2, ..., т, m+). 
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Передаточная функция j-ro замкнутого пути (контура) 

Wo ;(=).=—6уе- (j=), 2,..., т м 

Несоприкасающихся коптуров граф не имеет,` поэтому его 
определитель равеи 

fl Wl 

A=1— №1, + (=) = 1 + Dy 6:=-3. 
j=! j=l 

Поскольку все разомкнутые пути графа пмеот общимн с его кои- 
турами OBA узла и единичиую ветвь, то все миноры графа будуг 
равны единице, г. е. А; = (=, 2... т, т). 

Теперь в силу формулы (2.17) легко получить следующее вы- 
ражение для передаточной функции графа, представленного на 
рис. 2.5: 

т 

m+! У, 1471 

@}-12721' — 1-0 
В (2) = г. = 

п 

=) 1+ №6 4 Ува 
9 

j=! 

которое полиостыо совпадает с (2.1). 

Использование графов в задаче реализации цифро- 
вых фильтров оказывается очень полезным. Во-первых, 
граф дает наглядное графическое представление алго- 
ритма реализации дискретной передаточной функции. 
Во-вторых, граф реализации фильтра можно быстро 
составить MO виду его передаточной функции, в чем не- 
трудно убедиться, сопоставляя граф на рис. 2.5 < урав- 
нениями (2.1 и (2.2). В-третьих, с помощью графов воз- 
можно провести сравнительный анализ различных Cno- 
собов реализации цифрового фильтра с заданной пере- 
даточной функцией. 

2.3. СТРУКТУРЫ РЕАЛИЗАЦИИ ЦИФРОВЫХ ФИЛЬТРОВ 

_ Каждому ‘способу’ программирования дискретной 
передаточной функции (непосредстзенному, параллель- 
ному или каскалному) соответствует несколько структур 
реализации фильтра. Рассмотрим структуры каждого 
из этих способов. 

Структуры непосредственного программирования 

Возможность построения различных структур реали- 
зации цифрового фнльтра с передаточной функцией (2.1) 
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следует ‘из разностного уравнёння (2.2). Граф одной из 
подобных структур представлен на рис. 2.5. В соответст- 
вии © этой структурой при вычислении 1k] по формуле 
(2.2) операции запоминания на такт, два и т. д. предше- 
ствуют операциям умножения переменных на соответст- 

Рис. 2.7. Лрямые структуры реализацни цифрового фильтра. 
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вующие коэффициенты. Если под знаком первой суммы 
поменять местами операции запоминания и умножения, 
то получим структуру реализации, изображенную на 
рис. 2.7,a. При перестановке этих операций под знаком 
второй суммы можно получить структуру, представлен- 
ную Ha pue. 2.7,6. Наконец, в третьей структуре 
(рис. 2.7,в) операции умноження предшествуют опера- 
циям запоминания. Будем называть все эти стоуктуры 
прямыми. 

=) 

Puc. 2.8. Структура с многомерным входом. 

Сравнение структур реализации цифрового фильтра 
логично производить по числу необходимых арифмети- 
ческих операций и элементов памяти. С этой точки зре- 
ния все структуры, приведенные на рис. 2.7, и структура, 
представленная на рис. 2.5, равноценны. К недостатку 
этих структур относится сравнительно большое число 
необходимых элементов памяти. 

Нетрудно заметить, что в структуре, изображенной 
на рис. 2.7,8, можно объединить первые элементы памя- 
ти. Тогда при M=n структура примет BHA, изображен- 
ный на рис. 2.8. Очевидно, что эта структура также дает 
решение разностного уравнения (2.2). Назовем ее 
структурой непосредственного программирования с мно- 
гомерным входом. | 

В структуре с многомерным входом, приведенной на 
рис. 2.8, принято Ш=л. Случаи Mon и m<cn легко по- 
лучить, ‚полагая равными нулю соответствующие коэф- 
фициенты со старшими индексами. В дальнейшем ‘будем 
считать M=N. _ 
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Представим передаточную функцяю 

_ @ (2) и: -{=0. _ 

Ра = (2.1a) 
14) o2-% 

в виде пронзведения двух передаточных функций: 

D, (2) = =[14 oe aa ` 

i=l} 

D, (2) =i = у, at. 

i=0 

Новая промежуточная переменная gd будет при STOM 

определяться следующим разностным уравнением: 

о[#] =е [4] — у БА — i}, (2.19) 

а выходная величина 

и] = У aw [k—i). (2.20) 
i= 

Уравнению (2.19) соответствует граф, приведенный 
на рис. 2.9,a. От этого графа легко перейти к графу pea- 
лизации дискретной передаточной функции (2.!а), если 
принять во внимание соотношение (2.20). Соединяя 
в одну точку ветви C коэффициентами передачи ai, исхо- 
дящие из узлов графа (рис. 2.9,a) с координатами U[k—i], 
получаем узел с координатой ЩЕ]. Граф, изображенный 
на рис. 2.9,6, назовем стриктурой непосредственного 
программирования с многомерным выходом. 

Структура с многомерным выходом также дает на- 
глядное представление решения разностного уравнения 
(2.2). Действительно, подставляя в формулу (2.20} урав- 
ненне (2.19), получим 

ще ип мии} = 
10 i=0 .-- 

= aye {k — j] — у b; у ав —i— jl. 
/=0 j=? =0 
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2 ао —i — = — i). 

"Следовательно, . заменяя .В первой сумме j Ha L, получаем 

уравнение 
ft д 

и [=> ве # —-Д— У би, 
i=0 i=l 

которое совпадает < уравнепием (2.2) при т=п. 
Структуры с многомерным входом и с многомерным 

выходом ‘имеют очевидное преимущество перед прямыми 
структурами, поскольку при этом требуется вдвое мень- 
ше элементов памяти. По числу необходимых вычисли- 
тельных операций эти две структуры являются опти- 
мальными. 

Рис. 2.9, Построение структуры с многомерным выходом. 

og



Как следует из уравнений (2.2) н (2.19), (2.20), 
структурам непосредственного программирования C мно- 
гомерным входом и многомерным выходом соответству- 
ют ‘различные последовательностн арифметнческих опе:- 
раций в цифровом ‘фильтре. Пронллюстрируем это на 
примере реализации фильтра второго порядка. 

Пример 2.3. Пусть передаточная функция фильтра 

_ a,271+ a,z~? 

| bz 8 4 bye? ? 

а соответствующее ей разностное уравненне 

и [k]=aye [#—-азе {#—2]-— ви (h—1]— bau 2—2]. (2.21) 

Структуры ‘непосредственного программирования такой персдаточ- 
ной функцин изображены на рис. 2.10. 

D (2) 

Рис. 2.10. Структура непосредственного программирования фильтра 
второго порядка: 

а—с многомерным входом: б—с многомерным выходом. 

Структуре с мпогомерным входом ‘(рнс. 2.10,0) соответствует 
следующая последовательность арифметических операций в цифро- 
ром фильтре. Для вычисления выходной величины и на Ё-м и 
(+1-м шагах необходимо иметь в ячейках памятн три чнела, 
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равные |еЗультатам вычислений: 

aye[k—1]}—b,u[k—l), ace ([A—I]—bou[k—I], зе [2—9] -—фщ—9]. 
После нахождения по формуле (2.21) fk] вычисляются разности 

aye [@]— би [А], ase [}—6эи [4] 

и заносятся п ячейки памяти вместо значений 

aye [#—1]—6:м [R—I3, аэе [R—2]—bou {^—2]. 

Тогда и{#- |= (а []— ли {1 + (ase [4—1 -—6-и —1]). Цикл ука- 
занных вычислений повторяется па каждом следующем шаге. За- 
MeTHM, что для хранения разности aye (kR—IJ—bie[k—Il) можно 
использовать сумматор, если операцню ее вычисления сделать по- 
следней в цикле определения и [А], 

Алгоритм вычислений, соответствующий структуре с многомер- 
ным выходом (рис. ~2.10,6), отлнчается от рассмотренного. Для 
вычисления величины и на %-м и '(2-+1)-м шагах необходимо иметь 
в ячейках памятн значения 9{А—1 и uf[k—2]. Тогда и [= 
= [4—1] + али [k—2). 

Промежуточная величнна и на k-M шаге вычисляется по фор- 
муле 

о [A] =е[]-—6ло [2—1] 60 [k—21 

и заносится в ячейку памяти вместо и [2—2]. При этом выходная 
величина на (k+1)-m шаге будет равна 

и [2-1] =а9 [kl+ ао [2—1]. 

Этот цикл вычислений повторяется на каждом следующем шаге. 

Структуры параллельного программирования 

Как было показано в $ 2.1, при параллельном про- 
граммировании дискретной передаточной функции струк- 
тура ве реализации представляет собой сеть параллель- 
ных элементарных структур, каждая из которых отобра- 
жает решение уравнения (2.7) относительно из {#] (i=0, 
1, 2,..., п). Выбор вариантов структур параллельного 
программирования определяется способами построения 
элементарных структур или, другими словами, способа- 
ми реализации передаточных функций 

2+ (=) =fiz- (1 ри). (2.29) 
Один из таких способов иллюстрирует граф, пред- 

ставленный на рис. 2.4,a. Очевидно, что соотношение 
между входной` и выходной величинами не изменится, 
если поменять местами две последовательно соединен- 
ные ветви графа. Используя это свойство, легко перейти 
от графа, приведенного на рис. 2.4,a, к графу реализа- 
ции 0; (2), показанному на рис. 2.11,а. Объединяя теперь 
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два элемента задержки в один, получаем структуру 
реализации элементарной передаточной функции, кото- 
рую можно называть структурой с многомерным входом 
(рис. 2.11,6). Очевидно, что передаточная функция (2.22) 
реализуется также с помощью структуры с многомер- 
пым выходом (рис. 2.118). 

wi [k | 

Puc. 2.11. Структуры реализации элементарного звена при па- 
раллельном программнированни. 

Условимся структуру реализации элементарного зве- 
на D; с многомерным входом в дальнейшем называть 
структурой П1, а структуру с многомерным выходом — 
структурой П2. Эти структуры являются основными при 
параллельном пропраммированни дискретной передаточ- 
ной функции. | 

Структуры каскадного программирования 

Разновидности структур каскадного программирова- 
ния также определяются вариантами графов реализа- 
ции элементарных передаточных функций 

. 1 — -1 , Го = Е 1,2. 
Di) agar бт. 

m-+-2,...,2%— 1) 
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Dy (2) = Kz" (1—piz). (2.23) 

Передаточные функцин (2.14) и (2.23) реализуются 

с помощью структур П1 ин П2 (рис. 2.11,6, в), если в них 

положить f=1 или K соответственно. 
Элементарной передаточной функцин (2.12) будут 

соответствовать две структуры реализации с наименр- 

шим числом операций, представленные на рис. 2.12. 

Рис. 2.12. Структуры реализации элементарного звена прн каскадном 
программнированнин. 

OHH являются структурамн непосредственного програм- 
мирования передаточной функции первого порядка: 
с 'многомерным входом и многомерным выходом соответ- 
ственно. Назовем эти структуры соответственно CTPYKTY- 
рой Kf (рис. 2.12,a) н структурой K2 (фис. 2.12,6). 

2.4. СТРУКТУРЫ ПАРАЛЛЕЛЬНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

ДИСКРЕТНОЙ ПЕРЕДАТОЧНОЙ ФУНКЦИИ С КОМПЛЕКСНЫМИ 

ПОЛЮСАМИ 

В предыдущих параграфах рассматривался случай 
параллельного программировання, когда все полюсы 
дискретной передаточной функции действительные и 
простые. В общем же случае могут иметь место и ком- 
плексно-сопряженные полюсы. 

Если передаточная функция D(z) содержит my про- 
стых действительных полюсов и fe пар комплексно- 
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солряжепных полюсов, то опа может быть представлена 

в следующем виде: 

реа, У | +у (и, (2.24) 
= — Pp; 2 —}: 

= (= 

где р; — действительные полюсы; 71, р! — комплексно- 
сопряженные полюсы; Мь М, — комплексно-сопряжен- 
ные числа. 

Каждая из функций 

G,(z) = Му (=— ра) + Ми (2— р) (2.25) 

является действительной функцией переменной =, по- 
скольку слагаемые в (2.25) — комплексно-сопряженные 
величины. Приводя к общему знаменателю и преобра- 
зуя, можно представить (2.25) в виде 

__ Ш (2) _ а,2 -- @е __ а.27' -+- а.27? 

G, (2) = 2 (2) а ра bo272” (2.26) 

где а1, de, 61, 62 — действительные числа. 
Элементарная передаточная функция (2.26) может 

быть реализована с помощью непосредственного про- 
граммирования, если использовать одну из структур — 
с многомерным входом или многомерным выходом 
(рис. 2.10). При таком способе реализации передаточ- 
ной функции в цифровом устройстве совершаются ариф- 
метические операции только над действительными чис- 
лами. 

Введем структуры реализации передаточной функ- 
ции С(2) (для простоты рассмотрения индекс «i» 
в дальнейшем опустим), в которой фигурируют действи- 
тельные и мнимые части комплексных чисел. 

Пусть и:{2) и #й1(2) являются сопряженнымн ‘ком- 
плексными переменнымн, определяемыми нз соотно- 
шений 

и, (2) =[M/(z—p)]e(z), (2.27) 

ил (2) ={М/(2—р)]е (2). (2.28) 

Тогда и(2) = (С (2)е(2) вычисляется как сумма: 

и(2) = и! (2) + 14 (2) =2Кеии (2). (2.29)



Соотношениям (2.27)—(2.29) соответствует система 
разностных уравнений: 

и {k] = Me [^— + pus {R—1], (2.30) 

ny [|= Me [kR—1]+ pu [R—1)], (2.31) 

и [= [в + а! 41, (2.32) 

структура решения которой изображена на рис. 2.13,а. 

ре. 2.13. Структуры реализацин цифрового фнльтра аторого поряд- 
ка с комплексными полюсами: 

в — комплексная структура с многомерным входом; б — структура ЛЕ с веще- 
ственныхи! нарамегроми.



Обозначим: 
М=Ве М+] п М=А-+Й, 

p=Rept+jlm p=a+jp, (2.33) 
1, [|= Вен, [k] +f Im (k] =r [A] + «А. 

Подставив соотношения (2.33) в уравнение (2.30), 
получим 

uy [kJ] = (Re [e—1] + aps [#— Ви {2—1]) + 
+j(le[k—l]+ande—1]+Ppde—I]). (2.34) 

Учитывая сопряженность комплексных леременных 
[Rk] и и: [4], найдем 

и[#=2Ве и: [= 204 [4]. (2.35) 

Графическая интерпретация уравнений (2.34) и (2.35) 
(рис. 2.13,6) дает структуру реализацни передаточной 
функции С (2), называемую в дальнейшем структурой Х/. 

Если системе уравнений (2.30) — (2.32) поставить 
в соответствие комплексную структуру с многомерным 
выходом (рнс. 2.14,4), то развернутое уравненне для 
и[®] примет несколько иной по сравнению с (2.34) вид. 

Введем промежуточные комплексные переменные 
tto[R] н цо [А] в узлах графа (рис. 2.14,a) на выходах эле- 
ментов памяти. Обозначая ш [= ро []-- /ю [2] и учиты- 
вая соотношения (2.33), находим из графа 

Но {k]= (e [A—1]+ apo [&— 1] -— Вто [2—1] + 

+j (ато [— П-+НВро [A—1]), (2.36) 

ил [&] = (ро [2] +jno[k]) (R+j/) = 
= (Roo {kI—/ о fk]) +7 (Ryo [A] + Гро []). (2.37) 

Учитывая равенство (2.35), из уравнения (2.37) на- 
ходим 

u [Rk] =2 (Кро [®]-— Му). (2.38) 
Граф системы уравнений (2.36) и (2.38) является вто- 
рой структурой реализации передаточной функции С( (2), 
которую будем называть структурой Х2 (рис. 2.14,6). 

Алгоритм вычислений в соответствии со структурой 
XI должен предусматривать запоминание значений р! 
н И: на один такт, что следует из уравнения (2.34). Как 
видно из уравнения (2.36), для вычисления в соответ- 
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CTBHH CO структурой X2 требуется запомннать на такт 
значения переменных Po и ‘po. 

‘Соотношения между К, Г, а, В, с одной стороны, и 
коэффициентами передаточной функцни (2.26), с дру- 

ek] —f Polk! Kae 

a 

5) 
Рис. 2.14. Структуры реализации цифрового фильтра второго поряд- 

ка с комплексными полосами: 

а — комплексиая структура с многомерным выходом; 6 — структура Х2 с ве- 
щественными параметрами. 

гой, устанавливаются элементарным образом. Цосту- 
пим, например, так. Найдем с. помощью формулы Мэзо- 
на (2.17), (2.18) передаточную функцию структуры Х/ 
(рис. 2.13,6): 

Weu (z) = W, (2) 2, at (2) 43 (2) (2.39) 
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где 

И, (2) =—28/2—, We(z) =2Rz-4, (2.40) 

Передаточные функции замкнутых контуров имеют 
вид 

1 (2) =az-!, У» (2) =az7!, Wos(z) =—В22->, 

В соответствии с формулой (2.18) 

А =1—2а2—1 + 82-2 - 22-2, 

Ar=1, А.=1—а2`*. (2.41) 

Если подставить (2.40), (2.41) в (2.39) и преобразо- 
вать, то получим 

__ 2—2 АМ) Weu) =a oe в (2.42) 

Сравнивая передаточную функцию (2.42) с переда- 
точной функцией (2.26), находим 

a,=2R, Q=—2(aR+f/), 

b;=—2a, b2=a?+ В?, (2.43) 
а также 

__ @. __ @2 Oy К =, / 2 * 

b, V 46, — 6? (2.49) 
а — — 9! В = 5 

3. Результирующие ошибки округления 
на выходе цифрового фильтра при различных 
структурах его реализации 

3.1. УЧЕТ ОШИБОК ОКРУГЛЕНИЯ В ГРАФАХ 

РЕАЛИЗАЦИИ ЦИФРОВОГО ФИЛЬТРА, РЕЗУЛЬТИРУЮЩИЕ 

ОШИБКИ КВАНТОВАНИЯ 

Как отмечалось ранее, при вычислении в уравнении 
(2.2) произведений а:е *— 1 и bj;u{k—i] возникают ошиб- 
ки округления aif{k—i} и B;(k—i], которые могут быть 
равны нулю при целочисленных значениях коэффициен- 
тов ai, by. Практический интерес представляет оценка 
величины результирующей ошибки квантования на вы- 
‚ходе фильтра, которая, очевидно, зависит от его дина- 
мических характеристик и типа структуры реализации. 
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Результирующая ошибка квантования на выходе 
структуры с многомерным входом 

Операция умножения переменной на коэффициента: 
изображается ветвью графа с коэффициентом переда- 
чи а:. Поэтому при умножении на а; ошибку округления 
целесообразно учитывать путем введения в конце ветви 

Рис. 3.1. Приведение шумов квантования в структуре с многомерным 
входом. 

воздействия, равного ощибке округления a: Аналогично 
можно поступить и с ошибкой В:. На рис. За пред- 
ставлена структура с многомерным входом, в ветви 
которой введены воздействия +, #]и В: (Al. 

Поскольку воздействия а: и В: проходят через линии 
задержки без изменения вероятностных характеристик, 
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ошибкн округлення в велвях структуры с многомерным 
входом можно привести к одному воздействию {fk}, 
приложенному в узле на выходе последовательностн 
элементов памяти (рнс. 3.1,6). Это результирующее 
воздействне будет равно 

т n ты 

г] = У — ИН УЬ {= У ге, (3.1) 
‘=0 i=l f=! 

где r;{k] — ошибка округления в произвольной ]-й ветви 
графа. 

2-преобразование результирующей ошибки Гы [4] 
округления на выходе структуры фильтра с многомер- 
ным входом связано с 0-преобразованием воздействия 
г[^] соотношением Ги (2) = Ки (2) г (2), где Aru (2) — пере- 
даточная функция между узлом г и выходом и. 

Определяя К;и(=2) с помощью формулы Моэзона 
(2.17), (2.18), получаем 

~J 

ruZ=|1+ Wort] r@=gearl). (32) 
i=! 

Из ф...мулы (3.2) следует, что при заданном щаге кван- 
тования 6 величина результирующей ошибки кваптова- 
ния на выходе структуры цифрового фильтра с много- 
мерным входом зависит только от величины коэффи- 
циентов 0; в знаменателе передаточной функции филь- 
тра D(z) =A(z)/B(z) и не зависит от коэффициентов а; 
ее числителя. 

Результирующая ошибка квантования на выходе 
структуры с многомерным выходом 

Аналогично предыдущему случаю, в ветви структуры 
с многомерным зыходом (рис. 2.9,6) можно ввести воз- 
действия, равные ошибкам округления, возникающим 
при. умножении на соответствующие коэффициенты. 
Ошибки /:, вводимые в ветви Gi, можно заменить одним 
воздействием 

У (3.3) 
i=0 
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на выходе структуры, а ощибки в ветвях 5; — воздей- 
ствием 8 

УИ, (3.4) 
ix\ 

приложенным ко входу структуры (рис. 3.2). 
При этом результирующая ошибка квантования на 

выходе фильтра г, [А] будет равна сумме воздействия 

r [Е] и реакции фильтра на входное воздействие г, [1]: 

ги (2) == г, (2) |- D (г) г, (2), (3.5) 

где г„(2), г, (2) — 2-преобразования соответствующих 

сигналов. 
Подставляя в (3.0) выражение передаточной функ- 

ции фильтра (2.1), окончательно получаем 
т 

у, Qyz~ t 

ги (г} = г. (2) -- и гв (2). (3.6) 

| 1 -- У, 2-1 

i=! fut 

Таким образом, результирующая ощибка квантова- 
ния на выходе структуры с многомерным выходом зави- 
еит от величин всех коэффициентов пёредаточной функ- 
ции фильтра... Заметим, что при пользовании формулами 

ре 

Рис. 3.2. Приведение шумов квантования в структуре с многомерным 
выходом. 
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(3.1), (3.3) и (3.4) необходимо принимать равными 
нулю воздействия Г; в тех ветвях графа фильтра, коэф- 
фициенты передачи которых есть целые числа. 

Результирующая ошибка квантования на выходе 
стриктуры параллельного программирования: 

При параллельном программировании дискретной 
передаточной функции D(z) результирующая ошибка 
квантования равна сумме результирующих ошибок в па- 
раллельных звеньях 0:(2) (рис. 2.2.4), что следует из 
уравнения (2.5). Величина результирующей ошибки 1-го 
параллельного звена зависит от структуры его реали- 
зации (рис. 2.11,6, в). 

В случае использования структуры /// (рис. 2.11,6) 
ошибки округления /1:[] и /›: |], возникающие в вет- 
BAX fi и р: соответственно, могут быть приведены к од- 
ному воздействию 

Г: [Е] =rii {R] + Го: fre] 

на выходе линии задержки. 

Замечая, что структура /// является частным слу- 
чаем структуры с многомерным входом, и учитывая 
соотношение (2.5), по аналогии с формулой (3.2) полу- 
чаем следующее выражение для 7-преобразования ре- 
зультирующей ошибки квантования на выходе струк- 
туры 1: 

Гия (2) = [1—2 Гы (2) + Гы (2) ]. (3.7) 

Результирующая ошибка квантования на выходе 
структуры параллельного программирования 

Ги — Ги +S rus (3.8) 

i=] 

ГДе Ги — ошибка округления в звене @ (рис. 2.2). 
Структура //2 (рис. 2.11,в) является частным слу- 

чаем структуры с многомерным выходом. Поэтому на 
основании соотношений (3.5), (3.6) легко получить 
формулу для результирующей ошибки квантования на 
выходе структуры //2: 

rus (=r (2) +A rel) 
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Или, учитывая, ЧТо Линия задержки не влияет на Ве- 
зультирующую ощибку округления, 

rus (2) = ги (2) + гы (2). (3.9) 
P27? 

Сравнение формул (3.7) и (3.9) показывает, что Be- 
пичины результирующих ошибок квантования на выхо- 
дах структур 1 и /12 в общем случае не одинаковы. 

Результирующая ошибка квантования на выходе 
структуры каскадного программирования 

Каждое из звеньев структуры каскадного программи- 
рования с передаточными функциями (2.11) является 
источником ошибок квантования. Если обозначить через 

e:{k] результирующую ошибку квантования, обусловлен- 

Е Ё2 21 En 

< +. Lb 4 Lice ——> D, (2) Dp (z) -> Di; (z) > Dry (z) 

Рис. 3.3. К расчету результирующей ошибки квантования на выходе 
структуры каскадного программирования. 

ную только /-M звеном и приведенную к его выходу, то 
результирующая ошибка квантования на выходе цифро- 
вого фильтра Г» [*] может быть определена с помощью 
блок-схемы, представленной на рис. 3.3, 

Величина результирующей опгибки /-го звена зависит 
от структуры его реализации. Звенья 0:(2), описывае- 
мые уравнением (2.11) при i=l, 2, ..., т, реализуются 
двумя структурами: Af или К2 (рис. 2.12). При i= 
=т-|[,..., m используется одна из структур 1/1 или П2 
(рис. 2.11,6, в). Структура К! является структурой 
с многомерным входом. Поэтому ее результирующая 
ошибка может быть определена по формуле (3.2). При 
этом необходимо учесть отсутствие ощибки в единичной 
ветви графа от узла и; к узлу ui. Таким образом, ре- 
зультирующая ошибка округления =: на выходе струк- 
туры KI 

её (2) = as [re (а) ги (6), (3.10) 

где fii, fat — ошибки округления в ветвях (—2;) и Pi. 
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Результирующая ошибка округления в структуре K2, 
как структуре с многомерным выходом, определяется по 
формуле (3.5), если в ней заменить 

D(z) на 0; (2),.г, (2) на rz (2) и гв (2) на г» (2). 

Получаем 
— -1 

в; (2) = г. (2) + ae Ln (2), (3.11) 

Результирующие ошибки квантования в элементар- 
ных звеньях с передаточными функциями (2.11) при 
[=т-]1, m+2,..., п—1 определяются формулами (3.7) 
и (3.9), если в них положить f;=1 (при этом ги: [А]=0), 
а в звене D,(z) —по тем же формулам при #=К. 

Результирующая ошибка квантования на выходе 
цифрового фильтра ги[] при каскадном способе его 
программирования равна сумме составляющих ошибок 
гие (1, 2, ..., п), каждая из которых представляет 
собой реакцию последовательности звеньев Di44(2), 
Р:+2(2), ..., Dn(Z) на воздействие в: [№] (рис. 3.3). Сле- 
довательно, (-преобразование составляющей ошибки 

Гиз (2) = О: 4, (2) Diya (2)... Dn (2) в# (2) =в; (2) | Dn (2), 
h=i+l 

(3.12) 

а суммарная результнрующая ошибка 

п 

ru(2)= Уи (а = У) | Da. (343 
i=l h=i+ 

1 

Таким образом, величина результирующей ошибки 
квантования при каскадном способе программирования 
цифрового фильтра зависит не только от возможного 
числа структур реализации элементарных звеньев О;(2), 
но также и от того, в какой последовательности они 
соединены. 

Результирующие ошибки квантования в структурах XI 
и А2 

Для уменьшения величины результирующей ошибки 
квантования на выходе структур A/ (рис. 2.13,6) и X2 
(рис. 2.14,6) целесообразно операции умножения на дза 
в выражениях (2.35), (2.38) из последних сделать пер- 
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в8ыми. Очевидно, Что алгоритм преобразования входного 
сигнала е[4] при этом не изменяется, а ошибка кванто- 
вания уменьшается в два раза. 

Рис. 3.4. Приведение шумов квазтования в структуре ХЛ. 

Введенные в ветви структуры Х/ ошибки округле- 
ния Г; (рис. 3.4,a2) можно заменить двумя эквивалент- 
ными возмущениями: 

rr{[Rj=ri fe} +rafk] + г [A], 

rp [ть brs га [2], 

приложенными Ha выходах нижней и верхней линий 
задержки (рис. 3.4,6). Тогда для результирующей ошиб- 
ки квантования Ги [] на выходе структуры Х/ получаем 

Гь (2) = ви (2) гв(2) + Wai (2) г: (2), (3.15) 

где Ув: (2), И 1(2) — передаточные функции между вы- 
ходом структуры и точками приложения возмущений Гав 
и г; соответственно (рис. 3.4.6). 

Передаточные функции Ш в(2) и W,(z) легко опреде- 
ляются при помощи формулы Мэзона (2.17). Так, 

Wari (2) =! (2) Ал (2) /Д (2), (3.16) 

(3.14) 

где 
У! (2) =1; А: (2) =1—az; 

(3.17) 
A(z) =1—2az7!+ $22? + a2. 
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Подставляя (3.17) в формулу (3.16), найдем 

[| — а2-! 

бат 
Аналогичным образом определяется и другая переда- 

точная функция 

W (2) 

Va (2) =1 (3.18) 

__. — 82-1 
| ат + (a? 6") 2-2! (3.19) 

Структура Х2 с введенными ошибками округления 
ГДЕ] изображена на рис. 3.5,a. Действие этих ошибок 

Рис. 3.5. Приведение шумов квантования в структуре Х2. 

эквивалентно эффекту, вызванному воздействнем на 
структуру следующих помех: 

г (=, [#] +7, [A], 

Tp (e] =r. [2] -- и, [A], (3.20) 

Го [2] —=ls [№] —- Го UF 

приложенных соответственно на выходе верхней линии 
задержки, на выходе нижней линни задержки и на вы- 
ходе структуры AZ (рис. 3.5,6). 

Результирующая ошибка квантования определяется 
формулой 

ги (2) = яз (2)гв(2) + 

+ 2 (2) г! (2) + го (2). (3.21) 
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Передаточная функция \Ув›(2) между выходом 
структуры и точкой приложения возмущения Гв(2) в CO- 
ответствии с формулой Мэзона имеет вид 

W => (2) =ПУ‹ (2) А! (2) + 

+'We(z) А» (2) (2), (3.22) 

Wi(z) =R; As(zZ) =1l—az7; 
где 

1, (=) =—plz4; А» (2) =1; (3.23) 
А (2) =1—2az-!+ В222-+ а? 2. 

После подстановки (3.23) в (3.22) получаем 

_ _ А @Р-+ И) 271 
W ro (2) | — 9а2-1 + (a2 + 2) 2-2" (3.24) 

Передаточная функция :2(2} между выходом струк- 
туры X2 и точкой приложения возмущения ги] вычи- 
сляется также по формуле (3.22), в которой числитель 
определяется следующими соотношениями: 

И! (2) =—Г, А, (2) =1—az-|, 

№ (2) =—BRz-4, А» (2) =1. 

В результате подстановки этих соотношений и A(z) из 
(3.23) в формулу (3.22) находим 

—/+ (ef — ВЮ) 27! неее. (8.25) 
3.2. ОЦЕНКА МАКСИМАЛЬНОЙ РЕЗУЛЬТИРУЮЩЕЙ ОШИБКИ 

КВАЯТОВАНИЯ НА ВЫХОДЕ ЦИФРОВОГО ФИЛЬТРА 

Полученные в предыдущем параграфе выражения 
для определения результирующей ошибки квантования 
на выходе цифрового фильтра с заданной структурой 
реализации могут быть использованы для расчета ее 
оценки. Проведем оценку максимальной величины ре- 
зультирующей ошибки квантования двумя способами, 
рассмотренными в § 1.4. 
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Первый способ расчета 

Применяя к соотношению (3.2) обратное й-преобра- 
зование, получаем формулу для текущих дискретных 
значений ошибки квантовання на выходе структуры 
с многомерным входом 

k 

ru lk] = dds [Ци — 1 
{=0 

где весовая функция 

dy [== ZL Ув 
=! 

Максимальное значение возмущения г[] Ha основа- 
нии формулы (3.1) равно (m+n+1)5/2. Максимальное 
значение ошибки г. на выходе структуры с многомер- 
ным входом будет иметь место при г= (т-+п-1)6/2 и 
при самом наихудшем сочетании знаков: 

таке == (т--а-- 1 У]. = (8.26) 

Суммирование в этом выражении, как и в формуле 
(1.81), следует оборвать на тех [ для которых значение 
а становится достаточно малым. 

Если известна весовая функция цифрового фильтра 
ШЕ=2-ЧО (2)}, то для определения ошибки квантова- 
ния на выходе структуры c многомерным вы- 
ходом на основании соотношения (3.6) можно напи- 
сать следующую формулу: 

k 
ги [ ]==г, [#] >, ах, # — Ц. 

=0 

Максимальное значение ошибки на выходе структу- 
ры при этом будет равно 

со 

[г маке = (т + 1) + 1-2 УЦаи|. — (3.27) 
{=0 

Аналогичным образом поступим при выводе формулы 
для вычисления максимальной ошибки квантования на 
выходе структуры параллельного програм: 
мирования, 
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Весовую функцию 41, элементарного параллёль: 
ного звена D;(z)=[l—piz—[-! можно получить, напри- 
мер, методом разложения последней в степенной ряд 

] ~ 2 _- _ 

T—pyz-? > 1-5 р ‘+p; 2 {22 `-|.... 

Тогда весовая функция dn, ==, откуда 

L—|p,|° 

о | Vi id=! +l Р-НА + „=. = (3.28) 
m=0 

Принимая во внимание формулу (3.7) и соотноше- 
ние (3.28), а также учитывая, что (га ^]) маке = 
== (72 ]) макс =6/2, получаем следующее выражение для 
наибольшего возможного значения результирующей 
ощибки округления на выходе структуры ПГ: 

|r| макс ==6/ (1 — |р:). (3.29) 
Максимальная результирующая ошибка на выходе 

всей структуры параллельного программирования, каж- 
дое из параллельных звеньев которой реализовано с по- 
мощью структуры /11, на основании формулы (3.28) вы- 
числяется следующим образом: 

а | 
| гы ее 8 Y) [Tal (3.30) 

i=] 

Подобным способом легко вывести формулу для Ma- 
ксимальной ошибки на выходе фильтра при использова- 
нии структуры П2. Учитывая соотнощение (3.9), полу- 
чаем 

5 || р — 2 — 3.31 | Tui макс 5+5 1—] р. | ( ) 

Если все звенья представляют собой структуры П2, 
то максимальная ошибка на выходе структуры парал- 
лельного программирования 

п 

_ a+ i 6 [Fel 
[Ги [макс = р 6 -|- Ty АР . (3.32) 

=] 

Структуры П1 и П2 ‘можно сравнить между собой 
с точки зрения максимального значения результирующей 
ошибки квантования. Сравнение формул (3.29) и (3.31) 
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Показывает, что эта величина будет большей в структу- 
ре /11, чем в структуре /72, если 

tap > (+ НАТ). 

|: |- РИ <. (3.33) 
Задаваемая неравенством (3.33) область параметров 

Ни р: представлена на рис. 3.6. При значениях [+ и Pi, 
лежащих внутри заштрихованной области, более предпо- 
чтительным оказывается использование структуры /12. 
Заметим, что значение полюсов устойчивого звена по 
абсолютной величине всегда меньше единицы. 

Оценим величину максн- 

т. е. если 

И 77 мальной результнрующей 
{17 6 15 и ошнбки квантования в 

ИР и CLs, структурах К/ и K2. Выра- 
Sif, YY жение (3.10) для Z-mpeo6pa- 
ИВР Z зования  результнрующей 
И “4A, и, ошибки квантования на вы- 

LVL ns LL) ходе структуры K/ совпада- 

нием (3.7), справедливым 
AV -O5//0V/05' 7100; длЯ структуры ПТ. Поэтому 
CAIN. 77 максимальная величина pe- 

> 05 7 LLL зультирующей ошибкн 
77 no "YF квантования на вы- 
YN 4 777 ходе структуры K/ mo- 

7 

й Vi и, и, и, ет с аналогичным выраже- 

A 77 

РУ, 7 жет быть рассчитана по 
РА 77 формуле (3.29), т. е. 

Им. |e] waxo=6/(1—| pil). 
-2.0 (3.34) 

Рис. 3.6, Сравнение структур Для определения максн- 
ПГ и П2 по величине макси- Мальной ошибкн кван- 
мальной ошибки квантования. TOBAHHA на выходе 

структуры K2 необходи- 
мо знать весовую функцию элементарного последователь- 
ного звена 0; (2) = (1—2:2 1) [(1—р:2*), которая равна 

| при / =0, 

dy, [= 1—1 
(Pi — Zi) Dj прн (= [. 

Поскольку, как следует из соотношения (3.11), мгио- 
венное значение ощибки на выходе структуры К2 опре- 
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деляется соотношением 

А 

cle =relAlt У} dg геи — 8, 
{=0 

то ее максимальное значение определяется формулой 

leg [макс == > mee emo |. 

1=0 
Так как 

YY aes =} +1 г НАНА.) 
m=0 

| pe — 2. | 

=! 1—{ pel’ (9.55) 

формула для расчета максимальной величины результи- 
рующей ошибки квантования на выходе структуры К2 
примет вид 

| 21 — 2: 
|8; [маке == > (2 + peel. (3.36) 

Величина максимальной ошибки округления на BBI- 
ходе структуры K/ будет превышать аналогичную вели- 
чину ошибки на выходе структуры К2, если 

Я as [ Pi — 2: | 

a (2+7 — | ре ). 

После элементарного преобразования этого неравенства 
получим следующее условие: 

[2:—=:|<2|р:|, (3.37) 

которое изображено графически на рис. 3.7. 
Таким образом, если значения соответствующей пары 

корня 2; и полюса р; передаточной функции цифрового 
фильтра лежат’ внутри заштрихованной области, то при 
каскадном программировании фильтра звено с переда- 
точной функцией (1—2;2—\)/(1—р:2—‘) целесообразно 
реализовать с помощью структуры К2, так как в этом 
случае результирующая, ошибка квантования на выходе 
звена будет наименьшей. При 2; и ру, лежащих вне этой 
области, желательно использовать етруктуру Kl. 

75



Максимальную результирующую ошибку квантова- 
ния на выходе всей структуры каскадного программниро- 
вания можно определить по схеме, изображенной на 
рис. 3.3. Максимальная ошибка равна сумме реакций Ги: 

2 

ых 

en Y 

<2. GY 
A SOVSS + 

77 22| <28) 
82772792 227229222 
40 7 у, 0 р 

LZ 

Y Gir 

< 

-3,0 
Рис. 3.7. Сравнение структур 
К! и К2 по величине макси- 
мальнон ощибки кваитования. 

последовательности звеньев 
Dist, О:+2 ..., Dn на макси- 
мальные воздействия в; (1=0, 
1, 2,... 2) при наихудших 
сочетаниях знака в; Для 
определения реакций Ги: 
необходимо знать весовые 
функцин  последовательно- 
стей звеньев 

dri, nf J Z-Y{ D541, 

Dia2 cy Dy}. 

Максимальное значение 
реакции 

со 

| гы i | макс — | ef | акс у ап 1}. 

=0 

(3.33) 
Максимальное значение 

результирующей ошибки 
округления на выходе филь- 
тра 

sow fe 

я 

5 

| Ги imaxe == У, | Гиз | макс- 

isl 

(3.39) 

Оценку сверху результи- 
рующей ошибки квантования 
на выходе структур ХГи 2 
легко получить с помощью 
формул (3.15), (3.21), если 
известны дискретные весо- 
вые функции, соответствую- 
щие передаточным функциям 

Ил: (2), Ин(2) и Wao(z); Wro(z). Так, например, для 
максимальной ошибки на выходе струк- 
туры Xl 

| Fu ыаке = oo ie Oe ka (A) }, 
[=0 
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а на выходе структуры X2 

| Pu [маке == {У | po ину, [© -Е 7 
1 =0 [=0 

Пример 3.1, Пронллюстрируем методнку расчета максимального 
значения результируощей ошибки квантования на конкретном 
примере реализации фильтра второго порядка, передаточная функ- 
иня которого | 

0,636 — 0,098=- : 4- 0,0025=-: р (г) = z~* + Zz 

— 1-Е0.5662-1-0.02582=2 “ (3.40) 

Рассмотрим ошнбки в различных структурах реализации фильтра. 
Структура с многомерным входом. Воспользуемся формулой 

(3.26). Для этого вычислим весовую функцию 

d, (1) =Z-? iza}= 

! 
= Zo! | 1--0,5662-1--0,02582-1 } 

Поделиз |! на В (2), получим 
J 

Bi) | —0,5662-1 + 0,3462-2 —0,1812-3 + 0,0942-$ — 

— 0,04862-5 + 0,0252z-° — 0,0132-1-- 0,0067z-* — 

— 0,00384z2~® + 0,00172-'!°—... 

Коэффициенты этого стеленного ряда равны соответствующим 
значениям весовой функции. Поэтому 

со 

%, [4 Д|==1+0,566-0,346+ ... 2,287. 
1-0 

Учитывая, что в передаточной функции (3.40) m=n=2, получаем 

| Ги} мекс=56 2,287/2=5,736. (3.41) 

Структура с многомерным выходом. Поделив числитель на 
знаменатель, представим передаточную функцию (3.40) в виде сте- 
пенного ряда: 

0 (2) =0,636—0,4592—:--0,2462-2—0,1282-3--0,0662—‘—0,034=-$-+ 

--0,01762-85—0,00912-7--0,00472-8—0,00242-° 
-|- 

-0,001252—:°—0,0062-1!--..., 

коэффициенты которого определяют соответствующие значения ве- 
совой функции фильтра. Тогда 

[> ®) 

У 14а [1 |=0,636 + 0,459 +-0,246 +... == 1,605. 
[=0 
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Максимальное значение ошибки округления на выходе струк- 
туры с многомерным выходом определяется по формуле (3.27): 

[Ги | микс =36/2+26 1,605/2 = 3,1056. (3.42) 

Структура параллельного программирования. Эта структура 
реализует передаточную функцию (3.40), которую можно записать 
в виде 

р fa 
ар! z+ p,’ 

rae Do=0,636; fx=0,0043; р: =— 0,05; }2=—0,364; p2=—0,516. 

Проверим выполнение неравенства (3.33) для каждого элемен- 
тарного звена. Для первого знака имеем 

1.1 [ри | =0,0043—0,05 =.0,0457 <1. 

При реализации первого звена использование структуры /72 по 
сравнению с использованием структуры /7/ обеспечивает меньшую 
ошибку округления, максимальная величина которой на основании 
формулы (3.31) равна 

D(z) =Do+ (3.42a) 

5 0,0043 Ian bene + (+7 0.05 == 0.506. (8.48) 
В то же время при реализации первого звена с помощью структу- 
ры {77 в соответствии с формулой (3.29) 

[rus | макс = 0/(1—0,05) = 1,056. 

Аналогично для второго звена в случае реализации ero с по- 
мощыо структуры /12 имеем 

0, 364 
| Гиз [макс = 57 9 > (| -+ 1 — 0,516 )=9.8758, (3.44) 

а при использовании структуры /// 

[Ги2 | манс =6/(1—0,516) =2,066. 

Использование структуры /72 желательно при реализации второго 
звена. При этом ‘результирующая ошибка на выходе структуры 
параллельного программировання равна сумме ошибок, вычисляе- 
мых по формулам (3.43) п (3.44), а также ошибке 0,55 в зве- 
не Dp, т. е. 

| лы | манс ==0,56 + 0,5025 0,8756 =1,8776. (3.45) 

Структура каскадного программирования. Для реализации этой 
структуры необходимо представить передаточную функцию (3.40) 
в винде ~ 

— 2.271 [ — 2,27! 

К, - I—p,z7~! 1 — рог 

Mie Ко.=0,636; 2, =0,0185; р, = —0,05; 2:==0,135; p2=0,516. 
Проверим выполнение неравенства (3.37) для элементарных 

звеньев 2; (2) и De(z): 
В. —2! | = 0,0685<0,! =2|p:|, 

| p2—22 | =0,651<1,032—=2| pal. 

D (=) = K,D, (2)Ds(z) = ; (3.46) 
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Выполнение неравенства (3.37) указывает на необходимость 
реализации обоих звеньев с помощыюо- структуры A2, Максималь- 
ные значения результнрующих ошибок округлення на выходах 
структур К2 первого и зторого звеньев расчитываются по фор- 
муле (3.36), они равны соответственно 

6 0,0685 
[в bso 5 (2+ 9.5) 15048 

(3.47) 
és 0,651 

Гель 75 (24+ 70-816 == 1,6756. 

Если же эти GBEHBA реализовать с помощью структуры K/, TO ана- 
логичные ошибки |= не 1.058, [22 | макс = 2,06 . 

Результирующая ошибка квантования на выходе структуры 
каскадного программирования вычисляется по формулам (3.38) и 
(3.39). При этом необходнмо учесть все шесть возможных вариан- 
тов последовательного соединения звеньев, показанных на рис. 3.8. 

1. Для первого варнапта соедниення звеньев (рис. 3.8,а) по- 
лучаем 

со 

& 
| Ги [макс = | €o [маке » dey [ + 

co i=0 

+ [у ке 25 Axo ИЯ | ва hone. (3.48) 
[—=0 

где 

d | =2-! {р р _ a кт? [] = {D, (2) г (2)} =-К, > 

ыы 

* 2 ae 1,605 1 [—=0 — ь 

diol ]} = К, 0,636 == 2,52, 

/=0 

(3.49) 
Ч» 1 =2-? (Dz (2)}. 

С помощью формулы (3.35а) находим 
© 

0,651 у, о = +5 = 2,5. (3.50) 
{—=0 

Подставляя (3.47), (3.49) и (3.50) в соотношение -(3.48) н учитывая, 
что |20|макс=0/2, получаем следующую величину максимальной 
ошнбки: 

[Гы | more =0,56 2,52-- 1,046 2,35- 1,6756 =5,3796. (3.51) 
2. Второму варианту цепочки звеньев (рис. 3.8,6) ксоответст- 

вует формула 
со со 

lr, latte == [ Еофыако у, dx), oft] + | Ea [макс У, Ч к [1 -- | Es} saxo» (3.52) 

{=0 {=0 

где dy, [{] = Z2-* {D, (2)}. 
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Формула (3.35а) дает 

у Ч к) [1] = 

{=0 

0,0685 

+005 = 1,072, 

Подставив в (3.52) этот результат, а также (3.47) и (3.49), найдём 

[Ги | маис = 0,56 2,52+ 1,6756 1,072 + 1,046 =4,0955. (3.53) 

Аналогичиым образом рассчитываются максимальные значения 

результнрующих ошибок квантования на выходе остальных струк- 

тур каскадного программирования. Приведем лишь расчетные 

формулы для каждого варнанта и подсчитанную величину резуль- 

тпрующей ошибки: 

|. |. £2 

> Ko D,(z) D(z) gene 

2) 

20 €2 Ey 
2 М7 

—> Ko nan 12?) В) и 

6) 
Ey Е? [7 

e + 
—— D,{z) |b Sn aan Ko here 

8) 

Е2 Ey EO 

— also» D,(z) 4’. Кр og tire 

2) 
Es 20 E2 

еп. & Ко и ЕЕ 

д) 
€2 50 &/ 

8 

—>| Dz (z} | Ko od. D(z) mal 

2) 

Рис. 3.3. Верианты структурных схем при расчете результирующей 
ошибки квантования на выходе структуры каскадного программи- 

ровання. 
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3. Рис. 3.3, в! 
-- 

сб 

| Tu lscane =| £1 {rane у, Коко [1] + | | макс Ко + | Eo | макс = 3,1218. 

1=0 

(3.54) 
4. Рис. 3.8, г: 

со 

Ги | акс = | Её [макс у, Kod xy ПН |, [може Ко + leolsrane —2,3048. (3.55) 

1=0 

5. Рис. 3.8, д: 
со 

| rus [ыаке == | 2; ывне 2a Kodo [1] + 
=0 

со 

+ | Ес [макс У, Ч к? [4 + | 62 [макс = 4,4046. (3.56) 

{=0 

6. Puc. 3.8, e: 
со 

| Ги [мвне = | €2 |мако У, Kod yy [2] + 

{=0 

со 

+ [ео [вне Ce, [1] -- [в [ывне = 2,7188. (3.57) 
i=0 

Сравнивая величины результирующих ошибок квантоваких, 
вычисленные по формулам (3.51), (3.53), (3.54) — (3.57), заключаем, 
что при каскаднком программировании передаточной функции (3.40) 
наилучшим варнантом последовательного взанмного расположения 
элементарных звеньев является схема, представленная на рис. 3.8 г. 

Наконец, проведенный расчет показывает, что для структуры 
параллельного программирования, в которой элементарные звенья 
реализованы с помощью структур 72, величнна максимальной 
ошибки округления на выходе цифрового фильтра с передаточной 
функцией (3.40) нанменьшая, а именно: |Ги]маис = 1,8756. 

Второй. способ расчета 

Предположим, что ошибки округления, возникающие 
при умножении переменных на коэффициенты переда- 
точной функции фильтра, принимают максимальные, 
одинаковые значения 6/2. При этом результирующая 
ошибка на выходе фильтра с заданной структурой мо- 
жет быть оценена его реакцией в установившемся режи- 
ме на ступенчатые воздействия: 

ri{k]=81[2]/2, | (3.58) 
6—187 81



Lie 0 при #< 0; 
1 | 1 ши £0, 

приложенные к выходам ветвей графа фильтра 
(рис. 3.14). Очевидно, это эта реакция будет характе- 
ризовать максимальную величину результирующей 
ошибки квантования. 

Для оценки максимальной ошибки Гимакс На выходе 
структуры с многомерным входом восполь- 
зуемся выражением (3.2). 2-преобразование результи- 
рующего воздействия (3.1) при учете (3.58) равно - 

r(2)=(m4-n+1) +5 | 
—g-)" 

Применяя теорему о конечном значении [20] к урав- 
нению (3.2) и используя последнее соотношение, полу- 
чаем 

Ги макс == ИТ [(1 — 27?) ги, (2)] = 
2-0 

` ix 

Аналогичным путем, используя уравнение (3.6), Haxo- 
дим формулу для оценки максимальной ошибки кванто- 
вания на выходе структуры с многомерным 
выходом: 

п 

бет Va, | I+ Pia --. (3.60) 

i=0 i=! 

Формулы (3.59) и (3.60) лозволяют сравнить между со- 
бой структуры с многомерным входом и многомерным 
выходом по величине максимального значения резуль- 
тирующей ошибки квантования. 

Обозначим 

р (г) = Хе, || 14S 627! |= A w)/B(2). 
i= i=0 

Тогда условие превышения максимальной ошибки 
квантования на выходе структуры с многомерным вхо- 
дом над суммарной максимальной ошибкой на выходе 
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структуры с многомерным выходом состоит в выполне- 

HHH неравенства 

m+-n+) > mL i+ nj A (ly) 

| 8 (1) | | B (1) | 

которое удобно привести к следующему виду: 

п! В — ЕЕ. 8.61 
Геометрическая интерпретация неравенства (3.61) 

дана на рис. 3.9. Если значения А (1) и B(1) лежат вну- 
три заштрихованной области, то ‘более предпочтительной 
для реализацин цифрового фильтра оказывается струк- 
тура C многомерным выходом (рис. 2.12). 

Второй способ расчета максимальных значений ре- 
зультирующей ошибки квантовання значительно проще 
первого, поскольку нет необходимости определять весо- 
вые функции фильтра и отдельных его звеньев. Однако 
этот метод, вообще говоря, дает заниженные значения 
максимальной ошнбки по сравнению со значениями, по- 
лученными по первому методу 

3.3. СРЕДНЕКВАДРАТИЧНОЕ ЗНАЧЕНИЕ 

РЕЗУЛЬТИРУЮЩЕЙ ОШИБКИ ОКРУГЛЕНИЯ 

В большинстве практически интересных случаев 
ошибки округления, подобно ошибкам квантования 
в АЦП, имеют случайный характер. Поэтому результи- 

ВА 
и 9-4 

ий%*7 ’ 
MOE OME GILL 

хо 

Многомерные, 
быхое 

Wy 
aia|c- ДАН) tet > 

7 LLLLLLLLILILLLLL LLL 2 
mene lA int 

п 

Рис. 3.9. Сравнение структур с многомерным входом н многомерным 
выходом, по величине максимальной результирующей ошибки кван- 

тования. 
6°. у 
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рующую ошибку на выходе цифрового фильтра, обуслов- 
ленную округлением, целесообразно оценивать с по- 
мощью ее среднеквадратичного значения. 

Вероятностные характеристнки шума, возникающего 
при округлении результатов умножения переменной ве- 
личины на коэффициент, обычно считаются аналогичны- 
ми вероятностным характеристикам шума квантования 
в АЦП. В § 1.6 было показано, что время корреляции 
шума квантования пренебрежимо мало по сравнению со 
временем корреляции квантуемого сигнала, если OTHO- 
шение эффективного значения сигнала о к шагу кванто- 
вания 6 превышает 0,5, т. е. когда сигнал квантуется 60- 
лее чем тремя уровнями. Поэтому на практнке в подав- 
ляющем большинстве случаев, учитывая процесс кван- 
тования во временн, можно считать (с больщой степенью 
точности) шум квантования, возникающий при округле- 
нии, дДнскретным белым шумом. 

Распределение шума округления принято считать, 
ках и распределение Wyma квантования в АЦИ, равно- 
мерным на интервале {—4/2, 6/2] с корреляционной 
функцией (1.66) и дисперсией г:2{#|= 62/12. Из формулы 
(1.69) для взаимной корреляционной функции шума 
квантования и квантуемого сигнала следует, что практи- 
чески корреляция между ними отсутствует. Аналогично, 
некоррелированными можно считать шум округления 
в /-й ветви и переменную в узле на входе [-й ветви. 

Учитывая вышесказанное, необходимо отметить сле- 
дующее обстоятельство. В одной из последних работ 
[40] обращено внимание на то, что величины ошибки 
округления нельзя представлять непрерывными величи- 
нами; они являются дискретными в силу дискретности 
произведения двух чисел, содержащих, например, пи т 
двоичных единиц соответственно. Следовательно, нельзя, 
строго говоря, считать ошибку округления равномерно 
распределенной в диапазоне {—8/2, 6/21. Правильнее по- 
лагать, что все возможные дискрегные значения ошибки 
округления имеют одинаковую вероятность. Используя 
последнее положение, несложно получить следующую 
формулу для дисперсии ошибки округления [40]: 

= 6 0 _ Г. —=55-|-= +2 (тп) | (3.62) 

при 6=2-', где [— число разрядов в округленном про- 
изведенин после запятой (рассматривается случай с фик- 
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сированной запятой); 1, п — количество разрядов пере- 
множаемых чисел после запятой. 

При m=n=1 имеем 

FP = (8/6)(5/2 - 2-*"), (3.62а) 
где = 27™, 

Если в (3.62), (3.62а) устремить м к бесконечности, 
то получим выражение для дисперсии ошибки округле- 

ния г:2=02/12, выведенное ранее для случая равномер- 
ного распределения плотности вероятности ошибки. При 
m= 2-m~0,066/2, а при m=8 2-°"<0,016/2, т. е. по- 
правка 2-2" обычно мала по сравнению с 6/2. 

В дальнейшем выводятся формулы для расчета дис- 
персий результирующих ошибок округления на выходе 
различных структур цифрового фильтра, в которые со- 
множителем ‘входит дисперсия ошибки округления от 
одной операции умножения, принимаемая равной 62/12. 
Эти формулы, очевидно, можно использовать и тогда, 
когда число разрядов в цифровом фильтре относительно 
мало, например т=3,4. В последнем случае в соответ- 
ствующих формулах вместо сомножителя 52/12 следует 
подставить выражение (3.62) или (3.62а). 

Структура с многомерным входом 

Результирующее случайное воздействие rik], прило- 
женное к выходу последовательности элементов памятн 
в структуре с многомерным входом (рис. 3.1) и равное 
в соответствии с формулой (3.1) сумме (т-+п-Г) ди- 
скретных белых шумов г], является также дискретным 
белым шумом с дисперсней 

mtnt+h __ о 
Po У Paimtati =. (3.63) 

1=0 

Если учесть, что спектральная плотность дискретно- 
го белого шума Ф,(2), как известно, равна его диспер- 
сии, то, воспользовавшись выражением (3.2), можно 
написать следующую формулу для дискретной спек- 
тральной плотности результирующей ошибки на выходе 
фильтра: 

] __ _ mt+n+il 8? 

2... (2) — Ва) ВЕ (©) =) В (2-5 18 (3.64)



Дисперсия результирующей ошибки определяется при 
этом по формуле (1.20): 

г. =С, (ти 1) 1%, (3.65) 

где 

C= a a (3.66) 
1 28; | 9 zB (г) В (=-!)° | 

Значение интеграла по контуру |2| =1 вида 

yd [=> $ У (2) ¥ (271) = (3.67) 
|2|=1 

при сравнительно невысоких порядках устойчивой пере- 
даточной функции может быть определено непосред- 
ственно через коэффициенты полиномов числителя и зна- 
менателя [33]: 

У (г) = гта: 2797)... ta,z7'+a, 
bz-' В, 2-7-4 .. 4 65-14 в, 

[Применение подобного метода делает ненужной слож- 
ную процедуру вычислення интеграла (3.67) по методу 
вычетов, при котором обязательным является этап ‘опре- 
деления пол1осов подынтегрального выражения. 

В приложении 2 приведены формулы для вычисления 
интеграла / при /=1, [=2, [=3 в развернутой форме, 
заимствованные из [33]. С помощью простых алгебраиче- 
ских операций можно быстро определить, используя 
формулу (3.65), среднеквадратичное значение ошибки 
округления на выходе структуры с многомерным входом. 

Структура с многомерным выходом 

Для определения дисперсии воспользуемся формулой 
(3.6) и соотношениями (3.3), (3.4). 

Результирующие воздействия г, и Ig (рис. 3.2) взаим- 

но независимы. []оэтому дисперсия  результирующей 
ошибки квантования равна сумме дисперсий воз- 
действия г, и реакции фильтра на воздействие г по- 

следнюю обозначим Через e. 
В соответствии с (3.3) дисперсия воздействия г, равна 

г. co i Г; = т-- 1) = = 

[280 

в’



Диспербия воздействия ’, равна 
“ 

фри = ии: 
i=] 

Тогда ‘спектральная плотность рёакции в фильтра на 
случайное воздействие г, есть 

Ф. (=) =2 (2) 2 (=-*) 819, 
а дисперсия определяется интегралом 

а ty $ 290 -1) ==. 
2" 1 

Среднеквадратичное значение результирующей ошиб- 
ки округления в структуре с многомерным выходом, та- 
ким образом, будет определяться следующей формулой: 

= Р-Н С, в =(т--1-+- С.) 8/12, — (3.68) 
где 

_ 1 с 4(24 (2-9) dz, =a $ SORES (3.68) 
Формулы (3.65) и (3.68) позволяют сравнивать 

структуры с многомерным входом и многомерным выхо- 
дом по величине среднеквадратичного значения резуль- 
тирующей ошибки округления. Если 

(m+tn+l) Cy<cCon+im+, (3.70) 

то структура с многомерным входом может рассматри-. 
ваться как более предпочтительная по сравнению со 
структурой с многомерным выходом. При обратном зна- 
ке неравенства (3.70) лучшей будет вторая структура. 

Пример 3.2, Найдем величины  диспероий  результнрующих 
ошибок квантования па выходе цифровего фильтра с передаточкой 
фуякцией (3.40) для двух структур его реализации: с многомер- 
ным эходом и многомерным выходом. 

Для определения дисперсии результирующей ошибки на вы- 
ходе структуры с многомерным входом воспользуемся формулами 
(3.65), (3.66). a 

dz 

xo (2 — р!) (2 — Po) (2~'—p;) (271 — pz) 2 
jz j=l 



Знание полюсов fp, р» передаточной Функции позволяет nph- 
менить для вычисления интеграла метод вычетов; при этом инте- 
грал равен сумме вычетов подынтегрального выражения в точках 
== ри, <= pe. у 

В результате найдем 

а У res - = 
u 12 у (2— р!) (2 — р.) (1 — 2) (1 — P22) 7 

a= Ps 
__ 00° Pi 

12 (р: — Pa) (L — 21) (1 — pi pr) 

+ Ps 
(Po— р) (1 — p, po) (1_— 2) 

После подстановки чнсленных значений pr=—O0,05; p2=—0,516 
получаем 

P= 7,282/12. (3.71) 

Дисперсия результирующей ошибки округления в структуре 
с многомерным выходом, реализующей передаточную функцию 
(3.40), определяется по формулам .(3.68) и :(3.69), если в них под- 
ставить передаточную функцию в виде (3.46): 

г? = 3 (82/12) 4. 2 (62/12) (1/2nj) X 

67 (2 — 2,) (2 — 2g) (27? — 2,) (27 — 2a) - 
(2— pi) (@— Pa) (2 — A) (2? — pz 4", x 

|= |=1 

Применяя метод вычетов, получаем 

yb, К (2—2,) (2 — 22) (1 — 2,2) (1 — 292) _ 
ua EtG у Res (Е ри) (@—P2) П—,2) (Ip) 2 

2=P), 

==, 

2=0 

д + Код" | (DP: — 2;) (р, — 22)(1 —2,p,) (|1 — 2 р!) + 

(р: — Po) (1 — py) (1 — pido) Dr 

+ (22 — 21) (Po — 22) (1—2, Ре) (1 — Zope) 2122 

(Pa — Ps) (1 = Pipa) (1 — ра) ра Ps Pr 
. (3.72) 

Если подставить в это выражение численные значения: Ko=0,636; 
2,=0,0185; z2=0,135; р, =0,05; p2=—0,516, то получим 

РР = 382/12 + 1,3882/12 = 4,3882/12. (3.73) 

Сравнение :(3,71) и (3.73) показывает, что при реализации переда- 
точной функции (3.40) ‘фильтра использованне структуры с много- 
мерным выходом оказывается более целесообразно, чем использо- 
вание структуры с многомерным входом. 
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Структура параллельного программирования 

Выведем сначала формулы для определения средне- 
квадратичного значения результирующих ошибок округ- 
ления на выходе элементарного параллельного звена 
для двух структур его реализации — 11 и 12. 

На основании соотношения (3.7) легко получить сле- 
дующую формулу для корреляционной функции ошибки 
Гал на выходе структуры /11: 

52 | z 27! 
— R-1 К, [№] = 55} 9—5 = dz. 

р“ 

|2 [=] 

Интеграл по замкнутому контуру равен вычету подынте- 
гральной функции в полюсе 2=р:;, умноженному на 24]. 
Получаем 

=“. (3.14 

В устойчивом цифровом фильтре |р:|<1. Поэтому 
корреляционная функция результирующей ошибки кван- 
тования с ростом & представляет собой затухающую 
функцию, монотонную при р+>0 и колебательную при 
р:<0. Полагая в (3.74) к=0, получаем формулу для 
определения дисперсии результирующей ошибки округ- 
ления на выходе структуры ПТ: 

“> 2 62 
г — “ae 3.75 

Корреляционная функция результирующей ошибки 
округления на выходе структуры //2 легко определяет- 
ся из соотношения (3.9). Учитывая, что корреляционная 
функция суммы независимых случайных процессов 
г и реакции на г2||] равна сумме корреляционных 
функций этих процессов и определяя корреляционную 
функцию реакции структуры /72 на зоздействие гоА] 
подобно TOMY, как было сделано для структуры М1, най- 
дем 

ИИ R, Е вы, 5. (8.76) 

Где 62,0 — дельта-функция Кронекера. 

| oo a9



Среднеквадратичное значение результнрующей ошиб- 
ки округления на выходе структуры //2 равно значени!о 
(3.76) при А =0, т. е. 

Р-Р 1 — 22) 82/12. (3.77) 
Из выражений (3.75) и (3.77) следует, что если для 

1-го элементарного параллельного звена выполняется 
неравенство 

2/(1—р42) <1 +fe2/(!—p:?), 

которое прнводится к простому виду 

f2—p?z> l, (3.78) 

то это звено следует реализовать с помощыюо структуры 
ПТ, поскольку она обеспечивает в данном случае мень- 
шую величину среднеквадратичного значення результи- 

рующей ошибки. При обрат- 
ном знаке неравенства более 

11 SM; предпочтительной оказывается 
=) структура 17/2. 

jy YUH ил Y Геометрическая интерпре- 
Uf LMU; ‘тация условия (3.78) для 
Г, iat |} и v ъ J 

2 и устойчивой передаточной функ- 
Y YY ции элементарного звена 0; (2) 

. aA :] представлена на рис. 3.10. Вне 
заштрихованной области удов- 
летворяется неравенство (3.78). 

Uy GZ Граннца области описывается 

ПИР уравнением гиперболы: f;2— 

EN
 № 

-4,0 
77 > в —p?=1, 

ff Таким образом, при значе- 
“45 ниях J; и pi, лежащих внутри 

заштрихованной области, луч- 
Рис. 3.10. Сравненне струк- Шей оказывается структура /12, 
тур ПГ и П2 по величие а вне этой области — структу- 
среднеквадратичной ошибки ра 1. 

квантования. Сопоставляя рис. 3.10 с 
рис. 3.6, можно заметить, что 

результаты сравнения структур //f и 12 как по макси- 
мальному значению результирующей ошибки округле- 
Hua, так и по ее среднеквадратичному значению оказн- 
ваются достаточно близкими, 
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Среднеквадратичное значенне результирующей ошиб- 
Ки Ha выходе параллельной структуры реализации 
фильтра 

— 52 m ‚—5- ив)”, (3.79) 
i~1 

Пример 3.3. Найдем дисперсию результирующей ошибки КвВан- 
тования на выходе структуры параллельного программирования 
персдаточной функции (3.40) фильтра, которую можно предста- 
вить в виде (3.42а). 

С целью выбора структур реализацни элементариых параялель- 
ных звеньев проверим выполнение неравенства (3.78). Для первого 
звена (f/1=0,0043; р:=—0,05) имеем /[:2—p1?=0,000018B—0,0025<'1. 
Второму звену ([>=— 0.364; р›=— 0,516) соответствует неравенство 
— р2=0,132—0,964<1. Следовательно, как первое, так и второе 
звено следует реализовать с помощью структуры /12- 

Воспользовавшись формулой (3.77), палучим 

—а 0,000018 ) 6: 2 

пи (1 — 1 0,05: J TE 1-07 Ta 
—- 0,132 of _ 6? 

па (1+ I — (0,516)? ею 12° 

Днсперсня результирующей ошибки квантования на выходе 
структуры параллельного программировання 

(Е 1,007 4 1,179) 82/12 = 8 ,18682/12. (3.80) 

Сравнивая этот результаг с днсперсиями ошибок квантовання на 
выходе того же фильтра, но реализованного с помощью структур 
непосредственното программирования к многомефным 'вхолом (3.71). 
и многомерным выходом (3.73), видим, что структура параллель- 
ного программирования в данном случае обеспечивает наименьшую 
величину дисперсин результнрующей ошибки квантованнин. 

Структура каскадного программирования 

Сравним сначала дисперсии результирующих ощибок 
округления в; возникающих в {-м элементарном после- 
довательном звене, реалнзуемом с помощью структур 
Kl (рис. 2.12,a) и К2 (рис. 2.12,6). 

Идентичность выраженнй для С-преобразования ре- 
зультирующих ошибок округления в структурах /П1 
(3.7) и КТ (8.10) указывает Ha равенство корреляциои- 
иых функций и дисперсий этих ошибок. Поэтому корре- 
ляционная функция ошибки на выходе структуры Kf 

R, [= (82/12) [298 №1 ~ 2) (3.81) 
9]



A дисперсия ошибкн 

e? =[2/(1—pi?) ](6*/12). (3.82) 
Из (3.11) следует формула для вычивления корреля- 

ционной функцни ошибки на выходе структуры K2: 

К. = вв Ну ве 2 1] =. (3.83) 
Z— Px 271 — Pi 

Прн k=O определятотся вычеты в Nomoce 2=р: н 
точке 2=0. Прн k=], 2, 3,... ит. д. второй член выра- 
жения (3.83) равен вычету только в полосе 2=р:. В ре- 
зультате находим 

2 52 
a +1) при k=O, 

| at — Piz) ит при k=l, 2, 3, ... 
— р 

| 

К. [#]== | 
[2 

(3.84) 
Дисперсия результнрующей ошибки квантования 

в структуре К2 
>’ 1 — 22 i =? 2 

=? - (+ жа hr (3.85) 

Сравнивая формулы (3.82) и (3.85), нетрудно видеть, 
что дисперсия результирующей ошибки квантования на 
выходе структуры К/ будет болыше, чем Ha выходе 
структуры К2, если 

2;°—2z:ipi— p?# <0 
ИЛИ 

(22—р;)2< 2p}. 

Это неравенство эквивалентно следующему: 

|zi—pi|< Ури. (3.86) 

Геометрическая интерпретация последнего условия при- 
ведена на рис. 3.11. Еюли нуль и полюс элементарного 
звена лежат внутри заштрихованной области, то пере- 
даточная Функция должна реализовываться с помощью 
структуры К2. 

Среднеквадратизчное значение результирующей ошиб- 
ки квантования, приведенной к выходу цифрового филь- 

92



тра, представляющего собой цёйбчку элЛёментарных 
звеньев D;(z) (рис. 3.3), находнтся следующим образом. 
Сначала определяются спектральные плотности состав- 
ляющих ошибок Ги, пред- 
ставляющих собой реакции 
последовательностей звеньев 
О:41(2), Di42(2), easy Dy (2) 

на воздействия е;. УЧчиты- 
вая соотношение (3.12), 
найдем 

X | 2» (=) Dn (27") 
Y), 
v4 4y 

Uj h=i-+-l _ 77 

(3.87) -10 

где ®, — дискретная спект- Z 777 

ральная плотность ошибки г, ;. 77 

Дисперсня составляю-це
й 

27 
ошибкн Y 

2 OI dz 

i= ty © OE 7 к 
[21 = 

(3.88) Й 2,0 

Поскольку составляющи
е 

Ошибки Pui (i=0, 1, 2, ++ п) Рис. 5.1]. Сравнение структур 

между собой не коррелиро- Ky yy К2’по величине средне- 
ваны, так как не коррелиро- квадратичной ошибки кванто- 
ваны между собой вызыва- вання. 
ющие их воздействия в; TO 
дисперсия результирующей ошибки квантования на вы- 
ходе фильтра 

— 

я => г. (3.89) 

Спектральная плотность воздействия ё: равна 

®, (г) = К, (2) + К. (= *) — Re, (0), (3.90) 

где _ 

К. (2)=2 AR, [#]}, Re, (=F; . 
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Односгороннее 2-преобразование корреляционной функ- 
ции (3.31} воздействия в; на выходе структуры К/ 

5" = 
К, (2) == - у, ре 2-й 

i 6 (| — 2 t (l— p;) fond 

При любом |z|>1 этот ряд представляет собой сум- 
му бесконечно убызающей геометрической прогрессии: 

ос р `_ | 

V(4) === (3.91) 
k=0 

Поэтому 
6? Е 

ROS 6(1— р’) 2— Pr 

Таким образом, подставляя полученное выражение 
в (3.90) и учитывая (3.82), получаем спектральную 
плотность воздействия €; на выходе структуры К/ 

P= 5 — pr) ТЕР |= 

a 
G (z— p,)(! — 2:2) * 

С-преобразование корреляционной функции (3.84) ошиб- 
ки на выходе структуры К2 

К, (в) = YR, [== 
co 

— =? (pi — 21)(1 — Piz} 8? 1 { Pr \Fo О 

(3.92) 

| — pr 2 2 
k=! 

Приняв во внимание равенство (3.91), получим 

R. ‚(е) = в gf + РЕ ee Ped д? 1 (3.93) 

(1—2?) 12 2 р 

Слектральную плотность ошибки =; на выходе струк- 
туры K2 легко определить, если подставить (3.93) в соот- 
ношение (3.90): 

Ф. @O= e 45 Be | + , 2 |= 
12(1— p?) 2— р: — Ре 

— 82 (4 —- 24) (1 — Pes) | — 2р:2 + 2? 

+ 12(1 — p?) (2 — Pr)(1 — piz) ` (8.94) 
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Пример 3.4. Вычнслим дисперсию результирующей ошибки 
округления на выходе фильтра второго порядка с передаточной 
функцией (3.40), реализуемой с помощью структуры последователь- 
ного программирования. На рис. 3.8 представлены шесть варнак- 
тов последовательного соединения элементарных звеньев структу- 
ры, определяемые формой представления передаточной функ- 
ции (3.46). Проверим неравенство (3.86). Для звена D(z) 
(р1 =—0,05; 2, =0,0185) получим 

|2. — р.|=1 0,0185 + 0,05 | = 0,0685 < 0,0708 =У2|р||, 

а для звена ДО. (2) (=. = 0,135; р, = — 0,516) 

[28 — pof =| 0,135 + 0,516 |= 0,651 < 0,731 = V2 | р» 1. 

Следовательно, наилучшей структурой реализации обоях элемен- 
тарных звеньев будет структура К2. 

Согласно формуле (3.85) 

— / 142.0, 0185-0,05-+ (0,0185)2 \ 6? 5: 5 = —_ (3.95 
= |! T — (— 0,05)? 272,005 TH» (3.95) 

= 1 + 2-0,135-0,516 + (0,135)? of 62 
2 ann — pe — 

2 (1 + 1 — (—0,516)? ) 12=2,475 -15/- (3.96) 

Спектральные плотности воздействий в: и @2 на основании (3.94) 
будут соответственно равны 

1--0,12- 2? 
(2-- 0,05) (1--0,052) ° 

82 141,0322 2 
19 (z+ 0,516) 10,5162) ° 

Спектральные плотности составляющих ошибок Гио, Tut, Ги? 
на выходе фильтра, обусловленных воздействиями 80, 8, 22 
(рис. 3.8) соответственно, находятся по формузе `(3.87). Так, на- 
пример, для первого зварнакта последовательного соединения 
звеньев (рис. 3.8,а} 

82 82 
Ф, (2) = 2,005 -5-—0,069 x 

62 

Ф, (2) = 2,475 5 —0.95 

82 (g— 21) (2 — 24) (1 — 212) (1 — 222), 
wo?) = 12 (2—p,) (@— Ра) И — р) р.) ( 

62 (2—2) (1 — 2.2) __ 
Ф, (=) = 2,005 75 (z — po) (1 — poz) 

3.97} 

1 

OF 1+ 0,lz+ 2° #— 2.) (1 — 222) , 
— 0,069 +5 0,08) (40.052) (2— pa) {1 — р») ' (3.38! 

62 62 1 +- 1,0322 + 2? 
Ф,  (z) = 2,475 (3.99) 

ma 720,95 15 {=0.516) (1 + 0.5162) © 
Подставив выражения (3.97) — (3.99) в формулу `\3.88), найдем 
дисперсни составляющих ошибок на выходе фильтра: 

6? 1 (z — 2,) (2 — 22) (1 — 2,2) (1 — 252) dz 
o= 12 By Pe—p,) Ир р) = 

J 2 |=} 

5 
Ta 
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Это выражение равно второму слагаемому в выражении (3.72), 
деленному па 2Ko?. Поэтому 

1,38 82 at 
Ta 0= 9 (0.636): 12 =1,72 12} (3.100) 

| (2— 2.) (1 — 2-2) dz 02 
пи = 2, 005 Ty 25] J (2— Ps) (1 — poz) 2 | 0,009 15 2% | x 

(i + 0,1z-+ 2?) (g—2z,)(1—2,z) dz 

хф (2— Py) (1 = р12) (2—2) (1—2) 2 

Вычисляя интегралы по контуру с помощыо метода вычетов 
в полюсах ри, рз и в точке Z=0, получим 

P= 2,005 +5 2 | (Ps — 22) О — 2.1) + — 

(1 — p5) po Pe 
v7? 

о ogg 22, | + 0-1 + Pi) (Ps — 22) (1 — гру 
12| (1 — pt) (py — po) (1 — Pipe) Pr 

4, (+ 0,1 ps + 2) (Pa 22) ИР =z, 
(Po — Ps) (1 — pipe) (1 —p5) ра РР» | 

Подставив значення полосов и нулей и произведя арифметн- 

ческие вычисления, найдем 

72) = 4,37082/12. (3.101) 
— 

9 

Как видно из рис. 3.8, а, Го = a Тогда, нспользуя результат 

(3.96), получим 

r? = 2,47582/12. (3.102) 

Суммируя составляющие ошибки квантования = (3.100)—(3,102), 
будем иметь на выходе первого варианта структуры последова- 
тельного программирования следующую величину суммарной дн- 
сперсия ошибки: = = -— — 

ом. И = 

= (1,72 +. 4,37 4 2,475) 67/12 = 8,56562/12. (3.103) 

Аналогичным образом подсчитываются дисперсин результирую- 
щих ошибок округления на выходах остальных последовательных 
цепочек элементарных звеньев. изображенных на рис. 3.8,6—e. 
Результаты расчета приведены в табл. 3.1. 

Из табл. 3.1 видно, что варнант г обеспечивает наименьшее 
значение дисперсии результируощей ошибки квантования fu*= 
=2,864 62/12 по сравнению с остальными вариантами структуры 
каскадного программнровання. Кроме того, сопоставляя это значе- 
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Таблица 3.1 

Варланты 

Ошибки а 5 ; - 5 - 

rz 6? _ 6? 5° 62 52 52 

wo | 1.72 т | 1,72 1. | 1.015 | 1,015 1,568 17| 2,475 15 

—_ 62 52 62 $2 $2 52 

2 

— — —— г? | 4,87 75 | 2,00575| 1,765 75| 0.81475] 1,765 py] 2,005 75 

82 52 62 52 62 5? 
2 — ‘ a о. 9 of 

92 — 5 _ ae 8? a 
72 | 8,565 75} 6,314 75] 3,765 12| 2,864 7p] 5,808 75] 5,53 

O
s
 

—
 

|
 

г 

ние со значениями ошибок, полученных в примерах 3.2 и 3.3, видим, 
что оно является наименышим также и по сравнению с дисперсия- 
ми на выходе структур непосредственного и параллельного про- 
граммирования. 

Структуры XI и X2 

Формулы для вычисления дисперсии результирую- 
щей ошибки округления на выходе структуры А/ легко 
получить < помощью соотношений (3.14), (3.15), (3.18) 
и (3.19). 

Спектральная плотность результирующей ошибки 

2, [2] = Ир (2) Wp, (271) 38°/12 -+-W,, (2) W,, (27>) 38/12. 

Корреляционная функция 
5 | 5 

R, l= ФИ (2) И (2) + 
+ И, (2) W,, (27*)] 27142. 

При этом дисперсия результирующей ошибки округле- 
ния на выходе структуры XI определяется формулой 

(T= (СНС) (3.104) 
где 

Co= gq Wes (2) Wau (27) Ss 

(3.105) 
C= $V, (20,22) =. 
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Подставляя в (3.105) передаточные функции (3.18), 
(3.19) и вычисляя интегралы, получаем 

с — UY) be Y= 9) 
RUF) — eR] ” 

C= ОНУ 
TS 4] 

(3.106) 

где 

(= В. 
Используя формулы (3.104) и (3.106), после элемен- 

тарного преобразования находим 

7, __ 8 | | (ив (8.107) 

Аналогично, из соотнощений (3.20) в (3.21) следует 
выражение спектральной плотности результирующей 
ошибки квантования на выходе структуры X2: 

Ф (2) = [LL Wey (д, (279) EW (2) Wyn 2-1] == 
Отсюда корреляционная функция ошибки 

Re =F aap GU AW eo (2) Mee (2) A 
+ W,.(2) W,. (27 *)] 27142. 

Дисперсия ошибки 

(и), = (1+ СС), = 8.08) 
I _,;, 4 

где Cas 9 И) И (2 :)-=; 

(3.109) 
C= OW, (2) (2-1). I~ 5 2%] 

В результате подстановки в (3.109) передаточных 
функций (3.24), (3.25) и вычисления интегралов полу- 
чим 

Ca И) (Re + Oh) — 4288, , (3.110) 
(1 — y?) [(1 + ¥?)? — 4a?] 

с — (LEY) (U2 +82) — 40/8, | 
THVT и)’ 

Где у2= а?-- В2; д. =сК--ВГ; 2 =al—BR.. 
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Подставим выражение (3.110) в формулу (3.108). 
После преобразования получим следующую формулу 
для определения дисперсии результирующей ощибки 
квантования на выходе структуры AZ: 

—хъ A2 оо [? 

(r? =e |! += oH |: (3.111) 

Сравнивая формулы (3.107) и (3.111), замечаем, что 
структура Х/ более рациональна, чем структура Х2, 
когда 

R24 [2—2 (02-- В?) >0,5. (3.112) 
Пример 3.5. Рассмотрим передаточную функцию 

Qz-'+az-?  _ 1,5571 0,527? 
В (2) = 1+ 6,27! + bez? es {5272 4-0,652-2 ’ (3.113) 

которой соответствуют, как нетрудно убедиться, следующие значе- 
ния параметров: а«=— 0,75; В=0,296; R=0,75; /=1,04. 

Дисперсия результирующей ошибки округления на выходе 
структуры AJ, реалнзующей передаточную функцию (3.113), опре- 
деляется по формуле (3.107): 

6. | 3? 
(ee 1 — ((0,75)? 4- (0,296)?] = 8,57 15. 

Формула (3.111) позволяет вычислить дисперсию ошибки Ha 
выходе структуры Х2: 

> 6? (0,75)? +- (1,04) —_ 62 

Va [i+ | — [(0,75)* + (0,296)? пе 
Если передаточную функцию (3.113) реализовать с помощью 

структуры непосредственного программирования с многомерным 
входом (мн. вх.), то средиеквалратичное значение результирующей 
ошибки квантования можно определить по формулам (3.65) и 
(3.66). Мнтеграл (3.66) можно выразить через коэффициенты пере- 
даточной функцин второго порядка (см. приложение 2 при /=2). 
Тогда получим следующую формулу для расчета дисперсии ошиб- 
кн квантования на выходе структуры X/, реализующей цифровой 
фильтр с передаточной функцией (3.113): 

2 _ 98° -  1+6, 
(12) ных = 3 (1 — bs) [+ b.)? . (3.114) 

Подставив численные значения коэффициентов, найдем 

(7) __ 98°. 1 + 0,65 5 
Г мн.вх 3 (1 — 0,65} [(0,65 + 1)? — (1,5) ] = 40 12° 

Аналогично, ‘на основании формул (3.68) н (3.69) нетрудно 
получнть следующее выражение для дисперсии ошибки квантова- 
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ния на выходе структуры с многомерным выходом (мн. вых.) для 
фильтра второго порядка: 

__ 14-6.) (a? + 22) —2b,a,0 
(Fame oe ftp es | (8.115) 

‚(1 = bp) (Е + 62)? — bi] 

Подставим в эту формулу значения коэффициентов передаточной 

функции (3.113). Получим 

2 — 
( la ) saat nex = 6 Ж 

(1 + 0,65) {(1,5)2 + (0,5)*] — 2-1,5-1,5-0,5 
x {1 + (1 — 0,65) [(1 + 0,65)? — (1,5) =] \= 

A2 6° 6 
—=-Е (1+ 11,46) = 24,92 5. 

Такнм образом, структура Х/ (рис. 2.13,6) обеспечивает нан- 
меньшее значение дисперсии ошибки квантования, приведенной 
к выходу цифрового фильтра, по сравнению со структурой Х2 
(рис. 2.146), а также структурами с многомерным входом 
(рис. 2.10.4) и многомерным выходом .(рис. 2.10,6). 

3.4. ОПТИМАЛЬНЫЕ СТРУКТУРЫ РЕАЛИЗАЦИИ 

ЦИФРОВЫХ ФИЛЬТРОВ 

Под оптимальной структурой реализации цифрового 
фильтра с заданной передаточной функцией D(z) будем 
понимать такую структуру, у которой результирующая 
ошибка квантования, приведенная к выходу фильтра, 
имеет наименьшую величину по сравнению с результи- 
рующими ошибками квантования во всех других BO3- 
можных структурах. Величину ошибки можно оцени- 
вать, как ‘было показано в предыдущих параграфах, ee 
наибольшим возможным значением, а также среднеквад- 
ратичным значением; последняя в большинстве случаев 
более предпочтительна, в частности, тогда, когда преоб- 
разуемый цифровым фильтром сигнал носит случайный 
характер. Очевидно, что оптимальная структура должна 
также содержать минимальное число операций умноже- 
ния и запоминания на такт. 

На сегодняшний день не представляется возможным 
предложить аналитический метод нахождения оптималь- 
ной структуры цифрового фильтра. Однако эту задачу 
можно решить методом сравнения различных варнантов 
структур по величине дисперсии результирующей ошиб- 
ки квантования. 
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Как видно из материала гл. 2, количество таких ва- 
риантов структур реализации цифрового фильтра с за- 
данной передаточной функцией D(z), у которых число 
операций умножения и запоминания на такт примерно 
одинаково и минимально, существенно ограничено. При- 
чем дополнительные ограничения на количество вариан- 
тов накладывает характер полюсов и нулей передаточной 
функции. - 

Если все нули и полюса вещественны и простые, то 
остаются только четыре структуры, которые необходимо 
сравнить между собой по величине результирующей 
ошибки квантования: структуры непосредственного про- 
граммирования с многомерным входом .(рис. 2.8) имно- 
гомерным выходом (рис. 2.9,6), структура параллельно- 
го программирования (рис. 2.2,a, 2.11) и структура кас- 
кадного программирования (рис. 2.3,a, 2.12). При построе- 
нии структуры параллельного программирования необ- 
ходимо воспользоваться условием (3.78} и его графиче- 
ским представлением на рис. 3.10 и с их помощью 
выбрать наилучшую из двух возможных структур пост- 
роения каждого элементарного параллельного звена, 
П1 либо 12. Одна часть звеньев при этом может быть 
реализована с помощью структуры 1/71, а другая — < по- 
мощью структуры 2. Аналогичным образом, но только 
на основании соотношения (3.86) и рис. 3.1] выбирают- 
ся структуры K/ либо К2 для каждого элементарного 
последовательного звена при каскадном программиро- 
вании. 

Рассчитав по формулам (3.65), (3.66), (3.68), (3.69), 
(3.75), (3.77), (3.79), а также (3.81), (3.84), (3.87) — 
(3.94) среднеквадратичные значения результирующих 
ошибок квантования на выходах указанных выше четы- 
рех структур и сравнив эти значения, целесообразно 
принять за оптимальную ту структуру, у которой сред- 
неквадратичное значение ошибки квантования наимень- 
щее. 

Необходимо заметить, что выбранная таким образом 
структура может оказаться оптимальной в указанном 
выше смысле только при определенных параметрах пере- 
даточной функции. При других значениях параметров 
наименьшую ошибку квантования может иметь другая 
структура. 

В том случае, когда некоторые полюсы и нули пере- 
даточной функции оказываются комплексными, методи- 

101



ка выбора оптимальной структуры в общем аналогична 
рассмотренному случаю. Однако число вариантов pea- 
лизации элементарных звеньев в структурах параллель- 
ного и Каскадного программирования увеличивается. 
При параллельном программированни звенья с вещест- 
венными полюсами реализуются структурами ПТ либо 
П2. Каждой паре комплексно-сопряженных полюсов 
соответствует звено второго порядка, которое может 
быть реализовано с помощью одной из четырех струк- 
тур: структуры с многомерным входом, структуры с мно- 
гомерным выходом либо структур Al и X2. 

После сравнения дисперсий результирующих ошибок 
квантования в этих структурах (см. пример 3.5) для 
каждого элементарного звена второго порядка выбира- 
ется структура с наименьшей величиной ошибки на ее 
выходе. В варианте структуры каскадного программиро- 
вания элементарные последовательные звенья с вещест- 
венными полюсами и нулями реализуются структурами 
Ki или K2, а звенья вида 

; Uo + @а27 1-Е @027* 

Di (2) 1-Е by 278 + ба 7 ? 

у которых комплексными являются либо нули или полю- 
сы, либо одновременно и полюсы и нули, могут быть 
реализованы с помощью одной из двух структур второ- 
го порядка: структуры с многомерным входом или струк- 
туры с многомерным выходом. После того как структу- 
ры реализации элементарных звеньев при параллельном 
и каскадном программировании выбраны, так же как и 
ранее, вычисляются среднеквадратичные значения ре- 
зультирующих ошибок квантования ка выходах струк- 
тур реализации передаточной функции D{z) и сравни- 
ваются между собой. Структура с паименьшей резуль- 
тирующей ощибкой принимается за оптимальную. 

3.5. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ОЦЕНКА РЕЗУЛЬТИРУЮЩИХ 

ОШИБОК КВАНТОВАНИЯ 

В данном параграфе приведены некоторые результаты экспе- 
риментальной проверки теоретических положений, лежащих в осно- 
ве описанных выше методов оценки результируощих ошибок 
квантования. Эксперимент состоял в моделировании на ЭВМ 
«Минск-22» процесса кзантования по уровню сигналов при про- 
хождении их через цифровые фильтры первого и второго порядка, 
реализуемые с помощыо ‘различных структур. 
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На вход моделируемого фильтра заданной структуры подава- 
лась дискретная выборка из сигнала 

4 

e(t) =A У В, sinn,ot, (3.116) 
i=l 

де A, Br, ni, ® — константы. 
В коответотвин с заданным алгоритмом реализащии фильтра 

вычислялнсь дискретные значения выходного сигиала и(ЁРТ) с точ- 
HOCTbIO до ошибки, определяемой конечной длиной разрядной сетки 
ЭВМ «Минск-22» (семь десятичных знаков мантиссы). Параллель- 
но по тому же алгоритму определялись значения выходного снг- 
нала w*(kT) при заданном шаге 6 квантования всех промежуточных 
результатов вычисления внутрн структуры фильтра *). 

Мгновенные значения результирующей ошибки квантования на 
каждом шаге &7 определялись как разности величин и(2Т) 

*.(РТ): 

в ие(еТ) №] =и [kJ—us [&]. (3.117) 

Поскольку среднее значение ошибки равно нулю, ее дисперсия на- 
ходилась по формуле 

м 

r2 . 2 Г = м. r [Е], (3.118) 

=} 

roe № — общее число выборок сигнала, используемых в экспери- 
менте. 

Моделирование цифрового фильтра первого порядка 

Цифровой фильтр первого порядка с дискретной передаточной 
функцией 

И (2) _ Qo 

D(2)="E (zy 1 — 6,273 

и соответствующим ей разностным уравнением 

и [№] =аое [A] + bin [R—1) (3.119) 

реализуется с помещьо структуры с многомерным входом 
либо структуры с многомерным выходом. 

Рассмотрнм алгоритм моделирования структуры с много- 
мерным входом H вычисления результнрующей ошибки кван- 
тования на А-м шаге. 

Пусть в памяти ЭВМ хранятся значения би [2—1], (b,u* [#—1])*) 
а также сумма квадратов значений результирующей ошибки на (R—1) 

В— 

marax: У =У, г? (г). 

i=] 

*) Значком * здесь и в дальнейшем будем обозначать операиню 
квантования < заданным шагом 6. Тогда C* —квантованное значе- 
ине величины С, 
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Тогда последовательно можно вычислить 

асе* fk], (aoe* [R)}) *, 

# [А] = @ое* [2] + 634 [k—l], 

(1* [kl = (aoe* [8] ) *+ (b1u* [R—1]) * 

в соответствии с уравнением (3.119). 
Ошибка r(kl=ufeJ—ut [Е]; „= Уфа -Нт? [A]. 
Для подготовки вычислений на (А-\()-м шаге определяются 

величины Oy [№] и (1и"(])*, после чего цикл вычислений повторя- 
ется. Ha N-m шаге вычисляется дисперсия результирующей ошибкн 
квантования по формуле (3.118). 

Таблица 3.2 

Сравнение экспериментальных и расчетных данных 

Струхтура с многомерным Структура с многомерным 
\ ВХО ДОМ выходом 

3 а; , 6: —^ 

— 42 —_ 82 + ne 3 —__ а 

0,0110, 75 | 5,53 4,34 4,56 75,4 70,5 
0,0110,57 | 5,53 3,04 2,96 46,5 45,4 
0,0110, 35 | 5,53 2,35 2,28 37,0 35,3 
0,0110,25 | 5,53 2,34 2,14 35,5 33,2 
0,0110,10|5,53 1,92 2, 02 31,5 31,7 
0,0110,57 | 7,53 3,28 2,96 86,0 84,5 
0,0110,5712,53 3,10 2,96 10,5 9,7 
0,0110,5711,15 2,84 2,96 3,04 2,23 
0,01 [0,57 | 0,55 2,65 2,96 1,04 0,73 
0,1 |0,57| 1,15 2,77 2,96 2,71 2,23 
0,1 (0,57| 2,53 2,85 2,96 9,13 9,7 
0,1 |0,7515,53 4,71 4,56 62,2 70,5 
0,1 ]0,5715,53 2,84 2,96 41,2 45,5 
0,1 10,3515,53 2,35 2,28 36,6 39,3 
0,1 10,2515,53 2,27 2,14 34,0 33,2 
0,1 [0,10|5,53 1,92 2,02 31,9 31,7 

В табл. 3.2 приведены значения дноперсий ‘результирующих 
ошибок квантования на выходе структуры с многомерным входом, 
найденные посредством моделирования, а также расчетным спо- 
собом по формуле 

7? =" [3/(1 — 62)] 82/12. (3.120) 

Моделнрование проводилось при входном сигнале (3.116) с па- 
раметрамн: А=1,0; By=1,0; В›=0.5; Вз=0,7; Ва=0,3; w=5 с7—\; 
m=1,0; п2=3,0; пз=70; п, =9,0. Период дискретности сигнала 
T=0,126 с. Общее число выборок сигнала, использованных в фор- 
муле (3.118), №=300. | 
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При моделировании структуры с многомерным выходом 
прчменяется кледующий алгоритм. После вычислений на oa м 
шаге в памяти ЭВМ хранятся значення Oyu [—/1] и (Os0*{k—l1))*, 
которые нопользуются в следующих вычислениях па А-м шаге: 

v [k]=e* [21-60 8—1 

u* [k]=e* [Rk] + (d,v* (#—1]) *, 

u[k]=apv [A], и" [= (аво* (R])*, ги 8 
SaeDn~i tk]. 

На &-m шаге в память DBM заносятся вычисленные величины 
bu [№] и (dive {R])*. На (#-+!)-м шаге дикл повторяется. 

Результаты расчета дисперсии ошибки с помощью модели и 

по формуле 

7? = + 2— 2b,)/(1 — 81) (3.121) 

также приводятся в табл. 3.2. 

Из таблицы видно, что вначения дисперсий результирующих 
ошнбок квантования на выходе фильтра первого порядка, получен- 
ные с помощыо моделирования „(Г?)мод, а также расчетным хпосо- 
бом по формулам (3.120) и (3.121), достаточно хорошо совпадают. 
Это позволяет сделать вывод о том, что гипотеза, положенная 
в основу рассмотренных в предыдущих параграфах методов pac- 
чета результирующих ошибок округления и позволяющая рассмат- 
ривать ошибку округления как дискретный белый шум с равно- 
мерным распределением в диапазоне {—6/2, 6/2], вполне справед- 
лива. 

Моделирование цифрового фильтра второго порядка 

Аналогичным образом проводилось моделирование цифрового 
фильтра второго порядка с передаточной функцией 

И (2) _ 42 | agz~? Е he he (3.122) 

для четырех вариантов структур его реализации: с многомерным 
входом, многомерным выходом .(рнс. 2.10), структуры X/ (рис, 3.4) 
и Х2 (рис. 3.5). 

Так же как и в предыдущем случае, на вход подавался сигнал 
(3.116), а дисперсии результирующих ошибок квантования вычисля- 
лись в соответствии с соотношениями (3.117) и (3.118). Найденные 
таким образом дисперсии ошибок на выходах каждой из указан- 
ных структур совпадали с точностью до 15% с соответствующими 
значениямн ‘ошибок, рассчитанных по формулам, выведенным 
в $ 3.3. Это еще раз подтверждает правильность приведенной выше 
методнки теоретической оценки результирующих ошибок кванто- 
вания, вызванных округлением. Ниже приводятся алгоритмы моде- 
лировання четырех структур реализации цифрового фильтра вто- 
рого порядка. 
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Структура с многомерным входом - (рис. 2.10,а). Для нахожде- 
чня решения разностного уравнения 

u {k]=aye* [R—1]-+ але“ [1—2] 61 [k—}]—bon [k—2]} — (3.123) 

на А-м и (#-+Т)-м шагах необходимо иметь в памяти ЭВМ следую- 
щие вычисленные ранее значения: 

aye*[k—1]_ (азе“ {k—1])*, азе* [2—1], (азе* [#—1])*, 

are* [®—2], (aze*[k—2])*, ви [РЫП, (би fk—1))*, 

Ь2и [2—1], (62и* [#—])*, 62и [2—2], (62и*[#—2])*. 

Значение выходного сигнала Ha A-M шаге с нулевой результн- 
рующей ошибкой квантования определяется по формуле (3.123). 
Соответственно с учетом квантования 

1* = (aye* [№#2—1])*+ (ае“ [k—2]) *— (61° 6—1] )*— (bote* [R—2})*. 

Затем по формуле (3.117) вычисляется мгновенное значение ре- 
зультнрующей ошибки квантования, после чего в память ЭВМ 
записываются вычисленные величины: 

але“ [#), (але“ [^])* вместо а,6* [4—1], (аие* [#—1])*; 

азе*(Е], (aze*[k])* вместо a2e*[k—2], (ase*[k—2]) *; 

Вии [Е], (баш (2])* вместо byu[R—I], (b,u*[£—1)})*; 

bou{k], (b2u*{k])* вместо bet {k—2], (b2u* [#—2])*, 

необходимые AA определения и[#- 1] н ut [k+]]. Дисперсия ошиб- 
ки находится ло формуле (3.118). 

Структура с многомерным выходом (рис. 2.10,6). Перед вычис- 
леннями на А-м шаге память ЭВМ должна содержать значения: 

ayv[k—I], (a,0*[R—1])*; 69 [R—I1), (61° {8—1 )*, 

аз [1—1], (220“ (#—1])*, bev [2—1], 1(620* [2—1] *, 

ази [2—2], (1з0*{#—1])*, baw [k—2I, (bev* {—2])°, 

с помошщыо которых затем определяются величины 

v [Е ]=е* [#]— бо [kR—1}— 820 [k—2], 

ut [Е] =е* [k]—(b,u* [k—1]) *—(b2u* [k—2]) *, 

и [kl=ayv [kR—1]+a2v [R—2], 

u* [k]= (a,0* {R—1)) *—(а20* 14—7])*. 

Далее вычисляются и запосятся в ламять ЭВМ следующие зна- 
чения: 

au [2], (a,v* fk])* вместо avv{k—l], (aiv* [2—1 )*; 

b,vfk], (615*[])* вместо byv[k—1], (8:07*[A—1] )*, 

aev [№], (a,u*[k])* вместо a2v[k—2], (a2v* [k—2})*; 

bv [2], (62° {k])* вместо 629 [2—2], (b2e* [e—2])*, 

используемые при вычислениях на следующих двух шагах. 
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Структура Х1 (рис. 3.4). Предварительно по формулам (2.44) 
должны быть определены параметры передаточной функции (3.122), 
представленной в виде 

R+j/ R—j/ В (2) = — ее —. = Fein T z—E— 
Для вычисления значений выходного сигнала на #-м ware 

необходимо, чтобы в памяти ЭВМ содержались следующие велн- 
чины: . 

2Re* {k—\}, (2Re*[k—t))}*, 21е*[—1), (2le*[k—}))°, 

api lk—t}, (api*{e—1})*, ani fA—!], (ani* [#—1)) *, 

Ber [#—1], (Вр1“ [#—1])*, Bui 2—1], (Bri* [#—1])*. 

Зная эти величины, можно вычислить 

р [#] =2Ае* [A—1]+ ар, [#— 1-1: 1—1, 

pit [#] = (2Ке*[№—1]}* + (api* #—1)) *— (Вте 1—1])*, 

и [#] = ри [2], * [#]=01* [2]. 

(3.124) 

При подготовке вычислений для (Ё-Н1)-го шага находятся: 

1 [2 =2/е* [k—1]+ ans [R—1]+ Boi [k—]], 

n1° [== (2Ге* {21]) * (али 2—1) * +i (Вол [#—4])*, 

2Re* tk], (2Re* [*])*, 21е* [®}, (21е*{*)*, 

apr te), (api*{e})*, ата fe], (ans [1] )*, 

Вр, №], (Bos* [№])*, Boi [4], (Bri [4])°. 

Далее вычисляется, как и ранее, результирующая ошибка F(A). 
Структура Х2 (рис. 3.5). После (#—Г)-го mara вычислений 

в памяти ЭВМ хранятся следующне величины: 

2е* {#—1], @ро [2—1], (apo [#—1))*, ато [2—1, (ano* [#—1])*, 

Вро №—1], (Вро* [A—1])*, Впо {&—1}, (Bno* [A—1))*, 

с помощью которых определяется выходной сигнал на №-м шаге 
по следующему алгоритму: 

Do [k} =2е* [2—1] + apo “—1]—В\1о Jk—1), 

ро* [k]=2e* [k—1]+ (аро*№—1)) *— (Вто* [#—1])*, 

Yo [kJ = @1о [k—1+ Вро 2—1], 

1]о* №] = (апо" [#—1)* + (Вро* [#—1])*, 
ни [}= Rpo [kI— v0 [#]. 

и* [= (Кро* {8} *— (Гло” [#]}*. 
107



После этого в память ЭВМ заносятся новые значения: 

2е* [#], apo [1], (аро” [#])*, ато fk], ((ато" []) *, 

Boot], (Bpo* [])*, Вто fel, (Вто [*]}*, 

используемые при вычисленин и #-+1, 
Рассмотренные алгоритмы можно использовать для эксперимен- 

тальной проверки приведенных в данной главе выводов относитель- 
нс характера ошибок округления, возникающих в цифровых филь- 
трах. 

4. Цифровые полосовые фильтры 

4.1. ПРИМЕНЕНИЕ ПОЛОСОВЫХ ФИЛЬТРОВ В РАЗЛИЧНЫХ 

ОБЛАСТЯХ ТЕХНИКИ 

Во многих случаях при анализе частотных свойств 
процессов используется метод предварительного разбие- 
ния всего рабочего диапазона частот на ряд поддиа- 
пазонов. Это разбиение осуществляется путем пропус- 
кания сигнала через систему параллельно соединенных 
полосовых фильтров («гребенку» фильтров), амплитуд- 
но-Частотные характеристики которых имеют форму, 
близкую к прямоугольной. Аналогичный подход нашел 
применение при формировании заданного спектра слу- 
чайных возмущений. В этом случае широкополосный 
случайный процесс подается на вход «гребенки» полосо- 
вых фильтров с регулируемыми коэффициентами усн- 
ления. В зависимости от значений коэффициентов ‘усиле- 
ний реализуется тот или иной спектр возмущения. 

Приведем два примера технических систем, основны- 
ми звеньями которых являются «гребенки» полосовых 
фильтров. 

Необходимым этапом исследования различных. сложных KOH- 
струкций являются виброиспытания. При этом часто реальные 
условия работы исследуемых систем моделируются широкополосным 
(до 10 кГц) случайным силовым возмущением, воспроизводимым 
с помощыо слециальных мощных электродинамических или иных 
стендов. Структурная схема подобной системы виброиспытаний 
прнведена на рис. 4.1. На вход звеньев 2, образующих систему 
полосовых фильтров, с генератора '(или генераторов) шума / по- 
дается случайный процесс с равномерным спектром, модулируемый 
снгналами блока управления 9. Модуляция осуществляется изме- 
нением коэффициентов усиления полосовых фильтров 2. Сигналы 
с выхода полосовых фильтров поступают на смеситель J, где они 
суммируются, н далее на исполинтельную часть стенда 4, в KOTO- 
рой происходит усиление по мощности и преобразование процессов 
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в силовое возмущение, непосредственно воздействующее на объект 
(исследуемую конструкцию). В ответственных случаях одновремен- 
но производится контроль характера вибраций объекта. Для этого 
сигнал с выхода измерителя 5, установленного либо Ha объекте, 
лнбо на столе вибратора, подается на анализатор 6 — гребенку 
фильтров, имеющих частотные характерлстики, идентичные Харак- 
теристнкам фильтров 2. 

Для определения мощности вибраций в каждой полосе частот 
сигналы с выходов фильтров лоступают на детекторы 7 и низко- 

Рис. 4.1. Структурная схема системы вибронспытаний с полосовыми 
формирующими и анализирующими фильтрами. 

частотные сглаживающие фильтры 8. В блоке управления 9 по 
результатам сравнення спектра вибраций и заданного спектра, 
определяющего желаемые условня виброиспытаний, вырабатывается 
коррекция регулируемых коэффициентов усиления фильтров 2. 
Таким образом, вибростенд, снабженный подобной системой анализа 
и синтеза спектральных характеристик процессов, представляет 
сложную замкнутую многомерную систему управления. При необ- 
ходимости воспронзвести тонкую структуру спектра гребенки филь- 
тров могут содержать десятки фильтров с регулируемыми коэффи- 
циентами уснления и фильтров-анализаторов. Описание подобных 
вибростендов для воспроизведения широкополосного возмущения 
и различные другие вопросы, касающиеся принципиальных момен- 
тов организации виброиспытаний, можно найти в [16]. Там же 
упоминается система, содержащая до 80 полосовых фильтров в це- 
MAX генератора и анализатора. Различные вопросы, связанные 
с проблемой выбора параметров описанной системы, анализа устой- 
чивости процесса настройки спектра и точноств реализации зада- 
ния, можно найти, например, в работах [12, 16]. 

Второй пример системы, важнейшим звеном которой являются 
полосовые фильтры, возьмем из области технчки связи. Будем 
говорить только о передаче речевого сигнала. Эффективная теле- 
фонная связь предполагает передачу минимума информации, необ- 
ходимого для безошибочного распознавания речевого образа. Это 
позволяет существенно сузить полосу частот передаваемого сигнала. 
Основная проблема состонт в пПостроенни системы, передающей 
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с максимальной эффективностью лишь такую речевую информадило, 
которая важна для воспрнятия. При этом возникают две взанмо- 
связанные задачи: с одной стороны, необходимо на базе аналнза 
речевого сигнала выделить некоторые его осповные характеристики 
(параметры), которые подлежат передаче, и. с другой, используя 
переданные значения параметров, синтезировать речевой снгнал, 
который .при восприятии на слух не слишком сильно (в определен- 
ном смысле) отличался бы от исходного сообщения. 

Из систем синтетической телефонии, созданиых дяя решения 
этлх задач, остановнмся лишь на одном из вариантов полосного 
спектрального вокодера, структурная схема которого приведена на 
рис. 4.2 [24, 28]. Передаваемое сообщение от источника / поступает 

Рис. 4.2. Структурная схема полосного спектрального вокодера. 

на гребенку полосовых Фильтров анализатора 2, далее па детек- 
торы 3 п фильтры нижнях частот 4. После этого низкочастотные 
сигналы, несущие информацию о распределении мощностн исход- 
ного сообщения по отдельным полосам частот, передаются по ка- 
налу связн и поступают в синтезпрующую часть вокодера. 

Для синтеза речевого сигнала используется гребенка фильтров о 
с характеристиками, идентичными характернстнкам соответствую- 
щих фильтров гребенки анализатора. Синтез осуществляется сле- 
дующим образом. Снгнал, поступающий на фильтры 5 с геперагора 
шума 6, модулируется сигнапамн, переданными по каналам связи, 
после чего поступает Ha смеситель 7 и далее на выходной усили- 
тель 8. Экспериментальные исследования систем подобного типа 
показывают, что уже при наличии в гребенке 10—15 фильтров 
удается добиться достаточно разборчнвой передачи речи. Вместе 
с тем, синтезируемая речь отличается «машинным акцентом» и ее 
«натуральность» заметно хуже, чем в обычных телефонных кана- 
лах. Специальные методы позволяют в какой-то степени устранить 
эффект машннообразности речи {24, 28]- 

Можно было бы продолжить перечень систем, важ- 
ным элементом которых являются полосовые фильтры, 
рассмотрев, например, различные измерительные устрой- 
ства, устройства обнаружения, но мы ограничимся прн- 
веденными примерами. 

Таким образом, полосовой фильтр — фильтр с амп- 
литудно-частотной характеристикой, близкой Mo форме 
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к прямоугольной, является часто встречающимся и от- 
ветственным элементом многих технических устройств. 
Вместе с тем, в настоящее время полосовые фильтры, 
как правило, реализуются на аналоговых элементах. 
Высские требовання, предъявляемые к качеству фильт- 
ров и форме их частотной характеристики, часто приво- 
MAT к тому, что каждый фильтр гребенки представляет 
собой сложное и дорогое устройство. 

Повышение надежности цифровых устройств делает 
актуальной проблему построения дискретных полосовых 
фильтров, важными преимуществами которых являются 
стабильность характеристик и простота перестройки 
алгоритмов преобразования данных, позволяющая фор- 
мировать различные фильтры с желаемыми характери- 
стиками. Основная теоретическая проблема, возникаю- 
щая при STOM,— рациональный выбор параметров циф- 
ровых фильтров. 

“ 

4.2. МЕТОДЫ СИНТЕЗА ПОЛОСОВЫХ ФИЛЬТРОВ 

Одна из наиболее привлекательных идей, использу- 
емых прн выборе параметров полосовых фильтров, свя- 
зана с выбором некоторой порождающей функции, рас- 
сматриваемой как квадрат модуля частотной характери- 
стнки фильтра. При этом для определения параметров 
необходимо перейти от порождающей функции к пере- 
даточной функцин фильтра [55, 8, 23]. 

Опишем основные этапы этой процедуры первона- 
чально применительно к непрерывным фильтрам. Пусть 
Ф (о) =|Н (jw) |3 — квадрат модуля частотной характе- 
ристики звена с рациональной передаточной функцией 
Н(р), тогда Ф(®) есть четная функция от в: 

LT] (+ ie) @& — jo) 
. e [ 

Ф (0) = H (jo) Н (—jo) =e" ‚ (4.1) 
Не, + je) (а, — jo) 
5 

где м и а. — нули и полюсы функции | (jw) |2, такие, 
что Кем 0, Веа, 20. 

Поскольку коэффициенты передаточной функции 
Н (р) вещественны, ее комплексные нулн и полюсы вхо- 
nat в (4.1) четверками, т. е. если py есть корень полино- 
ма числителя, то корнями этого полинома будут также 

Lu, —м, —ш. Чисто вещественные нули и полюсы вхо- 
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дят в (4.1) парами: вещественному корню jy соответст- 
вует корень — wi. - 

При определении передаточной функции Н(р) по ее 
заданной амплитудно-частотной характеристике имеег 
место определенный произвол, проявляющийся в возмож- 
ности неоднозначного определения Н(р} по (4.1). Одна- 
ко в рамках этого произвола предпочтение, как правни- 
ло, отдается устойчивому минимально-фазовому звену, 
т. е. принимается 

H(p)—=c [Hotes | Г ео | (4.2) 

Представление амплитудно-частотной характеристи- 
ки в форме (4.1) с последующим определением переда- 
точной функции Я (р) в силу соотношения (4.2) есть 
операция, аналогичная операции факторизации спект- 
ральной плотности. 

Зададим порожкдающуюся функцию, т. е. квадрат мо- 
дуля частотной характеристикн, в виде 

Фа (®) =П-+Р (о, о)", (4.3) 

где f(@, оо) — четная функция от w, такая, что 

<|, o<9,; 

f (wo, w,){—=1, w=} 

>1, ope. 

Тогда очевидно, что при увеличении степени п, 
nN—>oo, функция Ф„(®) асимптотически принимает пря- 
моугольную форму. Если [(®, oo) — рациональная функ- 
WHA OT ®, TO, записывая Da(w) в форме (4.1) ивыполняя 
операцию факторизации, можно определить и переда- 
точную функцию фильтра нижних частот, который име- 
ет амплитудно-частотную характеристику, с увеличени- 
ем. д асимптотически приближающуюся к прямоуголь- 
HOH. | 

Пусть функция /(®, @o) удовлетворяет условиям 

[> w< W,} 

f (о, Wy) =, OY, 

| <. о>а, 
тогда нетрудно видеть, что аналогичная процедура опре- 
деляет параметры не фильтра нижних частот, а фильтра 
верхних частот. 
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Выбирая подходящим образом порождающую функ- 
цию Ф„(®), можно синтезировать полосовые фильтры и 
фильтры верхних и нижних частот различных типов. 
Укажем два наиболее распространенных способа выбо- 
ра функций On(w). Так, функция Ф» (®) вида 

1 

п (6) = Fea) 
(4.4) 

является порождающей для фильтров Баттерворта, 
а функция 

Фи (6) =[1+ eT" (в/в) 1, (4.5) 

где Г».(х) — полином Чебышева порядка л, порождаю- 
щий для так называемых фильтров Чебышева. 

Иллюстрируя технику получения выражения (4.1) и 
последующего перехода к (4.2), запишем в явном виде 
(через параметр Wo и порядок п) выражения для коэф- 
фициентов передаточных фильтров нижних частот Бат- 
терворта и Чебышева. 

Запишем порождающую функцию для фильтра Бат- 
терворта (4.4) в виде 1 -'(— 1)” (р/о)2"]-1, тогда ee 
полюсы а; находятся как корни уравнения 

р?" + (—1) 2a" = 0, (4.6) 
т. е. имеем 

.25 + | 
W, EXP isn} для п четного; 

5 — (4.7) 

, ехр | рт} для п нечетного, 

s=0, 1,..., 8—1. 

Таким образом, полюсы as располагаются на окруж- 
ности радиуса Wy на равных расстояниях друг от друга. 
Выделяя полюсы, расположенные в левой полуплоскости 
(Кео;<0), для случая четного я получаем 

0.5 (8n—1) 

H(p)=o} J] (p—a,). 
S=n/2 

Поскольку все полюсы входят в Н(р) комплексно- 
сопряженными парами, последнее выражение может 
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быть запнсано в виде 

W 

H = = 
II р — роз COS 5, + 03 | 

$=1п/2 

Oo 
— 1 - (4.8) 

Аналогичным образом для нечетного п. получаем 

п 

H (р) = = = 0,5 (82—1) 

Ц (р a a.) 

s=0,5 (atl) 

п 

Mp 
n—] — 

$ 
И (pt — 2p105 cos = + uf ) (p+ 6%) 

$=79,5 (1+1) 

n © 
—— 0 — В 7 , . (4.9) 

5 25 + n— 
(p + @p) I] (2290, cos on ™ a5) 

s=l 

Для построения фильтров, соответствующих порож- 
дающей функции вида (4.5), необходимо прежде всего 
записать полином Чебышева порядка л в виде {5]: 

Г» (х) =со$ п (агссо$ x), Ox x<l. (4.10) 
Пусть 

(= агссоз x, (4.11) 

тогда полюсы знаменателя (4.5) определяются Kak кор- 
ви уравнения 

[+ =2с052 иф = 0, (4.12) 

так что с05$ пф= + (1/г)]. Считая ф комплексным 
(Ф=Ф:-+19>); находим 

cos Иф= с0$ п (фи-+ 92) =cos ng ch Иф2 — 

—jsin nga sh nge. (4.13) 
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Корни уравнения (4.12) при этом определяются усло- 
ВИЯМН 

cos nos СВ 02==0, $19 2фаз ЗВ Ида == -1/в, (4.14) 
т. е. 

Та, 5==0, 1,..., 2n—I, 

sh 29, —=1/в, ф, = 1(1/в + V1 + Tet). 

Таким образом, относительно исходной переменной х 
получаем следующие выражения для 2п корней уравне- 
ния (4.12): 

©; == COS P, = COS — ste ach % —jsin=t' ash g,. (4.15) 

В то же время для получения представления (4.1) 
необходимо в (4.5) положить 

X= /@o=p/jao (4,16) 

H записать (4.5) в виде 

n=|! ет” (=) = а TI (p — а.) |. 

(4.17) 
где в соответствни с (4.16) полосы‘ а связаны с полю- 
сами (4.15) соотношением 

а; = ю,х; =, [о +! m= sh 9, -- 

+ jcos ast 

Сомпожитель 227-2 появляется в (4.17) вследствие 
того, что коэффициент ‘при старшей степени полинома 
Чебышева порядка п равен 27. Отделяя в (4.17) по- 
люсы, расположенные в левой полуплоскости, получаем 
следующее выражение для передаточной функции устой- 
чивого фильтра Чебышева: 

“ой $, |, $==0, 1,..., 2—1. (4.18) 

«р * 

Н (р) = 9—1 — 

21-15 [I (Pp — a) 

1$ 2Е 
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0 
— n[{2 и 95 ? (4.19) 

on-te fT] (pt + 270, sin on shy + plo 05) 

$=1 

2s — 1 2$ — 2 e 9 a № ==sin’ «Sh? 4, -|- cos* om a ch? Pay 

ГДе Wo" [ls?— квадрат модуля $-го полюса передаточной 
функции. 

Интересно отметить, что полюсы полученного таким 
образом фильтра Чебышева лежат на эллипсе 

Юе?х. + Im?2e, 

2 one 2 Wp Sh? Gp Wp Ch? go 

с полуосями WoSh@e И woChge. Здесь Reas и Imas — веще- 
ственные и мнимые части корней а... 

Говоря о каком-то сопоставлении частотных харак- 
теристик ‘фильтров Чебышева и Баттерворта, необходи- 
мо отметить следующее. Если фильтры Баттерворта ха- 
рактеризуются максимально гладкой вершнной, то 
в пределах полосы пропускания чебышевского фильтра 
имеют место пульсации амплитудно-частотной характе- 
ристики. Размах пульсаций равен 1 /j/J -| =*. При этом 

уменьшение допустимого уровня пульсаций (уменьше- 
ние =), вообще говоря, ведет к ухудшению фронта амп- 
литудно-частотной характеристики фильтра. Качествен- 

Py («А 

7 

7 

1+ Е? 

0 - Wo @ 

Рис. 4.3. Амплитудно-частотные характеристикк фильтров Чебышева. 
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но это явление поясняется рис. 4.3. Более подробные 
сведения о различных типах аналоговых фильтров и 
методах их синтеза, а также подробную ‘библиографию 
можно найти в работах [55, 8, 23]. 

Перейдем к задаче синтеза дискретных фильтров. 
Порождающие фуккции, используемые в этом случае, 
должны обладать рядом специфических особенностей 
(11, 13, 42]. Пусть имеется линейное дискретное звено 
с передаточной функцией 

Н (2) ==, anz~" | У baz", 
ь—0 bh=0 

для квадрата модуля его частотной характеристики по- 
лучаем 

\H (2) P=H (2) H (=) = 
n mo 

= У, Apdz-*zt У, | 

в, l=0 в, {—=0 

При переходе к частоте w, г=е”Т, получаем 

[Н (е””) ("= У! cycosoTk | У 4 созеГЕ, — (4.20) 
k=0 k=0 

где постоянные Cp и Gd, очевидным образом выражаются 
через ак H Og. 

Следовательно, квадрат модуля частотной характе- 
ристики дискретной системы является четной неотрица- 
тельной функцией ®, которую можно представить в виде 
рациональной функции косинусов, аргументы которых 
кратны wi. Нетрудно убедиться, что справедливо и 06- 

`ратное утверждение, т. е. любую функцию, удовлетворя- 
ющу1о перечисленным условиям, можно рассматривать 
как квадрат модуля частотной характеристики некото- 
рого дискретного звена. 

Таким образом, для того чтобы функция (4.3) была 
порождающей для дискретного фильтра, достаточно, 
чтобы она удовлетворяла всем перечисленным выше 
свойствам квадрата модуля частотной характеристики. 
При этом, если в непрерывном варианте задачи требо- 
валось, чтобы функция Ф„(о) была рациональной по 
‚аргументу @, для дискретного варнанта необходимо, 
чтобы функция Ф,„(&) была рациональной по cos wT. 
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Рассмотрим, как по заданной функции вида (4.20) 
можно определить передаточную функцию A(z). 

Производя подстановку созТА = (z*+z-")/2, полу- 
чаем 

п nt 

7 (o\ em gk tg-k 2t+ zk S {z) 
| (2) [P= У 2 ЗЕ 8 TE)’ 

k=0 Rk=0 

где S(z) и Г(2) — полиномы по степеням 2 и 2—1. 
Вследствие того что полиномы $ (2) и T(z) возврат- 

ные, © (2) =5(2 1), T(z) =Т(2\), и имеют вещественные 
коэффициенты, функция (4.20) может быть представле- 
на в внде 

п 

Цал->=эа-ъ.2) 
| H(z) Pet = (4.21) 

I (1 — p27") (1 — pz) 
[=1 

где vs и ш—корни уравнений $(%.) =0, Т()=0, по 
модулю менышие единице. 

Теперь уже нетрудно видеть, что передаточная функ- 
ция устойчивого и минимально-фазового фильтра, амп- 

it Ww" iA и И |“ Py >P, 41] Py, > 

РА | YY, Gi G \ 
Y “i Wy 

Г, Li TA 27 0 г. me T 2 р Ip.l 9 Ip! Я 20 tp. А Я Tp&. 
a) ” 6) 7 9) я 2} 

Рис. 4.4. Амплитудно-частотные характеристики осиовных типов 
дискретных полосовых фильтров. 

литудно-частотная характеристика которого соответст- 
вует (4.21), записывается в форме 

нае (1 а] П (1 — nen) | (4.22) 
$=\ [=1 

We 

Рассмотрим два основных типа полосовых фильтров: 
фильтр нижних частот (рис. 4.4,0) и фильтр верхних 
частот (рис. 4.4,6). В зависимости от значений парамет- 
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ра относительной частоты р=оТ/л последовательные 

соенинения фильтров (2) и №=(2) позволяют полу- 

чить различные полосовые Н!(2) (рис. 4.4,6в) и загради- 

тельные Н2(2) (рис. 4.4,2) системы. 
Примем в качестве порождающих для дискретных 

фильтров нижних и верхних частот следующие функции: 

для фильтров нижних частот 

! но $ (®Г/2) \2]-1 = [Е (Зет) | ° (29 

H 72 | tg (w7/2) \??)]~! 
Wie | — |1 (i oT) , (4.24) 

cos (@, 7/2) \*"™) 73, 

| А поз I |! + ( cos (&®7/2) ) | (4.25) 

для фильтров верхних частот 

в 12 п (@ 7/2) °7]7! We = [1+ (77) >) J (4.26) 
в tg (0.7/2) \ у -1 

1 | = [1-+ ( И, | ‚ (4.27 

в cos (&7/2) \?”]-1 
| Weos | ~ |1 T ( COS (в Г/2) ) | у (4.28) 

На рис. 4.5—4.7 приведены графики зависимостей 
(4.26) — (4.28). Сравнение кривых позволяет сделать 
вывод, что даже при сравнительно невысоком порядке 
фильтра (п=8--10) форма его амплитудно-частотной 
характеристики весьма ‘близка к идеальной. Исключение 
составляют фильтры, построенные на основе функции 
косинуса. В связи с этим в дальнейшем, при определе- 
нии параметров фильтров, ограничимся рассмотрением 
синусных и тангенсных фильтров. 

Нетрудно видеть, что фильтры нижних частот явля- 
ются взаимно-дополнительными по отношению к соот- 
ветствующим фильтрам верхних частот, так что, напри- 
мер, 

y" 

sin 
P= 1—| Ww? |2. 

sin 

Вследствие этого рис. 4.5—4.7 дают отчетливое пред- 
ставление о форме амплитудно-частотных характеристик 
фильтров нижних частот, соответствующих соотношениям 
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(4.23) — (4.25). Фильтры, получаемые при нспользова- 
нии соотношений (4.23) — (4.28), являются дискретными 
аналогами фильтров Баттерворта. 

Нетрудно построить процедуру, приводящую к ди- 
скретному аналогу фильтров Чебышева. Для этого до- 
статочно в качестве порождающей прииять функцию 
{4.5}, аргумент которой w/w) заменяется на одно из 
отношений 

sin (®7Т/2) tg (w7-/2) COS (W, 7/2) 
sin{@)7/2) > (7/2)? cos (w 7/2) 

или 

sin (7/2) tg (©.7/2) cos («Т/2) 

эт (&7/2) * 46 (оТ/2) ’ cos (в, Г/2) ` 

При этом возникают соответствующие сннусный, 
тангенсный и косинусный чебышевские фильтры нижних 
и верхних частот. 

~30 

-40 

—— 

Рис. 4.5. Амплитудно-частотные характеристнки сннусных фильтров 
верхних частот. 

Рис. 4.6. Амплитудно-частотные характеристики тангенсных фильтров 
верхних частот. 
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Помимо описанных схем для CHHTe3a дискретных 

ПОЛОСОВЫХ фильтров естественно можно воспользовать- 

ся методами построения дискретных моделей непрерыв- 

В. =0,5 

; 0,001 0,01 0,7 1p 

2019|Weas| 
N=2 

7. 
-10 

Я 

6 a -20 — 

— a 10 

во” 
ря 14 

| 20 

-40 4 

Рис. 4.7. Амплитудно-частотные характеристики хосипусных филь- 
тров верхних частот. 

A
 

ных фильтров. Если параметры непрерывных полосовых 
фильтров выбраны, то для построения соответствующих 
дискретных фильтров могут быть применены методы, 
опнсанные в $ 1.2. x 

4,3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ ФИЛЬТРОВ 

Воспользуемся описанной в § 4.2 процедурой для 
определения коэффициентов лередаточных функций 
фильтров, соответствующих порождающим функциям 
(4.23), (4.24) и (4.26), (4.27). Начнем с рассмотрения 
функции (4.23). Основной является следующая цепочка 
преобразований: <.” 

7 5" 
и [= 58 +- [0,5 (1-— с0$ 7)" — 

9—187 121 



(—4$}п2т (—4S)"2" 
ат + (2? — 924 1)" п — 

Перв) ep) 
[=1 

nt 

(48) [| 
[==] 

Пал а-в2) UT baz) ee) 
(=1 [=1 

где S=sin? 2 a 3 (4$)п П iy. 
i=1 

[2 

Здесь ши иг — корни возвратного уравнения ' 

(—4$) "+ (2-4+2—2)*=0. (4.29) 
Нетрудно видеть, что корни уравнения (4.29) опреде- 

ляются соотношением 

Zp = Xp У, =1 — 25 exp {ja х 

x [1 И 1 s-texp{— jar. =} | 

k=O, l,..., @— 1. 

При этом для вещественных и мнимых частей можио 
записать 

X, = 1 — 2S cos ал == И'2$ cos ap (ть -- $ — cos ан)°,5 

= Y2s (ть — S + COS ap)®-*, (4.30) 

Yn = И2$ sin ay (ть + $ — cos ap)* == 

= V 2S (ть — S+ cos ap)*® — 2$ sin ap. 

ть == (S* — 2S cos ap,—+ 1)°,°, (4.31) 

(a k=1, 2,..., = для четных Л, 

Здесь 

(4.32) Lp 

а, k=l, 2,..., п— 1 для нечетных 725 
2 

a, =. 

Отметим, что значению = при нечетном ‘И соот- 
ветствует единственный вещественный корень уравне- 
ния (4.29), все остальные корни образуют комплексно- 
сопряженные пары. Нижние знаки в (4.30) соответству- 
ют корням, по модулю менышим единицы. Это позволяет 
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записать явные выражения для полюсов ди и передаточ- 
ной функции: —__ 

Re pp == 1 — 2$ cos a, + p/ 2$ cos ay (ть -- $ — | 

— COs ay,)°r® — V 2S (та — § + COS ак )°,° sin Gr; 

lun == 1 — 4$ cosa, | 45 —2 И 7$ (25— {| (4.33) 
— COS ap) (ть + S — созан)°.$ — 

— 2/28 sin a, (mp —S + cosapy)® — 45ть. | 

Вследствне того что при четном п все корпи образу- 
ют только комплексно-сопряженные пары, передаточная 
функция фильтра может быть представлена в виде 

и k \ 

Win (г) — п/2 

J (1 — 2 Re p,27" + [№ =7?) 
[=] = (4.34) 

nj2 

f= (4$) [вы 
i=] J 

nj2 \ 
Ц. __ nl ИЛН Wein (2) == [] Мл (2) 

=} | . (4.35) 

Hl __ 4S} er | 

Wein (2) = 1 — 2Rep,z-' > [ру 
Последняя запись определяет передаточную функцию 

Wein (2) Kak пооизведение передаточных функций элемен- 

тарных звеньев второго порядка. При этом коэффициент 
усиления каждого звена, равный числителю (4.35), обе- 
спечивает выравнивание масштабов между отдельными 
звеньями. Легко проверить, что на нижних частотах 

при ®—0 или 2=1, W* (1) =1, [=1, 2,..., 2/2. 
sin 

Аналогичные формулы с выделением вещественного 
полюса, соответствующего ш=л, могут быть получены и 
для случая нечетного п: 

(n—1)/2 \ 

Wein (2) = I Wein (2) 
i=0 

н 2 (55°. 8 
Wein (2) == Е | (4.36) 

Wl 7) 4S | wi | 
Ма (2) — Toes Flee | 
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Проводя преобразования для сннусного фильтра 
верхних частот (порождающая функцня (4.26)), нетруд- 
но получить 

y> 

sin 

— g-i\n (г) = И", (4.37) 
Пар-вы=- 1) 
i=l 

п. 

где k°=]] ty, а ш по-прежнему определяются соотноше- 
i=l 

HHAMH (4.33). 

Для четных п имеем соотношения, анцалотичные 

(4.34) — (4.35): 
B в (Е— =-\п We, (=a ‚ (4.38) 

Па 2 вев.2- +] i 2272) 
1=1 

n[2 

=! 4 (4.39) 

01| (1 — z77)5 ye (2) = ls il ( = ) - =: | 

sin (2) = TD Rewe Fe 
B случае нечетного /1, выделяя полюс, COOTBETCTBYIO- 

ЩИЙ 0, получаем формулы, являющиеся аналогом 
(4.36): 

0,5 (п—1) . 0.5 

B 7D , (1 — =” ь | 

И (2) — Ц W sin (=), Wein (2) — 7 aE ' 

{=0 } (4.40) 

ul __ (i —z7')? fe] 
M sin (2) — 1 — 2Rep.z7?-+ |p, [2272 © 

Перейдем к рассмотрению тангенсных фильтров. Для 
фильтра нижних частот (порождающая функция (4.24)) 
имеем следующую цепочку преобразований: 

a te (27/2) "1 
ПР (ву) | = 

— (74)" (22-22 + 1)" _ 
(Ty (2+ oz в 
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(1 + 27")? (1- 2)" (4.41) 
n ? 

Поал-в=э ав) 
{=| 

где T*=ig'(w,7/2); b= (an Пы | pre (=) 

Ш 
Полюсы ши wa) определяются как решення возврат- 

ного уравнения 

(7*) (2 т (2—z—2-!) 2 =0, (4.42) 

Для корней этого уравнения имеем 

— Хк = Ув == 

|1 — 7 *е; + 5 / я ехр i! at ~ah 

— 4.43) 
2k + | » ( 

1+ 7* exp tear 

k=O, 1,..., 2—1; 

(1 — г") ПЕРИ Тот (44/2) | 
Xp = 1 + 27% cos a, + (T*)? 

+2 VT cos (1 4+T*+2 V т.) 

Y= 1 + 27* cosa, + (7*)? ’ (4.44) 

__. 2 

(| +7°+2VT* sin $) 

| Zn P= Il + 27* cos a, + (Г*)? 

Корням, по модулю меньшим единицы, в (4.44) соответ- 
ствуют нижние знаки, так что для полюсов передаточной 
функцни можно записать 

(1 — 7*) (1 + г*— УТ т) 

Re pa = 1 +- 27* cosa, + (7*)}? , 

k=0, l,..., 2-1. 

(4.45) 
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2 

€ + 7* —2 VT sin) 
2 ^^ _ 

[в 1-4 57* cosa, + (7)? 

Передаточная функция тангенсного фильтра нижних 
частот имеет вид 

=". (4.46) 
По — 427") 
(=! 

Здесь & определяется в соответствин с формулами (4.41). 
Для четных Пиз (4.33) следует 

H |.) } ~)\" 

У" (= (277) ‚ (4.47) 
Па 2вевьг- 1 + [вы [2 272) 
(=) 

n{2 

где Rk? = (al | p42 al (1 + (7*)"], 
[=] 

ИЛИ 

Wi 21 Wi (2), 

Wig (2) = ИИ ‚Г (4-48) 

Ц i 

Для тангенсного фильтра верхних частот (порождаю- 
щая функция (4.27)) подобным же образом находим 

We (1 — 271) | iT (1274) | (4.49) 
i=! 

где k°—=]| w/[l-4-(--7*)"], и значения ju по-прежнему 
i=1 

определяются формулами (4.45). 
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Для четных п нз (4.49) следует 

B (Г — 27)? We (= (= 2") (4.50) 

Па 2 вевна-т + | 2-2 
[=I 

nj2 

k= TT] |e PC (7%), 
1=1 

или, записывая W, «(2} в форме произведения элементар- 

ных передаточных функций с вормнрующими коэффици- 
ентами усиления, получаем 

п/2 

Wi (== Mi, (= 
[=1 

we — № (1—=7 1)? 
с (2) — | — 2Вев. 2-1 в, [272 ’ (4.51) 

fy =| Иа -Н (7). 

Для нечетных значений п передаточные функции тан- 
генсных фильтров верхних и нижних частот могут быть 
записаны в форме, аналогичной (4.36), (4.40). Выведен- 
ные формулы (4.33) — (4.36), (4.38) — (4.40), (4.45) — 
(4.50) определяют коэффициенты передаточных функ- 
ций полосовых дискретных фильтров в зависимости ‘ от 
заданной частоты среза Wo, периода дискретности Г и 
выбранного порядка фильтра п н, таким образом, дают 
полное решение поставленной задачи синтеза полосовых 
фильтров. 

Приведем результаты расчета нескольких вариантов 
фильтров нижних частот. 

Пусть частота среза fo=200 Tu, частота квантования {ив = 
=:]/Т=20 000 Гц и порядок фильтра п=4, 8, 10, 20. Соответствую- 
щие значения параметров тангенсных фильтров, вычисленные по 
формулам (4.47), сведены з табл. 4.1, 

Интересно отметить, что параметры Rep; и |r|? синусных 
фильтров нижних частот, рассчитанные для тех же значений часто- 
ты среза и частоты квантования C точностыо до трех значащих 

цифр, совпадают с приведенными в таблице значеннями Кеш 
Hi [per |? для тангенсных фильтров. В то же время коэффициенты 
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уснления Аг отдельных сииусных фильтров равны величние 0,004 
(соответствующее значение для тангенсных фильтров 0,001}. 

Подобное совпадение значений параметров фнльтров объясняет- 
ся малой величиной отношения Го/{иь =0,01, что обеспечивает практн- 
ческое совпадение значений величин Sin(@7)/sin Mot и (91) Ав во ТГ 
ца иитерлале частот, соответствузощем полосе пропускання фильтра. 

Таблиьыца 4.! 

Порядок Парамегры тангенсного фильтра 

фильтра, и Вен | [ыР A 

‘ 0,975 0,953 0,001 
0,943 0,890 0.001 

0,982 0,968 0,001 

6 0,956 0,915 0:00! 
0,941 0,886 0.001 

0,986 0,976 0,001 
8 0,964 0,933 0.00! 

0,949 0,901 0,001 

0,940 0,884 0,001 

0,988 0,981 0,001 
0,970 0,945 0,001 

10 0,956 0,915 0.001 
0,945 0,894 0,001 

0,993 0,990 0,001 

0,984 0,971 0,001 

0,975 0,953 0,001 
0,966 0,936 0,001 
0,959 0,922 0,001 

20 0,953 0,909 0°001 
0,947 0,898 0,00! 
0,943 0,890 0,00! 

0,941 0,885 0,001 
0,939 0,882 0,001 

На рис. 4.8—4.10 приведены основные характеристики 
тангенсных фильтров: амплитудно-частотные (рис. 4.8) 
н фазовые (рис. 4.9) характеристики, а также пере- 
ходные процессы И®]-— реакцни на единичный входной 
снгнал (рис. 4.10}. Увеличение порядка фильтра п ведет 
к повышению крутизны фронта амплнтудно-частотной 
характеристики, однако при этом одновременно увеличн- 
вается длительность переходного процесса вследствие 
известной альтернативы между разрешающей способ- 
ностью фильтра и необходимым временем анализа [29]. 
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Говоря 06 общих свойствах проектируемых полосо- 
вых фнльтров, отметим, что важнейшей характеристикой 
является степень их устойчивости или, иными словами, 
отличие наибольшего по модулю полюса фильтра от 
единицы. Важность этой характеристики объясняется 
тем, что при проектировании фильтров с малой степенью 

з 
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08 
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Е 

ЮО 20 200 250 300 Fu (Е рад 

Рис. 4.8. Амплитудно-частотные характеристики тангенсных филь- 
тров ннжиих частот. 

Рис. 4.9. Фазовые характеристики тангенсных фильтров инжних ча- 
стот. 

устойчивости предъявляются особо жесткие требования 
к точности определения параметров и последующей pea- 
лизации фильтров. Малейшие отклонения в параметрах 
знаменателя могут привести к потере устойчивости 
фильтра. На рис. 4.11—4.12 приведены зависимости мо- 
дулей полюсов синусных и тангенсных фильтров от ос- 
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Рис. 4.10. Переходные процессы в тангенсных фильтрах нижних 
частот. 

новных параметров $5, T* ип *). При этом видно, что наи-' 
большие по модулю значения полюсов соответствуют 
наименыинм величинам угла ox. При малых значениях 
S и T* все корни фильтров по модулю близки к единице. 

*) На рис. 4.11 вриведены зависимости для случая 1) п=410, 
а=л/10; 2) п=8, a=n/2; 3) п=6, а=л/б; 4) п=4, а=л/4; 5) п=8, 
a=32/8; 6) n=6, а=3л/б; 7) п=8, a=5n/8; 8) п=4, а=3Зл/4; 9) п=8, 
а=7:/8; 10) n=6, а=5я[6, а на рис. 4.12 — для случая 7) n=10, 
а=х/10; 2) п=8, а=л/8; 8) n=6, а=я/б; 4) n=4, а=л/4; 5) п=10, 
@=3л/10; 6) n=3, 9, а=л—3; 7) n=8, а=Зл/8; 8) п=2, 6, 10, а=п/]/2; 
9) п=8, а=5л/8; 10} n=10, а=7л/10; ff) п=4, а=Зл/4; 12} n=6, 
a=5/6; 13) п=8, а=7л/8; [4) п=10, а=9л/10; /5) п=1, 3, 5, 7, 9, 
(=>. 
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При малых Т* для наибольшего по модулю полюса 
тангенсного фильтра макс ==Тах| и | в силу (4.32), (4.45) 

Шыакс-=1 — 2 И Т* sin (пп). (4.52) 
Прнведем пример расчета «гребенки» дискретных полосовых 

фильтров. Во многих случаях предпочтительно иметь гребенку, CO- 
ставлеНную не из фильтров с одинаковыми полосамн пропускания, 
а нз так называемых октавных фильтров, каждый из которых имеет 

0 0,2 0,4 0,6 28 § 
a 

Puc. 4.11. Зависимость модулей синусных фильтров от их основных 
параметров. 

удвоенную полосу пропускания по сравнению с полосой пропуска- 
ния предшествующего (более низкочастотного) фильтра. Подобные 
системы октавных фильтров эффективно применяются в тех слу- 
чаях, Когда достаточно судить о высокочастотной части спектра 
ляшь по некоторым усредненным интегральным характеристнкам 
[16, 28]. Типичный вид амплитудно-частотной характеристики гре- 
бенки октавных фильтров прнведен на рис. 4.13. 

Интересной н для рассматриваемой задачи весьма полезной 
особенностыо дискретных фильтров является следующее их свойст- 
во. Если при работе с периодом дискретности Т некоторый фильтр 
имеет полосу пропускания [M;, We], то прн перноде дискретности Та 
полоса пропускания фильтра становнтся равной {(Т/Т:)6:, (7/71) 2], 
т. е. OPH увеличенни тактовой частоты поступления информации 
полоса пропускания фильтра пропорцнонально и увеличивается и 
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смещается. Отмеченное свойство является прямым следствием того, 
что частотная Характеристика Ff (e! Г) днскретного фильтра завн- 

сит не от частоты ®, а от произведения частоты ® на пернод кван- 
товавия 7. 

AI’ . 1 

== — 

0,8 == 

—_—_—_— 

> 

0,65 О 
—- 

— с ИИ 
— 

д SEES 
eZ 

0,2 

0 5 10 157 7 * 
Puce. 4.12. Зависимость модулей тангенсных фильтров OT их основных 

параметров. 

Определим параметры тангенсного полосового фильтра с поло- 
coh пропускания 40 Гц (40—80 Гц) при частоте квантования 
400 Tu. Выберем п=б8. Производя расчеты по формулам .-(4.48) 
и (4.51), окончательно получаем 

Н (2) = Wie (z) Whe (z) = 

0,8912 (1 —z-')? 0,7126 (1 — 2-1)? 
—=1—14552=1- 070432=2 1—122:-1-0.50782-2 Ж 

0,5861 (1 — 2-1)? 0,5184 (I — 2-1)? 
X T= 1687-10 .3435=== 1—1,09642-1-0,26872-2 * 

0,4375 (I + 2-1) 0,2933 (1 + 2-1)? 
Х1—0.5912--1 0.6872 “1 —0,40442-> + 0,30872-2 Ж 

0,1804 (1 4 =)? 0,09845 (1 -- 2-1)? 
X T—=0,34592-1 20.1168 T—0,319G2-' + 0,034762-2° (4.53) 

На рис. 4.14 приведена амплитудно-частотная характеристика филь- 
тра с передаточной функцией (4.53). 
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Рис. 4.13. Амплитудно-частотная характеристнка гребенки октавных 
фильтров. 
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Рис. 4.14. Амплитудно-частотная характеристика фильтра с переда- 
точной функцией (4.53). 

Передаточная функция H(z) позволяет записать систему раз- 
ностных соотношений, связывающих дискретные значения сигналов 
на входе и выходе, Кратное изменение частоты квантования вход- 
ного сигнала и частоты вычислений по программе, соответствующей 
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H(z), позволяет реализовать фильтры с кратнымн значениями 
полосы пропускания. Параметры гребенки октавных фильтров, ко- 
торую можио реализовать при этом, приведены в табл. 4.2. 

Такнм образом, для реализации гребенки из семи фильтров, 
перекрывающей интерзал частот от 400 до 5 120 Гц, можно восполь- 
зоваться дискретнымн фильтрамн, коэффициенты которых одина- 

Таблица 4.2 

Частота квен- | Частота среза | | .а пропус- 
Номер тования Ёкв, фильтра Fon, кания системы, 

Ц ГЦ ц 

I | 400 200 40—80 
II 800 400 80—160 

IIT 1 600 800 160—320 
IV 3 200 1500 320—640 
У 6 400 3000 640—1280 

VI 12 800 5000 1280—2560 
УП 25 600 8000 2560—5120 

ковы и определяются формулой (4.53). Все это верно при естест- 
венном дополнительном условни, STO каждый из этих семи парал- 
лельно соединенных фильтров работает со своей частотой 
квантования. кратной исходной частоте 400 Гц. 

Кроме того. в таблице указаны ориентировочные значения ча- 
стот среза непрерывных фильтров предварительной (предымлульс- 
ной) фильтрацин. Поскольку дискретный фильтр не может быть 
фильтром нижних частот в обычном смысле этого понятия, пред- 
варительная фильтрация позволяет существенно снизить эффектив- 
ное значение широкополосного шума на входе ($ 1.2). Более того, 
в рассматриваемой задаче обработки широкополосного сигнала по 
отдельным полосам частот высокочастотные компоненты входного 
сигнала играют роль шума для более низкочастотных. Поэтому 
дискретные полосовые фильтры могут примеияться лишь в сочета- 
нии с аналоговыми элементами, фактически производящими грубое 
выделение интересующих нас диапазонов частот, Введение предва- 
рнтельной фильтрации одновременно позволяет снизить требования 
к величине частоты квантования для низкочастотных полосовых 
фильтров. При отсутствии подобных акалоговых фильтров частоты 
всех фильтров пришлось бы выбирать исходя из условий неиска- 
женной передачи всего широкополосного процесса, т. е. орненти- 
руясь на его наивысшую частоту. 

Полоса пропускания непрерывного фильтра должна быть со- 
гласована с частотой квантования фильтра н его полосой пропуска- 
ния. Пример подобного согласования приведен в табл. 4.2 для 
частот среза fcp. К качеству фронтов иепрерывного фильтра ни- 
каких особых- требований не предъявляется. Достаточно лишь, 
чтобы между частотными характеристиками W(p) пепрерывного и 
соответствующего дискретного Н(2) полосового фильтра имело 
место соответствие типа приведенного Ha рис. 4.15. 
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4.4. ВЫБОР СТРУКТУРЫ РЕАЛИЗАЦИИ ПОЛОСОВОГО 

ЦИФРОВОГО ФИЛЬТРА 

Описанная в § 4.2—4.3 процедура сннтеза динамн- 
ческих характеристик полосовых фильтров определяет 
его передаточную функцию как произведение передаточ- 
ных функций отдельных элементарных звеньев. В этих 
условиях естественно (тем 
более что это существенно Ане? | ии) 
упрощает расчеты) принять 
за основу метод каскадного 
программирования полосо- 
вого дискретного фильтра. 
Однако даже в условиях та- 
кого ограничивающего сво- 
боду действий допущения 
количество возможных спо- 
собов реализации системы 
оказывается достаточно 
большим. Среди этих спосо- > 
бов можно выбрать такой, 

при котором среднеквадра- рис. 4.15. Соотношение между 
тичное значение результИ- —частотными характеристиками 
рующих ошибок квантова-  предымпульсного (0) и дн- 
ния будет наименьшим. cepernoro i) ‚полосового 

В целях конкретизацин илЬтров. 
изложения остановимся на 
анализе полосового фильтра, построенного с использова- 
нием тангенсных фильтров четных порядков нижних н 
верхних частот. Пусть передаточная функция фильтра 
Н (=) имеет вид 

[ИИ] 

ий 

Н (2) = У (2) У, (2), (4.54) 

где, в свою очередь, передаточные функции Wy (2) и 

Wee (2) в соответствии с соотношениями (4.47) и (4.50) 

записываются как произведения передаточных функций 
элементарных звеньев (4.48) и (4 >|). 

Поскольку порядки фильтров нижних и верхних час- 
TOT Ин И Ив могут быть различными, передаточная функ- 
ция (4.54) записывается в форме 

пд/2 nel? 
Н (=) = П № (2) [] Ve. (4.55) 

1; k=] 
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где каждый из N=(Nu+ny)/2 сомножителей есть звено 
второго порядка < передаточной функцией вида 

_ ky (l+27 3) 
Ww (2) = [Re pz? === (4.56) 

При выборе структуры реализации передаточной 
функции A(z), как уже отмечалось в $ 3.3, существен- 
ное значение представляет как способ реализации от- 
дельного звена (4.96), так и порядок следования этих 
звеньев в последовательной цепи. 

Поскольку общее количество подобных вариантов 
весьма значительно, даже для фильтров невысоких по- 
рядков, на основании изложенного в гл. 3 первоначаль- 
но решается задача выбора структуры элементарных 
звеньев и затем сравниваются варианты соединения 
звеньев, структура реализации каждого из которых уже 
считается фиксированной. 

При синтезе полосовых фильтров количество вариан- 
тов, требующих анализа, может быть уменьшено, по- 
скольку главные проблемы связаны с рассмотрением 
следующих двух задач: 

1. Выбор оптимальных малошумящих структур pea- 
лизации элементарных звеньев. 

2. Сравнение двух вариантов соединения звеньев, от- 
личающихся лишь последовательностью соединения эле- 
ментарных звеньев №, (2) и Уз. (2), т. е. вариантов 

H (2) = Wty (2) Уве (2) и Н(2) = зщ (2) Уч (2). 
Возможность уменьшения просматриваемого коли- 

чества варнантов соединения звеньев связана с тем, что 

однотипные звенья Шт, (2) ([=1, 2,...п„/2), вообще го- 
воря, сравнительно мало отличаются друг от друга по 
своим частотным свойствам (то же справедливо и для 
звеньев 24, (2)), в то же время отличие частотных ха- 
рактеристик фильтров нижних и верхних частот весьма 
существенно. Этим объясняется и TOT факт, что переста- 
новка звеньев И, (2) и У3:.(2) может значительно из- 
менить фильтрующие свойства цепи по отношению 
к ощибкам квантования по уровню (белому шуму) и, 
следовательно, величину дисперсии результирующей 
ошибки. 

Уровень ошибок квантования существенно зависит 
от правильного выбора значений коэффициентов уснле- 
ления ky отдельных звеньев. Поскольку величины 2; всег- 
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да меньше единицы (cM. соответствующие формулы в 
$ 4.3), тона первый взгляд представляется целесообраз- 
ным определять общий коэффицнент усиления 

= Пе Пе 
1 $ 

звена с передаточной функдией Н (2) и при его реализа- 
цин умножать на №(й<1) в последиюю очередь. 

При этом среднеквадратичное значение результи- 
рующей ошибки, вычисляемое в соответствии с рас- 
сматриваемой методикой, уменьшилось бы в Г раз, т. е. 
приняло бы значение Ro. Однако простое обращение 
к примерам показывает, что подобные рекомендации ча- 
сто практически неприемлемы. Действительно, величины 
коэффициентов усиления и, приведенные в табл. 4.1 для 
фильтра порядка п=20, равны = 10-3, так что общий 
коэффициент усиления фильтра с передаточной функци- 
ей (=) равен 10-80. 

Для большинства вычислительных машин такое чис- 
ло — машинный нуль, так что умножение на ‘него не- 
возможно (произведение есть нуль). Возникшее таким 
образом противоречие между рекомендациями, давае- 
мыми в Силу предлагаемой методики, и практическими 
возможностями современных ЭВМ объясняется тем, что 
статистическая трактовка ошибки квантования справед- 
лива лишь при определенных предположениях о харак- 
Tepe изменения снгналов относительно уровней кванто- 
вания ($ 1.6). Однако эта трактовка не позволяет учесть 
эффекты, связанные с коиечной длиной разрядной сетки. 
Следует отметить, что эффекты подобного рода вообще 
не могут ‘быть проанализированы в рамках линейной 
теории. 

Таким образом, при синтезе структуры реализации 
цифрового фильтра помимо всего прочего необходимо 
следить, чтобы по крайней мере по статическим коэффи- 
циентам передачи выполнялись условия масштабирова- 
ния переменных. Как уже отмечалось в $ 4.3, выбор ко- 
эффициентов A; в соответствии с предлагаемой методи- 
кой синтеза фильтров обеспечивает такое масштабирова- 
пие, и, следовательно, значения коэффициентов Её и КВ 
можно определить с помощыьо формул (4.48) и (4.51). 

Поскольку полюсы передаточных функций (4.56) ком- 
плексные, рассмотрим применение для их реализацин 
структур AJ и X2. Пусть альтернатива выбора ограниче- 
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Ha только этими двумя структурами. Раскладывая Нере- 
даточную функцию 

Ш: (=) = ky (1+ 271) (4.57) 
re ~~ ] —2 Rep,z7!+ ]p, [2272 . 

на элементарные дроби, получаем 

W! (2) =k, + My + a M,= Ев)" ky; | 

же В в; — В 
К, = Re М; = (a, 25 1) fe | (4.58) 

2 (1 +a,)? 
== ш М, = k; ne Eo) ; 23, | 

Здесь принято в соответствии с обозначениями (2.33) 

a= Rep, В! = Im LU. 

Таким образом, звено с передаточной функцией 
И‘ (2) можно представить в виде параллельного соедн- 
нения двух звеньев, имеющих передаточные функции №, 
и D(z): 

М И: (2) =в-- Di (2), Dt (2) = Ш = ‚ (4.59) в lee 

Характер результирующих ошибок  вантования НА 
выходе звена 0'(2) был подробно проанализирован 
в © 3.3. Если 02 есть дисперсия белого шума — ошибок 
квантования по уровню (02=02/12), то спектральная 
плотность Ф' (2) результирующей ошибки па выходе 

звена D'(z) определяется соотношениями (3.14), (3.15), 
(3.18), (3.19) для структуры XJ и (3.20), (3.21), (3.24), 
(3.25) для структуры Х2 

Поскольку умножение на коэффициент А приводит 
к появлению дополнительной ошибки с постоянной 
спектральной плотностью, равной 02, спектральная плот- 

=~! ¥ 
ность ®. (2). суммарной ошибки на выходе звена 

= | 
Ф (2) ==, (2) с°. (4.60) 

Выпишем соотношения, необходимые для расчета 
спектральных характеристик ошибки на выходе звена 
(4.57) через его параметры. Для структуры XJ имеем 
(см. указанные выше формулы $ 3.3) 

D! (2) = М (2) Way (2-7) + (2) (2719) 33°, 

(=) = | — 0,27" 4.61 
и ee) 

138



—В,2- 1 
- 2) 2-24” I~ Заза + (af ++ В) 27? 

| 
И) (2) = 

Для структуры Х2 соответственно получаем 

Ф, (2) == [Wray (2) Who (271) + Wo (2) (27 | 25", 

| i — R, — (@,R, + в/;:) 27! 4.62 

++ ee) 
—l, + («,/, — BR) 27? | 

| — 2а;2-1- (а + 8?) 2-2 

OTMeTHM, что знак «пл!ос» в соотношениях (4.57)— 
(4.58) соответствует фильтру нижиих частот, а «ми- 
Hyc>— фильтру верхних частот. Этот знак влияет лишь 
на значения величин Юг и Л. Поскольку последние не 
входят в соотношения (4.61), получаем интересный вы- 
вод: при использовании структуры X/ результирующие 
ошибки на выходе фильтров верхних и нижних частог 
одинаковы, при использовании структуры Х2 это утвер- 
ждение, вообще говоря, уже неверно. 

Составляющая спектральной плотности результиру!о- 
щей ошибки на выходе фильтра A(z) (4.55), возникаю- 
щая от ошибок квантования в {-м фильтре, определяется 
формулой (3.94): 

| № 

Ф (2) =$-(2) |] (2) (21), #=1,2,..., М-1. 
$=1+41 

№, (z= 

(4.63) 

Здесь Ф: (2) — спектральная плотность ошибки на выходе 

{-го звена (4.60); (2) — звено, стоящее в каскадном 
соединенни N звенъев на 5-м месте. 

Спектральная плотность Ф,(2) суммарной ошибки на 
выходе звена H(z), очевидно, определяется суммой 

N—I 

, (z)= УФ (z) + OY (2). (4.64) 
i=l 

Прин выборе вида структуры реализации необходимо для 
каждого из звеньев (2) проверить выполнение нера- 
венства (3.119). Если неравенство справедливо, то для 
реализации звена с передаточной функцией W'(z) необ- 
ходимо воспользоваться структурой X/, в противном 
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случае более предпочтительной оказывается структу- 
ра Х2, 

Сравненне значений дисперсий 02, суммарных резуль- 
тирующих ошибок 

соответствующих различным последовательностям звень: 
ев, позволяет выбрать рациональную структуру соедине- 
ния элементов. 

Приведем результаты инсленных расчетов, показывающие воз- 
можность существенного уменьшепия среднеквадратичного эначе- 
ния результнрующих ошибок за счет рационального размещения 
звеньев в последовательной цепи. При этом будем производить 
сравнение лишь двух вариантов размещения звеньев. отличающихся 
в соответствии со сказаниым ранее лишь порядком соединення 
низкочастотного и высокочастотного фильтров (4.54). Внутри каж- 
дого из блоков расположение звеньев будем считать фиксирован- 
ным и определяемым (слева направо) последовательностыо вычис- 
лення параметров звеньев по формулам (445), (4.48), (4.51) 
(R=0, 1, ..., п в (4.45) ). 

Будем называть структурой J последовательность соединения 
звеньев, соответствующую формуле (4.54}, и структурой 71 — после- 
цозательность, 3 которой Я (2) == ие? (2) Wee®(z), величины диспер- 
сий суммарных результирующих ошибок будем снабжать соответ- 
ствующими индексами I ut П (0412, 611?). 

Шусть частота среза высокочастотного фильтра есть fi=40 Ги, 
а низкочастотного fo=80 Гц. Частота квантования сигнала по вре- 
мени равна 1/Г='400 Гц. Тогда проектируемый фильтр есть полосо- 
вой фильтр с полосой пропускания от 40 до 80 Гц. 

Пусть ли=Ло==2, тогда значения параметров фильтров равны 
аз =0,18, Ви =0,4, ky=0,2; ap =0,57, Bn =0,29, »=0,64. 

Проверка условия (3.119) показывает, что для обоих фильтров 
предпоттительной является структура Х2. Результирующие ошибки 
на выходе фильтров, вычисляемые по формулам (4.60), (4.62). 
почти одинаковы: @н?=3,30?, б,2=3,380?. Также мало отличаются 
дисперсии суммарных результнрующнх ошибок: би1?=5,060?, o72= 
= 4,602. 

Рассмотрим случай более высокого порядка фильтров, пусть 
Ny=Nny=4. Тогда соответствующие параметры фильтров равны: 

i) a, =0,23, № 0,65, #1 =0,4; 
2) o2-=0,16, §2=0,17, &2=0,13; 

H 

3) а! = 0,66, fl—0,44, #1 =0,9; 
4) «2 = 0,52, .=0,17, &? ==0,48. 

Проверка условия (3.119) показывает, что первый, третий и чет- 
вертый фильтры следует реализовать с помощыо структуры Х2, 
а второй —с помощыо структуры A/. Соответствующие дисперсии 
результирующих ошибок на выходе отдельных фильтров: G\?= 
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=3,3667, п:2=3,3602, 022=4,260?, 042=3,770?. Суммарные результи- 
рующие ошибки Orr?=21,407, 012=8,30*. 

Таким образом, оказывается, что размещение низкочастотного 
фильтра после высокочастотного позволяет снизить дисперсию 
ошибки в 2.5 раза, 6112/012=2,58, так что вынгрыш в случае филь- 
тра более высокого порядка становится существенным. 

Представляется возможным высказать ряд общих со- 
ображений о рациональном выборе порядка следования 
низкочастотного и высокочастотного фильтров В 3aBHCH- 

мости от их параметров. При построении полосового 
фильтра в форме последовательного соединения низко- 
частотного и высокочастотного фильтров (см. рис. 4.6) 
последним должен стоять фильтр, полоса пропускания 
которого на основном интервале частот [0, л/Т] или 
[0, Гиз/2] будет наименьшей. В этом случае суммарный 
уровень помех на выходе предыдущих звеньев будет 
максимально снижен. 

В рассматриваемом численном примере эти полосы пропуска- 
ния, соответствующие расчетным значениям fo и fs, равны пая 
низкочастотного фильтра 80 Ги, для высокочастотного — 160 Ty 
(160 Гц=200 Гци—40 Гц). Поскольку разница между ними сравни- 
тельно мала, эффект уменьшения среднеквадратичного значения 
ошибки также не очень велик. Неидеальность характеристик филь- 
тров приводит к дополнительному сглаживанию ‘различия между 
структурами Ги II. При построении фильтра с той же полосой 
пропускания, но более высокой частотой квантования (ыв= 
^ 10000 Ги), очевидно, можно рассчитывать на резкое разлитие зна- 
чений дисперсий ошибок в случае реализации фильтра с помощыо 
структур Ги Ii (отношение от?/о1? принимает значения порядка 
сотен). 

Приложение 1 

ВЕРОЯТНОСТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ОШИБКИ КВАНТОВАНИЯ 

СЛУЧАЙНОГО ПРОЦЕССА С ПРОИЗВОЛЬНЫМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ 

Покажем, что при достаточно малом шаге квантования случай- 
ного сигнала ошибка квантования представляет собой белый шум 
с равномерной плотностью вероятностн, статистически независимый 
от квантуемого сигнала. 

Цусть на вход квантующего устройства с нелинейной харак- 
теристикой, иредставленной на фис. 1.7, поступает стационарный 
случайпый сигнал с непрерывной двумерной плотностью вероятно- 
CTH Wex(X1, Х2) (рис. ПШ). На выходе квантующего устройства 
(om. рис. 1.8) случайный сигнал ха принимает ‘дискретные по уров- 
ню значения, кратные шагу квантования д. 
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Вероятность того, что сигнал ха в моменты времели {у и & 
принимает квантоваиные зиачения Xgi=lO W Хаз=10, равна вероят- 
постн выполнения условий 

i6—6/2<71,<i6+ 6/2, 

k5—6/2< x0< k5 +- 8/2. 

При этом значение вероятности определяется интегралом 

P (xq, =, ха, = 3) = P (i8, kB) = 
(141/2)8 (Ё4-1/2)% 

= Wox (x5 Xo) dx, aX» (11.1) 

(i—1/2)3 (#—1/2)5 

Интеграл (П.1) равен объему фигуры abcdefgk (рис. П.1), orpann- 
ченной сверху поверхностью 2х (Xi, х:). Двумерпая плотность ве- 

Wy (Zy,Zz) p 

~ 

BA (K-00 Ske 1 
7 7 

" и Г. 7 WA Sf 

МЕ ИХ 

be
 

me
 

wa BLY 
Рис. П.1. Двумерная плотиость вероятности квантуемого сигнала. 

роятности величины ха на выходе квантующего устройства пред- 
ставляет собой функцию двух переменных Ха: И Ха- вида 

с со 

ох, (Farr 2) = У У (08,8) 8 (xq, — 8) 6 (#0), 
!=—o0 #=—< 

где 8(Xqi—id), 6(х2—#6) — дельта-функции Дирака. 
С учетом (П.1) последнее соотношение записывается з форме 

со со 

Woy (Ха, Хч2) = » » Р (ха, хаз) 6 (ха, —é0) 6 (ха, — #8), 
9 

i=—co k=—00 

(1.2) 
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rae 
ха, +3/2 НЫ? 

Р (хаь, ха) = | ( Woy (х,, X2) ах: Ах». (П.3) 
ха? Xgo—d/2 

Величины вероятностей (П.1) являются значениями функции (П.З) 
при Xq i=l, Xq2= RO. 

Цайдем дзумерную характеристическую функцию квантованно- 
го снгнала Хе, которая определяется как двумерное преобразование 
Фурье от плотности вероятностн ox, (Xq1, Xq2), 

co © 

Foy, (шь и) = (  Vwoy, (ars X92) exp (—J (ха + 
—co —00 

+ UzXqo)} ха: Ч ха. (1.4) 
Подставляя в (П.4) соотношение (П.2), получаем 

© Of © © 4g 

Fox, (и, ta) = | В Di P (xa1y хан) 8 (x91 — 18) 6 (ха — 
—06 —co (/=—00 A= —00 

— в exp {— j (1, Ха: + G2X%q2)} ха. Аха» = 

oo co co 
a у . =>» У SP eas xan) 8 о, — 18) 8 (ee — 

i—~—co k=—00 — бо 

— 8) exp {—] (21 хч: + UyXq2)} Аха Аха». = 
В силу свойств дельта-функций последнее выражение прини- 

маст вид 

со co 

\1 ot . Fox, (Ш, ta) = Yd Pb, #8) exp {— (8a, + ви). (11.5) 
i=—co R=—00 

Прн достаточно малом шаге квантования 6 двойная сумма 
приближенно может быть записана как двойной интеграл: 

00 

Foy, (tis ta) = = (|? (x15 Ха) exp {— J (4X0) + 
—o 

-+ Up Xqo)} @ха Ч хде. (П.6) 
Представим соотношение (П.3) в виде 

| Хх. +3/2 Xg-+3/2 

Р (ха, Xq2) = | ( Woy (х., Xe) dx, 4х» __ 

0 6 

541—812 Ха +82 

— ) | Way (X15 %2) dx,dx%_— 

0 0 
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хо tt/2  %q,—3/2 
— | | ily y (хи, Xe) ах. ах. -+ 

0 б 
Xo 15! 2 2—9 9 

ы | ) Woy (21, X2) аж Ах, (11.7) 
0 

п подставим cro в формулу (11.6). Примепяя к получениому выра- 
жению теорему запаздывания и теорему о преобразовании Фурье 
от интеграла, найдем 

1 Ге) (3/2) 45 QJ (8/2) ма 
| Е 2х (Ш:, 42) — Pong (Мл Из) = Fr ju, ] Ио 

е— J (3/2) a: oJ (8/2) из 
и Foy (Ш, И) — 

e J (8/2) из е— 1 (8/2) ata 
ju, jeg Fox (Wy, из) + 

е— J (8/2) ty 9— 5 (8/2) и» 

‘ ju, jus Foy (Uy, из) |, (I1.8) 

где Ёзх(и1, и2) — двумерная характеристическая функция квантуе- 
мого сигнала: 

сх © 

Fox (dy, ta) = | Vivo (Ха, Х2) exp {— J (ux) + 
— —0 

-- и.х2)} dx, dX. 

После элементарных преобразованай получаем 

el bu,/2 —e—J $u,/2 el bu,/2 —e- j du,/2 

Pox, (м, Us) — Fox (22; , Ua) jou, joa, 

ИЛИ 

sin (64/2) sin (6и/2) 
Pox, (a,, Из) = Foy (м, Up) (du,/2) (8и./2) (11.9) 

Обозначим 
sin (6u,/2) sin (611./2) 

Га (и, И>)= (Ou,/2) (65/2) . (П.10) 

Тогда уравнение (11.9) мозжно переписать в следующем виде: 

Fox, (4), Ug) = Foy (Ш, 42) Fog (Uy, Иа). (11.11) 

Таким образом показано, что двумерная характеристическая 
функция квантованного ‚сигнала Xq(f) равна произведению дву- 
мерной характеристической функции квантуемого сигнала х(Г) н 
двумерной характеристической функции Р2а(и1, Ue). Последняя cy- 
INCCTBCHHO зависит от величины шага кваптования и может рас- 
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сматриваться как двумерная характеристическая функция ошибки 
квантования 0({). Известно, что если двумерная характеристиче- 
ская фупкция суммы ABYX случайных процессов равна произведе- 
нию двумерных характеристических Фунющий казодого из вроцессов, 
то такне случайные процессы статистически взаимно незавн- 
CHM bl. 

Таким образом, на основании соотношения (П.Т) можио сде- 
лать вывод O TOM, что при достаточно малом шаге квантования 
квантуемын случайный сигнал н шум квантовання статистически 
независнмы. Кроме того, из формулы (15.10) следует, мто '‚двумер- 
пая характеристическая функция ошибки квантования равна про- 
изведению двух одномерных характеристических функций ошибкн 
вида 

sin (би/2) о 
Е (и) = уе (11.12) 

Следовательо, любые два значения ошибки квантования, разиесен- 
ные по воемени, статистически независимы. 

Одиомерную ллотность вероятности шума квантования легко 
найти с помощыьо обратного преобразования Фурье от характерн- 
стической функции (П.12) 

sin (8/2) 
би 

72 du, 

co 

| 

—с5 

которое дает 

а 1/6 при — 6/2 = 4 = 9/2, 
&# (4) == К 

О при 9 < — 6/2, 4> 5/2. 

Таким образом, распределение плотности вероятности шума кван- 
тования равномерное. 

Дноперсия шума квантования разна 

(Fl. 13) 

со 8/2 
— 52 

2 — {9% (а) dg = { = 949 = Fy: (11.14) 

—со —3/2 

Приложение 2 

Как показано в [33], интеграл вида 

| dz . 
= 355 9 У (=) У (27') —— (11.15) 

2|=1 

может быть вычислен через коэффициенты изображения. 

Q -- =... + ay (2707) 4 a,27! 
7 (2) = ба... + 5,2070 0,271 (11. 16) 

без нахождения полюсов. 
Для 1=1 имеем [33] 
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Yo о 

[= ГУ b,| __ Тов: -- 1190 

b, bo ыы 

где 

(a? + a?) 5, — 91,6 у _@@о. . = 1 07 бо от 

о —- ’ 1 — 9 ° 
By b5 

Для [ =2 

Yo b, в, 

у: 6-8 0 

/ — _ М2 b, bs _ 

b. b, by 

b, bg+5, 0 

bo 860, В 

— (6. Н 95) (651%, — 8.2) + Ву, (Bo — Ba) 

(82 — bo) (8g — 6, - 6%) (82 + 8, + 65) 

rae 

420, . Agl, +- AQ, 6, а2@о 
Yo= 5 1 —= D, — b 

ata? +a 
2 I 0__ $220 + 6, (аа, + а1@о) 

\2 = by 5 

bad, 

bp 
Лля [=3 

Yo by 6, 65 

уу 5;+6, 6, 0 

Yo Oo+6 ШВ, 0 

j= Ys Dy b, 6, 

b; bo 6, by 
bs 6,+5, 8 0 

5, bo.+b, В 0 

by b, b 6, 
тре 

— а3@о . Ag, + AM базе. 
Y= 6,” 1 = 5, — 52! 

0 

(П.17) 

(П.18) 

(13.19) 

(11.20) 

(11.23)



| 
$ = Dy (444) + ага, + @,a,) — 

2 l м 
— ‘pe (5.0304 + 0,040, + 22а) + ГЕ AQ) (1.22) 

0 
0 

Го о 
=. (аа) — 

— > [6:04 +- M32, ++ бота, - 6, (аза» + ага, + а:а.)] + 
0 

6 
+ na (2020.59 -- Б,а.а, - 5,420) — rm G39. 

Следует иметь в BAY, что полученные таким образом соотв.1- 
шения справедливы лншь в том случае, еслн все корни зваменателя 
передаточной функции (П.16) по модулю меныие единвиы. 
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