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ПРЕДИСЛОВИЕ

В этой книге представлена одна из самых традиционных
рубрик журнала «Квант› - «Практикум абитуриента». Цель
этого раздела - помочь абитуриеъггу научиться решать задачи.
Каждая статья «Практикумы - это как бы урок по решению
задач определенного типа, объединенных какой-либо общей
идеей. Обычно это задачи из конкретного раздела физшси, а
иногда объединяющим «стержнем›, на который єнанизывают-
ся› задачи, служит какой-нибудь универсальный прием или
подход. применимый к задачам из разных разделов. Ведущий
урок «учителы - автор статьи - на разных примерах показыва-
ет, как надо подходить к решению задач данного типа, как
избежать ошибок и ловушек, как проанализировать полученный
ответ.

Важный совет - не идите по пути наименьшего сопротивле-
ния, просто чгггая текст и пассивно следуя за мыслью автора, а
работайте над статьей ес карандашом в руках», сначала пытаясь
решить задачу самостоятельно и только потом сверяя свое
решение с авторским. Так, конечно, получится дольше, но зато
гораздо эффективнее. И еще. «Проработав›› статью, обязательно
попробуйте решить предложенные в конце упражнения - вы
поймете, насколько вам удалось овладеть материалом.

В этой книге собраны статьи по механике (а также по
некоторым общим вопросам), опубликованные в журнале «Квант»
в разделе «Практикум абитуриента по физике» в течение после-
дних десяти лет. Как обычно, наиболее трудные задачи (или
задачи, выходящие за рамки школьной программы) отмечены
звездочкой.



КИНЕМАТИКА И ВЕКТОРЬІ

В. Плис
ООСУДИМ ОСНОВНЬІЄ МЕТОДЫ РЗООТЫ С ВЄКТОРНЬІМИ СООТНОШЄНИ-

ями в кинематике материальной точки и проиллюстрируем их на
примерах равномерного и равнопеременного движений.

Равномерное діиженне
-Ъ

Известно, что при равномерном движении скорость с мате-
риальной точки остается постоянной и равной начальной скоро-
СТИ 00, 8 ПЄРЄМЄЩЄНИЄ

-ў % -Ф -І

з(г)=т(±)-15:00!
-›

В ТЄЧЄНИЄ ВРЄМЄНИ ОТ О ДО Ё СОНЗПРЕІВЛЄНО С ВЄКТОРОМ 00 И
-›

пропорционально ему по величине (здесь _ г ' радиус-вектор
материальной точки).

Задача 1. Сверхзвуковой самолет летит горизонтально.
Два микрофона, находящихся на одной вертикали на расстоя-
нии а! друг от друга, зарегистрировали приход звука от
самолета с запаздыванием по времени, равным 1:. Найдите
величину 0 скорости само-
лета. Скорость звука в воз-
духе с.

Обратимся к рисунку 1,
иллюстрирующему последо- Ш В] Щ
вательные перемещения
сверхзвукового самолета (ис- О В2
точника звука) и фронта зву- 4
ковой волны (огибающей тА Е

М:
вторичных волн). Пусть при
пролете самолета через точ-
ку А в атмосфере возбужда-
ется звуковая волна, и через Рис.1

Опубликовано в <Кванте› Мэі за 2002 год.
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некоторое время і волновое возмущение достигает первого мик-
рофона М, . В этот момент времени самолет находится в точке
В, , и прямая ВІМ, определяет положение волнового фронта. За
последующий промежуток времени Т самолет перемещается в
точку В, , а волновой фронт, двигаясь со скоростью с , переме-
щается в положение Вд,ЕМ2 . Проанализировав кинематику
перемещений самолета и волнового фронта, находим

из прямоугольного треугольника АВ,М,

Ѕіп0ч_=ї=ЕЁ.=і
АВ, ой о”

из прямоугольного треугольника М,М2Е
СТсова = Ё- .

Исключая съ из этих соотношений, получаем

(002= 1__...о с (із

Задача 2. Две частицы 1 и 2 движутся с постоянными
4 -› __

скоростями о, и 02 , их радиусы-векторы е начальныи момент
-Ъ -Э

времени равны го, и год соответственно. При каком соотноше-
нии между этими четырьмя вєкторами частицы испытают
столкновение друг с другом?

По условию, частицы в лабораторной системе отсчета движут-
ся равномерно, их радиусы-векторы зависят от времени по
законам

-Р _) _› -ў -У -Г

Ґ1 ҐОҐЁЁІЁ, Ґ2(б') =Ґ02+1/Э: .

Перейдем в систему отсчета, связанную с первым телом и
движущуюся поступательно относительно лаборатории. В этой
системе положение точки 2 в любой момет времени определяется
вектором

г›<±›=г;<±›-2<=›=[а,-:;,)+[г:,-ъ=.]±. <=-›
Отсюда следует, что в подвижной системе отсчета точка 2
движется по прямой, проходящей через начальное положение

-Ъ -Ъ -Ъ

точки, определяемое равенством гб = год- го, , а направляющим
-Ъ -Ъ-І

вектором прямой является относительная скорость о' = 02- о, .
Рисунок 2 наглядно иллюстрирует приведенные соотношения.
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При произвольных абсолютных 02
-Р -І

скоростях 0, и од соотношение 2 'да
(* )описывает пучок прямых, про- “І
ходящих через начальную точку.
И только одна из этих прямых 1
проходит Через начало отсчета под-
вижной системы. Это происходит в

-Ъ -Р Ґ

том случае, когда векторы тд и о' °'
антипараллельны, т.е. соответству-
ЮЩИЄ ЄДИНИЧНЬІЄ ВЄКТОРЫ ИМЄЮТ
противоположные знаки: Р“°'2

-Ъ -Р -'Г -І

702" 'от _ 01" 02
--Ъ -Э _ 4 -Ъ .

'о2“ 701 01” д2

Равноперемеиное движение
Как известно, в этом случае зависимости скорости и переме-

шения от времени имеют вид
Ъ'(±)=5},+Б±,

1 1 1 1
МЗ*$(±)= г(±)-то =о0$+:,

где Ё = сопзі: - ускорение.
Среди всевозможных случаев равнопеременного движения

особое место занимает движение под действием гравгггационных
сил - свободное падение тел в однородном поле тяжести с
постоянным ускорением Ё = Зависимость вектора скорости от
времени при свободном падении иллюстрирует рисунок З. Из

соотношеъшя для перемещения сле-
дует, что при свободном падении

О вектор перемещения материальной
0

9..єЁ
9! до: 2

Ч
ч.

'н
'Ь

$(Ё) `~ \|

"`~ї*""'-'7 ' "ёЁ- ,_ -' *"Е!і':_~. .-11 °"". '_

Рис.3 Рис.4
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-Ъ
точки в течение времени от 0 до 2 равен сумме векторов ао! и
_) 32
її- (рис.-4). Это означает, в частности, что движение тела,

брошенного под углом к горизот-ггу, есть сутерпозиция равномер-
-Ъ

ного прямолинейного движения со скоростью со и свободного
падения в однородном поле тяжести с нулевой начальной скоро-
стью.

Задача 3. Мышонок стреляет из рогатки «точно» в кота,
сидящего на ветке дерева. (Вектор начальной скорости камня
направлен на кота). Через Е = 1 с камень падает на землю в
точку, находящуюся на одной вертикали с котом. На какой
высоте Н находился кот? Ускорение свободного падения

9 = 10 м/с2. Сопротивление воздуха
пренебрежимо мало.

Перемещение камня за время поле-
та ! равно

-Ъ 2их % 7(±) = 5І,±+-Л;
-Г -'Ё

(считаем то = О ). Изобразим эти век-
торы на рисунке 5. Отсюда получаем

т ~ от Н=%=5м.
Рис.5

Если бы гравнта.ционные силы не дей-
ствоваіш на камень, то через с = 1 с он действительно попал бы
в кота.

Заметим, что перемещение камня, брошенного под углом к
горизонту, можно представить также в виде полусуммы началь-

-Ъ --Ь
ной со и конечной о(:) скоростей, умноженной на время г:

-Ф -Э -Ь -) -Р -Э
*-і _› _) -'Р 2

5 (Ё) = т(с)-то =о0±+--9; =--И+0Ё+9:г = --0°+2и(±)$.

Задача 4. Мышонок стреляет из рогатки в кота, сидящего
на ветке дерева. Через І = 1 с камень попадает в ветку прямо
у лап кота. На каком расстоянии 3 от мышонка находился кот,

-Ъ --І
если известно, что векторы со и 0 (11) взаимно перпендикуляр-
ны? Ускорение свободного падения 9 = 10 м/сг. Сопротивление
воздуха пренебрежимо мало.

Искомое расстояние есть абсолютная величина (модуль)

В



ВЄКТОРЗ ПЄРЄМЄЩЄНИЯ КЗМНЯ 38 ВРЕМЯ ПОЛЄТЗ ЁІ

:=Ё(г)|= :.
-Ъ

В момент времени г вектор скорости о (г) перпендикулярен
-9 -'І _) -Р

вектору со и равен о (г) = и0+ 9 г
(рис.6). Диагонали изображенного
на рисунке 6 прямоуголыпша равны

г,+:;<±›|= г<±›-;;, = 9.: =,±_ до

Тогда искомое расстояние будет рав-
НО

2
з=%=5м.

Задача 5. На крышу дома высо-
той Н с расстояния І. от него маль-
чик хочет забросить мяч. При какой 'ї*'( Ё)
минимальной величине начальной ско- рис, в
рости вот это возможно? Под ка-
ким углом а_ следует в этом случае бросить мяч? Ускорение
свободного падения равно 9. Сопротивление воздуха пренебре-
жимо мало.

Через точки старта и окончания полета (рис.7) проведем
прямую ОА, которая образует угол |3 с горизонтальной прямой.
Перемещение мяча за время полета
г равно

-Ъ 27” (г) = 51, ± + 2-її _
-› -› до:

(считаем то = 0 ). Как видим, про- д
екции векторов со Ь и 9152/2 на Н
направлегше нормали к прямой ОА ак Б
Рдвныї _ ' 1з=гг?г-7

. гг 0 1-о0$$1п(а - В) = %со$В,
Рис.7

ОТКУДЗ НЗХОДИМ ПРОДОЛЖИТЄЛЬНОСТЬ ПОЛЄТЕ МЯЧЗІ

2:; зіп (оп - В)
Ё = --Ё-_----.9 со$|З
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Далее, из рисутпуа 7 слещует, что алгебраическая сумма
" 2проекций векторов со: и 9: 2 на прямую ОА равна расстоя-

нию от точки старта до точки окончания полета:
В .\/Н2 + 1.2 = од! со$(а - В)-%з1п[3.

С УЧЄТОМ ВЬІРЗЖЄНИЯ ДЛЯ ВРЄМЄНИ ПОЛЄТЗ ПОСЛЄДНЄЄ СООТНОШЄНИЄ
ПЄРЄПИШЄМ В ВИДЕ

22 2 до - -\/Н + Ь = -%(з1п(2а - 13)- з1пВ) .
усоз І3

Наименьшему значению начальной скорости соответствует угол
бросания оп, такой, при котором множитель в скобках в послед-
НЄМ СООТНОШЄНИИ ҐІРИНИМЗЄТ НЗИООЛЬШЄЄ ЗНЗЧЄНИЄІ

зіп(2а,-|3)=1, 2:1,-|З=%, а_=%+%.
Тогда

созг В
Оётіп = 9\)Н2 + 1.2 .

С учетом равенства 1:33 = Н/Ь получаем

иётіп = 9(\ЁН2 + 1,2 + Н),

идти, = ,,9(\/Н2 + 1.2 + Н).

Задача 6. Из точек А и В, находящихся на одной горизон-
тальной прямой, одновременно бросили два камня с одинаковы-
ми по модулю скоростями со = 20 м/с. Один из камней полетел
по навесной траектории, другой по настильной, но каждый
попал в точку старта другого камня. Известно, что в точке
А угол бросания св = 75 Через какое время т после старта
расстояние между камнями станет минимальным? Чему равно
это расстояние?

Рассмотрим полет камня, брошенного из точки А. Повторяя
построения, выполненные в начале решения предыдущей задачи
(с учетом того, что точки начала и окончания полета лежат на
одной горизонтальной прямой), находим продолжительность
полета:

И ОКОНЧЗТЄЛЬНО

Е= Ёзіпа
9
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и расстояние между точками А и В:
ьё .І. = согсоза = -Ь-5111201.

Аналогично, для камня, брошенного из точки В:
2о .1. = 39-злп 2|З .

Сравнивая выражения для 1., получаем
зіп 20: = зіп 2|3 ,

или, поскольку по условию 20: + 213 = 1: ,

а+В=%.

Далее, выберем в качестве тела отсчета камень, вылетевший
из точки А, и свяжем с ним систему отсчета, движушуюся
поступательно относительно лаборатории. Скорость второго

-Ъ

камня в этой системе и найдем из правила сложения скоростей:
-› -› -› -› -› -› -› -› -›
“ = дг (Ё) ' 0105) = [до2+ 93] _ (йод 9*) = дог” до: ›

Т.Є. В ПОДВИЖНОИ СИСТЄМЄ ВТОРОЙ КЗМЄНЬ ДВИЖЄТСЯ РЗВНОМЄРНО И
прямолинейно со скоростью

-Ъ -Ъ -Ъ

” = 002" 001-
-) -Ъ

равной начальной относительной скорости. Так как 002 1. от и
-Р

от = от = со , вектор и есть диагональ квадрата, построенного
-Р -Р

на векторах под и -от , поэтому

и = ,/50,.
Обратимся к рисунку 8, иллюстрирующему относительное

движение. Из рисунка находим кратчайшее расстояние между
камнями ' длину катета АС в прямоугольном треугольшпса
АСВ, где угол при вершине В равен
б=а-45°=З0°: А 1.- 002 В

1, . , ,_ 112: их __ Те*-изАС=Ьз1пб=ї=10м. 3.* "/
" ІІІ

Максимальное сближение камней С ' ___
произойдет в момент времени "~-_.. _”01

АС
т`ЁгТў=0'6°' Риав
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Задача 7. С горизонтальной поверхности земли бросили
мяч, и он упал на землю со скоростью о = 9,8 м/с под углом
|3 = 30* к горизонту. Величина вертикальной составляющей
скорости в точке бросания на 20% больше, чем в точке
падения. Найдите продолжительность Е полета. Считайте

-Ь -Ъ
силу сопротивления пропорциональной скорости мяча: Е: = -Ь о
(Іг > 0). Ускорение свободного падения 9 = 9,8 м/сд.

Ускорение мяча в любой момент времени определяется силой
тяжести и силой сопротивления:

-Ъ

Аа -› Ь -›
__.. = .... _. О І
Аг 9 т

где т - масса мяча. Найдем приращение скорости мяча за любой
элементарный промежуток времени Аг :

-› -Ь Ё --›
ос = Бу--Ео]Аг

и за время полета І:

;;<±›-г, = ;[;-.}л]т± = ;±-%;;г.ь = ;г-;,:<г;.
-'Ъ -'Ґ

По условию, перемещение мяча з (г) = 2 о Аг за время полета
- это горизонтальный вектор. Переходя в полученном соотноше-
нии к проекциям векторов на вертикальную ось, получаем

шіщдс.
9

В заключение отметим, что кинематические соображения
позволяют решать не только задачи физики. Например, при
решении геометрических задач бывает полезно представить себе,
что будет происходить с элементами рассматриваемой фигуры,
если некоторые ее точки начнут двигаться. Зависимость одних
элементов от других может стать при этом столь очевидной, что
решение задачи бросится в глаза. Проиллюстрируем это следую-
Щим примером.

Задача 8. Некто узнал, что в местности, где зарыт клад,
растут три дерева: дуб, сосна и береза. Для того чтобы найти
клад, следует стать под березой (точка Б на рисунке 9) лицом
к прямой, проходящей через дуб (точка Д) и сосну (точка С),
при этом дуб должен оказаться справа, а сосна слева. Затем
следует пойти к дубу, считая шаги. Дойдя до дуба, повернуть
под прямым углом направо и пройти столько же шагов, сколько
12



было пройдено от березы до дуба. Д
В этом месте остановиться и по-
ставить вешку (точку В, ). За- С В:
тем следует вернуться к березе и
пойти к сосне, считая шаги. Дойдя 5
до сосны, повернуть под прямы
углом налево, и пройти столько же В
шагов, сколько было пройдено от 2
березы до сосны. В этом месте Р"°-9
остановиться и поставить вешку (точка В2 ). Клод зарыт
точно посередине между вешками (точка К).

При такой подробной инструкции отыскание клада не могло
вызвать затруднений. Однако они все-таки возникли. Дело в
том, что когда кладоискатель попал в указанную местность,
он обнаружил там только дуб и сосну. Березы же не было и в
помине. И все же он нашел клад. Как ему это удалось сделать?

-Ъ

Представим себе, что точка Б начала двигаться, н пусть о -
вектор ее мпювенной скорости. Так как длины отрезков ДВ, и
ДВ равны и отрезок ДВ, получается из отрезка ДБ поворотом
на угол 1:/2 , то точка В, будет двигаться согласование с точкой

-Р

Б, а именно так, что вектор о, ее скорости будет получаться из
вектора Ё поворотом на угол 1:/2.
Аналогично, вектор 32 скорости точ- С,5 Д
ки В2 будет получаться из -д пово- В,
ротом на угол -тг/2. Поэтому
ОЗ = -Б; _ СЛЄДОВЗТЄЛЬНО, ПРИ ПРО- К

извольном движении точки Б ско-
рость точки К

-Ъ-Ъ В
01* 02 Рис. то `

2
-'Г

ОК:

всегда равна нулю: точка К неподвижна, и ее положение не
зависит от положения точки Б. Чтобы найти теперь положение
точки К, достаточно выбрать одно любое положение точки Б.
Например, совместить точку Б с точкой С и применить постро-
ение, известное кладоискателю (рис.10).

Упражнения
1. Самолет, летящий горизонтально на постоянной высоте с посто-

янной скоростью о, большей скорости звука с, в некоторый момент

13



времени пролетает над наблюдателем. Какой угол ст с вертикалью
составляет направление на самолет, определяемое по звуку, в тот
момент, когда истинное (видимое) направление от наблюдателя на
самолет составляет с вертикалью угол ср ?

2. Стрелок н мишень находятся в диаметрально противоположных
точках каруселн радиусом В = 5 м, равномерно вращающейся вокруг
вертикальной оси. Период вращения каруселн Т = 10 с. Под каким углом
а к диаметру каруселн должен целнться стрелок, чтобы поразить
мишень? Скорость пули 0 = 300 м/с.

3. По пересекающимся под углом ст прямым дорогам едут с
ПОСТОЯНІ-ІЫНИ СКОРОСТЯМН 01 И 02 ДВЕ МЗШИНЫ. КОҐДЗ ПСРВЗЯ МЗШННЗ

проезжает перекресток, вторая находится на расстоянии Ь от перекре-
стка и приближается к нему. Определите наименьшее расстояние ЬМ
между машинами при дальнейшем движении. Через какое время т
расстояние между машинами будет наименьшим?

4. Гнмнаст в цирке прыгает с подкидного трамплина н через г =
= 1,2 с приземляется на расстоянии І. = 6 м от трамплина. Точка
приземления и трамплин расположены на одной горизонтальной пря-
мой. Определтгге величину во начальной скорости н угол ст наклона
вектора во к горизонтальной плоскости. Ускорение свободного падения
9 =10 м/са. Сопротивление воздуха пренебрежимо мало.

5. Найдите максимальную высоту ограды НМ, через которую вы
могли бы перекинуть снежок, находясь на расстоянии 1 = 20 м от нее. В
расчетах используйте свои рекордные возможности по метанню снежков
на дальность. Ускорение свободного падения 9 = 10 м/с2. Сопротивле-
ние воздуха пренебрежимо мало.

6. Два жонглера, стоящие на горизонтальной площадке на расстоя-
нии Ь друг от друга, перекидываются мячами, бросая их одновременно.
С какой по величине скоростью со, и под каким углом В к горизонту
был брошен второй мяч, если он попал в первый, когда тот достиг
максимальной высоты? Первый жонглер бросил мяч с начальной
скоростью от под углом ст к горизонту. Ускорение свободного падения
равно 9. Сопротивление воздуха пренебрежимо мало.

7. За время полета мяча, брошенного мальчиком под углом к
горизонту, горизонтальная составляющая скорости мяча уменьшилась
на 12%, н он упал на землю на расстоянии зі = 14 м. Когда мяч был
брошен под тем же углом к горизонту со скоростью на 20% больше, чем
в первом случае, то горизонтальная составляющая скорости мяча
уменьшилась на 15%. На каком расстоянии за от мальчика упал мяч в
этом случае? Считайте силу сопротивления пропорциональной скорости

-0 'Ч

мяча: РС = -І: о (Ь > 0). Опьггы проводятся на горизонтальной поверх-
ности.



ГИДРОСТАТИКА

Л.Асламазов

Давление н силы давления

Жидкость оказывает давление на стенки сосуда, в котором
она находится, или на любую ДРУГУЮ поверхность, соприкасаю-
щуюся с ней. Давление - величина скалярная. Оно измеряется
абсолютной величиной нормальной (перпендикулярной поверх-
ности) силы, действующей со стороны жидкости на единицу
площади поверхности:

Р
Р=ї-

Давление в различных точках поверхности может быть разным.
Поэтому площадь Ѕ мы должны брать достаточно маленькой.

По закону Паскаля давление жидкости не зависит от ориен-
тации поверхности. Как бы ни была расположена поверхность в
данном месте жидкости, давление на нее будет одним и тем же.

Сила давления всегда перпендикулярна поверхности. В обыч-
ных условиях она направлена так, как если бы жидкость
стремилась расшириться.

Задача І. В сосуд, имеющий форму куба с ребром а, налита
доверху жидкость плотностью р _ Определите силы давления
жидкости на дно и стенки сосуда.

Давление жидкости на дно сосуда равно весу столба жидкости
высотой а с площадью основания, равной единице: р, = р9а , где
9 - ускорение свободного падения. (Для простоты здесь и в
других задачах, где это специально не оговорено, предполагает-
ся, что атмосферное давление отсутствует.) Сила давления на
дно сосуда (рис.1,а) равна

*Ч = и$= рева-

Опубликовано в еКванте› МН за 1995 год.
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0) 'Ч -__.: -__:: 7 Р

: :_.3 :_:_; р, --------------- --
Ра ::5_:І: Р2

:-:.:-: ::-_: рср _ . . _ . -. ...

РІ 0 Ё. а із
Рио. 1

Давление на боковую грань куба будет зависеть от расстояния до
поверхности жидкости. На глубине І: давлет-ше равно р = р9і2 .
Так как давление изменяется с глубиной по линейному закону
(рис.1,б), для определения силы давления мы должны среднее
давление

_р9а+0_р_уЕ
Р-=Р' 2 ' 2

умножить на площадь боковой грани а2 :
зР _ на2 " 2 '

Задача 2. В цилиндрический сосуд диаметром О = 0,2м
вставлен поршень с длинной вертикальной трубкой диаметром

д сі = 0,05 м (рис.2). Максималь-
1-°--І ная сила трения между поршнем
'-_1_' и оценками сосуда ЕР = 100 Н.
Ё 3 _ Через трубку в сосуд наливают
' -_; воду. При каком уровне воды в
::І трубке Н поршень начнет дви-
-_ї;- Н гаться? Чему будет равна при

___ 2 І _. этом сила давления воды на дно
Ё?-Ъ: сосуда? Поршень расположен на
Р- _- - Ё" І - - Р высоте 12 = 0,2 м от дна сосуда.

'Р Ф І: з:"_'-" _-' Плотность воды р =103 кг/м .
Д Массой поршня с трубкой пре-

| І В , | небречь.
РИС2 Давление в жидкости на уров-

не поверхности поршня определя-
ется расстоянием от этого уровня до свободной поверхности
жидкости:

и = г›9(Н - д)-
ПОРШЄНЬ НЗЧНЄТ ДВИГЗТЬСЯ, КОГДЗ СИЛ3 ДЗВЛЄНИЯ На НЄГО СО
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стороны жидкости станет равной максимальной силе трения:

р1(Ѕ-Ѕ)=Ртр›

где Ѕ = 1:02/4 и з = под/4 - площади поперечных сечений
сосуда и трубки соответственно. Подставляя сюда выражение
для р, , находим

41:
Н = /2 + = 0,5 М _

т:р9 (В - д )
Давление на дно сосуда равно рд = р9Н _ Сила давления на

дно составляет
2

Р=р2Ѕ=р9Н%--=-160 Н.

Задача 3. Длинная вертикальная труба с поршнем опущена
одним концом в сосуд с водой. Вначале поршень находится у
поверхности воды, затем его медленно поднимают. Как зави-
сит сила, прикладываемая к поршню, от высоты І: его подня-
тия? Площадь поперечною сечения трубы 5, атмосферное
давление ро . Изменением уровня воды в сосуде, массой поршня
и его трением о стенки трубы пренебречь.

При поднятии поршня вода под действием атмосферного
давления будет вначале заполнять трубу (рис.3,а). Давление в
трубе на уровне жидкости в сосуде равно атмосферному давле-
нию ро _ Давление воды на поршень меньше атмосферного на
величину веса столба жидкости высотой 11 и площадью основа-
ния, равной единице:

Р=Р<›-09/1.
Сверху на поршень по-прежнему дей-

0) Р ствует атмосферное давление. По-
этому для удержания поршня на вы-

Е-,Тдд соте І: к нему надо приложтпъ силу,

Ёїі- л 6) РТ
Её: дн------------------- --

Ф ,гг- З-
Ч

Рис.3

2 При.гюи:енне -Кваить Не 6 17



РЗВНУЮ

Р = (РО -г›)Ѕ = раіг-9
и направленную вверх.

С увеличением Ь давление воды на поршень будет уменьшать-
ся. На высоте до = ро/(ру) = 10 м (где ро = 9,8-104 Н/М2)
давление обратится в ноль. При дальнейшем поднятии поршня
уровень воды в трубе изменяться не будет, так как сила атмос-
ферного давления, действующая на столб жидкости в трубе
снизу, уравновесится силой тяжести. Для удержания поршня на
высоте І: > 110 к нему надо приложить силу

Р=р0Ѕ.

Зависимость прикладываемой к поршню силы Р от высоты его
поднятия І: изображена графически на рисунке 3,6.

Высота столба воды в трубе /то = ро/(ру), очевидно, может
служить для измерения атмосферного давления рд. Однако
обычно в барометрах используют ртуть, и нормальному атмос-
ферному давлению тогда соответствует значтельно меньшая
высота столба ртути Ир, = ро/(рту) = 0,76 м (плотность ртути
рр, =1,зв-то* кг/ма).

Примером другого тдростатического устройства, широко
используемого в практике, являются сообщающиеся сосуды.
Известен закон сообщаюшихся сосудов: если давление над
жидкостью в сосудах одинаково, то уровни жидкости в них
равны. Нетрудно доказать этот закон для случая цилиндричес-

ких сосудов (рис.4). Так как жид-
кость в соединительной трубке нахо-

- дится в равновесии, то давления на
_ нее с обеих сторон должны быть оди-

наковы. Поэтому равны и уровни
-_ жидкости в сосудах.
' В общем случае для доказатель-

ства закона сообщающихся сосудов
- можно воспользоваться принципом

отвердевания, который часто исполь-
зуют в пщростатике. Суть этого прин-
ципа заключается в следующем: все-

гда можно представигь себе, что часть жидкости отвердела -
равновесие оставшейся части жидкости от этого не нарушится.
Так, в цилиндрических сообшающихся сосудах мы можем мыс-
ленно выделить часть жидкости, которая заполняла бы сообща-
18
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ющиеся сосуды любой извилистой формы (см. рис.4), и предста-
вить себе, что остальная часть жидкости отвердевает. Тогда
равновесие выделенной нами части жидкости не нарушится, и,
следовательно, уровни жидкости в извилистых сообщающихся
сосудах будут такими же, какими были в цилиндрических
сосудах, т.е. одинаковыми.

Закон сообщающихся сосудов справедлив только для одно-
родной жидкости. Если в сосуды налиты жидкости разных
плотностей, то уровни в сосудах могут быть разными.

Задача 4. В И-образную трубку налита ртуть. Поверх
ртути в одно из колен трубки налили воду (рис.5,а). Высота
столбика воды І = 0,1 м. Определите разность уровней жидко-
стей в коленах трубки. Нарисуйтв график зависимости давле-
ния в обоих коленах трубки от высоты. Плотноёсть ртути_ 4рт -1,36-10 кг/м , плот-
а) ность воды ра = 103 кг/ма _ Ат-

М мосферное давление не учиты-
1 вайте.

6)Р

І:. ;,| 2_. до
*_

'ІЧ

_-.›;.›.г:-.»-
0 І10 1:, 1:2 І:

Рис.5

Давления на ртуть на уровне до сопршсосновения воды и
ртути в обоих коленах должны бьпъ одинаковы (закон сообща-
ющихся сосудов для однородной жидкости). Поэтому

от = 0,19 (1 - М) .
где разность уровней 1:2 - 11, обозначена через Ы: . Отсюда

ы›=Щ=о,о9м.
РТ

Давление в колене, содержащем только ртуть, меняется с высо-
той І: по закону

р1=ррт9(,21 -,2)'
Эта формула справедлива и в изогнутой части трубки. (Пред-
ставьте себе, что изоптутое колено сообщается с прямым цилин-
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дрическим сосудом, в котором тоже находится ртуть. Тогда
давления на одинаковой высоте в обоих сосудах должны быть
равны.) В другом колене в области 110 < /2 < из , где находится
только вода, давление равно

Р: =р.,9(д: -Щ-
Ниже уровня 120 зависимость давления от высоты дается той же
формулой, =гго и в первом колене:

рт = ті + Р.,тв(*ъ - Й) = г›,,те(*ч -Ю-
Зависимость давления в коленах трубки от высоты изображена
графически на рисунке 5,6. Как видно, выше уровня до давления
на одинаковой высоте разные.

Внтамснвающая сила
На тело, погруженное в жидкость, как известно, действует

выталкивающая сила. Эта сила является равнодействующей сил
давления жидкости на тело. Найдем, например, выталкивающую
силу, действующую на кубик с ребром а, целиком погруженный
в жидкость плотностью р. Сила давления со стороны жидкости
на верхнюю грань кубика равна

Р] = рейд.
где І: - расстояние от этой грани до поверхности жидкости (для
простоты мы считаем, что плоскость верхней грани кубика
параллельна поверхности жидкости). На нижнюю грань кубика
действует сила

Р2 = ру(І2 +а)а2.
Силы давления на боковые грани кубика уравновешивают друг
друга. Равнодействующая сил давления, т.е. выталкивающая
сила, равна

Р = В - Е = рвез
и направлена вертикально вверх. Мы получили закон Архимеда:
выталкивающая сила равна силе тяжести, действующей на
вытесненную телом жидкость.

В общем случае закон Архимеда можно доказать с помощью
принципа отвердеваъпая. Мысленно замеъптм погружеътое тело
жидкостью. Очевидно, что эта жидкость будет находиться в
равновесии. Следовательно, сила тяжести, действующая на нее,
уравновешена силамидавления со стороны окружающей жидкости.
Если теперь представить себе, что выделет-птая нами часть отверде-
20



ла, то равновесие оставшейся части не нарушится, и поэтому не
изменятсясилы давления на отвердевшую жидкость. Равнодейсгву-
ющая этих сил будет по-прежнему равна силе тяжести.

При доказательстве мы считали, =по тело целиком погружено
в жидкость. Однако аналопоптые рассуждения легко провести и в
случае, когда только часть тела находится в жидкости (проделайте
это сами). И мы опять получим, =гго выталкивающая сила равна силе
тяжести, действующей на вытесненную телом жидкость:

Р=р,9\/.
где р - плотность жидкости, У - обьем погруженной в жидкость
части тела, 9 - ускорение свободного падения.

Задача 5. На дне водоема установлена П-образная конст-
рукция из трех одинаковых балок, соединенных между собой
(рис.б). Как зависит сила давления этой конструкции на дно
от уровня воды в водоеме? Рассмотрите два случая: 1) вода
подтекает под опоры; 2) опоры плотно соприкасаются с дном.
Балки имеют квадратное сечение со стороной а, длина балки

“) ё'_ІІ5 :Ъ}':=Ё=І: ЪІІ_'2'- І 6) 512 І? :'=}'Ё2Ё€: Ъ;І_'2' _ І

= тп И И2а -- ' -

І = 2а. Плотность материала
в) Р, 2 балок ро, плотность воды р.

му _ Сила давления Рд на дно
¦ определяется разностью силы тя-

жесш конструкции М9 = броуаз
и выталкивающей силы Р. В пер-
вом случае (см. рис.6,а). когда

0 а 2,, за д вода подтекает под опоры (на-
пример, если дно водоема по-
крыто галькой), справедлив за-

кон Архимеда. Зависимость вьтташсивающей силы от высоты
уровня воды 11 дается формулами

*Ц

Рис. 6

Р`=2руІ:а2 при /1Ѕа,

Р=2руа3+4р9а2(І:-а) при аЅІ:52а,
Р=6р9а3 при /122а.
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Соответствующий график для силы Рд изображен на рисунке 6,
в - он обозначен цифрой 1.

Во втором случае отсутствует давление воды на опоры снизу
(см. рис.6,б), и пользоватъся законом Архимеда уже нельзя. Для
определения силы Р необходимо найти равнодействующую сил
давления:

Р`=0при йіа,

Р=2руа2(!2-а) при аЅІ1Ѕ2а,

Р = 2руа2 (І: - а) - 4руа2 (І: - 2а) при /2 2 2а.
Последнее выражение обращается в ноль при І: = За и при больших
І: становится отрицательным. Это означает, что при із > За силы
давления не выталкивают конструкцию из воды, а, наоборот,
прижимают ее ко дну. Зависимость силы давления на дно от
высоты уровня воды показана на втором графике рисунка 6,в.

Задача 6. Пробковый кубик с ребром а = 0,1 м погрузили в
воду на глубину /1 = 0,2 м с помощью тонкостенной трубки
диаметром сі = 0,05 м (рис. 7). Определите, какой груз надо

положить в трубку, чтобы кубик от
д нее оторвался. Плотность пробки

- ' _ _ ро = 200 кг/мз , плотность воды
'_ -1 ___' р=103 кг/ма.
-_ _ І- _ : - І: Сила тяжести груза равна разно-
- _ ' _ 1 сти выталкивающей силы Р, действу-
_ ющей на кубикЁ и силы тяжести куби-
_'_ ` #1 :_- ка Му: рдуа .Если бы кубик был

_
ї '_ _,_ _ і ї
і ї . \ _

_- › г ' -_ д окружен со всех сторон водой, то на
" ' него по закону Архимеда действовала_ _
ї ' ' ' 1

._.р_ 1 ц ' _ _ _.-1 ". ї
. _. _- . ї-3 * ' __ бы вытагпсивающая сила РЬ = руаз . В

І - _" -: І '_'-7 нашем случае выталкивающая сила
" " _ _ будет большей, так как на часть по-

рт, 7 верхности верхней грани кубика, «зак-
люченнуюь в трубку, не действует

сила давления воды:

Р = 0903 +с›9і15.
где .Ѕ` = лад/4 - площадь сечения трубки. Таким образом, сила
тяжести грузика равна

2
ту: Р-Му=(р-р0)уа3+ї-92%-= 12 Н.

Масса грузика составляет т = 1,2 кг.
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Выталкивающую силу. действующую на кубик, можно найти
и другим способом. Рассмотрим кубик с трубкой как единое тело,
вытесняющее объем воды У = ад + Ѕ/1 .Тогда по закону Архимеда
на кубик с трубкой действует выталкивающая сила

Р = руїі = руаз +руі1Ѕ,
которая равна выталкивающей силе, действующей на кубик, так
как равиодействующая сил давления воды на трубку равна нулю.

Жидкосп в двнжущемся сосуде

Изучим теперь равновесие жидкости в сосуде, движущемся с
ускорением. По второму закону Ньютона в этом случае вектор-
ная сумма всех сил, действующих на любой выделенный элемент
жидкости. должна равняться тд , где т - масса выделенной
жидкости, 5 - ускорение сосуда. Но на выделенный элемеггг
жидкости действуют сила тяжести и силы давления со стороны
окружающей жидкости. Их равиодействующая и должна быть
равна тд .

Задача 7. Сосуд с жидкостью плотностью р падает с
ускорением а. Определите давление жидкости на глубине /1 и
силу давления на дно сосуда. Высота уровня воды в сосуде Н,
площадь дна сосуда Ѕ.

Бьщелим столбик жидкости высотой І: с площадью основания
з. На него действуют сила тяжести руію и сила давления р$,
направленная вверх. Равнодействующая этих сил создает уско-
рение столбика:

та=руІ1.$-рз,

где т = рів - масса столбика. Для давления р на глубине І:
отсюда находим

Р = г›(9 - 011* -
Сила давления на дно сосуда равна

Р = р(у - а) НЅ
и будет тем меньше, чем больше ускорение сосуда а. При а = у
(свободное падение) сила давления жидкости обращается в ноль
- наступает состояние невесомости. При а > у жидкость будет
свободно падать с ускорением у, а сосуд - с большим ускорением,
и вода вытечет из сосуда.

Задача 8. На дне сосуда с жидкостью лежит тело. Может
ли тело всплыть, если сосуд начнет двигаться вверх с ускоре-
нием? Определите силу давления тела на дно сосуда, если
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ускорение сосуда а, плотность жидкости ро, плотность тела
р , его объем У.

На тело, лежащее на дне сосуда, действуют сила тяжести ту ,
сила реакции дна Ё и выталкивающая сила Р (рис.8). Если

сосуд покошся, то сумма этих сил
Т а равняется нулю. При движении сосу-

.. _ _ _ _ да с ускорением 5 вверх по второму
_- 1 - _ -`- * - Ё__ -_ закону Ньютонавпроекции на верти-

- ' 3 ` Р ' - " кальное направление имеем
__--_ ___ та=М+Р-ту.

-_ - _ 3 _ _ Определим выталкивающую силу Р.
_"- 1; 3 -Ґ 5 Аналогично решению предыдущей

С задачи, легко получить, что при уско-
ренном движении сосуда вверх дав-
ление на глубине И дается формулой

Ё
т9

Рмс.в р=р(9+“),"
е т.е. давление в (у + а)/у раз больше,

чем в неподвижном сосуде. Соответстветшо, будет большей и
выталкивающая сила:

Р=т<›9$=т<›(9+<1)›
где то = р0У - масса вытесненной телом воды. Подставляя это
выражение в формулу второго закона Ньютона, для силы
реакции дна получаем

Ы =(т-т<›)(9+<=)-
Легко видеть, что в сосуде, движущемся с ускорением вверх,

сила реакции дна всегда больще, чем в неподвижном. Поэтому
тело не только не всплывает, а наоборот, сильнее прижимается
ко дну.

Задача 9. Сосуд с жидкостью движется горизонтально с
ускорением а. Определите форму поверхности жидкости в
сосуде.

Выделим горизонтальный столбик жидкости длиной І и
площадью поперечного сечения з (рис.9). По второму закону
Ньютона,

та =(Р1"'Р2)$ -
где т = різ - масса столбика, р, и рд - давления на него слева
и справа. Давление на глубине І: определяется по обычней
формуле р = руп (по вертикали ускорения нет). Подставляя
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выражения для т и р в А _,,
уравнение второго зако-
на Ньютона, получаем Защ
-1=и-ль, Ё

или ._**1;'"@ =;.
Но 111 - 1:2 -эторазносгь ї) 9 "' 9
высот точек поверхнос- рис_9 0
ти жидкости. Мы полу-
чаем, что поверхность жидкости - плоскость, наклонениая к
горизоъпу под углом а , причем 1:30: = а/у.

Заметим, что давление жидкости на данной высоте здесь не
одно и то же. Линии равного давления параллельны поверхности
жидкости. Естш ввести расстояъпте і1' от точки до поверхности
жидкости, то давление в этой точке равно

п' ,р=руп=%=рІ2\/у2+а2.

Поэтому можно сказать, что ускоренное движение сосуда экви-
валентно замене ускорения свободного падения ў на величину
у" = ў -5. Это утверждение в равной степени относится и к
предыдущим двум задачам.

Упражнештя
1. Три сосуда, имеющие формы цилиндра, усеченного конуса н

перевернутого усеченного конуса с одинаковыми площадями оснований
и равными объемами, доверху наполнены водой. Как соотносятся между
собой силы давления воды на дно сосудов?

2. Длинная вертикальная трубка погружена одним концом в сосуд
с ртугью. В трубку наливают т = 0,71 кг воды, которая не вытекает из
трубки. Определите изменение уровня ртути в сосуде. Диаметр сосуда
О = 0,06 м, плотность ртути ра =1,З6-104 кг/ма. Толщнной стенок
трубки пренебречь.

3. В сосуде с водой плавает кусок льда. Изменится ли уровень воды
в сосуде, если лед растает? Что будет, если в лед вморожен: а) кусочек
свинца; 6) кусочек пробки?

4. В цилиндрические сообщающиеся сосуды с днаметрами В =
= 0,06 м и д = 0,02 м налита вода. Как изменятся уровни воды в сосудах,
если в один из сосудов поместить тело массой т = 0,02 кг, которое будет
плавать в воде? Плотность воды р = 103 кг/ма.

5. Сосуд с водой скользит без трения по наклонной плоскости с углом
наклона съ _ Опредеттте, как расположена поверхность воды в сосуде.



АЭРО- И ГИДРОСТАТИКА

А. Шеронов

Решение задач из этого раздела физики основывается на
законах Архимеда н Паскаля. По закону Паскаля давление в
жидкостях и газах передается во все стороны одинаково. Если
при этом газ или жидкость находятся в поле тяжести, то давления
в точках с разностью координат по высоте І: отличаются на руп ,
где р - плотность жидкости или газа, у - ускорение свободного
падения. По закону Архимеда выталкивающая сила, действую-
щая на тело, погруженное в жидкость или газ в поле тяжести,
равна весу жидкости или газа, вытесненного этим телом.

Ниже мы рассмотрим несколько характерных примеров ис-
пользования этих законов при решении задач.

Задача 1. Температура кипения воды зависит от давления
окружающего воздуха. При увеличении или уменьшении давле-
ния воздуха на Ар = 27 мм рт.ст. вблизи атмосферного
давления температура кипения вблизи 100 'С увеличивается
или уменьшается на АД, = 1 'С. При какой температуре
кипит вода в ресторане «Седьмое небо» на высоте п = 330 м от
поверхности Земли?

Разность давлений у поверхности Земли и на высоте 11 есть
руп, где р - плотность воздуха при давлении р =105 Па и
температуре Т = 290 К, которая определяется уравнением
состояния:

_Щ°'кт
(К - универсальная газовая постоянная, М - молярная масса
воздуха). Таким образом, температура кипения на высоте із
уменьшается на

АТ = Р971д7Ъ = Рмўтїго
АР в19*дд'7` '

где р, =1З,6-103 кг/ма - плотность ртути, /1, = 27-10'3 м,

Опубликовано в <Кванте› МЗ за 1996 год.
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у = 9,8 м/с2, М = 29-10'3 кг/моль, В = 8,31 Дж/(моль - К).
Подставив числовые значения, получим АТ == 1 *С .

Следовательно, температура кипения на высоте 330 м равна
приблизительно 99 °С.

Задача 2. В последние годы приобрело большую популяр-
ность катание на воздушных шарах. Подьемная сила создается
путем подогрева воздуха в оболочке шара газовой горелкой.
Обьем шара и давление воздуха в нем остаются при этом
практически постоянными. Оцените, каким должен быть
обьем шара, чтобы при нагреве воздуха в нем на Аг = 30 'С
относительно окружающей атмосферы он смог поднять полез-
ный груз массой т = 150 кг Ґмасса оболочки, корзины, человека
и т.д. ).

Выталкивающая сила, равная весу вытесненного шаром хо-
лодного атмосферного воздуха, уравновешивается силой тяжес-
тн полезного груза и теплого воздуха, находящегося в оболочке
шара. Пусть 7] = 290 К - температура атмосферы, 73 = З20 К
- температура воздуха в шаре. Из уравнения состояния газа н
условия плавания шара находим его объем:

масса холодного воздуха
_ МРТ/тт - Й- .

МЗССЗ ГОРЯЧЄГО ВОЗДУХЗ
т _ МрУ

2 _ НТ2 1

по условию

"ІІ _ т2 = т 1

ОКОНЧЗТЄЛЬНО ИМЄЄМ

1/ = М-Г = 1зоо на _
“'Р(т;'т;]

где М = 29 -10"3 кг/моль -молярная масса воздуха, р =10° Па
- атмосферное давление, В = 8,31 Дж/(моль - К) - универсаль-
ная газовая постоянная.

Задача 3. По некоторым оценкам, масса озона Ґ 03 ),
содержащегося в атмосфере Венеры, составляет от =10'5%
массы всей атмосферы. Какой толщины слой образовал бы
озон, если бы он собрался у поверхности планеты и имел
температуру и давление, равные температуре и давлению
атмосферы у поверхности Венеры? Ускорение свободного паде-
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ния на Венере у = 8,2 м/с2 , температура вблизи поверхности
Т = 800 К.

Пусть т - масса атмосферы Венеры, М = 48 г/моль -
молярная масса озона, В = 8,31 Дж/(моль - К) - универсальная
газовая постоянная. Озон вблизи поверхности планеты занимает
объем 1/ = 4,-г;-211 при давлении р и температуре Т, где г - радиус
Венеры. По условию, р = ту/(4102). С другой стороны, уравне-
І-гие состояния для озона имеет вид

ру = Ей,-ЕЁТ.

Подставив сюда выражения для У и р, получим искомую
толщину слоя озона:

_скт _,
,І-Ы-=1,7'10 М.

Задача 4. Колокол для подводных работ представляет
собой тонкостенный цилиндрический стакан, который опуска-
ется вверх дном с борта катера на дно водоема. Какова должна
быть толщина стенок и дна колокола, чтобы он мог покоиться
на дне водоема глубиной Н = 3 м? Внутренний радиус колокола
г = 1 м, высота Н =2 м, плотность стали Рет = 7,8 - 103 кг/ма .

Предположим, что в момент касания колоколом дна водоема
между ними есть тонкая водяная прослойка (рис.1). Для просто-
_ *_ _; ;- _ ;-±т- ты толщину А стенок и дна колоко-
_ _-_ -_'_ "_" _ -_- ла будем считать одинаковой и ма-
- - 1- - - 1 - - : - лой по сравнению с его радиусом и

_ _ _ высотой. Вес воды, вытесненной ко-
Н : ; локолом, определяется объемом воз-
- ›і› ' - Я душной прослойки нг2х и объемомЧ

'  _ _ боковых стенок и дна колокола
" 2_ _ - - - 2пгІгА и л(г + А) А = пг2А . Толщи-

Рис 1 на стенок А определяется условием,
что сила тяжести колокола не мень-

ше выталкивающей силы, т.е.
р,, (лггх + 2лгІ2А + лг2А) 2 ра, (лт2А + 2ттгігА) , ( =ь )

где р, = 103 кг/ма - плотность воды. Найдем теперь толщину х
воздушной прослойки, оставшейся у «потолка» в момент касания
колоколом дна водоема. Воздух в колоколе находится под
давлением Рь9(Н + Н0(і: -х)), где у - ускорение свободного
падения, р,,уН0 - наружное атмосферное давление (Но = 10,3 м).
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По закону Бойля-Мариогга имеем
р,,_уН0Ітг2 = р,,у(Н0 + Н - (І: - х))хлг2,

откуда получаем

.г2+(н,,+н-л).±:-н,л=о, ±=1,в м.
Окончательно из неравенства ( * )для толщины стенок находим

т=__Щ__=.т,в~1<›-2 М.
(рот _ рв)(г2 + 27,2)

Приведем еще один расчет величины максимальной выталки-
вающей силы - с использованием закона Паскаля. Воздух в
колоколе действует снизу на внутреннюю поверхность дна пло-
щадью пт2 с силой рду (Но + Н - (І: - х))1гг2 . На поверхность
соприкосновения колокола с дном площадью 2лтА действует
снизу сила, равная р,у (Но + Н) - 2тггА _ Сверху на дно колокола
площадью л(т + А): == пт: + 2тггА действует сила р,у(Н0 + Н -
- І: - А) (тггг + 2-лтА). Выталкивающая си.ла равна разности сил
давления снизу и сверху:

р,9(н,, +н-(л-±))т-2 +
+ р,9(н,, + н) ~ гта - г›.в(Н., + н - ь - ь)(т-2 + 2т-ва) =

= рду (лтгх + (21тгІг + лт2)А) ,
что совпадает с величиной, приведетптой в выражении (* ).

Задача 5. Вертикально расположенная П-образная трубка
частично заполнена жидкостью так, что расстояния от
открытых концов трубки до уровней жидкости в коленах
равны по . Какой максимальный по тол-
щине слой более легкой жидкости мож- - - ------- -- - -
но налить в одно из колен трубки, І* 1,01 ред 1,2

- -- 1чтобы жидкость из трубки не вылива- І, , _______ __ .: , _
.- 2 _ "лась? Отношение плотностеи жидко- - 1

стей равно Ё (Ё > 1). Жидкости не
смешиваются.

Пусть в правое колено трубки налита
более лепсая жидкость плотностью р, и
толщиной слоя 11, (рис.2). В другом
колене ее уравновешивает слой первона-
чально налитой жидкости плотностью
рд и толщиной 112 ,так что р,І11 = рдпд . В Рис. 2
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колене с тяжелой жидкостью остался незаполненным слой тол-
шиной

1, = 1,, _ 1,2 = ;,1 Егїъ _
Р2

ЗЗМЄТИМ, НЗКОНЄЦ, ЧТО ИНЄЄТ МЄСТО ОЧЄВИДНОЄ РЗВЄНСТВО

Іт,+Іг=2І10.
Окончательно для 11, находим

,,1= гаи = Щ-
2Р2"Р1 2д"1'

Задача 6. Плотность стратифицированной жидкости ме-
няется с глубиной /: по закону р(/2) = р(0)(1+ оьіт) , где р(0) -
известная константа. Для измерения константы ос в жид-
кость опускают тяжелый цилиндр длиной І и сечением 5,
который висит вертикально на нити, привязанной к динамо-
метру. Разность показаний динамометра равна АР в положе-
ниях, когда верхняя грань цилиндра совпадает с поверхностью
жидкости и когда она же находится на глубине І: = І от
поверхности. Найдите по этим данным величину от.

Разность показаний динамометра определяется разностью
давлений на верхнюю и нижнюю грани цилиндра, находящегося
в жидкости. Так как плотность жидкости меняется с глубиной по
линейному закону, давление меняется с глубиной по закону

о±п2РМ) = Р(0) + о(°)9[*= + 7)-
Если т - масса цилиндра, то в первом случае показание
динамометра равно

В = та-в(0)9[1+-`%~)$.
а во втором -

Рё = ту-р(0)у[! +%]$ _

По условию,

Аг = п - в.
откуда находим

“=“±ЕТ-р(°)91 5
30



Разность показаний динамометра, а следовательно, и кон-
стаъггу от можно найти и с помощью закона Архимеда, определив
вес жидкости, вытесненной штлиндром в первом и втором
случаях. Сделайте это самостоятельно.

Задача 7. Изогнутая трубка постоянного внутреннего
сечения с открытыми концами расположена так, что ее
прямолинейные участки вертикальны (рис. З). Трубка заполне-
на двумя несмешивающимися
жидкостями: плотностью 0, Р Ё

'хІ І І І І І І І І І

М:
І І І І І І І І

-ды!

І

1 1-_~ Ь;Б_/* _ 'І -_ __- __---
:- _; І

"-" '__ -"- ' ' _ 1 3
Рдс-3 Рис.4

снизу и рд сверху ( р, > рд ). Все границы раздела между
жидкостями расположены на одном уровне горизонта, свобод-
НЬІЄ ЛОЄЄРІНОСПІЦ ЖНЭКОСЩЁ В КРЄЙННІ КОЛЄНЄІ ПЗЄКЖЄ НОІОЭЯПЗ-

ся на одном горизонтальном уровне. При каких соотношениях
между величинами плотностей р, и рд такое положение
жидкостей устойчиво?

Выведем жидкость из равновесия, сместив уровень в правом
колене на х вниз (рис.4). Найдем силу Р, которую надо
прикладывать к воображаемому невесомому поршню в этом
колене для поддержания равновесия. Если получится Р > 0, то
равновесие будет устойчивым.

Изменение давления под поршнем найдем из цепочки уравне-
ний для сечений 1 - 4:

дР1 = Р19-Т ›

от = Ад - 0291 + 0191 = 20191 - равен
Ара = Ара + так - так = Знак - 29291.

Ар, = Ард + р,ух = 4р,ух - 2р2ух.
Так как Р = Ар,,.Ѕ`, из условия Р > 0 получим ответ:

13р, >їі.
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Условие устойчивости можно найти и через энертю: в
положении устойчивого равновесия потенциальная энергия дол-
жна быть минимальной. При смещении уровня на х изменение
потенциальной энергии равно АЕ,, = 2р,ух2Ѕ - р2ух2.Ѕ` , тогда из
условия АЕр > 0 получаем р, > рд/2.

Упражнения
1. Атмосфера Венеры состоит в основном из углекислого газа,

давление которого у поверхности достигает р = 20 атм, а температура
составляет Т = 800 К. Оцените массу углекислого газа на Венере, считая,
что толщина атмосферы много меньше радиуса планеты г = 6300 км.
Какой толщины была бы атмосферы Венеры, если бы давление и
температура ее были равны соответствующим значениям вблизи поверх-
ности? Ускорение свободного падення на Венере у = 8,2 м/с2, универ-
сальная газовая постоянная К = 8,31 Дж/(моль- К), молярная масса СО2
равна М = 44 г/моль.

2. В горизонтальной закрытой с одного конца трубке столбиком
ртути длиной І = 12 см заперт слой воздуха толщиной І. = 35 см. Если
трубку повернуть один раз открытым концом вниз, а другой раз вверх,
то столбик ртути смещается. Разность этих смещений от начального

горизонтального положения составляет
Ш Ах = 2 см. Найдите величину наружного

__ атмосферного давления (в см рт.ст.).
до :_ 2- 3. В мензурку с водой, стоящую верти-

: - кально. опустили вверх дном тонкостен-
“_ : і ную пробирку длиной 10. В результате
_ _'_ '_ _: '_ _-д уровень воды в менэурке поднялся на АН,
'_'- _: ' - : -_ 2 -Г а пробирка стала плавать в вертикальном
" ' - -'- " _ - положении (рис.5). Найдите толщину х

Рис_5 слоя воды, зашедшей в пробирку, и длину
1 части пробиркн, находящейся над водой.

Отношение площади сечения мензуркн к площади сечения пробирки
равно Ё (Ё > 1). Атмосферное давление р, плотность воды р, ускорение
свободного падения у.



ДВИЖЕНИЕ ПО ОКРУЖНОСТИ

А. Овчинников, В.Плис

Систематизируя задачи о движении по окружности, обычно
рассматривают два типа задач: о равномерном и неравномерном
движениях.

Равиомериое движение по окружности
Криволинейное движение всегда характеризуется не равным

нулю ускорением. Когда говорят о равномерном движении по
окружности, имеют в виду постоянство величины (модуля)
скорости и изменение ее направления. Ускорение в таком случае
перпендикулярно вектору скорости и направлено по радиусу к
центру окружности. Учет этого обстоятельства существенно
облегчает решение задач, так как в соответствии со вторым
законом Ньютона точно известно направление суммы всех сил,
действующих на тело. Векторное уравнение, отвечающее второ-
му закону Ньютона, часто бывает удобнее заменить скалярными
уравнениями, куда входят проекции соответствующих векторов
на координатные оси. При этом одну ось обычно направляют по
радиусу к Центру окружности, а другую (если не все силы лежат
в плоскости окружности) - перпен-
дикулярно плоскости окружности.

Задача 1. Кольцо, изготовленное
из однородного резинового жгута
длиной І, массой т и жесткостью Іг,
вращается в горизонтальной плос- А
кости вокруг вертикальной оси, про-
ходящей через центр кольца, с угло-
вой скоростью Ф. Найдите радиус 7-І Т?
К вращающегося кольца.

Рассмотрим элементарный учас- Ц
ток врашаюшегося кольца длиной Ы. рт*-7

Опубликовано в 4Кванте› Мг! за 2000 год.
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и массой Ат = ты./(2т:К). На выделенный участок действуют
силы упругости 7] и Ъ (рис.1), направленные по касательным
к кольцу и одинаковые по модулю: 7] = Б = Т. По второму
закону Ньютона,

-І -Ъ -І

Аша =Т]+Т2.

Рассматриваемый участок равномерно движется по окружности;
следовательно, его ускорение в любой момент времени направле-
но к центру окружности и по величине равно аэ2К . Это ускорение

-9 -›
сообщается суммой сил 7] + Т2 , приложенных к участку.

Запишем второй закон Ньютона в проекциях сил и ускорений
на радиальное направление:

тм 2 _ . С!7:8 со В - 2Т$1п-5.

Величина Т упругой силы (силы натяжения) связана с удлине-
нием (2113 - І) кольца законом Гука:

т = д›(2лл -1) .
При малых углах зіп(оь/2) == он/2 = АЬ/(23) . С учетом этих
соотношений уравнение движения принимает вид

-Ёїїїьгм, = 2ь(2лв -1)%1*Ё .
Отсюда находим

2пь1
д'=#т_41: 12 -со т '

Из полученного выражения, казалось бы, следует, что при
Ф = 2п,/Іє/т кольцо должно неограниченно растягиваться. Од-
нако этого не случится, так как закон Гука нарушится уже при
небольших удлинениях, а при некоторой скорости вращения
кольцо просто разорвется.

Задача 2. Маленький деревянный шарик прикреплен с помо-
щью нерастяжшчой нити длиной І = 30 см к дну цилиндричес-
кого сосуда с водой. Расстояние от центра дна до точки
закрепления нити г = 20 см. Сосуд раскручивают вокруг
вертикальной оси, проходящей через центр дна. При какой
угловой скорости вращения со нить отклонится от вертикали
на угол ск = 30°? Ускорение свободного падения 9 = 10 м/с2.

Нить с шариком отклонится к оси вращения (рис.2). На
_Ъ

шарик будут действовать три силы: сила тяжести т 9, сила
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'-І

натяжения нити Т и сила Архимеда
-Ъ
РА . Найдем последнюю силу. Обо- Ю
значим объем шарика У, плотность
дерева, из которого изготовлен ша-
рик, рш , плотность воды ра . Рас-
смотрим сначала движение жидкости
до погружения в нее шарика. Любой
элементарный объем воды равномер-
но движется по окружности в гори-
зонтальной плоскости. Следователь-
но, вертикальная составляющая сум-
мы сил давления, т.е. силы Архиме- А г ¦
да, уравновешивает силу тяжести,
действующую на жидкость в рас-
сматриваемом объеме, а горизонтальная составляющая силы
Архимеда сообщает этой жидкости центростремительное ускоре-
ние. При замещении жидкости в элементарном объеме соответ-
ствующим фрагментом шарика эти составляющие не изменяют-
ся. Тогда вертикальная составляющая Нм силы Архимеда,
действующей на шарик, по величине равна р,\/9, а направленная

-І
к оси вращения горизонтальная составляющая РМ силы Архиме-

Ра.

Рис.2

да по величине равна р,,\/шг (т - Ізіпоь).
Под действием приложенных сил шарик движется равномер-

но по окружности радиусом г - Ізіп от в горизонтальной плоско-
сти. По второму закону Ньютона,

-Ъ -ў -Р -Э -Р -Ъ -Ь -І -Ъ
та =т9+Т+Р,, , или та =ту+Т+Рм+Рд2.

Переходя к проекциям сил и ускорения на вертикальную ось,
находим

0 = -рш\/9 - Тсоза + рвї/у_

а проектируя силы и ускорение в горизонтальной плоскости на
радиальное направление, получаем

ршї/юг (1 - Ізіп ок) = р,,\/(02 (т - Ізіп 01)- Тзіп сх.

Исключая Т из двух последних соотношений, определяем иско-
мую угловую скорость:

со-,І 91:89 =-Ис".г-Іыпа

Умение описывать движение по окружности может суше-
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ственно помочь при анализе движений по еще более сложным
траекториям: винтовой линтш и.ли шгклоиде. Действительно,
движение по вшповой лишш можно представить в виде суперпо-
зиции движения по окружности и движения по прямой, перпен-
дикулярной плоскости окружности и проходящей через точку
окружности. Движение по циклоиде тоже возможно представить
как одновременные два движения: по окружности и по прямой,
лежащей в плоскости окружности.

Задача 3. По длинной проволочной винтовой линии с шагом
Н, ось которой вертикально, скользит бусинка. Радиус вооб-
ражаемой цилиндрической поверхности, на которой располо-
жена винтовая линия, равен К. Коэффициент трения скольже-
ния бусинки по проволоке р. ( |.1 < Н/( 21:12 )). Найдите
установившуюся скорость 0,, скольжения бусинки. Ускорение
свободного падения равно 9. _›

На бусит-п<у действуют силы тяжести т 9 , нормальной реак-
-Ъ --Ъ -Ъ

шти М итрения ЕР . При этом РТР = |.ь1\і , как обьппто, а М =
--І -Ъ

=М, + Нд ,где Ё, - горизонтальная составляющая, направлен-
-І

М2 ная к оси винтовой линии, а Мг
РТР ЛЄЖИТ В ОДІ-[Ой ВЄРТИКЗЛЬІІОЙ ПЛОСК0-

сти с тў и Ё? (рис.З).
М Из второго закона Ньютона сле-

ь, 1 дует, что с ростом велищтны скорости
/ будет расти ветптчтша силы трения,

а так что естествеъпю ожидать выхода
движения на установившийся режим

ту скольжения с некоторой скоростью
р,,,с_3 гг, . Для определения этой скорости

перейдем в инерциальную систему
отсчета, движушуюся по вертикали вниз со скоростью 0, зіп оп,
где от - угол наклона вектора скорости к горизонту и г3с: =
Н. В выбратпчой системе бусинка равномерно движется по
окружности радиусом В со скоростью 0, сов он , при этом ускоре-
ние бусиъши направлено к оси винтовой линии и по величине

2равно (о, соз сп) /К. Из второго закона Ньютона,
--І -Ъ -Ъ -І -І

т а = т у+ М,+М2+ РФ,
переходя к проекциям сил и ускорения на радиальное направле-
ННЄ , НЗХОДНМ (

о,созс:)2
ШТ = ~| .

36



В вертикальной плоскости справедливо равенство
-Ь -І -Ъ

О = т 9+ М2+ РТР ,
откуда, переходя к проекциям сил на взаимно ортогональные
направления, получим

ЕР = тузіпа, Нд = тусозо..
Из этих соотношений с учетом того, что ДР = ЩІМЁ +МдЁ .
окончательно имеем

0,, = (%)1/2 ((1320: - р.2)(І:32с1 + 1))І/А .

Задача 4*. Протон движется в однородном и постоянном
магнитном поле с индукцией В . Векторы начальной скорости
5; и индукции Ё образуют угол сх. Определите вид траекто-
рии протона в лабораторной системе отсчета. Масса протона
т, заряд е.

В соответствии со вторым законом Ньютона и выражением
для магнитной составляющей силы Лоренца имеем

-'І -Ъ-ў

та =е[:›В],
-›-›

где [оВ] - векторное произведение.' Проанализируем это
уравнение. Сила Лоренца перпендикулярна вектору скорости Ё;
следовательно, эта сила не совершает работы, и по теореме об
изменении кинетической энергии величина о скорости протона
остается постоянной и равной своему начальному значению 1:9 .
Сила Лоренца перпендикулярна также вектору шчдукшти В;

-І

следовательно, составляющая ъі вектора скорости, параллель-
ная вектору индукции, тоже остается постоянной и равной по
величине своему начальному значеъшю со сов от _ Тогда величина
ад перпендикулярной вектору индукции составляющей скорос-
ти протона тоже остается постоянной и равной своему начально-
му значению од, зіп сх.

Перейдем в инерциальную систему отсчета, движушуюся
-І -Р

поступательно относительно лаборатории со скоростью У = он .
С учетом закона сложения скоростей и представления скорости

' При решении этой и следующей задач используется понятие
векторного произведения, которое известно учащимся специализиро-
ванных классов физико-математического профиля. (Прин. ред.)
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В ВИДЕ СУММЫ СОСТЗВЛЯЮЩИХІ
1 ...І 'Ч1

-І -У

о=о+ =од_+о|

ПОЛУЧЗЄМ, ЧТО В РЗССМЗТРИВЗЄМОЙ СИСТЄМЄ ПРОТОН ДВИЖЄТСЯ В
9 -Р

ПЛОСКОСТН, ҐІЄРПЄНДИКУЛЯРНОИ В , С ПОСТОЯННОЙ ПО ВЄІІИЧННЄ (НО
-Р -ІІ

не по направлению!) скоростью о' = 0, _ Уравнение движения
принимает вид

-› -9-›
т а' = е[о_, В] _

Отсюда следует, что величина вектора ускорения равна
_ еод_В _ еВо0 зіпоъа' і

т т

*ў и постоянна, а его направление перпен-\ -›
_____ | дикулярно вектору скорости иі . Зна-

*Іп `. \

-*' " чит, в рассматриваемой системе отсчета
__ _ __ * протон равномерно движется по окруж-

Н І .- "' " *- ности радиусом
2 .__ ... _. .._ 0 то Ѕтп съ

а еВ
В с частотой*ФФ -ееш_В_т'

не зависящей от скорости.
Соответственно, движение протона

относительно лабораторной системы отсчета осуществляется по
винтовой линии (рис.4) с шагом винта

2 КН = о|Т= одсоза--%= 2я%созс:.

РИС. 4

2 Задача 5*. Протон движется в
области пространства, где созданы
однородные и постоянные электри-

ВТ _.) _,

ЧЄСКОЄ Е Ц МЄЗНІППНОЄ В ПОЛЕ. ВЄК-
-› -› "" _

тори Е, В и вектор до начальноиоО А)
- > скорости протона взаимно перпенди-

ў У кулярны (рис.5), причем Е << Вс ,
где с - скорость света. Определите
вид траектории протона в этой си-

Х стеме отсчета. Масса протона т,
Рис.5 заряд е.
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Уравнение второго закона Ньютона для протона в скрещен-
ных электрическом и мапштном полях имеет вид

-Ъ -І -Ъ -І
та = еЕ+е[оВ].

Попытаемся найти систему отсчета, в которой протон «чувству-
ет» только магнитное поле. Для этого перейдем в инерциальную
систему отсчета, движушуюся поступательно_относительно лабо-
раторной системы с постоянной скоростью У _ Учитывая закон
сложения скоростей:

1
СЁ____]_ + ЁіІ) =

и закон сложения ускорений:
1

9\___|,+ Ь1Д =

УРЗВНЄНИЕ ДВИЖЕНИЯ ЗЗПИШЕМ В ВИДЕ
-'І-Э -5*-Р

т[с?+ = е(Ё`+ [У В]] + е[и'В].

Отсюда следует, что в выбранной системе, движущейся с посто-
янной скоростью

_р_)

ў І/=%<<С,

ПЄРВОЄ СЛЗГЗЄМОЄ В ПРЗВОЙ ЧЗСТИ УРЗВНЄНИЯ ДВИЖЕНИЯ ООр3ЩаЄТ'
СЯ В НОЛЬ. КРОМЄ ТОГО, ВСЛЄДСТВНЄ ПОСТОЯНСТВЗ СКОРОСТИ,

ай**=г'=°=
ТЭК ЧТО УРЗВНЄНИЄ ДВИЖЕНИЯ ПРОТОНЗ

-Е Ч-Ъ

т а' = е[о' В]
совпадает с уравнением, полученным в предыдущей задаче.

В б Ва) (Э О 0, ) (9 О до

% У У
У

Х

\

Рис. 6 ЧХ
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Прикодим к выводу, что в системе отсчета, перемещающейся в
отрицательном направлении оси ОУ со скоростью У = Е/В

-Ъ -Э
(рис.6,а), протон равномерно движется по окружности ( о' .І. В)

І_ и _ т Е _ еВрадиусом Н - Б - ЕЁ-[од -Ё) счасготой со - -Л;-_

Итак, относительно лаборатории частица участвует в двух
движениях: равномерном движении по окружности в подвижной
системе отсчета и движении вместе с подвижной системой отсчета
с постоянной скоростью Средняя (дрейфовая) скорость
частицы относительно лаборатории равна Е/В и не зависит ни
от массы, ни от величины заряда, ни от знака заряда. Все эти
параметры влияют лишь на движение по окружности. В зависи-
мости от соотношения между о и Е/В траектория выглядит как
сжатая, удлиненная или обычная циклоида (рис.6,б)_

Заметим, что с такой же суперпозицией движений мы встре-
ЧЗЄМСЯ ПРИ ИЗ)/ЧЄНИИ ДВИЖЕНИЯ ТОЧЄК КЗТЯЩЄГОСЯ КОЛЄСЗ.

Неравиомериое движение по окружности
В отличие от равномерного движения по окружности, в

случае неравномерного движения ускорение характеризует изме-
НЄНИЄ НЄ ТОЛЬКО НЗПРЗВЛЄНИЯ СКОРОСТИ, НО И ЄЄ ВЄЛИЧИНЬІ.

Соответственно, вектор ускорения удобно представить в виде
суммы двух ускорений: ускорения, перпендикулярного скорос-

-Ф

ти, его называют нормальным ап, или центростремительным
(иногда осестремительным), и ускорения, касательного к траек-
тории, его называют тангенциальным 5: (латинское І:ап3еп$
означает касающийся).

Задача 6. Автомобиль, трогаясь с места, равномерно наби-
рает скорость, двигаясь по горизонтальному участку дороги,
представляющему собой дугу в 1/12 длины окружности ради-
усом К = 100 м. С какой наибольшей по величине скоростью
автомобиль может выехать на прямолинейный участок доро-
ги, если коэффициент трения скольжения шин по дорожному
покрытию |.1 = 0, 3? Ускорение свободного падения 9 = 10 м/с2.
Все колеса автомобиля ведущие. Нагрузки на переднюю и
заднюю оси одинаковы. Центр масс автомобиля расположен
очень низко.

На автомобиль в процессе разгона действуют сила тяжести
-Ъ -Ъ --Ъ

т 9 , сила нормальной реакции М и сила трения ДР , которая
-Ъ

единственная сонаправлена с ускорением а _ Проанализируем
изменение вектора ускорения со временем. Для этого удобно
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обратиться к величгп-там тангенциальной а, и нормальной а,,
составляющих ускорения. По условию, а, постоянна; следова-
ТЄЛЪНО, СКОРОСТЬ О ЗВТОМООИЛЯ В КОНЦЄ РЗЗГОНЗ. И ТЗНГЄНЦИЗЛЬНЭЯ
СОСТЗВЛЯЮЩЗЛ 0, СВЯЗЗНЫ СООТНОШЄНИЄМ

о = .,/2а,з = ,}2а, Е-Ё .

откуда получаем
302“= = чт ~

Нормальная (центростремительная) составляющая определяет-
ся формулой

02

“~ =т
и достигает наибольшего значения в конце участка разгона, где
скорость наибольшая. По теореме Пифагора,

2 2

ЛЁНЁ] -
Из второго закона Ньютона следует

Ы = 1"9 .
а сила трения может сообщить наибольшее по величине ускоре-
НИЄ Р

так Н-М“~-›==*%*'=';г=*'9~
Таким образом, наибольшая скорость в конце участка разгона
равна:

итд = рук 2 =15 м/с.П-ея
Однако, значительное количество задач о неравномерном

движении по окружности не решается простой записью проекций
уравнения второго закона Ньютона (уравнения движения) на
радиальное и касательное направления. На таком пути возника-
ют математические трудности при использовании тангенциаль-
ной составляющей уравнения движения. Выход находят в замене
этого уравнения формулой, огптсывающей закон сохранения
мехаъшческой энерпш.

Задача 7. На горизонтальной поверхности лежит полушар
массой М = 100 г (рис. 7). С его верхней точки без трения с
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М, нулевой начальной скоростью сколь-
т зит шайба массой т = 10 г. Из-за

трения между полушаром и гори-
зонтальной поверхностью движе-
ние полушара начинается при 0: =
= 10°. Найдите коэффициент тре-__ ..._ , ния |_,_

рис] Рассмотрим силы, действующие
на каждое из Іел.

На шайбу действуют сила тяжести т 9 и сила нормальной
-І

реакции М, (см. рис.7)_ Из второго закона Ньютона,
-Ъ -Ъ -Ь

та=т9+М,.

Переходя к проекштям сил и ускорения на радиальное направле-
ние, в момент начала движения полушара получаем

2гг
т-Ё = т9со$о: - А/,_

По закону сохранения энергии,
2

І-п-ЁІЬ = т9В(1-сова) .

Из этих соотношений находим величину действующей на шайбу
силы нормальной реакции в рассматриваемый момент времени:

М, = т9(З-2соЅоъ).
-Ъ

На полушар действуют силы тяжести М 9, нормальной
-і -І* -І

реакции Нд, трения ДР и давления со стороны шайбы Р
(рис.8). Из второго закона Ньютона, записанного в проекциях
на вертикальное направление, с учетом равенства Р = М,

получаем
М* М2 =М9+Рсо$о:=
т

= М9+т9(3-2созо:)соза _
В момент начала движения полу-
шара величш-та силы трения связа-
на с величиной силы нормальной

М9 а из второго закона Ньютона, за-
Рис.8 писанного в проекциях на горизон-

и
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ТЗЛЬНОЄ НЗПРЗВЛЄНИЄ, СЛЁДУЄТ

ДР = Рзіпа = т9(3 - 2со$а)$іпоь _

Отсюда находим
ЕЕ т(3-2созоъ)$іпо: т

Д _ М; _ М+т(З-2созоъ)соза Ё Ма _ 0'017'
Упражнения
1. По резиновой трубке, свернутой в виде кольца, циркулирует со

скоростью и вода. Радиус кольца К. диаметр трубки акд. С какой
силой Т растяиута резиновая трубка?

2. Закрытая пробирка длиной І, полностью заполненная жидкостью,
составляет угол а с вертикальной осью, проходящей через ее нижний
конец. В жидкости плавает легкая пробка. До какой угловой скорости
со следует раскрутить пробирку вокруг вертикальной оси, чтобы пробка
погрузилась до середины пробирки?

3. Слабо расходящнйся пучок протонов, стартуюших из одной точки
пространства, в котором создано однородное постоянное магнитное поле
-О -О

В , ТЭК, ЧТО ВЄКТОРЬІ СКОРОСТИ 00 ҐІРОТОНОВ СОСТЗВЛЯЮТ МЕІЛЬІЄ УГЛЬІ С

вектором поля В . На каком расстоянии І. от точки старта пучок
протонов впервые сфокусируется? Масса протона т, заряд е.

4. На кольцевой горизонтальной дороге радиусом К = 1000 м
стартует гоночный автомобиль и разгоняется так, \гго величина скорости
увеличивается на 2 м/с за каждую секунду. В течение какого времени
т гонщику удастся удерживать автомобиль на дороге, если коэффици-
ент трения скольжения шин по дорожному покрьггию |.1 = 0,5? Ускоре-

2
ние свободного падения 9 = 10 М/с _ Ведущие колеса автомобиля -
задние, нагрузки на переднюю и заднюю оси одинаковы. Центр масс
автомобиля расположен очень низко.

5. Маятник, имеющий на конце нити шарик массой т н зарядом О,
находится в поле тяжести н в однородном электрическом поле, напря-
жениость Ё которого перпендикулярна ускорению свободного падения
-9

9 _ Маятник отклоняют до горизонтального положения в плоскости

векторов Ё и 5 н отпускают. Найдите натяжение нити Т, когда маятник
будет проходить положение равновесия в данных полях.

6. На горизонтальной поверхности лежит полушар массой М =
= 200 г. Из его верхней точки в противоположных направлениях без
трения с нулевыми нача.льнымн скоростями начинают скользить две
шайбы с массами гл, = 20 г н тд = 15 г. Из-за трения между полушаром
и горизонтальной поверхностью движение полушара начинается в тот
момент, когда одна из шайб пройдет 1/36 длины окружности большого
круга. Найдите коэффициент трения |.\.



ЗАДАЧИ С РАСПРЕДЕЛЕННОЙ МАССОЙ

А. Черноуцан
Две основные модели механики - это материальная точка и

твердое тело. В отличие от точек, твердые тела могут двигаться
не только поступательно, но и вращательно. Поскольку динами-
ку вращательного движения твердого тела в школе не изучают,
ООЛЬШИНСТВО ЗЗДЗЧ ДИНЗМИКИ ПОСВЯЩЄНО ДВИЖЄНИІО ТОЧКИ. И ТСМ
НЄ МЄНЄЄ, НЄКОТОРЫЄ ШКОЛЬНЬІЄ ЗЗДЗЧИ (КЗК ОЛИМПИЗДНЫЄ, ТЭК И
вступительные) имеют дело с протяженными телами, массу
которых нельзя считать сосредоточенной в одной точке.

В этой статье будут рассмотрены разнообразные линейные
объекты - веревки (массивные нити), цепочки, струи, масса
которых распределена вдоль одной линии. Подход к обсуждению
движения таких тел, в сущности, обычный - в основе лежат
уравнения динамики точки, записанные для небольшого элемен-
та протяженного тела. При этом в некоторых случаях достаточно
записать уравнения динамики для одного-единственного элемен-
та линейного объекта_ Главное - правильно этот элемент
выбрать. В других случаях возникает необходимость просумми-
ровать уравнения дви_жения, записанные для отдельных элемен-
тов, по всей длине. При удачной записи уравнений (при проек-
тировании на удачно выбранные оси) суммирование может
оказаться совсем несложным_

Теперь - конкретные задачи.
Задача 1. Струя воды сечением 5 ударяется о стенку,

расположенную перпендикулярно струе. Скорость воды в струе
о, после удара вода теряет скорость и стекает по стенке.
Какова сила давления воды на стенку? Плотность воды р.

Изменение импульса воды за время Аг равно импульсу силы
реакции, действующей на воду со стороны стенки, а по третьему
закону Ньютона эта сила равна по величине искомой силе
давления струи на стенку. Изменение имггульса воды сводится к
изменению импульса элемента струи длиной АІ = ом, который

Опубликовано в 4Кванте› ЪЬ2 за 1998 год.
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за время Аг пришел в сопри- дм
косновение со стенкой (рис.1): _;-д-ддддддд__________________ __

0-Ато=-РМ. """""

( ) О , РПодставляя Ат = Р ды 5 И
сокращая на Аг , получаем Х

-опц- сыщ- 4.,-_-..1_._.д.
.-"Ц

І-.-

"_їЧІІІІ›Ьфщщщ
-п--Ц

--1:*-*ггг
_-'.'МР=рЅи2.

Характерно, что интервал Рим
времени Аг и длина элемента струи А! выбираются произволь-
но, но в ответ они, конечно же, не входят.

Задача 2. Космический корабль массой М движется в
глубоком космосе. Для управления кораблем используется
реактивный двигатель, который выбрасывает реактивную
струю со скоростью и относительно корабля, причем расход
топлива в струе равен и (расход топлива - это масса
топлива, выбрасываемая за единицу времени). Найдите уско-
рение корабля.

Изменение импульса замкнутой системы корабль - топливо
за время Аг равно нулю. Загшшем закон сохранения импульса
в системе отсчета, в которой скорость корабля в начале этого
интервала времени равна нулю:

0=МЁд+рА±й,
где до - изменение скорости корабля. Перепишем это уравне-
ние в виде

Ж;

М%=-нд, или Мд =-ри.

Стоящее в правой ,части выражение называется реактивной
-Ф

силой. Если на корабль действует еще и внешняя сила Р
(например, со стороны поля тяготетшя), то ускорение корабля
вычисляется по формуле

-Э -І* --Ь

Ма=-|.1и +Р.

Это уравнение называется уравнеъшем Мещерского. При его
решении, вообще говоря, надо учитывать, что масса корабля М
уменьшается со временем.

Задача 3. Тонкая цепочка длиной І и массой т удерживается
за верхний конец так, что нижним концом она касается земли.
Цепочку отпускают, и она начинает падать. Найдите силу
давления цепочки на землю через время г. Цепочка неупругая и
мягкая.
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Поскольку Цепочка мягкая, сила взаимодействия нижних
звеньев с поверхностью не передается верхним, которые свобод-
но падают с ускорением 9. К моменту времени І часть цепочки
длиной 9:2/2 и массой (т/І) 9:2/2 лежит на земле, а верхняя
часть Цепочки падает со скоростью 0 = 91. Сила реакции земли,
равная по величине силе давления цепочки, складывается из
двух частей. Одна уравновешивает силу тяжести неподвижной
части цепочки и равна

Р. _ т92г2
' _ 21 '

Вторая связана с изменением импульса элемента цепочки длиной
ом и массой от = (т/І)оА: при его соприкосновении с повер-
хностью и находится из уравнения БА: = Ато, откуда

2 22то т г13: І = 51,.

Видно, что Е, = 212, а полная сила давления
Р __ Зт92с2

_ 21
в три раза больше веса неподвижной части цепочки. Перед самым
концом падения эта сила достигает максимального значения Зт9_

Задача 4. Длинная тонкая цепочка перекинута через блок
так, что ее правая часть свисает до пола, а левая лежит,
свернувшись клубном, на уступе высотой Н (рис.2). Цепочку
отпускают, и она приходит в движение. Найдите установив-

шуюся скорость движения цепочки. Блок
идеальный, цепочка неупругая и мяг-
ная.

Рассмотрим сначала правую часть
Цепочки. Поскольку цепочка неупругая
и мяп<ая, взаимодействие с полом ниж-
него звена не передается верхним. Зна-

ід чит, натяжение цепочки возле пола рав-
но нулю. Так как цепочка при установив-
щемся режиме движется равномерно,
натяжение на некоторой высоте І: равно
весу нижней части цепочки:

Ё д=щм-ъ.

Н
* т где А - масса единицы длины цепочки.

1 * "*“**~“*”-"' Перейдем теперь к левой части цепочки.
Рис.2 І-Іатяжение в нижней части, над самым
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уступом, можно найти, записав изменение импульса элемента
цепочки длиной вы и массой Жим, который за время Аг
приходит в движение:

Эшдго = Тнш! , или ТН = 102.

ПРИ РЕІВИОМЄРНОМ ДВИЖЄНИИ НЗТЯЖЄНИЯ СПРЗВЗ И СЛЄВЗ На ОДНОМ
УРОВНЄ ДОЛЖИЬІ ОЫТЬ РЗВНЫІ

тд =' ТН ,

откуда получаем

19Н = 102, или и = ,/9Н _
Попробуем решить эту задачу из энергетических соображе-

ний. Если быть не очень внимательным, можно легко прийти к
противоречию с полученным выше результатом. Казалось бы,
при установившемся движении цепочки работа силы тяжести за
время Аг должна быть равна выделившемуся за то же время
количеству теплоты. Работа равна Ж9НиАг , а количество тепло-
ты, выделяющееся при неупругом ударе о пол элемет-гта длиной
вы , равно 7шА1!г›2/2 . Однако, если приравнять эти выражения,
получим ответ, в ~/2 раз больший предыдущего. В чем же здесь
дело?

Оказывается, тепло выделяется не только при неупругом
ударе элемента цепочки о пол, но и (хотя это не столь очевидно)
при разгоне такого же элемента на усгупе до скорости о. Более
того, эти количества теплоты оказываются одинаковыми. Это
приводит к тому, что общее количество теплоты увеличивается
вдвое и лишний \/2 из ответа исчезает. Действительно, сравним
работу силы натяжения при подъеме элемента длиной од! с
уступа: 7~.о2 (ом) с кинетической энергией, приобретенной этим
элементом: ()шАс)о2/2 . Видно, что работа в два раза больше, а
разность между работой и энергией как раз равна количеству
теплоты, которое выделилось при разгоне этого элемента.

Чтобы лучше понять механизм выделения тепла, представим
себе, что мы хотим разогнать тело массой т до скорости о при
помощи пружины, для чего начнем перемещать конец пружины
с постоянной скоростью о. Если пружина идеальная, то скорость
тела никогда не установится, так как колебательный процесс
никогда не прекратится. Если же пружина не идеальная, то
колебания в конце концов затухнут и тело приобретет скорость
о. Чтобы узнать, сколько за это время выделилось тепла, надо
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перейти в систему отсчета, в которой конец пружины покоится.
В этой системе начальная кинетическая энергия тела тог/2
полностью перейдет в тепло. Значит, приобретенная телом
кинетическая энершя при разгоне равна количеству теплоты,
которое при этом выделяется.

Задача 5. Тонкое веревочное кольцо массой т и радиусом В
положили на гладкую горизонтальную поверхность и раскрути-
ли до угловой скорости со. Найдите силу натяжения веревки.

Запишем второй закон Ньютона для элемента веревки длиной
А! и массой от = тд!/(21:К), который виден из цеигра
окружности под малым углом Апр =АІ/В (рис.3). Действующая

Т Ы на элемент сила равна векторной
-,_ р- сумме двух сил натяжетптя: АР =

АЁ|5'~ = Тдср _ Из второго закона Ньютона
"' '_ Т АР = Атсогд находим

2тшігно Г” “Т
Полученный результат 1-пчеет нео-

жиданное применеъп-те - с его помо-
щью можно найти положеъпте цент-
ра масс (цеъпра тяжести) тонкой

рис_3 однородной полуокружности. Дей-
ствительно, сила, действующая на

вращающуюся полуокружность, равна 2Т, а в уравнение движе-
ния входит ускорет-ше цетпра масс: 2Т = (т/2) св2х, где х -
расстояние от центра окружности до цетпра масс полуокружно-
сти. Подставляя Т, получаем х = 212/1: _

Задача 6. Веревку длиной І и массой т кладут на гладкое
горизонтальное бревно радиусом К (рис. 4), причем вначале ве-
ревку удерживают за верхний конец, прикладывая горизонталь-
ную силу Р, а затем отпускают. Определите: а) значение силы

Р; 6) ускорение веревки в первый мо-
мент.

Обозначим через Н расстояние по
вертикали (разность высот) между
верхней и штжней точками веревки.
Если веревка свешивается с бревна

(І >%),тоН=!-Её +Н,еслиже

_- *Ж

нет, то Н = В(1-сов-Ё). Как мы
р,,,с_4 __ увидим, вответбудетвходгпътолькоН .
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Запишем второй закон Ньютона для Т
элемента веревки длиной Ы и массой
Ат = (т/І)АІ = АА! (1 - масса
единицы длины веревки) в проекциях Ы
на ось, направленную вдоль этого эле-
меъпа (рис.5): 'д

Т+АТ
АТ + Ату сова = Ата _ дтў

Здесь АТ - разность между натяже-
ниями на концах элемента, а - ускоре- +
ние веревки (в первом случае, пока рис_5
веревку еще удерживают, надо поло-
жить а = 0). Перед тем как просуммировать эти уравнения,
заметим, что Атсозо: = М! созоъ = ЖМ: , где Ы: - расстояние
по вертикали между концами элемеъгга.

Теперь просуммируем уравнения Вдоль всей длины веревки.
Сумма всех АТ равна разности сил натяжения на концах
веревки, т.е. для неподвижной веревки это -Г, а для свободной
веревки это ноль. В случае а) получаем уравнение

-Р + А.9Н = 0, откуда Р = (т/І) 9Н.
В случае 6) -

19Н = та, откуда а = 9(Н/1).
Эту задачу можно решить и из энергетических соображений,

причем в этом случае удается обойтись без суммирования.
Начнем с неподвижной веревки. Сместив конец веревки на малое
расстояние Ах, мы совершим работу РМ, которая должна
равняться изменению потенциальной энергии веревки АЕ . Заме-
тим, что для расчета потенциальной энергии можно считать, что
вся веревка осталась на месте, а элемент длэшой Ах был
перенесен с одного конца веревки на другой. Значит, АЕ =
= Мх9Н. Приравнивая изменение энергии к работе, получаем
Р = (т/І)9Н. Для свободной веревки надо АБ приравнять к
кинетической энерп-ци, а для определения ускорения использо-
вать кинематическое выражение 02 = 2ах. Сделайте это сами и,
кроме того, подумайте, почему получается а = Р/т. Если
поймете, то вторая часть задачи станет просто продолжением
первой.

Задача 7. Цепочку массой т и длиной І подвесили за концы
к потолку (рис. 6). При этом оказалось, что в местах закреп-
ления цепочка образует углы от с вертикалью. Найдите

5 Г!ри.тон:снш: -К1шит- .\*:~ 5 49



` * - ' : :_`=~ га расстояние 12 от нижней точки це-
д В почки до потолка.

а а Используя метод суммирования,
А описанный в предыдущей задаче, най-

дем соотношение между натяжениями
в нижней точке А и в верхней точке В:

Тв “ТА = (т/097%
Кроме того, запишем условия равновесия половины цепочки в
проекциях на горизонтальную и вертгпсальную оси:

Рис. 6

Тдзіпо:=ТА, Тдсо$о.=%.

Выразив отсюда ТА и Тд, подставим их в первое уравнение и
получим

дції
2соза '

Упражнения
1. По трубе сечением .$` движется вода со скоростью 0. Найдите силу,

с которой вода действует на трубу в_том месте, где труба делает поворот
на 90°. Плотность воды р.

2. Готовясь к прыжку, кобра поднимает голову со скоростью 0.
Найдите силу давления кобры на землю. Массу кобры т считать
равномерно распределенной вдоль туловища длиной І.

3. Через застопорениый блок (который не может вращаться) пере-
кинулн веревку длиной І так, что один ее конец находится на Ы: выше
другого. Считая поверхность блока идеально гладкой, найдите, с каким
ускорением начнет соскальзывать веревка.

4. Веревку длиной І закрепили за концы на разных уровнях.
Оказалось, что у одного конца веревка образует с вертикалью угол сх,
а у другого - угол |3. На сколько первый конец веревки выше второго?



ДВИЖЕНИЕ ТЕЛ В ГРАВИТАЦИОННЫХ ПОЛЯХ

В.Можаее

Мы будем рассматривать относительно слабое гравитацион-
ное взаимодействие между телами, когда эти тела покоятся или
достаточно медленно движутся (по сравнению со скоростью
света). В этом случае справедлив закон всемирного тяготения
Ньютона. Он утверждает, что любые две материальные частицы
(тела, линейные размеры которых много меньше расстояния
между ними) с массами т, и тд притягиваются друг к другу с
силой, величина которой Р прямо пропорциональна произведе-
нию масс и обратно пропорциональна квадрату расстояния т
между ними:

1==С;щ2._
г

Коэффициент пропорциональности СЭ называют гравитационной
постояз-ц-той. По современным данным, О = 6, 67 - 10"" ма/(кг - с2 ) _

В ньютоновской теории тяготения справедлив принцип супер-
позиции гравитационных полей - сила тяготения, действующая
на данную частицу со стороны многих других частиц, является
векторной суммой сил, действующих на частицу со стороны
каждой из частиц, и каждая из этих сил не зависит от действия
других сил.

Из закона Ньютона следует, что гравитационное поле -
потенциальное поле. При перемещении тела в таком поле по
любой замкнутой траектории работа, совершенная полем, равна
нулю. Из потенциальности гравитационного поля следует также

-І
связь между силой тяготения Р , действующей на материальную
частгщу, и ее потенциальной энергией С/_ В случае сферически
симметричного гравитационного поля эта связь имеет вид

(10е = --.ат
-Ъ

где В - проекция силы на направление радиуса-вектора т.

Опубликовано в «І-(ваитеэ Мп за 1997 год.
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Ниже на конкретных примерах мы рассмотрим сферически
симметричные гравитационные поля и движения тел в этих
полях.'

Задача 1. 1) Приняв за нулевой уровень отсчета потенци-
альной энергии бесконечность, найдите потенциальную энер-
гию тела массой т в гравитационном поле Земли. Землю
считать однороднььч шаром массой МЗ и радиусом КЗ.
Рассмотрите случаи, когда тело находится вне и внутри
Земли. 2) На какое максимальное расстояние от поверхности
Земли сможет удалиться небольшое тело массой т, если ему
сообщить начальную скорость, равную первой космической
скорости од ?

1) Рассмотрим сначала случай, когда тело массой т находгггся
на проиэвольном расстоянии г от центра Земли и т 2 КЗ. В этом
случае на тело действует гравитационная сила, равная Р =
= -Отмз /г2 и направленная к центру Земли. Используем связь
Р = - аї.//ат , где Ы - потенциальная энергия тела в поле Земли.
Отсюда О = -І Рсіт + С,, где С, - некоторая констаъгга, которую
найдем из условия Ы (И) = О. После подстановки выражения для
силы получим

[!(г)=-6%.

Очевидно, что С, = 0.
Теперь рассмотрим ситуацию при г < Нд . В этом случае Р =

= - ОтМ3т/ВЁ (покажите это). Тогда Ы = ІОтМ3гс!г/КЁ +
+ С2. Констаъгга С2 находится из грани=п1ого условия [І (К3)=
= -ОтМ3/На . После подстановки получим, что С2=
= - ЗОтМ3/(283), следовательно,

тмэ 1 Ґ 2 З“<'>=°т['2'(н] 'ї]'
Общая зависимость П(г) показана на рисунке 1. Очевидно,

что такая же зависимость будет иметь место не только для
гравигациоъп-юго поля Земли, но и для поля любого тела в виде

' Тема этой статьи несколько выходит за рамки школьного курса
физики. Однако рассмотренные в статье задачи неоднократно предла-
гались на вступительных экзаменах в вузы, например - в Московский
физико-технический институт. (Прим. ред.)
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однородного (по плотности) шара, Ы/Е Нд
если вместо массы Земли в получен- 0 г
ные выражения подставить массу
данного шара.

Изображенную на рисунке 1 за-
висимость С/(г) обычно называют ЮЁ: ___
потенциальной ямой. Это название КЗ
связано с тем, что, если полная
энергия тела, находящегося в таком
поле, меньше нуля, то это тело
оказывается как бы запертым в яме,
т.е. оно не сможет уйти от Земли на бесконечность н будет
совершать финитное двнжеъте. Максимально возможное удале-
ние тела определяется границей (стеъпсой) ямы, при достижении
которой скорость тела становится равной нулю и тело возвраща-
ется обратно.

2) При фиксированной величине начальной скорости со тело
сможет максимально удаляться от поверхности Земли, если его
скорость будет направлена по радиусу. Это удаление Н находим
из закона сохранения энерпти:

_іОтМд
2 К; .

Рис.1

тЁ›Ё_6тМ3 = _С тМ3,
КЗ Кз+Н

откуда
н = ії----_2ом,/(яэьё) - 1

Первая космическая скорость равна 0, = ,/СМЗ/123 . После
подстановки 00 = 01 получим

н=я,,.
Задача 2. Вторая космическая скорость для некоторой

планеты равна он = 12 км/с. Найди-
те минимальную величину второй
космической скорости для такой же .-
планеты, но с полостью, заполненной -

*ааа із* "
веществом с плотностью, в В = 2 раза
большей плотности планеты (рис.2).
Отношение радиуса полости к радиу-
су планеты С! = 1/2.

Вторая космическая скорость для
планеты соответствует скорости тела
на поверхности планеты, при которой ,
потшая энергия тела равна нулю. Для Рт:.2

.ъс`_Іп' _. 1.: `,п
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однородной планеты массой М и радиусом К это условие имеет
вид 2Щ- Ё.:2 ОК О.

В случае неоднородной планеты плотность вещества, заполняю-
щего полость, равна р = ЗІЗМ/(41:33) . Будем рассматривать эту
полость как суперпозиштю двух полостей, одна из которых
заполнена веществом с плотностью ро = ЗМ/(41023), а другая

- с плотностью рд = 3(|3 - 1) М/(41623) . Очевидно, что потен-
циальная энергия тела на поверхности такой планеты будет
равна сумме потенциальных энергий однородной планеты и шара
с радиусом полости и плотностью р, .

Минимальная величина второй космической скорости будет в
той точке поверхности планеты, где потенциальная энергия
минимальна по абсолютной величине. Этой точкой будет точка А
(см. рис.2). Обозначим для нее величину второй космической
скорости через ой , тогда условие равенства нулю полной энер-
гии тела в точке А будет иметь вид

2,1? ОЛ4 6аЗ(В-1)М_0
2 Н (от + 1) В '

или, после подстановки численных значений от и В,
, 13 М , 13

01? -ї5ї= ї«'1Ё'ї0121=0-

ъ›{, = \/Ёип = 12,5 км/с _

Задача 3. Для спутников, движущихся вокруг Земли по
эллиптическим орбитам, выразите длину большой оси эллипса
через полную энергию спутника Е (кинетическая плюс потен-
циальная).

Отсюда получаем

Рассмотрим эллиптическую ор-
Б биту спутника, изображенную на

 2 рисунке З. Пусть в одном из фоку-
П А сов эллипса находится Земля (на-

пример, в Е ). Тогда точка А (афе-
лий) соответствует максимальному
удалеъшю спутника от Земли, а

01 точка П (перигелий) является точ-
рт;_3 кой минимального удаления. Дли-
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ну отрезка ПД обозначим через г, ,адлину отрезка ДА - через
12 . В этих обозначениях длина большой оси равна 2а = 13 + гг.

Запишем полную энергию спутника для точки П:
пт? СтМ_ _ Е

2 п _ '
где т - масса спутника, гя, - его скорость в точке П, а МЗ -
масса Земли. Воспользуемся вторым законом Кеплера (законом
площадей): радиус-вектор спутника в равные промежутки време-
ни описывает равные площади. Из этого закона для точек орбиты
спутника А и П можно записать

чт = гьь-
Обозначим ЭТО ПРОИЗВЄДЄНИЄ ЧЄРЄЗ ВЬІРЗЖЁЯ Ґ)1 ЧЄРЄЗ І. И

ПОДСТЗВЛЯЯ В ВЬІРЗЖЄННЄ ДЛЯ ПОЛНОЙ ЗНЄРГИИ, ПОЛУЧИМ ОТНОСИ-

ТЄЛЪНО 7] КВЁДРЗТНОЄ УРЗВНЄНИЄ

2
'-2 + С .Ґ _ Ъ = О1 в 1 25

ЭТО УРЗВНЄННЄ НМЄЄТ Два РЄШЄННЯ, КОТОРЬІЄ СООТВЄТСТВУЮТ НЗЦІНМ

двум точкам А и П (поскольку коэффициеъгт при 11 и свободный
член данного уравнения одинаковы для этих точек). Поэтому
получаем

2 2-. ---ее--,/(--те)
тМ тМ 2 тЬ2'2 ='°#*\/[ста] *ї~

Отсюда находим большую ось эллиптической орбиты спутника:

2а=г, +г2 =-О-Чё./І-51.

Следует напомнить, что полная энерптя Е вели'-шна отрицатель-
ная - полная энергия при финитном движении всегда является
отрицательной величиной.

Обсудим физический смысл полученного соотношения. При
фиксированном значении полной энергии спутник может дви-
гаться по большому семейству эллиптических орбит, но все эти
орбиты будут иметь одну и ту же большую ось. А если мы знаем
величину большой оси эллипса орбиты спутника, то мы одно-
значно можем вычислить полную энергию спутника. Естествен-
но, что полученная связь- имеет место не только для спутников
Земли, но и для орбит планет Солнечной системы, для спутников
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других планет - главное, чтобы это были сгтутники, т.е. тела,
масса которых много меньше массы тела, вокруг которого они
вращаются.

Задача 4. Космический корабль движется вокруг Земли по
эллиптической орбите, большая ось которой равна 2а. Центр
Земли расположен в фокусе эллипса Р] (рис. 4). В тот момент,
когда корабль находится в точке максимального удаления и

І расстояние от центра Земли до ко-
¦д рабля равно тд, на короткое время

,×""' ""--..__ включается двигатель. Как надо из-
`\` менить скорость корабля в этой точ-

Ґ `~ ке, чтобы он стал двигаться по кру-
говой орбите радиусом тд ? Считать
известными ускорение свободного па-
дения 9 на поверхности Земли и ради-
ус Земли КЗ.

Поскольку речь идет о переходе на
крутовую орбиту, новая скорость ко-
рабля должна быть перпендикулярна

р,,с_4 радиусу-вектору, соединяющему центр
Земли и центр масс корабля, а следо-

вательно, и вектор изменения скорости корабля должен бьпъ
направлен вдоль скорости корабля перед включением двигателя.
Вычислим теперь величину и знак изменения скорости. Величи-
на скорости од, которую должен иметь корабль на круговой
орбите радиусом гд , находится из уравнет-пая движения корабля
од/тд = ОМЗ/тдг, где МЗ - масса Земли. Отсюда

_ Ма _ дэ“° ' ~/“її ' йкчн*
Скорость корабля од в то=п<е А до включения двигателя можно
найти из соотношения между большой осью эллиптической
орбиты и полной энергией корабля (см. задачу З). Для нашего
случая эта связь имеет вид

ть; _6тм3 =_Стм;,,
2 тд 2а

іи Ґ 7ь,, = о-11 2-і = ,, 2-;тд а 0 д

ПОСІ-(ОЛЫ<у Тд > 0 , ТО І:_,, < 00 . СЛЄДОВЗТЄЛЬНО, ДЛЯ ПЄРЄХОДЗ На

\
' \

ІІ,-'-І-`-_`.`
І
І
/
І
І
ІІ І ІІ І І:І

щщтщщ-цьщцці

'І \ \ \
\ \

\
\
\
\
\

`ЧЬ

""_'-І-щ±_"_

откуда
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крутовую орбиту необходимо увеличить скорость на величину

Аи=о0-ад =и}239ё3-[1-,І2-%].
2

Задача 5. Вычислите приближенно третью космическую
скорость, т.е. минимальную скорость, которую надо сооб-
щить ракете относительно Земли, чтобы ракета навсегда
покинула пределы Солнечной системы. Влиянием планет Сол-
нечной системы пренебречь. Орбиту Земли вокруг Солнца
считать круговой с радиусом Вас = 1,5-108 км и временем
обращения Т = 1 год. Первая космическая скорость од =
= 7,9 км/с.

Разделим движение ракеты на два этапа. На первом этапе
движение будем рассматривать в системе отсчета, в которой
Земля неподвижна, пренебрегая при этом иеоднородностью поля
солнечного тяготения. Считая массу Земли М3 бесконечно
большой по сравнению с массой ракеты т, запишем уравнение
энергии в виде

то2 С тМ3 _ таз,
-Т _ -Ё ' _ї_'

где 0 - скорость ракеты у поверхности Земли, На - радиус
Земли, а 0,, - скорость ракеты в тот момент, когда она
практически выходит из зоны действия земного тяготения.
Выразим потенциальную энергию ракеты через крутовую ско-
рость спутника Земдпт, движушегося по круговой орбите вблизи
ее поверхности:

тМ“к1='”“=2~
Тогда

02, = 02 - 20? .
На втором этапе, после того как ракета выйдет из зоны земного
тяготения, будем рассматривать ее движение в гравитационном
поле Солнца. Скорость ракеты в системе координат, связанной

-Ъ

с Солнцем, векторно складывается из скорости а_, и скорости
-›

кругового движения Земли вокруг Сотпща У. Найдем, какую
скорость (параболическую) 0,, должно иметь тело на земной
орбите, чтобы уйти из Солнечной системы. По закону сохранения
энергии имеем

гпої тМС
2 О нас °~
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откуда

ь,, = _/20% =\/їт/_
зс

Очевидно, что минимальное значение скорости ракеты опт,
соответствует тому случаю, когда ее скорость направлена вдоль
скорости Земли, т.е. оп = 0,, + У. После подстановки выражений
для он и 0,, получим

ь,,,,, = ,/2ь,2 + 1/2 (Л -1)2 .
Поскольку У = 2п}23с/Т == 30 км/с , а од = 7,9 км/с, то от ==
= 16,7 км/с.

Задача 6. Определите, какую минимальную дополнитель-
ную скорость необходимо кратковременно сообщить спутнику
Земли, движущвмуся по очень высокой круговой орбите, чтобы
он смог достичь Марса. Орбиты Земли и Марса считать
круговыми, радиус орбиты Земли равен Нас = 1,5-108 км, а
радиус орбиты Марса КМС в 1,52 раза больше, чем у Земли.

«Очень высокая круговая орбитаь означает, что радиус
орбиты спутника много больше радиуса Земли и что скоростью,
которой обладает спутник относительно Земли, можно пренеб-
речь. Но, оставаясь спутником Земли, он движется вместе с
Землей относительно Солгща по круговой орбите со скоростью
У =,/СМС/ЕЭС == (21тКдс)/Т = 30 км/с, гдеМ - масса Солнца,
Т - время обращетшя Земли вокруг Солнца. Если мы будем
добавлять спутнику скорость вдоль направления скорости Зем-
ли, то он будет двигаться по эллиптическим орбитам, большая
ось которых больше диаметра орбиты Земли и растет по мере
увеличения добавочной скорости. Очевидно, что цель будет
достиптута, когда точка максимального удаления спутника дос-

М; тигнет круговой орбиты Марса. Такая
- с траектория (полуэллипс) показана на

рисунке 5 штриховой линией, боль-
шая ось орбиты равна 2а = Нас +

) "' Кмс -
,_ __ І Полная энергия спутника массой т

С / на данной орбите составляет

,ди ,,=_=ед/;иї_<,:ш=
= тп/ .|. д)2 туг _ т(о2 -Ґ-2\/0: І/Ё)

Рис.5 2 _ 2 '

/
/
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Используем связь между большой осью эллипса и полной
энергией спутника:

гсм 21/2:2
ЕЭС + КМС = І/2 - 2\/оС- 02 = 1/2 - 21/зі 02 `

После простых преобразований, относительно добавочной ско-
рости г› получим квадратное уравнение

2 _ (Кмс ' Кзс)У2 _0 +2)/о ї---ВМС+д3с -0,

которое имеет два корня:

21?
01: -1] = КМІС

и

02=-У 1+ із-Ш% --6295 км/сдмс"'Ёзс ц ' '
Нашему случаю соответствует первый корень, а второй корень
отвечает случаю, когда дополнительная скорость будет направ-
лена в противоположную сторону.

Упражнения
1. Предположим, что от поверхности Земли до ее центра прорыта

узкая шахта и некоторое тело падает из бесконечности с нулевой
начальной скоростью в эту шахту. Какую скорость будет иметь это тело
в тот момент, когда оно достигнет центра Земли? Землю считать
однородным шаром. Считать известными радиус Земли Нд и ускорение
свободного падения на поверхности Земли 9. Указание: под бесконеч-
иостью следует понимать большое удаление тела от Земли, но при этом
тело и Земля как единое целое движутся вокруг Солнца.

2. Вторая космическая скорость для некоторой планеты равна он =
= 10 км/с. Найдите минимальную величину второй космической скоро-
сти для такой же планеты, но с полостью (см. рис.2), заполненной
веществом с плотностью, в 2 раза меньшей плотности планеты. Отноше-
ние радиуса полости к радиусу планеты равно 0,5.

3. Космический корабль движется вокруг Земли по эллиптической
орбите, большая полуось которой равна а. Центр Земли расположен в
фокусе эллипса Р; (см. рис.4). В тот момент, когда корабль находится
в точке П (перигелий) н расстояние от центра Земли до корабля равно
г, , включается двигатель. Как надо изменить скорость корабля в этой
точке, чтобы он стал двигаться по круговой орбите радиусом г, ? Считать
известными ускорение свободного падения 9 на поверхности Земли и
радиус Земли НЗ.



ЗАКОН СОХРАНЕНИЯ ИМПУЛЬСА

В. Чивилёв

Импульсом материальной точки называется произведение
массы точки на ее скорость: ,Б = тї› . Импульсом системы мате-
риальных точек называется векторная сумма импульсов отдель-
ных точек: рпт = р, + рд + Любое макроскопическое тело или
несколько макроскопических тел можно рассматривать как сис-
тему материальных точек, поскольку каждое тело можно мыс-
ленно разбить на сколь угодно малые части и считать их
материальными точками. В дальнейшем систему материальных
точек для краткости будем называть просто системой.

Из законов Ньютона следует, что в инерциальной системе
отсчета справедливо векторное равенство

ї-"Ає=вр, (1)
где Р - сумма всех внешних сил, действующих на систему в
течение сколь угодно малого интервала времени А! (Аг -› О ).
3 Ад _ ИЗМЄНЄНИЄ ИМПУЛЬСЕІ СИСТЕМЫ ЗЕІ ЭТО ВРЕМЯ. ПРОИЗВЄДЄНИЄ

РА! называется импульсом силы. Обратите внимание, что Р -
это сумма только внешних сил, т.е. сил, действующих на тела
системы со стороны тел, не входящих в систему. Внутренние
силы, т.е. силы взаимодействия между частями системы, в
равенство (1) не входят.

Если в течение__времени А: (Аг -› 0) сумма внешних сил
равна нулю, т.е. Р = 0, то Ад = О и Ё = соп$І:, т.е. импульс
системы в течение Аг сохраняется. Когда время взаимодействия
тел системы (время опыта) не мало, его можно разбить на сколь
угодно малые интервалы: Ы = Еасд, где Іг = 1, 2, З... Если в
течение каждого такого интервала сумма внешних сил равна
нулю, то импульс системы будет сохраняться в течение этого
интервала и, как следствие, в течение всего времени опыта.
Напомъптм, что замкнутой (изолированной) системой называется

Опубликовано в <Кванте› ЪЬ2 за 2000 год.
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система, тела которой не взаимодействуют с другими_телами
(внешним миром). Ясно, что для замкнутой системы Р = 0 и
р = сопзт.

Итак, в инерциальной системе отсчета импульс системы
материальных точек сохраняется в течение некоторого времени
Аг (не обязательно малого) в двух случаях:

1) система в течение Аг замкнута (изолирована);
2) система не замкнута, т.е. внешние силы есть, но их сумма

равна нулю в течение всего времени Аг .
Это утверждение и представляет собой закон сохранения

импульса в развернутой формулировке.
Импульс системы - это вектор, и его сохранение в течение

некоторого времени взаимодействия частей системы встречается
не так часто, хотя бы потому, что в земных условиях строго
замкнутой системы нет в принципе из-за наличия внешней силы
- силы притяжения к Земле. Да и равенство нулю суммы всех
внешних сил на протяжении некоторого интервала времени
может реализоваться только при вполне определенных услови-
ях. Гораздо чаще встречается случай, когда за время Аг вектор-
ная сумма внешних сил не равна нулю, но равна нулю сумма их
проекций на некоторую ось Х в пространстве. Тогда в течение
этого времени сохраняется проекция на ось Х импульса системы.
Действительно, запишем равенство (1) в проекциях на ось Х:

Р,Аг = Ар, , (2)
где Р, - проекция на ось Х суммы всех внешних сил (по
правилам действия с векторами Р, равна сумме проекций на ось
Х всех внешних сил), а Ар, - проекшія на ось Х изменения
импульса системы Ар (по правилам действия с век-тораьш Ар,
равна изменетшю проекции на ось Х импульса системы). Если в
течение времени Аг -› 0 Р, = О ,то из равенства (2) следует, что
Ар, = 0 и р, = сопзт. Если же время Аг опыта не мало, то после
разбиения его на сколь угодно малые интервалы лепсо показать,
что при выполнении в течеъше произвольного А: условия Р, =
= 0 будет иметь место следствие р, = сопзід.

Иными словами, в инерциальной системе отсчета проекция на
некоторую ось Х импушьса системы материальных точек сохра-
няется в течение некоторого времени Аг (не обязательно ма.ло-
го), если сумма проекций на ось Х всех внешних сил, действу-
ющих на систему, равна нулю в течение этого времени Аг .

На основании этого утверждения о сохранеъщи проекции
импульса и решается большинство задач. При этом час-то запись
уравнения, отражающего сохранение проекции импульса в виде
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равенства начальной и конечной проекций импульса, обосновы-
вается фразой «по закону сохранения импульса›, что не совсем
точно. Но поскольку эта неточность не влияет на результат при
решении задачи, на нее, как правило, никто не обращает
внимания, в том числе и экзамеиаторы.

Скажем несколько слов о приближенном сохранеъпти импуль-
са или его проекции. Равенство (1) тем точнее, чем меньше Аг .
Конечное время опыта А! можно разбить на сколь угодно малые
интервалы времени Аг, и записать для каждого из них равенство
Р,,Аг,, = Ард. Сложив все такие равенства, получим новое,
внешне похожее на (1) равенство:

Т=,,,,аг = Ар, (3)
где РС, - некоторая средняя внешняя силё, действующая в
течение А! и определяемая из равенства РСРАІ = 2Р,,А±,,, а
Ар = ЕАр,, - изменение импульса системы за конечное время Аг.
Аналогично получается и внешне похожее на (2) равенство в
проекциях:

Рщм = Ар, . (4)
где Р, ,Р - некоторое среднее значение суммы проекций на ось Х
всех внешних сил в течение конечного времени опыта Аг , а Ар,
- изменение проекции на ось Х импульса системы за это время.
Ясно, что при РС, = 0 (например, Р = 0 в любой момент опыта)
из равенства (З) следует Ар = О и дд = сопзт. При Р,.,р = 0 из
равенства (4) следует р, = соп$І:. Если же в течение времени
опыта не выполняются строго равенства Рср = О или Р,ср = 0,
то за апомощьюь в решении задачи следует обращаться к
равенствам (3) и (4) и анализировать их. Иногда можно считать,
что величины Р;,рАг или Р,, Аг , характеризующие импульс
силы, малы. Тогда из (З) или (45 следует, что 13 -^== сопзі: или р, =
= сопзт. Такая ситуация встречается при некоторых взаимодей-
ствиях тел системы -таких, как удары, когда Аг мало, а 11,, или
Ёщ, ограничены из-за ограниченности значений Р или Р, в
течение оггыта.

Теперь рассмотрим несколько конкретных задач. Все они в
разные годы предлагались на вступительных экзаменах в Мос-
ковский физико-технический институт (МФТИ). Автор всех
разобранных задач, включая и задачи для упражнений, - автор
этой статьи.

Задача 1. После разрыва неподвижного снаряда образова-
лось четыре осколка. Осколок массой т, = 4 кг полетел
62



вертикально вниз со скоростью 0, = тд,
= 150 м/с, осколок массой тд = З кг
полетел горизонтально на юг со скорос-
тью ад = 100 м/с, осколок массой тд =
= 1 кг - горизонтально на восток. Оско-
лок массой т,, = 3,5 кг полетел со скоро-
стью р,, = 200 м/с. Найдите скорость
осколка массой тд.

Рассмотрим систему из четырех оскол- -1 т<*03
ков. За малое время разрыва Аг действи- тдчд
ем внешних сил - сил тяжести - можно
пренебречь, поскольку за это время они не
вызывают существенного изменения им-
пульса осколков из-за их малости по срав-
нению с внутренними силами, действую- -
щими между осколками. Поэтому можно
считать, что импульс системы сохраняется
(приближенно): В

т,о,

т,ї›, + тдйд + тдбд + тдбд = 0 _ РИ0-1
Длина вектора т,,ї›,, равна длине диагонали АВ прямоугольного
параллелепипеда, построенного на векторах т,5,, тдбд и тдбд
(рис.1). Следовательно,

(т404)2 = (т\Ч)2 "' ('"2”2 )2 "' (”*з“з)2 -
Из последнего равенства находим

дэ =\1(т4”4)2 “('::1)2 "(т2°2)2 = 200 М/с_

Задача 2. Между шариками с массами т и М, связанными
нитью, вставлена легкая пружина жесткостью Іг, сжатая на
некоторую величину (рис.2). Система движется со скоростью
во вдоль прямой, проходящей через центры шариков. Нить

дпережигают, и о ин из шариков оста-
навливается. Найдите начальную ве- т до М
личину х сжатия пружины.

Система из шариков, пружины и нити ® 
предполагается замкнутой. В земных р,,,с_д›
условиях смоделировать процесс, опи-
санный в задаче, можно на гладком горизонтальном столе. Ясно,
что остановиться может только левый шарик, так как пружина
на него действует с силой, направленной против его начальной
скорости. Пусть скорость правого шарика после распрямления

63



пружины равна 0 . По закону сохранения импульса,

(т + М)г'5,, = Мб .
Заметим, что совпадение направлений скоростей и и со следует
именно из последнего равенства. Взяв модузпт от левой и правой
частей этого равенства (точнее, записав равенство в проекциях на
ось Х, направлетптую вдоль оси пружины), получим

(т+М)о,, =Мь.

По закону сохранения энерпш,
Ігх2 (т +М)сЁ Мед
Т +-М= _2_ `

Исключая из последних двух уравнений о, находим искомую
величину сжатия пружины:

_ _”.1 їІ ь,[[,][1+М].
Задача 3. Кусок пластилина массой т = 32 г попадает в

брусок массой бт, двигавшийся по гладкой горизонтальной
поверхности стола (рис.3), прилипает к бруску и далее дви-

т жется с ним по столу. Перед ударом
скорость куска пластилина равна о =

а = 7 м/с и направлена под углом от =
О = 60' к горизонту, а скорость бруска

О/4 равна о/4 и лежит в однои верти-
-_) кальной плоскости со скоростью пла-

` а ` ' стилина. Определите скорость брус-
' ка с пластилином после удара. На

сколько увеличилась суммарная внутренняя энергия бруска,
пластилина и окружающих тел?

Внешт-ше силы, действующие на систему из бруска и пласти-
лина за время их взаимодействия Аг , - это силы тяжести тў и
бтў и зависящая от времени сила Ё(т) нормальной реакции
стола на брусок, направленная вертика.лъно вверх. Ясно, что
сумма внешних сил

Р=тў+6тў+Ё(:)
в произвольный момент интервала времени Аг не равна нулю.
Этим и объясняется, что импульс системы не сохраняется.
Впрочем, несохранение импульса сразу бросается в глаза -
начальный суммарный имгтульс системы направлен вправо и
вниз, а конечный - вправо и горизонтально.
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Если импульс системы не сохраняется, то следует поискать
ось в пространстве, для которой сохраняется проекция импульса
системы. Поэтому проанализируем выражение для -Ё . Ясно, =-по
для горизонтальной оси Х, направленной вдоль начальной
скорости бруска, Р, = 0 в любой момент из интервала Аг,
поэтому проекция на ось Х импульса системы сохраняется:

тосоза +6т% = (т +6т)и,

откуда и находим скорость бруска с пластилином:
и: (со$а:7і-3/2)о =%›_=2 М/с_

Величину АИ/ увеличения внутренней энергии бруска, пла-
стилина и окружающих тел найдем из закона сохранения и
превращения энергии:

откуда, с учетом выражения для и, получаем
__ 45 2 __АП/ - тто - 0,63 Дж .

Задача 4. Пуля летит горизонтально со скоростью по ,
пробивает лежащую на горизонтальной поверхности стола
небольшую коробку и вылетает в том же направлении с втрое
меньшей скоростью. Масса коробки в 5 раз больше массы пули.
Коэффициент трения скольжения между коробкой и столом
и. Найдите скорость коробки сразу после вылета из нее пули.
На какое расстояние передвинется при этом коробка?

Рассмотрим систему из коробки и пули. Пусть масса пули т,
масса коробки Ѕт, скорость коробки сразу после вылета пули и.
За время взаимодействия Ы (про-
лета пули через коробку) на систе- Н
Му действуют такие внешние силы:
направленные вертикально вниз
силы тяжести тў и Ѕтў, направ- -і->Х
ленная вертикально верх и мало
изменяющаяся со временем сила Іаи 0
нормальной реакшш стола Ё и на- 3,,-І ,,,,__.,,,;.д.,_,,
правленная против скорости короб- ту 'Р
ки сила трения со стороны стола Ѕту
Ртр (рис.4). Ясно, что сумма вне- р,.ю_4

п Приложение «Квант» Мг 6



9-«і і Н
і ішних сил Р = ту + Ѕту + М + РП, в течение Аг не равна нулю.

Не равна нулю и проекция Р, на горизонтальную ось Х,
направленную вдоль скорости коробки: Р, = -Егр. Но действием
ограниченной по величине силы трения за малое время пролета
Аг можно пренебречь и считать, что ДА: = 0. Тогда за время
пролета пули проекция на ось Х импульса системы сохраняется
(приближенно):

то --_-т0° +50- З Ґпїі,

откуда и находим скорость коробки:

и - 2 гл15 °°
После вылета пули скорость коробки с течением времени

уменьшается под действием силы трения, равной Ѕцту. Рассто-
яние 5, на которое передвинется коробка, найдем из закона
сохранения и превращения Ёнергии:

51п:›-:2-- = Ѕртуз ,

И 2 2
О 22105=і=і2р.9 225|.19 '

Задача 5. Трубка в форме петли укреплена на бруске,
находящемся на гладкой горизонтальной поверхности стола

(рис.5). Нижний участок трубки
горизонтален и находится на рас-
стоянии Іг от стола. Шарик мас-

Н сой т, который может скользить
по трубке без трения, удержива-
ется на высоте Н от стола. Мас-

Зт са платформы с трубкой Зт. Вна-
' ї**ї4“7"ї чале система покоилась. Шарик

Рис.5 отпустили. Найдите скорость вы-
летевшего из трубки шарика, если:

1) брусок закреплен на столе; 2) брусок не закреплен и после
вылета шарика движется поступательно.

1) В случае закрепленного бруска скорость 0, вылетевшего
шарика найдем из закона сохранения и превращения энергии:

2
т9Н =т9І: +-12%-.

0, = ,/29(Н - іг).

т

откуда

вв



2) В случае незакрепленного бруска будем рассуждать так.
Пусть шарик вылетел из трубки со скоростью 02, а брусок с
трубкой приобрел скорость и в противоположном направлении.
На систему из шарика и бруска с трубкой за время Ы движения
шарика в трубке действуют такие внешние силы: направленные
вертикально вниз силы тяжести тў и Зтў и направленная
вертикально вверх и зависящая от времени сила нормальной
реакции стола Ё (с) . Заметим, что А! здесь не считается малым!
Направим ось Х горизонтально в направлении скорости вылетев-
шего шарика. Ясно, что проекция на ось Х суммы всех трех
вертикальных сил равна нулю в любой момент из интервала
времени Аг. Значт, проекция на ось Х импульса системы
сохраняется:

0 = тд; - Зти .
По закону сохранения и превращения энергии,

2 З 2

туН=т9І2+%+%.

Из последних двух уравнений находим скорость шарика:

1. Неподвижный снаряд разорвался на четыре осколка. Осколкп с
массами т, = З кг, тд = 2 кг и тд = 4 кг полетели, соответственно, со
скоростями о, = 200 м/ с вертикально вверх, од = 150 м/с горизонталь-
но на север и 03 = 100 м/с горизонтально на восток. Под каким углом
к горизонту полетел четвертый осколок?

2. Камень массой т = 1 кг подняли на некоторую высоту н отпустили
без начальной скорости. Через время 2 = 1 с практически свободного
падения камень попал в ящик с песком массой 5т, скользнвший по
гладкой горизонтальной поверхности со скоростью 0 = 6 м/с. Найдите
скорость ящика с камнем. На сколько увеличилась суммарная внутрен-
няя знергия ящика, песка, камня и окружающих тел?

3. Трубка в виде петли жестко ук-
реплена на платформе, находящейся на т
гладкой горизонтальной поверхности
стола (рис.6). Система покоится. Ша-
рик отпускают. Найдите скорость вы- Н 0
летевшего из трубки шарика, если:
1) платформа закреплена; 2) платфор- _ д
ма после вылета шарика движется , ,_ _. , _ Ш___, _

___кг-3.5 --. .; 1 .- -

Рис. 6

Упражнения

поступательно.



ЗАДАЧИ НА ЦЕНТР МАСС

А. Черноуцан
При решении механических задач неоценимую помощь может

оказать использование понятия центра масс системы материаль-
ных точек. Одни задачи просто невозможно решить, не прибегая
к этому понятию, решение других с его помощью может стать
гораздо проще и нагляднее. Перед тем как обсуждать конкретные
задачи, напомним основные свойства центра масс и проиллюст-
рируем их примерами.

Центром масс (Центром инерции) системы материальных
точек назовем точку, характеризующую распределение масс в
системе, координаты которой определяются формулами

хп = т1х, + + тдхд
т, + + тд *

ту '|'...+”1__\гу~'у = ІІ
“ т,+...+т~ *

2 =т'21+...+т~2дг

“ т,+...+т~ '

ЗДЄСЬ тд "' МЕІССЫ МЗТЄРНЗЛЬНЬІХ ТОЧЄК, Обр3.3]/ЮЩНХ СИСТЕМУ,
Х хд, у,,г, - координаты этих точек.

ЧНТЗТЄЛИ, ЗНЗКОМЫЄ С ПОНЯТИЄМ

т радиуса-вектора, предпочтут век-
* торную запись:

_. ”11Ё+...+Ґп~?~ти =і-і _ (1)
т І ті + . . . + тм

ііі т,+т«д Пример 1. Найдем положение
т*+т? Ц центра масс простейшей системы,

состоящей из двух точек, массы
которых т, и тд и расстояние
между ними І (рис. 1 ). Направив

Рис.1 ось Х от первой точки ко второй,
ті

Опубликовано в 4Кванге› Мг2 за 1996 год.
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получим, что расстояние от первой точки до центра масс (т.е.
координата це1п'ра масс) равно тд!/(т, + тд) , а расстояние от
ценгра масс до второй точки равно т,!/(тп, + тд) , т.е. отношение
расстояний обратно отношению масс. Значит, в этом случае
положение центра масс совпадает с центром тяжести.

Обсудим некоторые свойства центра масс, что, как нам
кажется, наполнит физическим содержанием приведснное выше
несколько формальное определеъше этого понятия.

1 ) Положение центра масс не изменится, если какую-то часть
системы заменить одной точкой с массой, равной массе этой
подсистемы, и находящейся в ее центре масс.

Пример 2. Рассмотрим плоский однородный треугольник и
найдем положение его цеъп'ра масс. Разделим треугольник на
тонкие полоски, параллельные одной из сторон, и заменим
каждую полоску точкой, расположенной в ее середине. Так как
все такие точки лежат на медиане треугольника, центр масс тоже
должен лежать на медиане. Повторяя рассуждения для каждой
из сторон, получаем, что центр масс находится на пересечении
медиан.

2) Скорость цеъггра масс можно найти, взяв производную по
времени от обеих частей равенства (1):

бц=т0]+...+тЬ[Ёдг =В,

т, + + тд т
где ;`5 - импульс системы, а т - полная масса системы. Видно,
что скорость центра масс замкнутой системы постоянна. Значит,
если связать с центром масс поступательно движушуюся систему
отсчета, то она будет инерциальной.

Пример З. Поставим однородный стержень длиной І верти-
кально на гладкую плоскость (рис.2) и отпустим. В процессе
падения как горизонтальная составляющая импульса стержня,
так и горизонтальная составляющая
скорости его центра масс будут оста-
ваться равными нулю. Поэтому в мо-
мент падения цеъпр стержня окажется в
том месте, где первоначально стоял стер-
жень, а концы стержня сместятся по І
горизонтали на І/2.

З) Ускорение центра масс равно про-
изводной от его скорости по времени:

д- = тд-1*---+т~д~ = Д (3) -'_ ----------------,пп
“ т1+...+тд т ' Рис.2

5
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где в правой части равенства стоят только внешние силы, так как
все внутренние силы взаимно уничтожаются по третьему закону
Ньютона. Получаем, что центр масс движется так, как двигалась
бы воображаемая точка с массой, равной массе системы, под
действием результирующей внешней силы. Наверное, это самое
физическое свойство центра масс.

Пример 4. Если бросить палку, приведя ее при этом во
вращение, то центр масс палки (ее середина) будет двигаться с

постоянным ускорением ў по парабо-
ле (рис.3).

Ж *Ж 4) Пусть система точек находгггся
Ґ в однородном поле тяжести. Тогда

_Ь д суммарный момент сил тяжести отно-
І» *д сительно любой оси, проходящей че-

рез центр масс, равен нулю. Это зна-
р,,,,_-,__›3 чит, что равиодействующая сил тяже-

сти проходит через центр масс, т.е.
центр масс является также цегггром тяжести.

5) Потенциальиая энергия системы точек в однородном поле
тяжести вычисляется по формуле

І \
І \.

Е = Тп19}2| + + Тп4\г9,1_\г =

тп., +...+тд/1,
= (тд +...+П2_\г)9 = ту/Іц,

где /1,, - высота центра масс системы.
Пример 5. При выкапывании в однородном грунте ямы

глубиной /1 и разбрасывании грунта по поверхности его потенци-
І:

ЗЛЬНЗЯ ЭНЄРГНЯ ВОЗРЗСТЕІЄТ На 1729 Ё , ҐДЄ т "' МЗССЕІ НЗВЛЄЧЄННОГО

грунта.
6) И еще одно полезное свойство центра масс. Кинетическая

энергия Е системы точек может быть представлена в виде суммы
двух слагаемых: кинетической энергии общего поступательного
движения системы, равной то:/2 , и кинетической энергии Е,,.,,,
движения точек относительно системы отсчета, связанной с
центром масс:

2

Е=%)'!'1_+Еотп'

Пример 6. Кинетическая энергия обруча, катящегося без
проскальзывания по горизонтальной поверхности со скоростью
о, равна ть2/2 + тдг/2 = тдг , так как относительное движение
в этом случае представляет собой чистое вращение, для которого
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линейная скорость точек обруча равна 0 (полная скорость
нижней точки должна быть равна нулю).

Теперь приступим к разбору задач на использование центра
масс.

Задача 1. Однородный стержень лежит на гладкой горизон-
тальной поверхности. К стержню прикладывают две одинако-
вые по величине, но противоположные
по направлению горизонтальные силы:
одна сила приложена к середине стерж- Р
ня, другая - к его концу (рис.4). Отно-
сительно какой точки начнет повора-
чиваться стержень? І,

На первый взгляд может показаться,
что осью вращения будет точка, лежа-
щая посередине между точками приложения сил. Однако урав-
нение (З) показывает, что поскольку сумма внешних сил равна
нулю, то равно нулю и ускорение центра масс. Значит, центр
стержня будет оставаться в покое, т.е. служить осью вращения.

Задача 2. Тонкий однородный стержень длиной І и массой т
привели в движение по гладкой горизонтальной поверхности
так, что он движется поступательно и одновременно враща-
ется с угловой скоростью сп. Найдите натяжение стержня в
точке, находящейся на расстоянии ц
І От 820 Цддтрй. \

Перейдем в инерциальную систе- Ф І ` 1
Ґ; Х 2

Рис. 4

му отсчета, связаш-гую с центром стер- _ -І
жня. Рассмотрим движение куска дн
стержня, заключенного между рас-
сматриваемой точкой стержня и его
концом (рис.5). Единственной внеш-
ней силой для этого куска является
искомая сила натяжения Р" ,масса куска равна Ат = т (І/2 - х)/І ,
а его центр масс движется по окружности радиусом
х +(І/2 - х)/2 = (І +2х)/4 с ускорением ад = аэг (І + 2х)/4. За-
писав уравнение движения центра масс выделенного куска,
получим

Рис.5

тш2 (12 - 4х2)
Ё. = дтац = ттттж-

Задача 3. Двойная звезда состоит из двух звезд-компонентов
с массами т, и т2 , расстояние между которыми не меняется и
остается равным Ь. Найдите период вращения двойной звезды.
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тв; Рассмотрим движение звезд-компо-
""" нентов в инерциальной системе отсчета,

связанной с це:-ггром масс двойной звез-
' ` ды. В этой системе отсчета звезды дви-

жутся с одной и той же угловой скорос-
-' тью по окружностям разных радиусов

д (рис.6). Радиус вращения звезды мас-
т'__` сой т, равен тді./(т, + тд) (см. При-

' ` ----- мер 1), а ее центростремнгельное уско-
Рт-5 рение создается силой притяжения к
другой звезде:

ппц"

\
\
\

..Ё`

\
\
`
\

\

Ъ.-'-'-в-о"'..,

С тдтд = т1шд тді.
В т, + тд '

Видим, что период вращения двойной звезды равен
3т=Ё=2,, __Ь_

0) С (тп "' тг)
и определяется полной массой двойной звезды, независимо от
того, как она распределена между звездами-компонентами.

Задача 4. Две точечные массы т и 2т связаны невесомой
нитью длиной І и движутся по гладкой горизонтальной плоско-
сти. В некоторый момент времени скорость массы 2т равна

нулю, а скорость массы т равна 0 и
направлена перпендикулярно нити

Б (рис. 7). Найдите натяжение нити
и период вращения системы.

Це:-пр масс системы находится на
І 14 расстоянии І/3 от массы 2т и дви-

Ё жется со скоростью о/3. В системе
отсчета, связанной с центром масс,

2,дд точка массой 2т движется по окруж-
Рис] ности радиусом І/З со скоростью

о/3. Значит, период вращения равен
Т = 2пІ/0 (проверьте, что такой же ответ получается, если
рассмотреть точку массой т).

Натяжение нити найдем из уравнения движения любой из
двух точек:

тп

2 ти:_ (~/ЗУ _
д' " 2” 1/з 3 1 °

Задача 5. На гладкой горизонтальной плоскости лежат
два одинаковых бруска массой т каждый, связанных легкой
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пружиной жесткостью Ё (рис.8). ц до
Первому бруску сообщают ско-
рость 00 е направлении от вто- Е'*'Ё*”*"`*Ы°'* `
рого бруска. Опишите движение ртдд
системы. Через какое время де-
формация пружины впервые достигнет максимального значе-
ния?

Центр масс системы будет перемещаться с постоянной скоро-
стью ао/2 . В системе отсчета центра масс начальная скорость
каждого бруска равна од/2 , а жесткость половигпчой пружины,
которая соединяет его с неподвижным центром масс, составляет
21: (жесткость пружгпты обратно пропорциональна ее длине).
Период таких колебаний равен Т =2п,/т/(2Іг), а амплитуда
колебаний каждого бруска, которую можно найти из закона
сохранения знерпш, составляет х,,, = о0,/т/(812) .

В первый раз деформация станет максимальной через чет-
верть периода, т.е. через время

=`/ЁТ

Задача 6. Шар массой т налетает со скоростью 0 на
покоящийся шар массой 2т. Найдите скорости обоих шаров
после упругого центрального удара.

В системе отсчета, связанной с центром масс, полный импульс
двух шаров равен нулю как до, так и после соудареиия. Легко
догадаться, какой ответ для конечных скоростей удовлетворяет
одновременно и этому условию, и закону сохраиеъпля энергии:
скорости останутся такими же, как до удара, по величине, но
изменят свои направления на противоположные. Скорость центра
масс системы равна 0/3. В системе центра масс первый шар
движется со скоросгью 20/З, а второй шар движется навстречу
первому со скоростью 0/З. После удара шары будут разлетаться
с такими же скоростями. Осталось вернуться в первоначальную
систему отсчета. Применяя закон сложения скоростей, находим,
что конечная скорость шара массой т равна 0/3 и направлена
назад, а скорость покоившегося раньше шара массой 2т равна
2:1/З и направлена вперед.

Отметим, что в системе центра масс очевидным является
утверждение, что при ударе отностельная скорость шаров не
меняется по величине, но меняется по направлению. А так как
разность скоростей при переходе в другую инерциальную систему
отсчета не изменяется, можно считать, =п'о мы вывели это важное
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СООТНОШЄНИЄ И для ПЄРВОНЁІЧЗЛЪНОЙ СНСТЄМЪІ ОТСЧЄТЗЁ

111-(22 =Ц2-Ц1,

где буква 0 используется для обозначения начальных скоростей,
а и - для конечных. Это уравнение можно решать совместно с
законом сохранения импульса вместо закона сохранения энерпш
(куда скорости входят во второй степени).

Задача 7. Известно, что при упругом нецентральном ударе
двух одинаковых шаров, один из которых до удара покоился,
угол разлета равен 90'. Докажите это утверждение.

В системе центра масс нецентральный удар можно описать
следующим образом. До удара шары сближаются с одинаковыми
импульсами, после удара они разлетаются с такими же по
ВЄЛНЧННЄ, НО ПРОТНВОПОЛОЖНО НЗПРЗВЛЄННЫМИ НМПУЛЬСЗМН, З
прямая разлета поворачивается на некоторый угол относительно
прямой сближения. Чтобы перейти обратно в начальную систему
отсчета, надо каждую конечную скорость сложить (векторної) со
скоростью центра масс. В случае одинаковых шаров скорость
центра масс равна о/ 2, где 0 - скорость налетающего шара, и в
системе отсчета центра масс шары сближаются и разлетаются с
одинаковыми скоростями о/ 2. В том, что после сложения
каждой конечной скорости со скоростью центра масс получаются
взаимно перпендикулярные векторы, можно убедиться, сделав
рисунок. А можно и просто провергггь, =гго скалярное произведе-
ние векторов (й + би) и (-й + би) обращается в ноль в силу того,
что модули векторов й и 5,, равны друг другу.

Упражнения
1. Стержень массой т и длиной І шарннрно закреплен за один из

концов. Стержень отклонили на некоторый угол от вертикального
положения и отпустили. В момент прохождения вертикального положе-
ния скорость нижней точки равна и. Найдите натяжение в средней точке
стержня в этот момент времени.

2. Тонкий стержень массой т и длиной І вращают в горизонтальной
плоскости с угловой скоростью сп вокруг одного из его концов. Найдите
натяжение стержня в точке, находящейся на расстоянии х от оси
вращения, если на другом конце закреплен маленький грузик массой М.

3. Найдите период колебаний для системы, описанной в задаче 5
статьи, но для брусков различных масс пп, и тд .

4. Шар массой т, налетает на покоящийся шар меньшей массы тд .
Найдите максимально возможный угол отклонения налетающего шара
при упругом нецентральном ударе.



ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ В ЗАДАЧАХ
НА СТОЛКНОВЕНИЯ

А. Овчинников, В.Плис
В физике под столкновениями понимают процессы кратков-

ременного взаимодействия между телами в широком смысле
слова, а не только как соприкосновение тел. Сталкивающиеся
ТЄЛЗ НЗ. ООЛЬШОМ РЗССТОЯНИИ ЯВЛЯЮТСЯ СВОООДНЫМН. ПРОХОДЯ
друг мимо друга, тела взаимодействуют между собой, в резуль-
тате могут происходить различные процессы - соединение тел,
возникновение новых тел и т.п. Наконец, может иметь место
упругое столкновение, при котором тела после некоторого сбли-
жения вновь расходятся без изменения своего внутреннего
состояния. Столкновения, приводящие к изменению внутреннего
состояния тел, называются неупругими.

Происходящие в обычных условиях столкновения обычных
тел почти всегда бывают в той или иной степени неупругими -
уже хотя бы потому, что они сопровождаются некоторым нагре-
ванием тел, т.е. переходом части их кинетической энергии в
тепло. Тем не менее, в физике понятие об упругих столкновениях
играет важную роль. В частности, с такими столкновениями
приходится иметь дело в физических экспериментах в области
атомных явлений.

Обсудим несколько конкретных задач.
Задача 1. Протон, пролетая

мимо первоначально покоившегося
ядра неизвестного химического эле-
мента, отклонился на угол В =
= агссоз (4/15), а величина скорос-
ти протона уменьшилась на 10%
(рис.1). Найдите массовое число т М 13
химического элемента.

Взаимодействие частиц упругое;
следовательно, импульс и энергия

Опубликовано в <Кванте› Мг! за 2001 год.

из
т

0!

Рис. 1
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системы сохраняются:
-5 -Ъ -ў

ти, = т0д+М тя»

тег _ тег + М02
2 _ 2 2 '

где М и 0 - масса и скорость неизвестного ядра. Из закона
сохранения импульса с помощью теоремы косинусов получаем

(Мо)2 = (тс~,)2 + (тг›д)2 - 2т2и,од со$|З.

Из двух последних соотношений находим искомое массовое
число:

А=М_= =7,где [3=Р2.=О_9_
т 1-Ё Ч

Следовательно, протон столкнулся с ядром лития.
Задача 2. Каков максимальный угол В упругого рассеяния

а -частицы в водорода? Масса атома водорода в 4 раза меньше
массы (1-частицы.

Рассмотрим два способа решения задачи.
Первый способ
Проанализируем упругое столкновение в лабораторной (не-

подвижной) системе отсчета. Вве-
дем обознзчения: т, - масса ос -
ЧЗСТНЦЫ, І) _ ЄЄ СКОРОСТЬ ДО РЗССЄ-

тд, яния, іпд - масса атома водорода,
3, и дд - скорости сх -частицы и
атома водорода, соответственно,

гида, после рассеяния.
Рис.2 Взаимодействие упругое; следо-

вательно, сохраняются импульс
(рис.2) и кинетическая энергия системы ов-частица - атом
водорода:

А
ТП

та; = пци, созб + тдид сов <р ,

т,с, зіп б = тдод зіпср,

ме=ме,ме_
2 2 2

Исключив из этих соотношений угол Ф и скорость од , получим
относительно 0, квадратное уравнение

(т, + тд)оЁ - 2т,асо$б - 0, + (т, -тд)с2 = 0.
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Корни этого уравнения будут вещественными при зіп б 5 тд/т, _
Максимальный угол б , удовлетворяющий этому условию, и есть
искомый угол В . Таким образом,

В = агсзіп-'Р-1 -= 0,25 рад .
ті

Заметим, что рассеяние на максимальный угол возможно
только при условии, что масса налетающей частицы больше
массы покоящейся.

Второй способ
В общем случае столкновение удобно рассматривать в системе

центра масс сталкивающихся частиц (в системе, где их суммар-
ный импульс равен нулю). Скорость центра масс нашей системы
тел равна

-І

-› то1/=Ш__.
т, + тд '

До столкновения импульс частицы массой тд равен

;=т[;-г]=__т«т2°І ”21+7п2›

-Ъ
а импульс частицы массой тд равен - р _

При упругом столкновении импульс и энергия взаимодей-
ствующей системы тел сохраняются. Так что если импульс

-9первой частицы после столкновения обозначить р, , то импульс
-ў

второй будет - р, . Из закона сохранения энергии, записанном в
ВИДЕ

2 .і. і - 2 _Ё_ _Ь
р(т1+'”2]_Р'['”1+т2]'

І-ІЗХОДИМ

Р=Р--
Таким образом, единственное, что происходит в рассматривае-
мой системе при столкновении, это поворот импульсов частиц,
т.е. изменение их направления без изменения величины. Вмес-
те с импульсами так же изменяются и скорости обеих частиц.
Угол поворота зависит от конкретного характера взаимодей-
ствия частиц и от их взаимного расположения при столкно-
вении.

При переходе в лабораторную систему отсчета воспользуемся
правилом сложения скоростей. В соответствии с 1-тм, скорость
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СТОЛК-01 налетаюшей частицы после_......=цШЪ
-Ъ -Ъ -Ъ

 211 = 01 г
Рис.3 °-І

где 0, - ее скорость в системе
* -›

центра масс. На рисунке З из одной точки отложены вектор І/
-І

"' СКОРОСТЬ ЦЕНТРЕ МЗСС СИСТЕМЫ И ВЕКТОР І) _ СКОРОСТЬ НЗЛЕТ8°

ЮЩЄЙ ЧЗСТИЦЫ ДО СТОЛКНОВЕНИЯ. ВЕЛНЧИНЗ

77220

ад =т +т1 2
сдтределяет радиус окружности, на которой заканчивается вектор
о,. Из рисунка следует, что в случае тп, > тд угол между

-І -і
векторами скоростей с- и о, налетаюшей частицы до и после
столкновения не может превышать некоторого __максимального
значения 0, соответствующего случаю, когда 0, касается ок-
ружности, т.е.

_ _ 01, _ т; __ _В - агсзтп У - ті - 0,25 рад.

Задача 3. Первая искусственная ядерная реакция

ИМ + *Не = '7О+р

наблюдалась Резерфордом в 1919 году. Она идет с поглощением
энергии О = 1, 13 МэВ. Какую пороговую кинетическую энергию
Ещ, следует сообщить в лабораторной системе отсчета оп -
частице, чтобы при бомбардировке неподвижной мишени из
азота указанная реакция могла произойти?

Пороговой энергией Епор, или порогом ядерной реакции,
называют такую энергию налетаюшей на неподвижную мишень
частицы, начиная с которой ядерная реакция становится возмож-
ной.

Сначала - небольшое отступление. Найдем связь кинети-
ческих энергий Ед, и Ед, системы материальных точек в лабо-
раторной системе отсчета и в системе центра масс соответствен-
но. По закону сложения скоростей, для каждой і-й материаль-
ной точки

1. 1
+ 5-'1Ё)і=У

-І*

где У - скорость центра масс системы. Тогда кинетическая
энертя системы материальных точек в лабораторной системе
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равна
-Ь -Ь 2

-›2 тд 1/'+ 0,,
_ Ґпі ді _ _

Е» - ЁТ - Ё*_т_ -
ад ~›2

_) -Ь

= 2%+2%-+У2тдид_.

_!

Сумма Ева, сд, равна нулю, так как она определяет скорость
центра масс в системе центра масс. Таким образом,

дл, 12
Е* =*іЁ'*'+Е*.,

т.е. кинетическая энергия совокупности материальных точек в
лабораторной системе отсчета равна сумме кинетической энергии
всей массы системы, мысленно сосредоточенной в ее центре масс
и движущейся вместе с ним, и кинетической энергии той же
совокупности материальных точек в ее относительном движении
в системе центра масс. _,

Теперь приступим к решению задачи. Обозначим через ро
импульс а-частицы до столкновения. Кинетическая энергия
движения центра масс системы

МИ: Рё = тд., Е
2 2(тн.=+т~) '"Н<=*'"~ "°'°

не изменяется при ядерной реакции, так как импульс замкнутой
системы сохраняется, и поэтому указанная энергия не участвует
в ядерных превращениях. Тогда искомую энергию найдем из
условия

тНс
Епор _ О + тне + ты Епор 1

ОТКУДЗ

Ёп + їп т ,.в,,,,,, = ЩЖ-чо =1,4:› мэв.
Заметим, что минимум кинетической энергии бомбардирую-

щей частицы достигается в случае, когда продукты реакции
покоятся в системе центра масс.

Задача 4. Неподвижный невозбужденный атом водорода
поглощает фоток. В результате атом переходит в возбужден-
ное состояние и начинает двигаться. Найдите величину 0
скорости, с которой стал двигаться атом после поглощения
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фотона. Энергия возбуждения атома ЕП = 1,63-1048 Дж.
Энергия покоя атома водорода таз = 1,49-10"° Дж. Указание:
при х<<1 можно считать, что (1 + .т)° = 1 +о.:с.

Обсудим два способа решения задачи.
Первый способ
Поглошение фотона атомом является типичным неупругим

столкновением. Из законов сохранения энергии:
Ігс тэгТ = 512 *Т

и импульса:

,І тоА _

находим искомую скорость:

о=с[,І1+2-Ёёї-1]=с%,
тс тс

которая определяется только отношением энергии возбуждения
к энергии покоя атома водорода. При выводе утгено, что в
числителе стоит величина, на много порядков меньшая, чем в
знаменателе. Это подтверждает нерелятивистское приближение,
использованное в решении.

Итак, при переходе атома водорода из основного состояния в
первое воэбужденное состояние атом начинает двигаться со
скоростью

0==с5%-=3,3 м/с,
тс

Второй способ
При записи законов сохранения энергии и импульса восполь-

зуемся релятивистскими формулами для энергии и импульса:
2 Ізс тс2

та +Т= 2 2'1-0/с

то
#1- 02/с2 '

Далее, разделим второе соотношение на первое и получим
Ігс/Ао=с---і

тс2 + /гс/А _
Энергия поглошаемого фотона много меньше энергии покоя
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ЕІТОМЗ, ПОЭТОМУ ВЬІРВЖЄНИЄ ДЛЯ СКОРОСТИ МОЖНО ПРЄДСТЗВИТЬ В

ВШІЄ

ІІСІ1. Е-І2
0 = С -'Т = С-ї _

тс тс
Задача 5. На неподеижный нееозбужденный атом водорода

налетает другой нееозбужденный атом водорода. Какова ми-
нимальная кинетическая энергия налетающего атома, при
которой е результате столкновения может излучиться фо-
тон? Энергия ионизации атома водорода 13,6 эВ.

Налетающий атом передаст на иониэацию максимально воз-
можную энергию при таком неупругом столкновении, когда оба
атома в системе центра масс будут покоиться. Кинетическая
энергия движения центра масс системы, равная

Р2 _ Р2 _ Блог
2(т1 "'т2) _ 'дтп _ 2 ,

где тр - масса протона, а Ещ, - пороговая энергия, не
изменяется при ядерной реакции, так как импульс замкнутой
системы сохраняется, и поэтому указанная энергия не участвует
в ядерных превращениях. Фотон унесет ми:-шмальную энерптю,
если электрон в атоме водорода перейдет с первого уровня на
второй. Для этого атом должен поглотить энергию

1 1 Е
,Й/12

где В - постоянная Ридберга. При ионизации электрон перехо-
дит с первого уровня на бесконе'-пюсть; следовательно, энергия
ионизации равна

Е" = Ы2.

Из полученных соотношений находим

Ещ, = ЁЕН = 20,4 эВ.

Задача 6. Рентгеновский фотон сталкивается с неподвиж-
ным электроном и отражается в обратном направлении.
Найдите приращение длины волны фотона в результате
рассеяния.

При энергиях в сотни тысяч электронвольт необходим учет
релятивистских эффектов. Законы сохранения энергии и им-
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ПУЛЬСЗ ПРНННМЗЮТ Вид
2,,,,,2,ї=щ*;_,н

2.0 [1_д2/С2 А.'

І: І: тоГ"ї*__",/Жї*
где т - масса электрона, 3.0 и Ж - длины волн фотона.
Умножим второе равенство на с, сложим его с первым и
вычтем его из первого равенства. Перемножив полученные
соотношения, найдем

д1=т-х,,=2і=4,в4›1о"2 м.
тС

ЗЗМЄТНМ, ЧТО ЭТО ВПОЛНЄ СОГЛЗСУЄТСЯ С ЭКСПЄРНМЄНТЗЛЬНЫМИ

ДЗННЫМН.

Упражнения
І. Ядро лития возбуждается пучком протонов, падаюшим на непод-

вижную лнтневую мишень. При этом происходит реакция
р+ 71..і -› р+ 'І_і'.

При каких отношениях энергии налетающего протона к энергии возбуж-
дения лъггия возможно возникновение протонов, движущихся в обрат-
ном к потоку направлении?

2. На неподвижный невозбуждениый атом водорода налетает элек-
трон. Какова пороговая кинетическая энерпш ЕМ налетающего элект-
рона, при которой в результате столкновения может излучаться фотон?
Энергия ионизации атома водорода Е" = 13,6 эВ.

3. Реттеновский фоток сталкивается с неподвижным электроном и
отражается в перпендикулярном направлении. Найдите приращение
длины волны фотона в результате рассеяния.



ОБ АМПЛИТУДАХ КОЛЕБЛЮЩИХСЯ ВЕЛИЧИН

А. Овчинников, В. Плис

Гармонические колебания - важнейший вид механического
движения. Поэтому полезно обратить внимание на некоторые
особые свойства этого движения.

Известно, что при гармонических колебаниях смещение х
тела от положения равновесия зависит от времени г по закону

х = Хсоз(сос +8).

Здесь Х - величина максимального смещения тела от положения
равновесия, т.е. амплитуда колебаний, ( со: + б ) - фаза коле-
баний, со - циклическая (круговая) частота колебаний, б -
начальная фаза колебаний.

Дифференцирование смещения .т по времени г позволяет
найти проекцию скорости ох колеблюшегося тела на координат-
ную ось ОХ:

их = -Хсо зіп (св: + 8).
Произведение величин Х и со в правой части этого равенства
имеет смысл величины максимальной скорости У, т.е. амплиту-
ды скорости колеблюшегося тела. Таким образом, амплитуды
скорости и смещения связаны соотношением

1/=Хсв. (1)

Диффереишпруя проекцию и_,, скорости по времени г, нахо-
дим проекцию а_, ускорения колеблюшегося тела на ось ОХ:

ад = -ХФ2 со$(со: + 5).

Произведение величин Х и шг в правой части равенства - это
величина максимального ускорения А, т.е. амплитуды ускорения
колеблюшегося тела. Иными словами, амплитуды ускорения и
смешения связывает выражение

А =Хш2. (2)

Опубликовано в <гКванте› Мэі за 1999 год.
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С 40; Формулы (1) и (2) можно
` 'Ё получить по~другому. Их вывод

А 'У основан на том, что если точка С
равномерно с линейной скорос-
тью У и угловой скоростью Ф

Х Х движется по окружности радиу-
сом Х (рис.1). то ее проекция В
на координатную ось ОХ совер-
шает гармонические колебания с

Рид, циклической частотой щ . Из
кинематики движения по окруж-

ности известно, что линейная скорость У, угловая скорость со и
радиус вращения Х связаны соотношением, совпадаюшим с
соотношением (1), а центростремительное ускорение А выража-
ется через радиус Х и квадрат угловой скорости со формулой,
совпадающей с выражением (2).

Обратим внимание еще на одно важное свойство гармоничес-
ких колебаний. При рассмотрении колебаний в механике часто
УДООНЄЄ ИХ ОПИСЫВЗТЬ НЄ На ЯЗЫКЕ СИЛ, 3 На ЯЗЫКЕ ЭНЄРГИЙ.
Допустим, исследуемая система такова, что ее потенциальная и
кинетическая энергии описываются формулами

2 12Еда..
ГДЕ С! И В _ ПОЛОЖИТЄЛЬНЬІЄ ПОСТОЯННЫЄ ВЄЛИЧННЬІ (ПЭРЭМЄТРЬІ
СИСТЄМЫ), І И І, " СМЄЩЄНИЄ ОТ ПОЛОЖЄНИЯ РЗВНОВЄСНЯ И ЄГО
ПЄРВЗЯ ПРОНЗВОДНЕІЯ ПО ВРЕМЕНИ, Т.Є. ПРОЄКЦИЯ СКОРОСТИ Ох.
ЗЗКОН СОХРЗНЄННЯ ЭНЄРГНИ ЗЗПИСЫВЗЄТСЯ В ВИДЄ

2 г 2
5% +Р-%- = сопзіз. (З)

Продифференцировав это равенство по времени, получим диф-
ференциальное уравнение

СІ.х"+-х =0В 1

где х” - вторая производная от х по времени, т.е. проекция
ускорения ах . Непосредственной подстановкой можно убедить-
ся, что решением этого уравнения является функция

.т = Хсо$(а›г + б),
причем для Циклической частоты находим

ш=\]-Ё. (4)
за



Таким образом, приходим к выводу, что если энергия исследу-
емой системы огшсывается формулой (З), то движение является
гармоническим колебанием с шпслической частотой, определяе-
мой соотношеъшем (4).

Теперь обсудим несколько конкретных задач.
Задача 1. К пружине жесткостью 1:, один конец которой

закреплен, подвешен груз массой т, лежащий на подставке так,
что пружина не растяиута (рис.2). Под- __ _ _
ставку быстро убирают. Найдите величи- И "тд `* `
ны максимальной скорости и максимальной
силы упругости пружины при дальнейшем
движении груза.

Положение равновесия находится ниже
начального положения груза на Х = ту/із.
Колебания смещения к груза относительно
положения равновесия будут происходить ;-Ёїд:"'1%'_ё;

по закону х(с) = Х созаэг (ось ОХ направ-
лена по вертиказш вверх), где ат = ,/Іг/т -
круговая частота колебаний.

В начальный момент пружина не дефор- _:щ _ __
мирована; следовательно, в этот момент ус- ~ - ~- " ' * '
кореъше груза равно ускорению свободно рис;
падающего тела: а, = -9 и максимально по
ветшчиие. Максимальная скорость достигается при прохождении
грузом положения равновесия. Амплитуда У колебаний скорости
связана с аьптлитудой А колебаний ускорения соотношением У =
= А/ш. Отсюда

У = 9,/т/І: _
После прохождения положения равновесия ускорение груза

направлено вверх, растет по ветппшне и достигает при остановке
максимального значения ах = 9. Из второго закона Ньютона
та, = Р, + ту, находим максимальную величину силы упру-
гости пружины:

(іі

аТ|*а'а*айа ЗІІ-

Р = ту -(-ту) = 2ту.
Задача 2. В известном опыте академик А.Ф.Иоффе для

определения амплитуды колебаний ножки камертона подносил
к ней стальной шарик на нити вплоть до соприкосновения
шарика с ножкой (рис.3). Найдите амплитуду Х колебаний
ножки камертона, если максимальная высота подъема шарика
после одного отскока (точнее - ее среднее значение при
многочисленных опытах) равна Н. Частота колебаний ножки
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камертона ч. Масса шарика мала
по сравнению с массой ножки камер-
тона.

Найдем величину скорости, кото-
рую приобретает лепєий неподвиж-
ный шарик в результате абсолютно
упругого соударения с массивной
ножкой камертона, движущейся со
скоростью Покоящийся относи-
тельно неподвижной (лабораторной)
системы отсчета шарик движется от-
носительно такой ножки со скорос-

р,,,с_3 тью - У. В результате абсолютно уп-
ругого соударения од-юсительная ско-

рость шарика меняет знак и становится равной У. Тогда скорость
шарика в неподвижной системе отсчета, равная векторной сумме
ск_орости ножки и относительной скорости шарика, будет равна
2 У. Максимальная высота подъема шарика достигается при
максимальной начальной скорости, которая для ножки камерто-
на равна Хсо, а для шарика - соответственно, 2Хш. По закону
сохранения полной механической энергии,

2х 2 =т9Н_

і

О--ц-ц--

-|
ш

где т - масса шарика. Отсюда с учетом соотношения со = 2тгу
находим искомую амплитуду колебаний:

_ 1 9НХ-тм/Т~
Задача 3. На массивной чашке пружинных

весов лежит маленький грузик (рис.4). Масса
чашки т1, масса грузика пренебрежимо мала.
К дну чашки подвешен груз массой тд. Вся
система находится в равновесии. Нить, на

91 которой подвешен груз, пережигают. При ка-
ком соотношении между т, и тд грузин на

ті чашке начнет подскакиеать?
После отрыва груза массой тд положение

равновесия системы сместится вверх на Х =
= тду/Іг , где І: - жесткость пружины. Колеба-

'"= ния смещения х чашки относительно нового
Рис.4 положения равновесия будут происходить по
86



гармоническому закону х(і) = Х созсвг с круговой частотой со =
= ,/Іг/т, (ось ОХ направлена по вертикали вниз). В процессе
подъема чашки с грузом после прохождения положения равно-
весия ускорение направлено вниз , растет по величине и достигает
наибольшего значения

л=а2х=Ё=Ё-ї.тт чи
Если А < 9, т.е. тд < т, , то при движении чашки вниз грузик
будет оставаться на ней. Если А > 9, т.е. тд > т,, грузик
оторвется от чашки (до того, как чашка остановится).

Задача 4. Математический маятник длиной Ь совершает
колебания в вертикальной плоскости с
малой угловой амплитудой. Для увеличе-
ния амплитуды колебаний нить при каж-
дом прохождении положения равновесия
укорачивают на малую величину АЬ ,
вытягивая ее через узкое отверстие в
месте подвеса (рис.5), а в каждом край-
нем положении нить удлиняют на ту же 91,
величину АЬ. Нить удлиняют и укорачи-
вают таким образом, что за время одного
НЗМЄНЄНПЛ ЭЛННЫ СІЦІ0 НДШЯЖЄНЦЛ ОСтЄ' Рис 5
ется постояннои по величине. Найдите
относительное увеличение амплитуды колебаний угла откло-
нения нити от вертикали за один период.

При прохождении маятником положения равновесия вне-
шняя сила поднимает грузик на АІ. и совершает при этом работу,
РЁІВНУЮ

2
%+т9 Ц.,

где т - масса грузика, У - его максимальная скорость. В крайтшх
положениях, при которых угол отклонения нити от вертикали
равен ±А . длина маятника увеличивается на Щ. . В этом случае
работа внешней силы равна

-туаі. сов А .
В течеъше ка.ждого периода длина маятника дважды уветшчива-
ется и уменьшается. Таким образом, приращение энергии маят-
ника за период колебаний составляет

2
АИ/ = 4211-Ё-+ту(1-созА)}АІ.,
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или, поскольку рассматриваются малые колебания, т.е. утол А
мал и сов.-1 =1- А2/2,

2 2Уди/=2 туаьї +1-"_аг..2 І.
Амплитуда колебаний скорости У связана с амплитудой колеба-
ний смещения ЬА соотношением 1»' = шІ.А, где со = ,/9/1. -
круговая частота колебаний маятника. Тогда

ат. ти* аі. А*Ш -дтп" 6т"'9”'т~
Энергия маятника равна

1/2 А*
““=%='”9”т~

поэтому формула для АИ/ принимает вид

ди/ = в%и/ _
Таким образом, энергия маятника будет систематически возрас-
тать, получая за каждый период небольшое приращение, пропор-
циональное самой этой энерпти П/ и величине А1./І. . Отсюда для
относительного увеличения энергии получаем

аи/ _ 6 ат.
и/ 1. '

ТЄПЄРЬ, ПРННИМЕІЯ ВО ВННМЗНИЄ ВЬІРЗЖЄНИЄ ДЛЯ ЭНЄРГИИ МЭЯТНИКЗ
2

И/ = туІ.% ,

найдем
_туІ_. АП/'__ 2.1

Ан/--Г .

Сравнивая между собой два выражения для АП//ТУ , для
относительного увеличения амплитуды угла за период получим

дали
А- І.'

Задача 5. Вдали от всех тяготеющих масс в космосе
находится тонкая однородная спица длиной Ь = 10 м и массой
М = 1 кг. По ней без трения может скользить бусинка массой
т = 0, 1 кг. В начальный момент бусинка смещена относительно
центра спицы на а! = 1 см и система неподвижна. С какой по
величине скоростью У (в системе спицы) и через какое время
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т бусинки достигнет центра спицы? Гравитационная посто-
янная 6 = 6,67-10"" Н -мг/кг2.

В процессе колебаний цетр масс системы тел будет оставать-
ся неподвижным. Начало неподвижной системы отсчета ОХ
поместим в центр масс, а подвижную систему отсчета ОХ,
свяжем со сптщей. Ускорение бусинки при малом ее смещении х,
(в системе спицы) определяется силой притяжения концевого
отрезка спицы, имеющего вдвое большую длину н расположен-
ного на расстоянии І,/2 от бусинки:

15, 6т(М/1.)-2.-г, вам
а6д_=;,-2-=--і-іёі-=-Тхъ

т(1-/2)
Ускорение спицы при этом смещении бусинки равно

РІ Ст (М/1.) - 2х 8611;
= --- = ї-мы = ---а°" М ми./2)* Б І"

Для сложения ускорений справедливо то же правило, что и для
сложения скоростей (в этом легко убедиться, например, путем
дифференшгрования). Тогда ускорение бусинки относительно
спицы будет

,, 86(М+т)
.1'|=(26_д,І = бы -'ди =-ТІ|_

ПОЛУЧЄНО УРЗВНЄНИЄ ГЗРМОНИЧЄСКИХ КОЛЄОЗНИЙ ОУСННКИ ОТНО-
СИТЄЛЬН0 СПИЦЬІ. кр]/ГОВЗЯ ЧЗСТОТЗ ЭТИХ КОЛЄОЗНИЙ РЗВНЗ

2 26 М +т) _5 __ / ( _ 1а›-ї ---Ґ---о,17-10 с.

Бусинка вернется в центр спицы через четверть периода колеба-
ний, т.е. через

Т ТС 5
Т - Ё - її; - 2 ' С

с относительной скоростью
1/ = на = 0.7740* м/с.

Задача 6. Потенциальиая энергия атома в некотором
кристалле описывается формулой Ы(г) = По ((11,/т)12 - 2 (Ґ/ї0)6) ,
где По = 8.8 -10* эВ, то =0,287 нм ипри этом тд соответству-
ет равновесному положению атома. При малых отклонениях
от положения равновесия происходят колебания. Согласно
квантовым представлениям, энергия колебаний с частотой
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со = 210/ может принимать значения Е, = Ігч (п +1/2), п = 0,
1, 2, где І: = 6.62-1044 Дж-с - постоянная Планка.
Оцените наименьшую амплитуду Хо колебаний смещения
атома в таком кристалле. Масса атома т = 6,4 -10"24 г;
1 дв = 1,6-10"” ди.

Для определения круговой частоты Ф колебаний атома
обратимся к гармоническим колебаниям груза массой т на
пружине жесткостью Іє, находящегося на гладкой горизонталь-
ной плоскости. При смещении на х от положения равновесия
приращение потенциальной энергии груза составляет Ігх-2/2,
приращение его кинетической энергии составляет тої/2, а
круговая частота колебаний равна со = .,/Іг/т . Вернемся к нашей
задаче и проанализируем выражение для потенциальной энергии
атома в кристалле. Отметим, что при г = то потенциальная
энергия достигает минимума (проверьте это самостоятельно).
Тогда при малых смешениях бг (бг << го) от положения равно-
весия прирашение потенциальной энергии можно приближенно
считать пропорциональным квадрату смещения:

АП =Ы(г0+бг)-Д/(гО)= .

Найдем коэффициент пропорциональности Іг. При малых х
справедливы приближенные равенства

(1+х)"=1+пх+п(п-1)х2,

1т-1**
И ПРНРЗЩЕНИЕ ПОТЕНЦНЗЛЬНОЙ ЭНЕРГНН ПРИ МВЛЫХ СМЕЩЕНИЯХ БГ
ОТ ПОЛОЖЕНИЯ РЗВНОВЕСИЯ ПРННИМЗЕТ ВИД

ао = щг, +в-)_ щ-,,) = ЁЁ%(ь«)* _
То

Отсюда получаем
720 І: 6 20/==-ь-'*-~"<°=\/;,,;='г~/#=

Ґ0 0

Искомую амплитуду Хо найдем из условия кваъггования колеба-
ний: 2
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откуда
_1 д _ іыовХ--я\/жц/12,.,/Щ ' "“~

Упражнения
1. На неподвижный груз массой т = 10 кг, лежащий на гладкой

горизонтальной поверхности и прикрепленный пружиной жесткостью
І: = 4 -103 Н/м к вертикальной стенке Ґ
(рнс.6), в течение некоторого времени Р
т действует постоянная по величине и 5;
направлению сила Р. При каких значе- `
ниях 1: амплитуда колебаний скорости
после прекращения действия силы бу- РИ0-5
дет максимальной?

2. Брусок массой ті под действием пружины совершает на гладком
столе гармонические колебания с амплигудой Х и периодом Т. Пуля
массой та, летящая вдоль направления движения бруска, попадает в
него. В результате колебания прекращаются. Определите величину У
скорости ггулн. Время торможения пули в бруске мало по сравнению с
периодом колебаний.

3. Чашка пружинных весов с гирями (рис.7) совершает вертикаль-
ные гармоннческие колебания с амплитудой Х и периодом Т. Масса
чашки и гирь тд. Гнрю какой массы тд следует
снять с чашки весов в момент ее нахождения в
крайнем верхнем положении, чтобы колебания
прекратились?

4. Небольшой шарик на нггги длиной Ь совер-
шает колебания в вертикальной плоскости с малой Ч
угловой амплитудой. Для увеличения амплитуды
колебаний нить при каждом прохождении положе-
ния равновесия укорачнвают на малую по сравне-
нию с І. величину М. = 3 мм, вытягивая ее через
узкое отверстие в месте подвеса (см. рнс.5). а в
каждом крайнем положении нить удлиняют на ту
же величину Ы., отпуская ее. Нить удлиняют и Рис]
укорачивают таким образом, что за время одного изменения длины сила
натяжения остается постоянной по величине. Найдите период Т колеба-
ний, если за каждый период амплитуда колебаний скорости увеличива-
ется на 8 = 0,5%. Ускорение свободного падения 9 = 10 м/ст.

5. На тележке массой т,, покоящейся на горизонтальных рельсах,
укреплен маятник - шарик массой т2 на нити длиной І.. Найдите период
Т малых колебаний маятника, которые он будет совершать, если
отклонить его вдоль рельсов на небольшой угол и затем отпустить
одновременно с тележкой, не сообщив им начальной скорости.

Ё-д-Ы&-т3«±>і1іо±-а-- 111* -=-'.#`чч*.`сд;-;іь~- гг . »



КОМБИНИРОВАННЬІЕ ЗАДАЧИ ПО МЕХАНИКЕ

В.Плис
Опыт вступительных экзаменов в ведущие физические вузы

(МФТИ, МГУ, НГУ и др.) показывает, что задачи по механике,
для решения которых следует привлекать не только законы
сохранения ища изменения физических везшчин, но и учитывать
кинематические связи, выполнять переход из одной системы
отсчета в другую, анализировать динамику системы тел наряду
с динамикой того или иного тела в отдельности и т.д., вызывают
затруднения у поступающих. Такие задачи иногда называют
КОМОИНИРОВЗННЫМН. ЗЗЧЗСТУЮ ОНИ ДОПУСКЗЮТ НЕСКОЛЬКО ПОДХО-

дов к решению. Проиллюстрируем это на конкретных примерах
достаточно сложных задач вступи-

Ф9 тельных экзаменов по физике.
Задача 1. Однородные шары

.,-_ д радиусом В каждый насажены на
"'д'д?д'д'¦'д'дТд'д"вш гладкую горизонтальную спицу

_›,, (рис. 1). К покоящемуся шару мас-
Рис 1 сой бт прикреплена легкая пружи-

на жесткостью Іг и длиной 612.
Шар массой т движется со скоростью 0. Найдите максималь-
ную деформацию АІ_,,, пружины и время 1: контакта шара
массои т с пружинои.

Рассмотрим три способа решения этой задачи.
Первый способ

М; В лабораторной системе отсчета
М1 - ЛСО - уравнения движения ша-

,дг ров в проекции на горизонтальную
55515,-_,-д-двд-дед-дчдгі-,Ё-;-5%; _, ось Х принимают вид (рис.2)
\~с;.Е"-' ъїщі-3** Рд, Х

та там» = да-
- бту

бта = Р _
Рис.2 21 2:

Опубликовано в 4Кванте› .Т\'ё1 за 2003 год.
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Отсюда с учетом равенства Д, = -15, получим
1 1

“га -01; = 5;[5п'+",;)-
В момент времени І деформация пружины равна

Ь(0) - Ь(С) = БК-(хд - х, - 212] = -(хд - х,)+3К,

где Ь - длина пружины. Упругая сила связана с деформацией
пружины законом Гука:

1-д_,. = Іг(- (хд - х,) + ВК).

Тогда движеъше одного шара относительно другого задается
уравнением

(І -І -812)” = Є -Є = -і(х -д; -ВК)2 І 2.1: І: М 2 1 ›

где М - т.6т - вт - так называемая п иве енная масса_ т + бт _ 7 Р д
системы шаров. Это уравнение описывает свободные гармоничес-
кие колебания. Его общее решение имеет вид

хд -х, -ВВ = Асово›г+ Взіпшг,

І: 7Іггде св = -- = -, а постоянные А и В можно найти изМ бт
начальных условий

хд(0)-х,(0)-8К=0= А

И

02.: 01: = -0 = ВФ '

Окончательно получим
,Вт .

І2 (Ё)-1] (Ё)-812 = '-0 ЁЅІПФЁ .

Отсюда находим максимальную деформацию пружины:

А1.,,,=т.›і%ТЕ.

Шар массой т будет находиться в контакте с пружиной в
течение половины периода гармонических колебаний:

,-д-,,[иг.
-со- 71: `
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Второй способ
В ЛСО кинетическая энергия системы материальных точек

равна

ЕСЛИ ВВЕСТИ СИСТЕМУ ЦЕНТРЕ! МЕ-ІСС “ Ц-СИСТЕМУ, “ ТО С УЧЕТОМ

ПРЗВИЛЗ СЛОЖЕНИЯ СКОРОСТЕЙ

ді “дн+йі›

где 5,, - скорость центра масс в ЛСО, а й, - скорость і-й точки
в Ц-системе, выражение для энергии можно преобразовать:

(г-1~г 2 _. _.

І

Последнее слагаемое в этом выражении равно нулю, так как в
Ц-системе скорость центра масс равна нулю:

2 тійі
-пр 1.ё 1

І

і

В Ь)
-І-

...М до-.
ты

Полученное равенство

г,=ЁЁ+у_М. 2

словами формулируется так (теорема Кенига): кинетическая
энергия системы материальных точек равна сумме половины
произведения массы системы на квадрат скорости ее центра масс
и кинетической энергии относительного движения точек в
Ц-системе.

Чтобы применить эту формулу для решения нашей задачи,
найдем скорость центра масс системы шаров. Так как горизон-
тальные внешние силы на шары не действуют, импульс системы
сохраняется:

то = (т + бт)0,,,

поэтому скорость центра масс системы в ЛСО постоянна и равна
0,, = гг/7. В момент начала деформации пружины кинетическая
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энергия относительного движения шаров в Ц-системе равна
2то: 7т 0 _ 3ти2

2 2 7 7 `
В процессе деформации кинетическая энергия относительного
движения убывает до нуля, а энергия деформации растет и
достигает наибольшего значения в момент остановки шаров в
Ц-системе. Центр масс системы движется при этом с постоянной
скоростью. По закону сохранения энергии,

3то2_1гАІ.Ё,,
7 _ 2 '

А1.,,,=:›@.

Для определения т заметим, что деформация пружины
изменяется по гармоническому закону, поэтому амплитуда ско-
рости деформации и амплитуда относительного смещения связа-
ны соотношением

откуда

от = о = свА1.,,, .
Из двух последних равенств находим

_і-Щ°”'а1_,,,' вт'
Искомое время равно половине периода гармонических колеба-
ний:

1 = 1 = ,св 712
Третий способ
В начальный момент времени скорости шаров в Ц-системе

максимальны по величине и равны, соответственно, и,,,, =
= и - ь/7 = би/7 для налетающего в ЛСО шара и ид,,, = о/7 для
покояшегося шара. В Ц-системе (системе нулевого импульса)
отношение скоростей 6 : 1 (обратное отношению масс) будет
постоянным в процессе деформации пружины. Следовательно,
неподвижная в Ц-системе точка пружины делит ее длину в том
же отношении, т.е. 6 : 1. Жесткость пружины обратно пропор-
циональна ее длине. Отсюда находим жесткости двух пружин,
разделенных неподвижной точкой:

7
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Тогда амплитуды смещений шаров будут равны
и, 6 /7 6 __т_ О =___“т'яг'ля 1

-ш- И/7 -1 2:21Щ~'<.›,' “7 гд-
Эти деформации достигаются одновременно, а максимальная
деформация пружины равна их сумме:

6 т
= -|- = --- _ан. ма. ма. 0,/7 ,,

Время т равно половине периода гармонических колебаний
любогошара:

_д-_*:_- /91
"о, 'ад "” ть-

Задача 2. С плоскости, образующей с горизонтом угол а,
скатывается без проскальзывания однородная тонкостенная
труба массой М. Найдите ускорение ад центра масс трубы и
силу трения Ртр, пренебрегая влиянием воздуха. При каком
соотношении между коэффициентом трения скольжения |.1 и
углом он качение будет происходить без проскальзывания?
Ускорение свободного падения равно 9.

Введем обозначения: би - скорость центра масс трубы, со -
угловая скорость вращения трубы в Ц-системе. Труба катится без
проскальзывания, поэтому

св

с:

-оаэ

їЦ

И

0,, = шК ,

где Н - радиус трубы. Кинетическая энерптя трубы равна
2 2

5,, =Ё_4.;ч.,.2ЩЁЁЁ_=мдЁ_

По закону сохранения энергии приращение кинетической энер-
гии трубы к момеъггу времени г от начала движения равно убыли
потенциальной энерпти:

Мог = Мухзіпа,
где х - перемещение центра масс трубы к указанному моменту
времени. Дифференцируя это соотношение по времени и заме-
чая, что иц = дх/де и ад = доп/де , получим искомое ускорение:

1ад = їузіпа.
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Из уравнения движения цеъггра Ы
масс трубы (рис.3)

Мац = Му зіпа - ДР Р.-Р
АР 0..найдем величину силы трения сцеп- _

ления:
1 .РЦ, =їМуз1па.. у

'Ч : `. ' ` -_ --"'.Если считать, что при качении
величина максимальной силы трения М9
равна Ривз

Р}р,,, = |.1.М = цмусоза,
то качение без проскальзывания будет происходить при условии

РТР Ѕ р.Мусо$а ,
или

І:3иЅ2р..

Так как на скатывающееся тело действует сила трения, может
возникнуть вопрос, почему в рассматриваемой задаче можно
применять закон сохранения механической энергии. Ответ зак-
лючается в том, что при отсутствии скольжения сила трения
приложена к тем точкам тела, которые лежат на мптовенной оси
вращения, т.е. к точкам, скорость которых равна нулю, а потому
приложенная к ним сила трения сцепления работы не совершает.
Роль силы трения сцепления сводится к тому, чтобы привести
тело во вращение и обеспечить чистое качение (без проскальзы-
вания).

Задача 3. По клину массой М, находящемуся на гладкой
горизонтальной плоскости, скользит шайба массой т. Гладкая
наклонная плоскость клина составляет с горизонтом угол от _
Определите величину ускорения клана а, _ Под каким углом [З
к горизонту движется шайба? Най-
дите силу давления Р шайбы на М Ё
клин. Ускорение свободного паде-
ния равно 9. У `\ В

Обсудим два способа решения
этой задачи.

Первый способ
Внешние силы, действующие на

систему клин - шайба, направлены
только по вертикали (рис.4). Сле- Му
довательно, импульс системы в го- Рис.4

4

Т Прнложсішс -«Квант» М: 6

4
' -- .- :';г....: '_ .;1"ї"' .
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ризонтальном направлении сохраняется:

1\«Іо,_,, + ппядд. = 0 .

Отсюда дифференцированием по времени получаем

Ман, + тад = О .

Скорость шайбы 552 в ЛСО, скорость шайбы й относительно
клина и скорость клина 53, в ЛСО связаны законом сложения

скоростей (рис.5):
У

Н

2*. ТНК ЧТО'ч

021- = ъчт _0. 01. х ~ ~
Рис-5 иду = -изіпоъ.

Подставляя выражение для 02, в уравнение закона сохранения
импульса, находим

_ т + М
“ - “І-=Ё

С УЧЄТОМ ЭТОГО СООТНОШЄННЯ ПОЛУЧЗЄМ

т+М
023; = -ОМ ТІ8 ат

п1+М
(129, = -011 ТЁ8 (І.

Далее обратимся к энергетическим соображениям. Поскольку
силы трения отсутствуют, полная механическая энергия системы
клин - шайба сохраняется:

%+туу+Ш-Ё-і+-]%=туІ:,

где буквой І: обозначена у-координата шайбы при г = 0. Диффе-
ренцируя это равенство по времени, получаем

Мо,,,а,_, + плуид, + тп:›2_,,а2,, + пшдуад = 0.

Подстановка в это соотношение полученных выше выражений
для о2,,о2у,а2,,, ад приводит (после сокращения на 01,) к
ответу на вопрос об ускорении клина:

_ 1 тзіп 20:- їят:,т.а.:9~
Для определения угла [З заметим, что в ЛСО шайба движется

равноускоренно с нулевой начальной скоростью, так что ее
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перемещение за любой промежуток времени сонаправлена с
вектором ускорения ад, тогда

0 +М|З= агсі:3 Е? = агств 13 ст).
І

Горизонтальная составляющая силы давления Р шайбы на
клин (см. рис.4) сообщает клину ускорение а,_,. По второму
закону Ньютона,

Ма” = Рзіпа _
Отсюда находим силу давления шайбы:

Р_ Мтсозоъ 9
М+т$іп2а '

Второй способ
Для определения ускорения клина рассмотрим движение

каждого из тел. Силы, приложенные к телам, указаны на
рисунке 4. Запишем второй закон Ньютона для клина:

ма, = мд + Ё + Ё
и для шайбы:

тад-ту+М.
Переходя к__проекциям сил и ускорений на оси ЛСО с учетом
равенства Р = -Н , получаем

Ма,_,, = Нзіп а,

та2_,. = -М зіпа,

таду = ту- Мсоза.
Скорость 52 шайбы в ЛСО, скорость й шайбы относительно
клина и скорость 5, клина в ЛСО связаны законом сложения
скоростей:

і ї ї
О02-о,+и.

Дифференцируя это равенство по времени, находим связь соот-
ветствующих ускорений:

-р -ь -д
1ад-а,+ш.

Из треугольника ускорений (см. треугольник скоростей на
рисунке 5) следует

а±3а=#ї-.
02.1:-аіх
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Подставляя в последнее равенство выражеъпая для проекций
ускорения шайбы ад, и аду, после несложных преобразований
получаем

,, = .1_ши_ё_. 9
'І 2 М+тзіп2о: `

Задача 4. На гладкой горизонтальной плоскости лежит
клин с углом при вершине оь . На гладкой наклонной плоскости

9 _ клина лежит брусок, связанный с
1, клином пружиной жесткостью Іг
*Ъд (рис. 6). Масса клина М, масса

*ы-5555, тп бруска т. Найдите период Т ма-
4~ льгх колебаний системы.

Предлагаем два способа реше-
ния задачи.

г ;--“-=;'-гг.:-гг:-1 1- Га..-,.-9ъ-г. первый способрис6 Внешние силы, действующие на
систему клин - брусок, направле-

ны только по вертикали (рис.7). Следовательно, импульс систе-
мы в горизонтальном направлении сохраняется:

0,0 Ё=0 У Мо, +то2_,, = 0.
Интегрируя это равен-

кч ство по времени, полу-
${__ __ __ чаем
ЕМ Х Мх,+тх2=О.

Ь..

1 Начало отсчета ЛСО
__ соответствует такому

* ..` Ё- `“ › '1їЁ#'>*-. “*;~ъ=.;т_;=-Ґ4* #1-;#~-4 7 ч*::Ё~Ё='5*3~-,~`_ О- - е - из « положению руска,
М9 ту при котором пружина

рис] недеформирована. Из
геометрии перемеще-

ний (см. рис.7) с учетом последнего соотношения находим
удлинение пружины:

,,д=_и:а=_и_[,,.:.*=.]

И О3з
/Ь;4: ад__,

сова сова М
и смешение бруска по вертикали:

Шуд = -х2(1+П)1:3с1

в зависимости от коордш-таты хд, бруска.
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Квадратичная относительно смещения хд часть потенциаль-
ной энерпіи имеет вид

ЁДЬ2 Ё т 2 2

ЕР- 2 _2сов2а(1-РМ-] хз
(линейные относительно хд и уд слагаемые сокращаются вбли-
зи положения равновесия).Так как х, и уд линейны относитель-
но 1:2, кинетическая энерптя системы клин - брусок будет
квадратичной функцией горизонтальной проекции од, = хё ско-
рости шайбы:

м 2, ,Ед = -за-+-Ё(о%, +иЁу) = %[1+%][1+(1+%;-]±32а](х2)2 _

Если механическая система такова, что ее потенциальная и
кинетическая энергии выражаются в зависимости от обобщенной
координаты а формулами вида

_ У 2 _ І3 . 2Ер-517 “Еь-ї(Ч)›

то обобщенная коордштата совершает гармонические колебания
с круговой частотой ,, = 1%
Тогда в рассматриваемой задаче смещения тел от положения
равновесия совершают гармоъшческие колебания с периодом

га-,'<.›' “ д 1+т/м '
Второй способ
На брусок действуют три силы: упругости, тяжести и реакции

опоры (см. рис.7). По второму закону Ньютона,
тдд = ЁУпР+тў+Ё.

Переходя к проекциям сил и ускорения на оси ЛСО, получаем
тад = -ЕАЬ сова + Мвіп а ,

тад. = ІгАЬвіпа - ту + Ысова.
Подставляя в эти уравнения полученные выше кинематические
соотношения

М =ї1ь=і ,+1
сова сова М
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И
т

а2у = -021. НП ,

приходим (После исключения К Уравнению

т[сов2а +[1+ї”/Ё-]віп2 а]а2,, = -н[1+%]х2 +ту1:3а .

описывающему гармонические колебания смещения бруска отно-
сительно положения равновесия, которое определяется соотно-
ШЄННЄМ

лад, = ту віп а .
Введение новой переменной

моХ2=х2-ака
приводит последнее уравнение к виду

Хё, = 1

Где __ __________і_
Ф _ і 1+ тп/М

т сов2 а +(1+ т/М)віп2 а '
Это значение шшлической частоты совпадает с полученным
ранее.

Задача 5"'. Гантель, стоящая на гладкой горизонтальной
поверхности (рис.8), начинает падать вследствие малого

отклонения вправо от вертикали. Оп-
т ределите силу Р, с которой левый ша-

1,9 рик гантели действует на опору за мгно-
вение до удара об опору правого шари-
ка. Масса каждого шарика т. Ускоре-
ние свободного падения равно у.

т На гантель действуют силы тяжести и
реакшти опоры. Цеъггр масс гантели будет
двигаться по вертикали (горизонтальные
сил:ы отсутствуют, начальная горизонталь-

ная скорость равна нулю). Уравнение движения цеъггра масс в
ЛСО имеет вид

:.~±±±ч;-.-*-гс:-гв-а.:›±ъг;+ч±е.-е:~э;а
Рис. В

до
2тї% = -2ту + Ы _

В Ц-системе гантель вращается (рис.9) с угловой скоростью
_ сіа

Ю _ Ё?
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Скорость нижней точки гантели на-
правлена горизонтально. Следователь- а
но, из правила сложения скоростей при
любом угле а получаем

Ё9

-70

9
ру = -шКвіпа,

где К - половина расстояния между -
шариками. Продифференштруем это
равенство по времени:

(10 до 0”і=_ _ - 2 Рис.9С” (ЩВв1па+а› Нсова)

При а = тг/2 получаем

Ш = -Ей). _
сі! а'г

Кинетическая энергия гантели равна
2 2 2

-2%*-1 + 2ї@-Ё-їі = тш2Н2 віпд а + тш2К2 _

Силы трения отсутствуют, поэтому полная механическая энергия
сохраняется:

тш2К2 він: а + тсо2К2 = 2туК (1 - сов а) .
т.е. приращение кинетической энергии равно убыли потенциаль-
ной. Дифференцируя последнее равенство по времени и полагая
а = л/2, находим

сісо 1“тп-та
Следовательно, в рассматриваемый момент времени проекция
ускорения центра масс гантели равна

070,, да) 1тпг='*ат= “її/~
Из уравнения движения центра масс по вертикали находим
величину силы реакции опоры:

а
М =2ту+2т% = ту.

По третьему закону Ньютона,
Р = Н = ту .

Читатель, несомненно, испытает радость познания, если
найдет решение этой задачи для произвольного угла а _
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Задача 6. Гамма-излучением (поглощением) называется
электромагнитное излучение (поглощение) при переходе атом-
ных ядер из возбужденных в более низкие энергетические
состояния Ґи наоборот). Ядро атома олова "9Ѕп движется со
скоростью о = 63 м/с и испускает в направлении движения
7 -квант, который затем поглощается неподвижным свобод-
ным ядром олова. Найдите энергию 7 -кванта 5,. Энергия
покоя ядра олова Е = т,,с2 = НЗ ГэВ. Скорость распростране-
ния электромагнитных волн в вакууме с = 3-103 м/с. При
испускании и поглощении -1 -кванта происходит переход между
одними и теми же энергетическими состояниями ядра.

Фундаментальные законы сохранения позволяют решать
задачи не только механики, но и физики микромира. Правда, для
решения данной задачи нам понадобятся не только законы
сохранения, но и элементарные (в рамках школьной программы)
сведения по квантовой и ядерной физике.

Допустим, что при излучении у -кванта возбужденное Ядро
олова переходит из одного состояния в другое, разность энергий
которых равна АЕ . При излучении у -кванта движущимся ядром
олова сохраняются энергия:

2 2
АЕ + -Ь = Е. + -Эд2т,, ' 2т,,

и импульс:
Е?Р - Р1 '*' С -

где р и р, - импульсы ядра до и после излучения 7 -кванта.
Отсюда получаем

Е Е*мг = 15, - Ш +% _
тдс 2т,,с

При поглощении ї -кванта покоящимся ядром олова тоже сохра-
НЯЮТСЯ ЭНЄРГНЯІ

2Р15,=д1г+ї”-Ё
и импульс:

5 =_І- р

с 2 '
ГДЄ Р2 “ НМПУЛЬС Ядра ПОСЛЄ ПОГЛОЩЄННЯ ї "КВаНТ&. ИСКЛЮЧЗЯ
Р2 НЗ ДВУХ ПОСЛЄДННХ РЗВЄНСТВ, НЗХОДНМ

2
Е?Е, = АБ +--5,-.

2тяс
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Подстановка в это соотношение явного выражения для МЕ
приводит к ответу на вопрос задачи:

Е, = їтдсг = ЕЕ = 23,7 кэВ.с с

Упражнения
1. На гладкой горизонтальной поверхности расположены две точеч-

ные массы т, соединенные упругой легкой пружиной жесткостью І:
(рис.10). На одну из масс налетает со
скоростью и третья точечная масса 2т. Фу
Сталкивающиеся массы слипаются. Со- 2;
ВЄРІІІНВ ДВЕ ПОЛНЫІ МЗЛЫІ КОЛЄОВНІІЯ, Ч

система сталкивается со стенкой. Опре- =_, т да т О 2т
С

ёь

,одАд.

ДВЛИТЄ НЗЧЗЦІЬНОЄ РЗССТОЯННЄ Ѕ ОТ І'ІРУ' 'І
ті

Ждны д° Стенкд- :ггяїг
2. На горизонтальной поверхности Рис_ю

покоится клин массой М с углом накло-
на к горизонту а. Шайба массой т, движущаяся по горизонтальной
поверхности со скоростью 00 , въезжает на клин. Через какое время т
шайба съедет с клина? Ускорение свободного падения равно у. Переход
с плоскости на клин плавный.

3. Внутри цилиндра массой т подвешен на пружине жесткостью 1:
груз такой же массы. Вначале цилиндр покоится. В некоторый момент
времени его отпускают, и он свободно падает, причем ось цилиндра
остается вертикальной. Какое расстояние в пройдет цилиндр за время,
в течение которого груз совершит полтора колебания? Ускорение
свободного падения равно у.

4. Гантель стоит в углу, образованном гладкими плоскостями.
Нижний шарик гантели смещают горнзоъпально на очень маленькое
расстояние, н гантель начинает двигаться. Найдите силу реакции К
горизонтальной опоры в тот момент, когда верхний шарик оторвется от
вертикальной плоскости. Масса каждого шарика татггели равна т.
Ускорение свободного падения равно у.

5. Гамма-излучением называется электромагнитное излучение, воз-
никающее при переходе атомных ядер из возбужденных в более низкие
энергетические состояния. Свободное покоящееся ядро атома олова
"9Ѕп испускает ї -квант с энергией Е, =22,5 кэВ, который затем
поглощается таким же ядром олова, движущимся навстречу 7 -кванту.
Найдите скорость о ядра олова, поглотившего 7 -квант. Энергия покоя
ядра олова Е = т,,с2 = 113 ГэВ. Скорость распространения электромаг-
нитных волн в вакууме с = З-103 м/с. При испусканни и поглощении
т -кванта происходит переход между одними и теми же энергетическими
состояниями ядра.



ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ

В. Можаев
Среди разнообразных физических задач есть так называемые

смешанные задачи, которые нельзя отнести к какому-то одному
определенному разделу физики. В таких задачах, как и в
природных процессах, тесным образом переплетаются различ-
ные физические явления. В этой статье мы рассмотрим задачи,
которые можно причислить к разряду электромеханических - в
них речь идет о движении механических систем при воздействии
на них электрических и магнитных сил.

Задача 1. Минимальная энергия, необходимая для удаления
электрона из атома водорода (энергия ионизации), равна Щ =
= 2. 2 - 10-18 Дж. Полагая, что электрон вращается по круговой
орбите вокруг небольшого тяжелого положительно заряженно-
го ядра (протона), определите силу электростатического
взаимодействия между электроном и протоном.

Слово «тяжелое» по отношению к ядру означает, что его
масса много больше массы электрона, и поэтому можно считать,
что центр вращения системы протон - электрон совпадает с
центром масс протона. Обозначим радиус круговой орбиты
электрона через г. Движение электрона по окружности радиусом
г происходит под действием электростатической силы, действу-
ющей на электрон со стороны протона. Второй закон Ньютона
позволяет записать:

тэг _ 1 е2
Ґ _ 411130 7-2 І

ГДЄ т -' МЗССЗ. ЭЛЄКТРОНЗ, О _ ЄГО СКОРОСТЬ, Є _ Величина ЗЗРЯДЗ.

С помошью этого уравнения найдем кинетическую энергию
электрона:

2 2тд
Й/д =і = і- _

2 ВЁЁОҐ

ПОТЄНЦИЗЛЬНЗЯ ЭНЄРГИЯ ЭЛЄКТРОСТЗТИЧЄСКОҐО ВЗЗНМОДЄЙСТВИЯ

Опубликовано в <Кванте› Мэб за 1997 год.
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ЭЛЄКТРОНЗ Н ПРОТОНЗ., КЗК СИСТЕМЫ ТОЧЄЧНЫХ ЗЗРЯДОВ, РЗВНЗ,
2е

И/Р _ _ 4т:0т`
Таким образом, полная энергия электрона, находящегося на
круговой орбите радиусом г в атоме водорода, составляет

82
ш=шд+шр=- .

(Как это и характерно для финитного движения частицы в
потенциальном поле, полная энергия электрона является отрица-
тельной величиной.)

Очевидно, что минимальная энергия, необходимая для удале-
ния электрона из атома водорода, соответствует такому новому
состоянию электрона, когда он находится на большом (много
больше радиуса орбиты) расстоянии от атома и его скорость
равна нулю. В этом состоянии полная энергия электрона также
равна нулю, поэтому минимальная сообщенная ему дополнитель-
ная энергия, энергия ионизации, составляет

ва
Щ = -ш = _-_-_

Ѕтгеот
Отсюда находим радиус орбгггы электрона:

2ет = ---Ѕтощ
и силу электростатического взаимодействия электрона с прото-
ном:

2 2
ад =%= =3_4.104 1-[_

4лс0т Є2 1 О

Задача 2. Три одинаковых одноименно
заряженных шарика, каждый с зарядом а и_, 1массои т, связаны нерастяжимыми нитя- 'ад
ми длиной Ь каждая. Все три шарика Ч-"-,
неподвижны и расположены на гладкой го-

Ё

"`

3 ~""-~ Зцдризонтальной поверхности. Одна из нитей Є,
пережигается. Какие скорости будут у
шариков в тот момент, когда они располо-
жаться на одной прямой? Радиус шариков
мал по сравнению с длиной нити.

В начальный момент шарики расположе-
ны в вершинах равносгороннего треуголь-
ника с длиной каждой стороны І. (рис.1). 2
Шарики неподвижны, поэтому их полная Рт2.1

(Ч

мд;

\ \
\

\ \\
\\

\

о
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кинетическая энергия равна нулю:
шт = 0 .

ПОТВНЦИШІЬНЕЯ ЭНЄРГНЯ ЭЛЄКТРОСТЗТИЧЄСКОГО ВЗЗИМОДЄЙСТВИЯ
СОСТЗВЛЯЄТ

И/ =і,__і. , _2Ё_ = Ё.
РІ 41ҐЁ0.Ь 4ТЩ0Ь 4ТЁЁ0Ь 4ТЁЁ0Ь '

(В этом выражении каждый член соответствует энергии взаимо-
действия пары зарядов, а всего таких пар три.) Поскольку нить
нерастяжима, энергия упругих деформаций равна нулю. Итак,
в исходном состоянии полная энергия системы составляет И/Р, ,
а импульс системы равен нулю.

После пережигания нити (например, между шариками 1 и 2)
цегггр масс шариков остается неподвижным, и когда шарики
будут располагаться на одной прямой, шарик З будет находиться
в центре масс нашей системы. Действительно, как до пережига-
ния нити, так и после пережигания между шариками действуют
только внутренние силы (замкнутая система). а так как началь-
ная скорость центра масс была равна нулю, то центр масс
системы будет оставаться неподвижным.

Пусть в тот момент, когда шарики расположены на одной
прямой, скорость шарика З равна и, а скорости двух других
шариков равны о (в силу симметрии, скорости шариков 1 и 2
одинаковы). По закону сохранеття импульса,

ти - 2ти = 0, или и = 20.

Кинетическая энергия шариков в этот момент равна
т 2 2

П/Н =-%-+2-П-%=3то2.

Новая ПОТЄНЦНЗЛЬНЁЯ ЭНЄРҐИЯ ЭЛЄКТРОСТЗТИЧЄСКОҐО В3аиМ0Дей'

СТВИЯ СОСТЗВЛЯЄТ

2 2 2 2
И/ = ...і._... .|. _і._. +і = .._..5і...

Р2 41ҐЁ0Ь 41ҐЁ0.[. ВТЁЁОЬ ЅТЁЄОЬ О

Закон Сохранения полной ЭНЄРҐНИ СИСТЄМЫ Позволяет 3аПи'

СЗТЬ

И/*І + И/РІ = И/*2 + И/Р2 І

ИЛИ

342 _ 2 542
 -Зтд + _
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Отсюда находим скорость шариков 1 и 2:

0 = Ч
2:Й6кє0тЬ

и скорость шарика 3:
= ___“;

и ,/бтгєоті. '
Задача 3. Плоский конденсатор с прямоугольными пласти-

нами, подключенный к источнику постоянного напряжения
Ц = 100 В, установлен в вертикальном
положении так, что его пластины со-
прикасаются с диэлектрической жид-
костью (рис.2). Расстояние между д
пластинами сі = 0,5 мм много меньше
линейных размеров пластин. Опреде-
лите установившуюся высоту подня- _
тия жидкости между пластинами, если 2- Ґ
жидкостью является вода с диалект- 2? 1
рической проницаемостью Є = 81 и 15
плотностью О = 103 кг/МЗ . Капил- _-_--_-_.-_ 3 І:*- _:
лярными эффектами пренебречь. рис_2

Наша электромеханическая система
включает в себя заряженный конденсатор (при постоянном
напряжении Ы на обкладках), источник постоянного напряже-
ния и диэлектрическую жидкость, находящуюся в поле тяжести
Земли. Любая замкнутая система стремится прийти в такое
устойчивое состояние, при котором она обладает минимумом
энергии. Именно с такой позиции мы и будем исследовать нашу
систему.

Пусть в стационарном состоянии высота подъема уровня
диэлектрической жидкости между обкладками конденсатора
равна 2. Найдем полную энергию П/ нашей системы, которая
включает в себя энергию электрического поля конденсатора И/К ,
потеншіальную энергию поднятой жидкости И/,К и энергию
источника постоянного напряжения Щ, . Емкость нашего кон-
денсатора равна сумме емкостей конденсатора высотой 2, запол-
ненного диэлектрической жидкостью, и пустого конденсатора
высотой (Н - 2):

ее І.: е І.(Н-2) еі.
С=%-+-1--3---=%(Н+(Е-1)2),

где Н - высота пластин конденсатора, Ь - их длина. Электри-
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ЧЄСКЗЯ ЭНЄРГНЯ, ЗЗПЗСЄННЗЯ В ТЗКОМ КОНДЄНСЗТОРЄ, СОСТЗВЛЯЄТ

И, _ сиг _ с,,1.Ы2(н+(с-1)г)
~ ' 2 ' 2а '

Потенциальиая энергия поднятой жидкости равна
2Ш = ріхіуг

Ж 2
(за нулевой уровень отсчета потенциальной энергии принят
уровень 2 = 0). Теперь разберемся с энертей исто=ц-пика. Обозна-
чим исходную энергию источника через И/0 . В тот момент, когда
емкость между пластинами конденсатора равна С, на них нахо-
дится заряд О = С Ы . Следовательно, наш источник истратил
часть своей энергии, равную совершенной работе/1 = ОЦ = СО 2 .
Очевидно, что оставшаяся энергия источника составляет

2щ, =и/,, -си* = шо-%(н+(г-1)г).
Тогда полная энершя системы равна

1.02 га 2

Продифференцируем это выражение по 2 и приравняем нулю:

ди/ 2 -11.02-%= є°(є 20,) +рЬсіуг=0.

Отсюда следует, *-гго полная энерптя нашей электромеханической
системы будет минимальна при высоте жидкости

_ 122, =Щї.5ї;= 1,45-10-3 м.
2а7 ру

Теперь обсудим приведснное решение. Чего мы добились,
найдя минимум потенциальной энерпги? Можно сказать, что мы
провели исследование данной электромеханической системы на
устойчивость и установили, что система имеет одно устойчивое
состояние, при котором высота подъема диэлектрической жидко-
сти равна 2, . Но это решение ничего не говорит о том, по какому
закону и сколь быстро наша система придет в это устойчивое
состояние. Если вы заметили, мы ничего не говорили о возмож-
ных потерях энергии. Наше решение никак не связано с потерями
и не зависит от диссипации энергии в системе. Величиной
энергетических потерь в системе определяется временной закон,
по которому система будет подходить к своему устойчивому
состоянию, но не параметры этого состояния. В качестве примера
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рассмотрите идеализированную ситуацию, когда в системе нет
диссипации энергии. Попробуйте самостоятельно провести для
этого случая энергетическое решение: работа источника идет на
изменение энергии конденсатора и работу по подъему жидкости.
Вы получите два значения высоты подъема: гг = 0 и 2; = 22, .
Это означает, что Жидкость в конденсаторе будет совершать
незатухаюшие колебания около устойчивого положения равнове-
сия с амплитудой 2, . Но реально потери всегда есть, и если они
малы, то колебания будут медленно затухать, а уровень жидко-
сти со временем займет свое устойчивое положение 2 = 2, . При
больших затуханиях жидкость будет медленно подниматься и
стремиться все к тому же значению 2 = 2, _

Задача 4. На гладкой горизонтальной поверхности располо-
жено тонкое непроводящее кольцо массой т, вдоль которого
равномерно распределен заряд О. Кольцо находится во внеш-
нем однородном магнитном поле с индукцией, равной Во и
направленной перпендикулярно плоскости кольца. Найдите
угловую скорость вращения кольца после выключения магнит-
ного поля.

Обозначим радиус кольца через г. Спадание величины индук-
ции магнитного поля от Во до нуля может произойти, конечно,
и за очень малое время, но реально Х Х Х Х Х
это всегда будет конечная величина. В
Пусть в произвольный момент вре- 0
мени (в процессе уменьшения ин- Х Х Р Х Х
дукции поля) мгновенное значение _; , дР`і
индукции магнитного поля равно Х * Х
В(±). Изменяющееся во времени маг-
нитное поле порождает вихревое Х Х Х Х
электрическое поле, силовые линии
которого на рисунке 3 изображены
круговыми линиями (для простоты × × × × ×
будем рассматривать симметричное рис 3
распределение мапитгного поля от- '
носительно нашего кольца). Одна из силовых линий, очевидно,
проходит вдоль нашего кольца. Пусть в рассматриваемый мо-
мент величина напряженности вихревого электрического поля на
этой силовой линии равна Е( І).

С одной стороны, работа, совершенная вихревым электричес-
ким полем по перемещению едтптичного положительного заряда
вдоль замкнутого коъп-ура кольца, числетпто равна ЭДС индукшти:

Є, = 2лгЕ(с).
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С другой стороны, согласно закону электромагнтной индукции,
ЭДС индукции в контуре кольца равна

во вв г

где Ф -- маптитный поток, пронизываюший наш контур. При-
равнивая два выражения для ЭДС индукции, получим

г (13 (Ё)
Е И _ *ат

На каждый небольшой элемент заряженного кольца будет
действовать сила, направленная по касательной к окружности
радиусом т и равная

вв ±ан = в(:)-5%нп›, = -%-(#›-в<р,.
Суммарная сила, действующая в данный момент времени на все
кольцо, равна

-" вв: ^' о вв :
Р=Ё°”5 = '%:'%Ё“'~°1 = 'її"'гй1'1 1 1-1

За малое время Аг импульс этой силы приведет к изменению
импульса кольца:

= ,пдд г

откуда получим
Рдо = - Аг = - 9-Ё АВ _т 2т

Малое изменение угловой скорости кольца равно
ААш = -2 = --2-АВ .г 2т

Такое же соотношение связывает изменения угловой скорости и
магнитной индукции за все время. Учитывая, что доз = Ф - 0 =
= Ф,а АВ =0- Во =-В,,,получаем

_0В
Ф- 2т0`

Задача 5. По вертикальным проводящим рельсам, расстоя-
ние между которыми І, в поле тяжести может скользить без
трения проводящая перемычка массой т. Рельсы замкнуты на
идеальную катушку индуктивностью І.. Вся система находит-
ся в однородном горизонтальном магнитном поле с индукцией,
равной В и перпендикулярной плоскости рисунка 4. В началь-
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ный момент перемычка удерживает- Ь
ся внешней силой. Определите макси- Х 3*
мальное смещение перемычки от на- Х Х
чального положения после устране- іу
ния внешней силы. Омическими поте- Х Х
рями пренебречь. В

В системе координат, изображен- × × Х
ной на рисунке 5, начальное положе-
ние перемычки г = О. Рассмотрим І
произвольный момент времени, когда
перемычка находится на расстоянии 2 р,,,с_4
от начаїдга координат и имеет скорость Ь
0, = Ж. В результате пересечения І,

Х

линий магнитного поля в перемычке
наводится ЭДС индукции

Єі = игві .

Возникающий в замкнутом контуре п
ток І, вызывает в катушке ЭДС 19
самоиндукции

;;±Ф, ХЖК

<_
ьпК 21*

_›
ХК

Щс, = -1.4. 2*
6” Рис 5

При отсутствии омического сопротив-
ления алгебраическая сумма ЭДС, действующих в замкнутом
контуре, равна нулю:

сіг сіі, _

ИЛИ
вЕ(в1г - 1.1,) = о.

Решение этого уравнения имеет вид
ВІ2 - 1.1, = сопвг .

Поскольку при ± = О 2 = О и І, = 0, для і 20 получаем
Вы-ЬД=0.

На перемычку действуют две силы: сила тяжести, равная ту,
и сила Ампера со стороны внешнего магнитного поля, равная
Ру = В1,і _ Запишем уравнение движения перемычки вдоль
оси 2 :

622
їт = 7729 -' ,

н Прнложенш: «Кит» Ы: 6 113
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ИЛИ, ПОСЛЕ ПОДСТЕІНОВКН ВЬІРВЖЄНИЯ ДЛЯ І: ,

её вї-'Ртя*т”9~
ЭТО УРЗВНЄННЄ ОПНСЫВЗЄТ ГЗРМОНИЧЄСКИЄ КОЛЄЁЅЗНИЯ ПЄРЄМЫЧКН

относительно уровня 2 = (т91,)/(ВІ)2 . В этом положении уско-
рение перемычки равно нулю, и значение 2 равно амплитуде
колебаний. А максимальное смещение перемычки, очевидно,
равно двойной амплитуде, поэтому

_ 2т9І.
гтах _ 'Ё -

Этот результат можно получить и исходя из закона сохране-
ния энергии. Попробуйте это сделать самостоятельно.

Задача 6. В простейшей схеме магнитного гидродинамичес-
кого генератора плоский конденсатор с площадью пластин .Ѕ` и
расстоянием сі между ними помещен е поток проводящей

жидкости с удельным сопротивле-
5® нием О , движущейся с постоянной
_- _: - _ _ о скоростью 0 параллельно пласти-

_* ;:_Ё -:-_ - _) Ё нам. Конденсатор находится в од-
- ' -' ' ""' народном магнитном поле с индук-

цией, равной В и направленной пер-
Рисдд пендикулярно плоскости рисунка

6. Найдите полезную тепловую
мощность, которая выделяется на внешней нагрузке в виде
резистора сопротивлением К. Пренебрегая возможными поте-
рями при протекании жидкости, определите также КПД
такого генератора.

Рассмотрим вкратце процесс установления стационарного
состояния - когда через резистор течет постоянный ток.

Как только проводЯЩа.я жидкость начинает протекать между
обкладками конденсатора, на свободные заряды жидкости со
стороны внешнего мапштного поля начинает действовать сила
Лоренца. Положительные заряды начинают смещаться к верхней
пластине конденсатора, а отрицательные - к нижней. Между
пластинами конденсатора возникает разность потенциалов, кото-
рая приводит к появлению тока через резистор К. Одновременно,
возникшее электрическое поле начинает препятствовать движе-
нию свободных зарядов жидкости к пластинам. В результате
через некоторое время устанавливается стационарное состояние:
заряд, поступающий из жидкости на каждую пластину в единицу
времени, равен силе тока, протекаюшего через резистор. Други-
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ми словами, в цепи резистора начинает течь постоянный ток.
Обозначим его через І.

Теперь выясним, чему равна электродвнжущая сила, которая
поддерживает ток в цепи. По определению, ЭДС равна напряже-
нию на пластинах конденсатора при
разомкнутой внешней цепи. Условие
отсутствия тока внутри конденсатора Є 1,
имеет вид Е = оВ, где Е - напряжен- 3
ность электрического поля. Разность
потенциалов между пластинами со-
ставляет Є = Ее! = пВд. Это и есть
величина злектродвижущей силы, Рис]
действующей в замкнутой цепи.

Можно нарисовать эквивалентную электрическую схему -
см. рисунок 7, где г - внутреннее сопротивление источника:
г = ра?/Ѕ . Очевидно, что сила тока в такой цепи равна

І: 6: оВсі
К + г К + ра!/5 '

3 МОЩНОСТЬ, ВЫДЄЛЯЄМЗЯ На РЄЗИСТОРЄ, СОСТЗВЛЯЄТ

(ьваў те (<›в<1)2Р = 1212 = ----- = ----т-_ .Е (ле + ра/5)* н(1+ ре/($п))2
Для расчета КПД генератора необходимо найти мощность

внешних сил, приводящих в действие генератор. Понятно, что
работа внешних сил затрачивается на перемещение жидкости
между пластинами конденсатора. Поскольку через жидкость
течет ток І, на носители тока, а следовательно и на жидкость
между пластинами, действует сила Ампера Р, = ВМ, которая
направлена против движения жидкости. Для равномерного про-
текания жидкости на нее должна действовать внешняя сила,
равная силе Ампера и направленная вдоль скорости течения.
Мощность, развиваемая этой силой, равна

_ _ _ (г›Вд)2
Р _ Рдо - Вісіо- -----ҐК)),

а КПД генератора равен

__Ёа-_;"" Р '1+ре/(5н)'
Как видно, КПД генератора определяется отношением омичес-
ких сопротивлений жидкости и резистора. При стремлении этого
отношения к нулю КПД стремится к единице.
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Упражнения
1. Тр.и одинаковых одноименно заряженных шарика, каждый с

зарядом а и массой тп, связаны двумя нерастяжнмыми нитями длиной
І каждая. Все три шарика неподвижиы н расположены на гладкой
горизонтальной поверхности. Какую минималыгую скорость необходи-
мо сообщить центральному шарнку вдолъ оси, перпендикулярной ни-
тям, тгобы при дальнейшем движении шарики смогли образовать
равносторонннй треугольник? Радиус шариков мал по сравнению с
длиной нити.

2. Электрический диполь из двух жестко связанных точечных
зарядов +а и -а, расположенных на расстоянии І друг от друга,
пролетает через плоский конденсатор, пластины которого подключены

к источнику с постоянной ЭДС Є
І:І 6 (рис.8). Определите скорость диполя в

центре конденсатора, если известно, что
его скорость вдали от конденсатора рав-
на 00. Расстояние между пластинами
конденсатора сі, масса диполя т.

3. На гладкой горизонтальной по-
верхности расположено тонкое прово-
лочное кольцо радиусом г. Сопротивле-
ние кольца Н. Кольцо находится во

внешнем однородном магнитном поле с индукцией, равной 5,, и направ-
ленной перпендикулярно плоскости кольца. Индукция магнитного поля
стала уменьшаться со временем по закону ВЦ) = В, - Аг, где А -
констаъгга. Чему равна максимальная сила натяжения проволоки коль-
ца, обусловленная взаимодействием тока в кольце с внешним магнитным
полем? Самоиндукцией кольца пренебречь.

4. По вертикальным проводящим рельсам, расстояние между кото-
рыми І, в поле тяжести может скользить без трения проводящая
перемычка массой т. Рельсы замкнуты катушкой нндуктивностью І. и
находятся в однородном мапштном поле, вектор индукции которого
перпендикулярен плоскости рисунка (см. рис.4). В начальный момент
времени перемычка удерживается внешней силой, а затем внешняя сила
убирается и перемычка начинает движение вниз с нулевой начальной
скоростью. Определите величину индукции внешнего магнитного поля,
если известно, что максимальная скорость, которую приобретает пере-
мычка, равна ео. Омическими потерями пренебречь.

_- _). ............. --

+

Рис. В



АНАЛОГИИ В ЗАДАЧАХ ПО ФИЗИКЕ

А. Овчинников, В. Плис

Довольно часто при решении задачи обнаруживается, что она
аналогична какой-то другой, уже решенной, причем степени
близости задач могут быть весьма разнообразными. Заметив
аналогию новой и старой задач, мы получаем дополнительный
шанс на успех в поисках решения новой. В этом смысле
ерассуждение по аналогии› является одним из методов решения
задач (наряду с такими, как соображения симметрии или размер-
ностей, преобразования системы отсчета, использование графи-
ков или векторных диаграмм и т.п.).

В качестве примеров рассмотрим несколько конкретных за-
дач.

Задача 1. Поршневым воздушным насосом откачивают
воздух из сосуда объемом У. Рабочий обьем камеры насоса И, .
Во сколько раз уменьшится давление в сосуде после п ходов
поршня? Переход воздуха из сосуда в камеру насоса считайте
изотермическим процессом.

В каждом цикле работы насоса будем различать два процесса:
один - это изотермическое расширение воздуха от объема У до
объема У + 1/0 , другой -- освобождение камеры насоса от
воздуха, оказавшегося в ней в конце первого процесса.

В соответствии с уравнением Менделеева - Клапейрона, чис-
ло молей воздуха, производящего в объеме У давление р при
температуре Т, равно

где В - универсальная газовая постоянная. В первом акте
расширения воздуха условие сохранения количества молей воз-
духа с учетом постоянства температуры можно описать уравне-
нием

РУ=Р1(У'*'Уо)-

Опубликовано в <=Кванте› Мгб за 1998 год.
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После удаления воздуха из камеры насоса и возврата поршня в
исходное положение произойдет второе расширение оставшегося
в сосуде воздуха:

РУ = Р2 0” +1-Ъ) .
затем третье, четвертое... и, наконец, п-е расширение воздуха:

рл-ІУ = рп (У + УО) -

Перемножив соответственно левые и правые части этих п урав-
нений, получим

Рип = Ри + ЪЪУІ '

Отсюда после простых преобразований окончательно находим
ответ на вопрос задачи:

ІІ1 = (-1-1 яд. У
Задача 2. Конденсатор емкостью С заряжен до напряжения

О и отсоединен от источника. К этому конденсатору подклю-
чают незаряженный конденсатор емкостью СО. Когда закан-
чивается перераспределение зарядов, зарядившийся второй
конденсатор (емкостью С., ) отсоединяют от первого конден-
сатора (емкостью С). Затем к первому конденсатору присо-
единяют следующий незаряженный конденсатор емкостью Со ,
и т. д. Во сколько раз уменьшится напряжение на конденсаторе
емкостью С после п подключений конденсаторов емкостью Со ?

Эта задача аналогична предыдущей, и ответ, по-видимому,
тоже аналогичен предыдущему:

О _ Со "г/:'('*ї]°
Проверим это, проведя подробное решение.

В первом акте происходит «расселение» исходного заряда по
двум параллельно соединенным конденсаторам. При этом заряд
сохраняется, поэтому можно записать

Во втором акте <расселению› подвергается заряд С(І, :
СП, = (С +С0)Ґ./2,

и так далее. Наконец, п-й акт описывается соотношением
СЫ,,_, = (С + С0)Ы,, _

Перемножив соответствующим образом эти равенства друг на
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ДРУГЕІ, ПОЛУЧНМ

ст = (с + с,,)" 0,, ,
Н- _ І со п

и,, " *Ё -
Таким образом, сравнивая эти две задачи, можно заключить,

что похожие процессы, хотя и имеют различную физическую
природу, описываются сходной математикой и имеют ответы на
аналогичные вопросы в виде совпадающих математических кон-
струкций. Более того, аналогичными оказываются отношения
р/р,, и Ы/0,, ,а также И,/У и Со/С.

Задача 3. Тонкий обруч массой т и радиусом В вращается
равномерно вокруг вертикальной оси, проходящей через его
центр и перпендикулярной его плоскости, с частотой п.
Найдите величину силы натяжения, возникающей в обруче.

При раскручивании обруча до частоты п он слегка деформи-
руется (увеличивается его длина), и возникает сила натяжения.
На рисунке 1 выделен малый учас-
ток кольца, на концы которого дей-
ствуют две силы натяжения, вели-
чиной Т каждая. Длина участка рав-
на В-2Ао:. При достаточно малом
угле Аа участок можно считать ма-
териальной точкой, масса которой \
т(К-2Ао:)/(2102), движущейся по

ИЛИ

окружности с линейной скоростью Т Т
2т:Кп и центростремительным уско- "-- -""

_ 2 Аа Аарением а - (2т|:Кп) /В под действи- диод
ем радиальных составляющих двух
сил натяжения, равных в сумме 2ТАс1. Таким образом, в
соответствии со вторым законом Ньютона, в проекции на ради-
альное направление имеем

т (2пКп)2 __
° 2ДСІ)Т - 27.50! ,

откуда получаем
Т = 2пКп2т _

Задача 4. Тонкое проводящее кольцо радиусом К, по кото-
рому течет ток І, расположено в однородном магнитном поле

Ч ц

с индукцией В , причем вектор поля перпендикулярен плоско-
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сти кольца. Найдите величину силы
1 В натяжения, возникающей в кольце.

@ На рисунке 2 выделен элементар-
ный участок кольца длиной В - 2Аош
с током І в магнитном поле, причем

Аа Вектор магнитной индукции В на-
- правлен к читателю. В соответствии

Т Т с законом Ампера, участок испыты-
_ _.. вает со стороны магнитного поля

АЦ і 1301 действие силы, равной по величине
АР АР = І(К-2Ао:)В и направлеъшой

Рис-2 так, как показано на рисунке 2.
Обратим внимание на то, что закон

Ампера применим только к прямолинейному отреэку проводника
с током, так что мы должны потребовать, чтобы угол Аа был
мал. Учитывая, что выделенный участок кольца покоится, из
второго закона Ньютона в проекции на радиальное направление
имеем

0 = 2ТАо: -ЦК-2Ао:)В,
откуда получаем

Т = ГКБ .

По-виднмому, родственнътй характер явлений, рассматрива-
емых в задачах З и 4, не так очевиден, как в задачах 1 и 2, но
структура решений двух последних задач делает их близкими.

Задача 5. Покажите, что минимальная работа по зарядке
первоначально незаряженного конденсатора равна ОН (О)/2.
Здесь О и (КО) - окончательные заряд конденсатора и
напряжение между его пластинами.

На рисунке З изображен график зависимости напряжения на
конденсаторе от величины его заряда. В соответствии с опреде-

лением электрической емкости,
0 1

д(Ч)=ї3'Ч-
ДЩО) Из графика видно, что величина П,

ЩФЩ численно равная работе внешней
, силы по переносу единичного поло-

жительного заряда с отрицательно
О Щ О О заряженной пластины конденсато-

ра на положительно заряженную,
рт;_3 тем больше, чем больше заряд а
120



конденсатора. Работа по дополнительной зарядке конденсатора
от заряда а до а + Аа равна Ы (а)Аа - на рисунке З площадь
соответствующего прямоугольника выделена. Наконец, работа
по зарядке конденсатора от а = 0 до а = О может быть найдена
как сумма произведений Ц (а) Аа , т.е. как площадь прямоуголь-
ного треугольника с катетами О и ЩО):

А=%<.:›Ы(о)-
Задача 6. Покажите, чтоминимальная работа по строитель-

ству вертикальной однородной колонны массой т и высотой Н из
материала, первоначально расположенного в тонком слое на
горизонтальной плоскости, соепадающей с основанием колонны,
равна т9Н/2, где 9 - ускорение свободного падения. Площадь
поперечного сечения колонны одинакова по всей высоте.

Известно, что формула туп позволяет найти потенциальную
энергию небольшого тела массой т, поднятого на высоту І: над
нулевым уровнем, от которого отсчнгывается потенциальная
эиертя. Соответственно, величина уп может рассматриваться
как минимальная работа по поднятию на высоту І: единичной
массы.

Пусть р - плотность материала, из которого строится ко-
лонна:

_ т
Р - Ё .

где Ѕ - площадь поперечного сечения колонны. На рисунке 4
представлен график зависимости величины уп от массы колонны
(в процессе ее строительства) р.Ѕ`І2 .
График показывает, что чем боль- 971
ше высота, а значит, н масса рЅІ:
уже построенной части колонны, 9Н
тем большую работу 912 следует 9,195-Ы,
совершить по подъему очередной
единичной массы. Работа по увели-
чению высоты колонны от І: до п +
+ Ы: равна уп - рЅЫ: -на рисунке 0 05491 т 0571
4 площадь соответствующего пря- Рис.4
моугольника выделена. Наконец.
работу по строительству всей колонны можно найти как площадь
прямоугольного треугольшша с катетами т и 9Н:

1А = їт9Н.
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В задачах 5 и 6 аналошчны структуры мысленных экспери-
ментов по зарядке конденсатора и сооружению колонны; анало-
гичны также методы решения и структуры ответов.

Задача 7._›Два_, тела с массами т, и тд, движутся со
скоростями о, и од . Происходит абсолютно неупругий удар,
в результате которого тела объединяются. Сколько тепла
выделится в результате удара?

Запишем закон сохранения импульса:
_і _› _Р

т101+т2д2 =(т1+т2)ъ`›
-5

где о - скорость образовавшегося тела, и закон сохранения
энергии:

2 2 2
тпдп 773202 _ (т1"'т2)дТ* 2 ' 2 +9

Перейдя от векторных уравнений к скалярным, после простых
преобразований находим выделившееся количество теплоты:

_1 т,т2 _ 2
О-2т,+гп2(и' и2)'

Задача 8. Два небольших проводящих шарика с радиусами
К, и К2 , заряженные до потенциалов ср, и срд, соответственно,
находятся далеко друг от друга. Сколько тепла выделится
через достаточно большое время после соединения шариков
друг с другом длинной проволокой?

Будем считать известным, что потенциал Ф заряженного

шарика связан с его зарядом а формулой Ф = -4%, где во -
о

электрическая постоянная. Закон сохранения заряда для рас-
сматриваемого процесса соединения шариков запишем в виде

4пє0К,<р, + чпеоддєрд, = 4кє0К,ср + 4пє,~,Вдср,
где Ф - окончательный потенциал шариков и соединяющей их
проволоки. Рассматривая шарик как коъщенсатор (второй об-
кладкой служит концентрическая с шариком сфера бесконечно
большого радиуса) емкостью 4пе0К , можно подсчитать энергию
шарика, заряженного до потенциала Ф. по формуле СФ2/2
(потенциал в бесконечности принят за ноль). С учетом этих
соображений, закон сохранения энергии перепишем так:

4-«-мг 4-=ьНл›% _ 4-ние* титан*т* -пгт - Ё-*-Г" * О -
Отсюда и из закона сохранения заряда после простых преобра-
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зований находим выделнвшееся количество теплоты:

О =%'4”Єо (Ф1'Ф2)2.

Математическая структура окончательных формул в задачах
7 и 8 одна и та же, и это связано, видимо, с аналогией
использованных при решении двух законов сохранения -- им-
пульса и заряда.

Задача 9. Легкий стержень может вращаться без трения
вокруг горизонтальной оси, проходящей через его середину. К
концам стержня прикреплены небольшие тела с массами т, и
тд. Стержень удерживают в горизонтальном положении.
Какие ускорения возникнут у каждого из тел сразу (в первый
момент) после того, как стер- Р
жень отпустят и у него появится І 1:1 1:2
возможность вращаться вокруг 1
оси? Найдите также величину 1
силы давления оси на стержень в І
этот момент времени. Р, Р; 11129

На рисунке 5 показаны силы, Ху
действующие на стержень и на
каждое из прикрепленных к нему Р”°'5
тел в интересующий нас момент времени. Запишем уравнения
движения для тел с массами т, и тд в проекции на ось Х:

т1а1х =т19_Р; І т2а2х =т29"Рй'
УРЗВНЄНИЄ МОМЄНТОВ ДЛЯ СТЄРЖНЯ ПРИВОДИТ К РЗВЄНСТВУ

Р; = Р2 .

Равноудаленность тел от оси вращения и недеформируемость
стержня делают справедливым соотношение

т19

аіх = "а2х '

Второй закон Ньютона, примененный к лепсому стержню, дает
Р=Д+5.

Решая систему записанных пяти уравнений, находим все иско-
мые величины:

_ _ т1 - тг _ 4т1т2е“І-= -'ам -та Р-ї~1 2 т1 т2
Задача 10. На концах легкой нити, переброшенной через

легкий блок, который может вращаться без трения вокруг
ЗОРЦЗОНШЄЛЬНОЙ ОСЦ, ТІРНКРЄПЛЄНЫ ШЄЛЦ С МЦССЦМЦ ті Ы 7722.
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Найдите ускорения каждого из тел, а также величину силы
давления оси на блок.

Очевидно, что рисунок, который следовало бы сделать к этой
задаче, полностью совпал бы с рисунком 5, только стержень
пришлось бы заменить блоком. диаметр которого равен длине
стержня. Весь текст решения задачи 9 тоже может быть исполь-
зован и в этой задаче. Совпадают, конечно же, и ответы.
Единственное и принципиально важное отличие состоит в том,
что полученные ответы в задаче 9 применимы только к первому
моменту, а в задаче 10 - ко всему времени движения тел.

Таким образом, задачи 9 и 10 демонстрируют весьма своеоб-
разное родство.

Упражнения
1. Тонкое кольцо радиусом В однородно заряжено с положительной

линейной плотностью заряда 2.. В центре кольца покоится большой
точечный положительный заряд а. Найдите величину силы натяжения
кольца, вызванной взаимодействием заряженного кольца с точечным
зарядом. Коэффициент пропорциональности в законе Кулона считать
равным 12.

2. На мы.1ьной пленке плавает петля из нити. Часть пленки,
находившуюся внутри нити, осторожно прокалывают, и нить принимает
форму окружности радиусом К. Найдите величину силы натяжения
нити, если коэффициент поверхностного натяжения мыльного раствора
равен 0.

З. К эаряженному конденсатору, обладающему энергией П›',,, присо-
единяют такой же, но незаряженный конденсатор. На сколько изменит-
ся энергня системы конденсаторов?

4. В одно из двух колен [І-образной трубки налита жидкость.
Вначале колена не сообщаются друг с другом и энергия жидкости в поле
тяжести равна Н-',,. На сколько изменится энергия жидкости, когда
сообщение колен установится и уровень жидкости в них станет одним и
тем же?

5. Шарик, имевший кинетическую энергию И/0, сталкивается вдоль
линии центров абсолютно неупруго с другим таким же, но покоившимся
шариком. На сколько изменится кинетическая энергия системы шари-
ков в результате удара?



ОТВЕТЫ

КІІІІЄНЗТІІІЄЗ ІІ ІЄІЁТОРН

ъ ±|3,/ь 2 +1-132БФ 8 Ф о
1. 0.1.2 = 3ҐСЁЅ , ГДЕ В = -Е .

41:12 ,
2. Ц'-'=-І'т*д0,02 Рад="1 .

3. 1_тю=Ь 2 ггзіпа ; І: 2І.(о;-цсози) _
101 +02 -20,02 соза 01 +02 -20,02 СОЅСІ

2 2 2
4. во =1І[%] =7,8 м/с; а=агсЬ32-Ё-=50°.21.
5. Считая, что при броске на максимальную дальность лучшие

результаты составляют примерно Ь.,,,,,, = 30 м . получаем

нм, 2 за-.[. -(.,.5:]*] . 8.3 ....
Ь 2

6. от =1сЁ,+ -2уЬсІ:3а ;

2 - 2
В = агс[Ѕ _

291. - от зтп 241
Отметим, что 1:30 > О при условии 291. > оё, зіп2ст .
7. 52 =1,эз, = 21 м.

Гидростатнка
1. Сила давления на дно наибольшая у сосуда, имеющего форму

усеченного конуса, наименьшая - у перевернутого конуса.
4т _

2. Ы:=т=-1,8-102 м=1,8 см.
лр0В

3. Если лед чистый или в него вморожен кусочек пробки, то уровень
воды не изменится. Если же в лед вморожен кусочек свинца, то уровень
воды понизится.

4т -ам- 2- 2 -в-ю3м=вмм.
т:р(0 +є1 )

5. Поверхность воды в сосуде параллельна наклонной плоскости.
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2

4

З

2

2

3

5

3

Аэро- н гндростатика

2
т=Ш=І,2-1020 кг; /г=Ё= 18 км.

9 М9
І 21.ра -І 1-1-Е-72 смрт.ст.

__ *МАН . _ і__.1-,0Ґ+Ёр9АН1

Движение по окружности

и2пс12РТ = Й- , где О - плотность воды.

Ю = _! ,29созс1_ 3. Ь 5 21-шш0_
ыпа І еВ
В

Т = З\}(ОЕ)2. +Ъп9)2 - 2ОЕ .

(т - т )(3-2соза)$іпс: В т - т -д= -Ь-іц=4,4-|0'3, где
О М+(т, +т2)(З-2со$с:)соЅа М

1 О

Задачи с распределенной массой
,2

Р=~/2р.Ѕ`о2. 2. І-`=лп9+%.
_Ш 4 =!зіп|3-зіпаа- І . .АІз ---М).

Движение тел в граыпацнонннх полях

Ё = -д/ЗКЗ9 . 2. ЁЬ = ЁНЁ д КМ/С .

І 2
до = - 9%[`,2_-%-1).

Закон сохранения импульса

п 0 6Ч 1[8(1= =Ё.Ц=5О°_

](~ь=›:›)2 + (тада):
14:-Ё-0:5 М/С; Д“,=%[Ё02+92Ё2)=63ДЖ.

3.1) 0:,/29(Н-/2);2) 0=`} .
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Задачи на це|п'р масс

т 302 12 -12
1. 2. Р=Ш2І[М+т7].

_ Ґ тнтг _ -Щ3. Т-21: Ё(т1+т2). 4. итд-агсздпщ.

Законы сохранения в задачах на столкновения
М 71. 8 > П;-Ж = Ё , где М- масса ядра лития, а тд - масса протона.

Р

2. Е =ЁЁд-= 10,2 эВ. 3. Ай. =-І-ї=2,42-10-12 м."°Р 4 тс

06 ампллпудак колеблющнхся величин
1. Амплнтуда колебаний скорости будет максимальной, если дей-

ствие силы прекращается в ьірмент прохождения грузом смещенного
положения равновесия АІ. = ї _ Тогда

МЧ
1: = %+п-=(0,052+п-0,1)с,

гдеп=1,2,З...н Т=2пЁ-0,21с.

2-лХ 41с2Х
2. 17 = -ті--- . З. Ш = -__ .т2 Т 2 'п1 1.29

4. Т=2п 1-ЧЧЁЁЁ-Ё-=2,бс. 5. Т=21т\1 5 9 41111 +тг 9
к0М6І-ІІІІІР-0В8.ІІ.І-ІНС ЗЕДІЧІІ-І І'І0 ІІІЄІЗІ-ІІІКЄ

т_ _2о0 ,гл 1 _ 9т:2 ту
1.5-110 Ё. 2.1-Ь м+Ѕ_п2а. 3.3-[Т+1]Т.

І.

Е Е
4.М=т9. 5.:›=с-іі-=4-60м/с.

тдс Е

Элекгроиеланнческне задачи

І 3 . Ж 2115
1. От|п=% 2.0: ЁЁ+%.

О
3

з.гш=-'їііз-Ё*-. 4.в=%Ш“'.

Аналогни в задачах но фнаике

1. т=Ё%і. 2. т=ак. з,4,з.м1/=-%.
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