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ПРЕДИСЛОВИЕ

Книга, которую вы держите в руках, представляет
собой сборник статей по арифметике, алгебре и основам
комбннаторикн, опубликованных в разные годы в жур-
нале «Квант», в основном, под рубриками «По страницам
школьных учебннков› и «Школа в «Кванте››. В сборник
вошли материалы, тематика которых либо присутствует
в школьном курсе, либо близка к нему, но входит лишь
в программу факультативов или классов с углубленным
изучением математики. В любом случае будет полезно
(и, надеемся, интересно) прочитать о теории чисел,
комбниаторике или. скажем, комплексных числах. Изло-
жение предмета во всех статьях автономно и вполне
доступно иеискушенному читателю.

Представляется, что такое издание, объедиияюшее
под одной обложкой статьи, посвященные различным
разделам математики, будет способствовать более глу-
бокому пониманию школьной программы и расширению
кругозора -- пока в арифметике н алгебре.

В дальнейшем мы планируем выпустить продолжения
«Школы в сКванте›, куда войдут статьи разных лет по
геометрии и началам анализа.



ПРОСТО О ПРОСТЬІХ ЧИСЛАХ
Г. Гальперин

Бесконечность множества простых чисел

Все знают, что большинство натуральных чисел расклады-
ваются на множители: І0=2-5, 60=3-4-5, ІІІ=3-37, І44=
=З-3-2-2-2-2 и так далее. Такие числа называются состав-
ными. Но среди натуральных чисел есть и такие, которые подоб-
ным образом на множители не раскладываются: например,
ІІ нельзя представить в виде произведения двух меньших
натуральных чисел, оба из которых больше І; ІІ назы-
вают простым числом. Вообще, простыми числами (или «пер-
воначальиымиъ - по выражению древних греков) называются
такие натуральные числа, которые нельзя разложить на два
сомножителя, больших І (саму единицу не относят к простым
числам). Вот несколько первых простых чисел: 2, 3, 5, 7, Н, І3,
І7, 19, 23, 29, ЗІ, 37, 4І... Среди них ровно одно четное - 2,
остальные числа нечетиые.
` Задача І. Найдите все пары простых чисел, отличающихся а) на І,
б) на І7.

С первого же взгляда видно, что ряд простых чисел несколько
причудлив; никакого простого закона в его строении не обна-
руживается. .

Имеет ли этот ряд конец? Этот вопрос поставлен в ІХ книге
«Начал» Евклида, и там же дается ответ на него: за каждьш
простым числом может быть указано еще одно, большее простое
дчисло - ряд простых чисел бесконечен.

Доказательство этого утверждения. данное Евклидом, необы-
чайно остроумно. Евклид рассуждал так: если простых чисел
лишь конечное число и р - наибольшее из них, то число
М=2-З-5-_..-р+1, поскольку оно больше р,- не простое, а
поэтому делится на какое-то простое число из имеющихся
простых от 2 до р (ведь других простых чисел, по предположе-
нию, нет!). Однако М не делится ни на одно из этих чисел,
так как остаток от деления М на любое из них равен 1. Полу-

4



ченное противоречие доказывает, что простых чисел не конеч-
ное количество, а бесконечное. -

Это доказательство «методом от противногоз говорит о су-
ществовании сколь угодно больших простых чисел, но ие говорит,
как явно найти хотя бы одно простое число, большее р. Впро-
чем, это сделать не сложно: для этого достаточно проверить на
простоту натуральные числа на отрезке от р+І до М - среди
них обязательно есть простое. Действительно, если само М не
простое, то оно делится на простое число, притом (как мы ви-
дели) большее р, но меньшее Н, т. е. расположенное на отрезке
ІР; Щ-

Отрезки с простыми числами

Разбиеиие числовой прямой на отрезки, в каждом из кото-
рых содержится простое число, можно производить и по-другому.
Докажем предварительно следующее утверждение: наименьший
делитель числа М=п!+І* (где п?=І-2-3- -п) является про-
стым числом, большим п.

Обозначим этот наименьший делитель через р. Так как
п!+І не делится ни на одно из чисел 2, 3, 4, п,получаем
р>п. С другой стороны, если предположить, что р - составное
число, т. е. р делится на некоторое число, меньшее р, то р не
будет наименьшим делителем п!+І, что противоречит пред-
положению. Итак, р - простое число, большее л, что и требо-
валось доказать.

Из этого доказательства вытекает, что на любом отрезке
[п; п! + І] находится хотя бы одно простое число. А тогда числа
2, 2!+1,(2!+І)!+І, ((2!+І)!+І)!`+І и т. д. разбивают всю
числовую прямую на бесконечное число отрезков, в каждом из
которых содержится не менее одного простого числа; мы вновь
доказали, что простых чисел бесконечно много.

Оказывается, что уже в каждом из отрезков [2; 4], [4; 8],
[8; І6], [І6; 321, содержится не менее одного простого числа.
Но это - трудная теорема, известная под названием «постулат
Бертрана», -которая звучит так: между числами п и 2п--2 при
п>7 всегда расположено простое число. Постулат Бертрана
доказал в 1852 г.' известный русский математик Пафнутий
Львович Чебышёв. (1821-1894).

Задача 2. Докажите, что если (р- І)!+І делится на р, то р - про-
стое число. Указание. Используйте доказательство утверждения.

Задача 3. Докажите, используя постулат Бертрана, что для любого
натурального п существует по крайней мере а) одно простое п-значное
число; б) 3 простых п-значных числа. Указание. Числа ІО""', 2- І0""',
4-ІО"“' и 8-І0""' - п-значные.
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Ёп 2 3 4 5 ПІІЕЩЩШ
ПП 'З 53 '” ШММЩП

Количество
200 сотен ГП ІЮ 175

117 Ш
ЮО 72

53 _ 47
13 у 1 Кшнчестнво

4 4 простых чисел
І 1_' 1- І

0І23456789ЮНІ2

Таблица І. Фрагмент распределения простых чисел.
В таблице показано, как меняется число простых чисел на интервале
от 8900000 до 9000000, разбитои на 1000 сотен. В каждом столбце
таблицы нижнее число указывает количество тех сотен рассматривае-
мого интервала, в которых число простых чисел равно соответствую-
щему верхнему числу столбца. Например, в одной сотне вообще нет
простых чисел, п 117 сотнях встречается по 4 простых числа, в

130 сотнях - по В простых чисел.

Заметьте, что доказательство Евклида дает вовсе не ближай-
шее следующее за р простое число, а лишь некоторое число,
лежашее обычно весьма далеко от р. Например, в качестве
простого числа, заведомо превышгющего 11, доказательство
дает не 13, а 2311; за 13 оно дает не 17, а 59 - простой делитель
числа 30031.

Отрезки без простых чисел

Чтобы дать конкретное представление о сложности струк-
туры множества простых чисел, покажем, что в ряду простых
чисел встречаются сколь угодно большие пробелы; так, напри-
мер, среди миллиона идущих подряд чисел может не оказаться
ни одного простого числа. В самом деле, обозначим число
миллион буквой Н н рассмотрим миллион следующих чисел:

(^'+ 1)1+2. (~+ |)1+3. (~+ 1)!+(~+ 1)-
Первое из этих чнсе.л делится на 2, второе - на 3, третье -- на 4
и так далее; произвольное, І:-е число (М+ 1)! +1: делится на 1:,
так как оба слагаемых делятся на Іг. Итак, все Н (миллион)
6



п Ад/п 1/Іпи Ан/п:1/Іип

ЮО 0.163 0,145 1.159
1 000 000 0,07в49в 0,072зв2 1.084

1 000 000 000 0,050в4747в 0.04з254942 1.053

Таблица 2. Частота распределения простых чисел п натуральном ряде.
А.. - количество простых чисел среди первых п натуральных чисел.
Отношение А../п тем ближе к І/1п п, чем больше л (частное

А./п:І/Іп п практически не отличается от І при п=10°).

указанных чисел составные. Конечно, нам пришлось зайти до-
вольно далеко в ряду простых чисел, прежде чем встретить
пробел длиной в миллион последовательных чисел; совершенно
ясно, что можно точно так же отыскивать пробелы сколь угод-
но большой величины.

Интересно, что вопрос о сколь угодно больших пробелах
в ряду простых чисел как по характеру постановки, так и по
методу доказательства, не встречается ни у кого из греческих
математиков. Вот еще один вопрос, выдвинутый новой мате-
матикой.

Арифметические прогрессии и простые числа

Рассмотрим все натуральные числа, дающие при делении
на 3 остаток 2: 2, 5, 8, 11, 14, общий вид таких чисел 3п+2.
Докажем, что и среди них бесконечно много простых чисел.
Для этого придется несколько видоизменить доказательство
Евклида, а именно, вместо числа М=2-3-5- _..-р+І рассматри-
вать число М=2-3-5-...-р-1, которое, будучи на 1 меньше
кратного 3, принадлежит к последовательности 2, 5, 8, 11,
14, ..., 3п+2,

Задача 4. Приведите полное доказательство того, что М имеет вид
Зп +2.

Число М, так же как и М, не делится ни на одно из простых
чисел 2,3, 5, р. Является ли М простым или же раскладывается
на несколько простых множителей _ в обоих случаях эти про-
стые числа будут больше р. Но имеется ли среди полученных
множите.лей такой, который имел бы вид Зп +2, т. е. содержал-
ся бы в последовательности 2, 5, 8, 11, ...? Допустим, что нет,
т. е. предположим, что все простые миожители М имеют вид
ЗІ:+ 1. Но тогда и их произведение имеет вид 31г+1 (см. зада-
чу 5, а), а это противоречит тому, что М имеет вид 3п+2
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(см. задачу 4). Следовательно, наше допущение неверно, и хо-
тя бы один простой множитель числа М имеет вид 3Іе+2
Поэтому простых чисел вида 3Іг+2 бесконечно много.

Задача 5. а) Докажите, что произведение любого количества чисел
вида 3Іг+ І также имеет вид 3Іг+ 1. б) Докажите аналогичное утвержде-
ние для чисел вида 4!:+1; в) для чисел вида 6Іг+1.

Приведенное рассуждение (с небольшим видоизменением)
дает инструмент для доказательства бесконечности множества
простых чисел вида 4Іг+3 и 6Іг+5. Предварительно предлагаем
читателям подумать над следующей задачей.

Задача 0. Докажите, что любое простое число, большее 3, имеет вид:
а) 4Іг+ І или 4Іг+3; б) 6Іг+ І или бІг+5.

Здесь мы докажем только бесконечность множества простых
чисел вида бІг+5. Доказательство проведем «от противного›
в духе, присущем первоначальному доказательству Евк.лида.
Предположим, что простых чисел такого вида лишь конечное
число: рт,р2, ...,р,.. Рассмотрим число

К=6р1р2._.р,.-1=б(ртр2...р,.-1)+5.
Одно из двух: либо число К само простое, либо оно разлага-

ется на конечное число простых множителей, среди которых
нет ни одного из чисел р., рд, р,, (почему?), н не все из кото-
рых имеют вид 6Іг+ 1, поскольку само К не имеет этого вида
(см. задачу 5, в). Значит, один из простых множителей числа К,
не совпадая с р.,р2, ...,р,., имеет вид 6Іг+5, что противоречит
сделаиному нами предположению. Это противоречие показы-
вает, что список простых чисел вида 6Іг+5 бесконечеи.

Задача 7. Проведите доказательство бесконечности множества
простых чисел вида 6Іг+5, указав явный способ для нахождения
этих чисел. -

Задача В. Проведите подробное доказательство бесконечности мно-
жества простых чисел вида 4Іг+3. Указание. Учетверите произведение
чисел зтоге вида и еычтнте из произведения 1.

Задача 9. Докажите, что простых чисел, не оканчивающихси на
1 (т. е. оканчивающихси на 3, на 7 и на 9), бесконечно много.
Указание. Рассмотрите все простые числа вида 10н+а, где а;± 1, и про-
ведите рассуждения, аналогичные изложеиным выше.

Обобщением рассмотренных вопросов является следующая
теорема, сформулированная в 1788 г. французским математи-
ком Лежандром и доказанная немецким математиком Дирихле
в 1837 г.

Теорема. В любой бесконечной арифметической прогрессии
а, а+а, а+2к1, а+3д, в которой первый член а взаимно
прост с разностью ті, содержится бесконечно много простых чи-
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сел. Иными словами, функция у=ах+а, где а и с! - взаимно
простые целые числа, принимает бесконечно много простых
значений, когда х пробегает последовательно ряд натуральных
чисел.

Доказательство Дирихле не элементарно, и в течение долгих
лет не было видно никаких элементарных подходов к доказа-
тельству этой замечательной теоремы. Элементарное доказа-
тельство было впервые получено в 1949 г. (через 161 год после
Лежандра!) видным датским математиком А. Сельбергом, дока-
завшим многие очень трудные теоремы теории чисел без исполь-
зования высшей математики.

Близнецы

Вспомним первую задачу, сформулироваиную в самом нача-
ле статьи. Как вы, наверное. догадались, если два простых
чис.ла отличаются на нечетное число р (на 1 или 17, как в задаче
1), то одно из этих простых чисел четно и, стало быть, равно 2.
Поэтому другое простое число а отличается от р на 2. Если к
тому же и р - простое число (как р= 17 в задаче 1), то простые
числа р и а называются числами-близнецами; в задаче 1 это
числа 17 и 19.

Задача І0. Докажите, используя теорему Дирихле, что существует
бесконечно много простых чисел, не принадлежащих ни к одной паре
простых чисел-близнецов. Указание. Все эти простые числа следует
брать, например, из арифметической прогрессии (15п+7}.

Возникает вопрос: сколько существует пар чисел-близнецов?
Например, на отрезке от 0 до 100000 таких пар 1225, а в
интервале от 8000 000 до 8 100000 их всего 518. Прекратятся
ли когда-нибудь такие пары в бесконечно далеко простираю-
шемся ряде простых чисел? Ни на этот, ни на более общий
вопрос, поставленный великим немецким математиком Дави-
дом Гильбертом на Международном конгрессе математиков
в Париже в 1900 г.,- всегда ли разрешимо в простых числах х
и у линейное уравнение ах+бу=с с целыми коэффициентами
а, Ь, с, где а и Ь взаимно просты? - ответа до сих пор не
получено.

Основная теорема арифметики

Любое натуральное число, большее единицы, допускает одно
и только одно (с точностью до порядка множителей) разложе-
ние на простые миожители.



' ите Вы І Число Число простых
Р " простых близнецов

1о“+1о**+1зоооо
ю*'+1о**+1зоооо

1о'°+\о'°+|зо ооо
. ю"+1о"+1зоооо
- |о'*+10'*+150 000

10'**+|о”+15оооо
1о'*+|о'*+|50000

8154
7242
651 1
5974
5433
5065
4643

601
-166
389
276
275
208
І 86

' 1о”'+1о'=*+|зо ооо 4251 1 из:

Таблица 3. Простые числа и числа-близнецы в восьми интервалах
длины 150000.

АП Ад І

І
го тов А.. _,/'

І/'× И1
Ю 2000 ,_/'І Іп п

І
І/

0 50 ЮО п 0 20000 40000 п

д) 6)

На рисунках а н 6 изображены графики функции А.. - количества
простых чисел на отрезке [І:п]. Из графика рисунка а видно,
что А. растет довольно регулярно, несмотря на локальные колебания.
Если же увеличить область изменения п до 50000, то регулярность
А.. (рисунок 6) становится настолько очевидной, что захватывает дух.
Плавность, с которой поднимается эта кривая, следует отнести к числу
удивительнейших фактов математики. Отметим, что А. при очень

Л
больших п примерно равно

Доказательство. Если существует хотя бы одно число, допу-
скающее два разложения на различные простые миожители,
то существует непременно и наименьшее число Н, обладающее
этим свойством:

~ ЁРІР2---Рп = ЧІЧ2---Чт»

где через р и 4 обозначены простые числа. Меняя, если потре-
буется, порядок этих множителей, мы можем допустить, что

р1=<я1›<.-.<.__р~.ч:<<и€-..<..ч~-
І0



Заметим, что р. 4:4., так как в случае рт =4т натуральное число
М/р.= М/4., меньшее М, имело бы два разных разложения
на простые миожители, что противоречит предположению о
минимальности М. Предположим, что р. <е., и рассмотрим число

~'=~-р1Д2...фд_

Легко видеть, что число
~'=т(рн›:›~-Р» -чин.-~ч-)=(ч› -р«1ч24э~-ет

положительно и меньше Н. Значит, по нашему предположению,
А” имеет единственное разложение на простые миожители.
Но так как простое число рд входит в разложение М, то рт вхо-
дит в а.-р. или в а2а3...а,,.. Из неравенств р,<а. <в2<.._<4,,,
следует, что р. не входит множителем в а2е;,...о,,.. Поэтому р. вхо-
дит множите.лем в 4;-р., т. е. од-рд делится на р.. А тогда и
сд делится на простое число рт. Этого, однако, быть не может,
так как е. _ число простое. Противорсчие, к которому мы
пришли, показывает несостоятельность первоначально сделан-
ного допущения, чем и заканчивается доказательство.

Замечание. Из доказательства основной теоремы арифмети-
ки становится понятным, почему единицу не относят к простым
числам. Если ее- включить в число простых, то любое натураль-
ное число начинает раскладываться на простые миожители
многими способами, поскольку в разложение можно добавлять
произвольное число единиц.

Вот одно важное следствие основной теоремы арифметики:
если простое число р входит множителем в произведение ад,
то оно входит множителем или в а, или в Ь. Действительно,
если бы р не входило множителем ни в а, ин в Ь, то, перемножив
разложения на простые миожители чисел а и Ь, получили бы раз-
ложение на простые миожители числа ад, не содержащее мно-
жителя р. С другой стороны, справедливо равенство аЬ=р!,
где І _ некоторое натуральное число. Поэтому, перемиожая р
и разложение на простые миожители числа 1, получаем разло-
жение числа ао на простые миожители, уже содержащее мно-
житель р. Таким образом, получаются два разложения ао на
различные простые миожители, что противоречит основной тео-
реме.

Из основной теоремы вытекает, что число М представляется
в виде

Н =р'¦'рЁ'...рЁ'.
где 1:., ..., Іг, - количества различных простых делителей рт, ..., р,
соответственно в разложения Н. Все делители Н имеют вид
д=Р1'РЁ›'---д1'. где Оёсгт-*ї<..іг:. 0€г.€.!г=.

Н



Проверка простоты

При разложении М на миожители или проверке его на про-
стоту следует проверять делимость Н на последовательные
простые числа 2, 3, 5, 7, При проверке числа М на простоту
достаточно ограничиться испытанием простых делителей, не пре-
восходящих Действительно, если А/=аЬ, то меньшее из
чисел а, Ь не больше \/Ё (если оба были бы больше то их
произведение было бы больше Н), н из делимости М на а
автоматически следует, что Н делится и на М/а (так что дели-
мость на М/а проверять уже не нужно). Первым математиком,
указавшим на это, был Фибоиаччи (Леонардо Пизанский).

Примеры. а) Если М=91, то \/Ы-<10; проверив простые
числа 2, 3, 5, 7, находим, что 91 =7-13.

6) Если Н= 1987, то \/Ё!-<45, и так как Н не делится ни на
одно из простых чисел до 43, то 1987 _ простое.

В некоторых случаях при определении простоты числа М
можно не производить указанных делений на простые числа.
Следующее несложное утверждение, сформулированное Эйлером
еще в Х\/111 веке, позволяет определить простоту числа М
совсем другим способом. `

Первый критерий Эйлера. Если нечетное число /1!>! может
быть представлено в виде разности квадратов двух натуральных
чисел более чем одним способом, то М - составное; если же
такой способ только один, то М - простое.

Доказательство. Считаем 11/ не точным квадратом, поскольку
точный квадрат всегда составное число. Пусть

Н=т2-п2=(т-п)(т+п).

Отсюда следует, что т-п и т+п - делители Н. Если М
простое, то гп-п=1, т+п=~ и числа т=(М+1)/2,
п=(М-1)/2 определяются числом М однозначно, а поэтому
М не может быть представлено еще и другим способом в виде
разности двух квадратов.

Если же Н составное, т. е. І1/=аЬ, причем а>Ь> 1 - нечет-
ные числа, то, взяв х=(а+Ь)/2 и у=(а-Ь)/2, получаем:
а=х+у, Ь=х-у, откуда М=аЬ=х2-у2; получено еще одно
представление М в виде разности двух квадратов.

Отсюда вытекает, что если М представляется более чем од-
ним способом в виде разности квадратов, то Л/ не может быть
простым: для простого М такое представление единственно.
Если же М представляется ровно одним способом в виде раз-
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ности квадратов, то М не может быть составным (по доказан-
ному выше), стало быть, оно простое.

Этот критерий дает возможность вместо испытания делите-
лей 11/ пользоваться таблицей квадратов, и, прибавляя последо-
вательно к М квадраты п* целых чисел, проверять, получается
ли в сумме при п<(Н-1)/2 точный квадрат или нет.

Разложим, например, 3551 на миожители этим способом.
Добавлия'к 3551 последовательно числа 19, 22, 32, проверяем
каждый раз, является ли полученная сумма точным квадратом.
Проверка (с помощью таблицы квадратов) показывает, что
3551+72=602. Значит, 3551=602-72=53-67.

Задача 11. Разложите указанным способом па миожители числа
6557, 19019, 209 209.

Несложно также доказывается
Второй критерий Эйлера. Если натуральное число 111 может

быть представлено в виде суммы двух квадратов натуральных
чисел более чем одним способом (считается, что перестановки
слагаемых не дает нового способа), то М - составное число.

Из второго критерия Эйлера следует, что если простое число
представляется в виде суммы двух квадратов натуральных чисел,
то только одним способом. Но какие простые числа представ-
ляются в таком виде?

Задача 12. Докажите, что числа вида 4н+3 не могут быть пред-
ставлены в виде суммы двух квадратов. Указание. Квадрат четного
чис.ла делится на 4, а квадрат нечетного дает в остатке 1.

Претендентами остаются простые числа вида 4Іг+1, и, как
доказал Пьер Ферма, все такие числа представляются в виде
суммы двух квадратов. Поэтому нетрудно ответить, например,
на такой вопрос: какие из трех простых чисел 1973, 1979 и
1987 представимы в виде суммы двух квадратов?

В заключение предла гаем еще несколько задач.
Задачи
13. а) Докажите, что при всех натуральных п число М=

=п'+4 - составное (теорема Софи Жермен). б) Докажите, что
при всех натуральных т и п число М=п'+4т' составное. Указание.
М=(п*-2т*)*+(2тп)*; примените второй критерий Эйлера.

111. Найдите все простые числа, являющиеся одновременно суммами
н разностямн двух простых чисел.

15. Докажите, что квадрат любого простого числа р:>3 при
делении на 12 дает в остатке 1.

І6. Докажите. что сс.1и р и р2+2 простые числа. то р'+2 - -
тоже простое число.

17. Какие простые числа представляются в виде суммы двух кубов
натуральных чисел?

18. Каково п, если п+ 1, п +3, п+7, п +9, п +13, п+ 15 - простые?
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ДЕЛЕНІІЕ С ОСТАТКОМ
Н СРАВІІЕІІНЯ І'ІО МОДУЛЮ

А. Егоров

Третьего сентября 1990 года мне понадобилось узнать, каким
днем недели будет 20 декабря 1991 года. Календаря у меня под
рукой не было, поэтому пришлось заняться подсчетами. Я знал,
что 3 сентября --- понедельник, а с 3-го сентября 1990 года по
20-е декабря 1991 года проходит 27+31 +30+20+365=
=473 дня, т. е. 67 полных недель и еще 4 дня (473=67-7+4).
Следовательно, 20-е декабря 1991 года - пятница.

Возводя в квадрат многозиачное число, ученик получил ответ
46 991 075. Учитель, заглянув в его тетрадку, сразу сказал: «От-
вет неверен!› Как он это понял?

Упражнение І. Подумайте, может ли квадрат целого чис.ла оканчи-
ваться цифрами 75.

Дальше мы увидим, что в основе решения и этой нехит-
рой задачи, н многих других лежат соображения делимости.
Однако сначала нам нужно вспомнить, что такое деление с остат-
КОМ.

Деление с остатком

Определение. Разделить натуральное число а на натураль-
ное число Ь с остатком значит записать а в виде а=оЬ -1--г,
где ц и г неотрицательные целые числа, причем г<Ь.
Число ц при этом называется частным, а г - остатком от
деления а на Ь.

На практике деление с остатком выполняют обычным спосо-
бом, т. е. «делением углом». Например:

119 14-Ц Іь
за

"_ 23
Т
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Здесь сразу видны остаток 11 и частное 12: 179=12-14+11.
Заметим, что в данном определении мы не требуем, чтобы а

было больше, чем Ь. Можно, например, разделить 5 на 7:
5=0-7+5_ Вообще, если а<Ь, то а=0-Ь+а, т. е. в этом случае
а=0, г=а.

Замечание. Можно определить деление с остатком любого целого
числа а на любое целое число Ь так: разделить а на Ь с остатком значит
представить а в виде а=аЬ+г, где а - целое, а 0Ѕ_г€|Ь|.
Например, при а=-15, Ь=7: -1.5=(_3).'/+5; при д=_224_
Ь=-9: -224=15-(-9)+1 и т. п.

Если остаток равен нулю, т. е. а=аЬ, говорят, что а делится
на Ь.

Очень важно следующее простое наблюдение. Если а и Ь
делятся на с, то при любых целых Іг и І число Іга + ІЬ делится на с.

Задача 1. Числа 7п+1 и 8п+3 делятся на некоторое нату-
ральное число а=,Ь 1. Найдите ті.

Решение. Поскольку 7(8п+3)-8(7п+1)=13, число 13 де-
лится на сі, то д=13 (так как с1=,~Ь1 и 13 - простое число).

Упражнения
2. Разделите с остатком
а) 1931 на 17; б) --295 на 31; в) -1005 на --98.
3. Число 17х+3у делится на 61. Докажите, что 8х+5у тоже делится

на 61 (х и у - целые).
4. Найдите остатки от деления чисел
а) п на п-1 и на п-2;
б) п2+п+1 на п+1и на п+2;
в) п"+1 на п+3 (п280).
5. Найдите все целые п, при которых будет целым число
З) п*+1_ 6) п*+з

Н-1 ' п'+І

Сравнения по модулю
Давайте сразу условимся, что все числа, о которых пойдет

речь дальше, будут целыми, так что в последующем это не будет
специально оговариваться. Рассмотрим еще одну задачу.

Задача 2. На какую цифру оканчивается число 2999?
Решение. Выпишем последовательные степени двойни:

2, 4, 8, 16, 32, 64,
Легко видеть, что последние цифры этих чисел повторяются

через 4, так что последняя цифра числа 2" зависит только от того,
какой остаток при делении на 4 дает показатель п. Поскольку
999=996+3=4-249+3, ответ в нашей задаче: 8.
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В этом япримере все множество показателей степени разби-
лось на 4 класса, состоящих из чисел п вида

мг, 4ь+|, 4ь+2, 41:-1-з`.
Вообще, для любого натурального числа т все целые числа

(не только положнтельные!) разбиваются на т классов. Каждый
класс при этом состоит из чисел, дающих при делении на т одина-
ковые остатки. __

Вот эти классы:
О) числа а вида а=Ігт,
І) -<«- а -›- а=Ігт+І,

т-І)-<<- а -»- а=Ігт+т-І.
ЯСНО, ЧТО ЛІОООЄ ЧНСЛО ПРННЗДЛЄЖНТ ОДНОМУ НЗ ВЬІПНСЗННЬІХ

КЛЗССОВ. ПРИ ЭТОМ РЗЗНОСТЬ ЛЮОЬІХ ДВУХ ЧНСЄЛ НЗ ОДНОГО К-ГІЗССЗ

ДЄЛНТСЯ НЗ Ш, 8 РЗЗНОСТЬ ДВУХ ЧНСЄЛ НЗ РЗЗНЬІХ КЛЗССОВ На т НЄ

ДЄЛНТСЯ.

Определение. Если разность целых чисел а и Ь делится
на натуральное число т, то говорят, что а а Ь сравнимы по
модулю т. _

Записывается сравнимость чисел по модулю т так:
а Е Ь(тосі т).

Числа а и Ь сравнимы по модулю т тогда и только тогда,
КОГД8 ОНН ПРННЭДЛЄЖЗТ ОДНОМУ КЛЗССУ, Т. Е. ДЗЮТ ОДННЗКОВЬІЄ

остатки при делении на т. Иначе говоря, аЕЬ(тосІ т) озна-
чает, что а=Ь+Ігт, где Іг - целое число. Например,
27Е7(тосІ І0), 78Е6(тоо 24), 6Е0(тосІ 3), 255 -4(тосІ 29).

Упражнення

6- Докажите, что а) азва (тоа 6), 6) Ыща (гпосі 5).
7. Докажите, что число

_. а(а+І)...(а+Іг--І)
Іг!

- целое.
8. Докажите, что 2'°'°=3'°° по модулям 5, І3, 2І І.
9. Докажите, что ІІ'°-І делится на 100.
І0. Пусть Ѕ(Н) - сумма цифр числа М. Докажите, что М;Ѕ(М)

по модулям 3 н 9.
ІІ. Пусть Ѕ(А)=Ѕ(5А). Докажите, что А щ0(тоо 9).
І2. Некоторое число записывается в десятичной системе счисления с

помошью І99І единицы и некоторого количества нулей. Может ли оно
быть полным квадратом?

І3. Пользуясь тем, что ІОЕ -І(п1оєі ІІ), докажите признак дели-
мости числа на ІІ: число а=а,.а.._....ща0(тоа ІІ) тогда и только
тогда, когда

І6'



(-- І)"а›.+(- |)"_'0›.- 1 + +00
делится на ІІ.

Свойства сравнений

Сравнения по своим свойствам напоминают обычные равен-
ства: -

І) если аЕЬ(тосІ т) и ЬЕс(тосІ т), то аЕс(тосІ т).
Далее, если аЕЬ(гпосІ т) и сЕа(п1осІ т), то
2) а+сЕЬ+а(тосІ т),
3) а-его-а(то<1 т),
4) асЕЬа(тосІ т),

т. е. сравнения, как и обычные равенства, можно складывать,
вычитать и псремножать.

Докажем, например, свойство 4. Так как ага и сга, то
а-Ь и с-сі делятся на т.

Из равенства ас-Ьа=а(с-а)+а(а-Ь) получается, что
число ас-Іні делится на т, т. е.

ас Е Ьа!(тосІ т).
Упражнение І4. Докажите остальные свойства сравнений.

Пусть а Е Ь(тосІ т). Из уже установленных свойств сравнений
следует

5) для любого натурального І:

а* Е д*(тосІ т).
Кроме того, в некоторых случаях сравнения можно сокращать

на общий множитель левой и правой частей:
6) если асЕЬс(то<1 т), а числа с и т взаимно просты, то

а Е Ь(тосІ т);

7) если аЕЬ(гпосІ т), Іг-целое число и а=Іга|, Ь=ІгЬ.,
т=Ьт., то

Щ "=їЁ7|(І'І1ОС| т |).

Иначе говоря, обе части сравнения и модуль можно разделить
на их общий делитель.

докажем свойство 6. Число с(а-Ь) делится на т. Так как с и
т взаимно просты. то число а-Ь делится на т. Поэтому

а Е Ь(тосІ т) .
Упражнение '
І5. Докажитс свойство 7.
Из сказанного следует, что
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а любом алгебраическом выражении, полученном из целых чи-
сел а, Ь, с, 2 с помощью вложений, умножений и еычитаний,
МОЖНО ЗЦМЄНЦТЬ ЭТИ 'ІЦСЛСІ ЦХ ОСТОТКОЛЦ ОТ д8.Л€НЦЯ На Ш, НЄ ЦЗ-

менля при этом остатка, который дает это выражение при делении
на т.

Решим теперь следующую задачу.
Задача 3. Найдите остаток от деления на 3 числа

А/=(І2+ І)(22+ І)(32+ І)...(100О2+І).
Решение. Из сделанного выше замечания следует, что

~Е(І2+')З34_(22+І)333_(32+])333Е

_ 52ЗЗ4_2З33_І333Ё2667Ё2_(22)З33.=т2_1З33_ь:_2_

Задача 4. При каких натуральных п число 8:1 +3 делится на
13 (см. задачу 1)?

Решение. Запишем, пользуясь свойствами сравнений, сле-
дующую цепочку соотношений.

Пусть 8п+3Е0(тосІ І3), тогда

ви; _з(тьа 13),
в-зла _24(тьа із),
-па -242 - 1 цтоа 13).

Откуда на ІІ(тосІ 13).
Окончательно, 8п+3 делится на 13, если и только если

п=І3!г+ІІ.

Упражнения
16. Найдите остатки от деления чисел
а) 2'°°'+І на І7;
ь) (з*°+п)*=" на 13. _
І7. Докажите, что число
а) 25°+І делится на 125;
б) 2*:-І делится на 105;
в) 23 +І делится на 3"`*' и не делится на 3"+2.
І8. Найдите все простые числа р. для которых 20р* + І - тоже простое

число.
І9. Докажите, что число
а) І'”'+2'”'+...+30'”' делится на 31;
б) І"'+2"'+...+(п-І)"' делится на п при любых иечетных л и т.
20. При каких натуральных п число 20“+ І6"+3"-І делится на 323?
21. Докажите, что число 52"” +3"+*-2"" при любом натуральном п

делится на І9.

22. При каких п сократима дробь  ?
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Китайская теорема об остатках

Рассмотрим гп членов арифметической прогрессии
а, а+д, а+(т-І)а, (1-)

где а -- целое число, а а - взаимно просто с т. Часто бывает
очень полезной следующая

Теорема І. Среди чисел прогрессии (1) имеется ровно одно,
делящееся на т.

доказательство. Разность І:-го и І-го чисел (е), равная
д(іг-І), не делится на т. Иначе оказалось бы, что Іг-І делится
на т, что невозможно, так как ІІ:-ІІ <т.

Тем самым числа (4) попарно не сравнимы по модулю гп
н поэтому дают различные остатки при делении на т.

Следовательно, среди чисел (1-) представлены все классы по
модулю т, т. е. для каждого из остатков 0, І, 2, т-І ровно
одно из чисел (п-) сравнимо с ним по модулю т.

Мы доказали даже несколько более сильное утверждение, чем
теорема І.

Упражнения
23. Найдите все тройки простых чисел вида

Р. д+2. Р+4-
24. Найдите конечную арнфметическую прогрессию с разностью

6 максимальной длины и состоящую из простых чисел.
25. Пятнадцать простых чисел образуют арифметическую ирогрессию

с разностыо Ы. Докажите, что аІ:>-30000.
Теперь применим теорему І для доказательства так назы-

ваемой китайской теоремы об остатках. Эта теорема была из-
вестна уже более 2000 лет тому назад в древнем Китае.

Теорема 2. Пусть даны п попарно взаимно простых чисел
т., тд, тд и п чисел г., га, г., таких, что 0.€С__г;<т,-1
(і= І, 2, п). Тогда существует число К, дающее при делении на
ПЦ ОСТЦТОК Ґд.

Иначе говоря, Мъг,(гпосі т.) при всех і= 1,2,
Доказательство. Примеинм индукиию по п. При п = І утверж-

дение теоремы очеиндио. Пусть теорема справедлива при п=Іг.
Тогда существует число М такое, что

МЕп(тосІ тд при і= І, 2, ..., Іг.

ПУСТЬ (і'=т|т2...тд_ |.
Рассмотрим числа

М, М-І-61. М+2Ц, .--. МЧ-(ть--1)Ё.
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Поскольку сі взаимно просто с тд, из доказательства теоре-
мы І следует, что среди выпнсанных чисел найдется число М,
дающее при делении на тд остаток п.. В то же время при
делении на т., тд, тд._1 число М дает остатки г., гг, ..., г,,,_.
соответственно.

Теорема доказана.
И наконец, еще одна теорема.
Теорема 3. Для любых попарно взаимно простых чисел т.,

тг, ..., тд и остатков гд, г2, г,. по модулям тд, ть, ..., т,. найдут-
ся п последовательных чисел а, а+І, а+п-І таких, что
агг.(тосІ т.), а+ І Егдтоа ть), ..., а+п- І Ег,.(п1осІ тд).

Иначе говоря, для любых попарно взаимно простых модулей
т., ть, т... найдутся п подряд идущих натуральных чисел,
дающих соответственно любые наперед заданные остатки при
делении на эти числа.

Доказательство. По китайской теореме об остатках сущест-
вует такое а, что

игл (тосі тд),
ВЕД _ І (ШОО 1712),

агг...-п+ І(тоа тд).
Но тогда числа а, а+І, а+п-І удовлетворяют условию
теоремы.

Упражнения

20. Докажите, что среди а) любых десяти: 6) любых шестнадцати
последовательных натуральных чисел найдется число, взаимно простое с
остальными.

в) Верно ли утверждение задачи для любых І7 последователь-
ных натуральных чисел?

27. Докажите, что для любого п существуют п последователь-
ных натуральных чисел, каждое из которых делится на квадрат
некоторого числа.

28. Существует ли в сутках момент, когда расположенные на
общей оси часовая, минутная и секундная стрелки правильно идущих
часов образуют попарно углы в І20°?

29. Найдите наименьшее натуральное число, дающее при делении на
2, 3, 5, 7 соответственно остатки І, 2, 4, 6.

30. Найдите наименьшее четное число а такое, что а+ І делится на 3
а+2 - на 5, а+3 - на 7. а+4 -- на ІІ, а+5 - на І3.

Как решают сравнения
Если вы помните, решая задачу 4, мы нашли все целые п, для

которых 8п+3 делится на 13.
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Другими словами, мы решили сравнение

8п+3Е0(тосІ 13).

Теперь мы можем решить эту задачу в общем виде. Итак,
пусть даны взаимно простые целые числа а и т.

Решим сравнение
ахЕЬ(то<1 т), где Ь - любое число.
По теореме І существует такое Іг, что аІеЕ1(то<1 т).
Умножив левую и правую части данного сравнения на 1:,

получим

(аІг)п Е п Е Ыг(тосІ т),

откуда сразу получаем
п = Ыг + ті,

где І - произвольное целое число.
Возникает вопрос, как в конкретной ситуации найти Іг?
Для не слишком больших т эта задача решается доста-

точно легко (простым подбором). Об общем решении этой н мно-
гих других задач мы поговорим в другой раз".

Задача 5. Решите сравнение
32л Е 7(тосІ 37).

Решение. Поскольку 32Е -5(то<137), приходим к сравне-
ниям

5п Е - 7 Е 30(тоСІ 37),

НЛН

п Е 6(гпосІ 37).

К решению сравнений сводится задача о решении в целых
числах линейных уравнений с целыми коэффициентами.

Задача 6. Найдите все пары целых чисел х, у, удовлет-
воряющих уравнению 7х- 23у = І 31.

Решение. Поскольку 23Е2(тосІ 7), получаем сравнения
2уЕ-І3І(гпосІ 7) или 2уЕ9Е2(тосІ 7), откуда уЕІ(тосІ 7).

Итак, у=7Іг+І, где Іг - целое число. Теперь без труда
находим х:

7х-2З(7!г+ І)= ІЗІ,

"д См. статью Ю. Соловьева <Неопределенные уравнения первой
степени» в настоящем сборнике.
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откуда
7х= І54 +23-7Іг,

т. е.
х=22+ 2331:.

В заключение предлагаем вам несколько упражнений
Упражнения
31. Решите сравнения
а) І7хпаІ9(тосІ 37),
б) І47хп6З(тосІ 29).
32. Решите в целых числах уравнения
а) 7х+8у=І,
б) І3х-І5у=І6,
в) 257х+І8у=І75.
83. Решите в целых числах систему уравнений

{3х+5у- 72=1,
4х+9у+ІІ2=2.

22



НЕОБЬІКНОВЕННЫЕ АРІІФМЕТНКН

А. Егоров, А. Котово

По всей вероятности, некоторые из вас удивятся (и даже воз-
мутятся) при виде таких равенств: 2-2= І, 2-5=3, З-2=0 и т. д.

Однако ничего загадочного (и тем более неверного) в них
нет. Дело в том, что знаки умножения и равенства означают
здесь не совсем то, чему учат в школе.

Арифметика цифр

Начнем с примера. Рассмотрим цифры 0, І, ..., 9. Суммой
(произведением) двух цифр назовем последнюю цифру их суммы
(произведения). Тогда

2+з=1 7+в=з з+5=о
т7=а а5=ц &в=+

Такие арифметические действия ничуть не хуже привычных
вам сложения и умножения обычных целых чисел. В самом деле,
для любых цифр а, Ь н с очевидно верны следующие свойства:

І. а+Ь=Ь+а;
2. а+(Ь+с)=(а+Ь)+с;
3. а+0=а;
4. для любой цифры а существует цифра (-а) такая, что

а+(-а)=0 (например, -4=6, -5=5, -І=9);
5. аЬ=Ьа;
6. а(Ьс)=(аЬ)с;
7. а- І =а;
8. а(Ь+с)=аЬ+ас.
Справедливость этих свойств немедленно следует из анало-

гичных свойств действий над целыми числами. Сразу видно,
ЧТО ЦНФРЬІ МОЖНО НЄ ТОЛЬКО СКЛЗДЬІВЭТЬ, НО И ВЬІЧИТЗТЬ,
ПОЛОЖИВ ПО ОПРЄДЄЛЄНИЮ, ЧТО

ь-ь=ь+р-ы.
ю
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Рис. І

Например,
2-7=2+(-7)=2+З=5.
4-6=4+(-6)=4+4=8

Н Т. Д.
Рассматривая таблицы сложения и умножения для наших

цифр (см. рисунок І; здесь в каждом пересечении строк и столб-
цов стоят суммы (соответственно, произведения) цифр, с которых
эти строки и столбцы начинаются), мы сразу замечаем и резкое
отличие «новой» арифметнки от старой. Произведение двух
неиулевых цифр может быть равно нулю!

В таких случаях говорят, что в арифметике имеются
делители нуля, т. е. такие числа а=,±0 и ЬЕ0, что аЬ=0.

Упражнения
І. Найдите последнюю цифру числа а) 7'т; б) 27`т:~`0) Зпт-
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2. Докажите, что произведение двух последних цифр квадрата
целого числа четно.

3. Решите в арифметике цифр уравнение х”- І =0.

Арифметика остатков по модулю

Построенная нами арифметика цифр допускает естественное
обобщение.

Пусть т>І - произвольное натуральное число. Каждое
целое число при делении на т дает некоторый остаток,
причем разных остатков ровно т; это числа

0,1, 2, гп-І.

В частности, цифры - это полный комплект остатков от
деления на 10. (Заметим попутно, что остаток от деления на
т - последняя цифра числа, представленного в т-ичной системе
счисления.)

Введем на множестве остатков от деления на т действия
сложения и умножения так же, как мы это делали раньше.
Суммой (соответственно, произведением) двух остатков а и Ь на-
зовем остаток от деления на т обычной суммы (произведе-
ния) чисел а и Ь.

Совершенно очевидно, что все восемь свойств, отмеченных
нами для сложения и умножения цифр, справедливы и для
действий над остатками. Разумеется, в арифметике остатков
есть и операция вычитания, определяемая как и раньше:
а-Ь=а+(-Ь).

Арифметику остатков от деления на т (по модулю т) ири-
нято обозначать 2,..

На рисунке 2 приведены таблицы умножения для двух ариф-
метик остатков: по модулю 5 и-по модулю 6 (поскольку во всех
арифметиках остатков свойства таблиц сложения одинаковы, их
мы не приводим). Видно, что в 25 нет делнтелей нуля, а в 26
они есть. В чем же дело? Понять это вам помогут следующие
упражнения.

)(0І234 ><0І2345

ьоою-Ф ФФФФФ ЬЫЮ-Ф со--в-ЮФ ю-в--'ЫФ --юс-1-в-О
01-ищю-О ФФФОФФ 01-по-эю--О -Э-ЬЭФ-Р-ЬЭСЭ ЫФФФЫФ ю-Ь-ФМ-ЬО -юс-.'›-Іъ<лФ

Рис. 2

25



Упражнения
4. Постройте таблицы умножения в арифметиках остатков по

модулям 7, 8, 9, ІІ, І2. 13.
5. Решите в этих арифметиках уравнения х2=І н х2= -І и выясннте.

при каких целых х числа х*-І и х*+І делятся на соответствую-
щий модуль.

6. Рассмотрите арифметнку остатков по модулю І00. Найдите все де-
лители нуля в этой арифметике. Сколько их? Докажите, что если а
не является делнтелем нуля, то а'°= 1. (Отсюда следует, в частности, что
если а взаимно просто с числом І00, то а'°-І делится на 100.)

7. Докажите, что сумма І+2'°°3+...+І992'°°° делится на 1993.

Арифметика остатков по простому модулю
Пусть р - произвольное простое число. Рассмотрим остатки

от деления на р:

0, І, 2, р-І.
Теорема І. Среди ненулевых остатков по простому модулю

нет делнтелей нуля.

Доказательство. Предположим, что найдутся два остатка по
модулю р, а н Ь, такие, что а=,и'=0, Ь=,:'=0, но аЬ=0 в 2,.

Это значит, что число аЬ делится на р, т. е. одно из чисел а и Ь
делится на р, что невозможно, поскольку 0<а<р, 0-<Ь<р.

Множество всех ненулевых остатков в 2,, мы будем обозначать
23.

Из теоремы І сразу следует, что если аЬ=ас и а;±0, то
Ь=,±с (убедитесь в этом). Но тогда все элементы из 2,? вида

а, 2а, (р-І)а

различны, и, следовательно, среди них есть ровно один элемент,
равный единице. Это значит, что в 2: существует такой оста-
ток Ь, для которого

аЬ=І.
Будем обозначать его а"' или І/а и называть обратным к а

элементом 2:.
Очевидно, что если для некоторых двух остатков а и Ь

верно равенство а“'=Ь“', то а=Ь.
Итак, в арифметике остатков по простому модулю сущест-

вует операция деления на любой ненулевой элемент, поскольку
можно положить а/Ь=аЬ_' для всех Ь;-Ь0.

Упражнения
8. Докажите, что
а) (а“')_'=а: б) (-а)"'=-а"; в) (аЬ)"=д-'ь-';
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г) всякое уравнение ах=Ь, где ааЬ0, имеет единственный корень.
9. Докажите, что для любого простого р число

о-1›1п+ Ё + 7:- +...+ Ё)
делится на р.

І0. Докажите, что в 2.. обратный элемент имеют те и только те
остатки, которые не являются делителями нуля (т. е. остатки, взаимно
простые с т).

Теорема Вильсона

_ Арифметика остатков по простому модулю позволяет дока-
зать такой критерий простоты числа р:

Теорема Вильсона. Число р просто тогда и только тогда,
когда число А=(р-І)!+І делится на р.

Доказательство. Пусть число р простое. Докажем, что в этом
случае А делится на р.

Для р=2 утверждение очевидно. Для р>2 заметим, что
каждый из остатков от де.ления на р, не равный нулю, имеет
обратный, причем при а=І и аэ'=р- І остатки а и а"' различны.
В самом деле, если а"=а, то а*-І=(а-І)(а+І)=0. Но
числа а-І и а+І не могут делиться на р, поэтому такое
равенство невозможно.

Таким образом, все остатки в произведении І-2-...-(р-І),
кроме І и р-І, разбиваются на пары взаимно обратных
сомножителей, откуда

1~2~...~о-1›=1~<2~2~'›о-з-'›...<%і-< %› '› кр-1›=
=1.(р-1)=-1.

Итак, в 2,, справедливо равенство (р-І)!= -_ І, т. е.
(р-І)!+І делится на р.

Пусть теперь р - составное, т. е. р=нд. Тогда (р-1)!
содержит среди сомножителей число сі и имеет вид нд: число
па+І не делится на а и, следовательно, на р.

К сожалению, этот критерий простоты - красивый, по
непрактичный математический факт: для не слишком маленьких
чисел его очень трудно проверять. Так, чтобы убедиться в просто-
те числа 1993, пришлось бы вычислить І992!+ І, а потом еще н
разделить на 1993...

Упражнения
ІІ. Докажнте что при р=4І:+І уравнение х'+І=0 имеет

корень в~`2,.
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12. Докажите, что чис.ла а) 91!-1901!-І, 6) 92!-І990!+І
делятся на 1993.

Периодичность степеней

Пусть а=,±0 - остаток из 2,, где р - простое число. Что
получится, если возводить а во всевозможные степени: вторую,
третью, четвертую и так далее до бесконечности?

Поскольку в 23 всего р- І элементов, то уже среди первых р
членов последовательности а, а2_, а"' найдутся два равных.
Пусть это, например, а* и а', тогда а*"= І.

Итак, среди степеней остатка а есть единица.
Пусть єі - наименьший показатель степени такой, что

а"'=І. Ясно, что сі=,#І, все степени а, а2, ад различны Н
а*+"=а" для любого целого із, т. е. последовательность степе-
ней остатка а периодична (с периодом сі).

Определение. Такое число сі называется порядком остатка а
по модулю р и обозначается сі,(а).

Отметим некоторые важные свойства порядков:
І. если сі,(а)=аУ н а"'= І, то т делится на сі;
2. если єі,,(а)=т, т=ІгІ, то сі,,(а")=І;
3. сі,,(а)=сі,(а"');
4. если а,,(а)=т, сі,,(Ь)=п, то сі,,(аЬ) является делителем

наименьшего общего кратного чисел т и п;
5. если сі,,(а)=т, сі,,(Ь)=п и числа т и л взаимно просты, то

сі,,(аЬ)=тп.
Упражнения
І3. Докажите самостоятельно свойства 2 и 3.
І4. Докажите самостоятельно свойство 4 н убедитесь, что єі,(аЬ)

не обязательно равен нанменьшему общему кратному т н п.

Докажем свойство І. Пусть а'"=І и т не делится на єі,
т. е. т=ас!+г, 0<г<сі. Тогда

І = а"' = а°“+ ' = а"“'а' = (а“')“а' = а'.
По определению ті -- наименьший показатель степени такой,

что а” =.І. Но мы нашли число г, меньшее сі н обладающее тем же
свойством. Противоречие.

Приведем и доказательство свойства 5. Пусть сі,,(аЬ)=а.
Ясно, что сі не превышает тп, поскольку

<==г››""'=<=="'›'*<1›*'›"' = 1.
С другой стороны, так как (ао)“'=І, то а"=(Ь"')", т. уе.

а“'=Ь" (свойство 3). Но тогда а"“'=Ь"“= І, и ті делится на т
(свойство 1). Но т и п взаимно просты, поэтому сі делится на
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т. Аналогичное рассуждение показывает, что д делится и на п,
т. е. сі делится на тп. Но д не больше тп и, следовательно,
д=тп. -

Порядок остатка а в 2,, называется также показателем, ко-
торому принадлежит а по модулю р.

Упражнения
І5. Найдите порядок остатка 2 в 21, 2.1, 2.3.
10. Докажите, что
а) если А=а'+Ь'+с"+а' де.лнтся на 5, то А делится и на 625;
6) если а°+Ь3+с3 делится на 7, то адс делится на 7;
в) если а*+Ь” делится на,7, то оба числа а и Ь делятся на 7.
17. Докажите, что число 5?"+'+3"+22"_" делится на І9 при любом

натуральном п.

Функция Эйлера

Пусть т - некоторое натуральное число. Рассмотрим мно-
жество всех остатков от деления на т, взаимно простых с т,
т. е. множество 2,1.. Обозначим через <р(т) количество элементов
в 22..

Функция ср(т), сопоставляюшая каждому натуральному числу
т количество натуральных чисел, меньших т и взаимно простых
с ним, называется функцией Эйлера.

В частности, для любого простого числа р

Ф(р)=р-І.
ч›(Р”)=р(р-1).
ч›(р"')%л"д 'Ф -01)

(почему?)

Теорема 2. Для любых взаимно простых т и п

Ф(тН) = <Р(т)Ф(д)
(т. е. функция Эйлера мультиплшсативна).

доказательство. Чтобы подсчитать количество чисел, мень-
ших тп и взаимно простых с тп, расположим все числа от 1 до
тп так, как.показано на рисунке 3. В каждой строке получив-
шейся таблицы ровно <р(п) чисел, взаимно простых с п, а в каждом
столбце _ ровно ср(т) чисел, взаимно простых с т (почему?).

Поскольку т и п взаимно просты, любое число в таблице
взаимно просто с тп тогда и только тогда, когда оно взаимно
просто и с т, и с п, т. е. когда оно стоит на пересечении
столбца с номером, взаимно простым с л, и строки с номером,
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І 2 3 п
п+І а+2 п-1-3

2п+І 2п+2 2п+3

;С›дЪО-212000

(т-І)п+І (т--І)п-|-2 (т-І)п+3 тп

Рис. 3

взаимно простым с т. Очевидно, =гго таких чисел ровно столько,
сколько клеток в пересечении <р(п) столбцов и <р(т) строк, т. е.
єр(т)ф(п). Но гр(тп) равно количеству таких чисел.

Итак, действительно ф(тп)=ф(т)<р(п).
Теперь мы можем вывести формулу для вычисления <р(т).

Разложим т на простые миожители:
т =р'{'рЁ'...рЁ'.

Тогда

ч›(т)=Ф(рї'рі›"---р$")=Ф(:›1")<г(р$")---ч›(рі").
но рт, рг, ..., р, --- простые числа, поэтому

<р<т›=р'г"'<р1-1›р%**'о=-1›...р±--'о=-І›=
=р':° (1-%)р'5=(1-±)...р2-(1-%)= П

=т(1-ЪЁГ) (1-±)...(1--Ё).
Например,

ц>(2о)=2о (1 - -Ё )(1 - )=з.

І8. Докажите что 1;-гл) четно при п=;Ь2.
І9. Найдите дщгц І І).
Еще одно замечательное свойство функции Эйлсра описы-

нает

Упражнения

Теорема Эйлера. Если число а взаимно просто с натураль-
ным числом т, то а'**"')-І делится на т.

Доказательство. Выпишем в строчку элементы из 2::
І=а., ад, а.,(,,.,.

Поскольку а взаимно просто с т, его остаток а от деления
на т не равен нулю, т. е. аЄ2¦'.. Если будет доказано, что
а'<"')=І в 2:, будет доказана и теорема Эйлера.
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Для этого умножим каждый из элементов 2; на а; получим
новую строчку

ар ааъ "Ч

Все остатки в ней различны (почему?), следовательно, мы
снова получили полный комплект элементов из 22., возможно,
в другом порядке.

Перем ножим их; тогда

а|а2...а.,(,..,=д'*("')а|а2...а.,<,,.,.
Но произведение а|а;;...а.,.(,,., взаимно просто с т, поэтому полу-

ченное равенство означает, что а"("')= І, что и требовалось
ДОКЗЗВТЬ.

Из теоремы Эйлера сразудследует

Малая теорема Ферма. Если р -_ простое число и число а не
делится на р, то а”“'-І делится на р.

Справедливость этого утверждения становится очевидной, ес-
ли аспомнить, что <р(р)=р- І.

Замечание. Из теоремы Ферма и І-го свойства порядков
вытекает, что єі,(а) является делителем числа_р-І для любого
остатка а.

Упражнения

20. Докажите, что
а) 2'3'-І делится на
б) 23"+І делится на 3""' и не делится на 3""".
21. Докажите, что если х*+1 (х>І) делится на простое число р,

то р=4!с+ І.
22. Докажите, что существует бесконечно много простых чисел вида

р=4Іг+ І.
23. При разложении рационального числа р/4 (где 4 взаимно просто с

І0, о>р) в бесконечную периодическую дробь получился период
длиной т. Докажите, что гп - делитель числа <р(4).

ЗІ



НЕОПРЕДЕЛ ЕН І'ІЬІЕ УРАВНЕНИЯ
ПЕРВОЙ СТЕП ЕІІН

Ю. Соловьев

Существование решений

Неопределенными уравнениями первой степени с двумя
неизвестными называются уравнения вида

ах+Ьу=с, (ж)
где а, Ь и с-числа из некоторой данной совокупности
(действительные, рациональные, целые и т.п.), причем а н Ь
не равны нулю. Решениями неопределенного уравнения (І)
называются любые пары чисел (а.; В), принадлежащих дан-
ной совокупности, которые удовлетворяют уравнению.

Вьіясним, Прежде всего, как выглядят решения этого
уравнения в случае, когда а, Ь и с-действительные числа.
Решим его относительно какого угодно неизвестного. Напри-
мер, для у получим:

__ с-ах
у _ Т~

Это выражение показывает, что у однозначно зависит от х,
само же х может быть совершенно произвольным. Следова-
тельно, если а, Ь и с-действительные числа, то уравнение
(1-) имеет бесконечное множество решений

(га ісїаг).
где г ~ произвольное действительное число.

Если а, Ь и с-рациональные числа, то естественно
рассматривать рациональные решения уравнения (=1=). Очевид-
но, что они задаются той же самой формулой (г; Ё),

где на сей раз г-Ш произвольное рациональное число.
Гораздо содержательиее и интереснее случай, когда коэф-

фициенты а, Ь и с~ целые числа, и требуется найти целые
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решения уравнения (*). Задачу нахождения целых решений
можно переформулировать следующим образом: из бесконеч-
ного множества действительных решений уравнения (1-)
выделить только целые. Ясно, что такое ограничение значи-
тельно уменьшает число решений.

Прежде всего, выясним, всегда ли возможно решить не-
определенное уравнение (=І=) в целых числах. Ответом на
этот вопрос служат следующие две теоремы.

Теорема І. Если свободный член с неопределенного урав-
НВНЦЯ

ах+Ьу=с
не делится на наибольший общий делитель коэффициентов
а и Ь, НОД (а, Ь), то уравнение не имеет целых решений.

Доказательство. Пусть и=НОД (а;Ь), так что а=та,
Ь=пд, где т и п - целые числа. Тогда наше уравнение
принимает вид

тдх + пау = с,
или

єі(тх+пу)=с.

Допустив, что существуют целые числа х и у, удовлетворяю-
щие уравнению (1-), мы получим, что коэффициент с делит-
ся на сі. Полученное противоречие доказывает теорему.

Если все три коэффициента а, Ь и с имеют общий мно-
житель, то по сокращении на него может оказаться или
что коэффициенты а и Ь имеют общий множитель, или что
а и Ь-взаимно просты. В первом случае, по предыдущей
теореме, уравнение не имеет целых решений. Во втором слу-
чае мы приходим к следующей теореме.

Теорема 2. Если коэффициенты а и Ь неопределенного
уравнения

ах+Ьу=с

являются взаимно простыми числами, то уравнение имеет
по крайней мере одно целое решение.

Доказательство. Без ограничения общности можно считать,
что а>-0. Решив уравнение относительно х, получим

с-Ьу
Х=_-_.

О

Докажем, прежде всего, что если в эту формулу вместо у
подставлять все натуральные числа, меньшие а, т. е. числа 0,
І, а-І, и каждый раз совершать деление, то все а
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остатков будут различны. В самом деле, подставнм вместо
у какие-нибудь два числа тд н тд, меньшие а (из множест-
ва 0, І, 2, а-І). В результате мы получим две дроби

с-Ьт. н с-Ьт;
а а `

Выполнив деление и обозначив неполные частные через
ад и 42, а остатки через г., тд, найдем

С.-дтп Ґ: С-дтз __ Ґ2
*Ґ-ЧІ'|'Ъ'› а -'Ч2+а'

Предположим, что остатки г. и гг равны. Тогда, вычитая
второе равенство из первого, получим

с-Ьт1 с-Ьтд
і-Е-------5*:-ЧІ*-02.

или
ь(ПІ2±П'І|)___
--Ё-'-'-01-01*

Так как 9,-д2~ число целое, то и левая часть должна
быть целым числом. Стало быть, Ь(т2-т.) должно делить-
ся на а, т. е. разность двух натуральных чисел, каждое из
которых меньше а, должна делиться на а, что невозможно.
Значит, г, не может равняться гг, т. е. все остатки раз-
личны.

Итак, мы получили а различных натуральных остатков,
меньших а. Но различные а натуральных чисел. не превос-
ходяшие а, суть нс что иное, как числа 0, І, а--- І.
Следовательно, среди остатков непременно найдется один н
только один, равный нулю. Значение у, нодстановка которо-
го в выражение (с-Ьу)/а даст остаток 0, превращает х==
=(с-Ьу)/а в целое число. Итак, если а и Ь взаимно просты,
то уравнение (1-) действительно допускает пслыс решения, что
и требовалось доказать.

Доказанная выше теорема І утверждает, что условие
НОД (а: Ь)=І является необходимым условием для разре-
шимостн неопределенного уравнения (1) в целых числах.
Теорема 2 утверждает, что это условие является достаточным.

Первый способ решения
Теорема 2 дает практическую возможность находить одну

пару решений неопределенного уравнения в целых числах.
Пусть, например, дано уравнение

7:: + 5у= 232.
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Решаем это уравнение относительно того из неизвестных,
при котором находится наименьший (по модулю) коэффи-
циент, т. е. в данном случае относительно у:

232-1;у= --5--~
Подставляем дв это выражение вместо х натуральные чис-
ла, меньшие 5, т.е. О, І, 2, 3. 4. В результате находим:

232 2
Х=0, ='46-

с,"І

232--7
хї Ф,

Итак, одно решение данного уравнения получено: х=І,
у=45.

Этот прием решения неопределенного уравнения целе-
сообразно употреблять в тех случаях, когда коэффициент
при каком-либо из неизвестных невелик по модулю.

Коль скоро найдена одна пара целых решений, то легко
найти и все такие решения.

Теорема 3. Неопределенное уравнение
ах + Ьу = с,

В КОТОРОЛІ О Ц 17 ЯВЛЯЮТСЯ ВЗПЦЛНО ПДОСТЫЛЦ ЧЦСЛЦЛІЦ, дО-

пускает бесконечное множество цельис решений. Все эти ре-
шения задаются формулами _

х=с:+Ьі, у=В-аі,
где (сп: В) - некоторое решение уравнения (І), а І - про-
извольное целое число.

Доказательство. Так как по условию пара (св: В) явля-
ется решением нашего уравнения, то подстановка х=а.,
у=В в уравнение дает тождество

аа.-|-ЬВ=с.
Вычитая это тождество из нашего уравнения, имеем

001-°=)+д(у-В)=0.
откуда

О

Чтобы х было целым числом, необходимо, чтобы Ь([-1-у)/а
было целым, т. е. чтобы произведение Ь(В-у) делилось на
а без остатка. Но а и Ь-взаимно простые числа; стало
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быть, для этого необходимо, чтобы (В-у)/а равнялось не-
которому целому числу. Обозначим это целое число через І:

Ш=[а .

Тогда у=|5-а! и, следовательно,

х<=в+Ф =н+ы,
что и требовалось доказать.

Второй способ решения
Сперва рассмотрим один частный случай. Допустим, что

коэффициент при одном из неизвестных равняется единице.
Например, рассмотрим уравнение

х + Ьу = с.
Отсюда х = с -- Ьу.

Положив у=0, получим для х целое значение х=с. Сле-
довательно, одна пара решений уравнения имеет вид х=с,
у=0. Все же целые решения задаются формулами

х=с-І-ЬІ, у= -І.
Аналогично, если коэффициент при у равен І, то все

целые решения задаются формулами
х=І, у=с-аі.

На этом замечании основан общий способ решения не-
определенного уравнения в целых числах. В самом деле,
если бы нам удалось привести уравнения ш:+Ьу=с к урав-
нению, в котором один из коэффициентов равен единице, то
задача была бы решена. Но когда а и Ь _ взаимно простые
числа, такое приведение всегда возможно. Пусть, например,
дано уравнение

11;-зту=з5.
Решаем это уравнение относительно неизвестного, имеющего
меньший по модулю коэффициент, в данном случае-отно-
сительно х. Получаем

Выделив целую часть, найдем, что
4 3х=3+2у+
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Полученное для х выражение состоит из двух частей:
3+2у, которая будет целой при всяком целом у, и дробной
(4+3у)/І7. Для того чтобы х было целым числом, необхо-
димо выбрать такие целые значения у, при которых (4+3у) /17
является целым числом. Положим

4+3у=,
17 '

где І-произвольное целое число. Из последнего равенства
находим

Решаем это уравнение относительно неизвестного, имеющего
меньший по модулю коэффициент, т.е. относительно у:

І7!-4у=т"-
ВЬІДЄЛНВ ЦЄЛУЮ ЧЗСТЬ, ПОЛУЧИМ

у=5!-І+ё-Ё.

Для того чтобы у было целым числом, необходимо подобрать
такие целые значения І, чтобы

2!-І
3 11.

Где І] -_ Пронзвольное целое ЧНСЛО. Последнее РЗВЄНСТВО ДЗЁТ

21- 3Ґ| = І. (3)

ПОСТУПЗЯ Так Же, Как Прежде, находим

_1+з: _ т+п1-74 _:.+--2 .
Чтобы число І было целым, необходимо выполнение следую-
Щего условия:

1+І1Ти,

ГДЕ Ґ2 -- ПРОИЗВОЛЬНОЄ ЦЄЛОЕ ЧИСЛО. ИЗ ПОЛУЧЄНІ-ІОГ0 РЗВЄНСТВЗ
вытекает, что

І;--2і2=-І. (4)
В этом уравнении коэффициент при одном из неизвестных
равен единице, и поэтому мы можем его решить.

Итак, мы получили следующую серию уравнений:
І7х-37у=55, 21-311 = 1.
зу-т=-4. 1.-2ь=-1.
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Из уравнения (4) получаем, что
Ґ|=212-І.

Одно из решений этого уравнения имеет вид
1|=--1, Ё2=0.

Подставляя полученное значение І. в уравнение (3), нахо-
дим 1=-І; подставляя это значение І в уравнение (2),
получаем у= -7. После подстановки этого значения у в урав-
нение (І), мы видим, что х= -І2. Итак,

х=-І2, у= -7

есть одно из решений заданного уравнения. Общая же
формула решений на основании теоремы 3 будет иметь вид

х= -12-зи, у= -т- т,
где І - произвольное число.

Докажем, что описанный выше прием решения неопреде-
ленного уравнения всегда приводит к получению целых
решений. В самом деле, мы получили следующую цепочку
уравнений:

І. Данное уравнение
І7х-37у=55,

или уравнение с неизвестными х и у и коэффициентами
при них а и Ь.

2. Уравнение ь
Зу-І7І=-4,

и вообще уравнение с неизвестными х и І (если ІаІ>|Ь|)
или у и І (если |аІ<ІЬ|). Коэффициентами его являются
а (соответственно Ь) и остаток п от деления а на Ь (соот-
ветственно Ь на а).

З. Уравнение '
2!-3І.=І,

т. е. уравнение с неизвестными І и І.. Коэффициенты его:
предыдущий остаток п и остаток от деления а или Ь на гд.

4. Уравнение
Д _2Ґ2= _1,

т.е. уравнение с неизвестными 1., І2. Его коэффициенты:
предыдущий остаток гг и остаток от деления ц на 52. И так
далее. "

Отсюда видно, что процесс решения сводится к такой но-
следовательности действий, которая имеет место при нахожде-
нии наибольшего общего дынтеля (НОД (а; Ь)) чисел
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о и Ь с помощью алгоритма Евклида. Но коэффициенты
а и Ь взаимно просты, а потому наибольший общий де-
литель их равен единице. Следовательно, продолжая ряд
указанных действий, мы обязательно дойдем до остатка, рав-
ного единице, который и будет коэффициентом в одном из
получаемых уравнений. Тем самым, задача сводится к уже
известному частному случаю.

УРЕВІІЄНІІЯ С ЁОЛЬШІІМ ЧИСЛОМ НЄНЗВССТНЬІХ

Ограничимся рассмотрением случая уравнения с тремя не-
известными. Пусть

==~=+г›у+«:г=«1 <--›
такое уравнение, в котором а, Ь, с, сІ~- целые числа, и ин
одно из чисел а, Ь и с не равно нулю. Прежде всего не-
обходимо, чтобы коэффициенты а, Ь и с не имели такого
общего множителя, который не входил бы в сі, так как
иначе уравнение не может быть решено в целых чис.лах.
Если же у этих коэффициентов имеется общий множитель,
содержащийся в сі, то его удаляют сокращением. В ре-
зультате могут представиться два случая:

І) из трех коэффициентов а, Ь и с по крайней мере два -
взаимно просты, как, например, в уравнении

І2х+1Іу+І52=|4І;
2) каждые два коэффициента имеют общий множитель,

но все три взаимно просты; таково, например, уравнение
І2х+І5у+202=І8І, в котором НОД (І2; І5)=3, НОД
(І2; 20)=4, НОД (15: 20)=5.

Первый случай. Пусть а и Ь-взаимно простые числа.
Перенесем сг в правую часть и применим к уравнению

ах+Ьу=д-с2
метод решения уравнения с двумя неизвестными, считая
временно 2 известной величиной. В результате мы найдем

х=с:+ЬІ, у=|З-аі,
где съ и [З--многочлены первой степени относительно 2.
Прндавая 2 и г произвольные целые значения, мы получим
все целые решения уравнения (Н).

Второй случай. Пусть теперь среди коэффициентов а, Ь
и с нет ни одной пары взаимно простых. Пусть І1=НОД
(а: Ь) и а', Ь'- частные от деления а, Ь на Ь. Тогда урав-
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нение (=Н=) примет вид
І1а'х+І1Ь'у+с2=д,

откуда

а'х+Ь'у=іади.

Чтобы левая часть была целым числом, необходимо, чтобы
(єі-сг)/Ь было равно некоторому целому числу І. Сле-
довательно,

а'х+Ь'у=!, (5)
с2+М=д. (6)

Но НОД (а'; Ь')=1, а потому уравнение (5) имеет целые
решения вида

х=а+Ь'І'. у=В-а'!',

где а и В-многочлень: первой степени от І с целыми
коэффициентами. Заметим теперь, что НОД (с; п)=І, по-
скольку п, будучи делителем чисел а и Ь, не делит с. От-
сюда вытекает, что уравиение'(6) имеет целые решения вида

2=у+М”, !=у-сі”.
Подставляя это значение І в формулы для х и у, мы пред-
ставим эти неизвестные в виде многочленов первой степени
с целыми коэффициентами от Ґ и І". Давая Ґ и І” про-
извольные целые значения, мы получим все целые решения
х, у и 2 исходного уравнения.

Задачи для самостоятельного решения

І. Решите в целых числах уравнения:
а) 5х+Ву=29;
б) 89.:-1449.-=І;
ву 1в.:+4у=1взо;
г) 7х+4у+92=89:

с д) І0х+І3у+82=І43;
0) (03+д- |)1Г+(0-114)!/=(0'+20)(І -из), где а - целое число;
Ж) (3Х+у)(1*+у)=Р. где р - данное простое число.
2. Найдите все двузначные числа, кратные произведению своих

цифр.
3. Найдите трехзначное число, в 34 раза большее суммы своих

цифр.



АЛ ГЕБРАИЧ ЕСКИЕ
И ТРАНСЦЕНДЕНТНЬІЕ ЧИСЛА

Н. Фельдман

Натуральные, целые, рациональные, действительные и ком-
плексные числа _ эта расширяющаяся цепочка

Нц2сОшНъ_..С

давно уже стала привычной для математиков.
«Квант» не раз рассказывал о трудностях утверждения

в математике отрицательных (Н<:2) и комплексных чисел
(КСС). В этой статье речь пойдет о другом звене этой це-
почки - о включении ОСП.

Читателю, конечно, известно о существовании иррацио-
нальных чисел (т. е. чисел, не представимых в виде дроби
т/п, где тєі, пєдї), найденных еще в древности. В те вре-
мена открытие несоизмеримости диагонали квадрата и его сто-'
роны (означающее, в переводе на алгебраический язык, что
число т/2 иррационально) было одним из самых волнующих
научных событий. В наши дни алгебраическое доказательство
иррациональности числа т/2 (изящество и обманчивая простота
которого не могут оставить равнодушным человека, склонного
к математическому мышлению) излагается в школьном учеб-
нике.

Но действительные числа подразделяются не только на
рациональные н иррациональные. Менее известно, но тоже очень
важно, их деление на алгебраические (таковы, например,
2/3, 5--\/7, К/Ё) и трансцендентные числа (к ним отно-
сятся такие известные числа, как п, е, 13 2). Именно об этих
двух классах чисел, об их свойствах, об их истории (продолжаю-
щейся и в наши дни) мы здесь и расскажем.

Алгебраические числа

Каждое рациональное число а=а/Ь (аЄ2, ЬЄН) является
корнем некоторого многочлена с целыми коэффициентами (на-
пример, многочлена Ьх-а). Любое иррациональное число
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Ч/а(ає2) тоже является корнем такого многочлена (например,
х"-а). А что если рассмотреть только такие числа - корни
многочленов с целыми коэффициентами?

По определению. действительное число называется алгеб-
раическим, если оно является корнем некоторого многочлена
с целыми коэффициентами, не равного тождественно нулевому
многочленуч. Множество всех алгебраических чисел мы будем
обозначать через А. Как мы видели выше, ОСАСК. Чтобы
немного прочувствовать понятие алгебраического числа, решите
следующие задачи:

І. Если а.ЄА (оъ;Ь0), то и І/аёд.
2. Если а - корень многочлена с рациональными коэффи-

циентами, то съєд.
3. Если аъед и аЄО, то ааеА и а+а:єА.
Можно доказать, что из иен и ред следует а+|5еА,

св-ВЕД, а-ВЄА, св/ВЄА (последнее при ВэЬ0). Другими
словами, арифметические действия не выводят за пределы
алгебраических чисел (доказательство этого факта, более слож-
ное, чем решение первых трех задач, мы опускаем). Таким
образом, множество А с операциями + и Х, так же как
множество О с теми же операциями, образует числовое поле, т. е.
числовое множество, в пределах которого возможны все четы-
ре арифметических действия (кроме деления на 0, конечно!).

Естественно спросить, существуют ли действительные чис-
ла, не являющиеся алгебраическнми. Чтобы ответить на этот
вопрос, нам потребуется следующее понятие.

Степень алгебраического числа
Если св - корень многочлена Р(х), то а - корень и много-

члена Р(х)О(х), где О(х) - любой многочлен. Поэтому каждое
алгебраическое число а. является корнем бесконечного множе-
ства многочленов из 2[х]. Среди них, очевидно, есть много-
члены наименьшей степени. Если она равна п, мы будем гово-
рить, что съ - алгебраическое число степени п, и писать
де; а.=п (от англ. сіедгее - степень). Очевидно, дед а.= І тогда
и только тогда, когда аєф. Для иррационального числа
х/а(ає2), очевидно, беду/а=2.

Ч Множество многочленов с целыми коэффициентами мы будем
обозначать через 2 [х]. В дальнейшем мы будем рассматривать только
многочлены, отличные от тождественно нулевого многочлена, не ого-
варивая это дополнительно. Для читателей, знакомых с понятием ком-
плексного числа, заметим, что можно также рассматривать и комплекс-
ные алгебраические числа.
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Для дальнейшего нам потребуется следующая простая,
но важная

Теорема Безу (І779 г.) Остаток от деления многочлена
Р(х) на х-у равен Р(у).

Доказательство. Разделим Р(х) на х-у. Остатком будет
постоянная, которую мы обозначим с:

Р(х) = (х- у)Рь(х) + с:
здесь Рь(х) также многочлен. Подставляя х=у, находим с=Р(у).

При помощи этой теоремы легко доказывается
Лемма. Если алгебраическое число сс степени пр? явля-

ется корнем многочлена Р(х)Є2[х] степени п, то Р(х) не
имеет рациональных корней.

доказательство. Предположим противное: Р(а/Ь)=0 (аеі,
ЬЄН). По теореме Безу остаток от деления многочлена Р(х)
на х-а/Ь равен 0, т. е. Р(х) делится на х-а/Ь:

Ро:)=(х- Рон),
где многочлен Рь(х), очевидно, имеет рациональные коэффи-
циенты. Если М - общее кратное знаменателей его коэффи-
циентов, то Р|(х)=МРь(х)Є2[х]. Из Р(а:)=О и а#=а/Ь (ведь
п> І) следует Р0(а.)=0. Значит, Р1(а)=0. Но степень много-
члена Р|(х) равна п-І<п=бе3 съ. Мы пришли к противо-
речню.

Решающим шагом в поиске чисел, не являющихся алгебраи-
ческими, стала

Теорема Лиувилля

Ее формулировка, на первый взгляд, никак не связана с
существованием «не алгебраических» чисел.

Теорема Лиувилля (1884 г.). Если св -- алгебраическое
число степени п 22, то Существует такое число с>0. что
для любых рЄ2 и вёл/

Іа-- ,2-
-Ізїа -Чьи

(Смысл теоремы состоит в том, что иррациональное алгебраи-
ческое число сх нельзя «слишком хорошо» приблизить рацио-
нальными дробями. Поэтому, если мы найдем иррациональное
число, которое можно «слишком хорошо» приблизить, оно
будет не алгебраическнм.)
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Доказательство. Пусть а. - алгебраическое число степени
п22. Тогда существует такой многочлен с целыми коэффи-
циентами

Р(х)=апхп+ап-Іхл_І+---+аІх+д01ап5±01

что Р(а)=0. Обозначим через Н наибольший из модулей чисел
|а.|, |а2|. |а,.|. Покажем, что число

С? 2 22 І и-Іп Н(І+ІаІ)

обладает нужным свойством. Заметим для дальнейшего, что
с< І. Возьмем произвольные рЄ2 и аёді. Тогда

Р( Е): а.р"+а.._|р"“'ц+...+а1ре"“'+аьо“ = 5
Ч чи чи

По лемме Р(%)аЬ0. Значит, ап-20. Поскольку аЄ2, мы
имеем |а| 2: І. Следовательно,

І -›(%>І 2- 5
Так как Р(а)=0, получаем

ўе-ІР(%)І=ІР<-›-Р(%)І= _
=|ах(а"-( %)п)+а,.-1(а""'- (%)п_І )+ +01 (а- -Е-)|

Если|а.- 21, то

І
|д-'&|221>%-

Ч Ч Ч

Если же іа- %І<І, то|%І<|а|+І. Тогда для любого
1:; <п, ЬЄН, получаем

|<=*- (%)'І=І~=- % |- и*-'+«=*-*(%)+...+ ( %)*_' І 4.

Ю*

<|и-% |ь(|е|+1)*-'< ь--21 л(|ь.|+1)~-'_

Отсюда
І ,_ Іт- <~І:- %І~*<'-'+'> '”=І“- %І°;~
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Р С

Теорема доказана.
Теореме Лиувилля можно придать следующую форму, в ко-

торой уже не требуется условие дед а.,_22:
Если а: - алгебраическое число степени п, то существует

такое число сь>0, что для любых рЄ2 и аЄН, для которых
а. гг р/4, имеем

Ь_ц>ц. (п
Ч Ч

Доказательство. Случай бе3а__22 рассмотрен выше. Пусть
теперь сІе3а.=І, т. е. а=а/Ь(ає2, ЬЄМ). Тогда число
с'=І/Ь обладает нужным свойством. В самом деле, если
а/Ь;~'=р/о, то |рЬ-оа| 2 І. Следовательно,

_ Е|=|ї... р| 'рд_"“' :.› 1: Ё
Іа ч Ь ч до "" до ч'

Выбрав в качестве со наименьшее из чисел с и с', получим
искомое неравенство.

Теорему Лиувилля можно доказать также, изучив разность
Р(а)-Р(р/с) с помощью теоремы Лагранжа. Попробуйте про-
делать это!

Приближение алгебраических чисел
рацнональными

Будем говорить, что число а допускает приближения по-
рядка т, если для некоторой постоянной у существует беско-
нечно много рациональных дробей р/о, удовлетворяющих
неравенству

0<!а.- (2)

Теорема Лиувилля показывает, что алгебраическое число
степени п не допускает приближении большего порядка, чем п.
Действительно, если св допускает приближения порядка т,
то из (І) и (2) получаем, что для бесконечной последова-
тельности натуральных а

с у І с
:< івї-__ > _-1чи Чип Чт--и ї

а это неравенство при т > п и достаточно больших о невозможно.
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Пример трансцендеитного числа”
Теперь у нас есть средство для построения действительных

чисел, не являющихся алгебраическнми. (Такие чис.ла назы-
ваются трансцендентными.) Нужно построить число, допускаю-
щее приближения сколь угодно высокого порядка. Мы зададим
такое число в виде бесконечной десятичной дроби: а=
=0,а1а2а3..., где

І. если !=т! (т=І,2, ...),
(3)СЦ-=

0, если І=;Ьт!
В частности,

01=02=Нв=д24 =0|2п=€1т2о=...=1.
03 04 05- (17 ~ (І23=О25=...'=д||9=0|2|=...=0.

Тогда для любого т>І

е =о, ь....ь,,,_ ,,, +0, о...о ь,,,,... = Ё: + вт,
ГДЕ

ртїаІа2-°-а'(т-І)!1 ат: І0(т'-'па

Втїо, 0....0ат!..., Вт: І0_т! “ат” ... Ё

=1о-Ш*-1,...<2-то--т*=
от

Таким образом,

-гдз тїйт 21 Нч
Чт Чт

а это означает, -что а допускает приближение сколь угодно
высокого порядка и поэтому не может быть алгебраическим.

Задача 4. Покажите, что а: будет трансцендентным, если в (3)

І при і=т"'(т=І,2,...),
Д:

І 0 при І;-'=т"'.
Задача 5. Пользуясь теоремой Лиувилля, постройте еще не-

сколько трансцендентных чисел.
2 Читатель, знакомый с понятием счетностн, легко докажет, что

множество алгебраических чисел счетно. Если он знает, что множество
всех действительных чисел несчетно, он сразу заключит, что трансцен-
дентные числа существуют. Это рассуждение, однако, не дает ни одного
конкретного примера трансцендеитного числа.
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Теорема Дирихле

В І955 г. английскому математику К. Роту удалось доказать,
что любое алгебраическое число не допускает приближений
большего порядка, чем 2.

В то же время каждое иррациональное число допускает
приближения второго порядка. Это доказал немецкий математик
П. Дирихле с помощью носящего его имя очень простого и в то же
время очень плодотворного принципа: если п предметов разло-
жить по п-1 ящиком, то хотя бы в одном ящике окажется
не менее двух предметов.

Задача 6. Постройте несколько трансцендентных чисел с по-
мощью теоремы Рота.

Теорема Дирихле (1842 г.). Для любых действительного
числа а. и натурального числа т существуют такие рЄ2 и
аєді, что ціна и

ПІ
|е-і|<і. (4)

Ч Ч

Доказательство. Промежуток [0; 1) является объединением
промежутков

Рассмотрим числа [нов] (1е=0, 1, п); здесь |х} А- дробная
часть (напомиим, что, по определению, {х)г=х-- [х]). Каждое
из них принадлежит одному из промежутков (5). Но наших
чисел гп+ 1, а промежутков т. Следовательно, хотя бы одному
из промежутков (5) принадлежит по крайней мере два наших
числа (принцип Дирихле!). Пусть это {Іг.о:} и {Іг2о:|(1г.>-122).
Тогда

7:- >1:ь.е:-и-мы =
= 1Ё|СІ_[Ё|'1]_Ё2СІ.-І-[Ё2С$] 1 =| (111 _- Ё2)бБ_( [Ё|О'.]_[й!2Ц])

Если мы теперь положим о=н.-1:2, р=[Іг1а]-[І:2а.], то,
учитывая неравенства ОЄЬ2-<І2|<__п, получим требуемое.

Следствие. Каждое иррациональное число св допускает
приближения второго порядка.

Доказательство. Для любого тел! существуют такие рє2
и аелі, что а<т и выполняется (4). Поскольку 4<т и
а - иррациональное, из (4) получаем .
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о<|е- %І< (6)
Из (4) следует, что при неограниченном возрастании гп

величина Іа-р/аІ становится сколь угодно малой. Она отлич-
на от нуля, поэтому с увеличением гп дробь р/а должна прини-
мать все более близкие к аъ значения, так что (6) выполняется
для бесконечного числа дробей р/4.

ЗН ЗМЄН ІІТНЄ ТРЗНСЦЄНДЄІІТІ-ІЬІЄ ЧІІСЛЗ

Хотя, пользуясь теоремами Лиувилля и Рота, можно по-
строить бесконечное множество трансцендентных чисел, непо-
средственно доказать с их помощью трансцендентность таких
известных чисел, как, например, л, е, Іп 2, 13 2, до сих пор не уда-
валось. В то же время интерес к этим числам существует
уже давно. _

Особенно знаменитым в этом смысле является число л.
Дело в том, что еще математики Древней Греции поставили
знаменитую задачу о квадратуре круга: с помощью цир-
куля и линейки построить квадрат, площадь которого равна
площади круга с заданным радиусом. Эта задача сводится к
построению отрезка длиной л, если задан отрезок единичной
длины. Решить задачу не удавалось в течение двух тысячелетий.
Со временем было установлено, что для доказательства невоз-
можиости решения этой задачи достаточно доказать трансцен-
дентность числа л (в действительности достаточно меньшего -
доказать, что л не является алгебраическим числом некоторого
вида).

Иррациональность чисел е и л в 1766 г. доказал И. Ламберт.
В 1873 г. Ш. Эрмит доказал трансцендентность числа е. Создан-
ный им для этого метод до сих пор играет важную роль в
теории чисел. Усилив метод Эрмита, Ф. Линдеман в 1882 г.
доказал трансцендентность числа л. Линдеман доказал также,
что при аєд, а=,±0, число е“' ~ трансцендентное. Отсюда
следует. что натуральные логарифмы всех отличных от единицы
алгебраических чисел трансцендентны (докажите это).

В 1748 г. Л. Эйлер высказал такое предположение: если
а, ЬЄО и Іо3..Ь - иррациональное число, то оно - транс-
цендентное. Конечно, число 1о3..Ь может быть рациональным,
например Іодт 8=3/2. Предположение Эйлера не удалось дока-
зать ни в восемнадцатом, ни в девятнадцатом веке.

В 1900 г. на Всемирном конгрессе математиков в Париже
Д. Гильберт сформулировал 23 проблемы, решение которых,
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по его мнению, должно было бы содействовать дальнейшему
существенному развитию математики. Седьмая проблема -
это предложение доказать, что если съ и В - алгебраические
числа, ов отлично от чисел 0 и 1, а В - иррациональное, то чис-
ло ад - трансцендентное. В частности, предлагалось доказать
трансцендентность чисел 2*-(5 и е” -- последнее число также
приводится к виду съ” (ат, ред), однако для этого нужна некото-
рая информация о функциях комплексного аргумента.

Задача 7. Докажите, что из утверждения Гильберта следует
справедливость предположения Эйлера.

Первое частичное решение седьмой проблемы Гильберта на-
шел в 1929 г. аспирант Московского университета А. О. Гельфонд.
В частности, он доказал трансцендентность числа е". В сле-
дующем году ленинградский математик Р. Кузьмин показал,
что метод Гельфонда с соответствующими изменениями позво-
ляет доказать трансцендентность чисел вида ад в случае, когда
а - алгебраическое, отличное от 0 и 1, а р=\/Ё, где натураль-
ное число д не является полным квадратом. В частности, он
доказал трансцендентность числа 225.

Полное решение седьмой проблемы Гильберта с помощью
уже нового метода (второй метод Гельфонда) получил в 1934 г.
А. О. Гельфонд.

Теорема Гельфонда. Пусть ов, ВЄА, ов отлично от 0 и І, В ир-
рационально. Тогда число ов” - трансцендентное.

Задача 8. Докажите, что если числа сс. В, р - такие, что вы-
ражение Іо3,.с:/Іо3,.|3 имеет смысл и св, ВЄА, то число 1о3,.а/103,13
трансцендентное или рациональное.

Второй метод Гельфонда позволил доказать и многие другие
теоремы. Усиление этого метода, найденное в 1966 г. А. Бейкером,
привело к новым значительным успехам теории чисел. Работа
здесь продолжается и в настоящее время.



КОМПЛЕКСНЫЕ ЧНСЛА

Ю. Соловьев

Уже в древности при решении задач, записываемых на
современном языке квадратными уравнениями, математики
столкнулись с ситуациями, в которых было необходимо извле-
кать корни из отрицательных чисел. В таких случаях считали
задачу неразрешимой. Однако решение в радикалах кубиче-
ского уравнения, найденное итальянскими математиками в пер-
вой половине шестнадцатого века, приводило к выражению
действительных корней уравнения через квадратные корни из от-
рицательных чисел. Это заставило математиков оперировать
новыми числами, применяя для них те же правила действий,
которым подчиняются действительные числа.

Рассмотрим задачу извлечения квадратного корня из отрица-
тельного числа -а. Так как квадрат действительного числа
всегда положителен, то такая задача в области действительных
чисел невозможна. Нужны какие-то новые числа:

_- гр" г-*_ ;т' _\/:а =ц;а--\/-1=~._;а-1.
где і=\/-І , і2= -І -~ обозначение нового, не действитель-
ного числа, называемого мнимой единицей.

Числа вида

а+Ьі.
где а и Ь - действительные числа, носят название комплекс-
ных чисел; число а называется действительной частью, а число
Ь - мншиой частью. При а=0 комплексное число обращает-
ся в чисто мнимое число Ы; при Ь=0 получим число а+0і,
которое рассматривается как действительное число а.

Комплексные числа вида 2=а+Ьі и Ё=а-Ы называются
сопряженньиии, комплексные числа вида а+Ьі и -а-Ы
называются противоположньиии. Множество комплексных чисел
обычно обозначается через С.

Условшнся считать комплексные числа а+Ьі и с +ді равными
в том и только в том случае, когда а=с и Ь=д.
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Из этого определения вытекает, что комплексное число
а+Ьі равно нулю тогда и только тогда, когда а=0 и Ь=0.
В самом деле, действительное число 0 может быть представлено
в виде комплексного числа как 0+0і. На основании опреде-
ления, равенство а+Ьі=0+0і будет иметь место только лишь
при условии а=0 и Ь=О.

Заметим, что относительно комплексных чисел не принято
соглашения, какое из них считать больше другого.

Упражнения
1. Найдите х и у. для которых

(2х+3у)+(1-и)і=2+(2х+и)і-
2. НЗЙДНТЕ КОМІІЛЄКСНЬІЄ ЧНСЛ3, ПРОТНВОПОЛОЖНЬІЄ Н СОПРЯЖЄН-

НЬІЄ С ЧНСЛЗМН
а) 2-Н; б) І-Н.
3. Какие комплексные числа совпадают со своими сопряжепными?

Противоположными?

Действия над комплексными числами

Условимся производить над комплексными числами алгебраи-
ческие действия и преобразования по тем же правилам, по
которым они производятся над действительными числами, прини-
мая всегда, что і2= -І. Это соглашение служит основой для
операций над комплексными числами. Чтобы выполнить какое-
нибудь действие над комплексными числами вида а+Ьі, надо
выполнить соответствующее действие над двучленами такого
вида по правилам, которые существуют для многочленов с дейст-
ъительными коэффициентами, и затем в результате заменить
і на -І.

Слежение

(0+ді)+(0+<іі)=(0+С)+(д+<ї)і-
Из этого правила легко усмотреть, что сложение комплекс-

ных чисел обладает темн же свойствами, которыми обладает
сложение действительных чисел, т. е. переместительным и соче-
тательным свойствами.

Вычитание
(а+Ьі)-(с+с1і)=(а-с)+(Ь-сі)і.

Отметим, что сумма или разность двух комплексных чисел
может оказаться числом действительным: например, сумма
сопряженных комплексных чисел а+Ьі и а-Ы равна 2:1.
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Умножение
(а+ьг)(с+аі)=ас+ьлт+ьсі+ьаі2=(ш:-ьа)+(ьа+ьс) і.
Подобным образом можно составить произведение трех и бо-

лее комплексных чисел.
Заметим, что произведение двух сопряженных, не равных

нулю, чисел 2=а+Ьі н 2=а-Ьі равно положительному дейст-
вительному числу а2+Ь2. В самом деле:

25 =(а+ ьт) (а - ы)=а* - ьт.
Но і2= - І. следовательно.

г2=(а+ ьг)(а - ьг)=ь*+ Ы,
Деление

а+Ьі = (а+ЬІ)(с-Щ) _ (ас+І::с!)+(І:сТа:Ш _ ос+Ьа' + Ьс-аді
с+Ш (с+<т(г-Щ) <:*+а* е*+а* е='+а* '

Возведение в степень

Прежде всего, выясним, что происходит при возведении в
степень мнимой единицы і с учетом условия і2= - І. Мы имеем:

“ІК.

Ю1

РІ: ян0

РІ.ЁЧ.
Ф05

РЦ.РІ.
ЬЬ

..ЧП.'Чо
ЁФ

-Ч: нд1

Ё.Ёп
ЬЁд

Ёп ОО

Ё.Ё.
Ф'Ч

*дп
Ь

І 'дп
Ёп,

95: 10

“Чи
Ь

. 'Чи
Ь

Таким образом, получаются четыре чередующихся Езна-
чения:

с; --І; -1; І.
Заметим еще, что число і° принимается равным І.

Теперь нетрудно найти результат возведения в степень комп-
лексного числа а+Ьі:

(ь + ьп* = ь* + 2ьы + (ы)* =(ь* - ь*) + 2ььг;
(а + ьиз = а” + зь*ьі + за(ьі)* +(ьі)=*= (Ы- заь”) + (за”ь - ь°) і.

Упражнения
4. Выполните действия:

3, ш + Щ. =› <1+г›'°°=1-т |+:' _ _6 Ш- 2. г› <1+н/ё›*.
)|+і Т' д) (1+п;в)*`*.
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5. Найдите все комплексные числа 2, для которых
а) і2+3=2і;

6, Ш = Ш.
2-і 3 "+1

в) 2г+іі=1+з:.
Извлечение квадратного корня

Положим

1/а+Ьі=х+уі.

а+ Ы=(х+уі)°=(х2-у2)+2хуі,
Тогда

т. е.
х2-у2=а, 2ху=Ь.

СЛЄДОВЗТЄЛЬНО, ЗЗДЗЧЗ СВОДНТСЯ К НЗХОЖДЄІ-ІНЮ ДЄЙСТВНТЄЛЬ-
ных решений этой системы. Возведя оба уравнения в квадрат,
а затем сложив их, получим -- '

(»*+у”)*=ч*+Ь*: х*+и*=\/а*+Ь2
(берется только положительный корень, поскольку х2+у*>0).
Теперь из уравнений

х2+у2=\/д2+ь2_ х2_у2=а

находим

х2_ 1/а*+ь*+а у,_ т/а*+ь*-а
-Т__' "Т

І

Для х и у имеем по два значения, что дает четыре комбинации
(х; у), однако из условия ху=Ь/2 вытекает, что знак у произведе-
ния ху должен совпадать со знаком числа Ь; это дает только две
пары значений (х: у), т. е. два корня:

-./а+ы=± ( +1 ь>о.

т/а+Ьі=±( \/ “їіёї -і \/____ф)_ д<0_

Упражнение
0. Вычислите
8) '\/1+і:
5) .,/34.45; г) \/соза.+і$іпа (0<а<л);

в) #74-Зі; д) -\/сов 2съ-івйтёа.
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Решение квадратного уравнения

Хорошо известно, что не любое квадратное уравнение может
быть решено в действительных числах: условием разрешимости
является неотрицательность его дискрнминанта В=Ь2-4ас.
В комплексных числах это исключение исчезает. Если О-(0, то
решения квадратного уравнения находятся по формуле

-Ь±\/|оГ~єх1.2=-і.2а

Иными словами, каковы бы ни были коэффициенты а, Ь
и с квадратного уравнения

ах2+Ьх+с=0,
его решения находятся по формуле

_ -Ь±'\іЬ2-4ас
151.2 т 20 -

Заметим также, что эта формула позволяет решать квадратные
уравнения с комплексными коэффициентами а, Ь, с. Ведь
мы уже умеем извлекать квадратные корни из любых комп-
лексных чисел.

Упражнения
7. Решите квадратные уравнения
а) х2+2х+_2=Ц:
б) тг'+(І +:)х+1=0;
в) ах”--2х+І=0.
8. Найдите все корни (комплексные) уравнений
а) х =І;
б) х'= - І:
ь) .:'+Н+|=о.

ҐЄ0ІИЄ'І'рІІЧеСІ(&Я НІ-ІТ0рІ1р€Т&ЦНЯ І-ЮМІНІЄІЄСННХ ЧІІСЄЛ

Слово «комплексный» в переводе с латыни означает «состав-
ной», «сложный». Несмотря на то, что оперировать с комп-
лексными числами ничуть не сложнее, чем с действительными,
до начала девятнадцатого столетия комплексные числа рассмат-
ривались как очень сложный, темный, почти мистический объект.
С упорством, достойным лучшего применения, велась длитель-
ная борьба между сторонниками и противниками емнимыхыь
чисел. Главное возражение противников заключалось в следую-
щем: выражение вида а+Ьі лишено смысла, поскольку і не явля-
ется действительным числом, а значит, и вообще не является чис-
лом; поэтому і нельзя умножать на действительные числа.
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Чтобы поставить теорию комплексных чисел на прочный
фундамент, необходима была явная их конструкция, лучше
всего - геометрическая. Желание иметь геометрическую реали-
зацию множества комплексных чисел не случайно, если вспом-
нить, что и множество действительных чисел неотделимо
для нас от «действительной прямой» с фиксированной на ней
точкой, изображающей ноль, и с фиксированным масштабом,
определяемым положением числа І.

Впервые геометрическое изображение действий над комплекс-
ными числами было дано датским геодезнстом К. Весселем
в 1799 году и независимо от него французским математиком
Ж. Арганом в 1806 году. Однако общее признание оно получило
лишь в тридцатых годах прошлого столетия после работ немец-
кого математика Ф. Гаусса и английского математика У. Га-
мильтона. Идея геометрической интерпретации комплексных чи-
сел заключается в том, что они изображаются не точками прямой,
как действительные числа, а точками плоскости.

Итак, построим множество, элементы которого были бы точка-
ми плоскости, а сложение и умножение точек подчинялись бы
всем правилам операций с действительными числами.

Выберем в плоскости прямоугольную систему координат с
осью абсцисс х и осью ординат у. Обозначим через (а;Ь)
точку с абсциссой а и ординатой Ь. Для точек (а: Ь) и (с;а)
определим сумму и произведение по правилам:

(а;Ь)+(с;д)=(а+с;Ь+д); (І)

(0: Ь)-(с; _4)=(аг-М: ші+1›г)- (2)
Прямой проверкой без труда устанавливается, что операции

сложения и умножения точек обладают переместительным и
сочетательным свойствами: `~'

(0: д)+(0: 4)=(С= <і)+(0: 11).
((0: д)+(г: д))+(г: П=(а: д)+((г:г1)+(г: П).

(0: 0)-(С: €і)=(гг'<ї)-(0: д).
((0: Ь)-(С: Щ)-(гг П=(а; д)((г:<1)-(г: П)-

Выполняется и распределительный закон:

((0:1›)+(г:«і))-(г:П=(«<1:д)-(г:П+(г;«ї)-(г:П-
Точка (І:0) служит единицей, т. е. для любой точки (а; Ь)

(а: Ь)(І; 0)=(І: 0)(а; Ь)=(а: Ь).
И наконец. для любой точки (а: Ь)4'= (0: 0) существует единст-

веиная такая точка (х: у), что
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(0: д)(×: у)=(І: 0).
Докажем последнее свойство. Возьмем какую-нибудь ненуле-

вую точку (а; Ь) (это означает, в частности, что а*+Ь*>0).
Нам нужно найти такую точку (х: у), чтобы (а: Ь) (х: у) = ( І; 0).
Но

(а: Ь) (х: у) = (ах-ду: ау+ох).

Следовательно, мы получаем систему уравнений

1 Т > {ах-Ьу=І.
ау+Ьх=0.

Решая эту систему уравнений относительно х и у, найдем
х= ас+Ьа у=ад-Ьс

а*+Ь* ` а*+Ь*' '_

Этим все доказано.
Итак, мы превратили точки на плоскости в числовое мно-

жество, т. е. множество с операциями сложения и умноже-
ния, для которых верны все свойства сложения и умножения
обычных действительных чисел. Действительные числа содержат-
ся в этом множестве - это точки вида (а;0). В самом деле,
сложить и перемножить такие точки - это попросту сложить
и перемножить действительные числа:

(а: 0)+(с: 0)=(а+с: 0):
(а; 0)(с: 0)=(ас: 0).

А теперь возьмем точку (0: І). Посмотрим, что произойдет,
если мы возведем ее в квадрат, т. е. умножим саму на себя:

(О;І)2=(О; І)(0:1)=(-1:0).
Таким образом, (0: 1)* - это действительное число -І. Зна-

чит, точку (0; 1) можно интерпретировать как миимую единицу
і, срывая, тем самым, с нее мистический покров. И наконец.
любую точку (а: Ь) можно представить в виде

(11: Ь)=(ч: 0)+(0: Ь)=(<1: 0)+(д: 0) (0: 1)~
Если (а; 0) и (11: 0) обозначить просто через а и Ь, а (0: І) -

через і, то мы получим
(а: Ь)=а+Ьі,

т. е. теперь формальное выражение а+ Ьі стало на твердую осно-
ву - это всего-навсего точка с координатами (а: Ь) на
плоскости с заданными выше операциями сложения (І) и умно-
жения (2).
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Кроме чисто теоретической ценности, геометрическая
реализация комплексных чисел имеет важное практическое зна-
чение - с ее помощью комплексные числа можно представить
в так называемой тригонометрической форме, весьма удобной в
многочисленных приложениях.

Упражнения
9. Изобразите точками на плоскости комплексные числа

2+і,І-І-і. І і, 3 2і.
10. Докажите, что сумма г1+г;› комплексных чисел 2. и 22 изобра-

жается четвертой вершиной параллелограмма, двумя смежными сторо-
нами которого являются отрезки, соедиияющие точки 2. и гг с точкой О.

ІІ. Точки 2., 22. 2; - вершины треугольника на плоскости. Найди-
те число, изображающее центр тяжести этого треугольника.

Тригонометрическая форма комплексного числа
' Рассмотрим на плоскости прямоугольную систему координат
хОу. Пусть точка Р изображает комплексное число 2=а+Ьі
(рис. І).

Обозначим расстояние ОР от точки Р до начала координат
через г, а через ср - угол (см. рис. І), образуемый лучом ОР
с положительным направлением оси Ох и отсчитываемый против
часовой стрелки (0=<__<р<2п). (На рисунке І показаны углы ср
для различных случаев расположения точки Р.)

Из определения тригонометрических функций следует, что
а=гсо$<р, Ь=г$іп ср,

т. е.
2=г(соз ср-І-і $іп ср).

Это и есть тригонометрическая форма комплексного числа.
Величина ОР=г называется модулем комплексного числа 2
и обозначается через |2|, а величина угла єр -- главным аргу-
ментом числа 2 и обозначается через ат; 2.

Так как ОР является гипотенузой прямоугольного треуголь-
ника ОАР, то

\гІ =г=\/а2+д*.

агссовїй при 1:20;
аг3г= а

2:1-агссозЁ при Ь < 0.

Из этих формул вытекает, что |2І определен однозначно и ра-
вен нулю тогда и только тогда, когда 2=0.
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Главный аргумент при г=0 не определен. Для 2=,-Ь0 всякий
угол, отличающийся от агєг на слагаемое, кратное_2л, назы-
вается аргументом числа 2.

Например, так как аг3і=%, то все аргументы числа _'
этНМЄЮТ Вид -ї+2:І'І./2. АНЗЛОГНЧІ-Ю, агЄ(- І)=л, а все остальные

аргументы -- это числа л(2Іе+ І).
Упражнения
І2. Найдите І2І и агд 2. если
а) г=-2: г) 2=-іі __
6) г=І+і; д) г=І-іт/3:
в) г=-І-і; е) 2=-3-4і.
І3. Запишите трнгонометрическую форму чисел а) І; б) -І;

в) І2+5і: г) І2-Ы: д) -І2-55: е) зіпа.+ісо$а. (0<а:<л).
І4. Докажите, что расстояние между точками 2. и гг равно

І2.-2,1. Пользуясь этим, изобразите точки на плоскости. для которых
а) І2-_| =І;
6) І2--ІІ=Іг+ІІ:
в) Іг-і|=Ііг-ІІ:
г) Іёіг-іІ=.<..2.
І5. Изобразите точки плоскости. для которых
а) аг3іг=л/4;
б) аг3(іг-І)=п/3.
Все алгебраические действия с комплексными числами,

заданными в тригонометрической форме, совершаются по тем же
правилам, что и с комплексными числами, заданными в алгебраи-
ческой форме. Складывать и вычитать комплексные числа
проще и удобнее, когда они заданы в алгебраической форме,
а умножать и делить - в тригонометрической форме.

Теорема І. При умнолсении любого конечного количества
комплексных чисел их модули перемножаются, а аргументы
складываются.

Доказательство. Ограничимся двумя сомножителями: общий
случай без труда получается иидукцией. Итак, мы должны дока-
зать, что

(п(с0$ чл +і Ѕіп Ф_))(г:(С°$ Ф2+ї Ѕіп Ф2))=
=(г|г2) (сов (Ф_ + Ф2)+і $511 (ФІ + Ф2) )- (3)

Но
(сов срд +і віп фд) (сов ср2+ і зіп срг)=

=(со$ ср. сов срд-віп (рт зіп ср2)+і(сов срд зіп _р2+зіп фт сов ф2)=
' =С0$ (ФІ + Ф23+ї$іП(<Р1+<Р2).
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откуда непосредственно вытекает равенство (3). Так как из
г._20, г2,>О следует, что г.г220, то пгг - модуль,
а <р.+<р2 - аргумент произведения двух данных чисел.
Теорема доказана.

Из этой теоремы следует, что произведение комплексного
числа 2 на комплексное число а получается из точки 2 так:
нужно повернуть луч О2 на угол а. = агд а против часовой стрелки
и затем взять на полученном луче точку, удаленную от О на
расстояние Іа|-|2І (рис. 2). Иначе говоря, преобразование
плоскости, переводящее всякую точку 2 в точку а2, есть произве-
дение поворота на угол св и гомотетии с коэффициентом |а|
и центром О.

Упражнение
І6. Докажите следующие равенства:
г) І2І*=г2:

2-'_ 2_22
6) -'-= ТС

22 |2-2]

В) 12_+2:›І€Іг_І+І2:~І
(выясните, при каких 2. и 22 будет равенство);

Г) І2_ +2-'±›І2+ І2_ -2:І2 =2(І2, І* + |22|“). Каков геометрический смысл
этого тождества?

Теорема 2. При делении комплексных чисел их модули делят-
ся, а аргументы вычитаются.

Более подробно,
г.(со$ арт +і зіп ср.)
Е(ёї`:'_ж';ї = %(0°5(<Р_ -<Р2)+і 5і"(ФІ -Ф2))-

доказательство. Преобразуем дробь
г|(соз ср. +і зіп срд)
пісоз <р1›+і зіп єрь) '

У
19-02

2

° г-ш

О х
Рис. 2
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умножив ее числитель и знаменатель на совсрг-івіпсрд.
В результате получим

г,_ (сов ср. +і віп ср.) (сов ср; -і віп фд)
гг (сов ср2+і віп срг) (сов ср;-і віп срт) '

Поскольку і2= -І, знаменатель второй дроби равен сов2ср2+
+віп2 ср2= І. Числитель же можно записать так:

(сов ср. +і віп срд) (сов( - ср2)+і віп( - срг) ).
Применив правило умножения, получим

<=°Ѕ(<_>_ -<_>±›)+і ЅіП(<_›_ - си).
что и требовалось доказать.

При совпадении сомножителей из теоремы І получается так
называемая формула Муавра

(г (сов ср+і віп ср) )"=г" (сов пср+і віп пср).

Теперь нетрудно решить вопрос об извлечении корня из
комплексного числа.

Теорема 3. Пусть 2 - комплексное и п - натуральное
числа. В множестве комплексных чисел выражение '\/Ё при
2=0 имеет единственное значение - 0, а при 2920 - п раз-
личных значений. Если

2=г (сов ср+і віп ср) ,
то эти значения находятся по формуле

11/Е=*\/Ё(сов --_Ф+п2п* +і віп -іФ+п2п*) ,

Іг=0, І,...,п-І.
доказательство. Поскольку 0"=О и из 2"=0 следует, что

2=0, то Ч/:Ё=0 при 2=0. _
Пусть теперь

2=г (сов ср+і віп ср)а±0.

Обозначив через р и сс соответственно модуль и аргумент
корня, будем иметь

Щ/г (сов ср+і віп ср) =р (сов а+і віп съ).

Отсюда по формуле Муавра
г-( сов ср+і віп ср)=р" (сов па.+і віп па).

Следовательно, должны выполняться соотношения
р"=г, па=ср+2Ігп,
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откуда

рїфі “Ё Щ.- ,

Т. Є.

'К/2='\/Жсовїф +івіпї`%с-Ё). (4)

Сколько различных значений мы получим? Легко убедиться,
что пока мы будем подставлять в последнюю формулу значения
Іг=О, І, 2, п- І, все получаемые значения корня будут раз-
личны, поскольку будут различны их аргументы. При Іг=п
получим

, ї-Ё= %+2п.

и корень будет равен

Ч/Ё(сов ( -Ё +2п) +івіп ( % +2л) ) ='\/:7(сов1:- +івіп%),

т. е. мы получим тот же корень, что и при Іг=0. Аналогично,
при Іг=п+ І, п+2 и т. д. мы будем получать те же корни, что и
при Іг=І, 2, Таким образом, целое число Іг в формуле (4)
изменяется в пределах от 0 до п- І. Теорема доказана.

Следствие. Корни п-й степени из единицы выразкшотся
формулой

21211 . . 2/231
аії--с°$_Е'-' +1 ЅІПТ,

Іг=0, І, ..., п-І.
Они расположены в вершинах правильного п-угольншса, впи-
санного в окружность единичного радиуса с центром в начале
координат.

Упражнения

І7. Внчислите корни __ изобразите их на плоскости:
а) ЧТ: б) ї\/:Т: в) *ЧЁ г) Л)
І8. Решите уравнения
а) г'=г; 6) (х+_Т+(›=-і)'=0= В) 2°= -2-
І9. Докажите, что все корни п-й степени из единицы являются

2:: . _ 2::степенями числа е=совї +1 втї. Вычислите затем сумму І:-х

степеней всех корней п-й степени из единицы.
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Алгебранческая замкнутость множества
комплексных чисел
Мы построили совокупность комплексных чисел С как рас-

ширение множества действительных чисел, в котором разреши-
мо любое квадратное уравнение. На первый взгляд может по-
казаться, что для разрешимости уравнений более высоких сте-
пеней понадобится раз за разом расширять множество С. Ока-
зывается, что больше никаких расширений не нужно. Если мы
возьмем уравнение

а0х"+а_х""'+а2х""'2+...+а,,_.х+а,.=0 (5)
какой угодно степени, в котором все коэффициенты ао, ад,
ад, а,. суть произвольные комплексные числа, то все его
корни принадлежат множеству С, и значит, для решения уравне-
ния (5) никаких новых чисел, не входящих в С, не требуется.

Это свойство называется алгебраический замкнутостью
м__ожества ком__лексных чисел. Впервые его сформулировал
голла__дский математик Альберт Жирар е_це в І629 году. однако
первое строгое доказательство было получено лишь в 1799 году
Карлом Фридрихом Гауссом.

Упражнение

20°. Докажите, что если точки 21. 22. гя являются вершинами
и_._пук.'_о_-о п-уго:_ь__ика, то все корни уравнения

І 1 _ І__- + --- ч -_ =02*-1. 2---2; г-- гл

.Ч['ЖЛТ І!І¦':.'Т[)Н НҐІН ІІЕ1 Гр2іНІ'ІІЦ" '~Л`1Н_1 51!І0І`С_\'І`().'ПъІІІ1КЄ!..



АРИФМЕТИКА И ПРИНЦИПЫ ПОДСЧЕТА
Н. Васильев, В. Гутенмахер

В основе математики лежит арифметика - теория натураль-
ных чисел І, 2, 3,.... В теории чисел много глубоких и
красивых теорем, немало в ней трудных и до сих пор не
решениых проблем, в течение сотен лет не поддающихся
усилиям самых выдающихся математиков. Целые разделы
современной математики возникли из попыток решения и
обобщения теоретико-числовых задач. Недаром К. Ф. Гаусс
(1777-1855), сделавший много замечательных открытий в
теории чисел и в других областях математики, сказал:
«Математика-+царица наук; теория чисел-царица мате-
матики».

Цель этой статьи --- познакомить читателей с простейши-
ми понятиями этой увлекатель__ой науки, основной теоре-
мой арифметики, некоторыми арифметическими функциями
и принципами подсчета.

Простые и составные числа

Всюду в дальнейшем мы будем иметь дело с __атураль-
ными числами. Мы говорим, что число п делится на число
а, если существует такое число Ь, что п=аЬ. В этом слу-
чае число а называется делителем числа п, а число п на-
зывается, в свою очередь, кратным числу а.

Всякое натуральное число, большее единицы, имеет, __о
край__ей мере. два делители: І и само это число. Число,
большее І, называется простым, если у него нет других дели-
телсй, и состаоным, если они есть. Единица __ри этом не
ЯВЛЯЕТСЯ НИ ПРОСТЬІ51, НИ СОСТІІВИЬІМ ЧИ(`.ГІ0М.

Теорема. Каждое натуральное число можно разложить о
произведение простых.

В самом деле, составное число __ можно радтложить н
произведение двух множителей, ме__ыних п. Если среди __их
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есть не простые (составные), можно каждое из __их разло-
жить в произведение двух меньших и т. д. Очевидно, этот
процесс ие может продолжаться бесконечно, потому что на
каждом шагу мы получаем меньшие миожители, чем на пре-
дыдущем, а всего натуральных чисел, меньших п, конечное
число: п-І. В результате мы приходим к разложечтию
числа на простые миожители.

Обычно одинаковые простые миожители собирают вместе
и записывают разложение в таком стандартном виде:

п=рТ' -рЁ” ~...-рЁ*,

где р_<р2<...<Рь - различные простые числа, ат, аг, ..
ад - натуральные числа. Например, І350=2-33-52.

Основная теорема арифметики. Всякое натура./дьное число,
большее 1, разлагается на простые миожители единствен-
ньии образом.

Основной эта теорема называется потому, что практиче-
ски все свойства делимости чисел являются ее следствиями.

Мы не будем останавливаться на доказательстве основ-
ной теоремы", а сформулируем лишь одно ее следствие:

Для того чтобы число а делилось на число Ь, необходи-
мо и достаточно, чтобы каждый простой множитель, входя-
щий в разложение числа Ь, входил в разложение а в та-
кой же или в более высокой степени.

А как разложить большое число на простые миожители?
В этом нам поможет такое полезное наблюдение.

Если число п составное, то у него есть делитель, не пре-
восходящий 1/Ё и больший І.

Допустим противное. Пусть п=аб, и оба делители а и Ь
больше, чем Поскольку а>\/Ё и Ь>Й, получаем, что
аЬ>п, что противоречит предпбложению.

Чтобы убедиться в простоте данного числа п или, если
п составное, найти его делитель, достаточно проверить, де-
лится ли п на простые числа, не большие

Составить список простых чисел, не превосходящих задан-
ного числа М, можно таким образом. Надо выписать под-
ряд все натуральные числа от І до М, вычеркнуть единицу,
потом вычеркнуть все четные числа, кроме числа 2, затем
вычеркнуть все числа, кратные 3, кроме самого числа 3,
затем - кратные 5, и т. д. вплоть до самого большого про-

” Оно содержится, например, в статье Г. Гальперина «Просто
о простых числах» в настоящем сборнике.

3 Приложение «Квант» М 2 65



стого числа, не превосходящего После вычеркивания
чисел, кратных какому-то простому числу р, первое не вы-
черкнутое число и будет следующим за р простым числом.
Этот метод просеивания чисел называется «решетом Эратосфе-
на». Он не так плох, как кажется на первый взгляд: на-
пример, чтобы составить таблицу простых чисел до 2000, до-
статочно вычеркнуть все кратные первым четырнадцати простым
числам от 2 до 43 (так как 472>2000>4З2). С __омощью
современных ЭВМ составлены очень большие таблицы
простых чисел. Здесь, конечно, стоит заметить, что все про-
стые числе выписать нельзя: как умел доказывать еще
Евклид, существует бесконечно много простых чисел.

Доказательство этой замечательной теоремы см. в статье
Г. Гальперина «Просто о простых числах».

Задачи
І. Разложите на простые миожители числа да) І98І; б) І982;

в) І98З; г) І984.
Решение задачи в). Разделив 1983 __а 3, получим І983=3-661.

Теперь ищем делители числа 661. Так как 252<6бІ<262, нуж__о
проверить делимость на простые числа 3, 5, 7, ІІ, 13, І7, І9, 23.
Ни на од__о из них 66! не делится, значит 661 -простое число.

2. Укажите в натуральном ряду а) шесть; б) тринадцать __осле-
дователь__ых составных чисел.

в) Существуют ли такие соседние простые числа, между которы-
ми в патураль__ом ряду помещается ровно шесть составных чисел?

3. Докажите, что если сі -ч наибольший делитель составного чис-
ла п, меньший п, то число п/єі - простое.

4. Докажите, что среди натуральных чисел от І до 30т не бо-
лее І0т простых чисел (при каждом т=І,2,3, ...).

5. Найдите все такие числа р, что числа р, р+2, р+4 одно-
временно являются простымн (такие числа можно назвать простыми
«тройнями›).

6. Каким количеством нулей ко__чатся десятичная запись числа 301?
7. Докажите, что среди чисел 2, 5, 8, ІІ,... (т. е. чисел вида

3т+2. где т=0,І.2, __.) бесконечно много простых.

Количество делнтелей.
Комбинаторное правило произведения

На рисунке І ниже выписаны все натуральные делители
чисел 96 и І44. Мы видим, что все делители числа 96 раз-
биваются на пары дополнительных друг другу делнтелей (на
рисунке І они соединены дугами), а у числа І44 один из
делнтелей, 12, является дополнительным к самому себе, по-
скольку І44=І22. Из симметрии множества делнтелей следует
такое утверждение: '
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Рис. І. делители и дополнительные к ним.

Если число п не является квадратом целого числа, то у
него четное число делителей, а если является - то нечетное.

В самом деле, каждому делителю а числа п, меиьшему
Л, соответствует делитель п/а. больший Поэтому де-
лнтелей, отличных от всегда четное число. Если же
п=Іг`3, то к ним добавляется еще один делитель Іе.

Пусть сі(п)- количество делнтелей натурального числа п.
Как показано выше, если п - полный квадрат, то сі(п)- не-
четное число (например, а' (І44)=15), а если нет, то
д(п)-- четное число (например, 11 (96) =І2). Покажем теперь,
как, зная разложение числа п на простые миожители, на-
ходить значение сІ(п).

Прежде всего, заметим, что при простом р всегда а(р")= а + І.
Действительно, по определению, простое число р имеет

только два де.лителя: І и р, а в силу следствия из основ-
ной теоремы арифметики число р'* имеет а-|-І делитсшей:
1, р, р2, р” (считается, что р°=І).

Рассмотрим теперь число п с двумя различными просты-
ми множителями, например п=І44=2'-3*. Все его делители
имеют вид 25*-3*, где В; может принимать любое из пяти
целых значений от О до 4, |З2 - одно из трех значений 0.
І или 2. Значит, всего различных пар ((31: В2) может
быть З-5=І5, так что й(І44)=І5 (см. рис. 2). Здесь мы
воспользовались полезным при__пипом подсчета:

Правило произведения. Если элемент В. можно выбрать
Н способами, а элемент 52- Мг способами независимо от
В., то всего можно составить М-Мг различных пар (р.; (32).
Вообще, если нужно составить набор (Вр р;;...;|3;,) из Іг
элементов, причем элемент В. можно выбрать Нд способами,
элемент |52-- Не способами, элемент ру- Нд способами,
то всего можно составить М.-А/2-...-М, различных наборов
(151: І52›' 51)-
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Рис. 2. Правило произведения: делители 2д'«3В' числа І44=2"-32
(0:-_{|3.Є__4, 0-45242) размещаются в табличке 5)-(3.

Это общее правило позволяет написать формулу для
числа делнтелей любого п=р.°"-р°'2~...-рЁ*. В самом деле.
согласно следствию из основной теоремы арифметики, лю-
бой делитель числа п имеет вид где В: при-
нимает одно из а.;+І значений 0,І,..., ад. Следовательно,
количество разных наборов (151: В2;...;|5д), а значит, и раз-
личных делителей числа л, равно

а!(п)=(сц+І)(а.2+І)...(а.д+І). (*)

Задачи
В. Найдите: а) сі (І000); б) сі(І350); в) а'(5040); г) сі(84'°).
Решение задачи 6). Ответ: 24. Так как І350=2-33-52, по форму-

ле (-и) получаем
а(2'-3”-5*)=(| + |)(з+1)(2+1)=24.

9. Приведите пример числа, имеющего а) ровно 6 делнтелей;
б) ровно 7 делнтелей.

І0. Докажите, что число л, дающее при де.лении на 3 остаток
2, имеет поровну делнтелей вида 3!+І и 3$+2 и не являегся пол-
ным квадратом.

ІІ. Окружность разбита на 720 одинаковых дуг. Сколько су-
ществует различных (по числу сторон) правильных многоугольников
с вершинами в точках разбиения?

І2. Сколько у числа п четных делнтелей (напишите общую
формулу)? Для каких чисел п количество таких делнтелей равно
Ё ат? -

І3. В письменном столе имеется 9 ящиков. Сколькими способа-
ми можно разложить по ним пять разных книг?

Ответ: 95 способов. Решение. Первую книгу мы можем поло-
жить 9 способами в тот или иной ящик, и, независимо от этого
выбора, есть 9 способов выбрать ящик для второй книги, и т. д.
По правилу произведения, всего способов 95.

І4. Сколько существует трехзначных чисел, у которых все циф-
ры нечетиые?

І5. Сколько существует пятизначных чисел, в десятичной записи
которых хотя бы одни раз встречается цифра 5?
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Функция Эйлера. Включения и исключения
Мы познакомились с арифметической функцией с!(п). Еще

чаще в теории чисел используется функция Эйлера: <р(п)-
количество чисел, меньших числа п и взаимно простых
с ним, т. е. таких чисел, которые не имеют с п общих де-
лнтелей (кроме І).

На рисунке 3 для примера выписаны числа от І до І8.
Мы видим, что все взаимно простые с І8 числа разбивают-
ся на пары (а: І8-а).

Такая симметрия будет для любого п>2: если число а
взаимно просто с п, то п-а также будет взаимно просто
с л и не равно а. В самом деле, если бы п-а и п име-
ли общий делитель р>І, то их разность п-(п-а)=а
имела бы тот же делитель р, тем самым п и а не были
бы взаимно просты. М

Из этой симметрии ач-›-(п--а) мы видим, что число <р(п)
всегда четно (при п>2).

Покажем теперь, как находить ф(п), зная разложение
числа п на простые миожители. Прежде всего, заметим, что
если р простое, то <р(р)=р-І, так как все числа І,2,...
...,(р-1) взаимно простые с р и меньше его. Пусть п=р", где
р- простое число и а>І. Тогда из п чисел, не превосхо-
дящих п, т. е. из чисел І,2,3,..., п, мы должны исключить
Т Т И _ р“ _ ...Іе, которые делятся на р. аких чисел ї _ ї -р , по-

этому

<р(д)=д-%=п(|-%). (ц
Рассмотрим теперь число п=рі"рЁ* с двумя различными

простыми множителями. Подсчет ф(п) (для л=І8 он проде-
лан на рисунке 3) мы проиллюстрируем диаграммой на

1353_5Е7ЁЁЩ11Ё1э5Т5@1'7Ё

І Ё ті; |

РНС. 3. Среди чисел от І до І8=2-32 подчеркнуты все кратные 2 и
надчеркнуты все кратные 3. Числа, кратные 6, отмечены дважды
(и чертой сверху, и чертой снизу). Не отмеченных _ взаимно простых
с І8 - осталось <р(І8) = І8- І8/2- І8/3+ І8/6= І8-9-6+3=6. Они
разбиваются на пары чисел, дающих в сумме 18.
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Рис. 4.

рисунке 4: квадрат изображает множество всех чисел от І
до п, круги-это множества чисел, делящихся на рт и рт
соответственно, пересечение кругов -- множество чисел, деля-
щихся на рдрг.

Числа, взаимное простые с п, изображаются не заштри-
хованиой частью квадрата. Для определения их числа мы
должны исключить М=л/рт чисел из І-го круга, М2=п/рд
чисел из 2-го круга и прибавить Н.2=л/(р.р2) чисел, ле-
жащих в пересечении кругов. Таким образом,
ф(д)=^/-М:-~2+~и~=

п п п І І=д_ї-Е+д;=и(1-Ё-)(1-Б). (2)

Разобрать случай числа п=рТ'рЗ'рЗ* с тремя различ-
ными множителями нам поможет рисунок 5: квадрат изобража-

:ч1\1\ШН\3\ Ш"
Рис. 5. Если всего в квадрате Н элементов. то вне кругов их
Н-М-Н=-~з+Н|:+~:з+~\э-~12з-

Ч
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ет множество чисел, не превосходящих п, а круги-мно-
жества чисел, делящихся на р., на р2 и на ра; тогда в кру-

гах будет соответственно М|=%, Н2=ё- и М;;=% чисел,
І 2 3

в их попарных пересеченнях-М --Ё- На--1 и'2 Р:р:' ' рта
НМ2;,= П чисел, а в пересечении всех трех кругов- М2а=
2 3

=Ъ-1%; чисел (это числа, делящиеся одновременно на
І 2 3

рт, рь и ра, т. е. на рдрдрд).
Мы должны подсчитать, сколько чисел содержится в

квадрате. но не попадает ни в один из кругов. Если мы
вычтем из п сумму М+Н2+Н3, то числа, попавшие ровно
в два из трех кругов, мы вычтем два раза, а числа, по-
павшие во все три круга - даже три раза.

Теперь к разности М-(М1+М2+М;;) добавим сумму
Н12+~.3+Н2;.. Тогда все числа, попадающие только в один
или только в два круга, мы учтен правильно, и только
числа, попавшие во все три круга одновременно-непра-
вильно: их количество мы трижды вычли и вновь трижды
прибавили. Придется из суммы Н-(М.+М2+Н;)+(М12+
+Мз+Н23) вычесть еще Пт. Теперь все числа, вошедшие
в объединение трех кругов, мы учли по разу и пришли
к такой формуле:

П Л П П П

Ф(")_" Й ея ра + пт: + ета +
п п І І І*даты-"('*ї)('"ї)('"ї)~ (3)

Мы встретились здесь с частными случаями такого об-
щего правила подсчета:

Правило включений и исключений. Пусть задано множество А
и выделено Іг его подмножеств. Количество элементов множества
А, которые не входят ни в одно из выделенных подмножеств,
подсчитывается так: надо из общего числа элементов А вычесть
количества элементов всех Іг подмножеств, прибавить количества
элементов всех их попарных пересечении, вычесть количества
элементов всех тройных пересечении, прибавить количества
элементов всех пересечении по четыре и т. д. вплоть до перв-
сечения всех Іг подмножеств.

Применяя это правило к подсчету єр(п). где

п =р? 'р:“*...рЁ'*.
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Н НСПОЛЬЗУЯ ЗЛГЄбр8ИЧЄСК0Е' ТОЖДЄСТВО

1/Х|---12 Хд+Х|Х2+Х|Х3+...+Хд.-|Хд-Х|Х2Х3-...
...-хь-2Хь-|хь+...+(- І)"х1хь...хд=(І -х|)(І -х2)...(І -хд)

(его левая часть устроена как раз по правилу «включений
и исключсний»), можно получить общую формулу

<р(н)=н(1- Ё-)(1 _- .±-)...(1-
Заметим, что написанное выше алгебраическое тождество можно

использовать и при доказательстве общего правила включений и
исключений: положив некоторые 1 из Іг букв х., ха, хд равны-
ми І. а остальные (Аг-і) - нулю. мы получим (при 0<і=Ѕ__Іг) в
правой части 0. а левая часть покажет. что элементы пересечения
ровно 1 подмножеств одинаковое число раз прибавляются н вы-
читаются.

Задачи
І6. Сколько существует правильных несократимых дробей со зна-

менателем 288?
І7. Найдите а) <р(9б); б) <р(540); в) <р(І983).
І8. Сколько существует чисел, не превосходящих 1000, которые

а) делятся одновременно на 6 и на І5; б) делятся на 3, но не
делятся на 7; в) делятся на 6 или на І5?

І9. Сколько существует натуральных чисел, ие превосходящих
1000, которые не делятся ни на 3, ни на 5, ни на 7?

20. Объединение множеств А и В состоит из 25 элементов,
пересечение- из І0 элементов. Сколько элементов в множестве
А, если в В а) 15 элементов; 6) 2І элемент; в) І0 элементов?

21. В декабре было І0 ясиых и безветренных дней, І5 дней
был ветер и І2 дней шел снег. Сколько дней была метель (н снег,
и ветер)?

22. В группе из 25 студентов 12 изучают латынь, І0-грече-
ский и 9--санскрит. Для каждых из двух языков найдется ров-
но 5 студентов, изучающих оба этих языка. Сколько студентов
изучает все три языка?

23. На каждой стороне треугольника АВС отмечены по 9 точек,
разбивающих ее на І0 равных частей. Рассмотрим всевозможные
треугольники с вершинами в отмеченных точках (по одной на каж-
дой стороне). Сколько среди этих треугольников таких, у которых
ни одна из сторон не параллельна стороне треугольника АВС?

-ап
1. П
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СКОЛ ЬКО ВАРИАНТОВ?

Ю. Ионин

Ах, эти задачи, начинающиеся со слов «Сколькими спо-
собами можно...:› Учителя знают, какую путаннцу в качестве
решений таких задач предлагают иногда школьники. В на-
стоящее время эта тематика (комбинаторика) осталась лишь
в факультативе. В первой части публикуемой ниже статьи
разбираются задачи, решаемые по «правилу произведенияэ;
во второй части приемы решения будут разнообразнее.

Ч а с т ь І

Схема перебора

Представим себе, что мы зашли в столовую и решили
выбрать обед из трех блюд. Мы смотрим в меню и видим
в перечне первых блюд борщ, суп и щи, в перечне вторых
блюд --- гуляш, котлеты, оладьи и рыбу и, наконец, на третье
нам предлагают морс или чай. Все представленные нам
возможности удобно изобразить следующей схемой (рис. І).

На этой схеме представлены все варианты выбора обеда.
Три строчки схемы соответствуют тому, что выбор обеда
осуществляется в три шага. На первом шаге мы выбираем
первое блюдо (три имеющихся у нас возможности обозна-

Лїъ 4% Ё?
/ЫЪ/ЪЁ>-= Ё)І ї> ї> Ё>Ч Ё>'* Ё): Ё> Ё>'°

Рис. І
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чеиы буквами Б, С, Щ). Независимо от принятого нами
на первом шаге решения у нас есть четыре возможности
выбора второго блюда. На схеме эта независимость выражает-
ся в том, что из букв первой строчки выходит поровну стре-
лок во вторую строчку (а именно по четыре стрелки). Не-
зависимо от того, какие блюда мы выбрали на первых двух
шагах, у нас есть две возможности выбора третьего блюда,
и на схеме из каждой буквы второй строчки выходят две
стрелки в третью строчку. Каждому варианту обеда соответ-
ствует на схеме путь, идущий по стрелкам из верхней
строчки в нижнюю. Так, например, путь С-›-К-›-М соответ-
ствует обеду ссуп-котлеты- море», а путь Щ-›-К-›-Ч
соответствует обеду «щи - котлеты - чай›.

С помощью схемы легко подсчитать число всех возмож-
ных вариантов выбора обеда--оно равно числу путей из
верхней строчки в нижнюю или, что то же самое, числу
букв в нижней строчке. Так как в первой строчке 3 буквы,
во второй вчетверо больше- З-4, а в третьей вдвое больше,
чем во второй,--3-4-2=24, всего возможно 24 варианта
обеда.

Именно подсчет числа возможных вариантов будет нашей
целью в последующих задачах. Такой подсчет удобно осу-
ществлять с помощью схем, подобных изображенной на ри-
сунке І. При этом схему не обязательно рнсовать-доста-
точно лишь представить ее себе, тем более что при боль-
шом числе вариантов нарисовать схему невозможно.

Разберем теперь несколько задач.
Задача І. Сколько имеется четырехзначных чисел, в де-

сятичной записи которых все цифры различны?
Решение. Построение каждого четырехзначного числа, удов-

летворяющего условию задачи, можно разбить на четыре
шага. На первом шаге выбирается первая цифра числа.
Такой выбор можно осуществить девятью способами (цифра
0 не может быть первой цифрой числа), так что в первой
строчке воображаемой схемы 9 цифр. На втором шаге вы-
бирается вторая цифра числа. Хотя выбор второй цифры
зависит от выбора первой цифры (вторая цифра должна
быть отлична от первой), но число ,возможностей выбора
второй цифры, независимо от цифры, выбранной на первом
шаге, равно 9. Поэтому из каждой цифры первой строки
воображаемой схемы выйдет 9 стрелок во вторую строку,
в которой, следовательно, будет 9-9 цифр. На третьем шаге
выбирается третья цифра; так как она должна быть отлич-
на от цифр, выбранных на первых двух шагах, независи-
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мо от решения, принятого нами на первых двух шагах, на
третьем шаге нам предоставляется выбор из восьми воз-
можностей. Следовательно, в третьей строке схемы будет
9-9-8 цифр. На четвертом шаге мы можем выбрать любую
из семи цифр, не использованных на первых трех шагах,
н потому число цифр в нижней строке равно 9-9-8-7=4536.
Так как число цифр в нижней строке равно, очевидно, чис-
лу путей из верхней строки в нижнюю, 4536 и есть требуе-
мое число.

_ Упражнение
І. Сколько имеется четырехзначных чисел, в десятичной записи

которых соседние цифры различны?
Задача 2. Сколько различных натуральных делнтелей име-

ет число 23-3'°-7'5-119?
Решение. Ясно, что каждый делитель такого числа имеет

вид 2*-з'-7"'- 1 1", где 041г47, 041410, 04т415, 041149.
Выбор каждого делнтеля может быть поэтому разбит на
четыре шага: выбор Іг, выбор І, выбор т, выбор п. Так как
первый шаг мы можем осуществить восемью способами,
на втором шаге, независимо от первого шага, у нас ІІ воз-
можностей, на третьем шаге, независимо от первых двух ша-
гов, есть І6 возможностей и, наконец. независимо от пер-
вых трех шагов, мы можем десятью способами осуществить
четвертый шаг, рассуждая так же, как и в предыдущих
задачах, мы придем к ответу 8-ІІ-16-І0=І4080.

Аналогичные рассуждения приводят к общей формуле для
числа делнтелей т(п) натурального числа п, если известно
разложение числа п на простые миожители. Именно, если
п=рЁ"-рЁ*'-...-рЁ', где рт, ра, р,-различные простые чис-
ла, дв., 1:2, Іг, Ы натуральные числа, то

т(н)=(ь.+1)(ь,+ 1)...(ь,+1).
Упражнение
2. Сколько различных натуральных делнтелей имеет число 20!=

=І-2-3-_..-20?

Правило произведения

Во всех разобранных задачах подсчет числа интересующих
нас предметов (вариантов обеда. четырехзначных чисел с
НсП0Вт0рЯЮЩимися ЦНФРЯМН. делнтелей данного числа) про-
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исходил по одной н той же схеме: мы представляли себе
построение произвольного из пересчнтываемых предметов в
виде последовательности нескольких шагов, на каждом из ко-
торых число возможностей выбора легко находилось и не
зависело от решений, принятых на предыдущих шагах.
Произведение этих чисел и давало ответ задачи. Эту схему
решения принято называть «правилом произведениях:

Предположим, что нам нужно подсчитать количество пред-
метов, удовлетворяющих некоторых условиям. Предположшн,
что построение произвольного такого предмета мы разбили
на несколько последовательных шагов, причем на первом
шаге у нас есть выбор из ат возможностей; независимо
ОТ рЄ3у/ІЬТЄТП ПЄРВОЄО щдга, у НПС ЕСТЬ 02 РПЗЛЦЧНЫХ

возможностей на втором шаге; независимо от результатов
первых двух шагов, есть ад способов осуществления третье-
го шага и т. д.; наконец, независимо от решений, принятых
на предыдущих шагах, у нас есть а. возможностей осу-
ществления последнего шага. Тогда общее количество пере-
считываемых предметов равно произведению

' 0|02...0д.
Упражнения
3. В номере автомашины стоят в начале три буквы русского

алфавита (содержащего 33 буквы). а затем четыре цифры. Сколько
можно составить различных номеров автомашин?

4. На рояле 88 клавиш. Сколькими способами можно последова-
тельно извлечь 6 звуков?

Разберем теперь несколько более трудную задачу.
Задача 3. Сколько имеется четных четырехзначных чисел,

составленных из цифр І, 3, 4, 6, 7, в записи каждого из
которых соседние цифры различны?

Решение. Если на первом шаге выбирать первую цифру
такого числа, на втором шаге-вторую цифру и т.д., то
на первом шаге у нас 5 возможностей, на втором и третьем
шагах по 4 возможности (на каждом из этих шагов мы
можем выбирать любую цифру, кроме той, которая выбрана
на предыдущем шаге). Однако при осуществлении четверто-
го шага число возможностей зависит от результата пре-
дыдущего шага: так как последняя цифра должна быть
четиой н отличной от предпоследней цифры, то мы имеем
на последнем шаге две возможности, если на третьем шаге
была выбрана одна из цифр І, 3, 7, и одну возможность,
если в качестве третьей цифры мы выбрали 4 или 6.

Выходит, что правило произведения к решению данной
задачи непрнменнмо? Этот вывод был бы преждевременным.
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Правило произведения неприменимо из-за неудачно выбранной
нами последовательности шагов построения четырехзначного
числа с требуемыми свойствами. Если же мы на первом
шаге будем выбирать четвертую цифру, а затем третью, вто-
рую и первую, то у нас будет 2 возможности на первом
шаге и по 4 возможности на каждом из последующих
шагов. По правилу произведения искомое число четырех-
значных чисел равно 2-43= 128.

Искусство решения комбинаторных задач (так называют
рассматриваемые нами задачи пересчета) в значительной сте-
пени состоит в умении выбрать последовательность шагов,
приводящих к построению пересчнтываемых предметов. Как
правило, эту последовательность выбирают так, чтобы на
первых шагах удовлетворить максимальному числу ограниче-
ний, накладываемых условием задачи.

Упражнения
5. Сколько имеется пятизначных чисел п, удовлетворяющих ус-

ловию:
а) п оканчивается двумя семерками;
б) п начинается с двух одинаковых цифр;
в) все цифры числа п различны, причем вторая н четвертая

цифры нечетны;
г)"' п делится на 4, его соседние цифры различны и отличны

от 0, 4, 8?
6*. На коордннатной плоскости рисуются всевозможные ломаные,

все вершины которых имеют целые координаты, а звенья парал-
лельны координатным осям и не проходят дважды через одну вер-
шину; Ь,-число таких ломаных, выходящих из начала координат
и имеющих длину п. Докажите, что 4-2"" 4_Ь..4_4-3"".

Перестановки
Начнем с такой задачи.
Задача 4. Сколькими способами можно выписать в ко-

лонку фамилии 30 учеников?
Решение. Здесь последовательность шагов такова: снача-

ла выбираем ученика на первое место, затем ученика на
второе место и т. д. На первом шаге у нас 30 возможно-
стей, на втором - 29 возможностей, на третьем - 28 возмож-
ностей и т. д., наконец, на последнем, тридцатом шаге у нас
останется І возможность: записать ученика, чья фамилия не
была написана ни на одном из 29 предыдущих шагов. От-
ветом задачи является, следовательно, число 30!=30-29-28-...
...-3-2-І.

Эту задачу мы привели здесь лишь потому, что она яв-
ляется частным случаем следующей важной задачи.
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Задача 5 (число перестановок из п элементов). Скольки-
ми способами можно упорядочить данное множество, состоя-
щее из п элементов?

УПОРЯДОЧНТЬ МНОЖЄСТВО -- ЗНЗЧНТ РЗСПОЛОЖНТЬ ЄГ0 ЭЛЕМЕН-
ты в некотором порядке. Каждое такое расположение называ-
ют перестановкой данного множества. Таким образом, задачу
можно сформулировать так: сколько существует перестановок
множества из п элементов? Рассуждая так же, как и в за-
даче со списком учеников (каждый такой список -это
перестановка множества учеников), мы получим, что число
перестановок п-элементного множества равно п!=І-2-3-...-п.

Упражнения

7. Сколько существует перестановок цифр 0, І, 2, 9. в которых
цифра 0 занимает третье место, цифра 4 -- пятое место, цифра 7 -
седьмое место?

8. Сколькими способами можно расставить на шахматной доске 8
одинаковых ладей так. чтобы никакие две из них не били друг друга?

9. Сколько существует перестановок цифр 0, І, 2. 9. в которых
цифра 6 следует непосредственно за цифрой 9?

Разберем теперь две задачи, при решении которых ис-
пользуются как формула для числа перестановок, так и пра-
вило произведения.

Задача 6. Сколько существует перестановок цифр 0,І,2,
9, в которых цифра 0 занимает одно из первых четырех
мест, а цифра 9 - одно из трех последних мест?

Решение. Построение произвольной такой перестановки разо-
бьем на три шага: выберем место для цифры 0 (первый
шаг), выберем место для цифры 9 (второй шаг), располо-
жим остальные восемь цифр на оставшихся восьми местах
(третий шаг). На первом шаге у нас 4 возможности; не-
зависимо от того, какую возможность мы изберем, у нас есть
3 возможности на втором шаге, и наконец, как бы мы ни
расположили цифры 0 и 9, у нас будет 8! возможностей
расположения остальных восьми цифр на восьми местах.
Согласно правилу произведения, число 4-3-8!=І2-8! являет-
ся решением задачи.

Как видите, на третьем шаге мы воспользовались решен-
ной ранее задачей о числе перестановок восьми предметов.
При решении комбинаторных задач на перебор вариантов
есть возможность эффективно использовать накопленный
опыт: любая решенная задача может помочь на одном из
шагов в более сложной задаче.

Задача 7. Сколькими способами можно рассадить за 15 парт
15 мальчиков и _!5 девочек так, чтобы за каждой партой
слева сидел мальчик, а справа - девочка?
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Решение. Построение произвольного варианта рассадки разо-
бьем на два шага: рассадим І5 мальчиков на пятнадцати
предназначенных для них местах, а затем рассадим 15 де-
вочек на пятнадцати оставшихся местах. На каждом шаге
мы решаем задачу о перестановке пятнадцати человек и
потому имеем І5! возможностей. В силу правила произведе-
ния ответом задачи является число (15!)2.

Упражнения
І0. Сколькими способами можно расставить на полке четыре

десятитомиых собрания сочинений так, чтобы все тома каждого из
собраний сочинений стояли подряд, хотя н не обязательно в по-
рядке следования томов?

ІІ. Сколько имеется перестановок цифр 0. І. 2, 9. в которых
между цифрами 2 и 3 стоят три другие цифры?

Числа подмножеств конечного множества
ЧНСЛО, УКЗЗЗННОЄ В ПОДЗЗГОЛОВКЄ, ЧЗСТО ВСТРЄЧЭЄТСЯ В 33113-

ЧЗХ. ПОПЬІТЗЄМСЯ ЄГО І-ІЗЙТН В ЧЗСТНЫХ СЛУЧЗЯХ.
ВЬІПНЩЕМ ВСЕ ПОДМНОЖЄСТВЗ КЗЖДОГО НЗ МНОЖЄСТВ

А=Юкш1
В*-1012 022 0:11.
С=1СІ|3 022 031 1141-

Подмножества множества /-1:.
И» 1011» 1021» 1012 021-

Подмножества множества В:

Й» 1011» 1021» 10:11»
Іш; 021, Іаг; азі. Іш; а:»1.

Мышцы
Подмножества множества С:

21» 1011» 1021» 10:11» 11141»
Іат: 1121. Іаа; азІ. {а:»: ті.
іш; 0:11. Іш; щі, [ага а4}.
101: 02; 0:11. 102: да; 041»
101: да; 041. 101: 02; 041.

Іш: ат: аз: а»|.
Таким образом, в множестве А четыре подмножества, в мно-
жестве В восемь подмножеств, в множестве С 16 подмножеств.

Выписывая подмножества, мы располагали их по возраста-
нию чнсла элементов. Пытаясь таким путем подсчитать чис-
ло подмножеств произвольного конечного множества, мы при-
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ходим к более трудной задаче подсчета числа подмножеств
с заданным числом элементов. Однако есть и другой путь
решения задачи.

Пусть А=¦а.; ад; а,.}-а-злементное множество. Вы-
бор произвольного подмножества В множества А можно раз-
бить на следующие шаги: на первом шаге мы решаем, вклю-
чать ли элемент ат в подмножество В, на втором шаге мы
решаем, включать ли в В элемент ад», и т.д.; на последнем,
п-м, шаге мы решаем, включать ли в подмножество В эле-
мент а,.. Так как на каждом шаге, независимо от решений,
принятых на предыдущих шагах, у нас есть две возможно-
сти (включать в В очередной элемент или не включать), то
по правилу произведения число подмножеств множества А рав-
но произведению п двоек, т. е. равно 2". Итак, в п-элемент-
ном множестве имеется 2" различных подмножеств.

Это утверждение поможет нам в решении следующей
ЗЗДЗЧН.

Задача 8. Сколькими способами можно рассадить за пятна-
дцатью партами 15 мальчиков и 15 девочек так, чтобы каж-
дый мальчик сидел за одной партой с девочкой?

Вспоминая решенную ранее задачу, мы на первом шаге
рассадим учеников так, чтобы за каждой партой мальчик си-
дел слева, а девочка --- справа, а на втором шаге выберем
множество парт, на которых мальчик и девочка поменяются
местами. На первом шаге у нас (І5!)” возможностей, на
втором 2'5 возможностей. По правилу произведения получим
ответ: (І5!)”-2'5. ,

Упражнение
І2. Сколькими способами можно 9 различных монет разложить

в два кармана?

Часть Н

Во всех разобранных выше задачах (и в предложенных
вам для решения упражнениях) для получения ответа тре-
бовалось лншь одно арифметическое действие-умножение.
Покажем, в каких случаях для подсчета числа вариантов
применяются другие арифметические действия.

Вычитание и сложение

Задача І. Сколько имеется четырехзначных чисел, в деся-
тичной записи которых встречаются одинаковые цифры?

Решение. действуя по той же схеме, что и раньше,
разобьем построение четырехзначного числа на четыре шага:
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выбор первой, второй, третьей, четвертой цифр. На первом
шаге у нас 9 возможностей, на втором и третьем шагах-
по 10 возможностей. Но число вариантов осуществления
четвертого шага зависит от результата первых трех шагов:
если среди первых трех цифр были равные, то на четвер-
том шаге у нас І0 возможностей, если же первые три
цифры были различными, то в качестве четвертой цифры
мы обязаны взять одну из этих цифр, и, следовательно,
у нас будет на этом шаге лишь три возможности. Таким
образом, правило произведения здесь неприменимо. Не помо-
жет и перестановка шагов: мы все равно встретимся с та-
кой же трудностью. Однако вспомним, что нам приходилось
решать задачу, противоположную разбираемой,- найти число
четырехзначных чисел, в которых нет одинаковых цифр. Вы-
читая это число (оно равно 9-9-8-7=4536) из числа всех
четырехзначных чисел (оно равно 9-10-10-І0=9000), мы по*
лучим, что число четырехзначных чисел, удовлетворяющих
условию задачи, равно 9000-4536=4464.

Упражнения
І3. Сколько имеется шестизначных чисел, в записи которых хотя

бы одна цифра четиа?
І4. Сколько имеется перестановок цифр 0. І. 2. 9. В КОТОРЫХ

хотя бы одна из первых трех цифр делится на 3?
Задача 2. Сколько имеется натуральных чисел, меньших

105, в десятичной записи которых соседние цифры различны?
Решение. Если разбить построение такого числа на шаги,

на каждом из которых выбирается одна цифра, то для раз-
ных чисел число шагов будет разным. Вместе с тем с по-
мощью правила произведения нетрудно найти по отдельности
число одиозначных, двузначных и пятизначных чисел, удов-
летворяющих условию задачи:_ 9, 92, 93, 9*, 96. Значит, все-
го есть 9+92+93+9"+95=66429 натуральных чисел, мень-
ших 105, с различными соседНими цифрами.

Упражнения
І5. Алфавит состоит из І0 букв. Назовем цепочкой любую по-

следовательность букв этого алфавита, в которой никакая буква
не встречается три раза подряд. Сколько имеется цепочек, состоя-
щих не более чем из четырех букв?

І6. Сколько имеется шестизначных чисел, в которых четные и не-
четные цифры чередуются?

В задаче 2 и упражнениях І5, І6 не удается непосред-
ственно применить правило произведения. В каждой из этих
задач множество пересчнтываемых предметов удается разбить
на несколько частей таким образом, что для подсчета чис-
ла элементов в каждой из этих частей уже можно приме-
нить правило произведения. Сложив получившиеся числа, мы
находим решения этих задач.
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Іії-'П

оооооооооо
Іііі;

Места для О

Рис. 2

Задача 3. Сколько имеется перестановок из цифр 0, І, 2,
9, в которых цифра 0 занимает одно из первых шести мест,
а цифра І--одно из шести последних мест (рис. 2)?

Решение. Если мы сначала выберем место для нуля,
затем-место для единицы, а после этого расставим на
оставшихся восьми местах остальные восемь цифр, то на
втором шаге число возможностей будет зависеть от решения,
принятого на первом шаге; именно, если на первом шаге
мы поставим цифру 0 на одно из первых четырех мест,
то место для единицы мы сможем выбрать шестью способа-
ми; если же цифра 0 займет пятое или шестое место, то
для единицы будет лишь пять возможных мест. Поэтому с
самого начала разобьем множество всех перестановок, удов-
летворяющих условию задачи, на два подмножества: пере-
становки, в которых цифра О занимает одно из первых че-
тырех мест, и перестановки, в которых эта цифра занимает
пятое или шестое место. Число элементов в каждом из этих
подмножеств легко подсчитывается с помощью правила произ-
ведения: 4-6-8!=24-8! и 2-5-8!=І0-8!

Ответ: 24-8!+ 10-8!=34-8!

Упражнения
І7. Сколько имеется четных шестизначных чисел, в десятичной

записи которых все цифры различны?
18. Сколько имеется перестановок цифр 0, 1, 2, 9, удовлетво-

ряющих условию
а) цифры О и І стоят рядом, а цифры І и 2 не стоят рядом:
б) между цифрами О и І стоят три другие цифры, а между

цифрами І и 2 - две другие цифры?
19. Сколько имеется функций І, удовлетворяющих следующим ус-

ловиям: область определения функции І - множество {І, 2, 3, 4, 61,
каждое значение функции І принадлежит множеству |І, 2, 3, 4|,
число І (5) делится без остатка на І (3)?

Деление
Четвертое арифметическое действие тоже бывает полезным

при решении комбинаторных задач.
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Задача 4. Сколькими способами можно рассадить 12 че-
ловек за круглым столом, если за столом 12 стульев?

Решение. Число различных расположеннй І2 человек на
І2 местах, т. е. число перестановок этих двенадцати
человек, равно 12!, независимо от того, где эти стулья на-
ходятся,- за столом, или у стены, или где-нибудь еще. За-
чем в таком случае в задаче отмечается, что стулья стоят
именно за круглым столом? В задаче 4--ни за чем. Но
круглый стол позволяет дать естественные «варианты»
задачи.

А. Если для каждого человека важно не место, которое
он занимает за столом, а лишь то, кто является его сосе-
дом справа и кто является его соседом слева, то два рас-
положения следует отождествить, если при переходе от одно-
го из этих расположеннй к другому у каждого из сидящих
за столом не меняется ни сосед справа, ни сбсгд слева.

Б. Если для каждого человека важно лишь то, кто яв-
ляется его соседями (и не важно, кто из этих соседей си-
дит справа, а кто-слева), то два расположения следут
отождествить, если каждый из сидящих за столом имеет в обо-
их случаях одних и тех же соседей.

В. Если для каждого человека важно лишь то, кто си-
дит напротив него, то два расположения нужно отождествить.
если любые два человека, занимающие диаметрально проти-
воположные места при одном расположении, занимают также
диаметрально противоположные места при другом располо-
жении.

Перейдем к варианту А. Разобьем все І2! расположеннй
на группы, относя к одной группе те и только те распо-
ложения, которые нужно отождествить. Число получаемых та-
ким образом групп и есть ответ задачи. Чтобы его найти,
выясним сначала, сколько расположеннй окажется в одной
группе. Выберем произвольную такую группу и рассмотрим
расположения, которые н нее попали. У каждого человека
во всех этих расположениях фиксирован сосед справа и со-
сед слева. Поэтому, чтобы построить произвольное располо-
жение из данной группы, достаточно указать человека, ко-
торый займет стул .1\Г9 1 (и в этом варианте задачи,
и в вариантах Б и В будем считать, что стулья занумеро-
ваны по кругу числами от І до І2), после чего места
остальных людей определится уже однозначно. Так как на
место Не І можно посадить любого из І2 человек, каж-
дая группа составлена из І2 расположеннй. Чтобы найти
теперь число групп, остается разделить общее число располо-
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жений на число расположеннй в одной группе:
12:_ ,
ТН.

Разберем теперь вариант Б. И здесь мы разобьем все
12! расположеннй на группы так, чтобы два расположения
попали в одну группу в том и только в том случае, ког-
да их нужно отождествить. Выберем какую-нибудь группу и
подсчнтаем, сколько в ней расположеннй. Так как у каждо-
го человека в этих расположениях постоянные соседи, про-
извольное расположение из даниой группы можно построить
в два шага: сначала выберем человека, который займет
стул Не І (12 возможностей), затем решим, кто из двух его
соседей займет место Не 2 (2 возможности), после чего
места остальных десяти человек определится «по цепочке»
однозначно. В соответствии с правилом произведения каж-
дая группа состоит из 24 расположеннй и, следовательно,
число групп равно

12: __ на
їГ_Т'

И, наконец, в варианте В, как и в предыдущих вариан-
тах, подсчнтаем, сколько расположеннй оказалось в одной
группе этого варианта. Пусть во всех расположениях из
этой группы А должен сидеть напротив А', В-напротив
В', С- напротив С', В-напротив В', Е- напротив Е', и,
наконец, Р--напротив Р. Эти шесть пар человек нужно
рассадить на шесть пар стульев: (І, 7), (2, 8), (3, 9),
(4, 10), (5, ІІ) н (6, І2)-по одной паре стульев на
каждую пару человек. Построение произвольного расположе-
ния из данной группы можно поэтому разбить на семь ша-
гов: сначала распределить 6 пар мест между шестью па-
рами человек (6! возможностей), на втором шаге распре-
делить А и А' на отведенных для них двух местах, на
третьем шаге распределить В и В' на отведенных для них
местах, и т. д., на седьмом шаге-распределить места меж-
ду Р и Р'. Так как на каждом из шести последних ша-
гов у нас есть по две возможности, в силу правила произ-
ведения в данной группе (как и в любой другой) будет
6!-26 расположеннй. Искомое число групп равно, следова-
тельно,

І2!
тв =3'5'7°9'11=

Задача 5. Каждую из сторон АВ, ВС, СО, ВА и диаго-
наль АС квадрага АВСВ требуется окрасить в один из дан-
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ных пяти цветов, причем все цвета должны быть использованы.
Две раскраски считаются одинаковыми, если одну из другой
можно получить некоторым перемещением. Сколько имеется раз-
личных раскрасок?

Решение. Если не обращать внимания на перемещения,
то речь идет о распределении пяти цветов по пяти отрезкам.
Таких распределений, очевидно, 5!. Условие задачи разбивает
эти 5! распределений на группы, каждая из которых состоит
из всех распределений цветов, определяющих неразличимые
раскраски. Число этих групп и служит ответом задачи.
Найдем, как и прежде, число элементов в одной группе. Это
число равно, очевидно, числу различных перемещений, кото-
рые переводят фигуру, нзображенную на рисунке 3, в себя.
Так как при каждом таком перемещении диагональ АС
должна переходить в себя, вершины А и С либо останутся
на месте, либо поменяются местами. Для вершин В и 0
поэтому остаются тоже две возможности: остаться на месте
или помеияться местами. Комбинируя каждый из двух ва-
риантов перемещения вершин А и С с каждым из двух ва-
риантов перемещения вершин В и 0, мы получим четыре
различных перемещения: тождественное (А и С остались на
месте, В и О остались на месте), симметрию относительно
прямой ВО (А и С поменялись местами, а В и В ост'а.г1ись
на месте), симметрию относительно прямой АС (А и С оста-
лись на месте, В н О поменялись местами) и композицию
этих двух симметрий- симметрию относительно центра
квадрата (при этом поменяются местами как А с С, так и
В с 0). Таким образом, каждая группа состоит из четырех

5!элементов, и ответом задачи является число ї =30.

Упражнения
20. Сколько попарно неравиых фигур можно построить из

данного правильного п-угольника и т кругов попарно различных
радиусов, если каждая сторона л-угольннка должна касаться в своей
середине одного и только одного из данных кругов?

В С

А В
Рис. 3
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Задача 6. Сколько имеется шестизначных чисел, в записи
которых цифры 1 и 2 встречаются по два раза, а цифры
3 и 4 - по одному разу?

Решение. Шестнзначиое число, все цифры которого зада-
ны,- это, по существу, перестановка этих шести цифр. Но
мы знаем формулу для числа перестановок различных пред-
метов, в то время как среди цифр рассматриваемых шести-
значных чисел есть одинаковые. Чтобы все-таки использовать
формулу для числа перестановок будем считать, что у нас
есть две разных единицы: 1 и 1 и две разных двойки: 2
и 2, так что речь идет о 6! перестановках шести цифр: 1,
1, 2, 2, 3, 4. Однако искомое число шестизначных чисел
не равно числу таких перестановок, так как некоторые пере-
становки, например 312142 и 312142, приводят к одному и
тому же числу. Две перестановки будут определять одно и
то же шестизиачное число, если одну из другой можно
получить, лишь меняя местами І и 1 или 2 и 2. Мы при-
ходим к знакомой ситуации: все 6! перестановок разбивают-
ся на группы, число которых и есть искомое число шести-
значных чисел. Так как в каждой группе четыре пере-

1
стаиовки, ответ: =1В0.

Упражнения
21. Сколько разных семибуквенных слов можно получить. пере-

ставляя буквы слова сколокол›? (В математике словом называют
любую конечную последовательность букв некоторого алфавита.)

22. Сколько имеется семизначных чисел, в записи которых циф-
ра 1 встречается трижды, а цифра 0 - дважды?

23. Сколько имеется пятизначных чисел. делящихся на 25, в запи-
си которых не встречаются цифры 0 и 2?

24. В некотором алфавите - 5 букв. Сколько имеется в этом
алфавите шестибуквениых слов, в каждом из которых встречаются
только две разные буквы, причем одна из них - пять раз?

25. Сколько имеется перестановок цифр 0, І, 2, 9, в которых
цифры 0, 1, 2, 3 стоят подряд

а) в порядке возрастания;
б) в произвольном порядке?
26. Сколько четырехзначных чисел, делящихся на 9, можно соста-

вить из цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 при условии, что
а) в каждом числе каждая цифра встречается не более одного

раза:
6) в каждом числе каждая цифра встречается ие более двух раз?
27. Сколько имеется перестановок цифр 0. І, 2, 9, в которых

цифра 0 занимает одно из первых восьми мест, цифра 1 - одно
из первых пяти мест и между цифрами 0 и 1 расположены две дру-
гне цнф ы?

28. (Ёколько (т+п)-буквенных слов можно составить из т букв
А и п букв Б?
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НЕРАВЕНСТВА
С ФИКСИРОВАННОП СУММОЙ

В. Гутенмахер

Тема «Неравенства› пронизывает всю школьную програм-
му по алгебре. И не случайно: к решению неравенств
сводится великое множество задач, в частности, к неравен-
ствам с несколькими переменными приводят многие важные
задачи из экономики и других приложений математики.

В статье на простейших задачах мы познакомимся с
важными приемами рассуждений, которые помогут вам на-
учиться свободно обращаться с неравенствами.

Задачи про муку

В условиях первых задач речь идет о тройках чисел а,
Ь, с, связанных соотношением а+1›+с=1, в третьей части --
о способе изображения таких троек на плоскости.

Задача 1. В трех пакетах находится 1 кг муки. Кроме
того, известно, что в первом пакете муки не больше, чем
во втором, а во втором-не больше, чем в третьем.

а) Может ли в третьем пакете находиться 2/5 кг муки?
6) Может ли в третьем пакете находиться 1/5 кг муки?
в) Сколько, самое меньшее, может быть муки в третьем

пакете?
г) Сколько, самое большее, может быть муки в третьем

пакете?
а) Ответ: может. Приведем пример. Распределим муку так:

в первый и второй пакеты положим 3/10 кг муки, а в тре-
тий-2/5 кг. Тогда все условия выполнены: 3/10+3/10+
+2/5=1, причем в первом пакете муки не больше, чем во
втором (3/1043/10), а во втором -- не больше, чем в треть-
ем (3/ІОЄ2/5).

б) Ответ: Нет, не может. Докажем это. Допустим, что
в третьем пакете І/5 кг, тогда во втором-не больше
1/5 кг и в первом-тоже не больше 1/5 кг. Но тогда во
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всех трех пакетах не больше 3/5 кг муки, что противоречит
условию. Поэтому наше допущение (что в третьем пакете
І/5 кг) неверно.

в) Ответ: в третьем пакете, самое меньшее, І/3 кг. До-
кажем это. Покажем сначала, что в третьем пакете не мень-
ше, чем 1/3 кг. Допустим противное: пусть там меньше
1/3 кг муки. Тогда и во втором, и в первом пакетах тоже
меньше І/3 кг, по это означает, что во всех трех пакетах
меньше 1 кг муки, что противоречит условию. Итак, в третьем
пакете не меньше 1/3 кг. Г1окажем теперь, что в третьем
пакете может быть І/3 кг муки. Если насыпать в каждый
пакет по 1/3 кг, то сумма будет І кг и в первом пакете
муки окажется не больше, чем во втором, а во втором-
не больше, чем в третьем.

г) Ответ: в третьем пакете, самое большее, 1 кг. В самом
деле, больше І кг не может быть по условию, а І кг по-
лучится, когда в первых двух пакетах муки вообще нет.

Следующие две задачи того же типа, что и задача І.
Напишите их решения, взяв за образец наше решение за-
дачи Ъ

Задача 2. Условие то же, что в задаче 1. Нужно ответить на
вопросы:

а) может ли во втором пакете быть 2/5 кг муки?
б) может ли во втором пакете быть 3/5 кг муки?

и доказать, что
в) во втором пакете. самое большее, 1/2 кг муки,
г) во втором пакете может быть 0 кг муки.

Задача 3. Условие то же, что в задаче І. Надо ответить на
вопросы:

а) Может ли в первом пакете быть 13/37 кг муки?
б) Может ли в первом пакете быть 12/37 кг муки?
в) Сколько, самое большее, муки в первом пакете?
г) Сколько, самое меньшее. муки в первом пакете?

Вместо муки - числа и углы

Обратимся снова к задаче 1. Ее можно сформулировать
и по другому:

Задача 4. Про числа а, Ь, с известно, что а+Ь+с=1
и 0<__а<_Ь=€с. С

а) Может ли с равняться 2/5?
6) Может ли с равняться 1/5? :
в) Найдите наименьшее значение с.
г) Найдите наибольшее значение с.
Решение задачи 4 можно записать так:
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а) с может быть равно 2/5. Например, с=2/5. а=3/10,
В=3/10, тогда 3/І0+3/І0+2/5=1 и 3/10€_3/10<2/5.

Ь) с не может быть равно І/5. В самом деле, если с=1/5,
то 1:41/5, а<1/5, поэтому а+Ь+с<3/5, а это противоре-
чит условию задачи.

в) Наименьшее значение с равно І/3. Покажем сначала,
что с,>:1/3. Допустим противное. т.е. что с<1/3, тогда
Ь<І/3 и а<1/3, поэтому а+Ь+с<1, что невозможно.
Итак, с_>,,›І/3. Покажем, что с может равняться І/3. В са-
мом деле, если положить а=Ь=с=1/3, все условия будут
ВЬІПОЛНЄІ-ІЬІ.

Задача 5. Переформулируйте аналогичным образом зада-
чу 2 и приведите ее решение так же, как мы это сделали
с задачей 1 (см. задачу 4).

Решите теперь следующие задачи:
Задача 6. Про числа ат. ат. ад известно, что а1+а2+аз=І и

0€а:<..а±›4аз. '
а) Найдите максимальное значение 2а1+3а;›.
б) Найдите минимальное значение 2а.+3а,».
Задача 7. а) Может ли наибольший по величине угол в треуголь-

нике равняться 50°?
б) Может ли средний по величине угол в треугольнике равнять-

ся 88°?
в) Может ли меньший по величине угол в треугольнике рав-

няться 6б°?
Задача В. Какое наименьшее значение может принимать наиболь-

ший угол в треугольнике?
Задача 9. В трех пакетах находится І кг муки, причем извест-

но, что в первом пакете в два раза меньше муки, чем во втором,
а во втором- не больше, чем в третьем. Сколько, самое большее.
МОЖЄТ НЗІОДНТЬСЯ МУКН ВО ВТОРОМ ПЗКЄТЄ?

Задача 10. Пять прямых на плоскости расположены так, что ии-
какие две из них не параллельны. Докажите, что среди них найдут-
ся, по крайней мере, две прямые, угол между которыми не меньше
3б°. Указание. Выберите произвольную точку на плоскости и проведи-
те через нее прямые, параллельные данным.

Задача І1. Докажите, что в выпуклом пятнугольнике не может
быть больше трех острых углов.

Задача 12. Про числа а, Ь, с, 1:1 известно, что а+Ь+с+с1=4 и
0=€,_а4Ь4с$сі.

а) Докажите, что с~..;2.
б) Докажите, что наибольшее значение Ь+с равно 8/3.
в) Найдите наименьшее значение а+а.
Задача 13. Про числа ат, аг, ад, ат, ах известно, что аг+а2+

+а;,+а4+а;=1 н 0€_а;€__а2Є_аэ<а4<аг..
а) Докажите, что аз<1/3. _.
б) Найдите наибольшее значение а2+а;+а4.
в) Найдите наименьшее значение аь+щ.
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Задачи про правильный треугольник

Задача 14. Дан равносторонний треугольник. Найдите мно-
жество точек внутри него:

а) удаленных от стороны АВ не больше, чем от сторо-
ны ВС:

6) удаленных от стороны ВС не больше, чем от сторо-
ны АС;

в) удовлетворяющих одновременно условиям а) и 6).
Ответ на вопрос а) показан на рисунке а, на вопрос

в) - на рисунке б.
Оказывается, задача 14,в) тесно связана с задачей І.

Для того чтобы перекинуть мостик между ними, решим сле-
дующую задачу:

Задача 15. Докажите, что сумма расстояний от любой
точки внутри разностороннего треугольника АВС до его сто-
рон равна длине 11 его высоты.

Решение. Возьмем произвольную точку М внутри треуголь-
ника АВС и опустим из нее перпендикуляры на стороны
АВ, ВС и АС. Пусть длины получившнхся отрезков равны
11,, 112 и 113; это и есть расстояния от точки М до сторон.
Надо доказать, что п.+п2+п3=п. Соединим точку М с вер-
шинами А, В и С. Очевидно, Ѕддм+ЅСдм+ЅсмА=ЅАдс, где
Ѕддм, $С,,_,,, Ѕсш, ЅМС -площади треугольников АВМ,
СВМ, СМА, АВС соответственно. Обозначим длину стороны
треугольника АВС через а и перепишем это равенство так:

0111 0112 0Н3_ДН

Т+Т+Т-т
Отсюда следует доказываемое равенство: 1ц+1м+п3=п.

Дополнение к задаче 15. Утверждение этой задачи верно
не только для внутренних точек треугольника, но и для то-
чек, лежащих на его сторонах и в вершинах. (При этом
мы считаем, что если точка лежит на стороне треуголь-
ника, то ее расстояние до этой стороны равно нулю.)

3 В

 А о с А о с
0) 6)
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Возьмем равносторонний треугольник АВС таким, чтобы
его высота равнялась единице: 1:=1. Решив задачу 15, мы
узнали, что каждой точке внутри нашего треугольника АВС
соответствуют три числа 1:1, 112, 113, сумма которых равна 1.

Мы предлагаем вам самим подумать над доказательством
«обратного» утверждения: если заданы три числа /11, 112, 123
таких, что л.;.›о, пьро, п,;.›о, п.+п,+п,=1, ть внутри
или на границе треугольника АВС можно найти точку М,
расстояние от которой до АВ равно 1:.. до ВС-1:2, до
АС - 113. Конечно. достаточно потребовать, чтобы выполнялись
лишь первые два условия, тогда расстояние от М до третьей
стороны, согласно задаче 15, будет І-іц-11«;»=11;›,.

Итак, мы научились тройки положительных (точнее, не-
отрицательных) чисел (111: 112; 113), у которых 1ц+п2+1:;=1,
изображать геометрически. Будем так и говорить: «точка
ин; на ›»;»››'>.

Геометрическая иллюстрация первых задач

Теперь снова вернемся к первым задачам. Рассмотрим,
например, рисунок 1,6 к задаче 14 (здесь и дальше мы
по-прежнему считаем, что высота треугольника АВС рав-
на 1). На нем выделено множество тех точек (111: 112; 113),
для которых п|<__1ц› и 112€_п;;.

Покажем, что на многие вопросы, которые мы ставили в
первых задачах, очень легко ответить при помощи бари-
центрических координат. Например, вернемся к задаче 4.

Теперь у нас другие обозначения: а=1и, о=п2. с=1:д,
а условия записываются так:

0Ѕ_111'-..Ё1!2€,`1І3, 111-1-112-1-1'1.3=1.

Вопрос в) задачи 4 можно сформулировать теперь так:
какая точка треугольника ВОР ближе всего к стороне АС?

Вопрос г) - какая точка треугольника ВОГ да.1ьше всего
от стороны АС?

Задача 10. Сформулируйте вопросы в) н г) в задаче 2 на гео-
метрическом языке -- так же, как мы это сделали для задачи 4.

Задача 17. Укажите внутри правильного треугольника АВС и
на его границе такие точки (111: па: па). что а) 1и=І/4, б) іп+
+112=1/2, в) 1ц+1мЅ__3/5.

Ч Числа 1:1, 1:2, 113 математики называют барицентрическими
координатами точек правильного треугольника.
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МЕТОД ИНТЕРВАЛОВ

Ю. Ионин, В. Некрасов

В школьном курсе алгебры неравенствам отводится значи-
тельное место: сначала это - линейные неравенства, потом _
квадратичные, потом - неравенства, в которых участвуют лога-
рифмические, показательные и тригонометрические функции.
Постепенно неравенства усложняются _ появляются всевоз-
можные комбинации функций, изучаемых в школе. В этой статье
мы на нескольких примерах проиллюстрируем один важный
метод решения неравенств, который обычно называют «мето-
дом интервалов»_ Мы будем рассматривать здесь неравенства,
правая часть которых равна нулю, а левая часть представлена
в виде произведения или частного функций с известными про-
межутками зиакопостоянства. Метод интервалов основан на
следующей очевидной идее: знак произведения (частного)
определяется знаками сомножителей (делимого н делители).

Задача І. Решите неравенство
(2х- Іёхэ-х-2) <0_

Х

Линейная функция с ненулевым угловым коэффициентом
меняет знак при переходе через корень, причем справа от корня
знак функции совпадает со знаком углового коэффициента
(рис. І); квадратный трехчлен с положительным дискрнминан-
том тоже меняет знак при переходе через каждый корень,
причем правее большего корня знак квадратного трехчлена
совпадает со знаком его старшего коэффициента (рис. 2).

Эти соображения приводят к следующей схеме решения не-
равенства.

І1. Находим корни каждого «сомиожителя»: х=ї; х= -І,
х=2, х=3. Наносим найденные корни на числовую ось (рис. 3).

2. Числовая ось разбилась на пять промежутков. На самом
правом из них знак каждого сомножителя совпадает со знаком
его старшего коэффициента: 2х- І >0, х2-х-2>0, 3-х<0.
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Следовательно, дробь на этом промежутке отрнцательна.
3. При переходе через каждый из отмеченных корней один

и только один из сомножителей меняет знак, н потому каждый
раз меняется знак дроби. Учитывая это, расставляем в этих
промежутках знаки (как показано на рисунке 3).

4. Выбираем промежутки, на которых дробь отрнцательна.
опт: (--=›; -1›и<%;2› но; +-=››.
Задача 2. Решите неравенство

4-ха-__ >0.(5х-2)І3х ""

Будем решать это неравенство по той же схеме, но не на
всей оси, а на промежутке (0; +оо) _ области определения
логарифмической функции.

І. Корни єсомножителей»: х=2; х=0,4; х=І (рис. 4).
2. Полуось (0; +оо) разбилась на четыре промежутка. На

самом правом из них 4-х2<0, 5х-2>0, 13х>0. Следо-
вательно, на этом промежутке левая часть неравенства отри-
цатепьна.

3. При переходе через каждый корень меняет знак один и
только один из сомножителей. Учитывая это, расставляем знаки
на остальных промежутках (рис. 4).

4. Мы решили строгое неравенство. Остается присоединить
к полученному множеству решений корни уравнения

4-х*__._.і =0'
(Бх-2)І3х

т. е. корни чнслителя дроби (входящие в область определения
неравенства).

Ответ: (0; 0,4) Ц (1: 2]. э
Задача 3. Решите неравенство

(ІО'-2)(х2-5.:-І-7)
х-1-3 <`0°

Решение изображено на рисунке 5. Квадратный трехчлеи
в числителе дроби не имеет корней и потому не меняет знак,
который совпадает со знаком его старшего коэффициента.

Ответ: (-3: Ід2].
Задача 4. Решите неравенство

(х2-2х-3)(6+х-х2)__2 0.
1. Находим корни сомножителей: х= -1, х=3, х= -2, х =3.
2. При х>3 левая часть неравенства отрнцательна.
3. При переходе через точку х=3 оба сомножителя меняют
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знак (х=3 _ их общий корень), так что знак произведения
не меняется.

При переходе через каждый из двух других корней левая
часть, как и. в предыдущих примерах, меняет знак (рис. 6).

Ответ: [-2; -1] [_] І3).
Из этой задачи видно, что, применяя метод интервалов,

необходимо следить за тем, сколько сомножителей меняют знак
при переходе через данный корень. Возможны сомножителя,
которые не меняют знак при переходе через свой корень (напри-
мер, квадратный трехчлеи с дискриминантом, равным нулю).

Задача 5. Решите неравенство
4:*-4;+|_<о.21*-з,±+2 "'*

1х= Ё- _ корень и числителя, и знаменателя дроби. Однако

при переходе через этот корень меняет знак лишь знамена_тель;
поэтому в этой точке дробь меняет знак (рис. 7).

Ответ: ( Ё-; 2).

Проверьте себя, 'решив следующую задачу:
Задача 6. Решите неравенство

(1+х-2хї)1Ёх__
(4-зххвх*-12»+4) <0'

. огне-г=<0;%›и<%:1›и<І:,Ё,-› ч›н«=- 8).
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В рассмотренных примерах мы имели дело с линейной, квад-
ратичиой, показательной и логарифмической функциями, про-
межутки зиакопостояиства которых изучаются в школьном
курсе. Однако метод интервалов можно применять и в более
сложной ситуации.

Идея решения следующих неравенств основана на интуитивно
явной теореме, точное доказательство которой дается в курсах
математического анализа: если функция непрерывна на проме-
жутке и не имеет в этом промежутке корней, то она сохраняет
6 ЭТОМ !ІрОМ€жуТК0 ЗНОК.

Задача 7. Решите неравенство

ух-1-2>х. (1)
Функция у=\/ї+2-х определена и непрерывна на проме-

жутке [_2; + со).
Найдем корни этой функции, т. е. решим уравнение

\/»Т-їё=.:. ' (2)
Возведя обе части уравнения (2) в квадрат, придем к квад-

ратпому уравнению х2-х-2=0 с корнями х= - І, х=2. Про-
верка показывает, что корнем уравнения (2) является только
х=2. Эта точка разбивает область определения неравенства (1)
на два промежутка: [_2; 2 и (2: + оо). На каждом из этих
промежутков функция у=\/х+2-х сохраняет знак, т. е. либо
все точки такого промежутка удовлетворяют неравенству (1),
либо ни одна из них этому неравенству не удовлетворяет.
Поэтому достаточно подставить в неравенство (І) по одной
точке из каждого промежутка. Выберем точки х= -2 и х=7.
Так как х= -2 удовлетворяет неравенству (1), а х=7 этому
неравенству не удовлетворяет, множеством решений неравен-
ства (1) является промежуток [-2; 2) (рис. 9).

Ответ: [-2; 2).

_2 2 І

Рис. 9

7

3-1/Ё -\/5 1/Ё
Рис. І0
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Задача 8. Решите неравенства
щ/І0-ха 212-6.

І. Область определения функции 1/10-1:2: [-ц/Й; т/ЙІ.
2. Решаем уравнение:

,Ц/І0-ха =х2-6,
х2(10-х2)=(х2-6)2,
х*-ІІх2+18=0.

Получаем четыре корня: х= ±\/Ё, х= ±3. Проверка остав-
ляет два корня: х= -\/Ё, х=3 (рис. І0).

3. Подставляем в неравенство числа х= -1/Й, х=0,
х=-\/її. Число х=0 удовлетворяет неравенству, а числа
х= ±-\/Й ему не удовлетворяют.

Ответ: [-т/Ё; 3].
Как известно. линейная. квадратичная, степенная, показа-

тельная, логарифмическая и тригонометрические функции, а
также их композиции и функции, получаемые из них с помощью
арифметических действий, непрерывны в своей области опре-
деления. Поэтому метод интервалов можно применять при реше-
нии практически всех неравенств школьного курса. Метод ин-
тервалов позволяет представить множество решений неравен-
ства в виде объединения промежутков, границы которых - либо
корни соответствующего уравнения, либо граничные точки
области определения неравенства.
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Требование непрерывности существенно для применения ме-
тода интервалов. В этом можно убедиться на следующей задаче.

Задача 9. Решите неравенство [х]<__х-
Построим графики левой и правой части неравенства

(рис. ІІ). Корнями уравнения [х]=х-Ё являются числа вида
ІІг+ї, где Іг -- любое целое число. В то же время множество

решений неравенства - объединение промежутков вида
[Іг-|-Ё; Іг+ І), граничными точками которых являются, в част-
ности, все це.лые числа, которые не являются при этом ни корня-
ми уравнения, ни граничными точками области определения.



СРАВНЕНИЕ ЧИСЕЛ

А. Власов

-- Какое из двух чисел бо.1ьше: или 3,14?
- Они равны. 7
- Почему?!
- Каждое из них равно л.

Разговор на устном экзамене

В этой заметке разбираются некоторые основные методы
установления отношения «больше» или «меньше» между числа-
ми. записанными ев неявном виде» - с помощью логарифмов,
радикалов и т. п. Подобные задачи часто возникают в ходе
выполнения экзаменационных заданий,-и далеко не всегда
школьники могут успешно с ними справиться. Широко
распространена и та точка зрения, что для решения такой
задачи нужно «вычислить» исследуемые числа; и нынешние
школьники, «испорченные» прогрессом микроэлектроники, встре-
чая задачу, в которой требуется сравнить два числа, хва-
таются за микрокалькулятор. Однако, с одной стороны, яс-
но, что здесь не требуется находить значения чисел с точ-
ностью до определенного десятичиого знака после запятой.
С другой стороны, вычислительный подход может иметь до-
казательную силу лишь в том случае, когда имеется оценка
точности,- без нее легко впасть в ошибку. Верность того
или иного знака после запятой нужно обосновывать, а это
уже совсем непростая задача. Поэтому предпочтительнее
избрать другой способ решения.

Весьма общий метод определения знака неравенства меж-
ду числами (или выражениями) а. и В заключается в сле-
дующем: пытаются подобрать такое число (выражение) у, для
которого, например, а.<у и одновременно 7-<|5. Проиллю-
стрируем этот метод следующей задачей.

Задача І. Выясните (не пользуясь таблицами), что боль-
ше: Іод23 или Іоде 8?

Решение. Легко проверить, что І<:Іо32З<2 и І< Іо3ь8<2.
но отсюда не видно, какой из знаков: <:>», <<;››, «=›
следует поставить между числами Іо[_=;23 и Іодь 8. Обозначим
этот неизвестный пока нам знак «галочкой» <\/› (знак
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\/ называют знаком сравнения) и сравним два логарифма:
|од,3\/|о358. Умножим обе части этого неравенства на 2,
получим 2Іод23\/210358. Поскольку 3<2 Іо32З<4, а 2<
<2 Іо3;.8<3, получаем, что 2 Іо323>2 Іодь 8, откуда и
Іо323>Іо358 (мы воспользовались одним из основных
свойств неравенств: если а>Ь, то ас>Ьс, где с - любое по-
ложительное число.

Теперь ясно, какое число нужно выбрать в качестве
«промежуточного» - это число 3/2: оно больше одного из дан-
ных чисел и меньше другого:

1035 8<3/2< 1082 3.

Конечно, в этой задаче мы все время неявно п0.ЛЬ30Ва-
лись тем обстоятельством, что на промежутке (О: + ое)
логарифмическая функция Іоєд х при а>! возрастает.

Задача 2. Что больше:
х/9978 + ц/9981

или
-09979 + щ/9980 ?

Решение. Вычтем из одного числа другое:
(\/9981 - -\/9980) - (-\/9979 - 1,/9978 ). - (1)

Каждую разность радикалов умножим и одновременно раз-
делим на их сумму:
(1,/9981 - \/9980) (т/9981 + 1/9980) _ (1/9979- ц/9978)(ц/9979 + \К9978)

\/звал +1/оово 1/9979+\/99"7в' '
Поскольку (т,/Ё + \/Ё)(т/а- -\/Б) = а - Ь, разность (т) равна

1 1
-./оовп + -./овзо ,/9эт9+\/воть `

Знаменатель первой дроби больше знаменателя второй дро-
бН, ОТКУДЗ СЛЄДУЄТ, ЧТО ПЄРВОЕ ЧНСЛО МЄНЬШЄ ВТОРОГОІ

\/9978 + ц/9981 < -\/9979 + '\/9980.
- вРазность (ч) равна примерно 0,5-10 . поэтому ее вы-

числение на микрокалькуляторе, который воспроизводит 8 зна-
чащих цифр на индикаторе, не дает ответа на поставлен-
ный вопрос;-мы получим, что эти числа равны, т. е. при-
дем к иеверному ответу.

Задача 3. Что больше: І986'°” или І985'°°°?
Решение. Сравним числа, полученные после извлечения кор-

ня (1985-1986)-й степени из данных чисел:
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Рис. І

шва/ І 986 \/ тї/ І 985.
Заметим, что это-значения функции у=х'/*' при х=І985

І )
и х=І986. Производная этой функции у'=х"' -(І-Іпх)
отрицательна при х>е, так что на промежутке (е: +оо)
функция у=х'” убывает. Поэтому

тй/ І 986 < 'щіі І 985,
а значит, І986'°°5< І985'°"°.

Оценим количество десятичных цифр числа І986'°"5: І+
+1д19зв'°'"'=|+|9в5 13 юввмовз нд 2+з)=~.=19в5 (о,з+
+3)=...-*6550 цифр! Такое огромное число, большее «гугола»
(так называется число ІО'°'°), не может вычислить ни одна
ЭВМ в мире!

Задачи на сравнение чисел очень часто возникают при
решении неравенств. Мы разберем сейчас два примера, пос-
ле чего предложим несколько неравенств для самостоятель-
ного решения.

Задача 4. Решите неравенство
(2 - 5')(7х2 - І0х+ 3) < 0.

Решение. Будем решать это неравенство методом интерва-
лов (см. статью Ю. Ионина и В. Некрасова в настоящем
сборнике, с. 92). Отметим на числовой оси корни сомножи-
телей: х|=Іо3г, 2, х2=3/7, х3=І. Очевидно, х;=І - самый
большой корень, и при х>І данное произведение отрица-
тельно. Чередование знаков левой части неравенства показа-
но на рисунке 1 (выделены корни хд и хг). Мы видим, что
ответ существенно зависит от того, что больше: З/7 или
Іо3г,2. Сравним их: 3/7\/Іодз 2. Умножим обе части неравен-
ства на 7:

3 \/ 71035 2,
НЛП

3= Іоде 5з\/ 7 Іоєе 2, Іогь 53 \/ Іодд 27, 53\/ 27.
Поскольку 53-<2', и каждая наша операция не меняет зна-

ка неравенства, мы, произведя все описанные действия в об-

ІОІ



 _
6) : :

ди Р2 дг дг

Рис. 2

ратном порядке, получим, что 3/7<Іо35 2, так что ответ в за-
даче 4 такой: (3/7; Іодг, 2)Ц(І; +оо).

Задача 5. Решите систему неравенств
{2х2- І0х+5-<0,

х2+3х-2<'_0.

Решение. Разложим квадратные трехчлеиы на линейные
миожители:

{2(х- а|)(х-а±›)<0.
(х- Ь1)(х -дэ)-<0.

где
`

а-=<5-\/ГЗ)/2, а-=<г›+«/Ё)/2.
ь.= -(з+\/П)/2, ь,=(;з+,/П)/2.

Решением этой системы служит пересечение интервалов
(ат: ад) и (од: Ь2). Таким образом, ответ зависит от взаим-
ного расположения этих интервалов на числовой оси. Очевид-
но, что Ь\<а1 и Ь2<а2, но числа а. и Ь; близки (каждое
из них немного больше 0,5). Поэтому реализуется один из
двух изображенных на рисунке 2 вариантов в зависимости
от того, какое из иррациональных чисел, ад или Ь2, больше
(разумеется, сравнивать числа надо без применения кальку-
лятора).

Итак, сравним чис.1а ат и Ь2, пользуясь основными свой-
ствами неравенств:

(5--т/Её) /2 у <-_з+,/її) ,/2
___-. Ґ.:

Умножим на 2 оба числа: 5--~\г'І5 \г' -3+т_-1::
ят "'Прибавим по 3 к обоим числам: Б--тд Іо\і ~\/І7;

Возведем положительные числа в квад- ____
рат: 64--Ібт/І5+І5У І7:
Прнбавим к обоим числам по (І61,."ТЁ- - І7) __
и иоделим их на 2: 31 \/8\(І5:
Возведем положительіше числа в квад-
рат: 961 У 960.

ш _ і, ї 1 _1 1
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Поскольку 96І>960, получаем, что (5-\/Ё)/2>(-3+
+\/Й)/2. Мы видим, что реализуется случай, изображен-
ный на рисунке 2,6 -_ интервалы (а.; ад) и (Ь.; Ь2) не пере-
секаются. Значит, исходная система неравенств решений не
имеет.

Упражнения
І. Решите неравенство

І-х|3+5.1:-2х'І < -Г.

2. Решите неравенство
4'-2"" ' -3<0.

Верно ли, что \/2 является его решением?
3. Решите неравенство

2=+'-5-з* І
_"€т'< -2*-з-

ІВерно ли, что І5; 5-5 является его решением?
4. Решите неравенство

21”-пх+н5
2*-в <0.

5. Найдите все решения неравенства сов-Ё -41:-х2_,20, лежащие

в интервале (-- гё ; О

6. Найдите все решения неравенства 13% +6.:-х*>0, лежащие

в промежутке [ % ; 6) .

7. Решите неравенство
Іо3;(х*--4х- І 1)*-Іодц (х*-4х- І І)3

2-5.:-3? за
8. Решите неравенство

І°є=(х*-21-1)*-дет*-2.:-7)*(0
31!-І3х+4 І _ "` '



КВАДРАТНОЕ УРАВНЕНИ Е

В. Болтянский

Прежде всего напомним, как решается квадратное уравнение

х*'+г›1+ч=0 (1)
с действительными коэффициентами р, о. Его можно переписать
в виде

(»+% )”=}(р*-4:1) <2›
(это легко проверить, раскрыв скобки). Число р*-44 называют
дискриминантом уравнения (І) и обозначают через В.
Таким образом, уравнение принимает вид

(І-І-%)2=%Э. (3)

Теперь ясно, что если число О неотрицательно, то уравнение
(І) имеет два действительных корня

х.=-Ы-р+\/Ъ). х2=$<-р-«/Ъ). <4›
причем эти корни различны при О>0 и совпадают в случае
О-0

Если же О отрицательно, то уравнение (3), а потому и (І),
действительных корней не имеет, поскольку ни при каком дейст-
вительном х левая часть в (3) не может быть отрицательным
числом. В этом случае уравнение (3) можно переписать в виде

о-+ %›*- } Ы-1>і›*=0~ (5)
где і - мнимая единица, т. е. і2=--І. Теперь, раскладывая
левую часть на миожители, получаем

(›=+ Ё - 5-«/-0г›<›=+ -3 + ёт/-±>о=0.
І04



ОТКУДЗ ВНДН0, ЧТО УРЗВНЄННЄ НМЄЄТ ДВЕ КОМПЛЄКСНЬІХ КОРНЯ

х~={,-(-р+×/-±>г›.л› {,< ре ×/ 0:). (6)
Таким образом, справедлива следующая
Теорема І. Квадратное уравнение (І) с действительными

коэффициентами р, а имеет два корня, вид которых зависит
от значения дискриминанта О=р2-44. При О>0 корни дейст-
вительны и различны (см. (4)), при 0=0 они действительны
и совпадают, а при 0<0 являются комплексными (см. (6) ).

Следующую теорему установил известный французский мате-
матик Франсуа Виет (1540-1603), один из основателей
буквенных обозначений н современной алгебраической сим-
волики.

Теорема 2 (Виета). Корни х. и хг квадратного уравнения (І)
удовлетворяют соотношениям

хм +х2= -р. х:х2=а. (7)
В самом деле, в случае действительных корней (т. е. при

неотрицательном О) мы находим из формул (4):

х.+ь= $<-р+«/ї>›+ _; -1-р-×/ї>›= -р.
,›=~›ь= 71-<-»+1/ї››<-р-«/ї››=$<р*-1>›=«г.

В случае комплексных корней (т. е. при 0<0) формулы
Виета (7) аналогичным образом получаются из (6).

Теорема 3. Любой квадратный трехчлен разлагается на линей-
ные миожители:

Х2-І-рх-І-д=(х-Х1)(Х-12).
где хд и ха - корни квадратного уравнения (1).

В самом деле, по формулам Виета,
х2+рх+а=х2-(хц +х2)х+х|х2=(х-х1)(х-хг).

Иногда при разложении на миожители бывает удобно осу-
ществлять выделение полного квадрата (см. (2)) вместо нахож-
дения корней уравнения по формулам (4) или (6). Например,

х2-|-Вх-33=(х+4)2-49,
откуда находим требуемое разложение

х2+8х-33=(х--3)(х+ І І).
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1 - Р т ' -«/(Р ›:Заметим еще, что -1-В-(ї -в и їтдї- Е- -о .

Этими формулами удобнее пользоваться, если р четно.

Задачи
І. Докажите, что дискриминант В квадратного уравнения х*+рх+

+а=0 равен (хд -х;›)*, где хд, кг -- корни этого уравнения.
2. Проверьте подстановкой, что числа, указанные в (4), являются

при 0,20 корнями уравнения (І). Проверьте также, что при В-<0 чнс.ла
(6) являются корнями этого уравнения.

3. Решите следующие квадратные уравнения:
а) х*-5=0: ж) х'+І0х+25=0;
6) Х,-1-7=0$ з) х2+2(а-І);-(ба-|-3)=0;
н) х*'+3х=0; н) .:”+2(а+з);+(а“+2а+9)=о;
г) 1:-7х+І2=0: к) 1*-ща*-1);+(ь'-ь*+и=о:
д) х2_--х-30=0; д) 2д2_5д_|_2=0;

°* Х +”"*+5=°*- м› <1+=:›×*+2л/«т+п -н-==›=0.
4. Докажите, что при В>0 график к`вадратного трехчлена

у=х*+рх+а пересекает ось абсцисс в двух точках (х.; 0), (ха: 0),
где хд, хг - корни уравнения х2+рх+а=0 (рис. І). При 0=0 график
касается оси абсцисс (рис. 2). Наконец. при В<0 график не имеет
общих точек с осью абсцисс, а расположен выше нее (рис. З).

5. Составьте квадратное уравнение, имеющее следующие корни:
а) х|=І, х;~=-2;
б) х. =х9= -4;
в) х±=2-Зі, х2=2+3і:
г) х1=а+Ьі, х±=а-Ы:
Д) Х|=3-4і, Х2=2-Ы.
6. Докажите, что при любых р. 4 система уравнений

{у+2= -р.
у2=ч

имеет два решения: у=х1, г=.:эі !/=х,, 2=х1 (действительных или
комплексных, различных или совпадающих), где х., хз- корни квад-
ратного уравиения х* +рх+а=0.

У
У

_0 х,-х, х

РНС. І Рнс_ 2
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У у

1-1”/2
О х

0 х

Рис. 3 Рис. 4

7. Докажите, что график квадратного трехчлена у=х2+рхЗ+а
симметричен относительно прямой х= - % (рис. 4).

В. Докажите, что корни квадратного уравнения х2+рх+в=0
(с действительными коэффициентами р, в) в том и только в том случае
действительны н положительны, если выполнены условия

020. р<0, с1>0.
9. Найдите условия, необходимые и достаточные для того, чтобы

корни квадратного уравнения х*+рх+е=0 (с действительными коэф-
фициентами р, 4) были действительными, отличными от нуля и имеющими
а) одинаковые знаки, б) разные знаки.

І0. Докажите, что если один корень уравнения х*+рх+4=О
(с действительными коэффициентами р, 4) действителен, то и второй ко-
рень действителен.

ІІ. Докажите, что если один корень уравнения х*+рх+а=0
(с действительными р, а) не является действительным числом, т. е.
имеет вид а+Ьі, где Ь=,›&0, то второй корень этого уравнения равен
а-Ьі, т. е. также не является действительным числом.

І2. Числа р и в действительны. Найдите (в зависимости от значения
0) множество всех действительных чисел х, удовлетворяющих
неравенству х2+рх+а<0.

І3. Решите следующие строгие квадратичиые неравенства (и сде-
лайте чертежи):

а) ха-5х+6<.'0;
б) 1:2-І0х+25>0:
в) 'хд-х-І2>0:
г) х*-І2х+38>0.
І4. Решите следующие нестрогие квадратичные неравенства:
а) 1:2-31:-І8€0;
б) 12-8х+ 1640:
в) х2+бх+5__,>,:0;
г) хз--І4х+50€0.
І5. Докажите, что если корни обоих квадратных уравнений

1*+тх+ч1=0.
х*+р:х+<и=0
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І

Рис. 5

действительны и находится на отрезке Іа: Ь], то при любом Іг>0 Корни
уравнения

х*+п:›г+ч~+1г(х*'+е2х+ч2)=0. (8)
если они действительны, лежат на том же отрезке [а,Ь].

І6. Докажите, что если корни хд, хг уравнения х2+р|х+а|=0
и корни хз. х. уравнения х*`+р2х+а;=0 действительны и перемежаются
(рис. 5), т. е. х. <х;.<х;›<х4, то при любом !г>0 корни уравнения (8)
действительны, причем один из них расположен на отрезке |х|;х;],
а другой - на отрезке |х2:х<|.

І7. Докажите, что если корни х.. хе уравнения х*+р.х+а.=0
и корни хз, хд уравнения хз +р2х+аг=0 действительны н перемежаются
(рис. 5), то при любом отрицательном Іг, отличном от -І, корни
уравнения (8) действительны, причем один расположен на отрезке
|хз: ха]. а другой - вне отрезка [хм х4|.

І8. При каких а уравнение х2+ах+б=0 имеет целые корни?
І9. При каких а уравнение (х- 10) (х-а)+ І =0 имеет целые корни?
20. Укажите знаки чисел р и а, если график квадратного трехчлена

у=х*'+рх+а имеет вид, указанный на рисунке Б.
21. Пусть х., ха - корни квадратного уравнения х°+рх+а=0.

Найдите р н 4, если известно, что х1+І и х;›+І являются корнями

У У у У

х 0 х х х

0) б) в) 3)

Рис. 6
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уравнения .

~ 1*-е”1+ре=0-
22. На оси абсцисс взята точка А, а на оси ординат точка_В

(обе точки отличны от начала координат). Докажите, что существует
единственный квадратный трехчлеи у=х2+рх+ч. график которого про-
ходит через обе точки А, В (рис. 7).

2;3. Для каких действительных значений а квадратный трехчлеи
у=х*+2а.х+І положителен при всех действительных х?

24. Уравнения х*'+р.х+а. =0 и х*+р2х+4;,›=0 имеют действитель-
ные коэффициенты, причем р.р2=2(е; + сд). Докажите, что хотя бы одно
из этих уравнений имеет действительные корни.

25. Рассмотрим многочлен і(х: у)=ах°+ Ьху+су* с действительными
коэффициентами а>0, Ь. с. Докажите, что справедливо одно из
следуюших утверждений:

а) [(х; у)=а(х-т;у)(х-тгу), где тп. нет; -- действительные числа
(гиперболический многочлен); .

6) [(х:у)=а(х-ту)'. где т -- действительное число (параболи-
ческии многочлен);

в) [(х; у)>0 при любых действительных х, у. кроме х=у=0 (эллип-
тический многочлен).

28. Докажите, что график трехчлена у=х"+рх+4 получается из
графика у=х” параллельным переносом (рис. 8) на вектор
5=(-Р/2; -0/4)

27. Докажите, что система уравнений
у=х2+рх+0.

{у=ах+о
при любых а, Ь имеет не более двух решений (рис. 9).

28. Докажите, что внутренняя область параболы у=х*+рх+о, т. с.
множество всех точек (х: 9). для которых у>х* + рх+а, является выпук-
лоа (это означает, что вместе с каждыми двумя точками она содержит
и весь соединяющий их отрезок (рис. І0).



КВАДРАТНЫЙ ТРЕХЧЛЕН

А. Болибрух, В. Уроев, М.Шабунин

Квадратным трехчленом относительно х называется выраже-
ННЄ ВНД8

аха-І-Ьх-І-с,

где а, Ь, с - заданные числа, причем а=,Ь 0. Значения х, при кото-
рых квадратный трехчлен обращается в нуль, называются кор-
нями трехчлена.

Задачи, при решении которых требуется знание свойств
квадратного трехчлена, нередко встречаются на вступительных
экзаменах в вузы. Многие школьники без затруднений выписы-
вают различные формулы, умеют изобразить график квадра-
тичной функции у=ах2+Ьх+с, знают ее основные свойства.
Однако эти знания часто бывают формальными, абитуриентам
не удается их применить при решении задач, относящихся к
рассматриваемой теме.

Мы покажем на примерах, как важно бывает умение соче-
тать алгебраические и геометрические соображения при решении
таких задач.

І. Найдите наибольшее значение квадратного трех члена

у= -2х2+4х-5.

Для решения этой задачи можно, конечно, пользоваться
производной, но можно обойтись и без нее. Примеинм метод
выделения полного квадрата:

у= -2;='+4х-5= -2(;='-2.»-+ |)+2-з= -2(.:-1)*-з.
Отсюда видно, что наибольшее значение квадратного трех-

члена равно -3 и достигается при х= І.
Заметим, что метод выделения полного квадрата применяется

для получения формулы корней квадратного уравнения, а также
для построения графика квадратичной функции у=ах2+Ьх+с.
Выделяя полный квадрат, получаем



у=ч (1+ 5% )2+ --4“';"2.
откуда следует, что график функции у=а›:2+Ьх+с получается
параллельным переносом параболы у=ах2 на вектор (_ Ё;
4ас - Ь” )

2а °

2. Определите знаки чисел а, Ь, с, исходя из расположения
параболы у=ах*+ох+с относительно координатных осей в
каждом из случаев, показанных на рисунке І.

Рассмотрим подробно случай а. Коэффициент а меньше 0,
так как ветви параболы направлены вниз. Абсцисса вершины

параболы, равная -ЁЁЕ, меньше нуля, откуда следует, что
Ь<0. Ордината точки пересечения оси Оу с параболой равна
значению функции і(х)=ах*+Ьх+с при х=0. Следовательно,
коэффициент с=і(0) положителен. Итак, а<0, Ь<0, с>0.

Этот же результат можно получить иначе, если воспользо-
ваться формулами Внета:

Ь . сх1+х:=--5-. хт-х:=ї.

Однако такой способ исследования уже нельзя применить в
случае б, когда корней нет.

Предлагаем читателям самостоятельно разобрать случаи 6,
в, г.

3. Корни х. и хь квадратного уравнения х*-2гх-7г2=0
удовлетворяют условию хї+хЁ= І8. Найдите г.

Сначала выразим хї+хЁ через сумму и произведение корней,
а затем воспользуемся теоремой Виета. Имеем

хї+ хЁ=(х| +х2)2- 2х1х2=(2г)2- 2( - 7г*)= І8г*.

У ў У У

0 х 0 х 0 х 0 х

0) 6) 0) г)
Рис. І

ІІ2



Таким образом, задача сводится к решению уравнения г2= І,
откуда г.=І, г2=-І.

4. Найдите необходимые и достаточные условия того, что
корни хт и х;› уравнения і(х)=х*+рх+4=0 больше І по
абсолютной величине и различны по знаку.

Решение, основанное на применении известных формул для
дискрнминанта и корней квадратного уравнения, является трудо-
емким и технически сложным. Задача легко решается, если нс-
пользовать геометрические соображения.

Найдем сначала необходимые условия. Пусть х.<х2 (корни
различны). По условию задачи х1< -І, х;›> І, т. е. отрезок
[-І; І] лежит внутри промежутка (х,;х2) (рис. 2). Последнее
условие эквивалентно следующей системе неравенств:

к-1 0. -ЁЮЁЁ Ш
Подставляя І и -1 в выражение для [(х), получаем необходимые
условия:

{ р+ 4 < - І. (2)
Связь между найденными значениями р и 4 удобно предста-
вить графически, изобразив на координатной плоскости (р, 4)
множество точек, координаты которых удовлетворяют полу-
ченным неравенствам (рис. 3).

Покажем, что необходимые условия (2) являются доста-
точными, т. е. при выполнении неравенств (2) квадратный трех-
члеи [(х)=х°+рх+4 имеет такие корни х. и.х2, что х1<-І,
а х2>1. Так как условия (2) эквивалентны условиям (І),
в двух различных точках (х=І и х=-І) функция у=[(х)

уУ д--р-1 4-р-1

-1 _ 1 __ '1 1 ”
-1

Рис. 2 Рис. З
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Рис. 4

принимает отрицательные значения. Так как коэффициент при
х* положителен, ветви параболы у=[(х) направлены вверх.
Следовательно, парабола пересекает ось Ох в двух различных
точках х. и хг (х. <х2), причем точки -І и 1 лежат на интервале
(х1;х;›), т. е. х.< -І, х2> І.

5. Найдите все значения гг, при которых корни уравнения
(г-4)х2-2(г-3)х+г=0 больше -І.

Сначала отдельно рассмотрим случай г=4. Тогда уравнение
имеет вид -2х+4=0, откуда х=2. Так как 2> - І, значение
г=4 нам подходит.

Если г=,±4, то уравнение является квадратным.
Решим задачу в более общем виде: найдем необходимые

и достаточные условия, при которых корни квадратного трех-
члена і(х)=ах*+ох+с существуют и оба больше заданного
числа д.

Геометрнческое решение. Корни х. и хд должны существо-
вать, поэтому

В=Ь2-4ас20. (І)
Построим эскиз графика функции у=[(х). Возможна одна из

двух ситуаций, представленных на рисунке 4. Так как оба корня
больше д, абсцисса вершины параболы больше д, т. е.

хь=$ >д, или по формулам Виета

Ь-%>д. (2)

Точка х=й должна лежать вне отрезка [х.; хз] . Это означает,
что либо ветви параболы направлены вверх (а>0) и і(д)>0
(рис. 4,а), либо ветви параболы направлены вниз (а<0)
и і(д)<0 (рис. 4,6). Следовательно, числа а и [(4) - одного

ІІ4



ЗНЗКЗ, Т. Є.

а[(й)>0. (3)
Проверьте самостоятельно, что условия (І) -- (3) в сово-

купности являются не только необходимыми. но и достаточными.

Алгебраическое решение. Два действительных числа х. -а и
хь-д положительны тогда и только тогда, когда их сумма и про-
изведение положительны. Поэтому условие задачи равносильно
совокупности следующих трех условий:

О = Ь* - 4ас > 0,

(11-д)+(Х2-д)> 0-
(хд -д) (ха-д)> 0.

Пользуясь формулами Виета, второе условие можно переписать
в виде

Хд-І-Х2-2Іі`..>0, 2-Ё-42 >(і, -ЁЁБ >Ії.

Третье - переписывается так:

хьх:-(ха +х2)<і +11” > 0.
а(аа* + за + с) > 0, ада) > 0.

Таким образом, мы вновь доказали, что совокупность условий
(І) - (3) равносильна условиям рассмотренной общей задачи.

Возвращаясь к задаче 5, выпишем для нее условия (І) - (3).
Получим систему неравенств

(г-3)*-г(г-4)=9-2г20,
г-3-1 > -І.
гї-

(г-4)(4г-І0)>0.
Решая ее, получаем г<5/2, 4<г<...;9/2. К этим решениям надо
добавить решение г=4.

Ответ: (-оно;-Ё )[] [-1;-Ё

Задачи для самостоятельного решения
6. Пусть хд и хь - корни уравнения х* +рх +4=0. Найднтеуэ и 4. если

известно. чтох. + І н хц+І являются корнями уравнения ха-р х+р4=0.
7. График квадратичной функции у=ах*+Ьх+ с высеиает на двух

ІІ5



параллельных прямых отрезки АВ и СВ. Докажите, что прямая, прохо-
дящая через середины этих отрезков, параллельна оси ординат.

8. Известно, что квадратный трехчлеи [(х)=ах*' +Ъх+с не имеет кор-
ней и его"коэффициенты связаны соотношением а--Ь+с<0. Опреде-
лите знак с.

9. Пусть корни х. и ха квадратного трехчлена ах2+Ьх+с раз-
личны. Докажите, что число ха находится между ха и ха тогда и только
тогда, когда а(ахЁ + Ьха + с) < 0.

І0. Пусть уравнение ах*+Ьх+ с=0 не имеет неотрицательиых корней
и а<0. Определите знак с.

ІІ. Пусть коэффициенты уравнений х2+Р1х+4| =0 и х2+рах+ 4а=0
связаны соотношением р,ра=2(4.+4а). Докажите, что по крайней мере
одно из этих уравнений имеет корни.

І2. Может ли уравнение х2+рх+4=0. где р и 4 - рациональные
числа, иметь следующие корни:

аъ х.=«/5. .е›= Ё?
ся .:.=\/5+2, х,=2-\/5?
І3. Докажите. что любой рациональный корень уравнения х2+рх+

+4=0 с целыми коэффициентами р и 4 является целым числом.
І4. Уравнения х”+р.х+4.=0 и х*+рах+4а=0 с целыми коэф-

фициентами р., 4, (і=І,2) имеют общий нецелый корень. Докажите,
ЧТО р|=Д2, Ч|=(]2.

15. Пусть ха и ха - корни квадратного уравнения ах*+Ьх+с=0 и
.Ѕ`,..=х1"+ха" (т - целое положительное). Докажите формулу

а$т+ьЅт~|+сЅд_2ї0.



О ДИСКРЙМИ НАНТЕ

А. Егоров

Многие задачи, способные повергнуть в ужас человека не-
подготовленного, тем не менее,часто удается решить с помощью
чрезвычайно простых соображений. В этой статье мы расскажем,
что можно свыта шить» из общеизвестных условий разрешимости
квадратных уравнений и неравенств.

Уравнения и системы

Начнем с задачи, иллюстрирующей метод, который мы и
будем применять дальше.

Задача І. Решите уравнение
5х2-2ху+2у2-2х-2у+1=0.

Решение. Можно переписать это уравнение в виде

(х+у- І)”+(2×-у)*=0-
Однако додуматься до такого преобразования не очень просто.
Поэтому мы поступим иначе: рассмотрим наше уравнение как
квадратное относительно х с коэффициентами, зависящими от у:

51*-2(у+1)х-+2у*-2у+1=о.
Записывая условие разрешимости, получаем после преобразо-
ваний

0/4=о+ 1)*-ти*-2у+ 1›= -9у“+12у-4= -(га-2›*.
откуда сразу следует, что у=2/а (иначе дискриминант отри-
цателен). Теперь без труда находим, что х='/3.

ОТВЕТ: (І/3; 2/3).

Теперь решим систему уравнений.

Задача 2. Решите систему уравнений
1:2-2ху+2у2+2х-8у+І0=0,
2х2-7ху+3у2+І3х-4у-7=0.
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Решение. Стандартными методами с этой задачей справиться
трудно. Поэтому поступим так же, как мы уже делали в пер-
вой задаче - решим первое уравнение как квадратное относи-
тельно х. Его дискриминант равен

В/4= -(у-З)2.

Выходит, что уравнение имеет действительное решение лишь
при единственном значении у, а именно при у=3. Теперь най-
дем, что х=2. и проверим полученное решение прямой подста-
новкой во второе уравнение.

Ответ: (2: З).
В следующей системе число уравнений меньше числа неиз-

вестных.
Задача 3. Решите систему уравнений

Х +9+ 2 == \/5.
хз + у2 + 22 = 1 .

Решение. Выразив х через у и 2 из` первого уравнения, полу-
чим после нодстаиовки' во второе уравнение:

у”+(г-\/5)у+;.-2-\/їіг+1=о.
Оно квадратное относительно у с коэффициентами, завися-

щими от 2. Его дискриминант
. о= -зг*'+2\/52-|=-(а/52-1)*

не может быть отрицателен, и поэтому г=І/\/З. Дальнейшее
ясно.

ответ: (1/\/5, 1 /\/з, 1/1/5).
Задача 4. Решите уравнение

сов х+соз у-сов (х+у)=3/2.
Решение. Преобразуя левую часть с помощью известных

формул, приходим к уравнению

х+у Х-у_ ах+у_ _4со$--2 сов 2 4соз 2 1-0,

которое после замены !=со$ї;-Ё приводится к виду

4:*-4соз%-:+1=о.

ЗЗПНСЬІВЗЯ УСЛОВНЄ РЗЗРЄШНМОСТН, ПОЛУЧЗЄМ НЄРВВЕНСТВО

0/4=4(соз2і;-5 -І) 20,
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из которого сразу следует, что соз25€3= І.
Осталось решить две системы уравнений:

созїг-;;І=1. соз%Ё=-І,

+ 1 Н + І1.1/=_ х ї/___СО5 2 2 С0$*Т--

Ответ: (±%+2(Іг+п)л; ±-З-+2(Іг-п)п);

(±Ё-1+л+2(Іг+п)л; ±%І-~п+2(Іг-п)п),
Іг,пЄ2.

Задача 5. При каких значениях параметра а существует
единственная пара (х; у), удовлгтворяющая уравнению

ах2+(3а+2)у2+4аху-2ах+(4-ба)у+2=0?
Решение. При а=0 получаем уравнение

2у2+4у+2=0,
единственный корень которого у=І. '

Легко видеть, что в этом случае решениями исходного урав-
нения будут все пары (х; -І), так что а=0 не удовлетворяет
условию.

При а=,›'=0, как и раньше, рассмотрим исходное уравнение
как квадратное относительно х:

ах*+2ч(2у-І)×+(3а+2)у”+(4-6ч)и+2=О.
Для него -

В/4=а(а- 2)(у+ І)*.
Если а(а-2)<0, то у=-І, х=3 - единственное решение.
Если же а (а-2);-.0, исходное уравнение относительно х имеет
решение при любом у.

Ответ: 0<а<2.

Неравенства

Напомним, что неравенство
ах2+Ьх+с_20 (а>0)

выполнено при всех х тогда и только тогда, когда

Ь2-4ас~$'_'0.
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Неравенство же .
ах” + Ьх+ 0 < 0

имеет решения при о>0 тогда и только тогда, когда соответ-
ствующее уравнение ах2+ох+с=0 имеет 2 различных корня,
т. е. при 0>0.

Решение следующей широко известной задачи достаточно
хорошо иллюстрирует метод решения, основанный на перечис-
ленных свойствах квадратичных неравенств.

Задача 6. Докажите неравенство

а2+о*+с2>аЬ + Ьс+ас,
где а, Ь, с - любые действительные числа. Указание. Нера-
веиство

а*-а(ь+с)+ь*+г*-ьсго
- квадратичное относительно а с коэффициентами, зависящи-
ми от Ь и с. Его дискриминант, равный -3(Ь-с)2, не поло-
жителен и равен нулю при Ь=с, причем знак равенства в ис-
ходном неравенстве возможен лишь при а=Ь=с.

А вот несколько более сложная задача.
Задача 7. Докажите неравенство

ва+4ь+5с>5\/Е+7\/.Е+з\/Е,
где а_,20, 1120, с20.

Решение. Положив 1=т/д, запишем неравенство как квадра-
тичное относительно І:

_ 6:?-(за/Б + 7\/Е): +4ь +5с- з\/Е2 о.
дискриминант квадратного трехчлена в левой части получен-
ного неравенства равен

(за/Б+1~/5›?~24<4Ь+зс-за/ББ›= -По/Б-\/Е›*.
т. е. отрицателен при Ь=,~Ьс и равен нулю при Ь=с.

Таким образом, левая часть этого неравенства всегда неотри-
цательна и может быть равна нулю лишь при д=с=а.

Задача В. При каких значениях а неравенство
2

~ 1< 'ц +"+2 <зх*+|
выполнено при всех х?

Решение. Из условия сразу следует переформулировка за-
дачи: при каких а каждое из неравенств

а;”+х+2<з.е*+3

по -



и
ах2+х+2> -х2--І

выполняется для всех х?
Для первого из них, (а-3)х2+х-1<0, получаем условие

а<3,
а< 1 1/4,

т. е. а<11/4. Аналогично, для второго неравенства имеем
а>-ІІ/І2.

Ответ: -Н/12<а<ІІ/4.
Задача 9. При каких действительных значениях а нера-

венство
І -1о3,д(х2 + 1)) 1о3а(ах2+4х+ а)

выполняется при всех х?
Решение. Исходное неравенство равносильно системе

7(х2+1)2ах2+4х+а>0,
или

{(7-а)х”-4х+7-а,,>:0,
ах2+4х+а>0.

ПОСЛЄДНЯЯ СНСТЄМ3 ВЬІПОЛНЯЄТСЯ ПРИ ВСЕХ Х ТОГД3 Н ТОЛЬКО

ТОГД8, КОГД3 КЗЖДОЄ НЗ КВЗДРЗТНЧНЬІХ І-ІЄРЗВЄНСТВ ВЬІПОЛНЯЄТСЯ
при всех х, т. е. при условиях

0<а<7,
4-(7-а)2<__0,
4-а2<0.

Решая полученную систему, приходим к ответу.
Ответ: 2<а<5.
В следующей задаче, прежде чем пустить в ход наш метод,

приходится предварительно «обработать» условие.
Задача І0. Найдите все значения параметра а, при которых

неравенство

13 віп” х+2а віп х сов х+сов2 х+аІ 43
выполняется при любых значениях х.

Решение. Если сов х=0, неравенство принимает вид
пь+з|<з. С

Его решения дают нам ограничения на а: -6=';__а<0.
При сов хч'=О поделим обе части неравенства на сов*х и

выполним замену !=І,<; х. В результате получим (воспользовав-
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., 1шись формулои -%= І +13* х) неравенство
СОЅ Х

|(а+3›г”+2аг+а+ 1 І 430 +12).
которое должно выполняться при всех 1.

Это неравенство эквивалентно системе
-аз-з:2<_(ь+з)12+2ы+а+ 14 3(| +12),

При а=0 все неравенства справедливы. При а=,±0, выпи-
сывая, как и раньше, условия, при которых эти неравенства
выполняются при всех 1, придем к системе неравенств относи-
тельно а и, решив ее, получим ответ.

Ответ: -12/5€а€_0.

Область значений функции. Минимум и максимум

При нахождении области значений функции часто оказы-
вается полезным такое

Замечание. Пусть дана некоторая функция у=[(х). Рас-
смотрим уравнение і(х) =а. Это уравнение имеет решение тогда
и только тогда, когда число а принадлежит области значений
функции [_

В следующих задачах применение условия разрешимости
квадратных уравнений и неравенств упрощает дело и оказы-
вается более удобным, чем исследование функции І средствами
анализа.

Задача ІІ. Найдите область значений функции у=х/(х-- 1)2.
Решение. Задача немедленно сводится к такой: при каких

а уравнение х/(х- І)2=а, или а.х2-(2а-|-1)х+а=0, имеет
корни?

Прежде всего при а=0 есть корень х=0. Если аэЬ0, все
сводится к решению неравенства 0=4а+ 120.

Ответ: [-1/4; +ос›).
Теперь несколько более трудных задач.

Задача 12 Найдите наименьшее значение функции

у=І(І+1)(Х+2Хї+3)-
Указание. Поскольку у = (ха + 3х)(х2 + Зх + 2), выполним заме-

ну І=х2+Зх.
Уравнение !(І+2)=а имеет корни при ад -1, причем ле-

вая часть равна -І при і=-1. Осталось убедиться в том,
что уравнение х2+Зх= -І имеет корни.

Ответ: -1.
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Задача 13. Найдите наибольшее из значений 2, для которого
существуют числа х, у, удовлетворяющие уравнению

2х2+2у2+22+ху+х2~|-у2=4.
Решение. дискриминант квадратного уравнения относи-

тельно х с коэффициентами, зависящими от у и 2, должен быть
неотрицателен, т. е. должно выполняться неравенство

о=(у+г)2-16у2-ву:-зг*+з2,2о,
или

15у2+6уг+7г2-32:30.
Квадратичное неравенство относительно у имеет решения лишь
тогда, когда

922-І0522+І5-32,20,

їїт. е. при 2
Итак, - <\/Ё, так что 2 не может быть больше, чем

\/Ё. Если 2=\/Ё, то неравенство имеет единственное решение
относительно у. Но тогда существует и х (тоже единственный)
такой, что тройка (х; у; 2) удовлетворяет уравнению

2х2+2у2+22+ху+х2+уг=4.
Ответ:
Следующая задача, хотя внешне и отличается от предыду-

щей, без труда к ней сводится.

Задача І4. Числа х, у, 2 таковы, что х2+2у+22=2. Какое
наибольшее значение может принимать выражение 2х+у-2?

Указание. Пусть !=2х+у-2. Тогда после подстановки
г=2х+у-І в уравнение приходим к задаче, отличающейся
от предыдущей только значениями коэффициентов. Предостав-
ляем читателям проделать все необходимые вычисления само-
стоятельно.

4Ответ: і,,,,,= ї\/Ё.
Аналогично может быть решена и
Задача 15. Найдите наименьшее значение, принимаемог-

выражением х+5у, если х>0, у>0 и х2--6ху+у2+2ІЄ__0.
Указание. Пусть г=х+5у, тогда х=І-бу. После подста-

новки и преобразований придем к задаче об отыскании наи-
меньшего положительного значения 1, для которого соответ-
ствующее квадратичное относительно у неравенство будет иметь
решение.
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Когда оно будет найдено, следует убедиться в существо-
вании положительных х и у, дающих полученное значение І.

Ответ: 7-\/Ё.
В заключение предлагаем несколько задач для самостоя-

тельного решения.

І. Решите уравнения н системы:
а) 5х2+5у2+8ху+2х-2у+2=0;

'Х+у+г=і
6) [2ху-22= І5:

[В віп х сов у віп (х+у)+ І =0,п) _у+2-х.

2. Докажите неравенства
гг 1-*'+2ху+зу*+2×+ву+з;..›0;
Ы* х<І+у›+ш1+г›+г<І+х›..>6«/Е.
3. Найдите наименьшее значение функции

хЗ) 1*-
2х2+9х+ІІ6) ы= Т-_--Зх + І Іх+ 12

4. Найдите область значений функции
х

!І= 'іг-(-=+І)
5. При каких значениях а следующие неравенства выполняются

при всех х:
Ё+ +1 _

8) -|< <\.

-2св -4*--<1;
) ах*-2х+а-2

в) |5зіп”х+2а зіпхсозх+соз”х+а+І\$б?
6. Найдите наименьшее из значений х. для которых существуют

числа у. 2, удовлетворяющие уравнению

х*+2у2+2*+ху-хг-у2=І.
7. Числа а, Ь, с таковы, что

2а*+ь*+с*=з.
Какое наименьшее значение может принимать выражение а-2Ь+с?

8. Найдите все значения а, при каждом из которых существует
единственная тройка чисел (хд у; 2), удовлетворяющая равенствам

х+у+2=х2+4у2
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х+2у+32=а.
9. Какое наибольшее значение может принимать сумма х+3у.

если х и у удовлетворяют неравенству х*+ху+4у2€__3?
І0. Найдите наибольшее и наименьшее значение выражения

1:2-ху+у2, если 2х2+2ху+у*=2.
ІІ. Найдите все значения Ь, при каждом из которых система

уравнений
2:*-2;у+|оу*=ь*-є›ь=*+зь='-1з+\/Е,
х*+2›:у-3у*=4

имеет хотя бы одно решение.
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