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Книга представляет собой пятый том курса общей 
физики, созданного преподавателями Калифорнийско- 
го университета в Беркли. Особенность книги в том, 
что вопросы статистической физики, кинетики и тер- 
модинамики рассмотрены в конце Kypca,.a не после 
механики, как обычно. Это делает изложение более 
строгим, интересным и наглядным, позволяет опери- 
ровать с разными простыми системами, как, например, 
идеальный газ и система нескольких спинов в маг- 
нитном поле. В книге приводится большое количество 
примеров и задач. 
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ПРЕДИСЛОВИЕ ОБЩЕГО РЕДАКТОРА РУССКОГО ПЕРЕВОДА 

Мы являемся свидетелями возникновения новых отраслей фи- 
зики и все более глубокого проникновения ее во все области совре-. 
менной науки и техники. Возникает вопрос: как при этом правиль- 
но поставить преподавание общей физики, являющейся основой 
мировоззрения и специальных знаний будущего ученого и инже- 
Hepa? Что действительно важно понять и знать и чем можно пре- 
небречь? 

Вопросы об улучшении преподавания общего курса физики 
часто обсуждаются, однако принимаемые решения обычно не идут 
дальше очередного изменения программ. Одной из попыток созда- 
ния современного курса общей физики были «Фейнмановские лек- 
ции по физике», получившие у нас заслуженное признание. Дру- 
raf попытка радикального ‘решения этой проблемы была предпри- 
нята в университете Беркли (США, Калифорния), где в 1961 г. был 
создан специальный комитет, состоявший из ученых, поставивших 
своей целью создание учебника нового типа. Первые два тома этого 
учебника (механика, электричество и магнетизм) вышли в 1965 г., 
в последние годы закончено издание трех остальных томов (волны, 
квантовая и статистическая физика). Кроме того, три небольшие 
книги содержат описание тридцати шести работ Берклеевской фи- 
зической лаборатории, идейно связанной с новым общим курсом. 

Создатели Берклеевского курса стремились изложить в учеб- 
нике классическую физику, органически связав ее с основными 
идеями специальной теории относительности, квантовой физики и 
статистики, — именно в этом-то и заключены основные достоинства 
учебника. 

Курс предназначен не только для физиков, но и для будущих 
инженеров, химиков и биологов. Объем его значительно превосхо- 
дит претензии даже физиков и оставляет поэтому как преподава- 
телю, так и студенту большую свободу в выборе материала. 

Следует отметить прекрасную организацию курса. Превосход- 
ные рисунки, большое количество задач различной трудности (ча- 
сто из смежных с физикой областей), описание классических опы- 
тов и выдержки из оригинальных работ увеличивают ценность и 
привлекательность курса.



Инициатива перевода на русский язык Берклеевского курса 
физики в значительной степени принадлежит проф. С. П. Капице. 
Настоящий том отредактирован проф. А. О. Вайсенбергом. 

Мы уверены, что Берклеевский курс физики окажется интерес- 
ным и полезным широкому кругу учащихся и преподавателей. 

А. И. Шальников 

ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА У ТОМА 

Автор ‘последнего, пятого, тома Берклеевского курса физики — 
Фредерик Рейф, профессор ‘университета в Беркли, известный 
работами в области экспериментальной физики твердого тела и 
низких температур. Пятый том Берклеевского курса соответствует 
курсу термодинамики и кинетической теории вещества, обычно 
излагаемому сразу после механики. Перенос столь фундаментальных 
и тонких вопросов в конец курса общей физики имеет много преиму- 
ществ. Действительно, к этому времени студент успевает ознако- 
миться с основными идеями строения атома и квантовой механики 
и приобретает, таким образом, хорошую основу для понимания 
статистической физики. Отказавшись от традиционного изложения, 
автор подробно и с большой ясностью рассматривает основные иден 
статистической физики и на базе последней излагает основные тер- 
модинамические законы. Эта программа выполнена весьма после- 
довательно и на высоком педагогическом уровне. Особенно следует 
отметить Тщательное и подробное рассмотрение флуктуаций, поня- 
тия температуры, рисунки распределения частиц, полученные с 
помощью электронной вычислительной машины, и систематическое 
использование системы спинов для иллюстрации статистического 
поведения частиц. 

Мы надеемся, что книга будет полезна студентам различных 
специальностей и заинтересует преподавателей. 

А. О. Вайсенберг



ИЗ ПРЕДИСЛОВИЯ К БЕРКЛЕЕВСКОМУ КУРСУ ФИЗИКИ 

Данный учебник представляет собой двухгодичный курс общей 
физики, предназначенный для студентов, специализирующихся в 
области исследовательской работы, а также и для будущих инже- 
неров. Мы желали представить классическую физику, насколько 
это возможно, в том виде, в каком она используется физиками-про- 
фессионалами, работающими на «переднем крае» исследований. Мы 
пытались создать курс, который акцентировал бы основные поло- 
жения физики. Нашей особой задачей: было естественное введение 
в курс классической физики идей специальной теории относитель- 
ности, квантовой физики и статистической физики. 

Курс предпазначается для любого студента, изучавшего физику 
в средней школе. Математнка, включающая математический ана- 
лиз, должна проходиться одновременно с данным курсом. 

В настоящее время в США создается несколько новых курсов 
физики. Мысль написать новый курс физики овладевает многими 
учеными-физиками, с одной стороны, благодаря успехам развития 
естественных и прикладных наук, с другой стороны, под влиянием 
того возросшего интереса к науке, который теперь существует в 
средней и высшей школе. 

Основные идеи данного курса были сформулированы Ф. Мор- 
рисоном из Корнелльского университета и Ч. Киттелем во время 
‘обсуждения, имевшего место в конце 1961 г. Мы пользовались под- 
держкой Дж. Мэйса и его коллег из Национального фонда науки 
и У. Мишеля, тогдашнего председателя комиссии по преподаванию 
физики в колледжах. 

Для ведения работы на первых стадиях был создан неофициаль- 
ный комитет, в который вначале входили: JI. Альварец, У. Фрет- 
тер, Ч. Киттель, У. Найт, Ф. Моррисон, Э. Парселл, М. Рудерман 
и Дж. Захариас. Комитет впервые собрался в мае 1962 г. в Беркли; 
в это время им и была намечена предварительная принципиально 
новая схема построения курса физики. Ввиду занятости некоторых 
членов комитета его состав был изменен в январе 1964 г., и ныне 
комитет состоит из авторов настоящего учебника. Вклад других 
участников отмечен в предисловиях к отдельным томам.



Предварительный план и его концепции оказали большое влия- 
ние на окончательную разработку материала курса. План раскры- 
вал в деталях темы и их соотношения, которые, как мы полагаем, 
должны и могут быть преподнесены студентам начальных курсов, 
специализирующимся по исследовательскому либо инженерному 
профилю. В наши намерения никак не входило создавать курс, 
предназначенный лишь для одаренных студентов или студентов, 
прошедших предварительную подготовку. Мы намеревались пред- 
ставить принципы физики с единой и необычной точки зрения, и 
потому отдельные части курса могут показаться новыми не только 
студентам, но и преподавателям. 

Курс состоит из пяти томов: 
1. Механика (Киттель, Найт, Рудерман). - 
П. Электричество и магнетизм (Парселл). 
ПТ. Волны (Крауфорд). 
ГУ. Квантовая физика (Вихман). 
V. Сгатистическая физика (Рейф). 
Авторы каждого тома были свободны выбирать стиль и метод 

изложения, которые казались наиболее подходящими для их пред- 
мета. Первоначальная разработка данного курса привела А. Пор- 
тиса к мысли о создании нового практикума по классической 
физике, ныне известного как Берклеевская физическая лабора- 
тория. 

Может показаться, что в нашем курсе, излагающем основы фи- 
зики, эксперименту уделено недостаточное внимание. Дело, однако, 
в том, что важнейшие эксперименты выполняются в лабораторин, 
которая создана специально для того, чтобы дополнить курс 
лекций. 

Ю. Комминс, Ф. Крауфорд-младший, У. Найт, 
Ф. Моррисон, A. Портис, Э. Парселл, Ф. Рейф, 

М. Рудерман, 3. Вихман, Ч. Киттель (председатель) 

Беркли, Калифорния



ИЗ ПРЕДИСЛОВИЯ К У TOMY 

Последний, пятый, том Берклеевского курса физики посвя- 
щен изучению больших (т.е. макроскопических) систем, состо- 
ящих из огромного числа атомов или молекул, и является введе- 
нием к статистической механике, кинетической теории и термо- 
динамике. 

При рассмотрении материала автор не придерживался ‘истори- 
ческого подхода и отошел от традиционных методов изложения. 
Его целью было рассмотреть предмет с современной точки зрения 
и показать, с возможно большей ясностью и последовательностью, 
что главные идеи атомной теории образуют базу, которой доста- 
точно для описания и предсказания основных свойств макроскопи- 
ческих систем. 

Создавая эту книгу, автор имел в виду студента, который ` гро- 
шел курсы элементарной физики и строения атома и впервые прн- 
ступает к статистической физике. Все изложение основано на един- 
ственном принципе, а именно на стремлении изолированной системы 
достичь состояния наименьшей упорядоченности. Хотя внимание 
сосредоточено на простейших системах, их рассмотрение произво- 
дится с помощью весьма общих методов, имеющих широкое приме- 
нение. Автор старался получить важнейшие соотношения наибо- 
лее быстрым и прямым путем, стремясь пробудить этим физическую 
интуицию читателя. 

Автор подробно обсуждает физические идеи, не вдаваясь в ма- 
тематическую сторону проблемы, широко использует простые при- 
меры для иллюстрации общих и абстрактных концепций, и постоян- 
но производит численные оценки наиболее важных величин, с тем, 
чтобы связать теорию с реальным миром наблюдения и опыта. 

Содержание этого тома тщательно отобрано, так как целью ав- 
тора было рассмотреть наиболее фундаментальтые идеи, которые 
необходимы не только будущему физику, но и химику, биологу 
или инженеру. Указания для преподавателей и студентов являются 
путеводителем по книге, Необычный способ расположения мате- 
риала объясняется тем, что макроскопическое и атомное рас- 
смотрения явлений проводятся параллельно. Разумеется, такой 
подход ни в коей мере не лишает студента преимуществ 
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традиционного способа изложения. В частности, следует отметить 
следующее: 

1. Прочтя главу 7 (и даже пропустив главу 6), студент будет 
так же хорошо знаком с основными идеями и приложениями клас- 
сической термодинамики, как если бы он следовал традиционным 
методам изучения. Его преимуществом будет, однако, лучшее пони- 
мание физического смысла энтропии и знакомство с методами ста- 
тистической физики. 

2. Автор старался показать, что в ряде случаев статистическая 
теория приводит.к результатам, которые совершенно не зависят 
от микроскопической модели строения рассматриваемой системы. 
Этим подчеркивается общий характер законов классической термо- 
динамики и их независимость от конкретных моделей. 

Чтобы изучить эту книгу, студенту, кроме элементарных позна- 
ний в области классической механики и электромагнетизма, необ- 
ходимо знакомство с основными атомными представлениями и по- 
нимание следующих идей квантовой механики: смысла квантовых 
состояний и уровней энергии, принципа неопределенности Гейзен- 
берга, волн де Бройля, спина и задачи о частице в ящике. 

Математические требования не выходят за пределы умения вы- 
числить производные и простые интегралы и знания рядов Тейлора. 
Любой студент, знакомый с основным содержанием предыдущих 
томов Берклеевского курса, будет хорошо подготовлен к изучению 
этого тома. 

Как было сказано в начале предисловия, целью автора было 
сделать доступными начинающему студенту весьма сложные и тон- 
кие понятия статистической физики. Эту цель легко сформулиро- 
вать, но выполнить ее трудно. Книга потребовала от автора весьма 
значительных усилий и он получит удовлетворение, если постав- 
ленная задача окажется выполненной. 

Ф. Рейф



УКАЗАНИЯ ДЛЯ ПРЕПОДАВАТЕЛЕЙ И СТУДЕНТОВ 

Организация книги. Книга состоит из трех основ- 
ных частей. 

Часть А. Предварительные замечания (главы | и 2). 
Глава |. Эта глава посвящена предварительному и качествен- 

ному рассмотрению главных принципов, на которых основано из- 
ложение. Ее цель — познакомить студента с основными свойства- 
ми макроскопических систем и приучить его к соответствующему 
способу мышления. 

Глава 2. В этой главе довольно много математики, что свя- 
зано с необходимостью ознакомить читателя с основными идеями 
теории вероятности. Предполагается, что студент встречается с 
этими идеями впервые. Через всю главу проходит идея ансамбля. 
Примеры имеют целью рассмотреть несколько физически важных 
ситуаций. 

Изучение этих глав не требует много времени. Возможно, что 
некоторые студенты в какой-то мере знакомы с идеями первых 
двух глав. Автор советует, однако, не перепрыгивать через эти 
главы, а рассматривать их как необходимое введение. 

Часть Б. Основы теории ‘(главы 3, 4 и 5). Это центральная часть. 
книги. С главы 3 начинается последовательное изложение основно- 
го содержания. 

Глава 3. Здесь рассмотрен вопрос о статистическом описании 
системы, состоящей из большого числа частиц, и изложены основ- 
ные постулаты статистической теории. К концу главы студент дол- 
жен понять, что количественный подход к свойствам макроскопи- 
ческих систем основан на подсчете числа доступных состояний. 

Глава 4. Это центральная: глава книги. Она начинается с иссле- 
дования простой ситуации, когда взаимодействие двух систем осу: 
ществляется благодаря обмену теплом. Это исследование весьма 
быстро приводит, однако, к понятиям энтропии, абсолютной темпе- 
ратуры и к каноническому распределению (больцманозскому MHO- 
жителю). К концу главы студент оказывается в состоянии перейти 
к практическим проблемам. Так, например, он может, исходя из. 
основных принципов, вычислить парамагнитные свойства вещества 
или давление идеального Раза. 
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Глава 5. В этой главе идеи теории получают практическое прни- 
менение. Здесь обсуждается связь атомных представлений с мак- 
роскопическими измерениями и вопрос об экспериментальном опреде- 
лении таких величин, как абсолютная температура и энтропия. 

В условиях сильного недостатка учебного времени преподава- 
тель может, без угрызений совести, ограничиться пятью рассмот- 
ренными главами. При этом студент будет хорошо знаком с абсо- 
лютной температурой, энтропией и больцмановским множителем, 
т.е. с основными идеями статистической механики и термодинами- 
ки. (Единственным термодинамическим результатом, пропущенным 
при этом, будет утверждение, что при квазистатическом адиа- 
батическом процессе энтропия остается неизменной.) Автору ка- 
жется, что части А и Б книги отвечают определенному минимуму 
преследуемых им целей. 

Часть В. Применения теории (главы 6, 7 и 8). Эта часть книги 
состоит из трех независимых глав, каждая из которых может быть 
изучена отдельно. Кроме того, при недостатке времени в каждой 
главе можно ограничиться рассмотрением нескольких первых па- 
раграфов. Такой способ изложения позволит преподавателю ото- 
брать материал в соответствии со своими склонностями и с потреб- 
ностями студентов. Седьмая глава имеет особое значение, так как 
в ней завершено изложение основных принципов термодинамики. 
В ней рассмотрены также некоторые применения теории, особенно 
важные для студентов-химиков и биологов. 

Глава 6. Здесь рассмотрены некоторые частные случаи приме- 
нения канонического распределения, которые допускают класси- 
ческий подход. Основным содержанием главы является распреде- 
ление Максвелла и теорема о равномерном распределении. В. ка- 
честве примеров рассмотрены молекулярные пучки, разделение 
изотопов и удельная теплоемкость твердых тел. 

Глава 7. Она начинается с доказательства неизменности энтро- 
пии в адиабатическом и квазистатическом процессах. Этим заверша- 
ется обсуждение термодинамических законов в их наиболее общей 
форме. Затем рассмотрены некоторые применения теории, име- 
ющие большое значение: общие условия равновесия, включая свой- 
ства гиббсовской свободной энергии, равновесие между фазами, 
тепловые машины и биологические организмы. 

Глава 8. Эта последняя глава книги иллюстрирует свойства 
систем, не находящихся в состоянии равновесия. В ней рассмот- 
рены явления переноса в разреженном газе, а именно вязкость, 
теплопроводность, самодиффузия и электропроводность. Рассмот- 
рение производится с помошью простой модели, основанной на по- 
нятии о среднем свободном пробеге. 

На этом мы закончим наши замечания OO организации книги. 
Из изложенного следует, что хотя книга отличается необычным 

расположением материала, ее логическая структура тщательно об- 
думана. Принятая логика изложения может показаться более пос- 
ледовательной и естественной неискушенному студенту, чем препо- 
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давателю, связанному своими собственными привычками и тради- 
циями преподавания. Автор советует преподавателю. привыкнуть 
к новому подходу, так как смесь традиционного способа изложе- 
ния с предлагаемым курсом нарушит логическую структуру курса 
и затруднит его понимание. 

Другие особенности книги. 
Приложения. Четыре раздела приложений содержат 

вспомогательный материал. В частности, подробно рассмотрены 
имеющие большую область применения и широко ‘используемые 

‘в лабораторной части курса распределения Гаусса и Пуассона. 
Математические замечания. Здесь собрана 

часть математического аппарата, использованного в тексте книги 
или в задачах. Математические символы и некоторые константы 
приведены в конце книги. 

Сводки определений. Они даны в конце каждой гла- 
вы и имеют цель облегчить ссылки и повторение материала. 

Задачи. Приведенные в книге 160 задач являются весьма 
важной ее частью. Автор не надеется, что студент решит все за- 
дачи, но он советует после изучения каждой главы решить значи- 
тельную их часть. В противном случае книга не принесет большой 
пользы. Звездочкой обозначены наиболее трудные задачи. До- 
полнительные задачи предназначены главным обра- 
зом для овладения материалом приложений. 

Ответы на задачи. В конце книги даны ответы на боль- 
шинство задач, что должно облегчить студенту самостоятельную 
работу над книгой. Разумеется, студент должен решить задачу и 
лишь после этого посмотреть ответ, но возможность немедленно 
обнаружить свою ошибку имеет определенную педагогическую цен- 
НОСТЬ. 
Дополнительный материал. Примеры и различ- 

ные замечания напечатаны мелким шрифтом, с целью выделить их 
из основного изложения. При первом чтении их не следует про- 
пускать, так как разбор этих примеров существенно облегчает по- 
нимание. 

Нумерация формул. Формулы нумеруются самостоя- 
тельно в пределах каждой главы. Одно число, например (8), озна- 
чает восьмую формулу данной главы. Двойной символ обозначает 
формулу из другой главы. Например, (3.8) обозначает восьмую 
формулу третьей главы, (1.8) — восьмую формулу из приложе- 
ний, (M.8) — восьмую формулу из математических замечаний. 

Советы студенту. Обучение является активным про- 
цессом. Простое чтение и даже запоминание практически ничего 
не дает. Представьте себе, что вы сами пытаетесь раскрыть законы, 
изложенные в книге, и считайте ее вашим помощником и руководи- 
телем. Цель науки — найти способ мышления, который позволил 
бы объяснить и предсказать свойства окружающего нас мира. Елин- 
ственный метод нахождения новых способов мышления заклисча- 
ется в мышлении. Старайтесь развить свою интуицию, чтобы пайти 
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новые соотношения и простоту там, где вы HX раньше не видели. 
Не пытайтесь запоминать формулы, изучайте и запоминайте спо- 
собы мышления. Формулы, которые необходимо помнить, поме- 
щены в конце каждой главы под рубрикой «основные формулы». 
Если их недостаточно, чтобы в течение нескольких десятков секунд 
восстановить в памяти остальные важные формулы данной главы, 
то вы плохо изучили ее содержание. 

Заметим в заключение, что цель обучения — овладеть основны- 
ми фундаментальными представлениями, а не загрузить память 
смесью фактов и формул. В книге подробно и тщательно рассмот- 
рены исключительно простые примеры, например, система спинов 
или идеальный газ. Это сделано преднамеренно. В статистической 
физике и термодинамике оказывается, что некоторые положения, 
кажущиеся весьма простыми и наивными, ведут к замечательным 
следствиям, обладающим большой общностью. В то же время мно- 
гие задачи могут приводить к парадоксам и вызывать большие 
трудности в попытках вычислений. Рассмотрение простых примеров 
часто разрешает такие парадоксы и открывает путь к новым спо- 
собам расчета или к разумным приближениям. Последний совет 
автора сводится к тому, что вы должны хорошо понять основные 
идеи и решить большое число задач. Часть этих задач помещена 
в книге, другие сами возникнут у вас в процессе изучения. Только, 
таким способом вы научитесь размышлять и сможете полагаться 
на результаты размышлений.



ГЛАВА 1 

ХАРАКТЕРНЫЕ ОСОБЕННОСТИ МАКРОСКОПИЧЕСКИХ 
СИСТЕМ. 

Dass ich erkenne, was die Welt 
Im Innersten zusammenhdait, 
Schau’ alle Wirkenskraft und Samen, 
Und tu’ nicht mehr in Worten kramen. 

Goethe, Faust *) 

Мир, познаваемый нами с помощью ощущений, состоит из макро- 
скопических объектов, т.е. из объектов, которые велики по срав- 
нению с атомными размерами и образованы огромным числом моле- 
кул. Этот мир чрезвычайно разнообразен и сложен, он включает 
в себя газы, жидкости, твердые тела и биологические организмы 
самых разных степеней развития и состава. Изучением этих объек- 
тов занимаются физика, химия, биология и многие другие науки. 
В этой книге нам предстоит трудная и интересная задача установ- 
ления фундаментальных законов, характеризующих любые макро- 
скопические системы. Основной нашей целью будет выяснить, ка- 
ким образом, исходя из нескольких основных положений атомной 
теории, можно прийти к пониманию наблюдаемого на опыте пове- 
дения макроскопических систем, узнать, как связаны между собой 
величины, описывающие непосредственно измеряемые свойства та- 
ких систем, и как получить эти величины, зная атомные характе- 
ристики вещества. | 

Научный прогресс первой половины нашего столетия весьма 
расширил понимание строения вещества на микроскопическом уров- 
не, т.е. для размеров порядка размеров атома (10-8 см). Огромное 

*) Из монолога Фаусга (Гете, «Фауст», часть I, акт I, сцена 1, строки 382—385). 
В переводе Б. Л. Пастернака: 

..А понял бы, уединясь, 
Вселенной внутреннюю связь, 
Постиг все сущее в основе 
И не вдавался в суесловье. 
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число твердо установленных экспериментальных фактов явилось. 
надежной основой теории, которая дала количественное описание 
поведения атома. Мы знаем, что вещество построено из молекул, 
молекулы состоят из атомов, которые в свою очередь состоят из 
ядер и электронов. Нам известны также квантовые законы микро- 
физики, управляющие поведением атомных частиц. Совокупность 
этих сведений о микромире является хорошей основой для про- 
никновения в свойства макроскопических объектов. 

Поясним нашу цель и наши надежды более подробно. Любая 
макроскопическая система состоит из очень большого числа ато- 
мов. Законы квантовой механики, описывающие динамическое по- 
ведение атомных частиц, надежно установлены, а в понимании при- 
роды электромагнитных сил, ответственных за взаимодействие 
между атомными частицами, мы достигли весьма высокого уровня. 
Это единственные силы, которые необходимо принимать во внима- 
ние, так как гравитационными силами, действующими между 
атомными частицами, обычно можно пренебречь. Нам даже нет не- 
обходимости знать природу ядерных сил, поскольку в обычных макро- 
скопических физических системах и во всех химических и биологи- 
ческих системах атомные ядра не разрушаются *). Таким обра- 
зом, мы приходим к выводу, что нашего понимания физических 
законов микромира должно быть, в принципе, достаточно, чтобы, 
зная микроскопический состав любой макроскопической системы, 
получить свойства последней. 

Было бы, однако, большой ошибкой ограничиться этим опти- 
мистическим утверждением. Типичные макроскопические объекты, 
с которыми мы сталкиваемся в повседневной жизни, содержат по- 
рядка 102° взаимодействующих атомов, и наша научная програм- 
ма заключается в понимании и предсказании свойств таких объек- 
тов на основании минимального числа фундаментальных идей. Мы 
можем быть уверены, что законы квантовой механики и электро- 
магнетизма дают полное описание атомов любой системы, будь то 
жидкость, твердое тело или живой организм. Однако для выполне- 
ния нашей программы знания этих законов совершенно не доста- 
точно, пока мы не располагаем методами, которые находились бы в 
соответствии с необычайной сложностью таких систем. Возникающие 
здесь трудности не могут быть разрешены с помошью применения 
все больших и лучших вычислительных машин. Задача о 102? взаи- 
модействующих частицах превосходит возможности наиболее фан- 
тастических проектов машины будущего, и даже если машина 
могла бы дать нам ответ о поведении любой частицы, он был бы 
столь сложен, что его никогда нельзя было бы прочесть и исполь- 
зовать. | 

Легко, однако, понять, что сложность системы означает гораз- 
до большее, чем невозможность интересоваться поведением каждой 

*) Гравитационные и ядерные взаимодействия могут, однако, играть 
решающую роль в некоторых астрофизических проблемах. 
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молекулы. Во многих случаях сложность’ приводит к появле- 
нию новых качеств, которые могут оказаться весьма неожи-. 
данными. 

Рассмотрим, например, газ, состоящий из одинаковых атомов (на- 
пример, атомов гелия), взанмодействующих другс другом с помощью 
простых и известных нам сил. Совершенно не ясно, как из этой 
микроскопической информации: следует, что такой газ может быть 
внезапно сконденсирован в жидкость. В действительности же имен- 
но такая внезапная конденсация и происходит. Еще более порази- 
тельным примером является поведение биологических объектов. 
Можно ли, опираясь на знание атомной структуры, ожидать, что 
несколько простых атомов, образующих молекулы определенного 
типа, дадут начало биологическим системам, способным к росту 
самовоспроизведению? 

Для понимания макроскопических систем, состоящих из огром- 
ного числа частиц, необходимо прежде всего сформулировать но- 
вые понятия, отвечающие такому новому качеству, как необычай- 
ная сложность системы. Эти понятия, основанные на фундаменталь- 
ных законах микрофизики, позволят указать параметры, наиболее 
‘удобные для описания макроскопических систем, установить за- 
кономерности, действующие в макроскопических системах, и дадут 
нам относительно простые методы для количественного определе- 
ния и предсказания свойств таких систем. Установление этих по- 
нятий, несомненно, является огромным интеллектуальным дости- 
жением, даже если законы микрофизики известны заранее. Не 
удивительно поэтому, что изучение сложных систем, состоящих 
из многих атомов, находится на переднем фронте физической 
науки. 

С другой стороны, замечательно, что очень простые концепции 
приводят к столь большому успеху в понимании свойств макроскопи- 
ческих систем. Мы увидим, что основная причина такого успеха 
в том, что наличие большого числа частиц дает возможность эффек- 
тивно использовать статистические методы. 

Итак, мы знаем цель нашего исследования, но как приступить 
к ее осуществлению? Ведь сложность макроскопических систем ка- 
жется устрашающей. Поэтому осуществление нашей программы мы 
начнем с того, что, следуя обычно принятым в науке методам, рас- 
смотрим и изучим некоторые особенно простые примеры. На этой 
стадии наше воображение не будет ограничено необходимостью 
проводить строгие рассуждения. 

Целью первой главы является установление существенных осо- 
бенностей макроскопических систем, качественное рассмотрение ос- 
новных задач и получение представления о порядке величин важ- 
нейших микроскопических параметров. Такое предварительное 
рассмотрение номожет нам освоить некоторые приближенные 
методы, с помощью которых в последующих главах мы исследуем 
проблему макроскопических систем более систематически и более 

подробно. 
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1.1. Флуктуации в состоянии равновесия 

Простым примером системы, состоящей из множества частиц, 
является однородный газ, например, аргон (Аг) или азот (N,). Если 
газ разрежен (т.е. если число молекул в единице объема мало), 
то среднее расстояние между молекулами велико и их взаимодейст- 
вие друг с другом незначительно. Газ называется идеальным, если 
он разрежен настолько, что взаимодействием между молекулами 
можно пренебречь *). Идеальный газ является, таким образом, 
чрезвычайно простой системой. Любая его молекула большую часть 
времени движется как свободная частица, на которую не оказывают 
влияния другие молекулы или стенки сосуда. Только изредка мо- 
лекула настолько близко подходит к другой молекуле или к стен- 
кам сосуда, что между ними может возникнуть взаимодействие. 
Кроме того, если газ сильно разрежен, среднее расстояние между 
молекулами значительно больше, чем дебройлевская длина волны 
молекулы. В этом случае квантовомеханические эффекты пренеб- 
режимо малы, и молекулы можно считать обособленными части- 
цами, движущимися по классическим траекториям **). 

Рассмотрим идеальный газ; состоящий из № молекул и занимаю- 
щий определенный объем. Для того чтобы обсудить простейшие 
возможные ситуации, предположим, что вся система была изоли- 
рована (т. е. что она не взаимодействует с любой другой системой) 
и долгое время оставалась невозмущенной. Представим себе, что 
мы можем наблюдать молекулы газа, не воздействуя на их движе- 
ние, например, с помощью соответствующей кинокамеры. Последо- 
вательные кадры фильма будут показывать положение молекул 
в определенные моменты времени, отличающиеся на малый проме- 
жуток времени T,. Мы можем рассматривать отдельные кадры или 
воспользоваться проектором. В последнем случае мы увидим на 
экране фильм, показывающий постоянное движение молекул газа. 
Мы обнаружим, что молекула движется по прямой линии, пока не 
столкнется с другой молекулой или со стенками сосуда. После столк- 
новения она движется по другой прямой до следующего столкнове- 
ния и так далее. Каждая молекула движется в соответствии с зако- 
нами механики, но А’ молекул, движущихся в сосуде и сталкиваю- 
щихся друг с другом, представляют собой настолько сложную 
систему, что картина на экране кажется хаотичной (даже если N 
очень мало). | 

Рассмотрим внимательно расположение молекул и их распреде- 
ление в пространстве. Разделим мысленно ящик с газом на две рав- 
ные части (рис. 1.1). Обозначим число молекул в левой части 

*) Взаимодействие почти отсутствует, если полная потенциальная энергия 
взаимодействия между молекулами пренебрежимо мала по сравнению с их полной 
кинетической энергией, но достаточно велика для того, чтобы молекулы могли 
взаимодействовать и таким образом обмениваться энергией друг с другом. 

**) Законность такого приближения будет подробно рассмотрена в п. 6.3. 
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ящика fl, а число молекул в правой‘ части n’. Конечно, сумма 

ntn’—N, (1) 

т. е. равна полному числу молекул. Если М велико, то обычно ока- 
зывается, что nan’, т. е., грубо говоря, в каждой части сосуда 
находится половина общего числа молекул. Заметим, что это утверж- 
дение справедливо лишь в некотором приб- 
лижении. Двигаясь в ящике и сталкиваясь pe 
друг с другом или со стенками, некоторые ен 
молекулы проникают в левую половину, в 
то время как другие покидают ее. Поэтому 
число молекул, заключенных в левой поло- 
вине ящика, постоянно флуктуирует со 
временем (рис. 1.3— 1.6). Обычно эти nen'=N 
флуктуации незначительны, так ЧТо П ри 11. Ящик, в котором 
мало отличается от 1/, М. Однако ничто не находится идеальньй газ из 
может препятствовать всем молекулам CO- дыбом разделен на 
браться в левой .половнне; при этом n=N скостью. nen У ое. 
и п’=0. Конечно, это может случиться. kya в правой половине п’. 
Но какова вероятность такого события? 

Чтобы ответить на этот вопрос, посмотрим, как могут молекулы 
распределяться между двумя половинами ящика. Будем называть 
каждое возможное распределение молекул конфигурацией. Одной 

| 

| 

J 

. Кии . 

ЕТИМ 

leit 
o- 

. e ` 

о | OQ | 
oF ‚ © 

о || Ф 
@ | | © 

Рис. 1.2. Ha этой схеме показаны четыре различных способа, которыми две молекулы могут 
быть распределены между двумя половинами ящика. 

a ИИ 

молекуле соответствуют две возможные конфигурации, т.е. она 
может находиться в левой либо в правой части ящика. Так как 
обе эти части имеют одинаковый объем и полностью эквивалентны, 
молекула с одинаковой вероятностью может находиться в любой 
половине ящика *). Если рассматривать две молекулы, то каждая 
из них может оказаться в любой из двух частей ящика. Поэтому 

*) Мы предполагаем, что вероятность обнаружения одной молекулы в какой- 
либо половине ящика не зависит от числа других молекул, находящихся там. 
Это справедливо, если объем, занимаемый самими молекулами, значительно мень- 
ше объема ящика. | 
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Таблица 1.1 полное число возможных KOH- 

фигураций. (т. е. число, рав- 
2 3 atlalel cu ное всем возможным вариан- 

там распределения молекул 
a между обеими половинами 
Л Л пло | ящика) равно 2 X2=2?==4, так 

— как для каждой возможной 
Л Л п |3|1 конфигурации одной молеку- 
Л Л | Аи СО ПОС ЗА ПОВ ‘| Лы существуют две возмож- 
Л П T 7 13] 1 4 ные конфигурации другой. Для 
П 31 трех молекул полное число 

возможных конфигураций рав- 
I Л 7 п|2|2 HO 2х2х2=2*—8, так как 
Л fl J 7 }2/9 для каждой из возможных KOH- 
Л i 7 7 22 6 фигураций первых двух мо- 
П Л Jie | 2) 2 лекул существуют две возмож- 
п у. i и р ; ные конфигурации третьей. 

Поэтому в общем случае М мо- 
лекул полное число возмож- 

Л П 7 11} 3 ных конфигураций равно 
П 7 ППП ИЗ 4 2х2х...хХ2=2М. В табл. 1.1 
7 п и п |113 показаны возможные конфи- 

|113 
гурации для случая N=4, 

Заметим, что для N моле- 
П f п if }0\4 кул существует только одна 

конфигурация, — отвечающая 

Здесь указаны 16 различных спо- нахождению всех молекул в 
собов (конфигураций), какими четыре левой половине ящика. Она 
молекулы (обозначенные 1, 2, 3, 4) приходится Ha 2^ возможных 
могут быть распределены между двумя конфигураций. Поэтому мож- 
половинами ящика. Буква /7 показы- - 
вает, что молекула находится в левой HO ожидать, что среди боль- 
половин? ящика, а буква П — что мо- шого числа кадров нашего 
лекула в правой половине. Число мо- фильма в среднем только на 
лекул в каждой из половин обозначено одном кадре из QN кадров все 

соответственно через un. Символ e 

С (п) обозначает число возможных KOH- молекулы окажутся в Левой 
фигураций молекул, когда п из них половине ящика. Если обозна- 
находятся в левой половине сосуда. чить через Py долю кадров, Ha 

которых все № молекул на- 
ходятся в Левой половине, 

т.е. если через Pa, выразить относительную частоту, или вероят- 
ность, нахождения всех № молекул в Левой части, то 

| 
Py= on (2) 

Точно так же случай, когда в левой части нет ни одной молекулы, 
является весьма необычным, так как он соответствует только одной 
из 2^ возможных конфигураций, и вероятность такого события 
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также определяется формулой 
| 
2М 

Рассмотрим более общий случай, когда п из N молекул газа 
находятся в левой части ящика. Обозначим через С(п) число воз- 
можных конфигураций, отвечающих такому случаю. [C(n) равно 
числу возможных способов распределения молекул, при которых п 
молекул находятся в левой части ящика.] Так как полное число 
возможных конфигураций равно 2^, то можно ожидать, что среди 
большого числа кадров в среднем у С(п) кадров из 2^ кадров п 
молекул будет находиться в левой половине сосуда. Если через 
Р, обозначить долю кадров, на которых п молекул находится в ле- 
вой половине (т. е. относительную частоту, или вероятность, нахож- 
дения п молекул в левой половине), то 

С Pe (4) 
_ Пример. Рассмотрим специальный случай, когда газ состоит из четырех 

молекул. Число С (п) возможных конфигураций каждого рода указано в табл. 1.1. 
Предположим, что кинограмма этого газа состоит из большого числа кадров. Тогда 
мы ожидаем, что доля Р„ этих кадров, соответствующая п молекулам в левой части 
сосуда (и соответственно п’==М№ — n в правой части), определяется соотношениями 

] 
Ра =Ро=тв, | 

4 ] 
Ps=Pi=Te=7- 

Ga) 
6 3 | 
в | 

Рисунки, полученные с помощью вычислительной машины. На стр. 22 и 23 
показаны рисунки, полученные с помощью электронной цифровой вычислительной 
машины. Исследуемая ситуация представляет собой движение нескольких частиц 
в сосуде. Частицы представлены маленькими дисками, движущимися в двух изме- 
рениях. Силы, действующие между любыми двумя частицами или между частицей 
и стенкой сосуда, похожи на силы, действующие между тяжелыми объектами (т. е. 
они отсутствуют. когда частицы не соприкасаются, и становятся очень большими 
при соприкосновении). Таким образом, столкновения межлу частицами являются 
упругими. Вычислительной машине задаются начальные положения «молекул» и их 
скорости. Машина должна численно решить уравнения движения «молекул» для 
последующего (или предшествующего) времени и показать на осциллографе распо- 
ложение «молекул» в моменты времени {= fT), где т, — малый фиксированный ин- 
тервал времени и |=0,1, 2, 3, ... Кинокамера фотографирует экран осциллографа. 
Полученные кадры показаны на рисунках. Временной интервал т, был выбран 
таким, чтобы два последовательных кадра, показанных на рисунках, были раз- 
делены несколькими молекулярными столкновениями. Таким образом, вычисли- 
тельная машина была использована для исследования проблемы динамического 
взаимодействия между многими частицами. 

Мы видели, что ситуации, когда n=N (или n=O), соответствует 
лишь одна возможная конфигурация. В более общем случае, 
если № велико, то С(п) <2^, даже если п умеренно близко к 
М (или к 0). Другими словами, ситуация, когда распределение 
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молекул настолько неоднородно, что п >> 1/,М (или n-<'/,N), соот- 
ветствует всего лишь нескольким конфигурациям. Такого рода си- 
туация, осуществляемая относительно малым числом способов, 
является весьма специфичной и ее называют упорядоченной, или 
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Рис. 1.3. Положения четырех частиц, находящихся в ящике, полученные с помощью вычис- 
лительной машины. Пятнадцать последовательных кадров (обозначенных индексами 
1=0. 1,2, .... 14) представляют собой фотографии. сделанные после длительного времени 
работы машины с заданными начальными условиями. Цифры, расположенные внизу под 
каждой головиной ящика, указывают на число частиц, нахопящихся в этой половине. Ма- 

ленькая черточка около каждой частицы указывает направление ее скорости. 

неслучайной. В соответствии с формулой (4) она возникает довольно 
редко. С другой стороны, ситуация, при которой распределение 
молекул почти однородно, так что пхп’, соответствует многим воз- 
можным конфигурациям. Действительно, как показано в табл. 1.1, 
C(n) достигает максимума при п=п’=1/,М№. Ситуация, осуществляе- 
мая многими различными способами, называется случайной, или 
беспорядочной. В соответствии с (4) она возникает достаточно часто. 
Таким образом, беспорядочные (или равномерные) распределения 
молекул в газе образуются чаще, чем упорядоченные. Физическое 
объяснение этого явления состоит в следующем: все молекулы долж- 
ны двигаться по строго специальным траекториям, чтобы собраться 

22



в одной половине сосуда, и точно так же, если все OHH оказались 
в одной половине сосуда, то их движение должно носить весьма 
специфический характер, чтобы они могли остаться в этой половине. 
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‘Puc. 1.4. Положения 40 частиц в ящике, полученные с помощью вычислительной машины. 
Восемь последовательных кадров {обозначенных индексами f=—O, 1,2, ..., 7) представ- 
„ляют собой фотографии, сделанные после длительного времени работы машины C заданными 
‘начальиыми условиями. Цифры. расположенные внизу, под каждой половиной ящика, указы- 

вают на число частиц в этой половине. Скорости частиц не показаны. 

Чтобы придать сделанным выше рассуждениям количественный 
характер, следует воспользоваться равенством (4). Оно позволяет 
вычислить вероятность возникновения ситуации, когда любое число 
п молекул находится в левой части сосуда. Отложим вычисление 
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числа молекулярных конфигураций C(n) для общего случая до 
следующей главы. Однако уже сейчас довольно легко исследовать 
предельный случай и спросить, какова вероятность того, что все 
молекулы окажутся в левой половине сосуда. Уравнение (2) пока- 
зывает, что подобная ситуация возникает в среднем на одном из 
2^ кадров нашего фильма. 

Рассмотрим несколько’ «пецнальных примеров, которые позво- 
лят сделать количественные оценки. Если газ состоит только из 

0 | 0 у 
0 Ш 0 0 20 30 г 

Рис. 1.5. Число л частиц в левой по- 
ловине ящика в зависимости от но- 
мера кадра j или текущего времени 
{=]то. Число частид на кадре пред- 

Рис. 1.6. Относительное число п/ № 
частиц в левой половине ящика в 
зависимости от номера кадра или: 
текущего времени {= ] То. Эти графи- 

ставлено горизоптальной чертой, ки содержат ту же информацию, что 
простирающейся от} до { +1. Графи- и рис.1.5 
ки иллюстрируют рис. 1.3 для N=4 
и рис. 1.4 для N =40,но содержат ин- 
формацию о большем числе кадров. 

чем показано на этих рисунках. 

четырех молекул, все они будут находиться в левой половине со- 
суда в среднем только на одном кадре из 16. Флуктуация такого 
рода будет иметь умеренную частоту. С другой стороны, если газ 
состоит из 80 молекул, то все они будут находиться в левой половине 
сосуда в среднем только на одном кадре из 2%°5/10** кадров нашего. 
фильма. Это означает, что если мы даже делаем миллион кадров. 
каждую секунду, то, чтобы получить реальную возможность найти 
кадр, на котором все молекулы будут в левой половине сосуда, 
нам понадобится для съемки фильма время существенно большее, 
чем возраст Вселенной *). 

*) В году —3,15.107 сек, а возраст Вселенной оценивается в 10 лет. 
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Теперь предположим, что у нас есть сосуд объемом в 1 смз, 
содержащий воздух при атмосферном давлении и комнатной 
температуре. Такой сосуд содержит около 2,5.101° молекул [см. 
уравнение (27) этой главы]. Флуктуация, при которой все молекулы 
окажутся в одной половине сосуда, в среднем возникает в одном 
кадре ИЗ 

22.5.1019 ~ 107.510. 

(Это число кадров так фантастически велико, что их не получить 
даже в том случае, если бы мы снимали фильм в течение времени, 
которое значительно превосходит возраст Вселенной.) Такие флуктуа- 
ции, когда не все, а только большая. часть молекул находится в 
одной из половин сосуда, будут возникать чаше, но их частота будет 
все же чрезвычайно малой. Теперь мы можем сделать следующий 
общий вывод. Если полное число частиц велико, то флуктуации, со- 
ответствующие существенно неоднородному распределению, почти 
никогда не возникают. 

Итак, подведем итоги . обсуждению проблемы изолированного 
идеального газа, который оставался невозмущенным в течение дли- 
тельного времени. Число молекул п в одной половине сосуда флук- 
туирует во времени относительно постоянного уровня '/,N, который 
является наиболее вероятным. Частота возникновения какого-то 
определенного значения п быстро уменьшается по.мере роста абсо- 
лютного значения разности n 
пи !/.М, т. е. по мере po- | 
ста величины 1 | 

[Ап =|п—5 М]. (5) — + 

Для больших N доста- 

точно часто осуществляют- тузция числа молекул ив лево полами сора 
‘CA ТОЛЬКО Такие значения. B зависимости от времени #. Полное число молекул 

равно М. 
п, для которых |Ап| << М. 
Положительные и отрицательные значения Ая возникают одинаково 
часто. Характер зависимости п от времени показан на рис. 1.7. 
Поведение газа может быть описано во всех деталях, если из- 
вестно его микроскопическое состояние (микросостояние) в любой мо- 
мент времени, т. е. если мы располагаем максимумом возможной 
информации о молекулах (например, о расположении и скорости 
каждой молекулы). С этой микроскопической точки зрения наш во- 
ображаемый фильм о газе кажется очень сложным, так как на каж- 
дом кадре фильма расположение молекул различное и движение 
каждой молекулы сложным образом меняет микроскопическое со- 
стояние газа. Однако при крупномасштабном, или макроскопиче- 
ском, рассмотрении этой проблемы мы описываем газ в меньших 
деталях и нас не интересует поведение каждой отдельной молекулы. 

Действительно, макооскопическое состояние (или макросостоя- 
ние) газа может быть достаточно точно определено указанием числа 
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молекул, находящихся в какой-то части сосуда в данный момент *), 
С такой макроскопической точки зрения изолированный газ, кото- 
рый в течение долгого времени находился в невозмущенном состоя- 
нии, является очень простым объектом, так как его макроскопиче- 
ское состояние не меняется со временем. В самом деле, допустим, 
что, начиная с момента времени f,, мы наблюдаем за поведением 
газа в течение достаточно длительного интервала времени т и сни- 
маем кинограмму поведения газа. Предположим далее, что, начиная 
с момента ‘времени #,, мы опять наблюдаем за поведением газа 
в течение такого же интервала времени т и также используем для 
этих целей кинокамеру. С макроскопической точки зрения два этих 
фильма не должны отличаться друг от друга. В обоих случаях число 
п частиц в левой половине сосуда будет флуктуировать относитель- 
но одного и того же уровня !/,№М и наблюдаемые флуктуации будут 
одного и ТОГО Же характера. Если не обращать внимания на некото-. 
рые исключительные особенности (они будут рассмотрены в сле- 
дующем параграфе), то наблюдаемое макроскопическое состояние 
газа не зависит от момента начала наблюдений. Это означает, что 
макроскопическое состояние газа не меняется со временем. В част- 
ности, и тот уровень, относительно которого флуктуирует л (или, 
более точно, его среднее значение), также не меняется со временем. 
Говорят, что система, состоящая из многих частиц (такая, как наш 
газ), находится в равновесии, если ее макроскопическое состояние 
не имеет тенденции к изменению со временем. 

Замечанне. Дадим точное определение понятию о среднем во времени. 
Обозначим через п (1) число молекул в левой половине ящика в какой-то момент 
времени {. Среднее во времени значение п (7), взятое во временном интервале т, 

обозначается через [п (1)]. и определяется как 
t+t 

— | ’ ? [#60]. =— \ паг. (6) 
t 

Соответственно, если съемка, начатая во время ¢, продолжалась в течение всего 
интервала времени т и содержала G=T/T, кадров, снятых в последовательные мо- 
менты времени В == f, lg = f+ Ty, ty = ЕЁ 2%,..., ШЕЕ (g — 5%, то выра- 
жение (6) примет вил 

| 
[ "= [nt (ty) +n (fg) +... +7. 

Если не указывать, какой интервал времени T рассматривается, то под n (f) пони- 
мают среднее значение в Течение какого-то разумного интервала времени т. Для 

случая равновесного состояния газа п почти все время равно 1/,М№ 

1.2. Необратимость и приближение к равновесию 
} 

Рассмотрим изолированный` газ, состоящий из большого числа: 
№ молекул. Флуктуации, возникающие в Газе, который находится 
в состоянии равновесия, таковы, что п мало отличается от наиболее, 

*) Чтобы быть точными, мы должны представить, что сосуд разделен га 
множество равных ячеек, имеющих достаточный объем для вмещения большого 
числа молекул. Тогда макроскопическое состояние газа будет определено точным 
заданием числа молекул, находящихся в каждой ячейке. 
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вероятного значения 1/,N. Нас будет интересовать, при каких усло- 
BHAX можно ожидать ситуации, когда п значительно отличается 
от '/,N. Такие ситуации могут возникать в двух различных случаях, 
которые мы и рассмотрим. 

Редко возникающие большие флуктуации в равновесном состоя- 
нии. Хотя в газе, находящемся в состоянии равновесия, п обычно 
близко к '/,N, все же, хотя и редко, значения п могут отличаться 
от 1/,N. Наблюдая за газом достаточно долго, мы можем обнаружить, 
что в некоторый момент времени значение п существенно отклони- 
лось от !/.М. , 

Предположим, что в какой-то момент времени 7, мы обнаружили 
такое большое отклонение |Ал| от \*/,М№, т. е. что п, намного больше, 
чем 1/,№. Что можно ска- . 7 
3aTb о наиболее вероятном aly у 
поведении п, с течением Г ии “Пион 
времени? При очень боль- 7 
шом значении разности ZW 
п, — 1/,№М| величина п, со- 
ответствует весьма нерав- 
номерному распределению „о, 
молекул, которое в рав- кдщие большие флуктуации числа молекул м 
новесном состоянии возни- в одной половине сосуда относительно равновесно- 

5 го значения 1/.N 
кает крайне редко. Наи- 
более вероятной причиной появления такого п, является флук- 
туация, максимальное значение которой близко к п, (на рис. 1.8 
этот максимум обозначен буквой Х). Однако такое большое зна- 
чение п, может возникнуть в результате еще большей флуктуации 
с максимумом, значительно превышающим Х (на рис. 1.8 максимум 
такой флуктуации обозначен буквой У). Однако возникновение та- 
кой большой флуктуации значительно менее вероятно, чем возник- 
новение уже достаточно редкой флуктуации Х. Таким образом, наи- 
более вероятно, что время 1, при котором N=/,, соответствует 
пику X, при котором п максимально. Повеление п в зависимости 
от времени показано на рис. 1.8. С течением времени п стремится 
к уменьшению (этот процесс сопровождается небольшими флуктуа- 
циями) до тех пор, пока не будет достигнуто обычное состояние 
равновесия, при котором величина п будет флуктуировать относи- 
тельно среднего. постоянного уровня !/,\№. Время; необходимое для 
того, чтобы большая флуктуация (для которой n=n,) перешла в со- 
стояние равновесия (для которого п^1/,М№), называется временем 
релаксации для данной флуктуации. Заметим, что среди боль- 
шого числа кинограмм кинограмму, описывающую такое поведение 
газа, можно встретить крайне редко. Но если мы заметили эту 
кинограмму, то ее легко отличить от других, так как изображаемое 
на ней состояние газа стремится к изменению со временем *). 

и $ 

*) Это не противоречит утверждению, что газ долго находится в состоянии 
равновесия, так как такие флуктуации, как My, могут быть замечены лишь при 
очень длительном наблюдении за газом. 
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Теперь можно сделать некоторые выводы. Если известно, что 
п имеет значение п,, которое существенно отличается от среднего 
равновесного уровня’ '/,NV, то изменения п, почти *) всегда про- 
исходят в сторону приближения к равновесному значению !/,N. 
С более физической точки зрения можно сказать, что значение п, 
соответствует весьма неравномерному распределению молекул и что 
молекулы должны двигаться по очень специальным траекториям, 
чтобы такое распределение сохранилось. Постоянное движение мо- 
лекул почти всегда приводит к такому перемешиванию молекул, при 
котором их распределение внутри сосуда становится максимально 
равномерным. (См. рис. 1.15—1.20 в конце этого раздела.) 

Замечания. Заметим, что утверждения, сделанные выше, в равной сте- 
пени справедливы для больших флуктуаций обоих знаков. Если флуктуация поло- 
жительна, то п, почти всегда будет соответствовать максимуму возможной флук- 
туации п; — !/,N (это показано на рис. 1.8, где пик флуктуации обозначен буквой 
Х). Если же флуктуация отрицательна, то оза почти всегда будет соответство- 
вать минимуму возможной флуктуации. Однако заключение, сделанное выше, 
является общим для обоих случаев. 

Заметим также, что утверждения-этого параграфа остаются в силе, независимо 
от направления изменения времени (т. е. независимо от того, как мы смотрим 
фильм, вперед или назад). Если максимум 7,, обозначенный через Х, приходится 
на момент времени {\, тол: должно уменьшаться как для {> А. так и Mint <Д, 

Случай специально приготовленного начального распределения. 
Хотя упорядоченная ситуация, при которой п значительно отли- 
чается от '/,N, может возникнуть как результат спонтанной флук- 
туации газа в состоянии равновесия, все же такая большая флук- 
туация появляется настолько редко, что практически она никогда 
не может быть обнаружена [вспомните численные оценки, основанные 
на уравнениях (2) или (3)]. Большинство макроскопических систем, 
с которыми мы имеем дело, не могут оставаться изолированными 
и невозмущеннымн в течение долгого времени и поэтому не находят- 
ся в состоянии равновесия. Упорядоченная ситуация в данном слу- 
чае возникает не как результат спонтанных флуктуаций, происхо- 
дящих в состоянии равновесия, а как результат воздействия на си- 
стему, которое пронсходило в недалеком прошлом. Безусловно, 
создать упорядоченную ситуацию при помощи внешних воздейст- 
вий на систему довольно просто. 

Примеры. Если сделать одну стенку ящика подвижной, то она превра- 
тится в поршень. С помощью такого поршня можно сжать газ в левую половину 
ящика (как показано на рис. 1.9). Если затем внезапно вернуть поршень в крайнее 
положение, TO все молекулы в первый момент времени останутся в левой половине 
ящика. Таким способом можно получить крайне неоднородное распределение мо- 
лекул в ящике. 

Теперь рассмотрим сосуд, разделенный перегородкой на две равные части, 
(рис. 1.10). В левой половине сосуда находятся все молекулы газа, в то`время как 

о *) Мы использовали слово «почти», так как значение п, может не только CO- 
ответствовать пику X, но и (крайне редко) лежать на восходящей стороне пика 
У. В последнем случае п, будет вначале возрастать, т.е. удаляться от равновес- 
ного уровня 1/.М. | 
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правая половина пуста. Если при этих условиях га.. находится в состоянии равно- 
весия, то можно считать, что распределение молекул в левой половине сосуда одно- 
родно. Представим, что перегородка быстро убирается. В первый момент времени 
распределение молекул в левой половине сосуда не нарушится. Однако это распре- 
деление является чрезвычайно неоднородным для новых условий, при которых MO- 
лекулы могут свободно двигаться внутри всего сосуда. 

Рис. 1.9. Поршень из поло- Рис. 1.10 Когда перегород- 
жения (а) смещается в поло- 
жение (6), сжимая газ в левой 
половине сосуда. Если вие- 
запно вернуть поршень в пер- 

ка (а) неожиданно убирается, 
все молекулы в первый мо- 
мент остаются в левой по- 

ловине сосуда (6). 
воначальное положение, как 
показано на рисунке (в). то 
nce молекулы сразу после 
расширения останутся в ле- 
вой половине, в то время как 
правая половина будет пу- 

стой. 

Предположим, что у нас имеется изолированная система с очень 
неоднородным распределением молекул, а именно большинство мо- 
лекул газа находится в левой половине сосуда, так что п суще.т- 
венно отличается от !/,№. Нас не интересует способ, каким си- 
стема оказалась в таком состоянии. Это может быть как спонтанная: 
флуктуация, возникшая из состояния равновесия, так и какое- 
нибудь внешнее воздействие. Независимо от прошлого системы, 
ее поведение будет аналогично поведению системы при рассасыва- 
нии большой флуктуации. Так как все возможные способы движе- 
ния молекул в системе приводят к более случайному распределению 
молекул, то это распределение будет стремиться к максимально 
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случайному. После того как максимально случайное распределе- 
ние достигнуто, состояние системы не будет иметь тенденции к H3- 
менению, что соответствует предельному состоянию равновесия. 
Например, на рис. 1.11 показано, что произойдет, если неожиданно 
убрать перегородку, разделяющую сосуд на две равные части. Число 
молекул п в левой половине сосуда будет меняться от начального 

1 

a) 6 
Рис. 1.11. а) Ящик из рис. 1.10 сразу же после Toro, как была убрана перегородка. 6) через 
небольшой промежуток времени и 8) после того. как прошло достаточно много времени. №и- 
нограмма. рассматриваемая в обратном направленин. будет показывать обратный порядоз 

6), 6), а). 

значения п == М (соответствующего крайне неравномерному распре- 
делению молекул в сосуде) до предельного состояния равновесия, 
при котором п Ах 1/,N (соответствующего совершенно равномерному 
распределению молекул). (См. рис. 1.12 и 1.18.) 

Таким образом, мы пришли к важному выводу: 

Если изолированная система находится в крайне 
неоднородном состоянии, то она будет стремиться 
с течением времени к предельно случайному co- (7) 
стоянию (мы не обращаем внимания на небольшие 
флуктуации), которое отвечает равновесию. 

Заметим, что это утверждение ничего не говорит о времени релак- 
сации, т. е. о времени, необходимом системе для возвращения в CO- 
стояние равновесия. В зависимости от свойств рассматриваемой си- 
стемы это время может лежать в пределах от микросекунд до веков. 

Пример. Вернемся к рис. 1.10 и снова рассмотрим ящик, разделенный 
перегородкой на две равные части. Левая часть ящика содержит N молекул газа, 
правая пустая. Внезапно, но лишь частично уберем перегородку (рис. 1.13). В этом 
отличие этого мысленного опыта от опыта, показанного на рис. 1.10, где перегород- 
ка убрана полностью. В обоих опытах неравновесная ситуация, возникшая немед- 
ленно после удаления перегородки (когда число молекул в левой части равно №), 
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зачинает меняться во времени, пока число молекул в обеих частях ящика не вы- 
равняется (п^1/.М№). Опыт, иллюстрирузмый рис. 1.13, отличается от опыта 
рис. 1.10 лишь тем, что он требует большего времени для установления оконча- 
тельного равновесия. 

Необратимость. Утверждение (7) означа- 
ет, что если в системе происходят измене- 
ния, то они происходят в весьма опреде- 
ленном направленни, т. е. от менее слу- 
чайного к более случайному распределению. 
Мы можем наблюдать за процессом изме- 
нения распределения молекул в сосуде 2) 

с помошью кинограммы. Предположим 

af N . 

Я. 

24 ~—= 
Tp 

| й 
Рис. 1.12. Диаграмма показывает изменение со време- Рис. 1.13 Перегородка 
нем числа молекул л в левой половине ящика на рис. неожиданно поднята. во не 
1.11 после поднятия перегородки. Время релаксации до конца. 

обозначено через Tr. 

теперь, что мы смотрим фильм в обратном направлении (т. е. про- 
кручиваем фильм в направлении, противоположном тому, в котором 
снимались процессы, происходящие в системе). В этом случае мы 
увидим на экране процесс, обращенный во времени (т. е. процесс, 
который имел бы место при изменении хода времени на обратный). 
Картина на экране будет выглядеть весьма своеобразно. Мы 
увидим процесс, при котором распределение молекул в системе 
изменяется от случайного к упорядоченному, что в действитель- 
ности можно наблюдать крайне редко. Поэтому теперь,’ наблю- 
дая за экраном, мы почти с полной уверенностью можем сказать, 
что фильм прокручивается через проектор в обратном направлении. 

Пример. Предположим, что мы смотрим фильм, на котором заснят процесс, 
начавшийся в сосуде сразу же после поднятия перегородки (см. рис. 1.10). Если 
прокручивать фильм в прямом направлении, то мы увидим, как газ будет распро- 
страняться по всему объему сосуда до тех пор, пока не будет достигнуто относи- 
тельно равномерное распределение молекул (см. рис. 1.11). Такое поведение 
газа вполне обычно. С другой стороны, прокручивая фильм в обратном направ- 
лении, мы увидим, как газ, равномерно распределенный по всему объему, неожи- 
данно начинает концентрироваться в левой половине сосуда до тех пор, пока в 
правой половине не останется ни одной молекулы. В действительности такой 
процесс никогда не наблюдается. Это, однако, не означает, что он невозможен: 
такой процесс просто чрезвычайно невероятен. То, что мы видим на экране, про- 
кручивая фильм в обратном направлении, могло бы произойти в действитель- 
ности лишь в том случае, если бы молекулы двигались по совершенно особым 
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* У, | траекториям “), что чрезвычайно маловероятно. В самом деле, это так же неверо- 
ятно, как возникновение флуктуации, при. которой п = М`(в случае, когда газ 
равномерно распределен по объему сосуда). 

м м 
a) 

Рис. 1.14. На этом юмористическом рисунке необратимый процесс показан в обратном по- 
рядке. Такая последовательность событий в принциле возможна, но чрезвычайно невероятно. 

чтобы это когда-либо случилось 

Итак, мы говорим, что процесс необратим, если обратный во 
времени процесс (т. е. процесс, который можно наблюдать при про- 
смотре кинограммы в обратном направлении) в действительности 
почти никогда не возникает. Все макроскопические системы, не на- 
ходящиеся в состоянии равновесия, ‘стремятся приблизиться к это- 

*) Действительно, рассмотрим молекулы в некоторый момент времени f,, 
после того как они равномерно распределились по объему сосуда. Теперь допустим, 
что в некоторый последующий момент времени fy каждая молекула заняла точно 
TO же положение, что и в момент f,, и имеет скорость, равную по величине, но Ha- 
правленную противоположно, скорости в момент f,. Тогда каждая молекула со- 
вершит обратный путь и газ сам по себе снова соберется в левой половине сосуда. 
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му состоянию, т. е. приблизиться к наиболее случайным ситуациям. 
Отсюда мы можем заключить, что все такие системы ведут себя как 
необратимые во времени. В повседневной жизни мы окружены си- 
стемами, которые не находятся в состоянии равновесия. Поэтому 
понятно, что время имеет вполне определенное направление, позво- 
ляющее отличить прошедшее от будущего. Например, мы знаем, что 
люди рождаются, растут и умирают. Однако мы никогда не сможем 
наблюдать процесс, обратный во времени (который в принципе воз- 
можен, но фантастически невероятен), когда человек поднимается 
из могилы, становится постепенно все моложе и моложе и затем ис- 
чезает во чоеве матери. | 

Заметим, что законы, определяющие движение частиц системы, 
не задают никакого преимущественного направления времени. Пред- 
положим, что мы снимаем кинограмму изолированного газа, нахо- 
дящегося в равновесии (см., например, рис. 1.4), или рассматри- 
ваем временную зависимость числа молекул п в одной из половин 
сосуда (как показано на рис. 1.5). 

Рассматривая эту кинограмму на экране, мы не сможем указать, 
в каком направлении пленка пропускается через проектор. Направ- 
ление времени становится определенным только в том случае, если 
нзвестно, что в какой-то момент времени &, в изолированной макро- 
скопической системе было очень специальное, неслучайное распре- 
деление. Однако, если система была невозмущенной в течение 
очень долгого времени и попала в такую специальную ситуацию 
в результате крайне редкой флуктуации из состояния равновесия, то 
мы опять не можем сказать ничего определенного о направлении 
времени. Как уже указывалось в связи с пиком Х на рис. 1.8, в этом 
случае система будет стремиться к наиболее случайному распреде- 
лению независимо от направления времени (т. е. как в случае, когда 
пленка прокручивается в прямом направлении, так и в случае обрат- 
ного направления прокручивания. Отсчет времени ведется от 4). 
Другим способом, при помощи которого система может оказаться 
в очень специальной неслучайной ситуации в момент {,, является 
взаимодействие системы с какой-то другой системой в предшествую- 
щий момент времени. В этом случае мы можем точно определить 
направление времени, так как известно, что прежде чем система 
была оставлена в покое, она находилась во взаимодействии с другой 
системой во время, предшествовавшее моменту &. 

И наконец, следует заметить, что степень необратимости спон- 
танно возникающих процессов может иметь различную величину. 
Например, с увеличением числа частиц степень необратимости воз- 
растает, так как при этом вероятность возникновения неслучайной 
снтуации чрезвычайно сильно уменьшается по сравнению с вероят- 
ностью возникновения случайной. 

Пример. Рассмотрим сосуд, содержащий одну молекулу, которая движется 
и упруго сталкивается с его стенками. Если снять кинограмму такой системы 
и затем рассмотреть ее на экране, то мы никогда не сможем сказать, в каком на- 
правлении пленка пропускается через проектор. 
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Пусть теперь сосуд содержит № молекул идеального газа. Предположим, 
что мы рассматриваем кинограмму газа на экране и обращаем особое внимание 
на кадры, где все молекулы, первоначально распоеделенные равномерно по всему: 
объему сосуда, оказались в левой половине сосула. Какие можно сделать выводы? 
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Рис. 1.17. Здесь показана возможная предыстория событий, рассматриваемых Ha рис. 1.18. 
Рисунки получены из исходного кадра ] =0 (на рис. 1.18), на котором скорости всех сорока 
частиц (находящихся в левой половине ящика} изменены на обратные. Эволюция системы во 
премени показана последовательностью кадров / = —1, —2, ..., —-8. Скорости не указаны. Если теперь представить себе, что скорости всех частиц ва этом рисунке изменены на проти- 
воположные, то последовательность кадров |==—8, —7,..., —1, 0, 1,..., 7 (т.е. кадры 
на рис. 1.174 1.18) представляет собой возможное движение частиц. Это движение. начав- 
шись ¢ распределения молекул, показэнного на кадре j=—8, затем приходит к флуктуации, 
заключающейся в том, что все молекулы оказываются в левой половине сосуда (кадр /=0). 

Сели М == 4, тотакие кадры в результате спонтанных флуктуаций будут появляться 
относительно часто. (В среднем на одном кадре из. шестнадцати все молеку- 
лы будут находиться в левой половнне сосуда.) Поэтому мы не можем с полной 
уверенностью сказать, в какую сторону прокручивается фильм (рнс. 1.15). Но если 
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N = 40, распределение молекул, при котором все они будут находиться в левой 
половине сосуда в результате спонтанной флуктуации, будет возинкать очень ред- 
ко. (В среднем только на одном кадре из 2М == 249 д. 101? мы будем наблюдать такое 

© 
| 8 бо е © безе, 

За. OI. 99 ®; @ 
odoin ©) 

© вое “8 о® § ©! 
3 oe | OS o %@ 02 
хо®® | @® @ @@ ' 

40 [2] 4 35 5 

бе. ° %H G2 ® @ 29% '® 229 

1% or © al @ * о Зоб @ | оФо 

0° ес! 98 © “08° @ ‚о оз © 9 @° о ® 'Э® @@о® 

22 13 17 23 

ff 3 © © P 20 о®, 
о Peo 2 

Ф со Y © o5 
Q% @ @ Хх © @ SO 

© @ aC 
15 25 | 

> о ’ @ | ® aa Зо ® “0 о® © 
© © @ | Фо @” 

Эа @ | @e® @ о @ и @ 
| 1. @ 60 © Фео.! ® @се 
О 6 0) jo PRCXO) a, ® §® | о @® 

On 1©@@ 8 оо 1 @@%® 
19 21 2 DC] @# 

Рис. 1.18. Кадры, полученные с помощью электронной вычислительной машины, для 40 час- 
тиц, помещенных в ящик. Началом последовательности кадров является специальный слу- 
чай, когда все частицы находятся в левой половиие ящика в положениях, показанных HD 
кадре /—0, и имеют некоторые, произвольно заданные, скорости. Эволюция системы во вре- 
мени показана последовательностью кадров {1=0. 1, 2, ..., 7. Число частиц в каждой поло- 

вине ящика записано непосредственно под кадром. Скорости не указаны. 

распределение.) Поэтому, когда мы видим на экране такую ситуацию, то с доста- 
точно большой вероятностью можем сказать, что фильм прокручивается в обрат- 
ном направлении, а данное распределение молекул есть результат предшествую- 
щего воздействия. Например, такая ситуация могла возникнуть при исполь- 
зовании перегородки, при помощи которой в первоначальный момент все молекулы 
были собраны в левой части сосуда (рис. 1.17). В обычных условиях, когда М ~ 1029, 
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Puc. 1.19. Число л частиц в левой половине ящика в зависнмости от номера кадра jf или OT 
премени -{=]®. Число частиц п на J-M кадре указано горизонтальной чертой, идущей от { до 
7+1. Графики иллюстрируют рис. 1.15 н 1.16 для N=4 и рис. 1.17 и 1.18 для N=40 частиц, 
но содержат информацию о большем числе кадров, чем показано на этих рисунках. Правая 
половина каждого, рисунка показывает приближение системы к равновесию. Весь рисунок 
иллюстрирует возвикновение редкой флуктуации, возможной в состоянии равновесия, 
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Рис. 1.20. Относительное число n/N частиц в левой половине ящика в зависимости от номера 
кадра } или времени {=]®. Эти графики содержат Ty же информацию, что и рис. 1.19 
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спонтанные флуктуации, приводящие к концентрации молекул в одной из 
половин сосуда, никогда не возникают. Увидав такую ситуацию на экране, мы 
почти с полной уверенностью можем сказать, что фильм прокручивается в об- 
ратном направлении. 

1.3. Дополнительные примеры 

Простой пример идеального газа, состоящего из N молекул, 
столкнул нас со всеми проблемами, возникающими при исследо- 
вании систем, состоящих из многих частиц. В дальнейшем мы зай- 
мемся систематическим развитием и усовершенствованием рас- 
смотренных идей. Покажем вначале на нескольких простых приме- 
рах макроскопических систем, что рассмотренные нами основные 
идеи имеют универсальный ‘характер. 

Идеальная система из М спинов. Рассмотрим систему, состоящую 
из N частиц, каждая из которых имеет спин, равный !/,, и магнит- 
ный момент Uo. Такими частицами являются электроны и атомы, 
имеющие один непарный электрон, или ядра, например, протоны. 
Наличие у частицы механического момента, т. е. спина, являет- 
ся квантовым эффектом. Так, например, утверждение, что 
спин частицы равен 1/,, означает, что измерение составляющей 
момента количества движения (относительно какого-то выделен- 
ного направления в пространстве) может дать только два возможных 

значения: --1/,й или —1/.й (гдей — 
| постоянная Планка, Деленная на 

21). Поэтому спин либо паралле- 
лен, либо антипараллелен выбран- 
ному направлению. Для простоты 
мы будем говорить, что спин ориен- 

Рис. 1.21. Простая система, состоящая . 
из нескольких частиц со спином, равным  ТИроВан Либо «вверх», либо «BHH3»* ), 

"/з. Каждый бо Вниз либо BLED Система из N частиц со спином, 
равным '/.,, очень похожа на 

№ намагниченных стержней, имеющих магнитный момент |, Ha- 
правленный либо вверх, либо вниз. Для простоты мы можем считать, 
что частицы закреплены в каком-то положении подобно атомам 
в решетке твердого тела **). Будем считать систему спинов идеаль- 
ной, если взаимодействие между ними почти отсутствует. (Это воз- 
можно, если среднее расстояние между частицами, имеющими спин, 
настолько велико, что полем, создаваемым магнитным моментом 
любой частицы в месте расположения других частиц, можно пре- 
небречь.) 

*) Магнитный момент частицы может быть антипараллелен механическому 
моменту (так обычно бывает, когда частица имеет отрицательный заряд). В этом 
случае, когда магнитный момент направлен «вер», механический момент на- 
правлен «вниз», и наоборот. 

**) Если частицы могут свободно перемещаться в пространстве, то их перенос- 
ное движение можно рассматривать отдельно от ориентации их спинов. 
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Идеальная система из № спинов полностью описывается кванто- 
вой механикой, но, с другой стероны, она аналогична идеальному 
газу, состоящему из N молекул. В газе каждая молекула в резуль- 
тате столкновений с другими молекулами может оказаться как 
в левой половине сосуда, так и в правой. В случае системы из спи- 
нов незначительное взаимодействие каждого магнитного момента 
с другими магнитными моментами приводит к изменению его ориен- 
тации. Поэтому магнитные моменты могут быть направлены как 
вверх, так и вниз. В изолированном газе в состоянии равновесия 
молекула может с равной вероятностью находиться как в левой 
половине сосуда, так и в правой. Точно так же, в случае системы со 
спинами, находящейся в равновесии при отсутствии внешнего маг- 
нитного поля, магнитный момент с равной вероятностью может быть 
направлен как вверх, так и вниз. Обозначим через п число спинов, 
направленных вверх, а через пл’ — число спинов, направленных 
вниз. В равновесии наиболее случайная ситуация, когда лап’ ^'/,М№, 
будет возникать очень часто, в то время как флуктуации, при кото- 
рых п значительно отличается от 1/,М№, будут редки (и если М 
велико, то неслучайные ситуации, при которых п значительно от- 
личается от 1/,№, почти всегда будут: являться результатом BO3- 
действия на изолированную снстему спино CO стороны другой 
системы). 

Распределение энергии в идеальном газе. Рассмотрим опять изо- 
лированный идеальный газ, состоящий из N молекул. Мы пришли 
к общему выводу, что состояние равновесия, характеризующееся 
независимостью распределения молекул от времени, достигается 
системой после достаточно большого промежутка времени, необхо- 
димого для установления наиболее случайного распределения. В на- 
ших предыдущих рассуждениях мы обращали внимание главным 
образом на положение молекул. Было показано, что состояние рав- 
новесия газа соответствует наиболее случайному распределению мо- 
лекул в пространстве, т.е. существенно однородному распределе- 
нию молекул по объему сосуда. Но что можно сказать о скоростях 
молекул? Нам следует воспользоваться фундаментальным законом 
механики, утверждающим, что если газ представляет собой изоли- 
рованную систему, то его полная энергия E должна оставаться по- 
стоянной. Полная энергия газа Е равна сумме энергий отдельных 
молекул, так как потенциальная энергия взаимодействия между. 
молекулами пренебрежимо мала. Поэтому основным интересую- 
щим нас вопросом является распределение полной энергии газа 
по отдельным молекулам. (Энергия & одноатомной молекулы просто 
равна кинетической энергии &€=!/,mv?, где т — масса, ао — ско- 
рость молекулы.) Может случиться, что у одних молекул энергия 
будет очень велика, а у других очень мала. Но такая ситуация яв- 
ляется исключительной и не сохраняется долго, так как молекулы 
сталкиваются, обмениваясь при этом энергией. В конце концов 
будет достигнуто состояние равновесия, не зависящее от времени, 
когда распределение полной энергии газа будет наиболее слу- 
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чайным. Каждая молекула будет иметь в среднем одну и TY же 
энергию и одну и ту же скорость *). 

В заключение заметим, что поскольку все направления движения 
в пространстве равновероятны, то наиболее случайным распределе- 
нием скоростей будет такое, когда любое направление движения 
молекул равновероятно. 

Колебания маятника в газе. Рассмотрим маятник, находящийся 
в сосуде, наполненном идеальным газом (рис. 1.22). В отсутствие 

2) 6) 9 
Рис. 1,22. Колебания маятника в газе: a) сразу же после начала колебаний. 6) через некоторое 
‚время и в) после очень большого промежутка времени. Кинограмма, прокрученная назад, 

будет показывать обратную последовательность кадров, т. е. 6), .0), а). 

газа колебания маятника продолжались бы бесконечно долго без 
изменений амплитуды. (Мы пренебрегаем трением в точке подвеса 
маятника.) При наличии газа положение резко меняется. Молеку- 
лы газа постоянно сталкиваются с гирей маятника. При каждом 
таком ударе происходит обмен энергией между гирей маятника 
и молекулами. К чему приведут эти удары? Мы ответим на этот во- 
прос, используя общие принципы и не рассматривая детально про- 
цесс соударения **): Так как система изолирована, то сумма энер- 
гии маятника £,, (кинетическая плюс потенциальная) и полной 
энергии всех молекул газа FE, должна оставаться постоянной. Если 
энергия маятника передается молекулам газа, то она распределится 
между многими молекулами самым различным способом и уже не 
будет полностью заключена в гире маятника. Результатом такого 
взаимодействия будет максимально случайное состояние системы. 
Так как изолированная система стремится к этому состоянию, то 
маятник постепенно отдает всю свою энергию молекулам газа, 

*) Это не значит, что в любой момент времени энергия молекулы будет одна 
и та же. В результате столкновения с другими молекулами энергия отдельной 
молекулы может достаточно сильно флуктуировать с течением времени. Но когда 
мы наблюдаем за поведением молекулы в течение значительного интервала вре- 
мени 7, ее средняя энергия в течение этого интервала будет такой же, как и улю- 
бой другой молекулы. 

**) При детальном рассмотрении проблемы оказывается, что маятник чаще 
сталкивается с молекулами, расположенными на той стороне, куда движется гиря, 
чем с молекулами на противоположной стороне. В результате число столкнове- 
ний, при которых маятник отдает энергию молекулам, будет больше числа 
столкновений, при которых он ее приобретает. 
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и амплитуда его колебаний постепенно уменьшается. Это опять 
пример типичного необратимого процесса. После того как будет 
достигнуто состояние равновесия, маятник повиснет вертикально. 
При этом, однако, возможны очень небольшие колебания относи- 
тельно положения равновесия. 

Рассмотрим один интересный пример. Если при начальной не- 
случайной ситуации энергия маятника достаточно велика, ее можно 
использовать для выполнения полез- 
ной работы. Например, гиря маятни- ЕЕ 
ка может забить гвоздь в дерево oan Be eects 
(рис. 1.23). После достижения равнове- О НЕСЕНИЯ | 
сия энергия маятника распределится 28 ae 

между молекулами газа, и мы He CMO- 
жем воспользоваться ею для выполне- 
ния полезной работы, например, для 
забивания гвоздя. Чтобы совершить ИНО НН 
такую работу, мы должны обладать ‘boss 

методом, которыи позволил бы скон- Рис. 1.23. Устройство, позволяющее 
центрировать энергию, распределен- использовать энергию маятника для 

ную случайным образом между мо- Я ея 
лекулами газа, движущимися во MHO- 
гих направлениях. Это значит, что нужно найти способ заста- 
вить молекулы сместиться на значительное расстояние в одном. 
направлении. 

wre . 
.. #4. 

. 

1.4. Свойства равновесного состояния 

Простота равновесного состояния. Из рассуждений, приведен- 
ных в предыдущих параграфах, следует, что равновесная ситуация 
в макроскопической системе особенно проста. Причины этой про- 
стоты заключаются в следующем: 

1. Макросостояние системы, находящейся в равновесии, не 3a- 
висит от времени (за исключением всегда существующих флуктуа- 
ций) и почти всегда может быть описано несколькими макроскопи- 
ческими параметрами, т.е. параметрами, которые характеризуют 
свойства системы в большом масштабе. (Примером такого макроско- 
пического параметра может служить число п молекул, находящихся 
в левой половине сосуда с газом.) Когда система находится в со- 
стоянии равновесия, средние значения макроскопических парамет- 
ров остаются постоянными во времени, однако сами параметры 
могут флуктуировать (обычно 5чень незначительно) относительно 
своих средних значений. Поэтому равновесное состояние системы 
проще более общего случая неравновесного состояния, когда неко- 
торые макроскопические параметры изменяются со временем. 

2. Макросостояние системы в равновесии является, если исклю- 
чить флуктуации, наиболее случайным макросостоянием системы, 
находящейся в определенных: условиях. Таким образом, система, 
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находящаяся в равновесии, характеризуется однозначно. В част- 
ности, сказанное имеет следующий смысл: 

а) Равновесное макросостояние системы не зависит от ее 
предыстории. Рассмотрим, например, изолированный газ, состоящий 
из N молекул и заключенный в некотором ящике. Первоначально 
молекулы могли быть заперты при помощи перегородки в одной по- 
ловине ящика или в одной его четверти (предполагается, что полная 
энергия молекул одна и та же в любом из этих случаев). Однако, 
после того как была убрана перегородка и достигнуто состояние 
равновесия, макросостояние газа становится. одним и тем же для 
любого из двух случаев и соответствует равномерному распределе- 
нию всех молекул по объему сосуда. 

6) Равновесное макросостояние системы может быть полностью 
описано при помощи нескольких макроскопических параметров. 
В качестве примера снова рассмотрим изолированный газ, состоя- 
щий из М одинаковых молекул и заключенный в ящик. Предполо- 
жим, что объем ящика равен У и полная энергия молекул равна E. 
Если газ находится в состоянии равновесия, то молекулы должны 
быть равномерно распределены по всему объему У и в среднем 
должны поровну делить между собой полную энергию Е. Поэтому 
знания макроскопических параметров У и Е достаточно для утверж- 
дений, что среднее число молекул Й.„ находящихся в какой-то 

части объема V,, равно й,= (У ;/У), и что средняя энергия г, при- 

ходящаяся на одну молекулу, равна ==Е/М№. Если же газ не нахо- 
дится в равновесии, то ситуация будет значительно сложнее. Рас- 
пределение молекул в этом случае может быть очень неравномерным 
и знания полного числа молекул N в сосуде уже недостаточно 
для определения среднего числа молекул A, в любой части объ- 
ema И.. 

Возможность наблюдения флуктуаций. Рассмотрим макроско- 
пический параметр, который ‘описывает систему, состоящую из 
многих частиц. Если число частиц очень велико, то относительная 
величина флуктуаций этого параметра очень мала, и‘почти всегда 
ею можно пренебречь по сравнению со средним значением пара- 
метра. Поэтому, имея дело с большими макроскопическими систе- 
мами, мы обычно не осознаем факта существования флуктуаций. 
С другой стороны, всегда существующие флуктуации могут быть с 
легкостью обнаружены и иметь большое практическое значение, 
если макроскопическая система достаточно мала или если мы рас- 
полагаем достаточно чувствительными методами наблюдения. Не- 
сколько рассматриваемых дальше. примеров пояснят сказанное. 

Флуктуации плотности в газе. Рассмотрим идеальный. газ, 
находящийся в равновесии и состоящий из большого числа N хюлекул, заключен- 
ных в oO6beme V. Сконцентрируем наше внимание на числе молекул п; в некотором 
выделенном объеме И; внутри сосуда. Это число п; флуктуирует во времени отно- 
сительно среднего значения | 

= <<
 

= 
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и величина флуктуации в любой момент времени определяется величиной разности 

Ап; = Пс — Пс. 

Если мы рассматриваем в качестве выделенного объема левую половину сосуда, 

TOV, = Уип,; = % М. Если М велико, то среднее число молекул п; также велико. 
В соответствии со сказанным в п. 1.1, часто возникающие флуктуации будут не- 
велики, так что |Ап;| <л.. 

Теперь предположим, что мы хотим исследовать рассеяние света веществом. 
Нам нужно знать, что случится в элементе объема V5, линейные размеры которого 
одного порядка с длиной волны света. Длина волны видимого света (около 
5.10-$`см) значительно больше атомных размеров, и такой элемент объема еще яв- 

ляется макроскопическим, хотя сам по себе очень мал. Если число молекул в каж- 
дом таком элементарном объеме одинаково (что справедливо в случае твердого 
тела, например, стекла), то вещество пространственно однородно и будет просто 
отражать пучок света без рассеяния. Но в случае идеального газа среднее число 

молекул п; в таком небольшом объеме И; очень малб и флуктуациями Ап; числа 
молекул п; внутри объема У; уже нельзя пренебрегать по сравнению с величиной 

п;. Поэтому можно ожидать, что газ будет в значительной степени рассеивать 
падающий на него свет. В самом де- 
ле, то, что небо не выглядит черным, 
объясняется тем, что свет от’Солнца 
рассеивается молекулами газа в ат- 
мосфере. Таким образом, голубой 
цвег неба — явное доказательство 
важного значения °флуктуаций. Зеркало ft 

Флуктуации крутиль- # 
ного маятника. Рассмотрим 
тонкую нить, закрепленную между Jaxpyyuba- 
двумя держателями (или закреплен- ри pip 
ную: только: вверху и. свободно ви- 
сящую}, к которой прикреплено зер- 
кало. Если повернуть зеркало на не- 

ДЕРЖИТЕЛИ 

который угол, нить будет совершать Рис. 1.24. Крутильный маятник, состоящий 
нз тонкой HHTH и зеркала. Пучок света, отра- 

крутильные колебания. Вся эта CH- ненный от зеркала, указывает угол его’ по- 
стема является крутильным ма- ворота. 

ятником. Так как крутильные ко- 
лебания нити могут быть очень ма- : 

лы, а с помощью пучка света, отраженного от зеркала, можно. легко опре- 
делить его небольшие угловые перемещения, то Такая система обычно исполь- 
зуется для чувствительных измерений небольших моментов кручения. Например, 
крутильный маятник был использован Кэвендишем для определения гравитаци- 
онной постоянной и Кулоном для определения электрических сил, действующих 
между заряженными телами. 

Когда чувствительный крутильный маятник находится в равновесии, его зер- 
кало не остается неподвижным. Можно заметить, что оно совершает небольшие 
угловые колебания относительно среднего равновесного положения (то же самое 
мы наблюдали в п. 1.3, когда.обычный маятник испытывал небольшие флуктуации 
относительно своего равновесного вертикального положения}. Эти флуктуации 
обычно бываюг вызваны взаимодействием молекул воздуха с зеркалом. 

Флуктуации уменьшаются, но не исчезают даже в том случае, когда молекул 
не будет, т. е. если система находится в вакууме. В этом случае полная энергия 
крутильного маятника будет состоять из двух частей: из энергии Е „, определяемой 
угловой скоростью движущегося зеркала, и энергии E,, определяемой внутренним 
движением атомов зеркала и нити. (Атомы могут совершать небольшие колебания 
относительно своего положения в твердом теле.) Так как полная энергия Е„--Е; 
остается постоянной, флуктуации связаны с распределением этой энергии между 
Е» и E;. Любая флуктуация, при которой F,, увеличивается за счет внутренней 
энергии атомов, приводит к возрастанию угловой скорости зеркала, и наоборот: 
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Броуновское движение частиц. Если маленькие твердые 
частицы размером порядка 10-4 см поместить в каплю жидкости и наблюдать их 
движенне под микроскопом, то оказывается, что частицы не находятся в покое, 
а постоянно движутся в разных направлениях. Это явление получило название 
броуновского движения в честь английского ботаника Броуна, который впервые 
наблюдал его в прошлом веке, но не понял его причины. Только в 1905 г. Эйн- 
штейн объяснил броуновское движение случайными флуктуациями, возникаю- 
щими в состоянии равновесия. Движение твердых частиц подвержено воздействию 
флуктуаций силы, появляющейся в результате многих случайных столкновений 
частиц с молекулами жидкости. Так как частицы имеют небольшой размер, то число 

lp
 

a ad R od Выход о о 

YEUNMIMIC CAUMNOE; 
mid o 

a 

<> 
= Рис. 1.26. Сопротивление А подключено ко 
«> входным зажимам чувствительного усилителя, 
™N выход которого подан на осциллограф. 

bee // 5 их 
Рис. 1.25. Наблюдаемое под микро-` 
скопом броуновское движение ча- 
стиц, взвешенных в капле воды. Рис. 1.27. Фотография шумов 
Диаметр частиц 10-4“ см. На этой выходного напряжения, Сделан- 
диаграмме показано положение ча- ная с помощью схемы, показан- 
стиц в поле зрения микроскопа че- Ной на рис, 1.26 

рез Каждые тридцать секунд. 

молекул, взаимодействующих с ними в единицу времени, также малб, и соответ- 
ственно флуктуации велики. Следует также заметить, что масса частицы мала 
и столкновение с молекулой может заметно изменить движение частицы. Резуль- 
тирующее случайное движение частицы поэтому легко наблюдать. 

Флуктуации напряжения на сопротивлении. Если 
электрическое сопротивление присоединить ко входу чувствительного электрон- 
ного усилителя, то на его выходе можно наблюдать случайные флуктуации напря- 
жения. Если шумами самого усилителя можно пренебречь, то эти флуктуации 
вызваны случайным броуновским движением электронов в сопротивлении. Пред- 
положим, например, что такое движение электронов приводит к флуктуации, при 
которой число электронов в одной части сопротивления становится больше, чем 
в другой. Возникающая таким образом разность зарядов вызывает электрическое 
поле в сопротивлении и разность потенциалов между его концами. Вариации этой 
разности потенциалов и образуют флуктуации напряжения, которые усиливаются 
электронным прибором. 

Флуктуации могут иметь большое практическое значение. Их 
необходимо иметь в виду при измерении слабых сигналов или эф- 
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фектов, которые мало отличимы OT флуктуаций самого измеритель- 
ного прибора. (Такие флуктуации, создаваемые прибором, назы- 
вают шумами, поскольку они затрудняют измерения.) Например, 
крутильный маятник трудно использовать для измерения моментов, 
значительно меньших, чем моменты, создаваемые внутренними флук- 
туациями самой измерительной системы. Точно так же, в случае 
сопротивления, присоединенного к усилителю, трудно измерить 
напряжение на сопротивлении, если оно меньше, чем величина внут- 
ренних флуктуаций напряжения, которые всегда существуют на 
самом сопротивлении *). 

1.5. Теплота и температура 

Неизолированные макроскопические системы могут взаимодей- 
ствовать н обмениваться энергией. Одним из простых очевидных 
примеров такого взаимодействия является совершение макроско- 
пической работы одной системой над другой. Например, на рис.1.28 

4 

Рис. 1.28. Когда поршень сме- Рис. 1.29. Сжатый газ А” со- 
щается на некоторое макро- вершает работу над газом А 
скоиическое расстояние, пру-`” при макроскопическом пере- 
жина 4’ совершает работу мещении поршня. 

над газом А 

показана пружина A’, которая давит на поршень, ограничи- 
вающий объем газа А. На рис. 1.29 газ А’, находящийся под боль- 
шим давлением, воздействует Ha поршень. Если поршень продви- 
нется на некоторое расстояние, то система А’ совершит некоторую 
работу над системой А **). - 

Возможно, однако, и такое взаимодействие двух макроскопиче- 
ских систем, которое происходит без совершения макроскопиче- 
ской работы. Этот тип взаимодействий, который мы будем назы- 
вать мепловым, возникает в результате обмена энергиями между 
системами в молекулярном масштабе. Энергия, переданная таким 
образом, называется тепловой. Предположим, что поршень на рис. 
1.29 закреплен неподвижно. В этом случае одна система не может 
совершать макроскопическую работу над другой, системой, незави- 
симо от того, какая сила действует на поршень. С другой стороны, 
атомы системы A постоянно взаимодействуют в момент соударений 

*) Например, напряжение в один микровольт и меньше уже грудно изме- 
рить. Однако усреднением большого числа измерений можно выделить полезный 
сигнал, использовав то обстоятельство, что он не флуктуирует во времени. 

**) Термин работа используется здесь в своем обычном механическом смысле, 
т. е. работа равна произведению силы на путь, на котором действует эта сила. 
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друг с другом и таким образом обмениваются энергией *). То же 
самое можно сказать и о системе A’.. Но кроме того, система A 
взаимодействует с атомами поршня, который является общей 
границей для обеих систем, а атомы поршня взаимодействуют между 
собой и с атомами системы А’. Поэтому энергия может передавать- 

Рассмотрим любые две системы Аи A’, 

| ся от Ак A’ (Hau oT A’ K A) как результат 
ОХ a7 
Ban . 

ь _ Й находящиеся в тепловом взаимодействии 

многих последовательных взаимодействий 

'’ Друг с другом. Это могут быть уже pac- 

между атомами этих систем. 

Рис. 1.30. Две сислемы, Ан  смотренные нами два газа, А и А’, или в 
A’, находящиеся в тепловом 

кантакте друг с другом. качестве системы А можно взять, например, 
кусок меди, погруженный в систему Д’, 

представляющую собой сосуд, наполненный водой. Обозначим через ЕЁ 
энергию системы А (т. е. полную энергию, кинетическую плюс по- 
тенциальную, всех атомов в системе A), а через Е’ — энергию систе- 
‚мы A’. Так как составная система A* == А + A’, состоящая из А в 
А’, предполагается изолированной, то полная энергия 

E+E’ =ccnst. (8} 

Возникает вопрос, как эта полная энергия **) распределяется 
между системами A'H A’. Предположим, что эти системы находятся 
в равновесии друг с другом (т. е. сложная система А* тоже нахо- 
дится в: равновесии). За исключением небольших флуктуаций, это 
равновесное состояние системы должно соответствовать наиболее 
случайному ‘распределению энергии в системе. Рассмотрим сначала 
простой пример, когда системы А и А’ представляют собой идеаль- 
ный газ, состоящий из одинаковых молекул, например, молекул 
азота (N.). Наиболее. случайная ситуация в системе А* будет со- 
ответствовать равномерному распределению полной энергии Е - Е” 
между молекулами систем Аи А’. Каждая молекула в А ив А” 
будет иметь при этом одно и то же среднее значение энергии. Это 

значит, что среднее значение энергии молекул газа A будет таким. 

же, как и среднее значение энергии #’ молекул газа A’, т. е. в рав- 
HOBeCHH 

& == a (9). 

Если газ А содержит А молекул, а газ A’ содержит №’ молекул, то 

— ЕЁ — Е” 
= He =. (10} 

*) Если молекула газа состоит более чем из одного атома, то молекулы могут 
обмениваться энергией при соударениях; кроме того, энергия отдельной молекулы 
может быть по-разному распределена между ее атомами в результате взаимодейст- 
вий между ними. 

**) В случае системы, показанной на рис. 1.29, мы для простоты полагаем, что. 
стенки поршня и сосуда столь тонкие, что их энергией по сравнению с энергией 
газа можно пренебречь. 
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Поэтому равенство (9) принимает такой вид: 
Е _ РЕ’ 
NN’ 

Предположим, что газы A и A’ первоначально отделены друг 
от друга и находятся в равновесии. Обозначим их энергии в этом 
случае соответственно через Е; и £;. Допустим, что теперь системы 
приведены в соприкосновение, так что они могут обмениваться 

Рис. 1.31. Два газа, Аи A’, состоящие из одинаковых молекул, первоначально не паходятсл 
в контакте друг с другом (а). "Затем они приводятся в тепловой контакт (6) и обмениваются теп- 
лом до Tex пор. пока не будет достигнуто равновесне. Энергия газа а обозначена через Е, асред- 

HAA энергия одной молекулы через $. 

энергией путем теплового взанмодействия. Могут возникнуть два 
случая, которые мы и рассмотрим: 

1. В первый момент начальные значения энергий Е; и Е; такие, 

что среднее начальное значение энергии e,—E ;/N молекул в А не 

равно среднему начальному значению энергии =; = £;/N’ молекул 
в A’, т.е. первоначально © 

Е; 5 bj (11) 

В этом случае первоначальное распределение энергии в составной 
системе A* не будет случайным и такая ситуация не останется He- 
изменной. Системы А и А’ будут обмениваться энергией до тех пор, 
пока не будет достигнута равновесная ситуация, соответствующая 
наиболее случайному распределению. энергии, при котором сред- 
HAA энергия молекулы одна и та же для обеих. систем. Энергии EL, 
и Е; систем А и A’ в конечной равновесной ситуации должны быть, 
такими, чтобы 

= oS Е Е; | 
‚=; ИЛИ wach. (12) 

В результате процессов взаимодействия, которые приводят со- 
ставную систему к равновесию, система с меныним значением на- 
чальной средней энергии на одну молекулу увеличивает эту энер- 
гию, а система с большим значением этой средней энергии теряет 
ее. Конечно, полная энергия изолированной системы должна оста- 
ваться постоянной: 

ЕЕ, = Е 4-Е» 
т. е. 

AE + AE’ =0 (13) 
ИЛИ ~ 
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где мы обозначаем: 

Q= AE=E,—E;, \ (15) 
Q! == AE’ = E;—E;. | 

Здесь величина Q — тепло, поглощенное системой А в результате 
процессов теплового взаимодействия; оно равно увеличению энер- 
гии системы в результате этого взаимодействия. Такое же определе- 
ние тепла, поглощенного системой, применимо и к системе A’. 
Заметим, что тепло Q = AE, поглощенное системой, может быть как 
положительным, так и отрицательным. В самом деле, при тепловом 
взаимодействии между двумя системами одна система теряет энер- 
гию, а другая приобретает ее, таким образом, в уравнении (14) либо 
Q положительно, а Q’ отрицательно, либо наоборот. Ilo определе- 
нию, система, у которой энергия увеличивается при поглощении 
положительного количества тепла, называется более холодной. C дру- 
гой стороны, система, которая теряет энергию, поглощая отрица- 
тельное количество тепла (т. е. отдает положительное количество 
тепла), называется более горячей, или более теплой, системой. 

2. Рассмотрим частный случай, когда начальные значения энер- 
гий ЕЁ; и Е; таковы, что средние энергин, приходящиеся на одну 
молекулу в системе A и в системе A’, равны: 

ей. (16) 

В этом случае, когда системы А и А’ приведены в тепловой контакт, 
они автоматически обеспечивают наиболее случайную ситуацию 
и в составной системе А*. Таким образом, обе системы находятся 
в равновесии и между ними не происходит обмена теплом или энер- 
гией (на макроскопическом уровне). 

Температура. Рассмотрим теперь общий случай теплового взаимо- 
действия межлу двумя системами, А и A’. Эти системы могут быть 
различными газами, состоящими из молекул. разной массы с раз- 
личным числом атомов, или же одна или обе системы могут быть 
жидкостями или твердыми телами. Хотя закон сохранения энергии 
(8) и остается в силе, здесь нам уже труднее охарактеризовать рав- 
новесную ситуацию, соответствующую наиболее случайному рас- 
пределению энергии между всеми атомами составной системы A*= 
—=А-|- А’. Можно, однако, утверждать что наши предыдущие рассуж- 
дения, касающиеся случая двух одинаковых газов, должны быть 
применены и здесь. То, чего мы можем ожидать (позже это. будет 
доказано), заключается в следующем: каждая система характери- 
зуется параметром Г (условно называемым «абсолютной темпера- 
турой»), который определяет среднюю энергию, приходящуюся на 
один атом в системе. В равновесной ситуации, соответствующей 
наиболее случайному распределению `энергни, по аналогин с (9) 
можно ожидать, что 

T=T"’. (17) 
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Невозможно дать более точное определение понятия абсолютной 
температуры, пока мы не уточнили ‘понятие случайности (в приме- 
нении к распределению знергии между неодинаковыми атомами). 
Однако легко ввести понятие температуры (но не «абсолютной 
температуры»), используя обычный термометр. Под термометром 
мы понимаем небольшую макроскопическую систему М, устроен- 
ную таким образом, что при от- 
даче или поглощении тепла‹у нее 
может изменяться только один мак- 
роскопический параметр. Этот па- 
раметр называется термическим 
параметром термометра и обозна- 
чается 0. Примерами термометров 
могут служить хорошо извест- 
ные ртутные или спиртовые термо- —- 
метры. У этих термометров длина 
L столба жидкости в стеклянном 
капилляре зависит от энергии са- 
мой жидкости, которая изменяется 
при поглощении тепла. Итак, тер- 
мическим параметром таких термо- 
метров является длина [. Если 
термометр М находится в тепловом 

Рис. 1.32. Два различных термометра 
находятся в тепловом . контакте с CHCTe- 
‘мой, состоящей из сосуда, наполненного 
жидкостью. Один термометр ртутный и 
его термическим парамегром является 
длина столбика ртути в етеклянном 
капилляре термометра. Другой термо- 
метр представляет собой электрическое 
сопротивление К, сделанное из платино- 
вой проволоки или из угля. Его терми- 
ческим параметром является электриче- 
ское сопротивление А (определяемое то- 
ком /, текущим через сопротивление. 

и напряжением У ha нем). 

контакте с какой-то системой А 
и сам термометр уже достиг состоя- 
ния равновесия, то его термиче- 
ский параметр 9 имеет определен- 
ное значение 9,, которое назы- 
вается температурой системы А, 
метра М *). 

Использование термометра позволяет сделать следующие выволы. 
Допустим, что термометр М находился в тепловом контакте сначала 
с системой Д, а затем с системой В. В каждом случае, после прихода 
термометра к равновесному состоянию, он будет показывать значе- 
ния температур 09, `и 0». Возможны два случая: либо 0, + Op, 
либо 6, = 8,5. Из опыта известно (позже мы докажем это теоретиче- 
ски), что если 9, == 0,, то системы А и В при тепловом контакте’ 
будут обмениваться теплом, и если 9,=0,, то теплового обмена 
не будет. 

Таким образом, температура 9 системы A, измеренная обычным 
термометром, является параметром, характеризующим систему. 
Знание температуры позволяет сделать следующее утверждение: 

измеренной с помощью термо- 

—— 

*) Считается, что система А значительно больше, чем термометр М, так что 
изменением температуры этой системы в результате контакта с термометром можно 
пренебречь. Заметим также, что согласно нашему определению температура, из- 
меренная ртутным термометром, является длиной и поэтому измеряется в санти- 
метрах. 
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если две системы находятся в тепловом контакте друг с другом, то 
в случае неравенства их температур они будут обмениваться теплом 
друг с другом; если же их температуры равны, то теплового обмена 
не будет. 

1.6. Численные оценки 

Мы показали, что поведение макроскопических систем стано- 
вится понятным, если принять, что они состоят из молекул и атомов. 
Наше рассмотрение имело, однако, чисто качественный характер 
и его следует дополнить выяснением порядка величин, с которыми 
мы имеем дело. Для ориентации мы произведем оценки скорости 

Рис. 1.33. Среднее давление газа р измеряется Рис. 1.34. Этот рнсунок ил- 
при помощи манометра. состоящего из О-образ- люстрирует столкновение мо- 
ной трубки. наполненной ртутыо. В трубке лекул газа с площадкой А на 
устанавливается такая высота Й столбика ртутн, одной из стенок сосуда. (Ось 
чтобы давление, оказываемое этим столбиком. г перпендикулярна к плоско- 

уравновешивалось давлением газа. сти чертежа.) 

движения молекул и частоты их столкновений друг с другом. Обра- 
тимся опять к простому примеру идеального газа. 

„Давление идеального газа. Если газ находится в каком-то сосуде, 
то удары молекул газа о стенки сосуда (число таких ударов огромно) 
приводят к появлению силы, действующей на каждый элемент пло- 
щади стенок. Сила, приходящаяся на единицу площади, называется 
давлением Р газа. Среднее давление P газа легко измерить с помощью 
манометра. Его также можно вычислить, если известно число моле- 
кул, и обратно, по измеренному давлению можно судить о количе- 
стве молекул. Итак, рассмотрим, как приблизительно вычислить 
давление идеального газа. 

_ Пусть идеальный газ состоит.из М молекул, каждая из которых 
имеет массу т. Предположим, что газ находится в равновесии и что 
он заключен в сосуд, имеющий форму прямоугольного параллеле- 
пипеда и объем У. Число молекул в единице объема будет равно 
п = N/V *). Боковые стороны сосуда могут быть параллельны декар- 
товым осям координат x, у, 2, как показано на рис. 1.34. 

*) Через п раньше обозначалось число молекул в одной из половин сосуда, 
HO это не должно Hac смущать. В дальнейшем число молекул в единице объема 
мы иногда для краткости будем называть концентрацией молекул. 
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Рассмотрим одну из стенок сосуда, например, правую стенку, 
перпендикулярную к оси х. Выясним сначала, сколько молекул 
ударяет в поверхность стенки площадью A в течение короткого’ 
промежутка времени ¢. Молекулы имеют разные скорости, но так 
как нам достаточно приблизительного результата, мы можем счи- 
тать, что все молекулы движутся с одинаковой скоростью, рав- 

ной средней скорости 9. Поскольку молекулы движутся в разных 
направлениях, то в среднем можно считать, что одна треть моле- 
кул, находящихся в единице объема, движется вдоль оси х, одна 
треть — вдоль оси уиеще одна треть — вдоль оси г. Из молекул, 
движущихся вдоль OCH х, половина (или 1/.п) молекул движется в 
направлении +X к площадке А, вто время как другая половина дви- 
жется в противоположном направлении, —х. Любая молекула, 

имеющая скорость о, направленную по OCH +X, за время # сместится 
вдоль этой OCH на расстояние, равное ut. Если такая молекула рас- 

положена на расстоянии vt от площадки A, то через время # она 
ударит в нее, но если она находится на большем расстоянии от этой 
площадки, то за время {она не успеет дойти до стенки *). 

Среднее число молекул, которые ударяют в площадку А за 
время {, будет определяться числом молекул, имеющих скорость, 
направленную вдоль OCH -+X, и содержащихся внутри цилиндра 

с площадью основания А и высотой uf. Следовательно, это число 
равно'произведению '/,/ (среднего числа молекул в единице объема, 
имеющих скорость, направленную вдоль оси +X) на объем цилинд- 
ра Adt: 

(5^) (Avi). 

Если мы разделим это выражение Ha А и на время 2, то получим 
приближенное значение величины Jy, показывающей, какое коли- 
чество молекул ударяет в еднничную площадку за единицу времени. 
(Эта величина называется плотностью потока молекул.) Таким 
образом, 

J, = — ПУ. (18) 

Вычислим теперь среднюю силу, действующую на единичную 

площадку в результате удароз молекул. Когда молекула, движущая- 

ся по направлению +x, ударяет в стенку, ее кинетическая энергия 

*/s mo? остается неизменной. (Это должно быть справедливо хотя бы 
в среднем, так как газ ваходится в состоянии равновесия.} Вели- 
чина импульса молекулы должна также в среднем оставаться неиз- 

*) Поскольку временной интервал { может быть выбран достаточно малым 
(например, его можно сделать значнтельно меньшим, чем среднее время между 
столкновениями самих молекул), то столкновение данной молекулы с другими 
молекулами в течение этого интервала маловероятно и им можно пренебречь: 

ot 



менной: молекула, приблизившаяся к стенке с импульсом то 

в направлении оси --х, отскочит от стенки, имея импульс — т, 
направленный вдоль оси —х. В результате столкновения со стен- 

кой момент молекулы вдоль оси --х изменяется на — то — то = 
== —2mv. Согласно закону сохранения импульса, в результате соуда- 

рения стенка получает импульс, равный --2то и направленный 
вдоль оси --х. Но по второму закону Ньютона средняя сила, дейст- 
вующая на стенку со стороны молекул газа, равна средней скоро- 
сти изменения импульса, испытываемого стенкой в результате 
столкновения с молекулами. []оэтому среднюю силу, действующую 

на единичную площадку стенки (т. е. среднее давление р на стенку), 
можно получить простым умножением: 

средний импульс 21%, | среднее число ударов 
p= переданный стенке при x | Молекул в единичную 

одном столкновении с площадку за одну |° 
молекулой | секунду | 

Таким образом, 

Аи (2mv) J, = 2т5 (5 по , 

или 

px 5 nme. (19) 

Как можно было ожидать, давление р возрастает при увеличении 
кониентрации молекул, так как при этом увеличивается число уда- 
ров о стенку, и при увеличении скорости молекул, так как быст- 
рые молекулы чаще взаимодействуют со стенкой и при каждом 
ударе передают ей больший импульс. 

Так как средняя кинетическая энергия молекулы приблизитель- 
но равна *) 

= ] 
Е > mv?, (20) 

TO соотношение (19) может быть переписано в виде 
— 

pr am = ne, (21) 

Заметим, что как выражение (19), так и выражение (21) зависят 
только от концентрации молекул и не зависят от их природы. 
Поэтому эти выражения справедливы для любых молекул, на- 
пример, молекул He, №, O.,N, или CH, Таким образом, среднее 
давление идеального газа, заключенного в сосуде с фиксирован- 

*) Мы пренебрегаем здесь различием между U?, средним квадрата, и 92, 
квадратом среднего. 

52



ным объемом, однозначно определяет среднее значение кинетиче- 
ской энергии молекул этого газа. 

Численные оценки. Прежде чем перейти к численным оценкам, 
полезно напомнить некоторые важные определения. Массу т атома 
или молекулы удобно выражать в некоторых стандартных едини- 
цах массы п». В соответствии с существующим международным со- 
глашением (принятым в 1960 г. и названным единой шкалой атомных 
весов), эта единица массы равна одной двенадцатой части массы ато-. 
ма определенного изотопа углерода, а именно, изотопа С! *): 

т 12 т => (22) 

Таким образом, масса атома С?? содержит ровно 12 единиц массы, 
а масса атома водорода приблизительно равна одной единице массы. 

Отношение массы т атома (или молекулы) к единице массы ть 
называется атомным весом атома (или молекулярным весом молеку- 
лы) и обозначается буквой п: 

=”, (23) 
Mg 

Из этого определения следует, что атомный Bec Ct? равен 12. 
Удобным макроскопическим числом атомов или молекул являет- 

ся число М, атомов массой fm, которые вместе имеют массу 
1 грамм (г). Поэтому №, равно 

] 
N. == то e (24) 

Это выражение может быть переписано в виде 
m | 

№. = mm, т‘ (25) 

Здесь мы использовали выражение (23). Из (25) следует, что число 
№. равно также числу молекул с молекулярным весом и, общая 
масса которых составляет в грамм. Число М, называется числом 
Авогадро. 

Один моль вещества определяется как количество вещества, 
состоящего из №, молекул или атомов этого вещества. Следователь- 
но, моль молекул с молекулярным весом р имеет массу, равную и г. 

Экспериментально показано, что число Авогадро равно 

№, = (6,02252 + 0,00009)- 10*° молекул/моль. (26) 

(См. таблицу физических констант в конце книги.) 

Воспользуемся теперь выражениями (19) и (21) для давления газа, чтобы 
оценить молекулярные величины для азота (No), газа, являющегося основной ком- 
понентой ‘воздуха. Экспериментально установлено, что при комнатной темпера- 
— 

*) Напомним, что данный изотоп ядра Х обозначается символом X". Это обо- 
значение показывает, что ядро атома состоит из п нуклонов (протонов--нейтро- 
нов). Атомы, имеющие ядра с различным числом нейтронов, но с одним и тем же 
числом протонов, химически подобны, так как их электронная оболочка имеет одина- 
ковое число электронов. 
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туре и атмосферном давлении (108 дин/см?) масса азота, находящегося в сосуде объе- 
ом в один литр (103 смз), равна 1,15 г. Так как молекулярный вес атома азота М 
равен 14, то молекулярный вес молекулы азота №. равен 2.14=28. Это значит, 
ЧТо В 28 2 азота содержится число молекул, равное числу Авогадро. Полное число- 
молекул в сосуде, таким образом, равно 

N = (6,02.1023) 2,47. 1023 молекул, 

так что 
УМ  2,47-10?2 
== 2,5: 1019 молекул/смЗ. (27). 

Используя выражение (21), можно получить выражение для средней кинетической 
энергии молекул азота: | 

— Зр 3 10° \ 
WW) wolff ee м . —14 . OO Rs HF (-5-тов) a 6,0-10-14 spe. (28) 

Так как N, молекул азота (N,— число Авогадро) имеют массу, равную 28 г, то 
масса одной молекулы азота равна. 

т — 28 

_ 6,02. 1023 

Используя выражение (20), мы получаем, что 

- Ze") 2.(6,0.10-14) 
aw 

93 = — 

т 4,55.10-23 

—4,65.10-23 a, (29) 

oz 2,6-10° 

Или 

9275,1-104 см/сек. (30) 

Средняя длина свободного пробега. Оценим среднее расстояние [, 
которое пролетает молекула газа, прежде чем она столкнется с дру- 
гой молекулой. Величина / называется средчей длиной свободного про- 
бега молекулы (иногда для краткости мы будем писать: свободный 
пробег). Упрощая задачу, мы можем считать, что каждая молекула 
имеет форму сферы и что межлу любыми двумя молекулами действуют 
те же силы, что H между двумя твердыми сферами радиусом а. Это зна- 
чит, что молекулы не взаимодействуют друг с другом, пока расстоя- 
ние R между их центрами больше 2a, и взаимодействуют (т. е. стал- 
киваются), как только Ю < 2a. Рис. 1.35 иллюстрирует взаимодей- 
ствие двух таких молекул. Здесь молекула А’ считается неподвиж- 
ной, а молекула А приближается к ней с некоторой относительной: 
скоростью V такнм образом, что центры молекул находятся на pac- 
стоянии 6 друг от друга. Очевидно, что молекулы не столкнутся, 
если в >2а, и столкновение произойдет, если $ < 2a. Столкновение 
двух молекул можно пояснить следующим образом. Представим, 
что с молекулой А жестко связан диск радиусом 2а, центр которого 
находится в центре молекулы А, и вектор скорости V перпендику- 
лярен к плоскости этого диска. Столкновение между молекулами 
произойдет только в том случае, если центр молекулы А’ лежит 
внутри объема, образуемого диском, движущимся вместе с молеку- 
лой А. 

Площадь в такого воображаемого диска, движущегося вместе 
с молекулой, равна | 

o= 1 (2a)? =4ла? (31) 
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и называется полным сечением рассеяния для двух сталкивающихся 
молекул. Объем, образуемый диском при передвижении молекулы 
на расстояние /, равен ol. Предположим, что в этом объеме в срел- 
нем находится только одна молекула, т. е. 

(91) п ~ 1, 

где п — число молекул в единице объема. Тогда расстояпие {, про- 
ходимое молекулой до столкновения с другой молекулой, и будет 
средней длиной свободного пробега. Таким образом, мы получили 

a . (32) 

Как и следовало ожидать,. средний пробег молекулы увеличи- 
вается. с уменьшением п (так как при этом уменьшается число 

™ 7 
Ao 

“Pie. 1.35. Рисунок иллюстрирует столк- Рис. 1.36. Столкновение молекулы А с моле- 
повение двух тяжелых сфер радиу- кулой А’, центр которой находится взутри 

сом а. объема, образованного воображаемым дис- 
ком, движущимся вместе с молекулой А. 

молекул, с которыми данная молекула может взаимодейство- 
вать) и с уменьшением радиуса молекулы (так как при этом рас- 
стояние, на которое молекулы могут приблизиться друг к другу, не 
испытывая соударения, уменьшается). 

_ Чтобы сделать численные оценки, вернемся к ранее рассмотренному азоту 
No, находящемуся при комнатной температуре и атмосферном давлении. Радиус 
молекулы имеет порядок 10-8 см, т. е. 

а — 10-8 см. 

Из выражения (31) можно получить величину поперечного сечения: 

д=4ла? ~ 12.10-16 см?. 

Используя (27) и (32), получим оценку 

| | 
Удо (2,5: 101) (12-10-16) 

HAH 

{/ — 3-10-5 см. (33) 

Заметим, что средняя длина свободного пробега молекулы значительно больше 
се радиуса, т.е. [3 а. Это является достаточно хорошим приближением к 
ндеальному газу, так как молекулы взаимодействуют друг с другом достаточно 

редко. С другой стороны, средний пробег молекулы очень мал по сравиению с 
линейнымн размерами литрового сосуда, в котором находится газ. 
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1.7. Основные проблемы макроскопической физики 

Несмотря на то, что рассуждения в этой главе имели большей 
частью качественный характер, нам удалось понять ряд важных 
свойств макроскопических систем. Теперь мы обладаем достаточным 
опытом, чтобы рассмотреть некоторые проблемы, имеющие большое 
значение. 

Основные принципы. Нашей первой задачей является использо- 
вание качественных представлений о макроскопических системах 
для создания ясных теоретических принципов, позволяющих делать 
количественные предсказания. Например, мы знаем, что некоторые 
состояния макроскопических систем являются более вероятными 
(или более случайными), чем другие. Но каким образом можно точно. 
определить вероятность данного макросостояния и как измерить 
степень его случайности? Это вопрос первостепенной важности. 
Мы выяснили также, что не зависящее от времени состояние равно- 
весия соответствует наиболее случайной ситуации в изолированной 
системе. | 

Таким образом, снова возникает проблема точного опреде- 
ления случайности: Трудности возникают и в том случае, когда 
мы рассматриваем две произвольные системы, находящиеся в теп- 
ловом контакте друг с другом. Мы предполагаем, что в состоянии 
равновесия, соответствующем максимальной случайности (неупо- 
рядоченности), некоторый параметр Т (характеризующий среднюю 
энергию атома в системе) должен быть одним и тем же для обеих 
систем. Ho так как мы не знали; как определить понятие случайно- 
стн в общем случае, то мы не могли дать какое-либо ясное определе- 
ние параметру Т (который условно был назван «абсолютной темпе- 
ратурой»). Таким образом, возникает следующий основной вопрос: 
как использовать вероятностные понятия для последовательного 
описания макроскопических систем, при котором станет ясным 
смысл случайности и абсолютной температуры? 

В примере с маятником в п. 1.3 мы видели, что вовсе не очевидно, 
как энергия, распределенная случайным образом между многими 
молекулами, может переходить в менее случайное распределенне, . 
при котором будет производиться работа, выполняемая макроско- 
пической силой на некотором макроскопическом расстоянии. Этот 
пример вскрывает вопросы большой важности. Во-первых, в какой 
степени можно использовать энергию, распределенную случайным. 
образом между многими молекулами вещества (например, угля 
или бензина), и концентрировать ее таким образом, чтобы она 
приводила в движение поршень? Иначе, каков коэффициент 
полезного действия парового или бензинового двигателя, осуще- 
ствивших промышленную революцию? Во-вторых, в какой сте- 
пени можно использовать энергию, распределенную случайным об- 
разом между молекулами некоторых химических соединений, H 
переводить ее в менее случайные формы, пригодные для создания 
мускульных усилий или для синтеза высокополимерных молекул, 
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например, таких как белок? Другими словами, в какой степени 
химическую энергию можно использовать для обеспечения биоло- 
гических процессов? Ясное представление о понятии случайности 
позволит нам ответить на все эти вопросы. 

Свойства систем в состоянии равновесия. Так как свойства макро- 
скопических систем в состоянии равновесия особенно просты, то 
они должны легко поддаваться количественному описанию. Сущест- 
вует много равновесных состояний, которые представляют болыной 
интерес. Рассмотрим некоторые из них. 

Однородное вещество является одним из простейших примеров 
системы, чьи равновесные свойства можно надеяться описать коли- 
чественно. Предположим, например, что некоторый газ или жид- 
кость при заданной температуре находится в состоянии равновесия. 
Как зависит величина давления от температуры и объема этой сре- 
ды? Или предположим, что некоторое вещество содержит атомы 
железа, имеющие определенный магнитный момент. Пусть это ве- 
щество, температура которого задана, помещено в магнитное поле. 
Чему равна намагниченность, т. е. какой магнитный момент при- 
ходится на единицу объема данного вещества? Как эта намагничен- 
ность зависит от температуры и магнитного поля? В качестве другого 
примера допустим, что некоторое вещество (это может быть жид- 
кость, твердое тело или газ) поглощает небольшое количество тепла. 
На’ какую величину возрастет температура вещества? 

Мы интересуемся, однако, не только макроскопическими пара- 
метрами систем, находящихся в равновесии, нас интересует также 
поведение атомов, из которых эта система состоит. Рассмотрим, на- 
пример, . сосуд с газом, находящийся при определенной температу- 
ре. Очевидно, что скорость молекул газа не будет одинаковой. Нас 
может интересовать, какая часть молекул имеет скорость, лежащую 
в заданном интервале. Если в сосуде сделать небольшое отверстие, 
то некоторые молекулы покинут сосуд и проникнут в окружающий 
его вакуум, где их скорость может быть непосредственно измерена. 
Таким образом, предсказания теории можно будет сравнить с экс- 
периментом. Рассмотрим пустой сосуд, стенки которого нагреты 
до высокой температуры. Так как атомы стенок сосуда испускают 
электромагнитное излучение, то сосуд наполнен излучением (фото- 
нами), находящимся в равновесии со стенками сосуда. Какова ве- 
личина энергии этого электромагнитного излучения, заключенная 
в заданном интервале энергий? Если в сосуде сделать небольшое 
отверстие, через которое излучение может проникать в окружающее 
пространство, и с помощью спектрометра измерить его энергию в дан- 
ном интервале частот, то предсказания теории можно будет про- 
верить на опыте. Эта проблема имеет большое значение для пони- 
мания процесса испускания излучения нагретым телом, например, 
солнцем или нитью осветительной лампы. 

Другой проблемой, представляющей большой интерес, является 
возможность химических реакций между молекулами разного рода. 
Рассмотрим сосуд объемом И, наполненный двуокисью углерода 
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CO,. В соответствии с химической реакцией 

200, =< 2CO +. O,, (34) 

молекулы CO, можно превратить в молекулы окиси углерода СО и в 
молекулы кислорода О,, или наоборот. Если повышать температуру 
сосуда, содержащего молекулы СО», то некоторые из них будут дис- 
ссциировать в молекулы CO и О.. В результате сосуд будет содер- 

жать молекулы CO,, СОиО,, Ha- 
ходящиеся в равновесии друг с 
другом. Возникает вопрос, каким 

: образом можно подсчитать отно- 
ГИ” снтельное число молекул СО., 

KOnNUMATTIOPHOA 
Щель 

— 

CO и O,, находящихся в сосуде 

Tao i итрныЕ при заданной температуре? 
fag | МлЕКилы, Даже рассмотрение простого 

ДишейшиЕ UF СОРИ вещества, состоящего из моле- 

Рис. 1.37. Сосуд. наполненный газом, имеет кул одного типа, приводит к ря- 

счень маленькое отверстие, через которое Ду интереснеиших проблем. Та- 
молекулы могут выходить в окружающий , | 
вакуум. С помощью одной или  ескольких кое вещество существует в раз- 
коллимирующих щелей можно выделить мо- - 
лекулярный пучок. Распределение молекул ЛИЧНЫХ формах ИЛИ фазах, т. е. 
по скорости в пучке определяется распре- может быть газом, жидкостью 

пучка позволяет идучать поведение изолно» HOO твердым телом. Простым 
Baier aToMon wa молекул Eero Омь. примером служит вода, имею- 

экспериментах. щая все три фазы: водяной 
пар, жидкая вода и лед. В лю- 

бой фазе вещество состоит из GAHHX и тех же молекул (в случае 
воды это молекулы Н.О), но расположенных по-разному. В газе 
молекулы находятся сравнительно далеко друг от друга и движение 
их носит случайный и почти независимый характер. В твердой фазе 
располо2=ение молекул весьма упорядоченно. Они расположены 
в узлах правильной кристаллической решетки и могут совершать 
лишь небольшие колебания относительно этих положений. В жидкой 
фазе расположение молекул имеет промежуточный характер, так 
как они связаны не так жестко, как в твердом теле, но и необладают 
свободой молекул газа. В жндкости молекулы достаточно близки, 
чтобы оказывать сильное влияние друг на друга, но в то жевремя 
они достаточно удалены, чтобы перемещаться друг относительно 
друга на большие расстояния. Изучение рассеяния рентгеновских 
лучей подтверждает сказанное нами о характере расположения мо- 
лекул в этих различных фазах. 

Хорошо известно, что вещество переходит из одной фазы в дру- 
гую при вполне определенной температуре (принимая или отдавая 
тепло в результате такого перехода). Например, вода при O° С пере: 
ходит из твердой фазы (лед) в жидкую (воду), которая в свою очередь 
(при давлении в одну атмосферу) переходит в газ при 100°C. При 
некоторых условиях возможно одновременное существование ‘двух 
фаз, находящихся в равновесии друг с другом (например, лед и BO- 
да при 0° С). Теория, описывающая поведение систем в равновесни, 
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позволяет сделать предсказание о давлении и температуре, при KOTO- 
рых возможно равновесие двух фаз. Используя эту теорию, мы мо- 
жем предсказать, при какой температуре данное твердое вещество 
превращается в жидкость и при какой температуре жидкость испа- 
ряется и становится газом. 

Все это очень трудные и интересные задачи. Их решение опять 
связано с понятиями о степени случайности и упорядоченности. 
При возрастании абсолютной темпера- 
туры вещества (или средней энергии ато- 
мов) оно переходит из относительно упо- 
рядоченного (или менее случайного) твер- 
дого состояния в жидкое состояние, об- 
ладающее промежуточной степенью по- 
рядка. При еще большем увеличении тем- 
пературы жидкость переходит в газооб- |--=-=- 4004 
разное состояние, которому соответствует 1— — — 3 
наибольший беспорядок. Удивительно, 
однако, что такие изменения в степени = [HC 1.38. Здесь показано сов- местное существование двух фаз, 

порядка происходят скачком, при вполне воды и пара, находящихся в 
о м равновесии при некоторой оп- 

определенной температуре. Причиной — ределенной температуре. Давле: 
этого является своего рода критическая = "NC NAPA т nwo от тем: 
нестабильность молекул в веществе. Пред- 
положим, например, что температура твердого тела достаточно ве- 
лика, так что молекулы имеют относительно болышую энергию и мо- 
гут совершать около своих узлов в кристаллической решетке коле- 
бания, амплитуда которых сравнима с расстояниями между узлами. 
Предположим далее, что в результате флуктуации несколько со: 
седних молекул одновременно покидают регулярную кристалличе- 
скую решетку. Это облегчает близлежащим молекулам возможность 
покинуть свои узлы в решетке, и т. д. В результате мы наблюдаем 
процесс, который очень похож на обвал домика из домино, т. е. 
высокий порядок в расположении молекул в твердом теле неожидан- 
но начинает уменьшаться и твердое тело превращается в жидкость. 
Такая нестабильность, результатом которой является плавление 
твердого тела, вовлекает в процесс все молекулы вещества. Мы назны- 
ваем такие явления коллективными процессами. К ним принадлежит, 
например, таяние или парообразование. Для анализа таких явле- 
ний необходимо одновременное рассмотрение взаимодействия всех 
молекул. Решение подобных проблем на микроскопическом уровне 
является очень трудной теоретической задачей. 

Системы, не находящиеся в’ равновесии. Рассмотрение систем, 
не находящихся в равновесии, значительно сложнее рассмотрения 
равновесных систем. Здесь мы имеем дело с процессами, изменяю- 
щимися во времени, и нас прежде всего интересует, насколько быстро 
или медленно такие изменения происходят. Изучение этих вопросов 
требует детального рассмотрення взаимодействия молекул друг с 
другом. За исключеннем довольно простого случая разреженного 
газа такой анализ поведения молекул очень сложен. 

_- Bodawod iy 
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Рассмотрим несколько интересных примеров. Первым из них 
будет химическая реакция (34). Предположим, в сосуде при опре- 
деленной температуре находится газ СО.. Через какое время будет 
достигнута равновесная концентрация СО и О,? Для ответа на этот 
вопрос нам нужно определить скорость, с которой химическая реак- 
ция (34) протекает в обоих направлениях. 

В качестве другого примера рассмотрим два больших тела, имею- 
щих различные температуры, 7, и Т,, и соединенных между собой 

стержнем. Такая система He нахо- 
дится в равновесии, и через соеди- 
няющий стержень тепло будет пе- 
реходить от одного тела к другому. 
Нас интересует, насколько эффек- 
тивно передается энергия по стер- 

Рис. 1.39. Два тела с различной темпе-  ЖНЮ, Т. е. Как быстро данное KO- 

ео nena Kk nbyrouy, Личество тепла может перейти от 
одного тела к другому. Это 3aBH- 
сит от внутренних свойств стер- 

жня, а именно, от его «теплопроводности». Например, стержень, 
сделанный из меди, проводит тепло лучше, чем стержень из нержавею- 
щей стали, т. е. медь обладает более высокой теплопроводностью, 
чем сталь. Задачей теории является точное определение понятия 
теплопроводности и ее вычисление. 

Некоторые выводы. Примеры, рассмотренные в предыдущем па- 
раграфе, показывают, что существует ряд макроскопических явле- 
ний, количественное рассмотрение которых может быть выполнено 
на основе фундаментальных микроскопических понятий. Однако 
нашей целью не будет детальное рассмотрение этих проблем. Дейст- 
внтельно, некоторые из рассмотренных нами вопросов (например, 
расчет фазовых переходов, таких, как таяние или парообразование): 
не решены еще до конца и являются областью интенсивного научно- 
го исследования. С другой стороны, мы уже достаточно подготовле- 
ны, чтобы использовать качественные замечания этой главы для 
более глубокого количественного изучення макроскопических си- 
стем. Это изучение будет длиться достаточно долго, но в конце кон- 
цов мы получим ответ на большую часть поднятых здесь проблем. 

floor menial 7 

TW OK 49 ка 
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LINEPHLEHE 

Сводка определений 

Изолированная система: Система, которая не взаимодействует с любой другой 
системой. 

Идеальный газ. Газ, взаимодействие между молекулами которого почти пре- 
небрежимо мало (т. е. оно достаточно велико, чтобы молекулы могли обмениваться 
энергней, но пренебрежимо мало в других отношениях). 

Идеальная система спинов. Система, состоящая из спинов, взаимодействие 
между которыми почти пренебрежимо мало (т. е. оно достаточно велико для того, 
чтобы спины могли обмениваться энергией, но пренебрежимо мало в других отно- 
шениях). 

Микроскопическая величина. Величина порядка атомных размеров или меньше. 
Макроскопическая величина. Величина, значительно большая атомных раз- 

меров. 
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М икроскопическое состояние (или микросостояние). Состояние системы, для 
которого указано детальное состояние всех атомов системы, допускаемое законами 
механики. 

Макроскопическое состояние (или макросостояние). Состояние системы, опи- 
санное с помощью величин, которые могут быть определены макроско- 
ническими измерениями. 

Макроскопический параметр. Параметр, который может быть определен 
измерениями в больших масштабах и который описывает макроскопическое со- 
стояние системы. ` 

Равновесие. Макроскопическое состояние, которое не меняется со временем, 
за исключением случайных флуктуаций. 

Время релаксации. Примерное время, которое требуется системе, чтобы из 
неравновесного состояния перейти в состояние равновесия. 

Необратимый процесс. Процесс, который при изменении направления времени 
(представьте себе, что кинофильм прокручивается в обратном направлении) почти 
никогда не происходит. 

Тепловое взаимодействие. Взаимодействие, при котором не совершается ра- 
бота в макроскопическом масштабе. | 

Тепло. Энергия, передаваемая на микроскопическом уровне и не связанная 
с выполнением макроскопической работы. 

Термометр. Небольшая макроскопическая система, устроенная таким об- 
разом, что при получении или отдаче тепла у нее изменяется только один из ее 
макроскопических параметров. 

Термометрический параметр. Изменяющийся при поглощении или отдаче 
тепла макроскопический параметр термометра. 

Температура системы, измеренная данным термометром. Значение темпе- 
ратурного параметра термометра, находящегося в тепловом контакте с системой 
в состоянии равновесия. | 

Средняя длина свободного ‘пробега (средний пробег). Среднее расстоянне, 
которое молекула газа проходит без соударения с другой молекулой. 

Задани 

1.1. Флуктуации в системе спинов. Рассмотрим ндеальную систему из пяти 
спинов при отсутствии внешнего магнитного поля. Предположим, что снимается 
кинограмма этой системы в состоянии равновесия. В какой части кадров мы уви- 
HM п спинов, направленных «вверх»? Рассмотрите случаи, когда n=O, 1,2, 3, 4и5. 

1.2. Диффузия жидкости. Предположим, что капля краски (имеющая ту же 
плотность, что и вода) упала .в стакан с водой. Система находится при постоянной 
температуре и не подвержена никаким механическим воздействиям. Предположим, 
что мы снимаем кинофильм процессов, которые возникли в стакане после падения 
капли. Что мы увидим на экране при просмотре кинофильма? Что будет происхо- 
дить на экране, если фильм прокручивать в обратном направлении? Является ли 
этот процесс обратимым или необратимым? Опишите его, рассматривая поведение 
молекул краски. 

1.3. Микроскопическое объяснение трения. Деревянному бруску сообщают 
импульс силы. Он начинает двигаться по полу и постепенно останавливается. Об- 
ратим или необратим этот процесс? Опишите, что мы увидим на экране, если кино- 
фильм этого движения прокрутить в обратном направлении. Рассмотрите течение 
этого процесса на молекулярно-атомном уровне. 

1.4. Приближение к тепловому равновесию. Рассмотрим два газа, А и A’, 
находящиеся в различных сосудах. Первоначально средняя энергия молекул газа 
А отлична от средней энергии молекул газа А’. Сосуды приводятся в соприкоснове- 
ние, так что они могут обмениваться энергией, передаваемой в форме тепла газом А 
стенкам сосуда и уже потом газу А’. Будет ли такой процесс обратимым или необ- 
ратимым? Дайте молекулярное описание того, что мы увидим на экране, если ки- 
нограмму процесса прокручивать в обратном направлении. 

1.5. Изменение давления газа с объемом. При помощи перегородки сосуд раз- 
делен на две части. Одна из них имеет объем У jH наполнена разреженным газом, 
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другая` часть пуста. Удалим перегородку и подождем, пока не будет достигнуто 
равновесное состояние, при котором молекулы равномерно распределятся по всему 
объему И’, сосуда. 

а) Изменится ли полная энергия газа? Сравните среднюю энергию молекул 
и их среднюю скорость до и после удаления перегородки. 

6) Каково отношение давлений газа в пачальной и конечной ситуациях? 
1.6. Число молекул, идаряющихся о поверхность. Рассмотрим азот (No), находя- 

щийся при комнатной температуре и атмосферном давлении. Исгользуя: числовые 
оценки, данные в этой главе, оцените среднее число молекул азота, ударяющихся 
© площадку в {| см? в течение одной секунды. 

1.7. Скорость итечки. В некотором опыте используется стеклянная колба 
емкостью в | л, которая содержит азот (No) при комнатной температуре и атмосфер- 
ном давлении. Колба помещена в сосуд, в котором должен быть вакуум. Экспери- 
ментатор не знает, что в колбе имеется небольшая дыра размером порядка 10-3 см. 
Оцените время, необходимое для того, чтобы 1% азота вышел в окружающий 
вакуум. 

1.8. Среднее время между столкновениями молекул. Азот находится при ком- 
натной температуре и атмосферном давлении. Используя численные данные, при- 
веденные в этой главе, вычислите среднее время, которое проходит между столкно- 
‘вениями молекул. 

1.9. Равновесие между атомами с различной массой. Рассмотрим столкновение 
между двумя атомами, имеющими массу т; и ть. Обозначим скорости атомов до 

<оударения Vy и Vg, а скорости атомов после соударения V1 и Vo соответственно. Нас 
интересует, какая энергия передается от одного атома к другому в результате 
<толкновения. 

а) Написав условия сохранения импульса и энергии, покажите, что: 

Vi; Ул = Уз У (I) 

полезно воспользоваться формулой у’2— у? = (v’— v)(v’ + У). 
6) Используя закон сохранения импульса и выражение (1), исключите из них 

? ¢ 

‘Vo, так чтобы выражение для Vy содержало только начальные скорости V, И Vo. 
9 о 

в) Покажите, что изменение энергии Ag, == № m,(v’~ — у!) первого атома 
з результате столкновения ранно 

Ат т | 
А: = | (1 — =>) — (my — m,) Vv, У И “1 (my -- ть)? ( 1 a)-+ 9 ( 1 2) 1*2] > ( ) 

где e, == ИУ: и в. ==№ ту: — начальные значения энергий атомов. 
г) Рассмотрим два таких атома среди атомов вещества, находящегося в равно- 

весии. В состоянии равновесия энергия любого атома в среднем постоянна, т. е., 

в частности, А =, =0. Начальные скорости всех атомов должны пметь беспорядочные 
направления, так что косинус угла между у, и Vo будег положительным так же 

часто, как и отрицательным, т. е. у, -У›=0. Бзяв среднее от обеих частей уравне- 
ния (IJ), покажите, что в равновесии 

Е =. (ПГ) 

Этот важный результат показывает, что средние энергии атомов в равновесии 
равны, даже если массы атомов различны. 

1.10. Сравнение скоростей молекул в смеси газов. Рассмотрим газ, состоящий из 
одноатомных молекул с различными массами, Mm, и т», находящийся в некотором 
сосуде в состоянии равновесия. 

а) Используя результаты предыдущей задачи, найдите отношение средней 
скорости молекул с массой т, к средней скорости молекул с массой ть. 

6) Предположим, что такими мслекулами являются Не (гелнй) и Аг (аргон) 
< атомными весами соответственно 4 и 40. Каково отношение средних скоростей 
атомов гелия и аргона? 

1.11. Давление смеси газов. Рассмотрим идеальный газ, состоящий из атомов 
двух типов. Пусть на единицу объема приходится Ny атомов с массой т; и пь атомов 
< массой fg. Предположим, что газ находится в равновесии, т. е. средняя энергия 
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каждого атома одна и та Ke, независимо от типа атома. Получите выражение для 
давления такой газовой смеси. Объясните ваши результаты C помощью средней 

энергии 5. 
Pie. Перемешивание двух газов. Сосуд разделен перегородкой на две равные 

части. В одной из них ‘находится один моль гелия (Не), в другой один моль аргона 
(Аг). Энергия в форме тепла может передаваться через перегородку от одного газа 
к другому. Через некоторое время эти газы достигнут состояния равновесия. Обо- 

значим среднее давление гелия через ру, а аргона через ро. . 

а) Сравните давления р, и р» этих газов. 
6) Что случится, если убрать перегородку? Опишите, как будет выглядеть. 

процесс, если его кинограмму прокручивать в обратном направлении. Является 
ли он обратимым или необратимым? 

в) Каким будет среднее давление газа в конечном равновесном состоянии? 
1.13. Случай полупрозрачной перегородки («осмос»). Стеклянная ‚колба содер- 

жит аргон (Аг) прин комнатной температуре и атмосферном давлении. Она поме- 
щается в большую камеру, содержащую гелий (Не) при тех же условиях. Колба 
сделана из стекла, которое пропускает маленькие атомы Не, но не пропускает 
большие атомы Ar. 

а) Опишите происходящий процесс. 
6) Что представляет собой наиболее случайное распределение молекул, 

которое установится в конечиом равновесном состоянии? 
в) Каким станет среднее давление газа внутри колбы после достиж ния равно- 

весного состояння? 
1.14. Тепловые колебания атомов в твердом теле. Азот (№5), заключенный в. 

сосуд, находится в равновесии при комнатной температуре. В соотвегствии с ре- 
зультатами, полученными в задаче 1.9, естественно предположить, что средняя ки- 
нетическая энергия молекулы газа примерно равна средней кинетической энергин: 
атома стенки сосуда. Каждый атом стевки сосуда расположен около узла кристал- 
личёской решетки. Атомы могут совершать свободные колебания около узлов, и в. 
некотором приближении эти колебания можно считать гармоническими. В среднем. 
потенциальная энергия атомов будет равна их кинетической энергии. Предполо- 
жим, что стенки сосуда сделаны из меди, плотность которой 8,9 г/см3 и атомный 
Bec 63,5. 

а) Оцените среднюю скорость колебаний атомов меди относительно равно- 
весного положения. | 

6) Оцениге расстояние между атомами меди. (Можно считать, что они распо- 
ложены в вершинах кубической решетки.) 

‘в) Если сила Е приложена к медпому стержню с площадью поперечного- 
сечения A и длиной L, то увеличение длины стержня AL определяется формулой 

Е _y AL 

A L’ 
8 

где постоянная У называется модулем Юнга. Ee значение для меди равно Y= 
= 1,28 .1012 дин/см?. Используя эту формулу, оцените силу, действующую на атом 
меди, когда он смещея из своего узла в решетке на некоторое небольшое расстоя- 
ние х. 

г) Чему равна потенциальная энергия атома, смеценного на расстояние х 
от своего равновесного положения? Используйте полученный результат для 
сценки средней величины |х| амплитуды колебаний атома меди относительно рав- 
HOBCCHOFO положения. Сравните величину [x] с расстоянием между атомами меди: 
в решетке.



ТЛАВА 2 

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

В первой главе мы убедились, что соображения, связанные с ве- 
роятностью, имеют важнейшее значение для понимания свойств 
макроскопических систем, состоящих из очень большого числа ча- 
cTuu. Поэтому необходимо рассмотреть основные понятия теории 
вероятностей и выяснить, как их использовать для решения некото- 
рых простых, но важных задач. Идеи, с которыми мы встретимся, 
имеют значение, выходящее за рамки этих задач. Например, они 
неотделимы от проблем, возникающих при анализе азартных игр, 
в страховом деле (теория вероятностей позволяет получить вероят- 
ность смерти или болезни страхующихся) или при выборочных опро- 
сах, проводимых с целью оценки общественного мнения. Идеи тео- 
рии вероятностей имеют огромное значение и для генетики. Особен- 
но велико их значение в физике, в таких, например, проблемах, как 
радиоактивный распад, падение космического излучения на поверх- 
ность Земли или случайное испускание электронов нагретой нитью 
электронной лампы. Наконец, вероятностные идеи чрезвычайно 
важны при квантовомеханическом описании атомов и молекул. 
Эти идеи являются основой нашего рассмотрения макроскопиче- 
ских систем. 

2.1. Статистические ансамбли 

Рассмотрим систему А, с которой мы производим какие-то опыты 
или наблюдения *). Часто результат данного одиночного опыта 
не может быть предсказан с полной определенностью либо по прин- 
ципиальным соображениям, связанным с внутренней сущностью 
явления **), либо потому, что.доступная нам информация недоста- 
точна для такого предсказания. Однако, если результат данного 

*) Акт наблюдения можно трактовать как опыт, результат которого совпа- 
дает с результатом наблюдения. Поэтому нет необходимости проводить различие 
между опытом и наблюдением. 

**) Такая ситуация имеет место, например, в квантовой механике, где резуль 
тат измерений, совершаемых в микроскопической системе, не может быть предска- 
зан с полной однозначностью. 
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одиночного опыта и не может.быть указан, все же иногда можно сде- 
лать весьма важные выводы о результатах большого числа идентич- 
ных опытов. В таком случае мы говорим о статистическом описании 
системы и используем для такого описания методы теории вероят- 
ностей. Это описание можно выполнить следующим образом. 

Вместо того чтобы сконцентрировать наше внимание на данной 
системе А, которая нас интересует, рассмотрим набор систем (ан- 
самбль в терминологии, принятой в статистике), :востоящий из боль- 
шого числа oN «одинаковых» систем. В принципе ol” можно предста- 
вить себе сколь угодно большим (‹\№-=оо). Системы предполагаются 
‹одинаковыми» в том смысле, что каждая из них удовлетворяет 
тем же условиям, которым удовлетворяет система А. Это значит, 
что мы считаем каждую из систем приготовленной по тому же репеп- 
ту и подвергнутой тому же опыту, что и система А. Мы можем теперь 
спросить, в какой части случаев будет иметь место данный конкрет- 
ный результат опыта? Чтобы быть точными, нам следует иметь 
возможность каким-то образом пронумеровать или обозначить раз- 
личные и исключающие друг друга результаты опыта. (Полное 
число таких возможных результатов может быть конечным или 
бесконечным.) Обозначим теперь некоторый определенный результат 
опыта индексом ги предположим, что из oN’ систем, образующих 
наш ансамбль, oN’, систем дали такой результат. Тогда отношение 

Ре (mpi of’ — о) (1) 

называется вероятностью появления результата г. Если oN очень 
велико, то можно ожидать, что повторение того же опыта с данным 
ансамблем приведет к тому же отношению Р,. Поэтому отношение 
{1} дает однозначный результат в пределе, когда el” может быть сде- 
лано произвольно большим. 

Это рассуждение показывает, что для измерения вероятности 
любого возможного результата опыта с данной системой необходимо 
повторить этот опыт на болышом числе одинаковых систем *). Не-. 
смотря на то, что результат данного частного опыта нельзя предска- 
зать, статистическая теория позволяет предсказать вероятность 
появления кажлого из возможных результатов опыта. Предсказан- 
ные вероятности можно сравнить с вероятностями, измеренными на 
опыте. с ансамблем одинаковых систем. 

Рассмотрим несколько конкретных примеров. 

Бросание монеты или игральной кости. Пусть наш опыт 
заключается в бросании монеты. Он имеет два возможных исхода: «орел» или «реш- 

ка». В принципе, результат этого опыта может быть полностью предсказан, если нам 
известно все об условиях бросания монеты и об ее взаимодействии с поверхностью 
стола. Для такого предсказания необходимо произвести сложные вычисления, 

*) Если состояние системы не зависит от времени, то с равным успехом можно 
один и тот же опыт повторить ‹\ раз над одной данной системой. При этом, разу- 
меется, нужно быть уверенным, что в начале каждого опыта система находится 
в одном и том же начальном состоянии. 
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основанные на законах классической механики: На самом же деле мы He распола-- 
таем полными данными об условиях бросания монеты и не можем поэтому пред- 
сказать результат данного бросания. (Даже если бы мы имели полную информацию: 
о начальных условиях и могли произвести все вычисления, нас не удовлетворил бы: 
столь сложный способ получения результата.) Статистическая формулировка этого: 

опыта очень проста. Достаточно рассмотреть ансамбль, со- 
стоящий из очень большого числа одинаковых монет. Бу- 
дем бросать эти монеты одинаковым приемом и подсчиты- 
вать число случаев выпадения «орла» или «решки» *). Доля 
таких случаев дает соответственно измеренную вероятность. 
р появления «орла» или вероятность 4 появления «решки». 

Статистическая теория должна уметь предсказывать. 
эти вероятности. Например, если центр масс монеты совпа- 
дает с ее геометрическим центром, то из соображений CHM- 
метрии следует, что в законах механики не содержится ни-. 
чего, что позволило бы различить «орла» и «решку». В та- 
ком случае половина экспериментальных результатов долж- 
на дать «орла», другая половина «решку», поэтому р=9=%. 
Сравнение с опытом может подтвердить или опровергнуть 
Такую теорию. Например, если «орел» появляется чаще- 
«решки», мы будем считать, что теория неверна в той части, 
которая предполагает совпадение центра масс с геометри- 
ческим центром. | 

Рассмогрим теперь несколько более сложный опыт бро- 
сания N монет. Бросание каждой мойеты имеет два возмож-. 
ных исхода, поэтому бросание N монет приводит к появле- 
нию 2X2X ... Х2=2/М результатов **). Статистическая: 
формулировка этого’ опыта заключается в том, что вместо- 
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Puc. 2.1. Чтобы сде- 
лать предсказания о 
вероятных результа- 
тах бросания данной 
мочеты, рассмотрим 
ансамбль, состоящий 
из большого числа оди- 
наковых монет. Ha ph- 
сунке показано состо- 
янне ансамбля после 
бросания всех монет. 
Символ О означает 
«орел», символ P— 

«решка». 

одного набора из N монет мы рассматриваем ансамбль, ̀ 
состоящий из „№ таких наборов по N монет в каждом, и над. 
каждым набором производим одинаковый опыт. Вопрос, 
который может’ представлять интерес при таком одинако- 
вом. бросании наборов монет, заключается, например, в: 
вероятности появления одного из 2 возможных резуль- 
татов опыта. Примером менее детального вопроса является. 
нахождение вероятности того, что п монет из нашего набо- 
ра выпадут «орлом», а остальные (№ — п) монет выпадут- 
«решкой». _ | 

Задача о бросании набора из № одинакотых игральных 
костей имеет, конечно, аналогичный характер. Единствен- 
ное ‘различие связано с тем, что бросание любой кости дает 
шесть возможных исходов, в зависимости от того, какая из. 
шести граней смотрит вверх. 

Исход некоторого опыта или результат наблюдения часто удобно, 
обозначать простым словом случай. Заметим, что вероятность реа- 
лизации данного случая. существенным образом зависит от доступ- 
ной нам информации относительно рассматриваемой системы. Дейст- 
вительно, эта информация определяет наш статистический ансамбль, 
состоящий из систем, свойства которых совпадают со свойствами. рас- 
сматруваемой системы. Поясним это на следующем примере. 

*) Мы можем поступить иначе, бросая «\ раз одну и ту же монету и подсчи- 
тывая ‘случаи «орла» и «решки». 7 

* ~**) В частном ‘случае N=4 возможны 24=16 возможных результатов. Они. 
‘перечислены в табл. 1.1 (стр. 20), где букву Л можно принять за «орла», а букву IF 
84 «решку». St 
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Пример. Нас. интересует следующий вопрос: какова вероятность того, что 
житель Соединенных Штатов окажется в больнице в возрасте между 23 и 24 го- 
дами. В этом случае мы должны рассмотреть ансамбль, состоящий из больного 
числа жителей Соединенных Штатов, и определить, какая их доля между 23 и 24 го- 
дами жизни окажется в больнице. Предположим, что существует дополнительное 
условие; заключающееся в том, что это женщины. Ответ на наш вопрос изменится, 
так как теперь мы должны будем рассмотреть ансамбль женщин — жительниц 
Соединенных Штатов и определить, какая их часть оказалась в больнице в возрасте 
от 23 до 24 лет. (Очевидно, что. благодаря деторождению 
женщины этого возраста будут находиться в больнице ча- 
ще, чем мужчины.) 1 

Системы с большим количеством. частиц. Рас- 
смотрим макроскопическую систему А, состоящую 
из многих. частиц. Такой системой может быть, 
например, идвальный газ, содержащий № мо- 2 
лекул, или система из М№ спинов, или жидкость, 
или кусок меди. Ни в одном из этих: случаев мы 
не можем предсказать поведение каждой части- 
цы, образующей систему, к тому же. такое пред- 
сказанне не представляет интереса *) и поэтому 
следует обратиться к статистическому рассмот- 
рению системы A. Вместо того чтобы исследовать „№ 
одну такую систему, рассмотрим ансамбль, со- 
стоящий H3 болыното числа oN систем, аналогич- | 

Рис. 2.2. Статистиче- 
ных системе А. Чтобы высказать некоторые ста- ское описание системы 
тистические утверждения о нашей системе в А, представляющей 
момент времени 1 мы произведем в этот MO- ный в ящик. На ри- 
мент Времени наблюдения над of системами. зле статистический 
Это даст нам вероятность Р,(К наблюдения ансамбль из oll" систем, 
определенного результата опыта в момент вре-  ПоЛОбНЫХ „рассматра“ 
мени 2. Предполагаемая процедура станет зна- | 
чительно. более ясной, если мы вообразим, что имеем фильмы, 
на которых снята каждая система нашего ансамбля. Поведение 
любой, скажем, R-ii, системы ансамбля в зависимости от времени мы 
можем теперь изучать, рассматривая А-Йй фильм (для этого нужно 
смотреть соответствующую горизонталь на рис. 2.3). С другсй сто- 
роны, для получения каких-то вероятностных утверждений о _си- 
стеме в некоторый момент времени. { необходимо рассмотреть те 
кадры на-всех фильмах, которые относятся к определенному момен- 
ту времени # (для ‘этого нужно изучить кадры, расположенные на 
рис. 2.3 вдоль вертикали, и сосчитать долю кадров, на которых об- 
наружен - интересующий нас результат опыта). 

Мы говорим, что свойства статистического ансамбля не зависят 
от времени, если Число систем, отвечающих данному елучаю, одно 
и то же в любой момент времени (или, что то же вамое, всли 

*) В точном квантовомеханическом описании системы нестатиевические нред- 
сказания невозможны принципиально. При классическом описании точные пред- 
сказания о системе требуют знания положения и скорости каждой частицы в не- 
который момент времени. Такая информация нам недоступна. 
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вероятность появления любого данного случая в ансамбле He 3a- 
висит от времени). Тем самым статистическое описание позволяет 
дать очень ясное определение понятия равновесия: изолированная 
макроскопическая система находится в равновесии, если свойства 
статистического ансамбля из таких систем не зависят от времени. 

© | @ © %& (©) ) @ 
So @| jo © Фо o@ 

@ ® @ @ @ ® 
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Рис. 2.4. Продолжение рис. 2.3. Теперь, когда прошло достаточиое время, ансамбль является 
независимым от времени. Это означает. что система достигла состояння равновесня. 

Пркмер. Рассмотрим идеальный газ, состоящий из № молекул. В некото- 
рый начальный момент времени /¢, сразу после того, как убрана перегородка, все 
молекулы этого газа находятся в левой половине сосуда. Каким образом можно 
произвести ётатистическое описание поведения газа в последующие моменты вре- 
мени? Мы должны рассмотреть ансамбль, состоящий из большого числа аналогич- 
ных сосудов с газом, в каждом из которых в начальный момент времени все моле- 
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кулы находятся в левой иоловинё зосуда. Такой ансамбль ехематически иоказан 
на рис. 2.3. Затем мы должны исследовать наш ансамбль в определенный момент 
времени ?¢, с тем чтобы получить ответ на интересующие нас вопросы. Например, 
если сосредоточить внимание на определенной молекуле, то нас может интересо- 
вать, какова вероятноств ‘р (f) того, что эта’молекула находится в левой части со- 
суда, или вероятность 4 (2) того, что она находится в его правой части, или, напри- 
мер, какова вероятность Р (п, 1), что в данный момент п из общего числа № молекул 
оказались в левой части сосуда. Мы знаем, что в начальный момент времени fg 
вероятность р (fp) = 1 Hg (fp) = 0. Точнотак жеР (М, fo) = lu P(n, &) = Одлял ZN. 
С течением времени эти вероятности меняются до тех пор, пока молекулы окажутся 
равномерно распределенными по объему сосуда, так что р = 4 = №. После этого ве- 
роятности не меняются во времени, т. е. ансамбль становится независимым от вре- 
мени и система достигает равновесия (рис. 2.4) *). Состояние, при котором поведе- 
ниееистемы не зависит от времени, ‘оказывается особенно простым. Действительно, 
в этом случае задача о. газе, состоящем из М№ молекул, аналогична рассмотренной 
выше задаче о наборе из N монет. В частности, вероятность р нахождения молекул 
в левой части сосуда совпадает с вероятностью того, что брошенная монета выпадает 
«решкой»; аналогично, вероятность д нахождения молекулы в правой части сосуда 
совпадает с вероятностью выпадения «орла». Точно так же, как в примере с моне- 
тами, эти вероятности не зависят от времени и p= Gq = Yo 

Замечание. В главе | [см. уравнение (1.4)} мы вычисляли различные 
вероятности, рассматривая одну-единственную систему. Такой метод годится для 
специального случая системы, находящейся в равновесии. Так как ансамбль таких 
сиетем не зависит от времени, TO болышое число последовательных наблюдений над 
одной системой эквивалентно большому числу одновременных наблюдений над сис- 
темами ансамбля. Другими словами, предиоложим, что мы взяли фильм, Ha кото- 
ром заснято поведение системы за время т, и разрезали его Ha ‹\ равных частей, 
каждая из которых длится Ty=T/ № (т, достаточно велико, чтобы поведение системы 
на одном куске фильма можно было считать независимым от ее поведения на смеж- 
ных кусках). В этом случае набор из «№ разрезанных фильмов для данной системы 
будет неотличим от набора ‚\’фильмов, снятых для систем ансамбля в течение ин- 
тервала времени T,. 

2.2. Основные соотношения между вероятностями 

Вероятности удовлетворяют некоторым простым соотношениям. 
Хотя они почти очевидны, их значение весьма велико. Проще всего 
их получить, исходя из основного определения вероятности (1). 
Дальше мы всегда будем считать, что число «\ систем в ансамбле 
можно сделать бесконечно большим. 

Предположим, что опыт, выполненный над’системой А, приводит 
к некоторому числу © взаимно исключающих друг друга исходов 
(случаев). Обозначим каждый возможный исход опыта или случай 
индексом г; этот индекс может принимать значения |, 2,3, ..., a. 
В ансамбле из одинаковых систем oi’, систем отвечают случаю |, 
«№. систем —случаю 2, ..., oi, систем — случаю «<. Так как эти случаи 
исключают друг друга и ими исчерпываются все. возможности, то 
сумма 

М-Н М-Н ом... tl =. 

*) Заметим, что в любой данной системе с течением времени возникают слу- 
`чайные флуктуации, тогда как вероятность Р.для ансамбля в любой данный момент 
времени всегда имеет единственное и определенное значение, если число систем of” 
в ансамбле может-быть сделано сколь угодно большим. Это замечание имеет целью 
показать, наснолько рассмотрение ансамбля упрощаег витуацию по сравнению 
с рассмотрением отдельной вистемы. 
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После деления Ha о\ это равенство принимает вид 

P,+P,+...+P,=1; (2) 

здесь Р,=о\№,/‹\№ означает, в соответствии с определением (1), Be- 
роятность появления случая г. Равенство (2) показывает, что сумма 
всех возможных вероятностей равна единице. Это равенство назы- 
вается условием нормировки вероятностей. Если воспользоваться 
обозначением суммы У, приведенным в (М.1), оно может быть 
записано короче: № 

a . 
2 P.=1. (3) 

Какова вероятность обнаружения случая г либо случая 5$? 
В нашем ансамбле имеется oN’, систем, отвечающих случаю г, и «№, 
систем, отвечающих случаю 5. Таким образом, либо случаю г, 
либо случаю $ соответствует (‹\,-|-‹\’.) систем ансамбля. Соответ- 
ственно вероятность Р (г или $) появления случая г или $ равна 

P(r или я Ns 

Таким образом, 

P(r или 5$) =Р,-Р.. (4) 

Пример. Рассмотрим бросание игральной кости. Благодаря симметрии, 
вероятность выпадения любой грани куба одинакова и равна 1/6. Так, вероятность 
выпадения единицы равна 1/6, и этому же равна, например, вероятность выпаде- 
ния двойки. Из равенства (4) следует, что: вероятность выпадения либо единицы, 
либо двойки будет равна 1/6 -|- 1/6 = 1/3. Это, разумеется, очевидный результат, так 
как случаи | и 2 соответствуют одной трети общего числа всех возможных исходов 
1, 2, 3, 4, би 6. | 

Соотношение (4) можно немедленно обобщить для большего 
числа исключающих друг друга исходов. Так, вероятность появ- 
ления любого одного из нескольких исходов просто равна сумме 
соответствующих вероятностей. В частности, из условия норми- 
ровки вероятностей следует очевидный результат, что сумма вероят- 
ностей, написанная слева в равенстве (2), представляющая собой 
вероятность наступления либо исхода |, либо исхода 2, ..., либо 
исхода @, равна |, т.е. является достоверностью. Действитель- 
но, все возможные исходы опыта исчерпаны случаями, пронуме- 
рованными от | до а. 

Совместные вероятности. Предположим, что в исследуемой си- 
стеме возможны два различных типа событий, например, & воз- 
можных событий типа г (где индекс г = |, 2, ..., a) и В возможных 
событий типа $ (s= 1, 2, ..., В). Обозначим через Р„, вероятность 
совместного появления события г и события $. Это означает, что 
в ансамбле, состоящем из большого числа ol’ одинаковых систем, 
№, таких систем характеризуются совместным появлением события 
ги события $. Тогда Р» ==о№,-/«№. Обозначим, как. обычно, через Р, 
вероятность появления события г (независимо OT появления события 
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типа 5). Для этого в нашем ансамбле мы не должны обращать BHH- 
мания на события типа $ и подсчитывать число «№, систем, в которых 
обнаружено событие 7, при этом Р,=\№,„/‹\№. Аналогично, через P, 
обозначим вероятность появления события $ (независимо от появ- 
ления события типа г). 

Обратим внимание на специальный, но очень важный случай, 
когда вероятность появления события типа г ничем не связана 
с появлением или отсутствием события типа $. Такие события на- 
зываются статистически независимыми, или некоррелированными. 
Рассмотрим теперь те системы ансамбля, в которых обнаружено дан- 
ное событие г. Число таких событий равно ‹\№,. Независимо от Xa- 
рактера события 7, некоторая доля P, этих систем обнаруживает 
также событие 5. Таким образом, число of’,, систем, для которых 
обнаружены совместно события г и $, равно 

Nps = oN",P 5' 

Соответственно, вероятность совместного появления события 7 и 
события $ равна 

P= Nrs NPs РР 
бе SS” 

rs~— ANG — ANG ~~“ re 5° 

Мы получили, что 

если события г и $ статистически независимы, то (5) 

P_.=P,P,. | 

Заметим, что вывод (5) не верен, если события ги $ не являются 

статистически независимыми. Равенство (5) легко обобщить: сов- 
местная вероятность наступления более чем двух статистически 
независимых событий равна произведению отдельных вероятностей. 

Нример. Предположим, что рассматриваемая система А состоит из двух 
нгральных костей A, и А». Событием, или случаем, типа г может быть выпадение 
любой из шести сторон кости A,, аналогично, событие типа $ заключается в выпа- 
дении некоторой стороны кости Ay. Конкретное событие в нашей системе А заклю- 
чается в выпадении какой-то заданной стороны кости A, и заданной стороны другой 
кости Ag. Опыт, заключающийся в бросанйи обеих костей, будет иметь 36 возмож- 
ных событий. Чтобы высказать какие-то вероятностные утверждения, необходимо 
рассмотреть ансамбль, состоящий из большого числа N одинаковых пар игральных 
тостей. Допустим, что каждая кость совершенно симметрична, так что выпадение 
любой стороны равновероятно. Очевидно, что вероятность выпадения данной сто- 
роны г равна 1/з. Если кости не взаимодействуют между собой (например, они не 
намагничены, так что нет сил, стремящихся ориентировать одну кость относительно 
другой) и их бросают в точности одинаковым способом, результаты бросания можно 
считать статистически независимыми. Тогда совместная вероятность Р,; того, что 
кость A, выпадет стороной г, а кость А» стороной. $, равна 

"О И 
P= P,-Po= EER: 

Этот результат вполне очевиден, так как рассматриваемый случай является 
одним из 6-6=36 возможных. 
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2.3. Биномиальное распределение 

Мы достаточно подробно познакомились со статистическими 
методами, чтобы перейти к количественному рассмотрению неко- 
торых физически важных задач. Рассмотрим, например, идеальную 
систему из № спинов, каждый из которых равен '/,. С каждым спи- 
ном связан магнитный момент Po. Этот 
пример особенно интересен, так как здесь в} 
мы имеем дело с наиболее простой си- 
стемой, описываемой законами кванто- 
вой механики. Ее часто используют в 
качестве модели более сложных систем. й . ® 
Для общности допустим, что система спи- | 
нов находится во внешнем магнитном 
поле В. Каждый магнитный момент мо- ре’ рстема из у спинов, 
жет быть направлен либо по полю ^, а ие erate ee 
(«вверх», параллельно полю В), либо — мента спина. Внешнее магнитное 

против поля («вниз», антипараллельно — "°”е обозначено стрелкой В. 
полю). Предположим, что система спинов находится в равновесии. 
Статистический ансамбль, состоящий из со\№ таких систем, будет 
независим от времени. Рассмотрим какой-то спин и обозначим через 
р вероятность того, что магнитный момент направлен вверх, а через 
4 — вероятность того, что он направлен вниз. Так как этими двумя 
ориентациями исчерпаны все возможности, то условие нормировки 
(3) дает 

p+q=! (6) 

или д = 1—р. Если поля нет, т. е. В = 0, то нет и выделенного на- 
правления в пространстве, так что р = а =\!/.. Но в присутствии 
магнитного поля магнитный момент чаще ориентирован по полю, 
чем против поля, поэтому р >> 4 *). Мы имеем дело с идеальной си- 
стемой спинов. Это значит, что взаимодействием между спинами 
можно полностью пренебречь‘и ориентации спинов статистически 
совершенно независимы. Вероятность того, что любой из данных 
магнитных моментов направлен вверх, не зависит от ориентации 
любых других магнитных моментов системы. 

Предположим, что п магнитных моментов нашей системы на- 
правлены вверх, а п’ вниз. Так как полное число спинов в системе 
равно N, ТО 

пп’ =М (7) 
ИЛИ 

n’ = N—n. 

Рассмотрим теперь ансамбль, состоящий из большого числа 
таких систем. Число п магнитных моментов, направленных 

*) Здесь мы считаем р ид величинами, определяемыми на опыте. В главе 
4 мы узнаем, как вычислить р и 9 для любого значения поля В,`если система 
спинов находится при определенной температуре. 
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Таблица 2.1 

1 2 3 4 пт] См 

U U U U's410 | 

U U U D\3/1 
U U D и1311 
U D U и|3|1 4 
р U U Ul3tt 

U и О D|2|2 
и р U D|2)2 
U D D Uj\2)|2 6 
D U U р |2 |2 
р U D U}2)2 
D D U Ui2)2 

U D D pDI{113 
р. U D D\113 
D D из 4 
D D D |113 

р D D р |014 | 

‘
h
e
 

1 таблица аналогична табл. 

Таблица (Т), в которой указаны 
все возможные ориентации N магнит- 
ных моментов для частного слу- 

| чая N=4. Буквой U обозначен мо- 
мент, направленный вверх. Буквой 
р — момент, направленный вниз. Число 
моментов, направленных вверх и вниз, 

‚ обозначено через nH п’ соответствен- 
| но. Число См(п) возможных конфи- 
гураций, в которых п моментов из 
№ направлены вверх, указано в по- 
следнем столбце. (Заметьте, что эта 

1.1.) 

вверх, не одинаково 
каждой системы ансамбля и 
может принимать значения 
0, 1, 2, .:., №. Hac интере- 
сует следующий вопрос: Ka- 
кова вероятность Р (п) того, 
что п из № магнитных момен- 
тов направлены ‘вверх? 

Эта задача легко решается 
с помощью следующих сообра- 
жений. Вероятность того, что 
любой из магнитных моментов 
направлен вверх или вниз, 

ДлЯ 

равна соответственно р или 4. 
Так как магнитные моменты 
статистически независимы, то 
с помощью формулы (5) легко 
получить вероятность такого 
состояния, когда п моментов 
направлены вверх, а осталь- 
ные N—n моментов направле- 
НЫ ВНИЗ: 

вероятность образования 
одной конфигурации спи- 
HOB, в которой л момен- 
тов направлено вверх, а 
остальные N —п.направ- 
лены вниз J 

= рр..-Р 99.--.4 = р"д" (8) 

Но конфигурация, при KOTO- 
рой п магнитных моментов на- 
правлены вверх, может быть 
осуществлена различными спо- 
собами. Это показано в табл. 
2.1. Обозначим поэтому: 

Cy (п) == число различных конфигураций, при которых 
п магнитных моментов из общего числа N направ- 
лены вверх (а остальные N—n=n’' 
ВНИЗ) *). 

(9) направлены 

'Искомая вероятность Р(п) того, что п из М моментов направлены 
вверх, равна вероятности осуществления либо первой, либо второй, 

‚*) Коэффициент Cy(n) иногда называют числом комбинаций из N объектов 
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.., Либо, наконец, последней из C’y(M) возможных конфигураций. 
В: соответствии с общей теоремой (4), искомая вероятность P(n) 
равна сумме вероятностей (8), взятой по всем таким возможным 
конфигурациям, когда п магнитных моментов направлены вверх. 
Эта сумма равна произведению вероятности (8) на коэффициент 
Сх(п). Таким образом, 

Р (п) =См (п) p’qh-*, (10) 
где 

п’ = М — И. 

Нам осталось подсчитать возможное число конфигураций в 
общем случае произвольных значений N и п. Предположим, что 
мы имеем таблицу Т, аналогичную табл. 2.1, где обозначены все 
конфигурации, которые можно образовать из N магнитных момен- 
тов, причем символом И обозначен момент, направленный „вверх, 
а символом В — вниз. В этом случае коэффициент Cy(n) опреде- 
ляется числом рядов, в которых символ И повторяется п раз. 
Чтобы ‘подсчитать число’ таких рядов, рассмотрим п различных 
направленных вверх моментов. и обозначим их U,, U,, ..., U,. 
Каким числом конфигураций мы можем осуществить эту ситуацию? 
В табл. 2.2 ответ на этот вопрос дан для частного случая N=4 
и n=2, 

. | . . Таблица 2.2 

о | 
Г 2 3 4 | | 2 3 4 

| 

и) и, р р a | ‘Us D U, b 
Uy D Uy, D 6 р Uy U, D d 
U; D D U, С D D U, U, f | | В 

U, U, D D а i U, ‚р р U, с 
D О, Us D а р Us, D и, е 
р U; D U, е р 0, U, i 

Таблица (Т’), В которой указаны все возможные конфигурации из № ==4 
идентичных моментов, два из которых направлены вверх. Эти моменты 
обозначены через U, и Uy, хотя физически они неразличимы. Поэтому 
конфигурации, отличающиеся только местами. индексов | и 2, эквивалентны. 
Ония обозначены одинаковыми буквами в последнем столбце. Таким образом, 
таблица содержит в п! =2 раза больше конфигураций, чем в том случае, 
если бы она содержала лишь физически различимые конфигурации. | 

ee, 

Символ U, в строке таблицы может появиться на N различных 
местах. 4 

При каждом возможном положении символа (/, символ (., можно 
поставить на одно из №М—1 оставшихся мест. 

Для каждого возможного положения U,; un U; символ U, можно 
поставить на ‘любое из N—2 оставшихся | мест.



Для каждого возможного положения U,, Ц», ..., U,_, послед- 
ний направленный вверх момент можно поместить на одно из N—n-+ 1 
оставшихся свободных мест. 

Таким. образом, возможное число /к(п) рядов в таблице равно 
произведению числа возможных положений символов U,, И», ... 
.... Ол, Т. е. | 

Jy (п) = М(М—1)(М— 2)... (М—п- 1). (11) 

Это можно записать короче с помощью факториалов. Напри- 

мер *), 
—1)(N—2)...(N—: —п)... 21 пм 1) (N—2) ... (N—2-+41)(N—n) wt (12) 

(N—n)... 2-1 ~~ (N— 

Теперь мы должны ввести в этот расчет поправку. Все моменты, 
направленные вверх, эквивалентны, и поэтому те ряды таблицы Т’, 
которые отличаются только перестановкой индексов, отвечают фи- 
зически неразличимым ситуациям (см., например, табл. 2.2). Число 
возможных перестановок из п индексов равно п! и поэтому таблица 
Т’ содержит в п! большее число рядов, чем их должно быть, если 
принимать во внимание только ряды, отвечающие физически не- 
эквивалентным состояниям. Поэтому **) искомое число Cy(n) раз- 
личных конфигураций для п направленных вверх моментов мы 
получим, разделив /м(п) на п!, т. е. 

, 7 

Сбыт) = = (13) “also att (N—ayl * 

Вычисляемая вероятность (10) теперь имеет вид 

№! 
Р (п) = кури Pa” (14) 

Более симметричный вид этого выражения: 
NC 

P (n) = ——s pq" s (15) 

где n’=N—n. В частном случае, 
м! 1\N когда p=q= 1/2, Ри) = пищи (3)". (16) 

Для данного значения N вероятность P(n) зависит от п. Функция 
P(n) называется биномиальным распределением. 

Замечание. При разложении бинома степени п, равного (р--9)^', по 
степеням д мы замечаем, что коэффициентлтакого разложения при p"gV —п равен чис- 
лу членов, содержащих р в качестве множителя п раз и д в качестве. множителя 

*) По определению N!==N(N—1). ..2-1; кроме того, 0!=1. 
**) Первый индекс может принимать п ах значений, второй индекс — 

любое из остальных n—I значений, ..., и для п-го индекса остается одно 3Ha- 
чение. Поэтому индексы могут быть расположены п(п—1). . .2-l=nl различными 
способами. 
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№ — праз. Мы имеем, таким образом, чисто математическую теорему разложения 

бинома: 

+a = Sy Naa pig -n, (17) 

Сравнивая (17) с (14), мы видим, что каждый член справа равен вероятности 
Р (п). Это объясняет термин «биномиальное распределение». В нашем случае, 
когда сумма интересующих нас вероятностей равна единице: р-{-9=1, уравнение 
(17) эквивалентно следующему: м 

1 = > Р (п). 
п=0 

Тем самым мы показали, что сумма вероятностей для всех возможных значений п 
действительно равна |, как это требует условие нормировки (3). 

Обсуждение. Чтобы понять, как величина вероятности Р(п) 
зависит от 'и, рассмотрим прежде всего свойства коэффициентов 
Cy(n), определенных выражением (13). Заметим, что они симмет- 
ричны относительно замены. пи М— п = п’. Таким образом, 

‘См(п’) =См(п). (18) 
Кроме того, | 

| Си (0) =См(М) =1. (19) 
Мы замечаем также, что 

См!) ni(N—n)! _ N—n (20) 

См(п)  (n+i)i(N—n—I)! ntl ° 

Начиная с п=0, мы замечаем, что отношение соседних коэффи- 
циентов Ск(п) сначала велико и имеет порядок N, затем OHO моно- 
тонно уменьшается ‘с увеличением п, оставаясь болыце единицы 
(или равным eH), пока л < !/,М, а затем становится меньше единицы 
при я >1/, №. Отсюда, если еще принять во внимание формулу (19), 
следует, что См(п) проходит через максимум вблизи n=1/,N и что 
значение Сь(п) в этом максимуме очень велико по сравнению с 
единицей, если, разумеется, № велико. 

Теперь мы можем понять поведение: вероятности Р(п). Из (16) 
следует, что 

если p=g=1/2, то Р(п’) =Р (п). (21) 

Этот результат следует также и из соображений симметрии, так 
как при р==9=1/2 (т. е. в отсутствие магнитного поля В) не может 
быть преимущественной пространственной ориентации магнитных 
моментов. В этом случае вероятность Р(п) имеет. максимум *) 
вблизи n=1/,N. С другой стороны, если p>>g, то максимум все 
равно существует, HO он теперь смещен к значениям п>1!/.М. Ри- 
сунки 2.6 и 2.7 иллюстрируют поведение вероятности Р(п) для 
нескольких простых случаев. 
ery 

*) Максимум приходится Ha1/,N при четном NV, а при нечетном N имеются 
два наибольших и равных значения по обе стороны от 1/зМ. 
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“Полный магнитный MOMeHT системи GAHHOB в’ направлении ноля *). 
(т. е. в направлении «вверх») является величиной, которую можно 
i . 

Lt 1 „| | 

Tee 2 4m 

Вис. 2:6. Биномиальное раепределе- 
ние для N=4 магнитных моментов 
при ‘р=9=!/.. На графике показа- 
на вероятность Р(п) того, что Й маг- 
нитных моментов направлено вверх, 
или, что эквивалентно, вероятность 
P!(m) Toro, что полный магнитный. 
момент, направленный вверх, равен 
т (если измерять его в единицах Но). 

Отсюда следует, в частности, 

измерить на опыте. Обозначим его 
через М. Так как М просто равно ал- 
гебраической сумме магнитных момен- 

тов, направленных. «вверх» H'«BHH3», МЫ 
“ получаем М —=И— п Ho= =(n—n') и,, 

ИЛИ о 
M = — тра» (22) 

‘где 
т == И-П’ 

. 1 ОИК: 
(23} 

‘и через po ‘обозначена: величина маг- 
нитного момента, связанного со спн- 
ном !/,. Из (65) следует, что величи- 
на = М/ло представляет собой пол- 
ный ‘магнитный момент, измеренный 
в единицах po. Выражение (23) мож- 
но записать в виде 

m==n—n'= =n—(N—n)= 2n—N. (24) 

что возможные‘ значения т будут 

f 

P(n) 

Pla) 
020 
018 
015 
04 |- 

о 02 
010 
008 
0061 
004 
00 
‘т 
Ltt | rene See | 

23456789 OH 1213 th 1 1 17 18 19,20 

| ] | ООВ ООО 

CUMS 6-42 02 4 6 8 10 12 1h 16 6 20 
Рис. 2.7.. Бивомиальное распределение для М=20 магнитных моментов при p=q=*/,. На 
графике показана вероятность P(A) Tera, что п магнитных моментов направлены вверх, 
или, что эквивалентно, вероятность P’(m) того, что полный магнитный момент, направлен- 

. : \ вЫЙ вверх, ‘равен 2% ̀ (ебли измерять его. в единицах Uo). 

четными при четном N и нечетными, если № нечетно. Согласно (24) 

<. 

*) В дальнёйшем”. ДлЯ“ краткости иногда будем ‘казывать’ М! полным‘ магнит- 
вым моментом. \, : eo aes 

‘ 
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определенному значению п отвечает единственное значение т, 
и наоборот, : 

oo. 1 ra 

п=> (М-Н т). (25) 

Вероятность P’(m) того, что т принимает определенное зна- 
чение, должна поэтому совпадать с вероятностью P(n) того, что п 
принимает значение, следующее из (25). Итак, 

Р’(т)=Р (~$"). (26) 

Это выражение дает вероятность появления любого возможного 
значения полного магнитного момента системы спинов. В частном 
случае р = 9=1/, из формул (16) и (26) следует 

№! | \n 
7") (=) р ° 

2 j 2 

Р’(т) = 

Наиболее вероятная ситуация соответствует m=O, когда М=0. 
Обобщение биномиального распределения. Наше рассмотрение 

касалось частной задачи о системе, состоящей из спинов. Ей можно, 
однако, придать более общее значение. Действительно, нами была 
решена следующая задача. Имеем N статистически независимых 
‘случаев. Предположим, что вероятность возникновения каждого 
такого случая равна р; тогда вероятность того, что этот случай 
не возникнет, будет 4=1—р. Какова вероятность P(n) возник- 
новения И таких случаев (остальные М — п случаев не возни- 
кают)? Биномиальное распределение (14) дает немедленный ответ 
на этот вопрос. Действительно, в нашем частном примере системы, 
состоящей из N независимых спинов, возникновение случая отве- 
чает спину, направленному вверх, тогда как отсутствие случая 
отвечает спину, направленному не вверх, а вниз. 

Мы рассмотрим еще несколько примеров, когда биномиальное 
распределение дает непосредственное решение задачи. 

Идеальный газ из М молекул. Рассмотрим идеальный газ из М 
молекул, находящихся в сосуде‘объемом Vy. Для идеального газа взаимодействием 
молекул можно пренебречь и их движение можно считать статистически независи- 
мым. Предположим, что ящик мысленно разделен на две части с объемами У и\”, 
Так что 

у + V’ = У... (27) 

Рассмотрим ансамбль из большого числа таких сосудов с газом. Пусть р — веро- 
ятность того, что некоторая молекула‘ находится. в объеме У, а.4 — вероятность ее 
нахождения в объеме У’. Если газ находится в равновесии, то молекулы равно- 
мерно распределены по объему и 

V 
p= а I= 7° (28) 

При этом p+q=I, как требует условие. нормировки. Какова вероятность P (n) 
того, что в ансамбле из М молекул в объеме И окажутся п молекул (при этом осталь- 
ные n’=N — п молекулы будут находиться в объеме У’)? Ответ заключен в 
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биномиальном распределении. (14). В частности, если V=V’, так что р = q=%2, 
то решение этой задачи получено в п. 1.1, где нужно было найти зероятность того, 
что п из N молекул находятся в левой половине сосуда. 

Бросание монет или игральных костей. Рассмотрим 
бросание N монет, поведение которых будем считать статистически независимым. 
Пусть р есть вероятность того, что любая данная монета выпадет «орлом», а д 
есть вероятность выпадания «решки». Из соображений симметрии мы можем счи- 
тать Pp = 94=%. Какова вероятность того, что n из М брошенных монет выпадут 
«орлом»? 

Бросание № игральных костей представляет собой аналогичную задачу. Их 
поведение опять можно считать статисгически незазисимым. Предположим, р 
есть вероятность того, что любая кость выпадет стороной «6» вверх, тогда д = 1 —р 
есть вероятность того, что это не произойдет. У игральной кости шесть сторон и 
из соображений симметрии следует, что р = Из, ад = 1 —р== 5/,. Какова вероят- 
ность Р (п) того, что п из N костей выпадут стороной «б»? Биномиальное распре-. 
деление (14) отвечает и на этот вопрос. 

2.4. Средние значения 

Предположим, что переменная и, характеризующая некоторую 
систему, принимает &« возможных дискретных значений: 

Uy, Ug, --., Ша, 

которым соответствуют вероятности 

. P,, Ро, e@eey Р.. 

Это значит, что в ансамбле из oN аналогичных систем (где «№-оо) 
переменная и имеет значение г для следующего числа систем: 

N= AN'P,. 
Указание вероятности наблюдения Р, для всех & возможных 

значений является наиболее полным статистическим описанием 
системы. Удобно, однако, иметь некоторые параметры, которые 
характеризуют распределение возможных значений и в ансамбле 
менее детальным образом. Такими параметрами являются, напри- 
мер, средние значения. Их смысл весьма прост. Например, резуль- 
тат экзамена группы студентов можно описать наиболее полным 
образом (если нам не интересны фамилии студентов), указав, сколь- 
ко студентов получили каждую из возможных оценок. Менее под- 
робно результат экзамена можно представить указанием среднего 
балла. Для этого каждый возможный балл следует умножить на 
число заслуживших его студёнтов, результаты сложить и сумму 
разделить на число экзаменовавшихся. Аналогично, чтобы полу- 
чить среднее значение величины и в ансамбле, мы должны умножить 
каждое значение и, на число систем ‹\№,, в которых это значение 
осуществилось, сложить эти произведения для всех возможных 
значений г и результат разделить на полное число «№ систем в ан- 
самбле. Среднее значение величины (или усредненное по ансамблю), 

которое мы обозначим и, равно, таким образом: 

+ 

Али 
u __ Na + oNPotto + eee t+ NP atle — 2 ° (29) 

: oN’ Ae e 
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Но N,/W=P, есть вероятность появления значения и,, и опреде- 
ление (29) принимает вид *) 

_ #2 

И = Рим. (30) 

Аналогично, если Ки) есть любая функция и, то среднее значение 

{или усредненное по ансамблю) Ки) определяется выражением 

Ни) => Р.Ки,). | (31) 

Из этого определения среднего значения следуют некоторые 
простые его свойства. Например, если (и) и g(u) — любые две функ- 
ции и, то 

= УР Е Г (и -а(и,]] = > | P,F(u,) + > P,g (и,), 

ИЛИ 

fig=frg. (32) 

Этот результат показывает в самом общем виде, что среднее зна- 
чение суммы членов ‘равно сумме средних значений каждого члена. 
Поэтому следующие одна 3a другой операции образования суммы 
и получения среднего значения дают одинаковый результат, неза- 
висимо от порядка, в котором мы их выполняем **). 

Если с — некоторая константа, то 

= У, P, (cf (u,)] =e > РА (u,)s 

ИЛИ 

Таким ‘образом, операции умножения на постоянную и усреднения 
также могут быть выполнены в любой последовательности и это 
не влияет на результат. Если f=1, то формула (33) дает очевидный 
результат: среднее значение постоянной равно самой постоянной. 

*) Среднее значение и зависит от времени, если от него зависит поведение 
ансамбля, Т.е. некоторые вероятности. Заметим, однако, что среднее’ значение 

или усредненное по ансамблю значение и есть среднее по всем системам ансамбля 
в данный момент. Оно отличается от среднего по времени для одной системы, ко- 
торое было определено формулой (1.6), за исключением специального случая 
ансамбля, не зависящего от времени, когда усреднение производится по очень 
большому интервалу времени. 

° **) На языке математики мы говорим, что эти операции «‹коммутируют». 
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‚Нример,. Рассмотрим систему из четырех спинов и пусть p= 4 = 7. Число. 
марнитных. моментов, которые могут быть направлены «вверх», может быть равно 
п'==’0, 1, 2, 3, 4. Вероятности появления этих чисел следуют непосредственно из. 
формулы (16). Из рис. 2.6 видно, что эти вероятности равны соответственно ‘ 

7 P (n) = 1/16, 4/86, 6/16, 4/16, 1/16. 

Среднее число магнитных моментов, направленных вверх, равно 

своды) (+) 
Заметим, что это среднее просто равно. Np = 4-%№. 

Так как р = д, то преимущественное направление в пространстве отсутствует. 
Это значит, что среднее число моментов, направленных вверх, должно быть равно- 
среднему числу моментов, направленных вниз, т. е. 

n'=n=2. . 

Этот результат следует также и из формулы (32), которая дает 

a! =N—on=N—n=4-2=2. 
Tak Kak нет преимущественного направления в пространстве, TO среднее значение: 
магнитного момента должно быть равно нулю: 

m=n—n' =n—n'’=2—2=0. 

Значение Mt можно вычислить и непосредственно, если использовать вероятности` 
Р”(т] того, что т принимает возможные значения т = —4, —2, .0, 2, 4. Тогда, по- 
определению среднего: 

m= dP’ (m) m=He(— NER (DER OF 26-450 

Мы приведем еще одно, часто очень важное, свойство среднего. 
значения. Предположим, что. мы имеем дело с двумя переменными, 
и и 9, которые принимают значения 

И, Uo, офф 9 u,, 

И 

Vi; Voy oeey о 

соответственно. Обозначим через P, вероятность того, что перемен- 
ная и принимает значение ий,„; аналогичный смысл относительно: 
переменной и имеет вероятность Р.. Пусть вероятность любых 
значений и не зависит от значений, которые принимает.переменная о’ 
(это означает, что переменные и и о статистически независимы). 
В этом случае совместная вероятность того, что и принимает зна- 
чение и, а о принимает значение U,, равна 

1 Р/‚; = Р,Р.. (34). 

Предположим теперь, что Ки) есть некоторая `функция перемен- 
ной и, a g(v) — функция v. Тогда из (31) следует, что среднее зна- 
чение произведения ig равно, 

Res к. 

Ги) ®)= a 2 P sf (tt) в (0,), (35). 
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где суммирование производится по всем возможным значениям 
переменных г и $. Если переменные статистически независимы, 
так что формула. (34) справедлива, то из (35) следует 

fe= DIP,P.f (u,) ge.) = ХУ [Р/Ё(и,)] [Pog (2) = 
= [DP Fu] [УР], | 

Но первый множитель справа есть просто среднее значение Ки), 
а второй равен среднему значению f(g). Поэтому мы получаем: 

если Ги g статистически независимы, 

г 

т. е. среднее значение произведения равно произведению средних 
значений. 

Дисперсия. Предположим, что мы имеем переменную и,. и ве- 
роятность того, что она принимает значения U,, равна P,. Сущест- 
вует несколько параметров, с помощью которых обычно характе- 
ризуют общие свойства распределения вероятности. Одним из них 

является среднее значение переменной, т. е. величина и, опреде- 
ление которой дано формулой (30). Этот параметр указывает на 
некоторое центральное значение, около которого распределены 
значения переменной и. Часто бывает нужно измерять отклонения 
переменной от этого среднего значения, т. е. величину 

Аи=и— и. (37) 

Заметим, что среднее значение этой величины равно нулю. Дейст- 
вительно, из (32) имеем 

Au=u—u=u—u=0. (38) 

Удобно иметь параметр, который характеризовал бы величину 

разброса возможных значений и около среднего значения и. Сред- 
нее значение самой величины Аи не может быть таким парамет- 
ром, так как Аи в среднем одинаково часто’ принимает как 
положительные, так и отрицательные значения, и среднее значение 
Ди равно нулю согласно (38). Однако квадрат этой величины не 
может быть отрицательным. Его среднее значение равно 

(Лау => P, (Аи, = > Р. (и, — и) (39) 

и называется дисперсией величины и. Дисперсия не может быть от- 
рицательной, так как все слагаемые в (39) положительны *). Итак, 

(Au)? > 0. (40) 

*) Заметим, что (Ди)? не совпадает с величиной (Аи)*. Это значит, что возвести 
в квадрат и затем усреднить —совсем не то же самое, что усреднить, а затем воз- 
вести в квадрат. 
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Дисперсия равна нулю только в том случае, если все возможные 

значения и, равны и. Она тем больше, чем больше вероятность 
получить значения и, заметно отличающиеся от среднего. Таким 
образом, дисперсия является удобной мерой раэброса значений 
переменной и. 

Дисперсия имеет размерность квадрата величины и. Линейной 
мерой разброса возможных значений и является квадратный корень 
из дисперсии, т. е. величина 

Аи = [(Ли}!**, (41) 
размерность которой совпадает с размерностью и. Эта величина 
называется стандартным отклонением Аи. Из определения дис- 
персии (39) следует, что даже несколько значений и, далеких OT и, 
дают большой вклад в Аи, если они наблюдаются с заметной веро- 

ятностью. Большая часть значений и находится в пределах значений 

порядка Аи, лежащих вблизи среднего значения и. 

Пример. Вернемся к примеру с четырьмя спинами, когда р==9=7. Здесь 
n=2 и дисперсия п равна, по определению, 

(Ап)? =» Р (п) (n—2)?= 
п 

| 4 6 4 1 Hap (2+6 (— Отв M+R + (Отв @ = 
Стандартное‘ отклонение от п равно 

Ап=У Т=1. 
Аналогично можно вычислигь дисперсию магнитного момента. Так как m=O, то 
мы имеем, по определению, 

(Ат = >) P’ (т) (m—0)? = 
т 

— 1 2, 4 2, 6 а, 4 21 2 =76° (—4) +76 (— 2) +75 (0) та (2) тв’ (4)* = 4, 

так что _ 
Am = у 4==2. 

Проверим справедливость этого результага. Так как т-==0, а n=n'=2, то для лю- 
бых значений т или л мы имеем 

Am=m=n—n' =п— (4—п) = 2n—4=2 (n —2), 
или _ 

Ат =2(n—n)=2An. 
Таким образом, 

(Am)? = 4 (Ап)*, 

что совпадает с прямым расчетом. 

Знание вероятности Р, различных значений и, дает полную ста- 
тистическую информацию о распределенин значений и в ансамбле. 
С другой стороны, знание нескольких средних величин, таких как, 

например, и и (Au)*, дает только часть информации о распреде- 
лении вероятности, которой недостаточно для получения всего 
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распределения. Однако эти средние часто можно вычиелить про- 
стыми методами, без применения вероятностей. Это особенно важно 
в тех случаях, когда. точное вычисление вероятностей является 
трудной задачей. В следующем разделе мы ноясним это на примерах. 

2.5. Средние значения для системы спинов 

Рассмотрим идеальную систему из М спинов, равнык -1],. Эти 
спины статистически независимы, что позволяет нам весьма просто 
вычислить некоторые средние значения в весьма общих случаях. 
Для этого нет необходимости знать вероятности, подобные тем, 
которые следуют из формулы (14) для РП. | 

Начнем с.изучения такой физически интересной величины, как 

полный магнитный момент М в направлении магнитного поля. 
Обозначим через р; составляющую полного магнитного момента, 
возникшую от 1-го спина. Эта величина может быть равна либо. 
Lo, Либо — ш. Полный магнитный момент равен сумме магнитных 
моментов OT всех: спинов: 

М=ш- нь... Нал 
или, в более краткой записи, 

м 
М = 2 И. (42) 

Мы хотим вычислить среднее значение и дисперсию полного маг- 
нитного момента. 

Чтобы получить среднее значение М, нам достаточно усреднить 
обе части равенства (42). Общее правило (32) позволяет менять 
порядок усреднения и суммирования, поэтому мы можем написать 

— N No 
M= > bi 2 Lj. (43) 

Но вероятность того, что магнитный момент ориентирован вверх 
или вниз, одна и та же для всех магнитных моментов. Поэтому 
среднее значение магнитного момента одинаково для всех спинов. 

(Т.е. и: ==... = им) и мы обозначим это среднее через и. Сумма 
(43) состоит, таким образом, из N одинаковых слагаемых и может 
быть написана в виде 

М = М. (44) 

Этот результат почти очевиден. Он означает, что среднее значение 
магнитного момента системы из М спинов в N раз больше среднего 
Значения магнитного момента одного спина. . | 

’`Вычислим теперь дисперсию М, т. е. величину (Му, где 

AM == M—M. (45) 
$6



Вычитая из (42) среднее (43), имеем 
— М, ~ 

M—M = 2 (и:— м), (46) 

ИЛИ 
М, 

АМ = Ар, 
t=1 

где _ 

Ap; = ри — И. - (47) 
Чтобы найти (AM)?, умножим сумму (46) саму на себя. Получаем 

(AM)? = (Ap, +Ap,+ ... Е Ацм) (Ap, + Аи, +... + Aug) = 

= (Ар, )* + (Ap, ... + (Apy)?] + (Ap, Ap, + Ар Аи, +... 
- > Ap, Auy+ Ap,Ap, + Ap Ap, +... + ApyApy_,)s 

или 
М N N 
ь\ ® &. 

(АМ)? = р (Аи + 2 pa (Ap,) (Ap). (48) 
t= t= j= 

ГЕ | 

Первый член справа возникает при возведении каждого слагаемого 
суммы (46) в квадрат. Второй член справа образуется от перемно- 
жения разных членов суммы (46). Образуем среднее значение (48). 
При этом мы снова используем свойство (32), позволяющее менять 
порядок усреднения и суммирования. Имеем 

м ми 
му = (Ав + >, > (Ар) (Ap). (49) 

Е] 

Во втором члене, где ji, все произведения относятся к различным 
спинам, которые, как мы знаем, статистически независимы. По- 
этому, на основании свойства (36), среднее значение каждого такого 
произведения равно произведению средних значений. Имеем 

для 152] (Ap) (An) = (Ap) (Ap) =0, (50) 
так как 

Ap; =p;—p=9. 
Таким образом, каждый перекрестный член в (49) после усреднения 
исчезает (он одинаково часто бывает положительным и отрицатель- 
ным) и (49) сводится к сумме квадратичных членов (ни один из них 
не может быть отрицательным): 

—_— м _ 

(AMP = > (Ane. (51) 

Дальше наши рассуждения будут аналогичны тем, которые следовали 
за формулой (43). Вероятность того, что данный магнитный момент 
имеет определенную ориентацию, одна и та же для всех моментов, 

поэтому дисперсия (Ац;)* для всех спинов также одинакова (т. е. 

(Ар) "= (Аи)? =...=(Авх)*).и мы обозначим ее (Аш). Сумма (51) 
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состоит из N равных членов и сводится к 

(AM)? = N(Ap)?. (52) 

Из этого выражения следует, что дисперсия полного магнитного 
момента просто в N раз больше дисперсии магнитного момента 
отдельного спина. Из (52) находим 

АМ =VN Ap, (53) 

где величина АМ==[(АМ)?]** и Ар== [(Au)?]'/2 представляют собой, 

в согласии с общим определением (41), стандартные отклонения 
полного магнитного момента и магнитного момента отдельного 
спина соответственно. 

Формулы (44) и (53) показывают, каким образом величины М 

и АМ зависят от полного числа спинов в системе. Если p= 0, то 

среднее значение полного магнитного момента системы растет про- 
порционально NV. Стандартное отклонение АМ (оно измеряет раз- 

брос значений М около среднего значения М) также растет при 
увеличении N, но этот рост пропорционален только корню из М. 

Таким образом, отношение АМ/М уменьшается пропорционально 
N~-*/2, Действительно, из формул (44) и (53) следует, что 

—_ 9 AM | Ap \ 54 
если и =U, то — =ух (=). (54) 

Эту зависимость можно проследить на рис. 2.8. 
Заметим весьма общий характер результатов (44) и (53). Они 

зависят только от закона сложения (43) и от того факта, что спины 
статистически независимы. Все наше рассмотрение поэтому ос- 
тается в равной степени справедливым, когда компонента каждого 
магнитного момента имеет не два, а много возможных значений. 
(Так бывает, если спин каждой частицы больше '/,, так что ее маг- 
нитный момент имеет больше двух возможных ориентаций в про- 
странстве.) 

Система частиц со спином '/,. Полученные выше результаты 
легко применить к частному случаю частиц CO спином 1/,. Как и 
раньше, предположим, что вероятность того, что магнитный момент 
направлен «вверх», равна р, а вероятность обратного направления 
равна 49. В первом случае и;= ше, а во втором случае ;= — и». Сред- 
нее значение проекции момента на направление «вверх» разно, 
таким образом: 

| щ==ри,-- 9 (— шо) = (р— 9) bo = (29— Пы,. (55) 

В качестве проверки этого равенства заметим, что в симметричном 
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случае, когда p=q, p=0, что и следовало ожидать. Дисперсия маг- 
иитного момента спина равна 

(Ap)? = (и —p)? = р (ши — 9 (—ш— BY)’. (56) 
Но 

— = № — (2р— 1) by = 2 (1 — P) = 2p09 
H 

ши = шо (2р—1) Ио = 2 ор. 

Поэтому (56) принимает вид 

(Aw)? = р (2.09)? + 9 (2и.р) = 45 ра (p+ 9), 
ИЛИ 

(Ay)? = 4pquy, , (97) 
так как p-++qg=1. Теперь из формул (44) и (52) следует 

М=М(р-—9н | (58) 
и 

(АМ? = 4Npgui. (59) 
Стандартное отклонение величины М равно 

АМ =2 И Мр4 Ио. (60) 

Если мы напишем М= ти, где число m= МЛ выражает полный 
магнитный момент в единицах и.о, то результаты (58) — (60) примут 
ВИД 

т=М (p—q)=N (2р—1), (61) 
(Am)? = 4N pq, (62) 

Am=2V Npq. (63) 

Эти формулы содержат значительную информацию о распределении‘ 
возможных значений М или т в ансамбле из систем спинов. Из них 
следует, например, что с заметной вероятностью могут наблюдаться 

лишь значения т, лежащие вблизи т и не отличающиеся от этого 
среднего много больше, чем на Ат. Рис. 2.8 является. иллюстрацией 
этого вывода. 

Пример. Предположим, мы имеем какое-то магнитное поле В и вероят- 
ность того, что магнитный момент отдельного спина направлен по полю, равна 
р = 0,51, а против поля д = 1 -—— р = 0,49. Среднее значение магнитного момента 
системы из М спинов будет равно 

М =0,02 No. 

Стандартное отклонение этой величины следует из (60): 

AM =2 У №р4 во © VN to. 
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Таким образом, 

АМ СИ М Wo __50 
М. 5 02№М YPN’ 

Сначала предположим, что полное число спинов весьма малб. Допустим, что 
М№= 100. Тогда 

АМ _ 50 

~ Vi00 — 

и, значит, АМ> М. Рассеяние возможных значений М оказывается весьма замет- 
ным. Действительно, в этом случае весьма вероятно появление значений М, кото- 

рые очень сильно отличаются от М 
и даже имеют противоположный 
знак (рис. 2.9). 

Рассмотрим теперь случай ма- 
кроскопической системы  спинов, 
когда N порядка числа Авогадро, 
например, № = 1074. Имеем 

AM 
M = wy Pg. 19-01, 

M V 1024 

N=1974 A РМ) так что АМ <M. В этом случае 

iia 2. ‘10° рассеяние возможных значений М 

"fo р | 
AM= 10 fey 

— : 

7 грили о со 
2 НЕ: 

Рис. 2.9. Вероятность P’’ (М) того. что пол- 
ный магнитный момент снстемы спинов имеет 
значение М. ann N=100 и N=10?4, 
Магнитное поле таково. что р=0,5\ и 
9=0.49. График являются огибающими 
кривыми возможных значений P’’ (M). Гра- 

Рис. 2.10. Сосуд объемом И, со- 
держит N молекул идеального 
газа В данный момент времени 
в небольшой части объема У Ha- 
ходится п молекул, тогда как 
остальное число молекул п’= 
=N—n находится в объеме 

"= У — 

фики имеют разные масштабы. 

крайне мало по сравнению со средним значением М полного магнитного момента. 
Если мы будем производить следующие друг за другом измерения магнитного мо- 
мента системы, то почти всегда результатом измерения будет значение, очень 
близкое к М. Действительно, если чувствительность нашего метода измерений 
недоста гочна, чтобы заметить относительные отклонения от среднего, меньшие чем, 
скажем, 1:10!9, мы всегда будем получать постоянное значение магнитного момента, 

близкое к М, и не сможем заметить статистических флуктуаций вокруг среднего 
значения. Этот пример является конкретной иллюстрацией общего вывода о том, 
что в макроскопнческой системе, состоящей из очень большого числа частиц, отно- 
сительная величина флуктуаций мала. 

Распределение молекул идеального газа. Рассмотрим идеальный 
газ из N молекул, помещенных в сосуд объемом V,, Мы интере- 
суемся числом частиц в некоторой выделенной части этого со- 
сула объемом У (рис. 2.10). Если газ находится в равновесии, то 
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вероятность р нахождения молекулы в этом объеме равна ОМ | 

a (64) 0 

Мы уже отмечали это в формуле (28). 
Вычисление среднего значения п и его дисперсии не представит 

трудностей. В конце п. 2.3 было указано, что задача об идеальном 
газе аналогична задаче о системе спинов. (Обе задачи' приводят к 
биномиальному распределению.) Поэтому мы можем сразу исполь- 
зовать результаты (61) и (62) для получения желаемой информации 
о величине п. Пусть n’ обозначает число молекул в оставшейся 
части сосуда У, —У. Обозначим т==п — п’. Как еледует из фор- 
мулы (25), 

n=—>(N-+m). (65) 

Используя результат (61) для т, мы получаем 
1 1 
n=>5(N+m)=5N(1+p—49), 

или | 

п=Мр, (66) 
так как g=1—p. 

Далее, из (65) мы получаем 

Аи п=(Мт) 1 (М) = (тт), 
ИЛН 

Ап ay Am. 

Поэтому (Ап)? = 1/,(Am)? и с помощью (62) мы получаем *) 

(An)? = Npq. (67) 

Стандартное отклонение п равно, таким образом, 

An =V МРр4, | (68) 

а отношение | 

Ап _У Nog _ Ни | 
aya (4 ут: (09) 

STH выражения опять показывают, что стандартное отклонение 

растет пропорционально. № “*. Соответственно, относительная _ве- 
личина стандартного отклонения An/A уменьшается пропорцио- 

нально (А)-“ и становится очень малой при макроскопических 

*) Формулы (66) и (67) могут быть получены и непосредственно на основании 
методов, рассмотренных в этом разделе, без обращения к величине т (cM. задачу 
2.14). 
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значениях Л. Эти выводы прекрасно иллюстрируются разобранным 
в главе | примером, где рассматривалось число п молекул, заклю- 
ченных в одной половине сосуда. В этом случае из (64) следует, 
что p= q= '/,, и (66) сводится к соотношению 

пе, 
а (69) —к соотношению 

Ant 
п УМ’ 

Эти формулы придают количественный характер рассуждениям 
о флуктуациях в п. 1.1. То обстоятельство, что абсолютная вели- 
чина флуктуации (измеряемая Ал) возрастает с ростом М, а ее от- 

носительная величина (измеряемая An/f) уменьшается с ростом №, 

хорошо иллюстрируется рис. 1.5 и 1.6 для N=4 и N=40. Если 
сосуд содержит около моля газа, то количество молекул имеет 
порядок числа Авогадро, т. е. N~10?4. В этом случае относитель- 
ная величина флуктуации Ал/й ~ 10-!? становится настолько малой, 

что ею почти всегда можно пренебречь. 

2.6. Непрерывные распределения вероятностей 

Рассмотрим идеальную систему, состоящую из большого числа 
спинов, равных !/.. Такая система обладает большим количеством 
возможных значений полного магнитного момента. Действительно, 
согласно (22) и (24) 

М = тр, = (21 —М) р, (70) 

так что М может принимать любое из (№М--1) возможных значений: 

М =— №, — (М— 2) щ, — (М —4)щ, ... , (N—2)p,, Nyy. (71) 

Вероятность Р”(М) того, что полный магнитный момент примет 
данное значение М, равна вероятности появления соответствую- 
щих значений т или п, т. е. вероятности Р’(т), выражаемой фор- 
мулой (26), или Р(п), выражаемой формулой (14). Таким образом, 

P"(M) = P’(m) =Р (п), (72) 
где m= M/u,u n="/,(N-+m). За исключением случаев, когда М 
находится вблизи своих экстремальных значений + Np, [здесь 
вероятность Р”(М) пренебрежимо мала], вероятность Р”(М) ме- 
няется незначительно при переходе от данного значения М к co- 
седнему. Это значит, что |P"(M +24) — Р”(М) <<Р"(М). Огибающая 
возможных значений Р”(М) образует при этом гладкую кривую, 
как это показано на рис. 2.11. Мы можем поэтому рассматривать 
P"(M) как плавно меняющуюся функцию непрерывной перемен- 
ной М, несмотря на то, что в действительности этой переменной 
доступны лишь дискретные значения (71). 

Предположим, что и, пренебрежимо мало по сравнению с наи- 
меньшим магнитным моментом, имеющим значение в наших макро- 
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скопических измерениях. В этом случае из-за недостаточной чув: 
ствительности наших измерений мы не сможем заметить, что М 
принимает дискретные значения, разделенные интервалом py, 
Поэтому М действительно мсжно считать непрерывной переменной, 
и в таких условиях приобретает смысл величина dM, понимаемая 
как «макроскопическая бесконечно малая», т. е. как величина очень 
малая макроскопически, HO 
большая в микроскопическом ` РТМ 
смысле (другими словами, dM 
предполагается пренебрежи- 
мо малой по сравнению с 
наименылим магнитным мо-. 
ментом, имеющим значение 
при макроскопическом рас- | | 
смотрении задачи, но значи- |= ыы м 
тельно большей, чем и.) *). Zit, &М 
Какова вероятность того, что | | 
полный магнитный момент си- — #ие. 2:11. Вероятность ЕМУ того, вто пол: 
стемы лежит в области 3Ha- значение М, для случая, когда число № спинов 
чений OT M до M-+dM? Оче- велико и магнитный момент спина До OTHOCH- 

видно, что величина этой ве- 
роятности зависит OT величнны АМ и становится исчезающе ма- 
лой, если dM сделать пренебрежимо малой. Поэтому можно ожи- 
дать, что искомая вероятность будет просто пропорциональна вели- 
чине .dM, так что она может быть записана в следующем виле: 

Вероятность того, что полный магнитный | ,, 
ae находится между М и M-+dM |“ (М) ам, = (73) 

где величина (М) не зависит от величины dM **). Величина ® (М) 
называется плотностью вероятности, она становится вероятно- 
стью только после умножения на бесконечно малую dM. 

Легко выразить вероятность (73) через вероятность Р”(М) того, 
что полный магнитный момент принимает данное дискретное значе- 
ние М. Из (71) следует, что соседние значения М отстоят друг 
от друга на Qo, а так как 4М>>2р, то интервал между М иМ-+-ам 

*) Уместно отметить, что многие дифференциалы в физике являются макро- 
скопическими бесконечно малыми. Например, при изучении электричества мы 
имели дело с зарядом тела @ и с .приращением заряда dQ. Такое описаниес по- 
мощью дифференциала годится лишь в том случае, когда dQ является величиной, 
значительно большей дискретного значения заряда электрона е и в то же время 
пренебрежимо малой по сравнению с самим зарядом Q 

**) Так как вероятность есть гладкая функция dM, то вблизи любого значения 
М ee можно разложить в ряд Тейлора по степеням dM, если dM мало. Таким об- 
разом, мы имеем: 

Вероятность = а, + a, dM + а, (dM)*+..., 
где коэффициенты Qo, а1,...Зависят от М. ‘Заметим, что @=0, так как веро- 
ятность должна стремиться к нулю, если dM стремится к нулю. Далее, члены, 
содержащие высшие степени GM, пренебрежимо малы по сравнению со вторым 
членом, который пропорционален UM. Следовательно, мы получаем формулу (73). 
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содержит dM /2. возможных значений М. В пределах’ малого ин- 
тервала 4М вероятность (М) меняется очень мало и поэтому можно 
считать, что всем дискретным значениям М в пределах от М. до 
M-+dM отвечает приблизительно одна ‘и та же вероятность Р”(М)- 
Теперь вероятность того, что’ полный магнитный момент. лежит 
между М и M-+dM, можно’ получить, суммируя Р”(М) но всем 
дискретным значениям М, лежащим в этом интервале. Это экви- 
валентно умножению почти постоянной величины Р"(М) ‘на dM /2u. 
Вычисленная таким образом вероятность пропорциональна aM 
и равна вероятности (73): 

2(М)аМ = P"(M) 5. (74) 

В практических случаях вычисление Р”(М) может оказаться весьма 
трудоемким, если M/u, велико, из-за необходимости подсчитывать 
факториалы больших чисел, входящие в биномиальное распреде- 
ление (14). Эти затруднения можно, однако, обойти, если ис- 
пользовать рассмотренное в приложении [1.1 гауссовское прибли- 
жение. 

Существует много задач, где интересующая нас переменная, 
назовем ее и, действительно непрерывна. Например, и может обо- 
значать угол между некоторым вектором на плоскости и фиксиро- 
‘ванным направлением и может принимать любые значения между. 0 
и 2л. В общем случае и может принимать любое значение из области 
а; < и < а.. Этаобласть может быть бесконечно большой, т. е. а:-—> со 
или а›.-> со, или обе границы области одновременно уходят в OO. 
"Относительно такой переменной справедливы те же утверждения 
теории вероятностей, что и относительно переменной М. Так, 
например, нас может интересовать вероятность того, что перемен- 
ная и находится в интервале значений между и и u-+du. Если da 
достаточно мало, эта вероятность также пропорциональна вели: 
чине du, так что ее можно записать в виде 9(и)4и, где (и) назы- 
вается плотностью вероятности и не зависит OT величины‘ интер- 
вала ди. : 

Рассмотрение вероятностных проблем в случае непрерывной 
переменной и легко свести к более простому случаю, когда пере- 
менная принимает дискретные значения и является, таким образом, 
счетной. Для этого всю область изменения переменной # следует 
разбить на произвольно малые и равные интервалы величиной би: 
Каждый такой интервал обозначается соответствующим индексом г. 
Значение и в этом интервале обозначим через и,„, а вероятность 
того, что и лежит в этом интервале, через P, или -P(u,). Такая 
операция‘ дает нам возможность иметь’ дело со ечетным числом 
значений переменной и; каждое такое значение отвечает ‘одному 
из интервалов 7=1, 2, 3, ... Очевидно, ‘что соотношения между 
вероятностями, полученные B случае дискретной переменной, 
остаются.в силе и для переменных, принимающих. непрерыв- 
ные значения: Например, формулы (32) и (33), описывающие 
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свойства среднего, применимы также и для непрерывной пере- 
менной и. 

Заметим, что суммы, которые входят в условие нормировки 
или В выражение для средних значений, следует при переходе к 
непрерывной переменной заменить на интегралы. Так, условие 
нормировки заключается в том, что сумма вероятностей, взятая 
но всем возможным значениям переменной и, равна единице: 

\ 

A > Pu, =1. (75) Ри) . 
| В случае непрерывной перемен- 
| ной мы исходим из верояткости 
| ° 
| 
| 

| рн, 
- a. — 124.9. “th 

aM 
Рис. 2.12. Распределение вероятности, Рис. 2.13. Область изменения непрерывной 
показанное на рис. 2.11, выражено че- переменной и разделена на счетное число. 
рез плотность вероятности 9 (М). Те- малых интервалов одинакового размера би. 

Каждый такой интервал обозначен индек- 
перь > (M)dM ‘(площадь под кривой. за- сом, припимающим значения 1.2, 3, 
ключенная между координатами М и На графике показана также величина мак- 
М +dM) есть вероятность того, что пол- роскопически малого интервала du. 
ный магдитный момент лежит в интер- 
. ” вале значений от М до M+dM 

того, что переменная: лежит в интервале значений и, и + du. Эта 
вероятность, как мы видели, равна Х(и)аи *). Чтобы’ выполнить 
операцию, указываемую формулой (75), надо произвести суммиро- 
вание (интегрирование) по всем интервалам du. Таким образом, , 
условие нормировки (75), выраженное через плотность вероятности, 
будет иметь вид | 

аз 

( P(u)du=1. (76) 
a, 

Аналогично, в. случае дискретной переменной среднее значение 
некоторой функции этой переменной равно 

f (u) = УР(и,) F (u,). (77) 

Переходя к непрерывной переменной, мы должны сначала произ- 
вести суммирование по всем значениям переменной г внутри ин- 
тервала и, и - 4и. Это даег вклад в сумму, равный (и) du Ки). 
Теперь остается завершить суммирование, взяв интеграл по всем 

*) Здесь’ предполагается, что du велико по сравнению с произвольно малым 
интервалом би (du > Ou), н HO достаточно мало для того, чтобы Р(и,) мало менялось 
в интервале ди. ̀ " 
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возможным значениям и.-Таким образом, эквивалентом формулы 
{77) является следующая *): 

Qs 
——ы 

(u) = | P(u)f (и) чи. (78) 
ay 

Обобщение на случай нескольких переменных. 
Обобщение сделанных выше замечаний на случай двух и более переменных не вы- 
зывает затруднений. Допустим, например, что мы имеем дело с двумя независимыми 

Нм 
и 

a Soe 5 
ИДЕЕ ov 3 AACE: bo 

т ИРАНЕ < 

ди 
} 

. 

Puc. 2.14. Области изменения непрерывных переменных и и U разделены на малые интервалы 

величиной би и. до соответственно. Эти интервалы обозначены индексами ги $. Тем самым 

плоскость и, о оказывается разделенной на малые ячейки, обозначаемые парой индексов ги S 

переменными и и 9. Тогда совместная вероятность того, что перемечная и лежит 
междуиии-- du, а переменная 9 между 9 и V+ dv, пропорциональна как du, так 
и dv, и может быть записана в виде P(u, v) du dv, где Хи, 9) представляет собой 
плотность вероятности, не зависящую от величины интервалов-и и dv. При жела- 

нии ситуацию можно опять свести к случаю дискретных переменных. Для этого 

область изменения переменной du нужно разделить на очень большое число малых 

фиксированных интервалов одинаковой величины би и пронумеровать эти интер- 

валы индексом 7. То же следует сделать и с другой переменной v, обозначив соот- 

ветствующие интервалы индексом 5. Затем для. статистического описания ситуации 

можно вместо плотности вероятности 9(и, и) воспользоваться вероятностью Pg, 

того, что переменные попадают в некоторую ячейку, обозначенную парой индек- 

сов ГИ S. 

*) Заметим, что для некоторых значений и плотность вероятности 9 (и) 
может быть бесконечной. Это не вызывает иикаких трудностей, если только ин- 

Cy 

теграл > (и)4и (который дает вероятность того, что величина и лежит в 

Cy 
произвольной области значений между Cy и с») остается конечным. 
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Сводка определений 

Статистический ансамбль. Собрание: большого числа нёвзаимодействующих 
между собой систем, каждая из которых удовлетворяет тем же условиям, что и рас: 
сматриваемая. нами система. a 

Ансамбль, не зависящий от времени. Ансамбль, в котором число систем с дан 
ными свойствами одно и то же в любое время. 

Случай. Исход опыта или результат наблюдений. 
Вероятность. Вероятность P, осуществления данного случая в рассма- 

триваемой системе определяется с помощью статистического ансамбля из ‚№ 
таких систем. Если случай г осуществился в of’, системах ансамбля, то 

РЕ= №, № (при NP -> oo). 

Статистическая независлмость. Два случая статистически независимы, еслн 
осуществление одного из них не зависит от осуществления или неосуществлени 
другого. _ 

Среднее значение (или среднее по ансамблю). Среднее значение и обозначают и. 
Это среднее вычисляется по формуле .. 

Ц = > P,u,, 

где суммирование производится по всем возможным значениям переменной г, a P, 
обозначает вероятность осуществления данного значения Up. 

Дисперсия (или вариация). Дисперсия переменной и определяется так: 

(Au)? = > P, (иг — и). 
Стандартное отклонение. Стандартное отклонение переменной представляет 

собой *квадратный корень из дисперсии: 

Ди = [(Au)?] ‘Ta, 

Плотность вероятности. Определение плотности вероятности 93(и) заклю- 
частся в том, что после умножения этой величины на величину интервала 4и мы 
получаем 93(и)4и — вероятность того, что непрерывная переменная и находится 
в интервале значений между и и и аи. 

Основные формулы 

Имеем Л! статистически независимых опытов, вероятность появления данного 
исхода опыта равна р (4=(1—р) — вероятность непоявления исхода). 

Вероятность появления п исходов при N испытаниях (биномиальное распре- 
деление): 

м О 
Р = Пур" —". 

Среднее число осуществившихся исходов опыта 

Стандартное отклонение 

An= У Npq- 

Задачи 

2.1. Простая задача об игральной кости. Какова вероятность‘ выпадания 
шестерки или меньшего числа при трех бросаниях? 

vw 

2.2. Рассмотрим случайные числа между 0 и 1. Какова вероятность того, что 
ровно пять из десяти мест после запятой заняты числами, меньшими 5? 

2.3. Бросание царальной кости. Предположим, что все стороны кости выпадают 
с одинаковой вероятностью. Рассмотрим игру, которая заключается в бросании 
пяти таких костей. Найдите вероятность выпадания шестерки: 

а) в одной кости, ` 
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6) по крайней мере в одной кости, 
в) в Двух костях. 
2.4. Вероятность выжить. Иногда можно слышать о странной игре (автор 

не рекомендует ее!), когда в шестизарядный барабан револьвера вкладывают 
один боевой патрон. Затем барабан крутят и стреляют в себя. Какова вероят- 
ность остаться живым после | 

а) одного испытания? 
6) двух испытаний? 
в) № : испытаний? 
г) Какова вероятность быть застреленным при № испытаниях? 
2.5. Проблема случайных блужданий. Человек начинает свое движение от 

фонаря посреди улицы, делая шаги равной длины 1. Вероятность того, что он 
сделает шаг вправо, равна р, а вероятность того, что этот шаг будет сделан влево, 
равна g= |—р. Человек настолько пьян, что, делая данный шаг, он совершенно не 
помнит о направлении предыдущего. Таким образом, его шаги статистически неза- 
висимы. Предположим, что он сделал № шагов. 

_ а) Какова вероятность Р (п) того, что п этих шагов сделаны вправо, а осталь- 
ные N — п щагов влево? 

6) Какова вероятность P’(m) того, что смещение человека от фонаря равно ml, 
где т — целое число? 

2.6. Вероятность возвращения в исходную точку. Допустим, что в предыдущей 
задаче р=9, так что вероятности смещения влево и вправо при каждом шаге 
равны. Какова вероятность того, что человек снова окажется у фонаря после 
№ шагов: | 

а) если М№ четно? 
6) если № нечетно? 
2.7. Одномерная диффузия атома. Представим себе тонкую медную про- 

волоку, натянутую вдоль оси х. Несколько атомов меди, расположенных вблизи 
х=0, сделаны радиоактивными (предположим, например, что их бомбардировали 
быстрыми частицами). При увеличении температуры нити подвижность атомов воз- 
растает. При этом каждый атом может перескочить на соседнее место в кристалли- 
ческой решетке, либо направо (в направлении + x) либо налево (в направлений 
—x). Соседние места, занимаемые атомом в решетке, разделены расстоянием 1. 
Предположим, что время нахождения атома в данном месте решетки равно T. 
Время т есть быстро возрастающая функция абсолютной температуры решетки. 
Процесс перемещения атома вдоль нити в результате последовательных скачков 
между соседними местами решетки называется диффузией. 

Предположим, что в момент времени #=0 температура нити быстро возрастаез 
до некоторого. большого значения и в дальнейшем остается неизменной. 

а) Обозначим через ¥(x)dx вероятность того, что радиоактивный атом будет 
обнаружен по истечении времени { в интервале OT x до х--4х. (Мы предполагаем, 
что [>t для всех значений г, представляющих физический интерес, так как при 
высокой температуре нити T достаточно Mand.) Изобразите на графике примерный 
ход 9х) в зависимости OT х для следующих трех случаев: 1) вскоре после {=0; 
2) по прошествии относительно большого времени #; 3) по прошествии очень боль- 
шого времени [. 

6) На какое среднее расстояние х от начала координат смещается радноактив- 
ный атом за время ?? 

в) Получите формулу для стандартного отклонения Ах смещения радиоактив- 
ного атома за время f. 

2.8. Вычисление дисперсии. Используя общие свойства среднего, покажите, 
что дисперсия может быть вычислена по формуле: 

— —2 

(ha)? «= ии) и"—иц. () 

Последнее выражение справа дает простой способ вычисления дисперсии. Покажи: 
те также, что из (Т) следует общее неравенство 

— | 

ии. (IF 
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2.9. Средние значения для одиночного спина. Рассмотрим спин, равный -%, 

Его магнитный момент [| с вероятностью р может быть направлен по полю и с ве. 
роятностью д=1-—р—- против поля. В первом случае проекция момента на направ- 
ление поля равна ly, во втором она равка —из. 

а) Найдите, чему paBHo и ц*. | 

6) Вычислите (Ap)?, используя для этого формулу (I) из задачи 2.8. Покажите, 
что полученный результат согласуется с приведенной в тексте формулой (57). 

2.10. Неравенство и?—(и)?. Предположим, что переменная и принимает значе- 
иня и, с вероятностью P,. 

а) Используя определения и и и? и: помня условие нормировки ХР. =1, 

покажите, что 

и — (и) =УХ DP, P, (up—ts)?, (1) 

гле каждое суммирование производится по всем возможным значениям перемен- 
ной te. 

6) Ha том основании, что в сумме (Т) нет отрицательных членов, покажите, ‘что 

и? —(и)*, (II) 

причем знак равенства отвечает тому случаю, котда только одно значение и осу- 
ществляется с вероятностью, отличной от 0. Результат (11) повторяет результат 
задачи 2.8. 

2.11. Неравенство (ип)? <ип-+1ип-1. Результат (1) предыдущей задачи допу- 
скает немедленное обобщение. Рассмотрим выражение 

ХХ РР us’ (up — из)", (1) 

где т — любое целое число. При четном т это выражение He может быть отрица- 
тельным. При нечетном т это выражение положительно, если и„ и и; отрицательны 
или положительны одновременно. 

а) Выполнив показанные в (Г) действия умножения, покажите, что 

у 

(ut)? < ger get, (LT) 

где n=m-+1. При нечетном n это неравенство справедливо всегда. При п четном 
оно выполняется, если возможные значения и все положительные или все отрица- 
тельные. Знак равенства в (II) означает, что имеется только единственное значение 
и, осуществляющееся с вероятностью, отличной от нуля. 

6) Покажите, что частным случаем (II) является неравенство 

(+) ы-, (II) 
au i 

справедливое в TOM случае, если все возможные значения и положительны (или все 
отрицательны). Знак равенства отвечает специальному случаю, когда только одно 
зпачение и осуществляется с вероятностью, отличной от нуля. 

2.12. Метод оптимальных вложений. Рассмотрим пример, который покажет, 
что различные способы усреднения одной и той же величины могут приводить 
к существенно различным результатам. Предположим, что кто-то хочет произвести 
вложение капитала, покупая в начале каждого месяца некоторое число акций ка- 
кой-то компании. Стоимость одной акции с,зависит от месяца покупки ги меняется 
от месяца к месяцу непредсказуемым образом. Рассмотрим два альтернативных 
метода вложений: 

Метод А заключается в ежемесячной покупке одного и того же числа $ акций, 
метод Б означает ежемесячную покупку акций на одну и ту же сумму денег. т. 
После N месяцев наш покупатель окажется обладателем S акций, за которые он 
заплатил М денег. Наилучшим методом вложений, очевидно, является тот, при 
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котором за наименьшее количество денег приобретается наиболышее количество 
акций, т. е. метод, обеспечивающий большее значение отношения 5/М. 

., а) Получите выражение для отношения S/M в методе A. 
6) Получите выражение для S/M в методе Б. 
в) Покажите, что Б является лучшим методом вложений, независимо от того, 

каким образом стоимость акций флуктуирует от месяца к месяцу. 
Указание. Воспользуйтесь неравенством (III) предыдущей задачи.] 
’’ 2.13. Система ядер со спином 1. Рассмотрим ядро со спином | (это значит, что 
момент количества движения ядра равен A). Составляющие магнитного момента 
этого ядра вдоль данного направления могут иметь три возможных значения, а 
именно: и, О и — щ.. Предположим, что ядро не является сферически-симмет- 
ричным, а имеет, например, форму эллипса. Тогда в кристаллической решетке 
твердого тела будет существовать направление преимущественной ориентации этого 
ядра. Пусть вероятность того, что 4—= |, будет р, и вероятность того, что и= — lo, 
также р, тогда вероятность и, =0 равна 1—2р. 

_ а) Вычислите п и p?. 
` 6) Вычислите (Ap)?. 

в) Предположим, что твердое тело содержит N таких ядер и их взаимодейст- 
вием друг с другом можно пренебречь. Обозначим через М полную составляющую 

магнитного момента вдоль заданного направления. Выразите М и стандартное 
отклонение АМ через №, р и fo. 

2.14, Прямое вычисление п и (Ап)?. Рассмотрим идеальную систему из М оди- 
наковых спинов, равных №. Число п магнитных моментов, направленных «вверх», 
можно записать так: п= и. + и.-...-им, где и;=1, если магнитный момент 
найравлен вверх, и и;=0, если он иаправлен вниз. Используя это выражение 
и считая, что спины статистически независимы, 

а) покажите, что п== М№и, 

6) покажите, что (An)?=WN (Аи)?. 
в) Предположим, магнитный момент имеет вероятность р быть направленным 

вверх и вероятность д =1 — рбыть направленным вниз. Чему равны и и (Аи)?? 

г) Сосчитайте n и (Ап)? и покажите, что ваши результаты совпадают с форму- 
лами (66) и' (67); полученными в тексте менее прямым методом. 

‚ 2.15. Флуктуации плотности в газе. Рассмотрим идеальный газ из N молекул, 
находящийся в равновесном состоянии в сосуде объемом У,. Обозначим через п 
число молекул в какой-то части У объема. Вероятность р того, что данная мо- 
лекула находится в этой части объема, равна р=уУ/М». 
23. a) Чему равно среднее число п молекул в части объема У? Выразите ваш ответ 
через N, Vo и У. | | 

6) Найдите стандартное отклонение Ап. числа молекул в объеме У. Найдите 

An/n, выразив результат через NV, Vo и У. 

‚ в) Каков ответ на вопрос (6), если V<Vo? 
г) Каково значение стандартного отклонения Ап при У-Уь? 

д) Согласуется ли ответ на вопрос (6) с этим результатом? 
2.16. Дробовой эффект. Рассмотрим случайное испускание электронов с заря-. 

‘дом е накаливаемой нитью вакуумной трубки. С хорошим приближением можно 
считать, что испускание. данного электрона никак не влияет на вероятность испу- 
скания других электронов. Рассмотрим любой очень малый интервал времени At. 
Существует определенная вероятность р того, что электрон будет испущен из нити‘ 
В этот интервал времени (тогда g=1—p есть вероятность того, что электрон не 
будет испущен). Так как А { очень мало, то вероятность испускания электрона в те- 
чение времени Af также весьма мала (т. е. p<), а вероятностью испускания двух 
электронов в течение времени Af можно пренебречь. Рассмотрим интервал вре- 
мени ¢, который во много раз больше АЕ. Он содержит N= ИА Ё малых интервалов: 
ДЕ, в течение которых может быть испущенэлектрон. Полный заряд, испущенный 

нитью‘ за время ¢, можно записать в виде 9=9, | 9»--9з3-+... 9 лу, где 9 
означает заряд, испущенный за время АЕ. Таким образом, g;=e при испускании 
электрона и 4;=0, если электрон небыл испущен. | . 
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a) Чему равен средний заряд Q, испущенный нитью за время 7? 

6) Чему равна дисперсия (AQ)? заряда Q, испущенного нитью за время 2? 
Чтобы упростить ответ, воспользуйтесь тем, что pl 

в) Среднее значение тока / за время ¢ равно Q/t. Получите величину отно- 

шения дисперсии (А/)? к среднему току Q/¢. Покажите, что это отношение равно 
(^Г)?/ 1 = e/t. 

г) Ток испытывает флуктуации, которые тем сильнее выражены, чем меньше 
интервал времени ?, т.е. чем меньше полное число электронов, участвующих 
в процессе эмиссин. Такие флуктуации называются дробовым эффектом. Вы- 
числите стандартное отклонение тока А/, если среднее значение тока равно 

| мка, а время измерения’ равно | сек. 

2.17. Вычисление среднего квадратичного значения. Батарея с электродви- 
жущей силой У замкнута на сопротивление R. Мощность, рассеиваемая на этом 
сопротивлении, равна Р==У?/Ю. Сама батарея состоит из N индивидуальных 
элементов, соединенных последовательно, так что У равно сумме электродвижущих 
сил всех этих элементов. Так как батарея работала долго, то не все элементы 
находятся в хорошем состоянии. Пусть р — вероятность того, что э. д. с. отдель- 
ной ячейки имеет свое нормальное значение и, а G==1—p есть вероятность того, 
что 9. д. с. ячейки по каким-то причинам, например, из-за внутреннего закора- 
чивания, равна нулю. Отдельные ячейки статистически независимы. Вычислите 
при этих условиях среднюю мощность P, рассеянную в сопротивлении, и выразите 
результат через М, v, ри 

2.18. Оценка ошибок измерения. Мы измеряем расстояние в 50 м, укладывая. 
последовательно деревянный метр 50 раз. Эта операция сопряжена с ошибками. 
Поэтому нельзя гарантировать, что расстояние между двумя соседними метками 
на земле будет в точности равно метру. Нам известно, однако, что расстояние 
между двумя последовательными метками с равной вероятностью лежит между 
99,8 и 100,2 см и не выходит за эти пределы. Повторяя эту операцию 50 раз, мы 
проложим дистанцию, средняя величина которой равна 50 м. Найдите полную 
ошибку, вычислив стандартное отклонение в величине ‘измеренной дистанции. 

2.19. Диффузия молекулы в газе. Молекула газа может свободно перемещаться` 
в пространстве. Обозначим через $ ее смещение между двумя последовательными 
столкновениями. Пусть эти смещения, в первом приближении, будут статисти- 
чески независимыми. Далее, так как нет преимущественного направления в про- 
странстве, то молекула с равной вероятностью смещается в данном направлении 

и в противоположном. Таким образом, среднее смещение $ равно 0 (это значит, 

что равна нулю в`среднем и каждая компонента этого смещения, т.е. ;==5у=5$„==0). 

Полное смещение В молекулы после № последовательных столкновений 
можно записать в виде В =$,-- $2 Р$3-+...--$м, где $; обозначает смещение 
молекулы. Используя методы, рассмотренные в п. 2.5, ответьте на следующие 
вопросы: - — 

а) Каково среднее смещение молекулы R после N последовательных сме- 
щений? 

6) Каково стандартное отклонение AR=={(R—R)?}'/? этого смещения после № 
столкновений? В частности, чему равно АЮ, если величина каждого смещения 
одинакова и равна [? ~ 

2.20. Распределение смещений случайных осцилляторов. Смещение простого 
классического гармонического осциллятора в зависимости от времени имеет вид 
х— А cos.(wi-+ ф), где ® — угловая частота колебаний, А — их амплитуда, a 
ф — произвольная постоянная, которая может принимать любое значение в 
интервале 0=ф <2л. Рассмотрим ансамбль, состоящий из таких осцилляторов с 
заданной частотой @ и амплитудой А. Пусть фаза этих осцилляторов является 
случайной величиной, причем вероятность: того, что фаза находится в интервале 
отф доф--4ф, равна просто 4ф/2л. Найдите вероятность %(x)dx того, что смещение 
данного осциллятора в момент времени ¢ находится в интервале значений меж- 
ду хи х- ах. 
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ГЛАВА 3 

СТАТИСТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ СИСТЕМ, СОСТОЯЩИХ 
ИЗ ЧАСТИЦ 

В предыдущей главе мы рассмотрели основные вероятностные 
идеи. Теперь мы подготовлены к переходу от качественного рас- 
смотрения проблемы, выполненного в первой главе, к последова- 
тельной количественной теории систем, состоящих из очень боль- 
шого числа частиц. Нашей задачей является описание макроскопи- 
ческих систем, основанное на применении законов статистики и 
механики. Созданная таким образом теория носит название стати- 
стической механики. Ее принципы отличаются большой общностью 
и простотой, и достоинство теории состоит в том, что, исходя из 
простых и общих идей, она предсказывает результаты, охватываю- 
щие огромную и разностороннюю область явлений. 

Идеи, на которых основано рассмотрение макроскопических 
систем, совершенно аналогичны идеям, использованным при анализе 
простых опытов с монетами. Вспомним их. ~ 

[. Перечисление состояний системы. Мы должны иметь возмож- 
ность указать все возможные результаты опыта, производимого 
над системой. Например, состояние данного набора монет после 
каждого бросания будет описано, если мы укажем, какой стороной 
выпала каждая монета. 

ИП. Статистический ансамбль. Мы никогда не сможем обладать 
достаточной информацией о всех условиях бросания монет, чтобы 
на основании общих законов механики предсказать исход любого 
опыта. Поэтому мы используем статистическое описание. Вместо 
данного набора монет мы рассматриваем ансамбль, состоящий из 
очень большого числа идентичных наборов монет, над которыми 
производятся одинаковые опыты. При этом нас интересует вероят: 
ность появления данного экспериментального результата. Эту 
вероятность можно измерить, определив, в каком числе систем 
нашего ансамбля` обнаружен данный экспериментальный результат. 
Задачей теории является предсказание такой вероятности. 

IH]. Статистические постулаты. Теоретическое. paccmoTpeHHé 
задачи основано на ряде постулатов. В случае обычных монет, 
обладающих однородной плотностью, законы механики не даю? 
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никаких преимуществ. одной стороне монеты перед другой. Поэтому 
мы постулируем, что априори (т. е. на основании наших предвари- 
тельных соображений, еще не проверенных опытом) вероятности 
выпадания той или другой стороны монеты одинаковы. Такой 
постулат вполне разумен и, во всяком случае, не противоречит 
законам механики, но его справедливость будет проверена, если 
мы его используем для таких-то теоретических предсказаний и 
сравним эти предсказания с опытом. Мы сможем принять наш 
постулат лишь в том случае, если основанные на нем предсказания 
подтверждаются опытом. 

ГУ. Вычисления вероятности. Приняв основной постулат, мы 
можем вычислить вероятность появления любого эксперименталь- 
ного результата, касающегося бросання нашего набора монет. 
Мы можем также вычислить любые интересующие нас средние зна- 
чения. Таким образом, мы в состоянии ответить на любые вопросы, 
которые имеют смысл в статистической теории нашего опыта. 

Наш подход к изучению систем, состоящих из очень большого 
числа частиц, весьма близок к задаче о наборе монет. В следующих 
разделах мы сделаем эту аналогию более ясной. 

3.1. Перечисление состояний системы 

Изучение атомных частиц приводит нас к выводу, что любая 
система таких частиц описывается законами квантовой механики. 
Их справедливость подтверждена всей совокупностью известных 
экспериментов, и эти законы образуют основу нашего рассмот- 
рения проблемы. 

Из квантовомеханического описания системы следует, что в 
результате точных измерений ее можно обнаружить в одном из 
ряда возможных дискретных квантовых состояний. Полное микро- 
скопическое описание системы заключается поэтому в указании 
тех квантовых состояний, в которых система находится. 

Каждое квантовое состояние изолированной системы обладает 
определенным значением энергии, которое называется уровнем 
энергии *). 

Возможно, что одной и той же энергией обладает несколько 
различных квантовых состояний системы. (Такие квантовые со- 
стояния называются вырожденными.) Каждая система имеет наи- 
меньшее возможное значение энергии. Этому значению энергии 
обычно отвечает одно квантовое состояние; оно называется основным 
состоянием системы **). 
nee, 

`*) Типичным примером системы с определенными уровнями энергии являет- 
ся водородный атом. Переход атома из состояния с данной энергией в состояние 
с меньшей энергией вызывает появление резких линий в спектре испускания 
атома. Описание, основанное на понятии об энергетических уровнях, в равной 
степени применимо к любой молекуле, атому или системе, состоящей из многих 
атомов. 

**) В некоторых случаях наименьшему из возможных значений энергии 
системы отвечает относительно небольшое число квантовых состояний. В этом 
случае основное состояние системы называется вырожденным. 
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Кроме основного, система обладает большим (часто бесконечно 
большим) числом возможных состояний с большей энергией, ко- 
торые называются возбужденными состояниями системы. 

Предыдущие замечания имели весьма общий характер. Они 
применимы к любой системе, независимо от степени ее сложности. 
Чтобы сделать их более ясными, мы рассмотрим несколько простых 
систем, имеющих болышое практическое значение. 

1. Одиночный спин. Рассмотрим одну-единственную частицу, поло- 
жение которой булем считать фиксированным. Пусть ее спин равен 1/›, а вели- 

чина магнитного момента равна [Mp. 
‘Mbt говорили уже в п. 1.3, что этот 
магнитный момент может быть на- 
правлен либо вверх, либо вниз (т. е. 
параллельно HAH антипараллель- 
но некоторому заданному направ- 
лению). Система, которой является 

Таблица 3.) 

Е ——e ome eee ee oe eee ome ome —= «as 

Рис. 3.1. Весьма упрощенная диаграмма 
первых уровней энергии для произвольной 
системы. Каждая черта обозначает возмож- 
иное квантовое состояние системы, а поло- г (#1 М. Е 
жение черты по вертикали указывает па 
энергию системы в этом состоянии. Заме- 
тим, что на этой схеме много состояний име- 

ют одну и ту же. энергию. I +1 Но — ШВ 

2 —1| —ш| +48 

Квантовые состояния 
частицы со спином 1/2 и 
магнитным моментом Uo, 
находящейся в магнитном 
поле В. Каждое состояние 
системы можно обозначить 

индексом г или квантовым 
числом о. Составляющая 

№11 6=-1 Е =, В 

№ б=+1 Е--и,в 

Рис. 3.2. На диаграмме показаны два уров- 
ня энергии, принадлежащие спину 1/5. 
имеющему магнитный момент My и находя- 
щемуся в магнитном поле В. Состояние, 
помеченное O=-+ 1 (или просто +) отвечает 
магнитному моменту, направлеиному вверх, 
т.е. по магнитному полю В. Состояние 

магнитного момента (вдоль 
направления «вверх», за- 
даваемого полем В) обо- 
значена через М, полная 
энергия системы — че- o=—I1 (или —) соответствует направлению 

магнитвого момента вниз. рез E. 

наш спин, имеет только два квантовых состояния — обозначим их кван- 
товым числом о. Мы можем приписать этому квантовому числу значение O=-+ 1, 
если магнитный момент частицы направлен вверх, и значение O==-—1 для про- 
тивоположного направления магнитного момента. | 

Если частица находится в магнитном поле В, то направление, представляющее: 
физический интерес, задается полем. Если магнитный момент направлен парал-. 
лельно полю, то энергия Е системы оказывается ‘меньше, чем энергия системы` 
в случае антипараллельного направления магнитного момента. Аналогичная’ 
ситуация возникает при помещении полосового магнита во внешнее магнитное: 
поле. В этом случае, если магнитный момент направлен вверх (т. е. параллельно. 
полю В), его магнитная энергия равна —и,В. Наоборот, когда магнитный момен? 
направлен вниз (т. е. антипараллельно полю В), магнитная энергия равна роВ-. 
Двум квантовым состояниям системы отвечают две различные энергии. 

П. Идеальная система из № спинов. Рассмотрим систему; 
из М частиц, положения которых фиксированы. Пусть спин каждой’ частицы 
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равен 1/2, а магнитный момент ро. Система находится BO: BHeWHEM магнитном 
поле. В. Взаимодействием между частицами можно пренебречь *). 

° Магнитный. момент каждой частицы может быть направлен либо по полю, 
либо против поля. Ориентацию частицы можно задать квантовым числом о; так, 
ито O;=+1, если магнитный момент направлен вверх, и O;==—1 в противопо- 
ложном случае. Чтобы описать некоторое состояние всей системы, необходимо 
указать ориентацию каждого из N моментов. Для этого нужно задать значения 
лоследовательности квантовых чисел 01, Og, ..., бу. Это позволит нам пронуме- 
ровать и обозначить каким-нибудь индексом г все возможные состояния полной 
системы, что и сделано в табл. 3.2 для частного. случая М=4. Полный магнитный 
момент системы равен сумме магнитных моментов отдельных спинов. Так как 
мы пренебрегаем взаимодействием между спинами, то полная энергия Е системы 
равна просто сумме энергий отдельных спинов. 

Таблица 3.2 

ie, г 0, 92 Os 04 М BE, 

+ + + + ро —4 В 

2 +] + fm] 2% | 28 
3 + ne ieee Oe 2 —2В fo > 
4 + { — | + | + 2 | 2B 
5 — + + + 210 — 2 В 

6 + + — — 0 0 | 
7 + — +. | — 0 0 
8 + — — + 0 0 
9 — + + — 0 0 

10 — + — + 0 0 
Ц — — + + 0 0 

||| — 2 | 248 if =) + -| —% | 28 | 
14 | — + — — 2 | 2B 
15 — — | + —2% | ЗВ 

16 — —-| — | — | 4 4оВ 

Квантовые состояния идеальной системы’ из‘ 
четырех спинов .1/2, помещенных в магнитное’ 
none’ В. Каждому спину соответствует магнитный 
момент Pty. Каждое квантовое состояние всей систе- 
мы обозначается индексом г, или, эквивалентно, по- 
следовательностью четырех чисел (01, 0%, Og, O4). Для, 
краткости мы обозначаем знаком + число б = + 1. 
Полный магнитный момент (точнее, его составляю-. 

щая по полю В) обозначается через „М, полная 
энергия системы — через Ё. — 

*) Это означает, что можно. пренебречь, магнитным полем, которое все ос- 

тальные частицы создают в точке, где расположена данная частица. 
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Ш. Частицав одномерном ящике. Рассмотрим частицу с мас- 
сой т, свободно перемещающуюся в одном направленни. Пусть, например, эта 
частица находится: в ящике длиной L, так что ее координата лежит в пределах 
O<x<L. Внутри ящика на частицу не действуют никакие силы. 

Квантовомеханическое описание приписывает частице некоторые волновые 
свойства. Так, если частица находится в ящике и может свободно перемещаться 
между стенками ящика, то этой частице соответствует волновая функция \, 
имеющая форму стоячей волны. Амплитуда этой волны обращается в нуль на 
границах ‘ящика (так как ф исчезает за пределами ящика)*). Таким образом, 
волновая функция должна иметь вид 

ф (х) = А sin Kx (1) 

(где А и K — константы) и удовлетворять граничным условиям 

p(0)=0 Hn p(L)=0. (2) 
Очевидно, что выражение (1) удовлетворяет условию (0)=0. Чтобы оно удов- 
летворяло также и условию tp(L)=0, константу К следует выбрать такой, чтобы 

КГ. =ллп, 
или 

л 

где п может принимать любые целые значения **): 

. n=l, 2, 3, 4, оо (4) 

Постоянная К в (1) играет роль волнового числа, характеризующего частицу. 
Этому волновому числу соответствует длина волны А (так называемая дебройлев- 
ская длина волны): 

2л 
K=—. (5) 

Таким образом, {3) эквивалентно равенству 

Е=п^ =n, 

которое выражает знакомое условие образования стоячей волны: длина ящика 
должна быть равна целому числу полуволн. 

Импульс частицы р связан с длиной волны знаменитым соотношением де- 
Бройля: 

h 
p=hK =z (6) 

A 

где h=h/2n, a h — постоянная Планка. Энергия частицы в данном случае равна 
ее кинетической энергии, так как потенциальная энергия, связанная с действием 
внутренних сил, отсутствует. Выраженная через импульс или скорость частицы, 

*) Физический смысл волновой функции заключается в том, что |\ф(х)[2ал 
дает вероятность того, что частица находится в пределах координат х-и х- 4х. 

**) Значение n=O не годится, так как ему отвечает =O, т. е. отсутствие 
волновой функции (а значит, отсутствие частиц в ящике). Отрицательные целые 
значения л не ведут к появлению новых волновых функций, так как изменение 
знака п, а значит, и знака К, вызывает лишь изменение знака Wp в (1), тогда как 
вероятность |\ф|?Ах не изменяется. Таким образом, положительные целые зна- 
чения л исчерпывают все возможные волновые функции вида (1). Физически это 
означает, что в данной задаче имеет значение только величина ВК импульса ча- 
стицы, так как в результате последовательных отражений частицы от стенок 
ящика импульс‘ имеет равную вероятность быть положительным или отрица- 
тельным. Га 
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ее энергия Е равна 

Возможным значениям (3) постоянной К отвечают следующие значения энергии: 

he (1 )’ nh? п? 
Эт т 18. т 

Мы пришли бы к аналогичным результатам, рассмотрев эту задачу более 
строго, исходя из фундаментального уравнения Шрёдингера для волновой функ- 
ции tp. Для свободной частицы в нашем одномерном ящике это уравнение имеет вид 

h? OM Г 
~ Om 08 — 

(8) 9 

p. 

Волновая функция (1) удовлетворяет этому уравнению и обеспечивает связь 
между энергией и величиной К, описываемую формулой (7). Действительно, 
условие (2), заключающееся в. том, что волновая функция должна исчезать на 
границах ящика, опять приводит к (3), и таким образом, к выражению (8) для 
энергии. 

Итак, мы видим, что все возможные квантовые состояния частицы в ящике 
могут быть заданы указанием возможных значений (4) квантового числа п. Соот- 
ветствующие этим значениям п энергии состояний (т. е. соответствующие уровни 
энергии частицы) даны формулой (8). , | 

Из (8) следует, что расстояние между соседними уровнями энергии частицы 
очень мало, если длина ящика L имеет макроскопический размер. Наименьшее 
из возможных значений ‘энергии частицы, ‘ 
т. е. ее основное энергетическое состояние, 4 
отвечает значению л==1. Заметим, что это 
значение энергии отлично от нуля *). 

У. Частица в трехмерном 
ящике. Обобщение рассмотренной выше [7 
задачи на случай свободной частицы в про- (+ 

L 
странстве трех измерений не представляет. 
затруднений. Предположим, что частица на- 
ходится в ящике, имеющем форму прямоуголь- 
ного параллелепипеда ‚ со сторонами L,, L 
и [.;. Таким образом; координаты, характе-. 
ризующие положение частицы, лежат в. пре- 8. , 
делах Рис. 3.3. Ящик в форме прямоуголь- 

ного параллелепипеда со сторонами 
О9О=х=Ё,; О=<у=Ё,; 0=2=— 1... длиной Ly, LynLz. - 

Частица имеет массу т и, находясь в ящике, He испытывает действия сил. 
В этом случае волновая функция частицы представляет собой трехмерную 

стоячую волну: | 

|e Ls 

p= A (sin Kx) (sin Kyy) (sin K;2), (9) 

где постоянные Ky, Ky, К, можно считать тремя компонентами вектора К, который 
называется волновым ‘вектором частицы. Согласно де-Бройлю связь между им- 

пульсом частицы и волновым вектором имеет вид 

p=AK. (10' 

*) Такой вывод находится в согласии с принципом неопределенности Гейзен. 

берга (Ах Ap>h), согласно которому частица, положение KOTOPOH ограничен‹ 

линейным размером Г. (т. е. Ax~L), имеет некоторое минимальное возможно, 

значение импульса порядка р—#/1.. Поэтому минимальное возможное значени, 
энергии частицы в ящике — это кинетическая энергия порядка p?/2m=h2/2mL? 
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p? h2k2 fiz, о 3 о i pe WK? We | (11) эт Og Kat Ky t К2) 

Легко проверить, что формула (9) действительно является решением не 
зависящего от времени уравнения Шрёдингера для свободной частицы в трех- 
мерном случае: 

-# (93 a" sot = EY 
Эт \ дх? ' dy? | д22 } 

Это уравнение дает связь энергии с волновым вектором, выражаемую формулой (11). 
Из того факта, что функция ф должна исчезать на границах ящика, выте- 

кают следующие граничные условия: =O на плоскостях 

x=0, y=0, z=0, 
- ‚ (12) 

x=L,, y=Ly, z=L,. 

Выражение (9) для волновой функции действительно обращается в 0 при х=0, 
y=0, 2=0. Чтобы оно исчезало и при х=Ёх, y=Ly, 2=Lz, постоянные K,, Ky, Kz 
должны удовлетворять следующим условиям: 

л л 
Keane Ky= pony Remy ne (13) 

x у 

где каждое из чисел Ny, пу, п, может принимать любое из целых положительных 
значений: 

Ny, Пу, п, =1, 2, 3, 4, ... (14) 

Таким образом, каждое данное квантовое состояние частицы может быть задано 
указанием набора квантовых чисел (Nx, Пу, Nz). Этим квантовым числам отвечает 
определенная энергия, равная, согласно (11) и (13), 

of 2 2 2 2 

_ wh (tS | (15) 
am До LE 

У. Идеальный газ из N частиц в ящике. Пусть система, 
состоящая из‘, частиц, помещена в ящик, рассмотренный в предыдущем при- 
мере. Допустим, что взаимодействием между частицами можно пренебречь, так 
что частицы образуют идеальный газ. В таком случае полная энергия газа просто 
равна сумме энергий отдельных частиц, т. е. 

Е=а а... Нем, (16) 

где =; означает энергию i-H частицы. Из рассмотренного выше примера следует, 
что состояние каждой частицы определяется заданием трех квантовых чисел 
(Nx, Ny, Mie); при этом энергия частицы определяется выражением, аналогичным 
(15). Каждое возможное квантовое состояние всего газа в целом будет определено, 
если мы ‘укажем 3N квантовых чисел 

пах, П1у, Miz, Пох» Nays Пол» +... > ПМх, ПМу, пм: }. 

Соответствующая этому состоянию газа энергия следует из суммы (16), где каж- 
дое слагаемое имеет вид (15). 

Рассмотренные выше примеры типичны для квантовомеханиче- 
ского описания, и мы привели их для иллюстрации общих заме- 
чаний, сделанных в начале главы. Мы можем следующим образом 
подвести итог сказанному. Каждое возможное квантовое состояние 
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системы определяется заданием f/ квантовых чисел. Чиёло f назы» 
вается числом степеней свободы системы и оно равно числу неза-: 
висимых координат (включая спиновые координаты), необходимых 
для описания системы *). Любое из возможных квантовых состоя- 
ний системы может быть указано заданием соответствующих кван- 
товых чисел. Для простоты каждое такое состояние можно обозна- 
чить одним индексом г и, таким образом, все возможные квантовые 
состояния могут быть перечислены в определенном порядке r=1, 
2, 3, 4, ... Наш вопрос о наиболее полном квантовомеханическ.м 
описании системы имеет следующий ответ: 

a 

Микроскопическое состояние системы опреде- 
ляется указанием квантового состояния г, в кото- 
ром находится система. | 

= 

Полное и точное описание поведения изолированной системы 
должно учитывать все взаимодействия между частицами и давать 
в качестве результата точное квантовое состояние системы. Если 
система находится в каком-то из таких состояний, она останется 
в нем навсегда. В действительности не существует таких полностью 
изолированных систем, которые не взаимодействовали бы со своим 
окружением. Далее, нет ни возможности, ни смысла рассматривать 
задачу с такой точностью, чтобы принимать во внимание все воз- 
можные взаимодействия между частицами, независимо от HX OTHO- 
сительного значения. Поэтому квантовые состояния, практически 
применяемые для описания системы, являются приближенными 
квантовыми состояниями, определенными с учетом всех важных 
динамических свойств частиц, но в пренебрежении некоторыми 
менее важными остаточными взаимодействиями. Система, первона- 
чально находившаяся в одном из своих приближенных квантовых 
состояний, не останется в нем навсегда. Действительно, с течением 
времени под влиянием малых остаточных взаимодействий система 
перейдет в другие квантовые состояния (за исключением тех, в 
которые она не может перейти без нарушения известных ограни- 
чений, налагаемых законами механики). 

Атом водорода является хорошо известным примером, иллюст- 
рирующим эти рассуждения. Квантовые состояния, используемые 
для описания атома водорода, получены при рассмотрении одного 
лишь кулоновского притяжения между ядром и электроном. 
Остаточные взаимодействия атома с окружающим его электромагнит- 
ным полем вызывают переходы между этими состояниями. Резуль- 
татом этих переходов является испускание или поглощение 

*) Например, в случае N частиц, не обладающих спином, число степеней 
свободы равно {=3М. 
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электромагнитного излучения, в результате чего возникают резкие 
спектральные линии. 

Примером, имеющим для нас большее значение, является изо- 
лированная идеальная система спинов или изолированный идеаль- 
ный газ. Если в такой системе частицы совсем не взаимодействуют 
друг с другом, то квантовые состояния, определенные в примерах 
этого раздела, являются точными квантовыми состояниями и ни- 
каких переходов не происходит. Однако такая ситуация не соот- 
ветствует действительности. Следует иметь в виду, что даже в иде- 
альной системе спинов или в идеальном газе взаимодействие между 
частицами почти отсутствует, но не отсутствует полностью. В си- 
стеме спинов эти небольшие взаимодействия существуют благодаря 
тому, что каждый магнитный момент создает какое-то магнитное 
поле, действующее на соседние магнитные моменты. Аналогично 
и в газе существуют небольшие взаимодействия между частицами, 
проявляющиеся в тех случаях, когда две частицы приходят в до- 
статочно близкое соприкосновение (мы называем это столкнове- 
нием). Если принять во внимание эти взаимодействия, то квантовые 
состояния, определенные в примерах II и`\, окажутся приближен- 
ными квантовыми состояниями. Взаимодействия вызовут переходы 
между этими`состояниями (частота этих: переходов будет тем меньше, 
чем ‘слабее величина взаимодействий). Рассмотрим, например, `си- 
стему, состоящую из четырех спинов. Ее квантовые числа приведены 
в табл. 3.2. Допустим, что эта система вначале находилась в со- 
стоянии (--—----). Существует конечная, не исчезающе малая, 
вероятность того, что в результате взаимодействия между спинами 
через некоторое время система окажется в каком-то другом со- 
стоянии, например, (+-+—-+), в которое она может перейти без 
нарушения ‘законов сохранения энергии. 

Мы рассматривали состояния системы, исходя из квантовомеха- 
нических идей. Действительно, атомы и молекулы, составляющие 
любую систему, описываются законами квантовой механики. В не- 
которых условиях достаточно хорошим приближением может ока- 
заться описание системы в рамках классической механики. Приме- 
нимость такого приближения рассматривается в главе 6. 

3.2. Статистический ансамбль 

Если бы мы точно знали микроскопическое состояние, в котором 
система частиц находится в данный момент времени, то в принципе 
можно было бы, применив законы механики, вычислить все воз- 
можные свойства нашей системы в любой последующий момент 
времени. В действительности мы не располагаем точным знанием 
микроскопического состояния макроскопической системы и нас 
даже не интересует столь детальное описание ее свойств. Поэтому 
мы перейдем. к рассмотрению свойств систем с точки зрения понятия 
о вероятности. Вместо единственной интересующей нас макроско- 
пической системы мы сосредоточим внимание на ансамбле, состоящем 
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из очень большого числа систем, удовлетворяющих тем же усло- 
BHAM, которым, как мы знаем, удовлетворяет наша система. С по- 
мощью такого ансамбля мы сможем высказать различные вероят- 
ностные утверждения относительно нашей системы. — 

Полное макроскопическое описание системы из многих частиц 
определяет так называемое макроскопическое состояние или макро- 
состояние системы. Такое описание заключается в указании вели- 
чин, которые можно определить с помощью макроскопических 
измерений. Поэтому макроскопическое описание содержит лишь 
весьма ограниченную информацию относительно частиц, образую- 
щих систему. Рассмотрим примеры макроскопического описания. 

1. Информация о внешних параметрах системы. Существуют 
некоторые макроскопически измеримые параметры системы, ко- 
торые влияют на движение входящих в ее состав частиц. Эти пара- 
метры называются внешними параметрами системы. Например, 
система может быть помещена во внешнее магнитное поле В или 
электрическое поле 8. Так как существование этих полей влияет 
на движение частии системы, то В и 8 являются внешними пара- 
метрами. В качестве другого примера рассмотрим газ, заключенный 
в ящик размерами L,, L,, L,. Эти величины также являются внеш- 
ними параметрами газа. 

Так как внешние параметры влияют на движение частиц си- 
стемы, они должны влиять на уровни энергии этих частиц. Поэтому 
обычно энергия каждого квантового состояния системы зависит от 
ее внешних параметров. Например, в случае системы спинов из 
табл. 3.1 следует, что энергии квантовых состояний зависят от 
величины магнитного поля В. Аналогично, в случае частиц, на- 
ходящихся в ящике, из выражения (15) непосредственно следует, 
что любое квантовое состояние определяется квантовыми числами 
4", пу, п,} и энергия этого состояния зависит от размеров L,, Ly, Lz 
ящика. 

Таким образом, для определения возможных значений энергии 
квантовых состояний системы нужно знать ее внешние параметры. 

П. Информация о начальном состоянии системы. Ввиду наличия 
законов сохранения механики начальные условия, существующие 
в системе, накладывают определенные ограничения на последующее 
движение частиц системы. Предположим, например, что мы имеем 
дело с изолированной системой, которая не взаимодействует ни 
с какими другими системами. Тогда законы механики требуют, 
чтобы полная энергия такой системы (т. е. полная кинетическая 
н потенциальная энергия всех частиц системы) оставалась постоян- 
ной. Другим возможным случаем является система, приготовленная 
таким образом, что ее полная энергия определена лишь с некоторой 
конечной точностью. Это значит, что полная энергия системы лежит 
в некотором небольшом интервале значений, заключенном между Б 
и Е-Е6Е. В этом случае закон сохранения энергии требует, чтобы 
полная энергия системы всегда оставалась в этом интервале. зна- 
чений. 
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Следствием указанного ограничения будет то, что систему 
всегда, можно обнаружить только в квантовых состояниях, энергия 
которых. лежит в интервале от E до E+6E *). 

Мы будем называть доступными состояниями системы те кван- 
товые. состояния, в которых она может пребывать без нарушения 
заданных. условий ее существования. Статистический ансамбль, 
созданный в соответствии с этими условиями, состоит, таким об- 
разом, из систем, находящихся в доступных состояниях. Как было 
сказано выше, определение макроскопического состояния системы, 
состоящей из большого числа частиц, содержит в себе весьма 
ограниченную информацию о системе. Если система находится в 
каком-то заданном макросостоянии, то обычно число доступных 
макросостояний очень велико (так как велико. число частиц в си- 
стеме). Например, в случае системы, о которой нам известно, что 
ее энергия лежит в пределах. от Ё до Е +6E, системе будут доступны 
все квантовые состояния, энергия которых лежит в этих пределах. 

_ Принципиально проще. начать с рассмотрения изолированной 
системы, которая не обменивается энергией ни с какой другой 
системой **). 

Предположим, что макроскопическое состояние такой изолиро- 
ванной системы задано тем, что вам известны значения внешьах 
параметров и узкого интервала энергии системы. Эта информация 
определяет энергии различных квантовых состояний системы. 

’ Для иллюстрации сделанных замечаний мы рассмотрим неко- 
торые простые системы, состоящие из небольшого числа частиц. 

Пример |. Рассмотрим систему из четырех частиц, обладающих поло- 
винными спинами (магнитный момент частицы равен по). Частицы помещены в 
магнитное поле В. В табл. 3.2 перечислены возможные квантовые состояния этой 
‘системы. Теперь допустим, что система изолирована и нам известно, что ее полная 
энергия равна — З.В. В этом случае система может находиться в любом из 
следующих четырех доступных состояний: 

(ЕН, (F4+—+) (++) +++). 
Пример ИП. Рассмотрим систему А*, которая состоит из двух подсистем, 

А и A’. Эти подсистемы могут в небольшой степени взаимодействовать и обмени- 
ваться энергией. Система А состоит из трех спинов 1/2, которым соответствуют 
магнитные моменты My. Система A’ образована двумя частицами со спинами 1/2 
и магнитными моментами 2. Вся система A* находится в магнитном поле В. 
Обозначим через М полный магнитный момент системы А в направлении поля В, 
а через М” "ту же величину для системы А’. Взаимодействие между спинами будем 

*) В некоторых случаях мы можем встретиться с другими ограничениями, 
‘например, с сохранением полного количества движения системы. Обычно такое 
ограничение не представляет интереса по следующим причинам. В большинстве 
лабораторных опытов мы можем считать, что система находится в некотором со- 
суде, жестко связанным: с полом лаборатории, а следовательно, с большой массой 
Земли. Любое столкновение частиц системы с сосудом приводит к пренебрежимо 
малому изменению скорости Земли, так как последняя может поглотить любое 
количество движения системы, приобретя при этом пренебрежимо малую энергию 
(положение аналогично удару мяча о Землю}. 

**) Каждую неизолированную систему можно считать частью большей, изо- 
лированной системы. 
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считать пренебрежимо малым. При этом полная энергия всей. системы A* равна 

Е* =— (ММВ. 

Система А* состоит из. пяти спинов и обладает поэтому 2°=3% возможными 
квантовыми состояниями, каждое из которых может быть обозначено пятыо 
квантовыми числами. Три таких числа, 01, 0; и Og, указывают ориентацию трех 

магнитных моментов системы А и два квантовых числа, оти 0g,— ориентацию 
магнитных моментов системы A’. Предположим, что полная энергия изолиро- 
ванной системы А* равна —Зи.В. В этом случае система А* может находиться 
лишь в любом из пяти` доступных состояний, перечисленных в табл. 3.3. Только 
эти состояния совместимы с указанным значением полной энергии системы. 

Таблица 3.3 

Г 0; 0. Оз <, в, М М’ 

ryt] +] + } + f | 3p 0 
2)+)] + + — + 3 Ho 0. 
ЗЕ — — + + — Из 4 bby 
4{—-} + — + 7 — Но 4 о 
5 | — — + + + — Но | 4 fo 

В таблице перечислены и обозначены индексом 
Г все состояния, Доступные A*, когда ee полная 
энергия в магнитном поле В равна —3 В. Сис- 
тема А* состоит из подсистемы А с тремя спинами 
1/2, каждый из которых имеет магнитный момент 
№, и подсистемы А’ с двумя спинами 1/2, причем 
магнитный момент каждого спина равен 2 |. 

Теперь ‘мы можем точно сформулировать, для чего вводится 
статистическое описание макроскопических систем. Мы знаем, что 
в статистическом ансамбле таких систем каждая система находится 
в одном из доступных квантовых состояний. Мы хотели бы иметь 
возможность ‘предсказать вероятность обнаружить систему в любом 
из этих’доступных состояний. В частности, различные макроско- 
пические параметры ‘системы (например, ее полный магнитный 
момент или давление, под которым она находится) имеют значения, 
которые зависят от того, в каком квантовом состоянии находится 
система. Зная вероятность нахождения системы в любом из до- 
ступных квантовых ‘состояний, мы могли бы ответить на следующие 
вопросы, представляющие большой физический интерес: Какова 
вероятность того, что данный параметр системы имеет заданное 
значение? Каково среднее значениё этого параметра? Каково 
стандартное отклонение от этого. среднего? 

3.3. Статистические постулаты 

Чтобы. иметь возможность . сделать некоторые теоретические 
предсказания относительно’ различных вероятностей и средних 
значений, нам ‚следует ввести некоторые статистические постулаты. 
Рассмотрим простой случай изолированной системы (с заданными 
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внешними параметрами), энергия которой лежит в заданном He- 
большом интервале значений от Е до Е-+-6Е. Как указывалось, 
такая система может находиться в одном из большого числа до- 
ступных состояний. Рассмотрим статистический ансамбль таких 
систем и попробуем выяснить, что можно сказать относительно 
вероятности нахождения системы в любом из таких доступных 
COCTOAHHH? 

Для решения этой проблемы мы используем простые физические 
соображения, подобные тем, которые были рассмотрены в A. 1.1 
и 1.2. Мы имели там дело с идеальным газом и рассуждали о том, 
как молекулы, находящиеся в ящике, распределены по возможным 
положениям в пространстве. Аналогично, наши более абстрактные 
рассуждения касаются теперь вопроса O распределении систем 
ансамбля по их возможным состояниям. Эти рассуждения приведут 
к формулировке общих постулатов, являющихся основой стати- 
стической теории. 

Начнем с простой ситуации, когда известно, что рассматри- 
ваемая система в некоторый момент времени имеет равную вероят- 
ность находиться в любом из доступных ей состояний. Другими 
словами, системы статистического ансамбля в некоторый момент 
времени равномерно распределены по доступным состояниям. Что 
будет происходить с ними по истечении некоторого времени? 
Система, разумеется, не будет всегда находиться в данном со- 
CTOAHHH. 

В конце п. 3.1 мы выяснили, что она будет совершать переходы 
между различными доступными состояниями. Таким образом, 
мы имеем дело с динамическим процессом. Но в законах механики 
нет ничего, что давало бы преимущество любому из доступных 

в данной подгруппе доступных состояний уменьшилось, а в другой 
подгруппе увеличилось бы *). Действительно, законы механики 
позволяют ‘дать исчерпывающее доказательство того, что если 
системы изолированного ансамбля сначала были равномерно рас- 
пределены по всем доступным состояниям, то они всегда будут 
равномерно распределены по этим состояниям **). Равномерное 
распределение остается, таким образом, неизменным во времени. 

*) Этот довод является обобщением сказанного в п. 1.1 об идеальном газе. 
Если молекулы газа сначала равномерно распределены по объему ящика, TO 
нельзя ожидать, что с течением времени они самопроизвольно окажутся в части 
этого ящика. Иными словами, в законах механики нет ничего, что дало бы преиму- 
щество одной части ящика перед другой. У 

**) Этот результат является следствием так называемой «теоремы Лиувил: 
ля». Ее рассмотрение требует знания аналитической механики и` остается по“ 
этому за пределами нашей книги. (Читатель может обратиться, например, к KHH: 
ге Ландау и Лифшиц «Статистическая физика», «Наука», 2-е изд., 1964, 
стр. 22, или Голдстейн «Классическая механика», Гостехиздат, 1957, стр. 289. 
— Прим. ред.). | | -. 
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Пример. Чтобы рассмотреть очень простой случай, вернемся к примеру 1 
из п. 3.2. Там мы имели дело с изолированной системой четырех спинов, полная 
энергия которых равна `—2и,В. Предположим, нам известно, что в некоторый. 
момент времени систему можно с равной вероятностью найти в каждом из че- 
тырех доступных состояний: 

В соответствии с приведенными выше доводами, законы механики не дают 
преимущества ни одному из этих состояний по сравнению с другими. Поэтому 

нет оснований ожидать, что в более позднее время окажется более вероятным 
найти систему преимущественно в каком-то одном из указанных состояний, на- 
пример, в состоянии (------ —). Начальная ситуация не будет, таким образом, 
меняться с течением времени и систему с равной вероятностью можно будет обна- 
ружить в любом из четырех доступных состояний. 

Рассмотренные соображения позволяют высказать следующее 
утверждение об ансамбле изолированных систем: если системы 
такого ансамбля равномерно распределены по доступным состоя- 
ниям, то ансамбль оказывается не зависящим от времени. В по- 
нятиях теории вероятностей это утверждение имеет следующий вид. 
Если изолированная система может быть с равной вероятностью 
найдена в любом из своих доступных состояний, то вероятность 
нахождения системы в каждом из этих состояний не зависит от 
времени. 

Таким образом, изолированная система, по определению, нахо- 
дится в равновесии, если вероятность ее нахождения в любом из 
доступных состояний не зависит от времени. В этом случае среднее 
значение любого измеримого макроскопического параметра системы 
также оказывается не зависящим от времени *). Имея такое опре- 
деление равновесия, мы можем представить высказанные выше 
выводы в виде следующего утверждения: 

Если изолированная система с равной вероят- 
ностью находится в любом из доступных состоя- (17) 
ний, она находится в состоянии равновесия. 

Допустим `еперь, что рассматриваемая изолированная система 
в некоторый начальный момент занимала лишь какую-то часть 
(nodepynny) доступных ей состояний. Статистический ансамбль 
таких систем содержал бы в этот же момент времени большое число 
систем в этой подгруппе доступных состояний и не имел бы систем 
в остальных доступных состояниях, не входящих в подгруппу. 
Что будет происходить с течением времени? Мы отмечали уже, 
что в законах механики нет ничего, что могло бы заставить систему 
отдать предпочтение одним состояниям перед другими. По опре- 
делению, Доступные состояния обладают тем свойством, что законы 

*) Действительно, чтобы экспериментально установить, что система нахо- 
дится в равновесии, мы должны убедиться. в том, что все наблюдаемые макроско- 
пические параметры системы не зависят от времени. 
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механики не ограничивают возможность системы находиться в 
любом из этих состояний. Поэтому крайне мевероятно, чтобы с 
течением времени наша система продолжала оставаться в первона- 
чальной подгруппе состояний и избегала бы других состояний, 
которые для нее в равной степени доступны *). Действительно, 
благодаря малым взаимодействиям между частицами, образующими 
систему, последняя с течением времени будет совершать переходы 
между всеми доступными состояниями. В результате каждая си-. 
стема ансамбля будет проходить через все доступные состояния. 
Конечный эффект этих непрерывно происходящих переходов ана- 
логичен тому, что возникает при многократно повторяющемся 
тасовании колоды карт. Если такое тасование производить доста- 
точно долго, карты перемешаются настолько, что каждая карта 
будет иметь равную вероятность занять любое положение в колоде, 
независимо от того, как была приготовлена колода перед началом 
тасования. Аналогично, в случае ансамбля систем следует ожидать, 
что системы ансамбля окажутся равномерно (т. е. случайно) рас-. 
пределенными по всем доступным состояниям **). После того как. 
такое состояние достигнуто, распределение, в соответствии с по-, 
ложением (17), остается равномерным. Конечная ситуация отве- 
чает, таким образом, не зависящему от времени состоянию ‘равно- 
весия. 

Мы можем подвести итог приведенным выше рассуждениям: 

Если изолированную систему нельзя обнару- 
жить с равной вероятностью B. любом из ее до- 
ступных состояний, то она не находится в равно- 
весни. При этом она будет изменяться с течением 
времени таким образом, чтобы достичь равновес- 
ного состояния, при котором она может быть с 
равной вероятностью найдена в любом из доступ- 
ных ей состояний. 

_ (18) 

Заметим, что эти утверждения аналогичны утверждению (1.7) 
главы 1. Они являются более точной и общей формулировкой 
свойства изолированной системы стремиться и достигать наиболее 
случайного распределения. 

*) Это рассуждение, основанное на понятиях о квантовых состояниях и © 
переходах между ними, опять представляет собой обобщение аргументов, рас-. 
смотренных в п. 1.2 в связи с идеальным газом. Ситуация, при которой все моле- 
кулы собраны в левой половине ящика, очень кевероятна и в дальнейшем моле- 
кулы быстро заполняют весь объем ящика. 

**) В некоторых предположениях, присущих статистическому описанию, это: 
ожидание вытекает из законов механики и является следствием так называемой: 
«Н-теоремы». Простое рассмотрение этой теоремы и дальнейшие ссылки можно, 
найти в книге Р. Кубо «Статистическая механика», перев. с англ., «Мир»,„, 
М., 1967. | : 
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Пример. Сделанные выше замечания можно пояснить с помощью старого 

примера изолированной системы из четырех спинов. Предположим, что нам 
известно ее начальное состояние (------—). Полная энергия системы равна при 
этом —2и,В и остается неизменной. Имеются, однако, еще три состояния: 

(ЕЕ), (+++), (-+ ++) 
с той же энергией, в равной мере доступные для системы. И действительно, в 
результате небольших взаимодействий между магнитными моментами возникнут 
процессы, когда один момент изменит свою ориентацию из положения «вверх» 
в положение «вниз», а другой из «вниз» — «вверх». (При этом полная энергия 
останется, конечно, неизменной.) В результате каждого такого процесса система 
переходит из одного начального состояния в другое состояние. После повторения 
многих переходов такого типа мы сможем в конце концов с равной вероятностью 
обнаружить систему в любом из четырех доступных состояний: | 

(ЕЕ (+), (4-4 4) (+++). 
Мы примем утверждения (17) и (18) за основные постулаты нашей 

статистической теории. Они могут быть получены из законов ме- 
ханики. Постулат (17) строго следует из законов механики, а по- 
стулат (18) требует, кроме положений механики, некоторых до- 
полнительных предположений. Постулат (18) имеет особенно важ- 
ное значение, так как из Hero, в частности, следует: 

Если изолированная система находится в равно- 
весии, то ее можно обнаружить с равной вероят- (19) 
ностью в любом из доступных состояний. 

Это утверждение обратно утверждению (17). Справедливость (19) 
следует непосредственно из (18). Действительно, если вывод (19) 
неверен, то из (18) следует, что предпосылка утверждения (19) 
будет нарушена. 

Совершенно ясно, что наиболее простой статистической ситуаци- 
ей является ситуация, не зависящая от времени, которая соответ- 
ствует состоянию равновесия изолированной системы. Утверждение 
(19) дает для этого случая однозначное указание о вероятности. 
обнаружения системы в каждом любом ‘из доступных состоя- 
ний. Поэтому утверждение (19) является основным постулатом, 
на базе которого мы можем построить полную теорию равновесных 
макроскопических систем. Этот основной постулат статистической 
механики равновесных систем иногда называют постилатом равной 
априорной вероятности. Заметим, что смысл этого постулата пре- 
дельно прост. Действительно, он полностью аналогичен постулату 
(равная вероятность выпадания «орла» или «решки»), использо- 
ванному нами при обсуждении эксперимента с бросанием монет. 
Справедливость постулата (19) может быть подтверждена сравне- 
нием следующих из него предсказаний с результатами опыта. 
Действительно, вычисления, сделанные на основе этого постулата, 
всегда дают результаты, находящиеся в очень хорошем согласии 

117



с опытом. Поэтому существует большая степень уверенности в TOM, 
что он справедлив. | 

При переходе к статистическим ситуациям, меняющимся BO 
времени, т. е. к системам, не находящимся в состоянии равновесия, - 
возникают значительно более сложные теоретические проблемы. 
В этом случае мы располагаем только утверждением (18). Этот 
постулат дает указание о направлении, в котором будет развиваться` 

Рис. 3.4. Внезапное рас- Рис. 3.5. Очень медленное 
ширение газа. а) Назаль- (квазистатическое) расши- ‘ 
Hoe положение. 6) Поло- рение газа. а) Начальное р 
жение немедленно после положение. 6) Промежу- 
Удаления поршня. 8} Ко- точное положение. в) Ко- 

нечное положение. вечное положение. 

система (это направление таково, что система стремится ДОСТИЧЬ 
равновесного состояния, характеризующегося равномерным ста: 
тистическим распределением по всем доступным состояниям): 
В постулате нет, однако, никаких ‘указаний о времени, в течение 
которого система достигнет этого предельного равновесного со“ 
стояния (так называемое время релаксации). Это время може 
быть меньше микросекунды или больше столетия, в зависимости 
от характера взаимодействия между частицами системы и от ча“ 
стоты, с которой совершаются переходы между различными до 
ступными состояниями системы. Но статистическое описание ‚не 
равновесной ситуации. может оказаться весьма затруднительным, 
так как оно требует знания того, как вероятность нахождения 
системы в каждом доступном состоянии зависит от времени. С дру* 
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гой стороны, задачи о равновесных состояниях требуют всего лишь 
применения простого постулата (19) о равной априорной вероят- 
НОСТИ. . 

Замечания о применимости соображений о равно- 
весии. "Необходимо указать, что идеализированное понятие о равновесии на 
практике имеет относительный характер. Чтобы судить о наступлении равнове- 
CHA, важно сравнить время релаксации T, (характеристическое время, которое 
необходимо системе, первоначально находившейся в неравновесном состоянии, 
чтобы достичь равновесия) и время T,, представляющее интерес в данной прак- 
тической ситуации. 

Допустим, что когда мы внезапно отодвинем поршень (рис. 3.4), газу по- 
требуется около 10-3 сек, чтобы равномерно распределиться по всему объему 
сосуда. Это значит, что т,—10-3 сек. Теперь предположим, что мы передвигаем 
поршень чрезвычайно медленно, как показано на рис. 3.5, скажем, с такой ско- 
ростью, что полное перемещение поршня происходит за т,— 100 сек. Строго говоря, 
все это время газ не будет в равновесии, так как его объем меняется. Но поскольку 
Tps>T,, ТО в каждый данный момент молекулы имеют достаточно времени, чтобы 
равномерно распределиться по всему доступному им в данный момент объему. 
Поэтому, несмотря на непрерывное перемещение поршня, практически газ в 
течение всего времени перемещения находится в состоянии равновесия. 

В качестве обратного примера, когда т,<т,, рассмотрим кусок медленно 
ржавеющего железа. Допустим, что полное превращение его в окись железа 
произойдет за T,~ 100 лет. Строго говоря, этот кусок железа не находится в рав- 
новесном состоянии. Но если время T,, представляющее для нас практический 
интерес, равно, скажем, двум дням, то мы можем считать, что окисление приоста- 
новилось и кусок железа находится в равновесном состоянии. 

Таким образом, зависимость поведения системы от времени имеет значение 
только в случае T,~T, (т.е. когда время, представляющее практический интерес 
с точки зрения экспериментатора, сравнимо со временем релаксации системы), 
и задача оказывается более сложной, так как ее нельзя свести к рассмотрению 
равновесного или почти равновесного состояния. 

3.4. Вычисление вероятностей 

Основной постулат (19) о равной апрнорной вероятности дает 
возможность статистически вычислить все не зависящие от времени 
свойства любой системы, находящейся в равновесии. Эти вычис- 
ления в принципе весьма просты. Рассмотрим находящуюся в рав- 
новесии изолированную систему и обозначим через < число ее до- 
ступных состояний. Из нашего постулата следует, что вероятность 
нахождения системы в любом из доступных состояний одна и та же 
и равна 1/62 (очевидно, что вероятность нахождения системы в 
любом из недоступных ей состояний равна нулю). Предположим 
далее, что нас интересует некий параметр системы, который мы 
обозначим через у. Например, у может быть магнитным моментом 
системы или давлением: Когда система находится в данном 
состоянии, параметр y принимает определенное значение. Обо- 
значим через Yi, Yo, .... Y, возможные значения y *). Среди Q 

*) В случае непрерывных параметров мы должны поступить так же, как в 
п. 2.6, и разделить область возможных значений у на очень малые интервалы по- 
стоянной величины бу. Пронумеровав эти интервалы, мы можем обозначить че- 
рез и; значение параметра, попавшего в {-й интервал. После этого задача сводится 
к задаче с дискретным числом значений у. 
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доступных состояний системы будет 2; состояний, когда параметр у 
принимает значение y,. Поэтому вероятность P, того, что пара- 
метр у примет значение у; просто равна вероятности обнаружить. 
систему в {2; состояниях, которым отвечает значение параметра y;. 
Эта вероятность может быть получена суммированием 1/2 (веро- 
ятность найти систему в одном из доступных состояний) по всем: 
состояниям,. для которых у принимает значение у;. Таким образом, 
вероятность Р; просто в ®; раз больше вероятности нахождения 
системы в одном из доступных состояний *): 

2 

Ppa, (20) 

Среднее значение параметра у равно Теперь, по определению» 
п п 

1=1 i=] 

где суммирование производится по всем возможным значениям у. 
Дисперсия величины у может быть сосчитана обычным образом, 
В принципе подобные статистические расчеты не более сложны, чем. 
расчеты, выполненные нами при обсуждении задачи о бросании: 
набора монет. | 

Пример 1. Рассмотрим опять систему из четырех спинов, состояния 
‘которой перечислены в табл. 3.2. Предположим, что полная энергия системы 
известна и равна —2и,В. Если система находится в равновесии, то ей в равной 
мере доступны все четыре доступных состояния: 

(Е), (++), ЕЕ» (++). 
Рассмотрим любое из этих состояний, например, первое. Какова вероятность 

того, что в этом состоянии магнитные моменты спинов направлены вверх? Pac-. 
смотрим любой из этих четырех спинов, например, первый. Какова вероятность 
того, что магнитный момент этого спина смотрит вверх? Так как он смотрит вверх 
в трех случаях из четырех равновероятных доступных состояний, то эта вероят“- 
ность равна | 

Py =" eo 4 

Чему равен средний магнитный момент этого спина в направлении ` прило- 
женного поля В? В трех случаях магнитный момент равен plo, а в четвертом случае 
он равен —Hpo. Поэтому среднее значение момента равно 

М _Зво + (по) | 
4 — 9 №о. 

Заметим, кстати, что для отдельного спина нашей системы вероятности быть 
направленным вверх и вниз не равны друг другу. Это значит, что вероятности 

*) Простая форма результата (20) объясняется нашим основным постулатом, 
который заключается в.том, что система с равной вероятностью может находить- 
ся в любом из доступных состояний. В ансамбле, из N систем. число М; систем cd 
значением у=у; пролорционально числу состояний, доступных. системе при уу: 
Поэтому P;==N ,/N=Q,/Q. 
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найти его в любом из двух возможных состояний не одинаковы: Этот результат 
не противоречит, однако, нашему основному статистическому постулату. Дело 
в TOM, что этот отдельный спин не изолирован. Он является частью большой 
системы, в которой он может взаимодействовать с другими спинами и обмениваться 
с ними энергией. 

Пример II. Рассмотрим систему спинов, приведенную в табл. 3.3. Из- 
вестно, что полная энергия этой системы равна —Зи,В и что система находится 
в равновесии. Это значит, что ее равновероятно найти в любом из пяти доступных. 
состояний. Сосредоточим наше внимание на подсистеме A, состоящей из трех 
спинов, и обозначим через М их полный магнитный момент в направлении поля 
В. Мы видим, что М может принимать два возможных значения:..Зи, или —ио.. 

Вероятность этих двух значений можно сразу написать, воспользовавшись таб- 
лицей. Имеем : 

2 
. Р (Зо) —®, 

3 
P (Мо) = . 

Среднее значение М следует из выражения 

— 2(3u,)+3(— 3 

Рассмотренные примеры были очень просты, так как касались 
систем, состоящих всего из нескольких частиц. Их цель, однако, — 
дать представление об общем методе, который используется при 
вычислении вероятностей и средних значений для любых систем, 
независимо от степени их сложности. Единственное различие свя- 
зано с тем, что в случае макроскопической системы, состоящей из 
огромного числа частиц, перечисление возможных состояний, 
характеризуемых определенным значением некоторого параметра, 
является существенно более трудным делом. В этом случае реаль- 
ные вычисления могут быть весьма сложными. | 

9.5. Число состояний, доступных макроскопической системе | 

В первых четырех разделах этой главы были рассмотрены основ- 
ные идеи, необходимые для построения количественной теории 
макроскопических систем, находящихся в равновесии, и для ка- 
чественного описания приближения к равновесному состоянию. 
В оставшейся части главы мы познакомимся со значением этих 
идей и воспользуемся ими, чтобы уточнить некоторые рассуждения 
главы |, имевшие качественный характер. Это предварительное 
рассмотрение подготовит нас к систематическому применению ос- 
новных идей в оставшейся части книги. 

Мы видели, что для вычисления свойств находящейся в равно- 
весии системы необходимо подсчитать число доступных состояний 
этой системы в различных условиях. Такой подсчет состояний ка- 
жется очень трудным, но часто эту трудность можно обойти. В фи- 
зике иногда полезнее догадаться, чем делать трудные вычисления. 
В частности, сейчас нам нужно понять некоторые общие свойства 
числа доступных состояний любой системы, состоящей из очень 

~ 
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большого числа частиц. Для нас достаточно качественного пони- 
мания этих свойств и некоторых довольно грубых оценок. Поэтому. 
мы можем ограничиться приближенным рассмотрением задачи. 

Рассмотрим макроскопическую систему с заданными внешними 
параметрами, которые определяют ее уровни энергии. Обозначим: 
полную энергию системы через Ё. Чтобы подсчитать число доступ- 
ных состояний, выясним, как это число зависит от энергии. Раз- 
лелим шкалу энергии на малые и равные интервалы OE. Величина: 
6E очень мала в макроскопическом смысле (это значит, что она очень 
мала по сравнению с полной энергией системы и по сравнению 
с ожидаемой точностью любых макроскопических измерений энер- 
гии). Но в микроскопической шкале величина SE огромна (она 
много больше энергии отдельной частицы системы и также много 
больше расстояния между соседними энергетическими уровнями 
системы). Поэтому любой интервал 67 содержит очень большое 
число квантовых состояний. Введем обозначение: 

2 (Е) == число состояний, энергия которых лежит 
в интервале от Е до E+6E. (22): 

Число состояний зависит от величины интервала, Ha который 
мы разбили нашу шкалу энергии. Так как 6Е — величина макро- 
скопически малая, то Q(E) просто пропорционально 6Ё, и поэтому 
можно написать *) 

о (Е) =0 (E)6E, (23): 

где величина о(Ё). не зависит от величины интервала OE. [Величина 
(Е) называется плотностью состояний, так как она равна числу 
состояний, приходящихся на единичный интервал энергии при 
данном значении энергии Е.] Так как на интервал SE приходится 
очень большое число состояний, величина (Е) меняется на не- 
большую свою часть при переходе от данного интервала энергни 
к соседним. Таким образом, мы можем считать величину ®(ЁЕ}: 
медленно меняющейся функцией энергии. Нас будет интересовать, 
как величина 92(£) зависит от энергии E макроскопической системы. 

Заметим, что величину 42(Е) можно получить, если нам. известна. 
величина 

Ф (Е) = полное число состояний, обладающих 
энергией, меньшей Е. (24) 

Действительно, число состояний, энергия которых лежит между ЕЁ 
и E-+6E, будет равно 

Q (E) =O (E+ 6E)—® (E) = Е. (25) 

*) Здесь мы имеем ситуацию, аналогичную рассмотренной в п. 2.6, где об- 
суждался вопрос, о непрерывном распределении вероятности. Число состояний’ 
Q(E) стремится к нулю, когда к нулю стремится SF, и величину Q(E) можно раз- 
ложить в ряд Тейлора по степеням 6Е. Когда 6Е достаточно мало, этот ряд сво- 
дится к (23), так как членами © высокими степенями OE можно пренебречь. 
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Прежде чем рассмотреть общие’ свойства величины Q(E) для 
макроскопической системы, полезно на нескольких примерах 
показать, как подсчитать число состояний крайне простых систем, 
состоящих всего лишь из одной частицы. 

Пример 1. Одиночная частица в одномерном ящике. 
Рассмотрим частицу с массой т, которая может свободно двигаться в одном из- 
мерении в ящике длиной L, Возможные уровни энергии такой системы [см. (8)] 
равны 

h? л2 OE 
—_— —— м E= 5731, — (26) ane 

rien=1, 2, 3, 4, ... Если L—maxpo- 
скопическая величина, TO коэффи- Е Е+дЕ 
циент при п? очень мал, а кванто- 

BOE число п очень велико ") для Рис. 3.6. Метки на прямой обозначают возмож- 
энергий, обычно представляющих — ные значения n=1, 2, 3, 4, ... квантового чис. 
интерес. Из (26) следует, что вели- ла п, определяющего состояние одиночной ча- 

HHOH Э вна стицы в одномерном ящике. Значения п, соот- 
чина п для данно энергии Е равн ветствующие энергии Е и E+-6E обозначены 

L 1 двумя вертикальными линиями, и область Mex- 
n=-—— (2тЕ) Is, (27) ду этими линиями заключает в себе все значе- 

т ния п, для которых энергия лежит в интервале 
от E до E+6E Область слева от E заключает в 

Соседние квантовые состояния со- себе все значения п, для которых энергия час- 
ответствуют значениям ‘и, отличаю- тицы меньше Е. 
щимся на единицу. Поэтому полное 
число квантовых состояний Ф (ЕЁ), энергия которых меньше Ё, а квантовые 
числа соответственно меньше п, просто равно (n/1)=n: | 

@ (E) =n =~ (2mE)'® (28) 
nh 

и с помошью (25) после дифференцирования мы получаем**) число доступных 
состояний в интервале энергии OE: 

L 
О (E)=— Vee m6 Е. 29 (£) от (2т) Е ОЕ (29) 

Пример И. Одиночная частица в трехмерном ящике. 
Рассмотрим частицу с массой т, которая может свободно перемещаться в трех- 
мерном ящике. Для простоты допустим, что ящик представляет собой куб с длиной 
ребра L. Возможные значения энергии такой системы следуют из формулы (15), 
если положить Ly~=Ly=L,=L: р 

в? 2 

~ 2m L? 

где Ny, Ny, Nz=1, 2, 3, ... Вообразим «пространство чисел», заданное тремя взаимно 
перпендикулярными осями fx, Ny, п,. В таком пространстве возможные значения . 

(пх + ny + 13). (30) 

*) Например, если L=1 см и m=5-10-232 [(масса молекулы азота, см. (1.29)], 
то этот коэффициент равен 10-3? эрг. В то же время среднее значение энергии 
такой молекулы при комнатной температуре имеет порядок 10-13 spe. Таким 
образом, при таких энергиях л имеет порядок 10%. 

**) Так как f очень велико, ‘изменение л на единицу вызывает пренебрежимо 
малое относительное изменение п и Е. Поэтому, несмотря на то, что п и Е при- 
нимают только дискретные‘ значения, мы можем считать эти переменные непре- 
рывными. При дифференцировании нужно иметь в виду, что любое изменение п 
должно быть много больще‘единицы (dnS>1), но, с другой стороны, это изменение 
должно быть достаточно мало, чтобы выполнялось условие dn<n. 
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трех квантовых чисел изображаются точками, лежащими в центре кубиков еди-. 
ничных размеров, как это показано на рис. 3.7. Как и в предыдущем примере, 
эти квантовые числа очень велики, если ящик имеет макроскопические размеры. | 
Из (30) следует: 

- L\2 | ne + nt m= (22) Ome = Аз 
. р 

Значения N,, пу, Nz, удовлетворяющие этому равенству при данном значе-. 
нии Е, лежат на сфере радиу-. 

п, | ‘сом А, показанной на рис. 3.7: 
ооо оо ооо оф ооочо 1 

ооо о оф. eee eee ene R=. (2тЕ)"! 

coor eoese ee eee nh 
@oeoe 088 & ©6088 &@@ @ 

+ [*| «|+ coc cece toto о Число Ф(Е) состояний с энер-. 
ооо 334 © «| ооо оооооео гией, меньшей Е, равно числу. 
ee ee oe $4 | © | ооо ооо единичных кубиков, лежащих: 
ооо ооо ео о eee ee o внутри этой сферы и обладаю-: 
°° К se eee ° щих положительными значения-’ 

ооо оо ооо ° eee . e ми величин Пх, Пу, Az, Т. €. OHO" 
eer cc ccc cece Nelle ccc ec равно объему одного октанта- 

ee @eees#evsvee8 6 ео © @ @ сферы радиусом К. Таким об-° 

ооо оофо ооо ® e\ele eee разом, b 

ооо ооо охое ® eee 1 4 

ох вое Ц ties: Ф (Е) =z (38?) = 

ооо оо @ ee4etrtene еее Ф | . 

офоое эофоо фо ооооф e ee л р 

о © eeeereev eevee e ble ee. ——- (== y emey (ЗЕ 
e eoc3eoeeceoereveanees e ee nh : 

O Е \ My Как следует из (25), число со-“ 
Е+6Е стояний с энергией от E до E+. 

-- 5Е равно | 
Рис. 3.7. Точками схематически (в двух измере- ‘ 
ниях) показаны возможные значения Ny, Пу. —__ 3/.р1/ : 
=1,2, 3, 4, .... квантовых чисел, ‚определяющих 2 (B= (2m) '2E '26E, (32), 
состояние одиночной частицы в трехмерном ящике. 4n 
(Ось ng направлена перпендикулярно к плоскости _ 
рисунка.) Значения Ny, Пу и Mz, соответствующие где У объем 
энергии частицы в интервале от Е до E+-6E, лежат 

п.= 

ящика. 

между двумя сферическими поверхностями. Точки 
Внутри сферы` соответствуют всем значениям п. 

для которых энергия меньше 

‚ Теперь мы произведем 
грубую оценку, цель KOTO-; 
рой— получить зависимость: 

числа ©(Е) доступных состояний макроскопической систе-: 
мы, состоящей из большого числа частиц, от полной энергии: 
системы Е. Любая такая система, может быть описана с помощью» 
набора f квантовых чисел. Число { носит название числа степеней. 
свободы системы; по порядку величины оно близко к числу Аво-. 
гадро. С каждым данным квантовым. числом связан. определенный: 
вклад = в полную энергию системы Е. Обозначим через ф(г) полное 
число возможных значений этого квантового числа для энергий, 
меньших данной энергии =. Число ф равно единице (или порядка: 
единицы), когда е принимает наименьшее из возможных значений: 
Ey, И быстро: растет с ростом & (хотя может достигнуть ностоянного: 
значения в определенном случае) “*). Обычно величина ф растет: 
— 

*) Исключением является система, имеющая конечное число возможных. 
состояний и верхний предел для возможного: значения энергии. (Такое положе-! 
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пропорционально отклонению энергии г OT Eo, и мы можем написать 

ф (2) oc (Е —e,)", (33) 

где @ — некоторое число порядка единицы *). 
Рассмотрим теперь систему, имеющую f степеней свободы. Ee 

полная энергия (сумма кинетической и потенциальной энергий 
всех частиц, образующих систему} является суммой энергий, соот- 
ветствующих каждой степени свободы. Поэтому полная энергия E 
(точнее, ее избыток над минимальным значением E,) будет по порядку 
величины в f раз больше средней энергии =, приходящейся на одну 
степень свободы (за вычетом минимальной энергии &,). Таким 
образом, 

E—E,~ f (Е — во). (34) 

Если полная энергия системы равна или меньше E, то мы имеем 
приблизительно $(ё) квантовых состояний, связанных с первым 
квантовым числом, Ф(=) возможных состояний, связанных со вторым 
квантовым числом,..., и, наконец, @(&) возможных состояний, свя- 
занных с последним, /-м квантовым числом. Полное число возмож- 
ных комбинаций этих квантовых чисел, т. е. полное число состояний, 
отвечающих энергии, равной и меньшей ЕЁ, мы получим, если помно- 
жим число возможных состояний для первого квантового числа на 
число возможных состояний для второго квантового числа, на число. 
возможных состояний для третьего квантового числа,..., и, наконец, 
на число возможных состояний для [-го квантового числа. Таким 
образом, 

Ф(Е)-- (8), (35) 
где = связано с Ё выражением (34). Число (Е) состояний с энергией 
в пределах от E до E+65E мы найдем согласно (25): дифференцирова- 
нием: 

О (Е) = ЗБ 1/1 9% 6Е = ф/-1 BE, (36} 

так как из (34) следует, что dp/dE=]~*(de—/de). 
Нашего приближенного рассмотрения задачи совершенно доста- 

точно для некоторых замечательных выводов, основанных на том, 
что | — очень большое число. Действительно, если мы имеем дело. 
с макроскопическими системами, то {— порядка числа Авогадро, т. e. 
{--104. Числа такого порядка фантастически велики и их свойства 
трудно понять, если исходить из обычного доступного нам опыта. 

ние возникает, если мы будем игнорнровать кинетическую энергню частиц 
системы и рассматривать только спины). В этом случае число возможных со- 
стояний с возрастанием (Е — #5) вначале увеличивается, а затем достигает по- 
стоянного значения: 

- .*) Например, при движении частицы в одномерном ящике, как это следует 
из (28), ФосЕ'/». (В этом. случае минимальное значение Eg возможной энергии пре- 
небрежимо малб по сравнению с & и его можно считать равным нулю.) 
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[lp возрастании энергии системы E возрастает и энергия в,. 
приходящаяся на одну степень свободы [см. формулу (34)]. В соот- 
ветствии с этим относительно медленно растет и число состояний ф (=), 
приходящихся на одну степень свободы. Но так как показатели. 
степени в формулах (35) и (36) имеют порядок |, T. е. являются чрез- 
вычайно большими числами, число возможных .состояний Ф (ЕЁ) или: 
Q (2) системы с { степенями свободы возрастает с фантастической. 
<коростью. Мы приходим, таким образом, к следующему выводу: 

Число состояний ©(ЁЕ), доступных любой 
обычной макроскопической системе, является 37) 
крайне быстро возрастающей функцией ee энер- ( 
гии E. 

Действительно, объединяя (36) с (33) и (34), мы получаем следующее 
приближенное выражение для зависимости ® от Е: 

2 (Е) x (#— #9! x а 

“Таким образом, мы можем принять, что для обычных систем *) 

9 (Е) (Е Е»). (38) 

Здесь мы пренебрегли единицей по сравнению с {и положили “=1. 
Формула (38) дает приближенную зависимость © от Е. На характер 
‘этой зависимости не влияет, равен ли показатель степени в (38) f, 
половине f или другому числу порядка f. | 

Мы можем высказать некоторые утверждения относительно 
величины In Q. Из (36) следует, что. 

пов =(— шеи (282). (39) 
Заметим, что если мы имеем дело с таким большим числом, как к 
то его логарифм будет порядка десятков, т. е. он пренебрежимо мал 
по сравнению с самим числом f. Например, если f=1074,To In f=55,. 
т. е. In {<<< f. Рассмотрим теперь члены в правой части (39). Пер- 
вый член имеет порядок [**). Величина (4ф/4=) SE (где бЕ— интервал 

*) Мы употребили выражение «для обычных систем», чтобы исключить осо- 
‘Obie случаи (см., например, примечание к стр. 124), когда нас не интересует кине- 
тическая энергия частиц системы и когда магнитная энергия спина достаточно 
велика. (Такое приближенное рассмотрение оказывается достаточным, если по-, 
<тупательное движение частиц слабо влияет на ориентацию их спинов. В этом 
случае ориентация спинов и поступательное движение частиц могут рассматри- 
‘ваться отдельно.) 

**) Это всегда верно, если только энергия E системы не очень близка к энер- 
гии основного состояния Ey, когда ф—1 для всех степеней свободы. Действи- 
‘тельно, из общих замечаний, сделанных в начале п. 3.1, нам известно, что когда. 
<истема приближается к основному состоянию энергии, число доступных KBAHTO* 
вых состояний имеет порядок единицы. так чго ®—|. 
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энергии, большой по сравнению .c расстоянием между уровнями 
энергии системы) представляет собой число возможных значений, 
которое может принимать отдельное квантовое число в интервале OE, 
и зависит от SE. Но при любом значении SE самые неблагоприятные 
оценки показывают, что величина (dg/de) SE неможет превышать, 
скажем, 10'°° и не может быть меньше 1. Логарифм этой величины 
лежит, следовательно, где-то между 0 и 230 и пренебрежимо мал 
по сравнению с первым членом, который имеет порядок 1024. Таким 
образом, в правой части (39) вторым членом можно пренебречь. 
Мы приходим к выводу, что для макроскопической системы число. 
состояний в интервале энергий от Е до Е--6Ё обладает следующи- 
ми свойствами: 

шо (Е) не зависит от 6Е; (40) 
я ЩО (Е) |. | (41} 

Это значит, что если энергия E достаточно далека от энергии основ- 
ного состояния системы, In 9 не зависит от величины выбранного: 
интервала энергии и по порядку величины равен числу степеней 
свободы системы. 

3.6. Ограничения, равновесие и необратимость 

Подведем итог нашим выводам, которые будут неоднократно 
использбваны при рассмотрении макроскопических систем. Исход- 
ной точкой наших рассуждений является изолированная система *). 

Мы знаем, что такая система удовлетворяет определенным усло- 
виям, которые можно задать, указав значения некоторых макро- 
скопических параметров системы. Эти условия ограничивают чнсло:- 
возможных состояний, в которых может находиться система, сводя 
их к некоторому числу доступных состояний, согласующихся с огра- 
ничениями, наложенными на систему. Число доступных состояний 
<? оказывается зависящим от наложенных на систему ограничений, 
так что Q=Q (у) есть функция некоторых макроскопических пара-. 
метров системы. 

Пример. Рассмотрим показанную на рис. 3.8, а систему. Это идеальный 
газ, находящийся в левой части сосуда У;. Правая часть сосуда пуста. В этом: 
случае перегородка, разделяющая обе части сосуда, действует как ограничение, 

уменынающее число доступных состояний до значения, при котором все молекулы 

находятся в левой части сосуда. Поэтому число доступных состояний газа зависит` 
от объема левой части сосуда, т. е. 2=Q(V;). 

Статистическое описание системы заключается в вероятностных 
утверждениях об ансамбле систем, кажлая из которых подвержена. 
одинаковым ограничениям. Если система находится в равновесии, 
то с равной вероятностью ее можно найти в любом из ® доступных 
(Seer: 

*) Любую неизолированную систему можно считать частью изолированной 
системы. 
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состояний, и наоборот. Если систему нельзя обнаружить с равной’ 
вероятностью в любом из 62 доступных состояний, TO ее статистическое‘ 
описание будет зависеть от времени *). В этом случае в системе ‘будут: 
происходить изменения, направленные к тому, чтобы достичь равно- 

| весного состояния, при котором она с. 
равной вероятностью будет находиться 
в каждом из & доступных состояний. 
Все эти утверждения составляют содер- 
жание наших основных постулатов (18). 
и (19). 

Рассмотрим изолированную систему, : 
находившуюся вначале в равновесии в. 
условиях, когда она имела ®, доступных 
состояний. Она с равной вероятностью 
может быть найдена в любом из них. 
Допустим, что мы сняли некотовые из 
первоначально существовавших ограни-. 
чений (например, убрали перегородку 
в случае, изображенном на рис. ‘.8), 
Так как теперь. система подвержена, 
меньшим ограничениям, чем раньше, то 
число доступных ей состояний не может 
уменьшиться. В обычных условиях оно 
должно сильно возрасти. Обозначив че- 
рез <, новое число доступных состоя- 
ний, мы имеем 

Г] } Q,>Q,. (42) 
Рис. 3.3. Идеальный газ в ящи- . 

Ke. @) Начальное положение: с Немедленно после снятия начальных 
помощью заслоики газ удержи- 5 
вается в левой половине я Щика ограничении вероятность нахождения 
объемом Vj. 6) Конечное поло- e 

жение: прошло много времени системы в любом из состояний останется 

после того, как заслонка была прежней. Так как сначала она с равной 

ен ‘объем Vp ящика. “* вероятностью находилась в любом из ©; é 
состояний, то и немедленно после снятия 

ограничений она будет с равной вероятностью находиться в каж- 
дом из них. При этом возможны два случая: 

|. Особый случай, когда 2 ,=Q;. В этом случае удаление ограниче- 
ний. не меняет равновесного состояния системы. 

2. Обычный случай, когда ® —>®;. Немедленно после снятия огра- 
ничений вероятность нахождения системы в новых $2 „—; состояниях 
равна нулю. Поэтому возникает неравновесное состояние и система 
начинает изменяться во времени. Это изменение будет продолжаться 
до наступления равновесия, когда вероятность пребывания системы 
в любом из доступных состояний станет одной и той же. — 

Пример. Предположим, что перегородка на рис. 3.8 убрана. Это не Me 
няет энергии газа, но увеличивает число доступных состояний. Только в особом 

*) Другими словами, в ансамбле систем вероятность найти систему в данном 
состоянии меняется со временем по крайней мере для некоторых состоявий. 
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случае, когда перегородка совпадает с правой стенкой ящика (т.е. Ve=V;), ee 
удаление оставит неизменным число доступных состояний и состояние газа ос- 
танется равновесным. В общем случае, когда У,> "г, удаление перегородки уве- 
личит доступный каждой молекуле объем в отношении У,/У;. Из формулы (32) 
следует, что число доступных молекуле состояний пропорционально объему 
сосуда, поэтому число доступных одной молекуле состояний также возрастет 
в отнощении И,/У;, а число состояний, доступных всем молекулам, находящимся 
в ящике, увеличится на множитель 

(i) Ge) (и) = (9) - 
г nae A) 

№ множителей 

Таким образом, конечное число доступных состояний оказывается связанным 
с начальным числом следующим выражением: 

и, \^ 
в, (5^) Q,. (43) 

Даже когда новый объем незначительно больще прежнего, все равно Q->>>Q,, 
coin М — большое число, близкое по. порядку величины к числу Авогадро. He- 
медленно после удаления перегородки молекулы еще находятся в левой части 
сосуда. Но теперь это состояние уже не будет равновесным. Начнется процесс 
достижения нового равновесия, при котором молекулам станут в равной мере 
доступными все ®, конечных состояний. Это значит, что каждая молекула будет 
иметь равную вероятность находиться в любой части нового объема. 

Предположим, что новое состояние равновесия достигнуто. Если 
© ,>Q,, то` конечное распределение систем в ансамбле существенно 
отличается от начального распределения. Заметим, в частности, что 
начальное состояние в ансамбле систем нельзя восстановить простым 
возвратом к прежним ограничениям, оставляя систему изолирован- 
ной, т. е. не заставляя ее взаимодействовать с любой другой систе- 
мой, с которой она могла бы обмениваться энергией. - 

Действительно, если мы имеем дело с единственной системой 
ансамбля, то начальную ситуацию можно восстановить, если подо- 
ждать достаточно долго, пока появится соответствующая флуктуа- 
кия. Если эта флуктуация как раз такова, что система оказалась 
в данный момент времени в YQ, первоначально доступных для нее 
состояниях, то мы можем именно в этот момент времени восстановить 
первоначальные ограничения и удержать систему в начальном со- 
стоянии. Но вероятность возникновения такой флуктуации обычно 
предельно мала. Действительно, рассмотрим ансамбль систем, нахо- 
дящихся в равновесии после удаления начальных ограничений. 
Вероятность появления в этом ансамбле системы, которая будет 
находиться в начальном состоянии, равна — 

о, 
Р.=т,, (44) 

так как полное число доступных состояний равно &,. Вероятность 
при повторяющихся наблюдениях над одной системой появления 
состояния, соответствующего желаемой флуктуации, также опреде- 
ляется выражением (44). Но в обычных случаях, когда Q >>>, 
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(это значит, что конечный ансамбль систем существенно отличается 
от начального), из (44) следует, что вероятность возникновения спон- 
танной флуктуации, возвращающей систему к начальным условиям, 
оказывается крайне малой. 

Мы говорим, что процесс является необратимым, если в ансамбле 
изолированных систем, совершающих такой процесс, начальное 
состояние не может быть восстановлено простым возвратом огранни- 
чений. В соответствии с этим определением процесс, в результате 
которого система достигает нового равновесного состояния после 
снятия одного из ограничений (это меняет число доступных состоя- 
ний от @; до ©,), необратим, если Q,>Q,. Из этого определения 
следует, что процесс необратим, если после того, как он совершился, 
изолированная система имеет вероятность быть найденной в началь- 
ном микросостоянии меньше единицы. Действительно, в обычных 
случаях (когда 2 ‚>>>>®,) эта вероятность чрезвычайно мала. Наше 
определение необратимости представляет собой простое уточнение 
формулировки, приведенной в п. 1.2. Старая формулировка была! 
сделана с точки зрения флуктуаций в одиночной изолированной 
системе при большом времени наблюдений. 

Мы можем теперь уточнить замечание о случайности, сделанное 
в главе 1. В качестве статистической меры степени случайности 
в системе мы можем взять число доступных состояний, действительно 
занятых в ансамбле таких систем. Процесс достижения нового 
равновесного состояния после удаления ограничений в изолирован- 
ной системе приводит к увеличению случайности, если ®,>6;; такой 
процесс необратим. 

Пример. Если газ, рассмотренный в предыдущем примере, достиг конеч- 
ного равновесного состояния, при котором все молекулы равномерно распределены 
по объему ящика, то простое восстановление перегородки не приведет к возник- 
новению начального состояния в ансамбле таких ящиков. Молекулы, распро- 
странившиеся на правую часть ящика, там и останутся. Поэтому процесс, разви- 
вавшийся после удаления перегородки, необратим. 

Чтобы оценить величину флуктуации, которая могла бы восстановить на- 
чальные условия в одном из ящиков ансамбля, вычислим вероятность того, что 
все молекулы, находящиеся в ящике, снова соберутся в его левой части после 
достижения конечного состояния равновесия. Как следует из (43) и (44), эта ве- 
роятность равна 

Q; и; \м 

f f 

Онафантастически мала, если V~>V; и если N велико *). Таким образом, удаление 
перегородки является примером типичного необратимого процесса, приводящего 
к увеличению случайного распределения молекул в газе. 

Развитую здесь общую точку зрения можно с успехом пояснить 
на двух примерах макроскопических систем, между которыми су- 
ществует взаимодействие. 

*) Заметим, что в частном случае, когда вначале ящик был разделен перего-. 
родкой на две равные половины, У,==2У;, так что P;-=2-N. Этот результат был 
уже получен в главе 1 с помощью простых соображений. 
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Пример I. Рассмотрим изолированную систему А*, которая состоит из 
двух подсистем, A и A’,c фиксированными внешними параметрами. (Например, 
Аи A’ могут быть куском железа и куском льда соответственно.) Предположим, 
что A и A’ настолько далеки друг от друга, что обмен энергией между ними не- 
возможен. Пусть существует ограничение, заключающееся в том, что энергия E 
системы A и энергия Е’ системы А’ в отдельности остаются неизменными. Поэтому 
доступными состояниями полной системы A* будут такие состояния, которые 
удовлетворяют ограничениям, заключающимся в том, что системы А и А’ имеют 

‚ 

определенные значения энергии, равные Е; и Е; соответственно. Если число таких 
состояний, доступных для системы A*, равно Q* и если система А* находится 
з равновесии, то она будет с равной вероятностью находиться в любом из этих 
состояний. ' 

Теперь допустим, что системы А и А’ приведены в соприкосновение и между 
ними возможен обмен энергией. При этом установленные выше ограничения OT- 
падают: энергии частей А и А’ полной системы А* не должны быть постоянными, 
постоянной теперь является лишь полная энергия (ЕБ--Е”) всей системы А*. 
8 результате уменьшения ограничений обычное число доступных состояний 

ее 
QF 

Y) 2 
ROD e A 

Wes XS й) 

ae / 

Рис. 3.9. Две системы, Аи A’, Рис. 3.10. Два газа, А и A’, 
с фиксированными внешними разделенные подвижной перего- 
параметрами, которые могут об- родкой. Объединенная система 
мениваться энергией. Объеди- А* состоит из двух систем, Аи 
ненная система А*, состоящая A’, и является изолированной. 
из систем A и A’ является H30- 

лированной. 

* 

системы A* снльно возрастает и становится равным Qs. При этом (если только 

не оказывается, что Q7=Q; } немедленно после осуществления контакта между 
Аи А’ система A* не находится в равновесии. Энергия систем А и А’ меняется 
{энергия в форме тепла переходит от одной системы к другой) до тех пор, пока 
система А* не достигнет своего равновесного состояния, когда с равной ‚вероят- 
ностью она будет обнаруженной в любом из доступных состояний. Теперь пред- 
положим, что системы А и A’ опять разделены и не могут больше обмениваться 
энергией. Несмотря на то, что первоначальные ограничения теперь восстановлены, 
начальное состояние системы A* не восстановлено (если только не оказывается, 

* * 2 
что ®;=6;). В частности, среднее значение энергии для ансамблей А и A’ отли- 

чается от начальных значений Е; и Е1. Рассмотренный процесс обмена теплом 
между системами является, таким образом, необратимым. 

Пример II. Рассмотрим изолированную систему А*, состоящую из двух 
газов, А и А’, разделенных закрепленной перегородкой. Эта перегородка дейст- 
вует как ограничение, ибо благодаря ей доступные состояния газов А и А’ под- 
чинены тому условию, что объем газов равен Уди Ид’ соответственно. Пусть число 

o *# доступных состояний системы A* равно Qj; если система А* находится в равно- 
весии, то она с равной вероятностью может находиться в любом из состояний Q3. 

Предположим теперь, что перегородка освобождена и может перемещаться. 
Тогда индивидуальные объемы газов A и А’ не будут ограничены значениями V 4 
и Уд’, а число доступных состояний системы А* чрезвычайно сильно возрастет 

и станет равным QF вместо начального значения Q;. Сразу после освобождения 
перегородки система А* не будет в равновесии и перегородка начнет переме- 
щаться, Объемы систем А и А’ будут меняться до тех пор, пока система А* не 
достигнет конечного равновесного состояния, где она с равной вероятностыо 
может быть найдена в любом из новых доступных состояний. Можно ожидать (это 
будет показано в главе 6), что в состоянии равновесия конечные объемы газов А 
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и A’ станут такими, что их средние давления совпадут и свободно перемещаю- 
щаяся перегородка в конечном положении окажется в равновесии. 

Рассмотренный процесс совершенно необратим, если 1>9:. Оставим си- 
стему А изолированной, но опять закрепим перегородку. Этим мы не восстановим 
начального состояния, в котором объемы обоих газов были равны Уди Va’ соот- 
ветственно. 

3.7. Взаимодействие между системами 

В двух предыдущих примерах были рассмотрены взаимодейст- 
вующие друг с другом макроскопические системы. Изучение таких 
взаимодействий крайне важно *) и мы закончим эту главу рассмотре- 
нием различных способов взаимодействия. 

Рассмотрим две макроскопические системы, А и А’, которые мо- 
гут взаимодействовать и, следовательно, обмениваться энергией 
друг с другом. Система А*, состоящая их двух систем, А и A’, 
изолирована и ее энергия должна оставаться постоянной. Для ста- 
тистического описания взаимодействия между А и A’ мы рассмотрим 
ансамбль из очень большого числа систем, аналогичных А* и также 
состоящих из пар взаимодействующих систем А и А’. Взаимодейст- 
вие между Аи A’ не приведет к обмену точно одинаковой энергив 
между каждой парой А и А’ систем ансамбля. Имеет, однако, смысл 
спросить, какова вероятность передачи в процессе взаимодействия 
определенного количества энергии. Более простым является вопрос 
о среднем значении энергии, переданной в процессе взаимодействия. 
Обозначим через Е, и Е; среднюю энергию систем А и A’ до взаимо- 

действия, а через Е‚и E;— их среднюю энергию после взаимодейст- 
вия. Так как полная энергия изолированной системы А*, состоящей 
из Ди A’, остается постоянной, мы имеем 

Е,--Е;=Е,-- Е; (46) 
Таким образом, из закона сохранения энергии следует 

AE + АЕ’ = 0, (47) 
где 

AE =E,—E, и ЛЕ’ = Е, — Е; (48) 

означают изменение средней энергии каждой из двух систем, А нА’. 
Теперь мы в состоянии уточнить рассуждения, сделанные в п. 1.5, 

произведя систематическое рассмотрение различных способов взаимо- 
действия двух макроскопических систем, А и А’. Мы начнем с изу- 
чения поведения внешних параметров систем в процессе взаимо- 
действия **). 

*) Этим занимается термодинамика, целью которой является макроскопи- 
ческий анализ тепловых и механических взаимодействий и рассмотрение возмож- 
ных следствий этих взаимодействий. 

**) Как сказано в п. 3.2, внешним параметром системы называется макро-' 
скопический параметр (например магнитное поле В или объем У), влияющий на. 
движение частиц в системе, а значит, и на ее уровни энергии. Энергия E, каж-. 
лого квантового состояния г системы зависит от всех ее внешних параметров. 
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Тепловое взаимодействие. Взаимодействие между системами 
имеет особенно простой характер, если фиксировать все внешние 
параметры. При этом уровни энергии остаются неизменными. Такое 
взаимодействие мы будем называть тепловым взаимодействием.. 
Иллюстрацией теплового взаимодействия является пример | в конце 
п. 3.6. В результате теплового взаимо- 
действия происходит увеличение (со 
знаком плюс или минус) средней энер- { A A A* 
гии системы. Это увеличение мы назы- 
ваем теплом, поглощенным системой, 
и обычно обозначаем через Q. Соот- 
ветственно уменьшение средней энер- 
гии системы (со знаком плюс или ми- 2 А А А 
нус) называется теплом, отданным сн- 
стемой, и обозначается —Q. Мы мо- , 
жем, таким образом, написать 

— — — r 2 
Q==AE и Q’=AE’, (49) 93 A A A 

где Q H О”’— тепло, поглощенное сис- 
темами A и А’ соответственно *). Со- 
хранение энергии (47) требует, чтобы 

ОЧ’ =0, или Q=—Q’. (59) 

Последнее: выражение означает, что , 
тепло, поглощенное системой А, равно «№ А А А 
теплу, отданному системой A’. В соот- 
ветствии с определением, приведенным рис. 3.11, Ансамбль систем А*. Каж- 
в связи с равенством (1.15), мы назы- — дая система, A® состоит из двух си- 

7 , ‚ рые могут взаимо- 
ваем более холодной систему, погло- действолать друг с другом. 
щающую положительное количество 
тепла, а систему, поглощающую отрицательное количество тепла 
(т.е. отдающую положительное количество тепла), называем более 
горячей. 

Характерной особенностью теплового взаимодействия, когда 
все внешние параметры фиксированы, является неизменность уров- 
ней энергии системы. Средняя энергия одной системы возрастает 
за счет другой, но это возрастание не является следствием изменения 
возможных уровней энергии. Оно происходит потому, что в резуль- 
тате взаимодействия увеличивается вероятность нахождения системы 
в состояниях с большей энергией. 

Тепловая изоляция (или адиабатическая изоляция). Тепловое 
взаимодействие между двумя системами можно предотвратить, 
тщательно изолировав их друг от друга. Мы говорим, что две системы 
термически, или адиабатически, изолированы друг от друга, если 
eee. 

*) Заметим, что уточнение рассуждений п. 1.5, связанное со статистическим 
рассмотрением проблемы, и заключается в том, что мы определяем тепло через 
изменение средней энергии системы. 

+ 
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при фиксированных внешних параметрах обмен энергией между 
ними невозможен *). Существуют различные способы достичь тепло- 
вой изоляции: системы можно удалить друг от друга или разделить 
толстой оболочкой соответствующего вещества (например, асбест или 
эбонит). Оболочка называется теплоизолирующей, или адиабатичес- 
кой, если две разделенные такой оболочкой системы находятся 
в тепловой изоляции друг от друга, т. е. если такие системы, бывшие 
сначала в состоянии равновесия, остаются в этом состоянии, пока 
внешние параметры фиксированы **), Процесс, который происходит 
в системе, термически изолированной от других систем, называется 
адиабатическим. 

E=“,8 4 P=0f E=pjB 29мм р-04 

E68 ' : F= G9 Ев мм #06 

Е=-0,8 и. В E=-0,2 8 

ы 4 
Рис. 3.12. Влияние теплового взаимодействия на весьма простую систему A, состоящую 
из единственного спина !/, с магнитным моментом Mo, помещенного в магнитное поле В. На 
диаграмме показаны два возможных уровня энергии системы А. Этим двум квантовым со- 
стояниям соответствуют энергии Ey и E_. Вероятность обнаружить A в соответствующих 
состояниях обозначена через P+ и P_, и величина этих вероятностей пропорциональна 
заштрихованной части горизонтальных линий. Уровни энергии остаются неизменными, 
если внешнее магнитное поле (единственный внешний параметр системы} фиксировано. 
Начальное равновесное состояние (a2) соответствует спину, помещенному в некое твердое 
тело. Твердое тело затем помещается в жидкость, и мы ждем наступления конечного равно- 
весного состояния (6). В этом процессе спин системы А поглощает тепло от системы A’, с9= 
стоящей из твердого тела и жидкости. При указанных на диаграмме измечениях вероятности 

| тепло Q, поглощенное системой A, равно 9 =0,5 1.2. ^ 

Aduabamuueckoe взаимодействие. Две термически изолированные 
системы, A u A’, все же могут взаимодействовать и обмениваться 
энергией, если изменяется хотя бы один из их внешних параметров, 
Мы называем такое взаимодействие адиабатическим взаимодейст» 
вием. [Примером адиабатического взаимодействия булет пример из 
п. 3.6, если подвижную перегородку сделать из теплоизолирующегоа 
материала.] Возрастание (положительное или отрицательное) сред- 
ней энергии аднабатически изолированной системы называется 
макроскопической работой, совершенной над системой***); мы будем 

*) Слово адиабатический означает «тепло не может проходить» и происхо» 
дит of греческого adiabatikos (а==не-- Ч{а=через--Батет== проходить). Мы всег» 
да будем употреблять его именно в таком смысле, хотя иногда в физике его исполь: 
зуют для обозначения другого понятия. . р 

**) Если оболочка не является теплоизолирующей, мы говорим, что она 
теплопроводна. у 

***) Макроскопическая работа, определенная через изменение средней энер 
гии, является статистической величиной, равной среднему значению работьз 
произведенной над каждой системой ансамбля. Во всех случаях, когда это не мо 
жет вызвать ошибки, мы будем обозначать определенную таким образом макро 
скопическую работу термином работа. A 
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обозначать эту величину через W. Соответственно уменьшение (по- 
ложительное или отрицательное) средней энергии системы носит на- 
звание макроскопической работы, совершенной системой, и O60- 
значается —W. Мы можем написать 

И =АЕи №’ = ДЕ’ (51) 
для работы, произведенной над системами A и A’ соответственно. 

E> fy 8; ta — Р=01 

Е=и,В “— 7= Of р 

E48 CMM MMMM, P=6,9 

_ Е=-и, В, ии ры 9 
=~ 8 tty B + for 2 ? 

2) 

Е = Fa В, Weeds P=§3 

E>, 8, ‘ : P=0, .- 

E=—0,4 tty By, 

8) | 
Рис. 3.13. Влияние адиабатического взаимодействия на очень простую систему A, состоящую 
из спина */› с магнитным MOMCHTOM fo, помещенную в магнитное поле В. Начальное положе. 
ние и обозначения те же, что и на рис. 3.12, но спин адиабатически изолироваи. Предполо- 
жим. что магнитное поле В изменяется с помощью электромагнита. Величина совершенной 
работы зависит от характера происходящего процесса. На рисунке (6) показано конечиое рав- 
новесное: состояние, образующееся при очень медленном изменении поля от В до By. Работа, 
сопершенная над системой А, в этом случае равна \= —0.8 и,(В,—В). На рисунке (8) показа- 
но конечное равновесное состояние, образующееся в том случае, если изменение поля от 
В до В, происходит некоторым произвольным образом. Работа, совершенная в этом частном 

случае, равна М=—0,4 и,В,--0,8 UB. 

Если составная система A-+A’ изолирована, то сохранение энергии 
(47) требует, чтобы 

УИ’ =0, (52) 

V=—W’. 

Последнее из этих двух равенств означает, что работа, произведен- 
ная над одной системой, равна работе, произведенной другой CH- 
стемой. 

Адиабатическое взаимодействие связано с изменением внешних 
параметров системы. Поэтому в процессе такого взаимодействия 
происходит изменение по крайней мере некоторых уровней энергии 

ТЛИ 
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взаимодействующих систем. Средняя энергия взаимодействующих 
систем при этом изменяется, во-первых, потому, что меняется энергия 
всех квантовых состояний и, во-вторых, из-за изменения вероятности 
нахождения системы в любом из этих состояний *). 

Взаимодействие в общем случае. В общем случае взаимодействую- 
щие системы не являются адиабатически изолированными и их 
внешние параметры не остаются постоянными. В этом случае, оче- 
видно, полное изменение средней энергии взаимодействующей си- 
стемы, например системы A, можно записать в виде суммы: 

АЕ=\- 0. (53) 

Здесь W означает изменение средней энергни, связанное с измене- 
нием внешних параметров системы, а Q — изменение средней энер- 
гии, не зависящее от изменения внешних параметров. Разложение 

(53) величины AE на работу W, произведенную над системой, и на 
тепло Q, поглощенное ею, имеет смысл, если эти составляющие мож- 
но разделить экспериментально. Допустим, что система А взаимо- 
действует с двумя системамн. Одна из них, Aj, отделена от А термо- 
изолирующей оболочкой, а у другой системы, А», внешние параметры 
фиксированы. В этом случае разложение (53) имеет простой смысл: 
его первый член равен работе, произведенной первой системой А, 
(или уменьшению ее средней энергии), которая адиабатически 
изолирована, а второй член равен теплу, отданному системой A, 
(или уменышению ее средней энергии), внешние параметры которой 
фиксированы. 

По историческим причинам выражение (53) носит название 
первого закона термодинамики. Оно устанавливает различие между 
работой и теплом, как формами энергии, передающимися системе 
различными способами. Так как работа и тепло являются формами 
энергии, STH величины измеряются в единицах энергии, например 
в эргах или джоулях **). 

Бесконечно малое изменение состояния в общем случае. Процесс 
взаимодействия особенно прост, если он приводит к бесконечно 
малым изменениям. Это означает, что начальное макроскопическое 
состояние системы бесконечно мало отличается от ее конечного со- 
стояния.Нри этом энергия и внешние параметры системы в ее конеч- 
ном макросостоянии очень мало отличаются от значений этих величин 
в начальном макросостоянии. Бесконечно малое увеличение средней 

} 

*) Обратим вниманне на специальный случай. Пусть система находится в 
точном квантовом состоянии, энергия которого зависит от внешних параметров» 
Тогда она просто останется в этом состоянии и ее энергия изменится в соответст» 
вии с изменением внешнего параметра, если последний будет меняться достаточн‹ 
медленно. 

**) В старойфизической литературе и даже в современной химической т еплот 
измеряют в калориях. Эта единица была введена в XVIII веке, когда еще не ocod 
знали, что теплота есть форма энергии. Современное определение калории следук 
щее: | калория=4,184 джоуля (точно!). \ 
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энергии системы мы обозначим через dE. Для обозначения бесконеч- 
но малой работы, совершенной над системой, будем пользоваться 
символом @W вместо W. Следует сразу отметить, что величина dW 
не является разностью (дифференциалом) двух работ. Действительно, 
работа есть величина, зависящая от самого процесса взаимодействия. 
Мы не можем говорить о работе до и после процесса или о разности 
этих величин. Аналогичное замечание относится и к величине AQ, 
которая является бесконечно малым количеством тепла, поглощен- 
ным в процессе, HO не будет разностью (дифференциалом) количеств 
теплоты. Имея в виду эти замечания, мы можем записать первый 
закон термодинамики для бесконечно малого изменения состояния 
в следующем виде: 

dE =dW + 40. (54) 
‚ Замечание. Поучительно рассмотреть бесконечно малое изменение 
состояния со статистической точки зрения. Допустим, что процесс происходит 
квазистатически, т. е. настолько медленно, что система все время очень близка к 
состоянию равновесия. Обозначим через Р‚вероятность нахождения системы А 
в состоянии г, энергия которого £,. Средняя энергия системы, по определе- 
нию, равна 

Е = > PE, (55) 

где суммирование производится по всем г возможным состояниям системы. В бес- 
конечно малом процессе энергия £, меняется на малую величину, во-первых, из-за 
изменения внешних параметров и, во-вторых, из-за изменения вероятности P,. 
Поэтому полное изменение энергии в таком процессе может быть записано в виде 
дифференциала 

dE = У (P,dE,-+-E, dP,). (56) 

Поглощение тепла означает возрастание средней энергии при фиксированных 
внешних параметрах и равно. поэтому второму члену в правой частн (56). Мы 
можем записать д 

dQ = VE, dP,. (57) 
Г 

Бесконечно малая работа, произведенная над системой, равна 

— . dW —dE—dQ= УР, АЕ, (58) 

что представляет собой измепение средней энергии, возникающее OT сдвига уров- 
ней. Сдвиг уровней энергии происходит от бесконечно малого изменения внешних 
параметров. При этом вероятность Р’ сохраняет свое первоначальное значение, 
отнечающее равновесному состоянию. 

Сводка определений (Некоторые из этих определений являются 
уточненным вариантом определений из предыдущих глав.) 

Микросостояние (или просто состояние). Определенное квантовое состояние 
системы. Оно соответствует наиболее подробному описанию системы, допуска- 
емому квантовой механикой. 

Макросостояние (или макроскопическое состояние). Полное описание системы: 
через макроскопически измеряемые параметры. | 

Доступное состояние. Любое микросостояние, в котором система может 
находиться без противоречия с данными о ее макроскопическом состоянни. 

137



Число степеней свободы. Число различных квантовых чисел, необходимых 
для полного описания микросостояния системы. Оно равно числу независимых 
координат (включая спиновые) всех частиц системы. 

Внешний параметр. Макроскопический параметр, который влияет на дви- 
жение частиц в системе, а тем самым и на энергию возможных квантовых состоя- 
ний системы. 

_Изолированная система. Система, не взаимодействующая, а следовательно, 
и не обменивающаяся энергией с любыми другими системами. 

Полная энергия системы. Сумма кинетической и потенциальной энергии всех 
частиц системы. 

Внутренняя энергия системы. Полная энергия системы, язмеренная' в си- 
стеме координат, в которой центр масс системы неподвижен. | 

Равновесие. Изолированная система находится в равновесии, если вероят- 
ность нахождения системы в любом из доступных состояний не зависит от времени. 
(При этом средние значения всех макроскопических параметров системы не 
зависят от времени.) 

Ограничение. Макроскопическое условие, которому подчинена система. 
Необратимый процесс. Процесс, при котором начальная ситуация, сущест- 

вовавшая в ансамбле изолированных систем, подверженных этому процессу, не 
может быть восстановлена простым наложением ограничений. 

Обратимый процесс. Процесс, при котором начальная ситуация в ансамбле 
изолированных систем, подверженных этому процессу, может быть восстановлена 
простым наложением ограничений. 

Тепловое взаимодействие. Взаимодействие, при котором внешние параметры 
(а следовательно, и уровни энергии) взаимодействующих систем остаются неиз- 
менными. 

Адиабатическая изоляция (или тепловая изоляция). Система называется адиа- 
батически изолированной, если она не находится в тепловом взаимодействии с 
другими системами. 

Адиабатическве взаимодействие. Взаимодействие, при котором взаимодейст- 
вующие системы адиабатически изолированы. В этом случае процесс взаимодейст- 
вия вызывает изменение некоторых внешних параметров системы. 

Тепло, поглощенчое системой. Увеличение средней энергии системы, внешние 
параметры которой фиксированы. 

Работа, произведенная над системой. Увеличение средней энергии адиаба- 
тически изолированной системы. 

Холодный. Сравнительный термин, характеризующий объект (систему), 
который поглощает положительное тепло при тепловом взаимодействии с другим 
объектом (системой). | 

Теплый (или горячий). Сравнительный термин, характеризующий объект 
(систему), который отдает положительное тепло при тепловом взаимодействии 
с другим объектом (системой). 

Основные формулы 

Связь между энергией, работой и теплом 

AE=W-+-Q. (1) 
Задачи 

3.1. Простой пример теплового равновесия. Рассмотрим систему спинов, 
приведенную в табл. 3.3. Допустим, что вначале, когда системы А и А’ были раз- 
делены, измерения дали для полного магнитного момента систем A‘H А’ значения, 
равные —Зи, и +49 соответственно. Затем между системами осуществляется 
тепловой контакт и они обмениваются энергиями, пока не наступит конечное 
равновесное состояние. Вычислите’ для этого состояния: 

`` а) Вероятность Р(М) того, что'полный магнитный момент системы А примет 
любое из возможных значений М. _ | 

6) Среднее значение М полного магнитного момента системы A. 
в) Предположим, что теперь система снова разделена, так что обмен ‚энергией 

стал невозможен. Каковы значения Р(М) и М системы А после разделения? 
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3.2. Единственный спин в тепловом контакте с небольиюй системой спинов. 
Пусть система А состоит из одного спина, равного 1/2, с магнитным моментом Lo, 
а система А’ содержит три таких спина. Обе системы находятся в магнитном поле 
В. Системы А и А’ находятся в тенловом контакте и могут обмениваться энергией. 
Предположим, что, когда магнитный момент системы А направлен вверх (т. е. A 
находится в состоянии +), У системы А’ два магнитных момента направлены 
вверх, а третий момент направлен вниз. Вычислите полное число доступных со- 
стояний сложной системы (А-- А’), когда момент системы A направлен вверх и 
когда он направлен вниз. Найдите отношение Р-_/Р., где P,— вероятность 
того, что спин системы А направлен вверх, a Р- — вниз. Систему (А- А”) счи- 
Tate изолированной. " 

3.3. Единственный спин в тепловом контакте с большой системой спинов. 
Обобщим предыдущую задачу, рассмотрев случай, когда вторая система, Д’, 
содержит произвольно большое число № спинов 1/2, каждый из которых имеет 
магнитный момент що. Обе системы, A и A’, помещены в магнитное поле В и нахо- 
дятся в тепловом контакте, обеспечивающем свободный обмен энергией. Если 
момент системы А направлен вверх, то п моментов системы А’ направлены вверх, 
а остальные n’=N—n направлены вниз. 

a) Найдите число доступных состояний сложной системы (А-- А”), когда 
спин А направлен вверх. Это число равно числу способов, которым № спинов 
системы А’ могут быть расположены так, чтобы п из иих смотрело вверх и. 
п’ — вниз. ‘ 

6) Пусть момент системы А направлен вниз. Полная энергия сложной системы 
(A+ А’) должна, разумеется, остаться неизменной. Сколько моментов системы А’ 
теперь направлены вверх и сколько вниз? Найдите число доступных состояний 
для сложной системы (А-|- А”) в этом случае. 

в) Вычислите отношение Р_/Р., где Р_— вероятность того, что момент А 
направлен вниз, а Р.., соответственно, вверх. Упростите полученный результат, 
воспользовавшись тем, что 731 и п’31. Если п>л’, то будет ли отношение 
P_{P. больше или меньше |? 

3.4. Обобщение предыдущей задачи. Пусть в предыдущей задаче магнитный 
момент системы А равен 2%». Вычислите отношение Р_/Р. вероятностей того, 
что этот момент направлен вниз или вверх. 

3.5. Нроизвольная система в тепловом контакте с большой системой спинов. 
Рассуждения предыдущей задачи легко распространить на более общий случай. 
Рассмотрим любую систему A, которая может быть одиночным атомом или мак- 
роскопической системой. Пусть эта система А находится в тепловом контакте © 
системой A’, с которой она может обмениваться энергией. Допустим, что система 
А’ находится в магнитном поле В и состоит из М спинов 1/2, каждый из которых 
обладает магнитным моментом цу. Число № пусть будет очень болышим по срав- 
нению с числом степеней свободы относительно гораздо меньшей. системы А. 
Предположим, что когда система А находится в наинизшем состоянии энергии Ep, 
у системы A’ л моментов направлены вверх, а остальные п’= №М— п моментов — 
вниз. Заметим, что nS>1 и п’, так как все числа очень велики. . 

а) Для случая, когда система А находится в состоянии с наименьшей энер- 
гией Ey, найдите полное число состояний, доступных составной системе (А--А’). 

6) Предположим теперь, что система А находится в некотором другом со- 
стоянии г, где она имеет энергию E,, болыную, чем Ey. Чтобы полиая энергия 
составной системы (A+ А’) не изменялась, в А’ системе (n--An) моментов должны 
быть направлены вверх, a (n—An) — вниз. Выразите Ал через разность энергий 
(E,—E ). Можете считать, что (Е‚—Ео)>ь8В. ; 

в) Найдите полное число доступных состояний составной системы (A-+A’), 
если система А находится в состоянии г с энергией E,. _ 

г) Обозначим через Py и P, вероятность того, что система А находится в со- 
стояниях с энергией Ey и E; соответственно. Найдите отношение P,/Po, исполь- 
зовав приближение An<n и Ап<л’. 

д) Воспользовавшись полученным результатом, покажите, что вероятность P, 
нахождения системы А в состоянии с энергией Е, имеет вид 

P,= Се-ВЁт, 
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где С — коэффициент пропорциональности. Выразите В через и,В и отноше- 
ние п/п’. 

е) Каков знак В, если п>п’? Допустим, что соседние уровни энергии ЕЁ, 
системы А отстоят друг от друга на постоянную величину $ (например, система А 
может быть гармоническим осциллятором). В этом случае #,==а-Еёг, где г=0, 1,2, 
3, ..., а величина а — некоторая постоянная. Сравните вероятность нахождения 
системы А в любом из состояний г с вероятностью ее нахождения в состоянии 
наименьшей энергии г=0. 

3.6. Давление, создаваемое идеальным газом (квантовомеханический расчет). 
Рассмотрим одиночную частицу с массой т, помещенную в ящик со сторонами 
L., Ly, L,. Предположим, что эта частица находится в квантовом состоянии г, 
определяемом тремя квантовыми числами Ay, Ny, Nz. Энергия этого состояния 
E, дается формулой (15). 

Частица, находящаяся в данном состоянии г, действует на правую стенку 
ящика (T. е. на стенку с X=L,) с силой F, в направлении х. Эта стенка действует 
на частицу с силой —F, (т.е. в направлении —х). Если правая стенка ящика 
медленно смещается вправо на расстояние dL,, то работа; совершаемая над ча- 
этицей в состоянии г, равна —F,dL,.. Эта работа должна быть равна возрастанию 
снергии dE, частицы в рассматриваемом состоянии. Таким образом, 

dE ,-=—F, dL x, (1) 

и сила F,, испытываемая частицей в состоянии г, связана с ее энергией E, в этом 
состоянии следующим выражением: 

‚= — or (11) 

Мы написали здесь частную производную, так как в нашем рассуждении дли- 
ны «OL, и Ё, оставались неизменными. 

а) Воспользовавшись (11) и выражением (15) для энергии, вычислите силу F, 
с которой частица, находящаяся в состоянии с квантовыми числами Ny, Ny, Mz 
действует на правую стенку. 

6) Предположим, что частица не изолирована, а является одной из многих 
частиц, образующих газ, заключенный в ящике. Она в состоянии слабо взаимо- 
действовать с другими частицами и поэтому может оказаться в любом из кванто- 
вых состояний, определяемых различными значениями Ny, Ny, Nz. Выразите сред- 

нюю силу Ё, с которой частица действует на стенку, через nz. Допустите для уп-. 
рощения задачи, что ящик представляет собой куб, так что L,=Ly=L,=L. Из 

симметрии задачи следует, что лх=пу==п2. Воспользуйтесь результатом, чтобы 
связать F со средней энергией EF частицы. 

в) Если газ состоит из М одинаковых частиц, средняя сила от всех этих частиц 

равна МА. Покажите, что среднее давление газа (т.е. средняя сила, с которой 
газ действует на единицу поверхности стенки) равно 

Е, (III) 

где Е — средняя энергия одной частицы’ газа. 
Г). Заметьте, что результат (IIT) совпадает с (1. 21), полученным в приближе- 

нии классической’ механики. 
3.7, Типичное число доступных состояний для молекулы газа. Формула (III) 

предыдущей задачи или формула (1.21) позволяют нам оценить среднюю энергию 
газовой Молекулы, например, ` молекулы` азота (№) при комнатной температуре. 
Зная плотность и давление этого газа, мы найдем, что средняя энергия молекулы 
Е [см. (1.28)] близка к 6.10-14 gpa. 

а) Сосчитайте, воспользовавшись (31), число состояний Ф(Е) с энергией, 

меньшей E, доступных молекуле, ‘заключенной в ящик объемом | 4 (103 с смз). 
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6) Выберем небольшой интервал энергии SE= 10-24 эрг, который во много 

раз меньше самой энергии Е. Вычислите число состояний Q(E), доступных моле- 
куле, в интервале энергий от Е до E+-6E. 

в) Покажите, что полученное число состояний очень велико. 
3.8. Число состояний идеального газа. Рассмотрим идеальный газ, состоящий 

из N частиц, находящихся в ящике со сторонами L,, Ly,L,. Пусть № будет порядка 
числа Авогадро. Определите вклад в энергию от каждого квантового числа от- 
дельно и, воспользовавшись приближениями, аналогичными тем, которые рас- 
смотрены в п. 3.5, покажите, что число состояний $(Е) в интервале энергий от E 
до Е-НОЕБ равно 

о (Е) =СУМГЕ/» М EF, 

где С — коэффициент пропорциональности и V=L,LyL, — объем ящика. . 
*3.9. Число состояний в системе спинов. Система, состоящая из N спинов 1/, 

< магнитным моментом каждого спина Mo, помещена во внешнее магнитное поле В. 
Система имеет макроскопические размеры и № порядка числа Авогадро. Энергия 
системы равна 

Е = —(п— п’) шв, 

где пи п’ — числа магнитных моментов, направленных по полю и против поля 
соответственно. | 

а) Вычислите для этой системы спинов число состояний Q(E), которые лежат 
в небольшом интервале энергий от E до Е-- ОЕ. Имеется в виду, что SE очень 
велико по сравнению с энергией отдельных спинов, т. е. бЕЗроВ. 

6) Найдите точное выражение для In Q в зависимости от Ё. Так как и пи п’ 
очень велики, используйте приближение Inn!avninn—n, полученное в (М. 4), 
для вычисления п! и п’!. Покажите, что с очень хорошим приближением 

In Q(£)= AN In (2N)— 5 (N—E") In (МЕ) (МЕ) 11 (М-Н Е’), 

ce 

в) Нарисуйте в общих чертах ход In @ в зависимости от Е. Заметьте, что (Е) 
че растет монотонно с увеличением Е. Причина в том, что система спинов имеет 
не только самое низкое состояние энергии Е= — Ми, В, но и самое высокое Е== 
= Ми, В. С другой стороны, во всех обычных системах, где мы He игнорируем 
кинетическую энергию частиц (как это происходит в случае спинов), верхнего 
предела для кинетической энергии системы не существует.



ГЛАВА 4 

ТЕПЛОВОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ 

В предыдущей главе мы рассмотрели постулаты и основные 
теоретические идеи, необходимые для количественного описания 
макроскопических систем. Теперь эти идеи и постулаты будут 
использованы для решения некоторых задач, имеющих большое 
физическое значение. Мы убедимся в том, что наш метод исследова- 
ния обладает большой силой. 

Мы начнем с подробного рассмотрения теплового взаимодействия 
между системами. Анализ теплового взаимодействия относительно 
прост, так как внешние параметры, а значит, и уровни энергии 
системы при таком взаимодействии не меняются. Кроме того, тепло- 
вое взаимодействие является одним из наиболее частых процессов 
в окружающем нас мире. Нас будут интересовать следующие вопро- 
сы: какие условия должны быть выполнены, чтобы две системы, 
находящиеся в тепловом взаимодействии друг с другом, оказались 
в состоянии равновесия? Какие вероятностные утверждения о про- 
пессе взаимодействия могут быть сделаны? На эти вопросы легко 
получить ответы, для которых характерна большая общность и ши- 
рокая область применения. Действительно, в этой главе мы достиг- 
нем более полного понимания понятия температуры и получим 
точное определение «абсолютной температуры». Далее, мы позна- 
комимся с замечательно простым практическим методом вычисления 
свойств Любой макроскопической системы в состоянии равновесия, 
на основании информации о свойствах атомов и молекул, из которых 
она состоит. В конце главы ‘мы воспользуемся этим методом 
для получения макроскопических свойств некоторых специаль- 
ных систем. 

4.1. Распределение энергии между макроскопическими системами 

Рассмотрим две макроскопические системы, А и A’. Обозначим 
их энергии через E и Е’ соответственно. Чтобы подсчитать число 
состояний, разделим, как это было сделано в п. 3.5, шкалу энергии 
на очень малые и равные интервалы OE. (Величина интервала 
ОЕ все же достаточно велика, чтобы в нем уместилось большое число 
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состояний.) Обозначим через ® (Е) и 2’ (E’) число доступных состоя- 
ний систем A и A’, когда их энергии лежат в пределах от Eno Е--5Е 
и от Е’ до Е’--0Е соответственно. Задача подсчета состояний упро- 
щается (и это; очень хорошее приближение), если считать, что энер- 
гия принимает дискретные значения, разделенные малыми интерва- 
лами OE. Будем поэтому предполагать, что все состояния системы A 
в интервале (Е, Е-+-6Е) имеют энергию E и число таких состояний 
равно 42 (Е). Точно так же. число состояний системы A’ в интервале 
энергий (E’, E’+6E) равно 2’(E’). Такое утверждение физически 
означает, что энергия E лежит в пределах от Е до Е-+ Е. То же 
относится и к системе Д’. _ | 

Внешние параметры систем А и A’ фиксированы, но системы 
могут обмениваться энергией. (По определению, энергия, переходя- 
шая при таком обмене от одной системы к другой, имеет форму 
тепла.) Хотя энергия каждой системы в отдельности не остается 
постоянной, составная система. А*=А--А’ изолирована, так что 
полная энергия системы A* не меняется. Имеем *) | 

E+ E'=£E*=const. (1) 

Если известно, что энергия системы A равна E, то энергию системы 
A’ можно получить из равенства 

Е'=Е*— Е. (2) 

Теперь предположим, что системы А и А’ находятся друг с другом 
е равновесии. При этом в равновесии будет и составная система А*. 
Энергия системы А может. принимать различные значения, и нам 
необходимо разрешить следующий вопрос: какова вероятность P(E) 
того, что энергия системы А равна данному значению энергии E 
{точнее, что она лежит между Е и Е--6Е)? [При этом энергия си- 
стемы A’ также’ имеет определенное значение, как это. видно из 
формулы (2).] Чтобы ответить на этот вопрос,. рассмотрим составную 
систему А*. Из постулата (3.19) следует, что изолированная система 
А* с равной вероятностью пребывает в любом из своих доступных 

. * о 

состояний. Пусть Qiot — число доступных состояний составной 
системы А*. Нас интересует, какая часть этих состояний ® *(E) 
соответствует значению энергии Е для подсистемы А? Из формулы 
{3.20) следует, что интересующая нас вероятность равна 

Q*(E) 

tot 

..*) В нашем рассмотрении. Е обозначает энергию системы А, не зависящую 

от системы A’, а E’— энергию A’, не зависящую от А. Написав полную энергию 

Е* в виде простой суммы E+E’ (1), мы. пренебрегаем энергией взаимодействия 
Е ; обеих систем, которая зависит как от состояния системы А, так. и от состоя-. 

ния системы А’. Это означает, что мы. пренебрегаем работой, которая была затра- 
чена на то, чтобы системы. оказались вместе. Чтобы формула (1) была справедли- 
за, необходимо, чтобы E;<E и E;<E’. 

143



где C= (0:1)! есть He зависящая от энергии Ё постоянная. Величину 
Q* (Е) легко выразить через число состояний, доступных системам 
А и A’. Если система А имеет энергию Ё, она может находиться 

QE) 
25 

A = 
20 ЕЕ 

10 10 

5 
2 

rf . 

012345878901128 

гр Е 
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30 

Ш
И
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в любом из своих QE) до- 
ступных состояний. То же 
можно сказать о системе A’, 
но нужно иметь в виду закон 
сохранения энергии (2), из ко- 
торого следует, что если систе- 
ма A имеет энергию E, то 
энергия системы A’ равна 
Е*— Е. Поэтому число до- 
ступных состояний системы 
A’ равно $2” (Е”)=6”(Е *— Е). 
Каждое состояние системы А 
можно комбинировать с лю- 
бым из состояний системы A’, 
образуя одцо из возможных 
доступных состояний сложной 
системы A*. Поэтому пол- 
ное число доступных состоя- 
ний системы A*, при кото- 
рых энергия системы А рав- 
на Е, выражается произве- 
дением 

Q* (Е) = Q (E) Q’ (E* —E). (4) 

Соответственно вероятность (3) 
того, что система А имеет 
энергию ЕЁ, равна 

C
s
 

3 

CTT 2 3456789 WHE 
aa | Е? 
ФЕ 7 

Рис. 4.1. На графиках показано (для частного 
случая двух очень малых систем А и А’) числа 
состояний 2 (Е) и Q’(E’), доступных системам 
A A’. в зависимости от энергии систем Е и E’ 
соответственно. Энергии измерены в произ- 

вольных единицах. 

— 

P(E) =CQ (Е) Q (E* —E). 

(5) 

Пример. В рассматриваемом 
ниже примере число частиц слиш- 
ком мало, чтобы системы можно бы- 
ло считать макроскопическими. Тем 
не менее, он позволяет нроиллюст- 
рировать основные идеи настояще! о 
параграфа. Рассмотрим две системы, 
А и A’, которые имеют показанную 
на рис. 4.1 зависимость числа до- 

ступных состояний от энергии. Здесь энергия измерена в некоторых произвольных 
единнцах и шкала энергии разделена на единичные интервалы. Предположим, 
что полная энергия составной системы равна 13 единицам. Одной из возможных 
ситуаций, отвечающих указанной полной энергии, является, например, такая, 
когда энергия E=3, а энергия Е’== 10. В этом случае система А находится в одном 
из двух, а система А’— в одном из 40 возможных состояний, и полное число раз- 
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личных доступных для системы A* состояний, когда ее энергия равна 13, будет 
2 -40=80. 

В табл. 4.1 приведены все возможные ситуации, отвечающие полной энергии 
сложной системы А*, равной 13. Мы видим, что вероятнее всего обнаружить 
систему А* в таком состоянии, когда Е=5 и, соответственно, Е’=8. Такая си- 
туация возникает в два раза чаще, чем та, для которой E=3 и Е =. 

Таблица 4.1 Выясним теперь, как Р (Е) за- 
висит от энергии Е. Обе системы, A 

Е | Е’ | ОБ | QED] 9% Е) , 
РЕ) 

3 10 2 40 80 

A 9 5 26 130 
о 8 10 16 160 
6 7 17 8 | 135 
7 6 25 3: 19 

Числа возможных CO- - 
стояний, соответствующих Е 
данному значению E*=13 — AE 
полной энергии систем Ан — 
А’ (рис. 4.1). Рис. 4.2. Характер зависимости вероятно- 

сти P(E) от энергии Е. 

и A’, имеют очень большое число степеней свободы, и из формулы 
(3.37) следует, что (Е) и Q'(E’) являются чрезвычайно быстро 
возрастающими функциями энергии. Рассматривая выражение (5} 
как функцию энергии Е, мы можем сказать, что с ростом Е первый 
множитель < (Е) очень быстро растет, а второй 42" (Е*— Е) чрезвы- 
чайно быстро уменьшается. В результате произведение этнх множи- 
телей, т. е. вероятность P(E), проходит через очень острый макси- 

мум *) при некотором значении Ё энергии Е. Общий характер пове- 
дения вероятности P(E) показан на рис. 4.2. Мы видим, что ширина 
АЕ области заметных значений функции Р (Е) гораздо меньше 

энергии E, т.е. АЕ<Е. 
Вместо функции Р (Е) значительно удобнее иметь дело с ее 

логарифмом In Р(ЁЕ), который меняется с энергией гораздо медлен- 
нее. Кроме того, как следует из (5), в In P(E) величины © (Е) и 
Q2'(E’) входят как слагаемые, а не как произведения, т. е. 

In P(E) = InC + InQ(E) + ш®“ Е’), (6) 

roe Е’=Е*— Е. Значение E==E, отвечающее максимуму In P(E), 
мы найдем из условия **) 

ОР 19Р | (7) 

*) Заметим, что поведение P(E) аналогично предыдущему примеру, за 
исключением того, что у’ макроскопических систем, где (Е) и ®”(Е`) — быстро 
меняющиеся функции, максимум P(E) оказывается крайне узким. 

**) Мы используем частные производные, чтобы обратить виимание на то, 
что все внешние параметры системы считаются фиксированными. 
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которое одновременно является условием максимума самой вероят- 
ности P(E). С помощью (6) и (2) условие (7) принимает вид 

Это (Е) , dinQ’(E’ _ 
Е gE? FD = 0 

или 

где функции В и соответственно В’ определены так: 

br 82 | дно [9 

a | 
г № 

Равенство (8) является фунда- 
InQi-—— д InQ ментальным условием, которое 
и определяет то значение E энер- 

` гии системы A (и собтветст- 
венно значение E*— Ё==Ё’ 

> —— энергии системы A’), которое 
Е. Ё — осуществляется с наибольшей 

Рис. 4.3. Зависимость In © (Е) и In Q’ (Е^) = вероятностью P(E). 
== In 9’ (E*—E) от энергии E. Из (3.38) сле- 
дует, что In Q(E)~f In (Е — БВ.) const. Обе кри- 
вые обращены выпуклостью вверх и их сумма Ост рота максимума 
(показанная штрих-пунктирной линяей) имеет P(E). Чтобы оценить, как быстро 
единственный максимум при некотором значении уменьшается функция In P(E) по 
Е. Широкий максимум для медленно меняю- 
щегося логарифма P(E) в формуле (6) соответ-  Мере отклонения энергии Е от E, 
ствует крайне резкому максимуму самой вели- нужно исследовать поведение ве- 

| чины P(E). роятности P(E) -вблизи максиму- 
ма. В приложении (I1.3) показано, 

что функция P(E) становится пренебрежимо малой по сравнению со своим зна- 

чением в максимуме, если отклонение Е от Е заметно превышает величину AE, 
приблизительно равную 

Ё | 

где } — число степеней` свободы меньшей из двух взаимодействующих систем, 

а Е намного превосходит наинизшую из возможных энергий (основное состояние) 
системы А. Если, например, менышая из систем содержит моль атомов, TO {: — по- 
рядка числа Авогадро: 

| f ~ 10% 
и 

AE — 10-122. (11) 

Таким образом, вероятность P(E) обычно имеет вблизи значения E чрезвычайно 
резкий максимум. Величина P(E) становится пренебрежимо малой, если относитель- 

ное отклонение E ot Е имеет порядок 10-1. Это означает, что энергия Ё никогда 

‚практически не отличается от Е; в частности, среднеё значение энергии E для 

системы A также должно быть равно E, т.е. E=E. В этом примере мы опять имеем 
дело со случаем, когда система состоит из очень большого числа частиц, и` поэтому 
относительная величина флуктуации энергии около ce среднего значения исклю- 
чительно мала. 

146



Некоторые определения. Мы видим, что при изучении теплового 
равновесия исключительно важны такие характеристики систем А 
и A’, как In Q иВ. Обычно для этих величин используют специаль- 
ные обозначения и наименования. | 

Заметим, что параметр В, как это видно из (9), имеет размерность 
обратной энергии. Часто удобно выражать В`' через некоторую поло- 
жительную постоянную А, которая имеет размерность энергии и мо- 
жет быть выражена в эргах. (Эта постоянная называется постоянной 
Больцмана и ее величина может быть выбрана определенным образом 
раз и навсегда.) Параметр В-' можно теперь записать в виде 

| 
3 kT, | (12) | 

где величина Т измеряет энергию в единицах R. 
Этот новый параметр Т называется абсолютной температурой 

рассматриваемой системы и его величина обычно выражается в 2pa- 
дусах *). Физическая причина для термина «температура» станет 
более ясной из п. 4.3. 

С помошью (9) мы можем связать Ги In Q: 

1 as 
ТЕ (13) 

где $ — новая величина, определенная следующим образом: 

S=k|nQ. (14) 

Эта величина 5 называется энтропией рассматриваемой системы. 
Она имеет размерность энергии, так как содержит множитель R. 
Из определения энтропии (14) следует, что она является логарифми- 
ческой мерой числа доступных состояний системы. В соответствин 
со сделанными в конце п. 3.6 замечаниями энтропия является коли- 
чественной мерой степени молекулярного беспорядка в системе **). 

Имея в виду сделанные выше определения, мы можем сказать, 
что условие максимума Р (Е) благодаря равенству (3) эквивалентно 
утверждению, что энтропия S*==k т Q* составной системы имеет 
максимум по отношению к энергии Ё подсистемы А. Из (6) следует, 
что условие максимума вероятности эквивалентно утверждению, 

что. 
S* — © - 5’ = maximum. (15) 

*) Например, абсолютная температура в 5 градусов отвечает энергии 5 4. 
**) Заметим, .что энтропия, заданная равенством (14), имеет определенное 

значение, которое, как это следует из равенства (3.40), не зависит от величины 
интервалов энергии SEL. Кроме того, поскольку SE есть фиксированный и не 3a- 
висящий от E интервал энергии, то производная (9), определяющая величину В 
или Т, также не. зависит от OE. 
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Это условие выполнено, если выполнено условие (8), т. е. если 

Т=Т’. (16) 

Наше рассуждение показывает, что в состоянии равновесия 
‘энергия Е системы А принимает такое значение, чтобы энтропия 
составной изолированной системы А* стала максимальной. В этом 
случае система А* будет распределена по наибольшему числу воз- 
можных состояний, т. е. она будет находиться в наиболее хаотическом 
макросостоянии. 

4.2. Приближение к тепловому равновесию 

Мы видели, что вероятность P(E) имеет исключительно острый 

максимум при энергии E=E. Поэтому,‘если А и А’ находятся втеп- 
ловом контакте, в состоянии равновесия система А почти всегда 
имеет энергию, весьма близкую к E, в то время как энергия 

системы A’ предельно близка к Е’ =Е* — Е. В исключительно хоро- 
шем приближении средние энергии этих систем также равны указан- 
ным величинам, т. е. 

Е=Ё и E’=E". (17) 

Теперь рассмотрим ситуацию, когда сначала системы Аи A’ 
изолированы друг от друга и находятся в равновесии, а их средние 

энергии равны E; и Е; соответственно. Затем между этими системами 
создается тепловой контакт и они приобретают возможность обмени- 
ваться энергией. В начале действия контакта ситуация является 
крайне мало вероятной, если только энергии обеих систем случайно 

не оказались очень близкими к Е и Е’. В согласии с постулатом 
(3.18), системы начнут обмениваться энергией, и обмен будет про- 
исходить до тех пор, пока они не достигнут равновесного состояния, 
рассмотренного в предыдущих параграфах. В равновесии конечные 
значения энергий будут равны согласно (17) 

E,=E и Е; =Е,, (18) 

так что вероятность Р (Е) достигнет максимума. При этом параметры 

В обеих систем сравняются: 

rae B,=B(E,) и ВВ). 
Из формулы (6) и определения (14) следует, что заключение о том, 

что системы обмениваются энергией до тех пор, пока вероятность 
P {Е) не станет максимальной, эквивалентно утверждению, что обмен 
энергии происходит до тех пор, пока полная энтропия системы не 
станет максимальной. Поэтому конечная энтропия не может быть 
меньше начальной, т. е. о 

$(Е)-+5'(Е'’)>5(Ё)-+-5' (Е), 
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AS + AS’ > 0. | (20) 

AS = S(E,)—S(E)) 

AS’ = S' (Е) —S' (Ej) 

означают разность энтропий систем A и А’ соответственно. 
В процессе обмена энергией полная энергия, разумеется, сохра- 

пяется. В соответствии с (3.49) и (3.50) мы можем написать, что 

Q+Q' =0, (21) 

где Qu Q’ означают тепло, поглощенное системами Ди А’ соответ- 
ственно. Соотношения (20) и (21) устанавливают условия, которым 
должен удовлетворять любой процесс теплового взаимодействия. 

Наше рассмотрение показывает, что при этом взаимодействии 
могут иметь место два случая: 

1. Начальные энергии обеих систем таковы, что В;=В;, где 
В; =В (Е;) иВ:=В (E;). Две такие системы уже находятся в наиболее 
вероятном состоянии, т. е. их полная энтропия максимальна. Поэтому 
системы и дальше останутся в равновесии и обмена энергией между 
ними не происходит. 

2. В более общем случае начальные энергии систем таковы, что 
8,==8;. Обе системы находятся в мало вероятной ситуации, когда 
их полная энтропия не достигла максимума. Ситуация будет ме- 
няться по мере того как энергия (в форме тепла) переходит от одной 
системы к другой. Конечное состояние равновесия будет достигнуто 
при максимальном значении энтропии и В,=В;. 

4.3. Температура 

В предыдущем пункте мы отметили, что параметр В |или, 
эквивалентно, параметр Т=(АВ)-!| обладает следующими двумя 
свойствами: 

1. Если две разделенные системы, находящиеся в равновесии, 
имеют одно и то же значение параметра В, то после установления 
теплового контакта равновесие сохранится и переноса тепла от 
одной системы к другой не будет. 

2. Если параметры В обеих систем различны, то после установле- 
ния теплового контакта равновесие не сохранится и начнется пере- 
нос тепла. | о | 

Эти два утверждения дадут нам возможность сделать очень важ- 
ные выводы. В частности, с их помошью мы придем к точной коли- 
чественной формулировке тех качественных рассуждений, которые 
были сделаны в п. 1.5. 
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Представим себе, например, три разделенные и находящиеся 
B равновесии системы A, Ви С. Предположим, что когда система 
С приводится в тепловой контакт с А или с В, никакого переноса 
a He происходит. Тогда мы знаем, что Ве= .В д ИВе=Вв (где Ва, 
Вв и Вс означают параметры В систем А, В и С соответственно). Из 
этих двух равенств следует, что В == Ва» т. е. что переноса тепла не 
булет и при наличии теплового контакта у систем А и В. Таким 
образом, мы приходим к общему выводу: 

Если две системы находятся в тепловом рав- 
новесии с третьей системой, то они должны быть (22) 
в тепловом равновесии и друг с другом. 

Утверждение (22) называется нулевым законом термодинамики. Этот 
закон делаетвозможным применение пробных тел (называемых термо- 
метрами) для решения вопроса, будут ли обмениваться теплом лю- 
бые две системы, приведенные в тепловой контакт друг с другом. 
Таким термометром может быть любая макроскопическая система, 
обладающая следующими двумя особенностями: 

1. Среди многих макроскопических параметров, характеризую- 
щих систему М, выберем один (назовем его 9), который заметно 

меняется в зависимости от коли- 
чества тепла, полученного или от- 
данного М в процессе теплового 
взаимодействия. Все остальные 
параметры будем держать фикси- 
рованными. Меняющийся пара- 
метр 0 называется термометри- 
чеким параметром системы М. 

2. Система М должна быть 

Рис. 4.4. Газовые термометры: и) постоян- значительно меньше (т. е. обла- 
ного объема (/ — вакуум, 2 — измеряемая Дать МНОГО меньшим числом сте- 
па привортся к этой Bote) и 6) полон. пеней свободы) системы, которую 
НЯ а  NocTONAMDA. Soe МЫ собираемся исследовать . Это 

измеряемый уровень ртути). условие необходимо для сведения 
к минимуму обмена энергий во 

время измерений. Такой обмен является возмущением, изменяющим 
состояние изучаемой системы. 

Примеры термометров. Существует много систем, которые могли 
бы служить термометрами. Мы рассмотрим только несколько таких наиболее 
часто применяемых систем. 

I. Жидкость, например, ртуть или спирт, заключенная в стеклянную трубку 
небольшого днаметра. Это’ хорошо знакомый тип термометра, он был описан в 

. 1.5. В этом случае термометрическим параметром 9 является высота жидкости 
в ‚ трубке. 

П. Газ, заключенный в сосуд, объем которого постоянен. Такая система яв- 
ляется газовым термометром постоянного объема; гермометрическим парамет- 
ром @ здесь является давление газа (см. рис. 4. 4, а). 
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Hil. Газ, заключенный в сосуд, в котором поддерживается постоянное дав- 
ление. Это так называемый газовый термометр постоянного давления. Его термо- 
метрическим параметром @9 является объем, занятый газом (см. рис. 4.4, 6). 

ГУ. Электрический проводник (например, платиновая проволока, находя- 
ацаяся при постоянном давлении), по которому течет слабый ток. Здесь мы имеем 
дело с термометром сопротивления, термометрическим параметром @ которого 
является электрическое сопротивление проводника. 

У. Некоторое количество парамагнитного вещества при постоянном давле- 
нии. Здесь параметром @9 является магнитная восприимчивость образца (т. е. 
отношение его среднего магнитного момента в единице объема к приложенному 
магнитному полю). Для определения этой величины можно, например, измерить 
<амоиндукцию обмотки, намотанной на образец. 

Применение термометра происходит следующим образом. Оч 
последовательно приводится в тепловой контакт с измеряемыми 
системами, например, с системами А и В, и остается в контакте до 
установления теплового равновесия. 

1. Предположим, что для обеих систем термометрический пара- 
метр термометра 69 (например, длина столбика жидкости в ртут- 
ном термометре) имеет одинаковое значение. Это значит, что термо- 
метр М, находящийся в равновесии с А, будет в равновесии и с В. 
Из нулевого закона следует, что А и В останутся в равновесии, 
если их привести в тепловой контакт друг с другом. 

2. Допустим, что значение термометрического параметра 0 раз- 
лично для обеих систем. Тогда мы можем сказать, что системы ДА и В, 
приведенные в тепловой контакт, не будут в состоянии равновесия. 
Чтобы показать это, допустим, что они будут в равновесии. Ho Torna 
соглаено нулевому закону термометр М, достигший равновесия с A, 
должен оказаться в равновесии и с В. Но при этом термический 
параметр 9 не должен измениться после того как М придет в контакт 
с В, что противоречит начальным условиям *). 

Рассмотрим некоторый термометр М с каким-то термическим 
параметром 9. Значение параметра 0, которое показывает термо- 
метр, находящийся в тепловом равновесии с системой А, называется 
температурой системы А, измеренной с помощью данного термо- 
метрического параметра 9 данного термометра М. Из такого опре- 
деления следует, что температурой может быть длина, давленис, 
сопротивление и другие величины. Заметим, что даже если два 
различных термометра имеют термические параметры одного типа. 
они не дадут одного и.того же значения температуры данного тела **). 

*) Все описанные измерения могли бы выполняться и с другим термометром 
М’, имеющим термометрический параметр 0’. При этом существовало бы одно- 
значное соответствие между любым значением 0 и соответствующим ему значением 
9’. В исключительных случаях термометр М мог бы оказаться многозначным, так 

‚ что данному значению 6 соответствовало бы более чем одно-единственное значение 
$8’ другого термометра М’. Такие, отличающиеся неоднозначностью показаний, 
термометры применяются редко, и мы не будем их рассматривать (см. задачу 4.1). 

**) Например, оба термометра могут представлять собой стеклянные трубки 
< жидкостью, так что в обоих случаях термометрическим параметром является 
длина столбика жидкости. Но’в одной трубке такой жидкостью может быть, напри- 
мер, ртуть, в другой — спирт. | 
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Далее, если температура тела С, измеренная одним термометром, 
оказалась равной среднему значению температур двух тел, A и В, 
то это утверждение не обязательно останется справедливым при 
использовании какого-нибудь другого термометра. Тем не менее, 
из нашего обсуждения следует, что определенное нами понятие о тем- 
пературе допускает следующее утверждение: 

Две системы, между которыми осуществлен 

тепловой контакт, остаются в равновесии тогда 

и только тогда, когда их температуры, измерен- (23) 
ные с помощью одного и того же термометра, 
одинаковы. 

Введенное здесь понятие о температуре широко применяется. 
и оказывается весьма полезным. Оно имеет, однако, один недостаток, 
заключающийся в том, что температура, приписываемая телу, зависит 
от свойств пробного тела, которое используется в качестве термо- 
метра. С другой стороны, было бы весьма удобно использовать свой- 
ства параметра В для определения температуры. Действительно, 
предположим, что мы располагаем термометром М, для которого из- 
вестна связь между параметром В и термометрическим параметром 6. 
Если этот термометр находится в тепловом контакте с некоторой 
системой A, то мы знаем, что в состоянии равновесия В==В.. Таким 
образом, наш термометр будет измерять [как это следует из (9)] фун- 
даментальное свойство системы А, а именно, величину В, характе- 
ризующую частную производную логарифма числа состояний по 
энергии. Предположим далее, что мы имеем другой термометр, М’, 
для которого также установлено соответствие между параметром р’ 
H его термометрическим параметром 09’. Приведем этот термометр 
в тепловой контакт с А. Мы знаем, что в равновесии В" =f 4, а значит, 
В’=В, и мы приходим к следующему выводу: | 

Если в качестве термометрического параметра 
используется параметр В, то любой термометр, 
измеряющий температуру данной системы, покажет (24) 
одну и ту же температуру. Эта температура 
является мерой фундаментального свойства системы: 
числа доступпых состояний. 

Параметр В является поэтому особенно важным температурным 
параметром. В этом причина названия абсолютная температура, 
используемого для величины Т==(АВ}-', определяемой ‘через В. 
Мы отложим до главы 5 рассмотрение следующих вопросов: 1) прак- 
тические способы нахождения численных значений В и Т по соответ- 
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ствующим измерениям и 2) международные соглашения о выборе 
численного значения величины К. 

Свойства абсолютной температуры. Согласно (9). абсолютная 
температура определяется следующим равенством: 

] Ain Q - 

Мы знаем [см. (3.37)], что для всех обычных систем © (E) является 
крайне быстро возрастающей функцией энергии Е. Поэтому из (25) 
следует, что для обычных систем 

B>0, или ТО. (26) 
Другими словами, 

Абсолютная температура любой 
обычной системы положительна *). (27) 

Мы можем теперь оценить порядок величины абсолютной темпе- 
ратуры системы. Формула (3.38) дает нам приближенную зависи- 
мость Q (Е) от энергии: 

InQ 
Q(E)a (E—E,). (28) 

Здесь { — число степеней свободы pac- 
сматриваемой системы, Е — энергия 
системы, Е.— энергия ее основного со- 
стояния. Логарифмируя, имеем 

шо ~ f In(E—E,) + сопз%, Е Е 

откуда. Рис. 4.5. Характер зависимости In Q 
din ot энергин Ё. Наклои кривой дает 

В — п -- ^, | (29) абсолютный температурный пара- 

OE E—E,° метр В. 

Чтобы получить величину Т, в этой формуле нужно положить Е=Е— 
средней энергии системы. Мы получаем, что для обычных систем 

E—E 

Другими словами, 

Если обычная система имеет абсолютную тем- 
пературу 7, то величина kT имеет порядок сред- 
ней энергии (отсчитанной от энергии основного (31) 
состояния), приходящейся на одну степень сво- 
боды системы. 

*) Как уже было замечено в связи с формулой (3.38), выражение «любая обыч- 
ная система» имеет в виду исключить специальные случаи, когда мы игнорируем 

‚ кинетическую энергию частиц и когда магнитная энергия, обусловленная их 
спинами, достаточно велика. — 
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Условие равновесия (8) между двумя системами, находящимися 
в тепловом контакте, требует, чтобы их абсолютные температуры 
были равны. Из (31) следует, что это условие, грубо говоря, эквива- 
лентно утверждению, что полная энергия взаимодействующих систем 
распределяется между ними таким образом, чтобы в обеих системах 
средняя энергия, приходящаяся на одну степень свободы, была одна 
и та же. Последнее утверждение совпадает в тем, которое мы уже 
использовали в наших качественных рассуждениях в п. 1.5. 

Как меняются параметры В, или 7, с изменением энергии системы? 
Величина В измеряет наклон кривой In Q (Е) относительно оси E. 
В подписи к рис. 4.3 мы уже обращали внимание на то, что эта кри- 
вая обращена выпуклостью вверх, так как только при этом будет 
выполнено физическое условие, заключающееся в том, что две сис- 
темы, приведенные в тепловой контакт, имеют одно-единственное 
состояние максимальной вероятности. Отсюда следует, что величина 
ОВ/О0Е монотонно уменьшается, и следовательно, для любых систем 

op <0. (32) 

В случае обычных систем этот результат следует также непосредст- 
венно из формулы (28), дифференцирование которой (29) дает 

ofp _f wo 5 < 0. 33 OE ЕЕ < (33) 

Мы показали, что В уменьшается с ростом Е. Ho, по определению, 
Г==(В-') и, следовательно, абсолютная температура растет, если В 
уменьшается. Таким образом, из (32) следует, что 

Абсолютная температура любой системы есть 

—
—
=
—
.
.
 
=
.
.
.
 

возрастающая функция ее энергии. (34) 

В математической форме 

то (119 
ФЕ ЕВ) kB*0E * 

Имея в виду (32), мы получаем 

OT ap > 0. (35) 

Последнее неравенство позволяет нам установить общее COOTHO- 
шение между абсолютной температурой и направлением потока 
тепла. Рассмотрим две раздельные системы, А и А’, которые вначале 
находились -в равновесии при температурах Т; и Т;. Затем между 
системами был создан тепловой контакт, после чего одна из систем 
стала поглощать, а другая — отдавать тепло. Этот процесс про- 
должался до достижения равновесия, которому отвечает температура 
T,. Предположим, что система А поглощала тепло и, следовательно, 
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увеличивала свою энергию, тогда, как следует из (34), T „>Ть Со- 
ответственно система А’ отдавала тепло и теряла энергию, и из (34) 
следует, что Т,<Т:;. Поэтому начальная и. конечная температуры 
связаны неравенствами 

Т,<Т,<Т.. 

Это значит, что начальная абсолютная температура Т; системы А, 
‚ которая поглощала тепло, меныпе начальной абсолютной темпера- 
туры Т; системы А’, отдававшей тепло. Мы приходим к следующему 
выводу: 

\ 

| Если любые две обычные системы находятся 
в тепловом контакте, то система с большей абсо- 
лютной температурой отдает тепло, а система (36) 
с меньшей абсолютной температурой *) его погло- 
щает. 

Мы определим словом горячая систему, отдающую тепло, и словом 
холодная — систему, поглощающую тепло. Поэтому (36) эквива- 
лентно утверждению, что горячая система имеет более высокую абсо- 
лютную температуру, чем холодная. 

4.4. Перенос небольшого количества тепла 

В предыдущем пункте мы закончили общее рассмотрение 
теплового взаимодействия между макроскопическими системами. 
Теперь мы перейдем к обсуждению нескольких простых случаев, 
имеющих важное значение. 

Допустим, что система А, находящаяся в тепловом контакте 
< другой системой, поглощает небольшое количество тепла, удовлет- 
воряющее неравенству ПИ 

|9 |< E—E,. (37) 

Это означает, что результирующее изменение средней энергии AE= 
= @ системы А невелико по сравнению с превышением средней 

энергии E над энергией основного состояния системы. При этом абсо- 
лютная температура системы Т изменится весьма незначительно. 

Действительно, полагая E=E, мы получаем из (29) и (33) следующие 
оценки: 

Теперь из (37) следует 

[АВ = |5 9 | <p. (33) 

*) В особом случае системы спинов это утверждение нуждается в пояснении, 
так как Т-»- 0, если В-›0. (См. задачу 4.30.) | 
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Так как T==(kB)-?, или In T=—InB — ША, to AT/T=—AB A, 
таким образом, (38) эквивалентно неравенству 

[АТ \<<T. (39) 
Мы должны сказать, что тепло Q, поглощенное системой, мало, если 
выполняется неравенство (38), т. е. если при поглощении тепла 
абсолютная температура системы существенно не изменяется. Пред- 
положим, что система А поглощает малое количество тепла. Тогда с 
подавляющей вероятностью начальные и конечные энергии системы 
равны соответственно средним значениям, Е и E+ О. При поглощении 
этого тепла изменится также число доступных состояний 6 (Е) си- 
стемы А. С помощью разложения в ряд Тейлора мы находим 

шо (Ето) —шо (Е) = 
dln Q | /0? по 1 OB a, 

= (GE) 9+ (Ser) Qe... =PQ+ ЗЕМ .:- 

Мы предполагаем, что количество поглощенного тепла Q мало. 
Поэтому абсолютная температура системы А остается почти неизмен- 
ной и в соответствии с (38) можно пренебречь членом, содержащим 
0В/9Е. Таким образом, изменение величины In Q (Е) будет равно 

A (In 9) =° 970 = ВО, (40) 
и мы приходим к следующему выводу: если система, находящаяся 
при абсолютной температуре Т=(&В)-:, поглощает количество. 
тепла Q, ее энтропия 5$=А in Q меняется на малую величину AS, 
равную 

Q 45 ==, 

если Q мало. 
(41) 

Следует подчеркнуть, что даже если количество тепла Q велико 
по абсолютной величине, оно может оставаться относительно малым 
в смысле неравенства (37) или (39), так что выражение (41) будет 
еще справедливо. Если количество поглощенного тепла действитель- 
но бесконечно малая величина, мы можем обозначить ее dQ, и тогда 
бесконечно малое изменение энтропии будет равно 

aQ 48=т. (42) 

Заметим, что величина dQ является просто бесконечно малой, 
тогда как величина 45 представляет собой дифференциал, т. е. беско- 
нечно малую разность энтропий системы А в ее конечном и началь- 
ном состояниях. | 
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Если осуществить тепловой контакт между системой A и любой 
системой В, которая существенно меньше A, то количество тепла, 
поглощенное системой А, всегда будет очень малб в смысле, опреде- 
ляемом неравенствами (37) или (39). Действительно, даже самое 
большое количество тепла Q, которое система А сможет взять у В, 
будет порядка полной энергии системы В (за вычетом энергии основ- 
ного состояния). Но даже эта энергия много меньше разности E — E, 
для самой системы A. Мы говорим, что система А действует как menao- 
вой резервуар (или тепловая баня) по отношению к другим системам, 
если она достаточно велика для того, чтобы тепловое взаимодействие 
с другими системами практически не изменило ее температуры. 
И в этом случае равенство (41), связывающее изменение энтро- 
пии AS теплового резервуара с поглощенным теплом @, остается 
справедливым. 

4.5. Система в контакте с тепловым резервуаром 

Большинство встречающихся на практике систем не изолиро- 
ваны. Они могут обмениваться теплом со своим окружением. Если 
такая система мала по сравнению с окружающей ее средой, она 
может рассматриваться как система, находящаяся в тепловом кон- 
такте с тепловым резервуаром, каким является все окружение этой 
системы. (Например, любой предмет в комнате, скажем, стол, нахо- 
дится в тепловом контакте с резервуаром тепла, состоящим из ком- 
наты с ее полом, потолком, мебелью, воздухом ит. п.) В этом раз- 
деле мы будем иметь дело с относительно малой системой А в 
контакте с тепловым резервуаром А’. Нас будет интересовать слелую- 
щий вопрос: какова вероятность P, того, что в состоянии равновесия 
мы обнаружим систему А в состоянии г, обладающем энергией E> 

Этот вопрос имеет весьма общий характер и ответ на него чрезвы- 
чайно важен. Заметим, что в нашем рассуждении системой А может 
быть любая система, число степеней свободы которой гораздо 
меньше, чем у теплового резервуара А’. Системой А может быть 
любая относительно малая макроскопическая система (например, если 
кусок меди погружен в озеро, последнее является тепловым резерву-. 
аром). С другой стороны, системой А может быть и любая микроско- 
пическая система, если только она может быть идентифицирована *). 
(Например, если атом помещен в определенном месте решетки; 
твердого тела, то последнее будет являться тепловым резервуаром.) 

Чтобы подсчитать число состояний теплового резервуара A’, мы 
опять разделим шкалу энергии на небольшие фиксированные 
интервалы OE и обозначим через $” (Е’) число доступных состояний 
системы A’, когда ее энергия равна Е” (т.е. лежит в интервале от Е” 
до £’+6£). (Мы предполагаем, что интервал OE гораздо меньше 

*) Последнее замечание существенно, так как при квантовомеханическом 
описании не всегда возможно отождествить данную частицу среди других не от- 
личимых от нее частиц. 
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расстояния между уровнями энергии A’, но достаточно велик, чтобы 
содержать много возможных состояний резервуара A’.) Чтобы полу- 
чить ответ на интересующий нас вопрос о величине вероятности P, 
нахождения системы в состоянии г, достаточно применить рассужде- 
ния п. 4.1. Закон сохранения энергии требует, чтобы энергия систе- 
мы А и резервуара А’ оставалась постоянной величиной. Обозначая 
эту полную энергию через E*, имеем 

Е’ = Е*—Е,. (43) 
Но если система А находится в одном определенном состоянии г, 

то число доступных состояний всей системы А* просто равно числу 
состояний Q’(£*— £,), доступных A’. Из нашего основного стати- 
стического постулата следует, однако, что изолированную систему 
А* можно с равной вероятностью обнаружить в любом из ее доступ- 
ных состояний. Поэтому вероятность осуществления ситуации, когда 
система А находится в состоянии г, просто пропорциональна числу 
доступных состояний системы А*, когда А находится в состоянии г: 

Р, < 9’ (E*—E,). (44) 

До сих пор наши рассуждения имели весьма общий характер. Теперь 
мы используем то обстоятельство, что система А гораздо меньше ре- 
зервуара A’. Это значит, что интересующая нас энергия Е, удовлетво- 
ряет следующему неравенству; 

Е. <<< ЁЕ*. (45) 

Мы получим хорошее приближение для (44), разлагая медленно 
меняющийся логарифм 82’ (Е) около значения Е’=Е*. Аналогично 
{40), мы получаем для теплового резервуара 

шо’ (E*—E,) = In Q' (Е*) — | м Е, = ш9’ (E*)—BE,, (46) 

me 0} Q’ . 

равно значению производной при фиксированной энергии Е’=Е*. 
Эта величина В =(АТ)-* является постоянным температурным пара- 
метром теплового резервуара А’. Теперь из (46) мы получаем 

Q! (E*—E,) = Q (Et) е-ВЕ". (48) 
Величина Q’(E*) является постоянной, не зависящей OT г, поэтому 
вероятность (44) равна 

P= Се-ВЕ,, (49) 

тде С — константа, не зависящая OT Г. 
Займемся теперь изучением физического смысла результатов (44) 

и (49). Если система A находится в определенном состоянии г, 
то резервуар A’ может быть в любом из большого числа состояний 
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Q'(E*— E,), доступных ему в этих условиях. Ho мы знаем, что 
число доступных тепловому резервуару состояний $’(ЁЕ”) обычно 
является быстро возрастающей функцией его энергии E” [т.е.Вв (47) 
обычно положительно]. Допустим, что мы хотим сравнить вероятно- 
сти нахождения системы А в лю- Е 
бых двух состояниях, энергии ко- A 
торых различны. Если система A pana a ee — 
находится в состоянии с большой м | 
энергией, то из закона сохранения 10 г 
энергии следует, что на долю ре- - _ 
зервуара приходится соответствен- - 
но меньшая энергия; поэтому чис- г 
ло доступных состояний резервуара 1 
заметным образом уменьшается. В 
соответствии с этим уменьшением 
вероятность осуществления такой 
ситуации также уменьшается. Эк- 
споненциальная зависимость P, OT 
Е, в формуле (49) выражает резуль- „об - | 
тат этих рассуждений в математиче- 20 Г------- 
ской форме. 

Пример. Поясним приведенные вы- 
ше рассуждения простым примером. Рас- 
смотрим систему A, некоторые уровни 
энергии которой показаны на верхней ча- | 
сти рис. 4.6, и значительно большую си- 
стему A’. Шкала энергии системы A’ раз 0 
делена на равные интервалы SE=1, а 

АНН | 

| be —> 

число доступных состояний в каждом ин- 
тервале 2’ (Е ’)` показано в нижней части 
рис. 4.6. Предположим, что система А на- 
ходится в тепловом равновесии с резер- 
syapom A’ и что полная энергия E* со- 
ставной системы A* равна Е*=2050 еди- 
ницам. 
одном из состояний г, энергия которых 
Е, == 10 единицам. Энергия резервуара 
в этом случае будег равна 2040 едини- 

Допустим , что А находится в’ 

~~ | 7 

CE 204 2040 © 
Рис. 4.6. Схема доступиых состояний 
некоторой системы А и специального 
(очень маленького) теплового резервуа- 
ра A’. На верхней части рисунка пока- 
заны уровни энергии для нескольких 
состояний системы А. на нижней — 
число доступных состояний Q’ (E’) си- 
стемы A’ в зависимости от ее энер- 
гии Е’. Энергия измерена в произволь- 

ных единицах. 

цам и соответственно этому значению энер- 
гии резервуар может находиться в любом из 2-108 доступных состояний. В ан- 
самбле из большого числа изолированных систем А* (состоящем из систем Аи A’) 
число состояний, когда система А находится в состоянии г, будет пропорционально 
2.108. Предположим геперь, что система А находится в состоянии $, энергия ко- 
торого E,=16 единицам. Тогда энергия резервуара будет равна Е =2034 еди- 
ницам и соответственно система может находиться в любом из 1 -10% возможных 
состояний. В ансамбле систем число случаев, когда А будет обнаружено в состоя- 
нии $, будет пропорционально 10° и будет составлять только половину от числа 
случаев, когда А находится в состоянии г, имеющем меньшую энергию. 

Выражение для вероятности (49) является весьма общим резуль- 
татом, имеющим огромное значение в статистической физике. Экспо- 

«> - Е 

ненциальныи множитель е ВР, называется множителем Больцмана; 
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соответствующее распределение вероятностей (49) называется кано- 
ническим распределением. Ансамбль ‘систем, находящийся в контакте 
< тепловым резервуаром известной температуры Т [эти системы 
распределены по своим возможным состояниям в соответствии с (49)], 
называется каноническим ансамблем. 

Постоянная С в (49) может быть легко определена из условия 
нормировки, которое заключается в том, что вероятность обнаружить 
систему в любом из возможных состояний равна 1: 

> Р,=1. (50) 

Здесь сумма распространяется на все возможные состояния А, 
независимо от энергии. Имея в виду (49), мы получаем из этого усло- 
вия 

С Уе-ВЕ, —= 1. 

Теперь мы можем записать (49) в более явном виде: 

pa (51) ГУ _ВЕ,- 
е 

г 

Зная распределение вероятностей (49), легко вычислить средние 
значения различных параметров, характеризующих систему А, 
находящуюся в контакте с тепловым резервуаром при абсолют- 
ной температуре T=-(kp)~?. Действительно, обозначим через у 
некоторую физическую величину, значение которой в состоянии г 
равно y,. Тогда среднее значение величины у равно 

— »’ „-ВЕг 

пере (52) 
» e PEs , 

r 

Tle суммирование производится NO всем состояниям г системы A. 

Замечания для случая, когда система А -макроско- 
пическая. Формула (49), имеющая фундаментальное значение, дает вероят- 
ность Р, нахождения системы A в некотором одном состоянии г с энергией Е’. 
Чтобы найти вероятность P(E) обнаружить систему А в небольшом интервале 
энергий от E ло Е-ЕбЕ, необходимо просуммировать вероятности для всех со- 
стояний г, энергии которых лежат в интервале E<E,<E-+ OE, т. е. 

Р(Е) =У'Р,, 

где штрих при знаке суммы указывает на то, что суммирование производится 
по состояниям с близкими энергиями, заключенными в указанном интервале. 
Изформулы (49) следует, что в этом случае вероятность P,, пропорциональная е-38, 
будет почти одинаковой для всех этих состояний. Поэтому интересующую нас 
вероятность P(E) можно получить простым умножением вероятности нахождения 
А в одном из указанных состояний на число (Е) таких состояний в интервале 
энергии Е, Е--6Е. Имеем, таким образом, 

P (E)=CQ (Е) e~ BE. (53) 
Если A — макроскопическая система (хотя и много меньшая, чем A’), то Q(E) — 
быстро возрастающая функция энергии. Множитель е-В8 быстро уменьшается с 
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ростом энергии. Поэтому вероятность (53) имеет максимум, который тем острее, 
чем больше система A, т. е. быстрее Q2(£) растет с увеличением энергии. Мы опять 
приходим к тем же выводам, которые были получены в п. 4.1 для макроскопи- 
ческой системы. 

Если находящаяся в контакте с тепловым резервуаром система является 
макроскопической, то относительная величина флуктуаций ee энергии E на- 
столько мала, что энергия системы практически всегда равна среднему значению 

энергии Е. С другой стороны, если ‘устранить тепловой контакт системы с ре- 
зервуаром и сделать ее термически 
изолированной, ее энергия вообще Q(E)e PE 
не будет флуктуировать. Различие 
обеих ситуаций настолько малб, 
что не имеет практического значе- 
ния, в частности, средние значения 
всех физических параметров систе- 
мы (таких, например, как среднее 
давление или средний магнитный 
момент) в обоих случаях совпада- 
ют. Поэтому эти средние могут быть | —|=- E E 
вычислены двумя различными спо- . . 
собами. ФЕ 

1. Можно рассматривать изоли- Puc. 4.7. Схема. показывающая зависимое 
рованную макроскопическую систе- функции о (Е) с-ВЕ от oneprmn я Е ля макро, 

му, энергия которой фикснрована И скопической системы, находящейся в контакте © 
находится в узком интервале от Е тепловым резервуаром. 

до Е- ОЕ. 
2. Можно вести расчет для системы, находящейся в тепловом контакте с теп- 

ловым резервуаром такой температуры, что средняя энергия Е системы‘ равна ЕЁ. 
Заметим, что второй способ упрощает вычисления, так как применение канони- 
ческого распределения сводит вычисление средних значений к суммированию в (52) 
по всем состояниям без ограничений, тогда как подсчет числа состояний (Е), 
лежащих в заданном интервале энергий, является существенно более трудной 
задачей. 

4.6. Парамагнетизм 

Каноническое распределение можно использовать для решения 
ряда задач, представляющих большой физический интерес. В ка- 
честве первого применения мы исследуем магнитные свойства ве- 
щества, помещенного в магнитное поле В и содержащего в единице 
объема №, магнитных атомов. Мы рассмотрим особенно простой слу- 
чай, когда спнн каждого атома равен 1/2. Пусть магнитный момент 
атома равен My. При квантовомеханическом описании магнитный. 
момент каждого атома может быть направлен либо «вверх» (T. е. па- 
раллельно внешнему полю), либо «вниз» (антипараллельно полю). 
Вещество называется парамагнитным, если его магнитные свойства 
обусловлены ориентацией индивидуальных магнитных моментов. 
Допустим, что вещество находится при абсолютной температуре Т. 

Нас интересует среднее значение и составляющей магнитного момен- 
та любого из атомов вдоль направления магнитного поля В. 

Предположим, что взаимодействие каждого магнитного момента 
со всеми остальными атомами вещества невелико. В: частности, 
допустим, что расстояние мажду атомами настолько велико, что 
можно пренебречь магнитным полем, которое данный атом создает. 
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в местах расположения соседних атомов. При этих предположениях 
мы можем сосредоточить внимание на отдельном атоме, рассматри- 
вая его как малую систему, а остальные атомы вещества — как тепло- 

| Г. \ 

f 

A 

fro Знергия Folie, 
LOCTTIORHUL 
больше 

(+). 

№ SHEDEUR HUHCE, 
cocmosnud 
МЕНЬШЕ 

(—) 

Рис. 4.8. Атом со спином 1/, в теп- 
ловом контакте с тепловым резер- 
вуаром A’. Когда магнитный момент 
атома направлен вверх. его энергия 
па 2и,В меньше энергии при проти- 
воположном направлении магнитно- 
го момента. Соответственно, энергия 
теплового резервуара в первом слу- 
чае на 2и,В больше его энергии во 
втором случае. Большей энергии рс- 
зервуара отвечает большее число 
состояний, поэтому ситуация, соот- 
ветствующая магнитному моменту. 
направленному вверх. осуществляет- 
ся с большей вероятностью, чем: си- 
туация с противоположным направ- 

лением магнитного момента. 

вой резервуар, находящийся при абсо- 
лютной температуре T *). 

Обозначим два возможных COCTOA- 
ния каждого атома через (--) (магнит- 
ный момент направлен вверх) и (—) 
(магнитный момент направлен вниз} 
н рассмотрим их одно за другим. 

В состоянии (--) магнитный момент 
атома параллелен полю, так что и=ь. 
Магнитная энергия атома при этом 
равна =. =—и.В. Каноническое pec- 
пределение (49) дает следующее зна- 
чение вероятностн Р, нахождения 
атома в этом состоянии, 

+ = Се- Be+ = СеВна8В, (54) 

где С — постоянная, а В= (АТ)-!. Это. 
состояние с наименьшей энергией и 
поэтому в нем этом находится с наи- 
большей вероятностью. 

В состоянии (—) магнитный мо- 
мент атома антипараллелен полю и 
поэтому и -=—И о, а энергия атома рав- 
на #_=-и.В. Вероятность Р_ най- 
ти атом в таком состоянии равна 

Р_ = Се-В=- = Се-ВиоВ. (55) 

Это состояние обладает более высокой 
энергией и найти атом в таком состоя- 
нии менее вероятно. 

Постоянную С легко найти из условия нормировки, заключающе- 
гося в том, что с вероятностью, равной 1, атом находится либо 

в состоянии (—), либо в состоянии (+). Имеем 

Р.--Р_ == С (¢8%08 4 e708) = |, 

*) Такое рассмотрение предполагает возможность однозначно идентифици- 
ровать отдельный атом. Для этого необходимо, чтобы атомы занимали опреде- 
ленные места в решетке твердого тела или образовывали бы разреженный газ, 
где расстояние между атомами велико. В достаточно плотном газе атомы сбли- 
зятся настолько, что квантовомеханическое описание лишит нас возможности. 
идентифицировать отдельный атом. В этом случае нужно рассмотреть более слож-. 
ную картину явления, заключающегося в том, что весь газ в целом является не- 
большой макроскопической системой, находящейся в контакте с тепловым резер- 
вуаром. 
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откуда | 
C= . 56 

eoB 4. е- В (56) 

Атом с большей вероятностью находится в состоянии (++), где ero 
магнитный момент параллелен полю В, поэтому средний магнитный 
момент атома и должен быть направлен по полю. Из формул (54) 
н (55) следует, что парамет- 
ром, характеризующим ориен- Py A 
тацию магнитного момента, Р. 
является величина 1,0 — 

__ Ho Ah =, (57) == Вы, В 

равная отношению магнитной US) 
энергии и,В к параметру &T, < 
характеризующему энергию . 
теплового движения. Очевид- te 
но, что если Т очень велико —_ | he eel _ 
(т. е. w<l1), то вероятно- ( 1 2 дов 
сти того, что магнитный мо- RT 

мент атома направлен по полю Рис. 4.9. Зависимость вероятности Р. (Р 
или против поля, мало от- го, что магнитный момент Мо направлен Нара: 

личаются друг от друга. В зе, (avrmpepannenano) | aueuiieny Shar 
этом случае магнитный мо- пературе Т. 
мент ориентирован почти слу- 
чайно и и^=0. В противоположном случае, если Т очень малб (т. е. 
& >> 1), ориентация по полю значительно более вероятна, чем 

ориентация против поля. В этом случае плзць. 
Всем этим качественным рассуждениям легко придать математи- 

ческую форму, если вычислить среднее значение и. Мы находим 
ел В — е-— ЗВ 

р 
J 

== P4+(My) + P_-(—Ho) = № сов Le BB (58) 

Этот результат можно записать в виде 

— ‚ (В и = № th Go , (59) 

если воспользоваться определением гиперболического тангенса 

| th ane" 60 OW = ape (60) 

Таким образом, средний магнитный момент единицы объема вещества 
{эта величина называется намагниченностью) направлен по магнит- 

ному полю. Величина М, намагниченности равна 

М. = М, (61) 

где №,— число магнитных атомов в единице объема. 
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Легко показать, что свойства и, полученные выше для двух 
крайних случаев (малые и большие Т), с помощью качественных 
рассуждений следуют из общей формулы (58). Если ш << 1, To 
ew=I+0+... и ее “=1| —w-+... Поэтому 

++...) —(1— для W<1 tho = Е С or) wy, 

В другом случае, когда ш >> 1, e’S>e-” и 

для Шш>1| thw=1. 

Таким образом, из (59) мы получаем значение магнитных моментов 
в двух крайних случаях: 

— „В 2B 

для yB<AT pap, (Ser) =; (62) 
, ДЛЯ и,В >> kT и=ц,. (63): 

Если роВ << ЕТ, величина p очень мала. Из (62) следует, что w 
меньше своего максимального значения py в (и,В/ЁТ) раз. Заметим, 

что в этом предельном случае и пропорционально величине магнит- 
ного поля В и обратно пропорционально абсолютной температуре Г. 
Из формул (61) и (62) мы получаем намагниченность 

для pyB<kT М, =Ма = S08 — xp, (64) 
где х — не зависящий от В коэффициент пропорциональности, 
называемый магнитной восприимчивостью вещества *). Мы имеем, 

м таким образом, значение маг- 
2 нитной восприимчивости, вы- 
и раженное через макроскопи- 

, ческие величины 
08 __ 

f. | 2 06 Valo , an | Х=— т. (65) 

4) —f,— | 
M,ocB . 

02 Факт обратной пропорцио- 
р нальности магнитной воспри- 

Г) 1 2 в 3 имчивости и абсолютной тем- 
Fa! пературы называется законом 
kT _ Кюри. 

Puc 4-10. Зависиность намагиичения № ot Если моВ S>kT, средний 
слабо взаимодействующего атома со спином магнитный момент близок к 

1 

/з и магнитным моментом Ho. своему максимальному воз- 
можному значению и.о. Соответственно намагниченность равна 

для р,В>>ЕТ М. =Мы,. (66) 

*) Обычно магнитная восприимчивость определяется с помощью магнитного 
поля Н следующим образом: ¥==M,/H. Мы предполагали, что концентрация маг- 
нитных атомов мала, поэтому с очень хорошим приближением Н=В. 
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Это максимальное значение намагниченности не зависит ни от вели- 
чины магнитного поля В, ни от. температуры Т. На рис. 4.10 по- 
казана зависимость намагниченности от Bu Т в общем случае, 

4.7. Средняя энергия идеального газа 

Рассмотрим газ, состоящий из М№ одинаковых молекул с массой 
т и заключенный в ящик со сторонами L,, L, H L,. Допустим, что газ 
разрежен, т. е. что число молекул М в объеме V=L,L,L, достаточно 
мало для того, чтобы среднее расстояние между молекулами можно 
было считать большим. В этом случае возможны следующие упро- 
щения: 

1. Среднее значение потенциальной энергии взаимодействия 
между молекулами во много раз меньше среднего значения кинети- 
ческой энергии молекул. (Такой газ мы называем идеальным.) 

2. Каждую отдельную молекулу можно считать объектом, кото- 
рый может быть отождествлен, несмотря на полную неразличимость 
молекул. (Это значит, что газ невырожден *).). 

Мы будем считать газ настолько разреженным, что оба эти упро- 
щения справедливы **). 

Предположим, что газ находится в равновесии при абсолютной 
температуре 7. Если условие (2) выполнено, мы можем сосредоточить 
свое внимание на какой-то одной молекуле и рассматривать ее как 
малую систему, находящуюся в тепловом контакте с резервуаром 
(при температуре 7), каким являются все остальные молекулы газа. 
Вероятность найти нашу молекулу в каком-нибудь квантовом состоя- 
нии г, энергия которого E,, определяется каноническим распределе- 
нием (49) или (51): 

Р 
o7 Bes ] 

Se ree Pap. (67) 

Условие (1) разрешает нам пренебречь энергией взаимодействия 
молекулы со всеми остальными молекулами при вычислении энергии. 

Рассмотрим в качестве примера особенно простой случай одно- 
атомного газа [например, гелий (Не) или аргон (Аг)]. Энергия атома 

*) Последнее утверждение основано на том, что дебройлевская длина вол- 
ны молекулы значительно меньше среднего расстояния между молекулами. Если 
такое условие не выполняется, 10 законы квантовой механики не позволяют рас- 
сматривать отдельную молекулу, и в этом случае необходимо квантовомеханиче- 
ское рассмотрение системы, состоящей из неразличимых частиц. (Такой газ назы- 
вается вырожденным, он подчиняется либо так называемой статистике Бозе — 
Эйнштейна, либо статистике Ферми — Дирака.) 

**) Условие (2) выполняется практически для всех обычных газов. Условие 
его применимости будет рассмотрено в конце п. 6.3. Если мы будем увеличивать 
плотность газа (т. е. делать его менее разреженным), то условие (1) начнет нару- 
шаться гораздо раньше, чем условие (2). Однако, если взаимодействие между 
молекулами очень малб, газ может удовлетворять условию (1), т. е. быть идеаль- 
ным, но условие (2) будет нарушено. 
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в этом случае просто равна его кинетической энергии. Каждое воз- 
можное квантовое состояние атома определяется тремя квантовыми 
числами (fly, Ny, п.) и его энергия равна [см. равенство (3.15)] 

meh? “a (68) ni 
f= 3, Эт (4 ve rts 

Вероятность нахождения атома в побом из таких состояний 
определяется формулой (67). 

Рассмотрим теперь более сложный случай многоатомного. газа 
[например, кислород (О. или метан (СН.)|, молекула которого 
состоит из двух или более атомов. Энергия такого газа равна ̀ 

Lz 

В этой формуле =“ означает энергию поступательного движения 
центра масс молекулы, а =“ — внутримолекулярная энергия, 
связанная с вращением и колебанием атомов относительно цент- 
ра масс. Центр масс молекулы движется подобно простой оди- 
ночной частице, масса которой равна массе молекулы. Поэтому 
поступательное движение молекулы опять определяется тремя 
квантовыми числами (п,, п,, Mz), а кинетическая энергия ее по- 
ступательного движения равна выражению (68). Состояния внут- 
римолекулярного движения определяются одним или несколькими 
квантовыми числами (обозначим все эти числа через n;), описываю- 
щими вращательное и колебательное внутримолекулярное движение; 
энергия =‘ зависит от этих чисел п;. Данное квантовое состояние 
г молекулы определяется теперь набором квантовых чисел (п,, fy, 
п п) имы можем написать следующее выражение для неги 
молекулы: 

=e (п,, Ny, п,) +e (п). (70) 
Заметим, что поступательное движение молекул ограничено стен- 
ками ящика; поэтому =“' зависит от геометрических размеров L,, 
L,, L,, как это видно из (68). С другой стороны, наличие стенок не 
может влиять на внутримолекулярное движение атомов, поэтому =“ 
не будет зависеть от размеров ящика, т. е. 

G 
= не зависит от L,, L,, L,. (71) 

Вычисление средней энергии. Если молекула имеет вероятность 
Р, быть в состоянии с энергией =,, то средняя энергия молекулы 
равна 

-_ У Р‚ё, = ¥ per (72) 

Мы воспользовались для вероятности P, каноническим распределе- 
нием (67), а суммирование в (72) производили по всем возможным 
состояниям молекул. Формулу (72) можно сильно упростить, если 
воспользоваться тем, что сумма в числителе может быть выражена 
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через сумму, стоящую в знаменателе. Действительно, 

д д 

Le и Ув ) op Уст. 
г г г 

Мы воспользовались здесь тем, что производная от суммы равна 

сумме производных OT каждого слагаемого суммы. Используя для 
знаменателя (82) обычное сокращение 

Z= > e- Ber, (73) 

мы находим, что выражение (72) для средней энергни принимает вид 

- _ 02/08 _ 1 92 
ЕВ 

Или 

= _ дш2 

| oR (74) 

| 

Мы видим, что для определения средней энергии & достаточно вы- 
числить сумму Z по формуле (73). (Сумма 2, распространенная Ha 
все состояния молекулы, называется статистической суммой.) 

Уровни энергии одноатомного газа определяются формулой (68), 
в соответствии с которой сумма Z имеет вид *) 

| 219 /n2 2 2\ 

2=S E> ep |S Garand) (75) 
~ 

g 

где тройное суммирование производится по всем возможным значе- 
НИЯМ fy, И, ИЛ,. {Каждое число п; пробегает все целые значения от 
О до co в соответствии с (3.14).| Экспоненциальная функция может 
быть выражена в виде произведения трех экспонент: 

Вл (nz оп , nt вр | (ПЕН \ = 
P| zm \ 1 Li 

— ex Brea? ny ex Bath? nf x __ Вл?й? nz 

—= EXP 2т [2 р On 12 ХР 2т 12|’ 

где величины A,, И, и и, появляются только в первом, втором 
и третьем множителях соответственно. Поэтому сумма (75) разби- 
вается на произведение трех сумм, 

Z=Z,L,L (76) 
x~ 2» 

*) Вместо того чтобы писать сложные выражения в показателе степени е, 
мы используем здесь стандартное обозпачение exp и=е" для экспоненциальной 

функции. 
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где 
ce} г 2 

. 0, == У, ехр — Bath? | ’ (77a) 

> г и 27 

Z, = Yi exp Ee a , (776) 
ny=1 | У | 

7, == У ехр |- bath nd) ot . (77в) 
nz=1 

Ham осталось вычислить одну из этих сумм, например, Z,. Это 
легко сделать, если иметь в виду, что. ящик имеет макроскопические 
размеры и поэтому коэффициент при их в (77а) очень мал, если В не 
крайне велико (T. е. если температура Т не крайне мала). В этом 
случае соседние члены в сумме (77а) очень мало отличаются друг 
от друга и с хорошим приближением мы можем заменить суммирова- 
ние интегрированием. Считая член суммы функцией п, (рассматри- 
вая это число как непрерывную переменную, определенную и для 
нецелых значений), мы получаем следующее значение суммы: 

© 

_ ( Bath? nk _ Г2т\ М» / Ly 
2. | exp | “Ta Fs [dns = ( | al | exe (— и?) Чи, (78) 

где 
3 \ м? (oh 

И == © (7 Vn, (79) 

n _f =) 1/2 /Ё у 

* UB nh 

Нижний предел в последнем интеграле (78) взят равным 0. Это можно 
делать без заметной ошибки, так как коэффициент при 2, в (79) 
крайне мал. Последний определенный интеграл в (78) представляет 
собой число, так что (78) имеет `вид 

Lx Z,=b6—*> gue? 

ИЛИ 

(80) 

где $ — некоторая константа, зависящая от массы молекулы *). 
Соответствующие выражения для Z, и 2, аналогичны (80), и из (76) 
мы получаем 

Ёх Ly L, 

2= (6595) (8 gir) (2 gir) 
. V 

2=Р я, где У ==/.,[..,. (81) 

ИЛИ 

*) Укажем, что последний интэграл в (78) равен V л/2 [см. (М. 21}, поэтому 
b=(m/2n)V/eh-1. 
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Соответственно мы получаем 

ш2=ШУ—5 18-35. (82) 

Наши вычисления завершены. Действительно, (74) дает нам возмож- 
ность получить значение сред- 
ней энергии молекулы: | 
~ < 
$ = 9 in 2 = — || Ps 

SAV 3 (1) ||| 
(BBQ) 7 RIB | THY WIN > 

и мы приходим к выводу, име-, _| | 
ющему большое значение: = 

| ‚а 

для одноатомной молекулы Hitt В О О О О tt 
- 3 01234567 8 91011121314 
e= АГ. Пу 

| Рис. 4.11. Схема, иллюстрирующая замену 
суммирования по целым значениям My (CYM- 
ма равна площади прямоугольников) ИН- 

(83) тегрированием по непрерывным значениям 

переменной nz (интеграл равен площади 

Мы приходим тахже к выводу, под кривой). 
что средняя кинетическая энергия молекулы не зависит от раз- 
меров ящика; она пропорциональна абсолютной температуре Т газа. 

Если молекулы газа многоатомны, то из (69) следует, что сред- 
няя энергия молекулы равна 

exe АТ +e) (T), (84) 

так как средняя кинетическая энергия поступательного движения 
центра тяжести молекулы опять равна 3/2 ЕТ. Как следует из (71), 

Средняя энергия = внутримолекулярного движения не зависит от 
размеров ящика и поэтому может зависеть только от абсолютной 
температуры Т. 

Мы имеем дело с идеальным газом, взаимодействием между моле- 
кулами которого можно пренебречь. Полная средняя энергия такого 
газа будет просто пропорциональна числу молекул: 

Е == №. (85) 

Таким образом, даже в общем случае идеального газа, состоящего из 
многоатомных молекул, его средняя энергия не зависит от размеров 
ящика и определяется исключительно абсолютной температурой: 

для идеального газа 

Е=Е(Т), (86) 
независимо от размеров сосуда. 
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Этот результат физически понятен. Кинетическая энергия поступа- 
тельного движения и энергия внутримолекулярного движения не 
зависят от расстояния между молекулами. Поэтому изменение разме- 
ров сосуда (при постоянной абсолютной температуре Т) не меняет 

эти энергии, следовательно, остается неизменной и энергия ELE. 
Для неидеального газа этот вывод перестает быть справедливым. 
Действительно, при достаточно болыной плотности газа среднее 
расстояние между молекулами может оказаться настолько малым, 
что средняя потенциальная энергия взаимодействия между молеку- 
лами приобретает заметное значение. Изменение размеров сосуда 
(при фиксированной температуре Т) приведет к изменению среднего 
расстояния между молекулами; соответственно изменится средняя 
потенциальная энергия межмолекулярного взаимодействия, которая 

входит в среднюю энергию Ё газа. 

4.8. Среднее давление идеального газа 

Среднее давление (т. е. средняя сила, приходящаяся на единицу 
поверхности), оказываемое газом на стенки сосуда, в котором он 
находится, является экспериментально легко измеримой величиной. 

у Поэтому особенно интересно вы- 
A числить среднее давление для слу- 

1 a чая идеального газа. Обозначим че- 
рез F силу в направлении Xx, соз- 
даваемую одной молекулой на пра- 
вой стенке сосуда, в котором на- 
ходится идеальный газ. Обозначим 
через F, величину этой силы для 
молекулы, находящейся в некото- 

Рис. 4.12. Идеальный газ в ящике. Мо- ром. квантовом состоянии Г с энер- 
лекула, находящаяся в состоянии г, PHCH 5,. Сила Е, связана с энер- 

Юка  ГИей €,. Действительно, допустим, 
на Р.. что правая стенка сосуда очень мед- 

ленно сместилась вправо на вели- 
чину dL,. В этом процессе молекула совершает над газом работу 
F.dl,, которая равна уменьшению энергии молекулы. Имеем 

ее, . Ч". ве oes 
erate ela Sette eee ee ety oes 
ere rete eye не": . oe 

` . .' . . ae 
ое .. . 

», . La . . ar be ао. 

Е, а, = — deé,, 
ИЛИ | 

Oe, F,=— <. (87) 

Мы пишем частную производную, чтобы обратить внимание на 
то, что в наших рассуждениях размеры lL, и L, остаются посто- 
ЯННЫМИи. 

Чтобы найти среднюю силу, с которой молекула действует на 
стенку, необходимо усреднить силу F, по всем возможным кванто- 
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вым состояниям: молекулы, 

Р=У Р.Е, = —_ . (88) 
р Sie № 

В этой формуле мы воспользовались каноническим распределением 
для вероятности Р,. Формулу (88) можно упростить, так как сумму 
в числителе и в этом случае можно выразить через сумму, стоящую 
в знаменателе. Действительно, 

дЕ | 9 д 
— — Ве И — __ ~—- —- | (е-ВЕр) — — _ —Per 

у.е "OL, У ( 7 aL, © = ote (Se ). 
r Г ‘\ 

tL 97 

F= В OL. 1 OZ 

_ Z  § ZoOL,’ 
HJ 

= | dInZ Fa5 or (89) 

Чтобы применить эту общую формулу, нам следует воспользо- 
ваться выражением (82) для In 2 в случае одноатомного газа. Вспо- 
миная, что У=[.,Ё.,Ё., мы получим после дифференцирования 

— 1 дт2 _ ГдШУу | 

| P= Oly В OL, = By 
ИЛИ 

— kT 
Е=--. (90) 

| х 

В случае многоатомной молекулы мы имеем с помощью (70) и 
(87) следующее выражение для силы: 

д де” — — —— fe MO} 7 Е, = ог. fef? + ef | ЭГ. * 

Мы воспользовались тем фактом [см. (71)], что внутримолекулярная 
энергия ef не зависит от размера L, ящика. Поэтому для вычисле- 
ния силы F, достаточно иметь выражение для энергии, связанной 
с поступательным движением центра масс молекулы. Таким обра- 
зом, проделанные выше вычисления, основанные на знании энергии 
поступательного лвижения, остаются справедливыми для много- 

атомной молекулы, и формула (90) силы F является совершенно об- 

щим результатом. 
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Мы рассматриваем идеальный газ, т. е. предполагаем, что моле- 
кулы движутся в сосуде, не оказывая влияния друг на друга. [lo- 
этому полное значение силы, нормальной к правой стенке (т. е. дей- 
ствующей в направлении х), мы получим, умножая среднюю силу, 
развиваемую одной молекулой на число N молекул газа. Разде- 
лив полученный результат на площадь стенки L,L,, мы получим 
среднее давление, оказываемое газом на стенку. Таким образом, 
с помощью формулы (90) получаем 

РТ; тит. = УТ. , 

Отсюда следует: 

pV = МЕТ (91) 

ИЛИ | 

p=nkT, (92) 

где V=L,L,L, — объем сосуда, a n==N/V — число молекул в еди- 
нице объема. Заметим, что в формуле (92) нет никаких указаний на 
стенку, с которой мы имели дело в приведенных выше расчетах *). 
Точно такой же результат был бы получен для ‘среднего давления 
газа на любую стенку **). 

Обсуждение. Имеющим важное значение формулам (91) и (92) 
можно придать. другой вид. Сведения о полном числе молекул N 
мы обычно получаем из макроскопических измерений числа у молей 
газа в сосуде. Так как, по определению, число молекул в одном моле 
равно числу Авогадро N,, то М=\М№,. Поэтому формулу (91) можно 
записать в виде | 

pV =~vRT, (93) 

если ввести новую постоянную К: 

R == М, А, (94) 

которая носит названне газовой постоячной. 

*) Напомним, что элементарный (и полностью макроскопический) анализ 
сил, действующих в жидкости, находящейся в разновесии, показывает, что дав- 
ление на любой элемент поверхности жидкости одинаков (если пренебречь силой 
тяжести) и не 3aBHCHT OT ориентации этого элемента. 

**) Замечание к п. 4.7 и 4.8. 
Наши вычисления средней энергии’и давления были сделаны для газа, на- 

ходящегося в сосуде, имеющем форму прямоугольного параллелепипеда. Полу- 
ченные результаты имеют, однако, совершенно общий характер и не зависят от 
формы сосуда. Это можно объяснить следующим образом. При обычных темпера- 
турах импульсы молекул настолько велики, что длина волн де Бройля пренёб- 
режимо мала по сравнению с размерами любого макроскопического сосуда, и 
практически любая область. внутри сосуда находится от стенок сосуда на расстоя- 
нии многих волн де Бройля. Поэтому свойства волновых функций молекул, на- 
ходящихёя в сосуде, очень мало чувствительны к граничным условиям на ‘стенках 
или к точной форме стенок. 
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Выражение, связывающее давление, объем и абсолютную темпе: 
ратуру вещества, находящегося в равновесии, называется уравне- 
нием состояния этого вещества. Поэтому уравнения (91) — (93) яв- 
ляются различными формами уравнения состояния идеального га- 
за. Это уравнение состояния, полученное нами. теоретически, дает 
возможность делать некоторые важ- 
ные выводы: р 

|. Если некоторое количество 
газа, достаточно  разреженного, 
чтобы считаться идеальным, нахо- 
дится при постоянной температуре, 
то, как следует из `(91), К 27, 

Кат pV =—const, 

т, е. давление газа обратно пропор- \ we | 
ционально ero OObeMy. Этот резуль- Чо. ` 
тат был получён эксперименталь- | 
но Бойлем в 1662 г. (задолго до 2: 
возникновения атомной теории) и Vv 
носит название закона Бойля — рис. 4.13. Зависимость среднего давле- 
Мариотта. HHA. p идеального газа от объема при 

9. Если данное количество иде-  ?б°олЮтных температурах 7, 27 и ЗГ. 

ального газа занимает постоянный 
объем, то среднее давление газа пропорционально абсолютной темпе* 
ратуре. Этот результат, как: будет показано в следующей главе, .мо- 
жно использовать в качестве метода измерения абсолютной темпе- 
ратуры. 

- 3. Уравнение состояния (91) зависит только от числа молекул, 
но не от их природы. Поэтому уравнение состояния будет.одним и 
тем же для любого газа (например, Не, H., Ne, О», СН, и т. д.), если 
только газ достаточно разрежен, чтобы его можно было считать иде- 
альным. Этот вывод хорошо подтвержден на опыте. | 

водка определений 
51 

Абсолютная температура. Абсолютная температура ТГ макроскопической 
<Истемы [или параметр men 1] определяется так: 

Оша 
== В == . : ! 

Здесь 2(£) — число. доступных. состояний системы в малом. интервале энергий 
от E д9 E+6E, & — постоянный множитель, называемый постоянной Больцмана. 

_ Энтропия. Энтропия $ системы следующим образом выражается через. числу 
доступных состояний: 

S=kinQ, ' 

Энтропия является логарифмической мерой`' степени неупорядоченности системы. 
Термометр. Ютносйтёльно небольшая макроскопическая система, устроенная 

таким образом, что приобретение или потёря тепла вызывает изменение одного из 
ее макроскопических параметров.” 

Термометрический ‘параметр. Изменяющийся макроскопический параметр 
термометра. 

‘a 
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Температура системы по отношению к данному. терлометру. Значение тем- 
пературного параметра термометра, когда последний находится в тепловом рав- 
новесии с системой. 

Тепловой резервуар. Макроскопнческая система, которая настолько велика 
по сравнению с другими рассматриваемыми системами, что ее температура не 
меняется заметным образом при взаимодействии с этими системами. 

Множитель Больцмана. Множитель e~ ВЕ, где B=(kT)—-!, а Е обозначает 
энергию. 

Каноническое ‚распределение. Распределение вероятности, согласно которому 
вероятность: `Р‚ найти систему в состоянии с энергией Ё ‚выражается соотношением 

Р.осе-ВЁ", 

где В=(АТ)-! является абсолютным температурным параметром теплового ре- 
зервуара, с которым система находится в равновесии. | 

Идеальный газ. Газ, в котором энергия взаимодействия между молекулами 
почти пренебрежимо мала по сравнению с их кинетической энергией. 

Невырожденный газ. Газ, достаточно разреженный для того, чтобы средиее 
расстояние между молекулами было велико по сравнению со средней дебройлев- 
ской длиной волны молекул. 

Уравнение состояния. Уравнение, связывающее объем, среднее давление и 
абсолютную температуру данной макроскопической системы. 

Основные формулы 

Определение ибсолютной температуры: 

| шо 
иг == В ЕЕ OF _ ° (1} 

Определение энтропни: 
S=k ln Q. (11} 

Возрастание энтропии системы, которая, находясь при абсолютной температуре Т, 
поглощаег небольшое количество телла dQ: 

dQ 
45 = — 

1 

Каноническое распределение для систем, находящихся в тепловом равновесии 

< тепловым резервуаром при абсолютной температуре Г: 

(II) 

Pio e Ber, (IV) 

Уравнение состояния идеального невырожденного газа: 

р = ВАТ. (У) 

Задачи 

4.1. Водяной термометр. Плотность спирта, подобно плотности большинства 
веществ, уменьшается с увеличением абсолютной температуры. Вода ведет себя 
иначе: когда абсолютная температура становится больше температуры плавления 
(т. е. температуры перехода льда в воду), плотность воды вначале возрастает, 
проходит через максимум и затем уменьшается. 

Предположим, что стеклянная трубочка обычного термометра вместо окрашен- 
ного спирта наполнена окрашенной ‘водой, и как обычно, температура, показы- 
‘ваемая таким термометром, определяется длиной столбика жидкости. Пусть такой 
термометр, находящийся в контакте с одной из двух систем, А или В, показывает 
температуру 8,4 или Q, соответственно. _ 

а) Допустим, что температура 8, системы А больше (выше) температуры 9 в 
системы В. Следует ли из этого, что тепло обязательно будет течь от системы А 
к системе В, если обе системы окажутся в тепловом контакте? 

6) Предположим, что температура 9д и Oy обеих систем оказались равными. 
Следует ли из этого, что после осуществления. теплового контакта между этими 
системами не будет проходить потока тепла? 
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4.2. Значение ЕТ при комнатной температуре. Опыт показывает, что один 
моль любого газа при комнатной температуре и атмосферном давлении (108 дин/см?) 
занимает объем 24 л. Воспользуйтесь этим результатом для определения величи- 
ны RT при комнатной температуре. Выразите ответ в эргах и электрон-вольтах 
{1 эв=1,60.10-12 ape). 

4.3. Изменение числа состояний с энергией. Рассмотрим любую макроскопи- 
чсскую систему при комнатной температуре. 

а) Воспользовавшись определением абсолютной температуры, найдите про- 
центное увеличение числа состояний, доступных такой системе, при возрастании 
ee энергии па 10-3 зв. 

6) Предположим, что наша система поглотила единичный фотон видимого 
света (имеющего длину волны 5.10-5 см). Во сколько раз изменилось число до- 
ступных системе состояний? | 

4.4. Поляризация атомных спинов. Рассмотрим ‘вещество, состоящее из ато- 
мов со спином 1/2 и магнитным моментом Ио. Этот момент вызван существованием 
в оболочке атома неспаренного электрона и поэтому его величина имеет порядок 
магнетона Бора, т. е. и, 10-?° эрг/гс. В опытах по рассеянию частиц на атомах 
часто бывает необходимо иметь мишень, в которой атомы поляризованы в данном 
направлении. Этого можно достичь с помощью сильного магнитного поля В и 
охлаждения вещества до достаточно низкой температуры. 

В обычных лабораторных условиях трудно получить магнитное поле больше 
50 000 гс. Найдите абсолютную температуру Т, при которой число атомных 
магнитных моментов, направленных параллельно полю, будет по крайней мере 
з три раза болыше числа моментов, имеющих противоположное направ- 
ление. Выразите ответ через отношение 7/T,, где Тк — комнатная темпера- 
тура. 

р 4.5. Возможный метод получения поляризованной протонной мишени. В опы- 
гах ядерной физики и физики элементарных частиц часто возникает необходимость 
рассеивать частицы на протонах, спины которых имеют преимущественное на- 
правление (поляризованная протонная мишень). Спин протона равен 1/2, а маг- 
ннтный момент 1,4.10-23 эрг/гс. Предположим, что мы хотим метод, описанный 
в предыдущей задаче, использовать для получения поляризованной мишени, взяв 
для этой цели кусок парафина (он содержит много протонов). В нашем распоря- 
жении магнитное поле в 50 000 гс и возможность охладить мишень до очень низ- 
кой абсолютной температуры Т. Какой должна быть эта температура, чтобы после 
установления равновесия число протонных моментов, направленных по полю, 
по меньшей мере в три раза превосходило число моментов, направленных про- 
тивоположно? Выразите ваш ответ через отношение Т/Т„, где Тк — комнатная 
температура. 

4.6. Резонансное поглощение, вызванное магнетизмом ядра. Некоторое коли- 
чество воды помещено во внешнее магнитное поле В. Спин каждого протона может 
быть направлен либо «вверх», либо «вниз» и поэтому он может находиться в двух 
возможных состояниях с энергиями +В. Предположим, что мы возбудили 
радиочастотное магнитное поле, частота У которого такова, что выполняется 
условие резонанса hv=2p9B, где Зи,В — разность энергий двух возможных 
состояний протонов, а й — постоянная Планка. Высокочастотное поле вызывает 
переходы между этими двумя состояниями, причем для протонов вероятности 
переходов из состояния «вверх» в состояние «вниз» и обратно равны. Величина 
энергии, поглощенной протонами из высокочастотного поля, пропорциональна 
поэтому разности между числом протонов в обоих состояниях. 

Предположим, что абсолютная температура равна Т и протоны находятся 
в состоянии,. очень близком к тепловому равновесию. Как будет зависеть от Г 
поглощающая способность воды? Воспользуйтесь приближением, основанном на 
том, что fy настолько мало, что иоВ < АТ. 

4.7. Относительное число атомов в опыте с атомными пучками. Точные 
измерения магнитного момента электрона чрезвычайно важны для современной 
квантовой теории электромагнитного поля. Впервые точные измерения такого 

‚рода выполнили Куш и Фолей [К usch and Foley, Phisical Review 74, 250 
{1948)]. Эти ‘измерения заключались в сравнении полного магнитного момента 
атомов галлия (а). в двух различных состояниях, имеющих спектроскопические 
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обозначения *Ps), И *P a), соответственно. Состоянию *Р, /, отвечает наименьшая 

возможная энергия атома. (Существуют два таких состояния с одной и той же 
энергией, им отвечают две возможные ориентации в пространстве полного мо- 
мента количества движения атома.) Энергия состояния *Ps), превышает энергию 

состояния ?Р, y, Ha 0,102 56: эта величина точно известна из спектроскопических 

измерений. (Существуют четыре состояния с такой энергией, соответствующих 
четырем возможным ориентациям в пространстве полного момента количества 
движения атома.) 

Мы хотим еравнить число атомовв 2Рз/, и 2P1/, состояниях. Такие атомы можно 
получить, нагревая галлий в «печке» до высокой температуры Т. Небольшое 
отверстие в стенке позволяет атомам проникать в окружающий печку вакуум. 
Такие атомы образуют аиомный пучок, с которым и выполняются опыты по изме- 
рению магнитного момента. 

а) Предположим, что абсолютная температура T печки равна 37,, где T,— 
комнатная температура. Каково отношение числа атомов в пучке, находящихся 
в состояниях ?Рз/, и °Р:з/,? 

6) Наибольшая температура, которой можно достичь в печке, близка к 67. 
Каково искомое отношение в этом случае? Удобно ли оно для описываемых 
опытов? 

4.8. Средняя энергия системы с двумя дискретными состояниями энергии. 
‘Система состоит.из N частиц, слабо взаимодействующих между собой. Каждая 
из.частиц может находиться в одном из двух состояний, энергии которых равны 
=, И &› соответственно, причем & <&p.. 

a) Не делая ‘точных вычислений, нарисуйте график примерного хода энергии 

Е системы в зависимости от ее абсолютной температуры Т. Чему равно E в пре- 
делах очень малой и очень большой ‘абсолютной температуры Т? Вблизи какой 

температуры E меняется от низкотемпературного до высокотемпературного пре- 
‘дельного значения? 

6) Получите точное выражение для средней энергии системы. Покажите, что 
это выражение подтверждает качественную температурную зависимость, полу- 
ченную в а). 

4.9. Упругие свойства резины. Резиновый стержень, находящийся при абсо- 
лютной температуре 7, одним концом жестко закреплен, к другому его концу 
подвешен груз w. Предположим, что стержень имеет следующую микроскопиче- 
скую структуру: он состоит из полимерных цепочек, образованных из М ячеек, 
концы которых соединены между собой. Длина каждой ячейки а; ячейка можег 
быть ориентирована параллельно или антипараллельно вертикальному направ- 
лению. Получите выражение для средней длины стержня L в зависимости OT w. 
(Следует пренебречь кинематической энергией и весом ячеек, а также любыми 
взаимодействиями между ними.) 

4.10. Поляризация твердого тела, вызванная атомами примеси. Рассмотрим 
простую двумерную модель ситуации, представляющей большой физический 
интерес. Твердое тело находится при абсолютной температуре Т и содержит в 
единице объема № отрицательно заряженных ионов примеси. Эти ионы замещают 
некоторые из обычных атомов. Твердое тело в целом электрически нейтрально, 
так как каждому отрицательному иону с зарядом —е отвечает расположенный 
рядом положительный ион с зарядом --е. Положительные ионы имеют малые 
размеры и могут свободно передвигаться по кристаллической решетке. При 
отсутствии внешнего электрического поля HX можно с-равной вероятностью об- 
наружить в любом из четырех ‘положений, находящихся на равных расстояниях 
от неподвижного отрицательного иона примеси (рис. 4.14, постоянная решетки 
равна а). 

Пусть в направлении х приложено слабое электрическое поле &. Вычислите: 
электрическую поляризацию, т. е. значение среднего электрического дипольного. 
момента в единице объема, направленного вдоль оси х. 

4.11. Свойство минимума «свободной энергии» Оля системы, находящейся в. 
контакте с тепловым резервуаром. Если осуществить тепловой контакт между 
двумя системами, A и A’, то их полная энтропия возрастет. В согласии с соот- 
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ношением (20) мы имеем 
AS+ AS’ >0. (Г) 

Состояние равновесия будет достигнуто после того как система А поглотит такое 

количество тепла Q=AE, что полная энтропия S-+S’ составной системы станет 
максимальной. 

`Допустий, что система А мала по сравнению с системой А’, и последнюю 
можно рассматривать как тепловой резервуар, находящийся при абсолютной 
температуре 7’. В этом случае изменение энтропии AS’ системы А’ легко выразить 

через AE и Т’. Покажите, что из (I) следует, 

что величина  ЁР=:Е-—Т”$ — уменьшается ® ® ® 
и достигает минимума в состоянии равнове- 
сия. (Функция F называется . гельмгольцев- 
ской ‘свободной энергией системы А при по- 
стоянной температуре 7Т’.) } ® © —- @ 4.12. Квазистатическое сжатие газа. Рас- 
смотрим термически изолированный идеаль- 
ный Газ, состоящий из частиц, помещенных O 
в сосуд объемом У. Вначале газ находился © 
при абсолютной температуре 7. С помощью | ВИ @ @ 
движущегося поршня будем очень медленно ] 
уменышать объем газа. Ответьте, не прибегая | 
к вычислениям, на следующие вопросы: < @—ы 

_а). Что происходит с уровнями энергии 
каждой. частицы? Рис. 4.14. Атомы примеси в крис- 

6) Будет ли возрастать или уменьшать- таллической решетке твердого тела. 

ся средняя энергия частицы? 
в) Положительна или отрицательна работа, совершаемая над газом при; 

уменышении его объема? ® 
г) Будет ли возрастать или уменьшаться средняя энергия частицы, отсчи- 

танная от энергии основного состояния? 
д) Будет ли возрастать или уменьшаться абсолютная температура газа? 
4.13. Квазистатическое .намагничивание магнитного вещества. Рассмотрим: 

теоретически изолированную систему из N спинов 1/2. Пусть магнитный момент 
каждого спина равен fy и система помещена в магнитное поле В. Допустим, что 
магнитное. поле медленно увеличивается до некоторого нового значения. Не 
прибегая к вычислениям, ответьте на следующие вопросы: 

* а) Что происходит с уровнями энергии каждого спина? 
6) Будет ли возрастать или уменьшаться средняя энергия каждого спина? 
в) Будет ли положительной. или отрицательной работа, совершаемая над. 

системой при возрастании магнитного поля? 
г) Будет ли возрастать или уменьшаться энергия спина, отсчитанная OT 

энергии основного состояния? | 
`` д) Будет ли возрастать или уменьшаться абсолютная температура системы? 

4.14. Уравнение состояния для смеси идеальных газов. Пусть в сосуде объемом И 
находится N, молекул одного и Ny молекул другого типа. (Это могут быть, Ha- 
пример, молекулы О. и Hy.) Допустим, что газ достаточно разрежен, чтобы счн- 

таться идеальным. Каково среднее давление р газа, если он находится при аб- 
солютной температуре T? 

4.15. Давление и плотность энергии идеального газа. Воспользовавшись фор- 

мулами пп. 4.7 и 4,8 для среднего давления р и средней энергии газа Ё, пока- 
жите, что 

р=зи, (1) 

где и — средняя кинетическая энергия, приходящаяся на единицу объема газа. 
Сравните точную формулу (1) с приближенным выражением (1.21), полученным 
в главе | на основании классического рассмотрения индивидуальных столкно- 
вений газовых молекул со стенками сосуда. 

4.16. Давление и плотность энергии для любого идеального нерелятивистского 
газа. Выведем снова результат предыдущей задачи, имея в виду подчеркнуть его 
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общность и понять происхождение коэффициента 2/3. Рассмотрим идеальный газ 
из N одноатомных молекул, находящихся в ящике с ребрами длиной L,, Ly, Г. 
Если частицы являются нерелятивистскими, их энергия 8 связана с импульсом 
ВК следующим образом: 

_ (ВК) №? 
от = 5 (Ket Kot КЗ). (1) 

Возможные значения К», Ky, Kz даны формулой (3.13). 
а) Воспользуйтесь этим выражением, чтобы вычислить силу F,, с которой 

частица, находящаяся в данном сострянии г с квантовыми числами fy, Пу, Nz, 
действует на правузо стенку. 

6) Получите с помощью простого усреднения величину средней силы Р, 

выраженную через среднюю энергию & частицы. Воспользуйтесь тем, что для газа, 

находящегося в равновесии, из соображений симметрии следует Ki=Ki=K3. 
в) Теперь покажите, что среднее давление, создаваемое газом, равно 

ри, (11) 

где и — средняя энергия единицы объема газа. 
4.17. Давление и плотность энергии электромагнитного излучения. Pac- 

смотрим электромагнитное излучение (т. е. фотонный газ) в ящике с ребрами 
длиной Ly, Ly, Lz..Tak как фотон распространяется со скоростью света с, он 
является релятивистской частицей, и его энергия следующим образом связана 

с импульсом AK: 

e=chK =ch (Ki-+ K+ КУ?, (I) 
где возможные значения Ky, Куи К», опятуыданы формулой (3. 13). 

а) С помощью этого выражения вычислйте силу Р,, с которой фотон, находя- 
щийся в данном состоянии г с квантовыми числами Ny, Ny и Nz, действует на правую 
стенку. 

6) Получите с помощью простого усреднения величину средней силы F, 

выраженную через среднюю энергию = фотона. Воспользуйтесь тем, что если 
излучение находится в равновесии со стенками сосуда, то из соображений сим- 

2 2 2 метрии следует, что Ky=Ky= Kz. 
в) Теперь докажите, что среднее давление р излучения на стенки равно 

-~ f- 
р=з и, (IT) 

rie и — среднее значение электромагнитной энергии излучения в единице объема. 
г) Почему коэффициент пропорциональности в (II) равен 1/3, тогда как в слу- 

чае нерелятивистского газа, рассмотренного в предыдущей задаче, он равен 2/3? 
4.18. Средняя энергия, выраженная через статистическую сумму. Рассмотрим 

систему любой сложности, находящуюся в тепловом равновесии с тепловым 
резервуаром, абсолютная температура которого Т== (АВ)-1. В этом случае вероят- 
ность нахождения системы в одном из возможных состояний г с энергией Е, 
задается каноническим распределением (49). Получите выражение для средней 
энергии системы. Покажите, что соображения, использованные в п. 4.7, приме- 
пимы в общем случае, и получите общую формулу 

= OInZ 

= (0 
где 

Z= Ye ВЕ". (11) 
. 

В этой формуле суммирование производится по всем возможным состояниям 
системы и. полученная сумма носит название статистической суммы системы. . 
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4.19. Среднее давление, выраженное через статистическую сумму. Рассмотрим 
снова систему задачи 4.18. Эта система (она может быть газом, жидкостью или 
твердым телом) находится в тепловом равновесии с тепловым резервуаром при 
абсолютной температуре 

Для простоты допустим, что система заключена в ящик с ребрами длиной 
Ly, Ly, Lz. Покажите, что соображения, использованные в п. 4.8, имеют общее 
значение, и получите следующие, весьма общие результаты: 

а) Покажите, что средняя сила F, с которой система действует на свою правую 
грань, всегда следующим образом выражается через статистическую сумму си- 
стемы: Z 

— Г din 
Foy aL, ° (1) 

Здесь Z определяется формулой (П) предыдущей задачи. 
6) Если система изотропна, то функция Z не может зависеть от отдельных 

размеров L,, L, u Lz, а зависит от объема V=L xbylz системы. Покажите, что в 

этом случае из’ (1) вытекает следующее выражение для среднего давления: 

1 дш2 
Ру (ID 

4.20. Статистическая сумма для газа как целого. Рассмотрим идеальный газ, 
состоящий из N одноатомных молекул. 

а) Напишите выражение для статистической суммы Z всего газа. Используя 
свойства экспоненциальной функцин, покажите, что 2 можно написать в виде 

2=2%, (1) 

где 2, — статистическая сумма отдельной молекулы, вычисленная в п. 4.7. 
6) Воспользовавшись (Г) и общей формулой, приведенной в задаче 4.18, 

вычислите среднюю энергию газа. Покажите, что зависимость (Г) непосредственно 
вытекает из того, что средняя энергия газа должна быть в № раз больше средней 
энергии молекулы. 

в) Воспользуйтесь (I) и общей формулой, приведенной в задаче 4.19, чтоб.» 
вычислить среднее давление газа. Покажите, что зависимость (I) объясняется 

тем, что р должно быть в № раз больше среднего давления, возникающего от одной 
молекулы. 

- 4.21. Средняя энергия магнитного момента. Рассмотрим единственный спин, 
равный 1/2, находящийся в контакте с тепловым резервуаром при абсолютной 
температуре Т. Спин обладает магнитным моментом из и находится во внешнем 
магнитном поле B. 

а) Вычислите статистическую сумму Z для этого спина. 
6) Воспользуйтесь полученным значением Z в сбщей формулой (1) задачи 

4.18, чтобы вычислить зависимость средней энергии Ё спина от температуры Т 
и поля В. 

_в) Покажите, что полученное значение Е удовлетворяет выражению E=—pB, 

где и — среднее значение составляющей магнитного момента, полученное выше 
(см. формулу (59)]. 

Средняя энергия гармонического осциллятора. Масса и коэффициен! 
у прукоен гармонического осциллятора таковы, что классическая угловая ча- 
стота колебаний равна w. При квантовомеханическом описанни гакой осциллятор 
характеризуется последовательностью дискретных состояний, обладающих энер- 
гией 

„= ("+3 ho. (1) 

Квантовое число л, обозначающее эти состояния, можег принимать все целые 
значения. и 

п =0, 1, 2, 3, ee (11) 
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Примером гармонического осциллятора может служить атом в кристаллической 
решетке твердого тела, колеблющийся около своего положения равновесия. ' 

Предполсжим, что такой гармонический осциллятор находится в тепловом 
равновесии с тепловым резервуаром при абсолютной температуре Т. Выполните 

следующие действия, необходимые для нахождения средней энергии Е такого 
осциллятора. | 

а) Вычислите статистическую сумму Z такого осциллятора, воспользовав- 
шись определением (11) задачи 4.18. 

6) Используя формулу (1) задачи 4.18, найдите выражение для средней: энер- 
гии осциллятора. 

в) Покажите на графике характер зависимости средней энергии E от абсо- 
лютной температуры Т. 

г) Предположим, что абсолютная температура Т' настолько мала, что: RT<AW. 
Что можно сказать, не прибегая к вычислениям и используя только значения 

уровней энергии (Г), о величине &редней энергии ЕЁ В этом случае. Описывает 
ли общая формула, полученная вами в 6), этот предельный случай? 

д) Предположим, что температура настолько велика; что kT Sho. Каково 
в этом случае предельное значение средней энергии, следующее из 6). Как это 
значение зависит от Т? от ®? 

*4.23. Средняя энергия вращения двухатомной молекулы. В классической 
механике кинетическая энергия. двухатомной молекулы, вращающейся вокруг 
OCH, перпендикулярной к линии, соединяющей оба атома, равна 

2 2 pew 
2A 2A 

tie J — момент количества движения, и А — момент инерции молекулы. При 
квантовомеханическом описании мы имеем следующие дискретные значения 
энергии: , РИ 

6, РАНО (6 
4 2A | 

Здесь квантовое число j определяет величину момента количества движения J. 
Это число ‘может принимать следующие значения: 

j=0, 1, 2, 3, eee (dy 

Каждому значению j соответствует (2/-|-1) возможных квантовых состояний, 
отвечающих различной возможной ориентации в пространстве вектора момента 
количества движения J. . - _ 

Предположим, что наша двухатомная молекула находится в газе, находя- 
щемся в тепловом равновесии при температуре Т. Выполните следующие вычис- 
левия, необходимые для получения средней энергии вращения двухатомной 
молекулы: | | , 

а) Воспользовавшись определением (II) задачи 4.18, найдите статистическую 
сумму 2. (Обратите внимание на то, что эта сумма содержит члены, соответст- 
вующие каждому индивидуальному состоянию молекулы.) Допустим, что Т на- 
столько велико, что RT S>h/2A (это условие выполняется для большинства двух- 
атомных молекул при комнатной температуре). Покажите, что вэтом случае 
сумму Z можно заменить интегралом, используя a= (Е 1) в качестве непрерывной 
переменной. ‘’ . о т Oo 

6) Используйте общую фбрмулу (1) ‘задачи 4.18 для вычисления средней 
энергии вр&щения двухатомной молекулы ‘в указанном интервале температур: 

4.24. Число атомов твердого тела в промежуточном положении (приближенное 
рассмотрение). Рассмотрим твердое тело в виде кристалла, состоящего из № атомов 
и находящегося: при абсолютной температуре Т. Обычное положение, занимаемое 
атомами в решетке кристалла, показано черными кружками на рис. 4.15, а. 
Атом может, однако, находиться в одном из Нромежуточных` положений, пока- 
занных на рисунке светлыми точками. Энергия атома в таком положений’ Ha 
величину # больше энергии атома в нормальном положении. Поэтому, если абсо- 
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лютная температура Т кристалла достаточно мала, все атомы занимают нормаль- 
ные положения. С повышением температуры ситуация меняется. Допустим, что 
мы имеем атомы, которые могут занимать нормальные и промежуточные положе- 
ния. Нас интересует следующий вопрос: каково среднее число атомов, занимаю- 
щих при данной температуре Т промежуточные положения? Приближенный 
ответ на этот вопрос можно получить следующим образом. 

а) Сначала рассмотрим некоторый отдельный атом. Предположим, что он 
может находиться в одном из двух состояний, нормальном или промежуточном. 
Таким образом, система может находиться в одном из двух состояний, А или Б. 

fe © с о о о © [* 

> @ © » 

о о о 

о ®@ © 
® 

ео ® 

2) 6) 

Рис. 4.15. а) Все атомы твердого Тела (черные кружки) находятся в своих нормальных поло- 
жениях, а возможные промежуточные положения (белые точки) не заняты. 6) При более вы- 
COKHX температурах часть промежуточных положений может быть занята, как показано на 

рисунке. 

А) Атом в нормальном положении; в промежуточном положении атома нет. 
Б) В нормальном. положении атома нет; атом в промежуточном положении. 
Чему равно отношение Рь/Рл вероятностей Рь WP, обнаружить эти два 

положения? 
6) Теперь рассмотрим все’твердое тело. Предположим, что в промежуточном 

положении находится п. атомов. Это означает, что имеется недостаток п атомов в 

нормальном положении. Любое из п пустых нормальных положений ‘может 'ком- 

бинировать с любым из п промежуточных, поэтому ситуация Б может осущест- 

виться п? различными способами, и, следовательно, вероятность Pg того, что 

один из атомов твердого тела окажется в положении Б, пропорциональна n?, 
если пустые нормальные и занятые промежуточные” положения распределены 

случайно. Итак, Pp << п”. Покажите с помощью аналогичных ‚рассуждений, что 

РА С (№ —п)?. | 

в) Воспользовавшись результатами a) и 6), предполагая, что n<<N, пока- 
жите, что 

ы n 7 (1/ ape eT (2) Be | (I) 

4.25. Число атомов ‘твердого mena e промежуточном состоянии (точное рас- 
смотрение). Вернемся к ситуации, рассмотренной B задаче 4.24, и попытаемся 
найти вероятность P(n) того, ито п промежуточных положений. занято. Этому, 
разумеется, отвечает п свободных нормальных ‘положений. 

а) Какова вероятность осуществления такой ситуации, когда п промежуточ- 
ных атомов распределены данным определенным образом, а п пустых нормальных 
состояний также распределены Каким-то определенным образом? 

6) Сколькими способами можно распределить п атомов между N возможными 
промежуточными ‹ положениями? Сколькими способами можно разместить A 
атомов среди № нормальных положений? 
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в) Воспользовавшись результатами a) и 6), покажите, что 

М! 2. 
Р (п) E м en Be, (I) 

г) Вероятность P(n) имеет резкий максимум для некоторого значения N=n. 

Чтобы найти значение л, рассмотрим In Р(л) и постараемся решить уравнение 
(9 т P/On)=0. Так как мы имеем дело с факториалами болыних чисел, можно 

воспользоваться приближением Стирлинга [см. (М.10)]. Покажите, что для n<N 
справедливо отношение 

== е-@/2Ве, (11) — 
— 

*4.26. Тепловая диссоциация атома. Атомы идеального газа находятся в 
ящике с ребрами длиной L,, Ly, Ly. Вся система находится в равновесии при 
некоторой температуре Т, масса атома равна М. Атом может диссоциировать на 
ион А+ и электрон е-: 

Az Atcte-. 

Чтобы разрушить связь электрона с атомом, необходимо затратить энергию 
ионизации и. | 

Рассматривая отдельный атом, мы скажем, что он может находиться в двух 
возможных состояниях Н и Д: 

H) Атом не диссоцинирован. Его энергия Е равна 

Е =®, 

где = — кинетическая энергия центра масс. Как обычно, энергия поступатель- 
ного движения атома определяется набором квантовых чисел (Ny, Ny, M2). 

Д) Атом диссоциирован на электрон с массой т и положительный ‘нон, масса 
которого близка к М (так как m<<M). Взаимодействием иона и электрона после 
диссоциации можно пренебречь. В этом случае полная эпергия диссоциированной 
системы, состоящей из двух отдельных частиц, равна - 

E=et+te~+u, (I) 

где $+ и #- — кинетические энергии иона и электрона COOTReTCTKEHHO, а и — 
энергия ионизации. Состояние поступательного движения  диссоциированной 

системы характеризуется набором квантовых чисел иона (ny, Ny, nz) и электрона 

(ny, Ny, nz). 
a) Воспользовавшись каноническим распределением, найдите, с точностью 

до коэффициента пропорциональности С, вероятность Рун того, что атом нахо- 

дится в одном из возможных недиссоциированных состояний (Н). 
6) Воспользовавшись каноническим распределением, найдите, с точностью 

до того же коэффициента пропорционалыьшюсти С, вероятность P д ТОГО, что атом 

находится в одном из возможных диссоциированных состояний (Д)}. 
в) Найдите отношение Рд/Рн. Kak оно зависит от температуры T н 

объема У? 
г) Теперь рассмотрим весь газ. Он содержит № атомов. 

Допустим, что из них в среднем п атомов диссоциировано. Тогда в ящике 

находится п ионов, п электронов и (N—n) недиссоциированных атомов. Диссо- 

циированное состояние может быть резлизовано п.п= п? возможными способами, 

а. недиссоциированное (N—n) способами. С помощью качественных оценок, по- 
добных тем, которые были исследованы в задаче 4.29, можно показать, что’ 

Р ~~ 2 hn on 
——ы 

Рн N—n WN 
9 

если 2<N. Получите точное выражение; для (n/N) в зависимости от абсолютной 
земпературы Т и плотности (N/V) газа.. | 
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д) Обычно kRT<Ku. Можно ли ожидать, что в этих условиях болышая часть 
атомов будет диссоциирована? 

е) Предположим, что RTS>u, но объем ящика можно сделать произвольно 
большим, сохраняя температуру Т постоянной. Может ли в этом случае большая 
часть атомов быть диссоциированной? Дайте простое физическое объяснение 
полученному результату. 

ж) Внутренняя часть Солнца состоит из очень горячего и плотного газа, 
тогда как внешняя («корона») менее плотна и находится при меньшей температуре. 
Изучение спектральных линий Солнца показывает, что атом может быть нонизован 
в короне и находится в неионизованном состоянии в более глубоких областях 
Солнца, где абсолютная температура гораздо выше. Как можно объяснить этот 
факт? | 

4.27. Получение плазмы нагреванием. Нагревая газ до достаточно высокой 
температуры, можно получить плазму, состоящую из значительного числа днс- 
социированных атомов. Чтобы изучить практическую возможность такого про- 
цесса, применим результаты задачи 4.26 к парам цезия. Атом цезия имеет не- 
большую энергию ионизации, равную и= 3,89 зв и атомный вес 132,9. 

а) Выразите степень диссоциации n/N в задаче 4.26 через Т и среднее давление 
р газа. 

6) Нредположим, что пары цезия нагреты до абсолютной температуры, в 
четыре раза превышающей комнатную, и находятся при давлении 103 дин/см? 
(т.е. 10-3 от атмосферного). Вычислите процент пара, ионизованного в этих 
условиях. 

4.28. Зависимость энергии от температуры для идеального газа. Зависимость 
числа состояний идеального газа из одноатомных молекул от полной энергии Е 
газа была рассмотрена в задаче 3.8. Воспользуйтесь этим результатом и опреде- 
лением B=0 In Q/OE, чтобы выразить энергию Е через абсолютную температуру 

Т= (&В)-!. Сравните полученное выражение с выражением для Е(Т), полученном 
в п. 4.17. 

4.29. Зависимость энергии от температуры для системы спинов. В задаче 3.9 
было найдено число состояний (Е) для системы из N спинов 1/2, обладающих 
магнитным моментом [ty и находящихся в магнитном поле В. 

а) Воспользовавшись этим результатом и определением В=д In Q/OE, выра- 
зите энергию Е системы через абсолютную температуру Т==(#В)-1. 

6) Полный магнитный момент системы связан с полной энергией Е простым 
соотношением. Используйте результат а), чтобы выразить М через Т и В. Срав- 

ните это выражение с выражением (61) и (59) для My. 
*4.30. Отрицательная абсолютная температура и поток тепла в системе 

спинов. Система, находящаяся в магнитном поле В, состоит из N спинов 1/2, каж- 
дый из которых имеет магнитный момент ро. В задаче 3.9 было найдено число со- 
стояний 2 (Е) такой системы как функции ee полной энергии E. * 

a) Выразите графически характер зависимости In & от Е. Заметьте, что наи- 
меньшая энергия системы равна Е, =—М№Ма,В, а наибольшая -- МщВ и что кри- 
вая симметрична относительно значения Е=0. | 

6) Используйте график а) для получения графика зависимости В от Е. Заметь- 
te, что В=0, если E=0. 

в) Используйте график 6) для получения графика зависимости абсолютной 
температуры T ot Е. Что происходит с Т вблизи Е=0? Каков знак Т для Е < 0 
H для Е>0? 

г) Вблизи Е=О Т испытывает разрыв непрерывности. Поэтому более удобно 
нметь дело с величиной В. Покажите, что OB/OE всегда положительно. Вспомните, 
что если две системы находятся в тепловом контакте, тепло всегда поглощается 
системой, имеющей большее значение величины В. Заметим, что это утверждение 
справедливо для любых систем, независимо от того, положительна или отрица- 
тельна их абсолютная температура. 
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ГЛАВА 5 

МАКРОСКОПИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ 

И МАКРОСКОПИЧЕСКИЕ ИЗМЕРЕНИЯ 

Мы достигли больших успехов в объяснении свойств макроскопи- 
ческих систем на основе атомных представлений. При этом оказалось 
необходимым ввести несколько параметров (таких, как теплота, аб- 
солютная температура, энтропия), весьма удобных для описания 
макроскопических свойств систем, состоящих ‘из многих частиц. 
Все эти параметры возникли из микроскопических представлений, 
но их экспериментальное определение требует измерений, произво- 
димых в макроскопических масштабах. Поэтому любое сравнение 
развитой нами в предыдущих главах теории с опытом может быть 
сделано лишь с помощью таких макроскопических измерений. Это 
верно как для тех случаев, когда предсказания теории касаются 
связи между чисто макроскопическими величинами, так и для слу- 
чаев, когда теория дает связь между макроскопическими и атомными 
характеристиками вещества. Любая физическая теория указывает 
на некоторые существенно важные величины, которые должны быть 
нзмерены, и дает способы, которыми эти измерения могут быть вы- 
полнены. В этой главе мы обратим внимание именно на такие ас- 
пекты изучаемой нами теории. Другими словами, мы должны будем 
перекинуть мост между абстрактными и общими атомно-статисти- 
ческими идеями и весьма конкретными макроскопическими наблю- 
дениями. 

5.1. Определение абсолютной температуры 

Абсолютная температура входит почти во все предсказания тео- 
рии и является, таким образом, весьма важным параметром. По- 
этому нужно понять, какими методами можно выполнить реальные 
измерения абсолютной температуры системы. В принципе методы 
измерения абсолютной температуры могут ‘быть основаны на любом, 
следующем из теории, соотношении, в которое входит величина В или 
Т. Например, формула (4.65) дает предсказываемую теорией зави- 
симость магнитной восприимчивости XY парамагнитного вещества OT 
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его абсолютной температуры 7, и следовательно, измерение магнит- 
ной восприимчивости некоторого парамагнитного вещества могло бы 
быть, в принципе, методом измерения абсолютной температуры. 
Другим предсказанием теории, в которое входит абсолютная темпе- 
ратура, является уравнение состояния (4. 91) идеального газа. По- 
этому газ, достаточно разреженный, чтобы счи- 
таться идеальным, также можно использовать 
для измерения абсолютной температуры. 

Этот последний метод действительно очень 
удобен и используется во многих случаях. Мы 
рассмотрим, как его можно практически осу- 
ществить. Поместнм небольшое количество га- 
за в колбу и примем меры, необходимые для 
того, чтобы объем сосуда оставался постоян- 
ным, независимо от давления наполняющего 
сосуд газа *). Такая система образует газовый 
термометр постоянного объема, схема кото- 
рого приведена на рис. 4.4. Его термометри- 
ческим параметром является среднее давление 

р газа. Предположим, что нам известен фик- 
сированный объем колбы термометра и Число 
заключенных в ней молей газа (это значит, рис. 5.1. Схема прибора, 
что мы знаем и число молекул газа). В этом ® котором тройная точка 

воды используется для 

случае с помощью уравнения состояния (4.91) калибровки термометра. 
Вначале вместо термомет- 

измерение р дает величину АТ или В для на- рав прибор вводится ох- 
ъ лаждающая смесь [напри- 

шего газа (а значит, и для любой системы, с мер. ацетон ¢ «сухим 
юг я . льдом», т.е. твердой уг- которой газовый термометр находится в теп- леиеллол (сор ес ем 

ловом равновесии). чтобы часть воды в сосуде 
лед. > Принципиально вопрос об измерении вели- удаления охлаждающей 

т (^ _ смеси вводят термометр чины В, являющейся абсолютным температур- ° а acrynity 
ным параметром, исчерпывается сделанными — состояние теплового рав- 
замечаниями. Дальше в этом параграфе мы "овесия’ (TOTmanKa, 2 
‘рассмотрим некоторые часто используемые Be- +— лед, 5 wera термо- 
личины, введенные в физику с помощью согла- 
шений. Если мы пишем температурный параметр В-в виде В-*=ЕТ 
и хотим из этого равенства получить значение самой абсолютной 
температуры Т, то мы должны выбрать определенное значение пос- 
тоянной Rk. Этот выбор осуществлен международным соглашением и 
основан на том, что экспериментально легче сравнить две абсолют- 
ные температуры, чем непосредственно измерить величину В или АТ. 
Чтобы выполнить такое сравнение температур, нужно выбрать не- 
которую стандартную систему, находящуюся в определенном стан- 

*) Количество газа в колбе термометра должно быть настолько малым, чтобы 
газ был достаточно разрежен и мог считаться идеальным. Выполнение этого 
условия можно проверить экспериментально, если измерить абсолютную темпера- 
туру с помощью колбы, содержащей еще меньшее количество газа. Результаты, 
полученные обоими термометрами, должны совпадать. 
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дартном макросостоянии, и приписать ей некоторое значение абсолют- 
ной температуры Т. По международному соглашению за такую стан- 
дартную систему принимают чистую воду, а стандартным макросос- 
тоянием является макросостояние, в котором твердая, жидкая н 
газообразная формы воды (т.е. лед, вода и водяной пар) мо- 
гут находиться в равновесии друг с другом. (Это макросостояние 
называется тройной точкой воды.) Такой выбор стандарта темпера- 

туры удобен тем, что существует лищь од- 
но-единственное значение давления и тем- 
пературы, при которых три формы воды 
могут сосуществовать, находясь в равнове- 
сии. Опыт показывает, что температура Ta- 
кой системы не зависит от относительных 
количеств находящихся в равновесии газа, 

в В жидкости и Льда. Поэтому тройная точка 
oe oS является легко воспроизводимым стандар- 

: | . том температуры. Но интернациональному 
соглашению, принятому в 1954 г., абсолют- 
ная температура воды в тройной точке 
считается равной точно 

сы 

Т,=273, 16. (1) 

Такой странный выбор числа связан с же- 
ланием получить возможно лучшее согла- 
сие между современной шкалой абсолют- 
ной температуры и менее точными значе- 
ниями стандартных температур, установлен- 
ных старым и более сложным согласием. 

Теперь численное значение абсолютной 
аки и, Температуры любой системы можно полу- 
тройной точки воды, исполь- ЧИТЬ сравнением с температурой 7, воды 
т pO а ом 5ю в ее тройной точке. Численное значение 

температуры, полученное в результате 
выбора стандартной температуры (1), называется температурой 
в градусах Кельвина, или просто градусами Кельвина, и обычно 
обозначается символом °К. (В дальнейшем, употребляя термин «гра- 
лусы», мы всегда будем иметь в виду градусы Кельвина.) Выбор стан- 
дартной температуры не только позволяет нам установить memnepa- 
тиурную шкалу Кельвина, но и дает возможность фиксировать значение 
коэффициента ^. Действительно, если у нас есть какое-нибудь уст- 
ройство (например, газовый термометр) для определения величины 
В или ЕТ, то, определив эти величины в тройной точке воды, где 
Т=Т, мы немедленно получим значение ^. Величина B~!=RT озна- 
чает энергию, которую можно измерять в эргах, поэтому величина 
k должна быть выражена в единицах эрг/градус. 

Покажем теперь, как применить эти соглашения к измерению 
абсолютной температуры с помошью идеального газового термометра 
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постоянного объема. Из уравнения состояния (4.91) следует, что 

нзмеренное таким термометром давление газа р прямо пропорцио- 
нально его абсолютной температуре. Таким образом, газовый тер- 
мометр позволяет заменить измерение отношения абсолютных темпе- 
ратур измерением отношения давлений. Действительно, пусть термо- 
метр находится в тепловом контакте с некоторой системой А. Обоз- 
начим среднее давление газа в термометре, после установления равно- 

весия, через р.. Если же термометр будет приведен в контакт с 
другой системой В, то в равновесии среднее давление в нем будет 

рв“). Из уравнения состояния (4.91) следует, что отношение абсолю- 
тных температур ТА и Тв равно отношению давлений рл и рв: 

\ 

T | Ta. Pa (2) 
Тв DR 

Допустим, в частности, что система В является водой в ее тройной 
точке (так что Тв=Т,) и что термометр в этом случае показывает 
давление р,. Используя соглашение (1), мы получаем, что абсолют- 
ная температура системы А равна 

Т.=273,16 £4 градусов Кельвина. (3) 
Pt 

Таким образом, измеряя давление газового термометра постоянного 
объема, можно определить абсолютную температуру любой системы. 
Этот метод измерения абсолютной температуры весьма удобен, ес- 
ли только температуры не настолько малы или велики, что исполь- 
зование газового термометра невозможно. 
- Установив с помощью соглашения (1) шкалу абсолютной темпе- 
ратуры, мы можем воспользоваться уравнением состояния идеаль- 
ного газа для определения численного значения постоянной F (или, 
что эквивалентно, постоянной Ю==М, А, где N, — число Авогадро). 
Для этого достаточно измерить объем У (в cm?) и давление р 
(в дин/см?) для Vv молей идеального газа, находящегося при тем- 
пературе тройной точки Т,=273,16° К. Эти данные позволяют, с 
помощью уравнения (4.93), вычислить Ю. Тщательные измерения 
такого рода дают следующее значение газовой постоянной **): 

Ю = (8,31434 + 0,00035) дж: моль-*.град-* (4) 

*) Мы предполагаем, что газовый термометр настолько мал по сравнению 
с системами А и В, что изменением температуры этих систем после приведения 
их в тепловой контакт с термометром можно пренебречь. 

**) Выраженная в калориях величина Ю равна 

Ю = (1,98717 + 0,00008) кал: моль-*.град-". 

Все приведенные ошибки отвечают одному стандартному отклонению. 

187



(1 doc = 10" эрг). Зная число Авогадро *) 

№. = (6,02252 + 0,00009). 107 молекул - моль" *, (5) 

мы можем на основании определения R=N Rk получить значение 
постоянной Ё: | 

k = (1,38054 + 0,00006). 10-1° эре-град-!. (6). 

Как мы указывали, величина А называется постоянной 
Больцмана **). 

В кельвиновской температурной шкале энергия в | 98 отвечает 
такой энергии kT, когда ТА11 600 °К. Комнатная температура 
близка к 295 °K, и ей соответствует, таким образом, энергия 
к ТА (1/40) эв. Таков порядок средней кинетической энергии газовой 
молекулы при комнатной температуре. | 

Иногда применяют другую температурную шкалу, называемую 
шкалой Цельсия. Температура 9c , измеренная в шкале Цельсия, сле- 
дующим образом связана с абсолютной температурой Кельвина: 

Oc == (T — 273,15) градусов Цельсия (7) 

(обозначение: °С). В этой шкале температуры замерзания и кипения 
воды, находящейся при атмосферном давлении, равны соответственно 
0 °Си 100 °С ***). 

5.2. Высокие и низкие абсолютные температуры 

В таблице 5.1 приведены абсолютные температуры некоторых 
характерных температурных точек. Цель этой таблицы — дать ка- 
чественное представление об абсолютной температурной шкале. 
Под точкой плавления данного вещества, указанной в таблице, ра- 
зумеется температура, при которой жидкая и твердая форма веще- 
ства находятся в равновесии (при давлении в | атмосферу). При 
большей температуре вещество существует в виде жидкости. Таким 
образом, в точке плавления вода совершает переход от льда к жид- 
кой воде, а в точке кипения вода из жидкости становится водяным 
паром, т. е. переходит в газообразную форму. 

*) Это значение N, относится к современной шкале атомных весов, в ко- 
торой атому Cl? приписывается атомный вес, точно равный 12. Лучшее экспери- 
ментальное определение числа Авогадро основано на электрических измерениях 
величины заряда, необходимого для электролитического разложения известного 
числа молей сложного вещества (например, воды), и на атомных измерениях 
заряда электрона. 

**) См. таблицу физических констант в конце книги. 
***) В Соединенных Штатах широко используют шкалу Фаренгейта. Temrepa- 

тура 6. в этой шкале следующим образом связана с температурой в шкале 

Цельсия: 
Of == (32 -[ 1,8 9с) градусов Фаренгейта. 
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Рассмотрим какую-нибудь обычную макроскопическую систему. 
Ее абсолютная температура положительна *) и ЕТ имеет значение, 
близкое к средней энергии (отсчитанной от энергии основного со- 
стояния Fy), приходящейся на одну степень свободы системы. В со- 
гласни ¢ (4.30) мы можем написать 

т Е ae, (8) 

Наименьшей энергией любой системы является энергия Е» основного 
состояния. Отсюда следует, что минимальное возможное значение 

Таблица 5.1 

Некоторые температурные точки 
a) 

Температура поверхности Солнца 5500 °К 

Точка кипения вольфрама (\/) 5800 °К 
Точка плавления вольфрама 3650 °K 
Точка кипения золота (Аи) 3090 °К 
Точка плавления золота 1340 °К 

Точка кипения свинца (Pb) 2020 °К 
Точка плавления’ свинца 600 °K 
Точка кипения воды (Н.О) 373 °К 
Точка плавления воды 273 °К 
Температура тела человека 310 °K 

Комнатная температура (приблизи- 
° тельно) 295 °К 

Точка кипения азота (N,) 77 °K 
Точка плавления азота 63 °К 
Точка кипения водорода (Но) 20,3 °K 

Точка плавления. водорода 13,8 °К 

Точка кипения гелия (Не) 4.2°K 

абсолютной температуры системы равно нулю. Это значение дости- 
гается в том случае, когда энергия системы становится равной энер- 
гии его основного состояния. Если энергия системы начинает пре- 
вышать Ey, абсолютная температура возрастает. Верхнего предела 
абсолютной температуры не существует. Это соответствует отсутствию. 
верхнего предела у возможных значений кинетической энергии. час- 
тиц в любой из обычных систем. Например, в звездах или в термо- 
ядерных взрывах на Земле достигается температура порядка 10: К. 

Сделанные замечания являются следствием данного нами опре- 
деления абсолютной температуры: 

свет, (9) 

и характера зависимости м Q от энергии Е, показанной на рис. 4.5. 

*) Особый случай системы спинов, находящейся при отрицательной абсо- 
лютной температуре, рассмотрен в задаче 4.29. 
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Рассмотрим более внимательно предельный случай, когда E—E,, 
т. е. когда энергия системы достигает значения энергии основного 
состояния. Это — наименьшее из возможных значений энергии, и В 
этом случае число &2 (Е) доступных состояний системы в любом ма- 
лом интервале энергий от Е до Е--ОЕ стремится к значению ©», 
которое очень мало. Действительно, мы видели в п. 3.1, что система 
имеет лишь одно квантовое состояние (или по крайней мере малое 
число состояний), соответствующее наименьшей возможной энергии. 
Даже если число доступных состояний системы в интервале SE 
вблизи Е. нмеет порядок р, In Q, будет всего лишь порядка Inf. Эта 
величина пренебрежимо мала по сравнению со значением ] при боль- 
ших энергиях, где согласно (3.41) In (Е) >|. Поэтому энтропия 
S =k п © нашей системы вблизи энергии основного состояния исчезаю- 
ще мала по сравнению со значением энтропии при больших энергиях. 
Мы приходим к следующему выводу: когда энергия системы стремит- 
ся к наинизшему из своих возможных значений, энтропия стано- 
вится пренебрежимо малой: 

S—+0 при Е-—Е.. (10) 
По мере того как энергия системы начинает превышать энергию 

ссновного состояния, число состояний возрастает очень быстро; 
нз (4.29) следует: 

a 

Когда энергия Ё уменьшается до значения Ey, В становится чрезвы- 
чайно большим и Т < В-!'—0. Пригодное для любых систем предель- 
ное соотношение (10) можно поэтому записать в таком виде: 

| ] 

| при Т-+0 S—0O. | (11) 

Это утверждение носит название третьего закона термодинамики. 
Работая при температурах 7-0 (вблизи абсолютного нуля темпера- 
туры), необходимо, однако, быть уверенным в том, что система, `& 
которой мы имеем дело, действительно находится в равновесии. Это 
тем более важно, что при столь низких температурах скорость до- 
стижения состояния равновесия может быть очень малой. Далее, 
чтобы верно интерпретировать утверждение (11), необходимо дос- 
таточно хорошо понимать свойства рассматриваемой системы, т. е. 
‘необходимо знать, сколь мала должна быть реальная температура 
системы, чтобы предельное соотношение (11) выполнялось. Следую- 
щий пример поучителен в этом отношении. 

Замечание об энтропии ядерных спинов. Магнитные 
моменты ядер очень малы. Поэтому (в отсутствие болышого внешнего магнитного 
поля) лишь при очень низкой температуре порядка 10-8 °K взаимодействие между 
‘ядрами могло бы привести к упорядоченной ориентации спинов *). Даже при столь 
низкой температуре 7», как 10-3 °K, ядерные спины ориентированы столь же слу- 

м“ 

*) См. задачу 5.2. 
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чайно, как и при любой высокой температуре. В соответствии с (11) энтропня So, 
связанная со всеми степенями свободы, кроме ядерных CNHHOB, действительно будет 
пренебрежимо мала при температуре Ту. Однако полная энтропия, связанная со 
всемн степенями свободы, включая ядерные 
спины, будет еще иметь большое ‘значение 
So= 1 @ ;, обусловленное большим числом ® ; | ee Dery 

‘ п =] 7 
1—7 = = 

ial J 
esa 2 

ЕЕ 2 ЕЕ: 
— —— = = J 
[a -. — -- 

Е ВЕН 
ST I sa | i | oo 

Рис. 5.3. Сосуд Дьюара (дьюар), показанный па 
рисунке [назван по имени сэра Джеймса Дьюа- 
ра (1842— 1923), который в 1898 г. получил 
впервые жидкий водород], обычно используют 
при работе в области низких температур. Он по- 
хож на стеклянный сосуд обычного термоса и 
изготовляется из стекла или из металла (на- 
пример, из нержавеющей стали). Жидкость, 
налитая в сосуд Дьюара, термически изолиров-- 
на от внешней среды. Эта изоляция достигаег- 
ся тем, что между стенками сосуда создан ва- 
куум. Если сосуд Дьюара изготовлен из стекла, 
то стеклянные поверхности желательно WOCce- - 

Рис. 5.4. Типичное устройство из 
двух сссудов Дьюара для работы 
вблизи 1°К. Дьюар, наполненный 
жидким гелием, помещен в дру- 
гой дьюар, наполненный жид- 
ким азотом. Такое устройство 
уменьшает проникновение тепла 
в жидкий гелий. / — окружаю- 
щая среда при 295° К, 2 — жид- 
кий азот при 77 °K, 3 — жидкий 
гелий при 4,2 °K, | amu, 4 — ох- 
лажденный. образец при виз- 

кой температуре. 
ребрить, чтобы уменьшить потери тепла на 
излучение. / — вакуум, 2 — посеребренные 
внутренние поверхности, 3 — охлажденная 
жидкость, термически изолированная от окру- 

жающей среды. 

состояний, соответствующих возможным ориентациям ядерных спинов. Мы по- 
лучаем, таким образом, вместо (11) следующее утверждение: | 

при T—+0, S—+Sy. (12) 

Здесь T+04 означает стремление к гемпературе, которая очень мала, HO еще до- 
статочно велика для того, чтобы сохранялась случайная ориентация спинов (на- 
пример, такая как Т.=10-3 °K). Утверждение (12) имеет большое значение, так 
как величина Sp является‘ определенной константой, которая зависит исключитель- 
но от типа атомных ядер, содержащихся в системе, но совершенно не зависит от 
деталей, касающихся уровней энергии системы. Короче говоря, Sp есть константа, 
совершенно не зависящая от устройства системы, например, от пространственного 
распределения в атоме, от природы химической связи между атомами и от взаимо- 
действия между ними. Рассмотрим, например, систему А, состоящую из одного 
моля металлического свинца (РЬ) и одного моля серы ($), и другую систему А’, 
состоящую из одного моля сернистого свинца (PbS). Обе системы имеют весьма раз- 
личные свойства, но они состоят из одного и того же числа одинаковых ядер. В пре- 
деле TO, поэтому энтропия обеих систем будет одной и той же. 

Интерес к изучению систем, находящихся при низких абсолют- 
ных температурах, часто связан с тем, что их энтропия чрезвычайно 
мала, Это означает, что системе доступно лишь относительно малое 
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число состояний и поэтому она в значительно большей степени упо- 
рядочена (обладает значительно менышим беспорядком), чем в слу- 
чае высоких температур. Более высокая степень порядка приводит 
к появлению замечательных свойств у некоторых веществ, находя- 
щихся при очень низких температурах. Приведем несколько осо- 
бенно ярких примеров: электронные спины некоторых веществ при 

низких температурах оказываются 
почти полностью ориентированны- 
ми в одном направлении, так что 
эти вещества приобретают свой- 
ства постоянных магнитов. Во 
многих металлах, например, в свин- 
це и олове, электроны проводи- 
мости движутся без всякого трения, 
если температура металла мень- 
ше некоторого определенного зна- 
чения (7,2°К для свинца). Ме- 
талл, в котором текущий по нему 
ток не встречает никакого элек- 
трического сопротивления, назы- 
вается сверхпроводником. Аналогич- 
но, жидкий гелий (при атмосферном 
давлении он остается жидкостью 

Рис. 5.5. Фотография 
ожижителя для получения жидкого ге- 

коммерческого 

лия из находящегося при комнатной 
температуре газообразного гелня. С не- 
обходимым дополиительным  оборудо- 
вацием, состоящим из компрессора H 
газгольдера, этот ожижитель дает не- 
сколько литров жидкого гелия в час. 
Первоначальное охлаждение газа до- 
стнгается тем, что термически изолиро- 
ванный газ совершает механическую 
работу над поршнями (в верхней части 
рисунка видны штоки этих поршней). 
Три этом происходит уменьшение сред- 

ней энергии и. соответственно, абсолют- 
ной температуры газа. Гелий впервые 
ожижил в 1908 г. датский физик Камер- 
лииг-Оннес (/ — баллоны с газообраз- 
ным гелием, 2 — трубопровод для жид- 

кого гелия, 3 — штоки поршней). 

при Т- 0) при температуре, мень- 
шей 2,18°K, течет, не испытывая 
никакого трения, и оказывается в 
состоянии быстро проникать через 
щели размером меньше 10-° см; 
это свойство жидкого гелия назы- 
вается сверхтекучестью. Таким об- 
разом, при низких температурах 
возникает целая область интересу- 
ющих нас явлений. Любая система 
вблизи Г=-0 находится очень близ- 
ко к своему основному состоянию. 
Поэтому для понимания свойств 

такой системы необходимо квантовомеханическое рассмотрение. 
Действительно, при столь низких температурах степень беспорядка 
настолько мала, что квантовые эффекты могут наблюдаться в мак- 
роскопическом масштабе. Целью этих замечаний было пояснить, 
почему физика низких температур является в настоящее время 
областью активных исследований. 

Естественно возникает следующий вопрос. Сколь близко может 
макроскопическая система находиться около своего основного со- 
стояния, иными словами, до сколь ннзких температур она может 
быть ‘охлаждена? Современная техника позволяет достичь темпера- 
туры в 1 °K помещением системы в тепловую ванну, содержащую 
жидкий гелий. Точку кипения такой жидкости можно понизить до 
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1 °K, уменышая, с помощью подходящего насоса *), давление пара 
над жидкостью. Применив тот же метод к жидкому гелию Не? (эта 
жидкость образована редким изотопом гелия Нез, тогда как природ- 
ный гелий состоит главным образом из изотопа Не*), можно без боль- 
ших затруднений достичь температуры, близкой к 0,3° К. Для до- 
стижения существенно более низких температур необходимы боль- 
шие усилия. Так, например, температуры в 0,01 °K или даже 
0,001 °K можно достичь с помощью действия магнитного поля на 
термически изолированную систему спинов. Этим методом оказа-. 
лось возможным достичь столь низкой температуры, как 10-8 °K. 

5.3. Работа, внутренняя энергия и теплота. 

В п. 3.7 было сведено представление о теплоте и работе. Мы, по- 
лучили там следующее основное уравнение (3.53):._ | 

AE=W +Q, (13) 

связывающее увеличение средней энергии Е любой системы с мак- 
роскопической работой, производимой над системой, и:с количест- 
вом поглощенного системой тепла. Это соотношение является осно- 
вой для макроскопических измерений всех входящих в него величин. 
Действительно, мы можем подойти к этой задаче следующим обра- 
зом. Макроскопическая работа является величиной, известной из 
механики. Ее легко измерить, так как она определяется произвёде- 
нием некоторой макроскопической силы на соответствующее макро- 
скопическое смещение. Изолировав систему термически, мы можем 
считать, что в (13) Q=0; таким образом, измерение средней энергии 

Е системы сводится к измерению работы. Если система не является 
термически изолированной, мы можем определить поглощенное‘ею 
тепло с помощью формулы (13), если использовать полученную ранее 
информацию о ее средней энергии и измерить совершенную над сис- 
темой работу. 

Мы показали, как в принципе можно измерить величины, вхо- 
дящие в формулу (13). Теперь рассмотрим подобные измерения более 
подробно и приведем несколько примеров. | 

Работа. В соответствии с определением (3.51) макроскопичес- 
кая работа, совершаемая над системой, равна возрастанию средней 
энергии системы, если последняя термически изолирована (или ади- 
абатически изолирована) и меняется какой-то из внешних параметров. 
В этом случае возрастание средней энергии можно вычислить на 
основании простых законов механики: оно определяется произведе- 
нием силы на смещение, ею вызванное. Строго говоря, вычисление 
изменения средней энергии требует вычисления среднего значения 
этого произведения для систем, образующих статистический ан- 
самбль. Однако, если мы имеем дело с макроскопическими системами, 

*) Идея этого метода ясна альпинистам, готовившим пищу в. горах. Ha вы- 
соте благодаря меньшему атмосферному давлению вода кипит при меньшей тем- 
пературе, чем на уровне моря. 
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сила и смещение являются макроскопическими величинами, которые 

почти всегда равны своим средним значениям, так что испытываемые 

ими флуктуации пренебрежимо малы. Поэтому на практике доста- 
точно выполнить измерение с OJHOH CHCTeMOH, чтобы определить H3- 

менение средней энергии и соответствующую работу. 
Мы приведем некоторые примеры, которые покажут обычные 

приемы, применяемые для измерения работы. 

Пример 1. Механическая работа. На рис. 5.6 показана сис- 
тема А, состоящая из сосуда, наполненного водой, термометра и колеса с лопас- 
тями. Эта система может взаимодействовать с весьма простой системой А’, состоя- 
щей из груза и Земли. Действие Земли. сказывается в появлении гравитационной 
силы ш, действующей на груз. Обе системы могут взаимодействовать, так как па- 
дающий груз вращает колесо, которое производит перемешивание воды. Это 

Ld 
Система A Lucmema A 

Рис. 5.6. Система A состоит из сосу- 
да с водой, термометра и колеса с 
лопастями. Падающий груз совер- 

шает работу над этой системой. 

Рис. 5.7. Система А состоит из сосу- 
да с водой, термометра и электричес- 
кого сопротивления. Работа над этой 

системой совершается батареей. 

взаимодействие является адиабатическим, так как единственная связь между 
системами осуществляется с помощью веревки, через которую протекает пренебре- 
жимо малое количество тепла. Внешним параметром, характеризующим систему 
А’, является расстояние $ от груза до блока. Если груз смещается на расстояние 
As, не меняя своей скорости, то средняя энергия системы А’ уменьшается на вели- 
чину w As, равную уменьшению потенциальной энергии груза *) (сила тяжести со- 
вершает работу над грузом). Так как составная система, образованная системами 
Ди A’, является изолированной, средняя энергия системы А должна возрасти на 
величину w As. Это значит, что падающий груз & системы А’ произвел над адиаба- 
тически изолированной системой А работу w As. Таким образом, измерение работы, 
произведенной над системой, в этом случае сводится к измерению смещения As, 

Пример ИП. Электрическая работа. Работу, совершаемую 
с помощью электричества, можно легко и точно измерить **). Устройство, пока- 
занное на рис. 5.7, аналогично устройству, рассмотренному выше на рис. 5.6. 
Оно состоит из сосуда с водой, термометра и электрического сопротивления, соеди- 

*) Груз обычно спускается с постоянной скоростью, так как он очень быстро 
достигает конечной скорости. Если скорость груза меняется, то изменение 
средней энергии А равно изменению суммы потенциальной энергии и кинетиче- 
ской энергии груза. 

**) Эта работа является механической работой, но ее совершают электриче- 
ские силы. ` 
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ненного с батареей с э. д. с. У. Соединительные провода настолько тонки, что сис- 
тему А можно считать термически изолированной от батареи. Влешним парамет- 
ром для батарен в данном случае является переносимый ею заряд 4. Если батарея 
переносит заряд Ag, протекающий через сопротивление, то работа, совершаемая 
в этом процессе батареей над системой А, равна У Aq. Заряд Ад легко измерить, 
определив время А{ протекания известного тока через батарею: Ag=i At. Сопро- 
тивление играет совершенно ту же роль, что и колесо с лопастями в предыдущем 
примере: это устройство, над которым удобно совершать работу. 

Особенной простотой отличается рассмотрение квазистатичес- 
ких процессов. Мы понимаем под этим названием процессы, проте- 
кающие достаточно медленно для того, 
чтобы рассматриваемая система все время 
находилась сколь угодно близко к состоя- 
нию равновесия. Рассмотрим имеющий важ- 
ное значение случай потока (движущейся 
средой может быть жидкость или газ) и най- Y 
дем выражение для работы, совершаемой = | 
над этим потоком в казистатическом про- | 5 
цессе. Так как’ поток постоянно находится 

Рис. 5.8. Вещество в цилинд- 
в состоянии равновесия, в нем отсутствуют ре (газ или жидкость), огра- 
неоднородности плотности и другие явления,  ниченное подвижным A. Pac. 

| нем с `поверхностью . Рас- 
характерные для быстрых течений вещества, стояние поршня от левой 
и поток может быть описан с помощью сред- — <Тенкн обозначено через 5. 

него давления р. Для простоты допустим, 
что наше вещество находится в цилиндре, ограниченном с одной сто- 
роны подвижным поршнем (с площадью поверхности 4), как пока- 
зано на рис. 5.8. Внешним параметром такой системы является рас- 
стояние $ от левой стенки до поршня или, что эквивалентно, объем 
У=.{5, занимаемый веществом. Давление равно силе, приходящейся 
на единицу площади. Поэтому средняя величина силы, действующей 
на поршень со стороны вещества слева направо, будет pA, соот- 
ветственно сам поршень действует на вещество с той же силой, но 
в противоположном направлении. Допустим, что поршень очень мед- 
ленно смещается вправо на величину ds (при этом объем, занимаемый 
веществом, меняется Ha ds). Работа, совершаемая над веществом, 
будет равна 

dW —(—pA)ds = —p (tds), 
ИЛИ - 

dW =—pdV. (14) 

Знак минус появляется потому, что смещение ds и сила pA, дейст- 
вующая на вещество, имеют противоположные направления *). 

Если изменение объема вещества происходит квазистатически 
от начального значения V; до конечного значения У,, то на любой 

стадии этого процесса давление р является некоторой функцией 

*) Легко показать, что выражение (14) справедливо для вещества, заключен- 
ного в сосуд объемом У произвольной формы. 
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объема и температуры. Чтобы вычислить полную работу, совершае- 
мую над веществом в течение этого процесса, нужно сложить бес- 
конечно малые работы (14). Таким образом, получаем 

У, у; 

№ = — | pav=\ pv. (15) 
у; у, 

Работа, совершенная над веществом, положительна, если У,<И,, 
и отрипательна, если V,>>V;. Из (15) следует, что эта paGora. изме- 

ряется заштрихованной площадью 
Py под кривой на рис. 5.9. 

Внутренняя энергия. Вернемся те- 
перь к определению внутренней энер- 
гии Е макроскопической системы (T. е. 
полной энергии всех составляющих ее 
частиц в системе отсчета, где центр 
масс системы покоится *). Из механи- 

>  кинам известно, что энергия системы 
у (в частности, ее потенциальная энер- 

р гия) можетбыть определена с точно- 
ис, 5.9. Зависимость среднего дав- о ° 

ления p or объема У для некоторой  СТЬЮ ДО произвольной постоянной. Это 
системы. Заштрихованная площадь же замечание справедливо, разумеется, 
под кривой соответствует работе, 
совершаемой над системой при квазн- И для среднего значения внутренней 
статическом уменьшении — объема = о 

от Vi до Ve. энергии Е макроскопической системы. 

Поэтому значение энергии E системы, 
находящейся в данном макросостоянии, имеет смысл только по OT- 
ношению к значению энергии некоторого стандартного макрососто- 
яния системы. Физическое значение имеет только разность средних 
энергий, и именно эта разность и измеряется по произведенной ра- 
боте в том случае, когда система адиабатически изолирована. Это 
пояснено в следующем примере. 

Пример 11. Электрические измерения внутренней 
энергии. Рассмотрим систему А на рис. 5.7. Ее макросостояние можно харак- 
теризовать с помощью единственного макроскопического параметра, а именно, 
температуры, если другие макроскопические параметры (например, давление) 
остаются неизменными. Нет необходимости, чтобы эта температура была измере- 
на по абсолютной шкале. Мы можем, например, принять за меру температуры 
длину L столбика жидкости в любом термометре, находящемся в тепловом контакте 

с нашей системой А. Обозначим через Е среднюю внутреннюю энергию системы, 
находящейся в равновесии в макросостоянии, которому соответствует температур- 
ный отсчет L, а через Eg — среднюю энергию в. некотором стандартном макросо- 
стоянии а, которому соответствует температура Га. (Не теряя общности рассужде- 

ний, мы можем положить величину Ев равной нулю.) Нас интересует следующий 

вопрос: каково значение средней внутренней энергии Е — — Бо, отсчитанной от 

*) В этом случае, если система как целое покоитея (в лаборатории), ее внут- 
ренняя энергия равна полной энергии. Если система находится в движении, ее 
полная энергия отличается от внутренней энергии Ha величину кинетической 
энергии, связанной с движением центра’' масс. © 
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энергии стандартного макросостояния а, если система находится в макросостоянии, 
характеризующемся температурой L? 

Чтобы отвегить на этот вопрос, сделаем систему А термически изолированной, 
как на рис. 5.7. Пусть в начале процесса она находится в состоянии а. Совершим над 
системой некоторую работу W=V Ад, пропуская через сопротивление определен- 
ное количество электричества Ag. Дадим системе прийти в состояние равновесия 
и измерим ее температурный параметр L. Из уравнения (13) следует, что при 9=0 

среднее значение Ё энергии системы в ее новом 
макросостоянии будет равно 

E—E,=W=V Ag. 

Таким образом, мы нашли значение Е, соответ- 
сгвующее данной температуре L. 

Теперь мы можем много раз повторить такого 
рода опыты, каждый раз производя над системой 
различное количество работы. Аналогичным мето- 
дом мы можем получить информацию и о макро- 

состояниях, средняя энергия Ё которых меньше 

средней энергии E,. Для этого нужно привести Рис 5.10. На графике схемати- 
_ чески показана зависимость сред- систему В состояние, характеризующееся темпе него значения внутренней энер. 

ратурой L, и затем измерить количество работы, „нЕ системы А на рис. 5.7 
необходимой для перевода системы в состояние с от температурного отсчета L. 
температурой L,. Результатом большого числа та- 

ких опытов будет набор значений Е, отвечающих различным значениям темпера- 
турного параметра L. Полученная информация может быть представлена в виде 
графика, пример которого показан на рис. 5.10. Теперь наша задача разрешена. 
Действительно, если система находится в ‘состоянии равновесия, то с помощью 
приведенного графика мы можем, зная ее температуру L, немедленно получить 
среднюю энергию системы (отсчитанную от энергии стандартного макроскопиче- 
ского состояния а). 

Тепло. Из формулы (13) следует, что измерение тепла (так назы- 
ваемая калориметрия) может быть сведено к измерению работы. 
Величина поглощенного системой тепла может быть измерена двумя 
способами; непосредственно по произведенной работе либо по извест- 
ному изменению внутренней энергии некоторой другой системы, 
от которой было получено тепло @. Оба метода иллюстрируются 
следующими примерами. 

Пример IV. Прямое измерение тепла по произве- 
денной работе. На рис. 5.11 показана система В, находящаяся в тепловом 
контакте с системой А рис. 5.7. В качестве системы В можно взять некоторую мак- 
роскопическую систему, например, кусок меди или сосуд, наполненный водой. Мы 
предполагаем, что внешние параметры системы В фиксированы, так что эта система 
работы не производит. Она может взаимодействовать с системой А, лишь погло- 
щая некоторое количество тепла Ов. Допустим, что мы начинаем процесс с неко- 
торого макросостояния а, когда полная система А--В находится в равновесии, а 
термометр показывает температуру L,. После того как батарея совершила некото- 
рую определенную работу W, вся система перешла в новое состояние равновесия 
ф, и показание термометра равно Ly. Какое количество тепла @ь поглощено систе- 
мой 'В в этом процессе? 

Составная система A+B термически изолирована. Из (13) следует, что при 
этом работа W, совершенная над системой, идет на увеличение ее средней энергии, 
т. е. 

"| У =AE,+AEp, в (16) 
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где AE, u AE p— увеличение средней энергии систем A и В соответственно. Над 
системой В работа не производилась, поэтому, применяя равенство (13) к системе 
В, мы имеем 

АЕв=Ов. (17) 
т.е. единственной причиной возрастания средней энергии системы В является 
поглощение тепла от системы А. Объединяя (16) и (17), имеем 

Ов=\№ —АЕАд. (18) 
Работу У, совершенную батареей, можно непосредственно измерить. На практике 
система А, содержащая сопротивление и термометр, обычно мала по сравнению с 
интересующей нас системой В. В таком случае изменением средней энергии системы 

А можно пренебречь (так KaKAE 4< И, или 

__ 

AE < в); тогда из (18) непосредственно 

= — —- 
. — C bh — 

Ш — — 7 = = 
Рис. 5.11. Прямое измерение (веди- Рис. 5.12. Количество тепла, 
ницах работы) количества тепла в . поглощенное куском меди С, 

поглощенного системой В. Вспомога- измеряется по количеству 
тельная система А, состоящая нз тер- тепла. отданному известной 
мометра и сопротивления, может системой В, состоящей из со- 
быть сделана очень небольшой no суда с водой и термометра. 
сравнению с системой В, температу- 

ра которой измеряется. 

следует Чв=\. В более общем случае необходимо использовать описанные 
выше измерения, выполненные с системой А, на основании которых был построен 
график рис. 5.10. Этот график дает возможность найти изменение средней энергии 
AE 4, соответствующее изменению температуры от Lag до Ly. Затем из (18) мы 
получаем количество тепла, поглощенного сйстемой В. Заметим, что, много- 
кратно повторяя описанные здесь измерения, мы сможем установить зависимость 

средней внутренней энергии E в системы В от ce макроскопических параметров. 
Пример У\У. Измерение количества тепла путем 

сравнения. Количество тепла @с, поглощенное пекоторой системой С, можно 
измерить, сравнив тепло @с с теплом, отданным другой системой В, для которой 
нам известна зависимость внутренней энергни от температуры. Например, система 
С может быть куском меди, а система В (рассмотренная в предыдущем примере) 
может состоять из сосуда с водой и термометра. Предположим, что мы создаем кон- 
такт между обеими системами, например, помещаем кусок меди в воду. Пусть слож- 
ная система B-+C будет термически изолированной, а все внешние параметры 
неизменны. Закон сохранения энергии, примененный к этому случаю теплового 
взаимодействия между В и С, дает 

Че Чв=0,. (19) 

где Qc— тепло, поглощенное системой С, а Ов— тепло, поглощенное системой В. 
Но нам известны показания термометра в начальном состоянии системы В (до осу- 
ществления контакта с системой С) и в ее конечном состоянии (после осуществле- 

ния контакта), а следовательно, мы знаем и изменение средней энергии AE p в рас- 

сматриваемом процессе, и равное ему количество поглощенного тепла Ов=АЁв. 
Ноэтому (19) непосредственно дает тепло Qc, поглощенное системой С. 
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В заключение необходимо отметить, что все рассуждения этого 
параграфа основаны на законе сохранения энергии и на выражении 
(13), определяющем понятия «тепло» и «работа». Смысл различных 
экспериментов, используемых для определения тепла и работы, по- 
яснен нами с помощью нескольких примеров, но может быть также 
понят на основании следующей простой аналогии, принадлежащей 
X. B. Коллену *). 

Предположим, что мы обладаем неким водяным резервуаром, причем один 
поток втекает в резервуар, а другой из него вытекает. Резервуар может также 
пополняться водой благодаря дождям и терять воду в процессе испарения, который 
мы можем считать «отрицательным дождем». Если такой резервуар с водой является 
аналогией нашей системы, то наполняющая его вода отвечает внутренней энергии; 
вода, переносимая потоками, соответствует работе, а вода, поступающая в виде 
дождя, — теплу. 

Прежде всего следует заметить, что никакие наблюдения за самим водоемом 
не могут дать ответ на вопрос о том, какая часть воды принесена потоком и какая 
часть выпала в виде дождя. Термин «дождь» означает лишь способ, каким вода по- 
ступила в водоем. 

Допустим теперь, что мы хотим измерить количество воды в водоеме. У нас 
есть водомеры и, поместив их в поток, мы можем замерить количество воды, посту- 
пающей в резервуар и вытекающей из него. У нас, однако, нет измерителя для 
дождя, но мы можем растянуть над водоемом водонепроницаемую оболочку (адиа- 
батическая стенка). Теперь, перекрывая каждый из двух потоков, мы можем уста- 
новить произвольный уровень воды в водоеме и, зная показания водомеров, поста- 
вить в соответствие. каждому уровню соответствующее количество воды в водоеме 

(Е). Таким образом, производя процесс с системой, окруженной адиабатической 
стенкой, мы можем определить полное количество находящейся в водоеме воды для 
любого состояния этого водоема. 

Удалим водонепроницаемую оболочку над водоемом. Теперь водоем будет на- 
полняться как за счет потоков, так и за счет дождей. Нас интересует, какое коли- 
чество воды поступило в водоем в виде дождя в течение данных суток? Ответ на этот 
вопрос легко получить: по разности уровней воды в водоеме мы узнаем изменение 
колнчества воды за интересующие нас сутки, а показания водомеров дают нам 
количество воды, принесенной в резервуар обоими потоками. Разность обеих 
величин дает количество воды, поступившей в водоем в виде дождя. 
eo 

5.4. Теплоемкость 

Рассмотрим макроскопическую систему, чье макросостояние оп- 
ределяется абсолютной температурой Т и рядом других макроскопи- 
ческих параметров, которые мы обозначим через у. Например, y 
может означать объем или среднее давление системы. Допустим, что 
начав ‘с состояния, характеризующегося температурой Т, мы сооб- 
щаем системе бесконечно малое количество тепла dQ, причем осталь- 
ные параметры у остаются фиксированными. В результате такого 
процесса температура системы изменится на бесконечно малую ве- 
личину АТ, которая зависит от природы системы, а также от парамет- 
ров у, определяющих начальное макросостояние системы. Отно- 
шение 

С = (1), (29) 
*) Н. В. Callen, Thermodynamics, рр. 19—20 (John Wiley and Sons, 

Inc:, New York, 1960). 
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Рис.5.13. Наиболее важная BHYT- 
ренняя часть прибора, используе- 
мого для измерения удельной 
теплоемкости при очень низких 
температурах, близких к 0,1 °K 
(в принципе этот прибор аналогн- 
чен устройству, показанному на 
pric. 5.11). Системой В, теплоем- 
кость которой измеряется, явля- 
ется кусок меди. Эта система В 
находится в термическом контак- 
те с дополнительной системой А, 
состоящей из электрического Ha- 
гревателя (он сделан из несколь- 
ких витков манганиновой прово- 
локи) и электрического  термо- 
метра на сопротивленин. Состав- 
ная система . А-В термически 
изолирована. Изоляция обеспечи- 
вается тем, что система подвеше- 
на на тонких нитях н находится 
в сосуде, в котором создан ва- 
куум (см. рис. 5.14). Вначале 
медный образещ охлаждается до 
желаемой низкой температуры. 
Сэтой целью медный провод, вы- 
ходящий из образца, захватыва- 
ется зажимами теплового выклю- 
чателя, что обеспечивает необхо- 
димый тепловой контакт с охла- 
дителем, находящимся в верхней 
части прибора. / — зажим теп- 
лового выключателя. 2 — медная 
проволока, 3 — термометр сопро- 
тивления, 4 — поддерживающие 
ннти, 5 — медный образец, 6 — 
электрический нагреватель. 
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носит название теплоемкости системы *). 
Мы пишем индекс и, чтобы указать пара- 
метр, остающийся фиксированным в про- 
цессе сообщения тепла системе. Тепло- 
емкость С, является легко измеримой ха- 
рактеристикой системы. Заметим, что она 
зависит не только от природы системы, 
HO и от значений параметров у, определя- 
ющих макросостояние системы; в общем 
случае Cy~C, (T, и). 

Следует ожидать, что количество теп- 
ла @ Q, которое нужно ввести в систему, 
чтобы вызвать данное изменение темпе- 
ратуры АТ, будет пропорционально пол- 
ному числу частиц в системе. Поэтому 
удобно ввести понятие об удельной теп- 
лоемкости, которая зависит только от 
природы рассматриваемого вещества, но. 
не от его количества. Чтобы получить 
такую величину, следует теплоемкость. 
C,, полученную для Vv молей вещества 
(или т грамм), разделить на число молей 
(или число грамм). Таким образом, мы 
получаем удельную теплоемкость одного 
моля вещества 

ТА 1/49 
== y= + (Gr), (21) 

или иудельную теплоемкость одного 
грамма вещества 

, 1A 1 (40 
(y= a Cy= т (=) (22) 

Из (21) следует, что единицей молярной 
теплоемкости в системе СГС является 
эрг-град-!. mono~'. 

В простейшем случае все внешмчие 
парамегры системы (такие, как, напри- 
мер, ее объем) остаются фиксированны:. 
ми в процессе передачи телу тепла. При 
этом над телом не производят ника- 

кой работы и dQ=dE, т. е. поглощенное 
тепло целиком тратится на увеличение 
внутренней энергии системы. Обозначая 

*) Заметим, что правая часть (20) не явля- 
ется производной, так Kak @Q, в общем случае, 
не определяет ‚бесконечно малой разности. двух 
величин.



все внешние параметры через х, мы можем написать. 

dQ ¢ OE о: с.=(“) = (2). (23) 
Последнее выражение является производной, так Kak dE есть истин- 
ный дифференциал. Мы пишем символ частной производной, чтобы 

‘Puc. 5.14. Фотография всей аппаратуры для измерения удельной теплоемкости вблизн 0. 1°К. 
Внутренняя часть прибора (на рис. 5.13 она показана в увеличенном виде) здесь подве!из- 
на на треножннике, сделанном нз труб нержавеющей стали, через которые происходит от- 
качка системы и проходят электрические провода. Откачиваемый сосуд при измерениях 
окружает внутреннюю часть прибора: на рнсунке он показан отдельно. Для измерений 
весь прибор погружается в сосуд Дьюара, показанный слева. / — устройветво с сосудом 

Дьюара. 2 — оболочка, 3 — внутренняя часть аппаратуры. 

подчеркнуть, что все внешние параметры остаются неизменными. 
Из (4.35) следует, что теплоемкость всегда положительна, т. е. 

С,> 0. (24) 

Чтобы иметь NOHATHE O порядке величины, укажем, что теплоемкость 
воды *) при комнатной температуре равна 4, 18 Ooc-2pad-}-e7'. 

Bn. 4.7 мы рассматривали случай газа, настолько разреженного, 
что его можно считать идеальным и невырожденным. Если к тому 

< 

*) Исторически теплоемкость грамма воды послужила определением едн- 
‘ницы кал-ерад-—1.г-1., Поэтому современное определение. калорни. заключается в 
TOM, что это единица тепла, равная, | кал==4,18 дж. 
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же этот газ одноатомный, TO из (4.83) и (4.85) следует, что средняя 
энергия моля такого газа равна 

Е= 5 М. ЁТ = ВТ, _ (25) 

rae № — число Авогадро и R=N,k — газовая постоянная. Из 
(23) следует, что молярная теплоемкость при постоянном объеме 
должна быть равна 

= 

для одноатомного идеального газа 

OE 3 (26) 
= (Sr), = ER 

Заметим, что полученный результат не зависит от температуры. объ- 
ема и природы газа. Взяв для R численное значение (4), мы получа- 
ем из (26), что 

су = 12,47 дж-град-*-г-*. (27) 

Этот результат находится в прекрасном согласии с экспериментально 

измеренным значением удельной теплоемкости одноатомных газов, 

например, гелия или аргона. 

5.5. Энтропия 

Из соотношения (4.42) 

is=B (28) 

следует, что энтропию S системы можно определить с помощью из- 
мерений тепла и абсолютной температуры. Действительно, если 
известна теплоемкость системы как функция температуры, то вычи- 
сление энергии является простой задачей. Чтобы подтвердить это, 
предположим, что все внешние параметры системы фикснрованы. 
Допустим, что система находится в равновесии при абсолютной 
температуре Т, и приведя систему в тепловой контакт с тепловым 
резервуаром, находящимся при температуре, бесконечно мало пре- 
вышающей Т (при этом происходит лишь бесконечно малое наруше- 
‘ние равновесия, а температура системы остается равной Т), мы пере- 
дали ей бесконечно малое количество тепла dQ. В этом случае ре- 
зультирующее изменение энтропии системы согласно (28) равно 

ака. (29) 
В этой формуле мы использовали определение теплоемкости C,, 
следующее из (23). 

Теперь допустим, что мы хотим сравнить энтропию системы для 
двух различных макросостояний а и 8 с одинаковыми значениями 
внешних параметров. Пусть абсолютные температуры для обоих 
макроскопических состояний будут Т. и ТЬ соответственно. В пер- 
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вом макросостоянии система ‘имеет определенное значение энтропии 
За==5(Т.) и во втором состоянии S,==S(T,). Разность энтропий 
S, — 9. МОЖНО вычислить, если предположить, что система пере- 
водится Из начального состояния с температурой Т, в конечное 
состояние с температурой Ть последовательными бесконечно малыми 
шагами. Это можно осуществить, приведя систему в контакт с ря- 
дом тепловых резервуаров, температура которых последовательно 
возрастает на бесконечно малую величину. На всех ступенях про- 
цесса система будет бесконечно близка к состоянию равновесия и 
ее состояние всегда можно будет характеризовать определенным 
значением температуры ТГ. Таким образом, используя результат 
(29), мы получаем 

Tp 

$,-S,=(F=( Par. (30) 
T 

Если в интервале температур от T, до 7, теплоемкость С. He зави- 
сит от температуры, из (30) следует: 

$,—5, = С, (т Ть—шТ.) =€, те. (31) 

Формула (30) позволяет вычислить разность энтропий. Чтобы полу- 
чить абсолютную величину энтропии, нам нужно рассмотреть пре- 
дельный случай Т,—0. Мы знаем [см. формулу (11)], что в этом слу- 
чае энтропия $,=0 |или значению $,=$., определяемому ориента- 
цией спинов согласно (12)]. 

Формула (30) позволяет получить интересное предельное свой- 
ство теплоемкости: Заметим, что разность энтропий в левой части 
(30) всегда является определенным конечным числом, так как чи- 
сло доступных состояний всегда конечно. Поэтому интеграл в пра- 
вой части не может быть бесконечно болышим, несмотря на TO, что 
знаменатель подынтегрального выражения равен нулю. Чтобы обес- 
печить Такое поведение интеграла, температурная зависимость. 
удельной теплоемкости должна обладать следующим свойством: 

при T—-0 C,(T)—0. (32) 

Это — общее свойство теплоемкости любого вещества *). 
Выражение (30) имеет большое значение, так как оно описывает 

внутреннюю связь, существующую между двумя различными ти- 
пами информации о рассматриваемой системе. С одной стороны, в 

+) Выражение (26) для теплоемкости идеального газа этому не противоречит, 
так как оно получено для невырожденного газа. При достаточно низких темпера- 
турах это предположение перестает быть справедливым. Для разреженного газа 
соответствующие температуры чрезвычайно малы. 
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(30) входит теплоемкость C, (T), которая получается из чисто макро- 
скопических измерений тепла и температуры. С другой стороны, 
выражение (30) содержит энтропию $== In ®, которая следует из 
рассмотрения квантовых микросостояний системы. Таким образом, 
энтропия может быть вычислена из макроскопических измерений 
либо на основании спектроскопических данных, дающих возмож- 
ность определить энергетические уровни системы. 

Пример. В качестве простой иллюстрации рассмотрим систему из М№ маг- 
нитных атомов; каждый из которых имеет спин %. Предположим, что при доста- 
точно низкой температуре эта система становится ферромагнитной. Это означает 
такое взаимодействие между спинами, благодаря которому они устанавливаются 
параллельно друг другу, ориентируясь в одном направлении. Такое вещество об- 
ладает свойствами постоянного магнита. При Т-—0 системе доступно, таким об- 
разом, единственное состояние, отвечающее одинаковой направленности всех спи- 
нов; поэтому G1 и In ®-+0. Однако при достаточно высокой температуре мы будем 
наблюдать полностью случайную ориентацию спинов. Так как у каждого спина, 
равного 4 , возможны две ориентации, то вся система будет иметь = 24 доступных 
состояний, поэтому S=RN In 2. Отсюда следует, что со спинами нашей системы 
связана теплоемкость С (Т), которая, согласно (30), определяется, уравнением 

% 
C (T) dT 

( —F— =RN In 2. 
ev 

0 

Это уравнение будет справедливо всегда, независимо OT частных особенностей взаи- 
модействия, обеспечивающего ферромагнитное поведение рассматриваемой систе- 
мы, и OT характера температурной зависимости С (7). 

5.6. Интенсивные и экстенсивные параметры 

Прежде чем закончить эту главу, полезно кратко рассмотреть 
зависимость различных макроскопических параметров от размеров 

| системы. Эти параметры можно разделить 
на две группы: 1) параметры, не зависящие 
от размеров системы (они называются ин- 
тенсивными), и 2) параметры, пропорцио- 

-2 нальные размерам системы (экстенсивные па- 
раметры). Чтобы определить эти параметры 
более точно, вообразим, что мы разделили 
находящуюся в равновесии однородную ма- 

Рис. 5.15 Разделение одно КРосСкКопическую систему на две части (на- 
РО стемы" na ae части ‘"” пример, с помощью перегородки). Предпо- 

ложим, что макроскопический параметр и, 
характеризующий всю систему, принимает. для. подсистем / и 
2 значения и; и у». Гогда 

|) параметр называется интенсивным, если 

=
=
 

—
 
>
 

—
 

Y= — Y= У», 

2) параметр. называется экстенсивным, если 

у=и ИУ,” 
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Например, среднее давление в системе является интенсивным. 
параметром, так как обе части разделенной системы имеют то же дав- 
ление, что и до разделения. Аналогично, интенсивным параметром 
является и температура системы. 

С другой стороны, объем У системы, так же как и ее масса. М, 
являются экстенсивными параметрами. Однако плотность вещества 
в системе р=М/У представляет собой интенсивный параметр. Оче- 
видно, что отношение двух экстенсивных параметров является ин- 
тенсивным параметром. 

Внутренняя энергия Ё системы является экстенсивным парамет- 
ром. Действительно, чтобы разделить систему на две части, не нужно 
совершать работу, если пренебречь работой, затрачиваемой на обра- 
зование двух новых поверхностей (для больной системы этой рабо- 
той можно пренебречь, если число частиц вблизи поверхности раз- 
дела очень мало по сравнению с полным числом частиц в системе). 
Поэтому раздел системы на две подсистемы не меняет ее полной 
энергии, т.е. E=F,4+E,. 

Теплоемкость С, представляющая собой отношение возрастания 
энергии к возрастанию температуры, также будет экстенсивным па- 
раметром. С другой -стороны, молярная теплоемкость, равная по 
определению С/у (где у — число молей в системе), является интен- 
сивным параметром. 

Энтропия представляет собой другой пример экстенсивной вели- 

чины. Это следует из ее определения: AS == \ 4О/Т, так как поглощен- 

ное тепло dQ=CdT — величина экстенсивная. Тот же вывод сле- 
дует и из статистического определения энтропии S=RInNQ, так 
как число © доступных состояний полной системы равно про- 
изведению @,@, числа доступных состояний двух ее частей. 

Имея дело с экстенсивным параметром, часто бывает удобно 
ввести понятие о величине параметра, приходящегося на один моль. 
Этот параметр будет интенсивным, независимо от величины системы. 
В этом, например, удобство понятия об удельной теплоемкости. 

водка определения 

Тройная точка. Макросостояние вещества, при котором его газообразная. 
жидкая или твердая форма находится в равновесии. 

Кельвина температура. Абсолютная температура 7, выраженная в такой шка- 
ле, где температура тройной точки воды имеет значение 273,16 градуса. 

Абсолютный нуль. Абсолютная температура, равная нулю. 
Цельсия температура. Температура по шкале Цельсия, следующим образом 

связанная с абсолютной температурой по шкале Кельвина: 

Oo =Т-—273,15. 

Квазистатический процесс. Процесс, протекающий настолько медленно, что 
систему в каждый момент времени можно считать находящейся в равновесном со- 
стоянии. 

Теплоемкость. Пусть система поглощает бесконечно малое количество тепла 
dQ и ее температура возрастает при этом на dT. Если некоторые макроскопические. 
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параметры системы остаются постояннымн, TO теплоемкостью Cy (при постоянных 
параметрах y) называется отношение 

Молярная теплоемкость. Удельнся теплоемкость одного моля данного ве- 
щества. 

Интенсивный параметр. Макроскопический параметр находящейся в равно- 
весии системы, значение когорого для любой части системы одинаково. 

Экстенсивный параметр. Макроскопический параметр находящейся в равно- 
весии системы, значение которого для всей системы равно сумме его значений для 
отдельных частей системы. 

Основные формулы 

Предельное значение энтропии: 

при T—>+>0, S-—->5S,, (Г) 

где Sg— постоянная, не зависящая от строения системы. Предельное свойство 
теплоемкости: 

при T—-0O C—O. (II) 
x 

Задачи 

5.1. Температуры, необходимые для поляризации спинов. Рассмотрим числен- 
ные данные, характерные для поляризационных опытов, описанпых в задачах 4.4 
и 4.5. Допустим, что мы хотим поляризовать образец, состоящий из частиц со спи- 
ном 1/2, с помощью поля 50 000 гс таким образом, чтобы число спинов, направлен- 
ных «вверх», по крайней мере в три раза превосходило число спинов противопо- 
ложного направления. 

а) До какой абсолютной температуры следует охладить образец, если спины 
электронные и им соответствует магнитный момент и, Ах 10-20 эрг/гс? 

6) До какой температуры должен быть охлажден образец, если частицы яв- 
ляются протонами, магнитный момент которых [tgav1,4- 10-23 эре/ес? 

в) Что вы можете сказать об осуществимости этих двух опытов? 
5.2. Гемпература, необходимая для устранения энтропин, связанной со спи- 

нами ядер. Раесмотрим какое-нибудь твердое тело, ядра которого имеют спин,— 
например, серебро. Магнитный момент каждого ядра имеет порядок 5: 10-23 эрг/гс, 
а расстояние между соседними ядрами близко к 2- 10-8 см. Внешнее магнитное поле 
отсутствует. Соседние ядра взаимодействуют друг с другом с помощью внутрен- 
него магнитного поля B;, создаваемого магнитным моментом одного ядра в месте 
расположения соседиего. 

а) Оцените величину В;, воспользовавшись элементарными соображениями 
о магнитном ноле полосового магнита. 

6) Чему должна быть равна температура Т твердого тела, чтобы магнитный 
момент ядра, испытывающего дейетвие магнитного поля соседних ядер, имел су- 
щественио различные вероятности быть направленным «вверх» или «вниз». 

в) Оцените величину абсолютной температуры, ниже которой можно ожидать 
заметного отклонения ядермых снинов от случайной ориентации. 

5.3. Работа, затрачиваемая на сжатие газа при постоянной температуре. 
Рассмотрим Vv молей идеального газа, заключенного в цилиндре с поршнем. Най- 
дите работу, которую нужно совершить, чтобы произвести медленное сжатие газа 
от некоторого начального объема Vy до конечного объема Vo, если температура Г 
газа остается ноетоянной (этого можно достичь, осуществив тепловой контакт 
с резервуаром, находяжимся при темяературе 7). 

5.4. Работа при адиабатическом процесве. Средняя энергия E газа определена, 

если задан его объем У и среднее давление р. Если объем газа меняется квазистати- 

чески, то соответственно изменяется среднее давление р (н энергия E) газа. Пред- 
положим, что газ, будучи термически изолированным, медленно переводится низ 
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состояния а в состояние $ (рис. 5.16). В этом случае зависимость р oT V имеет вид 

р сх и-5/з. 

Чему равна работа, совершаемая над газом в таком процессе? 
5.5. Работа при различных процессах, соединяющих два макросостояния. 

В задаче 5.4 газ можно квазистатически перевести из состояния а в состояние 6 
различными путями. Рассмотрите некоторые из возможных процессов и вычислите 
для каждого из них полную работу W, совершаемую над системой, и полное коли- 
чество тепла Q, поглощаемого системой, 
если она совершает квазистатический пе- р $ 4 
реход из а в ® (см. рис. 5.16). 

Процесс а» с-+6. Газ, находящийся 
при постоянном давлении, сжимается от 
начального объема до конечного. Затем, 
прн постоянном объеме, газу сообщают 
тепло, в результате чего давление возра- 
стает до 32.106 дин-см-?. 

Процесс а-+4->5. Обе ступени преды- 
дущего процесса проходятся в обратном 
порядке. = 

Пропесс a+b. Увеличение объема и 1 19723 & V 
поглощение тепла происходят таким об- . 
разом, что давление линейно меняется с Рис. 5.16. Различные процессы. пока- 

объемом. занные в переменных: среднее давление 

5.6. Работа, совершаемая в цикличе- ри объем У. 
ском процессе. Квазистатический процесс, 
совершаемый над жидкостью, может быть описан кривой, дающей зависимость 
среднего давления жидкости от занимаемого ею объема. В рассмотренном нами про- 
цессе начальное и конечное макросостояния совпадают (рис. 5.17). (Такой процесс 
называют циклическим.) Описывается этот процесс замкнутой кривой, как видно 
из рис. 5.17. Покажите, что работа, совершенная над системой в этом процессе, 
измеряется площадью, ограниченной замкнутой кривой. 

5.7. Тепло, поглощаемое системой при постоянном давлгнии. Рассмотрим сис- 
тему, например, газ или жидкость, единственным внешним параметром‘ которой 

р 

Рис. 5.17. Шиклический процесс. Рис. 5.18. Система, состоящая 
из цилиндра, закрытого по- 

движным поршнем. 

является объем И. Если объем поддерживается неизменным, то работа над системой 
не производится. Если при этом системе сообщается тепло Q, то 

Q=AE, (I) 

гле AE обозначает возрастание средней энергии системы. Допустим, однако, 

что система удерживается при постоянном давлении ро C ПОМОЩЬЮ устройства, 
показанного на рис. 5.18 и состоящего из цилиндра и поршня. В этом случае 
давление ро определяется весом поршня, а объем газа У устанавливается›в соот- 

ветствии с давлением и температурой. Если системе сообщается тепло Q, выраже- 
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нне (I) перестает быть справедливым. Покажите, что ero следует заменить таким: 

Q= AH, [000 

где АН означает изменение величины Н==Е- ро" системы. (Величина Н называется 
энтальпией системы.) 

5.8. Механический процесс, совершаемый с чдеальным газом. Вертикальный 
цилиндр, содержащий у молей одноатомного газа, закрыт поршнем, масса которого 
M,:a площадь А. Вся система термически изолирована. Ускорение силы тяжести 
направлено вниз и равно g. Вначале поршень неподвижен, так что газ, находящий- 
ся при абсолютной температуре Ту, имеет объем Vy. Затем поршень освобождается 
и после нескольких колебаний приходит в состояние покоя, отвечающее некоторому 
меньшему объему У газа при температуре ТГ. Пренебрежем всеми силами трения, 
препятствующими свободному. скольжению поршня в цилиндре, а также тепло- 
емкостью поршня и цилиндра. 

‚ а) Чему равно среднее давление газа в конечном состоянии? 
- 6) Рассмотрев работу, совершенную над газом, и воспользовавшись извест- 

ными свойствами идеального одноатомного газа, выразите конечную температуру T 
и объем У газа через Г.Ио, газовую постоянную К и величины v, М, А, g. 

} 5.9. Калориметрический опыт. Сосуд частично наполнен водой, в которую 
погружены электрическое сопротивление и термометр, представляющий собой стек- 
лянную трубку, заполненную ртутью. Вся система термически изолирована. Вна- 
чале, когда система находилась в термическом равновесии при комнатной темпе- 
ратуре, длина L ртутного столбика в термометре была равна 5,00 см. Если к сопро- 
тивлению подключить 1|2-вольтовую батарею, через него течет ток 5 а. 

В первой стадии опыта батарея включена на 3 минуты. После установления 
равновесия отсчет термометра равен L=9,00 см. Затем батарея снова включается 
на 3 минуты. Конечный отсчет термометра после установления равновесия равен 
.L=13,00 см. 

Во второй стадии опыта в сосуд добавнли 100 г воды. Начальный отсчет термо- 
метра по-прежнему равен 5,00 см. Затем батарея включается на 3 минуты. Отсчет 
термометра после установления равновесия [=7,25 см. Батарея снова включается 
на 3 минуты; после достижения нового равновесия отсчет термометра равен 
L=10,04 см. 
‚.._ а) Постройте график зависимости внутренней энергии 100 2 воды от показания 
термометра L. 

6) Каково в исследованном интервале температур изменение внутренней 
энергии: | г воды при изменении отсчета термометра на | см? 

5.19. Сравнительный калориметрический опыт. В сосуд налито 150 г воды в 
помещеи термометр, описанный в задаче 5.9. Вся система термически изолирована. 
Начальный отсчет термометра, отвечающий равновесному состоянию системы, ра- 
вен L=6,00 см рт. ст. К системе добавили 200 г воды, температура которой соответ- 
ствует отсчету термометра 13 см. После достижения равновескя L=9,66 см. 

Во второй стадии опыта в сосуд, содержащий 1502г воды и термометр, помеща- 
ют кусок меди, масса которого 500 г. Начальный отсчет термометра по-прежнему 
равен [.=6,00 см. К этой системе добавляют 200 г воды, темперагура которой 
соответствует отсчету термометра [=13,00 см. После достижения равновесия 
L=8,92 см. 

а) Воспользовавшись данными задачи 5.9, вычислите количество тепла, по- 
глощенного системой, состоящей из сосуда, воды и термометра в первой стадии 
опыта. 

6) Каково изменение внутренней энергии: | г меди при изменении температуры 
на величину, соответствующую | см. шкалы термометра. 

5.11. Аномалия удельной теплоемкости. Рассмотрим систему, состоящую из N 
слабо взаимодействующих частиц. Предположим, что каждая частица может нахо- 
диться в одном из двух состояний, энергия которых #1 и &›, причем £4 < 2. 
a) Не делая подробных вычислений, постройте график зависимости средней 

энергии E системы от абсолютной температуры Т. Используйте этот график (он был 
получен в задаче 4.8) для построения зависимости теплоемкости С от Т (предпола 
ran, что все внешние параметры не меняются). Покажите, что эта зависимость про” 
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ходит через максимум, и оцените величину температуры, соответствующей макси- 
муму теплоемкости. 

6) Вычислите среднюю энергию Ё (Т) и теплоемкость С (Т) системы. Пока- 
жите, что полученные вами выражения обладают рассмотренными в а) свойствами. 

Такие случаи, когда в некотором температурном интервале имеют значение 
два дискретных уровня энергии, встречаются на практике. Соответствующее пове- 
дение теплоемкости носит название аномалии Шоттки. 

5.12. Удельная теплоемкость системы спинов. Система атомов, каждый из 
которых имеет спин № и магнитный момент йо, помещена во внешнее магнитное 
поле В и находится в тепловом равновесии при температуре Г. Обращая внимание 
только на поведение спинов, проделайте следующее. 

а) Найдите, не производя вычислений, предельные значения средней 

энергии Е(Т) системы при Т ->0 и To. 
6) Найдите, также без вычислений, предельные значения теплоемкости С (7) 

в постоянном магнитном поле при Г>0 и Т-»›о. 

в) Вычислите зависимость средней энергии E системы от температуры 7. 
Постройте график этой зависимости. 

г) Вычислите теплоемкости С (Т) системы и постройте график зависимости 
С от Т. 

5.13. Тепловой эффект, связанный с несферическими ядрами. Ядра атомов в кри- 
сталлической решетке некоторого твердого тела имеют спин 1. Как учит квантовая 
механика, каждое ядро может находиться в одном из трех квантовых состояний, 
характеризуемых квантовым числом т, где m=-+1, 0 или —1. Это квантовое число 
измеряет проекцию ядерного спина на кристаллическую ось твердого тела. Так 
как в общем случае распределение электрического заряда в ядре не является сфе- 
рически симметричным, а имеет вид эллипсоида, энергия ядра зависит от ориента- 
ции спина по отношению к неоднородному электрическому полю в месте располо- 
жения ядра. Таким образом, ядро имеет одну и ту же энергию E= в состоянии 
m==1 и т=-— и другую энергию в состоянии m=Q, которую можно принять за 
нулевую (E=0). 

а) Получите выражение для ядерного вклада в среднюю внутреннюю энергию 
моля твердого тела. Как этот вклад зависит от абсолютной температуры? 

6) Нарисуйте примерную кривую зависимости от температуры ядерной части 
молярной удельной теплоемкости твердого тела. Произведите точное вычисление 
этой зависимости и найдите предельное значение для больших 7. 

Обсуждаемый нами эффект весьма невелик. Он может, однако, оказаться важ- 
ным при измерениях теплоемкости некоторых веществ при очень низких температу- 
pax (например, для металлического индия, так как ядра 11113 заметно отклоняются 
OT сферической симметрии). 

5.14. Тепловое взаимодействие между двумя системами. Рассмотрим систему А 
(например, кусок меди) и систему В (например, сосуд с водой), которые вначале 
находились в равновесии при температурах Гди.Т в соответственно. В интересую- 
щей нас области температур объем системы остается неизменным и соответствую- 
щие теплоемкости Сди Cg не зависят от температуры. Затем между системами уста- 
навливается тепловой контакт и они достигают кснечного равновесного состояния 
при некоторой абсолютной температуре T. 

а) Воспользуйтесь условием сохранения энергии для определения конечной 
температуры 7. Выразите ван: ответ через T 4, Тв, Cau Ср. 

6) Воспользуйтесь равенством (31), чтобы вычислить изменения энтропии AS д 
системы А и А$в системы В. Используйте полученный результат. для вычисления 
полного. изменения энтропии AS=AS 1-Е А$ в составной системы при переходе из 
начального состояния (системы в отдельности находятся в равновесии) в конечное 
(обе системы находятся в равновесии друг с другом). 

в) орт что AS не может быть отрицательным и что AS=0, только если 
Тд=Тв. [Указание. Вы можете воспользоваться неравенством шх=х— 1, 
‚доказанным в (М.15) или, что эквивалентно, неравенством In (x~1)<—x-+-1.] 

5.15. Изменения энтропии при различных способах передачи тепла. Удельная 
теплоемкость воды равна 4,18 дж:г-!-град-!,... 
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a) Килограмм воды при 0°С приведен в контакт с большим тепловым резер- 
вуаром с температурой 100° С. Как изменится энтропия воды после достижения 
температуры резервуара? Как изменится энтропия теплового резервуара? Энтро- 
пия полной системы, состоящей из воды и резервуара? 

6) Чему равно изменение энтропии составной системы, если вода нагревается 
от 0 до 100°C следующим образом: сначала вода приводится в контакт с резер- 
вуаром при температуре 50° С, а затем — с резервуаром, находящимся при тем- 
пературе 100° С? . 

в) Покажите, что вода может быть нагрета от 0 до 100° С без изменения энтро- 
пии полной системы. 

5.16. Изменение энтропии при плавлении. Лед и вода находятся в равновесии 
при температуре 0° С (273° К). Чтобы расплавить | моль льда при этой темпе- 
ратуре, необходимо количество тепла в 6000 дж. 

а) Вычислите разность энтропий | моля воды и 1 моля льда при температу- 
ре 0° С. 

6) Найдите отношение числа состояний, доступных воде, к числу состояний, 
доступных льду, при этой температуре. 

5.17. Практическая работа по калориметрии. Рассмотрим калориметр (при- 
бор для измерения тепла), главной частью которого является медный сосуд весом 
750 г. Этот сосуд содержит 200 г воды, и весь калориметр находится в равновесии 
при 20° С. Номестим в калориметр 30 г льда при 0°С и заключим весь калори- 
метр в теплоизолирующую оболочку. Удельная теплоемкость воды равна 
4,18 дж.-г-1-град-!, а удельная теплоемкость льда 0,418 дж-г-!-град-*. Скры- 
тая теплота плавления льда (т. е. количество тепла, необходимое для превраще- 
ния грамма льда в воду при O° С) равна 333 дж.г-*. 

а) Какой станет температура воды после того как лед растает и установится 
равновесие? . 

6) Вычислите полное изменение энтропии в этом процессе. 
в) Какую работу надо совершить над системой после плавления льда (напри- 

мер, с помощью перемещающегося стержня), чтобы снова довести температуру воды 
no 20° С? 

5.18. Свободное расширение газа. На рис. 5.19 схематически показана экспери- 
ментальная установка, примененная Джоулем для изучения зависимости внутрен+ 

ней энергии Ё газа от занимаемого им объ. 
ТЕРМОМЕТР ема. Частью установки является система 

A, состоящая из закрытого сосуда, разде 
ленного на два объема, в одном из которых 
находится газ. Опыт заключается в том, 
что кран, соединяющий оба объема, ота 
крывается, и газ занимает весь объем соч 
суда, постепенно приходя в состояние 
равновесия. Допустим, что температура 
воды в результате процесса не изменилась, 

а) Чему равна совершенная над си- 
стемой А работа? (Стенки сосуда жесткий 
и объем сосуда, следовательно, не ме 
няется.) | 

п 6) Чему равно количество тепла, по: 
Рис. 5.19. Прибор для изучения сво- глощенного системой А? < 

бодного расширения газа. 
в) Чему равно изменение внутренней 

энергии системы A? 
г) Имея в виду, что температура газа не изменилась, какой вывод вы можем 

сделать из этого опыта о зависимости внутренией энергии газа от объема при 
фиксированной температуре? | : 

5.19. Понятие энтропии в применении к теплоемкости сверхпроводящем 

металла. Теплоемкость обычных металлов при очень низкой абсолютной темпера 
туре выражается формулой С„=^Т, где у — постоянная, характеризующая метал, 
Если ниже критической температуры 7, мегалл является сверхпроводником, Td 
в интервале температур 0=Т=Гс сверхпроводящего состояния теплоемкостЕ 
описывается приближенной формулой C,=—a73, где % — некоторая постоянная: 

210 1



Переход металла из обычного в сверхпроводящее состоямие при критической тем- 
пературе 7, не сопровождается поглощением или отдачей тепла. Отсюда следует, 
что при этой температуре S,=S,, где S, HS s — энтропии металла в обычном и 
сверхпроводящем состояниях соответственно. 

а) Что можно сказать 06 энтропиях S,, HS, в пределе Т->0? 
6) Воспользуйтесь ответом на вопрос а) и связью между теплоемкостью и эят- 

ропией, чтобы найти соотношение между С; и C,, при критической температуре Т... 
5.20. Теплоемкость ансамбля гармонических осцилляторов. Рассмотрим ан- 

самбль из № слабо взаимодействующих простых гармонических осцилляторов при 
абсолютной температуре Г. (Ансамбль таких осцилляторов является приближен- 
ной моделью атомов твердого тела.) Пусть ® — классическая круговая частота 
каждого осциллятора. 

а) Воспользовавшись значением средней энергии, вычисленным в задаче 
4.22, найдите теплоемкость С (при фиксированных внешних параметрах) ансамбля 
таких осцилляторов. 

6) Нарисуйте график зависимости теплоемкости С от абсолютной темпера- 

туры Т. (о 
в) Чему равна теплоемкость при высоких температурах, удовлетворяющих 

неравенству kTS>hw? 
5.21. Удельная теплоемкость двухатомного газа. Рассмотрим идеальный двух- 

атомный газ (например, М.) при абеолютной температуре 7, близкой к комнатной. 
Эта температура достаточно низка, чтобы молекула почти всегда находилась в низ- 
шем колебательном COCTOAHHH, но достаточно высока для возбуждения большого 
числа вращательных состояний. 

а) Воспользовавшись результатом задачи 4.23, напишите выражение для сред- 
кей энергии двухатомной молекулы газа. Эта энергия состоит из кинетической энер- 
гии движения центра масс и энергии вращения молекулы вокруг центра масс. 

6) Воспользовавшись ответом на задание а), найдите молярную теплоемкость, 
гу при постоянном объеме для идеального двухатомного газа. Чему равно чис- 
ленное значение Cy? 

5.22. Флуктуация энергии в системе, находящейся в контакте с тепловым 
резервуаром. Рассмотрим произвольную систему, находящуюся в контакте с тепло- 
вым резервуаром при абсолютной температуре Т==(#В)-!. В задаче 4.18 было по- 

казано, исходя из канонического распределения, что Е=--(д т 2/08), где 

2 == Ye ВЕ (I) 
г 

является суммой по всем состояниям системы. 
а) `Выразите Е? через 2; точнее, через In Z. 

6) Дисперсия энергии (АЁ)?=(Е— Е)? равна E2— Е? (см. задачу 2.8)..Исполь- 
зуя это равенство и ответ на пункт а), покажите, что ` 

—— Ш? OE 
2207 0 (АЕ)? = Op? ap ° (II) 

B) Покажите, что стандартное отклонение AE энергии можно весьма общим 

образом выразить через теплоемкость ,C системы (при фиксированных внешних 
параметрах): | 

AE =T (kC)'/? , (III) 

г) Пусть рассматриваемая система является идеальным одноатомным газом, 
состоящим из N атомов. Воспользуйтесь (11), чтобы выразить AE/E через М. 

211



ГЛАВА 6 

КАНОНИЧЕСКОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ В КЛАССИЧЕСКОМ 
ПРИБЛИЖЕНИИ 

'Каноническое распределение (4.49) имеет фундаментальное зна- 
чение и огромную область практического применения. Как было 
показано в главе 4, его можно использовать для непосредственного 
вычисления равновесных свойств большого числа различных систём. 
В качестве примера, с помощью этого распределения, мы вычислили 
магнитные свойства системы, состоящей из спинов, а также давле- 
ние и теплоемкость идеального газа. Задачи к главе 4 также содер- 
жат несколько интересных применений канонического распределе- 
ния. Обсуждение широкой области применений канонического 
распределения могло бы заполнить не одну книгу. В этой главе мы 
ограничимся тем, что покажем, как непосредственно из канонического 
распределения, в приближении классической механики, можно по- 
лучить простые, но имеющие огромное значение результаты. 

6.1. Классическое приближение 
| 

Мы знаем, что в определенных условиях квантовомеханическое 
описание системы частиц можно заменить приближенным описанием 
в терминах классической механики. В этом разделе мы постараемся 
получить ответ на два следующих вопроса: |) при каких условиях: 
статистическая теория, покоящаяся на классических представле- 
ниях, может быть хорошим приближением? 2) Если такое приближе- 
ние допустимо, то как можно сформулировать статистическую тео- 
рию в классическом приближении? 

Пригодность классического приближения. Классическое прибли- 
жение совершенно непригодно при достаточно низких температурах.. 
Действительно, допустим, что характеристическая тепловая энер- 
rua kT меньше, чем среднее значение AE между уровнями энергий 
системы (или сравнима с ним). В этом случае квантование возможных 
значений энергии системы весьма существенно определяет ее пове- 
дение. Например, из канонического распределения (4.49) следует, 
что вероятность нахождения системы: в двух‘ состояниях с энергией. 
Eu Е-АЕ (где АЕ — квант энергии) в случае АЕ>>ЕТ весьма раз- 
лична. С другой стороны, если RTS>AE, то вероятности очень мало 
меняются при переходе от данного к ближайшему состоянию. В 
этом случае дискретность состояний перестает быть существенной 
H классическое приближение становится оправданным. Из этих 

212



замечаний вытекает следующее утверждение: 

Классическое описание не годится, если (1) 

kT < AE. Е 

Это описание справедливо, однако, в тех случаях, когда кванто- 
вомеханические эффекты имеют пренебрежимо малое значение. Прин- 
цип неопределенности Гейзенберга указывает нам квантовомеханиче- 
ский предел применимости классических концепций. Из принципа 
неопределенности следует, что одновременное определение коорди- 
наты д и соответствующего ей импульса р не может быть сколь 
угодно точным и что при измерениях этих величин существуют мн- 
нимальные погрешности Ag и Ар, связанные между собой соотноше- 
нием | 

Aq Ap=h, (2) 
где A=h/2n представляет собой ростоянную Планка, деленную на 
2л. Рассмотрим теперь, при каких условиях будет допустимо клас- 
сическое описание системы, находящейся при определенной темпера- 
туре. Чтобы такое описание имело смысл, оно должно позволить 
локализовать любую принадлежащую системе частицу с некоторой 
точностью, которую мы обозначим через So. Обозначим через ро 
импульс этой частицы. Если Sp и р, настолько велики, что 

SyPy >> ha, 

TO ограничения, накладываемые принципом неопределенности, ста- 
новятся несущественными и классическое приближение будет спра- 
ведливым. Мы приходим поэтому к следующему выводу: 

Классическое описание справедливо, если 

SuPo Sh, (3a) 

` т. е. если 

5 >> Ky. (36) 

Мы ввели здесь длину Л»: 
h lh 

о, On Do’ (4) 

представляющую собой дебройлевскую длину волны, деленную Ha 
2п.'Неравенство (36) равносильно утверждению, что квантовомеха- 
ническими эффектами можно пренебречь, если минимальные клас- 
сические расстояния BeJINKH NO сравнению с дебройлевской длиной 
волны для частицы. В этом случае волновые свойства частицы пере- 
стают быть существенными. 

Классическое описание. Допустим, что классическое описание 
системы частиц возможно. В этом случае возникает тот же основной 
вопрос, который является исходным пунктом квантовотеоретичес- 
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кого подхода, выполненного в начале главы 3. Он заключается в 
следующем: как указать микросостояние системы, опивываемой с 

помощью классической меха- 
р А НИКИ? 

| Начнем с очень простого 
случая системы, образованной 
единственной частицей, дви- 
жущейся в одном измеренни. 
Положение такой частицы за- 
дается единственной коорди- 
натой, которую мы обозначим 
через 9. Полное описание на- 
шей системы с точки зрения 
классической механики заклю- 
чается в указании координа- 
ты 4 и импульса ‘р *) частицы. 
(В классической механике воз- 
можно точное измерение коор- 

Рис. 6.1. Классическое фазовое пространство динаты и импульса в любой 
для частицы, положение которой задается одной момент времени. Законы ме- 

координатой. ханики дают также возмож- 
ность однозначно предсказать значения 4 и р в любой последую- 
щий момент времени. В этом и заключается полное описание пове- 
дения системы, которое дает 
классическая механика.) Рас- Е Trt P 
сматриваемая ситуация допу- 
скает геометрическое истолко- dp 
вание. Для этого следует вос- 
пользоваться декартовыми $ 
координатами риа (рис. 6.1). т 
Задание величин р и 4 эквива- 
лентно заданию точки в дву- д- 
мерном пространстве (прост- 
ранство координат д и р Ha- 
зывается фазовым простран- 
ством). 

Переменные g и р прини- 
мают непрерывные значения, 
и нам следует найти способ 
сделать возможные состояния 
системы счетными. Для этого og 
мы можем использовать Ме- рис. 6.2. Двумерное фазовое пространство п 
TON, примененный в п. 2.6:  пылущего рисуния раздезено на ячейки равног 
разобьем область изменения 

wa
 

| 

} | 
г 
v
e
e
 

B
e
i
 

=:
 

") Если мы используем обычиую декартову координату и еслн магнитно 
поле отсутствует импульс р следующим образом связан со скоростью и массо 
частицы: р= то. В общем случае более удобно использовать для описания часть 
пы ее импульс, а не скорость. 
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переменных g ир на произвольно малые дискретные интервалы. 
Например, ось g мы разобьем на интервалы 04, а ось р — на ин- 
тервалы 5p. Таким образом, все фазовое пространство окажется 
разбитым на элементарные ячейки, «объем» (т.е. площадь) кото- 
рых равен 

| bq бр=\, 
где hy — небольшая постоянная величина (она имеет размерность 
момента количества движения). Теперь для полного описания сос- 
тояния частицы достаточно указать, что ее координата лежит в не- 
которой ячейке между 4 и 9-64, a ее импульс — в интервале OT 
р до р- др, т.е. пара чисел (4, р) лежит в некотором определен- 
ном интервале. Геометрически это означает, что точка, соответству- 
ющая координатам (4, р), лежит в определенной ячейке фазового 
пространства. 

Замечание о величине Ag. Описание состояния системы будет тем более 
точным, чем меньше размеры ячеек, на которые разбито фазовое пространство, т. е. 
чем меньше величина hy. При классическом описании эта величина может быть про- 
извольно малой. Квантовомеханическое описание устанавливает, однако, опреде- 
ленный предел для точности одновременного измерения координаты и импульса 
частицы: предельные точности измерения этих величин, Ag и Ар, связаны принци- 
пом неопределенности Гейзенберга: Ag Ар>й. Поэтому разделение фазового 
пространства на ячейки, объем которых меньше h, физически бессмысленно. Дейст- 
вительно, выбор My <h означал бы, что состояние системы может быть задано более 
точно, чем это возможно в квантовой теории. 

Приведенные выше рассуждения легко обобщить на произвольно 
сложную систему. Такая система может быть описана с помощью 
набора координат 01,...,9, и соответствующих импульсов рт,...,ру, 
т. е. с помощью 2{ чисел. (Как обычно, число независимых коорди- 
нат }, необходимых для описания системы, называется числом ее 
степеней свободы.) Чтобы сделать возможные состояния системы счет- 
ными, несмотря на непрерывный характер переменных 4; и P;, мы 
опять разделим возможную область значений каждой координаты 
4; на интервалы 6g; и каждого импульса р; — на интервалы Sp,. 
Для каждого i величина интервалов может быть сделана такой, что 

04; бр; = hy, (5) 

где hy — фиксированная, произвольно малая величина, не завися- 
щая от 1. Теперь, чтобы задать состояние системы, достаточно ука- 
зать, что переменные 

(Vir Fas --., Ч Рь Par +++ Dy) 

лежат в определенных интервалах. В обычной геометрической ин- 
терпретации этим переменным опять соответствует «точка» в 3}- 
мерном фазовом пространстве, каждая ось которого отвечает опре- 
деленной координате д; или импульсу p;*). Разделяя координаты на 

*) Это 2{-мерное фазозое пространство совершенно аналогично рассмотренно- 
му в п. 6.2 двумерному пространству, хотя, привыкнув к пространству трех изме- 
рений, нам трудно это представить. 
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интервалы, мы тем самым делим все фазовое пространство Ha рав- 
ные.и малые ячейки, объем которых равен: (64, 5q2...5q,-5p, Sp»... 
...бр,) = . Теперь состояние системы будет задано, если мы укажем, 
в каком из возможным наборов интервалов (т. е. в какой ячейке фа- 
зового пространства) лежат координаты G1, »,..., 4, и импульсы Pi, 
р»,....р, системы. Для удобства каждый такой набор интервалов 
(или каждую ячейку фазового пространства) можно обозначить не- 
которым индексом г, так что все доступные системы ячейки могут 
быть пронумерованы и подсчитаны с помощью этого индекса г=- 
=1, 2, 3,... Мы можем следующим образом подвести итог нашим 
рассуждениям. 

В классической механике состояние системы 
можно задать, указав номер г ячейки в фазовом (6) 
пространстве, в которой находятся координаты и 
импульсы системы. 

Таким образом, указание состояния системы в классической ме- 
ханике происходит так же, как в квантовой механике: ячейка фазо- 
вого пространства при классическом описании аналогична кванто- 
BOMY состоянию при квантовомеханическом описании. Однако сле- 
дует обратить внимание на важное различие. В классическом слу- 
чае имеет место элемент произвола, а именно, размер ячеек в фазо- 
вом пространстве (т. е. величина постоянной Йо) может быть выбран 
по желанию; при квантовом же рассмотрении квантовое состояние 
определяется однозначно (это связано с тем, что квантовая теория 
имеет дело с постоянной A, имеющей определенное значение). 

Классическая статистическая механика. После введения ячеек 
в фазовом пространстве статистическое описание системы в терми: 
нах классической механики становится аналогичным квантовомеха- 
ническому описанию. Различие заключается в интерпретации: в 
квантовой теории микросостояние означает некоторое квантовое 
состояние системы, тогда как при классическом. рассмотрении под 
микросостоянием понимают. определенную ячейку в фазовом прост- 
ранстве. Основные постулаты классической теории для статисти- 
ческого ансамбля систем совпадают с соответствующими постула- 
тами (3.17) и (3.18) квантовой теории. В частности, утверждение 
(3.19) в классическом случае принимает следующий вид: 

Находящаяся в равновесии изолированная система с равной 
вероятностью может быть обнаружена в любом из своих достип: 
ных состояний, т. е. в любой из доступных ячеек фазового про- 

_ странства. | 

Пример. В качестве простого примера классического рассмотрения ста: 
тистической задачи обратимся к частице, находящейся в ящике длиной L, движени& 

которой ограничено одним измерением. Если обозначить координату частицы через 
x. TO ее движение ограничено условием 0<х<Ё. Пусть на частицу не действую} 
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пикакие силы и вся ее энергия исчерпывается кинетической энергией: 

1 1 p? Шт = Р 

rie о — скорость, т — масса и р=тио — импульс частицы. Предположим, что 
частица изолирована; тогда она обладает постоянной энергией, лежащей в узком 
интервале между Eu E-+dE, а ее импульс должен лежать в малом интервале им- 

пульсов dp вблизи значений р=-- V 2mE. Доступная для частицы часть фазового 
пространства. показана заштрихо- 
ванной областыо на рис. 6.3. Если р 
фазовое пространство разделить на 
малые ячейки Ox Sp—=hy, To заштри- 
хованная область будет содержать  [ГТУЗТЕ УУИДЛАДАИТАДИДИДИИАИ, 
болышное число таких ячеек, пред- 
ставляющих собой доступные состо- 
яния нашей системы. 

Допустим, что частица находит- 
ся в равновесии. Тогда на основании 
статистического постулата можно 
утверждать, что координата х и 0. i 
импульс частицы р принимают Ta- 
кне значения, что частица с равной 
вероятностью может быть обнару- 
жена в любой из ячеек заштрихо- 

ф
а
 

—
 

ванной области. Это означает, что } 
с равной вероятностью частица бу- ЗУРтЕРААА ИА 
дет иметь импульс, лежащий в ин- TTI 

тервале dp вблизи значения НН: 

+ Y 2mE и в таком же интервале 
__ ` Рис. 6.3. Классическое фазовое пространство 

ар вблизи У2тЕ *. Это также частицы, движущейся в одном измерении в 
означает, что с равнои вероятностью = ящике длиной Г.. Состояние частицы характе- 
координата частицы X принимает ризуется координатой Е ом р. ее 

. энергия лежит между я . ОСТОЯНИЯ, 

любое значение в пределах от 0 до доступные частице, соответствуют ячейкам, па- 
L. Например, вероятность того, что ходящимся в заштрихованных областях. 

частица находится в Левой трети 

ящика, равна 1/3, так как число доступных состояний, для которых 0<х-<1/. Ё, 
составляет одну треть полного числа доступных состояний. 

- Из замечаний, сделанных выше, становится ясно, что все общие 
соображения, основанные на статистических постулатах и на подсчете 
числа состояний, в равной степени применимы и APH классическом 
описании. В частности, остается справедливым и вывод каноничес- 
кого распределения, выполненный в п. 4.5. Если описываемая клас- 
сическая система А находится в равновесии с тепловым резервуаром 
при абсолютной температуре Т=(2В)-!, то вероятность обнаружить 
эту систему в данном состоянии г с энергией Е, согласно (4.49) 

P, ace fer, (7) 
Здесь состояние г означает определенную ячейку фазового. простран- 
ства, для которой координаты и импульсы системы имеют заданное 
значение (41,...,9,, Ра,...,0,). Соответственно энергия системы А, 
когда координаты и импульсы частиц принимают указанные. зна- 
чения, равна, | 

Е, =Е (91, Jar eee, Wes Ра» Pav oss р,), (8). 

так как энергия системы А ‘зависит от координат и импульсов.. 
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Обычно каноническое распределение (7) удобно выражать через 
плотность вероятности. Это можно сделать тем же способом, что и 
в п. 2.6. Постараемся найти значение следующей вероятности: . 

7 (4ь, --., 9; Рь.-., Dy) dQ,.. dq, dp,.. .dp,-= 

= вероятность того, что у системы A, находящейся в кон- 
такте с тепловым резервуаром, первая координата лежит 
в интервале от g, до g,+dq,, ..., [-я координата лежит (9) 
в интервале от д, до 9,44, первый импульс лежит в 
интервале от р, до р ар, ... и |-Й импульс лежит 
в интервале от р, до р,-- apy. 

В этой формуле интервалы dg; и ар; малы в том смысле, что энергия 
Е системы А незначительно меняется, если 4; и р; изменяются в пре- 
делах этих интервалов. Эти интервалы, однако, велики по сравне- 
нию. с интервалами, разделяющими фазовое пространство, т. е. 
dq;>>6q; и ар;>>6р;. Поэтому элемент объема (dq,...dq, р1...ар,) 
фазового пространства содержит много элементарных ячеек объема 
(591...69бра...бр,)=И! (рис. 6.4). В каждой из этих ячеек энергия 

ag 
p == 

i? Т
Е
]
 me i 

Рис. 6.4. Пример двумерного фазового пространства, разделен- 
вого на малые ячейки равного «объема» bgbp—hy. Заштрихо- 
ванная область соответствует элементу объема величиной dgdp. 

содержащему много ячеек. 

системы А, а следовательно, и вероятность (7) имеют приблизительно 
одинаковое значение. Поэтому, чтобы найти искомую вероятность (9), 
следует умножить вероятность (7) нахождения системы А в данной 
ячейке фазового проетранетва на полное-чиело (4ч...4р,)/Н! таких 
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ячеек, т. е. 
491...@р 

P (41, ..., Рд 4, . ..dp, x е-ВЕ, С ft 
0 

ИЛИ 

Pay +5 P) Ady. » «ар, = CPF edgy. . dp (10) 

где С — коэффициент пропорциональности (включающий в себя 
постоянную Ai). Значение этого коэффициента определяется из ус- 
ловия нормировки, которое заключается в том, что сумма всех ве- 
роятностей (10) по всем доступным значениям координат и импуль- 
сов системы A равна единице: 

7», aces p,)dq,...dp,=1. 

Здесь интегрирование производится по всей области фазового прост- 
ранства, доступного системе А. Отсюда непосредственно следует: 

Cot = Де-ВЕЧь... rh dq, -.- apy. (11) 

В следующем параграфе мы применим развитые здесь общие сооб- 
ражения к имеющему большое значение простому случаю одиночной 
молекулы в трехмерном пространстве. 

5.2. Максвелловское распределение скоростей 

Рассмотрим идеальный газ, помещенный в сосуд объемом У и на- 
ходящийся в равновесии при абсолютной температуре Т. Этот газ 
может состоять из молекул различных типов. Допустим, что усло- 
вия, в которых находится газ, таковы, что классическое рассмотре- 
ние возможно. В конце нашего рассмотрения мы выясним, в чем 
они заключаются, а пока будем рассуждать в терминах классической 
механики и сосредоточим внимание на одной из газовых молекул. Та- 
кую молекулу можно считать малой системой, находящейся в терми- 
ческом контакте с тепловым резервуаром, который образован осталь- 
ными молекулами газа и находится при температуре Т. К такому 
случаю можно сразу же применить каноническое распределение. 
Допустим для начала, что мы имеем дело с одноатомной молекулой. 
Если пренебречь всеми внешними силами (например, силой тяжести), 
то вся энергия этой молекулы является кинетической энергией: 

| 
= — = — р" Е = 5 МУ (12) 

| 

2m 

Здесь у — скорость, т — масса и p=mv —импульс молекулы. Мы 
считаем, что газ достаточно разрежен, чтобы его можно было счи- 
тать идеальным; тогда потенциальной энергией взаимодействия с 
другими молекулами можно пренебречь. В этих условиях энергия 
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молекулы не зависит OT положения молекулы в сосуде, описываемого 
вектором г. 

Классическое описание молекулы означает описание с помощью 
трех координат, X, у и г, определяющих положение молекулы в 
пространстве, и трех соответствующих составляющих импульса p,, 
Py, P,. Нас будет интересовать вероятность того, что положение 
молекулы заключено в интервале от г до r + 4г (это означает, что: 
координата х лежит в интервале OT x дох + dx, координата у — в ин- 
тервале от у до y+ dy и координата 2 — в интервале от 2 до 2 -+ dz) 
и что одновременно ее импульс лежит в интервале от р до р -| ар 
(Т. е. что составляющая импульса р, лежит в интервале от р, до 
р, + ар», составляющая р, — в интервале от р, дор, + ар, и состав- 
ляющая р,— в интервале от р, до p,+-dp,). Эта область изменения 
координат и импульсов соответствует «объему» фазового простран- 
ства, равному (dx dy dz dp, dp, ар,)==4г4@р. Здесь мы используем 
обычные сокращения: 

d®r == dx dy dz (13) 

р == dp, dp, арг 

для элемента объема реального пространства и для элемента объема 
пространства импульсов соответственно. Используя каноническое 
распределение (10), мы немедленно получим интересующую нас веро- 
ятность того, что положение молекулы находится в пределах между 
гиг--аг, а ее импульс находится в пределах между ри p-+dp: 

Pir, р) dr dp x е-в ‹2*'2т) gar 4зр, (14) 

rie B=(RT)~1. Мы воспользовались здесь выражением (12) для энер- 
гии молекулы, имея в виду, что р*=р?. Полученный результат мож- 
но выразить и через скорость молекулы у=р/т. В этом случае мы 
получим вероятность того, что положение молекулы заключено в 
пределах от г до r-+dr, а ее скорость — в пределах от V до v-+dv. 

Имеем 

1 2 

4» (г, ver фу ке 2” dr ау, (15) 

где d’v=du, dv, du, и =v’. 
Выражение (15) представляет собой весьма общий результат, в 

котором заключена подробная информация о положении и скорости 
любой молекулы газа. Из формулы (15) следует большое количество 
более частных результатов. Например, с помощью (15) можно уз- 
нать, какое количество молекул имеют скорость, лежащую в дан- 
ном интервале, или, если газ состоит из молекул различного типа 
(например, из молекул аргона и гелия), какое количество молекул 
данного типа имеют скорость, лежащую в данном интервале. Рас- 
сматривая только молекулы определенного типа, мы можем 
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ВЫЧИСЛИТЬ 

f (v) У == среднее число молекул (данного типа) 
в единице объема, скорость которых за- (16) 
ключена между у и V-+-dv. 

Так как № молекул нашего идеального газа движутся независимо, 
без заметного взаимодействия, то газ представляет собой статистиче- 
ский ансамбль, часть которого, определяемая вероятностью (15), 
имеет положение, заключенное в интервале от г до г--аг, и скорости, 
лежащие в интервале от V до у-- ау. Среднее число [(У)4?У мы полу- 
чим, умножив вероятность (15) на полное число N молекул данного 
типа и разделив ее на элемент объема dx dy dz. Имеем 

NF’ (г, м) der 43У 

Аг , 
i(v) ev = 

ИЛИ 
= 

| 
—- Вт? 

Е (у) 43у =Се * dy, (17) 

где С — коэффициент пропорциональности и P==(RkT)—!. Этот резуль- 
тат известен как максвелловское распределение скоростей. Впервые 
его получил Максвелл в 1859 г. (на основании соображений. менее 
общего характера). 

Заметим, что вероятность 9" [формула (15)] или среднее число f 
{(bopmy.ta (17)] не зависит от положения г молекулы. Этот результат 
подтверждается и соображениями симметрии, так как в отсутствие 
внешних полей молекула не может иметь преимущественного поло- 
жения в пространстве. Заметим также, что #’ (или }) зависит только 
от величины скорости у, HO не от ее направления, т. е. 

| Е (у) =f (), (18) 
где v=|v]. Это также следствие симметрии, так как в условиях, когла 
сосуд как целое покоится (при этом неподвижен и центр масс всего 
газа), преимущественное направление скорости отсутствует. 

Определение постоянной С. Постоянная С может быть получена 
из условия, что сумма (17) по всем возможным значениям скорости должна дать 
полное среднее число п молекул (данного типа) в единице объема. Таким образом, 

LL Вто? 

cle 2 4Зу = п, (19) 

ИЛИ 

г 1 2 2 -— Bm(otvi+u ) 
. у г 

с] || е * du, dvy duz ==п. 

Разлагая экспоненту на множители, имеем 

1 1 1 —-- Вто? -— Вто, -— Втоз



или 

+o = Вто +a _i Вито? +2 ~+. Вто? 

cle dv, \ e В" |e р du, —п. 

Каждый из трех написанных интегралов имеет [см. (М. 23)] одинаковое значение 

` 
~ 

-— Вто? Л У 2п Va 
e 2 40; = | вт Вт) * 

2 

Таким образом, 
з 

C=n (5 | fe (20) 
aU : 

и 

1 
7/6 —-—f6 2 

Е (У) Bv=n (S| 2"? py. (21) 

Применимость полученных результатов для MHO- 
гоатомных молекул. Предположим, что рассматриваемый газ содержит 
молекулы, которые не являются одноатомными. В условиях, изложенных выше, | 
движение центра масс таких молекул можно рассматривать в классическом при- 
ближении, несмотря на то, что внутримолекулярное движение, заключающееся во 
вращении и колебании около центра масс, обычно требует квантовомеханического 
рассмотрения. Состояние молекулы может быть теперь описано положением ги 
импульсом р ее центра масс и указанием квантового состояния $, характеризую- 
щего внутримолекулярное движение. Энергия молекулы теперь равна 

р? 

е= + ef, (22) 

где первый член справа обозначает кинетическую энергию движения центра масс, 
а второй член — внутримолекулярную энергию вращения и колебания в состоя- 
нии $. Каноническое распределение позволяет нам немедленно написать выраже- 
ние для вероятности 5;(г, р)Зг d3p того, что молекула находится в состоянии, когда 
ее центр масс лежит в интервале от г до fdr, импульс ее центра масс лежит в ин- 
тервале от р до p-+dp, а внутримолекулярное движение характеризуется состоя-` 
нием $. Имеем 

e 

р Pat) 
$ -В|- _ в» 

Ps (г, p)d*r азросе (я Pes 
—В— 

43г 4зр се 7" d3rd3pe . (23) 

Чтобы найти вероятность того, что центр масс и импульс центра масс молекулы 
лежат в интервалах отг yor-+ dr иотр Ao p+ ар соответственно, независимо от того, 
в каком состоянии внутримолекулярного движения находится молекула, мы долж- 
ны просуммировать выражение (23) по всем возможным внутримолекулярным со- 
стояниям $. Но выражение (23) является произведением двух множителей, и сум- 
мирование второго множителя по всем возможным состояниям означает умножение ̀ 
первого множителя на некоторый постоянный коэффициент. Тем самым результат 
(23) сводится к выражению (14), которое теперь относится к центру масс молекулы. 
Таким образом, (15) и максвелловское распределение (17) являются весьма общим. 
результатом, который остается справедливым также и для описания движения 
центра масс многоатомной молекулы газа. 
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6.3. Свойства максвелловского распределения 

Максвелловское распределение позволит нам немедленно полу- 
чить некоторые связанные с ним распределения, например, распреде- 
ление скоростей газовых молекул. Мы увидим позже, что некоторые из 
этих результатов могут быть непосредственно проверены на опыте. 
Рассмотрим некоторые следствия максвелловского распределения и 
выясним, при каких условиях это распределение будет справедливо. 

Распределение компоненты скорости. Допустим, что нас интере- 
сует составляющая скорости молекулы вдоль одной из осей, напри- 
мер, оси х. В этом случае мы будем иметь дело со следующей величи- 
ной, относящейся к молекулам данного типа: 

£ (v,,) dv, == среднее число молекул в единице объема, х-компонента 
скорости которых лежит между 9, и V,-+du, (незави- 
симо от того, какие значения имеют другие компоненты) - 

Чтобы получить эту величину, мы (GU, 
должны определить число всех моле- - 
кул, компоненты скорости UV, которых 
лежат в указанном интервале. По- = \ 
3TOMY 

8(0,) dv, = \ | ру) ав, ’ 
(0) (U2) 

0 Vz 

где суммирование (интегрирование) ут 
производится по всем возможным зна- - VM 
чениям компонент 9, и UV, скорости Fue. 655. Максвелловское распреде- 

ение, дающее среднее число g(v,)dvy 
молекул. Используя (17), мы полу- молекул в единице объема, х-компо- 

нента скорости которых лежит между 
чаем: щи 9-40. 

1 5, 
~— Вт (ое v2) g(v,)dv,--C | Де? Я dy, do, dv, = 

(Wy) (62) 
1. 2 +o +@ 1 о 2 

—-— Вте — — Вт v<+u 
=Ce * “*du, \ е 2 Pmt ey *) dy, dv,, 

—® —® 

WH 

1 
—— Вто? 

g(v,)dv,=C’e *  *dv,, (24) 

так как интегрирование по V,, и и, приводит к появлению нового коэф- 
фициента, который может быть включен в коэффициент пропор- 
циональности С’ *). Величина С” может быть определена из условия, 

*) Заметим, что (24) является простым гауссовским распределением (см. 
приложение П.1). 
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что полное среднее число молекул в единице объема равно п: 

ioe) 

\ g (о.) dv, = С' ( г” ay =n. 

Отсюда следует: 
, 1 /. ~ C=n (Se) (25) 

Из формулы (24) видно, что компонента скорости 9, распределена 
симметрично относительно значения о,„=0. Отсюда следует так-. 
же, что среднее значение любой компоненты скорости молекулы 
равно 0: 

0, = 0. (26). 

Физически это ясно из соображений симметрин, так как U,-KOMIO- 
нента скорости молекулы с равной вероятностью может быть поло- 
жительной или. отрицательной. Математически этот результат сле-. 
дует из определения среднего *): 

— =| vA 

U, == \ g (U,) v, dv,.. 

Здесь функция, стоящая под интегралом, нечетна (она меняет знак 
при перемене знака v,), поэтому вклады в интеграл от положитель- 
ных и отрицательных значений VU, гасят друг друга. 

Заметим, что функция g(v,) имеет максимум при 9,.=0 и быстро. 
уменьшается с возрастанием |v,|. Она становится пренебрежимо 
малой при |Вто?| >> 1, т. е. 

если |v, |S (ЕТ/т)"*, g(u,) 0. ~ (27) 

Распределение g(v,) по мере уменьшения абсолютной температуры 
Т имеет вблизи v,=0 все более острый максимум, что объясняется. 
уменынением средней кинетической энергии молекулы при Т-+0. 

Все сказанное о компоненте UV, в равной степени справедливо и 
для компонент о, ио,, так как из соображений симметрин эквивалент- 
ность всех компонент совершенно очевидна. 

Распределение скоростей молекул. Рассмотрим молекулы данного 
типа и выясним, чему равна следующая величина: 

| 

Е (v) 40 == среднее число молекул в единице объема, 
обладающих скоростью v= |v], лежащей 
в интервале от о до V+ do. 

Мы получим это число, складывая все молекулы, абсолютная вели- 
чина скорости которых, независимо от ее направления, лежит в ука- 

*) Мы используем определение среднего, данное формулой (2.78). 
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занном интервале. Таким образом, 

F (04% = f (v) dv, (28) 

где штрих под знаком интеграла указывает Ha TO, что интегрирова- 
ние производится по всем скоростям, удовлетворяющим условию 

vu<|v| <о- 4. 

Этому условию удовлетворяют’ векторы скорости, ограниченные в 
пространстве скоростей сферическим слоем, внутренний радиус ко- 
торого равен 9, а внешний о + du. Так как dv — величина бесконечно 
малая, а /(У) зависит только от абсолютного значения У, TO BO 
всей области интегрирования в формуле (28) функция КУ) имеет 
лостоянное значение /(v) и может быть вынесена за знак 
интеграла. Оставшийся — интеграл 
равен объему в. пространстве скоро- 
стей сферического слоя радиусом и и 
толщиной dv. Этот объем равен произ- 
ведению поверхности слоя 41? на 
его толщину 4. Поэтому (28) прини- 
мает вид 

Е (v) du = 4nf (и) v? do. (29) 

Используя (17), мы получаем 

Рис. 6.6. Пространство скоростей 
| для двух измерений (ось Vg перпен- 

— — Вто" 8 4: (30) дикулярна к плоскости чертежа). 
1 F(v)du=4nCe 2 u* du, Сферический слой содержит все мо- 

лекулы. скорость которых У такова, 
что < |у|<5о-Е4о. 

rae С определяется формулой (20). Формула (30) называется максвел- 
ловским распределением скоростей. Заметим, что максимум этого рас- 
пределения возникает по той же причине, что и максимумы, рассмот- 
ренные нами при обсуждении общих принципов статистической меха- 
ники. С увеличением о экспоненциальный множитель уменьшается, 
но объем фазового пространства, доступный молекуле, возрастает 
пропорционально и°; в результате распределение имеет плавный мак- 
симум. 

Очевидно, что суммирование F(v) dv по всем возможным значе- 
ниям скорости = |\| должно дать полное среднее число молекул в 
единице объема, т. е. 

Е du=n. (31) 
0 

Инжний предел этого интеграла равен нулю, так как, по определе- 
нию, скорость и=|у| молекулы не может быть отрицательной. 
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На рисунке 6. 7 покасана зависимость функции F(v) от скорости 
о. Скорость v=v, при которой F(v) имеет максимум, называется 
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Рис. 6.7. Максвелловское распределение, показывающее среднее число молекул F(v)dv в 
единице объема, имеющих скорость от я до и-+- 4. За единицу скорости взята наиболее ве- 

o~ 1 ; — 

роятная скорость и=(2^ Г/т) fs ‘Ha графике показана средняя скорость и и средняя квадра- 
vA / 2 

Cp.KB 

Fv) | 300°К 

‚Рис. 6.8. Максвелловское распределение скоростей молекул при различных температурах. 

наиболее вероятной скоростью. Ее величину можно найти из усло- 
вия dF/dv=0, что с помощью (30) дает 

2 a 
( — вое 2 ime ) ere 2 

- 42 2kT 
У ee Ve (32) 

Рассмотрим в качестве примера азот М, при комнатной темпера- 
туре Т^=300? К. Так как молекулярный вес азота М, равен 28, а 

226 

Вто’ (Qu) =0, 

откуда



число Авогадро равно 6-107? молекул/моль, TO масса одной молекулы 
азота mi = 28 / (6: 10°3) 4,6. 10-72% 2, и из формулы (32) мы получаем 
нанболее вероятную скорость молекулы N,: 

U a 4,2. 10: см/сек == 420 м/сек. (33) 

Заметим, что эта величина имеет порядок скорости звука в газе.: 
Применимость к. газу классического приближения. Постараемся 

теперь выяснить,. при каких условиях классическое рассмотрение 
илезльного газа, а значит, и максвелловское распределение скорос- 
тей могут считаться справедливыми. Наш критерий справедливости 
заключается в условии (3), вытекающем из принципа неопределен- 
ности Гейзенберга. Если условие (3) выполнено, классическое опи- 
сание должно быть справедливым. о 

Так как нас интересует главным образом типичный порядок ве- 
личины, мы ограничимся приближенными оценками входящих в 
(3) величин. Порядок величины импульса р молекул, имеющих мас- 
су ти находящихся при температуре 7, мы найдем, зная наиболее 
вероятную скорость этих молекул. Из (32) получаем ` 

р, = то=И ЭтЕТ. 

Такому значению импульса отвечает следующее значение длины 
волны де Бройля: 

h h 

Py V 2mkT (34) 

Классическое рассмотрение предполагает, что молекулы явля- 
ются различными частицами, которые движутся по определенным 
траекториям. Такая точка зрения будет справедлива при отсутствии 
квантовомеханических ограничений, препятствующих локализа- 
цин частицы в пределах расстояний, ие превышающих типичные 
расстояния $, между соседнимн молекулами. В соответствии с (3) 
это означает, что 

5, > Ky. (35) 

{Квантовомеханическое рассмотрение показызает, что квантовые 
эффекты действительно становятся заметными, если условие (35) 
нарушается. Это связано с существенной неразличимостью молекул, 
которая при этом имеет основное значение.) Чтобы оценить тилнч- 
ное расстояние $ между ближайщими молекулами, допустим, что 
каждая молекула находится в центре небольшого куба со стороной 
So И эти кубы заполняют весь объем газа, в котором находится N 
молекул. Тогда 

? $4 => V 

или 

y= (м) =a, 2) 
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где n=N/V — число молекул в единице объема. Теперь условие (35) 
справедливости классического рассмотрения принимает вид 

. . V/s 

10 wf <}. (37) 

Отсюда следует, что классическое приближение справедливо, если 
газ достаточно разрежен, так что п малб, если температура Т до- 
статочно велика и если масса т молекул не слишком мала. 

Численные оценки. Чтобы получить численные значения типичных 
величин, рассмотрим газообразный гелий при комнатной температуре.и атмосфер- 
ном давлении (760 мм рт. ст.). Интересующие нас параметры следующие: 

среднее давление 

p=760 мм рт. ст. яз 10° дин/см?; 

температура 

Т = 300° К, поэтому АТ = 4,1. Ю-\ ape; 

масса молекулы 

4 

Из уравнения состояния идеального газа следует, что 

= Ро ‚5.1019 молекул/см3. 
_ ЕТ 

Формулы (34) и (36) дают следующие оценки: 

+ < 0,14А 

и . 

So = ЗЗА, 

где | А=10-8 см. Таким образом, условие (35) выполняется и классическое прич 
ближение является достаточно хорошим. Большинство газов имеет больший моле-: 
кулярный вес и, следовательно, для их молекул длина волны де Бройля еще меньше 
и условие (35) выполняется еще лучше. 

Рассмотрим теперь электроны проводимости в типичном металле, например, 
в меди. В первом приближении можно пренебречь взаимодействием между электро-. 
нами и рассматривать их как идеальный газ. В этом случае численное значение 
основных параметров оказывается совершенно другим. Масса электрона близка. 
к 10-27 г, т.е. в 7300 раз меньше массы атома Не. Это означает, что длина волны 
де Бройля увеличивается на два порядка: 

xo = 0,14.У 7300 = 12 А. 

Далее, так как в металле на каждый атом приходится один электрон проводимости 
и типичное междуатомное расстояние близко к 2 A, мы имеем 

So © 2A. 

В этом случае расстояние между частицами намного меньше соответствующего 
расстояния в случае гелия. Это значит, что электроны в металле образуют очены: 
плотный газ. Наши оценки показывают, что для такого газа условие (35) не выпол-. 
няется, и следовательно, поведение электронов в металле не может быть NOHATOs 
в рамках классической статистической механики. Действительно, в этом случае 

необходимо квантовомеханическое описание, учитывающее принцип Паули». 
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6.4. Эффузия и молекулярные ‘пучки 

Рассмотрим газ, заключенный в сосуд и находящийся в равнове- 
сии. Пусть в одной из стенок сосуда имеется небольшое отверстие 
диаметром D (или узкая щель шириной 0). Если отверстие доста- 
точно мало, его существование пренебрежимо мало нарушит равно- 
весие газа в сосуде. Поэтому молекулы, выходящие через отверстие 
из сосуда в окружающий его вакуум, обладают свойствами; харак- 
терными для газа в состоянии равновесия. С помощью ряда. щелей 
можно осуществить коллимацию молекул, выходящих из сосуда, 
и получить таким образом узкий пучок молекул. Так как число вы- 
ходящих из сосуда молекул невелико, взаимодействием молекул в 
таком пучке можно полностью пренебречь. Молекулярный пучок 
можно с успехом использовать для двух целей. 

1. С помощью пучка можно изучать свойства молекул газа, на- 
ходящегося в равновесии внутри сосуда. Например, с помощью мо- 
лекулярного пучка можно проверить, соответствует ли распределе- 
ние молекул в сосуде по скоростям предсказаниям, вытекающим из 
максвелловского распределения. 

2. Молекулярный пучок дает возможность изучать изолирован- 
ные атомы и молекулы, что позволяет определить их фундаменталь- 
ные атомные и ядерные свойства. Плодотворность этого метода видна 
хотя бы из того, что подобные исследования увенчались несколькими 
Нобелевскими премиями. Отметим, например, фундаментальные опы- 
ты Штерна и Герлаха, приведшие к открытию спина и связанного с 
ним магнитного момента электрона, опыты Раби и его сотрудников, 
давшие возможность выполнить точные измерения магнитных мо- 
ментов ядер, а также опыты Куша и Лэмба, которым мы обя- 
заны современным пониманием квантовой теории электромагнит- 
ных взаимодействий *). 

Жакова должна быть величина отверстия О, чтобы можно было 
пренебречь нарушением состояния равновесия газа в сосуде? Отвер- 
стие должно быть столь малым, чтобы относительно небольшое 
число молекул, находящихся вблизи от него (и способных поэтому 
покинуть сосуд), не влияло заметным образом на огромное число 
молекул в остальной части сосуда. Это требование будет выполнено, 
если за время пребывания молекулы вблизи отверстия-она практи- 
чески не будет испытывать столкновений с остальными молекулами. 

Если средняя скорость молекулы о, то время, которое молекула про- 

водит вблизи отверстия, будет порядка Б/у. С другой стороны, время 
между столкновением данной молекулы с любой другой имеет поря- 

док d/v, где {[ обозначает среднюю длину свободного пробега в газе**). 

*) Хороший и написанный на доступном уровне обзор опытов с молекуляр- 
ными пучками принадлежит О. Фришу (Sci. American vol. 212, р. 58, Мау 1965). 

**) В п. 1.6 мы определили среднюю длину свободного пробега как среднее 
расстояние, проходимое молекулой газа между двумя столкновениями. 
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Высказанное нами требование эквивалентно поэтому условию: 

D i 

у U 

р << 1. | (38) 
Если это условие выполнено, молекулы внутри сосуда остаются в 
равновесном состоянии (хотя их полное число медленно уменьша- 
ется). Такое истечение молекул из отверстия называется эффузией. 

ИЛИ 

Замечание. Ситуация существенно меняется, если DS>/, так что, нахо- 
дясь вблизи отверстия, молекулы успевают часто сталкиваться друг с другом. 

Если Некоторая часть молекул выходит. 
из щели (рис. 6.9), то это влияет на 

Spe: молекулы, оставшиеся слева OT щели. 
BREESE eee] и Они He будут испытывать столкковений 

С ЕЕ, >” с молекулами, находящимися справа и 
выходящими из сосуда через щель, но 
будут часто сталкиваться с молекулами, 
находящимися слева от них. Результа- 

Рис. 6.9. Формирование молекулярного пуч- том таких столкновений будет появле- 
ка из молекул, выходящих. из небольшой ние силы, действующей на молекулы 

вблизи щели слева направ>. Эта сила 
создаст дополнительную составляющую скорости в направлении щели. Резуль- 
тирующее движение молекул под действием такой силы будет аналогично вытека- 
нию воды через отверстке в сосуде. В этом случае мы имеем дело не с эффузией, а 
с гидродинамическим потоком. 

‹ 

Если щель настолько мала, что условие (38) выполняется, то 
существование щели не нарушает равновесия газа. Поэтому среднее 
число ofg молекул, выходящих из щели за единицу времени, равно 
среднему полному числу молекул, которые ударялись бы за единицу 
времени о поверхность щели, если бы ее не было. Таким образом, 
оо равно приближенному выражению (1.18), полученному нами в 
п. 1.6: 

т, (39) 

где п — среднее число молекул ь единице объема HW — их средняя 
скорость *). Если нас интересуют только те молекулы, скорость 
которых лежит в интервале от V до U-+-dv, то среднее число таких 
молекул, выходящих из щели за единицу времени, приблизительно 
равно 

0) du = = [F (v) do] о, (40) 

где F(v)dv означает среднее число молекул, скорость которых лежит. 
между оио-- 40. Воспользовавшись `максвелловским распределением 
скоростей, мы получим 

1 . 

Sv) де ох сте 2, (41) 
i — 

7T nv. *) Если сделать точные, а не приближенные вычисления, TO ор = 

(см. приложение П. 4). 
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Множитель ов (40) возникает потому, что быстрая молекула скорее 
выйдет из щели, чем медленная. 

Измеряя относительное число молекул, имеющих различные ско- 
рости, в молекулярном пучке, выходящем из щели, можно прове- 
рить формулу (41), а тем самым распределение Максвелла, на кото- 
ром она основана. Предназначенная для этой цели эксперименталь- 
ная установка показана на рис. 6.10. Печка в левой части рисунка 

ee MEDICHHEIE ИУ 
Ag ccamdaumca 
SOECH 
быстрые aine- 
Mb! Ag ОСП 
WIA JUECE 

HONUTUMUPYMLUME и Gomlaroujuucn 
щели” — Gapaban 

A HOLDEM р HQLOLOM 

Рис. 6.10. Схема прибора с молекулярным пучком для изучения распределения скоростей 
атомов серебра (Ag). Ударившись о внутреннюю поверхность цилиндра, атомы остаются 

на ней. 

предназначена для образования испарением газообразного серебра. 
Покидающие область печки через узкую щель атомы серебра обра- 
зуют атомный пучок. На пути пучка помещен быстро вращающийся 
вокруг своей оси полый цилиндр со щелью. Атомы серебра, попав- 
шие через щель во внутрь цилиндра, достигают его противополож- 
ной стенки через разное время; чем больше скорость атома, тем быст- 
рее он долетает до стенки. Так как цилиндр вращается, атомы се- 
ребра с разными скоростями будут попадать и осаждаться в разных 
местах внутренней поверхности цилиндра. Измерение толщины 
слоя" осажденного серебра в зависимости от расстояния, отложен- 
ного по окружности цилиндра, является методом изучения распре- 
деления скоростей атомов. 

Более точное измерение распределения скоростей может быть 
выполнено в устройстве, которое отбирает молекулы, имеющие оп- 
ределенную скорость (рис. 6.11). (Этот метод аналогичен методу зуб- 
чатого колеса, который Физо применил для измерения скорости 
света.) Молекулярный пучок выходит из щели и регистрируется на 
другом конце прибора. Между источником и детектором пучка поме- 
щен селектор скоростей, в простейшем случае представляющий собой 
пару дисков на общей оси, которую можно вращать с известной 
угловой скоростью. Оба диска идентичны, и на периферии каждого 
из них сделан вырез. Вращающиеся диски действуют как две зад- 
вижки, попеременно открывающиеся и закрывающиеся. При точной 
юстировке дисков, и если они не вращаются, молекулы достигают 
детектора, пройдя через вырезы в обоих дисках. При вращении оси 
с дисками молекулы, прошедшие через вырез в первом диске, дос- 
тигнут детектора только в том случае, если время движения молекул 
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между дисками будет равно времени оборота диска (или кратно этому 
времени) *). В противном случае молекулы будут поглощены вто- 
рым диском и не попадут в детектор. При различных угловых ско- 
ростях вращения дисков в детектор будут попадать молекулы с раз- 
личными скоростями. Измерения относительного числа молекул, 

—-т-__Аетенту 

у
 

K yacocaM 

Рис. 6. 11. Схема прибора с молекуляраым пучком и селектором скоростей для изучения pace 
пределения скоростей молекул. За время, необходимое пучку, чтобы пройти расстояние меж- 
ду первым и вторым диском, ось повернется на определенный угол и пучок пройдет через 
лиск только в том случае, если диск совершит полный оборот (или целое число полных обо- 

ротов). 

регистрируемых детектором за секунду, дают возможность непос- 
редственно получить распределение скоростей молекул. Подобные 
измерения подтвердили справедливость максвелловского распреде- 
ления. 

Явление эффузии, кроме использования для создания молеку- 
лярных пучков, имеет различные практические применения. Зная 

абсолютную температуру Т и среднее давление р газа, мы можем 

вычислить п и 9. Действительно, уравнение состояния идеального 

газа дает п==р/ЁТ, а средняя скорость 9 молекулы приблизитель- 
но равна ее наиболее вероятной скорости (32), таким образом, 

vox(kT/m)'/s, Подставляя эти значения п HUB (39), получим 

dT) & yaa (42) 
mT 

Мы видим, что скорость эффузии зависит от массы молекул: легкие 
молекулы имеют большую скорость и их эффузия будет происходить 

*) Экспернментально легко различить времена, соответствующие различной 
кратности. 

232



скорее, чем эффузия тяжелых молекул. Это свойство эффузии можно 
использовать для получения практического способа разделения изо- 
топов. Представим себе сосуд, закрытый мембраной с большим чис- 
лом узких щелей, через которые может происходить эффузия моле- 
кул. Пусть наш сосуд наполнен смесью двух изотопов и помещен в 

Рис. 6.12. Фотография современного прибора с молекулярным пучком, предназначенного 
для изучения свойств водородных молекул и атомов. 

Насляный 
° MOHOMENYD | — a 

4 = |. Maenum 6 | [реншт B | 

ЛМнтроли-{ 1S ——-— Их линий : —Konnumamop —— =] 
ДуЕМИЯ ТЕЧЬ Ki == == 

ee ee | ТГ] 
Патона | на Главная камёрах 

K nococy M насогу. И wacoy A satocy А насос 
Доллены 

Рис. 6.13. Схема основных частей прибора, показанного на предыдущей фотографии. Кон- 
тейнер $ является источником молекул, D — некоторое устройство, регистрирующее молеёку- 
лы на стороне прибора. противоположной источнику. Магниты А’ и В создают неоднородное 
магнитное поле, и в этом поле малые магнитные моменты молекул испытывают силу, вызы- 
вающую искривление их траекторий. В опыте изучается влияние радиочастотного излучения 

в области магнита С на движение пучка молекул. 

вакуум. С течением времени благодаря эффузии относительная кон- 
центрация тяжелого изотопа в сосуде будет расти, а газ, откачивае- 
мый из окружающего сосуд вакуума, будет обогащен легким изото- 
пом. Такой метод разделения изотопов имеет практическое значение 
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при получении урана, обогащенного изотопом U?%®, Этот изотоп 
легко делится тепловыми нейтронами и имеет поэтому большое зна- 

- чение для работы ядерных реакторов (и для изготовления ядерного 
оружия). Естественный уран содержит главным образом изотоп 
0238. Для разделения изотопов урана используют шестифтористый 
уран (UF,) — химическое соединение, представляющее собой при 
комнатной температуре газ. При эффузии этого газа можно отделить 
несколько более легкие молекулы U?3* от значительно более рас- 
пространенных и немного более тяжелых молекул (?38. Так как 
различие в массах этих молекул очень невелико, то, чтобы получить 
заметную концентрацию изотопа U***, процесс эффузии нужно мно- 
гократно повторять. 

6.5. Теорема о равномерном распределении 

В своей классической форме (10) каноническое распределение 
зависит от координат и импульсов, которые являются непрерывными 
переменными. Поэтому вычисление любых средних величин сво- 
дится к вычислению интегралов, а не сумм. При некоторых усло- 
виях вычисление средней энергии системы может быть выполнено 
особенно просто. 

Рассмотрим любую систему, описываемую классически с помощью 
{ координат 41,...,4, и соответствующих импульсов ру,...,р,. Энергия 
системы Ё зависит от этих переменных, т. е. Е=Е(4е,...,9/;р.›.- „Ру. 
Эта зависимость часто имеет следующий вид: 

Е =, (P;) -- Е’ (9, re hy р}. (43) 

Здесь =, зависит только от данного импульса p;, а Е’ может зависеть 
от всех координат и импульсов, кроме импульса p;. [Зависимость 
типа (43) может возникнуть, например, в том случае, если кинети- 
ческая энергия частицы зависит только от составляющих ее импуль- 
са, а потенциальная энергия зависит только от координат.] Допус- 
тим, что рассматриваемая система находится в термическом равно- 
весии с тепловым резервуаром при абсолютной температуре Т. 
Каково среднее значение вклада в энергию от члена &; в форму- 
ле (43)? 

Вероятность того, что координаты и импульсы системы находятся 
вблизи значений (41,..., Ff; Ра,..., Py), определяется каноническим 
распределением (10). Постоянная этого распределения дается 
формулой (11). По определению, мы найдем среднее значение, если 
вычислим соответствующую сумму (или интеграл) по всем возможным 
состояниям системы, т. е. 

_ \ e BE (a --- "РР 2,44) ... dp, 

$: += ’ (44) 
\ p BE (dy, .... Dr) dq,... dp, 

где интеграл берется по всем возможным значениям всех кооздинат 
41,.... 9, ‘И импульсов рьи,...,Б;- С помощью (43) выражение (44) 
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принимает такой вид: 

5. - 4 

— 

e 

\ е-В (+7 44, ...ар, \ e Peidp,; | e~BFag, ... dp, 

Здесь мы использовали мультипликативные свойства экспоненциаль- 
ной функции. Штрих над последним интегралом указывает на то, 
что интегрирование производится по всем координатам 4 и импуль- 
сам р, за исключением импульса p;. Штрихованные интегралы в чис- 
лителе и знаменателе одинаковы, поэтому, сокращая на них, полу- 
чаем следующий простой результат: 

\ e~ Be; e; ар: 

. — $ 

который означает, что если =; зависит от P;, TO при вычислении сред- 
него все другие переменные не играют роли. | 

Вычисление (45) можно упростить, выразив интеграл в знамена- 
теле через числитель. Тогда 

д —Bei4,. 

_ 2 (} ap; | 
\ e~ Bei dp; 

7-_ 

& (45) 

LF
 

| 

ИЛИ 

e=— 3 n( ( e— Bei dp, ) . (46) 
— ® 

Указанные пределы интегрирования означают, что импульс р; мо- 
`жет принимать все возможные значения между —< и +00, 

Рассмотрим теперь специальный случай, когда &; является квад- 
ратичной функцией p;, как это и должно быть, если 2; соответствует 
кинетической энергии. 

Допустим, что €; имеет вид 

t= бр, (47) 

где $ — некоторая постоянная. Тогда интеграл в (46) принимает 
ВИД 

\ e— Bei Ар; = { e~Bbp? dp;=B-1/2 ( e~ 4" dy, 

где мы ввели переменную y= '':p,. Теперь мы можем написать: 
® @ 

in( | e-terdp, = — 3 n+ in( | e~ by? wy). 
— @ - © 
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Но интеграл, стоящий справа, вообще He зависит от В, и дифферен- 
цируя (46), мы получаем 

5-8 (и) 
ИЛИ 

ЁТ. (48) 

_ Отметим, что хотя в начале вычислений мы имели дело с много- 
кратным интегралом, окончательный результат получен вообще 
без всякого интегрирования. | 

Если в функциях (43) и (47) импульс р; заменить на координату 
q;, все предыдущие рассуждения не изменятся, и мы опять получим 
результат (48). Таким образом,. мы пришли к выводу, известному под 
названием теоремы о равномерном ‘распределении энергии. 

Если описываемая классической статистической 
механикой система находится в равновесии при 
абсолютной температуре Т, то каждому незави- 
симому квадратичному члену в выражении для 
энергии соответствует среднее. значение, равное 

‘a АТ. 

(48а) 

6.6. Приложения теоремы о равномерном распределении 

Удельная теплоемкость одноатомного идеального газа. Полная 
энергия молекулы такого газа нросто равна кинетической энергии: 

| о 

е= 55 (Pxt Py t P2)- (49) 

Из теоремы о‘равномерном распределении следует, что среднее: зна- 
чение каждого из трех членов м равно ‘le kT. Отсюда: следует, что 

\ 

= SAT. (50) 

Так как моль газа содержит №, молекул, то средняя энергия газа 
равна 

Ем, ($ г) = RT, (51) 

хде R=N,k — газовая постоянная. На основании (5.23) мы ‘полу- 
чаем следующее значение удельной теплоемкости | Су при постоян- 

ном объеме; 

‹ . ‘of дЕ 3 К ; 
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Это значение совпадает с результатом, полученным (5.26) с помощью 
квантовомеханических соображений для газа, достаточно разрежен- 
ного, чтобы его можно было считать идеальным и невырожденным*). 

Кинетическая энергия молекулы любого газа. Рассмотрим любой 
газ, не обязательно идеальный. Энергия. любой молекулы с массой 
m может быть записана в виде 

Ева’, где 29 = (ptt pi+p%). 
Первый член равен кинетической энергии движения центра масс мо- 
лекулы; он зависит от составляющих импульса центра масс. Член 
=’ может зависеть от положения центра масс молекулы (если. моле- 
кула находится во внезнем силовом поле или если она заметным 
образом взаимодействует с другими молекулами), а также от коор- 
динат и импульсов, описывающих вращение и колебание атомов 
молекулы относительно ее центга масс (если молекула` не является 
одноатомной); но он не зависит от импульса центра масс р. Из теб- 

ремы о равномерном распределении энергии немедленно следует, 
что 

— ра = — mut =— kT, (53) 2m 2 

Uv 

— kT A 

Так как v,=0, из соображений симметрии, как это было показано 

в (26), результат (54) дает также дисперсию (Av,)? компоненты CKO- 
рости и,. Так же как в случае одноатомного газа, три квадратичных 
члена в выражении для = приводят к следующему значению сред- 
ней кинетической энергии движения центра масс молекулы: - 

g() = SRT. (55) 

Броуновское Овижение. Рассмотрим макроскопическую частицу 
< массой т (размером порядка микрона), взвешенную в жидкости 
при абсолютной температуре Т. Энергия. этой частицы опять может 
быть, записана в виде 

ae (DE + pi + р )-+es’. 

Здесь первый член отвечает кинетической энергии и 3aBHCHT OT еко- 
рости движения У или импульса р центра масс частицы, тогда как 
член =’соответствует энергии, связанной с движением атомов, состав- 
ляющих частицу, относительно ее центра масс. Теорема о равномер- 
ном распределении опять приводит к результату (53) и (54): 

ИГ. | (56) 

*) В соответствии с (37) для достаточно разреженного газа квантовые эффекты 
действительно не имеют значения, и в этом случае следует ожидать согласия меж- 
ду квантовым и классическим рассмотрением задачи: 
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"И в’этом случае среднее значение о,=0 из соображения симметрии, 
‘и, (56) непосредственно равно дисперсии составляющей скорости о. 
Из формулы (56) сразу следует, что частица не остается в покое, ‘a 
‘обладает флуктуирующей скоростью. Таким образом, существование 
броуновского движения, рассматривавшегося в п.1.4, является про- 
стым следствием нашей теории. Из формулы (56) следует также, что 
если масса частицы достаточно велика, флуктуации становятся столь 
малыми, что перестают быть практически наблюдаемыми. 

Гармонический осциллятор. Рассмотрим частицу с. массой т, 
совершающую одномерное гармоническое колебательное движение. 
Ее энергия равна 

| I 
== Pet Ox? (57) 

Здесь первый член равен кинетической энергии частицы, импульс 
которой равен р, а второй член равен потенциальной энергии час- 
тицы, на которую действует восстанавливающая сила — ях, пропор- 
циональная смещению x. Постоянная @ называется коэффициентом 
упругости (или постоянной пружины). Предположим, что осцил- 
лятор находится в равновесии с тепловым резервуаром при темпе- 
ратуре Т, достаточно высокой для того, чтобы можно было исполь- 
зовать классическое описание. Тогда, применяя теорему о равномер- 
ном распределении (48) к выражению (17), содержащему квадратич- 
ные члены, мы сразу получаем пед энергию осциллятора: 

é= kT +5 kT АГ. (58) 

6.7. Удельная теплоемкость твердых тел 

В качестве последнего приложения теоремы о равномерном рас- 
пределении мы рассмотрим удельную теплоемкость твердых тел при 
температурах, достаточно высоких для того, чтобы классическое 
описание было справедливым. Рассмотрим любое твердое тело, сос- 
тоящее из М№ атомов, например, медь, золото, алюминий, алмаз. 
Благодаря внутренним силам, действующим между соседними ато- 
мами, в состоянии стабильного механического равновесия твердого 
тела его атомы занимают определенное положение в кристалличес- 
кой решетке. Каждый атом может, однако, испытывать неболышое 
смещение из положения равновесия. Восстанавливающая сила, дей- 
ствующая со стороны соседних атомов на такой смещенный атом, 
стремится вернуть его в положение равновесия и исчезает, когда 
атом займет это положение. Смещение атома из равновесного поло- 
жения всегда очень мало, и поэтому в первом приближении восста- 
навливающая сила пропорциональна смещению. Такое приближе- 
‘ние для многих целей оказывается достаточным, и из него следует, 
что атом совершает простые трехмерные. гармонические колебания 
около положения равновесия... 
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Соответствующим выбором направления координатных осей х, Y, 2 
можно добиться того, что движение атомов вдоль любой из осей бу- 
дет гармоническим колебательным движением. При этом, например, 
энергия, связанная с движением вдоль OCH х, имеет вид (57), т. е. 

| | 
Ех == 55 ре OX". (59) 

Здесь р, обозначает х-компоненту импульса атома, а х — составляю- 
щую его смещения из положения равновесия: m — масса атома и 
o — коэффициент упругости. Из этой формулы следует, что углоь2я 
частота колебаний атома в направлении оси х равна 

oO = V =. (60) 

Для движения атома в направлении осей и H 2 справедливы аналогнч- 
ные формулы. Таким образом, полная энергия атома имеет вид 

8==,- 2, +&,. (61) 

Если тело находится в. равновесии при абсолютной температуре 
Т и если эта температура достаточно высока, чтобы использовать 
классическое рассмотрение, то к каждому члену суммы (59) можно 
применить теорему о равномерном распределении энергии, и мы 
получаем 

= kT +5 RT HAT. (62) 
— 

Аналогично, Ey 
атома равна 

=e,=kT. Из (61) следует, что средняя энергия всего 

в = 3kT, 

а средняя энергия одного моля твердого тела, состоящего из N, 
атомов, равна 

E =3N,kT =ЗВТ, (63) 

rie R= N,k—ra30Ban постоянная. В соответствии с (5.23) удельная 
молярная теплоемкость при постоянном объеме для твердого тела: 
равна _ 

OE ; 

“v= ( oT )y (04) 

су =3R. 

ИЛН 

Подставляя сюда численное значение Ю, мы получаем *) 

Cy & 25 дж. моль-\-град-\. (65). 

Отметим общий хараклер результата (64). Он не зависит ни от 
массы атома, ни от коэффициента упругости %. Результат (64): 

*) В калорнях cy=5 кал-моль-\+арад-*. ... 
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остается справедливым и в TOM случае, если тело содержит атомы с 
различными массами и с различным значением коэффициента «.. 
Если твердое тело не изотропно, то восстанавливающая сила атома. 
зависит от направления и коэффициенты упругости для направле- 
ний xX, ии г отличаются друг от друга. Однако среднее значение при- 
ходящейся на атом энергии остается равным ЗАТ и значение (65) 
не изменяется. Строгий математический анализ одновременных ко- 
лебаний всех атомов твердого тела показывает, что описание этих 
колебаний в терминах индивидуальных смещений, испытываемых. 
отдельными атомами, не является верным. В действительности про- 
стые гармонические колебания совершают группы атомов *). Но 
так как выражение (64) не зависит ни от массы, ни от постоянной 
упругости, оно остается верным. Единственное ограничение наклады- 
вается на температуру, которая должна быть достаточно высокой, 
чтобы классическое описание было возможно. Итак, мы можем на 
основании (64) утверждать, что 

При достаточно высоких температурах молярная 
теплоемкость Cy всех твердых тел не зависит OT (66) 
температуры и равна ЗК. 

Мы увидим, что у большинства твердых тел (алмаз является подоз- 
рительным исключением} классическое рассмотрение оказывается 
возможным, если температура достаточно высока. 

Справедливость утверждения (66), известного под названием за- 
кона Дюлонга и Пти, была установлена эмпирически. В табл. 6.1 

Таблица 6.1 
. 

} 

Вещество бр fy | Вещество [Я p cy 

Алюминий 24,4 23,4 Медь 24,5 23,8 
’ Висмут | 25,6 25,3 Натрий 28,2 25,6 

Олово (металли- | 
Вольфрам 24,4 24,4 ческое) 26,4 25,4 | 
'Германий 23,4 23,3 Платина 25,9 25,4 | 
Золото 25,4 24,5 Свиноц 26,8 27,8 | 
Кадмий 26,0 24,6 Серебро 25,5 24,4 | 
Кремний 19,8 19,8 | Углерод (алмаз) 6,1 6, 1 

Значения молярных теплоемкостей Cy при постоянном давлении и Cy 
при постоянном объеме для ‘некоторых простых веществ при температуре 
`Т = 298° К. Значения су получены с помощью небольших поправок 
к непосредственно  измеренным значением Cy. Все величины даны 
в дж-град —*-моль —1. 

*) Это так называемые нормальные моды колебаний твердого тела. 
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перечислены измеренные на опыте значения молярной теплоемкости 
с, (при постоянном давлении) для некоторых твердых тел при KOM- 
натной температуре. Величина с, молярной теплоемкости (при 
постоянном объеме) может быть получена из этих данных с помощью 
небольших поправок. *). Мы видим, что указанные в таблице зна- 
чения су в общем находятся в хорошем согласии со значением (61), 
предсказываемым классической теорией. В случае кремния и осо- 
бенно алмаза мы имеем; однако, сильное противоречие с теорией. 
Причиной такого расхождения являются квантовые эффекты, ко- 
торые для этих веществ играют роль даже при столь высоких темпе- 
ратурах, как 300° К. 

Применимость классического приближения. Постараемся выяс- 
нить, при каких условиях произведенное выше классическое рассмот- 
рение вопроса о теплоемкости твердых тел будет справедливым. Крн- 
терии справедливости опять следуют из условия (3). Пусть колеблю- 
щийся атом имеет энергию =„, соответствующую его движению в на-. 
правлении оси х. Из теоремы о равномерном распределении следует, 
что среднее значение квадрата составляющей р, импульса атома 
равно 

11 
5 Pra ЕТ. 

Поэтому. типичное значение Po импульса атома имеет порядок 

Ро 2 V pir У АТ. (67) 

Чтобы классическое описание было возможно, квантовые эффекты 
не должны препятствовать локализации атома на расстояниях по- 
рядка $, равных средней величине амплитуды колебаний атома. 
Теорема о равномерном распределении, примененная к (59), дает 

. 1 =z ! 
5 ax = Г, 

И типичное значение величины So смещения атома оказывается рав- 

НЫМ 

~~ 8 —ы и —_. 

Таким образом, условие (3) того, что принцип неопределенности 
Гейзенберга не влияет существенным образом на классическое рас- 
CMOTpeHHe, имеет вид 

spywkT VW Zh, 
*) Легко измерить удельную теплоту твердого тела при постоянном атмо- 

сферном давлении, когда его объем может свободно меняться. Значительно труд- 

нее обеспечить такие условия опыта, когда объем твердого тела оставался бы не- 
изменным при изменении температуры. Однако в случае твердого тела изменение 
объема при изменении температуры невелико и разность теплоемкостей С} и Cy 
мала. Ее можно вычислить, зная некоторые макроскопические константы, харак- 
теризующие данное твердое тело. 
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kT >> ho, (69) 

где ® — типичная угловая частота колебаний атома в твердом теле. 
Условие (69) применимости классического приблнжения может быть 
записано в эквивалентном виде 

т>>6, (70) 
hw we [2 

The © =; — температурный параметр, характерный для данного 

вещества. 

Численные оценки. Частоту ® колебаний атомов твердого тела мож- 
но оценить на основании его упругих свойств. Предположим, например, что твер- 
дое тело испытывает давление Ap, под действием которого объем тела именьшается 
на небольшую величину ДУ. Величина 

wee РАЙ (71) 

вазывается сжимаемостью твердого тела (знак минус стоит для того, чтобы величи- 
на х была положительной). Величина х легко измерима и она позволяет получить 

некоторые сведения о силах между атомами 
твердого тела. 

ооо Попытаемся теперь, зная сжимаемость, 
. получить грубую оценку силы А, действующей 

® на атом, смещенный из положения равновесия 
в твердом теле. Для простоты положим, что 

® атомы твердого тела расположены в центре 

® 

©® 

куба с длиной ребра а. Избыточное давление 
Ар соответствует силе Р=а?Ар, действующей 
на поверхность а?, приходящуюся на один 
атом (рис. 6.14). Далее, относительное измене- 
ние объема всего тела под действием избыточ- 
ного давления Ар должно быть равно относи- 
тельному изменению объема, приходящегося 
на один атом, 

® 

a ® 

© 

® 

— 
—_= — 

a 

Рис. 6.14. Поверхность твердого те- АУ A(a3) 3a? Aa Aa 
ла, атомы которого образуют про- = > - =3 — 

стую кубическую решетку. у a’ a’ a 

Используя определение сжимаемости (71), мы получаем , 

1 AV\ а? 3Aa 
F =a* Ар=а? | — — — )=— —_ — 

nari ( ху % a’ 

или 

Е = — ada, 

где постоянная &, связывающая силу F и смещение Аа атома из положения равно» 
весия, равна 

За 
Хх e 

При нашем простом предположении об атомах твердого тела, расположенных -@ 
центрах кубической решетки, мы получаем следующую оценку частоты колебаний 
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атомов твердого тела: 

| т “um 

Чтобы получить численную оценку соответствующих величин, рассмотрим 
случай меди. Этот металл имеет следующие константы: 

атомный вес 

и = 63,5; 

‚Плотность. 
о = 8,95 г-см-1; 

сжимаемость 

х = 7,3.10-13 см?.дин-1, 

Из этих констант мы получаем массу атома 

т— № 63,5 М= 5.05. 1055 105-10” г. 

Так как р= т/а3, межатомное расстояние а равно 

/ 
а = (=)! ° = 2,34.10-# см. 

Теперь из (73) мы получаем угловую частоту колебаний 

~ 3 (2,34- 10-8) 1/2 _ tats 
oY Fens Soa | = 3,02.1013 рад/сек., 

которой соответствует частота колебаний 

v= 5 Fy 4,8- 101? сек—\. (74) 

Эта частота лежит в инфракрасной области электромагнитного спектра. 
Характеристическая температура 8, определяемая формулой (70), равна 

_ hw _ (1,054-10-27) (3,02-1013) 
у 9- k 1,38-10-16 

Таким образом, для меди классический результат Cy=3R будет справедлив при 
TS>230° К, т.е. мы можем ожидать, что он начнет выполняться приблизительно 
при комнатной или более высокой температуре. | 

Рассмотрим теперь алмаз. Атомный вес углерода равен 12, следовательно, 
масса атома алмаза в пять разменьшемассы атома меди. Кроме того, алмаз гораздо 
тверже меди, и его сжимаемость приблизительно в три раза меньше, чем у меди 
(х=2,26.10-13см? .дин-!). Поэтому частота ® колебания атомов углерода в алмазе 
[см. (73)] значительно больше частоты колебаний атомов меди в металле. Более 
точно, для алмаза (плотность р=3,52 г.см-3) оценка температурного параметра 
дает 9 ~830° К. Таким образом, для алмаза при комнатной температуре классиче- 
ское приближение не может быть справедливым и нас не должно удивлять низкое 
значение су для алмаза, приведенное в табл. 6.1. 

ль 230° К. (75) 

Очевидно, что при низких температурах, ксгда (69) не вы- 
полняется, классический результат с, =ЗА перестает быть верным. 
Из весьма общего результата (5.32) следует, что если температура 
уменьшается и неравенство (69) перестает выполняться, удельная 
теплоемкость су должна быстро уменьшаться, достигая нуля при 
Т->0. Точные квантовомеханические вычисления подтверждают 
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этот предельный результат. Если предположить, что каждый атом 
твердого тела колеблется с частотой ®, то выполнить квантовомеха- 
нический расчет удельной теплоемкости Cy весьма просто. Мы полу- 
чаем при этом значение Cy, пригодное для любых температур. (Под- 
робности этих вычислений см.’в Задаче 6.21.) 

Сводка определений 

Фазовое пространство. Многомерное пространство, оси которого соответствуют 
координатам и импульсам системы. Точка в этом пространстве определяет все ко- 
ординаты и импульсы частиц системы. 

Максвелловское распределение скоростей. Выражение 

. os B mv? 

Е (м) 4зуссе * d3v, 

дающее среднее число молекул, скорость которых лежит между у и у ау, для 
газа при абсолютной температуре Т. 

Эффузия. Вытекание молекул из сосуда через, небольшую щель, размеры. 
которой значительно меньше средней длины пробега молекул. 

Основные формулы 

Если система, описываемая классически, находится в равновесии при абсолют- 
ной температуре Т, то каждому независимому квадратичному члену &; в выражении 
для энергии отвечает среднее значение энергии 

#; = — ЕТ. (1) 

Задачи 

6.1. Фазовое пространство классического гармонического осциллятора. Энергия 
одномерного гармонического омиллятора равна | 

д 2 | 2 Е om + > @х”, 

где х — смещение, р — импульс. Первый член суммы соответствует кинетической 
второй — потенциальной энергии осциллятора. Масса осциллирующей частицы 
обозначена через т, коэффициент упругости для восстанавливающей силы, дейст-. 
вующей на частицу, равен &. Рассмотрим ансамбль таких осцилляторов, об энергии 
которых известно, что она лежит между Е и ЕЕ. Укажите (рассматривая задачу 
классически) на двумерной диаграмме хр часть фазового пространства, доступную 
осциллятору. 

6.2. Идеальный газ в поле силы тяжести. Идеальный газ, находящийся в равно- 
весии при абсолютной температуре Т, испытывает действие силы тяжести. Ускоре- 
ние силы тяжести равно д.и направлено вниз (в направлении —2). Масса молекулы 
равна #7. 

а) Найдите вероятность 9? (г, р)43г 43р того, что координаты и импульс моле- 
кулы лежат в пределах от г до r+druotp до p+dp соответственно. (Восполь- 
зуйтесь каноническим распределением в его. классической трактовке.) 

6) Найдите (с точностью до постоянного множителя) вероятность того, что ско- 
рость молекулы лежит между у и у--4у независимо от положения молекулы В про- 
странстве. Сравните полученный результат с соответствующей вероятностью при 
отсутствии гравитационного поля. 

в) Найдите (с точностью до постоянного множителя) вероятность 9” (2) dz 
того, что молекула находится B интервале высот от 2 до z+ dz независимо от ee 
скорости и положения в горизонтальной плоскости. 
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6.3. Макроскопическое рассмотрение идеального газа в поле силы тяжести. 
Рассмотрим идеальный газ предыдущей задачи с полностью макроскопической точ- 
ки зрения. Найдем выражение для числа л (2) молекул в единице объема на вы- 
соте 2. Для этого необходимо написать условие механического равновесия слоя газа 
в интервале высот от 2 до 2-42 и воспользоваться уравнением состояния (4.92).. 
Сравните полученный. результат с выражением для 9” (2)42, выведенным в преды- 
дущей задаче с помощью статистической механики. , 

_ 6.4. Пространственное распределение электронов в цилиндрическом электри- 
ческом поле. Вдоль оси цилиндра с радиусом R и длиной Ё натянута проволока, 
радиус которой ro. Потенциал проволоки по отношению к цилиндру составляет 
У ед. СГСЭу. Вся система находится при абсолютной температуре 7, которая до- 
статочно велика. В результате электроны, испускаемые нагретым металлом, обра- 
зуют разреженный газ, наполняющий цилиндр и находящийся с ним в равнове- 
сии. Плотность электронного газа настолько мала, что взаимодействием электро- 
нов друг с другом можно пренебречь. 

а) Воспользовавшись теоремой Гаусса, получите выражение для электроста- 
тического поля в точке, находящейся на расстоянии г от оси цилиндра (7, <г< В). 
Длину цилиндра [. можно считать достаточно большой, чтобы не учитывать крае- 
вые эффекты. | | 

6) В тепловом равновесии электроны образуют газ ‘переменной плотности, за- 
полняющий пространство между нитью и цилиндром. Воспользовавшись резуль- 
татом а), найдите зависимость. числа электронов в единице объема от радиального 
расстояния. | 

в) Укажите приблизительный критерий того, насколько малой должна быть’. 
температура Т (а значит, и плотность электронного газа), чтобы пренебре- 
жение электростатическим взаимодействием ‘между электронами было оправ- 
дано. 

6.5. Определение массы больших молекул с помощью ультрацентрифуги. Рас- 
смотрим макромолекулу (т. е, очень большую молекулу, молекулярный „вес KOTO- 
рой равен нескольким миллионам), находящуюся в несжимаемой жидкости с плот- 
ностью © при абсолютной температуре Т. Объем 9, занимаемый одной такой моле- 
кулой, можно считать известным, например, из измерений объема, занимаемого 
раствором таких макромолекул. Такой разбавленный раствор помещают в ультра- 
центрифугу, вращающуюся с большой угловой скоростью ®. В системе координат, 
вращающейся вместе с центрифугой, любая находящаяся в покое частица. с. мас- 

Col т испытывает действие центробежной силы то?г, где г — расстояние частицы 
от оси вращения. | | . 

а) Чему равна результирующая сила, действующая в этой системе координат 
на частицу с массой т, если принять во внимание подъемную силу, обусловлен- 
ную окружающей жидкостью? | 

6) Допустим, что система достигла равновесия и, таким образом, среднее число 
п(г)4г макромолекул (в единице объема), расположенных в интервале расстояний 
от г до r+-dr от оси вращения, не зависит от времени. Использовав каноническое 
распределение, найдите (с точностью. до постоянного множителя) зависимость 
n(r)\dr от г. 

в) Чтобы измерить зависимость п (г), можно воспользоваться поглощением 
света в растворе. Покажите, как использовать такие измерения для определения 
массы т макромолекулы. | 

*6.6. Пространственное разделение магнитных атомов в неоднородном магнит- 
‘чом поле. Водный раствор при комнатной температуре содержит в малой концент- 
рации атомы, каждый из которых обладает спином Уи магнитным моментом по. 
Раствор помещен во внешнее неоднородное магнитное поле, 2-компонента которого 
‘является линейно возрастающей функцией 2. Значение В, в нижней части раствора 
(где 2=2,) больше, чем By в верхней части (где 2=2.). 

а) Пусть п. (2)42 обозначает среднее число атомов, магнитный момент которых 
направлен вверх по оси 2 и расположенных между 2 и 2-|-4г. Чему равно отноше- 
ние л+(2)/п+(2,)? Будет ли оно больше, меньше или равно’ единице? 

6) Пусть п (z)dz — полное число магнитных атомов (обоих направлений ори- 
ентации спина), расположенных между 2 и 2-42. Чему равно отношение 
п (25)/п (2;)? Будет ли оно больше, меныше или равно единице? 
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в) Воспользуйтесь условием и.В<<АТ для упрощения ответов на предыдущие 
вопросы. о. 

г) Оцените численно величину. отношения л (z)/n (21) при комнатной тем» 
пературе, если шАх10-2® эрг/гс (т.е. порядка боровского магнетона), В,=0 и В. = 
=5-104 ec. 

6.7. Наиболее вероятная энергия молекулы газа. Чему равна наиболее вероят- 

ная кинетическая энергия & молекулы, описываемой максвелловским распределе” 

нием скоростей? Равна ли она № 1112, где о — наиболее вероятная скорость мо- 
лекулы? | | 

6.8. Температурная зависимость эффузии (истечения). Молекулы заключен- 
ного в сосуд газа через небольшое отверстие в стенке вылетают в вакуум, окружаю- 

| щий сосуд. Предположим, что абсолют- 
ная температура газа в сосуде удваива- 
ется, тогда как давление остается по- 
стоянным. 

а) Во сколько раз изменится число 
молекул, вылетающих в секунду из от- 
верстия в стенке сосуда? 

Рис. 6.15. Эффузионный пучок падает на 6) Во сколько раз изменится си- 
экран. ла, действующая на экран, располо- 

женный перед отверстием? 
6.9. Средняя кинетическая энергия истекающих молекул. Молекулы одноатом- 

ного газа вылетают из щели в стенке сосуда, находящегося при абсолютной темпе- 
ратуре Г. Укажите физические причины (не прибегая к вычислениям), по которым 

средняя кинетическая энергия Ey вылетевших молекул будет больше (или меньше, 

или равна?) средней кинетической энергии &; молекул, находящихся внутрв 
сосуда. 

6.10. Понижение давления газа в сосуде с небольшой течью. Тонкостенный сосуд 
объемом И, температура которого поддерживается постоянной, наполнен газом, 
медленно вытекающим из. сосуда через небольшое отверстие площадью А. Hapyx- 
ное давление настолько мало, что обратным током газа в сосуд можно пренебречь. 
Оцените, за какое время давление в сосуде уменьшится до половины первоначаль- 

ного. Выразите ответ через А, У и среднюю скорость молекул и. 
6.11. Криогенная (т.е. низкотемператиурная) откачка. Газ можно удалить 

из сосуда, охлаждая одну из его стенок. Этот метод часто используется в различ- 
ных физических экспериментах, когда необходим хороший вакуум. Чтобы пояснить 
принцип такого метода, рассмотрим сферический сосуд радиусом 10 см. который 
находится при комнатной температуре (300° К), за исключением площадки в | cH, 
температура которой равна температуре жидкого азота (77° К). В сосуде находится, 
водяной пар, начальное давление которого равно 0,1 мм рт. ст. Оцените время, не- 
обходимое для уменьшения давления до 10-8 мм рт. ст., предполагая, что каждая’ 
молекула, ударившаяся об охлажденную поверхность, конденсируется на ней, 

6.12. Разделение изотопов эффузией. Сосуд имеет пористые стенки, содержа- 
щие болышое число тонких щелей. Газ, проникающий через эти щели благодаря 
эффузии, откачивается и собирается в специальную камеру. Сосуд наполнен раз- 
реженным газом, состоящим из молекул с массами ти! и т, (в эти молекулы входят 
два различных изотопа одного атома). Обозначим через с; и с» концентрацию моле- 
кул первого и второго типов соответственно (концентрацией системы в данном 
случае мы называем. отношение числа молекул типа # к полному числу молекул), 
Эти концентрации могут поддерживаться неизменными, для чего достаточно, 
например, осуществить приток в сосуд свежего газа в количестве, необходимом 
для компенсации утечки из-за эффузии. 

а) Обозначим через с1 И сз концентрации молекул обоих типов в специальной 
камере. Чему равно отношение сэ/с1? 

6) Используя газ UF ¢, можно сделать попытку отделить 0735 от 0338, Первый 
из этих изотопов используется в реакции ядерного деления. Газ в сосуде состоит 
из молекул 0235219 и U238F 4° (концентрация этих молекул соответствует естествен“ 
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ной распространенности обоих изотопов урана и равна соответственно Cy3g— 99,3% 
Га # 

И Co357=0,7% ). Вычислите отношение Co35/Co38 для молекул, собранных в камере по- 
сле эффузии. Выразите это отношение через начальное отношение концентраций. 

6.13. Изменение концентрации в результате эффузии. Одна из стенок сосуда 
заменена мембраной с большим количеством малых щелей. Если сосуд наполнен 

газом, находящимся при давлении р, то благодаря эффузии газ из сосуда будет про- 
никать в окружающий сосуд вакуум. Опыт показывает, что если наполнить сосуд 

гелием при комнатной температуре и давлении р, то в течение часа давление в со- 

суде упадет до % р. _ 
Предположим, что при комнатной температуре и полном давлении р сосуд Ha- 

полнен смесью гелия (Не) и неона (Ne). Атомная концентрация обоих газов равна 
50% (половина атомов является атомами Не, половина — атомами №). Чему будет 
равно отношение пме/п не атомных концентраций по истечении часа? Выразите ответ 

через атомные веса гелия Аз. и неона Име- 

6.14. Вычисление различных средних для молекулы газа. Газ, состоящий из мо- 
лекул с массой т, находится в равновесии при абсолютной температуре Т. Обозна- 
чим через у скорость молекулы, через их, Vy и Uz— составляющие скорости по коор- 
динатным осям. Найдите следующие средние: 

а) Uy, 6) Ux, в) 99,, г) о,, д) ©, + оу), 

где 6 — постоянная. (У казание. Соображения симметрии и теорема о равно- 
мерном распределении дают возможность получить эти средние, не прибегая к слож- 
ным вычислениям.) - 

6.15. Доплеровское расширение спектральных линий. Газ из атомов, имеющих 
массу т, находится внутри сосуда при абсолютной температуре 7. Атомы испускают 
свет, который выходит из сосуда (в направлении х) через окно в его стенке. Свет, 
испускаемый атомом, имеет определенную частоту Vy. Однако благодаря эффекту 
Доплера частота света, испущенного атомом (скорость которого имеет вдоль оси х 
составляющую U,), не равна частоте vp. Приближенное значение частоты равно 

v=o (14-2) ; 

где с — скорость света. В результате спектрометр, анализирующий свет, обнару- 
жит вместо одной частоты Vg некоторое спектральное распределение / (\)4%, кото- 
‘poe дает часть световой энергии, заключенной в интервале частот OT Vv до v+dy, 

а) Вычислите среднюю частоту v света, наблюдаемого спектрометром. 

6) Вычислите дисперсию (Av)? частоты `света, наблюдаемого спектрометром. 
в) Покажите, каким образом измерения ширины Ay=z[(Av)*]'/t спектральной 

линии, наблюдаемой спектрометром в излучении звезды, дают возможность опре- 
делить ее температуру. 

6.16. Удельная теплоемкость подвижного мономолекулярного слоя. Если по- 
верхность твердого тела находится в достаточно хорошем вакууме, то на ней может 
образоваться одиночный слой молекул, толщина которого будет равна диаметру 
молекулы. (В этом случае говорят, что поверхность адсорбировала молекулы.) Мо- 
лекулы удерживаются на поверхности силами притяжения, действующими CQ 
стороны атомов твердого тела, но могут перемещаться по ней, сохраняя свободу 
в двух измерениях. Таким образом, они образуют в хорошем приближении класси- 
ческий двумерный газ. Предположим, что молекула одноатомна и абсолютная гем- 
пература равна Т. Чему равна молярная теплоемкость молекул. адсорбированных 
поверхностью? 

6.17. Зависимость электрического сопротивления металла от температуры. 
Электрическое сопротивление р металла пропорционально вероятности того, что 
электрон рассеивается колеблющимися атомами решетки. Эта вероятность в свою 
очередь пропорциональна средней квадратичной амплитуде колебаний атомов. 
Как зависит электрическое сопротивление р металла от его абсолютной температуры. 
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вблизи комнатной температуры или выше, когда колебания атомов металла 
могут быть рассмотрены с помощью классической статистической механики? 

6.18. Теоретическая предельная точность взвешивания. Очень чувствительные 
пружинные весы состоят из кварцевой пружины, закрепленной в неподвижной. 
опоре. Постоянная пружины равна & (при растяжении пружины на величину х 
возникает возвращающая сила —©х). Весы находятся при температуре 7 в месте, 
где ускорение силы тяжести равно 5. 

а) Каково среднее растяжение х пружины, к которой подвешен небольшой 
груз массой М? 

6) Чему равна величина (Ах)? =(х—х)? тепловой флуктуации груза около 
положения равновесия? 

в) Измерение массы теряет смысл, если флуктуации настолько велики, что 
(Ах?)“/?>х. Каково минимальное значение массы М, измеримой с помощью таких 
весов? 

6.19. Теплоемкость ангармонического осциллятора. Рассмотрим одномерный 
осциллятор (не простой гармонический), описываемый координатой х и импуль- 
сом р, энергия которого равна | 

р? 

Первый член этого выражения соответствует кинетической, второй — потенциаль- 
ной энергии. Величина mt — масса осциллятора, ь — некоторая постоянная. Ос- 
циллятор находится в равновесии с тепловым резервуаром при температуре Т, 
которая достаточно велика для того, чтобы мы могли применять законы класси- 
ческой механики. 

а) Чему равна средняя кинетическая энергия осциллятора? 
6) Чему равна средняя потенциальная энергия? 
в) Чему равна средняя полная энергия? 
г) Рассмотрим ансамбль слабо взаимодействующих частиц. каждая из кото- 

рых совершает одномерные колебания, причем энергия колебаний определяется 
выражением (Г). Чему равна теплоемкость моля таких частиц при постоянном объ- 
еме? (У казание. Чтобы ответить на эти вопросы, нет необходимости вычис- 
лять соответствующие интегралы.) 

6.20. Теплоемкость твердого mena, обладающего большой анизотропией. 
Рассмотрим твердое тело, кристаллическая решетка которого обладает большой 
анизотропией. Каждый атом в такой решетке совершает простые гармонические 
колебания в трех направлениях. Восстанавливающая сила в направлении, парал- 
лельном некоторому слою в кристалле, очень велика. Поэтому свободные частоты 
колебаний в направлениях х и у, принадлежащих этому слою, одинаковы и равны 
величине © „› Которая настолько велика, что ho | >300 А, где 300 А — тепловая 

энергия при комнатной температуре. С другой стороны, в направлении, перпенди- 
кулярном к слою, действует небольшая восстанавливающая сила. Частота колеба- 
ний ©, в направлении 2, перпендикулярном к плоскости слоя, настолько мала, 

что | <<300 к. Вычислите на основании такой модели, чему равна молярная те- 

плоемкость (при постоянном объеме) тела при 300 °К. 
6.21. Квантовая теория теплоемкости твердого тела. Чтобы облегчить кван- 

товомеханическое рассмотрение атомных колебаний твердого тела, мы примем 
упрощенную модель, в которой каждый атом твердого тела колеблется независимо: 
от остальных с частотой ®, одинаковой для всех трех направлений. Твердое тело 
состоит из М атомов; оно эквивалентно, таким образом, ансамблю из ЗМ независи- 
мых одномерных осцилляторов, колеблющихся с частотой W, Возможные кванто- 
вые состояния каждого осциллятора имеют энергию 

m= (ats) ho, и 
где квантовое число п может принимать значения 0, 1, 2,.... 

a) Допустим, что твердое тело находится в равновесии при абсолютной тем- 
пературе 7. Воспользовавшись формулой (Г) и каноническим распределением (см. 
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задачу 4.22), найдите среднюю энергию & осциллятора и полную среднюю энергию 

колебания атомов твердого тела Е==М№е. 
6) Используйте полученный результат а) (см. задачу 5.20) для вычисления 

молярной теплоемкости су твердого тела. 
в) Покажите, что су можно выразить формулой 

we 
Cy=3R 22—10’ (11) 

где ; 

[0 9 

@=hw/k является температурным параметром, который был определен форму- 
лой (70). 

г) Покажите, что при Т3>>9 формула (IT) дает классический результат Cy=3R. 
д} Покажите, что из формулы (11) следует, что cy стремится к нулю при Т->0. 
е) Найдите приближенное значение су, следующее из формулы (II) при T<O. 
ж) Изобразите на графике характер зависимости су от абсолютной темпера- 

туры 7. 
3) Воспользовавшись критерием (1), определите температуру, ниже которой 

классическое рассмотрение не может быть применимо. Сравните полученный 
результат с условием (69) применимости классической теории теплоемкости. 

[Используя сделанные в этой задаче приближения, Эйнштейн в 1907 г. впер- 
вые получил выражение (11) для теплоемкости тверлого тела, основанное на новых 
квантовых идеях, и объяснил экспериментальные данные о теплоемкости твердых 
тел, противоречащие классической теории.]



ГЛАВА 7 

ОБЩЕЕ ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ 

До сих пор мы занимались главным образом тепловым взаимо- 
действием. Чтобы достичь болышей общности, следует несколько 
расширить рассмотрение, включив в него произвольные взаимодей- 
ствия между макроскопическими системами. В соответствии с такой 
программой в. двух следующих параграфах мы постараемся выйти 
за рамки главы 4, рассмотрев поведение взаимодействующих 
систем при изменении их внешних параметров. В таком взаимодей - 
ствии, кроме обмена теплом, происходит и совершение работы. 
Понимание общего случая любых взаимодействий заполнит недо- 
стающее звено в развитии наших идей и мы получим все основные 
результаты статистической термодинамики. Мощь этой теории про- 
является во многих ее применениях к разнообразным проблемам 
физики, химии, биологии и техники. Мы сможем рассмотреть 
только несколько наиболее важных примеров. 

7.1. Зависимость числа состояний от внешних параметров 

Рассмотрим какую-нибудь макроскопическую систему, которая 
характеризуется одним или несколькими внешними параметрами, 
например, своим объемом У или величиной внешнего магнитного 
поля В, в котором она находится. Для простоты рассмотрим случай, 
когда меняется только один из внешних параметров системы,— 
обозначим его через х. Обобщение на случай изменения нескольких 
параметров не составит труда. Число & квантовых состояний такой 
системы в заданном интервале энергий от Е до E-+6E зависит не 
только от энергии Ё, но и от тех значений, которые принимает внеш- 
ний параметр x. Мы можем написать, что 8=@(Е, x), и нас будет 
интересовать зависимость 2 от Xx. 

Энергия E, каждого квантового состояния г зависит от значения 
внешнего параметра x, т. е. Ё,=Е,(х). Если величина внешнего 
параметра х изменяется на бесконечно малую величину ах, энер- 
гия Е, состояния г меняется соответственно: 

dE, =б тах = X,dx, (1) 
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где 
OE, 

xX = “Ox ° (2) 

Заданное изменение dx внешнего параметра обычно меняет энергию 
различных состояний на разную величину. Величина ОЁ,„/дх зави- 
сит поэтому от данного состояния 7, и X, для разных состояний 
имеет разное значение. 

Чтобы облегчить наши рассуждения, разобьем шкалу возможных 
значений X, на малые и фиксированные интервалы 6X. Рассмотрим 

полное число состояний Q(E, x), 
2 энергия которых лежит между E и 

— E+6E, когда внешний параметр 
г | имеет значение х. Среди этих со- 

би стояний мы сначала рассмотрим 
Г | такие (обозначим их индексом 4), 

для которых X, лежит в интервале 
от ХМ до X™+6X. Обозначим 
число таких состояний через 
(Е, x). Все эти состояния об- 

me we 

= - 
__ . fe Х Е —- = чье 22 fi 

ay een г’. © [ITIL "to 
x? 

Puc. 7.1. Зависимость числа Q) состоя- Puc, 7.2. Cxema уровней энергии, из которой 
ний, для которых X,=dE,/dx находится видно, что происходит, когда изменение dx 

; ; внешнего параметра вызывает изменение энер- i i в интервале между XM в ХО +6Х. or гии Е, каждого состояния / на величину 
нндекса i, обозначающего номер интер- (i) 

С вание © (7) п Х\?4х. (Начальное значение энергии обозначе- 
вала. ‹‚уммирование о всем BO3- wo сплошной чертой, измененное значение -—- 
можным интервалам дает полное число 
состояний Q (E, x), имеющих энергию от штриховой.) | 
Е до E+6£& при значении внецшего 

параметра, равном x. 

ладают одним общим свойством: энергия каждого из них изменяется 
на одну и ту же величину Х® dx при изменении внешнего 
параметра Ha dx. Если Х® положительно, то каждое из этих со- 
стояний, лежащих в интервале энергий Х® dx ниже Е, изменит 
свою энергию от значения, меньшего E, до значения, большего 
Е (рис. 7.2). Число таких состояний на единичный интервал энер- 
гии равно (2/6E£), поэтому на интервал энергии Х\ах придется 
(Q')/6E)X ах таких состояний. Мы можем, таким образом, ска- 
зать, что 

Го (Е)==число состояний (среди ©‘? (Е, x) состояний, 
обозначенных индексом #), энергия которых ме- 
няется от значения, меньшего Е, до значения, 
большего Е, при- бесконечно малом измененин 
внешнего параметра OT x до х-{ ах, | (3) 

равно 

Го (Е) = 2-9 xu dy, (4) 
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Если Х® отрицательно, формула (4) остается верной, но Г от- 
рицательно: в этом случае положительное число состояний, равное 
— Г®, меняет свою энергию от значения, большего Е, до значения; 
менышего Е *). | 

‚ Рассмотрим теперь все Q(E, x) состоянищ энергия которых 
лежит между Е и E+-SE при значении внешнего параметра x. Чтобы 
найти величину 

Г(Е) == полное число состояний (среди всех Q(E, x) 
состояний), энергия которых меняется от зна- 
чения, меньшего E, до значения, большего E, (5) 
при бесконечно малом изменении внешнего пара- 
метра от х до х-- ах, 

мы должны просуммировать (4) по всем возможным индексам ft сос- 
тояний (т. е. по состояниям со всеми возможными значениями 
9Е,/дх). Тогда мы получим 

р .. yy ах 
— (1) — (1, (1) Г(Е) = УГ (Е) = [2.9 (Е, x) Х | =, 

i 

ИЛИ 

P(E) = © Хак, (6) 

где 

Х = Е Fi 2 (E, x) X, (7) 

Величина Х является средним значением X, по всем состояниям г, 
лежащим в интервале энергий OT E до Е-+6Е, причем каждое такое 
состояние считается равновероятным, как это должно быть в равно- 

весии. Среднее значение Х, определенное формулой (7), зависит, 
разумеется, от Е и x. Воспользовавшись определением (2), мы заме- 
чаем, что величина 

OE, 

Ox 

представляет собой среднее возрастание энергии системы, если 
система с равной вероятностью находится в любом из доступных 
состояний первоначального интервала энергий. Другими словами, 
это просто макроскопическая работа dW, производимая над систе- 
мой в состоянии равновесия, т. е. когда изменение внешних пара- 
метров совершается квазистатически. 

Зная величину Г(Е), нам будет не трудно получить выражение 
для изменения Q(E, x) при бесконечно малом изменении внешнего 
параметра x и фиксированном значении энергии Е. Рассмотрим пол- 
ное число Q(E, x) состояний в интервале энергий от Е до Е-+- ОЕ. 

Хах == dx =dW (8) 

*) Заметим, что (4) дает число уровней энергии, пересекающих энергию Е 
снизу. Соображения, которые привели к формуле (4), аналогичны тем, которые 
мы использовали в п. 1.6 для нахождения числа молекул, проходящих через 
заданную поверхность в газе. 
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Если внешний параметр меняется от X до X-+-dx, то число состоязий 
в этом интервале энергии меняется на величину [0Q(E, х)/дх/Ах, 
которая равна: (число состояний, входящих в интервал, потому что 
их энергия изменяется от значения, меньшего Е, до значения, 
большего Е) минус (число состоя- | 
ний, выходящих из интервала, — | АГ (Е+ФЕ) 
потому что их энергия изменяется EASE 
от значения, меньшего E+6E до ‚РИ 
значения, большего Е-Н6Е). Это | ГЕ) 
можно записать так: | 

Рис. 7.3. При изменении внешмеге пз- 
02 x) dx =Г (E)—T(E +6E) = раметра число состояний в областн энер- 

гий от Е до E+6E меняется, так как 
ОГ | энергетические уровни различных состо- 

= .__£—_— §F, (9) яний попадают в эту область и покида- 
ОЕ ют ее. 

Подставим Г из (6) в (9). Тогда величины SE и dx сократятся и 
мы получим 

900 0 2 __ 4 (9х), (10) 
или 

AQ 09 > 9х 
д = OE XO 

Деля обе части равенства на Q, мы получаем 

д InQ те ax 
= Е MOE (11) 

Для макроскопической системы первый член справа имеет поря- 

док /Х/(Е—Ео), где | — число степеней свободы системы, основное 
состояние которой имеет энергию Ё.. Порядок величины второго 

члена приблизительно равен X/(E—E,). Так как f имеет порядок 
числа Авогадро, т. е. }-—102*, то вторым членом в (11) можно прене- 
бречь, и (11) сводится к следующему: 

Ото дто = 

= OE (12) 
ИЛИ 

din Q =. ( т ).=—вХ.. (13) 

Здесь мы воспользовались определением (4.9) абсолютного темпера- 
Турного параметра В. Буква E у знака частной производной обра- 
щает наше внимание на то, что, беря производную, мы считаем 
энергию Ё величиной постоянной. В соответствии с определением (2) 

у OE, 

X —- 9х e 

В частном случае, когда внешний параметр x означает расстояние, 

величина Х имеет размерность силы. В общем случае размерность 

(14) 

253



величины Х может быть любой. Величина X называется средним 
значением обобщенной силы, сопряженной с внешним параметром х. 

В качестве примера рассмотрим случай, когда внешним парах 
метром системы является ее. объем: х=У. При этом работа dW, 
совершаемая над системой, когда ее объем У квазистатически увели! 
чивается на dV, равна dW=—pdV, где р — среднее давление, ока- 
зываемое на систему. Эта работа действительно имеет вид (8), т. е. 

dW = XdV = — pdV, 
откуда 

Х=— р. 

В этом случае среднее значение обобщенной силы Х равно среднему 

давлению —р, действующему на систему. Из (13) мы получаем 

0 InQ = p | 
(oar) = BP =e (15) 

или 

as p | 
(ar) =F (15a) 

rieS=k In Q — энтропия системы. Заметим, что эта формула позво- 
ляет нам вычислить среднее давление, испытываемое системой, 
если известна зависимость ее энтропии от объема. 

Мы получили формулу (13), рассматривая число уровней сис- 
темы, входящих в данный интервал энергии и выходящих из него 
при изменении внешнего параметра. Эти соображения имеют очень 
важное физическое значение. Постараемся лучше понять суть при- 
веденных выше рассуждений. Заметим, что выражение (12) эквива- 
лентно следующему: 

one dx +! aw =0. (16) 

Здесь мы воспользовались формулой (8), чтобы написать Xdx=—=dW 
для квазистатической работы, производимой над системой. Выра- 
жение (16) соответствует бесконечно малому изменению величины 
In Q, происходящему при одновременном изменении энергии E и 
внешнего параметра х системы. Таким образом, (16) эквивалентно 
следующему утверждению: 

nQ(E+dW, xtdx)—InQ(E, ==“ an Q по 

aw a 

ИЛИ 
шо (Е ай, х- ах) =шО (Е, x). (17) 

Выраженное словами, (17) означает следующее. Предположим, что 
произошло небольшое изменение внешнего параметра адиабатически 
изолированной системы. Тогда уровни энергии различных кванто- 
вых состояний также изменятся и соответственно полная энергия 
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системы изменится на величину dW, равную совершенной над систе- 
мой работе. Если параметр x изменяется квазистатически, то система 
будет распределена по тем же состояниям, в которых она находи- 
лась вначале, но энергии самих состояний изменятся. Таким обра- 
зом, в конце процесса мы найдем, что система распределена по тому 
же числу состояний (но при этом внешний параметр равен х- ах, 
а энергия равна E-+dW), что и в начале. процесса (когда внешний 
параметр был x, а энергия 2). Это утверждение и является смыслом 
формулы (17); оно означает, что энтропия 5 =А |п@® адиабатически 
изолированной системы остается неизменной при бесконечно малом 
квазистатическом изменении внешних параметров. Если такое изме- 
нение параметров продолжается достаточно долго, оно в конце кон- 
цов приведет к их конечному изменению. Эта последовательность 
бесконечно малых изменений будет иметь по-прежнему нулевое 
изменение энтропии. Мы приходим, таким образом, к важному вы- 
воду, что если в адиабатически изолированной системе происходит 
произвольное, но квазистатическое изменение параметров, то энт- 
ропия системы не меняется. 

При квазистатическом адиабатическом процессе 

48=0.. (18) 

Несмотря на то, что совершаемая квазистатически работа меняет 
энергию адиабатически изолированной системы, энтропия системы 
остается неизменной. 

Следует подчеркнуть, что утверждение (18) справедливо только 
для Кквазистатического изменения внешних параметров. В против- 
ном случае, как это следует из рассуждений п. 3.6, энтропия адиа- 
батически изолированной системы будет возрастать. Рассмотрите, 
например, процесс, описанный в примере II в конце п. 3.6.] 

7.2. Общие соотношения для состояния равновесия 

Мы .подготовлены теперь к рассмотрению наиболее общего слу- 
чая, когда две макроскопические системы, А и A’, взаимодействуют 
друг с другом как с помощью обмена теп- * 
лом, так и совершая работу одна над дру- 
гой. (На рис. 7.4 показан пример такого 
взаимодействия: два газа, A и A’, раз- 
делены подвижной перегородкой, способ- 
ной проводить тепло.) Анализ этой си- 
туации приводит к простому обобщению ag Да газа, Au A’, раз. 
содержания п. 4.1. Если задана энергия деленные поршием, проводящим 

Е системы А, то тем самым ‘определена и тепло. 
энергия E’ системы А’, так как полная 
энергия Е* сложной системы A*, состоящей из систем А и A’, 
постоянна. Число Q* доступных состояний системы А* (или соот- 
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ветственно ее энтропия $ *=А п *) зависит от энергии E системы 
А иот нескольких внешних параметров X1y Xayeeey Хы: Q*=Q *(Е; жа, 
х.,...,Х). Это число 52 * обычно имеет крайне резкий максимум для 

значения энергии E=E и для значений x,—x, каждого внешнего 
параметра (где «=1, 2,...,2). В равновесии сложная система Д* 
© подавляющей вероятностью находится в состоянии, когда энергия 

системы A равна E, а внешние параметры равны х.. Соответственно 

среднее значение Ё равно E и среднее значение внешних парамет- 

ров X,=X,. 
Условия равновесия. Для определенности рассмотрим две произ- 

вольные системы, А и A’ (например, системы, показанные на рис. 7.4), 
каждая из которых характеризуется единственным внешним пара- 
метром, а именно, своим объемом. Из закона сохранения энергии 
следует 

Е-- Е’ = E* =const. (19) 

Смещение перегородки вызывает изменение объема У системы А и 
соответственно объема V’ системы А’, но объем У* всей системы А* 
не меняется: 

V+V’ =V*=const. (20) 

Обозначим через Q(E, У) число состояний, доступных системе A, 
когда ее энергия лежит в интервале ' от E до Е +6E, а объем — в ин- 
тервале от У до V+4V, и через 2(E’, У”) соответственное число 
состояний системы A’. Тогда число ©@* состояний, доступных со- 
ставной системе А*, как это следует из (4.4), равно произведению 
2 и’: 

. QF — Q(E, У) 9’ (Е’, Г’), (21) 

где Е’и У’ связаны с E un V условиями (19) и (20). Таким образом, 
<2* зависит лишь от двух независимых параметров, E и И. Лога- 
рифмируя (21), мы получим 

In Q* = In Q + In Q’ (22) 

или 
va S*¥=S§+S', 

где энтропия каждой системы, по определению, равна S=A |InQ. 
Из нашего основного статистического постулата (3.19) следует вы- 
вод: в состоянии равновесия наиболее вероятная ситуация отвечает. 
таким значениям параметров E и И, при которых Q* или, что экви- 
валентно, S* максимально. Положение максимума определяется 
условием 

ат Q* =~ dInQ+dInQ’ =0 (23) 

для произвольного малого изменения dE и dV энергии и объема. 
Мы можем написать следующее математическое равенство: 

ато А ge 4 208 ay. 
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Если воспользоваться определением В и формулой (15), это выраже- 
ние примет вид 

din Q=BdE--BpdV, (24) 
где р — среднее давление, оказываемое системой А. Аналогично, 
для системы A’ мы получаем 

аш 9’ = В’ dE’ + B’p’dV’ 
ИЛИ __ 

ат 9’ = — B’ АЕ — 'р’аУ, (25) 

если воспользоваться условиями (19) ‘и (20), из которых следует, 
что dE’ =—dE и dV’ =—dV. Условие (23) максимальной вероятности 
состояния равновесия теперь принимает вид 

(В— В’) dE + (Bp —B’p’) dV =0. (25) 
Это соотношение должно выполняться для произвольных бесконечно 
малых значений dE и dV. Отсюда следует, что коэффициенты при 
обоих дифференциалах должны быть одновременно равны нулю. 
Мы получаем, что в равновесии 

B-—p’ =0 
H — — 

| Вр—В’р’ = 
ИЛИ 

в=В’, 
pap. an) 

В состоянии равновесия достигаются такие значения энергии и объ- 
ема систем, которые обеспечивают выполнение условия (27). Эти 
условия означают, что равенство температур необходимо для теп- 
лового равновесия, равенство давлений — для механического равно- 
весия обеих систем. Полученные условия равновесия кажутся столь 
очевидными, что мы могли бы их написать сразу. Значение условий 
(27) заключается, однако, в том, что-они автоматически следуют из 
значительно более общего принципа максимума полной энтропии 5*. 

Бесконечно малое квазистатическое изменение состояния. Рас- 
смотрим совершенно общий случай квазистатического процесса, за- 
ключающегося в том, что система А в результате взаимодействия.-с 
какой-то другой системой А’ переходит из одного равновесного со- 

CTOAHHA (характеризующегося средней энергией Е и. значениями 

внешних параметров x,, где а=1, 2,..., п) в другое бесконечно 

близкое состояние средняя энергия E-+-dE н внешние параметры 

x,+dx,). При этом. бесконечно малом‘изменении состояния систе 
ма Д поглощает тепло и совершает работу. Каково изменение 
энтропии системы в.этом процессе? 
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Tak как Q=Q (Е; x,,...,X,), мы можем написать следующее общее 
выражение для полного изменения пО: 

fn 

то JA те — = у d\n ЭЕ dE + дх. Ах. (28) 
и=1 

Выражение (13) было получено для изменения одного из внешних 
параметров, когда все остальные параметры считались постоянными. 
Применяя его для каждой из частных производных в (28), мы по- 
лучим 

д то = OE, 
Ox, — —ВХ. = В Ox, ’ (29) 

и выражение (28) примет вид 

dinQ=BpdE—B D> X, dx,. (30) 
a=! 

Суммируя по всем внешним параметрам, мы получим среднее возра- 
стание энергии системы, вызванное изменением внешних парамет- 
ров, т. е. работу dW, совершаемую над системой при бесконечно ма- 
лом изменении состояния: | 

п г ОЕ, = 
У. Xo dx,= > Ox. x, =adW. 

a=! a= | а 

Таким образом, (30) принимает вид 

ат =В (dE—dW) =p dQ. (31) 

Действительно, (dE—dW) равно бесконечно малому количеству 
тепла dQ, поглощенному системой в рассматриваемом процессе. 
Имея в виду, что В= (АТ) из=А In, мы получаем из формулы (31) 
следующее утверждение: 

При любом бесконечно малом квазистатическом 
изменении состояния 

(32) 

Мы имели уже это соотношение [см.(4.42)] для специального слу- 
чая, когда все внешние параметры системы фиксированы. Здесь мы 
обобщили этот результат и показали, что он сохраняется и для слу- 
чая любого квазистационарного процесса, даже если производится 
работа. Заметим, что если поглощения тепла нет, т. е. 49 =0 (воз- 
растание средней энергии системы происходит исключительно из-за 
того, что над системой совершается работа), то изменение энтропии 
45 =0, в соответствии с высказанным выше утверждением (18). 

Мы будем называть (32) основным термодинамическим соотноше- 
нием. Оно представляет собой очень важное и плодотворное утверж- 
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дение, которому можно придать много эквивалентных форм, на- 
пример, 

TdS = dQ =dE— dw. (33) 

Если единственным, имеющим значение, внешним параметром си- 
стемы является объем У, то производимая над системой работа 

равна — pdV, где р — среднее значение давления. В этом случае 
(33) принимает вид 

TdS =dE + рау. (34) 

Формула (32) дает возможность обобщить рассуждение п. 5.5, 
так как она позволяет вычислить разность энтропий любых двух 
макросостояний системы по измерениям поглощенного системой 
тепла *). Рассмотрим два любых макросостояния а и DB системы. 
Энтропия системы в этих макросостояниях имеет определенные 
значения, которые мы обозначим, и 5, соответственно. Разность 
энтропий можно вычислить любым удобным нам способом, но она 
всегда будет иметь одно и то же значение S,—S,. В частности, мы мо- 
жем перейти из состояния а в состояние 6 с помощью любого квази- 
статического процесса, когда система все время остается бесконечно 
близкой к состоянию равновесия и выражение (32) справедливо на 
любой стадии процесса. [Поэтому мы можем написать, что интере- 
сующее нас изменение энтропии равно сумме или интегралу: 

| 

b 

S,—S, = (при квазистатическом процессе). (35) 

Замечание в скобках напоминает нам, что интеграл должен быть 
вычислен для квазистатического процесса, осуществляющего пере- 
ход изавф. На каждой стадии процесса абсолютная температура T 
является хорошо измеряемой величиной; то же относится и к коли- 
честву поглощенного тепла dQ. Таким образом, формула (35) дает 
возможность определить разность энтропии по простым измерениям 
тепла и температуры. 

Левая часть (35) зависит только’от начального и конечного 
макросостояния. Поэтому значение интеграла в первой части (35) 
не зависит от конкретного характера квазистатического процесса, 
выбранного для перехода. изавф. Таким образом, 

b 
\F имеет одинаковое значение для любого (36) 

квазистатического процесса a— b. 
а 

Заметим, что значение других интегралов зависит от природы 

процесса, Например, полное количество тепла, ‘поглощенного 

*) В п. 5.5 было показано, как это можно сделать в частном случае, когда 
рассматриваемые макросостояния характеризуются одними и теми же значения- 
ми внешних ‘параметров системы. 
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системой в квазистатическом процессе перехода из макросостояния 
а в макросостояние 6, равно 

b 

Q=\ 4a, 

и эта величина зависит существенным образом от характера процес- 
са, выбранного для перехода a—>b. В следующем параграфе мы по- 
кажем это на некоторых примерах. 

7.3. Применения к идеальному газу 

Чтобы лучше понять результаты, полученные в предыдущем 
параграфе, мы применим их к простому случаю идеального газа. 
Такой газ, независимо от того, является ли он одноатомным или 
многоатомным, характеризуется следующими двумя свойствами: 

1. Уравнение состояния, связывающее среднее давление, TeM-. 
пературу и объем, занимаемый V молями газа, имеет вид (4.93), т. е. 

pV = vRT. (37) 

2. При фиксированной температуре среднее значение Ё внут- 
ренней энергии газа [см. (4.86)] не зависит от его объема: 

Е=Е(Т) независимо от У. (38) 

Среднее значение внутренней энергии Ё непосредственно связано 
с молярной теплоемкостью с, (при постоянном объеме). Действи- 
тельно, из (5.23) следует 

1 {OE 
бу=-у (Se) (39) 

Здесь индекс У указывает на то, что при дифференцировании объем 
У считается постоянным. Из (38) следует, что молярная теплоемкость 
также не зависит от объема И газа, но может зависеть от его темпе- 
ратуры Т. Если объем У не меняется, то (39) позволяет нам написать 

следующее выражение для изменения средней энергии E при изме- 
нении абсолютной температуры на величину dT: 

dE = с,аТ. (40) 

Из второго свойства идеального газа (38) следует, что приращение 
внутренней энергии идеального газа может возникнуть только от 
изменения температуры и не зависит от того, что происходит с объе- 
мом. Поэтому формула (40) имеет общее значение: она справедлива 
независимо от того, какими изменениями объема ДУ сопровождается 
изменение температуры d7. В специальном случае, когда Cy не зави- 
сит от Т, из (40) следует: 

если су не зависит от T, то Е = vc,T -- соп$. (41) 
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Сделанные выше Замечания позволяют написать общее выраже- 
ние для тепла dQ, поглощенного идеальным газом при бесконеч-. 
но малом квазистатическом изменении состояния, если температура 
газа изменяется на dT, а объем — на dV. Применяя выражение 
(5.14) для работы, произведенной над газом, мы имеем 

40 =аЕ—а\ =dE +-pdv. (42) 

С помощью (40) и (37) отсюда следует 

49 —= усаТ +2" ay. (43) 

Изменение энтропии газа в рассматриваемом процессе равно, со- 
гласно (32), 

- a ат dV 
dS =F = vey = + vR =. (44) 

Энтропия идеального газа. Чему равна энтропия S(T, И) газа, 
находящегося в макросостоянии с температурой Т и объемом У, 
если мы знаем, что в другом макросостоянии с температурой То 
и объемом У, энтропия имеет значение 5(То, И.)? Для ответа на этот 
вопрос достаточно совершить квазистатический переход из началь- 
ного макросостояния (Т., Vo) в конечное макросостояние (Т, V), 
осуществив этот переход как последовательность почти равновесных 
макросостояний, в которых газ имеет температуру Т’и объем У’. 
Например, мы можем начать с того, что начальный объем У. остается 
неизменным, а температура меняется квазистатически от То до Т. 
Этого можно достичь, осуществляя тепловой контакт газа с после- 
довательностью тепловых резервуаров, температура которых отли- 
чается на бесконечно малую величину. Из (44) следует, что такой 
процесс меняет энтропию газа на величину 

Т 

S(T, У)—5 (Г, Vi) =v | oar’. (45) 
То 

Далее, поддерживая температуру Т газа постоянной и очень мед- 
ленно меняя его объем (передвигая, например, поршень), мы перей- 
дем из начального значения У’. в конечное У. Из (44) мы получаем, 
что в таком процессе изменение энтропии газа равно 

у 

S(T, V)—SiT, У) =vR | T=vR (InV—InV,). (46) 
Vo 

Складывая (45) и (46), получаем полное изменение энтропии: 

Т 

S(T, V)—S(T,, Vy =v| (EE aT’ +В у. |. (47) 
Т 
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Мы можем рассматривать макросостояние (Т., Vo) как некоторое 
стандартное макросостояние нашего газа. Тогда выражение (47) 
дает нам зависимость энтропии 5 любого другого макросостояния 
газа от температуры Т и объема У, которую можно записать в сле- 
дующем виде: 

S(T, V)= | vi) aT +R ШУ + сопя |, (48) 

где константа является функцией фиксированных параметров Тьи 
У. стандартного макросостояния, а неопределенный интеграл яв- 
ляется функцией температуры Т. Выражение (48) является инте- 
гральной формой равенства (44). Из формул (47) и (48) непосредст- 
венно следует, что число доступных газу состояний растет с увели- 
чением абсолютной температуры (или энергии) и с увеличением 
объема, который могут занимать молекулы газа. 

Особенно простым является случай, когда молярная теплоем- 
кость Cy постоянна (т.е. не зависит от температуры) в представ- 
ляющей интерес области температур. [Например, для одноатомного 
газа мы показали в (5.26), что су,=3/.Ю.] В этом случае с, можно 
вынести за знак интеграла, и, так как d7’/T’=d (InT’), выражения 
(47) и (48) принимают вид: 

если су не зависит от 7, то 

S(T, V)—S (To. Vo) = У] cy In--+-Rin me (49) 
или 

S(T, У) =у[сШТ-+ КЮ InV + const]. (50) 

Замечание. Отметим, что выражения (47) и (48) для изменения энт- 
ропни зависят только от температуры и объема (Ть, Vo) начального макросостоя- 

ния @ и от температуры и объема (Т, У) ко- 
V | , нечного макросостояния b. С другой стороны, 

b $ полное количество поглощенного тепла @ 3a- 
у -— висит от конкретного процесса, с помощью 

которого совершался переход ota кф. Pac- 
у | смотрим, например, следующие два процесса, 
0 , каждый из которых переводит систему из 

макросостояния а в макросостояние 5. 
1. Сохраняя постоянным объем Vo, пе- 

рейдем квазистатически из начального макро- 
=. состояния а [точка (Ту, Vo) на рис. 7.5] в 

Г д Г Г промежуточное макросостояние a’(T, Vo). 3a- 
Puc. 7.8. Два различных квазиста- тем при постоянной температуре Т осущест- 
seeKnx процесса. переводящие си. BHM КВазистатическое увеличение объема и 
стему из начального макросостоя- переидем ИЗ ЭТОГО макросостояния в конечное 

ния a (температура Ть, объем Vo) в  макросостояние 6 [точка (7, И)]. Используя 
конечное макросостояние (темпера (43) и допуская, что молярная теплоемкость 

Ура ', | Су остается постоянной, мы найдем полное 

количество тепла, поглощенное в процессе а-»а’-»Ь: 

ему (Г-ТЭ-УАТ у, (51) 



где первый член отвечает теплу, поглощенному на пути aa’, a второй член — 
теплу, поглощенному при переходе a’ -›6. 

2. При постоянной температуре 7’) перейдем квазистатически из начального` 
макросостояния (Ту, Vo) в промежуточное макросостояние b'(T,, У). Затем, со- 
храняя объем постоянным, совершим квазистатический переход из состояния 6’ 
в конечное макросостояние O(T, У). С помощью (43) мы теперь найдем, что полное 
количество тепла, поглощенного в процессе ab’ ->6, равно 

(9. = vRT, п 7 + vey (T —T,). (52) 
0 

Здесь первый член справа отвечает теплу, поглощенному при переходе из a Bb’, 
а второй член — теплу, поглощенному при переходе из 6’ в 6. Заметим, что коли- 
чества тепла (51) и (52), поглощенные в процессах | и 2, не совпадают, так как 
коэффициент при In(V/V»o) в первом процессе пропорционален Т, а во втором 
процессе Ту. С другой стороны, изменение энтропии (49) в обоих процессах оди- 
наково, в соответствии с общим выводом (36). 

Адиабатическое сжатие или расширение. Рассмотрим адиабати- 
чески изолированный идеальный газ. Он не может поглощать тепло. 
Предположим, что объем этого газа меняется квазистатически. При 
этом должна меняться и температура газа. Действительно, равенство 
(43) должно выполняться на всех стадиях квазистатического про- 
цесса, для которого dQ=0, так как поглощения тепла не происхо- 
дит. Итак, 

cy aT +50 dv =0. 

Деля обе части равенства на RT, мы получаем 

Су ат dV 

Допустим, что теплоемкость Cy не зависит OT температуры, по край- 
ней мере в ограниченном температурном интервале, соответствую- 
щем нашему процессу. В этом случае уравнение (53) можно сразу 
проинтегрировать и мы получаем | 

р. In T +InV = const *). (54) 

Таким образом, 

InTOV!R +-InV=const, ш[Т“/ У] = const, 
ИЛИ 

TV/® V = const. (55) 

Эта формула показывает, каким образом температура термически 
изолированного идеального газа зависит от объема. 

Если нас интересует зависимость давления газа от объема, то 
достаточно воспользоваться уравнением состояния (37), из которого 

*) Заметим, что (54) следует непосредственно из (50), если мы используем об- 
щий результат (18), согласно которому энтропия изолированной системы не ме- 
няется в любом квазистатическом процессе. 
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следует, что То pV. Подставляя pV вместо Т в (55), получим 

(pV) “"/КУ = const. 

Возводя обе части равенства в степень R/c,, получим 

pV* =const, (56) 

где 

=, (57) 
Су Су 

Выражение (56) интересно сравнить с уравнением такого квази- 
статического працесса, когда газ’ He является термически изоли- 
рованным, а удерживается при постоянной температуре Т с помощью 
контакта с резервуаром, находящимся при той же температуре. 
В этом случае (37) дает 

pV = соп&. (58) 

Сравнение (56) и (58) показывает, что если газ термически изолиро- 
ван, его давление падает с увеличением объема более быстро, чем 
в том случае, когда температура газа поддерживается постоянной. 

Интересным приложением формулы (56) является задача о рас- 
пространении звука в газе. Пусть частота звуковых колебаний. 
равна ©; тогда интервал времени между последовательными сжа- 
тиями и разрежениями данного малого объема газа будет порядка 
t~l/o. Частота ® обычного звука достаточно велика и величина т 
соответственно мала. За время порядка т не успевает происходить 
обмен теплом между нашим малым объемом газа и окружающей 
газовой средой. Поэтому каждый малый элемент газа испытывает 
сжатие и расширение, ‘которые являются адиабатическими, и его 
упругие свойства описываются уравнением (56). В результате 
оказывается, что скорость распространения звука в газе зависит от 
константы у, т.е. от удельной теплоемкости газа. Таким образом, 
измерение скорости звука является прямым методом определения 
величины 7 [формула (57)]. 

7.4. Основные положения статистической термодинамики 

Мы начали со статистических постулатов п. 3.3, а затем подробно 
исследовали тепловое и механическое взаимодействие между макро- 
скопическими системами. В частности, мы рассмотрели основные 
положения теории, которая носит название статистической термо- 
динамики. Теперь мы прервем наше изложение, с тем, чтобы вер- 
нуться к этим основным ‘положениям. 
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Первые четыре положения называются законами термодинамики. 
Мы перечислим их в обычном порядке, а для того, чтобы сохранить 
традиционные названия, начнем их нумерацию с нуля *). 

Положение 0. Оно заключается в следующем простом резуль- 
TaTe, рассмотренном в п. 4.3. 

Нулевой закон термодинамики. Если две системы нахо- 
дятся в тепловом равновесии с третьей системой, они будут 
в тепловом равновесии и друг с другом. 

Это утверждение весьма важно, так как благодаря ему возможно 
применение термометра и на нем основана концепция температур- 
ного параметра, характеризующего макроскопические системы. 

Положение 1. В п. 3.7 мы рассмотрели различные типы взаимо- 
действий между макроскопическими системами, что привело нас 
к следующему положению об энергии системы. 

Первый закон термодинамики. Равновесное макросостоя- 

ние системы характеризуется величиной Ё (она называется 
внутренней энергией), обладающей следующим свойством: 
для изолированной системы 

Е = const. (59) 

Если система взаимодействует с другими системами и пе- 
реходит из одного макросостояния в другое, окончательное 

изменение Ё может быть записано в форме. 

АЕ=\- О, (60) 

где W — макроскопическая работа, произведенная над сис- 
темой в результате изменения ее внешних параметров. Ве- 
личина Q, определяемая (60), называется теплом, ` погло- 
щенным системой. 

Положение (60) выражает закон сохранения энергии, который рас- 
сматривает тепло как форму энергии, не связанную ни с какими 
изменениями внешних параметров. Положение (60) также вводит 
понятие о новом параметре — внутренней энергии CHCTeMbI,— KOTO- 
рый характеризует ее макросостояние. Кроме того, оно дает способ 
определения внутренней энергии и поглощенного тепла через изме- 
рение макроскопической работы (см. п. 5.3). 

Положение 2. Мы видели, что число состояний, доступных системе 
(или, что эквивалентно, ее энтропия), является величиной, имею- 
щей фундаментальное значение при описании макросостояния си- 
стемы. В п. 7.2 было показано, что изменение энтропии системы 
связано с поглощенным ею теплом по формуле (32). Мы показали 
также в п. 3.6, что изолированная система стремится достичь наи- 
более вероятной ситуации, в которой число доступных состояний 
(или, эквивалентно, энтропия) больше начального. (В специальном 

_ *) Первый из. этих законов обычно называется нулевым законом. Его значение 
было оценено лишь после того, как первый и’ второй ‘законы получили свое чис- 
ленное обозначение. 
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случае, когда система сначала находилась в наиболее вероятной 
ситуации, она остается в равновесии и ее энтропия остается неиз- 
менной). Мы пришли, таким образом, к следующему положению. 

Второй закон термодинамики.Равновесное макросостояние 
системы можно характеризовать величиной S (называемой 
энтропией), которая обладает следующими свойствами: 
1: При любом бесконечно малом квазистатическом измене- 
нии состояния, когда система поглощает тепло dQ, ее энтро- 
пия меняется на величину 

4 ds =, (61) 

где Т — параметр, характеризующий макросостояние систе- 
мы, который называется ее абсолютной температурой. 
2. В любом процессе, когда термически изолированная си- 
стема переходит из одного макросостояния в другое, ее 
энтропия имеет тенденцию возрастать, т. е. 

dS >0. (62) 
Значение формулы (61) заключается в том, что она дает возможность 
определить разность энтропий по измерениям поглощенного тепла 
и служит для характеристики - абсолютной температуры системы. 
Смысл формулы’ (62) в том, что она указывает направление, в кото- 
ром должно происходить развитие неравновесных ситуаций. 

Положение 3. B п. 5.2 мы установили, что энтропия системы стре- 
мится к определенному предельному значению, когда абсолютная 
температура приближается к нулю. Это положение, заключенное 
в формуле (5. 12), имеет следующий вид. 

`Третий закон термодинамики. Энтропия $ системы обла- 
дает следующими предельными свойствами: 

при T—+0, $$, (63) 
rie $. — постоянная, He зависящая от структуры системы. Значение 
этого закона в том, что он устанавливает существование в системе, 
состоящей из определенного числа частиц данного типа, вблизи 
Т=0 некоторого стандартного макросостояния, обладающего опре- 
деленным значением энтропии. По отношению к этой энтропии 
могут быть измерены энтропии всех других макросостояний. Та- 
ким образом, вместо разности энтропий, определяемой формулой 
(61), мы можем получить абсолютные измерения действительного 
значения энтропии системы. 

Положение 4. Число состояний , доступных системе (или ее 
энтропию э=А 1); можно считать функцией ряда макроскопиче- 
ских параметров (уз, Yo,...,Y,). Если система изолирована и нахо- 
дится в равновесии, то наши основные статистические постулаты 
позволяют нам вычислить вероятность с помощью соотношения 
(3.20). ‚Вероятность Р нахождения системы в ситуации, характери- 
зующейся данными значениями ее параметров, просто пропорцио- 
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нальна числу состояний, доступных системе при этих значениях па- 
раметров. Так как $=А1О, или @=е5/*, это приводит к следую- 
щему положению. 

Статистическое соотношение. Для изолированной и: на- 
ходящейся в равновесии системе вероятность ее нахождения 
в определенном макросостоянии, характеризующемся энтро- 
пией $, имеет вид 

Px edie, (64) 
Значение этого утверждения в TOM, что оно дает возможность вычис- 
лить вероятность осуществления различных ситуаций. В частности, 
с помощью (64) можно вычислить статистические флуктуации, воз- 
никающие в любом равновесном состоянии. 

Положение 5. Статистическое определение энтропии имеет фун- 
даментальное значение... Оно может быть выражено следующим 
образом. 

Связь с микроскопической физикой. Энтропия $ системы 
связана с числом Q доступных состояний системы соотно- 
шением 

S=kin@. (65) 

Значение этого положения в TOM, что оно позволяет вычислить 
энтропию из данных о микроскопических квантовых состояниях 
системы. 

Обсуждение. Заметим, что положения 0—4, т.е. четыре закона 
термодинамики и статистическое соотношение, являются весьма об- 
щими утверждениями, имеющими макроскопический характер. Они 
не содержат никаких ссылок на атомы, из которых состоит рассмат- 
риваемая система. Таким образом, эти положения. полностью не- 
зависимы от микроскопических моделей, которые могут быть пред- 
ложены для атомов и молекул системы и обладают большой общ- 
ностью. Их можно использовать даже при полном отсутствии 
знаний об атомных свойствах рассматриваемой системы. Истори- 
чески законы термодинамики были введены как чисто макроскопи- 
ческие постулаты, задолго до появления атомной теории вещества. 
Полностью макроскопическое рассмотрение этих законов приводит 
к большому числу следствий. Изучение этих следствий — дело 
специальной и. очень плодотворной отрасли физики, которая назы- 
вается термодинамикой. Не меняя общности ее макроскопического 
содержания, термодинамику можно расширить, включив в нее 
статистическое соотношение (64); таким образом, мы г приходим к так 
называемой статистической термодинамике. | 

Разумеется, степень нашего. понимания и возможность пред- 
сказаний чрезвычайно возрастут, если мы сможем соединить стати- 
стический подход со знанием микроскопических свойств атомов и 
молекул системы. Такой . подход и составляет суть статистической 
механики, которая включает. в себя и соотношение (65). Статистиче- 
ская механика дает нам возможность вычислить энтропию системы 
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и сделать множество конкретных вероятностных утверждений, 
основанных на формуле (64) или на ее следствиях (например, на 
каноническом распределении). Мы оказываемся в состоянии вычис- 
лить свойства макроскопической системы на основании ее микро- 
СВОЙСТВ. 

Основное содержание этой книги было посвящено статистической 
механике, которая является, таким образом, весьма всеобъемлющей 
дисциплиной. Она содержит в себе, как частный случай, термодина- 
мические законы, которые не зависят от атомных свойств рассмат- 
‘риваемой системы. 

7.5. Условия равновесия 

Основные статистические постулаты, рассмотренные в п. 3.3, 
имели в виду либо равновесное состояние изолированной системы 
либо приближение системы к такому. состоянию. Эти постулаты, 
составляющие основу наших рассуждений, были сформулированы 
в понятиях числа доступных состояний или, что эквивалентно, 
в понятии энтропии. Мы вернемся теперь к основным идеям, с тем 
чтобы выразить их в другой форме, более удобной для многих, 
практических приложений. 

Изолированная система. Начнем с. рассмотрения смысла указан- 
ных постулатов для изолированной системы. Полная энергия такой 
$ системы остается постоянной. Пред- 

положим, что система может быть 
описана макроскопически с помощью 
параметра y или нескольких парамет- 
ров. (Например, у может означать 
энергию подсистемы А на рис. 3.9 
или положение перегородки на рис. 

у 3.10.) Число состояний, доступных си- 
‚рис. 7.6. График, показывающий sa.  СТ@Ме, зависит от у. `Разделим BO3- 
BHCHMOCTb энтропии $ от некоторого можные значения Y на небольшие рав- 

макроскопического параметра Y- НЫе интервалы бу и обозначим через 
(у) число состояний, доступных системе в том случае, когда 
параметр у лежит в интервале значений от`у до y-+6y. Соответст- 
венно энтропия системы равна, по определению, S=kInQ. Наш 
фундаментальный постулат (3.19) утверждает, что Когда система 
находится в равновесии, ее с равной вероятностью можно найти 
в любом из доступных состояний. Если параметр у может меняться, 
то вероятность Р(у) обнаружить систему в ситуации, когда ее пара- 
‘метр у лежит между yu y+ dy, определяется соотношением: 

^ 

'B равновесном состоянии | (66) 

Руси. р 
ae и 

wy 
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Пусть в некотором стандартном макросостоянии параметр у имеет 
значение Yo, тогда из (66) следует 

PY) _ „5 — @ yy/k eS(Yo)/k | 

P (yo) (yo) / 

P (y) = Piers", (67) 
ИЛИ 

где 

AS = S(y)—S (yy) 

и Р.=Р(уо). Отношение вероятностей определяется непосредственно 
разностью энтропий. | 

Из (66) следует, что в состоянии равновесия параметр у с нан- 
большей вероятностью принимает значение, при котором энтропия 
оказывается наибольшей. Даже плавный максимум величины 
S=k1InQ соответствует очень резкому максимуму величины Q, 
а тем самым и вероятности Р. Отсюда следует, что обычно величина 
{} с подавляющей вероятностью принимает значения, очень близкие 

к тому значению у, при котором энтропия S достигает максимума. 
Итак, 

Равновесное состояние изолированной системы 
характеризуется такими значениями своих пара- (68) 
метров, при которых | 

S = maximum. 

В состоянии равновесия вероятность P(y) наблюдения в ансамбле 

систем значения у, заметно отличного от у, очень мала. С другой 
стороны, мы можем заранее, с. помощью внешнего воздействия или 
как-нибудь иначе, так приготовить систему, что в момент времени 
tf) она с большей вероятностью окажется в макросостоянии, для 
которого параметр у принимает значение, сильно отличающееся от 

у. Если после этого момента времени fy мы снова изолируем систему, 
а параметр у сможет меняться, то система уже не будет в состоянии 
равновесия. В соответствии с постулатом (3.18) состояние системы 
будет теперь меняться во времени, пока не будет достигнуто распре- 
деление вероятностей (66), отвечающее состоянию равновесия. Дру- 
гими словами, система развивается в таком направлении, что значе- 
ния у, отвечающие большей энтропии, становятся более вероят- 
ными, Это значит, что энтрония увеличивается и результирующее 
изменение энтропии удовлетворяет неравенству 

AS > 0. (69) 

Изменение энтропни будет продолжаться, пока не будут достигнуты 
условия равновесия, при. которых параметр у с подавляющей ве- 
роятностью будет иметь значение, отвечающее максимуму ‘энтро- 
пии 5%. 
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‚Замечание о метастабильном равновесии. Возможно, 
что энтропия ©, Как это показано на рис. 7.7, будет обладать более чем одним 

максимумом. Если максимум энтропии при yp больше максимума при ид, то COOT- 
ветствующие вероятности Р(и) в (66), благодаря экспоненциальной зависимости 

от 5, окажутся намного больше при yp, чем при уз. В подлинном состоянии рав- 
новесия система поэтому почти всегда будет 

РЯ обладать значением параметра, равным yp. 
Предположим теперь, что система специ- 

ально приготовлена таким образом, чтобы ее 
параметр в некоторый начальный момент 
времени имел значение, не слишком далекое 

от и. Тогда дальнейшая эволюция системы 
приведет к осуществлению весьма вероятной 
ситуации, при которой параметр y будет 

UP VA 4 очень близок к уз. Несмотря на то, что ситу- 
ация, при которой параметр у очень близок 

Рис. 7.7. График, иллюстрирующий к уь, гораздо более вероятна, эта последняя 

Наличие двух максимумов энтропии ситуация может быть достигнута лишь в том 
ве аз м зна- ° . чениям макроскопического парамет- случае, если система перейдет через область 

ра у. значений, где 

+
 

e
e
 

-
-
-
-
-
-
-
 

Lo
 

Ya <Y < Yo. 

Эта область отвечает, однако, весьма маловероятной ситуации, и вероятность 
того, что без помощи извне система пройдет через нее, настолько мала, что по- 
требуется очень большое время, пока система приблизится к окончательной рав- 

новесной ситуации, когда y близко к уь. За время, представляющее практический 
интерес, состояние со значениями, близкими к Иь, может оказаться эффективно 
недоступным нашей системе. В то же время систгма сможет достичь равновесного 

состояния вблизи значения у, близкого к yg. Такая ситуация называется мета- 
стабильным равновесием. Если окажется возможным найти какой-нибудь способ 

помочь переходу системы из состояний, где параметр y близок к ид, в состояния, 

где он близок к ур, то система быстро выйдет из состояния метастабильного рав- 

новесия, чтобы достичь состояния истинного равновесия, в котором у близок к Yp. 
Примеры такого рода весьма эффектны. Например, вода в состоянии ис- 

тинного равновесия вблизи O° С существует в форме льда. Если, однако, медленно 
охлаждать очень чистую воду, мы можем иметь жидкость в состоянии метаста- 
бильного ‘равновесия вплоть AO температуры —20° С, или еще меньшей. Если 
мы теперь введем в такую воду зерна или пыль, то тем самым мы поможем началу 
роста ледяных кристаллов и жидкость внезапно замерзнет, достигнув тем самым 
своего истинного равновесного состояния. 

Система в контакте с резервуаром. Допустим, что интересующая 
нас система (обозначим ее A) не изолирована и может взаимодейст- 
вовать с другой или многими системами (которые мы обозначим А’). 
Составная система A*, состоящая из Ди A’, является изолирован- 
ной системой. Условия равновесия системы A могут быть получены 
из рассмотрения свойств изолированной системы A*, уже извест- 
ных нам. 

Большинство лабораторных опытов выполняется в условиях 
постоянных Температуры и давления. Обычно рассматриваемая 
система А находится в термическом контакте с тепловым резервуа: 
ром (им может быть. окружающая атмосфера или водяная баня), 
температура которого постоянна, а объем системы А не является 
фиксированным. Система обычно находится при постоянном давле- 
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нии (им может быть давление окружающей атмосферы). Попытаемся 
установить условия равновесия системы А, находящейся в контакте 
с резервуаром А’, который остается при постоянном давлении р’и 
ПОСТОЯННОЙ температуре T’. Система А может обмениваться теплом 
с системой А’, но размеры последней столь велики, что этот обмен 
не влияет на ее температуру 7’. Система А может менять свой объем 
за счет системы Д’ и производить работу над этой системой; но, 
аналогично, из-за больших размеров системы А’ эти относительна 
небольшие изменения объема *) не вызовут изменения давления р’. 

Допустим, что система А описывается некоторым макроскопи- 
ческим параметром у (или несколькими параметоами). При этом 
число состояний @*(у), доступных 
составной системе А*, будет равно 
произведению числа состояний 22(y), 
доступных системе А при данном зна- 
чении параметра у, на число состояний А” 
62’ (и), доступных резервуару А’ в этих 
условиях. Таким образом, 7 

Q* = QQ’, (70) р’ 

Из определения энтропии S=k In a Рис. 7.8. Система A, находящаяся в 
следует, что контакте с тепловым резервуаром А” 

—S§ 4+.§", (70a) при постоянных температуре Т’и 

где S* — энтропия составной системы А--А’, a S u $’ — энтропии 
систем А и A’ соответственно. Выберем некоторое исходное макро- 
состояние, для которого параметр у принимает значение Yo. 
Применив к составной системе A*, которая является изолирован- 
ной, формулу (67), мы получим вероятность P(y) того, что параметр 
у принимает значение, лежащее в интервале от у до у--ду: 

P (y) = Presse, (71) 
Здесь AS*=S*(y)—S*(yo), а из (70a) следует, что 

AS* = AS + AS’. (72) 

Попытаемся упростить (72), выразив изменение энтропии резервуа- 
ра через величины, относящиеся к интересующей нас системе А. 

Резервуар А’ очень велик, поэтому, даже поглотив некоторое 
количество тепла Q’ от системы A, он остается в равновесном со- 
стоянии с неизменившимися значениями температуры Т’ и давле- 
ния р’. Изменение энтропии резервуара в таком квазистатическом 

*) Система А’ может быть неким резервуаром, с которым система А взаимо- 
действует обменом тепла и совершением работы с помощью давления. Но А’ 
можно представить себе и как комбинацию двух резервуаров: один из них имеет 
температуру Т’и его взаимодействие с А ограничивается передачей тепла, дру- 
гой резервуар находится при давлении р’и взаимодействует с А совершением ме- 
ханической работы. 
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процессе согласно (32) равно 

AS' =<... (73) 
Но тепло Q’, поглощенное резервуаром A при изменении параметра 
OT Yo ДО и, равно 

0'=АЕ’—\'. (74) 

Здесь AE’ — изменение средней энергии системы A’, W’ — работа, 
совершаемая над A’, когда объем системы А меняется на величину 
AV=V(y) — У(у.). Объем резервуара при этом меняется на вели- 
чину — АУ, а работа, совершаемая системой А против сил давления 
резервуара, согласно (5.14) равна Й’=р'’АУ. Далее из закона сохра- 

нения энергии для составной системы А* следует, что АЁ’=— АЕ, 

где AE==F(y) — E(yo) представляет собой изменение средней энер- 
гии системы А. Таким образом, (74) принимает. вид. 

Q’ = — AE—p’AV. 

Используя (72) и (73), мы получаем 

Ast = 43 — АЕ ду _ eT АЛЕН, AV (75) 

Чтобы упростить стоящее справа выражение, введем новую функ- 
цию 

— 

G ==E—T'S + ру, (76) | 

которая содержит, величины Е, S и V, относящиеся к системе A, 
и давление‘р’и температуру Т’ резервуара. Так как последние две 
величины постоянны, мы имеем 

AG =: AE—T'AS + p'AV. 

Теперь выражение (75) принимает простой вид: 

. AG 

где AG==G(y)—G(yo). Функция С, определяемая (76), имеет размер- 
ность энергии и носит название гиббсовской свободной энергии си- 
стемы А для данной температуры 7’ и постоянного давления р”. 

Из формулы (77) следует, что если энтрония S* полной системы А* 
возрастает, то гиббсовская свободная энергия подсистемы A умень- 
шается. Поэтому максимум вероятности (71) или максимум энтропии 
S* для составной изолированной системы А* соответствует мини» 
муму гиббсовской свободной энергии для подсистемы А. Мы пришли; 
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таким образом, к следующему утверждению: 

Равновесная ситуация в системе, находящейся 
в контакте с резервуаром, температура H давле- 
ние которого постоянны, характеризуется такими (78) 
значениями параметров, при которых 

G = minimum. 

Это утверждение соответствует утверждению (68) для изолиро- 
ванной системы. Допустим, что условие (78) не выполнено, так что 
система А не находится в равновесии. В этом случае ситуация будет 
развиваться в таком направлении, чтобы энтропия S* составной си- 
стемы Д* возрастала. Рост энтропии будет происходить до установ- 
ления окончательной равновесной ситуации, при которой параметры 
системы А приобретают, с подавляющей вероятностью, значения, 
соответствующие максимуму S*. Это утверждение удобнее выра- 
ЗИТЬ C помощью гиббсовской свободной энергии системы A: ситуа- 
ция будет развиваться в таком направлении, чтобы свободная энер- 
run С системы А уменьшалась, т. е. 

AG <0. (79) 

Это уменьшение будет продолжаться до установления окончатель- 
ного равновесия, при котором параметры системы А с подавляющей 
вероятностью приобретают значение, соответствующее минимуму G. 

Подставляя (77) в (71), мы получаем следующее простое утверж- 
дение: 

P= P,e-Aeler’, (80). 

Так как AG=G() — G(y»), где G(yo) — константа, определяемая вы- 
бором стандартного состояния, результат (80) может быть выражен 
в. следующем виде: | 

в равновесном состоянии (81) 
P (y) X e~GUy/kT 

Этот результат аналогичен результату (66) для изолированной си- 
стемы. Из (81) следует, что вероятность Р(у) имеет максимум, когда 
G(y) минимально. = 

Большинство систем, представляющих интерес для физики или 
химии, изучается B YCJIOBHAX постоянных и заданных температуры и 
давления. Поэтому формулы (78) и (81) являются весьма удобной 
формой условий равновесия и исходным пунктом рассмотрения раз- 
личных физических и.химических систем. Соответствующий пример 
будет рассмотрен в следующем пункте... = - 
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7.6. Равновесие между фазами 

Любое вещество может существовать в различных и определен- 
ных состояниях, называемых фазами, которые соответствуют раз- 
личным силам сцепления между молекулами одного типа. Нам 
хорошо известно, что вещество может быть в виде твердого тела, 
жидкости или газа *). (Газообразное состояние иногда называют 

паром.) Например, вода существует Резерва в форме льда, жидкости или водяного 
/ пара. Различным фазам отвечают раз- 

| личные области температуры и давле- 
| T ния. Кроме Toro, одна фаза может пе- 
| p реходить в другую при определенных 
i значениях температуры и давления. 

| Например, при плавлении твердое тело 
О И puters становится жидкостью, жидкость, ис- 

| паряясь, образует пар, а твердое тело 
Фаза 2 может переходить в газообразное со- 

> стояние, H этот переход называется 

| > Ире сублимацией. В этом параграфе мы 
— "И" сделаем попытку достичь понимания 

Феза 1 таких фазовых переходов с помощью 
нашей общей теории. 

Рис. 7.9. Система состоит из двух фаз 
и находится в контакте с резервуа- Будем рассматривать систему, 
ром. что обеспечивает постоянную COCTOALLYIO Из Двух пространствен- 

температуру Г и давление р. но разделенных фаз некоторого ве- 
щества, состоящего из молекул одно- 

го типа. Такие фазы могут, например, быть твердым телом или 
жидкостью или жидкостью и газом. В общем случае мы будем обо- 
значать их цифрами / и2. Мы будем изучать эти фазы при неко- 
торой определенной температуре 7 и давлении р, которые дости- 
гаются контактом с некоторым тепловым резервуаром, имеющим 
эти параметры. Обозначим через №, и №, число молекул нашего 
вещества, находящихся в фазах /[ и 2 соответственно. Так как Be- 
щество не может исчезнуть, то полное число молекул N должно 
оставаться постоянным, независимо от того, каким образом мо- 
лекулы распределены между обеими фазами. Таким образом, 

М, + №, = М = соп${. (82) 

Нас интересует следующий вопрос: будет ли наше вещество при 
данных давлении и температуре в условиях равновесия существо- 
вать в виде фазы [, или в виде фазы 2, или в форме обеих фаз одно- 
временно? | 

Так как давление и температура нашей системы заданы и оста- 
ются неизменными, все эти вопросы сводятся к исследованию гибб- 

*) Могут даже существовать различные формы твердого состояния, отвечаю- 
щие различной кристаллической структуре. 
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совской свободной энергии С системы. Эта свободная энергия яв- 
ляется функцией №, и N,. Из общей формулировки (78) условий 
равновесия следует, что параметры №, и №, должны быть такими, 
чтобы функция G, определяемая формулой (76), имела минимальное 
значение, т. е.*) 

@=Е— Т$-- pV = minimum. (83) 

Полная средняя энергия E в этой формуле равна сумме средних 
энергий обеих фаз; то же можно сказать и об энтропии **). Пол- 
ный объем системы равен сумме объемов, занимаемых обеими фа- 
зами. Отсюда следует, что 

G= G, С» (84) 

где G,; и G, — свободные энергии фазы J и фазы 2 соответственно. 
При заданных температуре и давлении такие величины, как средняя 
энергия, энтропия и объем каждой фазы пропорциональны коли- 
честву вещества в фазе. (Эти величины являются экстенсивными 
величинами; см. п. 5.6.) Поэтому мы можем написать С, = №, аб, и 
(.=М№.5, где 21 И ©. зависят от Т и р, но не от чисел М, и Nz. 
Величина 

&;(Т, Р) == свободная энергия, приходящаяся на одну 
молекулу i-H фазы при данной темпера- (85) 
туре и давлении, 

характеризует внутренние свойства {-й фазы. Теперь мы можем 
записать формулу (84) в таком виде: 

G = М, а, + Ng). (86) 

Если обе фазы находятся в равновесии, №, и №, должны иметь 
такие значения, чтобы функция С была согласно (83) минималь- 
ной. Если функция С имеет минимум, она не.должна изменяться 
при бесконечно малых изменениях Л; и М№М.: 

dG = g, aN, +8, АМ, =0, 

ИЛИ 

(g,—g,) АМ, =0, 

так как из условия сохранения материи. (82) следует, что dN ,= 
=—dN,. Таким образом, мы получим необходимое условие 

*) Штрихи у переменных T и р, стоящие в формуле (76), здесь опущены, так 
как мы обозначили температуру и давление резервуара через T u р соответствен- 
но. Температура и давление обеих систем также предполагаются равными Ти р, 
так как мы пренебрегаем небольшими флуктуациями температуры и давления 
в системах. 
..**) Это объясняется равенством (70), которое утверждает, что число состоя- 

ний, доступных. составной системе, равно произведению чисел доступных со- 
стояний для каждой фазы. 
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равновесия двух фаз: My 

для равновесного существования ; 
фаз необходимо, чтобы (87). 

81 = 8.. 

г 

Если это условие выполнено, переход молекулы вещества из одной, 
фазы в другую не меняет значения величины (86), которая, таким об-\ 
разом, имеет экстремум *). 

Исследуем теперь понятие свободной энергии (86) более подробно. 
Вспоминая, что свободная энергия &;(Т, р), приходящаяся на одну 
молекулу в данной фазе t, является определенной функцией, ха- 
рактеризующей свойства фазы при данной температуре и давлении, 
мы можем сделать следующие утверждения. 

Если Ти р таковы, что &:<8., то минимальное значение в 
в (86) будет достигнуто в том случае, если все N молекул вещества. 
перейдут в фазу /, так что (= М№5:. Это значит, что в состоянии. 
стабильного равновесия может существовать только фаза Г. ; 

Если Ти р таковы, что &\>2., то минимальное значение G 
соответствует G=Ng.; в состоянии стабильного равновесия может: 
находиться лишь фаза 2. 

Если же Т и р таковы, что g1=£2, то условие (87)‘выполнено 
и любое число М, молекул фазы будет находиться в рав- 
новесии с оставшимся числом N,=N — М, молекул второй фазы. 
Таким образом, при изменении Л, величина С остается неизменной. 

Геометрическое место точек Ha диа: 
грамме (7, р), для которых выполняет- 
ся условие (87), называется кривой фа- 

| 308020 равновесия. В любой точке вдоль. 
‚этой кривой возможно равновесное. 
существование обеих фаз. Кривая cha: 
зового равновесия, вдоль которой’ 
21=2, разбивает плоскость (Т, р) на 
две области: в первой из них &,<9% 

Рис. 7.10. Кривая зависимости nas. И СТабильной является только фаза. Г, 
ления р от температуры T, разде- BO ВТОрой области g1>>gZ. и здесь ста- 
ляющая область, где каждая из двух 
фаз в отдельности может находиться бильна лишь фаза 2. 

P 

в равновесии. Вдоль кривой возмож- „ 
но совместное равновесное состояние Кривую фазового равновесня МОЖ- 

обенх фаз. но выразить в дифференциальной фор- 
ме. Рассмотрим (рис. 7.10) некоторую 

точку а, которая лежит на кривой фазового равновесия и соответ- 
ствует температуре 7 и давлению р. Условия равновесия (87) озна; 
чают, что 

&: (Г, р) =в»(Т, р). (88) 
*) Условие {87) является лишь необходимым условием: существования мини: 

мума. Изучение дополнительных условий, гарантирующих, что величина: G имеет 
минимум, а не максимум, не представляет для нас существенного интереса. . 7. 
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Рассмотрим соседнюю точку 6 на кривой, отвечающую темпера- 
туре 7+-dT и давлению р--ар. Из условия равновесия (87) следует, 
что 

в. (Г-+аТ, p+dp)=g,(T+dT, р-+ ар). (89) 
Вычитая (88) из (89), мы получаем 

dg, =dg,. (90) 

Здесь dg; — изменение приходящейся на одну молекулу {-й фазы 
свободной энергии при изменении температуры и давления от зна- 
чений (Т, р), отвечающих точке а, до значений (Т--АТ, p-+dp), от- 
вечающих точке 65. 

Используя (83), мы можем написать следующее определение ве- 
личины свободной энергии на одну молекулу Е-й фазы: | 

G; E;—TS;+ pv; — 
ыы тм м; 

ИЛИ 

|Z €;—TS; + рух, 

roe ¢,==:E,/N,; — средняя энергия, s,==S,/N;—~ энтропия И 0; 
==У,/М№; — объем, приходящиеся.на одну молекулу {-й фазы. Таким 
образом, _ | 

dg; = de; —Т 4$; —s,dT + ра, фо; dp. 

Основное ‘термодинамическое соотношение (34) дает нам возмож- 
ность связать изменение энтропии dS; с количеством тепла, поглощен- 
ного фазой при этом изменении: 

T ds; = de, +-p 4, 

и мы найдем, подставляя это выражение в предыдущее равенство: 

dg; =— 5; аг-но; ар. (91) 

Применив этот результат к каждой фазе, мы получаем 

(Ss, — 51) aT = (©, —,) ар, 

или 
dp _ As 
dT Av’ 

где А5=5. —$ и Av==v,— vy. 
Соотношение (92) называется уравнением Клаузиуса — Клапей- 

рона. Рассмотрим некоторую точку на кривой фазового равновесия. 
Этой точке соответствует температура Т и давление р. Уравнение 

‚ (92) связывает наклон кривой в этой точке с изменением AS энтропии 
и До объема (на одну молекулу), происходящих при изменении фа- 
зового равновесия вблизи данных значений Т и р. Заметим, что 
если мы имеет дело не с одной молекулой, а с произвольным 

(92) 
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количеством вещества, состоящим из N молекул, то соответству- 
ющие изменения энтропии и объема равны AS=N As nAV=N Ду. 
Поэтому (92) можно записать в виде 

dp AS 

dT AV" (93) 

Так как при фазовом переходе изменяется энтропия, то должно 
пронсходить и поглощение тепла. Скрытой теплотой перехода Гл» 
называется количество тепла, поглощенного данным количеством ве- 
щества фазы / при его переходе в фазу 2, когда обе фазы сосущест- 
вуют в равновесном состоянии. Так как переход происходит при 
постоянной температуре Т, соответствующее изменение энтропии 
связано с величиной Ly. выражением (32), и мы получаем 

AS=S,—S, ==", (94) 
где L,, — значение скрытой теплоты при данной температуре. Мы 
приходим, таким образом, к другой форме уравнения Клаузиуса — 
Клапейрона: 

Ар __ ly» 

ат ТА’ (95) 

Если У означает объем одного моля, то Г!» равно скрытой теплоте 
для одного моля, если У — объем одного грамма, то L,, — скрытая 
теплота для одного грамма. 

Рассмотрим некоторые важные применения этих результатов. 
Фазовые переходы для простых веществ. Мы ‚уже упоминали, что 

простые вещества могут существовать в виде трех фаз: твердой, жид- 
кой и газообразной. (Твердых фаз мо- 
жет быть несколько, соответственно 
различной структуре кристалла.) Кри- 
вые фазового равновесия между всеми 
тремя фазами на плоскости (темпера- 
тура — давление) имеют характер, по- 
казанный на рис. 7.1], и делят диа- 
грамму на три смежные области: об- 
ласть твердого, жидкого и газообраз- 
ного состояния, пересекаясь в общей 
точке, называемой тройной точкой. 

Т Произвольные количества всех трех 
Puc. 7.11. Фазовая диаграмма seme- Фаз могут сосуществовать, находясь 

ства, подобного воде, ‘Hepes Гоби. в равновесии друг с другом, лишь при 
точка. единственных значениях температуры 

и давления тройной точки. (Это свойст- 
во тройной точки делает тройную точку воды удобным‘и легко воспро- 
изводимым эталоном температуры.) Кривая равновесия ‘жидкость — 
газ. оканчивается в точке с, называемой критической точкой. В этой 
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точке разность объемов АУ данного количества жидкости и газа 
становится равной нулю. За точкой с нет фазовых переходов, здесь 
существует лишь одна «жидкая» фаза (давление здесь столь велико, 
что плотный газ и жидкость неразличимы). 

Переход вещества из твердого состояния (5) в жидкое (1) почти 
всегда сопровождается увеличением его энтропии *) (или степени 
беспорядка). Поэтому скрытая теплота L,, положительна и переход 
происходит с поглощением теплоты. Во многих случаях после 
плавления объем вещества увеличивается, так что АУ>>0. В этом 
случае из уравнения Клаузиуса — Клапейрона (93) следует, что 
наклон кривой равновесия твердое тело — жидкость положителен. 
Другие вещества, подобно воде, после плавления сжимаются, и 
АУ< 0. У таких веществ наклон кривой отрицателен (подобный слу- 
чай показан на рис. 7.11). 

Приближенное вычисление давления пара. Уравнением Клаузиуса— 
Клапейрона можно воспользоваться для вывода приблизительного 
выражения, дающего давление пара, находящегося в равновесии 
с жидкостью (или твердым телом) при температуре Т. Это давление 
называется давлением пара над жидкостью (или твердым телом) при 
данной температуре. Уравнение (95), написанное для одного моля 
вещества, имеет вид 

Baa, (96) 

где L=L,. — скрытая теплота испарения одного моля, а У — мо- 
лярный объем. Пусть индекс | относится к жидкости, индекс 2— 
к пару. Тогда. 

AV=V,—V, = И,, 

так как плотность пара гораздо меньше плотности жидкости (или 
твердого вещества), и У.,>>\У,. Допустим также, что пар можно 
считать идеальным газом, так что уравнение состояния одного моля 
пара имеет ‘вид 

ру. = КТ. 
Тогда 

AV =У,=-—. 
р. 

В этих приближениях (96) принимает вид 

1 ар _ 1 - 
рат © RT (97) 

Обычно можно приближенно считать, что L не зависит OT. темпера- 
туры. Тогда (97) легко проинтегрировать. Мы получаем 

In p a — pa ++ const , 

*) Исключением является твердый He? при очень низкой температуре. Кван- 
товомеханические эффекты в этом случае приводят к тому, Yto ядерные спины 
в жидкости ориентируются антипараллельно, тогда как в твердом теле их ориен- 
тация случайна. 
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ИЛИ 

р = ре- МЕТ, (98) 

где ро — некоторая постоянная. Мы видим, таким образом, что тем- 
пературная зависимость давления пара определяется величиной 
скрытой теплоты. Эта скрытая теплота приблизительно. равна энер- 
гии, необходимой для разделения.моля жидкости (или твердого тела) 
на отдельные молекулы, удаленные друг от друга. Поэтому вели- 
чина Ё должна быть значительно больше тепловой энергии жидко- 
сти (или твердого тела), имеющей порядок ЮТ на моль. Так как 
L>>RT, то давление пара, определяемое формулой (98), является 
очень’ быстро растущей функцией температуры Т. 

Заметим, что давление пара можно было бы вычислить, исходя 
из наших основных условий равновесия. Действительно, зная микро- 
скопическое устройство каждой фазы, мы можем вычислить для нее 
число доступных состояний, что дает возможность определить 
энтропию и среднюю энергию, а следовательно, вычислить свобод- 
ную энергию, приходящуюся на одну молекулу, в зависимости от 
температуры и давления. Написав основное условие равновесия 

&i (T, р) = 8. (Т, р), 

мы получим уравнение, которое можно решить относительно 7’. 
Таким образом, можно найти выражение, связывающее давление 
пара с температурой, которое: не будет содержать неизвестных по- 
стоянных (таких, как ро). Микроскопические вычисления такого 
типа могут быть сделаны в простых случаях. 

7.7. Переход беспорядка в порядок 

Любая изолированная система стремится достичь ситуацин, 
отвечающей наибольшему беспорядку,. т. е. ситуации с максималь- 
ным значением энтропии. Этот ключевой принцип включен в наши 
основные статистические постулаты и проходит через все рассужде- 
ния в этой книге. Можно привести большое число иллюстрирую- 
щих его примеров. Мы ограничимся двумя. 

1. Рассмотрим систему, состоящую из наполненного водой со- 
суда, колеса с лопастями и груза, соединенного с осью колеса 
веревкой (см. рис. 5.6). Допустим, что эта изолированная система 
предоставлена самой себе. Груз может перемещаться вверх или вниз, 
вращая колесо и обмениваясь энергией с водой. Если груз опу- 
скается, то потенциальная энергия груза в гравитационном поле, 
связанная с его единственной степенью свободы (т.е. с высотой 
груза над полом), переходит в эквивалентное количество’ внутренней` 
энергии, которая оказывается распределенной между огромным 
числом молекул воды. Если груз будет сам по себе подниматься, то 
энергия, случайно распределенная между молекулами: воды, будет 
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переходить в потенциальную энергию, связанную с упорядоченным 
подъемом груза. Так как энтропия стремится возрасти, реальным 
процессом, который происходит с подавляющей вероятностью, 
будет опускание груза. Таким образом, система переходит в менее 
упорядоченное, или более случайное, состояние. 

2. Рассмотрим живое существо или любой другой биологический 
организм. Он также состоит из простых атомов (например, из ато- 
мов углерода, водорода, кислорода, азота), но эти атомы не обра- 
зуют случайной смеси. Они собраны в системы с исключительно 
высокой степенью организации. Действительно, прежде всего атомы 
объединены в специальные органические. молекулы (мы знаем, Ha- 
пример, около 20 различных типов аминокислот). Затем эти орга- 
нические молекулы используются в качестве строительных блоков, 
соединяемых в строгой последовательности для образования раз- 
личных типов больших молекул, называемых макромолекулами и 
обладающих весьма специальными свойствами. (Например, амино- 
кислоты являются строительными блоками для образования раз= 
личных белков.) Предположим теперь, что наше существо поме- 
щено в ящик и полностью изолировано. В этом случае высокая 
степень организации не сможет сохраниться. В соответствии с прин- 
ципом возрастания энтропии наше существо не выживет и его упо- 
рядоченная организация сложных макромолекул в конце концов 
‘распадается на неупорядоченную смесь простых органических мо- 

екул. 
Принцин возрастания энтропии создает впечатление, что мир 

приближается к ситуации, характеризующейся все возрастающим 
беспорядком. Не делая никаких утверждений относительно Все- 
ленной (которую, может быть, незаконно считать изолированной 
системой), мы можем с уверенностью считать, что для каждого спон- 
танно возникающего в изолированной системе процесса преимуще- 
ственным направлением будет переход от более упорядоченной к 
менее упорядоченной ситуации. Мы можем поэтому поставить сле- 
дующий вопрос, представляющий болыпой интерес: в какой мере 
возможно обратить направление таких процессов, чтобы перевести 
систему из более случайной в менее случайную ситуацию? Чтобы 
показать, насколько велико значение этой проблемы, мы выразим ее 
в более конкретной форме, отвечающей двум рассмотренным выше 
примерам. 

1. В какой мере возможно превращение внутренней энергии, 
случайным образом распределенной среди огромного количества 
молекул вещества (например, воды, бензина, угля), в энергию, свя- 
занную с систематическим изменением внешних параметров (приме- 
ром таких изменений является движение поршня или вращение 
оси), т. е. в работу поднятия тяжестей или движения грузов? Иными 
словами, какова мера эффективной работы различных двигателей и 
машин, создание которых означало промышленную революцию? 

2. В какой мере возможно превращение случайной смеси про- 
стых молекул в сложные и высокоорганизованные макромолекулы, 
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из которых состоит животное или растение? Иными словами, в ка- 
кой мере возможно существование живых организмов? 

Поставленные вопросы далеко не просты; мы видим, что они не- 
посредственно связаны со столь грандиозными проблемами, как воз- 
можность жизни или возможность промышленной революции. 

Сформулируем наши вопросы в более общей форме. В какой 
мере возможен перевод системы А из более случайной в менее слу- 
чайную ситуацию? Этому вопросу можно придать количественный 
смысл, поставив его следующим образом: в какой мере возможен 
переход системы А из макросостояния а с энтропией $, в макросос- 
тояние 6 с энтропией S,, если AS=S, — $, < 0? 

Мы не сможем ответить на этот вопрос с такой же общностью. 
Если система А изолирована, то ее энтропия с подавляющей вероят- 
ностью будет возрастать (или, в крайнем случае, оставаться по- 
стоянной), так что Д5>0. В этом случае ответ на наш вопрос заклю- 
чается в том, что желаемое уменьшение беспорядочности не может 
быть осуществлено. Допустим, однако, что система А не изолиро- 
BaHa, но может взаимодействовать с некоторой другой системой A’. 
Тогда, аналогично, энтропия S* изолированной составной системы 
А*, состоящей из систем A и А’, будет возрастать и AS*>>0. Ho 

S*=S+ S’, 

где 5’ обозначает энтропию системы A’. Утверждение о возрастании 
энтропии, примененное к изолированной системе A*, позволяет 
написать: 

А5* =AS-+- AS’ > 0. (99) 

Из этого условия совсем не следует с необходимостью, что ASO. 
Действительно, вполне возможно, что энтропия 5 системы А будет 
уменьшаться, тогда как энтропия системы А’ возрастает настолько, 
чтобы по меньшей мере скомпенсировать это уменьшение и обеспе- 
чить выполнение условия (99) для полной системы. При этом степень 
беспорядка в интересующей нас системе А уменьшится за счет 
другой системы А’, с которой система А взаимодействует. Мы при- 
ходим, таким образом, к следующему выводу, который можно на- 
звать «принципом компенсации энтропии». 

Энтропия системы может быть уменьшена только 
в том случае, если система взаимодействует с дру- (100) 
гой или с другими системами таким образом, что 
в процессе взаимодействия происходит компенси- 
рующее увеличение энтропии. 

Утверждение (100), воспроизводящее в словесной форме содержа- 
ние неравенства (99), является общим ответом на наш вопрос. До- 
пустим, что нам нужно выяснить, как можно уменьшить энтропию 
некоторой системы на определенную величину. Эта цель может быть 
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достигнута различными. способами € помощью различных дополни- 
тельных систем и процессов. При этом утверждение (100) может 
оказать нам существенную помощь. 

1. Оно позволяет немедленно отвергнуть некоторые способы на 
том основании, что они не осуществимы (если они таковы, что 
45*< 0). 

2. Оно дает возможность выбрать из многих альтернативных 
процессов процесс наиболее эффективный. 

Утверждение (100) не содержит, однако, информации о процес- 
сах и методах, с помощью которых можно достичь уменьшения энт- 
ропии системы. Это дело талантов, которые время от времени изобре- 
тают паровые машины, бензиновые двигатели, двигатели Дизеля и 
другие системы, преобразующие внутреннюю энергию в работу. 
Аналогично, биологическая эволюция, длящаяся миллионы лет, 
приводит к отбору таких биохимических реакций, которые приводят 
к синтезу макромолекул, делающих жизнь возможной. | 

Рассмотрим примеры использования общего принципа (100) 
для нескольких конкретных ситуаций. 

Двигатели. Двигателем называется устройство для превращения 
некоторой части внутренней энергии системы в работу. В процессе 
превращения (рис. 7.12) сам механизм М двигателя (он состоит 
из ряда поршней, цилиндров ит. д.) должен оставаться неизменным. 
Поэтому механизм работает следующими один за другим циклами, 
так что к концу каждого цикла механизм приводится в то же макро- 
состояние, в котором он пребывал в конце предыдущего цикла. 
Двигатель может таким образом работать непрерывно, проходя по- 
следовательность повторяющихся циклов. Энтропия самого меха- 
низма за цикл не изменяется, так как он возвращается в свое на- 
чальное макросостояние. Совершаемая двигателем работа w чаше 
всего идет на изменение внешнего параметра какой-либо систе- 
мы В (например, поднятие груза или смещение поршня). Един- 
ственным изменением энтропии, возникшем после завершения 
цикла работы двигателя, является изменение энтропии системы А, 
чья внутренняя энергия Е частично превратилась в макроскопи- 
ческую работу. 

Простейшим случаем был бы такой, когда система A является 
единственным тепловым резервуаром с температурой Т. Идеальной 
была бы машина, забирающая в течение цикла из теплового резер- 
вуара A некоторое количество тепла 4 (при этом внутренняя энергия 
резервуара уменьшается на 4) и использующая это тепло g для совер- 
шения над системой В некоторой работы w *). Чтобы выполнялся 
закон сохранения энергии, необходимо, чтобы w=q. Мы имели бы 
«совершенную машину», схема которой показана на рис. 7.12. Легко 
видеть, что, несмотря на всю ее привлекательность, осуществить та- 
кую машину невозможно. Действительно, резервуар A поглощает 

‚*) Мы используем малые буквы 4 и W для обозначения положительных зна- 
чений тепла и работы. 
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за цикл количество тепла (—9), что соответствует уменьшению 
энтропии резервуара на величину 

AS=—2. | (101) 

Это единственное происшедшее за цикл изменение энтропии в состав- 
ной изолированной системе Ao, показанной на рис. 7.12. Из наших 
общих. „рассуждений следует, что такую совершенную машину не- 

возможно построить. Действительно, 
A, единственным итогом ее действия было 

бы уменьшение степени беспорядка 
А теплового резервуара за счет отнятия 

у него энергии. 
Г Если мы хотим добиться успеха в 

превращении некоторой части внутрен- 
i ней энергии резервуара A в работу, 

мы должны в соответствии с принци- 
(м) пом (100) произвести компенсацию 

me
 

ne
 

=| 8 уменьшения энтропии (101). Для этого 
следует ввести дополнительную систе- 
му A’, с которой система A, рис. 7.12 

w=g | могла бы взаимодействовать. Возьмем 
Бик 7.42. Идеальная машини д, co В КаЧестве A’ некоторый тепловой ре- 
стоящая из движущегося механизма зервуар при температуре Г’. Пусть 

м . Стены: над которой произво- взаимодействие этого резервуара с си- 
лоного резервуара A, от которого CTeMOH Ag заключается в том, что ре- 

отбирается тепло. зервуар поглощает в течение цикла 
некоторое количество тепла 4’. При этом энтропия системы 5’ воз- 
растает на величину 

AS’ =. (102) 

Для достижения желаемой компенсации энтропии необходимо, чтобы 
изменение энтропии сложной изолированной системы S*, состоящей 
из систем А, и A’, удовлетворяло условию 

AS* = AS + AS’ > 0. (103) 

Чтобы выполнить это условие наиболее легким способом, мы должны 
уменьшить энтропию системы А на возможно меньшую величину, 
а энтропию системы А’ увеличить возможно больше. При заданном 
количестве тепла g уменьшение энтропии 5 системы А будет тем 
меньше, чем выше температура Т. Таким образом, температура А 
должна быть возможно более высокой. Точно так же, чтобы при 
заданном количестве тепла .g’ достичь возможно большего увеличе- 
ния энтропии 5’, мы должны температуру 7’ резервуара А’ сделать 
возможно более низкой. 
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Мы пришли, таким образом, к возможному общему устройству 
двигателя, показанному на рис. 7.13. Прежде чем изучить его свой- 
ства, заметим, что условие (103), если принять во внимание (101) в 
(102), приобретает вид A 

45*=—9 4-20. (104) 

Далее, из закона сохранения энергии 
следует, что работа, производимая дви- 
гателем за цикл, равна 

Ш —=49—0.. (105) 

Чтобы получить от двигателя макси- 
мальное количество работы, нам сле- 
дует передать дополнительному резер- 
вуару А’ возможно меньшее количе- 
ство тепла 4’, согласующееся еще, о
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однако, и с нашей целью компенсации 7 
возрастания энтропии AS’. Подставляя 
(105) в (104), находим A 

— 9 1 9-¥ T’ 
T + T' = 0, 

ИЛИ =g-q’ w=9-g 

Рис. 7.13. Реальная машина состоит 
из системы Ay (см. рис. 7.12), соеди- 
ненной с дополнительным тепловым 

т’ T —T’ резервуаром A’, абсолютная темпера- 
= (106) тура которого меньше TemMMepaTypbL> 

_ теплового резервуара A. 

В нереальном случае совершенного двигателя все тепло, взятое 
из резервуара А, должно было бы превратиться в работу, так что 
w=q. В реальном двигателе, который мы сейчас обсуждаем, < д, 
так как некоторое тепло 4’ должно быть передано дополнительному 
резервуару A’. Отношение 

n= ai (107) 

называется коэффициентом полезного действия (к. п. д.) двигателя. 
Для совершенного двигателя к. п. д. был бы равен единице, а для 
реальных двигателей он меньше единицы.. Формула (106) дает зна- 
чение максимально возможного к. п. д. тепловой машины, работаю- 
щей между двумя тепловыми резервуарами с заданными абсолют- 
ными температурами: 

T—T’ 
<=. (108} 

Как и следует ожидать при учете сделанных выше замечаний, к. п. д. 
теплового двигателя тем выше, чем больше разность температур 
обоих резервуаров. 

285



Наше высоко индустриальное общество использует огромное. 
количество двигателей различного типа. Но среди них нет совер- 
шенного двигателя, так как в любом двигателе происходит передача 
тепла в некоторый резервуар с низкой температурой. Обычно таким 
резервуаром является атмосфера. Выражение (108) дает теоретически 
возможный верхний предел к. п. д. двигателя. Хотя на практике 
этот максимальный к. п. Д. недостижим, формула (108) определяет 
направление многих инженерных стремлений. Например, исполь- 
зование сверхперегретого пара в паровых’ двигателях вместо обыч- 
ного пара с температурой около 100° С основано на том, что большая 
разность температур перегретого пара и атмосферы должна обеспе- 
чить двигателю в согласии с выражением (108) больший к. п. д. 

Заметим, что теоретически возможное максимальное значение 
к. п. д. двигателя, работающего между двумя резервуарами с фик- 
сированной температурой, получается тогда, когда в выражении 
(108) стоит знак равенства. Это возможно в том случае, если тот 
же знак равенства стоит и в формуле (103), т. е. если процесс проис- 
ходит квазистатически и не ведет. поэтому к изменению энтропии. 
Формула (108) показывает, таким образом, что никакой двигатель, 
работающий между двумя резервуарами с заданной температурой Т 
и 7’, не может иметь к. п. д. большего, чем к. п. д. двигателя, 
совершающего между этими резервуарами квазистатический про- 
цесс. Более того, из (108) следует, что любые двигатели, работающие 
между этими двумя резервуарами квазистатически, имеют одинако- 
вые к. п. д., т.е. для квазистатического двигателя 

Т_Т’ 

Биохимический синтез. Приведем простой пример, дающий 
представление о биологических процессах, играющих роль в синтезе макромоле- 
кул. Молекула сахара — глюкоза — имеет шесть атомов углерода, расположен- 
ных по кольцу. Эта молекула играет большую роль в процессах обмена веществ. 
Другая молекула сахара — фруктоза — имеет другую кольцевую структуру 
и также состоит из шести атомов углерода. Эти две молекулы могут быть объеди- 
нены в более сложную молекулу сахара — сахарозу, которая состоит из соединен- 
ных вместе углеродных колец глюкозы и фруктозы. Соответствующая химическая 
реакция может быть записана следующим образом: 

глюкоза - фруктоза ~~ сахароза -- H,O. (110) 

В большинстве случаев химические реакции можно считать происходящими при 
постоянных температуре и давлении. В этих условиях изменение энтропии всей 
изолированной системы (включая и резервуар, с помощью которого поддержи- 
ваются постоянные значения температуры и давления) удобнее всего выразить 
через свободную энергию С рассматриваемой системы. Измерения, выполненные 
над системой, которая состоит из молекул, входящих в уравнение реакции (110), 
показали, что если эта реакция происходит в направлении слева направо, она 
сопровождается изменением свободной энергии, равным АС—=--0,24 5в. Ho из 
рассуждений. п. 7.5 нам известно, что в системе, находящейся при постоянных 
давлении и температуре, свободная энергия должна уменьшаться. Поэтому ре- 
акция (110) будет протекать сама по себе в противоположном направленни, т. е. 
справа налево. Этот процесс приводит к образованию более простых молекул 
глюкозы и фруктозы за счет разрушения более сложных молекул сахарозы. Таким 
образом, реакция (110) сама по себе не может быть использована для синтеза 
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сахарозы. Действительно, в растворе, содержащем молекулы из реакции (110), 
в состоянии равновесия будет гораздо больше простых молекул глюкозы и фрук- 
тозы, чем молекул сахарозы. 

Из нашего принципа компенсации энтропии (100) следует, что для осуществ- 
ления желаемого синтеза сахарозы мы должны соединить реакцию (110) с какой- 
нибудь другой реакцией, сопровождающейся таким приращением свободной 
энергии, которое имело бы отрицательный знак и было бы достаточно велико, 
чтобы полное изменение свободной энергии в обеих реакциях вместе удовлетво- 
ряло условию 

AG+ AG’ <0. (111) 

Для достижения этого отрицательного значения АС биологические организмы 
наиболее интенсивно используют молекулы АТФ (аденозин трифосфат), которые 
легко теряют одну из своих слабо связанных фосфатных групп, превращаясь. 
в молекулы АДФ (аденозин дифосфат). Соответствующая реакция имеет вид 

АТФ + Н,О-+АДФ-+ фосфат. (112) 

Изменение свободной энергии (при постоянных температуре и давлении) в этой 
реакции составляет AG=—0,30 96. Этого достаточно для компенсации положи- 
тельного изменения свободной энергии АС в реакции (110). Действительно, 

АС-- AG’ =0,24 эв—0,30 96 =— 0,06 зв. (113} 

Мы хотели бы связать эти две реакции (110) и (111) и осуществить их одновре- 
менное протекание с целью достичь желаемого синтеза сахарозы. Это можно осу- 
ществить с помощью промежуточного состояния, каким является молекула глю- 
коза 1-фосфат, состоящая из молекул глюкозы с присоединенной фосфатной 
группой. В присутствии подходящих катализаторов (ферментов), обеспечивающих 
достаточную скорость реакции, механизм желаемого синтеза в биологических 
организмах заключается в последовательности следующих двух реакций: 

АТФ -|- глюкоза —> АДФ + (глюкоза 1-фосфат), 
(глюкоза 1-фосфат) +- фруктоза—+ сахароза -+ фосфат. 

Итогом этих двух реакций является следующее превращение: 

АТФ -- глюкоза + фруктоза —+ сахароза + АДФ -| фосфат. 

Эта реакция эквивалентна реакциям (110) и (112), протекающим одновременно. 
Действительно, начальные и конечные состояния этой реакции совпадают с на- 

чальными и конечными состояниями в реакциях (110) и (112). Синтез болев слож- 
ных молекул оказался скомпенсированным превращением молекул АТФ в более 
простую молекулу АДФ. 

Этот принцип, поясненный нами на весьма простом примере, лежит в основе 
синтеза белков из аминокислот (или ДНК молекул, несущих генетическую. 
информацию, из нуклеиновых кислот). 

Сводка определений 

Обобщенная сила. Обобщенная сила Х „, сопряженная с внешним параметром х 
системы, находящейся в квантовом состоянии г с энергией E,, определяется как 
Х ,=0E ,/ox. <. 

Свободная энергия по Гиббсу. Если система находится в контакте с резер- 
вуаром при постоянных температуре Т’и давлении р’, то гиббсовская свободная 
энергия системы равна 

G=E—T'S-+p’, 

где Е — средняя энергия, $ — энтропия и У — объем системы. 
Фаза. Форма агрегатного состояния молекул данного вещества. 
Скрытая теплота. Теплота, которая поглощается. при переходе данного 

количества вещества, находящегося в форме одной фазы, в другую фазу при 
условии, что обе фазы находятся в равновесии друг с другом. 
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Давление пара. Давление газообразной. фазы, находящейся в равновесии 
< жидкой (или твердой). при данной температуре. 

Кривая равновесия фаз. Кривая зависимости давления р от температуры 7, 
определяющая соответственные значения р и Т, при которых две фазы могут. 
находиться в равновесии друг с другом. , 

Клаузиуса — Клапейрона уравнение. Уравнение ар/4Т=АЗ/АУ, связываю- 
щее наклон кривой равновесия фаз dp/dT, с изменением энтропии AS и измене- 
чием объема АУ обеих фаз при данных температуре и давлении. 

Маишна. Устройство для превращения внутренней энергии системы в работу 

Основные формулы’. 

В любом квазистатическом процессе 

8—4. (Г) 

Для изолированной системы в равновесии: 

| $ = тахипит, (ТГ) 

Роке®!*. (IIT) 

Для системы, находящейся, в равновесии с резервуаром при постоянных 
температуре Т’ и давлении р’: 

С = пиипит, (ТУ) 

PK е- ORT, (V) 
Условие равновесия двух фаз: 

&1 = 8». (УГ) 

Условие равновесия вдоль кривой равновесия фаз: 

ар _ AS L , 
aT = у = Fav’ (У 

Задачи 

7.1. Новый вывод уравнения состояния идеального газа. Из ответа на задачу 3.8 
‹ледует, что число (Е) состояний, доступных N атомам идеального одноатомного 
газа, заключенным в объем У и обладающим энергией в интервале от E до E+6E, 
‘дается соотношением: 

осу ЕС! М, 

Воспользуйтесь этим результатом и общей формулой (15), чтобы вычислить среднее 
давление р этого газа. 

7.2. Адиабатическое сжатие газа. Рассмотрим термически изолированный 
идеальный одноатомный газ, находящийся вначале при температуре 400° К 
и давлении в одну атмосферу. Газ медленно сжимают до 1/. начального объема. 

а) Чему равно конечное давление газа? 
6) Какова конечная температура газа? 
7.3. Работа, совершаемая над идеальным газом при квазистатическом адиа- 

батическом процессе. Термически изолированный газ обладает молярной тепло- 
‚емкостью су (при постоянном объеме), не зависящей от температуры. В резуль- 
тате квазистатического сжатия газ переходит из начального макросостояния, 

где его объем равен V; и давление р;, в конечное макросостояние с объемом Ve 

ч давлением py. 
а) Вычислите работу, совершаемую над газом в этом процессе, и выразите 

ответ через начальные и конечные давления и объемы. 
6) Выразите полученный ответ через начальную Т; и: конечную Т., абсолют- 

ные температуры газа. Покажите, что этот результат непосредственно следует из- 
рассмотрения внутренней энергии газа в начальном и конечном состояниях. 
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`7.4. Разность удельных теплоемкостей C,—Cy для‘идеального газа. Рассмотрим 
идеальный газ, находящийся в вертикальном сосуде, закрытом поршнем. Поршень 
может свободно перемещаться и поддерживает груз; таким образом, газ находится 
при постоянном давлении (равном весу поршня с грузом, деленному на площадь 
порщия). 

а) ‘Вычислите с помощью (43) тепло dQ, поглощенное газом при увеличении 
температуры на величину 4Т. Воспользуйтесь полученным результатом, что- 
бы показать, что молярная теплоемкость при постоянном давлении с, связана 
с молярной теплоемкостью су при постоянном объеме формулой с„=су- Л. 

6) Чему равно с, для одноатомного га- _ 
за, например Не? р 

в) Покажите, что отношение C,/Cy равнс 
величине ‘7, определяемой равенством (57). 8 : 
Чему равна эта величина для одноатомного 
идеального газа? i 
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7.5. Квазистатический процесс, совершае- 
мый с идеальным газом. Внутренняя энергия 
моля идеального двухатомного газа равна 

E=5/,RT. Моль такого газа расширяется 
квазистатически, переходя сначала из состоя- 
ния а в состояние 6, а затем H3 8 в с, как 
это показано на рис. 7.14. 

а) Чему равна молярная теплоемкость И р 
этого газа при постоянном объеме? GO 1 2 3 J 4 V 

6) Чему равна работа, совершаемая ra- 10 “cm3 

зом на участках а—5 с? - Рис. 7.14. Некоторыи процесс. изоб- 
в) Чему равно тепло, поглощенное газом — раженный на диаграмме: среднее дав- 

в этих процессах? ление р. объем У. 
г) Чему равно изменение энтропии в этих 

процессах? 
7.6. Изменение энтропии в необратимом процессе. Рассмотрим газ задачи 5.8. 

Вычислите его конечную энтропию и выразите ее через начальную энтропию, 
существовавшую до освобождения поршня. Покажите, что изменение энтропии 
А$==$5—5, положительно. 

7.7. Условия равновесия для системы с постоянным объемом, находящейся 
8 контакте с тепловым резервуаром. Рассмотрим систему А, внешним. парамет- 
ром которой является ее объем У, сохраняющийся неизменным. Система нахо- 
дится в контакте с тепловым резервуаром А’, температура которого постоянна 
и равна 7”. 

а) Воспользовавшись соображениями, аналогичными высказанным в п. 7.5, 
покажите, что если система А находится в равновесии, то функция 

F =E—T'S 

имеет минимум. Здесь E — средняя энергия и S — энтропия системы A. Функ- 
ция F называется свободной энергией системы no Гельмгольцу. 

6) Покажите, что свободная энергия по Гиббсу (76) для системы, находящейся 
при постоянном давлении р’ в контакте с тепловым резервуаром с постоянной 
температурой 7’, равна 

@=Е-рУ. 

7.8. Тройная точка для аммиака. Давление паров твердого аммиака р (в 
миллиметрах ртутного столба) выражается формулой 

шр=23,03 —3754/Т; жидкого In р = 19,49-—3063/Т. 

Cy
 

Ro
 

Воспользуйтесь этими данными, чтобы ответить на следующие вопросы. 
а} Чему равна температура аммиака в тройной точке? 
6) Чему равна скрытая теплота сублимации и испарения аммиака в тройной 

точке? 
в) Чему равна скрытая теплота плавления аммиака в тройной точке? 
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7.9. Кривая плавления гелия вблизи абсолютного нуля: При атмосферном 
давлении гелий остается жидкостью вплоть до абсолютного нуля температуры, 
но при достаточно высоком давлении он затвердевает. Как обычно, плотность 
твердого гелия больше плотности жидкого. Рассмотрите кривую равновесия жид- 
кой и твердой фаз. Каков наклон этой кривой (положитгльный, отрицательный, 
нулевой) в пределе Г-›0? (У казание. Воспользуйтесь поведением энтропии 
при Т-›0.) 

7.10. Интенсивность атомного пучка, созданного испарением. При испарении 
жидкого натрия (Ма), находящегося при высокой температуре Т, образуется 
пучок атомов натрия. Жидкий натрий находится в сосуде с узкой щелью, и атомы, 
выходящие из щели, благодаря эффузии образуют пучок с интенсивностью /. 
(Интенсивность / равна числу атомов пучка, проходящих через единицу поверх- 
ности за единицу времени.) Скрытая теплота испарения моля жидкого Ма равна L. 
Чтобы оценить чувствительность интенсивности пучка к флуктуации температуры 
сосуда, вычислите относительное изменение интенсивности /—1(d//dT) и выразите 
эту величину через L и Т. 

’ TAL. Получение низких температур откачкой жидкости. Жидкий гелий 
кипит при температуре Ту (4,2 °K), когда давление его паров равно Po=! атмо- 
сфера, или 760 мм рт. ст. При этих условиях скрытая теплота испарения одного 
моля’ жидкого гелия равна [2-85 дж/моль и почти не зависит от температуры. 
Жидкость помещена в дьюар, который изолирует ее от окружающей среды, нахо- 
дящейся при комнатной температуре. Из-за несовершенства изоляции каждую 
секунду в дьюар проникает некоторое количество тепла Q, что приводит к испа- 
рению части гелия. (Мы считаем, что приток тепла Q постоянен и не зависит от 
колебаний температуры жидкости около значения Ту). Для достижения меныних 
температур можно уменьшать давление паров Не над жидкостью, откачивая 
пары с помощью насоса, находящегося при комнатной температуре Тк. (Достигая 
насоса, пары Не нагреваются до комнатной температуры.) Максимальная скорость 
откачки равна 9/3 объемов газа в секунду и не зависит от давления газа. (Это — 
особенность обычного механического насоса с вращающимся ротором: за каждый 
оборот он удаляет определенную часть газового объема.) 

а) Вычислите минимальное давление газа ри, которое можно поддерживать 
с помощью такого насоса над поверхностью жидкости, если приток тепла равен Q. 

6) Вычислите температуру жидкости Г, если при давлении P,, она находится 
в равновесии со своим паром. 

в) Оцените, сколь низкой температуры ТГ» и давления р„ можно достичь на 
практике, если вы располагаете большим насосом со скоростью откачки 70 л/сек, 
а приток тепла таков, что производит испарение 50 cu? жидкого гелия в’ час 
(плотность гелия равна 0,145 г/секзЗ). 

7.12. Условие равновесия между фазами, выраженное через химические потен- 
циалы. Рассмотрим систему из двух фаз, | и 2, находящуюся благодаря контакту 
с соответствующим тепловым резервуаром при постоянной температуре Т и дав- 
лении р. Полная гиббсовская свободная энергия С такой системы при заданных 
температуре и давлении зависит от числа № молекул первой’ фазы и числа №» 
молекул второй фазы; таким образом, G=G(N,, Мо). 

а) Покажите с помощью несложной математики, что изменение АС свободной 
энергии, происходящее из-за небольших изменений АМ, и АМ» числ‘ молекул 
в обеих фазах, равно 

Аб = АМ, АМ», (I) 

me дб 
Bi = ON, (11) 

Величина pt; назЦвается химическим потенциалом первой фазы. 
6) Когда фазы находятся в равновесии, С должно иметь минимальное зна- 

чение. При этом АС должно быть равно нулю, если молекула переходит из одной 
фазы в другую. Покажите, что из формулы (Г) вытекаст следующее условие рав-. 
новесия: 

и, =f. (ПП 
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в) Воспользовавшись формулой (86), покажите, что W;—g;, т.е. равно при- 
ходящейся на одну молекулу гиббсовской свободной энергии фазы i. Результат 
(т. совпадает с (87). 

7.13. Условие химического равновесия. Рассмотрим какую-нибудь химическую 
феакцию, например, 

2СО, — 2CO-+-0,. 

Для упрощения записи обозначим молекулу CO, через A,, СО — через A, и О, — 
через А.. В этих обозначениях имеем 

2A, = 2А, - А.. (I) 

Предположим, что система, состоящая из молекул A,, A, и Ay, находится при 
постоянных температуре и давлении. Пусть №; — число молекул типа #; тогда 
гиббсовская свободная энергия системы будет ‘зависеть от трех чисел: 

G=G(N,, No, Ns). 

В равновесии С должно иметь минимум, a AG должно обращаться в нуль, 
если в соответствии с реакцией (Т) две молекулы А, превращаются в две молекулы 
A, и одну молекулу Ay. С помощью тех же рассуждений, что и в задаче 7.12, 
покажите, что условие равновесия имеет вид 

2: = 22 + Из, (1) 
где 

= 96. Вр == ON; 

называется химическим потенциалом, приходящимся на одну молекулу типа Г. 
7.14. Холодильник. Холодильником называется устройство, отбирающее 

тепло у системы А и передающее его другой системе А’ при более высокой ‘абсо- 
лютной температуре. Предположим, что А ‘является тепловым резервуаром c 
температурой T, а A‘ — другой резервуар при тем- 
пературе 7’. - А’ 

а) Покажите, что если Г’>Т, то переход тепла 
чот А к А’ сопровождается уменьшением полной 7! 
энтропии составной системы и что такой переход He 
может быть, следовательно, реализован без какой-то 
дополнительной системы. g' 

6) Если мы отбираем от системы А тепло 49 и 
тем самым уменьшаем ее энтропию, нам придется 
скомпенсировать это уменьшение энтропии, передав 8 
системе А’ тепло 4’, большее, чем g. Это можно осу- 
ществить, заставив некоторую систему совершить 
работу w над механизмом холодильника, работаю- 
щим в цикле. Этот процесс показан на рис. 7.15, g 
из которого становится понятным, почему кухонный 
холодильник нуждается во внешнем источнике энер- 
гии. Воспользуйтесь понятием энтропии, чтобы по- А 
казать, что } т 

9 =Т 
q’ = T’ ы 

7 

уу 
Рис. 7.15. Схема работы хо- 

лодильника. 

7.15. Тепловой насос. Холодильные циклы ис- 
пользуются для накопления тепла. Процесс заклю- 
чается в создании устройства, которое поглощает 
тепло из окружающей почвы или воздуха вне дома, а затем передает тепло при 
более высокой температуре внутренним частям здания. (Такое устройство назы- 
вается тепловым насосом.) 

а) Пусть наружная температура равна Ту, а внутренняя Т;. Чему равно 
максимальное число киловатт-часов тепла, переданное внутрь здания, прих:- 
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дящиеся Ha каждый киловатт-час- электрической энергии, затрачиваемой на pa- 
боту устройства? (У казание. Используйте понятие энтропии.) 

о 6) Получите численный ответ для случая, когда наружная температура 
равна 0 °С, а внутренняя 25 °С. 

в) Сравните стоимость энергии, необходимой для работы рассматриваемого 
теплового насоса, со стоимостью энергии, затрачиваемой на создание того же 
количества тепла внутри здания с помощью электрического обогревателя на со- 
противлении. 

7.16. Максимальная работа, получаемая от ‘двух одинаковых систем. Рас- 
смотрим два идентичных тела, А, и Ay. Их теплоемкость С не зависит от темпе- 
ратуры. Вначале тела находятся при температуре 7, и Г. соответственно, причем 
T,>T,. Мы хотим включить некоторую машину, которая действовала бы между 
телами А, и А, превращая часть их внутренней энергии в работу. В предельном 
случае долгого действия машины температуры обоих тел выравниваются и CTI- 
нут Г. 

а) Чему равно полное количество W работы, произведенной машиной? Вы- 
разите ответ через С, Т,, Три Т 

6) Воспользовавшись понятием энтропии, получите неравенство, связы- 
вающее Ty с начальными температурами 7, и Т.. 

в) Чему равно максимальное количество работы, которую может совершить 
машина при данных начальных температурах 7, и Т.? 

7.17. Машина Карно с идеальным газом. Мы хотим рассмотреть один из спо- 
собов осуществления идеальной машины, которая может за цикл своей работы 
отнять у некоторого резервуара, находящегося при температуре Т, тепло 4, 
передать другому резервуару А’ при меньшей температуре 7’ тепло 49’ и совер- 
шить полезную работу w=g—q’. Простейшей из таких машин является машина 
(впервые рассмотренная Сади Карно в 1824 г.), работающая. квазистатически. 
Ее цикл состоит из четырех этапов, которые переводят машИну из начального. 
_ состояния а в состояние ф, с, d и обратно в a. 
р Машина состоит из У молей идеального’ газа; 

заключенного в цилиндр, закрытый порш- 
нем. Объем газа обозначим через Г, среднее 

давление через р. Рассмотрим последователь- 
но четыре этапа работы машины. 

° Этап | (@—5). Машина термически изоли- 
рована и находится при температуре 7’. Ee 
объем медленно уменьшается от начального 
значения У„ до конечного значения Vp, при 
котором температура машины равна Т. 

Этап 2 (6-—ж). Машина находится в теп- 
У ловом контакте с резервуаром А при темпе- 

Рис. 7.16. Схема цикла Карно в  РаТУре Т. Ее объем медленно изменяется от Vp 
переменных: среднее давление р. до Ус. Оставаясь при постоянной температуре 

объем У. | Т, машина забирает от резервуара А некоторое 
количество тепла 4. 

Этап 3 (cd). Машина снова термически изолирована. Ее объем продол- 
жает медленно возрастать от V, до Уд. При объеме Vy температура машины 
равна /”. | 

Этап 4 (d—a). Машина приводится в тепловой контакт с резервуаром A’ 
при температуре 7’. Ее объем медленно уменьшается от Vy до начального зна- 
чения Ис: при этом машина остается при температуре 7’ и передает резервуару А” 
тепло 4’. 

Ответьте на следующие вопросы. | 
а) Чему равно тепло д, поглощенное на этапе 2? Выразите 4 через Vy, Уси Т. 
6) Чему ‘равно тепло 4’, отданное на этапе 4? Выразите 4’ через Vy, Узи T's 
в) Вычислите отношения V;/V, на этапе | и Уз/У сна этапе 3 и найдите, как 

эти отношения связаны друг с другом? 
г) Воспользуйтесь ответом на предыдущий вопрос, чтобы выразить отношение 

4/9’ через Ти Т’. 

292 



д) Вычислите коэффициент полезного действия | машины и. покажите, что 
он Находится в согласии с общим результатом (109), пригодным для любой 
квазистатической машины. 

7.18. Коэффициент полезного действия бензинового двигателя. Рабочая смесь 
бензинового двигателя состоит из воздуха, к которому добавлено небольшое коли- 
чество бензина. Смесь находится в цилиндре, закрытом поршнем. Рабочий цикл 
такого двигателя схематически показан на рис. 7.17, где У обозначает объем, 

а р — среднее давление рабочей смеси. Участок а-»б соответствует адиабатиче- 
скому сжатию смеси, 6—>с — возрастанию давления из-за взрыва рабочей смеси, 

wad 

р 

Cc 

q, 

р 4 

| — 1. 

4 a , 
| ae 
и У, у 

Рис. 7.17. `‘прощенная схема работы бензинового двигателя в переменных: . 
среднее давление р, объем У. 

— 

происходящего при постоянном объеме (взрыв происхедит очень быстро и поршень 
не успевает сместиться), с->4 — адиабатическому расширению огаза, в течение 
которого производится работа смещения поршня, и 4-+а — конечному охлаж- 
дению газа при постоянном объеме на заключительном этапе цикла. 

Чтобы облегчить вычисления, предположим, что рассмотренный цикл осу- 
цществляется квазистатически с определенным количеством идеального газа, 
молярная теплоемкость Cy которого постоянна. Определите коэффициент полез- 
ного действия двигателя '} (стношение произведенной двигателем работы к по- 
глощенному им теплу g,). Выразите ответ через Vi, V2. и величину у==1-- К/су..
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ЭЛЕМЕНТАРНАЯ КИНЕТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ 
ПРОЦЕССОВ ПЕРЕНОСА 

До сих пор мы почти всегда рассматривали системы, находящиеся. 
в состоянии равновесия. Постулат равной априорной вероятности 
был основой общего количественного анализа таких систем. В част- 
ности, у нас не было необходимости детально рассматривать сам 
механизм взаимодействий, устанавливающих равновесие; доста- 
точно было знать, что такое взаимодействие существует. Но, не- 
смотря на важную роль равновесных состояний, они все же явля-. 
ются особым случаем и во многих задачах, представляющих огромный. 
физический интерес, мы имеем дело с системами, не находящи- 
мися в равновесии. Поэтому мы посвятим последнюю главу крат- 
кому рассмотрению простейших неравновесных процессов. 

При изучении систем, не находящихся в равновесии, мы обычно. 
оказываемся перед необходимостью исследовать специфический 
характер взаимодействий, приводящих в конце концов систему в 
равновесное состояние. Гоэтому рассмотрение неравновесных про- 
цессов оказывается делом весьма-сложным. Ситуация, однако, силь-. 
но упрощается в случае разреженных газов, с которыми мы и будем. 
иметь дело. Мы рассмотрим проблему с помощью простейших прибли- 
женных методов. Несмотря на приближенный характер наших вы- 
числений, мы все же сможем, исходя из весьма простых соображе-. 
ний, получить ясное представление о физической сути дела. Эти. 
соображения находят применение в широкой области явлений. 
Во-первых, их можно применить с равным успехом к рассмотрению. 
неравновесных процессов в твердых телах. Во-вторых, с их помощью 
часто удается получить хорошие численные оценки и правильно. 
предсказать зависимости от всех существенных параметров (TaKHX, ' 
как температура и давление) в случаях, которые настолько сложны, 
что точные вычисления становятся весьма затруднительными. 

Молекулы газа взаимодействуют, сталкиваясь между собой. Если. 
вначале газ не был в равновесии, эти столкновения в конце концов, 
приводят газ в состояние равновесия, где осуществляется максвел-, 
ловское распределение скоростей. Рассмотрение газа сильно упро-` 
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щается, если он настолько разрежен, что выполняются следующие 
условия. 

1. Большую часть времени каждая молекула находится далеко 
от других молекул и не взаимодействует с ними. Говоря короче, мы 
предполагаем, что время между соударениями гораздо больше вре- 
мени, затрачиваемого на соударение. 

2. Вероятность того, что три молекулы одновременно окажутся 
так близко друг от друга, что будут взаимодействовать, пренебре- 
жимо мала по сравнению с вероятностью такого сближения двух 
молекул. Иначе, тройные столкновения происходят гораздо реже 
двойных. Поэтому анализ столкновений сводится к относительно 
простой механической задаче взаимодействия только двух частиц. 

3. Среднее расстояние между молекулами велико по сравнению 
со средней длиной волны де Бройля молекулы. В этом случае пове- 
дение молекулы между столкновениями может быть описано клас- 
сической траекторией, несмотря на то, что сам процесс столкнове- 
ния между двумя молекулами требует квантовомеханического рас- 
смотрения. 

8.1. Средняя длина свободного пробега 

Начнем с рассмотрения столкновений между молекулами разре- 
женного газа. Наши замечания будут не более чем повторением и 
некоторым уточнением замечаний, сделанных в п. 1.6. Столкновение 
молекулы с другими молекулами газа можно считать случайным 
процессом. При этом мы считаем, что вероятность того, что в течение 
некоторого малого интервала времени 4 молекула испытает столк- 
новение с какой-либо другой молекулой, не зависит от истории пре- 
дыдущего столкновения. Рассмотрим данную молекулу в некоторый 
момент времени. У нее существует некоторая вероятность Р(#) того, 
что до следующего столкновения пройдет время 2. Среднее время т 
движения молекулы до следующего столкновения называется сред- 
ним временем свободного пробега молекулы. (Так как прошлое не 
отличается от будущего, т может быть также средним временем до 
предыдущего. столкновения.) Аналогично, среднее расстояние / 
между точками данного и последующего столкновений молекулы 
(или между данным и предыдущим столкновением) называется 
средней длиной свободного пробега молекулы. Так как все рассуж- 
дения этой главы носят приближенный характер, мы пренебрегаем 
деталями, связанными с распределением молекул по скоростям. 
Поэтому мы будем считать, что молекулы движутся в случайных 
направлениях с одинаковой скоростью, равной их средней скорости 

у. В этом приближении средняя длина и среднее время свободного 
пробега связаны формулой 

[= 05. (1) 

Чтобы оценить среднюю длину свободного пробега, мы должны 
проследить процесс столкновения молекул более подробно. Рассмот- 
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рим определенную молекулу A, сближающуюся с другой молекулой 
А’ с относительной скоростью У. Допустим, что расстояние между 
цевтрами обеих молекул при’ их максимальном сближении (сли 
бы они не отклонились) было бы равно 6b (рис. 8.1). Предполсжим 
далее, что силы, действующие между молекулами, подобны силам, 
возникающим при столкновении двух твердых шаров с радиусами а 
и а’. Тогда молекулы не будут подвергаться действию сил, если рас- 
стояние 6 между их центрами 65>(а- а’), и будут испытывать дейст- 

вие большой силы, если 6<(а-- 
-- а’). В последнем случае ско- 
рость молекул при столкновении 
заметно изменится и мы гово- 
рим, что молекулы рассеивают- 
CA, или испытывают столкнове- 
ния. Мы можем сформулировать 

| условия, необходимые для столк- 
Рис. 8.1. Схема. иллюстрирующая ‹толкио- новезия, представив себе, что 
вение между двумя твердыми щарами, ра- . 

диусы которых раёныа и а’. Черной вертн- молекула А несет на себе диск 

KonbHoh, ето обозначен воображаемый  Паднусом (а--а’). Центр диска 
жен на сфере с радиусом а. совпадает с центром молекулы, 

и плоскость диска перпендику- 
лярна к вектору относительной скорости У. Столкновение между 
двумя молекулами произойдет только в том случае, если центр моле- 
кулы А’окажется внутри объема, занятого воображаемым диском C 
поверхностью 0. Величина этой поверхности 

о=л(а- а’) (2 

HM, если молекулы одинаковы, так что а=а’, 

= nd’, (3) 

где 4=2а — диаметр молекулы. Величина © называется полным 
поперечным сечением, характеризующим столкновение между двумя. 
молекулами. | | 

Силы, действующие между реальными молекулами, гораздо 
сложнее сил между сталкивающимися твердыми сферами. Аналогия 
с твердыми сферами удачна в том смысле, что при очень тесном сбли- 
жении двух молекул возникают большие силы отталкивания. ‚Но, 
в отличие от твердых сфер, при некотором увеличении расстояния: 
между молекулами. возникает слабое притяжение. Столкновение 
между двумя молекулами можно строго описать с помощью эффек- 
тивной поверхности ©, характеризующей эффективное сечение 
столкновения. Квантовая механика дает возможность вычислить эту. 
величину, если известны силы, действующие между молекулами: 
Но при этом простые соотношения типа (2) или (3) уже теряют свой 
смысл, и в общем случае поперечное сечение с зависит также OT 
относительной скорости молекул У. Однако для приближенных 
оценок/ мы вполне можем использозать соотношения (2) и (3) (не 
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смотря Ha TO, что понятие о радиусе молекулы не является вполне 
определенным). 

‚Вычислим теперь приближенно среднее время т свободного 
пробега молекулы в разреженном газе. Пусть в единице объема на- 
шего газа содержится п одинаковых молекул. Предположим, что 
полное поперечное сечение рассеяния -в известно. Рассмотрим в 
данный момент времени некоторую молекулу А. Эта молекула 
движется с какой-то средней относительной скоростью У по отно- 
шению к другой молекуле А’, с которой она может взаимодейство- 
вать. Воображаемый диск с поверхностью о, несомый молекулой А, 
движется к молекуле A’ и за время { вырезает в пространстве объем 
o(Vt). Время ¢ будет равно т, если . —_ 
вырезанный объем будет содержать в — Ао. 
среднем одну молекулу, T. e. если 6 у 

(оТут = |, i __ 
откуда < VE — 

столкн овение молекулы А с другой 
(4) молекулой, центр которой попадает 

в объем, образованный движением 
поверхности O воображаемого диска, 

несомого молекулой 

| Рис. 8.2. Схема, иллюстрирующая 

| 
| 

Этот результат вполне нагляден: среднее время т тем меньше (или, 
эквивалентно, число столкновений за секунду т! тем больше), чем 
больше число молекул в единице объема п (т. е. чем с большим чис- 
лом молекул может столкнуться рассматриваемая молекула), чем 
больше поперечное сечение молекулы (т. е. чем с большего расстоя- 
ния молекулы рассеивают друг друга) и чем больше относительная 
средняя скорость молекул (т. е. чем чаще происходят столкновения 
молекул). | 

В соответствии с (1) средняя длина свободного пробега / равна 

[ще 1. (5) 

Так как движутся обе сталкивающиеся молекулы, их средняя OTHo- 

сительная скорость у несколько отличается от средней скорости 

о отдельной молекулы, и отношение v/V не равно единице. Чтобы 
вычислить это отношение, ‚рассмотрим две молекулы, А ид’, с 
относительными скоростями У и У’. Скорость молекулы А относи- 
тельно молекулы А’. равна 

У =у— у’, 
откуда следует, что 

3 =vity” —Qv.v’, . . (6) 

При усреднении обеих частей этого. равенства следует HMeTb в виду, 

что у.\’=0, так как косинус угла между у HV’ может принимать. 
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положительные и отрицательные значения с равной вероятностью. 
Поэтому из (6) следует 

У У у”. 
Пренебрегая различием между средним квадратом скорости и квад- 
ратом средней скорости (т. е. между корнем из среднего квадрата и 
средним значением), мы получим приближенное равенство 

Уно”. (7) 

Если все молекулы одинаковы, то и=0’и (7) сводится к 
— -<- 
Vz V 22, (3) 

после чего формула (5) принимает вид *) 

I 

! ~ VY 2no (9) 

Уравнение состояния’ идеального газа позволяет нам выразить п 
через. среднее давление р и абсолютную температуру Т газа. Так 
как p=nkT, равенство (9) принимает вид 

kT 

VY 20D. 
lx (10) 

Таким образом, при заданной температуре средняя длина свободного 
пробега обратно пропорциональна давлению газа. 

Из формулы (10) легко оценить среднюю длину свободного про- 
бега в газе, находящемся при комнатной температуре (Т 2300° К) и 

атмосферном давлении (р^=10° Oun/cm?). Взяв типичное значение ра- 
днуса молекулы ‘а 10-3 см, мы получим O~ 12-10-18 см? и 

1 ~ 2-1078 см. (11) 
Средняя скорость о молекулы при этих условиях имеет порядок 
4-104 см/сек [см. (6.33) или (1.30)], и для. среднего времени свобод- 
ного пробега мы получаем 

t= ~ 5-107 сек. 
Uv 

Таким образом, молекула сталкивается около T71~ 10° раз в секунду 
с другими молекулами; эта частота соответствует ‘микроволновой 
области электромагнитного спектра. Из (11) мы получаем 

15> а, (12) 

где 4—10-* см — диаметр молекулы. Из неравенства (12) следует, 

“) Эта формула точнее оценки (1.30) полученной в гл. 1, и является точным 
результатом дли газа из молекул в виде твёрдых сфер, обладающих максвеллов- 
CKHM распределением скоростей. 2 
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что газы при обычных условиях действительно являются достаточно 
разреженными, так что, прежде чем столкнуться с другой молеку- 
лой, данная молекула должна пролететь относительно большое 
расстояние. 

8.2. Вязкость и перенос импульса 

Рассмотрим макроскопический объект, находящийся в жидкости 
или газе. Пусть среда, в которую помещен объект, находится в покое 
и на нее не действуют никакие внешние силы. Если объект находится 
в равновесном состоянии, он также покоится. С другой стороны, 
если объект будет двигатеся в среде, она не будет в равновесии. 
Молекулярные взаимодействия, ответственные за установление 
равновесия, проявят себя в макроскопических силах трения, дей- 
ствующих на движущийся объект и вызывающих его торможение. 
В хорошем приближении эти силы 
пропорциональны скорости объекта; Zz 
OHH полностью исчезают, когда дви- 1. Pg 
жение объекта прекращается. Вели- т 
чина сил трения зависит от свойства to р т | 
среды, называемого вязкостью. На 
один и тот же объект в патоке или 
мёде действуют большие силы, чем в 

воде. Соответственно, патока обладает пис, 8, Плоскость scons в жи 
гораздо большей вязкостью, чем вода. скости жидкость действует с силой 

Мы займемся теперь более точным #2 "4 Жидкость над плоскостью. 
исследованием понятия вязкости и попытаемся объяснить микро- 
скопическое происхождение вязкости в случае разреженного газа. 

Определение коэффициента вязкости. Рассмотрим любую среду 
(жидкость или газ) и вообразим в ней некоторую плоскость, нормаль. 
к которой направлена вдоль оси г. Среда ниже этой плоскости (т.е. 
на стороне с менышими значениями г) испытывает некоторую сред- 
нюю силу на единицу поверхности (или среднее напряжение) Р, 
со стороны жидкости, находящейся по другую сторону плоскости. 
Соответственно из третьего закона Ньютона следует, что на среду 
выше плоскости действует средняя сила —Р, со стороны среды, 
расположенной ниже плоскости. Средняя напряженность, нормаль- 
ная к плоскости, т. е. 2-компонента P,, показывает среднее давление: 

в среде, точнее, Р‚‚=р. Если среда находится в равновесии, т. e. 
покоится или движется с постоянной скоростью, то из соображений 
симметрии следует, что среднее значение сил, действующих парал- 
лельно плоскости, равно нулю. Таким образом, P,,=0. Заметим, что. 
величина P,, снабжена двумя индексами. Первый из них отвечает" 
ориентации плоскости, а второй означает компоненту силы, лежа- 
щую в этой плоскости *). | 

ы 

*) Величина Ре (где & н у означает х, у или г) называется тензором 
давления. . 
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Рассмотрим теперь простую неравновесную ситуацию, которая 3а- 
ключается в том, что средняя скорость и нашей среды (т. е. макро- 
скопическая скорость потока) неодинакова в разных ее точках. 
Для конкретности рассмотрим случай, когда составляющая ско- 
рости и, в направлении х не зависит от времени, но величина и, 
зависит от 2, т.е. и,=и, (2). Такое положение может возникнуть, 

если среда заключена между дву- 
1_ ‘ . мя пластинами, находящимися Ha 

т Ш щ-— №24 расстоянии Г, причем пластина, 
} = ____ = для которой. 2=0, покоится, a 
L —> пластина с z=L движется в направ- 
о --- > лении`х с постоянной скоростью. 
long > Uo. С хорошим приближением мож- 

| и-0 иг0 HO считать, что слои жидкости, 
_ | непосредственно прилегающие к 

ee tun, Hamaag anecrua,  пластинам, имеют скорость пла- 
неподвижна, 8 Bepxuna движет со ско.  стиН. Тогда слои среды между пла- 
зом, в жидкости существует градиент CTHH@MH будут иметь разные CKO- 

скорости диз/02. рости u,, меняющиеся от 0 до wo. 
В этом случае среда будет действовать на пластину с тангенци- 
альной силой, стремящейся замедлить ее движение и восстановить 
равновесную ситуацию. 

Очевидно, что, вообще, любой слой жидкости, расположенный в 
плоскости z=const, будет испытывать со стороны лежащей выше 
жидкости тангенциальное напряжение P,,, т. е. 

Р.,‚==средняя сила в направлении x, приходящаяся 
на единицу поверхности, `с которой жидкость под (13) 
плоскостью действует на жидкость над плоскостью. 

Мы уже видели, что в состоянии равновесия, когда и,(2) не зависит 
от 2, сила P,,=0. В нашем неравновесном случае, когда ди„./д2=-0, 
следует ожидать, что Р,„ будет некоторой функцией от производной 
u, по г. Эта функция должна обращаться в нуль, когда и, не зависит 
от 2. Если производная ди,/дг ‘достаточно мала,. то первый член 
в разложении Р., в ряд Тейлора может оказаться достаточно хоро- 
шим ‘приближением. Тогда мы имеем линейную зависимость следую- 
wero вида: 

, == их. (14) 

Входящая B‘STY формулу постоянная Y называется коэффициентом 
вязкости нашей среды. Если с увеличением 2 величина ди,/дг воз- 
растает, то среда, находящаяся под слоем г, будет замедлять среду, 
находящуюся над этим слоем, т. е. действовать на нее с силой, на- 
правленной по — x. Таким образом, если Ou,/dz>0, то P.<0. 
Чтобы сделать коэффициент вязкости 1} положительным, в формулу 
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(14) введен знак минус. Из (14) следует, что коэффициент 1 имеет 
в системе СГС размерность’ г-см”*-сек”* *). Пропорциональность 
{14) между силой P,, и градиентом скорости ди./дг хорошо .под- 
тверждена экспериментально для большого числа жидкостей и га- 
зов при условии, что градиент скорости не слишком велик. 

Замечание. Рассмотрим силы в различных сечениях 2, действующие 
в направлении х в простых геометрических условиях рис. 8.4. Среда, расположен- 
чая ниже плоскости 2, действует с силой P,, на единицу поверхности среды 
выше 2. Среда, расположенная между слоем 2 и любым другим слоем 2’, движется 
без ускорения. Поэтому жидкость, расположенная выше 2’, должна действовать 
с силой —P,, на единицу поверхности среды, расположенной ниже плоскости 2’. 
По третьему закону Ньютона жидкость, расположенная ниже 2’, действует с 
силой P,, на единицу поверхности среды выше 2’. Таким образом, в любом сече- 
нии, в том числе и на верхней пластине, действуют ‘равные силы. Так как P,, 
является не зависящей от 2 постоянной, из (14) следует, что Ou,./dz=const, а именно 

дих Ug 

dz Г 
Ч 

и 
Р«=— п-т”, 

Вычисление коэффициента вязкости для разреженного газа. 
В простом случае разреженного газа коэффициент вязкости легко 
вычислить на основе молекулярного рассмотрения. Допустим, что 
средняя компонента скорости газа равна и, (предположим, что эта 
скорость мала по сравнению со средней тепловой скоростью моле- 
кул) и что и, зависит от г. Рассмотрим некоторую плоскость z= 
=const, Какова молекулярная природа силы P,,, действующей в 
плоскости 2? Чтобы дать хотя бы качественный ответ на этот вопрос, 
заметим, что молекулы над плоскостью г на рис. 8.4 имеют несколько 
большую скорость, чем молекулы, расположенные под ней. Когда 
движущиеся вверх и вниз молекулы пересекаюг плоскость г, они 
переносят с собой и х-компоненту импульса. При этом газ, располо- 
женный ниже плоскости г, получает приращение х-компоненты им- 
пульса, так как проникающие сверху молекулы приносят с собой 
избыток х-компоненты импульса. Точно так же газ, расположенный 
над г, теряет свой импульс из-за того, что проникающие снизу 
молекулы приносят уменьшенную х-составляющую импульса. Ilo 
второму закону Ньютона сила, действующая на систему, равна ско- 
рости изменения импульса системы. Поэтому сила, с которой газ под 
плоскостью действует на газ над плоскостью, равна изменению за 
единицу времени импульса газа над плоскостью, вызванному газом 
под плоскостью. Таким образом, сила P,, из (13) равна 

Р,, = среднему возрастанию за единицу. времени и на 
единицу поверхности площади х-компоненты им- 
пульса газа над плоскостью, вызванному перено- (10) 
сом импульса молекулами, пересекающими эту — 
ПЛОСКОСТЬ. | i | 

*) Эта комбинация ‘единиц носит название пуаза`в’ честь физика Пуазейля. 
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Поясняющее замечание. Чтобы пояснить механизм вязкости 
переносом импульса, приведем следующую аналогию. Пусть два железнодорож- 
ных вагона движутся рядом по параллельным путям, причем скорость одного’ 
вагона болыше скорости другого. Представим себе, что грузчики из каждого 
вагона занимаются тем, что перебрасывают ящики < песком на соседний вагон. 
Это перебрасывание вызывает перенос импульса, при котором более медленный 
вагон будет испытывать ускорение, а более быстрый — замедление. 

Чтобы оценить величину коэффициента вязкости, допустим, что 
все ‚молекулы газа движутся с одинаковой скоростью, равной их 

средней скорости 9. Одна треть из всех находящихся в единице объе- 
ма п молекул имеют составляю- 
щие скорости, направленные вдоль 
оси 2; У половины этих молекул 

tt Loa ~~ CKOPOCTH направлены вдоль +2, 
я Ц а у другой половины вдоль —z. 

L о Рассмотрим плоскость, обозначен- 
—- —=—<-—---—-— ную буквой 2. За единицу време- 

4, (2-l) ни единицу поверхности этой пло- 
Рис. 8.5. Молекулы. пересекающие CKOCTH пересечет (1/6) по молекул 
плоскость, осуществляют перенос им- 

пульса. снизу и (1/6). по молекул сверху- 
Из определения среднего свободного пробега / следует, что моле- 
кулы, пришедшие снизу, испытали последнее столкновение на рас- 
стоянии / под плоскостью, а молекулы, пришедшие сверху,— на та- 
ком же расстоянии / над плоскостью. Так как средняя скорость и„== 
—и,(2) зависит от координаты г, то молекулы в плоскости (2 — !)} 
будут иметь среднюю х-компоненту скорости u,(z — 0. Каждая та- 
кая молекула с массой т переносит через плоскость среднюю х- 
компоненту импульса mu,(z — /). Мы приходим к следующему вы- 
воду *): 

ГСредняя компонента импульса, пере-7 
носимая в единицу времени через в - 

р р = nu[mu,(z—f)]. (16) единицу поверхности плоскости 2 6 х 
й в направлении снизу вверх, 

Точно так же, рассматривая молекулы, пересекающие плоскость 
сверху, где координата их последнего столкновения была (/+-2), 
мы можем написать: 

ГСредняя х-компонента импульса, пе-7 
реносимая в единицу времени че- | ‚ 
рез единицу поверхности в направ- | =e 72 [и (2--:)]- (17) 

|. JIGHHH сверху вниз, a . 

Вычитая (17) из (16), мы получаем окончательное среднее значение 
х-компоненты импульса, перенесенной молекулами через единицу 
поверхности плоскости 2 за единицу времени, т. е. напряжение 

_ *) Чтобы избежать путаницы, запомним, что символы u,(z—l) не означает 
произведение; это среднее значение скорости uw, в плоскости (2—1). 
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P,,. определяемое в (15) или (13). Итак, 

Р., = x nu mu, (2—1) — nu mu, (z+ 1, 

ИЛИ 

Pi, = пот и, (2—1 -— и, (2+1). , (18) 

Так как средняя длина свободного пробега. { весьма мала (по сравне- 
нию с расстояниями, на которых градиент скорости Ou,/Oz меняется 
заметным образом), мы можем с хорошим приближением записать 
так: 

дих и, (2-0 =u, (2) +521, 
и | . 

и, (2— И =u, (2) — [. 

Таким образом, ^ | 
| и дих ._ дих Ри. == пот (—2°5 1) =—1 Be, (19) 

где 

| 
nay nom (20) 

¥13 формулы (19) следует, что P,, действительно пропорционально 
градиенту скорости ди,/дг, что согласуется с (14). Кроме того, фор- 
мула (20) выражает коэффициент вязкости N через молекулярные 
параметры, характеризующие свойства газовых молекул. 

Наши вычисления имели весьма упрощенный характер. Мы не 
пытались вычислять средние значения различных величин. Поэтому 
множителю '/, в формуле (20) не следует придавать большого значе- 
ния. Коэффициент пропорциональности, полученный при более тща- 
тельных расчетах, может иметь несколько другое значение. Заметим, 
однако, что полученная нами зависимость коэффициента вязкости от 

молекулярных параметров л, т, ии I должна быть верной. 
Обсуждение. Из формулы (20) следует ряд интересных предсказа- 

ний. Найдя п из выражения (9), 

| С! (21) 

У? no ’ 

и подставив его в (20), мы получим следующее выражение для 1: 

| т ~ 

SZ о, 22 

и ЗУ? a (22) 

которое уже He содержит п. Приближенное значение о можно полу- 
чить из теоремы о равномерном распределении: 

kT 1 — | — 
5 то; => РТ, или „=. 

303



Ho 

P= +o + oF Зент, 

так как = =v) из соображений симметрин. В приближенных 
вычислениях этой главы мы можем не делать различия между сред- 

ней скоростью о и корнем из среднего квадрата скорости (v2). 
Поэтому с достаточной степенью точности можно положить 

Uz ——. (23) 

Независимо от точного значения коэффициента пропорциональности 
в (23), средняя скорость молекулы зависит только от температуры 7, 
но He OT п — числа молекул в единице объема. Таким образом, коэф- 
фициент вязкости (22) оказывается не зависящим от п. При данной 

— 

температуре 7 OH ‘He зависит также и от давления газа p=nkT. 
‚ Мы получили замечательный результат, показывающий, что в 

ситуации, изображенной на рис. 8.4, тормозящая сила, с которой 
газ действует на движущуюся верхнюю пластину, будет одной и 
той же, независимо от того, равно ли давление газа между пласти- 
нами | мм или, например, 1000 мм рт. ст. На первый взгляд этот вы- 
вод кажется странным, так как интуиция подсказывает нам, что тан- 
генциальная сила торможения в газе должна быть пропорциональна 
числу газовых молекул, переносящих импульс с одной пластины 
на другую. Следует, однако, иметь в виду, что при этом средняя 
длина свободного пробега уменьшается и молекулы переносят им- 
пульс с расстояния, составляющего только часть первоначального. 
Поэтому конечное значение перенесенного импульса остается неиз- 
менным. Независимость вязкости 1 газа от плотности (при постоян- 
ной температуре) была предсказана Максвеллом в 1860 г. и экспе- 
риментально подтверждена им же. 

Очевидно, что этот результат не может оставаться справедливым 
для произвольно большюго интервала изменения плотности газа. 
Действительно; при выводе формулы (20) мы сделали два допущения: 

1) мы предполагали, что газ достаточно разрежен для того, 
чтобы можно было полностью пренебречь одновременным столкнове- 
нием трех или большего числа молекул. Мы ограничились рассмот- 
peHHeM двух молекул. Это ограничение допустимо, если плотность 
молекул достаточно мала, т. е. 

[>> а, (24) 

где величина d~o'/s характеризует диаметр молекулы. 
2) С другой стороны, мы предполагали, что газ достаточно пло- 

тен, так что молекулы гораздо чаще сталкиваются друг с другом, 
чем со стенками сосуда. Это предположение означает, что п Ha- 
столько велико, что 

L<L, (25) 
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‚где L— наименьший линейный размер сосуда. (Например, Ha рис. 8.4 
L — расстояние между пластинами.) В предельном случае полного 
вакуума л—>0 тантенциальная сила, действующая на движущуюся 
пластину (рис. 8.4), должна исчезнуть, так как в этом случае нет 
газа, который переносил бы импульс. Если п. настолько мало, что 
условие (25) не выполняется, вязкость должна уменьшиться и стре- 
миться к нулю. по мере. дальнейшего уменьшения п. Действительно, 
если средняя‘ длина свободного пробега’ (21); связанная со столкно- 
вением‹с другими молекулами, становится больше размера сосуда L, 
‘молекула будет преимущественно сталкиваться со стенками сосуда, 
а не с другими молекулами. Эффективное, значение средней длины 
свободного пробега‘ молекулы в.этих условиях становится приблизи- 
тельно равным L, (величина / больше He зависит от числа молекул 
газа В сосуде} и коэффициент вязкоети 1 B (22) оказывается пропор- 
циональным плотности п., 

‚. Заметим, ‘однако, ‹ что область плотностей, где условия (24) и 
(25). удовлетворяются OLHOBPeMeHHO, весьма велика. Действительно, 
в обычных макроскопических опытах -Ё2>>4. Таким образом, коэффи- 
циент вязкости газа 1.не зависит от давления в весьма значительном 
интервале давлений. 

Обсудим леперь зависимость коэффициента вязкости п от тем- 
пературы. Если молекулы похожи на твердые шары, то поперечное 
сечение в; определяемое равенством. (2), будет числом, не зависящим 
от 7. В этом случае из (22) следует, что Ц зависит от температуры 

так же, как и.о, т. е. 

na Гыи?. (26) 

В, общем случае оказывается , что б`зависит от средней относительной 

скорости У молекул. Tak как VXT"/:, TOO оказывается зависящим 
от температуры. В результате зависимость 1) от температуры оказы: 
вается более сильной, чем в (26): п приблизительно пропорционально 
Т›?. Качественное объяснение такой зависимости заключается в том, 
что, кроме больших и короткодействующих сил отталкивания, между 
молекулами действуют проявляющиеся “Ha относительно больших 
расстояниях слабые силы притяжения. Эти силы увеличивают 
вероятность рассеяния молекулы, HO с увеличением температуры 
эффективность действия этих сил уменьшается, так как средняя 
скорость молекул возрастает и те же силы вызывают меньшее откло- 
нение. Поэтому поперечное сечение рассеяния несколько именьша- 
ется с увеличением температуры и, соответственно, вязкость 1, 
которая в модели твердых шаров с .7"/:/0, в действительности воз- 
растает с температурой быстрее, чем Т“*. 

Обратим внимание на то, что © увеличением температуры вяз- 
кость газа растет, в отличие от вязкости жидкости, уменьшающейся 
с увеличением температуры. Причиной такого различия. является 
близость молекул жидкости: передача импульса через данную пло- 
скость в жидкости происходит не только из-за перехода молекул, 
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но и благодаря непосредственному взаимодействию молекул, нахо- 
дящихся по обе стороны плоскости. 

В заключение оценим порядок величины NY для обычного га- 
за при комнатной‘ температуре. Для азота (N.) т=28/(6- 1023) = 
=4,7-107?3 2, и средний импульс молекулы азота при комнатной 
температуре T=300° К равен то = У 3mkT =9,4. 10-18 г.см-сек-*. 
Диаметр молекулы азота близок ка-—2-10-8 см, откуда ол 
21,2: 10-15 см?. Из (22) получаем следующую оценку для 1: 

т. 
ЗУ? a 

Для сравнения укажем, что измеренное значение коэффициента вяз- 
кости 1 у азота М, при комнатной температуре 300° К равно 
1,78- 1074 2-cm~!-cex~’. | 

Подставляя (23) в (22), мы получим приближенное выражение 
для коэффициента вязкости 

«т ИТТ. (27) 

- 10-4 2-cm-!-cex=?}, 

8.3. Теплопроводность и перенос энергии 

Определение коэффициента теплопроводности. Рассмотрим ве- 
щество, в котором распределение температуры не является однород- 
ным. Допустим, например, что температура зависит от координаты 

г, так что Г=Т(г). Наше вещество не 
BY, Yy находится, таким образом, в равновес- 

ном состоянии, и стремление к дости-: 
ma 7”) жению равновесия проявится в суще- 

~— fe ствовании потока тепла, HanmpaBsen-. 
ного от участков вещества, обладаю-- 
щих высокой температурой, к участ-. 

LTD кам с низкой температурой. Рассмот-, 
771 я рим’ Плоскость z=const, где Г=Т(2).. 
TT, <0 Нас будет интересовать следующая. 

| величина: 
Рис. 3.6. Вещество, находящееся в 
тепловом контакте с двумя телами, 0 
абсолютная температура которых z ==количество тепла, перене- 
разна 7, и Ty. Если Т,>ТГ,, тепло Г 
течет в направлении — Zz, of Tena с сенное за единицу времени (79). 
большей температурой к телу с мень- через единицу поверхности а 
шей температурой, таким образом, : 

величина @, отрицательна. в направлении -|- г. 

5 | 
a 

Величина Q, называется плотностью потока тепла в направлени 
оси 2. Если температура однородна, @.=0. В противном случае pace 
суждения, аналогичные тем, которые мы провели при’рассмотрении: 
вязкости, приводят к тому, что величина (), должна быть (в хоро-1 
шем приближении) пропорциональна градиенту температуры OT (02! 
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если этот градиент не слишком велик. Мы имеем, таким образом, 

OT 
Ч.=— xa ` (29} 

Величина х называется коэффициентом теплопроводности рассмат- 
риваемого вещества. Так как тепло течет от областей с высокой тем- 
пературой к области с более низкой температурой, то @,<0, если 
OT/dz>0. Для того чтобы величина х была положительной, в (29) 
стоит знак минус. Выражение (29) справедливо практически во всех 
газах, жидкостях и однородных твердых телах. 

Вычисление коэффициента теплопроводности разреженного газа. 
В простом случае разреженного газа коэффициент теплопроводности 
может быть вычислен с помощью того же упрощенного молекуляр- 
ного рассмотрения, использованного нами при изучении вязкости 
газа. Рассмотрим в газе плоскость z=const, где Г=Т(г). Механизм 
переноса тепла заключается в том, что молекулы газа пересекают 

плоскость сверху и снизу. Если дТ/д2>>0, то средняя энергия =(Т} 

молекул, приходящих снизу, меньше чем # (ТГ) у молекул. пересекаю - 
щих плоскость сверху. В резуль- ``.» 
тате возникнет перенос энергии из | 

P р ТЕ +1) 

; 

‘ 

области над плоскостью в область z+l) _ 283) _. 
под .ней. Как и при расчете вяз- ] 11 пб 
кости, мы можем написать, что за #1 
единицу времени через единицу l Aye 
поверхности сверху вниз пройдет Ey ae 

около 1/6 по молекул *). Здесь п — oo, | 
число молекул в единице объема Рис. 8.7. Молекулы, `перёсекающие пло- 

— скость, переносят энергию. 
вблизи плоскости г, а о — средняя 
скорость молекул. Молекулы, пересекающие плоскость 2 снизу, 
испытали последнее столкновение в среднем на расстоянии [ от 

плоскости. Но температура Т зависит от 2, а средняя энергия = 

от температуры, поэтому средняя энергия молекул = зависит от 

координаты 2, т.е. &= =(2). Молекулы, пересекающие плоскость 2 

снизу, переносят среднюю энергию (г — Г, так как мы считаем, 
что последнее столкновение имело координату 2 — [. Таким образом, 

`средняя энергия, перенесенная в единицу’ | 
времени через единицу поверхности в | =-- поё (2—1). (30) 
направлении снизу вверх, 

*) Теплопроводность газа изучается нами в стационарных условиях, когда 
конвективное движение отсутствует. Поэтому поток молекул, пересекающих по- 
верхность с одного направления, равен потоку молекул с противоположного 
направления, и в нашем элементарном рассмотрении мы можем считать, что про- 

изведение по постоянно. Таким образом, мы пренебрегаем небольшим различием 

в значениях д HU над и под плоскостью, вызванным существованием градиента 
температуры. 
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Аналогично, рассматривая молекулы, приходящие сверху, где пос-. 
леднему столкновению отвечает координата (2-1), мы имеем: 

ов (2+1). (31) 
средняя энергия, перенесенная в единицу 

времени через единицу поверхности 3 | = 
направлении сверху вниз, | 

Вычитая (31) из (30), мы получаем результирующий поток энер- 
тии Q, через. поверхность z=const в направлении снизу.-вверх: 

Q, = по le @—)—E(2 +] = 

=r nv 5-1 fei | , 

ИЛИ 
п — де | | —, de dT 

Q,=tn0| 219 |= но #2, (32) 

так как = зависит: от г через температуру Т. Введем обозначение: 

| dg 

Величина с означает теплоемкость (при постоянном объеме), отне- 
сенную к одной молекуле. Теперь (32) принимает следующий вид: 

oT 

‘где 

“a 7 - 7 

x= 3 П ССЕ. (35) 

Из. (34) следует, что @, пропорционально градиенту температуры 
[см. (29)], а (35) выражает коэффициент теплопроводности х газа 
через основные молекулярные величины. 

Обсуждение. Коэффициент ‘/, в формуле (35) получен в результате. 
приближенных вычислений и не заслуживает большого доверия... 
Формула (35) дает, однако, правильную зависимость х от всех пара- 
метров, имеющих существенное значение. Так как [<< п-!, то плот- 
ность опять исчезает. Воспользовавшись (21), мы получаем выра- 
жение для х: 

| co. . 
X= ———— а. 36` зу о" (36) 

Таким образом, при заданной температуре теплопроводность He зави- 
сит от давления газа. Этот результат имеет то же объяснение, что 
и аналогичное свойство вязкости. Он справедлив в области давле- 
ний, где средняя длина свободного пробега молекулы удовлетворяет 
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условию d<lcZL (здесь d — диаметр молекулы и L — наименьший 
размер сосуда). 

Для одноатомного газа из теоремы о равномерном распределении 
— 3 w 

следует & = АТ ‚ поэтому теплоемкость, отнесенная к одной моле- 

3. 
kyle, равна с=- К. 

Применим выражение (36) к молекулам, которые ведут себя по- 
добно твердым шарам. Так как оссТ"/», а с от температуры не за- 
висит, мы получаем, что коэффициент теплопроводности х пропор- 
ционален корню из абсолютной температуры 

и TV, (37) 

В действительности а несколько меняется с температурой. Мы обсуж- 
дали этот вопрос в предыдущем параграфе при рассмотрении вяз- 
кости. В результате х меняется с температурой более быстро, чем 
это следует из (37). | 

С помощью (36) легко оценить порядок величины коэффициента 
теплопроводности х для газа при комнатной температуре. Заметим, 
что измеренное на опыте значение коэффициента теплопроводности 
аргона при 273°К равно x=1,65-10-4 em-cmu™!-epad-} 

Используя выражение (23) для 9, мы получим из (35) следующее 
приближенное выражение для es теплопроводности: 

38 = a 5] (38) 

Сравнивая выражения (20) и (35) для  кояффициентов вязкости Y 
и теплопроводности х, мы видим, что их отношение равно 

Же. (39) 
После умножения числителя и знаменателя .(39) на число Авогадро 
N, мы получаем 

где cy=N,c — молярная теплоемкость газа при постоянном объеме, 
а и = №М,т — молекулярный вес газа. Таким образом, между двумя 
коэффициентами переноса х и п существует весьма простое COOTHO- 
шение, которое легко проверить на опыте. Такая проверка пока- 
зала, что отношение (х/\)(с/т)-* лежит в пределах 1,3—2,5, но не 
равно единице, как это следует из (39). Имея в виду, что наши оценки 
коэффициентов 1] и х были получены с помощью весьма приближен- 
ных методов, мы можем быть вполне удовлетворены такой степенью 
согласия между теорией и экспериментом. Действительно, часть 
обнаруженного расхождения объясняется тем, что в своих рассуж- 
дениях мы не принимали во внимание распределения молекул по 
скоростям, а оперировали со средними величинами. В действитель- 
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ности быстрые молекулы пересекают плоскость чаще, чем медленные. 
В случае теплопроводности эти быстрые молекулы переносят больше 
кинетической энергии, но в случае вязкости с ними не связан перенос 
большего количества х-компоненты импульса. Поэтому отношение 
и/М действительно должно быть несколько больше, чем следует 
из (39). 

8.4. Самодиффузия и перенос молекул 

Определение коэффициента самодиффузии. Рассмотрим вещество, 
состоящее из одинаковых молекул, но предположим, что часть этих 
молекул каким-то образом помечена. Например, ядра меченых моле- 
кул могут быть радиоактивными. Пусть n,— число таких молекул в 
единице объема. В состоянии равновесия меченые молекулы равно- 
мерно распределены по всему доступному объему и, таким образом, 
п. не зависит от координат. Допустим, однако, что распределение не 
является однородным и п, зависит от координат. Пусть п, зависит 
только от координаты 2, так что п.=п1(2). (При этом предполага- 
ется, что полное число п молекул в единице объема остается по- 
стоянным, так что результирующее перемещение молекул вещества 
отсутствует.) Такое состояние не является равновесным. Меченые 
молекулы будут перемещаться в сосуде таким образом, чтобы до- 
стичь равновесного состояния, когда они будут равномерно распре- 
делены по всему объему. Рассмотрим плоскость z=const и обозначим 
плотность потока меченых молекул через J,. Под величиной J, 
мы понимаем следующее: 

/, == среднее число меченых молекул, 
пересекающих единицу площади (40) 
за единицу времени в направлении -|- г. 

Если п, не зависит от координаты (однородное распределение), 
то J,=0. Если п, неоднородно, мы можем ожидать, что величина 
J, с хорошим приближением будет пропорциональна градиенту 
концентрации меченых молекул. 

Мы можем, таким образом, написать 

дп 

Коэффициент пропорциональности D называется коэффициентом 
самодиффузии вещества. Если дп!/д2>>0, то поток частиц течет в 
направлении —2, т.е. /,<0. Поэтому, чтобы сделать коэффициент 
диффузии D величиной положительной, в формуле (41) поставлен 
знак минус. Эта формула достаточно хорошо описывает само- 
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диффузию молекул в газах, жидкостях и изотропных твердых 
телах *). 

Уравнение диффузии. Покажем с помощью формулы (41), что 
величина п, удовлетворяет простому дифференциальному уравнению. 

Рассмотрим одномерную задачу. Пусть n,(z, {) есть среднее число меченых 
молекул в единице объема, находящихся в момент времени # вблизи 2. Рассмотрим 
слой вещества толщиной 42 и величиной поверхности А. Так как полное число 
меченых молекул остается постоянным, мы можем утверждать, что увеличение 
за единицу времени числа меченых молекул в слое должно быть равно числу ме- 
ченых молекул, входящих в слой за единицу времени через поверхность А минус 
число меченых молекул, покидающих слой за единицу времени через поверх- 
ность A. Запишем это утверждение в | 
виде формулы я | 

д Ad, (& +42) 
or (mA dz) = AJ, (2) — AJ, (z+ 42). gedz 1 72 _ 

Таким образом, =. dz An, (z)dz 

OM yy: os, Площадь A) 7 5; г ==/„—- [Je (2)-+ 92 ae| , АЛ (2) 

или . 
On, OJ, Рис. 8.8. Схема, иллюстрирующая сохране- 

— — — -£ (42) ние числа меченых молекул при диффузии. 

ot Oz 

Эта формула является выражением того факта, что’ полное число меченых молекул 
не меняется. Воспользовавшись формулой (41), мы получим 

2 дп; _ дп) 
43 

ol Oz? ` (49) 

Это и есть ‘уравнение в частных производных (так называемое уравнение Oud» 
Фузии), которому удовлетворяет величина nz, 1. 

Вычисление коэффициента самодиффузии в разреженном газе. 
В простом случае разреженного газа коэффициент самодиффузии 
можно получить с помощью тех же соображений, опирающихся на 

понятие о средней длине свобод- 
|2 (= ного пробега, которые были нами 
И И art) использованы при рассмотрении 
k 1; вязкости и теплопроводности. Рас- l Re п,( +1) 

=] 9 --—_—___ смотрим в газе некоторую плос- 
17 Mee п,(=-0 КОСТЬ z=const. Так как 1,=n, (2), 
aa ——1------ TO среднее число молекул, пересе- 

4, (= -l) кающих единицу площади в нап- 
. ] — 

Рис. 8.9. Перенос меченых молекул че-  равлении снизу, равно — п.0(2—4), 
рез плоскость. 6 

а в противоположном направле- 
Г | _ . нии = 1,9(2--1). Поэтому результирующий поток молекул через 

*) Мы говорим о самодиффузии, если «меченые» молекулы ничем кроме отмет- 
ки не отличаются от остальных молекул среды. Более общим и более сложным 
случаем диффузии является диффузия различных молекул, например диффузия 
гелиевых молекул в аргоне. 
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единичную площадь поверхности в направлении +2 равен 

| 
У, == в on, (2—Й— > on, (z+))= 

i — дп 
=p |, (z—)Y—n, (2+ 0)} = go /--25 Г , 

или , 
on 

/.==— D a , (44) 

где 

рота | (45) 

Из (44) следует, что поток J, пропорционален градиенту концентра- 
ции, что согласуется ¢ общей формулой (41). Выражение (45) дает 
приближенное значение коэффициента самодиффузии, выраженного 
через основные молекулярные величины. Используя (10) и (23): 

(3RT У 
мы получим зависимость коэффициента самодиффузии D от темпе- 
ратуры и давления 

Dx — ГТУ. 46 
| 7 6 po V (49) 

Таким образом, коэффициент  <амодиффузии оказывается завнися- 
щим от давления. При заданной температуре Т 

Dotat. (47) 
п р 

При заданном давлении 
DaT#?, (48) 

если молекулы можно считать твердыми шарами, сечение которых 
не зависит от температуры. 

Из (45) легко получить порядок величины D при комнатной тем- 

пературе и атмосферном давлении: D/,vl~1/,(5- 104) (3-10-75) ~ 
—0,5 cm?-cex~', 

Измеренное на опыте значение D для азота №, при Т=273° К 
и атмосферном давлении равно 0,185 см?-сек-1. 

Сравнивая (45) с выражением для коэффициента ВЯЗКОСТИ, МЫ 
‘получаем 

рт (49)



где р — массовая плотность газа. Опыт дает для отношения (Dp/n) 
значения, лежащие в области 1,3—1,5 вместо |, следующей из (49). 
Имея в виду приближенный характер наших вычислений, такое со- 
гласие между опытом и теорией следует считать вполне удовлетвори- 
тельным. 

Диффузия как задача о случайном блуждании. Предположим, что 
в начальный момент времени ¢ вблизи плоскости 2=0 находится 
N, меченых молекул. Эти мо- n, (2,t) 
лекулы будут с течением вре- ow 
мени диффундировать и рас- 
пространяться на все увели- 
чивающуюся часть простран- 
ства, как это показано на 
рис. 8.10. Число п, (г, #) мо- 
лекул в единице объема в лю- SF 
бой точке г и в любой момент os, 
времени ¢ может быть полу- —=——^ 
чено в результате решения 
уравнения диффузии (43) .Дру- Рис. 8.10. Число niz, #) меченых молекул в 

mn “ ‚ единице о ма как нкция координаты 2 в 
гой подход к этой задаче за- различные. г емени. При t=0 мо- 
ключается в том, что мы рас- лекулы расположены вблизи плоскости 2=0. 

. Поверхность под всеми кривыми одна н та же 
сматриваем процесс диффузии и равна полному числу Ny меченых молекул. 

как случайное блуждание ме- | 
ченых молекул. При этом, применив рассуждения, изложенные в гла- 
ве 2, мы немедленно получим основные свойства процесса диффузии. 
Предположим, что смещения меченой молекулы после каждого стол- 
кновения статистически независимы, и обозначим через $; 2-компо- 
ненту #-го смещения молекулы. Если молекула начинает движение 
с z=0, то г-компонента ее положения после {-го смещения равна 

М 

z= У 5.. (50) 
i=] 

Так как смещения молекулы случайны, TO среднее значение смеще- 

ния равно нулю: z=0. Аналогично (2.49), мы получаем из (50) ве- 
личину дисперсии: 

2 = 29+ 2255. (51) 
| Е 

Смещения статистически независимы, поэтому 5,5;=5:5,=0 и (51) 
принимает вид 

22 = №5. (52) 

Если скорость молекулы у, то г-компонента ее смещения за время 
Г равна vt’. Средний квадрат смещения за среднее время смещения 
т равен 

о щ ls, 
$2 ды ат? = z vu? t*, (53) 
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Мы считали, что y2=v;-+U;+v2= 302, так как vi=v2=v? из со- 

ображений симметрии. Далее, полное число смещений, совершае- 
мых молекулой за время & приблизительно равно т. Теперь из 
(53) мы получаем приближенное значение среднего квадрата смеше- 
ния меченой молекулы 

а (зи) = (ут) + (54) 

Ширина кривых на рис. 8.10 характеризуется квадратным корнем: 

ИЗ 2*, т.е. стандартным отклонением 

Аг == (22)? ос Ё*. 

Эта величина дает представление о TOM, как далеко «расползаются»: 
молекулы, в начальный момент времени находившиеся у плоскости 
2=0. Она пропорциональна’ N*/: или Ё/. Полученный результат 
отражает статистический характер процесса диффузии. Можно по- 
казать, что формула (54) находится в согласии с выводами, следую- 
щими ‘из уравнения диффузии (43), и с величиной коэффициента диф- 
фузии (45). . 

8.5. Электропроводность и перенос заряда 

Рассмотрим систему (жидкость, твердое тело или газ}, содержа- 
щую заряженные частицы, которые могут свободно перемещаться. 
Если приложить в направлении z слабое однородное электрическое 
поле &, то возникнет неравновесная ситуация и в результате в на- 
правлении 2 будет течь ток. Рассмотрим некоторую плоскость 
z=const и определим плотность тока j,: 

„== средняя величина электрического заряда, 
‚ пересекающего единицу поверхности этой’ (55) 

плоскости за единицу времени в направ- 
лении: + 2. . 

Плотность тока в состоянии равновесия, когда @=0, равна нулю, 
так как на заряженные частицы не действуют внешние силы. При 
достаточно малом электрическом поле можно ожидать следующей 
связи между плотностью тока и величиной электрического поля: 

i, =96 (56) 

Коэффициент пропорциональности в, называется электрической про- 
водимостью системы, а формула (56) выражает собой закон Ома*). 

Рассмотрим теперь разреженный газ, состоящий из частиц с мас- 
сой т и зарядом 4, которые взаимодействуют с некоторой другой 

*) Не смешивайте обозначение электрической проводимости с обозначением 
поперечного сечения рассеяния 0. 
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системой частиц. Результатом такого взаимодействия может быть 
рассеяние заряженных частиц. Простым примером двух таких систем 
является относительно неболышое число ионов (или электронов), 
находящихся в газе, где эти ионы рассеиваются главным образом 
в столкновениях с нейтральными молекулами газа. В качестве дру- 
гого примера можно рассмотреть электроны в металле, где они рас- 
<еиваются колеблющимися атомами решетки металла или атомами 
‘примесей *). Электрическое поле G, приложенное в направлении 
-+-Z, вызывает появление 2-составляющей у средней скорости заря- 
женных частиц. Среднее число таких частиц, пересекающих единицу 
поверхности (в направлении, перпендикулярном к оси 2) за еди- 

ницу времени, равно по,, где п — среднее число заряженных частиц 
в единице объема. Так как каждая частица переносит заряд 4, мы 
получаем 

i, = 190... (57) 
Остается только вычислить 9,. Начнем измерение времени с момента 
последнего столкновения, для которого #=0. Уравнение движения 
частицы между этим и следующим столкновением имеет вид 

du, | 
m Gt = 96 > 

откуда следует, что 

о, = 1-0, (0). (58) 

Чтобы вычислить среднее значение и., сначала усредним (58) по 
всем возможным скоростям о, (0) частицы немедленно после столкно- 
вения, а затем произведем усреднение по всем временам f¢ пролета 
частицы до следующего столкновения. Мы допускаем, что результа- 
TOM каждого столкновения является возвращение частицы в равно- 
весное состояние; таким образом, после столкновения все направле- 

ния скорости о равновероятны H v, (0)=0, независимо от истории по- 
ведения частицы до этого столкновения**). Среднее значение времени 
между двумя последовательными столкновениями равно, по опреде- 
лению, среднему времени свободного пробега т, и усредненное зна- 
чение (58) равно 

о, = 61. (59) 

*) Случай электронов в металле характерен некоторыми особенностями, так 
как электроны не обладают максвелловским распределением скоростей (это было 
показано в конце п. 6.3). Они подчиняются так называемому распределению Фер- 
ми — Дирака, которое следует из строгого квантовомеханического рассмотрения 
электронного газа. 

**) Можно ожидать, что это приближение окажется очень хорошим, если за- 
ряженная частица испытывает столкновение с частицами, значительно большей 
массы. В противном случае после каждого столкновения у заряженной частицы 
‘остается некоторая «память» о компоненте скорости, которой она обладала до этого 
‘столкновения. Мы пренебрегаем всеми поправками, связанными с такими эффек- 
TaMH «памяти». 
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Выражение (57) для плотности тока принимает BHI 

[. =0.©, (60) 
где 

2 

о, = т. (61) 

Мы получили, что j, действительно пропорционально @, как следует 
из (56). Формула (61) дает значение электрической проводимости, 
выраженное через молекулярные параметры, характеризующие газ. 
Формула (61) имеет общее значение, сохраняющееся даже для элект- 
ронов в металле. 

Если проводимость создается небольшим числом находящихся 
в газе ионов, то столкновения, ограничивающие свободное движение 
ионов, происходят главным образом с нейтральными молекулами 
газа *). Обозначим через о полное поперечное сечение рассеяния иона 
молекулой и предположим, что в единице объема находится п, мо- 
лекул с массой т, >>т. В этом случае тепловая скорость ионов бу- 
дет намного больше тепловой скорости молекул и среднее значение 
относительной скорости иона — молекулы будет приблизительно 

равна средней скорости иона о. Поэтому среднее время свободного 
пробега иона согласно (4) будет равно 

| ' 

t= -——, 
п бо 

Если воспользоваться выражением (23) для v, то из (61) следует: 
3 аз 

бе = a a i . (62) 
п то У Зпо У mkT 

Сводка определений 

Среднее время свободного пробега. Среднее время движения молекулы между 
двумя столкновениями. 

Средняя длина свободного пробега. Среднее расстояние между двумя столкно- 
вениями молекулы. | 

Полное поперечное сечение рассеяния. Эффективная величина площади, опре- 
деляющая вероятность того, что молекула, сталкивающаяся с другой молекулой, 
будет рассеяна. 

Напряжение. Сила, приходящаяся на единицу площади. 
Вязкость. Коэффициент вязкости определяется равенством 

*) Даже если столкновения между двумя одинаковыми ионами происходили 
бы часто, они не повлияли бы на электрическую проводимость. Причина заклю- 
чается в том, что в каждом таком столкновении сохраняется полный импульс 
сталкивающихся ионов. Если ионы идентичны, то их массы равны и векторная 
сумма скоростей обоих ионов не изменяется от столкновения. Так как оба иона 
несут одинаковые заряды, столкновение не меняет общего тока, переносимого 
обоими ионами. | 

316



которое связывает напряжение P,, в движущейся среде с градиентом скоро- 
сти потока uy. 

Теплопроводность. Коэффициент теплопроводности х определяется равенством. 

которое связывает плотность потока тепла Q, с градиентом температуры 7. 
Самодиффузия. Коэффициент самодиффузии D определяется равенством 

_ pom 
Oz’ 

которое связывает плотность потока Jy меченых частиц с градиентом ИХ КОН- 

центрации ny. 
Электропроводность. Коэффициент электропроводности в, определяется 

равенством 

Jz — бе@, 

которое связывает плотность тока j, с величиной электрического поля ©? (т. е. 
с градиентом электрического потенциала). 

Ja 

Основные формулы 

Средняя длина пробега 
] 

У 2no- 
| А 

Задачи 

8.1. Бросание монеты. Рассмотрим бросание монеты, для которой вероят- 

ность выпасть любой из сторон равна > . 

а) Чему равно среднее число бросаний монеты до ближайшего выпадения 
«решки»? 

6) Чему равно это среднее число бросаний после последнего появления 
«решки»? 

в) Предположим, что в предыдущем бросании выпала «решка». Как эта ин- 
формация изменяет ответ на вопрос а)? 

8.2. Аналогия между рассуждениями о времени пробега и предыдущей задачей. 
Рассмотрим газ, для которого среднее время свободного пробега молекулы равно т. 
Будем рассматривать определенную мо- и а 
лекулу в некоторый момент времени. 

а) Чему равно среднее время дви- 
жения этой молекулы до ближайшего 
столкновения? 

6) Чему равно среднее время дви- 
жения этой молекулы после последнего | 
столкновения? |= t — é 

в) Допустим, что молекула только cw 
что испытала последнее столкновение. Рис. 8.11. График зависимости скорости OT 

Как эта информация изменит ответ на  ЗРеМени для простой модели движения нона 
вопрос а)? | 

8.3. Среднее время пробега и время между столкновениями. Ион с зарядом 4 
и массой т находится в газе и испытывает действие электрического поля, направ- 
ленного по оси 2. Рассмотрим для упрощения следующую модель: после столк- 
новения ион начинает движение вдоль оси г с начальной нулевой скоростью: 
и движется с ускорением a=g@/m в течение определенного времени /,. Следующее 
столкновение приводит к остановке иона и процесс ускорения начинается сначала. 
На рис. 8.11 показана зависимость скорости иона от времени для нашей модели. 
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а) Рассмотрим ансамбль таких ионов в произвольный момент времени. Чему: 
равно среднее время T до следующего столкновения иона? Выразите ответ через 
время 2, между последовательными столкновениями. | 

6) Чему равно среднее время, протекшее от предыдущего столкновения? 
Выразите ответ через fp. | 

в) Чему равна максимальная скорость,. приобретаемая ионом? Чему равна его 

средняя скорость и? Выразите ответ через f, и через среднее время т [вопрос а)]. 
Сравните ваш ответ с (59). 

г) Чему равно расстояние $, которое ион проходит за время {? Определите 

среднюю скорость иона 9 как S/f,. Чему равна в этом случае величина и? Выра- 
зите ответ через #, и через tT. Сравните результат с 
ответом в). 

8.4. Падение капель, опыт Милликена. Опыт Мил- 
А ликена, в котором впервые был измерен заряд элект- 

ХА Bostyx Рона, заключается в сравнении электрической силы, 
; действующей на малую заряженную каплю масла, с 
ыы силой тяжести. Этот опыт требует определения массы 

$ капли, что можно сделать, наблюдая падение капли 
(с постоянной скоростью) в условиях, когда сила тяже- 
сти скомпенсирована силой трения, действующей на 
каплю благодаря вязкости окружающего воздуха. (Воз- 
дух находится при атмосферном давлении, так что 
средний пробег молекул воздуха во много раз меньше 
диаметра капли.) Конечная (постоянная) скорость па- 
дения масляной капли обратно пропорциональна вяз- 
кости воздуха. Пусть температура воздуха возрастает. 
Будет ли при этом конечная скорость капли возра- 
стать, уменьшаться или оставаться постоянной? Что 
произойдет при возрастании атмосферного давления? 

8.5. Вискозиметр (измеритель вязкости) с враща- 
Bi ющимся цилиндром. Необходимо измерить коэффициент 
5 - BOs a вязкости 1] воздуха при комнатной температуре. Для 
fa ° этого предполагают использовать вискозиметр, состоя- 

`°щий из неподвижного внутреннего цилиндра (радиус 
R, длина L), поддерживаемого закручивающейся нитью, . 
и внешнего цилиндра (его радиус Ю--6), медленно вра- 
щающегося с угловой скоростью W@. Узкая область меж- 

| ду цилиндрами толщиной 6(6<R) заполнена возду- 
| `хом, и мы измеряем момент кручения G, действующий 

i<f iste на внутренний цилиндр (рис. 8.12). 
; а) Выразите момент кручения, действующий Ha 

Рис. 8.12. Вискозиметр c внутренний цилиндр, через 1] и параметры установки. 
зращающимся цилиндром. 6) Пусть для создания противодействующего мо- 

Вид сверху и сбоку. мента используется кварцевая нить. Чтобы определить 
| диаметр подходящей нити, воспользуемся известным 

значением коэффициента вязкости и вычислим момент кручения, возникающий 
в приборе. Зададимся следующими параметрами прибора: Ю==2 см, 6=0,1 см, 
L=15 см и ®=2л рад/сек. 

8.6. Оценка коэффициента вязкости газообразного аргона. Оцените величину 
коэффициента вязкости \ аргона (Аг) при 25° С и атмосферном давлении. Примите 
иля определения размеров атома аргона, что при низкой температуре они являются 
твердыми шарами, касающимися друг друга в твердом азоте. Изучение дифракции 
‘рентгеновских лучей показало, что твердый азот обладает гранецентрированной 
кристаллической решеткой. Это значит, что атомы Аг занимают вершины и центр 
приставленных вплотную друг к другу кубов. Плотность твердого аргона равна 
1,65 г/см, его атомный Bec 39,9. Сравните вашу оценку с экспериментальным 
значением \1=2,27.10-8 2-cu—!-cex—}, 

8.7. Влияние рассеяния, эффективное сечение которого зависит от скорости. 
Предположим, что молекулы газа взаимодействуют с радиальной силой F, ко- 
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торая следующим образом зависит от расстояния между молекулами: F=CR~S, 
где $ — целое положительное число, а С — постоянная. 

а) Найдите, воспользовавшись соображениями размерности, зависимость. 
полного эффективного сечения O рассеяния молекул от их относительной ско- 
рости У. Величина с может зависеть от У, массы молекулы т и константы С (в 
классическом приближении). 

6) Как будет зависеть от температуры Т коэффициент вязкости 1]? 
8.8. Величина вакуума, необходимого для достижения термической изоляции. 

Рассмотрим сосуд Дьюара цилиндрической формы, имеющий обычное устройстно,. 
показанное на рис. 5.3. Наружный диаметр внутреннего цилиндра равен 10 см, 
внутренний диаметр внешнего цилиндра 10,6 см. Сосуд наполнен смесью льда 
и воды; температура окружающей среды равна комнатной, т.е. около 25° С. 

а) Предположим, что в пространстве между цилиндрами находится гелий 
(Не) при атмосферном давлении. Оцените поток тепла (в вт на си высоты сосуда), 
вызванный теплопроводностью газа (радиус атома Не можно считать близким к 
10-8 см). 

6) Оцените, до какого значения (в мм рт. ст.) нужно уменьшить давление. 
газа между стенками сосуда, чтобы поток тепла, вызванный теплопроводностью, 
упал в 10 раз по сравнению с а)? 

8.9. Сравнение коэффициентов переноса. Обозначим коэффициенты вязкости 
гелия (Не) и аргона (Аг) при T=273° К и одной атмосфере через 1]; и No, а атомные 
веса этих одноатомных газов — через и; и в, соответственно. 

а) Чему равно отношение 0/0, полных эффективных сечений рассеяния. 
атомов аргона на аргоне (Аг — Аг) и гелия на гелии (Не — Не)? 

6) Чему равно отношение %/%, теплопроводностей аргона (Аг) и гелия (He) 
при Т=273° К? 

в) Чему равно отношение D,/D, коэффициентов диффузии этих газов при 
Т=273° К? 

г) Атомные веса гелия и аргона равны соответственно и =4 и и, —40. Изме- 
ренные значения коэффициентов вязкости при Т=275° К равны соответственно. 
1=1,87 +10 -4 и 12=2,105.10-4 г-см-1 .сек-1. Воспользуйтесь этой информацией 
для приближенной оценки эффективных сечений Oy и Op. 

д) Предположим, что атомы рассеиваются, как твердые шары. Оцените в этом 
предположении диаметры 4, и dy атомов гелия и аргона. 

8.10. Смешивание изотопов при диффузии. Для опытов со смесью изотопов. 

азота №» имеется сферический сосуд диаметром | м, в котором находится газ N3* 
при комнатной температуре и атмосферном давлении. С помощью крана, распо- 

ложенного у стенки, в сосуд вводится небольшое количество газа №2°. Оцените, 
в отсутствие конвекции, сколько времени пройдет до равномерного перемешивания. 
обоих газов? . 

8.11. Влияние межпланетного газа на космический корабль. Космический: 
корабль в форме куба с длиной ребра L движется в пространстве со скоростью о, 
параллельной одному из ребер. Окружающий газ состоит из молекул с массой т, 
температура газа 7, а число п молекул в единицу объема настолько малб, что, 
средняя длина пробега молекул во много раз больше L. Оцените, предполагая, 
что столкновения молекул с кораблем являются упругими, среднюю силу тор- 
можения, испытываемую космическим кораблем из-за столкновений с межпла- 
нетным газом. Считайте, что и мало по сравнению со средней скоростью газовых 
молекул и игнорируйте распределение молекул по скоростям. Пусть М — масса 
корабля и внешние силы отсутствуют. Оцените время, в течение которого скорость 
корабля уменьшится наполовину. 

8.12. Вероятность того, что молекула просуществует время Е без столкно- 
вения. Рассмотрим определенную молекулу газа в некоторый момент времени. 
Пусть 

и 41 — вероятность того, что молекула испытывает 
столкновение в течение интервала времени dé. 

Рассмотрим теперь вероятность существования без столкновения: 
Р (Е) == вероятность того, что молекула просуществует 

время ¢ без столкновения. 
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Очевидно, что P(0)=1 (в течение исчезающе малого интервала времени молекула 
не испытывает столкновений), Р({)-›0 при #-+с (рано или поздно молекула все 
‚же испытывает столкновение). Вероятность Р(?) должна быть как-то связана с 
вероятностью столкновения w dt. Действительно, вероятность P(t-+-df) сущест- 
вования без столкновения в течение времени (f-+df) должна быть равна вероят- 
ности Р(], помноженной на вероятность того, что за время от # до {-- 4 не про- 
изойдет столкновения. Таким образом, 

P (f+-dt) =P (1 (l-— wd). 
\ 

Получите отсюда дифференциальное уравнение для P(f). Решите его и, восполь- 
зовавшись тем, что Р(0)=1, покажите, что Р(б=е-“*., 

8.13. Вычисление среднего времени пробега. Вероятность 9 (В того, что мо- 
лекула, не испытавшая столкновения за время [, испытает его в интервале от & 
до t+dt, равна P(t)wdt. | 

а) Покажите, ‘что эта вероятность удовлетворяет условию нормировки 

w@ 

\ Pidt=i. 
0 

Это условие означает, что вероятность того, что молекула, не испытавшая столк- 
новения, в будущем его испытает, равна 1. 

6) Воспользовавшись вероятностью 49 (1) di, покажите, что среднее время 

{==T, в течение которого молекула существует не испытывая столкновения 
равно т== 1/4. 

в) Выразите средний квадрат времени { чергз т. 
8.14. Дифференциальное уравнение теплопроводности. Рассмотрим некоторую 

‘среду, температура Т которой завйсит от времени Ё и от пространственной коор- 
динаты 2. Плотность среды р, удельная теплоемкость с и теплопроводность х. 
С помощью макроскопического рассмотрения, использованного при выводе 
уравнения диффузии (43), получите общее уравнение теплопроводности в частных 
производных, которому должна удовлетворять температура Т. 

8.15. Прибор Оля измерения теплопроводности газа. Вдоль оси длинного 
цилиндрического сосуда радиуса 6 натянута нить, радиус которой а и электри- 
ческое сопротивление на единицу длины Ю. Сосуд находится при постоянной 
температуре Го и наполнен газом, теплопроводность которого х. Вычислите 
разность температур проволоки и стенки сосуда, если по проволоке течет неболь- 
шой ток /. Покажите, что измерение величины АТ является методом определения 
теплопроводности х газа. При решении задачи следует считать, что состояние 
равновесия достигнуто, так что температура Т в любой точке не зависит от вре- 
‚мени. (Указание. Рассмотрите условие, которое должно быть выполнено 
для любого цилиндрического слоя газа, заключенного между радиусами ги г- ах.) 

*8.16. Течение вязкой жидкости в трубе. Жидкость, коэффициент вязкости 
которой 4, течет в трубе длиной L и радиусом а. Течение жидкосги происходит 
под действием разности давлений; на одном конце трубы давление р,, на другом 
ро. Запишите условия, которые должны быть выполнены для того, чтобы трубка 
жидкости радиусом г двигалась без ускорения под действием разности давлений 
и тормозящей силы, вызванной вязкостью среды. Получите выражение для массы, 
протекающей за секунду через трубу в следующих двух случаях: 

а) Жидкость несжимаема и ее плотность р. 
6) В трубе течет идеальный газ, температура которого Т и молекулярный 

Bec и. (Формула, которую вы получите, называется формулой Пуазейля.) Счн- 
тайте, что соприкасающаяся со стенкой трубы среда находится в покое. Обрамите 
внимание на то, что через любое сечение трубы за единицу времени проходит 
один и тот же поток жидкости или газа. 

Ра 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 

П.1. Распределение Гаусса 

Рассмотрим биномиальное распределение, выражаемое формулой 
(2.14): 

NI . 
P (n) =alWomie a”. (1) 

rie g=1—p. Если М велико, то определение вероятности P(n) ока- 
зывается затруднительным, так как необходимо вычислять факто- 
риалы больших чисел. При этом, однако, оказывается возможным 

использовать приближения, которые приводят формулу (1) к весьма 
простому виду. 

Мы отмечали еще в п.2.3, что вероятность Р(п) имеет максимум, 
острота которого быстро растет с увеличением №. Это означает, что 
вероятность Р (п) становится пренебрежимо малой, если п заметно 

отличается от значения N=, соответствующего максимуму. Поэтому 
значения п, для которых вероятность P(n) не. является пренебре- 
жимо малой, не отличаются слишком сильно от значения п. В этой 
относительно малой области значений п, обычно и представляющей 
интерес, легко найти приближенное выражение для Р(п). 

Таким образом, нам важно исследовать свойства P(n) вблизи 

значения п, отвечающего максимуму: Заметим, что если только р 

или 9 не очень близки к 0, это значение п не может лежать близко. 

к 0 или к №. Таким образом, если N велико, то и п является большим 
~ 

числом, и интересующие Hac числа nN, близкие к п, также велики. 
Но если п велико, то при изменении п на единицу Р (п) меняется 
незначительно, т. е. 

|Ри+п-—Р (1) |<Р(и), — их 

и Р является медленно меняющейся функцией п. Поэтому с хоро- 
шим приближением Р можно считать плавной функцией непрерывной 
переменной п, хотя физическое значение имеют только целые п. 
Второе обстоятельство, облегчающее нашу. задачу, заключается в 
том, что логарифм Р является значительно медленнее меняющейся 
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+ 

функцией n, чем Р. Вместо того чтобы иметь дело непосредственно 
сР, нам легче исследовать поведение Jn Р и найти для этой вели- 
чины хорошее приближение, пригодное в достаточно большой 
области изменения переменной п. 

Логарифмируя (1), мы имеем 

шР= п М! — шл! — м (М —n)!4+-nInp+(N—n) Ing. (2) 

Значение n=n, при котором P достигает максимума, определяется 
из условия 

атР | dP 

an = Pan =": (3) 
Обратим внимание на то, что все факториалы в выражении (2) 

являются числами, значительно ‘большими единицы. Поэтому мы 
можем для каждого факториала воспользоваться приближенной 
формулой (М. 7), из которой следует, что для любого числа т, зна- 
чительно большего единицы, и>1, 

ати! 

ат 

Таким образом, дифференцируя (2), мы с хорошим приближением 
имеем 

А Ш т. (4} 

dinP 

dn 

Чтобы найти максимум P, выражение (5) следует приравнять нулю: 

in [i г. —0, 
n q 

-=—Inn+I1n(N—n)+ In p—ing. (5) 

или 

| МПР 
n 

Поэтому 
(М —п)р = nq, 

или | 
Мр=п(р-+ 9). 

Так как р--9=1, то значение n=n, отвечающее максимуму P, ока- 
зывается равным 

“i= Мр. ‚ (6) 

Чтобы исследовать поведение п Р вблизи максимума, нам сле- 

дует разложить его в окрестности п в ряд Тейлора. Мы можем 
} 
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написать 

InP (п) = 

=In P(A) + || Ga |e tt a [Serle t ee 
где ы 

y==n—n, (8) 

а квадратные скобки означают, что производные берутся в точке п=й. 
Так как разложение производится в окрестности точки, соответст- 
вующей максимуму Р, первая производная [см. (3)] обращается в 
нуль. Следующие производные могут быть получены последователь- 
ным дифференцированием (5). В частности, 

а пР ] | N 
mm ry Oe 

Значение этой производной при n=n, т.е. при n=Np и N—n= 
—=/(1 — р) = № , равно 

dinP] | 
dn* | Мрд ° 

Теперь выражение (7) принимает вид 

шР (п) = In P (й) — 5 ..., 
pq 

м ЛИ 
. ; 

Р (п) = Ре-ии? м... — Be-(n-72N00, |, (9) 
где мы написали Р==Р(п). 

Заметим, что из-за экспоненциального множителя вероятность 
Р(п) в (9) становится пренебрежимо малой по сравнению со значе- 

ниями в максимуме P, если у настолько велико, что y?/(Npq)S>1, или 
и >> (№Мра)"!:. Вероятность Р(п) имеет заметное значение только в об- 
ласти |y| < (№рд)"!*. Здесь величина и достаточно мала для того, чтобы 
в разложении (7) можно было пренебречь всеми членами высших по- 
рядков, кроме оставленного нами члена, пропорционального и? *). 
Мы приходим, таким образом, к выводу, что выражение (9) дейст- 
вительно является хорошим приближением к вероятности Р(п) 
в области, где эта вероятность имеет заметную величину. 

Величина Р в (9) может быть выражена через р и а с помощью 
условия нормировки 

УР®=Ь, (10) 

где суммирование выполняется по всем возможным значениям п. 
Так как P(n) мало меняется при изменении целого значения на еди- 
ницу, мы можем заменить сумму (10) интегралом. Область значений 
п протяженностью dn содержит dn возможных значений Р(п). 

*) Это верно, пока (Npq)*/2> 1. См. дополнительную задачу 3. 
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Таким образом, условие (10) принимает вид 
+ +х 

) P(n)dn = | Рем | ея 1. (11) 

Для облегчения интегрирования мы производим его от.—се до +00, 
Такое приближение является очень хорошим, так как P(n) прене- 

брежимо мало при достаточно больших значениях |п — п|. Восполь- 
зовавшись формулой (М.23), мы получаем из (11) 

РУ 2nN pq =1, 
или | 

. 12 
И2яМр4 (12) 

Используя этот результат и значение n=Np из (6), мы получаем 
следующее выражение для вероятности P({n): 

Р— 

е- (п- №п)?/2№р9 | 

V 2nNpq 

Заметим, что вычисления по формуле (13) гораздо проще вычисле- 
An ний по формуле (1), так как (13) 

> не содержит факториалов. 
Вероятность, определяемая 

формулами (9) и (13), известна 
как гауссовское распределение. 

‘Оно было получено нами в ре- 
зультате разложения в ряд лога- 
рифма. Поэтому нет ничего уди- 
вительного, что гауссовское рас- 
пределение в статистических 
рассуждениях появляется очень 
часто, когда ‘рассматриваемые 
числа велики. | 

_ (13} Р (п) = 

An 

P(n) 

Ot \ / 
4 

ot 
n ’ 

Рис. П.Т. Гауссовское распределение плот- 
ности вероятности P(n) Kak функция п. 
Вероятность W(x) того. что п принимаетзна- 

чения, лежащие между п — x ил-Ех, опре- 

п 

деляется. площадью под кривой, ограничен- 
ной этим интервалом. Вычисления показы- 
вают, что если Ал означаст стандартное 

отклонение от 2, то W(An)=0,683, И (2Ап) = 

=0,954 и W(347n)=0,997. 

Выражением (13) для Р(п) удобно 
воспользоваться при вычислении раз- 
личных средних значений n. Вычисле- 
ние сумм может быть сведено к вычи- 
слению эквивалентных интегралов. Это 

выполняется тем же методом, который был использован при вычислении. нор- 
мирующего множителя в (11). Мы имеем, таким образом, 

+@ 

a= УР (п) dn = (2nNpq)7 №? \ e~ (2 NPV/2NPG п п = 

— © 
+0 

-@® 

+ 0 

= fi (2nN pg)? \ 
-_-_ 
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ry



Первый интеграл совпадает с интегралом в (11). Он равен (2л№рд)'/». Второй 
интеграл обращается в нуль; это ясно из соображений симметрин, так как подын- 
тегральное выражение нечетно (оно имеет противоположные знаки для -уи — У), 
и вклады в интеграл при значениях Гу и —у уничтожают друг друга. Таким 
образом, мы получаем | 

п=й = Мр, (14) 

т. е; среднее значение л равно значению N—Np, при котором вероятность Р имеет 
максимум. 

Точно так же мы получаем выражение для дисперсии 

(Ал пп У, Р(п)(п— Np)? = 

+@ 

= (2nN pq) '/? \ е- п-№Р)*12 №19 (п— Np)? ап == 

© 

72 . 

| = (2nN pq) | ем ау. 
; — @ 

Используя (M.26), мы получаем, что этот интеграл равен 

(An)? = Npq. ‚ (15) 

Таким образом, стандартное отклонение от #1 равно *) 

Ап = 7 Npgq. (16) 

Независимо от того, как мы получили гауссовское распределение, мы можем 

определить его полностью с помощью двух параметров л и An [см. (14) и (16)]: 

| Ули PL ean] | (7 
Введем переменную ~ 

n—n 

An 
& == ‚ так что n=n-+(An)z, 

< помощью которой выражению (17) можно придать более компактный вид: 

Р (п) Ап = —— е (1/2) . 
~ V 2x 

Заметим, что гауссовское распределение симметрично относительно перемен- 
ной 2, т. е. значения Р(л) для 2 и —г совпадают. 

П.2. Распределение Пуассона 

Рассмотрим снова биномиальное распределение (2.14): 

№! 7 
P(n) =m P” И — pn. (18) 

В предыдущем пункте мы показали, что если NS>1, то выражение 
(18) можно приближенно представить Гауссовским распределением, 
и такое приближение справедливо в области значений переменной 

: \ 

*) Заметим, что (14) и (15) точно совпадают с результатами (2.66) и (2.67), 
полученными в тексте при более общем ‘условии произвольной величины №. 
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п, для которой вероятность P(n) имеет заметное значение (т. е. в об- 

ласти, не слишком удаленной от значения п, отвечающего максимуму 
Р(п). Мы рассмотрим теперь приближение к (18), справедливое в 
другой области. Это приближение имеет значение в случае, если 
вероятность р достаточно мала: 

p<, (19) 
а числа п, представляющие интерес, также малы: 

п<<М.. (20) 

В противоположность ситуации, рассмотренной при обсуждении 
гауссовского приближения, число п может быть произвольно мало. 

Рассмотрим теперь приближение, соответствующее условиям 
(19) и (20). Заметим прежде всего, что 

№! 
м—=^ (М—1) (М— 2). . .(N—n-+ 1). 

Так как n<<N, каждый множитель справа мало отличается от М, 
и мы имеем 

м р 
ии М". (21) 

Обратимся к множителю 

у==(1— р)" 
или к его логарифму 

In y=(N—n) ш (1—р). 

Так как п<<М, мы можем считать М—пл^/М№. Далее, условие р<< 
разрешает нам ограничиться первым членом разложения логарифма 
в ряд Тейлора, т. е. мы полагаем in (l1—p)~—p. Таким образом, 

In y — М№р, 

ИЛИ | 

у == (1 —р)^№-" = e-*?, (22) 

Подставляя приближения (21) и (22) в выражение (18), мы получаем 

Р(п) = т р"е-\Р, 

ИЛИ 

an 
P(n)=—e", (23) 

где 
А, == Мр. (24) 

С помощью величины А условие (19) можно записать так: 

А < М. (25) 
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Формула (23) называется распределением Пуассона. Заметим; что 
из-за коэффициента n! в знаменателе величина Р(п) очень быстро 
убывает, когда п становится достаточно большим. Действительно, 
если A<], то A” есть убывающая функция п и поэтому множитель 
Р(п) монотонно убывает с ростом п. При А>1 A” увеличивается с 
ростом п, поэтому множитель 
A"/n!, а значит, и функция P(n) Pin} 
проходят через максимум вблизи 
n= и уменьшаются с дальней- 06 
шим ростом п *). В любом случае, 
когда п>>А, вероятность P(n) 1 
становится пренебрежимо малой. 0,4 А. 
В области значений п<^, где 
величиной Р(п) нельзя прене- 02 

? бречь, условие (25) означает, что 
п < ^<<М. При этом условие (20), 
использовавшееся при выводе 
распределения Пуассона, выпол- 012345678 
няется автоматически. 1 — 

Из (2.66) следует, что ‘пара- 
метр A, определенный равенством Ри)! 

. (24), равен среднему значению п: 

N=N. (26) 02 1=2 

Отметим, что для данного значе- 

ния А или п условие (25) или 0 

(19), требующее, чтобы р<<1, 012345678 
выполняется все лучше и лучше Л— 

по мере того, как N—oo, B ЭТОМ Рис. П.2. Распределение Пуассона P(n) как 
функция п. Два случая соответствуют сред- 

пределе пуассоновское распреде- ним значениям п=А=1/; и 2. 

ление всегда применимо. | 

Проверка того, что A=n. Выражение (26) для среднего значения n 
непосредственно следует из распределения Пуассона (23). Используя определение 
среднего значения, мы имеем 

N 
— Ап 

n= Р (п) п=е-^ > — п. 
п! 

n=0 п=0 

Так как P(n) пренебрежимо Mao при больших п, мы не сделаем заметной ошибки, 
‹сли распространим суммирование до бесконечности. Заметив, что член с п-=0 
исчезает и положив — МЫ найдем 

Me 
>> —^ —^ А, у А = e- her, 

aa 
‚ k=0 

так как последняя сумма представляет собой разложение экспоненциальной 

функции. Таким образом, 

п=А. (27). 

`*) При больших N и AS>1 распределение Пуассона сводится к распределенню 
Гаусса для значений n, не слишком далеких от A, 
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1.3. Величина флуктуаций энергии 

Рассмотрим две макроскопические системы, A и A’, находящиеся 
в термическом равновесии друг с другом. Используем замечания, 
сделанные в п..4.1, и исследуем более подробно вероятность P(E) 
того, что энергия ‘системы А лежит в пределах от E до Е-- ВЕ. 
В частности, мы должны будем рассмотреть поведение P(E) вблизи 

значения энергии Е=Ё, где P(E) имеет максимум. 
С этой целью исследуем медленно меняющийся логарифм P(E), 

определенный формулой (4.6): 

In P(£) = inC + In Q (Е) + In Q’ (Е’). (28) 

Разложим это выражение в ряд Тейлора в окрестности Е. Обозна- 
чая разность энергий через 

e=E—E, (29) 

мы получим следующее разложение In Q (ЕЁ) в ряд Тейлора: 

шо (Е) =in Q(E) + Ё Е |¢ts| ser | 27. (30) 

Здесь квадратные скобки указывают на то, что производные взяты 

в точке Е=Ё. Члены, содержащие третью и ббльшие степени &, в 
разложении опущены. Вводя обозначения 

| (1) 
и | 

=~ [22] -- [3] a 
мы можем переписать выражение (30) в простом виде: 

шо (Е) = шо (E)-+ в=—5 ve". (33) 

Знак минус в определении (32) введен для того, чтобы параметр / 
был положительным [в соответствии с формулой (4.32)}. 

Аналогичное разложение в ряд Тейлора можно написать для 
In Q°(E%), где Е’ = E*—E. Мы имеем 

E'—E =—(Е— Е) =— в, 

и разложение по степеням & дает 

In 9’ (E’) = In Q' (Е) +B’ (— Е) 5? "(=)", (34) 

в == (280) 

‚___ [92щ9’] _ _ [08° 
v= ae? | дЕ’ 

| 
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определены аналогично (31) и (32) через производные в точке E’ == 

=Е”. Складывая (33) и (34), мы получаем 

In {9 (Е) Q’ (E’)} = In {© (В) 9’ (E)} + ВВ) =—1 (7) =. (35) 
При значении Е=Е, где P(E)=CQ(E)Q’(E’) имеет максимум, из 
(4.8) следует, что В=В’, поэтому член, линейный по в, исчезает, 
как это и должно быть. Теперь (28).принимает вид 

In P(E) = In P(E)—> уе, 
ИЛИ 

P(E) =Р(Ё)а-иузЕ-В*, | (36) 

где *) 

%==7-\’. . 7) 
Из (36) следует, что для того, чтобы вероятность P{E) имела мак- 

симум (а не минимум) при Е --E, величина Yo должна быть положи- 
тельной. Действительно, из (36) сразу следует, что вероятность. P(E) 
пренебрежимо мала по сравнению со своим значением в максимуме, 

если 1/7 (Е—Е)>1, т.е. если |Е—ЁЕ >." *. Другими словами, весь- 
ма мало вероятно, чтобы энергия E оказалась. за пределами интер- 

вала E+-AE, где **) 
AE =, -\^. (38) 

Порядок величины AE легко оценить, если воспользоваться 
определением (32).для Y и приближенным выражением (3.38) для 
(Е). Мы можем, таким образом, написать для любой обычной 
системы, энергия основного состояния которой равна Ey: 

InQ ~ f (Е — Е.) + const. 

Из определений (31) и (32) мы получаем для Е =E=E 

p= | ат 

= | Жо y=—|5e] ЕЕ. (39) 
» 

vey Заметим, что наши аргументы аналогичны тем, которые были использова- 
ны в приложении П.1, и что (36) является обычным гауссовским распределением 

**) Выражение (36) зависит только от абсолютного значения |E—E| и симмет- 

рично относительно значения Б. Поэтому ‘среднее значение энергии равно E, т. е. 

E=E. Тот же результат следует из формулы (11.17) для любого гауссовского рас? 
пределения. Аналогично, из (п. 7) следует, что. AE в (38) равно стандартному 
отклонению энергии Ё. = i й



Из последнего выражения следует, что ‘YY — величина положитель- 
ная. Из него также следует, что при данном значении В, общем для 
всех находящихся в равновесии друг с другом систем, наименьшая 
система (т.е. система с наименьшим числом степеней свободы) имеет 
наибольшую величину y. Пеэтому величина Yo в в (37) определяется 
главным образом наименьшей из двух систем. Допустим, например, 
что система А значительно меньше A’, так что YS>y’ H yoy. Тогда 

3 (38) и (39) следует 

"OA Еве. 

В случае макроскопических систем / — весьма большое число, и 
из (40) следует, что относительная величина флуктуаций энергии 

AEH E—E, ) чрезвычайно мала. Этот результат весьма подробно 
обсуждался в п. 4.1, где (4.10) следует из (40). 

(40) 

11.4. Столкновения молекул`и давление газа 

Рассмотрим разреженный газ, находящийся в равновесии, и 
вычислим число молекул, ударяющихся о малую поверхность dA 
стенки сосуда. Направим ось 2 перпендикулярно к этой поверхности, 

наружу из сосуда, как это показано 
на рис. П.З. Сосредоточим наше 

Г. внимание на молекулах, расположен- 
—= ных вблизи стенки и имеющих скоро- 

= сти в интервале от у до у--4У. За бес- 
конечно малое время df эти молекулы 
смещаются на У dt. Поэтому в течение 
такого интервала времени все рассмат- 
риваемые молекулы, находящиеся в 
бесконечно малом ‘цилиндре с основа- 
нием ДА и длиной У df,. ударят о стен- 
ку; молекулы, лежащие за пределами 
цилиндра, до. стенки не дойдут *). Если 
9 — угол между у и осью 2, то объем 

Рис. [1.3. Столкновение молекул, 
скорость которых лежит между у и ЦИЛИНДра равен 
у-- ау. с элементом поверхности’ dA | 
стенки. (Заметьте, что высота ци- АА о соз 9 =аАо, dt, 
линдра стремится ‚к нулю. если ы 

{ ~ 0.) 
где v,=v cos 0 — г-компонента CKO- 

рости у. Среднее число молекул в цилиндре, скорости которых ле- 
жат между V и V-+dv, равно | 

[f (v) d*v] [dAo, df], (41) 
eee 

*Y Длину цилиндра udt можно считать произвольно малой — это позволяет 
рассматривать. лишь молекулы, находящиеся в непосредственной близости от 
стенки. Если величину v df сделать много’ меньше средней длины свободного про- 
Gera, то можно не принимать во внимание столкновения между молекулами; 
действительно, любая молекула, находящаяся в цилиндре и движущаяся к стен- 
ке, не будет отклонена из-за столкновения с другой молекулой и ударит о стенку. 
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где f(v)d°v — среднее число молекул в единице объема со скорос- 
тями в интервале от V до V-+-dv. Выражение (41) дает число молекул, 
ударяющих в поверхность dA за время df, поэтому величина 

of (v) 43У == среднее число молекул со скоростями OT 
у до v-++dv, ударяющих в единичную по- (42) 
верхность стенки за единицу времени, 

получается делением (41) на dA и dt. Таким образом, 

| 37 (v)dv=f(v)o, у. | (43) 

Величина /(v) задается максвелловским распределением (6.21). 
Чтобы получить полное среднее число молекул J,, ударяющих 

о единичную поверхность стенки за единицу времени, мы должны 
проинтегрировать выражение (42) по всем возможным скоростям мо- 
лекул, ударяющих о стенку. `Таким образом, нам следует интегри- 
ровать по всем положительным значениям U,, так как только при 
v, >0 молекулы движутся ло направлению к стенке и ударяют о 
нее. Итак, *) 

о, = \ (у) о, dv. (44) 
о, > 0 

Формула (43) позволяет вычислить среднюю силу, с которой мо- 
лекулы газа действуют на едииицу поверхности (т. е. давление). 
Для этого следует повтбрить рассуждения, приведенные в п. 1.6. 
Молекула со скоростью У имеет г-составляющую количества дви- 
жения, равную mv,. Поэтому средняя 2-компонента импульса, пе- 
редаваемая за единипу времени единице поверхности стенки всеми 
молекулами, движущимися к стенке, ‘равна произведению среднего 
числа молекул (У) У на mu,, просуммированному по всем молеку- 
лам, движущимся к стенке. Таким образом, средний импульс равен 

\ оу (v) 49 (то,) =m \ f (v) v? dv. (45) 
г. => 0 v,>0 . 

Если газ находится в равновесии, в нем нет выделенного направ- 
ления и среднее значение 2-компоненты импульса молекул, отражен- 
ных от стенки, равно и противоположно среднему значению импуль- 
са молекул, ударяющих о стенку. Поэтому полное среднее значение 
=-компоненты импульса, передаваемой единице поверхности стенки 
за единицу времени, равно удвоеннсй величине (45). В соответствии 
со вторым законом Ньютона средняя сила, действу ющая на единицу 
площади (давление), равна 

p=2m \ Х (У) v2 dv. (46) 
о, > 0 

5 

1 — 
*) После интегрирования по всем углам (44) принимает вид о = по, где 

п — среднее число молекул в единице объема, ау — их средняя скорость. 
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Ho [(\).зависит только OT |\|, поэтому подынтегральные выражения 
для. Го, и— о, совпадают, и значение интеграла (46) равно половине 
такого же. интеграла, распространенного на все без исключения 
значения у,. Таким образом, имеем 

p=m | Ё (У) 02 @v = тп, (47) 

где 

72 ] 2 43 = f (у) v3 ау, 

по определению, представляет собой среднее значение v2. Из сим- 
метрии следует, что 

$ 

и, таким образом, 

= Ри = 3.. 

Выражение {47) принимает вид 

- | 9 - 
p=z nm’ == ne, (48) 

__ ] 
Где e(*) —= — то? равно средней кинетической энергии молекулы. Фор- 2 
мула (48) отличается от результата (1.19), полученного’ при нашем 

раннем и упрощенном рассмотрении, тем, что она содержит VU? вме- 

cTo.v?. Из теоремы о равномерном распределенин энергии следует, 

что el) = = RT, ‚поэтому (48) дает 

| р = НАТ, (49) 

что является знакомым нам уравнением состояния идеального газа.



МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

М.1. Обозначения суммирования 

Обозначим через х переменную, которая’ принимает дискретные 
значения хи, X2,..., X,- Тогда для суммы 

3 

ж bx + oe. +X = x; (1) 
i= | 

мы применяем сокращение, показанное в правой части равенства 
{Т). Выбор индекса i является произвольным; мы можем с равным 
успехом взять другой индекс, например, №, и написать 

i 5 т 

° x= 2 Xp: : 
i= =] 

Этими обозначениями легко воспользоваться и для двойного 
суммирования. Предположим, что у — переменная, принимающая 
дискретные значения у,, Yo,..., у,. Сумма произведений x,y; по всем 
возможным значениям х и и равна 

= х, (у Ну... Ви.) х, (+t... + Yn) + oes 

oe EX (Ни, Н.Н) = eb ee Xa )Yr + Ye + oes bn) 

HIG 

m a | т м, | 9 

$ Хи ($) Хи). ° 

М.2. Сумма геометрического ряда 

Рассмотрим сумму 

$, =а-+- аа... а. (3) 

Празая часть равенства представляет собой геометрический ряд,



каждый член которого получается умножением предыдущего члена 
на {. Множитель {| может быть вещественным или комплексным чис- 
лом. Чтобы вычислить сумму (3), умножим обе части равенства на f. 
Имеем 

fS, =af +af?+...+af"+afr*. (4) 

Вычитая (4) из (3), получаем 

(1—5, =a—af**}, 

ИЛИ 

1+ 
5 =a: (5} n 

Если |< и геометрический ряд (3) бесконечен, т.е. N00, то ряд 
сходится. Действительно, в этом случае }"+1-—0 и для п->оо выраже- 
ние (3) принимает вид 

Зо“. (6} 

М.3. Производная от In п! для больших п 

Рассмотрим In п! для большого и целого п. Так как In я! меняется 
на небольшую часть своего значения, если п меняется на небольшое 
целое число, TO In п! можно рассматривать как непрерывную функ- 
цию n. Тогда мы имеем 

атл! In (a+ Е — Ina! в |)! 
In et’ = In SE = n(n). 

Так как и>>1, To n+ lan. Мы получаем, что для n>] 

dina! | 

dn ~~ 
nn. (7) 

`Замечание. В более общем виде производную от Inn! можно выразить 
через любое малое, но целое приращение т: 

а)пт! (п-т) — пл! 

ап т 

Отсюда следует 

d Inn! 1 (п-т ot 

dn ~~ In-— =e In ((a-- m) (n-+m—1)...(n+ 1}. 

Так как m<n, мы получаем 

тп! г. | — шт] — ] пп д in т |[n™}=1n", 

что совпадает с (7). 
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М.4. Значение шп! для больших п 

Вычисление п! для больших п становится слишком трудодем- 
жим. Поэтому удобно для этого случая иметь простое приближение. 
Tlo определению, пт 

п| =1.2.3...(1п— 1). п. 3b ; 
. - 

Отсюда antl 

Innl'=Intl+in2+...+Inn= Zr Pall 

= >») Inm. (8) Al 
m=) 

Если п велико, TO почти все чле- И Ae 
ны в сумме (8) [за исключением не- 02468 0124 бт 
скольких первых членов, вклад ко- 
торых в (8) мал] соответствуют столь — Рис. М1. Поведение In т в зависимо- 
большим значениям т, что In т СТИ от. 
меняется очень мало при изменении 
т на единицу. Сумма (8) (она равна сумме площадей заштрихован- 
ных прямоугольников на рис. M.1) с небольшой ошибкой может быть, 
таким образом, выражена через интеграл (дающий площадь под 
непрерывной кривой на рис. М.1). В таком приближении имеем 

Inn! = | In xdx=|x\Inx—x]f. (9) 
i 

Мы получаем для и>>1 

|n п! м п тип, (10) 

так как вкладом от нижнего предела в (9) можно пренебречь. 
Лучшее приближение, справедливое для п! с ошибкой, мень- 

шей 1% даже при п=10, дает формула Стирлинга 

ши! =п п ппу (2лп). (11) 

Если п очень велико, то AS>in п и формула Стирлинга перехо-. 
дит в (10). 

Отметим, что из (10) следует 

= пп +1 (1)—1 = п.п, 
ft 

din»! 

dn 

что совпадает с (7).



М.5. Неравенство In x<x— 1 

‘Сравним шх с х для положительных значений x. Рассмотрим 
функцию, равную разности этих величин: 

f(x) = x—Inx. (12) 
При x—0 In x —+— 00, поэтому / (x) — - 

При x—+ oo Inx<x, поэтому f(x) — oo. (13) 

Чтобы изучить поведение /(х) между этими пределами, заметим, 

f(x) что при х==1 

. = —— =0. (14) 

‘Takum образом, f(x) является не- 
прерывной функцией x, удовлетво- 
ряющей условиям (13) и имею- 
щей единственный экстремум при 

‘ 

0 х=1. 
1 2 Отсюда следует, что поведе- 

‚Рис. М.2. Функция Конх— п x. ние /(х) описывается кривой, по- 
казанной на рис. М.2, имеющей 

минимум при х==1. Таким образом, } (x) >[(1) (равно при х=1), 
или, с помощью (12), 

7 х—шх |. 

Поэтому 
Inx<x—] (равно при x= 1). (15) 

+ @ 

М.6. Вычисление интеграла \ "ах 
— © 

Неопределенный интеграл \ e—** dx He может быть выражен через 

элементарные функцни. Обозначим через / искомое значение опре- 
деленного интеграла 

. ‘ + © 

l= \ e~** dx. (16) 
— © 

Этот интеграл можно вычислить, воспользовавшись свойствами 
экспоненциальной функции. Мы можем выразить (16) через новую 
переменную интегрирования: 

+=. 

== \ env dy. (17) 
-@ 
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Перемножая (16) и (17), получаем 

+o + ® +o +0 

[? = \ e-* dx еду = | \ e~*"e-¥ dx dy 
an a) —@ —o —-@ 

+o +0 

P= \ К eretewn dx dy. (18) 

Этот двойной интеграл. следует брать но’всей плоскости х, и. 
Теперь выполним. эте интегрирование в полярных координатах 

гиф. Мы имеем x°-+y?=7", а элемент площади в этих координатах 
равен (г dr dp). Чтобы заполнить всю 
плоскость, ‘переменные ф и`т должны. Я 
меняться в пределах 0<ф<2л и Oxi recoo 
соответственно. Таким образом; (18)`при- т 
нимает. BHI $ у 

0 т 2 
х 27 

е-” rdr, (19) 

-
—
8
 

= \ \ e-" rdrdg= 2x 
о Рис. 'М.3. Полярные координаты’ 

ги Q, используемые для вычи- 
сления интеграла (18) 

-
_
 

<
 

так как интегрирование по’ @ дает. 21. 
Множитель г в подынтегральном выражении делает инъегриро- 
‘вание. тривиальным. Имеем . 

| |. | 

P= 2n\ —> d(e-”) =— п [е-"]в =— п (0—П=л 
0 

ИЛИ 

[=Ил, 

Таким образом, 

+ ® 

\ en? dx = Ил. | (20) 

Так Kak е-=* не меняет своего значения при замене х на —х, мы имеем 

+ © .: © 

\ е-х Цх = 24 e-** dx, 
- ® U 

откуда следует: 
4- © 

\ en? dy = 5 Ил. (21) 
0 
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М.7. Вычисление интегралов типа | е-лх x" Gz 

Обозначим вычисляемый интеграл так: 
of 

Г. == \ е- 2x" x" dx, (22) 
0 

Обозначим также x=a—'/? у, тогда для n=O интеграл (22) равен 
- 92 

Iy=an | ew dy = и 
о 

an", (23) 

Мы воспользовались здесь формулой (21). Аналогично, 
0 

[= 4-1 Ve-# уау= а | 
0 

| Loew |” an 
2 о _ ° 5 (24) 

Все остальные интегралы, для которых целое 1222, могут быть выра- 
жены через /, или /, последовательным интегрированием по частям. 
Действительно, 
fe =) G 

Vers x" dx = —3 \ d (e~%**) x®-1 = 
Vv u 

„ — — сх? 
Ia le 

a * 

C пух? xn 2 dx. 

0 

—1 

Так как проинтегрированное выражение роща! BO для обоих 
пределов, мы получаем 

п} t= (Fe) bane (25) 
Например, 

ly V д 
— = aT /з e 

р, 2a 4 (26) 

M.8. Математические символы 

= равно z= больше или приближенно 
== тождественно равно (равно по . равно 

определению) < меньше 
> приближенно равно, близко к < на много меньше 
— нмеет порядок <<< на много много меньше 
© пропорционально = меньше или равно 
я не равно < меньше или приближенно 
> больше равно 
> на много больше exp ue” 
>>> на много, много больше Inu натуральный логарифм и (прв 

больше нлв равно 

8 

основании е)



ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ 

1. Простое применение распределения Гаусса. Монету бросают 400 раз. Най- 
дите вероятность 215 выпаданий «орла». 

_ 2. Гауссовская плотность вероятности. Рассмотрим идеальную систему из № 
спинов 1/2. Пусть каждому спину соответствует магнитный момент м, который 
может быть направлен вверх или вниз, с вероятностью р н 4 соответственно. Вос- 
пользуйтесь выражением (2.74) и гауссовским приближением (П.13), пригодным 
для больших N, чтобы написать выражение для вероятности “(M)dM того, что 
магнитный момент системы имеет значение между М и M-+dM. 

3. Точность гауссовского поиближения. Исследуйте степень-пригодности гаус- 
совского приближения (П.13), оценив выражение (1.7) с точностью до членов y* 
включительно. 

а) Покажите, что (П.9) может быть записано в виде 

г. > = ®} 22 р—9 Р (п) = Ре - (= exp |- 6 (pq)? 2 | (I) 

где 
и _ n—Np (iI) 

~ Им VNpq! 

6) Первый экслоненциальный множитель делает вероятность P пренебрежимо 
малой, если |2|53>1. Таким образом, Р имеет заметное значение лишь при |2|<1. 
В этой области значений г показатель второй экспоненты в (Г) значительно меньше 

единицы, если И № рд > 1. При этом условии вторую экспоненту можно разло- 
жить в степевной ряд 

Р (п) = — (1/2) 2? р—9 е | on 2+... | (Ир ] 

У 2^№ра 

в) Покажите, что ошибка, возникающая от использования простого гауссов- 
—1 : ss 

ского приближения, имеет порядок (Vpq) /*. Она становится пренебрежимо малой, 
если N настолько велико, что Мрд>>1. Покажите также, что в симметричном слу- 
чае, когда р=д, поправочный член в (111) исчезает и порядок ошибки становится 
равным (Npq)-*. 

4. Свойства распределения Пуассона. Рассмотрите распределение Пуассона 
(11,23). | | 

а) Покажите, что это распределение правильно нормировано, T. е., что 

ХР (=. | 
6) Вычислите дисперсию п и покажите, что она равна A. | 
5. Появление опечаток. Предположим, что типографские ошибки, соверша- 

емые наборщиком, имеют случайный характер и что книга из 600 странин со- 
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держит 600 таких опечаток. Воспользовавшись распрелелением Пуассона, вы- 
числите вероятность того, что 

а) страница не содержит опечатки, 
6) страница содержит не меньше` трех опечаток. 
6. Радиоактивный распад. Рассмотрим альфа-частицы, испускаемые радио- 

активным источником в течение некоторого интервала времени Е. Представим 
себе этот интервал разделенным Ha Сольшое число малых интервалов длиной Af, 
Так как зльфа-частицы испускаются случайным образом, вероятность распада 
в течение любого из интервалов Af совершенно не зависит от того, происходили 
ли распады в другнх интервалах времени. Кроме того, интервалы могут быть 
взяты настолько” малыми, что вероятностью более чем одного распада в течение 
интервала можно пренебречь. Это означает, что если р — вероятность распада 
в течение интервала A/ (р<1), то (1—р) — вероятность того, что за это время 
не произойдет распада. Каждый наш интервал ДГ может, таким образом, рас- 
сматриваться как независимое. испытание; всего мы имеем N=t/At таких испы- 
таний за время 1. 

а) Покажите, что вероятность Р(л) того, что за время { произойдет п pacna- 
дов, определяется распределением Пуассона. 

6) Предположим, что активность радиоактивного источника такова, что 
среднее число распадов в. минуту равно 24. Какова вероятность наблюдения п 
распадов за 10 сек? Получите . приближенные значения вероятностей для всех 
целых п от 0. до 8. 

7. Столкновение молекул газа. Разделим время на малые интервалы Aft. Пусть 
р — очень малая вероятность того, что молекула газа испытывает столкновение 
в. течение одного из интервалов Af. 

° а) Воспользовавшись распределением Пуассона, покажите, что вероятность 
Рм того, что молекула не испытает столкновение в течении N последовательных 
интервалов, равна’ Рм=е-^Р. 

6) Записав p=w АГ (здесь W — вероятность столкновения в единицу времени) 
и выразив N через протекшее время ¢, покажите, что вероятность P(/) не испытать 

столкновения в Течение времени { равна P(e, Сравните этот результат с 
результатом, полученным в задаче 8.12 из других соображений. 

8. Флуктуации толщины тонкого слоя. Помещенный на накаливземую нить 
металл испаряется в вакууме. Атомы металла попадают на кварцевую`пластинку, 
расположенную на некотором расстоянии от нити и образуют на ней тонкий ме- 
Таллический слой. Пластинка находнтся прин низкой температуре, н каждый 
атом, попавший на пластинку, не испытывает миграции. Атомы с равной вероят- 
ностью поглощаются любым участком поверхности пластинки. 

Рассмотрим элемент площади пластинки размером 6? (6 имеет порядок диа- 
метра атома). Покажите, что число атомов металла, которое может поглотить 
такой элемент, приближенно описывается распределением Пуассона. Допустим, 
что испаренного металла достаточно, чтобы образовать на поверхности пластинки 
пленку со средней толщиной в шесть атомных слоев. Какая часть поверхности _ 
пластинки окажется вообще не покрытой металлом? Какая часть поверхности 
будет покрыта тремя и шестью слоями соответственно? 

9. Степень точности распределения Пуассона. Чтобы выяснить степень TOY- 
ности распределения Пуассона, воспользуемся следующим порядком разло- 
жения, сделанного в (П.2). 7 | 

а) Воспользуйтесь явным выражением для №!/(№М—п)! и разложением его 
логарифма, чтобы показать, что 

a wy N* exp |" |. 

6) Разложив In (1—p) до членов, пропорциональных` p?, получите улучшенное. 
‘приближение для (1—р)№-в. 

в) Покажите теперь, что биномиальное распределение можез быть пред- 
ставлено выражением 

` n—(n—d)? | 
| Р (п) x A е-^екр | aN 

’ 
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_, Г) Воспользовавшись этим результатом, покажитё, что распределение Пузс- 
сойа справедливо пока ^<М'/» и n<<N'/2, а совершаемая ошибка меньше или 
порядка (^2--п?)/М. | ы 

10. Флуктуации энергии системы, находящейся в тепловом контакте. Рас- 
смотрим две макроскопические системы, А и А’, находящиеся в тепловом равно- 
весии при абсолютной температуре Т. Пусть С и С” соответственно теплоемкости 
этих систем (при постоянных внешних параметрах). 

а) Покажите, воспользовавшись результатами (П.32) и (П.37), что стандарз- 

ное отклонение энергии Е системы А равно 

CC’ 1/2 

aban [ЕС 
6) Чему равно AF, если C’SC? 

в) Предположим, что ‘системы А и A” являются одноатомными идеальными 
газами, содержащнмн № и № молекул соответственно. Вычислите относительную 

зеличину флуктуаций энергии АЕ/Е, где Е — средняя энергия системы А. 
г) Рассмотрите ответ в) в предельных случаях №’ > М и №’ << М. Согласуется 

ли ващ результат с тем, чего следует ожидать для AE в пределе N’—0?



НЕКОТОРЫЕ ФИЗИЧЕСКИЕ КОНСТАНТЫ 

Величина Значение Ошиб- 

Физические константы 

Элементарный заряд е—=4,80298.10-10 ед. СГСЭа = +7 
=1,60210.10-19 к +2 

Скорость света в вакууме с=2,997925. 1010 см-сек-1 +1 
Постоянная Планка A = h/2n h = 6,62559- 10-2" эрг-сек +16 

| -=1,054494.10-27 эрг-сек 4:25 
Macca покоя электрона т,»==9,10908.10-28 г +13 
Macca покоя протона т„=1,67252. 10-24 2 +3 
Магнетон Бора ef/2m,c цв = 9; 2782-10-21 эрг.гс-1 +2 
Ядерный магнетон eh /2т с uy = 505050. 10-24 ‘эрг.гс-1 +13 
Число Авогадро №. =6,02252.1023 моль-1 +9 
Постоянная Больцмана #=1,38054.10-16 spe-epad-} +6 
Газовая постоянная R =8,31434-10? эрг.град-1хХ +35 

x MOAb—~1=1,98717 калЖ +8 
x epad—*-mors—* 

Переходные множители 

Тройная точка воды == 273 , 16° К 
Temnepatypa по Цельсию Х°С==(273,15--Х)° К 
1 атмосфера == 760 мм. рт. ст. == |,01325.108 dux-cu-? 
| джоуль == 107 ape 
1 термохимическая калория . =4,184 дж 
1 электрон-вольт (98) —1,60210.10-12 ape 2 
| эв на частицу == 23,061 ккал. моль-1 +1 

= 11604 ,9°К +5 
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Значения констант взяты из обзора Е. В. Cohen and У. У. М. Du Mond, 
Rev. Mod. Phys. 37, 589—591 (октябрь 1965). Приведенные ошибки отвечают 
одному стандартному отклонению и относятся к последним значащим цифрам 
соответствующих констант. 

| Моль определен в соответствии с условием, согласно которому изотоп С1® 
имсет агомный вес 12. 

Обозначение «град» 
также °К). 

OTHOCHTCH К «градусам Кельвина» (обозначаемым



ОТВЕТЫ HA ЗАДАЧИ 

Члава 1 

1. 1/32, 5/32, 10/32, 10/32, 5/32, 1/32. 1.2. Обратимо. 1.5. а} Энергия 
не меняется; 6) ру/р;==УрУ,. 1.6. 2,1.1023 молекул-сек--см-?. 1.7. При- 
близительно 45 суток. 1.8. 6-10-10 сек. 1.10. а) U, [Us = (ть/т: . 

1.11. р==2/3 (п. п.) г. 1.12. в) Давление = р, == ро. 1.13. в) 2 атм. 
4.14. а) 3,4. 104 ca/cex; 6) 2,3.10-8 см; в) (2,9-104) x дин/см?. г) 2.10-3 cae. 

Глава 2 

2.1. 5/54 a 0,092. 2.2. 63/256 ду 0,25. 2.3. а) (5/6) a 0,4; 6) 1— (5/6)? => 0,6; 

8) = (6/6) 0,16. 2.4. в) (5/6)%; г) (5/6) -!1 (1/6). 2.5. а) М [п! п] 1рпд". 

4 | —2 | N ; iB — 
2.6. а) №! IG м) ] (=) ; 6) 0. 2.7. 6) 0; в) (¢/t)!/*. 2.9. а) p=(2p—1) и, 

#2 = рб. 2.12. а) 1/5; 6) (1/6). 2.13.в) М=0, (АМ) =2Мриу. 2.15.а) М(У/У,}; 
6) М- 1/2 (V/V) —1]2/?. 2.16. а) (¢/At) ре; 6) (t/At) pe®, г) 4-10-12 a. 
2.17. (N2u2/R) р? {1+ (1—р)/Мр]. 2.18. 0,82 см. 2.19. а) 0; 6) МУ. 
2,20. (42—х?)- 1/2 (4х/л) для —А=<х= А; 0 для остальных д. 

Ялава’ 3 

3.1. а) P(—3n.)=—, Ри) =~, P(M)=0 для других значений; 

5) (т) Шо; в) TO же, что в (а) и (6). 3.2. = 3.3. а) NI [nl (N—n) !]~?; 

в) п’/п. 3.4. (п’/п)?. 3.5. а) М! [al (N—n)!]-!; 6) (E,-—Eo)/2p 8; г) (п’/п)А“ ; 

д) Вы (п/п’)/2 В. 3.6. а) (m*h2/2m) (ni/Lx) (2/Lx); 6) Fat (E/L). 
3.7. а) 1,9.1029; 6) 4,5-1018, 3.9. а) №! п! (М—п)!]-1 (6Е/2и,В). 

Глава 4 

4.1. а) нет; 6) нет. 4.2. 0,025 зв. 4.3. а) 4%; 6) 5.1043. 4.4. 1,1.10-2. 
4.5. 1,5.10-5. 4.6. Мощность ОС Т-1, 4.7. а) М зуз/ Муз © 0,5; 6) М зуз/ М1 А. 

4.8. а) Для Т-0, Е-» №1; для Т-—+ 0, E> М (ее; меняется при 

kT ~ (е,— в). 6) NM fe, +e e78 @2-&s) | [14 078 @:-2]-1. 4.9. Na th (Wa/kT). 

4.10. > Nea th (еа6/28Г). 4.12. a) Расстояние между уровнями возрастает 
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6) уменьшается; в) положительно; г) возрастает; д) возрастает. 4.13. a) Расстояние 3 
между уровнями возрастает; 6) уменьшается: в) отрицательно; г) возрастает; i. 

д) возрастает. 4.14. (№, №,) ЕТИМ. 4.21. а) еВ№оВ 1 е-ВиоВ, oe th (BuB). 

4.22, a) Ао [еб ho | (07|; 9 hos AT 
4.23. a) 2A/Bh2; 6) kT. 4.25. а) e~ B®; 6) М! [nt (V—n)!]-! в каждом случае. 

4.26. a) C(M/2np)*/? (V/h’); 6) С [(M/2nB)*”? (Уз) [ (mj2npy°* (V/h3)] e~ Po ; 
в) (mkT /20h2)3/? Уе- МАТ, г) (mkT /2лй2)3! 4 (V/N)¥/? е- ШТ, д) недиссоциирован; р 
е) диссоциирован. 4.27. a) (п/№)? = (m/2n)3/2h-3 (kT )5/2 р “ле-шеТ, 6) 0,4%. 

4.28. а) > МТ. 4.29. а) — Мио В 1 (и, ВИТ); 6) Ми th (uy ВТ). 

Глава 5 ; 

5.1. а) 3°К; 6)4.10-3°К. 5.2. а) 0,62 гс; 6) 2.10-8°К. 5.3. vRT In (Vo/Vi)o 
5.4. 3,6.1010 spe. | 
6.5. а-с >66: W=7-10® spe, Q =— 2,9-10!" gape; 
‘’ а-а-ё: W=2,1-10" эрг, Q=1,8-10!! spe; 

а-— b: W =1,4-10!! spe, Q=1,1-10! gape. 

58. a) Мид; 6) T=<Ty+(2MgV/5vRA), УЕ, @VRAT o/5Mg). 1 
5.9. 6) 14,8 дж/см. 5.10. а) 9,92-10% дж; 6) 1,35.103 дж. 
5.11. 6) Е = М [21 + ве” 2-1 yer} [l+e (ее, )/Т1-1!. 

С=(М/ЁТ?) (2.— в.) 227(2.-е2, WRT [1 + е- (Ез- 2! ИТ]. 

5.12. a) — Ми, В, 0; 6) 0; 0; в) — Ми, В 4 (и, ВИТ); г) М(ро В/ЁТ )? (ch (U9 В/ЁТ)]-?. 

5.13. а) 2№е (е2/*Т +-2)-1; 6) (2Ne2/hT2) ее/ЯТ (еЫЁТ 4 9)-2, (2Ме?/9ЕТ?) для 7 
больших Т. 5.14. а) (СаГлд--СвТв)/(СаА-- Св); в) А$5=Са Ш (Т/ГА) = - 
+ Св (Т/Тр). 5.15. а) 1,27-103 дж/град; —1,12.103 дж/град, 1,5-103 дж/град; , 

6) 1,1.102 дж/град. 5.16. а) 21,8 дж/ерад; 6) 108-819 5.17. а) 12,6°С; | 
6) 12,8 дж/град; в) 9,4. tos дж. 5.18. а) 0; 6) 0; в) 0; г) независимо. © 

5.19. а) $и=5.; 6) Cp = Cy. 5.20. а) Nk (Йо/ЁТ`)? ей®У/ЁТ (gho/kT —1)--2; в) NR, 
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5.21. а) 2 er; 6) 2 R=208 02 -2pad—!+- моль-\. 5.22. а) (03 In Z/op*)-+- _ 
-1/ : 

+ (9 2/08)?; г) (+9) ; “, : 

Глава 6 

8.2. а) e7P "чт г р; 6) ет фу; в) eB д. 
6.3. n qe PM, 64. а) Уп (Кто; 6) п cx (r/R) Вет Biro), 
в) ЕТ > en”. 6.5. а) ог (т— pv); 6) e~ (1/2) Вог? (m—00) dr, 6.6. а) ePlte (52-51). 

] 
6) ch (Вы, B8,)/ch (Вы. В,); ву 1+ (w4/kT)? (В;— 81); г) 1,00015. 6.7. > RT, нет. 

6.8. а) 27 1/2). 6) неизменно. 6.9. Больше. 6.10. 4V (In 2)/Av. 6.11. Прибли-. 

зительно 4 ‘cex. 6.12. а). (со/с1) (ти/ть) И. 6.13. 2(1- V "He /#Ne), 6.14. a) 0; 

6) PT sm; в) 0; г) 0; д) (RT /m) (1-+67). 6.15. а) vo; 6) vo (kT /тс?). 6.16. R. 

6.17. 0 CT. 6.18. a) Mg/a;: 6). ЕТ /a; в) (akT)'"/g. 6.19. a) = AT; 6) АТ 

2) = ae r) А. 6.20. Ю. — 6.21. a) ЕЕЗМ о а 

6) 3R (heokT)2 eA ( chovkT_1)-2, е) ЗА (@/T)%e~ O/T 5 ж) фик. |



Глава 7 

7.2. в) 6,21 атм, 6) 832° К. 7.3. а) (cy/R) (pV -—pVi); 6) Vly (T -—T j). 

7.4. 6) 2 R=20,8 On -2epad-1-mono—1; B) =. 7.5. а) ak 6) 1300 дж; 

в) 1500 дж; г) 23,6 дж/град. 74. 5 R In (То (V/V,)"*], где T и V— 

(CM. ответ к задаче 5.8. 7.8. a) 195° K; 6) 3,12.10% дж/моль для возгонки, 
2,55-104 дж/моль для испарения; в) 5,7.103 дж/моль. ro Нуль. 

| | R RT, -1 
— oe —1 ‘ ——— ees ae . 7.10. | (LiRT) 5 Т-1. 7.11.а) (RT,/L) (9/92); 6) To In \ Lp $3) | ; 

в) 1,4°К. 7.15. а) ТАТ:—То}; 6) 11,9. 7.16. а) С(Г.-+Т.—2Т,; 

6) Т,= (Т.Г. ?; в) с (Ti? ти). 7.17. а) УЮТ 11 (У -/Уь); 6) УЮТ ш (Уз/У а}; 

в) VeMVp=ValVer г) 9'/9=Т”/Т. 7.18. 1—(V,/V2)¥7?. 

Глава 8 

8.1. а) 2; 6) 2; в) не действует. 8.2. а) т; 6) т; в) не действует. 

8.3. а) a fe 6) -5 Fe в) at,, “7 be = at, r) > ate, > al,=at. 8.4. Умень- 
2 

aulaeTca, неизменно. 8.5. a) 2nynR3Lw/d; 6) приблизительно 25 дин-см. 
8.6. 1,4- 10-4 2-cm—i .сек-!. 8.7. а) с xX y~4i(s~1). 6) y Xx т + 3)/2($—1) . 

8.8. а) 1,4 вт/см; 6) 4. 10-3 мм рт. ст. 8.9. а) (91/2) (це/и 1) 1/2; 6) (12/91) (в/м); 
в) (o/M1) (р1/ 2); г) dy = 1,9-10-° см, d, ~~ 3,1 .19-8 см. 8.10. Приблизительно 

10 часов. 8.11. Приблизительно = (tn 2) (M/m) (nvL?)~1. 8.13. в) 212. 

OT x OF | 
8.14. a ре “55 - 8.15. АТ = (Г2Ю/2лбк) In (b/a). 8.16. а) (11/8) (pat/HL) (р, — рэ}; 

6) (2/16) (ua*/nRTL) (pi— р»). 

Дополнительные задачи 

1. 0,013. 2. (29)? (2лМр9)- И exp {— [М— М (р—9) поР/8 ради}. 
5. а) 0,37; 6) 0,08. 8. 0,0025, 0,090, 0,162. 10. 6) Т(ЕС)"?; 

- / 
8) м+м т) (sz) ели М<«М’ N-1(2N'/3)"?, 
если М> №". |
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ческая физика, «Наука», 1964. 
25. Ч. Киттель, Элементарная статистическая физика, ИЛ, 1950. 
26. А. Зоммерфельд, Термодинамика и статистическая физика, ИЛ, 1955. 
27. М. Планк, Введение в теоретическую физику, ч. 5, Теория теплоты, 

ОНТИ, 1935. 
28. Л. Бриллюэн, Термодинамика, статистика и информация, УФН 77, 

337 (1962). 
29. М. П. Малков, И. Б. Данилов, Криогеника, «Знание», 1970 *). 
30. М. Земанский, Температуры очень низкие и очень высокие, «Мир», 1968. 
3!. К. Мендельсон, Физика низких температур, ИЛ, 1963. 

Книги и статьи [32—36] написаны основоположниками термодинамики и 
статистической физики. Они интересны также и с точки зрения истории науки. 
Книги являются дополнением к гл. 5 
32. Л. Больцман, Лекции по теории газов, Гостехиздат, 1956. 
33. С. Карно, Размышления о движущей силе огня и о машинах, способных 

развивать эту силу, сб. «Два начала термодинамики», ОНТИ, 1934. 
34. Р. Майер, Закон сохранения и превращения энергии, Четыре исследова- 

ния 1841—51 гг., FTTH, 1933. 
35. В. Нернст, Теоретические и опытные основания нового теплового закона, 

ГНТИ, 1929. В этой книге изложена история открытия третьего закона 
термодинамики. 

36. Р. Клаузиус, Механическая теория тепла, сб. «Второе начало термоди- 
намики», ГТТИ, 1934. ‘ 
‚Рассмотрение процессов переноса, выполненное в главе 8, является всего 

лишь кратким введением в обширную и важную область явлений. К ним относят- 
CA, например, зависимость электропроводности металла или плазмы от темпера- 
туры, зависимости диэлектрической постоянной от частоты, возникновение элект- 
рических полей под действием разности температур, «термоэлектрические эффек- 
ты», и т. п. явления. 

Количественное рассмотрение явлений переноса требует более точной теории. 
Поэтому мы рекомендуем следующие книги, где читатель найдет дальнейшие 
ссылки: 
37. Ф. Морс, Теплофизика, «Наука», 1968, гл. 14. 
38. П. Пригожин, Введение в термодинамику необратимых процессов, ИЛ, 

1966. 
39. К. Шефер, Тёория теплоты, ГТТИ, 1933. 
40. Е. ‘Reif, Fundamentals of Statistical and Thermal Physics, McGraw-Hill 

Book Company, New York, 1965. | 
41. В. Р. Present, Kinetic Theory of Gases, McGraw-Hill Book Company, 

New York, 1953. ` 

История, биографии 

42. Б. И. Спасский, Ц. С. Саранов. К истории открытия теоремы Карно, 
УНФ 99, вып. 2, 347 (1969). 

43. Д. Мак-Дональд, Фарадей, Максвелл и Кельвин, Атомиздат, 1967. 
44. У. П. Франкфурт, А. М. Френк, Джозайя Виллард Гиббс, «Наука», 

1965. 
45. П. Р. Кричевский, Понятия и основы термодинамики, «Химия», 1970. 

В этой книге рассмотрена история предмета и имеется подробная библио- 
графия. | 
46, М. Планк, Научная автобиография, УФН, 64, 625 (1958). 
47. Л. Больцман, Статьи и речи, «Наука», 1970. 
48. Д. К. Максвелл, Статьи и речи, «Наука», 1968.



ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 

Абсолютная температура 147, 153, 174 
— —, ее измерение 152, 184, 187 
Абсолютный нуль температуры 191, 

‚ 205 
Авогадро число 53, 188, 344 
Адиабатический квазистатический про- 

цесс 255 
— процесс 133, 138, 255 
Адиабатическое взаимодействие 

138 
134, 

— сжатие идеального газа 263, 264 . 
Ансамбль 64, 97 
— в равновесии 69 
—, иллюстрация с помощью картин, 

полученных на ЭВМ, 67—70 
— канонический 160 
—, среднее значение для ансамбля 81 
Атмосфера (единица давления) 344 
Атомный вес 53 

Бесконечно малое изменение состоя- 
ния 136 ; 

Бнномиальное распределение 76—78, 
321 

Биохимический синтез 286 
Бойля — Мариотта закон 173 
Больцмана множитель 159, 174 
— постоянная 147, 173, 188, 344 
Бора магнетон 344 
Броуновское движение 44, 257. 

Вероятности плотность 93—95, 97 
Вероятность 20, 65, 97 
— для непрерывных переменных 92— 

— исключающих друг друга событий 
71 

— независимых событий 72 
—, нормировка 71| 
— совместных событий 71 
Взаимодействие 132—137 
— адиабатическое 134 
— ‘бесконечно малое 136 

348 

Взаимодействие тепловое 45, 61, 
133—138, 142—148 

Вискозиметр 318 ``. 
Внутренняя ‘энергия 138, 193—199 
— —, ee измерение 198—195 © 
Возбужденное состояние 104 
Волновое число 106 
Вселенная, возраст 24 
Вязкость 299—306, 316 
—, зависимость от давления 303—305. 
—, — — Температуры 305 
—, микроскопическое выражение 303 
— разреженного газа 301 

Газ 58. 
— вырожденный J65 
— идеальный 18, 60, 165, 174 
—-, адиабатическое сжатие ‘и рас- 

ширение 263, 264 
— —, его энергия 961 , 
— —, скорость звука в нем 264 
— —, среднее давление 50—52, 170— 

173 
— —, средняя энергия 165—170 

—, теплоемкость 236 — 
—, — при постоянном давлении 288, 
—, Уравнение состояния 172, 332 
многоатомный 166 
невырожденный 165 
одноатомный 165 = 

‚ применимость классического при- 
‚ ближения 227 
Газовая постоянная 172, 187 
Гармонический осциллятор 179 
— — квантовомеханический 179, 9211 
— — классический 238 
Гаусса распределение 321—325, 338. 
Гейзенберга принцип’ неопределенно-_ 

сти 213 
Гельмгольца свободная энергия 177 
Гиббса свободная энергия 272, 287 
Градус Кельвина 186, 344 
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Давление 50 

— идеального газа 50—52, 
330—332 

— смеси идеальных газов 177 
— электромагнитного излучения 178 
Давления тензор 299 
Двигатель 283—286 
—, его к. п. д. 285 
— идеальный 283 
Де Бройля длина волны 106 
Джоуль (единица) 187, 344 
Дисперсия 84, 85, 
—, ее вычисление 98 
— суммы независимых переменных 87 
Диффузии уравнение ЗИ 
Диффузия 310 
— в разреженном газе 311 
— как случайное блуждание 313 
Доплеровское расширение 247 
Доступные состояния 110 
Дробовой эффект 100 
Дьюара сосуд 191 
Дюлонга и Пти закон 240 

170—173, 

Жидкость 59, 195, 278 

Заряд элементарный 344 

Идеальный газ 18, 174 (см. также Газ) 
Изолированная система 49, 112, 138 

Калориметрия 157 
Калория 136, 201, 344 
Канонический ансамбль 160 
Каноническое распределение 160, 174 

классическом приближении 
217, 218 

Карно цикл 292 
Квазистатический процесс 119,. 195, 

205 
— — адиабатический 255 
— — при бесконечно малом изменении 

состояния 957, 958 
Квантовое число 103 
Квантовые состояния 103 
— — для системы спинов 104 
— — — частиц в ящике 106—109 
Кельвина градус 344 | 
— температурная шкала 186, 187 
Киления точка 189 
Классическое приближение 212—219 
— ia критерии применимости 212— 

214 

— —в 

— —, — — для газа 297 
— —, — — — твердого тела 241 
Клаузнуса — Клапейрона уравнение 

278 
Коллективный процесс 59 
Конфигурация 19 
К. п. д. двигателя 286 

Критическая точка. 278 
Кюри закон 164 

Лиувилля теорема 114 

Магнетон 344 
Магнитная восприимчивость 151, 163 
Макромолекулы 245 
Макроскопическая бесконечно 

93, 94, 111 
Макросостояние 25, 61, 134 
Максвелла распределение 219—998 
— — компонент скоростей 293—995. 
— — скоростей 220—229 
— —, экспериментальное подтвержде- 

ние 230—233 
Манометр 50’ 
Метастабильное равновесие 270 
Микросостояние. 25, 61, 137 
Молекулярные пучки 229—934 
Молекулярный вес 53 
Моль 53, 344 
Молярная теплоемкость 206 

малая 

Намагниченность 163 
‘Необратимость 31—73 
—, иллюстрация с помощью ЭВМ 33— 

Некоррелированные события 72 
Необратимые процессы 61, 130, 138 
Неопределенности принцип 213 
Низких температур физика 188—192 

Обобщенная сила 253, 287 
Обратимый процесс 138 
Обращенный во времени процесс ЗЕ 
Ограничение. 127, 138 
Ома закон 314 
Осмос 63 
Основное состояние 103 

Пар 274 
Пара давление 279, 289 
— —, зависимость от температуры 280 
Парамагнетизм 161—165 
Параметр внешний 111, 138 
— интенсивный 204—206 
— макроскопическнй 41 
— термометрический 39, 61, 149, 173. 
— экстенсивный 204—206. 
Переходные множители для единиц 344 
Плавление 274 
Плавления точка 189 
Планка постоянная 344 
Плотность состояний 122 
Поляризация спинов 177, 206 

Постулаты 113—119 
— равной апрйорной вёроятности 117 
— статистической механики 115—117 
Потока плотность 308 
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Протона масса покоя 344 
Процесс квазистатический 119, 193, 205 
— коллективный 59 
— необратимый 61, 130, 138 
— обратимый 138’ 
Пружины постоянная 238 
Пуаз 301 
Пуазейля формула 320 
‘Пуассона распределение 325—327, 339 

Работа 135, 138 
—, ее измерение 193 
— механическая 194 
— электрическая 194 
Равновесие 26, 61, 138 
—, его общие свойства 41, 42 
—, приближение к нему ‘29—31 
—, флуктуации 18—27 
Фавновесия условия 115 
— — для изолированной системы 269 
— — — любых взаимодействий 255— 

257 ; 
— — —~ системы в контакте с ре- 
зервуаром 270 
— — между фазами 274 
— — при тепловом взаимодействии‘ 

142—145 
Равномерного распределения энергии 

теорема 234—238 
Разреженный газ 18, 294, 295 
Рассеяния поперечное сечение 55, 296, 

316 
Релаксации время 27, 61, 118 

Самодиффузия 310 
Сверхпроводимость 192 
Сверхтекучесть жидкого` гелия 192 
Свет, скорость в вакууме 344 
Свободная энергия по Гельмгольцу 

177, 289 
— — — Гиббсу 273, 287 
Свободного пробега время 295, . 316 
— — длина 55, 61, 295, 316 
Сжимаемость 242 
Скорости селектор 231 
Скорость молекул 54 
— — наиболее вероятная 226 
— —, распределение 223—225 
— — средняя квадратичная 226 
Скрытая теплота 278, 287 , 
«Случай 66, 97 
Случайность 19, 20 
—, ее статистическое измерение 130, 

131 
Спинов система 38, 39 
— —, расчет намагниченности 161— 

165 
Среднее значение 97 
-- —, вычисление 86—92 
— — для ансамбля 81, 82 
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Среднее значение, определение 81, 82, 

— — по времени 96 
— — произведения 84 
— — суммы 82 
Стандартное отклонение 85, 97 
Статистическая механика 267 
— независимость 72, 97 
— сумма 167, 178 
— термодинамика 267 
Статистическое описание 64—71 
— — системы 64—66, 128 
— соотношение термодинамики 267 
Степени свободы 109, 138, 215 
Стирлинга формула 335 
Сублимация 274 
Суммирования обозначения 332 

‘Твердое тело 59 
Температура 48, 49, 61, 149—155, 173 
— абсолютная 147, 174 
— —, Измерение 152, 184, 187 
— —, определение 151 
Тепло 45—50, 61, 133, 138 
—, его измерение 197—199 
—, плотность потока 306 
— вязь с абсолютной температурой 

Тепловое взаимодействие 45—48, 61, 
132, 133, 138 

Тепловой насос 291 
— резервуар 157, 174 
Теплоемкость 199—202 
— идеального газа 202 
— по квантовой механике 248, 249 
— твердого тела 238—240 
—, температурная зависимость 
Т-0 203 
Теплоизоляция 133,` 134 
Теплопроводность 60, 306—310, 317 
— разреженного газа 306—310 _ 
Термодинамика 257 . 
Термодинамики закон второй 266 
— — нулевой 150, 265 
— — первый 265 
— — третий 190, 266 
Термометр 49, 61, 150, 173 
Тройная точка 186, 205, 278 

при 

Ультранентрифуга 245 
Уравнение состояния 173, 174 
— — идеального газа 173, 332 

Фазового равновесия кривая 276, 288 
Фазовое пространство 214—216, 944 
Фазовые переходы 59 
Фазы 59, 274, 987 — 
—, равновесие между ними 274—280 
Факториал числа 76 
— —, приближенное значение 334.



Факториал числа, приближенное зна- 
чение производной 383 

Фаренгейта температурная шкала 188 
Физические константы 344 
Флуктуации 18—26, 268—273 
— большой величины 27 
—, вычисление при помощи 

22—24 
— крутильного маятника 43 
— магнитного момента 87 
— плотности идеального газа 90—94 
— разности потенциалов 44 
—, физические примеры 42—44 
— энергии 328—330 
Фундаментальное термодинамическое 

соотношение 259 

ЭВМ 

Химический потенциал 290 
Химическое равновесие 58 
Холод 48 
—, связь с абсолютной температурой 

155 
Холодильник 291 

Цельсия температурная шкала 188, 
344 

Циклический процесс 207 

Число состояний 122 
— —, зависимость от внешних пара- 

метров 250—954 
— —, общие свойства 123—126 
— — системы спинов 141 
— — частиц в ящике 124 

Число состояний, численные оценки 
140, 141 

Шоттки аномалия 909 
Шум 44 

Электрическая проводимость 314, 317 
— — Разреженного газа 315 

“Электрона масса покоя 344 
Электрон-вольт (38) 188, 344 
Энергии уровни 104 
— — вырожденные 103 
— — для системы спинов 104 
— — — частиц в ящике 106, 107 
Энергия внутренняя 138 
— —, ее измерение 196 
— —, — флуктуации 328—330 
— полная 138 
Энтальпия 208 
Энтропии принцип компенсации 982 
Энтропия 147, 202—204 
—, ее зависимость от температуры 

при Т-0 190 
—, — — — энергии 153, 189 
—, — изменение в квазистатическом 

адиабатическом процессе 255 
—, — — — — процессе 254 
—, — измерение 202 
— идеального газа 261 
— и поглощенное тепло 156, 157 
—, связанная с ядерными спинами 190 
Эффузия 229, 244 

Ядерный магнстои 344
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