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	���Z����"�#����
��!

1��#��(#� 1��#��(#(



��(

���� �����������������������
�������$��������	�$��������	�����%	����


�����	��#���5��
�����	�����	��	�
�
	������
		�������/��
��$����������!
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��������� �����
�
	���
��
��$����
� ′��������	�$����	������!

�������"��������,	��	
������	���
���"��%	��	"%������=�
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	����� �������	�$��

�����	�����%	�����
�����
		����"����	�������������������	�$����	������!
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" � �  = = ρ ω = ω∑ ∑� '�(#��)

��"�"�"���������"�����$�����	����������	�����	"������"���#

�������	����������	��	
������� 
	�	����
	�����	�"���5�	���������	
�

5�	
	�����������������	����	,��������������������	����"��	���	�"���5�	�!

�����	��7

( )��
#

�
# �   � � �� � �δ = ω = ω ω = ω = ϕ� � '�(#�()

1��������	,�������������������	��	������"��	���������ϕ8
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�������	�������������	�����	��������������'���#��(#I���)#�D�����������	�	�

�������	
�"��%���	���������� �����"��'�������$��������	�������������!

�������
��������	����'���#��(#I��� )#�0�"��	%��	�����������	�	����������

���	�	�	�������"���	�����-���� ���	
���������
������'���#��(#I���)����

��$��	���������	����"�"�����������	�$�������� �"�� ��� ������������
#

&�	���������5��
�����	��"�����$��������	�$���������	�����������	��	
���

1��#��(#B 1��#��(#H



��H

���"���&��
	��	���%	����
�
���������	��"�
�	��������$������	������"���!

��$��������	�$���������	������"���%	�����
������'����5�������	�������!

%�����������������������������������	
	���)#

�������
�����"�"�
������������.�������"������	�����	���������������%	���

����#�<����	��	�
�
	������������	�$�����������	������ ′���	�

#
�

 �.

��

ω = '�(#�A)

-����	�"%�������������������"�"���	�������	������������	��	��� ��"�	��

��5��
���������������	��	
��������	����%	�����
����
����� ������$

8
�

�
� �

��

=�

'�(#��)

��	���+�
������	��9��8�+��"�����$�%	�����
���#

D������+����������	�����������%	�����
�����	������

�8 = ω/� '�(#�B)

�� �� �	 �$���	� � � ����	���� 
�
	����� �� ����	���� ����	���� %	����� 
���

������


#
 

.

�/

= '�(#�H)

4���5��
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G�(��	��%	����&'	"����!	�%������	�#�	>���"�	����	,�����	��	��,������	E,�

�����	����	�%	��#�	��������	�&��*���	 �����	��	��#��	�����"(����	���	����!

 ����	����,���	'��� ���	"*�"#���	���!�������	*�,��������	*����	",���	��

*��	*����������	��	�"	(�	�&���"�	�	������!	��	�&�	��� ��	��%	��������!

���������	+���	�*&�	*���%&�����	���	��*��(�����	*�,����	�����	��%��#�	����

����	��%�������	*�	����	"���������	��������	,�>����)���	$�	���#�'	��"���'

��(��	��������	���	��*��(����	�*��,�������	������	,�>����)�����	F����

����	��%&������	�����<��	���������	C����������&�	���!�����	���������	"*�

�"#�'	���	��������	�'	�*���������	*��������	���������������	����	>���"	*����

������	��� ��'	��%,�!����!�

�����������	��*������	�����(����	0���	�(����1	����(��	�	*����,��	���

�����	#	*�,	,�!������	���&	*�	*����(����!	*��*��,��"�����	�	 ���)���!

#�����	-��	*����,����������	��%��������	��#�"%��	,�>����)��	�������	�,�

����,�&	*�	,����	����(��	�	����"�	*��*��)��������	��#�"%���	����
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! #

−ε = = χ = χσ

#,�	σ =  A#	�	�����3��	���'4���5

-��*��)�����������	,�>����)�!	ε	��*��(����	σ	����������	��,��(����
D����	�����	M�>>�)����	*��*��)�����������	χ	��%&������	��"22�������
������'�	,��	��(,�#�	���������	��	�*��,�������	�*&��&�	*"����	F��	���

�������&�	%�������	ε	#���%,�	���� �	σ�	��	χ	�	������	�����	���������	-��
���"	 ��&���	 ���,��	�����3	 ���������	 0�����3	E��1	( = χ−
�	 �	 %����	8"��

%�*��&����	�	��,�

ε = σA(� 0
D�
?1

$������&	σ	�	F	�	<=	�%������	�	*������'	0
	-�	a	
BA��1�
E*&�	*���%&�����	���	%����	8"��	�&*��������	�� �	�	�*��,�������	���

�������	��*��(���!�	9���	�����#�����	����(����	*����,���������	"���������



�D�

��	�"��	*����(���"�	�	���"	���"�	��	��(,&!	��%	*����	������	��#�"%��	,��

>����)��	����%����	E,����	*��	���������	��*��(����	σ	≥	σ"	*���������	���
��������	",��������	+��	��*��(����	σ"	��%&����	��������	����������	B�
����	
D�L	�%����(���	,��#�����	�����(���!	�	#��>��	%����������	σ = σ0ε1�
C����	8"��	�&*��������	������	�	�����	�������	"*�"#����	�	�������	*��*���

)������������	��#,�	.	≤	σ	≤	σ*�
-��	σ > σ"	�����,�����	�������	���"������	��#,�	",�������	����%)�	������

*��	*����������	*��������!	��#�"%��	σ��	��%&�����!	��������	����1�����	-��
���	�������	���������	*����'�,��	����������	*�	���!	,����	����(���	C�	*���

,�����	�������	���"�����	,�>����)��	�","�	"(�	���,����,�&��	0����	
D��1	�

�	���������	�����	��(��	%�������	����%������	 �!���	@���������	σ	�	��!
�������	��"��������	������	"���� �����	*����,�	#	*�*������#�	�������

 �!���	�	��	��%���������	���&	 �	-��	��*��(����	σ��	��%&������	��������
���1�����	�	�����������	�������	����(��	*����'�,��	��%�&��

b����	���	��	*�������	��������	��	,��(��	��*&�&����	�*���&'	��#�"%���

������&	������"�)�!	*����,��	�����	����%���	����&	σ < cσd�	 #,�	 cσd	�	���
��%&������	����������	���'4����	E�&���	cσd	<	σ*�	�	���	������&	*����,��
��	������	%�����	8"���	-��	���	,�*"������	��*��(����	�"���������	�����

 ��	 ���	 *��,��	 *���������	 F���	 ,��	��������	 �&������	 cσd�≈	 .��σ��	 �	 ,��
,�����	cσd�≈	.�
σ��	+��	����&	���������	�	���	��%&�����!	:�*���!��!;	��#�"%�
���	9���	��#�"%��	*���������	���	����"(����	*�,���#�����	�����������	��

,�*"������	��*��(����	"���� ���	�	
�D��	��%��

B������ ��	,�>����)���	�����&�	��(��	�&,��(���	���������	�*��,����

����	*����(��������	�������	���"������	9���	��	�������	�������	��	�������

��	��%&����	������1���	B�*������	�����	�*������	�&,��(�����	���� ��

��#�"%��	��%	��%�" �����	9���	(�	�������	���"�����	�����	��	���	��������

=������	e�"*���	��������&�	��*������	�"#"��	��%�" �����	*��	,�>����)��

�'	ε	≥	ε*�	E,����	*��	�������&'	"������'	�	*�������&�	��������&	��#"�	�����
'�"*����	�	��%�" �����	*��	���&'	,�>����)��'	ε	�	ε*	0��*������	�����	*��
���*����"��	��(�	−D. °<1�
I��	������ �'	,�>����)�!	�,��#�	���(�	�"�����"��	�������	*��*��)���

���������	��(,"	,�>����)��!	�	���������&�	��*��(�����	0���	����	
D��1�

$	���	��"���	%����	8"��	��(��	%�*�����	�	��,�
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G # G

τσγ = = 0
D��.1

����	
D�L ����	
D��
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#,�	στ =  A#	�	�����������	��*��(�����	�����#�����	*�	��&��"	���,�����"
�& �	����������"	��*��(����/	G	�	�����3	��
����	�������!���	���	�	���

,"��	H�#��	'�������������!	����������

$	�����	
D�
	*����,��&	'�������������	"*�"#����	�	*��������	�������&'

�����������	W����%	�����)&	*�%������	�,�����	,��	��(�&'	�&��,��

$��*���&'�	*�������"	*��,��	���"�����	σ�	��	���	*���,��	���� �	��,"��
"*�"#�����	��	�	�������	"*�"#�'	,�>����)�!	ε	<	
.−��
.−��

$������&'�	*��������������	�������)��	��(,"	��������!	��,"��	H�#�	(

�	��,"��	�,��#�	G 2	���	���� �	(�	���	���� �	G�	+��	��	��"��!���	���	���

��(,"	������	����������	�"�����"��	���%��	N���&	��	"����������	����������

�����(����	��������#�	�"����	�	,����!	�����	�� = !	0����	
D�?1�	E������	����
�����	��	���	���	���,���	H7IJ	�	#����	*��������*�*�,��	��'�,���#���	��"��

��	��������������#�	�"�����	�	*�����������	*��	,�>����)��	�	����	H′7 ′I′J ′�
<���� ����	�����	���	*��������*�*�,	��*&�&����	,�>����)��	�,��#��	�	�#�

��[��	*����������	��	�%��������	c���	���(�	>���"�"	0
D�
L1d�	$������"	"#��

�,��#�	α	��(��	���%���	�	,�>����)��!	",�������	ε = Δ!A!	�	��>>�)������
-"������	μ = −ε⊥Aε�	=%	���"#�������	H′/J ′	���,"���	���

( ) � � 
 

7] �
� � � 
 


! !

! � ⊥

+ Δπ + ε + ε+ β = = =
− Δ + ε − εμ 0
D��
1

-�������"	β	ff�
�	��

( )
�
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π + β ≈ + β = + β
π 0
D���1

-����������	*���&�	�����	0
D��
1	�	0
D���1�	��'�,��2

( ) ( )

� 
 �




ε + μ
α = β = ≈ ε + μ

− εμ 0
D���1

$	*����,��!	>���"��	"������	���	εμ	�	
�

F � � � � ) � 	
D�


G�,"�� G�,"�� -��,��
-��,��

G������� "*�"#���� �,��#� ���"�����
*��������

F�	 8-� G�	 8-� σ��	 8-�
*��	�����(����

σ��	 8-�

<����	"#����,�� �..��
. LL��
 .�
?�.��
 .����.�L


����	��&�������

���

<����	�&����� �..��
. LL��
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������
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<���	*�	�����#�������	�"���	0����	
D�
.1�	��%,���	����������	��*��(����

σ =  A! ��	+��	��*��(����	*���,�����	��	#����	H7	�	7I	*��������*�*�,��	�,����
���&�	 ,�!���"����	 ��	 ��(,"�	 �%	 #����!�	 �����	 ��	 ������	 ��������"�	 �

#�����	��	�	��*�������"�	�,���	#����	����������"�	*τ�	M����������	��*���

(����	���%&������	*��	���	����&�
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τ
τ

σ π σσ = = =′ ′
0
D���1

-�������"	,�>����)��	ε	�	>���"��	0
D���1	*��*��)�������&	��*��(����
���	�	σ = �στ�	��

( )� 

�

(
τ

+ μ
α = σ 0
D��D1

<��������	*����,���	 ���������	 �	 ������ �����	 0
D��.1	�	 "���&����	 ���

γ = 7]α	≈	α�	��'�,��	�����"�	���%�	��(,"	��,"���	H�#�	�	��,"���	�,��#�2

( ) �� 


(
G =

+ μ 0
D��J1

E������	��������	��	���	���	��������	�	��*��������	���&�	*����(����!

�	��������!	*����,���	%������	��	�������)��	�	��%����	��!	*����,���	F���

�	�������������	�& �	*������	��	#����	!	×	!	�"����	,�!���"��	����	*�	*��*���
,��"������	�	#�����	�	��	�����	���	��	#����	*��������*�*�,�	!	×	! ′	,�!���"��
����	*A��	��*���������	*�,	"#���	�D°	�	��!	#�����	+��	%��������	*��"���
,����	���������	*��	���"(,����	�*������	%�,����	����	,�!���"���'	��	��(�

,&!	�%	��������	�����

-��������	��*����	���	�",��	*����'�,���	�	���	(�	�"������	����	�#�	����

��#�����	�,����������	�������	*����(���&��	�	��(,�!	�%	�#�	#����!�	$	���

��"���	�����������&�	",�������	�����	�","�	�*��,�������	������ ������2

����	
D�? ����	
D�
.
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( ( ( (

σ − μ σ + σσ σ σε = − μ − μ =

σ − μ σ + σσ σ σε = − μ − μ =

σ − μ σ + σσ σ σε = − μ − μ =

0
D��L1

V���"�&	0
D��L1	�*��&����	,�>����)��	�"����	*��	�#�	������������	���

���(����	���	�(�����	9���	��*��(����	�,������&	0σ
 = σ� = σ� = σ1�	��	�	,��
>����)��	�","�	�,������&2	ε
 = ε� = ε� = ε�	�	ε = σ0
	−	�μ1A(�
$	��%"������	�����������!	,�>����)��	��[��	�"����	������	����&�

? ′ = ! �0
 + ε1�	≈	? 0
 + �ε1�

�	�������������	�%�������	��[���	�",��	�����

( )� 
 �
� �

?

? ( K

− μΔ σ= ε = σ = 0
D���1

$������"

( )� 
 �

(
K =

− μ 0
D��?1

��%&����	�������	
����������	�4���'�	+���	��,"��	�#����	��(�"�	����	�

������	"*�"#�����

E�������	���	'�"*���	��������&�	*�,���#�"�&�	������������"	,��������

��	�������	,�*����������	�����,&������	�����(�����	�(����	���	�,��#�	���

���"(�����	%���������&�	*�����������	,�>����)���	F����	,�>����)��	�#���

��	�"��������"�	�����	��*������	�	*��)����'	����%������	�����>�	%����!

���&2	#�����&�	��%����&	�	,�"#��	*���,&�	'�"*���	�	��&��&'	"������'�	����

�������	���"����	*�,	,�!������	�����������#�	,�������	�	�&����!	���*����

�"�&	�	#�"����&'	����'	C�����

I�>����)��	�����(����	�	�,��#�	��%������	*��	�%#���	�����	����������

�&'	������"�)�!	�	���"�������	�����	�� ��	�	��'���%����	������	,�>�����

)�!	�	��'	��"���'	�����	��(���	*�����������	%��������

�@�����!&����-�������#��	�����!	������	����������	��	�%#��	*�,	,�!�����

��	��� ��!	���&	*	0����	
D�

1�	T����	,�>�����"����	�����	����%���	���	��	���

/
/�	0��!��������	�����1	�������������	$��	�����	��(����	��(�	��!������

��!	������	",��������	0�	��'	��%������	�����#�������	��*��(����1�	�	�����

��(����	�& �	��!	������	�(�������	0�	��'	��%������	�(�������	��*���

(����1�	-��	���	,��	*������������	*���������&'	�	��'�,���'��	��	��������

���	��	,�"#	��	,�"#�	�������	*��	�%#���	����%"��	�������&!	"#��	�ϕ�	I��
",������	�*������	���*��,������	,�>����)�!	�	��*��(���!	���(��	�	����

��!	������"	����,����	�	�������	�	��������!	�����	/	��	��!�������!	�����

�
/��	E��	��	��*�����	�,���	��!�������!	������	�	���	��	�	*�	�������	�

��!�	���	*���%���	��	����	
D�

�	<	"����������	����,����&	�	,�>����)��	�

���������	�������	� = 34567	����!��	���������	��	ε
	<	.	��	���'��!	�������



�J�

�����	,�	ε� > .	��	��(��!�	$	������������	�	%������	8"��	���*��,������	��*���
(���!	��(��	%�*�����	�	��,�

σ 0��	�1 = L0�1�� 0
D��.1

#,�	L	�	���%�����&!	��>>�)����	*��*��)������������	�������!��	��	���

�����	�	��������	���*��,������	��*��(���!	0
D��.1	�	*���%�������	�������

����(��	��(��	�%����%���	#��>�������	I��	��#�	�	��(,�!	�����	�������	*���

��,��	*��*��,��"�����	�	���"	�������	��,"��	������#�	�����	�����	,�!���"�

���!	��	*����,�"	�# 2	�M = σ�#	0����	
D�
��	�1�
����������	����������	�����	�����	�����	��	��������������#�	��������	B��

����	����,����	*�������	��	�,��!	���������	�	����!	�*���!	0����	
D�
��	�1�

-��,*���(���	���	�����	�����	����������"�	*��������	����������	���	��

�%����(���	��	����	
D�
��	��	�	���	��� ���	���&	��(��	�	��!	*���������	B�!�

������&!	���!	*���������	�������	�����	*�	*����!	+
+��	I��	����������	�&,��

�����!	�����	�����	����'�,����	����&	�&*��������	���,"����	�%�����&�	�%

�������	"�������

$��*���&'�	�"���	���'	#���%�������&'	���	,��(��	�&��	�����	�"���	����

( ) .��M �# L � ��#= σ = =∫ ∫ ∫ 0
D��
1

$������&'�	�"���	���'	����������&'	���	�����	�"��	�	�	��������	�����

��������&'	��*��(���!	�","�	,�!��������	�	���������&�	��*��(����	στ�	����

*�����"����	���"	����)��	�*��&	N�	����

�N �#τ= σ∫ 0
D���1

����	
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$	���� ������	��"����	���������&�	��*��(����	*��	�%#���	���&	*�	�����

�����	�	��������&��	�	*��	�������	�����	��	*��������	��	"���&�������

$�������'�	 �"���	��������	 ���'	 ���	 ������������	 ����!	 �����	 ,��(��
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Δω	 2��(�	����,�� 	 !��������,�0,�	������,	�������� 	��!����	��	 ,������

,"������	����	2��(��	���"���-���	������ 	*��*��/�����-���	�������,

��*���,��	�F'ω) 	���	2����������	*��"�������,	������%���

( )?

7 7
F H 

?? 7

= ≈
Δω δ +

'?F+�H)

������	*��������	���+	?F+6+	3��	2���	,������	ΔωD? = δ 	�++	Δω = ?δ+	T�����

����/��	����,��	 !��������,�	*����,	*��*,������	���"���-���	 ����$

�� 	�++	���,�	�"����-	������	��%��	���� 	���	������!	������	2&&������

����������	��	(����������	��%�	���������+	�(��	������- 	���	��"$

�������-	������	�����

F
 @

)

ωπ= =
δ Δω '?F+�L)

�++	�"�����	*��*��/�����-��	*����	*��*,������+

W�����	!������������	'&�����	���������	�����)	���	��,!	��������!

��2&&�/�����	���,!����	���"�����	��	���+	?F+
+	W�������	��������	��$

���������	ϕF'ω)	��	*����"��	�"�,����	���	��!	��������!	������	���,�$

���+	?F+�
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����!	���"����+	X�����	��%- 	���	�	,��-%���	���,!����	δ	������	ϕF'ω)

����������	"��	[�,�������-���\	�	�������	�������	�"����	��������+

;����,	�	���������	��0���	�����	(������-	�	(�%�	�	����'�(����!	]�	�

(�%�	�	�����'�(�	
!	
..
�+

=������-	�	,������	���"��0(���	���	�����	������������<

.
� = �Fω	@AB 'ω� + ϕF + πD?)C

'?F+�8)..
� = �Fω?	@AB 'ω� + ϕF + π) 

�++	����������	!������������	���	��������	*��,�����	,�������	'?F+�7)

��	ω 	�	���	,�������	.	��	ω?<
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F F
?

? ?
F ?
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= ω =
⎛ ⎞ω − ω + δ⎜ ⎟ω⎝ ⎠

�

'?F+6F)
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F F

?
? ?
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? ?
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�
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�

= ω =
⎛ ⎞ω δ− +⎜ ⎟ω ω⎝ ⎠

;�	���+	?F+G	*�������	��������	�����������	��*���,�	��������	�F = �Fω
'���+	?F+G 	�)	�	,�������	�F = �Fω?	 '���+	?F+G 	� )+	b�������� 	���	�������

��������	*����!����	��	������	ω�
. = ωF 	�	�������	,�������	.	*��	ω�

.. > ωF+

X����� 	���	��	���������	�������	�������	���,	��"��<

ω� ω�
.. = ω�

.? = ωF
?+ '?F+67)

������	���� 	���	*�	*������� 	������������	��� 	�	�"�����	���$

��!	������	����	���	,������ 	���	�	�������-+	1	�"�����	������!	������

,������	 ������	 '�Fω?	 →	�FD�)	 �	 �"�*�������	 ��%-	 ��%��	 �����+

X�����	 �������-	 *�$*����,	 ��������-�� 	 *�����-�,	 ���	 �	 ,�*���

����(���-��+

���+	?F+

���+	?F+6
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;	*���������	��,��	���������-	&�����	!������������	���	��������	�

,������� 	*��-�,��-	&���,����	'?F+�8)	�	'?F+6F) 	*�����-�,	���	*��,������

*������	 ����(��	&������	 !������������	 ���	 ��0��� 	���"�������	��

���+	?F+
 	���!	������������	��	πD?	�	��	π+

1	 ��������	����������	��*���	 �	*�����	 2��(��	�	 ��/�������,	*��

*�������-���	������	���,����0�	����+	=�����	��	*����	��0����-	2���

����	�����

( ) ( )

( )

F F F

F F

?
F F F F F F

F F

F F F F F F

F

7 7
@AB @AB

?

7 7
@AB @AB @AB IJ@

7 7
@AB IJ@ @AB IJ@  

?

) )

) )

)

? � � � � �� � � � ��
) )

� � � �� � � ��
) )

� � � �� �
)

π⎛ ⎞= = ω ⋅ ω + ϕ + =⎜ ⎟⎝ ⎠

= ω ω + ψ = ω ψ +

+ ω ω ψ = ψ

∫ ∫

∫ ∫

∫

�

� �

� �

�

(�	ψF = ϕF + πD?	.	&������	����(	���,	�������-�	�	�����+

V�	����� 	���	������,�	*���������	�	��/�������,	��0�����	�����(��$

��	��	������	ωF 	*�����-�,	*��	2���	��������-��	�	��*���,��	��������	�F 

�	IJ@ ψF	'ψF = F)+	3��	��,(�!	�������!	���,����0�	����	2��	��0����-	"�����

,��-%����	�	��������	�	�,�� 	���	*��	ω	→	F 	���	�	*��	ω	→	∞+

��$$�"��!�"#�(���5���#�$�%� �(-	����������	���"����	������ 	�	����$

���	*�������	*�������-���	����	� '� ) 	�����,�0��	�	����	*����,���

�����	Δ� 	�������-��	��-%(�	*�����	��"������!	���"����<	Δ�	�	)+

X�����	������	��	����	���������	",��	*��*��/������	��*,�-�,	��$

���,�0�	����

( )
F

+

�

2 � � ��

Δ

= ∫ '?F+6?)

1	�����	�� 	*��	�������������	����������	'�	����	�����	Δ�)

���"��0����	�����	�	,�*���	������	������-��	��	*�������	������$

��� 	������	",��	�"�����-	,�������

( ) +� � � �=�� '?F+6�)

���+	?F+G
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3��	��*���	'?F+6�)	��	*��"�(��	�����	�����(�	�����+

3�	���������	�������	����	�����	*���"���	�������-

F

F

 

�
2

� ���
�

Δ

= = =∫� � �� '?F+66)

*��*��/�����-�,�	��*,�-�,	����+	���	���	",��	����%��-	��"������

(����������	���"����	�	��*���,���

F
F

F F

+
2

�
�

= =
ω ω
�

'?F+6
)

����	*�������	�	�	ωF	������� 	��	�����	�*�����-	2 	������	��*��$

�,�,	*���(�	���"����	*���	����������+

1	������	*�����	����������	*��/�,�,	�������	������ 	*������0$

(�	*�	2����������	/*� 	�	��*��-�������	"�����������(�	(��-��������+

1	2���	(��-�������	��!������	����� 	�������	����	����%��-	��,���-��

���"����+	�����	���	,��������	'*�	��������	�	�"�����	(��-������$

���)	 �����	 ���/�� 	 ���	 *���%��	 *����	 	 ��"������!	 ���"����	 ��

�����-��!	��,��+	5��	���	�����	��!������	�	��(������	*��	*��������(�

��(���� 	��	*��	*��������	���	�	2���������(�	����	��	����,	",��	��$

�������-	�����	��� 	*��*��/�����-���	���,+	3��	�������������	*�����$

���	����	�����	*���"����	,(���,�	�������-	�	����	��	�����-	*�����	���$

"����	����������	��	��������	��������-���	,(�� 	�������	*��*��/����$

��	���(���,	��	*����%(�	���	����,	���� 	�++	������	*����%(�	������+

;"�� �+$� ���#�$�%� �(-	V�	,�	������� 	���	���	�	*����0�,��	����$

���,	*�������-	(���������,�	���,	�	�����	�����	� = F 	��	�������	���$

��	*���*���	����������-��+	>���������	���"����	�������	�	��	&����� 

���	�����,	 �	 ���,�������	���"������	��	 ������	 ω	 ",�,�	 ���",����	�

��"������	���"����	��	������	 ? ?

F
 ω − δ 	������ 	������ 	",�,�	���,!��-+

U�	���������	������� 	���	�"0	�%��	������(�	����������(�	,���$

����	'?F+7F)	*��	δ	<	ωF	���	���<

( ) ( )? ?
FI F I F F' ) @AB @AB +�

� � � ; � � �−δ= ω − δ + ϕ + ω + ϕ '?F+6G)

S��	�%��	*���������	��"��	�,*�*���/��	��"������!	���,!��0�!

���"����	��	������	 ? ?

F
ω − δ 	�	����,!��0�!	���,�����!	���"����	��

������	 ω+	 U�	 '?F+6G)	 ����� 	 ���	 ���"����	 ,����������	 ��%-	 ��(�� 	 ��(��

���,!�,�	��"������	���"����+	S��	*��������	*�	�������	�����

Δ�,��	≈	τ = 7Dδ+ '?F+6H)

��	2��	����	�	�����,	[�����������\	2��(�� 	*�����-�,	��	,�������$

���	���"����	��"���	��%��	����	*���%��	��"��,	���	�����+	1	,�����$

���%���	����	���	����	"�����	*���,*��0�	�	���!��,���	2��(��+

1	��������� 	���	 ? ?

F
 ω = ω − δ 	��	*��	� 'F) = F 	�

.
'F) = F	�	δ	�	ωF	&���,��

'?F+6G)	 ���	 ���
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� '�) = �F'7	−	;−δ�) @AB'ω�	−	πD?) '?F+6L)

'���+	?F+H 	�) 	*�����-�,	*��	2��!	,������!	�FI = �F 	ϕI = −ϕF	≈	πD?+

X����� 	 ���	 &���,��	 '?F+6H)	 �*�����	 ��%-	 *������	 �������	 '��$

�����	���%��")	Δ�,��+	;�	*������	����	,����������	'�����	���	�	����

���,!����)	���"����	*��������	������	Δ�,�� = '�÷
)τ+
;�	&������	*��������	'���+	?F+H 	� )	&������	���������	",��	*���*���

[�����,�����-��\	 ��	 ������	 ���������	 �	 ������-��	 �	 &(����#	���� 6
'��	.

2���*�,+

<���#����"��#�����$�! ,��#�$�%���$* ,��"�"���-	U������	��*�������-	��$

�����	!������������	��������!	���"���-��!	�����	'���(��	�!	���	����$

�����	��������	��6
�����(��
)+	3�������	����!	��/���������	��(,�	"��-

�!�������	'�����������	��%) 	2���������	'�������	��	%���-��$

(�	�,���	&����� 	��*���� 	���"���-���	����,�) 	�*������	'��*���� 

2������	�	����)	�	��,(�	������+

1�����	�"�������	�	!�������������	���"��	���*����������(�	��/��$

������	.	�������� 	*���������0(�	��"��	��� 	*���%���	��	����+

V������	�������	�����	��	�����%�!	&�������!	*��"����+	=	*���$

0-�	��,���-��!	���������	"���	�������	������	(������/�����(�	�	2���$

������(�	������������� 	������	������	���� 	��*�����	��������

��,(�!	&�������!	2��*�������+	1	*�����	����	*������	�	�����,�$

��	���	����!	2��*�������	���	��,����	&,��������-��!	�������	���$

��� 	�	������!	���-	����	����	���������	�	*���0-�	��,���-��!	����$

�����+	 �,�������-����-	 ����!	 2��*�������	 �������	 ��	 ��(� 	 ������-��

����"���	���������	����,0��� 	�����,�0�	��	������� 	�	����	��

���"��-�����	(�	*�������� 	��*���� 	,*�,(�!	�������	����	*�����+	;�

���	���	,�������	��	��%��	����,0��0�	���������� 	�������	����

*���/�*���-���	��������	&�,��,�/��	 ��*���,��	�	&���	 (�	���"����+

S��	!��������	�*����	������	����,�	�	����	*�����	�	*���%����

��+	�����,�0��	��	�(�	&�,��,�/������	����	�������	��	��*���,��	�

��"��������	��������+	��	��%	��"�������-	�������� 	��	�����	��$

�,!���	(�	���"����	�	�����*��,�	(�	2��(�� 	*����0���-	�	�*���, 	�++

���+	?F+H
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!��������	������	����,�+	S��	������� 	���	����"���	�	�"������	*��$

/��	��������	��������	!���������	�������	����,� 	�++	,��-%����

&�,��,�/������	���� 	�����,�0��	��	�������+	���	��(�	���"�	,��-%��-

���,!��� 	���	�	���-	*�����	��(����������	��	���������������(�	*���$

���(�	����/�	.	��������	�	�������	*������	,*�,(��	2��(�� 	�	����

*��������	�*/���-��	���	���	���������	��,(�!	����������	�����*�$

/��	2��(��+	1	��,�-���	��"�������-	��,���-��!	���������	�����(��	���$

����	∼	7FH+

1	������0	����	�	���	�����	���������	������	(������/�����	��$

����	���	�(�����/��	(������/�����(�	���,����	��	���������!	�"#����+

3���/�*	�������	������	�������	��	��� 	���	(������/������	�����	��$

���,�	��	���"����	����� 	*��0���	�	�����	�����	*����������� 	��$

����	���������	���,	����+	S��	������	*��*��/�����-��	�������$

�����	�����	�	����������	���,	�������+	3�	2���	*�����	�	(������/���$

��!	������!	*��"��	�����	���*���(���	�	�����-��!	��������!	��,(	��

��,(�	�	�*/���-��!	���,,���!	�����! 	�	���������	���,	����	�������

,�����-���	�������	����&�������+	4���,�	*��"�,�	����,	*���%�$

����	��	�����!	����! 	�"���,� 	�����	�"����� 	�������	�������+	=	�������

���������	���	������ 	�������0�	�������	�,� 	���*���������0����	����-

*����� 	�������0�	2��	�����+	3�	����(,	����&��/������	������� 

&�����,���	 2���	 �������	�*�������	 ������� 	�����	 [*��,��������-\

�������	��0��	����	��	������,	*������	7F−7H	�� 	���	��	H	*�������

��-%	�������	�����g

�,�������-����-	(������/������	������	�(�������	�*������	&�,��,$

�/����	���"����	����(�	�������� 	�	������ 	����	�*�������	(�	��"���$

����-�+	1	������	��	��"��������	��,���-��!	��������� 	��"�������-	������$

���	�������	�������	�	���-��	��	*���-	�	,*�,(��	2����	.	����	*����� 

��	�	��		��������+	��	���	2��(�	�����	�������-��	,������-	��"�������-

��������	�������+	5�� 	��"�������-	���������	������� 	��(��������!	/��$

���	��	*������(�	����/� 	����	*���%��-	7FL 	�++	����	���,!����	�!	���$

"����	�����(��	�����-��!	��+	4����� 	*��	����-	�����	�����*�/��	2��$

(��	��������	��	(�	��"�������-	������	��-��	���"�	��%��	���������� 

��*���� 	2���������	�	��(�����	*��� 	���	�����/�	*��� 	���%�	��

����	*����� 	�	�+�+

3��	����!	������!	�������!	��"��������	�	���������,�0�	*��������

���������!	����,0���	*����������	��������	��������	��������+	1	2���

��,��	*�����	�*���	��������*�����(�	�"#���	",��	�*�����-��	*���$

/�*��	��*���������	E���"�(�+	3����� 	��"!�����	,������	�����,$

����	*���	���	����!	������!	���������	'�����	7F−�	�) 	�	���	��"������

��������!	���"������	*������	���������	��",����	���-	�,�������-$

��	 �(������,�0�	 ,��������� 	 ��	 �����	 ����	 �������� 	 �"�����0�

*���-��	�������	��"�������-� 	*��*���(����	��*��-�����-	�	",�,0�!	(��$

����/�����!	������!+

4������ 	 ��,��0��	 ���	 ���������	 �,�����-��!	 �����,����� 	 ����

�������	��������"������	��/���������+	��,� 	���������	��"���,�0���

�������	�������� 	����!��	��	����������	�����-��	����	*�	��������

�	*������	�!	���"����+	���� 	��*���� 	��"�������	�������	��������
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�����	ν = 66F	E/ 	�	*���������-����-	��,�����	���������	τ	≈	7F	� 	��	����$

���	����%��	ντ	≈	66FF	���"����+	S��	������� 	���	(�	��"�������-	*�	*����$

�,	�������	�����	@�∼	7F6+

4��	2��	��	*�������	*���������-��� 	2����������	���"���-���	����,�

�������	��	��"������	������� 	!���	�������	(�	��"������!	���"����

���	*������	�������	ν	∼	'7F
÷7FL)	E/+	��"�������-	����,��	�(������� 

(������	�"����� 	���������	*������	�	���������	@�∼	 7F?+	S�� 	 �	 ����

����- 	 ������� 	 ���	 *�����	 *��*,������	 Δν = @−7ν 	 �������	 ���	 *��

�����������	���,�����!	���"���� 	�����	Δν	∼	'7F�÷7FG)	E/+

����	�������	�����*����0�	����/��	νI	������	'νI > 7FG	E/) 	��	�	�����$

*�����!	,���������!	 	*��"���,��	��	������	 '���������	*����,���$

���)	�������	ν*	≈	7F
	E/+	5�(��	���"���-���	����,�	�����*�������	",��

���-	���-	���,�	*����,	*��*,������	Δν	=	@−7	⋅ ν*	≈	
	⋅ 7F�	E/+	S��	������� 

���	���	�������	��,!	����/��	ν7I	�	ν?I	�����������	"�� 	��	��	������,

*�����	*��*,������	 'Kν7I	−	ν?IK > Δν) 	 �� 	*���������	��"�����,�	������,

���"���-��(�	 ����,��	 *������� 	 �����	 *�	 ����-�����	 ��������-��	 ��

����,�	��	2��!	*����0�!	����/��+

X*�������	2������	�	���� 	��,0������	*�!���	�	�����	��"���	��

��,(,� 	�	�����������	�	*���,������	Z��� 	���,���	�����	����	�	2��(��

�ω = 4?	−	47+	=	�����������	�����	�����	2��	�����	����*��������-	�����

�"����� 	���	2������	����%��	���"����	�	������	ω 	�++	�������	�*��$

�����	��/���������+	3�����-�,	2������	����	2��(��	��	���,��� 	��

��*���,��	(�	���"����	������	���,!��-	�	����	�������(�	!��������(�

�����	τ+	���	,������(�	�����	'�	�����������,�0(�	�	��,(���	�����$

��)	2��	����	�*�������	�������	�	������	2�������	�	�������	��	�����$

��	ω+	X�����	���	��!	������	���	���	����	�	���	�	*������	�������<

τ	∼	7F−L÷7F−8	I+	>������� 	���	�	�������	�*�������	���*����	*����	���"�$

���	) = ?πDω	≈	7F−7
	I 	�(��	*��������-	�����	���"����	��	�!	���,!����+	X��

���	*������	�������	τD)�∼	7FG÷7FH+	3�2���,	��"�������-	�*������(�	��$

/��������	 '@� ∼	 7FH) 	 !���	 �	 ������ 	 ��	 ��	 �	 �	 *���%��	 ��"��������

*�/�������!	����/��!	���������+

=��������!�"#���#�$�%� �&-	1	*���������	�����	��	���	���	�	���$

�,!��0���	���"������ 	���	*���������	������!	��",���	*���������

����-	�����$��"�	*������	���"���-���	������+	X����	��	����!	*���$

���	��������	���"����	�����+	b���%�	������� 	���	�����	*���������-

���"����	�����-��	���� 	���	"�����	*������-	�	�����	���"��-%(�

���������	 �����	 �	 ����	 "�����	 �������-	 *��	 *��!������	 *�������

���������+	Z��(�����	2���,	*������	&�������(�	��������	'�����)	.	���$

������	�	���,	��-�	���0���	�	/�����	����	.	������	�������"�����	��

������,	± Δ� 'Δ�	�	� )+	1������	Δ�	������	"��-	����� 	���"�	�"�*���-	"�����

2��(��	������<	*����	2��(��	��������	��	*����	������	���*��������-$

��	��	���	��"��� 	����%����	*��	*��������	�	���������+

��*�%�	,�����	2��(������(�	"������	���	*�����%(�	��,���	���"�$

���	�����������(�	��������	�	������	����	� 	�������	������	��	�����$

�,	± Δ�	'���+	?F+L)+	S��	�����	��,0�����- 	���	*��*,����-	���-	��������

���	 �������	 �	 ����	2	 '����	 *�����)	 �	 ���� 	 *����������	 ��%���

���,	/	�	���/,	���� 	*���������	����-		����,+
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����������	,��������%���	*�����������	���"�$

���	��������	 �	�"��-%���	 ��*���,����	�	 ",��	 ���$

���- 	 ���	 ���,!���	����	 'δ	�	 ωF)+	3�����-�,	 Δ�	�	 � 	 ��

*��"������	�����	������- 	���	,(��	���������	����$

����	α	��	*�������	���������	��������	��	�����

*�	(�����������,	�����,<

α '�) = αF@ABω� '?F+68)

(� 	��(�����	'78+6?) 	

?
F

F F7  	O	 +
7G

� �
⎛ ⎞αω ≈ ω − ω =⎜ ⎟⎝ ⎠

1	 �����	 ���"��-%(�	 ���������	 ��	 ,(��	 αF	 ����

��������	 ����	 �����	 ?7 = �� IJ@αF+	 >������	 ���-	 ��

������,	Δ� 	��%���	����	�7 = ?7	����%��	����/���-$

�,�	 ��"��,	 >−	 = −��IJ@αF ⋅ Δ�+	 �����������	 IJ@αF	 �	 ���

? 6

F F
FIJ@ 7  

? ?6

α α
α ≈ − + + � 	*��,���

? 6
F F

7 +
? ?6

> �� �−
⎛ ⎞α α≈ − − + Δ⎜ ⎟⎝ ⎠

'?F+
F)

3��	*��!������	���������	*�������	���������	'α = F)	�? = ?? = �� +
+ ��F

?D� 	(�	�F = αFω�+	3�2���,	*�������-���	��"���	*��	,�����������	����	�

�������-�	��	�����	*������	αF
6	�����<

( )
6
F? ? ?

F F7  
L

> �� � � � �� �+
⎛ ⎞α= + α ω Δ ≈ + α − Δ⎜ ⎟⎝ ⎠ '?F+
7)

(�	,���� 	���	ωF
?� = �+

3�����	��"��� 	����%����	��%��	�����	/	��	*���� 	",��	*�����$

��-���	�	������<

( )
6 ?
F F? ?

F F? � � 7 +
� 8

��
> > > �� � � �� �+ −

⎛ ⎞α α= + = α Δ − Δ = α Δ −⎜ ⎟⎝ ⎠ '?F+
?)

3����	2��(��	��	*����	�������	�����	��"��	����	�����<

?
�� ��

F F

 

) )

> � �� ��= = − Γ∫ ∫� � '?F+
�)

(�	��� = −Γ�+
3��	(����������!	���"����!	'?F+68)	�������-

�'� ) = � ]α'� ) = �αFωIJ@ω�+ '?F+
6)

3���������	'?F+
6)	�	'?F+
�)	�	��*�����	���(�������� 	*��,���

?
F F? ? ? ? ? ? ? ?

�� F F F

F

IJ@ 7  
? 7G ?

)
))

> � ��� � ��
⎛ ⎞α= −Γ α ω ω = −Γ α ω ≈ −Γα −⎜ ⎟⎝ ⎠∫ '?F+

)

*�����-�,	ω) = ωF)F = ?π+

���+	?F+L



�GL

>�����	"������	2��(��	�������	�	�������	�,��	�,���	��"��<	> + >�� = F 

���

? ?
F F F? ?

F F� 7 7 +
8 ? 7G

)
�� � ��

⎛ ⎞ ⎛ ⎞α αα Δ − = Γα −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ '?F+
G)

3������	 �����0���	 �	 ��*��-�,�	 �������	 ���	 ��"��������	
F

 @
)

π=
δ

*��,���	*��"������	�������	���	��*���,��	αF	,��������%�!��	*���$

��������!	���"����<

( )F

7?
7 +

�H @ � �

πα ≈ −
Δ

'?F+
H)

X���%��	Δ�D�	��������	 ���
	�!�������6

	*�������	�+	U�	'?F+
H)	����� 

���	���	������������	*�����������!	���"����	(�,"���	���,��/��	����$

��	*������-	�������	�������-��	'*���(���)	������ 	*��"������-��

�����	������ 	�"������	��"��������<

Δ�D�	h	7D@ + '?F+
L)

��	"��-%	��"�������-	������ 	��	��-%	*���(����	(�,"���	���,��$

/��+	=	*���%���	�������	Δ�D�	��*���,��	���"����	αF 	���	2��	���,�

��	&���,��	'?F+
H) 	",��	,��������-��+	X�����	*��	"��-%�!	��*���,��!

'αF > 7)	&���,��	'?F+
H)	�	���,	�������!	*��"������	����������	�*���$

�����+

=��,�	������- 	���	*�����������	���",����	�������	�,0������

��������	2&&����+	S��	����� 	�	��������� 	��	,�������	 '?F+
G)<	 ���

*��"��-	�	��	������	���(�����	∼	αF
? 	������	�*�������	���������- 

��	αF	��	,�������	��*���� 	�	*��,�����	������%��	 +
�

�

� @

Δ π= 	W�������

2��	 ������� 	 ���	 *��	 �����	 �������	 (�,"���	 ���,��/��	 2��(�������

"�����	�	�����	�"�*�������	*��	��"�!	��*���,��!	αF 	���	�����+

������ 	���	���",����	*�����������!	���"����	����	*����!����-

�	���-��	��	,�������	������	��"������!	���"����	������ 	��(��	*���$

���	������	����	���	��	������	*��,*���� 	��	�	*��	"��	�����	�����$

�����<	���	���� 	��� 	���	�	�+�+	*��,*������	���"���� 	�++	��	�������!

?ωFD0 	(�	0	.	��"�	/��	�����+	1��",����	����	��������	��,���	���$

�����	�"�����	.	�"����	������	��	2��!	������ 	��	*���(���	�������	(�,"�$

��	���,��/��	���	�����!	������	",�,�	��������+

�+��#�$�%� �&-	;�"�����	���"����	����-�	���-� 	�������!	������

���	*�����	����-�	,��/ 	*������0	��	���, 	��	*������ 	���	��	��!

*��������!	��,���!	����,!��0�	���"����	*����!����	��	���	2��(��

*��������	�,�0(�	����+	3��	2���	����	���"���-���	������	*���������

��"��	2��(��	����	�	�,����	�����	�����	�	�	�������� 	��",���

���	���*���/��	���"���	*���,����,�0�!	2��(������!	*���-+	4��$

"����	�	2��!	������!	����������	����*�������-��	��	���	�����-��!	&�,�$

�,�/��	'��������)	���"��0�!��	*������+	�������	�	��*���,��	,�����$

���%�!��	���"����	�*�������	���	*���������	�����	 ������ 	 ���	�
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*���������		�������������	�	�����+	5���	���"����	��������	*���$

����	����'�����	
! 	 �	����	������	.	*�������	�������"���-��!	��$

���+	4����������	*������	�������"���-���	������	��,���	�!���$

����	����	�	���������	�	(�����+	S��	����	*���������	[��*���\	2��$

(��	*��	�*,������	(��- 	*���%���!	��	/*��� 	*����,���	���	%�$

����	������(�	�!������+

3���/�*	��"���	��!	�������"���-��!	�����	�����	*����- 	�"�����$

%��-	�	�!� 	���"�������	��	���+	?F+8 	�+	3����������	*���,*����

2��(��	�	���"���-�,�	�����,	��	���������	2��(��	*�	�����,	�1	,*�����$

�	����	���"���-���	������	*���������	�"������	�����+	=!��������	2��

���"�����	�	���	�������(�	��*����0(�	�����	�1	,���������	'�����) 	��$

�����	,*��������	�����	�������+	5�� 	�	�����������	��	*�������	�	�����$

���	���"��0(���	�����	��	���,	",��	���������	��0����-	���	�2������$

������(�	�������+	1	������,�/��	������(�	�!������	'���+	?F+8 	� )	*���,�$

���,�	 �*/���-��	 ,���������	 .	 ���� 	 ��*�����0��	 ���-	 �����+	 ����

*���������	��"��	���������	�	*���������	�	������	�����	���������	��$

���+	3��	�*������!	*�������!	��	[��*����\	���,	��	%����	������(�

�!������+	1	2���	�����	�����	%�����	*�������������	��	���	������

��� 	*��������(�	��	�������	�����,���	/*�	�	(�,���+	E�,�	*��	2���	�$

���(�	�*,������+	4��������	2��(�� 	*���,*��0�	�	�������	�!����� 	�����

�������	*���/���-���	2��(��	(�,��	�	*��	����	������+

1����	������- 	���	��"��	�������"���-���	������	�������+	;�	�!�

2��	�������	�������	�	�����	�"������	�����	�������(�	�(���������

��(���� 	 ,*������0(�	������+	;��������-	 ������	*���������	 �	 ��� 

���	*��	�����-���	����������	��*���,��	���"���� 	*��������!	&�,��,�$

/���� 	*���,*���	2��(��	�	�����,	��	������	*����,�0��	*����	���$

"����	,����������	������� 	�++	*������	*���,*��0�	2��(��	��������$

��	 ��	 ��-%	 �	 ��-%+	 ��������� 	 ���	 *��	 ,��������%���	 ��*���,�

���"����	*�����	2��(��	�		*����	",�,�	�����+

2�&� �#� ��+��������"&�+�$��>��&� �#�6��'�?-	���	"��	,(�,"����(�

��,����	*���/�*�	�������	�������"���-���	������	*����������,�	��$

�"����	�������� 	*����	������(�	���*��	�	�,&���	7 	������	��	(���$

������-���	���	?	'���+	?F+7F)+

���+	?F+8
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3,��-	���	���0����	�	*���������	,(�����	�������-�	Ω	*�	�������	�����+

����	,(��	���������	��������	��	��������	β'�)	��������	�	�����	��$

��� 	��	����	�,!�(�	�����	�	*���� 	�������	������0��	��	��������-$

���	��������	�,&��	�	����	Ω	−	
.
β 	����	",��	������-��	'

.
β	.	,(�����	���$

����-	�,&��)+	V����	2���	����	.��	",��	��������-	*���������	�����$

����	��	������� 	*���������	(�	���"����+	;�	���+	?F+77	*�������	�����$

���	����������-	.��	��	��������-���	,(�����	��������	�,&��	�	����+	;�	���"$

�������	������	�����	�����	*�(�"�	2+	3��"��	���,�	�������-	���0$

���	����	Ω 	���"�	�	���,�����	���"����	'
.
β = F)	*�*���-	�	2�,	����,+	1	2���

��,��	�	�,&�	��������	",��	*������	�����	����	�����	.�� = ,F+	���

���-��%(�	�������	"��	,��"��	���*��-�����-��	����������-�	.��	'
.
β) 	���"$

�������	��	���+	?F+7?+	=��,�	*������,�- 	���	�����-��	'������)	����$

�����	.��	�	,(�����	�������-�	
.
β	�"�*�����	,�����	���	����*�������-��$

(�	����������	���"����	��	&�,��,�/�� 	���	2����������	�������	*�����$

��-���	�"������	����� 	�	*����,�0	�������	�����	.��	*��	,�������

β
.
	�������	*�������	�������(�	�(��������	����������	���"����<	��*��$

�,��	��0���	��������	'�	������	�	��*���,��	(�	��������	
.
βeOi)	�����(��

��������-��(�	 ',��������%(���)	������� 	���	2����������	�������	�$

������(�	�(���������+

X�������	���������	�������	��	��������	��	�����	,(��	βF 	���"�	��$

���	����	����� 	�����,�0��	��	�*��������	������� 	,F = .��'F) 	"��

,������%�	�������	����	������	,'βF) = ��- @ABβF<

.��'F) = ,'βF) 	���	,F = ��- @ABβF '?F+
8)

(�	�	.	�����	��������C	-	.	���������	��	���	����	��	/����	����	��������+

���+	?F+7F ���+	?F+7?

���+	?F+77
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