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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Если придерживаться той точки зрения, что в математическом 

анализе изучаются (числовые) функции методами, основанными на 

понятии сходимости и, главное, на понятиях дифференцирования и 

интегрирования (по Ньютону), а к функциональному анализу отно- 

сится изучение наделенных характерными для анализа структурами 

множеств, в частности, функциональных пространств и отображе- 

ний мекду ними, то, конечно, все связанные с локально выпуклыми 

и с нормированными пространствами вопросы следует отнести к фун- 

кциональному анализу. Руководствуясь именно такими. соображениями, 

т.е. становясь на узкую точку зрения в понимании содэржания ма- 

тематического анализа, мы и придали настоящей книге название, 

отличное от названия наших первых двух книг по анализу, изданных 

в ШУ в 1973 и 1975 гг., несмотря на то, что она служит их про- 

должением (этим, в частности, объясняется номер единственной из-- 

лагаемой здесь главы). Сразу же отметим, что материал первых 

двух книг здесь используется в незначительной степени и знако- 

MMTBCA C книгой может читатель, которому известно понятие то-- 

пологического векторного пространства. Можно, конечно, ограни-- 

читься знанием нормированных пространств (или даже числовых мно- 

хеств), хотя при этом всякий раз вместо топологического вектор- 

ного (или локально выпуклого) пространства следует иметь в виду 

нормированкое пространство (соответственно числовое множество). 

Это вряд ли помешает усвоению основных идей излагаемого в ‘книге 

материала.



В книге излагаются основные моменты теории дифференцирования 

отображений нормированных (а иногда даже более общих) пространств, 

последовательно проводится идея локальной аппроксимации данного 

отображения линейными (непрерывными) отображениями, т.е. отобра- 

жениями, согласованными с заданной структурой. Абстрактность си- 

туации позволяет не заслонять принципиальные моменты присущими 

конкретности излишествами. Учитывая однако, что во многих слу- 

чаях соответствующие выводы используются в более конкретных си- 

туациях, зачастую в конечномерных пространствах, мы указываем 

специфику предъявляемых требований и получаемых результатов для 

случая конечномерных пространств. 

Остановимся подробнее на содержании книги. В первом параграфе 

рассматриваются отображения из числовой прямой в локально выпук- 

лое пространство и для них развивается теория дифференцирования. 

Материал этого параграфа тесно связан с содержанием Ш, ТУ глав. 

Рассматривая в следующем параграфе отображение из векторного 

пространства в локально выпуклое, мы сужаем его на некоторую пря-- 

мую и получаем отображение, заданное фактически на числовой пря- 

мой. Так возникает производная по данному направлению. Если, да- 

лее, производные по всем направлениям квалифицированно, а именно 

линейно зависят от направлений, это и означает дифференцируемость 

рассматриваемого отображения в данной точке (как говорят, в смыс- 

ле Гато). Если, кроме того, отображение определено в локально вы- 

пуклом пространстве, естественные требования приводят к понятию 

дифференцируемости по Фреше. 

В третьем параграфе, определив производные и дифференциалы 

высших порядков, мы выясняем их роль в локальном исследовании 

отображения. Если дифференцируемость первого порядка означает 

возможность локальной аппроксимации линейным отображением, то 

дифференцируемость более высоких порядков уже не равносильна 

возможности локально аппроксимировать данное отображение поли- 

линейными, хотя, как указывает формула: Тейлора, дифференцируемое 

до какого-либо порядка отображение может быть локально прибли- 

жено соответствующим полилинейным. 

Четвертый параграф посвящен одному из главных фактов теории 

дифференцирования — теореме о неявном отображении. В этом факте 

речь идет о следующем: рассматривается соответствие из одного



нормированного пространства в другое и спрашивается, можно ли 

при некоторых условиях гарантировать локальную однозначность 

данного соответствия? Конечно, использование аппарата дифферен- 

цирования для анализа поставленного вопроса предполагает квали- 

фицированное аналитическое задание данного соответствия, и ес- 

тественные условия, предъявляемые к связанным с соответствием 

дифференциалам, позволяют утверждать о локальной однозначности 

соответствия, а иногда даже об определенной квалификации полу- 

чившегося отображения. 

В последнем параграфе аппарат дифференцирования используется 

для анализа Точек экстремума заданной в нормированном простран- 

стве вещественной функции. При этом первый дифференциал позво-- 

ляет указать необходимые условия экстремума, а дифференциалы 

более высоких порядков - и достаточные. Здесь же указаны необ- 

ходимые условия относительного экстремума, т.е. экстремума су- 

жения функции на некоторое множество. 

В книге практически нет примеров, поясняющих теоретические 

выводы, а также упражнений, решая которые читатель мог бы конт- 

ролировать усвоение материала. Мы рассчитываем на то, что чи- 

тающий эту книгу, во-первых, проявит творческую активность и 

сумеет самостоятельно ставить перед собой вопросы и находить 

на них ответы (лаконичность изложения этому способствует), 

во-вторых, не ограничится рамками только этой книги и будет 

использовать широко известные монографии по анализу, в которых 

примеры представлены более полно. 

Книга, на наш взгляд, предназначена всем заинтересованным 

в изучении и использовании элементов анализа, но прежде всего - 

студентам П, Ш курсов математических специальностей универси- 

тетов, которые найдут в ней основополагающие идеи теории диффе- 

ренцирования и их воплощение. Книга несомненно будет полезной 

преподавателям анализа в университетах и пединститутах, кото- 

рые могут рассматривать ее. как подспорье при созяании лекцион- 

ных курсов по анализу. 

Система ссылок и обозначений основана на том, что каждый па- 

раграф разбит на пункты и в пределах каждого пункта утверждения, 

не имеющие решающего, принципиального значения (мы называем их 

при необходимости предложениями} расположены в порядке возрас- 

тания номеров. Нумерация теорем и лемм сквозная в каждом параг- 
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рафе. После порядкового номера теоремы (леммы) указаны номера 

параграфа и главы, в которых она расположена, и эти данные слу- 

кат ориентиром при ссылках на теоремы. (леммы). При ссылке на 

материал пункта указывается номер параграфа и номер пункта в 

параграфе, если пункт расположен в текущей главе ; перед ука- 

занными данными ставится номер главы, если требуемый пункт вы- 

ходит за пределы текущей главы. При ссылке на предложение, не 

вошедшее в данный пункт, после номера предложения поставлен но- 

мер пункта, в котором содержится необходимое предложение. 

Мы вновь выражаем глубокую благодарность редактору книги 

С.С.Кутателадзе и заведующему кафедрой математического анализа 

ШУ профессору Ю.Г.Решетняку за то внимание, с которым они от- 

неслись к книге.



Глава Yi. ДИФЕРЕНЦИРУЕМЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 

Рассмотрим векторные пространства Хи У (над одним и тем же 

полем скаляров А) и произвольное отображение А’ множества Л в 

множество У. Понятно, что это отображение, вообще говоря, иска-- 

жает структуру векторного пространства Х: линейной комбинации 

элементов из А вовсе не обязательно отвечает линейная комбинация 

соответствующих (при отображении /”) элементов из У. В этой главе 

речь пойдет о таких отображениях, для которых это искажение ло» 

кально невелико, т.е. иначе говоря, которые допускают достаточно 

точную аппроксимацию линейными отображениями. 

$ Г. Отображения числовой прямой 

Введение указанных выше понятий мы начнем с простейшего слу- 

чая, когда пространство Х одномерно, точнее, когда рассматривае- 

мое отображение задано на отрезке числовой прямой (ср.ТУ.Т.ТГ). 

Отображения отрезка в локально выпуклое пространство можно трак- 

товать как описание некоторого протекающего во времени процесса. 

Элементы пространства У, в котором лежат значения данного отоб- 

ражения (это пространство называется фазовым пространством дан- 

ного процесса), интерпретируются при этом как возможные состоя 

ния рассматриваемого процесса. Производная -- она оказывается 

элементом фазового пространства > истолковывается как скорость 

протекания процесса в данный момент. Тем самым, задав скорость 

процесса в каждый момент времени, с помощью интегрирования мож» 

но восстановить и сам процесс. С указанным истолкованием связа- 

ны многочисленные и разнообразные приложения понятий производ» 

ной и интеграла. 

7



Т.Г. Рассмотрим отображение $ отрезка 7’ числовой прямой в ло- 

кально выпуклое пространство / (в этой ситуации говорят также, 

что задан путь ф в пространстве /’). Элемент 
Yo = lim £(6) ~ 9) (Т) 

*— о 

называется производной отображения ф в точке Е, и 
обозначается символом $^Т.). При "физической" интерпретации отоб- 

ражения ф как процесса вектор у, называют скоростью 

процесса Ф (в момент времени Ф.), а в случае использования "гео- 

метрической" терминологии 4называют касательным 

вектором кпутиф (в точке Ъ,). 

Предположим, что отображение ф имеет производную $“) = 4. 

Перепишем равенство (Т) в виде 
ФСЕ) = Ф(о) +( Во) що + ECF) (ЕеТ), (2) 

где отображение & обладает тем свойством, что lin E(L)/(T-7,)=0. +) 

Легко видеть, что и обратно, если отображение ф допускает 

представление в виде (2), то оно имеет в %, производную, равную о. 

Таким образом, существование производной 0 (Z) равносильно нали- 

чию приближенного равенства $(8) -$Ф(%%Е-&) Чо» Тем более точному, 
чем меньше разность #-&. 

Непосредственно из определения, или с помощью соотношения (2), 

выводятся следующие свойства производной. 

I. Пусть Т = отрезок числовой прямой, 9,, $, - отображения отрез-- 

ка Т в отделимое локально выпуклое пространство У, х,в — скаляры. 

Если в точке ®<7 отображения ф, и 9, имеют производную, то отобра-- 

жение 9:2r->ag(Z)+py,(t) (te7) Takme wMeeT производную в точке 2,, 
причем $^,) =ф/(Ео) +в 92 (о). 

Для доказательства достаточно воспользоваться свойством непре- 

рывности алгебраических операций в топологическом векторном про- 

странстве (см. УТ.Т.Т). 

П. Пусть ф - отображение отрезка 7 в отделимое локально вы- 

пуклое пространство У, а х - скалярная функция, заданная на от- 

резке Т. Если в точке №=/`отображение ф и функция х имеют про-- 

изводные, то отображение  :Lr-soc(Z) 9(Z) (ТЕТ) также имеет произ- 

водную в точке Го , причем 

Y(t) = & (ly) (fg) + X(L) p(t). (3) 
  

+) 3r0 OdcTOATeABCTBO 3ANMCHBaWT OONYHO B Bue E(t)=0(t-f,). 
При этом говорят, что & имеет (в точкей) порядок малости более 
высокий, vem t-T,. 8



Действительно, из условий предложения следует, что 

«() = (о) + (Е) «(В +0(-№), p(t) = 9) + (Е-Е,) 94) #0(t-ty), 

а из непрерывности умножения на скаляр - что 

(L(t) = % (ty) (te) + (£-t,)| X(t.) p(t) + XC ty) 9 (Lp) ] + 0(2 - to), 
откуда и вытекает требуемое. 

По той же схеме устанавливается следующий результат. 

Ш. Пусть ф - отображение отрезка Тв отделимое локально выпук- 

noe пространство / , ах - вещественная функция, заданная на от- 

резке © числовой прямой, со значениями в отрезке 7’. Если « име- 

ет конечную производную в точке 5, < 5, а ф - производную в точке 

05), то суперпозиция ф=Фо имеет производную в точке 5 ‚причем 
(бо) = «5о) (to) = (Sq) 9(X (Sy), (4) 

Дадим набросок доказательства соотношения (4). Для произволь- 

Horo 5ерб (5+5) на основании равенства (2) имеем 
© (5)) —Ф (=‹(5$ %(5.) - «(5 & (< ($ eh 2-9 (So) _ а ) o(t,) + io) | (5) 

Взяв какую-либо непрерывную полунорму р в пространстве У и число 

">0, найдем настолько малое число 9>0, что 

ple) <4 | t-to| (teT, jt-t,1<$). (6) 
Далее, выберем вещественное число Л{ так, uro V>!«%s,)]. Torza 
для всех 5ео ‚, достаточно близких к 5,, 

[< (5) — %(5$.)| = 115-501. ‘ (7) 
В частности, ‘если, кроме того, |5-Sol<3//7, TO | xl5s)- a(S] <$ 
и, следовательно, для таких 5 в силу (6) и (7) можно написать 

Р(=(%($3) < 15(5) — «(501 $ Л 1 14655 — (5531. 
Таким образом, для указанных 5,5 (5$*+5.) справедлива оценка 
(=((5)/5 -55))= М 1 ‚ так что ввиду произвольности 1 имеем 

fim, E(x (5s) As-5,) = 0. 
’ Uro6h завершить вывод, остается заметить, что первое слагае- 

мое в правой части (5) имеет своим пределом произведение х%5,)9(%,). 

Наряду с пространством /’ рассмотрим еще также локально выпук- 

noe пространство / и линейный непрерывный оператор /{ ‚, отображаю- 

щий пространство / в пространство 7. 
ТУ. Если отображение ф отрезка Т в отделимое локально выпуклое 

пространство / имеет производную в точке #67, то суперпозиция ф= 

=Acy также имеет производную в точке &. При этом, если 7; - от- 
делимое пространство, то 

ФА.) = А (94%). (8) 
В самом деле, ввиду линейности оператора А, 
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  Y(t)-¥~ (t) _ Aglty-Agthy | Al Pte) $tte)) Е. ав) 
t-t, t-t, t-Tt, ; 

Переход к пределу в этом равенстве приводит к (8). 

Для рассматриваемых отображений имеет место теорема 

об оценке приращения. Вее формулировке, да 

и нередко в дальнейшем, нам понадобится следующее понятие. Если 

некоторое соотношение соблюдено для каждого Те ]’ за возможным 

исключением не более чем счетного множества, будем говорить, что 

данное соотношение имеет место в основном на Т 

(см. IY.2,I). 

ТЕОРЕМА Т (Т.7). Пусть ф - непрерывное отображение от-- 

резка 7`=[а,6] расширенной числовой прямой в отделимое 

локально выпуклое пространство / , а - непрерывная 
вещественная функция, также заданная на 7’. Если ф и h 

имеют в основном на Г производную, причем в основном — 

Ha 7 , , 
Ply) < Ach), (9) 

где р - какая-либо непрерывная полунорма на /У, то 

p(p(8) - 9(a)) = h(6)- h(a). (10) 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что 9 удовлетворяет всем усло- 

виям теоремы, однако р($(8)-$(@))> #6)-№@). Обозначим через Е 
множество тех точек отрезка 7’, в которых либо не существует про- 
изводных функций ф,Й, либо нарушается соотношение (9). 

Пусть и -> такая определенная на А функция с областью значений 
®,= [0,1], что она строго возрастает, непрерывна на Ю и диффе- 

ренцируема на Л (легко установить существование функции с ука- 
занными свойствами). Положим 

| F(t) = hit)- hla) -p(9(t)- p@)) + 1 (uct)- ula)), 
где число Д>0) выбрано так, что /(6)< 0. Ясно, что Х непрерывна. 
Множество Л[=УЁЕЕ]не более чем счетно’ (как образ при отображении 
f He более чем счетного множества), поэтому найдется такое хеЮ, 
что. #(2)<к<0 икЕМ. 

Пусть //= {Ее[а, 81:1 (Е)2 к. Множество Н/не пусто, ибо де//. 
Обозначим 5ир/ через {, и покажем, что ТЕЛ. Действительно, до- 
пустим, что 7(&)<к . Для точек ¢,,t,€7 обозначим A (t2)-Al¢,)- 
- pl P(t,)- (t,)) +) (ultz)- u(t.) через Ye 4, + Пусть ©>0 таково, что 

У()+=<к. Ввиду непрерывности и, й,ф и р найдется такая окрест- 
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ность 0] точки Ё,, для точек © которой имеет место неравенство 
19: +1<6©. Тогда для © еОпН, используя субаддитивность полунор-- 
мы р, получаем 

$) = (A (to) - A(t) +h (2)- AQ) — p (p(4.)- (4) + ple) - 9+ 

+A (u(t, - u(t) + w(t)- U(a))2 ++ F(t) > f(t) -é, 

что противоречит выбору © . Takum oOpasom, f(t,)z=<. Otcnma, B 

частности, следует, что &<6, ибо f(b)<K. 
В силу определения Л при {е(&,5] имеем /(+Р)< к . Тогда при 

таких ФТ , снова используя субаддитивность р , получим F(t) < 4- 

-Фь,+ и, учитывая непрерывность в точке *, функций А, у, м и 
полунормы р, приходим к неравенству 1(%,)< к ‚ откуда с учетом 

установленного ранее следует, что }(&)=* . Из этого равенства 

получаем, в частности, что $,><. Поскольку КЕЛ/ ‚, то Т,ЕЕ, 

следовательно, Х дифференцируема в точке Т,. 

для Фе(%,8) , учитывая субаддитивность р и неравенство (< 

<к , получаем 

& > 1 (Е) > (о) += +9, 
поэтому Ф,, ,<0 при Ее (Ё№,6), значит, ф, ; /(&-№)<0, откуда 

h(t) - A(to) (1)-(ty) u(t)-1u(to) 
se - p (Lf + д ЕЕ, < 0. 

Переходя к пределу в точке Z,, получаем отсюда 

A(to)- p(9(to)) + A U(t,) < O 
ИЛИ 

h'(te) - p (p(t) <~ Au'lte) <0, 
что противоречит предположению (9). Теорема. доказана. 

СЛЕДСТВИЕ. Если ф -— непрерывное отображение отрезка 7 расширен- 

ной числовой прямой в отделимое локально выпуклое пространство И > 

IIpMueM B OCHOBHOM Ha 7 mMMeeT MecTO cooTHOMmeHue Y(t): 9, To Y(t)= 
=((2) WA любых двух точек t, ЕТ. 

ЗАМЕЧАНИЕ. В случае, когда У = вещественное пространство, пред- 

положение о том, что р -- полунорма, можно, как очевидно, заменить 

условием, что р - сублинейный функционал (см. УТ.З.Г), разуме- 

ется, непрерывный. 
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Т.е. Доказанная выше теорема позволяет распространить данное 

в 1У.7.Т определение интеграла на случай функций со значениями в 

локально выпуклом пространстве. Как и в элементарном случае, оп- 

ределение использует понятие функции ориентированного промежутка. 

Напомним относящиеся сюда определения и факты. 

Ориентированным промежутком Ha3he 

вается упорядоченная пара вещественных чисел. Число « называется 

началом, число в - концом ориентированного проме- 

жутка <%,6> 7). 
Пусть Т - отрезок расширенной числовой прямой. Отображение Ф 

множества “в векторное пространство / называется адди- 

THBHHM, если для любых ©, в, ЕТ 

P (<x, p>) = P(< a, p>) + Ф(< ‚>. (12) 
Для аддитивного отображения Ф имеет место легко доказываемое 

по индукции соотношение: CCAM %,%,...,%,E€ 7, TO . 
\ п. 

Фа) =, Фики, як». | (13) 
Понятно также, что для аддитивного отображения Ф и произвольного 

«ёТ имеем Ф(‹=,^>)=0 , так что = 
P (<p, a= - B(<a, pd), (14) 

Если 9 = какое-либо отображение отрезка Т в пространство У, 

то, полагая 
Ф(<ы,в>) = 9( 6) -9(%) (x, BET), (15) 

мы, очевидно, определим аддитивное отображение $: >. Обрат-- 

но, если Ф:Т^—>У - данное аддитивное отображение, то, приняв 

G(t)= P (<to, t>) (teT), (16) 
где через 1, обозначена какая-либо фиксированная точка отрезка 7 , 

мы получим отображение 1:7 —7 , которое, как легко проверить, 

удовлетворяет вместе с Ф соотношению (Т5). 

Аддитивное отображение Ф: Г*->У определяет отображение 9:7-*У, 
связанное с Ф равенством (15), однозначно с точностью до посто- 

янного слагаемого. Точнее, если 
_ (р -9 9 = № ()- №) (a, pe T), (I7) 

то, как это сразу же вытекает из (17), разность yt) -A(t) не 

зависит от ТЕТ. 

  

+) Чтобы избежать двусмысленности, мы будем обозначать ориенти- 

рованный промежуток символом <<, р>, отступая от стандартного 

обозначения упорядоченной пары. 

42



В дальнейшем отображение Ф , которое порождается отображением 

:T—>Y по формуле (15), будем обозначать через [41, а вместо 

Ф\(<, в>) будем писать в этом случае Г 934 (<, ВЕТ). 

Если, подразумевая nox 7 , как и выше, отрезок расширенной 

числовой прямой, снабдить множество Т= топологией произведения, 

а векторное пространство У — локально выпуклой топологией, то 

можно говорить о непрерывности отображения Ф: ТУ. В предпо- 

ложении, что Ф аддитивно, имеет место следующий результат. 

I. Для того чтобы отображение Ф было непрерывным в точке <&,2,> 

(1.,.67), необходимо и достаточно, чтобы соответствующее ему в 

силу (15) отображение Я было непрерывным в точках %ut,. 

Действительно, непрерывность Ф (при условии непрерывности Я ) 

вытекает из непрерывности разности в локально выпуклом простран- 

стве (см. УТ.4.Т). Обратное утверждение также становится очевид- 

ным, если принять во внимание непрерывность операции проектиро- 

вания. 

Рассмотрим аддитивное отображение $:Т^*У и точку %е7’, от- 

личную от +0 . Соответствие /’изА в У определим как совокупность 

всех таких пар (#,//), что #+0 — произвольное вещественное число, 

а 
y= P (<a, p>) /(p- &), (18) 

где «‚,р - какие угодно числа из Т , обладающие свойствами В-@=А, 

C,ELXAB, XVAl. . 

Если / - локально выпуклое пространство и соответствие Р’ имеет 

предел в нуле, то он называется плотностью (в точке 

2) данного отображения Ф и обозначается символом Гу (Ёо). 
Если ради наглядности изложения несколько поступиться его точ- 

ностью, то можно определить плотность Г) (о) как предел 
lim «<a, p>)/(P-%) при условии, что ориентированный промежуток 

<o,Pp> "стягивается" к точке т.. 

содержание понятия плотности достаточно полно выясняется в 

следующем предложении. 

п. Пусть У - отделимое локально выпуклое пространство. Адди- 

тигное отобрежение Ф: 7Т^->У имеет плотность в точке 2 «Т (%№+ +9) 

тогле и только тогда, когда связанное с ним соотношением (15) отоб 

рэжение 9 имеет производную в точке Фо . При этом Dg (to) = 9 (Lo). 

г самом деле, пусть Ф обладает плотностью в точке &,. Нетрудно 
понять, что отображение 
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Е: рн ны (леЮ, А +0, %+АЕТ) 

является сужением определенного выше соответствия /’. Следова- 

тельно (см. 1(У.2.2)), существует 4”(1.)= lim Fo = lim P’= Dz (to). 
Предположим теперь, что существует 9^Ё,) ‚ и докажем, что тог- 

да $ обледает плотностью в точке о. С этой целью возьмем произ- 

вольную абсолютно выпуклую окрестность И’ нуля пространства У и, 

основываясь на определении производной, подберем число $>0 так, 

что _ git) - yt) -git)eV — (#еТ, 1-8). (79) 
Убедимся, что тогда и 

РА] - 94 =И (heR,h#0,141<6) (20) 
Действительно, возьмем ие РТА]. Это означает, что существуют 

ч,веТ, удовлетворяющие соотношению (18). В силу равенства (14) 

можно считать, что «<В. eee at) << р, имеем 

y-9tt LP ge | + Z— - 9G)= = ete ое ipa ото 9) 

Отсюда, учитывая, Я - ) В - нк tA p-odl = 1 и что У абсо- 
лютно выпукло, получаем в силу (19), что y-9%(t,)eV. Eom x=7, 
или Р-Ъ, ,‚ то последнее соотношение просто совпадает с (19) при 
Т=в или соответственно при Т=х. 

Включение (20) означает, что соответствие /” имеет в нуле пре- 

дел, т.е. отображение Ф имеет плотность в точке %,. 
Т.3. Сказанное в предыдущем пункте позволяет дать определение 

интеграла от отображения со значениями в локально выпуклом прос- 
транстве. Пусть $ - отображение в отделимое локально выпуклое 
пространство Y , заданное в основном на промежутке 7’ расширенной 
числовой прямой. Апдитивное отображение [:7*—+) называется 
(неопределенным) интегралом от отобра- 

жения $, если а) / непрерывно на Г 7; 6) в основном на 7’ суще 

ствует плотность Рг(?) ув) в OCHOBROM на 7 выполняется ра- 

венство 

    

2; (8) =9(8). (21) 

Если Г есть интеграл от ф ‚ то пищут I: Sy (на Г), а для значе- 

ний интеграла 1 (<. в>) (х‚реТ) используют обозначение J ф, 
называя этот элемент пространства У (определенным ) 
интегралом ото дор , а. числа <“ ирнижним и 
соответственно верхним пределами интегриро- 
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panua’). Iycts I= Jp na T . Orodpaxenue g: 7)’, связанное c I 
соотношением (Т5): 17-197 а т.е. 

| Т(<ы, в>) = f° p= gl p)-9(«) (x, pe T), (22) 
называется первообразной по отношению к ф (на7Т). 
В силу предложений Ги П из Т.е отображение g будет первообраз- 

ной по отношению к ф тогда и только тогда, когда 9 непрерывно на 

Т и в основном на Т имеет место равенство 

G'(t) = 9(2). (23) 
Привлекая следствие из теоремы Т, получаем отсюда, что две 

первообразные по отношению к одному и тому же отображению ф мо- 

гут отличаться разве лишь постоянным (Ha 7 ) слагаемым, так что 

если Л - другая первообразная по отношению к ф , то [41=[4]. 
Таким образом, интеграл от отображения ф единствен. 

Установленные в Т.Т факты для производной легко трансформиру- 

ются в свойства интеграла. Ниже мы приводим сводку соответетвую- 

щих результатов, опуская, как правило, очевидные доказательства. 

I. Пусть $, $, - заданные в основном на отрезке 7’ расширенной 

числовой ‘прямой отображения в отделимое локально выпуклое прост 

ранство / ‚о, = скаляры. Если $, и ф, имеют на Г-интеграл, то и 

отображение 9:7 => 4; (Ё) +в 7.(2)  ( 1еЙ 910») также имеет ин- 
теграл, причем 

яр ь. (24) 
Предложение П(Т.Т) приводит к формуле интегриро - 

вания по частям. 

П. Пусть ф = заданное в основном на отрезке Т расширенной чис- 

ловой прямой отображение в отделимое локально выпуклое простран- 

ство /, а Л - скалярная функция, также заданная в основном на 7’ 

Предположим, что ф и Л имеют на 7 первообразние $ и соответствен» 
но Л. Тогда, если одно из отображений Ay :t+>Adp(t) (te Ng) 
umd Ag:ter>A(t)g(t) (té¢S2,) umeet Ha 7 unterpaa, TO u Apyroe 
также имеет интеграл на 7. При этом 

§SAg+SAg=LAg], (25) 
  

+) Часто для обозначения интеграла употребляют не вполне` коррект- 
ные символы 59% ‚ уфа . Эти исторически сложившиеся 0бо3- 
начения обладают известными удобствами, особенно в случаях, когда 
речь идет об интеграле от конкретного отображения, или когда ф 
зависит от каких-либо параметров, которые можно спутать с "пере- 
менной интегрирования". 
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Перефразируя предложение Ш(Т.Т), получаем так называемую 
формулу замены переменных в интеграле. 

Ш. Пусть фу - заданное в основном на отрезке Т расширенной чис- 

ловой прямой отображение в отделимое локально выпуклое пространст- 

во У ;Л- непрерывная функция, взаимно однозначно отображающая 

отрезок 5 расширенной числовой прямой на отрезок Г’и имеющая в ос- 

HOBHOM Ha 5 производную. Интегралы {$ (на Г) и {4:(9°4) (нар) 
существуют или нет «одновременно, причем в случае существования 

{ 9). (9 (“,РЕО). (26) 
a At) 

В самом деле, предположим, что существует интеграл в левой час- 

ти (26) и пусть 4 - какая-либо первообразная по отношению кф, 

аЕ - множество всех тех точек teE7, для.которых нарушено (или не 

имеет смысла) равенство 4?) =4(#). Множество Ане более чем счет- 
но, а так как Л взаимно однозначна, то не более чем счетным будет 

-4 -1 . 
и множество Л” [Е]. Пусть 5е5 \Л [Е] таково, что существует произ- 

водная Л“5) . В силу предложения Ш(Т.Т) для этого 5 будет 
(ged) (5) = A%S) -9(A(S)) = 5). 9(А(5)). 

Учитывая, что суперпозиция 4°А непрерывна, на основании сказанно-- 

го убеждаемся, что она служит первообразной по отношению к отоб- 
/ / 

ражению 1-($‹Л). Следовательно, существует интеграл J A“(pyoX=LgeAl, 

В частности, acp) 

То Г = - &)) = ax, PE Xi gne-lgdl, = 9()- 90) = g (a, PET), 
Cor) 

Допуская существование интеграла JA‘(yedA) w nomaras y= A“(yod), 
meant, MH сведем дело к уже рассмотренному случаю, поскольку 

BUEN (pied (Г) и ред =ф. 
Заметим, что требование взаимной однозначности функции Л может 

быть несколько ослаблено, а именно, если вместо этого предполо- 

жить только, что множество Д`[Е] не более чем счетно, то без ка- 

ких-либо существенных изменений в проведенном доказательстве мож- 

но вывести из существования интеграла }ф существование интеграла 

$ А” (ФА) и равенство (26). | 
Понятно, что указанное выше условие на множество Е заведомо 

выполнено, если Е пусто, т.е. если 4 служит точной первообразной 

но отношению кф. 

Привлекзя предложение 17(Т.!), можно сформулировать следующий 

результат. 

У. Пусть ф - заданное в основнсм на отрезке 7 расширенной 
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числовой прямой отображение в отделимое локально выпуклое прост» 

ранство У, а А - линейный непрерывный оператор, отображающий 

пространство У в отделимое локально выпуклое пространство 2 . Ес 

ли существует интеграл $ф на’7, то существует и интеграл $ Аз 
на /’, причем 

} Азф = А® $. (27) 
Применяя, наконец, теорему Т, убеждаемся в справедливости сле- 

дующего факта. 

У. Пусть $ - заданное в основном на отрезке Т расширенной чис- 

ловой прямой отображение в отделимое локально выпуклое простран- 

ство У, р > непрерывная полунорма на У, Л - вещественная функ- 
ция, определенная в основном на /’и связанная с ф соотношением 

P(P(t) < Act) (Z€7 в основном). (28) 
Тогда если ф ид. ны интегралы Ha 7, TO 

Р(19) < Гуа! («,РеТ). (29) 
Чтобы воспользоваться теоремой I, достаточно заметить, что в си- 

лу (14) можно считать B(29) х<р. 
Если функция Л в предложении У задана на всем.7`без исключения 

и непрерывна на 7’, а7’ < (-с°,+с9, то согласно теореме 3(8.4) усло- 

вие интегрируемости А заведомо выполнено (см. также Т.5). Поэтому 

если. и отображение ф задано на всем Ги непрерывно там, то в ка- 

честве А можно принять суперпозицию р°ф . Таким образом, при сде- 

ланных относительно предположениях справедлива оценка 

p( | $) = | } Рз$] (<, ВЕТ). (30) 

Далее, если функция р°®ф ограничена в своей области определения, 

то, полагая в (29) 4:1 > Sup P(g(tt) — , получим 

<|в-“| 1 © . +eg: [J=zSU (<) 21) Ip [М ope Ts oo paseo; Le Sep Pet )). т 

Т.4. Предположим, что отображение ф отрезка 7 числовой прямой 

в отделимое локально выпуклое пространство / имеет производную в 

каждой точке #е7. Тем самым на 7`’определено отображение $”: &->9<) 
(ТТ), которое называется производной данного отоб- 

ражения ф (на 7’). Производная этого отображения в точке о<7 на- 

зывается второй производной отображения $ 

в точке 1 и обозначается через Ф”(№) . Понятно как надлежит опре- 

делить производную 4“" (4) (^-3,4,...) Aero 
порядка отображения 9 в точке Фо . Для этого 
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нужно, чтобы существовала такая окрестность И точки Ё,, что для 

+еЙл'Т существуют производные- ф' "\#> (к=4,2,..., н-)). Производная в 

точке Ъ, отображения "4+4" (Р) и есть как раз $(5(%) . Ясно 
также, что следует понимать под отображением $"- произ- 

водной п-го порядка отображения $ . Отметим 
еще, что для удобства формулировок мы будем понимать под произ- 

водной нулевого порядка $°? само отображение ф ‚ так что, напри- 
мер, символ gt) означает просто (2). 

Применяя последовательно формулу интегрирования по частям, мок-> 

но вывести формулу Тейлора для отображений рассмотренного вида. 

ТЕОРЕМА 2 (Т.7). Пусть $ - такое отображение отрезка 7 

числовой прямой в отделимое локально выпуклое простран-- 

ство / , что при некотором пе существует определенное 

на 7`и непрерывное там отображение 9", а в основном на 
Т существует у“”?. Тогда, каковы бы ни были точки 1», 1е7, 

имеет место называемое о, Тейлора равенство 

НО ler а, + я) 
to 

  

pt (32) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если n=1, то, поскольку в условиях теоремы 

отображение ф служит первообразной для отображения ф”, по опреде- 

лению интеграла у $ ф(#)-$(%) , что равносильно (32). 
Предположим, что теорема доказана для некоторого натурального 

п и убедимся, что тогда она останется справедливой и при замене 
и на nei, 

Так как отображение 4 служит первообразной по отношению к отоб- 

ражению 9“"*”, а функция Л:5+>-(2-5) "Ив. (sé T) — первообразной 
(точной) по отношению к функции Л :5=>(#-5)”`* (57), то, учиты- 
вая, что по индуктивному предположению существует интеграл jA.~~ 

в силу предложения П(Т.3) существует интеграл {Л 9“”*??. При этом 
согласно (25) 

t 
=. к к . и , (2+4) 

g(t)- 7 С с 7 ‘(to)= (a- Ge” ae +, [A $ |, - (п- od 7 = 

_ 1 (t- -t,)% (a) 1 t- п с As 

“(-a! a Ф? + a4 |. 77 (4S, 

1 

      

  

  

p(t) = 2? С: (t-toy" в) + = fa. so sds, 

что и npedonanocs доказать. 
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С помощью предложения У(Т.3) может быть получена оценка интег- 

рального слагаемого (остаточного члена) фор» 

мулы Тейлора. 

Пусть р - непрерывная полунорма на У . Взяв в неравенстве (29) 

в качестве A функцию А: 5н> (#-5)" "М (зеТ), где М= or pig r))<-+00 
gen) 

и заметив, что (‹е- $" 56 =-В)/п |, в условиях теоремы 2 

получим |+. + Itty)” 

р({‹- -5)" раб) Ч | = 1] fe 5] = «М, 

так что . 
rit и = < su ( C2) 

me aS (to) с Pe. (33) 
Допустим, что существует 9‘ = 5. Тогда, поскольку 

y(t)- 2 (- НАЯ = 4-9” sols - & CB) = 
to 

  

(n- (n-4)! 

- +— а. (g(s)- 94) Ls, 
(n-4)! 5 

аналогично можно „получить такую оценку: 

p(4(t)- >.“ - g“(t,)) < [e- сте! дар PO - -945)), * (34) 

I.5. jlo сих пор мы не затрагивали вопроса о существовании ин 

теграла. Как и выше, здесь применима схема, использованная в эле- 

ментарном случае (см. гл. ТУ, § 8). 

ЛЕММА Т. Пусть Т,Т,,7Т, - такие отрезки расширенной числовой пря 

мой, что Т-ПоТ,Т, п’Р=я. Если определенное в основном на 7’ отоб- 

ражение ф в отделимое локально выпуклое пространство У имеет ин- 

теграл на 7; и на 7, *^, то оно имеет интеграл на 7’. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Можно считать, что ни один из отрезков Ди ТР 

не является частью другого, поскольку иначе 7’совпадает с большим 

из отрезков и утвэрждение леммы становится тривиальным. 

При сделанном тспущении обе’ разности /\ри 72 \Пне пусты, так 

что существуют ед \ 7 и peTe \‘й. Предположим для определенности, 
что «<В, и докажем, что 71 < [-,в] , 72 < [х, +09]. Действительно, если 

бы, например, сушествовало такое 27; ‚, что {>В , то, поскольку 

B>o, Onno бы р<[х,Ё]<='а. Возьмем теперь какую-либо точку & < 172 

и, зведя промежутки Ту = [-, 11 ТТ, , ТУ=[,,+=1 ар , убедимся, 

  

+) Строго говоря, следовало бы сказать, что имеют интеграл суже- 
ния ф на Ту п.Пр и НА Тп.Пф. В дальнейшем мы систематически 
будем допускать подобную "ВОЛЬНОСТЬ речи. 
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ato 7'= TrUTp « В самом деле, если {7 и, кроме того, #=Ё,, TO He» 

пременно должно быть Те7, ‚, так как в ином случае (Е %Ж\П ) мы 

получили бы по доказанному х<Ё5Ё, Т.е. Ёе[х,1,]1<. Таким же 
образом проверяется, что из условия 121, вытекает включение 2. 

Ясно, что отрезки 7, и Т, имеют одну единственную общую точку 2. 
Поскольку 7; < 7: (-1,2), то отображение ф имеет интеграл на каж-- 
дом из отрезков 77 u 7; . Пусть 9; и 4» - первообразные по отноие-- 

нию кф на отрезках Т./ и Т, соответственно. Так как первообраз- 

ная определяется по данному отображению лишь с точностью до пос-. 

тоянного слагаемого, то можно подобрать 1, и 7, так, что 7, (1,) =9, (la), 

Это равенство обеспечивает непрерывность на 7’отображения GZ» Oe 

ределенного на 7’ следующим ‚образом: gt) = 9.(t) , ecm te Tf 

u g(t)=9,(t) › если teT, 
Jaa touer t¢ 7;’, отличных от /, ‚ производная Ge) существует 

одновременно с производной 9; ‘(t) , причем 9) = 9: (7) . Анало- 

гичное утверждение имеет место и для промежутка 7, . аким обра- 

зом, если Е, и Е, - исключительные множества для первообразных Is 
и 4, соответственно и E=E,vE,u{t,}, to nan tée7T\E& wweem 7 y(Z), 

Следовательно, $ служит первообразной по отношению к 9 ка 7. 

СЛЕДСТВИЕ. Т. Пусть ТГ - отрезок расширенной числовой се мой И 

t,t, .-. - такие точки отрезка 7, wo 1, =Ё,<...51,. Положим 

То in T, T,=Ct,,t,], see, и =, и, т. = да T. 
Если отображение ф , заданное в основном на 7’, со значениями в 

отделимом локально выпуклом пространстве / имеет интеграл на каж 

дом из отрезков 7х (“=0,1,...,^.), то оно имеет интеграл на всем 

отрезке 7’. 
Заметим, что если обозначить через Е„ исключительное множество 

для интеграла от ф на отрезке Те ›‚ то исключительное множество 

для интеграла от } на 7’ отличается от объединения ОЕ. разве 

лишь точками 1,,Ё,,..., №. 

Отображение .ф из отрезка Т числовой прямой в отделимое локаль- 

но выпуклое пространство У называется конечнознач- 

ным, если можно указать такие отрезки 7 » Io 2 „1. и элементы 

Yor Yar ве». что 7-0) Те и Ф(Ё)=Жь если < - внутренняя точка от 

резка 7, (=1,2,.. yn). 
СЛЕДСТВИЕ 2. Конечнозначное отображение ф отрезка 7’ числовой 

прямой в отделимое локально выпуклое пространство У имеет интег-- 

рал на Т.. 
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HeficTBATeAbHO, eciM $(t)=4, IA BCX BHYTPeCHHAX TOUeK $ како- 

го-либо отрезка ъ<7Т, то fy =(Pp-“)Yo (“,в< 7). Сформулирован- 

ный в следствии & результат вытекает отсюда с помощью следствия Т. 

В соответствии со сказанным выше исключительными для интегра- 

ла от конечнозначного отображения будут лишь точки *,%:,...;б = 

концы промежутков постоянства отображения $. 

Вопрос о существовании интеграла на открытом промежутке 7” 

расширенной числовой прямой сводится к такому же вопросу для 

замкнутых промежутков. 

ЛЕММА 2. Пусть 9 - определенное в основном на открытом проме- 

жутке расширенной числовой прямой отображение в отделимое локаль» 

но выпуклое пространство У . Если ф имеет интеграл на каждом зам 

кнутом промежутке, содержащемся в 7, то ф имеет интеграл на г. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 7= (а,8). Рассмотрим такие числовые пос- 
ледовательности [а„} и {6„}, что 

b= fim bn “Чи. @и 56, =61.,<6 (и=1,2,...), 

М. —>оо 

и пусть [и - интеграл от ф на, промежутке 7. =[аи, 6„1. Примем [= 
=U I, Ясно, что 9, =О От =О 7, = Т^. Докажем, что так опреде= 
ленное соответствие Г однозначно. Действительно, если (<, в>, //), 
(<, в>, /,)е] , то по определению при некоторых т,пеЙ будет (<a, A>, 

41)€ Iq + в», и) Е], . Считая для определенности тз/^, заметим, 
что сужение отображения Г, на 7’* является интегралом от © HO Tm 

так что ввиду единственности интеграла оно совпадает c J,. Cilce 

довательно, Y,= ее P= Yo, 

Ecau <s,t>e72, T0, Kak OWeBUIHO, MHOKecTBO 7, будет для дос- 

таточно большого и. окрестностью (в@^) точки <5,Ё>. Стало быть, 

поскольку [, непрерывно в этой точке, будет непрерывным и его 

распространение [. 
Пусть теперь Е,- исключительное множество для интеграла Z, . 

Положим ЕО Е, и возьмем се Т\ЁЕ . Для достаточно большого л., 

очевидно, а„ < <ё,. Но тогда 7,\Е„и, следовательно, существует 

плотность Ду (#)=$(1) , а поскольку Г - внутренняя точка промежут- 
ka 7, , то существует и плотность О; (#)=2; (т). Заметив, что мно 

жество Ё не более чем счетно, заключаем о том, что Г - интеграл 

от ф на т’. 

Т.6. Хотя в предыдущем пункте и был указан класс отображений, 

имеющих интеграл (конечнозначные отображения), сам по себе он ед- 

ва ли может играть заметную роль = слишком мала вероятность того, 
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что данное отображение окажется конечнозначным. Следующая ниже 

теорема позволяет существенно раздвинуть рамки этого класса - в 

этом и состоит ее значение. 

Рассмотрим отрезок 7 числовой прямой и отделимое локально. вы-- 

пуклое пространство У . Пусть { у» } (€€=) - фильтрующееся семей- 

ство отображений из ] в У ‚, каждое из которых определено в основ- 

ном на Г. 

ТЕОРЕМА 3 (Т.7). Пусть ф - отображение из 7 в У. Предпо- 

ложим, что выполнены следующие условия: 

Г) существует такое не болэзе чем счетное множество &= 7; 

что Oy? TE И Quy. OT\E Waa каждого &е.. 

2) на множестве TNE семейство 1 Pz } (eee) равномерно 

сходится кф; 

3) каково бы ни былоёе:., отображение Ф„ имеет интеграл 

z= § $ Ha Т’, причем исключительное множество &, WA Me 

теграла /„ содержится вЁ ; 

4) пространство У полное. 

Тогда — ‘ имеет интеграл на 7, при этом 

= [т м (<,веТ), (35) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. зе какую-либо фиксированную точку БеГи 

определям на 7’ семейство отображений 9. ‚ полагая 4. :#=* Sf Ye 
(teT) (€€2). Докажем, что при любом 2е7Т’ семейство {4.4} (4°) 
элементов пространства У сходится в себе. Действительно, если р 
— непрерывная полунорма на У, то в силу (ЗТ) 

t 
Рес Чи = РС 6-5 8-0, (4,1е), (36) 

где 9.„„= Sup Р(ь)-и<) (&,1е2.). Но из очевидного неравенства 
ЖЕГ\ 

Oz, 5 = supp (фь.(<)-у, (т) < 

<озир Рф 29а) + зар PL Pyle) gle) (37) 
вытекает, 20, Lit ©.„=0 , откуда и следует сходимость в себе 
семейства {,(#)} (8ег.). 

Ввиду полноты пространства У , для каждого те 7 существует пре- 

дел „бт 4%(Е) . Докажем, что отображение 7:Ё=> fun get) (%еТ) 
служит  ервообразной по отношению кф. 

Установим прежде всего непрерывность на./’ отображения $ . Для 

этого достаточно доказать, что для произвольной непрерывной полу- 
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HOpMa P Ha Y Mw MpOUSBOABHOH TOUKN T<7” UMeeT MeCTO PaBeHCTBO 
„ит р(9®-9&)=0 . Поскольку 9%(#) -дь (== Г vy. (tT, &€Z), 
т 

в силу (ЗТ) 
+ 

Ре О д-р = РС Е «ЕЕ, (8,162 

Переходя здесь к пределу но 7 (при фиксированном &е2.) и используя 

(37), получим 

р (9в(@) - 942) - 95 =) + gir) < 
< Гео Ox, <lé-cl sup P(p(S)~ $08), (38) 

Следовательно, 

Р(9(Е)-9)) < р(9- (#)— 49 (6) +[8-т | sup P(9(5) ~ eg (5)), 

Но отображение 9, непрерывно, Поэтому ‘Lim Р(4ё(&)-9: («= 9. 
Тем самым и [Lim p(g(t)-g(c))= 0. 

Убедимся тенерь, uto gaa TE7\E существует производная g(t), ) 

равная $(#) . Для 5еГ имеем 

22-82 - 9(t) = BOBO _ Фа (2) + 
5-Е 

9($2- 9 (5) — (9(Е)- 9 (>) = Я = ge 4 (ye(t)-9(t))  (&€=),   

Таким образом, если опять понимать под р произвольную непрерывную 
полунорму на У , согласно (38) 

p( fo (5)- LOU | g(t)) < < p (ae - g(t) + 

+2 sup P (P(t) - Hy (x) (662). (39) 

Так как 4% (2)=y,(t) ›‚ то, фиксируя произвольное &е7. и переходя в 

(39) к пределу при 5 —>  ‚, получим 

tim p (I 4@ - 9(2)) $Z Sep. р (9) - фа (=), 

Следовательно, 

fim p (207° - 9 (t)) <Z fim apr P. P(t) ~ Pz Ce)) =0, 

т.е. y(t) = fim 9-е. 
5-Е 

Таким образом. установлено, что 9 служит первообразной по от- 

ношению кф на Т .. Иными словами, $ имеет на Т интеграл. 

Для завершения доказательства теоремы осталось заметить, что 

22



)4- = 9(В>- 9 = | lim m ( ga() Je) = Lem Lim § Ye (x,p€T), 

ЗАМЕЧАНИЕ. В случае, когда с. - множество всех натуральных чи-- 

сел, нередко на роль Е’ подходит множество Е= С Е.„, где по-прежне- 
му Е„- исключительные множества для интегралов }ч„ . Формулиров- 

ку получающегося при этом предложения мы предоставляем читателю. 

I.7. Основываясь на доказанной выше теореме, установим следую- 

щий важный результат. 

ТЕОРЕМА 4 ‹Т.7). Пусть Т - отрезок числовой прямой. Непре-- 

рывное отображение уф отрезка Т в полное отделимое локально 

выпуклое пространство У имеет интеграл на 7’. 

‹ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В соответствии с леммой 2(Т.5) можно считать от-- 

резок Т’ замкнутым. Пусть, например, 7=[,61. Тогда непрерывное 
отображение $ отрезка Тв пространство У будет и равномерно непре- 

рывным (см. Теорему I(7.5)), Tak что какова бы ни была окрестность 

нуля И пространства У можно указать такое число $,>0, что соотно- 

шение (#^#”1< $; (ЕТ) влечет включение ф(Е°- 9(#") «У. Выберем 

рациональные числа &,%,...,#е7 так, что а=& <: <... < 5-Е Ён 
(к=0,1,.., м), и положим в (вк, 1) (Век, к), К=0,1,.,1). Нее 
но, что этим определено конечнозначное отображение ¥, . При этом, 

если t€7 w t# ty (f= 94,...,4*L), то при некотором к=0,1,...и будет 

t€(tx, teu), TAK UTO | 
| 9 (E)- OE) = 9 Lee) - PE) EV. (40) 

Обозначим через Е’ множество всех рациональных чисел промежутка 

Т’ , дополненное точками хи . Из соотношения (40) следует, что 

множество Е, фильтрующееся (по убыванию) семейство {Фу} (И) 
 конечнозначных отображений и данное отображение ф удовлетворяют 

всем условиям теоремы 3, применение которой завершает доказательство. 

Т.8. Если фигурирующее в теореме 4 пространство У нормирован- 

ное, то условия указанной теоремы можно несколько ослабить. 

ТЕОРЕМА 5 (1.7). Пусть ф - заданное по крайней мере на 

внутренности T° замкнутого промежутка Т=[а,6] расширенной 

числовой прямой непрерывное на Т’отображение в полное 

нормированное пространство У и Л -- вещественная функция, 

заданная в основном на Г’, Такая, что 

ГРЕХ = 24) (teT 7 Q,). (41) 
Тогда если А имеет интеграл на 7, то и ф имеет интеграл 

на Г. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Согласно теореме 4 интеграл от $ существует по 

крайней мере на отрезке T °=(a, 6) , Пусть $ - какая-либо первообраз- 

ная по отношению кф на отрезке Т”. Если #, ЕТ”, то согласно (29) 

СЕ” - 91 = 1 1.71 < if А], 
п 8 , 

и так как Ит ()- { д=0 , то тем Gonee lim Ng(é")-g(e’=0, Ввиду 
946 РЁ tt" 

полноты пространства У отсюда вытекает существование предела 

fun, g(t) . Точно так же можно убедиться в существовании предела 

fim g(t) . Нетрудно понять, что отображение 9 , определяемое на 
Т следующим образом: 9(#)=9(#) , если еТ®, 7(#)= Шт (т) , если 
1=аи 9 (= (т 9(=) ‚ если %=6 , непрерывно на 7`и в основном на 

7°, а стало быть, и в основном на 7 имеем 7”+)=$ф(#). Таким об-= 
разом, 9 — первообразная по отношению к ф на Т. 

Т.9. Пусть ф — отображение отрезка Т расширенной числовой пря- 

мой в векторное пространство У. В этом пункте нам удобнее трак- 

товать $ "геометрически" кэк путь в пространстве У (см. Т.Г). За- 

метим, что множество $ Т] - область значений отображения о - 
называется траекторией пути ф. 

В предположении, что У - отделимое локально выпуклое простран- 

ство, будем называть путь $ гладким, если на ТГ существу. 

ет непрерывная производная $”. 

Рассмотрим непрерывный путь ф в нормированном пространстве У, 

определенный на промежутке Т расширенной числовой прямой. Пусть ё, 

- конечное подмножество промежутка 7. Перенумеруем элементы мно- 

жества & в порядке их возрастания: &={1%,1.,...1,} (%<8<...< 1 ) 
и составим сумму 

re 

Ue =P, WO te) - (bx. (42) 
к=1 

Всли через 7, обозначить совокупность всех конечных подмножеств от- 

резка Т’, упорядоченную по включению, то описанная конструкция 

приводит к фильтрующемуся числовому семейству {95$ (562.). Дока- 

жем, что это семейство возрастающее. Возьмем &,,&,65; (&,<&,). Про- 

веряя неравенство их <, , можно, очевидно, ограничиться рассмот- 

рением случая, когда множество &„\&, состоит из единственной точки, 

которую мы обозначим через # ; элементы множества &, обозначим че- 

рез %,&,....№ (<&<...<ы). Предположим, что существует нату- 

ральное число м , что „_,<2 <. Тогда 

Y= 2s Mlb) к = Пн) и ‘2. No te)~ Gtx M+ 2, кН 
K=4 
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т-1 п. 

< pL) PCED + Hoe) — (Е 1 +2. p(t) - 9 (tea) +2, (te) ~ Plbe-4l = Ue 

Если числа т с указанными свойствами не существует, TO должно 

быть #< 5, или 1>1,. Если, например, реализуется первая возмож- 

ность, можем написать . 
я. 

9, =2, Св) - ФМ SH 9(to) GEM + 2 Ск) ~ Plead = Ya, . 

Аналогично исчерпывается случай T>T, 

Будучи монотонным, семейство {9 } (авЕ ) имеет предел (см. тео 

рему 1(4.2)), который называется длиной пути. Если 

при этом т 1, <+со , ТО путь называется спрямляемым. 

Возьмем числа & ‚ВЕТ (<=В) и обозначим через 5(х,в) длину суже- 

ния пути 4 на отрезок [*‚, в]. Справедливо равенство 

5 (9,1) = 5, В) +5(,]) (PET, X= PsP), (43) 
Действительно, обозначим через 2, совокупность всех конечных 

го 
подмножеств промежутка [х,]] , а через =.°-- совокупность всех ко- 

нечных подмножеств этого же промежутка, содерхащих точку В. Hono, 

что множество г. конфинально =. (см. П(У.2.2)), ноэтому т UV. = 

=-Cim Чё = 5 (=) . Такие же множества, но применительно K 
ger? 

промежуткам [= ‚и ГВ, 7], обозначим через ..., we И г г соответст-- 

венно. Понятно, что 5(, р) =1 lim, Ye (BY Com Vz. Bospmem &;¢€ 

так, чтобы Vs. (4627, 4; 55, 5 (1,2) мало ‘Этличелось от 5, ру И от 
5(В,/) соответственно. Точно так же найдем &%7., исходя из требова- 

ния близости и: к 5(>,]) (&е7:,&2&7). Можно считать при этом, что 
&°э61иё,. Полагая &:*&°л [м1 ‚&,-&°Грв,]] , имеем уз. = №, +Ug ss 

т.е., поскольку &;2&? (2=1,2), равенство (43) выполняется со сколь 

угодно малой погрешностью, а тогда оно верно и в точности. 

Предположим, что $‘, В)<+е» для любых “,веТ (“<В). Принимая 

5G, (<< 
steup ef Р) 2 

= (5) (%>в) (x, B€T), 
с помощью соотношения (43) можно легко убедиться в том, что так 

определенная на T? функция ориентированного промежутка сб аддитивна. 

Докажем, что определенная выше функция © непрерывна. Для этого 

в соответствии с предложением Т(Т.2) достаточно убедиться в непре- 

рывности на 7 функции 9:2=> 6 (&, 12 (17), где х - какая-либо 

фиксированная точка отрезка 7’. Пустьх‹7Т . Предполагая, что < не 

совпадает с левым концом отрезка 7’, установим непрерывность слева 

(44) 
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функции а в точке < . Выберем число сое/ так, чтобы х.<т . Так 

как в +в, £5) ‚ то функции 9 и 4: кои, ВЕЕТ) 

одновременно непрерывны или нет в точке т . Это позволяет считать, 

что уже X<t, так как в противном случае мы заменили бы функцию 

функцией №. Возьмем число ©>0 и найдем такое конечное подмноже-. 

crpoé={0,,4,..,a} (tost<...<t,) ompeska [x,t] , что 

g(t) = S(<x,T>) = S(%,T) =&+ Ve =& +7’ 4х) — P(E DM. (45) 
Ac=14 

Так как х<Т, то можно считать, что число элементов множества é, 

не меньше двух и что /,., настолько близко к 71, =т , что[у(%,)- 9(1,.,)|< 

<<& ‚ Тогда, поскольку функция G » как очевидно, возрастающая, су- 

ществует gir 0) = = im ‚ 9(&) ‚ причем 4(т-0) =4(<), поэтому в силу (45) 

4) <26 «УМО vt „Л < РЕН (<, Т,_,) < РЕ, +9 (1, -1) 2 +9(<-0). 

Ввиду произвольности & это приводит к неравенству gs 9(Е- 0}, 

т.е. с учетом сказанного ранее к равенству 0(т)=9(т-0). 

Аналогично доказывается, что $ непрерывна справа. 

Предположим теперь, что рассматриваемый путь не только спрям- 

ляем, но и в основном на Г имеет касательный вектор. 

Т. Если отображение ф’ непрерывно в точке Зое Qor то функция © 

имеет в этой точке плотность, причем 

Dg (fo) = PCT, (46) 
Действительно, пусть о,реТ ,X<T <p, X+p wu E={7,,4,,..., | 

(1,<Ё,<...<Т,) - непустое конечное подмножество промежутка fo, 61 

ПОЛОЖИМ dy = t,-t 7 Q=0,,nla,p]. Cormacuo (33) 

[1-4 ско + е2- | - 2, (te -t. ОНО < 

И. 

$2. ГС - 9х. - д Ь < Z, (betes) sup hy C- 9M = 

- d, $ир [9-9]. ee? (47) 
Переходя в этом неравенстве к пределу и принимая во внимание, что 
lim ad, =p-% , Tonyyaem oleHKy 
eee 

| SEE? _ pocegi] < Sup 14 - И. p-o TE, 

a?



Ввиду непрерывности отображения в точке т, правая часть в 

последнем неравенстве может быть сделана сколь угодно малой за 

счет достаточной малости разности в-х ..Но это и означает спра-> 

ведливость равенства (46). 

Таким образом, если отображение Ф’ непрерывно на всей области 

своего определения, то с=)л ‚, re A: treo (Te 2). 
Все предшествующие рассуждения существенно использовали конеч- 

ность длины пути 5(%,в) для любых х,реТ. Укажем одно достаточ- 

ное условие этого. 

П. Пусть 9 - непрерывный путь в нормированном пространстве У, | 

определенный на замкнутом отрезке 7Т`=[х,‚в] числовой прямой. Если 

в основном на Г путь ф имеет касательный вектор и функция A: 2+ 

> lott (te (Qy) ограничена, то Ф спрямляем. 

Предполагая, кроме того, непрерывность (на Qo) отображения 9" 

для длины 5 пути ф имеем формулу 

$= JA=fi pide. (48) 
aQa- a 

В самом деле, рассуждая по той же схеме и используя те же 
обозначения, что.и при выводе (47), придем к неравенству 

Ue <) (Ти -Т„.,) © i ФЛ = de Sup J pcr yyy, 
=f TE Е 

откуда, переходя к пределу, получаем 

5 (5, В) < (В - Hp ‚ВЕТ, “=В). ©, В) (В a) Sup фе < +00 (©, В Г, В) 

В случае, когда условие ограниченности производной 9’ выполне- 

HO He Ha BCeM 7, а лишь на каждом замкнутом промежутке, содержа- 

щемся в открытом промежутке 7 “=(a, 2), формула (48) уже перестает 

быть верной, однако, если вместо интеграла } Д в ее правой части 

написать предел lim 5 А ‚ она сохраняется и в этом слу- 
A> A+0,R—+b-0 of 

чае. При этом нет надобности считать, что Г’ - конечный промеху- 

ток. Несложный вывод указанного обобщения формулы (48) мы пре- 

доставляем читателю. 

$ 2. Дифференциал 

Отправляясь от данного в предыдущем параграфе определения про- 

изводной отображения отрезка числовой прямой з локально выпуклое 

пространство, можно решить задачу об аппроксимации (вблизи дан- 

ной точки) произвольного отображения векторного лоостранства в 

локально выпуклое пространство с помошьк линзйного отображения. 
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2.1. Пусть Х - вещественное векторное пространство, / - отде- 

лимое локально выпуклое пространство (также над полем К), Г - 

отображение из Х в У. Возьмем элемент же. и произвольный век> 

тор уеХ. Путь 9: => <, +10 (Те) называется прямой (про 
ходящей через х, в направлении v )*). Область определения суперпо» 

ЗиЦии P= foo во всяком случае включает точку 0 . Предположим, что 

05 содержит и некоторую окрестность нуля. В этом случае можно 

говорить о производной отображения Ф в нуле, т.е. о пределе 

(0) - fim b(t) - (0) - fim F'(%o+tU)— F'(2o) . 

t—0 t t-r0 t 
Если указанный предел существует, то он называется произ.- 

водной отображения /’по направле- 

нию Т (на элементе х,) и обозначается символом (ль). 
Т. Если на элементе х, существует производная Fy (х,) по направ 

лению и и < - вещественное: число, то на х, существует и производ- 

ная по направлению хо, причем 

RR (tg) = & Ff (to), (I) 
Действительно, ecau y:tr»2,+aly (teR), p:tr->ax,+ty (Те), 

A:trvot (LER ), то ф=9-А и, следовательно, Р®ф=({ъ9)5Д . Так как 
(0) = , то сформулированный выше результат вытекает из пред 
ложения Ш(Т.Т). 

В общем случае более содержательных утверждений о зависимости 

производной по направлению от направления сделать нельзя, хотя 

бы уже потому, что производной по отдельным направлениям (и та- 

ких направлений может быть чрезвычайно много) просто нет. Чтобы 

исключить указанное обстоятельство, дадим определение. Множество 

() в векторном пространстве Х будем называть звездным 

относительно элемента т.еЛХ, если множество ()-х, поглощающее. Пред» 

положение о звездности относительно х, области определения (©, 

отображения /’позволяет, очевидно, говорить о производной отобра 

жения /’(на х,) по любому направлению УХ, Если для каждого ИеХ 
существует производная Fy (х,) и такой линейный оператор 4 (изХ в 

У ), что Е (х,)= Ам), то говорят, что Г’ дифференци - 
руемо в смысле Гато (на элементе х.). Опера 

тор А называется при этом дифференциалом Гато 

отображения Г’(на элементе х,) и обозначается через «А $). 
  

+) Часто под прямой подразумевают не сам путь $ , а его траекто» 
рию ЮР], т.е. совокупность всех:элементов из X , представи» 
MHX B ВИДе X+tv (TER). 

++) Оператор А называют нередко также и производной 2 смысле Гато 
отображения /’и обозначают в этом случае‘ через /”(х,). 
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Таким образом, 

Fi, (20) = AF (29) (v) (veX) | (2) 
Дифференцируемость в смысле Гато отображения /’означает, как 

ясно из определения, квалифицированную зависимость производной 

по направлению от направления. В силу предложения Т, для диффе- 

ренцируемости в смысле Гато отображения /’ достаточно, чтобы су- 

ществовала. производная (на элементе х,) по любому направлению, 

причем 
Руни (Жо) = Ри (о) +Ру(щь) (м, ЕЛ). (3) 

Рассматривая в определении дифференциала направления из неко- 

торого подпространства векторного пространства Х ‚ можно прийти 

к понятию частного дифференциала Гато. Дадим точное определение. 

Пусть Х›- подпространство векторного пространства Х и множество 

(0. звездно относительно элемента %€ [2.110 направлениям из под-- 

пространства Х, т.е. множество (2-х, поглощает подпространство До. 

В этом случае, понятно, можно говорить о производной отображения 

Е’ в точке х, по любому направлению veX,. ECM для каждого иеДо 

существует производная Е.» (ео) и такой- заданный на Х, линейный опе- 

patop A , действующий в Y, wo £,(x)=Av) (veX,), Torna говорят, 
что отображение Г’ дифференцируемо в смысле Га- 

тт по подпространству X, B Toute xe, a one 

ратор Д называют дифференциалом Гато отоб- 

ражения Ё’в точке х» по подпространству Х 
или частным дифференциалом Гато,и 

обозначают его, как правило, через dy, Е). 

Нетрудно понять, что если отображение Е’ дифференцируемо в смыс--` 

ле Гато в точке %, TO OHO дифференцируемо в смысле Гато в точке 

т, по любому подпространству Л, векторного пространства Х , при 

этом dy Е(«,) представляет собой сужение оператора &/”х,) на под- 

пространство Х.. 

Предположим, что кроме пространств Х и У дано еще векторное 

пространство; и отделимое локально выпуклое пространство У. 

Пусть Ф иФ - линейные операторы из Д вх и из У в9/ соответет- 

венно. 

П. Если отображение /'’из Х в У имеет на элементе хеО.дифферен- 

циал Гато и 47 - непрерывный оператор, то отображение Л. = о/*° $ф 

также имеет дифференциал Гато на любом элементе 2,€P [x], причем 

4) = Ч “Е се)Ф. (4) 
(в правой части соотношения (4) стоит суперпозиция линейных опе- 
раторов). 50



B camom gene, nycts df(x)=A . la moooroveX umeem 

Fy x)= Fim FESTA - Av), 
Поэтому, если weX , TO, воспользовавшись непрерывностью опера- 

тора 4, можем написать 

WA $(w)= lim 
что и требовалось доказать. 

С помощью предложения Т(Т.Т) без труда получаем 

Ш. Пусть Р/ и С, -- отображения из векторного пространства Л в 

отделимое локально выпуклое пространство / , имеющие на элементе 

х,еХ дифференциал Гато. Тогда отображение /Р’: хн> мА; (х)+рв Рь (х) 

(xeQen О ) (a, В - данные скаляры) также имеет на х, дифференциал 

Гато, причем 

  

(РФ (о +) - Ч(ЕФ(х,)) 
1 7 

AF (Xo) = KAF, (Xo) + PAF, (Xo), (5) 

Отметим в заключение такой очевидный бакт. 

ТУ. Пусть [’- такое отображение из векторного пространства X 

в отделимое локально выпуклое пространство У ‚ что существуют 

элемент хеХ’, множество Ё<()-, звездное относительно элемента х,, 

и линейный оператор 4 из Х в У, совпадеющий с Р’наА , Тогда А 
служит дифференциалом Гато отображения Р’на элементе х,. 

2.2. В этом пункте рассмотрим вначале свойства линейных опе- 

раторов, действующих в конечномерных пространствах, и на этой ос- 

нове получим свойства дифференциала Гато в случае, когла прост 

ранства Х и У конечномерны. 

Пусть б и Г’- непустые множества. Отображение ‹ё произведения 

охТ в поле скаляров № называется матрицей (размера 5*7; если о- 

={1,2,..,mf, 7={4,2,..,2}, TO O матрице размера 5х7 говорят как о мат- 
рице размера м»л.). Пусть 50. Отображение ‹ё; : Ё+>Ис,Р) (ЕТ) 
называется строкой матрицы ‹# , соответствующей элементу 56. Ана- 

логично определяется столбец $" матрицы $ ‚ соответствующий эле- 

менту #7, как отображение A‘: s+>$5,t) (seT). 
Если 0 - матрица размера 5х7’, то, полагая о (Е, 5)=# (5, Е) 

(1ЕТ’,5еб ), получим на 7х5 матрицу”, которая называется транс- 

понированной по отношению к ‹ё ‚ Ясно, что строки транспонирован- 

ной матрицы являются столбцами данной, а столбцы - строками. 

Рассмотрим конечномерные векторные пространства X= RMP” 

u Y-R”R***>” 5 a coorpeTCTBeHHO UX KaHOHMYeCKMe GasucH £,H , 
состоящие из координатных отображений (см. УТ.2.2). Каждому 

5 
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оператору ДЕД(Х, У) сопоставим определенную на //^Е’матрицу «#= (267), 

принимая ау зов) = =(A (é)jrE (ACE) ету, т ). ВОЛИ, 
напротив, на НхЁ задана 7 матрица 4 ‚ то для элемента 6„(к-1,2,..., п.) 

канонического базиса пространства "положим $(=„)=“ . Ясно, что 

ф отображает множество Е в^”и потому согласно замечанию 2 к 

теореме 1(2.6), существует единственный линейный оператор Ае/, (К, „Ю") 
служащий распространением отображения ф. Поскольку при этом А(Е„)= 

= o(,)=o “nua Kamnoro «=1,2,..,/2, TO, eCim по оператору Д опреде- 

лить теперь матрицу, она совпадет с исходной матрицей ой. 

Итак, установлено взаимно однозначное отображение между множе-- 

ством /(®’,Ю")и множеством определенных на //^Е матриц, причем, как 

нетрудно проверить, это отображение представляет собой изоморфизм 

векторного пространства /, (®” Ю”)и векторного пространства (с по- 

координатными операциями) всех определенных на //*Ё'’ матриц. 

Предположим, что кроме заданной на //>^Е матрицы «# имеется еще 

заданная на Е*С ( 4={1,2,.., к ) матрица ед . Положим 

св-во (é2ty2,..m5 21,2505 0). 
4 - 

Матрица С ‚, определенная этим соотношением на произведении //^© , 

называется произведением матриц «и В и обозначается символом 
«В (или «8 ). Если трактовать строку of; матрицы ой как матрицу 
размера {{}хЁ и точно так же столбец «* матрицы ‹8 как матрицу на 
произведении Ёх{01, то, элемент С(:,() матрицы С-В будет произ-- 

ведением матриц ‹Д; и 82, т.е. са,6- fh, BE 
Вернемся к оператору А и определенной им матрице «„/. Отождест-- 

‘BEM элемент хе"с "одностолбцовой" матрицей, т.е. матрицей, за-- 

данной на произведении Ё*{0} ; ж(/,0)= <, (/еЕ). Аналогично поступим 
с элементами пространства К". „Поскольку X= 2 €7 4 TO 

A cadaZ, 27 Acep- ZAC 1х; fd, 

т.е. „. 

A(x)(1)=€; (A(z) = 2 A (i,j) %; 27 ух (6=1,2,.,т).. 

Таким образом, 
А (х)=#.х. (6) 

Соотношение (6) показывает, что действие оператора /Д на элемент 

хеК”состоит в умножении матрицы «/ (не зависящей от х ) на стол- 
Cen x. , 

Учитывая, что конечномерное векторное пространство изоморфно 

произведению конечного числа прямых, можно вывести матричное 
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представление линейных операторов и в произвольных конечномерных 

векторных пространствах. Пусть Х,У - конечномерные векторные про- 

странства и Вен У). Выберем базис ЕЁ = {е.,е„,...е„{ в пространстве Х 

и базис /={А, 1... в пространстве У. Через $. иФ, обозначим ко- 
ординатные изоморфизмы пространства Х на "и соответственно про- 

странства У на "(это означает, что элементу х- fx ; простран- 

ства Х сопоставляется отображение 1-х, (/=1,2.. 19 и анало- 

‘гичное происходит с элементом /еУ). Положим 4; = 5:4 му $". Линей- 

ный оператор 4=$,8% отображает пространство ©” в пространство R™ 

и, следовательно, определяется матрицей ой размера мхл . Поскольку 

АФ; =$,В, то для любото хех имеем 
G,, (2 (2) = A(Be (x= ФЕ (х), (7) 

т.е. столбец координат (относительно базиса 1 ) элемента 8(х) 

получается умножением матрицы ой на столбец координат (относитель- 

но базиса Е ) элемента х . Если через Гу1и ‚[х7: обозначить столб-- 

цы координат вектора уеУ (в базисе /') и соответственно вектора 

хеЕХ (в базисе Е ), то соотношение (7) запишется в виде 

[Во] = [ЛЕ . (8) 
В заключение, вернувшись к пространствам ®”,^”, отметим, что 

если матрица A(t) = ( a,;(t)) pasMepa mx/L COCTOMT U3 OTOOpaxeHUh 2, i E) 
(c:1,2,..,m $5 ]1=Ь2,.,п”), заданных и непрерывных в точках некоторого 

открытого множества С. топологического пространства 7, то отобра- 

жение из С в /1(®”", ©"), сопоставляющее точке #6 линейный оператор 
A(t) , определяемый матрицей %(*) , непрерывно. Для обоснования 
этого утверждения, достаточно заметить, что, как нетрудно показать, 

(AON < [AS a; Ly 
НЕ 

Рассмотрим  онечномерные векторчые пространства Х и У (над по-> 

лем К) и фиксируем эазисы Е ={е.,е,,...е„{в пространстве Х и соот-- 

ветственно //={#,,А»,., Ри! в пространстве У. Если отображение Л” из 

Х в\У имеет в точке х.еХ дидференциал Гато AF(x,)=A, TO B CooTBeT= 

ствии со сказанным в начале пункта он определяется некоторой мат- 

{ 

-f = f Clay ал... @ м 

ея Ame ° ‘ ° Ann 7 

которая называстся ма. рицей Нкоби отображения F’ 

в. точке д, (соответствующей дазисам Еи Н). Согласно (7) ‹ к-й 
стол9зи мэтрицны Якоби GonfaiaeT со столбцом координат элемента



Ale) ‚ Т.е. со столбцом координат производной Е, (х›) 10 направ- 

лению е,. Обозначая через } j (1=1,2,...,т.) координатные функциона-- 

лы в пространстве У, т.е. функционалы, сопоставляющие элементу 

У его ]-ю координату (в базисе //), мы получим таким образом 

к Gi (Fe, (Xo)) wm, учитывая результат предложения ТУ(Т.Т), 
Bin = =Fje, (хо) (]=1,2,.,т; к=1,2,..,п), (9) 

где через Fi обозначены координатные функции отображения /”, т.е. 

суперпозиции Fi = F;° oF, 

Пусть Х= ю^' уУ-Ю"и базисы в Х,У канонические. При этом отобра-- 
кение /” можно трактовать как семейство /и вещественных функций Fy 

(координатных функций отображения Р’) от м вещественных "перемех- 

ных", так что 4: F(x) o8Hataet Я; = Ри, и, ... &,)(х=(&.,&,,..., Enh y= 

=(и: M22. 1) . Производную отобрежейия [’по направлению е„ называют 

В этом случае частной производной TO Kh 

переменной и нередко обозначают символом ge (д). Согласно обще- 

му определению , , , , 

=. a ны Seer E nd (9 0(62,.582)) 
 Энементы матрицы Якоби в рассматриваемом случае - это просто 

частные производные координатных функций данного отображения: 

Чж= 1 Hi (x) (j= 1,2,..,m $К=1,2,.... № ), так что матрица Якоби, 
27 4,...27Г т 

д’ 
обоза “немая В yaHHOM случае через Ба = ’будет 

(Жо) = [т 

  

OF, es oF 
f= D(Fi,Fe, «pF Fin) (Xp) = 78, (%) 5 oO” ° „ (5) 

Ри, 4) а) 4 Зы Чо). ° - Е (х,) 
dé, ° je, ° ° Jin ° 

Трактуя комплекснозначную функцию /’, определенную в некоторой 

области комплексной плоскости, как отображение из в ^^, мы мо- 

жем (в предположении дифференцируемости в смысле Гато в точке ле 

=») связать с ией матрицу второго порядка = матрицу Якоби отоб- 

ражения К’. Выясним условия, при которых действие дифференциала 

ато АРС,)=А равносильно умножению на некоторое комплексное число 

. Обозначая, как я, выше, элементы матрицы Якоби через Lin И 

понимая элементы из“ как комплексные числа, для х, ие, связан- 

ных соотношением у-/(х) , будем иметь 12а 8+4. ва (1=1,2 3 e284 
+62, 4241+, ) a, с другой стороны, сли y= сх ‚ той, = ее с.г, 

42= (6,40, 22 „. Таким’образом, если Д(х)- с.х для каждого хе", то 
ан=а,.и а,,=-а„, Т.е. 
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21 к). 94.) OF, OF. 
J&, (Хо) 98,0? Oe» (Xo) = — 0é, (%). (10) 

- 

Обратно, равенства (10) обеспечивают справедливость соотноше- 
ния АД(х)=с.х (хеЮ^) 

Предоставляем читателю доказать, что если выполнены соотноше- 

ния (10) (они называются условиями КошиРимана), то коэффициент 

С есть не что иное как предел Lim (F(X +%)- FX) /E » T.0. произ» 
водная функции /’в том смысле, какой ей был приписан B IY.I.I. 

2.3. Требование дифференцируемости в смысле Гато, хотя и ус- 

танавливает связь данного отображения с линейным, оказывается 

все же слишком слабым для того, чтобы можно было высказать сколь.» 

конибудь содержательные утверждения. Одной из причин этого яв» 

ляется то, что в пространстве Х , в котором лежит область опре- 

деления данного отображения, не предполагается никакой топологи» 

ческой структуры, в связи с чем не может быть использован аппа- 

рат аппроксимации. Эти соображения и приводят к необходимости 

уточнения понятия дифференцируемости. 

Рассмотрим нормированное пространство Х и отделимое локально 

выпуклое пространство У. Пусть /°- отображение из Х в У, кото- 

рое имеет в точке хеХ дифференциал Гато «/Р’(х,)=А . В соответствии 
с данным в 2.Т определением это означает, что для любого “еХ 

lim F(%Xq +t vu) - F 29) = A(v) (II) 
t—0 Е ° 

Будем говорить, что отображение fF AUdPHe PeHunUupPyee 

мо в точже х, в смысле Фреше (или просто 

дифференцируемо), и называть оператор Д диф- 

ференциалом Фреше, если этот оператор непреры= 

вен и для любого ограниченного в Х множества А’ соотношение (II) 

имеет место равномерно относительно “еЕТ). Последнее означает, 

что. какова бы ни была окрестность Й нуля пространства У , можно 

указать такое число д>0 ‚ что для 9ЕРи #е[-8,8] (1*0) выполнены 
соотношения 

хе, РЕ) _ A (vyew *? (12)   

  

+) Нередко вместо термина "ди ренциал" используется термин 
оизводная (в смысле Фреше) и обозначение /Р”(хо>. 

++) Ничего не меняя в этом определении,- можно применить его. и к 
более общему случаю, когда пространство Х представляет собо# 
произвольное локально выпуклое или даже топологическое век. 
торное про то Однако в такой более общей ситуации неко» 
торые ИЗ мулированных ниже результатов переста ЫТЬ 
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Аналогично можно дать определение дифференцируемости в смысле 

Фреше по подпространству Ло нормированного пространства Л. Пред- 

положим, что в точке хеХ существует частный дифференциал Гато 

dy Fl%). Если onepatop a@ X Е(ж), определенный на подпространстве 

Х, нормированного пространства Х , непрерывен и для любого ог- 

раниченного в Х, множества Ёо соотношение (ТТ) выполняется равно- 

мерно относительно уеХ,, тогда говорят, что Р’ дифференцируемо в 

смысле @pewe по подпространству Х и диде- 

ренциал ay. F(x,) в этом случае называют дифференциалом Фреше отоб-. 

ражения Ff в точке х› по подпространству Хили частным 

дифференциалом Фреше. Если отображение Г’ дифференцируемо в смыс» 

ле Фреше в точке хе/Х, то оно дифференцируемо в смысле фреше в 

точке х, по любому подпространству нормированного пространства YX, 

Понятно, что для проверки (12) нет надобности перебирать все 

окрестности нуля пространства У . Достаточно под / понимать окг- 

рестность из произвольного базиса фильтра окрестностей, например 

из совокупности всех замкнутых абсолютно выпуклых окрестностей, 

т.е. иначе говоря, из совокупности всех (замкнутых) шаров, отве-- 

чающих всевозможным непрерывным полунормам на У. Если р - такая 

полунорма и Sp a соответствующий ей шар радиуса 6 ‚ то соотноше- 

ния (12) можно записать в виде 

же, р Ао Fe) -А += Е (ve£,tel-§8],t+#0), (13) 

так что ввиду произвольности & дифференцируемость отображения /" 

равносильна тому, что для каждой непрерывной полунормы р на У 

равномерно относительно УеЁ имеет место предельное соотношение 

lim р (Еее Ио -A(v))=9. (14) 

Если соотношение (12) (или, что то же, (13)) имеет место для 

какого-нибудь множества Е, то оно останется справедливым и тогда, 

когда в нем множество Ё заменено множеством 2,<Ё. Это соображе-- 

ние позволяет производить проверку соотношения (12) лишь для слу- 

чая, когда 2, -- шар (с центром в нуле) пространства Х . Более то- 

го, если (12) соблюдено для единичного шара и 9 — отвечающее это- 

му множеству число, то, заменяя 0 на 14 ‚ можно убедиться в том, 

что (12) будет выполнено и тогда, когда E -— шар радиуса % . Таким 

образом, в определении дифференцируемости можно ограничиться слу-- 

чаем, когда Е = единичный шар пространства Х. 

Рассмотрим произвольный элемент ие/Х с НН <. Представляя его 

  

  

50



в виде ие (Фе, 1) и подставляя найденные таким образом 
1 иув (13) (учитывая при этом, что 1Ё|=Ги1 =1м! ), получим 

XytweQ),., P(F(%q+w)~ F(x9)-A (w)) < €- art (11450)  (I5) 

Обратно, пусть 7/- какая-либо мультинорма на У ‚, определяющая 

топологию этого пространства (см. УТ.5.Т). Если существует такой 

линейный непрерывный оператор Д из Хв У, что для каждых 5>0и 

реЕЖ. найдется 5>0 так, что выполнено (15), то /’ дифференцируемо 

в точке хо, причем оператор Д служит дифференциалом Фреше отобра- 

жения Ё’в точке х.. 

Действительно, пусть Й/ = произвольная окрестность нуля прост- 

ранства У. Тогда (см. УТ.5.Т) существуют такие полунормы р,р.,... 
(4) (2) п) (x) 

Mu tcno €>0, wo ES NES N.. NES” <W , THe J — enunnde 

ный шар, отвечающий полунорме Py (^=1,2,..., П.). Если 9,>0 = Такое 

число, что для < и р, выполняется (15) и 0:14 10,,0,,... 0}, {е[-0,6], 
veX vist, то, считая ¢+0 , MOKeM HallMcaTS 

Pa ( Fxg +tv)- F()- Actv)s Eft] (к-1,2,...,%), 
так что | 

Fie ttV= 1°) gy Es (<=1,2,..., 2), 

Отсюда следует, что выполнено (12) (если ‘под Е понимать единичный 

шар пространства ЛХ), что и требовалось доказать. 

Нередко именно’ соотношение (15) и кладут в основу определения 

дифференцируемости (в смысле Фреше). 

Сделаем некоторые выводы из определения. 

Т. Пусть Г’- дифференцируемое в точке х,е/Х отображение. Тогда 
х, - внутренняя точка области определения 49 ‚- отображения Ри /"' 

непрерывно в этой точке. 

Действительно, то, что х,- внутренняя точка множества (),,, вы- 

текает из (15). Далее, если 0 -- непрерывная на Г полунорма, &>0 

и 6>0 удовлетворяет соотношению (15), то для хе 9; (2,) имеем 
P(F (2%) - К) SE ж-хжор + р(А(ж-хжо)) | 

откуда и вытекает непрерывность отображения /’в точке с. 

В связи с предложением 1 зэметим, что если бы в определении 

дифференцируемости отказаться т требования непрерывности опера- 

тора Az ЯР(х,), то, разумеется, нельзя было бы доказать и непрерыв- 

ность (в. точке Хх.) отображения Л”, Однако, предполагая заранее не- 

прерывность в точке 1, отображения А’, можно было бы вывести из 

Этого условия непрерывность дифференциала &/'х,). Таким образам, 
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непрерывность самого отображения Р’и его дифференциала равно-- 

СИЛЬНЫ. 

С помощью предложения Ш(®.Т) выводим следующий результат. 

П. Пусть A, a Р‚-> отображения из нормированного пространства Х 

в отделимое локально выпуклое пространство У, которые имеют в 

точке хеХ дифференциалы Фреше (/Р’(х,)=/А1, 2 (т,)=А». Если XH BP = 
данные скаляры, то отображение Г’: х => о; (ж)+В А, (© (eI ne) 
Take uMeeT B TOUKe %, Tudhepenuman Speme, upwuem AF (x,)= «A+ BAp. 

Действительно, оператор Д= «А, + РА, непрерывен. Далее, поскольку 

в силу предложения Т точка х,- внутренняя по отношению к множест-- 

вам 02, ni, ‚ то она будет внутренней и для их пересечения aby. , 

которое совпадает с (2. Подразумевая, как и выше, под р произ- 

вольную непрерывную полунорму на У, а под & - также произвольное 

строго положительное число, найдем число 9>0 так, чтобы для Fy u 

Е были удовлетворены соотношения, аналогичные (15). Тогда для 

каждого /ЕХ с |= имеем 
p (Flag + ил) - Flty)-A (w))s loll P(F 5 (%q+ Wt) ~ Fy) ~Ay (ur) * 

+B P (Fe (tot W)- Fy (%p)-An (wy) < (101+ 1 Bl) E Ned, 
откуда и вытекает сформулированный результат. 

Отображение Г’из нормированного (или вообще из произвольного 
топологического векторного) ‘пространства Х в локально выпуклое 

пространство У (для определения достаточно, впрочем, чтобы \/ было 

просто векторным пространством) называется локально 

линейным в точке ХЕЛД, если существует такая ок- 
рестность И точки хи такой линейный оператор | из Хв У, что 

Ve Qu: F(x)=A(x) для кеТ. 
Ш. Если Г’- локально линейное в точке %е/Х отображение из нор-- 

мированного пространства Х в отделимое локально выпуклое простран-- 

ство / , непрерывное в точке х,, то Е” дифференцируемо в точке х,, 

причем (Р,)=А, где А - линейный оператор, участвующий в опреде- 

лении локальной линейности. 

Для доказательства достаточно заметить, что оператор 4, сов-- 

падая на некоторой окрестности точки х, с непрерывным в х;, отобра-- 

жением [’, непрерывен в точке х, и, следовательно, непрерывен всю- 

ду наХ. 
Для дифференцируемых отображений имеет место теорема о диффе-- 

ренциале суперпозиции. 
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ТУ. Пусть Х - векторное пространство, У - нормированное прост- 

ранство, Х — отделимое локально выпуклое пространство, А’ отоб-- 

ражение из ХвУ, аС- из Ув, . Если/” имеет дифференциал Га-- 

то на элементе хоЕХ, а С - дифференциал Фреше в TouKe ¥,=F (20) , 
то суперпозиция /=б6о/1` имеет дифференциал Гато на элементе 4%, 

причем _ 
AH (29) = AG Yo) AF (Lo), (I6) 

B camo yee, nycts AF (x,)=4 ,dG-(y)=B. Tlonoxum Gy + ¥+> Giy)-Bly) 
(ye Qo), B cuay предложения П(2.Т) отображение #/= 8" имеет диф- 
ференциал Гато Л, (х,)=ВоШ/\х,)=БА . Поэтому, так как Н=А:+/, 

(xeQ,), rue Н,=б,°Р, вследствие предложения Ш(2.Т) отображения 
Н и Н, имеют дифференциал Гёто одновременно, причем, если указан- 
ные дифференциалы существуют, то @Н(хо)=Ч/Л/ (<, +ВД . Таким об- 

разом, чтобы доказать (16), достаточно убедиться в том, что .отоб- 

ражение // имеет дифференциал Гато, равный нулю, т.е., возвраща- 

ясь к первоначальной формулировке предложения, можно считать в 

ней, что с=(,, и, значит, 4 С (4)=А бо 4)= 0. 

В этом предположении возьмем произвольное число &>0 и непре-- 

рывную полунорму р на пространстве 2. и в соответствии с (15) най- 

дем число 0>0 так, что 

90, PIGWY-GlYo))<Ely-Yol (ЧЕХ, '¥-Yoll $9), (17) 
Далее, опираясь на существование дифференциала Гато у отобра- 

жения /’, для данного /еХ подберем такое число 7>0, что де О 

при Ее[-1, 1] И 

(tos Te) (о) - Ас < & (tel-n, 9], t+0) (I8) 

Tak Kak 

| F(xo+tu)-F(%)| < elt] + АН (Ee L-4, g)) (19) 
то в случае, если |{| достаточно мало, [1% +#)- РХД =0 и, стало 

быть, в (17) можно принять y=F (х+8). С учетом (19) это дает 

р (Н(хо р - Нижо) ЕЕ + - Ро ЕН (Е НАУ, 
т.е. для указанных ¢ 

  

  

p (Hiitettv)- H(0)) < € (E+A (WM), (20) 
Ввиду произвольности р и & последнее соотношение приводит к ра- 
венству Н (<, +10) - H(Xo) _ 

ban + - 0. (2т) 
Таким образом, Hy (л.)=0 , так что нулевой оператор служит дифферен- 

циалом Гато отображения /7, что и требовалось доказать. 
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Развивая доказанный факт, можно установить 

У. Если в условиях предложения 17 Х - нормированное простран- 

ство И Отображение Г’ дифференцируемо в`точке хо в смысле Фреше, то 

и отображение // дифференцируемо в смысле Фрепе. 

В самом деле, учитывая результат предложения П, достаточно 

доказать указанный факт для введенных при доказательстве предло- 

жения ТУ отображений | и /,, т.е. в терминах, относящихся к пер- 

воначальной формулировке, достаточно рассмотреть два частных слу-- 

чая данного предложения: во-первых, когда с=В -- линейный непре- 

рывный оператор из У в, и, во-вторых, когда 46(4%)=0. 

Если Р’- ограниченное множество пространства Хи 6 - строго 

положительное число, то можно найти число 7>0 так, что соотноше- 

ние (18) будет удовлетворено одновременно для всех /ЕЁ’. Поэтому, 

если р, как и выше, - произвольная непрерывная полунорма на Z , 

то, поскольку ввиду непрерывности оператора 2 существует такое. 

число //, что о (89 Milyl (YY), можно написать 
BAP (400) - В (Ра) - BA(v)) < < МЕ (ue L) 

откуда и вытекает, что в * анном случае (//(,+21)-/^/(х,)/Е равно- 
мерно относительно /ЕР сходится к ВА (). Остается заметить, что 

ВА - непрерывный оператор. 

Рассмотрим теперь второй случай: aG (Y)=9 , Вновь возвращаясь 

к доказательству предложения ТУ, видим, что в условиях данного 

предложения вследствие оценки [Acme i All < К IA (ve&, x= Sup | uv ) 

неравенство || F(xyttv)- -F(Xp) < 9 булет выполнено для всех достаточ- 

но малнх || и для всех уеб. Следовательно, и (20) имеет место 
для ‘всех véE&. Заменяя в правой части (20) ИА«){р на АША! , по- 

лучим тогде, YO предельное соотношение (2Т) имеет место равно- 

мерно относительно УЕР’- второй случай также исчерпан. 

2.4. В общем случае затруднительно высказать сколько-нибудь 

приемлемые условия дифференцируемости данного отображения. Однако 

в случае, когда пространства Х и) конечномерны, дело обстоит 

иначе. 

Пусть счачала Х - произвольное нормированное пространство, а 

У - конечномерное (размерности 772.) отделимое локально выпуклое 

простран тво. Выберем в У базис //={Л,,/.,.,й„{и обозначим через 
fi (/=1,2, „т) координатные функционалы, т,е. функционалы, со- 

пбставляющие элементу gel его /-ю координату (в базисе /7). 
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Очевидно, что 1 — линейный функционал, а так как У конечномерно, 

то он ий непрерывен (см. Т(УТ.5.5)). , 
Т. Пусть Р’-- отображение из пространства Х в пространство У. 

Для дифференцируемости (в смысле Фреше) отображения Г’ в точке хеХ 

необходимо и достаточно, чтобы в этой точке были дифференпируемы 

координатные функции отображения А’, т.е. функции Fr = foF (242-7), 

Необходимость этого условия вытекает из предложения У(2.3). 

Для доказательства достаточности введем отображения hy 2+ FF (hy; 

(xeQ,3 J=14,.,). Hono, uro дифференцируемость функции Fj равно-- 

сильна дифференцируемости (в той же точке) отображения и, . Hof @)= 

= Н, (=) + Ноя)... +Н„ (+)(<6 О), и на основании предложения П(2.3) 
из Дифференцируемости всех отображений Ay в точке =, вытекает диф- 

ференцируемость отображения /”. 

Заметим, что аналогичное утверждение можно доказать и для диф- 

ференцируемости в смысле Гато. При этом, понятно, предположение 

о нормированности пространства Х излишне. 

Будем теперь считать конечномерным (размерности /2) и простран-- 

ство Х. Пусть Е={е,,е,,..,е„{ = базис в Х. 

П. Пусть [’- отображение из Х в У иИ - окрестность точки хеЕХ 

такие, что СО и для каждого те существует производная Fe, (x) 
(К=1,2,.,л.). Если отображения Ag tre Fe (x) (xeV) (4=1,2,...,2 ) 
непрерывны в точке х,, то в этой точке данное отображение /’ диффе- 

ренцируемо в смысле Фреше. Если Л„ непрерывны в каждой точке мно-- 

жества И“ то отображение х-> &Р(х> непрерывно на И °. 

Заметим прежде всего, что в силу предложения Т можно доказы- 

вать этот факт для случая, когда У=ЛЮ, т.е. когда Г”’- веществен» 

ная функция. 

Далее, так как в конечномерном пространстве все нормы эквива- 

лентны, т.е. определяют одну и ту же топологию и, следовательно, 

один и тот же запас ограниченных множеств, то дифференцируемость - 

функции Р’не зависит от того, какой именно нормой снабдить прост 

ранство Х . Поэтому можно считать, что данная норма на Х опреде- 

ляется равенством |7|=тах |«&„| , где {ё„!- столбец координат 
К=1,4,.., п 

элемента хеХ в базисе А. 
Пусть число 9>0 настолько мало, что шар 5; (хо) содержится вИ. 

Возьмем иеЕХс 1ил|560 и обозначим координаты элемента ^^ через С.,С,... 
.... Са * Положим Wye. С;е, (к=0,1,....п.), так что, в частности, 

иь=0, м, -и’. Понятно, что 14 |= ий < 9 ‚ Поэтому %+w, Eds (о) < 0) 
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(к=0,1,.. м). Представим разность F' (a+ ur) Flaeye виде 

F(a, +uw)~Fi(x =F (9+ wh, ) > Flat) =2. (очи) Ру ти.,) (22) 
21 

Заметим, что если число Г принадлежит замкнутому промежутку 7х 

с концами О и Ск, то 1,+4., +6 0;(х,), так что функция фк: 2 
=> Риш, те.) (СЕ) имеет по условию производную на отрезке 

Ts Qe (t)= Fe’ (y+ W-. tte) (TET ). Поэтому в соответствии с форму- 

nok Jlarpanxa” (см. следствие из теоремы 4(3.4)) можно указать та- 

кую точку се, что 

Ро ше) = Рони) = Fo + ая Свечи) = Фик) к (0) 

= 0% )C,= F с. (5, +47. +Тке,)'Ск= Ne (Med ly (2 = Xq t Weg tT Oe), 

Подставляя это "в (22), получим Pho +0) ~F(Xp) = Ne (2) Oy . Bame~ 

тим теперь, что формула А(х)= 7’ А. (Же (x= 2 bee EX ) оп- 
ределяет линейный и, стало быть, ВВИДУ конечномерности простран-- 

ства X , непрерывный функционал А на Х . Поскольку для д^ЕХ с 

| uri < 6 имеем 

Ржучи) - Ра.) -Аш)=р. (Aicl®)-Ap (oC, (£3) 

и все х, (4-=1,2,.,1) входят в шар 5; (х,), то вследствие непре- 

рывности функций A,B точке х, множители Д„(х„)-Л„(х.)могут быть за 

счет достаточного уменьшения д сделаны настолько малыми, что 
и. 

7’ [Ак (хе) -Д (=) << , где с - произвольное заданное наперед стро- 
К=4 

го положительное число. Если 9 выбрано указанным образом и purysd, 

us (23) cnenyet, ato | F(x, +ur)-F(x,)-A(w)|< Ella , а это ввиду 

произвольности & и означает дифференцируемость функции Р’в точке 4. 
Заключительное утверждение предложения легко следует из ре- 

зультатов пункта 2.2. 

Можно было доказать и более общий по форме факт. Рассмотрим 

нормированные пространства Х,У ‚, отображение Р’из Х в Уи два ал-> 

гебраически дополнительных подпространства Хе К нормированного про- 

странства Х, Т.е. такие подпространства, что Х=Х,+Х, и № п, =}. 

Если для каждого х из некоторой окрестности И элемента х.е/Х суще- 

ствуют непрерывные частные дифференциалы Гато dx. F(x), ax F(x) 

и отображения X+—>dy F(x), xr» Ay F(x) (xe) nenpepyBHH B TOUKe 
т, как отображения из Х в нормированное пространство 2 (Х, У), тог- 
да Г’ дифференцируемо в смысле Фреше в точке х,. Понятно, что можно 

рассматривать не два подпространства Х.,Х., а любой конечный набор 
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Хо,Аа,.., Х› подпространств нормированного пространства Х, что 

Х=Х+Х.+...+Ху, ХопХап... пХ, ={0}.` 

$ 3. Дифференциалы высших порядков 

Понятие дифференциала порядка и=1,2,... тесно связано с полили- 

нейными операторами, поэтому первый пункт настоящего параграфа 

посвятим элементарным свойствам полилинейных операторов. 

3.Т. Рассмотрим произведение &=Х,хХ,х...хХ„ векторных прост- 

ранств Х,,Х»,....Х„ , векторное пространство У и отображение 4 

из ЖвУ . Если для каждого © (2=1,2,.,й) и для каждого фиксиро- 
ванного набора {42.,.., Х:.,Х;4,.; 1$ (2, ^-1,2,.,п.,К+Е ) отоб»- 
ражение А;:хн->А(4,,.., хх, Хх, х..,.,м.) из А; в У линейно, тогда 
Д называт полилинейным оператором из * в У или, 

если хотят подчеркнуть число векторных пространств, говорят об 

п. -линейном операторе Д. В случае л=2 говорят о би-- 

линейном операторе. Если все Х.,Х»,.., Хи» совпадают с векторным 

пространством X , то полилинейный оператор A , определенный на x, 

называют Л.--линейным оператором на Х и совокупность таких опера- 

торов обозначают через Li, (X,Y). 
Если /=Ю и все Хх (*к-1,2,..,п) имеют Ю в качестве поля скаля- 

ров, то полилинейный оператор, переводяний № в Л , называют поли» 

линейным (или /.-линейным) функционалом на %. 
Используя определение полилинейного оператора, нетрудно пока- 

зать, что множество /„(У) и-линейных операторов из * в У пред> 

ставляет собой подпространство векторного пространства всех отоб- 

 ражений из в) , следовательно, само является векторным прост- 

ранством. 

Пусть Х!,Х4,.., Аи = нормированные пространства, а произведение 

Я снабжено тихоновской топологией. Через 5, ( (=1,2,.,^.) будем 
обозначать шар в пространстве Х, с центром в нуле и радиуса *,. 

Шары единичного радиуса обозначаются через о‘. Определим на век- 

торном пространстве /„„ ( У) действующее в Ю отображение р, пола- 
гая р:Ан> SUR, 1А(х.,х.,.. Lp). OvepugHo, ato P(A,+A2)<P(A,)+p(A) 
u p(lA)=lx|pC(A) для любых “ER; AA, A, EL, (¥,Y). 

Т. Для любых оператора АЕ, элемента (х., х.,.... м.) Ее. 

имеет место неравенство 

| Ala, ль, ..) < РСА) Их иг... И, (I) 
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называемое в дальнейшем нормативным. 

Действительно, неравенство, очевидно, выполнено, если р(АД)=+оо, 

либо если среди х, (:=1,2,.,^) есть нулевой элемент. Предположим, 

что 2.20 для всех (=1,1,.Л . Тогда jz x €S° и, исходя из оп- 
ределения, имеем 

"РА (т BT Х.,. ТИ х„)] = 

что и требовалось. 

Заметим, что, как нетрудно понять, значение 0(4А) (AEL,(%Y)) 

равно р(А)= и} { KER ШИ, х.,... жк Кахи жи. Чжи, (9..6. 
Из нормативного неравенства, в частности, следует, что если 

р(А)=0 , то оператор Д нулевой. Таким образом, отображение р °б- 

ладает всеми свойствами нормы, кроме условия конечности. 

Полилинейный оператор А называется ограниченным, 

если Р(А) конечно. 
П. Для любого оператора ДеЕ/.„(Х,У) равносильны следующие ут-- 

верждения: I) оператор Д непрерывен; 2) оператор ДА непрерывен в 

точке 0е-Х ; 3) оператор Д ограничен. 

Локазательство проведем по такой схеме: I)===>2)===>3)===> [). 

То, что из Г) следует 2), очевидно. 

Пусть Д непрерывен в нуле. Тогда можно указать такие 6, 6а»..›6,>0, 

что [Аб х,,..л,Л=1 , если только 1х < 0; (1=1,2,., п). Отсюда 
непосредственно следует, что для любых т.е“ имеет место соотноше- 

ние IA (x, X2,...,2,)1< 1/8,8,...5, ,‚ так что р(А) конечно. 
Доказательство того, что из 3) следует Т), проведем только для. 

билинейного оператора Д . Доказательство общего случая принципи- 

альных отличий не имеет, однако запись его заняла бы много больший 

объем. Итак, предположим, что билинейный оператор Ае/.,(Х,хх,,У) 
ограничен, и рассмотрим какую-либо точку (х?,х?)еХ.хХ,. Так как 

А (х,, х.)-А (27,2) = A(x, -ж, Xz - 2) +A (xy, Xz -22) +A (X4-Xz, x2) (х, Xp) EX “X,), 
то из ограниченности А имеем |/А(х-х7, х.-х$) $ К 1х, - ж?] 1х, - 221, 

А тр, к.-л Корка, хо, ПА (х,- м2, хор Ах, 9х1, 
где Х,,А,, К, ЕЮ ‚ откуда и следует непрерывность / в точке (х1,х;). 

Из доказанного предложения следует, что, во-первых, совокуп- 

ность 2, (2, У) непрерывных полилинейных операторов представляет со-- 

бой подпространство векторного пространства /.„(% У) и, во-вторых, 

что отображение р на операторах из 2, (2 У) принимает конечные зна-- 
чения. Учитывая сказанное ранее, приходим к выводу, что отображение 
А ->р (А) (Де, (№, У) ) - норма на«@, (Ж, У), так что $, (2, У) с 

4 

NC WN, Hy 
[А (хе... xp), 
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введенной нормой -. нормированное пространство. Значение P(A) Ha 

элементе Де, (& У)будем в дальнейшем обозначать стандартным сим- 

волом | АЙ. 
Отметим, что если полилинейный оператор А непрерывен, то не- 

прерывен и каждый линейный оператор А;: х н-> Д(,,. „ху, к, Жи». и) (кеХ) 
где х.(^-=1,2,..,0,;к+:) - какие-либо фиксированные элементы из Хх 
соответственно. 

Установим связь полилинейных операторов с линейными. 

Ш. Пусть Х,,Х.,.,Хи,У - векторные пространства над одним полем 

скаляров А. Векторное пространство /.„(, У) изоморфно векторному про- 

странству =, (ХК и. скобок). При этом можно указать 

такой изоморфизм ф: ДЬ „(© У), что если, кроме того, прост- 

ранства Х.,Хь,..,^и,У нормированные, то сужение изоморфизма ф на = 
=£(X1, 8 Xo,..., L(Xn, Y).-.) будет изоморфизмом нормированных пространств 

$ И Ln (£, у) 

Проведем доказательство для Л=Ё. Пусть Де, (Х‚*Х,,Й, Фиксируем 

элемент х,<Х. и рассмотрим линейный оператор Ах, : д, +>А(х,, хе). 
Пусть Вд: д, А, - отображение пространства Х, в векторное прост 

ранство /.(Х.,У) . Нетрудно проверить, что отображение 8. линейно. 

Если, кроме того, пространства Х,Х,Унормированные, то, очевидно, 

ecm ACL, (X,xX,,Y), TO Ax €£(X2,¥) t WA I<HAll Ii. B этом случае 
отображение Вд ограничено, ибо || Вл (х.)| < Az ls HAN Mg. Из послед- 
него неравенства следует, в частности, что | Вл ||=1Д! 

Сопоставляя указанным способом каждому оператору AeL, (Х,*х,, У) 

оператор „Ви ЕД. (Х,,Ь(.,У), определим отображение ф пространства 

[..(Х,<Х,,Г) в пространство 4. (Х, „4, (хХ„,У)). Из определения ф ясно, что 
разным операторам из /..(Х,хХ.,У) отвечают разные операторы из /+(Х,, 

[, (Х,У) ‚ так что Ф взаимно однозначно. Отображение 4 линейно, 

ибо для любых х.еХ,Х.ЕЛ.и <, ве Ю 
9 (XAs +B Ay NXe)= Bas, + pA, (%1) (Xz) = (“Ast BAg) a (Хе) = 

= (< А+ Az)(X1, х,)= AA, (х:, X4) +В A, (х., хх (А: (х.) +p (Az dx, (X,)= 

= (8, +p Ba, (4) (tz)= (% PAD + B (AL) (х,, х, | 

Если пространства Х.,Х»,У нормированные, то, поскольку 14(4)/= 1841 

<1АЙ, то Ф переводит Ly (X,*Xz,Y) B (Xz, 8 (%»,Г). 
Покажем, что каждый оператор В е/.(Х,,/.(.,У)) оказывается образом 

некоторого оператора АЕ, (Х,хХ.,У) при отображении Y, Действительно, 
рассмотрим оператор А:(ж1,„ хе) ++ В(х,)(х.) . Ясно. что АЕ, (ХХ, У), 
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причем 9(A)(2,)(24)= By (2) (Ry)=Age (Xe) =A (es, Xe) = В(х,)(х,) . Таким 
образом, отображение ф действует на все/, X,,4%2,Y)) и указанное 

сопоставление оператору Ве/.(Х1,(. (Хе, ) оператора Ае/.(Х,^х,, У) пред- 

ставляет собой обратное ф отображение gr. Итак, gm изоморфизм 

векторных пространств /л. (Х.^Х,, У) и 1, (Х., 1. (Х,,У). 
Если Х,,Х.,У - нормированные пространства, Дел (Х:*Х,,У) и 

B = g(A) , TO WA (24, plat B(x (ays I BCD Le = Вх Lell, 
так uto || All< N@(Ad, откуда с учетом установленного ранее нера- 

венства 1 9(А)] <} А] следует равенство 19(4)1=14! . Итак, ф в этом 
случае служит изоморфизмом нормированных пространств %,„ (X,*X,, Y) 

И © (Х,, Ф(х., У). 

`Для случая д=А предложение полностью доказано. Обоснование ре- 

зультата предложения для любого натурального Л может быть прове- 

дено по индукции, причем индуктивный переход осуществляется по 

схеме, аналогичной рассмотренному случаю, поэтому подробное дока- 

зательство общего случая мы оставим читателю. 

Заметим, что, как нетрудно понять, если Х,,Л,,.,Х„, {=> нормиро- 

ванные пространства и одно из векторных пространств /.„ (Х,^...*Х„, У), 

[.(Х. 1. (Хе,..., 1 (Х.,У). состоит из непрерывных операторов, то другое 

также будет состоять из непрерывных операторов. 

`Укакем пример полилинейного оператора. Рассмотрим векторные 

пространства Х,У и оператор ДЕ1.„(Х,У). Сопоставим оператору 

оператор ‹5(4):Х^—>\У , определенный соотношением .5(A)(24, 2%...» %)= 
=: x AC re Xi) » THE %y,tz,..., lq = Перестановка множест- 

ва {1,2,..,/{ и суммирование ведется по всевозможным таким пере- 

становкам. Понятно, что 5(4) - симметричный /-линейный оператор, 
т.е. он обладает свойством принимать одно и то же значение на каж- 

дом элементе (Le, Lig. Pigs ex”, ГДЕ {2.,(,..., „$ - перестановка 

11,2,.,^{, Отметим, что ‚5 - проектор на векторном пространстве 

Ь„(Х, У) ,‚ и порожденное им подпространство состоит из симмет- 

ричных и-линейных операторов на Х. 
Обсудим специфику /-линейных операторов на Х в случае, когда 

Х - конечномерное векторное пространство. Заметим прежде всего, 

что в этом случае, как нетрудно понять, все операторы из /.(Х, 4. (Х,,... 
..., Ь(Х,У)...) (п скобок) непрерывны, а отсюда можно заключить, 

что каждый полилинейный оператор на конечномерном векторном про- 

странстве непрерывен (см, предложение Ш). 

Аналогично линейному полилинейный оператор АЕ„(Х, У) , за- 
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данный на конечномерном векторном пространстве Х , определяется 
некоторой "многомерной" матрицей. Предположим, что Х имеет раз-- 

мерность У и фиксируем в Х базис Б={е,,е,,.., ез}. Подилинейный 

оператор ДеЕ/.„(Х,У) определяет отображение < ey® ‚ где =1,2,... 
›*}, по правилу 

(а, 2 tg) > A(e.,,€ igo le) (1<i, <¥; €21,2,..., 4). 

OdpatHo, ecum ee YS", rorga отображение 

A (43 Bary Ea) > 2 оброк в (2) 
Ad oy, egy. tg SY 

где 2%q= д =! ‚ полилинейно, и, кроме того, А (е;.›е,,...@:,)= 
= (а, ip? fy 1% этом смысле /-линейный оператор А можно отож-- 
дествить с тобращением «Я У", определенным согласно указанному 
выше правилу. 

Если У’ также конечномерно и //={4.,^.,.,И„}= базис в У , тогда 
полилинейный оператор Д можно отождествить с отображением «ее 
сЮ8”Т( 5 =41,1,.. 5}, T=11,2,...,72}) по аналогичному (2) правилу 

ГА (х,, Ж.,..., =, = 2. (4, (2,.. pin pee, ё& 5% , (3) 
1 es, =». „бп <У 

где [ 41) (1=1,2,.,т.) = координаты вектора yeX в разложении по ба 

aucy HW h(t, bes ..y Unf =LA (Cigs Cigar Ce I) - 
3.2. Вернемся к ситуации, описанной в 2.1: ano BeKTOpHOe po 

странство Х над полем ^ ‚, отделимое локально выпуклое пространсть 

во У (также над полем №) и отображение F us X sp У. Возьмем эле- 

мент ети конечное семейство 1/., 0,,..., /, из Х . Для данного 5>0 

обозначим через ES $ совокупность всех "элементов из Х , представи 

мых в виде 2+ 27,7 (x=0,1,.,2) ¢ tEC8 Осы, ‚п )и 
предположим, 410 для  остеточно малого $ множество Ез содер- 
жится в () 

Tlonomum A,: xc+->F (x) (xe£y). Допустим, что для некоторого 
nenoro m (m:=0,1,...,4-1) при каждом целом к (к=0,1,.., т) на множе--_ 

стве Ех задано действующее в У отображение Ак, причем для любого 
к=0,1,....т-1 отображение Лей имеет производную по направлению 9,1 

В какдой точке множества Ех $ › и имеют место соотношения 

Ак+1 (=) = (Ле). ‚(=) (к=01,...т-1; же Е“) (4) 
Пусть отображение An имеет производную по направлению Ung B каждой 

точке множества Ё, 5" 5 . Определим , на множестве Ех 5 ‘отображение Д„,,, 

полагая Д„, (х)=( Ат ), (©) для xe Eo с. : Тем самым, принятые допущения 
т 

позволяют по индукции определить Для любого 7т-0,1,.... м семейство 
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orodpaxenufi 2,,A;,...,,, TAKUM образом, что отображение Д„ («: 0,1,.. 
‚т) определено на множестве Е и имеет место соотношение (4) 

при к=0,1,..., т 

При т=и значение Л„(х)отображения Л„ в точке х, называют 

производной порядка М отображения 
FB TOUKE xX до направлениям 0:, 1%... 9, 
и обозначают через En. » (%). Таким образом, 

(n-1) (m-1) 

  Е" (= (Xp d= fim А: Чи-з (Хо+и,)- Ро... ‚ (№) . 

0) 0% О. —0 

В случае, если =. =. = , производную порядка и по нап- 

равлениям 0,,0.,...,0. обозначают через Fee (х›). Производную второго 

порядка по направлениям и, ›еЕХ обозначают через Е, (%)и, руководст- 

вуясь соображениями удобства, аналогичные обозначения используют 

для производных более высоких порядков. 

В случае, когда Х -R“, производную порядка л по направлениям 

@:.›@.›.-.> е., векторов канонического базиса, называют частной про- 

изводной отображения [’в точке х, порядка л (по переменным &,,5,,. 
...8в) И обозначают через oe В конкретных ситуациях ис- 

 ПОлЬЗУЮт и другие обозначения частных производных порядка м.. 

Пусть Р’- отображение из векторного пространства Х в отделимое 

локально выпуклое пространство У. Возьмем элементы же, иеЕХ 
и скаляры а,6еЮ ‚ а<ё так, чтобы отрезок { х, +: 8е[а,61{ содер- 
жался в (р. Определим на промежутке [2,6lorodpaxenne y:t +> F(x, +tu) 
( ТеГа, 6Т). 

Т. Для существования производной ХЕ точке, rele, 6] необходимо 

и достаточно, чтобы существовала производная к» yr ” (xr, +20), причем 

в случае существования 

gO (t)= LY (x, +t), (5) 
Действительно, если л=1, rorze 
pt) = Pum ет) - (п Е’ + л+ти) - Е’(ж +10) _ 2 Fy ‘(at tv) 

T>0 TO TC 
причем, ясно, существование g(t) равносильно существованию F(x+tu) 

Допустим, что результат предложения установлен для некоторого 

натурального и. ТогЖа, поскольку 
9 t+) - ФСЕ) _ FER (x, + Воть) - ЕС (+0) 

= ~ — 2 

  

  

  

то производные 

= [т £ tern) gee) pe » (x, ato [и Рим векторные) 
T?0 T20 Tk 
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существуют или нет одновременно, причем в случае существования дол» 

ЖНО бЫТЬ =: +. Доказательство завершается по индукции. 

Основным аппаратом исследования отображения, использующим про-- 

изводные высших порядков, служит формула Тейлора. Конечно, формула 

(32) из $ Т, примененная к определенному выше отображению ф , мо 

жет служить и для анализа отображения РЁ’, однако бывает удобно ис- 

пользовать формулу Тейлора, записанную в терминах отображения Л’. 

ТЕОРЕМА Т (3.7). Пусть /°- отображение топологического 

векторного пространства Х в отделимое локально выпуклое 

пространство У и,,х,- такие точки из §2,- ‚ что отрезок 

К=ф = хоча, -,): ВЕТ =[0,1]{ содержится в (07. Если 
при некотором натуральном 7 существует в основном на А 

производная Fe (х) (и=4;-4) и для любого хеА’ существует 
производная г. (я) ‚ причем отображение хн-> 2” (х) 

on-t 

(ceX) непрерывно на А’, то имеет место равенство 
n- 1 < 

Рар=Роь)+ 7, a Free (Xo) + on D J (1-5) "F и +50)4[5, (6) 
К-1 . о 

называемое формулой Тейлора. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Определим на промежутке 7` отображение ф:{+> 
F(a +ty(teT ). Ms ycnospni теоремы, с учетом предложения Т, сле-- 

дует, что в точках ТЕ] существует производная g@(t), при этом 
отображение >И непрерывно в каждой точке промежутка 7. 

Кроме того, в основном на '/’ существует производная порядка И отоб- 

ражения ф. В силу теоремы 2(Т.7) имеет место соотношение (32) 

из $ ТГ, которое для функции o(t)=Fla,+to)u ToweK 1-0 и &=1 примет 
вид (6), что и требовалось. 

В доказанной теореме отклонение значений Р'(х) от значений по- 

линома Тейлора 2. =, Fe (Xy) функции Р’, называемое остаточным 
членом, было записано в интегральной форме. Используя оценку (33) 

из $ Т, укажем (в условиях теоремы) оценку остаточного члена фор- 
мулы Тейлора: 

п-1 к к 

где p —- любая непрерывная полунорма на /. 

Из соотношения (34), $ Т, предполагая существование производ» 

ной Р.» (х.) ‚ можно дать такую оценку остатка: 
п. 

и) и , г 
р (Fea) -2 te Fee) < Fy sup} АЕ, Г (x,+to)-F te): ttre Oem, ЕТ} (8) 

Из (7), в частности, следует, что в условиях теоремы при л=1 
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для любой непрерывной полунормы р на У имеет место соотношение 

Pp (Flx)- F(x) < зир 1 РЕ) де тов, , СЕТ} (3) 
Рассматривая в (9) в качестве Е” отображение Р”-А , где 4 - 

линейный непрерывный оператор из Х вУ, получим такую оценку: 

p(Flee)-Fex,)-Ace-a))< sup{plFy(xstto)-Aco)): xttvreQes tET} (10) 
где р - какая-либо непрерывная полунорма на У. 

В спределении производной порядка / по направлениям V;,,U2,...,U, 

несомненно существен порядок следования векторов 0;,0%,...,0,. В 0б- 

щем случае нельзя утверждать, что производные по направлениям 

Vi MZ 5.7 Uy MVE V5.0, Ve 9 THOL Us te,..., YS = перестановка мно- 
KeCTBa MHJeKCOB {1,2,...,2}, совпадают. Однако при некоторых усло- 

виях такое равенство может быть получено. 

ТЕОРЕМА 2 (3.7). Пусть Х - отделимое топологическое век- 

торное пространство, У - отделимое локально выпуклое 

пространство. Рассмотрим отображение F°:X—>Y , точку 

хер и векторы и,/еХ’ . Предположим, что найдутся такие 
д, 8.>0, что в точках х.+5и+и , где 56[0,5,]=7, „60,81 =7 

существуют Ру, (ж+зи+Ёи), Г” (х,+5и+0) и, кроме того, 
производные 2... (>), Г,, (=) непрерывны в точке х, как отоб-- 
ражения из Х в У . Тогда имеет место равенство 

Е. (жо)=Е, (о), (IT) 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим сначала случай У=Ю . При каждом 

ТЕТ, определим на отрезке 7, функцию $, : 5=>/(к,+54+1)-Р(х,+5щ) 

(567). Из условий теоремы легко следует, что функция ф непрерыв- 
на на 7; и в каждой точке 5е7, существует $,(5), при этом 

97 (S)= Fi, (xot Sutton) — Ff (x, +5) (12) 
В силу теоремы Лагранжа (см. следствие из теоремы 4(3.4)), на 

отрезке (0,5) существует такая точка 0.; , ITO 4,(5)-9,(0)= 9/©:.)-5. 
Рассмотрим на отрезке 7, функцию Ф:#+>Р, (х.+5;и+) и заметим, 

что согласно (I2) $(t)-$(0)= 9. Os) . Условия теоремы позволяют при- 

менить теорему Лагранжа к функции Ф на отрезке [0,2], согласно 

которой существует такая точка т, с (0,5), что Ф@)-$(0)=Ф\е,). г. 

Заметив, что Ф(к,)= 1. (д, +0уи+т, и) , из определений функций 
9, Ф получаем, что 4, (5) - 4 (0) = 94 5) &)= [ PE)-H0) ]5= P(t,) st = 
= Fuy (2ot6,44+T, WS TF. 

Если мы сначала вместо функции ф, рассмотрим функцию ф;:2+-> 

> F(x,+suttv)-Flxtto)(te TZ ) и проведем аналогичные рассуж- 
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дения, то в итоге nomyum 4, (t)-4;(0)= Fy, (%+Gu+t, vost, rae 
Gs, tz = возникшие вследствие применения теоремы Лагранжа числа из 
промежутков (0,5) ,(0,#) соответственно. Поскольку 
Pz (5) ~ (0) = = "F(x, sa F(Xot5U)— Fat 04+ FC Xo)= Ys (t)- Ys (0), 

TO Fry (Lot Gs и+т, 1) = "(Lo +би+т, 1). 

Пусть 6 = ол строго положительное число. Поскольку 

производные F(x), РЕ.” ” (=) непрерывны в точке х,, найдется такое 
д>0 , что для точек 5, ‚у которых 15|,1{1<6, имеют место со- 
отношения 

[Fr (z,+sutte)-F, Fy (Xo)] < &/2 , | cot Sutty)- Е” (| <Е ДР. 

Так как 65,8, € (0,5) 5 © т,, т, е(0,Ъ), то для тех же 5, выполнено 

оу Fo, (Lo S| Foe (Xo) Fis (Kot G wt TV + [EY (ot L4G 0)-Fye (He) < E 
что возможно лишь при 2,” (л,)= Г,” (1) 

Пусть теперь У - произвольное отделимое локально выпуклое про- 
странство. Возьмем какой-либо ненулевой линейный непрерывный функ- 

ционал Г на и рассмотрим отображение С =.’ из Х в. Легко убе- 
диться в том, что если сушествуют Е. (=) » Foy (2) B HEKOTOPOH TOU 
ке хЕХ, то существуют, и производные ©/,(х), Gj, CoO, Uputem G,, (x)= 

= КЕ". (2)), Gi y= #(Е., и (=>. Из первой части доказательства сле- 

дует, что если выполнены условия теоремы, то #(Р/” (х,))= КЕ” (№) 
что в силу теоремы о достаточном числе функционалов в отделимом 
локально выпуклом пространстве возможно лишь при Fi (%o)=F,) (Жо), 

Теорема доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Допустим, что существуют производные г ag Bt Me Tie the) 

Ts uF et, , % +7 % к Ме) отображения Р:Х—»*\ в точках множества 
и 

-[ +. x bu: :t,€C0,8],3>04 To HanpaBAeCHMAM COOTBETCTBEHHO %;, t/,,..., Un 
И us, м... ‚› Ми, » THe lyre bp перестановка множества 41,2,..,A}, 

Если, кроме того, отображения Ри и, (), ame Fm и. 9 
ет <. 

непрерывны в точке х,, то имеет место равенство м 
(и) _ и 

В справедливости Замечания нетрудно "Убедиться, используя дока-- 

занную теорему и тот факт, что всякую перестановку можно предста- 

вить в виде суперпозиции конечного числа элементарных перестановок* 

т.е. таких, которые "меняют местами" какие-то два элемента, остав- 

ляя другие на месте. 

3.3. Говоря о производных высших порядков, мы не предъявляли 

никаких требований к’зависимости их от направлений. В этом плане 
  

т) Транспозиций 5 
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обычно особо выделяют ситуации, в которых‘ производные до по- 

рядка /х в данной точке представляют собой полилинейные опе- 

раторы по направлениям, участвующим в их образовании. Находясь 

на таком пути, можно индуктивно определить дифференциал Гато 

порядка Л, как соответствующий /--линейный оператор. Мы, однако, 

ъпоступим несколько иначе, хотя, конечно, придем впоследствии к 

указанному свойству дифференциала Гато. 

Рассмотрим векторное пространство Х , локально выпуклое отдели- 

мое пространство У и отображение Г’из Хв У. Допустим, что отоб- 

ражение /`’имеет дифференциал Гато в точках некоторого множе- 

ства Е < (p, звездного относительно точки X,€ (2. Тогда можно гово- 

рить о дифференциеле Гато отображения Ф: тн->о/Р'(е)(хеЁ), дейст- 

вующего из Х в векторное пространство линейных операторов /, (Х,У) 
позаботившись предварительно о топологии на /, (Х,У). Снабдим /, (Х,У) 

СИЛЬНОЙ операторной топологией, т.е. топологией, индуцированной 

на /,(Х,У) топологией слабой равномерности на У” (эту топологию на-- 
зывают также топологией равномерной сходимости на совокупности 

всех конечных подмножеств в Х). В этой ситуации под дифференциа-- 

лом Гато 4 о, ) порядка 2 в точке Хх, понимают дифференциал Гато 

отображения Ф, т.е. &,)= Фо. Таким образом, дифференциал 
о Есе)= это, по определению, линейный оператор, действующий из 

u3X Bp L(X,Y ). Ho, как было установлено в 3.Т, векторное прост- 

ранство /, (Х, 1, (Х,У)) изоморфно векторному пространству /..(Х,У) били- 
нейных операторов из Х вУ и,учитывая этот изоморфизм, мы нередко 

будем рассматривать 4/2) как билинейный оператор из ХвУу. 

Так как при фиксированном МЕХ’ отображение 4! : жнъе/ Ре) (и) 
есть суперпозиция отображения х->а/Р(е) и линейного оператора 

Ф(х)-->Ф(х)(и) (ЛХ), то, используя предложение ТУ(Т.Т), 
имеем (4 (ху) = Ех, (и) = ЧР) (и ,0). 

В силу выбора топологии на /,(Х,У) соотношение 
dF (x, v) = Lien GP (Het FP) A Fy) 

означает, что для любого “eX, должно быть 

dF (x,)(u, = Вт, ЧЕЧНЯ - Чеки). 
to 

/ / у 

= Fim и) = д, (д 
Таким образом, , 

2 
ATF (2g), v= Fy (Xo), (13) 
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Tak 4¥TO ecaM cywectByet a“F(z,), TO cyuecTByeT npousBoTHAA Fe (%) 

по любым направлениям ,v¢X wu umeet Mecto cootHomeHue (13). 

Определим индуктивно дифференциал Гато порядка и=#4,.... До“ 

пустим, что для некоторого натурального /2 при каждом т-1 2... AL 

ompezeneH mudbepemman Taro a” F(x) порядка м. на элементе х (удов- 

летворяющем необходимым требованиям), как /И-линейный оператор из 

Х вУ , обладающий свойством 

dF (x2) (и, и... Ит)= Е” (x) 
Ag... km 

для любых направлений /,, м... EX. Cuadman векторное пространство 

р, ии, У) топологией равномерной сходимости на совокупности всех 

конечных подмножеств множества Х”“. . Предположим, что на элементах 

x некоторого звездного относительно .л., множества в Х’ существует 

дифференциал Гато а” Е). ЕСЛИ, в этой ситуации существует диффе- 

ренциал Гато отображения х->/” Абв точке х о, его называют 

дифференциалом Гато порядка SU 

отображения [’в точкедщи обозначают через 
a"F (х,). Таким образом, по индукции определено понятие дифференци- 

ana Tato*) d"F(x,)B точке х любого порядка л-1,2..... 
Проводя обоснования, аналогичные тем, которые были использо- 

ваны для соответствующих фактов о дифференциале Гато второго noe 

рядка, можно показать, что для любых #;:,%,.., %ЕХ 

AV xyyy=ad"F (%)(V;,U;,..., 0%, 0), (14) 
где У: x+->d"F (x) (Uj, Vz,..., Un) + Eomm cymectrsyet a”F(x,), To F 
имеет в точке х, производные порядка // по любым направлениям и 

LF (te) Vi, Vas 2 Und= Feo, oy, (Xo). (15) 
Значение отображения & “F(%) Ha элементах 1; =1%=...=4=у- будем обоз- 

начать через da’ F(x, (v*). 

Основываясь на связи дифференциалов высших порядков с произ- 

водными высших порядков, можно записать формулу` Тейлора в терми-- 

нах дифференциалов. 

Т. Пусть /’- отображение из локально выпуклого пространства Х 

в отделимое локально выпуклое пространство У и х,-- точка из Oe, 

Допустим, что в точках некоторой выпуклой окрестности UV точки 

  

+) Отметим, что, как и при ^=1 , вместо термина "дифференциал" 
иногда Используют термин "производная" в смысле Гато поряд-- 
кал в точке х, ) и обозначение ГР”) вместо “АЕ С%). 
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же Ор’ отображение Г’ имеет дифференциалы до порядка ли отобра- 
xeHve xt" F(x) HenpepysHo Ha UV. Torna для таких элементов УХ, 
ato 1 tuel , имеет место равенство 1 

Руни) = Е mr J =, dF (xv) tal 51 J(t- SY L"FxesvXr"ds , (16) 

Для‘ доказательства следует только заметить, что условия пред- 
ложения гарантируют выполнение условий теоремы Т и что вследствие 
(15) соотношение (6) непосредственно влечет (13). 

Запишем в терминах дифференциалов оценки, аналогичные оцен-- 
кам (7) - (10). Допустим, что выполнены условия предложения Т. 

Тогда для любой непрерывной полунормы р на 

p(Flarv)- Реь- а FO DS, sup р Рони") (17) 

plFlatv)- -F(%)- Я aid “Fe, v") e) <4, SUP, pid ПР "А," (18) 

P( Flaytv)- Я, < sep p(aF(x,+tu)(v)). (19) 

Если Д- линейный непрерывный оператор из ХвУ, то 

p(F (a+) - Fx,)-A(v) < Sup p(dFla,+t)(v)- Alw)) (20) 

Если, в Частности, Х,/’ - нормированные пространства, то из 
(19), (20) соответственно следуют оценки 

|ЕАбечл)- ЕЯ <3 up ГР же < Hurl A Lp ежи, (21) 

Il F(x,+w)- Fl2e,)-A(w)l <sup I AF (x,+tu)lv)-A(w)ll< I visu PJ AF (x,+tv)-All (22) 

П. Пусть Х - топологическое векторное пространство, У - от- 

делимое локально выпуклое пространство. Предположим, что для TO- 

чек х некоторой окрестности (точки же 0). существует дифференци-- 

ал &"Ае) и отображения хн> (“АР и) при каждом к-2,5,.., м непре- 

рывны в точке х›. Тогда с/"Р(%)-. симметричный полилинейный оператор. 
Результат предложения вытекает из теоремы 2 и замечания к ней. 

3.4. Обсудим в некоторых частных случаях отдельные моменты, 

связанные с дифференциалом Гато. 
Пусть сначала ХР, а - отделимое локально выпуклое прост- 

ранство над полем К. Рассмотрим отображение Г: Х—>\У, имеющее 

в точке хеХ дифференциал Гато порядка и. . Поскольку /--линейный 

оператор @/”Р. (®)в этом случае действует следующим образом (cm.3.I): 
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LF (o)(U 4, Uz. Up) = U4 Uy... Uy а (U4, Ug,..., U, EX), 

где a=F(1,1,..,0€Y , то дифференциал о/”Рбу)в случае Х=Л можно 
трактовать как элемент пространства У. 

Предположим, что Х, У’) конечномерны и имеют размерности у, м соот 
ветственно. Фиксируем базисы Е={е,,е,. „ев X nth, he,.Ay IBY . 
Пусть Р:Х—>)У - отображение, имеющее в точке х, дифференциал Гато 

порядка 1 =1,2,... В соответствии со сказанным в 3.Т оператор 2/"Абь) 
определяется некоторым отображением Ме? ”' где S={1,2,..., У, 
T={4,2,..., 4} 00 правилу (см. формулу (3)): 

[a"Fla\vi, 9... val; = >. . Uy | vin). Divi uty (15 =) (23) 
41544,42, и = 

где Divi. typ ACU 22». „т, = La” Ft) bigs Cigr- 2nd ly - координата с 
номером 7 В разложении вектора Ах, (ее., Е. ,...› бат, ) m0 Gasucy H, u 

Cue ue? ug )— KOOpIMHaTH BeKTOpa U;,B разложении по базису Г. 
Пусть Х-Л”,у=Ю/. Возьмем, как обычно, в качестве базисов в ХУ 

канонические базисы (см. 2.2). Рассмотрим отображение А’: Х—> У. 

Если в точке хеХсуществует производная в (2) (144, 4,... 
‚...м3У), ее называют частной производной порядка л (или Иго по- 

рядка) по координатам с номерами 4.,(.,.., т„ . Частную производную 

M0 t;, lz,...,6, Обозначают через Fie oe, (№) или через ухо On (Хо). 

Как следует из соотношения (15), если существует “Ею, тогда 

существуют все частные производные до порядка л отображения /’в 

точке х,, при этом 

(п) Lo. , Fee, (2,) - a" F (4) (e:,, Cvs rh) (15 t,,l2z,..., Lp < У) (24) 

Учитывая еще и соотношение (23), приходим в рассматриваемом слу- 

чае к соотношению 
Cr) (< с: 

AF; U2 XL ED UU. (25) . = . Gy Cg... Cn 

(x) 1=4, “2 ,...› “<p <y 

THe V,,Uz,...,U,eX uM “= координата с номером г„ вектора U,, (K=4,2Z... 
...). и; 13641). 

Напрасно думать, что из существования всех частных производных 

порядка и. в точке х, следует существование дифференциала ПР). 

3.5. Если на Х , как и Ha Y , задана топология, можно в опреде- 

лении дифференциала порядка л:1,2,... рассматривать отличные от ис- 

пользуемой ранее топологии на пространстве /. (Х, У) линейных опера- 

торов из Х BY. ° 

Пусть Х -— нормированное пространство, /’- отделимое локально 
выпуклое пространство, Ё”- отображение из Х в Г ие (2. Допустим, 
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что в точках х некоторой окрестности (/] точки №, существует диффе- 

ренциал Фреше &Р(х). Снабдим векторное пространство Ф(Х, У) линей- 

ных непрерывных операторов из Х в У топологией, индуцированной 

топологией сильной равномерности на У x (такую топологию называ-- 

ют равномерной операторной топологией, или топологией равномерной 

сходимости на совокупности ограниченных множеств пространствах). 

В этой ситуации дифференциал Фреше отображения Ф:хн>о/Р(х) (же) 

называют дифференциалом Фреше второго порядка отображения /[’в 

точке 2%. В соответствии с определением дифференциала Фреше (см. 

пункт 2.3) и выбором топологии на 2(Х, У) дифференциал Гато а/Р(х,) 
будет дифференциалом Фреше в том и только в том случае, если он 
непрерывез и соотношение 

fim AE ot tv: С о - G2 F(20,)(U,v) (26) 

выполняется равномерно относительно м, ‚, где 5 - единичный 

шар пространства Х. 
Подобно тому, как было установлено соотношение (12) us § 2, 

можно показать, что дифференцируемость по Фреше отображения /” 

(второго порядка, в точке х,) равносильна существованию такого 

непрерывного билинейного оператора А: Х“—>У, что для любого #>0 
и для любой непрерывной полунормы р на У найдется (>) так, что 

P(LF (atu) Раки) - Ани) < АМИ, (27) 
где [419 ‚| vIsd - Если существует дифференциал Фреше A*F; (%), 

то билинейный оператор А ‚ удовлетворяющий соотношению (27), есть 

не что иное, как билинейный оператор, соответствующий а“ ()при 

изоморфизме нормированных пространств 2 (Х, #(Х. У) и (Х,У) (см.З.Т). 
Имея в виду указанный изоморфизм, мы будем отождествлять ol*F (4%) 

с соответствующим ему билинейным оператором. 

Перейдем к определению дифференциала Фреше порядка л=5,4,.... 

Допустим, что отображение Г’: Х—>/У имеет при некотором натуральном 

и. и при каждом т=1,2,..,и-1 в точке х,е = (отвечающей соответствую- 

щим условиям) дифференциал Фреше порядка и ‚ рассматриваемый как 

непрерывный дифференциал Гато АД” (х,), удовлетворяющий подобному 
(27) условию: для любого <?0 и для любой непрерывной полунормы р 

на Y найдется такое $>0, GTO IPH BCeX lj, %,...,u4,€X, Y KOTOPHX 

| ик!< 6 (К: 1,2,..,т ), имеет место соотношение 
P(E Cyt Um eg Mey. Uo) ~ 0 "Риме... ит.) 

ПРИ, ме. Um) SE NUNN ae. ie Uf 

55



Снабдим пространство Lt (X,Y) ("-)-линейных операторов u3 X BY 

топологией равномерной сходимости на совокупности всех ограничен- 

ных множеств пространства Х wt Если дифференциал Фреше д” `*Р(х) 

существует в точках т некоторой окрестности (точки х, и сущест-- 

вует дифференциал Фреше отображения т da” *F (x) , он называ-- 

ется дифференциалом Фреше порядка л отображения Г” в точке х,. 

Тем самым определено понятие дифференциала Фреше любого порядка 

h=1,2,... B данной точке. 

Согласно определению дифференциала Фреше, дифференциал Гато 

"Г (е,) будет дифференциалом Фреше в том и только в том случае, 

если он непрерывен и соотношение 
п-1 и-1 a F(xur+tuy(u, Henan al Ро, Ug, Mod) «of "Ft Nut, Uns v) (28) 
  lim 

t-70 

выполняется равномерно относительно #,, 9... м, из некоторого шара 

пространства Х. — 
Для дифференциала Фреше может быть получено соотношение типа 

(27), а именно, отображение Г’ дифференцируемо по Фреше в точке xX, 

до порядка м в том и только в том случае, если существует. такой 

omepatop Ac¥, (X,Y), что для любого &>0 и любой непрерывной по-- 

лунормырна У можно указать такое 6>0, что 

ра” Раьнь и, Че». › Мы) о" Риме, Une A (tty, Key tnt) US 
< ЕДи, 1 Г... - Тм, I fog 

  

для всех И,и, ИИС 14,1=0 (к-4,2,..›п-1), vis J, 
Мы не будем приводить подробных обоснований фактов, относя- 

щихся к дифференциалам высших порядков. 

$ 4. Теорема о неявном отображении 

Настоящий параграф посвящен одному из основных фактов матема-- 

тического анализа - теореме о неявном отображении, в которой речь 

идет о возможности выделения локально однозначных ветвей некото- 

рого соответствия из одного нормировечного пространства в другое. 

Использование аппарата локального исследования отображения пре- 

дусматривает соответствующую форму условий этой теоремы. Прежде 

чем приступать к теореме, отведем немного места фактам, исполь- 

зуемым в ее доказательстве и имеющим самостоятельный интерес. 

Все рассматриваемые далее пространства, если явно не огово- 

рено, нормированные. 
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4.Т. Пусть (Л, Р) - метрическое пространство. Отображение { из 
Х ВХ называется схимающим, если существует такое чис- 

ло “ek, 0<a<1, ato p(F(2), F(x) < Opler naa mOux ayx’eX, 
Точка х*еХ называется неподвижной точкой 
отображения Л, если х*-= }(х®). 

ТЕОРЕМА Т (4.7). Пусть Х - полное метрическое простран-- 

ство и.) - сжимающее отображение пространства CX, Г В 

себя. Тогда существует единственная неподвижная точка 

отображения |. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Покажем сначала, что сжимающее отображение 

может иметь не более одкой неподвижной точки, даже если прост- 

ранство Х не является полным. В самом деле, если х,, х, -- две раз- 
личные неподвижные точки отображения }, то Р(*,хг)= р ( $.) 

F (Xp) ¥ «р(х,,х,)< Р(х,,‚х.) ‚ что невозможно. 
Докажем существование неподвижной точки отображения Г. Преж- 

де всего убедимся в том, что при достаточно большом %>0 wap Q,= 

=Вху]где Х,- каквязлибо фиксированная точка из Х ‚, обладает 

тем свойством, что fl Q,1< Q, . Действительно, если xeEQ,, TO 

ре) < рее ан рН, орех, хоре), ко) < оби ро, 
откуда следует, что за-х можно взять любое число, большее, чем 
p( (о), хо) / (1-0). 

Воспользовавшись принципом построения по индукции, создадим 
последовательность { @ и! ( ле.) такую, что @„=}[0..| Из выбора 
множества (/\ и определения последовательности следует, что эта 
последовательность убывающая, т.е. (),„, <=, для любого ^:1,2,.... 

Поскольку отображение } сжимающее, то, полагая сат Охк= 
р О при любом лЕХ имеем сам. @и., = 

<ddiam Gy, oTkyna cnenyet, wo diam @, <a * diam Q,(a2Z2 ). 
Так как diam(), <2t<+00 , TO U3 NOAYYeCHHHX оценок следует, 

что фильтр О[,, порожденный последовательностью {@„|, сходится в 
себе, а в силу полноты пространства Х фильтр ({ сходится к неко- 
торой точке м*еХ. 

Поскольку Га < Оу» то фильтр }<0(» тоньше, чем ОФ, следо- 

вательно, и f<0{> —»> х*. С другой стороны, поскольку сжимаю- 
щее отображение. удовлетворяет условию Липшина, так что инепрерыв-- 
но, то }<0(» — Г(х”). Таким образом, х*- неподвижная точка 

отображения ff. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Неподвижную точку отображения, удовлетворяющего 
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условиям теоремы, можно получить как предел последовательности 

элементов пространства Х + 
Доказываемый ниже факт носит название теоремы о неподвижной 

точке дифференцируемого отображения. 

ТЕОРЕМА 2 (4.7). Пусть Х - полное нормированное простран- 

ство, Р’- отображение из Х в себя и Хх - точка из внутрен 

НОСТИ О». Предположим, что в каждой точке х некоторого 

шара Вр], лежащего в О ‚ существует дифференциал 

Tato dF (x), upayem ld Fos «<1 qian х ЕВГ]. Тогда если 

R>= 8 1-0), где §=|F (%)-Zpll, то существует единствен- 

ная точка 2*ЕВ[)такая, что х*- Р'(х*). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку В. [хо] замкнутое множество в полном 

метрическом пространстве, TO оно представляет собой полнсе под- 

пространство Х. Так как для хе2В,ГхдДв силу оценки (21) из $ 3 
имеем |[F'(x)- 25] <I] F(a)-F(rp +l F(t) -Zolf < & | х- Lot < HV +O =, 

то область значений A Е отображения /’содержится в В. Гл. ]. 

Возьмем произвольно точки х,х’еА[х]и обозначим х”-х’через vu . 
Так как шар в нормированном пространстве представляет собой вы» 

пуклое множество, то отрезок {2\+Ё/: Ее [0,11] содержится в В.,([х.] 

Вновь используя оценку (2Г) из $ 3, получим 

| F(x) - ое $ 1 "- © “5 Up, [AF (24 furl < ое их xf 

следовательно, сужение Ё’на G,[z,]~ cxumammee oTrodpaxenue [1%] 

в себя. Согласно теореме Т существует такая точка -2*e A, [x], 

что x*=F(x*) , что и требовалось. 

Используя доказанные теоремы, установим некоторые факты, ка- 

сающиеся существования обратных операторов. 

Т. Пусть Х - полное нормированное пространство и Д -- перево-- 

дящий Х в Х линейный оператор, у которого |4{<1. Тогда существу» 
ет обратный (1-ДА)‘к оператору [-4 (rue J = тождественное отоб-- 

ражение Х на себя), определенный на всем Х, и имеет место сле- 

дующая оценка его нормы: 

(7-1 де. (т) 
В самом деле, пусть / -— некоторый элемент из X . Применим 

Teopemy 2 K oToOpaxenup F°: х-_>Д(х)+ ус 2.0 и «= А (проверка 

выполнения условий теоремы не представляет труда и мы ве опустим). 

Согласно результату этой теоремы существует единственное х*еВ.[0], 

где %-1/1/(4-1АП) ‚ для которого х”=А (9) или х*- А =" -А)(х) = ys 

+) x* = fe fe. ; feofe.. f(x) — метод простых итераций. 
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откуда следует однозначность соответствия (1-4) *. Поскольку (J - 
-А)(4) = х*е В.[01 , то |(1-АХ “(lls Ny /С- (ДЮ , oTkyna H(T-AN YM / 

ИТ < 1/(1- IAD ‚и в силу произвольности /еХ получаем 
K(L-A)*] < 4/(4-1A) . Предложение доказано. 

‚ Ol. Пусть X,Y = нормированные пространства и А, - линейный гомео- 

морфизм Х на У. Если хотя бы одно из пространств Л, полное и 

A:X——> У = такой определенный на Х линейный непрерывный 

оператор, что |4-А,|=1/1А;*Й, то Д имеет обратный, определен- 
ный на всем У, и выполнена оценка 

НАТ = АВ И (1-11-АЯАЙ, (2) 
где | = тождественное отображение Х на себя. 

Рассмотрим cynepnosumm» D=4,’4 операторов /), A* . Поскольку 

ИБ<=МУННАХ и. А непрерывны, то и ЛР также непрерывен. Так 
Kak T-D=A5'4,-Aj'A =A, (A,-A) » TO cormacHo условиям | Т-1]|< 
SAS IHAQ-Al <4. Ecam ono u3 пространств Х, У полное, то, как 

нетрудно показать, полным будет и другое пространство, так что 

в силу теоремы # оператор /)= /-(7-р) имеет непрерывный обратный. 

Рассмотрим оператор B=D™“4,". Из условий на, следует, что 

В определен на всем У и непрерывен как суперпозиция непрерывных 

onepaTopos. Tak Kak B4-D“4*4=D'"D=I u AB=-AD“4;*= 
=4,A{AD 4,1-A,DD ‘Aji — ToRMecTBeHHOe отображение У’ на себя, 
то В = обратный кД оператор. Наконец, учитывая (Т), имеем 

ИВИ=ИР--А-*| = 1-Я АН «1 АИ -1Т-2 НАМИ (а- иТ- As Al), 

и предложение доказано. 

4.2. Этот пункт посвящен теореме о неявном отображении. Пусть 

Х, У, 7, = нормированные пространства, // -- отображение, действующее 
us XxY BZ . Рассмотрим соответствие P={(x,yeXxY: H(z, y)=D}. 

Следующую лемму, фактически представляющую собой часть доказа- 

тельства теоремы о неявном отображении, назовем леммой о решении 

уравнения //(х, /)=0 

ЛЕММА. Предположим, что выполнены следующие условия: 

Т) У - полное пространство; 

2) найдется такая точка (х,, 4) из внутренности QO, » UTOH (ZL, 4k OD; 

3) отображение /7 непрерывно B ToUKe (-%, Yo) 3 

4) найдется такая окрестность (/ точки (1, /,), что в каждой 
точке (2, /)«Осуществует непрерывный частный дифференциал Гато 
dy H (x, YW) oTodpaxeHus // no nonmpoctpaxctsy {0}<Y BexropHoro mpoct= 
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ранства Хху ; 

5) отображение {х,и),-> 1 Н(1,/) из ХУ в Я( 2.) непре- 
рывно в точке (1,,4,); 

6) существует обратный к оператору у Н(х., Yo). 

Тогда можно указать такие окрестности V, точки д. и’, точки 
4 › ЧТО для каждого хе, существует единственное yeWs, ‚ Удов» 

летворяющее соотношению //(х, /*)=0). 4 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим [4 т//(х,,4] через [). Возьмем «ck, 
0<=<1 и, воспользовавшись непрерывностью отображения (>, pro 

r> ay H(2, ¥) , найдем р, , № так, что Вр, [Lo]xBelYoIcU 

lazy H(z, y)- dy H (2, Yoo < </1Ь1 (3) 
для точек (х,у)еВ,, [21x Bel yo]. 

_ В силу непрерывности отображения + в точке (м, 4) найдется та 

кое P< Pa ‚ что если ух-хо|=ф, то 

. И, 4 - Н (хо, Yo < © (1-9) ИГО. (4) 

Возьмем какую-либо точку © из Бр [4] и покажем, что отобраке> 

Hue Fig: yr>y- Го (Не, 42) удовлетворяет требованиям теоремы о не- 

подвижной точке дифференцируемого отображения. Отметим, что. сог-- 

ласно условиям. пространство \/’ полное, точка у› входит во виутрен- 

НОСТЬ ОЕ. и в каждой точке у из Б»ги7 существует дифференциал 
Tato dF, (Y=T-1, dy H (x, #4), где [ - тождественное отображение у 

на себя. Далее, из (3) следует, что 

Dele (Y= WIG hy H (20,40) - Го обр Не, УД 

SIT GW dg H (2p, 49)- agg < MIG N/M = ed. 
Наконец, учитывая, uro 1(%,4)-9, us (4) получаем 

< Tp I) (4, Yo)-H (os Yo) < Го 1 -(4- OA Y= R- (1-0, (5) 

так что все условия теоремы © соблюдены. 

Обозначим через y* лежащую в варе В, 141, где t= 6/(1-5), не- 

подвижную точку отображения Г, . Равенство y= Fly) означает, 

что [о (Н(х, gy, а это в силу взаимной однозначности /› возможно 
лишь при //(х,/“)-0. Так как УЕ, Го], то из (5) получаем, что 
LY =9/(4-50 < А. 

Итак, для каждого = из И; = А [арлнайдется ye Wy, =Ве 4,1 такой, 
что Н(х,/*)=@ . Лемма доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Как следует из доказательства леммы, точка “удов- 
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летворяет соотнощению 

by Yoll < MG (H (2, Yo) 4-0) < WEG HI} H (2, Yoot /(4 од). (6) 
Сформулируем теперь теорему о неявном 

отображении. 

ТЕОРЕМА 3 (4.7). Предположим, что выполнены все условия 

леммы. Тогда существуют такие окрестности Их, И/, соот- 

ветственно точек д, /,и такое единственное отображение 

Ф , переводящее Vx, BWy , что Л(х,Феф=0 для всех хе! 

При этом 4=Фои отображение Ф непрерывно в точке х,. 

Если, кроме того, найдется окрестность (Л точки (х,, 4) та-- 

кая, что в каждой точке (х, Qe U/, существует непрерыв- 

ный частный дифференциал Гато 4; Н(х,у) отображения // по 
подпространству Хх{0} векторного пространства Хху , 

и отображение (х,//) -—> 0; Н(х, 4) изХ*У в $ (Х, 7) 
непрерывно в точке (ху, /,), тогда Ф дифференцируемо в 
в смысле Фреше в точке х, и дифференциал «Фаравен су- 

перпозиции 

AD (x)=-T, a, (9, Yo). (7) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Воспользовавшись леммой, в точках окрестнос- 

TH Vee, ‚ взятой из результата леммы, определим отображение $, 

принимая в качестве значения Ф(=) (хех, ) такую точку у”, что 
Я (х, 4*)=0 ‚ и проверим, что отображение Ф удовлетворяет всем 
требованиям теоремы. 

Единственность Ф следует непосредственно из единственности 

неподвижной точки 4”, отвечающей точке > . Отсюда же, в част» 

ности, вытекает, что Yo= P (2p). 

Непрерывность Ф в точке т, следует из непрерывности // в точке 

(%o,Yo) H оценки 

| P(x) - D(eols IGN WA (x, oll J(4-0) = ITS I H( 2,4) H (5, 4p) /(41-%) 

вытекающей из (6). 

Докажем дифференцируемость Ф в точке х,. Рассмотрим точку хе 

№, и’ введем обозначения /=Ф(=), х-л,-0, Y-Yy,-w . Так как 
отрезки [(x,,t]={2,+tv: teloi11} ,0 Yp Yl=lyttw : Ze[oi11} conepmatca 

со‹тветственно в Vx, Wy и отображения +> H(x, Y¥) , Yr> HX, 4) 

дифференцируемы в смысле Гато в точках из этих отрезков, то на 

основании оценки (2Т) из $ 3



| H(2t, 9) -H (or Yo) — (dH Op oN) + aby H Cro yeNw lS 

< | Hleg-Ho,y)-d pH (YoU + | Hey, Yo) H (Xo, 4) - dy Ho, Yp)(wAl S 

< <Sup |, H(x,+tv, yu) by Hep, Jolt uP Ny H( 2%, Yet wu) aly Hey, % ius) < 
€[0,4] 

<: зир | а Иж ,y)- Наири, up I Hy, 4stur)—dy H(x,y, (в) 
t¢e[0,1] 

Так как gudiepenmmamn a; H(2,y), 4 Н(х, и) непрерывны в точке (х, 27 Yo) 

то по произвольному &>0 можно указать такие Л 4, 0<A<p, д<и< К, что 

54. Id; H(z,+tv, y)-d, Ho, же, plier Wy H(%, ‚ча fH (%o,%oMISE, (9) 

если только [и|<4, [1 [= <M. 

Исходя из неравенства (6) и используя оценку (20) из $ 3, но- 

лучим 

Ly -Yoll = N05 Wh Hx, 4) H(t, Yo A4 д «ИГН. Sup | Ib, Ha, tbo, И -o(), (10) 

Учитывая неравенства (8), (9), (10), ‚ лмеем 

[Фо - Фасо Са На ура = ars ody H( 0, Yo(v)I| = 

Ио (Ниш То (к, бе < WI GW Hele H (Xo, Yo) - Ly Ho, Yo) (V))| = 

= о I ° ( H(2,4)- H (Xo,4o) ~dy Но, фе) и) -- dy Ну, |< 

< Г]. (Е 191 +51 Г:1-(4-с)*. SYP, Нат Н(жо+ Ви, ии. 1) = 

= ENG (1- WGA (4-0 sup bol, H (arty, y)I), 
£€[0, 4] 

если только |/|<Д , откуда и следует дифференцируемость в смысле 
Фреше отображения Ф в точке т, и равенство &Ф(х,)= - Гоа; М (х, „о. 
Теорема доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ Т. Если Н непрерывно в некоторой окрестности точки 
(«, и), тогда отображение Ф непрерывно в точках некоторой окрест 
ности точки х,. 

Можно считать Н непрерывным в И, хИ/, . Возьмем какое-либо RR, 
rye — pammyc mapa WW, , a, воспол ЗОВ ШИСЬ непрерывностью Ф 
в 4,, найдем такое р" <P, что I B(x) -¥ I< R* , ec только /х- Is p™ 
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Покакем, что Ф непрерывно в шаре Bowl] . Рассмотрим какую-либо 

ТОЧКУ х*е Box [X,] &@ OO6OSHaYHM через x значение //”- Ф(х*>. Возьмем 

шар Вау“ тем условием, что Ве. Исходя из непрерывности 

отображения // в точке (х”, у’), найдем такое р,, что В», Гл”), и 
ГА, у] = РН, у) - Нес; 9] < (41 -гО/ИТО. 

° Убедимся В том, что образ шара Вр, гх*] лежит в шаре Б.Г y*l. 

Действительно, пусть Xe 8%, [х*]. Поскольку значение Ф (х) опреде- 

лялось как неподвижная точка отображения Ё,: yrey- Го( Н(х, 4), 

достаточно показать, что для рассматриваемого т такая неподвижная 

точка лежит в шаре 2. [ yl . В самом деле, поскольку 2, [1/1 <W,, 

то, согласно условиям теоремы. существует дифференциал ХА, (и) в 

каждой точке уе В, Ги” и |; «< 1 . Кроме того, 6 = Е, (y*)- 
- yl IN I} Haz, Ys t-(4-0l, cHenOBaTenbHO, B mape 5, Cy*] cywectByer 

единственная неподвижная точка отображения /.,. , @ TAK KaK Bly" Ic 

< Wy ‚то этой неподвижной точкой является в точности Ф(х). 

Итак, доказано, что P(x)ec 8+ [4"] для любого хеВь [к*1 ‚ а это и 
означает непрерывность Ф в точке =”. 

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Предположим, что частные дифференциалы 4; //(х,4/, 

ay H(x,y) непрерывны в каждой точке (<, у) некоторой окрестности 

точки (4,,/,). Тогда отображение $ ренцируемо в смысле Фреше 
в некоторой окрестности точки х.. 

Воспользовавшись условиями замечания и непрерывностью частно- 

го дифференциала Не) в Toure (x,, ¥,), возьмем такие р, ©, что 

в точках (х* у*) из произведения Bol х1«8е Ги] открытых шаров 
Beit] < Vor. s Вр Геи, непрерывны оба частных дифференциала и, 
кроме того, 

Пар (хе у - Чу (а, = A/T). (II) 
Убедимся в выполнении всех условий теоремы о неявном отобра- 

жении, если вместо точки {х., Yo) взять (5% 4"). Нетрудно заметить, 

что в проверке нуждается лишь существование обратного к опера- 

ору ag H (ey, а это следует из предложения П(4.Т) на основании 

оценки (ТТ). Таким образом, существуют окрестности /[.,., Wy» T0— 

чек a и и определенное на И. отображение Ф*, действующее в Nye, 

такие, что и"- Ф(хи Ф’ дифференцируемо в смысле Фреше в точке х* 
Поскольку + п Вх] < Их, , Woe n И а отображение Ф: 

И. — ‚ удовлетворяющее условию Н/(,Ф(х))=0 (хеТх), единст- 

венно, nd” значения отображений Ф, Ф” совпадают в общей части их 
областей определения, следовательно, в некоторой окрестности 
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точки х*, откуда и вытекает дифференцируемость отображения Ф 

в точке х*. 

ЗАМЕЧАНИЕ 3. Предположим, что выполнены условия @,3 леммы и, 

кроме того, 

Т’) Х - полное пространство; 
4°) существует окрестность (Л точки (х,, 4о), В каждой точке 

(х, у) которой существует непрерывный дифференциал Гато 4; A(x, 4) 

по подпространству‘Х»{01 ; 

57) отображение (х, yr ad; H(x,y) ((%,4)¢U,) HenpepuBHO B 
точке (1, Yo) ; 

6”) существует обратный к оператору &; //(х„, 4»). 
Тогда можно указать такие окрестности и, Wi, точек ду, 2, со- 

ответственно и единственное определенное на отображение Ф, 

действующее в И, ‚ что ($, (4) /)=0 для всех цей, . При этом 2,= 
=Ф (и) и отображение Ф непрерывно в 4. Если, кроме того, в каж- 

дой точке (х, 4) некоторой окрестности элемента (х,, Yo) существует 

непрерывный дифференциал Гато aly Hix,y) 10 подпространству {9 }хУ, 

причем отображение (х, и) ->а У, &) непрерывно в точке (4, Yo) 

тогда Ф дифференцируемо в смысле Фреше в точке Yo ий дидферен- 

циал 4Ф,(у,)равен суперпозиции 4, (4) = Гар Н(ль, 4] dp H (4, Yo). 
Замечание 3 отражает равноправие пространств X,)/ . 

4.3. В качестве одного из приложений теоремы о неявном отобра-- 

жени. отметим следующий факт, называемый теоремой об 

обратном отображении. 

ТЕОРЕМА 4 (4.7). Пусть Х - нормированное пространство, 

У - полное нормированное пространство. Рассмотрим отоб-- 

ражение Г’, действующее изУ вх, и точку у, из внутрен- 
HOCTH QP? . Dpeqnonoxum, uto F HenpepyBHO B ри в каждой 

точке 1 некоторой окрестности точки и, существует непре- 

рывный дифференциал Гато AFiy), непрерывный в и, как отоб- 

ражение u3 Y в(У,Х), а дифференциал &Р/и,)является гомео-- 
морфизмом пространств /, Х . Тогда существуют такие окрест- 

ности (,„[, точек 1, х,=Н), что F взаимно однозначно на 
О, и РЕ, =. Обратное к А’отображение У: (А, —-Uy,, 
YW (Ue =U. ‚ непрерывно в Ч,, лифференцируемо в этой точ- 

кеи AW(x,)= LAF (y,)]* 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Определим на множестве Хх (7). отображение /7: 
:XxY—>X, nonaran HH: (x, Y)rera- Fig). Ясно, что // непрерывно 
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В (%, Yo) n H(Xo,4%)-0. В каждой точке (х, 4) некоторой окрестности 

У течки (х, 4) существует частный дифференциал &; Н(х у) =-@/(4) 

по педпространству {0!х\У , непрерывный в (5, у.) как отображение 

из Х-У в (УХ) . Более того, поскольку #/Р'(%)-= гомеоморфизм 
пространств / Х , существует обратный /› =ld; H(%,4%)| K olepaTopy 

Нч), заданный и непрерывный на всем X . 
Итак, в рассматриваемой ситуации удовлетворены все условия 

теоремы о неявном отображении, следовательно, найдутся такие OK= 

рестности Vee, My TOWCK %, YM TAaKOe единственное отображение У: 

Vg, —> Vy ,A2O X - F(Vixz)-0 mas Bcex ce Vz, , uputom Y HenpepHBHO 
вх, и дифференцируемо в этой точке в смысле Фреше. 

Обозначим через Uy, окрестность ГЛ И точки ф. Поскольку 

(Л, содержится в И,, ‚ то Г” взаимно однозначно на Uy, . Mpoodpas 
fe УЕ] - окрестность точки х,, так как Uy, Ving и У непрерыв- 

но вх . Нетрудно понять, что Л’ взаимно однозначно отображает Uy, 

Ha О, ‚ следовательно, сужение У на On = обратное к сужению /” 

на Ох отображение и Ч (4. ]=(\,. Так как (Л, - окрестность точки д, 
то для сужения \ на Ох, сохраняются свойства непрерывности и диф-- 

ференцируемости в смысле Фреше в точке х, . Наконец, так как 

атН,4)- тождественное отображение Х на Х, то из (7) получаем 

Аа, )= - Го Не, ц,)=- Г = [a Ри] и теорема доказана. 
ЗАМЕЧАНИЕ. Пусть Р’: У—>Х - отображение, заданное на открытом 

в /’ множестве (.. Если в каждой точке 4eG выполнены условия тео- 

ремы об обратном отображении, то /”’называют регулярным (на G ). 

Используя результат теоремы, нетрудно показать, что регулярное 

на G отображение /’открыто, т.е. образ любого открытого множест- 

ва в (` является открытым множеством в Х. 

4.4. Коротко обсудим специфику некоторых условий и результатов 

теорем о неявном и об обратном отображении в случае, когда дю” 

YR" Z=R” 
Так как условия теорем, использующие структуру нормированного 

пространства, носят топологический характер, а в рассматриваемом 

случае все нормы эквивалентны (см. замечание к теореме 3(5.6)) 

и приводят к одной и той же отделимой линейной топологии, то вы- 

бор нормы на векторных пространствах X,Y Z He существен. 

Пусть отображение // обращается в нуль во внутренней точке (х., %) 

из области определения (),. Напомним (см. П.2.4), что достаточ- 
ным условием существования дифференциала Фреше 7/4) и непрерыв- 
ности в точке (хх, 4.) отображения (х, на Ну) служит существование 
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непрерывных частных производных 9 ZH ox у) в течках (4,4), х-(1,%,., 2), 

4 (Ys, Yarn) некоторой окрестности ( точки (хо, 4). В этом случае опе- 

ратор 4; (у) определяется матрицей Якоби НО с As) (x, 4). 
Существование обратного к оператору Oh H (2, oy ofipeneneHHoro Ha 

всем /,, возможно лишь в случае, когда м-у , и, как известно, рав» 

НОСИЛЬНО ОТЛИЧИЮ ОТ НУЛЯ якобиана, т.е. определителя матрицы 
D(A,,.. "3 (х 

D Yn... Yn) о, 4). 

Pesyanrat теоремы с неявном отображении можно трактовать как 

локальную разрешимость системы уравнений 

H, (х,, Х., .. ото der "9 $2 = 0, 

Hy еж. » XmsZYi, Yor? Yn)= 0 

с л неизвестными /,4,,..,1/„ и параметрами 2,,Z,..., т„ . Иначе` говоря, 

если выполнены все условия теоремы, то существуют такие и функций 

$, Ф,,... ‚© ‚ определенные в точках х- (т, 0.,...,Хт) некоторой окрест-- 

ности точки х, =(л°,..,2”), что 
Hy (24, Xe,...5 Xm, Py (44, Xg,..., Xm 5 Pa (т, х. .. к) = 0, 

И.С, %.,..., Хм, $, (24, %,... > жи), ... 1 Bq lity 2 X2,-- tm): 0. 

Переходя к условиям  еоремы об обратном отображении, следует, 

пожалуй, отметить лишь TO обстоятельство, что существование вза- 

имно однозначного дифференциала dF (%) отображения Г:У-»Х рав- 

носильно отличию от нуля якобиана Г. tas р) 
Непрерывность дифференциала Я&Е(4ь) о спо ивается непрерывностью 

всех частных производных $. Е (ие) (424,2,..,41). 
Результат теоремы можно рассматривать как локальную разреши-- 

мость системы 

  

Py (4p fer 2 Yn) =, 

=, Ч... .› Yn)= Xn 

п. уравнений C 1 HEMSBCCTHHMM //,, H%,..., Yq + 

$ 5. Локальные экстремумы 

В этом параграфе будем вести речь об исследовании локальных. 

экстремумов функции с использованием аппарата дифференцирования. 

Под функцией здесь будем понимать отображение, действующее в мно- 

жество вещественных чисел. 
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5.1. Рассмотрим топологическое пространство Х и функцию Г: 

: Х—>Ю . Пусть точка же. такова, что существует окрестность 
точки X,, для которой Кл.) =зир ГИпО; соответственно Л(х,)- 

=inf f[UnQ,]). Torna говорят, что функция } имеет в точке Хх, 
локальный максимум (соответственн минимум), и 
точку..х, называют точкой локального максимума (минимума) функции 

{ . Если Х,- точка локального максимума или минимума, говорят, 

что } имеет вх локальный экстремум. 
В первом предложении устанавливаются необходимые условия ло- 

кального экстремума в точке х дифференцируемой в этой точке 

функции. 
Т. Пусть Х - топологическое векторное пространство, Х - оп- 

ределенная в функция и х, - точка из 0); . Предположим, что в 
точке 2 функция Г имеет локальный экстремум. Тогда если } диффе- 
рекцируема в этой точке в смысле Гато, то @&УХ(х,) - нулевой функ- 

ционал. 
Возьмем какой-либо элемент 0=/Х. Так как же(),, то найдутся 

а,6еЮ ‚а<0<ё такие, что { ли: 1е[а,67] < (), . Определим 
на Га, 6] функцию ф:Е н>/(ж+й/). Если } дифференцируема в 45, 
то ф дифференцируема при {=0 и имеет место равенство ‹ (0)=а/(х,)@, 
Если х.- точка локального экстремума функции Л, то{=0 - точка 
локального экстремума функции ф. Согласно теореме 1(3.4) имеем 

а Леи)=Ф(0) = (), и в силу произвольности хех функционал а/Сх,) 

нулевой. 

Аналогично случаю Х=Л , используя формулу Тейлора, можно ус- 

тановить достаточные условия локального экстремума в том случае, 
когда Х - произвольное нормированное пространство. Полилинейный 
функционал [ на Х называется положительно (от- 
рицательно) определенным, если найдется 

и 
такое л>(0), что (уу... и)> т-| 1” (соответственно Ри. 0;.., < 

п A й 
<-т] 91|”) для всех УеЕХ. Говорят, что функционал £~ зна- 

коспределенный, если он либо положительно, либо OT 

рицательно определенный. Функционал @ называют знаконе- 

определенным, если среди его значений C (u,u,..., w) 

(мЕХ) есть как строго положительные, так и строго отрицатель- 

ные, Заметим, что И-линейный функционал при нечетном / не мо- 

жет быть знакоопределенным. 
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ТЕОРЕМА Т (5.7). Пусть Х - нормированное пространство, 

$ - определенная вХ функция и хе Q? . Предположим, что 
ХТ имеет непрерывные дифференциалы Гато до второго порядка 
в точках некоторой окрестности /’точки х, и что отображе- 
ние х-> 0х) (хеЕГ) непрерывно в точке х,. Допустим, 
что (1,0. Тогда если функционал о“Кх,) знакоопределен-- 
ный, то х, является точкой экстремума функции f , мини- 

myma, eciu @”f(2,)—~ положительно определенный функционал, 
и максимума, если отрицательно. В случае знаконеопреде- 
ленности функционала с *f(x,) точка х, не является точкой 

экстремума функции У. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Воспользуемся оценкой (18) из $ 3, которая с 

учетом того, что 4} (х,)=0, в рассматриваемом случае будет иметь вид 

fr fa)- 5 a faln< YF sup a ferrty)-afre Ml, СТ) 

т sup [окно - ее + асе, lu; V< Fla)-Flto)¥ 

<! ten “Sup, lt? Ferot ty) - ol *foa lt dado, 0), (2) 
где U=2-2,. Если а положительно определенный функционал 
и м- такое число, что (ли. и)> т.|®®, то, найдя в силу непре- 
рывности 4/5 (5) в х, такое 9>0, что Лат) ао, < т/2 , если 

только 12-х] =0 , из оценки (2) получим 
_ mv, 4 Вии ftx)-fix,)s mv, + сх, Mv,v), 

Отсюда 
2 2 

$()-Н(хь)> - mtv + 5 хх), > - mel + mvt =O 

следовательно, х,- точка минимума функции f . 
Случай отрицательно определенного билинейного функционала лег-- 

ко сводится к рассмотренному. 
Предположим, что функционал 44 (х,) знаконеопределенный. ITO 

означает, что найдутся такие два элемента 14,1;€X, что а У о; и)< 

<0 ,b=d*Fl)y;,u;)> 0 . Воспользовавшись penpepssyoor d*f(x) 3B 
TouKe 7, найдем 1<[ так, что | d*fix)-d*f(x,)] < $ ‚ где с= 
= пит (04,161) ‚ если только 1х-х|=%. Тогда, выбрав < 0<т<1,с тем 
расчетом, чтобы Т1;1<*, из (2) имеем 

F (XotTVz) -F (Lp) S 
ter в 2 a _d* < <% Lat feayy,,upe lo’ sup Iai f(a.+tv) -a Fm) | 
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<= [а+ с] = т.а <0 

Аналогично показывается, что У(х,+о -)-10%,)>0 (0<65чИтьл ), 

следовательно, в этом случаех, не является точкой локального 

экстремума функции }. 

ЗАМЕЧАНИЕ Т. Из доказательства теоремы, а точнее, из соотно- 

шения (2) ясно, что для нахождения точек экстремума можно исполь-- 

зовать и дифференциалы более высоких порядков. Мы сформулируем 

только соответствующий факт, доказательство же его предоставим 

читателю. 

Предположим, что функция / имеет в точке х, непрерывные диффе- 

ренциалы Гато до порядка л>2 , отображение х++ 4” (жк) непрерывно 

в точке х, и функционалы 4/^/(х,)(к=1,2,..,л-1) нулевые. Тогда если 
функционал (/"/(х,) знакоопределен, то .х, = точка локального экстре- 
мума функции 7) , минимума в случае положительной определенности 

с“ (х,) и максимума -— в случае отрицательной. Если a пе) знако- 

неопределенный функционал, то <, не является точкой локального 

экстремума. 

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Следует отметить, что если в условиях теоремы 

или замечания Г первый отличный от нуля функционал 4/”/с®) лить 

положительный или отрицательный, то основанный. на формуле Тейло-- 

ра аппарат не позволяет судить об экстремальности точки я. 

Коротко обсудим случай Х=Ю* Если отображение /:Р*>Ю имеет 

‘в точке х,е(); все частные производные gx (X,) (#=1,2,..,V ), tore 
да } дифференцируемо в этой точке (предложение П(2. 4)) и, 00C# 

KOJbKY дифференциал Гато определяется составленной из частных 

производных матрицей Якоби (см. 2.2), то равенство д/Л,)=0 рав- 

HOCHJIbHO TOMY, что 5х, (%)= 0 (к=1,2,...У). 

Если, кроме того, существуют все ластные производные второго 

порядка в точке х, тогда d(%\u,v)= 2 ty “(Xy) Ug и, (22 = (tly, Uz,..., Uy 

V=(U;, U;,... i) И знакоопределенность 7" Чалинейного функционала 

означает знакоопределенность квадратичной формы, определяемой 

матрицей, составленной из производных fis (tp) Ce „{=1,2,... Lv), 
5.2. Рассмотрим определенную в Х унцию и такое множество 

МсХ, что М 1(0;+9. Точку локального экстремума сужения Х на 

множество // называют точкой экстремума относительно 

множества Л/, или точкой относительного 

экстремума { ‚жа значение Х в этой точке называют 

экстремумом { относительно Л[, или откосительным экстремумом 

функции {. то



Следующую теорему назовем теоремой о необходимых условиях 

относительного экстремума. 

ТЕОРЕМА 2(5.7). Пусть Х, У - нормированные пространства, 

} - вещественная функция, заданная в точках из Хи с - 
отображение из ЛХ в). Рассмотрим множество M={xeX: 
G(2)-0}, rouy хоеМпОрл 0, и предположим, что выполнены 

следующие условия: 

I) 7 - полное нормированное пространство; 

2) существует дифференциал Гато &7(%.); 
3) в точках некоторой окрестности (/< Qe точки 2 сущест- 

вует непрерывный дифференциал Гато @ с) (хе ) H OTO6— 

paxeHue x2+—> dG(x)(reUV/) непрерывно в точке т 

4) существует непрерывный правый обратный к Lele) ‚ т.е. 

такой оператор [, , что Аб(ж Г. =1,, где [/ = тождествен- 
ное отображение / на себя; 

5) в точке хх, функция } имеет экстремум относительно мно- 

жества Л/. 
Тогда можно указать такой функционал Д на \’, что &//(х,)- 

—Аа6(%)=0 . Иначе говоря, при высказанных условиях диф- 

ференциал Гато функции Дх)-Л С(*) в точке <, представляет 

собой тождественно равный нулю функционал. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Мы докажем справедливость теоремы только для 

случая, когда Х- точка минимума Г относительно Л/. Случай мак- 

симума легко к этому сводится. 

Рассмотрим непрерывный оператор`Р=//о/$ (%), определенный на А 

и принимающий значения также в Х. Поскольку p*:[° А бег! AG (%)= 
=[,dG(z%)=P , 10 P= mpoerrop Bs X . Обозначим через СД дополни-- 
тельный к Г проектор Q=]-P и через Хр Хо =- алгебраически допол 

нительные подпространства векторного пространства Х, порожден-- 

ные соответственно проекторами Д () (определения см. в УГ.2.Т). 

На произведении Х р*Ае определим действующее в У отображение //, 

полагая //:(х,х.)=- © (м. +х.) , и покажем, что удовлетворены все 

услевия теоремы о неявном отображении. 

Действительно, поскольку 4(45)= и Хх, единственным образом пред- 

ставимо в виде суммы д,=20+ р, где 2р=Ра,)еХр , 4 =@)ЕАо ‚ то 
Нез, хо) = Glto)= 0 . Непрерывность // в (47, хо) следует из непре-- 
рывности операции сложения в топологическом векторном простран- 

стве и непрерывности (. в точке %. 
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В силу непрерывности операции сложения окрестность (/ содержит 
окрестность вида (+ (% ‚ где (/›- окрестность точки хр, а Ц, - 
окрестность точки 1), в связи с чем можно считать, что (/= (р* б. 

Поскольку G дифференцируемо в смысле Гато в точках хе, то су- 

ществуют частные дифференциалы dp G(x), Ag GL) отображения < по под- 
пространствам Хр, Ло соответственно. Так как 

Сенно) ри Нар о И, а) 
с +0 ¢ 

dp G(x)(Vv) = Com = d; H(. Xp, Xp), 

  

t-0 

aaa pel, XE Up, VEXp ,WwEXy,TO при каждом (хр, хоЕр«(р существу- 
ют дифференциалы Гато 01/№/(х,, лу) = ар), Нк, ло) = об по подпрост-- 
ранствам Хр, Ху соответственно. Заметим, что из непрерывности отоб- 
ражения х +>dG(x) B точке {следует непрерывность отображений 

(Хр, хо) -—> 1 Н(4р, 4), (Хр, %) +-—> dy H (Xp, Xp) в точке (хр, <). 

Покажем, что Го — обратный к 4. Н&„®оператор. Заметим, ato [> 

определен на всем У и множество его значений совпадает с подпрост- 
ранством Хр. Возьмем элементы ХЕЛр, у=Г; 4. Tax Kak @G(%)(I5(y)= 

=у , то 

добер Иже Не зу 

I, (aH (xg, xg o)=( dp Gl) Г. p= =e 

H Wa Kaxnoro veXp 

(<; H (xp, 519 MY) = ap G(Xo\(S, (y) Аба) =y 

для любого yer ‚ следовательно, Г. представляет собой обратный к 

dH (2,4) oneparop. 

Итак, мы убедились в выполнении всех условий замечания 3 к 

теореме о неявном отображении, так что согласно результату этого 

замечания найдутся окрестности И, И’ точек 17, <) в нормирован- 

ных пространствах Ир,Хо соответственно и единственное отображение 

У , определенное на И’ и действующее в И такие, что //(У(х,),х,)- 

=с(Ужнж)-@ для всех хоеЙ”.. Кроме того, #(22)= 2, отображе- 
ние \/ имеет в точке 1) дифференциал Гато, равный 4 Че) = жар), 

Понятно, что можно считать И, И/ содержащимися соответственно в 

(ЛР, Ч, иначе говоря, можно считать, что выполнено включение 

УИ 
Определим на И/ функцию Д:#-> }(\)+*) (ЕЙ ) и покажем, что 

42 =@(%)- точка локального минимума функции )›. Рассмотрим какое-. 
muoozeW . Тогда = еГ+ Ис [Л , кроме того, G@)-G(Yia2-0 
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так что хеМ. Согласно предположению f(x)z Л), откуда, учитывая, 

uto x=Yz)+% , X= ZS+xs , umeem £(z)= f(Wee)+4)> F(Wixg)t 28) =F, (1%), 
следовательно, ху) - точка локального минимума функции №. 

Найдем дифференциал функции 7 в точке хо : AF, (z3)= (ав )+ще)= 

= dt( Yoarg)+ 25 )all V(ar2)+ 0°] =a flx,) (AV (08) +1) =- Aft TAG (2) + F(a) 

Рассмотрим на пространстве У функционал 1: y+>af(x,)(15(y) 
(уЕУ) и покажем, что функционал /° =Af(%)) -AdG (z,) нулевой. Дейст- 
BUTeABHO, ecam VEX, TO, поскольку 2)-- точка локального экстре- 
мума функции /,, для eX, umeem Af, (XJ )(vy)= 0 , следовательно, 

Ре) = хил) - A LG (%)( Up) = 

= ALF (€o)(Yp) - Af(%)(19 (d G(X) (Up) = AF, (28) (Vp)= 0. 
Для элементов Up €Xp BHIIOMHEHO 

F(Up)= Afl%) (Up) (Af (%) I, LG a) (Up) = AF(%)(Vp)-LF (Zp) = O. 

Наконец, для УЕХ, воспользовавшись разложением U-- +4), Полу-- 

чаем /Р(4)=Р(ир+о)=Р(Ур)+ Гр) =О, что и требовалось. 
5.3. Выясним специфику требований и результатов теоремы о 

необходимых условиях относительного экстремума в некоторых част. 

ных случаях, не приводя при этом доказательств сформулированных 

ниже фактов из теории векторных пространств. 

Предположим сначала, что пространство ’ конечномерно и имеет 

размерность /м . Фиксируем какой-либо базис /={А,,.4.,., „в У. 

Обозначим через (2; ( (=1,2,.,т ) координатные функционалы отоб-- 
ражения с . Дифференцируемость в смысле Taro отображения С в 

некоторой точке % равносильна дифференцируемости в этой точке 

всех функций (7; ( 2:1,2,...и. ), при этом 46) =(Л(а>, Ье%),.., ь 6), 

rue f;(%)=aG;(%) (cM. пункт 2.4). 
Odpallan BHAMaHve HA YCAOBMA CyllecTBOBaHMA OOpaTHOTO K AG(%) 

оператора, отметим в этом плане такой факт. 

1. Предположим, что мы находимся в описанной выше ситуации. 

Тогда равносильны следующие утверждения: 

I) существует правый обратный к оператору 2/2 (%); 

2) функционалы f,,f2,..., j, линейно независимы как элементы 

векторного пространства Х”всех линейных функционалов на Х ; 

3) множество значений оператора 4/4-(%) совпадает с У. 

К имеющимся предположениям добавим предположение о том, что 

. пространство Х также конечномерно. Тогда можно сформулировать 

Te.



критерий существования правого обратного к 4((%) в терминах, от- 

носящихся к производным по базисным направлениям. Допустим, что 

размерность Х равна У , и фиксируем в Х базис Е. ={е, lx ,..., Cv $ 

Напомним (см. 2.2), что в этом случае линейный Onepatop AC (%,) 

определяется матрицей Якоби отображения (в точке х,, 

П. Оператор {С Съ) имеет правый обратный в том и только в том 

случае, если ранг матрицы Якоби отображения С в точке х, равен 

размерности т пространства У. 
Коротко обсудим результат теоремы в рассматриваемом случае. 

Предположим, что У конечномерно и в нем фиксирован базис //. Tor 

да линейный функционал Л определяется вектором-столбцом (Л, Дг„... 

‚, Ат) ею” ‚ (ем. 2.2): если U= 2, Wy hy, =- элемент пространства /, 

то 0 A(w)= 2 hie Wee . 

Если теперь предположить, что выполнены все условия теоремы, 

то результат ее можно сформулировать в такойформе: найдутся числа 

А.,А2,.., Ат такие, что „ 

а.) -7. Я. Ск (<,)= 0. (3) 

Числа Л. 4.,....1т называют множителями Лагран- 
ка. 

В случае, когда Х =”, -Ю" и в качестве базисов выбраны кано- 

нические базисы, соотношение (3) можно записать как систему 

равенств 
Of FE (x) - 5" 9.) - 0 ((=1,2 у) (4) de,” fey “08, eT 

Отметим, что система (4) может быть использована для получения 
информации о точках относительного экстремума функции f , а 
именно, добавляя к (4) соотношения, определяющие множество Л/, 
можно утверждать, что. все точки относительного экстремума функ- 
ции } лежат в множестве решений системы уравнений 

Zi Xp) — 2 Як fF w)- 0` ({=4,2,..., v), 

“ (%)= D0 (К=1,2,..., т, 

состоящей из у+т уравнений и имеющей у+ м неизвестных: и коорди- 

нат вектора (1, Дл,...Лм) и У координат вектора 2 =(17’,%>,..., Ly). 
Напрасно думать, что. все решения системы (5) приводят к точкам 

экстремума функции Л относительно Л[- решений может оказаться 

больше, чем точек относительного экстремума. 

(5) 
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