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ПРЕДИСЛОВИЕ

Подготовка специалистов высокой квалификации, владеющих

научными знаниями на современном уровне, требует от преподавателя

такого изложения основ науки, которое соответствовало бы сегодняшнему

её состоянию. В предлагаемом курсе лекций предпринята попытка

такого изложения основ математического анализа. Курс начинается с

некоторых сведений из теории множеств, включающих описание

теоретикомножественных операций, определения и свойств (многозначных)

отображений, произведения семейств множеств и т.д. Отдельный параграф

посвящен достаточно подробному изложению теории упорядоченных

множеств - здесь показывается лемма Цорна, вводится понятие фильтра,
ультрафильтра и др.

Следующий раздел курса посвящён теории пределов на основе

общего определения предела числового соответствия (иными словами,
многозначной функции) по фильтру подмножеств данного множества. Это

определение затем детализируется для различных частных случаев:

для числовых семейств с фильтрующимся множеством индексов, в

частности для числовых последовательностей, для функций, заданных на

числовом множестве (пределы по фильтру проколотых окрестностей и

по фильтру окрестностей - последнее приводит к понятию непрерывной

функции). Общее определение предела используется также ;ля

построения теории суммируемых числовых семейств и на её основе теории

рядов, в том числе степенных.

Глава о непрерывных функциях содержит более или менее

традиционный материал: теоремы о непрерывных функциях на отрезке (включая

критерий непрерывности монотонной функции), понятие о равномерной

сходимости, теорему о непрерывности предела равномерно сходящегося

фильтрующегося семейства непрерывных функций, теорему о равномерной

сходимости степенного ряда и т.п. Заслуживает быть отмеченным

помещённый в этой главе параграф об элементарных функциях и, в частно-
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сти, теорема о существовании показательной функции, непрерывного

гомоморфизма аддитивной группы вещественных чисел в

мультипликативную группу положительных вещественных чисел.

Следующая глава посвящена изучению дифференцируемых функций.

Производная и дифференциал определяются, исходя из идеи

аппроксимации данной функции простейшими - линейными функциями, В этой

главе мы сочли возможным и необходимым привести важную как в

теоретическом отношении, так и для приложений теорему о

восстановлении непрерывной функции по её производной, которая задана всюду

за исключением счётного множества точек.

При изложении теории интеграла от функции на отрезке, чему

посвящена заключительная часть книги, мы исходим из концепции

интеграла Ньютона - (неопределённый) интеграл вводится как такая

непрерывная функция ориентированного промежутка, плотность которой

совпадает с данной функцией всюду за возможным исключением

счётного множества точек. Такой подход представляется нам более

естественным в связи с приложениями интеграла. Другое преимущество нашей

точки зрения состоит в том, что мы освобождаемся от необходимости

развивать теорию несобственных интегралов, которая вкладывается в

общую теорию (и в более общем по сравнению со стандартным

изложением виде). Наконец, следует отметить, что именно интеграл Ньютона

является одномерным аналогом интеграла по ориентированному

многообразию.

Коротко о системе ссылок и обозначений. Кавдый параграф разбит

на пункты. Первая цифра в обозначении пункта указывает номер

соответствующего параграфа, вторая же - порядковый номер пункта в

параграфе. При ссылке на этот пункт перед этими двумя цифрами
(которые уже берутся в скобки) ставится цифра, обозначающая номер
соответствующей главы.

Нумерация теорем сквозная в каждом параграфе. После порядкового
номера теоремы в скобках указаны номера параграфа и главы, в

которых расположена эта теорема. Утверждения, не имеющие

фундаментального значения, нумеруются в пределах каждого пункта римскими

цифрами. При ссылке на них эти факты именуются "предложениями".

Автору выражают глубокую признательность редактору книги

С.С. Кутателадзе и заведующему кафедрой математического анализа

НГУ профессору Ь.Г. Решетняку за то внимание, с которым они

отнеслись к книге.
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Глава I. ВВЕДЕНИЕ

В этой главе излагаются некоторые общие сведения об

изучаемых в математике объектах. Поскольку эти сведения имеют

общематематический характер, они играют в руководстве по анализу лишь

вспомогательную роль и сообщаются с максимальной степенью крат -

кости.

Материал этой главы можно сравнить с описанием набора
деталей "конструктора", из которого в последующих главах будет
строиться здание анализа.

§ I* Элементы^теории множеств

Основным типом "деталей" математического "конструктора"
являются множества. Здесь мы впервые столкнемся со

способом определения понятий путем описания тех

отношений, в которые они вступают с другими понятиями. Впрочем

представить себе дело иначе и невозможно - будучи
первоначальным понятием математики, множество не может быть

определено как объект какого-либо класса, выделяемый из этого класса

теми или иными свойствами. Ведь в нашем распоряжении нет никаких

понятий, в частности, и более широких, чем понятие множества.

Подобно тому, как в основаниях геометрии математическое

содержание понятий "точка", "прямая", "плоскость" выясняется лишь

в связи с тем, что эти понятия участвуют в определенных

отношениях, так и в теории множеств сущность понятия множества

определяется системой принципов, изложению которых и посвящен настоящий

параграф.
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1.1# Идея множества имеет прообразом собрание предметов,

объединенных каким-то признаком. Мы говорим о "совокупности всех

друзей данного человека", о "коллекции почтовых марок
Доминиканской республики", о "собрании всех картин, написанных Петровым-
Водкиным" и т.д. Во всех этих случаях слова "совокупность","кол-
лекция", "собрание" могут быть заменены одним словом "множество".

Каздому в достаточной мере владеющему русским языком понятно, о

чем идет речь* И если все-таки возможны недоразумения, то лишь

оттого, что порой бывает трудно определить, является ли некто

действительно другом данного человека или принадлежит ли

выставленное полотно кисти Петрова-Водкина, т.е. не является ли оно

всего лишь искусной подделкой. Таким образом, можно говорить о

множестве (или о совокупности, коллекции, собрании и т.п.), как

только о кавдом предмете мы с уверенностью можем установить, входит

он в состав данного множества или .нет.

В соответствии со сказанным основным отношением между

данным множеством и прочими объектами является отношение

включения. Если дайо некоторое множество (обозначим

его буковй А ) и некоторый объект, обозначенный буквой х

(кстати, объект jc и сам может быть множеством), то справедливо

одно и только одно из двух высказываний: "объектл: входит в

состав множества А "
или "объект х не входит в состав множества

А ". В случае, когда верно первое высказывание, говорят также:

"объекта является элементом множества д ", "объекта входит в

множество а "и т.д. При этом пишут: хеА . Соответственно

употребляются другие формы и второго высказывания, для краткого

обозначения которого используется символ лей (или х ф А ).

ПРИНЦИП I. Если каждый элемент множества А является

одновременно элементом множества £ и, обратно, каждый элемент из

В входит в состав А , то множества А и 3 тождественны, т.е.
й=&.

Иначе этот принцип, который часто называют принципом

объемности, можно высказать так: множество полностью характеризуется

составом своих элементов.

Другой принцип, регулирующий отношение включения, носит

негативный характер. Вообще говоря, элементы данного множества са-

кл могут быть множествами (см. далее, 1.2). Однако

8



ПРИНЦИП П. Если А ив - множества, то не может быть

одновременно А £ В и В * А •

В частности, полагая В= А
, получим отсюда, что

соотношение/?^ неверно, т.е* никакое множество не может быть своим

собственным элементом,

1.2*Пусть имеются множества А и 3. Говорят, что множество

В содержится в множестве А или что А

содержит^ , если каждый элемент из В служит также элементом

и множества А . То, что В содержится в А , записывают в виде:

3 ой или А о В .

Если В£ А , то множество В называют

подмножеством или частью множества А+/, С помощью понятия

подмножества принцип объемности может быть сформулирован так:

если одновременно д с. в и В сА , то А-В .

Рассмотрим множество А . Предположим, что в отношении

элементов множества А имеет смысл говорить о некотором свойстве

р т.е. если jceA , то истинно одно из высказываний: "х

обладает свойством Р
"
или "I не обладает свойством Р ”

ПРИНЦИП Ш* Каково бы ни было множество А и свойство Р,

существует множество 3 , элементами которого являются все

те элементы множества д , которые обладают свойством Р.

Множество В мы будем обозначать обычно так:

В= (хе А:х обладает свойством Р } +++\

+) Употребительны и другие словосочетания для обозначения
соотношения Вс А . Например: "множество В уже, чем А ",

" А
шире, чем В "и т.п.

++) Не исключено, что свойство Р осмыслено и для объектов,

не принадлежащих множеству д.

+++) Следует иметь в виду, что в этом обозначении вместо а:
можно использовать любой другой знак, разумеется, за
исключением тех, которые уже встречались в данном рассмотрении.
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Чтобы продемонстрировать значение принципа ш и, вообще,

значение принципов, в которых утверждается

существование каких-либо множеств, покажем, что в формулировке принципа

Ш нельзя опустить множество й
, т.е. что множество всех объ -

ектов, обладающих данным свойством Р , может и не существовать.

С этой целью рассмотрим в качестве Р свойство "быть множеством".

Существование множества S всех множеств противоречит принципу

П, поскольку должно было бы быть 5 £ S . Существование
множества всех множеств противоречит не только принципу П, но и

принципу Ш. Действительно, предположим, что существует множество S

всех множеств. Тогда согласно принципу Ш существует и множество

So={jceS:j:£x}.
Ясно, что Soe S . Если, кроме того, S0 5 Зо , т.е. если S0
обладает свойством, характеризующим элементы множества $>о „ то

по определению этого множества So е S0 (!?). Следовательно,
должно быть S0 е. So , но тогда, опять по определению

множества S0 » оказалось бы, что S ё So.
Из высказанных вше принципов не вытекает существование хотя

бы одного конкретного множества. Следующий принцип вводит такое

множество.

ПРИНЦИП 1У. Существует множество всех натуральных чисел.

Это множество мы будем обозначать обычно буквой П . По

причинам исторического характера часто вместо тг £ П пишут n=i,Z..

Рассмотрим какое-либо множество А (например, множество

всех натуральных чисел) и пусть свойство Р таково, что ни один

элемент из й им не обладает. Б качестве Р можно взять,

скажем, свойство: "не быть элементом множества й ". Согласно

принципу J! существует подмножество йй множества й всех элементов

из й, обладающих свойством р. Множество йа называется

пустым (содержащимся в д ). Каков бы ни был объект х

справедливо соотношение х ё п • Действительно, если sc ё й
, то тем
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более х € ПА (ведь п с А !), если же х е А , то х <е Пй
по определению пустого множества. Отсюда вытекает, что все пустые

множества совпадают. В самом деле, соотношение с- rig
означает, что для какого-либо объектам можно доказать справедливость

включения х е П& после того, как будет

установлено включение х е Ай .Но последнее включение никогда

не будет установлено, так что опровергнуть тот факт, что если

хе Ай , то х £ А& , невозможно. Таким образом, Пй с пв
и, аналогично, Лв а ай . Следовательно, по принципу объ¬

емности Ад - А&. Из сказанного вытекает, что существует

единственное пустое множество. Оно обозначается обычно знакомр+\
В заключение сформулируем еще один принцип образования новых

множеств, исходя из данных, который, как и принцип Ш, связан с

понятием подмножества.

ПРИНЦИП У. Каково бы ни было данное .множество, существует

множоство всех его подмножеств.

Множество всех подмножеств множества А обозначается через

■pm ++).

Из самого определения множества р сА) очевидно, что

соотношения В £ А) и Вс А равносильны. Например, при
любом А справедливы включения ф & р>(А) , Авр (А).

+) Из данных высказываний ОС и & можно образовать составное

высказывание "если верно ос , тс верно и & ", которое
называется импликацией высказываний ос и и обозначается
ос =>£ (читается: "из ос следует.# "). Истинность
высказывания ос&£ означает, что одновременно не может быть: а -

верно, а £ - неверно. В частности, ос=?& истинно, если ос

неверно, независимо от того, истинно или нет & - из неверного
высказывания вытекает любое высказывание.

Соотношение и означает как раз импликацию

где ОС : х е А , a : х £ В .

++) Иногда вместо *р(А) используют несколько странное на
первый взгляд обозначение 2

й
. Закономерность его станет

понятной позднее.

II



1.3. В дальнейшем для обозначения множества, все элементы

которого сами являются множествами, мы будем часто использо -

вать слово "система".

ПШБВДП У1. Какова бы ни была система множеств Ос,
существует множеством такое, что осср(а) , т.е. и содержит

каждое из множеств, входящих в состав системы ос :

ТЕОРЕМА I (I.I). Пусть ос - система множеств.

Существует единственное множество S
, обладающее свойствами:

I) а а р (S)
•

2) если множество V таково, что

ОС * рСГ), (I)
то Sa V , т.е. множество 5 - наименьшее среди мно¬

жеств V , удовлетворяющих (I).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Согласно принципу У1 существует множество

и
% содержащее все множества из системы ОС

# Рассмотрим
свойство Р : объект х обладает свойством Р , если существует

AgOl такое, что х& А . В соответствии с принципом Ш

образуем множество S всех элементов из и
, обладающих свойством

Р и убедимся, что S - требуемое.

Проверим сначала, что ос а р ($). Для этого надо

доказать, что любое множество А^ОС входит в состав множества

pCS)4 т.е.. является подмножеством множества S . Отметим

сначала, что из соотношения ос ар (а) вытекает включение А <= а,

следовательно, произвольный элемент хе А входит также ив U:

xeU. Поскольку существует множество из системы ОС , вклкь

чакхцее х , именно рассматриваемое множество А » то элемент

xeCl обладает свойством Р. Поэтому х eS , а это означает,что

flc.5.
Хотя определение множества 5 и связано с множеством U,

на самом деле S от U
,
не зависит - S можно определить как

множество всех объектов, обладающих свойством Р : если х & U,
то х не может обладать свойством р . Множество U необходимо

лишь для того, чтобы можно было гарантировать существо

в а н и е (на основании принципа Ш) множества S .

Поскольку S не зависит от U , при построении множества

S можно вместо И взять любое множество V , удовлетворяющее

тем же условиям, что и IL, содержащее все множества системы
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т.е. условию (I). При этом будем иметь Sc.v, что и доказывает

второе утверждение теоремы.

Осталось убедиться в единственности множества S. Если S' -

еще одно множество, обладающее свойствами, аналогичными I) и 2),
то, принимая в соотношении (I) в качестве V множество S',
получим на основании свойства 2), что S о S' Поменяв ролями S
и S\ придем к соотношению S'о S , которое вместе с

предыдущим доказывает равенство S' = 3 .

Теорема полностью доказана.

ЗАМЕЧАНИЕ. Множество 3 , существование и единственность

которого только что доказаны, называется объединением
множеств системы Ос и обозначается и А

fleOi

Следующие предложения являются перефразировкой определения,
I. Если Ао - множество и? системы OL , то A a U в.

°
/)fЛ

П. Если любое множество системы & содержится в множестве И

то и U Д^а.
йеО.

Из I и П получаем, например, что в случае, когда OL = p(iL,),
объединение^^

= а . в самом деле, Uep>(u) = ос
, поэтому

на основании I u <z U А , а вследствие П и А = а .

Леа йе.<Х

Также с помощью I и П получаем

Ш. Пусть, кроме системы ос, дана еще такая система # , что

для каждого множества А е ос можно указать множество Зе £.

содержащее А. Тогда U А <= и В .

fieac &е%

В теореме I не исключено, что система OL пуста. Ввиду того,
что в этом случае осср(а) , каково бы ни было множество (1, в

определении объединения остается только второе требование

теоремы, которому, очевидно, удовлетворяет множество 3- <f>. Таким

образом, объединение множеств пустой системы есть пустое множество,

ПРИНЦИП УП. Если даны объекты jc и ^ , то существует

множество, обозначаемое /jc; у}, имеющее jc и V единственными

элементами*
*

+) Понятно, что вместо А в этом символе может быть использован

любой другой знак за исключением тех, которые уже встречались
в данном рассмотрении.
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Это означает, что соотношение равносильно тому,

ЧТО ИЛИ Л =JC
,

ИЛИ «2-у.
Отметим, что ={у^}-
Если объект у тождествен объекту х ,

то множество {х,у}
состоит из единственного элемента х и обозначается просто (х).
Таким образомf {х, х} = {sc}.

Рассмотрим объекты х, у и 2 .На основании принципа УП

образуем множества {х, tjj и {2} и вслед за тем систему{{х,ф,{£}).
Объединение множеств этой системы, обозначаемое {х,у,л},

включает элементы х, у и 2
, и только их. Отсюда, между прочим,

вытекает, что, Hanpiwep, fx, у, 2}
=

{х^2,у^
и т.д.

Аналогичным образом можно построить множества, состоящие и

из большего, чем три, числа объектов.

Пусть даны множества А и В . Объединение множеств системы

{в, В} называется просто объединением множеств А и 3 и

обозначается А и В . Подобным же образом определяется объединение
АиВиС множеств А, б, С и т.д.

Очевидно, соотношение хейиВ равносильно тому, что имеет

место, по крайней мере, одно из двух включений: jce д ътхеВ.

В дополнение к предложениям I - Ш отметим еще некоторые свой

ства объединения.

й и В = В и й ,• (2)

flu {В и С) = (flu В) и С = АиВиС; (3)

flufl-A
, (4)

Й и ф - Я - (5)

1.4. Как и в 1.3, рассмотрим систему сс множеств. На этот

раз будем предполагать, однако, что сх - непустая.

ТЕОРЕМА 2(1Л). Существует единственное множество D0 ,

обладающее свойствами:

1) множество Д, является подмножеством каждого из множеств

системы Ос ;

2) JD -наибольшее из множеств, обладающих этим свойством,
т.е. если множество J) служит подмножеством кавдого
множества из системы ос, то £0dJ).°
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку система ol непуста, существует

множество й0 е ос. Обозначим через D0 множество всех таких

элементов из йо , которые принадлежат каждому из множеств системы OL.

Ясно, что D0 обладает первым свойством. Если, далее, множество

J) из условия 2), то ввиду того, что для любого Д вое будет

ЛсА, соотношение хв Л шечет хв д для любого множества

Я в ос
.

В частности, хв до . Поэтому по построению множества

д оказывается хе,Д. Таким образом, DoJ)0.
Опираясь на свойство 2) по тому же образцу, что и в

теореме 1, докажем единственность множества Д.
Множество D0 называется пересечением

множеств системы ос и обозначается символом Г) й.
fizOl

Как и в случае объединения, образуя из данных множеств Д

и В систему {й,В}щможно построить пересечение
й п Е> множеств ^ и В. Соотношение хейпВ равносильно тому, что

одновременно хвД и х в в .

Можно, разумеется, говорить и о пересечении йпВпС множеств

Я, В, с и т.д.

Предоставляем читателю самостоятельно сформулировать свойства

пересечения,аналогичные свойствам I-Ш и (2)—(5) из 1.3. Отметим

здесь лишь так называемое свойство дистрибутивности: если Д,В,С-

произволыше множества, то

(ЙиВ) пС = (ДпС) и (ЗпС); (ДпВ)иС = (ДиС)п(ВпС) .

Проверим, например, второе из этих соотношений. Пусть
хв(йпВ)ис. Это означает, что либо хей пв, либо хе с. В

первом случае должно бчть одновременно х ея и х в з, тем более

Х£й ис и х в вив. Оба последних включения имеют место и тогда,

когда хв С. Таким образом, в обоих случаях хе. (дис) п(ВиС);т.е.
ГЯЛВ) иС а СйиС) П (вис ).

Рассмотрим теперь элемент х е. (ДиС) п(Вис).Согласно

определению, это равносильно тому, что одновременно хедив и

хе. В иС . Но хе вис означает, что или .are/7, или a gC . Если имеет место

хе с, то тем самым верно и хв (ДпЗ)ие.ъ случае, когда х в с

должно быть непременно хе д, и по тем же причинам (ведъхеВиС!)
хвЗ, так что хеДпВ и подавно х е ся пВ) и С. Итак,
справедливо включение (Дис)п (Вис) в (я пВ) иС,что вместе с

предыдущим приводит к требуемому равенству.



Сформулируем в заключение часто встречающийся принцип, так

называемую аксиому Цермело.
ПРИНЦИП УШ. Пусть ос - система непустых попарно непересекаю-

щихся (т.е. с пустым пересечением) множеств. Существует множество

X такое, что, каково бы ни было А е. ос, пересечение й пХ
состоит из единственного элемента.

Иначе говоря, выбрав из каждого множества системы по

элементу (что возможно вследствие непустоты этих множеств), можно

образовать множество всех выбранных элементов. В связи с

такой интерпретацией указанный принцип часто называют

принципом выбора.
К операциям объединения и пересечения мы еще вернемся в

следующем параграфе.
1.5. Пусть даны множества Д ив* Множество

Р ={ я £ Д: JT ё В}
называется разностью множеств й и В и обозначается

символом й'В.

Ясно, что

(й^В ) иЗ - й иВ ,

а в случае, когда й ?в, т.е. когда объединение й иВ

совпадает с Д, имеет место более простое равенство

(Д'З) ид =Й-

Нередко все рассматриваемые множества суть подмножества

одного (универсального) множества U. В этом случае разность 1/'й

называется дополнением множества й (до V ) и обоз¬

начается й1 (или Сй )* Очевидно

йи й' =■ U
, Дпй'=ф , /=сй')'=й.

Далее, если й => В , й' а в'.
Рассмотрим непустую систему ос подмножеств множества U и

систему ос
у состоящую из дополнений множеств системы ОС: множество

В & Ос* в том и только в том случае, когда существует такое

множество й £ ОС, что В - й'. Справедливы соотношения

(ию'=Пй' , (Пй)'=ий'. (6)
Й£(Х я'есч! Aeoi в'аОС1
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Действительно, обозначим 3 = U А и проверим, что
й£01

$1- п й[ Для произвольного А в ос имеем S э А .

Следовательно, S' с в1. Пусть i?-какое-либо множество, содержащееся в

каждом множестве системы ос': из В £ ос1 вытекает J)cB , Рассмотрим

дополнение D1 множества D. Поскольку для произвольного А£ОС

его дополнение А'с ОС1
?

то Л с А1 и, значит, Dfofl.

Поэтому согласно определению объединения должно быть DoS

или П- J)ffс S* . По определению пересечения заключаем

отсюда, что S/ = П А*.
й'£Сг'

Второе из соотношений (6) можно доказать, если заметить,что,

образуя из системы <%Систему дополнений входящих в ос' множеств,
мы получим исходную систему ОС. Тогда, воспользовавшись первым

соотношением, можем написать

и «' = си йУ -

(пй /•
й'еос' Я'еос' яеа

В рассматриваемой обстановке, когда все данные множества

являются подмножествами универсального множества Z7, соотношения

(6) дают возможность осмыслить пересечение ПА ив том случае,A£Ol /

когда система# пустая. Поскольку при этом пуста и система ОС,
то UA= ф (см. 1.3). Следовательно, полагая П А - U ,

й'еос'
'

деф
мы сохраним справедливость равенств (6) и в рассматриваемом случае.

Заметим, что при таком определении пересечения пустой системы

остается верной, разумеется лишь в известном смысле, и теорема 2,
согласно которой пересечением пустой системы множеств должно быть

наибольшее множество, т.е. множество U (ведь рассматриваются
только подмножества множества U !).

1.6. Множества А и В входят в разность А'З не

симметрично. В связи с этим иногда бывает целесообразно рассматривать так

называемую симметрическую разность этих

множеств. Под ней понимается множество

Ал в - (в'В) и (В\й) - СйиВЪ(АпВ) .

Понятно, что х в А означаетt что верно одно и только одно

из двух соотношений: х е. А или х & В .

В мгзгестве р (и) всех подмножеств данного множества U

операции переселения и симметрической разности в известной мере

аналогичны опер* шям умножения и сложениг чисел. При этс* аналогом
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числа 0 служит пустое множество, а числа I - множество и .

Если говорить точнее, то# во-первых, указанные операции над

множествами подчиняются ассоциативному, коммутативному и

дистрибутивному законам; для операции пересечения справедливость

ассоциативного и коммутативного законов уже отмечалась в 1.4; Свойство

коммутативности симметрической разности ясно непосредственно из

определения; ассоциативный закон, т.е. соотношение

сд д в) дс - й д (в до) (й,з,о ер си)), (7)
следует из того, что легко проверить, что множество как в правой,

так и в левой части равенства (7) состоит из всех тех элементов,

которые входят только в одно из множеств й , 5 или С ;

справедливость дистрибутивного закона

(й дЗ) па = сйпс) д (ВПС) (й,в,СЕрса)) (8)

устанавливается непосредственной проверкой условий принципа I.

Кроме указанных, имеются и другие соотношения, аналогичные

соотношениям между числами:

ЙДф^й, й nd= й , йпф-ф СЙерСа)). (9)

Далее, каковы бы ни были множества й, В ер (U.),
существует единственное множество X & р (U) такое, что

й д Х = В. (Ю)

В самом деле, если множество X существует, то по

ассоциативному закону

Х = Х йф = фл Х=(ЙйЙ) йХ=й&СйлХ)=йл в.

Поскольку

йд СйдЗ) - СЙДЙ)ДЗ = ф ДЗ ~ 3,

то X - й д 3 действительно удовлетворяет уравнению (10).

Следует иметь в виду, что аналогия между операциями над

множествами и над числами не распространяется слишком далеко. Так,

мы уже пользовались равенством й д й - ф , аналог которого

для чисел не имеет места. Таково же соотношение й п й = й •

С другой стороны, в то время как числа можно делить одно на

другое: при любых афо и 6 существует единственное число

х , удовлетворяющее равенству ах - 6
, аналогичное дей-
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ствие над множествами, вообще говоря, не выполнимо - если А и

В - данные множества, то X » удовлетворяющее соотношению

япх - 3 существует лишь в случае, когда ft^3 ; будучи

выполнимым, "деление" , как правило, не однозначно - к X можно

добавить любое множество, имеющее с й пустое пересечение.

Общими как для множеств, так и для чисел будут те свойства,

которые могут быть выведены из ассоциативного, коммутативного,

дистрибутивного законов и соотношения (10). Если же какое-либо

свойство не вытекает из перечисленных, то оно может

наличествовать в одном и отсутствовать в другом случае. В § 4 мы еще

вернемся к этому вопросу.

1.7. Рассматривая какие-либо конкретные объекты jr и у,
мы нередко наблюдаем, что между ними нет полного равноправия:

можно различать "старший" и "младший", "левый" и "правый", "глав¬
ный" и "второстепенный", "первый" и "второй" и т.п. Это

наблюдение находит свое абстрактное выражение в понятии "упорядоченная
пара".

Пусть имеются объекты х и у . Множество {хч (х, у}}
называется упорядоченной парой элементов

х и у и обозначается символом (х,у). Объект х называется

первым элементом упорядоченной пары (х,а) , а у
—

вторым.

ТЕОРЕМА 3(1.1) Если (х, у)
= ( и, а) 7

то x-tif у-
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Действительно, так как х е сх, у) =

то по определению множества (и,0) =(а, (и, с?}} (см. 1.3)
должно быть одно из двух: х= и или х= {и, а$ .

Точно так же

имеет место одно из равенств: {х, уj = и или {х, у} =

= {и,а}. Таким образом, справедливо одно из четырех предложений:

а) х-а и {х,у}
= {и, а} ; б)х-а и = и � в) х=

= {и, (?) и {X.1J} , T)x={u,V} , {X, t/J = {a,(T} .

Разберем каждое из них в отдельности.

а) Поскольку у £ {х,у} = vj , то либо у
=

и тогда утвервдение теоремы доказано, либо у
= а = х

,
т.е.

множество {х,у$ состоит из единственного элементах

(совпадающего с у и с и ). Так как о - элемент этого множества, то

о=х . Таким образом, в этом случае все объекты х, у, и, о-

совпадают, в частности х=и и у-^ , так что и на этот

раз утверждение теоремы справедливо.
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б) Из равенства и* {х, а) следует хе а 9 а так

как и=х, то jcsjc , что противоречит принципу П - этот

случай неосуществим.

в) И здесь получаем: с одной стороны tie {и,о-}=х , с

другой - х е {х, а} = а , что опять противоречит принципу П.

г) Из соотношений этого пункта вытекает равенство jc = {x,t/},
так что хвх , и вновь мы приходим к противоречию с принципом

И.

Итак, из гипотез а) - г) осуществима только перовая, что и

доказывает теорему.

СЛЕДСТВИЕ. Если сх, у)
=

су,х) ,
то х=и.

Следующий принцип позволяет рассматривать множество всех

упорядоченных пар, составленных из элементов данных множеств.

ПРИНЦИП IX* Пусть А и В - данные множества. Существует
множество А*В всех упорядоченных пар вида (х,и) « хвА^еВ.

Множество А *3 называется произведением

множеств А и В •

Изучению произведения множеств посвящен, в сущности, весь

следующий параграф. Здесь же мы рассмотрим лишь несколько

примеров произведения множеств.

Примером произведения множеств может служить шахматная

доска - каждую ее клетку можно рассматривать как упорядоченную пару

( х, у ), где уе{/,£,з,4,.5,6,1,3}.
Прямоугольный зрительный зал является другим примером

произведения: каждое кресло
- это упорядоченная пара (х,у) , где х

номер рада, а у
- номер кресла в данном рзду.

Более содержательный пример произведения доставляет

множество Р всех точек, лежащих на данной плоскости (рис. I).

Проведем в плоскости какие-нибудь непараллельные прямые L и М.

Множество всех точек, лежащих на X, обозначим через А
,
на М -

через В Пусть z еР . Через точку Л проведем прямые £*

и Мл , параллельные прямой L и, соответственно, М
*041^

пересечения прямых М2 и Z обозначим через х , прямых и М-

через у . Таким образом, описанная конструкция связывает с

кавдой точкой 2е Р упорядоченную пару точек хев В .

+) Если z лежит на прямой L или И , то под Л£ или,
соответственно, Мг следует понимать самое прямую i (или М ).
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Рис* I

Обратно, всякая пара такого вида определяет с помощью

подобного построения точкулеР. Это позволяет говорить о парах ) -

элементах произведения Ах В - вместо точек лер и наоборот,
т.е. позволяет отождествить множество Р о произведением йхв^.

Подобно этому множество всех точек параллелограмма можно

рассматривать как произведение множеств всех точек,

лежащих на какой-нибудь паре непараллельных его сторон»

В заключение отметим еще такой очевидный факт, что джя любого

множества А произведения

А х cf> = ф х А = ф ■

+) Следует иметь в виду, что равенство Р = Ах& имеет условный
характер: точка zeP не есть упорядоченная пара { я*у ),
а липь однозначно определяет ее, причем то, какую именно пару

определяет данная точка z , зависит от выбора прямых I и

м , т.е. от способа отождествления. Пренебрежение указанным
обстоятельством может привести к недоразумениям и, более того,
ложным заключениям.
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§2. Отображения

Важнейшими после множеств объектами математики являются,

безусловно, отображения* Если попытаться в немногих словах

охарактеризовать предмет математики, то можно сказать, что математика

занимается изучением множеств и их связей между собой,
осуществляемых с помощью отображений*

Говоря об отображении или, более общо, о соответствии между

элементами данных множеств X и Y , обычно подразумевают

правило, согласно которому по данному элементу множества X

могут быть определены соответствующие ему элементы (их может быть

и несколько или, напротив, ни одного) множества Y в Как бы ни

было задано такое правило, оно приводит, следовательно, к

некоторому множеству упорядоченных пар вида (л, у ), где х - какой-

либо элемент множества X , а у
- любой из соответствующих ему по

этому правилу элементов множества Y (если, конечно, таковые

элементы имеются). Понятно, что и обратно, указав некоторое

множество jFc х *Y , мы тотчас же получаем правило соответствия:

элементу хеХ сопоставляются все элементы aeY такого рода, что

В связи со сказанным нет необходимости различать множество

F и правило, его породившее, т.е. под соответствием между X

и У можно понимать множество, содержащееся в произведении X*Y.

Именно на такую точку зрения мы и становимся в этом параграфе,

где сообщаются основные определения и приводятся простейшие факты,

связанные с понятием соответствия и, в частности, отображения.

2*1. Рассмотрим множества X и Y и множество F сХ*У

(рис.2). Пусть х £ X . Множество

называется сечением (первого типа)
множества F элементом х .

Аналогично, ecj

(X , у) £ Г.

(I)

(2)
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Рис. 2

называется сечением (второго типа)
множества F элементом у .

Как ясно из данных определений» соотношения

-у
(3)(X,tj)eF, ijeFlX] ,

X&F [tjl
равносильны друг другу.

В известном смысле сечения Fix] и F'l[y] не зависят от

множеств К и У . Пусть X,Y, С/, V - данные множества.

Рассмотрим множество FcX*Y и предположим, что, кроме того,

FaUxV. Обозначим через [х] сечение F элементом

хеХ , определенное исходя из произведения X * Y , а через

FUjcVLuj (ueU) - то же, но связанное с произведением U*V•

I. Если для какого-либо х е X сечение Fxxy £х] Ф ф,
то х £ U

, причем

Fv.y 1X1 - Ъу 1x1 ■

В самом деле, так как F № Ф Ф

(4)

то найдется

Согласно (3) это равносильно соотношению (x^)eF,
так что cx,y)aU*V , т.е. x&U, Снова на осно¬

вании (3) заключаем отсюда, что ^£^U}(V^X^ • Поскольку у
- про*

гг , ,

проведенные рассуаде-извольный элемент множества F<xy [х]

ния доказывают включение Рх [х] с Fu*v 1X1
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Ввиду полного равноправия этих множеств (ведь xeU )

справедливо и обратное включение и тем самым равенство (4).
П. В условиях и обозначениях предложения I имеют место

соотношения

F rxlcYnV (хеХ) , FuxV[a]cYnV (veV'* ' (5)

ЗАМЕЧАНИЕ. Пусть F - множество упорядоченных пар.

Основываясь на определении упорядоченной пары, а также на принципах Ш

и 71 из § I, можно доказать - предоставляем это читателю, - что

существуют такие множества X и У , что F сXхУ.

Пусть, как и вначале, F <= X*У.

Множества

P^F-{хе X :F IxJ Фф}, PrtF-{ysY:F'iI4I f ф J
называются проекциями (первой и, соответственно,

второй) множества F.

Из I вытекает, что проекции множества F не зависят от

множеств X и у , т.е. если подобно тому, как это предположено

в условиях предложения I, FcU*V 9то первая проекция

определенная как яъдмножество множества х • совпадает с первой проекцией

определенней- как подмножество множества U , Точно так же

совпадают и вторые проекции.

Пусть множество fl с х , а множество ВсY . Положим

К<=Д*В (рир. 3). Легко проверить, что



Г 3 (xefl) Г й (^вВ')
FLx] = J F~‘[tj] - <

I <р ('jeX'/)), / ф CueY'B),

откуда при условии, что Я, В ф ф, получаем

РгтР = Д
, PrBF=B'

так что Р = Prj Р * рГ]! F.

В случае произвольного множества Р с X *У такое

равенство, разумеется, уже неверно - справедливо лишь включение

P<=PrfFxPrffF. (6)

Действительно, если ( х, у ) ер % то veP [х] ,
xsF

Следовательно, множества Fix] и P~J[у} непусты и по

определению х е P/у Р ,
а уеР^Р.

2.2. Как уже было сказано во введении к настоящему

параграфу, множество Р упорядоченных пар вида (хеХ, уeY)
называется соответствием из множества

X в множество У • При этом множества Fix] (хе X) и

F'1 Ltj] У) называются соответственно образ ом

элемента х и (полным; прообразом элемента у
при соответствии

Первая проекция Pr: Р соответствия F называется об¬

ластью определения F - обозначается через

Множество PrnF называется областью з н а -

F ]
ч е н и й соответствия F и обозначается Ар.

Пусть й - произвольное подмножество множества X •

Множество

F[Al={ye Y:F'JLtj] nfl / ф)
называется образом множествам при
соответствии F (рис.4). Элемент ijeY тогда и только тогда входит в

образ Р [GJt множества М , когда существует такой хей,
(3)) yeFl-xlЧТО X еР [ij] т.е. (см.
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Рис. 4

Поскольку изX£F'‘[tj] .следует, что F'1 L у7 ф ф , т.е.

что ye F =АР , то F[fl]cAp . Если же Д=> PrxF =
то F[ Д] =

Ар : вследствие (6) F'1[у] с PrrF при
любом У

, и, значит, пересечение Р'![и]п Д совпадает в этом

случае с F'1 LUl ■

Непосредственно из определения легко устанавливаются

следующие свойства образа:

FLfl] = F [ДпПр] fficX); (?)

F tfij с F lflz] (Я, с Яг с х ); (8)

Г[Д' uflzJ = F[ в,] и F [flz] (А,,влс.Х)\

F 1в,пйл1 ар [fljnF [Я23 (й„йл сХ). (10)

Аналогично образу определяется (полный)
прообраз р~1[ в] множества $ с. Y при соответствии

jPcyxy , Именно

Р~*1В] = {хе X: FIX] п Вф Ф} .
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Нет надобности выписывать свойства прообраза, подобные (7)-

(10), тем более, что ниже они будут выведены формально из свойств

образа.
Пусть и Рг - соответствия из X в Y . Если IJ с ,

то IJ называется сужением F& , a F& -

распространением Ft • Очевидно

F'lxlcF^xl (хаХ) , F-'LfJcF;1^] CfУ;, (п)

откуда вытекают включения

°f; с

\ ’ лг,
с

*FZ ■

(12)

2.3. Рассмотрим множества X , У, U, V и соответствия

F о X*Y G aU xV . Суперпозицией G*F

данных соответствий называется соответствие И ^ х * V
, которое

определяется как множество всех таких упорядоченных пар

rx, t>) s X *V * что дая каждой из них существует элемент £,
обладающий свойством: (х, Z) & F, (Z, t?) е G .

Докажем, что

Н [х] - О [Fix]] (хе X) . (13)

В самом деле, ere HLxl равносильно тому, что сх,а)еН,
это же означает, что существует такой 3L , что одновременно

(х, 2) £ F и (Ж, а) е. G . Отсюда следует, во-первых,
что же У п U и, кроне того, что ж € Г [х] ,

G [XI ,

что по определению образа множества эквивалентно включению

VeG [FixJ] .

Знание всех сечений какого-либо соответствия позволяет на

основании (3) восстановить это соответствие. Поэтому равенство

(13) полностью определяет суперпозицию G°F. Нередко при

определении суперпозиции как раз и исходят из (13).

В (13) можно подставить вместо элемента хв X произвольное

множество А СX :

И[Д] = G LF LAJ] . (14)

Хотя непосредственный вывод этого соотношения и несложен, мы не

приводим его здесь. Доказательство формулы (14) будет получено
из косвенных соображений позднее, когда в нашем распоряжении
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появятся новые факты. Там же будут даны сведения о прообразе
элемента и множества при соответствии G°F.

ЗАМЕЧАНИЕ. Следует иметь в виде, что суперпозиция не

обладает свойством коммутативности, т.е. что вообще говоря,G^F^F^G.
Это вытекает хотя бы из того, что G°FсQpxAQ , а

F°G a &G * др . Но даже и в случае Qr коммутатив¬

ность не имеет места. В дальнейшем мы встретим многочисленные

примеры этого.

Можно показать (это будет сделано ниже), что

sGl% nAr] ’ Qa-P • (15)

Если имеются соответстшя Fc: X.xY. , то по
L II

указанному выше образцу можно образовать их суперпозицию

F3oFz°Fx, понимая под ней множество всех таких пар сх,у) е XfxY3,
что между элементами х и а можно "вставить" элементы хг и

tj& так, чтобы было (x^eF, te£,j£)*F£ , ajv*j)eF3.
Непосредственно из определения вытекает равенство F3° Fz°Ft-
~F ° (*z°Ft) - CF °Fz)oF,, так что суперпозиции выполняется

ассоциативный закон.

В заключение заметим, что хотя формально суперпозиция G°F
зависит от множеств X , Y, U, v , на самом деле она определяется

только соответствиями F и G . Справедливость этого замечания

вытекает из того, что суперпозицию G°F можно определить как

множество всех таких упорядоченных пар { х, а ) (не
предполагая заранее, что хеХ ,

oeV ), для которых существует

объект я, обладающий свойством: (jc,£ )еР, (z,cr )&& .

Роль множеств X , V ( У, U вообще не участвуют в определении)
состоит лишь в том, что они без дополнительных рассуздений
позволяют гарантировать существование множества

G°F (ср. замечание из 2.1).
2.4. Пусть опять имеется соответствие F из множества X

в множество У . Наряду с произведением X * У рассмотрим
произведение Y*X и соответствие

F'J=fry, x)eY*X ■■ (х, tj) £Fj ,

которое называется обратным по отношению к соответствию

28



Сразу же отметим, что соответствием, обратным по отношению

к F'\ будет данное соответствие F: (F'1)'1 -F.

Если уе У , то символ F [ у] можно теперь понимать

не только как прообраз элемента у при соответствии F, т.е.

как сечение второго типа множества F , но и как сечение

первого типа множества F~l . Недоразумений, однако, здесь

возникнуть не может, поскольку оба истолкования приводят к одинаковым

результатам. Действительно, если рассматривать множество F~l[u]
как сечение первого типа множества F~l , то

F~lLyl = {x&X ■ (у,х)е F'1} . (16)

Но соотношения (у,х) е F~‘ и
сх,у) е F равносильны, откуда

и следует, что множество (16) совпадает с (2).
То же самое верно, конечно, и по поводу символа F'1 [В]

(BoY), который можно истолковывать и как прообраз множества

В при соответствии F и как образ В при соответствии F'1-
Используя сделанное замечание, подучаем

й?-‘ Y; F 'V# $ I=лр (17)

и точно так же

=&р. (18)
Далее, заменяя в соотношениях (7) - (10) соответствие F

обратным ему, придем к свойствам прообраза множества при

соответствии F'1.
Обозначим

1= {гх,у)еХ*Х : X=yeQrj (19)
и проверим справедливость включения

Г-Г'*31 ■

(19)

Действительно, если jceQ , то F[x]f(p , т.е.

существует уеР[х] . Согласно (3) это означает (х,у)еР и, сле¬

довательно, (tj,x) £ F'1 . Таким образом, пара (x,x)eF~l°F,
что и доказывает (19).

Рассмотрим теперь соответствия F<=x*Y и Gc.u*V

и их суперпозицию н=в°Р> Докажем, что

H-l=F~l°G'‘. (20)

29



В самом деле, (^хуеИ'1 равносильно cx.id^H , а

это по определению суперпозиции означает существование такого

-г, что cx,&)eF, (2,a)£;G . Переписывая последние соотношения

в виде (o-.z)eG~\ (^x)sF'1 и снова прибегая к определению супе-

позиции, получим окончательно, что соотношения (а7х)ан и

с о, х) е F~J ° G'1 эквивалентны.

Используя (20), на основании (13) для &eV можно написать

И'1[а] = F'1 [G~‘ [all . (21)

Для множества G^V получаем таким же образом из (14)

Н'1LC1 = F'1 [G'‘LCU ■ (22)

2.5.Соответствие FcX*У называется однозначным,

если для любого хеХ сечение F[х] содержит не более одного

элемента. Однозначное соответствие называется также о т о б р а

ж е н и е м Если хе&а. то множество Flx]£cb и,следовала

тельно, состоит из единственного элемента, который обозначается

F(х) и называется значением отображения F

соответствующим данному х . Таким образом* FIxl ={F(x)).
Символ F(x) определен лишь душ хе&р. Именно поэтому

множество и названо областью определения F . По этим же

причинам употребительна фраза: "отображение F определено (или задано)

на множестве Qp ". Таково же происхождение термина "область

значений": есть множество всех значений отображения F.
Чтобы легче было понять, идет ли речь об отображении или о

произвольном соответствии, условимся на протяжении данного

параграфа первые обозначать строчными буквами, вторые - прописными.
В соответствии с этим соглашением рассмотрим отображение f изХ

в У. Тот факт, что j
- однозначное соответствие, означает,

очевидно»

I. Если <^г,у,Л (x>fe)£h то у, =tjz
•

Задать отображение /
- это все равно, что указать правило,по

+) Кроме "отображения” употребительны и другие термины: "функция",
"преобразование", "оператор" и т.п. Некоторые из них мы будем
использовать, но лишь для обозначения специальных классов

отображений.
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которому каждому элементу ^ сопоставляется его значение-

элемент fcx) . Поэтому для обозначения отображения j
употребительна запись: fix-*- fcx) (хе .

Если Q^X (a Jy
^ Y ), то говорят, что f -

отображение X (а не из X ) в У, и пишут J:X—Y . Если, кроме то¬

го, jy =У , то говорят, что у на У (в обозначениях/:Х^У),
Суперпозиция отображений ftzX*Y и

как это вытекает из формулы (13), сама является отображением. Из

(13) же вытекает, что

S2a ={xc8j. ,

причем fid) - <j(-f(x)) (x e Q^) .

Если соответствие f является сужением отображенияf2cX*Y,
то из (II) следует, что Jt - также отображение. При этом

W *•'*'-*‘‘Х> <X‘V- (23)

Обратно, если два отображения / и f связаны между собой

соотношениями (23), то ffcf^.
Пусть / - отображение множества Z в множество У .

Положим f с§)= (§ £3' * так что /'■ $(§Е Иногда вместо

этого пишут коротко: j: {*]§} (§&Sh и говорят о семей¬

стве f элементов множества У , причем множество S -

область определения f - называют множеством

индексов семейства.Семейство, множеством индексов которого

служит множество TL всех натуральных чисел, называется

последовательностью. Вместо {у§} С§еЛ) пишут обычно
или даже ПРОСТО (*/§}•

Если из двух семейств одно является сужением другого, то

первое называют подсемейством второго.

2.6. Рассмотрим какое-либо семейство if:{fl^} под¬

множеств некоторого множества U , т.е., иначе говоря, отображение

(§eSg)множества 3 в множество p(U). Область

значений д отображения tf представляет собой систему otapcW

+) Таким образом, термин "семейство" является полным синонимом

термина "отображение”.

31



всех таких множеств я о и , что существует §е£ , для которого

Я* = Я +\ Объединение и Я множеств системы*# называется также
*

йеОС

объединением множеств данного семейства и

обозначается А( . Если £= 71 , т.е. если речь идет о последователь-
£££ со

ности множеств, то обычно используется символ U Я*. Наконец,

если ^ - множество всех натуральных чисел, не превосходящих

данного натурального числа п f то объединение обозначают

символом^!/ . Аналогичные обозначения используются и в других сход¬

ных с этим случаях.

Принимая во внимание теорему 1(1.1), легко установить, что

включение xeU^A^ равносильно существованию такого §о&£
что X £ А$о .

Точно так же (но при условии непустоты множества S' )

определяется пересечение Я$ множеств семейства

{Я?} (§еЗ)* . С помощью теорев^ы^ 2(1.1) можно проверить, что

соотношение Я, означает, что для каждого справед-

ливо включение х £ А$ .

Заметим, что объединение и пересечение множеств данной

системы Ol можно рассматривать как объединение (или пересечение)
множеств семейства {Я} (Яе<Я).

Укажем на некоторые свойства операций объединения и

пересечения, которые без труда выводятся из определения.

I. Каковы бы ни были семейство множеств {Я($еЗ) и

элемент £0 £ 3> справедливо включение П„ Я^ с •

П. Если {Я^} (§£S) и {&€} (£еЗ) - семейства мно¬

жеств с одним и тем же множеством индексов 3 , причем я^ с в^
для любого § £ 3, то

U ЯЁа U В П Я <=П Bf. (24)
£еЗ * §eS f £е£

* feS i

Ш. (Ассоциативность объединения и пересечения). Пусть дано

семейство {А^} (§е3 ) множеств. Предположим, кроме того, что

+) Короче говоря, OL -система всех множеств вида Я^ (£еЗ)-

++) Значение символов П я
,

П яf и т.п.

понятно без пояснений. & * *s/ 1
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имеется семейство {sA} (леЛ) подмножеств множества s такое, что

8=U S, . Тогаа
ЛеЛ А

и А = и CU АЛ П й, = п СП й*) .

£еЗ * ЛеЛ * $£3 > ЛеЛ (ety9
В частности, пусть 3 =Л *М , где Л и М - данные

множества. Положим Е,- {л] *М. Понятно, что 3=U S Следователь-
*

.
МЛ Л

но, если условиться писать вместо А просто д,„ и заме-
(Л ,/*■) /у“

тить, что рем равносильно включению сл^/и)£Вл , то

U U fi,M = UCU йм), /7А- Г) ЙЛ11=ПСП А. у
feS f atjU)eA*M ^ ЛеЛ /ieN 'У1 feS * а,//)£Л*М ЛМ /UeM

Можно, разумеется, поменять ролями множества Л иМ .

Сопоставляя полученные при этом равенства с написанными выше, придем к

соотношениям:

UCU Д2)= U CU*,t), ПСП й )=П СП Д ). /осгл
МЛ /U£M ЛГ /U£rt Л*л № ЛеЛ реМ А/U /иеМ А&Л Лр (25)

IV. (Дистрибутивность объединения и пересечения.) Если

{д^} (feS)- данное семейство множеств, 3 - произвольное

множество, то

BnU Д, = U СЗпй*)
,

ВиП й. =П СВий') .

f€E $es &3 * &S *

V. Пусть {А$ } С$еЗ) “ семейство подмножеств некоторого

множества и. Тогда

CU А /= п й
, СП fi j= и й'

.

t*8
(

f*S *
feS f ft5 €

(Здесь штрихом обозначено дополнение до множества и . См. I.I.5)

Рассмотрим какое-либо соответствие Га x*Y и множество

ДаХ. Из определения образа F[Д] вытекает равенство

F[А]- U Flxl . (26)
Хей

В случае, когда A=U„Af , получаем отсюда, используя

ассоциативность объединения,

F[A]=FL U А*]= U F[x]= U CU F U FLAJ . (27)
&S jceflf £еЕ

Заменяя здесь F обратным соответствием Г~* , придем к соотношению
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для прообразов

F'1 LU BJ - U F'1 L&J (e,cY,feZ).
f‘E t (ег * f

Эти равенства нарушаются, если объединения заменить в них

пересечениями. Однако легко установить, что

Fin йе1с П FLflfJ ^АсХ, feS); (28)
fsS f fe£

* *

F'J[tl BJc nF'J[BJ (&tcY,t*S). (29)
fe£ *

feS
* *

Знак равенства в соотношении (28) можно гарантировать, если

соответствие F~l однозначно. Аналогично этому в (29) будет знак

равенства, если F - отображение. В самом деле, ecmt/en^Fi#J,
^

/ fGz* '

то при любом $ £ E будет yeF [в§1 , так что F~ (J)£Ag.
Следовательно, ?*а это в соответствии с (I?) ознаг-

чает, что tjeF[F~Jctj)]cF.

Если даны соответствия FcX *Y и Gc и x\r , то,

обозначая H = G°F , можем написать на основании (26), (13) и

(27)

Н [Д]= и И1х] = UО[F[х]] =Q[UF[xJJ = GIF [All (flcX). (30)
хей хей ^€й

Привлекая сюда (20), получаем

Н~1 [С]-F
1[G1IC]J (CcV) . (31)

Равенства (30) и (31), если подставить в них Д= и

и воспользоваться (7), приводят к (15).

2.7. Отображение f называется взаимно

однозначным , если соответствие j~1 , обратное к j , так

же, как и у , однозначно. Применяя критерий предложения I из

2.5 к соответствию у_/, получаем следующее условие взаимной

однозначности отображения у.
I. Для того, чтобы отображение у было взаимно однозначным,

необходимо и достаточно, чтобы равенство }сх,)=j&£>
было возможно лишь при X,=XZ.
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Действительно, согласно упомянутому критерию соответствие

fl будет отображением тогда и только тогда, когда соотношения

( у,х, )f (y,xz) е у~1 влекут равенство х,=х^. Но гу.х,;,
(V, Х£) £ }-1 равносильно тому, ЧТО XnXg£ и fCZf)*J(ZA)=y.

Так как суперпозиция двух отображений сама является

отображением, то, если у- взаимно однозначное отображение множества

X на множество у , суперпозиция fl °f есть отображение
множества X на себя, причем в силу (17) fl*J э 1Х , где

Т :х~х (хеХ) . Поскольку у отображений f1* j и 1Х
области определения совпадают, то, как это вытекает из сказанного в

2.5 (см.(23)), имеет место равенство fl*f -1Х • Поменяв роля¬

ми/и придём к равенству /• j'1 - 1У , где /у ; Су^У).
Докажем, что имеет место и обратное предложение.
П. Для того, чтобы соответствие у было взаимно однозначным

отображением множества X на множество У , необходимо и

достаточно, чтобы

Г‘Ч = 1х > (32)

Необходимость условия установлена выше. Докажем достаточность.

Пусть имеет место (32). Так как X=Q1k- - &j. »то

&J-X. Аналогично = Y. Если (х, yf), (х, у2) £ j- ,то

fyrx)ej~* ; поэтому пара (yryz)£l4 (ведь существует х

такой, что cy1x)£f! z{xfyz)£f! ). Но <yny&)£ly{
означает Согласно предложению I из 2.5 у - однозначное

отображение. Точно так же из первого равенства (32) вытекает, что

однозначно соответствие у-/.
Заметим, что если выполняется только одно из соотношений (32),

скажем, первое, то можно утвервдать лишь, что одно из соответствий

у или j'! однозначно (в рассматриваемом случае - fl ), а

область определения другого совпадает с X или соответственно с

У (в данном случае Qj =Х ). Отсюда следует

Ш. Если у - отображение множества X в множество У , то

для того, чтобы/ было взаимно однозначным, необходимо и

достаточно, чтобы существовало отображение у из У вХ такое, что

<j
= При этом в качестве у может быть взято любое ото¬

бражение, удовлетворяющее условию: у Dfl .

С помощью принципа выбора нетрудно доказать,

1У. Каково бы ни было соответстше /T<rXxY # существует

отображение fcF такое, что
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Действительно, рассмотрим систему множеств вида (x)xFlxl,
где^с - произвольный элемент из ^ . Множества эти, очевидно,

непусты и попарно не пересекаются. Поэтому на основании принципа

выбора (см. I.I.4) существует множество j , которое с каждым из

введенных выше множеств имеет ровно по одному общему элементу.

Можно при этом считать, что J-cF (иначе вместо f мы

рассмотрели бы пересечение jnF ). Пусть Так как

jcF , то . Таким образом,utptCx,^)£fn({x)xFlx]l
что в силу определения j влечет равенство Итак, / «ото¬

бражение. Поскольку для любого зсеЗр существует такой у , что

(ведь пересечение /п (/jcjxF{xj) £ ф!),то Qf cQj..
Обратное включение является следствием соотношения j-eF (см.(12)),

Основываясь на предложении 1У, нетрудно убедиться в

справедливости следующего утверждения.

У. Отображение / множества X в множество Y является

отображением на У (т.е. Aj =У ) в том и только в том случае, если

существует такое отображение множества У в X , что

При этом в качестве cj может быть принято любое отображение,

удовлетворяющее условиям: ^ с / ’*•
В самом деле, достаточность условия вытекает из 1У, если

воспользоваться им применительно к соответствию }~1 . Необходимость
была фактически установлена при доказательстве предложения П.

Отметим в заключение, что суперпозиция взаимно однозначных

отображений также является взаимно однозначным отображением. В

самом деле, если , то согласно (20) соответствие fil пред¬

ставляет собой суперпозицию отображений а1 и f и,

следовательно, однозначно.

2.8. Рассмотрим семейство {Х(} (£*3) подмножеств

некоторого множества U . Образуем семейство

CfeS) (33)

элементов множества U , обладающее тем свойством, что х^еХ^
при любом £е3 . Опираясь на принципы IX и Ш из § I, можно

доказать, что существует множество Р всех семейс» указанного

вида. Множество Р называется произведением

множеств данного семейства и обозначается Р=Л Х£*\ В случае,
fes *

— ос п

г) Сииол обозначений П Х± , ПХА понятен без пояснений.
& $ 1

& f
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когда Х^Х при каждом £ев обычно пишут Р=Хх , а если S

есть множество 71 всех натуральных чисел, не превосходящих т ,
т ТТ*"

то X

Пусть множество X состоит из двух элементов а и <5, то есть

Х={о.,6}, а £- произвольное множество. Рассмотрим какой-либо
элемент ifeX s. По определению if есть семейство ($е 3)

элементов множества X . Таким образом. при любом £ е 3 либо

ство р(3) всех подмножеств множества 3. Для того, чтобы

убедиться в этом, достаточно в соответствии с предложениями Ш и У

из 2.7 проверить, что для каждого существует единствен¬

ное семейство ifeX* такое, что jcif) =А. Полагая

мы и получим искомое семейство, единственность которого очевидна.

множество р(3) позволяет отождествить эти множества. Множество

X содержит два элемента и ясно, лишь этим обстоятельством

определяется отмеченный факт. Это делает понятным обозначение 2s для

множества рСЗ) .

2.9. Б заключение остановимся на некоторых схемах

образования новых соответствий, исходя из данных.

Рассмотрим семейство {Г$} С(еЗ) соответствий из

множества X в множество Y и положим F=U Ft. Поскольку F cX*Y
(eS * *

для каждого £ е 3, то и F<=X*Y. Если X * то,очевид-

является взаимно однозначным отображением множества Xs на множе-

Наличие взаимно однозначного отображения множества Xй на

(34)

а так как F'4= U F11 , то (при U&Y )
*еЕ *

f. {
F~s[и]= U К '‘luJ . (35)
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и аналогично

F'‘[В] - U F~‘[В] СВсУ).
££5 «

Принимая в этих равенствах Д =х
,
3=Y , получим

a =F'‘m-и f/lyj = uqf , лр=и .г ££3* $£3 Ft F
$еЗ

Будем говорить, что соответствие F получено

склеиванием из соответствий семейства {F$} ($е ^;,если F=UJT$
и области определения £2^ попарно не пересекаются, т.е. если из

С f, вытекает £f = ф .

Понятно, что объединение F = U F* не будет однозначным
$еЗ

соответствием, даже есди однозначно каждое F$ . Однако, если j
получается из отображений семейства {3) склеиванием,

то можно утверждать, что и у - отображение (в этом случае для

каадого хе£^ имеется единственное 3 , для которого

У*/1г7 Ф ф ,
в силу (34) J [х] совпадает с соответствукхцим

У^г/jг7 и, следовательно, содержит ровно один элемент -

Sfcx).)
Рассмотрим теперь соответствия F^X*Y и CcU*V . В

произведении (X х U) х(ух V) определим соответствие L=F
,

полагая для произвольного z - (х, и) в Ххи

L [2]- L [х, и]= F[х]х а [и] +). (36)

Соответствие L называется тензорным

произведением соответствий F и О. Поскольку L [З.]фф только тогда,

когда оба множества F [х] и Q[и] непустые, то

- V V
Из легко проверяемого соотношения, L~l = F'l(*> G’[ вытекает,
следовательно, что

\
*

лр х4? •

В силу (36) произведение /-у#у отображений у и ^
само является отображением, причем

l(X,tl) = Сf(X), CJCU))
■

+) Для краткости мы пишем LLх,и] вместо I £Сх, и)]. Подобные
сокращения будут допускаться и в дальнейшем.
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Поэтому, если у и о взаимно однозначны, то и будет таким

же.

Разумеется, описанная схема может быть применена и для

определения произведения произвольного семейства соответствий.

Остановимся, наконец, на следующей ситуации. Пусть дано
соответствие Fox*У. Введем отображение if: X

— р (У)

следующим образом:

(х*Х). (37)

Ясно, что если дано отображение cf:X ~+~р(У) » то

существует соответствие Fc XхУ , связанное с if соотношением

(37).

Рассмотрим, далее, отображение у с X *У . Оно порождает

соответствие фср (X)*У, которое определяется так:

Ф1Йl = fLfil (Аер(Х)). (38)

Следует иметь в виду, что отнюдь не всякое соответствие

фср(Х)хУ порождается по формуле (38) каким-либо отображением у.

§ 3. Упорядоченные множества

Одной из простейших структур, рассматриваемых в математике,

является структура упорядоченности. Она служит абстрактным
выражением понятия следования, старшинства, предпочтения,

главенствования и т.п., словом, возникает в тех случаях, когда в данной

совокупности объектов введена некоторая иерархия.
Как и в большинстве разделов этой главы, мы не намерены

углубляться в теорию упорядоченных множеств, ограничиваясь лишь

перечислением терминов и указанием на самые простые связи между ними.

3.1. Рассмотрим какое-либо множество X и соответстше 6cXz.
Это соответствие называется отношением порядка

в X
, если соблюдены следующие условия:

ъ вэ1х С1х={сх,у)£Хг :х=р
■

2) 6 ° б с: б ;

3) 6 п<э~! с 1х ,

Упорядоченную пару (X ,е) , в которой X - данное
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множество, a <j - отношение порядка в нем, называют

упорядоченным множеством.

Как правило» с данным множеством связывается лишь одно

"стандартное" отношение порядка. Поэтому фраза "...упорядоченное
множество X "

не может вызвать недоразумений - отношение порядка,

без которого нет упорядоченного множества, здесь подразумевается.

Если сх,у)£в , то в зависимости от обстановки говорят:

"элемент х не превосходит элемента у ”, или "элемент х

предшествует элементу у ", или "элемента менее предпочтителен,чем

элемент у
"
и т.д. При этом вместо сх1у)£в' пишут х ^ у или

х<у и т.п. Иногда удобнее говорить: пх не меньше у ", или

”х следует за у ", или "х предпочтительнее у
"
и т.д., и писать

х>у ИЛИ X ьу и т.п.

Условившись в обозначениях, расшифруем требования I) -'3).
Так как множество 1Х состоит из всех пар вида (х,х) схеХ),

то первое условие можно переписать в такой форме:
t) для любого Х£?Х имеет место х^х (рефлексивность

отношения порядка);
Далее, поскольку сх,з.) £&<>& означает существование такого

у , что сх,у)е<5\ (у,2)£в’ , второе условие приобретает следую¬

щий вид:

2') Если х,у,&еХ , причем x^y.u^z , то х^зе

(транзитивность отношения порядка).
Наконец, последнее условие, очевидно, эквивалентно

следующему:

3/) если одновременно х^у и у^я (х,уеХ , то х-у
(антисимметричность отношения поредка).

Рассмотрим несколько примеров упорядоченных множеств.

1. Простейшим примером - он-то и послужил, конечно, прообразом
самого понятия упорядоченного множества - является множество Д

всех натуральных чисел с "естественным" отношением порядка:

= {(х,у) £ Л2,; я^у} (знак неравенства здесь понимается в прямом

его значении).
2. Пусть X-множество подмножеств некоторого множества U.

Положим &:Д<=В} . Не останавливаясь на проверке

условий I) - 3), отметим лишь, что условие 3') есть не что иное, как

принцип объемности (см. I.I.I). Укажем также, что приведенный

пример универсален в том смысле, что всякое отношение порядка может
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быть сведено к рассмотренному (см. предложение П из 3.2).

3. Пусть, как и в первом примере, Х = П . Но & определим

иначе:

число х является делителем числа у) -

То, что требования Iх) - 3х) здесь выполнены, очевидно. Если

вместо cxfy)£c писать в данном случае х^у , то, например, 13< 39,

но уже неверно, что 13 -< 40.

4. В качествен рассмотрим опять множество п. Пусть х,уеП\
каждое из чисел х и у можно единственным образом представить
в виде

X=£P (£cj-i), (£s-l) . (I)

Множество & образуем из всех таких пар сх, у) а п
*

, что

либо либо р=г и q^s . В частности, если х - нечетное

число ср=1) , а у
- четное сг>{) , то

5. Пусть по-прежнему Х = Л .По определению (х,у)е<э,
если, взяв p,</,r,s из представления (I), будем иметь p*r,cj4S.

6. Наконец, снова подразумевая под X множество 71 ,

составим <5 из всех таких пар у) , что разность у-х
есть четное

натуральное число

Во всех этих примерах (за исключением второго) роль множества

X играет одно и то же множество п . Tew не менее мы имеем дело

с различными упорядоченными множествами -

поскольку отношение порядка в каждом случае свое, отличное от других.

Таким образом, если каждый элемент одного упорядоченного множества

является элементом другого упорядоченного множества, то это еще

не служит^цостаточным основанием для вывода о совпадении этих

множеств .

+) Если определить отношение & как множество всех пар сх, у;,
для которых у-х - нечетное натуральное числа, то не

будет соблюдено условие 2) (или 2' )).
++)Строго говоря, поскольку упорядоченное множество - это пара

( X ,<э ), т.е. множество {X (см. I.I.7), то элемен¬
тами упорядоченного множества служат X и {x,gj . Однако
здесь и всюду в последующем слова "элемент упорядоченного
множества" означают элемент множества, в котором введено
отношение порядка.
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3.2. Укажем на некоторые простейшие свойства отношения

порядка.

I. Если е - отношение порядка в множестве X , то и сз'1 -

отношение порядка в X.

В самом деле, очевидно 7” - 7Х , поэтому из условия I)

получаем : о~1 о I'1= 1х .

Далее, в силу условия 2) о'6° <5У1 об'1. Но согласно

равенству (20) из § 2 (6о(5)~* =(5Чо<5
~L

? так что о'*°(э' с6~1.
Если учесть, что (б~1)~1 - то станет очевидным, что

условие 3) для @ совпадает с условием 3) для <5'1.

Если в соответствии с соглашением пункта 3.1 соотношение

(X,у)Е 6 записывается в виде х^у , то включение

сух)ее1целесообразно записывать как у>х- этом х-у
(сх, у) е <5) и (су,х) £ о~*) будут означать одно и то же.

Аналогичное замечание относится к употреблению знаков -< и "г

и им подобных.

П. Пусть СХ,&) - упорядоченное множество. Тогда

соотношение (\x,u)Eiт равносильно каждому из включений О'1[х] c&'^ajw
6[Х] Эв£у].

/

Действительно, предположим, что сх,у)£в и %£0~1[х] 9

т.е. (х,2) в0~{ или, иначе, (2, х)£<э- По условию 2) отсюда

следует (2,у)£б , так что £ео'1[у].
Если, наоборот, имеет место включение б'1 :xl с о'1[^1 *

то, учитывая, что по условию I) х£в’~1[х] , заключаем о

справедливости соотношения хес^гу] , которое эквивалентно

тому, что (х,у) eg . Так как (э'1 - отношение порядка, то по

доказанному сух) е е означает о[у] с о[х] .

Заметим, что при доказательстве предложения П условие 3)

определения отношения порядка не было использовано.

Обозначим через Ol систему всех подмножеств множества X

имеющих вид О"1[х] (хеХ) . Отображение Ф - х —o'i[х] (хаХ)
взаимно однозначно. В самом деле, если Фсх^-Фсх^) (xt,xzsX),
то х, -6~1[х%1, т.е. cxt,xz)£0 ; но точно так

же и ('хл,х/)ес?, так что согласно условию 3) схпх2) е в

Следовательно, х, = х£.

Наличие взаимно однозначного отображения Ф множества X

на множество OL позволяет отождествить эти множества. Важно отме-
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тить, что если ввести в Oi отношение порядка, описанное в

примере 2 пункта 3.1, то, как это следует из предложения П, при

указанном отождествлении совпадут и отношения порядка. Точнее говоря,

отображение (см. 1.2.9) будет взаимно однозначно отобра¬

жать & на отношение порядка в Ос . Таким образом, данное

упорядоченное множество и множество ос "устроены" одинаково - всякое

утверждение об элементах одного из них с помощью Ф ( или Ф~1 )
может быть переведено на "язык" другого множества. Именно это

обстоятельство и имелось в виду, когда в 3.1 говорилось об

упорядоченном множестве примера 2, как об универсальном.

Сказанное выше приводит к следующему общему определению.
Упорядоченные множества (Х,в) и (Y,T) называются изо¬

морфными , если существует такое взаимно однозначное

отображение Ф-Х ^ У, что

С Ф & Ф) [в] =<Г. (2)

Прокомментируем последнее условие. Согласно определению из

1.2.9 отображение V - Ф ® Ф взаимно однозначно отображает Xz

на rz. Пщ ЭТОМ оч
ф (х,и) - ( Ф(х)у феи))- ((х,и)еХ).

Следовательно, соотношение (2) означает, что включения (х,ШЕв

и С Фаг;, Феи)) £ € равносильны.

Если отношение 6 записывать с помощью знака ^ ,
'Г-

с помощью знака < , то можно еще сказать, что х^и (х,иеХ)
эквивалентно Ф(х) < Феи).

Из сказанного выше вытекает

Ш. Каждое упорядоченное множество изоморфно некоторой

упорядоченной системе множеств, отношение порядка в которой
определяется включением.

Если вместо (2) выполняется лишь

(Ф <* ф)[о]с^Гч (з)
где ф-какое-либо отображение из множества X в множество У

(необязательно =Х и лф-У; Ф может быть и не взаимно

однозначным), то Ф называется возрастающим. В

традиционных обозначениях условие (3) означает, что соотношение

х^и (хги£ & ф) влечет (а не эквивалентно) соотношение

Фсх) ч Ф(и).

Если при таких же предположениях относительно Ф имеет место
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( Ф & Ф ) [в] о <Г'1 (4)
или, что то же,

(Ф ® Ф) £<5'']сГ,
т.е. если из х^и (х,и е £ф) вытекает Ф (х) у Феи) ,то

отображение Ф называется убывающим •

В случае, когда

(Ф ® ф) [o\IxJ 1у С С Ф & Ф)[в'1х]с'Г~1 '1у ) (5)

отображение Ф называется строго возрастающим

(или, соответственно, строго убывающим).

Нетрудно проверить, что строго возрастающее отображение будет и

возрастающим, а строго убывающее - убывающим. В самом деле, если

сх,и)е<? , то либо х=и , и тогда Ф(х) - Феи) 9 так что

(Ф ®Ф)(х,а)е1уо'Г ; либо сх,и)ёб^1х.
В этом случае по (5) (Ф ® Ф)(хуи) c't.

Более или менее очевидно, что возрастающее взаимно

однозначное отображение - строго возрастающее. Следует, однако, иметь в

виду, что строго возрастающее отображение может и не быть взаимно

однозначным.

Возрастающие и убывающие отображения объединяются общим

термином - монотонные отображения. Подобно этому строго монотонное

отображение - это или строго возрастающее или строго убывающее.
3.3. Рассмотрим упорядоченное множество (Х,о). Если не

оговорено противного, будем здесь и всюду в дальнейшем вместо

(х,у)ев писать х* у (или у>х ). Если x^tj и х£у , то это

обстоятельство коротко записывают в виде х<у (или у>х ); при

этом говорят, что jt строго меньше у (или ^ строго большее ).

Пусть множество Элемент яей называется наиболь¬

шим элементом множества й , если для любого хей справедливо

соотношение х^х
9 т.е. если й [х] .

Элемент хав А называется максимальным

элементом множества й ,если в й не существует элемента хухош

Иначе говоря, если А пб [х0]-{х^ .

Аналогично определяются наименьший и

минимальный элементы множества а
.

Рассмотрим упорядоченное множество примера 3 из 3.1. В

качестве Д возьмем множество fl, 2, 3, 4, 5, 6} .Ясно, что I будет
наименьшим элементом множества Д : каждое число хей делится

44



на единицу. Это же число оказывается и единственным минимальным

элементом множества: в А нет числа, отличного от единицы,

которое делилось бы на единицу.

Как легко понять, множество А наибольшего элемента не

имеет: если бы такой элемент существовал, он должен был бы делиться

на 6; но единственное число, входящее в А я делящееся на 6, -

это само 6. Поскольку 6 не делится на 5, оно не может быть

наибольшим в А.

Несмотря на то, что в А нет наибольшего элемента, это

множество обладает максимальными элементами - ими будут числа 4,5,6
В общем случае нетрудно доказать

I. Каково бы ни было множество А , оно может иметь только

один наибольший и только один наименьший элемент.

Действительно, если х и й - наибольшие элементы А , то

из определения следует: х^а (а - наибольший, а хеА ), и

точно так же й^х . Поэтому х = й.

П. Если А обладает наибольшим (наименьшим) элементом х,

то^г является единственным максимальным (минимальным) элементом

множества А.

В самом деле, очевидно, что х - максимален. Если х0
- како-

либо элемент из А , то х>хо. Поэтому, если х0 -максимальный

элемент, то, поскольку не может быть х> хо t будет х=х0.
Множество А называется ограниченным свер

х у , если существует 6&Х такой, что для любого хе А имеет

место х^6 , т.е. в силу предложения И из 3.2

( это обстоятельство мы будем записывать в виде А^6 ). Элемент

6 называется верхней границей множества А.

Множество всех верхних границ для данного множества А будем

обозначать 3Й. Ясно, что = [х].

Тот факт, что Sfl , содержит определенную информацию

о множестве А - на основании предложения II и 3.2 можно

утверждать, что А а а'1 [6]. Понятно, что чем меньше 6
, тем большей

+) Если множество А=Ф , то в соответствии с соглашением,
принятым в I.1.5,мы будем считать "пустое" пересечение
совпадающим с X
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информацией о множестве А мы располагаем* Максимальной эта ин :

мация будет, следовательно, тогда, когда 6 - наименьший элемент

множества Sa , т.е. когда 6 - наименьшая верхняя граница. Ома

называется точной верхней границей или

супремумом множества й и обозначается sup й.

Аналогично сказанному вводится понятие

ограниченного снизу множества и нижней границы

такого множества. Если через ^ обозначить множество всех

нижних границ для множества й (при этом Х = Г) &'1[х] ),
" Лей

то наибольший элемент множества Зв - наибольшая нижняя граница

множества й - называется точной нижней гр а -

н и ц е й или и н ф и м у м ом множества й я обозначает

inj Д.

Данные выше определения легко приводят к следущему предл
-

жению.

Ш. Если множество А имеет наибольший (наименьший) элемент

1 , то существует sap й =3с (inj А - х) . Обратно, если

существует v-^supA, прячем as й , то & - наибольший элемент

множества й.

Действительно, соотношение й^х вытекает из определения

наибольшего элемента. Далее, если А4б , то, поскольку ,

должно быть х*6. Второе утверждение очевидно.

Возвратимся к примеру 3 из 3.1, и пусть опять й={ 1,2,3,4,
5,£j. 3 соответствии с предложением Ш гп/й=1. Наибольшего

элемента, как уже отмечалось, множество А не имеет. Тем не менее

ода аграничево сверку - на роль верхней границы годится любое

число, делящееся на все числа, входящие в состав й , т.е. любое

число, делящееся ва 60. Ясно, что о- 60 и будет точной верхней

границей множества А : о- делится на все числа из й , а если 6-

какое-либо число, делящееся на все числа из А , в частности, на

3, 4, 5, то 6 делится и на их произведение 3*4*5 = 60.

Этот пример показывает, что возможна такая ситуация, когда

множество, не имея наибольшего элемента, все же обладает точной

верхней границей. Учитывая вторую часть предложения Ш, можно

поэтому сказать, что точная веюхняя граница является как бы

суррогатом наибольшего элемента.

+) Отсюда и сам термин "супремум" - по латыни supiemum -

наивысший.
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Следует иметь в виду, что возможно и такое положение, когда

множество (непустое) Я не обладает не только наибольшим

элементом, но и точной верхней границей. Так заведомо будет, если оно

не ограничено сверху. Множество Sa = ф в этом случае, т.е.

не имеет никаких элементов, в том числе и наименьшего. Однако
может случиться, что й ограничено сверху сФ) , но все же

точной верхней границы у й не существует. Рассмотрим пример,
иллюстрирующий такую возможность. Пусть Л - система подмно -

жеств множества включающая все конечные множества и только

те из бесконечных, которые содержат как четные, так и нечетные

числа. Отношение порвдка в X введем в соответствии с примером

2 из 3.1 - по включению. Множество Oi^X составим из всех

конечных множеств четных чисел. Ясно, что OL

ограничено сверху
- в качестве верхней границы можно взять,

например, множество Зт всех четных чисел, к которому добавлено
нечетное число т (множество всех четных чисел не является

элементом системы X и потому не может быть верхней границей
множества ос ). В множестве всех верхних границ

- все элементы

вида Зт минимальны, и потому в силу предложения П множество

не имеет наименьшего элемента*

Если семейство элементов множества X , то,

понимая под й множество всех элементов вида х% с$е£) 9 т.е.

принимая й= Дц , будем говорить, что данное семейство

ограничено сверху (снизу), если ограничено сверху (снизу)
множество й . Точной верхней (нижней)

границей семейства if - в обозначениях х^

Ctnjx^)- называется точная верхняя граница множества й .

***
Докажем важное свойство точных границ

- их

ассоциативность.

1У. Пусть GeS) - данное семейство элементов мно¬

жества х • Предположим, что 3=и 5
л , причем при каждом

л*л существует sag =<*А и существует sup ^ Тогда

существует и sup х - &
, т.е.

£eS
*

+) Если 5 состоит только из двух элементов, например, если

3={’/,£}, то вместо sug х$ обычно пишут X, vxz и xf л xz
вместо ini Подобным же образом поступают, когда Е
состоит из трех или более элементов
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££*‘Ж■ <о

При аналогичных предположениях справедливо равенство

tn/jz. - inf (inf ХЛ .

(ry.
£е2

* ЛеЛ £еЗл
*

В самом деле, если ges , то при некотором л ел будет

£е£ . Следовательно, ^аЛ и тем более (ведь ^ ^ о )

Xg
<: а. Таким образом, о - верхняя граница семейства у .Пусть

6 - какая-либо верхняя граница семейства у . Поскольку х^б,
для всех € е £ , то х^ ^ Ь и для 4 £

.
Значит и

&A=suf> слел). Так как это верно для любого ЛеЛ ,то
а~ sup £ 6.

Если d=AA*M , то подобно тому, как это сделано в § 2

для объединения (см.соотношение (25) в § 2), из (6) и (7) при

соответствующих предположениях можно вывести
+)

sup JC = sup сSup х )у inf г = inf (inf X, ) .

(Я,р.)£Л*М
S* A/1 cAt/U)eA^HАеЛ /CieJi (8)

Если множество й содержится в множестве В (йсЗ<=Х) ,

то Sa = /1 б[х]э/1 егх] =Sa и точно так же • По-
Хей хе3 3 ЯП

этому

У. Если у множеств й и 3 ( Д^В ) существуют точные

верхние (нижние) границы, то

Sup/7 ^ Sup 3 (infЯ > infВ) . (д)

Добавим к данному множеству Дсх все те элементы из X ,

которые предшествуют хотя бы одному из элементов множества Д ,

т.е. образуем объединение U <5~*&] = <э~*[й] (см. 1.2.6).
ХеЯ

Нетрудно понять, что эта операция не изменяет множества Sa:

е-'М =3й' (10)

В самом деле, поскольку &~![й]эй , то, как отмечалось,

+) Как ясно из теоремы 1(1.1), объединение UJ* множеств

системы <ж подмножеств множества и является точной верхней
границей множества ос 9 если принять Х = ф(и) и упорядоченность
вХ взять в соответствии с примером 2 из 3.1. Точно так же

теорема 2(1.1) идентифицирует пересечение и точную нижнюю

границу системы ос. Отсюда вытекает, что предложение Ш из 1.2,3

и, в частности (25), есть частный случай общих свойств точных

границ: (6), (7) и (8).
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$5-1шс^я * С ДРУГОЙ стороны, основываясь на результатах из

1.2.6, можем написать

5 .
- П О[х] - /7 (П (5[х] ) .

О [Я] хее-Нй] Лей jC£G~l[A]

Но в силу предложения П из 3.2 хео'1[л] влечет <э lxjэ е[л].

Поэтому П в1х] э <5 £л] и, следовательно, S /гл,о П <э[Л]= S

Х€(7Ъ] G M
'

Аналогично (10) можно доказать, что

3&£Я]~^Я'
Равенства (10) и (II) приводят к следующему предложению.

У1. Точная верхняя граница у множеств й и <5~1[й] может

существовать только одновременно. При этом, в случае

существования,

SupO
-1
[Я] = Sup й.

При аналогичных предположениях

infG[0]= in/Я. (13)
Множество й^Х называется ограниченным ,

если оно ограничено как сверху, так и снизу, т.е. если существуют

элементы а, 6 £ X такие, что я > а , я 4 6.

Простейшим примером ограниченного множества является

промежуток (говорят также: отрезок, сег

мент) . Так называется множество

га, 6] = в[a] ne'J[6]= {хеХ : а^х^б} , (14)
где а и 6 - данные элементы множества X , называемые конца-

м и промежутка га, 6] . Иногда возникает необходимость рас¬

сматривать так называемый открытый промежу
ток (или интервал) с концами а, 6 £ X ;

(а,6)-во[а]пео’1[6]={хеХ. :a<x<S>j (15)
(здесь % означает соответствие , так что ot;/д

={хеХ:х>а}, a Q'1[6]-{хеХ:х<6}) .Чтобы избежать путаницы в

терминологии, промежуток (14) обычно называют замкнутым ,

подчеркивая тем самым его отличие от открытого

промежутка (15).

Иногда целесообразно рассматривать и

полуоткрытые промежутки:
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[а,Ь)=б1а]п<5'01[Ь]={хеХ:а4хЩ, (a,6]^eja)№~1[Ь>{хвХ:а<хф\ jg)

Понятно, что промежуток [а,6] Фф в том и только в том

случае, когда а , ибо в этом случае а,6е ca,t>i. Для
промежутков (16) условие а*6 , а для (15) даже и а^б только

необходимо для непустоты - если в примере I из 3.1 взять а^1 , 6=2 ,

то открытый промежуток (а,б)=ф.
3.4. Пусть (Х,е) - упорядоченное множество. Рассмотрим

множество Yz X и введем соответствие *г=<5п Yz. так как сх^уе?
означает, что jr.y^Y и ее , то легко проверить,что

€ является отношением порядка в У . О ^ говорят, что оно

индуцировано вУ отношением <э , а упорядоченное мно -

жество rYfr) называют подмножеством

упорядоченного множества (Xte)

Рассмотрим множество Яс.у. Если обозначить 3* и 3%
множества всех верхних границ я в rY,*n и, соответственно, в

(Х,е), то очевидно S^=YnS^. Отсюда следует, что если я

ограничено сверху в (У,?) , т.е. если sj Ф ф, то я -

ограничено сверху и в (Х,е) (S* Ф ф) . Поскольку sj ^ ,то,

понимая под sup^ я и supa я точные верхние границы множества

Я в гу,'П и, соответственно, в (Х,<5) - наименьшие элементы

множеств sf и ^ - будем иметь sup^я >supc я . При этом,

конечно, существование одного из супремумов никак не связано с

существованием другого. Впрочем, в одном важном частном случае

Уир^я и supff я могут существовать только одновременно.

I. Пусть У - &£х] , где х - данный элемент множества я

Тогда, если непустое множество ясу , то хир^я и fufc#
существуют или нет одновременно и, в случае существования,sup^fl^sup^e

Действительно, если >то, поскольку я^б и

я^х , будет б>jc (здесь-то и используется непустота множе -

ства я ), т.е. SeY . Таким образом, аУ и, значит, 5^
=3*. Разумеется, все сказанное выше об ограниченных сверху

множествах с необходимыми изменениями в формулировках справедливо и

по отношению к множествам, ограниченным снизу.

3.5. Упорядоченное множество можно

интерпретировать как множество X событий, связанных между собой таким образом,
что событие л: не может наступать раньше, чем осуществятся все
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события у ев'1 иz] суфл:) +? Множество Px =о~1[л]^{я}
тем самым состоит из причин (или предпосылок) события jc , а

множество Qz-<y[oc.]^{jc] - из следствий этого события.

В простейшем случае, примером которого служит процесс

чтения книги (отдельные события здесь - прочтение первого, второго

и так до последнего слова )++\ множества Рл и вместе с

событием jc исчерпывают все X , так что причинная связь между

событиями оказывается неразветвленной, "линейной" цепочкой,

"направленной” от более ранних событий к более поздним. Однако о

направленности совокупности событий можно говорить и в более

общем случае, например, при доказательстве теоремы, состоящего

из ряда умозаключений, из которых одни являются следствиями

других. При этом, конечно, вовсе не обязательно, чтобы каждое

промежуточное умозаключение было следствием всех утверждений,
высказанных до него и, в свою очередь, являлось бы предпосылкой
всех выводов, сформулированных посл^++1 Направленность такого

процесса обусловлена тем, что для любых событий х и у , хотя

бы и не связанных причинно друг с другом, существует событие

ЛеХ
, имеющее среди своих предпосылок как jc , так и у

- в

разумном доказательстве нет "лишних" умозаключений, которые не

использовались бы в конечном выводе.

Любопытно, что в случае "линейной" цепочки можно говорить

как о прямой направленности, так и о противоположной. Если же

речь идет о разветвленной цепочке, то обратной направленности -

к "первопричине" - может и не быть.

"Направленные" множества играют в анализе весьма заметную

роль, поскольку с ними связано одно из основных понятий - понятие

предела (см. главу П).

Дадим точное определение.

Упорядоченное множество сХ, а) называется линейно

(или совершенно) упорядоченным, если

+) При такой интерпретации множества (Х,&) его называют иногда
сетевым графиком. Правда, обычно этот термин
употребляют лишь в случае конечного множества X .

4+) Для большей определенности предположим, что речь идет о чтении

без осмысливания - на манер гоголевского Селифана.
+++) Причина, разумеется, предшествует по времени следствию, но не

все предшествующее служит причиной последующего.
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для любых элементов х,уеХ справедливо одно из двух

соотношений: Х4у (cx,ij)eG) или ((х,у)еО'{) ; иначе го¬

воря, если <5 ие-Х*.

Упорядоченное множество (Х,<5) называется

направленным вправо (или вверх) , если для любых

элементов я,уеХ можно указать такой элемент яеХ , что

(cx,z)Ee) и у42 О’1) . Коротко это

условие можно записать в виде о'1 о в - Xz.
Если ° <5'1 = X2, ,т.е. если для любых х,уеХ суще¬

ствует^^ такой, ЧТО £4Х,Л4у , то говорят, что (Х,е)

направлено влево (или в н и з ) +К
Понятно, что линейно упорядоченное множество будет и

направленным, причем как вправо, так и влево.

Направленное влево множество U^X
++^

называется ф и л ь т

ром (убывающим) в X , если оно обладает тем свойством, что

вместе с каждым своим элементом а. содержит множество о[и] всех

элементов, следующих за и . Понятно, что последнее условие

может быть записано в виде включения:

1/э иеги] = е[ц]. (17)

Подобным образом может быть определен и возрастающий фильтр К

Пусть X - система всех непустых подмножеств какого-либо

непустого множества Т . Снабдим X отношением порядка
- по

включению.

I. Система ЖСХ будет фильтром в X тогда и только тогда,

когда

1) из вытекает AtnAz
2) всякое множество fieX , содержащее хотя бы одно из

множеств Аое ,
само входит в Vi .

В самом деле, условие I) обеспечивает направленность системы

, а условие 2) как раз и означает (17).

+) Направленное множество называют также
фильтрующимся (вправо или влево, по
возрастанию или по убыванию).

++) Множество^X называется направленным влево, если
снабженное индуцированным в нем из (Х,<?) отношением порядка оно
оказывается направленным упорядоченным множеством. Подобного
рода терминологию мы будем применять и в дальнейшем, но уже
без пояснений

—г) Термин "фильтр" происходит из аналогии с системой очистки

ъидопровода, состоящей из последовательности устройств,
каждое из которых улавливает частицы данного и всех больших

раъмеров. 52



Обратно, пусть VL - фильтр, и А,, Д% в Ж . Так как Ж

направлена влево, то существует такое множество ДвЖ , что

Понятно, что й с- Д, пД£. Следовательно, по (17) должно
быть ДгпД£вЖ.

Заметим, что в первоначальном смысле слово
и
фильтр” и

относилось лишь к случаю, описанному в данном предложении.

Будем опять считать, что (X ,&) - произвольное упорядо¬

ченное множество. Рассмотрим направленное влево множество Д^Х.

Существует (фильтр U , содержащий Д . В качестве U можно,

например, принять множество

СТ = U <5[х]=<5[Д1 • (18)
Л лея

Действительно, очевидно, что множество Если

uru^GL/fl7 то существуют элементы хпх^вД такие, что

ие<э£х.] Гг^ЛНо д - направленное множество,

следовательно,найдется лей, для которого x^xf,xz. Поскольку х ви f

множество I/ - направленное.

Так как (э<><5 а & (см. 3.1), то e>[Ul = &[<э[Д]] =

- (б'°б')[Д]с <5[Д]~ий , и выполнено (17).

П. Фильтр ий - наименьший из фильтров, содержащих

направленное влево множество Д^Х.

В самом деле, если фильтр 1/^Я , то в силу (17)

Uj<5[1/]o 0[Й1 =ий .

О фильтре [/й мы будем говорить, что он порожден

множеством й. Направленное влево множество fl , порождающее фильтр

U, называется базисом фильтра JJ ■

Одноэлементное множество й={х] , очевидно, направленно,

поэтому множество о[х] будет фильтром и при этом наименьшим,

содержащим данный элемент х.

Один и тот же фильтр может иметь много различных базисов.

Чтобы выяснить условия, при которых разные множества flt и йя
порождают один фильтр, дадим следующее определение.

Пусть даны множества (необязательно направленные) ЗпЗ£^Х-
Будем говорить, что 3f конфинально влево

относительно 32 , если для каждого хеЗ% пересечение

3tn<y'J[xjф ф, т.е. если для каждого xe3z найдется такой •

что у^х,. Так как (см. 1.2.2) &[3(]={хвХ: 3 п6~1[х]ф ф} ,
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то определение можно коротко записать в виде:

В£ с сIB,]. (19)
Аналогично, если

В^сеу-'ГВ,], (20)
то о множестве Вг говорят, что оно конфинально

вправо относительно

Ш. Для того, чтобы направленное влево множество flcu

порождало фильтр и , необходимо и достаточно, чтобы й было

конфинально влево относительно U.

Действительно, в предположении й о и , из которого на

основании предложения П вытекает UflcU , равенство Ufl-V

равносильно включению ий=б 1й1 э U
, которое и означает

конфинальность множества fl относительно U•

ЗУ* Пусть А, и flz - направленные влево подмножества

множества X . Для того чтобы было ил э U* * необходимо и доста-
Я1 &

точно, чтобы 0, было конфинально относительно 0%.

В самом деле, включение ийо ий , т.е. б 1й]‘? oiflz] ,

ввиду того, что б о в а (5 , равносильно включению 6[flt]iтйг.

У. Для того чтобы направленные множества й, и й£ были

базисами однрго и того же фильтра U
, необходимо и достаточно,

чтобы каждое из этях множеств было коифиналышм влево

относительно другого*

Отметим еще один полезный факт* Комбинируя предложения У и

У1 из 3.3, получаем с яомощью (20) и (19)
У1* Бели множества В, и 32 имеют точные верхние (нижние)

границы ж 3j конфинально вправо (влево) относительно В2 $ то

sup В, У/ sups2 (inf В, ^ inf Bg) •

(2I)

Пусть У - линейно упорядоченное подмножество множества Л

и хо такой элемент из X , что пересечение У0 - У nefxj Ф ф .

Покажем, что V0 конфинально вправо относительно у .

Действительно, если хе у\уо ,то взяв tfe vo , ввиду линейной

упорядоченности множества у мы должны будем иметь одно из двух:

х^у или х>у. Однако второе соотношение невозможно,

поскольку оно приводит к неравенству л > хо и, значит, к включению

£■ К . Таким образом, x^tj , что можно записать в виде
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хео~*гу] со~*[V9] .Следовательно, у\ £ с б~*£Vo] .

Так как
,

то Vco~*£]£].
Поскольку, очевидно, и V конфинально вправо относительно Z ?

то <5’*LV]= б~*[У0]. Поэтому на основании предложения У1 из 3.3.

имеем

УП. Множества V и У0 могут иметь точные верхние границы

лишь одновременно. При этом 3upV= supV0 .

3.6. Бо многих случаях из данного множества требуется

выделить элемент, обладающий теми или иными экстремальными свойствами,
т.е. являющийся максимальным или минимальным, если в X ввести

некоторое отношение порвдка. При доказательстве существования

такого рода объектов оказывается полезным следующий результат.

ЛЕММА ЦОРНА. Пусть £Х,б) -упорядоченное множество.Если
всякая непустая линейно упорядоченная часть V^X имеет

в X точную верхнюю границу, то, каков бы ни был элемент

аеХ , в X существует по крайней мере один максимальный

элемент, следующий за а.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. На основании предложений УП из 3.5 и I из

3.4 множество б[а] так же, как и X » удовлетворяет условиям

леммы. Поскольку каждый его максимальный элемент служит
максимальным и для X , то можно считать, что X -б£а], т.е. что а -

наименьший элемент множества X.

Как и в 3.3, определим соответствие б0 , полагая б - (5^1Х.
Напомним, что

бо£х] = 6£jc]^Ix £х]=б£х]\ {х} = {уеХ: y>JCj Схе}0 .(22)

Ясно, что элемент seeX будет максимальным в том и только в

том случае, когда бо £х]= ф .Предположим, что X не обладает
ни одним максимальным элементом, т.е. что для каждого .теХ

множество <%£Х] Ф ф . Это означает, что область определения

соответствия бо совпадает с X » и поэтому в силу
предложения 1У из 1.2.7 существует такое отображение j с. бо , что

£j = &0=X. Так как fcx)e6o£x) при любом хеХ , то

вследстйге (22) j сz)>x.

Множество йсХ назовем правильным, если

1) ае*;

2) }[Я1сЯ;
3) каково бы ни было непустое линейно упорядоченное

множество Vcfi, должно быть SupVeA.
55



Обозначим через ос систему всех правильных множеств.

Очевидно, X е ОС , так что ОС Ф Ф . Пусть Р-П й. Множество
Й€Л

Р - правильное: справедливость условий I) и 3) ясна

непосредственно, условие 2) вытекает из соотношения (28) § 2 (см. 1.2.6):

f [pj = f [П в] с П fLm о п й=р.
J J йеа ЯсOlJ Й£<Х

Для доказательства леммы достаточно установить, что Р -

линейно упорядоченно. Действительно, в этом случае существует

supP = и , причем в силу условия 3) иеР. Следовательно, со -

гласно условию 2) feu) ер , так что feu) 4 и . Вместе с

тем должно быть f(u)>u.
Линейную упорядоченность Р докажем в несколько этапов.

Введем множество

Q - {хеР:/ [а;1[Х]пр1 С о'1IX]} .

(23)
Таким образом, хеQ, если, во-первых, хеР и, во-вторых, из

соотношений , уеР вытекает fetj)4X-
Если xaQ , то множество

Р = Pn (а-'[X]uG [fCx)]) =р. (24)

Действительно, достаточно убедиться, что р £ ОС .

Условие I) определения правильного множества выполнено очевидным

образом. Далее, так как &’/гх]=<%~*[х]и{х} , fex)eG[fCx)]nP,
то в силу (23)

j[Px] -- (flPncT'LxJJuffCx)}) иjfPne[j(x)]]c (о-‘[хтР)и СбЦ(х)1пР)=Рл,

так что соблюдение и условие 2). Наконец, если непустое линейно

упорвдоченное множество Vcр^ , то в случае, когда

пересечение Уп<э [f(x)J £ ф , будет Sup У = sup (V n <s£jcx)l) a

£ e[fcx)] (cm. 3.5 предложение УП ), а так как supVeP ,

то sup V e
. Если же пересечение Упе Lfex)]- ф ,

то Vco~l[x] . Следовательно, и sup Vа е5~1[х].

Поскольку и на этот раз sup V еР9 то опять имеем

st/pv^p^ . Итак, удовлетворяет и условию 3) и тем самым

‘называется правильным множеством.
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Из (24) вытекает, что для любого хеО.

Рп (а4 [X] иб[х])=Р. (25)
В самом деле, ввиду того, что fcx) >х , справедливо

включение &[х] doLJcx)] . Следовательно,
p=pn(6't[xTuelfCx)]) сРп (б~*[х]ив[х]) Ср.

Теперь нетрудно доказать, что Q=P . � Учитывая, что

Qcp, нужно проверить только справедливость соотношения Q=>P ,

а для этого достаточно убедиться, что Q£0l.

Так как от1[а] = ф , то aeQ. Установим, чтоJ[Q]cq.
Пусть xzQ, уеРпе'1 [f(X)J . В силу (24) должно быть,

следовательно, ue6Lzj. Если, кроме того, у*х, т.е. уев'1[х] ,

то отсюда вытекает (ведьлг^# !), что jC^) ев'1[х] c<5'lij(x)] .

Ясно, что и в случае у-х будет jcy) £<э'![j(X)1 . Таким

образом, f(x)eQ, так что ввиду произвольности xbQ , спра¬

ведливо включение f(Q)cQ.
Пусть непустое упорядоченное множество VcQ. Положим

tt- step у. Если iiev , то, понятно, ueQ . Предположим, что

иш V. Тогда Vcg;1[U1 и

Рпв--’[и!С U (о?[зЗпР) ,

X£V
°

(26)
так как если у*и (у£р) % то у не является верхней грани¬
цей множества К, и значит, найдется xeV , для которого

соотношение х^у неверно, а тогда вследствие (25) должно быть

у£бо'![х] . Используя (26) и (23), будем иметь

f[Pne:‘[ul] с U f[Pn6-‘[x]]cU е'1[xlсо'1[и],
J xbY

°
jceV

откуда получаем и £ Q.

Посколыог 0=Р , соотношение (24) выполнено для любого

хеР. Значит, если х,уеР , то либо уе<5~1[х] , либс y£6ix]9
а это и означает, что Р - линейно упорядоченное множество.

Лемма полностью доказана.

Применение доказанной леммы приводит к следующему результату.

ТЕОРЕМА 1(3.1). Каково бы ни было упорядоченное множество

(Х,е) в X существует, по крайней мере, одно

максимальное линейно упорядоченное множество Й0 , содержащее

данное линейно упорядоченное множество V сX.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через X множество всех линейно

упорядоченных подмножеств множества X . В £ введем отношение
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порядка - по включению. Требуется доказать, что полученное таким

образом упорядоченное множество обладает максимальным элементом,

следующим за V0 . Проверим, что X . удовлетворяет условию

леммы Цорна. Пусть непустое множество УРсХ линейно упорядочено.

Примем и=у^У и покажем, что и линейно упорядочено, т.е. что

Если е и t то найдутся множества

такие, что Так как w - линейно упорядочен¬

ная система, то одно из множеств - Vf или - содержит другое.

Обозначая через V более широкое из этих множеств, будем иметь

xt,xz &V , и, принимая во внимание, что V - линейно

упорядочено, будем иметь или ^ х> • Поскольку UeZ*
то U=siLp<?r (см. теорему 1.(1.1)).

Остается принять в лемме Цорна a-V0.
ЗАМЕЧАНИЕ. Если под X понимать множество всех направленных

влево подмножеств множества X , то буквально так же, как при

доказательстве теоремы, можно проверить, что и в этом случае X

удовлетворяет условиям леммы Цорна. Поэтому, каково бы ни было

направленное влево множество V9 * существует максимальное

направленное влево множество в0^У0. Нетрудно понять, что непре¬

менно будет фильтром, так как в противном случае фильтр Uft -

-del был бы существенно более широким, чем й0 , направленным

влево множеством.

Доказанная теорема позволяет несколько ослабить условия

леммы Цорна. Упорядоченное множество сХ,в) будем называть и н-

дуктивным вправо , если всякое линейно

упорядоченное множество V<=X ограничено сверку.

ТЕОРЕМА 2(3.1). Если упорядоченное множество гЛ,(э)

индуктивно вправо, то, каков бы ни был элемент аеХ в

X существует хотя бы один максимальный элемент,

следующий за а.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВ0. Множество У={а] - линейно упорядочено.

Поэтому согласно теореме I в X существует максимальное линейно

упорядоченное подмножество й0 , содержащее а . Согласно условию

й0 ограничено сверху. Пусть и - какая-нибудь верхняя граница
множества Й0 . Множество й= й0 и {и} так же, как и Й0, линейно

упорядочено, а поскольку й э й0 , то ввиду максимальности

множества д& , должно быть й = йо , так что ие й0\
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элемент и - наибольший в до. Если хеХ и и , то j: -

также верхняя граница множества Йа и, по доказанному, Хе й0

.Следовательно, х=и (3.3, предложение I). Таким образом, элемент

и - максимальный ъХ • Остается заметить, что из ае й0

вытекает и>а.

Теорему 2 мы будем называть в дальнейшем также леммой

Дорна.
Мы не останавливаемся на формулировках двойственных

определений и утверждений, относящихся к минимальным элементам.

§ 4. Числовые множества

Важность понятия вещественного (часто говорят еще:

действительного) числа обусловлена тем, что все рассматриваемые в

анализе конкретные множества образованы с помощью принципов § I из

множеств вещественных чисел. С другой стороны, связи, которые

имеются между вещественными числами, послужили прообразами для

многих рассматриваемых в математике структур.

Близость слов "число" и "перечисление" свидетельствует, по-

видимому, о том, что первоначально "число" означало лишь

результат перечисления, т.е. натуральное число, и лишь впоследствии

было осмыслено и как результат всякого измерения - сравнения по

какому-либо признаку данного объекта со стандартным эталоном.

Исторический процесс развития представления о числе

поддается формализации. Можно было бы, отправляясь от множества всех

натуральных чисел, используя лишь немногие его свойства, построить

теорию вещественных чисел в необходимых для нас пределах. Но хотя

это и можно сделать за значительно более короткий срок, чем тот,

который понадобился для этой цели человечеству, все же изложение

такой конструкции заняло бы достаточно много времени и места.

Поэтому мы встанем на тот же путь, который уже проделали в § I,
вводя понятие множества. Мы не будем пытаться узнать, как

"устроены" вещественные числа, а выясним, или даже лучше сказать, напом-

+) Такое представление о числе возникло чрезвычайно давно, еще
в доисторическую эпоху. Древнегреческая математика владела,
в сущности, понятием иррационального числа - Эвклиду была,
например, известна теорема о несоизмеримости диагонали и

стороны квадрата. Тем интереснее тот факт, что понятие отрица
-

тельного числа оформилось сравнительно недавно, уже в нашу эру.
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ним, что можно с ними делать, т.е. перечислим в виде аксиом нужные

нам основные их свойства.

Следует, впрочем, обратить внимание на определенное различие

в аксиоматическом подходе к теории множеств и к теории

вещественных чисел. В первом случае иной подход вообще представляется

неосуществимым, по крайней мерее точки зрения сегодняшней математики,

тогда как аксиоматическое описание вещественных чисел совсем

необязательно и, больше того, возможно лишь постольку, поскольку

читатель обладает известной математической подготовкой, которая

только и позволяет ему понять "естественность" формулируемых

аксиом. Именно учитывая эту подготовь, мы не будем, как правило,

указывать следствий из аксиом, если они относятся к изученному в

средней школе материалу.

4.1. Итак, мы исходим из того, что существует множествоRy
элементы которого называются вещественными (или

действительными) числами, обладающее

рядом свойств, к перечислению которых мы и приступаем. Начнем с

фиксирования связи между множеством 71 всех натуральных чисел и

&.

А. I. Каждое натуральное число является и вещественным

числом, т.е. 71 OR,

Следующая группа аксиом вводит арифметические операции в EL.

Существует отображение , называемое сложе¬

нием (или операцией сложения). Прежде чем формулировать
свойства сложения, укажем на общеизвестное обозначение: если

xtyeR , то вместо &(х,у) пишут x+tj и называют это число

суммой чисел х и у .

Операция сложения удовлетворяет следующим условиям.

Б. I. Для любых x,y,Z£jR имеет место х + су+Л)= шу)+х
(ассоциативность).

Б. 2. Для любых x,yeR имеет место х+у
=

у+х
(коммутативность) *

Б. 3. Каковы бы ни были числа x,yeR существует

единственное лsR такое, что x+z=y ; число л называется раз¬

ностью чисел у и х и обозначается л -

у~х.
Если для непустого множества X определено отображение <?:

Ха+Х 9 удовлетворяющее условиям, подобным Б.1-Б.З, то упо-

леченная пара сХ,<?) называется коммутативной
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( или, по имени выдающегося норвежского математика Абеля, а б е

левой) группой с законом

композиции (или групповой операцией)^. Сам закон

композиции часто (но не всегда) называют сложением^ и

так же, как в случае множества М , используют для обозначения

G(X,U) СИМВОЛ X+
tj.

Отметим еще, что в описанной ситуации употребительно
выражение:

"
б- наводит (или определяет) в х структуру коммутативной

группы”.

Систематическое изучение групп относится к курсу алгебры.
Мы здесь укажем лишь на одно следствие из аксиом БЛ - Б.З,
необходимое для формулировка дальнейших свойств множества R.

I. Пусть (X,(5) - коммутативная группа. Существует

единственный элемент е е X , называемый нейтральным

элементом группы, обладающий тем свойством, что для

любого jceX имеет место &сху<г) = бсеух) - х, т.е. если

использовать для обозначения закона композиции знак то

х+е - е+х ~ х.

Действительно, для каждого хеХ согласно Б. 3

существует разность - х-х . Ясно, что достаточно доказать

независимость элемента <гл от jc. Пусть ja
X . Так как

(x+w+c =х+са+<2н)=х+и , то <? =
. Аналогично

. так что
У

Нейтральный элемент группы Л
+'

называется нулем

и обозначается знаком 0.

Если й и 3 - подмножества группы X с законом компози¬

ции б , для обозначения которого используется знак то под

Й+3 мы будем понимать множество всех элементов из X

«представимых в виде x+tj , где хей , jeB • Таким образом,

й+3 есть ни что иное, как образ о [ДхВ] множества й*б

при отображении е . Если одно из множеств, например /7, состоит

из единственного элемента: Я-{хо) , то вместо fxoJ+3
мы будем писать xpt3.

Аналогичный смысл имеют обозначения Д-В , хо-В1 -в=е-В

и т.п.

+) Как всегда в подобных случаях, мы, говоря о групп е

подразумеваем группу сЯ ,G) , где & - сложение в £ .
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Используя эту символику, укажем на связь множества 71 с

групповой операцией в R . Множество 71 порождается с помощью

операции сложения одним из своих элементов. Точнее говоря,

Б. 4. Существует натуральное число I, называемое

единицей, такое, что 1+ 71 с 71 , причем, если множество

ЯсЦ таково, что и i + ticfl
9 то Я? 71.

Таким образом, среди множеств , содержащих 1 и

обладающих тем свойством, что 1 + Д ой , множество 71 - наи¬

меньшее.

В частности, если множество 7U с 71 и обладает

свойствами, указанными в Б. 4, т.е. если

1) 1е771\

2) из те-771 вытекает т+/еяг,
то 771 =71 .

Это утверждение называют обычно принципом

индукции . Вот несколько его применений.

П. 7l + 7lcz7l.

В самом деле, обозначим 771={тпе71: 71+т <z7Zj •

Из аксиомы Б. 4 следует, что 1*771 . Далее, если те 771,
ТО 71 + (т+О = (7l + m) +1 с 71+1с71 .

Таким образом, т+{ е 771 , а тогда в силу принципа индук¬

ции 771 =7г.

Образуем множество ^ - 71 -71 . Его элементы называются

целыми числами.

Ш. £ = 71 и (-11) и {о} .

Действительно, 1 efy Cl - Cl+1) -I) ,

£+1 = (П~П)+1 =(7l+l)-7la7l-7L = jL .

Следовательно, согласно Б. 4 ^э71.
Посколыдг -

^=-71 + 71 - ^ D ^
>

то Наконец,
0=1-1

Рассмотрим теперь произвольный элемент z е jn. .По

определению существуют такие натуральные числа т, п, что z = п-т.

Предположим сначала, что т=1 и докажем, что в этом случае

ZeTZufo} . Если п=1 , то Х=о е 71 и /о] . Пусть
для какого-нибудь neTZ разность n-ie7tu{o} . Тогда

(n+i)-i = пе 71 с 71 и {о} и справедливость включения

Z£7lufoj следует из принципа индукции. Основываясь на дока-

62



занноы, проверен теперь, ЧТО п-т е Пи (-fl) и {о}
верно для любых пщ т. Для m^i это уже сделано. Допустим,
что указанное соотношение справедливо для некоторого теп и

любого пе п. Тогда если п-те fl , то по доказанному

п- (171+1) — С п-т) -1 е 71 и {oj ; если п-т=о
t то п- (т-1) -

=-1е-П , И наконец, если п-т a-ft 9 ТО n-(ni+J)=-[(Tn-n)+I]E- fl.

Таким образом, во всех случаях п- cmH)efl и (-fl) и{о} , и

доказательство заканчивается по индукции.

Непустое подмножество й коммутативной группы X

называется её подгруппой, если Д-й ^ .

IV. Множество f- всех целых чисел является наименьшей

подгруппой группы Я , содержащей число 1.

Действительно,

у%=(п-п)-(п-п)= (п+п)~ттс п-п=р,
так что ^ - подгруппа. Б силу Ш {afr. Если Д - подгруппа

группы Я , содержащая / , то о=1-{аД-Дсй. Поэтому
~ 1=0-1£

ей-йсй. Следовательно, 1+й = й-(-1) с д-Д с Д . Значит, по

Б. 4 fl^fi. Но - fl с- Д = О- Д с й -Й с. й. Поэтому ДзПиС-Л) и

и{о).
V. Пусть й , оСп} - некоторое конечное множество

и —

xu (Jc=i,...f п) - отображение Д в группу Я .

Пользуясь принципом индукции, определим сумму ^ =х^ +.. • +х<*п *

иначе говоря, определим сумму любого конечного набора элементов

излР. Если й-фл положим sa =о. Если й ={<*} состоит из

одного элемента, положим sa=xoi . Предположим, что сумма

определена для всех подмножеств в Я , состоящих из п элементов.

Пусть Я={аг...,ыпн} и х^ - подмножество в Я,
содержащее п+{ элемент. Возьмём произвольный ^ а Д и положим

5»sSa +х<* * где а£ * Покажем, что та¬

кое определение суммы корректно, то есть если сс{
- любой

отличный от
oit элемент в Д , то sa+xoL. имеет то же значение sff.

Действительно,
1

s^sa+x-,= <4 + х^+х*с^ ^ )+хи =SA. +Х^.й йк ati i t % * i i L

+) Нетрудно проверить, что пара (й,т) , где -сужение на

dz групповой операции с в X , в этом и только в этом

случае будет группой.
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(здесь йи = й'{<^ Итак, мы определили сумму любого конечного

множества в £.

Cyjoiy г + ... + х, будем обозначать символом £ х,
п t Л

ы.ей

ИЛИ Е X, .

h-t к

'Заметим, что если ср:й~В - взаимно-однозначное

отображение й на некоторое множество В 9 то £ х/Гг,А) .

Ы.ей
*

£Ев
V crJ

Справедливость этого замечания следует непосредственно из

определений* m

У1. Предположим, что й представлено в виде Й = и йк ,

тп

где й пй. = ф, если i Ф] . Тогда sff =£ .

Доказательство этого факта предлагаем провести

самостоятельно, воспользовавшись принципом индукции.

4.2. Другая арифметическая операция, вместе со сложением

определяющая алгебраическую структуру Я , называется

умножением. Под умножением понимается отображение д:

(число д<х,у) называется произведением чисел

х и у и обозначается ху или jr y )5 которое удовлетворяет

следующим условиям.

В. I. Произведение ху=о тогда и только тогда, когда

хотя бы одно из чисел х или ^ равно нулю.

Если обозначить через &0 множество всех вещественных чисел

отличных от нуля, то из В. I следует, что d[RoJc£o . Поэтому
если 4 ” сужение отображения 5 на Jif ,то

В. 2. Упорядоченная пара (&о,до) является коммутативной

группой, которая называется мультипликативной

группой вещественных чисел (отличных от нуля) .+\
Связь между операциями сложения и умножения осуществляется

с помощью дистрибутивного закона:

В. 3. Для любых элементов х, еЯ справедливо
равенство

Пусть дано непустое множество X и отображения (Т.-Х2-—Х
и д: Х2-*~Х , которые удовлетворяют аксиомам Б.1 - Б.З и
B.I - В.З. Тогда тройку СХ,&, S) называют полем , отоб-

+) Группу , о которой шла речь в 4.1, называют обычно

аддитивн ой группой вещественных чисел.
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ражение в - сложением, д -умножением.

Говорят еще, что отображения о и б наводят в X структуру

поля. Нейтральный элемент группы (Хр) называется нулем

поля, а нейтральный элемент мультипликативной группы -

единицей поля.

Как и всегда, в обозначении поля мы обычно будем опускать
указание на операции сложения и умножения

- лишь в

исключительных случаях с одним и тем же множеством ассоциируются различные

структуры поля.

Связь множества fl с операцией умножения описывается

следующей аксиомой.

В. 4. Единицей поля £ служит число 1 , так что для любого

хе£ произведение XI - / х=х.

Используя В.З и В.4 , легко по индукции доказать, что

произведение натуральных чисел само будет натуральным числом, а

тогда, очевидно, произведение целых является целым.

Число хе£ называется рациональным , если

существуют такие целые числа q * о и р , что qx=р , т.е.

если в обычных обозначениях х=£ = p<?~J • Поскольку при любом

ас фо справедливо равенство £ -Щ , можно считать, что

qefl (если cj£
- Я (см.предложение Ш из 4.1), то, взяв

получим ыу£#L 1 и по-прежнему, оСре^).
Множество всех рациональных чисел с ивдуцированными в нем

из R операциями сложения и умножения является полем. Используя

предложение 1У из 4.1, нетрудно убедиться, что это наименьшее

поле, содержащее число I.

4.3. Множество £ обладает структурой порядка.

ГЛ. Существует отношение порядка а) в Я такое, что {£,&)-
линейно упорядоченное множество.

Число хъо называется положительным , число

- отрицательным.. Если, кроме того, хфо

суфо) * то о х говорят, что оно строго положи

тельно (у - строго отрицательно).,
Связь структуры порядка и структуры поля обусловлена

следующими двумя аксиомами.

Г.2. Если Х,у,2££ И Х^у ,
ТО Х+Я4у*£ .

Очевидным образом отсюда следует, что соотношение х^у
равносильно неравенству у-х

> о. Далее, если х^у и и^о-,
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CO SC+ti i y+cr.
Поскавду -x-o=o-x , неравенства jc>o м-jcafo

1рлгщлляжит,

Рассмотрим множество Д^Я и число ие£ .

I. Точные верхние (нижние) границы множеств/7 и и+Д могут

существовать лиль одновременно, причем

Sup (и+Д)
- atsupД ( inf (и+Д) - и+ infД) . (I)

Действительно, пусть, например, существует supfl-(r.

Ясно, что для любого хеД сумма и+х^ и+а. Если число

6 таково, что и+х4б для каждого хеД , то Д^б-а,
так что а=зирД4 6-и , т.е. и+сг^б.

Таким образом, сумма u+о- является точной верхней границей
множества и+д.

Бели исходить из существования supca+ti) , то учитывая,

что Д=-и+ (и+Д) ,по доказанному получаем существование
и sup Д.

П. Пусть - множества, имеющие точные верхние (ниж¬

ние) границы. Тогда существует

Зир(Д + Дя) = Stip#,+Suptiz (inf (Д, + Д&) =ЩД, + infflg). (2)

В самом деле, Д, + Д0 = U (и+Д~). При этом для каждого
* ией,

ueflt существует sup (и+вг) = и+зирЙ£ и, если

обозначить V- = sup Л, (t = /,2)i существует jup (u+irp) =

*
U£ Й1

к

-sapa^+ti^qt&gПо свойству ассоциативности точных границ (см.

1.3.3, предложение 1У) при этих условиях существует

supей, + Дг) =

sug (sup cu+flz ))* if+
Так как Л - линейно'упорядоченное множество, то при любом

хе£> числа х и -х "сравнимы" между собой. Наибольшее из этих

чисел, 1X1 - jcv(-x) , называется абсолютной ве¬

личиной (или модулем) числа х • Ясно, что если

хъо * то /х/-х ; если же х40, то Jx!- -х . Понятно,
ЧТО 1X1 = 1-х!.

Ш. Если х,уе£ , то

!X+yl4 IXI+Iу!
. (3)

Действительно, поскольку х^ /х/ , y^/yl, то

X+у4 ixl + tyi. Но ~Х^ 1X1, »так ЧТО -(Xty)£lXl+iyl.
Следовательно, и
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г-
Из неравенства (3) обычным образом выводятся неравенство

/rxi-tyll* /х-у/ (х,уе£). (4)
Г. 3* Если х,у еЦ , причем х>о ж ууо , то v

произведение ху>о.
Из Г. 3 без труда выводится "правило знаков".

IV. Если х >о , а у 4о 7 то ху^о. Если же

х,у^о, то ху>о.
'

В самом деле, ху --[хс-у)], и так как в первом слу¬

чае ~у>о , то х(-у)ъо и, значит, ху^°-
Вторая часть предложения вытекает из равенства ху- б-х)(-у)

-

Так как /-/•/ , то 1>о. Ввиду того, что в силу
аксиомы В.4 1е£0 и, значит, 1ФО , имеем 1*0. По

индукции отсюда получаем, что 1 - наименьшее натуральное число*

Действительно, />/ , и если какое-либо натуральное чиоло пъ1 ,

то п+{ >1+0=1 .

В силу сказанного каждое строго положительное цедое число

т является натуральным: если бы те-71 , то -гпе#1

и -ту 1уО , так что было бы т<о.

V. Пусть т и п - такие целые числа, что n^m&n+i.

Тогда либо т =■ п , .

либо т= п+1.

В самом деле, 04 т-п *1 , и еоли т-п фо , , то, как

было отмечено, т-пеп. Но в множестве п, число / наименьшее.

Стало быть т-п = 1.

Из У вытекает следующее важное предложение»

VI. Каждое непустое множество натуральных чисел имеет

наименьший элемент.

Действительно, допустим, что существует непустое множество

Ш с/I , не обладающее наименьшим элементом* Рассмотрим
пересечение П » где через , как и в 1*3.3,

обозначено множество всех нижних границ множества Ш .

Поскольку У-наименьшее натуральное число, то
,

а значит,

и 1еД. Пусть nef). Число п не может входить в состав множества

Ж - оно было бы тогда его наименьшим элементом. Следовательно,

для любого meffl, должно быть выполнено неравенство п<т. Но

тогда п+/4т, ибо в противном случае п<т<п+,/ , что

противоречит предложению У. Таким образом, п+1 и»

67

fx+yi
-

(х+^) у /- (х+ у)]4 1X1+



следовательно, n+l е. D. Согласно принципу индукции Т)=71 ,

т.е, - Если ш - какой-либо элемент из Ж , то

mti е п а
# Поэтому 771+1 ^ m, idO , что

абсурдно.
ТЕОРЕМА 1(4.1). Пусть имеется множеством и

последовательность {ifп} отображений из X в X такая, что

э й ,л Для каждого пе 71 . Тогда если
rnti Гп

xsQy , то существует единственная последовательность

{хп}
1
элементов множества X такая, что

, хпН*¥п&п) (5)
~TL

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Единственность последовательности {хп}
без труда устанавливается по индукции: если {xfn} и {х"п} -

последовательности, удовлетворяющие (5), то xj =xf (-х),

и если для какого-то пе71 справедливо равенство х^ =х"п,
то Кн = % = Уп ■

Докажем существование требуемой последовательности.

Пусть т - положительное целое число. Обозначим через 71т
множество всех натуральных чисел, не превосходящих т . Понятно,
что т е 71п при любом ту О ; при этих же гп в силу

предложения У 71 = 71 , и [ml . В частности, так как 71 = Ф,
т m-i (. j ' о '

то 71( ={/}.
Рассмотрим множество 771 всех натуральных чисел гп

9

обладающих тем свойством, что существует отображение fcm) :/;-+■ хст)
J к

множества 71 в X такое, что

V?-*; denn),

Очевидно, I £ 7Я - отображение j-
f

=f(l,x)} обладает

требуемыми свойствами. Предположим, что те яг. , Так как

х£?* ейу ,
то существует элемент

прячем с%., ,

Поэтшу полагая

, Cm-tt) 'em) г .

j =/ u{(n»i, JCm+i )}, (7)

без труда убедимся, что j
(m+i)

удовлетворяет (6), так что

m+l е 7П . Отсюда заключаем по индукции, что Ш = 71,
т*е* что отображение jcm) существует для любого те71.
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Для каждого данного те71 отображение Jcm) единственно.

Действительно, если - отображение,
удовлетворяющее, как и fcin) , условиям (6), то в случае fcin)fcj в

силу предложения УТ существует наименьшее число i s Tiп » >для

которого xfm) -у ст)а) $ cjd). Ясно, что i>l и, следователь-

НО, i-J . Поскольку =Cj(i-l)% то по (6)

(тп) С'гп) (т)
= %-i (хы ; *

Ъ-, (} «■-*» -

«j ’

что противоречит определению i.

Из единственности jcm^ на основании (7) следует, что

(т+/)^ ст.)
любом те д2. В частности, х (тг0= f ^(m) -

_ J. (tni-l)Cm^= ^ cm. iO m J

Для пел положим теперь х =хсп). В силу (6)

л:
/ / п 1

х =xCm/)= tf Cx cnH)) — Lf (X cn)) =Lf (X ) (TIE 71).
riff ПН Tfl fl

'
'fl ft /n Tl'

Теорема полностью доказана.

ЗАМЕЧАНИЕ. Теорему I мы будем называть принципом

построения по индукции. Если говорить

коротко, смысл этой теоремы в том, что для задания

последовательности {хп} достаточно указать ее первый элемент xt (=х)

и "правила перехода" от элемента хл к элементу jr -

отображения ^.
Обычно применение принципа построения по индукции

оформляется так: "зададим xt = x ; предположим, что для некоторого

натурального числа п уже определен элемент xnEQ^ ; по¬

ложим хпн
- tfn схп) ; этим определяется последовательность

Можно было бы вывести и более общий принцип построения по

индукции, предполагая, что элемент хп^{ определяется не

только элементом хл , а зависит от всех элементов х^ скЕдг^.
4.4. Важную роль в дальнейшем играет так называемая а к с и

ома Архимеда, регламентирующая "распределение"
множества всех натуральных чисел в множестве Л.

Г.4. Множество Я конфинально вправо относительно множества

Л.
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Это значит (см. 1.3.5), что каково бы ни было число jre£,

найдется натуральное число tz>jc. Иначе аксиому Г.4 можно

высказать, очевидно, так: множество 71 не ограничено сверху.

Понятно, что множество -тъ всех строго отрицательных

целых чисел конфинально влево относительно И , так что

множество ^ всех целых чисел конфинально как вправо, так и влево.

Нетрудно понять, что если число £>о , то множество чисел

вида пб сп е 71) так же, как и само 71 , конфинально вправо:
если хеИ

, то найдя натуральное число ПУ/^ % будем

иметь, очевидно ,
пб >/х.

Перефразировкой этого замечания является следующее

предложение.

I. Каковы бы ни были числа &уо и а , найдется натураль¬

ное число т. такое, что ~ <6.
ТП

Действительно, найдем натуральное ПУ/§ ' Тогда

т-п+/> пу/ — т.е. — <6.
о » т

Если а У/о 9 то inf О- =о, поскольку, если

П£/1
п

^У/Ь для всех п£ я , то согласно I должно быть Ь*о.

ТЕОРЕМА 2(4.1). Если х,у£& , причем х+у , то суще¬

ствует рациональное число г, содержащееся в открытом

промежутке (л,у), т.е. удовлетворяющее неравенствам х<г<у

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Принимая в предложении I а=1 , 6 -

у-х,
найдем qa я так, чтобы было ^ < у-х.

Пусть i- какое-либое целое число, не превосходящее х. Рас¬

смотрим множество 771 ={ne7l:j yx-Jt j. Так как ^ уо , то

из сказанного ранее вытекает, что 771 ф ф - Согласно

предложению У1 из 4.3 множество tfl имеет наименьший элемент, который мы

обозначим через т. Поскольку т^яг , имеем Щ +к ух . Если,
_ т-l I

кроме того, т-l £Я , то т-1 е тп , поэтому *^г +к £х
.

Это неравенство в силу выбора £ сохраняет силу и при т=1 ,

т.е. верно, каково бы ни было т # Учитывая выбор q , имеем тогда

f+As (^+к)+^<х+(тх)^-
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Остается заметить, что число л- ^ +£ - рациональное(л-

Из теоремы 2 получаем

П. Пусть а,6е£. Если а*с6
, то промежуток А # у

которого левый конец - а , а правый - £ , не пуст, причем а - ««/J,
6= sup л .

В самом деле, по теореме 2 существует число г в (а,6) .

Так как во всяком случае са,Ь)с л ,то гел. Стало быть,
йф ф.

Если бей , то, очевидно, 6 - наибольший элемент в л,
значит 6=sup й . Предположим, что 6е л. Ясно, что и в этом

случае 6 - верхняя граница множества л • Обозначим через с

какую-либо верхнюю границу этого множества. Понятно, что должно
быть а^с (в противном случае, взяв какой-нибудь jc£A ,имели
бы с<а ^jc )• Если с<6 , то, снова применяя теорему 2,под¬

берем число л так, чтобы было с< г ^6. Поскольку а^с , то

геса,6)а А . Следовательно, должно было бы выполняться

неравенство а не с<г . Итак, суб
9 а это значит,

что 6 - sap А.

Равенство а= inf А обосновывается подобным же образом.

4*5. Перечисленные выше аксиомы не обеспечивают "полноту"
множества Я • Так, например, нет гарантии, что в Я можно

извлечь квадратный корень из любого положительного числа, хотя

с помощью теоремы 2 и можно доказать 9 что это можно сделать

"приближенно", причем со сколь угодно малой погрешностью. Не

останавливаясь на точной формулировке последнего высказывания, отметим,

что оно порождает несколько странную ситуацию: существуют и

притом сколь угодно точные приближения к квадратному корню, тогда

как самого корня может и не быть.

Эта ситуация становится невозможной, если потребовать,
чтобы Я удовлетворяло следующей аксиоме полноты.

Д . I . Какова бы ни была убывающая (по включению)

последовательность^ {Ап} непустых замкнутых промежутков из Я ,

пересечение Па ф ф ■

п=/ п
.

г

Для множества Я аксиома полноты эквивалентна следующему

утверждению, которое обычно удобнее для использования, поскольку

оно включает в себя и часть других аксиом, выполняющихся для

но не имеющих места для произвольного упорядоченного и даже

линейно упорядоченного множества.



ТЕОРЕМА 3 (4.1) (Дедекинд). Всякое непустое ограниченное

сверку подмножество множества £ имеет точную верхнюю,а

ограниченное снизу - точную нижнюю границу,

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, Докажем теорему в части, относящейся к

множествам, ограниченным сверху. Пусть АФф - такое множество.

Обозначим через вй множество всех его верхних границ, через

Ой дополнение (до £ ) множества Sfl . Ни 3ff , ни (2Й
не пусты; ВЙФ ф по условию; непустота Ой вытекает из того,

что Аф ф: взяв какой-нибудь элемент хе А и найдя

согласно замечанию к аксиоме Г.4 (см.4.4) целое число т^х
, будем

иметь, очевидно, т-1<т4х ,

Пусть а е ав. Число а не является верхней границей

множества в 9 поэтому найдется элемент jre А такой, что о.<х.

Если £> - произвольный элемент из Se - верхняя граница

множества А , то JC4 6
, и, следовательно, а*6.

Обозначим через X множество всех замкнутых промежутков вида

£а, Ь], где аеОд, 6 е вй. Поскольку о.<& , про-

мея^уток [а, 6] Ф ф . Рассмотрим какой-либо промежуток АеХ-

Пусть, например, л = [а, 6]. Положим с -
• Ясно,

что о* £а, 6]. При этом справедливо одно (и только одно) из двух

соотношений: се Зй или се Qa , так что либо £а,с]еХ,
либо £с,6] еХ.

Определим на X отображение tp , сопоставляя произвольному

промежутку деХ (А=£а,6]) в качестве значения if (А) тот

из промежутков £<2,с] или £с,Ы , который содержится в

X. Ясно, что. при любом АеХ будет if СА) с а.

Как уже отмечалось в начале доказательства, множества Ой
и $ не пусты. Возьмем какой-либо элемент о.еОй и 6еЯй -

Согласно теореме о построении по индукции существует

последовательность (А } замкнутых промежутков таких, что

А'
= 10,6.1 ;Я Ant Q^X , Лт/ = у(йп) (пеЮ. (8)

Так как j = ifCAn)c ап ,
то последовательность {Ап}~

убывающая Тв этом можно без труда убедиться по индукции). Понятно,
что последовательность {ап] удовлетворяет и всем другим

условиям аксиомы полноты, так что существует & е. П д .

п=1 п

Покажем, что &= sup А.
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Предположим, что Дп = [ап ,6п ] (пеП). Как ясно из

определения у , при любом пеП справедливо равенство

Ьпн
-

апн -
- • Отсюда по индукции легко получаем

0<6-ап4^г~ .(пеП). (9)
п п fl

Действительно, поскольку 6,-6 (см. 1.3.3), то

(9) тривиально при п=1. Если это неравенство соблюдено для
какого-либо пе71 , то

6 -a < t*,
пн пн 2 Яп п+1

так как £а = п+п > п+1.

Рассмотрим произвольные элементы хеД и nefr. Ввиду
того, что 4 , будет xd 6п = о + (б^-t?). Учитывая,
что &ейп - [ап , 6п1 , имеем в силу (9)

х<о+(6я-ая)4 .

так что х-&4 ~г- • Это неравенство справедливо для
6-<z

любых п е/1, следовательно, x-&dinf ——-<9 и х* а, т.е.

Возьмем теперь произвольный элемент Так как с.л<6
при любом пе71 , то основываясь на тех же соображениях, что

и выше, можем написать

6уап = &-(а-ал) > &-(6п~ап ) » О- (netl),

откуда вытекает, 0--6 do , т.е. а^Ь. и, стало быть, V-

наименышй элемент множества $Й ; sup ft.

Вторая часть теоремы - о множествах, ограниченных снизу,
-

доказывается аналогично.

СЛЕДСТВИЕ. Если в - непустое ограниченное множество, то

существует наименьший замкнутый содержащий его промежуток л ,

причем д= [а, 6] ,
а= inf ft, 6=sap Д.

Другим полезным следствием теоремы Дедекинда является

следующее предложение.

I. Если а - положительное число, то существует

единственное положительное число о- такое, что а . Число о-

называется квадратным корнем из а и обозначается
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ts= fa =a

В самом деле, рассмотрим множество Д-{хеШ ; х >о, x2^aj.
Это множество непустое с о ей) и ограничено сверху:если

а * 1, то xdf (х е.Д)\ в случае а>1 за верхнюю границу

множества Д можно взять число а . По теореме Дедекинда

существует о - sup в. Докажем, что v - искомое. Прежде всего ясно,

что V7/0. Предположим, что о-*фа. Рассмотрим сначала случай
о-Ь-са. Если п- натуральное число, то, учитывая, что^^—■>

будем иметь

( nj п п*

В
}
£(?+!

Если в соответствии с предложением I из 4.4 выбрать я так,

чтобы было ^±1 d а-о ^
, то окажется, что (о+—)^da ,

П
9 1

Я
7

так что о+-^ ей
9 что невозможно, поскольку тогда

получилось бы ^ supA

Случай о2 > а разбирается аналогично. Взяв пе2П

так, чтобы было ^ d о2,-а и d с, можем написать

(о-- — ) - oz-— +-l-j >/ о2> ^-(ог-а)^а.
[ п/ п пг я

Поэтому, если хей , то x2dad (Ои,

значит, xd о. Следовательно, должно быть и 0= Sap fid (?—~ •

Единственность квадратного корня очевидна.
4,6. При изучении движения "земных" тел в механике обычно

предполагают, что свет распространяется мгновенно, т.е. что

скорость его распространения "бесконечна". Это допущение

обусловлено теы? что хотя на самом деле скорооть света и не бесконечна,
но столь велика по сравнению со скоростями рассматриваемых тел,

что учет этого обстоятельства, значительно усложнив теорию, дал

бы эффект, который потерялся бы в погрешностях измерений, сколь

бы точно их ни производить.

Таким образом, возможны ситуации, когда одно из

рассматриваемых чисел настолько велико по сравнению с остальными, что его

можно считать "бесконечным".

Математическим выражением представления о такого рода

"бесконечных" числах служат так называемые несобственные числа +<» -
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плюс бесконечность, и-®о- минус

бесконечность.

Вводя новые объекты, + <^<=> и -

, мы не будем пытать¬

ся дать им конструктивное определение, а поступим так, как не

раз уже поступали, рассматривая эти объекты лишь как символы, с

которыми можно оперировать по определенным правилам. Чтобы

удобнее было сформулировать эти правила, обозначим Rи

Элементы множества R по-прежнему будем называть

вещественными числами, ав тех случаях, когда

возможно недоразумение, для обозначения чисел из R будем
использовать термин "конечное вещественное число".

ЕЛ. В множестве R введено отношение порядка, которое

индуцирует в R отношение а) ,рассмотренное в 4.3. При этом +

служит наибольшим, а - наименьшим элементом множества/*.

Таким образом, можно записать R и R-
Теорема Дедекинда может быть распространена на R

, причем

доле в более удобной оормулировке.

I. Всякое множество ЙС1Р кл'сст точные границы (в R ).

действительно, если Й=^^> , то множество S# всех его

верхних границ совпадает с R , наименьший элемент которого,

-<«, и служит точной верхней границей для в . Аналогично

inf ф - + оо.

В случае, когда й Ф ф и ограничено сверху элементом из

R , имеем sup А - sup с А п R) 9 а последний существует
по теореме Дедекинда+\

Существование супремума у множества й , которое содержит

+ очевидно.

Допустим, наконец, что ёя , но множество сверху

ъ R не ограничено. Это значит, что й не имеет конечных

верхних границ, так что Зй сводится к единственному элементу,**»

Стало быть и в этом случае существует sup А = + <*>.

Качдый промежуток £} в произвольном упорядоченном мно'-ке-

'У'

j- ‘ возможно, что й nR - ф и теор^м.ч !,едекиН'Г н»> ’фиг/енима.
"о тогда А = {- j и опять sup А

-

sup ф = .

стге обладает тем свойством, что если х,уеД и х



то [X, у] с л +).
Для множества R (но не R _) справедливо и обратное утверждение.

П. Пусть множество D^R обладает тем свойством, что если

f то [х,у]сХ> . Тогда существуют числа

atЬ в R такие, что а/б и

(ау 6) с. Г) с [а,6], (Ю)
t.e.J? является промежутком с концами а и 6.

В самом деле, если Л-ф » то можно принять за а любое

*шсло и положить 6=а.

Пусть ЛФф . Обозначим а - infJ) f b=supJD.
Очевидно. а4 6

.
и Дс£а,6]. Возьмем какой-либо элемент Лв са,б).

Так как л>а , то л не является нижней границей множества j),
И поэтому найдется элемент хе£ такой, что х<л.

Аналогично можно убедиться, что существует такой yeD , что

По условию промежуток Lx,y]cj) ; а так как л е. (х,у) а[х,а],
то и лвЦ Следовательно, со,6) cj).

Арифметические операции - сложение и умножение,
- имеющиеся

в Л , могут быть распространены на R.

Е. 2. Если xeR , то по определению

х + (+ <х>) - (+ <*>) + х ~ + , х+ (- °о)
- г- °°j +х - -«о.

Далее,
(+ °°/) -f- (+ ooj — у- схр Г- ) i~ (— СУ<>) — —

00

.

Символы с+ °о)+(- <^) , (- <х?) + (+<?<>) не осмысливаются.

Множество R , снабженное так определенной операцией

сложения, уже не образует группы и не только потому, что сложение

определено не для всех пар элементов из Л . Гораздо существеннее
то обстоятельство, что нарушена аксиома Б.31 если х.увЛ f

причем хотя бы одно из этих чисел равно + 00 или -00
, то

разность т.е. такой элемент <2
, что х+л=уь либо

вовсе не существует ( х - -
00

> ^9 ли<5° сУЩествУ“

ет, но не единственна ( х=у
= ± ). Лишь в случае, когда

у=±°о , a xeR t число Л существует и единственно:

Хотя к элементам увЛ и х= ± °° аксиома Б.З не приложима,

тем не менее мы положим по определению у-(± ^
- Z В

частности, при
- (t <**) = о- (± 1 <*<>.

Поскольку промежуток [х,у] Ф ф лишь в том случае, когда
x^if , можно было бы не предполагать, что
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Такое определение позволяет сохранить для Л некоторые

соотношения, выполняющиеся в R . Например, у-х
-

у+(~х)
-

Впрочем, этот прием отнюдь не избавляет от всех неприятностей,
связанных с введением несобственных чисел, поскольку как бы ни

определять разность у-х, равенство х+(у-х)
-

у все равно

не будет справедливо для всех элементов из R . Имея в виду

указанное обстоятельство, следует быть осторожным, проделывая

алгебраические преобразования с числами, среди которых имеются несоб-

ртвенные. Нельзя, например, переносить число из одной части

равенства в другую, изменив у него знак на противоположный.

Хотя при том содержательном истолковании несобственных чисел,

которое было указано в начале пункта, определение суммы,

содержащееся в Е.2, выглядит вполне закономерным, все-таки возможен

вопрос, нельзя ли так определить сложение в R , чтобы это множество

стало группой (разумеется, такой, что R остается ее подгруппой).
Не слишком глубокий анализ показывает, что ответ на этот вопрос

отрицателен. Чтобы можно было расширить Л до группы, надо

присоединить к R существенно больше элементов, чем два.

Коль скоро возникает такая ситуация, что при переходе от R

к/ мы теряем столь важное свойство - быть группой, не лучше ли

вообще отказаться от введения несобственных чисел? И на этот

вопрос следует дать отрицательный, хотя, безусловно, и не столь

категорический, ответ. Дело в том, что несобственные числа являются

абстракцией неких представлений о действительности и соображения

"удобства” или "неудобства" тех или иных понятий в таких случая*

не должны стоять на первом и даже вообще на каком-нибудь месте.

Кстати сказать, поскольку упомянутые представления связаны

исключительно со сравнением величин, несобственные числа г: сказываются

удобным инструментом при изучении отношения порядка
~ j этом мы

могли убедиться на примере предложений I и П.

Конечно, в ситуациях, где по существу встречаются

несобственные числа, можно обойтись и без формального их введения, заменив,

скажем, словами "множество всех непустых не ограниченных

сверху подмножеств множества R" или какими-нибудь еще. Однако, едва
ли надо объяснять, что выигрыш от такой замены велик лишь по

абсолютной величине.

В заключение несколько слов о распространении на R операции

умножения.
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Е.З. Бели xgJL и х>о , то по определению под

произведением х(±*~) или с± <*<*) 'х понимается ± # если

же х<о , то + , т.е. сохраняется "правило знаков". Произве¬
дения о• с± <**>) и (± <**)-о считаются равными нулю.

Если правила умножения на число, отличное от нуля, не

вызывают возражений, то целесообразность определения о- ( + <*=>)=о

может показаться сомнительной. Дело в том, однако, что прямых

противопоказаний, какие были, например, в случае (+<**) +

для такого определения нет, а оно делает возможным определить

произведение ху для любых xyyeR , причем сохраняется аксиома В. 4,

так что по-прежнему ху=о лишь в том случае, когда один из

множителей равен нулю, даже если ддогой - несобственное число.

Понятно, что однозначное деление в , вообще говоря,
невозможно. Все же для некоторых случаев мы определим частное 1 •

Именно, если уеЛ , то будем считать равным нулю. Если

Х£ЛУ причем хфо , то по определению ^^ • Ясно,

что при таком, (как, впрочем, и при всяком другом) способе

определения частного основное свойство у- нарушается. Это надо

иметь в виду при различного рода преобразованиях, в которых

участвуют несобственные числа.
+ 90
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Символы не осмысливаются. Символ -Z-

который не осмысливался в к , не осмысливается и в £ . Казалось

бы, можно приписать выражению ¥ значение ± ^
, но нельзя

указать сколько-нибудь разумные соображения для определения знака.

Впрочем, если рассматриваются лишь положительные числа, то такие

соображения появляются в пользу +<*> .Мы, однако, не будем
формулировать на этот счет каких-либо правил. Проще в тех немногих

случаях, когда возникает подобная обстановка, ввести на время

соответствующее соглашение.

4.7. Понятие числа, как уже упоминалось, появилось в связи с

процессами измерения различного рода величин, в частности, длины.

Это обстоятельство находит отражение в аксиоме, содержащей
геометрическое истолкование вещественных чисел.

Рассмотрим какую-либо прямую Z. Множество всех точек,

лежащих на L , будем обозначать также через L . Возьмем

произвольную точку Ое JL и отличную от нее точку B&L. Прямая с

выделенной на ней упорядоченной парой точек, т.е. упорядоченная тройка
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cl.o.E) называется числовой прямой. Основанием

для такого названия служит следующая аксиома*

Ж.1. Пусть ( 1.0, £ ) - числовая прямая. Существует един¬

ственное отображение if множества X на множество L такое, что

1) if(0)=04 ip(l)=-E;

2) каковы бы ни были числа x.yeR <х<у) образ if[cx,yjl
открытого промежутка (х,у ) при отображении if совпадает с

отрезком прямой L , имеющим концы ifcx) и ifсу) , т.е. с

множеством всех точек прямой I , лежащих между точками ifcx)

и if(у) (исключая их самих);
3) если х, у, и, о ей f причем х<у, и<а и и-х = а-аь

то отрезки if.[(х,у)] и if [(и, а)] конгруентшг^.
Так как при условии х*у промежуток сх,у)фф (4.4,

предложение П), то и образ tfL(x,y)l Ф ф. Следовательно, точка

ifаг) отлична от точки ifсу) и, значит, if
- взаимно

однозначно.

Понятно также, что если И - отрезок прямой L с концами

и /ь , то прообраз if^ftf] будет промежутком ( и, о- ), где а -

меньшее из чисел if’1 сы") и iflc/b) , а о- - большее. Разность

/ if'lcfi)-if'1Ml называется длиной отрезка
N.

Образом замкнутого промежутка (х,уе£ , х^у)
является замкнутый отрезок с концами ifcx)

и if(у) , т.е. множество всех точек прямой L , лежащих между

этими точками, включая и их самих. Длина замкнутого отрезка

определяется так же, как /if*ср) - if^Ml, где ы.,р - концы данного

отрезка.

Точка О делит прямую/ на два луча. Один из них*

содержит точку £ , другой, не содержит. Если число х^о,

то О е [х,1]. Следовательно, точка о - if со) лежит между

точками - ifcx) и £ — ifа), т.е., если хфо, точки ^ и В

лежат по разные стороны от точки о , так что оСе£~ (это

верно, конечно, и в случае х=о ). В частности, точка

+) В средней школе вместо "конгруентные" говорят "равные”. В
нашем изложении слово "равные” означает тождественные.
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£~ = up c-i) е L~. Заменяя в проведенном рассувдении точку £

точкой В~, получим, что для х7/0 точка цех) е L*. Так как

if взаимно однозначно, то из сказанного вытекает следующее:

1/1Ё.-] = Г
, tf[JR+] = L+ (&{хеКхЩ , R^{xeR:x~>o}).

Это делает естественным названия: для L+ -

положительная полуось, для L~ - отрицательная

полуось*

Наличие взаимно однозначного отображения if позволяет

отождествить множество R с числовой прямой. При этом мы получаем

возможность, говоря о множестве R , использовать геометричес^ю

терминологию, например, вместо "число" говорить "точка”,
употреблять слово "мезду" по отношению к числам и т.д. Многие свойства

множества R , если их перенести на числовую прямую, становятся

более наглядными. Правда, это относится, главным образом, к

свойствам, связанным с отношением порядка.

Отождествление множества Я с числовой прямой делает
возможным для обозначения множества R

_

использовать термин "числовая

прямая”. При этом за множеством R закрепляется название

расширенная числовая прямая.

В 1.1.7 было указано, что множество Р всех точек данной

плоскости можно определенным образом отождествить с произведением

L*M множества всех точек, лежащих на прямой L и,

соответственно, на пересекающей прямую L прямой М

Выбрав на прямой L пару точек (Q£t), а на М - пару

( )f мы превратим L и М в числовые прямые, каждая

из которых может быть отождествлена с R . Таким образом,

множество Р можно истолковать как произведение
- R*R , т.е.

как множество всех упорядоченных пар вида &,у) , где хмеЛ.

Для сокращения изложения введем следующие термины.

Пусть дана плоскость Р .Системой

координат в Р называется упорядоченная пара числовых прямых

(L%014£) и (MyO<>4£z) таких, что 1,МсР и ЬпМфф.
При этом первая числовая прямая, (£,С>, Ц) , называется

•О Как и выше, мы не делаем различия в обозначении прямой и

множества всех точек, на ней лежащих.
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осью, абсцисс, вторая, (My 0&,£z) - осью

ординат. Плоскость с ввделенной на ней системой координат

называется координатной плоскостью.

Чаще других в координатной плоскости рассматривается

прямоугольная система координат, когда прямые L и М перпендикулярны.

Кроме того, обычно точку пересечения прямых L и И принимают

за "нулевую” точку как оси абсцисс, так и оси ординат, так что

q =

Oz = О. Точка о в этом случае называется началом

координат. Наконец, отрезки OL7 и обычно кон-

груентны. Ниже, говоря о координатной плоскости, будем

предполагать, если только явно не высказано противное, что система

координат удовлетворяет обоим указанным выше условиям.

Из сказанного выше следует, что каждая точка координатной
плоскости (с произвольной системой координат) определяет и сама

определяется парой чисел - координатами данной точки.

Первое число пары называется абсциссой , второе

-ординат ой данной точки.

Как и всегда, отоздествление нетождественных в

действительности объектов несет в себе источник возможных недоразумений,

поскольку точка на координатной плоскости все-таки не есть пара

чисел, а лишь по определенному правилу соответствует

паре чисел. Изменив это правило, взяв, например, другую систему

координат, мы изменим и способ отождествления.

Пусть F - какое-лпбо соответствие из R в R » так что

FcRz. Соответствие F определяет в данной координатной

плоскости Р множество Г(Р), называемое график ом

соответствия F (на данной координатной плоскости). Так, графиком

Гссе» отношения порядка од в£ будет, как явствуе™ из

соображений элементарной геометрии, множество всех точек ядо кости Л

которые лежат по ту же сторону от биссектрисы первого Си третьего)

координатного угла++^, что и единичная точка Ez оси ординат

(рис*5).

+) Систему координат в Р мы явно не указываем.

++) Угол между положительными полуосями называется первым, а
между отрицательными - третьим координатным углом.
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Наряду с данной системой координат CL&EJ , (/1,0

рассмотрим "симметричную” по отношению к ней систему

CL,0,£) ,
в которой осью абсцисс служит прежняя ось, а осью

ординат
- ось абсцисс исходной системы. Пусть ^Сх,а) означает

ту точку плоскости Р , которая имеет координаты ( ) в

исходной системе координат, через сх, у) обозначим точку с

теми же координатами ( х, у ), но в' симметричной системе

координат (рис.6). Нетрудно доказать, что точки € сх,у) и ?сх,у)
расположены симметрично относительно биссектрисы В первого и

третьего координатных углов, что означает, что отрезок,

соединяющий эти две точки, пересекает биссектрису В перпендикулярно и

делится точкой пересечения на конгруентные отрезки.

Очевидно также, что

?Су9х) =

<Г(х,у). (И)

Рассмотрим множество Fс М2, . Понятно, что его график
Г(Р) зависит не только от самого множества F # но и от системы

координат, определяющей координатную плоскость, в связи с чем мы

сохраним за ним обозначение ГСF) , если речь идет об исходной

системе координат, а если имеется в виду симметричная ей система,

будем использовать обозначение r*(F)>
Как же связаны между собой множества r(F) и Г*(Р) ?

Возьмем произвольную точку осе Г* (F).Uq определению множества

Г*(Р) существует пара cx,y)sF такая, что f сх, у;
- об»

понятно, что при этом точка -

<гсх,у) еГ(Р) . Обратно, если

какая-либо точка <=< € r(F) 9 то симметричная ей относительно

прямой В точка ы.аГ*(Р). Таким образом, чтобы перейти от

одного из множеств r*(F) или ГСГ) к другому, нужно
заменить каждую то^шу этого множества ей симметричной относительно В.

Заметим теперь, что

Г*(Р) = r(F~l) . (12)

Действительно, если ы. еГ*(F) , то существует такая пара

(x,y)eF t что оС = <гсх,у) , т.е. в силу (II) ос=^Гсу,х).
Так как включения сх,у)еР и су, х) еГ~* означают одно и то

же, то последнее равенство равносильно соотношению ос е rcF’1),
#

что и доказывает (12).
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Следовательно, чтобы построить график Г(Р'*) (=Г*(Ю)%

надо в графике ГСГ) заменить каждую точку симметричной ей

относительно оси В (рис.7)* В частности, график соответствия са>1

Рис. 7

будет полуплоскостью, содержащей единичную точку оси абсцисс -£

(рис.8).

Рис. 8
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4.8. В произведении R* можно определить структуру поля,

причем так, что если естественным образом отоздествить множества

J2 и J2*{о} » то индуцированная в R из Я2, структура сов¬

падает с определенной в 4.1 - 4.3.

Пусть еЯ2 хк'Ук е& '
По 0ПРедв~

ленив положим

л+Ъ-Ъ+Ъ. %+%); (13)

Легко проверить, что такое определение сложения и

умножения наводит в Я* структуру поля, т.е. что при этом

удовлетворяются аксиомы БЛ - Б. 5. Не останавливаясь на подробной
проверке этого утверждения, отметим лишь, что роль нейтрального
элемента группы Я2- (по сложению) играет пара со, О) , временно
обозначаемая символом О ; разностью служит пара

(ХГХ& * iris)- Единицей поля, т.е. нейтральным элементом

мультипликативной группы ЯЫо} является пара (1,0), которую
мы, тоже временно, обозначим через / . Если »то част¬

ное

h ( -*/7/ ^/7/ J'

Обычно, когда множество R2 рассматривается вместе с

определенной выше структурой поля, оно обозначается символом € ,а

его элементы называются комплексными числами.

^ Мы не останавливаемся на истолковании терминов "сумма",
"произведение" и .т. п. применительно к элементам из я&ь , ввиду
очевидной однозначности всякого разумного подхода к этому.
Однако мы хотели бы обратить внимание на то, что в равенствах
(13) знак "+" в левой и правой части означает совершенно
различное. В правой части он обозначает уже .определенную сумму
в £, в левой же - вновь определяемую операцию сложения в Я*.
Если быть последовательным, следовало бы говорить об

отображении (Я^хЯ*) -+-Я*, которое определяется с помощью
(13): в- (s 3L) = сх, +х ,уи ) ■

Сказанное; разумеется относится и к умножению в Я-
В дальнейшем нам не раз придется столкнуться с подобными

обстоятельствами, когда один и тот же символ в одном и том же

рассмотрении понимается в зависимости от контекста в

различных смыслах. Обычно это относится к знакам, обозначающим
связи между элементами множеств в различных, но однотипных

структурах.
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Рассмотрим в € подмножество £ =R *{0} . Естественно

возникающее отображение if: сх, О) х сxeR) множества Я

на R взаимно однозначно и, что особенно важно, сохраняет

структуру поля. Последнее означает, что

цел, +л£;
- if с*,) + iffy), ifa, л&)

- if(z)- iffy) слгх& Щ

так что безразлично, сложить ли (по правилам (13)) сначала числа

Л^Л^еЛ , а затем найти соответствующий сумме элемент из R,
или проделать это по отдельности для каждого слагаемого я, и л2,
а уже затем образовать сумму найденных элементов из М. То же

относится, конечно, и к произведению. Таким образом, говоря о

сумме или произведении элементов из £ , можно подразумевать

сумму или произведение соответствующих им элементов из R и

наоборот.
Если осуществить указанное отождествление, т.е. условиться

вместо сх,0) cxeR) писать просто х , в частности, вместо

О писать О и вместо / -1 , то каждое комплексное число

л = сх,у) может быть представлено в форме л= х + yi , хда

обозначено i = coj) , причем согласно (13) i&=-l +\ Веще¬

ственное число х называется вещественной, а число

у (тоже вещественное) — мнимой частью комплексного числа

Л =

xtyi. При этом пишут Х=£еЯ , y~lmZ.
Комплексное число Ж = х- yi сх=£ея, у-1тЛ) называет¬

ся сопряженным по отношению к числу л - х + у
Очевидно

л+я п „
_ л-я _

т
_

——

- КСЛ = к <z5t ,
----- - 1т Z--Imz.

Произведение л-л = х^+у* (Л=х+у1) представляет

собой вещественное положительное число. Поэтому существует число

/Л1-/ЛЯ
'

(4.5, предложение I), которое называется моду¬

лем (или абсолютной величиной) числа
'

-ЗС++)

+) Равенство л^х+ui в подобной записи выглядит так:.

Л= (Х,0)+ су,0)- СО,/).

++) Если zejR , т.е. если у*1тл=оь то модуль /л! =/х&
совпадает с определенной в 4.3 абсолютной величиной числа л=х.
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На комплексные числа распространяется предложение Ш из 4.3.

I. Каковы бы ни были комплексные числа л, и ,

справедливо неравенство

/2, + %14 /Z,l + /Zzl. (14)
В самом деле, поскольку и левая и правая части в (14)

положительны, это неравенство справедливо ^говда и только тогда, когда

/*;^ (iZjl+lty)2' , т.е. если обозначить

когда

(x,fx/+(ysy/ 4 ЛКх1+уД£ fifjg. (15)

В свою очередь (15) равносильно следующему соотношению:

х,хг +jf,% * • (16)

Так как, очевидно,

<*>**+w1* -sW+fy* =

-сх^-^)£< (ффс**+ф
И

+УЬ < /х,х&

то, следовательно, верно (16), а значит, (15) и (14).

Как и в вещественном случае, из (14) может быть выведено

неравенство

//V-'V/* (17)
Наконец отметим, что

/Я> 2g/ - /£г/ * /Zg/. (18)
В самом деле, /<£, 2£/ = /сл,Х£) •

• Но легко проверить,

основываясь на правилах (13), что = %•#£. Поэтому

/zt^l= /^Z£)C3^)’ = уТЩнэс^)-fyz£*/zt I .

Поскольку С служит лишь иным обозначением для множества

Ц2 , то С можно отождествить с множеством всех точек какой-либо

координатной плоскости, которая в такой ситуации получает наимено¬
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вание комплексной плоскости. Ось абсцисс

соответствующей системы координат называется при этом

вещественной осью - все точки, лежащие на ней отвечают

вещественным числам, ось ординат по аналогичным причинам

называется мнимой осью.

Как следует из теоремы Пифагора, /£/ (&еС) равен дли¬

не отрезка, соединяющего точку-г и точку О - начало координат.

Сопряженные комплексные числам и Ж изображаются на комплексной

плоскости точками, симметрично расположенными относительно

вещественной оси.

§ 5. Конечные и счетные множества

Б этом параграфе мы коснемся идеи сравнения множеств по

"числу" их элементов. Процесс подсчета числа элементов данного

множества й (конечного) состоит при простейшей своей реализации
в приписывании элементам множества й последовательных

натуральных чисел до тех пор, пока множество й не будет исчерпано. Точнее

говоря, дело сводится к построению отображения if множества й в

множество 71 , которое обладает следующими двумя свойствами:

1) если какое-либо натуральное число та а
у , а

натуральное число к<т , то и

2) если Q£t7 и т = ср«2) , то aeA^ if~
где через 71

^
обозначено множество всех натуральных чисел, не

превосходящих данное положительное целое число к.

То, что множество й конечно, означает, что процесс

перечисления рано или поздно закончится, т.е. что в множестве if Сй]
имеется наибольшее натуральное число п , которое и называется

числом элементов множества й. Условие I) обеспечивает при этом

равенство л^
= 71л ,

а из условия 2) вытекает взаимная

однозначность отображения if.
Понятно, что любое взаимно однозначное отображение

удовлетворяет условиям I) и 2) и может быть, следовательно,
положено в основу процесса пересчета.

Таким образом, когда говорят, что множество Й конечно, то

это означает, что существует целое положительное число п и

взаимно однозначное отображение if: й^-71^.



Далеко не для всякого множества й можно подобрать ть #как

указано выше. Этого, например, нельзя сделать, когда й^Я

или й-Я. Тем самым возникает необходимость расширить "шкалу”

множеств-эталонов, присоединив к множествам вида еще те или

иные "стандартные" множества.

5.1. Множества й и В называются эквивалентны-

w и или равномощными <в обозначениях: й~В ),
если существует взаимно однозначное отображение if-

Ясно, что всегда в~й% в качестве if можно взять

отображение • JC. —*- jc (хе fl) .

Далее, если В , то В~й , так как если if - взаимно

однозначное отображение й на В , то tf1 также будет взаимно

однозначным отображением В на в.

Наконец, если й, В,С - такие множества, что Й~В и

то Й^С , поскольку, обозначая через у и ф взаимно однозначные

отображения й на /3 и В на с соответственно и образуя их

суперпозицию 9 = ф о if 9 будем иметь взаимно однозначное отображение
9-Я Н-^С.

Если о множествах й и В известно, что существует

отображение одного из них (скажем, й ) на другое
- В , то можно

утверждать, что Ь имеет "не больше" элементов , чем Й . Точнее

говоря,

I. Если if
- отображение множества й на множество 3 # то

В эквивалентно некоторому множеству й0 с й.

Действительно, применим к соответствию if'1 предложение 1У

из 1.2.7. Так как =А^ = В , то на основании

указанного предложения существует определенное на В

отображение jcif'1. Поскольку j'1с if , то соответствие

как и if , однозначно, так что у
- взаимно однозначное

отображение. Принимая й0 = Aj. t получим В^в0.
Если существует такое целое положительное число тп

% что

множество й , то множество й называется конечным, а

т - числом его элементов. В противном случае об й

говорят, что оно бесконечно.

Множество й 9 эквивалентное множеству Я , называется

р ч е т н ы м .

Термином "не более чем счетное множество” обозначают всякое

множество, которое или коцечно или счетно.
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Отметим следующий очевидный факт: если множества А и В

эквивалентны и одно из них конечно (или счетно), то и другое будет

конечным (соответственно, счетным).
5.2. Непосредственно из определения не вытекает, что число

Ьлементов данного конечного множества определяется этим множеством

Ьднозначно. В связи с этим приобретает значение следующая лемма.

ЛЕША. Пусть & ъ ttl - положительные целые числа. Если

71^ ,

ТО *=т.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если одно из чисел к или т равно нулю,

to соответствующее множество 71
к

или 71
ш пусто, а тогда,

очевидно, пусто и другое. Поэтому и к-о и т=о . Следовательно,

Продолжая доказательство, можно считать, что к^т >0 , т.е. что

к,т е Л.
Обозначим через Ш множество всех таких натуральных чисел

т , что если при каком-нибудь к £71 справедливо соотношение

71к~ 71
т,

то к = т. Поскольку 7lf ={1} , а при I>/

множество 71^ содержит еще число к ft , то 7lk~fri лишь

к том случае, когда к=1. Таким образом, lelfl.

Пусть какое-либо те 771. Докажем, что и m+i £771.

Предположим, что натуральное число к таково, что 71^ 7lmfJ •

Это значит, что существует взаимно однозначное отображение if0
множества на 71т^{ • Обозначим tpj1 cm+i) = г и введем

отображение rtj множества 71
к

на себя, полагая для

Нетрудно видеть, что отображение ф взаимно однозначно.

Следовательно, будет взаимно однозначной и суперпозиция 4=tf00(P
»причем - 71

к , а А„ = 71тН . Кроме того, =

= if9( фск)) - *f0(r) =m+L Поскольку . 71
к

-

^k{ufk} и

ЯтН-71т и {m+i} » последнее соотношение дает c/l7ltf]=
= 7Zm, так что множества 71

кч и 71
^

эквивалентны.

Но т £ гп , стало быть, k-J = т , т.е. к = т+1.

А это и означает, что т+i £7П.

Согласно принципу индукции 771-71.

Лемма полностью доказана.

/, если г, к

(I)
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Бели множество в эквивалентно множеству 71к и множеству

71т ,
то 71

к
~ 71^ и, следовательно, по лемме к = т.

Таким образом, каждое конечное множество Д имеет единственное

число элементов, которое мы будем обозначать через /ий .Ясно,
что из эквивалентности конечных множеств Д и В вытекает

Ма
=

/и>в и обратно, если = то

Другим важным следствием леммы является

ТЕОРЕМА 1(5ЛX Если fl - конечное множество, а множество

Вс А, то В также конечно, причем /a&4jue .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Положим ип=т. Так как 71^ то
нл

существует взаимно однозначное отображение if: fl —-71
т.

Множество if1В] о 71ш и, очевидно, с/[В]~& . Поэтому,
если множество с/1В] конечно, то будет конечным и В ,

причем, как упоминалось, /и& =
. Это замечание позволяет

ограничиться случаем, когда fl = 71
т.

Если т -1 , то единственным элементом множества в

является число 1 . Значит возможны лишь случаи В - ф или

B=(l}=fl'i и утверждения теоремы очевидным образом справедливы.
Предположим, что число тетг таково, что для множества

fl = 7lm теорема верна. Докажем, что она верна тогда и в том

случае, когда А-Ит+1 . Пусть В а 71тф1 .

Е0-3™

В- 71 т+1 , доказывать нечего. Если Ы*1шн*
то существует элемент л* 7lmtf \ ь. Полагая в (I) к=т+1

ч

устроим взаимно однозначное отображение ф множества

на себя такое, что ф(г) - т+l. Ясно, что т+l ё ф[В1,
так что в силу предложения У из 1.4.4 ф[В]с71т. Но для

множества 71т теорема верна, следовательно, ф[В1 - конечное

множество, причем /“ум 4 т <г т+l - /ай Так как

ф [В] ~ В , то по следствию из леммы

По индукции заключаем, что теорема справедлива, каково бы ни было

натуральное число т.

Остается заметить, что в случае т=о утвервдение

теоремы тривиально.

Пусть тпf TL - целые положительные числа. Отображение
к+т ( к е 71п) взаимно однозначно отображает

множество 71п
на множество 71т+п 4 ^т. всех натуральных

чисел & [т+l, т+п] . Отсюда с помощью теоремы I получаем
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I* Если А и В - конечные множества, то объединение йиВ

также конечно, причём

Ъив
Действительно, обозначим /ий=т, /и -гг и

предположим сначала, что А п В = ф . Множество fl ~
,
множество

В ~ VIл и, следовательно, в силу сделанного выше замечания

3~ VLm+n 4 71
т.- Пусть взаимно однозначное отображение А

на 71
,

а Ф - множества 5 на ft ' ft Так как, с одной
TTL п ' TTLtTI fix

'

стороны, а =й и Пу - В и, с другой стороны,

и л ,h- 71 не имеют общих элементов, то
Ч' ТП y m+n m . у ,

соответствия Ф = и ф и ф~ = l/>~ и ср' будут
однозначными (см.1.2.9), иначе говоря, Ф является взаимно однозначным

отображением. Но Пф = £2^ и =fluB , лф=л^ил^ =Яп+п ,

так что множество д и В эквивалентно множеству Hm+rL •

Отсюда и вытекают в рассмотренном случае все высказанные

утверждения.

В общем случае, рассмотрим сначала множества D-AnB

<?= в \ (Я пв) По теореме I они конечны, а так как

cnD= ф и CuJD-B, то по доказанному /и = jllc +
.

Еще раз применяя эти же соображения, но уже к множествам Д и С9

получим

^ив Ъис
=Л +Л

=

Л'CV/V
- WA* •

Предложение I позволяет дополнить результат теоремы I.

П. Если в условиях теоремы 1 /ив = ju ,
то В = А .

Действительно, согласно (2)
М& +/“» откуда

/ий^&
= о, так что д^ь=ф.
5.3. ТЕОРЕМА 2(5Л). Если й - конечное множество, то

множество р ей) всех его подмножеств также конечно,

причем .ч

А - 2 .

(Я)

+) Пусть аеС. Полагая Х=€ , сяе€) и приме¬
няя теорему I (4Л), построим единственную последовательность

{хп } комплексных чисел, удовлетворяющую условиям:

(См.стр.93)
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим для краткости /ий
= я.

.Теорема верна, если п=о с в = ф , *р (в)^ {Ф}ч следовательно,

Мрсй) =1=2°) и еоди 77—/ ( # состоит из единственного

элемента, р(Д) = {ф, Д} ). Предположим, что теорема

справедлива, если п - данное натуральное число. Докажем, что она верна

тогда и в случае, когда /ий=п+1.
Поскольку /ай>°, множество Д + ф* Зафиксируем ка¬

кой-либо элемент аеД и рассмотрим множества

Р^(ХсрСЙ): aiXJ , />-{ХерМ): ае X) .
(3)

Если ввести множество #0 = #'{&}, то, очевидно, Р = 4рСА0),

а так как в силу (2) ^
= /“в + , то - (п+1)-1=п .

Следовательно, в соответствии с предположением /а^-2п.
Определим на отображение , сопоставляя* множеству
множество ср(Х) =Х^{а) . Нетрудно понять, что у взаим¬

но однозначно отображает pt на Ро , так что Р,~Р0. Значит,

^ ^Ро
' ^ '

Но множества Pt и £ не пересекаются,

+)
х,--а , -ахл (пел) (*)

Элемент этой последовательности называется /г -й
степенью числа а и обозначается хп =aTL. Соотношение с*)

записывается при этом в виде а7*1 =аал Ясно, что оп = о ,
1-1 (пеп).

Если a to , то принимают по определению а = i и для
отрицательного целого числа т: ат - 1/а~ггь .Если тФ-L, о , то

l a а
_ _т.

а~т а-а~т а~

(понятно, что это равенство остается справедливым и в случае
т =~1 ИЛИ 777-0) .

Пусть т - произвольное целое число. Предполагая
по-прежнему а£о , рассмотрим последовательность {л } , тде 1=ат*я.

Поскольку
-т -т тН I

m,
а *, = а а "5^ (а а ) = а’

-т -7П т+пН -т, m-ffi -т

а я -а а =а (аа ) = а-(а я„) (пеп),
пн Tt

я 'Г71^шп.
то ввиду единственности последовательности^) имеем a =xnsO

a t

т.е. ^171+71 г*\
а = а • а

. (#)
По этой формуле, в частности, ат= ат~л а*, так что а

Отсюда следует, что (*) справедливо и в случае, когда п-

строго отрицательное целое число, а так как ($) выполняется при п*о

тривиальным образом,то, стало быть,это соотношение верно при
любых целых 7п и п.
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стало быть, согласно (2)
^

.

Ррт -/“Р.иР, "'Л '/“* =* ** я <»о-*п*£-е *£ ■

Доказательство теоремы заканчивается применением принципа

индукции.

Пусть, как и выше, й - конечное множество (/ий=п).
Элементы системы рей) - подмножества множества й по

теореме I тоже конечные множества, причем, если Хер Сй)9 то

/Ux 4= п. Обозначим <£к(й) = {Х.е рСЮ : д,
-- / J .

Множество аС (й). будучи подмножеством конечного множества

р(й)9 само является конечным. Число элементов его обозначим

через

Пусть, как и в доказательстве теоремы 2, а - фиксированный
элемент множества в. Как и там, введем множества (3). Ясно, что

£к(в) = (JT *СЮпР] и [Х*(Я) пР'] . (4)

Если обозначить й0=й^{а] , то можно записать, очевидно,

£к(в)пР0=Х:*(ф. (5)

Далее, понимая под ср определенное выше отображение
множества pt на jD (ср'. х —х ' {а} (ХеР)), будем иметь

cf[Xt(#)nPi] = (S)

Учитывая, что ju =пщ получим с помощью (4), (5) и (-3)

Сп*С1,+а~' Сп.кеЛ). (7)

Если целое число к: заключено между числами О и
,

то множества Х^Сй) и <£п (й) эквивалентны - множеству Хе<£1(й)
можно сопоставить его дополнение X' = которое, очевид¬

но, входит в £п'1(й). Таким образом,
к п-1

■ (3)

Отметим, наконец, что в случае к>п из теорем-i 1

следует, что Х^Сй) - ф . т.е. -о. Понятно таг:е, что

о гг

сЛ- <Зп =1 ПРИ любом па Л и {о} .
На оснос шии "-тих сообра>ке-

+) В обозначении можно не указывать з'»гисимсеть от
множества й • поскольку если я -в

,
то будут эквивалентными и

множества *ск(Д) и Хк(д) , так что 4wc„.j элементов одного
совпадает с числом элементов другого.
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ний получаем из (7) с^с^+l спеП) , откуда по индукции

выводим = п (пеЯ). Аналогично можно показать, что

Сп =£п (п-D (fieЯ).

5.4. Докажем следующее предложение.

I. Если множества А и 3 конечны, то конечно и их

произведение, причем ^ -/VA •

В самом деле, если -

/и = о, т.е. если одно из данных

множеств пусто, то пусто и произведение д*ъ , так что /иЙХЬ=о.
Следовательно, в дальнейшем можно считать, что /а5
т.е. что и 71 -/“g

- натуральные числа.

Доказываемое утверждение во всяком случае верно, если

так как тогда очевидным образом эквивалентно множеству

А (ведь 5 состоит из единственного элемента!).

Пусть 7Z - такое натуральное число, что каково бы ни было

конечное множество д (/ай=т)^ если » то произ¬

ведение д*з конечно, причем /х =т-п. Рассмотрим множество

В с ^3=пн. Взяв какой-нибудь элемент Ь е В , обозначим

30 = B'{6J. Так как А*3 = (ДхЗо) и (A*f6j) и множе¬

ства А * Зо и Ах{6} не имеют общих элементов, то соглас-

но (2)
• Поскольку *о по прея-

положению - тп. По доказанному =т-1=:тп.

Следовательно, - 77171 + 771 - 777(.

Доказательство заканчивается по индукции.

Если при подсчете числа элементов некоторого конечного

множества 5 каждый его элемент "считается" дважды, трижды и т.д., то,

чтобы определить , надо результат подсчета разделить на

два, на тр и т.д. Оформим это замечание в виде следующей леммы.

ЛЕММА. Пусть А - конечное множество и ср
- такое

отображение множества А на множество & , что при каждом

6еЗ множество q>~J[Ь] содержит ровно г элементов

(/“учcfa - г), где г - данное натуральное число. Тогда 3 -

конечное множество с числом элементов /ug=j:/afi.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По теореме I множество 3, будучи в силу

предложения I из 5.1 эквивалентным подмножеству множества А *

конечно.
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Далее,

Д=ц>~' IB] - U if'1 [61 = U A, (e.=cf-‘[Ь]). (9)Т
6еВ 6еВ

6 6

Множества попарно не пересекаются. Так как -л, то

существует взаимно однозначное отображение ^ ;

Определим отображение Ф:Д — fl хЛг следующим образом. Пусть
ае в* Существует единственное 6 е В такое, что авй^ (S-tpm).

Положим Фса) я. (6, Lf^ca)). Отображение Ф взаимно однозначно,

ибо если

Фса') * Фса") =(6,1) (6еВ, ke&J,
то а\а"в Д^ и ^ са') =

^ са*)=к , откуда ввиду взаимной

однозначности отображения ^ следует а'=а*. Так же просто

проверить, что дф =3хлл. В самом деле, если (6,к)е В*ЛГ,
то для а = (f~!(к) будем иметь Ф(а) = (6,к)-

о

Итак,. fl-Bxfi . Следовательно, в соответствии с пред-

ложениеы П из 5.3 поучаем д --

-/^
- л-/*в ,

что и требовалось доказать.

5.5. Рассмотрим теперь произведение Дш (см. 1.2.8), где/7
конечное множество, а те Л. В такой ситуации элементы

множества Am - семейства (Ь*Лт) элементов множества

,д - называются (т-буквенными) словами, а элементы

<*кеД, образующие данное слово, буквами его, так

что - t-я буква слова fк е пт) .
Само множество

д называется при этом алфавитом .

I. Если Д - конечное множество, а теЛу то мно¬

жество Дт конечно,, причем /^йт
= (/^й)т

В самом деле, нетрудно видеть, что произведение ДтН
эквивалентно произведению в * Д771 при любом те $1 . Поскольку

^ и согласно предложению II из 5.3 ^тн =/ufl -/“йт » то

по индукции заключаем отсюда, что - (/Uff)т (теп).

Среди всех т -буквенных слов особо выделяются так

называемые размещения, т.е. взаимно однозначные слова, у

которых i -я и / -я буквы совпадают лишь в случае г-у.
Множество всех т -буквенных размещений мы обозначим через Ят (й).

Понятно, что это множество конечное, причем число его элементов

определяется лишь числом элементов алфавита в (разумеется, оно
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зависит также и от тп ). Пусть /ай= п>о . Обозначим

/а^т(й) Возьмем какое-либо те п. "Вычеркивая" из

размещения аге^сй) последйюю т -ю букву, получим размещение
Отображение + € удовлетворяет условия*

леммы из 5.4 о г=п-(т-ц (если пге&т~*(й), то

состоит из всех размещений <5 е £т сй) , которые получаются

из € "приписыванием" любой из букв Алфавита, не участвующей в

слове ; число таких букв и есть п-ст-о )• Поэтому

т (10)
П п-ст-о л '

Взяв какой-нибудь элемент а е А , образуем новый алфавит

А0=Д'{о}. Если по-прежнему men f то множество £тсй)
распадается в объединение непересекающихся множеств:

ЯтСй) - Zт(во) uRmСЮ, (II)

где через й”1 (й) обозначено множество всех т -буквенных
размещений, в которых участвует буква а # Вычеркивая ее из какого-

либо слова сге&^сй) , мы получим размещение (й)

и# следовательно, отображение £т'*(й0), которое опять

удовлетворяет условиям леммы из 5.4, на этот раз с r=tn ( а

могло быть любой буквой размещения 0 - от первой до т -й).
Учитывая это обстоятельство, можем написать на основании (II)
.т лт Ат~1 /тл.

Лп=ЛГ2г/ +mAn_f или, привлекая (10),

Л" =[(п-0-(т-0]Л™;* +
. (12)

В частности, при т-п получаем

ЛП=пЛП'\ (пеП). (13)
П n-i

А* - число tl -буквенных размещений в алфавите из я

элементов, обозначается обычно символом п! (читается: V -факториал").
Ясно, что 0! = I, I! =1, 2!=1?2 =2, 3! = 3v2! = 6 и т.д. Если

пеП , то на основании (13) п! можно трактовать как

"произведение" всех натуральных чисел из
.

Для „каждого I =oj,... существует единственная числовая

последовательность { х } такая, что
1

тj
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*sAhKl ’ ^тн
= а+ТЯ)Хт (т£Л)-

(I4)

Вследствие (12) A, =jz
, (m=o,L . ) . С другой стороны,

... J
‘ (m

Поэтому

к It
*-Т'гс ,,LT1

L,+™~.L (гп e n) удовлетворяет всем условиям (14),

. m (к+т)!
Л -jc - (m-qк+т т+1 к /

или, заменяя к+т на я,

К =а^оГ сп*т; т’п=°’1’ -) • (15)

Укажем в заключение связь мевду числами С771 (см. 5.3) и
л т. л

п

Пусть А - конечное множество с /а^
= 1г* • Устроим

отображение if множества 11т(А) ст=о,{на аСт(#)9
сопоставляя размещению &€&тся) множество всех элементов из А,

"участвующих” в слове <5 (таким образом, <f(<5) = <5[Ят1 ).
Поскольку дая любого Хе*Ст(А) прообраз if’1/X] совпа¬

дает с &т(Х) , то if удовлетворяет условиям леммы из 5.4 с

г= =гп! щ Поэтому
л 771

_

I i

п ~~пг! ^гт(Я) ~т(лп ’

так что с учетом (15)

т 71 /
^ ;

— (тп^ъ; m,n=Oj ..) .
(16)

п тп.! (п~тп)!
' '

5,6. Если множество А таково, что существует множество

Вс а , отличное от А , но ему эквивалентное, то А -

бесконечное множество. Действительно, в противном случае согласно

предложению II из 5.3 соотношение в-А , т.е. и - ,ад , влекло
В 'fl

бы 8=А

Стоюдгь следует, что П , а значит, и всякое другое счетное

множество, бесконечно, так как отображение if: п 2п (пе31)

взал^яг, г шзначно отображает д1 на не совпадающее с п,
множество вс ох четных чисел.
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Следующая теорема показывает, что счетные множества по

"количеству" элементов - наименьшие бесконечные множества.

ТЕОРЕМА 3(5.1). Если fl - счетное множество, а Зсй, то

В не более чем счетно.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Не уменьшая общности, можно считать, что

А=п, поскольку всегда существует взаимно однозначное

отображение if: й
— Я ,

так что множество . В ^ ср[В1 , и можно

доказывать теорему для множества cflBl а у[Д] =71.

Предположим, что В бесконечно. Если к е 71 , , то

множество ф (иначе, В с71и по теореме I В ко¬

нечно). Обозначим через наименьший элемент множества В'Пк
(существование этого элемента обеспечивается предложением У1 из

1.4.5), и пусть ф : к скеЯ). Применяя теорему о построе¬
нии по индукции (теорема 1(4.1)), найдем последовательность f -fxj
натуральных чисел такую, что

хгх ’ *пн
* Ф (17)

где через х обозначен наименьший элемент множества 3 . Ясно,
что хп еВ спеП). Для л-/ это вытекает из определения^.
Если же то в силу (17) х„ = ф схт J е В сВп-1 лпЧ
Таким образом, последовательность у является отображением
множества TL в В. Докажем, что J взаимно однозначно и = Из

определения^ вытекает, что ф ск) ё 71
^ , т.е. ф(к)>к ,

так что хпн >хл. По индукции отсюда получается без труда, что

у
- строго возрастающее отображение и, следовательно, взаимно

однозначно.

Предположим, что 4 В . Возьмем элемент х € В'Aj.
Очевидно, х yjcf . Если пеЯ таково, что х> хл » то

хеВ'71- . Следовательно, х > фcxj = jz: . . Однако, так
•*71

' fl Лт1

как х ё , не может быть х -

хпн . Значит, х >хпн .

По индукции заключаем, что х >хл для любого пе71. Также

по индукции выводим, что хп * п (пеП). Таким образом, х >

>п для любого neTl , что противоречит аксиоме Арошеда.

СЛЕДСТВИЕ. Если Д - счетное множество и с/ отображение
множества Д на множество В , то В не более чем счетно.

Действительно, в силу предложения I из 5.1 В-й0сД.
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5.7* Пусть й и 3 - счетные множества. Тогда и

произведение Д*5 ~ счетное множество.

Б самом деле, обозначим через if и соответственно через ф
Взаимно однозначное отображение й на Я и соответственно

3 на Я. Тензорное произведение с/ & ф (см. 1.2.9) взаимно

однозначно отображает Д * 3 на Я2* , поэтому достаточно

доказать, что будет счетным множество Л*, т.е. достаточно

рассмотреть случай, когда Д = 5=Я-

Пусть (p,q)£flz. Положим и опреде¬

лим на л2, отображение^ ф: cp}<j) —п . Ф взаимно однозначно.

Если 2^' (2cf'-i)= 2Р"’{ (Zcj^l) и р'Фр" , то, считая для

определенности р'^р", , Зудет иметь 2Р C2qa-i) •

В левой части этого равенства целое число, а так как qLi<q'-~^<?'
то в силу предложения У из 1.4.5 - не целое. Следовательно,

р=р". А тогда без труда получаем, что и 9^9'
Множество йф по теореме 3 не более, чем счетно, так что

и 7L2, - д
ф

не более, чем счетно. Поскольку Я*9 очевидно,

бесконечно, оно, следовательно, счетно+\
ТЕОРЕМА 4(5.1). Пусть дано семейство {Д$} множеств

с не более, чем счетным множеством индексов Z. . Тогда
если при каждом £ е Z множество не более, чем

счетно, то объединение в - и Я* не более, чем

счетно. *

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Множество 3 эквивалентно множеству Я или

одному из множеств вида 71 (m*QL..\Заметив, что й = U й.
171 ил sk

ми А= U ве , где {■■ к —взаимно однозначное
нпт Н

J к

отображение множества Я или 71т на £Г , мохем считать, что

Е =71 или же Z =Я-п ■ Более того, и последний случай сводится
к первому, если дая £>т (£еЮ принять - ф .

Итак, будем считать, что Е =гг. Возьмем какое-либо 4eft.
Так как множество Й^ не более, чем счетно, т.е. эквивалентно л.

+) Можно было бы доказать соотношение 71 и не прибегая
к теореме 3, установив, что лф * Я •
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или его подмножеству вида 71т с m=o,i,...) , то существует

взаимно однозначное отображение множества й^ в п. Обозначим

через Q множество всех таких пар (p,q)e 9 что

Множество Q , будучи подмножеством счетного в силу предложения

I множества Л1 , по теореме 3 не более, чем счетно. Если Щ)£

е q г то, полагая (fcpq)=if^(q)^ мы построим отображение if
множества Q в й. На самом деле, однако, = й , так как если

аеД , то существует такое §£71 , что а€ Д^ и a-ifrpfq),

где р=£ , a <f=iffCa). Согласно следствию из теоремы 3 множест¬

во й не более, чем счетно, что и требовалось доказать.

Основываясь на предложении Ш из 1.4Л, с помощью доказанной

теоремы выводим, что множество ^ всех целых чисел счетно.

Далее, так как всякое рациональное число определяется парой

чисел cpyq) , где р£^ , a qe 71 , а произведение

frxfi согласно I счетно, то и множество всех рациональных

чисел - область значений отображения if: <'p,q)~*“^ ((р,у)£^*Л)
~

счетно.

5.8. Подобно конечным множествам можно сравнивать по "числу"
их элементов и бесконечные множества.

I. Каковы бы ни были множества Д и В , в одном из них

имеется часть, эквивалентная другой.

Действительно, обозначим через F множество всех взаимно

однозначных отображений из й в В. , В F введем естественное

отношение порядка - по включению, и докажем, что образовавшееся

при этом упорядоченное множество удовлетворяет условиям леммы

Цорна (теорема 2(3.1)).
Пусть FcF - непустое линейно упорядоченное множество.

Положим Ф = и if. , Имеем (см. 1.2.9) ф [х] * U ч>[х] схей).
*fef,

7 т

Пусть у, tjz £ ф [X] . Найдутся cf^cf&£ F0 так, что fyeifjx]
Так как ^-линейно упорядоченное множество, то либо

, либо %clf, • Если» например, ^ с if то

ifelxjcifi [XI и, следовательно, yzeift[x] . Но q>
отображение, стало быть, образ ц[х] состоит из единственного элемента.

Поэтому у
= а это значит, что ф однозначно. Поскольку

Фч- , то точно так же можно показать, что и Ф'1 — одно-

значков соответствие. Таким образом, ф£р. Очевидно,
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ДЛЯ любого Lf£Fo.
Согласно лемме Цорна в F существует максимальный элемент

1р, следующий, например, за ifo - ф. Ясно, что либо Qq -й,
либо Aq

= 3 ,
так как в противном случае можно было бы

построить взаимно однозначное отображение цзср и отличное от If.
Заметив, что множества и А

^ эквивалентны, по¬

лучаем отсюда доказываемый результат.

Среди конечных множеств, как очевидно, нет "универсального"-
имеющего наибольшее по сравнению с каждым другим число элементов.

Такая же ситуация имеет место и для бесконечных множеств.

П. Каково бы ни было множество Д , множество р (й) не

эквивалентно никакой его части.

В самом деле, допустим, что имеется множество й0сй *

эквивалентное множеству р ей"). . Обозначим через if взаимно одно¬

значное отображение в0 на р(й) . Положим X ={ае в0 \aiif(a\
Ясно, что Хе р(й) . Рассмотрим элемент x = fl(X).
Понятно, что хев0 , причем ifCsc)^X. Не может быть

хеХ : по определению X это означало бы х ё (fez) =Х .

Но и гипотеза х е X - срех) приводит, очевидно, к противоречию.

Можно доказать, хотя необходимый для этого аппарат будет

развит лишь в следующей главе, что Л^р (f£) • Отсюда,

разумеется, вытекает, что Л - несчетное множество. Мы дадим, однако,

независимое от П доказательство этого факта.
ТЕОРЕМА 5(5.1). Множество Л всех вещественных чисел

несчетно.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим противное, т.е. что существует

взаимно однозначное отображение / множества Я наЯ, Обозначим

jcn)=xn СпеЯ).

Рассмотрим какой-либо замкнутый промежуток л=£с,6]

fa,Ье£, а<6). Положим +^ , cL =с+-^= а + j^-c6-a) и пусть

•

п - данное натуральное число. Обозначив Af=[atcj,

будем иметь Af п А2 п £ - ф , так что, по крайней мере для одного

i=/,£,J9 будет хпш . Через л7 обозначим тот из

промежутков а* • который удовлетворяет этому соотношению и имеет

наименьшее i. Если под X понимать множество всех промежутков

л указанного вида, то, сопоставляя промежутку А &Х

промежуток а' , определим аа X отображение cfo . Ясно, что
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iflica)ex , tfn ел) с д и % (a).

По теореме о построении по индукции существует

последовательность {Дп} замкнутых промежутков - элементов множества X-

такая, что

л =[Oj] СпвЛ).

Из сказанного выше вытекает, что последовательность {йп}
удовлетворяет всеал условиям аксиомы полноты (см. 1.4.6)t так что

существует see П дп . Так как jceJP =
,

то существует

натуральное число т такое, что л =Jcm) = . , Из определе¬

ния cs между тем следует, что jr-jr ё д = ср (Л ),'
ttl ffi m+J ' ttl ttl

что противоречит выбору элемента jс.
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Глава П . ТЕОНШ ПРЕДЕЛОВ

Одним из первых приложений математического анализа -

приложений» из которых, собственно говоря, и выросла эта область

математики,
- было изучение протекающих во времени процессов, т.е.

таких систем объектов, состояние которых изменяется с течением

времени. При этом предполагается, что состояние данной системы

однозначно определено, как только зафиксирован тот или иной момент

времени из заранее заданного временного интервала. Таким образом,

говоря о процессе, мы имеем дело с отображением упомянутого выше

интервала в множество У всех возможных состояний системы.

При изучении процессов часто возникает вопрос о поведении

системы при неограниченном возрастании времени. Не стремится ли

она к некоторому "предельному" состоянию? Под этим, в случае

положительного ответа, подразумевается, что, начиная с некоторого

момента времени, состояние системы в том или ином смысле "мало"

отличается от предельного. Чтобы до конца понять это высказывание,

надо, очевидно, уточнить содержание слов "мало отличается", т.е.

дать точное описание понятия "близости" в множестве Y всех

возможных состояний.

На основе указанных представлений в настоящей главе дается

определение предела и изучаются его свойства для того случая,

когда состояния системы могут быть охарактеризованы одним числовым

параметром, т.е. когда за У может быть принято множество чисел.
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§ I. Топологическая структура на числовой прямой и

на комплексной плоскости

I.I. Чтобы говорить о пределе соответствия в одно из множеств

Я , Л , € , определим, какие из точек этих множеств

считаются близкими к элементу у. Поскольку понятие близости для

элементов из Я и (С совершенно аналогичны, будем обозначать через У одно

из этих множеств.

Для каждой пары точек ~г, у из V можно указать длину

отрезка, соединяющего эти точки, и естественно считать точку л

находящейся к х ближе чем у , если длина отрезка с концами х и

3L меньше длины отрезка с концами jc ку . Число лг- yi
называют расстоянием между точками х,у из У.

Число jx-yi называют расстоянием между точками х,у изУ.

Выделим в У подмножества В(у,г) ={леУ : /л-у!< г, ,г>о}9

и о точках из В (у, г) будем говорить, что они близка и у на

расстояние меньше чем л . Хотя, как будет показано ниже, множеств

такого вида уже достаточно для определения предела соответствия

со значениями в у , удобно расширить систему подмножеств из

У, об элементах которых можно судить, насколько они близки к

усУ.
Подмножество U элементов из у назовём окре с т н о -

с т ь ю уеУ , если найдётся такое вещественное г>о ,

что В(у^сЫ. Систему всех окрестностей точки у будем
обозначать Tfy *

Для точек из Я , не совпадающих с +и -

, опреде¬

ление окрестности такое же, как и для точек из У . Окрестностью
же точки + <*=> ( -оо _) будем считать всякое ЫсЛ , для

которого существует r-еЯ такое, что {уеЛ : у>г} с U .

Сформулируем несколько полезных свойств окрестностей точки

и из у.
Л. Если Uo€ W и UoctL 1

то

Действительно, так как Uo е , найдется такое

вещественное г>о , что 3(ул) c-Uo.
*

Поскольку uocti , то

и подавно В (уме а 9 а это и означает, что tie

П. Элемент у принадлежит любой из своих окрестностей.

Возьмём произвольную окрестность й точки у и найдем
вещественное г>о такое, что В(у,г)си. Так как fy-yf^o, то
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и аев(у,г) ,
тем самым tfe а.

Ш. Если at , U£ £ ЗС ,
то и,п uze Ху.

Пустз ^ и /£
- те числа, для которых B(y,rt)cun

5 (X,%) с Uz. Тогда В(х, г) , где г = тпгп , л> )* будет
входить в at и одновременно, то есть В суг) с UtntL^.

Свойства I - Ш показывают, что система окрестностей

является фильтром относительно естественного порядка.

Непосредственно из определения окрестности видно, что

множества Всу,г) входят в ЯС Если х - отличная от у
точка из 3 су,г) , можно указать такое г0 >о, что В (Х,г0) с

с3су,г) (в качестве г0 можно взять любое вещественное число,

удовлетворяющее неравенству r0 -с r-iy-xi).
Тем самым 3(у,г) является окрестностью точки л и мы фактически
доказали свойство

IV. Если U е Ж , то найдётся # g 9Г , содержащаяся

в U и являющаяся окрестностью любой своей точки.

Следующее свойство, называемое хаусдорфовостью, выглядит так.

V. Пусть - различные точки из У . Тогда найдутся

U,e3f„, але такие, что atnUi = ф.
Если reJk такое, что о< г < »то можно взять

Uf=d (yt, л), и^^ВСу^г) . Эти множества являются

окрестностями точек
*fz

и не пересекаются.

Свойства I—У справедливы и для окрестностей точек *о®

- из £ . Доказательства их мало отличаются от доказательств

свойств I - У, поэтому предоставим читателю возможность проделать

их самостоятельно.

Множество У будем называть проколотой окрестностью точки

yeY » если Vufyj £ ЯГ Заметим, что любая окрестность

точки у является и проколотой окрестностью. Систему проколотых

окрестностей точки у будем обозначать *jf . Нетрудно
проверить, что для проколотых окрестностей выполняются свойства,
аналогичные I - У.

1.2. При определении и исследовании предела соответствия в

множество Y используются лишь свойства I - У окрестностей точки

у из У. По этой причине можно было определить систему

окрестностей ЯГ как совокупность подмножеств из У , удовлетворяющую

условия* I - У. Так. и поступают, когда имеют дело с множеством
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произвольной природы. Если в некотором множестве X каадой точке

jc из X указана система подмножеств, удовлетворяющая условиям

I - У, то соответствие :х из X в систему всех под¬

множеств из X называют ( хаусдорфовой)
топологией в X , а упорядоченную пару сХ Л) (где -

некоторая топология в X ), называют U а у с д о р ф о в ы м)

топологическим пространством.

На протяжении этой главы мы ограничимся лишь рассмотрением

множеств R,R,€ с определенной выше топологией, поскольку они

являются пока единственными примерами топологических пространств*

Читатель может заметить, что большинство фактов, изложенных в

этой главе, имеют общую формулировку и справедливы для любого

хаусдорфова топологического пространства.

§ 2. Основные определения и общие теоремы

Приведя в предыдущем параграфе точное описание понятия

"близости”, мы получили возможность придать точный смысл словам

"стремится к некоторому предельному состоянию", то есть дать

определение предела соответствия в множество R , или R , или С.

На протяжении этого параграфа буквой Y будем обозначать

одно из множеств R, R, С
,

ибо многие определения и теоремы,

здесь сформулированные, справедливы для всех трех множеств.

2.1. Пусть F - соответствие из X в Y и Ос -

фильтрующаяся по убыванию (относительно порядка по включению) система нецустых

подмножеств из Qp. , Число у из Y назовём пределом
соответствия/' по системе ОС подмножеств из QP ,

если для любого иеЩ найдётся такое fled , что F[Q]cU.
Этот факт будем обозначать так: tJ=Um F. -

7 а
В этом параграфе, как правило, через F будем обозначать

соответствие из X в У и ОС - фильтрующуюся по убыванию
системы подмножеств из Qf.

Заметим, что система {Р[Й1} (йеОС) подмножеств из У

фильтруется по убыванию. В самом деле, если рассмотреть два

множества F[в,J. F[fl£] , то, поскольку а

фильтруется, можно найти такое fl £ ос , что F[й] с F[fltl
и FIв]°с Fte^l • Обозначим FfCt} - {3:3 fleOl, FltiJcB}.

Система F {ol} - фильтр. Проверка выполнения
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условий фильтра труда не представляет, поэтому её опустим.

Используя фильтр F {ос} , определение предела F по системе ос

можно сформулирс^зать так: yeY является пределом соответствия

F по системе ОС , если фильтр F{ос} тоньше фильтра
окрестностей точки у. Действительно, если у= lim F в смысле

первого определения, то, взяв произвольно , найдем

Де(Х • Для которого FCfiJcU , а это и означает, что и

входит в F{OC} , то есть F{Ос} мажорирует W . Обрат¬
но, по определению порядка в системе фильтров в Y % всякий

элемент U из Жу входит и в F{ОС} , тем самым найдется ЙеОС

такое, что FlfllciL и у=ктР в смысле первого

определения.
а

Хотя в определении предела участвует система всех окрест¬

ностей точки у , при выяснении, является ли у пределом f по

ос, достаточно ограничиться так называемой

фундаментальной системой окрестностей у ,

то есть такой подсистемой j$y окрестностей точки у , что для

любого UeЩ найдётся V£ , содержащаяся в и. Если внима¬

тельно взглянуть на определение окрестности, можно заметить, что

система подмножеств из У вида Всу,п (г>0)

-фундаментальная система окрестностей точки у из У. Учитывая, что для любого

вещественного г >о найдется п е ТС , удовлетворяющее

неравенству £ < г
, можно сказать, что система подмножеств

из У вида В Су, £) спеП) - также фундаментальная си¬

стема окрестностей точки у.
Сделаем ещё одно полезное замечание, доказательство которого

следует непосредственно из определения. Предположим, что система

Ос такова, что можно указать одноэлементное множество {а} ,

являющееся наименьшим элементом системы ОС • Тогда существует
fan F , равный F[а].
а .

2.2.В первой главе были выделены однозначные соответствия

(функции) как наиболее часто встречающийся частный случай
соответствия. В дальнейшем мы будем иметь дело, как правило, с

функциями, область определения которых
- числовое множество (или

подмножество топологического пространства). Особую роль будут играть

предельные свойства таких функций по фильтру окрестностей (иногда

по фильтру проколотых окрестностей) некоторой точки, связанной с
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областью определения. Нередко оудут встречаться и функции с

фильтрующейся по возрастанию областью определения (обычно мы Зудем их

называть семействами). Поэтому посмотрим, как будут выглядеть

соответствующие частные случаи определения предела соответствия*

I. Пусть F - соответствие из X вУ , где X - одно из

множеств R,RX (оно может не совпадать с Y ). Можно было

ограничиться рассмотрением однозначного соответствия, однако

специфика однозначности никак пока не используется, а потому такого

требования на F накладывать не будем.
Чтобы говорить о пределе F по фильтру проколотых

окрестностей точки ха тз X , мы должны быть уверены в непустоте

множеств nU (lie 7СЛ ). Точку х0 из X назовём

точкой сгущения" Хо f подмножества X , если любая

проколотая окрестность этой точки имеет с Х0 'непустое

пересечение. Заметим, что точка сгущения скорее связана с расположением

точек из Х0 , чем с ними самими. Можно привести примеры таких

множеств, точки сгущения которых в них входят, и таких, у которых

единственная точка сгущения, и та им не принадлежит. Есть множества,

не имеющие точек сгущения.

Пусть ха - точка сгущения Qp . Система {V:V=UnQp,
ueTf^} подмножествX является фильтром, поэтому можно

говорить о пределе F по Ж. Если такой существует, то он называется

пределом соответствия F в точке х0 и обозначается Am F или

кш FIх] . *х0
лфх» Аналогично обстоит дело и с пределом по фильтру окрестностей
2Г Точку л0 из X назовём точкой

прикосновения множества Х0 , если любая и е Жл имеет с Х0
непустое пересечение. Ясно, что все точки из Х0 являются его

точками прикосновения. Среди элементов из А* , но не содержащихся
в Хо 9 точками прикосновения Хо будут точки сгущения Х0 и

только они (это нетрудно увидеть, если сравнить определения точек

сгущения и прикосновения Х0 ).

Пусть хо
- точка прикосновения Qf . В случае существования

предела F по системе Ж -{U:U = Vn Ve Tf^J
соответствие F называется непрерывным в точке xot

Причина такого названия кроется в следующем: если хо £

и ij= fgrn F, то y=Fcx0i (предел F по системе

U обозй&чим F или fan F{x]). В самом деле,
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в случае несправедливости последнего равенства, найдём

окрестность V из 9f не пересекающуюся с F [хо1 . Поскольку u=kmF,

сть и ем такое, что F [UlcV. Так как x0etl,
приходим к выводу, что F[Хо] с F[U] сУ , и получаем желаемое

противоречие. Отметим, что непрерывное в хо соответстше

однозначно в этой точке. В тех случаях, когда точка х0
прикосновения Qf в него не входит, всякое F , имеющее предел по 11

(совпадающий с пределом F по 73Г ), непрерывно в хо.
Учитывая, что система { В(у,г)} (г>о) подмножеств изУ

есть фундаментальная система окрестностей точки у , дадим ещё

один вид определения предела соответствия изХ в V . Пусть V-

произвольная окрестность у и вещественное £>о таково, что

&(у,£)с W. Так как Всу,б)еЖ^ 9 найдётся

для которой FfUnQp] с Всуб) . Можно считать, что и

имеет вид {хеХ: о< ix-xo!^ S} (ибо всегда можно найти

проколотую окрестность такого вида, содержащуюся в U ). Если мы

сможем гарантировать, что для любого £>о можно найти Зуо такое,

что F[XI с В (tj,£) для точек xeQf , удовлетворяющих

неравенству о< ix-xoJ<6, то предыдущее рассуждение

показывает, что тогда у является пределом F по Хх .

То же самое можно

сказать и о пределе по Жх ,
только в этом случае в качестве U

надо взять множество В(Х0,б).
3. Рассмотрим семейство {f^j ($еЗ), где В - фильтрующе¬

еся по возрастанию множество. Тогда система подмножеств S вида

*1>£} фильтруется по убыванию. Если существует предел

у по системе eg е Б), то он называется пределом

семейства у по фильтрующемуся (по возрастанию) множеству
3 , и обозначается &т , а сам факт сходимости у

к tjeY записывается так:

у.
Учитывая, что в ^ входят все tj е s , следующие за£

можно привести такую формулировку сходимости j к у : число ij
является пределом семейства {} (£ £ Е) » если для любой

Ue Жу найдётся g a S такое, что для всех справед-

+) Существование такой окрестности гарантирует свойство У из
(П.1.0).
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ливо jn е и. Вспомнив, что система if- { Е>(у,£)} (£?о)~

фудцаментальная система окрестностей точки у , можно сказать:

у= Eim ч
если для любого £ >о существует такое £ е Е t

что для всех р/ выполнено • Последняя форма

формулировки факта у наиболее распространении читатель, воз¬

можно, с ней уже встречался (по крайней мере в случае 8 = 71).
В частности, если 8=71 , то {fn$ (пеЮ

есть последовательность, и Eim j называют пределом последователь-
nefl

п

ности { . Бее формы определения сходимости семейств без труда

2.3. Для выяснения, имеет ли однозначное соответствие j с

сЛхY (где X пока одно из JP, jP, С ) число у из^ своим

прелом в хо
- точке сгущения , полезно, наряду с определением

предела j в хо ,
иметь некоторый критерий существования предела

и равенства у=
Evm J-. Сформулированные ниже две теоремы

позволяют свести дело^ рассмотрению предельных свойств совокупности

последовательностей.

ТЕОРЕМА 1(2.2). Пусть хо
- точка сгущения ^ и fxu}

^£-^>семейство элементов из Qj ч fxoj с фильтрующимся по

возрастанию множеством индексов, сходящееся к ха ^Тогда,
если существует fim/ - Е

,
то / сх) Е-

ei et € (J

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ПустЪ Уе Найдем ио е Хх , для

которой J[tion&j]cV и обозначим и = ир и { хо] . ’Поскольку

U£^X * X*L х° • °УществУет ТаКОе <*0 € А * 470

для о£% осо справедливо х^е U . Так как xu е {хо) ,

то х^ е Uo п «£у ,
и у [хл] е V для всех ы >о^ ,

а это и означает, что j гjr.; ^-+-Е.
ТЕОРЕМА if(2.2). Пусть хо - точка сгущения .

Предположим, что существует ЕеУ такой, что для любой

последовательности fxa} (nefi') элементов из ^
N fxj9

сходящейся к х
,

последовательность fjcxn)} сходится

к I. Тогда Е = Eirnj.
*х

- ■— е

+) Существование такого семейства гарантируется тем, что х -

точка сгущения .
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть V £ 7fe . . Обозначим Un ={jceQy.
: о< /jt-jcK ~ }. Предположим, что среди нет ни одного

такого, что j LlLn]cV . , то есть для каждого пей, найдется

^ , входящий в f tun] и не принадлежащий V . Пусть

хп € таков» 470 fn * Поскольку {Un}
- фунда¬

ментальная система проколотых окрестностей точки jc ,

последовательность {хп} сходится к jr. Отсюда, по условию, jcxn) —
. А это означает, что в окрестности V точки I должны

содержаться все у<^) * где п б°льше некоторого п1 , что

противоречит выбору последовательности {уп}.
ЗАМЕЧАНИЕ. Требование однозначности у наложено по той пр-

чине, что в противном случае {Jcxj} СоСеД) не является

семейством. Эти теоремы, с незначительными изменениями в

формулировках, могут быть доказаны и без требования однозначности.
2.4. Вернёмся к общему случаю и рассмотрим F- соответствие

из'Хв У , где У - то же, что и раньше, а X произвольно.
ТЕОРЕМА .2(2.4). Если scf~ fcm F, = UmF, то xf
Иначе говоря, предел F по ОС единствен.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть U £ ^ , V* 2Q. такие, что и nV - ф
(они существуют по свойству У топологии в У ). Тогда найдутся

Дг £ ОС, для которых FiejcCL , Fie^JoV. Поскольку
ОС фильтруется по убыванию, в ОС есть множество Д , содержащееся

в Д{ и Д2 одновременно. Так как Д с Д{ с Д^ ,то F[Д]с

с F1Й,п Д&] с F1Д,] п Г1Д2]=ф, что противоречит включению

ЗАМЕЧАНИЯ. I. Можно показать, что единственность предела F

по ОС равносильна выполнению свойства У топологии в у.
2. Если OCt и OCz

- две различные фильтрующиеся по убыванию
системы подмножеств из Qp ,

то пределы F по ОС{ и ОС^
совпадать вовсе не обязаны.

3. Эту теорему, как и все следующие теоремы этого параграфа,
можно переформулировать для всех описанных частных случаев.

2.5. Предположим, что существует F
. Если теперь if-

ещё одна система подмножеств из Q , то как она должна быть

связана с ас , чтобы существовал предел F по Jf , равный UmF ?

Оказывается, что jf должна быть конфинальной влево относительно

ОС. В этом случаев фильтруется по убыванию,и, кроме того,фильтр

j$ - {В сХ :3 30 £jf , В0с 3} > породнённый системой
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содержит а и, тем самым, тоньше фильтра а. Это можно было

положить в основу определения конфинальности и говорить, что кон-

финальна влево относительно фильтрующейся по убыванию системы

а » если £ тоньше (X.

1. Пусть JS - система подмножеств Qf 9 конфинальная влево

относительно а , и существует Am F =1. Тогда существует
&mF , также равный /.

Действительно, пусть и - произвольная окрестность £ и йе

еа таково, что Р£й] с и .В силу конфинальности Jf
относительно OL найдётся В такое, что В с й f а тогда

F1В] с F[Д] с и , откуда fan F=l.

ЗАМЕЧАНИЯ. I, Предположим, что Qp лежит в одном

Пусть хо - точка сгущения . Поскольку система

проколотых окрестностей конфинальна влево относительно системы

окрестностей точки ха , доказанное предложение позволяет утвервдать,

что из существования предела F по следует существование

&т F 9 равного Am Г . Обратное,0 вообще говоря, неверно.
%Ze %Z0

2. Пусть F:X У (X - одно жъЦ.Я ) и х0
- точка

сгущения . Рассмотрим множества Х~ п £-<*>,х0)

и X* = п схл, + «=>7 . Можно показать, что х -точка
о у о 1

+
°

сгущения по крайней мере для одного из Х~, Хо . Будем
предполагать, что хо - точка сгущения Х~ и X* одновременно.
Обозначим тогда F~ и/'^сужения F на XJ X*. Можно говорить о

пределах Ft и F~ по
. Если они существуют, то называются

пределами справа и слева соответствия р

в точке ха и обозначаются^/7 и йш F или F/x+oJ
JfrO

и F[хо -о].Эти пределы могут существовать даже тогда, когда нет

предела самого соответствия в точке хо , но если он есть, то

есть и F[х0 +o],F{x-o]t равные б™? . Докажем, что верно

и обратное: если l=F[хо + 0] = Ffx^oj9 то существует fanF*

и он равен общему значению пределов слева и справа. В саыом^деле,
возьмём произвольную Ye 9fc и найдём положительное 6 такое,что

образы при соответствиях/7',/^множеств U~=fxe£F: о< ix-xj<d} п

п х0) и а* * (х0,+°°]п fxeQ -0<}х-хои6j
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содержатся в V • Так как F[ и*и и~]- F *[и+1 и F'[if]

и и*и и~ =ие7ГЛо щ
то F[a]cV , откуда в силу

произвольности V имеем ?vm F.

2.6. Следующая теорема дае$ возможность исследовать

предельные свойства F, используя такие отображения* о которых заранее

известно, что они имеют О пределом по OL . В этом случае

достаточно лишь показать, что а "мажорирует" а это иногда оказывается

нетрудно сделать.

Если F'-X~*-Y,то через/Г/обозначим такое соответствие, что

/Fl [Xl = {W:ZeF[xl , xeQf}.
ТЕОРЕМА 3(2.2) (принцип мажорирования). Пусть F:X^-Y-

Предположим, что существует такое отображение и:Х-~Y,
что

1) /FI [X]^ и(х) (xeQp)

2) km и - о

Тогда kmF-О,

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть В (0,6) - произвольное множество

из фундаментальной системы окрестностей нуля. По предположению,

найдётся в й OL такое, что и [Й1 с В (0,6). Так как

/Р![Х] ^ и(х) ,
то для х й С! справедливо /Ffix] 46,

то есть F[Й] с g (0,6)9и тем самым lira FsO.
л

2.7. Поставим такой вопрос: если F - вещественное

соответствие и &т F >о, то можно ли сказать, что F положительно на

некоторых й из а ? Ответ на него даёт следующая

ТЕОРЕМА 4(2.2) (о сохранении знака). Пусть F- соответствие

тХ в Л. Предположим существование fcmF Тогда для

любого вещественного числа р меньшего I можно указать

такое fleOt, что F[fi] ур.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть V = (р, +<**!. Это окрестность

точки I. По определению предела F по OL существует такое fleOL,

что F[ei а это и означает, что F [fl] >р.
ЗАМЕЧАНИЕ. Аналогично можно доказать, что если

то найдется fled, для которого F[fl]*q.
Соответствие F:X -*-Y назовём

ограниченным, если /F! [Qp]
-

ограниченное множество в R ,то

есть существует такое МеЛ , что jF![x] ^М для всех
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I. В предположениях предыдущей теоремы и при условии

конечности^ можно найти такое fled, что F ограничено на й (это

означает, что сужение F на й ограничено).

Покажем вначале, что если /- Um F, то /Л- Itm IF! .

а а

Пусть - элемент фундаментальной системы

окрестностей ill . Множество - { аеУ : iy-ll<6} - окрестность

£ч поэтому найдётся такое fl е ос , что F 1й1 с Vf . В силу

неравенства jtzi-ilil ^ iz-li , имеем //F![х] -ihf^ 6 для

х из fl, тем самым III - £im /Fl.

Пусть к - положительное вещественное число. Так как i£i*

< III * к по теореме о сохранении знака найдётся такое flea,

что lFllfl]<lU +к
,

и если обозначить M = ih+k f то

последнее неравенство есть не что иное, как ограниченность F на fl.

2.8. Пусть Et , Ez
- подмножества из У. Дудем обозначать

E+£z={Z-.i=ytjz , Ei-E^{Z.Z = ^^,^£Ei , у&е£г}.
В частности, если Ez состоит из единственного элемента £ ,тс

Е+Е^ обозначают просто Et +1
,

аналогично поступают с

£,-Ez (см.1.4.1).
I. Пусть F :X^-Y, £- элемент из У. Образуем соответствие

G--х —~F[xi-t из Qp в У. Тогда ItmF^l в том и

только в том случае, когда £ст G-О.
л

OL

Если Ye2f0^ то Y+t - окрестность точки / , значит

найдётся flea такое, что F[flJ cy + L . Нетрудно понять,
что в этом случае F [fl] -1 cV и тем самым iimG^o.

Доказательство обратного факта аналогичное.
а

ТЕОРЕМА 5(2.2). Пусть F , F} , Fz - три соответствия

из X в У о общей областью определения Х0 » такие, что

Frx]cFfLX] t Fz ixj ,
и сумма в правой части имеет

смысл. Предположим существование пределов £( - Fif,

^ - £ст Fz . Тогда существует предел /- £йп F

и £ =°*lt ± (если правая часть равенства имеет смысл).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Заметим, что если £ = Ьш F& ,
то

- £, = £imc-F9) где -F0 - такое соответствие, что -F0 [х] -

OL

% поэтому достаточно доказать теорему только для

суммы соответствий.

115



Вначале обоснуем следующий факт: если У - произвольная

окрестность точки £= 4*/^ , то найдутся Vt е ,

V2 й ас такие, что Yd у+v£ . Рассмотрим три
возможных случая: I) £ , конечны; 2) одно из

бесконечно; 3) равны бесконечности одного знака. Итак,пусть

конечны и У - произвольная окрестность isit+£z.
По определению окрестности, существует такое д>о, что У^

= {Х€У:/Х’Ц сУ. Обозначим Vf = {X еУ : I %-£,!<&} ,

У£ s{ZeYj) и докажем, что V,+VZ=V0, Действительно,
возьмём точку у из Yo и положим

^
^ '^g ’

Во-первых, с/, + и0 и, во-вторых, и £ Vt , у*е К . Послед-

нее проверяется следующим образом: !у-£,1 -

j *—£—■ -4/
-

/—

Аналогично можно проверить для ^ . Таким образом, справедливо

включение X СУ +vz ■ Обратно, если y,eV, , ,
то

'n-e,s WW’W iyti+%-bi<4
то есть Vt + V& cy0. Окрестности у; ,y£ точек (t
как раз таковы, что y^v, .

Предположим, что Y = & ]&£,-+<*>, конечно. В

атом случае t= + ~°. Пусть V - окрестность точки £, и обозначим

У9 окрестность I вида (Ч£У : у>п, пеR} , содержащуюся

в V. В качестве Vt и У& возьмём множества {хеЯ'.ХУп+г-^}
И Ь(11%г) = {Ж€Ц:-Ы^ 3L<r+t&] CreR).

Тогда если yev; ,
то

j(+y£ ул+г-^-г+^п. и y,+fe£V.
Третий случай - t, равны бесконечности одного знака,

рассматривается аналогично второму.

Если У € произвольно, найдём Yt, Ур такие, что

yt + ^ с у . По условию, существуют д/ч й^ с л , для

которых fjltijcv;, а тогда для Деа,

содержащегося в д{ пй% , справедливо F, [Д] +F,[0]cF! [0,1 +

+Рд [Д2]сУ, откуда F имеет предел по а, равный £.

Обратим внимание читателя на то, что при использовании этой

теоремы (а это нам придётся делать довольно часто) необходимо

тщательно соблюдать выполнение всех условий теоремы. Как правило,

такая проверка не является сложной, и по этой причине мы будем её
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иногда опускать, однако пренебрежение каким-либо условием может

привести к совершенно абсурдным выводам.
2.9. В этом пункте мы докажем теорему, позволяющую находить

предел произведения конечного числа соответствий, если известен

предел каждого из сомножителей.

ТЕОРЕМА. 6(2.2). Пусть F ,F,, Fz
- три соответствия в Y,

определенные на множестве Хо в X такие, что Fix] с

cFt[Xl-FzLX] (хеХа).
Предположим существование конечных пределов ^UmF,
и £ = km Fz по фильтрующейся влево системе а подмнсь-

жеств из Ха% Тогда существует l=kmF и ^
OL

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО разобьём на три части. Предположим вначале,
что Fz - постоянное соответствие, то есть для всех хеХ0 Ftix]=

и ^ф°. Пусть Найдём такое 6>о , что \ =

={уеУ• ttj-Li<d}cv. По условию теоремы, для окрестности V, - fZe

eY■■ точки I, найдётся fle а , дай которого
llgl

Fldjcyt. Покажем, что Ftfl] с у . Действительно, f[H2c.

clt •Ft [Д1 с у -уо cV , что и требовалось.

Пусть теперь t^o , а Г£ - ограниченное соответствие.

Убедимся, что в этом случае UmF =о. По определенно ограничен-
сс

ного соответствия, существует такое положительное М аз Я «что

для любых хеХс и zeF^lx] справедливо неравенство ИНН.

Возьмём произвольную окрестность У дуля в У и найдём д>о

такое, что £ ={xeY• с V . Тогда,по предположению, для

окрестности vt = {уеу иу < нуля в у найдётся такое flea,

что F, 1й1 с\г . Поэтому для лей справедливо tFttxj =lFtllxj-
*

■IFtllx]-< -М =д, следовательно, F[й!cVocV
и это показывает, что km F=o.

Рассмотрю, общий случай. Поскольку Г£ имеет конечный

предел, найдётся такое й еа , что сужение Ft на й

ограничено. Отметив справедливость равенства Ftlx] ■ Fe ixj = (Ft [xj-t,)-

■f2 lxl+1, F^ixj , через О, обозначим соответствие, првнимащее одно

значение а через Ог - такое, что ш

По предложению I аз пункта 8,существует fan О. , ■ он равен нулю.
л
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Тогда из первой части доказательства замечаем, что существует

km Gt
• F = t} -1% t из второй - существование 1ш. atF2 = о-1^ = о

и, воспользовавшись предыдущей теоремой, kmF- lim O F. +(imGF£
ot ol ol

= £t ,
что и требовалось.

ЗАМЕЧАНИЯ. I. Теорема остаётся справедливой, если один из

пределов £f или ^ бесконечен, а другой не равен нулю (он также

может равняться бесконечности).

2. К этой теореме можно сделать такое же -замечание о

существенности условий, что и к предыдущей.
3. Две последние теоремы справедливы для любого конечного

вдела соответствий. Это нетрудно показать последовательным приме-

1ением теоремы о пределе суммы (произведения) двух соответствий.
ТЕОРЕМА 7(2.2). Пусть F, F,, Г2 - три соответствиям

У , определенные на множестве Хр в X такие, что

Fix]с~;^j СхеХ0) шГл не принимает нулевых значений.

Предположим существование конечных пределов l, = UmFt >

ос

lz = tim Fz по фильтрующейся влево системе ос подмножеств

из х 9 причём 1фо . Тогда существует i-U^mF

И t --j-
ДОКАЗАТЕ!?ЬСТВО. Благодаря теореме 6(2.2) достаточно доказать

теорему, ко;гда Ft :л i (xeXj. Выберем й е а такое, что

1£м^£й]1* -Ip- Отсюда < /f£ [fill- Для произвольного

е>о найдём содержащееся в й множество й0 такое, что

// -F £й]Ы —■* Таким образом, для й в ol получаем
в z °

%
°

/ / . IFtUQ-ltl у JL

то есть

li-nvl'H-jrLrjctw,I t(V

hmf =4 ■

a г

ЗАМЕЧАНИЕ. См. замечания 2,3 к предыдущей теореме.
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§ 3. Вещественные соответствия

Этот параграф посвящён, как это следует из названия,

предельным свойствам соответствий со значениями в R � Множество

вещественных чисел имеет по сравнению с? то преимущество, что порвдок

в нём заметно удобнее в обращении. Поэтому сама собой

напрашивается мысль: а что если, говоря о комплексном соответствии, свести

дело к вещественным? Во многих вопросах (по крайней мере тех,

которые не связаны с полной упорядоченностью области значений F )

это оказывается возможным, и такому сведению посвящена самая

первая теорема этого параграфа.

3.1. Пусть F - соответствие со значениями в С • Свяжем с

ним два вещественных соответствия Ft ,F2 ,
S2 = S2 =

,

Ц'.Х^В* F[X] 4 F£ :X ^-JmFlXj .

F’ Ft

ТЕОРЕМА 1(3.2). Для справедливости равенства £-

необходимо и достаточно, чтобы £t=Re£=limFt , £^Угп£= kmFz
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Заметим, что поскольку £ - точка комплексной

плоскости, £t и £г принадлежат R.

Пусть /- £tmF. Докажем, что в этом случае £t=£imFt ,

ОС OL

£ = Um Fz . Для этого возьмем произвольные <5,, £в > О и

рассмотри^ B(£n6t) 1 В(£^,6Л)- Множество E>={zeC:2=x+iy, хе
€В (£,§), у^В(£&у6£)}- окрестность £ч поэтому найдётся такое flea ,

для которого Г[й]сВ , откуда Re F[fl] с ReВ = В (%,£,) у JmF[fl]c
cJrnB - В(£Я,6&\ и требуемое flea найдено.

Обратно, рассмотрим шары ) , В (££1^). Очевидно, что

и={2е£ :z=xtiy, х е В (£(,щ) , ^ > JOj “ окрестность
точки £

, содерокащаясь в В (£,&)• Пус**ь flea таково, что

и тем самым F[й] с в (£,£) ■

3.2. Убедившись в возможности заменять комплексное

соответствие двумя вещественными, перейдём к рассмотрению вещественных соот-
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ветствий.

Назовём соответствие F -X — R положительным,
если множество F[х] п R* непусто при любом xe&F.

I. Если F - положительное соответствие, имеющее £

пределом по а , то £>о.

Пусть, вопреки утверждению, £*о. Взяв любое вещественное

число
р , удовлетворяющее неравенству £<р*сО и применив

теорему о сохранении знака, получим, что есть такое flea,

для которого F [fl] о
, а это противоречит положительности F.

В обратную сторону это предложение, вообще говоря, неверно -

нельзя сказать, что если limF 70 , то F положительно (во
а

всей области определения). Однако совсем нетрудно доказать

существование такого fltea, что F[в,]уо (тем самым F[fl]70

для всех flea % содержащихся в я, ).
Следствие. Пусть Ft1Fz

- соответствия из X ъ R с общей
областью определения ЛГ . Если разность Ft[Х]-Г£ [л]- {у-ж: ув

eFt [х],Zefy[х],хеХр} положительна и существуют

то £,-£&
Для доказательства достаточно применить предложение I и

воспользоваться теоремой о пределе разности.

Это следствие называют, как правило, теоремой о предельном

переходе в неравенстве. Причина такого названия становится совсем

ясной при рассмотрении однозначных соответствий: если можно сказать,

что Ft(x)d F%(x) для хеХ0 . тогда для пределов справед¬

ливо такое же неравенство.

3.3. ТЕОРЕМА 2 (3.2). (Принцип сжатой переменной). Пусть
F :Х -+R . Для существования конечного предела F по <Я,
равного £ , необходимо и достаточно, чтобы существовали

два отображения u % & с областью определения &р
такие, что

1) ucx)^F[xj ^ сгсх) для всех. xe£f;
2) £im и - Um <r =£■

ol &

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим ктГ -£ # Рассмотрим два отобра¬
жения v:x >-+- supFix] , u-.x>~ tnjFfx] и докажем, что и 9 о*

удовлетворяют требованиям теоремы. Возьмём произвольно Uefy.
Можно указать такое ею , что множество B={ijeR-nj-lU6)
содержится в U . Найдём flea 9 для которого F[fl]cB- Так
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как supFIЯ] a inJFlfi] принадлежат В ,то а[Я]сЬ,

и [Я]св, тем самым a[fl]cU. , и[Я]с119 а необходимость

доказана.

Для доказательства достаточности представим F в следующей

форме: F[xl- (Ftxhисх))tисх)( это означает, что любой yeFLx]
представим в виде у= (и-исх)) + исх) ), и рассмотрим соответствие

/'-бг; х h—Flx] - исх). Из условий имеем О*Fix]-исх)*&схущх).(*)
Пусть В (0,6) - произвольный элемент фундаментальной системы^

окрестностей нуля. Тогда В(0>^) +1 - окрестность и найдётся

такое flea , что и[Я]сВ(0 , ^/#7£ В СО,%)+ £*

Из неравенства с*) подучим F£fll-u[A] с В (0,6) , значит

существует km cF-u) # равный О • Воспользовавшись теоремой

о пределе суммы, запишем £шР = km L(F-u)+и] = £<т cF-u)+ кта=ОФ£
л OL OL

и теорема полностью доказана.

Эта теорема является довольно мощным инструментом для работы
с пределами. Как правило, имеется в запасе совокупность

отображений, о которых заранее известно, каков их предел по OL . А тогда

доказательство того, что /- Urn F , сводится к доказательству
LX

соответствующих неравенств.

§ 4. Верхний и нижний пределы

Конструкция так называемых верхнего и нижнего пределов

вещественного соответствия, излагаемая в этом параграфе, даёт
возможность сформулировать критерий сходимости F к £ 9 позволяет легко

доказать один из самых важных и широко применяемых критериев

сходимости - так называемый критерий Коши. Правда, он не даёт гарантии

того, что кш F равен в точности £■ , однако позволяет судить

о существовании предела. Заключительную часть параграфа мы посвятим

исследованию семейств. Хотя, как правило, понятие верхнего и

нижнего пределов даются только для последовательностей, изложение общего

случая не влечёт значительных трудностей, однако даёт более
обширное поле для приложений.

4.1. Прежде чем определить верхний и нижний пределы

вещественного соответствия, сформулируем теорему, которая важна сама по себе

и пригодится нам в недалёком будущем.
Семейство {х^} СсСеЯ) назовём убывающим , если

из с/ 4 с*Л следует Х,у/Х,ь и возрастающим,
f 2. «/ SL
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если для Ы' 4 ыг выполнено хи ^ х^ .
Семейство {х^

будем называть монотонным , если оно любо возрастает,

либо убывает. Семейство /хи} (осе й) называется

строго убывающим (строго возрастающим),
если для oLt < выполнено >х^ (х^^

<
лц), и нако¬

нец, строго монотонным, если оно любо строго

убывает, либо строго возрастает.
ТЕОРЕМА 1(4.2). Пусть {х^} НеД) - монотонное семейство

с фильтрующимся по возрастанию множеством индексов д.

Тогда существует кт х, , равный Jap х, , если
ol£ Й oLE Д

семейство возрастает, и х^ , если убывает.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть fx^f сие Д) - возрастающее

семейство и предположим, что su^ х^ конечно. Возьмём

произвольно V* Же и найдём такое, что [tc ,1]су.
Так как I - точная верхняя граница {хл} , есть <эСое Д

, для

которого х^у10. Теперь, если , то, по предложению,

х^>х^>^0 откуда jc £ [£0J] для всех » тем самым

JC £ У (ы уы) и km хt = sup х^и °
ией *

Если i = + <>*>
t доказательство в точности такое же, но 4

надо взять из R. В случае £--<*<> всё семейство тождественно

равно и доказывать нечего.

Для убывающего семейства доказательство проводится аналогично.

ЗАМЕЧАНИЯ. I.Существование предела монотонного семейства

можно гарантировать и в том случае, когда Д фильтруется по убыванию,

но он окажется равным inf х^ для возрастающего и sup х,
<*ев <±£ГЯ

для убывающего семейства.

2.Предположим,что все элементы {х } конечны и Д фильтруется
по возрастанию* Если fxu} возрастает и ограничено сверху (убывает
и ограничено снизу), то кшх^ конечен. В случае фильтрования
Д по убыванию предел конечен для возрастающих ограниченных снизу

и убывающих ограниченных сверху семейств*
3. Пусть и хо точка сгущения для £>, п [-<**, хо)

и Qjnfxo,+oo] одновременно. Если у возрастает в fly ,то

существуют }сх0-о) и j(xo +0), равные supfjcx) -.xsQ^nl—,xe )}
и inf{J(x):xeQj п rxD, +<*=>)} соответственно* Аналогичное можно сказать,

если / убывает.
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4.2. Пусть F - вещественное соответствие и ос -

фильтрующаяся по убыванию система подмножеств из Qf. . С F свяжем два

семейства u=infF[x] и <r =■ sup Flxi сйеа,). Отметим, во-первых,в
ХЕЙ

й
лей

что для любого Я 6 ОС справедливо ид 4 FLA1 4 <тй . Во-вто-

рых, если Я, в - элементы из ОС и Я^В9 то ^ ^ %
Тем самым и - убывающее, ^

- возрастающее семейства. В силу

предыдущей теоремы, существуют km иа , Um , которые
flea в Я£(Х-

называются нижним и верхним пределами

соответствия Р и обозначаются fcmP (или km inJF
km s^ppj. 01 01 й bol a

flea a'
Если существует fimp , то он оказывается связанным с

верхним и нижним пределами следующим образом: tgnF^ !tmF* fcmP.
d 0L ot

Используя верхний и нижний пределы, можно сформулировать
критерий сходимости F к числу Л-

ТЕОРЕМА 2(4.2). Для существования ктР
, равного А,

необходимо и достаточно, чтобы ктг = £шР=л.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим /- кт *Р
, L

- failF и

предположим, что /-'/ -л конечно.^Возьмём в (Л*ё)е и

найдём Ясен. такое, что иЙе В а,еу . c%eB(A,6).
Вспомнив определение ий , &й , приходим к выводу, что

РLЯ] с В СА6) , откуда, в силу произвольности <5 , заключаем:

kmF =А .

00
Если /=/=/?=+ , то в доказательстве вместо ВСА,£)

надо взять множество В(+ <~*,г)
- {ueR: или В

*(уеЯ'-у<е}-
, факаят #вобходимоеть. Пусть - произвольно.

Обозначим через б такое чаоло, для которого & ={yeR: /у-Л!^£}
(если л конечно,или В ={yeR : Для л = +

ми E={aeR: Ц<6} ,
если л = -<™ ) содержится ъ U.

Гак как л'^кт F , найдётся fleot такое, что Г[#]сВ ,

тем самым U^EB, #йеЪ . Если я,есс содержится в я ,то

ua, * ^ ^ Ate (в случае конечного л ), откуда ий еВ,
О. £ В

'

и равенство km u = km q, = А доказано.
#

При^ Й€(Х й
fleet

в

A=t<™ имеем £^ua ^ va ^ + <~> \ при л~-<~ имеем
н, н(

^

4 ag 4 о-д i6, и всё равно ев , сг^еВ , а это позволяет
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сделать тот же вывод, что и для конечного л.

4.3. Исследуя предельные свойства соответствия F , не

всегда легко узнать, к какому/! оно сходится. И не всегда есть

необходимость знать значение F . Во многих вопросах

достаточно иметь гарантию того, что такое Л существует, не указывая
его конкретно. А существование предела возможно утверждать, не

имея его значения* Такую возможность даёт излагаемый ниже

критерий Коши существования предела F по CL.

Вначале некоторые определения. Рассмотрим произведение Qf*
*£2р и выделим в нем систему а*а *{й,*лг: й,еаг йее<я}

подмножеств, причём й, хйя -{(х,у)е S2p -хей,, уевг}. В а*4.

введём отношение порядка й, *#е < В, * В^ в том и только том

случае, если й, с в, * й^ с Bt . Относительно введенного

порядка а кл фильтруется по убыванию. На множестве Qf *Qf
определим соответствие G сх,у)

—

F[x]-F[y] и назовём

/'сходящимся в себе, если ttmQ -о.

Имеет место
л*л

ТЕОРЕМА 3(4.2). (Критерий КошО Для существования конечного

km F необходимо и достаточно, чтобы F сходилось в себе.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим l=ltmF. Пусть В(0,&) -

произвольный шар аз jf .По условию, найдётся такое йе& , что

Ftfhtc ВСО.&). Воли теперь й, ,Otr. й , то <2/4*^/-

=F[dJ-FlRi]= FMj-l+t-F[й/,1 с В (Q£) + В (о,£) = & ($££).

чем доказано равенство &т G-o

Предположим, что &тв -о и покажем справедливость

равенства L - £т F - li-mF = ( Пусть вновь В (о,а) е£.
л ~ж

Найдём й,, й£ из a , для которых F[й,] - Flfyl с В (о,£),

а это означает следующее: -<*4 F[ti,]-FI8t] 46
или у-<5 * F [й,] 4 у*£ , где у

- произвольный алемент

из Flfy], Для любого 4 с й, имеем тем самш

у-6 4 ел/ F[й] 4 sup Р[й14 у+6,
откуда у-£4 14 /, 4 (по теореме о предельном переходе

в неравенстве). Из последнего неравенства без особого труда

получается такое 0 4 L-t 4 2& , и произвольностью даёт желаемое

равенство.
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Чаще всего ыы будем использовать критерий Коши для

исследования сходимости семейств и последовательностей* Выясним

поэтому, как будет выглядеть определение сходимости в себе для этого

частного случая.

Рассмотрим семейство fx^} (и ей) с фильтрующимся по

возрастанию множеством индексов й . Система ОС будет состоять

из множеств вида {иеД , где рей. , Элемент

из произведения ос х ос определяется парой (/ь,, Д) , где

ft, fa* в > и имеет вид Я^* :cLyftt .

Сходимость семейства cj
; й*Я Я к нулю означает следующее:для

любой II - окрестности нуля в R , найдутся такие из Ду
что как только oOfi, />Д > так сразу у(ос,ре И.

Можно ограничиться одним /$ей, и тогда из otrft, f>ft
должно следовать асы,ре а. . Взяв в качестве у семейство

-Xj] и рассматривая лишь окрестности йз фунда^-
ментальной системы j£ окрестностей нуля, получим, что семейство

{xj шй) сходится в себе, если для любого £то можно

указать такое ыо е й, что для всех «уЗ,
следующих за ио.

4.4. Ограничиваясь рассмотрением семейств, можно привести

интересные и полезные факты о верхнем и нижнем пределах. Один

из них посвящён реализации кт х. и кт х, как пределов НеКО-
о^/7 06

Ы£Й

торых последовательностей, другой - возможности выделить

сходящуюся последовательность из любой последовательности, третий -

связи кт хи и кт х^ (где До - некоторое конфиналь-

ное относительно й множество) с верхним и нижним пределами самого

семейства.

Превде всего переделаем определение верхнего и нижнего

пределов, приспособив его к случаю, когда Г - семейство. Пусть

{х^} Шй)- семейство с фильтрующимся по возрастанию

множеством индексов. Когда мы говорили о пределе такого семейства, то

имели в виду предел по системе ОС ={0^} С/5ей) ? где

Яр* {<te Д : oivft} . Тем самым, чтобы определить кт

и к?п х, . . нужно выделить семейства # = sup х, и ^ -

оС£Й о1€Й0
*

=tnjx^9 множество индексов которых а. Но можно рассматривать эти

Семейства и как отображения из А в Л , ибо каждое eOL

определяется элементом^ из й. В этом смысле мы получаем два се¬
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мейства &: /ь sup х^ и:р*~- mj- , определенные на

фильтрующемся по'возрастанию множестве #6Й* Кроме того, семейство/^j-
возрастакхцее, {£}

- убывающее. В самом деле, если ^,^££й
ъ at, 4at- , то й j Я, , a sup х, у sup х

& -*> *1
последнее означает, что g > £ ; аналогично можно рас¬

смотреть и семейство { au J
По теореме о пределе монотонного семейства, справедливы

равенства кт о- = inj- &
, kmiij = sup ti

откуда верхний и
сСей сС€й * U <***

нижний пределы /\% j оказываются равными inj £ , sug uu

соответственно. Это можно записать еще и так:

кт х = inj sap Хл ,
km X - sup inj хА .

*
*бй fi

’ u j7r fil* fi
4.5. Очередная теорема выражает критерий того, что число

Л является верхним пределом семейства fxuj.
ТЕОРЕМА 4 (4.2). Для справедливости равенства

необходимо и достаточно выполнения двух условий:

1) для любых л'Л и о^ей есть <зС7/<*0 , для

которого хи ул;

2) каково бы ни было л" у А , найдётся /*>оев
такое, что xgL<Aft для всех

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Проверим необходимость для случая конечного

Л. Если л= ± «5 ,
то одно из условий тривиально и доказательство

проводится аналогично.

Пусть л= кт х^
и л'^Л , ио*£Й - произвольны*

Поскольку л= гп/<к , то (К у л у Л* t в частности & -

/3ей р Р Д
1
^

TTtjt s\ тгг\ 9 ^

-Sup Число л не является верхней границей множества

°{х^ , то есть неравенство выполнено не для
>А

, ТО еСТЬ HtjpaBtJHUTBU ^

всех ы^ы.0 , значит найдёте^ <эС , следующее за о/, для

которого jr, >/zf , чем доказано выполнение первого условия.

Чтобы убедиться в необходимости второго, возьмём любое

л">л и вспомним, ЧТО Л= inj Cfe t поэтому есть Д , для

которого о: <л ". Поскольку о-а = sup х_, , то для всех с*: у/5п
К A oLf/b0 ^

#/
'

верно неравенство ~г ^ ^ , откуда хи ^ л ,
что и требовалось.

Докажем достаточность. Предположим, что л>-~° и возьмём

произвольные г ^л и оСо£й. Согласно первому условию,можно

найти о1>оСо -� для которого х. >ЛТак как <^оей произвольно,
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то (ГА >л' .ДЛЯ всех /ье й , откуда L - Щ, х *л',
Р

'
аС€Н

и, так как У - любое меньшее л число, получаем 1^А •

При л=-<*° это неравенство, в чём нетрудно убедиться, также

будет справедливо. Если же л = +<*> , тогда и и достаточ¬

ность будет доказана, даже без привлечения второго условия

(которое в этом случае тривиально).
Пусть и предположим, что L ул • Возьмём любое

л" , лежащее между Л hZ9 и найдём /\ей такое, что J^^A

для всех осу/ь . Отсюда sup х ^Av« Так как L =^ мр * ,

а точная нижняя граница не превышает любого из элементов этого

множества, получаем, что / ^sup х
, а это в свою очередь

не больше чем А*; и пришли к противоречию с тем, что L^A'^A .

Теорема полностью доказана.

4.6. Перейдем к изложению намеченного. Покажем, что

справедлива следующая

ТЕОРЕМА 5 (4.2). Пусть L = Существует последова¬
тельность индексов £оСп} (nefl), о1п.£й *

обладающая свойствами:

1) {ыл) возрастает;

2) &т Xu =1 .

Т1-+-+ОЧЭ ft

Если в й нет наибольшего элемента, то в условии I) можно

потребовать строго возрастания последовательности {ып} .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО основано на предыдущей теореме. Рассмотрим
случай, когда L конечно. Возьмём две произвольные

последовательности {а' } , {Л*} ,
обладающие свойствами

(пей), km У-
П П *

/I—+о© Л

и будем строить {оСп} по индукции. Так как А* >I ,можно
найти такое д , что х ^ Лп{ для всех <*>fi0 .

По л!
и д найдём ыг >д , для которого хи >л' , чем получим

такое о/, что л' ^х_, *сл*.
/ 7 / оС;

t

Допустим, что построено , и попытаемся сделать

индуктивный шаг.

Если в теореме 5 положить л* =A*nf1 , то можно найти Д
со свойством л,,ГП1 для всех и*д .Можно считать, что

■ Более того, если в Й нет наибольшего элемента, то
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знак неравенства можно поменять на строгий. Положим теперь

Л,=Л,п^1 и (согласно теореме 5) найдём ипн >д такое, что

Хдп '
> х'пн . Кроне того, dnH , ибо &><*л. Получаем

последовательность {ып} * которая удовлетворяет условиям:

I) ос .. * ы„ ± ... (если в в нет последнего
I 2. п n-H . q

элемента, то
^ ыг *... < ы.п < <*„„ +-);2) л'п * * лл .

Осталось лишь воспользоваться теоремой о сжатом соответствии, и

можно сказать, что теорема для случая конечного L доказана.

Если же , то доказательство проводится так жеf но

в этом случае одна из {л*л} , тождественно равна плюс или

минус бесконечности (в зависимости от того, какой бесконечности

равно Z )•

Рассмотрим последовательность {хп} (пеЛ) и предположим,

что она ограничена. Тем самым кт х„ и fyn х„ конечны.

Множество П не имеет последнего элемента, поэтому можно указать

последовательность индексов к,<с кл *
...

* к с к ^ .

;
SL Tt пи

такую, что Um х - L. Последовательность х -х.
п + 1<х>

л ть

называют подпоследовательностью {хп}.

Иначе говоря, подпоследовательность - это суперпозиция (пеП)

и строго возрастающей последовательности спе Л) нату¬

ральных чисел. В этих терминах сформулируем уже доказанное

следствие из теоремы 5.

ТЕОРЕМА 6(2.4) (Болыдано-Вейерштрасса). Из любой

ограниченной последовательности можно выделить подпоследовательность,

имеющую конечный предел.

Заметим, что хотя понятие верхнего и нижнего пределов было

введено лишь для вещественных соответствий, теорема Больцана-Вейер-

штрасса верна и в комплексном случае. Действительно, пусть {яп}

£пеЛ) - ограниченная последовательность комплексных чисел.

С ней можно связать две вещественных последовательности х^№хлЧ
х'п - Ут.хл . Тогда равенство £= къ равносильно

тому, что 2<z £ = Urn, х*
,

£'(^ £ - кт х*
’

П—+оо
К + TL

Последовательности , {*%'} также ограничены, и к каждой
из них применима теорема Больцано-Вейерштрасса. Выделим из {х'пj
сходящуюся подпоследовательность {x't } и рассмотрим

{ynj так.у v;, что уп =х"^ . "Пусть {у } аеЮ -
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- сходящаяся подпоследовательность {упЬ • Тогда

сип) - требуемая подпоследовательность последовательности

(х[} , с другой стороны {х' j также будет сходящейся,

ибо {кп_ j конфинально в я (согласно определению

подпоследовательности), и есть возможность воспользоваться предложением

КП.2.5).
4.7. Из того, что мы наметили, осталось лишь выяснить, как

связаны Топ х , кт х, с верхним и нижним пределами сужения
ией * аС

{х^} на явсй , , конфинальное относительно й. Эту связь

даёт
ТЕОРЕМА 7(4.2). Пусть Й0сй и конфинально относительно

й. Тогда

кт х 4 Urrix ^ кт, X, ^ кт X

acefl
*

oLe fi„ аей0 аСей

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если /Ьс й0 , то fao) - {ые #0 :осуь}сйр,
поэтому для любого такого мы вправе написать tr'csup я ^ <к „

Г 46S4L
р

Поскольку йо конфинально относительно й , то существует кт <г ,

/ье й0 г

равный кт х, , и перейдя в последнем неравенстве к пределу,
oL£& — —

получим кт ^ кт сгА , откуда кт х 4 кт х,, Неравен-
/Ьей0 А /ЬбЯо г defi9 осей оС

ство между нижними пределами получается аналогично.

ЗАМЕЧАНИЕ. Само семейство {хи} может и не иметь предела,

однако таковой может существовать у сужения {х^} на й0 .

В этом случае кт х ^ кт х ^ кт xJ .

Ж сС _
сС

dee <*£#о

§ 5. Суммирование числовых семейств

Этим параграфом мы начинаем построение новой конструкции
-

суммы числового семейства. Пока речь пойдёт об определении и

общих свойствах суммы, не зависящих от того9 в каком из множеств

R или С лежат значения семейства. Будем поэтому через Y

обозначать одно из указанных множеств.

5.1. Рассмотрим семейство {х^} (§£?) со значениями в у

и подумаем, нельзя ли "найти сумму" этого семейства? Если 5
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конечно, это уже баяо проделано в I-й главе. Но условие конечности

Б было настолько существенным, что пытаться поступить аналогично

в случае бесконечного Z просто бессмысленно. Естественно поэтому

сделать какой-нибудь предельный переход, но его надо провести так,

чтобы, когда Е конечно, получалась сумма в уже известном смысле.

Заметим, что в В не предполагалось никакой структуры

порядка, а для осуществления предельного перехода надо иметь семейство

с фильтрующимся множеством индексов. Порядок можно ввести в

системе подмножеств из Е7 - по включению. Кроме того, если

ограничиться системой конечных подмножеств.Е , которую мы будем обычно

обозначать СЕ) или, короче, а , то она оказывается

фильтрующейся по возрастанию. Остаётся теперь вспомнить, что можно

определить сумму семейства с конечным множеством индексов, и становится

более или менее ясно, как следует провести предельный переход.

Каждому 9 е ^ СЕ) поставим в соответствие сумму Sg =

^ ■

Тем самым получаем числовое семейство {J0} сэеос) с фильтрующимся
по возрастанию множеством индексов ос . Если существует кт so

ве& &

его мы и назовём суммой семейства {х^} с§е Е) ,а о

семействе будем говорить, что оно имеет сумму (равную
s ). Заметим, что не исключена возможность бесконечной суммы.

Если кт sg конечен, семейство {хназовём
суммируемым.

То же самое определение суммы семейства годится и тыща,

когда значения его лежат в Я , надо лишь исключить возможность

появления среди значений семейства бесконечностей разных знаков.

Имея в виду это замечание, в дальнейшем будем под У понимать

одно изЛ ,Л .

Определение суммы семейства перманентно, то есть если Е

конечно, нам безразлично каким способом находить сумму
—

индуктивно (как это делалось в первой главе) или переходя к пределу. Дело

2 том, что когдаЕ конечно, а имеет наибольший элемент - само

Е , а в этом случае (как было замечено в §2) кт просто
' 9еЛ 9

совпадает со значением S

Поскольку ОС - система всех конечных подмножеств 3 и сумма

конечного числа элементов из У определяется однозначно, в силу

единственности предела S по а у семейства может быть лишь

одна сумма.
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Сформулируем теперь общие свойства суммы числового

семейства.

5.2. Рассмотрим два числовых семейства {хи
с общим множеством индексов 3 .Пусть кроме них даны два

(комплексных) числа . Образуем новое семейство с$еЗ)
следующим образом: ^ х^ *(§*2)-

I. В предположении, что семейства {х^} и {щ)
суммируемы и s', s" - их суммы, таковым будет и семейство ,

при этом выполняется равенство s = ois' +ps", где s - сумма

семейства {Z^j .

Сформулированное предложение называют свойством линейности

суммы семейства. Доказывается оно непосредственно из определения:

если 9tot , то Se=oCS’Q +/*>S9 и, воспользовавшись теоремой

о пределе суммы, s=c*s'+fis"-
Заметим, что это свойство остаётся справедливым, если з'.У

бесконечны ({х^}, {^5 принимают значения в Л ), но сумма

+/bs* имеет смысл.

5.3. Пусть, кроме множества S , имеется эквивалентное ему

Н. Обозначим у отображение, осуществляющее эту эквивалентность,

то есть взаимно однозначное отображение н на 5 . Образуем
семейство {Ху(п) } с - суперпозицию хоу отображений у и х.

I. Семейства {х§} Cfe S) и (х^с)} СуеН)
имеют сумму одновременно и одну и ту же.

Возьмём какое-либо конечное подмножество 9 из Я и

обозначим Q = Lf [вJ .В силу взаимной однозначности множество

Q входит в (3) и содержит столько же элементов, сколько

и G. Просуммировав элементы {х(£ е (2) , получаем s'Q -

*£ Jj. --L
- *в, откуда sa

-- se для всех б£% СЮ .

Ебли теперь и £ (где s - сумма семейства {х^} с^ен )),
а 9л - такое конечное подмножество из н , что £ х/0^с и

,
0

qee0
то это же самое включение справедливо для суммы £ х.

f*Oo
*

(qо = if [9а]и 9а - искомый элемент из р С3) . Обратное
проверяется аналогично.

5.4. В прошлом параграфе был доказан критерий Коши сходимости

соответствия. Мы будем часто использовать этот критерий в вопросах

суммирования семейств. Непосредственная его формулировка несколько

неудобна, и нам придётся привести иную форму этого критерия, весьма
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близкую к первоначальной.
Пусть {х- произвольное семейство со значениями в

Ц или С. Покажем, что свойство семейства иметь конечную сумму

равносильно следующему: для любого £>о найдётся 90е&

такое, что /Ех* Ы& для каждого конечного е , не пересекаю-
t£Q г

щегося с 90 .В самом деле, пусть {s0) сходится. Это означает,
что по любому £>о можно найти такое 90 , что для любых

9,, 9^ из а , содержащих 90, выполнено неравенство !*в-

-sQ l<6. Возьмём любое ее01 , не пересекающееся с 90 и

положим 9, = е0 и 9, 9&=э0 . Тогда S0 =s&+sg
(так как е0 п 9 = ф ) и fSgi = JS6i

-

S9& l<£.

Обратно, взяв 6уо , найдём 0oe.OL такое, что для любого

9&0L, 9п9а =. ф справедливо /sgf<£. Если теперь

9, , 9^ содержит 9о, обозначим 9'=9^90 , 9'=9^90 .

Множества 9\ &* не задевают 9о , поэтому /S,/*£, ise,i^£.

Заметив, что sQ =
, Sg = S&f + sg^ ,

имеем -jr / =

=!Sg, -SgJ < 2£ щ что и требовалось.

Благодаря изложенной форме критерия Коши, можно сразу и

довольно просто получить интересные следствия.

1. Допустим, что в самом S имеется отношение порядка, 5

фильтруется по возрастанию и в 3 нет последнего элемента. Тогда
если (х^j суммируемо, то /&п х^-о.

Возьмём произвольный ilap 3 (Q£) радиуса £ и найдём 9oaot
такое,что fSQ!<£ как только 9п9с - ф . Так как в 3 нет

последнего элемента, и оно фильтруется по возрастанию, можно найти

£ , мажорирующее 90 . Тогда все £ не пересекаются с

9о , ПОЭТОМУ JCf € 3(0,6).
2. Пусть fXp} (%€ Z) - числовое семейство и {х^}

(£ез0)- его сужение на За с 3 . Предположим, что само семейство

имеет сумму. В этом случае сужение также имеет сумму.

Зададимся положительным числом £ и найдём по нему

соответствующее 90 е(Х . Если 90 не пересекается с £о , тогда всё

ясно. В противном случае требуемым элементом § из р (В0)
является 90 п 30 . Действительно, если 9е'р^(Е0) и 6п9р =

-ср, то, поскольку 9 a (X. и 9п о
, имеем

5.5. Ранее отмечалось, что в случае конечного 3 сумма

£ ^ ассоциативна. Опираясь на этот факт, докажем аналогичное

Свойство суммы для бесконечных 3,
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Разобьём 2 на систему {£л} (АеА) непересекающихся
подмножеств так, что 2- U S. . . Если само семейство суммиру-

А&Л *

емо, то и сужение его на кавдое &х
также суммируемо. Обозначим

sA~ Е .
Таким образом, можно говорить о числовом

семействе уjfj (АеХ).

ТЕОРЕМА 1(5.2). Предположим, что {*§} с^еЕ)
суммируемо. Тогда fsA} сиА) также суммируемо и

s ~Е х^
- Е s^= Е Е ^с *

feS * АеЛ
л

леЛ £е?л
>

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как S- кт SQ , для любого <5 уо
9е(Х. &

можно указать такое д0 eOL , что как только 9^60 и 9еа^
так сразу js-Е х^ / ^ | . Обозначим Ло={АеЛ'-9о ”2ХФ Ф}

и возьмём произвольное Не р, (Л) , содеркащее Л0. Пусть
п- число элементов в н . Так как s=£ х*

, найдутся такие
? iisi &

(Sq) * чт°. во-первых, —

,
и во-вто-

рых, <9 л 9о п Тогда в=ин eqjd0 . Поэтому, в силу

ассоциативности конечных oymis-£ sa I Теперь, учитывая, что /£ s -

грн ^7 ^
1*M I

~Е $ I< ^ сравнительно просто проводится следующая оценка:

вч
is-E 4 /s ts-L sg +L s -LSI*

уем
"

пеН f 7 7^ <

4/s-L SJ+ IE s -L s 1< £/z+ % =6.
уек jeM 9П усЯ 1

Поскольку К из ^ (А) было взято произвольным, содержащим

Л0 , последняя оценка показывает, что Л0 - искомое конечное

подмножество А .

ЗАМЕЧАНИЯ. I. Теорема была доказана в предположении, что

семейство { x^j суммируемо, то есть имеет смысл левая часть в

равенстве Lxf=£ s, . Это условие существенно, ибо если, отбро-
fcs *

Л€Л
Я

сив его, предположить существование и конечность правой части,то

теорема просто становится неверной. Чтобы продемонстрировать это,

достаточно привести, по крайней мере, один противоречащий пример.

Рассмотрим последовательность {хп} cnefi) , определён-
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ную следующим образом:

Г I
,

если п-£к-/
х=< СкеП).
Л [ -/

,
если п = 2к

Очевидно, что она не суммируема* Между тем, если Е = {2A-U 2*},
где Л - натуральное число, то E=U 3., 3. п3,

- ф при
ЛеТЬ А Я2,

ЛФА» и s. -о при всех Azfl , отсюда £ s=o.
1 * Л zefL

А

2. Если Е разбивается на конечное число подмножеств (то

есть А конечно), то можно утверждать и обратное: из суммируемости

семейств {хЁ) С$^3}) и существования s=£ s. следует сум-

мируемость {хл ($еЗ) и равенство £x. = £S .

* £е2 * АеЛ

Действительно, пусть п - число элементов в Л . Так как

каждое fjCf} (££Ej) суммируемо, по £ >о можно найти такие

%£tPi (*}) ’
что "

se I< У*1 wsi лю(5ых конечных 9/1^>ёг.
Тогда 9 = U 9,

- конечное подмножество Б , и если сз) -

0
мл л rf

произвольное, содержащее 9 то

is-Е х !=!L sj -£ х / i£ is - s

fee
s АеЛ л (ев *

ЛеА. Z
Kn-% =6,

где 9^-Елп9
- конечное подмножество Ел » содержащее 9^.

3. Предположим, что множество3 индексов семейства {х^}
есть произведение двух множеств А и М . Разобьём его на непере-

секавхциеся подмножества Ех={л}*М » где Л^А . Понятно,
что з =и 3

1

ЛеА Л
*

Будем считать {x^j суммируемым. Тогда, благодаря

доказанной теореме, можно написать £ хЛ -£ (£ х ).
(А,М)£Л*К^ АбЛ /uert

А

Множества Л и И равноправны, поэтому, поменяв их местами,

получим, что
„

£ ^ = £ (Lx.J.
atju)eA*M л,г1 рем Ш ^

Вследствие второго замечания, если, например, А конечно,
можно отбросить условие суммируемости {xej , потребовав
всё же суммируемость С/иеН) при каждом А*Л и

существование £ s, (где s; =£ х, ). В этом случае (хл cteE)
ЛеЛ Л *

pert A/*

суммируемо, справедливо равенство £ х -£ (£ х ),
(Л,/Ц)еЛ*Н ил реМ

Я“
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однако менять порядок суммирования уже нельзя (Л и М

далеко не равноправны).

§ 6. Суммирование вещественных семейств

Е|удем рассматривать только те семейства {х^} область

значений которых лежит в R . Для них, конечно, справедливы вое

свойства,_ изложенные в § 5. Попытаемся использовать специфику
порядка в R , чтобы получить различные характеристики суммирования

вещественных семейств, которые могут быть неверны в общем случае.

6.1. Напомним, что семейство {х§} (£*3) называется

положительным, если х^ у о при всех (е 3 . Для таких семейств сум¬

му их можно находить следующим способом: рассмотреть (Sg) (Bed)

и образовать sQ , Это число и будет суммой fx^j .

Убедиться в этом нетрудно. Если 9t, 6^ - элементы из# и 9fce& 9

то sQ 4 s& , поскольку все х^ положительны. Таким образом,

{Sg}' - возрастающее семейство, а для него выполняется ^£SQzSuPse-
I. Пусть {x^j , (§£S) - два положительных семейства,

такие что, х^ ^ для всех §£В , кроме, возможно, неко¬

торого конечного 30 . Тогда если fy^j суммируемо, таковым

будет И fJCfj.
В самом деле, возьмем произвольное £ уо и найдём такое

конечное 9п , что £ для всех 9еа 9 не пересекаю-
§€в №

щихся с 90 • Тогда если 9( в а 9 9п(90иЗ) = Ф , то

и из конечности 0ои* следует суммируемость {x^j (^£)

Недавно мы доказали свойство ассоциативности суммы семейства

в предположении, что само семейство суммируемо. В том случае,когда

{х^} положительно, можно отказаться от этого предположения.

ТЕОРЕМА 1(2.6). Пусть {x^j
- положительное семейство.

Тогда

s=L л -L s.
- L (L х )

fez * Л*Л
А

АеЛ f£Zf
{

(в обозначениях теоремы 1(2.5).
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как fx^j положительно, таким

будет и fst], и нам не надо беспокоиться о существовании £ s,-
1 1

Л£Л
А

она всегда есть (равная, возможно, +*> ).

Заметив это, возьмём какое-либо конечное 9^3 и

представим его в виде 9 =и 9, , где 9 -9пБ} .
В силу ассоциа-

АеЛ л Л А

тивности для конечных сумм, s=£SD и, вследствие
положительное! 9Л

ности fs.} , S ^ £ s. . Поскольку это неравенство справед-1
* 0

лел
А

ливо для любого 9 € а , получаем sap sa ^ £ s% .

9£0С
ы

Л€Л
Л

Коэда s конечно, семейство {х*} руммируемо и s=£ s
ЛеЛ

Я

по теореме 1(2.5), если же , то £ s2 не может

АеЛ
я

быть больше S, значит они равны.

ЗАМЕЧАНИЕ. Для ассоциативности суммы нужно потребовать либо

суммируемости, либо положительности семейства.

6.2. Шесте с семейством {х^} (§е£) рассмотрим
семейство {/Xf/J (£££) , составленное из модулей значений первого,
и будем называть {х^} абсолютно суммируе¬

мым, если {{*$!} суммируемо.

ТЕОРЕМА 2(2.6) Суммируемость семейства {х^} с$еВ)
равносильна его абсолютной суммируемости. Иначе говоря,

семейства fx^j и {/Xg/j будут суммируемы или

нет одновременно.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что f/Xfij суммируемо и

зададимся £>о • Согласно критерию Коши, найдётся 90 s ос такое,

что £ /хА/< е , как только вп9 -

<р ,
в еа . Это же 9С

$ев
*

годится и для fxf} , потому что !£х^/4£ txPt , откуда

/£хе1<£.
**

Пусть теперь {x(j суммируемо и снова £>о произвольно.

Найдём 90€<х , для которого выполняется !£ х+1<£ , как

§е9 *

только 9еа и 9п9о - ф . Разобьём в на две части 8*-

=1$е9:Х£>0} И &'={{ €0 : Х^ } . ПОНЯТНО, ЧТО 9*п9~= ф

и 9 = 9
+
и9~. Значит £ix*i=£ !Xpl+£ ix*l . Так

£еО * * §евг *

как ix^i = дан £ из 0- я /х§/ =

х^ для / из е* ,

получаем
L /у =sgt -sr * !SeJ +/SeJ <£ +£ *£S,
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что и требовалось.
ЗАМЕЧАНИЯ I. Эта теорема верна и в том случае, когда х^

лежат в комплексной плоскости. То, что из абсолютной суммируемости

следует суммируемость, получается так же, как и в доказательстве

теоремы. Чтобы показать обратное, запишем x^x^ + ix* С(еЗ).

Семейство {Xgj суммируемо или нет одновременно с семействами

Iхii > ixl] , поэтому, применив к ним теорему, имеем

их абсолютную суммируемость. В силу неравенства /х^1 ^ /x'gl+ /x£j
семейство мажорируется суммируемым семейством {ix^l +

+/л*1] и, ввиду его положительности, оно также суммируемо.

2.Пусть (Xfj суммируемо. Обозначим s = L Ijc^i .

Тогда, что ясно из доказательства теоремы, s^s.

*

Рассмотрим два семейства: fx^J (ЛеЛ) 7 {ij^ С/иеМ).
Предположим, что они либо положительны, либо суммируемы, и образуем

новое семейство ^ ^ , определённое на А*М. Оказы¬

вается, что оно имеет сумму s , равную s' s* , где х
мЛ

^Предположим вначале, что (х^ и {^} положительны. Тогда

{%A/U} имеет сумму. Используя свойства ассоциативности и

линейности суммы семейства, получим

=

%, =£ *. £ & =sf s>-

(Ь/Ц*л*м
Р

МЛ,/иеН
А МЛ * /U6M °г

Если s\ s" к тому же конечны, то s тоже конечна.

Случай суммируемых семейств сводится к рассмотренному

благодаря теореме 2. Равенство s-s'-s" получается так же, как и

для положительных семейств.

§ 7. Числовые рады

7.1. Рассмотрим суммируемое числовое семейство fx^}
и выясним, насколько много в нём "существенных" членов ?

I. Предположим, что {х^}
- суммируемое семейство.

Тогда множество E0-f£e3 : не более чем счётно.

Благодаря теореме об абсолютной суммируемости, достаточно

рассмотреть случай положительного семейства. Обозначим5 =[fc3
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Число элементов этого множества не может оыть больше п-£ xf,

поэтому оно конечно. Остаётся лишь заметить, что £ = D 3
п0

п={

и объединение не более чем счетного числа конечных множеств также

не более чем счётно.

Итак, множество ненулевых членов в суммируемом семействе не

более чем счётно. Обозначим Lp взаимно однозначное отображение
Я на Я ( или его конечное подмножество, если Z конечно). Вместо

семейства {х^} ($еЗ) можно рассмотреть {л^.1Сп)) спвП)7
и они будут суммируемы или нет одновременно (см.6.1). Таким образом,
среди числовых семейств естественно выделяются такие, у которых

множество индексов И � С практической точки зрения удобно

рассматривать предел {S ] не по системе всех конечных подмножеств ft ,

а по некоторой её конфинальной подсистеме. Теряя при этом

справедливость некоторых фактов, мы получаем весьма полезную конструкцию
-

суммы ряда. Прежде всего дадим соответствующие определения и

сформулируем общие свойства.

Пусть {хп$ (nefi) - числовая последовательность.

Обозначим через й множество {netting т\ и через S сумму ZJ хп .

991 fit п

Система (Лт) стею содержится ъ р (Л) и фильтруется по

возрастанию. Если последовательность {х у рассматривается с целью

обсудить существование fam sn и, возможно, найти этот предел, в

этом случае мы будем называть её рядом (с общим членом хп)
и обозначать F х Суммы $т называют частичными

TV4 Я- л О-

суммами ряда. Говорят, что ряд Ехл имеет

сумму , равную $ , ебли sn
- и что Яря д

сходится, если s конечна (в противном случае ряд

расходится) . Сумму ряда обозначают, как и сам ряд, символом

L хл . Возникающая при этом двусмысленность в обозначениях, как

правило, не приводит к недоразумениям, поэтому мы будем
пользоваться установившимися обозначениями и терминологией.

Бывает удобно рассматривать предельные свойства fsm} 7

беря в качестве множество {пе Л :к*п *т}, где к - не¬

который фиксированный элемент из Л. Ряд в этом случае будем
обозначать через ZL хе . Можно также в качестве Л^ брать

{пеЯ : п^т}и{0}< и такой ряд обозначим через £ ха .

о- п-о

Понятно, что свойства ряда £ jc сходиться или иметь сумму
n=f

/t

138



равносильны таковым для любого из рядов Е х ck-oiz )
П;к П^

' ’ ••• -'

Согласно критерию Коши (см. 4.3) ряд Е х сходится
пч

я

тогда и только тогда, когда по любому 6уо можно найти такое

ЯеЯ , что !Е хк / <е для произвольных т>п?Я.

Отметим связь между суммой ряда и суммой последовательности.

Если существует Е х„ -s
, то существует Ц хл рав-

nefi

ная s . Обратное справедливо для абсолютно сходя¬

щихся рядов - так называются ряды, у которых £ Л*я/
пч

сходится. В самом деле, из сходимости ряда Е fxj следует

существование конечной суммы последовательности {ixnl} (пей)
(поскольку все её члены положительны). Можно теперь сказать, что fxnj
суммируема (по теореме_2(2.6)), а равенство сумм даёт теорема

7(2.4), ибо tim J = кт SQ

Если ряд абсолютно сходится, то он и просто сходится, но не

наоборот; можно привести простые примеры сходящихся радов, у

которых Е ixn I расходится.
ггЧ

7.2. Как и при рассмотрении других общих конструкций, встаёт

вопрос: если есть конкретный ряд, каким образом выяснить, сходится
он или нет? Пока в нашем распоряжении ничего кроме определения и

критерия Коши нет. Ниже мы докажем несколько теорем, которые

именуются признаками сходимости, позволяющих судить о сходимости ряда,

зная лишь его общий член и не прибегая к составлению каких-либо

конечных сумм.

Начнём с небольшого замечания, которое фактически является

признаком сходимости^ ряда (его называют признаком сравнения).
Рассмотрим два ряда Е х„ и Е уп и предположим существо-

пч
Л

пч 0TL

вание п0£$ь такого, что /хпы при пуп0 . Тогда

если Е уп абсолютно сходится, то Е хп также абсолютно
пч / пч ,L

сходится.

Проверить это можно, например, воспользовавшись критерием

Коши. Взяв г>о , найдём Ж такой, что, во-первых, £ !Ц,/<6
Ьт

п

при п>т>Я, и, во-вторых, выполняется уже неравенство

(п>Л) (всегда можно добиться выполнения второго

^требования, увеличив, если это необходимо, номер Я ). Тогда Е fx ы

Д hm
*

^ L /#,' <£
, и этот же ff годится в критерии Коши приме-

jc=m
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нительно к ряду £ jxj .

я-/

Этот признак, как правило, полагается в основу других

признаков абсолютной сходимости ряда. Для доказательства же

расходимости ряда удобно использовать следующее соображение: если ряд
ос

£ х сходится, то tim хп = о (ср. 5.4Л). Таким образом
п-l д п

род, для которого не выполнено последнее равенство, сходиться не

может и (по определению) является расходящимся.
^

Первые два признака основаны на сравнении с рядом £ х11,
я-/

называемым геометрической прогрессией, который абсолютно сходится
если 1x1* I , и сумма его равна • (Доказательство этого

факта предоставляется читателю.)
^

ТЕОРЕМА 1(7.2). (Признак КошиО Пусть £ х^
- числовой

рад. Составим последовательность {сп}’1 , Сп - f/xj
и обозначим с* кт ал. Если с<1 , рад £ хп
абсолютно сходится, при о>1 - расходится.

пч

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что а*I и возьмём любое хе

удовлетворяющее неравенству С<х< /. Начиная с

некоторого номера п0 выполняется сл , отсюда ^х*1

И ixj <xTL. Заметив, что ряд с общим членом х** абсолютно схо -

дится, остаётся применить признак сравнения с =хп.

Рассмотрим случай е>1. По теореме 4(2.5) для бесконечного

множества индексов выполняется неравенство сп > I , тем самым

/гд/>/ для тех же индексов, и последовательность {хя} не

может сходиться к нулю.

ТЕОРЕМА 2 (7.2) (признак Даламбера). Предположим, что

xnf о (пеп) Образуем последовательность {dn]

fd = ) и обозначим d=lim d„ , й* dn .

( л
txnt '

_

п *

Если S)^l * то рад £ х^ абсолютно сходится,если
d у I - расходится.

п**

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть л х - число, лежащее строго

между J0 и /. Тогда, начиная с некоторого п0 , выполняются

неравенства d^x • Элементарное применение индукции даёт Ixj+I-tn /
•

.хп'п° ( п>п ), и, заметив, что рад £ }Х /
• хп'По

0
пч п°

абсолютно сходится, получили возможность использовать признак

сравнения с уп=/хп 1хПП°*
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Предположим тетерь, что d>i. Можно указать такое я,,

что /лм I у ixj при п>п0 . . Последовательность {ixj}

(п>пг)
- строго возраставшая, н все лгж/ отличны от нудя.

Теи самш /ха1Фо (так как если кт^ ixni *о , то

л^> /хя 1=о ■ txj*o при_ пуп.) ,

а это указывает на расходимость рада L ■

Доказанные признаки были посвящены абсолтной сходимосп

рвда. В отличие от них, следующий признак абсолютной сходимости
не гарантирует.

ТЕОРЕМА 3 (2.7) (признак Абеля-Дирихле). Рассмотрим две
числовые последовательности , {ик) ,

удовлетворяющие следующим условиям: состоит не ве¬

щественных, неотрицательных чисел, убывает ■ имеет

пределом ноль; последовательность {от) частичных сумм

и. ограничена сверху. При этих предположениях рях
*

и. сходится.
ы * *

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Воспользуемся критерием Кови. Взяв £>о,

попытаемся найти п, cfl такое, что при п>т?п0 выполняется

(здесь s*£clu.).п т ^ t i

d В-1<*я �£ (*к-ы.м)] =25 •

.
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Из приведённой опенки сразу видно, что fsm5 сходится в

себе.
^

ЗАМЕЧАНИЕ. Если S - сумма ряда £ ип *то Для неё
n=t

п

справедлива оценка /SUB-*,
- она легко получается предельным

переходом из Um!4 &‘ott , а это было установлено в

доказательстве теоремы. В частности, если %£& (пеЛ) и

то о* s * в -<и .

Применим эту теорему к случаю и^
= (-1)

~

. Ясно, что

ограничены единицей, поэтому справедливо
СЛВДЯШЕ. Ряд £ с-1)Ы^ , у которого {<*к} монотонно

убывает и ктоск = о
*

, сходится, причём о* J^oCt .

Это следствие называют теоремой Лейбница.

7.3. Докажем ещё один полезный факт.

I. (Лемма о разбиении положительного числа.) Пусть 3 - не

более чем счётное множество и £ - строго положительное число.

Тогда существует числовое семейство {г^} с £еЗ) такое, что

1) <*£>о при всех £еЕ ;

2) £ <5 =£ .

f€3 f

Если Е конечно и п - число его элементов, то можно

положить ! и получим требуемое семейство. Рассмотрим случай
бесконечного £ . Обозначим через у взаимно однозначное

отображение Е на /I (иначе говоря, перенумеруем элементы Е ) и положим

е§
~ * Первое Условие леммы, очевидно, выполнено. Чтобы

найти ,£ <5^. , воснояьзуемся 1(5.3). Обозначь ф = cf'1 , тогда

*£ =£'St 2* 2п
~6 *

поскоднысу £
~ -V, Таким образом, С{е3) удовлетворя¬

ет и второму условию.

7.4. Пусть £л £ г/ - два абсолютно сходящихся
fa к п=! on-

ряда и s', S* - их суммы. Поскольку {*,} , {fa} (ц,/чеП)-
суммитаемые последовательности, то по П.6.2 s=s’ s' = £ х ■

А£П л

£ */„= £ Обозначим Зг{(А,/а)еЯ*П -Л*/**') , ^П}.
/ХП'Р СА,/и)£ПхП

"
у

Ясно, что { 3^} (fen) - система непересекающихся подмножеств

ъ Я*п такая, что U Е = П*Т1. По теореме I (5.2)
ten *
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шеем £ L (£ л <jJ - L и , где «,*£ л у .

а,/Ц)£ПхП Р >I£& (A'jU)eSy
^

Ряд Z? г/ называется произведением рядов ZJx
^

/г-/ /гг/
л

и уд . Заметим, что мы доказали такое предложение:
Л'

I. Произведение абсолютно сходящихся радов абсолютно схо -

дится.

§ 8. Степенные ряды

8.1. Пусть z - любое комплексное число и ^<2Я} (neft)-
числовая последовательность. Обозначим jr -ял Ряд

называют степенны м,а числа коэффициентами степенного ряда.

Оказывается, можно указать сравнительно простую область на

плоскости, для точек х которой имеетj*ecTO сходимость ряда £ апХп •

ТЕОРЕМА I (8.2) Пусть £ а ля - степенной ряд. Тогда
п=о

п
_

существует единственное число к , О ^ Я ^
,

называемое радиусом сходимости данного ряда, и обладающее тем

свойством, что если /X/^Я , то ряд Е а Xя абсолютно
П-О

сходится, а при /XI ^Я - расходится.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Воспользуемся признаком Коши сходимости

числового ряда. Составим c^j/za^ хпГ - /х/ frlaj и обозначим

1-- • Если /ХЫЯ ,
то fzh Тстп тУТаТГ и, по признаку

<*>
г*

Коши, ряд £ аяхя абсолютно сходится. Если /zt>& , тот же
п=о

признак даёт расходимость ряда, и существование требуемого числа

доказано.

Предположим, что нашлось два числа Rt , RA ,

удовлетворяющих всем условиям теоремы. Если Я, < Я^ , то для точек л

из множества {ХеС: Я <!ХКЯ0} ряд £ а Хя сходится и расхо -

1 1
П=!

П

дится одновременно, чего быть не может,и, тем самым, радиус круга

схо,димости единствен.

ЗАМЕЧАНИЕ. В общем случае ничего нельзя сказать о поведении

ряда при izi= Я.

Рассмотрим два степенных ряда Е, <з„Ха, £ Lz* и обра-
к. ^

зуем новый ряд £ и , где & Я*~л-Я •£ а, ,
•

ho i к АО А l-л Л-0
А *-*
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Обозначив с.-£, а 6. , убедимся, что произведение двух степен-
к х-о А *-А

ных родов
- снова степенной ред & коэффициентами ск. Если

Я\ £* - радиусы сходимости радов £ а„ 2п и £ Ь лл*
»

п*о
а

п*о
л

тоjipi /х1*А'л£ оба ряда сходятся абсолютно, тем самыы и

L с.з^ также абсолютно сходится. Итак, радаус сходимости про-
Уо к

t J

изведения степенных рядов не меньше, чем Я aR •

^
л

8*2. Рассмотрим несколько примеров. Образуем ряд £, -А- •

п-о Ш

Признак Даламбера даёт абсолютную сходимость этого ряда при^любом
ZeC. Введём специальные обозначения для его суммы axpz=£ •

/г=о rL.

Таким образом получаем функцию, называемую экспонентой,

определённую на всём С и со значениями тоже в С • Определим ещё две

функции

J~°.v Я-3"*1 » COS.X^-Z

(сходимость соответствущих рядов легко получить воспользовавшись

признаком Даламбера) и выясним некоторые элементарные свойства

этих функций:

[О] <гхр (гхрх,
•

cxpzz CZf е€) •

Так как произведение в правой части сходится, надо щтр его

немного преобразовать. Рассмотрим коэффициенты ll?E *l
*лю а! (к-\)! t

Можно по индукции доказать (предлагаем проделать), что
^

а это и требовалось.

[1] cosz t iSifist = ejcp (isL) .

[2] COSZ -ijifiz
-

(Zxp (~iz) .

Эти равенства получаются непосредственно из определений.

Сложив последние равенства, получим

та ж* -

а взяв разность
-

/47 ***_- *■*“*>;. ,

и наконец, из /07 имеем

/57 exp (~£Z) exp(iZ)
= <zxp(o)=l.

Отметим ещё несколько свойств функций Jin и cos. Рассмотрим

144



Jota^+Zjj} (X,,X&eC). Из /47 имеем

[5] .. „ , ахрса.+щ-ар(-(2,-йь) ехрах) ехрах^-ехрс-я,) <г*р c-ixj
_

лп(з.+я£): л
^

£.

арах? expc-iXg) - expc-at^expc-OLiitcxfX^expca.^- apc-tx.,) ехра*г) +

axpHtyexpcist^ +exp(ixl)expqx2)-<zxp(-ixl)exp(-£x£)-exp(ixi)exp(-u!l) _

Я £i

ехра^-ехрс-а,) гхр&а^ texpaxg)^схрш^ехрса.,) expax^y-expend
a

'

2
+

1
'

£i
= Jin x, aosx£ f cosX- Jin X».

Аналогично можно доказать

[6] cos (Z, +X£) = aosi, aoji£
-

jinxt -ялх£ ,

fy] ли X- JtnX£= Z
■ Jin • cos ’

r -j Л/ ~^ ^7
[8] COS Xf

-

cosZ2=-S Sin ■ Ля

и некоторые другие формулы.
Докажем, что функция <££/> в нуль не обращается* В самом

деле, предположим, что есть такое ле <Р , что <гхри) =0. Тогда,
в силу [0] , exp(jf)=o ,... , (jpi)=° спе2П) # поэтому можно

указать такую последовательность {3L\ , что „г —►- о и
л /г-***»

ехрслп)=о. Воспользовавшись определением экспоненты, имеем такую

оценку:

/ехрсхуц /znl -

fl-l
J '*•

(если !ЛК1 ). Так как кт =о . подучаем
Л+о J-/JL/

fog&pz**,в частности, кт^елр (Л^)-1 (где ля
- построенная

последовательность), Но последний предел не может быть единицей, так

как <гхрсля)=о (пеЛ), и получили противоречие.
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Глава Ш . НЕПРЕРЫВНЫЕ ФУНКЦИИ

§ I. Равномерная сходимость последовательности

непрерывных функций.

Во второй главе мы уже встречались с определением

непрерывности числовой функции в точке прикосновения области её определения.

Коротко напомним возникавшую ситуацию.

I.I. Предположим, что области определения и значений функции

у лежат в числовых множествах. Обозначим, для краткости, через

X область определения / и через Y - то числовое множество, в

котором лежат значения у . Если л - точка прикосновения X , то

в случае существования предела £= Umj- (где *!1 - (IL ; U~VnX,
Цх л

) мы говорили, что у непрерывна ъ л.

Далее было замечено, что если леХ , то Jcx) - кт/.
Для точек из X последнее равенство равносильно нашему

определению непрерывности и зачастую его-то и принимают за определение

непрерывности у в л . Но для точек прикосновения X, в нём не

лежащих, такое равенство становится бессмысленным.

Заметим, что данное определение непрерывности годится и в

том случае, когда значения у лежат ъЛ - важно лишь, чтобы

существовал соответствующий предел (возможно, бесконечный). Однако

чаще всего рассматривается непрерывность конечнозначных функций.

Мы, как правило, также будем исключать возможность бесконечных

значений у (каждое нарушение этого правила будет отмечено). С

учётом сказанного сделаем ещё одно замечание.

Так как jS={B(l£) .* £>oj и jj? ={е> (Л,д): д>о} являются
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фундаментальными системами окрестностей точек i z jc , а в

вопросах сходимости достаточно рассматривать окрестности из

и , определение непрерывности у в jc можно записать в

следующей широко используемой форме: функция у непрерывна вл -

точке прикосновения^ , если найдется feY такое, что для

всякого s>o можно указать д>о (зависящее от<5 их ) такое, что

для всех уеХ 9 удовлетворяющих неравенству

/л-уЫд. Когда ХёХ , то f-Jcx) •

£ дальнейшем мы будем рассматривать, как правило, непрерывность

у в точках из её области определения и пользоваться наиболее

удобной в возникающей ситуации формой определения непрерывности.
Из соответствующих результатов теории пределов можно сделать

вывод о непрерывности суммы, произведения конечного числа функций
в точках из пересечения их областей определения, и отношения двух

функций в тех точках, где функция, стоящая в знаменателе, не

обращается в нуль.

I. Рассмотрим функции j,(j и цусть ^ - точка прикоснове-

ния Qj , а сх0) - точка прикосновения . Тогда если

у,q непрерывны в х ,уо соответственно, то непрерывна

Пусть <5>о произвольно, В силу непрерывности ^ найдётся
такое 1>0 , ЧТО / <j(tj)при И

С другой стороны, в силу непрерывности у , по ^ можно указать

такое д>о
9 что IJ(x)-j(xo)l<y При /л-х0/*дщ ле&^.

А тогда !h(X)- kcx0)l=/fcj(X))-<j(f(xj)l<£ при. /л-хонд , xeQ^ ,

то есть ft непрерывна в хо.
Функцию у , непрерывную во всех точках множества Х0 ,

содержащегося в Qj. , будем называть непрерывной
на/. Если жеу не является непрерывной на Х0 , говорят, что

она разрывна и точки jc из / , где нарушается не -

прерывность у , называют точками разрыва

функции у.
Обсудим ещё такой вопрос. Пусть функция у является сужением

на Dj некоторой функции у с более широкой областью определения

Qj- и пусть у непрерывна в некоторой точке л из ^. Тогда у
также непрерывна в х . А можно ли утверовдать обратное, то есть

следует ли из непрерывности у в х такое же свойство функции у ?
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Вообще говоря, этого утверждать нельзя, однако еслих есть

внутренняя точка Щ относительно Qj (это означает, что найдётся

VeXj, такая, что Vn ^cQp п то непрерывность у ъх влечет

непрерывность у в этой точке* Эти факты следуют непосредственно
из определения непрерывности.

В качестве примеров непрерывных функций можно назвать целые

рациональные функции, то есть имеющие вид л aLzk и дроб-
п l ,т jp-Q .

£

но рациональные - функции вида л~-£ a si /£б.з.з (Хе/ие

еХ:£ 6 ui 40)). i*! '

i=° i '

1.2. Рассмотрим последовательность функций {Jn} (пеП.) и

допустим, что /7 А Фф • Пусть • Предположив, что.
T16$L »

fl€fL jrL

в каждой точке х из X существует уя (х) , определим

функцию / :х >-+- fcrn^ jn cz) схеХ). Спрашивается, будет ли у
непрерывна на X , если все обладали этим свойством? Ответ на этот

вопрос отрицателен - например, последовательность {л:п} cnetl)

на множестве £о,И имеет своим пределом разрывную функцию
. /о, если х*1

если х =1 Причина такого явления в том, что

"скорость” сходимости Jn сх) к jcx) разная для разных х.

Однако, потребовав более квалифицированной сходимости (j-n) ку
можно добиться того, что J станет непрерывной (если,конечно,
все jn были непрерывны).

Пусть Я - некоторое подмножество в^/7 и у - функция,
область определения которой содержит Я . Говорят, что

сходится равномерно кунаки обозначают

если последовательность fjoj , у?
-

3up^ijcx)-j-n(x)l :хеД}
сходится к нулю.

Заметим, что из равномерной сходимости к у на Я

следует сходимость fj-nCx)} к jcx) в каждой точке х из Д.

Это нетрудно понять, если учесть, что //сг;-/ (Х)/^р (хеД)
и кт р =0.

л ffL

Т1~*ск> - ft

Укажем еще одно определение равномерной сходимости,
равносильное данному. Последовательность сходится равномерно на

Я к У, если для всякого б>о можно указать такое sfe/l

(зависящее только от £ ), что /Jcx)-Jfl(x)l46 для п ъЛ и любого хеД.

Здесь легко проследить "квалификацию" равномерной сходимости по

сравнению со сходимостью в каждой точке. Она выражается в том, что

при равномерной сходимости никак не зависит от точек из Я , то

148



есть оно в равной мере применимо в любой точке из А.

I. (Критерий Коши.) Последовательность fjn) сходится к j
равномерно на й в том и только том случае, если для любого £?о

можно указать такое пе Я , что Wl<6 при т,п>Х и

любом Хей.

Действительно, пусть jn rr j на fl. Тогда по любому 6>о

можно найти такое neTi , что tjcx) -£г;/^<5 для п>Я и любого

х из в . В силу неравенства iJn(X)-JmCX)^ Ifn£z)-jcx)lt/jcx)-jmcz)l ■

имеем Jjn (х)-J СХ)Ы £6 для т,п *Я и любого х из в

Обратно, поскольку (Jn(x)} сходится в себе при любом л

из fl 9 то, по критерию Коши (теорема 3(4.2)) существует кт f сх)
/7-* «>•

(хе Й). Определим на fl функцию fx -—fan /„ (X) и докажем,j п-*-"JTl

что По £ю выберем Я так, что при т, п ъЯ и любом

хей выполнено tfn(X) ~ Jmcx) 14 & • Переходя в последнем ра¬

венстве к пределу по т , получаем ijncx)-JCX) j при любом

п?Я и любом х из й. Тем самым fnzzzf на fl.

ЗАМЕЧАНИЕ. Последовательность {}п] сходится к у равно¬

мерно на fl тогда и только тогда, когда для любого £?о найдётся

ЯеЯ такое, что ртп - sup tj^CX)-Jn&)l 4г при тгпуЯ,

ТЕОРЕМА 1(1.3) (Стокс-Зайдель). Рассмотрим

последовательность fjn} такую, что Qjn * Ф и пусть Л - некото¬

рое подмножество в ПО., . Предположим, что в каждой
JTL п /

точке х из X существует кт f (х) и обозначим
п-+■<>*» '/TL

f: х — km_ h Сх) (хе X) . Пусть в некоторой точке

хо из X все непрерывны и существует
У£ ЖХо

такая, что на й-УпХ последовательность {/п}
сходится к у равномерно. Тогда / непрерывна в хо.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Оценим разность

!}(х)-]схо)Ы (хо)!Н^ (хо) -j(xo)l

Так как } zzzj на fl , по любому £уо можно указать такое

Я $ что //ncx)-jcx)I *6 для п>ЛГ и любого xefl. Взяв

некоторое п>Я , вследствие непрерывности jn в хо по 6 можно

найти такой содержащийся в V шар В СХ0 дЛ) , что !}пСх)-
-Jn(X0)/<(S для хе В Cxo,6fl) п X. Таким образом, 1jcx)~
-fCX)/<36 при wz&Всхо,дп)пX и, в силу произвольности
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<5 9 функция у непрерывна в хо.
ЗАМЕЧАНИЕ • Нетрудно заметить, что теорема верна и для

семейств {Jf] функций, где 3 - произвольное фильтрующее¬
ся по возрастанию множество.

Рассмотрим последовательность функций {jn j с общей
областью определения X и образуем последовательность {sn} , £-
=£ .

Если в каждой точке х некоторого подмножества Х0 в X

существует конечный sn сх) , то говорят, что

(функциональный) ряд £ /п сходится на /{ , а функцию
s.x^itm sKcx) называют суммой ряда. Если же на неко-

тором^подмножестве й в Хо имеет место sn^z s f то говорят, что

рад £ сходится ms равномерно я a fl. В случае

сходимости рада £ f/nl на некотором 5, ряд £ }п называют

абсолютно-7 сjc одящимся на в.

Если для рада £ L можно указать такой абсолютно

сходящийся числовой ряд п’£ ып , что на некотором множестве С

имеет место ijn Ы №пГ (пеП) , то говорят, что рад £

равномерно ограничен на С.

ЗАМЕЧАНИЯ. I. Предположим, что ряд £Jn составлен из

непрерывных наЛГ функций и равномерно огршйгчен на некотором

подмножестве С в X. Тогда s непрерывна на С.

Действительно, пусть хеС и V - любая окрестность

точки х. Поскольку &)- УпС о с % а для точек х из С

имеем ijn(x)U /<*J ,то

ISCX)-S(X)I=I£ {(•t)J^£ /ACX)U£ teL,l
*52*f e e

и sup /s (x) - S(x)l££ tot,i. Поскольку ряд £ /<*, j сходится,
-rec e-mi ~ k*i

то последовательность {j3n} , Д =L^f i<*el сходится к нулю,

поэтому sn s на 0, тем самым "^непрерывна в л.

2. Рассмотрим степенной рад £ а х71 (хеС4) с ненуле-
п** ~

п
вым радиусом круга сходимости. Сумма J: х £ апх
этого рада непрерывна в круге {X: ixl*Я }

В самом деле, в любом замкнутом круге {х: /xj , где

имеем оценку /апз.п ы /ял/*лл, и поскольку £ laj-r*
сходится, то у непрерывна в любом замкнутом круге с центром в О

и радиусом меньше Я* Осталось заметить, что В(0,£) =
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- и в со, г), и можно заключить справедливость высказанного
о*г*и

факта*

^
Аналогично можно доказать, что сумма степенного рода

^а^сх-хо)я с ненулевш радиусом сходимости, непрерывна в круге

сходимости.

§ 2. Непрерывность вещественных функций на числовой прямой

В этом параграфе будут рассмотрены свойства непрерывных
функций, области определения и значений которых лежат в

(расширенной) числовой прямой.

2.1. ТЕОРЕМА 1(2.3) (Коши). Пусть на замкнутом цроме^утке+)
£й, 6] задана непрерывная функция / • Обозначим

}(&)*# , jcb) =В и предположим, что Тогда для

любого Се найдётся се [й,Ь] такое, что j(0~C.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим множество E-{se [а,6] сх)^ С) .

Оно непусто (например, ае А7 ). Обозначим c=supE и докажем,

что $(е)=С, Заметим преаде всего, что если С= 3
, то ,

а если С<В , то с<1> и ееЦ. Допустим, что jcotC и рас
-

смотрим два случая (считая С* 3 ).

I.. Пусть fccxC. Тогда, в силу непрерывности у , теоремы

о сохранении знака и того, что с<& , найдётся такое д>о ,

что у сх)<С для хе3 (с,д) и Ьсс,д) с [a,t>], а это

противоречит определению с.

2. Если fee) >С , то вновь можно указать такое Зю,
что yrjr; уС в промежутке LO-d

,
с] , тем самым sup с-5,

и получили противоречие.

СЛЕДСТВИЕ. Если у непрерывна на /я, 6] и jca), j(6)
имеют разные знаки, то найдётся е е [а,6] такая, что fcc)=o.

Так как jca) , jcS) разных знаков, можно взять
.
С=о и

применить теорему Коши.

ЛЕММА. Пусть SD , подмножество в£ , обладает тем

свойством, что если xtye SO ,
то Тогда

^-промежуток,^ то есть Я) с j , где ac=injS), a*sup Я).

+) Из рассмотрения не исключаются и несобственные промежутки.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из определения ы.,р> сразу выполнено

включение £)с[ы,р). Пусть хе&.р'). Покажем, что хеЯ). Так как

<х*/ь, то найдутся ^ я из Я) такие, что x*Z*ft и оС^у+х.
Тогда хесуэи^ и поскольку еЯ) ,

то L4>Z1C
откуда хе Я). Леша доказана.

ТЕОРЕМА 2(2.3). Пусть функция / непрерывна в некотором

промежутке X . Тогда LX] - снова промежуток.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Покажем, что Я) удовлетворяет условиям леммы,
то есть если #,ЗеЯ), % то [Я,51 с Я). Пусть 8=Jca),
3=JcS) и предположим, что а*Ь. Возьмём любую точку С из

£Д,Ы. По теореме Коши, в [а,6] найдётся точка с такая, что

fcc)=Q. Так как а,6 входят в X и X - промежуток, то С&Х

и fcc)eS0 , что и требовалось.
ЗАМЕЧАНИЕ. Промежуток Я) может оказаться и несобственным,даже

если X конечен (привести соответствующий пример).
ТЕОРЕМА 3(2.3) (Вейерштрасс). Пусть X-[а,61- замкнутый
конечный промежуток и у - непрерывная наХ функция со

значениями в R . Тогда S0=j[X] - снова замкнутый

промежуток в R .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Согласно теореме 2, Я) является промежутком.

Требуется лишь показать, что он замкнут, то есть sup$)e$и inj£>£%).
Последнее же означает, что ъХ найдутся по крайней мере две точки

Xf,Xg такие, чтоfcx,)4}(x)*Jcx£) для всех х из X.

Обозначим £ ={xeLa,l>] ••Jcx) >jcy) , [a.xJ} • Во-первых, £
не пусто, поскольку ае£щ и, во-вторых, ограничено, ибо Ес

с[а,ЬI Поэтому с=зар£ конечно, лежит в [a,6l , в точке в

функция у определена и непрерывна. Докажем, что сеЕ.

Предположим противное, то есть сё Е . Тогда в промежутке [а, с)

найдётся точка уо , для которой f(C)<J(yo) ,
с Фа , так как

аеЕ ,поэтому промежуток [а,с) не пуст . Возьмём б?о

такое, что jcc)^J(tj0)-£ � В силу непрерывности у можно указать

такой замкнутый шар 3 (с,д) , для точек которого остаётся

справедливым неравенство J(x)<Jcy0)-£ (хеЕ(с,д)). Заметим,что

цо
<с-6

# Далее, поскольку с-sup Е и с не входит в £,
найдётся такое х из Е » что е-д< х< с .По определению Е

имеем Jcx) , ибо ^ £ [а,х] . С другой стороны,

Jca)>Jcx) +£ , откуда j(x)+£*j-(x) - получили противоречие.
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Докажем теперь, что Jcx)^ jcc) для всех х из /а,6.

Пусть это неверно, то есть найдётся 2. е [а,6] t в которойja)?

rjcc). Возьмём некоторое <5 , лежащее строго между О иJCSO-jCO
и рассмотрим множество G - {х е [а,6] :j сх) > jcc) + £} .

Оно не пусто, так как XeG. Обозначим c'^tnjQ. Можно

доказать (аналогично I-й части доказательства), что с' eG
, то

есть jcc1) у jcc)+e • Точка с1 лежит строго справа от с ибо

се£. Если взять у
< с' ,то yeG в силу определения с'.

А тогда jcyx jC<D+6<jсс') для всех ye Тем самым с'е£

и с'^с . Но, как было замечено, с'ус. Полученное противоречие
завершает доказательство той части теоремы, где речь идёт о

принадлежности Я) числа sup SO . Как читатель, вероятно, уже

догадался, оставшуюся часть теоремы мы предлагаем ему доказать

самостоятельно.

СЛЕДСТВИЯ. I. Непрерывная на замкнутом конечном промежутке

функция достигает наибольшего и наименьшего значений.

2. Непрерывная на замкнутом конечном промежутке функция

ограничена.

2.2. Заметим, что свойство функции переводить промежуток в

промежуток, будучи необходимым для её непрерывности, вообще

говоря, не является достаточным. В следующей теореме, однако, указан

класс функций, в котором это свойство также и достаточно.

ТЕОРЕМА 4(2.3). Пусть j - определённая на промежутке X

монотонная функция. Тогда если £)=j-[X] - так&е

промежуток, то у непрерывна на X.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Можно считать, что J возрастает (для

убывающей доказывается аналогично). Пусть х0еХ , уо- и предполо¬

жим, что а не совпадает с концами SD (тем самым уо£& )•
Так как Я) - промежуток, можно найти такое 6>о, что

tJ +6 входят в Z) . Тогда в X найдутся jr' х" . , для которых

jczl)=y0-& , fez*) =

у0+£- При этом* в СИЛУ возрастания j ,

имеем х'*х0<хв , и промежуток U =[х,ух'/] - окрестность x0f
содержащаяся в/ . Если теперь xeU , то

jCXJ-6 =j(Xf) 4 j Сх) 4 j сх") =J(X0)+£ ,

откуда /jсх) -j cx0)I ^6 для всех xeU. Таким образом, jcx0)=
- кт jcx) и у непрерывна в х .
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В случае совпадения с одним из концов %) ,

доказательство проводится аналогично с очевидными изменениями,

ТЕОРЕМА 5(2.3). Пусть на промежутке X задана непрерывная

строго монотонная функция у. Тогда J взаимно однозначна

и обратная ей функция <j с областью определения Ю- Ду
непрерывна и строго монотонна.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим случай строго возрастающей функции.

Она взаимно однозначна, поскольку если л',л" - различные точки

из X , то, считая для определённости, л'* л"
, будем иметь

jcx1) < jCx"). Покажем, что у строго возрастает. Действительно,

возьмём две точки у' у" из £) такие, что и предположим,

что • Тогда x'=<jCtj') и x"=(jCy') входят в Ду.
По предположению, л1 ?/ л11 , а в силу монотонности у, имеем

у сх') ? усх*). Осталось заметить, что jcx')=u\ jcx',) = (j\ и

получили противоречие.

Итак, а - строго возрастает и промежуток Я) переводит в

промежуток X. По теореме 4 она непрерывна.
Если у сторого убывает, доказательство проводится аналогично.

2.3. Рассмотрим непрерывную функцию со значениями в С. Пусть

£ - некоторое подмножество в
. Число

cocfi£) = sap {IJ сх')-J сх*)1 : сх',х*) е Е *£}
назовём колебанием функции J на множестве £.

ТЕОРЕМА 6(2.3). Пусть j - непрерывная функция на замкнутом

конечном промежутке £а,6] числовой прямой, принимающая

значения в € или & . Тмда для любого <£ >о можно указать

такое пен , что &>(/> а*) ,где

Лп =[а +— сб-аa+-c6-a)J ск=К2,. ..,п).
к п я

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Допустим, что для некоторого <5 не нашлось

п , удовлетворяющего условиям теоремы. Тем самым для любого

nefi найдётся к между / и п такое, что aocj, Д*) >6, то есть

в промежутке д11 есть пара точек х ,х"я , для которых

/у(хп)~Jcx*)/ >6. Выясним, какими свойствами обладают

последовательности {х'п} и fxn} . Во-первых, х'п , х^ входят в а71 ,

поэтому /хл -х^/ *
. Во-вторых, х’п ,л^£[а,6] , и, по теореме

Больцано-Вёйерштрасса, из них можно выделить сходящиеся подпоследо-
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вательности fx' { /л' Обозначим лЛ = кт л'
.1

n^J
7 i nkJ о л.

Этот элемент входит в [а, 6] в силу замкнутости промежутка.

Докажем, что из {х*} можно извлечь подпоследовательность,

сходящуюся к х • В самом деле, рассмотрим (л*п j и запишем члены

этой последовательности в виде х* -х' + (xv -х’ Как было отме-

/ к к Пк к

чено, Jx^-xl 1^ -р- » а поскольку последовательность {

индексов возрастает,*то п, > к и (х' - х* Ы •

к к к к

Отсюда кт Сх* -х* Осталось воспользоваться теоремой о пре-
к~* —о ^к

деле суммы последовательностей, и мы подучим, что кт л' =лп.
к-*- «с»

°

Так как у непрерывна, кт /сл'п) = кт = j(xD) , откуда

forте rj(x') -j(x* )) =o # а с другой стороны, /Jcx'^j-уcx*n )!>e.

Полученное противоречие и доказывает теорему*

Пусть {дк$
- конечное семейство непересекающихся

промежутков такое, что La>&J ■ Функция if , заданная на [а,Ь] у

называется кусочно-постоянной , если она

постоянна на кавдом из соответствующих открытых промежутков дк .

СЛЕДСТВИЯ. I* Если у удовлетворяет условиям доказанной

теоремы, то для любого £>о найдётся такая кусочно-постоянная

функция if , что !f(x)-tf(x)l4 6 Сл £ [о., Ь]).
По 6>0 найдём такое петь , что a)(-f, й* )^6 и опреде¬

лим функцию tf следующим образом: выберем внутри каждого из Ап
к

по точке и, если точках попала внутрь некоторого ,

положим (fexj^Cj, ,
в концах же промежутков будем считать

совпадающей с у . Так определённая функция cf кусочно-постоянна.
Требуемое свойство !j(x) - (fcx)l^e обеспечивается построением

функции Lf .

2. Для любой непрерывной на замкнутом конечном промежутке

функции можно указать равномерно сходящуюся к ней на этом

промежутке последовательность кусочно-постоянных функций.
В справедливости этого факта легко убедиться используя

предыдущее следствие*
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§ 3. Элементарные функции

В этом параграфе будет создан некоторый запас функций,

используя которые можно будет иллюстрировать работу и применение

аппарата дифференцирования и интегрирования, развиваемых в

следующей главе.

3.1. Нами уже были рассмотрены целая и рациональная функции,
то есть получаемые из тождественного отображения на Ц с

помощью операций сложения, умножения, деления соответственно.

Рассмотрим функцию /; х >—лп (пеп.); на промежутке [о;

она строго. возрастает как произведение строго возрастающих

положительных функций. По теореме 5(2.3), существует обратная к

ней функция cj , заданная на Aj
= [Оу<*=>] . Значения ^ заполняют

весь промежуток , поэтому она непрерывна. Эту функцию

называют корнем п -й степени и обозначают у/у у*у (или

). Из свойств этой функции отметим такое: fyi -

- Щ*. (или -

усу)- У

Пока мы рассмотрели функцию у
лишь для положительных я.

Если п<о # то j:x определена на % строго

убывает и Aj
= Со, +<*>). Таким образом, обратная к ней -

существует, непрерывна и строго убывает.

Можно определить теперь степенную функцию с рациональным

показателем г- ~ так : хг=хр^ - (хр) ^ (ле (о,>
<7

Для неё сохраняется свойство (х у
г

. Иными словами

можно сказать, что ~сл отображает (0,+<*>) на себя и сохраняет

произведение. Иногда ещё говорят, что у.х —х^ есть изоморфизм
группы (0,+°*>) по умножению на себя (или автоморфизм).

3.2. Рассмотрим две группы: Ц с операцией сложения и (О,

с операцией умножения, и займёмся изучением гомоморфизмов первой
группы во вторую, то есть таких отображений j-:R — { о, +

что f (x+y)=fcx)- jay) ^ (х,уа£.) . Если на j- не накладывать

никаких дополнительных условий, то таких гомоморфизмов
чрезвычайно много. Однако, ограничиваясь лишь непрерывными, мы заметно

сужаем выделенный класс, наложение ещё одного требования сводит его

к единственному элементу.

156



ТЕОРЕМА 1(3*3). Каково бы ни было ауо , существует
единственная непрерывная функция у на R , удовлетворяющая

условиям

1) у (х+у) S/Cx)- JCy) Сх, уе£) i

2) у(I) =а.

Эта функция называется показательной с основанием а.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО* Предположим, что функция, удовлетворяющая
условиям теоремы, существует и докажем её единственность. Отметим

ряд свойств этой функции, вытекающих из первого и второго условий
теоремы*

1. jCo)=L Действительно, положим х=о, y-J , тогда

J co+i)=jco) >f(i), откуда .
а=/со) • а и jco)=l.

2. Докажем, что у не принимает нулевых значений* Предположим,
что всё же нашлась такая точка х в R , что Jcx)=0. Тогда

посколькуJ(o)^jcx-x) =Jcx)jC-x), имеем /со) =о, ас другой стороны

было показано, что jco)=L * Заметим заодно, чтоCXeR,X

3* Докажем, что для п из Я
, х из/! справедливо j(nx)=

-ljcx)f с*).Доказательство проведём по индукции. При п-i равенство^)

очевидно. Пусть оно верно при некотором п из П. Тогда J-CCntQxJ-
=jCx)/Cnx)^cx)lJcx)A(/Cx)f^ что и требовалось.

Изf*), меаду прочим, следует, что усх)>о cxeR). В самом

деле, /сх)=[/ф]£*о и, поскольку усх)ФО , получаем,что

у для любого х из £. ч

4. Покажем, что fcti-a*1 для любого рационального t. Из

свойства 3, взяв х=1, имеем -fcv^a!1 cnefi) . Если п —

целое отрицательное число, то fcn)=fC-C-n)) = —f— -—- ^а1,
я № а

то есть равенство /сп)=а выполнено для любого целого п.

Рассмотрим рациональные числа вида х=^ рде
Тогда [/(£$- /СО = а и, поскольку аю , то у (+) ?

или у Сх)-ах; ~

Пусть Тогда ар=/ср)=[откуда с?=/ф,
что и требовалось.

При любом рациональном положительном г имеем усг)?1,
если а>1 и jCr)*L, если а* I. Это свойство

непосредственно следует из свойств монотонности показательной функции.
Займёмся теперь доказательством единственности. Предположим,
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что кроме у есть еще одна функция у , удовлетворяющая всем

условиям теоремы. Рассмотрим разность к . Поскольку функция

^ будет обладать всеми отмеченными свойствами функции у , то

к в рациональных точках обращается в нуль. Докажем, что ксх)=о

для всех XeR . Предположим противное, и пусть х0 - та точка из

R , в которой к(ха)ФО. Так как к непрерывна, найдётся шар

В сх0,д) , в точках которого к в нуль не обращается. С другой

стороны, в 5(х0,д) имеются и рациональные числа, в которых

к , по доказанному, равна О. Полученное противоречие доказывает

несостоятельность нашего предположения, то есть jcx)-ycx)=o при

всех хек • Единственность доказана.

Приступая к доказательству существования, заметим презде

всего, что достаточно его провести для случая а?1. Если это

будет доказано, то для а<1 просто положим {сх)=.-^— , где
I _ 9&>

у
- таская функция

дает всеми требуемыми свойствами.

В процессе доказательства единственности было установлено

существование функции if , определённой в рациональных точках

и удовлетворяющей обоим условиям теоремы.
Обозначим 6: Ых ,

I - рационально}, Sx={^: G>x4 *t-

- рационально J и для х из R положим Jcx)=supq>ci) . Если jc

ieQx
- рационально, то Jcx) = if(x). Кроме того, для

х^х& схгх^е£)
имеем Qx с Qx у

и монотонное возрастание if даёт такое же

свойство функцииу. Е*удем доказывать, что так определённая функция у
удовлетворяет всем условиям теоремы.

Для доказательства непрерывности у нам понадобится такой

факт: f(x)=in-f (xeR) . Обозначим Iсх) * inj ут. Так как

Tefg,
J

t£Sx
для любых teQ^ ,

'Те имеем ЫТ , то ifd) * уст) ,

поэтому jcx) ^Jcx) . Оценим сверку разность у (х) - J (х). Вначале

установим одно вспомогательное неравенство: а^п-14 ^
для любых aeR са>0 , nefi. Действительно, по индукции легко

доказать, что для любого неотрицательного вещественного оС и целого

положительного я справедливо 1+ пи 4 Cl***-)*1- Отсюда, подставив

шестое число -

, имеем {+ai ^ ({-h^)n и, воспользовавшись

монотонностью степенной функции, (itc>L)^n4 1+ д .

^
Записав теперь

а в виде а= l+ы. сы.уо) , получаем а^ if ~

что и требовалось.
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Возьмём два рациональных числа t,€ такие, что t + ^
(пеЯ) и проведём следующую оценку:

</№)- cf(i)^al(a^-l) 4 a (Jn-i) 4 Lfd) ~ -

Теперь если tf€ таковы, что x—^t^x^G^x+jji , то из

проведённой оценки получаем

О ^JСХ) - /Сх) ^ If cry LfCi) <r LfCt) * 4 JCX)
~

и, в силу произвольности /z, jСх) - -fCX)=0 , то есть J(X)=J(X).
Докажем ещё одно неравенство. Возьмём пеЯ1 и вещественное

6 из промежутка (о, J^) и докажем, что для любых х,ха изR%

удовлетворяющих неравенству /x-xJ^S , справедливо jfcxy

-jCxjU/схо)~. Рассмотрим два возможных случая: х^х0 , х0 4Х.
В первом из них найдём два рациональных числа такие, что

^ Ux4x04<t4xo +gn . Так как в этом случае J(x)-J(x0)
отрицательна, то

lj(xyj(xo)l = уCXJ-j(X) 4}(XJ •

Второй случай рассматривается аналогично.

Зададимся положительным числом <£ и найдём такое n€#i, что

jcxj
~ 46 . Тогда если д - любое число из промежутка

(0ij?h) 9 то л®1 из &сх0,д) имеем jj(x)-JCx0)l^

^f(Xoy~4£ • Непрерывность у доказана.

Так как второе условие теоремы, очевидно, выполнено, осталось

доказать лишь, что у удовлетворяет первому. Если х, а рациональны,

то, согласно определению у , имеем fcx+tj)-j(x)-jcij). Цустьх,у-
любые две точки из R . В каждом из промежутков {х, х+-~1,

СпеЛ) выберем по рациональной точке tn Лл
соответственно. Полученные таким образом последовательности

fV - {%) сходятся и kmjn =
. Так как 1пЛп

рациональны, то J(trlt‘rrL)=/ct)'Jc£L)*9 воспользовавшись

непрерывностью у и одним из свойств предела, получаем fcxty)* J(X)* }(у).
Теорема полностью доказана.
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ЗАМЕЧАНИЯ. I. Теорема останется справедливой, если

требование непрерывности заменить монотонностью.

2, Обычно обозначается

мы выглядит так: ах*Ч=ах- а*-

СЛЕДСТВИЯ. I. Цусть а,£ - положительные вещественные числа

и ке£. Тотаа ах6х=(а6)х1 са1с)х = аы.
^

Действительно, рассмотрим функцию к 'X « Обозначим

с=а-6. Функция к непрерывна ъ&Л и для неё, очевидно,

выполнены равенства fi(x+tj)= fi(x)key), hcQsc. Согласно доказанной

теореме, kcxi^cf, откуда сг-Ьх = са-Ь)х-
Второе из требуемых соотношений доказывается аналогично

рассмотрением функции <$:Х
*

2* Рассмотрим определённую в конце главы 2 главы функцию схр.
Её сужение на & непрерывно, принимает вещественные значения

’

и

удовлетворяет условиям теоремы, причём во втором в качестве а

фигурирует число с = ехр(1)=£ — . Таким образом, для всех вещест-
п=о

71
•

венныхх имеем <zxpcx) =
.

3. Пусть а - положительное вещественное число, не равное 1.

Тогда ах строго монотонна, непрерывна и определена на

промежутке +<*>) , поэтому существует обратная к ней, также непрерыв¬

ная и строго монотонная функция, определённая на со, Эту

функцию называют логарифмической с

основанием а и обозначают (хесо, Если в качестве осно¬

вания фигурирует число с , используют более короткое обозначение

fax .

3.3* Во второй главе были введены тригонометрические функции

я iSnfl ~ ?£л
Нп :Я~£ С-/) -

, cos: Я <—-£ С-1)
*
-—г- (Яе С)

fz> C£mt)! ПЮ (2п)!

и получены некоторые их свойства, вытекающие непосредственно из

определения. Согласно следствию из теоремы Стокса-Зайделя, эти

функции непрерывны во всей области определения.

Рассмотрим сужение их на R и оценим значения cos, stn,

в концах интервала [0,2.] следующим образом:

3^“ Х^ X^ X^ X'^

*J-f* £
•

(*ет1).

jcx)=ax и первое условие теоре-
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Так как coso=l , a cos£ j + о , по теореме Коши

внутри промежутка [Of£] есть точка в, в которой созв^О.

Докажем, что такая точка в промежутке [Q2] единственна. Для
этого вначале найдём Sin 9. Из формулы Jtn&x + cos^x-I
видно, что Jin9 может быть равен либо I t либо -У . Но по-?

скольку Лпх>0 в [0,21 , то sin9 =1 . Далее, соотношения

[5], [&] из 2.8 нам дают

cos (XfG) = OOSX • cos9 - Jinx-JinG -
- Jinx,

<Г*)
JV/z (x+9) - jcnx • cos9 t aosx • jin 9 = cosx .

Осталось лишь заметить, что Лпх<о в промежутке [-2,0) , и

первое из равенств (*) показывает, что cosx>o в промежутке

[9-&t 9]
1 поэтому других корней в промежутке [о, 9] функция cos

не имеет.

Нетрудно заметить, что Jin обращается в нуль в точках О, £9,...

...,20пр. cos- в точках 9, 39(£ml)9 (neft), то есть корни этих

функций расположены на числовой прямой на расстоянии Z9 . Это

число обозначают, как правило, через

Напомним, что функция называется периодической,

если можно указать такое число Т>0 , что j(x+T) =jcx)jyiR всех

х изR. Из равенству) легко получаются такие: Лп (х+git)- Jinx,

cos (x+£ft) - cosx , поэтому функции Sint cos— периоди¬

ческие с периодом Ж Так как любое tje$. может быть

представлено в виде y=xt2l'ii clceft) , где хе [о,£Я] , при выяснении

свойств функций Jin , cos можно ограничиться промежутком [q£fi).

Исследуем монотонность тригонометрических функций на

промежутке [о,£Ю- Разобьём его на четыре промежутка: [of^j , /|\#Л
£й] и рассмотрим разности jinx' - sinx\

cosxcosx \ когда x[ x* лежат в одном из выделенных промежутков.

Пустьх[х'лежат в [ о, %] и их'>х* Тогда, в силу равен-

ства Jinx-stnx cos-jr- ( см. П.8.2, формула^ [7] ),
имеем Jinx!-лпх">о , поскольку

—~ £ (о, J) и € (of|),
а в этом промежутке Лп, cos строго положительны, то есть Лп

строго возрастает в промежутке [Ot %] • Используя равенство

[Q] из П.8.2, можно убедиться в том, что cos строго убывает в

этом промежутке.
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Проводя аналогичные предыдущему рассуждения, можно показать,

что тригонометрические функции обладают следующими свойствами

монотонности:

в /j , я] функции лп, cos строго убывают;

3*it
в /#> J-] Функция лп строго убывает, a cos - строго

возрастает;
в функции Sin, cos строго возрастают.

Исп&дауя выведенные свойства и периодичность

тригонометрических функций, можно сказать, что лп является строго

возрастающей в промежутках /-j , gf£bn] и строго убывающей - в

[~ftC2k+/)fi, gtC£k+ffl] (keZ), sl cos строго возрастает в

промежутках / (££+/)#, £(*+04] и строго убывает - в [£ИСЧ С£Ы)Я] (кеЗЬ.

Полученные свойства монотонности тригонометрических функций
дают возможность определить обратные к сужениям этих функций на

соответствующие промежутки. Именно, функцию, обратную к сужению
Sift на промежуток l-j’jl* обозначают atesin . При

этом atcsin .[-1,11 —-

%
монотонно возрастает и не¬

прерывна. Аналогично, обратную к сужению cos на промежуток

[0,<П] функцию обозначают azccos , при этом avicos .у-/, 1]-+ [о,п]

монотонно убывает и непрерывна. Понятно, что существуют

обратные к сужениям Лп, cos и на другие промежутки. Выделение

же конкретных лромежутков исключительно дело договорённости.

Кроме рассмотренных тригонометрических функций можно

определить, например, такие: (П x:cosjc,=o\),
7 cosх 1 J

eta ; jc h-+- (Q = £\{X: SinX=0})./ Sin & ciy
1 J

Исследование этих функций может быть проведено на основании

полученных свойств функций Лп, cos . Полагая, что читатель уже

в достаточной мере владеет развитым здесь аппаратом, предоставляем

ему возможность проявить свои знания.
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Глава I У ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ И ИНТЕГРИРОВАНИЕ

§ I. Определение и общие свойства дифференциала и производной

1Л. Рассмотрим функцию у , действующую из Я в Я или С;
и пусть хо

- некоторая точка из ^ . Попытаемся приблизить
значения функции у вблизи хо значениями функций, более или

менее просто устроенных, в надежде установить какие-либо свойства

функции у . Точный смысл слов "приблизить” и "просто устроенных"

будет выяснен по ходу изложения.

Все рассмотрения будем проводить для точки хо , являющейся
точкой сгущения ^ (иначе трудно говорить о приближении). Более

того, ради простоты, предположим, что ^ - промежуток

(принципиальная сторона всех построений от такого допущения не пострадает).
Одни из самых простых функций - постоянные. Поэтому для

начала будем искать такую функцию if: х , чтобы разность §сх)=

=jcx)- ifcx) удовлетворяла условию кт f сх)=о. Конечно, не для
#г0

всякой у можно подобрать такую if , но если это удалось сделать,

то говорят, что у приближается в точке хс постоянной функцией

if. Естественно считать, что самое точное приближение - в самой

точке хо , то есть что £(хо)=о . Нетрудно понять, что в этом

случае непрерывные в точке хо и только они приближаются в хо
постоянной функцией вида lf:X *-+- }схо).

Итак, приближение постоянными функциями ничего нового по

сравнению с непрерывностью не даёт. Рассмотрим поэтому более

обширный класс, именно функции вида ср-х fcx0) +В (х-хр) ,

но ограничимся сначала прежним характером приближения, то есть

лишь требованием кт (fcx)-cp(jc)) =о (I). Тогда оказывается, чт»
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не имело смысла расширять запас используемых функций - в самом

деле, ничего нового, кроме свойства непрерывности J ъ х0 , мы

не получим, ибо всякая непрерывная в х0 функция приближается

функцией <^,у которой в=о ; обратно, если кт cjcxycpcx^o »

то tipi }сх)^}сх0) и у непрерывна в jr. Можно за&ётить, что, в

частябйти, коэффициент 3 при таком подходе к аппроксимации

однозначно определить невозможно. Таким образом, возникла возможность

говорить о приближении более "квалифицированном”, чем прежнее.Бо-
лее или менее разумный шаг в повышении качества приближения -

потребовать дополнительно, чтобы разность т^сх)=/аг;- ср(х)
была мала по сравнению с я-х0 , точнее, чтобы

lirn .-О. (2)
*Го х-х0

Если для функции у нашлась такая функция ф : х >-+-J(xj+B(x-xjn
что выполнены условия (П,(2), говорят, чтоу
дифференцируема вх , функцию цея.) называют дифферен¬

циал о м9 а коэффициент В - производной функцииу
в точке хо . Для дифференциала и производной функцииу в х0

используют обозначения djcx9) ,J'(x0) (соответственно).
Непосредственно из определения следует, что дифференцируемая

в хо функция непрерывна в этой точке - этот факт заложен в самой

форме аппроксимирующей функции и требованиях аппроксимации .Однако

обратное, как показывают совсем простые примеры, неверно, то есть

не всякая непрерывная в х0 функция дифференцируема в этой точке.

Таким образом, расширив класс используемых для приближения
функций и повысив "качество” приближения, мы оказались среди функций,
более квалифицированных по сравнению с непрерывными.

Займёмся рассмотрением элементарных свойств дифференцируемых
функций. Заметим, что такая функция может быть представлена в виде

f(x)=J(xJ +}'(х0)(х-х0) +7f(x) ? где кт =о. Перепишем это

равенство: 1(Х)‘#Х9) -j1^ +сх%°х0)
°

и перейдем к

пределу по системе проколотых окрестностей точки хо . Тогда

///** \ _ ~J(X0)
j щ 9 откуда производная, а тем самым и дифферен¬

циал фикции у, единственны.

Равенство J'cx)=Scm '^сх^
9 из которого находится

°

jj1*
^ Х

о

нередкой принимают за определение производной. Это
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удобно тем, что можно говорить о производной даже в том случае,
когда кт бесконечен. Однако по определению, у
дифференцируема в jco лишь тогда, когда этот

предел конечен.

Определяя производную как значение соответствующего предела,

можно рассматривать односторонние пределы. В этом случае говорят

об односторонних производных, именно, tim называют
Х~,%0

левой производной (или 'производной

слева) функции у в точке хо и обозначают у' сх) а

, J(X)-}CX0)
°

„

J

^ ^
- соответственно правой произвол-

й*о й (или 'производной справа) j в х0 и

обозначают /п^ • Ясно, что если существует f'cxj , то суще¬

ствуют равные ей односторонние производные. Обратное можно

утверждать лишь, когда (х0\ jrnCXo) совпадают.

Если функция у имеет производную (дифференцируема) во всех

точках некоторого множества Хо в , говорят, что у имеет

производную (дифференцируема) на Х0 . Заметим, что при этом на

Х0 можно определить функцию у' -х j'cx) и говорить о

производной на Хо как функции на этом множестве.

Предположим, что у7 дифференцируема в точках некоторого

интервала [а,Ь] . Производную функции у' называют второй

производной функции у и обозначают у* • Аналогично

можно определить производные третьего, четвёртого, и более

высоких порядков. Производную п-го порядка ( п -ю производную)
обозначают через j(n\

1.2.Эта часть параграфа посвящена правилам нахождения

производной в хо суммы, произведения, частного и суперпозиции двух

функций, если производные каждой функции в этой точке известны.

I. Рассмотрим функции и, а и точку ха
- внутреннюю

для областей определения и, е одновременно. Если и, & диф -

ференцируемы в хс , то a to- также дифференцируема в х0 и

(a i&)' (хо)= dCxo) ± tr'Cxj.
Действительно, поскольку и,а дифференцируемы в х0 ,имеют

место равенства

u(xj- ti(xD) - a'cxj • (х-х& ) + > &Сх)- &Схо)- & Схо)(х-Х0) t Сх),
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%СХ) О СХ)

где кт ---■ -кт —— -0. Складывая (вычитая) их, получим
*

(иto)(x)-(UtO)(X0)- ± у- ((ju(x)±<jlf(X')) ,

что и требовалось.
2. В условиях предложения I справедливы равенства

(последнее при условии ocxjto).
В саном деле, ton __

*Х„ Х'Х0

(im
шаНх)- ucxj ocjc)

+ ^
ucxj осх)

- cumcxj

х х~хо лгх л~х°
•*„ о

=ктасх)---** + кт иеху °^(—~- = а!(хуосх) -

u(xj
• v'cx).

4 *-*> *т
в

Х'Хо
° '

**■9 J-O

Выведем правило дифференцирования отношения двух функций.
Согласно определению,

им
'

. .

U/ лг x-Х
х осс)о-(хс) х-хв

^-О J-Q

-(irt
1 \асх)о(х0)- ucxjy-cx,)

(
и (xj ocxj

- и(xj о(х) ] _

"

<KX)UCXJ I х-х0
*

х-х„ J

.L —«?-«*’- mv.u„ КЧ-<*У] ,

х, earnxj 1 г. х-х.
■’

х, х-х, 1
а эттги требовалось. Предложение полностью доказано.

3. Пусть функции и, (/ и точка х0 таковы, что х-

внутренняя точка &а ,
а исх) - внутренняя точка Q

. Предположим,что

и,& дифференцируемы в точках хо , z/ta:o) соответственно. Тогда

суперпозиция 6^ г/ функций О- дифференцируема в х0 и

производная со*и)' сх0") может быть найдена как (а<>иУ (хе) - -a'cacxj).
Если в любой окрестности V из if есть точка^ в которой

U(X)=U(Xo) , ГО, С ОДНОЙ стороны, ufcce)=0 ,
а С другой (OU)'LГ)-

{inL усщх)) - vcucx^) s0 ^
гем самым предложение справедливо.

% X-Xo

пусть некоторой окрестности Ve нет таких точекх х
, что

и(х) = исх). Тогда
0
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ъи>'(т,*&тУ
* 2-Х0 JC U(X)-U(JC)

. . *4л

идV) - и(х0)

Х-Х0
—О X о °

По условию предел кт. Ч&к.и&о} существует и равен uYxj . Заме-
<fC **^о

тим, что х~- есгь суперпозиция у. х^исх) и А:у ~-

~ ?2/^ЗР( здесь обозначено ^^исх^ ). Функция /£ не определена

в tj0
'
,но если мы её доопределим как hcyj то эта функ¬

ция становится непрерывной в
у0 . Так как функция ^ непрерывна

вхв , то суперпозиция &<>а непрерывна ъхо (см.Ш.1.1), отсвда
р осасх))- ашсх0))

предел tirn.
U(x)-d(xe) существует и равен ocucxj) , и

предложение Сказано.
4. Пусть и - непрерывная строго монотонная функция,

заданная на промежутке л , имеющая производную в точке ха этого

промежутка. Тогда существует производная си~'У обратной функции
и' в ^-исх), при этом, если и'сха)*оч то си'У суа)

- —!^с) *

В случае же ucxj^o справедливо си*)' су0)=
±<*<> в зависимости от

того, возрастает или убывает функция и.

Предположим, что и’схо) to и, обозначив и1- а
рассмотрим

, аса)-аш) . осисх»- осисха)) х-хя i
ilm - —i. е_ - ttm ctm -

# Т^0 * UCX)- UCXa) p U(X)-U(Xo) u'cxj

^ , ff ucxy-ucxj _

Равенство же ucxj=o означает, что am — =o, прио7
*X

этом если и возрастает, то >о, ‘'если убывает, то

U(x)~. Отсюда fan равен +<* или -<~>в

зависите-.*:,, UCX^UCX^)
*

мости от вида монотонности и.

1.3. Хотя мы, как правило, будем иметь дело с функциями,

определёнными в А (или Д ), не лишне указать на возможность

определения производной и дифференциала функции из С.

Пусть sl0 - внутренняя точка области определения функции у t

действующей из С в С. Если найдётся функция if: л — J-C&J+BU-3L}
» /С2)-Ч>(Л) , V *

такая, что £tm 7
—

=о, то говорят, чтоу дифферен¬
цируема^ в ло

°

функцию ip: ?j в-у называют

дифференциалом, а коэффициент & -произвол
ной функции у в точке яо . Можно заметить, что 3= J'czj-
= £tm • В доказательствах предложений I - 3 из 1.2

э?х
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никак яе использовалась специфика Я , и они также справедливы

в комплексном случае. Этого нельзя сказать о предложении 4.

Мы умышленно не упомянули о дифференцировании функции из С

в Ц . Конечно, и в этом случае можно дать аналогичные

определения производной и дифференциала, однако окажется, что если такая

функция дифференцируема в некоторой точке £0 , то производная

её в этой точке равна нулю. Это и является причиной того, что

случай /:С обычно не рассматривается.

§ 2. Теорема о конечном приращении

2.1* Пусть у - числовая функция с областью определения Q

лежащей в числовом множестве. Е^дем говорить, что эта функция
обладает некоторым свойством (например, непрерывна, дифференцируема,
и т.п.) в основном на множестве X о Qf , если можно

указать яе более чем счётное подмножество £ вХ такое, что

выделенное свойство присуще функции у во всех точках из X ^ £ . В

частности, Е может быть и пустым, иначе, если какое-то свойство

У выполнено на всём X , то тем более и в основном.

ТЕОРЕМА 1(2.4) (о знаке приращения). Пусть на промежутке

[о,Ь] числовой прямой задана вещественная непрерывная

функция у , имеющая производную в основном на [a,6j.
Тогда если j'cxuo также в основном на [а, 6] , то

fcb)- }(а) 4о.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через £f такое яе более чем счётное

подмножество в [а,В] , что j'cx) существует для х из[а,6]\£м
и через Ez - Такое снова не более чем счетное подмножество в

[о,6] 9 что Jf(x)40 для х и ia,bh£z. Пусть E = EtuEz.
Возьмём произвольное число б>0 . Согласно лемме о разложении

положительного числа (см. П.7.3) существует такое семейство {г{}
cieE) , что 6-£ 6, и £ >о (t е Е) Обозначим через

t££ 1 1

ф функцию, определённую на £ соотношением

«И

1

I <5
,
если X > i

и положим ф(х)=£ ф1 сх). Докажем, что определённая на Я этим

равенством функция^ непрерывна слева в каждой точке х0е& .

Действительно, если хоё£ , то каждая из функций ^ непрерывна в
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этой точке, а семейство f<//} cieE) равномерно суммируемо,
поскольку сл)!= cp^cx) =

ei cxeR). Следовательно, применимо

замечание к теореме Стокса-Зайделя, на основании которого и можно

заключить о непрерывности ф в точке х0 . Есди же хо е Е, то

ф(х)=М(х)+12 ф.(х) и по доказанному второе слагаемое непре-

рывно, а фх , очевидно, непрерывна слева.

Обозначим fj ~{X£[Qt6]:J(ХУJ(C7)^ Lf(X)- IfCd)}, ГДв if;X lp(x)t

+ax (X£[a,6]). Очевидно, аей
, так что АФф. Положим x0

= supfl.
Поскольку при любом будет х0-^^хо , то по опре¬

делению точной верошей границы в А найдётся такая точка хп,
что xo-^4xri^xo . - Понятно, что ктп_ ха =хо . Вайду того,

что хпей, имеем у (хп)-Jca) ^ с/ (хл)~ if(а) сп*&). - <*)

Но, по доказанному, ф9 а стало быть, и i/9 непрерывна слева.

Значит, переходя в ( * ) к пределу, получим j(xj-j(a)4 срсх0)-^са)л(*)
то есть хо ей-

Предположим, что х <6 и х . Последнее означает,
/ J-(x) - 4-°(х) /

что в точке х существует кт
^

~ f'Cxj .

47
X+X.W х-х0

J 0

JC Ф Xq
Следовательно, по теореме о сохранении знака для точек х ,

достаточно близких к х, имеем —% 46 • Беря, в частности,0 ' X"XQ

здесь в качестве х какую-либо точкуxf большую л, получим

j(xt) -Jcxj 4 6 схг -хо) и с учётом (i)

J(x,)- Jca): jcxj-jcxj +j(xo)-jca) ^ 6 cxt -xo) +ycxo)-yca) ±

4 if(x,)
-

if (xo)t уcxe) - yea) = i/(xt) - if(a),

откуда х(ей » что противоречит неравенству х,?х0 .

Докажем, что и гипотеза хо^Ь,х0еЕ также невозможна.

Действительно, в этом случае ввиду непрерывности функции у в

достаточно малой окрестности U точки х0 должно выполняться

неравенство J(x)-J(xo)46х . Но для х>х0 имеем 6Х 4 фсху фсх^
4 ifcx)

-

ср(хо) ,
так что для xeit и х>хо будем J(xyJ(xo)^

4 if(x)-if(x0), и мы оказываемся в ситуации, уже рассмотренной выше.

Итак, мы доказали, что

у (6уJca)4 фсб)- фса) +гс6-а) 4 е Cl+b-a),
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откуда, в силу произвольности <5 , получаем }cb)-j(Q)*o.
ЗАМЕЧАНИЯ. I. Предположим, что [а, Ь] - промежуток

расширенной числовой прямой и у
- функция на этом промежутке,

удовлетворяющая всем условиям теоремы I. Тогда / (6)-Jca)*o.
Достаточно рассмотреть случай, например, 6 = + -*, ае£.

Пусть {6п} - возрастающая неограниченная последовательность

точек из Л • Тотиь [а,6] = и^{а,6п], и на кащдом из £а,6п]
справедлива теорема I, то есть J(&n)' Jса) 4 0 .В силу

непрерывности у имеем f(b)~ J<&) - кт (J(bn)-jco)) » и по теореме о

сохранении знака получаем требуемый результат.

2. Из доказательства теоремы I можно увидеть, что фактически

мы использовали наличие у у конечной правой производной в

основном на [а,6). Можно было потребовать, чтобы у была дифференцируема

слева в основном на со, 6].

СЛЕДСТВИЯ. I (теорема о конечном приращении, вещественный

случай). Пусть у^
- дифференцируемые на fa,6} вещественные

функции такие, что f'(x)4 q'cx) (хе [afb]) . Тогда fcb)-ka)4
4qc6)-q«2).

1
л

что и требовалось.
2. Пусть у удовлетворяет условиям теоремы I, и т*/(х)*/1

(т,МеИ) для х из /<2,^7. Тогда т(b-a)*f(b>Jca)*Н(6-а)
В самом деле, обозначив h-.x^mx 7 а.*х ~~Мх, имеем

ficx) 4 }'(Х) 4 й'(Х) (Лй[аМ\ъ далее применяем теорему.
ТЕОРЕМА 2(2.4) (о конечном приращении, случай комплексной

функции вещественного переменного). Пусть у, комплексная и

вещественная - непрерывные на [а,Ь]с£ функции такие,

что существуют fcx) , <j'cx) в точках промежутка [а,6]
и /Сх)1 4 (j’cx) сх £ [а, 6]у Тогда /у сЬ) -/(в)/*усЬ)-уса).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если /J(6) - J(Q)I = о , то теорема верна,
‘ "

Ь]) и, согласно теореме о знаке прираще-

Пусть i}cb)-J(a)l>0 • Обозначим fcb)-}са)*г<21<* и рассмот-

вункцию Fix ^ jcx) . Так как

F(b)- F(a) = <?‘toi(f(b)-Jca)) = e~tcL- r <?loC- /J(6)-fca)l .

риы функцию F:x
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а справа в равенстве стоит вещественное число, приращение Fc6)-
-F(a) совпадает с и(Ь) - аса) - приращением вещественной части и

функции F • Нетрудно убедиться в том, что и'сх) * lF'(x)l щ а

с другой стороны* F удовлетворяет условиям теоремы, поэтому

u'cc)*<j'cz) сх€[а,Ь]). Из теоремы 2 получаем исЬ)-иса)4 cj(B)-cjca),
и осталось лишь заметить, что и(6)- иса) - ij(6)-jca)l.
Теорема доказана*

СЛЕДСТВИЕ. Пусть у
- непрерывная на [а,6] комплексная

функция, дифференцируемая в точках х из [а,6]. Предположим,

что lf(X)UM (Хб[а,6]). Тогда if(b)-}Ca)U М СЬ-а) .

ЗАМЕЧАНИЕ. Без сомнения, теорема 2 и следствие из неё

справедливы и в том случае, когда значения / лежат в &.
ТЕОРЕМА 4(2.4). Пусть у - комплексная функция в открытом

круге U комплексной плоскости, всюду в нём дифференцируемая.
Предположим, что /У 'сх) 14/4 . Тогда Ц(Ь)-}(а)Ы М ф-оЛ

для любых а, Ь из U.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. На отрезке [oj] определим комплексную

функцию yd a+i сЬ-а) , рассмотрим функцию , при

этом h а) - fico)*уc6)-Jca) и ticl)* (6-a)f«jd)). Так как значе¬

ния (j лежат в круге И , то /А'сЬЫ И сб-а) , поэтому, согласно

теореме 3, имеем //c6)-fca)/= /kco-hco)!dM• f6-ai • / , что и

требовалось.
2.2. Выясним, с какими свойствами производной связаны

монотонность и постоянство функции.
1. (Признак монотонности^ Пусть у - непрерывная на [а,&]

са,ЬеЦ) функция, дифференцируемая в основном на [а,В]. Тогда

у возрастает (убывает) в том и только том случае, если

f(x)*o (J'cx)dO) в основном на [а, Ь],

Если у - возрастающая, то jcx)-}(хс) ъо для л-яо709
поэтому i'czj - km уо для всех точек л, , где сущест-

вует у' (xj .

*

Пусть функция имеет неотрицательную производную в основном

на [а, Ь] . Возьмём произвольный промежуток [o,d] , лежащий
в [а,6]. Согласно теореме о знаке приращения (или замечанию к ней),

имеем /«±)-/(ОъО , тем самым у возрастает.

Случай убывающей функции рассматривается аналогично.

2. (Признак постоянства.) Пусть у - непрерывная на [а, 6]

функция, дифференцируемая в основном на [а,6] . Тогда у пос-
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тоянна в том и только

на [а,Ь].

Пусть у постоянна. Тогда fcx)-Jctj)=o
из [а, 6] , поэтому /'сх)=о

Обратно, пусть j'cz) =о
что в основном на [й,6]
ва: /сх)*о , /сх)4 0.

[а, 6] то, считая c*d

том случав, если J-'(x)=o в основном

ДЛЯ любых J£,y
схе[й,ы).
в основном на [й.6] . Это означает,

выполнены одновременно два неравенст-

Бсли c,d - произвольные точки из

и применяя теорему о знаке прираще¬

ния, имеем Jcd)-Jca)>o, J(d)-Jcc)<o , откуда получаем требуемое.

§ 3. Свойства дифференцируемых функций

В этом параграфе рассматриваются свойства вещественных

функций, область определения которых лежит ъЦ. Некоторые из

предлагаемых фактов верны и для комплексных функций, но они

немногочисленны и будут особо оговорены.
3.1. Рассмотрим функцию у с областью определения

Точку jc из Qj назовём точкой локального

максимума (минимума) функции у , если можно найти

такую VeXx , что Jcx)* /гхо) (j(x) 7/jcxo))
для всех точек х из У п ^ .о функции у в этом случае

говорят, что она имеет в хс локальный максимум

(минимум) • Если в х0 функция имеет локальный максимум

или минимум, говорят, что у имеет в х0 локальный

экстремум ,а точку ^называют точкой

локального экстремума функции у . Слово "ло¬

кальный” мы будем иногда опускать если это не может вызвать

недоразумений.

Наломдам, что значение функции в некоторой точке х0 из

называют наибольшим (наименьшим)
значением функции у , если J(x)4}(хо) (Jcx) > jcx0)) для всех

х из Qj . Ясно, что наибольшее (наименьшее) значение у
является и локальным максимумом (минимумом). Обратное же, как показывают

простые примеры, неверно.

Напомним, что мы в вопросах дифференцирования договорились
рассматривать функции, определённые на промежутке.
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ТЕОРЕМА 1(3.4) (Ферма). Пусть у - непрерывная на [а,Ы

функция, дифференцируемая в точке х0 из са%Ь). Если

лоточка локального экстремума, то /'сх0)-о.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть х0 - точка локального максимума

функции к Так как в некоторой V из 1 (можно считать Ус(а,Ь) )

имеем f(x)4jcx0) , то отношение f
неотрицательно для

JC~Xq

х из Ул (-<**>, х0) и неположительно для х из у п(х0, +<**).

Отсюда Пт ъо
,

кт Q z0 , поэтому ffCx)^o.
Х+Х9-0 Х-Хл

’

Л+Хо+0 vT-jr JO
3-4 Х0 х

Если хо
- точка локального минимума функции у , доказа -

тельство проводится аналогично.

ЗАМЕЧАНИЕ. Пусть у - дифференцируемая на [а,6] функция.
Тогда если а - точка максимума, то J'co^o , еслв минимума,

то f'ca)>o. Аналогично если Ь - точка максимума, то f*cb) тго,

если минимума, то /с6)*о.
Доказательство следует непосредственно из определений и

теоремы о сохранении знака.

ТЕОРЕМА 2(3.4) (Дарбу). Пусть у
- дифференцируемая на

[а,Ь] функция. Тогда для любого л , лежащего между }'са\
/с6), найдётся точка ха из [а,61 такая, что

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что f'(a) ул уу '(6) и

рассмотрим функцию (j: х *-~-f(x)-Ax . Она дифференцируема в [й,Ь],

при этом (j'ca) =fca)- л > о
, <j’(6) - f(6)- Я *о . Из замеча¬

ния к теореме Ферма легко получить, что наибольшего значения эта

функция достигает во внутренней точке х0 промелутка [а, 6].

А тогда по теореме Ферма имеем cj'cxo)=0 -, или /(х0)=л * что

и требовалось.
ТЕОРЕМА 3(3.4) (Ролль). Пусть у

- непрерывная на [atb]

дифференцируемая внутри этого промежутка функция такая,

что jca)=Jc6). Тогда в са,6) найдется точка хо * в

которой J'(Xo)=0.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из условия Jca) - Jcb) легко получить, что

у достигает либо наибольшего, либо наименьшего значения во

внутренней точке х0 промежутка. А тогда, применяя теорему Ферма,

получаем требуемый результат.
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ТЕОРЕМА 4(3.4) (Коиш). Пусть у,(j
- непрерывные на [а,В]

функции, дифференцируемые внутри этого промежутка. Тогда

в са,Ь) найдётся точка с такая, что

/ftto-.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Определим на промежутке [Q,6] функцию

к :х ~-[j(6)-jca)]-Lycx)-<]oa)]-Lf(b)-<}ca)]-[ jayjca)].

Она непрерывна на [а,Ь] и дифференцируема внутри него. При этом

fica) = hcb) =о t следовательно, в силу теоремы Ролля, в (а,6)

найдётся точка с такая, что к'са)=о , откуда вытекает требуе¬

мое равенство.

СЛЕДСТВИЕ (теорема Лагранжа). Пусть / - непрерывная на

14S] функция, дифференцируемая внутри этого промежутка. Тогда в

(й,6) найдётся точка с такая, что }(6)-f(a) =/(в)(Ь-а).
Доказательство получается применением теоремы Коши с

функцией а:'I ~-Х.

ТЕОРЕМА 6 (3.4). Пусть у
- функция на [а,6],

дифференцируемая во всех точках из (а,6]. Предположим, что

существует кт j'(x)=c. Тогда у имеет в а правую

производную, равную с.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Действительно, по формуле Лагранжа имеем

■
- у' Си(х)), где а ^ jc и ии) е са,х). Переходя

к пределу по X , получим x'(a);lim —* Um f(u(x))=c,
CL X-*QЮ Х-Ц, X-+Q.+O

хФа хФа

поскольку u(x)=a.

3.3. ЙЗ&ЕМА 7(3.4). Пусть y,y
- вещественные,

дифференцируемые на [а, 6] функции и /(а)= f(6)*o. Тогда если

существует кт ^ Сх\ ~ а , то существует кт

х7а° ТСХ) x7at0
равный с.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО непосредственно следует из формулы Коши.
ТЕОРЕМА 8(3.4). Пусть у,у

- вещественные,

дифференцируемые на са,6] функции такие, что кт lex) = кт асх)=+°~
x-*atoJ X-+-Q.+01

ifcx)
лФа х*а

Тогда если существует кт -с 9 то существует

и кт ■> равный^
х+аю Я&)

хФа
9

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Докажем, что Am , Um #*L = hm
х~аю q(X) x~a+o Q(x) x+ato q'Cx)
xфа. а хФа 7 хФа 7
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В самом деле, пусть с - любое большее а число. Тогда,

используя теорему Коши, имеем

ЕГ JSL.-R #»■**>-.Ш Щ.
х+аю (j(X) (j'cucx)) yeca,ci <j Ctj)

где и(х) - некоторая точка промежутка (х,с) . Проведя анало¬

гичную оценку для нижнего предела, получим

tjecQfi] cj'Ctj)
х+аю jCz) x-*ato cjcx) уеса,й] (j'Ctj)

Отсюда, следуя определению верхнего и нижнего пределов,

ч+йю q'cu) х+а+о QCX) x~ato gcx) ч+а+о Q (ti)

W 7 7
, f*a

7 1 1

а существование Jt.ni ^^jnfcx) обеспечивает равенство верхнего и

нижнего пределов1/Стоящих на концах предыдущего равенства. Теорема

доказана.

ЗАМЕЧАНИЯ. I. Не лишне указать, что теоремы 7,8 не допускают

обращения, то есть из существования кт ещё не следует

/J^° 1

существование равного *

2. Теоремы 7,8 называют правилом Лопиталя раскрытия не

определённостей.

3. Если (а) =<^са)=о , а функции у, ^ дважды дифференцируе¬

мы, можно воспользоваться теоремой 7 применительно к функциям у'
.

Этот процесс можно повторять до тех пор, пока либо кончатся

свойства^фференцируемости у или ^ , либо окажется существующим

Um t. %(х - Аналогичное замечание можно высказать и к теореме 8.
л+а+о qcfl)сх)
лфа 7

§ 4. Формула Тейлора

В начале этой главы было отмечено, что класс дифференцируемых
функций уже класса непрерывных. Понятно, что функций, имеющих

вторую производную, меньше, чем дифференцируемых. Диф{зренцируемые
функпии отличались от непрерывных возможностью локального

приближения полиномами первой степени. Естественно возникают вопросы:
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можно ли функцию, имеющую я производных, локально

аппроксимировать полиномом п-й степени и равносильна ли такая возможность

наличию п-й производной ? Ответ на первый из них дают теоремы

этого параграфа; второй же положительного ответа не имеет,

например, функция jjf'Cosj,eели х ФО

СxeR)
[ о, если х - о

второй производной в нуле не имеет, однако приближается в этой

точке полиномом второй степени с достаточно высокой точностью:

Ат =£>.

х° 4.1. Итак, приступим к освещению первого вопроса.

ТЕОРЕМА 1(4.4). Пусть функция у , определённая на (а,Ь),
имеет я производных в некоторой окрестности V точки хо
из са,Ь). Тогда имеет место равенство

п г<Ъ)
JCX) = £ (X-Xj + rex) ,

к*о

где fan —=о.

К С*-**)’1
я

А)
°

г* / (X, ) к

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим разность r:X -(x-xj.
к*? bf

Поскольку производные этой функции, до порядка п включительно,

равны нулю, то нам достаточно доказать, что если некоторая

функция л имеет нулевые производные в точке х0 до п-го порядка,то

к171 УгЩл, -°- При п-l это утверждение следует непосредственно

из^определения производной. В предположении его справедливости

для некоторого п докажем, что оно верно и для п+l. Итак, пусть

rcxj= гсх^= ... =rcnii)cx0) - о. Тогда, по правилу Лопиталя (теорема
7(3.4))иыееы кт и™пН д

^ спннх-х)"-
' и теоРеыа Д°казана»

поскольку предел в правой части равенства обращается в нуль по

индуктивному предположению.

ЗАМЕЧАНИЕ. Доказанную теорему называют локальной формулой
Тейлора, или формулой Тейлора с остаточным членом в форме Пеано.
Согласно этой формуле, функцию у , имеющую п производных в точке

JC ,
можно с высокой точностью приблизить в окрестности этой точки

полиномом /?-й степени.

СЛЕДСТВИЕ. Пусть j имеет на промежутке [а,1>] производные

до п.-го порядка и х - такая точка из ca,h , что yfcr;-..-
/ ch . c*+i) , ч

.. . -У сх) =о » а у сх) отлично от нуля ск<п) ■
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Тогда если* нечётно, то х - точка локального экстремума

(минимума, если / сШ)(Х) уо , и максимума, если у сЫ)(х)±0 ). В том

случае, когда 1с чётно, х не является точкой локального экстремума.

Действительно,. пусть I нечетно и / с**°(х)>о . По теореме
1 kii J ifiCU) ~

I инеем f(tj)=j(x) � (fx) * ^уЛ где Um - О. Взяв

в качестве £ число —-гг- , можно указать такое б >о, что

№1}
/ <

(кну—с ij-я) Для у , удовлетворяющих неравенству

1Гхив.‘ Тогда jry)-ja!,!ra/" (Lgil 'f
а поскольку >£>/ чётно, то угу; -у^с) >£>, тем самым .г - точка

локального минимума.

Оставшаяся часть следствия доказывается аналогично,.

Свойства функции, указанные в этом следствии, фактически

определяются свойствами полинома, приближающего у в окрестности

X. Естественно поэтому, что если степень к+1 этого полинома

чётна, то х - точка экстремума, вид которого зависит от знака

коэффициента при х ; если же эта степень нечётна, то соответ¬

ствующий полином, а вместе с ним и J , в точке х экстремума

не имеют.

4.2. ТЕОРЕМА 2(4.4). Пусть у имеет на промежутке [а,Ь]
производные до порядка ml включительно. Тогда для любого

х из [а,6] можно указать в [а,х) такое £ , что

f<x)‘Jca.)+£ L^L(x.a)l, / 2jr (Х~а)ЯН ■

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть х - произвольная ^очка^промежутка
Найдём такое щсло а , что 4сх)=Г / ,(а) (Х-а)к +

mi &о Ь!
tCCx-a) и докажем, что в имеет требуемый вид* Для этого

рассмотрим ФУНКЦИЮ Q:t {CX)-IL ^ -- (Х-О^-в (X-t)
ПН

1 J
к*о к(

и заметим, что аса) = асх)= о. Вычислим производную функции Q-
71

ь
**

*’

Cj’Ci) ~'П— (Х~Ь + L к!
С—(Х-Ь* +(П+1>С (X-t)%

fro
к

ho

I cnH)r+)
- - L {x-t)n + в• (пн) (x-t)

Я

Ы
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По теореме Ролля в (а,х) найдётся такая 4 , для которой у'ср-о9
и нетрудно увидеть, что § - требуемая точка,

ЗАМЕЧАНИЯ. I. Результат доказанной теоремы называют формулой

Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа. Нетрудно заметить,
что эта теорема является в некотором смысле обобщением теоремы

Лагранжа.
2. Некоторые применения формулы Тейлора будут рассмотрены в

следующем параграфе.

§ 5. Дифференцирование рядов

5.1. Напомним, что последовательность {sn} функций
равномерно на X сходится к S , если для любого б>о можно указать

такое Я , зависящее только от <5 , что /sn(x)-scx)t *6

для всех точекх из Х0 и для всех пуЯ.

ТЕОРЕМА 1(5.4). Пусть {$п} - последовательность

вещественных функций, дифференцируемых в основном на промеэдтке

[а, 6] в Я такая, что существует кт S (x)=S(x) (xeLaM
Tl

и, кроме того, {s'} У в основном на [а,6]. Тогда
S дифференцируема в основном на [а, 6] и её производная

равна у (в основном на [а,6]) .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть е>о произвольно. Согласно критерию
Коши (см. Ш.1.2), для достаточно больших т, п в основном на

[а 6] выполнено // cxj-s' сх)Ыб По теореме о конечных
'

П Л*

приращениях

ц(х*А)-±ю _ 4 cxtA)-smao 1
4&

I 7L fi /

(здесь к таково, что x+h е [а,6] ), то есть

-<5 + ^71 )~Sm СХ)
^ 4 £ + (Х£[а,6])

A
"

A ft

±ак как кш^ sn (у) - $(у) , переходя в этом неравенстве к

пределу по п , получим

SCX-tfi)-S(X)
у "Sm (X+fl)-Sm(X)

~б+
А

4
А

~

А

и, поскольку к не зависит от т, п , можно перейти к пределу

по А;

178



АФо А*о

в тех точках х из [а,6]� где существуют Ут сх) для всех

тек. Нетрудно понять, что множество точек х из [0,61 , где нет

s' сх), хотя бы у одной , не более чем счётно, то есть

последнее неравенство выполнено в основном на [а,6]. Из этого

неравенства переходом к пределу по т в основном на [a,6l

имеем

S /•
SCX+A)-SCX)

у -у— scx+fo-scx) .

-<5 +JCX)4 itm - ^ кт 4 6 +/СХ) ,

А~о Л А~о 4
АФО АфО

откуда, в силу произвольности 6 ,

/Сх) , кт , уод.
~£~о к k~o

k
,

А Фо h*o § SCX+M-SCX)
Тем самым верхний и нижний пределы по п-*о отношения ^

совпадают в основном на [а,6] и равны jcx) , что и требо¬
валось,

ЗАМЕЧАНИЯ. I. В условиях теоремы можно было требовать
сходимости {Jncx)j лишь в какой-нибудь одной точке х из [а,6].

Действительно, если у
- отличная от х точка в /а,6],

то

/* <f
'

*•»W
: ,S* cf' Зя СХ) + Sn Сх) - Sm (Х) + Sm (Х>- Sm

->iУ
-

*т <f
+4 «»*Ъ 60 * Sm СХ) -Jn£x)U

' SK CX)-Sm СХ)! ,

и второе слагаемое может быть сделано сколь угодно малым за счёт

сходимости {сх)} , первое же - по теореме о конечном

приращении и благодаря равномерной сходимости последовательности {Ул}.
2. Эту теорему называют теоремой о предельном переходе под

знаком дифференциалами её результат записывают в таком виде:

dim s )'= fern, s' .

Л П-+*o'1
ос

СЛЕДСТВИЯ. I. Пусть £ сх) - функциональный ряд,
сходящийся в точках х промежутка [а, 6] . Доказанная теорема в примене¬



нии к последовательности частичных сумм этого рада и даёт условия,

при которых ZL tf' (■£) S (£ Lt (X)Y.
bo t i*o t '

TL
2. Пусть £ a cx-x) - степенной ряд и R - отличный от

п=о 71

нуля радиус сходимости этого ряда. Тогда в круге В (Х01Я)
функция /; х >-+-£ а„(х-х)1 дифференцируема и Усх)=£ па сх-х)п~.

п=о п=1

Это следствие называют теоремой о дифференцировании

степенного ряда. ^

Пусть Я* - радиус сходимости ряда £ па (х-х)П~1. Так как

fajx-x)Tll4ln afi(X'X0)rLI, а ряд £ п-а-сх-х)л имеет Л радиу-
TV & 7L &

ft*/

сом круга сходимости, то 2

Чтобы показать справедливость противоположного неравенства,

возьмём любую точную из В сх И) и убедимся в том, что хе

£ в(ха,£%Вставим мевду^ и ix-xj число г. В силу сходимости

P^a L апгП последовательность {аягл) ограничена.Пусть

L - её верхняя граница. Тогда

я-лу *А.п. 1^1 ,

I _т / Х~£С /
^

и так как ряд -р£ п у сходится (в чём нетрудно убедиться с

помощью признака Даяамбера), то ряд £ п- ду
. !х-хаГ

также сходится, то есть хеЗ схо,£').
Для завершения доказательства следствия осталось лишь

заметить, что степенной ряд сходится равномерно в любом замкнутом

круге В (хоУг'), где £ , и воспользоваться доказанной тео¬

ремой.

Используя последнее следствие, можно выписать производные

функций, введённых в прошлой главе: (схрхУ ~ ехр сх) ,

(smz!) = cosx
f

(cosx)* =- jinx ,
и т.д.

5.2. Только что мы убедились в том, что функция у ,

определённая на промежутке (а, 6) в JI ив окрестности каждой

точки х из са,6), представимая в виде J:x ^-£ а сх-хо)711°
71=0

имеет производные любого порядка (иначе говоря, бесконечно

дифференцируема). А нельзя ли заключить обратное, то есть если /
бесконечно , дифференцируема на са, 6) и хоес<2,6)9 существует
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ли последовательность {а% схв)} , такая, что J; х

ап (х-х0)я в некоторой окрестности точки х0 ?

Оказывается,ячто нет. Преаде чем рассмотреть соответствующий пример,

заметим, что если для у нашлась {аасхо)}, то ап схо; - ’

в чём нетрудно убедиться последовательным диффереш^рованием у
в хо. А теперь определим функцию j , если х*о

о , если х = о

{xeR ). Она имеет в нуле производные любого порядка, причём

все они равны нулю, а функция ненулевая в любой окрестности нуля,

то есть в этом случае последовательность {ап со)} указать

невозможно. Тем не менее, можно ввделить условие на функцию /, в

случае выполнения которого гарантируется представление у в

виде суммы рада.

ТЕОРЕМА 2(5.4). Пусть/ бесконечно дифференцируема на

(0,6). Предположим, что существует постоянная А такая,что

lJCmcx)j d fln-гг1 схе са,6)). Тогда для любого хо е (а,6)
можно указать такое & , что j имеет вид

у.. * F сх.х}
№1ях£всх0,£)пса,б). £> к! °

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Согласно формуле Тейлора с остаточным

членом в форме Лагранжа (см.2(4.4)), в промежутке [хо1х) (где

хе(х0,6)) можно указать такое £ , что

** г&К . rCnK*s

b(&j№>-L —уУ (*-я/= tT^-U-X')n .

к=о
п п £

По условию икееы fx-xj”: Так как <?"*-£ JT~ ’

u7*/t •Х' к-о

то —- <г при х>о
, откуда

п.'
й • Т11 п . ц

’/*-*1 * (й <2- /х-х0!)п

Пусть£ таково, что й-g-ix-xjпри 1Х~Х,01*&.
Тогда Ляг г сх)=о для таких х » то есть J(x)=Z сх) сх-х0)\п4

ho к!
если /х-хо! * £ .

ЗАМЕЧАНИЯ. I. Справедливо и утверждение обратное к

сформулированному в теореме.

2. В качестве числа & , фигурирующего в формулировке
теоремы, можно взять любое Я , удовлетворяющез неравенству ^

•
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ПРИМЕР. Рассмотрим функцию J:x
— (X+D* (х,<*еЯУ Её

производные легко находятся: JcI:)cx) = <*(<*.-!)... CoC-UJ)U+xfк06оз-
<*(<<-/)... (Ы.-1+0 „Ь . г хг* к

начим — через С и образуем ряд £ С х .

к! <*
ho

*

По признаку Даламбера (см. 2(7.2)) этот ряд сходится абсолютно

при/х/^/ и расходится при 1X1 >1 . Можно показать (попытай¬

тесь проделать это)х\ что у удовлетворяет условиям предыдущей

теоремы с £sf .Из этого можно сделать вывод, что при /xi+l

функция у представима в виде ряда/(£)=£
''(<и' ^ хк •

к^О Ь ■

§ 6. Функции промежутка

Этот параграф можно считать преддверием к определению

интеграла. Здесь мы выделим важный класс функций - заданных на

ориентированных промежутках числовой прямой - и обсудим некоторые их

свойства.

6.1. Иод ориентированным
промежутком мы будем понимать упорядоченную пару элементов из Я.
Ориентированный промежуток будем обозначать символом ^а,Ь> , где

а, 6 - соответственно первый и второй элементы пары (а, 6). Каждому
<а, 6> поставим в соответствие его носитель 1*а,Ь>1
следующим образом:

I [6, аесли Ьё а.

Множество всех ориентированных промежутков обозначим через

Пусть промежутки <а,6>% < o,dy таковы, что 1>=с.

Тогда промежуток <a,dy называется суммой промежутков

<а,Ь>, *c,d> , при этом используется обозначение <а,Ь> +

чг ahd>. Если *а,6> е ф , то, по определению,

-<а,6> =<6,а>. Обратим внимание на то, что, во-первых, сумма не

всегда определена и, во-вторых, нет коммутативности.

Как правило, мы будем рассматривать такие лишь промежутки

<а,&> , у которых <2,6 лежат в некотором фиксированном про¬

межутке / числовой прямой. Совокупность всех таких промежутков

<а,6> обозначим через р
Числовую функцию Ф , областью определения которой является

х) В § 7 это будет получено из других соображений.
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некоторое подмножество в р , будем называть функцией

Сориентированного) промежутка и

говорить о ф как о функции, заданной на функцию ф назовём

аддитивной # если для любых < а, 6 у , * Ь, с у

таких, что а, 6, с лежат в / , выполнено соотношение

ф(<а,е>) = Ф (<а,Ь>) +Ф(*Ь,е>).
Приведём пример аддитивной функции промежутка. Пусть Н -

числовая функция, определённая в точках промежутка I. С ней можно

связать функцию, заданную на р2. Эта функция, обозначим её //#,
получается из Н следующим образом: IИ](<а,Ь>) = Н(Ь)-Н(а)

(<а,6> el). Докажем аддитивность///;. Действительно, если

а,Ь,ее1, то

[К] (<а,6>)+[Н](<6,е>)= Н(Ь)-Н(а)+нсе)-Н(6) - [Н] (<а,су) .

1. Пусть Ф - аддитивная функция, заданная на Ц. Тогда

Ф(<а,а >>о,Ф(<6,а >; -
- Ф(*а,6у)%ля любых а, 6 из /.

Доказательство следует непосредственно из определений.

2. Всякая аддитивная функция, заданная на *р , порождается

функцией, определённой на I.

Действительно, пусть Ф задана на *pz и ха - некоторая

точка в/. Определим Н х -Ф (< х9хо» (xel). Тогда

1Н]«а,Ь»* Н(6)-Н(а) = -Ф (*6, хо>) + Ф (<а,хо >) - ф (<а,Ь>)ч

что и требовалось.
Таким образом, оказывается, что рассмотренный выше пример

универсален в том смысле, что все аддитивные функции промежутка
получаются из функции точки указанным в нём способом.

3. Пусть Ht,Hz
- функции, определённые на I. Тогда

[Н,1-Щ]*£НгН£] a

В самом деле, если а,Ь el 9 то

(lH,l-lHi})(<a,by) -- [Н,1 [н&](<а.6>)= Н'ф-Н'йо-^ (бЩф
= (*,-*£((>) -

СНгНг)(а) -[НГН&] (4а,Ьу).

4. Пусть - такие определённые на/ функции, что

Тогда разность постоянна*

Действительно, имеем о*[Ц]~ [нл] *
, то есть
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П-Н1 порождает нулевую функцию на Предположим, что в/

нашлись хч у, для которых (Ц-н^ШФсн-н^су). Но тогда

(*Х,у>)Ф 0, что невозможно.

Таким образом, функции, определённые на / и порождающие

аддитивную функцию промежутка Ф на ^ , отличаются одна от

другой на константу. Указанный факт позволяет задавать функцию

промежутка, используя одну функцию точки (произвольную среди всей

совокупности функций, порождающих Ф ). Иначе, вопрос о нахождении

функции промежутка сводится к нахождению одной из функций, её

порождающих, Это соображение в дальнейшем будет неоднократно

использовано.

6.2. Пусть Ф - функция промежутка, заданная на Будем

говорить, что она непрерывна в точке х из / , если

lim Ф(<X,x+h>)=0.
^0

I. Пусть функции Ф,Н таковы, что [Hl-Ф. Тогда Ф

непрерывна в х из/ в том и только том случае, если//

непрерывна в х.

Действительно, поскольку ф (<сх, x+k»=Н (x+h) -Н(х), то ф

непрерывна ъх тогда и только тогда, когда кт (н (х+h)-Н(х))=0,
что и требовалось,

В случае существования ,
кт &с<х' назовём его п л о т-

т А*о, Aito
v
А -

ностью ? в точке х и будем обозначать символом d<P (X) .

2. Пусть фуН таковы, что Щ]- Ф. Тоода£ имеет

плотность в точке хel в том и только том случае, если Н

дифференцируема в х .При ЭТОМ Н,(Х)^с£Ф(Х').
Доказательство очевидно.

3. Пусть Ф - аддитивная функция промежутка, заданная на

Д. и непрерывна в точке х из/. Тогда кт Ф (<а, xthy)~ Ф(<а<х>)

(all). h~°

В самом деле, по аддитивности Ф имеем Ф (<a,x+k>) =

= Ф(<а,х» + Ф (4xyx+h>) и, в силу непрерывности, &тФ(кл

x+k>)=o. k*°

5.3. Рассматривая функции промежутка, мы ограничивались

такими ориентированными промежутками <о.,6у , что й.ЬеЦ .

Можно совершенно так же дать определение ориентированного

промежутка и его носителя и в том случае, когда а, Ь
^

- точки из М.
Пусть Ф - функция, заданная на £> , где IcR. В этом случае

также можно говорить об аддитивности и непрерывности Ф, оставляя
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в силе прежние определения. Разве что нужно добавить, что Ф

непрерывна в точке +<>° , если кт Ф(<сх,+*о»о.Ш вот говорить

о плотности Ф в бесконечной точке мы не можем. Это и есть

единственное отличие бесконечного едучая от конечного.

§ 7. Определение и общие свойства интеграла

7Л. Пусть j - числовая функция, определённая на

промежутке/ в Я. Аддитивная функция Ф # заданная на р называется

неопределённым интегралом функции у,
если выполнены следующие условия:

1) Ф непрерывна на I;
2) в основном на/ существует йФ равная у
Тот факт, что Ф есть неопределённый интеграл от у ,

записывают в виде Ф-JJ (или Ф sJj-cx)dx ). Последнее обозначение

оказывается особенно удобным в тех случаях, когда у является

функцией более чем одного переменного и надо выделить, по какой

из переменных ведётся интегрирование. Иногда для неопределённого

интеграла будем использовать обозначение L j с целью подчеркнуть,

на каком промежутке проводится интегрирование.

Функции у, для которых можно указать неопределённый
интеграл, назовём интегрируемыми (на / ). Интеграл,

полученный по излагаемой здесь схеме,будем называть (в отличие от

других) интегралом Ньютона.

Если <а,Ь> - некоторый элемент ^ * то значение Ф
на <а,6> называют определённым и н т е г g а

лому на промежутке <а,6> и обозначают Г/ илиJjcxjdx.
Пусть Н - определённая на / функция такая, что Ф=а[Н],

где Ф . Тогда Н называется первообразной

функции у. Заметим, что Н является первообразной функции у в

том и только том случае, если

1) Н непрерывна на I;

2) в основном на / существует Н'сх), равная угх;.

+) Напомним, что некоторое свойство функции выполнено в Ьсновном

на I
, если можно указать не более чем счётное множество £

в / такое, что свойство справедливо в точках из 1'Е.
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Кроме того, первообразных функций у много, однако все они

отличаются одна от другой на константу. Понятно, что знание хотя бы

одной первообразной у позволяет полностью определить её интеграл.

ТЕОРЕМА 1(7.4). Пусть j интегрируема. Тогда её интеграл

единствен. -

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что ^ Г/У , »

и докажем, что ф - ф . Обозначим через Et ,
такие

не более чем счётные подмножества I , что с1Фсх) =J(x) для

хе1'Еп4Ф&сх)=}(х) для jrРассмотрим разность V -Ф-Ф^.
Пусть Н - такая функция на I , что [Н]= Ч* . Во-первых, Н

непрерывна и, во-вторых, Н'(Х)=0 для точек хеЬ (Е^Е^, Тогда, со -

гласно признаку постоянства функции (см. 1У.2.2) Н постоянна на

I , поэтому ¥=О , то есть s
.

I. Пусть f/9f - интегрируемые на / функции, я,/и -числа.
Тогда функция у у t/ufa интегрируема, при этом

-Д */“■/£ ■

Возьмём первообразные Ht , Н2 функций у f j и создадим

сумму � Она непрерывна на I , кроме того, её про¬

изводная Н' равна +/ujz в основном на Н
.

Тем самым Н

первообразная у , при этом

*h */“А - л-(Ht (6) -Ht са)) + /u(H£ (6)-Н£ СО» =

с а 6
- ЛН: (6) t/и Ht(b)- (XHt СФ+/и Нг(ф) - H(t)-НСа) -Jу

а

для любых а,6е I , что и требовалось.
7.2. ТЕОРЕМА 2(7.4). Пусть у

- вещественная

интегрируемая на I функция такая, что в основном на I.

Тогда если а,6е! ,
то J j-У/О.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Н - первообразная у . Тогда, по

условию, Н'(х) т>о в основном на I и, по признаку монотонности,

И. - возрастающая. Тем самым у / - Н(Ь)-НСа) ъ О.

СЛЕДСТВИЯ. I. Пусть у ,
- такие вещественные интегрируемые

на I функции, что у * в основном на I Тогда для любых а,6
из I таких, что 6 » выполнено уу zуу^

Доказательство вытекает непосредственно из теоремы 2 и

предложения I.
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2. Пусть у
- интегрируемая на I функция и

некоторый элемент из р Предположим, что

Ст,МеЦ) в основном на 1<а,6>1 . Тогда _ // +^.

Заметим прежде всего, что если А постоянная наI

функция, то есть h(x)=c (xel). , то Jк =с(6-а) для любого

<а,Ь>£Ц. Далее, применяя следствие I ^неравенству ^(х)4}(х)4
^^2{х) ’ где у ; х ш

}д j :х >-+-/4 (хе]7aJ>\), получаем

т (6-а) ^ М'(&•&)'
что и требовалось. £

3. Пусть у, А - интегрируемые на I функции, причём к

неотрицательна на I , а у непрерывна на некотором промежутке

Hfo] ^ лежащем в /. Тогда существует [ такое, что

1 ОбознаяЗозначим соответственно через т9 М наименьшее и

наибольшее значения у на промежутке [oL,jb] . Так как к сх) уо

(xe[dLtjbl)^ то fim hcxujcxyficx)*M fi(x)4 и по предыдущему следствию

имеем т-jfi4 Jу-A А- Если k-o в основном на [ei.jbi, то

//А -/А - 0,
^

и утверовдение справедливо. Если же к(Х)>о для
л. et / я

более чем счётного подмножества в то J п>0, откуда

771 4 А. г < У7 •

ТгГ
Так как тя, TV - значения функции у и она непрерывна, то в

некоторой точке f из /<уЗ; она принимает значение f<p =

,п±, а это и требовалось.

d 4. Пусть у - интегрируемая на 1 функция и Ф - её интеграл.

Если в точке х из I функция у непрерывна, то d<P (х)

То есть плотность Ф в точке х равна jcx).
Мы должны, задавшись произвольным 6>о9 найти такое д>о,

что /
" -усх)/ <£ , если только /А/ *д. В сш*у непре-

рывности у , по d можно найти такое д , что /у сх+А.)-/сх)1+г
для ltil<6 или -6+}(Х)± f(x+k)46+jcx). Обозначив m=-f(x)-£,

+) Напомним, что /<а,£>>1 - замыкание носителя промежутка
<а,ь>, то есть —г/<я6/, если а*ь

Ка, >1
если Ь^а,
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Ф«Х,Х^кУ)
M*J(x)+6 и применяя следствие 2, получаем гп*

д
^

4Следствие доказано.
ТЕОРЕМА 3(7.4). Пусть j - (комплексная), cj

-

вещественная интегрируемые на I функции такие, что Ifl&P 9

основном на I. Тогда если а*Ь, то

Г Л
a O' f

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть //il=J/, IL]sJ<j .то есть Н (х)-

=■ J сх) , l!cx)=cj(x) в основном на /. Тогда, по условию, /Н'сх)!*

^ V сх) в основном на и, в силу теоремы 2(2.4), имеем

IH(6)-H(a)ldL(6)-L(a) для любых а,6 из 1 таких, что а*В>.

Теорема доказана.
ЗАМЕЧАНИЕ. Теорема, конечно, справедлива и в том случае,

когда у принимает вещественные значения.

7.3. В этом пункте речь пойдёт о способах нахождения неоп-

ределенных интегралов.

ТЕОРЕМА 4(7.4). Пусть j - интегрируемая на I функция и

Н - её первообразная. Пусть есть также такие промежуток

J и функция if , что

1) if непрерывна на J и if[J]cl;
2) tf дифференцируема в основном на J7 ;

3) (f'1[ЕIs £, не более чем счётно

(здесь £ - такое подмножество в I , что H'(x)=jcx)
для хе!'£) .

ув ф)

Обозначим к = • у'. Тогда / hsj / c<*,jbeJ).
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим непрерывнуюна J7 функцию О -

=H*tf. Из условий теоремы можно усмотреть, что О- дифференцируема
в основном на J , и тех точках t из 3 , где

оне^ существует. Таким образом, О -первообразная для к и

fk=G(p-G<st)=H(tf(p)-H(L[CdL))*\ у, что и требовалось.
ЗАМЕЧАНИЕ. Эту теорему^называют формулой замены переменной

в определённом интеграле.

ТЕОРЕМА 5(7.4). Пусть и,о- функции, определённые в

основном на I такие, что

1) существует непрерывная на I функция Н такая, что

а в основном на I;

2) в основном на I функции и, о- дифференцируемы;

3) на 1 существует один из интегралов /и'<г,/исг!
Тогда существует и второй из этих интегралов, при этом
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Juv' - iHl-Jи a.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, Предположим, что функция и'& интегрируема
на / и обозначим fu'w-lLJ. Рассмотрим разность в-H-L. Эта

функция непрерывна на / , ибо Н,1 непрерывны. Так как

н'гЖ+иЫ в основном на / , то функция G дифференцируема в

основном на 1 и G'cx)- шх)- а'сх) Итак, G - первообразная для

а а , поэтому [G1-IH-L] - LHJ-LL1 ,
а это и требовалось.

ЗАМЕЧАНИЕ. Результат доказанной теоремы называют формулой
интегрирования по частям.

СЛЕДСТВИЕ. Пусть у имеет на/ конечные производные, до

порядка п включительно, ъ х х - точки из /. Тогда
*

х

г г'
1 1 ( гСПЬ±\,

}cx)-j(x0)*f(xo) (Х-Х0)7/ схвнх-х0) +^rj/ <*>(*$ dt-

В^самом деле, при п=1 требуемое равенство имеет вид J(x)~
f и выполнено по определению интеграла. Пусть оно

выполнено для ‘некоторого к^п, Тогда, применяя доказанную теорему с

U:t~fCl)(i) ,
(X-tf del), ПОЛУЧИМ

X ck) к-1 / rk") к I ck+l) £

Jj- (l)(x-t) dt -
—

j (X0)(X-X0) +
- jj Ct) (x-t) dt

Xo *

и, подставляя в равенство
X

' ’ /Ы)(х0) U,I с ci) Ы
' ,

. /, У (x0) Us

—Jf d)cx-t) di -Jcx)-j(x)-(jcxjcx-xj*...* сЫ)1
-cx-xj J,

l (к) к \ 'f ck-fl) %
'

77/ cx'V Jf л "

cl

получаем следующее
11 J О' И w

^ f^cx.) Ы

-JCX)-JCXJ-(j'cx0)(x-xo) + ...+
■

(Ш

*

CX-XJ ) .

To есть, предположив справедливость требуемого равенства для

некоторого к<п мы убедились, что оно верно и для 1с*1 .

Доказанное следствие называют формулой Тейлора с остаточным

членом в интегральной форме.
ЗАМЕЧАНИЕ. Вернёмся к рассмотрению^фун^ции J-X (1+х)

(см. 5.2) и оценим разность ^(х)=}сх)-£ i—M.x* , используя
Ьо к[
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предыдущее следствие. Запишем её в виде

X 1 п
I Г л оССЫг0...6*-п)Г л л,Л

rKW-.-Jei(*L-i).,.{ac-n) 0+t) (x-t)dt: —

J(Udx) r—-Jxd9=
о о

=*-cJ, xnJ(тш) de-

1-0 !

Отсвда* поскольку : 4 1 при -1 *х<с 1, имеем

я
1

cLl

lr (X)и !°и • c*_t /xlaJ(1+вхj* <±в.
.

'

О TL „

Нетрудно убедиться в том, что Jim ■ дг/^о при /х/*1 , тем

самым и кт /г-псх)!=о, Итак, при ixi^i и любых <*£& функция

у представима в виде суммы ряда.

§ 8. Условия существования интеграла

До сих пор мы вели речь об интегрируемых функциях, не касаясь

вопроса о том, какие свойства функции гарантируют их

интегрируемость. Далее будет показано, что непрерывные функции интегрируемы,

и этого обстоятельства вполне достаточно во многих случаях, поэтому

мы не будем заниматься выяснением обширности класса интегрируемых

функций, тем более что задача эта, по-видимому, удовлетворительного

решения не имеет.

8.1. Презде всего, сделаем одно очевидное замечание. Пусть

у интегрируема на I и 1а - содержащийся в I промежуток.

Тогда у интегрируема на 1о и её интеграл по / -

сужение на /

интеграла по /.

I. Пусть функция у интегрируема на промежутках 1/912-
Предположим, что /- / и 1£ - промежуток и 1{п1^Фф. Тогда у
интегрируема на I,

Рассмотрим случай, когда /, nlz=x0 - точка. Среди

первообразных функции у на промежутках /, ,выберем такие Н, ,

что И, (хо) ■= Н&(хо\ и определим функцию К на 1 следующим образом:

Н хЛте0Ш Так определённая Н непрерывна

1Н/х\еош
и является первообразной функции у на промежутке /.

Тот случай, когда / п 1г состоит более чем из одной

точки, легко сводится к рассмотренному.
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ЗАМЕЧАНИЕ. Пусть х0>х1%..., ха - конечный набор точек

промежутка [а,6] такой, что а = х0 *х, ^ *
хп = 6 . и

функция у интегрируема на каждом [х., x.HJ (i=o,i, ...,п-1).

Тогда у интегрируема на I.

Доказательство получается многократным применением

предложения I.

2. Пусть функция у интегрируема на любом замкнутом

промежутке, содержащемся в I Тогда у интегрируема на /.

Доказательство очевидно.

ТЕОРЕМА 1(8.4). Пусть 1=[й,6) и у - функция,
определённая в основном на / и интегрируемая на этом

промежутке. Предположим, что существуют такие точка оС .из I и

функция F , определённая в основном на

что F интегрируема на 1о
-

цы, Ь] и, кроме того9/J(x)U
d F (х) в основном на 1о. Тогда функция у интегрируема
на Т =[а, 6].

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим [HI -/у, [L] F.

Мы должны доказать существование функции Н
, являющейся

первообразной для функции у на 7.

Докажем прежде всего, что существует кт Я
. Пусть

уЗ f€l р<р Так как i}(x)l* Fcx) в осно^юм на I
,

то

или !Н(р-н(/*>)!dlep -L(jb). Если то

fH(Y)4i(A)ULM’L(ry то есть для любых Д/ из / справедливо
/ Кф-&(?)! *ILW-L(A)I С*У

Поскольку_£ - первообразная для F на [oLtb] , то L

непрерывна на 1о , тем самым fcmL=L(6). Согласно критерию

Коши (теорема 3(4.2)), для любого 6 >о можно указать такую

окрестность , что !L(xf)- L(x*)! *6 для x',x,feV.
Но тогда, в силу (*), /Н(х’)-Hex*)! <6 для тех же х[ х‘ и,

вновь по критерию Коши, существует tim И
. Рассмотрим теперь

функцию сх), если xel, ^тщя непре1ывна,
1&тН, если х =i>.

и в основном на J выполнено Н. (х) -J(z) , то есть Я -

первообразная для у на Т. Таким образом, у интегрируема на Г и

1 ЗАМЕЧАНИЕ. Интеграл J7 у функции у из предыдущей
теоремы называют несобственным интегралом.

191



7.2. TEOFBMA 2(8,4). Пусть {fn)
- последовательность

функций, определённых в основном на промежутке / в Я.

Предположим, что

1) fn интегрируема на / и Спей);

2) существует в основном на / функция у такая, что

/л
~

У в основном на I.

Тогда для любых dAel существует кт
fi> /9

х/' '

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Заметим, что в силу предложения 2 можно

1 считать замкнутым. Пусть i=[a,6i . Рассмотрим первообразные

нп -у~У /п • Так как

Ч W{я-f(т /-JJ-!fa>
а а а

(здесь S>(JnJm)=sapi}rL(x)-fmcx')l ), то {Нпсу)} сходится в каждой

точке и из I. ^боозначим Н:Х — кт НСX)-
1 П+оо

rL

Согласно условию 2 теоремы, последовательность {Н'п)
сходится равномерно в основном на [а, 6] к функции у. А тогда мы

оказываемся в условиях теоремы 1(5.4), из которой следует, что н

дифференцируема в основном на [а, 6] и её производная в основном

на [а,Ы равна у , то есть н. - первообразная функции у.
Последнее же означает, что

A A d А

JУ - Н (t>)-H(CL) - Um J Ь*71 /У - J
d a a ai

для любых из L Теорела доказана.
ТЕОРЕМА 3(8.4). Непрерывная на промежутке I вЯ функция
интегрируема.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 1=1а,В] - замкнутый промежуток. Так

как постоянная функция интегрируема на / то, по замечанию к

предложению 1(8.1), всякая кусочно-постоянная на/ функция

интегрируема. Для доказательства теоремы осталось лишь указать, что в

силу следствия 2 к теореме 6(2.3), существует последовательность

(hi кусочно-постоянных функций, равномерно на I сходящаяся

к у , и воспользоваться предыдущей теоремой.

Г/ , причём
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8.3. ТЕОРЕМА 4(8.4). Пусть I - замкнутый промежуток в

Я , на нём определена непрерывная функция у и Ф -

аддитивная функция на р . Предположим, что существуют

три числовых семейства
, {£й}

такие, что

1) для любого й из р имеют место неравенства

т&~Ш'Мй ' Ъ*/лп **;
2) для любого б>о можно указать такое 6>о ,что

М-т если !ЛШЫд.
& А *

Тогда

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Ф = [Н] . Нам достаточно доказать,

что H'(x)=j(x) (хеТ) . Обозначим j =<х,х+к> и, задав-

шись положительным числом 6 , будем оценивать разность

Заметим, что из первого условия теоремы следует неравенство

/—г №1**й-тл ’

а в силу второго можно найти такое d , что М-т+6 при
' А о

lhudt . Привлекая теорему 6 (2.3), найдём д&>о такое, что

/Jcx'i-Jcx'JI-tS при (x'7x?£l). Тогда для к,

удовлетворяющих неравенству д - ттсб^д^ , выполнено

!H(xf'H(x)
что и требовалось.

СЛЕДСТВИЕ. Пусть I - замкнутый промежуток в Ц.

Предположим, что непрерывная на/ функция у и аддитивная функция Ф,
заданная на Q , таковы, что

ФГА)

ini_ JW *
-ТТТу * sup усх)

хе/л/
'

Хе/й!

для любого й € . Тогда Ф =fJ .

х) Через л здесь обозначена функция промежутка, порождённая

функцией А.х+х сxel).

193



Для доказательства построим три семейства {т^ , {Мй}ч

{£&} ^€^z), о которых идёт речь в условиях теоремы.

Положим т =гп1 }(х) , // = Sup 4(х) , /
- произвольное число из

/3/.
Л .Г£7Я/

4

Ясно, что первое условие теоремы удовлетворено. Выполнение

же второго непосредственно следует из теорем Кантора и Вейерштрас-
са (см. следствие I к теореме 3(2.3) и теорему 6(2.3).

ТЕОРЕМА 5(8.4). Пусть I - замкнутый промежуток в />,
на нём определена непрерывная функция J и на ^ задана

аддитивная функция Ф. Предположим, что существуют два

семейства {§й} , {гй) такие, что

1) Ф(4)*/С(л)-А(Ю + гй <^£/л/ , лер;);

2) по любому £ >0 можно найти такое д>о ,что /
при цсл)ид.

Тогда Фж]1} ■

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО можно провести аналогично доказательству

теоремы 4.

§ 9. Некоторые применения интеграла

9.1. Пусть Г:1 <Я , где I - замкнутый промежу¬
ток в R . Для каждого t точка F&) есть пара (А у) , где

х,аеЦ. Тем самым на I определены две функции: tj> :t х и

ф: t
у (tel) • Если y,cfj непрерывны, то пару cFJ)

назовём путём . Обозначим, для краткости, значение F(t) через

Если I =[а,Ы, то яа
- начало, - конец пути (FJ).

Путь, у которого ха = £ , называют замкнутым.

Пусть t(?7t1,- конечный набор точек из I ,

причём a=t ^... -Ь • Такой набор будем в дальнейшем называть
о / п. п

разбиением промежутка / . Обозначим V(?J)=£p&. ,£.),
i=I' П i

где <T=Ci . t ) а р (%\я') - расстояние между х\я'.
о * > п. 7 s

4 ЛЕША. Пусть разбиения Т, €' таковы, что получается

из € добавлением ещё одной точки. Тогда Vc€,I)^ V(?'I).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Точку разбиения <Г'
, не лежащую в <Г, обозна¬

чим через {' и предположим, что . Тогда в V(€j)

194



и V(*in все слагаемые, кроме одного, окажутся одинаковыми,

причём в V ст,1) таковым окажется слагаемое fi(2t ,Zt),
а в V - такое ; р(%ь рсНо, ш/~известному

свойству расстояния, р(Я ,*.)£ рея ,%,,)+реяпя.) » тем самым,
t-i zi J ti-j t j i tL

Vc€tI)4 Vc<tJ) , что и требовалось.
Длиной пути cF,I) назовём число 3 = зир(V &J)} t

где супремум берётся по всевозможным разбиениям промежутка I.
Если

ss конечно, путь CFJ) назовём спрямляемым .

Путь cFt Го) » где 10 - замкнутый промежуток в I , назовём

сужением пути (FJ) на 19,

I. Сужение спрямляемого пути cFfI) на любой содержащийся

в I замкнутый промежуток спрямляемо.

Доказательство очевидно.

Определим на р функцию

/'*»• вс" ^
«+.».

\~s[p°a, если

Ясно, что если CFJ*) спрямляем, то $ ограничена*

ТЕОРЕМА 1(9.4). Функция S аддитивна.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть & =*а,£» , =*6,0, А-А+А^ ca,b,cel).

Можно считать, что а<Ь<с. Возьмём разбиение ^ промежуткам^/,
разбиение ^ промежутка /д^/ и составим из них разбиение

промежутка /37. Ясно, что Vc^jTj) + VC?2, SCA).

Отсюда для любого -f; справедливо, V(?j,/7£l)4 SCA)-v(fz ,/3^/Л
поэтому зсд,)*s(A)-V<r£,/7!j). Аналогично, Vtf&j&j)dscA)-S(&t)i и

окончательно SCA,) + SСА£ 4 SCA), С*)

Ещё проще получить противоположное неравенство. Поскольку

Vcf,lIl) = VctnW) + vc€z, iT&D ,
то Vb Ш)4 scaf)+scAz), отсюдя

SCA)4SCA,)+S(&£ . Теорема доказана.

ТЕОРЕМА 2(9.4). Предположим, что cf, Lp дифференцируемы
на/ Тогда $(1) =j ^(ipa))2 + (fa))£.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Поскольку

pat ,2.t)=-/(if(tirl)-if(tl))SL+(y(tH)-y(tjf
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(по определению расстояния в Я& ), применяя теорему Лагранжа к

функциям у, ф на промежутке ftH, t.j f имеем

Введём следующие обозначения:

,
/ - inj d/W X -supл

ит
А
t€nr

й term

- н> -- At+lf-

Тогда «, -1._{) 4f> (ihi d-t._{).

Просуммировав почленно эти неравенства по L, получаем

тАШ)4 V(ЪШ)^ МА-М\откуда тА-ла) 4 sc&) 4Ма-АС&) и, наконец,

т£— 4М Кроме того, из определения т.,Мл ясно, что
* лШ л

•

Для любой точки £ из /4/

Воспользовавшись неравенством ^(a+6)z+«!+d)b4 /а*+а£' t/3£+d*

(доказательство которого предлагаем провести самостоятельно),

получим

Далее, применяя теорему Кантора к функциям tf‘, мы по любому
£Ю можем выбрать д>о так, что Кй-1сй ^<£,

как только 1Л(й)1 £д, а тогда М -г*й ^6 .

Итак, мы показали, что находимся в условиях теоремы 4(7.4).
Воспользовавшись её результатом, получаем

6
^

3(1) =J )/(</W)2 +(f(i)F.
а
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