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Предисловие ко второму изданию

Настоящая книга посвящена стохастическим моделям и методам,
которые используются в радиофизике и оптике, и анализу случайных
колебаний и случайных волн в линейных радиофизических и оптиче-
ских системах. Отдельный том будет посвящен изучению случайных
колебаний и случайных волн в нелинейных устройствах. Объединение
в одной монографии двух разделов физики (оптики и радиофизики)
диктуется не только общей электромагнитной природой волн, но и общ-
ностью методов и подходов, применяемых для решения стохастических
проблем в этих разделах.
В 1981 году была опубликована наша книга с близким названием

«Введение в статистическую радиофизику и оптику» (Наука), где сто-
хастические задачи в радиофизике и оптике рассматривались с единых
методических позиций. С тех пор класс решенных радиофизических
и оптических стохастических проблем существенно расширился. Ска-
занное в полной мере относится как к линейным, так и нелинейным
задачам.
Мы используем классическое описание колебаний и волн. Хотя за

последние десятилетия удельный вес задач, требующих привлечения
квантовых методов, значительно вырос, тем не менее классический
анализ источников излучения с неклассическими свойствами в ря-
де случаев оказывается плодотворным. Так, например, формирование
квадратурно-сжатых состояний можно интерпретировать с классиче-
ских позиций, что позволяет снять «ореол загадочности» с этого
эффекта. Предлагаемая монография является переработанным и до-
полненным вариантом первой части (глав 1–4) нашей ранее опубли-
кованной книги. Среди дополнений особо выделим изложение томо-
графического принципа определения двумерной функции распределе-
ния, метода Фейнмана интегрирования по траекториям применительно
к распространению случайных волн в неоднородных средах, эффекта
Тальбота для случайных импульсов, анализ дислокаций случайных
вихревых пучков и эффекта Вольфа.
Книга содержит 10 глав. В главе 1 рассмотрены статистические

характеристики случайных процессов. Применяемые наиболее часто
в радиофизике и оптике гауссовский, пуассоновский, винеровский и те-
леграфный случайные процессы изучаются в главе 2 «Основные модели
случайных процессов». Другие не менее важные для радиофизики
и оптики случайные процессы обсуждаются в главе 3. Методы анализа
случайных процессов, описываемых стохастическими дифференциаль-
ными уравнениями, изложены в главе 4. Глава 5 имеет дело с матема-
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тическим описанием линейных систем и их откликом на воздействие
шума. В главе 6 представлено общее описание случайных полей и волн.
В главах 7 и 8 рассмотрено распространение и компрессия коротких
импульсов со случайной модуляцией в линейных средах с дисперсией
второго и более высокого порядков соответственно. Распространение,
дифракция и фокусировка волновых пучков со случайной поперечной
структурой обсуждаются в главе 9. Наконец, в главе 10 изучается
взаимовлияние случайных временной и поперечной пространственной
модуляции пучка при распространении.
Книга предназначена для научных работников, имеющих дело с ис-

следованием случайных колебаний и волн разной физической приро-
ды, а также может быть использована для подготовки бакалавров,
магистров и аспирантов, специализирующихся в радиофизике, оптике,
нелинейной и волоконной оптике, лазерной физике, спектроскопии.
Книга издается при финансовой поддержке Российского фонда фун-

даментальных исследований, за что авторы искренне признательны
руководству РФФИ. Авторы глубоко благодарны директору ФИЗМАТ-
ЛИТ М.Н. Андреевой за благожелательное отношение, Д.А. Воро-
бьёву за большой труд при подготовке рукописи к печати, а так-
же С.Ю. Спиглазовой за изготовление иллюстраций.

Ю.Е. Дьяков
А.С. Чиркин

Москва, май 2009 г.



Из предисловия к первому изданию

. . . После создания лазеров и быстрого прогресса физики нелиней-
ных волновых процессов облик радиофизики существенно изменился.
Прежде всего существенно возрос удельный вес волновых задач; это
в первую очередь связано с тем, что практически все устройства лазер-
ной техники являются волновыми системами. Такие разделы линейной
и нелинейной статистической оптики, как интерференция и дифракция
частично когерентного света, оптическая фильтрация, статистические
явления в оптических преобразователях частоты и т. п., имеют для
современной радиофизики не меньшее значение, чем традиционные за-
дачи о фильтрации и преобразовании случайных сигналов в линейных
и нелинейных системах с сосредоточенными параметрами.
Обращение к новым принципам генерации, усиления и преобразо-

вания колебаний привело также и к резкому росту значения чисто
физических задач в современной радиофизике. Достаточно сказать,
что сейчас в радиофизике двухуровневая квантовая система заняла
такое же важное место, как и классический колебательный контур.
В теоретической радиофизике все шире используются методы кванто-
вой теории поля, физической кинетики и т. п.
В предлагаемой книге сделана попытка отразить эти новые тен-

денции; в частности, мы старались в гораздо большей мере, чем это
делалось раньше, учесть интересы радиофизиков, специализирующих-
ся в области лазерной физики и техники. Необходимость ограничиться
при этом более или менее стандартным объемом однотомного руковод-
ства поставила ряд трудных проблем, связанных с отбором материала.
Мы отчетливо понимаем, что в ряде пунктов наши решения окажут-

ся спорными; естественно, что в определенной мере здесь проявилось
и влияние собственных научных интересов авторов.
. . . Главный акцент в предлагаемой книге сделан на рассмотрении

случайных колебаний и случайных волн в линейных и нелинейных си-
стемах; подавляющее число рассматриваемых примеров связано с элек-
тромагнитными колебаниями и волнами.
В ряде случаев мы считали важным не ограничиваться схематиче-

ским описанием явления; поэтому в книге довольно много эксперимен-
тальных графиков и т. п.
Изложение теории случайных функций проведено на «физическом»

уровне строгости и, учитывая сделанные выше замечания, довольно
конспективно.
Мы стремились изложить этот материал таким образом, чтобы,

по возможности, облегчить читателю практическое его использование.
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Вместе с тем в книге значительное внимание уделено изложению
теоретических методов, широко используемых в настоящее время, но
недостаточно освещенных в учебной литературе, в особенности стоха-
стических методов решения нелинейных дифференциальных уравнений
в обыкновенных и частных производных.
. . . При теоретическом исследовании случайных колебаний и волн

в книге широко используется метод медленно меняющихся амплитуд;
мы пользуемся им и в линейных задачах даже в тех случаях, когда
возможно получение точных результатов. Такое описание имеет, на
наш взгляд, серьезные педагогические преимущества, позволяя дать
единую картину статистики колебаний и волн. На этапе рассмотрения
так называемых укороченных уравнений для медленно меняющихся
амплитуд удается выявить общность сильно различающихся на пер-
вый взгляд радиофизических явлений, проследить весьма наглядные
пространственно-временные аналогии между колебательными и волно-
выми процессами.

С.А. Ахманов,
Ю.Е. Дьяков,
А.С. Чиркин

Москва, апрель 1980 г.



ВВЕДЕНИЕ

Статистические явления в радиофизике и оптике.
Случайные колебания и случайные волны

Во многих практически важных ситуациях наиболее адекватным
описанием колебательных и волновых процессов оказывается статисти-
ческое описание; так, в радиофизике и оптике, наряду с регулярными,
появляются случайные колебания и волны. Статистика в радиофизику
и оптику приходит потому, что многие источники радио- и световых
колебаний представляют собой, по существу, генераторы шума. Хао-
тически изменяются параметры систем, свойства сред, в которых рас-
пространяются радио- и световые волны. Особое место в радиофизике
и оптике занимают задачи, связанные с эффектами электромагнитных
флуктуаций материальной среды. «Собственные» электромагнитные
флуктуации ставят флуктуационный предел чувствительности прием-
ников, точности измерений, оказываются причиной принципиальной
невозможности генерирования строго монохроматических колебаний.
Статистика колебаний и волн в настоящее время представляет

широкую и быстро развивающуюся область, включающую в себя как
чисто физические проблемы, так и разнообразные прикладные вопросы.
Исследования в этой области имеют долгую историю; в различные
периоды удельный вес оптических и радиофизических задач был суще-
ственно различен.
В конце XIX и в начале XX вв. главным «источником» колебатель-

ных и волновых статистических задач, несомненно, была оптика.
В ряду ранних работ по статистической оптике первыми долж-

ны быть, безусловно, названы работы по рассеянию света, связанные
с именами Рэлея, а в более позднее время — Мандельштама и Брил-
люэна; имеются в виду случайные волны, возникающие за счет хаоти-
ческого изменения параметров среды. Надо сказать, что, несмотря на
почти вековую историю, физика рассеяния волн в статистически неод-
нородной среде и по сей день остается, пожалуй, одним из наиболее
бурно развивающихся разделов статистической радиофизики и оптики.
Другой круг статистических задач, сформулированных в оптике

в 20-е годы прошлого столетия, стимулировал разработку теории коге-
рентности оптических полей. То обстоятельство, что обычные тепловые
и газоразрядные источники света являются, по существу, генераторами
случайных полей, было понято достаточно давно — еще Рэлей в «Тео-
рии звука» рассмотрел классическую задачу о сложении колебаний
со случайными фазами. Выяснение особенностей протекания таких
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фундаментальных явлений, как интерференция и дифракция света
в поле случайных волн, и является в основном предметом теории ко-
герентности. Ряд фундаментальных результатов в этой области связан
с именами Майкельсона, Верде, Лауэ, Цернике и др. (см. [1–4]) 1).
В 30-е и особенно 40–50-е годы прошлого века первенство в по-

становке и исследовании статистических задач, безусловно, должно
быть отдано радиофизике. Разработка методов радиолокации, дальней
радиосвязи, радионавигации остро поставила вопросы о шумах радио-
приемных устройств, стабильности колебаний автогенераторов, о ста-
тистических явлениях при излучении и распространении радиоволн.
Именно в эти годы было ясно понято, что фактически на всех основных
этапах передачи информации с помощью радиоволн, локации, навига-
ции — в процессах генерации, модуляции излучения, распространения
и приема — статистические явления играют чрезвычайно существен-
ную, а зачастую и решающую роль.
Одним из важнейших направлений стало исследование собствен-

ных электромагнитных флуктуации в радиустройствах и поиск пу-
тей их уменьшения. Первые работы в этой области относятся еще
к 1928–1930 гг., когда Найквист предложил формулу, описывающую
спектральную плотность G(ω) собственных шумов сопротивления R,
связанных с тепловым движением электронов: G(ω) = 2

π
κTR, кото-

рая затем была подтверждена экспериментально. В 1920-е годы были
установлены и закономерности дробового шума электронных ламп,
обусловленного статистическим характером электронной эмиссии [5].
Возникающие в радиоустройствах за счет теплового и дробового шума
случайные э. д. с. невелики (речь идет о среднеквадратичных напряже-
ниях 10−5–10−6 В); однако именно они, как выяснилось в дальнейшем,
определяют предельные чувствительности приемных устройств. За
счет внутренних шумов приемника отношение интеисивностей сигнала
и шума на выходе приемника меньше, чем на входе: (с/ш)вых < (с/ш)вх;
поискам путей уменьшения фактора F = (с/ш)вх/(с/ш)вых, который
называют шум-фактором приемного устройства (для идеального, нешу-
мяшего приемника F = 1), были посвящены многочисленные исследо-
вания радиофизиков и радиоинженеров.
Радикальное решение проблемы удалось найти, обратившись

к принципиально новым методам усиления радиоволн. Открытие
Басовым и Прохоровым в СССР и Таунсом в США принципов усиления
и генерации электромагнитных волн в квантовых системах позволило,
в частности, создать так называемые квантовые парамагнитные
усилители [6, 7], величина шум-фактора для которых составляет
F = 1,01÷ 1,1 — в парамагнитном усилителе нет электронных
ламп, а рабочая температура близка к температуре жидкого гелия.

1) Приводимый во Введении список литературы не претендует на полноту;
ряд важных источников указан также в библиографии к отдельным главам.
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Возможность резкого снижения величины шум-фактора была главным
стимулом и при разработке параметрических усилителей диапазона
сверхвысоких частот [8], исследовании дробовых шумов в «длинных»
электронных потоках ламп бегущей волны [5] и т. п.
В автоколебательных системах (автогенераторах) собственные элек-

тромагнитные флуктуации определяют минимальную (предельную)
ширину спектральной линии. В установлении этого принципиального
обстоятельства решающую роль сыграли выполненная в 1933 г. фун-
даментальная работа Понтрягина, Андронова и Витта [9], где впервые
была решена задача о поведении динамической системы под воздей-
ствием случайных толчков, и последовавшие за ней работы Берштейна
[10], в которых теоретически и экспериментально были исследованы
флуктуации колебания лампового генератора.
Освоение радиотехникой все более коротковолновых диапазонов

поставило новые задачи и перед теорией электрических флуктуаций.
Так, возник новый раздел теории тепловых флуктуации, связанный
с изучением флуктуации в неквазистационарных системах, в резонато-
рах и волноводах диапазона сверхвысоких частот — см. работы Рытова
и Левина [11, 12]. В этих работах была установлена ясная связь
между тепловыми шумами в квазистационарных цепях и тепловым
излучением в оптической области.
Постановка статистических задач в теории распространения радио-

волн в первую очередь была связана с распространением радиоволн
в турбулентной атмосфере. Существенно стимулировали эти исследо-
вания относящиеся к 1950–1955 гг. эксперименты по сверхдальнему
распространению ультракоротких волн; оказалось, что за пределами
прямой видимости рассеянное атмосферными неоднородностями поле
может намного превышать поле, связанное с дифракцией вокруг Земли
[13, 14]. С тех пор теоретическая и экспериментальная активность
в этой области неизменно возрастали: новый класс статистических
задач возник здесь в последние годы в связи с изучением распростра-
нения лазерных пучков в турбулентной атмосфере.
Собственные шумы приемных устройств, флуктуации сигналов

в процессе распространения, искусственные или естественные помехи,
приходящие на вход приемника вместе с полезным сигналом, приводят
к тому, что прием сигнала в реальных условиях становится принци-
пиально статистической задачей. При наличии флуктуационных помех
решение о наличии или отсутствии сигнала становится фактически
статистическим решением; статистической оказывается и задача опре-
деления параметров сигнала.
Как оптимальным образом сформулировать процедуру обнаружения

сигнала и уменьшить случайные ошибки при оценке его параметров?
Ответ на эти вопросы дает статистическая теория обнаружения сиг-

налов, ряд фундаментальных положений которой был сформулирован
в 1940–50-е годы. Большую роль в ее формировании сыграли работы
Котельникова [15]; в настоящее время детально разработанная тео-
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рия обнаружения находит многочисленные применения в радиофизике
и оптике (см. [16–21] и библиографию к гл. 3–5).
Большое разнообразие задач статистической радиофизики стиму-

лировало разработку новых приемов экспериментального исследования
статистики радиосигналов (см. библиографию к гл. 1, 5), создание
эффективных теоретических методов решения задач линейной и в осо-
бенности нелинейной статистической теории колебаний [22–24], стати-
стической теории распространения волн (см. [13, 14] и библиографию
к гл. 7–10). Все эти вопросы и составляют основу современной стати-
стической радиофизики.
На фоне широкого размаха работ по статистической радиофизике

достижения статистической оптики в 1930–50-е годы выглядят скром-
нее. Следует подчеркнуть, однако, что и здесь был выполнен ряд
важных работ.
В 1947 г. Гореликом был предложен [25], а в 1955 г. Форрестером

и соавт. [26] осуществлен эксперимент по смешению световых волн на
фотокатоде — так называемое «гетеродинирование» света. Фактически
речь идет об эксперименте, в котором впервые наблюдалось нелинейное
взаимодействие случайных световых полей.
Сильное влияние на развитие статистической оптики оказали опы-

ты Брауна и Твисса, в которых для световых полей были измерены
корреляционные функции интенсивности [27].
В работах, относящихся к 1961–1963 гг., были выполнены экс-

перименты по статистике фотоотсчетов — были разработаны методы
измерения одномерных законов распределения светорых полей [28, 29].
Большое значение для статистической оптики имела разработка мето-
дов фурье-оптики — это позволило, в частности, установить тесные
связи между задачами фильтрации и преобразования сигналов в ра-
диофизике и оптике (см. [30, 31]).
Наконец, крупные результаты были получены и в общей стати-

стической теории оптических полей; особое значение имели работы,
относящиеся к квантовой ее формулировке — квантовой оптике [32].
Надо сказать, что многое здесь было сделано еще в 1920-е годы;
принципиальное значение имела, в частности, ранняя работа Шредин-
гера [33], в которой были введены состояния, названные Глаубером
когерентными состояниями. В работах же 1960–1965 гг. была раз-
вита эффективная квантовоэлектродинамическая методика описания
когерентности оптических полей, что позволило придать квантовой
оптике завершенность и выявить ее связь со статистической теорией,
использующей классическое описание поля [34–38].
Революция в оптике, связанная с созданием лазеров, коснулась всех

ее разделов; в полной мере это относится и к статистической оптике.
Создание лазеров повысило прежде всего интерес к изучению стати-
стических явлений в источниках света. Теперь оптика получила в свое
распоряжение широкий ассортимент источников с весьма разнообраз-
ными, в том числе негауссовскими статистическими характеристиками.
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Важной задачей современной статистической оптики являлось изу-
чение флуктуационных явлений в лазерах различных типов и разра-
ботка методов уменьшения амплитудных и фазовых флуктуации ла-
зерного излучения [39, 40]. Существенно подчеркнуть, что сказанное
относится не только к сравнительно маломощным лазерам непрерыв-
ного действия, но также и к мощным и, в особенности, сверхмощным
импульсным лазерам [41, 42].
Проблемы, связанные с флуктуациями в лазерах, во многом анало-

гичны соответствующим проблемам, связанным с флуктуациями в ав-
токолебательных системах радиодиапазона [43]; имеются, однако, и су-
щественные особенности, обусловленные квантовым характером флук-
туации, распределенными взаимодействиями, многомодовостыо и т. п.
Новый класс статистических задач в этой области связан с изучением
оптических генераторов со случайной обратной связью, генераторов,
принцип действия которых ближе к принципу действия ядерного реак-
тора, чем генератора радиодиапазона [44].
Работы по оптической связи и локации с помощью лазеров стиму-

лировали детальные исследования чувствительности оптических при-
емников [18, 19] и исследования по распространению световых пучков
в статистически неоднородных средах [45–50]. Интересные перспек-
тивы открылись и в изучении молекулярного рассеяния света; воз-
можность выйти за пределы регистрации только спектров рассеянного
излучения и использовать, в частности, статистику фотоотсчетов поз-
воляет получить новую информацию о рассеивающей среде и процессе
рассеяния [2].
Значительные успехи в теоретических исследованиях по статисти-

ческой оптике в 1980-х годах связаны с развитием метода статистиче-
ских испытаний, хорошо известного как метода Монте Карло, который
в настоящее время широко применяется в атмосферной оптике [84],
оптике биологических сред [85]. В этом методе распространение из-
лучения в случайно-неоднородных и дисперсных средах представляют
как последовательность случайных актов рассеяния фотонов на части-
цах и неоднородностях среды. Метод Монте Карло является весьма
эффективным для решения задач оптической диагностики и спектро-
скопии биотканей.
Новым разделом статистической оптики, возникновение которого

целиком обязано лазерам, является статистическая нелинейная опти-
ка [51–53]. Можно указать по меньшей мере два круга статисти-
ческих задач, являющихся предметом многочисленных теоретических
и экспериментальных работ. Прежде всего это задачи, связанные со
«статистикой излучения», т. е. с изучением влияния пространственной
и временно́й когерентности излучения на протекание нелинейных оп-
тических эффектов. Другой круг задач связан с изучением нелинейных
эффектов в статистически неоднородных средах (нелинейное молеку-
лярное рассеяние, генерация оптических гармоник и параметрические
явления в неоднородных кристаллах, нелинейная дифракция и т. п.)
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и с влиянием квантовых шумов на протекание нелинейных эффек-
тов [54].
Метод Монте Карло на основе волновых представлений о рассеянии

волны на цепочке фазовых экранов позволяет рассматривать задачи
статистической нелинейной оптики [86]. Этим методом, свободным
от каких-либо предположений относительно статистики светового по-
ля, малости возмущений или силы нелинейно-оптического взаимодей-
ствия, рассмотрен ряд задач динамики солитонов, нелинейной стати-
стической оптики атмосферы, самовоздействия частично-когерентно-
го излучения. За последние два десятилетия статистическая оптика,
особенно связанная с изучением преобразования квантовой статисти-
ки световых полей в нелинейно-оптических процессах, интенсивно
развивалась как теоретически [55–60], так и экспериментально [61].
А регистрация квадратурных компонент в настоящее время широко
используется не только в радиодиапазоне, но и в оптическом, например,
для регистрации сжатых полей [62].
Таким образом, статистические методы, статистические задачи про-

никли буквально во все разделы физической и прикладной оптики —
ситуация, во многом сходная с процессом, происходившим в радиофи-
зике.
Заканчивая этот краткий вводный очерк, заметим, что с задачами,

во многом сходными с задачами статистической радиофизики и оптики,
приходится сталкиваться в гидродинамике, акустике и физике плазмы.
Речь идет здесь о теории турбулентности (см. [63, 64]), физике линей-
ных и нелинейных случайных волн в акустике [65, 66].
Многие важные вопросы нелинейного взаимодействия и самовоз-

действия случайных волн были разработаны в физике плазмы (см.
[67, 68]). Следует также сказать об интенсивной разработке функци-
онального подхода [69–71] для решения стохастических дифференци-
альных уравнений, описывающих случайные процессы в радиофизике,
оптике, акустике и гидродинамике.
Для статистической радиофизики, как и для физики в целом,

чрезвычайно важна интенсивно исследуемая в самое последнее время
в связи с изучением механизма турбулентности проблема возникнове-
ния статистики в нелинейных динамических системах [72–79, 87, 88].
При этом исследования показали [87], что динамический хаос можно
использовать в качестве несущих информацию колебаний, и что он мо-
жет быть положен в основу создания нового типа коммуникационных
систем. Увлекательная история исследований по динамическому хаосу
в России прослежена в книге [89].
В заключение отметим, что стохастические методы и статистиче-

ские подходы, используемые в радиофизике и оптике, находят приме-
нение и во многих других областях физики (см., например, [80–83]).



Литература 17

Литература

1. Рэлей (Стретт Дж.В.). Теория звука: Пер. с англ. / Под ред. С.М. Ры-
това. — М.: Гостехиздат, 1955, т. 1.

2. Мандельштам Л.И. Лекции по оптике, теории относительности и кван-
товой механике / Под ред. С.М. Рытова. — М.: Наука, 1972.

3. Борн М., Вольф Э. Основы оптики: Пер. с англ. / Под ред. Г.П. Моту-
левич. — М.: Наука, 1970.

4. Кросиньяни Б., Ди Порто П., Бертолотти М. Статистические свойства
рассеянного света: Пер. с англ. / Под ред. И.Л. Фабелинекого. — М.:
Наука, 1980.

5. Шумы в электронных приборах / Под ред. Л. Смуллина и Г. Хауса: Пер.
с англ. — М.—Л.: Энергия, 1964.

6. Карлов Н.В., Маненков А.А. Квантовые усилители / Под. ред.
А.М. Прохорова. — М.: Изд. АН СССР, 1966.

7. Сигмен А. Мазеры: Пер. с англ. / Под ред. Т.А. Шмаонова. — М.: Мир,
1966.

8. Блекуэлл Л.А., Коцебу К.Л. Параметрические усилители на полупро-
водниковых диодах: Пер. с англ. / Под ред. Л.М. Выставкина. — М.:
Мир, 1964.

9. Понтрягин Л.С., Андронов А.А., Витт А.А. О статистическом рас-
смотрении динамических систем. — ЖЭТФ, 1933. т. 3, с. 165.

10. Берштейн И.Л. Флуктуации в автоколебательной системе и определе-
ние естественной размытости частоты лампового генератора. — ЖТФ,
1941, т. 11, с. 305.

11. Рытов С.М. Теория электрических флуктуаций и теплового излуче-
ния. — М.: Изд. АН СССР, 1953.

12. Рытов С.М., Левин М.Л. Теория равновесных тепловых флуктуаций
в электродинамике. — М.: Наука, 1967.

13. Чернов Л.А. Распространение волн в среде со случайными неоднород-
ностями. — М.: Изд. АН СССР, 1958.

14. Татарский В.И. Распространение волн в турбулентной атмосфере. —
М.: Наука, 1967.

15. Котельников В.А. Теория потенциальной помехоустойчивости. — М.:
Госэнергоиздат, 1956.

16. Вайнштейн Л.А., Зубаков В.А. Выделение сигналов на фоне случай-
ных помех. — М.: Сов. радио, 1960.

17. Хелстром К. Статистическая теория обнаружения сигналов: Пер. с англ.
/ Под ред. Ю.Б. Кобзарева. — М.: ИЛ, 1963.

18. Росс М. Лазерные приемники: Пер. с англ. / Под ред. А. В. Иевского. —
М.: Мир, 1969.

19. Kingston R.H. Detection of Optical and Infrared Radiation. — Berlin—
Heidelberg—N.Y.: Springer-Verlag, 1978.

20. Шереметьев А.Г. Статистическая теория лазерной связи. — М.: Связь,
1971.

21. Фомин Я.А., Тарловский Г.Р. Статистическая теория распознавания
образов. — М.: Радио и Связь, 1986.

22. Стратонович Р.Л. Избранные вопросы теории флуктуаций
в радиотехнике.— М.: Сов. радио, 1961.



18 Литература

23. Тихонов В.И., Миронов М.А. Марковские процессы. — М.: Сов. радио,
1977.

24. Лившиц Н.А., Пугачев В. Н. Вероятностный анализ систем автоматиче-
ского регулирования. — М.: Сов. радио, 1963.

25. Горелик Г.С. О демодуляционном анализе света. — УФН, 1948, т. 34,
с. 321.

26. Forrester A.T., Gudmundsen R.A., Johnson P.O. Photoelectric mixing of
incoherent light. — Phys. Rev., 1955, v. 99, p. 1691.

27. Brown R.H., Twiss R.Q. Correlation between photons in two coherent
beams of light. — Nature, 1956, v. 1977, p. 27.

28. Арекки Ф., Скалли М., Хакен Г. и др. Квантовые флуктуации излучения
лазера: Пер. с англ. / Под ред. Л.П. Казанцева. — М.: Мир, 1974.

29. Спектроскопия оптического смешения и корреляция фотонов / Под ред.
Г. Камминса и Э. Пайка: Пер. с англ. / Под ред. Ф.В. Бункина. — М.:
Мир, 1978.

30. О’Нейл Э. Введение в статистическую оптику: Пер. с англ. / Под ред.
П.Ф. Паршина. — М.: Мир, 1966.

31. Гудмен Дж. Введение в фурье-оптику: Пер. с англ. / Под ред. Г.И. Ко-
соурова. — М.: Мир, 1970.

32. Клаудер Дж., Сударшан Э. Основы квантовой оптики: Пер. с англ. /
Под ред. С.А. Ахманова. — М.: Мир, 1970.

33. Schrödinger E. Der Stetige Übergang von der Mikro- zur
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СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ И ИХ

ХАРАКТЕРИСТИКИ

Математической основой статистической радиофизики и оптики
является теория случайных функций.
Скалярная или векторная функция одной или нескольких неза-

висимых переменных называется случайной, если значения ее при
произвольной последовательности выбора значений независимых пере-
менных оказываются набором случайных величин.
Наряду с общим математическим понятием случайной функции,

используются понятия: случайный (или стохастический) процесс (так
называют случайные функции времени) и случайное поле (случайные
функции пространственных координат и, вообще говоря, времени).
Статистическая радиофизика занимается изучением стохастических

явлений в колебательных и волновых процессах. В математическом
плане дело сводится к решению линейных или нелинейных диффе-
ренциальных уравнений со случайными начальными (или краевыми)
условиями, случайными параметрами (коэффициентами), случайными
внешними силами — так называемых стохастических дифференци-
альных уравнений. К счастью, во многих случаях перечисленные ис-
точники стохастичности можно рассматривать по отдельности. Таким
образом, возникают три класса математических задач:
задачи со случайными начальными (или граничными) условиями;
задачи со случайно изменяющимися параметрами;
задачи со случайными внешними силами.
Решение стохастических дифференциальных уравнений — это

нахождение средних и корреляционных функций для неизвестного
случайного процесса или поля. Указанные величины относительно
просто определить, если решение уравнения известно. Чрезвычайно
примечательным оказывается, однако, то обстоятельство, что в анали-
тическом решении стохастических дифференциальных уравнений часто
удается продвинуться гораздо дальше, чем в решении их динамических
аналогов. С помощью так называемых стохастических методов вычис-
лить средние удается и в том случае, когда сами решения неизвестны!

§ 1. Случайные процессы

Детерминированное и статистическое описание реальных про-
цессов. Рассматривая какой-либо физический процесс, мы стремимся
описать этот процесс математически. Математическое описание мо-
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жет быть детерминированным или статистическим (вероятностным).
При детерминированном описании предполагается, по существу, что
имеются все данные, чтобы точно предсказать временной ход процесса
x, т. е. решение задачи ищется в виде некоторой конкретной математи-
ческой функции

x = f(t). (1.1.1)

В основе детерминированного описания фактически лежит предполо-
жение, что при повторном воспроизведении процесса мы опять полу-
чили бы зависимость величины x от времени вида (1) 1).
Примером процесса, детерминированное описание которого невоз-

можно, является брауновское движение. Измеряя траекторию частицы
вдоль оси x, мы получим некоторую кривую x(1)(t). Если повторить
наблюдение, поместив частицу в исходную точку, то траектория x(2)(t)
будет совершенно иной. Разброс траекторий связан с хаотическим
тепловым движением очень большого числа молекул, и его непредска-
зуемый характер является очевидным.
В этом и других аналогичных случаях, когда процесс x являет-

ся случайным, вместо детерминированного описания (1) используется
статистическое описание. Величина x(t) в момент t характеризуется
при этом функцией распределения плотности вероятностей w(x, t),
которая определяет относительную вероятность различных значений x
в этот момент времени. Вероятность для x принять значение, лежащее
в некотором интервале, запишется через w(x, t) как

P (x1 � x � x2, t) =

x2∫
x1

w(x, t) dx. (1.1.2)

Функции распределения вероятностей вводятся для вещественных слу-
чайных функций x, т. е. с вероятностью, равной единице, −∞ < x <∞.
Поэтому согласно (2) функция w(x, t) должна удовлетворять условию
нормировки ∞∫

−∞
w(x, t) dx = 1. (1.1.2а)

В радиофизике и оптике очень часто рассматриваются и комплексные
случайные процессы вида

z(t) = x(t) + iy(t); (1.1.3)

вероятностные свойства z определяются совместным распределением
вещественной и мнимой компонент w(x, y, t).

1) В книге принята тройная нумерация формул: глава, параграф, формула.
При ссылках внутри данного параграфа указывается только номер формулы.
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Реализации случайного процесса; статистический ансамбль.
Возвращаясь к рассмотренному выше примеру, предположим, что од-
новременно и при идентичных условиях наблюдается движение боль-
шого числа N броуновских частиц. В результате мы будем иметь
N различных кривых x(m)(t) (m = 1, 2, . . . , N), которые называются
реализациями случайного процесса x. Совокупность всех возможных
реализаций называют статистическим ансамблем или набором реализа-
ций (см. рис. 1.1, где отдельные реализации и набор многих реализаций
приведены для радиофизического случайного процесса — электриче-
ского шума на сопротивлении).

Рис. 1.1. Осциллограммы шума, спектр которого лежит в полосе частот от
100 Гц до 20 кГц:

а), б) одна реализация; в) наложение трех реализаций; г) наложение около 100 реализа-
ций; время развертки 0,5 мс

Располагая достаточно обширной совокупностью реализаций, мож-
но оценить вероятность (2) как

P1 = P (x1 � x � x1 + Δx, t) ≈ N1/N , (1.1.4)

где N1 — число реализаций, значения которых в момент t оказались
лежащими в интервале x1 � x � x1 + Δx. Статистическое описание
возможно лишь при условии, что отношение N1/N устойчиво, т. е. при
N → ∞ оно стремится к определенному пределу, равному P1.
При достаточно малом Δx соотношение (4) позволяет произвести

переход к плотности распределения вероятностей. Учитывая (2), можно
написать

w(x, t) = lim
Δx→0
N→∞

1
Δx

N1(t)

N(t)
. (1.1.5)
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Функцию w(x, t) можно определить из массового опыта, пользуясь
формулами (4), (5) 1). Во многих случаях в этом довольно громоздком
методе нет нужды, так как функцию w(x, t) удается найти теоретиче-
ским путем па основании модельных представлений о случайном про-
цессе. Функцию w(x, t) называют также одномерным распределением
плотности вероятностей. Этим определением мы и будем пользоваться
ниже.
Статистическое усреднение. Используя распределения вероятно-

стей, можно вычислить различные статистические средние, т. е. сред-
ние по ансамблю реализаций. Например, среднее значение случайного
процесса x(t), равное

〈x〉 = lim
N→∞

N∑
m=1

x(m)(t)

N
, (1.1.6)

находится как

〈x〉 =
∞∫

−∞
xw(x, t) dx. (1.1.7)

Действительно, группируя реализации x(m)(t) в (6) по интервалам
xn � x � xn + Δx, получим

〈x〉 = lim
N→∞

∑
n

xnNn

N
,

где Nn — число реализаций в n-м интервале. Умножив и разделив на
Δx и учитывая (5), найдем

〈x〉 = lim
N→∞

∑
n

xn

Δx

Nn

N
Δx ≈ lim

N→∞

∑
n

xnw(xn, t) Δx,

и в пределе при Δx→ 0 получим для 〈x〉 выражение (7). Кроме угловых
скобок, статистическое усреднение далее обозначается также чертой
сверху:

〈x〉 ≡ x.

В зависимости от удобства записи формул в этой книге используются
оба символа статистического усреднения.
Среднее x имеет смысл регулярной, т. е. вполне предсказуемой,

характеристики случайного процесса, который часто бывает удобно
записывать в виде суммы регулярной составляющей x(t) и флуктуаци-
онной компоненты (или просто флуктуации) x̃(t):

x(t) = x(t) + x̃(t). (1.1.8)

1) См. также § 4, где для так называемых стационарных процессов указан
метод отыскания распределений по одной реализации.
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Из (8) непосредственно следует, что среднее значение флуктуации
равно нулю: 〈x̃(t)〉 = 0.
Согласно (8) различные реализации случайного процесса разли-

чаются лишь флуктуациями, регулярные же компоненты для всех
реализаций совпадают:

x(m)(t) = x(t) + x̃(m)(t). (1.1.9)

Эту запись можно еще несколько уточнить, выделив постоянную и пе-
ременную составляющие флуктуации:

x̃(m)(t) = ξ0(m) + ξ(m)(t). (1.1.10)

Здесь ξ0(m) — постоянный параметр, случайным образом меняющийся
от реализации к реализации и равный в среднем нулю.
В соответствии с (9) и (10) вместо (8) можно написать

x(t) = x(t) + ξ0 + ξ(t). (1.1.11)

Среднее значение какой-либо функции F (x) случайного процесса
определяется, аналогично (7), как

〈F (x)〉 =
∞∫

−∞
w(x, t)F (x) dx. (1.1.12)

Само распределение плотности вероятности тоже можно представить
как среднее, а именно, как среднее от δ-функции:

〈δ(x− x1)〉 =
∫
δ(x− x1)w(x1) dx1 = w(x). (1.1.12а)

Статистические средние случайного процесса в общем случае зави-
сят от времени t. В дальнейшем эта зависимость выделяется в форму-
лах лишь в тех случаях, когда она имеет существенное значение для
рассматриваемой задачи.
Пользуясь (12), можно записать выражения для различных сред-

них: моментов

mn = 〈xn〉 =
∞∫

−∞
xnw(x, t) dx (n = 1, 2, 3, . . .), (1.1.13)

центральных моментов

μn = 〈(x− x)n〉 = 〈x̃ n〉, (1.1.14)

характеристической функции

θ(u) = 〈eiux〉. (1.1.15)
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Последнюю можно также интерпретировать как фурье-образ распреде-
ления вероятностей:

θ(u) =
∞∫

−∞
eiuxw(x) dx. (1.1.16)

Соответственно, зная характеристическую функцию, можно найти рас-
пределение вероятностей, выполнив обратное преобразование Фурье:

w(x) = 1
2π

∞∫
−∞

θ(u)e−iux du. (1.1.17)

В отличие от распределения вероятностей w(x), характеристическая
функция, вообще говоря, комплексна. Она ограничена по модулю:

|θ(u)| �
∞∫

−∞
w(x)|eiux| dx =

∞∫

−∞
w(x) dx = 1.

Среднее значение (12) произвольной функции F (x) можно выразить
через ϑ(u) и фурье-образ функции F (x), а именно:

〈F (x)〉 =
∞∫

−∞
θ(u)ϕ(u) du, (1.1.18)

ϕ(u) = 1
2π

∞∫
−∞

F (x)e−iux dx. (1.1.19)

Как видно из определения (12) оператора статистического усреднения,
этот оператор — линейный, коммутирующий с произвольным линейным
оператором L̂, не зависящим от x, т. е.

〈L̂F 〉 = L̂〈F 〉. (1.1.19а)

В частности, среднее значение интеграла равно интегралу от среднего
значения, а среднее производной — производной от среднего. Напри-
мер,

〈Ḟ 〉 = 〈F 〉̇, F = F (x), (1.1.19б)

где точка означает производную по времени.
Докажем (19б) непосредственно. Согласно (12)

〈F 〉̇ =
∫
F (x)ẇ(x, t) dx. (1.1.19в)



§ 1. Случайные процессы 27

С другой стороны,

Ḟ = lim
τ→0

F (x)t+τ − F (x)t

τ
,

〈Ḟ 〉 = lim
τ→0

〈F (x)〉t+τ − 〈F (x)〉t
τ

,

или, используя опять (12), имеем

〈Ḟ 〉 = lim
τ→0

1
τ

∫
F (x) [w(x, t+ τ ) − w(x, t)] dx =

∫
F (x)ẇ(x, t) dx.

Последнее выражение совпадает с (19a), что и доказывает равен-
ство (19б).
Разложение в ряд по моментам. Характеристическая функ-

ция ϑ(u), распределение вероятностей w(x) и статистическое среднее
общего вида (12) могут быть представлены в виде рядов, коэффициен-
ты которых определяются моментами (13).
Разлагая экспоненту в ряд по x, из (15) непосредственно находим

θ(u) =
∞∑
n=0

(iu)n

n!
mn. (1.1.20)

Отсюда видно, что моменты могут быть найдены дифференцированием
характеристической функции:

mn = 1
in

(
d

du

)n
θ(u)

∣∣∣
u=0

. (1.1.21)

Подставив разложение (20) в выражение (17) для функции распре-
деления вероятностей, получим

w(x) = 1
2π

∞∑
n=0

mn

n!

∞∫
−∞

e−iux(iu)n du.

Но
1
2π

∞∫
−∞

e−iux(iu)n du = (−1)n
(
d

dx

)n
δ(x), (1.1.22)

где δ(x) — дельта-функция. Соотношение (22) можно доказать, диф-
ференцируя выражение для δ-функции

δ(x) = 1
2π

∞∫
−∞

e−iux du.

Таким образом, представление w(x) в виде ряда по моментам будет
иметь вид

w(x) =
∞∑
n=0

(−1)n

n!
mn

(
d

dx

)n
δ(x). (1.1.23)
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Подставляя (23) в (12) и учитывая, что
∞∫

−∞
F (x′)

(
d

dx′

)n
δ(x′ − x) dx′ = (−1)n

(
d

dx

)n
F (x), (1.1.24)

находим также

〈F (x)〉 =
∞∑
n=0

mn

n!

(
d

dx

)n
F (x)

∣∣∣
x=0

. (1.1.25)

Последнее соотношение представляет собой просто результат усредне-
ния ряда Тейлора для функции F (x). При F (x) = eiux (25) переходит
в (20).
Проблема моментов. Эта проблема существует в связи с тем,

что по моментам функция распределения плотности вероятности вос-
станавливается, однако, не во всех случаях единственным образом.
Установлено (см., например, [1]), что если интервал задания функции
распределения w(x) конечен, то w(x) восстанавливается единствен-
ным образом. Неединственность восстановления w(x) при наличии
моментов всех порядков может возникнуть, если интервал задания x
[0,∞) или (−∞, +∞). При этом условием неединственности является
условие Крейна: ∞∫

0

(−1) logw(x2)

1+ x2
dx <∞ (1.1.26)

в первом случае и
+∞∫
−∞

(−1) logw(x)

1+ x2
dx <∞ (1.1.27)

во втором случае. На интервале (−∞, +∞) функция распределе-
ния w(x) определяется однозначно моментами при выполнении, напри-
мер, условия [1]

lim
n→∞

(mn)1/n

n
<∞, (1.1.28)

где n — четное число. Далее мы убедимся, что критерию (28) удовле-
творяет гауссовское распределение. Здесь рассмотрим один из приме-
ров неединственности решения проблемы моментов.
Предположим, что случайная величина x описывается следующим

распределением плотности вероятности:

w(x) =
{
Ce−λx

γ

при x � 0,
0 при x < 0.

(1.1.29)

Здесь λ > 0, γ <
1
2
, а величина C определяется из условия нормировки.

Для распределения (29) выполнено условие Крейна (26). Следова-
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тельно, распределение случайной величины неоднозначно определяется
моментами.
Рассмотрим, например, распределение вида

wμ(x) = [1+ μ sinβxγ ]w(x), (1.1.30)

где |μ| � 1, β > 0, а w(x) определяется (29). Распределение (30) удо-
влетворяет условию нормировки, как будет следовать из дальнейшего
анализа.
Теперь моменты n-го порядка определяются выражением

〈xn〉 =
∞∫

0

xnwμ(x) dx =
∞∫

0

xnw(x) + μIn. (1.1.31)

Первое слагаемое справа в (31) — прежнее значение n-го момента,
а второе слагаемое

In =
∞∫

0

xnw(x) sinβxγdx (1.1.32)

связано с различием распределений (29) и (30). Покажем, что инте-
грал In может быть равен нулю.
Представляя sin z через экспоненты, получаем выражение

In = i

2γ
Γ
(
n+ 1
γ

)
[(λ− iβ)−(n+1)/γ − (λ+ iβ)−(n+1)/γ ],

где Γ(z) — гамма-функция. Выполняя необходимые преобразования,
приходим к выражению

In = 1
γ
Γ
(
n+ 1
γ

)
(λ2 + β2)

n+1
2γ sin

(
n+ 1
γ

ϕ
)
, (1.1.33)

где ϕ = arctg(β/λ). Возьмем β в виде β = λ tg γπ, тогда ϕ = γπ и,

очевидно, sin
(
n+ 1
γ

ϕ
)

= 0. Таким образом, в рассматриваемом случае
имеем In = 0 и функция распределения (30) неоднозначно опреде-
ляется своими моментами. Возможно, что некоторым читателям рас-
смотренный пример покажется далеким от реальной радиофизической
ситуации. Но нам тем не менее представляется, что выводы из этого
примера следует иметь в виду при восстановлении функции распреде-
ления на основе измерения моментов.
Неравенство Чебышева. Момент второго порядка m2 = x2 опре-

деляет среднюю интенсивность случайного процесса. Особую роль при
статистических оценках играет центральный момент второго порядка,
или дисперсия (см. (14)),

σ2 = μ2 = x2 =
∞∫

−∞
(x− x)2w(x) dx. (1.1.34)
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Этот параметр характеризует среднюю интенсивность флуктуации. Под
среднеквадратичным отклонением случайной величины (от среднего)
понимают корень квадратный из дисперсии, т. е. величину σ.
Нетрудно получить неравенство, связывающее величину σ с веро-

ятностью того, что флуктуация x̃ будет больше, чем nσ (n — некоторое
положительное число). Подынтегральное выражение в (34) неотрица-
тельно, и можно написать

σ2 =
(x−nσ∫

−∞
+
x+nσ∫

x−nσ
+

∞∫

x+nσ

)
(x− x)2w(x) dx �

�
(x−nσ∫

∞
+

∞∫

x+nσ

)
(x− x)2w(x) dx.

В последних интегралах (x− x)2 � n2σ2, и, следовательно,

σ2 � n2σ2
(x−nσ∫

−∞
+

∞∫

x+nσ

)
w(x) dx. (1.1.35)

Но согласно (2)(x−nσ∫

−∞
+

∞∫

x+nσ

)
w(x) dx = P (|x− x| � nσ). (1.1.36)

Подставив (36) в (35), получим искомое неравенство в виде

P (|x− x| � nσ) = P (|x| � nσ) � 1

n2

или
P (|x− x| � ε) � σ2

ε2
. (1.1.37)

Более точная оценка для вероятности отклонения от среднего мо-
жет быть получена, если известен центральный момент более высокого
порядка. Выкладки, аналогичные приведенным выше, приводят к сле-
дующему результату:

P (|x− x| � n 2m
√
μ2m) � 1

n2m
. (1.1.38)

При m = 1 (38) совпадает с (37).
Кумулянты. Используя разложение логарифма

ln(1+ x) =
∞∑
n=1

(−1)n−1 x
n

n
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и полагая 1+ x = θ(u), получим

θ(u) = exp
∞∑
n=1

(−1)n−1 (θ − 1)
n

n
.

Подставив сюда из (20)

θ − 1 =
∞∑
n=1

(iu)n

n!
mn

и собирая в показателе экспоненты члены одного порядка по u, полу-
чим для характеристической функции следующее выражение:

θ(u) = exp
∞∑
n=1

(iu)n

n!
kn, (1.1.39)

или

ln θ(u) = exp
∞∑
n=1

(iu)n

n!
kn. (1.1.40)

Коэффициенты kn называются кумулянтами. Между моментами и ку-
мулянтами имеется однозначная связь, причем kn выражается через
моменты до n-го порядка включительно [2–4]. Например,

k1 = m1, k2 = μ2 = σ2, k3 = μ3, k4 = μ4 − 3μ22,
k5 = μ5 − 10μ2μ3, k6 = μ6 − 15μ2μ4 − 10μ23 − 30μ32.

(1.1.41)

Если ввести безразмерные нормированные кумулянты

κn = kn/σ
n, (1.1.42)

то (40) примет вид

ln θ(u) =
∞∑
n=1

(iuσ)n
κn

n!
.

С помощью конечного числа моментов нельзя получить удобную
аппроксимацию для распределения вероятностей: согласно (23) функ-
ция w(x) определяется при этом как сумма δ-функции и ее произ-
водных. Напротив, конечное число кумулянтов определяет w(x) без
каких-либо подобных особенностей. Например, зная первые два момен-
та m1 и m2, предполагая, что остальные моменты равны нулю, и ис-
пользуя (23), мы получим для распределения вероятностей выражение

w(x) = δ(x) −m1δ
′(x) + 1

2
m2δ

′′(x).

Если же предположить, что отличны от нуля только два первых куму-
лянта, k1 = m1 и k2 = σ2, то согласно (39) характеристическая функция
будет

θ(u) = exp
(
ium1 − 12 u

2σ2
)
. (1.1.43)
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Подставив (43) в (17), получим

w(x) = 1√
2πσ2

exp
[
− (x−m1)

2

2σ2

]
. (1.1.44)

Распределение (44) имеет вид плавной колоколообразной кривой с мак-
симумом в точке x = m1. Это распределение называется гауссовским
или нормальным.
Интересно, что случаем (43) исчерпываются все возможности пред-

ставления θ(u) с помощью конечного числа кумулянтов: согласно тео-
реме, доказанной Марцинкевичем [5], преобразуя по Фурье функцию

θ(u) = exp
N∑
n=1

(iu)n

n!
kn, (1.1.45)

мы можем получить неотрицательное распределение w(x) � 0 лишь
при N = 1, 2 или N = ∞ (подробнее см. [6], с. 90).
Старшие кумулянты κn (n = 3, 4, . . .) дают количественную оценку

отклонения произвольной функции распределения от симметричной
гауссовской кривой (44); величину

κ3 = k3

σ3
= μ3

σ3

называют коэффициентом асимметрии, а

κ4 = k4

σ4
= μ4 − 3μ22

σ4
= μ4

σ4
− 3

— коэффициентом эксцесса. При κ3 > 0 центр тяжести функции рас-
пределения смещен в сторону меньших x относительно гауссовского
распределения. При κ4 < 0 распределение w(x) в окрестности x = x
является более острым и узким, а при κ4 > 0, наоборот, более плоским,
чем гауссовское. Интересно ([6], с. 41), что величины κ3 и κ4 не вполне
независимы, так как должно выполняться неравенство κ4 − κ23 + 2 � 0
и, в частности, κ4 � −2. Аналогичные соотношения могут быть полу-
чены и для других кумулянтов.

§ 2. Многомерные статистические характеристики

Многомерные распределения вероятностей. Для описания сово-
купности нескольких случайных величин x, y, z (в частности, для
выяснения связи между этими величинами) кроме одномерных распре-
делений

w(x), w(y), w(z), . . . (1.2.1)

нужно знать также двумерные распределения вероятностей

w(x, y), w(x, z), w(y, z), . . . , (1.2.2)
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трехмерные
w(x, y, z), . . . (1.2.3)

и т. д. Многомерные распределения удовлетворяют условиям нормиров-
ки, аналогичным (1.1.2а), например:

∞∫ ∫

−∞
w(x, y) dx dy = 1,

∞∫ ∫ ∫

−∞
w(x, y, z) dx dy dz = 1. (1.2.4)

Кроме того, должны выполняться условия соответствия типа
∞∫ ∫

−∞
w(x, y, z) dy dz =

∞∫

−∞
w(x, y) dy = w(x),

∞∫

−∞
w(x, z) dx = w(x),

(1.2.5)
т. е., проинтегрировав многомерное распределение по одной или
нескольким случайным переменным, мы должны получить распреде-
ление вероятностей для остальных случайных переменных.
Если x, y, z являются случайными процессами:

x = x(t), y = y(t), z = z(t),

то время t войдет, вообще говоря, в распределения (1)–(3) как па-
раметр. Если значения случайных переменных относятся к разным
моментам времени:

x = x(t1), y = y(t2), . . . , (1.2.6)

то в многомерные распределения может войти зависимость от всех этих
моментов, например:

w(x, y) = w(x, y; t1, t2). (1.2.7)

Очень часто нас интересует связь между значениями одного и того
же процесса в разные моменты времени:

x = x(t1) = x1, y = x(t2) = x2, z = x(t3) = x3.

Статистическая связь этих величин описывается многомерными рас-
пределениями вида

w(x1, x2; t1, t2), w(x1, x2, x3; t1, t2, t3), (1.2.8)

причем
lim
t2→t1

w(x1, x2; t1, t2) = w(x1, t1)δ(x2 − x1).

Функциональное преобразование случайных величин. Предпо-
ложим, что между величинами x и y имеется функциональная связь:

y = F (x), x = ϕ(y),

2 С.А. Ахманов, Ю.Е. Дьяков, А. С. Чиркин
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и распределение вероятностей w1(x) известно; найдем распределе-
ние w2(y). Если в интеграле

P =
x2∫

x1

w1(x) dx (x2 > x1) (1.2.9)

перейти к новой переменной интегрирования y = F (x), то мы получим

P =

y2∫
y1

w1(x = ϕ(y))
∣∣∣dϕ(y)

dy

∣∣∣ dy (y2 > y1). (1.2.10)

Отсюда следует, что

w2(y) = w1(x = ϕ(y))
∣∣∣dϕ(y)

dy

∣∣∣ . (1.2.11)

Эта формула справедлива, если зависимость x от y является однознач-
ной. Если ϕ(y) многозначна и имеет несколько ветвей ϕn(y), то

w2(y) =
∑
n

w1(x = ϕ(y))
∣∣∣dϕn(y)

dy

∣∣∣ . (1.2.12)

Особым является случай, когда кривая y = F (x) содержит отрезки,
параллельные оси x:

y = yk, ak � x � bk (k = 1, 2, . . . ).

Вероятность для y принять значение yk в этом случае конечна и равна
вероятности пребывания x в интервале (ak, bk), т. е.

P (y = yk) =
bk∫

ak

w1(x) dx.

Плотность вероятности выразится через δ-функции; к общему выраже-
нию (12) в этом случае следует добавить сумму вида

∑
k

δ(y − yk)

bk∫
ak

w1(x) dx. (1.2.13)

Полученные соотношения можно обобщить на случай двух и более
случайных переменных. Например, если

y1 = F1(x1, x2), y2 = F2(x1, x2),
x1 = ϕ1(y1, y2), x2 = ϕ2(y1, y2),

то вместо (11) будем иметь

w2(y1, y2) = w1(x1 = ϕ1, x2 = ϕ2)
∣∣∣∣∂(ϕ1, ϕ2)
∂(y1, y2)

∣∣∣∣ , (1.2.14)
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где ∂(ϕ1, ϕ2)/∂(y1, y2) — якобиан преобразования от старых случайных
переменных к новым.
Многомерные моменты, кумулянты, характеристические функ-

ции. Рассмотрим совокупность нескольких случайных величин

x1, x2, . . . , xn, (1.2.15)

которая полностью описывается многомерным распределением вероят-
ностей

w(x1, . . . , xn). (1.2.16)

Как и в одномерном случае, можно определить характеристическую
функцию совокупности:

θ(u1, . . . , un) = 〈ei(u1x1+...+unxn)〉 =

=
∞∫
· · ·

∫
−∞

ei(u1x1+...+unxn)w(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn. (1.2.17)

Характеристический функционал. Если устремим n → ∞, то мы
перейдем к вероятностному функционалу (функции распределения бес-
конечного порядка) w({x(t)}), где {x(t)} означает бесконечный набор
всех x при всех t. Вероятностный функционал содержит полное стати-
стическое описание случайного процесса. Ему соответствует характе-
ристический функционал

θ({u(t))} =
〈
exp
[
i
∫
u(t)x(t) dt

]〉
=

=
∫
exp
[
i
∫
u(t)x(t) dt

]
w({x(t)}) d{x(t)}, (1.2.17a)

где d{x(t)} =
∏
dx(t) по всем t. Выражение (17а) представляет собой

бесконечномерный или континуальный интеграл. Зная характеристи-
ческий функционал, можно найти характеристическую функцию для
любой совокупности n случайных величин. Действительно, интересу-
ясь значением случайного процесса в моменты времени t1, t2, . . ., tn,
запишем функцию u(t) в виде

u(t) =
n∑
j=1

ujδ(t− tj).

Подстановка этого выражения в формулу (17а) приводит ее к виду (17).
Для более подробного знакомства с методом континуального интегри-
рования и его применением к задачам статистической радиофизики
рекомендуем обратиться к монографии [7].
Распределение вероятностей связано с θ обратным многомерным

преобразованием Фурье:

2*
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w(x1, . . . , xn) = 1
(2π)n

∫
· · ·

∫
θ(u1, . . . , un)×

× e−i(u1x1+...+unxn) du1 . . . dun. (1.2.18)

Из (17) вытекает разложение характеристической функции по мно-
гомерным моментам

m(α1, . . . , αn) = 〈xα11 . . .xαn
n 〉, (1.2.19)

а именно:

θ(u1, . . . , un) = 1+ i

1!

n∑
p=1

up〈xp〉 + i2

2!

n∑∑
p, q=1

upuq〈xpxq〉+

+ i3

3!

∑∑∑
upuqur〈xpxqxr〉 + . . . =

∞∑
p=0

ip

p!
〈Sp〉, (1.2.20)

где S = u1x1 + . . .+ unxn.
Выражение (1.1.32) следующим образом обобщается на многомер-

ный случай:

θ(u1, . . . , un) = exp

{
i

1!

n∑
p=1

upKp + i2

2!

n∑∑
p, q=1

upuqKpq + . . .

}
.

(1.2.21)
Здесь Kp — многомерные кумулянты:

Kp = xp, K12 = B12, K123 = B123,
K1234 = B1234 −B12B34 −B13B24 −B14B23,

(1.2.22)

и
Bp...s = 〈(xp − xp) . . . (xs − xs)〉 (1.2.23)

— многомерные центральные моменты.
При p = q = . . . = s функции Bp...s и Kp...s совпадают с введенными

ранее одномерными центральными моментами и кумулянтами случай-
ной величины xp:

Bp . . . p︸ ︷︷ ︸
n раз

= μn = 〈(xp − xp)n〉, Kp . . . p︸ ︷︷ ︸
n раз

= kn

(см. (1.1.14) и (1.1.41)).
Условные распределения вероятностей; статистическая незави-

симость. Рассмотрим две случайные величины x и y. Будем говорить
о событии A, если a � x � a+ Δx, и о событии B, если b � y � b+ Δy.
Пусть при N испытаниях событие A произошло NA раз, событие B —
NB раз, а в NAB случаях из N имели место сразу оба события A
и B. Тогда при N , NA, NB , NAB → ∞ можно написать выражения для
вероятностей:

P (A) = NA/N , P (B) = NB/N , P (A, B) = NAB/N ;
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последнее выражение определяет вероятность совместной реализации
событий A и B.
Отношение NAB/NA также можно трактовать как вероятность,

а именно как условную вероятность осуществления события B при
условии, что событие A обязательно имеет место:

NAB/NA = P (B | A).

Аналогичную условную вероятность можно написать и для A:

NAB/NB = P (A | B).

Поскольку
NAB

N
= NAB

NA

NA

N
= NAB

NB

NB

N
,

то между условными и обычными (или безусловными) вероятностями
имеет место следующее соотношение:

P (A, B) = P (A | B)P (B) = P (B | A)P (A). (1.2.23a)

Если перейти к плотностям распределения вероятностей, то получим

w(x, y) = w(x | y)w(y) = w(y | x)w(x). (1.2.24)

Таким образом, совместное распределение двух случайных величин
(т. е. двумерное распределение) может быть найдено, если известно од-
номерное распределение для одной из этих величин и соответствующее
условное распределение.
Следует иметь в виду, что, например, в условном распределении

w(x | y) величина y играет роль параметра и нормировка для w(x | y)
имеет обычный вид: ∞∫

−∞
w(x | y) dx = 1.

Фиксируя то или иное значение y, мы получим, вообще говоря, раз-
личные распределения вероятностей для x:

w(x | y1) 	= w(x | y2) 	= w(x),

что и отражает статистическую связь, существующую между x и y.
Если значение одной из случайных величин никак не влияет на

распределение вероятностей для другой, то эти величины называют
статистически независимыми. В этом случае

w(x | y) = w(x), w(y | x) = w(y). (1.2.25)

Подставив (25) в (24), получим

w(x, y) = w(x)w(y). (1.2.26)

Вообще, если имеется n независимых случайных величин

x1, x2, . . . , xn, (1.2.27)
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то многомерное распределение равно произведению одномерных:

w(x1, . . . , xn) = w(x1) . . .w(xn). (1.2.28)

Подставив (28) в (17), получим, что многомерная характеристи-
ческая функция совокупности (27) независимых случайных величин
равна произведению одномерных характеристических функций:

θ(u1, . . . , un) = θ(u1) . . . θ(un). (1.2.29)

Распределение суммы независимых случайных величин; цен-
тральная предельная теорема. Применим полученные результаты
к анализу статистических свойств суммы

y = x1 + x2 + . . .+ xn (1.2.30)

независимых случайных величин с различными распределениями
вероятностей wα(xα) и характеристическими функциями θα(uα)
(α = 1, 2, . . . , n). Последние можно записать через кумулянты
(см. (1.1.39)):

θα(uα) = exp
∞∑
m=1

(iuα)m

m!
kα,m. (1.2.31)

Характеристическую функцию для y получим, полагая в (17)
u1 = u2 = . . . = un = u. Учитывая также (29) и (31), имеем

θ(u) = 〈exp{iu(x1 + . . .+ xn)}〉 = exp
∞∑
m=1

(iu)m

m!
km, (1.2.32)

где

km =
n∑
α=1

kα,m. (1.2.33)

Формула (33) выражает свойство аддитивности кумулянтов: куму-
лянт суммы (независимых случайных величин) равен сумме кумулян-
тов (одинакового порядка). Заметим, что моменты суммы независимых
случайных величин свойством аддитивности не обладают (исключение
составляют моменты первого и центральные моменты второго и третье-
го порядка, совпадающие по величине с кумулянтами, — см. (1.1.34)).
Действительно, например, для независимых ξ1 и ξ2

(ξ1 + ξ2)4 = ξ41 + ξ42 + 6ξ21ξ
2
2 	= ξ41 + ξ42 .

Пронормируем кумулянты на дисперсию (см. (1.1.42)):

kα,m = σmα κα,m; (1.2.34)

(31) теперь можно переписать как

θα(u) = exp
∞∑
m=1

(iuσα)m

m!
κα,m. (1.2.35)
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Такие же коэффициенты можно ввести и для кумулянтов суммы:

km = σmκm, σ2 =
n∑
α1

σ2α. (1.2.36)

В результате характеристическая функция (32) примет вид

θ(u) = exp
∞∑
m=1

(iuσ)m

m!
κm. (1.2.37)

Из (33), (34) и (36) следует, что

κm =

n∑
α=1

σm
α κα,m(

n∑
α=1

σ2α

)m/2
. (1.2.38)

С ростом n числитель в (38) растет ∼ n, а знаменатель ∼ nm/2, т. е.

κm ∼ 1

nm/2−1 (n� 1).

Таким образом, при увеличении числа слагаемых в сумме (30)
относительная роль кумулянтов старших порядков (m � 3) падает.
В предельном случае n→ ∞ остаются лишь кумулянты первого и вто-
рого порядков, а выражение (32) принимает вид

θ(u) = 〈exp(iu(x1 + . . .+ xn))〉 =

= exp
(
iuk1 − 12 u

2k2
)

= exp
(
iuy − 1

2
u2σ2

)
, (1.2.39)

так как (см. (33))

k1 =
∑
α

xα = y, k2 =
∑
α

σ2α = y2 − y 2 = σ2.

Характеристической функции (39) соответствует гауссовское рас-
пределение вероятностей (см. (1.1.44)).
Мы приходим, таким образом, к выводу, что сумма большого числа

статистически независимых слагаемых, каждое из которых имеет про-
извольное распределение вероятностей, распределена по нормальному,
или гауссовскому, закону (1.1.44). Это утверждение носит название
центральной предельной теоремы (ЦПТ). ЦПТ имеет фундаментальное
значение для физики; в силу ЦПТ подавляющее большинство реаль-
ных случайных процессов оказывается гауссовским.
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Многомерное гауссовское распределение. Разделим сумму (30) на две
части:

y = y1 + y2,

y1 =
n∑

α=1

aαxα, y2 =
n∑

α=1

bαxα (aα + bα = 1).

Случайные величины y1 и y2, вообще говоря, статистически зависимы. Каждая
из них является суммой независимых случайных величин и, следовательно,
в пределе n→ ∞ является нормальной (т. е. имеет гауссовское распределение
вероятностей), как и y = y1 + y2. Отсюда видно, что сумма не только двух,
но и произвольного числа нормальных случайных величин (зависимых или
независимых, безразлично)

S = c1y1 + . . .+ cmym (1.2.40)

(ci — неслучайные коэффициенты) также нормальна, и согласно (39)

〈eiS〉 = exp{iS − (S2 − S 2)/2}. (1.2.41)

Полагая в (40) ci = ui и используя (41), находим многомерную харак-
теристическую функцию для совокупности нормальных случайных величин
y1, . . ., ym:

θ(u1, . . . , um) = 〈exp{i(u1y1 + . . .+ umym)}〉 =

= exp

{
i

m∑
p=1

upyp − 1
2

m∑∑
p, q=1

upuqBpq

}
, (1.2.42)

где
Bpq = 〈(yp − yp)(yq − yq)〉 (1.2.43)

— двумерный центральный момент, или функция корреляций флуктуации
гауссовских случайных величин yp и yq. Совокупность значений Bpq можно
рассматривать как элементы корреляционной матрицы ‖B‖.
Подставив (42) в (18) и выполнив интегрирование, найдем многомерное

гауссовское распределение:

w(y1, . . . , ym) =
1

(2π)m/2D1/2
exp

[
−1
2

m∑∑
p, q=1

Apq(yp − yp)(yq − yq)

]
,

(1.2.44)
где D — детерминант корреляционной матрицы ‖B‖, Apq — элементы матрицы,
обратной корреляционной.
Из сравнения (42) и (21) следует, что для совокупности гауссовских слу-

чайных величин многомерные кумулянты выше второго порядка равны нулю
(как и одномерные). Согласно (22) отсюда вытекает простое правило вычисле-
ния многомерных центральных моментов: при гауссовском распределении (44)
все моменты нечетного порядка равны нулю, а моменты четного порядка —
сумме всех возможных комбинаций из моментов второго порядка. Например,

B1234 = B12B34 +B13B24 +B14B23, (1.2.45)
B123456 = B12(B34B56 +B35B46 +B36B54) +B13(B24B56 +B25B46 +B26B54)+

+B14(B32B56 +B35B26 +B36B52) +B15(B34B26 +B32B46 +B36B52)+

+B16(B34B52 +B32B54 +B35B42).
(1.2.46)
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Число слагаемых в выражении для центрального момента 2n-го порядка равно
(2n− 1)!! = 1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1).
Многомерное гауссовское распределение обладает еще одним замечатель-

ным свойством. В нем переход к распределениям более низкого порядка можно
осуществить не прибегая к интегрированию по случайным переменным, а вы-
черкивая просто в корреляционной квадратной матрице ‖B‖ соответствующие
этим переменным строки и столбцы.
Предположим, что в многомерном распределении вероятностей w(x1, . . .

. . . , xn) необходимо произвести интегрирование, например, по «лишней» пере-
менной xn. Воспользовавшись выражением (18), получаем

w(x1, . . . , xn−1) =
∫
w(x1, . . . , xn−1, xn) dxn =

=
1

(2π)n

∫
· · ·

∫
θ(u1, . . . , un−1, un)×

× e−i(u1x1+...+un−1xn−1+unxn) du1 . . . dun dxn =

=
1

(2π)n−1

+∞∫
· · ·

∫

−∞
θ(u1, . . . , un−1, un)×

× e−i(u1x1+...+un−1xn−1) δ(un) du1 . . . dun,

где δ(un) — δ-функция. Из последнего равенства следует, что для характери-
стической функции общего вида (21) рассматриваемое интегрирование сводит-
ся к уменьшению числа многомерных кумулянтов каждого порядка на один.
В случае же характеристической функции (42) для гауссовских случайных
величин функция распределения w(x1, . . . , xn−1) записывается в виде

w(x1, . . . , xn−1) =
1

(2π)n−1

+∞∫
· · ·

∫

−∞
exp

{
i

n−1∑
p=1

upxp − 1
2

n−1∑
p,q=1

upuqBpq

}
.

Откуда видно, что теперь многомерное гауссовское распределение определя-
ется корреляционной матрицей ‖B‖, в которой n-ая строка и n-ый столбец
отсутствуют (они равны нулю), т. е. матрицей (n− 1) × (n− 1).
Стационарные и нестационарные случайные процессы. Пользу-

ясь многомерными распределениями, можно определить и исчерпыва-
ющий способ задания случайного процесса x(t). Случайный процесс
задан, если для любого числа n произвольно выбранных моментов
времени известна n-мерная функция распределения

w(x1, x2, . . . , xn; t1, t2, . . . , tn). (1.2.47)

С помощью указанной функции можно определить и вероятность
того, что реализация процесса достаточно близка к заданной траекто-
рии:

dP = w(x1, . . . , xn; t1, . . . , tn) dx1 . . . dxn. (1.2.48)

Формулу (48) можно рассматривать как «статистический аналог»
записи (1.1.1) регулярной функции времени. Для случайного процесса
(случайной функции) реализации испытывают флуктуационный раз-
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брос, однако, зная w(x1, . . . , xn; t1, . . . , tn), можно рассчитать вероят-
ность осуществления данной реализации (рис. 1.2).

Рис. 1.2. Предполагаемая форма реализаций и оценка ее вероятностей с помо-
щью n-мерного распределения случайного процесса

Вероятность последовательного попадання в три заданных интервала определяется трех-
мерным распределением w(x1, x2, x3)

Обобщая (5), можно записать, очевидно,

w(x1, . . . , xm; t1, . . . , tm) =

=
∫
w(x1, . . . , xn; t1, . . . , tn) dxm+1 . . . dxn (m < n) (1.2.49)

— младшие функции распределения могут быть определены из стар-
ших. Таким образом, старшие функции распределения содержат в себе
всю информацию о процессе, заключенную в распределениях более
низкого порядка, плюс некоторая дополнительная информация. К сча-
стью, для большинства практически важных задач ценность этой до-
полнительной информации быстро уменьшается с ростом n; поэтому
ниже мы не будем, как правило, иметь дело с n � 5, а в очень
многих случаях вообще будем ограничиваться рассмотрением только
одномерных и двумерных функций распределения. Выбор необходимо-
го описания существенно зависит от типа случайного процесса, т. е.
фактически от условий в физической системе, в которой рассматри-
ваемый случайный процесс возникает. Далее особое значение будут
иметь так называемые стационарные случайные процессы, для которых
статистика определяется только разностью времен ti − tj и не зависит
от начала отсчета времени t0. Стационарным случайным процессом
являются флуктуации некоторой физической величины, возникающие
в системе, находящейся в равновесных условиях.
Сформулируем теперь и математическое определение стационарно-

го процесса. Стационарным случайным процессом называют процесс,
произвольная «-мерная функция распределения которого не изменяется
при одновременном сдвиге всех точек t1, . . ., tn на оси времени на одну
и ту же величину, иначе говоря — функция распределения не меняется
со временем:

w(x1, . . . , xn; t1, . . . , tn) = w(x1, . . . , xn; t1 + t, . . . , tn + t). (1.2.50)
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В соответствии с (50) одномерное распределение вероятностей ста-
ционарного процесса не зависит от времени вообще:

w(x, t) = w(x), (1.2.51)

а двумерное — зависит только от интервала τ = t1 − t2:

w[x(t), x(t+ τ ); t, t+ τ ] = w[x, xτ , τ ], (1.2.51a)

где xτ = x(t + τ ). Процессы, для которых выполняются соотноше-
ния (51) и (51а), иногда называют стационарными в широком смысле.
В статистической радиофизике и оптике стационарные процессы

занимают особенно важное место; условия их реализуемости осуществ-
ляются во многих экспериментальных ситуациях. Вместе с тем под-
черкнем, что и нестационарные процессы, для которых (50) несправед-
ливо, также играют важную роль: например, все переходные процес-
сы, протекающие в присутствии флуктуации, оказываются фактически
нестационарными случайными процессами.

§ 3. Корреляционные и спектральные характеристики
случайных процессов

Корреляционная функция и коэффициент корреляции. Стати-
стическую связь между случайными величинами yp и yq характеризует
корреляционная матрица (1.2.43):

Bpq = ypyq − ypyq. (1.3.1)

В общем случае средние yp и yq находятся по формуле (1.1.7), а
корреляция 〈ypyq〉 определяется выражением

〈ypyq〉 =
∫ ∫

ypyqw(yp, yq) dyp dyq. (1.3.2)

Значения Bpq полностью определяют, как мы видели, многомерное рас-
пределение вероятностей для нормальных случайных величин (1.2.44).
Нормируя Bpq, получим матрицу коэффициентов корреляции

Rpq = Bpq

σpσq
=

ypyq − ypyq√
(y2p − y2p)(y2q − y2q)

, (1.3.3а)

которая может служить мерой статистической зависимости, существу-
ющей между yp и yq.
Как следует из (2), коэффициент корреляции ограничен по абсо-

лютной величине:
− 1 � Rpq � +1, (1.3.3б)

что вытекает из очевидного неравенства〈(
yp − yp

σp
± yq − yq

σq

)2〉
= 2(1±Rpq) � 0.
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При этом Rpq = 0 для статистически независимых yp и yq. Соглас-
но (3б) Bpq также может иметь как положительные, так и отрицатель-
ные значения:

− σypσyq � Bpq � σypσyq . (1.3.4)

Если yp и yq — значения одного и того же случайного процесса
в разные моменты времени:

yp = x(t), yq = x(t+ τ ) = xτ ,

то элементы Bpq корреляционной матрицы являются частными значе-
ниями корреляционной функции

B(t, τ ) = xxτ − xxτ , (1.3.5)

а именно:
Bpq = B(t = tp, τ = tp − tq).

Аналогично, элементы матрицы Rpq выражаются через коэффици-
ент корреляции

R(t, τ ) = B(t, τ )/σστ . (1.3.6)

Если процесс x(t) стационарен, то в (5) и (6) остается лишь зависи-
мость от τ :

B(τ ) = xxτ − x 2 = σ2R(τ ), R(τ ) = (xxτ − x 2)/σ2, (1.3.7)

причем B(τ ) и R(τ ) — четные функции τ :

B(−τ ) = B(τ ), R(−τ ) = R(τ ),

так как согласно (1) Bpq = Bqp.
Максимальное значение функции корреляции соответствует τ = 0:

B(τ )max = B(0) = σ2.

При увеличении τ статистическая зависимость между x и xτ становит-
ся все более слабой, xxτ → xxτ = x 2, так что

B(∞) = 0, R(∞) = 0.

Уменьшение функции B(τ ) с ростом τ может быть монотонным или
иметь осциллирующий характер (это зависит от вида частотного спек-
тра случайного процесса, см. далее рис. 1.3). Аналогичным образом
меняется и коэффициент корреляции.
Характерный интервал времени, на котором происходит заметный

спад (в несколько раз) функции корреляции, называется временем
корреляции τк.
Статистическую связь между значениями случайной функции в раз-

личные моменты времени характеризует и корреляционная функция

ψ(t, τ ) = xxτ = B(t, τ ) + xxτ . (1.3.8)
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Однако в дальнейшем мы обычно будем пользоваться корреляционной
функцией B(t, τ ). Кроме парных корреляционных функций случайного
процесса B(t, τ ) и ψ(t, τ ), можно ввести в рассмотрение тройные
〈x(t)x(t+ τ1)x(t+ τ2)〉, четверные и т. п. корреляционные функции; они
дают все более детальную информацию о случайном процессе.
В радиофизике и особенно в оптике большое значение имеют корре-

ляционные функции высших порядков, записываемые для различных
степеней рассматриваемого случайного процесса 〈xn(t)xn(t + τ )〉, и,
в частности, корреляционная функция интенсивности

〈IIτ 〉 = 〈x2x2τ 〉. (1.3.9)

Если случайный процесс гауссовский, то корреляционные функции
высших порядков всегда можно выразить через B(τ ).
Используя (1.2.45), нетрудно убедиться, что

〈IIτ 〉 = σ2σ2τ + 2B2(t, τ ) + x 2x2τ + x2τσ
2 + x 2σ2τ + 4xxτB(t, τ ).

(1.3.10)
Для гауссовского стационарного процесса x с нулевым средним это
выражение упрощается:

〈IIτ 〉 = σ4 + 2B2(τ ) = σ4[1+ 2R2(τ )]. (1.3.11)

Спектральное представление случайного процесса; спектраль-
ные амплитуды и спектральная плотность; связь между спек-
тральной плотностью и корреляционной функцией. Для стати-
стической радиофизики и оптики особое значение имеют спектраль-
ные представления случайных процессов. Речь идет об обобщении
спектральных представлений, развитых в теории регулярных сигналов
и полей (и их прохождения через линейные системы), на случайные
сигналы и поля.
Запишем флуктуационную компоненту стационарного случайного

процесса
ξ = x(t) − x (1.3.12)

в виде интеграла Фурье 1):

ξ(t) =
∞∫

−∞
ξωe

iωt dω. (1.3.13)

Спектральные амплитуды ξω будут по-разному зависеть от ω в раз-
личных реализациях случайного процесса, т. е. ξω — случайные функ-

1) Мы не касаемся здесь математических вопросов существования и сходи-
мости, связанных с записью (13). Читатель, интересующийся этим аспектом,
может обратиться к руководствам [2, 8].
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ции ω. В соответствии с (13) для вещественных функций времени ξ(t)
спектральные амплитуды комплексны, причем

ξ−ω = ξ∗ω.

Введем понятие спектральной плотности 1) случайного процес-
са G(ω), описывающей распределение средней интенсивности процесса
по частотам:

〈ξ2〉 =
∞∫

−∞
G(ω) dω. (1.3.14)

Сама по себе формула (14) не определяет вид функции G(ω), для
однозначного ее нахождения нужны дополнительные данные (см. да-
лее (18)).
Замечательным свойством стационарных случайных процессов яв-

ляется то обстоятельство, что спектральная плотность G(ω) оказыва-
ется фурье-трансформантой другой фундаментальной статистической
характеристики процесса — его корреляционной функции (теорема
Винера — Хинчина). Чтобы убедиться в этом, запишем выражение для
корреляционной функции B(τ ), пользуясь (13). Имеем

B(τ ) = 〈ξξτ 〉 =
∞∫ ∫

−∞
dω dω′ 〈ξωξω′〉eiωt+iω′(t+τ). (1.3.15)

Зависимость от t в (15) для стационарного процесса должна отсутство-
вать; это возможно лишь при условии, что спектральные амплитуды ξω
δ-коррелированы, т. е.

〈ξωξω′〉 = A(ω)δ(ω + ω′). (1.3.16)

Подставляя (16) в (15), нетрудно убедиться, что A(ω) ≡ G(ω) (посколь-
ку B(0) = 〈ξ2〉), а для G(ω) и B(τ ) мы получаем пару преобразований
Фурье:

B(τ ) =
∞∫

−∞
G(ω)eiωτ dω, (1.3.17)

G(ω) = 1
2π

∞∫
−∞

B(τ )e−iωτ dτ. (1.3.18)

Преобразования (17) и (18) составляют содержание теоремы Винера—
Хинчина; эти преобразования называют также формулами Винера—

1) Если величина |ξ2| имеет энергетический смысл (x представляет собой
случайный ток, случайное напряжение или случайную напряженность поля),
G(ω) можно назвать также «спектром мощности» процесса, «энергетическим
спектром». Мы будем пользоваться термином «спектральная плотность» или
просто «спектр» случайного процесса.



§ 3. Характеристики случайных процессов 47

Хинчина. Пользуясь (18) и учитывая четность корреляционной функ-
ции B(τ ), нетрудно убедиться, что G(ω) также является четной функ-
цией:

G(−ω) = G(ω). (1.3.19)

Функция G(ω) связана с измеряемым экспериментально энергетиче-
ским спектром G+(ω) (спектром, взятым по положительным частотам)
соотношением:

G+(ω) =
{
2G(ω), ω � 0,
0, ω < 0.

(1.3.19a)

Вследствие четности функций B(τ ) и G(ω) соотношения (17) и (18)
можно переписать в виде

B(τ ) = 2
∞∫

0

G(ω) cosωτ dω =
∞∫

0

G+(ω) cosωτ dω, (1.3.20)

G(ω) = 1
π

∞∫

0

B(τ ) cosωτ dτ. (1.3.21)

Формулы вида (17) можно записать, очевидно, и для полной корре-
ляционной функции ψ(τ ). Фурье-преобразование от ψ(τ ) будет содер-
жать при этом как спектр флуктуационной компоненты, так и спектр
среднего значения; в соответствии с (8) и (18)

Gψ(ω) = G(ω) + |x|2 δ(ω).

Таким образом, в полном спектре Gψ(ω), в отличие от спектра
флуктуаций G(ω), имеется дискретная линия при ω = 0; так на спек-
тральном языке представляется среднее значение — регулярная посто-
янная составляющая процесса.
Соотношения (17), (18) (или (20), (21)) будут играть исключитель-

но важную роль во всех последующих разделах этой книги. Здесь
же мы ограничимся кратким обсуждением некоторых общих следствий
этих соотношений и рассмотрением ряда конкретных примеров наибо-
лее часто встречающихся случайных процессов. Если ширину спектра
случайного процесса G(ω) обозначить через Δω, то в силу общих
свойств преобразования Фурье

Δω = const/τк (1.3.22)

Выражение (22) называют соотношением «неопределенностей» или же
соотношением взаимности. Величина постоянной в (22) зависит от
конкретного определения Δω и τк, а также от формы спектра. Таким
образом, время корреляции τк, характеризующее временной интервал,
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на котором «распадается» статистическая связь 1) между значениями
случайного процесса, характеризует «скорость» изменения случайной
функции и распределение энергии процесса по спектру (ср. со спек-
тральной теорией регулярных процессов, где соотношение типа (22)
связывает характерную длительность процесса и ширину амплитудного
спектра). Чтобы уточнить (22), приведем некоторые определения для
величин Δω и τк.

Часто пользуются понятием так называемой эффективной шумовой ширины
спектра, определяемой как

Δω′ =

∞∫

0

G(ω) dω/Gmax = σ2/2Gmax, (1.3.23)

которая соответствует аппроксимации спектра G(ω) в области ω > 0 экви-
валентным прямоугольником. Возможны и другие оценки ширины спектра,
например:

Δω′′ =

(∞∫

0

G(ω) dω
)2

∞∫

0

G2(ω) dω

=
σ4

4

∞∫

0

G2(ω) dω

. (1.3.24)

Выражения (23) и (24) удобны в том отношении, что Δω′ и Δω′′ можно
выразить через корреляционную функцию. Если спектр интенсивности случай-
ного процесса расположен в области низких частот и Gmax = G(0), то, введя
время корреляции

τ ′к = 4
∞∫

0

R(τ) dτ , (1.3.25)

будем иметь
Δω′τ ′к = 2π. (1.3.26)

В этом нетрудно убедиться, если использовать (17) и (18). В общем случае
произвольного спектра, определяя время корреляции как

τ ′′к = 2
∞∫

0

R2(τ) dτ , (1.3.27)

получим также
Δω′′τ ′′к = 2π. (1.3.28)

Примеры спектров и корреляционных функций. Рассмотрим
некоторые часто встречающиеся аппроксимации спектров и соответ-
ствующие им корреляционные функции (рис. 1.3).

1) Точнее — корреляционная связь; можно построить (правда, довольно
экзотические) примеры, когда значения x(t) и x(t + τ) некоррелированы, но
зависимы (см. [6]).
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Рис. 1.3. Некоторые часто встречающиеся спектральные плотности G(ω) и со-
ответствующие им коэффициенты корреляции R(τ)

1) Прямоугольный низкочастотный спектр (рис. 1.3, а):

G(ω0) =
{
G0, |ω| � h,
0, |ω| > h,

σ2 = 2G0h, (1.3.29)
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R(τ ) = sinhτ

hτ
. (1.3.30)

2) «Лоренцевский» спектр (рис. 1.3, б):

G(ω) = G0h
2

h2 + ω2
, σ2 = πhG0, R(τ ) = e−h|τ |. (1.3.31)

3) Гауссовский спектр (рис. 1.3, в):

G(ω) = G0e
−ω2/2Δ2 , σ2 = G0Δ

√
2π, R(τ ) = e−τ

2Δ2/2. (1.3.32)

4) Треугольный спектр (рис. 1.3, г):

G(ω) =
{
G0(1− |ω|/2h), |ω| < 2h,

0, |ω| > 2h, σ2 = 2G0h, (1.3.33)

R(τ ) =
(

sinhτ

hτ

)2
. (1.3.34)

5) «Полосовой» шум с прямоугольным спектром (рис. 1.3, д):

G(ω) =
{
G0, ω0 − h � |ω| � ω0 + h,
0, ω0 − h > |ω| > ω0 + h,

σ2 = 4G0h, (1.3.35)

R(τ ) = sinhτ

hτ
cosω0τ. (1.3.36)

6) «Полосовой» шум с гауссовским спектром (рис. 1.3, е):

G(0) = G0
1+ ε

[e−(ω−ω0)2/4h2 + e−(ω+ω0)
2/4h2 ], (1.3.37)

G0 = G(ω0), ε = e−ω
2
0/h

2

, σ2 = 4
√
πhG0
1+ ε

,

R(τ ) = e−h
2τ2 cosω0τ. (1.3.38)

7) Гармонический сигнал.
Устремляя в (36) или (38) ширину спектра h к нулю (h → 0), мы

приходим к модели случайного гармонического сигнала с коэффициен-
том корреляции

R(τ ) = cosω0τ. (1.3.39)

Такой функции соответствует спектр

G(ω) = G0[δ(ω − ω0) + δ(ω + ω0)], (1.3.40)

а сам процесс описывается гармонической функцией

x(t) = a cos(ω0t+ ϕ) (1.3.41)

с постоянной (и неслучайной) амплитудой a и случайно распреде-
ленной фазой ϕ: w(ϕ) = 1/2π. Следует заметить, что такой процесс
является существенно негауссовским.
8) «Белый» шум (гладкий спектр) (рис. 1.3, ж):

G(ω) = G0 (−∞ < ω <∞), (1.3.42)
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B(τ ) = 2πG0δ(τ ), σ2 = ∞, R(τ ) = 1 (τ = 0), 0 (τ 	= 0). (1.3.43)

Отметим, что шум с конечной шириной спектра иногда называют
цветным шумом; к примерам такого шума относятся спектры 1)–6).
Приведенные примеры соответствуют наиболее часто встречающим-

ся в приложениях случайным процессам. Поскольку примеры про-
иллюстрированы графически, здесь мы ограничимся лишь кратким
комментарием.
1. Гауссовский спектр (рис. 1.3, в) обладает следующим свойством:

его корреляционная функция тоже оказывается гауссовской кривой.
2. Корреляционная функция «полосового» шума, спектр которого

группируется вблизи некоторой частоты ω0 (рис. 1.3, д, е), осциллирует
со средней частотой случайного процесса ω0.
Это свойство «полосового» шума не является следствием конкрет-

ного выбора формы спектра. Нетрудно убедиться, что и в общем случае
произвольного полосового спектра (не обязательно симметричного от-
носительно «средней» частоты ω0)

R(τ ) = r(τ ) cosω0τ + s(τ ) sinω0τ. (1.3.44)

Действительно, полагая

G(ω) = g (ω − ω0),

можно записать для коэффициента корреляции

R(τ ) = 2

σ2

∞∫

0

g (ω − ω0) cosωτ dω = 2

σ2

∞∫
−ω0

g (ν) cos(ν + ω0)τdν. (1.3.45)

Из (45) непосредственно следует (44), где

r(τ ) = 2

σ2

∞∫
−ω0

g (ν) cos ντ dν, s(τ ) = 2

σ2

∞∫
−ω0

g (ν) sin ντ dν. (1.3.46)

Из (46) (как и из (36), (38)) видно, что, если относительная полоса
спектра шума мала (h/ω0 � 1 — узкополосный процесс), функции r(τ )
и s(τ ) в (44) медленно изменяются по сравнению с cosω0τ и sinω0τ .
Общая формула (44) согласуется с (36), (38) для g (ν) = g (−ν),
s(τ ) = 0.
3. Процесс с G(ω) = G0 = const (рис. 1.3, ж) принято называть

«белым» шумом. Хотя это название логически противоречиво («белый»
свет, как известно, не обладает равномерным спектром), а сам такой
процесс физически нереализуем, поскольку для него

〈ξ2〉 =
∞∫

−∞
G(ω) dω → ∞, (1.3.47)
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мы довольно широко будем пользоваться этой весьма удобной матема-
тической моделью (разумеется, надо помнить о (47)!).
4. Выбирая ту или иную аппроксимацию для B(τ ), нужно помнить,

что ее фурье-образ (т. е. спектр G(ω)) не должен принимать отрица-
тельных значений. Поэтому нельзя, например, представить B(τ ) в виде
прямоугольника

B(τ ) =
{
B0, |τ | < τ0,
0, |τ | > τ0.

Функции типа exp
N∑
n=1

αnτn, например e−ατ
4
, также непригодны для

аппроксимаций B(τ ), за исключением гауссовской кривой B(τ ) = e−ατ
2

(см. обсуждение формулы (1.1.45)).
Для комплексного случайного процесса вида (1.1.3)

z(t) = x(t) + iy(t), (1.3.48)

в отличие от действительного процесса, можно составить две парные
корреляционные функции 〈zzτ 〉 и 〈zz∗τ 〉. Для радиофизики и оптики
особое значение имеют функции

ψ(t, τ ) = 〈zz∗τ 〉, B(t, τ ) = 〈zz∗τ 〉 − z z∗τ , (1.3.49)

приводящие к вещественным среднеквадратурным значениям при
τ = 0.
Корреляционная функция комплексного процесса в общем случае

оказывается комплексной:

B(t, τ ) = |B(t, τ )| exp iϕ(t, τ ). (1.3.50)

Для комплексной корреляционной функции могут быть получены со-
отношения типа Винера — Хинчина, определяющие комплексную спек-
тральную плотность, действительная и мнимая части которой являются
преобразованием Фурье от действительной и мнимой частей корреля-
ционной функции.
Комплексный случайный процесс, наиболее часто используемый

в радиофизике и оптике, — это комплексная амплитуда квазигармо-
нических колебаний или волн. Для стационарного колебания в этом
случае x и y в (48) некоррелированы, комплексная корреляционная
функция 〈zzτ 〉 = 0, а функция 〈zz∗τ 〉 выражается через спектр G+(ω)
самого колебания (см. (2.3.19)–(2.3.21)).
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§ 4. Статистическое усреднение и усреднение по
времени

Эргодичность. Рассмотрим результат усреднения по интервалу T
некоторой функции времени f(t). Если до усреднения

f(t) =
∞∫

−∞
fωe

iωt dω, (1.4.1)

то усредненную функцию можно записать как

fT (t) = 1
T

t+T∫
t

f(θ) dθ =
∞∫

−∞
fω

sinωT/2
ωT/2

eiωT/2eiωt dω. (1.4.2)

Из (2) следует, что при усреднении сильнее подавляется высокочастот-
ная часть спектра, связанная с относительно быстрыми изменениями
функции f . Иначе говоря, усреднение по времени сглаживает f(t).
Предположим теперь, что по времени усредняется стационарная

случайная функция x(t). Используя (1.1.11), процесс x(t) на «входе»
усредняющего устройства, называемого также интегратором, предста-
вим в виде суммы трех компонент:

x(t) = x+ ξ0 + ξ(t). (1.4.3)

Усреднение по времени может влиять, очевидно, только на вели-
чину переменной компоненты ξ(t), так что на «выходе» интегратора
процесс (2) преобразуется в процесс

xT (t) = x+ ξ0 + ξT (x). (1.4.4)

Из (4) следует, что при выполнении двух условий

(a) ξ0 = 0, (б) 〈ξ2T 〉 → 0 (T → ∞), (1.4.5)

получим
xT (t) ≈ x, (1.4.6)

т. е. при достаточно большом времени усреднения T среднее по време-
ни со сколь угодно большой точностью может совпадать со средним
статистическим.
Процессы, для которых выполняется условие (6), называют эр-

годическими. Таким образом, эргодический процесс при временном
усреднении теряет случайный характер и стремится к некоторой по-
стоянной величине, равной его среднему статистическому значению.
Это обстоятельство, разумеется, значительно упрощает измерение ста-
тистических средних: вместо громоздкого массового опыта, состоящего
в усреднении по большому количеству реализаций случайного процес-
са, в случае его эргодичности оказывается достаточным усреднение
одной (но достаточно длинной) реализации.
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Можно сказать, что в случае зргодического процесса ценность
отдельной реализации резко возрастает, так как путем ее усреднения
по времени можно находить всевозможные статистические характери-
стики случайного процесса, не обращаясь к усреднению по ансамблю.
Рассмотренный процесс обладает свойством эргодичности относи-

тельно среднего значения. В самом общем случае эргодичностью долж-
ны обладать все моменты и функции распределения. Таким образом
мы приходим к следующему определению эргодичности. Стационарный
случайный процесс будет эргодическим, если любая его статистиче-
ская характеристика, полученная усреднением по ансамблю реализа-
ций, может быть сколь угодно близка соответствующему временному
среднему, полученному по одной реализации за достаточно большой
промежуток времени.
Закон, по которому в (5) происходит уменьшение дисперсии 〈ξ2T 〉

с ростом T , зависит от вида спектра Gξ(ω) или корреляционной функ-
ции B(τ ) = σ2ξRξ(t) флуктуаций ξ(t) в (3). Положив в (2) f(t) = ξ(t),
возведя в квадрат и статистически усреднив, получим

〈ξ2T 〉 =
∞∫

−∞
Gξ(ω)

(
sinωT/2
ωT/2

)2
dω =

2σ2ξ
T 2

Lξ(T ); (1.4.7)

здесь введена функция

Lξ(t) =
t∫

0

(t− τ )Rξ(τ ) dτ , (1.4.8)

с которой мы будем встречаться при решении многих задач, рассмат-
риваемых в этой книге. Непосредственно функция L(t) описывает
дисперсию так называемого диффузионного случайного процесса (см.
гл. 2).
Как следует из (8),

Lξ(T ) =

{ 1
2
T 2 (при T � τξ),

Tτξ − t2ξ ≈ Tτξ (при T � τξ),
(1.4.9)

где τξ — время корреляции флуктуаций ξ(t), которое здесь удобно
определить соотношением типа (1.3.25)

τξ =
∞∫

0

Rξ(τ ) dτ , (1.4.9a)

и

t2ξ =
∞∫

0

τRξ(τ ) dτ ≈ τ 2ξ . (1.4.9б)
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Подставив (9) в (7), получим:

〈ξ2T 〉 =

⎧⎨⎩ σ2ξ (T � τξ),

2σ2ξτ
T

= 2πGξ(0)
T

∼ 1
T
(T � τξ).

(1.4.10)

Из (10) следует, что необходимое для эргодичности процесса ξ(t)
уменьшение дисперсии 〈ξ2T 〉 наступает лишь при достаточно больших
T , когда

T � τξ. (1.4.10a)

Если Gξ(0) = 0, то уменьшение 〈ξ2T 〉 будет происходить еще быст-
рее, чем в (10). Полагая, например,

Gξ(ω) = G0ω
2

ω2 + h2
,

найдем
〈ξ2T 〉 = 2πG0

hT 2
(1− e−hT ) ∼ 1

T 2
. (1.4.10б)

Наименее благоприятным для усреднения является случай, когда
в области малых ω спектральная плотность флуктуации неограниченно
возрастает, т. е. G(0) → ∞. Полагая, например,

G(ω) =
{
G0|ω0/ω|μ, |ω| < ω0,
0, |ω| > ω0,

0 < μ < 1

(спектр фликкер-шума — см. [16]), получим

〈ξ2T 〉 ∼ 1

T 1−μ
.

Усреднение по времени вообще неэффективно и 〈ξ2T 〉 не зависит от T ,
если вся мощность флуктуации сосредоточена в точке ω = 0, т. е. если

Gξ(ω) = Cδ(ω). (1.4.10в)

Подстановка (10в) в формулу (7) дает

〈ξ2T 〉 = C = const.

Спектр вида (10в) как раз соответствует наличию в выражении (3)
компоненты ξ0 	= 0 с дисперсией 〈ξ20〉 = C.

Заметим, что случайный процесс может быть эргодическим, но нестацио-
нарным, например:

x(t) = x+ a cosΩt, (1.4.10г)

где a — случайная постоянная (a = 0). В нестационарности легко убедиться,
найдя дисперсию этого процесса

〈(x− x)2〉 = 〈a2〉 cos2 Ωt,

которая оказывается зависящей от времени. Тем не менее соотношение (8) для
процесса (10а) выполняется, и, усредняя, мы получим в пределе

x̃ = x.
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Это свойство эргодичности может оказаться, однако, потерянным для функ-
ции процесса (10г). Взяв, например, y = x2, получим

y = x 2 + 2xa cosΩt+ a2 cos2Ωt,

ỹ → x 2 + a2/2, y = x 2 + a2 cos2Ωt �= ỹ.

Рис. 1.4. Сходимость по вероят-
ности

Распределение wT (x̃) для случай-

ного процесса x̃ =
1

T

t+T∫

t

x(t) dt

при различных временах усредне-
ния T (T1 < T2)

Более точно соотношение (6) запи-
сывается как

lim
T→∞

x̃ =
P
x, (1.4.11)

где символ P означает, что имеет ме-
сто сходимость x̃T к x по вероятно-
сти. Смысл этого термина иллюстри-
руется на рис. 1.4. Временное сред-
нее, взятое за конечное время усред-
нения, — величина случайная и харак-
теризуется одномерным законом рас-
пределения wT (x̃T ). Однако вид этого
закона, очевидно, зависит от величины
времени усреднения T . При T → ∞
вероятность сколько-нибудь заметных
отклонений x̃T от x стремится к нулю

и w(x̃T ) → δ(xT − x). Заметим, что, независимо от вида w(x), распре-
деление w(x̃T ) при достаточно больших T становится гауссовским.
Точность определения средних при временном усреднении.

Фундаментальная ошибка измерений, оценка необходимого вре-
мени усреднения. В реальных условиях время усреднения T конечно,
что приводит к фундаментальной ошибке измерений. Поэтому пред-
ставляет интерес оценить, каким должен быть интервал T , чтобы
соотношение (6) выполнялось с достаточной точностью. Решая эту
задачу, учтем, что случайным процессам x и xT на входе и выходе
интегратора соответствуют так называемые отношения сигнал/шум,
равные

(c/ш)вх = x 2

〈ξ2〉 , (c/ш)вых = x 2

〈ξ2T 〉
, (1.4.12)

и введем параметр

μ = (c/ш)вх
(c/ш)вых

= 〈ξ2T 〉
〈ξ2〉 � 1, (1.4.13)

который характеризует ослабление шума при его прохождении через
интегратор. Если теперь подставить (7) в выражение для (c/ш)вых
в (12), то получим искомое точное уравнение

Lξ(T )

T 2
= 1
2
μ, (1.4.14)

определяющее время усреднения T при заданном значении парамет-
ра μ.
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Уравнение (14) решается точно, если, например,

Rξ(τ ) = 1[
1+

(
τ

τξ

)2]3/2 , (1.4.14a)

чему соответствует, как нетрудно убедиться, используя (8), функция

Lξ(T ) = τ 2ξ (
√
1+ x2 − 1), x = T

τξ
. (1.4.15)

Подстановка (15) в (14) дает√
1+ x2 − 1
x2

= 1
2
μ, (1.4.15a)

откуда следует, что в рассматриваемом случае время T определяется
формулой:

T = τξ
2
μ

√
1− μ. (1.4.16)

Обычно ослабление шума в интеграторе бывает значительным, т. е.
согласно (13)

μ� 1. (1.4.16a)

Выражение (16) в этом случае несколько упрощается и принимает вид

T ≈ τξ
2
μ
� τξ. (1.4.16б)

Рассмотрим еще случай экспоненциальной корреляции, когда

Rξ(τ ) = e−|τ |/τξ (1.4.16в)

и
Lξ(T ) = τ 2ξ (e

−x − 1+ x), x = T/τξ.

Вместо (15а) мы теперь получим трансцендентное уравнение

e−x − 1+ x

x2
= 1
2
μ, (1.4.16г)

которое, однако, в случае (16а) упрощается и опять принимает вид
(16б). Аналогичные результаты получаются и для других моделей
корреляции. Мы приходим, таким образом, к выводу, что при выпол-
нении условия (16а) длительность времени усреднения T определяется
выражением (16б), независимо от вида коррелятора 〈ξξτ 〉 = σ2ξRξ(τ ).
Отметим также, что неравенство

T � τξ (1.4.16д)

само по себе еще не обеспечивает возможности использования прин-
ципа эргодичности, поскольку отношение T/τξ должно быть не вообще
большим, но достаточно большим — в соответствии со смыслом пара-
метра μ в (13) и (16б).
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О методах измерения статистических характеристик стацио-
нарных случайных процессов. Возможность извлечения статисти-
ческих характеристик стационарного случайного процесса из одной
его реализации представляет большой интерес для экспериментальной
радиофизики и оптики. Ниже мы обсудим кратко базирующиеся на
этом свойстве методы измерения моментов, корреляционных функций
и законов распределения. В перечисленных задачах использование
операции временного усреднения дает существенные преимущества.
Так, например, корреляционную функцию случайного процесса η(t)

при помощи временного усреднения можно найти следующим образом:

BT (τ ) = 1
T

t+T∫
t

η(t)η(tτ ) dt. (1.4.17)

Анализ корреляционной функции (17) аналогичен рассмотрению изме-
рения среднего для случайного процесса ξ(t) = η(t)η(t + τ ). Однако
теперь дисперсия процесса ξ(t) зависит от момента четвертого порядка
процесса η(t).
Измерение средних. На рис. 1.5 показана простая схема измере-

ния среднего значения стационарного электрического шума x(t). После

Рис. 1.5. Схема измерения среднего значения стационарного электрического
шума, использующая операцию временного усреднения

усилителя Y , воспроизводящего x(t) без искажений, стоит простейший
интегратор в виде RC-фильтра (T0 = RC) и прибор, измеряющий
напряжение 1). Показания прибора

1) Можно показать, что эффективное время усреднения интегратора с филь-
тром равно 2T0 (см. § 2 гл. 5).
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y(t) = k

T0

t∫

0

e−θ/T0x(t− θ) dθ.

При выполнении (16) и (16д) величина y ≈ kx. Таким образом, из-
мерения средних осуществляются с помощью простого вольтметра
постоянного тока. Аналогичная схема может быть использована и для
измерения x2 и т. п.: в этом случае между усилителем и интегратором
ставится соответствующий детектор; если детектор безынерционен, то
оценки точности измерений можно провести по формулам (12)–(16).
Измерение корреляционных функций. На рис. 1.6 показана схе-

ма измерения корреляционной функции B(τ ) случайного процесса η(t).

Рис. 1.6. Схема измерения корреляционной функции стационарного электриче-
ского шума:

ЛЗ — линия задержки, ⊗ — перемножитель, ∫ — интегратор
Исходный сигнал разделяют на два, которые затем проходят через
разные каналы, задерживаясь относительно друг друга на время τ .
Задержанные сигналы перемножаются, а результат перемножения реа-
лизаций поступает на интегратор, где усредняется по времени. На рас-
смотренном принципе основано измерение корреляционных функций
в разных областях физики.
Измерение вероятностей. Одномерные и многомерные распреде-

ления стационарных процессов могут быть определены также по одной
реализации, путем операции усреднения по времени. В этом случае ве-
роятность некоторого состояния определяется по относительному вре-
мени пребывания процесса в заданном состоянии. Такое определение
вероятности представляется вполне естественным; для стационарного
процесса оно может быть строго обосновано с помощью доказанной
выше эргодической теоремы.
Пусть для стационарного случайного процесса нас интересует ве-

роятность P (x1 � x � x2) события, заключающегося в том, что реали-
зация x(t) проходит в интервале [x1, x2]. Тогда указанную вероятность
можно определить по относительному времени пребывания реализации
в указанном интервале с помощью соотношения

P (x1 � x � x2) = lim
T→∞

Tx1,x2

T
, (1.4.18)

где Tx1,x2 =
∑

Δti, а Δti — времена пребывания (рис. 1.7). Соотно-
шение (18) непосредственно следует из (11). Действительно, если η(x)
является некоторой функцией рассматриваемой случайной величины x,
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Рис. 1.7. Реализация стационарного случайного процесса x(t) и построенная
на ее основе реализация импульсного процесса η(t)

Площадь под кривой η(t) равна времени пребывания процесса x в интервале x1 � x � x2

то η также представляет собой стационарный случайный процесс.
В силу эргодичности η(t)

η =
∞∫

−∞
η(x)w(x) dx = lim

T→∞
1
T

t+T∫
t

η[x(t)] dt ≡ η̃. (1.4.19)

Рассмотрим стационарный процесс η(t) специального вида:

η(t) = F [x(t)] =
{
1, x1 � x � x2,
0, x вне интервала [x1, x2].

Для такого процесса (см. рис. 1.7)

η = P (x1 � x � x2), η̃ = Tx1,x2/T. (1.4.20)

Таким образом, соотношение (18) доказано.
Для оценки точности, с которой выполняется равенство P =

= Tx1,x2/T , можно использовать соотношения (12)–(16). Для электри-
ческих шумов измерение относительных времен пребывания нетрудно
выполнить с помощью электронного осциллографа. Необходимое вре-
мя усреднения T может быть получено либо за счет инерционности
люминофора трубки (в этом случае хорошее представление о рас-
пределении вероятности дает просто распределение яркости свечения
по экрану), либо за счет выбора экспозиции при фотографировании
с экрана трубки.
На рис. 1.8 приведены фотографии с экрана электроннолучевой

трубки одномерных случайных разверток, полученных в условиях, ко-
гда исследуемый случайный процесс подается на вертикальные пласти-
ны осциллографа.
Фотография рис. 1.8, а соответствует случайному процессу x(t) =

= cosϕ(t), где ϕ(t) — случайная фаза. Если w(ϕ) = 1/2π, согласно
формулам (1.2.10), (1.2.11)
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Рис. 1.8. Фотографии одномерных случайных разверток на экране электронно-
го осциллографа [9]:

а) процесс x(t) = cos ϕ(t (w(ϕ) = 1/2π); б) гауссовский случайный процесс.

w(x) =

⎧⎨⎩
1

π
√
1− x2

, −1 < x < 1,

0, 1 < x < −1,
(1.4.21)

— распределение яркости на фотографии соответствует (21).
На рис. 1.8, б приведена случайная развертка для гауссовского
процесса.
Для экспериментального определения двумерных распределений

стационарных процессов с помощью электронного осциллографа следу-
ет получить двумерную случайную развертку; кривые равной яркости
на экране осциллографа соответствуют, очевидно, условию

w(x, xτ , τ ) = const (1.4.22)

(рис. 1.9).
На рис. 1.10 приведены фотографии, полученные описанным ме-

тодом для стационарного гауссовского случайного процесса. При из-
менении времени задержки τ между напряжениями, поступающими
на горизонтальные и вертикальные пластины, может быть определен,
очевидно, набор двумерных распределений w(x, xτ , τ ). В соответствии
с (1.2.43), (1.2.44)

w(x, xτ , τ ) = 1

2πσ2
√
1−R2(τ)

exp
{
−x2 − 2R(τ)xxτ + x2τ

2σ2[1−R2(τ)]

}
, (1.4.23)

где R(τ ) — коэффициент корреляции (см. (1.3.2)).
Пользуясь (23), нетрудно найти формы кривых равной яркости на

экране электроннолучевой трубки. Они описываются уравнением

x2 − 2R(τ )xxτ + x2τ = const. (1.4.24)
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��

Рис. 1.9. Схема измерения двумерного распределения стационарного случайно-
го процесса w(x, xτ , τ) с помощью электронного осциллографа

(X и Y — входы вертикальной и горизонтальной разверток)

Рис. 1.10. Изображение двумерного закона распределения стационарного гаус-
совского процесса, измеренного с помощью схемы, приведенной на рис. 1.9

Различные фотографии соответствуют разным τ . Величина задержки увеличивается от
(а) к (д); для (д) τ � τк

При τ � τк R(τ ) ≈ 1 и мы имеем уравнение прямой:
(x− xτ )2 = const.

Напротив, при τ � τк R(τ ) = 0 и (24) сводится к уравнению окружно-
сти:

x2 + x2τ = const.

Для промежуточных значений τ (24)является уравнением эллипса. Все
эти случаи хорошо иллюстрируются осциллограммами 1) на рис. 1.10;
для гауссовского процесса описываемая схема может быть использова-
на, таким образом, для быстрых оценок времени корреляции.

1) Они заимствованы из [9].
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Пользуясь операцией временного усреднения, можно определить
и корреляционную функцию B(τ ) стационарного процесса x(t). Вместо
статистического усреднения

B(τ ) =
∞∫ ∫

−∞
xxτw(x, xτ , τ ) dx dxτ , (1.4.25)

в рассматриваемом случае можно написать

B(τ ) = lim
T→∞

1
T

t+T∫
t

x(t)x(t+ τ ) dt, (1.4.26)

и это означает, что для экспериментального определения B(τ ) надо
располагать линией задержки, перемножителем и интегратором (см.
рис. 1.6).
Перечисленные методы измерения и анализа стационарных случай-

ных процессов принято называть аналоговыми методами. Эти методы
нашли достаточно широкое распространение. Вместе с тем широкие
возможности цифровых ЭВМ делают во многих случаях более пред-
почтительной цифровую обработку реализаций случайных процессов.
Для подробного ознакомления с техникой измерения и анализа слу-
чайных процессов мы отсылаем читателя к книгам [10, 17].

§ 5. Томографическое определение двумерной
функции распределения

Одна их главных задач томографии состоит в получении изображе-
ния двумерной функции распределения некоторой физической величи-
ны по ее проекционным характеристикам, т. е. суммарным значениям
(интегралам), вдоль конечного числа направлений [11, 12]. Эти проек-
ции могут быть получены трансмиссионным или эмиссионным методом
с использованием различных источников излучения (акустических,
оптических, рентгеновских и т. п.). Удобства применения томографиче-
ских методов связаны с возможностями бесконтактного и дистанцион-
ного определения разнообразных физических характеристик объекта:
показателей преломления и поглощения среды, плотности распределе-
ния частиц и т. д.
Основные соотношения для томографии в вероятностном описании

следуют из связи характеристической функции с функцией распреде-
ления плотности вероятности. В настоящем разделе мы рассмотрим
принцип томографического измерения безотносительно к физическому
содержания распределения.
Обратимся к двумерной функции распределения w(x, y), где

случайные величины x, y принимают значения на интервалах
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Рис. 1.11. К опреде-
лению преобразования

Радона

−∞ < x <∞, −∞ < y <∞. В прямоугольной
системе координат {x, y} рассмотрим прямую
L, которая задается уравнением (рис. 1.11)

s = x cosϕ+ y sinϕ, (1.5.1)

где s — расстояние от начала координат до
прямой, ϕ — угол между осью и перпенди-
куляром, опущенным из начала координат на
эту прямую. Предположим, что производит-
ся интегральное измерение вероятности вдоль
рассматриваемого направления L. Обозначим
результат измерения через R(s, ϕ):

R(s, ϕ) =
+∞∫ ∫

−∞
w(x, y)δ(s− x cosϕ− y sinϕ) dx dy, (1.5.2)

где δ(z) — дельта-функция. Преобразование (2) называют преобразова-
нием Радона [13]. Согласно (2) все значения, лежащие вдоль прямой,
проецируются в точку с координатами s, ϕ. Нас же при измерении
будет интересовать двумерная функция распределения w(x, y). В связи
с этим задача сводится к нахождению последней по функции R(s, ϕ).
Покажем сначала, что функция Радона имеет смысл одномерной

функции распределения. С этой целью обратимся к характеристиче-
ской функции

θ(u) =
+∞∫ ∫

−∞
eius(x,y)w(x, y) dx dy. (1.5.3)

Здесь s(x, y) — пока неопределенная функция. Преобразование Фурье
от характеристической функции (3)

w(s) = 1
2π

+∞∫
−∞

θ(u)e−ius du

можно представить в виде

w(s) =
+∞∫ ∫

−∞
w(x, y)δ(s− s(x, y)) dx dy. (1.5.4)

Функция w(s) неотрицательна, поскольку преставляет собой ин-
теграл от произведения двух неотрицательных функций. Учитывая
свойство дельта-функции, нетрудно показать, что w(s) удовлетворяет
условию нормировки

+∞∫

−∞
w(s) ds =

+∞∫ ∫

−∞
w(x, y) dx dy = 1.
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Таким образом, функция w(s) обладает свойствами функции распреде-
ления плотности вероятностей: она является фурье-образом характери-
стической функции и нормирована на единицу.
Если функция s(x, y) определяется уравнением (1), то имеем

w(s) = R(s, ϕ) =
∫ ∫

w(x, y)δ(s− x cosϕ− y sinϕ) dx dy. (1.5.5)

Из (5) следует, что в данном случае результат фурье-преобразования
характеристической функции дает просто функцию Радона. Двукрат-
ный интеграл (5) нетрудно преобразовать к однократному с помощью
перехода к новой системе координат (новым переменным, см. рис. 1.11)

x′ = x cosϕ+ y sinϕ, y′ = −x sinϕ+ y cosϕ;
x = x′ cosϕ− y′ sinϕ, y = x′ sinϕ+ y cosϕ.

(1.5.6)

Замена (6) приводит выражение (5) к следующему виду:

R(s, ϕ) =
+∞∫

−∞
w(s cosϕ− y′ sinϕ, s sinϕ+ y′ cosϕ) dy′. (1.5.7)

Легко проверить, что функция (5) обладает свойством

R(−s, ϕ+ π) = R(s, ϕ). (1.5.8)

Физический смысл свойства (8) заключается в том, что пара величин
(s, ϕ) и (−s, ϕ + π) в соответствии с (1) определяют одну и туже
прямую линию.
Приведем пример радоновского образа (7) для двумерной функции

распределения (1.4.23):

w(x, y) = 1

2πσ2
√
1−R2

exp
{
−x2 + y2 − 2Rxy
2σ2(1−R2)

}
.

Здесь обозначено y = xτ и R = R(τ ) — коэффициент корреляции.
Расчет R(s, ϕ) приводит к выражению

R(s, ϕ) = 1√
2π(1+R sin 2ϕ)σ

exp
{
− s2

2σ2(1+R sin 2ϕ)

}
. (1.5.9)

Полученная функция Радона также оказывается гауссовской, ширина
которой зависит как от коэффициента корреляции R, так и от угла
наблюдения ϕ. Ширина функции Радона с ростом R, в отличие от
функции распределения w(x, y), растет.
Обратимся теперь к Фурье-образу радоновской функции

R̂(q, ϕ) =
+∞∫

−∞
R(s, ϕ)e−i2πqs ds.

3 С.А. Ахманов, Ю.Е. Дьяков, А. С. Чиркин
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Принимая во внимание соотношение (7), имеем

R̂(q, ϕ) =
+∞∫ ∫

−∞
w(s cosϕ− y′ sinϕ, sinϕ+ y′ cosϕ)e−i2πqs ds.

Это выражение с помощью замены переменных

x = s cosϕ− y′ sinϕ,
y = s sinϕ+ y′ cosϕ

преобразуются к виду

R̂(q, ϕ) =
∫ ∫

w(x, y) exp{−i2πq(x cosϕ+ y sinϕ)} dx dy. (1.5.10)

Правая часть выражения (10) является фурье-образом двумерной
функции распределения w(x, y):

ŵ(q1, q2) =
+∞∫

−∞
w(x, y)e−i2π(q1x+q2y) dx dy. (1.5.11)

Поэтому равенство (10) можно записать так

R̂(q, ϕ) = ŵ(q cosϕ, q sinϕ). (1.5.12)

Соотношение (12) дает связь преобразования Фурье радоновского обра-
за двумерной функции распределения с фурье-преобразованием самой
двумерной функции распределения.
Фурье-преобразование обратное преобразованию (11) в полярных

координатах {p, ϕ} (q1 = p cosϕ, q2 = p sinϕ) принимает вид

w(x, y) =
2π∫

0

dϕ

∞∫

0

ŵ(p cosϕ, p sinϕ)ei2πp(x cosϕ+y sinϕ)p dp. (1.5.13)

Подставив в (13) выражение (12), получим

w(x, y) =
2π∫

0

dϕ

∞∫

0

pR̂(p, ϕ)ei2πp(x cosϕ+y sinϕ) dp. (1.5.14)

Если воспользоваться свойством (8), то после преобразований выраже-
ние можно привести к виду

w(x, y) =
π∫

0

dϕ

+∞∫

−∞
|q|R̂(q, ϕ)ei2πq(x cosϕ+y sinϕ) dq. (1.5.15)

Полученное выражение позволяет восстановить распределение
w(x, y) по фурье-преобразованию R̂(q, ϕ) ее радоновского образа,
и, следовательно, для нахождения двумерного распределения по
радоновскому образу сначала необходимо найти его фурье-образ.
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Формулу обращения (15) можно представить в ином виде. Введем
функцию

Q(z) = π

+∞∫

−∞
|q|ei2πqz dq, (1.5.16)

причем Q(−z) = Q(z) и

π(|q|) =
+∞∫

−∞
Q(z)e−i2πqz dz. (1.5.17)

При подстановке (17) в выражение (15) последнее можно преобразо-
вать к виду

w(x, y) = 1
π

∞∫

0

dϕ

+∞∫
−∞

R̂(s, ϕ)Q(x cosϕ+ y sinϕ− s) ds. (1.5.18)

В полученной формуле обращения фигурирует радоновский образ
и вспомогательная функция Q(z). Отметим, что в работе [14] решение
обратной задачи томографии разрабатывается на основе преобразова-
ния Хартли.
С различными типами томографии и их применением читатель мо-

жет познакомиться более подробно обратившись, например, к книгам
[10, 11].

§ 6. Выбросы случайных процессов

Рассмотрим так называемые выбросы случайного процесса x(t),
т. е. превышение этим процессом некоторого уровня C (рис. 1.12, а).
Математически выбросы определяются выражением

x+(t) = (x(t) − C)1(x(t) − C), (1.6.1)

где 1(x) — функция, описывающая единичную ступеньку:

1(x) =

⎧⎨⎩
1, x > 0,
1/2, x = 0,
0, x < 0.

(1.6.2)

Заметим, что
d

dx
1(x) = δ(x), d

dt
1(x) = δ(x)ẋ. (1.6.3)

Преобразование x → x+ может осуществляться в нелинейном
устройстве типа детектора, характеристики которого показаны на
рис. 1.13, а. Нелинейное преобразование x(t) → 1(x(t) − C) реализует
идеальный ограничитель (рис. 1.13, б).
Как функция времени процесс 1(x(t) − C) представляет собой

случайную последовательность прямоугольных импульсов единичной

3*
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Рис. 1.12. Выбросы случайного процесса x(t) над уровнем C:

а) реализация процесса x(t), пересекающая уровень C; б) участки реализации x(t),
лежащие выше уровня C; в) прямоугольные импульсы той же длительности, что
и выбросы; г) импульсы, отмечающие переход через уровень C с положительной или
отрицательной производной; д) импульсы, соответствующие переходу через уровень C
с положительной производной; е) импульсы, соответствующие пересечению уровня G

с производной любого знака

амплитуды (рис. 1.12, в). Они синхронны с переходами функции x
через уровень C, т. е. имеют ту же длительность, что и импульсы
неправильной формы на рис. 1.12, б, из которых состоит процесс x+(t).
Напишем выражения для некоторых характеристик выбросов на

интервале времени (0, T ).
Длительность выбросов. Под длительностью i-го выброса пони-

мается величина интервала Δθi = ti+1 − ti между последовательными
пересечениями кривой x(t) уровня C с положительной и отрицательной



§ 6. Выбросы случайных процессов 69

Рис. 1.13. Нелинейные ха-
рактеристики, соответствую-
щие переходу от процесса x
к x+ = (x − C)1(x − C) (а)
и от x к 1(x− C) (б)

производной. Суммарная длительность
всех выбросов на интервале (0, T ), рав-
ная θ =

∑
i

Δθi, совпадает с временем

пребывания процесса x(t) в области
x > C. Ту же суммарную длительность θ
имеют, очевидно, и импульсы 1(x − C)
(рис. 1.12, в), причем она равна просто их
площади, поскольку эти импульсы неот-
рицательны и имеют единичные амплиту-
ды. Таким образом, длительность выбро-
сов определяется выражением

θ =
T∫

0

1(x− C) dt. (1.6.4)

Число выбросов. Дифференцирова-
ние по времени функции 1(x − C) да-
ет ряд δ-импульсов, положительных при
ẋ > 0 и отрицательных при ẋ < 0
(рис. 1.12, г). Введя фактор 1(ẋ), отсекающий отрицательные
δ-импульсы, получим функцию 1̇(x − C)1(ẋ), которая представляет
собой последовательность положительных δ-импульсов, число которых
совпадает с числом выбросов (рис. 1.12, д). Полное число выбросов за
время T равно, таким образом,

n =
T∫

0

1̇(x− C)1(ẋ) dt =
T∫

0

δ(x− C)ẋ1(ẋ) dt. (1.6.5)

Энергия выбросов. При наблюдении выбросов могут использовать-
ся приборы типа калориметров, регистрирующие энергию. Энергия Q
выбросов определяется интегралом

Q =
T∫

0

[x+(t)]2 dt =
T∫

0

(x− C)212(x− C) dt. (1.6.6)

Число пересечений порога. Функция

|1̇(x− C)| = |δ(x− C)ẋ| = δ(x− C)|ẋ|
представляет собой временную последовательность положительных
δ-импульсов, каждый из которых совпадает по времени с пересечением
уровня C (рис. 1.12, е) т. е. интеграл

N =
T∫

0

δ(x− C)|ẋ| dt (1.6.7)
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определяет полное число пересечений как с положительной, так и с от-
рицательной производной. Это выражение очевидным образом обобща-
ется на случай переменного порога C(t):

N =
T∫

0

δ(x− C)|ẋ− Ċ| dt. (1.6.8)

Формула (8) определяет, таким образом, число пересечений двух про-
извольных функций времени x(t) и C(t) за время T .
Максимумы и минимумы. Минимумы функции x(t) соответству-

ют тем моментам времени, когда ẋ = 0 и ẍ > 0. Следовательно, число
минимумов равно числу выбросов производной ẋ относительно нулево-
го уровня.
Заменяя в формуле (5) x на ẋ и полагая C = 0, получим выражение

nmin =
T∫

0

δ(ẋ)ẍ1(ẍ) dt, (1.6.9)

определяющее суммарное число минимумов функции x на интерва-
ле (0, T ). Аналогичное выражение можно написать и для максимумов:

nmax = −
T∫

0

δ(ẋ)ẍ1(−ẍ) dt.

Общее число экстремальных точек равно

next = nmin + nmax =
T∫

0

δ(ẋ)[ẍ1(ẍ) − ẍ1(−ẍ)] dt =
T∫

0

δ(ẋ)|ẍ| dt (1.6.10)

в соответствии с (7).
Полученные выражения в равной степени применимы как для слу-

чайных, так и для регулярных функций. Если x(t) — случайный про-
цесс, то эти характеристики будут случайными величинами. Из приве-
денных формул видно, какая статистическая информация необходима
для вычисления тех или иных статистических средних, характеризую-
щих выбросы.
Рассмотрим, например, среднее значение суммарной длительности

выбросов. Согласно (4)

θ =
〈T∫
0

1(x− C) dt
〉

=
T∫

0

〈1(x− C)〉 dt. (1.6.11)
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Чтобы найти 〈1(x − C)〉, достаточно знать одномерное распределение
вероятностей w(x, t). В результате получим

〈1(x− C)〉 =
∞∫

−∞
1(x− C)w(x, t) dx =

∞∫

C

w(x, t) dx = P (x � C, t),

(1.6.12)
где P (x > C, t) — вероятность пребывания x над уровнем C в момент
времени t. Подставив (12) в (11), найдем

θ =
T∫

0

P (x > C, t) dt. (1.6.13)

В случае стационарного процесса x вероятность P от времени
зависеть не будет и согласно (13)

θ = TP (x � C),

или
θ

T
= P (x � C), (1.6.14)

т. е., как уже было показано выше, для стационарного случайного про-
цесса относительное время пребывания в некотором состоянии (x � C)
равно — в среднем — вероятности этого состояния.
Чтобы оценить отклонение θ от θ, нужно вычислить момент второго

порядка

θ2 =
T∫ ∫

0

dt1 dt2 〈1(x1 − C)1(x2 − C)〉 (1.6.15)

и найти дисперсию θ2 − θ 2, причем для усреднения в (15) понадобится
двумерное распределение вероятностей w(x1, x2; t1, t2). Однако, даже
не конкретизируя вида функции w(x1, x2), нетрудно показать, что
дисперсия случайной величины θ/T с ростом T стремится к нулю,
а это значит, что сама величина θ/T при достаточно больших T очень
мало отличается от своего среднего значения,

lim
T→∞

θ

T
= θ

T
= P (x � C). (1.6.16)

Действительно,

θ

T
= 1
T

T∫

0

1(x− C) dt,

т. е. случайная величина θ/T является средним по времени значением
процесса 1(x− C), который эргодичен, если эргодичен x, т. е. согласно
(1.4.6) величина θ/T с ростом T асимптотически приближается к сво-
ему среднему значению.
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Аналогично, предполагая эргодичность x(t), можно утверждать,
что такие величины, как мощность выбросов (т. е. энергия в единицу
времени)

P = Q

T
= 1
T

T∫

0

(x− C)21(x− C) dt, (1.6.17)

средняя частота пересечения порога C

ΩC = 2πNC

T
= 2π

T

T∫

0

δ(x− C)|ẋ| dt (1.6.18)

или средняя частота появления экстремальных точек

Ωext = 2πnext

T
= 2π

T

T∫

0

δ(ẋ)|ẍ| dt, (1.6.19)

при увеличении T сколь угодно мало отклоняются от своих средних
статистических значений, определение которых приобретает в связи
с этим особый интерес.
Статистическое усреднение полученных выражений дает

P =
∞∫

C

(x− C)2w(x) dx, (1.6.20)

ΩC = 2π
∞∫

−∞
w(x = C, ẋ)|ẋ| dẋ, (1.6.21)

Ωext = 2π
∞∫

−∞
w(ẋ = 0, ẍ)|ẍ| dẍ. (1.6.22)

В этих средних, кроме одномерного распределения w(x), фигурируют
двумерные распределения w(x, ẋ) и w(ẋ, ẍ).
Средняя частота пересечений двух случайных стационарных и,

вообще говоря, статистически зависимых функций x(t) и C(t), равная
согласно (8)

Ω = 2πN
T

= 2π
T

〈T∫
0

δ(x− C)|ẋ− Ċ| dt
〉

=

= 2π
∞∫ ∫ ∫

−∞
w(x = C, ẋ, C, Ċ)|ẋ− Ċ| dẋ dĊ dC, (1.6.23)

выражается через четырехмерное распределение w(x, ẋ, C, Ċ).
При определенных условиях эти формулы упрощаются. Например,
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если процесс x(t) стационарный, то x2 и ẋ 2 — константы и из
соотношений

〈xẋ〉 = 1
2
d

dt
〈x2〉 = 0, 〈ẋẍ〉 = 1

2
d

dt
〈ẋ 2〉 = 0

следует, что отсутствует корреляция между x и ẋ и между ẋ и ẍ в одни
и тот же момент времени. Если x — гауссовский процесс, то отсутствие
корреляции будет означать также и статистическую независимость.
При этом

w(x, ẋ) = w(x)w1(ẋ), w(ẋ, ẍ) = w1(ẋ)w2(ẍ) (1.6.24)

и согласно (21) и (22)

ΩC = 2πw(C)
∞∫

−∞
w1(ẋ)|ẋ| dẋ = 2πw(C)|ẋ|, (1.6.25)

Ωext = 2πw1(0)|ẍ|. (1.6.26)

Для гауссовского процесса

w(x) = 1√
2π σ

exp
[
− (x− x)2

2σ2

]
, (1.6.27)

w1(ẋ) = 1√
2π σ1

exp
[
− ẋ 2

2σ21

]
,

w2(ẍ) = 1√
2π σ2

exp
[
− ẍ 2

2σ22

]
.

(1.6.28)

Подставив эти выражения в (25) и (26), находим

ΩC = 2σ1
σ

exp
[
− (C − x)2

2σ2

]
, Ωext = 2σ2

σ1
. (1.6.29)

Дисперсии флуктуации случайной функции x и ее производных
можно выразить через спектр интенсивности G(ω) или корреляцион-
ную функцию B(τ ) процесса x:

σ2 = x2 =
∞∫

−∞
G(ω) dω = B(0),

σ21 = ẋ 2
∞∫

−∞
ω2G(ω) dω = −

(
d

dτ

)2
R(τ )

∣∣∣∣
τ=0

= ω2I σ
2, (1.6.30)

σ22 = ẍ 2 =
∞∫

−∞
ω4G(ω) dω = −

(
d

dτ

)4
R(τ )

∣∣∣∣
τ=0

= ωIIσ
2. (1.6.31)

Используя неравенство Коши — Буняковского, нетрудно показать, что

σ2I � σσ2, ωII � ωI. (1.6.32)
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Из (29) и (32) следует, что среднее число экстремумов не меньше
среднего числа пересечений любого уровня:

Ωext � ΩC , N ext � NC . (1.6.33)

Если спектр интенсивности имеет прямоугольную форму:

G(ω) =
{
G, ω0 − h � |ω| � ω0 + h,
0, ω0 − h � |ω| � ω0 + h,

(1.6.34)

то

σ2 = 4Gh, σ21 = σ2(ω20 + h2/3), σ22 = σ2(ω40 + 2ω20h
2 + h4/5)

и согласно (29)

ΩC = 2
√
ω20 + h2/3 exp

[
− (C − x)2

2σ2

]
, Ωext = 2

√
ω40 + 2ω20h

2 + h4/5

ω20 + h2/3
.

Если порог равен среднему значению (C = x), то в предельном случае
очень узкого спектра (ω0 � h)

ΩN ≈ Ωext ≈ 2ω0.
В обратном предельном случае, когда средняя частота спектра равна
нулю (ω0 = 0),

ΩN = 2h/
√
3, Ωext = 2h

√
3/5 ≈ 1,5ΩN ,

т. е. частота появления экстремальных точек почти в полтора раза
превышает частоту пересечения уровня C = x.
Пересечение случайных кривых. Рассмотрим два примера по

оценке N — числа точек, в которых пересекаются две случайные
кривые x(t) и C(t) за время T .
1. Пусть x(t) и C(t) — гауссовские случайные стационарные функ-

ции с нулевым средним, коррелированные, вообще говоря, между
собой. Их разность y = x − C будет также гауссовской функцией.
Двумерное распределение вероятностей для y и ẏ имеет вид

w(y, ẏ) = w(y)w1(ẏ), (1.6.35)

где w и w1 определяются выражениями вида (27), (28), причем

σ2 = y 2 = x 2 + C 2 − 2xC. (1.6.36)

Очевидно, что число пересечений x и C равно числу пересечений
кривой y нулевого уровня, т. е. согласно (29)

Ω0 = 2σ1/σ, N = Tσ1/πσ. (1.6.37)

Если x и C статистически независимы, то в (27), (28)

σ2 = x2 + C2, σ21 = ω2Ixx
2 + ω2ICC

2,
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где ωIx и ωIC — средние частоты спектров, определенные форму-
лой (30). Согласно (37) в этом случае

N = T

π

√
x2ω2Ix + C2ω2IC

x2 + C2
,

т. е. число пересечений определяется как частотами ωIC и ωIx, так
и интенсивностями случайных процессов, причем средняя частота пе-
ресечений

Ω = 2σ1
σ

= 2

√
ω2Ix + αω2IC
1+ α

(1.6.38)

меняется в пределах от 2ωIx до 2ωIC в зависимости от отношения
интенсивностей α = C2/x2.
2. Рассмотрим пересечение огибающих A(t) и ρ(t) двух независи-

мых гауссовских квазигармонических процессов 1)

x(t) = A(t) cos[ω1t+ ϕ(t)], C(t) = ρ(t) cos[ω2t+ ψ(t)].

В этом случае

w(ρ, ρ̇, A, Ȧ) = v(ρ)v1(ρ̇)w(A)w1(Ȧ),

причем распределения вероятностей для огибающих и их производных
имеют вид

w(A) = A

σ211
exp
[
− A2

2σ211

]
, w1(Ȧ) = 1√

2π σ12
exp
[
− Ȧ 2

2σ212

]
(σ211 = x 2, σ212 = 〈Ȧ 2〉),

v(ρ) = ρ

σ221
exp
[
− ρ2

2σ221

]
, v1(ρ̇) = 1√

1π σ22
exp
[
− ρ̇ 2

2σ222

]
(σ221 = 〈C2〉, σ222 = 〈ρ̇ 2〉).

(1.6.39)

Для рассматриваемого случая усреднение выражения (8) для числа
пересечений дает

N = T

∞∫

0

w(ρ)v(ρ) dρ
∫ ∫

dȦ dρ̇|Ȧ− ρ̇|w1(Ȧ)v1(ρ̇). (1.6.40)

Согласно (39)
∞∫

0

w(ρ)v(ρ) dρ =
√
π

2
σ11σ21

(σ211 + σ221)
3/2
,

1) Здесь мы пользуемся моделями случайных процессов, которые будут
рассмотрены в § 4 гл. 2.
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∞∫ ∫
−∞

dȦ dρ̇ |Ȧ− ρ̇|w1(Ȧ)v1(ρ̇) =
√
2
π

√
σ212 + σ222.

Итак, за время T огибающие двух гауссовских процессов пересе-
кутся в среднем

N = T
σ11σ21

(σ211 + σ212)
3/2

√
σ212 + σ222 (1.6.41)

раз. Если предположить, что корреляционные функции процессов име-
ют вид

xxτ = x 2a(τ ) cosω0τ , CCτ = C2b(τ ) cosω0τ

(это значит, что их спектральные плотности симметричны относитель-
но ω0), то в (39)

σ211 = x2, σ212 = x2Ω2Ix, σ221 = C2, σ222 = C2Ω2IC ,

где
Ω2Ix = −ä(0), Ω2IC = −b̈(0).

В случае узкополосных процессов величина ωI определяется сред-
ней частотой спектра и частота ΩI — шириной спектра. Например, для
прямоугольного спектра (34) имеем

a(τ ) = sinhτ

hτ
,

ω2I = ω20 + h2/3, Ω2I = h2/3. (1.6.42)

Рис. 1.14. Средняя часто-
та пересечения огибающих
двух независимых гауссов-
ских процессов как функ-
ция отношения их дисперсий
α = C2/x2 при отношении по-

лос z = 3

Согласно (41) средняя частота пересече-
ния огибающих равна

Ω = 2πN
T

= 2π
[
α(Ω2Ix + αΩ2IC

(1+ α)3

]1/2
,

(1.6.43)
где, как и в (38), α = C2/x2 — отноше-
ние интенсивностей. В отличие от часто-
ты (38), частота пересечения огибающих
(43) стремится к нулю как при α → 0,
так и при α → ∞ (рис. 1.14). Из (43)
нетрудно получить, что частота Ω мак-
симальна при

α =
√
1− z2 + z4 − 1+ z2

z2
, z = ΩIC

ΩIx
.

Систематическое изложение теории
выбросов случайных процессов и ее применения можно найти в мо-
нографиях [3, 15, 18]. В § 7 гл. 9 при анализе дислокаций волнового
фронта будут рассмотрены выбросы двумерных случайных полей.
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Гл а в а 2

ОСНОВНЫЕ МОДЕЛИ СЛУЧАЙНЫХ

ПРОЦЕССОВ

§ 1. Введение. Физика возникновения случайных
процессов и полей и их математические модели

Появление статистических задач в радиофизике и оптике связано
с рядом обстоятельств.
Классические и квантовые флуктуации электромагнитного поля,

электрические шумы приводят к тому, что реальные радиотехнические
и оптические устройства постоянно испытывают воздействие случай-
ных сил. Неконтролируемым, случайным образом изменяются и па-
раметры этих устройств, комплексный показатель преломления сред,
в которых распространяются радио- и световые волны.
Каковы статистические свойства этих случайных процессов?

Это, несомненно, один из главных вопросов статистической радиофизи-
ки и оптики. Ответ на него позволяет предсказать статистическое пове-
дение радиофизических и оптических систем, статистические свойства
распространяющихся волн, — задаваясь статистическими свойствами
случайных сил, флуктуационных изменений параметров, можно найти
статистические характеристики «отклика» системы, распространяюще-
гося в флуктуирующей среде излучения, и т. п.
Несмотря на огромное разнообразие физических систем, в которых

генерируются те или иные случайные процессы, подавляющее боль-
шинство последних удается описать сравнительно небольшим числом
математических моделей.
В этой и следующих главах рассматриваются некоторые модели,

представляющие особый интерес для радиофизики и оптики; отметим
сразу же, что избранный далее порядок изложения не основан на стро-
гой классификации и в ряде случаев выделенные модели соответствуют
классификации по разным признакам (по виду распределения, спектра,
характеру изменения во времени); наряду с моделями стационарных
процессов, приведены и примеры моделей, описывающих нестационар-
ность. Какие же данные использованы ниже для построения матема-
тических моделей?
Прежде всего это общие представления, фактически не требующие

детального знания физического механизма (например, микроскопиче-
ской картины) процесса. Наиболее яркий пример такого положения
вещей — это ситуация, когда выполнены условия применимости цен-
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тральной предельной теоремы теории вероятностей (см. § 2 гл. 1).
В этом случае процесс является гауссовским и можно сразу указать
многие свойства многомерных распределений, моментов случайной
функции и ее производных и т. п.
В силу центральной предельной теоремы гауссовские процессы за-

нимают совершенно исключительное место в физике. Это, однако, не
означает, что в статистической радиофизике приходится иметь дело
только с ними. Дело в том, что гауссовское распределение устойчиво
только в линейных системах с постоянными или регулярным обра-
зом изменяющимися параметрами. В нелинейных же системах или
линейных системах со случайными параметрами статистика процес-
са существенно трансформируется; поэтому, несмотря на гауссовский
характер флуктуационных сил и случайных изменений параметров,
очень многие радиофизические процессы оказываются существенно
негауссовскими.
Чрезвычайно полезной оказывается также модель случайного про-

цесса, базирующаяся на представлении реализации как колебания,
близкого к синусоиде, со случайными амплитудой и фазой. Такое
представление физически очень наглядно для так называемых узкопо-
лосных, или квазимонохроматических, процессов.

Рис. 2.1. Спектральная плот-
ность узкополосного случайно-

го процесса

Действительно, пусть речь идет
о случайном процессе, относитель-
ная ширина спектра которого мала:
Δω/ω0 � 1 (рис. 2.1). Естественно ожи-
дать, что по мере сужения полосы Δω
каждая отдельная реализация такого
процесса будет все больше приближать-
ся по виду к гармоническому колеба-
нию частоты ω0. Отличие же реализа-
ции от точной синусоиды следует при-
писать наличию амплитудной и фазовой
модуляции, тем более медленных — в масштабе средней частоты ω0, —
чем у́же ширина спектра Δω. Таким образом, возникает представление
реализации случайного процесса в виде

ξ(t) = ρ(t) cos[ω0t+ ϕ(t)]. (2.1.1)

На рис. 2.2 приведена осциллограмма, иллюстрирующая высказанные
соображения. В § 4 этой главы статистические характеристики ρ и ϕ
определены для гауссовского процесса ξ(t). В § 1 гл. 3 эти результаты
обобщаются на случай негауссовских процессов.
Тесно связана с указанной моделью и модель колебания, модули-

рованного шумом (см. § 3 гл. 3). Постановка задачи здесь, однако,
обратная. Если в (1) по заданной статистике ξ(t) следует определить
статистические характеристики ρ и ϕ, то для колебания, модулирован-
ного шумом, исходными являются функции ρ и ϕ, а по ним находятся
характеристики ξ (в первую очередь спектр такого колебания).
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Рис. 2.2. Реализация узкополосного случайного процесса

Модель колебания, модулированного шумом, имеет много приложе-
ний в радиофизике и оптике. Такая модель дает адекватное описание
автоколебаний в реальном автогенераторе радиодиапазона и лазере;
много применений она находит в задачах распространения волн через
статистически неоднородную среду.
Картина случайной амплитудной и фазовой модуляции колебаний

может быть положена и в основу статистической теории ширины спек-
тральных линий в оптике (см. § 3 гл. 3). Здесь, однако, центр тяжести
переносится уже на микроскопическую картину возникновения случай-
ной модуляции, а общие формулы, связывающие статистику модуляции
ρ, ϕ и вид спектра, используются для расчета уши рения спектральных
линий, классификации физических механизмов.
С определенной конкретизацией физического механизма генерации

случайного процесса связана и рассмотренная в § 6 модель импульсно-
го случайного процесса. Речь идет о случайных функциях, представ-
ляющих собой суперпозицию импульсов, часто — импульсов регуляр-
ного вида. В последнем случае статистика связана со случайностью
появления таких импульсов. Ярким физическим примером импульсно-
го случайного процесса может служить дробовой шум электронной
лампы. При этом случайные изменения анодного тока есть результат
случайного (за счет статистики электронной эмиссии) наложения иден-
тичных по форме регулярных импульсов. С картиной хаотически по-
являющихся импульсов непосредственно связана и имеющая большое
значение для оптики статистика фотоэлектронного тока, или, как ее
принято называть, «статистика фотоотсчетов». Естественно, что, как
и ток в анодной цепи электронной лампы с подогревным катодом, фо-
тоток содержит флуктуационную составляющую; в фотоэлектродных
приборах возникает дробовой шум.
Однако в задаче о статистике фототока есть и другой интересный

аспект: статистика фотоотсчетов может быть использована для получе-
ния информации о статистических свойствах излучения, освещающего
фотокатод. Прямые и обратные задачи, связанные с указанным обсто-
ятельством, обсуждаются в § 5 гл. 3.
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Весьма наглядная физическая модель случайного процесса рассмот-
рена в § 6 гл. 3; в нем речь идет о статистике процесса, представля-
ющего собой суперпозицию гармонических колебаний со случайными
фазами (а в общем случае — и амплитудами). Исследование этой моде-
ли восходит еще к классическим работам Рэлея; в его «Теории звука»
(см. [1]) дано полное решение задачи о суперпозиции гармонических
мод одинаковой частоты, но со случайными фазами.
Для современной оптики большое значение имеет модель опти-

ческого шума, представляющего собой суперпозицию эквидистантных
по частоте гармонических колебаний со случайными фазами; такая
модель хорошо описывает излучение многомодового лазера с несинхро-
низованными модами.
Говоря о формулировках математических моделей реальных случай-

ных процессов, следует иметь в виду также и чисто вычислительные
аспекты, связанные с решением конкретных задач. Лишь немногие
статистические задачи радиофизики и оптики (сказанное в особенно-
сти относится к представляющим наибольший интерес нелинейным
задачам) удается решить в общем виде; в связи с этим выбор модели
процесса во многом определяет и успех математического решения зада-
чи. Поэтому, наряду с необходимостью адекватного описания физики
процесса, возникает и проблема удачного выбора модели, правильно
учитывающей основные физические характеристики процесса и вместе
с тем, по возможности, упрощающей математическую сторону дела.
Основные параметры модели — среднее значение, средняя интенсив-
ность, ширина спектра — должны, разумеется, соответствовать физи-
ческим представлениям о процессе.
Вместе с тем при выборе более детальных характеристик допустим

известный произвол, второстепенные параметры могут подбираться из
соображений удобства решения данной задачи. Например, без ущерба
для смысла получаемых результатов процесс со сплошным спектром
иногда можно заменить на процесс с эквивалентным по ширине и фор-
ме дискретным спектром (см. § 6 гл. 3); часто используется и модель
процесса с диффундирующей фазой и т. п. На перечисленных моделях
случайных процессов базируется и ряд моделей случайных полей,
используемых в книге.

§ 2. Гауссовский (нормальный) случайный процесс

Мы начнем со сводки данных, относящихся к гауссовским случай-
ным процессам; в значительной мере она носит справочный характер.
К гауссовскому (нормальному) шуму приводят многие физические ме-
ханизмы, рассматриваемые ниже. Поэтому приведенные в этом пара-
графе соотношения используются очень широко.
Распределение вероятностей; характеристическая функция;

моменты. Гауссовский, или нормальный, случайный процесс может
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принимать любые положительные и отрицательные значения. Одномер-
ное распределение плотности вероятностей (функция распределения)

w(x) = 1√
2π σ

e−(x−x)2/2σ2 (−∞ � x � +∞) (2.2.1)

имеет один максимум при x = x; σ2 = x2 − x 2 (рис. 2.3). Согласно (1)
отличны от нуля лишь четные центральные моменты:

〈(x− x)n〉 =
{
1 · 3 · 5 · . . . · (n− 1)σn = (n− 1)!!σn (n — четное),
0 (n — нечетное).

(2.2.2)

Рис. 2.3. Функции распределения:

а) гауссовского процесса (1); б) его огибающей (распределение Рэлея (2.4.6)); в) фазы
(2.4.5); г) интенсивности (2.4.8)

Согласно (1) флуктуации x̃ — x − x соответствует распределение
вероятностей

w(x̃) = 1√
2πσ2

e−
x̃ 2

2σ2 , σ2 = 〈x̃ 2〉. (2.2.1a)

Используя (1a) и интеграл

∞∫
−∞

e−a
2x2+ibx dx =

√
π

a
e−

b2

4a2
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(его мы рекомендуем читателю запомнить из-за частого использования
в книге), получим важное соотношение

〈ex〉 = 〈ex+x̃〉 = 〈ex〉
∞∫

−∞
ex̃w(x̃) dx̃ = ex+

1
2 σ

2

, (2.2.3)

которое будет неоднократно применяться в дальнейшем.
Характеристическая функция θ(u) процесса определяется как

фурье-образ распределения вероятностей. Получаем

θ(u) = 〈eiux〉 = 〈eiu(x+x̃)〉 = eiux
∞∫

−∞
eiux̃w(x̃) dx̃ = eiux−

1
2 u

2σ2 . (2.2.4)

Вероятность того, что значение x лежит в некотором интервале,
равна

P (a � x � b) = 1√
2π σ

b∫
a

e−(x−x)2/2σ2 dx = 1
2

[
Φ
(
b− x√
2σ

)
− Φ

(
a− x√
2σ

)]
,

где

Φ(x) = 2√
π

x∫

0

e−t
2

dt = 1√
2π

x∫
−x
e−t

2/2 dt

— табулированная функция, называемая интегралом вероятности, или
функцией ошибок, изменяющаяся в пределах от Φ(−∞) = −1 до
Φ(∞) = 1. В частности,

P (|x− x| � n
√
2σ) = Φ(n) =

⎧⎨⎩
0,9 (n = 1,17),
0,99 (n = 1,83),
0,999 (n = 2,33).

Ширина эквивалентного прямоугольного распределения (см.
рис. 2.3) равна

Δx′ =
√
2π σ ≈ 2,51σ,

причем

w(x = x± 1/2Δx′) = wmaxe
−π/4 ≈ wmax · 0,455,

P (|x− x| � 1/2Δx′) ≈ 0,79.
За оценку ширины пика гауссовской кривой иногда принимают мало
отличающуюся от Δx′ величину

Δx′′ = 2
√
2 ln 2σ ≈ 2,37σ,

которая соответствует уменьшению w(x) в два раза относитель-
но wmax.
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Если имеется несколько гауссовских случайных величин x1, x2, . . ., xn, то
их совместное распределение вероятностей имеет вид (1.2.44)

w(x1, . . . , xn) =
1

(2π)n/2D1/2
exp

{
−1
2

n∑
p,q=1

Apq(xp − xp)(xq − xq)

}
; (2.2.5)

‖Apq‖ — матрица, обратная корреляционной матрице
Bpq = 〈(xp − xp)(xq − xq)〉 = xpxq − xpxq;

D — определитель n × n элементов матрицы Bpq. Иногда удобно выражать
Bpq и Apq через коэффициенты корреляции Rpq и дисперсии σ2p:

σ2p = Bpp = x2p − x 2p, Bpq = σpσqRpq, |Rpq| � 1, Rpp = 1.

Многомерному распределению (5) соответствует характеристическая функция

θ(u1, . . . , un) = 〈exp i(u1x1 + . . .+ unxn)〉 =

= exp

{
i

n∑
p=1

upxp − 1
2

n∑
p,q=1

upuqBpq

}
. (2.2.6)

Если величины x1, x2, . . ., xn некоррелированы, то

Bpq =

{
σ2p (p = q),

0 (p �= q)

и согласно (6)
θ(u1, . . . , un) = θ(u1) . . . θ(un).

Соответственно многомерное распределение (5) распадается на произведение
одномерных:

w(x1, . . . , xn) = w(x1) . . .w(xn),

т. е. некоррелированность гауссовских случайных величин эквивалентна их
статистической независимости.
При n = 1 распределение (5) совпадает с (1). При n = 2

w(x1, x2) =
1

2πσ1σ2

√
1− R212

exp

{
− 1

2(1− R212)

[
ξ21
σ21

− 2R12 ξ1ξ2
σ1σ2

+
ξ22
σ22

]}
(2.2.7)

(ξi = xi − xi, σ2i = 〈ξ2i 〉, −∞ � ξi � +∞).

В случае стационарного гауссовского процесса

σ21 = σ22 = σ2, xi = x, R12 = R(τ) = R(−τ) (τ = t1 − t2)

и выражение (7) несколько упрощается (см. (1.4.23)).
Как следует из (5), все статистические характеристики гауссовских флук-

туаций ξi = xi − xi должны выражаться через Apq или Bpq, т. е. через элемен-
ты корреляционной матрицы. В частности, многомерные корреляции

Bp...s = 〈ξp . . . ξs〉 (2.2.8)

могут быть выражены через парные корреляции:

Bp...s︸︷︷︸
2m+1

= 0, Bp...s︸︷︷︸
2m

=
∑

Bpq . . .Brs. (2.2.9)

Сумма в (9) охватывает все варианты парных сочетаний индексов.
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Из общих соотношений (1.2.45), (1.2.46), в частности, следует, что

B1122 = 〈x2x2τ 〉 = σ4 + 2B2(τ) = σ4[1+ 2R2(τ)], (2.2.10a)

B111222 = 〈x3x3τ 〉 = 9σ4B(τ) + 6B3(τ) = σ6[9R(τ) + 6R3(τ)]. (2.2.10б)

Спектральные амплитуды (см. § 3 гл. 1) гауссовского процесса

xω =
1

2π

∞∫

−∞
x(t)e−iωt dt (xω = 0),

линейно связанные с x, также будут при этом гауссовскими случайными
величинами. Для них справедливы соотношения, аналогичные (8)–(10):

〈xω1xω2xω3xω4〉 = 〈xω1xω2〉〈xω3xω4〉 +

+ 〈xω1xω4〉〈xω2xω3〉 + 〈xω1xω3〉〈xω2xω4〉. (2.2.11)
Если процесс x(t) стационарен, то в (11)

〈xωixωj 〉 = G(ω)δ(ωi + ωj), (2.2.12)

где G(ω) — спектральная плотность процесса x(t).
Функции распределения для производных по времени. Если x(t) —

стационарный шум, то средние 〈x2〉 и 〈ẋ2〉 — постоянные величины и
d

dt
〈x2〉 = 2〈xẋ〉 = 0,

d

dt
〈ẋ2〉 = 2〈ẋẍ〉 = 0,

т. е. ẋ не коррелярует как с x, так и с ẍ (если все три величины берутся
в один я тот же момент времени). Для гауссовских x, ẋ и ẍ отсюда следует
статистическая независимость ẋ от x и ẍ:

w(x, ẋ, ẍ) = w(ẋ)w(x, ẍ). (2.2.13)

Дисперсия случайной функции x и ее производных равны:

σ2 = 〈x2〉 − 〈x〉2 =

∞∫

−∞
G(ω) dω = σ2,

σ21 = 〈ẋ2〉 =

∞∫

−∞
ω2G(ω) dω = −σ2R(2)(0) ≡ σ2ω2Im, (2.2.14)

σ22 = 〈ẍ2〉 =

∞∫

−∞
ω4G(ω) dω = σ2R(4)(0) ≡ σ2ω4II,

где R(n)(0) = [(d/dτ)nR(τ)]τ→0. Учитывая стационарность x, находим

〈xẍ〉 = −〈ẋ2〉 +
d

dt
〈xẋ〉 = −σ21 ,

т. е. коэффициент корреляции между x и ẍ равен

R12 =
〈xẍ〉√
〈x2〉〈ẍ2〉

= − σ21
σσ2

= −γ.

Поскольку всегда |R12| � 1 (см. (1.3.3)), то

0 � γ � 1, γ =
σ21
σσ2

=

(
ωI
ωII

)2
. (2.2.15)

Иначе говоря, в (14)
ωI � ωII. (2.2.16)
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Таким образом, согласно (1) и (7) в (13)

w(ẋ) =
1√
2π σ1

exp

(
− ẋ2

2σ21

)
, (2.2.17)

w(x, ẍ) =
1

2πσσ2

√
1− γ2

exp

{
− 1

2(1− γ2)

[
ξ2

σ2
+
2γξẍ

σσ2
+

ẍ2

σ22

]}
(2.2.18)

(ξ = x− x).

Вычисление некоторых средних. В случае гауссовского распределения
w(x) для вычисления средних значений можно пользоваться следующей фор-
мулой:

〈xf(x)〉 = m1〈f(x)〉 + σ2〈f ′(x)〉, (2.2.19)

где f(x) — произвольная детерминированная функция. По определению

〈xf(x)〉 =

+∞∫

−∞
xf(x)w(x) dx. (2.2.20)

Подставим сюда функцию (1) и проинтегрируем по частям. В результате
получим искомое выражение (19), при m1 = 0 имеем

〈xf(x)〉 = σ2〈f ′(x)〉. (2.2.21)

Очевидно, что для расчета средних вида 〈xnf(x)〉 формулами (19), (20) можно
пользоваться последовательно.
Средние вида

A = 〈x1ex2〉, (2.2.22)

где x1 и x2 — гауссовские случайные величины, можно найти не обращаясь
к двумерному распределению (7). Действительно, A можно записать как

A =
∂

∂α
〈ey〉α→0, (2.2.23)

где y = αx1 + x2. Величина y, будучи линейной комбинацией x1 и x2, распре-
делена по нормальному закону, т. е. (см. формулу (4))

〈ey〉 = exp
{
y +

1

2
[〈y2〉 − y 2]

}
. (2.2.24)

Но
y = αx1 + x2, y2 = α2x21 + 2αx1x2 + x22. (2.2.25)

Подставив (24), (25) в (23), получим

〈x1ex2〉 = (x1 + x1x2 − x1x2) exp
{
x2 +

1

2
(x22 − x22)

}
. (2.2.26)

Например, для стационарного процесса с нулевым средним значением и функ-
цией корреляции B(τ) находим, используя (26),

〈xτe
x〉 = 〈xexτ 〉 = B(τ)eσ2/2,

〈ẋτe
x〉 = −〈ẋexτ 〉 = Ḃ(τ)eσ2/2.

Этот простой прием очевидным образом обобщается на вычисление сред-
них более сложного вида:

〈(L̂1x1)m1 . . . (L̂nxn)mneL̂n+1xn+1〉; (2.2.27)

при этом, как и в рассмотренном выше примере (26), интегрирование многомер-
ного распределеняя заменяется дифференцированием некоторой вспомогатель-



§ 3. Узкополосный стационарный шум 87

ной функции. В (27) mi — целые положительные степени, L̂i — произвольные
линейные операторы.

§ 3. Узкополосный стационарный шум

Огибающая, фаза, квадратурные компоненты. В этом парагра-
фе, а также в §§ 4 и 5 мы займемся моделью узкополосного стационар-
ного шума (2.1.1), детальным анализом статистических характеристик
его огибающей и фазы.
Физически представление случайного процесса (2.1.1), спектр ко-

торого G+(ω) сосредоточен в малой области Δω вблизи некоторой
частоты ω0,

Δω � ω0

(см. рис. 2.1), в виде колебания, близкого к гармоническому, совершен-
но естественно. Ниже мы сосредоточимся на математических аспектах
задачи и покажем, как, зная статистику ξ(t), найти статистические
характеристики ρ и ϕ.
Особое внимание в §§ 3, 4 уделено случаям, когда ξ(t) является

стационарным гауссовским шумом или суперпозицией гармонического
сигнала и стационарного гауссовского шума. Эти примеры в равной
мере важны и для радиофизики, и для оптики. Для этих случаев
удается получить практически исчерпывающую информацию о корре-
ляционных функциях и законах распределения случайных огибающей,
фазы и частоты. Учитывая важность для приложений, мы приводим
здесь и значительный справочный материал; наряду с действительной,
мы широко будем пользоваться и комплексной записью.
Вводя огибающую (амплитуду) ρ(t) и фазу ϕ(t), запишем

ξ(t) = ρ(t) cos[ω0t+ ϕ(t)]; (2.3.1)

вместо ρ и ϕ можно ввести так называемые квадратурные компоненты
или просто квадратуры a(t) и b(t), тогда

ξ(t) = a(t) cosω0t− b(t) sinω0t. (2.3.2)

Для узкополосного процесса (Δω � ω0) записи (1) и (2) соответ-
ствуют выделению быстрых (cosω0t, sinω0t) и медленных (ρ, ϕ, a, b)
функций времени. Заметим, что выражениями (1), (2) вместо одной
случайной функции ξ(t) вводится пара случайных функций: ρ(t) и ϕ(t)
или a(t) и b(t). Естественно, что при этом возникает некоторая степень
неопределенности в нахождении указанных функций. Весьма нагляден
и физичен способ устранения этого «произвола» для дифференцируемо-
го случайного процесса ξ(t), т. е. для процесса, у которого существует
производная ξ̇ = dξ/dt. Тогда для однозначного определения огибающей
узкополосного стационарного шума можно воспользоваться формулой

ρ(t) = [ξ2(t) + ω−2
0 ξ̇2(t)]1/2, (2.3.2a)
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где надо полагать ξ̇ = −ω0ρ sin[ω0t+ ϕ(t)]; при вычислении производной
узкополосного процесса производными огибающей и фазы пренебрега-
ем. Если записано выражение (2a), то однозначно определена и фа-
за ϕ(t).

Рис. 2.4. Геометриче-
ский смысл огибаю-
щей ρ(t), фазы ϕ(t)
и квадратурных ком-
понент a(t) и b(t) уз-
кополосного случай-
ного процесса.

Всюду далее при физической интерпретации
результатов следует иметь в виду приведенные
соотношения. Отметим вместе с тем, что при
вычислении спектров и законов распределения
функций ρ, ϕ, a, b необходимости в использо-
вании соотношения (2a) не возникает. Огибаю-
щая, фаза и квадратурные компоненты имеют
простой геометрический смысл (рис. 2.4) и свя-
заны между собой соотношениями

ρ =
√
a2 + b2, ϕ = arctg b

a
,

a = ρ cosϕ, b = ρ sinϕ.

В дальнейшем как сам шум ξ, так и его
амплитуда, фаза и квадратуры считаются ста-
ционарными случайными функциями времени.
Можно показать (см. § 5), что при этом условии
представление в виде квазисинусоид (1) или (2)

становится возможным лишь для определенного класса процессов ξ,
а именно для процессов с симметричным распределением вероятностей:

w(ξ) = w(−ξ).
Очевидно, что чем у́же спектр процесса ξ(t), тем медленнее движется
изображающая точка A по плоскости xy (см. рис. 2.4); при этом
изменение во времени случайных функций ρ(t), ϕ(t), a(t) и b(t) также
будет медленным 1).
Корреляционные и спектральные характеристики квадратур-

ных компонент. Статистические свойства функций a, b, ρ, ϕ и ξ между
собой определенным образом связаны. В этом разделе мы рассмотрим,

1) Подчеркнем еще раз, что представления (1), (2) физически оправданы
и имеют конкретный смысл только для узкополосных процессов, поскольку
только для них изменение (во времени) функций ρ(t), ϕ(t), a(t), b(t) можно
рассматривать как модуляцию в обычном радиофизическом смысле.
Вместе с тем следует иметь в виду, что математические результаты §§ 3,

4 справедливы в общем случае процесса с произвольным спектром. Заметим,
что фаза ϕ(t) иногда перестает быть медленным процессом. Действительно,
если точка A на рис. 2.4 переходит из второго квадранта в четвертый или из
первого в третий и ее траектория проходит через начало координат, то в момент
обращения в нуль огибающей величина фазы скачком меняется на π, каким
бы медленным ни было движение A. С аналогичной ситуацией мы встречаемся
в случайных световых пучках (см. § 7 гл. 9).
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какие выводы могут быть сделаны только из того факта, что эти
функции стационарны.
Рассмотрим стационарный шум (2) с ξ = 0. В этом случае

〈a〉 = 〈b〉 = 0. (2.3.3)

Используя (2), составим выражение для корреляционной функции
B(τ ) = 〈ξξτ 〉:

B(τ ) = 1
2

(aaτ + bbτ ) cosω0τ + 1
2

(aτb− abτ ) sinω0τ+

+ 1
2

(aaτ − bbτ ) cos(2ω0t+ ω0τ ) − 12 (aτ b+ abτ ) sin(2ω0t+ ω0τ ).

Из-за стационарности зависимость от времени здесь должна исчезать;
следовательно,

〈aaτ 〉 = 〈bbτ 〉 = σ2p(τ ), (2.3.4)

〈a2〉 = 〈b2〉 = σ2 = 〈ξ2〉, 〈abτ 〉 = −〈aτb〉 = σ2q(τ ). (2.3.5)

При этом

B(τ ) = σ2p(τ ) cosω0τ − σ2q(τ ) sinω0τ = σ2R(τ ), (2.3.6)

где R(τ ) — коэффициент корреляции:

R(τ ) = p(τ ) cosω0τ − q(τ ) sinω0τ = r(τ ) cos[ω0τ + ψ(τ )], (2.3.7)

r(τ ) =
√
p2(τ ) + q2(τ ), ψ(τ ) = arctg q(τ)

p(τ)
. (2.3.8)

Корреляционную функцию B(τ ) можно также обычным образом
выразить через спектр G+(ω) (см. (1.3.19а)):

B(τ ) =
∞∫

−∞
G(ω)e−iωτ dω =

∞∫

0

G+(ω) cosωτ dω (2.3.9)

или, если ввести новую переменную Ω = ω − ω0,

B(τ ) = cosω0τ
∞∫

−ω0
G+(ω0 + Ω) cosΩτ dΩ−

− sinω0τ
∞∫

−ω0
G+(ω0 + Ω) sin Ωτ dΩ. (2.3.10)

Сравнивая (6) и (10), находим, что

σ2p(τ ) =
∞∫

−ω0
G+(ω0 + Ω) sinΩτ dΩ, (2.3.11)



90 Гл. 2. Основные модели случайных процессов

σ2q(τ ) =
∞∫

−ω0
G+(ω0 + Ω) sinΩτ dΩ. (2.3.12)

Из этих формул видно, что функция q(τ ) является нечетной функци-
ей τ :

q(−τ ) = −q(τ ),
в частности, q(0) = 0, т. е. в совпадающие моменты времени квадратур-
ные компоненты некоррелированы:

〈ab〉 = σ2q(0) = 0 (2.3.13)

(см. (5)). Из (12) также видно, что если спектр G+(ω) симметричен
относительно частоты ω0:

G+(ω0 − Ω) = G+(ω0 + Ω),

то q(τ ) = 0 при любых τ и согласно (6)

B(τ ) = σ2p(τ ) cosω0τ. (2.3.14)

Функция p(τ ) обладает всеми свойствами коэффициента корреляции
стационарного процесса:

p(0) = 1, p(−τ ) = p(τ ).

Преобразуя по Фурье корреляционную функцию:

〈aaτ 〉 = 〈bbτ 〉 = σ2p(τ ) =
∞∫

−ω0
G+(ω0 + Ω) cosΩτ dΩ,

легко убедиться, что спектр интенсивности квадратурных компонент
равен симметричной относительно ω0 части спектра G+(ω) процесса ξ:

Ga(ω) = Gb(ω) = σ2

2π

∞∫
−∞

p(τ )eiωτ dτ = 1
2

[G+(ω0 − ω) +G+(ω0 + ω)].

(2.3.15)
При этом вид спектра квадратурных компонент существенно зависит
от выбора частоты ω0 (рис. 2.5).
Статистические свойства комплексной амплитуды узкополос-

ного процесса. Часто вместо вещественной записи (1), (2) через оги-
бающую и фазу или квадратурные компоненты мы будем использовать
и комплексное представление случайного колебания:

ξ(t) = A(t)eiω0t + к. с. (2.3.16)
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Рис. 2.5. Зависимость формы спектра квадратурных компонент от выбора
частоты ω0

Спектр узкополосного случайного процесса G+(ω) во всех случаях один и тот же

Вычислим статистические характеристики комплексной амплитуды
A(t). Из сравнения (16) и (1), (2) следует, что

A(t) = a(t) + ib(t)

2
= 1
2
ρ(t)eiϕ(t), (2.3.17)

a(t) = A(t) +A∗(t), b(t) = i(A∗(t) −A(t)). (2.3.18)

Пользуясь формулами для корреляционных функций квадратурных
компонент (4) и (5), нетрудно получить для комплексной амплитуды
стационарного шума следующие соотношения:

〈A〉 = 0, 〈A2〉 = 〈AAτ 〉 = 0, 〈AA∗〉 = σ2/2, (2.3.19)

〈AA∗
τ 〉 = σ2

2
[p(τ ) − iq(τ )] = 1

2

∞∫
−ω0

G+(ω0 + Ω)e−iΩτ dΩ =

= eiω0τ
1
2

∞∫

0

G+(ω)e−iωτ dω = eiω0τ
∞∫

0

G(ω)e−iωτ dω, (2.3.20)

где G(ω) — спектральная интенсивность шума ξ,

〈ξ〉 = 0, B(τ ) =
∞∫

−∞
G(ω)e−iωτ dω.
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При ω < 0 функция G+(ω) ≡ 0, т. е. G+(ω0 + Ω) ≡ 0 при Ω < −ω0.
Поэтому выражение (20) можно переписать как

〈AA∗
τ 〉 = 1

2

∞∫
−∞

G+(ω0 + Ω)e−iΩτ dτ , (2.3.21)

и, следовательно,

1
2
G+(ω0 + Ω) = 1

2π

∞∫
−∞

〈AA∗
τ 〉eiΩτ dτ , (2.3.22)

т. е. корреляционная функция 〈AA∗
τ 〉 комплексной амплитуды и сме-

щенный на ω0 спектр по положительным частотам связаны преобразо-
ванием Фурье.
Как видно из (20), 〈AA∗

τ 〉 имеет, вообще говоря, как вещественную
(четную по τ ), так и мнимую (нечетную по τ ) компоненты. Если спектр
G+(ω) симметричен относительно ω0, то q(τ ) = 0 и функция 〈AA∗

τ 〉
будет чисто вещественной:

B(τ ) = σ2p(τ ) cosω0τ , 〈AA∗
τ 〉 = 1

2
σ2p(τ ). (2.3.23)

§ 4. Узкополосный гауссовский шум

Анализ статистических свойств огибающей и фазы случайного про-
цесса с наибольшей полнотой может быть выполнен в том случае,
когда a и b являются гауссовскими случайными функциями. Процесс
ξ, зависящий от a и b линейно, также будет при этом гауссовским.
Ограничимся здесь рассмотрением случая, когда a, b и ξ стационарны.
Согласно (2.3.3) процессы a, b и ξ имеют нулевые средние значения

и одинаковые дисперсии:

a = b = ξ = 0, a2 = b2 = ξ2 = σ2, (2.4.1)

т. е. их одномерные распределения идентичны:

w(a) = 1√
2π σ

e−a
2/2σ2 , w(b) = 1√

2π σ
e−b

2/2σ2 ,

w(ξ) = 1√
2π σ

e−ξ
2/2σ2 .

(2.4.2)

Распределения огибающей и фазы. Из гауссовости a и b и от-
сутствия корреляции между ними (см. (2.3.13)) следует, что в сов-
падающие моменты времени a и b статистически независимы, т. е. их
совместное распределение вероятностей имеет вид

w(a, b) = w(a)w(b) = 1

2πσ2
exp
(
−a2 + b2

2σ2

)
. (2.4.3)
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Переходя в (3) к переменным ρ и ϕ:

a = ρ cosϕ, b = ρ sinϕ, ∂(a, b)
∂(ρ, ϕ)

= ρ,

найдем совместное распределение огибающей и фазы квазигармониче-
ского гауссовского процесса:

w(ρ, ϕ) = w(a = ρ cosϕ, b = ρ sinϕ)
∣∣∣∣ ∂(a, b)
∂(ρ, ϕ)

∣∣∣∣ = 1
2π

ρ

σ2
e−ρ

2/2σ2 . (2.4.4)

Функцию (4) можно представить как w(ρ, ϕ) = w(ρ)w(ϕ), где w(ϕ) =
= const. Следовательно, подобно a и b, случайные величины ρ и ϕ
в совпадающие моменты времени также статистически независимы.
Проинтегрировав (4) по ρ, получим

w(ϕ) = 1
2π
,

π∫
−π

w(ϕ) dϕ = 1. (2.4.5)

Таким образом, фаза ϕ имеет равномерное распределение и все ее
значения в интервале (−π, π) равновероятны (рис. 2.3, в). В § 1
гл. 3 будет показано, что распределение (5) является универсальным,
т. е. равномерным распределением обладает фаза любого (не только
гауссовского) квазигармонического стационарного процесса.
Разделив (4) на w(ϕ) = 1/2π, найдем распределение огибающей

гауссовского процесса:

w(ρ) = ρ

σ2
e−ρ

2/2σ2 (ρ � 0). (2.4.6)

Это так называемое распределение Рэлея (рис. 2.3, б). Моменты ρ
равны:

〈ρ2n〉 = 2nn!σ2n, 〈ρ2n+1〉 =
√
π

2
(2n+ 1)!!σ2n+1, (2.4.7)〈

1
ρ

〉
=
√
π/2
σ
,
1
〈ρ〉 =

√
2/π
σ
, 〈ρ〉

〈
1
ρ

〉
= π/2. (2.4.7a)

Распределение интенсивности. Интенсивность I узкополосного
процесса связана с его огибающей соотношением I = ρ2/2, причем

〈I〉 = 1
2
〈ρ2〉 = σ2 = 〈ξ2〉.

Переходя в (6) к переменной I, нетрудно убедиться, что для гаус-
совсксго узкополосного процесса распределение интенсивности являет-
ся экспоненциальным:

w(I) = w(ρ =
√
2I)
∣∣∣∂ρ
∂I

∣∣∣ = 1

σ2
e−I/σ

2

= 1
〈I〉 exp

(
− I

〈I〉

)
(2.4.8)
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(рис. 2.3, г). Моменты интенсивности равны согласно (7):

〈In〉 = 1
2n

〈ρ2n〉 = n!σ2n = n!〈I〉n. (2.4.9)

Двумерные распределения и корреляционные функции огибающей
и фазы. Ранее были найдены средние значения квадратурных компонент
(они равны нулю — см. (2.3.3)) и парные корреляции между ними для двух
моментов времени (см. (2.3.4), (2.3.5) и (2.3.11), (2.3.12)). Поэтому, учитывая
гауссовость a и b, по общей формуле (2.2.5) можно получить распределение
w(a, aτ , b, bτ ), а затем, произведя замену переменных, найти четырехмерное
распределение огибающей и фазы:

w(ρ, ρτ , ϕ, ϕτ ) = w(ρ, ρτ , ϕ− ϕτ ) =

=
ρρτ

4π2σ4(1− r2)
exp

{
−ρ2 + ρ2τ − 2ρρτ β

2σ2(1− r2)

}
, (2.4.10)

где r2 = p2(τ) + q2(τ), β = p(τ) cos(ϕ− ϕτ ) − q(τ) sin(ϕ− ϕτ ), |β| � 1.
Проинтегрировав (10) по ϕ и ϕτ , получим двумерное распределение для

огибающей:

w(ρ, ρτ ) =
ρρτ

σ2(1− r2)
I0

(
r

1− r2
ρρτ

σ2

)
exp

[
− ρ2 + ρ2τ

2σ2(1− r2)

]
. (2.4.11)

Аналогично находится двумерное распределение для фазы:

w(ϕ, ϕτ ) =
1− r2

4π2

[
1

1− β2
+ β

π/2+ arcsin β

(1− β2)3/2

]
, (2.4.12)

а также условные распределения:

w(ρ | ρτ ) =
2(ρρτ )

w(ρ)
=

ρ

σ2(1− r2
I0

(
r

1− r2
ρρτ

σ2

)
exp

[
− ρ2 + r2ρ2τ

2σ2(1− r2)

]
, (2.4.13)

w(ϕ | ϕτ ) =
w(ϕ − ϕτ )

w(ϕτ )
= 2πw(ϕ, ϕτ ). (2.4.14)

Заметим, что распределения (10), (11) и (14) зависят только от разности фаз.
Из (11) можно найти функцию и коэффициент корреляции огибающей

(см. [2], с. 561):

〈ρρτ 〉 = σ2[2E(1) − (1− r2)K(r)] = σ2(1+ r2)E

(
2
√

r

1+ r

)
=

=
πσ2

2

[
1+
( 1
2

)2
r2 +

( 1

2 · 4
)2
r4 + . . .+

(
(2n − 3)!!
2n!!

)2
r2n + . . .

]
, (2.4.15)

а также 〈
1

ρρτ

〉
=

K(r)

2σ2
. (2.4.15a)

Согласно (15) коэффициент корреляции равен

Rτ (τ) =
〈ρρτ 〉 − 〈ρ2〉
〈ρ2〉 − 〈ρ〉2 =

π

4− π

[( 1
2

)2
r2 +

( 1

2 · 4
)2
r4 +

( 1 · 3
2 · 4 · 6

)2
r6 + . . .

]
=

= 0,921r2 + 0,058r4 + 0,014r6 + . . . ; (2.4.16)

E и K — полные эллиптические интегралы. Ряды в (15), (16) быстро сходятся,
и при учете членов порядка r4 ошибка не превышает 2%.
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Таким образом, с достаточно высокой степенью точности можно написать

Rρ(τ) ≈ r2(τ),

время корреляции τρ огибающей меньше времени корреляции τξ самого про-
цесса; например, для процесса с экспоненциальной корреляционной функцией
τρ = τξ/2 (ширина спектра огибающей соответственно вдвое больше ширины
спектра процесса). Вместе с тем время корреляции фазы τϕ ≈ τξ, как следует
из приводимой ниже формулы (19a).
Не обращаясь к распределению (11), а используя просто правила представ-

ления высших корреляций через парные для гауссовских процессов, можно
найти корреляционные функции четных степеней огибающей:

〈ρ2nρ2mτ 〉 = 〈(a2 + b2)n(a2τ + b2τ )m〉.
В частности,

〈ρ2ρ2τ 〉 = 4σ4(1+ r2(τ)]. (2.4.17)

Для сравнения укажем, что

〈ξ2ξ2τ 〉 = σ4[1+ 2R2(τ)],

где
R(τ) = p(τ) cosω0τ − q(τ) sinω0τ =

〈ξξτ 〉
〈ξ2〉

— коэффициент корреляции процесса ξ. В общем случае ([2], с. 560)

〈ρνρν
τ 〉 = (2σ2)(ν+μ)/2Γa

(
ν

2
+ 1
)

Γ
(

μ

2
+ 1
)
F
(
−ν

2
, − μ

2
, 1, r2(τ)

)
, (2.4.18)

где F (α, β, γ, z) — гипергеометрическая функция. Так как ряд, которым выра-
жается гипергеометрнческая функция, обрывается при целых отрицательных
α или β, то

〈ρ2nρ2mτ 〉 =

{
1+

n−1∑
k=0

n(n − 1) . . . (n − k)

[(k + 1)!]2
r2(k+1)(τ)

}
(2σ2)n+mn!m! (n � m).

(2.4.19)
Приведем некоторые корреляционные характеристики фазы, которые могут

быть найдены из распределения (12) ([2], с. 567, 570):

〈ϕϕτ 〉 = π2
(
1+ 2γ − 4γ2 +

Ω

12

)
, ϕ 2 =

π2

3
,

Kϕ(τ) =
ϕϕτ

ϕ2
= 3

(
2γ − 4γ2 +

Ω

12

)
,

〈|ϕ− ϕτ |〉 = π(1− 4γ), 〈|ϕ− ϕτ |2〉 = π2
(
8γ2 − 4γ +

4− Ω

6

)
,

〈cos(ω0t+ ϕ) cos(ω0t+ ω0τ + ϕτ )〉 = 〈sin(ω0t+ ϕ) sin(ω0t+ ωoτ + ϕτ )〉 =

=
1

2
〈cos(ω0τ + ϕτ − ϕ)〉 =

R(τ)

2

E(r) − (1− r2)K(r)

r2
,

〈cosϕ cosϕτ 〉 = 〈sinϕ sinϕτ 〉 =
1

2
〈cos(ϕ− ϕτ )〉 =

p(τ)

2

E(r) − (1− r2)K(r)

r2
.

В этих выражениях

γ(τ) =
1

2π
arcsin r(τ), Ω = Ω(r) =

6

π2

∞∑
n=1

r2n

n2
, Ω(1) = 1,
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E и K — эллиптические интегралы, причем

E(r) − (1− r2)K(r)

r2
=

π

4

∞∑
n=0

[
(2n)!

22n(n!)2

]2
r2n

n + 1
=

=
π

4
(1+ 0,125r2 + 0,047r4 + . . .). (2.4.20)

Согласно (2.3.11), (2.3.12) и (10) при малых τ

p(τ) ≈ 1− 1
2
τ 2Ω22, q(τ) ≈ τΩ1, r(τ) ≈ 1− 1

2
τ 2Ω23, (2.4.21)

где

Ω1 =
1

σ2

∞∫

0

G+(ω)(ω − ω0|, dω, Ω22 =
1

σ2

∞∫

0

G+(ω)(ω − ω0)
2 dω,

Ω23 = Ω22 − Ω21 =
1

σ2

∞∫

0

G+(ω)(ω − ω0 − Ω1)
2 dω � 0.

(2.4.22)

Параметры Ω1, 2, 3, имеющие размерность частоты, характеризуют ширину спек-
тра квазигармонического процесса и то, как этот спектр расположен относи-
тельно частоты ω0. Если выбрать

ω0 = ω′
0 =

1

σ2

∞∫

0

G+(ω)ωdω, (2.4.23)

то

Ω1 = 0, Ω22 = Ω23 =
1

σ2

∞∫

0

G+(ω)ω2 dω − ω20 . (2.4.24)

Статистические характеристики производных по времени от
огибающей и фазы. Если в (11) перейти к пределу τ → 0, то, по-
лагая ρτ = ρ + τ ρ̇ и используя (21), получим, домножив на якобиан∣∣∣∣∂(ρ, ρτ )

∂(ρ, ρ̇)

∣∣∣∣ = τ , совместную функцию распределения огибающей и ее

производной:

w(ρ, ρ̇) = ρe−ρ2/2σ2

σ2
e−ρ̇2/2σ2Ω23√
2π σΩ3

. (2.4.25)

Из (25) следует, что ρ и ρ̇ статистически независимы (в совпадающие
моменты времени), причем одномерная функция распределения вероят-
ностей для ρ̇ имеет вид гауссовской кривой

w(ρ̇) = e−ρ̇2/2σ2Ω23√
2π σΩ3

(−∞ < ρ̇ <∞) (2.4.26)

с дисперсией
〈ρ̇2〉 = σ2Ω23 = 〈ρ2〉Ω23/2.
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Тем же способом из (12) находится совместное распределение для
фазы и ее производной:

w(ϕ, ϕ̇) = w(ϕ)w(ϕ̇) = 1
2π

w(ϕ̇), w(ϕ̇) = Ω23

2[(ϕ̇− Ω1)
2 + Ω23]

3/2

(∞ > ϕ̇ > −∞)
или просто

w(ϕ̇) = Ω22

2(ϕ̇2 + Ω22)
3/2

(ω0 = ω′
0), (2.4.27)

если считать, что средняя частота ω0 выбрана в соответствии с (23).

Рис. 2.6. Распределение вероятно-
стей (27) для мгновенного значе-

ния частоты ϕ̇.

Распределение (27) представле-
но на рис. 2.6. Характерная об-
ласть наиболее вероятных значе-
ний ϕ̇ определяется параметром Ω2.
В частности, |ϕ̇| � 2Ω2 с вероятно-
стью 0,9 и |ϕ̇| � 7Ω2 с вероятностью
0,99. Тем не менее дисперсия ϕ̇ не
имеет конечного значения:

〈ϕ̇2〉 =
∞∫

−∞
w(ϕ̇)ϕ̇2 dϕ̇ = ∞.

Этот результат показывает, что, гово-
ря о фазе узкополосного случайного
процесса как о медленно меняющей-
ся величине (по сравнению, например, с cosω0t), следует соблюдать
некоторую осторожность, так как при определенных условиях (вероят-
ность их осуществления уменьшается с уменьшением Ω2, но остается
конечной) фаза сколь угодно узкополосного квазигармонического про-
цесса ξ(t) может меняться быстро (см. сноску на с. 88). Рассмотрим
теперь этот вопрос более подробно, используя найденные распределе-
ния вероятностей [3].
Предположим, что частота ω0 выбрана равной ω′

0 (23), так что
Ω1 = 0. Из распределения (10) можно получить распределения для
огибающей, фазы и их производных

w(ρ, ρ̇, ϕ, ϕ̇) = w(ϕ)w(ρ̇)w(ρ, ϕ̇),

где w(ϕ) = 1/2π, w(ρ̇) имеет вид (26), а

w(ρ, ϕ̇) = ρ2√
2π σ3Ω2

exp
[
−ρ2(Ω22 + ϕ̇2)

2σ2Ω22

]
. (2.4.28)

Из этого выражения видно, что значения ρ и ϕ̇ сильно коррелированы.
Условное распределение для ϕ̇, соответствующее заданному значению
огибающей ρ, будет

4 С.А. Ахманов, Ю.Е. Дьяков, А. С. Чиркин
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w(ϕ̇ | ρ) = w(ρ, ϕ̇)

w(ρ)
= ρ√

2πΩ2σ
exp
[
− ρ2ϕ̇2

2σ2Ω22

]
. (2.4.29)

В отличие от безусловного распределения (27) оно имеет вид гаус-
совской кривой и характеризуется теперь уже конечной дисперсией

〈ϕ̇2〉услρ = Ω22σ
2

ρ2
. (2.4.30)

Из (30) видно, что скорость изменения фазы становится особенно
большой при «замираниях» шума ξ(t), когда его огибающая ρ(t),
флуктуируя, падает до уровня, много меньшего, чем среднее значение
ρ =

√
2π/2σ.

Корреляционные свойства комплексной амплитуды. Сделаем
некоторые замечания относительно статистических характеристик вве-
денной в § 3 комплексной амплитуды узкополосного процесса приме-
нительно к рассматриваемым в этом параграфе гауссовским процессам.
Представление (2.3.16) квазигармонического гауссовского процесса че-
рез комплексную амплитуду:

ξ(t) = A(t)eiω0t + к. с. (2.4.31)

(а не через огибающую и фазу), имеет определенные преимущества.
В частности, из (2.3.17) следует, что статистика A в этом случае будет
гауссовской, так что высшие корреляции A могут быть выражены через
парные. Например, если процесс (31) стационарный, то в силу (2.3.19),
(2.3.20)

〈AAτ 〉 = 0, 〈AA∗
τ 〉 = σ2

2
[p(τ ) − iq(τ )] ≡ Γ(τ ). (2.4.32)

Тогда, используя (2.2.9), можно показать, что

〈AnAnτ 〉 = 0, 〈AnA∗n
τ 〉 = n!Γn(τ ) (n = 1, 2, 3, . . . ). (2.4.33)

При решении стохастических дифференциальных уравнений иногда
бывает удобно заменить достаточно быстро меняющуюся случайную
функцию An(t) эквивалентным белым шумом η(t):

An(t) → η(t), 〈ηητ 〉 = 0, 〈ηη∗τ 〉 = 2Dδ(τ ). (2.4.34)

Корреляционную постоянную D в (34) определяем, приравнивая инте-
гралы по τ от 〈AnA∗n

τ 〉 и 〈ηη∗τ 〉:

n!
∞∫

−∞
Γn(τ ) dτ = 2D. (2.4.35)

Напомним, что если спектр G+(ω) процесса (31) симметричен от-
носительно частоты ω0, то 〈ξξτ 〉 = σ2p(τ ) cosω0τ , q(τ ) = 0 и Γ(τ ) =
= σ2p(τ )/2 — вещественная функция τ .



§ 4. Узкополосный гауссовский шум 99

Суперпозиция гармонического сигнала и гауссовского шума.
Полученные в предыдущих разделах результаты позволяют рассмот-
реть чрезвычайно важную для приложений модель случайного процес-
са, представляющего собой суперпозицию статистически независимых
сигнала и шума. Такая модель описывает процессы на выходе реальных
приемных устройств, куда принимаемый сигнал неизбежно приходит
вместе с шумами, генерируемыми в самом приемном устройстве; в ря-
де случаев аддитивный шум накладывается на сигнал и в процессе
распространения сигнала от передатчика к приемнику. Иногда модель
сигнала с аддитивным шумом неплохо описывает и излучение на
выходе некоторых генераторов радио- и оптического диапазона, хотя
в общем случае здесь ситуация сложнее: в автоколебательной системе
из-за нелинейности шум модулирует сигнал по амплитуде и фазе.
Использование представлений об огибающей и фазе узкополосных

процессов позволяет дать весьма наглядную картину искажений сиг-
нала, обусловленных аддитивным шумом. Если в отсутствие шума
мы имеем дело, например, с идеальным монохроматическим сигналом,
функции распределения амплитуды и фазы которого представляют
собой δ-функции:

w(a) ∼ δ(a− a0), w(ϕ) ∼ δ(ϕ− ϕ0),

то шум приводит к флуктуационному размытию этих распределений.
Удобным математическим выражением этих интуитивных представ-

лений является представление случайно модулированного колебания
в виде суперпозиции сигнала и шума. Однако теперь, в отличие от ста-
ционарного шума, огибающая и фаза будут, очевидно, статистически
связанными; в зависимости от соотношения интенсивностей сигнала
и шума мы должны в предельных случаях получить формулы, описы-
вающие только сигнал или только шум.
Итак, рассмотрим случайный процесс типа сигнал+шум:

x(t) = S(t) + ξ(t). (2.4.36)

Здесь S(t) — некоторая регулярная функция времени (сигнал), а ξ(t) —
рассмотренный выше чисто флуктуационный (ξ = 0) стационарный
гауссовский случайный процесс (31) (шум). Записывая S(t) как

S(t) = aS(t) cosω0t− bS(t) sinω0t = ρS(t) cos[ω0t+ ϕS(t)], (2.4.37)

ρS =
√
a2S + b2S , ϕS = arctg aS

bS
, (2.4.38)

aS = ρS cosϕS, bS = ρS sinϕS ,

и используя (2.3.2), перепишем (36) в виде

x(t) = [a(t) + aS(t)] cosω0t− [b(t) + bS(t)] sinω0t =
= ρ(t) cos[ω0t+ ϕ(t)], (2.4.39)

4*
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где теперь

ρ =
√

(a+ aS)2 + (b+ bS)2, ϕ = arctg a+ aS

b+ bS
, (2.4.40)

a = ρ cosϕ− aS , b = ρ sinϕ− bS . (2.4.41)

Рассмотрим вероятностные характеристики огибающей ρ и фазы ϕ
процесса x(t). Как и выше, будем исходить из совместного распределе-
ния вероятностей для квадратурных компонент

w(a+ aS , b+ bS) = 1

2πσ2
e−(a2+b2)/2σ2 . (2.4.42)

Переходя в (42) к переменным ρ и ϕ и учитывая, что∣∣∣∣∂(a+ aS , b+ bS)

∂(ρ, ϕ)

∣∣∣∣ = ρ,

получим

w(ρ, ϕ) = ρ

2πσ2
exp
[
−ρ2 − 2ρρS cos(ϕ− ϕS) + ρ2S

2σ2

]
(2.4.43)

(ρ � 0, −π � ϕ � π).

Проинтегрировав (43) по ϕ, получим распределение огибающей

w(ρ) =
π∫

−π
w(ρ, ϕ) dϕ = ρ

σ2
I0
(
ρρS

σ2

)
exp
[
−ρ2 + ρ2S

2σ2

]
, (2.4.44)

иногда называемое обобщенным распределением Рэлея. В (44) I0(z) —
модифицированная функция Бесселя. Вид распределения (44) зависит
от величины параметра

μ2 = ρ2S(t)/2σ2 (2.4.45)

(рис. 2.7). Если S(t) и ξ(t) — узкополосные процессы, то μ2 ха-

Рис. 2.7. Распределение вероятностей (44) для огибающей суммы сигнала
и гауссовского шума

Параметром распределения является отношение сигиал/шум=μ2; μ1 = 0 (распределение
Рэлея, 0 < μ2 < μ3 < μ4)
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рактеризует так называемое отношение сигнал/шум, т. е. отношение
усредненной (по периоду высокой частоты ω0) интенсивности сигнала
ρ2S(t)/2 к средней интенсивности (или дисперсии) шума σ2 = 〈ξ2〉. Про-
интегрировав (43) по ρ, получим распределение фазы процесса (39):

w(ϕ) = 1
2π

e−μ
2 {1+

√
π zez

2

[1+ Φ(z)]} (2.4.46)

(z = μ cos(ϕ− ϕS))

(рис. 2.8).

Рис. 2.8. Распределение вероятностей (46) для фазы суммы сигна-
ла и гауссовского шума при различных отношениях сигнал/шум=μ2;

0 = μ1 < μ2 < μ3 < μ4

Нетрудно найти предельный вид распределений (44) и (46); при
малом отношении сигнал/шум (μ2 � 1)

w(ρ) ≈ ρ

σ2
e−ρ

2/2σ2
(
1− μ2 + μ2

ρ2

2σ2

)
, (2.4.47)

w(ϕ) ≈ 1
2π

+ μ

2
√
π

cos(ϕ− ϕS) + μ2

2π
cos 2(ϕ− ϕS); (2.4.48)

при большом отношении сигнал/шум (μ2 � 1)

w(ρ) ≈ 1√
2π σ

exp
[
− (ρ− ρS)2

2σ2

]
, (2.4.49)

w(ϕ) ≈ μ√
π

exp[−μ2(ϕ− ϕS)2]. (2.4.50)



102 Гл. 2. Основные модели случайных процессов

Гауссовские распределения (49), (50) нетрудно получить и непо-
средственно из (40): если a� aS и b� bS , то в выражениях для ρ и ϕ
достаточно учесть члены, линейные по a и b:

ρ ≈ ρS + aSa+ bSb

ρS
, ϕ ≈ ϕS +

(
a

aS
− b

bS

)
sinϕS cosϕS .

В этом приближении разности ρ − ρS и ϕ − ϕS линейно зависят от
гауссовских случайных функций a(t) и b(t) и, следовательно, сами
тоже обладают свойством гауссовости, причем их дисперсии равны

〈(ρ− ρS)2〉 = σ2, 〈(ϕ− ϕS)2〉 = σ2/ρ2S = 2/μ2

в соответствии с (49), (50).

§ 5. Диффузионный (винеровский) процесс

В этом параграфе мы рассмотрим важную модель существенно
нестационарного случайного процесса, которая будет использована
в дальнейшем, — случайный процесс, являющийся интегралом по вре-
мени от некоторой случайной функции.
Итак, рассмотрим диффузионный процесс, описываемый выражени-

ем

η(t) =
t∫

0

ξ(θ) dθ. (2.5.1)

Функция (1) удовлетворяет уравнению

η̇(t) = ξ(t). (2.5.1a)

Важным радиофизическим примером стохастического уравнения типа
(1a) является уравнение, описывающее флуктуации фазы в автономном
генераторе радиодиапазона или лазере, возникающие под действием
собственного теплового, дробового или квантового шума ξ(t).
Зададим случайную функцию ξ в (1) соотношениями

〈ξ〉 = 0, 〈ξ2〉 ≡ σ2ξ = const, (2.5.2)

〈ξξτ 〉 ≡ Bξ(τ ) = σ2ξRξ(τ ), τξ =
∞∫

0

Rξ(τ ) dτ

(τξ — время корреляции функции ξ). В этом случае согласно (1)
и (1.4.7)

〈η〉 = 0, 〈η2〉 = σ2η = 2
t∫

0

(t− τ )Bξ(τ ) dτ = (2.5.3)

= 2
∞∫

0

Gξ(ω)
(

sinωt/2
ωt/2

)2
dω (2.5.3a)
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или

σ2η(t) = 2σ2ξ
t∫

0

(t− τ )Rξ(τ ) dτ ≡ 2σ2ξLξ(t), (2.5.3б)

где по аналогии с (1.4.8) введена функция

Lξ(t) =
t∫

0

(t− τ )Rξ(τ ) dτ. (2.5.4)

Как следует из (3), дисперсия σ2η зависит от времени,

d

dt
σ2η = 2

t∫

0

Bξ(τ ) dτ 	= 0,

d2

dt2
σ2η = 2Bξ(t) 	= 0,

(2.5.4a)

Таким образом, процесс η(t), определенный выражением (1), является
нестационарным случайным процессом.
Согласно (1.4.9) и (1.4.9а, б) при малых и больших значениях t

Lξ(t) =

{ 1
2
t2 (t� τξ),

tτξ − t2ξ ≈ tτξ (t� τξ).
(2.5.5)

Рассмотрим некоторые частные случаи.
1. ξ(t) — белый шум. При этом

〈ξ = 0, 〈ξ2〉 = σ2ξ = ∞, Gξ(ω) = G = const
Bξ = 2Dξδ(τ ), Dξ = πG, τξ = 0,

и согласно (3)
σ2η(t) = 2Dξt (2.5.6)

— дисперсия диффузионного процесса (1) линейно растет со временем.
Параметр

Dξ = σ2ξτξ = ∞ · 0 = const

называется коэффициентом диффузии.
2. Спектр флуктуаций ξ(t) — лоренцевский. При этом

Rξ(τ ) = e−|τ |/τξ , Bξ(τ ) = σ2ξe
−|τ |/τξ ,

Gξ(ω) = Dξ

π

1

1+ τ 2ξω
2
, Dξ = σ2ξτξ, tξ = τξ,

Lξ(t) = τ 2ξ (e
−x − 1+ x), x = t/τξ,

σ2η(t)

2Dξτξ
= Lξ(x)

τ 2ξ
= e−x − 1+ x

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(2.5.7)
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(см. рис. 2.9, кривая 1).

Рис. 2.9. Рост дисперсии диффузионного процесса (1) со временем

Кривые 1–3 построены для различных спектральных плотностей процесса η(t): 1 —
лоренцевский спектр, 2 — гауссовский спектр, 3 — спектр с отфильтрованными низкими

частотами (10). Пунктирные кривые — асимптоты

3. Спектр флуктуаций ξ(t) — гауссовский. В этом случае

Rξ(τ ) = e−
1
2 h

2τ2 = e
−π2

8

(
τ
τξ

)2
, τξ = π

2h
,

Bξ(τ ) = σ2ξe
−π2

8

(
τ
τξ

)2
, tξ = 1

h
= 2
π
τξ,

Gξ(ω) = Gξ(0) = e−ω
2/2h2 ,

Lξ =
τ 2ξ

[
xΦ(x

√
π/2) − 2

π
(1− e−x

2π/4)
]

(x = t/τξ)

σ2η(t)

2Dξτξ
= Lξ(t)

τ 2ξ
= xΦ(x

√
π/2) − 2

π
(1− e−x

2π/4),

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(2.5.8)

где Φ(y) = erf(y) — интеграл вероятности (см. рис. 2.9, кривая 2).
Кривые 1 и 2 на рис. 2.9 иллюстрируют переход от квадратичного
закона нарастания дисперсии σ2η(t) к линейному закону вида (6).
Это соответствует обычной диффузии, когда спектр Gξ(ω) имеет при
ω = 0 некоторое конечное значение,

0 < Gξ(0) <∞. (2.5.9)

Но если Gξ(0) = 0 или Gξ(0) → ∞, то увеличение дисперсии σ2η(τ )
со временем будет иметь совершенно другой вид.
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4. Gξ(0) = 0. Предположим, например, что ξ(t) — это белый шум
с отфильтрованными низкими частотами:

Gξ(ω) = Dξ

π

ω2

ω2 + h2
= Dξ

π

(
1− h2

h2 + ω2

)
,

Bξ(τ ) = 2Dξδ(τ ) −Dξhe−h|τ |, h = 1/τξ.
(2.5.10)

Подставив (10) в (3), получим

σ2η(t) = 2Dξτξ(1− e−t/τξ) = 2Dξτξ(1− e−x), (2.5.11)

(x = t/τξ). Как видно из (11), на начальном интервале 0 � t� τξ.
5. G(0) = ∞. Пусть, например,

Gξ(ω) = D

π

∣∣∣ω0
ω

∣∣∣ν (0 � ν < 1). 1) (2.5.12)

Подстановка (12) в (3a) дает

σ2η = 2D
ω0 cos(πν/2)

(ω0t)1+ν . (2.5.13)

В этом примере закон изменения дисперсии со временем может ме-
няться от линейного (ν = 0) до почти квадратичного (ν ≈ 1). Случай
ν = 0 соответствует тому, что η(t) — белый шум (ср. (13) и (9)).
Согласно (13) зависимость lnσ2 от ln t является линейной:

lnσ2 = const+ (1+ ν) ln(ω0t), (2.5.14)

причем наклон прямой (14) определяется только степенью ν в спек-
тре (12) 2).
Диффузия фазы. В §§ 3, 4 мы рассматривали фазу как случайную

величину, изменяющуюся в ограниченных пределах:

−π � ϕ(t) � π. (2.5.15)

Это было связано с тем, что фактически мы интересовались не самой
фазой, а периодическими функциями cosϕ или sinϕ.
Однако при решении стохастических дифференциальных уравнений

фаза обычно определяется как случайный процесс, меняющийся в бес-
конечных пределах:

−∞ < ϕ(t) <∞. (2.5.16)

Например, при анализе действия шума на линейные или автоколеба-
тельные системы для фазы может быть получено уравнение вида (1a),
что соответствует (16), а не (15). Между распределениями вероятно-

1) Спектр вида (12) отвечает реальному процессу — так называемому
фликкер-шуму (см. [4]).

2) Это обстоятельство может быть использовано для экспериментального
определения величины ν.
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стей фазы в обоих случаях имеется однозначная связь. Рассмотрим
этот вопрос в общей постановке.

Приведение распределения вероятностей к интервалу периодичности.
При усреднении периодических функций

y = F (x) = F (x+ nL) (n = 0, ± 1, ± 2, . . . ) (2.5.17)

от некоторого случайного процесса x(t) вместо распределения вероятностей
для x обычного вида

w(x) (−∞ < x <∞), (2.5.18)

заданных на бесконечном интервале, иногда удобно пользоваться распределе-
нием

wL(x) =
∞∑

n=−∞
w(x+ nL) (x0 − L/2 � x � x0 + L/2), (2.5.19)

«свернутым» к интервалу периодичности L. Так как согласно (17) все значе-
ния x, отличающиеся на целое число L, для y полностью эквивалентны, то
их вероятности, определяемые (18), в (19) суммируются. Величина x0 в (19)
произвольна. Типичным примером является случай, когда x = ϕ(t) — фаза
квазигармонического процесса.
Распределение wL(x) нормировано к L:

1

L

x0+L/2∫

x0−L/2

wL(x) dx = 1. (2.5.20)

Функция wL(x) обладает свойством периодичности:

wL(x+mL) =
∞∑

n=−∞
w(x+mL+ nL) =

∞∑
n′=−∞

w(x+ n′L), (2.5.21)

и, следовательно, ее можно представить в виде ряда Фурье

wL(x) =
∞∑

m=−∞
ame

−iκmx, κ =
2π

L
, (2.5.22)

с коэффициентами

am =
1

L

x0+L/2∫

x0−L/2

wL(x)eiκmx dx =
1

L
〈eiκmx〉L. (2.5.23)

Подстановка (19) в (23) дает

am =
1

L

∞∫

−∞
w(x)eiκmx dx =

1

L
〈eiκmx〉, (2.5.24)

т. е. коэффициенты ряда Фурье (22) можно найти также преобразованием
Фурье «развернутого» распределения (18). Согласно (24) формально можно
записать решение обратной задачи:

w(x) =
L

2π

∞∫

−∞
ame

−iκmx dm. (2.5.25)
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Отметим два предельных случая, когда в рядах (19) и (22) остается по
одному члену:

wL(x) ≈ w(x) (L� Δx), (2.5.26)

wL(x) ≈ 1/L (L� Δx). (2.5.27)

Здесь параметр Δx ∼ σ по порядку величины равен корню из дисперсии и ха-
рактеризует область наиболее вероятных значений x в соответствии с распре-
делением (18). Таким образом, с уменьшением интервала L или с увеличением
дисперсии σ2 распределение wL(x) стремится к равномерному (27).
Условие Δx ∼ σ � L реализуется, например, если x(t) — диффузион-

ный процесс винеровского типа, поскольку согласно (6) дисперсия процесса
в этом случае неограниченно возрастает со временем. Подчеркнем, что при
этом несвернутое распределение w(x) соответствует нестационарному процес-
су, а свернутое (27) wL(x) ≈ 1/L — стационарному. Отсюда, в частности,
следует, что процесс с диффузией фазы можно рассматривать как процесс
с равномерным распределением фазы w2π(ϕ) = 1/2π.
Рассмотрим два примера.
1. Если распределение (18) гауссовское:

w(x) =
1√
2π σ

e−(x−x)2/2σ2 , (2.5.28)

то согласно (24) и (22)

am =
1

L
exp
(
iκmx− 1

2
κx2m2σ2

)
,

wL(x) =
1

L

[
1+ 2

∞∑
m=1

qm2 cos 2mv

]
=
1

L
ϑ3(v, q), (2.5.29)

q = e−2π
2σ2/L2 , v = π(x− x)/L,

где ϑ3(v, q) — тэта-функция. Заметим, что непосредственная подстановка (28)
в (19) дает

wL(x) =
e−(x−x)2/2σ2

√
2π σ

[
1+ 2

∞∑
n=1

qn2

1 cos v1n

]
= w(x)ϑ3(q1, v1), (2.5.30)

q1 = e−L2/2σ2 , v1 = i
L

σ2
(x− x).

Выражение (30) можно получить и непосредственно из (29), проведя пре-
образование тэта-функции к новым аргументам. При L � σ распределение
wL(x) ≈ 1/L, так как в этом случае q � 1 и в сумме (29) существенным будет
лишь первый член. Обратный предельный случай, L � σ, легче проанализи-
ровать с помощью (30). При этом q1 � 1 и wL(x) ≈ w(x). Оба эти результата
находятся в согласии с соотношениями (26), (27).
2. Если (18) — распределение Коши:

w(x) =
β/π

β2 + x2
(−∞ < x <∞), (2.5.31)

то согласно (24)
am =

1

L
e−βκ|m|. (2.5.32)
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Сумма (22) вычисляется в этом случае как геометрическая прогрессия:

wL(x) =
1

L

∞∑
m=−∞

e−βκ|m|−iκmx =

=
1

L

[
1+

∞∑
m=1

e−βκm−iκmx +
∞∑

m=1

e−βκmiκmx

]
=

=
1

L

thβκ

1− cos κx

ch κβ

=

√
1− β20

L

1

1− β0 cos κx

(
β0 =

1

ch κβ

)
. (2.5.33)

Моменты

〈xn〉L =

+L/2∫

−L/2

wL(x)xn dx,

соответствующие распределению (33), имеют конечное значение, хотя для
исходного распределения (31) они расходятся.

§ 6. Импульсные случайные процессы

Рис. 2.10. Случайные импульсы:

а) одиночный импульс со случайным
временем появления; б) импульс за-
данной формы со случайной субструк-

турой

Рассмотрим несколько моделей
импульсных случайных процессов.
Одиночный случайный импульс.

Представим себе импульс, форма
которого известна и задана функ-
цией F (t), а момент появления t0
случаен и меняется от реализации
к реализации:

x(t) = F (t− t0) (2.6.1)

(рис. 2.10, а). Другой полезной мо-
делью является импульс со случай-
ной субструктурой (рис. 2.10, б):

x(t) = F (t)ξ(t). (2.6.2)

Здесь F (t) — заданная регулярная
функция времени (плавная огибаю-

щая импульса), а ξ(t) 1) — случайный процесс. В оптических задачах
в качестве процесса ξ(t) в (2) часто рассматривается узкополосный оп-
тический шум или его комплексная амплитуда (в так называемых уко-
роченных уравнениях, см. гл. 6). Таким образом, наглядной моделью
импульсного процесса рассматриваемого типа могут быть «вспышки»
оптического шума.

1) Функция ξ(t) может быть комплексной.
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Случайная импульсная последовательность. Этот процесс состоит
из совокупности импульсов (1):

x(t) =
n∑
p=1

F (t− tp). (2.6.3)

Здесь F (t) — регулярная функция времени, описывающая форму оди-
ночного импульса, причем случайными могут быть как время появле-
ния tp каждого импульса, так и полное число импульсов n (рис. 2.11).

Рис. 2.11. Случайная импульсная последовательность x(t)

Импульсы имеют одинаковую форму, но возникают в случайные моменты времени.
В задаче о дробовом шуме диода (см. ниже § 6) такие импульсы тока x(t) = i(t)
возникают при пролете электрона от катода к аноду: моменты их появления случайны
в силу случайности процесса термоэлектронной (а также фотоэлектронной, см. § 5 гл. 3)

эмиссии

Квазипериодический импульсный процесс. В этом случае

x(t) = ρ(t)F (ψ), (2.6.4)

где F (ψ) — периодическая функция:

F (ψ + 2πn) = F (ψ) (n = 0, ± 1, ± 2, . . . ), (2.6.5)

аргумент которой следующим образом зависит от времени:

ψ = ω0t+ ϕ(t). (2.6.6)

В частном случае постоянных ρ = ρ0 и ϕ = ϕ0 выражение (4) опреде-
ляет регулярную периодическую последовательность импульсов произ-
вольной формы F (рис. 2.12, а). При флуктуирующих ρ(t) и ϕ(t) эти
импульсы будут случайным образом искажены как по высоте, так и по
длительности (рис. 2.12, б).
Рассмотрим статистические характеристики перечисленных процес-

сов.
Одиночный случайный импульс. Процесс (1) характеризуется

средним значением и корреляционной функцией:

〈x〉 =
∞∫

−∞
F (t− t0)w(t0) dt0, (2.6.7)

xxτ =
∞∫

−∞
F (t− t0)F (t+ τ − t0)w(t0) dt0. (2.6.8)
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Рис. 2.12. Квазипериодический импульсный процесс:

а) неискаженная последовательность прямоугольных импульсов; б) те же импульсы,
искаженные «амплитудными» и «фазовыми» флуктуациями

В этих выражениях w(t0) — распределение вероятностей случайного
момента t0 появления импульса.
Предположим, что импульс F (t) имеет максимум при t′ и характе-

ризуется длительностью τимп, а «импульс» распределения w(t0) имеет
длительность τ0, причем максимум w(t0) приходится на t′0. Как видно
из (7), в предельных случаях а) τимп � τ0 и б) τимп � τ0 выражение
для x будет следующим:

a) 〈x〉 ≈ w(t− t′)
∞∫

−∞
F (θ) dθ, (2.6.9)

б) 〈x〉 ≈ F (t− t′0). (2.6.10)

Аналогичным образом упрощается и выражение (8):

a) xxτ ≈ w(t− t′′)
∞∫

−∞
F (θ)F (θ + τ ) dθ, (2.6.11)

б) xxτ ≈ F (t− t′0)F (t+ τ − t′0). (2.6.12)

Момент t′′ в (11) определяется из условия, что при t = t′′ произве-
дение F (t)F (t+ τ ) принимает максимальное значение.
Таким образом, рассматриваемый одиночный импульс

x(t) = F (t− t0) является, вообще говоря, нестационарным случайным
процессом (x и xxτ зависят от времени). В частности, для импульса
гауссовской формы и при гауссовском распределении t0, т. е. при

F (t) = F0e
−α2t2 (tимп ∼ 1/α), (2.6.13)

w(t0) = β√
π
e−β

2t20 , (2.6.14)

из (7), (8) находим

〈x〉 = F0β√
α2 + β2

exp
{
− α2β2

α2 + β2
t2
}
, (2.6.15)
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xxτ = F 20 β√
2α2 + β

exp
{
− α2

2α2 + β2
[2t2β2 + 2tβ2τ + τ 2(α2 + β2)]

}
.

(2.6.16)

Однако если появление импульса равновероятно для любого момента
на достаточно большом интервале

w(t0) = 1/T , T � tимп, (2.6.17)

то среднее значение и корреляционная функция перестают зависеть от
времени:

〈x〉 = 1
T

∞∫
−∞

F (θ) dθ, (2.6.18)

xxτ = 1
T

∞∫
−∞

F (θ)F (θ + τ ) dθ. (2.6.19)

Процесс x = F (t − t0) в этом случае в пределах интервала T может
считаться стационарным.
Представим импульс F (t) в виде интеграла Фурье:

F (t) =
∞∫

−∞
ϕ(ω)eiωt dω, ϕ(−ω) = ϕ∗(ω); (2.6.20)

подставив (20) в (19), получим после интегрирования по θ (это дает
δ-функцию)

xxτ = 2π
T

∞∫
−∞

|ϕ(ω)|2e−iωτ dω,

т. е. спектральная плотность стационарного случайного процесса типа
одиночного случайного импульса равна

G(ω) = 2π
T

|ϕ(ω)|2. (2.6.21)

Другим видом случайного процесса типа одиночного импульса яв-
ляется импульс вида (2):

A(t) = F (t)ξ(t), (2.6.22)

где F (t) описывает огибающую импульса и является регулярной функ-
цией времени, ξ(t) — модулирующий случайный стационарный про-
цесс. Процесс (22) при этом нестационарен; например, его дисперсия
и корреляционная функция со временем меняются:

σ2A(t) = F 2(t)ξ2, A(t)A(t+ τ ) = F (t)F (t+ τ )ξξτ .
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Однако коэффициент корреляции процесса A не зависит от формы
импульса F (t) и совпадает с коэффициентом корреляции процесса ξ:

RA(τ ) = A(t)A(t+ τ)

σA(t)σA(t+ τ)
= ξξτ

ξ2
= Rξ(τ ).

Таким образом, по виду RA(τ ) можно определить форму спектра Gξ(ω)
случайной модуляции.
Аналогичный результат может быть получен и для пространствен-

ного «импульса»:
A(x, y) = F (x, y)ξ(x, y)

(например, для распределения поля в поперечном сечении лазерного
луча); пространственные коэффициенты корреляции для A и ξ совпа-
дают: RA = Rξ.
Пуассоновская импульсная последовательность; формулы Кэм-

пбелла. Будем считать, что каждый импульс в сумме (3)

x(t) =
n∑
p=1

F (t− tp) (2.6.23)

возникает независимо от остальных. При этом времена появления tp
(p = 1, 2, . . . , n) и число импульсов n являются статистически незави-
симыми случайными величинами:

w(n, t1, t2, . . . , tn) = w(n)w(t1) . . .w(tn), (2.6.24)

где все распределения w(tp) одинаковы, и средние

〈F (t− to)〉 = F , 〈F (t+ τ − tp)〉 = Fτ ,

〈F (t− tp)F (t+ τ − tp)〉 = FFτ
(2.6.25)

не зависят от индекса p. Усредняя (23) сначала по tp, а затем по n,
находим

x =

〈
n∑
p=1

F

〉
= nF , (2.6.26)

xτ =

〈
n∑
p=1

Fτ

〉
= nFτ , (2.6.27)

xxτ =

〈∑
p

∑
p′
F (t− tp)F (t+ τ − tp′)

〉
=

=

〈∑
p=p′

FFτ +
∑
p�=p′

F Fτ

〉
= nFFτ + (n2 − n)F Fτ , (2.6.28)

B(τ ) = xxτ − xxτ = nFFτ + (n2 − n− n 2)FFτ . (2.6.29)
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Чтобы конкретизировать эти выражения, рассмотрим следующую мо-
дель.
Пусть τимп характеризует длительность каждого импульса, а T —

достаточно большой интервал времени, в течение которого импульсы
появляются (T � τимп). Будем считать, что появление каждого импуль-
са в любой момент времени равновероятно:

w(tp) = 1/T. (2.6.30)

Поскольку T � τимп, то в этом случае средние F и FFτ от времени
зависеть практически не будут:

F = 1
T

∞∫
−∞

F (θ) dθ = Fτ , FFτ = 1
T

∞∫
−∞

F (θ)F (θ + τ ) dθ. (2.6.31)

Соотношения (31) называют формулами Кэмпбелла.
Найдем теперь статистику n, соответствующую этой модели. Как

бы часто ни следовали друг за другом импульсы, всегда можно пред-
ставить себе, что ось времени разбита на столь малые интервалы Δt,
что в каждом интервале либо появится всего один новый импульс (с ве-
роятностью p), либо не появится ни одного (с вероятностью q = 1− p).
Вероятность того, что за N интервалов появится n импульсов, дается
в этом случае формулой Бернулли

P (n) = pnqN−nCnN (n = 0, 1, . . . , N), (2.6.32)

где

CnN =

n︷ ︸︸ ︷
N(N − 1) . . . (N − n+ 1)

n!
� 1 (2.6.33)

— биномиальные коэффициенты:

(a+ b)N =
N∑
n=0

anbN−nCnN . (2.6.34)

Так как N Δt = T , то в пределе Δt → 0 в полученных соотношениях
можно принять N → ∞, т. е. n � N . При этом согласно (32), (33)
CnN ≈ Nn/n! и

P (n) ≈ pnqNNn/n!,

или с точностью до нормировочной постоянной

P (n) ∼ αn/n! (α = pN). (2.6.35)

Подставляя (35) в условие нормировки
∞∑
n=0

P (n) = 1, находим оконча-
тельно

P (n) = e−ααn/n! (n = 0, 1, 2, . . . ). (2.6.36)

Распределение (36) называют распределением Пуассона.
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Можно дать другой вывод распределения Пуассона (36). Пусть n —
целочисленная величина, определяющая появление числа импульсов (число
событий) к моменту времени t, причем n = 0 при t = 0. Обозначим как P (n, t)
вероятность появления n импульсов на интервале [0, t]. Ясно, что P (n, t) = 0
при n < 0.
Предположим, что импульсы появляются независимо случайным образом

с вероятностью (средней скоростью) ν. Изменение вероятности появления n
импульсов (событий) ΔP (n, t) связано с вероятностью появления на времен-
ном интервале [t, t+ Δt] одного импульса и определяется уравнением

ΔP (n, t) = P (n− 1, t)νΔt− P (n, t)νΔt

или при Δt→ 0
∂P (n, t)

∂t
= ν[P (n− 1, t) − P (n, t)]. (2.6.37)

Первое слагаемое справа в уравнении (37) обусловлено изменением вероят-
ности, связанное с переходом из состояния с (n − 1) импульсом в состояние
с n импульсами, а второе связано с переходом из состояния с n в состояние
(n+ 1). При n = 0 согласно (37)

∂P (0, t)

∂t
= −νP (0, t).

Отсюда имеем
P (0, t) = e−νt.

Решение (37) ищем в виде

P (n, t) = e−νtQ(n, t).

Для Q(n, t) получаем уравнение
∂Q(n, t)

∂t
= νQ(n− 1, t)

с условием Q(0, t) = 1, решение которого методом итераций приводит к выра-
жению

Q(n, t) =
(νt)n

n!
.

Таким образом получаем результат

P (n, t) = (νt)n e−νt

n!
,

совпадающий с формулой (36).

Для распределения Пуассона 〈n〉 = α. В самом деле, дифференци-
руя (36) по α ряд

eα =
∞∑
n=0

αn

n!
,

получим

eα =
∑ nαn−1

n!
= 1
α

∑ nαn

n!
, α = e−α

∑ nαn

n!
= n.

Аналогичным образом могут быть найдены и моменты n более высокого
порядка. В частности, n2 = α(1 + α), так что дисперсия и среднее
значение пуассоновской случайной величины n совпадают:

σ2n = 〈n2〉 − 〈n〉2 = α = 〈n〉. (2.6.38)
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Согласно (36)
P (n+ 1) = P (n) α

n+ 1
.

Отсюда следует, что при целочисленных значениях α = m + 1 (m =
= 0, 1, 2, . . .) наибольшими являются вероятности двух значений n:

n1 = m, n2 = m+ 1, P (n1) = P (n2).

При нецелых α = m+ 1+ ε (m = 0, 1, 2, . . .; 0 < ε < 1) максимальная
вероятность соответствует значению n = m + 1. Таким образом, при
α = n > 1 зависимость P (n) от n не является монотонной: вероятности
сначала растут, а затем убывают (рис. 2.13, а). Если α < 1, то картина
будет другой: вероятности уменьшаются с ростом n (рис. 2.13, б).

Рис. 2.13. Дискретное распределение Пуассона при n > 1 (а) и n < 1 (б)

С увеличением α величина σn/n = 1/
√
α = 1/

√
n стремится к нулю,

распределение Пуассона становится относительно более узким и пере-
ходит в гауссовское. Действительно, используя формулу Стирлинга

n! =
(
n

e

)n√
2πn

(
1+ 1

12n
+ . . .

)
и разложение логарифма

ln(1+ x) =
∞∑
m=1

(−1)m+1 x
m

m
,

распределение Пуассона (36) можно переписать как

P (n) ≈ exp{n− α− n ln(n/α)}√
2πn

= exp{α[x− (1+ x) ln(1+ x)]}√
2πα(1+ x)

=

=
exp

{
−α
[

x2

1 · 2 −
x3

2 · 3 −
x4

3 · 4 − . . .
]}

√
2πα(1+ x)

, (2.6.39)
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где x = (n − α)/α = (n − n)/n — относительное отклонение n от
среднего значения. Согласно (38)

Pmax = P (n = α) = 1/
√
2πα.

Если
√
α � 1, то существенным в (39) является лишь квадратичный

по x член в экспоненте:

P (n) ≈ e−αx2/2

√
2πα

= e−(n−α)2/2α

√
2πα

= w(n). (2.6.39a)

Мы приходим, таким образом, к гауссовскому распределению для n,
причем n в (39a) можно считать непрерывной переменной (так как
максимум гауссовского распределения (39a) характеризуется шириной
σn =

√
α � 1 и в него попадает много линий дискретного распределе-

ния P (n)).
Распределению Пуассона соответствует характеристическая функ-

ция

θ(u) = 〈eiun〉 =
∞∑
n=o

eiunP (n) = e−α
∞∑
n=0

(αeiu)n

n!
=

= exp(αeiu − 1) = exp

{
α

∞∑
m=1

(iu)m

m!

}
, (2.6.40)

и, как видно из (40), все кумулянты имеют одну и ту же величину

km = α (m = 1, 2, . . . ). (2.6.41)

Величина относительных кумулянтов будет, однако, зависеть от α и m:

κm = km/k
m/2
2 = 1/αm/2−1.

В частности, если
√
α� 1, то κm � 1 (m = 3, 4, . . .) и (40) переходит

в характеристическую функцию

θ(u) = e+α(iu−u2/2),

соответствующую гауссовскому распределению (39). Подставив (31)
и (37) в (26) и (29), получим выражения для среднего значения и кор-
реляционной функции пуассоновской импульсной последовательности:

x = Ω
∞∫

−∞
F (θ) dθ, (2.6.42)

B(τ ) = Ω
∞∫

−∞
F (θ)F (θ + τ ) dθ (2.6.43)
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(формулы Кэмпбелла — ср. с (18), (19)). Здесь введена средняя частота
следования импульсов Ω = α/T = n/T . Корреляционной функции (43)
соответствует спектральная плотность

G(ω) = 2πΩ|ϕ(ω)|2, (2.6.44)

где ϕ(ω) — фурье-образ функции F (t), описывающей одиночный им-
пульс рассматриваемой последовательности (ср. с (18)–(20)).
Характеристическая функция импульсного процесса (23) равна

θ(u) =

〈
exp

{
iu

n∑
p=1

F (t− tp)

}〉
,

или, с учетом выражения (30),

θ(u) = 〈βn〉, (2.6.45)

где усреднение производится по ансамблю значений n, а

β = 1
T

T/2∫

−T/2
eiuF (t−t′) dt′. (2.6.46)

В случае пуассоновской статистики n имеем

θ(u) =
∞∑
n=0

βn
e−ααn

n!
= eα(β−1) = exp

{
Ω

T/2∫

−T/2
[eiuF (t−t′) − 1] dt′

}
.

(2.6.47)
Если длительность отдельного импульса мала (по сравнению с T ),

то формулу (47) можно переписать как

θ(u) = exp
{

Ω
∞∫

−∞
(eiuF (θ) − 1) dθ

}
. (2.6.48)

Разлагая показатель экспоненты в ряд Тейлора по u, получим

θ(u) = exp
{

Ω
∞∑
m=1

(iu)m

m!

∞∫
−∞

Fm(θ) dθ
}
,

т. е. кумулянты импульсного пуассоновского процесса равны

km = Ω
∞∫

−∞
Fm(θ) dθ. (2.6.49)

Величину кумулянтов (49) можно оценить как

km ≈ ΩFmmaxτимп,
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где τимп — длительность импульса, Fmax — его пиковое значение.
Отсюда находим оценку для относительных кумулянтов:

κm = km

k
m/2
2

≈ 1

(Ωτимп)
m/2−1 . (2.6.50)

Итак, вид характеристической функции (48) импульсного процесса
и, следовательно, распределение вероятностей определяются частотой
следования импульсов и их формой. Оценка (50) показывает, что, если
в течение времени, пока длится один импульс, появляется достаточно
много новых импульсов, т. е. в предельном случае

(Ωτимп)1/2 � 1, (2.6.51)

основную роль играют лишь два первых кумулянта и распределение
вероятностей приближенно будет гауссовским. В общем случае w(x)
имеет вид фурье-образа характеристической функции (48):

w(x) = 1
2π

∞∫
−∞

exp
{

Ω
∞∫

−∞
[eiuF (θ) − 1] dθ − iux

}
du. (2.6.52)

Производящая функция. Факториальные моменты. В некоторых
случаях при исследовании дискретных случайных процессов удобно
использовать так называемую производящую функцию

Q(z) =
∞∑
n=0

znP (n) (0 � z � 1). (2.6.53)

Дифференцируя Q(z) по z, можно найти факториальные моменты

〈n(k)〉 = 〈n(n− 1) . . . (n− k + 1)〉 =
(
d

dz

)k
Q(z)

∣∣∣
z=1
, (2.6.54)

а затем и обычные моменты 〈nm〉, связанные с факториальными мо-
ментами соотношениями:

〈n(1)〉 = 〈n〉, 〈n(2)〉 = 〈n(n− 1)〉 = 〈n2〉 − 〈n〉
и т. д., так что, например,

〈n〉 = 〈n(1)〉, 〈n2〉 = 〈n(2)〉 + 〈n(1)〉,
σ2n = 〈n2〉 − 〈n〉2 = 〈n(2)〉 + 〈n(1)〉 − 〈n(1)〉2. (2.6.55)

Для распределения Пуассона (36) получим:

Q(z) = eα(z−1), 〈n(k)〉 = αk,

т. е.
〈n(1)〉 = α, 〈n(2)〉 = αn. (2.6.56)
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Подстановка (56) в (55) дает

〈n〉 = α, 〈n2〉 = α(1+ α), σ2n = α

— в согласии с полученными ранее результатами (см. формулу (38)).
Дробовой шум; формула Шоттки. Важным примером импульс-

ного случайного процесса является дробовой шум электронных ламп.
Анодный ток электронной лампы представляет собой случайную после-
довательность импульсов, обусловленную статистическим характером
электронной эмиссии. Расчет характеристик возникающего импульс-
ного случайного процесса представляет собой, вообще говоря, весьма
сложную задачу; в общем случае существенным оказывается взаимо-
действие между электронами. Имеется, однако, важный случай, для
которого расчет статистики дробового шума не представляет труда, —
задача о дробовом шуме диода, работающего в режиме насыщения.
Здесь взаимодействиями электронов в межэлектродном промежутке
можно пренебречь; статистика импульсов анодного тока полностью
аналогична статистике термоэлектронной эмиссии. Поскольку послед-
няя является пуассоновской (различные термоэлектроны эмиттируются
независимо), определение статистики анодного тока сводится к расчету
характеристик пуассоновских импульсов.
Рассмотрим плоский диод, разность потенциалов между электрода-

ми которого равна V ; межэлектродное расстояние обозначим через d
(рис. 2.14). Вероятность вылета одного термоэлектрона в интервале
времени dt равна

Рис. 2.14. Схема диода (а) и распределение потенциала в диоде (б):

1 — в насыщенном диоде, 2 — при ограничении тока пространственным зарядом

dP = p dt, (2.6.57)

где p — вероятность вылета в единицу времени. Тогда вероятность
вылета n электронов за время T описывается распределением Пуассона
с n = ΩT , где Ω = I0/e — среднее число электронов, эмиттируемых
катодом в единицу времени, I0 — средний ток и e — заряд электрона.
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Соотношение (44) сразу же дает нам выражение для спектра дробового
шума:

G(ω) = 2πΩ|i(ω)|2, (2.6.58)

и вычисление спектра сводится, таким образом, к определению фурье-
образа i(ω) импульса тока i(t), возбуждаемого в анодной цепи отдель-
ным электроном. Для расчета формы импульса тока можно воспользо-
ваться следующими простыми соображениями.
При движении электрона от катода к аноду на отрезке пути ds

внешнее поле E совершает работу dW = eE ds. В силу закона сохра-
нения энергии можно записать

i(t)V dt = eE ds = eE dz

(учтено, что диод является плоским), откуда

i(t) = e

V
E
dz

dt
= e

d
u(t), (2.6.59)

где u(t) — мгновенное значение скорости, V = Ed. Величину u(t)
можно найти из уравнения движения

mz̈ = eE.

При достаточно высоком напряжении V тепловой скоростью электрона
можно пренебречь; полагая, что при t = 0 z = 0 и ż = 0, для i(t)
получаем

i(t) = 2et/τ 2пр, τ 2пр = 2md/eE, 0 � t � τпр, (2.6.60)

где τпр — время пролета электрона от катода к аноду.
Таким образом, анодный ток насыщенного диода представляет со-

бой случайную последовательность импульсов треугольной формы ви-
да (60) (см. рис. 2.11):

I(t) =
∑

i(t− tn) =
∑
n

2e

τ 2пр
(t− tn), 0 � t− tn � τпр,

где tn — моменты вылета электронов.
Фурье-образ импульса тока имеет вид

i(ω) = 1
2π

+∞∫

−∞
i(t)e−iωt dt = e

πτ 2пр

τпр∫

0

te−iωt dt,

|i(ω)|2 =
(
e

πθ2

)2
[2+ θ2 − 2θ sin θ − 2 cos θ] ≡

(
e

2π

)2
�(θ),

(2.6.61)

где θ = ωτпр — величина, которую в электронике принято называть
пролетным углом.
Пользуясь (61), для спектральной плотности дробового шума насы-

щенного диода получим

G+(ω) = �(θ) e
π
I0. (2.6.62)
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Важно отметить, что частота входит в спектральную плотность в ком-
бинации со временем пролета. Согласно (62) спектральная плотность
дробового шума максимальна при θ → 0 (ω → 0). Разлагая sin θ и cos θ
в ряд, нетрудно убедиться, что

G+(0) = e

π
I0. (2.6.63)

Эта формула носит название формулы Шоттки; ею пользуются обыч-
но при расчете дробовых шумов низкочастотных электронных ламп.
При θ → ∞ G(ω) → 0, т. е. при больших пролетных углах дробовой
шум исчезает.
Отмеченное обстоятельство не следует рассматривать, однако, как

рецепт повышения чувствительности усилителей на электронных лам-
пах; при θ → ∞ резко уменьшается и коэффициент усиления.
Добиться уменьшения уровня дробового шума можно, переходя

от режима насыщения к режиму ограничения тока пространственным
зарядом. В этом случае вблизи катода (см. рис. 2.14, б) формируется
минимум потенциала Vmin, глубина которого зависит от тока эмиссии,
что приводит к уменьшению флуктуации анодного тока. Этот эффект
называется депрессией дробовых шумов.
С учетом эффекта депрессии формулу (63) следует записать в виде

G+(ω) = Γ e
π
I0, (2.6.64)

где Γ — так называемый коэффициент депрессии. Результаты расчета
коэффициента депрессии (в этом случае принципиальным становится
учет распределения электронов по скоростям) можно найти в [5].
На низких частотах величина Γ ≈ 0,01, так что депрессия дробового
шума оказывается достаточно сильной.
Учет взаимодействий между электронами на высоких частотах

представляет собой трудную задачу; с проблемами теории высокоча-
стотных дробсвых шумов в электронных лампах можно ознакомиться
по монографии [5].

§ 7. Телеграфный случайный процесс

Особый тип импульсного случайного процесса представляет те-
леграфный случайный процесс, изображенный на рис. 2.15. В этом

Рис. 2.15. Реализация случайного телеграфного процесса
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случае импульсный процесс принимает значения a или −a, которые
сменяют друг друга поочередно. Переключение с одного значения
на другое (смена знака) происходит мгновенно, а продолжительность
конкретного значения определяется пуассоновским распределением пе-
реключений со средней частотой ν.
Аналитически рассматриваемый процесс записывается так

x(t) = (−1)na, (2.7.1)

где n = n(t) — число переключений на интервале [0, t], которое зада-
ется распределением Пуассона (2.6.36):

P (n, t) = (νt)n

n!
e−νt. (2.7.2)

Среднее значение случайного процесса x(t) равно

〈x(t)〉 = a
∞∑
n=0

(−1)nP (n, t) = a−2νt. (2.7.3)

Очевидно, что средний квадрат процесса равен

〈x2(t)〉 = a2. (2.7.4)

Для расчета корреляционной функции процесса x(t), исходя из ее
определения (1.3.2), нужно знать двумерную функцию распределения
w(x(t), x(t+ τ )). Запишем ее следуя рассуждениям, изложенным в [7].
Если на интервале [t, t + τ ] имеется четное число переключений, то
x = x(t) и xτ = x(t + τ ) имеют одинаковые знаки, т. е. с одинаковой
вероятностью равны +a, +a либо −a, −a. При нечетном числе пе-
реключений на рассматриваемом интервале значения x и xτ имеют
разные знаки и равны либо +a, −a, либо −a, +a. Аналитически
сказанное можно представить с помощью дельта-функций:

w(x, xτ ) = 1
2

[δ(x− a)δ(xτ − a) + δ(x+ a)δ(xτ + a)]Pчетн. +

+ 1
2

[δ(x− a)δ(xτ + a) + δ(x+ a)δ(xτ − a)]Pнечетн. (2.7.5)

Здесь

Pчетн. =
∞∑
n=0

P (2n, τ ), Pнечетн. =
∞∑
n=0

P (2n+ 1, τ ). (2.7.6)

Подставим двумерное распределение (5) в общее выражение для кор-
реляционной функции (1.3.2). Используя свойство дельта-функции, не-
трудно получить для коррелятора 〈x(t)x(t+ τ )〉 следующий результат:

〈x(t)x(t+ τ )〉 = a2(Pчетн. − Pнечетн.). (2.7.7)

Принимая во внимание (2), для корреляционной функции процесса
имеем
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〈x(t)x(t+ τ )〉 = a2
∞∑
n=0

(−1)nP (n, τ ) = a2e−2ντ . (2.7.8)

Заметим, что выражение (7) можно, очевидно, записать сразу, не
обращаясь к распределению (5). Последнее, однако, можно применять
и в более общем случае, нежели рассмотренный здесь.
Другой, более компактный способ получения результата (8)

〈x(t)x(t+ τ )〉 = a2〈(−1)n(t+τ)+n(t)〉 = a2〈(−1)n(t, t+τ)〉 = a2e−2ντ .
(2.7.9)

Корреляционной функции (6) соответствует лоренцевский спектр, хотя
импульсы имеют прямоугольную форму. Согласно (3) и (8), рассмат-
риваемый случайный процесс становится стационарным при временах
измерения гораздо больше средней длительности импульса, т. е. при
t � 1/ν. В этом случае значения a и −a оказываются равновероят-
ными.
Для корреляционных функций более высокого порядка M(t1, t2, . . .

. . . , tn) процесса (1) нетрудно получить при t1 � t2 � . . . � tn рекур-
рентное соотношение (см. [8])

M(t1, t2, t3, . . . , tm) = am〈(−1)n(t1)+n(t2)+n(t3)+...+n(tm)〉 =
= am〈(−1)n(t1)+n(t2)〉〈(−1)n(t3)+...+n(tm)〉 = 〈x(t1)x(t2)〉M(t3, . . . , tm).

(2.7.10)

При выводе (10) важную роль играет временное упорядочение:
t1 � t2 � . . . � tn. Обратим внимание на то, что формула (10) похожа
на формулу для многомерных моментов гауссовского распределения
(см. § 2 гл. 1). Однако в рассматриваемом случае «связанными»
оказываются только два слагаемых. Формула (10) будет использована
в § 5 гл. 4 для расцепления корреляций при анализе колебаний под
воздействием случайного телеграфного сигнала.
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Гл а в а 3

СПЕЦИАЛЬНЫЕ МОДЕЛИ СЛУЧАЙНЫХ

ПРОЦЕССОВ И ПОЛЕЙ

§ 1. Негауссовские квазигармонические стационарные
процессы

В § 4 гл. 2 для огибающей и фазы узкополосного гауссовского
процесса мы получили ряд физически наглядных результатов. Воз-
никает естественный вопрос: как изменится статистика огибающей
и фазы, если процесс негауссовский? Этот вопрос имеет не только
методический интерес; с негауссовскими процессами в нелинейных
системах приходится встречаться часто. Математические результаты,
приведенные ниже, позволяют глубже понять статистику узкополосных
процессов.
Универсальность равномерного распределения фазы. Рассмот-

рим опять процесс вида (2.3.1):

ξ(t) = ρ(t) cos[ω0t+ ϕ(t)], (3.1.1)

но теперь с произвольным (не обязательно гауссовским) распределе-
нием вероятностей w(ξ) ([1], ч. 1, с 310; [2, 3]). Случайные функции
ξ, ρ и ϕ в дальнейшем считаются стационарными. Это условие ста-
ционарности позволяет сделать ряд общих выводов о статистических
свойствах ρ и ϕ. Покажем, что независимо от вида w(ξ) распределение
w(ϕ) является равномерным:

w(ϕ) = 1/2π, − π � ϕ � π, (3.1.2)

как это было установлено раньше для частного случая гауссовского
распределения w(ξ) (см. (2.4.5)). Будем исходить из общего выражения
для характеристической функции процесса (1):

θ(u) = 〈eiuξ〉 =
∞∫

0

dρ

π∫

−π
dϕ eiuρ cos(ω0t+ϕ)w(ρ, ϕ). (3.1.3)

Здесь w(ρ, ϕ) — пока неизвестное совместное распределение ρ и ϕ,
соответствующее некоторому заданному распределению w(ξ) квазигар-
монического процесса (1). Учитывая, что рассматриваются значения
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фазы, принадлежащие интервалу −π � ϕ � π, это распределение мож-
но написать в виде ряда Фурье:

w(ρ, ϕ) =
∞∑

n=−∞
Vn(ρ)einϕ. (3.1.4)

В аналогичном виде представим также второй множитель в (3):

eiuρ cosψ =
∞∑

m=−∞
Um(uρ)eimψ, (3.1.5)

ψ = ω0t+ ϕ, Um(uρ) = imJm(uρ),

Jm — функция Бесселя; заметим, что

J−m(z) = Jm(−z) = (−1)mJm(z). (3.1.6)

Подставив (4) и (5) в (3) и интегрируя по ϕ, получим

θ(u) = 2π
∞∑

n=−∞
ineinω0t

∞∫

0

Vn(ρ)Jn(uρ) dρ. (3.1.7)

Однако θ(u) не должна зависеть от t, поскольку процесс ξ(t) предпо-
лагается стационарным. Это значит, что все Vn(ρ) в (4) равны нулю,
кроме V0(ρ), т. е.

w(ρ, ϕ) = V0(ρ). (3.1.8)

Независимость совместного распределения (8) от ϕ означает, что

w(ϕ) = const; учитывая нормировку
π∫
−π
w(ϕ) dϕ = 1, приходим к (2).

Независимость ρ и ϕ. Выражения (7), (8) можно теперь перепи-
сать как

θ(u) =
∞∫

0

w(ρ)J0(uρ) dρ, (3.1.9)

w(ρ, ϕ) = w(ρ)w(ϕ) = w(ρ) 1
2π
, (3.1.10)

где w(ρ) — распределение для огибающей. Согласно (10) значения
ρ и ϕ статистически независимы (в совпадающие моменты времени).
Из (2) также следует, что

〈cos2n+1 ϕ〉 = 〈sin2n+1 ϕ〉 = 0, (3.1.11)

〈cos2n ϕ〉 = 〈sin2n ϕ〉 = (2n)!

22n(n!)2
= (2n− 1)!!

(2n)!!
, (3.1.12)

〈| cos2n+1 ϕ|〉 = 〈| sin2n+1 ϕ|〉 = 2
π

(2n)!!

(2n+ 1)!!
. (3.1.13)
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Учитывая статистическую независимость ρ и ϕ и (11)–(13), имеем
следующие соотношения между моментами ξ, |ξ| и ρ:

〈ξ2n+1〉 = 0, 〈ξ2n〉 = 〈ρ2n〉 (2n− 1)!!
(2n)!!

, (3.1.14)

〈|ξ2n+1|〉 = 〈ρ2n+1〉 2
π

(2n)!!

(2n+ 1)!!
. (3.1.15)

Равенство нулю нечетных моментов ξ означает, что кривая распре-
деления w(ξ) симметрична, а θ(u) — вещественная четная функция u:

w(ξ) = 1
π

∞∫

0

θ(u) cosuξ du = w(−ξ), (3.1.16)

θ(u) = 2
∞∫

0

w(ξ) cosuξ dξ = θ(−u) = θ∗(u). (3.1.17)

Связь характеристической функции процесса с распределением
его огибающей. Так как распределение w(ϕ) для всех квазигармо-
нических стационарных процессов имеет один и тот же вид (2), то
статистические свойства процесса ξ и его огибающей ρ оказываются
однозначно связанными между собой. Например, преобразуя по обыч-
ным правилам совместное распределение (10) к новым переменным
ξ = ρ cosψ и η = ρ sinψ (ψ = ω0t+ ϕ), а затем исключив η интегриро-
ванием, получим

w(ξ) = 1
π

∞∫

0

dη
w(ρ)

ρ

∣∣∣∣
ρ=

√
ξ2+η2

= 1
π

∞∫

|ξ|

w(ρ) dρ√
ρ2 − ξ2

. (3.1.18)

Выражением (9) непосредственно через w(ρ) определяется характе-
ристическая функция квазигармонического процесса. Заметим, что (9)
является преобразованием Ганкели. Используя обратное преобразова-
ние, придем к соотношению

w(ρ) = ρ

∞∫

0

J0(uρ)θ(u)u du, (3.1.19)

позволяющему найти распределение огибающей w(ρ), если известна
характеристическая функция θ(u). Рассмотрим несколько примеров.
1. Гауссовскому распределению

w(ξ) = 1√
2π σ

e−ξ
2/2σ2 (−∞ < ξ <∞)

соответствует характеристическая функция θ(u) = e−u
2σ2/2. Условия

четности (16), (17) при этом, очевидно, выполняются. Используя (19),
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получим для огибающей распределение Рэлея (2.4.6):

w(ρ) = ρ

σ2
e−ρ

2/2σ2 (ρ � 0).

2. Для квазигармонического стационарного процесса с посто-
янной неслучайной амплитудой ρ0 находим, полагая в (18), (19)
w(ρ) = δ(ρ− ρ0),

w(ξ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1
π

1√
ρ20 − ξ2

(|ξ| < ρ0),

0 (|ξ| > ρ0),

θ(u) = J0(uρ0). (3.1.20)

Распределение (20) получено нами раньше другим способом (см.
(1.4.21)).
3. В случае равномерного распределения

w(ξ) = 1/2ξ0 (−ξ0 � ξ � ξ0)

согласно (9) и (19)

θ(u) = sinuξ0
uξ0

, w(ρ) = ρ

ξ0

√
ξ20 − ρ2

(0 � ρ � ξ0). (3.1.21)

4. Квазигармонический процесс, все значения огибающей и фазы
которого равновероятны:

w(ρ) = 1/ρ0 (0 � ρ � ρ0), w(ϕ) = 1/2π, (3.1.22)

имеет согласно (18) следующее распределение:

w(ξ) = 1
πρ0

ln(ρ20 − ξ2 +
√
ρ20 − ξ2 + 1) (|ξ| � ρ).

5. Если распределение ξ экспоненциальное:

w(ξ) = α

2
e−α|ξ|, 〈ξ2〉 = 2

α2
,

то характеристическая функция равна θ(u) = α2/(α2 + u2), а распреде-
ление огибающей выражается через функцию Макдональда:

w(ρ) = α2ρK0(αρ), 〈ρ〉 = π/2α, 〈ρ2〉 = 4/α2. (3.1.23)

6. Если огибающая распределена по гауссовскому (одностороннему)
закону

w(ρ) = 2√
2π σ

e−ρ
2/2σ (ρ � 0), (3.1.24)

то θ(u) = e−u
2σ2/4I0(u2σ2/4) и

w(ξ) = 1√
2π πσ

e−ξ
2/4σ2K0

(
ξ2

4σ2

)
(−∞ < ξ <∞).
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7. Для квазигармонического процесса с распределением

w(ξ) = α/π

ξ2 + α2
, 〈|ξ|n〉 = ∞,

характеристическая функция имеет вид экспоненты θ(u) = e−α|u|; под-
ставив это в (19), найдем распределение огибающей

w(ρ) = αρ

(α2 + ρ2)3/2
, 〈ρn〉 = ∞. (3.1.25)

Распределение интенсивности. Общие соотношения, связываю-
щие распределения интенсивности I = ρ2/2 и огибающей ρ, имеют вид

w(I) = w(ρ)

ρ

∣∣∣
ρ=

√
2I
, w(ρ) = ρw(I)|I=ρ2/2. (3.1.26)

Как следует из (14), моменты интенсивности выражаются через четные
моменты процесса (1):

〈ξ2n〉 = 2
n(2n− 1)!!

(2n)!!
〈In〉. (3.1.27)

Используя (19) и (26), w(I) можно выразить непосредственно через
характеристическую функцию квазигармонического процесса (1):

w(I) =
∞∫

0

J0(u
√
2I)θ(u)u du. (3.1.28)

Аналогично, по заданному распределению интенсивности w(I) одно-
значно определяется характеристическая функция процесса (1)

θ(u) =
∞∫

0

w(I)J0(u
√
2I) dI (3.1.29)

и его распределение вероятностей

w(ξ) = 1
π

∞∫

0

dη w(I)
∣∣∣∣
I=(ξ2+η2)/2

= 1
π

∞∫

ξ2/2

w(I) dI√
2I − ξ2

— это непосредственно следует из (9), (18) и (26).
Используя (30), определим, например, статистику колебаний в авто-

колебательных системах (томсоновский генератор, лазер), находящих-
ся под действием внутренних шумов. Распределение огибающей в этом
случае имеет вид

w(ρ) = Cρ exp(−aρ2 − bρ4)

(a, b и C — постоянные параметры), так что согласно (26)

w(I) = C exp(−2aI − 4bI2).
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Подставив последнее выражение в (30), получим

w(ξ) = Cy√
μ
e−μyξ

2−2y2K1/4(2y2), (3.1.30)

где
μ = 4

√
b, y = a+ 2bξ2

μ
,

K1/4(z) — цилиндрическая функция (см. формулу (3.323в) в [4]).
В качестве еще одного примера решения обратной задачи (т. е.

восстановления статистики процесса по распределению его интенсив-
ности) рассмотрим модель процесса, для которого все значения интен-
сивности принимаются в некотором интервале равновероятными:

w(I) =
{
1/2σ2, 0 < I < 2σ2,

0, I > 2σ2;
(3.1.31)

здесь σ2 = 〈I〉 (рис. 3.1, а). Согласно (26) и (29) распределение огиба-
ющей имеет при этом форму треугольника:

w(ρ) =
{
ρ/2σ2, 0 < ρ < 2σ,
0, ρ > 2σ

(3.1.32)

(рис. 3.1, б), а характеристическая функция равна

θ(u) = 1

2σ2

2σ∫

0

J0(uρ)ρ dρ = J1(2σu)
σu

. (3.1.33)

Подставив (31) в (30) (или (32) в (18), или преобразуя (33) по Фу-
рье), получим, что в случае (31) функция распределения вероятностей
квазигармонического процесса имеет вид полуэллипса:

w(ξ) =

⎧⎨⎩ 1
πσ

√
1−
(
ξ

2σ

)2
, |ξ| < 2σ,

0, |ξ| > 2σ
(3.1.34)

(рис. 3.1, в).

Рис. 3.1. Восстановление статистики негауссовского процесса ξ по распределе-
нию его интенсивности

Равномерному распределению для интенсивности (а) соответствует треугольное распре-
деление для огибающей (б) и эллипсоидальное распределение (в) для самого процесса ξ

(см. (31)–(34))

5 С.А. Ахманов, Ю.Е. Дьяков, А. С. Чиркин
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Двумерные распределения ρ и ϕ. Рассмотрим теперь двумер-
ный случай [3]. Покажем вначале, что распределение вероятностей
w(ξ, ξτ ) и соответствующая характеристическая функция θ(u, v) =
= 〈exp i(uξ + vξτ )〉 для процесса (1) являются периодическими функ-
циями «быстрого» времени ω0τ :

w(ξ, ξτ ) =
∞∑

m=−∞
Am(ξ, ξτ )eimω0τ , (3.1.35)

θ(u, v) =
∞∑

m=−∞
Bm(u, v)eimω0τ , (3.1.36)

причем коэффициенты Am и Bm в этих разложениях связаны преобра-
зованием Фурье:

Bm(u, v) =
∞∫ ∫

−∞
dξ dξτAm(ξ, ξτ )eiuξ+ivξτ , (3.1.37)

Am(ξ, ξτ ) = 1

(2π)2

∞∫ ∫
−∞

Bm(u, v)e−iuξ−ivξτ du dv. (3.1.38)

Согласно (1)

θ(u, v) = 〈exp[iuρ cos(ω0t+ ϕ) + ivρτ cos(ω0t+ ω0τ + ϕτ )]〉 =

=
∞∫ ∫

−∞
dρ dρτ

π∫ ∫

−π
dϕ dϕτ exp[iuρ cos(ω0t+ ϕ) +

+ ivρτ cos(ω0t+ ω0τ + ϕτ )]w(ρ, ρτ , ϕ, ϕτ ). (3.1.39)

Аналогично (4), совместное распределение w(ρ, ρτ , ϕ, ϕτ ) всегда
можно записать как двойной ряд Фурье:

w(ρ, ρτ , ϕ, ϕτ ) = 1

(2π)2

∞∑
k, l=−∞

Vkl(ρ, ρτ )e−ikϕ−ilϕτ . (3.1.40)

Подставив (40) в (39) и интегрируя по ϕ и ϕτ , получим

θ(u, v) =
∞∑

k, l=−∞
ei(k+l)ω0teilω0τ

∞∫ ∫

0

dρ dρτ Vkl(ρ, ρτ )Jk(uρ)Jl(vρτ ).

(3.1.41)
В силу стационарности процесса характеристическая функция (41) не
должна зависеть от t, а это значит, что отличными от нуля могут быть
лишь функции Vkl с k + l = 0:

Vkl(ρ, ρτ ) = V−m,m(ρ, ρτ ) ≡ Cm(ρ, ρτ ) (k = −l = −m), (3.1.42)
Vkl(ρ, ρτ ) = 0 (k 	= −l).
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Подставив (42) в (41), мы и получим (36). Отметим, что согласно (6)

Bm(u, v) = (−1)m
∞∫ ∫

0

Cm(ρ, ρτ )Jm(uρ)Jm(vρτ ) dρ dρτ . (3.1.43)

Так как Jm(−x)Jm(−y) = Jm(x)Jm(y) (см. (6)), то согласно (43)
Bm(−u, − v) = Bm(u, v), откуда следует четность и вещественность
характеристической функции (36)

θ(−u, − v) = θ(u, v) = θ∗(u, v) (3.1.44)

и распределения (35)

w(ξ, ξτ ) = w(−ξ, − ξτ ). (3.1.45)

Из (40) и (42) имеем

w(ρ, ρτ , ϕ, ϕτ ) = 1

4π2

∞∑
m=−∞

Cm(ρ, ρτ )eim(ϕ−ϕτ ), (3.1.46)

где коэффициенты Cm однозначно определяются коэффициентами Bm
(36) с помощью преобразования Ганкеля, обратного (43):

Cm(ρ, ρτ ) = (−1)mρρτ
∞∫ ∫

0

Bm(u, v)Jm(uρ)(vρτ )vu du dv. (3.1.47)

Выражения (46), (47) вместе с (35), (36) дают общее решение задачи
об определении двумерных распределений ρ и ϕ процесса (1), если
известны характеристическая функция θ(u, v) или распределение ве-
роятностей w(ξ, ξτ ) этого процесса. Ясно также, как получить реше-
ние обратной задачи: зная w(ρ, ρτ , ϕ, ϕτ ), найти θ(u, v) или w(ξ, ξτ ).
Для этого нужно подставить Cm в (43) и найти Bm, а затем, используя
(38), и Am. Подставив результаты в (35) и (36), мы получим θ(u, v)
и w(ξ, ξτ ) в виде разложений по гармоникам «быстрого» времени ω0τ .
После интегрирования (46) по ϕ и ϕτ остается только нулевой член

этого ряда, который и определяет двумерное распределение огибающей:

w(ρ, ρτ ) = C0(ρ, ρτ ) = ρρτ

∞∫ ∫

0

B0(u, v)J0(uρ)J0(vρτ )uv du dv. (3.1.48)

Проинтегрировав (46) по ρ и ρτ , получим, соответственно, двумерное
распределение фазы

w(ϕ, ϕτ ) = 1

4π2

∞∑
m=−∞

Dm(τ )eim(ϕ−ϕτ ), (3.1.49)

5*
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где

Dm(τ ) =
∞∫ ∫

0

Cm(ρ, ρτ ) dρdρτ = 〈e−im(ϕ−ϕτ )〉, D0 = 1. (3.1.50)

Распределение разности фаз отличается от (49) множителем 2π:

w(ϕ− ϕτ ) = 2πw(ϕ, ϕτ ) (−π � ϕ− ϕτ � π). (3.1.51)

Из приведенных выражений можно сделать ряд общих выводов,
справедливых при любой статистике процесса (1). Согласно (46)

w(ρ, ρτ , ϕ) = w(ρ, ρτ , ϕτ ) = w(ρ, ρτ , ϕ+ ϕτ ) = 1
2π

w(ρ, ρτ ),

w(ϕ+ ϕτ ) = 1/2π, (3.1.52)

т. е. ϕ, ϕτ , а также суммарная фаза ϕ+ ϕτ статистически независимы
относительно ρ и ρτ . В частности, статистически независимы значения
ρ и ϕ, причем как в совпадающие, так и в различные моменты времени:

w(ρ, ϕ) = w(ρ, ϕτ ) = 1
2π

w(ρ). (3.1.53)

Однако разность фаз ϕ− ϕτ коррелирует, вообще говоря, как с ρ, так
и с ρτ — это непосредственно видно из (46). Полученные результаты
могут быть обобщены на случай многомерных распределений, дающих
описание процесса (1) в моменты времени t1, t2, . . ., tn.
Гауссовский процесс. Для гауссовского процесса (1) с нулевым

средним

w(ξ, ξτ ) = 1

2πσ2
√
1−R2

exp
{
−ξ2 − 2Rξξτ + ξ2τ

2σ2(1−R2)

}
, (3.1.54)

θ(u, v) = exp
[
−1
2
σ2(u2 + v2 − 2uvR)

]
(3.1.55)

и условия четности и вещественности (44), (45), очевидно, выполнены.
В этих выражениях

R = R(τ ) = r(τ ) cos[ω0τ + ψ(τ )] (3.1.56)

— коэффициент корреляции квазигармонического процесса (см.
(2.3.7)). Из (54)–(56) и разложения

e±a cosϕ =
∞∑

m=−∞
(±1)mIm(a)eimϕ (3.1.57)

следует, что в (36)

Bm(u, v) = (−1)me−σ(u2+v2)/2Im(σ2ruv)eimψ (r = r(τ ), ψ = ρ(τ )),
(3.1.58)
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а в (46), согласно (47),

Cm(ρ, ρτ ) = ρρτ

σ2(1− r2)
Im

(
r

1− r2
ρρτ

σ2

)
eimψ exp

[
− ρ2 + ρ2τ

2σ2(1− r2)

]
.

Используя (48), отсюда находим двумерное распределение огибающей

w(ρ, ρτ ) = C0(ρ, ρτ ) = ρρτ

σ2(1− r2
I0

(
r

1− r2
ρρτ

σ2

)
exp
[
− ρ2 + ρ2τ

2σ2(1− r2)

]
,

полученное ранее другим методом (см. (2.4.11)).

§ 2. Негауссовские квазипериодические стационарные
процессы

Общая модель процесса. Развитый в § 1 подход может быть
использован для описания случайных процессов более общего вида,
чем (3.1.1), а именно, квазипериодических стационарных процессов

ξ(t) = ρ(t)F [ω0t+ ϕ(t)]; Fmax = 1, − π � ϕ � π, ρ � 0, (3.2.1)

со стационарными «огибающей» ρ и «фазой» ϕ и периодической зави-
симостью функции F от своего аргумента:

F (ψ + 2π) = F (ψ), ψ − ω0t+ ϕ(t). (3.2.2)

(Например, как на рис. 2.12.) Выражение (1) переходит в (3.1.1) при
F (ψ) = cosψ.
Квазипериодическая импульсная последовательность. В фор-

ме (1) можно представить, например, случайную последовательность
импульсов. При этом функция F будет описывать форму отдельного
импульса, не искаженного флуктуациями, ρ — случайные вариации
импульсов по высоте, а ϕ — случайную модуляцию по длительности
и времени появления (см. рис. 2.12, б). Статистические характеристики
ξ, ρ и ϕ будут при этом связаны соотношениями, подобными получен-
ным выше для квазигармонического процесса (3.1.1).
Пусть w(ρ, ϕ) — совместное распределение вероятностей для ρ

и ϕ в (1). Характеристическую функцию θ(u) процесса (1) представим
в виде, аналогичном (3.1.3),

θ(u) = 〈eiuξ〉 =
∞∫

0

dρ

π∫

−π
dϕ eiuρF (ω0t+ϕ)w(ρ, ϕ), (3.2.3)

и по аналогии с (3.1.4) и (3.1.5) положим

eiρF (ω0t+ϕ) =
∞∑

m=−∞
Um(uρ)eim(ω0t+ϕ), (3.2.4)
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w(ρ, ϕ) =
∞∑

n=−∞
Vn(ρ)einϕ. (3.2.5)

Подставив (4) и (5) в (3) и проинтегрировав по ϕ, получим

θ(u) = 2π
∞∑

m=−∞
eimω0t

∞∫
−∞

V−m(ρ)Um(uρ) dρ. (3.2.6)

Функция θ(u) не должна зависет от t, поскольку процесс (1) предпола-
гается стационарным. Но это возможно лишь в том случае, если в (5)
будет отличен от нуля только член V0. Из (5) и (6) при этом следуют
соотношения, подобные (3.1.2), (3.1.9) и (3.1.10),

θ(u) =
∞∫

0

w(ρ)U0(uρ) dρ, (3.2.7)

w(ρ, ϕ) = w(ρ)w(ϕ) = w(ρ) 1
2π
, (3.2.8)

w(ϕ) = 1
2π

(−π � ϕ � π), (3.2.9)

в которых, как видно из (4),

U0(uρ) = 1
2π

π∫
−π

eiuρF (ψ) dψ. (3.2.10)

Распределение вероятностей w(ρ) процесса (1) и связь w(ξ) с w(ρ)
найдем, подставив (7) в общее выражение (1.1.17):

w(ξ) = 1
2π

∫
θ(u)e−iuξ du = 1

2π

∞∫

0

dρ

∞∫
−∞

duw(ρ)U0(uρ)e−iuξ, (3.2.11)

где U0(uρ) определяется формулой (10).
Примеры. Конкретизируя вид функции F (ψ), рассмотрим два при-

мера.
1. F (ψ) — знакопеременная последовательность прямоугольных им-

пульсов с длительностью μπ (рис. 3.2, а). В этом случае

U0(uρ) = 1− μ+ μ cosuρ (0 < μ < 1), (3.2.12)

w(ξ) = w(−ξ) = (1− μ)δ(ξ) + μ

2
w(ρ)

∣∣∣
ρ=ξ

. (3.2.13)

Согласно (13) при отсутствии пауз между импульсами (μ = 1)
распределение огибающей совпадает с распределением самого процесса
(в области положительных значений), и в (10)

U0(uρ) = cosuρ. (3.2.14)
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Рис. 3.2. Импульсы F (ψ)
различной формы

Представлены без искажений,
вносимых флуктуациями

2. F (ψ) — последовательность им-
пульсов треугольной формы (рис. 3.2).
При этом

U0(uρ) = sinuρ

uρ

и согласно (7)

θ(u) =
∞∫

0

w(ρ) sinuρ

uρ
dρ. (3.2.15)

Обратное преобразование дает

w(ρ)

ρ
= 2
π

∞∫

0

θ(u)u sinuρ du (3.2.16)

(ср. с (3.1.19)). Из (16) следует, что для
гауссовского импульсного процесса распределение огибающей не будет
рэлеевским. Действительно, подставив в (16)

θ(u) = exp
(
−1
2
σ2u2

)
,

получим

w(ρ) =
√
2√
πσ2

ρ2e−ρ
2/2σ2 . (3.2.17)

Характеристической функции (15) соответствует четная функция
распределения вероятностей, w(−ξ) = w(ξ), причем

w(ξ) = 1
π

∞∫

0

cosuξθ(u) du = 1
π

∫
w(ρ)

ρ
dρ

∞∫

0

cosuξ sinuρ

u
du. (3.2.18)

Но
∞∫

0

cosuξ sinuρ

u
du =

{
π/2 (ρ > ξ),
0 (ρ < ξ)

(ρ, ξ > 0). (3.2.19)

В результате, подставив (19) в (18), получим, что для треугольных
импульсов соотношение между распределением самого процесса и его
огибающей будет следующим:

w(ξ) = 1
2

∞∫

|ξ|

w(ρ)

ρ
dρ (3.2.20)

(ср. с (13) и (3.1.18)).
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При распределении высот импульсов по закону Рэлея получим,
используя (20), что распределение вероятностей импульсного процес-
са (1) выражается через интеграл вероятности:

w(ξ) = 1

2σ2

∞∫

|ξ|
e−ρ

2/2σ2 dρ =
√
π/2
2σ

[
1− Φ

(
|ξ|√
2σ

)]
. (3.2.21)

§ 3. Колебания, модулированные шумом

Модель случайного процесса, обсуждаемая в этом параграфе, имеет
большое значение для радиофизики и оптики. Мы рассмотрим случай-
ный процесс, возникающий за счет случайной модуляции гармониче-
ского сигнала по амплитуде, фазе или частоте.
Математическая запись такого процесса аналогична (2.3.1), однако

постановка задачи теперь обратная. Если в гл. 2 мы отыскивали стати-
стические характеристики случайной амплитуды и фазы по заданной
статистике ξ(t), то здесь речь будет идти о нахождении статисти-
ческих характеристик функции ξ(t) (и в первую очередь мы будем
интересоваться ее корреляционной функцией и спектром) по заданным
характеристикам случайных огибающей и фазы.
Реальные ситуации, соответствующие такой постановке задачи, раз-

нообразны. Один из наиболее важных примеров — воздействие шума
на радиогенератор или лазер; за счет нелинейности воздействие шума
приводит к стохастической модуляции колебания генератора. Другой
пример — уширение спектральных линий излучения и поглощения
атомов или молекул. Частоты, амплитуды и фазы колебаний случай-
ным образом изменяются при взаимодействиях — в этом фактически
и заключается физика уширения спектральных линий.
Раздельное рассмотрение случайных амплитудной и фазовой (ча-

стотной) модуляций, проведенное ниже, позволяет выявить вклад каж-
дой из них в спектр модулированного колебания.
Особое место занимают задачи о случайной частотной модуляции;

такая модель описывает основные черты уширения спектральных ли-
ний в радиофизике и оптике, поэтому ей уделено наибольшее внима-
ние.
Обратимся теперь к рассмотрению различных видов модуляции.
Амплитудная модуляция. Амплитудно-модулированное (АМ) ко-

лебание описывается выражением

ξ(t) = a0[1+ η(t)] cos[ω0t+ ϕ0]. (3.3.1)

Рассмотрим его статистические характеристики, считая амплитудную
модуляцию η(t) стационарным случайным процессом (при этом огибаю-
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щая ρ(t) = 1+ η(t) � 0), а фазу ϕ0 — случайной постоянной величиной
с равномерным распределением

w(ϕ0) = 1/2π (−π � ϕ0 � π). (3.3.2)

Процесс (1) в целом будет при этом также стационарным.
Предполагая, что

η = 0, ηητ = B0(τ ) =
∞∫

−∞
G0(ω)e−iωτ dω, (3.3.3)

находим

ξ = 0, B(τ ) = ξξτ = a20
2

[1+B0(τ )] cosω0τ , (3.3.4)

а спектр процесса (1) имеет вид

G(ω) = a20
4

[δ(ω0 − ω) + δ(ω0 + ω) +G0(ω0 − ω) +G0(ω0 + ω)]. (3.3.5)

Если спектр модуляции у́же ω0 (G0(ω) = 0 при |ω| > ω0), то соответ-
ствующий (5) спектр по положительным частотам АМ-колебания будет

G+(ω) = a20
2

[δ(ω0 − ω) +G0(ω0 − ω)].

Этот спектр симметричен относительно несущей частоты ω0:

G+(ω0 + Ω) = G+(ω0 − Ω) = a20
2

[δ(Ω) +G0(Ω)], (3.3.6)

и имеет две компоненты — дискретную и непрерывную (рис. 3.3). Дис-
кретная компонента (a20/2)δ(ω0 − ω) расположена на несущей частоте,
а непрерывная компонента (a20/2)G0(ω0 − ω) повторяет по форме спектр
модулирующего шума G0(ω).

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

Рис. 3.3. При амплитудной модуляции спектр процесса (непрерывная часть
спектра) повторяет по форме спектр G0(ω) модулирующей функции (см. (5))
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Одномерное распределение и характеристическая функция АМ-про-
цесса определяются формулами (3.1.18) и (3.1.9):

w(ξ) = 1
π

∞∫

0

dη
w(ρ)

ρ

∣∣∣∣
ρ=

√
ξ2+η2

= 1
π

∞∫

|ξ|

w(ρ) dρ√
ρ2 − ξ2

,

θ(u) =
∞∫

0

J0(uρ)w(ρ) dρ,

где w(ρ) — распределение огибающей, определяющееся статистикой
амплитудной модуляции в (1).
Рассмотрим двумерную статистику АМ-процесса. Так как при по-

стоянной фазе ϕ0

w(ϕ0, ϕ0τ ) = w(ϕ0)w(ϕ0τ | ϕ0) = 1
2π

δ(ϕ0 − ϕ0τ ),

то в рассматриваемом случае

w(ρ, ρτ , ϕ0, ϕ0τ ) = w(ρ, ρτ )w(ϕ0, ϕ0τ ) =

= w(ρ, ρτ )
1
2π

δ(ϕ0 − ϕ0τ ). (3.3.7)

С другой стороны, согласно (3.1.46)

w(ρ, ρτ , ϕ0, ϕ0τ ) = 1

4π2

∞∑
m=−∞

Cm(ρ, ρτ )eim(ϕ0−ϕ0τ ). (3.3.8)

Учитывая разложение для δ-функции

δ(x) = 1
2π

∞∑
m=−∞

eimx,

находим из (7), (8), что в рассматриваемом случае все функции Cm
одинаковы и равны двумерному распределению огибающей:

Cm(ρ, ρτ ) = w(ρ, ρτ ) (m = 0, ± 1, ± 2, . . . ). (3.3.9)

Из (9), (3.1.43) и (3.1.36) находим, что двумерная характеристическая
функция АМ-колебания имеет следующий вид:

θ(u, v) =
∞∑

m=∞
Bm(u, v)eimω0τ , (3.3.10)

где

Bm(u, v) = (−1)m
∞∫ ∫

0

dρdρτw(ρ, ρτ )Jm(uρ)Jm)vρτ ) =

= 〈Jm(uρ)J−m(vρτ )〉. (3.3.11)
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Фазовая модуляция. Рассмотрим теперь квазигармоническое коле-
бание с постоянной амплитудой и случайной флуктуирующей фазой

x(t) = a0 cos[ω0t+ ϕ(t)], (3.3.12)

или, в комплексной форме,

x(t) = 1
2
a0 exp i[ω0t+ ϕ(t)] + к. с. (3.3.12а)

В этом разделе мы считаем a0 = const и вычисление среднего значе-
ния x и корреляционной функции 〈xxτ 〉 фазово-модулированного (ФМ)
колебания сводится к вычислению средних вида

〈eiϕ〉, 〈ei(ϕ±ϕτ )〉.
Например,

x = 1
2
a0e

iω0t〈eiϕ〉 + к. с.

Фазовая модуляция гауссовским шумом. Предположим, что
ϕ(t) — стационарный гауссовский процесс:

ϕ = 0, ϕϕτ = B0(τ ) ≡ σ20R0(τ ) =
∞∫

−∞
G0(ω)e−iωτ dω. (3.3.13)

В этом случае

〈eiϕ〉 = e−σ
2
0/2, 〈ei(ϕ±ϕτ )〉 = e−σ

2
0 [1±R0(τ)],

так что, усредняя (12), получим

x = a0e
−σ20/2 cosω0t, (3.3.14)

σ2 = x2 = a20
2

[1+ e−2σ
2
0 cos 2ω0t]. (3.3.15)

Для флуктуацнонной компоненты ξ(t) = x(t) − x(t) ФМ-колебания
находим

B(t, τ ) = ξξτ = a20
2
e−σ

2
0 [eB0(τ) − 1][cosω0τ − cos(2ω0t+ ω0τ )]. (3.3.16)

Как видно из (14)–(16), в рассматриваемом случае ФМ-колебание
не будет стационарным случайным процессом, поскольку его статисти-
ческие характеристики являются функциями времени (периодически-
ми). Обычно представляют интерес средние по времени спектральные
и корреляционные характеристики, так как именно они регистриру-
ются приборами. Обозначая волнистой чертой усреднение по времени,
имеем согласно (16)

B̃(τ ) = a20
2
e−σ

2
0 [eB0(τ) − 1] cosω0τ. (3.3.17)
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Таким образом, спектр ФМ-колебания, модулированного стацио-
нарным шумом, состоит из дискретной линии на несущей частоте ω0
с интенсивностью

Ĩдискр = a20
2
e−σ

2
0 , (3.3.18)

соответствующей (14), и непрерывного (при непрерывном спектре мо-
дуляции) спектра флуктуации

G̃(ω) = a20
4 · 2π e

−σ20
∞∫

−∞
[eB0(τ) − 1][ei(ω0−ω)τ + e−i(ω0+ω)τ ] dτ. (3.3.19)

Непрерывному спектру соответствует интегральная интенсивность

Ĩнепр = 〈ξ̃2〉 = a20
2

[1− e−σ
2
0 ]. (3.3.20)

Заметим, что имеет место следующий «закон сохранения интенсив-
ности»: при фазовой модуляции сумма интенсивностей дискретной
и непрерывной компонент постоянна и равна интенсивности немодули-
рованного колебания:

Iдискр + Iнепр = a20/2.

Иначе говоря, модулируя фазу, можно изменять частотный спектр
колебания, но не его среднюю интенсивность. Это обстоятельство не
связано, разумеется, с гауссовостью модуляции; при любой статистике
ϕ(t) непосредственно из (12) находим

σ̃2 = a20
˜cos2(ω0t+ ϕ) = a20

2
[ ˜cos 2(ω0t+ ϕ)] =

= a20
2

[1+ ˜cos 2ω0t cos 2ϕ− ˜sin 2ω0t sin 2ϕ] = a20
2
.
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Рис. 3.4. При фазовой модуляции
спектр процесса G(ω) отличается
от спектра модулирующей функ-

ции G0(ω)

Ввиду существенно нелинейной
зависимости x от ϕ в (12) спектр
ФМ-колебания имеет, вообще го-
воря, совершенно другую форму,
чем спектр модулирующего шума
(рис. 3.4). Исключением является
лишь случай очень слабой модуля-
ции (|B0(τ )| � σ20 � 1), когда выра-
жение (19) можно переписать в виде

G̃(ω) = a20
4π

∞∫
−∞

B0(τ )eiωτ dτ = a20
4

[G0(ω − ω0) +G0(ω + ω0)].

При этом флуктуации малы (Iнепр � a20/2) и их спектр повторяет по
форме спектр фазовой модуляции.
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В противоположном предельном случае глубокой фазовой модуля-
ции (σ20 � 1) функция expB0(τ ) будет быстро убывать при отклонении
τ от нуля. Считая, что R0(τ ) ≈ 1− a2τ 2/2, и полагая в (19)

eB0(τ) − 1 ≈ e+σ
2
0 [1−α2τ2/2], α2 = |R̈0(0)|, (3.3.21)

получим

G̃(ω) = a20

4α
√
2π

[e−(ω0−ω)2/2α2σ20 + e−(ω0+ω)2/2α2σ20 ] (3.3.22)

(σ20 � 1), т. е. ФМ-колебание имеет гауссовскии спектр независимо от
формы спектра самой фазовой модуляции.
Нетрудно убедиться, что спектр G̃(ω) намного шире спектра G0(ω).

Действительно, согласно (21) можно написать следующие оценки:

Δω0 ∼ α, Δω ∼ ασ0, Δω/Δω0 ∼ σ0 � 1.
Заметим, что в том же предельном случае σ20 � 1 для коэффициентов
корреляции R0(τ ) вида R0(τ ) = e−α|τ | ≈ 1− α|τ |+ . . . вместо (21), (22)
получим

eB0(τ) − 1 ≈ eσ
2
0(1−α|τ |),

G̃(ω) = a20
4
ασ20
π

[
1

α2σ40 + (ω0 − ω)2
+ 1

α2σ40 + (ω0 + ω)2

]
(3.3.23)

(σ20 � 1). В этом случае ФМ-колебание имеет спектр лоренцевской
формы, причем расширение спектра еще более значительно, поскольку
отношение полос пропорционально не σ0, а σ20:

Δω0 ∼ α, Δω ∼ ασ20, Δω/Δω0 ∼ σ20 � 1.
Фазовая модуляция негауссовским шумом. Будем предполагать стацио-

нарность как флуктуации фазы ϕ(t), так и всего ФМ-колебания (12) в целом.
При этом x = 0, т. е. величина x является чисто флуктуационной (x = ξ),
и в спектре ФМ-колебания (12) нет дискретной составляющей.
Как было показано в § 1, одномерные и двумерные распределения фазы,

приведенные к интервалу 2π, имеют следующий вид:

w(ϕ) = 1/2π,

w(ϕ, ϕτ ) =
1

4π2

∞∑
m=−∞

Dm(τ)eiτ(ϕ−ϕτ ), (3.3.24)

т. е. одномерное распределение фазы является равномерным, а конкретная фор-
ма двумерного распределения определяется коэффициентами Dm(τ). Двумер-
ную характеристическую функцию и двумерное распределение вероятностей
ФМ-колебания (12) можно найти, используя общие соотношения, приведенные
в § 1.
Пусть, например, Dm = e−h|mτ |. Вычислив сумму в (24), получим

w(ϕ, ϕτ ) =
1

4π2

√
1− α2

1− α cos(ϕ − ϕτ )
, α =

1

ch hτ
. (3.3.25)
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Если интервал τ увеличивается, то chhτ → ∞, α→ 0 и, как и следовало ожи-
дать, двумерное распределение (25) распадается на произведение одномерных:

lim
hτ→∞

w(ϕ, ϕτ ) = 1/4π2 = w(ϕ)w(ϕτ ).

При этом время корреляции флуктуаций ϕ(t) можно приближенно оценить
как 1/h, т. е. в рассматриваемом примере ширина спектра фазовой модуляции
примерно равна Δω0 ∼ h.
Чтобы оценить ширину спектра ФМ-колебания (12), напишем выражение

для его корреляционной функции:

B(τ) = a20〈cosω0t+ ϕ) cos(ω0t+ ω0τ + ϕτ )〉 =

=
a20
2
|〈cosω0τ + ϕτ − ϕ)〉 + 〈cos(2ω0t+ ω0τ + ϕ+ ϕτ )〉]. (3.3.26)

Но w(ϕ+ ϕτ ) = 1/2π (см. (3.1.52)), так что второе слагаемое в (26) обраща-
ется в нуль и

B(τ) =
a20
2

[cosωτcos(ϕτ − ϕ) + sinω0τsin(ϕτ − ϕ)]. (3.3.27)

Согласно (24) при Dm = e−h|mτ |

cos(ϕτ − ϕ) = e−h|τ |, sin(ϕτ − ϕ) = 0.

В результате выражение (27) принимает следующий вид:

B(τ) =
a20
2
e−h|τ | cosω0τ. (3.3.28)

Оценивая отсюда ширину спектра ФМ-колебания, находим, что для распре-
деления (25) она имеет тот же порядок, что и ширина спектра фазовой
модуляции:

Δω ∼ Δω0 ∼ 2h.
Частотная модуляция. Рассмотрим квазигармоническое частотно-

модулированное (ЧМ) колебание

ξ(t) = a0 cos
[
ω0t+

t∫

0

ν(θ) dθ
]
. (3.3.29)

Оно отличается от ФМ-колебания (12) тем, что функция

ν = ν + ν̃, (3.3.30)

описывающая случайную модуляцию частоты, входит в (29) под знаком
интеграла. В дальнейшем случайный процесс (30) считаем стационар-
ным с известным средним значением ν, дисперсией σ2ν , корреляционной
функцией Bν(τ ), частотным спектром Gν(ω), имеющим ширину Δων ,
коэффициентом корреляции Rν(τ ) и временем корреляции τν :
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ν = const, σ2ν = 〈ν̃ 2〉,

Bν(τ ) = 〈νντ 〉 = σ2νRν(τ ) =
∞∫

−∞
Gν(ω)e−iωτ dω,

Gν(ω) = 1
2π

∞∫
−∞

Bν(τ )eiωτ dτ = σ2ν
2π

∞∫
−∞

Rν(τ )eiωτ dτ ,

τν =
∞∫

0

Rν(τ ) dτ , Δων ∼ 1
τν
.

(3.3.31)

Используя (31), можно найти имеющий размерность частоты параметр

D = πGν(0) = σ2ντν (3.3.32)

и безразмерный «параметр формы»

S = σντν , (3.3.33)

поскольку форма спектра Gν(ω) прежде всего определяется отношени-
ем высоты спектра ∼ Gν(0) к его ширине ∼ Δων , и согласно (32), (33)
это отношение равно

Gν(0)
Δων

≈ S2.

Например, при S � 1 спектр G0(ω) всегда будет высоким и узким,
а при S � 1 — широким и низким (рис. 3.5). Как будет показано ниже,
форма спектра флуктуаций частоты ν(t) (а, следовательно, и величина
парамера S) играют существенную роль при определении вида основ-
ных статистических характеристик ЧМ-колебания (29).
Флуктуирующая фаза

ϕ̃(t) =
t∫

0

ν̃(θ) dθ

ЧМ-колебания (29) является диффузионным случайным процессом
с дисперсией

σ2ϕ̃ = 〈ϕ̃2〉 = 2σ2νL(t), (3.3.34)

где согласно (2.5.4) и (31)

L(t) =
t∫

0

(t− θ)Rν(θ) dθ � 0. (3.3.35)

Как и следует из (32) и (35), в установившемся режиме частотной
модуляции (t→ ∞) дисперсия σ2ϕ̃ неограниченно растет со временем:

σ2ϕ̃ = 2Dνt→ ∞ (t→ ∞), (3.3.35a)
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Рис. 3.5. Спектры ЧМ-колебаний при различных спектрах флуктуаций частоты

так что согласно (2.5.27), независимо от вида статистики флуктуаций
частоты ν̃(t), распределение w(ϕ̃), приведенное к интервалу 2π, с те-
чением времени стремится к равномерному:

w(ϕ̃) = 1
2π

(−π � ϕ̃ � π). (3.3.36)

Отсюда, в свою очередь, следует, что в установившемся режиме
ЧМ-колебание (29) является стационарным случайным процессом с ра-
пределением (3.1.20),

w(ξ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1
π

1√
a20 − ξ2

, |ξ| � a0,

0, |ξ| > a0.

Записав (29) в виде

ξ(t) = a0 cos[ν0t+ ϕ+ ϕ̃(t)] (ϕ = νt),

найдем, используя (36), что

〈ξ(t)〉 = 0.

Это означает, что в спектре любого ЧМ-колебания отсутствует дис-
кретная составляющая.
Сделанные выводы справедливы при любой статистике частотной

модуляции, но при условии, что Dν ∼ Gν(0) 	= 0, т. е. спектр модуляции
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отличен от нуля на частоте ω = 0, поскольку согласно (35a) именно
это условие обеспечивает рост дисперсии σ2ϕ̃ со временем.
Модуляция частоты гауссовским шумом. Предположим, что слу-

чайный процесс ν̃ в (29) является гауссовским. Гауссовскими будут
при этом и фазовые флуктуации ϕ̃, линейно связанные с ν̃, так что при
t→ ∞

〈eiϕ̃〉, 〈ei(ϕ̃+ϕ̃τ )〉 → 0,

〈ei(ϕ̃−ϕ̃τ )〉 = 〈e
−i

τ∫
0
ν̃(θ+t) dθ

〉 → e−σ
2
νL(τ).

Отсюда следует, что корреляционная функция ЧМ-колебания (29)
и его частотный спектр описываются выражениями

〈ξξτ 〉 = 1
2
a20e

−σ2νL(τ) cosω0τ , (3.3.37)

Gξ(ω) = 1
2π

∫
〈ξξτ 〉e−iωτ dτ = 1

2π
a20
2

∫
e−σ

2
νL(τ)−iωτ cosω0τ dτ (3.3.37a)

(для простоты предполагается, что в (30) и (31) 〈ν〉 = 0).
Функция L(τ ), определенная выражением (35), при малых τ ме-

няется пропорционально τ 2, а при больших τ — пропорционально τ
(см. (2.5.5)):

L(τ ) ≈
{ 1
2
· τ 2, (τ � τν),

ττν − t2ν ≈ ττν , (τ � τν),
(3.3.38)

где

t2ν =
∞∫

0

τBν(τ ) dτ ≈ τ 2ν

— параметр, близкий по величине к времени корреляции τν .
Из выражений (37) и (38) следует, что если S ≡ S′ � 1, то уже

на «квадратичном» интервале 0 < τ < τν функция σ2νL(τ ) станет очень
большой (поскольку σ2ν

1
2
τ 2ν = 1

2
S′2 � 1), а корреляционная функ-

ция (37) — очень малой (по сравнению с 〈ξ2〉). Поэтому дальнейшими
изменениями функции L(τ ) на «линейном» интервале τν < τ <∞ мож-
но пренебречь, учитывая только изменение L(τ ) на «квадратичном»
интервале.
Наоборот, если S ≡ S′′ � 1, то на «квадратичном» интервале

0 < τ < τν функция L(τ ) будет меняться пренебрежимо мало (посколь-

ку
1
2
σ2ντ

2
ν = 1

2
S′′2 � 1) и, следовательно, основное уменьшение корре-

лятора (37) будет происходить на «линейном» интервале τν < τ <∞.
Из этих рассуждений и (38) вытекает возможность следующей

аппроксимации функции, стоящей в (36) в показателе экспоненты при
любых τ :
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σ2νL(τ ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1
2
σ2ντ

2 = 1
2
S2
τ 2

τ 20
(если S = S′ � 1), (а),

σ2ντντ = S2ν
τ

τν
(если S = S′′ � 1) (б).

(3.3.39)

Приближенные выражения (39) дают возможность легко находить
основные статистические характеристики ЧМ-колебаний вида (29)
в предельных случаях больших и малых значений параметра фор-
мы S 1).
1. Случай S = S′ � 1.
Подстановка (39a) в (37) дает

〈ξξτ 〉′ = 1
2
a20e

− 12 σ2τ2/τ2ν cosω0τ. (3.3.40)

Отсюда следует, что спектр Gξ(ω) имеет гауссовский профиль,

G′
ξ(ω) = 1

2π

∞∫
−∞

ξξτe
iωτ dτ ∼ e

− (ω−ω0)
2

2σ2ν ; (3.3.41)

его ширину можно оценить как

Δω′
ξ ≈ 2λσν , λ =

√
2 ln 2 ≈ 1,2. (3.3.42)

Если сравнить Δωξ и Δων (см. (30)), то получим

Δω′
ξ

Δων
≈ S � 1,

— ЧМ-колебание (29) имеет при S � 1 намного более широкий частот-
ный спектр, чем шум ν̃(t), модулирующий его частоты (рис. 3.5, а).
2. Случай S = S′′ � 1.
Подставив (39б) в (37), получим

〈ξξτ 〉′′ ∼ e−Dτ cosω0τ (D = σ2ντν = S2Δων), (3.3.43)

чему соответствует лоренцевский спектр

G′′
ξ (ω) ∼ 1

D2 + (ω − ω0)
2

(3.3.44)

с шириной
Δω′′

ξ ∼ 2D ≈ 2S2Δων , (3.3.45)

так что
Δω′′

ξ

Δων
∼ S2 � 1.

1) В дальнейшем, во избежание путаницы, характеристики уширения, от-
носящиеся к случаю S = S′ � 1, помечаются одним штрихом, а относящиеся
к случаю S = S′′ � 1 — двумя штрихами.
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Мы видим, что в рассматриваемом случае (S2 � 1) спектр ЧМ-
колебания (29) намного у́же спектра частотных флуктуаций ν̃(t)
(рис. 3.5, б).
Интерполируя полученные результаты, можно качественно пред-

ставить характер изменения формы и ширины спектра ЧМ-колебаний
при различных вариантах изменения параметров частотной модуляции
(рис. 3.6).

Рис. 3.6. Зависимость параметров ЧМ-колебания (ширины спектральной ли-
нии Δωξ и формы спектра) от параметров модулирующей случайной функ-
ции (ширины спектра Δων , спектральной плотности Gν(0) и дисперсии

σ2ν ≈ Gν(0)Δων)

§ 4. Статистика уширения спектральных линий
в оптике. Эффекты дефазировки

Физические механизмы расширения спектров. Вопрос о ширине
спектральных линий — одна из фундаментальных проблем физической
оптики. Результаты измерений формы и ширины спектров излучения,
поглощения и рассеяния света оказываются одним из важнейших
источников информации о веществе. Исследуя оптические спектры
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атомов или молекул, мы имеем дело с ансамблем частиц, поведение ко-
торых описывается законами статистической физики; естественно, что
эти статистические закономерности должны отражаться и в спектрах.
В классической оптике отклик атомов и молекул на световое поле

описывается с помощью модели гармонического осциллятора. Диполь-
ный момент, связанный с колебаниями одного осциллятора xi,

pi(t) = exi(t), (3.4.1)

где e — элементарный заряд, а поведение xi описывается уравнением
гармонического осциллятора:

ẍi + 2αiẋi + ω20ixi = f(t), (3.4.2)

f(t) — внешняя сила. В общем случае f(t) определяется внешним све-
товым полем, носящим случайный характер, взаимодействиями и т. п.
Дипольный момент (поляризация) P (t) единицы объема среды, со-

держащей N атомов (осцилляторов),

P (t) =
N∑
i=1

exi(t) =
N∑
i=1

pi(t). (3.4.3)

Естественная ширина спектральной линии. Рассчитаем прежде
всего ширину спектральной линии излучения в ансамбле идентичных
гармонических осцилляторов; будем считать, что все ω0i = ω0, αi = α.
Классическую картину спонтанного излучения света ансамблем атомов
или молекул можно рассматривать как суперпозицию «вспышек» сво-
бодных колебаний случайным образом возбужденных гармонических
осцилляторов.
Свободные колебания i-го осциллятора, возбужденного в момент

времени ti, описываются формулой

xi(t) = x0i exp{−α(t− ti)} cos[ω0(t− ti) + ϕ0i], (3.4.4)

где x0i и ϕ0i — начальные амплитуда и фаза. Соответственно и ди-
польный момент, связанный с колебанием i-го осциллятора,

pi(t) = p0i exp{−α(t− ti)} cos[ω0(t− ti) + ϕ0i]. (3.4.5)

В силу (5), (3) излучаемое ансамблем таких осцилляторов световое
поле E(t) будет иметь вид

E(t) =
N∑
i=1

a0i exp{−α(t− ti)} cos[ω0(t− ti) + ϕ0i] =
N∑
i=1

Ei. (3.4.6)

Если возбуждение осцилляторов носит стохастический характер, то
моменты вспышек ti, начальные амплитуды a0i и фазы ϕ0i — слу-
чайные числа. Поэтому суммарное поле излучения представляет со-
бой случайный процесс. Если осцилляторы идентичны, для выявле-
ния основных его статистических характеристик достаточно учесть
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случайность моментов времени ti. В этом случае (6) представляет
собой случайную импульсную последовательность — стохастический
процесс, являющийся случайным наложением регулярных импульсов
известной формы.
Подробно такие процессы рассмотрены в § 6 гл. 2. Если случай-

ные импульсы — «вспышки» свободных колебаний — статистически
независимы, то для спектральной плотности суммарного процесса G(ω)
имеет место весьма наглядный результат (см. формулу (2.6.44)):

G(ω) = 2πΩ|Eω|2. (3.4.7)

В (7) Ω — средняя частота следования импульсов, а Eω — фурье-образ
функции Ei(t), описывающей одиночный импульс рассматриваемой
последовательности.
Таким образом, спектр всего процесса имеет тот же вид, что

и спектр одиночного импульса, — происходит некогерентное наложе-
ние спектров импульсов. Записывая фурье-преобразование импульса
вида (4), для Ge(ω) получаем 1) (см. формулу (5.2.26))

Ge(ω) = Ge0

(ω20 − ω2)2 + 4α2ω2
. (3.4.8)

Лоренцевская спектральная линия (8) имеет ширину

Δωe = 2α. (3.4.9)

Величину Δωe принято называть естественной шириной спектральной
линии; она определяется скоростью затухания амплитуды (энергии) от-
дельного осциллятора. Ширины линий колебаний отдельного осцилля-
тора и ансамбля осцилляторов здесь одинаковы. Принято говорить, что
в этом случае ширина спектральной линии определяется процессами
релаксации энергии. Однако ширина спектральной линии в ансамбле
осцилляторов не обязательно связана только с процессами релаксации
энергии. Ширины линий отдельного осциллятора и ансамбля осцилля-
торов могут, разумеется, существенно различаться.
Действительно, величина дипольного момента единицы объема P (t)

(3) представляет собой фактически усредненное по единице объема
колебательное возбуждение. Поэтому, даже если амплитуды колебаний
всех элементарных осцилляторов практически постоянны, а их фазы
быстро изменяются во времени (за счет движения осцилляторов и их
взаимодействия меняются собственные частоты), величина 〈P (t)〉 мо-
жет обратиться в нуль за времена

τф � 1/α. (3.4.10)

1) Рассматривая вынужденные колебания, т. е, учитывая в (2) внешнюю
силу f(t), нетрудно убедиться, что такой же вид для рассматриваемой модели
будет иметь и линия поглощения.
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Естественно, это будет приводить к уширению спектральной линии, го-
раздо более значительному, нежели описываемое формулой (8). В этом
случае принято говорить об уширении спектральной линии, обуслов-
ленном процессами дефазировки колебаний. Различие в физике ре-
лаксации энергии и дефазировки колебаний наиболее последовательно
учитывается при квантовомеханическом описании; соответствующие
времена T1 и T2.
В очень многих практически интересных случаях

T2 ≈ τф � T1, (3.4.11)

и при расчете ширины спектральной линии процессы релаксации энер-
гии можно вообще не учитывать.
Далее, в пренебрежении процессами релаксации энергии, обсуж-

даются простейшие задачи об уширении спектральных линий за счет
процессов дефазировки. В основу расчета в этом случае можно, оче-
видно, положить формулы, выведенные в предыдущих параграфах этой
главы. Порядок же конкретного расчета следующий. Сначала на основе
микроскопической модели движения и взаимодействия осцилляторов
находят статистические свойства частоты (или фазы), а затем, поль-
зуясь приведенными выше формулами, можно вычислить и контур
спектральной линии.
Ниже приведены простые примеры; за подробностями мы отсыла-

ем читателя к [5, 6], где изложена статистическая теория уширения
спектров излучения и поглощения, и к [7], где можно найти данные
и библиографию об уширении спектров рассеяния света.
Уширение спектральных линий в газе; допплеровская ширина.

Простым и чрезвычайно важным механизмом уширения спектральной
линии в ансамбле осцилляторов является эффект Допплера. Если
осциллятор, собственная частота которого ω0, движется относительно
наблюдателя со скоростью v, то наблюдатель регистрирует колебания
на частоте

ω = ω0 + kv. (3.4.12)

В ансамбле осцилляторов (например, в газе атомов или молекул)
скорости v случайны; в силу (12) случайно распределены и частоты
излучения отдельных осцилляторов. естественно, что это приводит
к дополнительному к (9) уширению спектральной линии. На практике
это уширение, так называемое допплеровское уширение спектральной
линии, ΔωD, часто оказывается очень большим, так что ΔωD � Δωe

(см. рис. 3.7, где для случая ΔωD � Δωe построены спектры отдель-
ных осцилляторов и суммарный допплеровский контур спектральной
линии).
Рассчитаем ширину допплеровского контура ΔωD для случая

ΔωD � Δωe. Световое поле представим в виде

E(t) = a0 exp i[ω0t+ ϕ(t)], (3.4.13a)
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Рис. 3.7. Картина допплеровского уширения спектральной линии в газе неза-
висимых осцилляторов

где в рассматриваемом случае

ϕ(t) = kr(t), r(t) =
t∫

0

v(t′) dt′ (3.4.13б)

(мгновенная частота описывается (12)). Переходя к проекции ско-
рости на направление наблюдения v, формулам (13) можно придать
вид (3.3.29), где ν(t) = kr(t). Таким образом, речь идет о случайной
частотной модуляции; статистика случайной скорости определяется
столкновениями молекул.
Если v(t) — гауссовский процесс, корреляционная функция колеба-

ния (13a) определяется коррелятором (см. (3.3.34))

〈ei(ϕ−ϕτ )〉 = 〈eikr(t)〉, r(t) =
t+τ∫

t

v(t′) dt′. (3.4.14)

Рассмотрим сначала разреженный газ, в котором столкновением
молекул можно пренебречь. Тогда r(t) = vτ и, используя для v макс-
велловское (гауссовское) распределение по скоростям, получим

w(v) = 1√
πu

e−v
2/u2 , u =

(
2κT
m

)1/2
. (3.4.15)

Для корреляционной функции колебания E(t) получим (см. формулы
предыдущего параграфа)

B(τ ) = 1
2
a20 exp

{
−1
4

(kuτ )2
}

cosω0τ , (3.4.16)

откуда для спектра получаем

G+
D(ω) = GD0√

πΔωD

exp
{
− (ω − ω0)

2

Δω2D

}
(3.4.17)
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(ср. (3.3.40), (3.3.41); в (17)

ΔωD = ku = 1
ω0c

(
2κT
m

)1/2
(3.4.18)

— допплеровская ширина спектральной линии.
Согласно (16), (18) время корреляции светового поля в рассматри-

ваемом случае
τк ≈ 1/ku (3.4.19)

определяется средним временем смещения осциллятора на расстояние
порядка длины световой волны. Если давление газа повышается, в игру
включаются столкновения, ограничивающие свободные перемещения
осцилляторов. В результате время τк увеличивается, а ширина доппле-
ровского контура сужается. Происходит столкновительное сужение
допплеровского контура.
Обзор статистических моделей столкновительного сужения можно

найти в [6]. Можно показать (см. [6]), что в случае достаточно частых
столкновений

B(τ ) = 1
2
a20 exp

{
−Δω2D
2νст

τ

}
cosω0τ , (3.4.20)

где νст — средняя частота столкновений. Корреляционная функция (20)
соответствует (см. формулы (3.3.46), (3.3.47)) лоренцевскому контуру
линии. Таким образом, в условиях частых столкновений первоначально
гауссовский контур допплеровской линии переходит в лоренцевский 1).
В проведенных расчетах эффекты, связанные с релаксацией энер-

гии, не учитывались; их учет не представляет, однако, труда, поскольку
процессы, связанные с релаксацией энергии и хаотическим движением
осцилляторов, можно считать статистически независимыми. Полный
спектр тогда определяется сверткой спектров Ge и GD.
Уширение спектральных линий молекул в жидкости. В жидкости

допплеровское уширение, разумеется, полностью подавлено. Процес-
сы дефазировки обусловлены флуктуациями нормальных частот (соб-
ственных частот осцилляторов) при межмолекулярных взаимодействи-
ях (см. рис. 3.8, который иллюстрирует сдвиги собственных частот при
бинарных взаимодействиях двухатомных молекул).
Теперь для того чтобы определить статистику случайной частотной

модуляции, надо задаваться конкретным видом потенциала межмоле-
кулярного взаимодействия (это позволяет рассчитать дисперсию флук-
туации частоты при межмолекулярных взаимодействиях), физическими
представлениями о времени корреляции частоты. Поскольку флукту-
ации частоты в этой задаче гауссовские, для расчета контура линии
можно пользоваться формулой (3.3.37).

1) Формула (20) была впервые получена Дики; поэтому столкновительное
сужение часто называют также «эффектом Дики»; более подробно см. [6].
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Рис. 3.8. Качественная картина,
характеризующая флуктуации ча-
стоты колебании при взаимо-
действии двухатомных молекул

в жидкости

Предельные случаи (3.3.39)
и (3.3.45) соответствуют двум суще-
ственно различным физическим си-
туациям. Если флуктуации частоты
медленные (см. (3.3.39)), окружение
молекулы практически можно
рассматривать как статистическое.
Процесс дефазировки определяется
фактически различием собственных
частот; форма спектральной линии
гауссовская, и налюдается картина
уширения, аналогичная картине до-
пплеровского уширения. Напротив,
если флуктуации частоты быстрые
(см. (3.3.45)), все молекулы нахо-
дятся в практически идентичных
условиях и форма спектральной
линии — лоренцевская (ср. с эф-
фектом столкновительного сужения
допплеровской линии).
Соответственно в указанных

случаях говорят о неоднородном
(σ0τк � 1) и однородном (Dτк � 1)
уширении спектральной линии.
В качестве примера (более подробно см. [7]) укажем, что для мо-

лекулярных колебаний в жидкостях τк ≈ 10−12 с (оно порядка времени
между столкновениями) и имеет место однородное уширение.
Математическая модель дефазировки. Рассмотрим более деталь-

но уширение спектральных линий в газах. Как следует из приведенной
выше картины, собственные частоты ω0j частиц не постоянны, но слабо
флуктуируют около среднего значения ω0; эти флуктуации обуслов-
лены, например, случайным тепловым движением N � 1 частиц, их
взаимными столкновениями и т. д. Будем описывать эти флуктуации
случайной функцией ν(t), так что

ω0j(t) = ω0 + νj(t) (ω0 = const, νj(x) � ω0), (3.4.21)

где νj(t) — реализация процесса ν(t), соответствующая j-й частице.
Вместо (2) будем теперь иметь уравнения

ẍj + 2α0ẋj + [ω0 + νj(t)]2xj = f(t) (3.4.22)

(j = 1, 2, . . . , N),

коэффициент α0 в (22) определяет естественную ширину спектральной
линии Δωe = 2α0 (9).
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Колебания xj и f можно рассматривать как квазигармонические
и выразить их через медленно меняющиеся комплексные амплитуды
поляризации Aj(t) и a(t)

pj = exj = 1
2
Aje

iωot + к. с., ef(t) = 1
2
aeiω0t + к. с. (3.4.23)

(Ȧj � ω0Aj , ȧ� ω0a)

Подставив (23) в (22), получим для Aj(t) более простые уравнения
первого порядка

Ȧj + [α0 + iνj(t)]Aj = a(t), (3.4.24)

которые легко интегрируются:

Aj(t) =
∞∫

0

e−α0θ−iΦj(θ, t)a(t− θ) dθ, (3.4.25)

где

Φj(θ, t) =
t∫

t−θ
νj(θ′) dθ′ =

θ∫

0

νj(t− θ′′) dθ′′. (3.4.26)

Используя (25), можно найти суммарную поляризацию, создавае-
мую всеми частицами,

P (t) =
N∑
j=1

pj = 1
2
A(t)eiω0t + к. с., (3.4.26a)

где

A(t) =
N∑
j=1

Aj(t) =
∞∫

0

dθ e−α0θa(t− θ)
N∑
j=1

e−iϕj(θ, t). (3.4.27)

Поскольку N � 1, то можно использовать (1.1.6) и выразить сумму
в (27) через статистическое среднее

N∑
j=1

e−iϕj(θ, t) = N〈e−iϕ(θ, t)〉,

где

ϕ(θ, t) =
θ∫

0

ν(t− θ) dθ, (3.4.28)

— случайные флуктуации фазы, обусловленные флуктуациями часто-
ты ν(t).
В результате выражение (27) примет следующий вид:

A(t) = N

∞∫

0

e−α0θa(t− θ)〈e−iϕ(θ, t)〉 dθ. (3.4.29)
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В дальнейшем мы будем пренебрегать так называемым естествен-
ным уширением спектральной линии (см. (9)), полагая в (29) α0 = 0,
и будем использовать для функции

ν(t) = ν + ν̃(t) (3.4.30)

модель гауссовского стационарного процесса с корреляционной функ-
цией Bν(τ ) и частотным спектром Gν(ω):

ν = const, 〈ν̃ν̃τ 〉 = Bν(τ ) =
∞∫

−∞
Gν(ω)eiωτ dω. (3.4.31)

В этом случае статистика фазы ϕ, связанной с ν линейным соот-
ношением (28), также будет гауссовской, и используя (1.4.7) и (2.2.3),
можно написать

〈e−iϕ〉 = e−iϕ−
1
2 σ

2
ϕ ,

где

ϕ = νθ,
1
2
σ2ϕ =

θ∫

0

(θ − τ )Bν(τ ) dτ ≡ L(θ), L(θ) =
θ∫

0

(θ − τ )Bν(τ ) dτ ,

(3.4.32)
так что выражение (29) примет вид

A(t) = N

∞∫

0

e−iνθ−σ
2
νL(θ)a(t− θ) dθ. (3.4.33)

Нестационарная спектроскопия. Время дефазировки. В неста-
ционарной спектроскопии наблюдается затухание поляризации после
ее возбуждения очень коротким импульсом внешнего поля f . В этом
случае в (33) можно положить a(t) = δ(t), что дает

A(t) = e−iνt−σ
2
νL(t), (3.4.33а)

так что согласно (26a) процесс затухания поляризации будет описы-
ваться выражением

P (t) = e−σ
2
νL(t) cos(ω0 − ν)t. (3.4.34)

Заметим, что хотя флуктуации частоты ν не влияют на затухание
парциальных поляризаций p, создаваемых отдельными частицами (это
видно непосредственно из уравнения (24)), на затухание суммарной
поляризации P =

∑
pj флуктуации ν влияют всегда, ускоряя это за-

тухание, поскольку в (34) L > 0. Это объясняется тем, что фазовые
флуктуации ϕj нарушают синхронность затухания парциальных поля-
ризаций pj , приводят к их взаимной расфазировке (или дефазировке).
Характерное время спада поляризации P (34) в m раз называют
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временем дефазировки τph, т. е. величина τph определяется уравнени-
ем (вообще говоря, трансцендентным)

σ2νL(τph) = m, (3.4.35)

в котором m — произвольное положительное число.
Стационарная спектроскопия. Расширение спектра излучения,

обусловленное дефазировкой. В этом случае используется стабиль-
ная монохроматическая внешняя сила f с перестраиваемой частотой ω,
а наблюдается частотный спектр |pω|2 поляризации P . При этом в (23)

a = eiδt, δ = ω − ω0 (|δ| � ω0),

и согласно (33)

A(t) = Neiδt
∞∫

0

e−i(ν+δ)θ−σ
2
νL(θ) dθ, (3.4.36)

так что в (34)
P (t) = 1

2
eiωtPω + к. с.,

где

Pω = N

∞∫

0

exp{−i(ν + δ)θ − σ2νL(t)} dθ. (3.4.37)

Зависимость от давления параметров допплеровской дефази-
ровки. Сужение Дики. Время дефазировки. При допплеровской
дефазировке частотные флуктуации ν(t), реализации которых νj(t)
входят в уравнения (21), связаны с допплеровскими флуктуациями
частоты ω0, обусловленными хаотическим тепловым движением частиц
со скоростями vт(t):

ν(t) ≡ νd(t) = k0vт(t), k0 = ω0
c
. (3.4.38)

В обычных условиях (например, при отсутствии ветра), как из-
вестно,

〈vт〉 = 0, 〈v2т 〉 = kT

m
.

В этом случае флуктуации νd(t) можно рассматривать как случайный
стационарный процесс с нулевым средним, дисперсия которого не за-
висит, очевидно, от давления p:

〈νd〉 = 0, 〈ν2d〉 ≡ σ2ν(d) = k20
kT

m
= const. (3.4.39а)

Чтобы определить зависимость от давления времени корреляции
τν(d) допплеровских флуктуаций νd(t) (38), будем рассуждать следую-
щим образом. Как известно из статистической физики, если n — число
столкновений частиц в единицу времени, то

〈n〉 ∼ p. (3.4.39)
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Средний интервал времени между двумя последовательными столк-
новениями при этом можно оценить как

Δt ∼ 1
〈n〉 ∼ 1

p
.

Естественно предположить, что по порядку величины Δt совпадает
с временем корреляции тепловых скоростей, а следовательно, и с вре-
менем корреляции флуктуаций допплеровской частоты νd(t). В резуль-
тате мы приходим к выводу, что

τν(d) = αd

p
∼ 1
p

(αd = const). (3.4.40)

Согласно (21) механизмом уширения спектральных линий является
случайная частотная модуляция. Поэтому используем теперь общие
законометности, установленные ранее (см. стр. 142–146) для любых
случайных ЧМ-колебаний. Было показано, что ключевым здесь яв-
ляется «параметр формы» S (3.3.33), который определяет основные
спектральные и корреляционные характеристики как самого ЧМ-ко-
лебания, так и исходных флуктуаций частоты (во всяком случае,
в предельных случаях S � 1 и S � 1).
Подставив (39а) и (40) в (3.3.33), найдем, что в случае допплеров-

ской дефазировки параметр S равен

S = Sd = σν(d)τν(d) = pd

p
∼ 1
p

(pd = σν(d)αd = const). (3.4.41)

Из (41) следует, что Sd � 1 при малых давлениях и Sd � 1 при
больших давлениях. Рассмотрим подробнее эти два предельных слу-
чая.
1. Область низких давлений: p � pd, Sd � 1.
Согласно (3.3.41), (3.3.42) спектр излучения (поглощени, рассея-

ния) в этом случае имеет гауссовскую форму

G′
ξ(d)(ω) ∼ exp

[
− (ω − ω0)

2

2σ2ν(d)

]
; (3.4.41a)

ширина этого спектра

Δω′
ξ(d) ≈ 2λσv(d) = const (λ =

√
2 ln 2) (3.4.42)

от давления не зависит (см. рис. 3.9, прямая 1) и намного превосходит
ширину Δων(d) спектра частотных флуктуаций νd(t), поскольку

Δων(d) ∼ 1
τν(d)

и, следовательно,

Δω′
ξ(d)

Δων(d)
≈ σν(d)τν(d) = Sd � 1.
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2. Область высоких давлений: p � pd, Sd � 1.
Согласно (3.3.44) в этом случае частотный спектр имеет лоренцев-

ский профиль,

G′′
ξ(d)(ω) ∼ 1

D2d + (ω − ω0)
2
; (3.4.42a)

здесь
Dd = σ2ν(d)τν(d) = βd

p
(βd = σ2ν(d)αd = const).

Ширину спектра (42a) можно оценить как

Δω′′
ξ(d) ≈ 2Dd ∼ 1p . (3.4.43)

Мы видим, что эта ширина уменьшается с ростом давления (сужение
Дики — рис. 3.9, кривая 2). Ширину допплеровского спектра при
любых давлениях p ≷ pd приближенно можно оценить, интерполируя
выражения (42) и (43) (рис. 3.9, сплошная кривая).

Рис. 3.9

Мы анализировали различные проявления допплеровской дефази-
ровки, которые характеризуют непрерывное излучение ансамбля боль-
шого числа одинаковых частиц и которые могут наблюдаться методами
стационарной спектроскопии. Рассмотрим теперь влияние допплеров-
ской дефазировки на скорость затухания свободной поляризации при
различных давлениях. Этот процесс характеризуется временем дефази-
ровки τph и наблюдается методами нестационарной спектроскопии.
С учетом полученных выше результатов эта задача решается про-

сто: нужно подставить аппроксимирующие функции σ2νL(t) формулы
(3.3.39) в определяющее τph уравнение (35). Поскольку мы рассмат-
риваем только допплеровский механизм дефазировки, то обозначим
τph ≡ θph(d); учтем также сноску на стр. 146. В результате будем иметь:
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τ ′ph(d) =
√
2m

σν(d)
= const (p� pd, Sd � 1), (а)

τ ′′ph(d) = m

Dd
∼ p, (p� pd, Sd � 1), (б)

(3.4.44)

поскольку σν(d) от давления p не зависит (см. (39а)), а Dd ∼ 1/p (43).
Зависимость времени дефазировки от давления при m = 2 схемати-

чески иллюстрирует сплошная линейно-ломаная кривая на рис. 3.10.

Рис. 3.10

Отметим, что согласно (42)–(44) выполняются следующие «соотно-
шения неопределенностей» (λ =

√
2 ln 2):

Δω′
ph(d) = 2λ

√
2m (p� pd),

Δω′′
ξ(d)τ

′′
ph(d) = 2m (p� pd).

(3.4.45)

Зависимость от давления параметров столкновительной дефа-
зировки. Столкновительное уширение. Время дефазировки. Ма-
лые флуктуации ν(t) частоты ω0(t) в (21) могут также возникать
в результате взаимной «встряски» частиц при их соударениях. В этом
случае говорят о столкновительном механизме дефазировки. Соответ-
ствующие частотные флуктуации будем обозначать как

ν(t) ≡ νc(t) = νc + ν̃c(t).

Примем следующую модель столкновительной дефазировки. Сдела-
ем простейшее предположение о линейной связи между νc(t) и n(t) —
мгновенной частотой соударений (как и в (40)):

νc(t) ∼ n(t). (3.4.45а)

Будем также считать, что

〈nm〉 ∼ pm, m = 0, 1, 2, . . . , (3.4.46)
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где p — давление. Из (45) и (46) следует, что

〈νc〉 ∼ p, 〈ν2c 〉 ∼ p2,〈ν̃c〉 ≡ σ2ν(c) = β2cp
2. (3.4.47)

Используя те же рассуждения, что и при выводе выражения (40),
получим для времени корреляции τν флуктуаций ν̃c(t):

τν ≡ τν(c) = αc

p
(αc = const). (3.4.48)

В (47), (48) αc и βc — параметры вещества, не зависящие от
давления. При этом параметр формы S, равный согласно (47), (48)
и (3.3.39)

S ≡ Sc = σν(c)τν(c) = αcβc = const, (3.4.49)

т. е. Sc тоже, подобно αc и βc, оказывается параметром вещества,
который от давления не зависит.
Таким образом, при столкновительной дефазировке для веществ,

характеризующихся величиной Sc = S′
c � 1, спектр излучения при всех

давлениях имел бы гауссовскую форму и ширину, равную согласно
(3.3.42) и (50)

Δω′
ξ(c) = 2λσν(c) = 2λβcp ∼ p (Sc � 1), (3.4.50)

которая при возрастании давления p тоже возрастала бы по линейному
закону.
Для веществ с Sc = S′′

c � 1 спектр излучения имел бы лоренцев-
ский вид и ширину спектральной линии

Δω′′
ξ(c) ≈ 2Dc = 2σ2ν(c)τν(c) = 2αcβ2cp = 2S′′

c βcp ∼ p (Sc � 1)
(3.4.51)

(согласно (3.3.43), (3.3.45) и (51)), тоже линейно зависящую от давле-
ния, но намного меньшую, чем Δω′

ξ(c), поскольку согласно (50) и (51)

Δω′′
ξ(c)

Δω′
ξ(c)

≈ S′′
c � 1. (3.4.51a)

Рис. 3.11

(рис. 3.11).
Таким образом, ширина частот-

ного спектра, обусловленного столк-
новительной дефазировкой, с увели-
чением давления всегда увеличива-
ется ∼ p (столкновительное уши-
рение).
В рассматриваемом случае чисто

столкновительного механизма дефа-
зировки выражение (34), описыва-
ющее процесс затухания свободной
поляризации, примет вид

p(t) ∼ e−σ
2
v(c)Lc(t) cosω0t (3.4.52)
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(если учесть также упрощающие условия (37)). Согласно (3.3.39), (48),
(49) и (51) в (52)

σ2ν(c)Lc(t) ≈
{ 1
2
σ2ν(c)t

2 (если Sc ≡ S′
c � 1),

Dct (если Sc ≡ S′′
c � 1),

(3.4.53)

где
σν(c) = βcp, Dc = σ2ν(c)τν(c) = S′′

c βcp. (3.4.54)

Подставив (53) и (54) в уравнение (35), придем в результате к сле-
дующим оценкам для времени дефазировки τph(c) — эффективного
времени затухания свободной поляризации (52):

τ ′ph(c) =
√
2m

σν(c)
≈

√
2m
β0p

(если Sc = S′
c � 1),

τ ′′ph(c) = m

Dc
= m

2S′′
c βcp

(если Sc = S′′
c � 1).

(3.4.55)

т. е. имеет место неравенство

τ ′′ph(c)/τ
′
ph(c) =

√
m

2
1
S′′

c

� 1,

согласующееся по смыслу с неравенством (51a). Из выражений (50),
(51) и (55) следуют «соотношения неопределенностей»

Δω′
ξ(c)τ

′
ph(c) =

√
2m 2λ, Δω′′

ξ(c)τ
′′
ph(c) = 2m, (3.4.55a)

совпадающие с (45).
Комбинированная (допплеровская и столкновительная) дефа-

зировка. Появление при изменении давления минимума у ширины
спектра (провал Дики) и максимума у времени дефазировки (пик
дефазировки). Чтобы провести сравнение теоретических и экспери-
ментальных результатов, рассмотрим общий случай, когда одновремен-
но проявляются и допплеровкий (d) и столкновительный (c) механизмы
уширения спектральных линий. В этом случае в (30) следует положить

ν(t) = νd+c(t) = νd(t) + νc(t). (3.4.56)

Примем несколько упрощенную модель частотных флуктуаций
νd+c, считая, что в (56) флуктуации νd и νc являются не только малыми
гауссовскими (как уже предполагалось выше), но и что они взаимно
статистически независимы. В этом случае в общих выражениях (33),
(33а) и нужно положить

σ2νL(θ) = σ2ν(d)Ld(θ) + σ2ν(c)Lc(θ), (3.4.57)

где согласно (32), (33), (38), (40), (41), (47) и (48) имеем

σ2ν(d) = k20
kT

m
= const, σν(c) = β2cp, (3.4.58)

6 С.А. Ахманов, Ю.Е. Дьяков, А. С. Чиркин
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Ld(θ) =
θ∫

0

(θ − τ )Rd(τ ) dτ ≈
{ 1
2
θ2 (при Sd = S′

d � 1),
θτν(d) (при Sd = S′′

d � 1),
(3.4.59)

Lc(θ) =
θ∫

0

(θ − τ )Rc(τ ) dτ ≈
{ 1
2
θ2 (при Sc = S′

c � 1),
θτν(c) (при Sc = S′′

c � 1),
(3.4.60)

τν(d) =
∞∫

0

Rd(τ ) dτ = αd

p
, τν(c) =

∞∫

0

Rc(τ ) dτ = αc

p
,

Sd = σν(d)τν(d) = σν(d)αd/p = pd

p
(pd = σν(d)αd = const),

Sc = σν(c)τν(c) = αcβc = const. (3.4.61)

В этих выражениях постоянные σν(d), pd, αd, αc и βc от давления p
не зависят. Следовательно, не зависит от давления и Sc (см. (61)) —
«параметр формы» вещества, который, в принципе, может иметь любую
величину. Но в специально интересующем нас случае газообразного
водорода (экспериментальные данные по которому представлены ниже)
Sc = 0,0186, т. е. Sc = S′′

c � 1, а значит согласно (60) можно
σ2ν(c)Lc(θ) ≈ Dcθ, (при всех давлениях), (3.4.62)

где (см. (58))

Dc = σ2ν(c)τν(c) ≈ Bcp (Bc = αcβ
2
c). (3.4.62а)

Учитывая (58) и (59), находим также, что

σ2ν(d)Ld(θ) =

{ 1
2
σ2ν(d)θ

2 (при p� pd)

Ddθ (при p� pd)
(3.4.63)

где
Dd = σ2ν(d)τν(d) = Ad

p
(Ad = σ2ν(d)αd). (3.4.64)

Из этих выражений следует, что поскольку σν(d) = const, а Dc ∼ p,
то

Dcθ � 1
2
σ2ν(d)θ

2, (p→ 0),
т. е. в области низких давлений допплеровская дефазировка домини-
рует над столкновительной. В результате, подставив (62), (63) и учтя
(64), получим:

σ2νL(θ) = σ2ν(d)Ld(θ) + σ2ν(c)Lc(θ) ≈
{ 1
2
σ2ν(d)θ

2 (p� pd),

Dd+cθ (p� pd),
(3.4.65)

где
Dd+c = Dd +Dc = Ad

p
+Bcp = σν(d) · F (x), (3.4.65a)
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здесь

F (x) = 1
x

+ γx, x = p

pd
, γ = αdαcβ

2
c = S′′

c
τν(d)

τν(c)
. (3.4.66)

Таким образом, согласно (65) при комбинированной дефазировке:
1) в области низких давлений — частотный спектр излучения имеет
допплеровские характеристики, т. е. гауссовскую форму и независи-
мую от давления ширину (42)

Δω′
ξ(d+c) = Δω′

(d) = 2λσν(d) = const (p� pd); (3.4.67)

2) в области высоких давлений — спектр лоренцевский с шириной

Δω′′
ξ(d+c) = 2Dd+c = 2σν(d)F (x). (3.4.68)

Поскольку Sc � 1 (см. (60)), то считая времена корреляции τν(d)
и τν(c) в (66) величинами одного порядка, можно заключить, что в (66)

γ � 1. (3.4.69)

График функции (68) построен на рис. 3.12. Он показывает, что

при давлении x = x0 = 1√
γ
� 1 сужение частотного спектра (сужение

Рис. 3.12

Дики — см. рис. 3.9) прекращается и в области x > x0 происходит
расширение спектра, обусловленное усилением столкновительной ком-
поненты дефазировки с ростом давления. В результате образуется так
называемый провал Дики, т. е. уменьшение полосы Δω′′

ξ(d+c) ниже
допплеровского уровня Δω′

ξ(d). Ширину провала можно оценить как

Δx = x2 − x1 = 2

√(
λ

2γ

)2
− 1, x1, 2 = λ

2γ
∓
√(

λ

2γ

)2
− 1
γ
. (3.4.70)

6*
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Глубина провала Дики составляет (в % от уровня Δω′
ξ(d))

Δy% = y1 − y2, min

y1
· 100% =

(
1− 1√

ln 2

√
2γ
λ

)
· 100%. (3.4.71)

Здесь

y2, min = 2
√
γ, y1 = Δω′

ξ(d+c)/2σν(d) = λ =
√
2 ln 2.

Как видно из (70), провал Дики возникает лишь для тех газов, для

которых (λ/2γ)2 > 1/γ, т. е. γ < λ2

4
= ln 2
2

≈ 0,35.
Время дефазировки τph(d+c) найдем, подставив (65) в (35). Мы по-

лучим два уравнения, соответственно, для малых и больших давлений,

1
2
σ2ν(d)[τ

′
ph(d+c)]

2 = m (p� pd), Dτ ′′ph(d+c) = m (p� pd),

из которых следует, что

τ ′ph(d+c) =
√
2m

σν(d)
= τ ′ph(d) = const (p� pd)

(см. (44)) и

τ ′′ph(d+c) = τ ′ph(d+c) ·
√
m/2
F (x)

(p� pd) (3.4.72)

(рис. 3.13). Используя (67) и (72), находим «соотношения неопределен-
ностей», полностью аналогичные (45) и (55а):

Δω′
ξ(d+c) · τ ′ph(d+c) = 2λ

√
2m (p� pd),

Δω′′
ξ(d+c) · τ ′′ph(d+c) = 2m (p� pd).

(3.4.73)

§ 5. Фотоотсчеты в случайном световом поле

В этом параграфе мы обратимся к еще одному примеру импульсного
случайного процесса — статистике фототока, возбуждаемого световым
излучением на фотокатоде (упрощенная схема фотоэлектрического де-
тектора изображена на рис. 3.14). Эта задача аналогична, разумеется,
задаче о дробовом эффекте, рассмотренной в § 6 гл. 2: элементарный
акт фотоэмиссии является случайным, подобно элементарному акту
термоэлектронной эмиссии (см. рис. 2.11).
Однако здесь мы рассмотрим новый аспект этой задачи, имеющий

особое значение для статистики фотоэмиссии, а именно, рассмотрим
статистику фотоэлектронного тока в условиях, когда катод освещается
источником света с флуктуирующей интенсивностью (в задаче о термо-
электронной эмиссии такой постановке соответствуют флуктуацнонные
изменения температуры катода). Будем искать закон распределения
P (n) числа n фотоэлектронов, эмиттированных фотокатодом в течение
заданного интервала времени T (числа фотоотсчетов).
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Рис. 3.13

Рис. 3.14. Модель фотодетек-
тора:

1 — катод (фоточувствительная
поверхность); 2 — падающее све-
товое излучение; 3 — эмиттиро-
ванные фотоэлектроны; 4 — кол-
лекторный анод, i(t) — выходной
ток, R — загрузочное сопротив-

ление

В общем случае источника с флук-
туирующей интенсивностью распределе-
ние P (n), вообще говоря, отличается от
пуассоновского и зависит от статисти-
ки интенсивности света. Таким образом,
процесс фотодетектирования случайно-
го света приводит к непуассоновским
импульсным последовательностям. Изме-
рение распределений P (n) может быть
использовано для определения одномер-
ной статистики интенсивности светового
пучка. Этот факт широко применяется
в современной статистической оптике.
Распределение фотоотсчетов в слу-

чайном поле. Формула Манделя. Выведем распределение числа фото-
отсчетов P (n) в поле светового источника с флуктуирующей интенсив-
ностью. Согласно полуклассической теории фотоэффекта дифференци-
альная вероятность dP появления одного фотоэлектрона (фотоотсчета)
в интервале времени dt определяется выражением (ср. с (2.6.57))

dP (t) = p dt, p = βI(t), (3.5.1)

где β — коэффициент, характеризующий чувствительность фотодетек-
тора, а I(t) — интенсивность света [8].
Если источник света имеет постоянную интенсивность (на практике

такой источник является хорошей моделью стабилизированного одно-
модового лазера непрерывного действия), то в силу (1) вероятность
вылета фотоэлектрона прямо пропорциональна интервалу времени T ,
и, следовательно, статистика фотоэлектронов является пуассоновской
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(см. § 6 гл. 2), при этом вероятность появления n импульсов фототока
за время T дается формулой (2.6.36):

P (n) = e−αα
n

n!
(n = 0, 1, 2, . . . ). (3.5.2)

Среднее число фотоэлектронов за время T равно

α = 〈n〉 = βTI. (3.5.3)

Если интенсивность изменяется, то вместо (3) следует писать

α = 〈n〉 = β

T∫

0

I(t) dt = βU , (3.5.4)

где U =
T∫
0
I(t) dt — энергия светового потока, прошедшего через по-

верхность детектора за время T . Для случайного светового поля

E(t) = ρ(t) cos[ω0t+ ϕ(t)] (3.5.5)

функция I(t) = ρ2(t)/2 также имеет случайный характер, а энергия U
случайно меняется от измерения к измерению. Вероятность (2) в этой
ситуации следует, очевидно, интерпретировать как условную вероят-
ность, соответствующую данному значению U :

P (n | U) = e−βU (βU)n

n!
, 〈n〉|U = α = βU.

Полную вероятность найдем, усреднив P (n | U) при помощи функ-
ции распределения энергии w(U):

P (n) =
∞∫

0

P (n, u)w(U) dU =
∞∫

0

(βU)n

n!
e−βUw(U) dU , (3.5.6)

〈n〉 = β〈U〉 = β〈I〉T.
Выражение (6) называют формулой Манделя. В результате усредне-
ния по U распределение вероятностей числа фотоотсчетов, даваемое
формулой Манделя (6), может существенно отличаться от первона-
чального пуассоновского. Это отличие проявляется, в частности, в ве-
личине дисперсии фотоотсчетов. При распределении n по Пуассону
σ2n = 〈n2〉 − 〈n〉2 = 〈n〉 (см. (2.6.37)), в то время как согласно (6)

σ2n = 〈n2〉 − 〈n〉2 = 〈n〉 + β2(〈U2〉 − 〈U〉2) = 〈n〉 + β2σ2U , (3.5.7)

т. е. дисперсия числа фотоотсчетов в случайном поле всегда больше
〈n〉. Поэтому случайные поля можно различать по превышению σ2

над 〈n〉.
Роль соотношения между временем корреляции поля и време-

нем наблюдения. Величина σ2U (7) существенно зависит от соотноше-
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ния между временем корреляции поля τк и временем наблюдения T .
Действительно, в предельном случае τк � T статистика фотоотсчетов
вообще не чувствительна к статистике светового поля. Согласно (4)
при τк � T в силу эргодической теоремы α ≈ βT 〈I〉 и статистика
фотоотсчетов будет пуассоновской независимо от распределения интен-
сивности света.
Для рассмотрения промежуточных случаев и получения количе-

ственных оценок обратимся к случайному процессу (5). Корреляци-
онная функция для стационарного поля (5) может быть записана как
〈EEτ 〉 = σ2r(τ ) cos[ω0τ + ψ(τ )] (см. (2.3.7)), причем 〈E2〉 = 〈I〉 = σ2

и 〈n〉 = βσ2T . Если поле гауссовское, то согласно (2.4.17)

〈IIτ 〉 = 1
4
〈ρ2ρ2τ 〉 = σ4[1+ r2(τ )].

Отсюда находим

σ2U = σ4
T∫ ∫

0

dt1 dt2 r
2(t1 − t2) = 2σ4

T∫

0

(T − τ )r2(τ ) dτ ,

или

σ2n = 〈n〉 + 〈n〉2 2
T 2

T∫

0

(T − τ )r2(τ ) dτ. (3.5.8)

Возьмем r(τ ) в виде
r(τ ) = e−|τ |/τк .

В этом случае согласно (8) дисперсия фотоотсчетов определяется вы-
ражением

σ2n = 〈n〉 + 〈n〉2 1
2
q−2(e−2q − 1+ 2q),

q = T

τк
. (3.5.9)

Из (9) следует монотонное уменьшение дисперсии с ростом времени
измерения T (рис. 3.15). В пределе τк � T (q � 1)

σ2n = 〈n〉 + 〈n〉2.
В другом крайнем случае, τк � T< из (9) получаем

σ2n = 〈n〉 + 〈n〉2τк/T ≈ 〈n〉, (3.5.9а)

т. е. при τк � T случайность поля не проявляется (величина диспер-
сии совпадает со значением дисперсии для нефлуктуирующего поля).
На рис. 3.16 показана эволюция распределения P (n) с ростом T/τк
и видно, что при τк � T (q � 1) распределение приближается к пуас-
соновскому.
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Рис. 3.15. Приведенное отклоне-
ние дисперсии фотоотсчетов от
среднего числа фотоотсчетов
(σ2n − n)/n 2 для излучения
с гауссовской статистикой
в зависимости от времени изме-

рения T

τк — время корреляции излучения

Выражение (9) можно перепи-
сать как

σ2n = 〈n〉(1+ δ),

δ = 〈n〉
2q2

(e−2q − 1+ 2q). (3.5.9б)

Параметр δ, называемый параметром
вырождения (название заимствовано
из статистической механики), харак-
теризует увеличение дисперсии чис-
ла фотоотсчетов из-за флуктуации
поля (при отсутствии флуктуации
δ = 0). Согласно (9б) величина δ
зависит как от соотношения меж-
ду временем наблюдения и временем
корреляции (q = T/τк), так и от ин-
тенсивности поля (〈n〉 ∼ 〈I〉).
Для лазерного излучения δ ≈

≈ 1014, в то время как для тепловых источников света δ � 10−3.
Эти оценки объясняют, почему экспериментальное изучение статисти-
ки фотоотсчетов было начато только после создания лазеров.

Рис. 3.16. Распределение фотоотсчетов лазерного излучения, рассеянного вра-
щающимся матовым диском, при различных отношениях T/τк = q [9]

Статистика фотоотсчетов в поле теплового и лазерного из-
лучений. Предыдущее рассмотрение показало, что для сохранения
в статистике фотоотсчетов сведений о флуктуациях светового поля
необходимо, чтобы время корреляции τк излучения превышало время
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измерения T . Мы будем считать это условие (τк � T ) выполненным.
Тогда U = IT , а формулу Манделя (6) можно записать в виде

P (n) =
∞∫

0

(βIT )n

n!
e−αITw(I) dI. (3.5.10)

Рис. 3.17. Распределение фо-
тоотсчетов лазерного излуче-
ния (1) и излучения с гауссов-
ской статистикой (2) [10]

Точки — экспериментальные зна-
чения, кривые — теоретические

Рассмотрим несколько примеров.
1. Возьмем прежде всего случай, ко-

гда распределение w(I) имеет вид δ-
функции:

w(I) = δ(I − I0). (3.5.11)

Соответствующее распределение фото-
отсчетов является пуассоновским:

P (n) = (n)n

n!
e−n, (3.5.12)

где

n = βTI0, σ2n = n. (3.5.13)

Распределения (11) и (12) относятся
к идеальной модели лазера, работающе-
го в надпороговом режиме.
2. Обратимся теперь к рассмотрению

поля с гауссовской статистикой (тепло-
вое излучение, лазерное излучение, рас-
сеянное в неоднородных средах, и т. п.),
имеющего (см. (2.4.8)) экспоненциаль-
ное распределение интенсивности:

w(I) = 1

σ2
e−I/σ

2

, σ2 = 〈I〉, (3.5.14)

где σ2 — средняя интенсивность.
Подставив (14) в (10), получим

P (n) = n n/(1+ n)1=n, (3.5.15)

причем
n = βTσ2, σ2n = n(1+ n). (3.5.16)

Распределение (15) отличается от пуассоновского (12) прежде всего
тем, что с ростом n вероятности P (n) всегда убывают, как видно
из (16); дисперсия фотоотсчетов в этом случае может значительно
отличаться от их среднего числа.
Распределения (12) и (15) измерялись экспериментально, и было

получено удовлетворительное согласие с теорией (рис. 3.17).
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3. В случае суперпозиции гармонического сигнала и гауссовского стацио-
нарного шума (см. (2.4.36) и (2.4.39))

E = S(t) + ξ(t) = ρ(t) cos[ω0t+ ϕ(t)].

Функция w(ρ) для такого поля имеет вид (2.4.44), так что

w(I) =
1

σ2
e−a2/2σ2e−I/σ2I0

(
a

σ2

√
2I
)
. (3.5.17)

Задаваясь различными значениями отношения сигнал/шум z = a2/σ2, можно
проследить непрерывный переход (10) в распределение Пуассона (12) или
в распределение (15), так как

w(I) =

{
δ(I − I0), z → ∞ (I0 = a2/2),

e−I/σ2/σ2, z → 0.
Учитывая, что

∞∫

0

e−x2x2n+1J0(2x
√
y) dx =

n!

2
e−yLn(y) (3.5.18)

(см. [4], с. 732), при помощи распределения (17) найдем моменты интенсивно-
сти

In = σ2nn!Ln(−z) (z = a2/2σ2), (3.5.19)

где Ln — полиномы Лагерра:

Ln(y) =
1

n!
ey
(

d

dn

)n
e−yyn =

n∑
k=0

(
n

k

)
(−y)k

k!
,

L1(y) = 1− y, L2(y) = 1− 2y + y2/2. (3.5.20)

Как следует из (19), (20) и (7),

〈I =〉σ2(1+ z), I2 = σ42(1+ 2z + z2/2) = 〈I〉22 1+ 2z + z2/2

(1+ z)2
,

σ2n = n

[
1+ 〈n〉 1+ 2z

(1+ z)2

]
, 〈n〉 = βTI. (3.5.21)

Формулы (21) обобщают полученные ранее выражения (16) и (13), с которыми
они совпадают в предельных случаях z � 1 или z � 1.
Подставив (17) в (10) и используя опять интеграл (18), получим следующее

выражение для вероятности n фотоотсчетов:

P (n) =
bn

(1+ b)n+1
exp
(
−z b

1+ b

)
Ln

(
− z

1+ b

)
, (3.5.22)

где b = γTσ2.
4. Поле (5) — стационарный квазигармонический процесс (не обязательно

гауссовский) с симметричным распределением вероятностей w(E) = w(−E)
и характеристической функцией θ(u) = θ(−u) = θ∗(u). Распределение интен-
сивности в этом случае дается формулой (3.1.28), подставив которую в (10)
получим, меняя порядок интегрирования,
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P (n) =
1

n!

∞∫

0

e−βTI(βTI)n dI

∞∫

0

J0(u
√
2I)θ(u)u du =

=
2

n!βT

∞∫

0

θ(u)u du

∞∫

0

e−x2x2n+1J0(2x
√
y) dx, (3.5.23)

где
√
y = u/

√
2βT . Интеграл по x в (23) совпадает с (18). Следовательно, (23)

можно переписать в виде

P (n) =
1

βT

∞∫

0

e−u2/2βTLn

(
u2

2βT

)
θ(u)u du =

∞∫

0

e−yLn(y)θ(
√
2βTy) dy,

(3.5.24)
выразив, таким образом, P (n) непосредственно через характеристическую
функцию поля. В частности, если поле имеет гауссовскую статистику, то
θ(u) = exp(−σ2u2/2) и согласно (24)

P (n) =

∞∫

0

e−byLn(y) dy = (b− 1)nb−n−1 (b = 1+ βTσ2)

(см. [4], с. 858) Легко убедиться, что полученное выражение совпадает с (15).

Обратная задача: нахождение статистики поля из распределе-
ния фотоотсчетов. До сих пор мы решали прямую задачу — опре-
деление статистики фотоотсчетов по заданному распределению интен-
сивности. Обратимся теперь к обратной задаче: определим, какую ин-
формацию о статистике регистрируемого поля можно извлечь, обладая
сведениями о статистике фотоотсчетов. С математической точки зрения
эта задача решается обращением формулы Манделя (6) или (10).
Можно показать [12, 13], что распределение интенсивности однозначно
определяется распределением фотоотсчетов.
Познакомимся с некоторыми методами решения обратной задачи.
1. Рассмотрим функцию

Q(s) =
∞∫

0

eisUw(U)e−βU dU ; (3.5.25)

ее фурье-преобразование дает

w(U) = eβU

2π

∞∫
−∞

Q(s)e−isU ds. (3.5.26)

Если разложить в (25) экспоненту eisU в ряд и использовать формулу
Манделя (6), то получим

Q(s) =
∞∑
n=0

(
is

β

)n
P (n). (3.5.27)
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Это соотношение позволяет по распределению фотоотсчетов P (n) най-
ти функцию Q(s), фурье-преобразование которой (26) дает распреде-
ление w(U).
2. Запишем распределение w(U) в виде

w(x) =
∞∑
m=0

λmIm(2nx), x = U/U , (3.5.28)

т. е. как разложение по функциям Лагерра lm(x), которые связаны
с полиномом Лагерра (20) соотношением

lm(x) = e−x/2Lm(x) = e−x/2
m∑
n=0

(
m

n

)
(−x)n

n!
. (3.5.29)

Функции Лагерра ортогональны и нормированы:
∞∫

0

lm(x)ln(x) dx =
{
0, m 	= n

1, m = n.
(3.5.30)

Поэтому, умножая (28) на lm(2nx) и интегрируя с учетом (30), полу-
чим, что коэффициенты разложения в (28) равны

λm = 2n
∞∫

0

w(x)lm(2nx) dx, (3.5.31)

или с учетом (30) и (6)

λm = 2n
∞∫

0

w(x)e−nx
m∑
n=0

(
m

n

)
(−2nx)n

n!
dx =

= 2n
m∑
n=0

(
m

n

)
(−2)nP (n, n). (3.5.32)

Подставив (32) в (28) и меняя порядок суммирования, получим
решение обратной задачи в виде

w(x) =
∞∑
n=0

an(x)P (n, n), (3.5.33)

где

an(x) = 2n(−2)n
∞∑
m=n

(
m

n

)
lm(2nx) =

= 2n(−2)n
∞∑
k=0

(
n+ k

n

)
ln+k(2nx). (3.5.34)
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3. Чтобы воспользоваться приведенными выше методами, нужно
иметь аналитическую запись распределения P (x). В некоторых случа-
ях интерес может представлять более узкая постановка обратной зада-
чи, а именно нахождение связи между кумулянтами (а следовательно
и моментами) интенсивности и числа фотоотсчетов [13].
Логарифм характеристической функции распределения фотоотсче-

тов

θ(s) =
∞∑
n=0

eixnP (n) (3.5.35)

выражается через кумулянты km этого распределения:

ln θ(s) =
∞∑
m=1

km
(is)m

m!
. (3.5.36)

Подстановка (6) в (36) дает

ln θ(s) = ln
{∞∫

0

∞∑
n=0

(βeisU)n

n!
e−βUw(U) dU

}
=

= ln{〈exp[β(eis − 1)U ]〉}, (3.5.37)
где угловые скобки означают усреднение по распределению w(U).
В (37) в последнем равенстве под знаком логарифма стоит ха-

рактеристическая функция распределения интенсивности от аргумента
β(eis − 1). Обозначая кумулянты распределения интенсивности через
km, I , имеем ∞∑

m=1

(is)m

m!
km =

∞∑
m=1

[β(eis − 1)]m
m!

kmI . (3.5.38)

Сравнивая в разложении (38) коэффициенты при одинаковых степенях
s, получаем связь между кумулянтами km и kmI :

k1 = βk1I , k2 = βk1I + β2k2I , k3 = βk1I + 3β2k2I + β3k3I , . . . .
(3.5.39)

4. Согласно формуле Манделя (10) вероятность того, что за время
T не произойдет ни одного фотоотсчета (при заданном среднем числе
фотоотсчетов n = βTI), равна

P (0, n) =
∞∫

0

e−nxw(x) dx, x = I/I, (3.5.40)

где w(x) — распределение вероятностей для относительной интенсив-
ности x = I/I.
Таким образом, величина P (0, n) может рассматриваться как пре-

образование Лапласа функции w(x), и если зависимость P (0, n) от n
известна (например, из эксперимента), то соответствующее распреде-
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ление интенсивности поля w(x) найдется, если применить к функции
P (0, n) обратное преобразование Лапласа.
Исходя из определенной таким образом функции w(x) или, что

то же самое, w(I), можно, считая поле E(t) стационарным квазимо-
нохроматическим процессом, найти распределение вероятностей для
огибающей поля (см. (3.1.26)):

w(ρ) = ρw(I)|I=ρ2/2; (3.5.41)

при этом w(ρ) однозначно определяет характеристическую функцию
поля (см. (3.1.9))

θ(u) =
∞∫

0

J0(uρ)w(ρ) dρ (3.5.42)

и, следовательно, распределение вероятностей w(E).
Таким образом, зная P (0, n) как функцию n, можно, в принципе,

решить обратную задачу и найти все статистические характеристики
поля, обусловливающего фотоэффект 1).

Рис. 3.18. Распределения интенсив-
ности (а), огибающей (б) и по-
ля (в), соответствующие распреде-

лению фотоотсчетов (43)

Рассмотрим пример решения об-
ратно задачи. В случае гауссовской
статистики поля имеем

w(x) = e−x

и, согласно (40),

P (0, n) = 1
1+ n

.

Теперь предположим, что убывание
P (0, n) с ростом n является более
быстрым и

P (0, n) = a

(b+ n)2
. (3.5.43)

Аналитическая аппроксимация
функции P (0, n) не может выби-
раться совершенно произвольно,
так как из (40) видно, что эта
функция должна удовлетворять
следующим условиям:

P (0, n = 0) =
∞∫

0

w(x) dx = 1,

(3.5.44)

1) Можно было бы, очевидно, исходить из вероятности некоторого ненулево-
го числа фотоотсчетов P (n, n), но соответствующие формулы более громоздки.
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− ∂P (0, n)

∂n

∣∣∣
n=0

=
∞∫

0

xw(x) dx = 〈x〉 =
〈
I

I

〉
= 1. (3.5.45)

Подставив (43) в (44), (45), получим: a = 4, b = 2, т. е. (43) мы должны
переписать как

P (0, n) = 1

(1+ n/2)2
. (3.5.46)

По таблице обратных преобразований Лапласа находим, что в этом
случае

w(x) = 4xe−2x

(рис. 3.18, а), т. е. распределение интенсивности имеет вид

w(I) = 4I
σ4
e−2I/σ

2
(I = σ2). (3.5.47)

Подстановка (47) в (41) дает следующий закон распределения для
огибающей:

w(ρ) = 2ρ
3

σ4
e−ρ

2/σ2 (3.5.48)

(рис. 3.18, б).
Распределение вероятностей для самого поля можно получить непо-

средственно из (48), используя соотношение (3.1.18):

w(E) = e−E2/σ2

2
√
πσ

(
1+ 2E

2

σ2

)
= w(−E). (3.5.49)

Распределение (49) существенно отличается от гауссовского, оно имеет
два максимума при E = ±σ√2 и провал при E = 0 (рис. 3.18, в).
Еще один пример: пусть

P (0, n) = 1− e−an

bn
.

Учитывая условия (44), (45), находим a = b = 2, т. е.

P (0, n) = 1− e−2n

2n
. (3.5.50)

Распределению (50) соответствует равномерное в некоторой области
распределение интенсивности

w(x) =
{
1/2, 0 � x � 2,
0, x > 2

(см. рис. 3.1), или

w(I) =
{
1/2σ2, 0 � I � 2σ2,
0, I > 2σ2,

(3.5.51)
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где σ2 = I. Распределения огибающей и поля, соответствующие рав-
номерному распределению интенсивности (51), были найдены раньше
(см. (3.1.32) и (3.1.34)); они представлены на рис. 3.1.
Нестационарная статистика фотоотсчетов; измерение формы

световых импульсов методом фотоотсчетов.
Предыдущее рассмотрение относится к стационарному распределе-

нию фотоотсчетов, связанному со статистически стационарной случай-
ной интенсивностью светового поля. Вследствие этого распределение
фотоотсчетов определялось только временем выборки и не зависело
от расположения этого интервала во времени, т. е. от его начального
и конечного моментов времени.
Если методом фотоотсчетов регистрируется интенсивность им-

пульсного излучения, то статистика фотоотсчетов становится нестаци-
онарным случайным процессом. При этом вместо распределения (2)
следует писать

P (n; t0, T ) = αn(t0, T )

n!
e−α(t0,T ), (3.5.52)

где

α(t0, T ) = β

t0+T∫

t0

I(θ) dθ.

Согласно (52) значение моментов фотоотсчетов зависит от времени t0.
Пусть момент времени t0 = 0 соответствует началу импульса I(t)

(I(t0 = 0) = 0). Определим вероятность того, что первый фотоотсчет
появится в интервале времени от t до t + dt при условии проведения
регистрации на интервале [0, T ]. Такое событие, очевидно, осуще-
ствится, если на интервале [0, t] не появится ни одного фотоотсчета
P (0; 0, t). Следовательно, безусловная вероятность появления первого
фотоотсчета в интервале [t, t+ dt] равна

P1(t) dt = P (0; 0, t)P (1; t, dt). (3.5.53)

Для малых временны́х интервалов в соответствии с (52) имеем

P (1; t, dt) = βI(t) dt.

Вероятность появления по крайней мере одного фотоотсчета на
интервале [0, T ]

�1 = 1− P (0; 0, T ) = 1− e
−β

T∫
0
I(θ) dθ

. (3.5.54)

Разделим выражение (53) на вероятность �1, получим условную
вероятность появления первого фотоотсчета в интервале

P1(t)усл dt = P1(t) dt/�1.
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Отсюда находим

P (t) = P1(t)усл = �
−1
1 βI(t)e

−β
t∫
0
I(θ) dθ

. (3.5.55)

Проинтегрируем (55)

t∫

0

P (θ) dθ = �
−1
1 {1− e

−β
t∫
0
I(θ) dθ

}.

Для исключения из этого выражения экспоненциального слагаемого
воспользуемся опять (55). В результате получим

I(t) = 1
β

�1P (t)

1− �1

t∫

0

P (θ) dθ

. (3.5.56)

Таким образом, зная временну́ю статистику появления первого
фотоотсчета, можно с помощью выражения (56) восстановить форму
регистрируемого светового импульса. Это еще один пример решения
обратной задачи в статистике фотоотсчетов.
В случае регистрации фотодетектором, кроме сигнального импульса

I(t), и шумового импульса Iш(t), статистика фотоотсчетов которого
также пуассоновская, формула (56) принимает вид [14]

I(t) = 1
β

�1P (t)

1− �1

t∫

0

P (θ) dθ

− Iш(t). (3.5.57)

Соотношение (57) используется в кинетической спектрофотометрии
для измерения законов затухания люминесценции с помощью так на-
зываемого время-импульсного метода [14].

§ 6. Многомодовая модель случайного процесса

В этом параграфе мы рассмотрим случайный процесс, являющий-
ся суперпозицией гармонических колебаний (мод), амплитуда и фаза
которых случайны. Фактически такую модель впервые рассматривал
Рэлей; именно применительно к этой задаче (рассматривалась суперпо-
зиция колебаний одинаковой частоты, но со случайными амалитудами
и фазами) Рэлей получил распределение, носящее его имя (см. форму-
лу (2.4.6)). Ниже мы обратимся к более общему случаю, когда частоты
мод различны.
Можно указать много физических примеров, приводящих к такой

модели. В современной радиофизике и оптике одним из важнейших
примеров такого процесса является излучение многомодового лазера;
поскольку в общем случае фазы мод случайны, случайным процессом
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(в общем случае — нестационарным) оказывается и лазерное излуче-
ние.
Этот источник статистики чрезвычайно важен в экспериментах

с мощным лазерным излучением. Мощные лазеры обычно излучают
много статистически независимых мод, поэтому многомодовая модель
оказывается одной из весьма распространенных моделей мощного ла-
зерного излучения. Вместе с тем во многих случаях многомодовая
модель оказывается весьма удобной и при рассмотрении случайных
процессов со сплошным спектром; в этом случае речь идет о замене
реального процесса со сплошным спектром некоторым эквивалентным
случайным процессом с дискретным спектром. Оба эти аспекта рас-
сматриваются ниже.
Статистика многомодового колебания; центральная предельная

теорема для случайных колебаний. Рассмотрим случайный процесс
ξ(t), представляющий собой суперпозицию N мод:

ξ(t) =
N∑
n=1

an cos(ωnt+ ϕn) =
N∑
n=1

an cosΦn, (3.6.1)

Рис. 3.19. Спектр многомодово-
го колебания

спектр которого показан на рис. 3.19.
Будем считать, что амплитуды мод

an постоянны, а фазы распределены
равномерно:

w(ϕn) = 1/2π, −π � ϕn � π,
(3.6.2a)

и статистически независимы:

w(ϕ1, ϕ2, . . . , ϕN ) =
N∏
n=1

w(ϕn).

(3.6.2б)

Обратимся сначала к случаю равных частот мод (ω1 = ω2 = . . . =
= ωN = ω0). В дальнейшем в этом параграфе мы следуем классической
работе Рэлея [15]. Полагая для простоты также амплитуды мод одина-
ковыми (an = a), соотношение (1) запишем в виде

ξ(t) = a
N∑
n=1

cosΦN = ρ cos(ω0t+ ϕ) = ρ cosΦ. (3.6.3)

В декартовой системе координат колебание с заданными амплитудой ρ
и фазой Φ изображается точкой (x, y) (рис. 3.20):

x = ρ cosΦ, y = ρ sin Φ.

Вся совокупность возможных значений ξ(t) определяется некоторым
распределением точек в плоскости x, y. Заметим, что величины x и y
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аналогичны квадратурным компонентам случайного колебания (см. § 3
гл. 2).

Рис. 3.20. Диаграм-
ма суммирования
мод с одинаковыми
амплитудами
и случайными

фазами

Результирующее коле-
бание имеет амплиту-
ду ρ(t) и фазу Φ(t)

Введем функцию распределения w(N ; x, y)
для результирующего колебания с амплитудой ρ
и фазой Φ при наличии N мод. По определению
w(N ; x, y) dx dy есть вероятность того, что точ-
ка будет найдена в пределах бесконечно малой
площадки dx dy. Добавим к N модам еще одну
моду с фазой ψ. Колебание, которое представля-
ется точкой (x, y), до прибавления моды должно,
очевидно, изображаться точкой

x′ = x− a cosψ, y′ = y − a sinψ.

В силу случайности фазы ψ полная вероятность
найти точку на площадке dx dy равна

dx dy

2π∫

0

w(N ; x′, y′)dψ
2π
.

Полученное выражение следует приравнять
w(N + 1; x, y) dx dy, так что

w(N + 1; x, y) =
2π∫

0

w(N ; x′, y′) dψ/2π. (3.6.4)

Разложим w(N ; x′, y′) в ряд Тейлора:

w(N ; x− a cosψ, y − a sinψ) = w(x, y) − a
∂w

∂x
cosψ − a

∂w

∂y
sinψ +

+ 1
2
a2
[
∂2w

∂x2
cos2 ψ + ∂2w

∂y2
sin2 ψ + 2 ∂

2w

∂x ∂y
sinψ cosψ

]
+ . . . .

Тогда
2π∫

0

w(N ; x′, y′)dψ
2π

= w(N ; x, y) + 1
4
a2
[
∂2w

∂x2
+ ∂2w

∂y2

]
.

При большом числе N мод можно также использовать разложение

w(N + 1; x, y) = w(N ; x, y) + ∂w(N ; x, y)
∂N

.

Таким образом, вместо интегрального уравнения (4) мы получаем
дифференциальное

∂w

∂N
= a2

4

[
∂2w

∂x2
+ ∂2w

∂y2

]
. (3.6.5)
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Очевидно, что при N = 0 w(0; x, y) = 0, за исключением точки
(x = 0, y = 0). Решением уравнения (5), удовлетворяющим этому усло-
вию и условию нормировки

+∞∫ ∫

−∞
w(N ; x, y) dx dy = 1,

является двумерное гауссовское распределение

w(N ; x, y) = (πNa2)−1 exp
{
−x2 + y2

Na2

}
(3.6.6)

с дисперсией σ2 = Na2/2. Уравнение (5) аналогично уравнению Фок-
кера — Планка (4.4.21), причем число мод N эквивалентно време-
ни t. Результат (6) не является неожиданным, поскольку процесс ξ(t)
рассматривался нами как совокупность статистически несвязанных и,
следовательно, некоррелированных между собой колебаний (т. е. были
выполнены условия ЦПТ — см. § 2 гл. 1).
Напомним, что для функции распределения (6) и записи колебания

в виде (3) огибающая ρ подчиняется распределению Рэлея (2.4.6):

w(ρ) = (ρ/σ2)e−ρ
2/2σ2 (ρ � 0).

Выражение (6) представляет собой асимптотическое распределение су-
перпозиции N мод с одинаковыми частотами при N → ∞.
Покажем теперь, что и в общем случае разных частот мод функция

распределения колебания (1) при N → ∞ сходится к гауссовской.
Удобный способ нахождения функции распределения w(ξ) случайного
процесса (1) основан на расчете его характеристической функции

θ(v) = 〈eiξv〉.
Подстановка в это соотношение выражения (1) дает

θ(v) =

〈
exp

{
iv

N∑
n=1

an cosΦn

}〉
=

N∏
n=1

〈exp{ivan cosΦn}〉 =
N∏
n=1

θ(van).

Здесь θ(van) — характеристическая функция одной моды:

θ(van) = 〈exp{ivan cosΦn}〉 =

= 1
2π

π∫
−π

exp{ivan cos(ωnt+ ϕn)} dϕn = J0(van);

J0(x) — функция Бесселя нулевого порядка от действительного аргу-
мента.
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Таким образом, характеристическая функция случайного процесса
ξ(t) в целом равна

θ(v) =
N∏
n=1

J0(van). (3.6.7)

Функция распределения w(ξ) находится из (7) с помощью фурье-
преобразования:

w(ξ) = 1
2π

∞∫
−∞

θ(v)e−ivξ dv.

Для вычисления w(ξ) воспользуемся следующим приемом. Из (1) сле-
дует, что значения ξ лежат в интервале

−A � ξ � A, A =
N∑
n=1

an.

Поэтому w(ξ) можно разложить в ряд Фурье:

w(ξ) =
∞∑

k=−∞
ck exp

(
−iπk

A
ξ
)
,

где коэффициент

ck = 1
2A

A∫

−A
w(ξ) exp

(
i
πk

A
ξ
)
dξ = 1

2A

〈
exp
(
i
πk

A
ξ
)〉

.

Отсюда следует, что коэффициент ck с точностью до множителя (2A)−1
представляет собой значение характеристической функции процесса ξ
для величины πk/A.
Для распределения w(ξ) в результате получаем

w(ξ) = 1
2A

[
1+ 2

∞∑
k=1

cos πkξ
A

N∏
n=1

J0
(
πkan

A

)]
. (3.6.8)

Изменение распределения w(ξ) с изменением числа мод N показано на
рис. 3.21. Из рисунка видно, что распределение суперпозиции двух мод
существенно отличается от распределения для одной моды. С ростом
числа мод N распределение w(ξ) стремится к гауссовскому.
Чтобы убедиться в этом, найдем сначала закон распределения

функции
η(t) = N−1/2ξ(t). (3.6.9)

Для простоты опять считаем амплитуды мод одинаковыми, an = a.
Характеристическая функция случайного процесса η(t) при этом равна

ηη(v) = JN0 (av/
√
N). (3.6.10)
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Преобразуем функцию θη(v), используя разложение функции Бесселя:

J0(av/
√
N) = 1+

∞∑
k=1

(−1)k (av)2k

22kNk(k!)2
= 1− (av)2

4N
+ (av)4

64N 2
− . . . .
(3.6.11)

Переходя к пределу N � 1, получаем

ln θη(v) ≈ − (av)2

4
+ (av)4

64N
,

или
θη ≈ exp

{
− (av)2

4

}[
1− (av)2

16N

]
.

Отсюда следует, что функция распределения процесса (9) имеет вид

w(η) ≈ 1√
πa

exp
{
−
(
η

a

)2}[
1− 1

64N
H4
(
η

a

)]
,

где H4(x) — полином Эрмита.

Рис. 3.21. Функции распреде-
ления для одномодового поля
и двухмодового поля со ста-
тистически независимыми мода-

ми [16]

Пунктирной кривой изображено
гауссовское распределение

Рис. 3.22. Функция распределе-
ния случайного процесса η(t) =
= N−1/2ξ(t) для N → ∞ (1)

и N = 5 (2)

Распределение w(η) симметрично. Однако при конечном числе N
оно более плоское, чем гауссовское распределение (рис. 3.22). В пре-
деле при N → ∞ распределения w(η) и w(ξ) — гауссовские (ср. с (6)):

w(ξ) = 1√
2π σ

exp
{
− ξ2

2σ2

}
, σ2 = Nσ2η = Na2

2
. (3.6.12)

Этот результат, как и ранее полученная формула (6), является след-
ствием центральной предельной теоремы, рассмотренной в гл. 1. Сле-
дует подчеркнуть, что функция распределения (12) получена без
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каких-либо ограничений на соотношение между частотами мод и, сле-
довательно, применима как для узкополосного, так и для широкопо-
лосного спектра колебания (1).

Моменты многомодового колебания. Рассмотрим моменты случайного
процесса (1). Для предельного случая N → ∞, т. е. для гауссовского распреде-
ления, расчет моментов дан в § 2 гл. 2. Для конечного числа мод N моменты
распределения (8) можно вычислить с помощью характеристической функции
(7), при этом моменты процесса (1)

〈ξm〉 = i−m dmθ(v)

dvm

∣∣∣
v=0
, m = 1, 2, . . . . (3.6.13)

Вследствие симметрии функции распределения w(ξ) (8) нечетные моменты
процесса ξ(t) равны нулю. Для расчета четных моментов воспользуемся харак-
теристической функцией (7) в случае равных амплитуд мод и введем для нее
обозначение

θN (v) = JN
0 (av). (3.6.14)

В соответствии с (13) и (14) моменты 〈ξm〉 выражаются через производные
от функции Бесселя JN

0 (av). Пользуясь разложением (11), находим

J (2m)
0 (0) =

d2mJ0(av)

dv2m

∣∣∣
v=0

= (−1)m a2m(2m)!

22m(m!)2
, J (2m+1)

0 (0) = 0, (3.6.15)

где m = 1, 2, . . ..
Первая производная от функции (14) равна

dθN (v)

dv
=

dθN

dJ0

dJ0(av)

dv
= NθN−1(v)

dJ0(av)

dv
.

Для четной производной на основании формулы Лейбница получаем

d2mθN (v)

dv2m
= N

2m−1∑
p=0

Cp
2m−1

dpθN−1(v)

dvp

d2m−pJ0(av)

dv2m−p
,

где C означает сочетания. Из последнего соотношения в силу (15) имеем

d2mθN (v)

dv2m

∣∣∣
v=0

= N
m−1∑
q=0

C2q2m−1
d2qθN−1

dv2q

∣∣∣
v=0

d2(m−q)J0(av)

dv2(m−q)

∣∣∣
v=0

. (3.6.16)

Таким образом, согласно (16), (15) и (13) моменты случайного процесса (1)
удовлетворяют рекуррентному соотношению

〈ξ2m(N ; t)〉 = N
m−1∑
q=0

C2q2m−1〈ξ2q(N − 1; t)〉a2(m−1)[2(m − q)]!

22(m−q)[(m − q)!]2
. (3.6.17)

Число N в аргументе случайной функции ξ(N ; t) указывает на число мод, из
которых образуется рассматриваемый процесс.
Из соотношения (17) следует, что высшие моменты случайного процесса

определяются через моменты более низкого порядка для процесса с меньшим
числом мод. Выпишем несколько моментов процесса (1):

〈ξ2(N ; t)〉 =
1

2
Na2 = I, 〈ξ4(N ; t)〉 = 3

(
1− 1

2N

)
I2,

〈ξ6〉 = 3 · 5
(
1− 3

2N
+

2

3N2

)
I3,

〈ξ8〉 = 3 · 5 · 7
(
1− 9

8N
+

41

12N2
− 11

8N3

)
I4.

(3.6.18)
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Как и следовало ожидать, значения моментов (18) при N → ∞ совпадают
со значениями моментов для гауссовского случайного процесса (2.2.2). Однако
при конечном числе мод N различие значений высших моментов и соот-
ветствующих моментов гауссовского процесса растет с увеличением номера
момента. Так, десятипроцентное отклонение моментов 〈ξ4〉 и 〈ξ6〉 (18) от
значений для гауссовского процесса достигается соответственно при N = 5
и N ≈ 20. Сказанное означает, что интерпретация многочастотного колебания
(1) с постоянными амплитудами и статистически независимыми фазами (2) как
гауссовского случайного процесса зависит от числа мод колебания и номера
момента. К этому вопросу мы еще вернемся. Сейчас обратимся непосредствен-
но к гауссовскому процессу.

Рис. 3.23. Спектры стационар-
ного шума (а) и многократно
повторенной реализации дли-
тельности T этого же шума (б)
Интервал между частотами Ω =

= 2π/T

Многомодовая модель стационар-
ного гауссовского шума. Пусть ξ(t) —
узкополосный стационарный гауссов-
ский процесс:

ξ(t) = ρ(t) cos[ω0t+ ϕ(t)]. (3.6.19)

Частотный спектр этого процесса изоб-
ражен на рис. 3.23, а.
Выделим из реализации рассмат-

риваемого процесса отрезок, длитель-
ность которого T значительно превос-
ходит время корреляции τк, и повторим
его много раз. Таким способом мы по-
лучаем периодический случайный про-
цесс. Физический смысл проделанной
операции состоит в том, что реальный
непрерывный спектр процесса мы пред-
ставляем в виде «гребенки» мод (дис-
кретного спектра), которая тем чаще,
чем больше период T (рис. 3.23, б).
Действительно, периодическую

функцию ξ(t) можно разложить в ряд
Фурье:

ξ(t) =
∞∑

n=−∞
ξne

inΩt, ξn = 1
T

T∫

0

ξ(t)e−inΩt dt, (3.6.20)

где Ω = 2π/T — частота межмодовых биений, и в силу вещественности
ξ(t)

ξ∗n = ξ−n. (3.6.20а)

Определим статистические свойства комплексных амплитуд ξn.
Среднее значение ξn = 0, поскольку ξ = 0. В соответствии с (20) ве-
личины ξn линейно зависят от ξ и, следовательно, также подчиняются
гауссовской статистике.
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Рассчитаем значение корреляции между ξn и ξ∗m:

〈ξnξ∗n〉 = 1

T 2

T∫ ∫

0

〈ξ(u)ξ(v)〉e−inΩu+imΩv du dv =

= 1

T 2

T∫ ∫

0

B(v − u) exp i{mΩ(v − u) − nΩu+mΩu} dv du =

= 1

T 2

T∫

0

eiΩ(m−n)u

T−u∫
−u

B(θ)eimΩθ dθdu ≈

≈ 1

T 2

T∫

0

eiΩ(m−n)u

∞∫
−∞

B(θ)eimΩθ dθdu =

= 2π
T 2

G(mΩ)
T∫

0

eiΩ(m−n)u du, (3.6.21)

где G(mΩ) — спектральная плотность на частоте mΩ:

G(mΩ) = 1
2π

∞∫
−∞

B(θ)eimΩθ dθ.

В (21) при расширении пределов интегрирования учтено, что корреля-
ционная функция B(θ) заметно отличается от нуля только на конечном
временном интервале порядка τк � T . Если m = n, то, очевидно,

〈ξnξ∗n〉 = 2π
T
G(nΩ) = ΩG(nΩ). (3.6.22а)

В случае m 	= n
〈ξmξ∗n〉 = 0, (3.6.22б)

т. е. комплексные величины ξn не коррелированы между собой.
Запишем ξn через вещественные величины:

ξn = αn + iβn.

Согласно (20)–(22)

〈|ξn|2〉 = α2n + β2n, 〈ξ2n〉 = α2n − β2n + i2αnβn = 0.

Отсюда следует, что αnβn = 0 и

α2n = β2n = 1
2

ΩG(nΩ) = σ2n.
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Таким образом, распределение для гауссовских случайных величин
αn, βn имеет вид

w(αn, βn) = 1

2πσ2
exp
{
−α2n + β2n

2σ2n

}
. (3.6.23)

Если ξn представить в виде

ξn = |ξn|eiϕn = ane
iϕn ,

то согласно выводам § 4 гл. 2 амплитуда an распределена по рэлеев-
скому закону

w(an) = an

σ2n
exp
{
− a2n

2σ2n

}
, (3.6.24)

а распределение фазы ϕn равномерное:

w(ϕn) = 1/2π, −π � ϕn � π.

Из изложенного, таким образом, следует, что если случайный про-
цесс гауссовский, то его спектральные компоненты некоррелированы
и распределены также по гауссовскому закону. Верно и обратное утвер-
ждение. Если моды колебания (1) обладают гауссовским распределени-
ем, т. е. амплитуды мод отвечают распределению (24), то колебание (1)
подчиняется, очевидно, гауссовской статистике независимо от числа
N мод. Действительно, усредняя характеристическую функцию (7)
процесса (1) по распределению (24), получаем характеристическую
функцию гауссовского процесса:

θ(v) =
N∏
n=1

[
1

σ2n

∞∫

0

J0(van)ane−a
2
n/2σ

2
n dan

]
= exp

{
−1
2
v2

N∑
n=1

σ2n

}
.

(3.6.25)
При вычислении (25) мы использовали формулу

∞∫

0

xν+1e−αx
2

Jν(βx) dx = βν

(2α)ν+1 exp
(
− β2

4α

)
.

Таким образом, статистика сложного колебания типа (1) является
гауссовской при произвольном числе мод, если сами моды подчиняются
гауссовской статистике. В случае нефлуктуирующих амплитуд мод
гауссовская статистика колебания (1), как показано выше, имеет место
только при бесконечном числе мод (N → ∞).
Для большого, но конечного значения N с гауссовскими значения-

ми моментов совпадают только низшие моменты процесса (4).
Когда многомодовое колебание можно считать гауссовским шу-

мом? Ответ на вопрос, поставленный в заголовке, в значительной мере
связан с тем преобразованием, которому подвергается многомодовое
колебание (1). Рассмотрение моментов многомодового колебания, на-
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пример, показало (см. (18)), что если колебание (1) возводится в n-ю
степень, то близость значения средней интенсивности нелинейного
процесса к значению n-го момента гауссовского шума зависит как от
числа исходных мод N , так и от степени нелинейности процесса.
Чтобы проиллюстрировать еще раз, что замену многомодового ко-

лебания гауссовским процессом следует проводить с большой осто-
рожностью, рассмотрим задачу об экспоненциальном преобразовании
многомодового колебания

y(t) = eβξ(t), (3.6.26)

где ξ(t) — многомодовое колебание. Сравним среднее значение такого
процесса со средним значением экспоненциально преобразованного
гауссовского шума с непрерывным спектром и найдем условие, когда
указанные средние значения можно с хорошей степенью точности
считать равными.
Вычислим сначала среднее значение процесса (26) y для шума

с гауссовским распределением ξ

w(ξ) = 1√
2π σ

exp
{
− (ξ − a0)

2

2σ2

}
;

имеем

y =
+∞∫
−∞

eβξw(ξ) eξ = exp
{
βa0 + 1

2
(βσ)2

}
. (3.6.27)

Для многомодового колебания вида (1) вычисление среднего значе-
ния функции, определяемой формулой (26), представляет значительные
трудности. Рассмотрим многомодовое колебание вида η(t) = ξ cosω0t,
где

ξ(t) = a0 + 2
N∑
n=1

an cos(nΩt+ ϕn(t)), (3.6.28)

в котором моды попарно связаны. В (28) Ω — частота межмодовых
биений, статистика фаз ϕn определяется выражением (2). Число мод
процесса (28) равно N0 = 2N + 1. Средняя интенсивность колебания

I = 〈η2〉 = 1
2
a20 + σ2, где σ2 = 2

N∑
n=1

a2n.

Подставляя (28) в (26), имеем

y = exp

{
βa0 + 2β

N∑
n=1

an cos(nΩt+ ϕn(t))

}
=

= eβa0
N∏
n=1

{
I0(2βan) + 2

∞∑
m=1

Im(2βan) cosm(nΩt+ ϕn)

}
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(In(x) — модифицированная функция Бесселя). Отсюда, учитывая (2),
получаем

y = eβa0
N∏
n=1

I0(2βan), или y = eβa0IN0 (2βa) (3.6.29)

для равных амплитуд мод (an = a0 = a; n = 1, 2, . . . , N). При этом
средняя интенсивность I = (1+ 2N)a2 ≈ σ2.
В случае 2βa � 1 или (βσ)2 � N (усиление для одной моды ма-

лое 1)), пользуясь разложением функции Бесселя I0(x), находим

y ≈ eβa0
[
1+ (βa)2 + (βa)4

4

]N
≈ exp

{
βa0 + 1

2
(βσ)2 − (βσ)4

16N

}
.

(3.6.30)
При 2βa � 1 (большое усиление «на моду»), используя асимптотику
функции I0(x), получим

y = (4πβa)−N/2 exp{(2N + 1)βa}.
Из сравнения выражений (27) и (30) следует: многомодовое колебание
вида (28) дает тот же результат, что и гауссовский шум, при условии

N � (βσ)4/16. (3.6.31)

Таким образом, неравенство (31) является условием эквивалентности
многомодового колебания и гауссовского шума при экспоненциальном
преобразовании. Этими результатами можно пользоваться при обсуж-
дении процессов усиления в радиофизике и оптике.
Многомодовое лазерное излучение; частичная и полная син-

хронизация мод. Важный пример многомодового колебания представ-
ляет собой излучение лазера. Многомодовый характер излучения лазе-
ра связан с многомодовостью спектра собственных колебаний оптиче-
ского резонатора. Оптический резонатор, например резонатор Фабри —
Перо, обладает набором собственных частот

ωn = 2πq(c/2L), q = L/(λ/2),

где L — длина резонатора, c — скорость света, λ — длина волны, q —
целое положительное число. Типичные значения: L ≈ 100 см и q ∼ 106.
Расстояние между соседними модами Δωq = ωq+1 − ωq = πc/L = Ω,
т. е. моды рассматриваемого резонатора эквидистантны. Практически
эквидистантными являются и частоты, на которых происходит лазер-
ная генерация в многомодовом резонаторе.

1) Мы говорим здесь об усилении, поскольку преобразование (26) описывает
параметрическое усиление при случайной накачке.
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Напряженность электрического поля лазера можно записать в ви-
де (1):

E(t) = 1
2

N∑
n=1

ane
i(ωnt+ϕn) + к. с. (3.6.32)

Здесь частоты ωn удобно представить как

ωn = ω0 + 1
2

(2n+ 1−N)Ω.

Поскольку средняя частота излучения ω0 гораздо больше ширины
спектра (N − 1)Ω, поле (32) можно представить в виде квазимонохро-
матической волны:

E(t) =
√
2I(t) et(ω0t+ϕ(t)) + к. с., (3.6.33а)

где I(t) — мгновенная интенсивность излучения:

I(t) = Ia + Iф(t),

Ia = 1
2

N∑
N=1

a2n, (3.6.33б)

Iф(t) = 1
2

∑
n, i=1 (n�=i)

anai cos[(n− 1)Ωt+ ϕn(t) − ϕi(t)].

Если фазы ϕn мод излучения статистически независимы и распределе-
ны равномерно на интервале [−π, π], то такие моды принято называть
несинхронизованными. Реализации интенсивности I(t) и фазы ϕ(t)
излучения для этого случая показаны на рис. 3.24.
Определим моменты интенсивности I(t) для несинхронизованных

мод с равными амплитудами (a1 = . . . = aN = a). Воспользуемся соот-
ношением (3.1.27) для квазигармонических колебаний

〈Im〉 = m!

(2m− 1)!! 〈ξ
2m〉 (3.6.34)

и полученным выше результатом (17) для моментов 〈ξ2m〉. Значения
моментов 〈Im〉 сведены в табл. 3.1.
Если фазы мод излучения связаны, например одинаковы,

ϕ1 = ϕ2 = . . . = ϕN = ϕ0, (3.6.35)

то моды называются синхронизованными. Для синхронизованных мод
поле излучения (33а) представляет собой регулярную функцию. В са-
мом деле, в этом случае выражение (32) легко преобразовать, полагая
a1 = a2 = . . . = aN = a:
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Рис. 3.24. Временна́я зависимость интенсивности I(t) и фазы ϕ(t) излучения
с несинхронизованными модами (N = 101) [17]

Амплитуды мод a(ω) = an имеют рэлеевское распределение, фазы ϕ(ω) = ϕn распреде-
лены равномерно

Та бл и ца 3.1
Моменты интенсивности 〈Im〉 многомодового излучения

с несинхронизованными модами [18]

m 〈Im〉/〈I〉m
2 2− 1/N
3 6− 9/N + 4/N 2

4 24− 27/N + 82/N 2 − 33/N 3
5 120− 600N−1 + 1250N−3 − 1225N−3 + 456N−4

6 720− 5400N−1 + 17 700N−2 − 30 600N−3 + 27 031N−4 − 9450N−5

E(t) = 1
2
aeiϕ0 exp

{
i
[
ω0 + 1−N

2
Ω
]
t
} N∑
n=1

ainΩt + к. с. =

= a
sin(NΩt/2)
sin(Ωt/2)

cos(ω0t+ ϕ0). (3.6.36)

Из (36) следует, что интенсивность

I(t) = 1
2
a2

sin2(NΩt/2)

sin2(Ωt/2)
(3.6.37)

представляет собой периодическую функцию, т. е. последовательность
импульсов с периодом T = 2π/Ω межмодовых биений (рис. 3.25). Мак-
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Рис. 3.25. Временная зависи-
мость интенсивности излучения
для синхронизованных мод

T = 2π/Ω, Ω — частота межмодовых
биений

симальная интенсивность импульсов
в N раз больше средней интенсив-
ности, Imax = NIа; длительность им-
пульсов τимп ≈ π/NΩ.
Если фазовые соотношения отлич-

ны от (2) и (35), то говорят о ча-
стичной синхронизации мод. Возмож-
на, например, такая модель частичной
синхронизации мод: часть мод, зани-
мающая центральную область спек-
тра излучения, полностью синхрони-
зована, а моды в «крыльях» спек-
тра несинхронизованы. Другая воз-
можная модель: случайные фазы ϕn

Рис. 3.26. Временная зависи-
мость интенсивности для частич-
но синхронизованных мод [18]

Фазы всех мод равномерно рас-
пределены в интервале [−ϕ0, ϕ0]:
а) ϕ0 = π/4; б) π/2; в) 3π/4
(N = 31). Штрих-пунктиром изобра-

жена средняя интенсивность

флуктуируют на интервале меньшем,
чем 2π:

w(ϕn) = 1/2ϕ0, −ϕ0 � ϕn � ϕ0,
ϕ0 < π. (3.6.38)

Для последней модели частичной
синхронизации мод реализации ин-
тенсивности показаны на рис. 3.26.
Пользуясь (33), нетрудно найти,
что средняя интенсивность излучения
в рассматриваемом случае определя-
ется выражением

〈I(t)〉 = Ia + 〈Iф(t)〉, (3.6.39)

где

〈Iф(t)〉 = 2(a sinϕ0)2
N−1∑
n=1

CnN−1 cosnΩt,

т. е. средняя интенсивность являет-
ся периодической функцией време-
ни. Таким образом, при частичной
синхронизации мод (38) многомодо-
вый процесс является периодически
нестационарным 1).
Проведенное выше рассмотрение

относится к непрерывному излуче-
нию лазера. При работе лазера в ре-
жиме периодической модуляции доб-

1) Нестационарность появляется в результате отличия w(ϕn) от 1/2π —
в соответствии с общими выводами, приведенными в § 1 этой главы.
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ротности 1) процесс является почти периодически нестационарным.
Действительно, в этом случае интенсивность лазерного излучения рав-
на

I(t) = F (t)

∣∣∣∣∣ N∑
n=1

ane
i(ωnt+ϕn)

∣∣∣∣∣
2

, (3.6.40)

где F (t) — почти периодическая функция. F (t) мало меняется за время
T = 2π/Ω, но она изменяется, вообще говоря, от импульса к импульсу
лазерного излучения.

§ 7. «Сжатое» классическое поле — обобщенная
модель узкополосного случайного процесса

Основные параметры «сжатых» полей. Степень сжатия κ.
Рассмотрим опять узкополосные случайные процессы вида (2.3.2).

x(t) = a(t) cosΩt− b(t) sinΩt, (3.7.1)

но такие для которых условия стационарности (2.3.5), (2.3.13)

〈a2〉 = 〈b2〉, 〈ab〉 = 0 (3.7.2)

нарушаются, т. е.
〈a2〉 	= 〈b2〉, 〈ab〉 	= 0. (3.7.3)

В случае (3) поля (1) называют «сжатыми» в противоположность
«несжатым» полям, для которых выполняются условия (2).
Названия полей — «сжатые» или «несжатые» — чисто условны

и связаны с тем, что для гауссовских полей (1) область наиболее
вероятных значений квадратур a, b в случае (2) имеет вид круга
(см. рис. 3.27), а в более общем случае (3) — вид эллипса, т. е. как бы
«сжатого» круга 2) [19, 20].
Заметим, что поскольку условия (2) обеспечивали стационарность

несжатых полей (1), то все сжатые поля (1), для которых условия (2)
нарушены, являются нестационарными.
Возведя (1) в квадрат и статистически усреднив, получим:

〈x2〉 = I + α cos 2Ωt− β sin Ωt =
= I + γ cos 2 (Ωt+ ψ) =

= I [1+ κ cos 2 (Ωt+ ψ)] , (3.7.4)

где

1) Т. е. в режиме повторения импульсов генерации.
2) Это название заимствовано из квантовой оптики.
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I = 〈a2〉 + 〈b2〉
2

, α = 〈a2〉 − 〈b2〉
2

, β = 〈ab〉,
γ =

√
α2 + β2, κ = γ

I
,

cos 2ψ = α

γ
, sin 2ψ = β

γ
tg 2ψ = β

α
.

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ (3.7.5)

Из (5) следует, что

〈a2〉 = I (1+ κ cos 2ψ) , α = Iκ cos 2ψ,
〈b2〉 = I (1− κ cos 2ψ) , β = Iκ sin 2ψ,
〈ab〉 = Iκ sin 2ψ, γ = Iκ.

⎫⎪⎬⎪⎭ (3.7.6)

Рис. 3.27. Состояние по-
ля: несжатое (1), сжатое

(2)

Используя (5) и (6), находим выражения,
характеризующие связь между квадратура-
ми:

отношение дисперсий:

〈a2〉
〈b2〉 = 1+ κ cos 2ψ

1− κ cos 2ψ
;

коэффициент взаимной корреляции:

Rab = 〈ab〉√
〈a2〉〈b2〉

= κ sin 2ψ√
1− κ2 cos2 2ψ

;

(3.7.7)
«соотношение неопределенностей»:√

〈a2〉〈b2〉 = I
√
1− κ2 cos2 2ψ.

Во многих задачах, связанных со сжатыми полями, эти поля удоб-
нее выражать не через квадратуры a, b, а через комплексную амплиту-
ду A:

x = 1
2
Aei2ψ + к. с., (3.7.8)

a = A+ A∗

2
, b = A− A∗

2i
, A = a+ ib,

〈AA∗〉 = 2I, 〈A2〉 = 2(α+ iβ) = 2Iκe2iψ,

}
(3.7.9)

κ = |〈A2〉|
〈AA∗〉 . (3.7.10)

Введенные выше параметры удобно использовать для описания сжа-
тых полей и действий над ними. В случае, когда сжатие отсутствует,
т. е. поле (1) стационарно, эти параметры или тождественно обраща-
ются в нуль (κ, α, β, γ, Rab, 〈A2〉), или принимают неопределенное
значение (ψ), т. е. становятся сингулярными (см. § 7 гл. 9). Заметим,

7 С.А. Ахманов, Ю.Е. Дьяков, А. С. Чиркин
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что все параметры сжатия выражаются через два независимых пара-
метра: κ и ψ. Первый из этих параметров, равный согласно (6) и (9)

κ = γ

I
=

√
[〈a2〉 − 〈b2〉]2 + 4〈ab〉2

〈a2〉 + 〈b2〉 = |〈A2〉|
〈AA∗〉 (0 � κ � 1), (3.7.11)

исчерпывающим образом характеризует эффект сжатия с количествен-
ной стороны, мы будем называть κ степенью сжатия и использовать
этот параметр как количественную меру сжатия, различая, таким об-
разом, поля (1) в несжатом (κ = 0), частично сжатым (0 < κ < 1)
и полностью сжатом (κ = 1) состояниях.
Можно показать, что независящие от угла ψ0 параметры κ и I не

меняются при повороте осей координат на фазовой плоскости (a, b);
угол же ψ0 в новой системе координат (a′, b′) принимают значение
ψ′
0 = ψ0 − ϕ′, где ϕ′ — угол поворота:

(a, b) → (a′, b′), κ, I = inv, ψ → ψ − ϕ′. (3.7.12)

Из (12) следует, что подбором угла ϕ′ можно добиться либо отсут-
ствия взаимной корреляции квадратур,

〈a′2〉 = I(1+ κ),
〈b′2〉 = I(1− κ),
〈a′b′〉 = 0,

⎫⎪⎬⎪⎭ если ϕ′ = ψ, (3.7.13)

либо равенства их дисперсий,

〈a′2〉 = I,

〈b′2〉 = I,

〈a′b′〉 = ±Iκ,

⎫⎪⎬⎪⎭ если ϕ′ = ψ ± π

4
. (3.7.14)

Иначе говоря, угол ϕ′ всегда можно выбрать так, что условия (3)
«наполовину» совпадут с (2):

〈ab〉 = 0, (но 〈a2〉 	= 〈a2〉),
или

〈a2〉 = 〈b2〉, (но 〈ab〉 	= 0).
Случай (13) будем называть переходом к главным осям.
Гауссовское сжатое поле. Рассмотрим частный случай, когда в (1)

поле x и его квадратуры a, b являются гауссовскими случайными пе-
ременными. Согласно (2.2.27) в этом случае совместное распределение
вероятностей для квадратур имеет следующий вид:

w(a, b) = Wmaxe
−F (a, b), (3.7.15)

где
Wmax = 1

2π
√

〈a2〉〈b2〉
√
1−R2ab

, Rab = 〈ab〉√
〈a2〉〈b2〉

,
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F (a, b) = 1

2
(
1−R2ab

) [ a2

〈a2〉 + b2

〈b2〉 −
2ab〈ab〉
〈a2〉〈b2〉

]
. (3.7.16)

Если моменты квадратур записать в виде (6), то выражения (16)
примут такой вид:

Wmax = 1

2πτ
√
1− τ 2

,

F (a, b) = a2 + b2 − (a2 − b2)κ cos 2ψ − 2abκ sin 2ψ

2I
(
1− κ

2
) . (3.7.17)

Введем огибающую ρ и фазу ϕ сжатого поля (1), полагая, как
обычно,

a = ρ cosϕ, b = ρ sinϕ, ρ =
√
a2 + b2.

В этом случае

a2 + b2 = ρ2, a2 − b2 = ρ2 cos 2ϕ,

2ab = ρ2 sin 2ϕ, ∂(a, b)
∂(ρ, ϕ)

= ρ. (3.7.18)

Используя (15), нетрудно найти совместное распределение вероят-
ностей для ρ и ϕ:

w(ρ, ϕ) = w(a, b)|a=ρ cosϕ, b=ρ sinϕ

∣∣∣∣ ∂(a, b)
∂(ρ, ϕ)

∣∣∣∣ .
или, учитывая (17) и (18),

w(ρ, ϕ) = ρ

2πI(1− κ
2)

exp
[
− ρ2

2I
1− κ cos 2(ϕ− ψ)

1− κ
2

]
. (3.7.19)

Мы видим, что распределение (19) не распадается на произведение
функций, зависящих от ρ и ϕ. Это, как известно, означает, что у гаус-
совского сжатого поля даже в один и тот же момент времени ρ и ϕ
статистически зависимы.
Проинтегрировав (19) по ϕ и ρ, получим распределения отдельно

для ρ и ϕ:

w(ρ) =
π∫

−π
w(ρ, ϕ)dϕ = ρ

I
√
1− κ2

I0

[
κρ2

2I(1− κ
2)

]
exp
[

−ρ2
2I(1− κ

2)

]
,

(0 � ρ <∞), (3.7.20)

где I0(z) — модифицированная функция Бесселя,

w(ϕ) =
∞∫

0

w(ρ, ϕ)dρ = 1
2π

√
1− κ2

1− κ cos 2(ϕ− ψ)
, (−π � ϕ � π). (3.7.21)

7*
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Распределения (20) и (21) изображены соответственно на рис. 3.28
и рис. 3.29.

Рис. 3.28. Распределение (20) огибающей периодически нестационарного гаус-
совского процесса (1) при различных занчениях параметра κ (5)

Предельными являются рэлеевское распределение (κ = 0) и одностороннее экспоненци-
альное распределение (κ = 1); 0 < κ2 < κ3 < κ4 < 1

Рис. 3.29. Распределение вероятностей (21) фазы периодически нестационар-
ного гауссовского процесса (1) при различных значениях параметра κ (5)

Предельными являются распределение типа δ-функции (κ5 = 1) и равномерное распре-
деление (κ1 = 0); 0 < κ2 < κ3 < κ4 < 1

Используя (20), можно показать, что нечетные моменты 〈ρ2n+1〉 вы-
ражаются через эллиптические функции, а четные — даются формулой

〈ρ2n〉 = Inn!
n∑

m=0

2mκ
n−m(

n − m

2

)
!m!
,

в которой нужно отбросить члены, соответствующие нечетным значе-
ниям разности n−m. В частности,

〈ρ2〉 = 2I, 〈ρ4〉 = 4I2(2+ κ2). (3.7.22)
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Для среднего значения и дисперсии интенсивности J = 1
2
ρ2 сжатого

поля получим, используя (22),

〈J〉 = I, 〈J2〉 = I2(2+ κ2),
σ2J = 〈J2〉 − 〈J〉2 = I2(1+ κ2). (3.7.23)

Выражение (23) показывает, что сжатие гауссовского поля ведет к уве-
личению флуктуаций его интенсивности.
Используя интеграл

π∫

0

cosmxdx

1− κ cos κ
= π√

1− κ2

(
1−

√
1− κ2

κ

)m
.

и распределение (21), можно найти характеристическую функцию

θ(u) = 〈eiuϕ〉
фазы сжатого гауссовского поля при целых значениях параметра u:

〈einϕ〉 =

⎧⎨⎩
0,n = 1, 3, . . . ;

einψ0
(
1−

√
1− κ2

κ

)n
2,n = 0, 2, . . . .

(3.7.24)

Эллипс сжатия. Найдем область наиболее вероятных значений
квадратур гауссовского сжатого поля. Для этого перейдем в (16) или
(17) к главным осям, т. е. к системе координат (a′, b′), повернутой на
угол ψ. Учитывая (13), получим

w(a′, b′) = 1

2πI
√
1− κ2

exp
[
− 1
2I

(
a2

1+ κ
+ b2

1− κ

)]
. (3.7.25)

Применение к (25) критерия (11) показывает, что искомая область
ограничена эллипсом

a′2

1+ κ
+ b′2

1− κ
= r20, r0 =

√
2I (3.7.26)

с полуосями
OK1 = r0

√
1+ κ, OK2 = r0

√
1− κ, (3.7.27)

(см. рис. 3.30). Эллипс сжатия (26) при (κ = 0) переходит в круг
радиуса r0 в соответствии с рис. 3.30. Если эллипс сжатия высвечен на
экране осциллографа, то по отношению его полуосей можно оценить
степень сжатия:

κ = 1− (OK2/OK1)
2

1+ (OK2/OK1)
2
.

Мы видим, таким образом, что угол ψ0, введенный в (5), имеет
смысл угла поворота эллипса сжатия на фазовой плоскости (a, b).
Сжатое ФМ поле. Рассмотрим сжатый шум x0(t), у которого

флуктуирует только фаза ϕ = ϕ(t), а огибающая ρ0 постоянна:
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x0(t) = ρ0 cos (Ωt+ ϕ(t)) = (а)

= 1
2
A0(t)eiΩt + �.�. = (A0(t) = ρ0e

iϕ) (б)

= a0(t) cosΩt− b0(t) sinΩt (a0(t) = ρ0 cosϕ(t),b0(t) = ρ0 sinϕ(t)) (в)

⎫⎪⎬⎪⎭
(3.7.28)

Рис. 3.30. Эллипс сжатия

Предположим, что статистическое
распределение фазы ϕ в (28) имеет
вид (21). Поле x0 с такими свой-
ствами может быть получено, напри-
мер, путем идеального ограничения
сжатого гауссовского шума, имеюще-
го степень сжатия κ и угол поворота
эллипса сжатия ψ.
Найдем степень сжатия κ0 поля

(28). Согласно (24) и (28) (в)

〈A0〉 = 〈ρ0eiϕ〉 = ρ0〈eiϕ〉 = 0,

〈A20〉 = ρ20〈ei2ϕ〉 = ρ20e
i2ψ 1−

√
1− κ2

κ
,

〈A0A∗
0〉 = ρ20.

Подставив эти выражения в общую формулу (11), получим:

κ0 = 1−
√
1− κ2

κ
� κ.

Статистика квадратур a0 и b0, разумеется, не будет гауссовской. Най-
дем распределения w(a0) и w(b0).
Рассмотрим квадратуру a0 = ρ0 cosϕ. Обратная функция ϕ = ϕ(a0)

неоднозначна и имеет две ветви,

ϕ1, 2(a0) = ± arccos a0
ρ0
.

Учитывая это, по общим правилам (1.2.12) находим

w(a0) = w(ϕ)
∣∣
ϕ=ϕ1(a0)

∣∣∣∂ϕ1(a0)
∂a0

∣∣∣+ w(ϕ)
∣∣
ϕ=ϕ2(a0)

∣∣∣∂ϕ2(a0)
∂a0

∣∣∣ , (3.7.29)

где w(ϕ) — распределение (21). В рассматриваемом случае это распре-
деление удобно привести к виду

w(ϕ) = 1
2π

√
1− κ

1+ κ

1

1− 2κ
1+ κ

cos2(ϕ− ψ)
.

Тогда, если для простоты считать, что ψ = 0, получим:

w(ϕ)|ϕ=ϕ1, 2(a0)
= 1
2π

√
1− κ

1+ κ

1

1− 2κ
1+ κ

(
a0
ρ0

)2 ,
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∂ϕ1, 2(a0)

∂a0
= ± 1

ρ0

1√
1−
(

a0
ρ0

)2 .
Подстановка этих выражений в (29) дает:

w(a0) = 1
πρ0

√
1− κ

1+ κ

1√
1−

(
a0
ρ0

)2 1

1− 2κ
1+ κ

(
a0
ρ0

)2 . (3.7.30)

Представляя (21) в форме

w(ϕ) = 1
2π

√
1+ κ

1− κ

1

1+ 2κ
1− κ

sin2(ϕ− ψ0)
,

аналогичным образом получим:

w(b0) = 1
πρ0

√
1− κ

1+ κ

1√
1−
(

b0
ρ0

)2 1

1+ 2κ
1− κ

(
b0
ρ0

)2 . (3.7.31)

В предельном случае κ = 0 распределения (30) и (31) совпадают
и переходят в известные U-образные распределения для квадратур
стационарного ФМ шума (см. § 4 гл. 1):

w(a0) = 1

π
√
ρ20 − a20

, w(b0) = 1

π
√
ρ20 − b20

.

Аддитивный механизм сжатия. «Формула сжатия». Покажем,
что сложив два несжатых квазигармонических поля, x1 и x2 можно —
при определенном виде статистической связи между ними — получить
поле

x = x1 + x2, (3.7.32)

которое будет сжатым. Пусть

xj = aj cosΩt− bj sin Ωt = 1
2
Aje

iΩt + к.с. (j = 1, 2). (3.7.33)

При этом
2〈x1x2〉 = S1 + S2 cos 2Ωt− S3 sin 2Ωt, (3.7.34)

где
S1 = 〈a1a2〉 + 〈b1b2〉,
S2 = 〈a1a2〉 − 〈b1b2〉,
S3 = 〈a1b2〉 + 〈a2b1〉.

⎫⎬⎭ (3.7.35)

Представим поле (32) в виде

x = a cosΩt− b sin Ωt = 1
2
AeiΩt + к.с., (3.7.36)
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где согласно (33)

a = a1 + a2, b = b1 + b2, A = A1 +A2, (3.7.37)

так что 〈a2〉 = σ21 + σ22 + 2〈a1a2〉,
〈b2〉 = σ21 + σ22 + 2〈b1b2〉,
〈ab〉 = S3 (σ21 = 〈x21〉, σ22 = 〈x22〉).

⎫⎪⎬⎪⎭ (3.7.38)

Подставляя (38) в (6) и учитывая (35), получим

I = σ21 + σ22 + S1, α = S2, β = S3,

γ =
√
S22 + S23 , κ =

√
S22 + S23

σ21 + σ22 + S1
.

(3.7.39)

Из (39) следует, что поле (32) будет сжатым (κ 	= 0) при условии, что
S22 + S23 	= 0. (3.7.40)

Но, как нетрудно показать,

〈A1A2〉 = S2 + iS3, (3.7.41)

так что условие сжатия (40) можно переписать в виде

〈A1A2〉 = S2 + iS3 	= 0. (3.7.42)

Подставив (41) в (39), получим

κ = |〈A1A2〉|
σ21 + σ22 + S1

, S1 = Re〈A1A∗
2〉. (3.7.43)

Поскольку поле A1 предполагается стационарным, то 〈A21〉 = 0, A1A∗
1 	=	= 0, так что условие (42) будет выполнено, если

A2 = CA∗
1, (3.7.44)

где C — произвольная комплексная постоянная. Подставив (44) в (37),
получим

A = A1 + CA∗
1 . (3.7.45)

Пусть S — «сжимающее» устройство, в котором несжатое поле с ком-
плексной амплитудой A0 преобразуется в сжатое поле с комплексной
амплитудой A (см. рис. 3.31). Полагая в (45) A1 = k1A0, получим
«формулу сжатия»

A = k1A0 + k2A
∗
0, (3.7.46)

Рис. 3.31. Схема получения сжатого поля
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отражающую алгоритм сжатия в линейной системе S 1): здесь k1 и k2 —
произвольные комплексные коэффициенты.
Мы видим, что случайные фазы ϕ1, 2(t) полей x1, 2 в (33) для полу-

чения эффекта сжатия должны быть в силу (44) связаны соотношением

ϕ2(t) = −ϕ1(t) + const, (3.7.47)

т. е. поле x2 по отношению к x1 должны быть полем с обращенной (по
знаку) фазой.
Найдем степени сжатия полей на входе и выходе системы S.

Для входного стационарного поля имеем согласно (9):

〈A20〉 = 0, 〈A0A∗
0〉 = 2I20 , κ0 =

∣∣∣〈A20〉∣∣∣
〈A0A∗

0 〉 = 0.

Для поля на выходе S находим:

〈A2〉 = 〈(k1A0 + k2A
∗
0)
2〉 = 4k1k2I0 = 4σ20 |k1k2| ei(arg k1+arg k2),

〈AA∗〉 = 〈|k1A0 + k2A
∗
0 |2〉 = 2I0(|k1|2 + |k2|2),

}
(3.7.48)

так что

κ = 〈A20〉
〈AA∗〉 = 2(k1k2)

|k1|2 + |k2|2

или
κ = 2w

1+ w2
, w =

∣∣∣k2
k1

∣∣∣ . (3.7.49)

Из (49) следует, что полное сжатие (κ = 1) на выходе S достигается
при w = 1, т. е. при k1 = ±k2 (см. рис. 3.32).

Рис. 3.32. Степень сжатия κ в зависимости от параметра w

1) Формула (46) является классическим аналогом преобразования Боголю-
бова операторов рождения и уничтожения числа фотонов при описании сжатия
квантовых флуктуаций. Устройством, «сжимающим» флуктуации, является
одноконтурный параметрический усилитель в радиодиапазоне [19, 20], а в оп-
тическом — вырожденный оптический параметрический усилитель [19, 21–23].
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Используя выражения (46), (48), (49), найдем основные параметры
сжатия на выходе S:

2ψ0 = ϕ = arg k1 + arg k2,

I = 1
2
〈AA∗〉 = σ20 |k1|2(1+ w2), w =

∣∣∣k2
k1

∣∣∣ ,
}

(3.7.50)

〈a2〉 = I(1+ cosϕ) = σ20 |k1|2(1+ w2 + 2w cosϕ),
〈b2〉 = I(1− cosϕ) = σ20|k1|2(1+ w2 − 2w cosϕ),
〈ab〉 = Iκ sinϕ = σ20|k1|2(1+ w2) sinϕ,

Rab = κ sinϕ√
1− κ2 cos2 ϕ

= 2w sinϕ√
(1+ w2)2 − 4w2 cos2 ϕ

.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(3.7.51)

При этом, если поле на входе S системы является гауссовским, то
сжатому полю на ее выходе будет соответствовать эллипс сжатия,

наклоненный под углом ψ0 = 1
2
ϕ и имеющий согласно (27) отношение

полуосей
OK2
OK1

= |1− w|
1+ w

. (3.7.52)

Фазовая чувствительность систем сжатия. При сложении любых
двух колебаний одинаковой частоты xi = ρi cos(Ωt + ϕi), (i = 1, 2)
всегда возникает известный интерференционный эффект: огибающая ρ
суммарного колебания x = x1 + x2 = ρ cos(Ωt + ϕ) будет зависеть не
только от ρ1, 2, но и от ϕ1, 2:

ρ =
√
ρ21 + ρ22 [1+ q cos(ϕ1 − ϕ2)] , (3.7.53)

где
q = 2ρ1ρ2

ρ21 + ρ22
= 2w

1+ w20
, w0 = ρ2

ρ1
, (0 � ρ � 1). (3.7.54)

Сравнение (54) и (49) показывает, что зависимость параметра ρ от w0
будет такой же, как зависимость κ от w на рис. 3.32.
Такая же интерференционная картина возникнет и в системе сжа-

тия S, если предположить, что на ее вход поступает нестационарное
шумовое поле, а монохроматическое колебание с комплексной ампли-
тудой A0 = ρ0e

iϕ0 = const. Согласно (46) и (47) при этом в S будут
складываться и интерферировать два монохроматических колебания x1
и x2 с огибающими ρ1 = |k1|ρ0, ρ2 = |k2|ρ0 и фазами ϕ1 = ϕ0 + ψ1;
ϕ2 = −ϕ0 + ψ2, если ki = |ki|eϕi . Используя (53) и (54) получим, что
в этом случае колебание на выходе S имеет комплексную амплитуду
A1 = ρ1eiϕ, где

ρ = ρ0
[|k1|2 + |k2|2

] 1
2 [1+ q cos (2ϕ0 + ψ1 − ψ2)]

1
2 , (3.7.55)

q = 2|k1k2|
|k1|2 + |k2|2

= 2w

1+ w2
, (0 � q � 1), (3.7.56)
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w = |k2/k1|. Согласно (55) выходная огибающая ρ зависит не только
от входной огибающей ρ0, но и от входной фазы ϕ0. Об этом говорят
как о фазочувствительности S: в количественном отношении фазо-
чувствительность характеризуется параметром q, определенным в (56).
Сравнение (56) и (49) показывает, что степень фазочувствительности
q и степень сжатия κ совпадают по величине:

q = κ, (3.7.57)

(при структуре S, соответствующей формуле сжатия (46)).
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Гл а в а 4

МЕТОДЫ ТЕОРИИ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ

В РАДИОФИЗИКЕ И ОПТИКЕ

§ 1. Флуктуационные (стохастические) уравнения

Математический анализ задач статистической радиофизики и оп-
тики обычно сводится к решению линейных или нелинейных диффе-
ренциальных уравнений со случайными начальными (или краевыми)
условиями, случайными параметрами, коэффициентами, случайными
внешними силами, — так называемых (флуктуационных) стохастиче-
ских дифференциальных уравнений.
Флуктуационные уравнения имеют вид обычных уравнений движе-

ния, описывающих динамические процессы в той или иной физической
системе. Но параметры этих уравнений заданы как некоторые слу-
чайные (флуктуирующие) функции или как постоянные с известными
статистическими свойствами. При решении этих уравнений важным
является не только определение функции x(t), сколько выяснение
различных статистических характеристик процесса: моментов 〈xn(t)〉,
функций распределения w(x) и т. п.
В этом и последующих параграфах на примере линейных и нелиней-

ных флуктуационных уравнений в обыкновенных производных мы про-
иллюстрируем основные методы решения флуктуационных дифферен-
циальных уравнений. Мы убедимся, что решение наиболее интересных
задач требует применения специфических, так называемых стохастиче-
ских, методов решения. В известном смысле эти методы оказываются
более мощными, нежели методы решения регулярных уравнений; найти
средние для величин, описываемых флуктуационными уравнениями,
удается и в том случае, когда точные решения неизвестны.

§ 2. Флуктуационные уравнения с известным
решением; усреднение решения

Если случайная функция удовлетворяет дифференциальному урав-
нению, для которого известно точное решение, то статистические ха-
рактеристики можно, в принципе, найти путем статистического усред-
нения точного решения с учетом конкретной статистики начальных
условий, внешнего воздействия или изменения параметров системы.
Наиболее прост учет статистики начальных условий. Усреднение

по ансамблю реализаций внешней силы также не вызывает прин-
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ципиальных трудностей, если дифференциальное уравнение линейно,
но трудности резко возрастают для нелинейных уравнений. Наряду
с нелинейностью, сложным является и учет случайно изменяющихся
параметров системы.
Поэтому для наиболее интересных задач теории колебаний и теории

волн решающую роль приобретает разработка методов вычисления
средних (в ряде случаев — и распределения вероятностей) в условиях,
когда точные решения неизвестны.
Ниже дана сводка наиболее употребительных методов; все они

иллюстрируются в этой главе на примере решения уравнения первого
порядка.
Мы начнем с наиболее простых примеров, в которых вся необходи-

мая статистическая информация может быть получена путем усредне-
ния точного решения.
Переходные процессы со случайными начальными условиями.

Следующий ниже пример иллюстрирует методику вычисления ста-
тистических характеристик существенно нестационарного случайного
колебания, описываемого уравнением, допускающим точное решение.
Речь будет идти об установлении .колебаний в генераторе, в котором
начальная амплитуда колебаний в контуре определяется собственным
шумом. Такая постановка задачи весьма близка к реальной, особенно
для генераторов СВЧ и оптического диапазона, в которых регенерация
включается импульсно; в этих условиях случайной становится такая
важная характеристика, как время установления автоколебаний.
Рассмотрение простейшего варианта указанной задачи в этой главе

диктуется, однако, скорее методическими соображениями. Мы сталки-
ваемся здесь с примером существенно нестационарного радиофизиче-
ского случайного процесса, для которого статистическая информация
может быть получена только из ансамбля реализаций (рис. 4.1), а сред-
ние и распределения вероятностей существенно зависят от начала
отсчета времени.
Нарастание амплитуды колебаний в нелинейном осцилляторе (том-

соновский генератор, одномодовый лазер) описывается уравнением
с кубической нелинейностью

Ȧ(t) − αA(t) + βA3(t) = 0. (4.2.1)

Его решение имеет вид

A(t) = A0e
αt√

1+
A20
A2∞

(e2αt − 1)
, (4.2.2)

где A0 — начальное значение амплитуды, а A∞ — установившееся зна-
чение, соответствующее t → ∞. Величину A∞ можно найти, полагая
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Рис. 4.1. Осциллограммы набора реализаций процесса установления амплиту-
ды автоколебаний в отражательном клистроне [1]. а) Запуск от шумов авто-
номного клистрона (из-за шумов размыт передний фронт импульса генерации).
б) Одновременно с реализациями процесса установления в автономном кли-
строне показаны реализации процесса установления для клистрона, возбужда-
емого регулярной внешней силой (флуктуации отсутствуют). Во всех случаях
в соответствии с формулой (3) нет заметных флуктуации установившегося

значения |A∞| и задней части импульса генерации

в (1) Ȧ(t) = 0:

I∞ = A2∞ = α/β, A∞ = ±
√
α/β. (4.2.3)

Переходя к интенсивностям, получим из (2)

I(t) = I0e
τ

1+
I0
I∞

(eτ − 1)
(I = A2, I0 = A20, τ = 2αt), (4.2.4)

или
I(t) = aI0

1+ bI0
, a = eτ , b = 1

I∞
(eτ − 1). (4.2.5)

Предположим, что начальная интенсивность I0 — случайная вели-
чина, имеющая распределение вероятностей w0(I0). Значения интен-
сивности I при этом также случайны. Используя формулу (1.2.11),
можно найти распределение вероятностей для интенсивности в произ-
вольный момент времени:

w(I, τ ) = w0
(

I

a− bI

)
a

(a− bI)2
, 0 � I � Imax = a

b
= I∞
1− e−τ . (4.2.6)

На рис. 4.2 приведены графики нестационарных одномерных рас-
пределений (6) интенсивности автоколебаний; они построены для
w0(I0) = exp[−I0/I0]/I0 1).
Пользуясь полученным распределением w(I, τ ) (6), можно рассчи-

тать поведение нестационарной дисперсии σ(τ ), а также распределение
времени достижения определенного уровня интенсивности wI(τ ).

1) Именно таков закон распределения интенсивности для гауссовского шу-
ма; см. (2.4.8).
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Рис. 4.2. Изменение со вре-
менем функции распределения
(6) нормированной интенсивно-

сти x = I/I∞
Параметром кривых является безраз-
мерное время τ (4), отсчитываемое
от момента запуска автогенератора;

I0/I∞ = 10−3

Линейная система под воздей-
ствием случайных сил. Функция
Грина; интеграл Дюамеля. Процес-
сы в линейной системе, находящейся
под действием силы f , описываются
уравнениями вида 1)

L̂(t)x = M̂(t)f , (4.2.7)

где L̂(t) и M̂(t) — некоторые линей-
ные операторы (дифференциальные,
интегральные, разностные или сме-
шанного типа). Введем обозначение

ϕ(t) = M̂(t)f. (4.2.8)

Решение уравнения (7), соответству-
ющее нулевым начальным условиям,
может быть записано в виде так на-
зываемого интеграла Дюамеля:

x(t) =
∞∫

−∞
H(t, θ)ϕ(θ) dθ =

=
∞∫

−∞
H(t, t− θ)ϕ(t− θ) dθ, (4.2.9)

где функция H(t, θ), называемая
функцией Грина, зависит от вида опе-
ратора L̂ и не зависит от ϕ.

Если начальные условия отличны от нуля, т. е. в момент начала
действия силы f на систему эта система не находилась в состоянии
покоя, то к выражению (9) следует добавить соответствующее решение
y однородного уравнения

L̂(t)y = 0. (4.2.10)

Это решение всегда можно представить как линейную комбинацию
линейно независимых функций yn(t) (n = 1, 2, . . .), описывающих сво-
бодные колебания рассматриваемой системы:

y(t) =
∑
n

cnyn(t), cn = const, L̂(t)yn(t) = 0. (4.2.11)

Физический смысл функции H(t, t′) состоит в том, что она опи-
сывает отклик системы в момент t на δ-импульс обобщенной силы ϕ,

1) Более подробно действие шума на линейные системы изучается в гл. 5.
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который подействовал на систему в момент t′. Действительно, подста-
вив в (9)

ϕ(t) = δ(t− t′), (4.2.12)

получим
x(t) = H(t, t′). (4.2.13)

Если ϕ в (9) является случайной функцией, то, используя пред-
ставление решения в виде интеграла Дюамеля, нетрудно получить
связь между средними, характеризующими процесс x, и аналогичными
средними, характеризующими силу ϕ:

〈x(t)〉 =
∞∫

−∞
H(t, θ)〈ϕ(θ)〉dθ, (4.2.14)

〈x(t1)x(t2)〉 =
∞∫ ∫

−∞
dθ1 dθ2H(t1, θ1)H(t2, θ2)〈ϕ(θ1)ϕ(θ2)〉, (4.2.15)

〈x(t1)x(t2)x(t3)〉 =
∞∫ ∫ ∫

−∞
dθ1 dθ2 dθ3 ×

×H(t1, θ1)H(t2, θ2)H(t3, θ3)〈ϕ(θ1)ϕ(θ2)ϕ(θ3)〉
и т. д.
В случае гауссовости процесса ϕ процесс x также будет гауссов-

ским, так как связь между x и ϕ, определяемая интегралом Дюамеля,
линейна. При этом любое многомерное распределение вероятностей
для x может быть выражено через среднее значение x и корреляцион-
ную функцию 〈x(t1)x(t2)〉 (см. (1.2.45)), т. е. выражениями (14) и (15)
определяется, в принципе, самое полное статистическое описание про-
цесса x(t).
Линейная система первого порядка со случайными гауссов-

скими параметрами. Чтобы познакомиться с трудностями, которые
могут возникнуть даже при известном точном решении флуктуаци-
онного уравнения, рассмотрим простейший случай линейной системы
первого порядка с одним случайным параметром a(t). Флуктуационное
уравнение имеет при этом вид

ẋ(t) + a(t)x(t) = f(t), (4.2.16)

где a(t) и f(t) — заданные случайные функции.
Известно точное решение этого уравнения

x(t) = x0e
−y(t, 0) +

t∫

0

e−y(t, θ)f(θ) dθ, (4.2.17)

y(t, θ) =
t∫

θ

a(θ′) dθ′. (4.2.18)
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Вид решения (17) показывает, что если случайными являются на-
чальное значение x0 или внешняя сила f(t), то усреднение не вызывает
особых трудностей. При этом

〈x(t)〉 = 〈x0〉e−y(t, 0) +
t∫

0

e−y(t, θ)〈f(θ)〉dθ,

т. е. для определения 〈x(t)〉 достаточно знать 〈x0〉 и 〈f(t)〉.
Однако такой статистической информации будет заведомо недоста-

точно, если случайным является параметр a(t) в (16). В этом более
общем случае, усреднив (16), получим

〈x(t)〉 = 〈x0〉〈e−y(t, 0)〉 +
t∫

0

〈e−y(t, θ)〉〈f(θ)〉dθ. (4.2.19)

Для простоты x0, a(t) и f(t) считаем статистически независимыми. Как
видно из (19), теперь для вычисления 〈x(t)〉 нужно уметь вычислять
также средние вида 〈e−y〉. Это нетрудно сделать лишь при условии,
что a(t) можно рассматривать как гауссовскую случайную функцию.
При этом функция y(t, θ), линейно связанная с a(t) (см. (18)), также
будет гауссовской, что дает возможность для вычисления средних
〈e−y〉 использовать соотношение (2.2.3)

〈e−y〉 = e−y+
1
2 〈ỹ 2〉. (4.2.20)

Будем считать случайный процесс a(t) не только гауссовским, но
и стационарным. Тогда имеем

a(t) = a+ ξ(t), y(t) = y + ỹ(t),

y =
t∫

θ

a dθ′ = a · (t− θ), ỹ =
t∫

θ

ξ(θ′) dθ′,

〈ỹ 2〉 = 〈y2〉 − 〈y〉2 =
t∫ ∫

θ

〈ξ(θ′)ξ(θ′′)〉dθ′ dθ′′.

Подставив эти выражения в (20), получим

〈e−y(t, θ)〉 = exp
[
−a · (t− θ) + 1

2

t∫ ∫

θ

〈ξ(θ′)ξ(θ′′)〉dθ′ dθ′′
]
. (4.2.21)

Как следует из (19) и (21), если

x0 = 0, 〈f〉 = const,
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то

x(t) = 〈f〉
t∫

0

exp
[
−a · (t− θ) + 1

2

t∫ ∫

θ

〈ξ(θ′)ξ(θ′′)〉 dθ′ dθ′′
]
. (4.2.22)

Доведем вычисления в (22) до конца, предполагая, что флуктуации
ξ(t) δ-коррелированны:

〈ξ(θ′)ξ(θ′′)〉 = 2Dδ(θ′ − θ′′). (4.2.23)

В этом случае

t∫ ∫

θ

〈ξ(θ′)ξ(θ′′)〉dθ′ dθ′′ = 2D(t− θ),

и выражение (24) принимает вид

x(t) = 〈f〉
a−D

[1− e−(a−D)t]. (4.2.24)

Из (24) следует, что для устойчивых (x < ∞, a > D) и стационарных
колебаний x(t) в (16) имеет место выражение

x = 〈f〉/(a−D). (4.2.25)

Решение в аналитической форме может быть записано и для неко-
торых нелинейных флуктуационных уравнений. Так, если x(t) удовле-
творяет уравнению

ẋ(t) + a(t)x(t) = f(t)xn(t), (4.2.26)

то подстановкой x = z1/(1−n) его можно привести к уравнению для z
типа (16):

1
1− n

ż(t) + a(t)z(t) = f(t).

Очевидно, что вычисление среднего x(t) = 〈z 1
1−n 〉 здесь еще более

затруднительно, чем в случае (16).
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§ 3. Флуктуационные уравнения
с δ-коррелированными коэффициентами
и неизвестным аналитическим решением.

Стохастические методы усреднения уравнений

Во многих задачах, особенно нелинейных или связанных с систе-
мами с переменными параметрами, вид точного решения для диффе-
ренциального уравнения, определяющего случайный процесс, бывает
неизвестен.
В теории случайных процессов разработан ряд специальных ме-

тодов, которые позволяют отыскивать статистические характеристики,
в принципе, и в этом случае. Эти методы называют иногда стохасти-
ческими, чтобы подчеркнуть, что в них с самого начала используется
случайность (стохастичность) исследуемого процесса.
Используя стохастические методы, можно, исходя из дифференци-

ального уравнения для x и минуя его аналитическое решение, получать
уравнения (тоже дифференциальные) непосредственно для статисти-
ческих характеристик — моментов xn, распределения вероятностей
w(x, t) и т. п.
Линейное уравнение первого порядка с δ-коррелированным

коэффициентом. Понятие о коррелирующей компоненте. Чтобы
пояснить сущность стохастического метода и перехода от флуктуа-
ционного уравнения для мгновенных значений x(t) к уравнению для
средних x, рассмотрим частный случай, который был проанализирован
в § 2 другим методом. Обратимся к уравнению вида (4.2.16)

ẋ(t) + [a+ ξ(t)]x(t) = f(t), (4.3.1)

причем
〈ξ(t)ξ(t+ τ )〉 = 2Dδ(τ ), 〈ξ(t)〉 = 0. (4.3.2)

Будем теперь искать среднее x, не обращаясь к точному аналитическо-
му решению (4.2.17),

ẋ+ ax+ 〈ξ(t)x(t)〉 = 〈f(t)〉. (4.3.3)

Уравнение (3) является незамкнутым, поскольку в него входят две
неизвестные величины: x и 〈ξ(t)x(t)〉. Если удастся выразить 〈ξx〉 через
x, то уравнение (3) станет замкнутым, и из него можно найти среднее
x. Покажем, что в случае δ-коррелированной флуктуации ξ(t) (2) такое
выражение можно получить.
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Прежде всего заметим, что в общем случае x(t) можно представить
в виде суммы двух компонент [21] 1)

x(t) = x(к)(t) + x(нк)(t), (4.3.4)

где x(к)(t) — коррелирующая с ξ(t) компонента x(t), а x(нк)(t) —
некоррелирующая компонента. Очевидно, что

〈ξ(t)x(к)(t)〉 	= 0, 〈ξ(t)x(нк)〉 = 0

и
〈ξ(t)x(t)〉 = 〈ξ(t)x(к)(t)〉. (4.3.5)

Как следует из (1),

x(t) =
t∫

−∞
ẋ(θ) dθ =

t∫

−∞
[f(θ) − ax(θ) − ξ(θ)x(θ)] dθ. (4.3.6)

Однако в силу принципа причинности и известной особенности белого
шума (его время корреляции можно считать сколь угодно малым:
τкор ∼ Δt → 0) с ξ(t) может коррелировать лишь приращение δx(t)
функции x(t), полученное в моменты времени, непосредственно пред-
шествующие t:

δx(t) = lim
Δt→0

t∫

t−Δt

[f(θ) − ax(θ) − ξ(θ)x(θ)] dθ. (4.3.7)

Таким образом,

〈ξ(t)x(t)〉 = 〈ξ(t) δx(t)〉 = lim
Δt→0

〈
ξ(t)

t∫

t−Δt

[f(θ) − ax(θ) − ξ(θ)x(θ)
〉
dθ =

= − lim
Δt→0

t∫

t−Δt

[a〈ξ(t)x(θ)〉+ 〈ξ(t)ξ(θ)x(θ)〉] dθ. (4.3.8)

Уравнение (1) описывает некоторую инерционную физическую систему.
Это означает, что случайное колебание x(t) является относительно
медленным (по сравнению с быстро меняющимся белым шумом ξ(t)).
Следовательно, случайный процесс x(t) нельзя считать δ-коррелиро-
ванным. По этой же причине невозможна и δ-корреляция между x(t)
и ξ(t):

〈ξ(t)x(θ)〉 	= δ(t− θ). (4.3.9)

1) Излагаемый ниже подход, основанный на выделении коррелированной и
некоррелированной компонент, можно использовать для решения некоторых
квантовых задач, связанных с учетом диссипативных потерь и неизбежных при
этом тепловых флуктуаций, которые традиционно считаются δ-коррелирован-
ными [22, 23].
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Вследствие этого вкладом коррелятора 〈ξ(t)x(t)〉 в (8) можно вообще
пренебречь, и мы получим

〈ξ(t)x(t)〉 = − lim
Δt→0

t∫

t−Δt

〈ξ(t)ξ(θ)x(t)〉 > dθ. (4.3.10)

Учитывая (9), получить δ-корреляцию в подынтегральном выражении
в (10) можно лишь одним способом: «расцепить» стоящий там корре-
лятор, положив

〈ξ(t)ξ(θ)x(θ)〉 = 〈ξ(t)ξ(θ)〉x(θ) + . . . = 2Dδ(t− θ)x(t). (4.3.11)

Определенным обоснованием равенства (11) можно считать существен-
ное различие времен корреляции случайных процессов ξ(t) и x(t) при
наличии свойства эргодичности. Сравнивая (5), (10) и (11), находим

〈ξ(t)x(t)〉 = − lim
Δt→0

t∫

t−Δt

〈ξ(t)ξ(θ)x(θ)〉dθ =

= − lim
Δt→0

t∫

t−Δt

〈ξ(t)ξ(θ)〉x(θ) dθ = (4.3.12)

= −Dx(t). (4.3.13)

При этом из (5) и (12) следует, что

x(к)(t) = xξ̂(t), ξ̂(t) = − lim
Δt→0

t∫

t−Δt

ξ(θ) dθ. (4.3.14)

Подстановка (13) в (6) приводит к искомому замкнутому уравнению
для x(t):

ẋ(t) + a x(t) −Dx(t) = 〈f(t)〉 (4.3.15а)

со стационарным решением

x = 〈f〉
a−D

(t→ ∞), (4.3.15б)

совпадающим с полученным выше другим методом формулой (4.2.25).
Уравнение для 〈x2〉. Стохастические методы дают возможность

найти не только x, но и 〈x2〉 и вообще любые моменты 〈xn〉. Пусть
y ≡ x2. Умножив (1) на x(t), получим для y(t) уравнение

ẏ(t) + 2(a+ ξ(t))y(t) = 2fx(t), (4.3.16)

откуда
ẏ + 2a y + 2〈ξy〉 = 2〈f〉x. (4.3.17)

Уравнение (17) совпадает с (3), если в (3) заменить

x→ y, a→ 2a, 〈f〉 → 2〈f〉x, ξ → 2ξ. (4.3.18)
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Соответственно, подставив (18) в (15), сразу получим искомый
результат:

y = x2 = 2〈f〉x
2a− 4D = 2〈f〉

2(a− 2D)
· 〈f〉
a−D

= 〈f〉2
(a−D)(a− 2D)

. (4.3.19)

Усреднение системы нескольких линейных флуктуационных
уравнений первого порядка. Результаты, полученные выше для од-
ного уравнения (1), могут быть обобщены на произвольную систему
связанных между собой N уравнений:

ẋm(t) +
N∑
n=1

[amn + ξmn(t)]xn(t) = am0 + ξm0(t), (4.3.20)

〈ξmn(t)〉 = 0, 〈ξmn(t)ξpq(t′)〉 = 2Dmnpqδ(t− θ′), (4.3.20а)

m, n, p, q = 1, 2, . . . , N.

Уравнения (20) описывают вынужденные случайные колебания про-
извольной системы N -го порядка с регулярными параметрами amn,
случайными параметрами ξmn(t) под действием внешних сил, фигури-
рующих в правых частях уравнений am0 + ξm0(t). Усреднив (20), будем
иметь

ẋm(t) +
N∑
n=1

amnxn +
N∑
n=1

〈ξmn(t)xn(t)〉 = am0, (4.3.21)

где
〈ξmn(t)xn(t)〉 = 〈ξmn(t)x(к)n (t)〉, (4.3.22)

x(к)n — коррелирующая (со всеми шумами ξmn(t)) компонента случай-
ного процесса xn(t). Перепишем (20), изменив индексы суммирования

ẋn(t) +
N∑
p=1

[anp + ξnp(t)]xp(t) = an0 + ξn0(t) (4.3.23)

(n = 1, 2, . . . , N).

Как следует из (23), в (22)

x(к)n = −
∑
p=1

xpξ̂np + ξ̂n0, (4.3.24)

где

ξ̂np(t) = lim
Δt→0

t∫

t−Δt

ξnp(t) dθ, ξ̂n0(t) = lim
t∫

t−Δt

ξn0(θ) dθ. (4.3.25)
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Согласно (20а) и (26)

〈ξmn(t)ξ̂np(t)〉 = lim
Δt→0

t∫

t−Δt

〈ξmn(t)ξnp(θ)〉dθ −

= lim
Δt→0

t∫

t−Δt

2Dmnpqδ(t− θ) dθ = Dmnpq,

〈ξmn(t)ξ̂n0(t)〉 = Dmnn0.

Следовательно, в (22)

〈ξmn(t)xn(t)〉 = 〈ξmn(t)x(к)n (t)〉 =

=

〈
ξmn(t)

[
−

N∑
p=1

xpξ̂np(t) + ξ̂n(t)

]〉
=

= −
N∑
p=1

xpDmnnp +Dmnn0. (4.3.26)

Подставив (26) в (21), придем к следующей замкнутой системе урав-
нений, определяющей все средние xm:

ẋm +
N∑
n=1

amnxn −
N∑
n=1

N∑
p=1

xpDmnnp +
N∑
n=1

Dmnn0 = am0 (4.3.27)

(m = 1, 2, . . . , N).

Пример: усреднение системы двух связанных уравнений. Рас-
смотрим подробно систему двух уравнений вида (20):

ẋ1(t) + [a11 + ξ11(t)]x1 + [a12 + ξ12(t)]x2(t) = a10 + ξ10(t),
ẋ2(t) + [a21 + ξ21(t)x1(t) + [a22 + ξ22(x)]x2(t) = a20 + ξ20(t).

}
(4.3.28)

Согласно (24) в этом случае

x(к)1 (t) = −x1ξ̂11(t) − x2ξ̂12(t) + ξ̂10(t),

x(к)2 (t) = −x1ξ̂21(t) − x2ξ̂22(t) + ξ̂20(t),

так что

〈ξ11x1〉 = −x1D1111 − x2D1112 +D1110,
〈ξ12x2〉 = −x1D1221 − x2D1222 +D1220,
〈ξ21x1〉 = −x1D2111 − x2D2112 +D1220,
〈ξ22x2〉 = −x1D2221 − x2D2222 +D2220.

(4.3.29)
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После усреднения уравнений (28) мы получили бы незамкнутую си-
стему двух уравнений с шестью неизвестными x1, x2, 〈ξ11x1〉, 〈ξ12x2〉,
〈ξ21x1〉 и 〈ξ22x2〉:

ẋ1(t) + a11x1 + 〈ξ11(t)x1(t)〉 + a12x2 + 〈ξ12(t)x2(t)〉 = a10,

ẋ2(t) + a21x1 + 〈ξ21(t)x1(t)〉 + a22x2 + 〈ξ22(t)x2(t)〉 = a20,
(4.3.30)

но, подставив в (30) соотношения (29), придем к замкнутой системе
двух уравнений с двумя неизвестными:

ẋ1 = b11x1 + b12x2 + b10,

ẋ2(t) = b21x1 + b22x2 + b20,
(4.3.31)

где

b11 = a11 +D1111 +D1221, b21 = a21 +D2111 +D2201,
b12 = a12 +D1112 +D1222, b22 = a22 +D2112 +D2222,
b10 = a10 +D1110 +D1220, b20 = a20 +D2110 +D2220.

Нетрудно убедиться, что выражения (30) остаются правильными также
в случае, когда параметры amn в (20) и Dmnpq в (20а) не постоянны,
но являются некоторыми регулярными функциями времени

amn = amn(t), Dmnpq = Dmnpq(t).

Шумы ξmn в этом случае являются нестационарными белыми шумами.
Из полученных результатов следует, что если имеется две связан-

ные физические системы, то выбирая определенным образом случай-
ную модуляцию ξmn(t) параметров этих систем, можно существенно
изменять (ослаблять, усиливать, видоизменять, подавлять) связь меж-
ду системами. Например, согласно (30) и (31) если выбрать b12 = 0, то
x2 не будет влиять на x1, но сохранится влияние x1 на x2.
Линейные системы с постоянными параметрами под действием

белого шума. В случае

ξmn(t) = 0, ξm0(t) 	= 0, am0 = 0, amn = const (4.3.32)

система уравнений (20) принимает вид

ẋm(t) +
N∑
n=1

amnxn(t) = ξm0(t) (m = 1, 2, . . . , N) (4.3.33)

и описывает действие белого шума ξm0(t) на произвольную линейную
систему N -го порядка с постоянными параметрами amn.
Усреднив (32), получим

ẋm +
N∑
n=1

amnxn = 〈ξm0(t)〉 = 0,
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т. е.
xm = 0 (m = 1, 2, . . . , N).

Мы видим, что первые моменты в рассматриваемом случае равны
нулю, т. е. не информативны для описания вынужденных шумовых
колебаний. Придется искать вторые моменты; число уравнений для
средних при этом будет превышать N , т. е. решение задачи становится
несколько более громоздким.
Как пример рассмотрим действие белого шума на колебательный

контур. Эта часто встречающаяся стохастическая задача описывается
линейным уравнением второго порядка (см. также § 4 гл. 5)

ẍ+ 2αẋ+ ω20x = ω20ξ(t), 〈ξξτ 〉 = 2Dδ(τ ) (4.3.34)

которое эквивалентно системе двух линейных уравнений первого по-
рядка вида (33)

ẋ = y (а)

ẏ + 2αy + ω20x = ω20ξ(t) (б)

}
(4.3.35)

Эта задача обычно решается методом усреднения известного аналити-
ческого решения, что дает

〈x2〉 =
∞∫

−∞
Gξ(ω)|K(ω)|2 dω, (4.3.36)

где
K(ω) = ω20

(ω20 − ω2) + 2iαω
(4.3.37)

— частотный коэффициент передачи ξ → x, соответствующий уравне-
нию (34) (см. §§ 1, 2 гл. 5). Для белого шума согласно (1.3.43)

Gξ(ω) = D

π
= const. (4.3.38)

Подставив (37) и (38) в (36), в результате находим

〈x2〉 = D

π

∞∫
−∞

|K(ω)|2 dω = D

π

πω40

2αω20
= Dω20
2α

. (4.3.39)

Теперь выведем формулу (39), используя развитый выше стохасти-
ческий метод усреднения флуктуационных уравнений. Согласно (35б)
(ср. с (14))

y(к) = ω20 ξ̂(t), 〈yξ〉 = 〈y(к)ξ〉 = ω20D. (4.3.40)

Умножив (35б) на y и усреднив и учтя (40), получим

1
2
〈y2〉· + 2α〈y2〉 + ω20〈xy〉 = ω20〈yξ〉 = ω40D. (4.3.41)
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Ограничимся рассмотрением стационарного режима, когда, очевидно,

〈y2〉· = 0, 〈xy〉 = 〈xẋ〉 = 1
2
〈x2〉· = 0 (4.3.42)

и согласно (41)

2α〈y2〉 = ω40D, 〈y2〉 = 〈ẋ2〉 = ω40D

2α
. (4.3.43)

Далее, в (35а) случайная сила ξ(t) явно не входит; это означает, что

x(к) = 0, 〈xξ〉 = 0. (4.3.44)

Умножим теперь (35а) на y, (35б) на x, усредним и сложим результаты.
Мы придем к соотношению

〈xy〉· + 2α〈xy〉 + ω20〈x2〉 = ω20〈xξ〉 + 〈y2〉. (4.3.45)

Подстановка (42) и (43) в (45) дает стационарное значение

ω20〈x2〉 = 〈y2〉 = ω40D

2α
,

откуда получаем 〈x2〉, совпадающее с (39).

§ 4. Нелинейные флуктуационные уравнения
с δ-коррелированными коэффициентами

Уравнение первого порядка. Обобщенное уравнение для сред-
них. Методы решения нелинейных флуктуационных уравнений наибо-
лее полно развиты для уравнений первого порядка вида

ẋ+ a(x) = b(x)ξ(t), (4.4.1)

где ξ(t) — δ-коррелированная случайная функция,

〈ξ〉 = 0, 〈ξξτ 〉 = 2Dδ(τ ), (4.4.2)

a(x), b(x) — произвольные функции x.
Пусть F (x) — какая-то функция x. Поскольку

Ḟ (x) = F ′(x)ẋ, (4.4.3)

(штрих означает дифференцирование по x), а ẋ — определяется урав-
нением (1), то флуктуационное уравнение для F будет следующим:

Ḟ = F ′[bξ(t) − a]. (4.4.4)

Преобразованная к виду (4) флуктуационное уравнение иногда назы-
вают уравнением Лиувилля.
Поскольку 〈Ḟ 〉 = 〈F 〉., то усреднив (4), получим:

〈F 〉. = 〈F ′bξ(t)〉 − 〈F ′a〉. (4.4.5)
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Аналогично (4) и (5) можно написать

(F ′b)· = (F ′b)′ẋ = (F ′b)′(bξ − a), (4.4.6)

〈F ′b〉· = 〈(F ′b)′(bξ − a)〉. (4.4.7)

На основании результатов предыдущего параграфа (см. формулу
(4.3.14)) из (6) следует, что

(F ′b)(к) = 〈(F ′b)′b〉ξ̂, (4.4.8)

где, как и выше,

ξ̂ = lim
Δt→0

t∫

t−Δt

ξ(θ) dθ.

Согласно (8) в (5)

〈F ′bξ(t)〉 = 〈(F ′b)(к)ξ(t)〉 = 〈(F ′b)′b〉〈ξ̂ξ〉 = D〈(F ′b)′b〉. (4.4.9)

Подставив (9) в (5), получим не содержащее ξ(t) уравнение для
среднего 〈F 〉:

〈F 〉· + 〈F ′a〉 = D〈(F ′b)′b〉. (4.4.10)

Некоторые точные решения. Уравнение (10) не является замкну-
тым, поскольку оно содержит четыре, вообще говоря, различных сред-
них:

〈F 〉, 〈F ′a〉, 〈(F ′b)b〉.
〈(F ′b)′b〉 = 〈F ′′b2〉 + 1

2
〈F ′(b2)′〉.

Отметим некоторые специальные случаи, когда из (10) все же
можно определить точные значения ряда средних.
1. Если

a(x) = hx, b2(x) = β0 + β1x+ β2x
2, (4.4.11)

так что флуктуационное уравнение (1) имеет вид

ẋ+ hx = ±
√
β0 + β1x+ β2x2 ξ(t). (4.4.12)

Пусть F (x) = xn. Тогда

F ′ = nxn−1, F ′′ = n(n− 1)xn−2, F ′a = hnxn,

F ′′b2 = n(n− 1) (β0xn−2 + β1x
n−1 + β2x

n
)
,

1
2
F ′(b2)′ = n

(
β1
2
xn−1 + β2x

n
)
.

Подставив эти выражения в (10), получим цепочку уравнений
для моментов mn = 〈xn〉:

ṁn +Anmn = Bnmn−1 + Cnmn−2, (n = 1, 2, . . .). (4.4.13)

где
An = n (h−Dnβ2) ,



§ 4. Уравнения с δ-коррелированными коэффициентами 221

Bn = Bn(x) = n
[
Dβ1

(
n− 1

2

)
+ . . .

]
,

Cn = nD(n− 1)β0,
так что

ṁ1 +A1m1 = B1,
ṁ2 +A2m2 = B2m1 + C2,
ṁ3 +A3m3 = B3m2 + C3m1,
ṁ4 +A4m4 = B4m3 + C4m2,
. . .

(4.4.14)

и могут быть последовательно определены в явном виде все
моменты mn(t), (� = 1, 2, 3, . . .) с учетом переходных процес-
сов в той системе, которую описывает флуктуационное уравне-
ние (12).
В стационарном режиме (ṁn = 0) получим, например,

m1(ст) = B1
A1

=

1
2
Dβ1

h−Dβ2
.

2. Если

a(x) — произвольная функция,

b(x) = ±
√
2
[
C0 + C1x+ C2

x∫
a(x1) dx1

] 1
2
,

ẋ+ a(x) = ±
√
2
[
C0 + C1x+ C2

x∫
a(x1) dx1

] 1
2
,

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ (4.4.15)

то уравнение (10) будет иметь вид

〈x〉. + (1−DC2) 〈a(x)〉 = DC1.

Из него, очевидно, в общем случае можно найти лишь одно
среднее —

〈a(x)〉ст = DC1
1−DC2

.

Уравнение Фоккера—Планка для функции распределения ве-
роятностей. Таким образом, нахождение какого-либо среднего 〈F (x)〉
путем непосредственного интегрирования уравнения (10) приводит
к положительному результату лишь в очень ограниченном числе слу-
чаев.
Оказывается, однако, что если действовать как бы «в обход» и сна-

чала определенным образом преобразовать (10), то можно получить
уравнение, определяющее самую общую характеристику случайного
процесса x — его функцию распределения вероятностей w(x, t), по
которой любое среднее находится как результат интегрирования.
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Преобразуем (10), где

〈F 〉 =
∫
F (x)w(x, t) dx (4.4.16)

и, следовательно,
〈F 〉. =

∫
ẇF dx

(точка, как обычно, означает частную производную по времени).
Будем считать, что функция w достаточно быстро стремится к нулю

на пределах интегрирования в (16). Тогда интегрирование по частям
даст

〈F ′a〉 =
∫
F ′aw dx = −

∫
(aw)′F dx. (4.4.17)

Интегрируя по частям два раза, получим также, что

〈(F ′b)′b〉 =
∫
(F ′b)′bw dx = −

∫
F ′b(bw)′ dx =

∫
F [(bw)′b]′ dx. (4.4.18)

Подставляя выражения (16)–(18) в обобщенное уравнение для средних
(10), получим: ∫

{−ẇ + [aw +D(bw)′b]′}F dx = 0. (4.4.19)

Поскольку при выводе соотношения функция F считалась произволь-
ной, то из уравнения (19) следует, что выражение в фигурных скобках
должно тождественно равняться нулю, т. е.:

ẇ + [aw +D(bw)′b]′ = 0. (4.4.20)

Уравнение (20) называется уравнение Фоккера—Планка. Решив его,
можно найти функцию распределения вероятностей w(x, t) случайных
колебаний x(t) в физических системах, которые описываются нели-
нейными флуктуационными уравнениями типа (1). Отметим, что само
уравнение (20) всегда линейно относительно w.
Для реальных систем функция b(x) в (1) действительна. Поэтому

в (20) можно положить b(x) = |b(x)|. Заметим, что иногда уравнение
(20) записывают в виде

ẇ(x, t) = [K1w +K2w
′]′, (4.4.21)

где
K1 = a−Dbb′, K2 = Db2.

Как следует из приведенного выше вывода уравнения Фоккера—
Планка (20), оно остается справедливым и в том случае, когда функции
a(x) и b(x) в (1), а также корреляционный фактор D в (2) являются
явными функциями времени (детерминированными):

a = a(x, t), b = b(x, t), D = D(t) (4.4.22)

(импульс шума, модулированный шум, система с изменяющимися пара-
метрами, одновременное действие на нелинейную ситему шума и сиг-
нала и т. д.)
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Стационарное решение уравнения Фоккера—Планка. Если a, b
и D от времени не зависят, то из уравнения Фоккера—Планка мож-
но найти стационарное распределение wст(x) = w(x, t→ ∞). Полагая
в (20) ẇ = 0, получим

[aw +D(bw)′b]′ = 0,

или
aw +D(bw)′b = const. (4.4.23)

Но при выводе уравнения (20) использовалось интегрирование по ча-
стям и предполагалось, что w → 0 на границах интервала возможных
значений x. Отсюда следует, что в (23) const = 0. Таким образом
получаем уравнение

aw +D(bw)′b = 0,

которое элементарно интегрируется:

w(x) = wст(x) = C

|b(x)| exp

{
− 1
D

x∫
a(x′) dx′

b2(x)

}
. (4.4.24)

Постоянная C определяется из условия нормировки.
Марковские процессы. Рассмотрим теперь многомерное распреде-

ление вероятностей w(x1, . . . , xn) для процесса x, удовлетворяющего
уравнению (1). Используя условные распределения (1.2.24), многомер-
ную функцию w(x1, . . . , xn) можно представить в следующем виде:

w(x1, . . . , xn) = w(xn | x1, . . . , xn−1)w(x1, . . . , xn−1) =
= w(xn | x1, . . . , xn−1)w(xn−1 | x1, . . . , xn−2)w(x1, . . . , xn−2) =

= w(xn | x1, . . . , xn−1)w(xn−1 | x1, . . . , xn−2) . . .w(x2 | x1)w(x1).
(4.4.25a)

Будучи решением уравнения первого порядка, функция x опреде-
ляется начальным значением при t = t0 и значениями процесса ξ на
интервале между t и t0:

x(t) = F [x0; ξ(θ), t0 � θ � t].

В частности,
xm = F [xm−1; ξ(θ), tm−1 � θ � tm].

При произвольном виде корреляционной функции шума ξ величи-
на xm будет зависеть не только от xm−1, но и от xm−2, xm−3 и т. д.,
поскольку значения ξ на интервале tm−1 < θ < tm будут как-то связаны
со значениями ξ на других интервалах. Однако, при δ-корреляции
такая связь отсутствует и, следовательно, величина xm от значений x,
предшествующих xm−1, не зависит. Это значит, что

w(xm | xm−1, xm−2, . . .) = w(xm | xm−1). (4.4.25б)
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Процессы, для которых выполняется условие (25б), называются мар-
ковскими. Мы видим, что свойством марковости обладают все процес-
сы, определяющиеся линейными или нелинейными уравнениями (или
системами уравнений) первого порядка со случайными δ-коррелиро-
ванными коэффициентами.
Подставив (25б) в (25а), получим

w(x1, . . . , xn) = w(xn | xn−1)w(xn−1 | xn−2) . . .w(x2 | x1)w(x1),

т. е. многомерное стационарное распределение марковского процесса
определяется стационарным одномерным распределением w(x1) ви-
да (24) и так называемой вероятностью перехода

pnm = w(xn | xm),

которая может быть найдена как нестационарное решение урав-
нения Фоккера—Планка (21), соответствующее начальному распре-
делению вида δ-функции: pnm = w(x, t) при xn = x, xm = x0 и
w(x, t = 0) = w0(x) = δ(x− x0) (см. [16–20]).
Эффект нормализации. Используя (24), рассмотрим действие бе-

лого шума на линейную систему с детерминированными параметрами,
когда уравнение (1) имеет вид

ẋ+ αx(t) = ξ(t), ξξτ = 2Dδ(τ ), (4.4.26a)

т. е. в (1) a(x) = αx и b = 1. В этом случае согласно (24)

wст(x) = 1√
2π σ

exp
{
− x2

2σ2

}
, σ2 = D/α. (4.4.26б)

Действие на нелинейную систему нескольких δ-коррелирован-
ных сил. Статистическая эквивалентность. Рассмотрим более об-
щее, чем (1), флуктуационное уравнение

ẋ(t) + a(x) =
∑
n

bn(x)ξn(t), (4.4.27)

〈ξn〉 = 0, 〈ξm(t1)ξn(t2)〉 = 2Dmnδ(t1 − t2).

Рассуждая как при выводе (24), в этом случае получим

wст(x) = C∣∣∣∣∣∑
m,n

Dmnbm(x)bn(x)

∣∣∣∣∣
exp

⎧⎪⎨⎪⎩−
x∫

a(x) dx∑
m,n

Dmnbm(x)bn(x)

⎫⎪⎬⎪⎭ . (4.4.28)

Сравнение выражений (24) и (28) показывает, что при выполнении
условий

Db2(x) =

∣∣∣∣∣∑
m,n

Dmnbm(x)bn(x)

∣∣∣∣∣
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уравнения (1) и (28) статистически эквивалентны, поскольку в обо-
их случаях стационарные распределения имеют одинаковый вид.
Пример. Проиллюстрируем использование уравнения Фоккера—

Планка, обратившись опять к флуктуационному уравнению вида (см.
(4.2.16), (1))

ẋ+ [α+ ξ(t)]x = f , 〈ξξτ 〉 = 2Dδ(τ ), (4.4.29)

описывающему простейшую параметрическую систему с δ-коррели-
рованной накачкой. Раньше для уравнения (29) мы решали задачу
отыскания различными методами средних 〈x〉 и 〈x2〉. Теперь, применяя
уравнение Фоккера—Планка, рассмотрим гораздо более общую зада-
чу — найдем функцию распределения wст, с помощью которой интегри-
рованием могут быть определены моменты любого порядка 〈xn〉, т. е.
любые одномерные статистические характеристики случайного процес-
са (29).
Сравнение (29) и (1) показывает, что в рассматриваемом случае

надо положить
a(x, t) = αx− f , b(x) = x. (4.4.30)

В результате получим

wст = C

|x|1+ν
e
− μ

|x| , μ = f

D
, ν = α

D
.

§ 5. Линейные и нелинейные флуктуационные
уравнения с коэффициентами, меняющимися по
закону «случайного телеграфного сигнала»

Введение. Модель белого (δ-коррелированного) шума используется
очень часто. Она намного упрощает определение различных средних,
но очевиден и ее недостаток — используя ее нельзя учесть эффекты,
связанные с частотной ограниченностью спектра шума (для белого
шума эта ширина бесконечна). Кроме того, с помощью белого шума
нельзя аппроксимировать случайные процессы определенного знака,
например, флуктуации интенсивности.
От этих недостатков свободна модель случайного телеграфного

сигнала (СТС). В простейшем случае шум η(t) типа СТС принимает
в случайные моменты времен с одинаковой вероятностью одно из двух
значений (см. § 7 главы 2),

η(t) = ±σ0, η2 = 〈η2〉 = σ20, (4.5.1)

(рис. 2.15), причем вероятность того, что за время t произойдет m
перескоков, определяется распределением Пуассона (2.7.2)

P (m) = e−νt (νt)
m

m!
. (4.5.2)

8 С.А. Ахманов, Ю.Е. Дьяков, А. С. Чиркин
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Таким образом, процесс СТС характеризуется двумя параметрами: σ0
и ν (напомним, что белый шум имеет лишь один параметр D (см. (1))).
Постоянная ν имеет размерность частоты и характеризует число пере-
скоков СТС в единицу времени. Корреляционная функция СТС имеет
вид экспоненты,

B0(τ ) = 〈ηητ 〉 = σ20e
−2ν|τ |,

т. е. ее частотный спектр имеет лоренцевскую форму с шириной
Δω0 = 4ν.
Ценность модели (1) в том, что она хорошо считается при анализе

параметрических и нелинейных систем, правда, расчеты сложнее, чем
при использовании белого шума, но зато СТС описывает шумовой
процесс с произвольной шириной спектра 0 < Δω0 <∞. В предельном
случае Δω0 → ∞, когда

ν → ∞, σ20 → ∞, σ20
ν

= const = D, (4.5.3)

модель СТС дает те же результаты, что и модель белого шума.
Формула дифференцирования. Предположим, что x(t) описывает

случайные колебания, происходящие под действием СТС η(t) в систе-
ме, которая описывается уравнением первого порядка; например,

ẋ+ a(x) = b(x)η(t). (4.5.4)

Для определения статистических характеристик процесса x(t) важное
значение имеют так называемые формулы дифференцирования [2–4].
Обратимся к среднему значению 〈η(t)x(t)〉 и продифференцируем его
по t:

d〈η(t)x(t)〉
dt

= 〈η̇(t)x(t)〉+ 〈η(t)ẋ(t)〉. (4.5.5)

Производная η̇(t) представляет собой случайную последовательность
δ-функций. Функция x(t), являясь решением уравнения (1), определя-
ется значениями η(t) на интервале времени, предшествующему момен-
ту времени t. Иначе говоря, x(t) является функционалом процесса η(t).
Расcмотрим теперь среднее 〈η(t1)x(t)〉 при t1 � t и преобразуем его,

учитывая свойство (2.7.4):

〈η(t1)x(t)〉 = 1

σ20
〈η(t1)η2(t)x(t)〉 = 1

σ20
〈η(t1)η(t)〉〈η(t)x(t)〉 =

= e−2ν(t1−t)〈η(t)x(t)〉. (4.5.6)
При выводе (6) принято также во внимание то, что x(t) является
функционалом, и формулы (2.7.9) и (2.7.10). Дифференцируя (6) по t1
и устремляя t1 к t, получаем

〈η̇(t)x(t)〉 = −2ν〈η(t)x(t)〉. (4.5.7)
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Подстановка (7) в уравнение (5) дает одну из формул дифференциро-
вания (ФД) [2]

d〈η(t)x(t)〉
dt

+ 2ν〈η(t)x(t)〉 = 〈η(t)ẋ(t)〉. (4.5.8)

Обобщение (8) на произвольную функцию F (x) имеет вид:

〈ηF 〉. + 2ν〈ηF 〉 = 〈ηḞ 〉 = 〈ηF ′ẋ〉,
(
F ′ = ∂F

∂x

)
. (4.5.9)

Другие способы получения формул (8), (9) изложены в [3, 4].
Формулы дифференцирования дают возможность находить точные

решения линейных флуктуационных уравнений при флуктуациях па-
раметров, описываемых СТС (1).
Предположим, что в (4) функция a(x) = ax и b(x) = b = const, т. е.

имеем уравнение вида:
ẋ+ ax = bη(t). (4.5.10)

где η(t) — дихотомный процесс со значениями ±1.
Умножая обе части уравнения (10) на x и усредняя, получим

1
2
d

dt
〈x2〉 + a〈x2〉 = b〈xη(t)〉. (4.5.11)

Среднее 〈xη(t)〉 подчиняется уравнению (8), в котором для замены ẋ
используем исходное уравнение (10). Принимая при этом во внимание,
что η2(t) = 1, имеем

〈xη〉. + (a+ 2ν)〈xη〉 − b = 0. (4.5.12)

Мы получили замкнутую систему уравнений (11) и (12) для 〈x〉 и 〈xη〉,
стационарное его решение дает

〈x2〉 = b2

a(a+ 2ν)
. (4.5.13)

Изложенным способом можно найти замкнутые уравнения для ста-
тистических моментов x более высокого порядка.
Действие на нелинейную систему «окрашенного» шума типа

СТС. Обобщенное уравнения Фоккера—Планка и его стационар-
ное решение. Рассмотрим подробно случай (4), когда согласно (1) и (8)

〈F (x)〉. = 〈Ḟ (x)〉 = 〈F ′(x)(b(x)η(t)− a(x))〉 = 〈F ′bη〉 − 〈F ′a〉, (4.5.14)
и

〈ηF 〉. + 2ν〈ηF 〉 = 〈ηF ′(bη − a)〉 = 〈F ′bη2〉 − 〈aηF ′〉 = σ20〈F ′b〉 − 〈ηF ′a〉,
(4.5.15)

Будем понимать под x одно из возможных значений, которое может
принять процесс x(t) в момент t, и пусть x̃(t) — реализация этого
процесса, соответствующая данной реализации шума η(t). Значение

8*
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x̃ тесно связана с η, причем эта связь определяется флуктуационным
уравнением (4)

˙x̃(t) + a(x̃(t)) = b(x̃(t))η(t). (4.5.16)

В данном случае при использовании (14), (15) обозначенные штрихом
производные берутся по x̃.
Пусть в (14) и (15)

F (x) = δ(x− x̃(t)),

w(x̃, t) — функция распределение x̃. Тогда

〈F 〉 = 〈δ(x− x̃)〉 =
∫
δ(x− x̃)w(x̃, t) dx̃ = w(x, t) и 〈F 〉. = ∂w

∂t
= ẇ(x),

(4.5.17)

〈F ′
x̃a(x̃)〉 =

〈
∂δ

∂x̃
a
〉

= −
〈
∂δ

∂x
a
〉

= − ∂

∂x

∫
δ(x− x̃)a(x̃)w(x̃, t) dx̃ =

= − ∂

∂x
(a(x) 〈δ〉) = −[a〈δ〉]′. (4.5.18)

Здесь штрих означает уже производную по x.
Аналогичным образом находим

〈F ′b〉 = −[b〈δ〉]′,
〈F ′bη〉 = −[b〈δη〉]′,
〈F ′aη〉 = −[a〈δη〉]′.

⎫⎬⎭ (4.5.19)

Если учесть, что 〈δ〉 = w (см. (17)), и ввести обозначение 〈δη〉 = w1, то,
подставив выражения (17)–(19) в (14) и (15), получим систему двух
уравнений для функций w и w1:

ẇ = (aw − bw1)′,
ẇ + 2νw1 = (aw1 − σ20bw)′,

}
(4.5.20)

Система уравнений (20) имеет стационарное решение

wст(x) = C|b(x)|
|σ20b2(x) − a2(x)| exp

{
−ν

x∫
a(x′) dx′

σ20b
2(x′) − a2(x′)

}
,

w1,ст(x) = a(x)

b(x)
wст(x).

(4.5.21)

Полученное решение (21) переходит в решение (4.4.29) уравнения
Фоккера—Планка при условии

σ20 → ∞, ν → ∞, σ20
ν

= 2D, σ0|b(x)| � a(x)

σ0
, (4.5.22)

так что |b(x)|
σ20b

2(x) − a2(x)
≈ 1

σ20 |b(x)|
,
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2νa(x)

σ20b
2(x) − a2(x)

≈ a(x)

Db2(x)
,

и
|b(x)|C

|σ20b2(x) − a2(x)| exp
{
−2ν

x∫
a(x′) dx′

σ20b
2(x′) − a2(x′)

}
≈

≈ C ′

σ20 |b(x)|
exp
{
− 1
D

x∫
a(x′) dx′

b2(x′)

}
(C ′ = σ20C).

Пример. Если
ẋ+ hx = η(t), (4.5.23)

т. е. в (4)
a(x) = hx, b(x) = 1, (4.5.24)

то, подставив (24) в (4.4.24) и (21), получим соответственно гауссов-
ское распределение

w(x) = C exp
{
−hx2

2D

}
(−∞ < x <∞, если 〈ηητ 〉 = 2Dδ(τ ))

(4.5.25)
или распределение вида

w(x) = C(σ20 − x2)
ν
2h−1 (−σ0 � x � σ0, если η(t) = ±σ0). (4.5.26)

§ 6. Приближенные методы вычисления
статистических характеристик

В статистических задачах часто используются различные прибли-
женные, не всегда достаточно обоснованные, но зато сравнительно
простые методы вычисления статистических характеристик. Некоторые
из этих методов рассматриваются в следующих разделах.
Линеаризация нелинейного уравнения. Из приближенных мето-

дов прежде всего следует отметить метод линеаризации. Рассмотрим
его на примере нелинейного уравнения

ẋ+ f(x) = ξ(t). (4.6.1)

В области малых x можно аппроксимировать f(x) первыми двумя
членами степенного ряда, что приводит к линейному уравнению

ẋ+ f0 + f ′0x = ξ(t) (f0 � f ′0x), (4.6.2)

из которого легко найти x и его статистические характеристики. Если
предварительный анализ (1) показывает, что значение x близко к неко-
торой величине x0, то функцию f(x) в (1) целесообразно разлагать
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не по степеням x, а по степеням разности x − x0. Линеаризованное
уравнение для x будет при этом выглядеть следующим образом:

ẋ+ f(x0) + f ′(x0)(x− x0) = ξ(t) (|x− x0| � x0). (4.6.3)

Иногда можно предположить, что малы флуктуации x̃ величины
x = x+ x̃. Тогда нелинейное уравнение линеаризуется по флуктуациям,
и из (1) мы получаем два уравнения:

ẋ+ f(x) = 0, (4.6.4)
˙̃x+ f ′(x)x̃ = ξ(t) (|x̃| � |x|), (4.6.5)

первое из которых — существенно нелинейное — не содержит случай-
ных функций и определяет среднее значение x, а второе — линейное —
флуктуации x̃(t).

Статистическая линеаризация. К разумным результатам может привести
следующий способ упрощения нелинейного уравнения: все нечетные функции
x заменяются простейшее нечетной функцией вида Ax, а все четные — про-
стейшей четной, т. е. некоторой постоянной B. Параметры линеаризации A
и B подбираются при этом таким образом, чтобы при замене соблюдалась
определенная статистическая эквивалентность.
Рассмотрим некоторые рецепты выбора параметра A при аппроксимации

нелинейной нечетной функции F (x) = −F (−x) с помощью линейной функции
Ax, считая, что x — гауссовский случайный процесс с нулевым средним
значением (x = 0) и дисперсией σ2.
а) Равенство дисперсий F (x) и Ax:

〈F 2(x)〉 = A2σ2. (4.6.6)

При этом
A = A1 = 〈F 2〉1/2/σ. (4.6.7)

б) Минимум отклонения Ax от F (x) (в среднеквадратичном):

〈[Ax− F (x)]2〉 = min . (4.6.8)

Приравнивая нулю производную от (8) по A, получим

A = A2 = 〈F (x)x〉/σ2. (4.6.9)

в) Определение A как среднего значения производной нелинейной функ-
ции:

A = 〈F ′(x)〉. (4.6.10)

Учитывая, что распределение вероятностей w(x) гауссовского процесса удовле-
творяет соотношению

w′(x) = − x

σ2
w(x), (4.6.11)

находим

A = A3 =

∞∫

−∞
F ′(x)w(x) dx = w(x)F (x)

∣∣∣∞
−∞

−
∞∫

−∞
Fw′ dx =

=
1

σ2

∞∫

−∞
Fxw dx =

1

σ2
〈Fx〉 = A2,
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т. е. этот критерий совпадает с предыдущим.
Разумеется, можно предложить и другие варианты выбора A, например:

A = A4 = (A1 +A2)/2 (4.6.12)

или
A = A5 = 〈F (x)/x〉. (4.6.13)

При линейной аппроксимации кубической параболы F (x) = x3 получим, ис-
пользуя приведенные выше формулы:

A1 =
√
15σ2 ≈ 3,88σ2, A2 = A3 = 3σ2, A6 = σ2 < A1, A2. (4.6.14)

При статистической линеаризации синусоиды F (x) = sinx имеем 〈sin2〉 =

=
1

2
(1− e−2σ

2
), 〈cosx〉 = e−σ2/2,〈

sin x

x

〉
=

√
π√
2σ

Φ

(
σ√
2

)
= e−σ2/2

∞∑
n=0

σ2n

1 · 3 · . . . · (2n + 1)
> e−σ2/2,

так что

A1 =
1√
2σ

√
1− e−2σ2 , A2 = A3 = e−σ2/2, A5 > A2, 3

√
π√
2σ

Φ

(
σ√
2

)
.

(4.6.15)
Следует отметить, что в области малых значений x статистическая линеа-

ризация эквивалентна обычной: как видно из (15), при σ2 � 1 все коэффици-
енты Ai стремятся к 1, т. е. sinx заменяется просто на x. В области больших
σ2 параметры Ai могут значительно между собой различаться (рис. 4.3).

Рис. 4.3. Статистическая линеаризация гармонической функции гауссовского
случайного процесса: sinx→ Ax

Кривые показывают зависимость коэффициентов Ai от дисперсии σ2 = x2 при различ-
ных критериях выбора Ai

Приложение метода статистической линеаризации к анализу шумовых ко-
лебаний в нелинейной системе мы рассмотрим на примере уравнения

ẋ+ x3 = ξ(t) (ξ = 0, ξξτ = 2Dδ(τ)), (4.6.16)

в котором шум ξ предполагается гауссовским и «белым», т. е. δ-коррелиро-
ванным. В этом случае моменты 〈xn〉 могут быть найдены из уравнения
Фоккера — Планка, т. е. можно сравнить точные значения моментов с их
приближенными значениями, получающимися при различных вариантах стати-
стической линеаризации.
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Согласно (14) в случае кубической нелинейности нужно положить A =
= βσ2, где β — численный коэффициент. Сделав в (16) замену x3 → βσ2x,
получим линейное уравнение

ẋ+ βσ2x = ξ(t), (4.6.17)

из которого следует, что

x̃ = 0, xxτ = σ2e−βσ2|τ |, (4.6.18)

причем x2 =D/βσ2, т. е. дисперсия и время корреляции процесса x следующим
образом выражаются через D и β:

σ2 =

√
D

β
, τк =

1

βσ2
=

1√
βD

. (4.6.19)

Таким образом, в зависимости от выбора параметра линеаризации

τк
√
D =

1√
β

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1

(15)1/4
≈ 0,508 (A = A1),

1√
3
≈ 0,575 (A = A2),

1 (A = A5).

(4.6.20)

С другой стороны, учитывая, что уравнение (16) принадлежит к типу
уравнений (4.4.1) с a(x) = −x3 и b(x) = 1, по формуле (4.4.23) находим для x
точное стационарное распределение вероятностей:

w(x) =
2μ1/4

Γ(1/4)
e−μx4 , μ =

1

4D
(−∞ < x < +∞). (4.6.21)

Согласно (21)

〈x2n+1〉 = 0, 〈x2n〉 =
Γ(1/4+ n/2)

Γ(1/4)μn/2
=
2nΓ(1/4+ n/2)

Γ(1/4)
Dn/2. (4.6.22)

В частности,

〈x2〉 = σ2 =
√
D
2Γ(3/4)

Γ(1/4)
, 〈x4〉 = D, 〈x6〉 = 3σ2D, (4.6.23)

откуда
σ2√
D

=
2Γ(3/4)

Γ(1/4)
= 0,675. (4.6.24)

Таким образом, при статистической линеаризации уравнения (16) возни-
кают следующие ошибки при определении σ2: 25% (A = A1), 15% (A = A3)
и 48% (A = A5). Вычисление моментов четвертого и шестого порядков приво-
дит к следующим результатам:

〈x4〉
D

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1 (точно),

0,78 (A = A1),

0,994 (A = A2),

3 (A = A4),

〈x6〉
D3/2

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2,02 (точно),

1,95 (A = A1),

2,84 (A = A2),

15 (A = A4).

(4.6.25)

Заметим, что выражения (23) для 〈x4〉 и 〈x6〉 можно получить сразу из (4.4.10).
Стоит обратить внимание еще на одно обстоятельство. Упрощенное уравне-

ние (17) определяет x как гауссовский случайный процесс (ввиду линейности
(17) и гауссовости ξ), хотя в действительности распределение вероятностей
w(x) (21) гауссовским не является. Между тем x действительно обладает неко-
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торыми свойствами гауссовского процесса, в чем можно убедиться следующим
образом.
Для произвольных гауссовских переменных x и ξ, пользуясь общими фор-

мулами (1.2.45), (1.2.46) для моментов, можно получить такие соотношения:

ξx3 = 3ξx x2, ξx5 = 5ξx x4, ξx7 = 7ξx x6

и т. д., иначе говоря,

〈ξx2n−1〉 = (2n− 1)ξx〈x2n−2〉. (4.6.26)

С другой стороны, полагая в уравнениях для средних (4.4.10) F (x) = x2n,
из (16) получим

d

dt
〈x2n〉 = −2n〈x2n+2〉 +D2n(2n− 1)〈x2n−2〉

или в стационарном режиме

〈x2n+2〉 = D(2n− 1)〈x2n−2〉. (4.6.27)

Умножив уравнение (16) на x2n−1 и усреднив, получим

〈x2n+2〉 = 〈ξx2n−1〉. (4.6.28)

Сравнение (27) и (28) показывает, что

〈ξx2n−1〉 = D(2n− 1)〈x2n−2〉. (4.6.29)

Это совпадает с выражением (26), полученным только из гауссовости x и ξ,
если учесть, что согласно (29) ξx = D.
Рассмотрим еще один подход к выбору параметра линеаризации β (A =

= βσ2 = A6) опять на примере уравнения (16). Прибавив к обеим частям
уравнения βσ2x, перепишем его в виде

ẋ+ βσ2x = ξ(t) + μ(t), (4.6.30)

где
μ(t) = βσ2x− x3. (4.6.31)

Считая функцию μ(t) малой, будем искать решение (30) в виде ряда по
степеням μ, полагая

x = x0 + x1 + x2 + . . . ,

где

ẋ0 + βσ2x0 = ξ(t), (4.6.32)

ẋ1 + βσ2x1 = μ0(t) = βσx20(t) − x30(t), (4.6.33)

ẋ2 + βσ2x2 = μ1(t) = βσ2x1(t) − x31(t)

и т. д. При этом параметр β подберем так, чтобы поправка к нулевому прибли-
жению x0 была наименьшей. Если ограничиться вычислением только поправки
x1, то

x2 = x20 + 2x0x1 + x21 = x20

[
1+

2x0x1 + x21

x20

]
, (4.6.34)

и для определения β получаем условие∣∣∣∣∣ 2x0x1 + x21

x20

∣∣∣∣∣ = min . (4.6.35)
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Учитывая δ-корреляцию ξ (ξξτ = 2Dδ(τ)) и гауссовость x0, находим из (32)

x20 = σ2 =
D

βσ2
, B(τ) = x0x0τ = σ2e−βσ2|τ |, (4.6.36)

〈x0τx30〉 = 3σ2B(τ), x30x
3
0τ = 9B(τ)σ4 + 6B3(τ),

μ0μ0τ = σ4(β2 − 6β + 9)B(τ) + 6B3(τ), (4.6.37)

μ0x0 = σ4(β − 3). (4.6.38)

Согласно (33)

ξx1 = 0, (4.6.39)

μ0x1 =

∞∫

0

e−βσ2τμ0μ0τ dτ =
σ4

2β
(β2 − 6β + 12). (4.6.40)

Комбинируя (32) и (33), можно получить следующие уравнения для сред-
них:

d

dt
〈x0x1〉 + 2βσ2〈x0x1〉 = 〈x1ξ〉 + 〈μ0x0〉, d

dt
〈x21〉 + 2βσ2〈x21〉 = 2〈μ0x1〉.

Из них, принимая во внимание (38)–(40), находим, что в стационарном режиме
2x0x1

x20

=
β − 3

β
, (4.6.41)

x21

x20

=
β2 − 6β + 12

2β2
. (4.6.42)

Если пренебречь в (35) величиной x21, то согласно (41) получим∣∣∣∣ 2x0x1x20

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣β − 3
β

∣∣∣∣ = min , (4.6.43)

откуда β = 3 и A6 = A2 (см. (14)), т. е. условие (43) совпадает с критерием (8)
минимума среднеквадратичного отклонения. Учитывая в (35) сразу оба слага-
емых, получим согласно (41) и (42)∣∣∣∣∣ 2x0x1 + x21

x20

∣∣∣∣∣ = 3

2β2
|β2 − 4β + 4| = min ,

откуда β = 2, что дает следующую величину дисперсии:

σ2√
D

=
1√
2
≈ 0,706. (4.6.44)

Сравнение (44) с точным значением (24) показывает, что ошибка в оценке σ2

теперь составляет всего 5%.
Метод статистической линеаризации нашел применение при расчете систем

автоматического регулирования (см., например, [5, 6]). К нему близок так
называемый кумулянтный метод, развитый в [7]. Метод статистической лине-
аризации использован для анализа флуктуации в нелинейном колебательном
контуре [24].

Уравнения Дайсона для средних. Познакомимся с еще одним
методом приближенного определения статистических средних (см. [8],
а также [9, 10]), частично использующим идею линеаризации и не
связанным с предположением о δ-коррелированности шума.
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Рассмотрим колебания x некоторой, вообще говоря, нелинейной
системы, описываемой уравнением

L̂x = N̂(x, ξ) + f(t), (4.6.45)

где L̂ — линейный регулярный (т. е. не зависящий от случайных пара-
метров) оператор, N̂ — линейный или нелинейный оператор, ξ = ξ(t)
и f — заданные случайные функции. Полагая

x = x+ x̃, (4.6.46)

перепишем (45) в виде двух (точных) уравнений:
уравнения для средних

L̂x = 〈N̂(x, ξ)〉 + 〈f〉, (4.6.47)

уравнения для флуктуации

L̂x̃ = N̂ − 〈N̂〉 + f − 〈f〉. (4.6.48)

Флуктуационное уравнение (48), вообще говоря, нелинейное от-
носительно флуктуации x̃ и ξ, существенно упростится, если его по
этим флуктуациям линеаризовать. В полученное таким образом линей-
ное относительно x̃ уравнение величина x будет входить в качестве
параметра (вообще говоря, переменного). Решение линеаризованного
уравнения (48) обозначим через x̃ (1). Заменив теперь точное значение
x = x̃+ x приближенным x = x+ x̃ (1), найдем явную зависимость 〈N〉
от x и статистических характеристик флуктуаций ξ и f̃ = f − f :

〈N̂(ξ, x)〉 = F (x). (4.6.49)

В результате после подстановки (49) в (47) получим приближенное
уравнение для x вида

L̂x = F (x) + f. (4.6.50)

Уравнение (50) аналогично уравнению Дайсона, записанному в при-
ближении Бурре (см. [9–11]).
Описанный метод называют иногда «улучшенным» методом возму-

щений, и нетрудно убедиться (см. ниже), что уравнение (50) действи-
тельно дает гораздо более полное описание x, чем то, которое можно
получить, используя обычный метод возмущений.
В качестве примера рассмотрим опять уравнение (1):

ẋ+ [h+ ξ(t)]x = ϕ, ξ = 0, ξξτ = B(τ ). (4.6.51)

Сначала будем вычислять x, используя обычный метод возмущений.

Полагая x =
∞∑
n=0

xn, xn ∼ ξn, получим цепочку уравнений

ẋ0 + hx0 = ϕ, ẋ1 + hx1 = −ξ(t)x0, ẋ2 + hx2 = −ξ(t)x1
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и т. д. Отсюда находим (при ϕ = 1)

x0 = 1
h
, x0 = 1

h

∞∫

0

e−hθ1ξ(t− θ1) dθ1, x1 = 0,

x2 = 1
h

∞∫

0

dθ1

∞∫

0

dθ2 e
−h(θ1+θ2)ξ(t− θ2)ξ(t− θ1 − θ2),

так что

x ≈ x0 + x2 = 1
h

[
1+ 1

h

∞∫

0

e−hτB(τ ) dτ
]
. (4.6.52)

Теперь определим x, исходя из уравнения (50). В рассматриваемом
случае

L̂ = d

dt
+ h, N̂ = −ξx, f = 1,

и флуктуационное уравнение (48) после линеаризации по ξ и x̃ прини-
мает вид (

d

dt
+ h
)
x̃ = −xξ.

Отсюда находим

x̃ = x̃ (1) = −x
∞∫

0

e−hθξ(t− θ) dθ,

〈N̂〉 = −〈ξx̃ (1)〉 = x

∞∫

0

e−hτB(τ ) dτ = F (x). (4.6.53)

Подстановка (53) в (47) дает

dx

dt
+ hx = x

∞∫

0

e−hτB(τ ) dτ + 1. (4.6.54)

В стационарном режиме (ẋ = 0) из (54) находим

x = 1
h(1− α)

, α = 1
h

∞∫

0

e−hτB(τ ) dτ. (4.6.55)

Сравнение (52) и (55) показывает, что эти выражения совпадают
лишь в предельном случае малой интенсивности параметрического
шума (α � 1), причем формула (52) не описывает параметрической
нестабильности (т. е. обращения x в ∞), возникающей согласно (55)
при α = 1. Заметим, что при δ-коррелированном шуме (ξξτ = 2Dδ(τ ))
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формула (55), следующая из уравнения Дайсона (54) для x, дает
результат

x = 1
h−D

,

совпадающий с точным (см. (4.2.25)).
Для усиления метода уравнений Дайсона можно использовать его

совместно с методом статистической линеаризации, применяя послед-
ний к флуктуационному уравнению (48) 1).
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ШУМОВЫЕ КОЛЕБАНИЯ В ЛИНЕЙНЫХ

СИСТЕМАХ

Нахождение отклика линейной колебательной системы (колеба-
тельного контура, линейного усилителя) на случайное воздействие
представляет собой сравнительно простую задачу. Выполнение для
линейных систем принципа суперпозиции позволяет широко использо-
вать спектральные представления. Поэтому корреляционно-спектраль-
ная теория случайных процессов играет исключительно важную роль
при исследовании шумовых колебаний в линейных системах. Зная
передаточную функцию (или функцию Грина) исследуемой линейной
системы, можно записать универсальные соотношения, характеризую-
щие преобразование спектров или корреляционных функций.
Вопрос о преобразовании законов распределения является более

сложным. Однако во многих практически важных случаях распре-
деление шума на выходе линейной системы с большой точностью
оказывается гауссовским, независимо от закона распределения шума
на входе; происходит, как говорят, нормализация случайного процесса.
Фактически речь идет еще об одном важном следствии центральной
предельной теоремы.
Разумеется, кроме определения закона преобразования шума в ли-

нейных системах возникают и другие важные вопросы, например, вы-
бор фильтра или усилителя, имеющий целью оптимальным образом об-
наружить или выделить сигнал, скрытый в шумах. Линейные системы
предоставляют широкие возможности для осуществления указанных
операций.
Превосходное изложение динамической теории колебаний в линей-

ных системах можно найти в [1].

§ 1. Математическое описание линейных систем.
Спектральный и временной подходы

Принцип суперпозиции. Линейными называются системы или
устройства, процессы в которых можно описать при помощи линейных
уравнений. Линейные уравнения могут быть любыми: алгебраически-
ми, дифференциальными (обыкновенными или в частных производных,
с постоянными или переменными параметрами), интегральными, раз-
ностными и т. п.
Все линейные системы обладают следующим свойством: если на

систему одновременно действует несколько внешних сил, то на каж-
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дую она откликается независимо. Иначе говоря, если xm(t) — отклик
системы на силу fm(t), то при воздействии

f(t) =
∑
m

fm(t) (5.1.1)

отклик будет
x(t) =

∑
m

xm(t). (5.1.2)

Аналогично
x(t) =

∑
m

amxm(t), (5.1.3)

если
f(t) =

∑
m

amfm(t), (5.1.4)

где am — постоянные. В этом состоит принцип суперпозиции.
Вынужденные колебания; спектральное описание отклика ли-

нейной системы. Рассмотрим случай, когда разложение (1) произво-
дится по гармоническим колебаниям. Предположим, что под действием
силы

fm(t) = eiωmt (5.1.5)

система совершает колебание

xm(t) = K(ωm, t)eiωmt. (5.1.6)

Переходя в (3), (4) от суммы к интегралу, получим, что при действии
силы произвольного вида

f(t) =
∞∫

−∞
fωe

iωt dω (5.1.7)

отклик системы будет

x(t) =
∞∫

−∞
K(ω, t)fωeiωt dω. (5.1.8)

Функция K(ω, t), полностью характеризующая линейную систему, на-
зывается коэффициентом передачи или частотной передаточной
функцией. Зависимость функции K(ω, t) от времени связана с возмож-
ным изменением во времени самой системы (например, при модуляции
ее параметров). При этом, очевидно, в спектре колебаний могут по-
явиться такие частоты, которых нет в спектре внешней силы.
В случае систем с постоянными параметрами появление новых

частот невозможно и коэффициент передачи от времени не зависит:

K(ω, t) = K(ω). (5.1.9)



§ 1. Математическое описание линейных систем 241

Заметим, что в случае (9) выражение (8) можно рассматривать как
спектральное разложение вынужденных колебаний, совершаемых си-
стемой:

x(t) =
∞∫

−∞
fωK(ω)eiωt dω =

∞∫

−∞
xωe

iωt dω. (5.1.10)

Временной подход. Рассмотрим теперь силу типа δ-импульса:

fm(t) = δ(t− tm). (5.1.11)

Отклик линейной системы на такую силу представим в виде

xm(t) = H(t, tm). (5.1.12)

Произвольную силу можно представить в виде разложения по δ-функ-
циям:

f(t) =
∞∫

−∞
f(θ)δ(t− θ) dθ. (5.1.13)

Отсюда на основании (3), (4) заключаем, что отклик линейной системы
на воздействие f(t) может быть записан как

x(t) =
∞∫

−∞
f(θ)H(t, θ) dθ. (5.1.14)

Выражение (14) носит название интеграла Дюамеля, а H(t, θ) — функ-
ции Грина.
Отметим следующие свойства функции Грина:
1. Поскольку отклик на δ-импульс не может возникнуть во времени

раньше самого импульса (иначе был бы нарушен принцип причинно-
сти), то

H(t, θ) = 0, если t < θ,

или
H(t, θ) = 1(t− θ)h(t, θ), (5.1.15)

где 1(t − θ) — функция единичного скачка (см. (1.6.2)), а h(t, θ) —
непрерывная функция, которую также называют функцией Грина.
2. Если система не меняется (т. е. параметры ее постоянны), то

все моменты времени эквивалентны, и отклик системы в момент t2 на
δ-импульс, подействовавший в момент t1, должен быть одним и тем же
для всех t1 и t2, соответствующих фиксированной величине интервала
t2 − t1. Иначе говоря, для систем с постоянными параметрами функция
Грина зависит только от разности аргументов:

H(t, θ) = H(t− θ), h(t, θ) = h(t− θ). (5.1.16)
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3. Принимая во внимание (15), интеграл Дюамеля (14) можно
переписать так:

x(t) =
t∫

−∞
f(θ)h(t, θ) dθ =

∞∫

0

h(t, t− θ)f(t− θ) dθ. (5.1.17)

В случае систем с постоянными параметрами, учитывая (16), имеем

x(t) =
t∫

−∞
h(t− θ)f(θ) dθ =

∞∫

0

h(θ)f(t− θ) dθ =

=
∞∫

−∞
H(θ)f(t− θ) dθ. (5.1.18)

Таким образом, если внешняя сила F (t) задана, то вынужденные
колебания линейной системы определяются выражениями (18) или
(14). Частотное и временное представления полностью эквивалентны
(рис. 5.1), однако частотное представление (8) иногда удобнее для
описания колебаний в установившемся режиме, а временное (14) —
при рассмотрении переходных процессов.

Рис. 5.1. Функция Грина H(t, θ) и коэффициент передачи K(ω, t) определяют
колебания x(t), возникающие в линейной системе под действием внешней

силы F (t)

Между частотной функцией K(ω, t) и функцией Грина H(t, θ) име-
ется однозначная связь. Чтобы ее установить, перепишем (14) в виде

x(t) =
∞∫

−∞
H(t, t− θ)f(t− θ) dθ

и подставим сюда спектральное разложение (7) для f(t). В результате
получим

x(t) =
∞∫

−∞
fθe

iωt dω

∞∫

−∞
H(t, t− θ)e−iωθ dθ. (5.1.19)
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Сравнивая (8) и (19), находим, что K(ω, t) и H(t, θ) связаны преобра-
зованием Фурье:

K(ω, t) =
∞∫

−∞
H(t, t− θ)e−iωθ dθ, (5.1.20)

H(t, t− θ) = 1
2π

∞∫
−∞

K(ω, t)eiωθ dω. (5.1.21)

Согласно (16), (20) и (21) и в случае систем с постоянными парамет-
рами

K(ω) =
∞∫

0

h(θ)e−iωθ dθ, (5.1.22)

h(θ) = 1
2π

∞∫
−∞

K(ω)eiωθ dω. (5.1.23)

Свободные колебания. Свободные колебания не связаны с внеш-
ними силами и определяются начальными условиями. Как будет пока-
зано далее, математически начальные условия всегда можно предста-
вить в виде эквивалентной силы (см., например, (45), (46)). В неко-
торых задачах такой подход имеет свои преимущества, давая возмож-
ность учитывать начальные (а также граничные) условия и внешнее
воздействие в рамках единого описания.
Функция Грина линейных систем с сосредоточенными пара-

метрами. Колебания в линейных системах с сосредоточенными пара-
метрами описываются обыкновенными дифференциальными уравнени-
ями, например:

N∑
n=0

an(t)
(
d

dt

)n
x = f(t), (5.1.24)

а функция Грина может быть выражена через свободные колебания

y1(t), . . . , yN (t), (5.1.25)

являющиеся линейно независимыми решениями соответствующего (24)
однородного уравнения

N∑
n=0

an(t)
(
d

dt

)n
y = 0. (5.1.26)

Чтобы убедиться в этом, рассмотрим сначала уравнение первого
порядка

a1(t)ẋ+ a0(t)x = f(t) (5.1.27)
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и будем искать его решение в виде

x(t) = C1(t)y1(t), (5.1.28)

где C1(t) — неизвестная пока функция, а y1(t) — решение однородного
уравнения

a1(t)ẏ1 + a0(t)y1 = 0. (5.1.29)

Подставив (28) в (27), получим

a1Ċ1y1 + C1(a1ẏ1 + a0y1) = f(t),

или, если учесть (29), то a1Ċ1y1 = f , откуда имеем

C1(t) =
t∫

−∞

f(θ) dθ

a1(θ)y1(θ)
. (5.1.30)

В результате получим

x(t) =
t∫

−∞
f(θ) y1(t) dθ

a1(θ)y1(θ)
. (5.1.31)

Из сравнения (17) и (31) следует, что для систем первого порядка
функция Грина следующим образом выражается через функцию y1,
описывающую свободные колебания:

h(t, θ) = y1(t)

a1(θ)y1(θ)
. (5.1.32)

Для уравнения второго порядка

a1(t)ẍ+ a1(t)ẋ+ a0(t)x = f(t) (5.1.33)

решение ищем в виде

x = C1(t)y1(t) + C2(t)y2(t). (5.1.34)

Дифференцируя (34), имеем

ẋ = Ċ1y1 + Ċ2y2 + C1ẏ1 + C2ẏ2. (5.1.35)

Выразив в (34) неизвестную функцию x через две новых (C1 и C2), мы
можем задаться одним произвольным соотношением между C1 и C2.
Пусть

Ċ1y1 + Ċ2y2 = 0. (5.1.36)

Тогда

ẋ = C1ẏ1 + C2ẏ2, ẍ = Ċ1ẏ1 + Ċ2ẏ2 + C1ÿ1 + C2ÿ2. (5.1.37)

Подставляя (34), (37) в исходное уравнение (33), получим

Ċ1ẏ1 + Ċ2ẏ2 = f/a2. (5.1.38)
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Из (36), (38) следует, что

Ċ1 = − fy2/a2
y1ẏ2 − ẏ1y2

, Ċ2 = fy1/a2
y1ẏ2 − ẏ1y2

,

т. е.

C1(t) = −
t∫

−∞

fy2
a2

dθ

y1ẏ2 − ẏ1y2
, C2(t) =

t∫
−∞

fy1
a2

dθ

y1ẏ2 − ẏ1y2
,

и согласно (34) искомое решение уравнения (33) имеет вид

x(t) =
t∫

−∞

f(θ)

a2(θ)

y1(θ)y2(t) − y2(θ)y1(t)

y1(θ)ẏ2(θ) − ẏ1(θ)y2(θ)
dθ. (5.1.39)

Сравнивая (17) и (39), находим функцию Грина для уравнения второго
порядка:

h(t, θ) = 1
a2(θ)

∣∣∣∣y1(θ) y2(θ)

y1(t) y2(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣y1(θ) y2(θ)

ẏ1(θ) ẏ2(θ)

∣∣∣∣ . (5.1.40)

Рассуждая аналогичным образом, можно рассмотреть общий случай
и показать, что функция Грина, соответствующая уравнению N -го
порядка (24), следующим образом выражается через решения однород-
ного уравнения (26) и их производные:

h(t, θ) = 1
aN (θ)

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(θ) . . . yn(θ)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

y
(N−2)
1 (θ) . . . y

(N−2)
N (θ)

y1(t) . . . yN (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(θ) . . . yN (θ)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

y(N−1)
1 (θ) . . . y(N−1)

N (θ)

∣∣∣∣∣∣
. (5.1.41)

При этом(
∂

∂t

)m
h(t, θ)

∣∣∣
t=θ

=

{ 0, m = 0, 1, 2, . . . , N − 2,
1

aN (θ)
, m = N − 1. (5.1.42)

Как известно из теории линейных дифференциальных уравнений,
изменение во времени вронскиана, стоящего в знаменателе выражения
(41), определяется коэффициентами при двух старших производных
уравнения (26):∣∣∣∣∣∣∣

y1 . . . yN
. . . . . . . . . . . . . . . . .

y
(N−1)
1 . . . y

(N−1)
N

∣∣∣∣∣∣∣ = Δ(t) = Δ(t0) exp
{
−

t∫
t0

aN−1(θ)
aN (θ)

dθ

}
. (5.1.43)
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При N = 1 и N = 2 выражение (42) совпадает, соответственно, с (32)
и (40).
Замена начальных условий эквивалентной внешней силой. Сво-

бодные колебания определяются как частное решение уравнения (26),
соответствующее определенному начальному состоянию системы (на-
чальным условиям). Обычно поступают так: находят общее решение
для (26), содержащее N произвольных постоянных (N — порядок
дифференциального уравнения), а затем подбирают эти постоянные
так, чтобы заданные начальные условия были удовлетворены.
Познакомимся с другим подходом к решению этой задачи, который

иногда более удобен, чем традиционный. Он основан на том, что
граничные условия вводятся в само дифференциальное уравнение как
некоторая эквивалентная внешняя сила [2].
Пусть, например, нас интересуют свободные колебания, описывае-

мые уравнением
a1(t)ẏ + a0(t) = 0 (5.1.44)

с начальным условием y(t = 0) = y0. Поскольку речь идет лишь о пове-
дении y в области t > 0, то вместо y достаточно рассмотреть функцию

y+(t) = 1(t)y(t), (5.1.45)

совпадающую с y при t > 0 и равную нулю при t < 0. В (45) 1(t) —
функция единичного скачка (1.6.2). Дифференцируя (45) и учитывая,
что 1̇(t) = δ(t), получим

ẏ+ = δ(t)y(t) + 1(t)ẏ(t) = δ(t)y0 + 1(t)ẏ. (5.1.46)

Если умножить (44) на 1(t), то с учетом (46) для заменяющей y(t)
функции y+ получим неоднородное уравнение

a1(t)ẏ+ + a0(t)y+ = y0a(t)δ(t) = a(0)y0δ(t), (5.1.47)

правая часть которого учитывает начальное значение y0. Если исходное
уравнение — второго или более высокого порядка, то его удобно за-
менить предварительно на систему уравнений первого порядка. Пусть,
к примеру,

a2(t)ÿ + a1(t)ẏ + a0(t)y = 0, y(t = 0) = y0, ẏ(t = 0) = ẏ0. (5.1.48)

Полагая w = ẏ, получим вместо (48)

ẏ = w, a2(t)ẇ + a1(t)w + a0(t)y = 0. (5.1.49)

Домножая (49) на 1(t), для «односторонних» функций y+ = 1(t)y,
w+ = 1(t)w получим систему уравнений первого порядка

a2(t)ẇ+ + a1(t)w+ + a0(t)y+ = a2(0)ẏ0δ(t),
ẏ+ − w+ = y0δ(t),

a2(t)ÿ+ + a1(t)ẏ+ + a0(t)y+ = y0δ̇(t) + [a1(0)y0 + a2(0)ẏ0]δ(t). (5.1.50)
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Преимущество уравнений (47) и (50) по сравнению с (44) и (48) состо-
ит в том, что для их решения можно использовать интеграл Дюамеля
или другие методы, развитые для анализа вынужденных колебаний.
Переход к односторонним функциям вида (45) может быть эффек-

тивно использован и в волновых задачах.

§ 2. Отклик линейной системы на шумовое
воздействие

Преобразование корреляционных функций и спектров. Из ре-
зультатов § 1 следует, что колебания x(t), совершаемые линейной
системой под действием некоторой случайной силы

ξ(t) =
∞∫

−∞
ξωe

iωt dω, (5.2.1)

можно непосредственно выразить через силу или ее амплитудный
спектр:

x(t) =
∞∫

−∞
ξ(θ)H(t, θ) dθ = (5.2.2)

=
∞∫

−∞
ξωK(ω, t)eiωt dω. (5.2.3)

Статистические характеристики процесса x на «выходе» системы
(см. рис 5.1) можно получить, усредняя (2) или (3). Для простоты
предположим, что рассматривается система с постоянными и веще-
ственными параметрами 1), когда

H(t, θ) = H∗(t, θ) = H(t− θ), K(ω, t) = K(ω) = K∗(−ω), (5.2.4)

а внешняя сила ξ(t) на «входе» системы — стационарный шум, так что

ξ = 0, ξξτ = Bвх(τ ) =
∞∫

−∞
Gвх(ω)e−iωτ dω, (5.2.5)

〈ξωξω′〉 = 〈ξωξ∗−∞′〉 = Gвх(ω)δ(ω + ω′), 〈ξω〉 = 0. (5.2.6)

В этом случае процесс x(t) также стационарен и для него, по аналогии
с (5), можно написать

xxτ = Bвых(τ ) =
∞∫

−∞
Gвых(ω)e−iωτ dω. (5.2.7)

1) То есть постоянны и вещественны коэффициенты an в (5.1.24).
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С другой стороны, усредняя x и xxτ с учетом (4), (6), получим

x = 0, Bвых(τ ) =
∞∫

−∞
Gвх(ω)|K(ω)|2e−iωτ dω. (5.2.8)

Сравнение (7) и (8) показывает, что спектральные плотности на входе
и выходе линейной системы с постоянными параметрами связаны через
коэффициент передачи:

Gвых(ω) = |K(ω)|2Gвх(ω). (5.2.9)

Полная интенсивность, или дисперсия, флуктуаций на выходе си-
стемы равна

x2 = σ2вых =
∞∫

−∞
Gвых(ω) dω =

∞∫

−∞
|K(ω)|2Gвх(ω) dω. (5.2.10)

В общем случае линейной системы с переменными параметрами эта
дисперсия будет зависеть от времени:

σ2вых =
∞∫

−∞
|K(ω, t)|2Gвх(ω) dω. (5.2.11)

Согласно (8) входному белому шуму со спектральной интенсивностью
1/2π соответствует на выходе корреляционная функция

B0(τ ) = 1
2π

∞∫
−∞

|K(ω)|2e−iωτ dω. (5.2.11а)

Обратное преобразование Фурье дает

|K(ω)|2 =
∞∫

−∞
B0(τ )eiωτ dτ. (5.2.12)

Подставляя (12) и

Gвх(ω) = 1
2π

∞∫
−∞

Bвх(τ )eiωτ dτ

в (8) и интегрируя по ω, находим, что связь между корреляционными
функциями шумов на входе и выходе линейной системы имеет инте-
гральный вид:



§ 2. Отклик линейной системы на шумовое воздействие 249

Bвых(τ ) =
∞∫

−∞
B0(τ − τ ′)Bвх(τ ′) dτ ′ =

=
∞∫

−∞
B0(τ ′)Bвх(τ + τ ′) dτ ′, (5.2.13)

т. е. она сложнее, чем чисто алгебраическое соотношение (9) между
спектрами.
Фильтрация шума избирательными системами. Согласно (9) при

прохождении шума через линейную систему подчеркиваются те ча-
сти спектра Gвх(ω), которым отвечают наибольшие значения функции
|K(ω)|2 1). В этом состоит эффект фильтрации. Об устройствах, изме-
няющих форму спектра шума, говорят как о фильтрах или избиратель-
ных системах.

Рис. 5.2. Два предельных слу-
чая:

резонансная кривая |K(ω)|2 яв-
ляется более узкой (а) или бо-
лее широкой (б), чем спектр
Gвх(ω) входного шума. Фильтру-
ющие свойства линейной системы
проявляются только в случае (а)

Рис. 5.2 иллюстрирует два предель-
ных случая. Если спектр Gвх(ω) мало
меняется в области максимума резонанс-
ной кривой |K(ω)|2, то

Gвых(ω) ∼ |K(ω)|2 (5.2.14)

и эффект фильтрации выражен наибо-
лее сильно (рис. 5.2, а). Наоборот, если
функция |K(ω)|2 почти не меняет сво-
ей величины в пределах основной части
спектра Gвх(ω), то фильтрующее дей-
ствие системы практически не проявля-
ется; при этом

Gвых(ω) ∼ Gвх(ω) (5.2.15)

(рис. 5.2, б).
Рассмотрим некоторые часто встреча-

ющиеся линейные фильтры.
RC-фильтр. Схемы таких фильтров,

состоящих из последовательно или па-
раллельно соединенных емкости и сопротивления, показаны на
рис. 5.3. Используя закон Кирхгофа, получим для параллельной схемы

q̇ + q

RC
= i(t), (5.2.16)

где q — заряд на обкладках конденсатора, i — заданный ток. Последо-
вательная схема описывается таким же уравнением с i = �/R.

1) Функция |K(ω)|2 описывает резонансную кривую линейной системы,
и ее максимумы приходятся на резонансные частоты линейной системы.
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Рис. 5.3. Схемы
RC-фильтров

Соответствующее (16) уравнение свободных
колебаний

ẏ + αy = 0, α = 1/RC,

имеет решение

y(t) = e−α(t−θ), (5.2.17)

где 1/α = T = RC — время релаксации.
Считая i «входом», а q «выходом» системы

и подставляя (17) в (5.1.32), найдем функцию Гри-
на:

h(t, θ) = h(t− θ) = e−α(t−θ). (5.2.18)

Интеграл Дюамеля (5.1.18) при этом запишется
как

q(t) =
∞∫

0

e−αθi(t− θ) dθ. (5.2.18а)

Чтобы найти коэффициент передачи K(ω), нужно положить в (16)
i(t) = eiωt и q(t) = K(ω)eiωt, что дает

K(ω) = 1
α+ iω

, |K(ω)|2 = 1

α2 + ω2
, (5.2.19)

∞∫

−∞
|K(ω)|2 dω = π/α. (5.2.19а)

Мы видим, что величина |K(ω)|2 максимальна при ω = 0, а с уве-
личением ω функция |K(ω)|2 плавно уменьшается. Таким образом,
RC-фильтр обладает способностью выделять низкие частоты. Подста-
вив (19) в (11а), найдем

Рис. 5.4. Последова-
тельная схема ко леба-
тельного контура

B0(τ ) = e−α|τ |/2α.

Колебательный контур. Колебательный
контур состоит из емкости C, индуктивности
L и сопротивления R (рис. 5.4). Напряжение x
на обкладках конденсатора описывается урав-
нением

ẍ+ 2αẋ+ ω20x = ω20�(t) = f(t), (5.2.20)

где 2α = R/L, ω20 = 1/LC. В параллельной схе-
ме (рис. 5.5) заданным является сторонний ток i(t). Динамическое
уравнение, описывающее изменение тока iL = x через индуктивность,
аналогично (20):

ẍ+ 2αẋ+ ω20x = ω20i(t) = f(t). (5.2.21)
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Рис. 5.5. Параллельная
схема колебательного

контура

Найдем функцию Грина колебательного
контура. Из уравнения свободных колеба-
ний

ÿ + 2αẏ + ω20y = 0

следует, что

y1, 2 = e−αt±iω1t, ω1 =
√
ω20 − α2. (5.2.22)

Подставив (22) в (5.1.40), получим

h(t, θ) = h(t− θ) =

= 1
ω1
e−α(t−θ) sinω1(t− θ). (5.2.23)

Запись решения уравнений (20), (21)
в виде интеграла Дюамеля (5.1.18) имеет
вид

x(t) = 1
ω1

∞∫

0

e−αθ sinω1θ · f(t− θ) dθ. (5.2.24)

Полагая в (20), (21) f(t) = eiωt, x(t) = eiωtK(ω), найдем частотную
передаточную функцию контура

K(ω) = 1

ω20 − ω2 + 2iαω
(5.2.25)

и резонансную кривую

|K(ω)|2 = 1

(ω20 − ω2)2 + 4α2ω2
(5.2.26)

(рис. 5.6). Заметим, что
∞∫

−∞
|K(ω)|2 dω = π

2αω20
,

∞∫
∞
ω2|K(ω)|2 dω = π

2α
. (5.2.26а)

Анализ выражения (26) показывает, что наиболее сильный отклик
контура соответствует резонансной частоте

ωрез =
√
ω20 − 2α2 < ω1 < ω0.

При этом
|K(ωрез)|2 = |K(ω)|2max = 1

4α2ω21
. (5.2.27)

Уменьшение значения резонансной кривой в два раза по сравнению
с максимальным значением приходится на частоты

ω2, 3 =
√
ω2рез ∓ 2αω1, (5.2.28)
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Рис. 5.6. Вид резонансных кривых колебательного контура при различных
значениях добротности Q = ω0/2α

а площадь под кривой равна (см. (26а))

∞∫

0

|K(ω)|2 dω = π

4αω20
. (5.2.29)

Корреляционная функция (11а), соответствующая действию на кон-
тур белого шума, имеет вид

B0(τ ) = 1
2π

∞∫
−∞

eiωτ dω

(ω20 − ω2)2 + 4α2ω2
=

= e−α|τ |

4αω20

(
cosω0τ + α

ω1
sinω1τ

)
. (5.2.30)

С уменьшением параметра α, связанного с активными потерями в кон-
туре, резонансная кривая делается более высокой и узкой. Из приве-
денных выше выражений с точностью до величин первого порядка по
α/ω0 � 1 и при ω ≈ ωрез находим

ω1 ≈ ω0

(
1− 1

2
α2

ω20

)
≈ ω0, ωрез ≈ ω0

(
1− α2

ω20

)
≈ ω0,

|K(ω)|max = 1

4α2ω20
, ω2, 3 = ω0 ∓ α,

|K(ω)|2 = 1

4ω20

[
1

(ω − ω0)
2 + α2

+ 1

(ω + ω0)
2 + α2

]
. (5.2.31)
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Высокодобротный 1) (Q � 1) резонансный контур будет выделять из
спектра входного шума ту область, которая расположена около ре-
зонансной частоты ωрез ≈ ω0 в пределах относительно узкой полосы,
приблизительно равной

Δωрез = ω3 − ω2 = 2α� ω0. (5.2.32)

Анализ вынужденных колебаний с помощью укороченных
уравнений. Если узкополосный процесс x(t) на выходе контура запи-
сать через комплексную амплитуду A(t) или квадратурные компоненты
a(t) и b(t), то A, a и b будут медленными функциями времени:

x(t) = 1
2
A(t)eiω0t + к. с. = a(t) cosω0t− b(t) sinω0t, (5.2.33)

Ȧ

A
∼ ȧ

a
∼ ḃ

b
∼ Δωрез

ω0
� 1.

Представление узкополосного процесса в виде (33) широко использует-
ся в радиофизике и оптике, так как это обычно существенно упрощает
математическое решение задачи. Дело в том, что для функций A, a
и b могут быть получены приближенные (так называемые укороченные)
дифференциальные уравнения, более простые, чем уравнение для x,
что связано с медленностью этих функций.
Иногда укороченные уравнения выписываются не для одной ком-

плексной функции A, а для однозначно связанных с ней двух веще-
ственных функций: огибающей ρ и фазы ϕ или квадратурных компо-
нент a и b:

A = ρeiϕ = a+ ib.

Рассмотрим методику вывода укороченных уравнений на примере
колебательного контура. Дифференцируя (33), находим

ẋ = 1
2

(Ȧ+ iω0A)eiω0t + к. с., ẍ = 1
2

(Ä+ 2∞ω0Ȧ− ω20A)eiω0t + к. с.,

так что

ẍ+ 2αẋ+ ω20x = 1
2

[Ä+ 2αȦ+ 2iω0(Ȧ+ αA)]eiω0t + к. с. (5.2.34)

Записав правую часть уравнений (20), (21) в виде, аналогичном (33):

f(t) = 1
2
F (t)eiω0t + к. с., (5.2.35)

подставив (34), (35) в (20), (21), получим точное уравнение для A:

Ä+ 2αȦ+ 2iω0(Ȧ+ αA) = F (t). (5.2.36)

1) Добротностью контура называется безразмерный параметр Q = ω0/2α.
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Оно не проще, чем уравнения (20), (21), однако мы еще не восполь-
зовались предполагаемой медленностью A(t). Учитывая это, приходим
к следующим оценкам:

Ȧ ∼ αA, Ä ∼ α2A, Ä+ 2αȦ ∼ α2A, 2iω0(Ȧ+ αA) ∼ ω0αA.

Следовательно, первые два члена в (36) в ω0/α� 1 раз меньше осталь-
ных и ими можно пренебречь. В результате получаем укороченное
уравнение

Ȧ+ αA = F (t)

2iω0
, (5.2.37)

порядок которого на единицу меньше порядка исходного уравнения,
которому удовлетворяет функция x.
Корреляционные характеристики комплексной амплитуды F (t)

в (37) связаны с характеристиками силы f(t) (35): если f(t) —
вещественный стационарный квазигармонический случайный процесс,
причем

〈f〉 = 0,
〈ffτ 〉 = 〈ff∗τ 〉 = σ2[p(τ ) cosω0τ + q(τ ) sinω0τ ],

то

〈F 〉 = 0, 〈FFτ 〉 = 0, 〈FF ∗〉 = 1
2
σ2, (5.2.38)

〈FF ∗
τ 〉 = 1

2
σ2[p(τ ) − iq(τ )] (5.2.39)

(см. (2.3.20)). Аналогичное соответствие существует между спектраль-
ными характеристиками F и f : если

f(t) =
∞∫
−∞

fωeiωt dω, 〈ffτ 〉 =
∞∫
−∞

G(ω)e−iωτ dω,

〈fωfω′〉 = G(ω)δ(ω + ω′), 〈fωf∗ω′〉 = G(ω)δ(ω − ω′),
(5.2.40)

то

F (t) =
∞∫

−∞
Fωe

iωt dω, 〈FF ∗
τ 〉 =

∞∫

−∞
GF (ω)e−iωτ dω, (5.2.41)

〈FωF ∗
ω〉 = GF (ω)δ(ω − ω′), 〈FωFω′〉 = 0, (5.2.42)

где GF (ω) = 1/2G
+(ω0 + ω) — смещенный на ω0 спектр по положитель-

ным частотам силы f (см. (2.3.21)). Подобными же соотношениями
связаны процесс x(t) и его комплексная амплитуда A.
Используем теперь эти соотношения при решении уравнения (37).

Если представить A и F в виде интегралов Фурье (41), то получим

Aω = Fω

2iω0(iω + α)
.
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Отсюда согласно (42) следует соотношение между спектральными
плотностями на входе и выходе контура

GA(ω) = GF (ω)

4ω20(ω
2 + α2)

. (5.2.43)

В общем случае
GA(ω) = |K(ω)|2GF (ω), (5.2.44)

где K(ω) — частотная передаточная функция, соответствующая укоро-
ченному уравнению.
Обратим внимание еще на одно обстоятельство. Если GF (ω) как

функция ω меняется медленнее, чем |K(ω)|2, то без большой погреш-
ности можно заменить в (44) GF (ω) на GF (0), что эквивалентно
замене F (t) в укороченном уравнении на δ-коррелированный случай-
ный процесс — белый шум. В частном случае (43) для такой замены
необходимо, чтобы спектр GF (ω) мало менялся при изменении ω на
величину порядка α (т. е. в пределах резонансной кривой контура).
Это же условие можно, очевидно, сформулировать иначе: время корре-
ляции комплексной амплитуды входного шума должно быть достаточно
малым по сравнению со временем релаксации свободных колебаний
в контуре.
Установление шумовых колебаний в линейном осцилляторе —

пример нестационарного случайного процесса. Для описания неста-
ционарных эффектов, например случайных переходных процессов,
удобно использовать временной подход и исходить из (5.1.18):

x(t) =
∞∫

0

h(θ)f(t− θ) dθ. (5.2.45)

Предположим, что стационарный шум ξ(t) (ξ = 0, ξξτ = Bвх(τ )) начал
действовать на систему в момент t = 0. Полагая в (45) f(t) = 1(t)ξ(t),
получим

x(t) =
t∫

0

h(θ)ξ(t− θ) dθ. (5.2.46)

Дисперсия шумовых колебаний на выходе системы в этом случае будет
зависеть от времени: возводя (46) в квадрат и усредняя, найдем

σ2вых(t) = x2 =
t∫ ∫

0

dθ dθ′ h(θ)h(θ′)Bвх(θ − θ′). (5.2.47)

Если линейная система устойчива, lim
θ→∞

h(θ) = 0, то с течением
времени дисперсия (47) будет приближаться к своему установившемуся
значению:
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σ2вых =
∞∫ ∫

0

dθ dθ′ h(θ)h(θ′)Bвх(θ − θ′) =

=
∞∫

−∞
|K(ω)|2Gвх(ω) dω. (5.2.48)

Как пример рассмотрим эволюцию во времени дисперсии шу-
ма на выходе колебательного контура, на который при t = 0 на-
чал действовать белый шум. Полагая в (47) Bвх(τ ) = 2πGвхδ(τ )
и h(θ) = 1

ω1
e−αθ sinω1θ (см. (23)), получим

σ2вых(t) = πGвых

2αω20
− πGвх

2ω21
e−2αt

[
1
α

+ ω1 sin 2ω1t− α cos 2ω1t

ω20

]
. (5.2.49)

В случае контура с малыми потерями можно пренебречь малыми ос-
циллирующими членами порядка α/ω0 � 1; при этом

σ2вых(t) = σ2вых(1− e−2αt), (5.2.50)

где σ2вых — стационарное значение дисперсии (48):

σ2вых = πGвх

2αω20
. (5.2.51)

Выражение (50) показывает, что время «установления стационарности»
выходного шума — порядка времени затухания свободных колебаний
(α−1).
Линейная система как усредняющее устройство. Рассмотренную

в § 4 гл. 1 операцию временно́го усреднения можно интерпретировать
как прохождение случайного процесса через линейный фильтр (иде-
альный интегратор) с частотной характеристикой

|K(ω)|2 =
(

sin(ωT/2)
ωT/2

)2
(см. (1.4.2)). Как было показано в § 4 гл. 1, дисперсия σ2T флуктуаций
на выходе этого интегратора уменьшается с ростом времени усредне-
ния T и в пределе T � τк

σ2T = 2πG(0)/T , (5.2.52)

где G(ω) — спектральная плотность флуктуации входного шума, а τк —
его время корреляции. На спектральном языке условие T � τк озна-
чает, что полоса пропускания интегратора гораздо у́же, чем ширина
спектра шума (рис. 5.7).
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фективного сглаживания стацио-
нарного шума интегратором

|K(ω)|2 — частотная характеристика
интегратора, G(ω) — спектр шума.
Флуктуации на выходе интегратора обу-
словлены спектральными компонентами
шума, попадающими в заштрихованную

область

В общем случае, когда в каче-
стве интегратора используется про-
извольный линейный фильтр с ко-
эффициентом передачи K(ω), дис-
персия на выходе интегратора равна

σ2T =
∞∫

−∞
G(ω)|K(ω)|2 dω. (5.2.53)

Сравнивая (52) и (53), можно оце-
нить эффективное время усредне-
ния фильтра:

Tэфф = 2πG(0)
∞∫

−∞
G(ω)|K(ω)|2 dω

. (5.2.54)

Как следует из (54), величина Tэфф
зависит как от вида фильтра, так
и от формы спектра шума. В частности, если входной шум можно счи-
тать белым и в качестве усредняющего устройства взять RC-фильтр,
то получим

Tэфф = 2T ,

где T = RC — постоянная времени RC-фильтра (см. (17)).
Белый шум и «черный ящик» (корреляционная идентификация

линейных систем). Структура линейной системы полностью определя-
ется коэффициентом передачи K(ω) или функцией Грина h(θ). Каждая
из этих характеристик описывает реакцию системы на регулярное
(неслучайное) воздействие определенного типа — гармоническое или
δ-импульс. Для измерения этих характеристик могут быть использова-
ны также чисто «шумовые» методы.
Рассмотрим линейную систему неизвестного вида («черный ящик»).

Предположим, что на вход системы подан белый шум ξ(t), возбуж-
дающий в системе вынужденные колебания x(t). Предположим сна-
чала, что в этих условиях измерена корреляционная функция шума
на выходе системы, т. е. 〈xxτ 〉 = B(τ ). Применив к B(τ ) преобразо-
вание Фурье, мы найдем спектральную интенсивность G(ω), которая
согласно (9) при δ-коррелированном шуме ξ с точностью до постоянной
совпадает с квадратом модуля коэффициента передачи:

G(ω) ∼ |K(ω)|2. (5.2.55)

Таким образом, измеряя 〈xxτ 〉 или непосредственно спектральную
плотность шума на выходе системы G(ω), мы можем найти модуль
комплексной функции K(ω), но фаза K(ω) остается неопределенной;
возникает фазовая проблема.

9 С.А. Ахманов, Ю.Е. Дьяков, А. С. Чиркин
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Значительно более полную информацию о системе можно получить,
если измерять корреляционную функцию 〈ξxτ 〉. Чтобы в этом убедить-
ся, запишем x в виде интеграла Дюамеля:

x(t) =
∞∫

0

h(θ)ξ(t− θ) dθ.

Учитывая, что 〈ξξτ 〉 = 2Dδ(τ ), находим отсюда

〈ξxτ 〉 =
{
2Dh(τ ), τ > 0,
0, τ < 0,

(5.2.56)

т. е. корреляционная функция 〈ξxτ 〉 с точностью до постоянной совпа-
дает с функцией Грина рассматриваемой линейной системы. Измерение
〈ξxτ 〉 полностью решает задачу идентификации системы. В частности,
преобразуя функцию 〈ξxτ 〉 по Фурье, можно найти как модуль, так
и фазу коэффициента передачи K(ω).
Этот метод представляет также большой интерес и в оптике, в за-

дачах оптической спектроскопии.

§ 3. Распределение вероятностей на выходе линейной
системы

Обратимся теперь к анализу факторов, определяющих распределе-
ние вероятностей на выходе линейной системы. Задача теперь ставится
следующим образом: по заданному распределению вероятностей на
входе мы должны определить распределение вероятностей на выходе
системы.
Действие на систему гауссовского шума. Эта задача проще всего

решается в том случае, когда шум на входе η(t) = η(t) + η̃(t) является
гауссовским. Вследствие линейности системы шум на выходе также
будет гауссовским в любой момент времени. Поэтому, определив (на-
пример, используя интеграл Дюамеля) два параметра: среднее значение
процесса на выходе

x =
∞∫

−∞
η(θ)H(t, θ) dθ

и его корреляционную функцию флуктуации

〈x̃x̃τ 〉 =
∞∫ ∫

−∞
dθ dθ′ 〈η̃(θ)η̃(θ′)〉H(t, θ)H(t+ τ , θ′),

мы можем по формуле (1.2.44) построить, в принципе, любое много-
мерное распределение для процесса x на выходе линейной системы.
Нормализация флуктуации в узкополосных системах. Рассмот-

рим теперь случай, когда входной шум не является гауссовским. Чрез-
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вычайно существенно, что во многих практически важных случаях
распределение выходного шума оказывается очень близким к нормаль-
ному — независимо от закона распределения шума на входе.
Предположим, что спектр входного шума намного шире резонанс-

ной кривой линейной системы:

Δωвхш � Δωрез (5.3.1)

(см. рис. 5.2, а). В этом случае входной шум допустимо рассматривать
как белый, т. е. δ-коррелированный. Это дает возможность приме-
нить для определения w(x) аппарат уравнения Фоккера — Планка.
В частности, если линейная система описывается дифференциальным
уравнением первого порядка (4.4.1), то, подставив в общее выражение
для w(x) (4.4.24)

a(x) = αx, b(x) = 1,

получим гауссовскую функцию распределения

w(x) ∼ exp(−αx2/2D).

Этот результат может быть обобщен на случай нескольких связанных
линейных уравнений с δ-коррелированными правыми частями (см. [7],
с. 100), иначе говоря, гауссовское распределение вероятностей (1.2.44)
описывает шумовые колебания в любой линейной системе с сосредото-
ченными параметрами, находящейся под действием δ-коррелированных
сил.
Условие (1) относится к режиму стационарных шумовых колебаний.

Однако замена реального шума на δ-коррелированный возможна и при
наличии переходных процессов, если кроме (1) выполняется условие

Δωвх � 1/t, (5.3.2)

где t — полное время действия внешнего шума на систему. Рассмотрим,
например, действие на RC-фильтр шума с характеристиками

Bвх(τ ) = σ2вхe
−β|τ |, Gвх(ω) = G0β

2

β2 + ω2
,

σ2вх = πβG0, Δωвхш ≈ β. (5.3.3)

Дисперсия шумовых колебаний на выходе этого фильтра с учетом
переходных процессов будет равна согласно (5.2.18) и (3)

σ2вых(t) = σ2вх

t∫ ∫

0

dθ1 dθ2 e
−α(θ1+θ2)−β|θ1−θ2| =

= πβG0

[
1

α(α+ β)
− e−2αt

α(β − α)
+ 2e−(α+β)t

(β + α)(β − α)

]
. (5.3.4)

9*
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С другой стороны, при действии на RC-фильтр белого шума с корре-
ляционной функцией Bвх(τ ) = 2πG0δ(τ )

σ2вых(t) = πG0
α

(1− e−2αt). (5.3.5)

Нетрудно видеть, что для совпадения (4) и (5) кроме неравен-
ства β � α, эквивалентного (1), необходимо выполнение неравенства
βt� 1, соответствующего (2).
Эффект нормализации шумовых колебаний в линейной системе

можно также наглядно пояснить, используя центральную предельную
теорему. Запишем опять шумовые колебания в линейной системе в ви-
де интеграла Дюамеля:

x(t) =
∞∫

0

h(θ)η(t− θ) dθ ≈
τрел∫

0

h(θ)η(t− θ) dθ, (5.3.6)

где
τрел ∼ 1/Δωрез

— характерное время релаксации системы (т. е. время затухания сво-
бодных колебаний). Введя время корреляции входного шума

τк ∼ 1/Δωвхш ,
соотношение (1) можно переписать как

τк � 1/Δωрез. (5.3.7)

Будем считать, что условие (7) выполняется с большим запасом, и вы-
берем интервал времени τ такой, что

τк � τ � τрез. (5.3.8)

Представим теперь интеграл в (6) в виде суммы интегралов, в каж-
дом из которых время интегрирования равно τ . Имеем

x(t) =
N∑
n=1

xn(t), (5.3.9)

где

xn(t) ≈
(n+1)τ∫

nτ

h(θ)η(t− θ) dθ ≈ h(nτ )
τ∫

0

η(t− θ) dθ (5.3.10)

и согласно (8)
N = τрел/τ � 1. (5.3.11)

Можно показать, что при условии τк � τ корреляция случайных
величин xm и xn (n 	= m) очень мала (см. ниже), так что все xn можно
приближенно считать статистически независимыми. Задача о распре-
делении суммы N таких величин рассматривалась в гл. 1, где было
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показано, что распределение w(x) при N → ∞ стремится к гауссов-
скому.
При больших, но конечных значениях N распределение шума на

выходе линейной системы будет тем ближе к гауссовскому, чем меньше
(по сравнению с единицей) величина относительных кумулянтов κn
распределения w(x). В частности, согласно (1.2.38) для коэффициентов
асимметрии и эксцесса можно написать

κ3 = κас ∼ 1/
√
N , κ4 = κэкс ∼ 1/N. (5.3.12)

Оценивая корреляционную связь между различными xn, заметим,
что она будет наибольшей для ближайших членов суммы (9), т. е. для
xn и xn+1. Если считать действующий на линейную систему шум чисто
флуктуационным (η = 0), то xn = 0 и коэффициент корреляции между
xn и xn+1 будет равен

Rn,n+1 = 〈xnxn+1〉√
〈x2n〉〈x2n+1〉

=

τ∫ ∫

0

dθ1 dθ2Bвх(τ + θ2 − θ1)

τ∫ ∫

0

dθ1 dθ2Bвх(θ2 − θ1)

. (5.3.13)

Это выражение не зависит от n, и его нетрудно преобразовать к виду

Rn,n+1 ≡ R =

τ∫

0

Bвх(2τ − θ)θ dθ +

τ∫

0

Bвх(θ)θ dθ

2

τ∫

0

Bвх(θ)(τ − θ) dθ

. (5.3.14)

При большой величине параметра τ/τк (см. (8)) имеем
τ∫

0

Bвх(2τ − θ)θ dθ � πτ0Gвх(0),

τ∫

0

Bвх(θ)θ dθ ≈
∞∫

0

Bвх(θ)θ dθ = πτ0Gвх(0),

2
τ∫

0

Bвх(θ)(τ − θ) dθ ≈ 2π(τ − τ0)Gвх(0),

так что
R ≈ τ0/2(τ − τ0), (5.3.15)

где τ0 — характерное время запаздывания диффузионного процесса
t+τ∫
t

η(θ) dθ.
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В интересующем нас случае τ0 ≈ τк ≈ 1/Δωвхш (см. (2.5.7) и (2.5.8)).
Учитывая (8), мы получаем из (15), что R = τ0/2τ ≈ τк/2τ � 1.

§ 4. Собственные шумы линейных систем. Тепловые
шумы диссипативных линейных систем

Случайные вынужденные колебания в реальных линейных систе-
мах возникают и в отсутствие внешних сил; они связаны с наличием
принципиально неустранимых источников собственных шумов. Тепло-
вое движение свободных электронов в проводниках приводит к тому,
что даже в отсутствие внешней э. д. с. в системе течет «тепловой» ток
iT (t), носящий случайный характер.
Флуктуации электронной плотности, связанные с флуктуационны-

ми токами, приводят к появлению случайной разности потенциалов
на концах проводника. Таким образом, любой двухполюсник Z, со-
держащий сопротивление и находящийся при температуре T , можно
рассматривать как генератор случайной э. д. с. �T (t) (рис. 5.8, а).

Рис. 5.8. К выводу теоремы Найквиста:

а) эквивалентная схема проводника с комплексным сопротивлением Z учитывает флук-
туационную э. д. с. �T (t), обусловленную тепловым движением электронов при темпе-

ратуре T ; б) схема двухполюсника в термостате

Собственные тепловые шумы создают принципиально неустрани-
мые флуктуационные помехи в любой радиотехнической системе; по-
этому первоочередной интерес представляют данные о статистиче-
ских характеристиках случайного напряжения �T (t) и случайного
тока iT (t).
Рассчитать спектр (и коррелляционную функцию) случайной э. д. с.

можно на основе весьма общих положений термодинамики и статисти-
ки — речь идет о флуктуациях в системе, находящейся в равновесном
состоянии.
Действительно, выясним прежде всего, какие заключения относи-

тельно свойств �T (t) и iT (t) можно сделать из термодинамических
соображений. Рассмотрим для этого замкнутую цепь, состоящую из
двух двухполюсников с комплексными сопротивлениями (импеданса-
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ми) Z1, 2 = R1, 2 + iX1, 2, изображенных на рис. 5.8, б. Пусть эта цепь
помещена в термостат, находящийся при температуре T .
Каждый из источников � (1)

T , �
(2)
T вызывает ток в цепи; обозначим

через P12 мощность, отдаваемую источником �
(1)
T в двухполюсник

Z2, и соответственно через P21 — мощность, отдаваемую источником
�

(2)
T в двухполюсник Z1. Введя спектральную плотность напряжения
теплового шума GT (ω), запишем

P12 =
+∞∫
−∞

R2
G

(1)
T (ω)

|Z|2 dω, P21 =
+∞∫
−∞

R2
G

(2)
T (ω)

|Z|2 dω, (5.4.1)

где Z = Z1 + Z2. В силу второго начала термодинамики P12 = P21 и,
следовательно 1),

+∞∫
−∞

R2
G(1)

T (ω)

|Z|2 dω =
+∞∫
−∞

R1
G(2)

T (ω)

|Z|2 dω. (5.4.2)

Из (2) следует важное утверждение: если Rn(ω) ≡ 0 (n = 1, 2), то
и G

(n)
T (ω) = 0, т. е. если двухполюсник не поглощает (не содержит

активного сопротивления), спектральная плотность э. д. с. теплового
шума на нем тождественно равна нулю.
Фактически в (2) можно приравнять и подынтегральные выраже-

ния. Действительно, представим себе, что между двухполюсниками
включен чисто реактивный фильтр (не обладающий омическим со-
противлением) с сопротивлением Z3 = iX3. Тогда соотношение (2)
сохранит свой вид, однако в знаменателе надо записать вместо |Z|2
величину |Z ′|2 = |Z + Z3|2. Поскольку (2) должно быть выполнено при
этом для любой характеристики фильтра X3(ω), в (2) должны быть
равны и подынтегральные выражения.
Поскольку выбор двухполюсников на схеме рис. 5.8 совершенно

произволен, сказанное означает, что для любого двухполюсника

GT (1)(ω)

R1(ω)
= G(2)

T (ω)

R2(ω)
= . . . = G(n)

T (ω)

Rn(ω)
. (5.4.3)

В силу (3) отношение спектральной плотности теплового шума к дей-
ствительной части сопротивления, в котором он генерируется (отноше-
ние «излучательной» и поглощательной способностей двухполюсника),
оказывается универсальной константой, зависящей от частоты и тем-
пературы, u(ω, T ), т. е.

GT (ω) = R(ω)u(ω, T ) ≡ ReZ(ω)u(ω, T ). (5.4.4)

1) Следующие ниже рассуждения принадлежат Горелику [8]; см. также
[9–11].
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Как же определить функцию u(ω, T )?
Универсальность u(ω, T ) позволяет для ее нахождения рассмотреть

какую-нибудь простую «пробную» систему; полученный результат бу-
дет, очевидно, иметь общий характер.
Формула Найквиста в классической области. При κT � h̄ω

(в классической области, здесь κ — постоянная Больцмана, h̄ — по-
стоянная Планка), в соответствии с принципом равнораспределения
энергии по степеням свободы, средняя энергия флуктуационных коле-
баний, обусловленных �T (t), в системе с N/2 степенями свободы 1)

〈W 〉 = κTN/2 (N = 0, 1, 2, . . . ). (5.4.5)

В качестве пробной системы рассмотрим высокодобротный колеба-
тельный контур RLC, настроенный на частоту ω0 = 1/

√
LC. Рассчита-

ем GT (ω0), а следовательно, и u(ω0, T ). Итак, предположим, что полоса
пропускания контура Δω = 2α = R/L является достаточно узкой, так
что в ее пределах функцию GT можно рассматривать как постоянную:
GT (ω) ≈ GT (ω0). Если q — заряд на емкости, то

〈W 〉 = 1
2C

〈q2〉 + L

2
〈q̇2〉. (5.4.6)

Исходя из уравнения для q

Lq̈ +Rq̇ + 1
C
q = �T (t),

получим

〈q2〉 =
+∞∫

−∞
|K(ω)|2GT (ω) dω, где K(ω) = L−1(ω20 − ω2 + i2αω)−1.

Учитывая, что полоса контура предполагается узкой, находим

〈q2〉 ≈ 2GT (ω0)
∞∫

0

|K(ω)|2 dω = πGT (ω0)

2αω20L
2
, (5.4.7)

〈q̇2〉 =
+∞∫
−∞

ω2|K(ω)|2GT (ω) dω = πGT (ω0)

2αL2
. (5.4.8)

Как следует из (7) и (8),

1
2C

〈q2〉 = L

2
〈q̇2〉 = πGT (ω)

2R
, (5.4.9)

где мы теперь пишем ω0 = ω, так как частота ω0 выбиралась произ-
вольной.

1) Число N равно порядку дифференциального уравнения, описывающего
систему.
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Подставив (6), (9) и N = 2 в (5), получим формулу Найквиста для
GT (ω):

GT (ω) = 1
π
κTR(ω). (5.4.10)

Формула (10) описывает спектральную плотность напряжения теплово-
го шума на чисто омическом сопротивлении ReZ = R. В соответствии
с (4) и (10)

u(ω, T ) = 1
π
κT ,

и, следовательно, для спектральной плотности теплового шума на про-
извольном двухполюснике

GT (ω) = 1
π
κT ReZ

и для спектральной плотности, определенной только в области поло-
жительных частот,

G+
T (ω) = 2

π
κT ReZ. (5.4.11)

Формула (11) была впервые получена Найквистом (1928 г.), который
рассматривал, однако, в качестве пробной системы не колебательный
контур, а двухпроводную линию 1).
Спектр и корреляционная функция теплового шума. Согласно

(10), (11) в классической области форма спектра теплового шума
определяется частотной зависимостью действительной части полно-
го сопротивления. Речь фактически идет обо всем радиодиапазоне,
поскольку при комнатной температуре (T = 300 К) h̄ω ≈ κT при
ν = ω/2π ≈ 1013 Гц. Поэтому тепловой шум, генерируемый омическим
сопротивлением, в радиодиапазоне можно считать белым; приближение
δ-коррелированного процесса с высокой степенью точности выполня-
ется практически для всех задач, связанных с изучением воздействия
теплового шума на реальные радиотехнические системы.
Для конкретной оценки времени корреляции теплового шума на

омическом сопротивлении можно пользоваться следующими соображе-
ниями.
В реальном сопротивлении всегда присутствует «паразитная» шун-

тирующая емкость. Поэтому наиболее реальной моделью сопротивле-
ния является параллельная RC-цепочка, где C = Cп — «паразитная»
емкость. Действительная часть комплексного сопротивления такой це-
почки

ReZ = R

1+ (ωCпR)2
. (5.4.12)

1) По поводу обобщения формулы Найквиста на квантовый случай рекомен-
дуем читателю обратиться к дискуссии на страницах журнала УФН В.И. Та-
тарского, Ю.Л. Климонтовича, В.Л. Гинзбурга и Л.П. Питаевского [16].
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Поэтому вместо (10), (11) правильнее писать

GT (ω) = 1
π
κT

R

1+ (ωCпR)2
, G+

T = 2
π
κT + R

1+ (ωCпR)2
, (5.4.13)

и время корреляции теплового шума, генерируемого реальным сопро-
тивлением,

τк = RCп. (5.4.14)

Обычно эта величина не превышает τк ≈ 10−8–10−9 с. В оптическом
диапазоне (ω � 1014 Гц) для описания теплового шума вместо (5)
следует использовать распределение Планка. Однако в этом диапа-
зоне частот тепловой шум носит уже характер теплового излучения.
Последнее описывается, однако, не в терминах квазистационарных
токов и напряжений, а в терминах напряженностей E и H случайных
электромагнитных полей 1).

§ 5. Совместное действие сигнала и шума на
линейную систему. Обнаружение и выделение

сигнала; фильтрация

В этом параграфе, пользуясь аппаратом теории флуктуации в ли-
нейных системах, мы рассмотрим простейшие задачи, связанные с при-
емом сигнала в присутствии шумов. Если интенсивность сигнала срав-
нима или меньше интенсивности шума (речь может идти как о шуме,
приходящем вместе с сигналом, так и о собственном шуме приемной
системы), прием сигнала становится, по существу, сугубо статистиче-
ской задачей.
В статистической теории приема сигналов на фоне шумов выделяют

две группы задач — задачи обнаружения сигналов на фоне шумов
и задачи выделения сигнала из шума. В первом случае наблюдатель
не интересуется точным воспроизведением сигнала, а должен с мак-
симальной надежностью вынести решение (статистическое решение)
о наличии или отсутствии сигнала. Во втором речь идет о наилучшем
(в смысле некоторого статистического критерия) воспроизведении сиг-
нала, скрытого в шумах.
Если формы спектров сигнала и шума различаются, то для решения

этих задач естественно обратиться к использованию линейных изби-
рательных систем — линейных фильтров. В рассматриваемом случае
можно, например, стремиться подобрать частотную характеристику
фильтра таким образом, что он будет подавлять спектральные компо-

1) Имеется и промежуточная область сантиметровых и миллиметровых
волн, где описание тепловых шумов также следует проводить в терминах
полей. В данной книге эти вопросы не затрагиваются. Мы отсылаем читателя
к монографиям [10, 11], где дано исчерпывающее рассмотрение вопроса.
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ненты шума и одновременно «подчеркивать» спектральные компоненты
сигнала.
Какова процедура выбора такого, оптимального, фильтра? Как

рассчитать частотную характеристику K(ω) оптимального фильтра?
Для ответа на эти вопросы обратимся сначала к задаче обнаружения
сигнала на фоне шума.
Обнаружение сигнала на фоне шума; отношение сигнал/шум.

В этом случае естественно стремиться к тому, чтобы фильтр, через
который проходит смесь сигнала и шума, максимизировал отношение
сигнал/шум.
Итак, пусть на вход линейной системы поступает случайное коле-

бание η(t), представляющее собой смесь сигнала S(t) и шума ξ(t):

η(t) = S(t) + ξ(t). (5.5.1)

Чтобы пояснить основные понятия, рассмотрим сначала самый про-
стой случай, когда входной сигнал гармонический:

Sвх = a cos(ωсt+ ϕс) = a

2
ei(ωct+ϕc) + к. с., Iвх = a2

2
.

Для выходного сигнала имеем

Sвых = a

2
K(ωc)ei(ωct+ϕc) + к. с., Iвых = a2

2
|K(ωc)|2.

Если G(ω) — спектральная плотность входного шума ξ(t), то интен-
сивности шума на входе и выходе будут

σ2вх =
∞∫

−∞
G(ω) dω, σ2вых =

∞∫

−∞
|K(ω)|2G(ω) dω.

Под отношением сигнал/шум понимают отношение соответствующих
интенсивностей. Таким образом,

(с/ш)вх = a2/2

σ2вх
= a2

4
∞∫

0

G(ω) dω

, (5.5.2)

(с/ш)вых = a2|K(ω0)|2

4
∞∫

0

|K(ω)|2G(ω) dω

, (5.5.3)

(с/ш)вых
(с/ш)вх

=

|K(ωc)
2
∞∫

0

G(ω) dω

∞∫

0

|K(ω)|2G(ω) dω

. (5.5.4)



268 Гл. 5. Шумовые колебания в линейных системах

Выражение (3) показывает, каким требованиям должен удовлетво-
рять фильтр, чтобы выполнялось условие (с/ш)вых � 1. Во-первых,
частота сигнала должна совпадать с резонансной частотой фильтра ω0:

ωc = ω0; (5.5.5)

при этом числитель в (3) имеет максимальное значение. Во-вторых
резонансная кривая |K(ω)|2 должна быть значительно у́же спектра
шума G(ω): чем с большим запасом будет выполнено условие

Δωвх � Δω, (5.5.6)

тем меньше будет знаменатель в (3). В (6) Δωвх — эффективная
ширина спектра входного шума, Δω — ширина резонансной кривой
фильтра.
Условие (6) обычно означает также, что спектральная плотность

шума приблизительно постоянна в пределах резонансной кривой, так
что в (3) функцию G(ω) можно вынести за знак интеграла:

(с/ш)вых = a2|K(ω)|2max

4G(ω0)

∞∫

0

|K(ω)|2 dω
. (5.5.7)

Здесь учтено, что согласно (5) |K(ωc)| = |K(ω)|max. Заметим, что
отношение ∞∫

0

K(ω)|2 dω

|K(ω)|2max

= Δωф (5.5.8)

определяет так называемую шумовую полосу пропускания фильтра;
Δωф близка по величине или несколько превосходит Δω. Интенсив-
ность входного шума, приходящаяся на полосу частот Δωф, равна

σ2 = G(ω0)2Δωф. (5.5.9)

Используя (8) и (9), выражению (7) можно придать вид (2):

(с/ш)вых = a2/2σ2. (5.5.10)

Таким образом, пересчет отношения сигнал/шум с входа на выход
системы сводится просто к замене полной интенсивности шума интен-
сивностью (9). Если, по аналогии с (8), ввести эффективную ширину
спектра входного шума

Δωш =

∞∫

0

G(ω) dω

G(ω0)
, (5.5.11)
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то (10) перепишется как

Δωф = (с/ш)вх
(с/ш)вых

Δωш. (5.5.12)

Формула (12) дает возможность выбрать полосу фильтра Δωф по за-
данному значению (с/ш)вх, требуемой величине (с/ш)вых и известной
полосе входного шума Δωш.
Отношение сигнал/шум в переходном режиме. Рассмотрим крат-

ко, как влияют переходные процессы на эффект фильтрации. Пред-
положим, что на колебательный контур в момент t = 0 начинают
действовать белый шум и гармонический сигнал. Полагая в (5.2.24)

f(t) =
{

0, t < 0,
a cos(ω0t+ ϕ0), t > 0,

найдем, что интенсивности сигнала и шума на выходе контура, усред-
ненные по периоду высокой частоты ω0, равны

Iвых(t) = Iвых(1− e−αt)2, σ2вых(t) = σ2вых(1− e−2αt). (5.5.13)

Как следует из (13), в начале переходного процесса (αt� 1)
Iвых(t) ∼ t2, σ2вых(t) ∼ t.

Это значит, что независимо от того, какова величина отношения сиг-
нал/шум в установившемся режиме, в начале процесса установления
шум по интенсивности всегда превосходит сигнал. Из (13) также
видно, что стационарный режим для шума устанавливается примерно
в два раза быстрее, чем для сигнала:

tустш ∼ 1/2α, tустc ∼ 1/α.
Оптимальный линейный фильтр; обнаружение сигналов конеч-

ной длительности. Рассмотрим теперь более реальный случай, когда
вместо гармонического сигнала (1) на линейную систему действует
регулярный сигнал

S0(t) =
∞∫

−∞
s0(ω)eiωt dω (5.5.14)

с произвольным спектром s0(ω), мгновенной интенсивностью

I0(t) = S20(t) (5.5.15)

и энергией

Q0 =
∞∫

−∞
I0(t) dt = 2π

∞∫

−∞
|s0(ω)|2 dω. (5.5.16)

Пусть вместе с сигналом S0(t) на вход фильтра поступает стацио-
нарный шум с нулевым средним значением и спектральной плотностью
G0(ω). Поставим задачу найти передаточную функцию K(ω) так на-
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зываемого оптимального фильтра, отношение сигнал/шум на выходе
которого будет наибольшим из всех возможных.
Согласно (14) сигнал на выходе фильтра имеет вид

S(t) =
∞∫

−∞
s0(ω)K(ω)eiωt dω, (5.5.16а)

и его интенсивность и энергия равны

I(t) =
( ∞∫

−∞
s0(ω)K(ω)eiωt dω

)2
, (5.5.17)

Q = 2π
∞∫

−∞
|s0(ω)K(ω)|2 dω. (5.5.18)

Отсюда находим, что

(с/ш)вых = I(t)
∞∫

−∞
G0(ω)|K(ω)|2 dω

. (5.5.19)

Предположим сначала, что G0(ω) = const, т. е. входной шум —
белый. При этом G0 выходит за знак интеграла в (19). Используя
неравенство Коши — Буняковского, интенсивность (17) можно оценить
как

I(t) �
( ∞∫

−∞
|s0(ω)|2 dω

)( ∞∫

−∞
|K(ω)|2 dω

)
. (5.5.20)

Подстановка (20) в (19) дает

(с/ш)вых �

∞∫

−∞
|s0(ω)|2 dω

G0
= Q0
2πG0

. (5.5.21)

Равенство в (20), (21) достигается при

K(ω) = Kопт(ω) = αs∗0(ω)e−iωt0 = αs0(−ω)e−iωt0 , (5.5.22)

где α и t0 — произвольные постоянные. Частотная характеристика
оптимального фильтра определяется, таким образом, выражением (22).
Формула (22) описывает частотную характеристику оптимального

фильтра K(ω), обеспечивающего максимальное значение отношения
сигнал/шум. Как и следовало ожидать, частотная характеристика (22)
близка к спектру сигнала (поэтому оптимальный фильтр называют
также согласованным фильтром); заметим, что в (22) входит не спек-
тральная амплитуда сигнала, а ее комплексно сопряженное значение.
Именно такой фильтр и позволяет получить максимальное значение
отношения сигнал/шум, хотя и не воспроизводит форму сигнала.
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Подставив (17) и (22) в (19), получаем

(с/ш)вых =

2π
( ∞∫

−∞
|s0(ω)|2eiω(t−t0) dω

)2
G0Q0

, (5.5.23)

откуда видно, что величина (с/ш)вых принимает наибольшее значение
(21) только в момент t = t0. Согласно (16) и (22) сигнал на выходе
оптимального фильтра

S(t) = α

∞∫

−∞
|s0(ω)|2eiω(t−t0) dω, (5.5.24)

Smax = S(t = t0) = αQ0/2π,

представляет собой импульс, симметричный относительно t = t0, хотя
форма импульса входного сигнала (14) может быть любой. Таким
образом, при прохождении сигнала через согласованный с ним фильтр
(22) его форма меняется. Это хорошо видно на примере прямоугольного
входного импульса

S0(t) =
{
S0, |t| < τ0/2,
0, |t| > τ0/2,

с энергией Q0 = S20τ0 и спектром

s0(ω) = S0τ0
2π

sin(ωτ0/2)
ωτ0/2

. (5.5.25)

Подставив (25) в (24), получим импульс треугольной формы:

S(t) =

{ α

2π
Q0
[
1− |t− t0|

τ0

]
, |t− t0| < τ0,

0, |t− t0| > τ0.

Преобразуя заданный сигнал (14) в некоторый новый сигнал (24),
оптимальный фильтр делает это таким образом, что новый сигнал
принимает при t = t0 значение, наибольшее из всех возможных, и тем
самым наилучшим образом выделяется на фоне шума (рис. 5.9).

Рис. 5.9. Преобразование в согласованном линейном фильтре прямоугольного
входного импульса Sвх(t) в треугольный выходной импульс Sвых(t)
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Рассмотрим теперь общий случай не δ-коррелированного входного шума:
G0(ω) �= const. Представив оптимальный фильтр состоящим из двух последо-
вательно соединенных фильтров:

K(ω) = K1(ω)K2(ω), (5.5.26)

выберем первый фильтр таким образом, чтобы шум на его выходе был белым
(δ-коррелированным):

K1(ω) =
C√

G0(ω)
eiϕ(ω), (5.5.27)

где C — произвольная постоянная, ϕ(ω) — произвольная действительная
функция частоты. При этом на вход второго фильтра будет подаваться сигнал

S1(t) =

∞∫

−∞
s0(ω)K1(ω)eiωt dω

и белый шум со спектральной плотностью

G1(ω) = |K1(ω)|2G0(ω) = |C|2.
Эта задача уже рассматривалась, и на основании (22) можно сразу напи-

сать выражение для оптимальной частотной характеристики второго фильтра:

K2(ω) = α1K
∗
1 (ω)e−iωt0 =

α1C
∗√

G0(ω)
s∗0 (ω)e−iϕ(ω)e−iωt0 . (5.5.28)

Подставив (27) и (28) в (26), найдем

Kопт(ω) = α2
s∗0 (ω)

G0(ω)
e−iωt0 , α2 = α1|C|2. (5.5.29)

Согласно (29) на форму частотной характеристики в общем случае влияет
как спектр сигнала, так и спектральная интенсивность шума. Выражение (29)
имеет простой смысл: фильтр подчеркивает участки спектра, где преобладает
спектр сигнала, и подавляет те участки, где увеличивается спектр шума (s∗0 (ω)
входит в (29) в числителе, а G0(ω) — в знаменателе). При G0(ω) = const (29)
переходит в (22).
Обнаружение сигнала на фоне шума; статистические ошибки. Макси-

мально увеличив отношение сигнал/шум при помощи согласованного фильтра
можно приступить к решению следующей задачи — принятия решения о нали-
чии полезного сигнала.
Если отношение сигнал/шум невелико (интенсивность сигнала порядка или

меньше интенсивности шума), то в распоряжении наблюдателя имеется фак-
тически реализация некоторого случайного процесса x(t), представляющего
собой либо а) шум, либо б) смесь сигнала S(t) и шума. Вынесение решения
о наличии или отсутствии сигнала представляет собой в этом случае, оче-
видно, статистическую задачу (на основании измерения наблюдатель должен
выбрать одну из гипотез (а) или (б)), а само решение неизбежно будет связано
с ошибками. Рассмотрим одну из простейших задач обнаружения. Вероятность
случая (а) обозначим через q. Число q можно интерпретировать как априор-
ную, т. е. известную заранее, вероятность отсутствия сигнала Соответственно
априорная вероятность наличия сигнала, или вероятность случая (б), равна
p = 1− q.
Задача обнаружения ставится так: сделано измерение процесса x, и полу-

чено, что x(t1) = x1. Требуется сказать, с какой из гипотез, (а) или (б), лучше
согласуется этот результат измерения.



§ 5. Обнаружение и выделение сигнала из шума 273

Распределение вероятностей для x в случае, например, гауссовской помехи
имеет вид:
(а) только шум

wш =
1√
2π σ

exp

[
− x2

2σ2

]
; (5.5.30)

(б) сигнал+шум

wс+ш(x) =
1√
2π σ

exp

[
− (x − S1)

2

2σ2

]
(S1 = S(t1)).

Вывод о наличии или отсутствии сигнала в момент времени t1 можно
сделать просто исходя из того, какое из распределений (30) дает для x1
бо́льшую вероятность, т. е. при wш(x1) > wс+ш(x1) считать, что сигнала нет,
а при wш < wс+ш(x1) — сигнал обнаружен. Процедура обнаружения сводится
здесь к тому, что x1 сравнивается с некоторым порогом обнаружения xп,
величина которого находится из уравнения

wш(xп) = wс+ш(xп). (5.5.31)

Подставив (30) в (31), получим

xп = S1/2. (5.5.32)

Порог (32) оказался, однако, не зависящим от p или q, и это позволяет
предположить, что он выбран не лучшим образом, так как не использована вся
априорная информация о сигнале.
Рассмотрим теперь более оптимальный выбор порога, который приводил бы

к наименьшей вероятности ошибок (критерий идеального наблюдателя). Таких
ошибок может быть две. Первая состоит в том, что x1 > xп и мы делаем вывод
о наличии сигнала, хотя на самом деле сигнала нет (ложная тревога). Условная
вероятность такой ошибки будет

P1(x1 > xп | S = 0) =

∞∫

xп

wш(x) dx,

а полная вероятность согласно (1.2.23а) равна

P1 = q

∞∫

xп

wп(x) dx. (5.5.33)

Другая ошибка возникает, если сигнал есть, но x1 < xп, и мы делаем вывод
об его отсутствии (пропуск сигнала). Аналогично (33) находим, что эта ошибка
имеет вероятность

P2 = p

xп∫

−∞
wс+ш(x) dx.

Суммарная вероятность ошибки будет, следовательно,

P = P1 + P2 = q

∞∫

xп

wп(x) dx+ p

xп∫

−∞
wс+ш(x) dx. (5.5.34)

Приравнивая нулю производную ∂P/∂xп, получим, что вероятность ошибки
(34) будет наименьшей, если величина xп определяется соотношением

qwш(xп) = pwс+ш(xп), (5.5.35)
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которое совпадает с (31) лишь в частном случае p = q = 1/2. Подстановка (30)
в (35) дает

xп =
S1
2

(
1− 2σ

2

S21
ln

p

q

)
. (5.5.36)

Согласно (36) критерий обнаружения сигнала x1 > xп можно представить
в форме

x1S1 >
S21
2

− σ2 ln
p

q
. (5.5.37)

Разумеется, процедура вынесения решения о наличии или отсутствии сиг-
нала по результатам одного измерения весьма груба. Точность можно повысить,
переходя к серии измерений, проводимых в нескольких точках временно́й
шкалы t; для выбора оптимальной процедуры обнаружения в этом случае
следует, очевидно, воспользоваться многомерными распределениями

w(x1, . . . , xn; t1, . . . , tn).

Обратимся для простоты к случаю независимых измерений, когда много-
мерные распределения можно заменить произведениями одномерных. Считая
случайные величины xi = x(ti) статистически независимыми (физически это
условие означает, что интервал времени между последовательными замерами
намного превосходит так называемое время корреляции, см. § 3 гл. 1), вместо
(35) и (37) получим, соответственно,

q
∏
i

wш(xп) = p
∏
i

wс+ш(xп),∑
i
xiSi >

1

2

∑
S2i − σ2 ln

p

q
= U0.

(5.5.38)

Схемная реализация условия обнаружения (38) показана на рис. 5.10
(так называемый корреляционный приемник). Порог U0 с увеличением числа
замеров стремится к некоторому постоянному значению, равному средней
интенсивности сигнала 1/2

∑
i
S2i , уменьшенной на величину σ

2 ln(p/q).

Рис. 5.10. Схема корреляционного приемника

Рассмотренная задача является одним из простейших примеров статисти-
ческой процедуры обнаружения сигналов. В настоящее время статистическая
теория обнаружения сигналов представляет собой хорошо разработанную дис-
циплину; мы отсылаем интересующегося читателя к многочисленным руковод-
ствам в этой области — см., например, [3, 6, 16].
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Выделение сигнала из шума; уравнение Винера–Хопфа. Обра-
тимся теперь к примеру задачи о выделении сигнала из шума.
Во многих случаях реальный, несущий информацию, сигнал (на-

пример, радиосигнал, промодулированный человеческой речью) есте-
ственно рассматривать как стационарный шум ξ1(t). Будем считать,
что и искажающая сигнал флуктуационная помеха также представ-
ляет собой стационарный шум ξ2(t). Наша задача — указать рецепт
построения линейного фильтра, наилучшим образом воспроизводящего
сигнал. Естественно, что для корректности постановки задачи надо
сформулировать критерий, качества воспроизведения. Ниже в качестве
такого критерия мы используем критерий минимума среднеквадратич-
ной ошибки воспроизведения.
Итак, предположим, что имеются две стационарные, случайные,

статистически взаимно независимые функции времени, одну из кото-
рых

ξ1(t) =
∞∫

−∞
ξ1ωe

iωt dω, ξ1 = 0,

мы считаем сигналом, а вторую

ξ2(t) =
∞∫

−∞
ξ2ωe

iωt dω, ξ2 = 0,

— помехой. Известны корреляционные функции B1(τ ), B2(τ ) этих
процессов и соответствующие спектральные плотности G1(ω), G2(ω),
причем для спектральных амплитуд имеем (см. (1.3.16))

〈ξnω〉 = 0 (n = 1, 2),

〈ξnωξmω′〉 =
{
Gn(ω)δ(ω + ω′), n = m,
0, n 	= m.

(5.5.39)

Требуется определить частотную функцию K(ω) = Kω фильтра, сум-
марный процесс на выходе которого

ξ(t) =
∞∫

−∞
Kω(ξ1ω + ξ2ω)eiωt dω (5.5.40)

с некоторой задержкой t0 наилучшим образом воспроизводил бы вход-
ной сигнал ξ1(t). Согласно этому критерию среднеквадратичное значе-
ние μ2 ошибки воспроизведения сигнала

μ(t) = ξ(t+ t0) − ξ1(t) (5.5.41)

должно быть минимальным. Учитывая (39), найдем

μ = 0, μ2 =
∞∫

−∞
{|K ′

ω − 1|2G1(ω) + |K ′
ω|2G2(ω)} dω,
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где K ′
ω = Kωe

iωt0 . Варьируя μ2 по K ′∗
ω , получим

δμ2 =
∞∫

−∞
[(K ′

ω − 1)G1(ω) +K ′
ωG2(ω)]δK ′∗

ω dω + к. с. (5.5.42)

В случае оптимального фильтра, когда μ2 имеет минимальное зна-
чение, величина δμ2 должна обращаться в нуль при любой δK ′∗

ω . Как
следует из (42), это означает, что

(K ′
ω − 1)G1(ω) +K ′

ωG2(ω) = 0,

т. е. искомая частотная функция оптимального фильтра равна

K(ω) = G1(ω)

G1(ω) +G2(ω)
e−iωt0 . (5.5.43)

Приведем теперь решение этой же задачи во временно́м представ-
лении. Вместо (40) можно написать (см. (5.1.18))

ξ(t) =
∞∫

−∞
H(θ)[ξ1(t− θ) + ξ2(t− θ)] dθ,

где H(θ) — функция Грина оптимального фильтра. Вычисляя диспер-
сию ошибки воспроизведения (41), теперь получим

μ2 =
∞∫ ∫

−∞
H(θ)H(θ′)[B1(θ − θ′) +B2(θ − θ′)] dθ dθ′ −

− 2
∞∫

−∞
H(θ)B1(θ − t0) dθ + B1(0),

откуда

δμ2 = 2
∞∫

−∞
δH(θ) ×

×
{ ∞∫

−∞
H(θ′)[B1(θ − θ′) +B2(θ − θ′)] dθ′ −B1(θ − θ0)

}
dθ.

Из последнего выражения видно, что для обращения в нуль вариаций
δμ2 функция H(θ) должна удовлетворять уравнению

∞∫

−∞
H(θ)[B1(τ − θ) +B2(τ − θ)] dθ = B1(τ − t0), (5.5.44)

называемому уравнением Винера–Хопфа [4]. Учитывая, что H(θ)
и Kω, а также Bn(τ ) и Gn(ω) связаны преобразованием Фурье,
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можно убедиться, что (43) формально определяет решение уравнения
Винера–Хопфа (44).
Согласно (5.1.16) и (5.1.21)

H(θ) = 1
2π

∞∫
−∞

K(ω)eiωθ dω. (5.5.45)

Подставляя (43) в (45) и учитывая четность функций G1(ω) и G2(ω),
получим

H(θ) = H(t0 + τ ) = 1
2π

∞∫
−∞

G1(ω)

G1(ω) +G2(ω)
eiωτ dω =

= 1
π

∞∫

0

G1(ω)

G1(ω) +G2(ω)
cosωτ dω. (5.5.46)

Функция Грина оптимального фильтра (46) симметрична относительно
момента времени t0:

H(t0 + τ ) = H(t0 − τ ). (5.5.47)

С другой стороны, для любого физически осуществимого фильтра
достаточно выполнения условия временно́й отсечки (3.1.14), которое
в рассматриваемом случае может быть записано в виде

H(t0 + τ ) = 0, |τ | > t0. (5.5.48)

Выражения (47) и (48) определяют функцию Грина как симметричный
относительно θ = t0 импульс произвольной формы с длительностью, не
превышающей 2t0 (см. рис. 5.11).

Рис. 5.11. Качественный вид за-
висимости функции Грина опти-
мального фильтра от времени θ

(см. (46), (47))

Обратим внимание на то,
что функция Грина (46) фор-
мально имеет форму корреля-
ционной функции, соответству-
ющей спектральной плотности
G1(ω)[G1(ω) + G2(ω)]−1(2π)−1, т. е.
она уменьшается и стремится к нулю
при τ → ∞, причем можно ввести
аналогичный времени корреляции
параметр τ0, характеризующий темп
этого убывания. Таким образом, хо-
тя, как правило, функция Грина (46)
свойством (48) в чистом виде не обладает, всегда можно обеспечить
выполнение (48) с любой заранее заданной точностью, выбрав время
задержки достаточно большим (t0 � τ0).
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Согласно полученным результатам

K(ω) = G1(ω)

G1(ω) +G2(ω)
� 1,

μ2 =
∞∫

−∞

G1(ω)G2(ω)

G1(ω) +G2(ω)
dω �

∞∫
−∞

Gn(ω) dω = σ2n (n = 1, 2).

(5.5.49)

Таким образом, минимальная ошибка воспроизведения (49) не зависит
от времени запаздывания t0, а также от того, какой из двух шумов ξ1
и ξ2 мы считаем сигналом, а какой — помехой.
Интенсивность сигнала, помехи и отношение сигнал/шум на выходе

оптимального фильтра определяются выражениями

σ2c =
∫
G1(ω)|K(ω)|2 dω, σ2п =

∫
G2(ω)|K(ω)|2 dω,

(с/ш)вых = σ2c/σ
2
п,

где согласно (43)

|K(ω)|2 =
[

G1(ω)

G1(ω) +G2(ω)

]2
.

На входе фильтра

(с/ш)вх = σ21

σ22
=

∫
G1(ω) dω

∫
G2(ω) dω

.

Рассмотрим характерные режимы фильтрации.
1. Сигнал большой (G1 � G2), причем спектры G1(ω) и G2(ω)

сильно перекрываются. При этом |K(ω)|2 ≈ 1, так что
(с/ш)вых ≈ (с/ш)вх � 1.

Оптимальный фильтр в этом режиме практически ничего нового не
вносит.
2. Отношение (с/ш)вх имеет произвольную величину, но спектры

G1(ω) и G2(ω) не перекрываются. Теперь

|K(ω)|2 ≈
{
1, G1(ω) 	= 0,
0, G2(ω) 	= 0,

так что σ2c ≈ σ21, σ
2
п ≈ 0 и

(с/ш)вых � 1.
Оптимальный фильтр в этом режиме работает наиболее эффективно,
обеспечивая почти полное подавление помехи, не искажая в то же
время сигнала.
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3. Сигнал относительно мал, причем спектры G1(ω) и G2(ω) сильно
перекрываются. Полагая G1 � G2, получим

σ2п ≈
∫
G2(ω)[G1(ω)/G2(ω)]2 dω,

σ2c ≈
∫
G1(ω)[G1(ω)/G2(ω)]2 dω � σ2п,

(с/ш)вых ≈ G1/G2 ≈ (с/ш)вх � 1.
В этом наименее благоприятном случае (как и в наиболее благо-
приятном случае (1)) любой линейный фильтр бесполезен, поскольку
частотная селекция не в состоянии заметно повлиять на отношение
сигнал/шум. Выход из этого положения может быть найден, если
закодировать сигнал (промодулировав его по известному закону).
Оптимальные фильтры и корреляторы. Рассмотренные выше ме-

тоды обнаружения и выделения сигналов особенно эффективны, когда
спектры сигнала и шума существенно различаются; именно в этой
ситуации оптимальные фильтры обеспечивают минимальные ошибки
при обнаружении и выделении сигналов.
Однако если различаются спектры, то различаются и корреляцион-

ные функции сигнала и шума. Поэтому для обнаружения и выделения
сигналов, наряду с оптимальными фильтрами, могут быть предложены
и «сопряженные по Фурье» методы — методы, основанные на измере-
нии корреляционных и взаимно-корреляционных функций.
Поясним сказанное на двух примерах. Пусть речь идет о рассмот-

ренном на «спектральном» языке в начале этого параграфа обнаруже-
нии гармонического сигнала

S(t) = a cos(ω0t+ ϕ), w(ϕ) = 1/2π,

на фоне стационарного шума; сигнал и шум будем считать независи-
мыми. Пусть суперпозиция сигнала и шума

η(t) = S(t) + ξ(t) = a cos(ω0t+ ϕ) + ξ(t)

подается на коррелятор (см. рис. 1.7). На выходе коррелятора имеем

Bη(τ ) = 〈ηητ 〉 = 〈SSτ 〉 + 〈Sξτ 〉 + 〈Sτξ〉 + 〈ξξτ 〉. (5.5.50)

При 〈S〉 = 〈ξ〉 = 0
〈Sξτ 〉 = 〈Sτξ〉 = 0. (5.5.51)

Согласно (1.3.39) 〈SSτ 〉 = a2

2
cosω0τ и

Bη(τ ) = a2

2
cosω0τ +Bξ(τ ). (5.5.52)

Если шум ξ стационарен, то Bξ(τ ) ≈ 0 при τ � τк.
Таким образом, на выходе прибора, измеряющего корреляционную

функцию Bη(τ ), при τ � τк Bη ≈ a2

2
cosω0τ независимо от отношения
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Рис. 5.12. Корреляционные функ-
ции гармонического сигнала BS(τ),
суперпозиции сигнала и шума

Bη(τ) и шума Bξ(τ)

сигнал/шум на входе. Это зна-
чит, что при больших задержках
появляется возможность обнаруже-
ния сколь угодно слабого гармо-
нического сигнала на фоне шума
(рис. 5.12).
Аналогично (2)–(4), для корре-

ляционного приема можно ввести
и формулы, описывающие выигрыш
в величине отношения сигнал/шум.
Записывая корреляционную

функцию шума в виде Bξ(τ ) = σ2r(τ ) cosω0τ (шум с симметричным
спектром, расположенным вблизи частоты ω0), имеем

(с/ш)вх = a2

2σ2
, (с/ш)вых = 〈SSτ 〉

〈ξξτ 〉 = (с/ш)вх
1
r(τ)

. (5.5.53)

Согласно (53) (с/ш)вых → ∞ при τ → ∞. Этот результат, разумеется,
совершенно аналогичен следующему из (12) выводу об обращении
отношения (с/ш)вых в бесконечность при Δωф → 0.
Таким образом, с принципиальной точки зрения методы обнаруже-

ния гармонического сигнала на фоне шума с помощью узкополосного
фильтра или коррелятора совершенно эквивалентны; выигрыш в отно-
шении сигнал/шум получается за счет увеличения времени измерения;
напомним, что постоянная времени фильтра Tф ∼ 1/Δωф.
Практически же создание коррелятора с большими временами за-

держки часто оказывается более простым делом, нежели создание
очень узкополосного фильтра. Корреляционным приемником можно
заменить, разумеется, и оптимальный (согласованный) фильтр, пред-
назначенный для оптимального обнаружения импульсного немонохро-
матического сигнала.
Решение задачи обнаружения сигнала на фоне шума на «вре-

менно́м» языке рассмотрено выше (см. формулу (38) и рис. 5.10). Пе-
реходя в формуле (38) от суммы к интегралу, заключаем, что вынести
решение о наличии или отсутствии сигнала можно, сравнивая значение
величины ∑

xiSi →
T∫

0

x(θ)S(θ) dθ = BxS(T ) (5.5.54)

с некоторым порогом.
Величина BxS(T ) представляет собой функцию взаимной корре-

ляции сигнала и суммы сигнал+шум. При t = T с BxS совпадает
интеграл Дюамеля (5.1.18) вида

y(t) =
t∫

0

h(t− θ)x(θ) dθ, (5.5.55)
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описывающий выход фильтра с функцией Грина, равной

h(θ) = S(T − θ). (5.5.56)

Действительно, поскольку

h(t− θ) = S(T − t+ θ),

то

y(t) =
t∫

0

S(T − t+ θ)x(θ) dθ

и y(T ) = BxS . Функции Грина (56) соответствует коэффициент пере-
дачи фильтра

K(ω) = 2πs∗(ω)e−iωT , (5.5.57)

где

s(ω) = 1
2π

∞∫
−∞

S(t)e−iωt dω = s∗(−ω).

В этом легко убедиться прямой подстановкой (57) в (5.1.23):

h(θ) =
∞∫

−∞
s∗(ω)eiω(θ−T ) dω =

∞∫

−∞
s∗(−ω)e−iω(θ−T ) dω =

=
∞∫

−∞
s(ω)eiω(T−θ) dω = S(T − θ).

Выражение (57) совпадает с частотной характеристикой опти-
мального (согласованного) фильтра (22), если в (22) положить
α = 2π и t0 = T . Можно сказать, что корреляционный приемник
(см. рис. 5.10), построенный по критерию минимума вероятности
ошибки, представляет собой согласованный с сигналом фильтр (22),
дополненный порогом обнаружения U0. Наличие порога позволяет
однозначно выносить решение о наличии или отсутствии сигнала.
Таким образом, в рассмотренных задачах обнаружения и выделения

слабых сигналов на фоне шумов методы, основанные на фильтрации
по спектру, и корреляционные методы эквивалентны.
Следует иметь в виду вместе с тем, что мы рассмотрели здесь лишь

простейшие постановки вопроса в статистической теории обнаружения
и выделения сигналов на фоне шумов. Читателя, желающего более
детально ознакомиться с вопросом, мы отсылаем к руководствам [3–5,
12–15].
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Гл а в а 6

СЛУЧАЙНЫЕ ПОЛЯ И ВОЛНЫ

В ЛИНЕЙНЫХ СРЕДАХ

§ 1. Введение

В протяженной среде случайные источники возбуждают волны, ам-
плитуды, частоты, фазы и волновые векторы которых случайны, — слу-
чайные волны. Случайные волны возникают и в результате рассеяния
регулярных волн в средах с хаотически изменяющимися параметрами.
Каковы свойства случайных волн, каковы закономерности их рас-

пространения, интерференции, дифракции? Эти вопросы важны для ра-
диофизики и в особенности для оптики. Поэтому в настоящей и после-
дующих главах много специальной оптической терминологии. Так, про-
странственные и временные корреляции случайных волн описываются
в терминах давно сложившихся в оптике понятий пространственной
и временной когерентности, степени когерентности. В терминах оптики
предметом настоящей главы в значительной мере является «линейная
оптика частично когерентных волн».
Ряд задач, обсуждаемых в этой главе, можно рассматривать как

аналоги задач, изложенных в гл. 5. Поэтому большое место, как
и в гл. 5, занимает корреляционно-спектральная теория, однако здесь
это корреляционно-спектральная теория случайных полей. Вместе
с тем задачи о случайных волнах в распределенных линейных средах
оказываются гораздо более сложными, нежели задачи о шумовых ко-
лебаниях в линейных системах с сосредоточенными параметрами.
Поэтому, если в гл. 5 приближенные методы, основанные на упро-

щении исходных уравнений (на использовании так называемых уко-
роченных уравнений, см. § 2 гл. 5), вводились нами скорее из педа-
гогических соображений, то в настоящей и следующих главах прак-
тически все основные результаты базируются на результатах анализа
укороченных уравнений для медленно меняющихся комплексных ам-
плитуд распространяющихся волн. Следует подчеркнуть, что переход
к укороченным уравнениям связан не только с чисто вычислительными
преимуществами, но имеет и несомненную эвристическую ценность.
Оказывается, что ряд на первый взгляд принципиально различных
нестационарных задач теории систем с сосредоточенными параметрами
и задач о распространении волн описывается, по существу, одними
и теми же укороченными уравнениями для комплексных амплитуд;
переход от «временной» задачи к «пространственной» связан лишь
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с заменой независимой переменной. Последнее позволяет установить
пространственно-временные аналогии в теории колебательных и вол-
новых систем.
Интересные пространственно-временные аналогии удается устано-

вить и в самой физике волновых явлений; здесь речь идет об аналогии
явлений, наблюдающихся в поле волн, модулированных только во
времени, с одной стороны, и только в пространстве, с другой (см. § 3).
Общность этих задач, на первый взгляд сильно различающихся, обна-
руживается на этапе исследования укороченных уравнений.
Мы не занимаемся в этой главе анализом свойств случайных источ-

ников, возбуждающих стохастические волновые процессы; данные на
этот счет содержатся в гл. 2 и гл. 3. В оптике источниками гауссовского
шума являются, по существу, все нелазерные источники света; часто
такие источники оказываются хорошей моделью и для описания излу-
чения многомодовых лазеров с несинхронизованными модами (см. § 6
гл. 1).
Следует отметить, что широкий класс статистических задач возни-

кает, в частности, в рентгеновской оптике; используемые в настоящее
время источники рентгеновского излучения являются, по существу,
источниками широкополосного «рентгеновского шума».
Источник широкополосного гауссовского шума представляет собой,

разумеется, и нагретое тело. Следует, однако, иметь в виду, что теп-
ловое излучение нагретых тел имеет ту же природу, что и тепловой
шум сопротивлений, рассмотренный в § 4 гл. 5. Тепловое излучение
представляет собой электромагнитное поле, создаваемое теми же флук-
туациями зарядов и токов, которые ответственны за возникновение
теплового найквистовского шума. Поэтому тепловое излучение [1, 2]
можно рассматривать и как принципиально неустранимый внутренний
шум линейных сред, так же как тепловой шум сопротивлений в гл. 5
рассматривался в качестве внутреннего шума систем с сосредоточен-
ными параметрами.
Основное внимание в этой главе мы уделим случайным полям спе-

циального вида — так называемым квазиплоским, квазигармоническим
случайным волнам вида

E = 1
2
eA(x, y, z, t) exp i(ω0t− k0z) + к. с., (6.1.1)

где A(x, y, z, t) — комплексная амплитуда, медленно меняющаяся
в масштабах среднего периода колебаний T = 2π/ω0 и средней длины
волны λ0 = 2π/k0; e — единичный вектор поляризации волны. Посколь-
ку для волн в линейных средах, точно так же как и для колебаний
в линейных системах с сосредоточенными параметрами, справедлив
принцип суперпозиции, основным аппаратом этой главы будет корреля-
ционно-спектральная теория. В дальнейшем мы ограничимся рассмот-
рением полей с пространственно-временной корреляционной функцией

B(r1, z1, t1; r2, z2, t2) = 〈E(r1, z1, t1)E(r2, z2, t2)〉 (6.1.2)
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(вектор r расположен в плоскости xy), которая распадается на произ-
ведение пространственной и временной корреляционных функций:

B = B(r1, z1; r2, z2)B(t1, t2; z1, z2).

Для полей с такими когерентными свойствами во многих случаях
эффекты временной и пространственной когерентности можно рассмат-
ривать по отдельности. Дело в том, что пространственные масшта-
бы, на которых проявляются эффекты временной н пространственной
модуляции, сильно различаются. Поэтому далее мы пользуемся моде-
лью плоской шумовой волны и моделью монохроматического частично
когерентного волнового пучка (имеется в виду пучок со случайной
поперечной структурой, изменение поля во времени полагается гармо-
ническим).
Для описания временной статистики рассматриваемых волн мы бу-

дем пользоваться моделями случайных процессов, разобранными в гла-
вах 2 и 3. При описании пространственной статистики квазиплоских
случайных волн будем рассматривать пространственные корреляцион-
ные функции

B(r1, z1, r2, z2) = 〈E(r1, z1, t)E(r2, z2, t)〉. (6.1.2а)

В (2а) можно выделить корреляционные функции двух типов. Преж-
де всего это поперечная пространственная корреляционная функция
(именно с этой функцией для волн типа (1) связывается ниже понятие
пространственной когерентности)

B⊥(r1, r2; z) = B⊥(x1, x2, y1, y2; z) = 〈A(r1, z)A∗(r2, z)〉, (6.1.3)

которая для статистически однородного случайного поля имеет вид

B⊥ = B⊥(r2 − r1 = s; z) = B⊥(sx, sy; z) (6.1.4а)

и для изотропного поля

B⊥ = B⊥(s; z). (6.1.4б)

Для квазиплоской случайной волны (1) весьма наглядный смысл
имеет и определяемая с помощью (4а), (4б), зависящая, вообще говоря,
от координаты z угловая спектральная плотность, или просто угловой
спектр:

G(kx, ky, z) = 1

4π2

+∞∫ ∫
−∞

B⊥(sx, sy, z)ei(kxsx+kysy) dsx dsy. (6.1.5)

Мы будем называть квазиплоской случайную волну, для которой ши-
рина углового спектра мала:

Δkx/k0 � 1, Δky/k0 � 1.
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Таким образом, волновое поле (1) можно представлять как случайную
суперпозицию плоских волн, волновые векторы которых расположены
вблизи оси z и составляют с ней малые углы:

θx = kx/k0 � 1, θy = ky/k0 � 1.
Поэтому далее мы будем обычно иметь дело с двумя спектральными
распределениями одновременно: с угловым (волновым) спектром G(k)
и частотным спектром G(ω).
Заметим, что если для временной статистики рассматриваемых

в этой главе процессов в большинстве случаев хорошо применима
модель стационарного процесса, то в подавляющем большинстве прак-
тически интересных задач случайное поле волны в плоскости, перпен-
дикулярной направлению распространения, оказывается существенно
неоднородным. При этом неоднородность поля волны, как правило,
связана с ее пространственной ограниченностью.
В ряде волновых задач, и в частности в задачах о случайных волнах

в нелинейных средах, наряду с поперечными корреляциями интересу-
ются также и продольными корреляциями в случайных волнах:

B‖(z, z + s) = 〈A(x, y, z)A∗(x, y, z + s)〉. (6.1.6)

§ 2. Теория однонаправленного распространения
излучения в однородной среде

В теории распространения излучения в линейных средах обычно
приходится учитывать два явления: дифракцию, возникающую из-за
конечных размеров источника излучения, и дисперсию, связанную
с тем, что отдельные монохроматические компоненты в спектре излу-
чения распространяются по-разному в зависимости от их частоты.
Будем рассматривать распространение волн в линейной диспергиру-

ющей немагнитной среде, которую считаем также однородной. В этом
случае фактором, облегчающим теоретическое описание процесса, яв-
ляется возможность предположения, что излучение имеет однонаправ-
ленный характер, т. е. излучение направлено только в одну сторону от
источника, поскольку встречные волны из-за однородности среды не
возникают.
Основное уравнение. Пусть излучение распространяется вдоль

оси z слева направо в области z � 0, заполненной линейной средой,
а источник расположен в сечении z = 0. Будем исходить из уравнений
Максвелла

rotE = −1
c

∂H

∂t
, div H = 0,

rotH = 1
c

∂D

∂t
, div D = 0

(6.2.1)

и материального уравнения

D = E + 4πP, (6.2.2)
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которое связывает индукцию D, поле E и поляризацию среды

P (t) =
∞∫

0

h(t′)E(t− t′) dt′, h(t→ ∞) = 0. (6.2.3)

Интеграл (3) аналогичен интегралу Дюамеля (5.1.14), а действитель-
ная функция h(t) аналогична функции Грина. Согласно (3) функ-
ция h(t) характеризует инерционность среды и ее восприимчивость
к полю E и его отдельным спектральным компонентам, т. е. она опре-
деляет дисперсионные свойства среды.
Поскольку

div E = 0,

как следует из (1)–(3), то

rot rotE = grad div E− ΔE = −ΔE, (6.2.4)

где Δ — лапласиан:
Δ = ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
+ ∂2

∂z2
.

Согласно (1)

rot rotE = −1
c

rotH = 1

c2
∂2D

∂t2
. (6.2.5)

Подставив (5) в (4), получим

ΔE− 1

c2
∂2D

∂t2
= 0. (6.2.6)

Учитывая (1), (2) и (6) и полагая для простоты поле скалярным,
получаем искомое основное уравнение распространения

ΔE = 1

c2
∂2

∂t2

[
E + 4π

∞∫

0

h(t′)E(t− t′) dt′
]
, (6.2.7)

содержащее одну неизвестную функцию — поле E

E = E(x, y, z, t) = E(r, z, t), (6.2.8)

r = exx+ eyy — поперечный радиус-вектор.
Будем искать решение уравнения (7), удовлетворяющее граничному

условию
E(r, z = 0, t) = E(0)(r, t), (6.2.9)

где функция E(0) описывает поле, создаваемое источником излучения.
Решение основного уравнения. Ищем решение (7) в виде разложе-

ния по монохроматическим составляющим:

E(r, z, t) =
+∞∫

−∞
EΩ(r, t)eiΩt dΩ. (6.2.10)
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Подстановка (10) в (7) приводит к уравнению Гельмгольца

(Δ + k2)EΩ = 0. (6.2.11)

Здесь k — волновое число, соответствующее частоте Ω:

k = k(Ω) = Ω

c

√
ε = Ω

c
n, (6.2.12)

ε — диэлектрическая постоянная, n — показатель преломления

ε = ε(Ω) = 1+ 4π
∞∫

0

h(t)e−iΩt dt, (6.2.13)

n = n(Ω) =
√
ε(Ω). (6.2.14)

В дальнейшем будем рассматривать распространение волн в линейных
«средах без потерь», для которых волновое число k(Ω) можно считать
действительным (Im k(Ω) ≈ 0), хотя, как видно из (12)–(14), мнимая
часть k(Ω), в принципе, всегда имеется.
Представим EΩ в (11) в виде разложения по плоским волнам,

направленными под разными углами к оси z:

EΩ(r, z) =
∫
EΩκ(z)eiκr d2κ, (6.2.15)

d2κ = dκx dκy.

Подставив (15) в (11), получим простое уравнение(
d2

dz2
+ k2 − κ2

)
EΩκ = 0 (6.2.16)

(κ2 = κ2x + κ2y), решение которого соответствующее выбранному на-
правлению распространения (слева направо) и граничному условию (9)
имеет вид

EΩκ(z) = E
(0)
Ωκ

exp{−i sgn Ω ·
√
k2 − κ2 z} (6.2.17)

(функция sgn Ω = −1 при Ω < 0, sgn Ω = 0 при Ω = 0 и sgn Ω = 1 при
Ω > 0). Подстановка (17) в (15), а (15) в (10) дает решение основного
уравнения (7) в виде

E(r, z, t) =
+∞∫ ∫

−∞
E

(0)
Ωκ

exp[iΩt+ iκr − i sgn Ω
√
k2 − κ2 z] dΩ d2κ.

(6.2.18)
Выражение (18) можно переписать так:

E(r, z, t) =
∞∫

0

dΩ
+∞∫

−∞
d2κE

(0)
Ωκ

exp(iΩt+ iκr − i
√
k2 − κ2 z) + к. с.

(6.2.19)
(k = k(Ω)).
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Переход к «укороченному» уравнению для комплексной ам-
плитуды. В оптике и радиофизике чаще всего приходится иметь дело
с волнами, близкими к монохроматической плоской волне

E(t, z) = 1
2
A0e

i(ω0t−k0z) + к. с. (6.2.20)(
A0 = const, k0 = k(ω0 = ω0

c
n(ω0)

)
Такие квазимонохроматические квазиплоские волны естественно

представлять в виде, аналогичном (20),

E(t, r, z) = 1
2
Aei(ω0t−k0z) + к. с., (6.2.21)

считая, однако, комплексную амплитуду A в (21) не постоянной (как
A0 в (20)), но функцией времени и координат

A = A(t, r, z) = A(t, x, y, z),

которая меняется очень медленно по сравнению с функцией exp i(ω0t−
− k0z). Естественно в этом случае попытаться перейти от уравнения
для поля E к уравнению для его медленно меняющейся амплитуды A.
Такие уравнения для A называют «укороченными», поскольку, как пра-
вило, они имеют менее сложный вид и более удобны для решения,чем
исходное уравнение для полного поля E.
Можно указать на два метода получения «укороченных» уравнений

для A.
1-й метод. Если уравнение для E известно, то подставив в него со-

отношение (21), связывающее E и A, и упрощая полученный результат
с учетом того, что по предположению амплитуда мало меняется на ин-
тервалах времени порядка t0 = 2π/ω0 и пространственных интервалах
порядка λ0 = 2π/k0, придем к искомому уравнению для A.
2-й метод. Мы будем использовать другой (часто — более простой)

подход, преобразуя полученное выше общее решение (19) для поля E
таким образом, чтобы сразу получить интегральное представление для
A, по которому затем нетрудно восстановить и вид дифференциально-
го уравнения, которому подчиняется A. Иными словами, мы как бы
сначала находим решение неизвестного еще «укороченного» уравнения
и лишь потом находим само это уравнение.
Рассмотрим подробнее эту процедуру. Умножив и разделив (19) на

exp i(ω0t− k0z), получим

E = ei(ω0t−k0z)
∞∫

0

dΩ
∞∫

−∞
E

(0)
Ωκ

d2κ ×

× exp[i(Ω − ω0)t+ iκr + ik0z − i
√
k2 − κ2] + к. с. (6.2.22)

10 С.А. Ахманов, Ю.Е. Дьяков, А. С. Чиркин
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Из сравнения (21) и (22) следует, что

A(t, r, z) =

= 2
∞∫

0

dΩ
∞∫

−∞
E

(0)
Ω,κ d

2κ exp[i(Ω − ω0)t+ iκr + i(k0 −
√
k2 − κ2)z]

или, если положить

Ω = ω0 + ω, 2E(0)
Ω,κ = 2E(0)

ω0+ω,κ ≡ A(0)
ω,κ , (6.2.23)

то

A(t, r, z) =
∞∫

−ω0
dω

∞∫

−∞
d2κA(0)

ω,κ exp[iωt+ iκr + i(k0 −
√
k2 − κ2)z],

(6.2.24)
k0 = k(ω0), k = k(ω0 + ω). (6.2.24а)

Выражение (24) является точным, т. е. оно описывает формально
введенную комплексную амплитуду A любого поля E, не обязательно
квазимонохроматического и квазиплоского, как предполагалось в (21).
Учет этих предположений позволяет существенно упростить выраже-
ния (24).
Квазимонохроматичность поля E означает, очевидно, что ширина

ΔωA частотного спектра функции A мала по сравнению со средней
частотой ω0 спектра поля E, т. е.

ΔωA � ω0, (6.2.25)

и в (24) нижний предел интегрирования по ω можно заменить на −∞.
Далее, если поле E является квазиплоским или, как говорят, па-

раксиальным, то это означает, что волновые векторы всех монохрома-
тических компонент поля E мало отклоняются от оси распространения
z, т. е. в (24)

κ2 � k2,
√
k2 − κ2 ≈ k − κ

2

2k
. (6.2.26)

Мы приходим к следующему результату: комплексная амплитуда A
квазимонохроматического параксиального поля E описывается выра-
жением

A = A(t, r, z) ≈
∞∫ ∫

−∞
dω d2κA(0)

ω,κ ×

× exp
{
iωt+ i�κ�r + iz

[
k(ω0) − k(ω0 + ω) + κ

2

2k(ω0 + ω)

]}
. (6.2.27)
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Функция A(0)
ω,κ в (27) определяет частотно-волновой Фурье-спектр

амплитуды A в начальном сечении z = 0:

A(t, r, z = 0) ≡ A(0)(t, r) =
+∞∫ ∫

−∞
dω d2r A(0)

ω,κe
iωt+iκr. (6.2.28)

Выражение (27) позволяет проанализировать особенности распростра-
нения волн различного вида в однородных линейных средах.

§ 3. Распространение отдельных видов волн

Немонохроматическая плоская волна в вакууме. В этом случае
поле (6.2.9) источника излучения имеет вид импульса произвольной
формы

E(z = 0, t) = E(0)(t) =
∞∫

−∞
E

(0)
Ω eiΩt dΩ, (6.3.1)

причем согласно (6.2.12)–(6.2.14)

h(t) = 0, n(Ω) = 1, k(Ω) = Ω

c
. (6.3.2)

В результате, полагая в (6.2.18) в соответствии с (1)

E
(0)
Ω,κ = E

(0)
Ω δ(�κ),

получим

E(z, t) =
∞∫

−∞
E

(0)
Ω eiΩ(t−z/c) dΩ = E(0)(t− z/c). (6.3.3)

Из (3) следует, что исходный импульс (1) при распространении
переносится со скоростью c вдоль оси z безо всяких искажений.
Это понятно, поскольку в случае (1) и (2) ни дисперсия, ни дифракция
при распространении не проявляются.
Монохроматическая параксиальная волна. Параболическое

уравнение. Частотно-волновой спектр источника A(0)
ω,κ в этом случае

имеет вид
A(0)
ω,κ = A(0)

κ
δ(ω). (6.3.4)

Подставив (4) в (6.2.27) и интегрируя по ω, получим

A(r, z) =
∞∫

−∞
A(0)

κ
e
iκr+i

κ
2z
2k0 d2κ. (6.3.5)

10*
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Найдем, используя (5), дифференциальное уравнение, которому
удовлетворяет A. Имея в виду, что κr = κxx+ κyy, находим

∂A

∂ρ
= i

∫
κρA

(0)
κ

exp
(
i

[
κr + κ

2z

2k0

])
d2κ, ρ = x, y,

∂2A

∂ρ2
= −

∫
κ2ρA

(0)
κ

exp
(
i

[
κr + κ

2z

2k0

])
d2κ, (6.3.5а)

∂A

∂z
= iz

2k0

∫
κ2A(0)

κ
exp
(
i

[
κr + κ

2z

2k0

])
.

Сопоставляя эти выражения, получим, что A удовлетворяет уравнению

∂A

∂z
+ i

2k0
Δ⊥A = 0, (6.3.6)

которое называют параболическим или уравнение квазиоптики; в (6)

Δ⊥ = ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
(6.3.6а)

— поперечный лапласиан.
Выражение (5) дает решение параболического уравнения (6) в вол-

новом представлении. Исходя из (5), нетрудно найти вид этого решения
в координатном представлении. Согласно (5)

A(r, z = 0) = A(0)(r) =
∫
A(0)

κ
eiκr d2κ,

откуда следует, что

A(0)
κ

= 1

4π2

∫
A(0)(r1)e−iκr1 d2r1. (6.3.7)

Подстановка (7) в (5) дает:

A(r, z) = 1

4π2

∫ ∫
d2r1 d

2κA(0)(z) exp[iκ(r− r1)2 + iκ2z/2k0]. (6.3.8)

Интегрируя в (8) по κ, придем к следующим выражениям для A
в координатном представлении:

A(r, z) =
∫
A(0)(r1)H(r− r1) d2r1, (6.3.9)

или
A(r, z) =

∫
A(0)(r− r1)H(r1) d2r1,

где
H(r) = ik0

2πz
exp
{
−i k0
2z

r2
}

(6.3.10)

— функция Грина уравнения (6).
Немонохроматическая параксиальная волна в вакууме. Неста-

ционарное параболическое уравнение. Учитывая в (6.2.18) усло-
вия (2), которые выполняются при распространении в вакууме и при-
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ближенное выражение (6.2.26), соответствующее параксиальному рас-
пространению, получим

E(θ, r, z) =
∞∫ ∫
−∞

dΩ d2κE(0)
Ω,κ exp

[
iΩθ + iκr + icκ2z

2Ω

]
. (6.3.11)

(θ = t− z/c)

Дифференцируя это выражение по координатам x, y, z и запазды-
вающему времени θ, найдем, что поле E в рассматриваемом случае
удовлетворяет так называемому нестационарному параболическому
уравнению

∂2E

∂θ ∂z
− c

2
Δ⊥E = 0. (6.3.12)

Это уравнение является линейным аналогом уравнения Хохлова—
Заболотской, применяемого в акустике.
Выражение (11) описывает решение для (12) в частотно-волновом

представлении. Если перейти к пространственно-временному представ-
лению, то получим

E(θ, r, z) = 1
2πcz

∂

∂θ

∫
E(0)

(
r1, t = θ − (r − r1)

2

2cz

)
d2r1, (6.3.13)

где согласно (11)

E(0)(r, t) = E(t, r, z = 0) =
∫
E

(0)
Ω,κe

iΩt+iκr dΩ d2r

— поле E(0) на границе z = 0, предполагается заданным. Для квазимо-
нохроматических волн, применяя представление поля в виде (6.2.21),
из (12) получаем (см. также [15])

∂A

∂z
− i

ω0

∂2A

∂z ∂η
+ i

2k0
Δ⊥A = 0. (6.3.14a)

Отсюда следует, что второе слагаемое (смешанная производная) учи-
тывает влияние временной модуляции на эффект дифракции. Действи-
тельно, записывая A = A(t, r, z) через Фурье-спектр

A(η, r, z) =
∫
Aω(r, z)eiωη dω,

имеем уравнение

∂Aω

∂z
+ i

2(1+ ω/ω0)k0
Δ⊥Aω = 0, (6.3.14б)

из которого ясно видно, что длинноволновые компоненты (ω < 0) будут
дифрагировать медленнее, чем коротковолновые (ω > 0). В случае
волны с частотной шириной спектра ΔωA � ω0 или монохроматической
волны уравнения (14) принимает вид уравнения (6.3.6).
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Квазимонохроматическая плоская волна. Это предположение
означает, что

A(0)
ω,κ = A(0)

ω δ(κ).

В результате, проинтегрировав в (6.2.27) по κ, получим

A = A(t, z) =
∞∫

−∞
A(0)
ω eiωt+iz[k(ω)−k(ω0+ω)] dω. (6.3.15)

Предполагаемая квазимонохроматичность означает, в свою очередь,
что в (15) ω � ω0. Используя это, представим k(ω0 + ω) в виде ряда
по степеням ω, что дает

k(ω0) − k(ω0 + ω) = −
∞∑
m=1

km

m!
ωm, (6.3.16)

где
km =

(
∂

∂ω

)m
k(ω0 + ω)

∣∣∣
ω=0

=
(
∂

∂ω0

)m
k(ω0).

Подстановка (16) в (15) приводит к следующему выражению для A:

A(t, z) =
∞∫

−∞
A(0)
ω eiωθ−izψ(ω) dω, (6.3.17)

где

ψ(ω) =
∞∑
n=2

kmω
m

m!
, θ = t− k1z = t− z/u, (6.3.18)

u = 1/k1 — групповая скорость волны на частоте ω0.
Из (17) и (18) следует, что комплексная амплитуда удовлетворяет

уравнению (ср. с (1.1.10) книги [3])

∂A

∂z
+ i

∞∑
m=2

km

m!

(
∂

i ∂θ

)m
A = 0. (6.3.19)

Каждый из коэффициентов km в (17)–(19) описывает, условно говоря,
дисперсионные эффекты m-го порядка. В частности, при учете только
дисперсионных явлений второго порядка, уравнение (19) имеет вид

∂A

∂z
− i

k2
2
∂2A

∂θ2
= 0, (6.3.20)

и сходно с параболическим уравнением (6). С этим сходством связа-
но появление ряда физически интересных пространственно-временных
аналогий — например, с аналогией между фокусировкой и дифракци-
онным расширением волновых пучков (которые описываются парабо-
лическим уравнением (6) (см. гл. 9)), с одной стороны, компресси-
ей и дисперсионным расплыванием импульсов (которые описываются
уравнением (20)) — с другой (см. главы 7 и 8).
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Согласно (17) решение уравнения (20) имеет следующий вид
(в спектральном представлении):

A(θ, z) =
∞∫

−∞
A(0)
ω eiω−i

zk2
2 ω2 dω, (6.3.21)

а во временно́м представлении

A(θ, z) = 1√
2πik2

∞∫
−∞

A0(t1)e
i
(θ−t1)

2

2zk2 dt. (6.3.22)

Переход от (21) к (22) аналогичен проделанному выше переходу от (5)
к (9).

§ 4. Модели и статистические характеристики
случайных волн

Радиофизические и оптические примеры случайных полей многооб-
разны. Случайным и гауссовским является, в частности, электромаг-
нитное поле, излучаемое нелазерным источником света. Из-за внутрен-
них флуктуаций в генераторе флуктуаций параметров антенной систе-
мы как случайное во многих ситуациях следует рассматривать и поле
излучения радиопередатчика. Модель случайного поля оказывается
часто наиболее адекватной при описании излучения многомодового
лазера.
Примерами случайных полей могут служить поле температуры,

влажности, диэлектрической проницаемости в реальной турбулентной
атмосфере; случайным становится и электромагнитное поле, распро-
страняющееся в такой флуктуирующей среде.
Рис. 6.1 иллюстрирует один из таких примеров; здесь пока-

зано, как трансформируется распределение интенсивности I = E2

первоначального регулярного светового пучка после прохождения че-
рез турбулентную среду. Флуктуации диэлектрической проницаемости
турбулентной среды приводят к тому, что однородное на входе распре-
деление интенсивности по поперечному сечению пучка превращается
в нерегулярное, случайное. Поэтому на виде турбулентной среды ин-
тенсивность I и само электромагнитное поле E становятся случайными
функциями времени и координат 1)

E = E(t, R), I = I(t, R)
(R = exx+ eyy + ezz).

1) Случайные поля, формирующиеся при диффузном отражении лазерного
излучения от шероховатой поверхности, часто называют полем со спекл-струк-
турой [17].
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Рис. 6.1. Мгновенные распределения интенсивности в поперечном сечении
лазерного пучка до (а) и после (б) прохождения его через турбулентную среду
Видно, что после прохождения пучка через турбулентную среду распределение интен-

сивности приобретает случайный характер [4]

Естественно, подобно тому как мы делали для функции одной
переменной (времени), для случайных полей можно ввести законы
распределения, средние, корреляционные функции и другие статисти-
ческие характеристики.
Ниже статистические свойства случайных полей мы рассмотрим на

примере напряженности переменного электромагнитного поля. Речь бу-
дет идти о пространственно-временном случайном поле E, зависящем
от R и t. Сначала мы ограничимся одной из компонент поля (факти-
чески рассмотрим скалярное поле), а затем обратимся к векторным
случайным полям.
Стационарные, однородные, изотропные и факторизованные

поля. Пространственно-временные корреляционные функции.
Введем средние значения и корреляционные функции для скалярного
случайного поля E(R, t). Как правило, в радиофизике и оптике

〈E〉 = 0,

так что корреляционная функция поля E(R, t), являющаяся аналогом
введенной в гл. 1 функции

B(t1, t2) = B(t, τ ) (t = t1, τ = t2 − t1)

(см. (1.3.8)), имеет вид

B(R1, t1, R2, t2) = 〈E(R1, t1)E(R2, t2)〉. (6.4.1)

Как и для случайных процессов, здесь можно выделить класс
стационарных случайных полей, для которых статистические харак-
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теристики не зависят от начала отсчета времени, т. е. согласно (1)

B(R1, t1, R2, t2) = B(R1, R2, t2 − t1). (6.4.2)

По аналогии с (2) вводится также модель однородных полей, для
которых корреляционная функция зависит лишь от разности R2 − R1:

B(R1, t1, R2, t2) = B(t1, t2, R2 − R1) (6.4.3)

(стационарности при этом может и не быть).
Однородное случайное поле называется при этом изотропным,

если корреляционная функция зависит лишь от абсолютного значения
s = |R2 − R1| расстояния между двумя точками.

B(R1, t1, R2, t2) = B(t1, t2, |R2 − R1|). (6.4.4)

Поле может быть также одновременно и стационарным, и одно-
родным. Согласно (2) и (3) при этом

B(R1, t1, R2, t2) = B(τ , s) (6.4.5)
(τ = t2 − t1, s = R2 − R1).

Отметим еще класс факторизованных полей вида

E(R, t) = F (R)f(t). (6.4.6)

В этом случае, очевидно, факторизована будет и корреляционная функ-
ция,

B(R1, t1, R2, t2) = BF (R1, R2)Bf (t1, t2), (6.4.7)

причем, если F (R) — однородное случайное поле, а f(t) — стационар-
ный случайный процесс, то выражение (7) примет вид

B(R1, t1, R2, t2) = BF (s)Bf (τ ). (6.4.8)

Частотно-волновой спектр. Случайные волны, расходящиеся от
источника излучения, бегут, вообще говоря, в разных направлениях
(исключением является плоская волна), и важно знать частотно-вол-
новой спектр излучения G(ω, k), показывающий, какая доля полной
интенсивности волны приходится на какое-то данное направление R
на данной частоте ω, так что

I = 〈E2(R, t)〉 =
∞∫ ∫

−∞
G(ω, k) dω d3k. (6.4.9)

В теории случайных процессов аналогом спектра G(ω, k) ялялся
частотный спектр G(ω), определяющий распределение интенсивности
по частотам,

I = 〈ξ2〉 =
∞∫

−∞
G(ω) dω

(см. (1.3.14)).
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Напомним, функция G(ω) находится путем фурье-преобразования
временно́й корреляционной функции B(τ ) (см. (1.3.18)). Соответствен-
но спектр G(ω, k) будем искать, преобразуя по Фурье пространственно-
временну́ю функцию B = B(R1, t1, R2, t2) (1).
Ограничимся анализом наиболее часто используемой модели стаци-

онарного и однородного случайного поля, когда согласно (5)

B = B(τ , s, τ = t2 − t1, s = R2 − R1. (6.4.10)

Запишем случайное поле в виде интеграла Фурье

E(R, t) =
∞∫ ∫

−∞
Eωke

iωt+ikR dω d3k, (6.4.11)

т. е. в виде разложения по плоским монохроматическим волнам. В (11)
функции Eωk — спектральные амплитуды поля E, являющиеся ком-
плексными случайными функциями ω и k (аналогичными комплексны-
ми амплитудам ξω в (1.3.13)).
Используя (11), корреляционную функцию (1) действительного по-

ля E можно, как нетрудно убедиться, представить в виде

B(R1, t1, R2, t2) =
∞∫ ∫ ∫ ∫

−∞
dω dω′ d3k d3k′〈EωkE

∗
ω′k′〉 ×

× exp[iωt− iω′(t+ τ ) + ikR − ik′(R + s)], (6.4.12)

где t = t1, t+ τ = t2, R = R1, R + s = R2.
Для того, чтобы согласно (10) в (12) осталась зависимость только

от τ и s и чтобы при τ = 0, s = 0 выражение (12) перешло в (9),
коррелятор спектральных амплитуд (12) должен иметь вид

〈EωkE
∗
ω′k′〉 = G(ω, k)δ(ω − ω′)δ(k− k′). (6.4.13)

Подставив (13) в (12), получим

B = B(τ , s) =
∞∫ ∫
−∞

G(ω, k)e−iωτ−iks dω d3s, (6.4.14)

и, следовательно,

G(ω, k) = 1

(2π)4

∞∫ ∫
−∞

B(τ , s)eiωτ+iks dτ d3s. (6.4.15)

Выражения (14) и (15) являются обобщением на стационарные и од-
нородные случайные поля формул Винера—Хинчина (1.3.17), (1.3.18)
и при

G(ω, k) = G(ω)δ(k), B(τ , s) = B(τ )
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в них переходят. Из соотношений (14) и (15) и действительности B
и G следует четность этих функций:

B(−τ , − s) = B(τ , s), G(−ω, − k) = G(ω, k) (6.4.16)

(ср. с (1.3.19)).
Постоянные изотропные случайные поля. Объемное поле,

плоское поле.
Рассмотрим постоянное во времени поле, в котором имеются только

случайные пространственные флуктуации. Эти флуктуации будем счи-
тать изотропными, так что корреляция между значениями поля в точ-
ках R1 и R2 будет зависеть лишь от модуля s разности s = R2 − R1.
В этом случае

B(τ , s) = B(s), G(ω, k) = G(k)δ(ω),

и формулы (14), (15) примут вид

B(s) =
∞∫

−∞
G(k)e−iks d3k, (6.4.17)

G(k) = 1
2π

3
∞∫

−∞
B(s)eiks d3s. (6.4.18)

Объемное поле. Введя в (18) сферические координаты s, θ, ϕ
и отсчитывая угол θ от направления вектора k, получим

G(k) = 1

(2π)3

2π∫

0

dϕ

π∫

0

dθ

∞∫

0

B(s)eiks cos θ sin θ s2 ds =

= 1

2π2k

∞∫

0

sB(s) sin ks ds = G(k), (6.4.19)

т. е.
G(−k) = G(k)

— волновой спектр изотропного поля тоже изотропен. При этом выра-
жение (17) приводится к виду

B(s) = 4π
s

∞∫

0

G(k)k sin ks dk = B(−s). (6.4.20)

Пр и м е ры. Рассчитаем корреляционную функцию (20) для неко-
торых видов спектра G(k).
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1. Если волновой спектр равномерен в интервале [0, k0],

G(k) =
{
G0, k � k0,
0, k > k0

(6.4.21)

то подстановка (21) в (20) дает

B(s) = 4π
s
G0

k0∫

0

k sin ks dk = 4π sin k0s− k0s cos k0s

s3
(6.4.22)

(см. рис. 6.2 а).
2. В случае гауссовского волнового спектра

G(k) = G0 exp[−(k/k0)2]; (6.4.23)

для пространственной корреляционной функции получаем

B(s) =
√
π k30G0 exp[−(2k0s)2] (6.4.24)

(см. рис. 6.2 б)

Рис. 6.2. Равномерное (а) и гауссовское (б) спектральные распределения G̃(k)
и соответствующие им корреляционные функции b(s) для трехмерного (1)

и двумерного (2) случаев. G̃(k) = G(k)/G0, b(s) = B(s)/B(0)

Плоское поле. Рассмотрим постоянное во времени случайное поле
на плоскости (x, y), введя радиус-вектор r = exx+ eyy, точки на этой
плоскости и волновой вектор �κ = exκx + eyκy. В этом случае об-
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щие соотношения (14), (15) между пространственной корреляционной
функцией и волновым спектром принимают вид

B(s) =
∫
G(κ)e−iκs d2κ,

G(κ) = 1

(2π)2

∫
B(s)eiκs d2s

(s = r2 − r1). (6.4.25)

В частном случае статистически однородного и изотропного поля
формулы (25) переходят в следующие:

B(s) = 2π
∞∫

0

J0(κs)G(κ)κ dκ, (6.4.26)

G(κ) = 1
2π

∞∫

0

J0(κs)B(s)s ds, (6.4.27)

где Jm(κs) — функция Бесселя m-го порядка от действительного
аргумента.
Пр и м е ры. 1) В случае равномерного спектра (21) формула (26)

дает (см. рис. 6.2а):

B(s) = 2πG0

κ∫

0

J0(sκ)κ dκ = 2πG0κ0
J1(κ0s)

s
(6.4.28)

(κ0 = k0)

2) В случае гауссовского спектра (23) получим (см. рис. 6.2б)

B(s) = 2πG0
∫
J0(κs)e−(κ/κ0)

2
κ dκ = πG0κ

2
0e

−(sκ0)
2/2 (6.4.29)

(κ0 = k0)

Радиус корреляции rк. Ширина волнового спектра Δk. «Соот-
ношение неопределенностей» между rк и Δk. Как непосредственно
видно из (20) и (26),

B(s) → 0 при s→ ∞. (6.4.30)

Соответственно, характерным параметром пространственной корре-
ляционной функции B(s) является радиус корреляции rк, по порядку
величины равный тому значению s, при котором B(s) уменьшается
в несколько раз по сравнению со своим максимальным значением
B(0). Во многих случаях удобно использовать, например, интегральное
определение радиуса корреляции, полагая

rк =
∞∫

0

B(s) ds
/
B(0). (6.4.31)
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Точно так же, имея в виду (19) и (27), для волнового спектра G(k)
можно написать соотношение, аналогичное (30),

G(k) → 0 при k → ∞,
и определить основной параметр функции G(k) — ширину волнового
спектра Δk выражением, аналогичным (31),

Δk =
∞∫

0

G(k) dk
/
G(0) (6.4.32)

(если G(0) = G(k)max). Удобство оценок (31) и (32) не только в их
простоте и однозначности, но и в том, что, как нетрудно убедиться, rк
можно точно выразить не только через B(s), но и через G(k), а Δk —
не только через G(k), но и через B(s).
1. Покажем это сначала для объемных (трехмерных) изотропных

случайных полей. Согласно (19) и (20) в этом случае

B(0) = 4π
∞∫

0

G(k)k2 dk, G(0) = 1

2π2

∞∫

0

B(s)s2 ds. (6.4.33)

Учитывая интеграл ∞∫

0

sin ks

s
ds = π

2
,

находим также, что

∞∫

0

B(s) ds = 2π2
∞∫

0

G(k)k dk,
∞∫

0

G(k) dk = 1

4π2

∞∫

0

B(s)s ds. (6.4.34)

Подставив (33), (34) в (31), (32), получим:

rк = π

2

∞∫

0

G(k)k dk

∞∫

0

G(k)k2 dk

, Δk = π

2

∞∫

0

sB(s) ds

∞∫

0

B(s)s2 ds

. (6.4.35)

2. В случае плоских (двумерных) полей, используя (26), (27) и ин-
теграл ∞∫

0

J0(bx) dx = 1
b
,
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найдем, что

B(0) = 2π
∞∫

0

G(κ)κ dκ, G(0) = 1
2π

∞∫

0

B(s)s ds,
∞∫

0

B(s) ds = 2π
∞∫

0

G(κ) dκ.

Подстановка этих выражений в (31), (32) дает:

rк =

∞∫

0

G(κ) dκ

∞∫

0

G(κ)κ dκ

, Δk =

∞∫

0

B(s) ds

∞∫

0

B(s)s ds

. (6.4.36)

Объединяя (31), (32) и (35), (36), получим интегральные оценки
для rк и Δk в произвольном (координатном или волновом) представле-
нии: для объемных изотропных полей

rк =
∞∫

0

B(s) ds
/
B(0) = π

2

∞∫

0

G(k)k dk
/∞∫

0

G(k)k2 dk,

Δk =
∞∫

0

G(k) dk
/
G(0) = π

2

∞∫

0

B(s)s ds
/∞∫

0

B(s)s2 ds;

(6.4.37)

для плоских изотропных полей

rк =
∞∫

0

B(s) ds
/
B(0) =

∞∫

0

G(κ) dκ
/∞∫

0

G(κ)κ dκ,

Δk =
∞∫

0

G(κ) dκ
/
G(0) =

∞∫

0

B(s) ds
/∞∫

0

B(s)s ds.

(6.4.38)

Прим е ры. 1) Для модели равномерного спектра (21) имеем:

G(0) = G0,

∞∫

0

G(k) dk = G0k0,

∞∫

0

G(k)k dk = 1
2
G0k

2
0,

∞∫

0

G(k)k2 dk = 1
3
G0k

2
0.

Подставив эти выражения в (37), (38), находим: для объемного поля

rк = 3π
4k0
, Δk = k0, rк · Δk = 3π

4
≈ 2,35; (6.4.39)
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для плоского поля

rк = 2
k0
, Δk = k0, rк · Δk = 2. (6.4.40)

2) Если принять модель гауссовского спектра (23), то

G(0) = G0,

∞∫

0

G(k) dk =
√
π

2
G0k0,

∞∫

0

G(k)k dk = 1
2
G0k

2
0,

∞∫

0

G(k)k2 dk =
√
π

4
G0k

3
0,

и согласно (31), (32) для объемного поля

rк =
√
π

k0
, Δk =

√
π

2
k0, rк · Δk = π

2
; (6.4.41)

для плоского поля получим в рассматриваемом случае те же значения:

rк =
√
π

k0
, Δk =

√
π

2
k0, rк · Δk = π

2
. (6.4.42)

Полученные результаты показывают, что между характерными па-
раметрами rк и Δk случайных полей существует универсальная связь,
которую можно выразить «соотношением неопределенностей» (соотно-
шение взаимности [16])

rк · Δk ∼ 1, (6.4.43)

аналогичным (1.3.22). Заметим, что для анизотропных полей, для ко-
торых радиусы корреляции и ширины волнового спектра по разным
направлениям различны, вместо (43) следует писать

rкx · kx ∼ 1, rкy · ky ∼ 1, rкz · Δkz ∼ 1.
Когерентность. Степень когерентности. Смысл рассмотренного

выше радиуса корреляции rк в том, что он характеризует в среднем
статистическую связь или когерентность 1) полей E1(R1) и E2(R2)
в двух разных точках пространства: если

|s| � rк (s = R2 − R1),

то поля E1 и E2 можно с большой точностью считать статистически
независимыми; если же

|s| � rк,

то значения E1 и E2 практически совпадают.

1) Cohere (англ.) — быть сцепленным, связанным, согласоваться.
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Как более детальную количественную характеристику когерентно-
сти используют степень когерентности

γE = 〈E1E2〉
〈E21〉

1
2 〈E22〉

1
2

, 0 � γE � 1 (6.4.44)

(E1 = E(R1, t1), E2 = E(R2, t2))

которая является пространственным аналогом обычного коэффициента
корреляции R случайных процессов — см. (1.3.2). При рассмотрении
полей типа квазимонохроматической квазиплоской случайной волны

E = A(t, r, z)ei(ω0t−k0z) + к. с.

вместо (44) можно использовать степень когерентности вида

γA = 〈A1A∗
2 〉

〈|A1|2〉
1
2 〈|A2|2〉

1
2

, 0 � |γA| � 1 (6.4.45)

(A1 = A(t1, r1, z1), A2 = A(t2, r2, z2)).

Волны с |γA| = 1 называют полностью когерентными. Значения
0 < |γA| < 1 соответствуют частично (или неполностью) когерентным
волнам. Для некогерентных полей |γA| = 0 при любых неравных
значениях одних и тех же аргументов в выражении (45).

§ 5. Векторные случайные поля

Случайная поляризация. Для векторного случайного поля слу-
чайными являются не только амплитуда и фаза, но и состояние
поляризации. Рассмотрим один из способов задания статистики по-
ляризации электромагнитной волны. Пусть плоская случайная волна
распространяется в направлении оси z. Обозначим через Ex и Ey две
вещественные ортогональные компоненты вектора E(z, t) в плоскости
z = const (Ez = 0):

Ex(t) = ρx(t) cos(ωt+ ϕx(t)),
Ey(t) = ρy(t) cos(ωt+ ϕy(t)).

(6.5.1)

Исключая из (1) ωt, нетрудно получить соотношение(
Ex

ρx(t)

)2
+
(

Ey

ρy(t)

)2
− 2ExEy

ρx(t)ρy(t)
cosϑ(t) = sin2 ϑ(t), (6.5.2)

где ϑ(t) = ϕy(t) − ϕx(t).
Уравнение (2) является уравнением эллипса. Таким образом, в об-

щем случае электрический вектор E электромагнитного поля описы-
вает в пространстве эллипс. Такая волна называется эллиптически
поляризованной.
Эллипс может вырождаться в окружность либо в прямую

линию. Волне с круговой поляризацией соответствуют ρx = ρy
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и ϑ = (2m+ 1)π/2, линейно поляризованной волне — ϑ = mπ
(m = 0, ±1, . . .). Направление вращения вектора E определяется зна-
ком sinϑ; при sinϑ > 0 имеет место правовращающаяся поляризация,
а при sinϑ < 0 — левовращающаяся поляризация.
Для случайной волны (ρj(t) и ϕj(t) — случайные функции) опре-

деленный вид поляризации и ее параметры сохраняются в течение ин-
тервала времени, малого по сравнению с временем корреляции волны
(τ < τк). В противоположном случае (t � τк) параметры поляризации
и ее вид меняются случайным образом.

Рис. 6.3. Эллипс поляриза-
ции

Основными параметрами эллиптиче-
ски поляризованной волны являются:
угол ориентации ψ эллипса (угол наклона
большой полуоси к оси x; см. рис. 6.3):

tgψ = 2ρxρy cos(ϕx − ϕy)

ρ2x − ρ2y
, (6.5.3)

и коэффициент эллиптичности, равный
отношению длин малой полуоси к боль-
шой:

K = ±Emin

Emax
= tgχ, (6.5.4)

где χ — вспомогательный угол,

sin 2χ = 2ρxρy sin(ϕx − ϕy)

ρ2x + ρ2y
. (6.5.5)

Как уже отмечалось, для случайной волны величины ψ и χ флук-
туируют во времени. Очевидно, что в случае пространственно-модули-
рованных волн (ρj = ρj(r, t) и ϕj(r, t)) параметры ψ и χ изменяются
и в пространстве. Формулами (4) и (5) можно воспользоваться, напри-
мер, для анализа деполяризации лазерного излучения. А сейчас перей-
дем к описанию поляризационных свойств волны с помощью величин,
имеющих размерность интенсивности, которые можно непосредственно
измерить в эксперименте.
Поляризационная матрица, параметры Стокса. Предположим,

что ортогональные компоненты Ex и Ey волны представляют собой
стационарные случайные процессы. Рассматриваемую волну можно
охарактеризовать набором корреляционных функций

Bij(τ ) = 〈Ai(t)A∗
j (t+ τ )〉 (i, j = x, y). (6.5.6)

Образуем из Bij(τ ) матрицу

Ĵ =
(
Bxx(0) Bxy(0)
Byx(0) Byy(0)

)
. (6.5.7)

Диагональные элементы матрицы (7) суть средние интенсивности Ix
и Iy (Ij = Bjj(0)) ортогональных компонент. Недиагональные элемен-
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ты зависят как от амплитуд, так и от разности фаз компонент волны.
Матрица (7) определяет, таким образом, интенсивность волны и ее
поляризацию и поэтому называется поляризационной 1).
С поляризационной матрицей тесно связаны параметры Стокса.

Введем «мгновенные» значения стоксовых параметров

S0(t) = |Ax(t)|2 + |Ay(t)|2, S1(t) = |Ax(t)|2 − |Ay(t)|2,
S2 = Ax(t)A∗

y(t) +A∗
x(t)Ay(t), S3 = −i(Ax(t)A∗

y(t) −A∗
x(t)Ay(t)).

(6.5.8)
Средние значения величин Sj(t) принято называть просто параметрами
Стокса, они определяются элементами поляризационной матрицы (7)

S0 = Bxx(0) +Byy(0), S1 = Bxx(0) −Byy(0),
S2 = Bxy(0) +Byx(0), S3 = −i(Bxy(0) − Byx(0)).

(6.5.9)

Они имеют следующий физический смысл. Параметр S0 равен ин-
тенсивности эллиптически поляризованной волны. Параметр S1 есть
разность интенсивности ортогональных компонент, он характеризу-
ет преимущественную горизонтальную (S1 > 0) или вертикальную
(S1 < 0) поляризацию волны. Остальные параметры S2 и S3 зависят
от корреляции между ортогональными компонентами. Можно показать
[5, 8], что S2 равно разности интенсивностей волн в системе коор-
динат, повернутой относительно исходной на π/4, а параметр S3 —
разность интенсивностей волн круговой поляризации с противополож-
ным направлением вращения. Рассмотренное физическое содержание
параметров Стокса показывает также способ их измерения.
Полностью и частично поляризованные волны. С помощью па-

раметров Стокса (8) поляризационная матрица (7) записывается в виде

Ĵ = 1
2

(
S0 + S1 S2 + iS3

S2 − iS3 S0 − S1

)
. (6.5.10)

Инвариантами матриц (7) и (10) являются определитель

det Ĵ = {BxxByy − |Bxy|2} = 1
2
{S 20 − S 21 − S 2s − S 23} � 0 (6.5.11)

и след матрицы
Sp Ĵ = Bxx +Byy = S0 > 0. (6.5.12)

В случае полностью поляризованной волны коэффициент взаимной
корреляции

γxy = Bxy(0)/
√
Bxx(0)Byy(0) = eiψ, (6.5.13)

так что det Ĵ = 0. Для неполяризованной волны все направления век-
тора E в плоскости волнового фронта равновероятны (коэффициент

1) Другие методы описания случайной поляризации см. в [5–7].
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взаимной корреляции γxy = 0, Bxx = Byy = I). Поляризационная мат-
рица при этом имеет вид

Ĵ = I

(
1 0
0 1

)
. (6.5.14)

В промежуточном случае частично поляризованной волны 0 < |γxy| <
< 1.
Частично поляризованную волну можно разложить на полностью

поляризованную и полностью неполяризованную волны, т. е. матрицу
(7) можно записать в виде

Ĵ = Ĵпол + Ĵнепол, (6.5.15)

где Ĵпол и Ĵнепол — матрицы полностью поляризованной и неполяризо-
ванной волн соответственно:

Ĵпол =
(
B D

D∗ C

)
, Ĵнепол =

(
A 0
0 A

)
.

Из сравнения (15) с (7) следует, что

Bxx = A+B, Byy = A+ C, Bxy = D, Byx = D∗.

Кроме того, det Ĵпол = 0, т. е.

BC −DD∗ = A2 − (Bxx +Byy)A+ det Ĵ = 0. (6.5.16)

Решение уравнения (16) дает

A = 1
2
{Bxx +Byy ∓

√
(Bxx +Byy)2 − 4det Ĵ}.

Значение A со знаком плюс перед корнем дает отрицательные значения
величин B и C, поэтому его следует отбросить. Сумма величин B + C
представляет собой интенсивность поляризованной волны:

Iпол = B + C = {(Bxx +Byy)2 − 4det Ĵ}1/2.
Степень поляризации. Эта величина определяется как отношение

интенсивности Iпол к полной интенсивности волны I0 = Bxx + Byy
и обозначается через P :

P = Iпол

I0
=
{
1− 4det Ĵ

(Sp Ĵ)2

}1/2
. (6.5.17)

Легко убедиться, что для полностью поляризованной волны P = 1, для
неполяризованной волны P = 0. Частично поляризованная волна имеет
значение 0 < P < 1.
Соотношения (11) и (12) позволяют представить степень поляриза-

ции через параметры Стокса:

P = [S 21 + S 22 + S 23]
1/2S −1

0 . (6.5.18)
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В соответствии с физическим смыслом параметров Sj (см. выше)
величину P можно записать как

P =
√
P 2л + P 2кр, Pл = (S 21 + S 22)

1/2S−1
0 ,

Pкр = S3/S0. (6.5.19)

Здесь Pл и Pкр — соответственно степени линейной и круговой поля-
ризации.
Покажем теперь, что коэффициент взаимной корреляции γxy не

может превышать степень поляризации P . Воспользовавшись (17), (12)
и (11), получим

1− P 2 =
(
2
√
BxxByy

Bxx +Byy

)2
[1− |γxy|2]. (6.5.20)

Поскольку (B1/2xx −B
1/2
yy )2 > 0, то из (20) следует

P � |γxy|. (6.5.21)

Величина P (17) выражается через инварианты det Ĵ и Sp Ĵ и, сле-
довательно, не зависит от выбора осей x и y. Коэффициент же γxy
зависит от выбора осей координат, он имеет максимальное значение
при Bxx = Byy. Нетрудно показать, что всегда можно выбрать новые
координаты x′ и y′, повернутые на угол θ относительно осей x и y,
таким образом, чтобы

Bx′x′ = By′y′ . (6.5.22)

В новой системе координат компоненты электрического поля:

Ex′ = Ex cos θ + Ey sin θ, Ey′ = −Ex sin θ + Ey cos θ.

Вычислим величины Bjj′ = 〈Ej′E∗
j′〉 и потребуем выполнения усло-

вия (22). При этом найдем, что угол θ определяется выражением

tg 2θ = Byy −Bxx

Bxy +Byx
. (6.5.23)

Поскольку Byx = B∗
xy, значение θ действительное. В системе координат

x′ и y′ степень поляризации P волны равна коэффициенту взаимной
корреляции |γx′y′ |. Это обстоятельство используется для измерения P .
Состояние поляризации волны, описываемое в терминах стоксо-

вых параметров наглядно геометрически принято изображать на сфере
Пуанкаре в системе координат параметров Стокса с осями S1/S0,
S2/S0, S1/S0. Эта же совокупность параметров определяет степень
поляризации P . Сфере единичного радиуса соответствует полностью
поляризованное излучение. Неполяризованное излучение (P = 0) отоб-
ражается точкой в центре координат.
Проведенное выше рассмотрение ограничено случаем плоской слу-

чайной волны. Для случайно модулированных световых пучков степень
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Рис. 6.4. Степень поляризации
в лазерном пучке со случай-
ной фазовой модуляцией, про-
шедшем через канал с оптически
активным элементом [9]

x — расстояние от центра пучка

поляризации может быть, вообще го-
воря, различна для различных точек
пучка (рис. 6.4).

Статистика стоксовых параметров;
скрытая поляризация, поляризацион-
ное сжатие. Рассмотренное выше описа-
ние поляризации векторного поля связа-
но со статистическими характеристиками
второго порядка. Изучение моментов сток-
совых параметров Sj более высокого по-
рядка и, конечно, их функций распределе-
ния дает более глубокий анализ состояния
поляризации. Необходимость такого ана-
лиза ясна из сравнения следующих двух
примеров.
Пример 1. Рассмотрим сначала супер-

позицию двух ортогонально поляризован-
ных полей с равными частотами и оди-
наковыми постоянными действительными

амплитудами, но со случайными фазами с равномерной функцией распределе-
ния (Aj(t) = ρ0e

iϕj(t)):

Ej(t) =
1

2
ρ0 exp[i(ω0t+ ϕj(t)] + к. с.

(j = x, y), (6.5.24)

w(ϕj) =
1

2π
, −π � ϕj � π.

Нетрудно убедиться, что в этом случае значение стоксовых параметров S1 =
= S2 = S3 = 0 и, следовательно, степень поляризации (18) P = 0.

Рис. 6.5. Сфера Пуанкаре

Пример 2. Если статистически независи-
мые флуктуации ортогональных поляризаций

Ex(t) =
1

2
ρx(t) exp[i(ωt+ ϕx(t))] + к. с.,

(6.5.25)

Ey(t) =
1

2
ρy(t) exp[i(ωt+ ϕy(t)] + к. с.

подчиняются гауссовской статистике с одина-
ковой дисперсией, т. е. совместная функция
распределения огибающей и фазы дается вы-
ражением (2.4.4)

w(ρj , ϕj) =
ρj

2πσ2
e−ρ2j/2σ2 (j = x, y)

(6.5.26)
то степень поляризации также равна нулю.
Однако дисперсии некоторых стоксовых

параметров Sj в рассматриваемых случаях оказываются разными. Для первого
случая имеем следующие значения дисперсий:

σ2S, 1 = 〈S21〉 − 〈S1〉2 = 0, σ2S, 2 = σ2S, 3 =
1

2
(S0)

2, (6.5.27)



§ 5. Векторные случайные поля 311

где

S0 =
1

2
ρ20 = σ2.

Для второго случая получаем

σ2S, 1 = σ2S, 2 = σ2S, 3 =
1

2
σ4 =

1

2
(S0)

2. (6.5.28)

Из сравнения полученных результатов видно, что в первом случае дис-
персия стоксова параметра S1 равна нулю, тогда как во втором случае она
отлична от нуля. Другими словами, при измерении моментов четвертого и бо-
лее высокого порядков стоксовых параметров излучения неполяризованного
в традиционном смысле может проявляться внутренняя структура поляриза-
ции. Это свойство Д.Н. Клышко назвал скрытой поляризацией [10].
Для неполяризованного излучения (P = 0) с гауссовской статистикой

ортогональных компонент дисперсии всех стоксовых параметров одинаковы.
Однако этот вывод справедлив только для стационарных случайных полей.
Если же поля ортогональных компонент статистически нестационарны, хотя
и обладают гауссовской статистикой, дисперсии стоксовых параметров могут
быть неравными. Сказанное иллюстрируется приведенным ниже примером.
Рассмотрим ситуацию, когда флуктуации ортогональных компонент пред-

ставляют собой сжатый гауссовский шум. Статистические свойства такого
шума описаны в § 7 главы 3. При этом для простоты будем полагать, что
степень сжатия в обеих компонентах одинакова и флуктуации идеально сжаты.
Для каждой из ортогональных компонент функция распределения огибающей
ρj фазы ϕj дается выражением (3.7.19)

w(ρj , ϕj) =
ρj

2πσ2(1− κ
2)

exp

{
−1− κ cos2 ϕj

1− κ
2

ρ2j

2σ2

}
(j = x, y), (6.5.29)

где σ2 — дисперсия (интенсивность) ортогональных компонент, κ — параметр
сжатия. Как уже отмечалось, в рассматриваемом случае S1 = S2 = S3 = 0
и излучение в соответствии в (18) является полностью неполяризованным.
Выражения для дисперсий стоксовых параметров имеют следующий вид:

σ2S, 1 = σ2S, 2 =
1

2
(1+ κ2)(S0)

2,

σ2S, 3 =
1

2
(1− κ2)(S0)

2,
(6.5.30)

где S0 = σ2.
Заметим, что расчет дисперсий σ2S, 2 и σ

2
S, 3 удобнее проводить, представив

стоксовы параметры через квадратурные компоненты и пользуясь формула-
ми (3.7.6).
При отсутствии сжатия шума (κ = 0) выражения (30) переходят в фор-

мулы (27). Из (30) следует, что для сжатого гауссовского шума дисперсии
стоксовых компонент отличаются от таковых для несжатого гауссовского шу-
ма. Это различие связано с параметром κ, характеризующим степень сжатия.
Интересно, что в стоксовом параметре S3 дисперсия оказывается даже меньше,
чем для стационарного гауссовского неполяризованного излучения. В этом
стоксовом параметре флуктуации частично подавлены.
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Для характеристики состояния поляризованного излучения, но с подав-
ленными квантовыми флуктуациями некоторых стоксовых параметров в [11],
был введен термин поляризационно-сжатый свет 1). В рассматриваемом случае
можно говорить о поляризационно-сжатом неполяризованном свете, имея в ви-
ду возможность подавления флуктуаций в некоторых стоксовых параметрах по
отношению к уровню стационарных гауссовских флуктуаций. Если коэффици-
ент взаимной корреляции ортогональных поляризационных компонент отличен
от нуля, то можно сформировать частично поляризованный поляризационно-
сжатый свет. При рассмотрении «скрытого» состояния поляризации мы огра-
ничились анализом дисперсии стоксовых параметров, в рамках описания поля
моментами четвертого порядка интерес могут представить корреляции между
стоксовыми параметрами [12].
Читатель, который интересуется функциями распределения стоксовых па-

раметров, может обратиться к работам [13, 14].
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Гл а в а 7

ИМПУЛЬСНЫЕ ВОЛНЫ В ЛИНЕЙНЫХ СРЕДАХ

С ДИСПЕРСИЕЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

В этой и следующей главе на основе уравнений, выведенных в гла-
ве 6, рассмотрено распространение частично когерентных, случайно
модулированных импульсов в линейных диспергирующих средах. Це-
лый ряд полученных при этом результатов оказываются справедливыми
и для детерминированных импульсов. Поэтому мы сочли возможным
в названии главы не акцентировать характер импульсов. В настоящей
главе речь пойдет о распространении импульсов в средах с дисперсией
второго порядка, т. е. дисперсия групповой скорости учитывается в пер-
вом порядке. Влияние дисперсии более высокого порядка на распро-
странение импульсов в линейной среде изучается в главе 8. Основными
рассматриваемыми статистическими характеристиками являются спек-
тральная плотность, временные корреляционные функции, инварианты
распространения. Наряду с этим рассматривается эффект самовоспро-
изведения периодической последовательности импульсов (временной
эффект Тальбота).

§ 1. Квазимонохроматические волны в линейной
диспергирующей среде

Рассмотрим распространение в диспергирующей линейной среде без
потерь квазимонохроматической плоской волны

E(t, z) = 1
2
A(t, z)ei(ω0t−k0z) + к.с. (7.1.1)

Будем предполагать, что медленно меняющаяся комплексная амплиту-
да имеет вид одиночного импульса с произвольной детерминированной
или случайной модуляцией по амплитуде и/или по частоте (АМ-ЧМ
импульс произвольной формы) (рис.7.1).
Уравнение для комплексной амплитуды и его решение. Как по-

казано в гл. 6, функция A(t, z) = A(θ, z) (θ = t − z) и удовлетворяет
уравнению (см. (6.3.19))

∂A

∂z
+ i

∞∑
m=2

km

m!

(
∂

i ∂θ

)m
A = 0, (7.1.2)
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Рис. 7.1. Реализации импульсов со случайной модуляцией: а) амплитудно-
модулированный (АМ) импульс (ReA = 0, ImA = 0), б) частотно-модулиро-

ванный (ЧМ) импульс (ReA �= 0, ImA �= 0)

решение которого с граничным условием

A(θ, z = 0) = A(0)(t) =
+∞∫

−∞
A(0)
ω eiωt dt (7.1.3)

имеет вид

A(θ, z) =
+∞∫

−∞
A(0)
ω �(ω, z)eiωθ dω, (7.1.4)

где коэффициент передачи

�(ω, z) = e−iΦ(ω)z

(
Φ(ω) =

∞∑
m=2

km

m!
ωm

)
. (7.1.5)

Функция Φ(ω) учитывает дисперсию среды в области частот, близких
к несущей частоте ω0 (1). Мы ограничимся анализом распространения
импульсов в линейных средах без потерь, когда ImKm = 0, так что

|�(ω, z)| = 1, �(ω = 0, z) = 1. (7.1.6)

Подставив комплексную амплитуду в виде интеграла Фурье

A(θ, z) =
+∞∫

−∞
Aω(z)eiωθ dω, (7.1.7)

из (4) находим
Aω(z) = A(0)

ω �(ω, z). (7.1.8)

Если перейти в (4) от спектрального к временно́му представлению, то
для A(θ, z) получим

A(θ, z) =
+∞∫

−∞
A(0)(t)�(t− θ, z) dt, (7.1.9)
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где

�(t, z) = 1
2π

+∞∫
−∞

�(ω, z)eiωt dω. (7.1.10)

Законы сохранения. Из (4)–(8) нетрудно получить, что при
распространении импульса постоянными, т. е. не зависящими от z,
остаются следующие его параметры [1]:
«площадь» импульса

S =
+∞∫

−∞
A(θ, z) dθ =

+∞∫

−∞
dθ

+∞∫

−∞
dω A(0)

ω �(ω, z)eiωθ =

= 2π
+∞∫

−∞
dω δ(ω)A(0)

ω �(ω, z) = 2πA(0)
ω=0�(ω = 0, z) = 2πA(0)

ω=0 = const,

(7.1.11a)

«энергетический» частотный спектр

g (ω) = 2π|Aω(z)|2 = 2π|A(0)
ω |2 = g (0)(ω), (7.1.11б)

энергия

U =
∫
g (ω) dω =

∫
y(0)(ω) dω = U (0) = const, (7.1.11в)

эффективная ширина спектра

Δω = U/g (ω)max = U (0)/g (0)(ω)max = const, (7.1.12)

а также корреляционная функция

ψmn(τ ) =
+∞∫

−∞
A(m)(θ, z)A(n)∗(θ + τ , z) dθ =

= im−n
+∞∫

−∞
ωm+ng (0)(ω)e−iωτ dω

(
A(m)(θ, z) = ∂m

∂θm A(θ, z)
)
.

Интенсивность импульса I = |A(θ, z)|2 = I(θ, z) при распространении
меняется, вместе с ней меняется и эффективная длительность импуль-
са Δt(z):

Δt(z) = U/Imax. (7.1.13)

Длительность Δt, ширина Δω частотного спектра и «база»
импульса β = Δt Δω. При оценке параметров Δt и Δω используют
самые разнообразные критерии.
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Пусть имеется импульс A(t), для которого

A(t) =
+∞∫
−∞

Aωe
iωt dω, Aω = 1

2π

+∞∫
−∞

A(t)e−iωt dt,

и которому соответствует интенсивность I(t) = |A(t)|2, энергетический
спектр g (ω) = 2π|Aω|2 и энергия U =

∫
I(t) dt =

+∞∫
−∞
g (ω) dω. По этим

характеристикам импульса параметры Δt и Δω оценивают, применяя,
например, такие критерии:
1-ый критерий, интегральный совпадает с (12) и (13):

Δt = U/Imax, Δω = U/gmax.

2-ой критерий, по размерам областей, в пределах которых функции
I(t) и g (ω) значительно уменьшаются, например, в 2 раза, в e раз
и т. д.
3-ий критерий, среднеквадратичный

Δt = Δtск = [{t2} − {t}2]1/2,
Δω = Δωск = [{ω2} − {ω}2]1/2,

где

{tn} = 1
U

+∞∫
−∞

tnI(t) dt, {ωn} = 1
U

+∞∫
−∞

ωng (ω) dω.

Под так называемой «базой» импульса понимают величину β = ΔtΔω,
которая ограничена снизу β � βmin, но величина βmin не универсальна,
а определяется выбранным критерием оценки Δt и Δω. Например, для
спектрально ограниченного гауссовского импульса

A(t) = e−t
2/2t2A , Aω = tA√

2π
e−ω

2t2A/2, (7.1.14)

I(t) = e−t
2/t2A , gω = t2Ae

−ω2t2A , U =
√
π tA

получим: по 1-му критерию

Δt1 =
√
π tA � 1,8tA, Δω1 =

√
π

tA
≈ 1,8

tA
, β1 = π = 3,14; (7.1.15)

по 2-му критерию

Δt2 = 2
√

ln 2 ≈ 1,7tA, Δω2 = 2
√

ln 2
tA

≈ 1,7
tA
, β2 = 4 ln 2 ≈ 2,8;

(7.1.16)
и по 3-му критерию

Δt3 = tA√
2
≈ 0,7tA, Δω3 = 1√

2 tA
≈ 0,7

tA
, β3 = 0,5. (7.1.17)
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Видно, что в рассматриваемом случае

Δt1 > Δt2 > Δt3, Δω1 > Δω2 > Δω3 и β1 > β2 > β3. (7.1.18)

По 1-му и 2-му критериях оценки для Δt, Δω и β примерно совпа-
дают, однако по 3-му критерию они получаются заметно меньшими.
Это понятно, поскольку при расчете {tn} и {ωn} несколько подавляется
центральная, обычно наиболее энергонесущая, часть импульса и его
спектра.

§ 2. Модель частично некогерентного импульса

Для описания случайно модулированных импульсов (7.1.3), ис-
пускаемых источником, расположенным на границе z = 0, мы будем
использовать мультипликативную модель, полагая

A(0)(t) = F (t)ξ(t), (7.2.1)

где F (t) — некоторая детерминированная функция с параметрами

F (t) =
∫
Fωe

iωt dω, gF (ω) = 2π|Fω|2,
UF =

∫
|F (t)|2 dt =

∫
gF (ω) dω, IF (t) = |F (t)|2, (7.2.1a)

ΔωF = UF /gF (ω)max, ΔtF = UF /IF , max,

а ξ(t) — стационарный случайный процесс с статистическими характе-
ристиками:

〈ξ(t)〉 = 0, 〈|ξ(t)|2〉 = σ2ξ, 〈ξ(t)ξ∗(t+ τ )〉 = σ2ξRξ(τ ) =
∫
Gξ(ω)eiωτ dω,

Gξ(ω) =
σ2ξ
2π

+∞∫
−∞

Rξ(τ )e−iωτ dτ ,

τξ = 1
2

+∞∫
−∞

Rξ(τ ) dτ = πGξ(0)

σ2ξ
(время корреляции),

Δωξ = π

τξ
=

σ2ξ
Gξ(0)

(ширина частотного спектра).

Для импульса A(0)(t) при этом получим следующие усредненные пара-
метры:

I0(t) = 〈|A(0)(t)|2〉 = σ2ξIF (t), (7.2.2a)

U0 =
+∞∫

−∞
I0(t) dt = σ2ξUF , (7.2.2б)
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g0(ω) = 2π〈|A(0)
ω |2〉 =

+∞∫

−∞
gF (ω − ω′)Gξ(ω′) dω′, (7.2.2в)

Δt0 = U 0/I0, max = UF /IF , max = ΔtF , (7.2.2г)

Δω0 = U 0/g0(ω)max. (7.2.2д)

Из законов сохранения следует, что при распространении импуль-
са A(0)(t) в диспергирующей линейной среде, остаются постоянны-
ми усредненная энергия U = U0, усредненный энергетический спектр
g (ω) = g0(ω) и, очевидно, ширина этого спектра.
Гауссовская модель. Для расчетов удобна гауссовская модель им-

пульса (1), в которой регулярная огибающая F (t) и корреляционная
функция 〈ξξ∗τ 〉 случайной огибающей ξ(t) выражаются через гауссов-
ские функции:

F (t) = F0e
−t2/2t20 , 〈ξ(t)ξ∗(t+ τ )〉 = σ2ξe

−τ2/4τ20 . (7.2.3)

Для этого случая по приведенным выше формулам находим

gF (ω) = |F0|2t20e−ω
2t20 , UF =

√
π|F0|2t0, (7.2.4)

ΔtF = Δt0 =
√
π t0, ΔωF =

√
π

t0
,

Rξ(τ ) = e−τ
2/4τ20 , Gξ(ω) = τ0√

π
σ2ξe

−(τ0ω)2 ,

τξ =
√
π τ0, Δωξ =

√
π

τ0
,

g 0(ω) =
σ2ξt

2
0|F0|2√
1+ s20

e
− t20ω

2

1+s20 , s0 = t0
τ0

= Δωξ

ΔωF
,

I0(t) = σ2ξ|F0|2e−t
2/t20 , U0 =

√
π σ2ξ |F0|2t0,

Δω0 = ΔωF
√
1+ s20. (7.2.5)

Безразмерный параметр

s0 = ΔtF
τξ

= t0
τ0

= Δωξ

ΔωF
(7.2.6)

будем называть индексом некогерентности импульса A(0)(t). Как видно
из (5), s0 определяет влияние случайной модуляции на расширение
частотного спектра импульса. При s0 � 1 (слабая некогерентность,
рис. 7.2a) A(0)(t) и F (t) почти совпадают по форме. Если s0 ∼ 1, то
случайная модуляция приводит к заметному отличию A(0)(t) от F (t)
(рис. 7.2б). В случае же s0 � 1 (сильная некогерентность, рис. 7.2в)
A(0)(t) принимает вид просто отрезка реализации шума ξ(t), и лишь
длительность этого отрезка будет, по-прежнему, определяться огибаю-
щей F (t), поскольку t0 = tF при любой величине s0.



320 Гл. 7. Импульсные волны в линейных средах

Рис. 7.2. Реализации некогерентных импульсов при разных значениях парамет-
ра S0: а) S0 � 1, б) S0 > 1, в) S0 � 1

§ 3. Импульсы в среде с дисперсией второго порядка:
дальняя зона, дисперсионное расплывание,
формирование импульсов-спектронов

В настоящем и следующем параграфах мы подробно рассмотрим
распространение детерминированных и частично когерентных импуль-
сов с непрерывным спектром в среде с дисперсией второго порядка,
распространение в таких средах импульсов с дискретным спектром
будет изучено в § 6.
Частотный коэффициент передачи � и функция Грина �

среды. Под средой с дисперсией n-го порядка (n = 2, 3, . . .) будем
понимать среду, для которой в разложении (7.1.5) достаточно учесть
только член с m = n. Следовательно, для среды с дисперсией второго

порядка имеем φ(ω) = 1
2
k2ω

2 и

�(ω, z) = e−i
1
2 k2ω

2z, (7.3.1)

�(t, z) = 1√
i2πk2z

eit
2/2k2z. (7.3.2)

Уравнение (7.1.2) в рассматриваемом случае принимает вид

∂

∂z
− i
1
2
k2
∂2A

∂θ2
= 0,

а его решение (7.1.9), удовлетворяющее граничному условию (7.1.3)
можно записать так:

A(θ, z) =
+∞∫

−∞
A(0)(t)�(θ − t, z) dt =

= �(θ, z)
+∞∫

−∞
A(0)(t)e−iθt/k2z+it

2/2k2z dt =
+∞∫

−∞
A(0)
ω e−ik2zω

2/2+iωθ dω.

(7.3.3)

Импульс в дальней зоне. Интегрирование по t в (3) фактически
производится в пределах длительности t0 импульса A(0)(t), т. е.

t2/2|k2|z � t20/2|k2|z = zd/2z,
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где
zd = t20/|k2|. (7.3.4)

Область достаточно больших z, в которой z � zd, называют даль-
ней зоной, область малых расстояний z (z � zd) — ближней зоной,
расстояние zd — длиной дисперсионного расплывания (или коротко
дисперсионной длиной). В дальней зоне можно считать

eit
2/2k2z ≈ 1.

При этом интеграл в (3) принимает вид интеграла Фурье:

A(θ, z) ≈ �(θ, z)
+∞∫

−∞
A(0)e−iθt/k2z dt = 2π�(θ, z)A(0)

ω=θ/k2z
. (7.3.5)

Используя (5) и учитывая (7.1.11б) и (2), находим, что в дальней
зоне форма импульса интенсивности I = |A|2 повторяет в определенном
масштабе форму спектра g (0)(ω) = 2π|A(0)

ω |2 источника
I(θ, z) = 1

|k2|z g
(0)(ω = θ/k2z). (7.3.6a)

Соотношение (6а) согласуется с законом сохранения энергии (7.1.11в):

U(z � zd) =
+∞∫
−∞

I(θ, z � zd) dθ = 1
|k2|z

+∞∫
−∞
g (0)(ω = θ/k2z) dθ = U (0).

(7.3.6б)

Дисперсионное расплывание. Из (6а, б) следует точное общее
выражение для длительности импульса в дальней зоне

Δt = |k2|Δω0z = β0(z/zd)t0 � t0, (7.3.7)

где «база» импульса β0 = Δω0t0. В (7) предполагается, что параметры
Δt, t0 и Δω0 оцениваются по произвольным, но одинаковым критериям.
Например, по уровню 0,5 или 1/e (см. (7.1.15)–(7.1.18). Согласно (7)
в дальней зоне длительность импульса по мере его распростране-
ния монотонно увеличивается пропорционально расстоянию z. Этот
эффект, обусловленный дисперсией среды, называют дисперсионным
расплыванием.
Формирование импульсов-спектронов. Из соотношения (6а) вид-

но, что импульс интенсивности в дальней зоне принимает предсказу-
емую устойчивую форму, повторяя в определенном масштабе форму
энергетического спектра g (0)(ω) входного импульса A(0)(t), т. е. форму
собственного спектра, которая является инвариантом распространения
(см. (7.1.11)). Такие импульсы называют спектронами [1, 2]. Не из-
меняя своей формы, импульсы-спектроны становятся более длинными
и менее интенсивными. Тем самым как бы укрупняется масштаб вре-

11 С.А. Ахманов, Ю.Е. Дьяков, А. С. Чиркин
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менно́й развертки спектра g (0)(ω), что можно в принципе использовать
как при измерениях спектра, так и для моделирования импульсов
I(θ, z � z′d), т.е придания им какой-то определенной формы.
«Скорость» и «угол» дисперсионного расплывания. Итак, в со-

ответствии с (6) и (7), придя в дальнюю зону, импульс принимает вид
импульса-спектрона, имеющего длительность Δt и пространственный
масштаб (длину) l:

Δt = Δt(z) = |k2|Δω0z, l = l(z) = uΔt, (7.3.8)

u — групповая скорость. Расстояние δz = z2 − z1 между двумя точками
дальней зоны (z2 > z1 � zd) импульс пробегает за время

δt = δz/u,

увеличивая при этом свою длительность вследствие дисперсионного
расплывания на δ(Δt) и длину на δl, где

δ(Δt) = |k2|Δω0 δz, δl = u δ(Δt).

Из этих выражений следует, что дисперсионное расплывание им-
пульса в дальней зоне характеризуется скоростью

vd = δl/δt = u2|k2|Δω0. (7.3.9)

Чтобы оценить отношение

vd/u = u|k2|Δω0, (7.3.10)

будем рассуждать следующим образом. При учете влияния дисперсии
использовалось разложение (7.1.5) волнового числа

k(ω0 + ω) = k0 + k1ω + 1
2!
k2ω

2 + . . . (7.3.11)

в окрестности несущей частоты ω0 по степеням частоты ω, которая
по порядку величины равна Δω0, ширине частотного спектра импуль-
са. Для сходимости ряда (11) его члены должны достаточно быстро
уменьшаться, т. е. должны выполняться неравенства

k1ω = 1
u
ω � k0 (a) k2ω

2 � k1ω (б) и т. д. (7.3.12)

Используя в (12) оценки

k0 ≈ ω0/c k1 = u−1 ≈ c−1 ω � Δω0,

из (12а) получим
Δω0 � ω0, (7.3.13)

а из (12б)
|k2| � (cΔω0)−1. (7.3.14)
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Условие (13) не дает ничего нового. Оно просто означает, что рас-
сматриваемая импульсная волна должна быть, как и предполагалось,
узкополосной. Подставив в (10) неравенство (14), найдем

vd/u ≈ c|k2|Δω0 � 1. (7.3.15)

Таким образом, скорость дисперсионного расплывания импульса на-
много меньше скорости его распространения.
Соотношение (15) имеет наглядный смысл. Из выражения (7) для

длительности Δt(z) импульса в дальней зоне следует асимптотическое
выражение (8) для длины l этого импульса. На плоскости zl угол
наклона асимптоты (8) к оси z как раз совпадает с (15). Мы будем
называть его углом дисперсионного расплывания, обозначая как θd
(рис.7.3):

θd = vd/u = u|k2|Δω0 � 1. (7.3.16)

Рис. 7.3. Зависимость
пространственного раз-
мера l импульса от рас-
стояния z, пройденного
в диспергирующей сре-
де (сплошная кривая).
Угол наклона асимпто-
ты определяется выра-
жением (7.3.16)

Из полученных результатов следует, что по-
скольку угол дисперсионного расплывания
θd ∼ Δω0, то случайная модуляция ξ(t) вход-
ного импульса A(0)(t) (7.2.1) (его частичная
некогерентность) сказываются на распростра-
нении этого импульса в той мере, в ка-
кой расширяет спектральную полосу импуль-
са. При этом согласно (16) большим Δω0 соот-
ветствует большие углы θd, а значит, и боль-
шие скорости дисперсионного расплывания
(рис.7.3).
Распространение гауссовского случайно

модулированного импульса; точные резуль-
таты. В средах с дисперсией второго порядка
комплексная амплитуда A(θ, z) произвольного
импульса на произвольном расстоянии z от
источника дается выражениями (3) и (2)

A(θ, z) = �(θ, z)
+∞∫

−∞
A(0)(t)e−iθt/k2z+it

2/2k2z dt. (7.3.17)

Рассмотрим случай частично некогерентного источника излучения,
комплексная амплитуда которого A(0)(t) описывается гауссовской
мультипликативной моделью (7.2.1):

A(0)(t) = F (t)ξ(t), F (t) = F0e
−t2/2t2F , 〈ξξτ 〉 = σ2ξe

−τ2/4τ2ξ . (7.3.18)

Средняя интенсивность распространяющегося импульса при этом опре-
деляется следующим интегральным выражением

11*
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〈I(θ, z)〉 = 〈|A(θ, z)|2〉 =

=
σ2ξ|F0|2
2π|k2|z

+∞∫ ∫
−∞

exp
[
− t21 + t22

2t2F
− (t1 − t2)

2

4τ 2ξ
+ i

(θ − t1)
2 − (θ − t2)

2

2k2z

}
dt1 dt2,

для которого получается точный аналитический результат

〈I(θ, z)〉 = σ2ξ
tF
t(z)

|F0|2e−θ2/t2(z), (7.3.19)

где
t2(z) = t2F + (k2z)2

(
1

t2F
+ 1

τ 2ξ

)
. (7.3.20)

Умножив (20) на cj , получим точное выражение для длительности

Δt2(z) = Δt2F + (k2z)2(Δω0)2, (7.3.21)

где Δt(z) = cjt(z) — длительность усредненного импульса по j-му
критерию (7.1.15) на произвольном расстоянии от частично некогерент-
ного источника (18); ΔtF = cjtF — длительность импульса источника,
ширина частотного спектра источника

Δω0 = cj

√
1

t2F
+ 1

τ 2ξ
.

Из сравнения (19) и (18) следует, что на любом расстоянии от источ-
ника средняя интенсивность импульса сохраняет гауссовскую форму,
а его длительность определяется выражением (21), которое в дальней
зоне переходит в универсальное выражение (8) (см. также рис. 7.3).
Корреляция частично некогерентного импульса. Рассмотрим те-

перь корреляционную функцию

B(θ, τ ; z) = 〈A(θ, z)A∗(θ + τ , z)〉 (7.3.22)

для мультипликативной модели (7.2.1) источника излучения. В дальней
зоне (z � zd) для рассматриваемого импульса получим

B(θ, τ ; z) = �(θ, z)�∗(θ + τ , z) ×
×

∫ ∫
F (t1)F ∗(t2)Bξ(t1 − t2) exp[−i(θt1 − (θ + τ )t2)/k2z] dt1 dt2.

(7.3.23)

Переходя к новым переменным интегрирования t = t2, τ ′ = t1 − t,
находим

B(θ, τ ; z) = 1
2πk2z

e
−i 2θτ+τ2

2k2z ×

×
+∞∫

−∞
Bξ(τ ′)e−iθτ

′/k2z
+∞∫

−∞
F (t+ τ ′)F ∗(t)eiτt/k2z dt dτ ′. (7.3.24)
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Если предположить, что импульс источника сильно некогерентный,
т. е.

τξ � tF , s0 = tF /τξ � 1,
то в (24) можно считать F (t+ τ ′) ≈ F (t). В результате двойной инте-
грал в (24) распадается на два независимых интеграла и имеем

B(θ, τ ; z) = e
−i 2θτ+τ2

2k2z I(θ, z)�(τ , z),

где

I(θ, z) = 〈|A(θ, z)|2〉 = 1
2π|k2|z UF

+∞∫
−∞

Bξ(τ ′)e
−i θτ ′

k2z dτ ′ =

= 1
|k2|z UFGξ(ω = θ/k2z) (7.3.25)

�(τ , z) = 1
UF

+∞∫
−∞

|F (t)|2eiτt/k2z dt (|R| � 1) (7.3.26)

(UF дается формулой (7.2.1a)). Выражение (25) аналогично (6), и из
него следует, что длительность импульса равна

Δt(z) = |k2|Δωξz
(см. также формулу (7)). Время корреляции τ (z), соответствующее
коэффициенту корреляции (26), оценим как

τ (z) = 1
2

+∞∫
−∞

�(τ , z) dτ. (7.3.27)

Поскольку
+∞∫
−∞

eitτ/k2z dτ = 2πδ
(
t

k2z

)
= 2πk2z δ(t), (7.3.28)

то подставив (26) и (28) в (27), найдем

τ (z) = π|k2|z/tF (z � zd) (7.3.29)

Полученные выше результаты указывают на интересные и неожи-
данные особенности импульса A(θ, z), порожденного сильно некоге-
рентным импульсом A(0)(t) источника типа (7.2.1).
1. В ближней зоне (z � zd) импульс A в диспергирующей сре-

де мало отличается от импульса A(0) источника: его длительность
определяется огибающей F (t), а корреляционные характеристики —
случайной модуляцией ξ(t).
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2. В дальней зоне (z � zd), однако, оказывается все обстоит наобо-
рот: временные характеристики импульса 〈I〉 определяются случайной
модуляцией ξ(t) (см. (25)), корреляционные характеристики — детер-
минированной огибающей F (t) (см. (26)).
3. При этом индекс некогерентности s(z) = Δt(z)

τ(z)
импульса при его

распространении не меняется, оставаясь равным индексу некогерент-
ности s0 импульса источника. Действительно,

s0 = s(0) = tF
τξ

≈ Δωξ

ΔωF
(см. (7.2.6))

и s(z) = Δt(z)

τ(z)
= Δωξ

ΔωF
, т. е. s(z) = s0.

§ 4. Распространение импульсов в среде с дисперсией
второго порядка: ближняя зона, компрессия

и обращение формы импульса

Как и в § 3, будем исходить из общего выражения (7.3.3) для ком-
плексной амплитуды A(θ, z) импульса, распространяющего в дисперги-
рующей линейной среде. Мы покажем, что при определенном выборе
функции A(0)(t) в (7.3.3) зависимость длительности Δt(z) импульса
A от пройденного расстояния z может быть немонотонной (рис. 7.4):
сначала длительность будет уменьшаться

Рис. 7.4. Зависимость длительности импульса с линейной частотной модуляци-
ей ω(t) = −t/(k2f) от расстояния z, пройденного в среде с дисперсией второго

порядка, характеризуемой параметром k2

Δt(z) < Δt(0) (0 < z < f), (7.4.1)

достигнет при некотором z � f минимального значения

Δt(f) = Δtmin, (7.4.2)

а затем будет увеличиваться

Δt(z) > Δt(0) (z > f). (7.4.3)

При этом режим распространения (3) соответствует рассмотренному
ранее дисперсионному расплыванию. В случае же (1) имеет место
эффект сужения импульса или его компрессии. Такая картина напо-
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минает фокусировку волнового пучка, при этом длительность Δt(z)
импульса является аналогом радиуса r(z) пучка. Характерный масштаб
f в (1)–(3) будем называть «временны́м» фокусным расстоянием или
просто фокусным расстоянием.
Условия компрессии импульса. Будем искать оптимальный вход-

ной импульс A(0)
opt(t), который на заданном расстоянии z = f от источ-

ника создавал бы наиболее короткий (из всех возможных) импульсов
Aopt(θ, z = f).
В частотном представлении имеем

A
(0)
opt(t) =

+∞∫

−∞
A

(0)
ω,opte

iωt dω (7.4.4)

и согласно (7.3.3)

Aopt(θ, f) =
+∞∫

−∞
A

(0)
ω,opte

−ik2fω2/2+iωθ dω. (7.4.5)

Формально поставленная задача решается просто. Из (5) непосред-
ственно видно, что в оптимальном случае должно быть

A
(0)
ω,opt ∼ eiκ2fω

2/2 = Mω. (7.4.6)

Поскольку тогда

Aopt(θ, f) =
+∞∫

−∞
|A(0)
ω,opt|2eiωθ dω ∼

∫
eiωθ dω = 2π δ(θ), (7.4.7)

т. е. пробежав в диспергирующей среде расстояние z, импульс (4)
трансформируется в бесконечно короткий импульс вида δ-функции.
Подстановка (6) в (4) дает

A
(0)
opt(t) ∼M(t) ∼ e−it

2/2k2f , (7.4.8)

т. е. найденный импульс (8) представляет собой ЧМ-поле, частота
которого

ωM (t) = d

dt

(
− t2

2k2f

)
= −t/(k2f) (7.4.9)

меняется со временем по линейному закону, причем величина (k2f)−1
характеризует «скорость» изменения частоты.
Конечно, импульс вида (8) реально нельзя создать, поскольку его

энергия и длительность бесконечны. Тем не менее этот результат яв-
ляется весьма важным и может быть использован в квазиоптимальной
(модуляционной) схеме компрессии (рис. 7.5а). В этом случае через
диспергирующую среду пропускается не сам подлежащий компрессии
исходный импульс A(0)(t) (произвольной формы и некогерентности,



328 Гл. 7. Импульсные волны в линейных средах

Рис. 7.5. Схемы компрессии импульса (а) и обращение формы импульса (б).
ЛЧМ — линейный частотный модулятор, ДС — диспергирующая среда

имеющий длительность Δt0 и ширину Δω0), а предварительно промо-
дулированный импульс

A
(0)
M (t) = A(0)(t)M(t) = A(0)(t)e−it

2/2k2f . (7.4.10)

Поскольку при A(0) = const в (10) мы получили бы сверхкомпрессию
(7), то очевидно, что сильную (хотя и не бесконечную) компрессию
с Δtf � Δt0 можно получить, если функция A(0)(t) в (10) будет
меняться значительно медленнее, чем M(t).
Рассмотрим это условие относительной медленности A(0)(t) более

подробно. Согласно (9) частота модуляции M(t) в (10) меняется по
линейному закону. При этом в соответствии с (10) эта модуляция фак-
тически осуществляется в течение длительности Δt импульса A(0)(t).
Девиацию частоты функции M(t) можно оценить, положив в (9)
t = Δt0:

ΔωM ≈ Δt0/|k2|f. (7.4.11)

Таким образом, записав условие относительной медленности функции
A(0)(t) в (11)

Δω0 � ΔωM (7.4.12)

и подставив (11) в (12), получим

f � zd/β0, (7.4.13)

где zd = (Δt0)2/|k2| — дисперсионная длина (7.3.4), а β0 — база
начального импульса A(0)(t). Обычно база импульса β0 � 1, поэтому
f � zd.
Распространение импульса, прошедшего через компрессор.

Обозначим через AM (θ, z) комплексную амплитуду импульса,
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распространяющегося в диспергирующей среде (рис. 7.5а). Поскольку
на входе среды AM (θ, z) удовлетворяет условию (10)

AM (θ, z = 0) = A
(0)
M (t) = A(0)(t)e−it

2/2k2f , (7.4.14)

то подставив (14) в общее выражение (7.3.3), получим

AM (θ, z) = �(θ, z)
+∞∫

−∞
A(0)(t)e−iθt/k2z · e

it2

2k2

(
1
z − 1f

)
dt. (7.4.15)

Для фокусного расстояния (z = f) анализ выражения (14) можно
выполнить, не обращаясь к конкретной форме импульса A(0)(t). В этом
случае выражение принимает вид преобразования Фурье, аналогично-
го (7.3.5):

AM (θ, f) = �(θ, f) ·
+∞∫

−∞
A(0)(t)e−iθt/k2f dt = �(θ, f)2πA(0)

ω=θ/k2f
.

(7.4.16)
Таким образом, как и в (7.3.6) и (7.3.7), можно написать

IM (θ, f) = |AM (θ, f)|2 = 1
|k2|f g

(0)(ω = θ/k2f), (7.4.17)

Δtf = |k2|f Δω0.

Эффективность компрессии характеризует коэффициент

Nf = Δt0/Δtf . (7.4.18)

Из (17) и (18), учитывая (11), находим

Nf = ΔωM/Δω0 = zd/fβ0. (7.4.19)

Следовательно, при выполнении найденного выше условия (13) в моду-
ляционной схеме на рис. 7.5а можно действительно получить сильную
компрессию. В соответствии с (18) и (19) любая (детерминированная
или случайная) АМ-ЧМ входного импульса A(0)(t), расширяющая его
частотный спектр, тем самым увеличивает длительность Δtf и умень-
шает Nf , т. е. ослабляет эффект компрессии. Согласно (16) при z = f
импульс AM (θ, f) принимает вид спектрона, независимо от того вы-
полняется ли при этом условие сильной компрессии или нет.
Импульс вне зоны компрессии. Если в (15) перейти к переменной

интегрирования

t1 = t− θ

1− z

f

, (7.4.20)
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то получим

AM (θ, z) = e−iβ2t√
i2πk2z

+∞∫
−∞

A(0)
(
t1 + θ

1− z/f

)
e−iα

2t21 dt1, (7.4.21)

где обозначено

α2 =
1− f

z

2k2f
, β2 = 1(

1− z

f

)
2k2f

. (7.4.22)

В (21) функция A(0)(t) с полосой Δω0 заметно меняется за вре-
мя порядка t′ ∼ 1/Δω0, а экспонента e−iα

2t21 — за время порядка

t′′ ∼ 1
α

=
√
2k2f∣∣∣1− f

z

∣∣∣ . Поэтому если t′′ � t′, т. е.

2|k2|f
|1− f/z| � 1/(Δω0)

2, (7.4.23)

или учитывая (19) ∣∣∣1− f

z

∣∣∣� 2|k2|f Δω20 = 2β0/Nf , (7.4.24)

то экспоненту e−iα
2t2 в (21) можно заменить на δ-функцию:

e−iα
2t21 ≈

√
π

iα2
δ(t1).

В этом случае получаем следующий результат:

AM (θ, z) ≈ e−iβ2θ2

i

√(
1− z

f

)
z

f

A(0)

(
θ

1− z/f

)
. (7.4.25)

Условию (24) справедливости выражения (25) можно удовлетворить
при выполнении следующих трех независимых условий:

z 	= f , Nf � 1, β0 � Nf . (7.4.26)

В этом случае комплексная амплитуда AM (θ, z) (25) имеет вид вход-
ного импульса A(0)(t), но «уширенного» в

∣∣∣1− z

f

∣∣∣ раз. При этом дли-
тельность ΔtM импульса (25) описывается простой формулой

ΔtM (z 	= f) ≈
∣∣∣1− z

f

∣∣∣ Δt0. (7.4.27)

Распространение и компрессия случайно модулированного гаус-
совского импульса; точные результаты. Рассмотрим теперь случай,
когда свойства начального гауссовского импульса определяются вы-
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ражениями (7.3.18), а на входе диспергирующей среды импульс за-
писывается в виде (7.4.10). В диспергирующей среде импульс имеет
комплексную амплитуду

AM (θ, z) = �(θ, z)
+∞∫
−∞

A
(0)
M (t) exp

[
it2

2k2

(
1
z
− 1
f

)]
dt,

и среднюю интенсивность

IM (θ, z) = 〈|AM (θ, z)|2〉 = σ2F 20
tF
t(z)

exp[−θ2/t2(z)], (7.4.28)

где
t2(z) = t2F (1− z/f)2 + (k2z)2

(
1

t2F
+ 1

τ 2ξ

)
. (7.4.29)

Как видно из (28), в данном случае на любом расстоянии z от ком-
прессора-ЧМ модулятора M импульс сохраняет гауссовскую форму.
Определим его эффективную длительность как ΔtM = cjt(z), а дли-
тельность и ширина спектра входного импульса соответственно будут

Δt0 = cjtF , Δω0 = cj

√
1

t2F
+ 1

τ 2ξ
.

Как и выше, cj — безразмерный коэффициент, который определяется
критерием оценки этих величин (см. § 1). Из (29) нетрудно получить

Δt2M (z) = Δt20
(
1− z

f

)2
+ (k2zΔω0)2. (7.4.30)

Используя (30), найдем общее выражение для коэффициента компрес-
сии

Nz = Δt0
ΔtM (z)

=
[(
1− x

ε

)2
+ x2

]−1/2
, (7.4.31)

где
x = β0z/zd, ε = β0f/zd = 1

Nf
= Δω0

ΔωM
(7.4.32)

и zd = (Δt0)2/|k2| — дисперсионная длина. Параметр ε в (32) ха-
рактеризует расширение спектра импульса A(0)(t) модулятором M .
При сильной компрессии на фокусном расстоянии

Nf � 1, а ε� 1.
Заметим, однако, что в соответствии с (31) максимальная компрессия
с Nz, max = Nw =

√
1+ ε−2 > Nf достигается не на расстоянии z = f ,

а на длине z = zw = f

1+ ε2
несколько меньшей f .

Отметим также, что поскольку согласно (32) ε ∼ Δω0, то любое
расширение спектральной полосы Δω0 импульса A(0)(t) (за счет его
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детерминированной или случайной модуляции) увеличивает параметр ε
и, следовательно, уменьшает коэффициенты сжатия Nf и Nw.
Сохранение и обращение формы импульса. Выше проанализиро-

вана схема компрессии импульсов, в которой они поступали непосред-
ственно на вход частотного модулятора. Интересные трансформацион-
ные особенности импульсы приобретают в более общей схеме, когда
до поступления на частотный модулятор, импульсы предварительно
распространяются через диспергирующую среду и, следовательно, при-
обретают определенную частотную модуляцию (рис. 7.5б).
Пусть, по-прежнему, исходная форма импульса A(0)(t). Пройдя

в первой диспергирующей среде расстояние l1, импульс перед модуля-
тором определяется выражением

A(1)(θ1, l1) =
∫
�(θ1 − t′, l1)A(0)(t′) dt′, (7.4.33)

где θ1 = t− l

u1
и

�(θ1, l1) = [i2πk2l1]−1eiθ
2
1/2k2·l2 . (7.4.34)

Непосредственно после частотного модулятора имеем

A(M)(θ, l1) = A(1)(θ1, l1)e−iθ
2
1/2k2f , (7.4.35)

где скорость изменения частоты модулятора, как и выше, характеризу-
ем k2f .
После модулятора на расстоянии l2

A(2)(θ2, l2) =
+∞∫

−∞
�(θ2 − t′′, l2)A(M)(t′′, l1) dt′′. (7.4.36)

Подставим выражения (33), (34), (35) в (36), полагая выполнение
соотношения

1/l1 + 1/l2 = 1/f ; (7.4.37)

тогда получаем простой результат

A(2)(θ2, l2) = −i
√
N A(0)(−Nθ2)eiNθ22/k2f , (7.4.38)

где
θ2 = t− (l1 + l2)/u, N = l1/l2.

Заметим, что условие (37) аналогично формуле линзы в геометроопти-
ческом приближении. Значение N может быть, очевидно, как больше,
так и меньше единицы (N ≷ 1).
Из (38) видно, что в рассматриваемом сечении диспергирующей

среды импульс обладает частотной модуляцией, которая отличается
от частоты модулятора в N раз. Изменяются и статистические ха-
рактеристики импульса: длительность импульса и время корреляции
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«уменьшаются» в N раз, а интенсивность, напротив, «возрастает» в N
раз:

I(2)(θ2, l2) = |A(2)|(θ2, l2)|2 = NI(0)(−Nθ2). (7.4.39)

Однако принципиально важным следствием из (38), (39) является
то, что имеет место не только сохранение, но и обращение формы
импульса [1, 4]. Фурье-спектр интенсивности обращенного импульса
оказывается инвертированный по частоте относительно такового ис-
ходного импульса

SΩ(I(2)) = SΩ(I(0)) =
∫
I(0)(t)e−iΩt dt. (7.4.40)

Избавиться от временной инверсии можно, используя два частотных
модулятора [1].

§ 5. Метод «моментов» в теории распространения
и компрессии импульсов

Временные «моменты». В § 1 главы 1 показано, что случайный
процесс x(t) удобно описывать, помимо неотрицательной и нормиро-
ванной функции распределения плотности вероятности w(x, t) («им-
пульса» вероятности), используя различные статистические характери-
стики такие, как статистические моменты

mn(t) = 〈xn(t)〉 = xn =
∫
xn(t)w(x, t) dx, (7.5.1)

центральные моменты

μn(t) = 〈(x(t) − x(t))n〉, (7.5.2)

характеристическую функцию

θ(u, t) = 〈eiux(t)〉 =
∫
eiux(t)w(x, t) dx (7.5.3)

и т. п.
Свойствами, подобными w(x, t), обладает также введенная в § 1

настоящей главы нормированная интенсивность V (θ, z) импульса, рас-
пространяющегося в линейной среде без потерь:

V (θ, z) = I(θ, z)
U0
, I(θ, z) = |A(θ, z)|2, (7.5.4)

U0 =
∫
I(θ, z) dθ, V (θ, z) � 0,

∫
V (θ, z) dθ = 1.

Поэтому, естественно, при анализе импульсов попытаться использо-
вать характеристики, аналогичные (1)–(3) [1, 5]. Чтобы не путать
статистическое усреднение с усреднением по времени, для обозначения
последнего будем использовать фигурные скобки:∫

f(t)V (θ, z) dθ ≡ {f(θ)}. (7.5.5)
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Итак, распространяющийся импульс характеризуем временны́ми мо-
ментами

mn(z) =
∫
θnV (θ, z) dθ = {θn}, (7.5.6)

которые имеют следующий наглядный смысл: первый момент m1(z) =
= {θ} описывает положение «центра тяжести» импульса в произволь-
ном сечении среды z; второй центральный момент

μ2(z) = m2(z) −m21 = [Δtск(z)]2, (7.5.7)

аналогичный дисперсии (1.1.34) в теории случайных процессов, опре-
деляет так называемую среднеквадратичную длительность Δtск(z) им-
пульса (ср. с § 1 настоящей главы). «Кумулянты» (коэффициент асим-
метрии κ3 и коэффициент эксцесса κ4)

κ3 = μ3/μ
3/2
2 , κ4 = (μ4 − 3μ22)/μ22

можно использовать для более детального описания формы импульса.
Наконец, используя временные моменты можно написать следующую
простую оценку для энергии, заключенной в «крыльях» импульса

U(|t−m1| � τ , z) � U0μ2(z)/τ 2

аналогичную неравенству Чебышева (1.1.37).
Важным свойством временных моментов является то, что известен

общий вид их зависимости от пройденного расстояния z. Момент n-го
порядка является полиномом n-ой степени по z:

{θn} = c0 + c1z + c2z
2 + . . .+ cnz

n, (7.5.9)

где cj — постоянные. Доказательство соотношения (9) для общего
случая линейных сред без потерь с произвольным законом дисперсии
будет дано ниже в § 3 гл. 8.
Частотные моменты. Для описания частотных характеристик рас-

пространяющегося импульса, имеющего частотный спектр g (ω) и энер-

гию U =
+∞∫
−∞
g (ω) dω, по аналогии с (6), можно ввести частотные

моменты

{ωn} =
+∞∫

−∞
ωnV (ω) dω, (7.5.10)

где
V (ω) = g (ω)/U ,

∫
V (ω) dω = 1.

Таким образом, используя (9) и (10), длительность произвольного АМ-
ЧМ импульса и ширину его частотного спектра можно оценить по
формулам

Δt2(z) = Δt2ск(z) = c0 + c1z + c2z
2, (7.5.11)

Δω2 = Δω2ск = {ω2} − {ω}2.
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Двойное (частотно-временное) представление моментов. Очень
важно, что при «моментном» описании импульсов, кроме (9), можно
использовать то обстоятельство, что временные моменты могут быть
записаны как во временном, так и в частотном представлении и,
наоборот, частотные моменты — как в частотном, так и во временном
представлении. Применяя преобразование Фурье, нетрудно показать,
что если

A(t) =
∫
Aωe

iωt dω, g (ω) = 2π|Aω|2,
U =

∫
g (ω) dω =

∫
|A(t)|2 dt,

(7.5.12)

то

{t} = 1
U

+∞∫

−∞
t|A(t)|2 dt = i2π

U

+∞∫

−∞
A∗
ω
∂Aω

∂ω
dω, (7.5.13а)

{t2} = 1
U

∫
t2|A(t)|2 dt = 1

U

+∞∫

−∞

∣∣∣∂Aω

∂ω

∣∣∣2 dω; (7.5.13б)

{ω} = 1
U

+∞∫

−∞
ωg (ω) dω = − i

U

+∞∫

−∞
A∗(t)∂A

∂t
dt, (7.5.14а)

{ω2} = 1
U

∫
ω2g (ω) dω = 1

U

+∞∫

−∞

∣∣∣∂A(t)

∂t

∣∣∣2 dt. (7.5.14б)

Соотношения (9) и (13)–(14) играют основную роль при моментном
описании импульсов. Их совместное использование дает возможность
получить ряд новых точных и общих результатов, которые излагаются
в последующих разделах настоящей главы.
Ширина частотного спектра АМ-ЧМ импульса произвольной

формы. Пусть рассматриваемый импульс имеет вид

A(t) = b(t)eiϕ(t) =
∫
Aωe

iωt dω, (7.5.15)

где b(t) и ϕ(t) — произвольные действительные функции (b(t→±∞) =
= 0, ϕ(t → ±∞) = 0), и мы хотим найти ширину Δω частотного
спектра функции (15). Если вид Aω в (15) известен, то обычный
метод прямой оценки Δω заключается в том, чтобы сначала вычислить
энергетический спектр

g (ω) = 2π|Aω|2 (7.5.16)

функции (15), а затем по любому из критериев § 1 этой главы оценить
ширину Δω спектра.
Предположим, что функция Aω, а следовательно, и g (ω) нам неиз-

вестны. Покажем, что и в этом случае, используя соотношения (13),
можно найти среднеквадратичную оценку для ширины Δω = Δωск
спектра (16), форму которого мы не знаем.
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Согласно (15)

Ȧ(t) = (ḃ(t) + iϕ̇(t)b(t))eiϕ(t),

A∗(t)Ȧ(t) = b(t)ḃ(t) + iϕ̇(t)b2(t), |Ȧ(t)|2 = ḃ2(t) + b2(t)ϕ̇2(t).

Подставив эти выражения в (14), получим

{ω} = {ϕ̇},
{ω2} = 1

U

∫
ḃ2(t) dt+ {ϕ̇2}, (7.5.17)

где

{p(ϕ̇)} = 1
U

∫
p(ϕ̇)b2(t) dt, U =

∫
b2(t) dt.

Подстановка (17) в (11) приводит к следующему выражению, опреде-
ляющему искомую ширину Δωск спектра функции (15):

Δω2ск = Δω2b + Δω2ϕ, (7.5.18)

где

Δω2b = 1
U

∫
ḃ2(t) dt (7.5.19а)

есть среднеквадратичное уширение спектра (16) за счет модуляции
амплитуды b(t), а

Δω2ϕ = {ϕ̇2} − {ϕ̇}2 (7.5.19б)

— среднеквадратичное уширение спектра, обусловленное модуляцией
фазы ϕ(t).
Для дальнейшего удобно обобщить полученные результаты на слу-

чай импульса вида
A(t) = b(t)ei[ϕ(t)+μ(t)], (7.5.20)

который отличается от (15) добавочной временной фазой μ(t). Решение
получим, просто заменяя в (17)–(19) ϕ на ϕ+ μ. Окончательное выра-
жение для среднеквадратичной ширины частотного спектра функции
(20) имеет следующий вид:

Δω2ск = Δω2b + Δω2ϕ + Δω2μ + 2RΔωϕ Δωμ, (7.5.21)

где

Δω2μ = {μ̇}2 − {μ̇}2, (7.5.22)

R = {ϕ̇μ̇} − {ϕ̇}{μ̇}
Δωϕ Δωμ

.
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Параметр R (22) можно условно назвать среднеквадратичным ко-
эффициентом взаимной корреляции функций ϕ̇(t) и μ̇(t). В случае

μ(t) = − t2

2k2f
имеем

Δω2μ = [{t2} − {t}2]/(k2f)2 = (Δt0)2/(k2f)2, (7.5.23)

{ϕ̇μ̇} − {ϕ̇}{μ̇} = −Φ0/(k2f), Φ0 = {ϕ̇t} − {ϕ̇}{t}. (7.5.24)

Расширение частотного спектра импульса в компрессоре. Вер-
немся к схеме компрессора, представленной на рис. 7.5а. Будем пола-
гать, что на входе компрессора импульс имеет вид (15):

A(0)(t) = b(t)eiϕ(t) (7.5.25)

и, следовательно, для его описания можно воспользоваться выражени-
ями (18) и (19). Однако ширину спектра вместо Δωск будем обозначать
как Δω(0), т. е.

(Δω(0))2 = Δω2b + Δω2ϕ. (7.5.26)

На выходе компрессора импульс приобретает дополнительную частот-
ную модуляцию (см. (7.4.10)) и принимает вид (20) с μ(t) = t2/(2k2f).
При этом очевидно, длительность импульса сохраняется, а ширина
спектра определяется выражением

(Δω(0)
M )2 = (Δω(0))2 + (Δt(0)/k2f)2 − 2Φ0/(k2f). (7.5.27)

Напомним, что в приведенных здесь формулах везде имеются в виду
среднеквадратичные значения параметров

Δω(0), Δω(0)
M , Δt(0), Δt(0)M , Δωϕ.

Импульс в среде с дисперсией второго порядка после ком-
прессора. В соответствии со схемой компрессии на рис. 7.5а импульс
с выхода компрессора (z = 0) сразу же поступает в диспергирующую
среду (z > 0), который в процессе распространения приобретает вид
импульса AM (θ, z) (7.4.16) со среднеквадратичной длительностью

Δt2M (z) = {θ2} − {θ}2. (7.5.28)

Из (28) и общего соотношения (9) следует, что величина Δt2M (z) будет
зависеть от z по квадратичному закону (ср. с (7.4.30))

Δt2M (z) = D0 +D1z +D2z
2. (7.5.29)

Чтобы найти коэффициенты Dj в (29), можно использовать три усло-
вия:1) ΔtM (z = 0) = Δt(0), 2) ΔtM (z = f) = |k2|f Δω(0)

M (формула
(7.4.17)) и 3) ΔtM (z → ∞) = |k2|zΔω(0)

M (формула (7.3.7)). Причем
Δω(0)

M дается выражением (27).
Модифицированный метод моментов при частично некогерент-

ном (случайно модулированном) входном импульсе. Выражение



338 Гл. 7. Импульсные волны в линейных средах

(29) в равной степени справедливо как для детерминированных, так
и случайно модулированных входных импульсов. Однако в последнем
случае параметры начального импульса

Δt(0), Δω(0)
M и Φ0 (7.5.30)

будут случайными величинами, флуктуирующими от реализации к ре-
ализации входного импульса A(0)(t). Для получения каких-то досто-
верных оценок анализ следует продолжить и провести дополнительное
аналитическое или численное усреднение полученных выше результа-
тов с учетом флуктуаций параметров (30).
Намного проще, однако, поступить иначе как бы «огрубить» метод

моментов, используя весовую функцию V не в виде (4), а в модифици-
рованной форме:

V (θ, z) = I(θ, z)

U 0
, U 0 =

+∞∫
−∞

I(θ, z) dθ = const.

§ 6. Самовоспроизведение импульсов
в диспергирующей среде; временной эффект Тальбота

До сих пор речь шла о распространении в диспергирующих средах
одиночных импульсов, т. е. излучения с непрерывным спектром. Инте-
ресные особенности в таких средах могут проявлять периодически по-
вторяющиеся импульсы, излучение с дискретным спектром. При этом
возможен эффект самовоспроизведения формы импульсов, который яв-
ляется временным аналогом эффекта Тальбота. Эффект Тальбота за-
ключается в самовоспроизведении периодической поперечной структу-
ры поля в плоскости, перпендикулярной направлению распространения,
на определенных расстояниях от источника (см., например, [6–9]).
Аналог пространственного эффекта Тальбота имеет место, когда пе-
риодически повторяющийся когерентный или частично некогерентный
импульс распространяется в среде, где существенную роль играет
дисперсия групповой скорости. Как показано в § 3, отдельный импульс
в такой среде расплывается по мере распространения. На расстояниях
больше, чем дисперсионная длина (в дальней зоне), расплывающиеся
импульсы интерферируют и могут формировать периодическую моду-
ляцию огибающей [14].
Физика эффекта Тальбота. Возможность самовоспроизведения

последовательности импульсов в диспергирующей среде можно на-
глядно продемонстрировать при использовании спектрального пред-
ставления. Воспользуемся сначала многомодовой моделью случайного
процесса, подробно проанализированного в § 6 главы 3. Комплексная
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амплитуда такого процесса на входе диспергирующей среды определя-
ется выражением (см. (3.6.32))

A(0)(t) =
N∑
n=1

an exp i
[(
n+ 1

2
(1−N)

)
Ωt+ ϕn

]
, (7.6.1)

где Ω = 2π
T
— частота межмодовых биений, T — период повторения

импульса, an и ϕn — случайные параметры, изменяющиеся от реализа-
ции к реализации, N — число мод в импульсе, полная ширина спектра
импульса Δω = (N − 1)Ω, причем Δω � ω0 (ω0 — центральная частота
импульса). Для упрощения анализа будем полагать, что N — нечетное
число. Напомним, что эта модель импульса (1) хорошо описывает
многомодовый режим лазерного излучения как с синхронизованными,
так и несинхронизованными модами.
В общем случае динамика импульса (1) в диспергирующей среде

дается уравнением (7.1.2). Полным аналогом пространственного эффек-
та Тальбота является эффект в среде с дисперсией второго порядка.
При этом удобно использовать в данном случае решение в спектраль-
ной форме (7.3.3).
Согласно (1) фурье-спектр исходного излучения равен:

A(0)
ω =

N∑
n=1

ane
iϕnδ(ω − n1Ω). (7.6.2)

Здесь и далее для упрощения записи введено обозначение n1 = n +
+ 1
2

(1−N).
Подставив (2) в (7.3.3), получим

A(θ, z) =
N∑
n=1

ane
−i 12 k2zn21Ω2+iϕn .

Форма импульса A(θ, z) будет, очевидно, точно совпадать с исходной
A(0)(t), если e−i

1
2 k2zn

2
1Ω
2

= 1. Это условие выполняется на длинах z,
удовлетворяющих равенству

1
2
k2Ω2z = 2πm (m = ±1, ± 2, ± 3, . . . ). (7.6.3)

Наименьшая длина из этого равенства

LT = 4π

(|k2|Ω2)
= T 2

π|k2| (7.6.4)

носит название тальботовского расстояния.
Физика самовоспроизведения формы импульса на расстоянии LT

достаточно ясна: в этом сечении среды набег фаз компонент эквиди-
стантного дискретного спектра оказывается кратным 2π, вследствие
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чего и восстанавливается первоначальное фазовое соотношение между
спектральными компонентами.
Типы эффекта Тальбота. Существует несколько разновидностей

временного эффекта Тальбота (см, например, [10–12] и цитируемую
там литературу). Рассмотрим их кратко, обратившись к исходному
временному представлению. Начальную комплексную амплитуду им-
пульса запишем в виде (ср. с. (2.6.3))

A(0)(t) =
+∞∑

n=−∞
F (t− nT ), (7.6.5)

где F (t) — комплексная регулярная функция, определенная на интер-
вале |t| � T/2 и равная нулю вне его (F (t) = 0 при t > T/2), n — целое
число. Интенсивность импульса будет также периодической функцией

I0(t) = |A(0)(t)|2 =
+∞∑

n=−∞
|F (t− nT )|2. (7.6.6)

Фурье-спектр амплитуды A(0)(t) имеет вид

A(0)
ω =

+∞∑
p=−∞

apΩδ(ω − pΩ), apΩ = Ω

2π

T/2∫

−T/2
F (t)e−ipΩt dt. (7.6.7)

Как и выше, Ω = 2π
T
— частота повторения импульса (частотный

интервал между спектральными компонентами).
В соответствии с (7.3.3) в диспергирующей среде фурье-спектр

определяется выражением

Aω(z) = �(ω, z)A(0)
ω =

+∞∑
p=−∞

apΩe
−ip2ϕδ(ω − pΩ), (7.6.8)

где введено обозначение ϕ = 1
2
k2zΩ2.

При анализе явления Тальбота выделяют так называемые «целочис-
ленные» и «дробные» эффекты.
1) Обычные и обращенные «целочисленные» эффекты Тальбота.
Предположим, что

ϕ = 2πm (m = ±1, ± 2, . . . ), (7.6.9)

т. е. z = |m|LT . Тогда ϕp2 = 2πN , причем N — целое число. Переходя
от спектрального (8) к временному представлению, на тальботовском
расстоянии имеем

A(θ, LT ) =
+∞∑

n=−∞
F (θ − nT ), (7.6.10)
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θ = t − LT /u. Полученный результат (10) относится к обычному эф-
фекту Тальбота и аналогичен таковому предыдущего раздела: на таль-
ботовском расстоянии форма импульса совпадает с первоначальной,
а время его прихода определяется групповой скоростью u (см. рис. 7.6).

Рис. 7.6. Формы измеренных периодических импульсов, распространяющихся в
оптическом волокне с дисперсией k2 = 21,6 нс/нм, на различных пройденных
расстояниях. Видно, что импульсы восстанавливаются приблизительно через

каждые 3000 км. Заимствовано из [13]

Пусть теперь выполняется условие

ϕ = πm (m = ±1, ± 3, . . . ) (7.6.11)

и, следовательно, p2ϕ = πN , где N = mp2. N — четное число, когда
p — четное, и N — нечетное число, когда p — нечетное. Вследствие
этого p2ϕ можно заменить на pπ. Поэтому фурье-спектр (8) в рассмат-
риваемом случае можно записать так

Aω
(
1
2
LT
)

=
+∞∑
p=−∞

apΩe
−ipπδ(ω − pΩ). (7.6.12)
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Однако поскольку pπ = pΩT/2 , то (12) можно преобразовать к виду

Aω
(
1
2
LT
)

= e−i
1
2 ωT

+∞∑
p=−∞

apΩδ(ω − pΩ). (7.6.13)

Видно, что появляется линейная фазовая добавка. При переходе к вре-
менному представлению она преобразуется во временную задержку,
равную T/2:

A
(
θ,
1
2
LT
)

=
+∞∑

n=−∞
F
(
θ − T

2
− nT

)
. (7.6.14)

Форма же импульса опять точно совпадает с исходной. Рассмотренный
эффект принято называть «обращенным» эффектом Тальбота [10].
2) «Дробный» эффект Тальбота. Он имеет место, если считать

ϕ = (m/q)π (m = 1, 2, 3, . . . ; q = 2, 3, 4, . . . ), (7.6.15)

так что отношение m/q нецелое и неприводимое рациональное число.
Анализ этой ситуации приводит к следующим выражениям для интен-
сивностей импульсов [10]

I(t, LT ) = 1
q

+∞∑
n=−∞

∣∣∣F (θ − n

q
T
)∣∣∣2 , (7.6.16)

I
(
t,
1
2
LT
)

= 1
q

+∞∑
n=−∞

∣∣∣F (θ − T

2q
− n

q
T
)∣∣∣2 . (7.6.17)

Из (16) и (17) следует, что первоначальная форма импульсов и их
длительность сохраняются, но частота повторения возрастает в q раз.
Интенсивность импульсов уменьшается соответственно q в раз. Заме-
тим, что в «обращенном» эффекте Тальбота (17) временная задержка
обратно пропорциональна q. Максимальный коэффициент M мульти-
пликации (размножения) импульса должен, очевидно, удовлетворять
неравенству Mmax � T/Δt, где Δt — длительность исходного им-
пульса.
Эффект Тальбота для частично некогерентных импульсов. Об-

ратимся к мультипликативной модели импульса (7.2.1)

A(0)(t) = F (t)ξ(t). (7.6.18)

Как и выше, здесь F (t) — детерминированная функция, а случайная
модуляция ξ(t) представляет собой стационарный случайный процесс
со статистическими характеристиками, изложенными в § 2 настоящей
главы.
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Далее будем следовать в основном работе [12]. Запишем фурье-
спектр импульса (18) через свертку

A(0)
ω =

∫
ξω1F̃ (ω − ω1) dω1,

где ξω и F̃ (ω) — фурье-спектры случайного процесса ξ(t) и функции
F (t).
В среде с дисперсией второго порядка во временном представлении

согласно (7.3.3) имеем

A(θ, z) =
∫
ξω1F (θ; ω1, z) dω1, (7.6.19)

где введено обозначение

F (θ; ω1, z) =
∫
�(ω2, z)F̃ (ω2 − ω1)eiω2θ dω2, (7.6.20)

а коэффициент передачи �(ω, z) определяется выражением (7.3.1).
Принимая во внимание стационарность случайного процесса, для

средней интенсивности находим

〈I(θ, z)〉 =
∫
G(ω)|F (θ; ω, z)|2 dω, (7.6.21)

где G(ω) — спектральная плотность случайного процесса ξ(t).
Функцию (20) можно преобразовать к виду

F (θ; ω, z) = �(ω)eiωθ
∫
�(Ω)F̃ (Ω)e−i(θ−k2ωz)Ω dΩ =

= �(ω)eiωθF (θ − k2ωz, z)

и, следовательно,

|F (θ; ω, z)|2 = |F (θ − k2ωz, z)|2 = IF (θ − k2ωz, z). (7.6.22)

Выражение для F (θ − k2ωz, z) аналогично (7.3.3), описывающего ди-
намику детерминированного импульса в диспергирующей среде. Вели-
чина k2ωz характеризует дополнительное «запаздывание» монохрома-
тической волны с частотой ω0 + ω по отношению волне с частотой ω0.
С учетом (22) выражение (21) принимает вид

〈I(θ, z)〉 =
∫
G(ω)IF (θ − k2ωz, z) dω. (7.6.23)

С помощью введения фурье-спектра интенсивности

ĨF (Ω) = 1
2π

∫
IF (θ)eiΩθ dθ

результат (23) можно переписать так

〈I(θ, z)〉 = σ2ξ

∫
R(k2zω)ĨF (ω, z)e−iωθ dω, (7.6.24)



344 Гл. 7. Импульсные волны в линейных средах

где σ2ξ — дисперсия и R(τ ) — нормированная корреляционная функция
случайного процесса (см. § 2). Из (24) наглядно видно, что конеч-
ное время корреляции случайного процесса приводит к уменьшению
амплитуд фурье-спектра импульса. Другими словами, случайная мо-
дуляция по отношению к детерминированному импульсу играет роль
своеобразного частотного фильтра, который, однако, сохраняет энер-
гию импульса. Полученный результат (24) является довольно общим,
он справедлив для произвольных детерминированных импульсов и для
произвольных длин распространения, ограничения связаны лишь с ха-
рактером дисперсии среды.
Конкретизируем теперь выражение (21) для периодической после-

довательности детерминированного импульса, т. е. будем полагать, что
F (t) определяется выражением (5). Нетрудно записать формулы для
средних интенсивностей на тальботовских расстояниях для рассмот-
ренных выше ситуаций. Так, например, для обычного временного эф-
фекта Тальбота (10) при z = LT имеем

〈I(θ, LT )〉 =
+∞∑

n=−∞

∫
G(ω)|F (θ − k2ωLT − nT )|2 dω. (7.6.25)

Разложим интенсивность модулирующего импульса на гармоники
+∞∑

n=−∞
|F (t− nT )|2 =

+∞∑
m=−∞

Cme
iΩmt (7.6.26)

и подставим это выражение в (25). Тогда получим

〈I(θ, LT )〉 =
+∞∑

m=−∞
CmB(4πm/Ω)eimΩt, (7.6.27)

где

B
(
4πm
Ω

)
=

+∞∫
−∞

G(ω) exp{−i(4πm/Ω)ω} dω

— корреляционная функция случайного процесса ξ(t).
Из выражения (27) следует, что при конечном времени корреля-

ции случайного процесса средние интенсивности гармоник и средняя
интенсивность импульса на тальботовском расстоянии уменьшается.
Причем подавление амплитуд гармоник увеличивается с ростом номера
гармоники. Максимальное число гармоник на тальботовском рассто-

янии определяется временем когерентности mmax ≈ Ωτк/4π = 1
2
τк
T
.

Вывод об уменьшении средней интенсивности импульса (27) на первый
взгляд противоречит ранее полученному результату, следующего из
(2), что форма импульса на тальботовском расстоянии полностью вос-
станавливается. На самом деле никакого противоречия нет, поскольку
модели импульсов (1) и (18) существенно различны. Для импульсов
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вида (1), где амплитуды и фазы случайные величины, время корреля-
ции бесконечно (спектральная плотность имеет вид набора δ-функций
на соответствующих частотах, см. формулы (1.3.39), (1.3.40)).
Полученные выше формулы (23), (25) справедливы для стационар-

ного случайного процесса. Они обобщаются на периодически нестаци-
онарный, сжатый шум путем замены в них спектральной плотности
G(ω) на сумму спектральных плотностей квадратурных компонент a(t)
и b(t): G(ω) = Ga(ω) +Gb(ω) при условии 〈a(t)b(t)〉 = a b = 0.
В рассматриваемой среде набег фазы на частоте Ω, связанный с дис-

персией второго порядка, равен ϕ = 1
2
k2zΩ2. Для переноса приведен-

ных результатов на диспергирующие оптические устройства достаточно

произвести замену на ϕ = 1
2

Φ̇(0)Ω2, где φ̇(0) — вторая производная
по частоте Ω в зависимости φ(Ω) = argK(Ω), где K(Ω) — частотный
коэффициент передачи устройства (см. [3]).
Анализом целочисленного эффекта Тальбота мы здесь и ограни-

чимся. Для ознакомления с дробным эффектом Тальбота в случае
частично некогерентных импульсов можно обратиться к публикации
[12]. При этом, как и в ситуации с детерминированными импульсами,
можно найти условия увеличения частоты повторения некогерентных
импульсов.
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ИМПУЛЬСНЫЕ ПЛОСКИЕ ВОЛНЫ

В ЛИНЕЙНЫХ СРЕДАХ С ДИСПЕРСИЕЙ

ВЫСШЕГО ПОРЯДКА

Настоящая глава тесно связана с предыдущей; в ней рассмотрен-
ные ранее задачи для линейной среды с дисперсией второго порядка
обобщаются на среды с дисперсией более высокого порядка. Другими
словами, в данной главе будет кратко проанализировано распростра-
нение и компрессия детерминированных и случайно модулированных
импульсов, а также временной эффект Тальбота в средах с дисперсией
выше второго порядка.

§ 1. Дисперсионные эффекты высших порядков

В уравнении (7.1.2) для квазимонохроматической волны (7.1.1),
записанном в бегущей системе координат (θ = t − z

u
, z → z), и в его

решении в спектральном представлении (7.1.4) учитывающая диспер-
сионные свойства среды функция (7.1.5) бралась в виде

φ(ω) = 1
2
k2ω

2 (m = 2). (1)

Случай (1) для анализа является наиболее простым, поскольку коэф-
фициент передачи �(ω, z) (7.1.5) и функция Грина �(θ, z) (7.1.10)
выражаются через гауссовские функции (7.3.1) и (7.3.2). Для диспер-
гирующих сред с m 	= 2 аналитический вид функции �(θ, z) обычно
неизвестен. Поэтому в общем случае m 	= 2 удобнее исходить не из
временного представления (7.1.9) для A(θ, z), а из частотного пред-
ставления (7.1.4) и (7.1.5), которое для анализа перепишем в виде

A(θ, z) =
∫
A(0)
ω e−izψ(ω) dω, (8.1.2)

ψ(ω) = φ(ω) − ωθ

z
. (8.1.3)

Дальняя зона, метод перевала. На больших расстояниях (z → ∞)
(дальняя зона) функция e−izψ(ω) в (2) быстро осциллирует везде, кроме
малой области δω вблизи частоты ω = ω (частоты перевала), на которой
производная ∂ψ/∂ω = ψ′(ω) обращается в нуль

ψ′(ω) = φ′(ω) − θ

z
= 0 (8.1.4)

(здесь и ниже штрих означает производную по частоте ω). В дальней
зоне на величину интеграла (2) существенно влияет лишь интегриро-
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вание по ω в пределах малой области δω. Поэтому, положив ω = ω + ω̃
(|ω| � δω), можно ψ(ω) представить в виде разложения по ω̃:

ψ(ω) = ψ(ω + ω̃) = ψ(ω) + 1
2
ψ′′(ω)ω̃2 + . . . . (8.1.5)

Здесь учтено (4). Подстановка (5) в (2) дает

A(θ, z → ∞) � e−izψ(ω)
+∞∫

−∞
A

(0)
ω=ω+ω̃e

−izψ′′(ω)ω̃2 dω̃. (8.1.6)

Согласно (6) величину области интегрирования можно оценить как

δω ≈ (zψ′′(ω))−1/2. (8.1.7)

Видно, что δω → 0 при z → ∞. Если считать спектр входного импульса
достаточно широким

Δω(0) � δω, (8.1.8)

то зависимостью функции A(0)
ω+ω̃ от ω̃ в интеграле (6) можно прене-

бречь и вынести ее за знак интеграла. В результате получим

A(θ, z → ∞) = e−izψ(ω)

√
2π

izψ′′(ω)
A

(0)
ω=ω. (8.1.9)

Из (9) вытекает соотношение между формой импульса I(θ, z → ∞) =
= |A(θ, z → ∞)|2 в дальней зоне и энергетическим спектром G(0)(ω) =
= 2π|A(0)

ω=ω|2 поля источника A(0)(t):

I(θ, z → ∞) = 1
z|ψ′′(ω)| G

(0)(ω = ω). (8.1.10)

Выражение (10) обобщает ранее полученное спектронное соотношение
(7.3.6) для среды с дисперсией второго порядка (ω — частота перевала).

Среды с дисперсией четного порядка. Если φ(ω) = kmω
m

m!
(m =

= 2, 4, 6, . . .), то

ψ′(ω) = kmω
m−1

(m− 1)! −
θ

z
, ψ′′(ω) = kmω

m−2

(m− 2)! , (8.1.11)

так что частота ω перевала является действительным корнем (положи-
тельным или отрицательным) уравнения нечетной степени

(ω)m−1 = (m− 1)!θ/(kmz), (8.1.12)

а в (9)

ψ(ω) = kmω
m

m!
− ωθ

z
, ψ′′(ω) = kmω

m−2

(m− 2)! .
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В качестве примера рассмотрим применение полученных результатов
для среды с дисперсией второго порядка (m = 2). В этом случае ω =
= θ/k2z и результат (9) принимает вид

A(θ, z → ∞) = e+iθ
2/2k2z

√
2π
ik2z

A
(0)
ω=θ/k2z

, (8.1.13)

который в точности совпадает с полученным ранее выражением (7.3.5)
при учете (7.3.2) для �(θ, z).
Среды с дисперсией нечетного порядка. В этом случае выраже-

ние (7.1.5) содержит только нечетные степени частоты (m = 3, 5, . . .)
φ(ω) = kmω

m

m!
, а частота перевала, определяемая (12), имеет два проти-

воположных по знаку действительных корня. В связи с этим изменится
и выражение для A(θ, z → ∞), вместо (13) теперь имеем

A(θ, z → ∞) =
(

2π
izψ′′(ω1)

)1/2
e−izψ(ω1)A

(0)
ω=ω1

+

+
(

2π
izψ′′(ω2)

)1/2
e−izψ(ω2)A

(0)
ω=ω2

. (8.1.14)

§ 2. Компрессия импульсов в среде с дисперсией
произвольного порядка

Как и в § 4 предыдущей главы, где рассмотрена среда с дисперсией
2-го порядка, будем искать функцию

M(t, f) =
+∞∫

−∞
Mω(f)eiωt dω, (8.2.1)

описывающую действие модулятора (компрессора, временной линзы
с «фокусным» расстоянием f) как импульс, который распространяясь
в произвольной диспергирующей среде, на расстоянии z = f создает
импульс, наиболее короткий из всех возможных, а именно, δ-импульс.
Проделав выкладки, аналогичные изложенным в § 4 гл. 7, получим

Mω(f) ∼ �∗(ω, f) ∼ eifφ(ω) (8.2.2)

и, соответственно,

M(t, f) ∼
∫
eifφ(ω)+iωt dω, (8.2.3)

где φ(ω) дается формулой (7.1.5). Выражение (2) представляет со-
бой частотный спектр модулирующей функции, которая во временном
представлении (3) в общем случае содержит не только частотную,
но и амплитудную модуляцию. В случае среды только с дисперсией
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2-го порядка φ(ω) = k2ω
2

2
выражения (2) и (3) принимают вид (7.4.6)

и (7.4.8).
Преобразование спектра импульса в компрессоре. Амплитуды

импульсов на входе A(0)(t) и выходе A(0)
M (t) модулятора связаны соот-

ношением типа (7.4.10)

A
(0)
M (t) = M(t)A(0)(t). (8.2.4)

В частотном представлении, принимая во внимание (2), имеем

A
(0)
M ,ω =

∫
A(0)
ω1Mω−ω1 dω1 =

∫
A(0)
ω1 e

ifφ(ω−ω1) dω1. (8.2.5)

Здесь функция φ(ω) согласована с последующей линейной средой,
обладающей такой же дисперсионной характеристикой. Поскольку рас-
сматриваем среду без потерь, то функция φ(ω) действительная.
Свертку (5) можно преобразовать, предполагая, что спектр мо-

дулирующей функции значительно шире спектра входного импульса,
что допускает использования разложения φ(ω − ω1) = φ(ω) − φ′(ω)ω1.
В результате получим

A
(0)
M ,ω = eifφ(ω)A(0)(t = −fφ′(ω)). (8.2.6)

Энергетический спектр импульса на выходе компрессора

G
(0)
M (ω) = 2π|A(0)

M , 0|2 = 2πI(0)(t = −fφ′(ω)). (8.2.7)

Отсюда видно, что вид спектра выходного импульса зависит как от
временной формы входного импульса I(0)(t), так и частотной шкалы,
определяемой из решения уравнения φ′(ω) = t/f . Для среды с диспер-
сией 2-го порядка φ′(ω) = k2ω, и мы получаем простой результат

G
(0)
M (ω) = 2πI(0)(t = −fk2ω), (8.2.8)

т. е. форма спектра выходного импульса совпадает с временной формой
входного импульса. Справедливость обратного утверждения была по-
казана ранее (см. формулу (7.4.17)).
Общее соотношение (6) является новым результатом в теории ком-

прессии импульсов. Если спектр симметричен, а его максимум прихо-
дится на ω = 0, то ширину спектра можно оценить как

Δω(0)
M = U

(0)
M

G(0)
M (0)

, (8.2.9)

где энергия импульса

U
(0)
M =

∫
G

(0)
M (ω) dω = 2π

∫
I(0)(t = −fφ′(ω)) dω. (8.2.10)

При распространении в среде спектр импульса не меняется и опреде-
ляется выражениями (7) и (8).
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Для иллюстрации применения соотношений (7) и (10) определим
вид спектра и его ширину для случая входного гауссовского импульса
A(0)(t) = A0e

− 14 α2t2 и компрессора, «настроенного» на среду с диспер-
сией n-го порядка (φ(ω) = knω

n/n!). При этом

G
(0)
M = 2πA20 exp{−2p(ω/α)2(n−1)}, (8.2.11)

где

p =
[
αnfkn

2(n− 1)!

]2
.

Из (11) следует, что на выходе компрессора частотный спектр импульса
имеет в данном случае супергауссовскую форму.
Используя интеграл

∞∫

0

xβ−1e−qx
μ

dx = Γ(β/μ)

|μ|qβ/μ
,

определим энергию этого импульса U (0)
M . В соответствии с (9) для

ширины импульса получим

Δω = 2
1

2(n−1)
αΓ

(
1

2(n − 1)

)
(n− 1)

[
(n− 1)!
αnfkn

]1/(n−1)
. (8.2.12)

Можно убедиться, что длительность импульса, соответствующая ши-
рине спектра (12) для случая m = 2, качественно согласуется с резуль-
татом (7.4.17).
Максимальная компрессия в среде с дисперсией высокого по-

рядка. Выше получена связь параметров выходного импульса моду-
лятора с входным для рассматриваемого квазиоптимального метода
компрессора, когда функция φ(ω) подбирается в соответствии с дис-
персионной характеристикой среды.
Амплитуда импульса, распространяющегося в диспергирующей сре-

де, расположенной за модулятором, при учете (7.1.4) и (7.1.5) дается
выражением

A(θ, z) =
∫
A(0)(t = −fφ′(ω))ei(f−z)φ(ω)+iωθ dω. (8.2.13)

На фокусном расстоянии среды z = f это выражение упрощается:

A(θ, f) = A(θ, z = f) =
∫
A(0)(t = −fφ′(ω))eiωθ dω. (8.2.14)

Предположим, что максимум интенсивности импульса If (θ) достигает-
ся при θ = 0. Тогда длительность импульса можно оценить по формуле

Δtf = Uf/If , max. (8.2.15)
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Если входной импульс имеет гауссовскую форму, а среда характеризу-
ется дисперсией n-го порядка, то на фокусном расстоянии f коэффи-
циент компрессии импульса равен

N = Δt(0)

Δtf
= Δω(0)

M

Δω(0)
, (8.2.16)

где Δω(0)
M определяется (9).

Приведенные результаты показывают, что, в принципе, можно по-
лучить сильную компрессию (N � 1), используя среду с дисперсией
любого порядка. При этом должны выполняться два условия: 1) мо-
дулятор создает модуляцию специального вида, согласованную с ви-
дом дисперсии среды (для функции φ(ω) (7.1.5) модулирующая функ-
ция определяется выражением (3)); 2) ширина спектра модулирующей
функции должна быть достаточно большой так, чтобы N � 1.

§ 3. Степенные ряды для моментов импульса

В настоящем параграфе покажем, что представление (7.5.9) мо-
ментов импульса mn(z) в виде конечных рядов по z (пройденному
расстоянию) справедливо для сред с дисперсией любого порядка.
Воспользуемся «функцией распределения» импульса (7.5.4)

V (θ, z) = I(θ, z)/U0 и введем по аналогии с (1.1.15) «характеристиче-
скую функцию»

Λ(u, z) =
∫
V (θ, z)eiuθ dθ. (8.3.1)

Временные моменты (7.5.6) находятся дифференцированием функции
Λ по u:

mn(z) =
(

d

i du

)n
Λ(u, z)|u=0. (8.3.2)

Согласно же (7.1.4) в (7.5.4)

I(θ, z) = |A(θ, z)|2,
где

A(θ, z) =
∫
A(0)
ω �(ω, z)eiωθ dω, (8.3.3)

�(ω, z) = e−iφ(ω)z, φ(ω) =
∞∑
m=2

kmω
m

m!
, (8.3.4)

причем A(0)
ω — спектральная амплитуда входного импульса.

Подставив (4) в (1), после некоторых преобразований получим

Λ(u, z) = 2π
U0

+∞∫
−∞

A(0)
ω A

(0)∗
ω+u�(ω, z)�∗(ω + u, z) dω. (8.3.5)
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Поэтому для моментов (2) будем иметь

mn(z) = 2π
inU0

∫
A(0)
ω �(ω, z)

(
d

dω

)n
[A(0)∗
ω �

∗(ω, z)] dω. (8.3.6)

Согласно (5) производная(
d

dω

)s
�

∗(ω, z) = Qs(z, ω)eiφ(ω)z, (8.3.7)

где Qs(z, ω) полином s-ой степени относительно z. В частности, имеем

Q0 = 1, Q1 = izφ′(ω), Q2 = izφ′′(ω) − z2[φ′(ω)]2,
Q3 = izφ′′′ − 3z2φ′(ω)φ′′(ω) − iz3[φ′(ω)]3 и т. д.

(штрих означает дифференцирование по ω).
Используя (7) и формулу Лейбница для производной n-го порядка

от произведения двух функций

(fg )(n) =
n∑
s=0

Csnf
(n−s)g (s)

(C — знак сочетаний), придем к следующему выражению для моментов

mn(z) = 2π
inu0

n∑
s=0

Csn

∫
A(0)
ω (A(0)∗

ω )(n−s)Qs(z0ω) dω. (8.3.8)

Отсюда следует, что момент импульса n-го порядка является полино-
мом n-го порядка относительно z.

§ 4. Временной эффект Тальбота в средах
с дисперсией высшего порядка

Обратимся теперь к задаче о распространении периодической по-
следовательности импульсов в средах с дисперсией произвольного по-
рядка. Пусть на входе такой среды комплексная амплитуда импульса
определяется выражением (7.6.5)

A(0)(t) =
+∞∑

n=−∞
F (t− nT ). (8.4.1)

Интенсивность и фурье-спектр такого импульса, повторяющегося с пе-
риодом T , даются выражениями (7.6.6) и (7.6.7). Его фурье-спектр
в диспергирующей среде в общем случае равен

Aω(z) = �(ω, z)A(0)
ω = Ω

+∞∑
p=−∞

apΩe
−iΦ(Ω)zδ(ω − pΩ), (8.4.2)

где
Φ(Ω) = pmϕ(Ω), ϕ(Ω) = 1

m!
kmΩm.
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Чтобы в диспергирующей среде импульс на некотором расстоянии z0
был таким же как на ее входе, очевидно, должно выполняться условие

ϕ(Ω)z0 = 2πN , (8.4.3)

где N — целое (положительное или отрицательное) число. Из (8.3.3)
находим искомое тальботовское расстояние

L
(m)
T = 2πm!

|km|Ωm . (8.4.4)

Случай m = 2 рассмотрен в § 2 гл. 7, при этом L(2)
T равно тальботов-

скому расстоянию (7.6.4). Для среды с дисперсией третьего порядка
(m = 3) имеем

z0 = L
(3)
T = 3T 3

2π2|k3|
. (8.4.5)

Как и в случае среды с дисперсией второго порядка, здесь можно по-
лучить условия реализации обращенного и дробного эффекта Тальбота
(см. § 6 гл. 7). Нетрудно найти тальботовское расстояние для сред
с дисперсией и более высокого порядка. Следуя методу, изложенному
в § 6 гл. 7, можно выполнить обобщение эффекта Тальбота для
сред с произвольной дисперсией на случай частично некогерентных
импульсов.
Определение условия самовоспроизведения формы импульсов

в средах, когда существенной оказывается одновременно дисперсия
нескольких порядков, является более сложной задачей. В этом случае,
очевидно, необходимо, чтобы тальботовские расстояния, связанные
с каждым типом дисперсии, были одинаковыми. Рассмотрим пример
среды, обладающей, например, одновременно дисперсией второго
и третьего порядков. Фаза в (2) при этом имеет следующий вид

Φ(Ω) = 1
2
k2Ω2p2 + 1

3!
k3Ω3p3. (8.4.6)

Теперь условие самовоспроизведения формы импульсов принимает та-
кой вид (

1
2
k2Ω2p2 + 1

3!
k2Ω3p3

)
z0 = 2πN , (8.4.7)

где, как и выше, N — целое число. Равенству (7) можно удовлетворить,
если выполняются соотношения:

1
2
k2Ω2z0 = 2πm1,

1
6
k3Ω3z0 = 2πm2, (8.4.8)

где mj = ±1, ± 2, . . ., что имеет место для частоты
Ω = Ω0 = 3|(k2m2)/(k3m1)|. (8.4.9)

При этом обобщенная тальботовская длина равна

L
(2, 3)
T = 4π

Ω20

∣∣∣m1
k2

∣∣∣ = 4
9
π

∣∣∣∣m31k23m22k
3
2

∣∣∣∣ .
12 С.А. Ахманов, Ю.Е. Дьяков, А. С. Чиркин
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Поскольку необходимая частота Ω0 следования импульсов определяет-
ся дисперсионными свойствами среды, расстояния L(2, 3)

T , где они вос-
производятся, тоже зависят только от дисперсии среды. Заметим, что
в отличие от «однодисперсионного» эффекта Тальбота в «двухдиспер-
сионном» эффекте длина самовоспроизведения импульсов определяется
отношением дисперсий k2 и k3 и величин m1 и m2.



Гл а в а 9

СЛУЧАЙНЫЕ ПАРАКСИАЛЬНЫЕ ВОЛНОВЫЕ

ПУЧКИ

В основное волновое уравнение (6.2.7) пространственная коорди-
ната r и время t входят несимметрично; по времени, кроме диф-
ференцирования, производится интегрирование в выражении (6.2.3)
для поляризации вследствие частотной дисперсии. Линейное волновое
уравнение принимает симметричный вид, если среда обладает одновре-
менно и пространственной дисперсией; при этом линейная поляризация
среды записывается в виде

P (r, t) =
∞∫

0

dt′
∫
d3r′H(t′, r′)E(t− t′, r − r′).

Однако при приближенном описании распространения волн, моду-
лированных только в пространстве, и волн, модулированных только
во времени, удается выделить важные частные случаи, которые опи-
сываются сходными уравнениями. В квазиоптическом приближении
распространение пространственно-модулированных волн подчиняется
параболическому уравнению (6.3.6). Уравнением такого же типа во
втором приближении теории дисперсии описывается распространение
волн, модулированных во времени (см. (6.3.20) и (7.3.3а)). Дисперси-
онному расплыванию волнового пакета можно уподобить дифракцион-
ное расширение пучка. Сказанное означает, что результаты решения
временных задач могут быть в определенной мере перенесены на про-
странственные задачи и наоборот.
Ценность аналогии состоит в том, что она позволяет предсказать

качественную картину поведения модулированной волны, если извест-
ны результаты, относящиеся к волне-аналогу. Вместе с тем следует
ясно представлять ограниченность пространственно-временной анало-
гии. Так, в случае распространения модулированных волн в линей-
ных средах возможно отличие пространственных задач от временных,
и причины этого заключаются в следующем.
1. Прежде всего, следует иметь в виду различие в числе измере-

ний: временные задачи — двумерные, а пространственные задачи —
трехмерные, причем направления, перпендикулярные направлению рас-
пространения волн, могут быть неравноправными.
2. Если во временных задачах во многих случаях процесс можно

считать стационарным, то в пространственных задачах принципиаль-
ное значение для большинства случаев имеют конечные пространствен-
ные размеры случайных пучков (статистическая неоднородность).

12*
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3. Наконец, следует отметить различие в виде исходных временных
и пространственных корреляционных функций поля. Для симметрич-
ного спектра временные корреляционные функции являются действи-
тельными. Поперечные (пространственные) корреляционные функции
даже для симметричного углового спектра в общем случае комплексны
(см. § 2). Последнее обусловлено тем, что в угловом спектре положи-
тельные и отрицательные углы физически различимы, а в частотном
спектре положительные и отрицательные частоты физически иден-
тичны.

§ 1. Математическое описание волновых пучков

Параболическое уравнение; волновой коэффициент передачи
и функция Грина. Область пространства, в которой сконцентрирова-
но поле волновых пучков, рассматриваемых в этой главе, имеет вид
конуса, как бы прижатого к оси z с малым углом θ � 1 при вершине
(θ — угол дифракционной расходимости, см. ниже формулу (9.2.2)).
Образующие конуса при этом идут почти параллельно оси z (рис. 9.1).
Такие пучки называют слабосходящимися (или слаборасходящимися),
а также параксиальными.

Рис. 9.1. Типы пучков: а) слабо расходящийся, б) слабо сходящийся

В § 3 гл. 6 показано, что монохроматические параксиальные пучки
можно записать в виде

E(t, r, z) = A(r, z)ei(ω0t−k0z), (9.1.1)

где A(r, z) — независящая от времени комплексная амплитуда волно-
вого пучка, k0 = k(ω0) — волновое число, соответствующее несущей
частоте ω0, r — поперечный радиус-вектор, лежащий в плоскости,
перпендикулярной оси z.
Динамика амплитуды A(r, z) удовлетворяет параболическому урав-

нению Леонтовича (6.3.6)
∂A

∂z
+ i

1
2k0

Δ⊥A = 0. (9.1.2)

В § 3 гл. 6 также показано, что решение уравнения (1) с граничным
условием при z = 0

A(r, z = 0) = A(0)(r) (9.1.3)
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можно представить через двумерную функцию Грина (6.3.10)

H(r, z) = ik0
2πz

e−i
k0r

2

2z

или волновой коэффициент передачи

�(κ, z) = e
i

κ
2z
2k0 . (9.1.4)

При этом решение имеет соответственно вид

A(r, z) =
∫
A(0)(r1)H(r− r1, z) d2r1 (9.1.5)

(см. также (6.3.9)) и

A(r, z) =
+∞∫

−∞
A(0)

κ
e
i

κ
2z
2k0

+iκr
d2κ (9.1.6)

(см. (6.3.5)), где A(0)(κ) — двумерное фурье-преобразование (6.3.7)
начальной амплитуды (3). Функции H(r, z) и �(κ, z) связаны соотно-
шением

H(r, z) = 1

(2π)2

+∞∫
−∞

�(κ, z)e−iκr d2κ. (9.1.7)

Законы сохранения. Как и в главах 7 и 8 будем считать, что речь
идет о распространении световых пучков в линейной среде без потерь,
т. е. волновое число k(ω0) — действительное (Im k(ω0) = 0). В этом
случае имеют место законы сохранения, представляющие собой обоб-
щение законов сохранения в двумерном пространстве, рассмотренных
в § 1 гл. 7, на трехмерное пространство. Выпишем некоторые из них.
Поскольку

|�(κ, z)|2 = |ei
κ
2z
2k0 |2 = 1 (9.1.8)

и в соответствии с (6)

Aκ(z) = �(κ, z)A(0)
κ
, (9.1.9)

то из (9) и (8) следует, что волновой спектр мощности пучка g (κ, z) =
= (2π)2|Aκ(z)|2 при его распространении не меняется:

g (κ, z) = (2π)2|A(0)
κ

|2 = g (0)(κ). (9.1.10)

Закон сохранения (10) означает, что при распространении пучка не
будет изменяться также полная мощность

P (z) =
∫
g (κ, z) d2κ =

∫
g (0)(κ) d2κ = P (0) = const (9.1.11)

и эффективная ширина волнового спектра

Δκ(z) = Δκ(0) = const.
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Однако вследствие статистической неоднородности световых пучков
законы сохранения пространственных корреляционных функций для
них не выполняются (см. ниже § 2).

§ 2. Статистическая неоднородность и угловой спектр
светового пучка; модель частично когерентного пучка

В главе 6 рассмотрены статистически однородные двумерные
случайные поля, для которых поперечная корреляционная функция
(6.1.14) зависит только от разности векторов, проведенных в точки,
между которыми измеряется корреляция. Если это условие не
выполняется, то поля называют статистически неоднородными.
Статистически неоднородными полями являются пространственно
ограниченные световые пучки.
Для доказательства этого утверждения получим уравнение для

поперечной, пространственной корреляционной функции

B⊥(r1, r2; z) = 〈A(r1, z)A∗(r2, z)〉. (9.2.1)

Заменим в (9.1.2) координату r на r1 и умножим уравнение на
A∗(r2, z). Полученное таким образом уравнение сложим с этим же
комплексно сопряженным уравнением, предварительно поменяв ме-
стами индексы 1 и 2. Выполняя статистическое усреднение, придем
к уравнению для поперечной корреляционной функции:{

∂

∂z
+ i
1
2k

(Δ⊥, 1 − Δ⊥, 2)
}
B⊥(r1, r2; z) = 0. (9.2.2)

В новых переменных

r = r1 − r2, R = 1/2 (r1 + r2) (9.2.3)

уравнение (2) имеет вид{
∂

∂z
+ i
1
k

∂2

∂r ∂R

}
B⊥(r, R; z) = 0. (9.2.4)

Для статистически однородного поля функция B⊥ зависит только от
r (см. (6.4.3)). Зависимость B⊥ от координаты R обусловлена прежде
всего пространственной ограниченностью светового пучка, распределе-
ние интенсивности которого в поперечном сечении (при r1 = r2)

〈|E(r1, z, t)|2〉 = B⊥(0, R; z) = I(R, z). (9.2.5)

Таким образом для случайных световых пучков пространственная кор-
реляционная функция B⊥ зависит от обеих переменных r и R, а ее ди-
намика вдоль продольной координаты z определяется уравнением (4).
Часто используемой моделью частично когерентного светового пуч-

ка по аналогии с (7.2.1) является мультипликативная модель

A(0)(r) = M(r)ξ(r), (9.2.6)
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где M(r) — детерминированная функция, описывающая простран-
ственную ограниченность пучка, ξ(r) — случайная функция. При этом
поле, связанное с функцией ξ(r), считается статистически однородным.
Пространственная корреляционная функция, соответствующая мо-

дели пучка (6), берется обычно в виде

B⊥(r2, r1) = I0 exp
{
−r22 + r21

a2
− (r2 − r1)

2

r2к

}
, (9.2.7)

где I0 — средняя интенсивность в центре пучка, a — радиус пучка,
rк — радиус корреляции, или в координатах r, R (3)

B⊥(r, R) = I0 exp
{
−2R

2

a2
− r2

r2эфф

}
, (9.2.8)

где
r−2эфф = r−2к + a−2/2. (9.2.9)

Угловые спектры световых пучков определяются не только радиусом
корреляции, но и геометрическими параметрами пучка, в частности
распределением средней интенсивности в его поперечном сечении.
Этот вопрос имеет большое значение для лазерной оптики; остановим-
ся на нем подробнее. Итак, рассмотрим угловой спектр, соответству-
ющий поперечной корреляционной функции неоднородного случайного
поля.
Фурье-спектр комплексной амплитуды A(r, z) поля равен

Aκ(z) = 1

(2π)2

+∞∫
−∞

A(r, z)eiκr d2r. (9.2.10)

Следовательно, угловой спектр статистически неоднородного случай-
ного поля определяется выражением

G(κ, z) = 〈|Aκ(z)|2〉 = 1

(2π)4

+∞∫ ∫
−∞

〈A(r1, z)A∗(r2, z)〉eiκ(r1−r2) d2r1 d
2r2.

Переходя к переменным r и R (3), имеем

G(κ, z) = 1

(2π)4

+∞∫ ∫
−∞

B⊥(r, R; z)eiκr d2r d2R. (9.2.11)

Спектр (11) можно интерпретировать как спектр статистически
однородного поля с корреляционной функцией

Bодн⊥ (r; z) = 1

(2π)2

+∞∫
−∞

B⊥(r, R; z) d2R, (9.2.12)
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G(κ, z) = 1

(2π)2

+∞∫
−∞

Bодн⊥ (r; z)eiκr d2r. (9.2.13)

Заметим, что для поперечной корреляционной функции, не зави-
сящей от R, выражение (12) дает бесконечное значение, что связано
в этом случае с однородностью поля (см. (6.4.13)).
Если рассматриваемое поле статистически изотропно, то для него

можно воспользоваться соотношениями (6.4.27) для безграничной слу-
чайной волны

G(κ, z) = (2π)−1
∞∫

0

sJ0(κs)Bодн⊥ (s; z) ds. (9.2.14)

Для поля с узким угловым спектром κ = k0 sin θ ≈ k0θ (θ — угол между
κ и k0), и, следовательно, угловой спектр поля

G(k0θ, z) = (2π)−1
∞∫

0

sJ0(k0sθ)Bодн⊥ (s; z) ds. (9.2.15)

Преобразование, обратное (15), дается выражением (6.4.26).
Рассмотрим теперь, как изменяется угловой спектр пучка с из-

менением радиуса корреляции rк при постоянном радиусе пучка a.
В качестве примера возьмем пучок с корреляционной функцией вида
(8). В соответствии с (8) для (12), (15) получаем

Bодн⊥ (r; z) = 2π
a2
I0 exp

{
− r2

r2эфф

}
, (9.2.16)

G(θ; z) =
πr2эфф

a2
exp
{
−1
4

(krэффθ)2
}
. (9.2.17)

Согласно (17) полуширина углового спектра по уровню e−1

Δθ = 2
krэфф

=
(
2

k2a2

)1/2 [
1+ 2a

2

r2к

]1/2
. (9.2.18)

Изменение Δθ в зависимости от радиуса корреляции rк изображено на
рис. 9.2. Уменьшение значения rк приводит к сильному расширению
углового спектра. При rк � a

Δθ = 2/krк, (9.2.19)

т. е. угловой спектр пучка определяется исключительно значением ра-
диуса корреляции. Если rк � a, Δθ = 2(ka)−1 = Δθд (Δθд — дифрак-
ционная расходимость детерминированного пучка).
Как уже отмечалось, в рамках квазиоптического приближения для

волновых пучков и второго приближения теории дисперсии для волно-
вых пакетов процессы распространения описываются похожими урав-
нениями, отличающимися лишь размерностью пространства. Однако
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Рис. 9.2. Приведенная по-
луширина углового спектра
Δθ̃ = Δθ/Δθд частично ко-
герентного светового пучка
в зависимости от отноше-
ния корреляции rк к радиу-

су пучка a

это различие может приводить к прин-
ципиальным отличиям в некоторых ситу-
ациях распространения частично некоге-
рентных световых пучков и импульсов.
Тем не менее изложенные в главе 7 ме-
тоды анализа частично некогерентных им-
пульсов можно полностью перенести на
частично некогерентные пучки. Другими
словами, понятия и определения ближняя
и дальняя зоны, расплывание и сжатие,
метод моментов и т. п. в равной мере ис-
пользуются для изучения распростране-
ния световых пучков. В научной литера-
туре (см., например, книги [1, 2]) рас-
пространение регулярных световых пуч-
ков хорошо освещено, поэтому основное
внимание в настоящей главе будет уделено
рассмотрению особенностей распростране-
ния частично некогерентные пучков в наи-
более типичных ситуациях.

§ 3. Дифракция δ-коррелированного случайного
пучка; теорема Ван Циттерта—Цернике

Мы начинаем рассмотрение статистических дифракционных про-
блем с фундаментальной задачи о преобразовании поперечной корре-
ляционной функции светового пучка в процессе распространения. Мы
убедимся, что поперечный радиус корреляции частично когерентно-
го волнового пучка в процессе распространения за счет дифракции
увеличивается. Это обстоятельство имеет много важных приложений
в физической и прикладной оптике; часть из них рассматривается
в этой главе. Изменение комплексной амплитуды пучка в процессе
распространения дается уравнением (9.1.5). Откуда следует, что попе-
речная пространственная корреляционная функция, учитывая (9.1.4)
определяется выражением

B⊥(r1, r2; z) = C ′ ·
+∞∫ ∫
−∞

B⊥0(ρ1, ρ2) exp
[
−i k0
2z

((r1 − ρ1)
2 − (r2 − ρ2)

2)
]
,

(9.3.1)
где C ′(z) = (k0/(2πz))2 = (λz)2. Перейдем к переменным (9.2.3) и вве-
дем новые обозначения для переменных, по которым производится
интегрирование

ρ1 − ρ2 = r′, 1
2

(ρ1 + ρ2) = R′. (9.3.2)
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Тогда выражение (1) для корреляционной функции приводится к виду

B⊥(r, R; z) =

= C ′(z)
+∞∫
−∞

B⊥0(r′, R′) exp
{
−ik

z
(r− r′)(R− R′)

}
d2r′ d2R′. (9.3.3)

Формула (3) в квазиоптическом приближении дает связь поперечной
корреляционной функции в произвольной плоскости с ее значением
в плоскости z = 0 (рис. 9.3).

Рис. 9.3. Расположение координат плоскости источника x′y′ и произвольной
плоскости наблюдения xy

Рассмотрим сначала важный частный случай выражения (3). Заме-
ним корреляционную функцию B′

⊥0(r
′, R′) реального поля в плоскости

z = 0 на δ-функцию, т. е. считаем, что поле создается δ-коррелирован-
ными в пространстве источниками:

B⊥0(r′, R′) = h2I(R′)δ(r′). (9.3.4)

Функция I(R′) характеризует распределение средней интенсивности
поля, а коэффициент h определяется из условия

∞∫

−∞
B′

⊥0(r, R) d2r = h2I(R).

Для корреляционной функции (4) формула (3) принимает вид

B⊥(r, R; z) = C exp
{
−ik

z
rR
} +∞∫

−∞
I(R′) exp

{
i
k

z
rR′
}
d2R′, (9.3.5)

где C = h2C ′ = (h/λz)2 = (hk/2πz)2. Формула (5) выражает теорему
Ван Циттерта—Цернике: поперечная корреляционная функция поля
связана фурье-преобразованием с начальным распределением интен-
сивности.
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Возвращаясь в (5) к старым переменным r1 и r2 (9.2.3), получаем

B⊥(r1, r2; z) = C exp
{
i
k

2z
(r22 − r21)

}
×

×
+∞∫ ∫
−∞

I(x′, y′) exp
{
i
k

z
[(x1 − x2)z′ + (y1 − y2)y′]

}
dx′ dy′. (9.3.6)

Удобство расчета с помощью выражения (5) или (6) зависит от вида
распределения интенсивности I(R).
Из (5) и (6) видно, что при z > 0 корреляционная функция поля

отличается от начальной (4), а радиус корреляции уже не равен нулю.
В формулы (5) и (6) входит отношение k/z; поэтому при k/z → ∞
получаем одинаковый результат независимо от того, устремляем ли мы
волновое число к бесконечности (k→ ∞, приближение геометрической
оптики) или полагаем z → 0.
Если I(R) существенно уменьшается на масштабе порядка a (a —

радиус пучка), то радиус корреляции согласно (5) равен

rк ≈ z/ka. (9.3.7)

Видно, что радиус корреляции линейно нарастает с пройденным рас-
стоянием. Речь идет, действительно, о существенно дифракционном
эффекте; он тем больше, чем больше длина волны λ. Наглядное
физическое объяснение полученного результата заключается в том,
что по мере распространения фазовые фронты элементарных волн, на
которые можно разложить поле пучка, совпадают между собой на все
возрастающей с ростом z площади.
Расчеты корреляционной функции B⊥(r, R; z) и значения rк для

ряда конкретных случаев выполнены ниже.
Дифракция некогерентной волны на отверстии; звездный ин-

терферометр Майкельсона. Применим теперь полученные выше об-
щие результаты для решения конкретных задач. Сначала рассмотрим
дифракцию δ-коррелированной волны. Предположим, что отверстие
имеет форму круга радиуса a с центром в точке 0 и распределение
интенсивности вдоль отверстия равномерное:

I(R) =
{
I0, R � a,
0, R � a.

(9.3.8)

Для расчета функции B⊥ на расстоянии z от такого источника
воспользуемся формулой (5), полагая r1 = 0 и r2 = s 	= 0. Переходя
к полярным координатам и обозначая угол между векторами s и R
через ϕ, имеем
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B⊥(s; z) = CI0 exp
{
−ik

z
s2
} a∫

0

dR

2π∫

0

Rdϕ exp
{
−ik

z
Rs cosϕ

}
=

= 2πCI0e−iks
2/z

a∫

0

RJ0
(
ksR

z

)
dR = I0

kae−iks2/z

2πzs
J1
(
kas

z

)
. (9.3.9)

При выводе (9) использовано рекуррентное соотношение для функции
Бесселя d

dx
(xnJn(vx)) = vxnJn−1(vx).

Нормированная пространственная корреляционная функция (9)
равна

|γ(s)| = |B⊥(s; z)/B⊥(0; z)| = 2
∣∣∣J1 (kasz )/(kasz )∣∣∣ . (9.3.10)

Функция (10) представлена на рис. 9.4. Первое нулевое значение |γ(s)|
принимает при kas/z = 3,83, т. е. при

s = s0 = 0,61λ/θ0, (9.3.11)

где θ0 = a/z — так называемый угловой радиус источника излучения.
Радиус, значение которого удовлетворяет условию |γ(s)| = 0,88, будем
считать радиусом корреляции (ср. с (7)):

rк = 0,16λz/a = 0,16λ/θ0. (9.3.12)

Видно, что радиус корреляции прямо пропорционален расстоянию z от
источника излучения и обратно пропорционален размеру источника.
При a→ ∞ излучение остается δ-коррелированным.
Рассмотренная модель источника δ-коррелированного в простран-

стве излучения, ограниченного круглой диафрагмой, широко использу-
ется в астрофизике для описания собственного излучения звезд. Изме-
рения радиуса корреляции приходящего от звезд излучения согласно
(12) могут быть использованы для определения угловых размеров звезд
(или диаметров звезд, если известно расстояние z).
Для измерения поперечной корреляционной функции излучения,

приходящего от звезды, можно использовать звездный интерферометр
Майкельсона (рис. 9.5), видность интерференционной картины в кото-
ром в точке наблюдения P изменяется в соответствии с зависимостью,
изображенной на рис. 9.4, при изменении расстояния между зеркалами
З1 и З2. Если угловой радиус звезды θ0 ≈ 10−7, то |γ(s)| = 0 при рас-
стоянии s = 4 м (k = 105 см−1). Угловой радиус Солнца, наблюдаемый
с Земли, θ0 ≈ 0,0047; таким образом, для волн оптического диапазона
радиус корреляции (12) принимает значение rк ≈ 20 мкм. Практическое
применение звездного интерферометра Майкельсона ограничено, одна-
ко, тем обстоятельством, что на измеряемую степень когерентности
звезды сильное влияние оказывают флуктуации показателя прелом-
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Рис. 9.4. Степень про-
странственной коге-
рентности |γ(s)| про-
странственно некоге-
рентного источника,
имеющего форму дис-

ка радиуса a

Рис. 9.5. Схема звездного
интерферометра Майкельсо-

на:
З1–З4 — зеркала, Q — экран

ления атмосферы. Эти флуктуации приводят лишь к фазовым иска-
жениям, которые не влияют на измерения корреляционных функций
интенсивности.
Заметим, что корреляционная функция (10) описывается точно та-

ким же выражением, как и поле плоской монохроматической волны,
дифрагированное на круглом отверстии.
Проиллюстрируем теперь, что неравномерное распределение ин-

тенсивности, вообще говоря, изменяет вид поперечной корреляцион-
ной функции поля. В качестве примера рассмотрим распространение
цилиндрически-симметричного пучка с плавным поперечным распре-
делением интенсивности (дифракция на «мягкой» диафрагме), когда
распределение интенсивности I(R) имеет вид

I(R) = I0 exp{−2R2/a2}; (9.3.13)

здесь a — радиус пучка по уровню e−2.
В этом случае вместо выражения (9) для поперечной корреляцион-

ной функции имеем

B⊥(s; z) = 2πCI0e−iks
2/z

∞∫

0

Re−2R
2/a2J0

(
kRs

z

)
dR. (9.3.14)

Интегрирование приводит к следующему результату:

B⊥(s; z) = π

2
a2CI0 exp

{
−1
2

(
kas

2z

)2
− i

ks2

z

}
. (9.3.15)
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В этом случае корреляционная функция (15) имеет гауссовский вид
с радиусом корреляции по уровню e−1, равным

rк =
√
2λz/πa. (9.3.16)

Из сравнения (15) с (9) следует, что форма распределения сред-
ней интенсивности влияет на вид пространственной корреляционной
функции. В связи с этим оказывается, что измерение пространственной
корреляционной функции дельта-коррелированного источника можно
использовать для нахождения распределения средней интенсивности.
Иначе говоря, можно решить обратную задачу.
Заметим прежде всего, что в соответствии с (5) имеем соотношение

B⊥(r, R; z) = e−i
k
z rRB⊥(r, 0; z). (9.3.17)

Поэтому в рассматриваемом случае достаточно измерить корреля-
ционную функцию между точками с противоположными векторами
(r2 = −r1, R = 0). Пространственная корреляция для точек с одинако-
вой разностью векторов (одинаковыми r), но R 	= 0 отличаются лишь
фазой. Интегрирование (17) по разностной переменной r дает

+∞∫

−∞
B⊥(r, 0; z)e−i

k
z rR d2r = h2I(R). (9.3.18)

Отсюда видно, что пространственное распределение средней интенсив-
ности I(R) из корреляционной функции определяется с точностью до
постоянного множителя.

§ 4. Дифракция частично когерентной волны на
отверстии

До сих пор мы считали, что исходная волна δ-коррелирована в про-
странстве. В реальных условиях радиус корреляции случайной волны
или источника шумового излучения всегда имеет конечное значение.
Решение задачи о дифракции частично когерентной волны дается

общей формулой (9.3.3), определяющей изменение пространственной
когерентности волны в процессе распространения. Мы рассмотрим
удобный для аналитического описания случай распространения гаус-
совских световых пучков, поперечная корреляционная функция кото-
рых также имеет вид гауссовской кривой. Будет показано, что в ква-
зиоптическом приближении гауссовская форма пучка и вид корреля-
ционной функции в процессе распространения остаются неизменными
с пройденным расстоянием z изменяются лишь параметры этих кривых
в полной аналогии с временной задачей (см. § 7 гл. 7) — распростране-
нием гауссовского импульса с гауссовской корреляционной функцией
в среде с дисперсией второго порядка. Это связано со следующим
обстоятельством.
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Согласно общему решению (9.3.3) в этом случае для произвольного
расстояния z поперечная корреляционная функция представляет собой
свертку функции B⊥0(r′, R) гауссовского вида (9.2.8) и функции от-
клика, имеющей вид экспоненты, показатель которой квадратичен по
r − r′ и R − R′. В подобных случаях интегральное преобразование
(9.3.3) сохраняет гауссовский вид функции B⊥ (см. примеры расчета
спектров и корреляционных функций в § 3 гл. 1).
Для рассматриваемого гауссовского пучка дифференциальное урав-

нение в частных производных для корреляционных функций можно
свести к уравнениям в обыкновенных производных для функций, опи-
сывающих ширину пучка, ширину корреляционной функции и т. п.
(см. [3] с. 298).
Итак, рассмотрим дифракцию частично когерентной волны на круг-

лом отверстии. Пусть амплитудный коэффициент пропускания (пере-
даточная функция) отверстия равен

M(r) = exp{−(r/a)2} (9.4.1)

и падающее излучение статистически изотропно в пространстве и име-
ет гауссовскую корреляционную функцию. Тогда непосредственно за
отверстием поперечная корреляционная функция волны равна (ср.
с (9.2.7))

B⊥0(r2, r1) = 〈A(0)(r1)A(0)∗(r2)〉 =

= I0 exp
{
−r21 + r22

a2
− (r1 − r2)

2

r20
− iα0
2

(r22 − r21)
}
, (9.4.2)

где a — радиус пучка, r0 — радиус корреляции, параметр α0 харак-
теризует фазу корреляционной функции. В переменных R и r (9.2.3)
функция (2) имеет вид

B⊥0(R, r) = I0 exp
{
−2R

2

a2
− r2

r2эфф
− iα0Rr

}
, (9.4.3)

где rэфф определяется формулой (9.2.9).
Подставим (2) в выражение (9.3.1) или (3) в (9.3.3); пользуясь

двойным интегралом
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+∞∫ ∫

−∞
exp{−α21x21 − α22x

2
2 + 2β2x1x2 + iγ1x1 − iγ2x2} dx2 dx1 =

= π√
α21α

2
2 − β4

exp
{
−α21γ

2
2 + α22γ

2
1 − 2γ1γ2β2

4(α21α
2
2 − β4)

}
, (9.4.4)

придем к следующему окончательному результату (в переменных r1
и r2):

B⊥(r1, r2; z) =

= I0u
−2 exp

{
− 1
u2

[
r21 + r22

a2
+ (r1 − r2)

2

r20
− i

k

4
(u2)′(r21 − r22)

]}
, (9.4.5)

где

u2 =
[(
α0
k

)2
+ l−2д

]
z2 + 2α0

k
z + 1, (9.4.6)

lд = karэфф

2
√
2

= ka2

2

[
1+ 2

(
a

r0

)2]−1/2
. (9.4.7)

Величина lд является дифракционной длиной для частично когерент-
ного пучка. Если исходный радиус корреляции r0 → ∞, то величина lд
стремится к величине дифракционной длины для полностью когерент-
ного пучка (lд → ka2/2).
Из (5) нетрудно найти распределение интенсивности пучка (r1 =

= r2 = r)

I(r, z) = I0u
−2 exp

{
− 2r2

(ua)2

}
= I0u

−2 exp
{
− 2r2

a2(z)

}
(9.4.8)

и степень когерентности (s = r1 − r2)

|γ(s; z)| = exp
{
− s2

(ur0)
2

}
= exp

{
− s2

r2к

}
. (9.4.9)

Из (8) и (9) следует, что радиус пучка a(z) и радиус корреляции
rк(z) изменяются по одному и тому же закону:

a(z) = au, rк = r0u. (9.4.10)

Заметим, что при z = lд радиусы пучка и корреляции увеличиваются
в
√
2 раз при α0 = 0.
В соответствии с (10), так называемый коэффициент когерентности

пучка
C = rк(z)/a(z) = r0/a (9.4.11)

есть постоянная величина, определяемая начальным значением (стати-
стический инвариант пучка).
Согласно (6) в случае расходящихся пучков (α0 > 0) радиусы пучка

и корреляции монотонно увеличиваются с расстоянием. Интересно, что
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Рис. 9.6. Зависимость радиу-
са корреляции дифрагирован-
ной на круглом отверстии ча-
стично когерентной волны от
расстояния до отверстия:

1) дельта-коррелированная ис-
ходная волна; 2) r0 = r1(0) �= 0,
α0 = 0; 3) r0 = r2(0) > r1(0),

α0 = 0; 4) r0 = r1(0) �= 0,
α0 < 0

при α0 = 0 (рис. 9.6) и a� r0 в дальней
зоне частично когерентного пучка (на
расстояниях z, бо́льших дифракционной
длины lд (7)) радиус пучка определяется
начальным радиусом корреляции:

a(z) = 2
√
2 z/kr0, (9.4.12)

а радиус корреляции определяется перво-
начальным значением радиуса пучка:

rк(z) = 2
√
2 z/ka =

√
2λz/πa, (9.4.13)

т. е. так же, как при δ-коррелированной
исходной волне (см. (9.3.12)). В ближ-
ней зоне пучка (z � lд) при α0 = 0 как
радиус пучка, так и радиус корреляции
согласно (10) не меняются.
В случае дифракции сходящегося

пучка (α0 < 0) радиусы пучка и корреля-
ции сначала уменьшаются с расстоянием,
достигая минимума при

z = z0 = −α0
k

[(
α0
k

)2
+ l−2д

]−1
, (9.4.14)

а затем увеличиваются. На расстоянии z = z0 значение функции u (6)
равно

u2(z0) =
[(
α0
k

)2
lд + 1

]−1
. (9.4.15)

Значения z0 и u(z0) тем меньше, чем меньше дифракционная длина lд
(7), которая уменьшается с уменьшением радиуса корреляции r0.

§ 5. Фокусировка частично когерентного пучка

Обратимся теперь к классической задаче оптики о фокусировке
светового пучка. Естественно ожидать, что неполная когерентность
пучка будет ухудшать возможность концентрации энергии в фокусе.
Тонкая линза, через которую проходит падающая волна, задержива-

ет ее фазовый фронт на величину, пропорциональную толщине линзы,
в каждой точке, т. е. тонкая линза изменяет фазу падающей волны,
трансформируя ее волновой фронт. Передаточная функция сферической
линзы [4]

Mл(r) = exp
{
i
k

2f
r2
}
. (9.5.1)

Здесь f — фокусное расстояние линзы. Для собирающих линз f > 0,
для рассеивающих линз f < 0.
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Рассмотрим сначала задачу в общей постановке (ср. с компрессией
импульса, изученной в § 4 гл. 7). Пусть источник излучения находится
па расстоянии l1 от линзы Л (плоскость z = 0, см. рис. 9.7). Комплекс-
ная амплитуда излучения источника A(r, z = 0) = A(0)(r). Процесс

Рис. 9.7. Прохождение частично когерентного светового пучка через линзу
(качественная картина)

распространения волны от источника до линзы описывается параболи-
ческим уравнением (9.1.2). Амплитуда волны непосредственно перед
линзой дается выражением (9.1.5)

A1(r, l1) =
+∞∫

−∞
A(0)(r1)H(r− r1, l1) d2r1. (9.5.2)

Непосредственно после линзы амплитуда волны с учетом передаточной
функции Mл(r) (1) равна

A2(r) = Mл(r)A1(r, l1). (9.5.3)

За линзой процесс распространения волны описывается опять урав-
нением (9.1.2). На некотором расстоянии l2 от линзы для амплитуды
волны имеем

A(r, l2) =
+∞∫

−∞
A2(r2)H(r − r2, l2) d2r2. (9.5.4)

Подстановка в (4) выражений (3) и (2) дает значение комплексной
амплитуды A(r) через ее исходное значение A(0)(r):

A(r) =
+∞∫

−∞
A(0)(r1)H(r, r1) d2r1. (9.5.5)

Здесь H(r, r1) — функция Грина, характеризующая весь процесс рас-
пространения:

H(r, r1) =
+∞∫

−∞
H(r− r2, l2)Mл(r2)H(r2 − r1, l1) d2r2. (9.5.6)
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Выражение (6) можно преобразовать к виду

H(r, r1) =

= − k2

(2π)2l1l2
exp
{
−ik
2

(
r2

l2
+ r21
l1

)} +∞∫
−∞

exp
{
−ik
2
qr22 + ikhr2

}
d2r2 =

− (πl1l2q2)−1 exp
{
−ik
2

(
r2

l2
+ r21
l1

)
− i

k

q
h2
}
, (9.5.7)

где
q = 1

l1
+ 1
l2
− 1
f
, h = r1

l1
+ r

l2
. (9.5.8)

В оптически сопряженных плоскостях (q = 0) выражение (7) дает δ-
функцию:

H(r, r1) =
(
− 1
l1l2

)
exp
{
−ik
2

(
r22
l2

+ r21
l1

)}
δ(h). (9.5.9)

В геометрической оптике условие q = 0 известно как формула линзы

1
l1

+ 1
l2

= 1
f
. (9.5.10)

Подставляя (9) в (5), получаем

A(r) =
(
− 1
l1l2

)
exp
{
−ik
2

r2

l2

} +∞∫
−∞

A(0)(r1) exp
{
−i k
2l1

r21
}
×

× δ
(

r1
l1

+ r

l2

)
d2r1 =

(
− l1
l2

)
A(0)

(
− l1r

l2

)
exp
{
−ikr2 l1 + l2

2l22

}
. (9.5.11)

Видно, что в оптически сопряженных плоскостях комплексные ам-
плитуды световых пучков связаны довольно простым соотношением.
Значение амплитуды меняется в l1/l2 раз, поперечный пространствен-
ный размер пучка изменяется в l2/l1 раз. Кроме того, изображение
перевернуто относительно первоначального. При выводе соотношения
(11) мы нигде не использовали когерентные свойства пучков, поэтому
оно справедливо как для полностью, так и для частично когерентных
световых пучков.
Пользуясь (11), нетрудно получить связь между корреляционными

функциями в оптически сопряженных плоскостях:

B⊥(r1, r2) =

=
(
l1
l2

)2
B⊥0

(
− l1
l2

r2, − l1
l2

r1
)

exp
{
i
k(l1 + l2)

2l22
(r22 − r21)

}
. (9.5.12)
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Отсюда следует, что, помимо изменения масштаба когерентности пуч-
ка, при прохождении им линзы происходит изменение фазы корреля-
ционной функции.
Для степени когерентности в оптически сопряженных плоскостях

из (12) имеем
|γ(s)| = |γ0(l1s/l2)|.

В силу этого соотношения изменение радиуса корреляции при прохож-
дении через линзу определяется формулой

rк = l2
l1
r0. (9.5.13)

Если исходный пучок находится на двойном фокусном расстоянии
l1 = 2f , то расстояние l2 = 2f и радиус корреляции пучка остается
неизменным: rк = r0. Следует, однако, подчеркнуть, что фаза корреля-
ционной функции в этом случае изменяется: появляется дополнитель-

ный множитель exp
{
i
k

2f
(r22 − r21)

}
(см. (12)).

Рассмотрим еще один пример фокусировки сферической линзой ча-
стично когерентного светового пучка. Пусть пучок задан непосред-
ственно перед линзой (l1 ≈ 0), причем его поперечная корреляционная
функция B⊥0(r2, r1) дается выражением (9.4.2). Найдем минималь-
ные размеры сфокусированного пучка и соответствующую интенсив-
ность. Для такой постановки решение задачи фактически содержится
в предыдущем параграфе. Здесь только надо учесть изменение фазы
корреляционной функции, вносимое линзой. Сразу же после линзы,
в соответствии с (9.4.2) и (1),

B(r2, r1) = B⊥0(r2, r1) exp
{
i
k

2f
(r21 − r22)

}
. (9.5.14)

Из (14) и (9.4.2) видно, что для использования результатов, следу-
ющих за формулой (9.4.2), нужно произвести замену

α0 → α0 − k/f. (9.5.15)

Наиболее интересными являются результаты при α0 < k/f , когда су-
ществует расстояние z0 	= 0, при котором радиусы корреляции и пучка
минимальны. В соответствии с (9.4.14) расстояние до области пере-
тяжки

z0 =
(
1
f
− α0

k

) [(
1
f
− α0

k

)2
+ l−2д

]
. (9.5.16)

Дифракционная длина lд частично когерентного пучка определяется
(9.4.7). В геометрооптическом приближении (k→∞, lд→ i), как и сле-
довало ожидать,

z′0 = f. (9.5.17)

Дифракция приводит к отличию значения z0 от f . При α0 = 0 рассто-
яние до перетяжки
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z′′0 = f/[1+ (f/lд)2] (9.5.18)

меньше, чем фокусное расстояние линзы (рис. 9.8).

Рис. 9.8. Фокусировка частично когерентного светового пучка:
1) lд �= 0, α0 = 0; 2) lд → ∞, α0 �= 0

Для полностью когерентного пучка, полагая lд → ∞, из (16) имеем
z′′′0 = kf/(k − α0f), (9.5.19)

т. е. в случае расхождения пучка (регулярная кривизна волнового
фронта α0 > 0) расстояние z′′′0 > f . В общем случае значение z0 для
частично когерентных пучков определяется конкуренцией дифракцион-
ных эффектов и эффектов, связанных с фазой корреляционной функ-
ции. Зависимость положения области перетяжки пучка от фазы корре-
ляционной функции можно использовать, очевидно, для определения
величины α0.
Распределение интенсивности в области перетяжки согласно (9.4.8)

равно

I(r, z0) = I0u
−2(z0) exp

{
− 2r2

(au(z0))
2

}
, (9.5.20)

где u2(z0) в соответствии с (9.4.15) и (15) имеет вид

u2(z0) =
[
1+
(
1− α0k

f

)2( lд
f

)2]−1
. (9.5.21)

Здесь наличие α0 	= 0 эквивалентно изменению дифракционной длины
lд, поэтому далее считаем α0 = 0.
Радиус пучка в области перетяжки

amin(z0) = au(z0) =
{
1+
(
lд
f

)2}−1/2
a ≈ 2

√
2 f

kr0
. (9.5.22)

Интенсивность в центре пучка

I(0, z0) = I0
[
1+
(
lд
f

)2]
≈
(
lд
f

)2
I0 =

(
a

amin(z0)

)2
I0. (9.5.23)

Приближенные равенства в (22) и (23) справедливы при lд � f .
Для случая регулярных гауссовских пучков в формулах (22) и (23)

r20 нужно заменить на a/
√
2. Таким образом, при фокусировке частично

когерентных световых пучков интенсивность в области перетяжки
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меньше, чем для когерентных пучков, в N = a2/2r20 раз; соответствен-
но во столько же раз увеличивается площадь пятна в перетяжке.
Величина N равна среднему числу неоднородностей в пучке.
Покажем теперь, что линзу можно применять в качестве элемен-

та, позволяющего измерить угловой спектр излучения. Обратимся
к формуле (4), описывающей поле за линзой. Поскольку анализируемое
излучение задано непосредственно перед линзой (l1 = 0), то согласно
(4) имеем

A(r, l) =
+∞∫
−∞

A(0)(r1) exp
{
i
k

2f
r21
}
H(r1 − r, l) d2r1

или, учитывая вид функции Грина (9.1.4),

A(r) = ik

2πl

+∞∫
−∞

A(0)(r1) exp
{
−i k
2l

(r − r1)2 + i
k

2f
r21
}
d2r1, (9.5.24)

где l — расстояние от линзы. В фокальной плоскости линзы, т. е. при
l = f , амплитуда поля

A(r) = ik

2πf
exp
(
− ik

2f
r2
) +∞∫

−∞
A(0)(r1) exp

(
−ik

f
rr1
)
d2r1 (9.5.25)

есть фурье-образ исходного поля. Отличие от точного фурье-спектра
поля связано с фазовым множителем, стоящим перед интегралом.
В соответствии с (25) распределение интенсивности в фокусе линзы

I(r) =
(

k

2πf

)2+∞∫ ∫
−∞

B⊥0(r2, r1) exp
{
i
k

f
r(r2 − r1)

}
d2r1 d

2r2. (9.5.26)

В координатах r′ и R (9.2.3) выражение (26) принимает вид

I(r) =
(

k

2πf

)2+∞∫ ∫
−∞

B⊥0(r′, R′) exp
{
−ik

f
rr′
}
d2r′ d2R′ (9.5.27)

и с точностью до постоянного множителя совпадает со спектром
(9.2.11) случайного поля, причем поперечной компоненте κ волнового
вектора соответствует величина kr/f . В связи с этим можно восполь-
зоваться выводами § 2. Так, например, формула (9.2.18) и рис. 9.2
показывают зависимость углового спектра (фокального размера пятна
Δθ = s/f) от параметров исходного пучка.
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§ 6. Дифракция светового пучка на случайном
фазовом экране; квазитепловой источник света

Здесь мы рассмотрим задачу, по постановке противоположную за-
дачам § 4, 5, в которых изучалась дифракция случайной волны. Про-
анализируем задачу о дифракции когерентного светового пучка на
плоском экране со случайным пропусканием M(r). В общем случае
функция M(r) является комплексной:

M(r) = m(r)eiΦ(r), (9.6.1)

где m(r) — амплитудный коэффициент пропускания, Φ(r) — фаза. Из-
менение m(r) связано с изменением прозрачности экрана, а изменение
фазы Φ(r) — с изменением толщины или коэффициента преломления
экрана. Эта задача представляет интерес как в статистической оптике,
так и в статистической теории антенн [5–13].
Можно выделить весьма важный частный случай, когда m = 1

и, следовательно, M(r) = eiΦ(r); такой случайный экран называется
фазовым. Модель рассеивающего объекта как случайного фазового
экрана является довольно распространенной как в радиофизике, так
и в оптике. Она успешно используется для изучения распространения
волн в неоднородной ионосфере и межзвездной плазме, турбулентных
средах.
Случайный фазовый экран достаточно подробно изучен и теорети-

чески [14–16]. Поэтому ниже мы ограничимся рассмотрением лишь
одного примера, заимствованного из оптики. Речь пойдет о модели
так называемого квазитеплового источника света, реализующейся при
рассеянии когерентного световой пучка (например, от лазера) на вра-
щающемся матовом диске [9–12]. Такой источник часто используется
в экспериментах по статистической оптике, он детально изучался экс-
периментально.
Пусть на движущийся фазовый экран нормально падает лазер-

ный пучок с гауссовским профилем (мода ТЕМ00), предварительно
прошедший через линзу (рис. 9.9). В плоскости экрана комплексную
амплитуду пучка можно представить в виде

A(0)(r) = A(0) exp
{
− r2

a2
− iαr2

}
, (9.6.2)

где a — радиус пучка на экране, коэффициент α характеризует расхо-
димость пучка, значения a и α определяются фокусным расстоянием
линзы и расстоянием от линзы до экрана.
Непосредственно за случайным фазовым экраном имеем

A(r, t) = A(0)(r)eiΦ(r−vt) = A(0) exp
{
− r2

a2
− iαr2 + iΦ(r− vt)

}
,

(9.6.3)
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Рис. 9.9. Фокусировка светового пучка на вращающийся матовый диск

где v — скорость движения экрана (экран с «замороженными» неодно-
родностями). Случайный процесс Φ(r) считаем статистически изотроп-
ным, дисперсия процесса Φ2 = σ2Φ, а коэффициент корреляции

γΦ(s) = Φ(r)Φ(r + s)/σ2Φ. (9.6.4)

Поскольку флуктуации Φ(r) связаны с изменением толщины экрана
h(r):

Φ(r) = 2πΔn

λ
h(r),

то дисперсия

σ2Φ =
(
2πΔn

λ

)2
σ2h, σ2h = h2, (9.6.5)

λ — длина волны излучения, Δn — разность показателей преломления
материала экрана и окружающей среды.
Изменение дифрагированного поля на расстоянии l от случайного

экрана до плоскости наблюдения дается выражением типа (9.1.5):

A(r, l; t) =
+∞∫

−∞
A(0)(r1)eiΦ(r1−vt)H(r− r1, l) d2r1. (9.6.6)

Временная корреляционная функция рассеянного поля при этом запи-
сывается следующим образом:

B(r, l; τ ) = 〈A(r, l; t)A∗(r, l; t+ τ )〉 =

=
+∞∫ ∫

−∞
A(0)(r1)A(0)∗(r2)H(r− r1, l)H∗(r− r2, l) ×

× 〈exp i[Φ(r1 − vt) − Φ(r2 − v(t+ τ ))]〉 d2r1 d2r2. (9.6.7)
Под интегралом в (7) фигурирует функция, представляющая собой

двумерную характеристическую функцию процесса Φ(r). Если стати-
стика поля w(r) гауссовская, то

CΦ(r2 − r1) = 〈exp l[Φ(r1) − Φ(r2)]〉 = exp{−σ2Φ[1− γΦ(r2 − r1)]}
(9.6.8)
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и выражение (7) записывается как

B(r, l; τ ) =

=
+∞∫∫

−∞
A(0)(r1)A(0)∗(r2)H(r− r1, l)H∗(r− r2, l)CΦ(r2 − r1 − vτ ) d2r1 d2r2.

(9.6.9)

Воспользовавшись выражением для функции Грина (9.1.4), пред-
ставим (9) в виде

B(r, l; τ ) =

=
(
k0
2πl

)2 +∞∫
−∞

A(u)CΦ(u − vτ ) exp
{
−i k
2l

(2r − u)u
}
d2u, (9.6.10)

A(u) =
+∞∫
−∞

A(0)(u1)A(0)∗(u1 + u) exp
{
i
k0
l

uu1
}
d2u1.

Здесь произведена замена переменных r1 = u1, u − r1 − r2. Учитывая
(2), для функции A(u) имеем

A(u) = πa2

2
A(0)2 exp

{
−u2

w2
− i

k0
2l

u2
}
,

w =
{
2a−2 +

(
2α+ k0

l

)2
a2
}−1/2

.

(9.6.11)

В результате корреляционная функция (10) приводится к виду

B(r, l; τ ) =

=
(
k0
2πl

)2 πa2
2
A(0)2

+∞∫
−∞

CΦ(u− vτ ) exp
{
−u2

w2
− i

k0
l

ru
}
d2u. (9.6.12)

Рассмотрим случай, когда коэффициент корреляции γΦ(s) имеет
гауссовскую форму:

γΦ(s) = exp{−(s/r0)2},
где r0 — радиус корреляции фазовых флуктуации. Тогда функция (8)
равна

CΦ(s) = exp{−σ2Φ[1− exp{−(s/r0)2}]}. (9.6.13)

Однако для произвольных значений фазовых флуктуации интегри-
рование (12) для функции CΦ(s) (13) не удается выполнить. Нагляд-
ные аналитические результаты можно получить в предельных случаях
сильных (σ2Φ � 1) и слабых флуктуации (σΦ � 1).
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При больших значениях σ2w функция CΦ(s) очень быстро убывает
от единицы до exp{−σ2Φ} при изменении s от нуля до s � r0. Самое
быстрое изменение CΦ(s) происходит при s < r0, и поэтому можно
использовать приближение

exp{−(s/r0)2} ≈ 1− (s/r0)2,

а CΦ(s) заменить приближенным выражением (см. [10])

CΦ(s) = exp{−σ2Φ} + [1− exp{−σ2Φ}] exp{−σ2Φ(s/r0)2}. (9.6.14)

Используя (14), интеграл (12) легко вычислить:

B(r, l; τ ) = Iрег(r, l) +BΦ(r, l; τ ), (9.6.15)

где

Iрег(r, l) = 1
2

(
k0aw

2l

)2
A(0)2 exp

{
−σ2Φ −

(
k0rw

2l

)2}
, (9.6.16)

BΦ(r, l; τ ) = (k0aw/2l)
2

2(1+ σ2w2)
(1− exp{−σ2Φ}) ×

×A(0)2 exp
{
−[(k0rw/wl)2 + (σvτ )2 + i

l
σ2k0w

2vrτ ](1+ σ2w2)−1
}
.

(9.6.17)

Здесь введено обозначение

σ2 = σ2Φ/r
2
0. (9.6.18)

Функция Iрег (16) описывает распределение интенсивности нерассеян-
ной части пучка, дифрагирующего на собственной апертуре. Очевидно,
что при σ2Φ � 1 значение Iрег мало́.
Выражение (17) соответствует рассеянной части пучка. Первое сла-

гаемое в фигурных скобках экспоненты ответственно за распределение
интенсивности в поперечном сечении пучка, второе слагаемое — за
временную когерентность поля и последнее — за допплеровское сме-
щение частоты, которое равно нулю, когда направление наблюдения
(вектор r) перпендикулярно скорости v.
Радиус рассеянного пучка в плоскости наблюдения

aр = 2l
k0w

(1+ σ2w2)1/2. (9.6.19)

В реализуемых на практике условиях σw � 1, так как σw = σΦ(w/r0),
w � r0 и σΦ > 1 1). Поэтому в реальных условиях ширина рассеянного
пучка

aр = 2σl/k0 = 2σΦl/k0r0 (9.6.20)

1) В типичных условиях k0 ≈ 105 см−1, Δn ≈ 0,3–0,5, σh ≈ 1–10 мкм и,
согласно (5), σΦ ≈ 3–30.
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не зависит от первоначального значения, а определяется статистиче-
скими характеристиками случайного экрана (σΦ и r0) и расстоянием
l от экрана до плоскости наблюдения. Напротив, при условии σw � 1
время корреляции излучения

τк = w/v (9.6.21)

не зависит от характеристик случайного экрана.

Рис. 9.10. Зависимость времени
корреляции рассеянного излуче-
ния от скорости вращения мато-
вого диска при различных фокус-
ных расстояниях линзы [12]:

1) 13,0 см; 2) 9,0 см; 3) 2,3 см. Ради-
ус светового пучка на линзе во всех

случаях одинаков

Согласно (11) параметр w и, сле-
довательно, время корреляции τк за-
висят от радиуса a и угловой расходи-
мости (величины α) падающего пучка
и расстояния l. На рис. 9.10 показа-
но время корреляции для различных
радиусов пучка a. При a2 = l/k0

√
2

и α = 0 время корреляции достигает
максимального значения

τк max = 2
3/4

v

(
l

k0

)1/2
. (9.6.22)

Если падающий световой пучок
рассеивается вращающимся матовым
стеклом, то скорость

v = ΩR, (9.6.23)

где Ω — угловая скорость вращения
матового диска, R — расстояние от
оси вращения до центра пучка на
диске. В этом случае имеются до-
полнительные возможности измене-
ния времени корреляции за счет из-
менения значений Ω и R.
Следует отметить, что статисти-

ка рассеянной волны становится гаус-
совской, когда ширина исходного пуч-
ка a гораздо больше радиуса корреляции r0 неоднородностей рассеива-
ющего экрана [5, 10, 11].
Теперь обратимся к случаю слабых флуктуации фазы (σΦ � 1);

здесь можно воспользоваться следующим приближением для функции
(13):

CΦ ≈ 1− σ2Φ + σ2Φ exp{−(s/r0)2}. (9.6.24)

Соотношение (24) можно получить из выражения (14), если в экс-
понентах, в которых отсутствует параметр s, считать σ2Φ < 1, а при
наличии s положить σ2Φ = 1, т. е. в (18) принять σ2 = r−20 . При таких
предположениях можно использовать формулы (15)–(17) и (19), в ко-
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торых, однако, нужно учесть новое значение σ2 = r−20 . При этом время
корреляции рассеянного излучения, определенное из (17),

τк = 1
σv

[1+ σ2w2]1/2 ≈ w/v (9.6.25)

совпадает с результатом (21) для сильных флуктуации. Радиус же
рассеянного пучка согласно (19)

aр =
(
2l
k0

)
[w−2 + r−20 ]1/2 ≈ 2l

k0r0
(9.6.26)

и меньше, чем в случае сильных флуктуаций (20).
Дифрагированное поле во фраунгоферовой зоне; решение по

методу Рэлея. Рассмотрим общий случай дифракции регулярной вол-
ны на плоском экране со случайным комплексным пропусканием (1).
В методе Рэлея дифрагированное поле разлагается на плоские волны.
Разложение произвольного поля по плоским волнам дается формулой
(ср. с (6.2.18))

E(R, t) =
+∞∫ ∫

−∞
�(ω, k)ei(ωt−kr) dω d3k, (9.6.27)

где �(ω, k) — амплитуда волны с частотой ω и волновым вектором k.
В случае монохроматических полей

�(ω, k) = �(k)δ(ω − ω0)δ(k − ω/c). (9.6.28)

Появление в (28) функции δ(k − ω/c) связано с дисперсионным соот-
ношением k = ω/c. Амплитуды волн, которые не удовлетворяют этому
соотношению, равны нулю [5|. В этом случае

E(R, t) = E(R)eiω0t,

где

E(R) =
+∞∫

−∞
�(k)δ(k − ω0/c)e−ikR d3k. (9.6.29)

Представим kR в виде

kR = kzz + kxx+ kyy = kzz + κr, k2 = k2z + κ2.

Интегрируя (29) по dkz , получаем (ср. с (6.2.17))

E(r, z) = E(R) =
+∞∫

−∞
�(κ)e−i(κr+

√
k2−κ

2 z) d2κ. (9.6.30)

Разложение (30) состоит из суперпозиции волн двух типов. До тех
пор, пока k2 > κ2, это плоские бегущие волны. Значениям k2 < κ2

соответствуют неоднородные волны, затухающие в направлении z.



§ 6. Дифракция светового пучка на фазовом экране 381

Функция �(κ) определяется из условия на границе линейной среды
(при z = 0):

E(r, z = 0) = A(0)(r) =
+∞∫

−∞
�(κ)e−iκr d2κ,

откуда

�(κ) = 1

4π2

+∞∫
−∞

A(0)(r)eiκr d2r.

Следовательно,

E(f , z) = 1

4π2

+∞∫ ∫
−∞

A(0)(r1)e−i[κ(r−r1)+
√
k2−κ

2 z] d2r1 d
2κ. (9.6.31)

Если характерный размер неоднородностей рассеивающего экрана
порядка r0 и угловой спектр (9.2.19) рассеянной волны узок (Δκ/k =
= 2/kr0 � 1), то существенны лишь бегущие волны и в интеграле (31)
можно использовать приближение (см. также (6.2.26))

(k2 − κ2)1/2 ≈ k − κ2/2k,

после чего получаем

E(r, z) = ik

2πz
e−ikz

+∞∫
−∞

A(0)(r1)e−ik(r−r1)
2/2z d2r1. (9.6.32)

Выражение (32) аналогично выражению (9.1.5), вытекающему из ре-
шения параболического уравнения (9.2.1). Таким образом, задача о ди-
фракции монохроматической волны на экране со случайным пропус-
канием оказывается аналогичной задаче о дифракции шумовой волны
на регулярном препятствии. Физически эта аналогия вполне понятна.
Случайный экран модулирует проходящую через него волну по ампли-
туде и фазе. В связи с этим нетрудно прийти к выводу, что результаты
§ 5 по дифракции случайных волн могут быть перенесены на задачи
о дифракции волн на случайном экране.
Разумеется, полное перенесение указанных результатов возможно

лишь в том случае, когда статистические характеристики случайной
волны и случайного экрана одинаковы. Подчеркнем также, что форму-
ла (32), как и параболическое уравнение (9.2.1), применима только для
крупномасштабных неоднородностей (kr0 � 1). Общее же решение (31)
получено без каких-либо ограничений на соотношение между длиной
волны λ и масштабом неоднородностей r0.
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§ 7. Винтовые дислокации волнового фронта
и пространственной корреляционной функции

случайных световых пучков

Рис. 9.11. Реализация простран-
ственного распределения случайно-
го поля (спекл-картины) без опор-
ной волны (а) и в присутствии
опорной волны (б) при наличии
дислокаций; (в) увеличенное изоб-
ражение двух дислокаций с разны-
ми знаками топологического заря-

да. Заимствовано из [17]

Проведенный в предыдущих раз-
делах анализ случайных световых
пучков основан на их осреднен-
ном описании, на расчете сред-
ней интенсивности и поперечной
пространственной корреляционной
функции. Более детальную ин-
формацию об амплитудно-фазовой
структуре случайного поля можно
получить при его интерференции
с детерминированной плоской или
сферической волной. В интерферен-
ционной картине при этом могут
наблюдаться слияния и возникно-
вения («ветвления») интерференци-
онных полос (см. рис. 9.11). Та-
кие особенности интерференцион-
ной картины обусловлены винтовы-
ми дислокациями волнового фронта.
В последние десятилетия с момента
первых экспериментальных наблю-
дений дислокаций волнового фронта
[17] (см. также [18]) они интенсив-
но исследуются как в случайных,
так и в детерминированных свето-
вых пучках, называемых вихревыми
пучками. Эти исследования факти-
чески сформировали новую область
оптики — так называемую сингу-
лярную оптику [19]. В настоящем
параграфе мы будем изучать слу-
чайные винтовые дислокации вол-
нового фронта. Им будет предше-

ствовать рассмотрение дислокаций в волновом фронте детерминиро-
ванных пучков.

Вихревые детерминированные световые пучки. Под волновым
фронтом подразумевают, как известно, поверхность одинакового зна-
чения фазы в данный момент времени. Волне с почти плоским волно-
вым фронтом соответствует семейство непересекающихся эквифазных
поверхностей близких по форме к плоскостям, которые отстоят друг
от друга на расстояние длины волны λ (рис. 9.12а). Вместе с тем
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могут быть световые пучки с более сложными волновыми фронтами,
которые не являются гладкими поверхностями, а имеют особые, син-
гулярные точки, в которых амплитуда поля равна нулю, а значение
фазы неопределено. К таким пучкам относятся лазерные пучки с оп-
тическими вихрями [20, 21]. При обходе особой точки с винтовой
дислокацией по замкнутому контуру фаза меняется на 2π или −2π,
а в общем случае оптического вихря m-го порядка на m2π. Цело-
численная величина m носит название топологического заряда вихря
(m = ±1, ± 2, ± 3, . . .). Наличие винтовой дислокации кардинально
меняет топологию волнового фронта, эквифазная поверхность стано-
вится геликоидальной, т. е. имеет винтовую структуру (см. рис. 9.12б).
При этом волновая поверхность всюду гладкая за исключением оси
геликоида. Поскольку направление распространения энергии задается
вектором Умова—Пойнтинга, перпендикулярным к поверхности вол-
нового фронта в каждой его точки, то в окрестности винтовой дис-
локации поток энергии электромагнитного поля обладает вихревыми
свойствами.

Рис. 9.12. Структура волнового фронта при отсутствии (а) и наличии (б)
винтовой дислокации. Заимствовано из [21]

Детерминированные пучки с винтовыми дислокациями могут быть
получены непосредственно в лазерах, при прохождении через спираль-
ные фазовые пластинки или через специальным образом изготовлен-
ные голограммы. Типичным примером вихревого пучка являются моды
Лагерра—Гаусса лазерного резонатора [22].
Рассмотрим лагерр-гауссовский пучок, комплексная амплитуда ко-

торого в полярных координатах r, ϕ имеет вид

A(r, ϕ) = r

a
A(0) exp

(
− r2

a2
+ iϕ

)
, (9.7.1)

где a — радиус пучка. Распределение интенсивности этой моды имеет
«кольцеобразную» форму. Моду (1) можно получить также путем на-
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ложения эрмит-гауссовских мод вида TEM10 и TEM01, сдвинутых по
фазе на π/2. В декартовых координатах имеем в результате

A(x, y) = x+ iy

a
A(0) exp

(
−x2 + y2

a2

)
. (9.7.2)

Из сравнения выражений (2) и (1) следуют соотношения:

r = (x2 + y2)1/2, ϕ = arctg(y/x). (9.7.3)

Видно, что при r = 0 фаза ϕ неопределена, т. е. точка с координатами
x = y = 0 является сингулярной. При обходе такой точки по часовой
стрелке фаза скачком меняется на 2π. Это означает, что в волновом
фронте появляется винтовая дислокация. Как отмечалось выше, дис-
локация волнового фронта проявляются при интерференции с детерми-
нированной опорной волной (рис. 9.11).

Оптические вихри в случайных световых пучках. Плотность
оптических вихрей (дислокаций волнового фронта) в случайных по-
лях теоретически исследовалась в ряде работ [23–26]. Для световых
пучков с гауссовской статистикой можно найти плотность среднего
числа дислокаций в поперечном сечении пучка [23, 24]. Из выражений
(2) и (3) следует, что в комплексном представлении поля дислокации
волнового фронта возникают на пересечении линии, в которых рав-
ны нулю одновременно действительные и мнимые части комплексной
амплитуды, т. е. при условии ReA(x, y) = ImA(x, y) = 0. Статистику
оптических вихрей в случайных полях обычно изучают, используя ком-
плексное представление поля. Однако мнимая и действительная части

Рис. 9.13. Траектории нуле-
вых значений квадратурных
компонент: a(x, y) — сплош-
ные кривые, b(x, y) — пунк-
тирные. Пересечение этих
кривых дают точки с нулевые
значениями огибающей

комплексной амплитуды являются ее
квадратурными компонентами. Поэтому
далее мы будем пользоваться обозначе-
ниями и результатами § 3 главы 2.
Действительное случайное поле мож-

но записать двояко:

E(r, z, t) = a(r, z) cos(ωt− k0z) −
− b(r, z) sin(ωt− k0z) =
= ρ(r, z) cos(ωt− k0z + ϕ(r, z)).

(9.7.4)

Отсюда следуют соотношения: a =
= ρ cosϕ, b = ρ sinϕ, а ρ2 = a2 + b2,
ϕ = arctg(b/a). Будем считать, что
среднее значение поля равно нулю
(〈E(r, z, t)〉 = 0), а значит 〈a〉 = 〈b〉 = 0.
Дислокации волнового фронта имеют
место при a(x, y) = b(x, y) = ρ(x, y) = 0
(см. рис. 9.13).
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В терминах теории выбросов случайных процессов (§ 6 гл. 1) опре-
деление числа дислокаций в некотором поперечном сечении z = z0 сво-
дится к задаче нахождения числа пересечений двумерных случайных
полей a(x, y) и b(x, y) при их нулевых значениях. Обобщая формулу
(1.6.7) на рассматриваемый случай, для среднего числа дислокаций
〈N〉 на площадке размером S получим выражение

〈N〉 =
〈∮

δ(a(x, y)δ(b(x, y) da(x, y) db(x, y)
〉
, (9.7.5)

где интегрирование выполняется по площади S, а усреднение произ-
водится по реализациям случайных полей a(x, y) и b(x, y). Из выра-
жения (5) видно, что каждые нулевые значения a и b в одной и той
же точке пространства (x, y) дают единичный вклад в интеграл до его
усреднения.
Переход в (5) от переменных интегрирования a и b к переменным

x и y осуществляется с помощью якобиана преобразования

J = ∂(a, b)
∂(x, y)

= ∂a

∂x

∂b

∂y
− ∂a

∂y

∂b

∂x
= axby − aybx. (9.7.6)

В результате выражение (5) можно привести к виду

〈N〉 =
〈∮

δ(a(x, y)δ(b(x, y)|J | dx dy
〉
. (9.7.7)

Будем считать исходное случайное поле E(r, z, t) статистически одно-
родным в поперечном сечении, таковыми будут и квадратуры случай-
ных полей a(x, y) и b(x, y). В этом случае из (7) получим

〈n〉 = 〈N〉/S = 〈δ(a(x, y)δ(b(x, y)|J |〉, (9.7.8)

〈n〉 — среднее число дислокаций на единице площади.
Для расчета среднего (8) необходима шестимерная функция рас-

пределения
w(a, b, ax, bx, ay, by). (9.7.9)

Для гауссовских случайных полей среднее удается получить в анали-
тическом виде. В силу статистической однородности рассматриваемого
случайного поля, по своим свойствам аналогичной статистической ста-
ционарности (см. § 6 гл. 1 и § 4 гл. 2), в корреляционной матрице

C = 〈(a, b, ax, bx, ay, by)T (a, b, ax, bx, ay, by)〉, (9.7.10)

где T означает транспонирование, отличными от нуля будут лишь
диагональные элементы, т. е. следующие дисперсии:

〈a2〉 = 〈b2〉 = 〈E2〉 = 〈I〉 = σ2,

〈a2x〉 = 〈b2x〉 = Bxx(0, 0) = Bxx,

〈a2y〉 = 〈b2y〉 = Byy(0, 0) = Byy.

(9.7.11)

13 С.А. Ахманов, Ю.Е. Дьяков, А. С. Чиркин
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Поскольку взаимные корреляции в матрице равны нулю, а статистика
полей гауссовская, многомерная функция распределения (9) распадает-
ся на произведение одномерных гауссовских распределений

w(a, b, ax, bx, ay, by) = w(a)w(b)w(ax)w(bx)w(ay)w(by). (9.7.12)

Пользуясь значением четырехкратного интеграла

+∞∫
−∞
. . .

+∞∫
−∞

|xy − zv| exp[−(x2 + y2 + z2 + v2)] dx dy dz dv = 1
4
π2,

(9.7.13)
для средней плотности числа дислокаций (8) получаем 1)

〈n〉 = (BxxByy)1/2/(4πσ2). (9.7.14)

Формула (14) относится к статистически анизотропному полю. В слу-
чае статистически однородного и изотропного поля Bxx = Byy. При-
нимая во внимание связь пространственной корреляционной функций
с волновым спектром G(κ) (6.4.25), находим:

Bxx =
∫
κ2xG(κx, κy) d2κ, Byy =

∫
κ2yG(κx, κy) d2κ. (9.7.15)

Для квазиплоского случайного волнового пучка, вводя по аналогии
с (6.1.6) углы θx = κx/k0, θy = κy/k0, имеем соотношения

Bxx = k20〈θ2x〉, Byy = k20〈θ2y〉. (9.7.16)

Здесь 〈θ2x〉 и 〈θ2y〉 — средний квадрат угловой расходимости пучка вдоль
направлений x и y соответственно, например

〈θ2x〉 =
∫
θ2xg (θx, θy) dθx dθy, (9.7.17)

где g (θx, θy) — нормированное угловое распределение:

g (θx, θy) = G(θx, θy)
/ ∫

G(θx, θy) dθx dθy.

Подчеркнем, что в рассматриваемом случае угловое распределение
симметрично, так что 〈θx〉 = 〈θy〉 = 0.
С учетом выражений (16) и (17) формула (14) принимает вид

〈n〉 = 1
4π

k20(〈θ2x〉〈θ2y〉)1/2 = π

λ20
(〈θ2x〉〈θ2y〉)1/2. (9.7.18)

Для изотропного поля 〈θ2x〉 = 〈θ2y〉 = 〈θ2〉 и формула (18) упрощается:

〈n〉 = 1
4π

k20〈θ2〉 = π

λ20
〈θ2〉. (9.7.19)

1) Отметим, что значение (14) в 2 раза меньше приведенного в работах [17].
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Среднюю плотность дислокаций 〈n〉 можно выразить через радиус
корреляции случайного поля. Для гауссовской корреляционной функ-
ции вида (9.2.7) площадь когерентности Sког = πr2к, а 〈θ2〉 = 2/(krк)2.
Подставляя это значение в формулу (19), получаем простую зависи-
мость

〈n〉 = 1/2Sког. (9.7.20)

Плотность числа дислокаций волнового фронта оказывается, таким
образом, обратно пропорциональна площади когерентности случайного
поля. При интерференции случайного поля с опорной когерентной
плоской волной места дислокации волнового фронта проявляются как
точки ветвления в интерференционной картине (рис. 9.11).
Зависимость (20) экспериментально исследовалась в [27], где полу-

чено хорошее согласие с теорией (см. рис. 9.14).

Рис. 9.14. Зависимость плотности дислокаций волнового фронта от площади
когерентности: � — экспериментальные данные, © — расчет по формуле
(9.8.20). Масштаб по осям в пикселах−2, умноженных на 10−3. Заимствовано

из [27]

Напомним, что изложенная теория дислокаций волнового фронта
и результаты экспериментов [17, 27] относятся к статистически одно-
родным полям; дислокации в неоднородных случайных полях, получен-
ных на выходе волоконного световода, изучались в [28]. В работе [29]
определен класс частично когерентных полей с оптическими вихрями,
который может быть представлен как некогерентная суперпозиция
мод Лагерра—Гаусса. Теоретически и экспериментально исследовались
также особенности структуры случайного поля вблизи дислокации
волнового фронта [27, 30, 31].
Дислокации корреляционных функций. Помимо рассмотренных

выше дислокаций волнового фронта, случайные поля могут иметь

13*



388 Гл. 9. Случайные параксиальные волновые пучки

дислокации в пространственной корреляционной функции. Иначе го-
воря, сингулярные особенности могут встречаться в двухточечной
пространственной корреляции при интерференции пары лучей, по-
ля в которых полностью некоррелированны между собой. Впервые
«ветвления» в интерференционной картине, связанные с дислокациями
пространственной корреляционной функции наблюдали авторы рабо-
ты [32]. Такие дислокации регистрируются при интерференции двух
идентичных полей (см. рис. 9.15). На рис. 9.15, как и на рис. 9.11,

Рис. 9.15. Интерференционные картины при сложении двух идентичных слу-
чайных пучков: а) в поперечном сечении, б) в продольном сечении. Заимство-

вано из [32]

ветвления интерференционных полос происходят в нулях видности
интерференционной картины. Так, случайное поле, дифрагирующее на
круговой апертуре (см. § 3 этой главы) и описываемое пространствен-
ной корреляционной функцией вида (9.3.9), имеет нулевые значения
корреляции и, следовательно, скачки фазы на ±2π при J1(ψ)/ψ = 0,
где ψ = k0as/z, a — радиус апертуры, z — расстояние от апертуры
до плоскости наблюдения, s — поперечное расстояние между двумя
репликами дифрагированного поля.
Для знакомства с теорией дислокаций в корреляционных функциях

частично когерентных пучков следует обратиться к работам [33–35].

§ 8. Распространение световых пучков
в неоднородных средах; метод Фейнмана

интегрирования по траекториям

В неоднородных средах диэлектрическая проницаемость ε являет-
ся функцией пространственных координат. С такими средами связан
чрезвычайно широкий круг явлений в радиофизике, оптике, квантовой
электронике и т. д. При этом можно выделить класс задач, связанных
как с регулярными неоднородностями среды, так и задачи, связанные
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с распространением волн в случайных средах. В настоящем параграфе
мы кратко рассмотрим примеры задач обоих классов, используя общий
подход к их решению.
Метод Фейнмана интегрирования по траекториям. В общем

случае распространение монохроматических волн в неоднородной ли-
нейной среде без потерь описывается уравнением вида (ср. с (6.2.7))

∂2E

∂z2
+ Δ⊥(r)E = ε(r, z)

c2
∂2E

∂t2
. (9.8.1)

Как и выше в книге, ось имеет направление распространения волны,
Δ⊥(r) — поперечный лапласиан, ε(r, z) — диэлектрическая проница-
емость среды, состоящая из постоянной ε0 и изменяющейся в про-
странстве частей ε0ε̃(r, z): ε(r, z) = ε0(1 + ε̃(r, z)). Распространение
волн в неоднородной среде, в которой пространственные масштабы
изменения диэлектрической проницаемости значительно больше длины
волны, можно искать в виде [5]

E(r, z) = A(r, z)ei(ω0t−k0z) + к.с. (9.8.2)

В этом случае динамика комплексной амплитуды A(r, z) описывается
следующим параболическим уравнением (ср. с (9.1.2))

∂A

∂z
+ i

1
2k0

Δ⊥A+ i
1
2
k0ε̃(r, z)A = 0. (9.8.3)

Непосредственно уравнение (3) не удается решить. Поэтому для его
решения разработаны различные приближенные методы (см. [5–7, 14–
16, 36, 37]). Здесь мы изложим применение метода интегрирования по
траекториям, развитого Фейнманом для решения уравнений типа (3)
[38]. Метод Фейнмана позволяет записать значение амплитуды A(r, z)
волны на выходе неоднородной среды через значение на входе A(0)(r).
Конкретный вид зависимости ε̃(r, z) при этом не важен, т. е. функция
ε̃(r, z) может быть либо регулярной, либо случайной.
Будем искать решение уравнения (3) в виде (ср. с (9.1.5))

A(r, z) =
+∞∫

−∞
A(0)(ρ)H(ρ; r; z) d2ρ, (9.8.4)

где функция Грина H(ρ; r; z) удовлетворяет уравнению

∂H

∂z
+ i

1
2k0

Δ⊥(ρ)H + i
1
2
k0ε̃(r, z)H = 0 (9.8.5)

и граничному условию

H(ρ; r; z = 0) = δ(ρ − r). (9.8.6)
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Для нахождения решения уравнения (5) обратимся сначала к слу-
чаю однородной среды (ε̃ ≡ 0); получающееся при этом известное
решение обозначим как

H0(ρ, r; z) = i(k0/2πz) exp{−ik0(r− ρ)2/2z}. (9.8.7)

Нетрудно убедиться, что функция Грина (7) удовлетворяет следующим
условиям:

+∞∫

−∞
H0(ρ, r; z) d2ρ =

+∞∫

−∞
H0(ρ, r; z) = 1, (9.8.8)

H0(ρ, r; z1 + z2) =
+∞∫

−∞
H0(ρ, ρ1; z1)H0(ρ1, r; z2) d

2ρ1. (9.8.9)

Рис. 9.16. К выводу интеграла по
траекториям

Следуя Фейнману, соотношениям (8)
и (9) можно дать вероятностную
интерпретацию. В соответствии
с условием (8), аналогичным условию
нормировки (1.1.2а) для функции рас-
пределения плотности вероятности,
комплексную функцию (7) будем
рассматривать как амплитуду веро-
ятности перехода луча из точки ρ
в точку r, разделенных расстоянием z
вдоль направления распростране-
ния волны. Тогда произведение
H0(ρ, ρ1; z1)H0(ρ1, r; z2) является
аналогом двумерного распределе-
ния (1.2.24), т. е. представляет собой
двумерное распределение амплитуды
вероятностей. При этом соотноше-
ние (9) не что иное, как условие
соответствия типа (1.2.5).
Таким образом, согласно (9) ам-

плитуда вероятности того, что луч, выходящий из точки ρ в сечении
среды z = 0, попадает в точку r сечения среды z = z1 + z2, равна сумме
амплитуд вероятностей по всем возможным траекториям, проходящим
через точки ρ1 в сечении z = z1 (рис. 9.16)
Теперь разделим расстояние z на n отрезков длиной Δz, т. е.

z = nΔz. Используя многократно соотношение (9), можно записать
функцию Грина для всего отрезка [0, z]
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H0(ρ, r; z = nΔz) =
+∞∫

−∞
. . .

+∞∫

−∞
H0(ρ, ρ1; Δz)H0(ρ1, ρ2; Δz) . . .

. . .H0(ρn−2, ρn−1; Δz)H0(ρn−1, r; Δz) d
2ρ1 d

2ρ2 . . . d
2ρn−1. (9.8.10)

Физический смысл этого выражения таков. Луч из точки ρ в сечении
z = 0 попадает в точку r в сечении z, проходя через последовательность
промежуточных точек ρ1, ρ2, . . ., ρn−1 (рис. 9.16). Интегрирование
в (10) производится по всевозможным промежуточным траекториям.
При стремлении размера отрезка Δz к нулю число интегралов n

в (10) стремится к бесконечности. Результат такого перехода записы-
вают в символическом виде

H0(ρ, r; z) =
∫
Φ(ρ(z))�2ρ(z), (9.8.11)

где

Φ(ρ(z)) = lim
Δz→0
nΔz=z

exp{−i(k0/2Δz)[(ρ − ρ1)
2 + (ρ1 − ρ2)

2 + . . .

+ (ρn − r)2]} = exp
{
−i1
2
k0

z∫

0

(dρ/ds)2 ds
}
, (9.8.12)

�
2
ρ(z) = lim

Δz→0
nΔz=z

(ik0/2πΔz)n−1 d2ρ1 d2ρ2 . . . d2ρn.

Выражение (11) является другой записью функции Грина (7) для
однородной среды. Наша цель — получить функцию Грина для неодно-
родной среды, для уравнения (6). Мы поступаем следующим образом.
На бесконечно малых интервалах Δz неоднородность среды будем
учитывать методом возмущений, т. е. полагаем

H(ρj , r; z) = H0(ρj , r; z) + δH(ρj , r; z). (9.8.13)

Малая поправка δH в соответствии с (6) определяется уравнением(
∂

∂z
+ i

1
2k0

Δ⊥
)
δH = −i(k0/2)ε̃(r, z)H0(ρj , r; z),

решение которого

δH(ρj , ρj+1; z) =

= −ik0
2

(j+1)Δz∫

jΔz

+∞∫
−∞

H0(ρj+1, ρ
′; Δz − z′)ε̃(ρ′, z′)H0(ρ′, ρj ; z

′) d2ρ′.

(9.8.14)
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Поскольку функция H0(ρ, ρj ; Δz) сильно локализована (вследствие
малости Δz), интеграл (14) можно оценить методом перевала. В ре-
зультате имеем

δH(ρj , jj+1; Δz) ≈

≈ −ik0
2

(j+1)Δz∫

jΔz

ε̃(ρ0, z
′)

+∞∫
−∞

H0(ρj+1, ρ
′; Δz − z′)H0(ρ′, ρj ; z

′) d2ρ′,

(9.8.15)

где
ρ0 = [z′jj+1 + (Δz − z′)ρj ]/Δz

есть координата стационарной точки. Учитывая свойство (9), вместо
(15) можно написать

δH(ρj , ρj+1; Δz) ≈ −ik0
2
H0(ρj , ρj+1; Δz)

(j+1)Δz∫

jΔz

ε̃(ρ0, z
′) dz′ ≈

≈ −i1
2
k0H0(ρj , ρj+1; Δz)

(j+1)Δz∫

jΔz

ε̃(ρj , z
′) dz′. (9.8.16)

В правой части соотношения (16) принято во внимание малость Δz,
так что ρ0 ≈ ρj .
Для функции (13) таким образом получаем

H(ρj , ρj+1; Δz) =
{
1− i

1
2
k0

(j+1)Δz∫

jΔz

ε̃(ρj , z
′) dz′

}
H0(ρj , ρj+1; Δz),

(9.8.17а)
или опять же вследствие малости Δz (17а) можно преобразовать к ви-
ду

H(ρj , ρj+1; Δz) ≈ H0(ρj , ρj+1; Δz) exp
{
−i(k0/2)

(j+1)Δz∫

jΔz

ε̃(ρj , z
′) dz′

}
.

(9.8.17б)
Из полученного результата следует, что учет неоднородно-
сти среды на каждом интервале траектории луча сводится
к умножению функции Грина однородной среды на величину

exp{−i(k0/2)
(j+1)Δz∫
jΔz

ε̃(ρj , z′) dz′}.
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Итак, для неоднородной среды функция Грина при Δz → 0 будет
определяться континуальным (бесконечномерным) интегралом, назы-
ваемым также интегралом по траекториям, (ср. с (11))

H(ρ, r; z) =
∫
Φ(ρ(z)) exp

{
−i(k0/2)

z∫

0

ε̃(ρ(s), s) ds
}
�
2
ρ(z). (9.8.18)

Выражения (4) и (18) дают формально точное решение задачи о рас-
пространении волн в неоднородных средах.
В настоящем параграфе применение интегралов по траекториям бу-

дет проиллюстрировано на примере как случайной среды, так и среды
с регулярными неоднородностями. Отметим, что с помощью метода
интегрирования по траекториям удается решить некоторые статистиче-
ские задачи нелинейной оптики [40, 41].
Световой пучок в случайной среде. Рассмотрим сначала распро-

странение светового пучка с исходной регулярной амплитудой в стати-
стически неоднородной среде. Пусть ε̃(r, z) — случайный гауссовский
процесс с корреляционной функцией вида

〈ε̃(r1, z)ε̃(r2, z)〉 = Bε(r2 − r1)δ(z2 − z1) (9.8.19)

и средним значением 〈ε̃(r, z)〉 = 0.
Среднее значение амплитуды волны в случайной среде определяет-

ся формулой

〈A(r, z)〉 =
+∞∫

−∞
A(0)(ρ)〈H(ρ, r; z)〉 d2ρ, (9.8.20)

где

〈H(ρ, r; z)〉 =
∫
Φ(ρ(z))〈e

−i(k0/2)
z∫
0
ε̃(ρ(s),s) ds

〉�2ρ(z). (9.8.21)

Под интеграл (21) входит характеристическая функция случайного
гауссовского процесса, поэтому, пользуясь (1.1.43) и (19), находим〈
exp
{
−i(k0/2)

z∫

0

ε̃(ρ(s), s) ds
}〉

= exp
{
−(k20/8)

z∫ ∫

0

Bε(ρ(s′′) − ρ(s′)) ×

× δ(s′′ − s′) ds′′ ds′
}

= exp{−(k20/8)Bε(0)z}. (9.8.22)
Следовательно, среднее можно вынести из-под интеграла (21); остав-
шийся при этом интеграл по траекториям есть функция Грина для
однородной среды.
Для средней комплексной амплитуды, таким образом, получаем

〈A(r, z)〉 = e−(k20/8)Bε(0)z
+∞∫

−∞
A

(0)
0 (ρ)H0(ρ − r; z) d2ρ. (9.8.23)
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Отсюда видно, что флуктуации диэлектрической проницаемости среды
приводят к затуханию средней амплитуды светового пучка, причем
влияние дифракции и затухания аддитивны. Это хорошо известный
результат в теории распространения волн в случайных средах.
Расчеты средней интенсивности и корреляционных функций поля

и интенсивности в случайной среде оказываются более сложными. Так,
корреляционная функция поля определяется выражением

B(r1, r2; z) = 〈A(r1, z)A∗(r2, z)〉 =

=
∫ ∫

A(0)(ρ0)A
(0)∗(ρ2)〈H(ρ1, ρr1; z)H

∗(ρ2, r2; z)〉 d2ρ1 d2ρ2, (9.8.24)
где

〈H(ρ1, r1; z)H
∗(ρ2, r2; z)〉 =

=
∫ ∫

Φ(ρ1(z))Φ
∗(ρ2(z))Cε(ρ1(z), ρ2(z))�

2
ρ1(z)�

2
ρ2(z), (9.8.25)

Cε(ρ1(z), ρ2(z)) = exp
{
−(k20/4)

[
Bε(0)z −

z∫

0

Bε(ρ1(s) − ρ2(s)) ds
]}
.

(9.8.26)
В общем случае (25) учитывает искривление траекторий лучей за
счет неоднородностей среды. Если же масштаб поперечной корреляции
неоднородностей среды не превышает радиус пучка, то искривлени-
ем лучей можно пренебречь за счет неоднородностей среды (среда
выступает в качестве «распределенного» фазового экрана). Другими
словами, в этом случае в (26) допустима замена

z∫

0

Bε(ρ1(s) − ρ2(s)) ds =
z∫

0

Bε(ρ1(0) − ρ2(0)) ds = Bε(ρ1 − ρ2)z,

(9.8.27)
а интегралы по траекториям опять представляют собой функции Грина
для однородной среды. Окончательное выражение для корреляционной
функции (24) принимает такой вид:

B(r1, r2; z) =
∫ ∫

A(0)(ρ1)A
(0)∗(ρ2)H0(ρ1 − r1; z)H∗

0 (ρ2 − r2; z) ×
× exp{−(k20/4)[Bε(0) −Bε(ρ1 − ρ2)]z} d2ρ1 d2ρ2. (9.8.28)

То, что в рассматриваемом приближении слой статистически неодно-
родной среды проявляет себя как «распределенный» фазовый экран,
хорошо видно из сравнения выражения (28) с (9.6.9). В данном слу-
чае, однако, эквивалентом дисперсии фазовых флуктуаций выступает
величина

σ2ф, экв = 1
4
k20Bε(0)z. (9.8.29)

Видно, что дисперсия фазовых флуктуаций пропорциональна толщине
слоя неоднородной среды z и дисперсии флуктуаций диэлектрической
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проницаемости Bε(0). Отметим также, что в (28) учитывается эффект
дифракции на длине z. Дальнейший анализ выражения (28) можно
выполнить по аналогии с таковым, изложенным в § 6 настоящей главы.
Распространение случайных волн в оптических волокнах. Рас-

сматриваемая задача относится к классу задач о распространении волн
в средах с регулярными неоднородностями. Будем считать, что среда
имеет квадратичный закон изменения диэлектрической проницаемости

ε(r, z) = ε0(1− q2r2), ε̃ = −q2r2. (9.8.30)

Параметр q определяет скорость изменения ε̃(r, z) 1).
В рассматриваемом случае функция Грина (18) неоднородной среды

принимает вид

H(ρ, r; z) =
∫

exp
{
−i1
2
k0

[ z∫
0

L
(
dρ

ds
, ρ(s)

)
ds

]}
�
2
ρ(s), (9.8.31)

где введено
L
(
dρ

ds
, ρ(s)

)
=
(
dρ

ds

)2
− q2ρ2(s). (9.8.32)

Максимальный вклад в (31) дают траектории, для которых
z∫

0

L
(
dρ

ds
, ρ(s)

)
ds = min . (9.8.33)

Для этих траекторий функция L удовлетворяет уравнению Эйлера

∂

∂s

∂L

∂ρ̇
− ∂L

∂ρ
= 0

(
ρ̇(s) = dρ(s)

ds

)
. (9.8.34)

Отсюда, учитывая (32), получаем уравнение для «оптимальных» тра-
екторий

ρ̈(s) + q2ρ(s) = 0, (9.8.35)

которое представляет собой векторное уравнение для гармонического
осциллятора и которое следует решать с граничными условиями

ρ0(s = 0) = ρ, ρ0(s = z) = r. (9.8.36)

В результате для «оптимальных» траекторий получаем выражение

ρ0(s) = ρ cos qs+ (r− ρ cos qz) sin qs

sin qz
. (9.8.37)

Траектории, вклад которых в функцию Грина (31) не является мини-
мальным, т. е. «неоптимальные» траектории, представим как

ρ(s) = ρ0(s) + η(s). (9.8.38)

1) Далее для краткости такую среду называем средой с квадратичной неод-
нородностью.
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При этом
�
2
ρ(s) = �

2
η(s), (9.8.39)

поскольку для каждого значения s ρ(s) и η(s) отличаются на постоян-
ную величину. Граничные условия для функции η(s) очевидны:

η(s = 0) = η(s = z) = 0. (9.8.40)

Таким образом функция (31) примет вид

H(ρ, r; z) = F (z) exp
{
−ik0
2

z∫

0

[(ρ̇0(s))
2 − q2ρ20(s)] ds]

}
, (9.8.41)

F (z) =
(0)∫

0

e
−i k0

2

z∫
0
[(ρ̇(s))2−q2η̇(s)] ds

�
2
η(s). (9.8.42)

Расчет экспоненциального множителя в (41) с учетом (37) приводит
к следующему выражению

e
−i k0

2

z∫
0
[ρ̇0(s)−q2ρ20(s)] ds

= exp
{
− i

2
k0q

sin qz
[(ρ2 + r2) cos qz − zρr]

}
.

(9.8.43)
Теперь вычислим интеграл по траекториям (42), следуя методу, изло-
женному в [38]. Функция (42) зависит только от z. Все траектории
выходят из точки 0 с координатой s = 0 и возвращаются в эту точку
при s = z и, следовательно, функцию η(s) можно представить в виде
суммы гармоник

η(s) =
∑
n

an sin nπs

z
. (9.8.44)

В каждом сечении среды s траектории η теперь можно рассматривать
как функцию коэффициентов an, а не как функцию η. Это преобра-
зование будет определяться некоторым якобианом J . Интегрирование
в экспоненте (42) с учетом (44) дает

z∫

0

[(η̇(s))2 − q2η2(s)] ds = z

2

∑
n

[(
nπ

2

)2
− q2

]
a2n. (9.8.45)

Если предположить, что расстояние z разделено на N интервалов
длиной Δz (фактически мы осуществляем переход от континуального
интеграла к N -кратному интегралу), то функция (42) примет вид (см.
(11) и (12))

F (z) = J

+∞∫
. . .

∫
−∞

exp

{
−i(k0z/2)

N∑
n=1

[(
nπ

z

)2
− q2

]
a2n

}
×

× (ik0/2πΔz)N da1 . . . daN . (9.8.46)
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Через J обозначен упомянутый выше якобиан преобразования при
переходе от dη1 dη2 . . . dηn к da1 da2 . . . dan. Интеграл (46) легко вы-
числяется, а результат запишем в виде

F (z) = CN (z)
N∏
n=1

[
1− (qz)2

n2π2

]−1
. (9.8.47)

Здесь CN (z) обозначает величину, не зависящую от q. Для бесконеч-
ного произведения справедлива формула (см. [42], с. 51)

∞∏
n=1

[
1− p2

n2

]
= 1

Γ(p+ 1)Γ(1− p)
= 1
pΓ(p)Γ(1− p)

= sinπp

πp
, (9.8.48)

где Γ(p) — гамма-функция. Окончательное выражение для (46) при
N → ∞ принимает вид

F (z) = C(z) qz

sin qz
. (9.8.49)

Значение C(z) = C(z)
N→∞

, его можно найти при стремлении q → 0, т. е.
для случая однородной среды; это значение равно (см. (9.1.4))

C(z) = ik0
2πz

. (9.8.50)

Совокупность полученных выражений (50), (49) и (43) определяет
функцию Грина (41) для среды с квадратичной неоднородностью. Ее
удобно записать в виде

H(ρ, r; z) = i
k0p(z)

2πz
exp{−i[ϕ(ρ, z) + ϕ(r, z) − k0p(z)ρr)}, (9.8.51)

где
p(z) = qz

sin z
, ϕ(ρ, z) = k0

2z
p(z) cos qz. (9.8.52)

Общее решение (4) с функцией Грина (51) позволяет рассмотреть рас-
пространение в таких средах как детерминированных, так и случайных
световых пучков.
Рассчитаем поперечную (пространственную) корреляционную

функцию поля в квадратично-неоднородной среде

B⊥(r1, r2; z) =
+∞∫ ∫

−∞
B⊥0(ρ2, ρ1)H(ρ1, r1; z)H

∗(ρ2, r2; z) d
2ρ1 d

2ρ2.

(9.8.53)
Пусть падающий пучок δ-коррелирован в пространстве (см. (9.3.4))

B⊥0(ρ1, ρ2) = 〈A(0)(ρ1)A(0)∗(ρ2)〉 = h2I(ρ1)δ(ρ1 − ρ2).
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Тогда корреляционная функция (53) дается выражением (см. также
[3, 39])

B⊥(r1, r2; z) =
(

hq

λ sin qz

)2
exp{−i[ϕ(r1, z) − ϕ(r2, z)]} ×

×
+∞∫
−∞

I(ρ) exp
{
i
p(z)k0
z

(r2 − r1)ρ
}
d2ρ. (9.8.54)

При q = 0 (p = 1) из (54) получаем результат (9.3.5) для однородно
среды. Выражением (54) представляет собой, таким образом, обоб-
щение теоремы Ван Циттерта—Церника на среды с квадратичной
неоднородностью в поперечном сечении. По существу, отличие (54) от
случая однородной среды состоит в замене расстояния z на некоторое

эффективное расстояние zэфф = z

p(z)
= 1
q

sin qz. Отсюда ясно, что коге-
рентные свойства волны являются периодической функцией расстояния
z. Это обусловлено тем обстоятельством, что среда с квадратичной
неоднородностью действует как линза и, следовательно, на определен-
ном расстоянии воспроизводит характеристики падающего излучения
(см. (9.5.12)).
Если на рассматриваемую неоднородную среду падает простран-

ственно некогерентный пучок радиуса a с равномерным распределени-
ем интенсивности, то, пользуясь формулой (9.3.10), можно сразу, не
интегрируя (54), написать выражение для степени пространственной
когерентности поля:

|γ(s; z)| = |2J1(s̃)/s̃|, где s̃ = k0aqs/ sin qz.

Радиус корреляции равен (ср. с (9.3.12)

rк = 0,16λ| sin qz|/aq. (9.8.55)

Изменение rк с расстоянием в однородной и неоднородной средах
показано на рис. 9.17.

Рис. 9.17. Зависимость радиуса корреляции первоначально δ-коррелированного
пучка от расстояния:

1 — в однородной среде; 2 — в среде с квадратичной неоднородностью
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Формула (53) допускает анализ распространения пучков с началь-
ным ненулевым радиусом корреляции в средах с квадратичной неодно-
родностью, например пучков, имеющих корреляционную функцию вида
(9.4.2). Получим для этого случая выражение для пространственной
корреляционной функции (28). Подставив (9.4.2) и (51) в (53) и беря
интеграл вида (9.4.4), для модуля корреляционной функции имеем

|B⊥(r1, r2; z)| = I0u
−2(z) exp

{
− 1

u2(z)

(
r21 + r22

a2
+ (r2 − r1)

2

r20

)}
,

где
u2(z) =

[
cos qz +

(
α0
k0q

)
sin qz

]2
+ (qlд)−2 sin2 ql.

Дифракционная длина lд дается выражением (9.4.7).
Изменение радиуса пучка и радиуса корреляции в процессе распро-

странения определяется формулами (9.4.10). Таким образом, в среде
с квадратичной неоднородностью указанные параметры в общем случае
изменяются периодически (рис. 9.18). Причем период не зависит от

Рис. 9.18. Изменение в среде с квадратичной неоднородностью радиуса пучка
и радиуса корреляции:
1) qlд < 1; 2) qlд > 1

начальной фазы (α0 	= 0) корреляционной функции (9.4.2). При lд = q−1
и α0 = 0 дифракционные эффекты уравновешиваются фокусирующей
способностью среды, и параметры частично когерентного пучка оста-
ются неизменными в неоднородной среде. Заметим, что в [3, 39] ре-
шение рассмотренной задачи дано с помощью разложения случайного
поля по эрмит-гауссовским модам [22].
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Гл а в а 10

НЕМОНОХРОМАТИЧЕСКИЕ СЛУЧАЙНЫЕ

ВОЛНОВЫЕ ПУЧКИ

§ 1. Введение. Общее уравнение для случайных волн

В предыдущих главах 7, 8 и 9 выполнен анализ приближенных
уравнений, описывающих распространение в линейной среде волн,
случайно модулированных только во времени или только в простран-
стве. Хотя на практике обычно приходится иметь дело со случайными
волнами, модулированными одновременно в пространстве и времени,
раздельное рассмотрение эффектов частичной пространственной и вре-
менной когерентности очень часто вполне оправдано. Как будет пока-
зано ниже, это связано с существенным различием в темпе проявления
эффектов, связанных с временной и пространственной модуляциями.
Вместе с тем для целого ряда задач оказывается необходимым одно-
временный учет обоих видов модуляций.
В этом случае можно исходить из нестационарного уравнения для

комплексного поля (6.3.11) в вакууме:

∂2E

∂θ ∂z
− c

2
Δ⊥E = 0, (10.1.1)

θ = t− z/c, Δ⊥ = ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
,

или из уравнения для комплексной амплитуды

∂A

∂z
− i

2
k2
∂2A

∂θ2
+ i

1
2k0

Δ⊥A = 0, (10.1.2)

которое получается, если пользоваться уравнениями (6.3.6) и (6.3.20),
полагая в них производные одного порядка. Общее уравнение (2)
записано в квазиоптическом приближении и во втором приближении
теории дисперсии.

§ 2. Влияние немонохроматичности волны на
пространственную когерентность

Начнем с рассмотрения задачи, как неполная временная когерент-
ность волны может влиять на пространственную когерентность [1,
2, 17].
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Физика эффекта заключается в следующем. Как мы выяснили,
анализируя теорему Ван Циттерта—Цернике (§ 3 гл. 9), изменение
радиуса корреляции в процессе распространения связано с дифракци-
ей пучка конечной апертуры. Естественно, что если мы имеем дело
с немонохроматическим излучением, различные спектральные компо-
ненты частотного спектра дифрагируют по-разному. Это приводит к от-
личию дифракционной картины от таковой для случая монохроматиче-
ской волны.
Здесь возникает и другой вопрос. Пусть пространственно-времен-

ная корреляционная функция поля источника распадается на про-
изведение пространственной и временной корреляционных функции.
Сохраняется ли это свойство в любой точке пространства для практи-
чески реализуемых параметров?
Итак, предположим, что в плоскости z = 0 пространственно-вре-

менная корреляционная функция поля распадается на произведение
пространственной и временной корреляционных функций; в координа-
тах (9.2.3) имеем

B0(r, R; τ ) = B⊥0(r, R)B0(τ ). (10.2.1)

Применив к (1) преобразование Фурье, получим

B0(r, R; ω) = G(0)(ω)B⊥0(r, R), (10.2.2)

где функция B(0)
⊥ (r, R) дается выражением (9.3.4), G(0)(ω) — спек-

тральная плотность. Поле в плоскости источника излучения δ-корре-
лировано в пространстве. В случае стационарного поля для каждой
спектральной компоненты на основе результатов § 4 гл. 9 можно
записать

B(r, R, ω; z) = G(0)(ω)B⊥(r, R; z). (10.2.3)

Предположим также для простоты, что среда недиспергирующая
(k = ω/c). Тогда согласно (3) и (9.3.5) пространственно-временная
корреляционная функция в среде равна

B(r, R, τ ; z) =
+∞∫

−∞
B(r, R, ω; z)e−iωτ dω =

= −
(

h

2πcz

)2 ∂2

∂τ 2

+∞∫
−∞

dω

+∞∫
−∞

G(0)(ω)I(R′)eiωf d2R′, (10.2.4)

где
f = 1

cz
r(R′ − R) − τ .
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Для квазимонохроматического поля со средней частотой ω0
(G(0)(ω) = G(0)(ω − ω0)) выражение (4) можно упростить:

B(r, R, τ ; z) =
(
hω0
2πcz

)2 +∞∫
−∞

I(R′)eiω0f
+∞∫
−∞

G(0)(Ω)eiΩf dΩ d2R′.

(10.2.5)
Для гауссовского спектра поля, т. е. временной корреляционной функ-
ции (7.2.3), последний интеграл в (5) равен

+∞∫
−∞

G0(Ω)eiΩf dΩ = 1
2
√
π
τ0

+∞∫
−∞

e−τ
2
0Ω
2+ifΩ dΩ = e−f

2/4τ20

(через τ0 обозначено время корреляции исходного излучения). Следо-
вательно, выражение (5) принимает вид

B(r, R, τ ; z) =
(
hω0
2πcz

)2 ∞∫
−∞

I(R′)e−f
2/4τ20+iω0f d2R′. (10.2.6)

Отсюда следует, что при z 	= 0 запись корреляционной функции поля
в виде произведения временной и пространственной корреляционных
функций остается справедливой при условии

|f + τ | = |r(R′ − R)/cz| � τ0,

которое в координатах r1, r2 (9.2.3) и при r1 = 0, r2 = s можно записать
как

sa/z � cτ0, s2/z � cτ0, (10.2.7а, б)

где a — размер источника.
Подстановка в (7) вместо текущей координаты s радиуса корре-

ляции rк (например, выражения (9.3.7) для монохроматического по-
ля) показывает, что условие (7а) выполняется всегда (ck0τ0 � 1 или
ω0τ0 � 1), а для выполнения условия (7б) необходимо, чтобы

z � l0, l0 = (aω0)2c−1τ0 ≈ (ω0/Δω)ka2. (10.2.8)

Таким образом, неполная временная когерентность поля не влияет на
пространственную когерентность при выполнении (8). Радиус корреля-
ции при этом пропорционален пройденному расстоянию z (9.3.7).
Оценим характерную длину l0. Пусть радиус источника излучения

a = 1 см, Δω/ω0 ≈ 10−4 и k = 105 см−1; тогда l0 ≈ 109 см. Сле-
довательно, в практических случаях временная немонохроматичность
излучения не оказывает влияния на пространственную когерентность,
а произведение временной и пространственной корреляционных функ-
ции дает пространственно-временную корреляционную функцию поля.
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В другом предельном случае, z � l0, согласно (6)

B(s, τ ; z) ∼ exp
{
−1
4

s2

czτ0

}
и радиус корреляции оценивается как

rк ≈ 2(cτ0z)1/2, (10.2.9)

т. е. пропорционален корню квадратному из длины z (см. также
рис. 10.1).

Рис. 10.1. Зависимость радиуса корреляции некогерентного излучения от рас-
стяния z при различных временах корреляции τ0. Заимствовано из [1]

Временная некогерентность изменяет, таким образом, закон роста
радиуса корреляции с увеличением расстояния. Естественно, что про-
странственная некогерентность влияет в свою очередь на временную
когерентность поля (см. (6)).

§ 3. Дифракционные изменения частотного спектра
излучения пространственно ограниченных

источников; эффект Вольфа

Внимание к дифракционному изменению спектра немонохроматиче-
ского волнового пучка привлекла работа [3], в которой отмечался уни-
версальный характер этого эффекта и его фундаментальное значение,
например, в метрологии. В результате появилось довольно много работ,
посвященных теоретическому и экспериментальному изучению этого
интересного и, как оказалось, во многом неожиданного волнового явле-
ния (см. рис. 10.2), которое вызывало оживленные дискуссии (см. [4–7]
и приведенную там литературу). Сообщалось также о наблюдении
этого эффекта в оптических [8–12] и акустических [13] экспериментах.
По мнению одних авторов изменение спектра вдоль трассы рас-

пространения пучка связано с пространственной корреляцией (частич-
ной пространственной когерентностью) источника пзлучения [3, 8–12,
14], по мнению других — просто с дифракцией [4–6]. По нашему
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Рис. 10.2. Спектр источника в плоскости наблюдения без ограничивающей
апертуры (А) и с апертурой (В) на пути от источника к плоскости наблюдения.

Заимствовано из [9]

мнению, главным эффектом здесь все же следует признать дифрак-
цию, связанную с ограниченными размерами источника: в случае ее
ослабления при увеличении размеров источника исчезает — при любой
корреляции — и изменение частотного спектра (см. ниже форулы (31),
(47)). Поэтому мы будем говорить о дифракционном изменении спектра
(ДИС) в условиях произвольной когерентности.
ДИС или эффект Вольфа проявляется в том, что при распро-

странении излучения происходит пространственное перераспределение
частот, т. е. образование дифракционных спектров. Результаты рабо-
ты [3] продемонстрировали, насколько существенно влияет на ДИС
когерентность источника, которая для ω-компоненты частотного спек-
тра пучка определяется пространственной корреляционной функцией
R(ω, s), s− r2 − r1. Оказалось, что при выполнении условия

R(ω, s) = h(ωs) (10.3.1)

(закон масштабирования) ДИС не возникает вообще, несмотря на
дифракцию. Условие (1) соответствует распространению излучения
в пустоте; в случае распространения пучка в диспергирующей среде
оно принимает вид

R(ω, s) = h[ωsn(ω)], (10.3.2)

где n(ω) — показатель преломления (см. ниже). Условию (1) удовле-
творяют, в частности, источники, подчиняющиеся закону Ламберта.
Ф и з и ч е с к а я и н т е р п р е т а ц и я , м о н о д и в е р г е н т н ы е

п у ч к и. Эффекту ДИС вообще и его исчезновению в случаях (1)
или (2) в частности можно дать следующее наглядное объяснение.
Представим себе пучок стационарного излучения как сумму взаимно
не коррелирующих парциальных пучков, соответствующих различным
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частотам ω. Каждый парциальный пучок характеризуется углом
дифракционной расходимости θω и увеличивающимся при распро-
странении радиусом a∞ω (z) = θωz (в дальней зоне). Зависимость этих
параметров от ω приводит к тому, что парциальные пучки расходятся
по-разному (бо́льшим длинам волн соответствуют и бо́льшие θω), что,
в свою очередь, вызывает перераспределение частот в пространстве,
т. е. появление ДИС (см. рис. 10.3а на с. 415).
Пусть волновой пучок создается почти некогерентным источником.

Если характеризовать источник его радиусом a и радиусом корре-
ляции rкω, то в случае почти некогерентного источника (rкω � a)

и угол сходимость пучка θω ∼ 1
kωrкω

(см. (9.2.19)). Корреляционную

функцию в (2) можно переписать как R(ω, s) = h(s/rкω), поскольку
rкω ∼ rωh(ω) ∼ k−1ω . Подставив последнее выражение в формулу для
θω получим, что при условии (2) углы расходимости и радиусы парци-
альных пучков перестают зависеть от ω:

θω = θ = const, r∞ω (z) = θz. (10.3.3)

При этом, естественно, все парциальные пучки будут расходиться
одинаково (рис. 10.3б), пространственное перераспределение частот не
произойдет и ДИС не возникнет. Дифракционная картина сохраняется,
но она одинакова для всех ω. Таким образом, смысл условий (1), (2)
состоит в том, что при их выполнении имеет место ахроматическая
дифракция. Формирующийся при этом пучок условно назовем моноди-
вергентным.
Кроме свойства, описываемого выражением (3), монодивергентные

пучки обладают еще одной интересной особенностью. При фокусировке
обычных пучков тонкой ахроматической линзой с функцией передачи
μ(r) = exp(ikωr2/2f) все парциальные пучки имеют общий фокус при
z = f , но размеры фокального пятна для разных частот различны:

rω(f) = θωf. (10.3.4)

Формула (4) следует из известного соотношения подобия между па-
раметрами пучка в дальней зоне и фокусе (см. § 5, гл. 9). Согласно
(3) и (4) при фокусировке той же линзой монодивергентного пучка
размеры фокального пятна будут для всех значений ω одинаковы,

rω(f) = r(f) = θf ,

т. е. монодивергентность позволяет в принципе улучшить качество фо-
кусировки пучка с широким частотным спектром.
Те о р и я р а с п р о с т р а н е н и я в д и с п е р г и р у ющей с р еде.

Теория ДИС для однородных сред развивалась в предположении, что
пучок распространяется в вакууме; исключением является работа [15],
где рассмотрено распространение в оптическом волокне, которое моде-
лировалось как диспергирующая неоднородная среда.
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Рассмотрим общий случай, считая, что частоте ω соответствует
волновое число kω = n(ω)ω/c, где n(ω) — действительный показатель
преломления (Imn(ω) = 0). Мы используем также параксиальное при-
ближение (все пучки слабо расходящиеся, θω � 1).
Пусть Iω(r, z) — интенсивность поля на частоте ω в некоторой

точке r, z пространства:

Iω(r, z) = G0(ω)Mω(r, z), (10.3.5)

где G0(ω) — спектр источника. Будем считать, что в плоскости источ-
ника функция Mω не зависит от ω: Mω(r, 0) = M(r). Функция Mω

является основной характеристикой ДИС; зависимость Mω от ω при
z > 0 означает, что спектр интенсивности (5) отличается по форме от
G0(ω) и зависит от точки наблюдения.
Для определения функции Mω будем исходить из спектрального

разложения поля

E(r, z, t) =
∫
Eω(r, z) exp(iωt− ik0) dω (10.3.6)

пучка, распространяющегося в области z > 0, которое следует
из решения волнового уравнения. В случае стационарнорго пучка
поле E в каждой точке является стандартным случайным про-
цессом. Спектральные амплитуды такого поля δ-коррелированны
〈Eω(r1, z)E∗

ω′(r2, z)〉 = Gω(r1, r2, z)δ(ω − ω′). Функцию Gω(r1, r2, z)
называют перекрестным частотным спектром; этот спектр определяет
пространственно-временную корреляционную функцию поля

〈E(r1, z, t)E∗(r2, z, t+ τ )〉 =
∫
Gω(r1, r2, z) exp(−iωτ ) dω

и спектральную интенсивность при r1 = r2 = r

Iω(r, z) = Gω(r, r, z). (10.3.7)

Пусть при z = 0 поле источника задано как некоторая функция

E(0)(r, t) =
∫
E(0)
ω (r) exp(iωt) dω =

∫ ∫
E

(0)
ωk exp(iωt− ikr) dω d2k,

Eω(r, z) =
∫
E(0)
ω (r1)Hω(r− r1, z) d2r1 =

∫
E

(0)
ωk�ω(k, z) exp(ikr) d2k,

(10.3.8)

где

Hω(r, z) = ikω

2πz
exp(−ikωr2/2z);

�ω(k, z) =
∫
Hω(r, z) exp(ikr) d2r = exp(ik2z/2kω).
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Можно показать, что функция Hω обладает следующими свойства-
ми (см. также (9.8.8) и (9.8.9))

lim
z→0

Hω(r, z) = δ(r),
∫
Hω(r− r1, z) d2r1 = 1,

∫
Hω(r′1 − r1, z)H∗

ω(r′2 − r2, z)eiks d2r1 d
2r2 = eiks, (10.3.9)

∫
Hω(r− r1, z)H∗

ω(r− r2, z) d2r = δ(s), s = r2 − r1.

Используя эти соотношени, нетрудно получить решения прямой и об-
ратной задач для ω-амплитуд и перекрестных спектров:

Gω(r1, r2, z) =
∫
G(0)
ω (r′1, r

′
2)�ω(r′1 − r1, r′2 − r2, z) d2r′1 d

2r′2, (10.3.10)

E(0)
ω (r) =

∫
Eω(r1, z)H∗

ω(r− r1, z) d2r1,

G(0)
ω (r1, r2) =

∫
Gω(r′1, r

′
2)�

∗
ω(r′1 − r1, r′2 − r2, z) d2r′1 d

2r′2,

где

�ω(r1, r2, z) = Hω(r1, z)H∗
ω(r2, z) =

(
kω

2πz

)2
exp[−ikω(r21 − t22)/2z].

Подставив (10) в (7), найдем

Iω(r, z) =
∫
G(0)
ω (r1, r2)�ω(r1, r2, z) exp(−ikωrs/z) d2r1 d2r2. (10.3.11)

З а к о ны с о х р а н е н и я. Проинтегрировав выражение (11) по се-
чению пучка и учтя (9), получим закон сохранения спектральной
мощности:

Pω =
∫
Iω(r, z) d2r = P (0)

ω ,

P (0)
ω =

∫
I(0)
ω (r) d2r = G0(ω)N , (10.3.12)

где коэффициент N =
∫
Mω(r, z) d2r =

∫
M(r) d2r зависит от ω и z.

Имеет место также закон сохранения волнового спектра [4, 6]:

g (k) = g (0)(k) =
∫
gω(k) dω, (10.3.13)

gω(k) = g (0)
ω (k) = 1

(2π)2

∫
G(0)
ω (r1, r2)eiks d2r1 d

2r2.

Здесь
g (k) = (2π)2〈|Ek(z, t)|2〉,

где
Ek(z, t) =

∫
Eωk(z) exp(iωt− ikωz) dω, (10.3.14)

так что выражение (6) можно представить как

E(r, z, t) =
∫
Ek(z, t)eikr d2k.
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Учитывая, что

Eωk(z) = E
(0)
ωkKω(r, z) = 1

(2π)2

∫
Eω(r, z)e−ikr d2r,

причем |Kω(r, z)|2 = 1, и тот факт, что спектральные амплитуды
Eω(r, z) δ-коррелированны, получим

〈Eωk(z)E∗
ω′k(z)〉 = 〈E(0)

ωkE
(0)∗
ω′k 〉 =

= δ(ω − ω′)(2π)−4
∫
G(0)
ω (r1, r2)eiks d2r1 d

2r2. (10.3.15)

Из соотношений (14) и (15) следует, что

〈|Ek(r, t)|2〉 =
∫ ∫

〈EωkE
∗
ω′k〉 exp[i(ω − ω′)t− i(Kω −Kω′)z] dω dω′ =

= (2π)−4
∫
G(0)
ω (r1, r2)eiks d2r1 d

2r2 dω,

и мы приходим к (13). В согласии с (12)
∫
gω(k) d2k =

∫
Iω(r, z) d2r = Pω.

ДИС и дифр а к ци о н н ы е п о т е р и. В выражении для полной
мощности Pω спектр G0(ω) воспроизводится без искажений (см. (12)).
Однако ДИС останется (в несколько ослабленном виде), если выделить
частичный поток пощности

PDω (z) =
∫

D

Iω(r, z) d2r = G0(ω)
∫

D

Mω(r, z) d2r

через некоторую диафрагму D. Разница между измеренным спектром
Gmeans0 (ω, z) ∼ PDω (z) и измеряемым спектром G0(ω) определяется при
этом соотношением

Gmeans0 (ω, z) ∼ G0(ω)[1− εω(z)],

где параметр

εω(z) = 1
N

∫

D

Mω(r, z) d2r = 1− 1
N

∫

D

Mω(r, z) d2r (10.3.16)

совпадает с коэффициентом дифракционных потерь. Символ D озна-
чает интегрирование по области вне диафрагмы. Следует иметь
в виду, что εω(z) дает лишь верхнюю оценку влияния ДИС. На-
пример, в случае ахроматического пучка ДИС вообще отсутствует
и Gmeans0 (ω) ∼ G0(ω), но εω = ε 	= 0. С уменьшением когерентности
источника εω возрастает, так как при этом увеличивается ширина вол-
нового спектра излучения и относительно меньшая часть его мощности
попадает в диафрагму D (см. ниже формулу (52)).
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Да л ь н я я з о н а. В дальней зоне выражение (11) принимает вид

Iω(r, z → ∞) ≡ I∞ω (r, z) =

=
(
kω

2πz

)2 ∫
G(0)
ω (r1, r2) exp(−ikωrs/z) d2r1 d2r2,

т. е. согласно (13)

I∞ω (r, z) =
(
kω

z

)2
g (0)
ω (k = −kωr/z). (10.3.17)

Выражение (17) показывает, что в дальней зоне спектр пучка по-
добен по форме волновому спектру источника. Отсюда следует точное
соотношение

r∞ω (z) = z

2κω
Δk(0)

ω (10.3.18)

между радиусом пучка и шириной волнового спектра. В (18) подразу-
мевается, что при оценке параметров r∞ω и Δk(0)

ω используются произ-
вольные, но одинаковые критерии. Характерную дифракционную длину
Lω, разграничивающую ближнюю (z � Lω) и дальнюю (z � Lω) зоны,
можно определить соотношением r∞ω (z = Lω) = r0; тогда согласно (18)
(см. также § 2 гл. 9)

Lω = 2kωro

Δk(0)
ω

= r0
θω
. (10.3.19)

Согласно (17) на оси пучка (r = 0) ДИС стабилизируется, т. е. в даль-
ней зоне перестает зависеть от z.
Моде л ь и с т о ч н и к а. Применим полученные общие соотноше-

ния к случаю, когда поле источника описывается выражением

E(0)(r, t) = F (r)ξ(t, r), (10.3.20)

где F (r) — регулярная функция,

ξ(t, r) =
∫
ξω(r) exp(iωt) dω =

∫ ∫
ξωk exp(iωt− ikr) dω d2k

ξ(t, r) — случайная функция t и r. Поле ξ(t, r) будем считать статисти-
чески стационарным во времени и однородным в пространстве. Тогда

〈ξωkξ
∗
ω′k′〉 = Q(ω, k)δ(ω − ω′)δ(k− k′),

〈ξω(r1)ξ∗ω′(r2)〉 = B(ω, s)δ(ω − ω′), s = r2 − r1, (10.3.21)

〈ξ(t, r1)ξ∗(t+ τ , r2)〉 =
∫
B(ω, s) exp(−iωτ ) dω,

причем
B(ω, s) =

∫
Q(ω, k)e−iks d2k. (10.3.22)
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Согласно (21) частотный спектр B(ω, 0) поля ξ в любой точке
плоскости источника z = 0 одинаков и тождественно равен G0(ω).
Полагая в (22)

B(ω, s) = G0(ω)R(ω, s) (R(ω, 0) = 1), Q(ω, k) = G0(ω)q(ω, k),
(10.3.23)

получим
R(ω, s) =

∫
q(ω, k)e−iks d2k,

q(ω, k) = 1

(2π)2
∫
R(ω, s)e−iks d2s.

(10.3.24)

Из выражений (23) и (24) следует, что форма волнового спектра
Q(ω, k) поля ξ определяется функцией q(ω, k); ширину этого спектра
обозначим через Δkω.
Таким образом, в случае (20) источник имеет следующие статисти-

ческие характеристики:

G
(0)
ω (r1, r2) = F (r1)F ∗(r2)R(ω, s)G0(ω), P

(0)
ω = PFG0(ω),

I
(0)
ω (r) = |F (r)|2G0(ω), g (0)

ω (k) = G0(ω)S(ω, k),
(10.3.25)

где

S(ω, k) = 1

(2π)2

∫
F (r1)F ∗(r2)R(ω, s)e−iks d2r1 d

2r2,

PF =
∫
|F (r)|2 d2r =

∫
S(ω, k) d2k.

Подставив (25) в (11), получим, что в рассматриваемом случае в (5)

Mω(r, z) =
∫
F (r1)F ∗(r2)R(ω, s)�ω(r1, r2) exp(−ikωrs/z) d2r1 d2r2

(10.3.26)(∫
Mω(r, z) d2r = PF

)
.

В переменных R = (r1 + r2)/2, s = r2 − r1 выражение (26) прини-
мает вид

Mω(r, z) =
(
kω

2πz

)2 ∫
F (R − s/2)F ∗(R + s/2)R(ω, s) ×

× exp[ikωs(R − r)/z] d2Rd2s. (10.3.27)

Введем следующую «одноаргументную» модель корреляционной
функции источника:

R(ω, s) = h(s/ρω). (10.3.28)

Здесь ρω — некоторая функция частоты, определяющая зависимость
от ω радиуса корреляции rкω случайного поля ξ источника: rкω ∼ ρω.
Модель (28) является обобщением условий (1), (2) и дает возможность
рассмотреть широкий класс источников. Подставив (28) в (24), по-
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лучим q(ω, k) = ρ2ωf(kρω), где f(v) = (2π)−2
∫
h(u)eiuv d2u. При этом

rcω ∼ ρω, Δkω ∼ ρ−1ω .
Пу ч о к, и з л у ч а емы й п о ч т и н е к о г е р е н т н ым и с т о ч н и-

к ом. В этом случае выполняется неравенство rкω � a; в (27) интервал
изменения для s ∼ rкω намного меньше, чем для R ∼ r0, так что это
выражение можно упростить, полагая F (R± s/2) ≈ F (R):

Mω(r, z) =
(
kω

2πz

)2 ∫
|F (R)|2R(ω, s) exp ikωs(R − r)

z
d2R. (10.3.29)

Ширина волнового спектра g (0)
ω (k) в этом случае определяется

в основном флуктуациями ξ, т. е. Δk(0)
ω ≈ Δkω ∼ r−1кω , и выражение (19)

для дифракционной длины принимает вид Lω = 2kωr0rкω. В ближней
зоне (z � Lω), следовательно,

rкω � r0 � z/2kωrкω (10.3.30)

и ДИС стремится к нулю вместе с дифракцией. Действительно, пола-
гая в соответствии с (27) F (R) = F0 = const (r0 → ∞), получаем из
(29)

Mω(r, z) =
(
kω

2πz

)2
|F0|2

∫
R(ω, s) exp(−ikωsr/z) d2s×

×
∫

exp(−ikωsR/2) d2R =

= |F0|2
∫
R(ω, s) exp(−ikωsr/2)δ(s) d2s = |F0|2. (10.3.31)

В дальней зоне (z � Lω) должно быть

rкω � r0 � z/2kωrкω (rкω � (z/2kω)1/2).

При этом kωsR/z ∼ kωrкωr0/z ∼ Lω/z � 1 и выражение (31) принима-
ет вид

Mω(r, z → ∞) ≡M (∞)
ω (r, z) =

(
kω

2πz

)2
PF

∫
R(ω, s) exp −ikωsr

z
d2s.

(10.3.32)
Если использовать модель (28), то получим

M (∞)
ω (r, z) =

(
kωρω

2πz

)2
PF

∫
h(u) exp −ikωρωur

z
d2u, (10.3.33)

θω ∼ 1
kωρo

, r(∞)
ω (z) ∼ z

kωρω
. (10.3.34)

Из выражения (33) видно, что ДИС не возникает, если

kωρω ∼ ωn(ω)ρω = const, (10.3.35)

так как при выполнении этого условия функция (33) перестает зависеть
от ω. Соотношения (34) в случае (30) переходят в (3), т. е. расхо-
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димость всех парциальных пучков одинакова. Обращение интегралов
Фурье (33) и (34) дает принципиальную возможность определения
функций R(ω, s) и h(u).
В о з м ож ны е м е т оды ком п е н с а ци и э фф е к т а В о л ь ф а.

Рассмотрим общий случай kωρω 	= const, когда согласно (33) ДИС
имеет место. Из выражений (5) и (33) видно, что отношение спектраль-
ных интенсивностей в двух произвольных точках плоскости z будет
зависеть от ω и z только в комбинации kωρω/z

Iω(r1, z)/Iω(r2, z) = Mω(r2, z)/Mω(r2, z) = J(kωρω/z).

Это значит, что, перестраивая ω (предполагается, что перед прибо-
ром, измеряющим интенсивность, стоит монохроматор, настроенный
на частоту ω, которую можно менять) и подбирая z = zω так, чтобы
J оставалось постоянным, мы автоматически обеспечим выполнение
условия

kωρω/zω = const (10.3.36)

и постоянство коэффициента Mω. В результате спектр G0(ω) на часто-
тах ω = ω1, ω2, . . . можно расчитать по измеряемым интенсивностям,
используя формулу

G0(ω) = G0(ω1)Iω(ri, zω)/Iω(ri, zω)ω=ω1

(ω = ω1, ω2, . . . ; i = 1, 2). (10.3.37)

Этот метод дает возможность определить форму спектра G0(ω).
Одновременно, если известна дисперсия показателя преломления n(ω),
находится и частотная зависимость радиуса корреляции источника:
rкω ∼ ρω ∼ zω/kω. Из формул (34) и (36) следует, что расстяния z = zω
соответствуют одинаковым радиусам парциальных пучков:

r(∞)
ω (zω)ω=ω1 = t(∞)

ω (zω)ω=ω2 = . . .

(рис. 10.3, а).
Небольшая модификация этой методики позволяет обойтись любым

приемлемым в условиях лаборатории интервалом расстояний

zmin < zω < zmax (10.3.38)

при неограниченном диапазоне изменения ω. Для этого все измерения
следует разбить на серии (Iω = I

(i)
ω , i — номер серии), каждая из

которых укладывается в интервал (38), причем последнее измерение
i-й серии (zω ≈ zmax) и первое измерение (i + 1)-й серии (zω ≈ zmin)
проводятся на одной и той же частоте. Тем самым устанавливается
связь между соотношениями (37), справедливыми для каждой из серий
измерений в отдельности. В результате в первой серии измерений
(ω1 < ω < ωn) спектр вычисляется по формуле (37), во второй серии —
по формуле
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Рис. 10.3. Расходимость спектральных компонент немонохроматического пучка
при нарушении (а) и выполнении (б) условий монодивергентности (см. форму-

лы (1), (2), (7))

G0(ω) = G0(ω1)I(1)
ωn
I(2)
ω /I(1)

ω1 I
(2)
ω2

(ω = ωn+m, m = 0, 1, . . . ) (10.3.39)

и т. д.
При м е ры. Проиллюстрируем полученные результаты на несколь-

ких примерах. Рассмотрим сначала два случая, когда корреляционная
функция источника не зависит от ω: R(ω, s) = R(s).
Пример 1). Пространственно-когерентный источник (см. также

[16]). Пусть в (20)
ξ(τ , r) = ξ(t), (10.3.40)

При этом

Eω(r, z) = ξω�ω(r, z), Mω(r, z) = |�ω(r, z)|2,
R(ω, s) ≡ 1, �ω(r, z) =

∫
F (r1)Hω(r − r1, z) d2r1.

(10.3.41)

Функция Mω из (41) не зависит от параметров случайного поля
ξ и ее можно в принципе измерить, используя любой достаточно
узкополосный и перестраиваемый источник света. По определенной
таким образом функции Mω и измеренной интенсивности Iω спектр
источника найдется как G0(ω) = Iω(r, z)/Mω(r, z).
Пример 2). Частично когерентный источник. Рассмотрим источ-

ник мультипликативного типа, в котором

ξ(t, r) = ξ(t)η(r), (10.3.42)
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где η(r) — случайное пространственно-однородное поле, причем

〈η〉 = 0, 〈η(r1)η∗(r2)〉 = 〈ηη∗〉R(s), s = r2 − r1. (10.3.43)

Подставив (43) в (26), получим

Mω(r, z) = 〈ηη∗〉
∫
F (r1)F ∗(r2)R(s)�ω(r1, r2, z) exp(−ikωrs/z) d2r1 d2r2.

(10.3.44)
Нетрудно видеть, что функции Mω в (41) и (44) являются функциями
вида

Mω(r, z) = m(r, kω/z).

Этим можно воспользоваться для компенсации ДИС, определяя
для каждого значения ω расстояние z = z′ω так, чтобы выполнялось
соотношение kω/zω = const. Если зависимость kω от ω неизвестна, то
для компенсации ДИС применима описанная в предыдущем разделе
«двухточечная» методика (см. (37) и (39)). При этом кроме формы
спектра G0(ω) находится и частотная зависимость показателя прелом-
ления n(ω) ∼ (ωz′ω)−1. В дальней зоне выражение (44) принимает вид

M (∞)
ω (r, z) = 〈ηη∗〉

(
kω

2πz

)2 ∫
F (r1)F ∗(r2)R(s) exp(−ikωrs/z) d2r1 d2r2.

(10.3.45)
Пример 3). Когерентный гауссовский источник. Для этого источ-

ника

E(0)(r, t) = F (r)ξ(t), F (r) = exp(−r2/2r20). (10.3.46)

Видно, что это источник типа (40); тогда, используя (41), находим

�ω(r, z) = 1
1− iDω

exp
(
− r2

2r20

1
1− iDω

)
,

Mω(r, z) = ω2

Ω2ω + ω2
exp
(
−r2

r20

ω2

Ω2ω + ω2

)
= 1

1+D2ω
exp
(
−r2

r20

1

1+D2ω

)
,

(10.3.47)

где
Dω = z

kωr0
= Ωω

ω
, Ωω = zc

n(ω)r20
. (10.3.48)

Согласно (47) на расстоянии z от источника пучок имеет эффек-
тивный радиус r(z) = r0(1+D2ω)1/2. В ближней зоне Dω � 1, Ωω � ω,
в дальней зоне Dω � 1, Ωω � ω. Ограничимся для простоты случаем
недиспергирующих сред (Ωω = Ω = zc/nr20). Зависимость функции (47)
от ω показана на рис. 10.4. Видно, что при небольшом удалении от оси
пучка (0 < r < r0) из-за ДИС спектр интенсивности сдвигается в си-
нюю область относительно G0(ω). Если r > r0, то синему смещению
соответствует диапазон низких частот ω < Ωm, а красному — диапазон
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Рис. 10.4. Зависимость функции передачи спектра Mω(r, z), определенной вы-
ражением (50), от ω в случае распространения пучка через недиспергирующую

среду

высоких частот ω > Ωm; здесь частота Ωm = Ω[(r/r0)2 − 1]−1/2 является
частотой, при которой функция (47) имеет максимум

Mω(r, z)|max = r2/r20e, ω = Ωm.

Пример 4). Источник типа (9.2.6) с гауссовской формой пучка
и гауссовской корреляционной функцией. В этом случае

F (r) = exp(−r2/2r20), R(ω, s) = exp(−s2/4r2кω). (10.3.49)

Использовав интеграл (9.4.4), получим, подставив (49) в (26), выраже-
ние для Mω вида (47), в котором теперь

Dω = z

kωr
2
0

√
1+ r20

r2кω
, Ωω = zc

n(ω)r20

√
1+ r20

rкω
. (10.3.50)

Таким образом, в этой модели влияние корреляции проявляется в уве-
личении характерной частоты Ωω, т. е. в расширении области синего
смещения (кривые на рис. 10.4 сдвигаются вправо).
Выражения (49) и (50) подтверждают сделанный выше вывод о том,

что если расстояние z фиксировано, то при увеличении размеров источ-
ника (см. правое неравенство в (30)) вместе с дифракцией стремится
к нулю и ДИС.
Особенностью пучка, создаваемого источником (49), является то,

что монодивергентность в этом пучке возникает сразу для всех рассто-
яний 0 < z < ∞ и любых отношений r0/rкω, если волновой параметр
Dω не зависит от ω:

Dω = z

kωr
2
0

√
1+ r20

r2кω
= const. (10.3.51)

В случае rкω � r0 условия (1), (2) и (51) эквивалентны.

14 С.А. Ахманов, Ю.Е. Дьяков, А. С. Чиркин
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Используя (47), легко вычислить коэффициент дифракционных по-
терь εω(z). В случае кольцевой диафрагмы радиуса rd получим соглас-
но (16)

εω(z) = exp
(
−r2d

r20

1

1+D2ω

)
. (10.3.52)

Выражение (52) показывает, что при уменьшении радиуса корреляции
rк,ω источника коэффициент εω(z) возрастает, так как при этом будет
расти волновой параметр Dω, определяемый выражением (50).
О це н к и с м ещ е н и я с п е к т р а. Определим обусловленный

ДИС сдвиг Δω максимума спектра (5) относительно максимума
спектра источника G0(ω) для некоторых характерных примеров.
Пример 1. Если когерентный гауссов источник (46) излучает в пу-

стоту (kω = ω/c), то в дальней зоне на оси пучка согласно (47)
M

(∞)
ω ∼ ω2. Считая спектр G0(ω) также гауссовым с центральной ча-
стотой ω0 и шириной Δω0, т. е. G0(ω) ∼ exp[−α2(ω − ω0)2], α = 1/Δω0,
получим

I(∞)
ω (0, z) ∼ ω2 exp[−α2(ω − ω0)2]. (10.3.53)

Максимум спектра (53) приходится на частоту

ωm = ω0 + 1
2
ω0[
√
1+ (2/Q)2 − 1],

Q = ω0/Δω0 = αω0.

В этом примере спектр испытывает положительное (синее) смещение,
которое не превышает Δω0: 0 < Δω < Δω0, причем

Δω

Δω0
≡ ωm − ω0

Δω0
= 1
2
Q(
√
1+ (2/Q)2 − 1)

и, в частности,

Δω

Δω0
= 1− Q

2
(Q� 1); Q−1 (Q� 1).

Пример 2. В общем случае r 	= 0 сдвиг Δω зависит от z, может
иметь любой знак и превышать Δω0 (см. также [16]).
Пример 3. Рассмотрим произвольный почти некогерентный источ-

ник. Если точка наблюдения находится в дальней зоне на оси пучка,
то согласно (33) M (∞)

ω (0, z) ∼ k2ωρ
2
ω. Пусть, например, k

2
ωρ
2
ω ∼ ω2β .

Спектр источника будем считать планковским: G0(ω) ∼ x3(ex − 1)−1,
x = h̄ω/kВT (h̄ и kB — постоянные Планка и Больцмана). В результате
имеем

I(∞)
ω (0, z) ∼ xν/(ex − 1), ν = 3+ 2β. (10.3.54)
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Частота ω = ωm, при которой спектр (54) имеет максимум, опре-
деляется уравнением xm = ν(1 − e−xm), где xm = h̄ωm/kВT . Полагая
xm = ν − ε, где 0 < ε � 1, получаем для ε уравнение ε = νe−ν+ε ≈
≈ νe−ν(1+ ε), т. е.

ε ≈ ν/(eν − ν), xm ≈ ν − ν/(eν − ν). (10.3.55)

При ν = 3 выражение (55) определяет частоту ω0, соответствую-
щую максимуму планковского спектра: x0 = h̄ω0/kBT ≈ 2,82. Таким
образом, искомый сдвиг спектра за счет ДИС

Δx = xm − x0 = nu− ν

eν − ν
− 2,8, Δx = h̄

kBT
Δω.

Например, в случае β = 1, ν = 5 (источник типа (42), см. также (45))
получим xm = 4,96, Δx = 2,14, т. е. средняя частота спектра возрастет
почти в два раза.
Подведем итог полученным в этом параграфе результатам. Эффект

ДИС является дифракционным, он связан с ограниченными размерами
излучающего источника и заметно проявляется в средней и дальней
зонах, стремясь к нулю в ближней зоне. Он влияет на частотный
спектр изменяющихся при распространении параметров пучка, напри-
мер на интенсивность поля Iω(r, z), и не влияет на спектр параметров,
сохраняющихся при распространении (Pω, gω(k)).
Физически ДИС связано с различной расходимостью парциальных

пучков, соответствующих отдельным частотам ω в спектре излучения.
На расходимость сильно влияет форма и степень пространственной
корреляции источника; при определенных условиях может возникать
ахроматическая дифракция, когда угол расходимости одинаков для
всех частот спектра:

θω = θ = const. (10.3.56)

В этом исключительном случае ДИС отсутствует и распространение
пучка не сопровождается изменением его частотного спектра. Соот-
ношение (36) является наиболее общим условием формирования та-
кого монодивергентного пучка в однородной диспергирующей среде.
В частном случае почти некогерентного источника оно эквивалентно
соотношениям (1), (2). Выше было показано, что можно обеспечить
выполнение условия (56) и в случае когерентных источников (см. (50)).
Мы рассматривали эффект Вольфа ДИС с позиций метрологии, т. е.

как нежелательный, и искали методы его исключения или компенса-
ции. Между тем он может оказаться и полезным как дающий простую
возможность непрерывной перестройки и преобразования частотного
спектра, например, лазера путем изменения расстояния между лазе-
ром и мишенью, для дальномерных целей, для диагностики источни-
ков (измерения их пространственной корреляционной функции R(ω, s)

14*
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и радиуса корреляции rкω ≈ ρω) и т. д. Полезным объектом может ока-
заться и сам по себе монодивергентный пучок из-за его уникального
свойства не создавать дифракционных спектров ни в дальней зоне, ни
в фокальной плоскости.
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Ансамбль статистический, 23

Белый шум, 50

Ван Циттерта–Цернике теорема,
362

Винера–Хинчина теорема (форму-
ла), 46

— — — — обобщенная, 299
Винера–Хопфа уравнение, 275
Вихревые пучки, 382
Волна, параксиальная, 291
—, полностью поляризованная, 308
—, частично поляризованная, 308
Волновой фронт, 382
Волновые пучки, случайные парак-
сиальные, 360

— — немонохроматические случай-
ные, 403

Вольфа эффект (дифракционное
изменение спектра), 406

— —, компенсация, 414
Время корреляции, 48
Выбросы случайных процессов, 67
— — —, длительность, 68
— — —, число выбросов, 69
— — —, число пересечений, 69, 74
Выделение сигнала из шума, 275
Вычисление средних, 86

Грина функция, 208, 241
— — линейных систем, 243
— — оптимального фильтра 277
— —, среды 320

Дайсона, уравнение, 234
Дефазировка, эффект, 147
—, время, 155, 156, 159
—, модель, 153

Дики провал, 163
Дислокации волнового фронта, 383
—, плотность, 387
— пространственной корреляцион-
ной функции, 388

— среднее число, 385
Дисперсия, 29
—, Диффузионного (винеровского)
процесса, 104, 143

—, Пуассоновского распределения,
114

Дифракция частично когерентной
волны, 367

— некогерентной волны, 364
Дифракция светового пучка на
случайном фазовом экране, 375

Диффузия фазы, 105
Дюамеля интеграл, 208, 241

Законы сохранения, 316, 357, 409

Измерение средних, 58
— вероятностей распределения, 59
— корреляционной функции, 59
— световых импульсов методом
фотоотсчетов, 176

—, фундаментальная ошибка, 56
Импульс, амплитудно-модулиро-
ванный, 315

—, база, 317
— в ближней зоне, 325
— в дальней зоне, 321, 347, 411
—, гауссовская модель, 319
—, компрессия, 327, 348
—, обращение формы, 332
—, одиночный случайный, 109
—, самовоспроизведение, 338
—, частотно-модулированный, 315
—, частотно некогерентный, 318,
324
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Импульсная последовательность,
квазипериодическая, 133

— — случайная, 109
— — пуассоновская, 112
Импульс-спектрон, 321
Источник, когерентный гауссов-
ский, 416

—, пространственно когерентный,
415

—, частично когерентный, 415
— света, квазитепловой, 375

Квадратурные компоненты, 87, 384
Когерентность, пространственная,
285

—, степень, 305
Колебательный контур, последова-
тельная схема, 250

— —, параллельная схема, 251
Компрессия импульса, 327
— —, коэффициент, 329, 331, 351
— —, гауссовского, 331
Коррелирующая компонента, 213
Корреляционный приемник, 274
Корреляционная функция, про-
странственная, 285, 359, 406

— —, пространственно-временная,
284, 403

— — частично некогерентного им-
пульса, 324

Коэффициент передачи 240
— — среды, частотный, 320
Коэффициент ассиметрии, 32
— корреляции, 44
— эксцесса, 32
Кумулянты, 31
— многомерные, 35, 36

Лазерное излучение многомодовое,
188

— —, статистика фотоотсчетов,
169

Линеаризация, метод, 229
—, статистическая, 230

Майкельсона, звездный интерфе-
рометр, 364

Матрица корреляционная, 40, 43,
84

—, поляризационная, 306
Метод «моментов», 333
— — модифицированный, 338
Методы стохастические, 212
—, приближенные вычисления ста-
тистических характеристик,
229

Модуляция амплитудная, 136
—, фазовая, 139
—, частотная, 142
Моменты временные, 333
— второго порядка, 29
— импульсов, 352
— интенсивности многомодового
излучения, 189

— многомерные, 36
— многомодового колебания, 183
— проблема, 28
— распределения вероятностей, 25
— факториальные, 118
— частотно-временные, 335
— частотные, 334
— центральные, 25
— многомерные центральные, гаус-
совского распределения, 40

Найквиста формула, 265
Независимость статистическая, 37
Нормализации эффект, 224, 258

Область перетяжки, 373
Обнаружение сигнала, 267
— — конечной длительности, 269
Огибающая узкополосного шума,
87

Отношение сигнал/шум, 267

Поле, векторное случайное, 305
— параксиальное, 290
— «сжатое», 192, 194
Поляризация, случайная, 305
Проблема моментов, 28
Процесс детерминированный, 22
— переходной, 206
— случайный, 22
Процессы марковские, 223
Принцип суперпозиции, 239
Пуанкаре сфера, 310
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Радиус корреляции, 301
Расплывание импульса, дисперси-
онное, 321

Распределение вероятностей одно-
мерное, 24

— — для огибающей, 94
— — суммы сигнала и гауссовского
шума, 100

— — многомерное, 33
— — — гауссовское, 40
— — условное, 36
— фотоотсчетов, 165
Рэлея метод, 380

Свет, поляризационно-сжатый, 312
—, поляризационно-скалярный,
312

— со скрытой поляризацией, 311
Световой пучок, мультипликатив-
ная модель, 358

— — статистически неоднородный,
358

— — в случайной среде, 393
— —, угловой спектр, 359
— — частично когерентный, 367
Световой пучок в дальней зоне,
411

Сжатие поляризационное, 310
—, степень, 201
— фазово-модулированного слу-
чайного поля, 197

—, эллипс, 197
Системы линейные диссипативные,
262

— — с постоянными параметрами,
217, 240

— —, спектральное описание, 240
— —, отклик на шумовое воздей-
ствие, 247

Случайная волна, квазиплоская,
286

— —, в оптическом волокне, 395
Случайное поле, 284
— —, статистически однородное,
285

— —, статистически изотропное,
297

— —, статистически стационарное,
297

Случайный процесс, выбросы, 67
— — гауссовский (нормальный), 82
— — диффузионный (винеров-
ский), 102

— — импульсный, 108
— — комплексный, 22, 52, 91
— — многомодовая модель, 177
— — нестационарный, 43, 255
— — реализации, 23, 80
— —, спектральное представление,
45

— — стационарный, 42
— — — квазипериодический, 133
— — телеграфный, 121, 225
Соотношение «неопределенностей»
(взаимности), 47, 301

Спектр гауссовский, 50
— лоренцевский, 50
— угловой, 360
—, дифракционное изменение (см.
эффект Вольфа)

Спектральная линия, естественная
ширина, 148

— —, уширение в газе, 150
— —, при высоких давлениях, 158
— —, при низких давлениях, 157
— —, столкновительное уширение,
163

— —, уширение в жидкости, 152
Спектральная плотность, 46, 49
Статистика фотоотсчетов лазерно-
го излучения, 169

— — нестационарная, 176
— —, обратная задача, 171
— — теплового излучения, 169
— — суммы гармонического сигна-
ла и гауссовского шума, 170

Статистическая неоднородность
светового пучка, 359

— эквивалентность, 224
Степень поляризации, 308
— сжатия, 194
Стокса, параметры, 307
Сужение Дики, 156
— столкновительное, 152

Тальбота, временной эффект, 338
—, дробный эффект, 342
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—, обращенный эффект, 340
—, расстояние, 339
— эффект для частично некоге-
рентных импульсов, 343

— — в средах с дисперсией высше-
го порядка, 352

Томография, 63

Угловая расходимость (спектр),
359

— —, средний квадрат, 386
Уравнение, волновое, 287
—, параболическое, 292, 356
—, — нестационарное 293, 402
— квазиоптики, 292
Уравнения стохастические (флук-
туационные), 205

— флуктуационные с известным
решением, 206

— — с дельта-коррелированными
коэффициентами, 212

— — с коэффициентами случайно-
го телеграфного сигнала, 226

— — первого порядка, 212
— — нелинейные, 219
— — —, линеаризация, 229
— —, несколько линейных, 215
Уравнения укороченные, 253
Усреднение временное, 53
— решения, 206
— статистическое, 24, 53, 212

Фейнмана метод, 389
Фильтр, оптимальный линейный,
269, 279

Фоккера–Планка уравнение, 222
— — —, обобщенное, 227
Фокусировка частично когерентно-
го пучка, 370

Формула дифференцирования, 226
Функция Грина, 208
Фаза узкополосного шума, 87
—, универсальность равномерного
распределения, 124

Фазовая чувствительность, 202
Фильтрация шума, 249
Формула Кэмпбелла, 112
— Манделя, 166

— Шоттки, 119
Функционал характеристический,
36

Функция корреляционная, 44, 49
— — интенсивности, 45
— — комплексной амплитуды, 98
— — огибающей, 94
— — фазы, 94
— производящая, 118
— распределения гауссовская, 32
— — — двумерная, 61, 94
— — двумерная для огибающей,
133

— — для производных по времени,
85, 96

— — огибающей, 93
— периодически нестационарного
гауссовского процесса, 195

— — интенсивности, 93, 128
— — Пуассона, 113
— — Релея, 93, 180
— — — обобщенная, 100
— — фазы, 93
— — — периодически нестационар-
ного гауссовского процесса,
195

— характеристическая, 25
— — гауссовского процесса, 83
— — импульсного процесса, 117
— — многомерная, 35
— — многомодового колебания,
181

— —, связь с распределением оги-
бающей, 126

—, частотная передаточная, 240

Центральная предельная теорема,
38

— — — для случайных колебаний,
178

Центральные моменты, 25

Чебышева неравенство, 29

Ширина спектральной линии, есте-
ственная, 148

— доплеровская, 150
Шум белый, 50
— гауссовский узкополосный, 92
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— — стационарный, многомодовая
модель, 184

— дробовой, 119
— полосовой, 50
— стационарный узкополосный, 87

— тепловой, 262

Эргодичность, 53

Якобиан преобразования, 35, 385,
397


