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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Предлагаемая книга существенно отличается 
от других книг по электромагнетизму как по широте охвата, так 
и по характеру изложения. Нет сколько-нибудь важного, вошедшего 
в основной фонд современной физики вопроса, относящегося к элек- 
тромагнетизму, который He освещался бы в этой книге. При этом, 
< одной стороны, на современном уровне отражены общие и принци- 
пиальные вопросы и, с другой стороны, уделено внимание специфике 
электрических, магнитных и оптических явлений в конкретных типах 
веществ и принципиальной стороне важнейших технических прило- 
жений. 

Книга представляет собой единое целое, и все ее главы тесно пере- 
плетены друг с другом. Тем не менее она может быть разбита на четыре 
тесно связанные между собой части: 

I. Основы электромагнетизма и физики пространства — времени. 
П. Электрические и магнитные свойства вещества. 
II]. Электромагнитные волны и оптика. 
IV. Взаимодействие электромагнитных волн с частицами и волнами. 
Книга представляет собой часть курса общей физики и, по мнению 

авторов, не должна подменять ни курса теоретической физики, ни 
курса экспериментальной физики. Это значит, что, охватывая идейный 
фонд физики, мы старались избегать использования тонкостей теоре- 
тического аппарата и описания подробностей физических экспери- 
ментов. Поэтому в предлагаемой книге изложение ведется доступно 
и без излишних математических и экспериментальных деталей, всегда 
выясняется принципиальная, а не методическая сторона вопроса. 

Хорошо известно, что понятия элементарного и неэлементарного 
в математике претерпели за последние годы большие изменения; в 
частности, выпускники средней школы обладают теперь математиче- 
скими знаниями, которые раньше имели только студенты универси- 
тетов к концу первого семестра обучения. Поэтому принятые во мно- 
гих курсах общей физики примитивные приемы вывода формул авторы 
считают явно устаревшими. Это же относится и к физическим аспектам 
изложения. Теперь, когда уже школьники знакомы с основами кванто- 
вой физики и теории относительности, нам кажется неразумным ис- 
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кусственно строить курс электромагнетизма, избегая квантовых по- 
нятий. Разумеется, эти понятия должны поясняться и использоваться 
только в простейшем, общефизическом плане. Использование в книге 
ряда понятий квантовой физики позволило нам изложить элементы 
теории электропроводности металлов и полупроводников, разъяснить 
природу излучения Вавилова—Черенкова, эффекта Комптона, рож- 
дения электрон-позитронных пар ит. д. В отдельной главе излагаются 
основы специальной и общей теорий относительности. Заключение 
книги посвящено вопросам развития учения об электромагнетизме. 

Книга предназначена для широкого контингента читателей: сту- 
дентов и аспирантов физических факультетов университетов, педаго- 
гических и инженерно-физических вузов; преподавателей физики ву- 
зов и старших классов средних школ; научных работников и инжене- 
ров. Для чтения книги достаточно знания математики в объеме про- 
граммы первых двух лет обучения на физических факультетах универ- 
ситетов, педагогических и инженерных вузов. 

Глава «Физика пространства—времени» написана совместно с 
Ю. П. Степановским. 

Мы хотим поблагодарить Ф. Г. Басса, Ю. Г. Гуревича и А. Н. Ря- 
занова за полезные замечания. 

Авторы



МЕСТО ЭЛЕКТРО- 
МАГНЕТИЗМА 
В СОВРЕМЕННОЙ 

ВВЕДЕНИЕ ФИЗИЧЕСКОЙ 

КАРТИНЕ МИРА 

В известной нам части Вселенной вся мате- 
рия состоит в основном из электронов, протонов, нейтронов, нейтрино 
и фотонов. Их называют элементарными частицами. Всего элементар- 
ных частиц нам известно несколько сотен. Они отличаются чрезвы- 
чайным разнообразием свойств: достаточно сказать, что такие частицы, 
как фотон, лишены массы (имеется в виду масса покоя), в то время как 
самые тяжелые из известных частиц имеют массу ~ 10 ГэВ; такие части- 
цы, как электрон или протон, могут существовать неограниченно 
долго, в то время как очень короткоживущие частицы, так называемые 
резонансы, распадаются самопроизвольно за времена порядка 
— 10-23 с. Одно объединяет все частицы: все они подвержены действию 
некоторых сил, или, как говорят, взаимодействий. Хотя проявлений 
этих сил бесконечно много, но различных типов взаимодействий всего 
четыре: гравитационное, сильное, электромагнитное и слабое. Сейчас 
выясняется, что электромагнитное и слабое взаимодействия являются 
двумя проявлениями одного и того же взаимодействия, подобно тому, 
как электричество и магнетизм, которые первоначально представля- 
лись двумя разными взаимодействиями, оказались проявлениями еди- 
ных электромагнитных сил. В достигнутой же пока в эксперименте 
области энергий взаимодействующих частиц электромагнитная и сла- 
бая ветви единого электро-слабого взаимодействия так сильно отлича- 
ются по своим свойствам и проявлениям, что их можно считать неза- 
висимыми. Можно думать, что и другие взаимодействия в конечном 
счете ‘окажутся не независимыми, а сольются в единое фундаменталь- 
ное взаимодействие с четырьмя различными проявлениями. 

Не каждому типу взаимодействий подвержены все элементарные 
частицы. Это свойство присуще только взаимодействию гравитаци- 
онному. В основе его лежит закон всемирного тяготе- 
ния Ньютона, согласно которому все тела притягиваются друг 
к другу с силой, пропорциональной произведению их масс и обратно 
пропорциональной квадрату расстояния между ними. 

Гравитационные силы — самые слабые из известных нам сил. 
Достаточно заметить, что сила гравитационного притяжения между 
двумя электронами в 10*5 раз меньше силы их электрического отталки- 
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вания на том же расстоянии. Сильное взаимодействие характеризу- 
ется энергиями, в миллионы раз большими энергий, связанных с 
электромагнитными взаимодействиями. 

В структуре нашего мира главным проявлением сильного взаимо- 
действия является существование атомных ядер. Различных ядер из- 
вестно несколько сотен, но все они состоят только из двух элементар- 
ных частиц — нейтронов и протонов, «склеенных» между собой силь- 
ным взаимодействием. Электрические силы тоже играют свою, хотя 
и меньшую, роль в строении ядер. Дело в том, что протоны несут 
электрический заряд и потому отталкиваются друг от друга; в резуль- 
тате ядра с очень большим числом протонов (или, как говорят, атом- 
ным номером) не могут быть устойчивы. В этом причина того, что в 
природе существует всего 92 химических элемента — ядра же тяжелее 
урана получают только. искусственно. 

Интенсивность сильного взаимодействия примерно в 100 раз пре- 
восходит интенсивность электромагнитного (не говоря уже о гравита- 
ционном и слабом взаимодействиях). И тем не менее не сильное взаи- 
модействие, образно говоря, «правит самодержавно» миром. Это свя- 
зано с тем, что сильному взаимодействию подвержены не все частицы 
(хотя и большинство известных частиц, объединяемое под названи- 
ем адронов); не подвержены сильному взаимодействию электрон и 
фотон. Но, кроме того, для сильного взаимодействия характерен очень 
малый радиус действия — порядка 107 м, т.е. порядка размеров 
ядер. Поэтому на расстояниях, больших ядерных, сильное взаимо- 
действие уже не играет роли. 

На больших расстояниях возрастает роль электромагнитных сил, 
очень медленно ослабевающих с расстоянием. Именно они объединя- 
ют ядра и электроны в атомы, и они же объединяют атомы в молеку- 
лы. Их проявлением являются силы трения, силы сцепления между 
частицами в твердых телах, жидкостях и неидеальных газах, силы, 
управляющие плазмой, — одним словом, все (кроме силы тяжести) 
силы, с которыми приходится сталкиваться человеку вне стен ядер- 
ных лабораторий. 

Из молекул строятся химические соединения, от таких простых, 
как вода или молекулярный кислород, до таких сложных, как лежа- 
щие в основе жизни белки и нуклеиновые кислоты. Мир химии, био- 
физики и биохимии — это мир электромагнитных сил. Электромагнит- 
ную природу имеют свет, радиоволны, рентгеновские и ультрафиоле- 
товые лучи. Можно смело сказать, что в тех масштабах, в которых 
проходит практически вся деятельность человечества, мир управля- 
ется электромагнитными силами. В этом особая роль и особая важ- 
ность электромагнетизма. 

Электромагнитное взаимодействие обусловлено существованием 
электрических зарядов, которые бывают двух знаков: заряды одно- 
го знака отталкиваются, а заряды разных знаков притягиваются 
друг к другу. Поэтому большие тела редко бывают электрически за- 
ряженными: действующие между зарядами силы приводят к сближе- 
нию противоположных по знаку зарядов, так что тела в целом дела- 
ются электрически нейтральными. | 
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Гравитационное взаимодействие не знает отрицательных масс, и, 
следовательно, невозможно возникновение «гравитационно нейтраль- 
ных», негравитирующих систем. Поэтому, несмотря на то что гравита- 
ционные силы значительно слабее электрических, они играют доми- 
нирующую роль в случае систем с большой массой, в частности в 
масштабах Вселенной. 

В космических масштабах мир управляется силами гравитацион- 
ными. Правда, в случае больших масс или релятивистских скоростей 
(близких к скорости света) законы гравитации значительно сложнее 
закона Ньютона. Установление их относится к компетенции общей 
теории относительности Эйнштейна, которая хотя и не относится не- 
посредственно к электромагнетизму, но является естественным раз- 
витием так называемой частной (или специальной) теории относитель- 
ности, без которой невозможно понимание электромагнитных явлений 
и которая в значительной мере возникла из их анализа. Поэтому мы 
не оставляем общую теорию относительности полностью в стороне, 
a посвящаем ей часть главы «Физика пространства—времени». 

Несколько особняком в строении мира стоит слабое взаимодей- 
ствие. Дело в том, что мы не знаем объектов, построенных этим взаи- 
модействием, — оно, образно говоря, «разрушает» (и рассеивает), но 
не «созидает». Слабое взаимодействие приводит к В-распаду ядер, к 
конечности времени жизни нейтрона (103 с) и к распадам относитель- 
но долгоживущих (10-‘— 10-18 с) элементарных частиц (некоторые бо- 
лее короткоживущие, —1078 с, частицы распадаются в результате 
электромагнитного взаимодействия). 

Подчеркнем еще раз, что существует широкая область явлений, 
где четыре фундаментальных взаимодействия не интерферируют меж- 
ду собой и могут рассматриваться как независимые. Исходя из этого, 
мы будем изучать в этой книге только одно, а именно электромагнит- 
ное, взаимодействие, причем только в той области, где оно не пересе- 
кается ни с сильным, ни со слабым взаимодействием. 

Первые главы книги посвящены простейшим проявлениям электри- 
ческих и магнитных свойств вещества. Далее излагаются электричес- 
кие и магнитные свойства конкретных сред, таких, как диэлектрики, 
проводники, ферромагнетики, сверхпроводники. Мы стараемся по 
возможности оставаться в рамках классической физики, хотя, когда 
речь идет о строении конденсированных тел, этого оказывается недос- 
таточно и нам приходится использовать элементы квантовой физики. 

Изучив факты, для которых малосущественно единство электри- 
чества и магнетизма, мы переходим к единой максвелловской теории 
электромагнитных явлений, в которой излагаем общие законы элект- 
ромагнетизма, а затем посвящаем отдельную главу физике простран- 
ства—времени, в которой излагаются специальная теория относитель- 
ности и основные идеи общей теории относительности. 

Далее мы рассматриваем электромагнитные волны различных типов 
в различных средах и физических системах, их распространение и 
способы их возбуждения. Книга завершается изложением основных 
фактов и закономерностей, касающихся взаимодействия заряженных 
частиц и фотонов с веществом.



I. ОСНОВЫ ЭЛЕКТРО- 
МАГНЕТИЗМА 
И ФИЗИКИ 
ПРОСТРАНСТВА — 
ВРЕМЕНИ 

Глава 1. ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОЕ ПОЛЕ 

В ВАКУУМЕ 

1.1. Закон Кулона 

Электрическому взаимодействию подвержены не все тела, а лишь те, которые 
обладают электрическим зарядом; их называют заряженны- 
ми. Существенно, что электрическое взаимодействие может приводить как к 
притяжению, так и к отталкиванию. Это значит, что электрические заряды бы- 
вают двух родов и их можно различать по знаку: тела, заряженные электричест- 
вом одинакового знака, отталкиваются, а тела, заряженные электричеством 
разных знаков, притягиваются. 

Простейший вид сила электрического взаимодействия имеет в том 
случае, когда заряженные тела неподвижны и находятся в вакууме. 
Если при этом размеры тел малы по сравнению с расстояниями между 
ними (в таких случаях говорят о материальных точках), то силу вза- 
имодействия определяют только заряды тел и расстояния между ними. 
Она направлена вдоль линии, соединяющей тела, и обратно пропор- 
циональна квадрату расстояния. 

Математически эту силу можно записать В виде F = #19192/72., 

где 01 и gg — заряды тел, г1>» — расстояние между телами и ky — кон- 
станта, зависящая от выбора единицы заряда. Этой формулой выра- 
жается закон Кулона — основной закон электрического вза- 
имодействия. Он был открыт Кэвендишем в {1771—1779 гг. и пере- 
открыт Кулоном в 1786—1789 гг. 

Проще всего выбрать единицу заряда таким образом, чтобы константа ky 
была равна единице. Такой выбор делается в так называемой гауссовой системе 
единиц СГС, используемой главным образом в фундаментальных и теоретических 
исследованиях. Закон Кулона имеет в этой системе вид 

Е = 9192/ res, 

Из этой формулы следует, что электрический заряд в системе СГС имеет размер- 
ность [9] = A3/2T TM 1/2, т. е. единицей заряда является | см3/2 с 1/2. 
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Эта единица (не имеющая специального названия) очень мала, и 
поэтому на практике пользуются большей единицей — кулоном (Кл), 
который численно в 3.109 раз больше гауссовой единицы заряда. 

Кулон является единицей заряда в системе единиц, называемой СИ 
и широко используемой в настоящее время, особенно в технике. В от- 
личие от гауссовой системы с тремя основными единицами — санти- 
метром (см), граммом (г) и секундой (с) для длины массы и времени, 
СИ является для электромагнетизма четырехразмерной с четырьмя 
основными единицами — метром (м), килограммом (кг), секундой (с) 
для длины, массы и времени и еще ампером (А) для силы тока. Кулон 
представляет собой производную единицу, равную ампер-секунде: 
Кл = А.с. Далее (см. $ 6.6) мы рассмотрим подробнее систему СГС, 
СИ, а также и другие возможные системы и дадим точные определения 
для всех встречающихся единиц, пока же запишем закон Кулона в 
СИ: 

где (4лё.)* — константа, численно равная, по определению, 107 от 
квадрата скорости света с в вакууме. Так как с = 3.108 м/с, то 

(4ке,) 1 = 9.109 H-m?- Kar; 

=, = 8,804 . 10°? Кл? Ht Mm? = 8,854 . 10°? Ф.м\ 

(Ф обозначает единицу емкости — фарад). 
Закон Кулона можно записать также в векторной форме. Если 

No; — единичный вектор, направленный от gz к gy, то сила F,, дейст- 
вующая на заряд gy, со стороны заряда 42, может быть представлена 
в виде 

__ 9192 
F, = ny о ° 

410712 

Электрический заряд не может самопроизвольно появиться или 
исчезнуть. Иными словами, 

суммарный электрический заряд замкнутой системы тел, равный сумме (алгебра- 
ической) зарядов тел, входящих в состав системы, не может измениться со вре- 
менем. 

Этот закон называютзаконом сохранения электри- 
ческого заряда, он представляет собой один из фундаменталь- 
нейших законов природы. При электризации трением, например, тру- 
щиеся тела заряжаются всегда разноименными зарядами, равными 
по модулю. 

Закон сохранения заряда действует и в мире элементарных частиц. 
Например, при столкновениях атомных ядер могут рождаться элект- 
роны, но вместе с каждым электроном рождается позитрон — элемен- 
тарная частица, отличающаяся от электрона только знаком заряда. 
Так как все тела построены из атомов, состоящих из электронов и ядер, 
а ядра состоят из протонов и нейтронов, причем заряд протона только 
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1.1. 
Силовые линии электри- 
ческого поля в простей- 

хо д. ших случаях: 
а — положительный, 6 — от- 
рицательный точечные заря- 

а) 6) 6) г) ды, в — два положительных 
точечных заряда, 2— поло- 
жительный и отрицательный 

точечные заряды 

знаком отличается от заряда электрона, а нейтрон не обладает зарядом, 
то из закона сохранения заряда следует, что заряд любого тела кратен 
заряду электрона или протона. Этот заряд имеет числовое значение 

е = 1,60219 . 10-19 Кл = 4,80298 . 10-10 СГС, 
Заряды всех известных заряженных элементарных частиц кратны 

или равны е, так что е выступает как элементарный заряд. Мы не знаем 
ни одной частицы, заряд которой был бы дробной частью е. Это одно 
из замечательных и не объясненных до сих пор явлений природы. 

Так как между заряженными телами действуют электрические си- 
лы, то можно сказать, что 

заряженное тело создает вокруг себя некоторое силовое поле. Это поле называют 
электрическим. 

Чтобы характеризовать электрическое поле, создаваемое одним 
или несколькими заряженными телами, внесем в поле маленькое заря- 
женное тело, несущее на себе малый электрический заряд g,. Такое 
тело — его называют пробным зарядом — практически не искажает 
поля, в которое его внесли, и поэтому сила Е, действующая на пробный 
заряд, может характеризовать поле, создаваемое заряженным телом 
(или совокупностью заряженных тел): 

Е = q,E. 

Здесь вектор E не зависит от дп, а определяется только заряженными 
телами и местом, в которое внесен пробный заряд. Этот вектор, меняю- 
щийся, вообще говоря, от точки к точке, называют напряженностью 
электрического поля, создаваемого заряженными телами. Напряжен- 
ность поля имеет размерность [Е] = [F]/[g] = H- Kart. 

Перемещая пробный заряд из одного места в другое, можно уста- 
новить структуру всего электрического поля. Наглядным и удобным 
оказывается графический метод описания поля — с помощью так на- 
зываемых электрических силовых линий. 

Силовая линия — это линия, касательная K которой в каждой точке имеет на- 
правление, совпадающее с направлением напряженности поля. 

На рис. 1.1 изображены электрические силовые линии в четырех 
простейших случаях — одного точечного заряда (обоих знаков) и двух 
точечных зарядов, одноименных и разноименных. 
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Силовые линии всегда начинаются на положительных и кончаются на отрица- 

тельных зарядах или на бесконечности. 

Если в какой-либо точке нет электрического заряда, то через эту 
точку проходит только одна силовая линия. Таким образом, силовые 
линии пересекаются только в тех точках, где находятся электриче- 
ские заряды. 

Электрическое поле обладает важным свойством — оно подчиняется 
принципу суперпозиции. Этот принцип состоит в том, 
что 

напряженность поля Е, создаваемая совокупностью заряженных тел, равна сум- 

ме напряженностей полей E,, Eo, ..., создаваемых каждым из тел в отдельности: 
Е = Е, + E2 + 

Принцип суперпозиции сводит определение напряженности поля 
заряженного тела сложной формы (или ряда тел) к вычислению суммы 
напряженностей полей, порождаемых каждым бесконечно малым эле- 
ментом тела. Таким образом, в конечном счете нужно знать лишь на- 
пряженность поля, создаваемую точечным зарядом. Но ее можно най- 
ти с помощью закона Кулона: на расстоянии г от заряда 4 она состав- 
ляет 

Е = — 
4negr? , 

где п — единичный вектор, проведенный из точки, в которой нахо- 
дится заряд 4, в точку, в которой находится пробный заряд. 

Электрическое поле неподвижных и не изменяющихся со временем 
электрических зарядов (такое поле называют электростатическим) 
обладает еще одним важным свойством — оно является потенциаль- 
ным. Это значит, что работа сил такого поля при перемещении пробного 
электрического заряда по произвольному замкнутому контуру равна 
нулю. 

Чтобы убедиться в справедливости этого утверждения, рассмотрим 
сперва простейший случай — поле, создаваемое одним точечным за- 
рядом 9. Переместим в этом поле пробный заряд gy из какой-либо точ- 
ки с радиусом-вектором г в близкую к ней точку с радиусом-вектором 
г -- dr, при этом мы совершим работу 

dA = Fdr = g,Edr = —_ паг. 
Чт ео? 

Но п = r/r, поэтому n/r? = —grad(1/r), где градиент — вектор с ком- 

понентами (0/дх, O/dy, O/dz), так что dA = dr grad(1/r). Пе- 
TEg 

реместим теперь заряд g по какому-либо пути на конечное расстоя- 
ние, из точки а в точку 65. Мы совершим работу 

Aa-+b = — 99 | grad — 4 — 991 _ (----) ; 
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Работу электрических сил характеризуют электростатическим 
потенциалом ф — характеристикой самого поля, не зависящей от зна- 
чения пробного заряда 4., а именно: работу А.-»ь записывают в виде 
Аа-ь = 9. {Ф(Г.)—Ф(гь)}. Очевидно, для точечного заряда 4 потен- 
циал 

9 

Aner 
ф (г) = 

где г — расстояние от заряда до точки наблюдения. Это соотношение— 
просто другая форма записи закона Кулона. Напряженность поля 
связана с потенциалом соотношением 

Формула для работы А.-_»ь показывает, что работа электрических 
сил между двумя точками зависит от относительного положения этих 
точек, но не от пути, по которому перемещался заряд. В частности, 
если точки аи 6 совпадают, то А = 0. Иными словами, работа элект- 
рических сил по любому замкнутому контуру L равна нулю: 

ф Еаг = 0. 
L 

Отсюда можно заключить, что в электрическом поле не может быть 
замкнутых силовых линий. Действительно, при перемещении пробного 
заряда вдоль замкнутой силовой линии мы получили бы отличную от 
нуля работу. 

Линейный интеграл от какого-либо векторного поля, например 
Е(г), вдоль замкнутого контура L называют циркуляцией векторного 
поля вдоль контура. Если контур охватывает бесконечно малую по- 
верхность, то циркуляция пропорциональна площади As этой поверх- 
ности. Более точно: если ввести вектор площади Д$, ориентированный 
нормально к поверхности, то циркуляция равна скалярному произ- 
ведению As на некоторый вектор, который называют ротором или 
вихрем поля и обозначают символом rot. Для произвольного контура 
L справедлива формула 

ф Аа! = | rot Ads, 

где 4! — элемент контура, Х — произвольная поверхность, опираю- 
щаяся на L, и ds — элемент ее площади, ориентированный опреде- 
ленным образом: направление dS связано с направлением обхода L 
правилом правого винта. Это соотношение называют формулой 
Стокса. 

Явный вид ротора можно найти, если рассмотреть три бесконечно 
малые площадки в виде прямоугольников со сторонами, параллель- 
ными осям координат. Мы получим тогда 

aA. 
(rot A), = —= — —¥ 

( ду дх 
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и аналогичные соотношения для других проекций rot А. В векторной 
форме ротор можно представить в виде векторного произведения опе- 
ратора набла: 

а, Oy pe 
vet Ox т] ду +k Oz 

и вектора A: 

rotA = [VA]. 

Так как циркуляция электростатического поля вдоль любого зам- 
кнутого контура равна нулю, то 

rotE = 0. 

По этой причине электростатическое поле называют безвихревым. 
Величину U = qq,/(4meor) можно рассматривать не только как 

потенциальную энергию пробного заряда J, в поле, создаваемом заря- 
дом 4, но и как взаимную потенциальную энергию двух равноправных 
зарядов 9 и Qy, находящихся на расстоянии г друг от друга. 
Пользуясь такой интерпретацией И, можно найти общую потенци- 
альную энергию Й системы точечных зарядов ди, Jo, ..., расположен- 
ных в точках 14, fo, .... Эта энергия равна сумме взаимных потенци- 
альных энергий для каждой из пар зарядов, т. e. 

y= — | 91 | 914 4293 +... 

Ane, | ry—Te | | ry—Ts | | fo—Ts | 

Зная потенциал поля, создаваемого одним зарядом, можно найти 
потенциал поля любой системы зарядов. Для этого достаточно вспом- 
нить, что согласно принципу суперпозиции напряженности полей раз- 
ных зарядов складываются, поэтому складываются и потенциалы: 

1 qi 
Г) — 

P(r) 4neq У, [г— г; | 
1 

Здесь г; — координаты заряда g;, а сумма берется по всем зарядам 
системы. 

Если потенциал ф вдоль какого-либо направления остается неиз- 
менным, то поле Е не имеет составляющей вдоль этого направления. 
Поэтому эквипотенциальные поверхности, т.е. поверхности g(r) = 
= const, ортогональны к силовым линиям. В частном случае одного 
точечного заряда эквипотенциальными поверхностями являются сфе- 
ры, в центре которых находится заряд, а силовые линии направлены 
вдоль радиусов. 

Единицу потенциала называют вольт (В). При перемещении заря- 
да 1 Кл из одной точки поля в другую, разность потенциалов между 
которыми равна | В, нужно совершить работу, равную 1 Дж (1 Дж= 
=1 Кл. 1 В). 

1.2. Теорема Гаусса и уравнение Пуассона 

Поток напряженности электрического поля 
через какую-либо поверхность » определяют как 
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N = | Eds, 
x 

5 

my
 

где ds — элемент поверхности, т.е. век- 
тор, направленный в каждой точке по 
нормали п к поверхности и равный по мо- 
дулю элементу площади ds. 

Проще всего вычислить поток напряжен- 
ности электрического поля точечного за- 
ряда g через сферу, в центре которой рас- 

К ° вычислению потока положен заряд (рис. 1.2). В этом случае на- 
напряженности элек. Пряженность Е поля направлена в каждой 
трического поля точеч- TOUKe по пи равна g/(4neor?), гдег — радиус 
ного заряда через сферу сферы. Поскольку площадь поверхности сфе- 

ры есть 4лг?, значение потока напряжен- 
ности не зависит от радиуса сферы и равно 
Ч/=о (рис. 1.2). 

Легко убедиться, что формула N = 49/2 
справедлива не только для сферы, но и для 
любой другой замкнутой поверхности, окру- 
жающей точечный заряд. В самом деле, если 
ввести угол @ между п и Е (рис. 1.3), то 
cosa: 45 = Г24@, где 4@ — элемент телесного 
угла. Далее, Е = q/(4negr*), поэтому dN = 
== 9452/(4л=,), а поскольку всей замкнутой 

1.3. поверхности соответствует телесный угол 4л, 
К выводу теоремы Гаусса то М — gle. 

Этот результат можно обобщить Ha произ- 
вольное число как угодно расположенных 

зарядов 4, (1 =1, 2, 3, ...). Действительно, электрическое поле 
системы зарядов равно, согласно принципу суперпозиции, сумме 
полей, создаваемых каждым зарядом в отдельности. Поэтому и по- 
ток М№ равен сумме потоков поля, создаваемых каждым из зарядов. 
Мы приходим к важному выводу: 

1.2. 

поток электрического поля через произвольную замкнутую поверхность всегда 
равен сумме зарядов, находящихся внутри Hee, деленной на £,: 

м= | Eds = + Уд. 
$ a г 

Это общее положение называют теоремой Гаусса. 
Используя теорему Гаусса, легко находить поля, создаваемые сим- 

метрично заряженными телами. Рассмотрим, например, шар со сфе- 
рически симметричным распределением объемной плотности заряда 
(г). В этом случае из соображений симметрии ясно, что поле направ- 
лено по радиусам и может зависеть только от расстояния до центра 
шара (рис. 1.4). Поэтому в качестве замкнутой поверхности удобно 
выбрать сферу, центр которой совпадает с центром шара. Если радиус 
этой поверхности равен г, то поток напряженности электрического 
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поля через нее составит 4л/?Е. Приравнивая 
эту величину 0,/=., где 4, — заряд внутри 
поверхности радиуса г, получим E = 
—g,/(4neqr?) и, следовательно, p=+4,/(4n€ or). 

Если г > Ю (В — радиус шара), To под 4, 
следует понимать полный заряд шара 4g. 
Таким образом (для любого сферически сим- 
метричного распределения заряда внутри ша- 
ра), напряженность поля и потенциал вне 
шара 

1.4. 

Е = q/(4ne,r?), @ = q/(4ne or) (r>R) Поле заряженного шара 

определяются теми же формулами, что и в 
случае точечного заряда. 

Если весь заряд сосредоточен на поверх- > 
ности шара (г = Ю), то, очевидно, напря- > 2: 
женность поля внутри шара равна нулю. < — 
Если шар заряжен равномерно с объемной E E 
плотностью заряда о, то 4, = “/.л/?о, так что 
напряженность поля внутри шара пропор- 
циональна г, а потенциал меняется как /?: 

E=~r, p= + (ф-т 1.5. 
Зе Ge, ЧтеоК Поле заряженной плос- 

(постоянная в выражении для ф выбрана так, КОСТИ 
чтобы получить ф = 9/(4л=,Ю) на поверх- 
ности шара). 

Определим напряженность поля, создаваемого равномерно заря- 
женной плоскостью », которую мы будем считать бесконечной. Из 
соображений симметрии следует, что поле в этом случае направлено 
нормально к плоскости и не зависит от координат вдоль плоскости. 
Выберем в качестве замкнутой поверхности поверхность параллелепи- 
педа, две грани которого №: и Xe параллельны & и находятся на рав- 
ном расстоянии от нее (рис. 1.5). Поток напряженности поля отличен 
от нуля только через эти две грани, а так как поле на этих гранях 
повсюду одинаково и направлено перпендикулярно граням, то поток 
№ = 2ES, где э — площадь грани. С другой стороны, согласно Teope- 

ме Гаусса, N = 00%, где о — поверхностная плотность заряда. 
Таким образом, 

-E = (2=) То. 

Мы видим, что напряженность поля не зависит от расстояния до 
заряженной плоскости (этот результат связан, очевидно, с предполо- 
жением о безграничности плоскости %). Для конечной плоскости зна- 
чение напряженности близко к предельному (2=,) о близи ее цент- 
ральной части и сильно отличается около краев. Потенциал безгра- 
ничной заряженной плоскости 

P(x) = (2= т ox + Фь, 
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= где ф.о — потенциал на самой плоскости и 
7 х — расстояние до Hee. 

oe ae ie Определим теперь напряженность поля 
> — бесконечно длинного кругового цилиндра 
ee радиуса гу (рис. 1.6). Напряженность поля 

|. 4 Е в этом случае направлена по радиусам и за- 
<-4--+-7 висит только от расстояния г до оси цилинд- 
= ра. Выбирая в качестве поверхности коак- 

_)  сиальный цилиндр радиуса ги высоты I, 
1.6. имеем N =2nrlE. С другой стороны, co- 
Поле заряженного ци- ГЛасно теореме Гаусса, N = It/e9, где т — ли- 
линдра нейная плотность заряда, поэтому 

tT T Г 

в= Qneor ’ т= QTE In ro ТФ», 

где фо — потенциал на поверхности цилиндра. 
Теорема Гаусса может быть использована не только для того, чтобы 

находить напряженности полей при симметричном расположении за- 
рядов. С ее помощью может быть выведено также важное дифферен- 
циальное соотношение, связывающее потенциал g(r) с объемной 
плотностью заряда в той же точке P(r). Чтобы вывести это соотношение, 
окружим рассматриваемую точку Р произвольной малой замкнутой 
поверхностью и найдем поток напряженности электрического поля АМ 

через эту поверхность. Согласно теореме Гаусса, М№ = ед <р>АУ, 
где АУ — объем, ограниченный поверхностью, и <p> — средняя 
плотность заряда внутри объема AV. Стягивая поверхность к точке P, 
получим lim АМ/АУ = 0/®,, где р — объемная плотность заряда в 

ду->0 

точке Р. Величина lim АМ/АУ носит название дивергенции электриче- 
AV>0 

ского поля в точке и обозначается символом divE. Таким образом, 

div E = p/ey. 

Это важное соотношение, связывающее напряженность поля Е с объ- 
емной плотностью заряда, называют уравнением Пуас- 
сона. 

Эквивалентное уравнение получается, если вспомнить, что Е = 
= — grad ф. Дифференциальный оператор div grad называют лапла- 
сианом (или оператором Лапласа) и обозначают А. Таким образом, 

Ag = — p/é . 

В отсутствие зарядов это уравнение принимает вид (уравне- 
ние Лапласа) 

Ag = 0. 

Явный вид дивергенции поля (как и любого вектора) в декартовых 
координатах легко установить, выбирая в качестве АУ прямоуголь- 
ный параллелепипед со сторонами Ax, Ay, Az, параллельными коор- 
динатным осям. Получаем 
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divE = али и Oe 

Вспоминая определение градиента, мы видим, что в декартовых коор- 
динатах 

Ag = д?ф/дх? + 02ф/ду? + 02/022. 

Если какой-либо скаляр ф зависит только от длины вектора г, TO 

grad © = — ; выбирая в качестве AV в определении дивергенции 
r r 

шар радиуса гс центром в начале координат и устремляя r— 0, имеем 

— di 19 fis de Ag = div grad @ т ( =). 

1.3. Электрические диполь и квадруполь 

Определим потенциал, создаваемый диполем, 
т. е. двумя смещенными друг относительно друга точечными электри- 
ческими зарядами, равными по значению и противоположными по 
знаку (рис. 1.7). Согласно принципу суперпозиции, потенциал в 
точке Р 

9 ] 1 
Г) = — 0) = poe eee 

где r,, г. — координаты зарядов, модуль которых равен g. Наиболь- 
шее значение для приложений имеет тот случай, когда расстояние от 
диполя до точки наблюдения Р велико по сравнению с длиной диполя: 
[ = |r,—r_], г» 1. В этом случае |г-—г+| = г —гг-/", поэтому 

ф (г) = га/(4те г"), 
где 4 = g(r,—r_). Вектор 4 называют электрическим моментом ди- 
поля. Напряженность электрического поля диполя 

Е (г) = — grad ф (г) = Sn (nd) — d 
4negr3 

где п =r/r. По модулю 

У 1+ 3с032 $ р 

9 

E(r) = 
3 ma 

(3 — угол между пи 4). Мы видим, что Ha- 
пряженность поля диполя убывает с рас- 
CTOAHHeM Kak Г? (т.е. быстрее, чем убываю- 
щая как 7 * напряженность поля заряда) и 
не обладает сферической симметрией, а ани- |9 Е *9 
зотропно; напряженность поля вдоль направ- 
ления 4 вдвое больше напряженности поля 7 
в перпендикулярном направлении (силовые к ‘выводу потенциала 
линии поля диполя изображены на рис. 1.1,г). —диполя 
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Найдем энергию диполя Я во внешнем электрическом поле Е. Ес- 
ли ф(г) — потенциал этого поля, то W = 9[ф(г.) — g(r_)]. Пусть на- 
пряженность поля Е мало изменяется на длине J; тогда g(r.) — Ф(г_) = 
= (г. — г) grad ф и, следовательно, 

У = —dE. 

Если поле однородно и диполь жесткий (т. е. модуль его электричес- 
кого момента не меняется со временем), то единственной величиной, 
которая может изменяться, является угол 9 между du E. Из меха- 
ники известно, что —4 /46 = К, где К — момент силы; таким обра- 
зом, К = Ба $119, или в векторной форме 

К = [dE]. 

Эта формула применима и в случае неоднородного поля; в неоднород- 
ном поле наряду с вращающим моментом К на жесткий диполь будет 
действовать еще и сила f = grad(dE). Так как dE =d,E,-+ а,Е, + 
+ d,E,,TO ее проекция на ось х paBHafy, = d,0E,, lax ms d, aE, /a,, +- 
+ d,0E,/dx. Ho Ey, =—dg/dy, Е, — —ae/dz, поэтому ‘OE, Ox = 
= —@p/dxdy =0E _/oy и ОЕ ,/0x = 0E,/0z и 

OE „ 

Fs = d, >< +d, a +4, oz 

Используя снова векторный иен иальный оператор набла (см. 
д ‚д д 

1.1 =i— — +k— § РТ; tig tks 

(i, j, К — орты вдоль осей х, у, Z), можно записать fy, = (а\/)Ех и, 
следовательно, 

f = (dy) E. 

К понятию диполя можно прийти, решая общую задачу о потенциа- 
ле системы зарядов вдали от этой системы. Согласно принципу супер- 
ПОЗИЦИИ, 

1 да 
Г) —= 

P(r) Ane, У, |г — га | 
а 

гдег. — радиус-вектор заряда gg. Разложим это выражение в ряд по 
степеням г а; получим ф = g++ фФ--... , где член ф(”) пропорциона- 

лен rt) | Очевидно, ф(°) = (4ле") Уд. — это просто потенциал, соз- 
а 

даваемый суммарным зарядом системы, помещенным в какую-либо ее 
точку (которую мы выбрали в качестве начала координат г = 0). 
Далее, 

га 
d= er 

Anegrs ’ os 
a 

ри 
Если система состоит всего из двух равных зарядов, противоположных 
по знаку, то эти формулы переходят в приведенные выше формулы для 

(1) 
ф (г) = 
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потенциала диполя; эти формулы дают, таким 
образом, обобщение понятия дипольного мо- 
мента. 

Обратим внимание на то, что отдельные 
члены ряда ф@), ф(), ф(2), ... (Ho не их сум- 
ма ф) зависят от выбора начала координат 
г = 0: например, если сместить начало коор- 
динат на вектор b, то дипольный момент из- 
менится на Ad = bq. Такая неопределен- 

а 

ность, однако, не играет существенной роли. 1.8. 
Дело в том, что пользоваться понятием дипо- ПРимер  квадруполя 
ля приходится главным образом для элек- 
трически нейтральной системы — только в этом случае поле диполя 
определяет поле системы зарядов, а не является лишь малой поправ- 
кой к полю суммарного заряда системы. Но как раз в этом случае 
У9а = 0, так что значение 4 не зависит от выбора начала координат. 
а 

Рассмотрим теперь, следующий член m2) в разложении потенциала. 
] о 

Замечая, что —— — = — (3%;x; — г5,), получим 
nas, r г 

(2) 1 

i, j 

где п =г/Ги §;; — единичный тензор, или символ Кронекера (6;; = 
=1, если i =ри 6,;; =0, если Г=2]); совокупность величин Q,, 
называют тензором квадрупольного момента. Так как тензор Q;; сим- 
метричен (Q;; = Qj) и 29 = = 0, то число независимых компонент 

у него — пять. Потенциал квадруполя убывает с расстоянием как 
г3 и, следовательно, поле — как Г“. Таким образом, если у системы 
зарядов отличен от нуля дипольный момент (не говоря уже о суммар- 
ном заряде), то потенциал ф(2) определяет в выражении для ф лишь ма- 
лую поправку. Если же У4. = 0 и симметрия расположения зарядов 

а 

такова, что 4 =0, то @), или, как говорят, потенциал квадруполя 
будет главным членом в разложении ф по степеням га. 

Рассмотрим в качестве примера систему из четырех зарядов 4, —4, 
9, —Q, расположенных в вершинах квадрата со стороной а (рис. 1.8). 
Дипольный момент такой системы равен нулю; квадрупольный момент 
имеет только два отличных от нуля компонента; Qua = —@уу= 39a’, 

Найдем потенциал нашего квадруполя. Вводя полярный @ и ази- 
мутальный Хх углы вектора п (ny, == sin@cosy, п, =sinOsiny, п, = 
= cos 8), найдем Уп;п;О;; = 3qa’sin*8cos2y. Поэтому потенциал 

,] 

39а? . 
(г) = —“~— sin? 9 cos 2y. 

8xe gr? 

Взяв градиент от ф(2) (г), можно найти напряженность поля квадру- 
поля. 
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1.4. Проводник в электростатическом поле 

По своему поведению в электростатическом 
(т. е. постоянном во времени электрическом) поле все тела разделяют- 
ся на два класса: проводники и изоляторы, или диэлектрики. 

Проводник — это тело, в котором в электростатическом поле возникает направ- 

ленное движение зарядов, т. е. электрический ток. Изолятор — тело, в котором 

достаточно слабое электростатическое поле тока не вызывает. 

В очень сильных полях ток возникает и в диэлектрике (это явление 
называют электрическим пробоем). 

Проще всего понять, проводником или диэлектриком является ве- 
щество, в случае газа. Нейтральный газ — диэлектрик, потому что 
составляющие его атомы или молекулы электрически нейтральны и 
поэтому не должны двигаться во внешнем электрическом поле. На- 
оборот, ионизованный газ — плазма — проводник, так как электроны 
и ионы в нем не связаны между собой и движутся независимо во внеш- 
нем поле. Аналогичная ситуация возникает в случае растворов: раст- 
воры, содержащие нейтральные молекулы растворенного вещества, — 
изоляторы, а растворы, содержащие ионы — так называемые раство- 
ры электролитов, — проводники. (Пример — слабый раствор пова- 
ренной соли, содержащий не молекулы NaCl, а ионы Ма* и СГ.) 

Сложнее обстоит дело с конденсированными телами. Почему одни 
кристаллы и жидкости проводят ток (например, металлы), а другие — 
нет? Этим вопросом мы займемся во второй части книги, а пока изу- 
чим те свойства этих двух классов тел, которые не зависят от деталей 
их структуры. 

Легко понять, что если внести проводник во внешнее электричес- 
кое поле, то движение зарядов в нем вскоре должно прекратиться. 
В самом деле, в противном случае проводник, помещенный в электри- 
ческое поле, мог бы быть использован для построения вечного двига- 
теля первого рода: движущиеся заряды совершали бы непрерывно ра- 
боту (в частности, в проводнике непрерывно выделялась бы теплота), 
состояние же зарядов, создающих электростатическое поле, не меня- 

лось бы. Это значит, что электрическое поле 
внутри проводника должно обратиться в 
нуль. 

Итак, в состоянии равновесия электро- 
статическое поле внутри проводника равно 
нулю. Отсюда следует, что нулю равна и 
объемная плотность заряда внутри провод- 
ника. Действительно, проведем в толще про- 
водника произвольную замкнутую поверх- 
ность » (рис. 1.9). Так как напряженность 
поля на поверхности Х равна нулю, то нулю 

1.9. равен и поток напряженности поля через нее. 
aon тва нулю объ мной Отсюда, согласно теореме Гаусса, следует, 
плотности заряда в про- ЧТО заряд внутри поверхности равен нулю, 
воднике а так как поверхность” x может быть вы- 
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OpaHa произвольно, то объемная плотность 
заряда в проводнике равна нулю. 

Поэтому если сообщить проводнику не- 
который объемный заряд, то отдельные за- 
ряды (или, как говорят, носители тока) 
уйдут из объема проводника и окажутся на 
его поверхности. При этом они расположатся 
там таким образом, чтобы в нуль обращались 
напряженность поля внутри проводника и 
ее тангенциальная составляющая E, на по- : 10 
верхности проводника (если бы последнее ус- К вывод у связи между 
ловие не выполнялось, то происходило бы Е, и ‘поверхностной 
непрерывное движение зарядов вдоль поверх- плотностью заряда 
ности, что невозможно по той же причине, что 
и непрерывное движение зарядов внутри про- 
зодника). Мы видим, что 

2%
 

зне проводника вблизи его поверхности напряжен- 
ность поля должна быть направлена нормально к 
поверхности проводника. 

Ее значение Ё„ легко связать с поверх- 
ностной плотностью заряда о. Используем 
для этого теорему Гаусса, выбирая в качестве 
поверхности > цилиндр с основаниями, бес- Lu 
конечно олизкими к поверхности и парал- ри 
лельными ей, одно из которых находится НУР проводни. 
внутри проводника, а другое — вне его ком 
{рис. 1.10). Отличен от нуля только поток на- 
пряженности электрического поля через внешнее основание цилиндра, 
равный EAS (AS — площадь основания), заряд же внутри цилиндра 
равен OAS, поэтому E, =ебо. Если o > 0, тои E, >> 0, т.е. напря- 
женность поля вблизи поверхности направлена по внутренней нор- 
мали п. 

Так как напряженность поля и объемная плотность заряда внутри 
проводника равны нулю, то следует ожидать, что при удалении из проводника части вещества поле в возникшей полости по-прежнему 
остается равным нулю. Чтобы убедиться в этом, предположим против- ное, а именно: поле внутри полости отлично от нуля. Так как внутри вещества проводника поле равно нулю, то силовые линии внутри по- лости должны начинаться и кончаться на внутренней поверхности про- водника, причем на концах силовых линий должны находиться поверх- ностные заряды противоположных знаков. Возьмем теперь какую-либо 
из таких силовых линий и замкнем ее произвольной линией, лежащей в проводниковой оболочке (рис. 1.11). Для циркуляции напряженности электрического поля вдоль такого замкнутого контура получим b 
фЕЧг = | Еаг, а так как Е || dr, то этот интеграл положителен, тог- 

а 

да как циркуляция напряженности электростатического поля ВДОЛЬ 
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любого замкнутого контура должна быть равна нулю. Отсюда следует, 
что напряженность поля внутри замкнутой полости, окруженной 
проводником, равна нулю. 

Это свойство поля тесно связано с теоремой Гаусса, которая, в свою 
очередь, является следствием закона Кулона. Если бы закон Кулона 
был несправедлив и сила электрического взаимодействия изменялась 
с расстоянием по закону 7—2+’, гдеу = 0, то напряженность поля в 
полости должна была бы отличаться от нуля. Экспериментальные изме- 
рения напряженности поля в полости позволили оценить верхнюю гра- 
ницу величины у; она оказалась меньше, чем 10°%. 

Этот факт лежит в основе метода электростатической ващиты: для пре- 
дохранения от действия посторонних электростатических полей прибор следует 
окружить слоем проводника, например замкнутой металлической оболочкой 
произвольной толщины. Эту оболочку не обязательно делать сплошной, ее можно 
взять и в виде сетки. Уже из размерных соображений ясно, что наружное BO3- 
мущающее поле проникает внутрь объема, ограниченного металлической сет- 
кой, на длину, сравнимую с размером отверстия, т. е. с размером ячейки сетки. 
При достаточной густоте сетки такое «провисание» поля очень мало. 

Рассмотрим проводник, состоящий из двух сфер разного радиуса, 
соединенных тонкой проволокой. В отсутствие проволоки потенциалы 
сфер имели бы значения ф, = д:/(4л=%/!) и Mo = 92/(4л=о/2), где 91, 92 — 
заряды и Га, Г2 — радиусы сфер, и напряженность поля на поверхностях 
сфер Е! = 9,/r,;, Ез = Ф2/7.. Если теперь соединить сферы тонкой 
проволокой, то это приведет в основном только к выравниванию по- 
тенциалов сфер (распределение зарядов на сферах почти не изменится). 
Но если ф! = Qe, то £,/E, = Го/га, т.е. напряженности поля обратно 
пропорциональны радиусам сфер. Поверхностные плотности зарядов 
01 = 94/(4лг!), о. = 92/(4лг2) также обратно пронорциональны радиу- 
сам сфер: 0;/02 = го//4. 

Полученный результат верен и в случае более общем, чем две со- 
единенные проводником сферы разного радиуса. А именно: чем меньше 
радиус кривизны проводника, тем больше напряженность поля вблизи 
его поверхности и тем больше поверхностная плотность заряда. По- 
этому особенно велики напряженности полей вблизи острых краев 
проводника. 

1.5. Электростатическая индукция 

Выясним, что произойдет, если незаряженный 
проводник внести в заданное электростатическое поле, созданное ка- 
кими-либо внешними зарядами. Напряженность электростатического 
поля внутри проводника должна быть равной нулю. Но до внесения 
проводника поле в объеме, занимаемом впоследствии проводником, 
было отлично от нуля; теперь же оно должно обратиться в нуль. Сле- 
довательно, на проводнике, внесенном в электростатическое поле, 
должны возникнуть электрические заряды, поле которых, наклады- 
ваясь на исходное поле внешних зарядов, должно приводить к пол- 
ной компенсации поля внутри проводника. Это явление — возникно- 
вение зарядов на проводнике, внесенном в электростатическое поле, — 
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1.12. 
Искажение поля при 
внесении в него провод- а) 
ника 

называют электростатической индукцией. Из закона сохранения за- 
ряда следует, что суммарный заряд, индуцируемый на проводнике 
должен быть равен нулю. Таким образом, 

при электростатической индукции возникают заряды обоих знаков, причем 

общие количества их одинаковы. 

Пусть, например, в поле, создаваемое заряженным шаром, внесен 
проводник. До внесения проводника силовые линии поля имели вид 
прямых, исходящих из центра шара (рис. 1.12, а). После внесения 
проводника А (рис. 1.12, 6) поле в его объеме должно исчезнуть. Это 
значит, что некоторые из силовых линий, исходящих из д, должны за- 
кончиться на поверхности А, некоторые же, после разрыва, должны 
начаться на этой поверхности. Но там, где начинаются и кончаются 
силовые линии, находятся электрические заряды. Таким образом, 
проводник, внесенный в электростатическое поле, должен заряжаться, 
причем на близлежащей к исходному заряду 4 части поверхности про- 
водника появятся заряды, противоположные по знаку заряду 4, а на 
более удаленной части поверхности А — заряды того же знака, что 
и заряд 0. 

Силовые линии искаженного поля подходят ортогонально к поверх- 
ности внесенного проводника, а плотность индуцированного поверх- 
ностного заряда о связана с нормальной составляющей поля E, из- 
вестным уже нам соотношением с = &£,. Далее, поскольку Е = 
= —grad ф, из равенства нулю напряженности поля вытекает посто- 
янство потенциала: 

потенциал имеет одно и то же значение во всех точках проводника как внутри, 

так и на его поверхности. 

Это значит, что поверхность проводника является эквипотенци- 
альной. Подчеркнем, что эти выводы справедливы независимо от того, 
вносится ли проводник во внешнее электростатическое поле или поле 
создается зарядом, сообщаемым проводнику. 

Так как объемная плотность заряда в проводнике равна нулю, 
то потенциал поля, создаваемого заряженными проводниками, удов- 
летворяет уравнению Лапласа Аф = 0. Если ищется потенциал поля, 
создаваемого проводником, которому сообщен определенный заряд, то 
должно быть взято то решение этого уравнения, которое имеет посто- 
янное значение на поверхности проводника. При этом, так как E, = 
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1.13. 

р: Точечный заряд в при- 
Е сутствии плоской про- 

6) водящей пластины 

-| , 
= —0g/dn и E, = & 0, суммарный заряд проводника Q должен быть 
связан с ф соотношением 

Q=—e, | 5 ds, 

On 

где интегрирование совершается по поверхности проводника и ds — 
элемент этой поверхности (0/дп = ny — производная по направле- 
нию нормали). 

Если проводник находится во внешнем поле, то должно быть взято 
то решение уравнения Лапласа, которое вдали от проводника, где нет 
искажения исходного поля, совпадает с потенциалом этого поля. 

Вычисление плотности поверхностных зарядов на проводнике, 
помещенном в электрическое поле, в общем случае представляет собой 
сложную задачу; лишь в некоторых простейших случаях решение 
можно получить сразу, не прибегая к уравнению Лапласа. 

Определим сперва поле точечного заряда в присутствии плоской 
проводящей пластины. Пластину считаем бесконечной, и, кроме того, 
заземленной, поэтому индуцированный заряд на обратной ее стороне 
отсутствует (ушел в землю). Эта задача эквивалентна, очевидно, задаче 
о нахождении поля точечного заряда в присутствии проводника, име- 
ющего плоскую границу и занимающего полупространство г < 0 
(рис. 1.13, а). Если бы проводника не было, то заряд 4 создавал бы в 
точке А потенциал фа = Q/(4neor). Индуцированные на поверхности 
проводника заряды создают дополнительный потенциал 

9. (t) = < 
° Что | r—r, la’ 

где ¢ — плотность поверхностного заряда и г. — радиус-вектор точ- 
ки поверхности. Таким образом, измененный потенциал ф = фа + 
+ Фо. 

Попытаемся найти ф., предполагая, что действие всей заряженной 
плоскости 2 = 0 при z > 0 эквивалентно действию некоторого одного 
точечного заряда 4’, расположенного в нижней полуплоскости. Иными 
словами, мы предполагаем, что ф. = 4'/(4ле./’), где r’ — расстояние 
от фиктивного заряда 4’ до точки А. Легко видеть, что условие фа + 
+ Ф‹ =const при z = 0 удовлетворится, если фиктивный заряд по- 
местить в точку, являющуюся зеркальным отражением точки нахож- 
дения истинного заряда 4 относительно границы проводника, и поло- 
жить 9 = —4Q. 
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Спрашивается, насколько верно найденное нами решение задачи? 

Ответ дается теоремой единственности решения элект- 
ростатической задачи: 

если каким-либо образом найдена (или угадана!) функция $(г), удовлетворяющая 
уравнению Лапласа Ap = 0, причем отвечающее ей поле Е = —grad ф удовлет- 
воряет граничным (на поверхностях проводников) условиям электростатики 
Е; = 0 и обращается в нуль при г —><, то потенциал поля однозначно опре- 
деляется этой функцией (г). 

Так как все эти условия в нашем случае выполнены, то 9’ = — 9. 
А так как электростатическая задача имеет единственное решение, то 
мы можем быть уверены в том, что найденное нами решение правиль- 
но. Такого рода метод решения электростатической задачи, в котором 
действие реальных поверхностно распределенных зарядов заменяется 
действием некоторых фиктивных точечных зарядов (в случае несколь- 
ких поверхностей их может быть и несколько), называют методом 
электрических изображений. 

Найти теперь плотность поверхностного заряда не представляет 
труда. В самом деле, зная ф, легко найти проекцию £, поля Е = 
— —grad ф на направление внешней нормали к поверхности провод- 
ника (рис. 1.13, 6). Поле при г =0 направлено по внутренней нор- 
мали, причем Ё = 9с0$0/(2л2.7?) = gh/(2neqr*), поэтому 

o = — gh/(2rr*), 

Полный поверхностный заряд равен —9. 
Так как поверхностные заряды имеют знак, противоположный за- 

ряду g, то они притягивают к себе этот заряд. Иными словами, заряд 
4 притягивается к проводнику. Сила F этого притяжения равна силе 
притяжения зарядов 9 и —9, т.е. Е = q?/(16me,h?). 

1.6. Электрическая емкость проводника 

Если уединенному проводнику сообщить не- 
который заряд, то он, как мы знаем, распределится по поверхности 
проводника, причем таким образом, что поверхность проводника ста- 
нет эквипотенциальной. Будем считать потенциал, создаваемый 
зарядом на проводнике, равным нулю на бесконечном расстоянии от 
проводника. Тогда, если мы увеличим заряд проводника вдвое, вдвое 
увеличится и потенциал поля, создаваемого проводником, а следо- 
вательно, вдвое увеличится и потенциал проводника. Таким образом, 
заряд проводника д пропорционален его потенциалу ф: 

д = СФ, 

где С — коэффициент пропорциональности, зависящий от размеров 
и формы проводника. Его называют электрической емкостью или 
просто емкостью проводника. Единицу емкости называют фарад (Ф); 
Ф = Кл. В. 

В системе СГС единица емкости совпадает с единицей длины, причем | Ф== 
= 9.104 см. Легко видеть, что если проводник имеет форму шара, TO его ем- 
кость в СГС равна R, где R — радиус шара. 
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Если приближать к заряженному провод- 
нику другие проводники (незаряженные), TO 
его потенциал уменьшается (при том же за- 
ряде на проводнике), так как на соседних 
проводниках индуцируются заряды, причем 
ближе к заряженному проводнику индуци- 
руются заряды противоположного знака, а 
дальше — того же знака. Это уменьшение 
потенциала заряженного проводника при 
приближении к нему других незаряженных 

1.14. проводников можно интерпретировать как 
Конденсатор увеличение емкости заряженного провод- 

ника. 
Особенно сильно увеличится емкость проводника, окруженного 

(рис. 1.14) заземленным замкнутым проводником (роль земли может 
играть просто массивный проводник, например шасси приемника). 
Действительно, в этом случае индуцированные на замкнутом провод- 
нике заряды того же знака, что и заряд внутреннего проводника, 
уйдут в землю, а общий индуцированный заряд противоположного 
знака по модулю равен заряду внутреннего проводника, так как все 
силовые линии, исходящие из внутреннего проводника, закончатся 
на окружающем его проводнике. 

Рассмотрим два проводника с зарядами ди —9. Пусть порождае- 
мые ими потенциалы проводников равны Фф! И $2. Тогда разность этих 
потенциалов ф!—ф> пропорциональна заряду 0. 

Отношение заряда к разности потенциалов называют ем кость ю системы 

проводников, а саму систему —- электрическим конденсатором. 

Емкость конденсатора 

С = 9/(ф, — Фо) 

определяется только геометрией проводников (обкладок конденсатора) 
и не зависит OT J. 

Простейшим является плоский конденсатор, обкладки которого 
представляют собой две параллельные проводящие пластинки. Счи- 
тая их очень болышими, легко найти емкость плоского конденсатора. 

Напомним, что напряженность диполя заря- 
женной плоскости равна 0/(2=,), где в — 
поверхностная плотность заряда. Напря- 

+6 -6 женности полей двух заряженных плоскос- 
_ | > тей с поверхностными плотностями зарядов 
Е, Е, | Е- си —O складываются между плоскостями и 
=—=— | > _— 
—= | ——= вычитаются вне них (рис. 1.15), так что внут- 

Ey} Е | Ey ри конденсатора E = 6/=., а снаружи Е = 
—=0. Этот вывод, конечно, справедлив только 

1 2 
в случае очень больших пластин, т.е. плас- 

тин, размеры которых значительно больше 

1.15. расстояния между пластинами. Умножив на- 

Плоский конденсатор пряженность поля Е на расстояние d между 

26



пластинами, найдем разность потенциалов ф: и ф› обеих обкладок: 
ф:—ф> = Ed =od/ey. Так как заряд обкладки 9 =oS, где $ — 
площадь обкладки, то емкость плоского конденсатора 

С = в, 5/4. 

1.7. Энергия электрического поля 

Заряжая проводник, мы одновременно сооб- 
щаем ему некоторый запас энергии. Действительно, на каждый новый 
заряд, переносимый на проводник, действует сила отталкивания со 
стороны уже находящихся на проводнике зарядов и для преодоления 
этой силы должна быть совершена работа. 

Если на проводник приносится заряд dg’, то совершаемая работа 
равна, очевидно, энергии dW этого заряда в поле, созданном преды- 
дущими элементами заряда, т. е. dW = 49'ф’, где g’ — потенциал 
проводника, созданный зарядами, внесенными до заряда 44’. Этот 
потенциал равен, согласно результатам предыдущего параграфа, 
ф’= 9’/С, где 9’ — заряд проводника в момент внесения элемента за- 
ряда dg’ и С — емкость проводника. Итак, 

2 
Г 

dW = © dg’ =d—— 
C 2C 

Поэтому если окончательный заряд проводника равен g, то полная pa- 
бота, производимая при его накоплении, 

W = g?/(2C) 

Работа эта переходит в электрическую энергию проводника. 
Замечая, что 4 = Сф, где ф — потенциал проводника, имеющего 

заряд 4 (потенциал на бесконечном расстоянии от проводника счи- 
тается равным нулю), можно переписать выражение для энергии про- 
водника в виде 

И =1/, Ce? =. а 

Обратим внимание на множитель \'/› в последней формуле: если бы 
потенциал ф создавался посторонними зарядами, а не зарядом 4, то 
энергия заряда 4 в таком поле составила бы gq. 

Если имеется несколько проводников с зарядами gy, 42, ..., TO HX 
электрическая энергия 

_1 1 
= 1/5 9191 + 1/5 99P2 ..., 

где 1, Mo, ... — потенциалы проводников, создаваемые всеми заряда- 
MH 01, Jo, .... В частности, энергия конденсатора 

У = !/.9 ($, — 9a), 

где g — заряд обкладки и Gy, ф› — потенциалы обеих обкладок. Это 
ыр ажение можно переписать также в виде 
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2 

И = — -- = — C(9,— $}, 

где С — емкость конденсатора. 
Рассмотрим подробнее плоский конденсатор. Так как емкость его 

равна €,S/d, то энергия плоского конденсатора может быть представ- 
лена в виде 

W = — о?5а, 
2 

где о — поверхностная плотность зарядов. Эта формула имеет простой 
смысл. Так как 0/(2=.) представляет собой напряженность поля, соз- 
даваемого одной из пластин (обкладок), то каждая из пластин испыты- 
вает со стороны другой пластины силу притяжения 

2 

Поэтому W = Ра, т.е. энергия Я равна работе, которую нужно со- 
вершить, чтобы раздвинуть пластины на расстояние 4. Вспоминая, 
что Е =0/&), можно представить энергию конденсатора в форме 
У = /.0EV = Ч».Е?У, где У = Sd — объем конденсатора. Мы ви- 
дим, что электрическая энергия конденсатора пропорциональна объему, 
в котором находится электрическое поле. Поэтому можно ввести поня- 
тие плотности электрической энергии 

ш= У = в. Е, 
которая определяется только напряженностью электрического поля, 

В гауссовой системе плотность энергии определяется формулой 

w == E?/(8r), 

Это выражение можно интерпретировать таким образом, что элект- 
рическая энергия сосредоточена не в зарядах, а в электрическом поле, 
и что в каждом элементе объема dV содержится энергия dW = wdV. 
Далее мы убедимся в справедливости именно такой интерпретации в 
самом общем случае как угодно изменяющихся в пространстве и во 
времени полей: формула W = 1/>9ф, справедливая в электростатике, 
теряет смысл, формула же W = fwdV для энергии поля остается 
справедливой всегда (речь пока идет о вакууме). 

На заряженный проводник действуют силы со стороны им же соз- 
даваемого поля. Так как элементы заряда находятся на поверхности 
проводника и отталкиваются друг от друга, эти силы приложены к 
поверхности, т.е. носят характер сил натяжения или внутреннего 
давления. К единице поверхности приложена сила f = 1/›о0Е, где о — 
поверхностная плотность заряда. (Множитель \/› входит сюда потому, 
что мы должны учитывать только то поле, которое создается всеми 
элементами поверхности за вычетом рассматриваемого элемента, а это 
поле равно половине полного поля.) Так как о = &,Ё, то 

i=> E*n, 
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где п — единичный вектор вдоль внешней нормали к поверхности 
проводника. Эту же формулу можно получить иначе, вспомнив об- 
щее соотношение р =—OW/OV между внутренним давлением р и 
энергией тела W и подставив сюда вместо Я энергию поля. Мы видим, 
что силы действуют так, как будто силовые линии представляют собой 
натянутые материальные упругие нити, к которым приложено упру- 
roe напряжение #,Ё7/2. 

Практически для определения сил, действующих на проводник, 
удобно поступить следующим образом. Введем геометрические пара- 
метры ё., &, .... Характеризующие форму и размеры проводника и 
играющие роль координат, определяющих относительное положение 
различных его элементов. При изменении 6 какого-либо из этих па- 
раметров возникнет сила /, которая совершит работу 6A = }6Е. Но 
работа при неизменном заряде проводника равна убыли энергии У, 
т.е. 6A =—6W, поэтому { = —0/0Е при 4 =const. Замечая, что 
в выражении W = 47/(2С) от параметров & зависит емкость С, полу- 
чим окончательно 

p— 0 
20° д ` 

Полагая здесь & = V, найдем избыточное давление Ар, действующее 
изнутри заряженного проводника. Умножив Ар на коэффициент все- 
стороннего растяжения проводника, найдем изменение его объема. 
Деформация проводника (Т. е. изменение его объема и формы) под дей- 
ствием электрических сил носит общее название электрострикции. 

Отметим в заключение главы некоторые свойства электростатической 
энергии проводников. 

Заряды, которые вносятся на проводники, располагаются на поверхностях про- 
водников таким образом, чтобы энергия возникающего электростатического 
‚поля была минимальной (теорема Томсона). 
Внесение незаряженного проводника в поле фиксированной совокупности заря- 
дов всегда приводит к уменьшению энергии поля. 

Потенциальная энергия системы зарядов W = (8л=,)-*Х94;4/гуь, 
i,k 

где г;» — расстояние между зарядами g; и 9», не имеет как функция 
координат зарядов минимума (и максимума). Действительно, для на- 
хождения минимума (или максимума) потенциальной энергии, рас- 
сматриваемой как функция координат х, и, г какого-либо заряда, нуж- 
но решить уравнения OW/dx =0, OW/dy =0, 9/92 =0 относи- 
тельно x, у, 2. Найденные из этих уравнений значения х, Y, 2 ДОЛЖНЫ 
в случае минимума удовлетворять, в частности, неравенствам 

ew Cv ew 
> 0, > 0, cr . 

Ox? Oy? 922 >0 

Между тем каждая из функций 1/r;;, удовлетворяет при г;» = 0 урав- 
нению Лаплава А(1/”; к) = 0; следовательно, такому же уравнению 
удовлетворяет и функция W. Поэтому неравенства для вторых произ- 
водных функции W не могут выполняться. Отсюда следует, что 
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статическая конфигурация электрических зарядов, находящихся только под 
действием электростатических сил, не может быть устойчивой (теорема 
Ирншоу.. 

Из теоремы Ирншоу следует, что если в атоме действуют в основ- 
ном электрические силы, то он не может быть статической конфигу- 
рацией ядра и электронов. Иными словами, электроны в атоме должны 
обязательно находиться в состоянии движения. Иначе он был бы не- 
устойчив. 

Электроны в металлах можно (в некотором смысле, как будет по- 
казано в гл. 9) рассматривать как свободные заряды. Они не покидают 
самопроизвольно металл, так как их удерживают положительные 
заряды, — как говорят, ионный остов. Ионы в твердых и жидких 
металлах удалены друг от друга на расстоянии порядка 10 ми не 
разлетаются, несмотря на кулоновское отталкивание. В конечном 
счете силы, связывающие ионы, тоже сводятся к кулоновским; однако 
объяснить их можно лишь с помощью квантовой механики. Эти силы 
возникают из-за тождественности электронов и, грубо говоря, связа- 
ны с тем, что ионы «совместно владеют» одними и теми же электронами. 
(Аналогичную природу имеют силы, связывающие, например, два 
отрицательных иона СГ в молекулу Cle. Мы остановимся на этом воп- 
росе несколько подробнее в $ 12.7.) 

ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 

Закон Кулона в ва- р_ 1 914 
кууме тео 12, 

Потенциал ф = g/(4neqr) 

Связь напряженности Е = — grado 
поля с потенциалом 
Безвихревой xapak- rotE=0, ФЕД =0 
тер  электростатиче- 
ского поля 
Теорема — Гаусса N= | Eds — У а, 

x к 

Уравнение Пуассона Ay = — р/ео 

Потенциал и поле 1 sd Фа 3; 
диполя 4ne) Г 

Е, = on (nd) — d 

4ne, v3 

Плотность электри- и = €,E?/(8r) 
ческой энергии 
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Глава 2. ЭЛЕКТРОСТАТИКА ДИЭЛЕКТРИКОВ 

2.1. Электрическая индукция и поляризация 

В гл. 1 было показано, что смещение зарядов 
в молекулах диэлектрика, помещенного в электростатическое поле, 
приводит к уменьшению результирующего поля в диэлектрике. Это 
значит, что если внести заряд 4 в диэлектрик, то напряженность поля, 
создаваемая им на расстоянии г, уже не равна G/(4m€ or”), как было бы, 
если бы заряд находился в вакууме, а меньше. Именно: если диэлект- 
рик однороден, изотропен и неограничен, то 

ОНА 

E= q 

Aneger? 

где = — характерная для каждого диэлектрика величина, большая 
единицы и показывающая, во сколько раз уменьшается напряжен- 
ность поля по сравнению с его напряженностью в вакууме. Ее назы- 
вают диэлектрической проницаемостью диэлектрика (иногда ее назы- 
вают относительной ‘диэлектрической проницаемостью и обозначают 
=,), а величину =, называют электрической постоянной. Tak, для воды 
= = 81, для спирта = = 26, для стекла в =5, для керосина € =2, 
для воздуха = == 1,006. 

Уменьшение напряженности поля в диэлектрике, в свою очередь, 
означает, что сила электрического взаимодействия между двумя то- 
Чзчными зарядами 41 и Go, помещенными в диэлектрик, при том же рас- 
стоянии между зарядами в = раз меньше, чем в вакууме: 

Е — 9192 . 

Are ger? 

Электростатическое поле в диэлектриках, так же как и в вакууме, 
является безвихревым, т.е. го Е =0, и связано с потенциалом ф 
прежней формулой Е = —grad q. 

Уменьшение силы взаимодействия между зарядами в диэлектрике 
приводит к уменьшению потенциала в диэлектрике. Именно: заряд 
4 создает в диэлектрике на расстоянии г потенциал 

47 
Ane ger 

Qo = 

Наконец, так как напряженность поля в диэлектрике в & раз мень- 
ше напряженности поля в вакууме, то и поток напряженности элект- 
рического поля в диэлектрике в = раз меньше, чем в вакууме. Поэтому, 
если ввести вектор 

О = = =Е 

[его называют электрическци смещением (электрической индукцией) |,TO 

поток ФТ этого вектора через произвольную замкнутую новерхность $5, как и в 
вакууме, равен суммарному стороннему электрическому заряду Lq(e) внутри этой 

поверхности (теорема Гаусса): 
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| ¥ = [048 = iq". 

В дифференциальной форме этот закон имеет 
вид div D =p, где р — объемная плотность 
сторонних зарядов. 

Подчеркнем, что сторонние заряды 9), 
фигурирующие в теореме Гаусса, не входят 
в состав молекул диэлектрика. В частности, 
если сторонних зарядов внутри замкнутой 

2.1. поверхности нет, то поток электрического 
Непрерывность D, на СМещения О через эту поверхность равен 
границе двух диэлект- HYVIIO. 

риков Отсюда следует, что на границе раздела 
двух диэлектриков должна быть непрерывной 
нормальная составляющая вектора О. Дейст- 
вительно, рассмотрим цилиндр (рис. 2.1), 

. 7 основания которого а: и Az расположены в 
a первом / и втором 2 диэлектриках непо- 

я 1, средственно вблизи от границы раздела и па- 
раллельно ей. Тогда поток электрического 
смещения через верхнее основание равен 
DonAS, где п — единичный вектор, нормаль- 
ный к границе и идущий из первого во вто- 

2.2. рой диэлектрик, и AS — площадь основания; 
Непрерывность Е; на поток через нижнее основание составит 

в двух диэлект- __Din AS. Если ycTpeMHTb высоту ци- 
линдра к нулю, то поток электрического сме- 
щения через боковую поверхность цилиндра 

будет стремиться к нулю, а так как внутри цилиндра нет сторон- 
них зарядов, то, мы получим DonAS—D,nAS =0, откуда 

Dy, — Den 

(нижний индекс п обозначает нормальные составляющие векторов). 
Покажем теперь, что при переходе из одной среды в другую сохра- 

няется, кроме того, тангенциальная составляющая электрического 
поля. Рассмотрим для этого небольшой контур, две стороны кото- 
poro Д и /, расположены в первом / и втором 2 диэлектриках, непосред- 
ственно вблизи границы раздела и параллельно ей (рис. 2.2), и опре- 
делим работу сил электростатического поля при перемещении проб- 
ного заряда 4 вдоль этого контура. Работа при перемещении заряда 4 
вдоль стороны И равна gFy,l,, где Е!, — составляющая поля Е! 
вдоль тангенциального направления; аналогично, работа при пере- 
мещении заряда вдоль стороны [5 равна —9Е›,5. Если расстояние 
между [1 ul, устремить к нулю, то будет равна нулю и работа сил поля 
при перемещении заряда вдоль остающихся двух сторон контура, пер- 
пендикулярных НЙ и ly; при этом [5—=И = Al. Итак, суммарная работа 
равна g&£,,Al—qE>»,Al. Но поле является статическим, и поэтому эта 
работа должна быть равной нулю: gE,,Al—qE,,Al = 0, откуда и вы- 
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текает высказанное выше утверждение о не- 
прерывности тангенциальной составляющей 
электрического поля при переходе из одной 
среды в другую: 

5
 

Ел, — Eo, 

Qe Тот факт, что нормальная составляющая = 
электрической индукции и тангенциальная 
составляющая напряженности электрического 
поля непрерывны, позволяет выяснить, чтб 2.3. 
происходит с силовой линией при переходе Преломление — силовых 
из одного диэлектрика в другой. Легко ви- линий на границе двух 
деть, что силовая линия претерпевает пре- диэлектриков 
ломление на границе раздела двух диэлект- 
риков. Действительно, переписав граничные условия в виде 

—
_
 

—
 
—
—
 

D,cosa,=D, cosa, Е, sina, = F,sina,, 

где а: и A — углы, образуемые силовой линией с нормалью к границе 
раздела (рис. 2.3), и замечая, что D, = e,8,F, и О. = 8082Ео (81 И &2— 
диэлектрические проницаемости обоих диэлектриков), получим 

tga, _ 21 

tg a Eo у 

Таким образом, из граничных условий Di, =D2, и Ey, = En, вы- 
текает необходимость преломления силовых линий, при этом 
отношение тангенсов углов падения и преломления постоянно и равно отноше- нию диэлектрических проницаемостей; кроме того, силовая линия по обе сто- роны границы раздела и нормаль к границе лежат в одной плоскости. 
Если с диэлектриком граничит проводник, то силовые линии на границе перпен- дикулярны поверхности проводника. 

Если проводник заряжен, то нормальная составляющая вектора 
D,, связана с поверхностной плотностью заряда о на проводнике со- 
отношением D,, = о (нормаль предполагается внешней по отношению 
к проводнику). Отсюда следует, что на границе диэлектрика с провод- 
ником нормальная составляющая напряженности электрического 
поля Е„ = 0/(8,=). Тангенциальная составляющая Е; напряженнос- 
ти поля на поверхности проводника равна нулю: E, = 0. 

Уменьшение напряженности поля в диэлектрике по сравнению 
с вакуумом (при тех же сторонних зарядах) связано, как уже говори- 
лось, со смещением зарядов в молекулах диэлектрика под действием 
ПОЛЯ. 

Смещение разноименных зарядов в диэлектрике называют его поля риза- цией. 

Рассмотрим, например, диэлектрическую пластину, помещенную в 
однородное поле напряженности Е,„/ перпендикулярное пластине 
(рис. 2.4). В этом случае диэлектрик( поляризуется так, что разно- 
именные заряды соседних диполей внутри него скомпенсируют друг 
2—402 
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друга и нескомпенсированными окажутся 
— только отрицательные заряды крайних левых 

а-1 а’. и положительные — крайних правых дипо- 
Е иж лей. Диэлектрическая пластина превратится 
nm Е > в макроскопический диполь с Дипольным 
—+ +Е—>— моментом, равным 4,й и направленным вдоль 
— — Е _ Бо (9; — нескомпенсированный заряд, вышед- 

ший на границу пластины, и A — ee толщи- 
на). Ясно, что этот дипольный момент равен 
сумме дипольных моментов 4 всех молекул 

2: воду связи между ДИЭЛектрика и пропорционален объему У 

электрическими индук- Пластины: 
цией и поляризацией Е 

0 | Ч,й 
0 

Поляризованность (вектор поляризации) P xa- 
рактеризует дипольный момент единичного 
объема: Р = 4/У. 

Нескомпенсированный заряд 4, и, сле- 
довательно, поляризацию легко связать с 
электрическим смещением О. Применим для 
этого теорему Гаусса для поля в вакууме. 
Выберем в качестве замкнутой поверхности 

5. параллелепипед ааа’а’ (рис. 2.4). Получим 
Метод изображений в (Ро —Е)5 =9»/®, где Е — напряженность 
электростатике диэлект- ПОЛЯ в диэлектрике, $ — площадь грани аа. 
риков Замечая, что 4, =РУ =PAS, найдем 

Р — & 9(Eo—E). 

Вспомним теперь, что на границе диэлектрика непрерывна HOp- 
мальная составляющая вектора О, поэтому. в рассматриваемом слу- 
чае &E, =D. Мы приходим к важному соотношению, лежащему в 
основе всей электродинамики диэлектриков: 

О = =Е -- Р, 

= 2d = PV. 

Учитывая, что D = #=,Е, имеем P ~e,(e—l)E =2#,E. Величину 
К. называют абсолютной диэлектрической восприимчивостью, а ве- 
личину © = 2,/(4л=,) — поляризуемостью. 

Определим, наконец, потенциал, создаваемый точечным зарядом 
в том случае, когда диэлектрик заполняет не все пространство, а толь- 
ко полупространство с плоской границей (рис. 2.5). Для решения 
этой задачи воспользуемся методом электрических изображений, т. е. 
предположим, что напряженность поля в вакууме (над диэлектриком) 
будет такой же, как и в отсутствие диэлектрика, но при наличии не- 
которого добавочного заряда 4’, находящегося в точке P’ — зеркаль- 
ном изображении точки Р (в которой находится реальный заряд 4). 
Что же касается поля в диэлектрике, то предположим, что оно будет 
таким же, как поле, создаваемое некоторым фиктивным точечным за- 
рядом 4”, находящимся в неограниченном диэлектрике и расположен - 
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ном в точке Р (в той же точке, где находится реальный заряд). Итак 
мы предполагаем, что потенциал в вакууме, в произвольной точке А, 
определяется формулой 

1 7 

4neg \ Г r 

а потенциал в диэлектрике, в произвольной точке В, — формулой 

9" 

фе = —— , 
A4neger 

где г, Г’, Г’— расстояния от точек A и В до точек Pu P’. 
Попытаемся теперь определить константы 4’и 4” таким образом, 

чтобы удовлетворялись граничные условия на поверхности диэлект- 
рики, т. е. чтобы были непрерывны тангенциальная составляющая на- 
пряженности поля и нормальная составляющая электрического сме- 
щения. Если это удастся сделать, то мы можем быть уверены в том, 
что наше предположение является правильным. 

Непрерывность тангенциальной составляющей напряженности по- 
ля эквивалентна непрерывности потенциала. Это значит, что на гра- 
нице диэлектрика, когда точки Аи В совпадают иг =r’ =r’, должны 
быть равны потенциалы фи Qe, откуда следует, что 9 +49’ =@q"/e. 
Найдем теперь нормальные составляющие вектора электрического 
смещения. Напряженности электрических полей в вакууме и в ди- 
электрике составляют соответственно | 

1 r ‘г’ l yg rh 

В (4+ =} E. = 7 3 
Ane r3 r “ ATE gE г” 

` 

(радиусы-векторы г и г” имеют начало в точке P, а радиус-вектор г’ — 
в точке P’). Поэтому электрическое смещение в вакууме и в диэлектри- 
ке определяется формулами 

1 . r г’ Пр” 

р [9]; р. = 9". 
4n r3 3 из 

r’ r 

На границе диэлектрика г =r’ =r" и, кроме Toro, rm =г”й = 
——r’n (п — единичный вектор, нормальный к границе). Поэтому 
равенство Оп = D, п, которое должно выполняться на границе, дает 

/ и 

9—9 — q ° / " y 

Из этого соотношения и уравнения g + 9’ = q"/e найдем искомые 
величины g’ HQ’: 

ЕЕ, l= eti”’ et1 * 

Заметим, что заряд 9 притягивается к диэлектрику с силой 

—~ MW Ц = 
16x )h? e+ 1 16xe gh?



2.2. Диэлектрик в однородном поле 

Одинаковое (в & раз) уменьшение напряжен- 
ности поля во всех точках диэлектрика имеет место только в диэлект- 
рике безграничном, однородном и изотропном. Если диэлектрик огра- 
ничен (HO однороден и изотропен), то изменение поля не сводится к 
масштабному уменьшению; напротив, при этом происходит, как пра- 
вило, существенное изменение пространственной структуры поля. 

Нахождение напряженности поля зарядов в присутствии ограни- 
ченного диэлектрика представляет собой сложную задачу математи- 
ческой физики, аналитическое решение которой известно лишь 
в нескольких простейших случаях. Всякий раз при этом используется 
известный уже нам принцип, заключающийся в том, что каждая за- 
Дача электростатики допускает единственное решение и поэтому, если 
с помощью суперпозиции известных электростатических полей уда- 
ется удовлетворить граничным условиям на поверхности диэлектрика, 
можно быть уверенным в том, что эта суперпозиция представляет собой 
истинное поле. 

Рассмотрим, например, задачу о модификации однородного элект- 
ростатического поля напряженности Ey, в которое вносится диэлект- 
рический шар радиуса а с диэлектрической проницаемостью #. При 
внесении диэлектрика в однородное поле поле внутри диэлектрика ста- 
новится, вообще говоря, неоднородным. Но мы сделаем предположе- 
ние, которое далее будет оправдано, что поле внутри диэлектрического 
шара, внесенного в однородное поле, остается однородным. Что каса- 
ется поля вне шара, TO его уже нельзя считать однородным. Мы пред- 
положим, что влияние шара (в пространстве вне шара) таково, как 
если бы он представлял собой некоторый диполь, расположенный в 
центре шара. Иными словами, если обозначить через 4 дипольный мо- 
мент этого эквивалентного диполя, то мы будем предполагать, что 
напряженность поля вне шара имеет вид 

3 (dn) п— 4 

Aneyr® 

Е) —E,-+ 

где г — радиус-вектор, проведенный из центра шара в точку наблю - 
дения, и п — единичный вектор в этом направлении. Поле внутри 
шара будем считать однородным и запишем его напряженность 
в форме 

Е? —E,, —vP/(4re,), 

где P =d/V — поляризованность шара и у — некоторый числовой 
коэффициент. 

Покажем, что величины 4 и у можно выбрать таким образом, чтобы 
удовлетворялись граничные условия на поверхности шара. Они за- 
ключаются в непрерывности тангенциальной составляющей поля 
Et =E®t ({ — единичный вектор, касательный к поверхности шара) 
и нормальной составляющей вектора электрического смещения DO)n = 
= Оп. Замечая, что 0) = € EE), DM = =,=Е®), перепишем послед- 
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нее условие в виде Е‘®)п = &Е (п. Но nt = 0, поэтому приг == а имее % 

Eta et — 9, BO t —УРЫЧеы) 3 ATE ga 

откуда, учитывая, что 4 = 4/,na°P, получим у = “/;л. Условие He- 
прерывности нормальной составляющей вектора индукции дает 

dn 1 Pn 

EQ 

- = (в — 5 

или Вол + 2Pn/(3e.) = e(Egn—z—Pn), откуда (2 + гРп/(Зео) = 
0 

= (e—1)E т. Этому условию можно удовлетвовить, выбрав Р равным 

= — | 
Р — BE ео Ey. 

При таком значении Р напряженность поля внутри диэлектрического 
шара 

(i) 3 
E = Ep. 

e+2 

Мы видим, что поле внутри шара, внесенного в однородное поле, 
действительно остается однородным. Так как > 1, то внутреннее 
поле Е‘) меньше поля Eo, бывшего до внесения диэлектрика, но не в 
=, ав (= + 2)/3 раз (заметим, что всегда [(= + 2)/3] < =). Поле вне 
шара неоднородно, но вдали от него приближается к однородному и 
его напряженность не отличается от напряженности поля Eg, сущест- 
вовавшей до внесения шара (рис. 2.6). 

Заметим, что если в формуле, связывающей Е и E,, заменить & 
на 1/е, то полученная формула определит напряженность в шарооб- 
разной полости, сделанной в безграничном диэлектрике с диэлектри- 
ческой проницаемостью €, в котором в отсутствие полости поле одно- 
родно и имеет напряженность Ep. | 

Таким образом, если в однородное поле вносится ограниченный 
диэлектрик, имеющий форму шара, то поле в нем тоже однородно (хотя 
его напряженность изменяется). Возникает 
вопрос: при каких еще формах ограничен- 
ного диэлектрика соблюдается это свойство? И 
Оказывается, что в общем случае диэлектрик 
может иметь форму эллипсоида; тогда при 
внесении его в однородное электростатиче- 
ское поле напряженностью Ey B диэлектрике 
также установится однородное поле напря- 

—— к женностью Е“), причем 
—_— OO "-_-—- 

E” =E,—NP/ey', 

где Р = (:5—1)&Е@) и М — числовой мно- 2.6. 
иловые ЛИНИИ ПОЛЯ, 

житель (точнее, тензор), зависящий от Формы в которое помещен шар 
эллипсоида и его расположения по отношению из диэлектрика 
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к внешнему полю. Его называют коэффициентом деполяризации или 
размагничивающим фактором (последнее название связано с анало- 
гичной ситуацией в случае магнетика, внесенного в магнитное поле, 
см. гл. 12). Для шара М = 1/3. Для бесконечного цилиндра, ось ко- 
торого направлена вдоль внешнего поля, N = 1/2. 

2.3. Энергия поля в диэлектрике 

Если поместить какой-либо заряд в неогра- 
ниченный однородный диэлектрик, то создаваемый им потенциал в & 
раз меньше потенциала, создаваемого тем же зарядом в вакууме. По- 
этому емкость конденсатора, если заполнить пространство между его 
обкладками однородным диэлектриком, возрастет в & раз. В част- 
ности, емкость плоского конденсатора, заполненного диэлектриком, 
C =e, S/d. 

Что касается электрической энергии, запасенной в конденсаторе, 
то она определяется прежней формулой W = Ч.С(ф:—92)? = q?/(2C). 
Так как Фф/—ф> = Ed, то W = €,eE?V/2, где У — объем поля в кон- 
денсаторе. Это формула показывает, что в | M® диэлектрика запасена 
энергия 

w = в.в Ё?/2 = ED/2. 

Она представляет собой сумму собственно энергии электрического 
поля и той части энергии диэлектрика, которая связана с наличием 
поля. Величину & можно интерпретировать как плотность внутренней 
энергии, если конденсатор теплоизолирован. Если же диэлектрик на- 
ходится при постоянной температуре, то & играет роль плотности сво- 
бодной энергии. При не зависящей от температуры & свободная энергия 
совпадает с внутренней энергией. Величину & называют Плотностью 
электрической энергии в диэлектрике. | 

Рассмотрим теперь конденсаторы, заполненные неоднородным ди- 
электриком. 

На рис. 2.7 изображен плоский слоистый конденсатор, заполнен- 
ный двумя диэлектриками с диэлектрическими проницаемостями в: 
И #2; граница между диэлектриками плоская, параллельная обклад- 
кам. При определении емкости такого конденсатора следует исходить 

из того, что вектор электрической индукции 
одинаков в обоих диэлектриках: 

D = on, 

где о — поверхностная плотность заряда 
(o > 0) и п — единичный вектор нормали к 
положительно заряженной обкладке, направ- 
ленный в сторону диэлектрика. Поэтому на- 
пряженности поля в обоих диэлектриках со- 

2.7 ставляют Ey = 0/(8%84), LE: == o/(& 9&2) и раз- 
Плоский слоистый кон. НОСТИ потенциалов, приходящиеся на оба 
денсатор слоя, определяются формулами 
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а 4; Фо — Po= 
921 Е6Е2 

где ф, — потенциал границы между диэлектриками и dy, 4> — тол- 
щины обоих слоев диэлектриков. 

Таким образом, общая разность потенциалов на конденсаторе 
6 d, ф 

Qi— G2 = — (— +—] , a так как заряд на обкладке д = OS, TO 
20 ey Eo 

емкость слоистого конденсатора 

G1 — Po = 29 

C—-—t = Seo 
$1 — F2 d,/e, + 45/22 

Теперь легко вычислить энергию такого конденсатора: 

Это выражение позволяет определить силы, действующие на обкладки 
конденсатора. В случае вакуумного конденсатора, вычисляя силу, 
действующую на обкладку с положительным зарядом, мы умножали 
этот заряд на напряженность поля, создаваемого обкладкой с отри- 
цательным зарядом. Для слоистого конденсатора мы не знаем напря- 
женностей полей, создаваемых каждой из сбкладок в отдельности. 
Но для нахождения сил и не обязательно знать напряженности поля, 
создаваемые каждой из обкладок. Это можно сделать проще, если рас- 
сматривать электрическую энергию конденсатора как его потенци- 
альную энергию. Такое рассмотрение законно, если конденсатор после 
зарядки отключен от внешних зарядов и предоставлен самому себе. 
Тогда работа сил, действующих на обкладки при их виртуальном 
смещении, равна убыли электрической энергии конденсатора. Пред- 
ставим себе, например, что обкладка / смещается так, что толщина 
первого слоя увеличивается на 641 (при неизменном 45); если соответ- 
ствующее изменение энергии W равно OW, то работа силы Fy, дейст- 
вующей на обкладку J, на перемещении 6d, составит F,Sd, = —6W, 
откуда 

2 
Е = — 0 Ц“ 5 

Od, 2E fy 

(при нахождении производной нужно считать толщину 4› постоянной). 
Отрицательный знак в этом выражении означает, что сила Fy, направ- 
лена в сторону уменьшения (1, т.е. к обкладке 2. 

Аналогичным образом легко показать, что на обкладку 2 действует 
сила F, = —0\/04›. Эта сила направлена в сторону уменьшения 
толщины dz, т. е. к обкладке J. Но хотя обе эти силы и направлены 
противоположно друг другу, они не равны по модулю, как это имело 
место в случае вакуумного конденсатора. На первый взгляд кажется, 
что здесь нарушается закон равенства действия и противодействия. 
В действительности, однако, никакого нарушения этого закона нет, 
так как в конденсаторе имеется еще третье тело — диэлектрик. [1о- 
этому следует считать, что сила РЁ! действует на обкладку J не со сто- 
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роны обкладки 2, а со стороны примыкающего к обкладке / диэлект- 
рика, а сила РЁ. действует на обкладку 2 со стороны примыкающего к 
ней диэлектрика. В свою очередь, на диэлектрик действуют силы со 
стороны обкладок / и 2, равные соответственно — Ё1 и —Р. и направ- 
ленные к обкладкам. На диэлектрик действует результирующая сила 

Она направлена в сторону диэлектрика с меньшей диэлектрической 
проницаемостью. Если, например, опустить одну обкладку воздуш- 
ного конденсатора в сосуд с керосином так, чтобы обкладка была па- 
раллельна его поверхности, то керосин будет втягиваться в конден- 
сатор, потому что его диэлектрическая проницаемость больше, чем 
у воздуха. 

Таким образом, на границе двух диэлектриков действует сила. От- 
несенная к площади граничного слоя, она равна разности плотностей 
энергии поля по обе стороны границы: Е; = S(we—w,), где и. = 
= D?/(2& 584), Ws = D?/(2€ o€2). 

Силы, действующие Ha диэлектрик, в электрическом поле, назы- 
вают пондеромоторными. Определим объемную плотность этих сил 
в простейшем случае газообразного диэлектрика, когда действующее 
на отдельные заряды молекулы поле практически не отличается от 
среднего поля в среде. Считая молекулу динолем малых размеров J, 
можно представить силу, действующую на молекулу, в виде 

f= — 9Е (г) + gE(r+1)=q(Iy)E=(dy)E 

(мы пользуемся векторным дифференциальным оператором набла V7 
с компонентами д/дх, д/ду, O/dz). Умножая f на концентрацию п 
молекул и вспоминая, что Nd представляет собой поляризованность 
диэлектрика Р, получим 

Е = (Py) E = во (¢ — 1) (Ey) E. 
Легко убедиться, что если поле Е направлено вдоль OCH х и зависит 

только отх, то F =\1. #,(=—1)АаЕ?/ах. Оказывается, что и в общем 
случае, когда поле имеет произвольное направление и зависит от 
трех координат, выражение для силы Е может быть преобразовано 
к похожему виду: 

Е— 1) в, (= — 1) grad E% 
Таким образом, сила, действующая на единичный объем диэлектрика, 
пропорциональна градиенту квадрата поля. Направлена эта сила в 
сторону увеличения модуля напряженности поля, так что диэлектрик 
всегда увлекается в сторону большей напряженности. Этим, в част- 
ности, объясняется притяжение заряженными проводниками кусоч- 
ков бумаги или бузиновых шариков. 

Заметим еще, что полученная формула для плотности пондеро- 
моторных сил справедлива не только для газов, но и для жидкостей, 
если только поляризуемость пропорциональна плотности молекул. 
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ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ! 

Закон Гаусса {Dds = 29, D = в Е 

Граничные условия D,,=D,,, Е, =ЁЕ., 

Связь между индук- О=еЕ | Р 
цией и поляризован- 
ностью 
Основные законы, rotE=0, divD=p 
электростатики 

a 

Глава 3 ПОСТОЯННЫЙ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЙ TOK 

3.1. Плотность электрического тока 

Вернемся к проводникам. Как мы уже го- 
ворили, внутренние заряды в них (в отличие от диэлектриков) могут 
свободно перемещаться под действием приложенного электрического 
поля. Движение заряженных частиц в проводниках под действием при- 
ложенного электрического поля носит общее название электрического 
тока. 

Проводниками являются металлы, полупроводники, электролиты 
и ионизованные газы (плазма). Подвижными заряженными частицами 
в металлах являются электроны, ионы же в металлах неподвижны и 
образуют так называемый ионный остов; поэтому ток в металлах пред- 
ставляет собой движение электронов. Аналогично обстоит дело в полу- 
проводниках — у них также подвижны только электроны. Электро- 
проводность электролитов обусловлена ионами. Наконец, в плазме 
наряду с электронами в токе участвуют и ионы. 

Чтобы получить количественную характеристику тока, выделим 
некоторый небольшой объем проводника (для простоты будем считать 
его единичным) и запишем для него сумму произведений зарядов под- 
вижных частиц на векторы их скоростей: 

= > eV, 

(V=1) 

где суммирование распространяется на все заряженные частицы в 
рассматриваемом единичном объеме проводника. Эта величина — ее 
называют плотностью тока — служит для характеристики тока. 

Ясно, что в отсутствие поля плотность тока равна нулю. Действи- 
тельно, заряженные частицы проводника участвуют в тепловом дви- 
жении, но в силу хаотичности этого движения среднее значение вектора 
скорости частицы равно нулю. Это значит, что в отсутствие поля для 
каждого сорта частиц в любом элементе объема количества частиц со 
скоростями у и —У равны. Поэтому если Е = 0, то нулю равна сумма, 
определяющая плотность тока j. Если же поле в проводнике отлично 
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> OT нуля, TO возникает направленное движе- 
ние заряженных частиц проводника, при ко- 
тором плотность тока отлична от нуля. 
Поэтому под скоростью У в выражении для 
j можно понимать среднюю скорость направ- 
ленного движения частиц и значение у мож- 

5 но вынести из-под знака суммы. Оставшаяся 
сумма равна дп, где п — концентрация час- 
тиц. Таким образом, 

3.1. ] = qnv 
К выводу уравнения не- 
прерывности (в случае носителеи тока нескольких сортов 

требуется еще суммирование по ним). 
Так как величина } определяет количество электричества, проте- 

кающего за | с через площадку площадью 1 м?, ориентированную 
перпендикулярно вектору 1, то количество электричества 4/, проте- 
кающего за | с через произвольно ориентированную площадку ds,co- 
ставит d/ = 14$, где ds — вектор, определяемый как ds = nds (п — 
единичный вектор нормали к площадке). Если задана какая-либо по- 
верхность $, то за 1 с через нее пройдет количество электричества 

l= | 14$. 
5 

Эта величина носит название силы тока, проходящего через поверх- 
ность S. Таким образом, сила тока через какую-либо поверхность пред- 
ставляет собой поток плотности тока через эту поверхность. 

Сила тока выражается в амперах: | А =1 Кл.с"*. 
Плотность электрического тока, вообще говоря, может меняться 

от точки к точке и, кроме того, зависеть от времени. Можно поэтому 
говорить о векторном поле плотности тока, или сокращенно о то- 
ковом поле, а также о токовых линиях, т.е. линиях, касательная к ко- 
торым в каждой их точке имеет направление существующего в этой 
точке вектора 1. Поле это удовлетворяет важному соотношению, ко- 
торое: вытекает из закона сохранения заряда. Чтобы получить его, 
рассмотрим произвольную замкнутую поверхность S (рис. 3.1) и 
определим изменение за | с заряда Q, находящегося в объеме У, огра- 
ниченном поверхностью $. Так как заряд не может ни возникать, ни 
уничтожаться, то изменение заряда Q за | с должно быть равно сум- 
марной силе тока, втекающего в объем У через поверхность 5, т. е. 

О = —/[, где / — сила тока, вытекающего из объема У. Подставляя. 
сюда 

Q= | вау, I = \ jas, 
у $ 

где р — объемная плотность заряда (4$ имеет направление внешней 
к поверхности $ нормали), получим 

| ids =— | 9% ду. 
ot 

S у 
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Левая часть этого равенства представляет собой поток вектора 1 
через замкнутую поверхность. С выражением такого типа мы уже 
встречались при формулировке теоремы Гаусса. Используя получен- 
ные там результаты, можно преобразовать поверхностный интеграл 

в объемный: 

\ ids = | div ми. 
$ у 

Поэтому \ div j dV =— | oe dV, откуда ввиду произвольности 

объема У следует у 

divj=——, 
ot 

Это соотношение носит название уравнения непрерывности и выражает 

математически закон сохранения заряда. 

3.2. Закон Ома 

Выясним теперь, при каких условиях может 
существовать постоянный ток. Дело в том, что для протекания тока 
в проводнике должно присутствовать электрическое поле, причем 
постоянному току соответствуют, согласно уравнению непрерывности, 
не зависящая от времени плотность заряда и, следовательно, постоян- 
ное электрическое поле. Между тем в гл. 1 неоднократно высказыва- 
лось утверждение, что электростатическое поле в проводнике всегда 
равно нулю. Как же при этом может протекать постоянный ток? 

И действительно, в чисто электростатическом поле существование 
постоянного тока невозможно. Это видно, кстати, также из того, что 
токовые линии постоянного тока замкнуты; поэтому заряд, движущий- 
ся вдоль токовой линии, должен непрерывно совершать работу, в ок- 
ружающем же электростатическом поле при этом не будет происходить 
никаких изменений, что противоречит закону сохранения энергии. 

Парадокс этот разрешается следующим образом. Существование 
постоянного тока возможно, но для этого необходимо привлечение не- 
электростатических сил. Именно: необходимо, чтобы по крайней мере 
в некоторых местах токовых линий на подвижные заряды действовали 
неэлектростатические силы. Их называют сторонними силами. Для 
получения их используются так называемые источники посто- 
янного тока — гальванические элементы, аккумуляторы, термоэле- 
менты, а также динамомашины постоянного тока. Механизмы действия 
этих источников мы рассмотрим в следующих главах, пока же введем 
сторонние силы чисто формально, или, как говорят, феноменоло- 
гически. 

Обозначим Е’ суммарную напряженность поля, действующую на 
единичный заряд в проводнике. Она включает в себя как на- 
пряженность Е электростатического поля, так и напряженность Е) 
поля сторонних сил, т.е.Е’ = Е + Е®. Это суммарное поле E’ и onpe- 
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деляет плотность тока j, а так как при Е’ = 0 плотность тока, как мы 
уже говорили, равна нулю, то естественно предполагать, что при дос- 
таточно малых напряженностях Е’ плотность тока должна быть про- 
порциональна им. Именно так и оказывается, причем для изотропных 
проводников существует простая пропорциональность между фи E’: 

j= оЕ/. 

Для анизотропных же (т. е. монокристаллических) проводников 
компоненты |; и Е’; векторов j и Е’ связаны между собой общим ли- 
нейным соотношением 

4 

Е 

где индексы Ги А (i, Е = x, у, г) служат для обозначения трех декарто- 
вых осей координат, при этом величины о0;„ удовлетворяют условию 
симметрии 0; = O;;. Эти величины, так же как и величину о, назы- 
вают удельной электрической проводимостью проводника. Они раз- 
личны для разных проводников и зависят от ряда физических фак- 
торов, таких, как температура, наличие примесей и т. д. Удельная 
электрическая проводимость выражается в СИ в сименсах на метр 
(Cm-m?, См =А.В`\. 

Линейное соотношение, связывающее плотность тока и суммарную 
напряженность поля, называют законом Ома (в дифференци- 
альной форме). Хотя этот закон и кажется очень простым, тем не менее 
он нуждается в некотором разъяснении. Дело в том, что если в про- 
воднике на подвижный заряд действует постоянное поле, то заряд 
этот, казалось бы, должен непрерывно ускоряться, т. е. он не может 
обладать постоянной скоростью, а между тем согласно закону Ома 
мы получаем при заданном поле Е’ конечное значение плотности тока, 
которому по формуле j = дпу соответствует конечное значение CKO- 
рости частицы У. Каким же образом возникает равномерное, а не рав- 
номерно ускоренное движение зарядов проводников? Ответ на этот 
вопрос таков: заряды в проводнике подвижны, но их нельзя считать 
полностью свободными. 

Разъясним это на примере электролита. Пусть в нем под действием 
поля Е’ происходит движение заряженной частицы с зарядом g и 
массой т. Если бы частица была свободной, то движение ее определя- 

лось бы уравнением ту = eE’. Но в действительности электролит 

обладает вязкостью, благодаря чему при движении частицы возникает 

трение. Сила трения направлена противоположно скорости и равна 

—yv, где  — коэффициент трения. Таким образом, движение частицы 

определяется уравнением ту = gE’—nv, решение которого имеет вид 

—(1/т) t 
v= FE’ т ае 

7 
9 

где а — константа интегрирования. Ее можно найти из начальных 
условий. Если в начальный момент времени ft = 0 скорость частицы 

была равна нулю, то, очевидно, а = — Е’ и, следовательно, 
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v=“ Е’ (1 —е` 9 4). р 

n 

Мы видим, что с течением времени ско- | %¢//---------_x _ 
рость увеличивается и стремится к предель- 
ному значению (g/n)E’, He зависящему от 
времени (рис. 3.2). По прошествии времени 
т =/7/ после включения поля (это время 
называют временем релаксации) скорость бу- 0 t 
дет отличаться от предельного значения в 
е! раз, по прошествии же времени 2т/ 3.2. 
различие составляет всего e?~ 107 or пре- К выводу закона Ома 
дельного значения. Таким образом, скорость 
быстро «выходит» на свое предельное значение (g/nH)E’, пропорцио- 
нальное напряженности поля. Подставляя это значение в общее вы- 
ражение для плотности тока j =дпу, получим j = (g’n/n)E’. Срав- 
нивая это выражение с формулой j = OE’, найдем удельную элек- 
трическую проводимость: | 

2 2 

д = ^^ = “т. 
7 m 

Таким образом, мы показали, что учет силы трения при движении 
заряженных частиц в электролите действительно приводит к закону 
Ома. Вопрос о том, как возникает конечная проводимость в других 
физических системах (металлах, газовом разряде), мы рассмотрим 
в ч. II. 

3.3. 'Линейная электрическая цепь 

Перейдем теперь к выяснению связи между 
силой тока в проводнике и приложенной к нему сторонней силой. 
Для простоты будем предполагать, что размеры сечения проводника, 
через которое протекает ток, малы по сравнению с длиной провод- 
ника. Такой линейный проводник можно рассматривать, очевидно, 
как токовую нить или токовый шнур. Из закона сохранения заряда 
следует, что сила тока в каждом сечении проводника одинакова. Так 
как проводник предполагается тонким, то плотность тока можно счи- 
тать постоянной вдоль сечения. Поэтому постоянство силы тока при- 
водит к соотношению j = //S, где |] — сила тока и $ — площадь 
поперечного сечения проводника. Мы видим, что плотность тока об- 
ратно пропорциональна площади поперечного сечения проводника. 
Это значит, что постоянный ток ведет себя как стационарный поток не- 
сжимаемой жидкости: скорость такого потока в трубе, так же как и 
плотность постоянного тока, обратно пропорциональна площади се- 
чения трубы. 

Обратимся теперь к закону Ома в дифференциальной форме j = 
= OE’, связывающему вектор плотности тока } с суммарным полем 

Е’ (проводник предполагается изотропным). Так как соотношение 
это по самому смыслу локально, то о может считаться функцией коор- 
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динат; точнее говоря, может считаться разной в разных сечениях про- 
водника. 
’ Записав закон Ома в виде Е’, = pj, гдер = 1/6 — так называемое 
удельное электрическое сопротивление, проинтегрируем это соотноше- 
ние вдоль всего замкнутого проводника (проводник должен быть, 
очевидно, замкнутым, как и токовая линия). Элемент длины провод- 
ника, ориентированный так же, как и вектор плотности тока, обозна- 
чим через dl, тогда GE'dl = $6191. Так как, по определению, dl || }, 

то 141 = 141. Подставляя сюда j = //Su замечая, что сила тока / оди- 
накова во всех сечениях $ проводника, имеем 

idl = 1 © tee фм = 1 <’ 

где интегрирование совершается вдоль всего замкнутого проводника, 
причем удельное сопротивление р и площадь сечения $ могут меняться 

вдоль длины проводника. Итак, — фра! = ФЕ’, или 

I =6&/R, 

rye & =4E'dl, R =. 

Величину & называют электродвижущей силой (э. д. с.), действую- 
щей в проводнике, а R — электрическим сопротивлением проводника. 
Таким образом, сила тока / равна отношению электродвижущей силы 
к сопротивлению проводника. Это соотношение известно под названием 
закона Ома для всего замкнутого проводника, или, как говорят 
иначе для электрической цепи. 

Электродвижущая сила в токовой нити представляет собой циркуля- 
цию суммарного поля Е’=Е + Е@) вдоль контура нити, а так как 
входящее сюда электростатическое поле является потенциальным, 
т.е. Edi =0, то 6 = $Е® 41. Таким образом, электродвижущая 
сила представляет собой в действительности циркуляцию стороннего 
ПОЛЯ ВДОЛЬ ТОКОВОЙ НИТИ. 

Если Е@) = 0, то 6 =0. Более того, если бы поле E) имело чисто 
электростатическое происхождение (или имело неэлектростатическое 
происхождение, но было бы потенциальным), то циркуляция от него 
была бы равна нулю и нулю была бы равна 9. д. с. При этом согласно 
закону Ома отсутствовал бы ток. Это еще раз подтверждает, что су- 
ществование постоянного тока невозможно в чисто электростатиче- 
ском поле и возможно лишь при наличии непотенциальных полей. 

Смысл электродвижущей силы чрезвычайно прост. Так как еЕ’ 
представляет собой суммарную силу, действующую на заряд е, TO 
eE‘dl представляет собой работу этой силы на пути 41. Поэтому э. д. с. 
можно интерпретировать как работу сторонних сил при перемещении 
положительного единичного заряда вдоль всей замкнутой токовой 
нити. Так как в отсутствие э. д. с. постоянный ток не может проте- 
кать, то можно сказать, что источники постоянного тока представ- 
ляют собой источники 39. д. с. 
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Э. д. с. имеет, очевидно, ту же размерность, 
что и потенциал, и выражается в вольтах (В). 

Обратимся теперь к формуле для элект- АВ ty 1, 
рического сопротивления. Если цепь состоит 

- oy 52 
из отдельных проводников с различными 
удельными сопротивлениями (4, 62, ... (рис. 
3.3, где 4; и [5 — длины проводников, $: H 
So — площади их сечений, а заштрихован- 
ный кружок обозначает источник 9. д. с.), 
то сопротивление цепи 3.3. 

(2) | | Последовательное со- 
Ю=ю - melee + ae meet, единение — сопротивле- 

Si Se ний 

где Ю@) — внутреннее сопротивление источника э. д. с. Величины 
Ry = 01/1/51, Re = 625/52, ... представляют собой сопротивления 
отдельных участков цепи, так что сопротивление всей цепи равно сум- 
ме сопротивлений отдельных ее участков, включая сопротивление 

HCTOUHHKa 9. J. C.: 

R=ROLRAR, Eo - 
Сопротивление выражают в омах (1 Ом = 1 A-1 В“). 

Закон Ома позволяет определить силу тока и разности потенциа- 
лов на различных участках сколь угодно сложной линейной электри- 
ческой сети, содержащей много соединений (узлов) и контуров, в кото- 
рых могут действовать не одна, а целый ряд э. д. с. Вывод соответствую- 
щих правил (их называют правилами Кирхгофа) несло- 
жен: достаточно учесть закон сохранения заряда при каждом разветв- 
лении тока. Сформулируем окончательные выводы: 

(1) Выберем в каждом узле произвольным образом (к узлу или от него) положи- 
тельное направление тока. Тогда в каждом узле алгебраическая сумма токов рав- 
на нулю: XJ = 0 (суммирование проводится по всем сходящимся в узле про- 
водникам). 
(2) Выберем в каждом контуре произвольным образом положительное направле- 
ние обхода. Тогда для каждого контура »/Ю = »6, где суммирование рас- 
пространяется по всем участкам контура и 6&— алгебраическое значение э. д. C., 
действующей на этом участке. 

3.4. Джоулева теплота 

Постоянный ток представляет собой, как мы 
видели, направленное и происходящее с постоянной скоростью дви- 
жение заряженных частиц в проводнике. Мы видели также, что хотя 
поле в случае постоянного тока и стационарно, тем не менее токовое 
состояние несовместимо с условиями электростатики, поэтому про- 
текание постоянного тока возможно лишь при наличии сторонних сил, 
действующих на заряженные частицы и имеющих неэлектростатическое 
происхождение. Эти силы сами по себе непрерывно ускоряли бы за- 
ряженные частицы, т. €. если бы действовали только OHH, то направ- 
ленное движение заряженных частиц не могло бы происходить с по- 
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стоянной скоростью. Равномерность движения достигается благодаря 
эффекту торможения заряженных частиц, которое обусловливается 
в разных проводниках разными механизмами (см. 4. II). 

Как уже указывалось, проще всего исходить из представления о 
существовании силы трения. При этом движение заряженной час- 

тицы описывается уравнением ту = = qE' + fp, здесь у — ускорение 
частицы, g — ее заряд, E’ =E +E) — суммарное поле, действую- 
щее на частицу, и р — у, где f,, — сила трения, пропорциональ- 
ная при малых скоростях скорости частицы,  — коэффициент тре- 
ния. При равномерном движении у = 0 и сумма всех сил равна нулю, 
т.е. 

дЕ’ = — Вр = TV. 

Умножив gE’ на элемент пути частицы ds = уф мы найдем работу 
dA силы gE’ над частицей за время df: 

dA = gE’ds = gE’vdt, 

а так как QE’ = —f,), TO 

dA = —/f,,ds = АЕ. 

Трение всегда сопровождается выделением теплоты, или, выра- 
жаясь более точно, работа силы трения равна количеству теплоты, 
получаемой окружающей средой. Мы приходим, таким образом, к за- 
ключению, что работа, совершаемая силой gE’, полностью пере- 
ходит в теплоту, выделяемую в проводнике. 

Иными словами, прохождение постоянного тока сопровождается 
выделением в проводнике теплоты. Отнесенная к одной частице, эта 
теплота равна 1024. Умножив это выражение на плотность частиц 
п, найдем теплоту dQ,, выделяемую в единичном объеме проводника 
за время dt; она составляет dQ, = nnv*dt. Так как плотность тока j = 
= gnv, а коэффициент электропроводности с связан с коэффициентом 
трения 1, согласно результатам $ 3.2, соотношением о = g*n/nH, то 

dQ, = —— jdt = рРар, 
б 

где р = 1/0 — удельное сопротивление проводника. 
Таким образом, 

теплота, выделяемая в 1 м3 проводника за 1 с (джоулева теплота), равна произ- 
ведению квадрата плотности тока на удельное сопротивление проводника: 

Ч: = pj”. 

Во всем проводнике за время # выделится теплота 

9 = | pj*tdV, 
V 

где интегрирование совершается по всему объему У проводника. 
Рассмотрим подробнее линейный проводник. В этом случае dV = 

= Sdl, где 41 — элемент длины проводника и $ — площадь соответ- 
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ствующего сечения проводника. Замечая, что сила полного тока / = 

= /5, перепишем выражение для О в виде 

[2 

Q = p — Stdl. 

Но сила тока / постоянна вдоль всего проводника и ее можно вынести 
за знак интеграла, величина же R = $(0/S)d/ представляет собой со- 
противление проводника. Итак, 

Q = RI*t, 

т.е. джоулева теплота равна произведению квадрата силы тока Ha 
сопротивление и на время {[. За 1 с выделится теплота 

W = RI’, 

Эта величина выражается в ваттах: | Br = 1 А*.Ом. 
Проходя по проводнику с сопротивлением R, ток создает на нем 

разность потенциалов ф.—ф2 = АГ. Поэтому джоулеву теплоту мож- 
но выразить также в виде 

Q=/(9,--9,)t = now |. 

Если в замкнутой цепи действует электродвижущая сила 6, то, 
как мы знаем, сила тока / связана с & законом Ома: J = 6/(Ю® + 
+ R), где Ю@) — сопротивление проводника, подключенного к 
клеммам источника э.д.с., и А) — внутреннее сопротивление ис- 
точника. Используя эту формулу, можно выразить через & количества 
теплоты, выделяемые за 1 с во внешнем проводнике и внутри источ- 
ника 9. д. с.: 

0) — [2Ю®) — &2Ю(®) /(R® +R” y, 

Q@) — PR” — 826 /(RO + RY, 

Суммарное количество теплоты 

_ 9 () уз (ple) (0) _ 6? _ 9=9 +9 = (Ю-В ) = ве = 

Такую энергию должен ежесекундно доставлять источник 9. д. с. 
Она равна произведению э. д. с. на силу тока. 

Это энергетическое соотношение позволяет несколько иначе по- 
нять необходимость сторонней силы для протекания постоянного тока. 
Так как прохождение тока связано с непрерывным выделением теп- 
лоты, то эта теплота должна все время поставляться каким-то внеш- 
ним источником. Эту функцию и выполняют источники тока. Э. д. с. 
представляет собой энергию, доставляемую за 1 с источником тока. 
при силе тока | А. 

él. 
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ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 

Вектор плотности то- j= Хе; п; у; 
ка 

Уравнение непрерыв- (1: — — Op 
HOCTH ot 

Закон Ома J 

Плотность джоуле- 9— pj’ 
вой теплоты (OTHEe- 
сенная ко времени) 

Глава 4. МАГНИТНОЕ ПОЛЕ В ВАКУУМЕ 

4.1. Сила Лоренца 

Электрическое поле и электрический заряд 
связаны между собой двояким образом: с одной стороны, электриче- 
ское поле порождается электрическим зарядом, а с другой — оно воз- 
действует на электрический заряд. Но не только электрическое поле 
связано таким образом с электрическим зарядом. Существует еще 
один вид поля — магнитное поле, которое, так же как и электриче- 
ское поле, создается электрическим зарядом и воздействует на него. 

Между электрическим и магнитным полями имеется, однако, важ- 
ное различие: 

если электрическое поле создается электрическим зарядом всегда, независимо 
от того, покоится или движется заряд, то магнитное поле создается только дви- 
жущимся зарядом. Если электрическое поле воздействует на электрический 
заряд всегда, независимо от того, покоится или движется заряд, то магнитное 
поле действует только на движущийся заряд. 

С другой стороны, абсолютного покоя и абсолютного движения 
не существует — движение всегда относительно. Поэтому если какой- 
либо заряд покоится в некоторой системе отсчета, то в ней он создает 
только электрическое поле: стоит, однако, перейти в другую систему 
отсчета, по отношению к которой заряд движется, и в ней этот заряд 
будет создавать и электрическое, и магнитное поле. Аналогичным об- 
разом, если заряд движется в магнитном поле, то на него со стороны 
этого поля действует некоторая сила. Стоит, однако, перейти в систе- 
му отечета, в которой заряд покоится, как эта сила исчезнет, но заряд 
не станет свободным — на него начнет действовать электрическое по- 
ле, которое существует в этой системе отсчета. Это электрическое поле 
зависит от исходного магнитного поля и от относительной скорости 
обеих систем отсчета. Можно сделать вывод, что 

электрическое и магнитное поля образуют единое целое — электромагнитное 

поле с двумя составными частями, или компонентами: полем электрическим и 

полем магнитным. 
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Оба эти поля являются векторными, и, так же как и электриче- 
ское поле, магнитное поле может меняться от точки к точке и зависеть 
от времени. 

Магнитное поле мы должны характеризовать некоторой векторной 
величиной, аналогичной напряженности электрического поля Е. Эту 
величину обозначают В, но называют ее по традиции не напряжен- 
ностью магнитного поля, а магнитной индукцией. Понятие напря- 
женности магнитного поля Н также существует, и мы далее его разъ- 
яСНИМ. 

Линии, касательные к которым в каждой точке направлены вдоль 
В, называют магнитными силовыми линиями. 

Опыт показывает, что сила f, действующая на заряд 9, движущийся 
в магнитном поле со скоростью V, пропорциональна 4, направлена 
перпендикулярно У и, кроме того, пропорциональна 9. Отсюда одно- 
значно следует, что выражение для силы должно иметь структуру век- 
торного произведения скорости частицы у и магнитной индукции В. 
Мы положим 

= 9 [УВ]. 
Если на заряд 4 действуют одновременно и магнитное В и электри- 

ческое Е поля, то суммарная сила 

f = q(E + [УВ]. 
Эту силу называют силой Лоренца. 

Из формулы для f следует, что, хотя и электрическое и магнитное 
поля являются векторными полями, векторная природа их не оди- 
накова. Чтобы разъяснить это важное обстоятельство, следует вспом- 
нить определение векторного произведения, согласно которому век- 
торное произведение ортов {и j (вдоль осей хи и) всегда равно орту 
К (вдоль оси 2) независимо от того, является ли система координат 
правовинтовой или левовинтовой. Поэтому векторные произведения 
двух обычных векторов в правовинтовой (R) и в левовинтовой (L) 
системах имеют прямо противоположные направления. Ясно, что 
направления таких векторов, как смещение, скорость, ускорение, 
сила, а также напряженность электрического поля не зависят от того, 
пользуемся ли мы R- или Г-системой. Это значит, что если произвести 
пространственное отражение, при котором направления всех трех 
осей координат изменяются на обратные, то проекции векторов 
смещения, скорости, ускорения, силы, напряженности электрического 
поля Е на новые оси также изменят свой знак. Такие векторы назы- 
вают полярными. 

Но пространственное отражение представляет собой переход от 
Ю- к Г-системе, при котором проекции на оси координат векторного 
произведения обычных, т. е. полярных, векторов не меняют, а сохра- 
няют свой знак. Отсюда следует, что если бы магнитная индукция В 
имела такую же векторную природу, как и напряженность электриче- 
ского поля E, т. е. вектор В был бы полярным, то взаимная ориентация 
двух составляющих силы Г, электрической силы GE и магнитной силы 
g[vB], менялась бы при переходе от R- к Г-системе. Такое изменение 
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ориентации физически абсурдно. Это значит, что вектор В не может 
быть полярным. Иными словами, при пространственном отражении 
проекции вектора В в отличие от вектора Е не должны меняться. Та- 
кие векторы называют аксиальными. Итак, 

напряженность электрического поля — полярный, а магнитная индукция — 
аксиальный векторы. 
Векторное произведение двух полярных или двух аксиальных векторов всегда 
дает аксиальный вектор; векторное же произведение полярного и аксиального 
векторов представляет собой полярный вектор. Если какая-либо величина пред- 
<тавляет собой полярный вектор (например, сила Г), то ее нельзя представить 
в виде суммы полярного и аксиального векторов; все слагаемые такой величины 
должны быть полярными векторами. 

Выясним, теперь, как происходит движение заряженной нереля- 

тивистской частицы (T. е. частицы, скорость которой мала по сравне- 
нию со скоростью света в вакууме с ~ 3.108 M-c7!) в заданном магнит- 
HOM поле. Уравнение движения частицы имеет вид 

dv Vv — @«УВ т — = q {vB}, 
где т — масса частицы. Из этого уравнения прежде всего следует, 
что магнитное поле не может изменить кинетической энергии частицы. 
Действительно, умножим скалярно обе части уравнения на вектор 
скорости у. Справа мы получим, очевидно, нуль; поэтому mv(dv/dt) = 
= 0, откуда следует, что кинетическая энергия частицы сохраняется: 
mv?/2 = const. 

Рассмотрим подробнее движение в постоянном и однородном маг- 
нитном поле. Очевидно, проекция скорости частицы Vy вдоль В не 
изменяется, а так как не изменяется квадрат ее скорости, то сохра- 

няется и квадрат поперечной составляющей скорости частицы Ч 

{относительно В): vy = const, ЧИ = const. 
Проекция траектории частицы на плоскость, перпендикулярную В, 

является окружностью. Действительно, проекция ускорения частицы 
на эту плоскость равна v2 Ir, где г — радиус кривизны проекции 

траектории. Поэтому m(v? /r) =qv,B, откуда 

г = mv, /(9В) = const. 

Величину г называют ларморовым радиусом. Вдоль поля движение 
происходит с постоянной скоростью Uj; поэтому траекторией частицы 
при v; == 0 является винтовая линия. При vy, =O траекторией 
будет окружность с ларморовым радиусом. 

Ларморов радиус пропорционален поперечному импульсу частицы 
mv, и обратно пропорционален индукции В. Если частица движется 
в известном поле В и мы можем измерить радиус кривизны ее траекто- 
рии, то по приведенной формуле можно найти поперечный импульс 
частицы. Напротив, если известны Mv, и г, то можно определить зна- 
чение индукции В. 

Разделив 2лг на и, получим период обращения частицы 
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Qur m 
т =- = 2 Cc о, gB id 

Эта величина не зависит ни OT скорости, ни OT радиуса окружности, 
описываемого заряженной частицей. (Этот вывод справедлив только 
в том случае, если скорость частицы значительно меньше с.) Легко най- 
ти также угловую скорость обращения частицы — так называемую 
ииклотронную частоту: 

w, = 2n/T, = gB/m. 

Умножив T, на Vy, найдем шаг винтовой линии, описываемой час- 
тицей: 

ту | 

аВ 
й = Го} = 2 

Так как на движущийся в магнитном поле электрический заряд со 
стороны поля действует сила (а электрический ток — это совокупность 
движущихся зарядов), то на проводник с током, находящийся в маг- 
нитном поле, со стороны магнитного поля также действуют силы. Най- 
дем силу, действующую в поле В на элемент объема АУ проводника. 
Так как на один заряд 9, движущийся со скоростью У в поле В, дейст- 
вует сила g[vB], то для 1 м3 справедливо соотношение f = gn[vB], 
где п — плотность подвижных заряженных частиц. Но дпу представ- 
ляет собой вектор плотности тока j, поэтому f = [jB]. Умножив f на 
dV, найдем силу dF, действующую на элемент объема АУ проводника: 

Для линейного проводника можно отсюда определить силу AF, 
действующую на элемент длины dl. Записав dV в виде $41, где $ — 
площадь сечения проводника, и учитывая, что |5 представляет собой 
силу тока /, получим 

dF — Г [d1B}, 

где dl — ориентированный вдоль направления тока элемент провод- 
ника. Мы видим, что сила dF направлена перпендикулярно dl u В 
так, что если вращать винт с правой нарезкой от dl к В, то поступа- 
тельное движение винта будет происходить вдоль АР. Сила dF про- 
порниональна синусу угла между dl и В, поэтому она обращается в 
нуль при 91| В и максимальна при 911 В. 

4.2. Законы Ампера и Био — Савара 

Рассмотрев действие заданного магнитного 
поля на заряд (движущийся!), мы должны перейти к рассмотрению 
второй стороны связи заряд—магнитное поле: созданию магнитного 
поля движущимся зарядом, а следовательно, и током. Так как ток 
испытывает действие магнитного поля, то можно сделать вывод, что 
между двумя токами должны действовать силы магнитного происхож- 
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дения. Естественно взять это явление за исходный пункт изучения со- 
здания магнитного поля. Можно сказать, что здесь имеется аналогия 
с электростатикой, в которой введение и изучение электрического 
поля базировалось на изучении взаимодействия между двумя заря- 
дами. Но там имелся закон Кулона, и поэтому нам нужен аналогич- 
ный закон для взаимодействия токов. Такой закон был открыт 
А мпером, установившим, что 

между двумя очень длинными параллельными проводами, по которым протекают 
токи / и /’, возникает сила взаимодействия, пропорциональная произведению 
сил токов / и /’ и обратно пропорциональная расстоянию между проводами. Па- 
раллельные токи притягиваются, а антипараллельные — отталкиваются. Сила 
взаимодействия пропорциональна также длине проводов. 

Таким образом, силу, отнесенную к длине проводников, можно 
записать в виде 

а ‘а’ 

где Е. — некоторая константа, аналогичная константе К, в законе 
Кулона, зависящая от выбора системы единиц (множитель 2 введен 
для удобства). 

Из сравнения размерностей заряда и силы тока вытекает, что от- 
ношение А,/Е имеет размерность квадрата скорости. Это обстоятель- 
ство имеет глубокий физический смысл — в теории электромагнетиз- 
ма должна содержаться величина с размерностью скорости. Такой 
величиной является скорость света в вакууме с = 2,9979.108 m-c™. 
И действительно, сравнение механических сил Fy и Р› при известных 
зарядах и токах показало, что 

k,/R, = 2. 

Это соотношение показывает, что при выборе системы единиц вели- 
чины ky и ke не могут выбираться произвольно, а всегда должна учи- 
тываться связь между ними. Если выбрать k = 1, то для ke мы полу- 
чим значение ky = c*. Такой выбор соответствует гауссовой системе 
единиц. В ней, следовательно, 

4. op И 

dF, ОП’ 
41 а ` 

Выбрав ky = (4л=,)!, получим 

К - ky = “L = (Ane,c2)2 == He 

ГДе о — новая константа, аналогичная #5, и связанная с ней COOTHO- 
шением Egy =с?. Такой выбор А. делается в СИ; в ней 

dF. uw 1’ 

dl Qn d 

и № = 40-107 Гн-м" (Гн — единица индуктивности генри). 
Теперь мы можем перейти к введению магнитной индукции. На- 

пряженность электрического поля мы вводили на основании закона 
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Кулона как силу, отнесенную к единичному | 
заряду. Магнитную индукцию можно опре- | 
делить как величину, пропорциональную Г 
dF,/d/. Иными словами, индукцию, порож- 
даемую током / на расстоянии 4, можно оп- 

8 ределить как 

В = 2k,al/d, 

где © — новая константа. Полагая a = 1, 
получим определение В в СИ: 

I 4.1. 
В — toe +, Магнитное поле пря- 

2x d мого постоянного тока 

В гауссовой системе полагают % = с и получают следующее опре- 
деление В: 

с а 

В этой системе размерности В и Е совпадают. 
Что касается направления индукции, то вектор В лежит в плос- 

кости Р, перпендикулярной проводнику с током, и силовые линии 
имеют вид концентрических окружностей, центры которых распо- 
ложены на проводнике (рис. 4.1). Так как B~ 4", то произведение 
длины силовой линии 2nd на значение магнитной индукции В есть 
константа, определяющаяся только силой тока [, т.е. 2ndB = pol. 
Направление магнитной индукции связано с направлением тока 
так же, как связаны между собой направления вращения и поступа- 
тельного движения винта с правой нарезкой. 

Написанному соотношению можно придать другую форму: 

ф Ва! = во/, 
Г. 

где интегрирование совершается вдоль контура, совпадающего с си- 
ловой линией. Оказывается, что контур не обязательно должен сов- 
падать с силовой линией: он может быть выбран произвольно, лишь 
бы он охватывал ток Г. Более того, контур L могут пронизывать MHO- 

го проводников, по которым текут токи /;, Jo, ..., И тогда ф ва! = 

L 
= ,5(+/,), где суммирование распространяется на все токи, при- 

п 

чем токи, направления которых связаны с направлением обхода кон- 
тура правилом правого винта, берутся со знаком плюс, а токи, текущие 
в обратном направлении, — со знаком минус. Мы можем, таким обра- 
зом, сказать, что 

циркуляция магнитной индукции вдоль произвольного контура равна умножен- 
ной на p> алгебраической сумме сил токов, пронизывающих этот контур. 

Это соотношение носит название закона полного тока. 
Проиллюстрируем закон полного тока на примере соленоида, 

т.е. согнутого в виде спирали проводника, по которому протекает 
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электрический ток. На рис. 4.2 изображен 
круговой соленоид, в котором витки спирали 
равномерно намотаны на тор. При тесной на- 
мотке поле соленоида сосредоточено в основ- 
ном внутри соленоида. Силовыми линиями 
являются, очевидно, окружности с центром 
в центре тора О. Циркуляция вдоль окруж- 
ности радиуса г равна 2лгВ. Согласно закону 
полного тока, ее следует приравнять pol, 
где М — полное число витков соленоида, 

4.2. on в форме тора ОТКУДа В = цо/№/(2лг). Таким образом, 
магнитная индукция в соленоиде обратно 
пропорциональна радиусу кривизны силовой 

линии. В случае достаточно тонкого соленоида значения г меняют в 
небольших пределах и индукция В практически однородна. Ее мож- 
но, очевидно, представить в виде 

В = в/п, 

где п — число витков, приходящееся на единицу длины соленоида. 
В таком виде формула пригодна и для длинного прямого соленоида. 

Итак, мы нашли магнитное поле в двух простейших случаях — 
прямого провода и соленоида. Непосредственное применение при этом 
закона полного тока было возможно благодаря тому, что нам была 
известна симметрия магнитных силовых линий. Однако в общем слу- 
чае произвольных токов непосредственное применение закона пол- 
ного тока становится невозможным. Поэтому необходимо придать 
этому закону такую форму, которая не была бы связана с конкрет- 
ным видом контура. Для этого следует воспользоваться форму- 
Now Стокса 

ф Bdl = | rot Bds, 
L S 

причем $ — поверхность, опирающаяся на контур L. 
Обратимся теперь к закону полного тока и применим его к беско- 

нечно малому контуру, ограничивающему бесконечно малую пло- 
щадь As в сечении проводника. Ток, проходящий через эту площадь, 
можно записать в виде Asj,, где j, — вектор плотности тока. Так 
как магнитное поле создается всеми движущимися зарядами, то под 
|: мы должны понимать общую плотность потока движущихся заря- 
дов, складывающуюся из плотности тока, обусловленного свободными 
зарядами, т. е. плотности тока проводимости 1, и плотности тока, обу- 
словленного связанными зарядами j, (ее называют плотностью моле- 
кулярного тока): }, =} + j,. Плотность тока проводимости опре- 
деляется известным уже нам законом Ома, определение же плотности 
тока связанных зарядов более сложно, и мы вернемся к нему в гл. 6 
и 12. Там мы, в частности, убедимся, что для постоянных полей пол- 
ный ток связанных зарядов через произвольное сечение тела равен 
нулю. 
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Итак, вводя пока формально jp, мы можем утверждать, что со- 
гласно закону полного тока rotB As = в1,Д$, а так как вектор As 
произволен, то 

rot В = upj;. 

Это уравнение, связывающее ротор магнитной индукции с полной 
плотностью тока ],, представляет собой дифференциальную форму 
закона полного тока в случае постоянных полей. 

Однако закона полного тока даже в дифференциальной форме все 
еще недостаточно для однозначного определения магнитного поля. 
Дело в том, что для определения любого векторного поля нужно знать 
две его характерстики — дивергенцию и ротор. Поэтому нам нужно 
еще знать дивергенцию магнитной индукции, или, что то же самое, 
поток магнитной индукции через произвольную замкнутую поверх- 
НОСТЬ. 

Поток электрического поля через произвольную замкнутую по- 
верхность определяется находящимся внутри нее суммарным элект- 
рическим зарядом. Поэтому естественно, что поток магнитной индук- 
ции через замкнутую поверхность должен определяться содержащим- 
ся внутри нее суммарным «магнитным зарядом». Но магнитных заря- 
дов в природе не существует и, следовательно, поток магнитной HH- 
дукции В через произвольную замкнутую поверхность равен нулю: 

| Bds = 0, 

Ss 

а это означает, что дивергенция магнитной индукции равна нулю: 
div В =0. Итак, мы имеем 

два уравнения: 
го4 В = шв, divB=0; 

OHH полностью определяют магиитное поле, порождаемое любыми постоянными 

токами. 

Подобно тому, как электростатическое поле Е = —grad ф можно 
представить в виде градиента некоторой скалярной функции — элект- 
ростатического потенциала ф, так и магнитную индукцию В можно 
представить в виде ротора некоторой векторной функции А, которую 
называют векторным потенциалом: 

Однако при заданном В функция А определяется этим соотноше- 
нием неоднозначно. Действительно, имеет место тождество rot grady = 
— 0, где у — произвольная скалярная функция координат. Поэтому 
ясно, что векторные потенциалы Аи A’ =A + grad y будут приво- 
дить к одной и той же магнитной индукции. Этим обстоятельством 
можно воспользоваться для того, чтобы наложить на функцию А ка- 
кое-либо ограничение. Удобно наложить на А условие У А = 0, 
тогда, поскольку rot В = в], и rotrot А = 5га@ divA—AA = 
— rot В, 

ДА = во}. 
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Это уравнение для векторного потенциала А аналогично уравне- 
нию Пуассона Ap =р/=, для электростатического потенциала ф. 

Как мы знаем, заряд dg =pdV порождает потенциал dp = 
= 499/(4л=.г), где г — расстояние между элементом объема dV и точ- 
кой, в которой ищется потенциал. Поэтому потенциал ф при заданном 
распределении плотности заряда р определяется формулой 

1 dV 9 = \ =. 
Ane, r 

Так как уравнение для A аналогично уравнению для ф с той лишь 
разницей, что вместо р/=, в уравнение для А входит № ],, TO можно 
сразу написать решение уравнения для векторного потенциала: 

А — 20 \ ру 

4x r 

где г — расстояние между элементом объема dV (с плотностью. тока 
j,) и точкой, в которой ищется векторный потенциал А. 

Воспользуемся этой формулой для определения магнитной индук- 
ции, создаваемой постоянным током /, протекающим по некоторому 
замкнутому линейному (т.е. очень тонкому) проводнику. Интегри- 
рование при этом должно производиться по объему, занимаемому 
проводником, и поэтому элемент объема в формуле для А можно пред- 
ставить в виде dV = dsdl, где ds — элемент площади сечения и dl — 
элемент длины проводника. Выполним сперва интегрирование по пло- 
щади сечения проводника S. Так как расстояние г от точки наблюдения 
до всех точек сечения S практически одинаково, то мы придем к выра- 
жению 771\j,ds. Но, как уже указывалось, {1.95 = 0, поэтому мы по- 
лучим г/т, где т — единичный вектор вдоль нормали к 5, т. е. вдоль 
di. Остается выполнить интегрирование по 41: 

А— №07 (© 9 
4x r 

OHO проводится здесь вдоль токового контура в направлении проте- 
кающего тока (’ — расстояние от dl до точки, в которой ищется А). 
Тогда 

— rotA = —* rot фо 

Операции  ифференцирования, © содержащиеся в rot, должны про- 
изводиться по координатам точки, в которой ищется В. Поэтому rot 
можно внести под знак интеграла и считать 4 постоянным вектором. 
Но в случае постоянного вектора а имеет место формула 

а far] 
rot — = ——-. 

r r3 

to фи {dtr] 

где интегрирование совершается вдоль токового контура. Эта форму- 
ла выражает закон Био — Савара. 

e
o
 

Поэтому окончательно 
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4.3. Магнитный момент 

тока 

Применим закон Био — Савара 
для определения магнитного поля, созда- 
ваемого круговым током (рис. 4.3). Из сооб- 
ражений симметрии ясно, что во всех точ- 
ках, лежащих на линии Oz, перпендику- 
лярной плоскости кругового тока и проходя- 
щей через центр круга О, магнитное поле 4.3 
направлено вдоль этой линии (причем вверх, К’ определению магнит- 
если ток течет против часовой стрелки). Это ного поля кругового 
значит, что эта линия является силовой ли- тока 
нией. Она начинается и кончается на беско- 
нечности. Другие силовые линии изображены 
на рис. 4.4. Все они являются замкнутыми A 
линиями, охватывающими токовое кольцо. 

Определить магнитное поле кругового то- 
ка в произвольной точке довольно сложно, | 
и мы ограничимся здесь’ вычислением В толь- ? 
KO на линии Oz (см. рис. 4.3). Согласно 3a- 
кону Био—Савара, магнитная индукция CB, 
создаваемая элементом проводника dl в точ- 
ке P, перпендикулярна плоскости (dl; г) (на 
рис. 4.3 она заштрихована), а так Kak г | 41, 
то 

4.4. 
Магнитные силовые ли- 
нии кругового тока 

dB — tof dL 
4x r 

Результирующее поле в точке Р направлено вдоль ОР; поэтому нужно 
найти проекцию dB на ось 2 и потом сложить все. проекции, соответ- 
ствующие различным элементам 41 токового контура. Проекция dB, 
равна, очевидно, 

dBsiny = №7 ging, 
4x г2 

а так как угол у одинаков для всех элементов контура 41, то резуль- 
тирующая индукция 

IT as. 
В= — siny, 

2 Г? 

где а — радиус токового контура. Замечая, что sinv = a/r, получим 

Batol @ 
2 r3 

В частности, в точке О имеем By = Uo//(2a). 
Формулу для В можно переписать в виде 

В = [u,/(2cr*)] т, 
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где т = /S и $ — вектор площади, обтекаемой током, т.е. вектор, 
равный по модулю $ = na? и направленный по нормали к площадке 
(т. е. вдоль оси 2). Вектор m называют магнитным моментом тока*. 
Мы видим, что на оси г поле кругового тока определяется его магнит- 
ным моментом. Вне оси такое утверждение в общем случае не справед- 
ливо. Но, как можно показать, вдали от кругового тока магнитная 
индукция, хотя и отличается от индукции на оси, может быть тем не 
менее выражена через т. Более того, вдали от произвольного TOKOBO- 
го контура магнитная индукция всегда определяется магнитным момен- 
том тока т, а именно 

В — or (mr) — mr? 
Uo 9 

4пт5 

где г — радиус-вектор, проведенный из места нахождения токового 
контура в точку, где рассматривается поле (предполагается, что г » 
‘> а, где а — размеры контура). По модулю 

B= 1° VY1-+ 350320, 
4nr3 

где © — угол Mekay.m и г. Обратим внимание Ha аналогию между 
этими формулами и формулами для эяектрического дипольного мо- 
мента (см. § 1.3). 

Сравним в заключение этого параграфа электростатическое поле с 
магнитным полем постоянного тока. Электростатическое поле порожда- 
ется электрическими зарядами — источниками поля, и дивергенция 
его напряженности определяется плотностью электрических зарядов: 
div E = 0/2. Поле это безвихревое, т.е. ротор его напряженности 
равен нулю: го{ Е =0. Магнитное поле не имеет источников, и ди- 
вергенция магнитной индукции равна нулю: div В = 0. Это поле яв- 
ляется вихревым, и ротор магнитной индукции определяется плот- 
ностью электрических токов: rot В = poj. 

Там, где находятся электрические заряды, начинаются или кон- 
чаются электрические силовые линии. Но магнитных зарядов не су- 
ществует. Поэтому магнитные силовые линии не могут иметь ни на- 
чала, ни конца. Отсюда, однако, не следует, что магнитные силовые 
линии должны быть обязательно замкнутыми или начинаться и кон- 
чаться на бесконечности. Оба эти случая, конечно, возможны, но су- 
ществует еще и третья возможность: силовая линия, не имея ни на- 
чала, ни конца, плотно заполняет целую поверхность, называемую 
магнитной поверхностью. 

4.4. Взаимодействие токов 

Так. как ток создает вокруг себя магнитное 
поле, то, как уже отмечалось, два тока электродинамически взаимо- 
действуют друг с другом. Именно: на элемент проводника dl, с током 
I, со стороны тока [› действует сила 

* Эту величину обозначают также Pm. 
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dF, — I, [d1,B,], 

где By — магнитная индукция, создаваемая током /> в том месте, где 
находится элемент dl, тока /,. Согласно закону Био—Савара, 

В. — tole К [Мы 
20 5) 

4n 73 
Г 21 

где fo — радиус-вектор, проведенный из элемента 41› контура с то- 
ком J» в элемент dl, контура с током /,. Таким образом, 

dl dF, = № 1.1, jal ps | 
i, oy 

Эта формула выражает общий закон Ампера для взаимодействия токов. Мы видим, 
что сила взаимодействия пропорциональна произведению сил токов. 

Рассмотрим подробнее тот случай, когда ток /[› течет по очень 
длинному прямолинейному проводнику. Тогда 

I 
В, = Po — [nr], 

Qn 12 

где Nz — единичный вектор, направленный вдоль проводника с током 
J, (в направлении тока), ’ — расстояние между dl, и вторым провод- 
ником, причем вектор г направлен от второго проводника к 41. По- 
этому 

dF, = 04% tdi, [пуг]]. 
Qnr2 

Замечая, что [dl,[nor]] = no(dlyr)—r(dl,n2), и предполагая, что dl, Lr, 
получим окончательно 

dF, = — fun di, (n,n,)r, 

где п, — единичный вектор, направленный вдоль diy. 
Мы видим, что сила, действующая на элемент 41 первого провод- 

ника со стороны второго длинного линейного тока, пропорциональна 
произведению сил токов, текущих в проводниках, и обратно про- 
порциональна расстоянию между проводниками. Сила пропорцио- 
нальна косинусу угла между проводниками и направлена либо против 
г(при п.п» > 0), либо по г (при п!п. < 0). В первом случае провод- 
ники притягиваются, а во втором — отталкиваются. Притягива- 
ются параллельные токи, а отталкиваются — антипараллельные. 

Возвратимся к общей формуле для силы, действующей на элемент 
линейного проводника в магнитном поле. Если мы хотим определить 
общее электродинамическое воздействие, испытываемое контуром 
с током, находящимся в магнитном поле, то следует разбить контур 
с током, находящимся в магнитном поле, на отдельные элементы, най- 
ти силы, действующие на каждый элемент, а затем исследовать воз- 
действие этих сил на контур. Но такая процедура, как правило, очень 
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сложна и неудобна; проще поступить иначе, а именно определить спер- 
ва потенциальную функцию тока в магнитном поле. Представим себе 
с этой целью, что токовый контур, находящийся в магнитном поле, 
несколько сместился под действием электромагнитных сил (и, вообще 
говоря, деформировался). Если элемент контура dl сместился на от- 
резок a, то работа силы dF = ПВ], действующей на этот элемент, 
составит 

dA = dF-a = Га [91В] = /B [аа Ц. 

Но [а] представляет собой вектор площади ds, описанной элементом 
dl при его смещении на а. Поэтому dA = /Bds и суммарная работа 
сил, действующих на отдельные элементы контура, 

A=I | Bds, 

Sp 

где интегрирование совершается по поверхности «пояска» $ь, огра- 
ниченного начальным и конечным положениями контура. 

Работа сил, действующих на контур с током, может быть выражена 
через магнитный поток Ф = | Bds, пронизывающий контур ($ — 

$ 
какая-либо поверхность, охватываемая контуром). Заметим сперва, 
что 

для магнитного потока, как и для электрического потока, справедлива теорема 
Гаусса, но магнитных зарядов, в отличие от электрических, не существует, 
в силу чего магнитный поток через произвольную замкнутую поверхность дол- 
жен обращаться в нуль. 

Поэтому, если взять какой-либо контур и натянуть на него две про- 
извольные поверхности $ и S’, магнитные потоки через них будут 
одинаковы. (При этом следует лишь одинаково ориентировать эле- 
менты поверхностей S и 5’, а именно мы будем всегда предполагать, 
что вектор площади и направление обхода контура образуют право- 
винтовую систему.) Таким образом, можно говорить о магнитном 
потоке, пронизывающем данный контур. 

Обратимся теперь к формуле для работы А. Натянем на кривые / 
и 2, соответствующие двум положениям токового контура, произволь- 
ные поверхности $1 и So, и рассмотрим замкнутую поверхность $: + 
+ 5. -- Sy, образованную поверхностями $: и Se и поверхностью 
«пояска» 5ь. Магнитный поток через эту поверхность равен нулю: 

Ва$ = 0 
SytSetS py 

{4$ — вектор площади, направленный всюду по внешней нормали к 
поверхности). Обозначим далее MD, и My магнитные потоки, прони- 
зывающие токовый контур в двух его положениях: DO, = [ Bdsy, 

5, 
Ф, = (Bds, (направление обхода токового контура считается сов- 

5. 
падающим с направлением тока). Векторы ds, и 4$, направлены по 
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внешней нормали к замкнутой поверхности, вектор же 4$. направлен 
по внутренней нормали к ней; поэтому DM, —Ф. + Фь = 0, где Фь = 
= [В4$ь. Таким образом, Фь — Ф.Ф, и, следовательно, 

S 6 
A=1(®,—®)). 

Итак, работа сил магнитного поля при перемещении контура с то- 
ком равна произведению силы тока на приращение магнитного потока, 
пронизывающего токовый контур. Так как силы направлены всегда 
так, чтобы работа была положительной, то Ф. > Фу, т. е. контур пере- 
мещается и деформируется таким образом, чтобы магнитный поток 
через него был максимальным. В частности, 

контур с током перемещается всегда в направлении более сильного поля. Если 
проводник, составляющий контур, может деформироваться (но не растягивать- 
ся), то действующие на него силы стремятся придать контуру форму круга, так 
как при заданном периметре круг имеет наибольшую площадь, а магнитный по- 
ток при прочих равных условиях пропорционален площади, охватываемой TOKO- 
вым контуром. Наконец, контур с током стремится ориентироваться относитель- 
но поля таким образом, чтобы направление поля образовывало с направлением 
тока правовинтовую систему. 

Работа при движении в потенциальном поле равна убыли потен- 
циальной энергии. Хотя магнитное поле и не является потенциальным, 
мы можем тем не менее ввести потенциальную функцию тока в маг- 
нитном поле, уменьшение которой определит совершенную силами 
поля работу. Эта функция играет роль потенциальной энергии тока во 
внешнем магнитном поле. Из формулы для работы видно, что потен- 
циальную функцию тока U следует определить как 

и=— 1, 
где Ф — магнитный воток, пронизывающий контур; при этом работа 
связана с потенциальной функцией соотношением 

A =U, —U 4 

Рассмотрим в качестве примера рамку с током /, находящуюся 
в однородном поле с индукцией В и могущую вращаться около оси. 
Если $ — вектор, направленный по нормали к рамке и равный по 
модулю охватываемой ею площади, то рамку пронизывает магнитный 
поток Ф = BS = BScost, где $ — угол между нормалью к плоскости 
рамки и направлением поля. Умножив Ф на —/, найдем потенциаль- 
ную функцию тока: 

U = — 1В$ = — mB = — тВ с0$9, 

где т = /$ — магнитный момент тока. Мы видим, что функция U 
равна в случае рамки взятому с обратным знаком скалярному произ- 
ведению магнитного момента тока на вектор магнитной индукции. 
Функция U зависит от угла между нормалью к плоскости рамки и 
магнитным полем. Взяв производную от И по углу $, найдем момент 
силы А, вращающий рамку: К = —00/0% = —тВзуш%, или в вектор- 
ной форме 
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К = [mB]. 

Силы стремятся повернуть рамку так, чтобы угол $ стал равным нулю, 
т.е. чтобы потенциальная функция стала минимальной. 

4.5. Индуктивность 

Определим теперь потенциальную функцию 
двух токов /1и />. Функция 12 тока J; в магнитном поле В(2), порождае- 
MOM током Jo, есть И!2 = —J;Mo,, где Do, — магнитный поток, созда- 
ваемый током /› и пронизывающий контур первого тока. Так как 
индукция В@) пропорциональна 1/5, то и поток May пропорционален 
Iz, т.е. Day = Lolo, где Loy — некоторый коэффициент, зависящий 
только от геометрии контуров, т. е. от их формы, размеров и взаим- 
ного расположения. Его называют взаимной индуктивностью конту- 
ров. Подставляя это выражение в формулу для Uy, получим 

Ui, — — Ly ll. 

Аналогично можно определить функцию Uy, тока /, в поле BU), по- 
рождаемом током /;: 

И = — Ly! iJ. 

Но функции Uy. и Uy должны быть равны между собой (иначе не будет 
выполняться закон равенства действия и противодействия): Uy = 
= Us;; следовательно, Lig = Lay. 

Легко найти явный вид [12 в случае достаточно тонких провод- 
ников. Запишем для этого Mo, в виде Do, = | В (2) 4$., где ds; — ориен- $ 

тированный элемент поверхности, опирающийся на контур Ги, обте- 
каемый током /1. Полагая B®) = rot A@), где A‘) — векторный потен- 
циал, создаваемый током /»›, получим согласно формуле Стокса 

С (2) Фи = {rot A” ds, = | 
$1 Гл 

dl, 

(dl, — ориентированный элемент контура L,). В случае линейных 
проводников 

A — Hole ф dl, 

Le 

где 2, — расстояние между элементами 4 и 4. Поэтому 

Г dl,dl ®,, = : фф ahidly 
wv lo1 

li Ly 

[1 = He dd diidly 

4" rea 
Га [1 

откуда 
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Мы видим, что величина Lj. может быть как положительной, так и 
отрицательной или равной нулю. 

Наряду с взаимной потенциальной функцией Uy. мы должны ввести 
также собственные потенциальные функции Uy, и Us. токов. Действи- 
тельно, ток /, создает собственную магнитную индукцию BC), в кото- 
рой находится сам. Поэтому он будет обладать некоторой собственной 
потенциальной функцией, связанной с электродинамическими силами 
взаимодействия между отдельными элементами контура. Чтобы опре- 
делить эту функцию, казалось бы, нужно найти собственный магнит- 
ный поток и умножить ero на —/.. В действительности, однако, нуж- 
но взять половину этой величины, т.е. 

О! = —1/, 1 Фи. 

Чтобы понять смысл введения множителя !/›, рассмотрим деталь- 
нее происхождение собственной потенциальной функции. Разобьем 
для этого ток /[. на тонкие токовые нити А/[.. Тогда потенциальная 
функция AU,, какой-либо нити АГ, в поле остального тока //—А// 

составит AUy, = —АЛФ,,, где ©), — магнитный поток, пронизы- 
вающий нить и создаваемый остальным током /,—AJ/,. Но при бес- 
конечно малом AJ; поток WM, бесконечно мало отличается от потока 

@,,. Последний же, как и индукция BY), пропорционален вызвавшему 
его току /;, т.е. 

Фи: = [Г , 

где [., — некоторый коэффициент, зависящий от размеров и формы 
контура. Его называют индуктивностью контура. Заметим, что [и > 
> 0. Итак, при бесконечно малом токе нити d/, имеем dUy, = 
= —L,/;d/J,. Просуммировав это выражение по всем нитям, найдем 
всю собственную потенциальную функцию первого контура: Uy = 
— —[12/2. Заменяя здесь Li/, на Ф.., получим приведенную выше 

формулу для U,,. Аналогичным образом вводится собственная потен- 
циальная Функция второго тока 

Uy, = — М, Laz =— 1,1, 

где [.› — индуктивность второго контура, связанная с собственным 
потоком Ws. второго контура соотношением Doo = Lolo. 

Если сложить собственные потенциальные функции Uy и Uso и 
взаимную потенциальную функцию (12, то мы найдем суммарную по- 
тенциальную функцию обоих токов: И = Uy, + (12 + Uso. Ее мож- 
но представить в двух видах: 

И = — 1/5 (1, Dy + 1.Фь, + 1.Ф.. + 1,Ф,,); 

U = —4/, (Lf + 2Lyl J, + 1.1), 
где Lig = Lo, — взаимная индуктивность. 

Мы видим, что U представляет собой квадратичную форму токов, 
причем эта форма, как мы сейчас разъясним, является отрицательной. 
Отсюда легко заключить, что всегда должно выполняться условие 

Га | < и Ll. 
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Определим индуктивность соленоида. Соленоид может быть либо 
прямым, либо круговым; мы будем лишь считать его достаточно длин- 
ным и тонким, чтобы можно было предполагать, что магнитное поле 
внутри соленоида однородно и, кроме того, равно нулю вне соленоида: 
В = шо/п. Поэтому магнитный поток через один виток BS = шп $, 
где S — площадь поперечного сечения соленоида. Умножив эту ве- 
личину на общее число витков №, получим собственный магнитный 
поток Ф =p otNS/. Наконец, приравняв эту величину L/, найдем 
индуктивность соленоида: L = ponNS. Так как п = №/1 (1 — длина 
соленоида), то 

Г. = М5 1. 

Таким образом, индуктивность соленоида пропорциональна квадрату 
числа его витков. 

Найдем теперь собственную потенциальную функцию соленоида. 
Подставив в формулу И = —1/,L/* найденное выражение для L, по- 
лучим U =—nu,SN?/?/(2l). Замечая, что Г = B/(uon), представим 
О в виде 

И = — BY /(2p,), 

где У = Sl—o6bem соленоида. 
Рассмотрим далее соленоид с двумя обмотками, содержащими соот- 

ветственно № и No витков, и пусть по ним протекают разные токи 
Ни Ig. Токи могут течь либо в одном и том же, либо в разных направ- 
лениях. Спрашивается: какова взаимная индуктивность Li. обмоток? 
Чтобы найти ее, заметим, что TOK /5 создает индукцию BO) = uptele 
(Nz — число витков второй обмотки, приходящееся на единичную дли- 
ну соленоида). Поэтому ток [›, протекающий через один виток пер- 
вой обмотки, создает магнитный поток SB) = poneSl,. Умножив 
эту величину на общее число витков №, первой обмотки, найдем по- 
ток Ф-!, создаваемый током /› и пронизывающий первую обмотку: 
Do, = воп25 №15. Сравнивая это выражение с формулой Dey = Lisle, 
имеем Li. = Иой2М№,5. Эта величина должна браться со знаком плюс, 
если токи текут в одном направлении, и со знаком минус, если токи 
текут в разных направлениях (это правило следует из того, что в об- 
щее выражение для Lo, входит под знаком интеграла скалярное про- 
изведение элементов проводников 4114915. Подставляя в формулу для 
коэффициента взаимной индукции Ny = N2/l (№› — число витков BTO- 
рой обмотки), п лучим окончательно 

Lig = = и, М. М5 1 = + pot nVe 

Мы видим, что взаимная индуктивность пропорциональна произве- 
дению чисел витков обеих обмоток. Сравнение формулы для Ly. с фор- 
мулами для индуктивностей L;, Le обмоток показывает, что 

Jl | = V LL, ° 

Найдем, наконец, потенциальную функцию обоих токов: 

U = — 1, (Lyi + 2 + 15). 
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Подставляя сюда формулы для [42 и [.Ё> и учитывая, что Woy], = 
= BO); поп>/. = BO), получим 

1 1 2 U = —— (В? + В) У. 
2 

А так как суммарная магнитная индукция В = Ва) + В) (знак плюс 
соответствует одинаковым, а знак минус — противоположным на- 
правлениям токов), то окончательно имеем 

] 
И = —— Вт. 

Зо 

Это та же формула, что и формулы для собственной потенциальной 
функции. Более того, можно показать, что формулой такого же типа 
определяется силовая функция в любом случае, для любых токов, 
а именно И всегда выражается в виде интеграла от квадрата магнитной 
индукции: 

2 

где интегрирование совершается по всему объему (вектор магнитной 
индукции может меняться от точки к точке). Мы видим, что величина 
U может быть отрицательной или равной нулю (но не положительной) 
в соответствии со сказанным выше. 

Как мы увидим далее, эта формула имеет глубокий физический 
смысл: величина В?/(2и,) может интерпретироваться как плотность 
энергии магнитного поля в вакууме. 

Приведем в заключение единицы СИ для введенных в этой главе 
величин. Магнитный поток Ф выражается в веберах (B6): 1 BO = 
= 1 м*.-кг.с? A? = В.с. Единицу индукции называют теслой (Тл): 
1 Тл =1 Вб/м". Единицу индуктивности называют генри (Гн): 
Гн = Вб/А-". 

Сила Лоренца f = e(E-+ [УВ] 

Циклотронная часто- о, = gB/m 
та 
Сила, действующая dF = / [а1В] 
на элемент тока в 
магнитном поле 

Закон Био—Савара _ Hol os 

Сила взаимодействия Но [dl rey] 
между токами dF, = An FEE ah 3 | 

Коэффициент взаим- | _ № dd 411 415 
ной индукции между = 4x 
контурами 
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Глава 5. ЭЛЕКТРОМАГНИТНАЯ ИНДУКЦИЯ 
И ПЕРЕМЕННЫЕ ТОКИ 

5.1. Закон Фарадея 

До сих пор при изучении электрических и 
магнитных явлений мы молчаливо предполагали, что электрическое 
и магнитное поля никак не связаны между собой. Между тем такое 
предположение справедливо только в том случае, когда поля не ме- 
няются с течением времени. Если же поля не постоянны, то они уже 
не могут быть независимыми. Дело в том, что 

переменное магнитное поле всегда создает переменное же электрическое поле, 

а переменное электрическое поле создает переменное магнитное поле. 

Первая сторона этой взаимосвязи проявляется в замечательном 
явлении электромагнитной индукции. Явление это, открытое Фара- 
деем в 1831 г., состоит в том, что если возле проводника двигать маг- 
нит либо проводник, по которому течет постоянный ток, то в первом 
проводнике возникает электрический ток без всяких посторонних 
источников. Ток возникает и тогда, когда проводник движется, а 
магнит неподвижен. Наконец, ток возникает в неподвижном провод- 
нике и в том случае, если возле него находится другой неподвижный 
проводник, по которому течет не постоянный, а переменный ток. 

Общим между магнитом и проводником с постоянным током яв- 
ляется то, что магнит и проводник создают вокруг себя магнитное 
поле. Поэтому можно утверждать, что возникновение индукционного 
тока в опытах с магнитом и постоянным током связано с наличием 
магнитного поля и относительностью движения проводника и поля. 

В опыте с проводником, по которому течет переменный TOK, имеет- 
ся только магнитное поле тока, но поле это является переменным. 
Вместе с током возникает и электрическое поле. Поэтому опыт с пере- 
менным током явно показывает, что переменное магнитное поле окру- 
жено электрическим полем. Как мы убедимся далее, явление электро- 
магнитной индукции при относительном движении проводника и маг- 
нита означает, по существу, то же самое, т. е. создание переменным 
магнитным полем поля электрического. 

Переходя к изучению электромагнитной индукции, мы начнем 
с того случая, когда магнит (или проводник с постоянным током) по- 
коится и в его поле движется замкнутый проводник. Причину появле- 
ния тока в движущемся проводнике легко понять. Действительно, если, 
например, проводник аб (рис. 5.1) перемещается перпендикулярно 
магнитному полю с индукцией В со скоростью у, то заряд е, находя- 
щийся в проводнике, под действием силы Лоренца 

f = e [vB] 

движется вдоль проводника. Если теперь разрешить проводнику аб 
свободно скользить вдоль металлической рамки ABCD (рис. 5.2), 
то в замкнутой цепи abCD потечет электрический ток. Чтобы вычис- 
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лить силу этого тока, найдем сперва электро- 
движущую силу (9. д. с.) индукции 6. Э. д.с. 
всегда определяется как интеграл по проводя- 
щему контуру от силы f/e, действующей на 
единичный заряд, т. е. 

=~ фм, 
е 

С 

где интегрирование проводится вдоль конту- 
ра С в направлении, совпадающем с направ- 
лением тока. Поэтому в рассматриваемом 
случае 

8 = [vB] dl, 
СА 

а так как движется только один участок цепи 
абиу 1 В, а 1 В, то, очевидно, 

& — vB, 

где / — длина подвижного участка цепи аб. 
Разделив & на полное сопротивление R всей 
замкнутой цепи, найдем в соответствии с за- 
коном Ома силу тока в цепи: 

[ = &/В = оВИЮ. 

их 

5.1. 
На заряд в проводнике 
аб действует сила # 
Лоренца 

А я В 

ас | LZ и | m 9, 
24 > и 

Х BO . у 

D C 

5.2. 

B замкнутой цепи 
ABCD индуцируется 
ток 

Полученное выражение для 9. д. с. можно преобразовать, если 
заметить, что 9. = dx/d?, где x — путь, пройденный проводником ab. 
Обозначим S = xl площадь рамки, тогда 

—— BS, 
dt 

Ho BS представляет собой магнитный поток через проводящую рамку. 
Поэтому можно сказать, что 

э. д. с. индукции пропорциональна производной по времени от магнитного по- 
тока, пронизывающего проводящий контур. 

Уточним этот вывод, вспомнив определение магнитного потока. 
Мы условились понимать под магнитным потоком, пронизывающим 
контур С, поверхностный интеграл 

Ф = \ Bds, 

где интегрирование совершается по произвольной поверхности %, 
опирающейся на контур С, причем элемент поверхности 4$ считается 
ориентированным таким образом, чтобы его направление и направле- 
ние обхода контура С образовали правовинтовую систему. Поэтому 
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при определении магнитного потока через рамку с направлением об- 
хода, совпадающим с направлением индуцированного тока, мы долж- 
ны покрыть ее поверхность, скажем, плоскостью и считать нормаль к 
ней п направленной от нас, за плоскость чертежа. А так как магнитная 
индукция В направлена перпендикулярно плоскости чертежа на нас, 
то для потока мы получим выражение Ф = BS = —BS. Поэтому 
э. д. с. индукции можно представить в виде 

$ = —dO/dt. 

Таким образом, 

э. д. с. индукции равна взятой с обратным знаком производной по времени от 
магнитного потока, пронизывающего проводящий контур. 

Знак минус в этой формуле означает, что индуцируется ток такого 
направления, при котором 

магнитное поле, создаваемое током, стремится ослабить изменение магнитного 
потока, вызвавшего индукционный ток правило Ленца. 

Мы определили э. д. с. индукции для прямоугольной рамки, но 
точно такой же формулой определяется 9. д. с. и в общем случае для 
произвольного проводящего контура, как угодно двигающегося в 
постоянном магнитном поле, причем контур может и деформироваться. 
Э. д. с. индукции всегда равна взятой с обратным знаком производ- 
ной по времени от магнитного потока, пронизывающего контур, и 
индуцируемый ток своим собственным магнитным полем всегда стре- 
мится ослабить изменение внешнего магнитного потока, вызываю- 
щего ток. 

До сих пор мы считали, что проводящий контур движется, а маг- 
нит (или проводник с постоянным током) неподвижен. Но проводя- 
щий контур можно не двигать, а двигать только магнит (или другой 
проводник, по которому течет постоянный ток); в этом случае в кон- 
туре также будет индуцироваться ток. Более того, э. д. с. индукции 
по-прежнему определится формулой 8 = —9Ф/ар где WM — маг- 
нитный поток, пронизывающий контур, в данном случае неподвижный. 
Итак, 

для возникновения э. д. с. индукции необходимо лишь, чтобы изменялся во Bpe- 
мени магнитный поток, пронизывающий проводящий контур, но движется или 
покоится контур, безразлично. Э. д. с. индукции всегда пропорциональна про- 
изводной по времени от этого потока. 

В этом заключается общий закон электромагнит- 
ной индукции, открытый Фарадеем. 

5.2.  Относительность электрического и магнит- 
ного полей 

Как же объяснить явление электромагнит- 
ной индукции в случае неподвижного проводника? Если проводник 
движется, а магнит неподвижен, то возникновение тока в проводнике 
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мы связывали с силой Лоренца e[vB]. Но если проводник’неподвижен, 
то этой силы нет, почему же тогда возникает ток? Если проводник 
неподвижен, то на его заряды может действовать только электрическое 
поле, и мы приходим к выводу, что в этом случае в проводнике должно 
индуцироваться электрическое поле. Электрическое поле должно 
создаваться при движении магнита, т.е. должно создаваться пере- 
менным магнитным полем. 

Э. д. с., действующая в контуре, всегда выражается в виде инте- 
грала по контуру от силы, действующей на единичный заряд. Поэтому 
э. д. с. индукции 8 в случае неподвижного контура С должна иметь 
ВИД 

8 = ф Ed, 
С 

где Е — напряженность электрического поля, порождаемого в непод- 
вижном контуре переменным магнитным полем движущегося магнита, 
и интегрирование совершается вдоль проводящего контура в направ- 
лении, совпадающем с направлением индуцированного тока. 

Итак, мы приходим к следующей формулировке закона электро- 
магнитной индукции в случае неподвижного проводника: 

циркуляция электрического поля, индуцируемого в проводящем контуре пере- 

менным магнитным полем, совпадает с взятой с обратным знаком производной 

по времени от магнитного потока, пронизывающего контур: 

ф Edl = — 4Ф/ЧЕ, 
С 

векторы 4 и 4$ образуют вместе правовинтовую систему. 
Обратим внимание на следующее обстоятельство. Циркуляция 

электрического поля, возникающего при электромагнитной индукции, 
может быть отличной от нуля (если только отлично от нуля изменение 
магнитного потока через контур), в то время как циркуляция электро- 
статического поля всегда равна нулю. Иными словами, 

при электромагнитной индукции возникает не потенциальное, а вихревое электри- 

ческое поле. 

Вернемся теперь к выражению для э. д. с. индукции. В случае 
движущегося проводника она определяется формулой 

8= | [vBydl, 
С 

а в случае покоящегсся проводника — формулой 

$ = PEdl. 
С 

По внешнему виду это две совершенно различные и никак не свя- 
занные между собой формулы. Псэтому создается впечатление, что при 
разъяснении явления электромагнитной индукции в случае движуще- 
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гося проводника и покоящегося магнита и в случае покоящегося про- 
водника и движущегося магнита нужно пользоваться различными под- 
ходами и различными формулами. Между тем явление в обоих случаях 
одно и то же, ибо движение по сути своей всегда относительно, и со- 
вершенно безразлично, что двигать — проводник или магнит. 

Однако впечатление это не соответствует действительности, и обе 
формулы для э. д. с., различные по виду, по сути дела тождественны. 
Дело в том, что электрическое и магнитное поля образуют единое це- 
лое — электромагнитное поле, разделение же этого единого поля на 
поле электрическое и поле магнитное имеет относительный характер; 
иными словами, разделение это происходит по-разному в разных си- 
стемах отсчета. Чтобы убедиться в этом, обратимся к уравнению дви- 
жения заряженной частицы в электрическом и магнитном полях: 

dv 
m — = e(E + [УВ] 

Это уравнение, так же как и уравнение движения Ньютона, должно 
быть справедливо в любой инерциальной системе отсчета. Однако 
при переходе от одной инерциальной системы отсчета к другой скорость 
частицы изменяется, а ускорение остается неизменным. Поэтому ле- 
вая часть уравнения останется неизменной, правая же изменится, если 
только соответствующим образом не изменятся поля. 

Итак, если написанное уравнение движения относится к системе 
К, то в системе К’ уравнение движения имеет вид 

т on ==е(Е’ + [v’B’]), 

где штрих служит для обозначения величин в системе К’. Значение у” 
связано с У законом сложения скоростей: у’ = V—V (У — скорость 
системы К’ относительно К). Так как ускорение в обеих системах 
одинаково, то мы приходим к соотношению 

Е + [vB] =E’ + [v’B’;, 

которое должно выполняться для любых у и У. Отсюда может быть 
найдена связь между штрихованными и нештрихованными полями. 

Нужно, однако, иметь в виду, что в действительности скорости 
у и У не могут быть любыми, так как в исходное уравнение движения, 
и закон сложения скоростей справедливы только при малых по срав- 
нению с с скоростях. Поэтому написанное соотношение позволяет 
найти связь между полями в системах Ки К’ только в случае малых 
У, т.е. при У < с. Связь эта такова: 

Е’ = В -- [УВ]; В’ == В — [УЕ] 
(В гл. 7 будет дано обобщение этих фэрмул на любые скорости.) 

Из этих формул следует, что если в системе К электрическое поле 
отсутствует, но отлично от нуля магнитное поле, то в системе А” от- 
лично от нуля электрическое поле (если только [УВ] =2 0). 
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Поэтому если проводник движется относительно магнита, то в CHC- 
теме отсчета, связанной с проводником, существует электрическое поле 
Е’ = [vB], а так как в этом случае 9. д. с. индукции 

8 = > [vB] di, 
С 

то ее можно представить в виде 

8=феа. 
а 

Но это та же формула, что и формула для 9. д. с. индукции в случае 
неподвижного проводника. Таким образом, э. д. с. индукции всегда 
равна циркуляции электрического поля в системе отсчета, связанной 
с проводником, т. е. в системе, где проводник неподвижен. Закон же 
электромагнитной индукции утверждает, что эта циркуляция всегда 
определяется полным изменением магнитного потока, пронизывающего 
контур. 

5.3. Индукционные генераторы тока 

Явление электромагнитной индукции может 
быть использовано для построения генераторов тока. Простейшим 
является генератор переменного тока, работа которого основана на 
том, что при равномерном вращении проводящей рамки в постоянном 
магнитном поле в ней индуцируется переменная 9. д. с., синусоидаль- 
но изменяющаяся со временем. В самом деле, если магнитное поле 
однородно, то рамку пронизывает магнитный поток Ф: 

«Ф = BS = BScos4, 

где В — магнитная индукция, S — площадь рамки и $ — угол между 
В и нормалью к рамке. При равномернсм вращении рамки с угловой 
частотой wo имеем $ = wt -+ 4, (8) — начальное значение 4) и 

Ф = BS cos (wt + 3%). 

Э. д. с. индукции, которую мы обозначим здесь e(t), связана с Ф 
законом Фарадея: 

Подставляя сюда выражение для Ф, получим 

e(t) = BS wsin (ot + 95)e 

Таким образом, при равномерном вращении рамки (витка) в постоян- 
ном магнитном поле в рамке возникает э. д. с., периодически изменяю- 
щаяся во времени по закону синуса. Период изменения 39. д. с. равен, 
очевидно, Г = 2л/®, а ее амплитуда 6m определяется при однородном 
поле произведением индукции, частоты и площади рамки: &m = 
= BSo. Для того чтобы наводимую в витке 9. д. с. передать BO внеш- 
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нюю цепь, достаточно концы витка присоединить к двум кольцам, 
вращающимся вместе с BHTKOM, внешнюю же цепь‘связать с кольца- 
ми с помощью двух щеточных контактов. 

Как было уже разъяснено, для получения э. д. с. индукции не 
обязательно двигать проводник, с равным успехом можно получить 
э. д. с. индукции и в случае неподвижного проводника, если двигать 
источник магнитного поля. Именно этот принцип и используется во 
всех современных мощных генераторах переменного тока (синхронных 
генераторах). Строятся такие генераторы главным образом для полу- 
чения так называемого трехфазного тока, использование которого 
дает ряд преимуществ. 

Трехфазным током называют совокупность трех синусоидальных токов, сдвину- 
THX по фазе на угол 27/3 pyr относительно друга. 

При одинаковой амплитуде этих токов их мгновенные значения со- 

ставляют 

ii = 1 9тор i, =/sin(wt —%/,x), i; = J sin(wf + 2/. т), 

где / — амплитуда тока, @ — его частота. Легко проверить непосред- 
ственным расчетом, что сумма этих токов равна нулю: ty + lg + = 

Основное преимущество трехфазного тока и связано с этим равен- 
ством. Дело в том, что для использования трех постоянных токов тре- 
буется шесть проводов — по паре проводов на каждый ток. Если же 
сумма токов равна нулю, то можно использовать только три провода. 

В обычных генераторах электрического тока э. д. с. индукции на- 
водится в твердых металлических проводниках, которые движутся 
в магнитном поле, для чего используются механические двигатели. 
Но можно построить генератор и иначе, применяя в качестве рабочего 
тела не твердый металлический проводник, а ионизованный газ. 
Такой генератор носит название магнитогидродинамического или со- 
кращенно МГД-генератора. 

Рассмотренные генераторы переменного и постоянного токов об- 
Ладают важным свойством обрати мости: если в генера- 
тор подать извне соответствующее напряжение, то подвижная часть 
генератора начнет вращаться. Таким образом, генератор может, в 
принципе, работать как электрический двигатель. Мы не будем оста- 
навливаться на этом вопросе подробно. 

5.4. Э.д.с. взаимной индукции и самоиндукции 

Рассмотрим два проводящих контура, и пусть 
в одном из них, скажем в первом, действует некоторая сторонняя 

э. д. с. ef (1), зависящая от времени. Тогда ток в первом контуре ty так- 
же зависит от времени. От времени зависит и магнитное поле ВО), 
создаваемое током i,, а следовательно, и магнитный поток Dy, прони- 
зывающий второй контур и создаваемый током в первом контуре. Это 
значит, что во втором контуре возникает 9. д. с. индукции 
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C51 (t) — — d®,,/d?. 

Эта 9. д. с. носит название 9. 0. с. взаимной индукции. 
В гл. 4 мы показали, что Do, = Го, где Loy — взаимная индук- 

тивность контуров. Строго говоря, эта формула справедлива для по- 
стоянного тока, но ею можно пользоваться также и в случае перемен- 
ного тока, если только он изменяется дсстатсчно медленно (в этом 
случае говорят о квазистационарном токе); несбходимо, чтсбы время, 
в течение которого ток претерпевает существекнсе изменение, было 
велико по сравнению с временем, которое требуется свету, чтсбы прой- 
ти от одного контура к другому, а также пройти расстояние порядка 
размеров контуров. Мы будем предполагать это условие выполненным. 
(Заметим, что если контуры могут двигаться и изменять свою форму 
и размеры, то следует дифференцировать все произведение Loyly.) 

Э. д. с. взаимной индукции вызовет во втором контуре ток {5, ко- 
торый, так же как и ток #1, будет переменным. Поэтому он, в свою оче- 
редь, вызовет в первом контуре 9. д. с. взаимной индукции 

d d . 
é,,. (1) = — — Фо = — — (L,i.). = Ф, = (Lyi, 

Кроме её! и е1› в контурах возникнут еще две 9. д. с. индукции, свя- 
занные с изменением ссбственных магнитных потоков. Действитель- 
но, собственные магнитные потоки D4, и Doo, вызываемые токами й и is 
в своих контурах, пропорциональны токам: 

Фи! = РА, Ф,. — [1 

(Ly u Ly — индуктивности контуров). Поэтому они меняются со вре- 
менем и вызывают в контурах 9. д. с. индукции 

е.. — — —_-° (Lj 
11 dt di (11), 

аФьо d e, — — See 4 py. 

Эти 9. д. с. называют 9. д. с. самоиндукции. Если контуры He изменя- 
ют своих размеров и формы, то значения L постоянны, в противном 
же случае следует учитывать изменение Г. 

Итак, в первом контуре действует суммарная 9. д. с. 

(в) (e) d . d . 
a= ен + C2 = & — № (Lyi) aE (Lists), 

а BO втором — суммарная 39.7. с. 

C5 — — d(L,i,)/de — d (L.,)/dt. 

5.5. Бетатрон 

Как уже говорилось в предыдущих параграфах, 
возникновение индукционного тока есть, по сути дела, ‘вторичный эффект, 

75



первичным же является создание переменным магнитным полем вихревого элект- 
рического поля. Чтобы убедиться в этом непосредственно, следует видоизменить 
опыт, в котором наблюдается электромагнитная индукция, а именно нужно сде- 
лать так, чтобы в нем не было проводника, а остались только свободные заряды. 
Тогда если переменное магнитное поле действительно создает вокруг себя вих- 
ревое электрическое поле, то свободные заряды должны ускоряться этим полем. 
Такой процесс и происходит в бетатроне, в котором свободные электроны вра- 
щаются по круговой орбите, пронизываемой переменным магнитным потоком. 

Покажем, как определить ускоряющее электрическое поле в бетатроне. 
Для этого следует воспользоваться законом электромагнитной индукции 

аФ 
‘Edi = — —— . 

; dt 
в 

Но прежде всего возникает вопрос, что понимать в бетатроне под контуром С: 
здесь нет обычного проводящего контура, с которым мы имели дело в индук- 
ционных опытах. Под С следует всегда понимать материальный контур, т. е. 
контур, образуемый определенными частицами, или элементами среды. В случае 
бетатрона мы возьмем в качестве частиц ускоряемые электроны, и тогда конту- 
ром С будет их круговая траектория. 

В бетатроне вектор магнитной индукции В перпендикулярен плоскости 
траектории и является функцией как времени [, так и расстояния г до центра 
траектории: В = В(г, В. Поэтому магнитный поток, пронизывающий траекто- 
рию, определяется формулой 

R 

Ф= ваз = | В (ги t) Qnrdr, 

где R — радиус круговой орбиты электрона. 
Силовые линии индуцируемого электрического поля Е в бетатроне, явля- 

ется, очевидно, окружностями, концентрическими с круговой орбитой элект- 
рона, причем напряженность поля зависит как отг, так и от {. Поэтому цирку- 
ляция электрического поля вдоль этой орбиты равна 2лЕК. Приравняв цирку- 
ляцию 4Ф/4Е, мы найдем ускоряющее электрическое поле на орбите электрона: 

R 
I R e 

5 1 J Be t) 2erdr =} (B(t))» 

rye 

@ :2 re 
(Bt) = ра = Re | Bir, t)rdr. 

0 

Эта величин имеет, очевидно, смысл средней индукции по площади, ограни- 
ченной орбитой. Производная по времени от средней индукции и определяет 
ускоряющее поле. 

Под действием электрического поля Е электрон ускоряется и импульс е го 
р (направленный вдоль траектории) изменяется по закону 

пе = (BIN). 
Отсюда следует, что 

R 
р=р() =~ (B(t))—(B))) + 0s | 

где ро — начальное значение импульса. Таким образом, импульс электрона pac- 
тет пропорционально средней магнитной индукции. Поэтому если за период 

76



обращения электрона средняя магнитная индукция возрастет на А«В»>, то 
за каждый период обращения электрона импульс электрона увеличивается на 
Ap = (eR/2)A<B>. 

Теперь мы должны выяснить, как сделать движение электрона круговым. 
Точнее говоря, можно ли сделать движение электрона круговым, используя 
TO же магнитное поле Bir, 7), которое служит для ускорения электрона? 

Под действием поля B(r, # электрон испытывает действие силы Лоренца, 
равной evB(r, #) и направленной к центру орбиты. Поэтому если движение элект- 
рона происходит по окружности радиуса R, то мы должны приравнять эту силу 
произведению массы электрона т на центростремительное ускорение v2/R, т. е. 
mv?/R = evB(R, В, откуда 

ту =p (t)= eRB(R, 1, 

где B(R 1) — мгновенное значение индукции Ha орбите. 
Таким образом, для того чтобы движение электрона в переменном магнитном 
поле происходило по окружности, необходимо, чтобы импульс электрона изме- 
нялся пропорционально индукции магнитного поля на орбите. С другой стороны, 
мы уже нашли, как при ускорении меняется импульс электрона. Поэтому мы 
можем сравнить обе формулы, которые должны давать одинаковый результат, 
т.е. 

R 
> (B())— (BO) + po= АВК, 5. 

Считая, что ро = 1/,eR<B(0)>, мы приходим к соотношению 

(B (t)) = 2B(R, 1, 

которое и представляет собой условие существования круговой орбиты электро- 
нов в бетатроне. Мы видим, что для этого необходимо, чтобы средняя магнитная 
индукция была в два раза больше значения магнитной индукции на орбите. 

Бетатрон позволяет ускорять электроны до очень больших энергий — по- 
рядка сотен миллионов электрон-вольт, HO для получения еще ббльших энергий 
он уже непригоден, главным образом из-за эффекта излучения. 

5.6. Индуктивность и емкость в цепи перемен- 
ного тока 

Простота генерирования переменного тока, 
легкость его трансформации и возможность превращения его энергии 
в механическую работу привели к широчайшему использованию пере- 
менных токов на практике. Переходя к изучению закономерностей, 
которым подчиняются такие токи, начнем с выяснения роли индук- 
тивности. Рассмотрим проводящий контур, в котором действует пере- 
менная э. д. с. или приложено переменное напряжение. В случае по- 
CTOAHHOH Э. Д. С. СИЛА TOKa была бы равна &/R, где R — сопротивле- 
ние контура. Ho при переменной 9. д. с. e(t) или переменном напряже- 
нии u(t) переменным будет и ток, а в таком случае в контуре возник- 
нет добавочная э. д. с. — 9. д. с. самоиндукции —Ldi/dt, так что в 
контуре действует суммарная 9. д. с. e(t)— Ldi/dt. Поэтому сила тока 
i определится из уравнения i = (e—Ldi/dt)/R, или 

di 
a + Ri = e(t). 

Этому уравнению соответствует схема цепи с рассредоточенными ин- 
дуктивностью L и сопротивлением R, изображенная на рис. 5.3. 
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Можно сказать, что напряжение и==е(й рас- 
R кладывается на два слагаемых ив = Riu 
г и, = L(di/dt), представляющих собой напря- 

| жения на сопротивлении и индуктивности: 
e(t) и = ив + иг. В действительности, конечно, 

| L не всегда можно в цепи реально разделить и 
на Иви иг. Но если цепь состоит из реоста- 
та с малой индуктивностью и катушки с боль- 
шой индуктивностью, то разности потенциа- 
лов Ha реостате и катушке равны Up H Uy, 

Pie оледоват enbHo соеди. Для того чтобы реостат имел малую индук- 
ненные сопротивление ТИВНОСТЬ, его следует намотать согнутой вдвое 
и индуктивность проволокой (бифилярная намотка). В этом 

случае противоположно направленные токи 
всюду оказываются рядом, благодаря чему 

их магнитные поля почти компенсируются. 
Уравнение, которое мы получили для определения силы тока, 

представляет собой неоднородное дифференциальное уравнение пер- 
вого порядка с известной правой частью. Решение уравнений такого 
типа складывается из частного решения неоднородного уравнения 
и общего решения однородного уравнения (без правой части), причем 
сумма подбирается так, чтобы удовлетворить начальным условиям. 
Например, в случае постоянной э. д. с. e(t) = 6 естественно выбрать 
в качестве частного решение i, = &/R — значение тока, даваемое 
законом Ома; общее же решение однородного уравнения имеет вид 
i =const e—*/*, где т = L/R — так называемая постоянная контура. 
Выбирая в качестве ¢ -= О начальный момент времени, когда # = 0, 
получим const = — &/R и, следовательно, 

é —f/t p98 (fet), |) R ( е ) 

Второе слагаемое в скобках становится малым через время порядка 
нескольких т; мы можем сказать, что «память» о начальном значении 
тока стирается за время, характеризующееся постоянной контура. 

Рассмотрим теперь случай, когда в цепи действует синусоидальное 
напряжение u(t) = Ucoswt (И — амплитуда, wo — частота). Чтобы 
найти частное решение в этом случае, удобно воспользоваться так 
называемым комплексным методом, в котором ток ищется 
в виде i(t) = Ве/е*, где Г — некоторая комплексная константа, 
называемая комплексной амплитудой тока. Полагая u(t) = Ве Ueivt 
и учитывая линейность дифференциального уравнения для тока, мож- 
но, очевидно, опустить в этом уравнении знак Ке: 

L (fe) + Rie = Це". 
Отсюда находим 

1=U/Z; Z=R+iol (1=У—1. 

Величину Z называют комплексным сопротивлением (или импедансом) 
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цепи. (Что касается решения однородного уравнения, то мы не будем 
его выписывать, так как за время порядка нескольких т оно обращает- 
ся в HYyJb.) 

Остановимся на энергетических соотношениях в рассматриваемой 
цепи. Очевидно, внешний источник э. д. с. подает за время 4Ё в цепь 
энергию, равную uidt. Эта величина может быть на основании диффе- 
ренциального уравнения для тока представлена в виде 

uidt — ( = 4 Ri) idt — Ritdt +d [> Li) 

Первое слагаемое здесь определяет джоулеву теплоту, выделяющуюся 
за время dt, а второе слагаемое — изменение за 4 магнитной энергии 
цепи. Произведение Ri? всегда положительно; величина же d(1/2L1?)/dt 
может иметь оба знака. Если Е = /cos(wt—q), то 

ки (-- Li) =- — + оз (2o¢ — 29). 
dt 2 2 

Это выражение отрицательно в первой и третьей четвертях периода 
изменения тока и положительно во второй и четвертой четвертях. 
Это значит, что во вторую четверть периода тока в цепи накаплива- 
ется магнитная энергия, однако в течение третьей четверти периода 
она возвращается внешнему источнику э. д. с. Она вновь накапли- 
вается в цепи в четвертую четверть и, наконец, снова отдается источ- 
нику э. д. с. в первую четверть. 

Таким образом, магнитная энергия непрерывно переходит из источ- 
ника э. д. с. в цепь и обратно из цепи в источник э. д. с., среднее же 
значение ее за период тока (и даже за половину этого периода) равно 
нулю. 

Переменный ток в отличие от постоянного может протекать по цепи, 
в которую последовательно включен конденсатор. Это связано с воз- 
никновением переменного заряда на обкладках конденсатора. Рас- 
смотрим сперва простейший случай, когда индуктивность цепи нич- 

тожно мала, так что схема цепи имеет вид, изображенный на рис. 5.4. 
Здесь Ю — сопротивление цепи, С — емкость конденсатора. Прило- 
женное внешнее напряжение и равно, очевидно, сумме напряжений 
ивИ ис на сопротивлении и на конденсато- 
ре: и = ив - ис. Ясно, что ив = IR, ис = 
= g/C, где i — сила тока и д — заряд на об- в 
кладке конденсатора. Поэтому и = Ri + 4/С, 
а так как Ги g связаны очевидным соотноше- ta 
нием { = dg/dt, To u~ ; 

Rdq/dt + 9/C =u. L i 
| 

Это дифференциальное уравнение позво- не 
ляет найти заряд 4, а следовательно, и TOK {. 
Пусть в цепи действует синусоидальное на- 
пряжение и = ReUei. Тогда, используя ian enon тельно о. 
комплексный метод, легко убедиться, ЧТО сдиненные  сопротивле- 
частным решением уравнения будет Gg = ние и емкость 
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5.5. 5.6. 5.7. 

Последовательно соеди- Частотная зависимость Простейший колеба- 
ненные индуктивность, амплитуды колебаний тельный контур 
сопротивление и ем- в контуре 
кость 

= ReQei#, где Q = И(оЮ - С)". Соответственно ток определится 
формулой i = Re/el, где 

[=U/Z, #=Ю+ 1/0. 
Такой ток (и заряд) установится в цепи за время порядка нескольких 
постоянных времени т = RC. Величина Z представляет собой, оче- 
видно, импеданс рассматриваемой цепи. 

Выяснив, как ведут себя порознь индуктивность и емкость при 
прохождении переменного тока, можно рассчитать любую цепь, в 
которой действует синусоидальное напряжение. При этом следует 
лишь иметь в виду, что основными элементами любой цепи являются 
активное сопротивление Ю, индуктивность L и емкость С и что им со- 
ответствуют импедансы R, 1%[Г., 1/(1%С). Каждая цепь строится из 
этих элементов, которые могут соединяться последовательно или 
параллельно. Импедансы последовательно соединенных участков скла- 
дываются (Z = Z,+ 22- ...), так как через них проходит общий 
ток. В случае параллельно соединенных импедансов общим для них 
всех является напряжение, поэтому складываются обратные импе- 
дансы (1/7 = 1/7. + 1/7. + ...). В простейшем случае контура, изо- 
браженного на рис. 5.5, Z = Ю -- iol + I/(iwC). 

Амплитуда тока / как функция частоты представлена на рис. 5.6. 
Она обращается в нуль при ® =Ои wW->oo и достигает максимума 

при резонансной частоте Wo = МУ LC. Ширина этого максимума 
Aw~ R/L, максимальное же значение тока Imax = U/R; поэтому 
если активное сопротивление А очень мало, то максимум будет очень 
резким. О резонансе в такой цепи говорят как о резонансе напряжений. 

Контур, изображенный на рис. 5.7, характеризуется импедансом 

(К. ioL) (Ro -- 1/(i#C)) 

RyptRet ioL + 1/(iwC) 
Я = 

Если оба активных сопротивления малы (R;.c¢ < V L/C), то 
ими можно пренебречь в числителе (но не в знаментателе!) этого вы- 
ражения; вводя R = R, + Ас, получим 
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7 — E/C 

\ R + iol + 1/(iwC) 

A плитуда напряжения |U| как функция частоты (при заданном /} 
имеет в этом случае TOT же вид, что амплитуда тока |/| (при заданном 
и): ‘для контура, изображенного на рис. 5.5 (см. рис. 5.6). Напряже- 

ние достигает максимума при той же резонансной частоте My) = 1/V ГС; 
в этом случае говорят о резонансе токов. Легко убедиться, что если 
Ю—0, то при резонансе токов можно положить / =0, U =O; при 
этом токи в обеих ветвях цепи /т, /¢ останутся конечными. Отсюда 
следует, что при R—O можно отключить источник внешнего напря- 
жения, в контуре же, состоящем из емкости и индуктивности, будет 
циркулировать переменный ток частоты Wy. Такой контур называют 
колебательным, и мы передем теперь к его изучению. 

5.7. Колебательный контур 

Выясним прежде всего, как происходит 
разряд конденсатора не просто на сопротивление, а на катушку, об- 
ладающую индуктивностью. Иными словами, мы рассматриваем цепь, 
изображенную на рис. 5.5 или 5.7, в которой нет внешнего источника. 
переменной 9. д. с., но конденсатор обладает в начальный момент He- 
которым зарядом go. Спрашивается, каков заряд конденсатора g(t) 
в последующие моменты времени и каков ток i(t) в этом контуре? В. 
контуре действует 9. д. с. самоиндукции —Ldi/dt, поэтому —Ldi/dt = 
= Rit ис, где ис =9/С — напряжение на конденсаторе. Учиты- 
вая, что # = 49/41, получим следующее дифференциальное уравнение: 
для определения заряда g(t): 

929 dq L— —t+—g=0. 
dt2 +R dé + 9=0 

Это уравнение в отличие от неоднородных уравнений, с которыми 
мы имели дело выше, является однородным уравнением второго по- 
рядка. Решение уравнения следует искать в виде g(t) = Ae“, где $. 
и A — некоторые константы. Подстановка этого выражения в урав- 
нение для 4 дает Ls? + Rs  1/С =0, откуда мы получаем два зна- 
чения S: 

2 т 
51 о = ___К_ + (<r) —_ - 

у 2L 2L LC 

Таким образом, общее решение уравнения имеет вид 

g(t) = A,e™ + А, е*# 

где A, и A, — константы, определяемые начальными условиями. В на- 
чальный момент # = 0 заряд g(t) имеет заданное значение ду, началь- 
ный же ток следует считать равным нулю, так как иначе в момент 
включения конденсатора в цепи возникла бы бесконечная э. д. с. само- 
индукции. Итак, 
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| 9 c / 
q / 

/ 

Е Е 5.8. , 
Зависимости заряда 
(а) и тока (6) от вре- 
мени в периодическом 

а) 6) режиме 

9(0)=4» i(0)= (FY. —0 
Отсюда можно найти A, и Ao. 

_ При К < 2 Г/С величины $1 и sy будут комплексно-сопряжен- 
ными. Записав их в виде 

. ! ‘ р] — 

$1,0 = —1 = 1“, 1 =R/(2L), oo V % — 72, Фо — НИхс, 

получим следующие выражения для силы тока и заряда: 

2 —vt 

i(t)=— ( + a7] wige " sin of; 
®9 

2 — vf r) 

g(t) = и 1+ © qe ™ cos (wt + 9), 
© 

0 

причем tgp = y/ @o. Мы видим, что заряд и ток уменьшаются с течени- 
ем времени — затухают, но затухание происходит не монотонно. Это 
затухание определяется экспонентой exp(—yt), потому величину Y 
называют коэффициентом затухания. Она пропорциональна активно- 

му сопрогивлению контура. Величину 6 = 21/0 называют логариф- 
мическим декрементом колебаний. Синусоидальные функции, входящие 
в выражения для i(t) и g(t), имеют период 

T! = 2 = 0% ie, 
wo 1 — R°C/L 

Зависимость заряда и тока OT времени графически изображена на 
рис. 5.8, а, 6. 

Если активное сопротивление К мало, то мал и логарифмический 
декремент и мы получим почти незатухающие колебания с постоян- 
ными амплитудами. В предельном случае RO частота колебаний 

совпадает с @) =1/VLC и g(t) = Q,cosa@gt, i(t) = —w og Sinwol. 
Таким образом, при Ю—>0 в контуре без внешнего источника пере- 
‚менной э. д. с. возникают собственные колебания, частота которых 
совпадает с резонансной частотой Wy контура. 

Найдем электрическую энергию, W,, запасаемую в конденсаторе, 
и магнитную энергию Wm, запасаемую в индуктивности: | 
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\ 2C 

Полная электромагнитная энергия, находящаяся в конденсаторе H 

катушке, равна W, + Wm = 42/(2С). Эта величина не меняется с те- 
чением времени, причем чем больше Wm, тем меньше W,, и наоборот, 
так что колебания сопровождаются перекачкой энергии из конденса- 
тора, т. е. электрического резервуара, в индуктивность, т.е. магнит- 
ный резервуар, и обратно из магнитного в электрический резервуар. 
В некотором смысле эта перекачка энергии аналогична переходу кине- 
тической энергии в потенциальную энергию и обратно при обычных 

колебаниях маятника. 
Наш результат о неизменности полной энергии М = И. - У 

связан с предположением, что Ю—> 0. При конечном активном сопро- 
тивлении колебания становятся затухающими и сумма электрической 
и магнитной энергий уменьшается со временем по экспоненциальному 
закону e—2!F, 

Уменьшение энергии, т. е. диссипация, происходит из-за непрерывного выде- 
ления джоулевой теплоты.в проводах катушки. 

Ясно, что если бы можно было непрерывно компенсировать эту 
диссипацию энергии в контуре, то в нем происходили бы незатухаю- 
щие колебания, несмотря на наличие активного сопротивления. Та- 
кая компенсация потерь энергии могла бы в принципе производиться 
с помощью обычного источника постоянной э. д. C., если бы он в нуж- 
ные моменты времени, в такт с уменьшением амплитуды колебаний 
тока в контуре, подавал энергию в контур. Но частота колебаний в 
контуре очень велика. [1оэтому должна быть очень большой частота 
подачи энергии от источника в контур, а в таком случае желательно, 
чтобы это происходило автоматически, причем не механическим, а 
электрическим путем. 

Таким электрическим вентилем, автоматически открывающим и 
закрывающим источник энергии постоянного тока, соединенный с 
колебательным контуром, может служить специальная электронная 
лампа — так называемый триод. Простейшая электронная лампа — 
диод — содержит два электрода: раскаленный катод, испускающий 
электроны, и анод с положительным потенциалом относительно ка- 
тода, воспринимающий электроны. Сила тока, текущего между ано- 
дом и катодом (его называют анодным током), зависит от разности 
потенциалов между электродами, причем зависимость эта нелинейна 
в отличие от обычных проводников, подчиняющихся закону Ома. 
В триоде между катодом и анодом помещают еще третий электрод — 
управляющую сетку, почти полностью пропускающую ток электронов 
от катода к аноду. Смысл работы сетки заключается в том, что на нее 
автоматически поступает информация о том, что делается в контуре, 
и сетка, реагируя на полученную информацию, в нужные моменты вре- 
мени увеличивает анодный ток, а тем самым и ток в контуре. Для этого 
сетка связана с контуром, и наличие этой так называемой обратной 
связи позволяет непрерывно, автоматически и безынерционно подавать 
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в нужных количествах энергию от источника постоянной э. д. с. в 
колебательный контур, где она преобразуется в колебательную энер- 
гию переменного тока. | 

5.8. Электромагнитные флуктуации 

Определяя токи в различных цепях, мы счи- 
тали, что в них действуют вполне определенные 9. д. с. — постоянные 
или переменные, но всегда являющиеся заданными функциями време- 
ни. Между тем в цепях неизбежно действуют и случайные 9. д. с., точ- 
ный вид которых принципиально не может быть установлен. Доста- 
точно сказать, что посторонние токи наводят в каждой цепи 9. д. с. 
индукции, которые могут обладать произвольными частотами, фазами 
и амплитудами. Точнее знать их мы не можем, и описывать их можно 
только статистически, используя понятие вероятности. Но если даже 
представить себе некоторую цепь электрически изолированной от 
окружающего мира, то и в этом случае в цепи будут течь случайные 
токи. Дело в том, что в системе зарядов токи отсутствуют только в 
том случае, если система находится в состоянии статистического, или 
теплового, равновесия. В действительности же в любой системе обя- 
зательно имеют место отклонения от статистического равновесия, а 
при таких отклонениях (их называют тепловыми флуктуациями) 
всегда возникают Так называемые флуктуационные электрические 
токи. Поэтому 

ток в цепи, в которой действует вполне определенная заданная 9. д. с., отлича- 
ется от значения, определяемого этой э. д. с., согласно обобщенному закону 
Ома: на это значение тока накладывается флуктуационный ток, возникающий 
из-за тепловых флуктуаций. 

Покажем, как находятся флуктуационные токи. Начнем с цепи, состоящей 
из конденсаторов с емкостью С и резистора с сопротивлением К. В отсутствие 
внешней э. д. с. напряжение на конденсаторе и удовлетворяет уравнению 

вс № 4 =0 d¢@ бы 
решение которого имеет вид 

и (9 =и (0) (> 0), 
где и(0) — начальное значение и. Будем считать в этом решении и(0) случайной 
величиной. Случайность процесса означает, что среднее значение и(0), которое 
берется по всем возможным значениям ц(0) (или, как говорят, по ансамблю зна- 
чений ц(0), не по времени!), равно нулю: <и(0)> = 0. Поэтому и <u(t)> =0 
{усреднение не затрагивает фиксированного множителя exp[t/(RC)]). Но сред- 
нее значение квадратичной величины и(0)? не равно нулю. Действительно, кон- 
денсатор мы можем рассматривать как гигантскую броуновскую частицу, на- 
ходящуюся во внешней среде с температурой Т. Поэтому можно считать, что в 
состоянии статистического равновесия энергия конденсатора (тепловая) должна 
быть равна 1/, kT, где Ё — постоянная Больцмана (на конденсаторе нет внешне- 
го заряда!). Но энергия конденсатора равна половине произведения его емкости 
на квадрат напряжения, поэтому 

1/2 С (и? (0)) =Ч» ЕТ, 
откуда <и?(0)> = ЁТ/С. Учитывая это соотношение, умножим u(t) на и(0) и 
усредним произведение по ансамблю и!0): 
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kT ont (RB) 

С 

Начальный момент времени можно, очевидно, выбирать произвольно. Поэтому 
эту формулу перепишем в более общем виде: 

(и (0) u(t)) = ({>0). 

RT —{t,—t,| /(R@ (u(t) # (fe) == oT, 
где Ни tg — два произвольных момента времени. 

Величину <и(ь)и(Ь)> называют корреляционной функцией напряжения. 
Она зависит от разности моментов времени и определяется в случае АС-контура 
емкостью и сопротивлением. 

Выясним теперь, каков частотный состав, или, как говорят, частотный 
спектр, флуктуаций напряжения. Для этого нужно флуктуации разложить в 
интеграл Фурье. Но если раскладывать просто 

u(t) = | и, el dw, 
aw 

TO среднее значение каждой компоненты Фурье Uw» равно нулю: «иь > = 0. 
Поэтому в интеграл Фурье нужно раскладывать не линейную, а квадратичную 
функцию напряжения — корреляционную функцию <u(0)u(t)>: 

ии (0) = f Wye do. 

Здесь символ (и?)» служит для обозначения компоненты Фурье корреляционной 
функции напряжения. Используя известную формулу обращения 

oo 

1 —iwt 2) — —— t = | «Фи at 
—00 

ми подставляя сюда выражение для корреляционной функции, получим 

ВС 
и?) = —— е df. (1a = Ore 

eo 

Вычислив интеграл, найдем 

ЕТ ив), = “ x (1 ++ w2R2C?) ° 

Это выражение и определяет частотную характеристику флуктуаций напряжения 
на конденсаторе. 

Если умножить это выражение на 62С?2, то мы найдем компоненту Фурье 
(i?)o корреляционной функции тока <i(h)i(t,)>: 

ИИ: 
R? +- 1/(w?C?) 

Вспомнив, что комплексное сопротивление цепи, состоящей из емкости и сопро- 
тивления, есть Z = Ю + 1/(iwC), перепишем (i?)o в виде 

в, = 22 R _ АГ Re—-. 

x [|271 Tt Z 
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Найдем теперь корреляционную функцию флуктуационного тока в цепи, 
состоящей из индуктивности и сопротивления. В этом случае в отсутствие внеш- 
ней э. д. с. сила тока i(/) удовлетворяет уравнению L(di/dt) + Ri = 0, откуда 

— L) 8 ГЕ - 

греков OY"! 
В этом выражении мы будем рассматривать #(0) как случайную величину, 

среднее от которой равно нулю: <i(0)> = 0. Величина же <7й(0)>> в случае 
тепловых флуктуаций не равна нулю, а может быть просто связана с темпера- 
турой Т. Действительно, катушку самоиндукции можно рассматривать как еди- 
ное целое, подобное частице, совершающей броуновское движение в среде с 
температурой Т. Поэтому мы должны считать среднюю тепловую энергию ка- 
тушки равной 1/, ЕТ. Но эту энергию можно отождествить со средней магнит- 
ной энергией 1/.[. <1(0)>, имеющей флуктуационное происхождение, т. е. 
1/5 [. <7(0)> = kT/2, откуда <i2(0)> = RT/L. 

Умножим i(/) на i(0) и усредним произведение по возможным значениям 
(0). Получим . 

— (R/L)t kT 
GCOMM=T се (#> 0). 

Эта величина и представляет собой корреляционную функцию флуктуационных 
токов в цепи, состоящей из катушки и сопротивления. Поскольку начальный 
момент времени можно выбирать произвольно, корреляционную функцию мож- 
но записать в общем виде: 

mE tite | aye kT 
«(НЕ (f2)) = т. е ы 

Найдем теперь частотный спектр флуктуаций тока. Для этого нужно раз- 
ложить корреляционную функцию <И0) (>> в интеграл Фурье: 

со 

GOI = (9), в" аъ. 
e 

ted ® ©] 

Компонента Фурье (i7)» корреляционной функции равна 

2 1 iy: iwt 
(7), = >> 81 (0) i (t)> e dt. 

Подставляя сюда выражение для <i(O)i(f)>, получим 

со 

- | RT ВЕ nia 
?).= = —e Е" at, 

2“ L 

откуда 

R2 + в? [2 

Вспомним теперь, что импеданс рассматриваемой цепи определяется фор- 
мулой Z = R-+ iwLl. Поэтому (7?) можно представить в виде 

kT R kT 1; 
2) — = | —e (7), = — 7 — Ke 

Это выражение имеет ту же структуру, что и выражение для спектрального 
распределения флуктуаций тока в цепи, состоящей из С, R. Такой же формулой- 
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определяется частотный спектр флуктуаций тока в самом общем случае для лю- 
бой цепи: 

nm |2 п Ю- Х? 

где 2 = R-+iX — импеданс цепи, R и Х = X(w) — активное и реактивное 
сопротивления цепи. Эта формула носит название формулы Найк- 
виста. 

Если активное сопротивление очень мало, то и компонента Фурье (:?)» мала 
почти для всех частот. Исключение составляют только те частоты, для которых 
реактивное сопротивление обращается в нуль: Х(®) = 0. Это уравнение опре- 
‚деляет резонансные частоты цепи. Например, в случае контура, состоящего из 
катушки и конденсатора, X(m) = ®[—1/(®С) и Х обращается в нуль при ® = 
= (Г.С) !/?. Для более сложных цепей резонансных частот может быть несколь- 
ко H все они являются корнями уравнения Х(%) = 0. Компонента Фурье корре- 
ляционной функции флуктуационных токов в случае малого сопротивления цепи 
Ю имеет резкие максимумы при резонансных частотах. 

ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ. | 

Закон электромаг- р ЧФ poe \ Bds 
нитной индукции dt ’ 

Импедансы цепей — . — 1. 

(L, Ryu (C, Rk) КТ КТ 
U 

] 2 

2 _— Ve + (> сс 

Частота колебатель- w, = 1 ГИ LC 
ного контура 

Коэффициент зату- т = R/(2L) 
хания 

Сила тока в цепи Г = 

Корреляционная В Вы 

функция флуктуаций  (7(Ё)1(,)) =^-е L 

тока в цепи (L, К) 

_ AT К 

ох Формула Найквиста (Г). 

Ш 

Глава 6 ЗАКОНЫ ЭЛЕКТРОМАГНЕТИЗМА 

6.1. Уравнения Максвелла 

В предыдущей главе мы нашли ускоряющее 

зихревое электрическое поле в бетатроне. Но можно установить в са- 

мом общем виде связь между вихревым электрическим полем и вызы- 
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вающим его переменным магнитным полем. Обратимся ДЛЯ ЭТОГО K 

закону электромагнитной a согласно которому 

фей =—— ‚| Bds, 

Считая контур L неподвижным, перепишем это уравнение в виде 

фей — — | а 

и преобразуем, согласно формуле Стокса, линейный интеграл в по- 
верхностный: 

фей! — | rot Eds 

(напомним, что элемент контура dI и элемент поверхности ds образуют 
правовинтовую систему). Получим 

| (te + Fr) a=. 

а так как контур [Г и опирающаяся Ha него поверхность Х могут 
быть произвольными, то отсюда следует, что 

6B 
rotE = — e 

Это фундаментальное соотношение носит название первого урав- 
нения Максвелла. 

Подчеркнем еще раз, что электрическое поле, порождаемое пере- 
менным магнитным полем, является вихревым, а не потенциальным, 
поэтому его силовые линии замкнуты в отличие от силовых линий: 
электростатического поля, которые всегда разомкнуты. 

Из первого уравнения Максвелла легко вывести закон электро- 
магнитной индукции — для этого стоит лишь проинтегрировать обе. 
части этого уравнения по какой-либо поверхности », опирающейся 
на некоторый проводящий контур L. Воспользовавшись далее форму- 
лой Стокса, можно преобразовать поверхностный интеграл от ротора 
электрического поля в циркуляцию этого поля вдоль контура Г.. Та- 
ким образом, мы получим 9. д. с., действующую в контуре, которая. 
выразится через временную производную магнитного потока, прони- 
зывающего контур. На этом основании можно сказать, что первое 
уравнение Максвелла представляет собой закон электромагнитной 
индукции в дифференциальной форме. В действительности, однако, 
в уравнении Максвелла содержания больше, чем в законе электро- 
магнитной индукции. Дело в том, что закон электромагнитной ин- 
дукции неотъемлем от проводящего или (в более общей формулировке) 
материального контура. Уравнение же Максвелла никак не связано: 
с материальным контуром — в него входят в чистом виде сами поля; 
иными словами это 
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полевое уравнение, связывающее поля в данном месте пространства ив данный 

момент времени. 

Взяв дивергенцию от обеих частей уравнения Максвелла и заме- 
чая, что div rot Е = 0, получим (d/dt)\div В =0, откуда следует, что 
дивергенция магнитной индукции не зависит от времени. Такой вывод 
вытекает из первого уравнения Максвелла, но этот вывод не озна- 
jaeT,. что | 

div B = 0 

Последнее соотношение выполняется, но 

оно не вытекает из первого уравнения Максвелла, а выражает отдельный закон 
природы — не закен электромагнитной индукции, а закон отсутствия в при- 
роде магнитных зарядов. 

Напомним в этой связи, что магнитные силовые линии не имеют ни 
начала, ни конца. | 

Переменное магнитное поле создает вокруг себя вихревое электри- 
ческое поле. Но электрическое и магнитное поля во многом аналогич- 
ны. Поэтому естествен вопрос: не создает ли и переменное электриче- 
ское поле поля магнитного? То, что такая связь между переменными 
полями должна существовать, показывает элементарный анализ про- 
цесса разряда конденсатора. Действительно, соединим обкладки за- 
ряженного конденсатора проводом. Тогда по проводу пойдет разряд- 
ный ток, который будет создавать магнитное поле. Силовые линии поля 
охватывают проводник. Если выбрать какой-либо контур L, охваты- 
вающий провод, то циркуляция магнитной индукции вдоль L должна 
определяться, согласно закону полного тока, силой тока, проходя- 
щего через произвольную поверхность, опирающуюся на L. Но если 
взять две поверхности — поверхность 1, пересекающую провод, 
и поверхность №, проходящую в пространстве между обкладками 
конденсатора, — то через поверхность Ly протекает разрядный ток /, 
через поверхность же XY» никакого тока не течет. Налицо, таким об- 
разом, нарушение закона полного тока. Дело здесь, очевидно, в том, 
что конденсатор нарушает замкнутость тока проводимости. Но маг- 
нитное поле незамкнутого разрядного тока тем не менее несомненно 
существует и, более того, циркуляция индукции В вдоль контура Ё 
равна шо/. Ток / есть интеграл по поверхности 2, от плотности тока }, 
т. е. 

ф ва! = ш | jdse 
Г 51 

Но циркуляция не может зависеть от вида поверхности, важно лишь, 
чтобы последняя опиралась на L. Поэтому должно существовать COOT- 
ношение 

ф ва = ш | Xds, 
Г $ 

где LS, — произвольная поверхность, проходящая между обкладками 
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конденсатора, и X — некоторая неизвестная векторная величина. Для 
ее определения мы имеем уравнение 

которое годится для всех поверхностей >, пересекающих провод, вклю- 
чая поверхность обкладки конденсатора; поверхность же Xo, лежащая 
внутри конденсатора, может сколь угодно близко подходить к об- 
кладке конденсатора. | 

Возьмем теперь в качестве », поверхность обкладки конденсатора. 
На ней плотность тока ], очевидно, совпадает с do/dt, где о — поверх- 
ностная плотность заряда, или в векторной форме j = n(do/d?), где 
п — единичный вектор нормали к обкладке. Плотность заряда о мож- 
но выразить через напряженность поля Е вблизи обкладки: в = 
= €)EN, поэтому на поверхности сбкладки 

j = Е а 

Учтем теперь, что поверхность >. может изнутри подходить сколь. 
угодно близко к поверхности обкладки и что поле внутри плоского 
конденсатора всюду одинаково. Поэтому, по крайней мере в случае 
плоского конденсатора, мы можем считать, что 

Х == Е 

и, следовательно, 

ф Ва! = pyc, | Eds. 
Г Xe 

Преобразуем теперь, согласно формуле Стокса, циркуляцию маг- 
нитной индукции в интеграл по поверхности YX». Мы получим тогда 
соотношение 

| rot Bds = иоеь | < ds, 

Le Le 

а так как поверхность De внутри конденсатора произвольна, TO должно 

выполняться соотношение 

OE 
Г [В = € ——— ~@ О оо 9} 

В это соотношение не входят ни емкость конденсатора, ни сопро- 
тивление провода, соединяющего его обкладки ни разрядный ток, а 
входят лишь локально магнитная индукция и электрическое поле. 
Поэтому возникает вопрос: не является ли это соотношение универ- 
сальным и справедливым во всех тех случаях, когда имеется перемен- 
ное электрическое поле и нет движущихся электрических зарядов? 
Максвелл впервые предположил, что дело обстоит именно таким об- 
разом, т. е. что переменное электрическое поле всегда создает вокруг 
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себя магнитное поле в соответствии с написанным соотношением. Ины- 

ми словами, переменное электрическое поле с точки зрения создания 

магнитного поля эквивалентно некоторому току, плотность которого 

; dE 
Jc 0 at 

Этот TOK носит название тока смещения, aj, называют плотностью 
тока смещения. 

Если имеются также и движущиеся заряды, которым соответствует 
суммарная плотность тока j, (она включает в себя как плотность тока 
проводимости, так и плотность молекулярных токов), то должен быть 
справедлив закон полного тока 

rot В = py (1 + }‹), 

в который входит сумма плотности потока заряда движущихся частиц 
j, и плотности тока смещения j,. Смысл этого соотношения, которое 
называют вторым уравнением Максвелла, заклю- 
чается в TOM, что магнитное поле порождается как движущимися заря- 
дами, так и переменным электрическим полем. 

На основании своих уравнений (сформулированных им в 1860— 
1865 гг.) Максвелл в 1865 г. предсказал существование электромаг- 
нитных волн, распространяющихся со скоростью света, и предполо- 
жил, что сам видимый свет — это электромагнитная волна определен- 
HOH ДЛИНЫ. 

6.2. (Свободное электромагнитное поле в ваку- 
уме 

Итак, переменное электрическое поле соз- 
дает вокруг себя (подобно переменному току) переменное магнитное 
поле. В свою очередь, переменное магнитное поле создает вокруг себя 
электрическое поле, которое также переменно. Поэтому возникает 
вопрос: не могут ли переменные электрическое и магнитное поля, 
поддерживая друг друга, существовать в вакууме без зарядов и токов? 
Математически вопрос сводится к тому, имеют ли уравнения Мак- 
свелла для полей в вакууме 

rotE = —oB/ol; divB = 0; 
rotB = ще 0Е/0Е; divE =0 

решения, отличающиеся от тривиального Е =В = 0? Ответ гласит, 
что такие решения существуют и их бесконечно много. 

Чтобы убедиться в этом, исключим из уравнений одно из полей, 
например индукцию В. Применим для этого операцию rot к обеим час- 
тям первого уравнения: 

rotrotE = — 9 rot В. 
ot 

Используя далее второе уравнение, nonyaumrot rot Е = —w9&.07E/O??. 
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Учтем, наконец, что rot rot Е = grad div E—AE. Так как в вакууме 
divE = 0, то мы получим окончательно 

2 

AE — 1 Е 0, 
с? ОР 

re с? = (2.10) *". Легко проверить, что такому же уравнению — 
его называют волновым — удовлетворяет в вакууме и индукция 
В. 

Покажем теперь, что волновое уравнение имеет бесчисленное мно- 
жество нетривиальных решений. Рассмотрим для простоты случай, 
когда поля зависят только от одной декартовой координаты, скажем 
х. Тогда все отличные от нуля компоненты полей Е, В (обозначим их 
общей буквой [) удовлетворяют однсму и тому же одномерному волно- 
вому уравнению 

Ox? с? ot? 

Решение этого уравнения имеет вид 

Их, t) = ЕР, (x —cl) + F,(x+ ct), 

где Fy и Fo — произвольные функции. При этом функция Fy(x—ct) 
описывает волну, распространяющуюся со скоростью с вдоль поло- 
жительной оси х, а функция F(x -+ ct) — волну, распространяющую- 
ся с той же скоростью в противоположном направлении. Эти волны 
называют электромагнитными волнами. Величина с равна скорости 
света в вакууме. Поэтому мы приходим к заключению, что скорость 
электромагнитных волн совпадает со скоростью света в вакууме. Более 
того, 

сам свет представляет собой электромагнитную волну, и как световая волна, 

так и любая электромагнитная волна в вакууме обладает свойством попереч- 

ности. 

Это немедленно вытекает из уравнений div Е =0, div В =0. Дейст- 
вительно, подставляя в них Е = E(x = ct), В = B(x = cl), мы по- 
лучим ОЕ „/дх = ОВ „/дх =0, откуда Е» =const, В» =const. Ho 
мы рассматриваем здесь переменные, а не статистические поля. По- 
этому следует считать FE, = B, = 0, т. е. переменные поля не имеют 
составляющих вдоль направления распространения волны и являются, 
следовательно, поперечными. Отличными от нуля в них могут быть 
только у- И 2-составляющие. | 

Мы показали, что одномерное волновое уравнение имеет бесчис- 
ленное множество нетривиальных решений. Этим же свойством об- 
ладает и трехмерное волновое уравнение, и все эти решения имеют вид 
волн, распространяющихся в разных направлениях со скоростью све- 
та С. 

Существование нетривиальных решений уравнений Максвелла 
в отсутствие токов и зарядов имеет фундаментальное значение. Оно 
означает, что 
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переменные поля могут существовать в вакууме без зарядов и токов. Это значит, 
что электромагнитное поле следует рассматривать как физическую реальность, 
а не как атрибут зарядов. 

Для того чтобы окончательно убедиться в этом, нужно еще дока- 
зать, что электромагнитное поле, как и вещество, обладает определен- 
ными энергией, импульсом и моментом. Сейчас мы убедимся в этом, 
после чего можно будет с полным основанием утверждать, что электро- 
магнитное поле действительно материально. 

С энергией электростатического поля мы уже встречались: рас- 
сматривая процесс зарядки конденсатора, мы показали, что затрачи- 
ваемая при этом работа против сил электростатического расталкива- 
ния зарядов не исчезает и что можно считать, что она запасается в виде 
энергии электростатического поля W,, плотность которой равна 
=.Е?/2. Однако с равным правом мы могли считать, что величина W, 
представляет собой энергию зарядов, а не энергию поля. Поэтому мы 
рассмотрим теперь вопрос об энергии поля — электрического и маг- 
нитного — с более общей точки зрения, исходя из баланса энергии 
в системе, состоящей из поля и заряженных частиц. 

Если в электромагнитном поле Е, В движутся частицы, то их дви- 
жение определяется уравнением 

d 

где g — заряд частицы, V и р — ее скорость и импульс. Само поле мы 
будем теперь считать создаваемым зарядами. Это значит, что в урав- 
нениях Максвелла 

ПЛОТНОСТИ ТОКа и заряда определяются рассматриваемыми зарядами, 

Т.е. 

P= » Vala, J У, ValaVay 

где И. — плотность частиц с зарядом да и скоростью Vag, и суммиро- 
вание распространяется на различные сорта а частиц, находящихся 
в единичном объеме. Вопрос теперь состоит в следующем: как изме- 
нится кинетическая энергия частиц 

К = У mv?/2, 
(V) 

находящихся в некотором объеме У, если учесть воздействие поля на 
частицы? 

Изменение кинетической энергии одной частицы за | с составляет 

d 1, d 
— — mv?=v — p, 
dt 2 dt 
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атак как сила, действующая на частицу со стороны магнитного поля, 
направлена перпендикулярно скорости частицы, то согласно урав» 

нению движения частицы 

Поэтому 

Можно перейти в этом выражении от суммирования по всем частицам 
к интегрированию по объему У, занимаемому частицами, с последую- 
щим” суммированием только по различным сортам частиц: 

d 
a K = 2 | JatlaV EMV. 

Вспоминая определение плотности тока 1, можно переписать это 

выражение в виде 

d 
— — iEdV. ик} 

Но согласно второму уравнению Максвелла 

jE = (-- го! В — вы ) Е. 
Uo 

Замечая, что согласно первому уравнению Максвелла ВВ = —BroiE, 
получим 

jE —=— «£2 —1 В-8 1 (BrotE —ErotB). 
ot Мо ot Yo 

Это выражение нужно теперь проинтегрировать по объему У. В силу 
теоремы Гаусса 

| div [EB] dV = | [ЕВ] 4, 
V >} 

тде & — поверхность, ограничивающая объем У, и ds — элемент по- 
верхности Х, направленный вдоль внешней нормали к ней. В резуль- 
тате получим 

а . а | 7 К= | jBav a | 5 (ED + BH) dV | | ds, 

где О = Е, Н =B/uo. 
Проанализируем теперь это выражение. Предположим сперва, что 

на границе объема У поля обращаются в нуль. Тогда 

d d 1 

dt К dt и, о | (ED + )d 
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Мы видим, что в этом случае dK = — АТ, т. е. приращение К равно 
убыли У, так что сумма К и W не изменяется с течением времени: 
К + И =const. 

Так как К представляет собой кинетическую энергию частиц, то 
полученное соотношение, определяющее баланс энергии, не что иное, 
как закон сохранения энергии. Но мы рассматриваем только частицы 
и электромагнитное поле, которые взаимодействуют между собой и 
образуют замкнутую систему. Поэтому К + есть полная энергия 
нашей системы, а величина №, зависящая только от Е, В, О, H, есть. 
не что иное, как энергия электромагнитного поля. Она представляет 
собой интеграл от плотности электромагнитной энергии WwW по объему, 
занимаемому полем: 

W = { оду, w= (ED + ВН), 

у 

Плотность энергии равна сумме плотностей электрической W, = 1/2&oE* 
и магнитной Wm = (2%) В? энергий. Эти величины пропорциональ- 
ны квадратам полей. Напомним, что с плотностями электрической и 
магнитной энергии мы уже сталкивались в $ 1.7, 4.5. 

Обратимся теперь снова к общему выражению для (d/dt)K, содер- 
жащему поверхностный интеграл: 

1= | $45, S=[EH 
я 

С учетом этого интеграла баланс энергии рассматриваемой нами дина- 
мической системы — заряженные частицы плюс электромагнитное 
поле — выглядит следующим образом: 

a (к + | wav) =— | Sds. 
dt у ы 

Слева здесь стоит производная по времени от полной энергии системы, 
т. е. суммы кинетической энергии заряженных частиц и энергии элект- 
ромагнитного поля. Эта производная не равна нулю, т. е. полная энер- 
гия системы не сохраняется. Ясно, что такая ситуация может возник- 
нуть только потому, что энергия покидает или, наоборот, входит в. 
объем У. Движение энергии происходит через поверхность №, огра- 
ничивающую объем У, и поэтому в баланс энергии входит именно по- 
верхностный интеграл J. | 

Таким образом, мы должны интерпретировать величину J как по- 
ток энергии, уходящей из объема У, т.е. количество электромагнит- 
ной энергии, покидающей объем V за | с. Соответственно величину $ 
нужно интерпретировать как Плотность потока электромагнитной 
энергии, т.е. как энергию, проходящую за 1 с через единичную пло- 
щадку, ориентированную перпендикулярно вектору $. Этот вектор 
носит название вектора Пойнтинга. 

Кроме энергии электромагнитное поле обладает еще импульсом (ко- 
личеством движения). Плотность импульса поля g = S/c? отличается 
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oT вектора Пойнтинга только множителем 1/с*, так что импульс элект- 
ромагнитного поля, находящегося в объеме У, есть 

G = | giV =c> | [EH ау. 
V V 

Поэтому полный импульс Р системы, состоящей из частиц и электромаг- 
нитного поля, определяется формулой 

p= Уур+-, | ЕНа, 
(И) у 

где первое слагаемое представляет собой импульс частиц в объеме У. 
Полный импульс в конечном объеме У не сохраняется, так как электро- 
магнитное поле проходит через границу объема и переносит с собой 
часть импульса. 

Наконец, поле обладает еще и определенным моментом импульса 
(моментом количества движения), плотность которого | 

[rg] = с * [г [EH], 

так что момент L поля в объеме У составляет 

L=c? | [г [EH]] dV. 

6.3. Усредненные микроскопические поля 

Уравнения Максвелла, сформулированные 
выше, связывают электрическое и магнитное поля в вакууме между 
<обой и с заданными токами и зарядами. Их можно рассматривать 
как законы движения электромагнитного поля в вакууме. Теперь наша 
задача будет состоятЪ в том, чтобы установить аналогичные законы 
для электромагнитного поля в веществе — поля в общем случае пере- 
менного и неоднородного. При этом следует учитывать, что вещество 
построено из атомов, которые, в свою очередь, состоят из заряженных 
частиц — электронов и ядер. Поэтому мы должны исходить из пред- 
ставления об электромагнитном поле в вакууме, в котором находятся, 
пребывая в постоянном движении, частицы вещества, а так как они 
заряжены, то, с одной стороны, они испытывают влияние поля в ва- 
KyyMe, а с другой — модифицируют это поле. 

Таким образом, возникает задача о самосогласованном взаимо- 
действии электромагнитного поля в вакууме и электронов и ядер ве- 
щества. Задача эта была впервые сформулирована Лоренцем в 
конце прошлого столетия, и он же указал путь ее принципиального 
решения. 

Сложность задачи связана как с колоссальным числом электронов 
и ядер в любом макроскопическом участке вещества, так и с неимо- 
верно запутанным характером их движения. Но именно эта слож- 
ность в конечном счете и упрощает задачу, ибо она позволяет использо- 
вать для решения задачи статистический метод. Дело в том, что истин- 
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ные поля в вакууме, модифицированные заряженными частицами ве- 
щества, — будем называть эти поля микроскопическими — характе- 
ризуются чрезвычайной нерегулярностью. Нерегулярность эта — 
и в пространстве, и во времени — обусловлена атомной структурой ве- 
щества. Если взять, например, отдельный ион, то электрическое поле, 
порождаемое им, меняет свое направление на расстоянии порядка 
размеров иона, т. е. 10° м. Ясно, далее, что и электрическое и маг- 
нитное поля, создаваемые атомными электронами, претерпевают су- 
щественные изменения в течение характерного атомного времени, 
составляющего примерно 1018 с (такое время соответствует прохожде- 
нию атомного расстояния ^ 107° м с характерной для электронов ато- 
ма скоростью порядка 10° м/с). Но все эти нерегулярности полей для 
многих задач несущественны. Поэтому нужно их исключить из рас- 
смотрения, а это значит, что интересны не сами микроскопические 
поля, а усредненные их значения, не содержащие уже мелких нерегу- 
лярностей, или, образно выражаясь, «шероховатостей» полей, обуслов- 
ленных атомной структурой вещества. 

Итак, мы должны ввести усредненные, или, как их называют, 
макроскопические, поля. Усреднение должно производиться как по 
пространственным координатам, так и по времени. Именно: если 
(г, Ё) — некоторая микроскопическая величина, содержащая атом- 
ные нерегулярности, то соответствующая усредненная макроскопиче- 
ская величина определяется как 

(Fr, 0) = уд | Fee + ar, {+ 400469) 
где интегрирование производится по некоторому прострапственному 
объему AV возле точки г и некоторому временному интервалу Aft возле 
момента времени #. Объем усреднения AV дожен быть большим по 
сравнению с объемом атома а4?, но малым по сравнению с той областью 
пространства L?, где уже существенно меняется сама усредненная ве- 
личина (она ведь остается функцией координат и времени!). Анало- 
гичным образом время усреднения Af? должно быть большим по срав- 
нению с характерным атомным временем T, = а/о., но малым по срав- 
нению с временем Т существенного временнбго изменения самой ус- 
редненной величины (UV, — средняя скорость электронов в атоме). 
Если соблюдены условия 

a<(AV)'?«L, 1t,«KAt<T, 

то усредненная величина < [(г, #)>> не содержит атомных «шерохова- 
тостей», а является плавной функцией координат и времени. Именно 
такие усредненные, или макроскопические, величины мы и будем 
рассматривать. 

Введем теперь усредненные поля — электрическое Е(г, Г) и маг- 
нитное Bir, ¢) (вектор В, как уже указывалось, называется, по исто- 
рической традиции, магнитной индукцией). С микроскопическими по- 
лями, которые мы обозначим е(г, #) и Б(г, #), они связаны соотноше- 
НИЯМИ 
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Е(г, /) = (е(г, 4)); В(г, В) = (Б(г, 4). 

Задача заключается в том, чтобы выяснить, каким закономерностям 
подчиняются макроскопические поля в среде E(r, Ё) и Bir, И. При 
этом исходным пунктом должны быть закономерности для микроско- 
пических полей e(r, #) иБ(Т, 2) в вакууме. Эти закономерности выража- 
ются уравнениями электромагнитного поля в вакууме. Первая группа 
этих уравнений записывается просто: 

гофе (г, ¢) = —= Ь (г, ¢), divb(r, В =0. 

Чтобы написать вторую пару уравнений поля, нужно иметь в виду, 
что вещество может содержать заряженные частицы различных сортов, 
и если плотность частиц, обладающих зарядом да, равна па, то микро- 
скопическая плотность электрического заряда равна Х9.па, где сум- 
мирование распространяется на все сорта а заряженных частиц. Если 
далее у. — скорость частиц сорта а, то микроскопическая плотность 
тока >9.ПоУа. Поэтому вторая пара уравнений поля может быть за- 
писана в виде 

rot b(r, Г) = Ко [z JalaVa + Eg >. е(г, 1); 

e,dive(r, 2) = >) Jag 

Обе эти пары уравнений представляют собой, по существу, уравнения 
Максвелла для полей в вакууме, в котором «плавают» заряженные час- 
тицы вещества. Но часто их называют уравнениями Мак- 
свелла — Лоренца, чтобы подчеркнуть тот подход, который был 
указан Лоренцом для вывода уравнений поля в средах на основе элект- 
ронной картины материи. 

Мы должны теперь усреднить уравнения Максвелла—Лоренца. 
При этом, очевидно, усреднение никак не связано ни с операциями 
rot и div, т. е. дифференцированием по координатам, ни с 
дифференцированием по времени. Поэтому усреднение дает 

rot (е (г, ¢)) = — > (В (г, ¢)), div «b(r, ¢))= 0; 

о tot (bir, £)) = У (garteva) + & & (elt, 1); 
ео div (е (г, 2)) = & atta) » 

или, так как <е> =Е, <b> =B, усредненная первая пара урав- 
нений поля имеет вид 

rotE(r, #) = —> В (г, 2); divB(r, t) =O, 

а усредненная вторая пара уравнений — вид 

—1 д , 

p, rotB(r, t) = У (Чоп) в = E(r, 8; 
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ео div В (г, t) = № (Gate's 
Первая пара имеет простой физический смысл: первое из них выражает для мак- 
роскопических полей закон электромагнитной индукции в дифференциальной 
форме, а второе — отсутствие в природе магнитных зарядов. 

Рассмотрим теперь вторую пару усредненных уравнений и вы- 
ясним прежде всего смысл величины ХУ9.ПоаУ), представляющей 
собой усредненную плотность микроскопического тока. Чтобы опре- 
делить ее, нужно знать структуру рассматриваемого вещества. Но 
при общем феноменологическом описании мы должны различать плот- 
ность тока, обусловленного свободными зарядами, и плотность тока, 
обусловленного связанными зарядами. Обозначив обе эти величины 
соответственно j и j, и предполагая для общности, что оба типа заря- 
дов имеются в теле, мы можем написать 

№ (JallaVa) — ] + 5. 

В действительности, конечно, первое слагаемое присутствует только 
в проводниках, и в этом случае для достаточно медленных полей и 
неподвижных проводников плотность тока j (ее называют плотностью 
тока проводимости) пропорциональна напряженности макроскопиче- 
ского электрического поля Е, т.е. } = OE, где о — удельная электри- 
ческая проводимость вещества. Но, несмотря на это, мы включили 
слагаемое } в сумму У(9оПаУа), чтобы получить в дальнейшем общие 
соотношения, пригодные как для проводников, так и непроводников. 

Рассмотрим далее плотность тока, обусловленного связанными 
зарядами. Этот ток можно разделить на две части — ток, обусловлен- 
ный смещением связанных зарядов, или, иначе, их поляризацией, и 
ток, обусловленный вращением заряженных частиц, в первую оче- 
редь вращением электронов в атомах. Соответствующие плотности 
токов мы обозначим jp H jy, Так что j, =jp + jy. Первая из 
этих величин — плотность поляризационного тока ]р — может быть 
выражена через вектор поляризации Р, который определяется как yc- 
редненная сумма дипольных моментов 4. = дога связанных частиц, 
содержащихся в единичном объеме (г. — радиус-вектор, определяю- 
щий положение связанного заряда а), т. е. 

Р = У 4). 

(V=1) 

Взяв производную OT Р по времени, мы и получим плотность тока: 

jp = — P. 

Обратимся к плотности тока jy, обусловленного связанными 
вращающимися зарядами. Каждый такой заряд эквивалентен, оче- 
видно, некоторому замкнутому молекулярному току, и вопрос, сво- 
дится к тому, как связать величину jy с этими молекулярными 
токами. Определим с этой целью суммарный ток jy As, проходящий 
через некоторую площадку As, например через площадку As,, ориен- 
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тированную перпендикулярно оси х (рис. 6.1). 
4 ¢ Так как молекулярные токи замкнуты, TO, 

Be очевидно, суммарный TOK через площадку 
aa ay ASy, определяется только теми индивидуаль- 

ными молекулярными токами, которые пере- 
- xX 

a секают площадку AS x не два, a ТОЛЬКО ОДИН 

7 А . раз, иными словами, существенны только те 

A’ AS, молекулярные токи, которые расположены 

на границе площадки As,. Если взять грани- 
цу АВ, то число таких токов равно Ays,n, 

6.1. где И — число молекулярных токов (т.е. 
Плотность тока, о6Ус` атомов) в единичном объеме, $, — проекция 
ловленного вращающи- ¥ 
мися = связанными за- Площади $„, обтекаемой молекулярным TO- 
рядами KOM, на плоскость xz, и Ау — длина АВ. 

Умножив эту величину на силу отдельного 
молекулярного тока #1„, найдем общий мо- 

лекулярный ток возле границы АВ площадки As,. Замечая, 
что величина т = 1,„$„ представляет собой магнитный момент OT- 
дельного молекулярного тока, мы можем записать общий молекуляр- 
ный ток вблизи границы АВ в виде Ау(пт),. Аналогичного типа выра- 
жения справедливы для общих молекулярных токов вблизи границ 
Д’А, В’В, А’В’. Все эти выражения нужно сложить, в результате чего 
получим циркуляцию вектора ит вдоль контура ABA'B’, ограничи- 
вающего площадку As. Наконец, так как jy по самому смыслу — 
макроскопическая величина, то величину NM нужно еще усреднить, 
чтобы в нее не входили атомные нерегулярности. Замечая, что общий 
молекулярный ток через площадку As равен jyAs, получим соот- 
ношение 

j,As = ф (nm) dl. 
АВА’ В’ 

где dil — элемент контура АВА’В’, ограничивающего площадку. Цир- 
куляцию можно выразить согласно формуле Стокса через ротор век- 
тора nm, а так как площадка макроскопически мала, TO 

j, As = rot (nm) As, 

откуда 
j,=rotJ, = (пт). 

Величину J называют намагниченностью (вектором намагничения). 
Ее можно записать также в виде 

J= > (то), 
(У=1) 

где т. — магнитный момент Q-ro вращающегося заряда, а суммиро- 
вание производится по всем связанным зарядам, находящимся в еди- 
ничном объеме. 

Итак, плотность макроскопического тока, связанного с вращающи- 

мися связанными зарядами, равна ротору намагниченности J. 
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Отсюда легко заключить, что ПОЛНЫЙ ТОК 

(jyds, обусловленный вращающимися заряда- > 
py 
MH, через произвольное сечение » тела равен 1 
нулю. Действительно, так как TOK jy отли- (| у. 
чен от нуля только там, где J = 0, а вне Se Oe 
тела J =0, то 

1148 = | 1145, 
x 

6.2. 
rye >’ — поверхность, включающая В себя К определению пол- 

поверхность > И лежащая частично вне тела ного тока, обусловлен- 

(рис. 6.2). Но по формуле Стокса, ного вращающимися, 
связанными зарядами 

| 14$ = | rot Jds = ф за, 
Я’ у’ Г’ 

где L’ — контур, ограничивающий >’, а так как на нем J = 0, то мы 
и приходим к равенству 

| j, ds = 0. 
x 

6.4. Уравнения Максвелла для макроскопичес- 
ких полей в веществе 

Теперь мы можем вернуться к второй группе 
усредненных уравнений. Первое из них, представляющее собой диф- 
ференциальную форму закона полного тока в среде, можно записать 
в виде 

—3 ® ® e д 

ТОВ = УР +}, tes Е 

или, учитывая, что jp = (0/O2)P, jy = го J, в виде 

д 
H=j+— rot j+ 5 О, 

где 

D=<E+P, H=y"B—J. 

Вектор О называют электрической индукцией, а вектор H — na- 
пряженностью магнитного поля (напомним, что В — магнитная ин- 
дукция). 

Итак, ротор напряженности магнитного поля в среде определяется 
плотностью тока проводимости } и производной по времени от электри- 
ческой индукции О. Если ввести плотность j, тока смещения в 
среде j, = (0/00, то полученному соотношению можно придать 
ВИД 

rotH = j + у. 
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Это соотношение представляет собой окончательную формулировку 
закона полного тока для материальных сред в дифферен- 
циальной форме. 

Обратимся, наконец, к последнему уравнению второй группы ус- 
редненных уравнений, связывающему дивергенцию усредненного 
электрического поля Е с усредненной микроскопической плотностью 
заряда 2(9.П.). Эту величину можно представить в виде суммы 
плотности р свободных зарядов и плотности рь связанных зарядов: 
Jetta) =р +P». Производные по времени от плотностей зарядов 
а 

ри рь можно просто выразить через плотности токов } и jy. Для этого 
следует воспользоваться законом сохранения заряда, согласно ко- 
торому отношение к времени изменения общего заряда @ внутри не- 
которого объема У равно суммарной силе тока /, втекающего в этот 
объем через окружающую его поверхность 2. Так как 

= | у, 1=— | ids, 
у x 

где р — объемная плотность заряда и j — вектор плотности тока (dS 
имеет направление внешней к > нормали), то 

Учитывая, что | jds = [ЧГАУ, получим ) 
у 

д 
—- — -— ЧУ 1s 

ot р г 

Это соотношение (его называют уравнением непрерыв- 
ности), представляющее собой закон сохранения заряда в диффе- 
ренциальной форме, написано для свободных зарядов. Но такое же 

д 
соотношение справедливо и для связанных зарядов, т.е. ra О» = 

= —divj,. Подставляя сюда jp =jp + jy, получим 

д os we 
> рь = —divj, —divj,, 

a так как ip = =P, jy =rot Ли divrot J=0, то 

a a ,. 
—po, = — —divP. 
at Г at 

Отсюда следует, что усредненная плотность связанных зарядов 

(поскольку плотность рь равна, очевидно, нулю при P =0). 
Проинтегрировав Py, по объему У, найдем суммарный усредненный 

связанный заряд @ь в этом объеме: 
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Q, = | рьду = — | div Pav. 
V V 

Согласно теореме Гаусса, этот интеграл равен 

9, =— | Pas, ; 
т.е. связанный заряд определяется потоком вектора поляризации 
через поверхность 2, окружающую объем, и не зависит от намагни- 
ченности. Итак, 

x (Чай) = р— УР. 

Поэтому последнее уравнение второй группы усредненных уравнений 
может быть записано в виде 

e, divE = p —divP, 
ИЛИ 

div D = р, 

где О, как и ранее, вектор электрической индукции. Таким образом, 

мы пришли к следующим четырем уравнениям для усредненных полей: 

д 
rotE = — —B, divB=0O, 

д 
rotH = j-+ О, divD=p. 

Эти уравнения называют уравнениями Максвелла для мате- 
риальных сред. 

Мы видим, что в них входит не два, как в случае вакуума, а четыре 
поля: Е, Ви О, Н. Из них непосредственный физический смысл 
имеют поля Еи В. Они представляют собой усредненные микро- 
скопические электрическое и магнитное поля. Поля ВиН — являются 
вспомогательными, и, чтобы найти их, нужно кроме Е и В знать еще 
поляризованность Р и намагниченность J: 

Р==Е-Р, Н=ш B—J. 

Величины Pu J зависят от Е и В, HO нахождение этих зави- 
симостей представляет собой, вообще говоря, сложную задачу, кото- 
рая может быть решена только на основе атомной динамики, т. е. кван- 
товой механики. 

Так как зависимость величин Ри J от Е и В не одинакова 
для различных веществ, то на границе раздела двух разных тел поля 
Е, ЮО, В, H, вообще говоря, не непрерывны, а испытывают скачки 
при переходе от одного тела к другому. При этом выполняются вполне 
определенные граничные условия. Именно: 

всегда непрерывны тангенциальные составляющие напряженностей Е, Ни 
нормальные составляющие индукций В, В: 

Е, — Eos, H,; — H,;, D,, — Dyn, By, = Bony 
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где индексы |1, 2 служат для обозначения двух соприкасающихся тел, 
а индексы &, И обозначают тангенциальную и нормальную (к границе 
раздела) составляющие векторов. 

Соотношения эти вытекают из уравнений Максвелла, если записать 
их в интегральной форме. Обратимся сперва к одному из уравнений, 
содержащих дивергенцию индукции, например div D = 0, и проин- 
тегрируем его по объему малого плоского цилиндра, одно из основа- 
ний которого находится в среде J, а второе — в среде 2. Преобразуя 
согласно теореме Гаусса объемный интеграл в поверхностный, имеем 
{Dds = О, где О — сторонний заряд внутри цилиндра, » — поверх- 
x 

ность цилиндра и 4$ — ориентированный элемент поверхности. Уст- 
ремим теперь высоту цилиндра к нулю. При этом @—0 и на одном 
из оснований цилиндра ds— nds, а на другом ds— —nds, где п — 
вектор нормали к границе и ds — элемент площади. Поэтому 
{Би = { D,,ds (As — основание цилиндра), или в силу произволь- 
As 4$ 

ности в выборе цилиндра D,, = D2,. Аналогично получается гранич- 
ное условие B,, = Вэ. 

Обратимся теперь к одному из уравнений, содержащих ротор поля, 
например 

aD H— + rot OT + j, 

и проинтегрируем его по поверхности As, ограниченной малым прямо- 
угольником L, две стороны которого параллельны границе и лежат 
по обе ее стороны. Преобразуя, согласно теореме Стокса, поверх- 
ностный интеграл к интегралу по контуру, имеем 

Hide = | [57 + i dse 

As 

YCTPeMHM теперь нормальные к поверхности стороны прямоугольника 
к нулю. При этом поверхностный интеграл обратится в нуль, а цир- 
куляция поля в силу произвольности выбора прямоугольника L даст 
H,, =Н,,. Аналогично получается граничное условие. Ey, = Е». 

Нормальные составляющие полей и тангенциальные составляющие 
индукций на границе двух сред испытывают, вообще говоря, скачок. 
В гл. 3 мы уже сталкивались со скачком F, на границе диэлектрика 
с металлом и видели, что 

скачок связан с возникнэвением поверхностного заряда. 

Этот результат сохраняет силу для любой границы раздела. В самом 
деле, согласно определению макроскопического поля, Ee divE = 
= >(ЧаПа) (сумма берется по зарядам среды). Применив к этому 
уравнению процедуру, использованную выше при выводе граничного 
условия для D,, получим &(F£;,—EFo,) =0., где р, — поверхност- 
ная плотность заряда. Покажем, что 
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скачок тангенциальной составляющей магнитной 
индукции выражается через плотность поверхност- 
ных токов на границе аздела сред. 

Рассмотрим для этого тело в форме ци- _ 
линдра, помещенное в магнитное поле Bo, 1. | 
параллельное оси цилиндра. Картина моле- Nes! 
кулярных токов в сечении цилиндра схема- I; „ео . 

a) тически изображена на рис. 6.3, а. Мы ви- 
дим, что молекулярные токи приводят к 
существованию поверхностного тока /, на вуз. 
границе цилиндра. Ясно; что ток этот про- К выводу соотношения 
порционален длине / цилиндра. Рассмотрим между скачком By и 
теперь замкнутый контур Г в виде прямо- плотностью поверхност- 

ных токов на границе угольника, две длинные стороны которого, yey. сред 
параллельные образующей цилиндра, нахо- 
дятся в непосредственной близости к гра- 
нице цилиндра, причем одна сторона лежит внутри цилиндра, 
а другая — вне его (рис. 6.3, 6). Циркуляция магнитной индукции 
вдоль контура Г, равна (B—B,)/, где В — индукция магнитного поля 
внутри цилиндра. С другой стороны, согласно закону полного тока, 
ее следует приравнять \ш,/, где / — TOK, пронизывающий контур L. 
Но этот ток представляет собой поверхностный ток /,. Поэтому; 

№ (В— В) = Г, 

а так как поверхностный ток /, пропорционален длине цилиндра Г, 
то можно ввести плотность поверхностного тока j,, т. е. поверхност- 
ный ток, приходящийся на единичную длину цилиндра. В результате 
получим соотношение 

bn (В, ~ By #) = js: 

где мы снабдили величины В и By индексом $, чтобы подчеркнуть, что 
речь идет о тангенциальных составляющих вектора магнитной ин- 
дукции. В общем случае как угодно граничащих друг с другом двух 
сред это соотношение имеет вид 

Bo [n,, (В. — B,) ]= j,, 

где My — единичный вектор нормали, направленный из среды J в 
среду 2. 

Заметим в заключение этого параграфа, что все приведенные гра- 
ничные условия, так же как и сами уравнения Максвелла для мате- 
риальных сред, справедливы в том случае, если пространственный и 
временной интервалы существенного изменения макроскопических 
полей велики по сравнению с соответствующими атомными величи- 
нами. 
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6.5. Баланс энергии в среде при наличии элект- 
ромагнитного поля 

В $ 6.2 мы дали определение энергии электро- 
магнитного поля в вакууме, основываясь на рассмотрении энергети- 
ческого баланса в динамической системе, состоящей из поля в вакууме 
и заряженных частиц. Представим себе теперь, что вакуум заменя- 
ется материальной средой, в которой существует некоторое электро- 
магнитное поле, и поставим вопрос о балансе энергии в этом случае. 

Будем для определенности предполагать, что имеется источник сто- 
ронней э. д. с. мощностью 

= | jE ) dV, 
у 

где j = o(E + E®) — плотность тока проводимости, E) — напря- 
женность электрического поля сторонних источников и O — проводи- 
мость среды. Вопрос тогда сводится к тому, как расходуется эта мощ- 
ность. Чтобы получить ответ на этот вопрос, положим в формуле для 
Ре) 

j =rotH—D, Б(°) — }/о — В 

и учтем, что rotE = —В. Замечая еще, что 

Нго{ Е — Е го{ Н = div [EH], 
получим 

-| eV | (ион oO В) dv + |divsav, 
6 

у у 

где $ = [ЕН]. Последний интеграл можно согласно теореме Гаусса 
преобразовать в поверхностный интеграл от $, так что 

=| ЧУН | (ES рН, В) и + | Sas, 

у у р 

где 4$ — ориентированный вдоль внешней нормали элемент поверх- 
ности », ограничивающей объем У. 

Это соотношение и определяет баланс энергии в среде. Первое сла- 
гаемое справа представляет собой джоулеву теплоту, выделяемую в 
среде и обусловленную существованием проводимости, а третье сла- 
гаемое — плотность потока электромагнитной энергии, выходящего из 
объема У. В $ 6.2 мы назвали вектор $, определяющий плотность по- 
тока, вектором Пойнтинга. 

Наконец, второе слагаемое справа представляет собой мощность, 
которую нужно затратить в объеме У, чтобы электрическая и магнит- 
ная индукции изменялись со скоростями (9/01)0 и (0/d0t)B. Можно 
сказать и так, что работа dA, которую нужно совершить над единич- 
ным объемом среды, чтобы изменить электрическую индукцию на dD 
и магнитную индукцию на АВ, есть 
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dA = EdD + НВ. 

Для полей в вакууме, когда D = €,E и В =p, работа dA пред- 
ставляет собой полный дифференциал функции 

w, = (€,E2 + в 5/9, 
которую можно интерпретировать как плотность электромагнитной 
энергии в вакууме. 

В случае материальной среды работа dA, вообще говоря, не есть 
полный дифференциал какой-либо функции состояния среды, подобно 
тому, как работа при изменении объема тела dA = pdV, где р — 
давление, также не есть полный дифференциал функции состояния тела. 
Последнее, как известно, связано с тем, что давление р зависит не 
только от объема V, но и от других величин, например от температуры, 
и поэтому работа зависит от процесса, при котором она производится. 
Подобным же образом работа, которую нужно совершить при изме- 
нении индукций Du В на dD и GB, зависит от процесса, при котором 
изменяются поля, в частности от теплового режима. Только в том слу- 
чае, если напряженность электрического поля Е является функцией D 
и только D и аналогично напряженность магнитного поля Н зависит 
только от В, работа 4А является полным дифференциалом функции 

w = | (EdD + НАВ), 

где интегрирование по Ви В производится от нулевых до заданных 
значений В и В. В этом случае величину & можно интерпретировать 
как объемную плотность внутренней энергии среды, причем она пред- 
ставляет собой сумму плотностей собственно электромагнитной энер- 
гии и энергии материальной среды, обусловленной электромагнитным 
полем. 

При линейных связях между Eu Du Hu В 

ш =1/,ED + 1/, HB. 
Первое слагаемое здесь носит название объемной плотности электри- 
ческой энергии в среде, а второе — объемной плотности магнитной 
энергии в среде, хотя, как было сказано выше, в W входят как собст- 
венно энергия электромагнитного поля, так и энергия вещества, обу- 
словленная электромагнитным полем. 

Для переменных и пространственно неоднородных полей АА не 
представляет собой полного дифференциала какой-либо функции со- 

стояния полей, так как 9 = &Е - Р, в оВ =Н-- J, а величины 
Ри Узависят, как правило, не только OTE UH, нои от производных 
Е и Н по времени и координатам. 

Но и для ностоянных и однородных полей dA будет полным диф- 
ференциалом только в исключительных случаях, а именно для непо- 
лярных диэлектриков и диамагнетиков (да и то приближенно), так как 
только для этих веществ Р и J практически не зависят от температуры, 
в иных же случаях Р и J зависят от температуры и соответственно ра- 
бота dA зависит от процесса изменения полей. 
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Если, однако, к работе dA, производимой над системой, прибавить 
теплоту dQ = TdS, приобретаемую системой (5$ — энтропия системы, 
Т — температура), то мы получим полный дифференциал внутренней 
энергии системы. Поэтому если над средой не производится никакой 
другой работы, кроме работы, связанной с изменением индукций D 
и В, то изменение объемной плотности внутренней энергии среды 

dw = Tds + (EdD - HdB), 

где $ — объемная плотность энтропии среды; среда предполагается 
при этом термодинамически равновесной и, следовательно, поля счи- 
таются не зависящими от времени. Величина dw является в этом слу- 
чае полным дифференциалом функции состояния среды w == w(D, В, $), 
представляющей собой объемную плотность внутренней энергии сре- 
ды — энергии, содержащей как собственно энергию электромагнитного 
поля (постоянного), так и часть энергии среды, обусловленной электро- 
магнитным полем. 

Перейдем от объемной плотности энергии & к объемной плотности 
свободной энергии F = w—Ts. Ясно, что 

dF = — заТ + (EdD + Нав). 
Эта формула показывает, что для изотермического процесса второе 
слагаемое (т. е. 4А) является полным дифференциалом объемной плот- 
ности свободной энергии среды F = Е (О, В, Т). В частности, при ли- 
нейных связях между Du E, ВиН 

F =1/,ED + 1/, HB. 
Здесь коэффициенты пропорциональности между индукциями и на- 
пряженностями полей могут как угодно зависеть от температуры, если 
же такой зависимости нет, то Ё = w. Величину F называют объемной 
плотностью свободной энергии полей в среде (подчеркнем еще раз, что 
в Р входит как объемная плотность собственно энергии электромаг- 
нитного поля, так и часть объемной плотности свободной энергии сре- 
ды, связанная с полями). 

Во всех приведенных формулах Е и В представляют собой супер- 
позиции полей, создаваемых внешними источниками и порождаемых 
молекулярными токами и связанными зарядами среды. Но часто при- 
ходится относить работу не к изменению индукций О и В, a к изме- 
нению только внешних полей. В этом случае также легко установить 
энергетический баланс в среде. Воспользуемся с этой целью тем, что 
энергия электрического дипольного момента 4 во внешнем электри- 
ческом поле E) равна —dE), а энергия магнитного момента т BO 
внешнем магнитном поле H равна —вотН@). Поэтому над моментами 
фи т при изменении внешних полей на dE) и dH) совершается pa- 
бота 

da = —d-dE™ — итан®. 

Соответственно этому работа внешних полей над электрическим и маг- 
нитным моментами, отнесенная к единице объема среды, составит 
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dA = — РАЕ® — p,JdH . 

Прибавив к этому выражению теплоту 7Tds, получим полный диф- 
ференциал объемной плотности энергии среды как функции пере- 
менных Т, Е@), Н@®). Отсюда далее следует, что дифференциал объ- 
емной плотности свободной энергии F = w—Ts среды при наличии 
внешних полей есть 

dF = — $АТ — PdE“ —»,JdH™. 

6.6. Системы электромагнитных единиц 

При изучении электрических и магнитных 
явлений кроме СИ пользуются и гауссовой системой единиц. Гауссова 
система представляется естественной при общем исследовании электро- 
магнитных явлений, так как она отражает главное свойство электро- 
магнитного поля — его единство и относительность разделения на 
электрическую и магнитную компоненты (в этой системе величины E, 
Н, О, В имеют одинаковую размерность). Однако для практического 
использования она мало удобна, так как значения электромагнитных 
величин, с которыми практически приходится встречаться, т. е. зна- 
чения зарядов, сил токов, напряженностей полей, емкостей, сопротив- 
лений, индуктивностей, таковы, что в Ггауссовой системе они выра- 
жаются либо очень малыми, либо очень большими числами. Напри- 
мер, силе тока в | А соответствует примерно тысяча миллионов га- 
уссовых единиц силы тока или разности потенциалов в один вольт 
соответствует 7/399 Гауссовой единицы потенциала. СИ не обладает 
этим недостатком и поэтому широко используется, особенно в тех- 
нике. 

Мы остановимся в этом параграфе на общем вопросе о выборе сис- 
тем единиц и разъясним сперва, какие величины следует выбирать 
в качестве основных. 

По традиции основными обычно считают три величины — 
длину L, время Т и массу М, для которых и выбираются основные 
единицы. В системе СГС ими являются сантиметр, секунда и грамм, 
ав СИ — метр, секунда и килограмм. Единицы для других величин — 
производные единицы — устанавливают с помощью урав- 
нений, выражающих те или иные физические законы из основных 
для данной системы единиц, и их размерности выражают через размер- 
ности [, Г, М. 

Но законов существует много, и поэтому производные единицы 
можно выбирать, вообще говоря, разными способами и, более того, 
число основных единиц не обязательно должно быть равно трем. Об- 
ратимся, например, к закону всемирного тяготения 

pao ть, 
r2 

rye 7, И > — массы двух материальных точек, находящихся на pac- 
стоянии г друг от друга, и С — гравитационная постоянная. В систе- 
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ме СГС G = 6,67-108 смз.с-2.г*. Но так как она универсальна, 
то ее можно считать безразмерной и выбирать равной единице. Тогда 
закон всемирного тяготения примет вид 

j= MMe 

2 ` 

Эта формулировка должна быть, естественно, согласована с вторым 
законом Ньютона 

mdv/dt = f. 

Приравнивая размерности силы f в обеих формулах, мы получим 
МЕТ? = M?L™, откуда 

М = [3Т 2, 

т.е. размерность массы получилась производной, а основными еди- 
ницами стали только две единицы — для длины и времени. 

Но можно пойти еще дальше, воспользовавшись универсальностью 
скорости света с в вакууме. [По этой причине можно считать ее без- 
размерной и выбрать равной единице: с =1. Мы получим тогда сов- 
падающие размерности и совпадающие единицы для длины и времени: 
Г. = Т. Соединив требования G = | ис = 1, мы получим систему еди- 
ниц с одной лишь основной единицей для длины. Размерность массы 
совпадает в этой системе с размерностью длины: М = Г. 

В квантовой физике вводится новая универсальная постоянная — 
постоянная Планка h, в системе СГС В = 10727 см?.с*.г. Но в силу 
универсальности Й эту постоянную можно считать безразмерной и вы- 
брать ее равной единице: h = 1. Присоединив сюда требование с = 
= |, мы получим систему единиц с одной основной единицей, так как 
теперь 

T=L, M=L", 

т. е. в качестве основной единицы может быть взята единица длины. 
Масса выражается в обратных длинах. Заряд безразмерен, и, напри- 

мер заряд электрона е = 1/У 137. 
Обратимся теперь к вопросу о выборе единиц для электромагнит- 

ных величин. При его решении необходимо исходить из наиболее об- 
щих формулировок основных законов электромагнетизма. Начнем 
с закона Кулона, который следует (как уже указывалось) записать 
в виде 

Е — Ry п ’ 

Где 91,9 — заряды и ky, — некоторый коэффициент, вообще говоря, 
размерный, при выборе которого необходимо лишь соблюдать условие 

[Ai] [g]? = L3T-2M, 

Напряженность E электрического поля должна определяться как 
сила, действующая на единичный заряд, так что заряд g на расстоянии 
г создает напряженность 
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Е = К, (9/12). 

Рассмотрим далее взаимодействие между токами и запишем фор- 
мулу Ампера для силы взаимодействия токов /1 и Je, протекающих в 
двух параллельных, длинных и тонких проводах, в следующем общем 
виде (об этом уже шла речь в $ 4.1): 

Lyle 
d 

l, 

где / — длина проводов, 4 — расстояние между ними и ky — HeKOTO- 
рый, вообще говоря, размерный коэффициент, аналогичный ky. Сила 
тока определяется при этом как производная от заряда по времени: 
I = (d/dt)g. Поэтому могут быть сравнены размерности А! и Re. Ясно, 
ЧТО 

[2,/k,] = 1278, 

т.е. К./Е› имеет размерность квадрата скорости. Силы Ри Fa могут 
быть тщательно измерены, поэтому величина А!/Ё› может быть найдена 
экспериментально; она оказывается равной квадрату скорости света 
с в вакууме: 

k,/k, = С?. 

Введем теперь магнитную индукцию В. Она должна определяться 
как величина, пропорциональная (но не равная!) силе действующей 
согласно формуле Ампера на ток единичной силы: 

В = 2k,al/d, 

где я — некоторый, вообще говоря, размерный коэффициент. 
Вектор индукции В должен входить также в закон электромагнит- 

ной индукции Фарадея: 

фей! = —k, © | Bas, 
dt 

L $ 

где А, — также некоторый произвольный, но размерный коэффициент. 
Итак, в нашем распоряжении имеется четыре коэффициента fy, 

Ко, а, Е. и, выбирая их по-разному, можно получить различные систе- 
мы единиц. Однако эти коэффициенты нельзя выбирать совершенно 
произвольно, так как они не независимы. Действительно, уравнения 
Максвелла имеют теперь вид 

rotE = — №, “ В; divE = 4nk,o: 

koa Об. divB=—O. 
р Ot 

rot В = 4xk,aj + 

Для полей в вакууме отсюда следует волновое уравнение 

Roa 0 AB — ky - В =0. 
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Но коэффициент при (00Р)В должен быть равен I/c? независимо 
от систем единиц, т.е. А,/(›^.%) = с?, а так Kak k,/kp =c*, то & = 
= 1/3. 

Таким образом, свободно можно распоряжаться только двумя из 
четырех коэффициентов ky, ko, kz, &, но выбирать их следует так, что- 
бы получаемые системы единиц были удобными либо для практиче- 
ского, либо для теоретического использования. Важную роль играет 
также простота и даже красота написания уравнений Максвелла, о 
которых Больцман говорил «Уж не Боги ли начертали эти знаки!». 
Следует также иметь в виду, что число основных единиц (как механиче- 
ских, так и электромагнитных) не должно быть обязательно равно 
трем. | 

К настоящему времени было предложено пять систем единиц — 
электростатическая, электромагнитная, гауссова, система Хевисай- 
да — Лоренца и рационализированная система МКС (или СИ). В первых 
четырех основными величинами считаются длина, время, масса с раз- 
мерностями L, Т, М (и единицами сантиметр, секунда, грамм); в пятой 
к основным величинам добавляется заряд с размерностью Q или ток 
с размерностью / (единицами являются метр, секунда, килограмм, ку- 
лон или ампер). Значения констант Аи, Ro, а, К. в этих системах приве- 
дены в следующей таблице: 

Система Ry Е а k, 

Электростатическая | с? (Г-2Т?) | | 
Электромагнитная 6? (L?T-?) | | ] 
Гауссова ] с? (L-?T?) c(LT)-!) cl (L“"T) 
Хевисайда — Ло- 1/(47) 1/(4xc?) (L-?T?) с (LT-!) c 1 (LT) 
ренца 
СИ Uo _ ке = 9-10° qe = 107 

(L8T-? MQ-2) (LMQ-) 

В скобках указаны размерности величин. В СИ полагают ky = 
= 1/(4л=%), Re = во/(4л). Поэтому & 9H ш имеют размерности [37 МО? 
и LMQ®? (о размерностях ky и kp говорилось выше), т. е. 

о. 109 НМ № ge? мк 
Ane, Кл? ) An Кл? 

Выпишем теперь уравнения Максвелла во всех этих системах. 
Для полноты изложения приведем все соотношения сразу для мате- 
риальных сред. Напомним, что электрическое поле в среде характе- 
ризуется двумя векторами Е и О, связанными в гауссовой системе 
соотношением Ю =E-+ 4лР (Р — поляризованность). В других 
системах это соотношение записывают в виде 

D == Е + ВР, 
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где В — некоторая константа, которую всегда выбирают равной либо 
1, либо 4л. 

Магнитное поле в среде также характеризуется двумя векторами — 
средней напряженностью В, называемой индукцией, и намагничен- 
ностью J (аналогичной Р). Напряженность поля Н определяется co- 
отношением 

НВ — В, 
где В’— некоторая константа, которую выбирают всегда равной 1 
или 4л. 

Уравнения Максвелла вместе с выражением для силы Лоренца 
приведены в следующей таблице: 

Система £9 Bo D, H aaa Nopenua 

Электростатическая 1 с? О=Е-| 4*Р rot Е = — 08/0 

rotH = 4=/ + — g (E+ [vB]) 
-- 90/0: 

Н = c?7B— div D = 4722 
— 4xJ div В =0 

Электромагнитная с? 1 D=c~*E+-4xP rot Е = — oB/ot 
Н = В — 4^} rot Н = 4nj -+ g (Е — [УВ] } 

-+ 00/0 
div О = 4x0 
div В =0 

Гауссова | 1 D=E+4cP rot E= 
| 

= — — 08/0 
c 

4 H=B—4xJ rotH=—-j+ 4 (E+ 
c 

+ —~ [vB]} 
+ = 00/01 С 

divD= 4 xo 
div B = 0 

Хевисайда—Ло- | 1 D=E+P ГгоЕ = 
ренца 1 

= — — 08/4 
c 

H=B—J rotH= a (E+ 
- | 

= (40/4) ‘1 
divD = р т С [УВ 
divB = 0 

CH | | 
— .—.10-9 4x-10-? О==Е-- rot Е = — oB/ot 
4x 9 +p 

B 
(M-IL-3T I?) (MLT-2/~-2) H=——J rot H= j+ 

Mo 

+ 90/5 gq (E+ [vB}) 
div D = op 
div B= 0 
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Приведем еще таблицу единиц в СИ и значения их в гауссовой си- 
стеме (IC): 

Величина Размерность Eqununa Значение единицах 

Длина L MeTp (M) 102 cm 
Macca M килограмм (кг) 103 г 
Время Г секунда (с) 1 с 
Сила — электриче- ампер (А) 3-108 ед. ГС 
ского тока I 
Сила ГМТ-? ньютон (H) 105 дин 
Работа, энергия L?MT-? джоуль (Дж) 107 spr 
Мощность L?MT-3 ватт (Вт) 107 эрг-с-1 
Электрический за- кулон (Кл) 3.109 ед. ГС 
ряд TI 
Плотность 93V1eKT- L-2] ампер на квадратный 3-105 см-? ед. силы 
рического тока метр (А/м?) тока ГС 
Плотность заряда L-8T 1 кулон на кубический 3-103 см-3 ед. заря- 

метр (Кл/м3) да ГС 
Электрический по- L?MT-3I-! Вольт (В) 1/300 ед. потен- 
‘тенциал , э. д. с. циала ГС 

| 

Напряженность ЕМТ-31-1 — вольг на метр (B/M) 3‘ 10° смт 
электрического по- ед. потенциала ГС 
ля 

Электрическая ин- L-?7T] кулон на квадратный 12.105 см-? ед. за- 
дукция метр (Кл/м?) ряда ГС 
Электрическая ем-  [72М-1ТаР фарад (Ф) 9.101 см 
КОСТЬ 
Электрическое соп- L?*MT-3]-2 ом (Ом) ] 
ротивление 9 ` 10-И смс 

Удельное электри- L3M T-8]-2 —ом-метр (Ом-м) ] 
ческое сопротивле- — 10-89 с 
ние 9 
Электрическая про- [МТЗ]? сименс (См) 9-104 см с 
BOJHMOCTb 
Магнитная индук- MT-2]-1 тесла (Тл) 104 Гс 
ЦИЯ 
Магнитный поток [2МТ-?1[-1 — вебер (B6) 108 Гс.см?==108 Мкс 
Напряженность L-1] ампер на метр (А/м) 4 x-10-3 3 
магнитного поля 

Намагниченность L-1 | ампер на метр (А/м) In 10% Гс 
п 

Индуктивность ГРМТ-?Г? генри (Гн) 109 см 

Здесь Tc (== cm?!/2.r!/2.c1) — гаусс — единица В;Э (=cm!/2 x 
x г!/2.с-1) — эрстед — единица Н; Мкс (=см%/?.г!/2.с`") — максвелл — 
единица магнитного потока (в гауссовой системе). 

В проводимой ниже таблице сведены основные законы и формулы 
электромагнетизма в ГС (величины отмечены *) и СИ и указаны со- 
отношения между величинами Х* и Х: 
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Соотношение между величи- 
ГС СИ ной Х* и соответствующей 

величиной Х 

c-rot Е* = — 0В*/0 rot Е = — 08/01 E*/E = (4 пе’) 1/2 
div D* = 4 лр* div D = p D*/D = (4 к/=о) 1/2 
div B* = div B= 0 В*/В = (4 п/ш)? 
c-rot H* = 4 nj* + 00*/0Ё rot H = j + 40/01 Н*/Н = (4 mp,)'/? 
Е = g*E* + q* [vB*]/c Е = gE + а [vB] g*/q = (4 пе) 1? 
и = (E*D* + B*H*)/(8 x) ш = (ED + BH)/2 р*/р = (4 xe.) 1/2 
$ =с [E*H*]/(4 т) ‚ $ = [EH] j*/j = (4 п) 

Е* = — отадф* — _- = Е = — grad » — дА/0 I*/] = (4 п) 

B* = rot A* B=rotA e*/o = (4 ne,)!/2 

cE* = 0*, == |-|- 4 ла* ee E=D, = 1 +a A*/A = (4n/p,)!/? 
Е* = D* — 4 xp* Е = D—P P*/P = (4 ne,) 1/2 

= pH*; и = 144 2y* B= pwH, в = 1+ x J*/J = (4n/p ти? 
B* = H* + 4 xJ* В =ш (H+ J) R*/R = 4 ney 
ay = h?/(me*?) Qy = fh? 4 те’/(те?) ot/g = (4 me,)72 
hcR , = е**/ (24%) hcR ,, = €2/(8 m€ gay) C*/C = (4 ле) 

ив = e*h/(2 тс) ив = eh /(2 м) L*/L = 4 п/ш 
1* = gy [2*/(2 тс)] 1 = gr, [е/(2 m)] 
Oo, = HE B*/h ®, = Up B/h Р/В = (4 п/о) 1/2 

а == е*? | (вс) (кв. эд)* а == е2/(4 пе, fic) (KB. эд.) е*/е = (4 пе) —1/2 

ге = e**/ (mc?) Ге = e8/(4 meq тс?) а*[а = y*/y = (4 *®)- 

* Кв. эд. означает, что « есть константа связи в квантовой электродинамике. 

В заключение этого параграфа приведем еще онределения основ- 
ных единиц в СИ. 

Метр определяется как длина, равная 1650763,73 длины волн в 
вакууме излучения, соответствующего переходу между уровнями 
2P1o и Od, атома криптона-86. 

Секунда определяется как время, равное 9192631770 периодам 
излучения, соответствующего переходу между двумя сверхтонкими 
уровнями основного состояния атома цезия-133. 

Ампер определяется как сила неизменяющегося тока, который 
при прохождении по двум параллельным прямолинейным проводни- 
кам бесконечной длины и ничтожно малого сечения, расположенным 
на расстоянии | м один от другого, в вакууме вызывает между провод- 
никами на участке длиной | м силу, равную 2.107 Н/м. 

К числу основных единиц в СИ принадлежат мель для количества 
вещества, кандела (кд) для силы света и кельвин (К) для термодина- 
мической температуры. Они определяются следующим образом. 
Моль — единица количества вещества, равная такому его коли- 

честву, в котором содержится столько же структурных элементов, 
сколько атомов содержится в 0,012 кг изотопа углерода—12. 
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Кандела — единица силы света, равная силе света, испускаемого 
с поверхности площадью М,. 10 м? в перпендикулярном направле- 
нии черным телом при температуре затвердевания платины и давле- 
нии 101 825 Нм. 

Кельвин — единица  термодинамической температуры, равная 
17316 Термодинамической температуры тройной точки воды. 

Уравнение ‚ Макс- rotE = — OB divB =0 
велла для полей в Ba- at 

кууме OE . 
rot В = 204 — , diVE = 0 

ot 

B 1 of олновое уравнение Af —— — = 0, 
с? ОР 

С? = (Eq) 1 

Плотности электри- и, = ten И Е? 
ческой и магнитной 2 2 
энергий в вакууме 

Вектор плотности по- = [ЕН] 
тока электромагнит- 
ной энергии (вектор 
Пойнтинга) 

Импульс поля РЕ =c? | [ЕН] dV 
у 

Момент поля Ме =с* | [r [EH]] dV 
V 

Уравнения Максвел- rotE = — oB ‚ (УВ = 0; 
ла—Лоренца ДЛЯ ot 
усредненных — полей 

{e(r, #)) = Е(г,1); ин]; div D = 9; 

{b(r, ¢)) = B(r,t) D=<cE+P; H=p'B—J 

Плотности  поляри- j, = OP/dt, j, = rotJ 
зационного тока и 
тока намагничен- 
ности 
Граничные условия Е, = Eg: Din = Dan, 

Ни, — Ноь, Bip, — Bon 
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Баланс энергии в сре- =P — | (j2/s) dV + [(ЕБ-- HB)dV-+J Sds 
де у у x 

Изменение внутрен- dw = T7ds + EdD - HdB 
ней энергии единич- 
ного объема среды 
(5 — плотность энтро- 
пии) 

Плотность,  свобод- Е =!/. (ЕО - HB) 
ной — энергии при 
изотермическом про- 
цессе и линейных 
связях между О, Е, 
и В, Н 

a 

Глава 7. ФИЗИКА ПРОСТРАНСТВА — ВРЕМЕНИ 

7.1. Преобразования Лоренца 

B § 6.2 было показано, что в вакууме могут 
распространяться поперечные электромагнитные волны с вполне 
определенной скоростью с = (299792,4580--0,0012) км/с. Этот ре- 
зультат представляется парадоксальным, потому что он не связан с 
какой-либо системой отсчета и поэтому противоречит закону сложе- 
ния скоростей классической механики. В самом деле, согласно этому 
закону, если у — скорость волны в инерциальной системе отсчета КА, 
то в другой инерциальной системе К’ скорость волны должна быть 
равна v—V, где У — скорость системы К” относительно системы К. 
Скорость же электромагнитной волны этому условию не удовлетворя- 
ет, имея одинаковое значение во всех инерциальных системах отсчета. 

Для того чтобы разрешить этот парадокс, нужно отказаться от 
молчаливо делаемого в классической механике предположения об 
абсолютном характере времени и считать несправедливым преоб- 
разование Галилея г’ =r—Vi, связывающее координаты 
гиг какого-либо события в системах отсчета К и K’. 

Действительно, рассмотрим одномерное волновое уравнение 

решения которого имеют вид плоских волн, распространяющихся со 
скоростью с. Для простоты будем считать, что величина ф = Q(x, # 
представляет собой некоторую скалярную функцию от хи Ё. Тогда, 
если это уравнение относится к инерциальной системе отсчета К, в 
другой инерциальной системе К’ соответствующее волновое уравне- 
ние должно иметь вид 

117



er —ы—ы— = 

причем ф’==9’(х’, Г) = g(x, f). Но такая связь между уравнениями, 
определяющими величины фи Ф’, невозможна, если справедливо пре- 
образование Галилея x’ =x—Vt, Г = Поэтому мы заменим его 
более общим преобразованием 

x = ах РВ, = yx+ 9, 

где a, В, фи 6 — некоторые константы, которые могут зависеть толь- 
ко от относительной скорости систем отсчета У. Постараемся подобрать 
их таким образом, чтобы из уравнения для ф вытекало уравнение для 
ф’. Заметим с этой целью, что 

ep _ 0% oe о Oe 
Ox? ax’? + soar ay + 7 * 

0% _ 0%’ по 52 

at? Ax’? pe 2 ser sour 88 т а | 

Поэтому неизменность, или, как говорят, инвариантность, волнового 

уравнения приводит к YCJIOBHAM 

— 12-Е 62/5? = 1; а? — 82/562 = 1; ay — Bd/c2? = 0. 

Полагая В/« = —У, получим модифицированное преобразование 
Галилея 

x’ = x—Vt Ё = t — Vx /c? 

V 1 — V2/e? V 1— 2/2 

которое называют преобразованием Лоренца. 
Легко видеть, что У представляет собой скорость системы К” от- 

носительно системы КА. Действительно, начало координат системы К”, 
т. е. точка х’ =O, движется в системе К по закону х—УЁ = 0. 

Самым удивительным в преобразовании Лоренца является то, что 

время # в системе К’ не совпадает с временем # в системе К. 

Можно поэтому сказать, что инвариантность скорости света до- 
стигается путем отказа от абсолютного характера времени. 

Чтобы разъяснить это, рассмотрим два события, происходящие в 
некоторой точке х в системе К в моменты времени В и fy. Тогда в сис- 
теме А’ соответствующие моменты времени 

jo = Н — Vx/c? fe = t. — Vx/c? 

1 а’ 2 27,2 V 1— У/с V 1—V2/c 

откуда следует, что 

tp—t, = (te—t1) V1 —V2/c2, 

т.е. to—t, = 6—. 
Физический смысл этого соотношения заключается в следующем. 

Рассмотрим часы U, покоящиеся в системе К в точке x, и пусть В 
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и Ь — два показания этих часов. В системе К’ часы U движутся со 

скоростью — У, а t И ty — показания двух различных часов U; И Us, 

покоящихся, в К’ в точках x; и л2. Тогда времена & и to покажут 

часы U; И Uo, когда мимо них пролетают часы U. Таким образом, 

время, показываемое движущимися часами, меньше времени, показываемого 

покоящимися часами. 

На первый взгляд кажется, что это утверждение противоречит 
эквивалентности систем отсчета, но в действительности это не так, 
потому что в системе К мы имели одни часы, а в системе К” часов 
двое. 

Сравнивая показания часов, мы молчаливо предполагали, что все 
часы в системе К (и в системе К”) идут синхронно. Но так как мы вы- 
нуждены были отказаться от абсолютного характера времени, то те- 
перь следует разъяснить, как в принципе часы могут быть синхрони- 
зированы. 

Проще всего часы синхронизировать, используя световые сигна- 
лы. Установим для этого в разных точках рассматриваемой системы 
одинаковые и одинаково идущие часы. Отправим из места, где нахо- 
дятся часы Ц: в момент времени В, световой сигнал к часам U2. Если 
[ — расстояние между часами И! и U2, то в момент прихода сигнала 
мы должны на часах Us, установить время fg = й + Ис. 

Обратимся снова к преобразованию Лоренца и рассмотрим стер- 
жень, покоящийся в системе К’. Длина его равна L = x2.—x,, где хо 
и х! — координаты концов стержня. Выясним, какова будет длина 

стержня в системе К’. Для этого нужно найти координаты № и x; 
концов стержня в системе К” в один и тот же момент времени Ё. Пере- 
писав преобразование Лоренца в виде 

r= хх УР + — t’ Ух' /c? — — 
У 1 — 12/с2 У 1—V?2/c? 

{оно отличается от написанного выше заменой У на —V), получим, 

полагая В =t =, 

Ха — Xx) =(x,—x,) У 1— У?/с?. 

Таким образом, 

стержень имеет разную длину в разных системах отсчета. Наибольшую длину 
стержень имеет в той системе отсчета, в которой он покоится. Эту длину назы- 
вают собственной длиной стержня. 

Длина стержня в системе, в которой он движется, уменьшается по 
сравнению с собственной длиной в (1—У?/с?) 1/2 раз. Это явление на- 
зывают лоренцевым сокращением. 

Рассмотренное преобразование Лоренца отличается тем свойством, 
что оно не изменяет, или, как говорят, оставляет инвариантной, вели- 

чину x°—cf?, т.е. x” —c®t’/” = 2 с. Преобразование это не каса- 
лось координат у и 2, но в общем случае мы должны рассматривать 
и такие преобразования, которые затрагивают все три координаты х, 
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у, г. Преобразования Лоренца отличаются тем свойством, что квадра- 
тичная форма x? + у? -- гс? остается при них неизменной: 

2 2 2 2 

х у 2 — с =x?+ x24 2 — СР. 

Здесь х, у, Z определяют пространственные координаты какого-либо 
события и tf — момент времени, когда это событие произошло в системе 
К, ах’, у’, 2’, Г имеют аналогичный смысл для того же события в 
системе К’. 

Преобразованиям Лоренца можно придать простой геометриче- 
ский смысл. Введем с этой целью четырехмерное пространство 
(4-пространство), представляющее собой совокупность точек 
(#1, Xo, Хз, №4), ГДе Х4 =, Х2 =, Хх; =2, X, = ict И Х, y, 2, t — Ko- 
ординаты и время какого-либо события. Точки в этом пространстве 
называют мировыми точками, причем каждой мировой точке соот- 
ветствует некоторое событие. 

Преобразования Лоренца оставляют инвариантной величину x? + x? + x3 + 

+ x2. Поэтому можно сказать, что они соответствуют «вращениям» системы 

координат в рассматриваемом 4-пространстве (называемом псевдоевклидовым. 
пространством Минковского). 

Например, рассмотренный нами ранее частный случай преобразо- 
ваний /Шоренца соответствует «повороту» в плоскости (хи, х.). Четы- 
рехмерное вращение системы координат всегда можно рассматривать 
как совокупность движения системы отсчета в некотором направле- 
нии и поворота ее в обычном трехмерном пространстве. 

Легко получить преобразование Лоренца, соответствующее дви- 
жению системы А” относительно системы К в произвольном направ- 
лении со скоростью V. Представим для этого вектор г в виде 

У) у У) у 
гыг, тг, — [тя кт 

где ry и г, — составляющие вектора Г BAOJb направления ско- 

рости У ив перпендикулярном направлении. В соответствии с выве- 

денными выше формулами мы можем написать 

r’ =r —(rV)V/V?— (Е —rV/V?) У/и 1—V?/c?2 , 

Е =(t —rV/c?)/Y 1— Vc? . 

Преобразования Лоренца, связывающие различные инерциальные 
системы отсчета, вместе с вытекающей из них относительностью вре- 
мени и пространства составляют основутеории относитель- 
ности — одной из важнейших современных физических теорий. 
Она возникла в результате исследований Лоренца, Пуанкаре и Эйн- 
штейна и была завершена в 1905 г. Эйнштейном, которому мы обязаны 
нынешним глубоким пониманием всех проблем теории относитель- 
НОСТИ. 
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7.2. Собственное время 

Рассмотрим два события: (хи, Y1, 21, В) и 
{х›, Yo, 25, te). Если образовать величину 

Sig == (жи — х>) + (и! — Yo)? + (2, — 25) — с (ty — f)?, 

то она будет, очевидно, при преобразованиях Лоренца вести себя так 
же, как ивеличина x2 + у? + 22—с?Р, т.е. будет инвариантом: 

2 2 

S19 — 51? 

3 __ у a) у /\2 , Ng 2/4’ ‘VO 

THE $, = (x; —x,)? + (ии (2—2) — с (А —Ь)*. Величину 512 

называют интервалом между рассматриваемыми событиями. 
Для бесконечно близких событий в системе К интервал определя- 

ется формулой 

ds? = dx? + dy? + dz? — с?аР. 

Перейдя в другую систему К’, имеем 

2 2 2 2 2 

ds’ = ах + ау’ 4 — саг. 

С понятием интервала можно связать рассмотренное в предыдущем 
параграфе замедление хода движущихся часов. 

Пусть часы движутся относительно системы К, причем движутся 
произвольным образом. Свяжем с часами систему, которую назовем 
К’ и которая не будет, вообще говоря, инерциальной. Однако в те- 
чение бесконечно малых промежутков времени систему К’ можно, 
очевидно, рассматривать как инерциальную. 

Возьмем теперь бесконечно малый промежуток времени, равный 
dt в системе К, и найдем соответствующий ему промежуток времени 
dt’, отсчитываемый часами в системе К’. В этой системе часы покоятся, 
поэтому для них dx’ = dy’ = 4’ = 0. Обращаясь к выражению для 
интервала и учитывая его инвариантность, имеем 

2 

ds? = dx? + dy? + dz? — сай = — са. 

Если часы движутся относительно К CO скоростью у, TO в написанном 
выражении для ds? можно заменить dx? + dy? + dz? на 5?АЙ, в резуль- 
тате получим 

а =У1— 92/68 dt. 

Подчеркнем, что здесь у может быть произвольной функцией вре- 
мени, так как при выводе мы пользовались только тем, что система 
К’ является инерциальной в течение времени dé. 

Наши часы движутся с некоторым объектом (относительно которого 
они неподвижны). Поэтому естественно назвать время, показываемое 
этими часами, собственным (или истинным) временем объекта. Впредь 
мы будем обозначать его т, так что 
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dt = У 1 —v2/c?; 

ts 
t—t = | dt Y 1—v2/c?. 

ty 
Мы видим, что 

собственное время движущегося объекта всегда меньше времени, отсчитывае- 
мого какими-либо покоящимися часами. 

Из инвариантности интервала следует общая формула для dt 

dt = ds/(ic). 

В заключение этого параграфа проиллюстрируем изменение хода 
времени на примере распада элементарной частицы, называемой мюо- 
ном. Время жизни покоящегося мюона составляет т, = 2,2-10°8 с. 
Допустим, что мюон образуется в атмосфере на высоте 30 км и имеет 
скорость 9 = 299 791 км/с. Чтобы достичь Земли, ему нужно время 
{ = 30/300 000 = 10-4 с. Это время значительно больше т,, тем не 
менее мюон успевает долететь до Земли. Происходит это потому, что 
время жизни мюона по отношению к Земле 

At = т, /У 1— 92/5? = 0,7 . 10-3 с. 

7.3. Сложение скоростей 

Приступая к выводу преобразований Лорен- 
ца, мы говорили, что инвариантность скорости света в вакууме, т. е. 
одинаковость ее во всех инерциальных системах отсчета, противоречит 
закону сложения скоростей в классической механике. Посмотрим те- 
перь, как устраняется это противоречие и как выглядит закон сложе- 
ния скоростей в теории относительности. 

Скорости какой-либо частицы в системах Ки К’ равны соответст- 
венно 

v=dr/dt, У’ = дг’/АЁ, 

где дифференциалы координат и времен связаны между собой преоб- 
разованиями Лоренца 

dx = dx’ -- Vdt ‚ dy=dy’, dz=de’, dt = dt’ +- Уах' [с 

V 1— V2/c? V 1—v2/e 

(система К’ предполагается движущейся со скоростью У относитель- 
но системы К). Разделив первые три равенства на четвертое, мы полу- 
чим интересующие нас формулы преобразования скорости: 

о У о, УТ Ve о, Ут 2/2 
9... = U,, = = 

Е о,И/с2 ys l+v,V/c 5 1—oV/e 

Устремляя с к бесконечности, получим формулы сложения скоростей 

классической механики. 
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Если частица движется вдоль оси х, то 

о У 

1 + о’У/ с? 

Полагая здесь 9’ = с, получим о == с, т. е. скорость света с действи- 
тельно обладает свойством инвариантности. 

Написанному закону сложения скоростей можно придать очень 
изящную форму, если ввести гиперболические тангенсы скоростей 
(деленных на с) a@ = th (v/c), a’ = 8 (9'/с), y = th (V/c). Мы получим 
тогда 

а=а + Т, 
т. е. при параллельном движении складываются гиперболические тан- 
генсы скоростей. Нетрудно убедиться, что 

] — 92/5? = (1 — о" [сз) (1 — V2/c2)/(1 + v'V/c2)?. 

Из этой формулы видно, что если и’ = с, тои у = с, причем этот вывод 
справедлив независимо от направления распространения света. Кро- 

ме того, если 9” < с?, тои Vv? < с*. Это значит, что скорость матери- 
альных объектов не может превосходить скорости света. Такой вы- 
вод вытекает и непосредственно из вида преобразований Лоренца, 
поскольку относительная скорость систем отсчета, т.е. относитель- 
ная скорость материальных объектов, не может быть больше с, так как 
при У > с преобразования Лоренца теряют смысл. 

Определим, как изменяется направление скорости частицы при 
переходе от одной системы отсчета к другой. Считая для простоты, 
uTO U; =U, =O, и обозначая 9 и 6’ углы между V UV’ и осью x 
(вдоль оси х направлена относительная скорость систем отсчета), так 

uTO 9х = 06С0$0, v, = 05116, Uy = с030', Uy =v’sin9’, получим 
из формул преобразований скоростей 

420 =v’ W 1 — У?/с2 5 8/(v’ cos 07 + У), 

В наиболее интересном случае распространения света и =’ = 
=C, и формула принимает вид 

— Y2/r2 . — И sing’, 
cos 9’ -- У/с 

Эта формула описывает аберрацию света, т. е. изменение направле- 
ния распространения света при переходе от одной системы отсчета к 
другой. 

Легко получить также для аберрации света формулы 

— 1/2 /-2 , У! — У?/с sin 6’: 050 = cos@’+ Vic. 

1-+ cos 6’-V/c 1-++ cos 6”. У/с 

tg 6 

п 0 = 

При малых У/с отсюда получаем 

0’— 09 = $11 0”. У/с, Vic<l. 
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7.4. Преобразования Лоренца для электромаг- 
нитного поля 

В $5.2 мы отмечали относительность электри- 
ческого и магнитного полей. Если, например, в системе К имеется маг- 
нитное поле В и нет электрического поля, то в системе К’, движу- 
щейся относительно К со скоростью У, возникнет электрическое поле, 
которое при малых относительных скоростях систем равно [УВ/]с 
(здесь и далее в этой главе мы обозначаем В индукцию магнитного поля 
и используем ГС; так как речь идет о вакууме, то В =Н). 

Поэтому можно говорить о преобразовании электрического и маг- 
нитного полей при переходе из одной инерциальной системы в дру- 
гую. Для области малых скоростей У < с формулы преобразева- 
ния были установлены в $ 5.2, они имеют следующий вид: 

E’=E+—[VH], H’ =H—— [VE], 
Cc Cc 

где поля Е и H действуют в системе К, а поля E’ u H’ — в системе 
К’. 

Мы покажем теперь, что, используя эти формулы, можно получить 
общее преобразование полей, справедливое при любых скоростях У. 

Вводя обозначение ф =Е | iH, можно, очевидно, переписать 
преобразование полей при малых V/c в виде 

у = — м9, 
откуда при У, параллельном оси 2, 

’ . И ' . И ’ 
Ye = Pe Fl — by, by = by—1 — Pas bz = by. 

Так как %,’ =‘p,, то речь идет о преобразовании комплексного 
вектора ф с двумя компонентами: \, = фи и py ==. Это преоб- 
разование мы запишем в матричном виде: 

bi $, = Li, (V/c) by, 

p’ = L(V/c) $, 
где L — матрица преобразования, зависящая от V/c (по дважды встре- 
чающемуся индексу производится суммирование от 1 до 2). При малых 
V/c =В матрица Г, имеет вид 

(ви), < 
—18 1 

и задача заключается в том, чтобы найти матрицу [(В) при любых 
В (безразмерную скорость В мы будем иногда называть просто ско- 
ростью). 

С этой целью мы перейдем от системы К’, движущейся относи- 
тельно К со скоростью В, к системе К”, движущейся относительно 

или сокращенно 
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системы А” со скоростью В” (также направленной вдоль оси 2). Таким 
образом мы имеем два преобразования: 

ф— у’ — L (8) 9, фу > yr = L(8’) ф’, 

HO OHH эквивалентны одному преобразованию 

b> 9 = 8”) $, 

соответствующему переходу K— К”, где В” — скорость системы К” 
относительно К. Поэтому должно иметь место матричное соотношение 

L(8”) = L(8) L(8’), 
где согласно закону сложения скоростей 

BY = (8 + BY)/(L + 88°). 
Вспомним теперь, что если перейти от скоростей к гиперболиче- 

ским тангенсам скоростей @ = th В, то закон сложения скоростей при- 
—щ 

обретает вид ©” = а + a’. Поэтому, вводя обозначение [(В) = Lia), 
имеем 

L (a +2’) = L (a) Г (a’). 

Мы получили функциональное уравнение для матрицы L, реше- 
ние которого тривиально: 

L (a) = е’, 

где о — константа (в данном случае — постоянная, т.е. не завися- 
щая от ©, двухрядная матрица). Вид ее легко найти, если учесть, что 
при малых @ 

—jia | 
Га) =( I) [< | <1. 

Эту матрицу можно, очевидно, представить в виде e*’, где 

0 i д = . i oJ 
Таким образом, мы нашли вид L(a) при любых a. Замечая, что 

02? — 1, о?й+1 — о, 

где п — целое число, и используя разложение е? = X2"/n!, можно 
убедиться, что 

Г (a) = cha jsha 

—isha cha 

Теперь нам нужно перейти лишь OT ‘L(a) к L(p). В результате no- 
лучим 
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(в 1) eave 
Утв \—1В | 

Вспоминая, что ф’ = [(В)ф, где ф = (Е + М), и символ 1 
служит для обозначения перпендикулярных (по отношению к V) со- 
ставляющих полей, легко установить общие формулы преобразова- 
ния Лоренца для полей: 

в: = [В + ни ) У 1—7, 

Hy =(H—— МЕ) /VT—V7e, 

Е, =E,, Hy =Ну, 
где Е|, H, — составляющие полей вдоль V. Мы видим, что 

параллельные составляющие полей не изменяются‘ при переходе из одной систе- 

мы отсчета в другую, перпендикулярные же составляющие «перепутываются» 

между собой. 

Из формул преобразования полей следует, что 

Е*— Н?— Е’—Н”, ЕН =Е’Н,, 

величины Е?—Н? и ЕН являются инвариантами. Здесь имеется, однако, одна 
тонкость. Дело в том, что мы рассматривали только непрерывные преобразова- 
ния Лоренца, представляющие собой вращения 4-мира Минковского. Но в прин- 
ципе возможны еще два преобразования дискретных: преобразование простран- 
ственного отражения (rf > г’ = —г) и преобразование обращения времени 
(t—> Е = — 0. Эти преобразования также должны учитываться, HO при них ве- 
личина ЕН изменяет свой знак, т. е. EH— E’H’ = —EH. Поэтому, если мы 
хотим иметь истинный инвариант решительно при всех возможных преобра- 
зованиях 4-мира, то должны в качестве него взять не EH, а (ЕН)?. 

Используем преобразование Лоренца и определим напряженности 
электрического и магнитного полей равномерно движущегося элект- 
рического заряда. Пусть заряд движется в системе К со скоростью 
У вдоль оси 2. Требуется определить создаваемые им поля Е иН. Пе- 
рейдем с этой целью в систему К’, в которой заряд покоится. В этой 
системе имеется, очевидно, только электрическое поле 

3 

Е” =er’/r’ . 

Система К движется относительно К’ co скоростью—У. Поэтому со- 
гласно формулам преобразования полей 

Е, =Е,/И1— У?2/6*, Е’ =ЕТ, 

н- — [№] / ИТУ, 

и остается лишь выразить радиус-вектор г’от заряда к точке наблю- 
дения (х’, у’, г’) в системе К’ через радиус-вектор г от заряда к точке 
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наблюдения (х, y, г) в системе К (компоненты его равны х— УЬ y, 2). 
Связь между компонентами этих векторов дается формулами 

x—Vt 
x! = — » Y=Yy, 2 =z, 

У 1—V2/c? 

с помощью которых легко убедиться, что 

Е = —~— (1—V?2/c?), 
r*s3 

где r*? = (x—Vt)?+ (у? - г) (1—У7/с?) = 72(1-— У?/с251120) и 9 — 
угол между ги V. Таким образом, окончательно получим 

ег 1 — V2/c? — H = — [VE]. 
С 

Мы видим, что при заданном расстоянии от заряда напряженность 
электрического поля Е возрастает с увеличением © от нуля до л/2. 
При © = 0, т.е. приг || V, напряженность имеет наименьшее значение: 

е 
Ey => (1 — V?/c?). 

r 

При © =л/2, т.е. при rV, напряженность максимальна: 

е 1 

= 21-3 rm У! — У 

При V—c продольная напряженность поля стремится к нулю. Мож- 
но сказать, что 

с ростом У электрическое поле движущегося заряда как бы «сплющивается» 
по направлению движения и при V— с становится поперечным. Магнитное поле 
перпендикулярно электрическому, и при У-> с его напряженность становится 
равной напряженности электрического поля. 

7.5. Импульс и энергия частицы 

Изучив преобразования Лоренца, перейдем 
теперь к задаче о динамическом законе движения в теории относи- 
тельности, или, как говорят иначе, в релятивистской динамике. Для 
этого нужно иметь выражения для импульса частицы, производная по 
времени от которого всегда должна быть равна силе, действующей на 
частицу. 

В классической механике импульс определяется как р = mv, где 
У — скорость частицы и т — ее масса. Но такое определение не 
может быть правильным в теории относительности, так как импульс 
может быть сколь угодно большим как в классической, так и в реля- 
тивистской механике, скорость же в теории относительности ограни- 
чена и не может быть больше с. 
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Поэтому выражение р = ту должно быть изменено. Мы покажем, 
что структура нового выражения для р может быть установлена ис- 
ходя из закона сохранения импульса и требования инвариантности 
его относительно преобразований Лоренца. 

Рассмотрим с этой целью следующий мысленный эксперимент. 
Два наблюдателя A u В движутся вдоль OCH х с относительной ско- 
ростью У и бросают друг другу вдоль оси у с одинаковой скоростью 
и шары одинаковой массы. Столкновение шаров происходит вдоль оси 
у, так что х-компоненты скоростей обоих шаров сохраняются. 

Введем системы отсчета Кди К», связанные соответственно с 

наблюдателями Аи В, и обозначим v; uve скорости шаров в этих 

системах до столкновения и Vs и Ve — после столкновения. Тогда, 
используя закон сложения скоростей, легко определить компоненты 
этих векторов в обеих системах: 

(УГ): = 0; (vt)y=u; (\),=0; (у),у=— и 

(уз); =0; (ve),=—u; (%):=0; (у), =u’; 

(у) =-— И; (у), = би и1— сз; 

(ув) =У; (у, =и УТУ; 

(У) = У; (у), = ши 1— УЗ; 

(vi),=—V; (vi)=u И 1 УС, 

где —и’р— у-компонента скорости первого шара в системе А после 
столкновения. 

Будем теперь предполагать, что импульс р частицы определяется 
формулой 

р = mvf (v*), 
где m — масса частицы и } — некоторая функция квадрата ее скорости, 
и что имеет место закон сохранения импульса. Тогда ясно, что проек- 
ции суммарного импульса шаров в системе А на оси хи Y 
до и после столкновения 

Р.. = — туУКУ?- и? (1 — У?/6?)), 

P, = muf (и?) — ти У 1 — Ус? f (У? + и (1 — У?/с3)), 

P= — ти! (и) + ти’ УГУ f (Узи (1— 9). 
Равенство х-проекций дает и = и’, после чего равенство P, =P,’ 
приобретает вид 

uy 1—V2%/c? f(V? + u2(1 — V2/c?)) = uf (u*). 

Pp) =—mVf(V?+u' (1—V%c%)), 
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Разделив это равенство на и, устремим после этого и к нулю. В ре- 

зультате получим VY 1—V2/c?f(V2) = Ко). При малых скоростях 

р = му, т.е. КО) =1. Поэтому КУ?) = ПУ 1-—У?/с? и мы приходим 
к следующему выражению для импульса частицы: 

ту 

У 1— 072/62 

При << с, как и должно быть, р = ту. Если v—c, то импульс 
стремится к бесконечности. 

Производная от импульса по времени есть сила, действующая на 
частицу. Из выражения для р следует, что если скорость меняется 
только по направлению, то 

dp _ т dv 

dt Ут 9/2 dt 

Если же скорость изменяется только по модулю, то 

dp _ т dv 

dt "(1—v?/c2)9/2_— dt 

В первом случае сила направлена перпендикулярно скорости, а во 
втором — вдоль скорости. Мы видим, что отношение силы Е = ар/4 
к ускорению Ау/АЁ в обоих этих случаях разное, т.е. эффективная 
масса, определяемая как отношение силы к ускорению, различается 
для двух направлений силы. 

Определим теперь энергию частицы в релятивистской динамике. 
Если частица сместилась на dr под действием силы F, то, очевидно, 
ее энергия изменилась на 46 =Fdr, и так как Е = dp/dt, то 

dé = vdp. 

Подставляя сюда найденное выражение для р, получим 

dé = (1—9) Та + 

2 —1/2 —1/ 
= тс?а (1 — v?/c?) °, 4 ~ d(1 — 02/6?) 

откуда следует, что 

6 = me" + const. 
У! — 92/6? 

Вопрос теперь сводится к нахождению константы. Можно было бы, 
казалось, выбрать ее так, чтобы энергия обращалась в нуль для покоя- 
щейся частицы, т. е. выбрать const = —7с?. В действительности, од- 
нако, нужно выбрать константу равной нулю, т. е. считать, что 

8 — тс? 

У 1 — 02/5? 
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При этом энергия покоящейся частицы 
не равна нулю, а есть , . 

о _ Ey = mc, 
© «Аб v 

м т. е. энергия равна произведению массы 
kK '- _ | частицы на квадрат скорости света. 
и м Такой выбор константы делает реляти- 

вистскую динамику последовательной TeO- 
рией в том смысле, что импульс и энер- 

Mist частицы 
7.1. 

Sinmrehe, соотношения р = mv/y1—vile, — 6 = теМУ 1 — vlc? 
объединяются при этом в единый 4- 
вектор энергии — импульса. Мы вернемся 

к этому вопросу в$ 7.7, а пока заметим, что из соотношения 
6, = me (оно было установлено Эйнштейном вместе с формулами 
для ри 6) вытекает следующий замечательный вывод: если частица 
теряет энергию Ав, то ее масса одновременно уменьшается на 

Ат = A&/c*. 

Заметим, также, что из формул для энергии и импульса вытекают 

соотношения 

=cy тс? + р?, p= &v/c?. 

При о << с энергия имеет вид 

в = тс? + mv?/2. 

Второе слагаемое здесь представляет собой кинетическую энергию 
частицы в механике Ньютона, а первое слагаемсе — энергию покоя 
частицы. 

В формуле, связывающей 6 и р, можно положить m = 0. Мы полу- 
чим тогда связь между энергией и импульсом безмассовой частицы 

c= Сре 

Скорость ее, очевидно, равна с. Известным примером безмассовой час- 
тицы является фотон (квант света) — частица, связанная с электро- 
магнитной волной. 

Дадим теперь физическое доказательство соотношения Ат = 
= A&/c®, принадлежащее Эйнштейну. 

Рассмотрим два тела, обладающих одинаковой масой т и находя- 
щихся на расстоянии L (рис.7.1). Пусть тело J излучает электромаг- 
нитную энергию Аб, которая поглощается телом 2. При испускании 
энергии тело [ испытывает отдачу и начинает двигаться со скоростью 
о. К моменту поглощения излучения телом 2 проходит время L/c и тело 
| смещается на расстояние / = vL/c. Чтобы найти скорость тела J, 
заметим, ‘что при излучении оно, согласно результатам $ 6.2, теряет 
импульс Ар = A&/c. Одновременно тело 1 должно потерять некото- 
pyro массу Ат. Если тело достаточно массивно, то скорость его мала 
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по сравнению сс. Поэтому эта скорость должна быть связана с Ap со- 
отношением Ар = (m—Am)v. Подставляя сюда Ap = A&é/c, получим 

о = A&/[c(m— Ат)]. 

Таким образом, смещение тела I составит 

1 = LA&/[(m — Ат) с?]. 

Учтем теперь, что центр тяжести обоих наших тел после обмена энер- 
гией, т. е. массой, не должен изменить своего положения. Это значит, 
что должно иметь место соотношение 

(т — Am) (> + П=(т-+ Am) =. 

Подставляя сюда найденное выражение для [, мы придем к соот- 

ношению Эйнштейна 

Am = A&/c?. 

7.6. Движение заряженной частицы в электро- 
магнитном поле 

Имея выражение для импульса частицы, мож- 
но сформулировать уравнение движения заряженной частицы, на- 
ходящейся во внешнем электромагнитном поле. На частицу действует 
в этом случае сила (в ГС) 

f= e(E + —[vBl), 

где е — заряд частицы, у — ее скорость и Е, В — напряженности 

электрического и магнитного полей. Поэтому уравнение движения 
частицы имеет вид 

ар = e(E+ — мВ); р = мУу/У 1 —v2/c2. 

При малых скоростях (о << с) импульс р = ту и мы получаем урав- 
нение Ньютона с лоренцевой силой f. 

Определим, как изменяется во времени энергия частицы: а&8/АЁ = 
= vdp/dt. Подставляя сюда dp/dt =f u замечая, что У[УВ] = 0, no- 
лучим 

d&/dt = eEv. 

Мы видим, что изменение энергии частицы определяется только 
электрическим полем. Это объясняется тем, что изменение энергии 
равно работе сил, действующих на частицу, магнитная же сила пер- 
пендикулярна скорости и работы не производит. 

Импульс частицы можно выразить через ее энергию: 

р = Ev/c*. 
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Подставляя это выражение в уравнение движения и используя фор- 
мулу для 46/4, найдем ускорение частицы в электромагнитном поле: 

v= 7 T= ve {E + — [vB] — — v(vE)}. 
m С С? 

Если о << с, мы получим знакомую формулу классической ме- 

ханики v = f/m. 

Формула ускорения в релятивистской динамике, т. е. при © = с, имеет два от- 
личия от формулы классической механики: во-первых, здесь появляется харак- 

терный множитель У 1—9?/с? и, во-вторых, возникает добавочный член с 
напряженностью электрического поля У(УЕ)/с?. 

Перейдем к изучению движения частицы в электромагнитном поле. 
Начнем с рассмотрения движения в постоянном и однородном элект- 
рическом поле. Если у, — начальная скорость частицы, то движение 
частицы, очевидно, происходит в плоскости (Е, Vo). Направим ось x 
вдоль Е, тогда уравнение движения примет вид 

Pp, =eE, py=0, 
откуда Px =eCEt+ рхо, Py = Рио, ГДе Pxo и Pyo — начальные 3Ha- 
чения рхи ри. Если выбрать начало отсчета времени таким образом, 
чтобы ему соответствовало нулевое значение Px, то 

р» = et, Py = Po» 

где р. новое начальное значение импульса частицы. 
Мы видим, что Px неограниченно возрастает со временем. Го- 

смотрим, как со временем изменяются скорость частицы и ее энергия. 
Энергия частицы & связана с ее импульсом соотношением 6 = 

—= су т?с? + р?, поэтому в рассматриваемом случае 

E=C и тс? + (е ЕЁ)? + ро. 

Чтобы найти зависимость от времени скорости, воспользуемся 
соотношением у = с?р/ёб, откуда следует, что 

Ср, ceEt 
О.. — - = ’ 

© 8 У nc? + (eB)? + 

C*Py CPo Uy = = ; 
é ИУ me + (60+ 95 

Мы видим, что 

при неограниченном возрастании времени проекция скорости вдоль поля стре- 
мится К C, а перпендикулярная проекция скорости — к нулю. 

Учитывая, что Vy = dx/dt u 9, = dy/dt, мы можем найти коорди- 
наты частицы как функции времени: 
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__! 1/ =2 о. — Pot ceEt 
x = V & + (ceEt)?; у E Arsh - 

0 

2 
где €) = cV mc? +- ро (соответствующие постоянные интегриро- 
вания положены равными нулю). Отсюда легко найти траекторию час- 
ТИЦЫ: 

6 еЕ 
x= —% ch = 

еЕ Рос 

Часть траектории, соответствующая малым у (при условии 
еЕу/(рос) << 1), имеет вид параболы: 

Перейдем теперь к изучению движения частицы в магнитном поле. 
Используя формулу р = &v/c* и учитывая, что в магнитном поле 
энергия не изменяется, можно представить уравнения движения час- 
тицы в виде 

6? di С 
или в виде 

У = [wv], 

где wo = —есВ/б. 
Это уравнение аналогично уравнению у = [wr], определяющему 

скорость частиц твердого тела, вращающегося с угловой скоростью 
w. Поэтому можно сказать, что конец вектора скорости частицы вра- 
щается вокруг магнитного поля с угловой скоростью ®. = —ecB/6é. 
Эту угловую скорость называют циклотронной частотой. В случае 
постоянного и однородного поля частота ® является константой. В не- 
релятивистской (о << с) области 6 = тс? и циклотронная частота 
приобретает знакомый нам вид 

w= — eB/(mce 

.  Jlerko видеть, что движение в плоскости, перпендикулярной В, 
происходит по окружности радиуса 

=v,/o = cp, /(eB), 

re Uv; и р, — составляющие скорости и импульса, перпендикулярные 
В. Так как составляющая скорости частицы вдоль В не изменяется, 
то траектория частицы есть винтовая Линия с осью, направленной 
вдоль индукции В, и с радиусом г. 

7.1. 4-векторы и 4-тензоры 

Как мы видели, при переходе от одной инер- 
циальной системы отсчета к другой изменяются не только простран- 

133



ственные и временная координаты каждого события, но претерпевают 
также изменения и компоненты электромагнитного поля, причем из- 
менения происходят по вполне определенному закону — закону пре- 
образования, связанному с тем преобразованием Лоренца, которое 
соответствует рассматриваемому переходу систем отсчета. 

Подобным же образом любой физической величине свойствен свой 
закон преобразования при переходе от одной ‘системы отсчета к дру- 
rou. 

Эти законы можно расклассифицировать и установить в общем 
виде, если ввести понятия четырехмерных векторов и тензоров (со- 
кращенно 4-векторов и 4-тензоров). 

«4-вектором называют совокупность четырех величин Ay, АД», 
A,, Ay, если она преобразуется так же, как координаты мировой 
ТОЧКИ Х1, Xo, Хз, Ха. 

Лоренцевское преобразование координат мировой точки мы 
будем записывать в виде 

м XK LinXps 

где L;, — некоторые величины, зависящие от относительной скорости 
систем отсчета (подразумевается суммирование по индексу Р от 1 до 

2 4). Так как "величина xf == м + 2-4 2 + ж не изменяется при 
преобразовании Лоренца, то матрицы L удовлетворяют соотношениям 

‘ Lin lip = Sais 

где 6;, = | при? =ju6;; =0 при [52] (здесь и в дальнейшем под- 
разумевается суммирование по дважды встречающемуся индексу). 
Поэтому 4-вектор A; преобразуется по закону 

А; — A; = Ск Аье 

9 

Величина А,А; = Ai + Aj + 42+ Aj, так же как и вели- 
чина X;X;, остается инвариантной при лоренцевских преобразованиях: 
A,A; = А;А;. Эту величину можно записать в виде 

А, А, = А? — 4, 

где А объединяет три пространственные компоненты A;, As, А. 4-век” 
тора, а А, =A,/i — временная компонента 4-вектора (Ay — вещест" 
венная величина). Таким образом, 

A?— A? = A” — As’. 

Если взять два 4-вектора A; и B;, то величина A;B; = AB—A,B, 
преобразуется при лоренцевских преобразованиях, так же, как и 
A,A;, т.е. является инвариантом, или, как говорят иначе, скаля- 
ром: 

АВ — А.В, = А’В’ — AoBo ° 

Эту величину называют скалярным произведением 4-векторов A, и В; 
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Существует и обратная теорема: если A,B; — скаляр и А; — 
4-вектор, то и В, — 4-вектор. 

Приведем примеры 4-векторов. Так как кссрдинаты х; представля- 
ют собой 4-вектор, то и дифференциглы ксординат dx, сбразуют 
4-вектор. Величина 4х,4х; = 45? представляет ссбой инвариант (квад- 
рат интервала). Поэтому инвариантом является и дифференциал соб- 
ственного времени 

de = ds/(ic). 

Разделив dx; Ha dt, мы получим, следовательно, 4-вектор скорости: 

и; = dx,/dt. 

Учитывая, что dt = dtV 1—v?/c?, где у — скорость частицы, можно 
записать и; в виде 

— {or — — 02168 = (3: /У! 02/с?, СУ 1 Tc). 

Умножив и; на массу частицы, мы получим 4-вектор импульса, 
или иначе 4-вектор энергии-импульса частицы: 

р; == (ту/У 1 — 92/с?, ипс/У 1 —v?/c?) . 

Пространственные компоненты р; определяют импульс р, а временная 
компонента — энергию частицы 6, умноженную Ha 1/с. Отсюда мож- 
но сразу написать, как преобразуется импульс и энергия частицы при 
переходе от одной инерциальной системы к другой: 

— 2 _—_ 

— ’ — ’ “— Fy» M27 ГЕ 

~ У! Ve? V1— Ve у 

(движение системы К” по отношению к К происходит вдоль оси х со 
скоростью У). Покажем, что 

плотность электрического тока ] = ру и плотность заряда р образуют 4-вектор: 

(pv, icp) = ji 

Умножим для этого равенство de = edV на dx;: 

dedx, = рауа 9. 
4 

Легко убедиться, что АУ представляет собой инвариант. Действи- 
тельно, 

dV’dt’ = ах, ах ах. ах, /(1с) = || 0x;/0x, || Чх,ах.Чх. Ах, /(1с), 

где || дх;/дх, || — якобиан перехода от переменных х; к переменным 

x;. Но этот якобиан, как видно из пресбразований Лоренца, равен 
единице. 

С другой стороны, dedx; представляет собой 4-вектор. Поэтому 
4-вектором является и |; = pdx,/dt == (ev, icp). Отсюда следует, что 
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плотности тока и заряда преобразуются при переходе от одной инер- 
циальной системы отсчета к другой согласно формулам 

Г — 1; — Ve . о’ = р — Vj,/c? . j=j j=j 

< уг И о 

Перейдем теперь к определению 4-тензоров. 4-тензором второго 
ранга называют совокупность 16 величин 7;; (1, j = 1, 2, 3, 4), пре- 
образующуюся при лоренцевском преобразовании по закону 

Г.) — Ти = Ly Ly Tp) 

В частности, 4-тензор второго ранга образуют величины A;B,, 
где А; и В; — два произвольных 4-вектора. Так как A;B, представ- 
ляет собой инвариант (или скаляр), то инвариантом будет и величина 
T;;, т.е. сумма диагональных элементов матрицы 7;;. 

Аналогичным образом можно определить тензоры более высокого 
ранга. Так, тензором 3-го ранга называют совокупность 4% величин 
T;;,, преобразующихся при лоренцевских преобразованиях согласно 
закону 

a 

T5551 > Гри — LipLimLipl amps 

тензором 4-го ранга — совокупность 4“ величин T;,,,, преобразую- 
щихся по закону 

a 

Tijtr > Гель — Га киГьзнь 

и Т.Д. 
Простейшими примерами тензоров являются совокупности произ- 

ведений компонент 4-векторов. Так, величины A,B,C), где A;, Bi, С; — 
4-векторы, образуют тензор 3-го ранга, а величины A;B;C,;D, — тен- 
sop 4-го ранга (D;, — 4-вектор). 

Отсюда легко заключить, что если в тензоре считать два индекса 
одинаковыми и произвести по этим индексам суммирование, то ранг 
тензора понизится на две единицы. В частности, 7;;; — тензор 1-го 
ранга, или 4-вектор, а Т;;:; — тензор 2-го ранга. Понижение ранга 
тензора, производимое таким образом, называют операцией сокраще- 
HUA. 

Если Три А; — 4-тензор 2-го ранга и 4-вектор, то совокупность 
величин Т;;4; — 4-тензор 3-го ранга, а совокупность величин В; = 
= Т;,А; — 4-вектор. Наоборот, если известно, что А; и В; — 4-век- 
торы, то связывающие их величины Т`;; образуют 4-тензор 2-го ранга. 
Отсюда следует, что, если компоненты 4-вектора А; зависят от коор- 
динат х;, т.е. А; = A;(x;) представляет собой некоторое 4-векторное 
поле, то производные 0OA;/0x, образуют 4-тензор 2-го ранга. Действи- 
тельно, dA; = dx,0A;/Ox,, а так как dx; и АА; — 4-векторы, то 
дА/дхь — 4-тензор. 

Важнейшим примером 4-тензоров является тензор электромагнит- 
ного поля 
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0 В 

| -в 0 В В, 
ik ~~ B, —B,. 0 — iE, ’ 

iE, iE, iE, 0 

объединяющий компоненты векторов электрического и магнитного 
полей Е и В (напомним, что в вакууме В =Н). То, что величины 
F;, образуют 4-тензор, вытекает из закона преобразования электро- 
магнитного поля и определения тензора. 

Обратим внимание на то обстоятельство, что ни Е, ни В не являют- 
ся 4-векторами и только написанная совокупность их компонент пред- 
ставляет собой 4-тензор 2-го ранга. Тензор этот антисимметричен, т. е. 
Fin = —F pi, и имеет поэтому шесть отличных от нуля компонент. 

Вместе с тем следует иметь в виду, что если речь идет только о 
пространственных вращениях, то и Е, В — векторы (точнее, 3-векторы). 

Наконец, следует иметь в виду своеобразие вектора индукции маг- 
нитного поля: при обращении времени (1— —#) он меняет свой знак 
(В > —В), в то время как напряженность электрического поля при 
этом не изменяется; при преобразовании отражения пространства 
(г-- —г), каждый истинный вектор (например, вектор скорости Уи 
вектор электрического поля Е) изменяет свой знак, вектор же В знака 
не меняет, поэтому его называют не вектором, а Исевдовектором. 

Антисимметричный тензор поля Fj, всегда можно представить в 
виде 

0A ОА; Ри, 
дх; Охь 

где А; — некоторый 4-вектор. Его называют 4-вектором потенциала 
электромагнитного поля. Обозначая его пространственные компоненты 
через A, а временную — через if, можно записать магнитную индук- 
цию и напряженность электрического поля в виде 

Таким образом, А — это уже знакомый нам векторный потенциал 
магнитного поля. В статическом случае, когда поля не зависят от 
времени, Е = —gradgq, т.е. ф в этом случае есть электростатический 
потенциал. 

Теперь мы должны понять, в чем заключается физический смысл 
введения понятий 4-векторов и 4-тензоров, т.е. выяснить, зачем они 
нужны. Ответ гласит, что все физические величины могут быть объеди- 
нены в Такие совокупности, которые являются либо 4-гекторами, 
либо 4-тензорами различных рангов, либо, наконец, спинкорами, 
т.е. величинами, квадратичные комбинации которых сбразуют 
4-векторы. 

Например, импульс р и энергия 6 частицы образуют 4-вектор им- 
пульса p;, векторы Е и В образуют 4-тензор электромагнитного поля 
Е: ь и т. д. Поэтому можно сказать, что 4-векторы и 4-тензоры (а также 
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4-спиноры) суть те основные математические объекты, которые соот- 
ветствуют различным физическим величинам. 

Установив, вектором или тензором является та или иная величина, 
мы тем самым задаем закон преобразования величины при лоренцев- 
ских преобразованиях, а так как иных математических объектов, свя- 
занных с преобразованиями Лоренца, как доказывается в математике, 
не существует, то мы получаем возможность расклассифицировать 
все физические величины по закону их преобразования при лоренцев- 
ских преобразованиях. 

Но дело этим не исчерпывается. Так как все инерциальные систе- 
мы отсчета эквивалентны, то законы природы должны выглядеть оди- 
наково во всех системах отсчета. Если выбрать какую-либо определен- 
ную систему отсчета, то любой физический закон может быть сфэр- 
мулирован в этой системе в виде равенства Т = 0, где Т — некото- 
рая величина или совокупность величин. Так как законы природы 
должны иметь одинаковую формулировку во всех системах отсчета, 
то аналогичное равенство должно иметь место и в других системах 
отсчета. Так как все физические величины, как мы только что разъяс- 
нили, имеют векторную или тензорную природу, то в-личина Т долж- 
на быть 4-вектором или 4-тензором (или 4-спинором), но в этом случае 
инвариантность закона прероды достигается автоматически; действи- 
тельно, из Линейности закона преобразования тензора (и вектора) 
вытекает, что если компоненты тензора равны нулю в какой-либо 
одной системе отсчета, то они равны нулю и в любой другой системе 
отсчета, т. е. соотношение Т = 0 влечет за собой соотношение Т’ = 0. 

Иными словами, введя понятие 4-векторов и 4-тензоров, мы долж- 
ны придать каждому закону природы четырехмерную формулировку — 
векторную или тензорную, и тогда мы можем быть убеждены в том, 
что эта формулировка инвариантна относительно преобразований 
Лоренца. Только такая формулировка законов природы (ее называют 
ковариантной) может быть правильной, ибо она удовлетворяет тре- 
бованию эквивалентности всех систем отсчета. 

Обратное утверждение, однако, не верно, т. е. не любое тензорное 
равенство Г =O выражает собой истинный закон природы. 

Посмотрим теперь, как обстоит дело с законами электромагнетиз- 
ма, т. е. с уравнениями Максвелла и с законом движения частицы в 
релятивистской и классической динамике. Начнем с уравнений Макс- 
велла. 

Вторая пара уравнений Максвелла 

41. | OE . 
rotB = —— j — —; divE =4no 

С c a 

может быть с помощью тензора поля Р:ь записана в виде 

ОЕ; к An, . 
— = —- — ji, i=l, 2, 3, 4, 
Охь С 

где j; = (j, #60) — плотность 4-тока. Таким образом, второй паре 
уравнений Максвелла может быть придана четырехмерная фэрма. 

Первая пара уравнений Максвелла 
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rovE = ———- ——, divB = 0 
С 

может быть записана в виде 

OF;, , {OF ni + ДИ = 0, 
Ox; _E Ox; OxR 

где i, k,s принимают значения 1, 2, 3, 4. Но Левая часть равенства 
представляет собой тензор 3-го ранга, т.е. первой паре уравнений 
Максвелла также может быть придана четырехмерная форма. 

Мы видим, что вторая пара уравнений Максвелла выражает обра- 
щение в нуль некоторого 4-вектора, а первая пара — обращение в нуль 
некоторого 4-тензора 3-го ранга. Но обращение в нуль 4-тензора (или 
4-вектора) не зависит от выбора системы отсчета. 

Мы доказали, таким образом, инвариантность уравнений Макс- 
велла относительно пресбразований Лоренца. 

Перейдем теперь к рассмотрению уравнений движения заряженной 
частицы в электромагнитном поле. Если р и 6 — импульс и энергия 
частицы, то, как мы видели в $ 7.6, 

P — е [Е + — ГВ], —— = еЕу. 
4 | c д 

Этим уравнениям можно придать четырехмерную форму. Действи- 
тельно, вводя 4-вектор импульса р; == [р, 6 /(ic)| и 4-вектор скорости 
частицы и; = dx,/dt и вспоминая определение тензора поля, можно 
переписать уравнения движения в виде 

dpi 
dt 

= €F Up; l, k— 1, 2, 3, 4, 

а так как F;;,uU; представляет ссбой 4-вектор, то написанное уравнение 
выражает равенство нулю 4-вектора dp;/dt—eF;,u,. Поэтому это урав- 
нение инвариантно относительно пресбразований Лоренца. Тем са- 
мым доказана инвариантнсость исходных уравнений движения в реля- 
тивистской динамике отнссительно пресбразований Лоренца. Заметим, 
однако, что такой инвариантнсстью не сбладают уравнения движения 
классической механики Ньютона, которые инвариантны тслько от- 
носитсльно пресбразований Галилея, но не инвариантны относительно 
пресбразований Лоренца. Именно по этой причине они и не являются 
правильными. Точнее можно сказать, что они правильны только при 
малых скоростях 9 << с, в то время как уравнения релятивистской 
динамики Эйгштейна справедливы при любых скоростях. 

7.8. Эффект Доплера 

Пресбразование 4-векторов !находьт важ- 
ное применение в теории эффекта Доплера. 

Рассмотрим электромагнитное поле, имеющее вид плссксй моно- 
хроматической волны, когда все полевые величины f(r, t) зависят от 
координат и времени, как ехр[1(Кг—©#]]|, т. е. имеют вид f(r, tf) = Ре, 
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где F — амплитуда поля, К и ® — волновой вектор и частота волны 
и ф = kr—ot — фаза. В случае поля в вакууме, который мы будем 
рассматривать здесь, @ = СР. 

При преобразованиях Лоренца амплитуда F преобразуется так же, 
как и само поле {. Поэтому фаза волны ф должна быть инвариантом, 
или скаляром. 

Отсюда можно получить важные заключения о преобразовании 
величин К и @ при переходе от одной системы отсчета к другой. Дей- 
ствительно, запишем фазу в виде 

Фф = k;X;, 

где x; == (г, ict) и k; объединяет четыре величины К и iw/c. Tak как 
ф — скаляр и x; — 4-вектор, то А; представляет собой 4-вектор. По- 
скольку он объединяет волновой вектор К и частоту в, его называют 
волновым 4-вектором. 

Отсюда следует, что при преобразованиях Лоренца волновой век- 
тор К преобразуется как пространственный радиус-вектор г какого-либо 
события, а частота @ — как время &#. 

Пусть в системе отсчета K, волновой вектор и частота равны Ky и 
@®,. Тогда в системе К, движущейся относительно Ky со скоростью V, 

k = ky + (6054 У 1—V?2/c2 —cos« +—}/(1- = cos a) 
С С 

© = 0% ИГУ | (1 — — cos a), 
С 

где © — угол (в системе К) между волновым вектором К и скоростью 
У. Из первой формулы следует 

cos ay = (cosa — У/с)/(1 —Vcosa/c), 

где ©, — угол (в системе К.) между волновым вектором ky и ско- 
ростью V. Эта формула определяет изменение направления распро- 
странения света при переходе из одной инерциальной системы от- 
счета в другую. Это явление — так называемая аберрация света — 
было уже нами рассмотрено в $ 7.3. 

Вторая формула определяет изменение частоты света при переходе 
из одной системы отсчета в другую. Это явление называют эффектом 
Доплера. Если У << с, то изменение частоты определяется форму- 
Ou 

w & w,(1 + Vcosa/c). 

7.9. Принцип эквивалентности 

В предыдущих параграфах мы всегда поль- 
зовались только инерциальными системами отсчета. Но существует 
и бесчисленное множество неинерциальных систем отсчета, т.е. систем, 
движущихся с ускорением относительно инерциальных систем, и ими 
также можно пользоваться при описании механических движений (что 

140



мы, кстати, и делаем, используя в качестве системы отсчета Землю, ко- 
торая не является инерциальной системой, так как она вращается 
вокруг своей оси, вокруг Солнца и вокруг центра нашей Галактики). 

Правда, инерциальные системы имеют некоторое преимущество 
перед неинерциальными системами — свободное тело движется в них 
прямолинейно и равномерно, чего нельзя сказать о движении свобод- 
ного тела в неинерциальных системах. 

Простота движения в инерциальных системах связана с тем, что 
в неинерциальных системах возникают специфические силы, свя- 
занные с неинерциальностью системы, например центробежная сила 
инерции или сила Кориолиса, которых нет в инерциальных системах 
отсчета. 

Важнейшей особенностью сил инерции является то, что ускоре- 
ния, вызываемые ими, не зависят от массы движущегося тела. Благо- 
даря этому возникает аналогия, которая переходит в глубокую физи- 
ческую связь между неинерциальными системами и гравитационными 
ПОЛЯМИ. 

Чтобы разъяснить эту аналогию, рассмотрим неинерциальную 
систему, движущуюся прямолинейно и равномерно ускоренно относи- 
тельно инерциальной системы. В ней возникнет сила инерции, равная 
— та, где а — ускорение системы и т — масса тела (какого угодно), 
находящегося в системе. Если теперь рассмотреть постоянное и одно- 
родное гравитационное поле с ускорением 5, то тело испытывает в нем 
действие силы mg. Поэтому если в = —а, то движение тела (при на- 
личии каких угодно добавочных сил), в неинерциальной системе про- 
исходит точно так же, как и движение тела в. инерциальной системе 
при наличии в ней гравитационного поля в. 

Эту неотличимость силы инерции, возникающей в неинерциальной 
системе, движущейся прямолинейно и равномерно ускоренно, от одно- 
родного гравитационного поля называют принципом экви- 
валентности. Примером, иллюстрирующим принцип экви- 
валентности, может служить движение в лифте. Если лифт свободно 
падает, что на все находящиеся в нем тела сила тяжести не действует, 
т. е. возникнет состояние невесомости; напротив, если лифт ускоренно 
движется вверх, то сила инерции складывается с силой тяжести, т. е. 
сила тяжести в лифте как бы увеличится. 

Однако принцип эквивалентности, является более универсальным, 
чем кажется на первый взгляд. Дело в том, что 

не только механические движения, но и все другие физические процессы проте- 

кают совершенно одинаково как в неинерциальной системе отсчета, движущейся 

< постоянным ускорением, так и в инерциальной системе отсчета, в которой дей- 
ствует однородное гравитационное поле. 

Отсюда можно заключить, что невозможно последовательно поль- 
зоваться неинерциальными системами отсчета, пренебрегая грави- 
тационными силами. 

Если в классической механике Ньютона ввести в уравнение дви- 
жения силы инерции, то после этого можно забыть о том, что мы ис- 
пользуем неинерциальную систему отсчета: после учета сил инерции 
неинерциальная система не отличается от инерциальной. 

141



Посмотрим теперь, столь ли безобиден переход от инерциальных 
систем к неинерциальным в теории относительности. Рассмотрим с 
этой целью диск, который может вращаться вокруг оси, перпенди- 
кулярной его плоскости и проходящей через центр диска (ось 2). 
Имея масштабную линейку размера а, сделаем на периферии диска 
и одном из его радиусов отметки на равном расстоянии а одна от дру- 
гой. Отношение чисел отметок на периферии и по радиусу при малом 
а близко к 27. 

Пусть теперь диск начинает равномерно вращаться вокруг оси’г 
и наблюдатель, находящийся на диске, производит измерение длины 
окружности диска и его радиуса своей прежней масштабной линейкой. 
Приложив линейку вдоль окружности, наблюдатель обнаружит, что 
она укладывается вдоль периферии большее число раз, т. е. он полу- 
чит больше отметок, чем в том случае, когда диск покоился. Число, же 
отметок вдоль радиуса не изменится. Произойдет это вследствие ло- 
ренцевского сокращения длины линейки, если она направлена вдоль 
движения. Так как лоренцевское сокращение определяется вели- 

чиной | l—v2/c?, где о = wR — скорость периферии диска (R — 
его радиус, ® — угловая скорость вращения), то наблюдатель, нахо- 
дящийся на вращающемся диске, придет к выводу, что отношение 
длины окружности (периферии диска) к ее радиусу равно не 2л, как 

было в случае покоящегося диска, а равно 2л/У 1—v?/c?, 
Вращающийся диск представляет собой неинерциальную систему 

отсчета. Поэтому мы приходим к выводу, что 

в неинерциальных системах пространство не является евклидовым. 

Но неинерциальные системы эквивалентны некоторым гравита- 
ционным полям. Поэтому 

в гравитационном поле пространство перестает быть евклидовым. Это значит, 
что геометрические свойства пространства не могут быть чем-то абсолютным 
даже в смысле специальной теории относительности, адолжны зависеть от гра- 
витационных полей. 

С другой стороны, гравитационные поля создаются материей. 
Поэтому мы приходим к выводу, что геометрия пространства зависит, 
а точнее говоря, определяется материей. Иными словами, геометрия 
пространства теряет свое самостоятельное существование и становится 
как бы частью физики. 

Пространство, как мы знаем, теснейшим образом связано с време- 
нем. Поэтому можно сказать, что 

не только свойства пространства, но и свойства времени определяются в конеч- 
ном счете материей — ее характером и структурой, распределением в пространстве 
и состоянием движения. 

В этом заключается основная идея общей теории OTHO- 
сительности — великой физической теории, созданной Эйн- 
штейном в 1915 г. 
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7.10. Связь метрики пространства — времени 
с материей 

Прежде чем формулировать закон, уста- 
навливающий связь между свойствами пространства — времени и со- 
стоянием материи, разъясним, как обобщается. понятие интервала на 
случай неинерциальных систем. 

Воспользуемся для этого принципом эквивалентности, согласно 
которому в каждой мировой точке, точнее говоря, в небольшой ок- 
рестности каждой мировой точки Р, можно ввести такую систему 
отсчета, в которой не действуют гравитационные силы. Эта система, 
которую можно назвать свободно падающей (будем называть ee Ko), 
является локальной, а не глобальной, т.е. в каждой мировой точке 
существует своя такая система. Ее можно считать инерциальной, и 
поэтому можно определить в ней квадрат интервала по известной нам 
формуле 

ds? = dX? + dX$ + ах? + ах?, 

где Х; обозначают координаты мировой точки в этой системе (X, = 
—=1Хо, Хо вещественно). Дифференциалы координат определяются с 
помощью обычных эталонных масштабов и часов, используемых в спе- 
циальной теории относительности. 

Перейдем теперь от Ky к другой произвольной системе отсчета, 
вообще говоря, неинерциальной. В. ней мировая точка Р определяется 
некоторыми четырьмя координатами хи, X2, X%3, Xy (5% = 1х0; Xo Be- 
щественно), которые могут быть выбраны совершенно произвольно, 
что соответствует произвольности ‘выбранной неинерциальной систе- 
мы. Но существует функциональная связь между координатами Х; 
их: А; = X;(x;). Отсюда следует, что dX; = 4х9Х дх;, поэтому 
квадрат интервала ds? может быть выражен через дифференциалы новых 
координат dx;: 

ds? == g;,dx,dx,,, 

— oe (здесь и далее NO дважды встречающемуся ин- 
Xj XR | 

дексу подразумевается суммирование от 1 до 4). 
Координаты х; можно, как мы говорили, выбирать произвольным 

образом. Поэтому можно от координат х; перейти к новым координа- 
там х’;, что соответствует новой неинерциальной системе; при этом 
величина 45? останется неизменной, т. е. инвариантной: 

rye 9: = 

ds? = g,dx.dx,, 

где £’in определяется через Х; и х’;, так же как Pip — через X; и Xj. 
Величины £;, зависят от координат исходной точки Р, т. е. от X; 

или х;. Они образуют тензор второго ранга, который называют мет- 
рическим тензором. Используя терминологию дифференциальной гео- 
метрии, говорят, что тензор Pin определяет метрику пространства — 
времени. 

143



На основании результатов предыдущего параграфа можно ска- 
зать, что при наличии гравитационного поля метрика пространства 
неевклидова. Более того, в общем случае произвольного переменно- 
го гравитационного поля метрика пространства не только неевклидо- 
Ba, HO еще и меняется со временем, т.е. со временем меняются соот- 
ношения между различными расстояниями, а следовательно, и 
взаимное расположение внесенных в поле тел не остается неизменным. 
Отсюда следует, что 

в общем случае переменного гравитационного поля теряет смысл понятие систе- 
мы отсчета, которым мы пользовались в специальной теории относительности, 

где под системой отсчета понималась некоторая Совокупность покоящихся друг 

относительно друга тел и совокупность часов, одинаково идущих в пределах сис- 

темы отсчета. Теперь мы должны пользоваться, как уже говорилось при разъяс- 

нении понятия интервала, в каждой мировой точке своей локальной системой 
отсчета, имеющей свойства системы отсчета специальной теории относитель- 
ности. Иными словами, теперь мы должны иметь бесконечно много локальных 
систем отсчета. 

В специальной теории относительности использовались только 
инерциальные системы отсчета, причем основным требованием теории 
было требование инвариантности законов природы при переходе от 
одной системы отсчета к другой. Иными словами, требовалось, чтобы 
все уравнения физики были инвариантными относительно преобразо- 
ваний Лоренца. В общей теории относительности допускаются любые 
четырехмерные системы координат, и при этом требуется, чтобы зако- 
ны природы формулировались единым образом для всех четырехмер- 
ных систем координат, т.е. требуется, чтобы общая формулировка 
законов природы не зависела от выбора системы координат. Именно 
по этой причине эту теорию и называют общей теорией относитель- 
HOCTH. 

Не следует, однако, думать, что различные системы координат 
физически эквивалентны. Напротив, 

физические явления могут протекать в разных системах отсчета различно. 

Рассмотрим подробнее, как происходит движение частицы в раз- 
ных системах координат. В специальной теории относительности в 
отсутствие электромагнитного поля 4-скорость частицы и; = dx;,/dt 
постоянна. Чтобы выяснить, как модифицируется этот результат в 
общей теории относительности, нужно связать его со структурой ин- 
тервала ds или дифференциала собственного. времени dt = ds/(ic). 
Введем с этой целью понятие действия 

2 
J = \ ds, |6 

где интегрирование совершается по произвольной мировой линии, 
соединяющей мировые точки / и 2. Если точки закрепить, то интеграл 
зависит только от мировой линии, или, как говорят, является фиунк- 
ционалом мировой линии. 

Предетавим себе теперь, что мы подвергли эту линию бесконечно 
малой вариации. Действие тогда изменится и его вариация 
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2 
5] = \ 545. 

1 

64$ = 8 (ds?)/(2ds) == ах; ах, /4$, 

и учитывая, что бах; = 46х;, имеем, интегрируя по частям, 

Замечая, что 

2 

sy = ( 8% aay, — OH | jose oti $ 
ds ds 

1 

Первое слагаемое здесь равно нулю, так как точки J и 2 закреплены, 
и, следовательно, (6x;); = (6x;)2 =0. Таким образом, 

Постоянство и; означает, что d?x;/ds? = 0 (напомним, что dt = 
= 45/(1с)). Поэтому, чтобы получить постоянство 4-скорости для сво- 
бодной частицы, нужно считать, что действие для истинного движения 
экстремально, т.е. вариация его по отношению к мировой линии, 
соответствующей действительному движению частицы, равна нулю: 

0] = 0. 

Перейдем теперь к общей теории относительности. Так как в каж- 
дой мировой точке локально справедлива специальная теория от- 
носительности, то для установления закона движения частицы в от- 
сутствие электромагнитного поля (и других отличных от гравита- 
ционного полей) мы можем воспользоваться свойством экстремаль- 
ности действия для истинного движения, или, как говорят иначе, 
вариационным принципом: 

by = 6 | 4$ = 0, 
1 

где теперь ds? = 5; »ах:Ахь. 
Не приводя здесь выкладок, сформулируем сразу ответ. Уравне- 

ния d*x;/dt? = 0 заменяются теперь уравнениями 

2х; Г dx, dx, 

dz? М dt dt’ 

где 

iv — gim Of mh 4 дет! __ ОВы 
2 Ox, Ox, Охт 

и ging’ =6;:1. Это и есть уравнение движения в гра- 
витационном поле. У 

Производная d*x,;/dt? может рассматриваться как 4-ускорение 
i dx, dx, ’ 

частицы, а следовательно, —mI', ; —+ — Kak 4-сила, дей- 
dt dt 
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ствующая в гравитационнсм поле. Величины Г’, носят название 
символов Кристоффеля. 

Метрический тензор 2), играет, следовательно, роль потенциалов поля, а re, 

— напряженности поля. 

Заметим, что 

соответствующим выбором системы координат можно всегда обратить в нуль все 
символы Кристоффеля в любой заданной мировой точке. Такой выбор означает, 
что мы перешли в окрестности рассматриваемой точки к локально инерциальной 
системе отсчета, в которой не действует гравитационное поле. Возможность та- 
koro выбора системы координат и выражает математически принцип эквивалент- 

ности. 

Мировые линии, определяемые вариационным принципом, носят 
название геодезических линий — 4-пространства с метрикой Qijp. 

Геодезическая линия в «искривленном» пространстве заменяет 
прямую в обычном плоском пространстве. В теории гравитации Нью- 
тона движение частицы в обычном плоском пространстве присходит 
по сложной траектории, которая, например, в однородном поле имеет 
вид параболы. Именно тот факт, что частица движется не по прямой, 
указывает на то, что на частицу действует сила, в данном случае гра- 
витационная. 

В общей теории относительности движение происходит по геоде- 
зической линии в искривленном пространстве—времени, и мы не го- 
ворим ни о какой специальной силе, а считаем лишь, что гравитация 
изменила метрику пространства—времени. В этом смысле 

тяготение в теории Эйнштейна является такой же «кажущейся» силой, как 
центробежная сила и сила Кориолиса в теории Ньюгона. 

Рассмотрим в качестве примера движение частицы в том случае, 

когда метрический тензор Piz мало отличается от единичного тензора 
и имеет вид 

Ви = Ваз = 63 =1; Su = 1+A, 

где h — малая величина, зависящая от координат, | h| << 1, так что 
квадрат интервала определяется формулой 

ds? = dx? + 42 + dx? + (1 + A) dx? = dr? — (с? + 29) d??, 

где dx, =icdt u ф = 51/2. 
Полагая dr = vdt, где у — скорость частицы, получим для диф- 

ференциала собственного времени выражение 

de = dsiic) = и dw (1 +9. 

Поэтому вариационный принцип приобретает вид 
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Отсюда следует, что 

2 
с д 

| — У Ч ин OF or} 42 = 0. 
dt Or 

1 

Интегрируя первое слагаемое по частям и учитывая, что вариация 
обращается. в нуль на границах / и 2, получим 

2 

) (* +. x) ord¢ = 0. 
дг 

1 

Так как вариация 6г произвольна, TO выражение в скобках должно 
обращаться в нуль, т.е. 

у = — grad ф. 

Таким образом, мы получили уравнение движения Ньютона, в 
котором гравитационная сила равна —тогадф (т — масса частицы), 
т.е. ф представляет собой потенциал гравитационного поля. Мы ви- 
дим, что в слабом гравитационном поле 

Su = 1+ 29/c% 

ЕДо сих пор мы считали метрический тензор &;к заданной функцией 
координат х;. Между тем сама эта функция, т.е. метрика простран- 
ства—времени, определяется, как мы уже говорили, материей — ее 
структурой, распределением и движением. 

Суть дела заключается в том, что оказываются связанными между 
собой два тензора: тензор кривизны пространства—времени, опре- 
деляемый метрическим тензором Qin, и тензор энергии — импульса 
материи. 

Тензор кривизны R;, 4-пространства определяется следующей 
универсальной формулой: 

1 ! 
. = or, cn SO . — a 

ik Ox, OX, ik” lm il!“ Ат» 

где Г., — знакомые уже нам символы Кристоффеля. В них входят 

компоненты &;ь и их первые производные по ксординатам. Поэтому 
в тензор кривизны входят как первые, так и вторые производные от 
метрического тензора по координатам. Так как тензор R;, определя- 
ется только тензором &8;, то можно сказать, что тензор кривизны 
представляет собой чисто геометрическое понятие. 

Тензор энергии—импульса материн Т;» не является столь универ- 
сальным, как тензор кривизны. Дело в том, что его структура зависит 
от конкретных свойств материи, «живущей» в пространстве—вре- 
мени, и для него не может быть написано такое же общее выражение, 
как для тензора R;,. В простейшем случае, когда материю можно 
описывать чисто гидродинамически как некоторую сплошную среду, 
тензор 7;, определяется формулой 
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Tin = (Pp + =) и» + рб 

где р — давление, € — плотность энергии среды и и; = dx;,/dt — 4- 
вектор скорости. 

Сформулируем теперь общий закон, устанавливающий связь меж- 
ду метрикой пространства—времени и состоянием материи. Закон 
этот состоит в том, что тензор кривизны пространства— времени яв- 
ляется линейной функцией тензора энергии—импульса материи. Ма- 
тематическая его формулировка такова: 

8xG | 
Rip = 7” (4—5 Bik }. 

где Т = T,,g" (8 — тензор, обратный Zin, Т.е. Sing) =6;) и G— 
гравитационная постоянная. Это та же постоянная, которая входит в 
закон всемирного тяготения Ньютона: 

f= —G le: ’ 
72 

где m, и mM, — массы двух тел, находящихся на расстоянии г друг от 
друга. 

Закон, устанавливающий связь между тензором кривизны и тен- 
зором энергии — импульса, был открыт Эйнштейном в 1915 г. Напи- 
санная его формулировка носит название уравнения Эйн- 
штейна. 

Из этого закона в нерелятивистском случае вытекает закон тяготе- 
ния Ньютона. В этом случае 511 = &» = 293 = 1, Sy = 1+ 2Q/c’, 
где ф, как мы видели выше, гравитационный потенциал. Вычисление 
компонент тензора кривизны с этими значениями &;, приводит к pe. 
зультату 

Ra = Ag/c? 

{все остальные компоненты R;, равны нулю). 
Из компонент тензора энергии — импульса в нерелятивистском 

случае (и при нулевом давлении р) отлична от нуля только компонента 
и = —pc?, где и — плотность массы. Поэтому уравнение Эйн- 

штейна приобретает вид 

Aq = АО ль 

Но это и есть уравнение теории тяготения Ньютона для гравита- 
ционного потенциала. Оно аналогично уравнению Пауссона для 
электростатического потенциала, и так же, как из последнего вытекает 
закон Кулона, так из этого уравнения вытекает закон всемирного 
тяготения Ньютона. 

В заключение этого параграфа остановимся еще на метрике про- 
CTpaHCTBa—BpeMeHH в том случае, когда гравитационное поле об- 
ладает центральной симметрией, т. е. создается телом с центрально- 
симметричным распределением вещества (тело может быть любым). 
В этом случае уравнение Эйнштейна допускает точное решение и при- 
водит к следующему выражению для квадрата интервала вне тела: 
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ds? = dr?/(1 —r,/r) + г? (3112944? + 402) — (1 —rg/r) с?аР, 

где г, = 2GM/c? (М — масса тела). Эту формулу называют M eT Pp H- 
кой Шварцшильда по имени автора, получившего ее в 1916 г. 
При г>>> 7; эта метрика переходит в метрику специальной теории 
относительности (метрика Минковского). Величину г, называют гра- 
витационным радиусом тела. Для Земли он равен 0,887 см, для Солн- 
ца — 2,95 км, для Галактики — 4,13.101 км. 

7.11. Красное смещение 

Общая теория относительности предсказывает 
ряд замечательных явлений, из которых мы рассмотрим здесь два — 
красное смещение и отклонение света в гравитационном поле. Первое 
из них состоит в том, что 

частота света, распространяющегося в гравитационном поле, не одинакова вдоль 
его пути — она больше там, где поле сильнее. Поэтому, например, свет, при- 
шедший к нам с какой-либо звезды, имеет меньшую частоту, чем на звезде. 

Второе явление заключается в том, что 

луч света искривляется в гравитационном поле массивного тела. 

Чтобы разъяснить красное смещение, установим сперва связь меж- 
ду временной координатой х., или, как мы будем говорить, мировым 
временем t = x,/(ic), и собственным, или истинным, временем т како- 
го-либо тела. Для этого нужно рассмотреть два бесконечно близких 
события, происходящих в Месте нахождения тела. Интервал между 
ними ds (с точностью до множителя 1/(1с)) и будет тогда определять 
промежуток dt истинного, или собственного, времени между этими 
событиями для рассматриваемого тела. Полагая в выражении для 
ds? = g;,dx;dx, дифференциалы пространственных координат рав- 
ными нулю (dx, = dx, = 4х. = 0), получим следующую связь между 
дифференциалами истинного (dt) и мирового (df) времени: 

{= У ба dt, 
откуда 

=) Vu de, 
где 24, зависит, вообще говоря, как OT t, так и от места нахождения 

тела. 

В статическом гравитационном поле 8. от времени не зависит и 

< =У Baa Ce 

_.. Вышемы видели, что в случае слабого гравитационного поля Ly = 
= 1+ 2$/с?*, где ф — потенциал поля. Если при этом ф не зависит 
от времени, то 

c=(1+Q/c)t, | ole] <1. 
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Эта формула показывает, что собственное, или истинное, время 
течет быстрее в тех местах пространства, где больше гравитационный 
потенциал. Если ф < 0 (что сбычно имеет место), то собственное вре- 
мя течет медленнее там, где больше модуль потенциала. Из связи меж- 
ду ти ¢ вытекает следующий замечательный вывод: 

если из двух одинаковых часов одни находились некоторое время в гравитаци- 

OHHOM полеф < 0, TO после этого они окажутся отставшими по сравнению с ча- 

сами, в гравитационном поле не находившимися. 

Рассмотрим теперь распространение света в постоянном гравита- 
ционном поле. Зависимость от времени электромагнитного поля све- 
товой волны, распространяющейся в постоянном гравитационном 
поле, в простейшем случае определяется множителем COS[@ot + x (г)], 
где ©, — частота, соответствующая мировому времени f¢, их (г) — 
фаза, зависящая от пространственных координат. Существенно, что 
в статическом гравитационном поле частота My, измеренная по мирово- 
му времени, есть константа, не зависящая от пространственных коор- 
динат. 

Однако зависимость поля световой волны от мирового времени не 
представляет непосредственного физического интереса, так как на- 
блюдатель, находящийся в некоторой точке пространства г = const, 
анализирует поле световой волны с точки зрения не мирового времени 
t, а собственного времени т. Поэтому в выражении со3(®ё + yx) нуж- 
но выразить # через т. Мы получим тогда cos(wt + у), где 

w = Wot/t = 0/7 Bas » 
или в случае слабого гравитационного поля 

© = в, (1 — Ф/с?). 

Эта формула определяет частоту света ®, измеренную в ссбствен- 
ном времени в точке пространства, где потенциал гравитационного 
поля равен ф. Она показывает, что частота, измеренная в собственном 
времени, не одинакова вдоль светового луча (в отличие от постоянной 
частоты W,!); частота больше в тех местах, где больше модуль грави- 
тационного потенциала ф. Иными словами, 

частота © увеличивается при приближении луча к создающим гравитационное: 

поле телам и уменьшается при удалении от них. 

Если свет испускается атомом в месте, где гравитационный потен- 
циал равен ф!, и поглощается в месте, где гравитационный потенциал 
равен @2, то частоты света (измеренные в собственном времени) в этих 
местах различны и составляют соответственно 

©, = 6 (1 — Ф1/с?), ®› = в (1 — @,/c*). 

Исключая отсюда ®, и учитывая, что | ф1,2|/с* << 1, получим 

Фо = Oj (1+ a), 
62 

(w, — ®!)/в; = (9, — @,)/c?, 

150



В частности, если свет «рождается» на Солнце или звезде с часто- 
той ®; и приходит на Землю, то частота пришедшего света Wz меньше, 
чем 01, так как @;—Q. < 0. 

Мы до сих пор говорили об изменении частоты луча света при дви- 
жении его в гравитационном поле, так что речь у нас шла об одном 
излучающем атоме. 

Пусть теперь у нас имеются два одинаковых излучающих атома — 
один на Солнце или звезде, а другой на Земле. Тогда их спектры излу- 
чения, наблюдаемые соответственно на Солнце и на Земле, выглядят 
совершенно одинаково. Но когда световой луч, испущенный атомом, 
находящимся на Солнце, достигнет Земли, то его частота не будет 
уже совпадать с частотой света, испущенного тождественным атомом, 
находящимся на Земле. Частота пришедшей волны будет меньше час- 
тоты волны, испущенной земным атомом. Разность частот — пришед- 
шей ‘и земной — определится формулой 

w/o = (ф, — $.) /с?, 

где ф! и ф>› — гравитационные потенциалы на Солнце и Земле. 
Так как ф.—ф› < 0, то Aw < 0, т. е. смещение частоты происхо- 

дит в сторону уменьшения частот. Поэтому это явление и носит наз- 
вание красного смещения. 

Красное смещение допускает простую физическую интерпретацию, 
основанную на корпускулярной картине излучения. Именно: будем 
представлять себе фотон как частицу с кинетической энергией & = 
= fiw и массой т = 6 /с?. При движении такой частицы в гравита- 
ционном поле с потенциалом ф, которое мы будем предполагать сла- 
бым, к кинетической энергии прибавляется потенциальная энергия 
mp, так что полная энергия частицы становится равной 6 + mp = 
= fhw(! + g/c?). При движении фотона полная его энергия сохраня- 
ется, т.е. 

ho, (1 + @,/c?) = Во, (1 + @,/c?), 

где @; и M2. — частота фотона в точках пространства с гравитационны- 
ми потенциалами ф! И $2. Так как |g| /c? << 1, то отсюда следует 
наша прежняя формула для смещения частоты Ao = w,—a,: 

Aw/o = (ф, — $.) /с* 

Если гравитационное поле создается телом с ц:нтрально-симмет- 

ричным распределением массы, то на расстоянии г от центра тела по- 

тенциал поля 

ф =—GM/r, 

где М — масса тела и С — гравитационная постоянная. Пусть фотон 
с частотой ; рождается на поверхности тела г = R. Частоту фотона 
на бесконечном расстоянии от тела обозначим ®›. Тогда для относи- 
тельного смещения частоты мы получим формулу 

Aw/w = —r,/(2R), 

где г, = 2GM/c? — гравитационный радиус тела. 
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Формула для красного смещения прекрасно подтверждается на 
опыте. Например, для луча света, поднимающегося от поверхности 
Земли на высоту 20 м, формула для относительного изменения частоты 
в гравитационном поле Земли совпадает с экспериментальным ре- 
зультатом с точностью до 1%. Красное смещение для лучей, идущих 
от Солнца, измерено с точностью до 6%. 

7.12. Отклонение луча света в гравитационном 
поле 

Перейдем теперь к рассмотрению второго эффекта — отклонения 
светового луча в гравитационном поле. Качественно этот эффект мож- 
но понять, если, так же как и в предыдущем параграфе, исходить из 
представления о световом луче как совокупности частиц — фотонов, 
обладающих массой т = fiw/c?. Пусть, например, такая частица дви- 
жется в направлении оси х в гравитационном поле, создаваемом шаро- 
образным телом массы М и радиуса R (рис. 7.2). Отклонение частицы 
вдоль оси и определяется в механике Ньютона уравнением 

Чу СМу 
Тв? r=Yx+y?. 

Считая отклонение малым, можно в правой части положить у = R. 
Учитывая еще, что для фотона x = ср получим 

Фу _ _ GMR 

dx? (В? + x2)3/2 

Интегрируя это уравнение, найдем 

и CMx +- const. 
dx CRY ва 

При х = —co имеем dy/dx = 0, поэтому const = —GM/(c?R). Отсюда 
можно найти угол отклонения фотона: 

A§ = — dy __ _2GM . 

dx Х= со с?Ю 

Истинное отклонение луча, однако, в два 
4 раза больше найденного нами в классической 

теории Ньютона. 
и Покажем, как находится отклонение луча 

в гравитационном поле согласно общей тео- 
XS * рии относительности. Напомним сперва, что 

если два события лежат на одном и том же 
световом луче, то в специальной теории отно- 
сительности интервал между этими событиями 
равен нулю. В общей теории относительности 

Ди онение луча света ЭТО свойство сохраняется локально, т. е. для 

в гравитационном поле ABYX бесконечно близких событий, лежащих 

4 
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на одном и том же световом луче, интервал равен нулю; иными сло- 
вами, для мировых точек, лежащих на световом луче, выполняется 
условие 

ds? = 2 3,0x,dx, — 0. 

Воспользуемся теперь для ds? метрикой Шварцшильда (см. $ 7.10). 
Обозначая, как и ранее, гравитационный потенциал тела ф = —GM/r, 
получим из условия 45? = 0 при |$|/с* << 1 соотношение 

c°dt2 == дг? (1 — 2@/c?) — 47?2ф/с?, 

где dr? = dr? + r7(d0? + 3112049?) (9 и @ — азимутальный и поляр- 
ный углы). 

Нам нужно теперь найти форму светового луча. Это можно сделать 
< помощью принципа Ферма (см. $ 20.3), согласно которому 

свет распространяется таким образом, чтобы время прохождения его из одной 
точки в другую было минимальным. 

Это значит, что вариация интеграла (dt, взятого вдоль контура 
С 

С, соединяющего две данные точки, т. е. изменение его значения при 
изменении контура С, равна нулю в том случае, когда С совпадает с 
лучом света: 

Подставляя сюда вместо df значение, даваемое условием ds? = 0 при 
использовании метрики Шварцшильда, мы получим следующее ва- 
риационное условие для определения формы луча: 

5 | Иа (1 — 29/52) — 427? = 0. 

Пусть луч распространяется в плоскости (х, и) (рис. 7.2). Тогда 

dr? = 4х? -- dy, а’ = (хах + уду)/", P= x?+y 

и вариационное условие приобретает вид 

8 {у (42 4) — 29/0) — (ede + ду) 2 Фа) = 0. 

Учтем, наконец, что свет распространяется вблизи оси х, т.е. угол 
наклона лучак оси x мал: |dy/dx| << 1. Вариационное условие при 
этом сильно упрощается: 

в (1+3) dx = 0, 

где y’ = dy/dx. Переписав его в виде 

— С и — 9 xt a { Lae 0, L=—y) = (1+ ), 
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легко убедиться, (что из этого условия вы- 
si текает уравнение 

17 

SY oe d OL OL __ 0 

Soe -<—— 

(его называют уравнением Лагран- 
жа — Эйлера). Подставив сюда выра- 
жение для L, получим 

и’ = — СМ + Ox? y 

7.3. С? r3 5 ° 
Идея гравитационной 
линзы Считая, что форма луча мало отличается 

от прямой у =^Р (рис. 7.2), можно справа 
заменить у Ha R. В результате мы получим 

следующую формулу для результирующего изменения величины и” 
при изменении х от —©O до со: 

ду =— МК | ТК ах. 
С? я. У Е В? 

Эта величина и определяет угол отклонения луча AO =|Ау]. 
Выполнив интегрирование, получим 

A = 4GM/(c?R) = 27,/Вь 
Подстановка значений К и г, для Солнца дает теоретическое зна- 

чение AO w 1,75”. Экспериментально получено Д9 = (1,73=0,05)". 
Отклонение световых лучей в гравитационном поле лежит в основе 

эффекта гравитационной линзы. Если, например, свет от источника 
S (рис. 7.3) распространяется в точку наблюдения A и на пути света 
находится массивное тело М, то в случае точечного тела наблюдатель 
в А увидит два изображения источника: $: и $2. Этот эффект связы- 
вается с открытием уникальной пары квазаров — мощных радио- 
источников ($00957 + 561 A, В. 

Преобразования Ло- x/ = —~— ve, 
ренца ИУ 1 — 2/2 

и — t —V,/c? 

V1 — V2/c? 

Инвариантность ин- (5? — 45/2 ds? — ах? + dy? + dz? — c?dt? 
тервала 

Собственное — время 4=4 V1 —V/c? 
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Преобразование 
рости 

CKO= 

Аберрация света 

Преобразование элек- 
тромагнитных полей 

Инварианты поля 

Поля 

движущегося 
равномерно 

заряда 

Импульс 
частицы 

и энергия 

Уравнение движе- 
ния заряженной час- 
тицы в  электромаг- 
нитном поле 

Доплера Эффект 

Красное смещение 

Угол отклонения све- 

та в гравитационном 
поле 

о, +-V 
9х = - ’ 

1 о, У/ с? 

9, V1 — У2/с2 
Vy = - , 

То, \/ с? 

9. Ут — уз/е 
Vv, = - 

1+, И/с? 

—_. Y2//72 

igo Vile’ sin 
— + cos 6’ 

С 

Е, = (Е, + [УН, оу 1-22, 

H, = (H, —-{VE, |) V 1—V2/c? , 

E | =E, ’ Н, =H, 

E2?— HH? — Е” НТ, 

(EH)? = (ЕН) 
_ er 1—V2/c? 

a: у? \3/2 
[sine | 

С 

H=—| VE 
С 

mv 
p = ’ 

V 1 —v/e 

ex тс? — cV те? р? 

У! — 2 /с? | 

dp | 
— == E — Н ’ dt | + - [У т) 

4 evE 
dt 

V1—V/e2 
© = Po 1-—(У/с)со$ 6 

До _ _%1— $ 

© с? 

№28, — 20M 
R 8 с?



П. ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ 
ef! И МАГНИТНЫЕ СВОЙСТВА 
| ВЕЩЕСТВА 

Глава 8 ДИЭЛЕКТРИКИ 

8.1. Полярные и неполярные молекулы 

Уменьшение поля в диэлектрике по сравне- 
нию с вакуумом (при тех же сторонних зарядах) связано, как мы уже 
не раз говорили, со смещением зарядов в молекулах диэлектрика под 
действием поля. Такое смещение зарядов приводит к возникновению 
у молекул направленного вдоль поля дипольного момента. При этом 
следует различать два принципиально различных типа молекул. Мо- 
лекулы одного типа сами по себе в отсутствие поля не обладают ди- 
польным моментом, но дипольный момент возникает у них под дейст- 
вием поля, которое как бы растягивает молекулу и раздвигает ее за- 
ряды — положительные по полю и отрицательные против поля. Такие 
молекулы называют неполярными. При не очень сильных полях ди- 
польный момент неполярной молекулы 4 оказывается пропорцио- 
нальным напряженности электрического поля: 4. = Е, где a — 
некоторая величина, характеризующая молекулу; ее называют коэф- 
фициентом поляризуемости (поляризуемостью) молекулы. 

Молекулы другого типа обладают сами 
по себе, т.е. даже в отсутствие внешнего 
электрического поля, дипольным моментом. 

= ОЕ. Такие молекулы, обладающие собственным, 
У’ _ или, как говорят иначе, спонтанным, ди- 

| > польным моментом, называют полярными. Ес- 
НИ ли полярную молекулу с дипольным момен- 

9. том 4, поместить в электрическое поле Е, то 
на нее гдействует пара сил (рис. 8.1) с мо- 
ментом 

8.1. К = [dE]. 
Ориентирующее дей- . 
ствие поля на молекулу Эта пара вращает Диполь, стремясь распо 

полярного диэлектрика ЛОЖиТЬ его вдоль поля. Таким образом, 
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действие поля в случае диэлектрика с по- 
лярными молекулами (такой диэлектрик на- 
зывают Полярным) является прежде всего 
ориентирующим — поле стремится ориенти- 0 
ровать дипольные моменты отдельных мо- 2™ 
лекул вдоль поля. Кроме того, конечно, H H 
полярные молекулы, так же как и неполяр- © 
ные молекулы, могут деформироваться под 
действием внешнего электрического поля. Но 
этот эффект является второстепенным по 
сравнению с ориентационным. 

Хотя молекулы полярного диэлектрика 
и обладают спонтанным дипольным момен- 
том, направления дипольных моментов от- 
дельных молекул у полярных газов, жид- 
костей и ряда твердых диэлектриков рас- 
пределены в отсутствие поля хаотически. 
Поэтому сумма дипольных моментов всех 4 У 
молекул в отсутствие поля равна нулю. 

Принадлежность молекулы к тому или Н 
другому типу определяется ее структурой и 
тесно связана с симметрией молекулы. Это 
иллюстрируют рис. 8.2, 8.3, на которых по- Soe ok na аммиака 
казано расположение ионов в молекулах воды у 
Н2О и аммиака NH,. Обе эти молекулы при- 
надлежат к полярным, так как в них есть избранное направление, 
вдоль которого и располагается вектор dy. Дипольный момент моле- 
кулы воды направлен по биссектрисе угла при атоме кислорода (угол 
этот равен 108°) и составляет 6,2. 10-36 Кл.м; дипольный момент моле- 
кулы аммиака лежит вдоль высоты пирамиды (пунктир на рис. 8.3} 
и равен 5,1.10-3° Кл.м. Такого же порядка дипольные моменты боль- 
шинства полярных молекул, так как размер молекулы — 10° ми 
единичный заряд иона 1,6. 10`19Кл. 

Примеры более симметричных молекул показаны на рис. 8.4. 
Эти молекулы неполярны, поскольку в них нет избранного направле- 
ния, вдоль которого мог бы быть расположен собственный дипольный 
момент. При включении внешнего поля симметрия молекулы нару- 
шается и молекула приобретает дипольный момент. 

Рассмотрим газ, состоящий из одинаковых неполярных молекул. 

8.2. — 
Молекула воды 

N 

8.4. - 
Примеры неполярных 
молекул 



В поле напряженностью Е у молекулы возникает дипольный момент 
d =e, E. Поэтому если п — плотность молекул, то вектор поля- 
ризации газа Р = 14 = =, Е, где a = па’ — абсолютная диэлект- 
рическая восприимчивость газа. Как мы видели в гл. 2, диэлектри- 
ческая проницаемость = связана с восприимчивостью соотношением 
& = 1-+ а. Мы видим, что из макроскопических величин в выражение 
для диэлектрической проницаемости неполярного газа входит только 
плотность газа. 

Рассмотрим теперь газ, состоящий из одинаковых полярных мо- 
лекул. В этом случае, как мы видели, электрическое поле стремится 
ориентировать собственные дипольные моменты молекул по полю. 
Однако этой тенденции препятствует тепловое движение молекул. 
Чтобы учесть оба эффекта — ориентирующее действие поля и раз- 
ориентирующее действие теплового движения, — нужно найти рас- 
пределение молекул по направлениям их собственных дипольных 
моментов. 

Для решения этой задачи напомним предварительно, что если газ 
находится в некотором силовом поле, то в состоянии статистического 
равновесия пространственное распределение его молекул определя- 
ется общей формулой Больцмана 

—U (г)/(ЁТ) 
п (г) = ne . 

Здесь п(г) — плотность молекул в точке г; U(r) — потенциальная 
энергия молекулы в этой точке; и, — плотность молекул в точке, где 
U = 0; Т — температура газа; Е — постоянная Больцмана. Форму- 
лой Больцмана можно воспользоваться, чтобы решить интересующую 
нас задачу. При этом под И следует понимать потенциальную энергию 
диполя в поле (см. $ 1.3): 

И = —d,E = —d,E cos $, 

где 4, — собственный дипольный момент молекулы и $ — угол меж- 
ду дипольным моментом 4, и полем Е. Вместо же локальной плотности 
молекул п(г) следует теперь говорить о числе молекул в единичном 
телесном угле около данного направления dy. Обозначив dN число 
молекул полярного газа, дипольные моменты которых лежат в эле- 
менте телесного угла do, и учитывая, что do = 2nsinddd, можно, 
следовательно, написать 

dN = Сехр [4 ЕЁ cos 9/(ЕТ)] 2= $11943, 

где С — константа, определяемая из условия 
п 

С | exp [d,E cos 9/(kT)] 2= sin 948 = N 
0 

(№ — общее число молекул газа). 
Определим теперь поляризованность Р газа. Так как пространст- 

венное распределение дипольных моментов зависит только от угла $ 
между векторами d, и Е, то составляющие вектора do, перпендику- 
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лярные полю’для отдельных молекул, взаимно компенсируются. По- 
этому вектор Р не имеет составляющей, перпендикулярной полю, 
параллельная же полю его составляющая Р = ndy<ccost>, где n — 
плотность диполей и <со$9>>- — среднее значение COS по всем диполям: 

(cos 9) = -; | cos ЗАМ; 

(cos $) = 2" | ехр dob: т) cos 9 sin 99$. 
№ : kT 

Обычно d,E/(RT) << 1, поэтому 

d,E 
COS ь) d (cos 9); 

dE 

3kT ° 
cos воз 94 (соз 3) = 

Так как Р = =,2ЁЕ, то для полярного газа 

:2 2 nd nd 
9 — 0 , & — ] —- 0 . 

За ЁТ 3kT eq 

Обратим внимание на то, что диэлектрическая проницаемость 
газа полярных молекул в отличие от диэлектрической проницаемости 
газа неполярных молекул зависит от температуры. Поэтому если 
экспериментально установлено, что диэлектрическая прсницаемость. 
диэлектрика зависит от температуры, то это значит, что диэлектрик 
построен из полярных молекул. 

8.2. Диэлектрическая проницаемость плотных 
газов и жидкостей 

В предыдущем параграфе мы определили ди- 
электрическую проницаемость газов, связав ее с поляризуемостью 
отдельной молекулы. Решающим было при этом предположение, что 
поле, действующее на отдельную молекулу, или, как мы будем гово- 
рить, локальное поле, совпадает со средним макроскопическим полем, 
существующим в диэлектрике. Между тем эти величины отличаются 
друг от друга и различие между ними тем больше, чем больше плот- 
ность частиц. 

Для того чтобы понять различие между локальным и средним по- 
лем, напомним, как мы находили силу, действующую Ha обкладку 
плоского конденсатора. На первый взгляд кажется, что эта сила (от- 
несенная к единичной площади) равна произведению поверхностной 
плотности заряда о на напряженность поля E == с/=,. В действитель- 
ности же поверхностная плотность силы 

[= 1/. 0Б, 
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так как сила, действующая на заряд обкладки, определяется не об- 
щим полем, а только полем, создаваемым второй обкладкой (в месте 
нахождения заряда). Это поле, имеющее смысл локального поля (по 
принятой выше терминологии), равно 0/(2=,), т.е. E/2. 

Исходя из этой аналогии, можно сказать, что локальное поле в 
некоторой точке диэлектрика представляет собой поле в небольшой 
полости, сделанной в диэлектрике около этой точки. В случае газа 
или жидкости, т.е. изотропных диэлектриков, этой полости естест- 
венно придать сферическую форму, напряженность же поля в такой 
полости, как было показано в $ 2.2, 

З= 
—— В, 
Ze + 1 

Е, = 

где Е — напряженность поля вдали от полости (или, что TO же самое, 
напряженность поля, существовавшего в рассматриваемой точке до 
того, как была вырезана полость). Вспоминая, что € = 1 + a, мож- 
но переписать выражение для локального поля E; в виде 

—1 
Е 

E,=E+—— E=E+—"—P 
| т 3+ 2a + 342 ’ 

где Р = &аЕ — поляризованность. Если © << 1, To эта формула 
приобретает вид 

Е, =E+ P/(3e,). 

Она носит название формулы Лоренца для AOKAIE- 
HOTO поля. 

Под действием локального поля отдельная молекула приобретает 
направленный вдоль поля дипольный момент 4 = @’&,E;, где a’ — 
коэффициент поляризуемости молекулы, зависящий только от свойств 
молекулы. Если И — плотность молекул, то поляризованность Р = 
= © „Е, где ag = по’. С другой стороны, Р = ав Е. Поэтому 

Og [E+ Te Е] = aE 

и, следовательно, 

3 , 2 roo 
t= ип —1 + l+—an+an ° 

Эта формула (ee называют форм улой Онзагера) опре- 
деляет электрическую восприимчивость & как функцию плотности 
частиц N при заданном параметре «’— коэффициенте поляризуемости 
отдельной ‘молекулы. 

Величину а’ можно найти, если предварительно эксперименталь- 
но определить электрическую восприимчивость разреженного газа, 
так как в этом случае диэлектрическая восприимчивость газа равна 
an (к такому результату при малых а’п приводит и формула Онза- 
гера). Поэтому, зная плотность газа, можно вычислить @’. Смысл 
формулы Онзагера состоит в TOM, что с помощью этой же величины @' 
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можно вычислить диэлектрическую восприимчивость плотного газа, 
а также жидкости (если, конечно, при переходе в конденсированное 
состояние не изменяется поляризуемость молекулы). Результат та- 
кого подсчета приводит, например, к значению 2,76 для диэлектри- 
ческой проницаемости жидкого С$2, тогда как экспериментальное 
значение этой величины составляет 2,64 (при этом плотность жидкого 
CS. превышает плотность газа в 380 раз). 

С точностью до квадратичных по о’п членов формула Онзагера 
дает aw a’n (1 + @’n/3). Последнее выражение (также с точностью 
до квадратичных членов) можно переписать в виде 

an 

~ J—a'n/3° 

Эта формула носит название формулы Лоренца — Ло- 
рентца. Выразив с помощью нее о’п через © и заменяя & на (8—1), 
получим 

в — | 

e+2 

(формула Клаузиуса — Моссотти). 
При использовании двух этих формул следует иметь в виду, что 

они справедливы только в том случае, когда a'n/3 мало по сравнению 
с единицей. Если a’n/3 =1, то по формуле Лоренца—Лорентца a 
обращается в бесконечность, тогда как в действительности, согласно 

формуле Онзагера, = 3(1 + Y3)/2. 

— а’п/З. 

8.3. Диэлектрическая проницаемость 
кристаллов 

Газы и жидкости представляют собой изо- 
тропные среды. Это значит, что все их свойства, в частности электри- 
ческие свойства, одинаковы во всех направлениях. Напротив, твердые 
тела (точнее говоря, монокристаллы) отличаются анизотропией в сво- 
их свойствах. Иными словами, свойства монокристалла различны 
в разных направлениях. В частности, поляризуемость кристалла, 
вообще говоря, не одинакова в разных направлениях. Анизотропия 
в свойствах монокристалла связана, естественно, с характером его 
внутренней структуры, т.е. наличием кристаллической решетки. 

Анизотропия в поляризуемости кристалла проявляется, в част- 
ности, в том, что, если вырезать из монокристалла две пластинки, 
различно ориентированные относительно кристаллографических осей, 
и поместить сперва одну, а потом другую между обкладками конден- 
сатора, то емкость конденсатора в обоих случаях, вообще говоря, 
не одинакова. Отсюда следует, что диэлектрическая проницаемость, 
а следовательно, и диэлектрическая восприимчивость кристалла раз- 
личны в разных направлениях. Исключение составляют кристаллы 
кубической системы, которые ведут себя как изотропные тела. 

Если взять, например, кристалл берилла (SiO,),Al,Be,, принад- 
лежащего к гексагональной системе, то его диэлектрическая прони- 
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цаемость равна 7,44 и 7,85 в зависимости от того, параллельно или 
перпендикулярно электрическое поле оси 6-го порядка. Для апатита 
диэлектрическая проницаемость при поле, направленном вдоль оси, 
равна 7,4, а при поле, перпендикулярном оси, равна 9,5. Особенно ве- 
лика разница в значениях диэлектрической проницаемости в разных 
направлениях у рутила Т1О., принадлежащего к тетрагональной сис-. 
теме. Если поле направлено вдоль оси (4-го порядка), то диэлектриче- 
ская проницаемость равна 173, если же поле направлено перпендику- 
лярно этой оси, то диэлектрическая проницаемость составляет 89. 

Анизотропия поляризуемости характерна для монокристалла. 
В поликристаллах, состоящих из огромного числа маленьких кристал- 
литов, произвольно ориентированных друг относительно друга, проис- 
ходит усреднение поляризуемости, и такие кристаллы ведут себя в 
электрическом поле как изотропные тела, т. е. как газы и жидкости. 

Для газов и жидкостей поляризованность Р = €,aE, как мы ви- 
дели, пропорциональна и параллельна напряженности поля Е, где 
a — диэлектрическая восприимчивость. Для диэлектрических MOHO- 
кристаллов эта формула, вообще говоря, неприменима, так как она. 
не учитывает эффекта анизотропии. Кроме того, ряд монокристаллов 
обладает поляризованностью, He обращающейся в нуль при E =0 
и сложно, нелинейным образом зависящей от поля. Эти эффекты мы 
рассмотрим подробнее в следующем параграфе, здесь же остановимся 
только на эффекте анизотропии. 

Если поляризованность монокристалла Р равна нулю при E = 0, 
то при достаточно слабом поле она является линейной функцией поля. 
Необходимо при этом иметь в виду, что направление вектора поля- 
ризации в монокристалле может и не совпадать с направлением поля. 
Однако, сколь бы ни была сложна симметрия кристалла, всегда в 
любом кристалле существуют по крайней мере три взаимно перпенди- 
кулярных направления таких, что если направление поля совпадает 
с одним из них, то такое же направление имеет и вектор поляризации. 
Это значит, что если оси координат Х, У, Z выбраны вдоль этих Ha- 
правлений (их называют главными направлениями поляризуемости) 
и электрическое поле Е направлено вдоль оси Х, т.е. Ех =, Бу = 
= Ez = 0, то у вектора поляризации Р отлична от нуля только 
проекция Px на ось Х, причем с Ех она связана соотношением 

Рх = €9t,Ex , 

где о, — некоторая характерная для кристалла величина, не завися- 
щая от поля (поле считается слабым) и представляющая собой диэлект- 
рическую восприимчивость кристалла вдоль оси Х. Аналогичным об- 
разом, если поле направлено вдоль оси У или оси Z, вектор поляри- 
зации направлен вдоль оси У или вдоль оси Z, причем в первом случае 
Ру = =.02Бу ‚ а во втором Pz = =, Ez, где G2 и а, — диэлект- 
рические восприимчивости кристалла вдоль осей У и Z. Величины 
C4, @2, A, называют главными значениями диэлектрической восприим- 
чивости (поляризуемости) кристалла. 

Рассмотрим теперь тот случай, когда направление электрического 
поля Е не совпадает ни с одним из главных направлений поляризуе- 
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мости. Чтобы найти поляризованность, в этом случае представим поле 
в виде суперпозиции 

Е = 1х + jEy+kEz, 

где i, j,k — орты осей Х, У, Z; Ex, Ey, Ez — проекции поля на 
эти оси, и учтем линейность связи между Ри Е. Вследствие этой ли- 
нейности проекции вектора поляризации на оси координат Х, У, 2 
составляют Px = &,04Ех; Ру = в,92Еу, Pz = 80.Е;, т.е. век- 
тор Р можно представить в виде 

Р = Е, (ia, Ех -|- jo,Ey +. ka,Fz ). 

Ясно, что если величины @,, @›, и, не одинаковы, то вектор Р He па- 
раллелен вектору Е, как это имеет место в случае изотропной среды. 

Анизотропия поляризуемости приводит к анизотропии диэлект- 
рической проницаемости, так как электрическая индукция О связана 
с поляризованностью Р и напряженностью электрического поля Е 
соотношением D = €,E -- Р, независимо от того, изотропно тело или 
анизотропно. Из этого соотношения следует, что в слабых полях меж- 
ду векторами В и Е имеет место линейная связь, но эти векторы, во- 
обще говоря, не параллельны. Если ввести главные значения диэлект- 
рической проницаемости 

а: = 1 а, в = Е, в = 1 + а, 

то проекции векторов О и Е на главные направления будут связаны 
между собой соотношениями 

Величины G4, @2, A, всегда положительны, поэтому главные значения 
диэлектрической проницаемости всегда больше единицы. 

У кристаллов с малосимметричной решеткой, принадлежащих к 
триклинной, моноклинной и ромбической системам, все три главных 
значения диэлектрической проницаемости различны. Эти кристаллы 
носят название двухосных. При этом у кристаллов ромбической сис- 
темы главные направления определяются кристаллографически, у 
кристаллов же триклинной системы главные направления не связаны 
с какими-либо кристаллографическими направлениями. 

У кристаллов тетрагональной, ромбоэдрической и гексагональной 
систем два из трех главных значений диэлектрической проницаемости 
совпадают (такие кристаллы называют одноосными); при этом одно из 
главных направлений совпадает с осью симметрии (соответственно 
4, 3, 6-го порядка), а два других можно выбрать произвольно в плос- 
кости, перпендикулярной этой оси. 

У кристаллов, принадлежащих кубической системе, все три глав- 
ных значения диэлектрической проницаемости совпадают. Поэтому 
такие кристаллы ведут себя как изотропные среды; в частности, глав- 
ные направления можно выбирать произвольно. 

Подчеркнем еще раз, что поликристаллы в отличие от монокри- 
сталлов ведут себя в электростатическом поле как изотропные среды. 
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8.4. Кристаллы со спонтанной 
поляризованностью 

В предыдущем параграфе мы уже упоминали, 
что кристалл может отличаться не только анизотропией поляризуе- 
мости, но обладать также поляризованностью в отсутствие поля. 
Дело в том, что монокристалл можно рассматривать как единую ги- 
гантскую молекулу. Поэтому не удивительно, что, так же как и моле- 
кула, кристалл в целом может быть полярным, т. е. может обладать 
дипольным моментом в отсутствие внешнего электрического поля. Мо- 
мент этот будет макроскопическим, т.е. он пропорционален объему 
кристалла. Таким образом, в этом случае в отсутствие электрического 
поля кристалл обладает отличной от нуля поляризованностью. Ее 
называют собственной (или спонтанной) поляризованностью. 

Для того чтобы кристалл обладал спонтанной поляризованностью, 
в нем должно существовать некоторое избранное направление, кото- 
рое не должно изменяться при всех преобразованиях симметрии ре- 
шетки кристалла. В частности, в числе элементов симметрии не должно 
быть центра симметрии, так как в этом случае каждое направление 
эквивалентно прямо противоположному. В числе элементов симмет- 
рии могут быть лишь одна ось и проходящие через нее плоскости сим- 
метрии. Это условие является, конечно, только необходимым, но от- 
нюдь не достаточным условием наличия у кристалла спонтанной поля- 
ризации. Кристаллы со спонтанной поляризацией носят общее назва- 
ние пироэлектриков. 

У одних кристаллов со спонтанной поляризацией спонтанный мо- 
мент существует при любой температуре, т. е. во всей температурной 
области существования кристаллического состояния, а у других — 
только в определенном интервале температур. Кристаллы первого типа 
называют собственно пироэлектриками, а второго — сегнетоэлектри- 
ками. К числу пироэлектриков относится, например, турмалин, а к 
числу сегнетоэлектриков — сегнетова соль, титанат бария и др. 
У пироэлектриков спонтанный дипольный момент наблюдается обычно 
после их нагревания, так как при этом они освобождаются от осевших 
на них ионов (по этой причине и применяется приставка «пиро»). На- 
звание сегнетоэлектрика происходит от сегнетовой соли, которая была 
первым исследованным диэлектриком этого рода. 

Спонтанный дипольный момент у пироэлектриков обусловлен либо 
смещением подрешеток ионов, либо упорядочением атомных групп, 
обладающих дипольным моментом. Смещение подрешеток имеет место, 
например, у кристаллов титаната бария BaTiO,. Структура титаната 
бария кубическая: ионы Ва?* расположены в углах куба, ионы Т1“* — 
в центре куба, а О? — в центрах граней (такого рода структура но- 
сит название «структуры перовскита» — это от названия минерала 
перовскита CaTiO,). При температурах ниже 391 К, когда кристалл 
титаната бария имеет спонтанную поляризованность, решетка крис- 
талла несколько деформирована, а именно растянута вдоль ребра 
куба; в этом направлении смещается ион титана, и в этом направлении 
образуется дипольный момент. 
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У сегнетоэлектриков ионы (или атомные группы, обладающие ди- 
польным моментом), ответственные за возникновение спонтанной по- 
ляризации, смещаются сравнительно легко, тогда как у пироэлект- 
риков они закреплены жестко. [10 этой причине у сегнетоэлектриков 
спонтанная поляризованность существует в определенном интервале 
температур, а Y пироэлектриков — при любой температуре. Выше 
некоторой температуры (ее называют 7104чкой или температурой Кюри) 
спонтанный дипольный момент сегнетоэлектрика исчезает. При этом 
происходит также изменение симметрии кристаллической решетки, 
так что ниже и выше температуры Кюри мы имеем дело с двумя раз- 
личными фазами вещества. Их называют соответственно сегнетоэлект- 
рической (или ферроэлектрической) и параэлектрической фазами. 

Сегнетоэлектрический фазовый переход может быть как первого, 
так и второго рода. В случае фазового перехода первого рода выделя- 
ется либо поглощается теплота, а в случае фазового перехода второго 
рода в точке Кюри терпит скачок теплоемкость сегнетоэлектрика. Ди- 
электрическая проницаемость сегнетоэлектрика при приближении к 
точке Кюри резко возрастает. У пироэлектриков фазовых переходов 
таких типов не происходит. 

В области высоких температур (выше температуры Кюри) спон- 
танный дипольный момент всегда отсутствует. Но он может отсутст- 
вовать и в области низких температур, так что может существовать 
лишь некоторый интервал температур, в котором устойчива сегнето- 
электрическая фаза. (В этом случае обе граничные температуры назы- 
вают температурами Кюри — верхней и нижней.) 

Так как ионы, ответственные за возникновение спонтанной поля- 
ризации сегнетоэлектриков, могут легко смещаться, то механические 
напряжения приводят к появлению у сегнетоэлектриков электрической 
поляризованности. Это явление называют Пьезоэлектрическим эффек- 
том. Существует и обратный эффект — изменение формы или раз- 
меров кристалла под действием внешнего электрического поля. За- 
метим, что этот эффект следует отличать от электрострикции у обыч- 
ных диэлектриков, т. е. от изменения их формы и объема под влиянием 
внешнего поля. Электрострикция пропорциональна квадрату напря- 
женности электрического поля, тогда как обратный пьезоэлектриче- 
ский эффект пропорционален первой степени напряженности поля. 

Все сегнетоэлектрики являются пьезоэлектриками, но пьезоэлект- 
риками могут быть и не сегнетоэлектрики. К числу последних отно- 
сится, например, кварц. 

Упомянем еще об одном классе веществ, обладающих спонтанной 
поляризованностью. Это так называемые электреты, которые получа- 
ют при затвердевании смесей некоторых органических смол в сильном 
электрическом поле (а также другими способами). Электрическое поле 
ориентирует дипольные моменты некоторых из молекул этих веществ, 
а при затвердевании смолы моменты остаются ориентированными пос- 
ле выключения поля. Поляризованность, полученная таким образом, 
может сохраняться в течение нескольких лет, но, по-видимому, состоя- 
ние поляризации электретов является метастабильным, стабильным 
же является неполяризованное состояние. 
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ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 

Момент силы, вра- К = [d,E] 
щающей — диполь 
Потенциальная энер- U = —d,E 
гия диполя в элект- 
рическом поле 
Диэлектрическая nd? 
проницаемость  по- & = 1 + Beat 
лярного газа 0 | 
Диэлектрическая вос- 3[, 2 , 8 
приимчивость —жид- @& — 1 еп — | + 1 + 3 7 п-- а “п 
кости или плотного 
газа (формула Он- 
загера) 
Вектор поляризации Р = 1%. Ех + ja,Ey + Ка. Е 
в кристалле 

Ш 

Глава 9. МЕТАЛЛЫ И ПОЛУПРОВОДНИКИ 

9.1. Вырожденный электронный газ 

Формулируя законы постоянного тока, мы 
ввели новые величины — удельную электрическую проводимость и 
электродвижущую силу, но не разъяснили пока их физической при- 
роды. Теперь мы приступим к этой задаче и начнем с проводимости 
металлов. 

Как мы уже говорили, электрический заряд в металлах переносят 
электроны, которые могут свободно перемещаться от одного атома 
(правильнее — иона) к другому. Такое перемещение возможно благо- 
даря перекрытию электронных оболочек отдельных атомов. Поэтому 
естественно исходить из представления об идеальном или почти иде- 
альном газе электронов в металле. Этот газ, однако, должен сущест- 
венно отличаться от обычного идеального газа молекул. Наиболее 
отчетливо это видно на примере теплоемкости металла. Если для про- 
стоты считать, что каждый атом металла вносит по одному электрону 
в электронный газ, то | г-атом металла должен содержать 6,02. 1023 
ионов и столько же электронов. Молярная теплоемкость, обусловлен- 
ная ионами, равна, как известно, 3R, где Ю — газовая постоянная 
(закон Дюлонга — Пти). Молярная же теплоемкость элект- 
ронов, если считать их обычным газом, равна 3/›Ю. Поэтому суммар- 
ная теплоемкость металла должна составить 3/›Ю. С другой стороны, 
если взять диэлектрик, в котором нет электронного газа, то его тепло- 
емкость равна ЗК. Таким образом, теплоемкость металла должна быть 
больше теплоемкости диэлектрика на 3/›Ю. Опыт, однако, находится 
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в резком противоречии с этим заключением: в области применимости 
закон Дюлонга—Пти, т.е. при достаточно высоких температурах 
(Т >> Tp, Tp — так называемая температура Дебая, см. ниже), 
молярные теплоемкости металлов и диэлектриков практически не 
отличаются друг от друга. Это значит, что электронный газ не вносит 
сколько-нибудь заметного вклада в теплоемкость металла, или, вы- 
ражаясь точнее, вклад электронного газа значительно меньше 3/>Ю. 
По этой причине электронный газ в металле называют вырожденным 
газом. 

В чем же причина вырождения электронного газа? Она тесно свя- 
зана с характером статистики электронов. Чтобы разъяснить, что это 
значит, напомним предварительно, что при выводе распределения 
Максвелла для молекул обычного газа вводится понятие фазового 
пространства молекулы, точки которого — фазовые точки — опреде- 
ляются шестью величинами — тремя координатами x, у, 2 молекулы 
и тремя проекциями ее импульса Px, Py, Р,. Объем фазового 
пространства пропорционален произведению обычного объема на 
объем импульсного пространства. В декартовых координатах Ах Ду 
Az и Ap,ApyAp , — элементы этих объемов. Объем шарового слоя 
радиуса р и толщины Ар в импульсном пространстве равен 4лр*Ар. 

При движении молекулы ее радиус-вектор г(х, у, 2) и импульс 
P(Px, Py, р.) изменяются со временем, т.е. фазовая точка описы- 
вает в фазовом пространстве некоторую кривую — фазовую траекто- 
puro. В зависимости от начальных условий (т.е. значений х, у, 2, 
Px, ри, P zB начальный момент времени ¢ = 0) мы получим различные 
фазовые траектории. Каждая фазовая траектория соответствует опре- 
деленному динамическому состоянию молекулы, а так как, очевидно, 
через каждую фазовую точку проходит только одна фазовая траекто- 
рия, то каждой фазовой точке соответствует определенное динамиче- 
ское состояние молекулы. 

Рассмотрим теперь не одну, а много одинаковых молекул, почти не 
взаимодействующих друг с другом, т. е. их идеальный газ. Тогда на- 
боры динамических состояний у различных молекул тождественны, 
но возникает вопрос: коррелируют ли как-либо между ссбой динами- 
ческие состояния у различных молекул? Более просто вопрос этот фор- 
мулируется так: произвольно ли число молекул, могущих находиться 
в заданном динамическом состоянии? При выводе распределения Макс- 
велла вопрос этот, собственно говоря, не ставится и молчаливо пред- 
полагается, что число молекул, находящихся в заданном состоянии, 
может быть произвольным. Однако это предположение не является 
логически необходимым: ведь можно представить себе ситуации, когда 
оно не выполняется. Такая ситуация, в частности, и имеет место для 
газа электронов. При этом важно иметь в виду, что электрон обладает 
собственным моментом импульса (его называют спином) и что если 
мы хотим измерить проекцию спина на какую-либо ось, то всегда 
получим только два возможных значения. Поэтому в число перемен- 
ных, определяющих динамическое состояние электрона, должна быть 
включена еще проекция его спина. Если обобщить таким сбразом по- 
нятие динамического состояния электрона, то окажется, что 
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в каждом динамическом состоянии может находиться He больше одного электро- 

на, т. е. состояние может быть либо не занято, либо в нем может находиться 

только один электрон и никак не более. 

Это замечательное положение, носящее название принципа 
Паули, и определяет характер статистики электронов. Не одни 
электроны подчиняются принципу Паули. Этому же принципу под- 
чиняются и протоны, и нейтроны, и вообще все частицы, спин которых 
равен полуцелому числу квантовых постоянных fi (см. ниже). Все 
такие частицы называют фермионами, и о них говорят, что они подчи- 
няются статистике Ферми — Дирака. 

Возможна и другая ситуация, когда число частиц, могущих на- 
ходиться в данном состоянии, произвольно. Она осуществляется, если 
спин частиц равен целому числу h. Такиечастицы называют бозонами, 
и о них говорят, что они подчиняются статистике Бозе — 
Эйнштейна. Примерами бозонов являются фотоны, &-частицы, 
дейтроны, пионы. 

Чтобы выяснить, к какому распределению электронов в состоянии 
статистического равновесия приводит принцип Паули, разобьем фа- 
зовое пространство Г электрона на элементарные ячейки одинакового 
объема Г, и будем сопоставлять каждой такой ячейке одно кинема- 
тическое состояние электрона, т.е. два состояния, отличающихся 
проекцией спина электрона. Для того чтобы такой метод сопоставле- 
ния состояниям элементарных ячеек был разумным, нужно, очевидно, 
брать ячейки как можно меньшего объема. Но здесь имеется ограни- 
чение, вносимое квантовой механикой: оказывается, что объем ячейки 
Г. нельзя взять меньше чем (2лй)*, где fi — квантовая постоянная, 
равная примерно 103% Дж-с, или 10-7 эрг-с (величину A = 2лй на- 
зывают постоянной Планка). Взяв такое значение Г., мы получим, 
что в фазовом объеме Г содержится ячеек 

G =T'/(20h)’. 
Об электронах, состояниям которых соответствуют определенные фа- 
зовые ячейки, говорят, что они находятся в этих ячейках. Если взять 
электроны с малым разбросом импульса и разделить их число на число 
соответствующих фазовых ячеек, то мы получим функцию распределе- 
ния электронов. Задача состоит теперь в нахождении этой функции. 

С понятием функции распределения нам придется неоднократно 
встречаться, поясним поэтому это понятие подробнее. Рассмотрим 
малый объем в фазовом пространстве АГ = (2лй)-*АхАу/АгАр„Ар,Ар, 
вблизи точки с импульсом р и радиусом-вектором г. Число частиц 
АМ = р, ГАГ в этом объеме пропорционально АГ. Коэффициент 
Кр, г) в этом соотношении и называется функцией распределения, 
точнее, функцией распределения частиц в фазовом пространстве. 

Рассмотрим сперва состояние при 7 = 0. Энергия системы элект- 
ронов должна быть при этом минимально возможной. Если бы элект- 
роны не подчинялись принципу Паули, то минимуму энергии соот- 
ветствовал бы импульс, равный нулю, т. е. все электроны находились 
бы в одной ячейке, соответствующей нулевому импульсу. Но в дей- 
ствительности справедлив принцип Паули, и чтобы получить мини- 

168



мум энергии, нужно плотно заполнить ячейки, т.е. разместить по 
одному электрону (с данной проекцией спина) в ячейку, а ячейки взять 
с минимально возможным для этого импульсом. Пусть при этом ока- 
жутся заполненными ячейки со всеми импульсами вплоть до некото- 
рого импульса ре. Тогда мы должны взять объем сферы радиуса pr , 
т.е. 4/;лрз, умножить его на объем газа и разделить на (2лй)3. Ta- 

ким образом, мы получим, что число нужных нам ячеек равно 
ч/з, V/(2nh)*. Поместив в каждую ячейку по два электрона (с раз- 

ными проекциями спина), найдем общее число электронов М, соот- 
ветствующее такой плотной упаковке: 

4n pe V 
< N=2 ; 

3 (21) 
Отсюда следует, что 

3, 1/3 
p= (3?) ^ tn’! 

где п — плотность электронного газа. Таким ебразом, 

при Т=0 распределение электронов, соответствующее минимуму энергии, таково: 
все состояния электронов с импульсами, заключенными между нулем и р; за- 

няты, а состояния с р > Py, свободны. Величину pp принято называть гра- 
ничным импульсом Ферми. 

Импульсу ре соответствует граничная энергия электрона (гра- 
ничная энергия Ферми) 

Pr _ 9” pe 28 
2тТе 2тТе , 

где m, — Macca электрона. Мы видим, что граничный импульс про- 
порционален плотности электронов в степени \/., а граничная энер- 
THA — плотности в степени */. 

Найденное распределение электронов, очевидно, изотропно в 
пространстве импульсов, т. е. зависит только от модуля, а не от на- 
правления импульса. Поэтому мы можем также рассматривать функ: 
цию распределения f как функцию только от энергии электрона 
= = р*/(2т.). Она, очевидно, имеет вид ступеньки, резко обрываю- 
щейся при энергии, равной ep (рис. 9.1). Высота ступеньки равна 
единице (функция распределения относится к 
определенной проекции спина). 

Найдем полную энергию электронного г 
газа при Т =0. По определению функции 
распределения эту энергию можно предста- / 
вить в виде 

у —2 |= тр. , 
(27h)? Ee © 

где У — объем, занимаемый электронами, и 
множитель 2 перед интегралом соответствует 
двум возможным проекциям спина электрона. 
Чтобы вычислить этот интеграл, энергию & 

9.1. 
Распределение Ферми 
для нуля температур 
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будем считать независимой переменной. Так как = р?/(2т,), то 
de = pdp/m,; поэтому 

Fe 

8 V2 mmi/2 ТЕ 3/2 
Я = у ы iV | fe" de. 

0 

(27fh)8 

Учитывая ступенчатый характер функции распределения, можно 
заменить [ на единицу и интегрировать в пределах от & = 0 до & = Ep 
В результате мы получим 

— 3/2 
И = 2 у т Ver? 

5x2 hs у 

Вспомнив, ЧТО &в = (3л2)2/3[12/3/(2т,), можно переписать выражение 
для энергии электронного газа при Т = 0 в форме 

32/3 «4/3 [25/3 у 
= 8 

10 Me 

Мы видим, что энергия электронного газа при Т = 0 пропорциональ- 
на плотности электронов в степени 5/3. 

9.2. Распределение Ферми 

Найдем теперь функцию распределения элек- 
тронов в состоянии статистического равновесия при температуре, 
не равной нулю. Для этого нужно, так же как и при выводе распреде- 
ления Максвелла, рассмотреть столкновения электронов либо друг 
с другом, либо, что проще, с посторонними молекулами, примешан- 
ными к электронному газу и находящимися в состоянии статистиче- 
ского равновесия. Функция распределения таких молекул [и пропор- 
циональна exp[—e,,/(RT)], где &, =— энергия молекулы, Т — тем- 
пература, ^ — постоянная Больцмана. 

Пусть электрон, обладающий энергией €, сталкивается с молеку- 
JOH, обладающей энергией м. В результате столкновения энергии 
частиц изменятся, но это изменение не будет однозначным, так что 
можно лишь говорить о вероятности того или иного изменения. Обо- 

a 

значим &(&, Ey; 8’, вм) вероятность того, что за | с в результате столк- 

новения энергии частиц стали равными соответственно #’и м. Ясно, 
что, каково бы ни было столкновение, должен выполняться закон со- 

хранения энергии, т. е. & + Ey = & + Ey. 
Найдем, как изменится за | с из-за столкновений с молекулами 

газа число электронов с энергией &. Изменение числа частиц равно, 
очевидно, разности числа электронов, приходящих за | с в состояние 
с энергией в, и числа электронов, уходящих из этого состояния (также 
за 1 с). Если бы электроны не подчинялись принципу Паули, то число, 
уходящих из состояния с энергией = электронов вследствие столк- 
новений с молекулами, имеющими энергию Ey, определялось бы Be- 
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ЛИЧИНОЙ 2. Ем; 8’, ем) (2) (Ем), где /(=) — функция распределения 

электронов. Но в действительности имеет место принцип Паули, по- 
этому электрон сможет перейти в состояние с энергией =’ только в 
том случае, если это состояние свободно. Это значит, что написанное 
выражение должно быть умножено еще Ha 1—/(='). Таким образом, 
число электронов, уходящих за | с из состояния с энергией &, равно 

Sle ens es eu) ©) fu (en) И Не). 
Е’, Е 
"Моем 

Аналогичным образом определяется число электронов, приходящих 
за |1 с в состояние с энергией : 

УХ о, cus es en) Fe) fe (en) Но 
у Е 

e° uy, M 

Входящая сюда величина we’, Eu; & & и) представляет собой вероят. 

ность перехода за | с частиц (электрона и молекулы) из состояний г' ‚ Ox 
в COCTOAHHA &, 8м. Так как законы механики не изменяются при обра- 
щении времени, то вероятности переходов прямого &, &,—> €’, ви И 
обратного ’, Eu —=, =м равны между ссбой: w/e, Ем; ©’, Ex) — 

= w(e’, Eu; 8, Ey). Поэтому окончательно для изменения числа элек- 
TPOHOB, обусловленного столкновениями с молекулами, мы получим 

(= Уве дин 

— Fe) LE — Fe )1 (вы). 

В. состоянии статистического равновесия эта величина должна быть 

равна нулю, т.е. fle’)[1—f(e)Ifu(ew) = Ке)П-—Ке’) (ем). Подстав- 
ляя сюда максвелловское распределение для молекул, получим 

=F) gew(AT) _ 1-е) сы (AT) 
f (=) f (e’) 

Ho €y—&& =’—, поэтому 

1—7) eT) Fe) ea) 

f (=) f (e’) 

Первая часть этого равенства зависит только OT #’, а левая — OT 2. 
С другой стороны, € и =’ никак не связаны между собой, поэтому сле- 
дует считать, что и правая и левая части равенства представляют со- 
бой одну и ту же константу, не зависящую от энергии электрона. Эту 
константу можно записать в виде e—*/kT, где п — некоторая другая 
константа. Ее называют химическим потенциалом электронов. Итак, 
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[1 — Деле "П/Р (е) = eM, 
откуда 

f (e) == eek) 4° 

Эта формула и определяет распределение по энергиям газа элект- 
ронов, находящегося в состоянии статистического равновесия. Оно 
носит название распределения Ферми. 

Напомним, что функция [(=) дает распределение электронов с за- 
данной проекцией спина. Если мы хотим определить число электро- 
нов dN в объеме У, энергия которых заключена между и & + de, 
то функцию распределения Ферми ](=) надо умножить на 

2 2 тз/? 110 4xp*dpV _ У ег? цей, 

(2=6)3 23 

Мы получим 

dN V2 т; eM д 
nhs el —H)/(AT) | ® 

Интегрируя это выражение по энергии, найдем полное число элект» 
ронов: 

__ V2 т? у| 1/2 de 

213 е(*—#)/(®Т) 
N $ 

+ 1 

Эта формула связывает константу с плотностью электронов fh = 
N/V. 

0 

Выясним теперь, каковы особенности распределения Ферми. By- 
дем считать, что температура достаточно мала, так что ЕТ < yp. 
Тогда если энергия электрона = меньше п, причем настолько, что 
(u—e) > АТ, то экспонента e(*—)/(4T), входящая в знаменатель рас- 
пределения Ферми, мала и распределение электронов при T ==0 
практически не отличается от распределения при T = 0. Если же энер- 
Гия & < pw, причем настолько, что (€—p) > RT, то экспонента очень 

велика и функция распределения близка к 
нулю. Поэтому распределение имеет вид, 
изображенный на рис. 9.2. Это распределение 

f представляет собой ступеньку, HO не резко 
обрывающуюся, как при Т =0, а «размы- 
тую» с шириной «размытости» порядка АТ. 

| № Мы видим, что если АТ < p, то распреде- 
7] Ne ление при Т == 0 отличается от распределе- 

0 рт Е ния при Т =0 только в «зоне размытости» 
~kT. При этом величина и мало отличается 
OT & и условие ЕТ < в может быть пере- 

9.9 писано в виде T < Tp, где 

Распределение Ферми Е 3,,2)2/3 2/3 
для ненулевой темпе- Tre=— = (=) и. 
ратуры Ё 2теЁ 
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Величину Те называют температурой вы- 
рождения электронного газа. Она тем выше, f 
чем больше плотность электронов. В метал- 
max n~10?4 см3, ре /й^ 1,2.108 см" и, сле- / 
довательно, te ~ 5,6 эВ и Tr ~ 6.104 К. | 
Поэтому при всех температурах, вплоть до Po 

- Li температуры плавления металла, выполняет 0 GR 
ся условие Т < ТЬ. № ~ 

Если T ~ Tp, TO ширина размытости срав- 
нима с граничной энергией ep, Если Т«ТЕ, 9.3. 
то и мало отличается OT &к, а именно ий К выводу энергии, 
немного меньше €— — на величину порядка электронного газа при 
(RT)*/ep, Если Т» Tp, то распределение Н®НУлевой температуре 
Ферми переходит в распределение Макс- 
велла. (Такие ситуации могут реализовываться в полупроводниках 
и полуметаллах, где плотность электронов много меньше, чем в ме- 
таллах.) | 

Найдем теперь энергию электронного газа при Т = 0. Она опре- 
деляется согласно общей формуле 

и 2 т? 2 | +1) РР Е у| 
ы eft ey = (27h)s nhs 41 ° 

Мы He будем вычислять этого интеграла, а выясним лишь, как 
зависит энергия от температуры при Т < Те. Для этого будем 
исходить из упрощенной функции распределения, изображенной на 
рис. 9.3. Ее можно, очевидно, в свою очередь, представить как полу- 
сумму двух ступенек, характерных для Т == 0: одной, соответству- 
ющей граничной энергии =. —ЕТ, и другой, соответствующей гранич- 
ной энергии ep + АТ. Поэтому энергию при Т == 0 можно прибли- 
женно оценить как 

~ Tame [ев]. 
Так как kT < ее, TO мы получим 

2у2 т вр kT \2 

оон и 1+:(-.- |, 

W 

где & — число порядка единицы. Итак, 

ин. 
где Я, — энергия при Т =O. Мы видим, что при Т < ТЕ энер- 
гия вырожденного электронного газа практически не зависит от тем- 
пературы, так как относительное увеличение энергии электронного 
газа при нагревании по сравнению с энергией при Т = 0 составляет 
по порядку величины (Т/Те )*. Отсюда следует, что средняя квадра- 
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тичная или средняя тепловая скорость электрона <> практически 
не зависит от температуры. Эта скорость определяется как US = 

= Уж и равна приближенно <> ̂— V =. 
mN m 

Найдем, наконец, теплоемкость С электронного газа. Она опреде- 
ляется известной формулой С = dW/dT, откуда 

C= 2, —. 
F 

Отнесенная К одному электрону теплоемкость равна по порядку ве- 

ЛИЧИНЫ 

c~wke., 
ГЕ 

Если бы электронный газ вел себя как обычный максвелловский 
газ, то мы имели бы с = 3/2 k; в действительности же, как мы видим, 
теплоемкость уменьшается по сравнению с этой величиной в Те/Г 
раз. Происходит это благодаря принципу Паули, которому подчиня- 
ются электроны. 

Таким образом, принцип Паули объясняет специфические теп- 
ловые свойства, электронного газа при Т <= ТЕ, или, как говорят 
вырожденного электронного газа. 

9.3. Металлы, диэлектрики и полупроводники 

Принцип Паули объясняет не только осо- 
бенности тепловых свойств электронного газа, но и сам факт разделе- 
ния кристаллов на металлы, диэлектрики и полупроводники. Чтобы 
разъяснить, в чем заключается принципиальное различие между эти- 
ми типами кристаллов и какую роль играет при этом принцип Паули, 
попытаемся сперва понять, что происходит при объединении отдель- 
ных атомов в единый кристалл. 

Если взять отдельный атом, то движение электронов в нем проис- 
ходит таким образом, что их энергия может принимать лишь вполне 
определенные значения, иными словами, атом характеризуется опре- 

деленным дискретным энергетическим слект- 
ром. Схематически он изображен на рис. 9.4, 
на котором возможным значениям энергии 

3 атома 81, 82, ... соответствуют различные го- 
=, ризонтальные линии. 

Пусть теперь отдельные атомы объеди- 
няются в кристалл. Тогда ядра атомов рас- 

| положатся в узлах некоторой решетки, элек- 
Е тронные же оболочки атомов в большей или 

меньшей степени перекроются, так что элек- 
троны, строго говоря, станут коллективизи- 

не ртетический спектр POB@HHBIMH, т.е. принадлежащими всей ре- 
отдельного атома шетке в целом. При этом изменится также ха- 
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рактер энергетического спектра. Если гово- 
рить сперва об одном электроне и исходить 5 
из схемы, изображенной на рис. 9.4, то из 
каждого энергетического уровня & (i = 1, Ars 
2, ...) возникнет целая полоса уровней, со- Е 2 
держащая столько их, сколько всего есть и 
электронов, т.е. сколько всего атомов А12 
объединяется в’ кристалл. Иными словами, 
мы получим схему, изображенную на рис. 9.5. 
Здесь цифры 1, 2, ... служат для обозначе- 9.5 
ния отдельных энергетических зон, ИЛИ N0- Энергетический спектр 
лос, возникающих из уровней энергии 1, кристалла 
$2, ... отдельного атома. Горизонтальные ли- 
нии в пределах каждой зоны обозначают возможные энерге- 
тические уровни отдельного электрона в кристалле. Число уровней 
в каждой зоне равно числу электронов в кристалле. Схема эта явля- 
ется упрощенной, в действительности ситуация значительно сложнее, 
так как возможно перекрытие отдельных энергетических полос; мы 
не будем, однако, рассматривать здесь этих усложнений. Главным 
является наличие энергетических зон, разделенных конечными ин- 
тервалами Ajo, Д..,..., и тот факт, что в пределах каждой зоны спектр 
практически непрерывен, так как число уровней в каждой зоне очень 
велико. Зоны же разделены запрещенными интервалами (т. е. элект- 
рон не может обладать энергией, попадающей в один из этих интерва- 
лов). 

До сих пор мы говорили об энергетическом спектре одного электро- 
на. Но в кристалле очень много электронов — по одному или по не- 
скольку на каждый атом. Если отвлечься от взаимодействия между 
электронами, то возникает задача — разместить электроны по до- 
пустимым энергетическим уровням отдельного электрона. Тут всту- 
пает в действие принцип Паули, согласно которому на каждом уровне 
может находиться не более одного электрона с определенной ориента- 
цией спина. Если известно число уровней энергии АМ, приходящихся 
на малый интервал энергий Ac, AN = v(e)Aé, то легко понять, сколь- 
ко электронов может иметь энергию, в этом интервале: число таких 
электронов не может превышать 2v(e)Ae. График функции 2v(e), ко- 
торую называют плотностью электронных состояний, схематически 
изображен на рис. 9.6. Если мы хотим, чтобы энергия кристалла была 
минимально возможной, то мы должны сперва заполнить самую HH3- 
кую зону, затем следующую более высокую, и т. д. до тех пор, пока 
не исчерпаем все электроны, т. е. пока не доберемся до фермиевской 
граничной энергии ==, определяющейся, как мы видели, плотностью 
электронов в рассматриваемом кристалле. Ясно, что при таком посте- 
пенном размещении электронов могут представиться два случая: либо 
все электроны полностью заполнят несколько зон, остальные же зоны 
будут свободными (рис. 9.6, а), либо электронов окажется недоста- 
точно для полного заполнения, так что в последней из заполняемых 
зон останутся незанятые уровни (рис. 9.6, 6). В первом случае ферми- 
евский уровень = = €p совпадает с краем энергетической зоны, BO 

| 
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9.6. 

Плотность электрон- 
ных состояний кри- 
сталлического диэлект- 
рика (а) и металла (6) 

втором — лежит где-то внутри одной из зон (на рисунках электронные 
СОСТОЯНИЯ С &< &p заштрихованы). 

Легко видеть, что кристалл является изолятором, т.е. диэлект- 
PHKOM, если зоны заполнены полностью, или же проводником, т.е. 
металлом, если одна из зон заполнена не полностью (но в ней есть 
электронь!). Действительно, если к кристаллу приложить слабое 
электрическое поле, то под влиянием ̀ поля электроны будут ускоряться 
и переходить из состояния с меньшей в состояние с-большей энергией. 
Но в первом случае такой переход невозможен: ведь для. того, чтобы 
электрону перейти в какое-либо состояние, это состояние ‘согласно 
принципу Паули должно быть свободным, свободных же состояний, 
нет — все они заняты. Напротив, во втором случае переход возмо- 
жен — в зоне есть свободные места. Поэтому в этом случае протека- 
ние тока возможно при сколь угодно слабом электрическом поле, 
т. е. кристалл является проводником. На этом основании не полностью 
заполненную зону называют зоной проводимости, а находящиеся в 
ней электроны — электронами проводимости. Подчеркнем, что в 
металле ток может протекать при сколь угодно малом электрическом 
поле, поскольку в нем имеются незанятые уровни в зоне проводимос- 
TH. Диэлектрики не обладают этим свойством. Однако и в них могут 
протекать токи, но не при слабых, а очень сильных полях, когда ста- 
новится возможным переход электронов в зону проводимости. Явле- 
ние это (оно носит название электрического пробоя диэлектрика) но- 
сит сложный характер, и мы не будем здесь его рассматривать. 

Таким образом, различие между диэлектриками и металлами за- 
ключается не в степени связи электрона — в первом случае большей, 
а во втором — меньшей, как может показаться на первый взгляд. Дело 
также не в перекрытии электронных оболочек — и у металлов, и у 
диэлектриков электронные оболочки перекрываются, причем осо- 
бенно значительно это перекрытие для внешних электронов. Сущ- 
ность различия между металлами и диэлектриками связана с характе- 
ром энергетического спектра тела в сочетании с принципом Паули. 
Ясно, что если бы электроны не подчинялись принципу Паули, то 
различия между металлами и диэлектриками не было бы и все тела 
были бы проводниками. Так было бы, например, если бы атомы были 
построены из ядер и отрицательных пионов, так как пионы принадле- 
жат к бозонам — частицам, не починяющимся принципу Паули. 

Как мы видели, в диэлектрике существует энергетическая щель 
между полностью заполненной и незаполненной зонами. Но пред- 
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ставим себе, что ширина этой щели мала. Тогда электроны легко пере- 
бросить из занятой в свободную зону: стоит только нагреть кристалл, 
и мы получим проводник с двумя зонами проводимости. Такие кри- 
сталлы с малой шириной щели А носят название полупроводников 
(точнее, собственных полупроводников).Число электронов проводимости 
в них пропорционально exp[—A/(RT)]. Эта величина быстро растет 
с повышением температуры, при низких же температурах и больших 
А она близка к нулю. Таким образом, в полупроводниках число 
электронов проводимости существенно зависит от температуры, тогда 
как в металлах число электронов проводимости от температуры не 
зависит. (Приведем значения А для некоторых полупроводников: 0,7 эВ 
для Ge, 0,2 эВ для InSb.) 

Важно, что в собственном полупроводнике при отличной от нуля 
температуре под влиянием электрического поля движутся не только 
электроны, попавшие в незаполненную зону, но и электроны в зоне, 
которая при Т =O была полностью заполнена (ее называют валент- 
ной зоной). Так как число освободившихся состояний в этой зоне ма- 
ло, то удобнее говорить не о движении электронов валентной зоны, а о 
движении в обратном направлении самых свободных состояний. Эти 
свободные состояния называются дырками; как и электроны, они 
подчиняются принципу Паули. Поскольку мы считаем, что дырки 
движутся в электрическом поле в направлении, противоположном 
направлению движения электронов, им следует приписать заряд, 
равный по модулю и противоположный по знаку заряду электрона. 
Ясно, что в собственном полупроводнике концентрации электронов 
проводимости и дырок совпадают (условив электронейтральности), 
а уровень Ферми проходит внутри запрещенной полосы между ва- 
лентной зоной и зоной проводимости. 

Заметим, что, строго говоря, переход электронов из заполненной 
в свободную зону принципиально возможен и в диэлектрике, но здесь 
интервал энергии между зонами столь велик (обычно он составляет 
несколько электрон-вольт, т. е. десятков тысяч кельвин), что вплоть 
до температуры плавления диэлектрика величина exp[—A/(kT)] нич- 
тожно мала. 

Однако в диэлектрике с большим А может возникнуть проводи- 
мость, если диэлектрик содержит достаточно примесных атомов (на- 
пример, тысячные доли процента). В этом случае электронные уровни 
примесных атомов (так называемые примесные уровни) могут попасть 
между занятой и свободной зонами диэлектрика. На рис. 9.7, а пред- 

9.7. 
Схема уровней энергии 7 у 

д 

1 

электронов в примес- 
ных — полупроводниках 
донорного (a) и акцеп- 
торного (6) типов: 0 0 
о — занятые, f — свободные а) 5) 
зоны, i— примесные уровни 
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ставлена ситуация, когда примесные уровни в1, е›, е. заняты и элект- 
роны с них могут переходить в свободную зону. Число перешедших 
электронов пропорционально c-exp[—A’/(RT)], где А’— интервал энер- 
гии между верхним занятым примесным уровнем и нижним уровнем 
свободной зоны и с — концентрация примесных атомов. Если А’<А, 
то эта величина значительно превышает exp[—A/(kT)] даже при ма- 
лых с. Попадая в незанятую энергетическую зону диэлектрика, элек- 
троны примесных атомов становятся электронами проводимости. 
Кристалл перестает быть диэлектриком и становится примесным по- 
лупроводником донорного типа (п-типа), или электронным полупро- 
водником. Другая возможная ситуация представлена на рис. 9.7, 6. 
Здесь примесные уровни ев1, е›, &3 не заняты и электроны могут пере- 
ходить на них из заполненной зоны, так что в этой зоне создается дырка. 
Такой кристалл называют примесным полупроводником акцепторного 
типа (р-типа) или дырочным полупроводником. 

Примесные полупроводники получают добавляя примесные атомы 
не только в диэлектрики, но и в собственные полупроводники. В этом 
случае в полупроводнике присутствуют как электроны проводимости, 
так и дырки, но концентрации частиц одного сорта превышают кон- 
центрацию частиц другого сорта (в зависимости от того, какого. типа 
примесь добавлена). 

Приведем значения A’ для некоторых примесных полупроводни- 
ков: ~0,01 эВ для германия с примесью фосфора (донорный полу- 
проводник) и для германия с примесью бора (акцепторный полупро- 
водник), ~0,045 эВ для кремния с теми же примесями. 

Электронов проводимости и дырок в полупроводниках значитель- 
но меньше, чем свободных электронов в металлах, и газы электронов 
и дырок в полупроводниках, как правило, невырождены. Поэтому, 
в частности, средняя квадратическая скорость электрона и дырки в 

полупроводнике пропорциональна У T, как это имеет место для обыч- 
ных молекул (напомним, что в металлах средняя квадратическая ско- 
рость электрона проводимости от температуры практически не зависит). 
Бывают, однако, случаи (в несобственных проводниках), когда элект- 
роны или дырки вырождены; о таких полупроводниках говорят как 
о вырожденных. 

9.4. Термоэлектронная эмиссия 

Электроны проводимости в металле образуют, 
как мы разъясняли в предыдущих Naparpadax, вырожденный газ час- 
тиц, подчиняющихся принципу Паули (такой газ называется ферми- 
газом). Этот газ удерживается в металле атомными силами связи, т. е. 
силами притяжения электронов к атомным ядрам. Но подобно тому 
как молекулы могут испаряться из жидкости, так и электроны могут 
покидать металл. Этот эффект называют термоэлектронной эмиссией. 
Испарение жидкости возрастает с повышением температуры. Подоб- 
ным образом растет с температурой и термоэлектронная эмиссия. 

Легко найти плотность электронов, «испаряющихся» с поверхности 
металла. Для этого электроны в металле и электроны, покинувшие 
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металл, следует рассматривать как единый 
газ частиц, находящийся в состоянии стати- U(x) 
стического равновесия. Ясно, что потенци- 1 
альная энергия электрона внутри металла -;" _ 
меньше, чем снаружи (иначе электрон вообще |, 
бы не находился внутри металла). Таким и 
образом, возникает задача о нахождении 
распределения электронов не только по им- 0 x 
пульсам, HO и по пространственным коорди- 
натам. Это можно сделать, вспомнив, что 4g 
распределение обычных молекул по скорости К выводу формулы для 
и координатам (распределение Максвелла— тока термоэлектронной 
Больцмана) получается из распределения эмиссии 
Максвелла по скоростям, заменой кинетиче- 
ской энергии молекулы на ее полную энер- 
гию, т.е. на сумму ее кинетической и потенциальной энергий. 
Аналогичная ситуация имеет место и для Ффермиевского газа. 
Нам нужно лишь знать зависимость потенциальной энергии элек- 
трона U(x) от расстояния xX до поверхности металла. Будем 
исходить из простейшей зависимости, изображенной на рис. 9.8: 
здесь области внутри металла (х < 0) соответствует прямоугольная 
потенциальная яма глубины U >> 0. На рисунке отмечен также ypo- 
вень химического потенциала p. Так как газ электронов внутри Me- 
талла вырожден, то значение и практически совпадает с максимумом 
энергии электрона, причем все уровни (считая от дна ямы) вплоть 
до и заняты. Поэтому легче всего удалить электрон из металла в 
том случае, когда его энергия близка к в — для этого нужно затра- 
тить минимальную работу, равную Ф = И— и. Эту величину называ- 
ют работой выхода. 

Обратимся теперь к электронам вне металла. Так как они нахо- 
дятся в равновесии с электронами внутри металла, то химический 
потенциал электронного газа вне металла не отличается от химического 
потенциала электронного газа внутри металла. (Напомним, что в ус- 
ловиях равновесия во всех точках физической системы одинаковы 
температура, давление и химические потенциалы частиц каждого сор- 
та.) Поэтому функция распределения электронов вне металла (в ва- 
кууме) имеет вид 

[ебет 4 |”, 

| | | | ] | 1.
 

[ак 

где =, = p?/(2m,) — кинетическая энергия электрона с импульсом 
р вне металла (т, — масса электрона). Вспомнив, что U—p = Ф, 
и предположив, что Ф 3 АТ, в знаменателе распределения Ферми 
можно отбросить единицу. Таким образом, вне металла распределе- 
ние электронов является максвелловским: 

О О (ТФ). Гвак А 

Для того чтобы найти плотность электронов f,,, вне металла, 
нужно умножить f,,, на 2.4лр?ар/(2л1)* и проинтегрировать по р: 
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_ вет) 1 С -ретийг) > | 
Пвак = © 2h | е pap. 

0 

Входящий сюда интеграл равен V 1/2(m, kT 3/2, так что 

(- 1? (тот? O/T) 
Пвак = [| — е . 

2 } nfs 

Мы видим, что плотность электронов, «испаряющихся» из металла, 
зависит от температуры, причем зависимость эта в основном экспо- 
ненциальная. С повышением температуры плотность электронов очень 
быстро возрастает. 

Зная функцию распределения электронов вне металла, можно 
определить электронный ток эмиссии. Для этого нужно определить 
поток электронов, уходящих от границы металла в сторону вакуума, 
т. е. таких электронов, для которых проекция скорости VU, положи- 
тельна. Отсюда следует, что плотность тока эмиссии |, (T. е. ток с еди- 
ничной поверхности металла) определяется формулой 

. dp w= 2e [ок OP ] и fax (nti? ° 

где е — заряд электрона и d°p =dp,dp,dp,. Интеграл этот распа- 
дается на три интеграла по р», ру, Pz, а так как входящие сюда ин- 
тегралы по руи р z одинаковы и равны V 2nmkT, а интеграл по px 
равен АТ, то окончательно получим 

. ет —/(kT) j= say (Те о. 
Эту формулу называют формулой Ричардсона — Деш- 
мана. Обычно ее записывают в виде 

jp = СТ °/ 0), С 21,204 . 108 А-м-?.К-®, 

где Г — температура. Мы видим, что ток эмиссии, так же как и плот- 
ность испущенных электронов, зависит от температуры в основном экс- 
поненциально, быстро возрастая с ее увеличением. Поэтому, чтобы 
получить большие токи эмиссии, нужно металл сильно нагреть. Боль- 
шой ток эмиссии (при одной и той же температуре) дает тот металл, 
у которого работа выхода меньше. Значения работы выхода для раз- 
ных металлов таковы: 4,52 эВ для вольфрама, 4,07 эВ для тантала, 
6,27 эВ для платины, 2,24 эВ для кальция, 1,81 эВ для цезия. Для 
того чтобы лучше почувствовать, как влияет температура на плотность 
тока эмиссии, приведем данные для вольфрама. При температуре 
1000 К плотность тока эмиссии в нем составляет 10719 А.м?; при тем- 
пературе 2000 К она становится равной 107 А.м*, а при темпера- 
туре 3000 К достигает значения 1,4.10-3 А.м??. 

Обратим внимание на то, что температурная зависимость тока эмис- 
сии оказывается следствием только того факта, что вне кристалла 
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электронный‹газ невырожден; поэтому формула Ричардсона—Дешма- 
на справедлива и для полупроводников. Мало того, может быть до- 
казано, что хотя в полупроводнике нет электронов с & = и, тем не 
менее работа выхода, как и в металле, равна Ф = U—n. 

Электроны могут покинуть и холодный металл, но для этого нужно 
либо приложить к металлу сильное электрическое поле (направлен- 
ное в сторону металла), либо осветить металл светом достаточно ма- 
лой длины волны (см. ниже); наконец, электроны можно выбивать из 
металла, бомбардируя его пучком ионов. Что касается вырывания 
электронов полем (так называемое «холодное» вырывание), то зависи- 
мость плотности электронов И,.„ вне металла от напряженности поля 
Е определяется соотношением fax ̂̂ ехр[-—Ф3/2/(@1Е)], где ФЫ— 

работа выхода и Y =4у 2т/(3В). Плотность электронов пак не 
зависит от температуры, но в сильнейшей степени зависит от напря- 
женности поля, резко возрастая с ее увеличением. Можно сказать, что 
напряженность поля играет здесь такую же роль, как температура 
в термоэлектронной эмиссии. 

Вырывание из металла электронов светом (так называемый фото- 
эффект) возможно только в том случае, когда частота света ® превос- 
ходит некоторый предел. Именно: необходимо, чтобы выполнялось 
условие fio > Ф. При этом кинетическая энергия освобожденного 
электрона 

ту?/2 = hw — Ф. 

Это соотношение (его называют соотношением Эйнштей- 
на) показывает, что свет в фотоэффекте ведет себя как газ частиц, 
причем энергия такой частицы — фотона — равна fiw. Если энергия 
фотона меньше работы выхода Ф электрона, то вылет невозможен, 
если же ho > Ф, то вырывание возможно и написанное соотношение 
представляет собой не что иное, как закон сохранения энергии. 

9.5. Контактная разность потенциалов 

Если привести в соприкосновение два разно- 
родных проводника (далее для определенности будем говорить о ме- 
таллах), то они будут обмениваться электронами и в результате при- 
дут в состояние статистического равновесия. При этом электроны обо- 
их металлов можно рассматривать как единый ферми-газ с одинаковы- 
ми температурой и химическим потенциалом. Различаться будут лишь 
энергии электронов и, в частности, глубины потенциальных ям U, 
и (>. Это значит, что на границе обоих металлов существует скачок 
AU = U,—U, потенциальной энергии электрона. Потенциальную 
‘энергию можно представить как произведение заряда частицы е на 
потенциал ф, поэтому на границе двух металлов имеется скачок по- 

1 
‘тенциала ~i—Qe = — (U,—U,). Выше мы связали потенциальную 

[2 

энергию U с работой выхода Ф = U— yu, а так как химические по- 
‘тенциалы обоих металлов одинаковы, то скачок потенциала опре- 
‚деляется разностью работ выхода DM, и De для обоих металлов: 
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Pi — Ф. = (Ф, — D,)/ee 

Разность потенциалов между соприкасающимися 
металлами называют контактной разностью по- 
тенциалов. 

Мы видим, что контактная разность по- 
тенциалов пропорциональна разности работ 
выхода. 

Физический смысл этого соотношения 
очень прост. Пусть например, DM, > Ф.. Тог- 

9.9. да электронам легче перейти из металла 2 в 
Я ua металл /, чем обратно. В металле / образует- 
обусловленного контакт- СЯ Избыточный заряд, между металлами воз- 
ной разностью потен- НИкнет поле, направленное от металла 2 к Me- 
циалов таллу 1, оно препятствует переходу электро- 

нов из металла 2 в металл 1. Равновесие бу- 
дет достигнуто тогда, когда контактная разность потенциалов станет 
равной (Ф,—Ф.)/е. 

Вычислим напряженность поля, обусловленного контактной раз- 
ностью потенциалов. Рассмотрим простейший случай двух сопри- 
касающихся плоских металлических поверхностей с потенциалами 
(1 H Qe (рис. 9.9, на котором изображен разрез в плоскости, перпенди- 
кулярной линии соприкосновения, она проходит через точку О, при- 
чем & — угол между плоскостями). Ясно, что в этом случае эквипо- 
тенциальные поверхости — это плоскости, проходящие через линию. 
соприкосновения металлов, а силовые линии — дуги окружностей 
с центром в точке О. Потенциал на плоскости, образующей угол @ 

9 
с плоскостью J, составляет ф = Gy + — (ф›—Ф1), а напряженность 

a 

поля на расстоянии гот О есть Е = (@2—q,)/ar. Она убывает обратно. 
пропорционально расстоянию до точки О. Умножив Ё на &,, найдем 
плотность поверхностных зарядов на поверхностях проводников / и 2. 

Заметим, что так как металл представляет собой не изотропное, а анизо- 
тропное тело, свойства которого не одинаковы в разных направлениях, то рабо- 
та выхода электронов может зависеть от ориентации поверхности металла по. 
отношению к кристаллографическим осям его кристаллической решетки. Вслед- 
ствие этого в одном и том же кристалле возможно существование контактных раз- 
ностей потенциалов между различными его гранями. Поэтому в металлических 
монокристаллах у их ребер может существовать электрическое поле. 

Если взять не два, а целый ряд попарно соприкасающихся метал- 
лов |, 2,.... то между соседними металлами возникнут контактные 
разности потенциалов Gy. = (Ф,—Ф.)/е, Gog = (Do—,)/e, ..., где 
@,, Ф, — работы выхода для металлов 1, 2, .... Отсюда легко най- 
ти разность потенциалов между крайними металлами — Ги п: 

а — Pi + Po3 ++ see - Фи 1) n = (D, — D,)/ee 

Мы видим, что она определяется только крайними металлами. Поэтому 
если замкнуть ряд металлов в одно кольцо, то в этом случае DM, равно 
@, и сумма всех скачков потенциала обратится в нуль. Это значит, что 
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9.10. 

Ee 

0 0 
Искривление энерге- 
тических зон в пОЛлу- 7 A 
проводнике вблизи KOH- \ es и 

Ey такта полупроводник — 
металл ft a) : 4 6) 

< помощью одних лишь металлов, находящихся в состоянии статисти- 
ческого равновесия, нельзя создать источника э. д. с. Это и неудиви- 
тельно, так как в противном случае мы получили бы противоречие 
< законом сохранения энергии. Однако источник э. д. с. можно создать, 
если спаи металлов держать при разных температурах, так как в этом 
случае система проводников становится неравновесной. 

Посмотрим, что произойдет при плотном контакте двух провод- 
ников / и 2, когда зазор между ними d~ 10`9м. Очевидно, в зазоре 
создается поле с напряженностью Ё = $1>/4 = (Ф,—Ф,)/(еа), кото- 
рому отвечает поверхностная плотность заряда о = =, (Ф/—Ф.)/(е4). 
Это значит, что вблизи контакта в одном проводнике возникнет обо- 
гащенный, а в другом — обедненный электронами слой толщины 
L~o/(en), где п — плотность носителей зарядов (электронов, дырок). 
Наличие этих слоев приводит к асимметрии контакта: сопротивление 
контакта становится неодинаковым для токов, текущих через контакт 
в противоположных направлениях. 

Пусть один или оба контактирующих проводника относятся к 
полупроводникам с плотностью носителей п 1018-10 м3. Обычно 
{D,—@,|~1 эВ, поэтому в полупроводнике L~ 5.1075--5 м. Иными 
словами, L >> 4, так что большая часть падения напряжения из-за 
контактной разности потенциалов приходится не на зазор, а на сам 
полупроводник. В результате происходит так называемое искривление 
30H: дно зоны проводимости & и верхний край валентной зоны &, 
зависят от расстояния х до контакта. Эта зависимость изображена на 
рис. 9.10. Рис. 9.10, а относится к контакту с металлом донорного 
полупроводника (у которого работа выхода меньше, чем у металла), 
а рис. 9.10, 6 — к контакту металл—акцепторный полупроводник 
(у таких полупроводников, как правило, работа выхода больше, чем у 
металла). 

Из-за больших размеров обогащенных и обедненных слоев в полу- 
проводниках на эти слои легко можно влиять с помощью внешнего 
поля. Именно поэтому контактные явления в полупроводниках ши- 
роко используются в первую очередь в твердотельной электронике 
(что же касается металлов, где n~ 10 м3, то в этом случае Г, опре- 
деляется из квантовой механики и оказывается порядка атомных рас- 
стояний, так что контакты между металлами с этой точки зрения инте- 
реса не представляют). 

Простейший прибор, работающий на основе полупроводниковых 
контактов, — это полупроводниковый выпрямитель. Пусть в кристалле 
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имеются пространственные области с элект- 
= ронной (п-область) и с дырочной (р-область) 
|| проводимостями. Если приложить к р-об- 

_3 ласти отрицательное (относительно п-облас- 
ти) напряжение, то оно будет «вытягивать» 

He 3 LAK дырки из п-области, а электроны — из р-об- 
ласти, так что возникнет ток. Если же, на- 
оборот, приложить к р-области положитель- 
ное напряжение, то рп-контакт «запрется» — 

9-11. ток в цепи будет отсутствовать. На этом 
Плоский транзистор принципе основано выпрямляющее деиствие 

полупроводникового кристалла. 
Примесный полупроводник с двумя рп-контактами может усили- 

вать слабые сигналы — его называют транзистором или кристалличе- 
ским триодом (рис. 9.11). Пусть для определенности первый и третий 
участки кристалла (эмиттер Э и коллектор К) обладают р-проводи- 
мостью, а средний участок (база Б) — п-проводимостью. Тогда при 
приложенном постоянном напряжении (рис. 9.11) контакт ЭБ заперт. 
«Отпирающий» его слабый переменный сигнал вызовет сильный им- 
пульс тока в коллекторной цепи; коэффициент усиления при этом мо- 
жет достигать многих сотен. 

9.6. Формула Друде 

Перейдем теперь к изучению электропровод- 
ности металлов и полупроводников. Свяжем прежде всего плотность 
электрического тока } с функцией распределения электронов [р). 
По определению функции распределения плотность электронов, им- 
пульс которых лежит в интервале (р, р - dp), равна 2/(p)d3p/(2nh)>, 
где 43р = ар „ар ар , — элемент объема в импульсном пространстве 
и множитель 2 учитывает две возможные ориентации спина электрона. 
Умножив эту величину Ha ev, где е — заряд и о — скорость электрона, 
мы найдем заряд, переносимый этими электронами за 1 с. Проинте- 
грировав полученное выражение по 43р, определим плотность тока: 

. d3 j = 2e \ of) sae 
Эту формулу можно записать также в виде 

= Qe | of (p)v (2) de 2% , 
An 

где v(e)dedQ/(4n) — число состояний электрона в интервале энергий 
(=, = + de) и интервале телесных углов dQ мпульса р. 

В состоянии статистического равновесия распределение электро- 
нов изотропно, т. е. [(р) зависит лишь от модуля импульса, а не от его 
направления. Поэтому в этом случае f(—p) = Кр), а так как скорость 
меняет свой знак вместе с импульсом, то интеграл, определяющий 
плотность тока, обращается в нуль. Такая ситуация имеет место в от- 
сутствие поля; если же к проводнику приложено электрическое поле, 
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то возникает выделенное направление; функция распределения ста- 
новится несимметричной, т. е. [(р) отличается от f(—p) и вектор плот- 
ности тока не равен нулю. 

Отвлечемся сперва от того, что электроны находятся в кристал- 
лической решетке, и будем рассматривать их как газ свободных час- 
тиц. Тогда скорость электрона у пропорциональна его импульсу р 
т.е. у =p/m,, где т, — масса электрона, и поэтому суммарный 
импульс электронов, отнесенный к единичному wy 

P =2 | pi(p) Sy = 2m. | vile) гу 
Сравнение этой формулы с формулой для нлотности тока показы- 

вает, что } = {е/т,)р, т.е. плотность тока пропорциональна плот- 
ности импульса. Отсюда вытекает важный вывод относительно изоли- 
рованного газа электронов. Для такого газа сохраняется импульс, 
причем независимо от того, как взаимодействуют электроны друг с 
другом, — лишь бы они не взаимодействовали с внешним миром. Но 
в таком случае сохраняется и плотность тока, пропорциональная им- 
пульсу. Поэтому в системах отсчета, где импульс отличен от нуля, от- 
лична от нуля и плотность тока, хотя к газу и не приложено внешнее 
электрическое поле. Это значит, что 

с т. | 

изолированный газ электронов, как угодно взаимодействующих между собой 
(но не с окружающими телами!), не обладает электрическим сопротивлением. 

Если такой газ поместить в постоянное внешнее поле Е, то суммар- 
ный импульс электронов Р уже не будет сохраняться, а будет изме- 

“ 

няться согласно уравнению Р = enE, где п — плотность электронов 
(внутренние силы взаимодействия между электронами в это соотно- 
шение не входят в силу закона равенства действия и противодействия). 
Отсюда следует, что 

а. еп 

dt Me 

Это соотношение показывает, что 

Е. 

ток в изолированном газе электронов при включении постоянного электрическо- 

го поля неограниченно возрастает, причем поле может быть сколь угодно слабым. 

Этот вывод связан с двумя сделанными предположениями: во-пер- 
вых, отношение е/т, для всех частиц газа должно быть одинаковым 
и, во-вторых, газ должен быть замкнутой системой. 

Чтобы проиллюстрировать и разъяснить смысл полученного ре- 
зультата, рассмотрим полностью ионизированную плазму (т.е. газ, 
состоящий из электронов и ионов с суммарным зарядом, равным нулю). 
Так как масса иона значительно больше массы электрона (по меньшей 
мере в 2000 раз), то ионы можно считать покоящимися. Поэтому импульс 
плазмы практически не отличается от импульса электронов, но этот 
импульс не сохраняется из-за взаимодействия электронов с ионами. 
По этой причине в плазме в отсутствие внешнего поля тока электронов 
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нет. При включении поля уравнение Р = enE уже не выполняется, 
так как справа должна стоять еще сила, действующая на электроны 
со стороны ионов. Не выполняется также и уравнение 4]/4Ё = (e?n/m,)E. 

Если, однако, исходить из упрощенной картины взаимодействия 
электронов с ионами и считать, что в течение некоторого промежутка 
времени т электрон движется как свободная частица, а в конце проме- 
жутка сталкивается с ионом и полностью теряет свой импульс, то урав- 
нением dj/dt. = (е?п/т,)Е можно пользоваться в течение промежутка 
времени т. Поэтому ток не будет расти безгранично и определится 
формулой 

= 2® Е (<), 
Те 

где <т>> — некоторое среднее значение т. Эту величину называют 
средним временем свободного пробега электрона. (В дальнейшем мы 
будем обозначать ее т.) Мы получаем, таким образом, закон Ома с 
электрической проводимостью. 

e*n 
= Ve 

Me 

Это соотношение называют формулой Друде. 
Умножив т на среднюю скорость UV, теплового движения электронов, 

получим среднюю длинчи свободного пробега электрона: | = ит. Поэто- 
му коэффициент электропроводности можно записать и так: 

e2nl 

MeVy 

Чем больше длина свободного пробега, тем больше о. Конкретно для 
плазмы 

l~ 1. EgkT \2 

n е? 

а так как U,~ VkT/m,, то 
_ (ЕТ)! 

Ут. = 

Мы видим, что электрическая проводимость плазмы сильно, как T9/2, 

растет с увеличением температуры. 

Oo 

9.7. Кинетическое уравнение для электронов 

Вернемся теперь к кристаллическим провод- 
никам. В какой мере применимы к ним результаты, полученные для 
газа свободных электронов? Казалось бы, металл можно рассматри- 
вать как плазму, состоящую из электронов проводимости и ионов, 
и поэтому для удельной электрической проводимости металлов естест- 
венно пользоваться формулой o = (e?n/m,)t. Но при этом возникает 
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вопрос: что такое т и как определить эту величину? Существенно то, 
что, во-первых, ионы в кристалле расположены в строго определен- 
ном порядке, а не хаотически, как в плазме, и, во-вторых, то, что 
электроны в металле подчиняются статистике Ферми, а не. статистике 
Максвелла—Больцмана, как в случае плазмы. Что касается первого 
обстоятельства, то с ним связана модификация понятия импульса 
электрона, движущегося в кристалле. А именно: в квантовой механике 
показывается, что состояния электронов с импульсами ри р’ = =P + 
+- 2nfib физически эквивалентны. Здесь b = myby + т26. + mb, — 
так называемый вектор обратной решетки (b; — основные периоды 
обратной решетки, связанные с основными периодами кристалличе- 
ской решетки a1, а», а, соотношением Ъ;а, = 6:2, д;к = 1 при i =k 
u56;, =O при [Е Ки т; — целые числа). Таким образом, 

вектор р в периодической решетке может быть определен только с точностью 
до 2xhb. 

По этой причине вектор р называют не импульсом, а квазиимпуль- 
сом. 

Невозможность точной фиксации импульса приводит к несохране- 
нию квазиимпульса в процессах взаимодействия электронов в ре- 
шетке. Например, если в решетке сталкиваются два электрона с квази- 
импульсами Py и pe и в результате взаимодействия (столкновения) 

их квазиимпульсы становятся равными р! и Po, то справедливо со- 
отношение 

Pi + р. = р, +P, + 2chb, 

а не обычный закон сохранения импульса р, + pe =p, + Do. По- 
этому если даже отвлечься от взаимодействия электронов провбди- 
мости с ионами кристаллической решетки, то уже само взаимодей- 
ствие электронов друг с другом приводит (в отличие от случая плазмы) 
к конечной проводимости металла. 

Второе обстоятельство — иная статистика электронов в металле по 
сравнению с плазмой — также очень существенно, потому что для опре- 
деления вектора плотности тока, как мы видели, нужно знать функ- 
цию распределения электронов [, а для того, чтобы найти ее (в при- 
сутствии электрического поля она отличается от фермиевской функ- 
ции распределения), необходим учет принципа Паули. 

Разъясним метод нахождения функции распределения электронов 
КЬ p) в электрическом поле Е. Рассмотрим для этого баланс числа 
электронов в элементе d°p пространства р. В момент времени # это 
число равно f(t; р) р/(2лй)? (предполагается заданной проекция спи- 
на электрона, распределение электронов считается пространственно 
однородным). Но из-за столкновений в этот элемент объема одни 
частицы будут входить, а другие — выходить. Кроме того, электроны 
ускоряются в поле Е, поэтому меняется их импульс (точнее, квази- 
импульс). Именно: если в момент времени # квазиимпульс был равен 
р, то в момент времени f¢ + df? он составит р + eEd?. 

Обозначим (0{/04)®" и (9//08°" числа электронов, прихо- 
дящих и уходящих за | с из-за различных процессов столкновений 
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в единичный объем пространства р (возле точки р). Тогда в момент 
времени # + ЧЁчисло электронов в элементе объема 4Зр = ар „ар ар, 
пространства р составит 

of coll Of coll dp 
> — = — t we ® 

ti р) | at | [5 I d (228 
Так как частицы не рождаются и не исчезают, то эта величина равна 
f(t + dt; р + eEd?t). Ho 

f(t + dé; p+ edd) = f(t; p) + de 4 eEdt. 

Поэтому, приравняв оба выражения, получим 

OF OF _ [91 о 
at те др es, | 

где (01/01)! = (970 2и — (of/ot)ce'!. Эту величину называют ин- 
тегралом столкновений, а полученное соотношение — кинети- 
ческим уравнением. 

Мы получили кинетическое уравнение для однородного распре- 
деления электронов, когда функция ] не зависит от координат. Пред- 
полагалось также, что сила, действующая на электроны, — это элект- 
ростатическая сила еЕ. В более сбщем случае неоднородного распре- 
деления f(t; р, г) и произвольной силы Е число электронов в момент 
t-+ dt вблизи точки г + dr в элементе объема 4Зр в р-пространстве 
равно 

КЕ-а!; r+dr; p+ Рай д3р — 

я OF a А Ри А 8 Да = {Pb Бри Fat + Eo at} dp; 

именно это выражение мы должны приравнять величине {f(t; г, р) + 
+ (01/00 <°! }43р. Замечая, что дг/АЁ = у есть скорссть частицы, мы 
приходим к общему кинетическому уравнению) 

OF ort OF _ [91 И 
‚ Ot TY a РЕ др [-5-. | 

Интеграл столкновений определяется конкретными процессами взаимодей- 
ствий, в которых участвуют электроны. Простейшую структуру имеет интеграл 
столкновений, соответствующий столкновениям электронов с «чужими» (по от- 
ношению к кристаллу) атомами, или, как говорят, примесными атомами. Так 
как масса атома значительно больше массы электрона, то столкновения электро- 
на с примесными атомами являются в основном упругими (без изменения энер- 
гии электрона). Если Wim(p, р’) — вероятность переходаза | с электрона из 
состояния р в состояние р’ (она пропорциональна концентрации примесей), то 
число электронных переходов p—> p’ 3a | с есть 

Of \coll 
. | 

(Sr) -У, Wim (р, р’) (р) [1 — Ff (р’)], 
р’ 

где множитель 1—/(p’) учитывает принцип Паули: переход возможен только в 
том случае, если состояние р’ не занято. Суммирование здесь производится по 
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всем состояниям р’. Аналогично, число переходов р’— р определяется форму- 
JOH 

or) ~ » wim (р’, РЁ (p’) ПП — 7). 
/ 

Вычтя из этого выражения (д//01)°°И, мы получим интеграл столкновений 

(aflatyeolt соответствующий столкновениям электронов с примесными ато- 

мами. При этом следует учитывать, что w(p, р’) = w(p’, р). Поэтому 

Of \co _ . - _ _ _ , _ 

(<r). >> Wim (Pp, P’) {fF (р’) [1 — 1 (Р)] — Г(Р) 11 —F (Р’)]} 

= > %m(, P’)(f')—F ©). < 
Обратим внимание на важнейшее свойство интеграла столкновений — он 

обращается в нуль для равновесных распределений частиц, т. е. в данном слу- 
чае для фермиевского распределения электронов. Поэтому для малых отклоне- 
ний функции распределения } от фермиевской функции fo интеграл столкнове- 
ний линеен по f—fo: 

(д/д <еи — — Wim (f— fo), 

где Wim — некоторое усредненное значение вероятности Wim(p, р’) (в следующем 
параграфе эта величина будет оценена). 

Разъясним теперь структуру интеграла столкновений, соответствующего 
рассеянию электронов электронами. Рассмотрим два электрона с квазиимпуль- 
сами p H p’, которые в результате столкновения переходят в состояние с квази- 
импульсами р” ир”’. Обозначим w(p, р’; р”, р”) вероятность того, что этот про- 
цесс произойдет за 1 с. Тогда число переходов р, р’—р”, р”’ за | с составит 

ш (р; р’; р’ р’””) F (pf (р’) L1—f ip”) 1 п — У (р’’’)], 

где множители типа 1—f учитывают принцип Паули: электроны смогут перейти 
в состояния р” и р”’ только в том случае, если состояния не заняты. Вероят- 
ности процессов р, р’— р”, р’ ир”, p’’—> p, р’ одинаковы. Поэтому интеграл 
столкновений, соответствующий взаимодействию электронов друг с другом, 
может быть записан в виде 

Of \coll . fp an 

(=) = У, w(p, ру р”, Pp’) EF PYAR’ )UI—FMIU— ЕЁ’ 
Ot /el 

p’, р’, р” 

—f(p) Г’) ПИ— РТА — Ff ’"’)}}- 

В случае равновесия фигурная скобка здесь обращается в нуль; в этом легко 
убедиться, подставив вместо / фермиевскую функцию fo и использовав закон 
сохранения энергии & -|- в’ = 5” -+ =”. Поэтому при малых отклонениях } от 
fo интеграл столкновений линеен по f—fo'y. 

(Af /dt)co!! = — wer (f — fr), 

где ше! — некоторое усредненное значение w(p, р’; р”, p’’’). Так как в случае 
металлов из-за вырождения электронного газа электронные переходы возможны 
только в зоне размытости фермиевского распределения, а в процессе участ- 
вуют два электрона, то величина We] в металлах пропорциональна квадрату 
температуры. 

Мы рассмотрели интегралы столкновений, соответствующие взаимодействию 
электронов с примесями и рассеянию электронов электронами. В принципе, 
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нужно учитывать одновременно как эти, так и другие процессы взаимодействий, 
в которых участвуют электроны. Поэтому интеграл столкновений представляется 
в виде суммы: 

(aflay”” = У aflan; 

где индекс i нумерует различные процессы взаимодействия. Важным свойством 
интеграла столкновений является обобщение его в нуль для фермиевского рас- 

пределения fo = {е(°—№)/(*Т) 1 1}1. Поэтому при |f—fol << fo интеграл 
столкновений линеен по f—/o: 

coll __ . 
(10); = — wi(f—fo), 

где ш; — некоторые усредненные значения вероятностей различных процессов. 

Итак, если функция распределения близка к равновесной, то 

(ОРГ = К), Ию = Sw 
Величина & представляет собой сумму усредненных вероятностей раз- 
личных процессов рассеяния, в которых участвует электрон, а обрат- 
ная величина т — среднее время между столкновениями. Ее называют 
средним временем свободного пробега электрона. Вводя среднее время 
свободного пробега т; = 1/w; по отношению к {-процессу взаимодей- 
ствия электронов, можно записать 

l/c = х0/. 

Величины в; и т; могут зависеть как от энергии электрона, так и OT 
температуры, плотности примесных атомов и т. д. 

Обратимся теперь к кинетическому уравнению для электронов 
и подставим в него приведенное выражение для (0{/0:)°", спра- 
ведливое при |f—f)| << В: 

OF OF Lee 
at + eE ap - (f — А). 

Это уравнение определяет функцию [, по которой можно вычислить 
плотность тока 1. Переходя к этой задаче, предположим сперва, 

что Е =0. Тогда = sf = — a of, где 6f =f[-—fo. По- 
, и" 

этому 6! = (6 )е**, где (5) — начальное значение отклонения 
функции распределения от равновесной функции распределения. Мы 
видим, что в отсутствие поля любое отклонение от равновесной функ- 
ции распределения затухает и по истечении времени ft ~ т становится 
очень малым, так что т играет роль времени релаксации к равновесно- 
му распределению. 

Рассмотрим теперь стационарное распределение электронов в ме- 
Tame, считая, что Ё =2 0. Из кинетического уравнения следует тогда, 
что 

of 
f= о — teE др e 
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Так как предполагается, что |f—f >| << fo, то в члене, содержащем Е, 
можно заменить [ Ha fy. Так как 

Ofo ао 
др de 

где у = 0e/Op — скорость электрона, то 

f=f— cevE -</e , 

Мы видим, что отклонение от равновесного распределения, вызы- 
ваемое полем, пропорционально VE. Но величина 4 /4= существенно 
отлична от нуля только в зоне размытости Ae ~ ЕТ фермиевского рас- 
пределения вблизи граничной энергии = = и. Поэтому только в этой 
области поле существенно меняет функцию распределения электронов, 
вне же ее распределение электронов практически не отличается от 
фермиевского. Так как (—d/,/de) имеет резкий максимум при & =ц, 
то при вычислении интегралов, содержащих произведение 4/48 на 
произвольную гладкую функцию 2(=), можно пользоваться прави- 
ЛОМ 

— | (dfg/de) F (e) de = F (о). 
Погрешность, которая при этом возникает, пропорциональна (RT /p)?. 

Вычислим теперь плотность тока. Подставив выражение для {в 
общую формулу для j и учитывая, что слагаемое fy не вносит вклада 
в плотность тока, получим 

2 | v(vB)= ie ¥(e)de —— 

(v(é) — плотность уровней электрона). Используя резкий максимум 
функции 4/4, можно выполнить здесь интегрирование по энергии: 

j = 2eF0, xa» (в) | n (ne) = 

где п = v/v и индекс 0 обозначает, что соответствующая величина 
относится к значению & = и. Интеграл по телесному углу Q равен 
1, Е, так что 

jE, 0 = зе =v (р). 
Этой общей формуле для коэффициента электропроводности ме- 

талла можно придать вид формулы Друде, если считать, что 
= = p*/(2m) (вообще говоря, связь между энергией электрона = 
и его квазиимпульсом р носит более сложный характер). В 
этом случае величину d*p = p*dpdQ можно представить в виде 

d?p = у 2em?dedQ. Используя далее соотношение 

43 dQ 
P_ = v(e) Е — —— У 

(27h)? An 
9 
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получим отсюда 

у(=) = И2= т? / (226). 

Учтем, наконец, что Ef = ци 

4x De и. ро 
пириция == п, = 

3 (27h) 2Me Г 

(п — плотность электронов). Мы получим тогда формулу Друде 

o = ent,/m,, 

в которую входит значение времени релаксации t при в = wu. Ее мож- 
но переписать в виде 

o = еш/тьч,), 

где [= V9 — длина свободного пробега электрона, обладающего 
граничной скоростью Uy. Так как обратные времена свободного про- 
бега складываются, то 

I= У (1h), 

pe  =т;:0, — длина свободного пробега электрона по отношению 
к Г-процессу рассеяния. 

Приведем еще формулу для удельного сопротивления о == 1/0: 

p= Doi Ps = тудь (ей). 
t 

Здесь р; представляет собой удельное сопротивление, обусловленное 
{- процессом рассеяния электронов. 

9.8. Электропроводность металлов 

Входящие в формулу для с плотность элект- 
ронов и их граничная скорость являются характерными для каждого 
металла константами и не зависят от внешних факторов, таких, как 
температура. Только длина свободного пробега может зависеть от 
этих факторов, и мы перейдем теперь к изучению этой зависимости. 
Рассмотрим сперва гипотетический идеализированный кристалличе- 
ский металл, который обладает абсолютно правильной периодической 
решеткой, с неподвижными ионами (не совершающими никаких коле- 
баний!), не содержит никаких примесей и в котором электроны не 
взаимодействуют между собой. Такой идеализированный кристалл 
можно рассматривать как гигантскую молекулу, и подобно тому, как 
в обычной молекуле движение электронов происходит без столкнове- 
ний с ионами, так и в нашем идеализированном кристалле благодаря 
его абсолютной периодичности движение электронов происхоит без 
столкновений с ионами (в отличие от случая плазмы, где ионы распо- 
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ложены хаотически). Кроме того, по предположению, электроны не 
сталкиваются друг с другом. Поэтому длина свободного пробега элект- 
рона в таком кристалле бесконечна, а следовательно, бесконечна и 
проводимость и равно нулю сопротивление. 

Конечность длины свободного пробега электрона обусловлена 
неидеальностью решетки и взаимодействием электронов между собой. 
Неидеальность же ‚решетки, в свою очередь, связана с наличием при- 
месей`и искажений, а также с тепловыми колебаниями решетки. Та- 
ким образом, следует различать 

три основных механизма рассеяния электронов — рассеяние электронов приме- 
сными атомами, рассеяние электронов колебаниями решетки и рассеяние элект- 
ронов электронами. 

Простейшим является рассеяние электронов примесными атомами. 
Если @ — эффективное сечение рассеяния электрона атомом примеси 
(Q~ 1018 м?), то длина свободного пробега электрона lim по OTHO- 
шению к этому рассеянию может быть определена по газокинетической 
формуле lim = 1/(n’Q), где п’ — плотность примесных атомов. 

Рассмотрим теперь рассеяние электронов, обусловленное тепло- 
выми колебаниями решетки. Колебания эти могут происходить с раз- 
ными частотами @, которые зависят от длины волны колебаний или 
волнового вектора f; кроме того, частота зависит от поляризации 
волны j, а поляризаций существует три — в простейшем случае изо- 
тропного тела одна поляризация соответствует продольным колебани- 
ям, а две другие — поперечным. Поэтому частоту следует записывать в 
виде ;(#). В случае длинных волн, когда [а << 1 (a — постоянная 
решетки), частота ®;(Р) =5$; пропорциональна волновому числу f, 
здесь $; — скорость звука, соответствующая поляризации ]{. 

С колебаниями решетки можно связать определенные частицы — фононы, 

энергия =; и квазиимпульс 4 которых определяется соотношениями 

a9] — ho, (f); q= hf. 

Рассеяние электронов, обусловленное колебаниями решетки, сво- 
дится к двум основным процессам — испусканию и поглощению элект- 
роном фонона. В этих процессах выполняются законы сохранения: 

e=e tes, р=р’ а 2chb, 
где = — энергия электрона с квазиимпульсом р до рассеяния, & — 
энергия электрона с квазиимпульсом р’ после рассеяния и Ь — век- 
тор обратной решетки (напомним, что он должен входить в уравнение 
потому, что в решетке может быть определен только квазиимпульс, 
а не импульс, и это относится как к электрону, так и к фонону). 

Интеграл столкновений (9//91) < электронов с решеткой может быть 

записан как интеграл столкновений электронов с фононами. При этом следует 
учитывать, что вероятность поглощения фонона пропорциональна числу имею- 
‘щихся фононов /М;,, а вероятность испускания — числу имеющихся фононов 
плюс один, т.е. МЕИ-- 1. Поэтому интеграл столкновений имеет следующую 

структуру: 
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of coll 

(sr) = У м, (р’;р, В {Е (р’)[ 1 — 1 (р) (М +1) — Е) ПП — Fp’) М, J+ 
ph р’, # 

+ У’, Бр) им ГИ 1 (Vy + 1}. 
р”, f 

Здесь первая сумма определяет число электронных переходов р’— р за |1 сс 
испусканием фотона f (индекс j опущен) и число обратных переходов р-+ р’ 

с поглощением фотона f (отнесенная к | с вероятность обоих процессов оди- 
накова и обозначена w, (р’, р, f)). Аналогичным образом вторая сумма опреде- 
ляет число переходов р” р за 1 с с поглощением фонона{ и число обратных 
переходов р-— р” с испусканием фонона f (отнесенная к! с вероятность обоих 
процессов обозначена ш_(р”, f, р)). Суммирования производятся по всем 
возможным р’, р”, Ё с учетом закона сохранения энергии и модифицированного 
закона сохранения квазиимпульса. 

В состоянии статистического равновесия (дроп = 0. Ис- 

пользуя закон сохранения энергии, легко убедиться, что функция 
распределения 

fo(p) = {eS PED | |] 
для электронов и функция распределения 

No (f) = [ей>/(#Т) — |} 
для фононов обращают интеграл столкновений в нуль. 

Первую функцию распределения называют фермиевской, а вторую — 
планковской; 
напомним, что 
в первом случае говорят, что частицы подчиняются статистике Фер- 
ми — Дирака, аво втором — статистике Бозе — Эйнштейна. 

Чтобы найти длину свободного пробега электрона /,,, обусловлен- 
ную его взаимодействием с решеткой, следует учесть, что частота фо- 
нона ограничена сверху: ® < @o, где Wy NO порядку 
величины равна S/a ($ — скорость звука, @ — постоянная решетки). 
Если поэтому считать, что решетка находится в состоянии статического 
равновесия, то возникает характерный параметр hw,/(k7), или Ть/Т, 
где 

Tp = hw,/k = his/(ka) 

(эту величину называют температурой Дебая, она составляет несколь- 
ко сотен кельвин), и длина свободного пробега оказывается функцией 
T/Tp. 

Особенно прост тот случай, когда Т >> Tp. При этом планков- 
ская функция сводится к ЕТ/(й®) и поэтому (Of/ot)con оказыва- 

ется пропорциональным, а длина пробега — обратно пропорциональ- 
ной температуре. Более точно, если Т >> Tp, то 

lon В (ЕТ) (Т»ТЬ). 
Длина пробега [2 может быть оценена и в области низких температур: 

Т << ТЬ В этом случае она растет с убыванием температуры быстрее, чем 

T 1, а именно как Т-°: 
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ho, ( Td 
lon ~ Tr ca (T<Tp). 

Это связано как с уменьшением интенсивности колебаний решетки (число фоно- 
нов при Т << Гь пропорционально (Т/Ть)з), Tak и с уменьшением эффектив- 

ного угла рассеяния электрона (он пропорционален Г/ТЬ). В промежуточной 

области температур [рун является сложной функцией Т/Ть, и мы не будем здесь 

ее приводить. 

Рассмотрим, наконец, третий механизм рассеяния электронов, 
обусловленный их взаимодействием между собой. Числа электронных 
переходов р, p’—> p’, р’ ир”’,р”-—р, р’ пропорциональны, очевидно, 
произведению ширин двух зон размытости для электронов в состоя- 
нияхр, р’ (или р”, р”), т. е. квадрату температуры. Этой же вели- 
чине пропорционален и интеграл столкновений, соответствующий 
рассеянию электронов электронами. Поэтому длина свободного про- 
бега электрона /„, обусловленного взаимодействием электронов друг 
с другом, обратно пропорциональна 7?, Если считать взаимодействие 
между электронами чисто кулоновским, то 

ПЕК ( eghivy i hope p 

(RT)? е? (ЕТ)? 
el ™ 

В действительности, однако, длина свободного пробега электронов, 
обусловленная их рассеянием друг на друге, может значительно пре- 
вышать это значение. Дело в том, что взаимодействие между электро- 
нами может быть гораздо меньшим, чем чисто кулоновское взаимодей- 
ствие, так как кулоновское отталкивание может существенно ком- 
пенсироваться притяжением, обусловленным обменом фононами меж- 
ду электронами (об этом эффекте см. гл. 13). 

Оценив длины пробегов электрона, обусловленные различными 
процессами, мы можем теперь выяснить, как ведет себя электропро- 
водность или сопротивление металла в зависимости от температуры 
в концентрации примесей. Удельное сопротивление р определяется 
формулой 

P = Pim + Poh + Pels 

Где Pim, Орь, Pel — вклады в сопротивление, обусловленные рассея- 
нием электронов примесными атомами, рассеянием электронов коле- 
баниями решетки и взаимодействием электронов между собой. Они 
определяются формулами 

Те\о | MeVo MVo 1 
in == = —— н = Pim en lin’ Pp 

Что касается Pim, TO эта величина не зависит OT температуры и 
определяется концентрацией с = п’/п примесных атомов: 

РЕ 
Pim — С. 

e?Q 

7*% 195 



Так как Q~ 10718 m? и e?/(he,v,) — 1, то для 
р оценки Pim можно пользоваться формулой 

Фиш ^ 107 с. | 
Величины Pph И ре существенно зависят 

№2 от температуры, причем эта зависимость раз- 
77 лична в областях высоких и низких темпе- Pim y, 

eo ратур. В области высоких температур 
0 т (T>> Tp) ор >> ра, причем 

т kT 
~ — — (T> 

9.12. Pph he? п ( Tp), 
Примерный xo зави- 3 т т 
симости ‘удельного co- Т: ®. Ррн растет линеино с /. так как Pim не 

противления металла зависит от Т, то при Т >> Tp главную роль 
от температуры играет механизм рассеяния электронов, выз- 

ванного колебаниями решетки, и р^ Т. 
При низких температурах (Т << Tp) и ррн И ре зависят от Т 

(уменьшаясь с убыванием 7), сопротивление же Pim OT Т не зависит. 
Поэтому при Т << Tp главную роль играет механизм рассеяния 
электронов примесными атомами. Обусловленное им сопротивление 
носит название остаточного. Величины Pph и ра при T << Tp 
могут рассматриваться как небольшие температурные добавки к ос- 
таточному сопротивлению. Они определяются формулами 

me kT [Т \4 
Pph © = =>] (T<Tp), 

_ те (RT) + (_T 
Pel he? hep S Tp ’ 

где &(Т/Ть) — фактор, учитывающий уменьшение взаимодействия 
между электронами, обусловленное обменом фононами. Если бы этот 
фактор был порядка единицы, то главной поправкой к Pim при Т << 
<< Tp было бы сопротивление ре! ~ 7*. Но для очень многих Me- 
таллов § << 1 и поэтому орь >> ре. Примерный ход зависимости 
р от Т показан на рис. 9.12. Обратим внимание Ha то, что остаточное 
сопротивление, пропорциональное концентрации примесных атомов, 
может служить мерой чистоты металла — на рисунке пунктиром по- 
казан ход кривой в случае чистого металла. 

Заметим, в заключение этого параграфа, что электроны проводимости обу- 
словливают не только электропроводность, но и теплопроводность металлов. 
Однако мы не будем изучать здесь явление теплопроводности, поскольку оно не 
относится непосредственно к электрическим и магнитным свойствам вещества. 

9.9. Вольт-амперные характеристики 
полупроводников 

Принципиально механизм проводимости 

одинаков и для металлов, и для полупроводников (заряд В тех и других 

переносится электронами), одинакова и причина электрического со- 

противления: оно обусловливается теми же процессами взаимодей- 
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ствия электронов с решеткой, с примесными атомами и друг с другом. 
Тем не менее зависимость тока от напряжения — вольт-амперная 
характеристика — для полупроводников может существенно отли- 
чаться от аналогичной зависимости для металлов (которая, как мы 
знаем, линейна и соответствует закону Ома / = U/R). 

Такое отличие связано с основным различием между полупровод- 
никами и металлами, заключающемся в том, что плотность носителей 
тока (электронов и дырок) в полупроводниках составляет обычно 
1018 —10?5 м3 и, следовательно, на много порядков меньше плотности 
электронов в металлах (характерное значение которой 1029 м3). По- 
этому газ носителей в полупроводниках, как правило, невырожден 
в.отличие от вырожденного электронного газа в металлах. 

Малость плотности электронов в полупроводниках позволяет уп- 
ростить для них общее фермиевское распределение {у (р) = (ep H/T) +. 
+ 1) '. Действительно, функция распределения fy в случае полупро- 
водников Мала (№ << 1), а это может быть только если слагаемое 

е(=р—№)/(АТ) велико по сравнению с единицей. Таким сбразом, равно- 
весная функция распределения носителей в полупроводниках имеет 
ВИД 

fo (р) = fy (р) = elt ep) I(T). 

Эту формулу называют распределением Максвелла. 
Ее можно переписать в виде (р) = Се *2/(Т), где Caser/(kT) — 
нормировочная постоянная, определяющаяся (как и химический по- 

тенциал и) из условия 

2 | fo(p) d?p/(2nh) =n, 
(п, — плотность электронов). Если энергия электрона пропорцио- 
нальна квадрату импульса: =» = р?/(2т,) = m,v?/2, где о — скорость 
электрона (в этом случае говорят оквадратичном законе 
дисперсии и называют постоянную т, эффективной 
массой), то формула для распределения Максвелла имеет такой 
же вид, как и в газокинетической теории: 

fo(p) oe "И. 
Если включить внешнее электрическое поле, то функция распре- 

деления электронов изменится. Чтобы найти ее, нужно воспользо- 
ваться кинетическим уравнением (см. $ 9.7), в котором для случая 
полупроводников возникнет упрощение, а именно: так как / <<< 1, 
то множители типа (1—7), учитывающие принцип Паули, могут быть 
заменены единицей. 

Исследуя кинетическое уравнение для электронов в металле при 
наличии внешнего постоянного поля Е, мы считали, что изменение 
функции распределения, вызываемое полем, невелико, и искали 
функцию распределения в виде f = | + 6[, где Sf — малая добавка 
к равновесной функции fo, линейно зависящая от Е. Такой подход 
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в случае металлов пригоден практически для любых сколь угодно 
сильных электрических полей. В случае же полупроводников такой 
подход годится только в очень’ слабых полях, так как даже умеренное 
поле существенно искажает функцию распределения электронов. 
Происходит это в первую очередь по той причине, что электрон, дви- 
гаясь в электрическом поле, может приобрести большую энергию. 
Эта энергия по порядку величины равна еЕ|, где { — средняя длина 
свободного пробега электрона. Такое выражение справедливо как для 
металлов, так и для полупроводников: различие лишь в том, с чем 
следует сравнивать эту величину. 

В случае металлов ее нужно сравнивать с граничной фермиевской 
энергией гк, так как для проводимости существенны только те элект- 
роны, энергия которых близка к &=. Поэтому критерий слабости поля 
в случае металлов имеет вид еЁ 1 << ef, или еЕ| << kTp, где Те — 
температура вырождения. Так как она очень велика (Те ~ 10° К), 
TO поля, меньшие АТ /(el) ~ 109 В/м (мы положили для определен- 
ности /~ 10 нм), должны в случае металлов считаться слабыми. Cy- 
щественное изменение функции распределения электронов в металлах 
в электрическом поле должно наступать только при E > АТЕ /(el). 

Ситуация существенно изменяется в случае полупроводников. 
Электронный газ в них невырожден, и значение приобретаемой в поле 
энергии eEl следует сравнивать со средней тепловой энергией элект- 
рона 3/»› АТ. Поле, следует считать слабым, если еЕ | << RT, и силь- 
ным, если e€El > ЕТ. Слабое поле мало искажает функцию распределе- 
ния, в случае же сильного поля искажение будет большим. 

Функция распределения электронов при наличии постоянного поля 
Е имеет следующую структуру: 

Кр = fo) + в), 
где Ки f, — некоторые функции модуля скорости. В случае слабых 
полей f)(v) совпадает с распределением Максвелла fm, для сильных 
же полей функция f,(v) существенно отличается от fm. Это отличие 
определяется не только значением напряженности поля, но и характе- 
ром зависимости длины пробега от скорости. При постоянной длине 
пробега, как это имеет место для рассеяния на атомах примеси, функ- 
ция fo определяется формулой 

fo (v) — Се _ [mgv"/(2RT 2) ]? 

где С — нормировочная постоянная и Г, — так называемая элект- 
ронная температура, равная [m,;/(3m,)]'/2eEl (здесь т; — масса атома 
примеси). Эта величина определяет среднюю тепловую энергию элект- 
рона при наличии поля, которая в рассматриваемом случае значитель- 
но превосходит 3/› ЕТ, где Т — температура решетки. 

Таким образом, в сильном поле электроны можно рассматривать 
как некоторый тепловой резервуар с температурой, много большей 
температуры решетки (рис. 9:13, а). Аналогичная ситуация может 
иметь место для газа, находящегося в электрическом поле; в этом слу- 
чае возникают полностью аналогичные формулы. Вопрос о темпера- 
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9.13. 
Зависимость электрон- т 1A 

ной Температуры полу- | | 

проводника от напря- 0 Е 0 it 
женности приложенно- cz “ct 
го поля а) 5) 

туре заряженных частиц газа при наличии электрического поля мы 
рассмотрим в $ 11.2. 

Векторная функция 1! при 2 =const имеет вид 

3 2 hae yf ть ue fo. 

Она определяет плотность тока | "aon pian Вычисления 
показывают, что 

eEl 

тэГе 

j = Cen 9 

где С — числовая константа. 
Эта формула очень показательна. Если записать плотность тока 

в привычном для нас виде | = OL, то для коэффициента электропро- 

водности о мы получим значение с = Се?пИУ т.Т,. Знаменатель 
здесь представляет собой среднюю скорость электрона при наличии 

поля. Она пропорциональна У Ё. Поэтому с зависит от напряженности 
поля, как Е !/2. Мы видим, что в сильном поле в полупроводниках 
нарушается закон Ома. При B->oco коэффициент электропроводности 
стремится к нулю.,Аналогичная картина имеет место и при газовом 
разряде (см. гл. 11). Но приведенные нами формулы не являются 
универсальными: они справедливы в предположении, что / = const. 
Между тем постоянство длины пробега, как правило, не имеет места. 
Поэтому для функций ри В нет универсальных формул — эти функции 
существенным образом зависят от того, как меняется со скоростью 
длина свободного пробега электрона. 

Дело осложняется еще и тем, что одной средней длины свободного 
пробега электрона вообще недостаточно для описания электропровод- 
ности полупроводников и определения их вольт-амперной характе- 
ристики. Это, собственно, касается и электропроводности металлов, 
поскольку в общее кинетическое уравнение для электронов входят 
интегралы столкновений, определяемые вероятностями различных 
процессов взаимодействия электронов. Когда мы писали формулу 
Друде, в которую входит среднее время свободного пробега электрона, 
то в основном имели в виду получение сбщей качественной картины 
электропроводности. В действительности, если уточнять картину, 
формулу Друде входит средняя вероятнссть изменения за | с направ- 
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ления импульса электрона, которую следует, вообще говоря, отли- 
чать от средней вероятности изменения энергии электрона. 

Если рассматривать слабые поля, то температура электронного 
газа в полупроводнике не отличается от температуры решетки и имеет 
место формула Друде для электропроводности о’ = e*nt/m,, в которой 
под т нужно понимать обратную среднюю вероятность процесса из- 
менения за | с направления импульса электрона. Эта величина яв- 
ляется функцией температуры электронного газа Т., которая в слу- 
чае слабых полей совпадает с температурой решетки. Поэтому мы по- 
лучаем закон Ома ] = OE с не зависящим от Ё коэффициентом электро- 
проводности о. 

Что произойдет, если поле станет сильным? Температура электро- 
нов Г, станет функцией напряженности поля E, поэтому от поля нач- 
нет зависеть величина т==т(Т.) — время релаксации электронов 
по импульсу — и с станет функцией поля, т. е. перестанет быть спра- 
ведливым закон Ома. Что же касается формулы 

о==о(Т.) = 2" <(Т.), 
Mg 

то она останется справедливой. 
Вопрос теперь заключается в том, чем определяется температура 

электронов. Она определяется балансом энергии электрона, полу- 
чаемой от поля и отдаваемой при рассеянии на атомах примеси или 
колебаниях решетки. 

От поля электрон получает за | с энергию 

jE/n = оЕ?/п = е? Е (Т.)/т.. 

Средняя энергия электрона <e> равна 3/› АТ.. Поэтому энергия, 
теряемая за 1 с, равна %/› k(T, — T)/(t. (Т.)), где 1/t, — вероятность 
передачи энергии за 1 с. Уравнение баланса энергии имеет вид 

d e2E% (Т,) 3k (ТГ, — T) 
— (=) = — e 
dt My Эт: (Те) 

В стационарном случае d<e>/d¢t = 0, и мы получаем следующее 
уравнение для определения электронной температуры как функции 
напряженности поля E: 

@E%(T,) 3k (Te —T) 
Ть — 2. (Те) ° 

_ Чтобы найти из него Т., нужно знать функции T(T,) и т. (Т.). 
Они определяются конкретными механизмами рассеяния электронов 
и аппроксимируются обычно степенными функциями т, ~ Tz, t~ 

~ Ti. Показатели степеней имеют следующие значения: для взаимо- 
действия со звуковыми колебаниями в обычных кристаллах $ = 4 = 
= —1/, и в пьезоэлектрических кристаллах $ =4 = 1; для рассея- 
ния заряженной примесью 4 = %/› и нейтральной примесью 9 =0 
(передача энергии при рассеянии примесью пропорциональна m,/m; 
и потому пренебрежимо мала). 
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9.14. 
Зависимость плотности | | 
тока в полупроводнике "ОНИ Н 
от напряженности при- Eco Ес Е Ес Ey Е 
ложенного поля а) 8) 

Существенно, что написанное уравнение для определения Т. (при 
заданном £) может иметь несколько решений; в этом случае плотность 
тока является многозначной функцией напряженности поля. Напри- 
мер, возможна ситуация, когда в некотором интервале полей Е» < 
< Е < Е.. температура Т, — трехзначная функция Е. Тогда и 
плотность тока — трехзначная функция напряженности поля, и мы 
получаем так называемую $-образную вольт-амперную характеристи- 
ку (рис. 9.13, 6, 9.14, а). При малых Е она имеет прямолинейный 
участок, соответствующий закону Ома. Но на ней же есть участок, 
на котором плотность тока падает с ростом напряженности поля: 
участок, на котором дифференциальная проводимость og = dj/dE 
отрицательна. 

Легко вывести формулу для дифференциальной проводимости: 

1—(1- | eet) 

5, = fh Т.) ашт, 
а dE | (1 T din (<, /t) 

г. аш Те 

(с — коэффициент электропроводности в слабом поле). Эта функция 
при подходящем виде функций т(Т.) и т. (Т.) может в достаточно 
сильных полях Еаи Е» обратиться в бесконечность и иметь в облас- 
ти Е. 2 < Е < Е.! ветвь og < 0. В этом случае мы и придем к S-06- 
разной вольт-амперной характеристике. Условие ее возникновения 
имеет вид 

4 (п <<. ) — Т, 

а п Те Те—Т 
> 1. 

Такой механизм возникновения $-образной характеристики наб- 
людался, например, в полупроводнике n-InSb. Импульс носителей 
тока передавался в основном заряженной примеси (4 = 3/5), а их 
энергия — звуковым колебаниям (5 = 1/2, так как рассматривае- 
мый кристалл является пьезоэлектриком). 

Вольт-амперная характеристика полупроводника может быть и 
М№-образной (рис. 9.14, 6). В этом случае дифференциальная прово- 
димость Og меняет знак при Е =Е а и E = Е», обращаясь не в бес- 
конечность, а в нуль. Условие возникновения М№-образной характе- 
ристики имеет вид 
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Чт (т 7) Г. 
>1. 

Ат Те Те —т 

Отсюда следует, что должно, в частности, выполняться неравенство 
—9> 1. 

Мы рассмотрели один из механизмов, приводящих к невыполне- 
нию в пойупроводниках закона Ома; его называют Перегревным ме- 
ханизмом. Известны еще и другие механизмы, например концентра- 
ционный механизм, заключающийся в том, что приложенное электри- 
ческое поле меняет концентрацию носителей тока. Концентрационным 
механизмом объясняется, в частности, М-образная вольт-амперная 
характеристика, наблюдающаяся в германии с примесью меди. 

Полупроводники с М№-образной вольт-амперной характеристикой 
нашли широкое применение в качестве генераторов сверхвысоких 
частот (десятки гигагерц). Энергия высокочастотного поля в таких 
генераторах черпается при этом из энергии постоянного электриче- 
ского поля, напряженность которого должна лежать в области отри- 
цательной дифференциальной проводимости, В.» < Е < E,, (обычно 
это 102—105 В/м). 

Полупроводники с Э-образной вольт-амперной характеристикой 
используются в качестве переключающих устройств, например в эле- 
ментах памяти ЭВМ. Их достоинство состоит в том, что время пере- 
ключения с одной ветви вольт-амперной характеристики на другую 
очень мало (~107?9 с). 

ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 

Распределение Фер- f= 
м и—Ди (s—p) /(RT) paka е 4] 

Распределение Bose— JN = 
Эйнштейна (для фо- ей®/(@Т) | 
нонов или фотонов) 
Ток  термоэлектрон- jp = CT?e 7/4”) 
ной — эмиссии (фор- 
мула  Ричардсона-— 
Дешмана) а, 

Температура вы- Тк = (3n?)*/s Ви» 
рождения  электрон- 2mk 
ного газа 
Теплоемкость  элек- С^^АТ/ТЕ 
тронного газа  (от- 
несенная к одному 
электрону) 
Кинетическое урав- OF чу OF ЧЕ OF _ ( OF yn 
нение для  электро- at дг др Ot 

HOB 
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е?п | | | 
Формула Друде ат == iar k= Mo 

0 : t 

Длина пробега элек- hiv/ (kT) (T > Tp 
трона по отношению Jp, = hits / Tp \* 
к взаимодействию с тт (Т<ТЬ) 
решеткой 

Длина пробега элек- — боев 
трона по отношению “ (#Т) 
к взаимодействию © 
электронами 

Длина свободного =; __1 
пробега электрона по "0 
отношению к рас- 
стоянию — примесны- 
ми атомами 

- т; af Электронная тем- т — [1 ) ор] 
пература в электри- т. 
ческом поле 

Электропроводность 
в сильном поле 

Глава 10. ЭЛЕКТРОЛИТЫ 

10.1. Сильные и слабые электролиты 

Если растворить в воде поваренную соль, то 
ее молекулы распадутся на положительные Ма+ и отрицательные СГ 
ионы. Поэтому, опустив в такой раствор два металлических электрода 
и присоединив их к источнику э. д. с. (рис. 10.1), мы получим элект- 
рическую цепь, через которую пойдет элек- 
трический ток. Ясно, что отрицательно за- 
ряженные ионы СГ (анионы) будут двигать- 
ся к положительному электроду — аноду, а 
положительно заряженные ионы Nat (катио- 
ны) — к отрицательному электроду — като- 
ду. Свойством проводимости обладает не 
только раствор NaCl, но и растворы других 
солей, а также кислот и оснований. Такие ве- 
щества называют электролитами и говорят 
об электролитической проводимости. 

В отличие от металлов, проводимость 
которых обусловлена электронами, 

10.1. 
Электролитическая про- 
Вводим ость 
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в растворах электролитов ток представляет собой направленное движение ионов, 
возникающих вследствие распада, или диссоциации, молекул электролита в 
растворе. 

Процесс диссоциации молекул вполне естествен, так как при про- 
текании любой химической реакции А + B—C всегда идет и обрат- 
ная реакция С-—> A + В. Поэтому если молекула создается в резуль- 
тате соединения ионов разных знаков заряда, то всегда вместе с ней- 
тральными молекулами должны находиться и составляющие их ионы. 

Замечательным является то, что в ряде случаев возникает почти 
стопроцентная диссоциация молекул. Именно так обстоит дело при 
растворении в воде многих солей, сильных кислот и сильных основа- 
ний (если только раствор не слишком концентрирован). Такие ве- 
щества, очень сильно диссоциирующие в растворе, называют сильны- 
ми электролитами. В отличие от них слабые кислоты и слабые основа- 
ния, например амины, фенолы, большинство органических кислот, 
некоторые неорганические кислоты и основания (например, синиль- 
ная кислота, гидрат окиси аммония), а также некоторые соли, напри- 
мер хлорная и цианистая ртуть, диссоциируют при обычных концент- 
рациях в очень небольшой степени. Эти вещества называют слабыми 
электролитами. Соли слабых кислот и сильных оснований или слабых 
оснований и сильных кислот, а также соли слабой кислоты и слабого 
основания представляют собой, как правило, сильные электролиты. 

Ясно, что растворение электролита в воде должно способствовать 
диссоциации молекул электролита. Дело в том, что вода обладает боль- 
шой диэлектрической проницаемостью (8 ~ 80); поэтому сила взаимо- 
действия между ионами в молекуле электролита, находящейся в воде, 
ослабевает примерно в 80 раз. 

Заметим, однако, что в ряде случаев диэлектрическая проницаемость раст- 
ворителя играет второстепенную роль. Например, хлористый водород растворя- 
ется в этиловом спирте и образует сильный электролит, между тем раствор 
хлористого водорода в нитробензоле, диэлектрическая проницаемость которого 
почти такая же, как и этилового спирта, является слабым электролитом. Су- 
щественным здесь оказывается то обстоятельство, что молекула этилового спир- 

» + 
та легко соединяется с ионом водорода, образуя комплексный HOH С„Н5ОН., 

который и является формой существования иона водорода в спиртовом растворе. 
Нитробензол не образует такого соединения, поэтому степень диссоциации ока- 
зывается малой и раствор хлористого водорода в нитробензоле является слабым 
электролитом. Так как молекулы сильных электролитов в растворах почти пол- 
ностью диссоциированы, то в реакциях между сильными электролитами в раст- 
ворах участвуют фактически не молекулы, а отдельные ионы. 

В отличие от сильных электролитов, почти все молекулы которых диссоции- 
рованы вплоть до очень больших концентраций раствора, степень диссоциации 
слабых электролитов существенно зависит от концентрации раствора, возрастая 
с ее уменьшением. Чтобы установить эту зависимость, воспользуемся зако- 

ном действующих масс. Сформулируем этот закон. Пусть происхо- 
/ / 7’ / 

дит какая-либо химическая реакция wAi + %А, |... = vA; + Аз + ..., 

где A,, Ag, ... — символы химических веществ, вступающих в реакцию, 
/ / 

А, Ao, ... — символы веществ, возникающих в результате реакции, И Vj, Va, ..., 
7 , 

Vis %, ... — целые числа, показывающие количества молекул, участвующих 

в реакции. (Например, для реакции 2H, + О.» 2Н›О имеем vy = 2, Yo, = 

= |, Уно = 2.) Если реакция происходит в смеси идеальных газов, то после 
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достижения равновесия справедливо соотношение 

[Ai}"* [As["* -- - 
z = = К (р, Т), 

[4] `[4А;] *... 
где [A;], [A;’] — концентрации соответствующих веществ, 

ен -и-ъ. - +) | 

К (р, T)=p К (Т), 
р — давление и А(Т) — величина, зависящая только от температуры Т и на- 
зываемая константой химического равновесия. В частности, для газа с постоянной 

теплоемкостью К(Т) = КоТпе` ®/(®Т) где Копи ш — постоянные. Закон дейст- 
вующих масс справедлив и для реакций между растворенными веществами, 
если раствор является слабым, только в этом случае K(p, Т) зависит от давления 
более сложным образом. 

Примёним закон действующих масс к реакции диссоциации М-» A* + B™ 
молекулы М на ионы А*и В’; получим А [BVM] = К. Пусть всего раство- 
рено с молей электролита в литре воды; тогда [А*] = [В=] = ac, [М] = (1l—a)c, 
где & называют степенью диссоциации. Тогда ca?/(l—a) = К, откуда 

а=2К(К-+У K?+4Ke )}. 
Мы видим, что степень диссоциации растет с уменьшением концентрации и стре- 
мится к единице при c— 0. 

10.2. Электролиз 

Рассмотрим теперь подробнее, как проходит 
ток через раствор электролита. Так как всегда при этом имеются 
металлические электроды, погруженные в раствор электролита, то 
электрическая цепь состоит не только из раствора электролита, но 
и из металлических проводников, переносчики же заряда в них раз- 
ные: в растворе — это ионы, а в металле — электроны. Отсюда выте- 
кают важные следствия. Действительно, свободные ионы в растворе 
электролита не могут проходить через металл, а электроны металла 
не могут двигаться в электролите. Но ток представляет собой непре- 
рывное течение электрического заряда, поэтому на границе электрон- 
ного и ионного проводников должно происходить существенное пре- 
вращение, нечто вроде «переодевания» ионов: на аноде анионы долж- 
ны отдавать свои лишние электроны аноду и превращаться в нейтраль- 
ные атомы (или группы атомов), а на катоде катионы должны получать 
добавочные электроны и также превращаться в нейтральные атомы. 
Только при таком превращении суммарный ионный ток в электролите 
будет равен электронному току в металлической части цепи. Таким 
образом, 

прохождение тока через цепь, содержащую электронные и ионные проводники, 

должно сопровождаться химическим разложением электролита. 

Это замечательное явление носит название электролиза (оно было 
открыто Фарадеем в 1833 г.). 

Легко определить количество веществ, выделяющихся при электро- 

лизе на электродах. Для этого достаточно использовать закон сохра- 
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нения заряда. Действительно, рассмотрим ионы с зарядом ге (г — ва- 
лентность, е — элементарный заряд). Ясно, что если через цепь прой- 
дет заряд Q, то на каждом из электродов образуется Q/(ze) ионов. Возь- 
мем теперь один моль ионов, в нем содержится Ny = 6,02. 1023 ионов. 
Поэтому на каждом из электродов выделится по Q/(zeN о) молей ионов, 
т. е. по Q/(zeN,y) молей атомов нейтрального вещества. Если А — 
масса его атома, TO Mag = AQ/(zeN,) — количество вещества в грам- 
мах, выделяющееся Ha электроде при прохождении заряда Q. Bxo- 
дящая сюда величина eN, представляет собой универсальную KOHC- 
танту — это заряд одного моля электронов (или моля протонов). Ее 
обозначают F и называют Постоянной Фарадея. Заряд этот равен 
Е =eN, = 96484 Кл/моль. Замечая, что Q == /t, где [ — сила тока, 
проходящего в течение времени { через цепь, можно переписать вы- 
ражение для My, в виде 

А lt 
M, =— —. 

A 2 F 

Это соотношение известно под названием закона электро- 
лиза Фарадея. 

10.3. Электропроводность растворов 

Выясним теперь, чем определяется электро- 
проводность растворов электролитов. 

Если к раствору приложено постоянное электрическое поле Е, то 
на ион сорта а с зарядом ег. действует сила ezgE. Однако ясно, что 
скорость иона не может все время возрастать, так как движение иона 
происходит с трением. Сила трения пропорциональна скорости иона 
Va, Т. е. ее можно представить в виде —YqVa, где Ya — коэффициент 
трения. В результате совместного действия электрической силы и силы 
трения устанавливается стационарное движение иона, при котором 
суммарная сила равна нулю: е2.Е—“^аУа = 0. Отсюда Vg = Баега Е, 
где bg = 1/yq. Гаким образом, ионы движутся с постоянной скоростью, 
пропорциональной действующей на них электрической силе. Коэф- 
фициент пропорциональности 6. носит название подвижности иона. 

Скорости ионов, как правило, невелики. Например, при поле 
0,01 В.м"! и температуре 25° С большинство ионов в воде движутся 
со скоростью порядка 5. 10-8 м/с. Исключение составляет водород, HOH 
которого движется со скоростью 36,2. 108 m/c. 

Умножив скорость У. на е2.Па, где п. — концентрация ионов 
сорта а, найдем часть плотности тока, обусловленную этими ионами. 
Поэтому суммарная плотность тока 

j= > ег ПУ = У bg (ег) поЕ. 
а a 

Мы видим, что плотность тока пропорциональна напряженности 
поля, т.е. растворы электролитов подчиняются закону Ома, а их удель- 
ная электрическая проводимость определяется формулой 
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д = > bg (ег)? па, 

где суммирование распространяется на все сорта ионов. В простейшем 
случае электролита, молекулы которого диссоциируют на два одно- 
валентных иона, эта формула дает o —e*%(b,n, + On_), где п, = 
= _ — концентрации ионов каждого знака заряда, аб, и В. — их 
подвижности. 

В таком общем виде эта формула справедлива и для слабых, и для 
сильных электролитов, но она приводит к разным зависимостям элект- 
ропроводности от концентрации раствора для двух типов электро- 
литов. 

Рассмотрим сперва растворы слабых электролитов. Для них, очевидно, 
п. = n_ = acNo, где & — степень диссоциации и с — молярная концентрация, 
т. е. отношение числа молей электролита к объему растворителя. Поэтому коэф- 
фициент электропроводности слабого электролита определяется формулой 

с = e*acN, (6. + 3), 

где согласно результатам $ 10.1 степень диссоциации является функцией кон- 
центрации 

а=2К(К-- У K?+ 4Кс)". 
Что касается подвижностей В. и O_, то они в случае слабого раствора могут счи- 
таться не зависящими от концентрации с. В электрохимии часто пользуются 
понятием эквивалентной электрической проводимости 0’ = o/c. Эта величина 
зависит от концентрации так же, как и степень диссоциации. При бесконечном 

разведении (c— 0) степень диссоциации стремится к единице, поэтому 0.0 

— e*No(b, + В_). 
Рассмотрим теперь растворы сильных электролитов. Для них степень дис- 

социации равна единице (вплоть до очень больших концентраций), подвижности 
же нельзя считать не зависящими от концентрации. Действительно, так было бы, 
если бы подвижность определялась только силой трения, действующей на ионы 
со стороны молекул растворителя. Но в случае растворов сильных электр олитов, 
когда имеется много ионов, становится существенным их взаимодействие друг 
< другом, приводящее к добавочному торможению ионов. Механизм этого тор- 
можения связан с тем, что каждый ион в электролите окружен атмосферой ионов 
противоположного знака заряда, которую он «тянет» с собой при движении. Но 
поле действует Ha нее с силой, направленной в противоположную сторону по от- 
ношению к силе, действующей на центральный ион; в результате возникает до- 
бавочное торможение иона, называемое электрофоретической силой. 

Для того чтобы вычислить эту силу, нужно определить размеры 
ионной атмосферы, окружающей данный ион. Полагая, что ионы 
в электролите находятся в тепловом равновесии, мы должны считать, 
что в 1 м3 объема содержится согласно распределению Больцмана 

r)/(kT п, (r) = Nip е — gi? (г) /(ЁТ) 

ионов сорта (здесь ф(г) — электростатический потенциал, 49; — заряд 
иона, Nig — постоянная). Обычно электрическая энергия иона мала 
по сравнению с тепловой; gp ~ 97/(4л=,<г>>) << АТ (<г> ~ пИЗ — 
среднее расстояние между ионами). Это позволяет разложить больц- 
мановскую экспоненту в ряд 
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п; (г) = п, 1 — 9,9 (r)/(RT)}. 

Найдем теперь объемную плотность заряда: р = Sains. Учитывая, 
| 

что в целом раствор электрически нейтрален, т.е. SOiNig = 0, получим 
t 

р = —@/(RT)S9i°N io. Подставляя это выражение в уравнение Пауас- 
t 

сона #,Аф = —р, имеем 
2 

А % =. r 2a 
D » 9:10 

i 

Величину fp называют радиусом Дебая. В терминах 7p исполь- 
зованное нами условие малости электрической энергии имеет вид 
<r> << ть; в сфере дебаевского радиуса должно находиться много 
ИОНОВ. 

Решим полученное уравнение относительно ф. Для этого учтем, что 
распределение ионов в атмосфере сферически симметрично и поэтому 

dr 

В результате получим ф = const - toe р. Ho вблизи иона (г—0) 
Г 

потенциал не может отличаться от кулоновского, поэтому const = Gis 

где 9; — заряд рассматриваемого иона. Таким образом, ион создает 
потенциал 

; —r/r 
Ф = _ Fi е D . 

4т=ог 

Его называют экранированным потенциалом, поскольку OH сущест- 

венно отличен от нуля только на расстояниях, не превышающих 

гр (в этой связи дебаевский радиус называют также радиусом экрани- 
ровки). 

Мы видим, что размеры ионной атмосферы имеют порядок Tp: Рассматри- 

вая эту атмосферу как шарик радиуса гр, движущийся в среде с некоторой 

вязкостью 1, можно, согласно формуле Стокса, найти скорость и шарика: и = 
= gE/(6nyrp), где 9;Е — сила, действующая на ион. Умножив, эту скорость 

на коэффициент трения Y, обусловленного чистым растворителем, получим элект- 
рофоретическую силу: 

1 
{= б®тир giE. 

В результате действия электрофоретической силы подвижность иона уменьша- 

ется и это уменьшение оказывается пропорциональным rp, т.е. корню квад- 

ратному из концентрации. В свою очередь, уменьшение подвижности приводит 
к уменьшению эффективной электропроводности раствора сильного электро- 
лита, которую можно представить в виде 

a, = 
6. = 59 1 — oC ’ 

0 

где о, — эффективная электропроводность при бесконечном разведении (c-> 0), 
И Co — некоторая константа, которую мы здесь не выписываем. 
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10.4. Гальванические 
элементы _ 

В гл. 9 мы показали, Ф - — 
что между двумя соприкасающимися металлами или | 
полупроводниками всегда возникает определенная 
разность потенциалов (контактная разность потен- 
циалов). Легко видеть, что контактная разность 
потенциалов должна возникать и на границе метал- 
ла с раствором электролита, а также на границе 
между двумя растворами электролитов. Действи- 
тельно, если металл находится в воде (или в рас- 
творе электролита), то решетка поверхностной час- 
ти металла, граничащей с водой, диссоциирует и ее 
положительно заряженные ионы уходят в раствори- 
тель, сам же металл заряжается отрицательно, так 
как в нем образуется избыток электронов. Процесс 
диссоциации не приводит, однако, к полному рас- 
творению металла, так как положительно заряжен- 
ные ионы металла в растворе вместе с отрицательно заряженным металлом 
создают электрическое поле, направленное внутрь металла и поэтому пре- 
пятствующее дальнейшему переходу ионов в раствор. Можно сказать, 
что на поверхности металла создается электрический диполь, а точнее го- 
воря, двойной электрический слой (рис. 10.2), поле которого препятствует 
уходу ионов из металла. В конечном счете возникает равновесное состояние, 
характеризующееся некоторой равновесной плотностью ионов в растворе, ко- 
торой соответствует вполне определенная разность потенциалов между металлом 
и водным раствором его ионов (или металлом и раствором электролита, в который 
погружен металл); эта разность потенциалов (ее называют электродным потен- 
циалом) аналогична контактной разности потенциалов, возникающей на гра- 
нице соприкосновения двух металлов. Таким же образом объясняется возник- 
новение разности потенциалов на границе двух соприкасающихся растворов; 
электролитов. Разные металлы обладают, вообще говоря, отличающимися элект- 
родными потенциалами. Поэтому если поместить в какой-либо раствор электро- 
лита два разных металла, то их потенциалы будут отличаться и между ними воз- 
никнет электрическое поле. 

В гл. 9 мы видели, что в замкнутой цепи из разных металлов, имеющих. 
одну и ту же температуру, сумма всех контактных разностей потенциалов равна 
нулю. Если же образовать замкнутую цепь из металлов и растворов электроли- 
тов, TO сумма всех контактных разностей потенциалов не равна нулю даже при: 
одной и той же температуре всех элементов цепи. В самом деле, сумма всех KOH- 
тактных разностей потенциалов, т. е. э. д. с. в цепи, представляет собой работу 
сил электрического поля (которое возникает между соприкасающимися провод-- 
никами) при перемещении единичного заряда вдоль замкнутой цепи. Если элект- 
рон перемещается вдоль замкнутой цепи, состоящей из одних только металлов, 
то при их одинаковой температуре в цепи не происходит никаких внутренних 
изменений, т. е. энергия ее не изменяется и поэтому общая работа сил электри- 
ческого поля равна нулю. В отличие от такой цепи в цепи, содержащей и метал- 
лы, и растворы электролитов, при перемещении заряда происходит, как мы ви- 
дели, при изучении электролиза, химическая реакция. При этом изменяется 
энергия системы и, следовательно, работа сил поля может быть отлична от нуля. 

®
 ®

 | | 

Ж
о
 

10.2. 
Двойной электрический 
слой на поверхности 
металла, погруженного: 
в раствор электролита 

Существование отличной от нуля э. д. с. означает, что 

в замкнутых цепях, содержащих металлические и электролитические проводники. 

могут самопроизвольно, т. е. без добавочных внешних устройств, протекать. 
электрические токи. 

Такие цепи носят общее название гальванических элементов. 
Простейшим примером гальванического элемента является элемент 
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Вольты, состоящий из цинкового и медного электродов, погружен- 
ных в разбавленную серную кислоту (что записывается в виде 
Zn7|H2SO,|Cut). При змыкании электродов в цепи течет электрический 
ток от медного электрода (анод) к цинковому электроду (катод). 

ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 

Закон электролиза = Мл = A п 

Е = 96484 Кл/моль 

Удельная электри- дз — > b, (его) Ng 
ческая проводимость < 
раствора 
Удельная  электри- в = е* ос М, (6, В), 
ческая проводимость 

2К 
слабого электролита a= 

K + V K?+ 4Ke 

Потенциал, создавае- о = €2y ep 

мый ионом в раст- Ane or 
воре (или плазме) 
Радиус  экранировки т 
(дебаевский радиус) г, -У я о 

р 222 Nao 

a 

Глава 11. ГАЗОВЫЙ РАЗРЯД 

11.1. Анодный ток 

Чистые газы являются идеальными изоля- 
торами. Если приложить к ним постоянное электрическое поле, то 
в них не возникнет электрического тока, так как нейтральные молеку- 
лы, из которых состоит газ, будут лишь несколько деформироваться 
или поворачиваться, но не будут двигаться поступательно. 

Ситуация существенно изменяется при введении в газ посторонних 
заряженных частиц: они начинают двигаться под действием прило- 
женного к газу электрического поля, и в газе возникает электриче- 
ский ток. Если напряжение поля достаточно велико, то внешние заря- 
женные частицы, введенные в газ, могут приобрести в поле столь боль- 
шую энергию, что ее оказывается достаточно для ионизации нейт- 
ральных газовых молекул, т. е. для отрыва от них одного или несколь- 
ких электронов. В результате наряду с посторонними носителями за- 
ряда в газе возникают собственные носители заряда — электроны и 
положительные ионы. Они, в свою очередь, при движении в поле мо- 

210



гут ионизовать молекулы, т. е. создавать вторичные электроны и ионы; 
вторичные частицы могут создавать третичные частицы и т. д. Таким 
образом, в принципе количество собственных носителей заряда может 
нарастать лавинообразно, а вместе с этим лавинообразно нарастает 
и ток в газе. 

Ток в газе носит общее название газового разряда. Если он связан 
только с внешними носителями заряда, то разряд называют несамо- 
стоятельным. Если же вследствие лавинообразного нарастания числа 
носителей заряда разряд может протекать при сколь угодно малом 
затравочном внешнем заряде, то его называют самостоятельным. 

Начнем с определения силы тока при движении отдельного заряда 
через газовый или вакуумный промежуток электрической цепи. На 
первый взгляд кажется, что мгновенный ток в цепи отсутствует во все 
время движения частицы между электродами и только в тот момент, 
когда частица достигнет электрода и отдаст ему свой заряд, возникает 
импульс тока. В действительности это не так: вследствие электроста- 
тической индукции на электродах наводятся заряды, которые при дви- 
жении частицы движутся во внешней части цепи. 

Найдем силу тока /. Для этого приравняем работу &/ внешнего 
источника сэ. д. с., равной 6 , совершаемую 3a | с, изменению 3a 
то же время энергии движущегося заряда eEv; получим Г = eEvW/é 
(Е — заряд и у — скорость частицы). В частности, для плоскопарал- 
лельных электродов E = /4 (4 — расстояние между ними), поэтому 
если заряд движется перпендикулярно электродам, то Г. = ev/d. В са- 
мом общем случае для отдельного заряда, движущегося в вакууме 
между электродами, возникает задача о движении частицы в заданном 
внешнем поле Е = — огадф, которое определяется лишь геометрией 
электродов и приложенным к ним напряжением. При этом в силу 

то? 
потенциальности поля сохраняется полная энергия W = — + еф = 

= const, поэтому в точке с координатами г скорость частицы vir) = 

= Y 2(W—g(r)/m (т — масса частицы). 
Если в вакууме движется не одна, а много заряженных частиц, то 

поле уже нельзя считать заданным: на него существенное влияние ока- 
зывает создаваемый ими объемный заряд. Рассмотрим, например, 
вакуумный диод (рис. 11.1), т.е. два плоских параллельных электрода, 
между которыми поддерживается определен- 
ная разность потенциалов ,, и один из 
электродов — катод К — непрерывно испус- 
кает электроны (для этого катод нагревают 
до высокой температуры). Под действием р=0 В: 
электрического поля, направленного от анода 
А к катоду К, электроны движутся к аноду. К 
Возникает вопрос: какое влияние оказывает x 
объемный заряд электронов на поле между 
электродами, а следовательно, и на само дви- 
жение электронов? Ясно, что присутствие 
пространственного отрицательного заряда 11.1. 
между электродами приводит к тому, что Вакуумный диод 
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часть силовых линий, исходящих из анода A, заканчивается на 
отрицательных зарядах в промежутке между Ки А и не доходит 
до катода К. Поэтому поле у катода К меньше, чем у анода 
А. Чем больше электронов вылетает из катода, тем больше их нахо- 
дится в пути к аноду, тем больше силовых линий, исходящих из анода, 
не доходит до катода и, следовательно, тем меньше поле у катода. 
В конечном счете поле у катода может упасть до нуля, и в этом случае 
ток электронов на анод достигнет максимально возможного значения 
(при заданном потенциале @, анода). Если число электронов, эмитти- 
руемых из катода за | с, станет еще большим, то поле у катода вместо 
ускоряющего станет тормозящим и ток будет меньшим, чем максимально 
возможный предельный ток, соответствующий нулевому полю у катода. 

Все величины, описывающие поле, зависят, очевидно, только от 
одной координаты х (ось х направлена по нормали к электродам). 
Поэтому уравнение Пуассона примет вид 

92$ 

dx? 
= en/e, 

(е — заряд электрона, п — плотность электронов). Катод эмиттирует 
электроны равномерно во времени, поэтому плотность электронов 
не зависит от времени; рассматривая установившееся движение, бу- 
дем считать и все другие величины не зависящими от времени. Тогда 
в силу закона сохранения заряда плотность тока J является вообще 
константой, т.е. не зависит OT X: 

j = env = const. 

Воспользуемся теперь законом сохранения энергии mv*/2 = ep 
(мы полагаем, что на катоде о = 0, и выбираем за ф = 0 потенциал 

катода). Получим v =и 2еф/т и, следовательно, 

j ; “m ——1/2 
еп = —— = — 

о 2е 

Наконец, подставляя это выражение в уравнение Пуассона, имеем 

4% Sy т —1 

“ova Из? 

Это уравнение позволяет определить потенциал как функцию ко- 
ординаты x. Умножая его для этого на 4ф/4х, приведем полученное 
уравнение к виду 

dp \2 , т 1 2 
Е, | -——| = 4 — é,E, , 
o( dx il % P+ Fora 

где E? — значение (dg/dx)* в точке, где ф =O, т. е. квадрат напря- 
женности поля У катода. 

Предположим сперва, что Е, = 0. Тогда dg/dx = aj'/2g!/4, где а = 
= (8m/e)'/4e,1/2, откуда 
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(x) = ( 3a \"" 2/3 4/3 2,107 в Е 

4 20 27700 200 

Мы видим, что из-за наличия объемного 16 80 160 
заряда при установившемся движении элек- „|. Ja 50 120 
тронов потенциал между катодом и анодом р 
изменяется с расстоянием пропорционально 8 7 SZ 40 80 
x4/3, а не x, как было бы в случае вакуума. 4 AS. 20 40 
Соответственно напряженность поля изменя- , 0 
ется как x'/3, а не остается постоянным, как 0,2 0,4 0,6 0,8 x,cm 

в случае вакуума: 
11.2. 

Е — 4$ 4 [| 3a \4/3 22/3 13 Распределение — потен- 

а | “3 |4 Хх. циала напряженности 
ПОЛЯ и плотности за- 

Таким образом, поле неоднородно и растет по a стояние ое 
направлению от катода к аноду. _ между электродами при 

_ Приведем выражения для скорости элек- анодном напряжении 
тронов и их объемного заряда как функции 100 В 
расстояния до катода: 

9е 1/2 De | За \2/3 1/3 2/3 
9=у Ф = у jx ; 

Те Те 4 

: 2/3 
en (x) a Me _4_ Pex, 

U 2е 3a 

Обратим внимание на TO, что объемная плотность заряда обраща- 
ется в бесконечность на катоде. В действительности, конечно, это не 
так — плотность заряда конечна во всех точках, и полученный резуль- 
тат связан просто с грубостью сделанного нами предположения о 
равенстве нулю скорости вылетающих из раскаленного катода элект- 
ронов. Если учесть, что эта скорость в действительности отлична от 
нуля, то мы придем к конечному значению для плотности электронов. 
Ход изменения потенциала ф, напряженности поля E и плотности за- 
ряда р для плоского диода с анодным потенциалом ~, = 100 Ви pac- 
стоянием между электродами 4 = | см показан на рис. 11.2. 

Возвратимся к формуле, определяющей ф как функцию X, и по- 
ложим в ней x = 4. Мы найдем тогда потенциал анода ф. как функ- 
цию плотности тока | и, следовательно, полного анодного тока /, = 
—=]5 ($ — площадь анода). Решая полученное соотношение относи- 
тельно |, придем к так называемому «закону трех вторых»: 

“>. 3 
In. 459 —2е gil? 
$ 9 те 4‘ 

Таким образом, сила тока на аноде пропорциональна анодному 
потенциалу в степени 3/›, а не в первой степени, как это имеет место 
в обычных проводниках согласно закону Ома. Неподчинение закону 
Ома связано в этом случае с присутствием объемного заряда (который 
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j полностью компенсируется зарядами проти- 
воположного знака как в металлах и полу- 
проводниках, так и в электролитах, см. 

9 |--=-===--= — = § 9.9). 

Полученная формула для плотности тока 
соответствует тому случаю, когда напряжен- 
ность поля на катоде Е,’ = 0, но можно вы- 
числить токи в том случае, когда E, =< 0. 

# | Оказывается, что сила тока в этом случае 
11.3. меньше силы тока при нулевом поле на като- 
Зависимость тока от Де. Поэтому найденный ток является пре- 
анодного напряжения дельным при заданном анодном потенциале. 
с учетом насыщения Ясно, что, каков бы ни был анодный потен- 

циал, плотность анодного тока не может 
быть больше плотности тока термоэлектронной эмиссии j,. Этим 
определяется верхняя граница анодного потенциала, для кото- 
рого еще справедлив «закон трех вторых». На рис. 11.3 изо- 
бражены зависимости j = [(ф.) с учетом ограничения |<]. (TOK 
j; в этой связи называют током насыщения). Кривая 2 с большим то- 
ком насыщения, чем в случае кривой J, соответствует более высокой 
температуре катода (такого рода кривые называются вольт-амперными 
характеристиками). 

11.2. Температура заряженных частиц 

В предыдущем параграфе мы полагали, что 
заряженные частицы движутся в вакууме. Рассмотрим теперь, как 
движутся частицы под действием электрического поля через находя- 
щийся в тепловом равновесии газ нейтральных молекул. Если бы поля 
не было, то заряженные частицы, сталкиваясь с нейтральными моле- 
кулами, обменивались бы с ними энергией и в результате установи- 
лось бы состояние равновесия, при котором стали бы одинаковыми 
средние значения кинетических энергий поступательного движения 
нейтральных молекул и заряженных частиц. Именно: независимо от 
массы и сорта молекул и заряженных частиц средняя кинетическая 
энергия стала бы равной '/т (5?) = */,kT, где ти о — масса и 
скорость частицы или молекулы и Т — общая температура газа ней- 
тральных молекул и заряженных частиц. Иными словами, в отсутст- 
вие внешнего поля заряд частицы не сказывался бы. 

Иная картина возникает, если имеется внешнее электрическое поле. 
В этом случае заряженные частицы непрерывно получают от поля 
энергию. Тем не менее энергия частицы возрастает не бесконечно. 
Действительно, частицы сталкиваются с молекулами и передают им 
часть своей энергии. В результате устанавливается некоторое ста- 
ционарное состояние, но средние кинетические энергии частиц и мо- 
лекул уже не одинаковы. Иными словами, различаются температуры 
газа нейтральных молекул и газа заряженных частиц, и это различие 
тем больше, чем сильнее электрическое поле. 
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Покажем, как можно оценить температуру Т. заряженных частиц 
{для определенности будем рассматривать электроны). Средняя теп- 
ловая скорость электрона всегда больше средней тепловой скорости 
молекул газа (при заданной температуре), поэтому молекулы можно 
считать покоящимися. В результате столкновения с электроном моле- 
кула приобретает некоторую энергию &y, пропорциональную кине- 
тической энергии электрона #(&м = Ee, где & — доля переданной элект- 
роном энергии). Эта величина существенно зависит от характера 
столкновения. Если столкновение электрона с молекулой является 
упругим, то, как непосредственно следует из законов сохранения энер- 
гии и импульса, максимальное значение Emax = 4(m,/M), где т, и 
М — масса электрона и молекулы (т, << М). Минимальное зна- 
чение & равно, очевидно, нулю, так что среднее значение доли пере- 
данной энергии £ при упругом столкновении электрона с молекулой 
{&) = 2(m,/M). Величина эта очень мала и составляет 2,8. 10-4 для 
Не и 5,5. 106 для Hg. Однако малая потеря энергии характерна толь- 
ко для сравнительно медленных электронов, движущихся в одноатом- 
ных газах. С ростом энергии электронов и особенно при движении 
электронов в многоатомных газах доля теряемой электроном энергии 
значительно возрастает, так как столкновения становятся существенно 
неупругими, т. е. сопровождаются перестройкой молекулы и измене- 
нием ее внутренней энергии. 

Разделив (=), где (=) — среднее значение кинетической 
энергии электрона, на среднее время т свободного пробега электро- 
на, найдем среднюю энергию 6=_, теряемую электроном за 1 с: 6& = 

= (&\(e)/t. В состоянии равновесия она должна быть равна сред- 
ней энергии, получаемой электроном от электрического поля. Сред- 
HAA энергия, которую электрон получает от поля за 1 с, be, = еБи, 
где и = beE — направленная скорость электрона в поле и подвиж- 
ность электрона Ь =т/т. Написав 6, = 6=_ и вводя длину свобод- 

ного пробега 1 =t(v)~ ТУ (&\/т,, получим 

(e) = 3/, kT, ~ el (Е). 
Длина свободного пробега не зависит от энергии электрона и рав- 

на [~ 1/(nQ), где п — плотность молекул и © — сечение рассеяния 
электрона молекулой; поэтому температура электронов 7, пропорцио- 
нальна напряженности электрического поля. (Этот вывод справедлив 
при не слишком слабых полях, когда Т, > T.) Для подвижности 
электронов получим b~ [И(т.еЕ)]!!? (Е. 

11.3. Самостоятельный разряд 

Быстрый электрон, столкнувшись с атомом 
или молекулой, может выбить из них один или несколько электро- 
нов. В результате наряду с исходным электроном возникает несколько 
новых заряженных частиц — электронов и положительно заряженных 
ионов. Явление это носит общее название ионизации. Не следует ду- 
мать, однако, что каждое столкновение электрона с атомом должно 

215



обязательно приводить к ионизации атома. Необходимое (но не доста- 
точное!) условие заключается в том, чтобы энергия электрона превос- 
ходила некоторую минимальную энергию — энергию связи элект- 
рона в атоме (или молекуле). Эту минимальную энергию называют 
энергией ионизации. Так, для получения иона аргона Art энергия на- 
летающего электрона должна превосходить 15 эВ, а для получения 
Аг++ она должна быть более 45,0 эВ. Но даже и в том случае, когда 
энергия электрона превосходит энергию ионизации атома, столкно- 
вение электрона с атомом не обязательно приводит к ионизации атома. 
Дело в том, что наиболее часты упругие столкновения, при которых 
не меняется внутреннее состояние атома, и только в сравнительно 
небольшом числе случаев при столкновении происходит либо внутрен- 
HAA перестройка атома, либо выбивание из атома электронов — од- 
ного или нескольких. Перестройка структуры атома обычно связана 
с возрастанием внутренней энергии атома, поэтому ее называют 603- 
буждением атома. Перейдя при столкновении с электроном в возбуж- 
денное состояние, атом, однако, долго в нем не находится и по прошест- 
вии очень небольшого времени (порядка 10`8—10710 с) переходит в oc- 
новное состояние. Этот переход сопровождается излучением света («вы- 
свечивание» атома). 

С ростом напряженности электрического поля возрастает энергия, 
приобретаемая заряженными частицами, движущимися в газе. В ко- 
нечном счете она может достичь энергии ионизации и превысить ее, 
и в этом случае сами заряженные частицы, а не только внешний иони- 
затор, будут ионизовать молекулы газа. Мы перейдем теперь к изу- 
чению этой собственной ионизации газа. 

Интенсивность ионизации газа в электрическом поле можно характеризо- 
вать числом пар ионов противоположного знака заряда, образуемых заряжен- 
ными частицами (электронами и положительными ионами) на единице пути их 
вдоль поля. Эти числа называют коэффициентами ионизации и обозначают обыч- 
но а в случае электронов и В в случае ионов. Покажем, как связать эти коэффи- 
циенты с напряженностью поля. Для определенности рассмотрим электроны. 
Пусть / — средняя длина свободного пробега электрона в газе. Тогда вероят- 
ность того, что электрон пройдет без столкновений расстояние, лежащее в ин- 
тервале (x, x + dx), есть 

—|x/l dx 

| 

Пройдя расстояние x вдоль поля, электрон приобретает энергию еЕх, и если 
она будет равна или больше энергии ионизации &;, т. е. еЕх > &;, то в принципе 
электрон сможет ионизовать молекулу газа. Таким образом, расстояние, про- 
ходимое электроном вдоль поля без столкновений, должно быть не меньшим, 
чем 8;/(еЁ). Соответствующая вероятность составит 

—e,; /(eEl) dx 
wdx =e a 

Умножив эту величину на вероятность и; ионизации газа электроном (данной 
энергии), можно найти число пар ионов, рождаемых электроном на участке 
пути dx. Таким образом, мы получим 

а = ——е . 

ш (х) ах =е 
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Длина пробега [ обратно пропорциональна давлению р. Поэтому формулу 
для & можно переписать в виде 

—pB/E 
е . а/[р = А 

тде А и В — некоторые характерные для газа константы. 
Пройдя путь dx, электрон, по определению рождает Adx пар заряженных 

частиц, т. е. «4х положительных ионов и столько же электронов. Эти электро- 
ны, двигаясь в поле, в свою очередь рождают новые электроны, так что число 
электронов в газе лавинообразно возрастает. Если число электронов на рас- 
стоянии х от электрода (катода) равно №с(х), то увеличение их числа на участке 
dx составляет 4М№(х) = N,(x)adx, откуда 

№ (х) =: Мое“*, 

где № — число электронов на катоде (при х == 0). Эта формула и определяет 
закон лавинообразного нарастания электронов в газе, обусловленного последо- 
вательными процессами ионизации. 

Если на расстоянии 4 от катода расположен анод, то Noet4 — число элект- 
ронов на аноде. Отсюда следует, что если из катода выходит электронный ток 
Го (возникающий, например, при освещении или нагревании катода), то элект- 
ронный ток на аноде 

Га = Ге? ° 

Итак, каждый освобожденный электрон Ha катоде рождает всего в газовом про- 
межутке толщины d между катодом и анодом е4 электронов; число же рожден- 
ных положительных ионов равно, очевидно, е4—1. Эти ионы движутся в об- 
ратном направлении по сравнению с электронами, т. е. к катоду. По пути они 
ионизируют молекулы газа и, кроме того, придя на катод, выбивают из него 

электроны. 
Выясним, как влияют на лавину электронов электроны, освобождающиеся 

из катода при ударах ионов. Пусть ион, попавший на катод, выбивает из катода 
в среднем 1] электронов. Каждый электрон, дойдя до анода, создает еа4 электро- 
нов и е4 —| ионов. Последние, достигая катода, создают \(е*4—1) электронов. 
Эти электроны, в свою очередь, создают 1 (е*4— 1)е*4 электронов и т. д. Таким 
образом, из одного начального электрона на катоде всего возникнет на аноде 

z= e844 (© — 1) це (© — 1)? 124 +... 
электронов. Если 1 (е4—1) < 1, то этот ряд сходится и дает 2 == e74[]1—y(erd— 
—1)]-1. Таким образом, если первичный ток из катода равен /о, то анодный 
ток 

ard 

1—7(e*4—1) | 

Эта формула позволяет понять, как несамостоятельный разряд переходит 
в самостоятельный, т. е. в разряд, существующий в отсутствие внешних источ- 
ников ионизации. Ясно, что для того, чтобы получить конечное значение тока 
Г. при бесконечно малом первичном токе /o, нужно приравнять нулю знамена- 
тель выражения для [.а, т.е. положить. 

1—7(e*? — 1) =0. 

Это соотношение и представляет собой условие возникновения самостоятельного 
разряда, когда сам разряд производит необходимые для его поддержания заряжен- 
ные частицы, Частицы эти возникают в результате ионизации электронами мо- 
лекул газа и выбивания ионами электронов из катода. Переписав написанное 
условие в виде ad = In(1+-1/n) и подставляя сюда найденное выше выражения 
для @&, получим 

[а = 1 
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—pB/E 
Apde =In(1+ 1/7). 

Отсюда может быть найдено критическое значение поля, при котором начина- 
ется самостоятельный разряд. Замечая, что Е = ф./4, где Qa — потенциал анода 
по отношению к катоду, получим для критического анодного потенциала, так. 
называемого потенциала зажигания, выражение 

In(pd)+8° о ша 
Замечательно, что потенциал зажигания имеет минимум при некотором значе- 
нии произведения давления на расстояние между электродами (он достигается 
при ра = 2,71n(1 + 1/n)/A). 

(с) ра А 
fg = 

Разумеется, при самостоятельном разряде ток не становится бес- 
конечно большим: если учитывать различные потери заряженных. 
частиц, он всегда конечен. Более того, самостоятельный разряд мо- 
жет быть стационарным, для которого характерна определенная связь 
между силой тока и приложенной к газовому промежутку разностью 
потенциалов. Эта связь носит название вольт-амперной характерис- 
тики разряда. Типичная вольт-амперная характеристика разряда изо- 
бражена на рис. 11.4. Если разряду соответствует некоторая точка 
С характеристики, то это значит, что процессы возникновения новых 
частиц и уничтожения частиц компенсируют друг друга, так что ток 
[,, соответствующий напряжению @,, не меняется с течением вре- 

мени. Иными словами, плоскость (ф, /), KOTO- 
ф рую можно назвать плоскостью режимов раз- 

ряда, разбивается вольт-амперной характе- 
ристикой на две части / и J], которым соответ- 
ствуют неравновесные режимы, причем облас- 

р ----- ти [Г соответствует нарастание разрядного 
тока, а области [/ — спадание тока. Вольт- 
амперная характеристика, разграничиваю- 

5 щая обе эти области, соответствует равновес- 
ным режимам разряда. 

11.4. Характер газового разряда существенно 
Вольт-амперная харак- зависит от силы тока. При очень малых 
Data rasoporo pas: токах (J < 10-4 A) разряд происходит npak- 

тически без свечения. Поэтому он называ- 
ется темным. При больших токах постепен- 
но возникают световые явления и такой 

I разряд называют тлеющим. Основные физи- 
ческие процессы здесь те же, что и в темном 
разряде, т. е. объемная ионизация электрона- 
мии выбивание электронов ионами из катода. 

| 
| 

—^ | Типичным для разряда является наличие све- 
x тящейся области на некотором расстоянии от 

катода (катодная пленка, или катодный слой). 
Перед катодной пленкой расположена темная 

11.5. область (астоново темное пространство) и 
Интенсивность =» CBev€- о ное же пространство (катодное темное ния как функция рас- Т ростр С 
стояния OT катода пространство) расположено сразу за пленкой. 
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Такая картина может быть объяснена просто. Действительно, испус- 
каемые катодом (вследствие бомбардировки катода ионами) электроны 
имеют при выходе из катода очень малую скорость, так что они не мо- 
гут сразу ни ионизовать, ни возбуждать атомы газа. Поэтому в асто- 
новом темном пространстве нет свечения. Но в этой области электроны, 
двигаясь в поле, набирают достаточно энергии, так что в катодной 
пленке становится возможным интенсивное возбуждение атомов, со- 
провождающееся излучением света. На катодную пленку приходится 
максимум вероятности возбуждения, поэтому за катодной пленкой, 
где энергия электронов еще больше, свечение становится значитель- 
но меньше, чем в катодной пленке. (Картина изменения интенсивности 
свечения вдоль тлеющего разряда изображена на рис. 11.5.) 

Газовый разряд находит колоссальное количество чисто физических 
и технических применений. Сюда относятся ионизационная камера, 
газонаполненные фотоэлементы, счетчики с острием, служащие для 
измерения излучений; различного рода выпрямители (ртутные и же- 
лезные) для преобразования тока; многочисленные источники света, 
использующие газовый разряд; различные сварочные дуги; наконец, 
разряды используют в качестве предохранителей и выключателей. 

ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ 

Плотность анодного „= __ 46 Qe v/s 

тока («закон трех / 9 п, в 

вторых») 

Температура элект- т _, 2еЕ!1 
é . 

ронов в газовом раз 3p V® 

ряде 

Анодный ток, вы- I=! end 
раженный через а Ш (4—1) 

ионизационные коэф- | 

фициенты 

a 

Глава 12. МАГНЕТИКИ 

12.1. Магнетик во внешнем поле 

Намагниченность J (см. гл. 6) зависит от маг- 
нитного поля в веществе, т.е. от магнитной индукции В. Поэтому 

магнитная индукция и напряженность магнитного поля Н = и oB— 
—J не являются независимыми величинами и связаны между собой 
вполне определенным соотношением В =B(H), характерным для 
каждого вещества. Для большинства веществ магнитная индукция 
является линейной функцией напряженности поля вплоть до ее очень 
больших значений, и только для так называемых ферромагнетиков 
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линейная зависимость наблюдается при малой напряженности поля 
и очень быстро сменяется сложной нелинейной зависимостью. Если 
рассматривать газы, жидкости и поликристаллы различных веществ, 
исключая ферромагнетики, то для них магнитная индукция В про- 
порциональна напряженности магнитного поля Н, т.е. 

В — oH, 

где и — некоторая константа, характерная для данного вещества. 
Ее называют относительной магнитной проницаемостью или маг- 
нитной проницаемостью. Для монокристаллов векторы В и Нне па- 
раллельны, хотя связь между ними по-прежнему является линейной. 
В этом случае декартовы составляющие В;, Н; (Е = x; y; 2) векторов 
В и Н связаны между собой линейными соотношениями 

В; = во У, Ну 

i 

в которые входят девять коэффициентов пропорциональности р;;- 
Их называют тензором магнитной проницаемости. Тензор этот сим- 
метричен, т.е. ц;; = и;;. Поэтому число независимых компонент 
этого тензора равно шести, но в зависимости от симметрии кристалла 
число различных компонент тензора магнитной проницаемости мо- 
жет быть и меньше шести. 

Полагая В =p RH в соотношении и oB =H-+ J, можно вы- 
разить намагниченность J через напряженность поля H: 

Величину у называют магнитной восприимчивостью вещества. 
Если проводить аналогию между магнитными величинами В и H, 

с одной стороны, и электрическими величинами О и Е — с другой: 

В-> О H—E, 

то магнитная проницаемость и аналогична электрической постоянной 
Eo, ИЛИ диэлектрической проницаемости в, а магнитная восприимчи- 
BOCTb XY — диэлектрической восприимчивости a. Аналогия эта прояв- 
ляется в граничных условиях на поверхности раздела двух сред: 

Bin = Bay, Dy, = Dyn; Hi, — Н,,, Ey = Е... 

Несмотря на аналогию между магнитной проницаемостью и элект- 
рической постоянной, между ними есть принципиальное различие. 
Дело в том, что диэлектрическая восприимчивость всегда положи- 
тельна, поэтому & > 1, в то время как магнитная восприимчивость 
X% может быть как положительной, так и отрицательной, а следова- 
тельно, магнитная проницаемость может быть и больше и меньше 
единицы. В первом случае вещество называется парамагнитным, а 
во втором — диамагнитным. 

Чтобы экспериментально убедиться, в существовании двух раз- 
личных Типов веществ — парамагнетиков и диамагнетиков, — вы- 
ясним, как происходит взаимодействие между двумя постоянными 
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токами, находящимися не в вакууме, ав среде с определенной маг- 
нитной проницаемостью и. Напряженность магнитного поля Н в ве- 
ществе в статическом случае определяется, как мы знаем, уравнением 
rotH = j, в которое не входит магнитная проницаемость. Поэтому 
напряженность магнитного поля, порождаемого током в веществе, 
определяется тем же законом Био—Савара 

1 dir H=-— $9, 
4rn r3 

что и в вакууме (здесь dl — элемент длины проводника, по которому 
течет TOK /, иг — радиус-вектор, проведенный из элемента dl в точку, 
где ищется поле Н). Что же касается вектора магнитной индукции В, 
TO он в ши раз больше Н, т.е. 

В — Pot! ф [dlr] 

4n ps 

Пусть теперь в рассматриваемой среде находится второй провод- 
ник, по которому течет ток Г’. Какую силу испытывает этот провод- 
ник со стороны проводника с током /? Если рассматривать отдельный 
заряд 9, движущийся в среде со скоростью у, то на заряд действует 
сила Лоренца f = 9[УВ]. Эта формула ничем не отличается от формулы 
для силы, действующей на заряд со стороны магнитного поля в ва- 
KyyMe, — в обе формулы входит вектор В. То, что в формулу для силы 
в случае движения частицы в среде должен входить именно вектор 
магнитной индукции В, а не вектор напряженности поля Н, следует 
из самого смысла магнитной индукции — эта величина представляет 
собой усредненную напряженность микроскопического магнитного 
поля, действующего в среде (умноженную на пу). 

Из написанного выражения для силы Лоренца, действующей на 
одиночный заряд, вытекает, что на элемент проводника dl’ c током Г’, 
находящимся в среде, действует сила 

dF’ = /’ [АГВ]. 

Подставляя сюда вместо В магнитную индукцию, создаваемую током 

/, получим 

dF’ = pp 22 jar pi]. 
4n 

где г — радиус-вектор, проведенный из 4 в dl’, и интегрирование со- 
вершается по контуру с током Г. Эта формула показывает, что сила 
взаимодействия между токами в среде отличается от случая вакуума 
только множителем п. Поэтому если среда парамагнитна, то сила между 
токами больше, чем в случае вакуума; если же среда диамагнитна, то 
сила меньше, чем в случае вакуума. 

Как мы только что видели, магнитная индукция, порождаемая 
некоторым током в среде, в в раз отличается от индукции для случая, 
когда проводник с этим же током находится в вакууме. В частности, 
если взять прямой длинный провод, по которому течет ток /, и помес- 
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тить провод в среду с магнитной проницаемостью п, то напряжен- 
ность поля Н и индукция В вне проводника на расстоянии готего оси 
определяются формулами 

Qur 2Qur 

а внутри проводника — формулами 

) 
Н = ГГ. Ba №№” (r< a), 

27a а 2raa 

где а — радиус сечения и и’ — магнитная проницаемость проводника. 
Для напряженности поля и индукции в длинном и тонком солено- 

иде имеем 
Н= т, B=wpln, 

где и — магнитная проницаемость вещества сердечника и п— число 

витков, приходящееся на единичную длину соленоида. Поэтому маг- 

НИТНЫЙ ПОТОК через площадь сечения S соленоида есть 

Ф = BS = в/м. 

Заменяя здесь п на N/I, где М — полное число витков и / — длина соле- 
ноида, можно представить Ф в виде Ф = 6ш/Юш, где Em = во/М, 

Магнитный поток можно сравнивать с током, а соленоид рас- 
сматривать как магнитопровод, через который проходит маг- 
нитный поток. Аналогия эта связана с тем, что плотность токов } в 
отсутствие зарядов удовлетворяет уравнению divj = 0 и точно такому 
же уравнению удовлетворяет магнитная индукция В, представляющая 
собой плотность магнитного потока: div В = 0. Поэтому написанное 
уравнение для Ф можно интерпретировать какзакон Ома для 
магнитной цепи — величина Gm играет при этом роль 
магнитодвижущей силы, а величина Юш — магнитного сопротивле- 
ния Цепи. Магнитодвижущая сила пропорциональна числу ампер- 
витков /N, а магнитное сопротивление связано с длиной и площадью 
сечением магнитопровода точно так же, как обычное сопротивление 
связано с длиной и площадью сечения проводника, только вместо ко- 
эффициента электропроводности в Rm входит магнитная проницае- 
мость. Чем она больше, тем больше магнитный поток. Поэтому на 
практике для получения больших потоков (при заданном числе ампер- 
витков) используют материалы с большой и, например в трансформа- 
торах и динамомашинах используются различные сорта железа и 
сплавы типа пермаллоя (20% Fe, 80% Ni), для которого магнитная 
проницаемость достигает значений порядка 10 000. 

Закон Ома для магнитной цепи позволяет находить магнитный 
поток не только в простейшем случае замкнутого соленоида, запол- 
ненного однородным магнетиком, но и для более сложных магнитных 
цепей. Если, например, сердечник соленоида состоит из двух соеди- 
ненных последовательно частей с различными магнитными проницае- 
MOCTAMH И: И He, ТО магнитный поток определится прежней формулой, 
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но только под магнитным сопротивлением Аш следует понимать сум- 
2 pil 

му магнитных сопротивлений Ry и Ю® обоих участков соленоида: 

Ra = Ri + В®; Rm = (вв); К = Ыб) 

(Ци [5 — длины, $1 И $2 — площади сечения обоих участков соленоида). 
Магнитная цепь может быть и разветвленной; при параллельном сое- 
динении складываются обратные сопротивления: 

| | | 
— 

Rm RY) R°) 

На магнетик, помещенный в магнитное поле, со стороны поля дей- 
ствует некоторая сила. Чтобы понять это, вспомним, что рамка с то- 
ком стремится повернуться перпендикулярно полю и переместиться 
в те места, где поле сильнее. Но в магнетике имеются молекулярные 
токи, взаимодействие которых с полем и приводит к силам, действую- 
щим на магнетик. Исходя из такой картины, легко определить силы, 
действующие на магнетик в магнитном поле. Воспользуемся выра- 
жением U =—p .mH, для энергии взаимодействия магнитного мо- 
мента ш молекулы с внешним полем Hy. Мы придем к выводу, что 
на т действует момент сил 

Nm = во [mH]. 

Если же H, зависит OT координат, то действует еще и сила 

= — grad И =p, {(т grad) Ну + [mrot H)]}. 

Последнее слагаемое в этом выражении, очевидно, отсутствует, если 

В объеме, занимаемом магнетиком, нет внешних токов. В этом случае 

f = шо (m grad) Но. 

Просуммировав выражения для Ти Nm по всем магнитным момен- 
там т, найдем результирующие силу F и момент сил М, действующие 
на магнетик. Для единичного объема магнетика это 

Е = №0 (J grad) H), N = Lo [JH], 

где J — намагниченность магнетика. Здесь Н, обозначает внешнее 
магнитное поле, но если магнитная проницаемость магнетика мало 
отличается от единицы, TO Hy мало отличается от поля Н внутри маг- 
нетика. Учитывая, что J = yH, получим 

u dF = x (H grad) Н = — grad Не, 

Эта формула оказывается справедливой и для парамагнетиков 
(xy > 0), и для диамагнетиков (х < 0). Таким образом, 

парамагнетики стремятся перейти в места, где напряженность поля больше, 
а диамагнетики — уйти из этих мест. 

Если внести магнетик во внешнее магнитное поле, то поле станет 
иным, чем до внесения магнетика. Действительно, пусть в вакууме 
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до внесения магнетика имеется статическое поле poH) = Be), Оно 
определяется уравнениями 

го Н®) =}; divH® =0, 

где } — плотность тока проводимости, создающего поля. После вне- 
сения магнетика первое из этих уравнений остается в силе и для HO- 
вого поля, которое мы обозначим Н, т. е. rot Н = j. Второе же урав- 
нение заменится уравнением div В =0, из которого следует, что 
divH =—div J. Сравнивая это уравнение с уравнением электро- 
статики div E = 0/=,, можно сказать, что у поля Н возникают источ- 
ники с объемной плотностью заряда («магнитного заряда») Om == 
= —div J. Кроме того, на границе магнетика с вакуумом возникает 
поверхностный заряд с плотностью ош = У»„, где J, — нормальная 
составляющая J на границе магнетика (нормаль подразумевается 
внешняя). Ilo этой причине поле Н складывается из двух слагаемых: 
поля Н®), существовавшего до внесения магнетика, и добавочного 
поля Н’, создаваемого источниками Pm И Om. Это поле может быть 
определено по формуле электростатики Н’ = — grad gm, где Gm — 
статический («магнитостатический») потенциал, порождаемый «маг- 
нитными» зарядами: | 

|| av + \ =e as 
J г J г 4x 
V я 

{У — объем и > — поверхность магнетика; Г обозначает расстоя- 
ние от dV или ds до точки, где ищется фм). 

Итак, Н отличается от Н®. В частности, если поле до внесения 
магнетика было однородным, то после внесения магнетика оно пере- 
станет быть однородным. Если, однако, поле Н(® однородно, а вне- 
сенный в него магнетик имеет вполне определенную форму, а именно 
форму произвольного эллипсоида, то эллипсоид намагнитится одно- 
родно, т. е. вектор J внутри эллипсоида имеет повсюду одно и TO же 
значение и одно и то же направление. При этом ош =O и поле H’ 
внутри эллипсоида (но не вне его!) однородно, а следовательно, одно- 
родно и суммарное поле Н@“) внутри эллипсоида, но не вне его. Поле 
внутри эллипсоида Н® связано с однородным полем Н®, существо- 
вавшим до внесения эллипсоида, соотношением 

HH!) — H® м 

^^ . 

где М — некоторый тензор, не зависящий от поля и определяемый 
только формой эллипсоида и расположением его относительно Н®. 
Он носит название тензора размагничивающих коэффициентов. На- 
помним, что такой же формулой определяется связь между внешним 
однородным электростатическим полем Е“) и полем Е®) внутри ди- 
электрического эллипсоида, внесенного в поле Ef: 

—1A 
ЕО —E° —e NP, 
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где Р — вектор поляризации внутри эллипсоида. Одинаковая струк- 
тура этих формул связана с тем, что граничные условия для векторов 
D u E такие же, как и для векторов В и H. 

Вектор J, входящий в формулу для H®, равен, очевидно, J = 
=p! BO— Н®, где В) — магнитная индукция в эллипсоиде. Если 

BY —popH, то J = yH®, rex = и—1, и формула для Н@) приоб- 
ретает вид 

Л \ HY — Н®' — yNH® . 

В системе координат, оси которой совпадают с главными осями 
—^ 

эллипсоида, тензор N имеет только диагональные элементы Ny, No, 
№, причем №, -- № {+ № =1. Если Н®) направлено параллельно 
одной из главных осей эллипсоида, например оси А, то уравнение, 
связывающее Н@ и Н©®), приобретает вид Н® = Н®) — уМ,НО®, откуда 

Н(е) 

1+ yN3 ° 

Приведем значения Ni, №, Ng для некоторых случаев. В случае шара 

М: = № = М3 = 1/8. 

Если MaPHeTHK имеет форму цилиндра, ось которого выбрана в качестве оси ха, TO 

N,=0, № = М = 1/2. 

H® — 

Для сплюснутого (a> с) эллипсоида вращения (x7 ao x2)/a? -L а/с? = | 

имеем 

| 1+ е а \2 
Ny = М = > (1 — №3), МР (e—aretg e, = (4) —1. 

Для вытянутого (a> 6) эллипсоида вращения х1/а? + (x3 + x2)/b2 = 1, 
имеем 

| — e? 1 е | 
М: = 93 [in — 20), № =N3= > (1 — Nj), 

12.2. Магнитная восприимчивость 
парамагнитного газа 

Пока мы формально разделили вещества на 
две группы: парамагнетики (и >> 1) и диамагнетики (в < 1). Теперь 
мы покажем, что различие между ними связано с возможностью су- 
ществования у атомов собственного , или спонтанного, магнитного 
момента, т. е. отличного от нуля магнитного момента в отсутствие внеш- 
него магнитного поля. Если такой момент есть, то вещество будет 
парамагнитным, если же его нет — диамагнитным. 
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Собственный магнитный момент атома может иметь двоякое происхождение: 
во-первых, он возникает вследствие движения атомных электронов и, во-вторых, 
электрон обладает сам по себе собственным магнитным моментом (так называе- 
мым спиновым магнитным моментом. 

Магнитный момент, связанный с движением электронов, называют 
орбитальным. Возникновение его легко понять. Действительно, рас- 
смотрим электрон, равномерно вращающийся со скоростью U по OK- 
ружности радиуса г. Очевидно, сила тока, связанного с этим движе- 
нием, равна i =е/Т, где Т — период обращения электрона по ок- 
ружности. Умножив i на Sm, ГДе Sm — площадь ориентированной 
площадки, обтекаемой током (направление Sm связано с направле- 
нием тока правилом правого винта), найдем орбитальный магнитный 
момент электрона тг = iSm. Учитывая, что Sm = М5[ту]Т, можно 
переписать шг в виде 

т, = ье [ГУ]. 

С другой стороны, орбитальный момент импульса электрона К = 
= т,[гу], где т, — масса электрона; поэтому 

е 
= К. 

My 2Me 

Мы получили эту формулу, основываясь на определении момента 
импульса, данном в классической механике. Но 

такая же формула справедлива и в квантовой механике, только К при этом не 
обычный, а «квантовый» вектор. Это значит, что его проекция на избранную 
ось (направление внешнего магнитного поля) может принимать не любые, а 
только вполне определенные дискретные значения mh, где h = 10-34 Дж.с — 
квантовая постоянная и 12 — целое положительное или отрицательное число, 
заключенное в некоторых пределах — [ < т < ll (1 — положительное целое 
число). При этом квадрат орбитального момента импульса электрона 
К? = fei 1). 

Мы приходим, таким образом, к выводу, что проекция орбиталь- 
ного магнитного момента электрона шг Ha направление ПОЛЯ (ОСЬ zy 

может принимать только следующие значения: 

(m,),=—Hgm, —1< т 
где ив =eh/(2m,) = 9,2732.10-2° Дж/Тл — так называемый маг- 
нетон Бора. 

Эта величина представляет собой минимальную «порцию» магнит- 
ного момента, или квант магнитного момента. 

Такие же формулы справедливы и для атома в целом — следует 
лишь под К понимать суммарный орбитальный момент импульсов 
всех электронов атома. Так как он выражается в единицах В, то ero 
записывают в виде Ш., где L — безразмерный квантовый вектор, т. е. 
вектор с целочисленными проекциями — 1, (141). . 0, 1, 2,..., 2 
на направление поля. Орбитальный магнитный момент атома MO2KHO, 
следовательно, записать в виде 

eh 

2Me 
L. тр 

226



{Так как е.< 0, то вектор my, направлен противоположно вектору 
L.) 

Ho и покоящийся электрон также обладает магнитным моментом. 
Он пропорционален внутреннему моменту количества движения элек- 
трона, называемому спином электрона. 

Спин электрона представляет собой квантовый вектор, проекция которого на 
избранное направление — направление магнитного поля — может принимать 
только два дискретных значения: —h/2 и +fh/2. Этим моментом электрон обла- 
дает всегда, т. е. независимо от того, покоится ли он или движется. Со спином 
связан магнитный момент электрона, равный магнетону Бора. 

Если обозначить спиновый магнитный момент т,, то для электрона 

ей 
т; = 5, 

é 

где fis — спиновый момент количества движения электрона и $ — без- 
размерный квантовый вектор с двумя возможными проекциями —1/., 
на направление магнитного поля. Вектор т, может ориентиро- 
ваться либо вдоль магнитного поля, либо против него, и проекции его 
равны при этом -Еив. Другие ориентации спинового магнитного мо- 
мента электрона невозможны. 

Формулой такого же типа определяется спиновый магнитный мо- 
мент всего атома в целом — нужно лишь заменить $ на сумму спино- 
вых моментов импульсов всех электронов атома: $ = Xs. Таким 
образом, спиновый магнитный момент атома равен 

— ей 5. 

Me 

Сложив шг И M,, мы получим суммарный магнитный момент атома 
т: 

ей 

2Me 
m=m, +m, = (L -+ 2S). 

Сумма орбитального и спинового моментов импульсов дает полный 
момент импульса атома fhiJ,: 

J,=L+S. 

Мы видим, что суммарный магнитный момент атома т He параллелен 
суммарному моменту импульса атома, хотя для обеих составляющих — 
орбитального и спинового моментов — параллельность и имеет место. 
Если L =S = 0, то собственный магнитный момент атома равен нулю. 

Посмотрим теперь, как будет вести себя во внешнем магнитном поле 
газ, атомы которого обладают собственным магнитным моментом. Сло- 
жив магнитные моменты т отдельных атомов в единице объема газа, 
мы найдем намагниченность газа: J = Xm. В отсутствие поля такая 
сумма обращается в нуль, так как моменты отдельных атомов ориенти- 
рованы самым различным образом. При H =^ 0 возникает избранное 
направление — направление Н и проекция J на это направление 
становится отличной от нуля. Вычислим эту проекцию, предполагая, 
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что газ находится в состоянии статистического равновесия. В этом 
случае вероятность & различных ориентаций т относительно Н опре- 
деляется формулой Больцмана и o exp[—U/(kT)], где Т — темпе- 
ратура газа и И = —цимН — потенциальная энергия магнитного 
момента ш в поле Н. 

Будем сперва считать, что магнитный момент атома имеет орби- 
тальное происхождение. Тогда U = шивтН (—1 < т < {, и ве- 
роятность того, что проекция т; наН равна тив, определится фор- 
мулой 

Wm = Cexp [— пицце НАТ), 
rye С = 1/2 — нормировочная константа, а 

[1 

Z=Z [Yop НЕТ] = У, екр[— тырьН/(АТ)]. 
m=—lI 

Среднее значение т составляет 

1 I | 
(т) = > mw, = > me ™* У em 

1 1 

где & = шов Н/(^Т). Эту величину можно также представить в виде 

(т) =— = InZ(®). 

Легко вычислить <т>> в случае слабых полей или высоких тем- 
ператур, когда & < 1. При этом 

| 

Z(t) >> (1+ + (и?) = (21+ О + +08. 
m=—l 

Отсюда следует, что если & < 1, TO 

Ре 1 (m) = zy P+ IE. 

Умножив <(“m> Ha Pp и на Nf (концентрация атомов), мы получим 
проекцию Jy вектора намагниченности J на направления поля: 

2 
__ FoR 1 

Проекция J, перпендикулярная H, равна нулю, так что Jy =У. 
Вспоминая определение магнитной восприимчивости J = yH, мы 
видим, что восприимчивость рассматриваемого газа равна 

рол 
ЗЕТ 

X = Po ГЕ 1). 
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Она положительна, т.е. газ, атомы которого обладают отличным‘ OT 
нуля собственным магнитным моментом, является парамагнетиком. 

Полученная формула для’ справедлива при шов Н < АТ. В этих 
условиях восприимчивость обратно пропорциональна температуре 
(это утверждение называют законом Кюри). Так как тг = 
—= ивС и L? = (1 -- 1), то формулу для у можно записать в виде 

вот n 
ЗАТ 

Эта формула аналогична формуле a — d3n/(3e,kT) для электриче- 
ской восприимчивости газа полярных молекул (см. гл. 8). Она может 
быть получена (так же, как и формула для &), если считать т г, клас- 
сическим вектором и пространственное распределение векторов тг, 
определить по формуле 

dn = Сехр [— 0 /(^Т)] dQ, 

где (= — шт:Н = —p,m_,Hcosy и dQ= 2nsinvdy (у — угол между 
векторами тг и Н). При этом среднее значение COS у определяется 
формулой 

(COS У) = | с уехр | Cos у 42 | | ехр (о й 

и намагниченность — формулой J’ = nm<cosv>. 
До тех пор, пока рассматриваются высокие температуры 

(ШоивЯ < ЕТ), различие в обоих подходах (тг — «квантовый» 
вектор и шг — «классический» вектор) не проявляется. Однако если 
перейти к низким температурам шивН >> АТ, то различие будет 
очень существенным. Более того, формула, которая получается для J, 
если предполагать, что угол $ между векторами тг и Н может при- 
нимать произвольные значения, — формула Ланжевена 

cos у dQ. 

ттт ( bom 0 }, ЕЙ СНЕ! — 
kT = 

([(2) называют функцией Ланжевена) является, строго говоря, не- 
правильной. Дело в том, что из нее вытекает, что энтропия газа при 
T— 0 стремится к бесконечности, тогда как по теореме Нернста она 
должна стремиться к нулю. При квантовом подходе этого противоречия 
с теоремой Нернста не возникает. 

Мы предполагали при расчете у, что собственный магнитный мо- 
мент атома имеет орбитальное происхождение. Предположим теперь, 
что он имеет спиновое происхождение, т.е. m = тз = (ehi/m,)S. 
В этом случае возможные значения проекции ms наН равны 2upm’, 
где т’ =—S, —5-.1,.... S и 5 -— максимальное значение про- 
екции спина на направление Н (для одного электрона $ = 1/2). По- 
тенциальная энергия момента в поле по-прежнему определяется фор- 
мулой U = —шт5$Н = 2щ ив Hm’, а вероятность данного значе- 
ния 7’ — формулой | 
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| 20H, Hmm! /(kT) Sy tm! 
Wm! =e 2 [2% Н (ЕТ); Z(§) = > е . 

m'=—S§ 

Поэтому среднее значение m’ 

У те —т'в d 2pm Но 

(m') = Denne =— =] 2) Е = т. 

Отсюда может быть найдена намагниченность: = 2ugn<m'>. 
Предположим, для простоты, что $ = 1/2. Тогда 

ее? 2 то ПТ (т) = 
и, следовательно, 

Эта формула в соответствии со сказанным выше не совпадает с фор- 
мулой Ланжевена. Если &<1, то th§ ~&; поэтому при 

Pola < kT 

J= 

Таким образом, газ атомов, обладающих спиновым магнитным мо- 
ментом, парамагнитен и его парамагнитная восприимчивость подчи- 
няется закону Кюри. 

Мы считали, что $ = 1/2. При произвольном $ формула для у имеет 
ВИД 

__ пни 
Хх = т 45 ($ + 1). 

Если отличны от нуля и шги Ms и поле Н является слабым, то 
магнитная восприимчивость газа’ определяется формулой 

промо oF 11-1) 
3kT , 

где | максимальное значение проекции суммарного момента им- 
пульса атома J, =L-+-S на направление напряженности поля Н и 

g,=(+0G4+1)+s(s+ )— Ц УД 1 
(эту величину называют множителем Ланоде). Итак, 

во всех случаях, когда атом обладает отличным от нуля собственным магнитным 
моментом, газ атомов парамагнитен, причем его парамагнитная восприимчи- 
вость зависит от температуры, убывая с ее ростом. 

Так как магнитная проницаемость » = 1 + { зависит от температуры, то 
величину 
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при Т = const следует рассматривать как свободную энергию магнитного поля 
единичного объема газа, но она включает как энергию собственного магнитного 
поля, так и свободную энергию газа, связанную с магнитным полем. 

12.3. Парамагнетизм вырожденного 
электронного газа 

В предыдущем параграфе мы определили 
парамагнитную восприимчивость классического, т.е. невырожден- 
ного газа. Теперь мы рассмотрим вырожденный электронный газ в 
магнитном поле и определим его магнитную восприимчивость. Таким 
газом является, например, газ электронов проводимости в металлах. 

Так как электрон обладает собственным спиновым магнитным мо- 
ментом Jp, то в поле Н он приобретает добавочную энергию = иоив Н 
(знаки «-+» и «—» соответствуют сриентациям спина по полю и против 
него). Поэтому если в отсутствие поля функция распределения вы- 
рожденного газа электронов, который мы будем предполагать равно- 
весным, имела вид [(=) = {ехр[(=—=,)/(ЁТ)]--1}*, где = — энергия 
электрона, =, — химический потенциал, то в поле мы получим две 
функции распределения} [+ (=) и fy(e) для ориентации спина — по 
полю и против него: 

f+ (2) = {exp [(e + швы — в) ЕТ + 1-1; 
fy (=) = {exp [(e — pop Н — во) /(®Т)] + 1}". 

Теперь легко найти намагниченность J газа: так как проекция спи- 
нового магнитного момента электрона на Н равна — ив: при ориента- 
пии спина электрона вдоль поля и ив при противоположной ориента- 
ции, то 

J= vy | ify (©) — [+ © 1@р/(2тВ =p, | {lexp (е—вмрьН — 

— ЛАТ) 1-1 — [exp ((e + швы — в) ТИ} (e) de, 

где v(e)dedQ/(4n) — число состояний электрона в интервале энергий 
(=, e-+-de) и интервале телесных углов dQ импульса (точнее квази- 
импульса) р. Разность фермиевских распределений, входящих в этот 
интеграл, может быть заменена в случае слабых полей на 
—2рв Adf/de, а так как производная dj/de имеет резкий максимум 
при & =@&,, TO 

df 
— ЯроввН — — А 2pottpll6 (e — в). 

Поэтому интегрирование может быть выполнено сразу: J = 
= 2u py Hv(e,). Таким сбразом, 

вырожденный электронный газ парамагнитен и его парамагнитная восприимчи- 
вость равна 

Хр — 2H, У (0). 
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В отличие от восприимчивости невырожденного газа восприимчи- 
вость вырожденного газа не зависит от температуры и определяется, 
по существу, только значением плотности уровней энергии электрона 
на границе фермиевского распределения. Парамагнетизм вырожден- 
HOrO газа носит название паулевского парамагнетизма. 

Если считать, что & = р?/(2т,) (в металле такая зависимость энер- 
гии электрона = от его квазиимпульса р, вообще говоря, не имеет мес- 
та), то v(t) =У 2ет8/”?/(2=213). Учитывая, что 

2 (4=/3) p2/(2nh)® = п, p2/(2m,) = в 
(ре — граничный импульс, И — плотность электронов), получим 

№ [3 вв . 
Xp = — he о 

с к 

По порядку величины хр^^ шопив /(ЁТо), где Ту, — температура 
вырождения (эта фэрмула отличается от формулы для парамагнитной 
восприимчивости обычного газа заменой Т на Ту). Полагая n~10?9 м-3, 
Го = 10° К, получим хр >> 10°. 

При вычислении магнитной восприимчивости электронного газа 
мы считали, что влияние магнитного поля сводится лишь к изменению 
энергии электрона. Иными словами, мы считали, что зависимость & от 
р не изменяется при включении поля и роль его сводится только к тому, 
что к €(p) прибавляется eu Up. Между тем поле изменяет и харак- 
тер движения электрона. Действительно, как мы знаем, магнитное 
поле искривляет траекторию частицы (в плоскости, перпендикулярной 
Н, движение электрона происходит по окружности). Учет этого эф- 
фекта приводит к диамагнетизму электронов, в результате чего 
парамагнитная восприимчивость свободного электронного газа умень- 
шается на \; своего значения (диамагнетизм Ландау). Явление 
это играет важную роль в магнетизме металлов. 

Бь 12.4. Восприимчивость диамагнитного газа 

Мы должны показать теперь, что если атомы 
вещества не обладают собственным магнитным моментом (моментом 
в отсутствие внешнего магнитного поля), то вещество является диа- 
магнитным, т.е. его магнитная восприимчивость отрицательна. Вы- 
ясним с этой целью, какое влияние оказывает внешнее магнитное поле 
на движение электронов в атоме. 

Если атом находится в магнитном поле с индукцией В, то каждый 
егоЗэлектрон испытывает действие силы Лоренца e[vB] (у — скорость 
электрона в инерциальной системе отсчета). Поэтому если на элект- 
POH со стороны ядра и других электронов атома действует сила f, то 
суммарная сила, действующая на электрон, составляет Е =f + 
+- e[vB]. Предположим, что сила f имеет центральный характер, т. е. 
зависит только от расстояния г между электроном и ядром, и перей- 
дем к системе отсчета, вращающейся с постоянной угловой скоростью 
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® относительно исходной (инерциальной) системы отсчета. В неинер- 
циальной системе отсчета появятся две добавочные силы — сила 
Кориолиса 2m,[v’w] и центробежная сила m,[w[re]], где г — радиус- 
вектор, определяющий положение частицы, и У’= У— [юг] — ee ско- 
рость в неинерциальной системе отсчета. Поэтому результирующая 
сила в неинерциальной системе 

F’ = Р + e[v’B] + 2m, [v’w] + т, [в [ro]], 

где Г — сила, соответствующая f в неинерциальной системе. Tak 
как мы предполагаем, что сила f зависит только от расстояния Г, а оно 
не меняется при переходе к неинерциальной системе, то, очевидно, 
Г =f. Предположим теперь, что ® выбрана равной | 

WO = 0, = — еВ/(2т.). 

Тогда сила Лоренца сократится с силой Кориолиса. Если теперь счи- 
тать поле Н достаточно слабым, то в выражении для силы Е’ в неинер- 
циальной системе можно будет пренебречь центробежной силой, ко- 
торая пропорциональна @?, и мы получим F’ =f’ =f. 

Таким образом, если угловая скорость неинерциальной системы 
равна ® г, то сила, действующая на электроны в этой системе, с точ- 
ностью до квадратичных по © г членов совпадает с силой, действующей 
на электроны в инерциальной системе в отсутствие магнитного поля. 
Поэтому можно утверждать, что электроны в атоме, находящемся в 
слабом однородном и постоянном магнитном поле, движутся так же, 
как они двигались бы в отсутствие поля, но во вращающейся системе 
отсчета, угловая скорость которой равна ® г. Это же утверждение мсж- 
но сформулировать и иначе: 

в слабом магнитном поле весь атом, как целое, прецессируетувокруг направления 
магнитного поля с угловой скоростью ®,. 

Это утверждение носит название теоремы Ларморыа, а 
величину ® г, называют ларморовой частотой (заметим, что ларморова 
частота в два раза меньше циклотронной частоты электрона, движу- 
щегося по круговой орбите в магнитном поле Н). 

Подчеркнем, что теорема Лармора справедлива только в случае 
достаточно слабого магнитного поля, а именно необходимо, чтобы 
центробежная сила была значительно меньше силы Кориолиса, т. е. 
должно выполняться неравенство VU, >> юга, где а — длина порядка 
размеров атома и 9, — скорость порядка скорости электронов в атоме. 
Ясно также, что справедливость теоремы Лармора тесно связана с 
тем, что отношение е/т одинаково для всех подвижных частиц атома 
(т. е. электронов). Если бы в состав атома входили подвижные части- 
цы различных сортов, для которых отношение заряда к массе было бы 
неодинаковым, то теорема Лармора не имела бы места. 

В справедливости теоремы Лармора можно убедиться сще следую- 
щим путем. Выше мы видели, что если атом обладает србитальным 
моментом импульса К, то он обладает и магнитным моментом тг = 
= [e/(2m,)]K. С другой стороны, магнитный момент тг в, магнитном 
поле имеет потенциальную энергию И = тг и,Н = —m,Bcosd 

233



(3 — угол между my, и Н). Поэтому на магнитный момент действует 
пара сил с моментом N = —40/43 = m,Bsint, или в векторной форме 

М = [m В} 

Производная по времени от момента импульса К должна быть равна 

моменту сил: К = [m,B]. Вспоминая связь между шги К, получим 
отсюда 

К — 

Эта формула имеет простой физический смысл: вспоминая, что 
скорость точек вращающегося твердого тела определяется формулой 
У = 3 dr/d¢ = [юг], где w — вектор угловой скорости, г — радиус- 
вектор точки и у — ее скорость, легко заключить, что вектор К со- 
вершает прецессионное движение около направления магнитного поля 
с угловой скоростью юг, = —eB/(2m,). Это и есть ларморова частота. 
Вместе с вектором К ‘B прецессии Лармора участвует весь атом. 

Но с другой стороны, мы приходим и к некоторому парадоксу. Действи- 
тельно, при прецессии вектора К около направления поля Н ни модуль этого 
вектора, ни его наклон по отношению кН не изменяются. Магнитный момент 
атома паг, (это собственный момент!) пропорционален моменту импульса атомов 
К. Поэтому вектор лаг, также совершает равномерную прецессию около направ- 
ления поля H, при которой ни модуль паг, ни угол наклона шаг, по отношению 
к Н не изменяются. Если теперь рассмотреть идеальный газ атомов с различно 
ориентированными магнитными моментами паг, то мы увидим, что эти моменты 
независимо прецессируют около Н, не изменяя наклона к полю; следовательно, 
газ никогда не сможет намагнититься. Разрешение этого парадокса заключа- 
ется в TOM, что газ не является строго идеальным — в нем всегда происходят 
столкновения между атомами, и именно эти столкновения (либо другие процессы 
взаимодействия атомов с объектами, не входящими в состав газа) и приводят к 
намагничению газа, т. е. к изменению ориентации магнитных моментов его 
атомов относительно поля. Ясно, что чем столкновения реже, тем дольше длит- 
ся процесс намагничения, так что можно говорить о времени релаксации на- 
магничения. 

Теперь мы можем доказать, что если собственный магнитный мо- 
мент у атомов отсутствует, то газ таких атомов — диамагнитный. 
Будем исходить из формулы для орбитального магнитного момента 

У е 

т, 9 [1 а у а] 

rie Гаи У. — радиус-вектор и скорость а-го электрона в атоме и 
суммирование производится по всем электронам, входящим в ‘состав 
атома. Вектор скорости электрона можно согласно теореме Лармора 
записать в виде Vg = Ve -+ [9 тга|, rae ve — скорость в отсутствие 
магнитного поля и ® г, — ларморова частота. Подставляя это выраже- 
ние в формулу для тг, получим 

m= > [ем > [го [г ]] ® 
a] 

234



Первое слагаемое здесь представляет собой собственный магнитный 
момент атома, который мы обозначим m°,, а второе слагаемое — 
магнитный момент, обусловленный ларморовой прецессией. Это сла- 
гаемое, которое мы обозначим M,, можно переписать в виде 

е е 2 

m= ye [ral tal] = Qa (oe — ta (г. 
а а 

Будем полагать, что атом сферически симметричен. Тогда 

Руха, = 2 Yara = 22% = 0; 

= _ 2 _ 2 | 2 

x= oo “4 3 Г 
а а а а 

е 
и поэтому ту = O12. Подставляя сюда wy, = —eB/(2m,) и 

а 

вводя обозначение %/?. = 0</?”>>, где Z — число электронов в ато- 
а 

ме и </?>> — среднее значение квадрата расстояния электрона до 
ядра, получим 

CP thy p= — SZ) 
Мы видим, что магнитный момент атома, обусловленный лармо- 

ровой прецессией, направлен против магнитного поля (этот вывод 
не зависит от знака заряда электрона!). 

Полный магнитный момент атома 

mm, = m? — ео 2 
L Ь бт ^ (т ) Н. 

Поэтому намагниченность газа определяется формулой 

ел J=nm?® (с05$ —* 1 (1?) nH, g (050) — SZ (ra 
где (cost) — среднее значение косинуса угла между векторами 

ту и Н. Первое слагаемое приводит к парамагнитной, а второе — 
к диамагнитной восприимчивости. Обычно первое слагаемое значи- 

тельно больше второго, поэтому при my, == 0 второе слагаемое мож- 
0 

но не учитывать. Ho если тг = 0, то остается только второе слагае- 
мое; в этом случае газ является диамагнитным с диамагнитной вос- 
приимчивостью 

2 

Х= — РЯ tr?) п. 
| 6m, 

В отличие OT парамагнитной восприимчивости у› обычных газов, 
зависящей от температуры, диамагнитная восприимчивость от темпе- 
ратуры не зависит. Величина yz очень мала. Например, дл; гелия 
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Ха = —0,2-10-°, для висмута xy, = —14,5. 10-8. Для газов yp гораздо 
больше [y,|. Ilo порядку величины отношение 

Га | xp = 2 eer, 
UB 

а так как ив’ = ей/(2т,) и В?/(т, (7?)) определяег по порядку ве- 
личины энергию атома £,, то 

| Ха | /Xp ~ RT/E,. 
Учитывая, что E,~ 1 3B~ 10 000 К, мы видим, что для невырож- 
денных газов отношение |y,|/lyp| очень мало. 

Диамагнитная восприимчивость пропорциональна квадрату раз- 
меров атома (или молекулы). Поэтому |y,| относительно больше 
ДЛЯ веществ, состоящих из больших молекул (примером является 
бензол). 

12.5. Гальваномагнитные явления в металлах 

Влияние магнитного поля на движение элек- 
тронов проводимости в металлах приводит к ряду явлений, объеди- 
ненных под названием гальваномагнитных. Во-первых, под действием 
магнитного поля изменяется сопротивление проводника. Во-вторых, 
если в отсутствие магнитного поля напряженность электрического 
поля Е и плотность тока имеют одинаковые направления (металл счи- 
тается изотропным), то при наличии поля возникает добавочное элект- 
рическое поле, перпендикулярное В и }. Это поле называют холловским, 
а само явление — эффектом Холла. Таким образом, если при 

= 0, согласно закону Ома, Е =р, то при В = 0 электрическое 
поле и плотность тока связаны соотношением 

Е = pj + R[Bj}, 
где Pp H о — удельные сопротивления проводника при В =0иВ == 9 
и Ю — некоторая постоянная (постоянная Холла). 

Для того чтобы понять, как возникают холловские поля, предста- 
вим себе, что сопротивление отсутствует, т. е. электроны не испыты- 
вают столкновений. Тогда на них действует только сила Е =e(E-+-[vB)). 
При стационарном движении электронов эта сила должна обращать- 
ся в нуль. Как легко убедиться, для этого скорость электронов 
должна быть равна так называемой скорости дрейфа у, = [EB|B?. 
Умножив V, на еп (п — плотность электронов), найдем плотность 
тока: 

] = епуа = а [ЕВ]. 

Если Е 1 В, то 

Е = R[Bj], К = 1Деп) 

Это и есть холловское поле. Мы видим, что постоянная Холла обратно 
пропорциональна плотности электронов. 
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К этому полю должно быть добавлено поле, связанное с столкно- 
вениями электронов. Чтобы найти его, нужно определить плотность 
тока“при наличии полей Е и В с учетом столкновений. 

Задача эта должна решаться с помощью кинетического уравнения для функ- 
ции распределения электронов /(р) в присутствии полей Е и В. Кинетическое 
уравнение при B= 0 было сформулировано в гл. 9. Если B= 0 и функция 
распределения } мало отличается от равновесного фермиевского распределения 
fo, ТО кинетическое уравнение имеет вид 

д — 

е(Е + [vB]) 5. КАРЛ, 
и" 

где у = de/dp — скорость электрона и т — среднее время между столкнове- 
ниями. Это уравнение отличается от кинетического уравнения гл. 9 только тем, 
что в него входит сила Лоренца e(E + [vB]) вместо электрической силы еВ. 

Вводя отклонение функции распределения от равновесной f—fo = ф (при- 
чем || < /o) и учитывая, что 

[vB] Se = [vB] 2 v=0, 

получим из кинетического уравнения следующее уравнение для определения 
неизвестной функции aw 

— 9(p) +e [vB] me = — by №. 

Электрическое поле считается слабым, и поэтому здесь пренебрегают членом 
с еЕдф/др. 

Рассмотрим тот случай, когда Е 1 В. Направив В вдоль’ оси 2, перепишем 
уравнение для ф в виде 

ot eB [ео (E04 + Ву) St 
к др’, Px дру x 

Будем сперва предполагать, что энергия & электрона проводимости связана с его 
импульсом (точнее, квазиимпульсом) р таким же соотношением & = p2/(2m,), 
как и в случае свободного электрона. Тогда функцию ф следует искать в виде 

$ (р) = Ф, (е) о, + ®, (©) vy, 
где DM; и Ф., — некоторые функции #. Подстановка этого выражения в уравнение 
для Фф дает 

1 df 1 р. 
— 0, — 0,02 = — eE, = ; — @+0,0,=— еБ, —* 1.’ 

откуда 

o,=— ev(E, + осу) df, ; O.= —et(Ey—o,tE,) df, 

1+ wer? de 1+ wer? de ’ 

где ®; = eB/m, — циклотронная частота. Найдем плотность тока: 

12. | vfy (=) de ra 

где v(&) — плотность уровней электрона. Учитывая, что dfo/de = —8(e—eo), 
получим 
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ро Ty OT ea? 
где То = t(&o) и Oo = e2nto/m, — электрическая проводимость при Н = 0. 
Пусть ток течет вдоль оси х, тогда [и = 0, и, следовательно, Ey = @0-E,. 

Подставляя это выражение в формулу для jx, получим jy =O £,. Таким обра- 
зом, мы пришли к старой формуле для плотности тока с проводимостью оу, не 
зависящей от В. Действия поля В сводится лишь к возникновению поперечного 
(холловского) поля 

3, . 
Ey = ®стоЁ „= б i, = ВВ]. , 

0 

где R = 1/(еп) — постоянная Холла. 
Такой вывод связан с нашим предположением о характере зависимости энер- 

гии электрона от импульса (квазиимпульса); именно: мы предполагали, что & = 
= p/(2m,), а в этом случае значение скорости Ha границе фермиевского распре- 
деления # = 8 одинаково для всех электронов и действие поперечного электри- 
ческого поля Ey компенсирует поперечную силу, создаваемую магнитным полем. 
Электроны находятся поэтому только под действием продольного поля Ey, и 
столкновений. Если значения скорости при & = Eo различны для разных элект- 
POHOB, то ситуация существенно меняется. Разъясним это на примере двух групп 
электронов проводимости, находящихся в двух энергетических зонах. Будем счи- 
тать, что в каждой из зон энергия электрона пропорциональна квадрату квази- 
импульса, но массы электрона различны для обеих зон. Различны также времена 
свободного пробега и могут отличаться знаки носителей заряда в обеих зонах. 
Тогда плотности тока }(1) и j(2) для каждой из зон определятся прежними форму- 
лами 

(и) ба ЮаВо?Е, (a) ЗаВу— Ro Bs? Ey | 
] — » J — 
* 1 + R2B%? 1 + R2B%? 

где индекс © = 1, 2 нумерует зоны. Проекции суммарного тока jy, = ИО 
(2). ; — :(1 -(2) +; jy = +. 
Положив, как и выше, ], = 0, найдем холловское поле: 

` Ко? Rao} + К: Ко] 038? (Ri + Re) 
6, + во + 6152 (Riser + Ric) B2 

у — 

Подставив далее это выражение в формулы для 1%, можно связать jx и Ey, 
а именно jf, = PE,, где р — сопротивление при наличии магнитного поля. За- 
писав р в виде р = ро + Ар, где ро — сопротивление в отсутствие поля, полу- 
ЧИМ 

Ар _ 6192 (91 К, — в2К»)? B? 

ю (ао) + B%? 2 (Ry + Re)? 
Эта величина отлична от нуля, если 01R1 4 о.Ю., т.е. ‘если 

t/(mie1) Е ®5/(тье.). Мы видим, что стоит лишь предположить т == ть, как 
Ap становится отличным от нуля, даже при T1 = т. и е1 = eg. Далее мы видим, 
что в слабых полях Ар- В. 

Подставив в формулу для Ey, поле Ey = (1/p)j,, найдем постоянную Холла 
R= Е ,!(Bix). Она, так же как и р, зависит от В и времен свободного пробега 
112. Для слабых полей 

Ю:с1 + Ross 

(c, + op)? 
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Обратим внимание на то, что эта величина зависит не только от плотностей 
электронов, но и от времен их свободных пробегов. | 

Посмотрим теперь, как ведут себя магнитосопротивление р и постоянная 
Холла РЮ в области сильных магнитных полей. Легко убедиться, 
что в этом случае 1/R = 1/Ri-+ ИЮ., откуда 

1 

еп > afte 

Мы специально выписали здесь разные заряды для носителей зарядов в 
обеих зонах, так как электроны в почти заполненной зоне ведут себя, как час- 
тицы с противоположным зарядом — дырки. Поэтому если проводимость обеих 
зон электронная, то Ю = е(п1 -- по) *. Если же проводимость первой зоны элек- 
тронная, а второй — дырочная, то R = е(п1— по)". 

Поведение магнитосопротивления в области больших В различно в зави- 
симости от того, отлична от нуля или равна нулю сумма холловских постоянных 
для обеих зон. Если Ri + К. # 0, то в области больших полей магнитосопро- 
тивление достигает насыщения: 

Ap] (ee ) 

Po 6162 К: + Re ° 

Напротив, если число электронов равно числу дырок, т.е. Ri + КЮ. = 0, то 
Ap = p—fPo всегда пропорционально В?: 

Ар _ 9192 (1К: — эК2)? 

Po (51 + og)? 

Мы выяснили, как ведет себя Ap для модели двух энергетических зон, ко- 
торые мы предполагали изотропными. Полученные результаты справедливы 
и для общего анизотропного случая, когда энергия электрона сложным обра- 
зом зависит от квазиимпульса. Зависимость сопротивления от В связана при 
этом с тем, что эффективная масса электрона зависит от направления его дви- 
жения. В общем анизотропном случае в области слабых магнитных полей Ар 
по-прежнему пропорционально В?. В сильных полях, как правило, До не 3a- 
висит от В. Исключением является случай равенства числа электронов и ды- 
рок, когда Ар остается пропорциональным B* при сколь угодно сильных полях. 

2 

Рассмотренные гальваномагнитные явления могут быть названы 
поперечными, так как мы предполагали, что магнитное поле перпен- 
дикулярно электрическому полю и направлению электрического тока. 
На первый взгляд кажется, что при другой конфигурации полей ни- 
каких эффектов происходить не может, так как сила Лоренца отлична 
от нуля только в том случае, когда магнитное поле не параллельно 
электрическому току. Между тем существует еще продольный гальвано- 
магнитный эффект — сопротивление металла меняется в магнитном 
поле, имеющем то же направление, что и плотность тока. Эффект этот 
имеет квантовое происхождение. 

12.6. Характерные особенности ферромагнетиков 

У большинства парамагнетиков магнитная 
восприимчивость в обычных условиях мала, поэтому их намагничен- 
НОСТЬ J (даже в сильных полях) мала по сравнению с предельным зна- 
чением /„ = пт, соответствующим бесконечному значению величи- 
ны pon H/(kT) (т — магнитный момент атома, пл — плотность атомов). 
Однако существует ряд твердых парамагнетиков, в первую очередь 
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в железо, у которых в обычных условиях уже 
fC при ничтожно малых полях намагничение 

достигает значений, сравнимых CJ. (у чис- 
тых монокристаллов железа это наблюдается 
в полях H~ 1 А/м). Это так называемые 
ферромагнетики. К ним относятся помимо 
железа никель, кобальт, гадолиний, дис- 

—. прозий и многочисленные соединения и спла- 
вы, содержащие эти металлы (например, 

12.1. пермаллой, содержащий 20% Feu 80% Ni, 
Идеализированная кри- ИЛИ сплав Гейслера, состоящий из 25% Ni, 
вая намагничения фер- 60% Си, 15% А]. 
ромагнетика Схематически идеализированная кривая 

намагничения ферромагнетика изображена 

T
G
 

на рис. 12.1; здесь подчеркнуто TO обстоя- 
тельство, что при Н-—0О имеется конечная 
намагниченность /.. Ее называют спонтан- 
ной намагниченностью. Именно наличие спон- 
танной намагниченности отличает ферромаг- 
нетики от других кристаллов (парамагнети- 
ков, диамагнетиков). При этом спонтанная 
намагниченность не обязательно сравнима с 

Js 

Г Т 

предельным значением намагниченности JQ} 
12.2. существует целый ряд ферромагнетиков (так 
Зависимость  спонтан- называемые слабые ферромагнетики, напри- 
НОИ намагниченности 
от Температуры мер соединение ZrZnp) с малым по сравнению 

с Г» значением спонтанной намагниченности. 
Спонтанная намагниченность J, зависит от 

температуры и уменьшается с ее ростом. Характер этой зави- 
симости иллюстрирует рис. 12.2. При некоторой температуре Тс, 
называемой температурой Кюри, J, обращается в нуль. Так, 
температура Кюри равна 1043 К для железа, 631 К для ни- 
келя, 1388 К для кобальта, 289 К для гадолиния и 600 К для 
Си.А1Мп. В области низких температур Т < Тс намагниченность 
J, мало отличается от ее значения при Т = 0; именно: разность между 
этими величинами теоретически должна быть пропорциональна 
Т3/2 (закон Блоха). В частности, для ферромагнетиков, у KO- 
торых намагниченность при нуле температур достигает своего пре- 
дельного возможного значения J, (к ним относятся, в частности, все 
ферромагнитные диэлектрики), имеем 1—J,/J.~ (T/T). 

При температурах выше точки Кюри специфические ферромагнит- 
ные свойства исчезают и вещество становится обычным парамагне- 
тиком, магнитная восприимчивость которого определяется формулой 

X= Cl(T —T¢ ), 

где С — некоторая константа. Эту зависимость YX от температуры на- 
зывают законом Кюри — Вейсса. В точке Кюри, при пе- 
реходе от ферромагнитного в обычное парамагнитное состояние, наб- 
людается скачок в теплоемкости вещества. 
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На схематическом рис. 12.1 кривая на- 
магничения в точке Н = 0 поднимается вер- 
тикально вверх, что соответствует идеализи- 
рованному случаю (Аа//АН)н— =o, т.е. 
бесконечной магнитной восприимчивости и, 
следовательно, бесконечно большой магнит- 
ной проницаемости и. В действительности 
величина dJ/dH конечна и поэтому конечна 
магнитная проницаемость, хотя она может 
быть и очень большой. Например, у железа 
она может достигать порядка нескольких 12.3. 
тысяч, а у пермаллоя — сотен тысяч и даже Петля гистерезиса 
миллиона. 

Но магнитная восприимчивость не может служить характеристи- 
кой магнитного состояния ферромагнетика. Дело в том, что в отличие 
от обычных парамагнетиков и.диамагнетиков, которые можно назвать. 
слабомагнитными веществами и которые характеризуются в области 
малых магнитных полей вполне определенной магнитной восприимчи- 
востью, зависящей только от внутренних параметров, свойственных 
веществу (таких, как магнитный момент атома и плотность атомов), 
а также от температуры, для ферромагнетиков не существует одно- 
значной и определенной магнитной восприимчивости, а в тех случаях, 
когда ее можно ввести, она оказывается зависящей от модуля и на- 
правления напряженности магнитного поля, процесса намагничения, 
характера обработки ферромагнетика и присутствующих в нем при- 
месей. Существующую здесь ситуацию разъясняет рис. 12.3. 

Спонтанная намагниченность ферромагнетика /, достигается в. 
поле Нд. Для того чтобы перемагнитить образец в противоположном. 
направлении, надо двигаться в плоскости (Н, J) вдоль ветви (A, — Н., 
A’), изображенной на рисунке замкнутой кривой (эту замкнутую кри- 
вую называют петлей гистерезиса, а само явление — гистерезисом). 
При возвращении в прежнее состояние мы движемся вдоль ветви 
(А’, H,, А). Если образец был первоначально размагничен, то намаг- 
ничению соответствует какая-либо кривая (например , OA), лежа- 
щая внутри петли гистерезиса. Намагниченность J, называют оста- 
точной, а поле H, — коэрцитивной силой. Коэрцитивная сила сущест- 
венно зависит от характера обработки ферромагнитного образца; 
она равна —0,3 А/м в специальных сортах трансформаторного железа 
и — 1.6. 108 А/м в специальных постоянных магнитах болыной ста- 
бильности. Что касается J,, то она не зависит от характера обработки 
образца, а определяется типом ферромагнетика и зависит только от 
температуры. 

Значение напряженности поля, при котором достигается намагни- 
ченность /., зависит, в частности, от ориентации Н относительно 
кристаллографических осей. Те направления, для которых это поле 
минимально, называют направлениями легчайшего намагничения. Для 
железа, например, они совпадают с направлениями ребер кубической 
решетки этого металла. 

Заметим, что когда говорят о большой магнитной восприимчивости 
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ферромагнетиков, то имеют в виду большое значение производной 
dJ/dH на круто поднимающихся частях гистерезисной кривой, но 
необходимо подчеркнуть, что крутизна кривой намагничения зависит 
от Н и поэтому и не может служить характеристикой магнитного 
состояния ферромагнетика. 

12.7. Природа ферромагнетизма 

Перейдем к вопросу о природе ферромагне- 
тизма. Как мы видели в $ 12.2, вещество парамагнитно, если его атомы 
обладают собственным магнитным моментом, могущим иметь как ор- 
битальное, так и спиновое происхождение. В случае ферромагнетиков 
основную роль играют спиновые магнитные моменты определенных 
групп атомных электронов. То, что ферромагнетизм имеет в основном 
спиновое происхождение, следует из опыта, известного под назва- 
нием опыта Эйнштейна — де - Гааза. Идея опыта ос- 
нована на том, что орбитальный магнитный момент атома т г, пропор- 
ционален орбитальному моменту импульса В, а спиновой момент 
п; — спиновому моменту импульса AS, но с удвоенным коэффици- 
ентом пропорциональности. Поэтому при намагничении тела (любого 
парамагнетика!) должен меняться момент импульса его электронов. 
Если проекция J вдоль какой-либо оси г изменится Ha AJ,, то пре- 
терпит изменение и проекция момента импульса электронов на эту же 
ось. Для единичного объема эта величина, которую мы обозначим 
АК „, пропорциональна AJ,, AK,/AJ, = 1/5, где g = ив/й = e/(2m,), 
если магнитный момент имеет орбитальное, и & =2ив/Й = e/m,, 
если магнитный момент имеет спиновое происхождение (если в маг- 
нитный момент атома вносят вклад и орбитальный и спиновой момен- 
ты, то в это отношение должен входить еще множитель Ланде). 

Учтем теперь, что при намагничении тела к нему не прикладыва- 
ются внешние механические силы. Поэтому при намагничении сохра- 
няется момент импульса тела, а так как изменение намагничения свя- 
зано с изменением момента импульса электронов, то должен изменять- 
ся и момент импульса остова тела — его кристаллической решетки. 
Это значит, что изменение намагниченности подвешенного образца 
должно приводить к вращению образца относительно оси, вдоль ко- 
торой изменяется намагничение, и, наоборот, вращение ферромагнит- 
ного стержня должно приводить к его намагничению. Именно этот 
последний эффект и был обнаружен в точных опытах Гарнета, кото- 
рый показал, что для железного стержня & =е/т,. Этим была экспе- 
риментально доказана спиновая природа ферромагнетизма. 

Мы приходим, таким образом, к выводу, что в ферромагнетике 
спины электронов (более точно, спины определенной группы элект- 
ронов, так называемых магнитных электронов: 4-электронов в метал- 
лах группы железа и их соединениях и {-электронов в редкоземель- 
ных металлах и их соединениях) в ничтожно слабом внешнем магнит- 
ном поле в подавляющем большинстве ориентированы по полю, и этой 
их ориентации не препятствует тепловое движение, если только тем- 
пература ниже температуры Кюри; при более же высоких температу- 
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рах преимущественная ориентация исчезает и вещество становится 
обычным парамагнетиком. В этом случае отдельные магнитные мо- 
менты распределены в отсутствие внешнего поля хаотически — уста- 
новлению порядка в системе магнитных моментов препятствует теп- 
ловое движение. Влияние его таково, что при H~ 1А/м только один 
момент на 109—106 моментов ориентируется по полю, в то время как 
в ферромагнетике при Т < Тс такое поле приводит к намагничен- 
ности насыщения порядка 105—108 А/м. Можно сказать, что фер- 
ромагнетик характеризуется магнитным упорядочением, или сильной 
корреляцией, между направлениями магнитных моментов отдельных 
носителей магнетизма (в железе 4-электронов). Такая корреляция 
должна быть следствием определенного взаимодействия между маг- 
нитными моментами, но с самого начала ясно, что это взаимодействие 
не может быть магнитным, так как магнитное взаимодействие двух 
магнитных моментов очень мало, да к тому же оно имеет место у всех 
парамагнетиков, а из них далеко не все являются Фферромагне- 
тиками. 

Так как ферромагнетизм имеет спиновое происхождение, то спины 
определенной группы электронов имеют в ферромагнетиках при Т < 
Тс преимущественно одинаковую ориентацию. Этот эффект яв- 
ляется не классическим, а чисто квантовым и связан с тем, что энер- 
гия системы электронов существенно зависит от свойств симметрии 
волновой функции этой системы. 

Волновая функция может обладать разной пространственной 
симметрией, и различным симметриям отвечают различные значения 
энергии системы электронов. Например, если взять молекулу 
водорода, в состав которой входят два электрона, то электрон- 
ная волновая функция может либо не меняться, либо изменять 
свой знак при перестановке местами электронов. В первом слу- 
чае — пространственно симметричной волновой функции — энергия 
молекулы меньше, чем во втором — случае пространственно анти- 
симметричной волновой функции. Но электроны подчиняются прин- 
ципу Паули, согласно которому волновая функция электронов с учетом 
их спинов всегда меняет свой знак, если поменять местами электроны 
и при этом поменять еще их спины. Поэтому в случае молекулы водо- 
рода с пространственно симметричной волновой функцией спины элект- 
ронов имеют разные ориентации, так что суммарный спин молекулы 
равен нулю. Напротив, в случае антисимметричной пространственной 
волновой функции спины обоих электронов имеют одинаковую ори- 
ентацию, так что суммарный их спин равен единице. Таким образом, 
вследствие неразличимости электронов и действия принципа Паули 
возникает ситуация, при которой энергия молекулы водорода ока- 
зывается зависящей от значения суммарного спина электронов. Этот 
эффект носит название обменного. 

Обменный эффект лежит в основе гомеополярной химической свя- 
зи — в системе двух атомов водорода энергия атомов Еф; при анти- 
параллельной ориентации спинов обоих электронов меньше энергии 
Ex4, соответствующей параллельной ориентации спинов, причем 
зависимость E44 от расстояния между атомами (T. е. их ядрами) имеет 

243



Е минимум, которому и соответствует устойчи- 
вое состояние молекулы Но. (рис. 12.4). 

Обменный эффект лежит также и в основе 
Е ферромагнетизма. Ферромагнитный кристалл 

Е hy можно рассматривать как гигантскую моле- 
hy кулу, причем минимуму ее энергии соответ- 

т ствует параллельная ориентация спинов всех 
и ее электронов (точнее, магнитных электро- 

нов), а не антипараллельная, как в случае 
молекулы водорода. Состояние с минимумом 

Ke nba снению  обмен- ЭНергии осуществляется при 0 К, a этот ми- 

ного эффекта нимум соответствует максимальному сум- 
марному спину электронов, т. е. максимально 
возможному намагничению кристалла. При 

достаточно низких температурах Т < Тс намагничение еще очень 
велико. (Это объяснение природы ферромагнетизма было дано не- 
зависимо Гейзенбергом и Френкелем и Дорфманом.) 

Если бы можно было описывать спин классическим вектором, то 
часть энергии двух электронов, зависящая от их спинов, содержала 
бы скалярное произведение спинов $1 и Sy обоих электронов, т.е. 
имела бы вид Е, = —/$1$2, где / — некоторая функция от расстояния 

между электронами (ее называют обменным интегралом). Все дело 
в знаке этой функции. Если / >> 0, то параллельной ориентации спинов 
соответствует меньшая энергия, чем антипараллельной; если же J < 
< 0, то менышей энергии соответствует антипараллельная ориента- 
ция спинов. Второй случай осуществляется в молекуле водорода, а 
‘первый — в кристалле ферромагнетика. Поэтому состояние, в кото- 
ром спины всех электронов ферромагнетика расположены параллель- 
но друг другу, обладает минимальной энергией. Это состояние и осу- 
ществляется при 0 К. Значение / = &е*/(4л=.а) определяется электро- 
статической энергией взаимодействия электронов двух соседних ато- 
мов, здесь а — расстояние между атомами и Е — числовой коэффи- 
циент, который оказывается значительно меньше единицы. Итак, 

спиновая корреляция — это квантовый эффект, связанный с зависимостью 
энергии системы электронов от их суммарного спина, а магнитное упорядочение 
в ферромагнетиках есть следствие корреляции спинов. 

О зависимости энергии системы электронов от их суммарного спи- 
на говорят, что она обусловлена обменным взаимодействием, а часть 
энергии электронов E, = —/s,S8_ называют обменной энергией. 

Не следует думать, что спиновая корреляция и связанное с ней 
магнитное упорядочение всегда носят такой характер, как в ферро- 
магнетиках, т. е. что всегда в магнитоупорядоченных кристаллах ми- 
нимуму энергии соответствует одинаковая ориентация спинов, а сле- 
довательно, и одинаковая ориентация магнитных моментов электро- 
нов. Могут быть и более сложные случаи магнитного упорядочения. 
Например, кристаллы многих солей металлов типа железа представ- 
ляют собой совокупности двух вставленных друг в друга подрешеток, 
каждая из которых имеет отличную от нуля намагниченность, но сум- 
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ма намагниченностей равна нулю. Подобные кристаллы называют анти- 
ферромагнетиками. Магнитная упорядоченность антиферромагне- 
тиков, так же как и ферромагнетиков, ограничена областью низких 
температур, а именно температура не должна превосходить некоторой 
определенной температуры, называемой температурой Нееля. Нако- 
нец, существуют магнитоупорядоченные кристаллы — ферриты, ко- 
торые состоят из нескольких магнитных подрешеток, каждая со своим 
намагничением, но векторная сумма всех намагниченностей в отличие 
от антиферромагнетиков не обращается в нуль в отсутствие внешнего 
поля. К числу Фферритов относятся, например, соли МпО.Ее›О;, 
3 Y20,- 5Ее›О.. 

Обменное взаимодействие электронов в ферромагнетике приводит 
к параллельной ориентации их спинов, а следовательно, и их магнит- 
ных моментов. Но так же действует и внешнее магнитное поле. По- 
этому феноменологически обменное взаимодействие можно учесть, 
если добавить к внешнему магнитному полю Н“®) некоторое эффектив- 
ное поле Ну. Это эффективное поле (оно является фиктивным!) на- 
зывают внутренним молекулярным полем Вейсса. Так как в нашем рас- 
поряжении имеется только один вектор — намагниченность J, то ес- 
тественно предположить, что Ну =vJ, где у — некоторая безраз- 
мерная константа. Таким образом, мы будем предполагать, что обмен- 
ное взаимодействие вместе с внешним полем эквивалентны по своему 
действию результирующему полю Н* =H) + у}. 

Вспомним теперь, что намагниченность парамагнитного газа, пара- 
магнетизм которого имеет спиновую природу, определяется формулой 

(е\ 
Hop HW 

7 = по. th 
MB kT 

Так Kak ферромагнетизм также имеет спиновую природу, то ec- 
тественно применить эту же формулу к ферромагнетику, заменив в ней 
HH) на Н*: 

Hoty (H) + vw) 
kT 

Эга формула представляет собой трансцендентное уравнение для Ha- 
магниченности J = J (HH), T), определяющее ее как функцию He) и Т. 
Вводя бэзразмерные переменные 

J = np, th 

У x= мов 5® x Hotty Н®) 

Ing? er? eT’ 
получим 

kT ` y=the, уж). 
Мой У 

Нам нужно найти значения у и х, удовлетворяющие этим уравнениям, 
для чего удобно изобразить графически выписанную зависимость Y OT 
x (рис. 12.5, a = АТ/(пь?уро)) и определить точки пересечения ги- 
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y перболической тангенсоиды и прямой. Мы 
y= thx видим, что при x, =0 (т.е. при Н® = 0) 

помимо тривиального. решения у =x =0 
может быть и нетривиальное решение у =^0. 
Для этого необходимо, чтобы прямая у = ах 
образовывала с осью х угол, меньший угла 

jo ^ наклона касательной к тангенсоиде при 
x =0. Тангенс последнего равен 1, по- 
этому должно выполняться неравенство 
РТ/(пьЗ уро) < 1, или Т< Тс, где Тс = 

Y=X(X-Xg) 

12.5. о lk 

Решение уравнения = ЛИвУНо/^. 
Вейсса Таким образом, мы приходим к заключе- 

нию, что и в отсутствие внешнего магнит- 
ного поля ферромагнетик может обладать от- 

личной OT нуля намагниченностью — для этого необходимо лишь, что- 
бы температура была ниже некоторой определенной температуры Тс — 
температуры Кюри. Но это есть основное свойство ферромагнетика, 
и оно объясняется, как мы видим, предположением о внутреннем мо- 
лекулярном поле. Более того, гипотеза молекулярного поля объясня- 
ет и другие свойства ферромагнетиков — поведение их при Т >> Тс 
и скачок теплоемкости при Т = Тс. Если Т >> Гс, TO намагничен- 
ность в отсутствие внешнего поля отсутствует. Поэтому при малом 
Н®) мала и J и можно считать, что у = thx ~ x. Таким образом, мы 
приходим к уравнению х = (х—х,)Т/Тс ‚, откуда у = х'= хо, /(T—Te), 
т.е. J =yH, где 

И Lolth 

Ak (Т- То) 
Но это и есть закон Кюри—Вейсса. 

Если Т->0, то из уравнения Вейсса следует, что J = npg [| — 
—2exp(—2T,/T)]. Это соотношение, однако, не подтверждается опы- 
том: при Т < T, имеет место другое соотношение: J(0)—J(T)~ 
~ (T/T с)3?. Таким образом, гипотеза молекулярного поля, объясняя 
основные черты ферромагнетизма, в первую очередь наличие спонтан- 
ного намагничения, не может считаться полностью адекватной в облас- 
ти низких температур. 

Оценим в заключение этого параграфа молекулярное поле Ну = 
=—vJ. Полагая пив == Г” 1,4.105 А/м и Тс^ 10? К, найдем 
v~ 10% и, следовательно, Ну ~ 1,2.109 Ам. Мы получили колос- 
сальное значение, которое никак нельзя объяснить магнитным взаимо- 
действием между спиновыми магнитными моментами. Величина Ну 
соответствует обменному взаимодействию, энергия которого опреде- 
ляется электростатической энергией взаимодействия электронов. 

12.8. Обменная энергия и энергия магнитной 
анизотропии 

Взяв сумму обменных энергий всех пар элек- 
TPOHOB, мы получим общую обменную энергию W, ферромагнетика: 
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где $; — спин 1-го электрона и /;; — обменный интеграл между 1-м и 
{-M электронами (множитель 1/2 возникает потому, что каждую пару 
электронов нужно учитывать один раз). Обменный интеграл Г для 
двух электронов, принадлежащих соседним атомам, определяет моле- 
кулярное поле Вейсса Ну и температуру Кюри Тс ферромагнетика: 
ЦоивНу ^^ АТс ^^ Г (например, для железа ЕТс ̂̂ 

Считая спины $; классическими векторами, можно переписать об- 
менную энергию фгрромагнетика в виде 

1 
И, = —> 52 > I; COS Ф;у, 

i,j 

где ф;; — угол между $; и $;. Так Kak /;; > 0, то минимуму энергии 
W,, т.е. энергии основного состояния ферромагнетика, соответст- 
вует одинаковая ориентация всех спинов: ф;; = 0. При малых углах 
ф;; превышение энергии (обменной) над энергией основного состояния 

1 2 
Was У 1$, 

i,j 

Если ориентации спинов электронов неодинаковы, то вектор Ha- 
магниченности J также имеет различную ориентацию в разных местах 
ферромагнетика, хотя модуль его повсюду одинаков. Поэтому изме- 
нение вектора J при Т < Тс сводится к его вращениям относитель- 
но намагниченности Jy, соответствующей основному состоянию. При 
малых поворотах ф, очевидно, 6J =|J—J,| ~ оф, т.е. угол пово- 
рота пропорционален отклонению J относительно Jy. Отсюда следует, 
что Фф;; — линейная функция разности векторов 6J(r;)—dJ(r;) = 
= J(r;)—J(r;), где Лг;) — намагниченность в точке г;. Величина 
Г; = Г(г; г) быстро уменьшается с ростом |r;—r,|, поэтому ос- 
HOBHOH вклад в сумму W, вносят пары электронов соседних атомов. 
Но в этом случае 

(го) — го ~ (I FF) 
т.е. ф;; — линейная функция пространственных производных векто- 
ра J(r). Поэтому 6, — квадратичная функция пространственных 
производных J(r). Например, отнесенное к единичному объему из- 
менение обменной энергии при возникновении неоднородного намагни- 
чения (его называют плотностью энергии магнитной неоднородности) 
для Фферромагнитного кристалла кубической симметрии, скажем Fe, 
имеет вид 

aun [999 [018 (ab)? Wom lla) + Cae) + lar) | 
где а — некоторая константа, пропорциональная Г. Ee называют 
константой неоднородного обменного взаимодействия по порядку ве- 
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личины & = АТса*/ (рома п) (п — число магнитных электронов в еди- 

ничном объеме). 
Как мы видим, параллельной ориентации спинов всех электронов. 

соответствует минимум обменной энергии ферромагнетика. При этом, 
однако, эта ориентация может быть произвольной, так как с точки 
зрения обменной энергии все направления эквивалентны — в выра- 
жение для №. входят только скалярные произведения спинов, завися- 
щие от углов между спинами, никакое же избранное направление в. 
№. не входит. В соответствии с этим минимуму плотности обменной; 
энергии W, отвечает однородная намагниченность J, однако направ- 
ление J энергией W, не определяется. 

Между тем однородная намагниченность ферромагнитного кристал- 
ла J имеет вполне определенное направление даже в отсутствие внеш- 
него поля (направление легчайшего намагничения). Это значит, что 
различным направлениям J (модуль J неизменен) должны соответст- 
вовать различные значения энергии ферромагнитного кристалла — 
полной энергии, составной частью которой является обменная энер- 
THA, не зависящая от направления J. Направлению же легчайшего. 
намагничения должен соответствовать минимум энергии. Чтобы по- 
HATb это явление — явление магнитной анизотропии, — следует иметь. 
в виду, что электроны; ответственные за ферромагнетизм, движутся 
во внутрикристаллическом электрическом поле Е. Поэтому на элект- 
рон действует магнитное поле H = &[УЁЕ], где у — скорость элект- 
рона, и, следовательно, энергия электрона в этом поле составляет 
— пот, Н = 2=оив$[УЕ |/с*, где т. = —2ив$ — спиновый магнитный 
момент электрона. Эта энергия зависит от ориентации спина электрона 
$ по отношению к внутрикристаллическому электрическому полю. 
Е. Мы должны теперь взять сумму этих энергий для всех электронов. 
В результате получим добавочную (по отношению к обменной энергии} 
энергию ферромагнитного кристалла, зависящую от ориентации век- 
тора J относительно поля Е, а следовательно, и относительно кри- 
сталлографических осей ферромагнетика. Эту энергию называют 
энергией магнитной анизотропии. 

Оценим значение этой энергии. Заметим, для этого, что Ew 
~ e/(4me,a*), где а — длина порядка постоянной атомной решетки. 
Так как ив = eh/(2m,), то! 

eh ov e 
——» 

Lots ~ 
m, С? 4nega?} 

Но h/a~ m,v, где о — величина порядка скорости атомного элект- 
рона, а e?/(4me 9a) имеет порядок величины обменной энергии электро- 
нов. Поэтому энергия магнитной анизотропии составляет по порядку 
величины (9/с)? от обменной энергии. При v~ 10° м/с отношение обе- 
их энергий составляет 1074. 

Энергия магнитной анизотропии зависит от направления вектора: 
намагниченности J относительно кристаллографических осей ферро- 
магнетика. Для одноосных кристаллов, например кристаллов ко- 
бальта, принадлежащего к гексагональной симметрии, энергия анизо-- 
тропии является функцией угла 9 между J и гексагональной осью. 
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Если ввести плотность энергии магнитной анизотропии w,, то для 
кобальта приближенно ее можно записать в виде w, = Кз11209, где К — 
некоторая величина, не зависящая от угла 9, но зависящая OT темпе- 
ратуры и от упругих напряжений, действующих в кристалле. При ком- 
натной температуре константа К для кобальта равна 0,4. 10° Дж.м 3. 
Для кристаллов кубической симметрии, например железа, 

— 2 02 1 42 92 2 2 g2 2 - Wa = К, (aja; 20а + ааа) + Koad ad, 

тде O14, A, а, — направляющие косинусы вектора J относительно 
ребер куба, а K, и Ke — константы. При комнатной температуре для 
железа К, = 4,2.10* Дж.м3, Ke = 1,5.10* Дж.м3. Мы видим, что 
для железа энергия анизотропии на порядок меньше, чем для кобаль- 
та. Несмотря на относительно малое значение энергии магнитной ани- 
зотропии, она играет существенную роль, так как именно из-за того, 
что она существует, в кристалле устанавливается определенное на- 
правление спонтанной намагниченности. Для железа — это направ- 
ление любого из ребер куба кристаллической ячейки, для никеля — 
диагонали граней куба, для кобальта — гексагональная ось. 

Того же порядка величины, что и энергия магнитной анизотропии, 
оказывается магнитная энергия — энергия магнитного поля H™, 
создаваемого самими спиновыми магнитными моментами ферромагне- 
тика. Плотность этой энергии, очевидно, составляет Wm = Uo(H'™)?/2. 
Наконец, если ферромагнетик находится во внешнем поле H), то по- 
является еще энергия взаимодействия его магнитного момента с этим 
полем, плотность которой есть WH = — и JH), 

12.9. Доменная структура ферромагнетиков 

'Ферромагнетик состоит из отдельных соприкасающихся друг с другом макро- 
скопических участков — доменов, каждый из которых обладает намагни- 
ченностью J,, HO эти намагниченности имеют разную ориентацию, так что 
намагниченность всего образца в отсутствие поля равна нулю. 

Покажем, что в отсутствие внешнего магнитного поля ферромаг- 
нетик с доменной структурой (идея существования доменов принад- 
лежит Вейссу) обладает меньшей энергией, чем ферромагнетик с одно- 
родным намагничением. Связано это с уменьшением магнитной энер- 
гии образца в том случае, если он имеет доменную структуру. Рис. 12.6 

<N eo™ 

KK SNS WY SN РЕГ ST Tver 

5 Na 

: VSN S 2) a) a) 6) 8) 

12.6. 
Объяснение доменной структуры ферромагнетика 
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разъясняет эту ситуацию. Рис. 12.6, а соответствует однодоменному 
образцу. Здесь изображены магнитные силовые линии вне кристал- 
ла — они охватывают объем, пропорциональный кубу размеров верх- 
ней и нижней поверхности сбразца. Энергия поля при этом велика, 
и ясно, что если мы рассмотрим двухдоменную структуру, когда об- 
разец состоит из двух половинок с противоположно ориентированны- 
ми намагничениями (рис. 12.6, 6), то магнитная энергия уменьшена 
по сравнению с энергией однодоменного образца примерно в два раза. 
В случае четырехдоменной структуры (рис. 12.6, в) энергия умень- 
шится еще больше — примерно в четыре раза, а при структуре, со- 
держащей N доменов, — примерно в М раз. Можно себе представить 
домены и другой формы и другого взаимного расположения, например 
домены, изображенные на рис. 12.6, г, 0. 

На первый взгляд кажется, что чем больше доменов, тем структура 
энергетически выгоднее. Однако на самом деле это не так, потому что 
кроме магнитной энергии нужно учитывать еще обменную энергию, 
которая минимальна в случае однородного намагничения. Между тем 
при переходе от домена к домену происходит резкое изменение направ- 
ления намагничения, что должно приводить к большому увеличению 
обменной энергии. Это видно из выражения — 1/52» 1; ;cos@;; для обмен- 

ij 
ной энергии, из которого следует, что резкий поворот спинов энерге- 
тически невыгоден и, напротив, энергетически выгоднее, чтобы пово- 
рот спинов происходил постепенно. 

Отсюда можно заключить, что энергетически выгодно, чтобы меж- 
ду двумя соседними доменами существовал граничный слой (его назы- 
вают стенкой Блоха), в котором угол между направлениями сосед- 
них спинов был бы мал и только угол между спинами по обе стороны 
граничного слоя был бы равен 180°. Действительно, повороту двух 
спинов друг относительно друга на угол ф соответствует дополнитель- 
ная обменная энергия 1/,5?/6? (угол ф считается малым). Если же меж- 
ду этими спинами поместить М спинов, так что поворот между каждыми 
двумя соседними спинами происходит на угол @/N, то обменная энер- 
гия двух соседних спинов станет равной 1/.5?/(ф/М№)*, а суммарная об- 
менная энергия N спинов будет пропорциональна /5*ф?/М, т. е. будет 
в N раз меньше, чем энергия, соответствующая резкому непосредст- 
венному повороту спинов на угол Q. 

Возникает вопрос: чему равно число №? Для того чтобы найти его, 
нужно учесть не только обменную энергию, но и энергию магнитной 
анизотропии. Вычислим суммарную энергию Ow (обменную и энергию 
магнитной анизотропии) стенки Блоха, приходящуюся на ее единич- 
ную площадь. Для каждой цепочки из М атомов вдоль толщины стен- 
ки обменная энергия равна л*/5?/(4М№). Таких цепочек приходится на 
единичную площадь а * (а — атомное расстояние), поэтому COMeHHaA 
энергия равна л?/5?/(4М№а?). Если, далее, энергия магнитной анизо- 
тропии, приходящаяся на единичный объем, равна К, то энергия, при- 
ходящаяся на единичную площадь слоя, равна; KNa. Поэтому ;. 

‘12132 3 
нА + KNae 
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Эта величина является функцией Ми дос- 
тигает, очевидно, минимума при N = 
= [л2/52/(4Каз)]/?. Соответствующая шири- В ; 
на слоя 

b= Na = a(S) АНИННИ 
4ka* 

Вспоминая, что / ^^ ЕТси что K~ 104 Дж.м3 2 
(105 эрг/смЗ), найдем 6&~ 300 a~ 100 нм. 
Энергию слоя, приходящуюся на его единич- |5. 
ную площадь, можно трактовать как по- К’ определению числа 
верхностную энергию ферромагнитного до- доменов в образце 
мена: 

Oy = 2n ([К5/а)*. 

Для железа эта.величина составляет Ow ~ 10-3 Дж.м?. 
Мы можем теперь снова вернуться к вопросу о доменной структуре 

фгрромагнетика. Чтобы определить, сколько должно возникнуть до- 
менов предполагаемой нами конфягурации, следует найти суммарную 
энергию фгрромагнетика с учетом поверхностной энергии доменов и 
минимизировать ее относительно числа доменов или параметров, 
характеризующих их вид и расположение. Рассмотрим, напримгр, 
доменную структуру, изображенную на рис. 12.7. Число доменов мы 
найдем из условия минимума энергии фгрромагнетика, которая скла- 
дывается из магнитной энергии и поверхностной энергии доменов. 
Магнитная энергия фэрромагнетика определяется общей формулой 

и = — te f ju —=dV,, 

где H'™— напряженность собственного магнитного поля, порождае- 
мого намагниченностью J, и интегрирование совершается по всему объ- 
ему фгрромагнетика. Как видно из формулы, достаточно знать поле 
H(™) только внутри фгрромагнетика. Здесь OHO при большем числе до- 
менов сосредоточено в основном вблизи верхней и нижней границ 
тела, причем внутрь поле Н“ простирается на глубину порядка D, 
т.е. порядка ширины домена. Поле в этой приграничной области, 
близко к —J. Поэтому магнитная энергия имеет порядок Wy ~ 
~ 2u J7DAB, где А и В — размеры сечения фэрромагнетика, пер- 

пендикулярного вектору намагничения. (Коэффициент 2 обусловлен 
наличием двух границ фгрромагнетика — точный расчет дает коэффи- 
циент, равный 1,7.) 

Поверхностная энергия равна энергии блоховской стенки OwLB 
(здесь L — высота образца), умноженной на число поверхностей раз- 
дела, равное A/D. Таким образом, вся энергия ферромагнетика 

W он AB + 2oJ,DAB. 

251



Wat Wr Это выражение нужно теперь минимизиро- 
вать по D. Условие минимума, как легко 

видеть, имеет вид Ow L/D = 9,60, откуда 
D= ( oy, L ) 

И, 

0 aE При Г =1 см мы получим, считая, что 
Ow ~ 2.102 Дж.м? и J~ 105 А-м", шири- 

108 ну домена порядка D~ 10°° м. Напомним, 

Gércneme кортик ЧТО, ширина блоховской стенки 8 орала 
HOH СИЛЫ ’ ’ > 

чтобы понятие домена имело смысл. 
При оптимальной ширине домена энер- 

гия доменной структуры Wp =wS, где w = 2(щ9Лот/ Г)? и 
$ =АВ. При L =1 см имеем и —^ 7 Дж.м?, в то время как в 
однодоменном кристалле энергия Фферромагнетика была бы равна 
примерно и,/?Ё$, что при J~ 105 A-m?u Г =1см в 103 раз 
больше энергии Wp. Мы видим, таким образом, что образование 
доменов приводит к значительному уменьшению энергии ферромаг- 
нетика. 

Обратим внимание на то, что размеры домена D зависят от разме- 
ров образца L, причем D~ L'/2, При достаточно малых толщинах 
образца, в случае тонких пленок с L~ 108 м, О имеет порядок L. 
В этом случае образование доменов энергетически невыгодно и они 
не образуются. 

Для экспериментального наблюдения доменов используется ме- 
тод нанесения на образец тонкого слоя коллоидной суспензии очень 
мелких ферромагнитных частиц. Эти частицы располагаются вдоль 
границ между доменами; наблюдая их через микроскоп, можно ви- 
деть границы доменов. 

Доменная структура ферромагнетика ответственна за возникнове- 
ние гистерезиса. Дело в том, что в ненамагниченном образце магнит- 
ные моменты доменов с противоположными ориентациями спонтанной 
намагниченности взаимно компенсируются: при включении поля до- 
менные стенки начинают перемещаться таким образом, что домены, 
намагниченные вдоль поля, растут за счет доменов, намагниченных 
против поля. При перемещении доменная стенка «цепляется» за при- 
меси и другие дефекты кристаллической структуры, именно поэтому 
кривая намагничения сильно меняется от образца к образцу, завися от 
его механической обработки и наличия примесей. 

В сильных полях главную роль играет не перемещение доменной 
стенки параллельно самой себе, а вращение вектора спонтанной на- 
магниченности. Остановимся на этом процессе несколько подробнее. 
От ориентации вектора J зависят два слагаемых в выражении для 
плотности энергии: энергия магнитной анизотропии w, = Кз11?26 
и магнитная энергия во внешнем поле WH = ио/.Н(®)со30 (9 — угол 
между первоначальным направлением намагниченности и полем 
Н(®, которое направлено вдоль легкой оси). Функция и (8) = ши, + 
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+wy имеет (если Н® < 2K/(J, во)) вид, представленный на 
рис. 12.8. Поэтому хотя при 9 = л энергия меньше, чем : при'0 = 0, 
однако при перемагничении необходимо преодолеть потенциальный 
барьер, соответствующий cos? = в./,Н®/(2К). 

ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ | | 
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Глава 13. СВЕРХПРОВОДНИКИ 

13.1. Явление сверхпроводимости 

Как мы видели в гл. 9, удельное” сопротив- 
ление металлов непрерывно уменьшается с понижением температуры, 
и если бы кристаллическая решетка была идеальной (т. е. не содер- 
жала бы примесей и дефектов), то сопротивление обращалось бы в 
нуль при 0 К. Однако такой ход изменения удельного сопротивления 
характерен далеко не для всех металлов. У ряда металлов, например 
у свинца, ртути, олова, удельное сопротивление, уменьшаясь с пони- 
жением температуры, при некоторой, характерной для каждого ме- 
талла, температуре внезапно, скачком обращается в нуль и остается 
нулем вплоть до 0 К (рис. 13.1). Такие металлы называют сверхпро- 
водниками, а само явление — сверхпроводимостью (оно было открыто 
Камерлинг-Оннесом в 1911 г.). Сверхпроводимость наблюдается у 
27 металлов и более чем у | тыс. металлических соединений и сплавов. 
Температура 7,, при которой она наступает (ее называют критиче- 
кой), изменяется у известных сверхпроводников от 0,01 до 20 К. 
Наиболее низкой критической температурой обладает вольфрам, для 
которого Т, =0,1 К. Приведем еще несколько значений T,: 0,85 К 
для цинка; 1,2 К для алюминия; 7,2 К для свинца, 4,15 К для ртути, 
9,4 К для ниобия, 5,8 К для соединения Ti, Sn и 18,0 К для Nb,Sn. 

При Т > Те сверхпроводящие металлы обладают электрическим 
сопротивлением и оно изменяется с температурой так же, каки у 
обычных, или, как их называют, нормальных, металлов, при крити- 
ческой же температуре сопротивление скачком обращается в нуль. 
Поэтому естественно ожидать, что отсутствие сопротивления есть про- 
явление некоторого нового металлического состояния — сверхпро- 
водящего, которое отличается от нормального состояния. И действи- 
тельно, нормальное и сверхпроводящее состояния представляют со- 
бой две различные фазы металла, при понижении же температуры в 

точке Т = Тх происходит фазовый переход 
из нормальной в сверхпроводящую фазу. 

р Этот переход не связан, однако, с изменени- 
ем кристаллической структуры и не сопро- 
вождается ни выделением, ни поглощением 
теплоты. Это значит, что переход из нормаль- 
ной в сверхпроводящую фазу не есть переход 
первого рода. Он представляет собой фазовый 

т 7 переход второго рода, при котором He проис- 
ходит скачка внутренней энергии, а скачок 
испытывает теплоемкость, причем теплоем- 

13.1. кость электронная. Для нормального ме- 
connote Я У" сверх талла, как мы видели, электронная тепло- 
проводника от темпе. CMKOCTb (обозначим ее C,) изменяется с тем- 
ратуры пературой линейно: Cc, ~~ ЕТ/Тк; в сверх- 
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проводящей же фазе электронная теп- 
лоемкость (обозначим ее с,) изменяется с тем- с | 

пературой экспоненциально: с, ^^ ке—Аз/(#Т), 
где величина А, = 1,75 ЕТ. пропорциональна 
критической температуре. При критической о a 

температуре (ее называют также температу- LZ | 
рой сверхпроводящего перехода) возникает ска- 2c ! 
YOK теплоемкости, как это показано на T, T 
рис. 13.2. 

Чем же отличаются друг от друга обе 13.2. 
металлические фазы — нормальная и сверх- Зависимость — теплоем- 
проводящая? Отличие заключается в том, что кости Rens hae aaa 
в сверхпроводящей фазе некоторая доля от температур 
электронов проводимости как бы сконден- 
сирована в «сверхтекучую жидкость», которая как единое целое 
может двигаться через кристалл. Движение это происходит бес- 
препятственно, т.е. без трения, и именно по этой причине в сверх- 
проводящей фазе отсутствует электрическое сопротивление. Это зна- 
чит, что электрический ток в сверхпроводнике может течь, не зату- 
хая, сколь угодно долго без какого-либо внешнего источника 9. д. с. 
При 0 К все электроны проводимости входят в состав сверхтекучей 
жидкости. С ростом температуры дсля электронов, входящих в состав 
сверхтекучей жидкости, уменьшается, и наконец, при критической 
температуре обращается в нуль. 

Разъясним теперь причину, по которой возникает сверхтекучая 
электронная жидкость. Двигаясь в периодическом поле кристалли- 
ческой решетки, электроны, согласно закону Кулона, отталкиваются 
друг от друга. Но помимо отталкивания между электронами действуют 
еще и специфические силы притяжения. Дело в том, что электрон, стал- 
киваясь с ионами, может либо возбуждать, либо поглощать колеба- 
ния решетки — фонсны. Представим себе теперь два электрона, из. 
которых один испускает фонон, а другой поглощает его. Такой обмен 
фононами связывает электроны, в результате чего возникает некото- 
poe взаимодействие, приводящее к притяжению между электронами. 
Таким образом, 

наряду с кулоновским отталкиванием между электронами проводимости сущест- 
вует еще и притяжение, обусловленное обменом фононами. 

Все дело теперь в том, какие силы больше — отталкивания или 
притяжения. Если силы притяжения превосходят силы отталкивания, 
причем как угодно мало, то возникает замечательное явление — об- 
разуется связанное состояние двух электронов — нечто, подобное 
двухэлектронной молекуле. Такое образование является, однако, след- 
ствием не только превалирования сил притяжения над силами оттал- 
кивания, HO еще и того в высшей степени важного обстоятельства, 
что электроны подчиняются статистике Ферми — Дирака. (Объяснение 
сверхпроводимости было дано Бардином, Купером и Шриффером в 
1956 г., т.е. почти через полвека после открытия этого явления.) 
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Говорить о связанной двухэлектронной молекуле можно, впрочем, 
лишь условно. Дело в том, что размеры такой связанной пары элек- 
тронов очень велики, в 10?—10* раз больше постоянной решетки. 
Поэтому размеры пары оказываются во много раз больше среднего 
расстояния между парами. Тем не менее существует сильная корреля- 
ция между состояниями электронов внутри пары, и мы можем исхо- 
дить из представления о связанных электронных парах. Эти пары и 
образуют сверхтекучую электронную жидкость. Все они находятся в 
одинаковом состоянии и движутся через кристалл как единое целое. 
Изменить это состояние, т. е. возбудить это единое целое, не так 
легко, потому что для этого нужно разорвать по крайней мере одну 
пару, т.е. нужно затратить энергию, равную энергии связи пары. Эта 
энергия в точности равна 2A,. Поэтому до тех пор, пока возмущаю- 
щие воздействия не приносят энергии, равной или большей 2A,, co- 
стояние сверхпровэдящей жидкости неизменно и устойчиво и она ве- 
дет себя, как сверхтекучая жидкость, двигающаяся без трения. Ее 
электрическое сопротивление, как мы уже говорили, равно нулю. 

При OK все электроны проводимости спарены, т.е. весь элект- 
ронный газ входит в состав сверхтекучей жидкости. При конечной 
температуре всегда есть конечная вероятность (пропорциональная 
e774 ,/(2T)) того, что пара будет разрушена на отдельные электроны. 
Такие не связанные попарно электроны образуют нормальный элект- 
ронный газ, точнее нормальную электронную жидкость, движущуюся 
по кристаллу обычным образом, т. е. с трением. С повышением темпе- 
ратуры уменьшается количество сверхтекучей и увеличивается коли- 
чество нормальной электронной жидкости. При Т = Ту количество 
сверхтекучей жидкости обращается в нуль и все электроны становят- 
ся нормальными. 

13.2. Диамагнетизм сверхпроводников 

Сверхпроводники характеризуются не толь- 
ко отсутствием электрического сопротивления. Они обладают еще дру- 
гим замечательным свойством: магнитное поле внутри сверхпровод- 
ников равно нулю (В = 0). Поэтому сверхпроводники можно назвать 
абсолютными диамагнетиками. Равенство нулю магнитного поля в 
сверхпроводниках тесно связано с отсутствием электрического сопро- 
тивления. Действительно, представим себе, что сверхпроводник вно- 
сится во внешнее магнитное поле. Тогда если бы магнитное поле про- 
никало в сверхпроводник, то по крайней мере в начальный момент 
времени производная от поля по времени была бы положительной, 
т. е. В отличалась бы от нуля. Но в таком случае, согласно закону 
электромагнитной индукции, в сверхпроводнике возникло бы элект- 
рическое поле Е. Так как электроны в сверхпроводнике движутся, не 
испытывая сопротивления, то сколь угодно малое поле Е вызвало бы 
сколь угодно большой ток. Индуцируемый ток, как мы знаем, направ- 
лен всегда так, чтобы ослабить причину, вызывавшую его, т. е. так, 
чтобы собственное магнитное поле тока было направлено против внеш- 
него магнитного поля. При этом ток нарастает до тех пор, пока не 
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произойдет полной компенсации полей, т. е. р 
пока магнитное поле внутри проводника не 
обратится в нуль. Ток же в сверхпроводнике Motte (т) 
обязательно сохранится — без источника 
внешней э.д.с., так как его протекание 
необходимо для выполнения закона В = 0. 

Таким образом, отсутствие сопротивле- 
ния У сверхпроводников (т.е. равенство 0 1— 
нулю электрического поля, так как Е = j/o) г 
является, по существу, следствием их маг- 133. 
нитных свойств. Здесь необходимо подчерк- Зависимость  критиче- 
нуть, что, в то время как равенство Е =0 ского поля от темпера- 
вытекает из равенства В = 0, равенство ТУРЫ 
В —O не вытекает из равенства Е =0: в 
идеальном проводнике с о =< и Е =0 магнитное поле может су- 
ществовать. 

Итак, внешнее магнитное поле не может проникать в сверхпро- 
водник, точнее говоря, в глубь сверхпроводника, так как в действи- 
тельности, как мы скоро увидим, в тонком поверхностном слое сверх- 
проводника оно может быть отлично от нуля. 

До сих пор мы ничего не говорили о значении внешнего магнитно- 
го поля. Между тем существенным является, каково это поле. Дело 
в том, что только достаточно слабые поля не проникают внутрь сверх- 
проводников, сильное же поле разрушает сверхпроводимость, после 
чего, естественно, проникает в металл, перешедший в нормальное 
состояние. Граничное поле H,, начиная с которого разрушается сверх- 
проводимость (оно носит название критического), зависит от темпера- 
туры Т и уменьшается с ее повышением. При температуре перехода 
Тс поле H, обращается в нуль. Ход зависимости Mold, от температуры 
изображен на рис.,13.3. Кривая иоНе(Т) разделяет плоскость (В, Т) 
на две части, из которых S соответствует сверхпроводящему, а N— 
нормальному состоянию. Можно сказать, что $ соответствует сверх- 
проводящей, а М — нормальной фазе и что вдоль кривой В = и, НиТ) 
обе фазы могут сосуществовать. Приближенно зависимость H, от 

квадратична: H,(T) = Н.(0)(1—Т®/Т:). Значения T, и H,(0) для 
некоторых металлов приведены в таблице: 

My Heil} 

Zn Cd Al Ga In Ti Sn Pb 

Нс (0), Tc 53 30 99 51 283 162 306 803 
Тс, К 0,88 0,56 1,19 109 3,41 1,37 3,72 7,18 

Мы видим, что металлам с большей температурой сверхпроводяще- 
го перехода соответствует большее критическое магнитное поле. 

Не следует думать, что соотношение В = 0 означает лишь невоз- 
можность проникновения достаточно слабого внешнего магнитного 
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а) _6) 8) Эффект Мейсснера 

поля в глубь сверхпроводника, т. е. проводника, перешедшего в со- 
стояние сверхпроводимости до включения внешнего магнитного поля. 
Можно поставить опыт и иначе, а именно взять нормальный провод- 
ник, создать в нем магнитное поле и затем, охладив проводник, пере- 
вести его в сверхпроводящее состояние. Тогда оказывается, что маг- 
нитное поле будет вытолкнуто из сверхпроводника, т. е. внутри сверх- 
проводника снова будет выполняться соотношение В = 0 (выталки- 
вание магнитного поля из сверхпроводника носит название эффекта 
Мейсснера). 

Разъясним, как проявляется этот эффект, на примере сверхпрово- 
дящего кольца. Поместим металлическое кольцо в нормальном со- 
стоянии во внешнее магнитное поле В. (рис. 13.4, а). Охладим затем 
кольцо до температуры ниже критической. Тогда магнитное поле будет 
вытолкнуто из толщи кольца и силовые линии будут иметь вид, изо- 
браженный на рис. 13.4, 6. Они проходят вне кольца и пронизывают 
также отверстие кольца. Выключим, наконец, внешнее поле, не из- 
меняя температуры кольца. Легко видеть, что при этом поток Ф маг- 
нитного поля через отверстие в кольце не может измениться. Действи- 
тельно, вспомним, что производная по времени от потока Ф равна 
циркуляции электрического поля по контуру, пронизываемому по- 
током Ф. Расположим контур внутри сверхпроводящего кольца. Так 
как внутри кольца В = 0, то поток, пронизывающий контур, совпа- 
дает с потоком Ф. С другой стороны, электрическое поле на контуре, 
целиком находящемся в толще сверхпроводника, равно нулю. Поэто- 
му производная от Ф по времени равна нулю, т.е. Ф является кон- 
стантой. Иными словами, поток магнитного поля через отверстие в 
сверхпроводящем кольце не изменится при выключении внешнего 
поля. Это значит, что магнитные силовые линии, которые шли через 
отверстие при включенном внешнем поле, «заморозятся» после выклю- 
чения внешнего поля. Но «замороженные» линии должны быть замк- 
нутыми. Поэтому картина поля после выключения внешнего поля име- 
ет вид, изображенный на рис. 13.4, в. 

Замкнутые силовые линии всегда связаны с токами. Поэтому по 
сверхпроводящему кольцу течет электрический ток, обеспечивающий 
постоянство магнитного потока через отверстие в сверхпроводящем 
кольце. Ток этот, как мы увидим далее, течет только в узком слое вбли- 
зи поверхности кольца. Замечательным является тот факт, что 
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магнитный поток Ф через отверстие в сверхпроводящем кольце может принимать 
только дискретные значения, а именно 

Ф=иФ, Ф, =" w 2,068 - 10-15 Дж.с-Клт (п = 0, 1....). 
е 

13.3. Термодинамика сверхпроводников 

Как мы видели, кривая В = шН.(Т) разде- 
ляет плоскость (В, Т) на две части, из которых одна соответствует 
сверхпроводящей, а другая — нормальной фазе металла. Если поле 
и температура связаны между собой соотношением B = и, Н.(Т), то 
должны сосуществовать обе фазы, т.е. кривая В = в, НТ) пред- 
ставляет собой кривую равновесия сверхпроводящей и нормальной 
фаз. По этой причине значение критического магнитного поля явля- 
ется важнейшей характеристикой сверхпроводника. 

Покажем прежде всего, что разность свободных энергий нормаль- 
ной (F,,) и сверхпроводящей (F,) фаз определяется критическим полем: 

Е„(Т) — Е, (Т) = poll? (T)/2 
(Е, :‹ — плотности свободной энергии). Представим себе с этой 
целью, что цилиндр, сделанный из металла, способного находиться 
в сверхпроводящем состоянии, помещается в соленоид, по которому 
протекает постоянный ток Г. Тогда свободная энергия системы ци- 
линдр плюс поле, отнесенная к единичному объему, составляет РИ) = 
= F, + B*/(2u,), где В = po/n — индукция в соленоиде (Nn — число 
витков на единичной длине соленоида). Пусть теперь цилиндр пере- 
ходит в сверхпроводящее состояние. Тогда плотность свободной энер- 
гии системы F(2) =Р., так как поле в сверхпроводящем цилиндре 
равно нулю. Предположим, что переход из нормального в сверхпро- 
водящее состояние происходит при постоянной температуре, так что 
В = шН.(Т). Кроме того, будем считать, что сила тока в катушке 
не изменяется. Из условия постоянства температуры следует, что 
FO)— FQ) = Ао, где А!-„› — работа, затрачиваемая при переходе 
1-2, т.е. работа, совершаемая источником э. д. с., включенным 
в обмотку соленоида (работа должна быть отнесена к единичному объ- 
ему). Так как ток поддерживается неизменным, то работа А1-,2 == 
== 1(D,—@,), где Ф, и Dy — магнитные потоки, пронизывающие об- 
мотку соленоида в состояниях Ги 2. Поток в состоянии 2 равен нулю, 
так что Aj_49 = /M,. Учитывая, что и,/И = В и всю обмотку соленоида 

пронизывает поток 5Ви (1 —длина соленоида), получим А!_„› = pole. 
Ноэтому 

2 
Poll 2 

2 - — F, = pollo, 

ЕО __ F — F, 4 

откуда и вытекает написанное выше соотношение для разности сво- 
бодных энергий F, и Fy. 

С помощью этого соотношения можно найти разность энтропий 
нормальной и сверхпроводящей фаз, находящихся в равновесии. Ис- 
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пользуя общее соотношение S = —(OF/OT)p (индекс В означает, 
что дифференцировать следует при B'=const), связывающее энтро- 
пию S со свободной энергией F, получим 

Н S, (Г) — $, (Г) = — вНо(Т) = 
(энтропии $, и $, относятся к единичному объему). Как видно из 
рис. 13.3, dH,/dT < 0, поэтому S, > S,. Этого и следовало ожи- 
дать, так как сверхпроводящая фаза отличается большим «порядком», 
чем нормальная. Умножим изменение энтропии на температуру, най- 
дем скрытую теплоту перехода Qs.,n из сверхпроводящей в нормаль- 
ную фазу: 

dH 
Qssn = T(S, —S5) = — TH, —. 

dT 

Правая часть этого равенства положительна вдоль всей кривой пере- 
хода В = иоН.(Т), кроме точки Т = T,, где обращается в нуль кри- 
тическое поле. Это значит, что 

при переходе из сверхпроводящего состояния в нормальное в присутствии маг- 
нитного поля поглощается теплота, т. е. такой переход является фазовым пере- 
ходом первого рода. В отсутствие же поля сверхпроводящий переход (при T = T,) 
не сопровождается ни поглощением, ни выделением теплоты, т. е. является фа- 
зовым переходом второго рода. 

Если при переходе из сверхпроводящего в нормальное состояние 
проводник теплоизолирован, то его температура понижается. 

Как мы уже говорили, при переходе из нормального в сверхпро- 
водящее состояние теплоемкость металла испытывает скачок. Этот 
скачок также может быть связан с критическим магнитным полем. 
Для этого следует лишь вспомнить соотношение С = dQ/dT = T(dS/ 
/dT), связывающее теплоемкость С с энтропией $. Учитывая, что 
S,—S, = — poll ,dH,/dT, найдем скачок теплоемкости в точке пере- 
хода: 

—__ —_ da __ _ | АНс \2 Cy—Ce=|T (Sa Sd] og = т (GE) er, 
Это соотношение формула Рутгерса) подтверждается 

экспериментально с точностью, превышающей 1%. 

13.4. Глубина проникновения магнитного поля 

Хотя в толще сверхпроводника В = 0, не 
следует думать, что если сверхпроводник вносится во внешнее маг- 
нитное поле, то на границе сверхпроводника поле испытывает резкий 
скачок. В действительности поле по мере продвижения в глубь сверх- 
проводника уменьшается постепенно, но уже на сравнительно неболь- 
шой глубине становится очень малым. Эффективная глубина проник- 
новения магнитного поля в сверхпроводник составляет примерно 50 нм 
для таких металлов, Kak Al, Sn, и достигает 200 нм для переходных 
металлов (Nb, V, Ta). 
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Покажем теперь, как происходит затухание поля в сверхпровод- 
нике. Но предварительно выясним, чем определяется электрический 
ток в сверхпроводнике. В нормальном проводнике плотность электри- 
ческого тока пропорциональна электрическому полю. Ясно, что в 
сверхпроводнике такой связи быть не может, так как электроны в 
сверхпроводнике движутся без сопротивления, поэтому даже беско- 
нечно малое электрическое поле вызвало бы ток бесконечной силы. 
Это значит, что в сверхпроводнике плотность тока должна быть свя- 
зана не с электрическим, а с магнитным полем. Но непосредственной 
линейной связи между плотнсстью электрического тока } и магнитным 
полем В также не может быть, так как эти векторы имеют разную при- 
роду — вектор j является полярным, а вектор В — аксиальным. По- 
лярным вектором является, как мы знаем, векторный потенциал А, 
связанный с В соотношением В = го А. Поэтому в сверхпровод- 
никах следует ожидать связи между величинами j и А — связи, ес- 
тественно, линейной. Но непосредственный физический смысл имеет 
не векторный потенциал, а магнитное поле. Это находит свое выраже- 
ние в том, что к векторному потенциалу можно прибавить градиент 
любой скалярной функции, магнитное же поле, равное ротору век- 
торного потенциала, при этом не изменяется. Поэтому можно с рав- 
ным успехом пользоваться как векторным потенциалом А, так и век- 
торным потенциалом А’, связанным с А соотношением А’ = А + 
+ эгаа], где { — любая скалярная функция координат. 

О какой же связи между вполне определенной плотностью сверх- 
проводящего тока } и не полностью определенным векторным потен- 
циалом А может идти речь? Ответ гласит, что сверхпроводящий ток 
определяется не только векторным потенциалом, но еще одной удиви- 
тельной величиной — фазой потенциала спаривания электронов в 
сверхпроводнике. Мы не будем давать здесь строгого определения 
потенциала спаривания. Заметим лишь, что существует такая вели- 
чина — потенциал спаривания А(г), который определяет энергию 
связи пары электронов в сверхпроводнике. Эту величину можно за- 
писать в виде А(г) = |А(г)|ехр(16(г)), где ф(г) и есть фаза потенциала 
спаривания. 

Если перейти от векторного потенциала А к векторному потенциалу 
А’= А -|- grad f, то фаза потенциала спаривания изменится, но таким 
образом, что величина и = (h/2)grad ¢—eA сстанется неизменной, 
т.е. 

(6/2) grad ф’— eA’ = (6/2) эгадаф — eA. 

Поэтому естественно предположить, что именно этой величине 
и пропорциональна плотность сверхпроводящего тока j. Так как 
плотность тока должна быть пропорциональна плотности носителей 
заряда и их заряду и обратно пропорциональна их массе, то мы при- 
ходим к соотношению 

1 = 2% [> gradp— eA), 
Me 

где п, — плотность сверхпроводящих электронов, е и т, — заряд 
и масса электрона. Это соотношение представляет собой простейшую 
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линейную связь между векторами j и А. Простота заключается 
в TOM, что эта связь является локальной, т.е. векторы j H A, завися- 
щие от положения, связываются между собой в одной и той же точке 
сверхпроводника. 

Однако локальность связи сама по себе еще ниоткуда не вытекает. 
Из общих соображений можно лишь утверждать, что при достаточно 
медленном изменении поля в пространстве связь должна быть локаль- 
ной, вообще же она может быть и нелокальной, т. е. ток в некоторой 
точке может определяться не только значением векторного потенциа- 
ла в этой же точке, но и его значениями в соседних точках. Чтобы 
разобраться в этой ситуации, нужно понять, что означает медленность 
изменения поля. С этой целью мы сперва сделаем все выводы, выте- 
кающие из предположения о локальной связи, и лишь потом вернемся 
к вопросу о нелокальности связи между векторами ] и А. 

Магнитное поле В в сверхпроводнике связано с плотностью тока 
известным нам общим уравнением rot В = р}, в которое нужно под- 

ставить написанное выше выражение для j. Так как в это выражение 
входит фаза потенциала спаривания, то желательно избавиться от нее. 
Это легко сделать, замечая, что rot grad ф =0. Поэтому следует 
взять ротор от обеих частей написанного уравнения rot го В = 
= rotu,j. Так как rotA =B, то мы придем к уравнению, содержа- 
щему только магнитное поле: 

вое? п; В 

Те 

Ho rot rot В = grad div В АВ, а divB =0. 
Поэтому уравнение для В приобретает вид 

АВВ м -тТ/ №. 
x2 ? 2 
L UgeNs 

Это уравнение было впервые установлено Ф. Лондоном и Г. Лондо- 
ном, его называют уравнением Лондонов. 

Легко найти решение уравнения Лондонов для того случая, когда 
сверхпроводник занимает все пространство г > 0 и магнитное поле 
направлено вдоль границы сверхпроводника по оси х. Уравнение тог- 

да приобретает вид 4*В/42? = B/A;, и имеет решение B(z) = B(O)e—2/2L, 
где В(0) — значение поля на границе сверхпроводника. (Уравнение 
допускает формально также решение, зависящее от 2 как ехр(2/), г), 
но это решение должно быть отброшено, так как оно приводит к бес- 
конечному полю при 2-50.) 

Итак, мы пришли к выводу, что поле в сверхпроводнике экспо- 
ненциально убывает от границы и на глубине 2 = А, уменьшается 
ве раз. Поэтому величину Ay можно назвать глубиной проникновения 
поля. Так как ток пропорционален ротору поля, то на такую же глу- 
бину A; проникает и ток. Если поле направлено вдоль оси х, TO плот- 
ность тока направлена вдоль оси у, причем dB/dz = и], откуда 

— _ BO) ry, 
вом, 

rot rotB = — 
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13.5. Два рода сверхпроводников 

Теперь мы можем вернуться к вопросу о том, 
что значит медленность изменения поля. Поле и ток в сверхпровод- 
нике существенно изменяются на расстояниях порядка Аг. Если эта 
величина (лондоновская глубина проникновения) велика по сравне- 
нию с другими характерными длинами, то поле можно считать изме- 
няющимся медленно, если же длина Ay мала по сравнению с другими 
длинами, возникающими в задаче, то считать поле изменяющимся мед- 
ленно нельзя. [Гоэтому возникает вопрос: какие еще длины играют 
роль в проблеме сверхнроводимости? 

Мы будем рассматривать только массивные сверхпроводники, раз- 
меры которых значительно болыше лондоновской глубины проникно- 
вения Лг. Тогда единственной величиной, имеющей размерность 
длины и играющей роль в проблеме сверхпроводимости, является 
размер пары электронов, связь которых между собой обусловлена об- 
меном фононов. Эта величина, которую мы обозначим &, тем меньше, 
чем больше энергия связи пары, т.е. потенциал спаривания |4|, 
и тем больше, чем больше граничная фермиевская скорость Up сверх- 
проводника. Именно: оказывается, что 

Е = hv,/(= | A|). 

Понять происхождение этой формулы можно рассматривая, например, атом 
водорода. В этом случае уравнение движения электрона (если описывать дви- 
жение классически) имеет вид тро?/г =е?/(4лео!?), где о и г — скорость элект- 
рона и радиус его орбиты. Присоединяя сюда условие квантования трог = fi 
и учитывая, что энергия электрона 

т 20? е? е2 
A=— — —= ——— 

2 4neor Sreor ” 
получим 

A4xhe, е? А meet 
i= v= — —_ 

mee ’ 4negh ’ 2(4xegh)? ’ 

откуда r= hv/(2|A]). Заменяя в этом выражении 9 нас, мы и получим приведен- 
ную выше формулу для &. 

Итак, мы должны сравнить величины м, и Е. Если М > &, To 
можно говорить о медленном изменении поля, если же №, < &, то поле 
нельзя считать медленно меняющимся. В первом случае (№ 3) 
можно исходить из предположения о локальности связи между век- 
торами j и А. Поэтому в этом случае справедливо уравнение Лондо- 
нов. Если же A, < &, то уравнение Лондонов не справедливо и вместо 
него должно быть получено другое уравнение, основанное на нело- 
кальной связи между током и векторным потенциалом. Конкретно, 
если взять простые (непереходные) металлы (In, Pb, Sn), то для них 
Лт, ^ 40-70 нм, а Ё^ 10% нм, т.е. к таким металлам уравнение 
Лондонов неприменимо и для описания эффекта Мейсснера требуется 
другой подход, основанный на нелокальной связи ] с А. Напротив, в 
переходных металлах (Nb, У) и в интерметаллических соединениях 
типа Nb,Sn, V,Ga лондоновская глубина велика (A; = 200 нм), а 
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параметр & мал (§ — 0 нм), так что Аг, » &Ё, поэтому полностью 
справедливо уравнение Лондонов. 

Сверхпроводники, для которых 4, »& называют — сверхпроводниками 
второго рода (или лондоновскими), а сверхпроводники, для которых A, < &, — 

сверхпроводниками первого рода (или пиппардовскими). 

Разъясним характер нелокальной связи между плотностью тока 
и векторным потенциалом в сверхпроводниках первого рода. Будем 
рассматривать массивный односвязный сверхпроводник (т.е. сверх- 
проводник не в виде кольца) и будем пользоваться векторным потен- 
циалом A, удовлетворяющим условиям div А =0, A, =O, где A, — 
нормальная к поверхности сверхпроводника составляющая А на гра- 
нице сверхпроводника. Этими условиями векторный потенциал для 
односвязного сверхпроводника определяется однозначно по заданно- 
му магнитному полю, т.е. уравнение rot А = В для определения А 
имеет одно-единственное решение. 

Для массивного односвязного сверхпроводника можно считать 
фазу ф потенциала спаривания постоянной (см. ниже). Поэтому в 
выражении для тока исчезает слагаемое, содержащее grad ф, и для 
лондоновских сверхпроводников плотность тока определяется форму- 
Лой 

j = — (n,e?/m,) A. 

Здесь, как уже отмечалось, j и А относятся к одной и той же точке и 
соотношение это справедливо только в том случае, если j H A медлен- 
но изменяются на расстоянии порядка & (№ >> &). Если это условие 
не выполняется, то ток в какой-либо точке г зависит от значений век- 
торного потенциала А(г’) во всех точках г’, но в основном играют роль 
те точки г’, расстояние которых до точки г меньше или порядка &, т.е. 
|г’—г| < ЕЁ. Формула, которая описывает этот эффект, имеет следую- 

щую структуру: 
—К/А Кос | ARR SH or, 

где В =r’—r u С — некоторая константа. Для Toro чтобы определить 
ее, представим себе, что &—> 0. Тогда величину А(г’) можно вынести 
за знак интеграла в точке г’=г и мы должны получить уравнение 
Лондонов. Отсюда вытекает, что 

С = — 8en,/(4nm,). 

Входящий в формулу для тока (ее называют формулой Пип- 
парда) экспоненциальный фактор ехр(—Ю/) «срезает» вклад дале- 
ких точек, а множитель R* в знаменателе «компенсирует» влияние 
двух множителей R в числителе и множителя ЮЗ, соответствующего 
значению объема интегрирования (более высокую степень R вводить 
в знаменатель нельзя, так как интеграл начнет расходиться при 
Ю=-— 0). 

Покажем теперь, как с помощью формулы Пиппарда оценить глу- 
бину проникновения магнитного поля в сверхпроводники первого рода. 
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Обозначим эту глубину Лр в отличие от Ay. 
На расстояниях |г’—Г| ~ Ар потенциал A(r’) 
мало отличается от А(г). Если бы потенциал 
А(г’) не менялся на болыших расстояниях 
(порядка &, а не Ap), то интеграл, опреде- 
ляющий плотность тока, сводился бы к фор- 
муле Лондонов } = — п.е?/(т,А). Но следует 
иметь в виду, ЧТО Ap <Ё. Поэтому можно 
считать, что плотность тока уменьшится в 
Е/Ар раз. Таким образом, мы оценим плот- 
ность тока по формуле 

13.5. 
К объяснению кванто- 

пе? Ap вания магнитного по- 
i= ——— —A; ЛЬ<Е. тока 

Теперь мы должны использовать это соотношение вместе с уравне- 
нием rot В. = цой. Для геометрии, рассмотренной ранее, мы получим 
B(z). = В(0)ехр(—2/Ар), где Ар теперь определяется из уравнения 
^-2 = @шл,(Ар/Е), откуда 

& \1/3 AL y" 
А — Л — = Е —- ® 

Р L ( hp Е 

Мы видим, ЧТО № < Ap < &Ё. Таким образом, 

глубина проникновения поля в сверхпроводник первого рода значительно больше 
лондоновской глубины проникновения, но тем не менее значительно меньше 
размеров пары. 

До сих пор мы рассматривали односвязные сверхпроводники. Для 
них, как уже указывалось, можно считать фазу ф потенциала спари- 
вания постоянной. Но для неодносвязанных сверхпроводников такое 
предположение уже незаконно. Действительно, возьмем сверхпрово- 
дящее кольцо и рассмотрим внутри него некоторый произвольный 
замкнутый контур Г, лежащий далеко от поверхности кольца 
(рис. 13.5). На таком контуре плотность тока равна нулю, а так как 
плотность тока определяется величиной (fi/2)gradg—eA, то и она рав- 
на нулю, т. е. на L справедливо равенство A = [fi/(2e)|gradg~. Возьмем 
теперь интеграл от этого выражения по контуру L. Вспоминая, что 
фАЧ1! =Ф представляет собой магнитный поток через поверхность, 
L 
опирающуюся на контур L, т.е. магнитный поток через отверстие в 
кольце, получим 

fi m — ф do. 
2e 

L 

Таким образом, магнитный поток через отверстие в сверхпрово- 
дящем кольце пропорционален изменению фазы ф потенциала спари- 
вания при обходе замкнутого контура L. Если бы мы считали фазу 
постоянной, то поток Ф был бы равен нулю, что не соответствует, как 
мы знаем, действительности. Это значит, что фаза должна обязательно 
входить в выражение для сверхпроводящего тока. 
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С другой стороны, потенциал спаривания должен быть однознач- 
ной функцией координат. Отсюда следует, что изменение фазы при 
обходе замкнутого контура не может отличаться от кратного 2л, т.е. 
ф dp = 2nn, где п — произвольное целое число. Таким образом, мы ы 

приходим к замечательному результату Ф = 2йлп/(2е). Иными сло- 
вами, 

магнитный поток через отверстие в сверхпроводящем кольце всегда кратен не- 
которому элементарному потоку Фу: 

Ф=иФ, O, =x(h/e). 
Об этом факте мы уже говорили в § 13.2. На нем, в частности, основа- 
но очень точное измерение величины В/е. 

13.6. Промежуточное состояние 

Сильное магнитное поле, как мы уже гово- 
рили, разрушает сверхпроводимость. Это разрушение имеет место 
независимо от происхождения поля, т. е. независимо от того, являет- 
ся ли полевнешним или создается самим током, текущим в сверх- 
проводнике. Для существования сверхпроводимости поле ие должно 
превышать некоторого критического значения, и это условие долж- 
но выполняться повсюду. Но поле может быть разным в разных точ- 
ках металлического проводника, и поэтому может сложиться ситуа- 
ция, когда в одних точках металла поле окажется меньше, а в дру- 
гих — больше критического поля Не. Что же тогда произойдет? 
Полностью сверхпроводящим металлический проводник стать не 
может, но он не станет и полностью нормальным. Проводник при 
этом разобьется на домены, одни из которых будут сверхпроводя- 
щими, а другие — нормальными. Такое состояние проводника на- 
зывают промежуточным. 

Промежуточное состояние существенно определяется геометрией 
проводника, так как от нее зависит характер распределения маг- 
нитного поля. Если проводник имеет форму длинного цилиндра, ко- 
торый помещен во внешнее магнитное поле Но, ориентированное 
вдоль оси цилиндра, то на всей поверхности цилиндра поле имеет 
одно и то же значение (в пренебрежении влиянием концов цилинд- 
ра). Поэтому если поле Но не превышает критического значения Нс 
(и температура ниже критической температуры), то весь цилиндр 
находится в сверхпроводящем состоянии. 

Но ситуация существенно изменится, если проводник имеет, на- 
пример, форму шара (рис. 13.6). Действительно, пусть сверхпрово- 
дящая сфера находится в достаточно слабом внешнем магнитном 
поле Ho (рис. 13.6, а). Тогда, как можно показать, компонента поля, 
тангенциальная к поверхности сферы, равна Нь =3/›Ноз1т 8, где — 
полярный угол. Таким образом, поле равно нулю на полюсах сферы 
и равно 3/>Но на экваторе. Пусть теперь выполняется неравенство 
Нес >Но>?/3Нс (рис. 13.6, 6). Тогда у экватора и близлежащих 
областей поле превосходит критическое значение Не, вблизи 
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же полюсов поле меньше, чем Н.. Поэтому Л 
у экватора ‚сверхпроводимость разрушается, 
области же вблизи полюсов являются сверх- 
проводящими. Таким образом, в интервале 
полей HH, > HH, >*.Н, сверхпроводящая 
сфера находится в промежуточном состоя- 
нии, в котором нормальные и сверхпроводя- a) 5) 
щие области сосуществуют. 

Еще более интересным примером является 
сверхпроводящая пластинка, находящаяся во |, 
внешнем магнитном поле, ориентированном Съерхпроводник в фор- 
перпендикулярно ее поверхности. В этом слу- ме шара 
чае при любом поле Но, не превосходящем 
Не, пластинка находится в промежуточном 
состоянии. Действительно, пластинка не мо- 
жет находиться полностью в сверхпроводя- 
щем состоянии, так как при этом нарушалось 
бы условие непрерывности нормальной со- 
ставляющей поля на поверхности пластин- №5 
ки — внутри пластинки поле было бы равно 
нулю, а снаружи — Но. Не может пластинка 
находиться и полностью в нормальном со- 
стоянии — энергетически это невыгодно при 43.7. 
Т < T,. Поэтому пластинка находится В Сверхпроводник в фор- 
промежуточном состоянии, т.е. состоит из ме пластинки 
нормальных и сверхпроводящих доменов. 

Можно сделать предположение, что пластинка обладает так назы- 
ваемой ламинарной структурой типа изображенной на рис. 13.7. 
Здесь № и 5 обозначают нормальные и сверхпроводящие домены, 
представляющие собой слои, перпендикулярные плоскости рисунка. 
Магнитные силовые линии проходят только через слои М, а так как 
имеет место равновесие между областями М и $, то поле в областях № 
должно быть равно H,. (В областях S поле, естественно, равно нулю.) 

Учтем теперь, что магнитный поток должен быть непрерывен на 
поверхности пластинки. Снаружи пластинки он равен, очевидно, 
SHo, где $ — площадь поверхности пластинки, внутри же пластинки 
равен n(ad,H, -+ ad,H,), The a — размер пластинки в направлении, 
перпендикулярном рисунку, d, и 4, — толщины слоев Ми 5, n — 
число слоев. Приравнивая эти выражения и учитывая, что S = 
= na(d, + 4,), получим 

№ He He? Ho> $ He 

5 de Но 
ап -- а; Нс 

(Ни <Н.). 

Эта формула определяет относительный размер сверхпроводящих 
доменов, который оказывается зависящим только от отношения Но/Н.. 
(Что касается самих величин 4, и d_,, то существуют эксперименталь- 
ные методы их определения; эти опыты показывают, что толщина слоев 
значительно меньше толщины пластинки 1.) 
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Для определения абсолютных значений толщин слоев d, и 4, нуж- 
но, так же как и при определении размеров доменов в ферромагнетике, 
рассмотреть полную энергию образца (точнее говоря, свободную энер- 
гию) и выяснить, при каких условиях она имеет минимальное значение. 
При этом нужно учитывать как энергию образца, которой он обла- 
дал бы в отсутствие поля и доменов, так и энергию магнитного поля 
в присутствии доменов и, наконец, поверхностную энергию, связан- 
ную с существованием границы между сверхпроводящими и нормаль- 
ными областями. Поверхностная энергия имеет особенно важное зна- 
чение, так как она определяет толщину границы раздела между раз- 
личными доменами, а эта толщина, в свою очередь, определяет размеры 
доменов. 

Но имеется еще одно, более существенное обстоятельство. Дело 
в том, что наше предположение с ламинарной структуре сверхпро- 
водника в промежуточном состоянии, в свою очередь, основывается 
на молчаливо сделанном предположении, о положительности поверх- 
ностной энергии между доменами. Между тем это предположение 
само по себе ни на чем не основано и требуется специальное исследова- 
ние характера поверхностной энергии. Этот анализ показывает, что 
сверхпроводники первого и второго родов существенно отличаются 
друг от друга своей поверхностной энергией. Только 

для сверхпроводников первого рода поверхностная энергия (как для ферромаг- 
нетика) положительна, для сверхпроводников же второго рода она отрицательна. 

Если обозначить Y; поверхностную энергию (отнесенную к еди- 
ничной площади границы), где индекс ¢ = 1, 2 обозначает род сверх- 
проводника, то оказывается, что 

H? H? 
1 = > 5, а = — ae ch L? 

где Е — размер электронной пары и Л; — глубина проникновения 
поля в сверхпроводник второго рода. Таким образом, изображенная 
на рис. 13.7 ламинарная структура промежуточного состояния от- 
носится только к сверхпроводникам первого рода. Период этой струк- 
туры, т. е. величина 4 == 4, -- d,, существенно определяется поверх- 

ностной энергией, по порядку величины dw УЕ, где { — толщина 
пластинки. 

Что касается сверхпроводников второго рода, то для них проме- 
жуточное состояние не обладает простой ламинарной структурой. 
Так как для них поверхностная энергия, связанная с границей раз- 
дела между нормальным и сверхпроводящим доменами, отрицательна, 
то эта граница должна быть максимально большой, T. е. разбиение 
на области N и $ должно быть очень мелким (в противоположность 
сверхпроводникам первого рода, в которых граница между областями 
Nu $ минимальна). Если при этом лишь небольшая часть сверхпро- 
водника второго рода находится в нормальном состоянии, большая 
же его часть — в сверхпроводящем, то области N имеют вид не слоев, 
а нитей, называемых вихревыми нитями. 
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До сих пор мы касались сверхпроводни- 
ков, находящихся во внешнем магнитном по- 
ле. Если внешнего поля нет, а сверхпрово- 
дящий провод присоединен к генератору, вы- 
зывающему в нем некоторый ток /, TO этот 
ток создает магнитное поле, которое на по- 
верхности провода равно Н(а) = //(2na) (где 
а — радиус провода). При Н(а) < Нь, т.е. 
[< Г, где 1, =2лаН., провод полностью 
находится в сверхпроводящем состоянии (речь 13.8. 
идет о сверхпроводнике первого рода). Если Сверхпроводящий про- 
же / > /,, то на поверхности провода поле вод с током, ббльшим 
превышает H,, и, следовательно, вблизи по- КРИТИЧеского 
верхности возникает слой, находящийся в 
нормальном состоянии. Внутренний радиус R этого слоя определяется 
из условия Н(Ю) = H,, откуда для тока, текущего по внутреннему 
сечению, получим J, = 2nRH, = Г Ю/а. По внешней (нормальной) 
части сечения, таким образом, течет ток /—/1. В этой части сечения 
существует, очевидно, электрическое поле, направленное вдоль про- 
вода. Что касается внутренней части (fF < а), TO она не должна пол- 
ностью находиться в сверхпроводящем состоянии, так как в этом слу- 
чае генератор Mor бы быть замкнут накоротко сверхпроводящей 
сердцевиной. Поэтому внутренняя часть может находиться в проме- 
жуточном состоянии, структура которого изображена на рис. 13.8. 

13.7. Контакт между сверхпроводниками 

Как мы знаем (см. $ 9.5), если привести в 
соприкосновение два разных металла, находящихся при одинаковой 
температуре, то электроны начнут переходить из одного металла в 
другой, но хотя между металлами появится контактная разность 
потенциалов, она не приведет к протеканию тока в Цепи в отсутствие 
внешней э. д. с. Иная ситуация возникает при контакте между сверх- 
проводниками. Дело в том, что при контакте обычных металлов проис- 
ходят переходы нормальных электронов, при контакте же сверхпро- 
водников происходят также переходы сверхпроводящих электронов. 

Если взять два сверхпроводника S и S’, разделенных тонким изо- 
лирующим слоем, то (при толщинах слоя порядка нанометров) сверх- 
проводящие электроны вследствие квантово-механического туннель- 
ного эффекта смогут переходить из одного сверхпроводника в другой, 
и так как эти электроны движутся беспрепятственно, то при включе- 
нии контакта SS’ в замкнутую цепь в последней. возможно протека- 
ние тока без сторонней э. д. с. Мало того, контактирующие сверх- 
проводники могут быть сделаны из одного и того же вещества и тем 
не менее между ними возможен ток в отсутствие внешней 9. д. с. Это 
явление носит название эффекта Джозефсона. 

Так как эффект этот является квантовым, то для его описания 
нужна квантовая механика; фактически же нам потребуется лишь 
тот факт, что состояние системы сверхпроводящих электронов (как и 
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любой квантово-механической системы) характеризуется некоторой 
функцией, называемой волновой функцией, которая подчиняется опре- 
деленному уравнению — уравнению Шредингера (см. 
в этой связи $ 21.2). В рассматриваемой задаче речь идет о сово- 
купности двух сверхпроводников Зи $5’, между которыми возможен 
переход сверхпроводящих электронов. Если числа спаренных элект- 
ронов B Su S’ равны 2v и 2N—2y, где 2N — общее число спаренных 
электронов, которое считается заданным, то волновая функция систе- 
мы S -- 5’ может быть представлена в виде ф, = HF Hs .., где 
pS и $5’ — волновые функции сверхпроводников $ и 5’ порознь. 

Уравнение Шредингера имеет вид 

i Ot” 

где Н — так называемый оператор Гамильтона, или гамильтониан си- 
стемы, зависящий от тех динамических переменных, которые характеризуют 
систему. 

В рассматриваемом случае простейшая структура гамильтониана 
такова: 

Hh, = Еф, + К ($), 
где Во и К — некоторые константы (зависящие от природы сверх- 
проводников S и 5’ и геометрии сверхпроводящего контакта, причем 
величина К может быть как положительной, так и отрицательной). 
Эта структура описывает возможность изменения числа у, причем 
здесь учитываются только наиболее вероятные туннельные переходы, 
соответствующие изменению у не более чем на единицу. 

Нас интересует стационарный случай, когда система обладает 
определенной энергией Е. В этом случае $ф зависит от времени как 
exp[—(i/h)E¢] и уравнение Шредингера приобретает вид Hy =Еф. 
Таким образом, мы приходим к уравнению 

Еф, + К ( Yay + 1) = Ey, . 

Решение этого уравнения имеет вид ф, = Aexp{ikv}, где Ди k— 
константы; причем, как легко видеть, 

E=E(k) = Е, + ЭК coske 
Параметр А может принимать любые значения, так что энергия 

системы является функцией непрерывного параметра; при этом она 
заключена в интервале (Е, —2К, Е, + 2K). Параметр А играет важ- 
ную роль; он аналогичен волновому вектору электромагнитной волны 
или квазиимпульсу электрона в периодической решетке. 

Производная от энергии по А определяет групповую скорость о 

волнового пакета, образованного суперпозицией волновых функци 
py, (см. в этой связи гл. 16): 

1 OE 2К ink 
= — —— si Го) — 

id h 0 h 

в 

И 

— 
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Умножив групповую скорость на заряд пары 2е (е — заряд электрона), 
найдем TOK J, который может течь между Зи S’: 

Г=ГозшЁ, = -— 4eK/h. 

Это значит, что если систему SS’ включить в замкнутую цепь, то в ней 
может в отсутствие сторонней э. д. с. протекать ток. Сила и направ- 
ление этого тока определяются начальными условиями в момент за- 
мыкания цепи. При этом обязательно |/| < |1, где, как мы видели, 
[о зависит только от К. Иными словами, возможное значение тока не 
может превосходить некоторого максимального значения, которое 
определяется лишь характером сверхпроводящего контакта и не за- 
висит от начальных условий. 

Пусть теперь между $ и $’ включена разность потенциалов У. Tor- 
да «волновой вектор» & начнет зависеть от времени, причем, как пока- 
зывает квантовомеханическая теория эффекта Джозефсона, 

d у — 

Отсюда следует, что если У есть некоторая заданная функция 
времени У(1), то 

k=k(t)= ky + V (К de, 

где А, — значение К при t = 0. 
Если, в частности, У = У, — константа, то Е — линейная функ- 

ция времени и, следовательно, ток — синусоидальная функция вре- 
мени с частотой @ = 2eV,/fh: 

— J, sin (& 4 =. vt} . 

Частота ® очень велика, так что в среднем мы получим TOK, равный 
нулю. 

Таким образом, при У, = 0 ток наблюдается, а при У. => 0 — не 
наблюдается! 

Пусть теперь наряду с постоянным напряжением У, приложено 
еще переменное напряжение ucoswl, т.е. пусть V(t) = У, + ucosot. 
Тогда 

ky + — Vot + = gsinot. 

Предположим, что 9 < Vo. В этом случае TOK определится фор- 
мулой 

ГЕИ sin ¢ a no ” 4 = osin of cos (# ++ —! ‘)|. 

Мы должны теперь определить среднее значение этого тока / по 
времени. Ясно, что первое слагаемое в квадратных скобках даст нуль. 
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Второе же слагаемое может дать значение, отличное от нуля. Для 

ЭТОГО необходимо, чтобы для частоты приложенного напряжения вы- 

полнялось равенство 

(условие резонанса). В этом случае среднее (по времени) значение тока 

. 1 о. 
[)=—J], sink, =—— 1 sink, * ( ) 0 ho 0 о 0 у, 0 

Если условие резонанса не выполняется, то, очевидно, </> = 0. 
Исследование этого резонанса позволяет с большой точностью на- 

ходить величину e/h. Дело в TOM, что существуют очень точные методы 
измерения частоты (например, с помощью интерференции), а также 
макроскопической величины — потенциала Vo. 

Рассмотрим, наконец, подробнее, что произойдет, если система SS’ (джо- 
зефсоновский контакт) включается в замкнутую цепь, в которой действует 
постоянная 9. д. с. U. Если R — сопротивление цепи, то напряжение Ha KOH- 
такте SS’ 

V=U—RI=U—1,Rsink. 
Используя закон изменения А, имеем 

2 (= (И— 1,R sin k) = в, (1 —Asin&), 

где «о = 2eU/h и А = RIo/U. Проинтегрировав это уравнение, получим 

Wot = | (1 —Asink)1 dk. 

Если A < 0, то знаменатель подынтегрального выражения не обращается 
в нуль и интеграл может быть легко вычислен. Полагая tgk/2 = $, получим 

= Ум и УГ volt — в |. 

Таким образом, при А <1 ток является периодической функцией времени с 

периодом 2ло 1 —azy M2; однако OH (за исключением случая A = 0) несинусо- ) 

идален. 
Пусть теперь А, > 1. Тогда подынтегральное выражение имеет полюс при 

Е = Ro, где sin Ко =A}. Это значит, что когда #-+ со, то R—> Ro, т. е. ток стре- 
мится к своему предельному значению U/R, а напряжение на контакте — 
к нулю. Мы видим, что возможен режим, когда ток остается постоянным. При 
этом он определяется только э. д. с. и сопротивлением цепи (J = U/R) и не 
зависит от характеристик джозефсоновского контакта. 

ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ | 

Эффект Мейсснера В=0 

Магнитный поток Ф=лФ,, PD = СВ 2,068. 10725 Дж.с.Кл- 
е через — отверстие в — 

сверхпроводящем (п=0, 1,2, ...) 
кольце 
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Скрытая теплота 
перехода из сверх- 
проводящей в нор- 
мальную фазу 

Скачок — теплоемкос- 
ти в точке — сверх- 
проводящего — пере- 
хода (формула Рут- 
герса) 

«Размеры» пары 
электронов = (длина, 
корреляции) 

Лондоновские сверх- 
проводники = (сверх- 
проводники второго 

рода) 

Уравнение Лондонов 
для поля 

Плотность сверх- 
проводящего тока 
в  сверхпроводниках 
первого рода (&>>Az ) 

Глубина — проникно- 
вения поля в сверх- 
проводник — первого 
рода 

Связь между часто- 
той переменного на- 
пряження и пос- 
тоянным напряжени- 
ем в эффекте Джо- 
зефсона 

= hup 
С = 

x || 

A, > s, 

Me 

ML 7 oe*Ms 

AB—— B= 
x2 

L 

hp = hy A, YY 
AKAD KS 

2e 
ш = —V о 
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Ш. ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ 

ВОЛНЫ И ОПТИКА 

Глава 14. ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ ВОЛНЫ 

В ВАКУУМЕ 

14.1. Плоская монохроматическая волна 

В гл. 6 было показано, что электромагнитное 
поле может существовать само по себе, т. е. без зарядов и токов. Та- 
кое поле, которое называют свободным, не может быть статическим и 
обязательно представляет собой волну. Это значит, что зависимость 
поля от времени и координат не произвольна, а, напротив, эти пере- 
менные входят только в определенных комбинациях. Проще всего 
обстоит дело в плоской волне, когда поля (электрическое и магнитное) 
зависят только от одной декартовой координаты, скажем х. Тогда 
если волна распространяется вдоль положительного направления х, 
то зависимость поля от координат и времени должна иметь вид функ- 
ции от (х—сй), или, что то же самое, от (t—x/c). Таким образом, поле 
в момент 2+ АЁв точке x-+Ax, где Ах = cAt, такое же, как поле в MO- 
мент ¢ в точке xX, т. е. за время Af поле «перемещается» на расстояние 
Ах. Это наглядно иллюстрирует волновой характер поля. Величину 
с = 2,997925. 108 м/с можно интерпретировать как скорость электро- 
магнитной волны. Она не зависит от характера волны, Т.е. носит 
универсальный характер и совпадает со скоростью света в вакууме — 
это не случайно, ибо свет есть не что иное, как электромагнитная 
волна. 

Простейшая из плоских волн — это Плоская монохроматическая 
волна, когда каждая из компонент поля { описывается гармонической 

функцией { = Acosw(t——_), где Аи @ — постоянные (амплитуда и 
Cc 

частота). Важность этого типа волн обусловлена тем, что любую элект- 
ромагнитную волну можно представить как суперпозицию плоских 
монохроматических волн. Напомним, что Т = 2л/® называют перио- 
дом, A =сТ = 2лс/® — ДЛИНОЙ ВОЛНЫ. 

На рис. 14.1 схематически представлена шкала электромагнитных 
волн (так как диапазон волн огромен, то использована логарифмиче- 
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Ультра- 
фиолето- Инфра- 

у-лучи Рентаен вые Й красные,  Родиоболны 
= ao lw 

| Гор | 
| 

14.1. | | VA | 

Шкала электромаг- ТО ОО ТОО В ООО ОО ОО iA ибо i yt ty gt 

нитных волн (диапазон -10 -5 0 lg (A/Ag)} 

видимого света отмечен 
штриховкой) 

ская шкала, т. е. приведены значения Ig(A/Ao), где в качестве Ay вы- 
брано Л, =1 см. Только ничтожная часть этого диапазона принад- 
лежит к видимому свету (от 390 до 770 нм, на рис. 14.1 этот диапазон 
заштрихован). К электромагнитным волнам относятся и радиоволны 
(диапазон которых начинается с длин волн порядка | мм), и рентгено- 
вы лучи (длины волн которых лежат в интервале 1,0—0,005 нм), и 
у-лучи (длина волны которых в космическом излучении составляет 
10-6 нм), а также ультрафиолетовые и инфракрасные лучи. 

Так как уравнения Максвелла линейны, то для описания поля удоб- 
но пользоваться комплексными величинами, т.е. вначале считать, 
что поле плоской волны [имеет вид f = Ae ie(t—*/e), где A — комплекс- 
ная амплитуда, и только после того, как она будет найдена, перейти 
к вещественным величинам, полагая | = Re[Aeivlt—+/)], Удобно 
также не выбирать ось х в качестве направления распространения 
волны, а ввести единичный вектор п вдоль этого направления. Тогда 
поля в плоской монохроматической волне можно представить в виде 
E =E,exp {i(kr—ot)}, H = Hy,exp{i(kr—of)}, где К = по/с — вол- 
новой вектор. Подставляя эти выражения в уравнения Максвелла 

rotE = —0В/0Ё, divB = 0, 

yo тОЁВ = в 0Е/0Ё, @УЕ’'= 0 

и учитывая, что 201 =C? и что для плоской волны TOtA = i[kA], 
divA = ЖА, получим 

В, — — [пЕ |, Е, == —С [nBol, nE, == nB, = 0. 

Таким образом, комплексные амплитуды полей взаимно ортогональны 
и, кроме того, ортогональны к направлению распространения волны. 

Как мы знаем, плотности электрической и магнитной энергии про- 
порциональны квадратам полей: w= #,Е?/2, ши = В3/(2и,) (Е и В 
здесь вещественны!). Средние значения квадратов синуса и косинуса 
равны */2, поэтому (w,) = & |E,|7/4, (w) = |В 2/4). Мы ви- 
дим, что средние значения плотностей электрической и магнитной 
энергии равны между собой. Для суммарной плотности электромаг- 
нитной энергии имеем 

= (We) + (Wm) = & | Ey 2/2 = | Bol?/(2p9). 
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Вычислим плотность потока электромагнитной энергии в плоской 

монохроматической волне: $ = [ЕН]. Tak как Е 1 Н и Е = Heyy, 
TO (S) = сшп. Этот результат имеет наглядный смысл: он означает, 

что 

энергия переносится вместе с волной CO скоростью света С. 

14.2. Поляризация электромагнитной волны 

В предыдущем параграфе мы видели, что в 
плоской монохроматической волне электрическое и магнитное поля 
направлены перпендикулярно направлению распространения волны. 
В таких случаях говорят о волне с поперечной поляризацией, или прос- 
то о поперечной волне. Заметим, что иначе обстоит дело со звуковой 
волной в жидкости или газе (но не в кристалле!), в которых вектор 
скорости частиц среды направлен вдоль направления распространения 
волны (продольная волна, или волна с продольной поляризацией). 

Остановимся подробнее на поляризации плоской монохроматиче- 
ской волны. Ее комплексную амплитуду можно представить в виде 
Е, =E, + 1, где Е.,› — два вещественных вектора, ортогональные 
(как и вектор E,) к направлению распространения волны. Выбор Е! 
и Es, однако, неоднозначен, так жак ‘можно произвольно выбрать 
фазу Е, (изменение фазы Е, равнозначно изменению начала отсчета 
времени). Поэтому можно выбрать векторы Е; и Е› таким образом, 
чтобы OHH были взаимно ортогональны. Формула Е = Re{E,exp(ikr — 
—ot)} означает тогда, что электрическое поле плоской монохрома- 
тической волны всегда можно представить в виде суперпозиции 
двух полей, направленных вдоль двух взаимно перпендикулярных 
постоянных векторов и изменяющихся, как cos(kr—of) и sin(kr—olf), 
т.е. со сдвигом по фазе на л/2. В случае вещественного Е, (т. е. Es = 
= 0) говорят о линейной поляризации волны. Таким образом, мож- 
но сказать, что 

в общем случае поле плоской монохроматической волны представляет собой су- 
перпозицию двух взаимно перпендикулярных полей, соответствующих двум 
линейно поляризованным волнам, причем разность фаз полей равна 7/2. 

Наличие трех взаимно перпендикулярных 
векторов К, E;, Е> позволяет естественным y 

SI--== образом выбрать декартову систему коорди- 
Ч и. Е нат, орты которой направлены вдоль этих 

x ;| векторов. A именно: направим ось г вдоль К, 
| | 

| 
| 

ось X — вдоль Е; И ось у — вдоль Е› (либо — 
Е›, так чтобы система координат была пра- 

Е _| BOBHHTOBOH). Тогда (Е „/Е!)? + (Е /Ез)?* = 1. 
| | Мы видим, что конец вектора Е в каждой 

точке пространства описывает с течением вре- 
14.2. . Мени эллипс, полуоси которого равны Е; и Ee 
Эллипс, описываемый 
вектором напряженнос- (рис. 14.2). Вращение этого вектора, образую- 
ти электрического поля Wero угол у = Кг ®Ёс осью х, происходит 
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либо по часовой стрелке (если Es: || y), либо против нее (если 
— Е, || у). В первом случае говорят о правополяризованной, а во 
втором — о левополяризованной эллиптической волне. В частном слу- 
чае, когда Е: = Eo и эллипс вырождается в окружность, говорят о 
круговой поляризации волны. 

Легко показать, что вектор В, как и вектор Е, описывает эллипс, 
причем оба эллипса равны и ориентированы взаимно перпендикулярно. 

14.3. Частично поляризованная волна 

Наличие определенной поляризации не есть 
‘небходимое свойство электромагнитной волны с определенными часто- 
той и направлением распространения. Если такая волна излучается 
одним атомом, то она обладает строго определенной поляризацией. 
Но если плоские монохроматические волны, пусть даже с одинако- 
выми ® и К, излучаются рядом идентичных атомов, то результирующая 
волна, оставаясь плоской монохроматической, уже не обладает опре- 
деленной поляризацией. Дело в том, что ее комплексная амплитуда 
складывается из комплексных амплитуд отдельных волн, фазы же 
этих амплитуд могут быть самыми различными и никак не связанны- 
ми между собой, в силу чего результирующая комплексная амплиту- 
да — случайная, а не строго определенная величина. Чтобы разъяснить 
это, введем поле, возбуждаемое /-м атомом: Е‘) = Ве &(/) eilkr—o(f—f))] 
где 8(/) — комплексная амплитуда (векторная) и tj — начало отсчета 
времени для 1-го атома (скажем, время начала излучения). Поле EW) бу- 
дем считать эллиптически поляризованным. Результирующее поле 
Е = Веб exp(ikr—io?f), создаваемое всеми атомами, является суммой 
нолей Е(1); здесь 6 — комплексная амплитуда р езультирующего поля; 

6 =12 git exp (iwf,). 

Входящие сюда величины #{; являются, очевидно, случайными; кроме 
того, случайны и углы между осями эллипсов поляризации волн с 
разными |. Поэтому амплитуда 6 является случайной величиной. 
*Ф Отсюда следует, что при исследовании поляризационных свойств 
волны, возникающей в результате суперпозиции многих плоских моно- 
хроматических волн, излучаемых различными независимыми источ- 
никами, должно быть использовано понятие вероятности. А именно: 
если разложить результирующую амплитуду 6 по закрепленным 
ортам е!, е›, 6 = фе, + 62е›, то комплексные величины 61 и 62 
(скалярные) будут случайными и должна быть задана вероятность 
распределения этих величин. 

Структура величин 61, 62 такова, что их средние значения ( 61) 
и (62) по этому распределению равны нулю. Действительно, так как 
моменты времени ft; в суперпозиционных множителях exp(iwt;) в вы- 
ражении для 6 с равной вероятностью принимают любые значения, 
‘TO среднее значение этих множителей равно нулю: (exp(iwt;)) = 0. 
По той же причине { & 63) =O (здесь a, В = 1, 2) и только ве- 
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ЛИЧИНЫ (6. 68) отличны OT нуля (угловые скобки служат для обо- 
значения усреднения). Эти величины и характеризуют плоскую моно- 
хроматическую волну со случайной комплексной амплитудой. При 
этом (16|) = (Se. 6") определяет интенсивность волны, а че- 

a 

тыре величины 

Pup = [821 (8, 6,) 
— поляризацию волны. Величины р.в образуют двухрядную матри- 

Wy, которая является эрмитовой: рев = рва. Сумма ее диагональных 
элементов (называемая следом или шпуром) равна единице: ри + 
+ 622 = р р= 1. Матрицу р называют поляризационной матрицей. 
Разумеется, значения ее элементов зависят от выбора базиса, т. е. ор- 
тов @4, е>. 

Для эллиптически поляризованной волны поляризационная мат- 

рица имеет вид р.з = |6|`* Eq 88; здесь, естественно, нет никакого 
усреднения. Эта матрица представляет собой просто произведения 
компонент вектора & /|&| и комплексно-сопряженного вектора 
$*/16|. Справедливо и обратное утверждение: для того чтобы вол- 
на обладала определенной поляризацией, необходимо, чтобы ее поля- 
ризационная матрица была представима в таком виде. 

Поляризационную матрицу для эллиптически поляризованной вол- 
ны можно представить ввиде 

J + cos 2В cos 2, не | 

ay cos 28sin 2y + isin28, 1—cos26cos2y 

где у — угол между большой полуосью и ортом е! и В — степень эл- 
липтичности поляризации (отношение полуосей эллипса поляризации, 
рис. 14.2). Положив здесь у = 0, получим р в системе координат, оси 
которой направлены вдоль главных осей эллипса поляризации. 

Если рав == > Sag, то волну называют неполяризованной (в случае 
света говорят о естественном свете). 

В общем случае частично поляризованной волны поляризационную 
матрицу можно представить в виде 

1 “ 

где е, —- компоненты некоторого единичного вектора и P — неотри- 
цательное число, меньшее единицы. При Р = | мы получаем поляри- 
зованную волну, если же Р =0, то волна является неполяризован- 
ной. Поэтому величину Р называют степенью поляризации. 

Часто поляризационную матрицу записывают в виде 

р = 1. | + &3, ты) 

Е + if, 1 — 5 
2 

где &, Ё›, 8 — вещественные величины, не превосходящие единицы. 
Их называют параметрами Стокса. Для полностью поляризованной 
ВОЛНЫ 
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Е: = с0$ 28 $1 2х, § =31128, & = с0$ 28 с0$ 2, 

для частично поляризованной 

& =Р с0$ 28 $312у, ЕЁ = Рзш 28, Е = Рсо$ 28 соз2у. 

Мы видим, что 

Т-- & + 8 = Р2 < 1. 
Существенно, что параметры Стокса для света могут быть непо- 

средственно определены экспериментально. Для этого пропускают 
исследуемый свет через некоторые кристаллы и определяют интен- 
сивность прошедшего света, который оказывается линейно поляри- 
зованным. Его относительная интенсивность и определяет величины 
E,, &, &. Tak, если свет линейно поляризован вдоль OCH X14, то отно- 
сительная интенсивность прошедшего света и! непосредственно опре- 
деляет 011 = 1/2(1 + &) = w,. Если далее получен свет, линейно по- 
ляризованный вдоль оси, составляющей с осью х! угол л/4, то его от- 
носительная интенсивность & определит параметр &, т.е. We = 
= 1/,(1 + &). Наконец, чтобы найти &, нужно получить из исследуе- 
мого света не линейно поляризованный, а поляризованный по кругу 
свет, что также достигается с помощью кристаллов. Таким образом, для 
полного исследования поляризационных свойств света необходимы 
измерения интенсивностей, соответствующих двум линейным поляри- 
зациям (удобнее всего — под углом л/4 одна к другой) и одной круго- 
вой поляризации. 

Отметим в заключение этого параграфа один любопытный факт. 
Глаз человека, как мы знаем, различает длину волны (цвет) и интен- 
CHBHOCTb (яркость) видимого света (большинство млекопитающих He 
различает даже длины волны), но не различает (как правило) его по- 
ляризации. Глаза же некоторых насекомых, в том числе пчелы, устро- 
ены Так, что кроме цвета и яркости они различают и поляризацию 
света. Именно эта способность позволяет пчеле находить направление 
на солнце даже в облачный день. 

14.4. Волны в пространстве между 
‘металлическими поверхностями 

Рассмотрев электромагнитные волны в без 
граничном пространстве, перейдем к изучению волн в ограниченном 
пространстве. Начнем с полупространства, ограниченного металлом. 

Как мы видели в гл. 6, на границе двух сред должны быть непре- 
рывны величины Е, и В, (индексы Ё и п означают тангенциальную 
и нормальную к границе составляющие поля). Если одна из рассмат- 
риваемых сред — хороший проводник, в частности металл, то можно 
считать, что высокочастотное поле в глубь него не проникает. Физи- 
чески это связано с тем, что в среде с бесконечной проводимостью даже 
слабые поля создавали бы бесконечные токи; мы вернемся к этому во- 
просу подробнее в гл. 16. Таким образом, на поверхности проводника 
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переменное электромагнитное поле должно удовлетворять граничным 
условиям Е, =0, В, =0. 

Однако если рассмотреть одну отдельно взятую электромагнитную 
волну, падающую на поверхность металла, то эти граничные условия 
удовлетворяться, вообще говоря, не будут. Отсюда вытекает, что 

на границе с металлом должна возникнуть еще одна — отраженная электро- 
магнитная волна, так что электромагнитное поле в вакууме представляет собой 
суперпозицию двух волн — падающей и отраженной и эта суперпозиция удов- 
летворяет нужным граничным условиям. 

Чтобы разъяснить это, предположим, что на металлическую плос- 
кость X =0 падает плоская монохроматическая волна с волновым 
вектором К и частотой ®. Выберем ось у перпендикулярно К; тогда 
вектор К имеет только две составляющие: А, и А ‚. Будем для простоты 
считать, что электрическое поле падающей волны E™) лежит в плоскос- 
ти (х, 2): 

Б® = Aexp {ik, x + ik, z—iot}, 

ES? = Bexp {ik,x + ik,z—iot}, Ef? =0, 

где Аи В — амплитуды компонент поля. Эти амплитуды не независи- 
мы, а связаны условием поперечности электромагнитной волны, по- 
этому В = —ARk,/R ;z. 

Обозначим далее Е“) напряженность поля отраженной волны и 
потребуем, чтобы для суммарной напряженности Е =Е® + Е 
выполнялись граничные условия на поверхности х =0. Так как 

ЕЙ = 0, то, очевидно, и EY) = 0, т. е. отличны OT нуля только 

х- и 2-компоненты поля Е®: EY = А’ехр {1х + ik,z—iot}, 

ES? = В’ exp {ik,x-+ ik,z — io’t} , 
где k’ H w’ — волновой вектор и частота отраженной волны, A’, В” — 
амплитуды, связанные (в силу поперечности последней) соотношением, 

В’ ——A’k,/k,. Г раничное условие Е + Е”) — О сведется к 

соотношению Вехр {ik,z—iwt}-+ В’ехр {ik,z— iwt} =0, которое 
должно выполняться тождественно при всех. 
значениях 2 и Ё. А это может быть только в. 

том случае, если k, =k,, wo’ =o Hh B’ =—B, 
Ho ® =ck, ®’ = ск’, поэтому модуль волно- 
вого вектора не изменяется, а меняется толь- 

ко знак его х-составляющей: А, =——k,. Or- 
сюда следует, что угол падения 0 равен углу 
отражения 0" (углы отсчитываются от норма- 
ли к поверхности, рис. 14.3). 

Учтем, наконец, связь между амплитуда- 
14.3. ми А, Ви A’, В’, тогда получим А’=А. 
Векторы 5 erp wreck oro Заметим, что в рассматриваемой задаче, как 
ностей ле е — 0. 
поля падающей и от. Легко убедиться, граничное условие B, = 0 
раженной волн выполняется тождественно. 
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Сложив Е‘ и Е“), получим суммарное электрическое поле, возни- 
кающее при падении плоской монохроматической волны Ha металли- 
ческую поверхность: 

Е, = 2A cosk,x - exp (1,2 — iwf), 

E, = 2iBsink,x - exp(ik,z—iot), Е, =0. 

Мы видим, что бегущая волна сохраняется только в тангенциальном 
к поверхности направлении, в нормальном же направлении возникает 
стоячая волна. При этом компонента поля Е, обращается в нуль на 
плоскостях x =0, x =a/ky, x =2л/Е,,... (которые можно на- 
звать плоскостями узлов Е ,), максимума же эта компонента достига- 
ет на плоскости x = 1/(2k,), x = 3n/(2k,) (плоскости пучностей этой 
компоненты). Там, где находятся узлы E,, у компоненты Ey, — пуч- 
ности, и наоборот. Обратим внимание на множитель 1 в выражении 
для Е,. Он означает, что величины Ё , u Е». сдвинуты по фазе на л/2, 
т.е. на четверть периода. Аналогичную структуру имеет и магнитное 
поле. 

Посмотрим теперь, что получится, если параллельно первой на 
расстоянии а от нее поместить вторую металлическую поверхность. 
Компоненты поля будут определяться прежними формулами, но те- 
перь поле Ё , должно обращаться в нуль еще и на второй поверхности, 
т.е. при x =a. Отсюда следует, что зш ак» =0, т.е. ky = ли/а, 
где п — целое число. Иными словами, составляющая волнового век- 
тора, нормальная к обеим металлическим плоскостям, должна быть 
дискретной, а именно кратной л/а. 

Заметим еще, что kx = с050 = 2ncos8/A, где 9 — угол падения 
и A — длина волны, откуда cos 9 = nA/(2a). Но cos@ не может быть 
больше единицы и, следовательно, А, не может быть больше 2a. Можно 
сказать, что 

более длинные волны «не входят» в пространство между металлическими по- 
верхностями. 

При А, < 2a угол 6, как мы видим, тоже не может быть произволь- 
ным: он может принимать лишь й„ дискретных значений, где n,, — 
целая часть отношения 2a/A (наибольшее положительное число, мень- 
шее 2а/^). 

14.5. Волноводы 

Итак, поле в пространстве между двумя 
металлическими плоскостями представляет собой волну, бегущую 
вдоль этих поверхностей и стоячую в направлении нормали к поверх- 
ностям. Ясно, что если, добавив еще две металлические плоскости, 
рассмотреть бесконечно длинный прямоугольный параллелепипед, 
то поле окажется стоячей волной уже в двух направлениях и бегущей 
только в одном — вдоль оси параллелепипеда. Такой бесконечный 
параллелепипед, или в общем случае цилиндр произвольного сечения, 
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может использоваться для передачи волны в 
определенном направлении, поэтому его на- 
зывают волноводом. 

Рассмотрим простейший прямоугольный 
волновод, сечение которого имеет вид прямо- 
угольника со сторонами а и В (рис. 14.4). 
Легко понять, какую структуру должна 

а х| иметь 2-компонента электрического поля в 
волноводе. Так как она должна обращаться в 

14.4 нуль Ha всей поверхности волновода, то, оче- 
Прямоугольный волно- ВИДНО, Е : = Суш (R,x)sin(k yy)exp(ik,z—iot), 
вод и его сечение где С — постоянная и kx, ky — компоненты 

волнового вектора, могущие принимать 
только дискретные значения Ry = mm/a, 

ky = лп/Ь (т, п =1, 2, ...). Так как ® = СЁ и k=V Rk + ke + Rk, 
TO 

= и (=) + ()'+ ke , 
а b 

Целые числа т и п имеют простой физический смысл: OHH опре- 
деляют числа узловых точек компоненты поля E ,, а именно: вдоль 
оси x имеется т -- 1, а вдоль оси у — п -- 1 узловых точек. Волну 
с заданными значениями т и П называют тп-гармоникой Е-поля и 
обозначают Ежа. 

Распространению волны соответствуют вещественные значения 
k,. Поэтому распространяться вдоль волновода могут лишь такие вол- 

ны, частота которых превосходит лс (т/а)? + (п/а)?. Эту частоту 

называют граничной и обозначают @,,,. Очевидно, ® = И w%, + 

+ ck. 
Найдем скорость волны вдоль OCH волновода. Она определяется 

из условия постоянства фазового множителя exp {ik ,z—iwt}, а этот 
множитель постоянен для наблюдателя, движущегося вдоль оси 2 со 
скоростью 42/4 = w/k ,. Для этой скорости, называемой фазовой ско- 

ростью волны, получим Vg = C(1—@j,n/ ©?)-2; она, очевидно, больше 
скорости света и при © = ®„„ обращается даже в бесконечность. 

Выясним теперь структуру различных компонент поля в волноводе 
с поперечным сечением произвольной формы. Обратимся для этого 
к уравнениям Максвелла, которые запишем в виде 

_ __ OB _ 0D [УЕ] = ‚ [УН] >} 

где у =1,0/дх + i,d/dy + 1 ‚0/02 — оператор набла (ix, iy, i, — 
орты вдоль осей х, и, г), Ви О — индукции, связанные с напряжен- 
ностями Н и Е соотношениями В = popH, D = =Е. Здесь зи p — 
проницаемости «наполнителя» волновода, которые равны единице 
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в случае вакуума. Все компоненты полей мы считаем пропорциональ- 
ными exp {ik ‚г—10Ё}. Поэтому в уравнениях Максвелла 

[VE] = ioB, [VB] = — iweguyepE (20 = С?) 

мы можем положить 

9 
ду 

Заменяя Eu В на Е =Е, + ЕЕ,, В =В, +18, (E,, В, u E,, 
В, — поперечные и продольные составляющие полей относительно 
направления распространения 2), имеем 

[УЕ] =[v, ША, У.Е ЬЕ 
и аналогичное соотношение для [УВ]. Подставим эти выражения в 
уравнения Максвелла и умножим их векторно на iz. Используя 
формулу fa[bc]] = b(ac)—c(ab), получим 

[i, [М1] Е, — VF: [i, [V,E,]] = 0. 

Поэтому уравнения Максвелла примут вид 

.. . д . 
V=V_ И.Р, У, = > Ты 

у, Е, — №, = ю[1,В 1 ], 

у, В, — ik,By, = — iwc ep [Е | ]. 

Эти уравнения можно решить относительно Е, и B,: 

i (Az —epor’c*)E, = Ау: Е, —® [у В.. 

i (kz — epwre*) By = Ау 1 В, + epoc*[i,yi] E,. 
Мы видим, что поперечные составляющие полей однозначно выра- 
жаются через продольные составляющие, которые входят в правые 
части этих равенств независимо. Поэтому поля в волноводах можно 
представить как суперпозиции полей двух независимых типов. В полях 
одного типа Е,  0,a B, =0; в полях другого типа В, 520, а Е, = 
= 0. Поля первого типа называют Ё-волнами или поперечно-магнит- 
ными (сокращенно ТМ-) волнами. Поля второго типа называют Н- 
волнами или поперечно-электрическими (сокращенно TE-) волнами. 

Все компоненты полей Е-волн выражаются через E ,, a Н-волн — 
через Н 2; сами же эти величины удовлетворяют одинаковым уравне- 
НИЯМ 

А.Е, + Е, =0, АН, -- ЕН, =0, 

где an = го с-2— {2 и A, = д*/0х? + 0?/Oy?, но с разными гра- 
ничными условиями. Для Е-волн на контуре С поперечного сечения 
волновода должно выполняться условие Ё , =0. Для Н-волн в нуль 
должно обращаться E,, а это условие, как легко убедиться, экви- 
валентно обращению в нуль нормальной к контуру производной от 
Н,. Таким образом, должны выполняться граничные условия 
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ЭН, 

Cc дп 

— (. 

С 

Вернемся к прямоугольному вакуумному волноводу и выпишем 
выражение для Н, в Н-волне: 

е (Е 2—9?) TNX THY 
fT, = С cos cos (т, п =0, 1,...), 

а b 

где С — постоянная. Оно, как мы видим, отличается от полученного 
выше выражения для Е, в Е-волне заменой синусов на косинусы. 
Граничная частота для волн сбоих типов есть 

ven C+ GY 
Если для определенности считать, что а < 6, то наименьшей гра- 
ничной частотой ® = лсй/б обладает Н-волна с т = 0, п =1, или 
Но1-волна (для Е-волн наименьшей граничной частотой является 

@11). 
Можно показать, что 

у волновода произвольного (односвязного) сечения тоже обязательно существует 

2 2 pe 
граничная частота rp, причем ® = V огр Г С° RZ и, следовательно, эф > С. 

Как и в Частном случае прямоугольного волновода, граничная 
частота определяется двумя целыми числами т и п и может быть обо- 
значена ®„„ (хотя в общем случае зависимость O,,, от ти п сложнее, 
чем в случае прямоугольного волновода). 

Зададимся теперь вопросом: могут ли в волноводе распрсстра- 
няться волны с такой же структурой полей, как в неограниченном 
пространстве, т.е. волны чисто поперечные с Е, = H, = 0? Полу- 
ченная выше неоднородная (содержащая в правых частях E,, H,) 
система уравнений для Е |, H, превращается для поперечных волн в 
однородную; условие существования у нее нетривиальных решений 
дает ® =ck,. Иными словами, фазовая скорость такой волны равна 
скорости света и, следовательно, не существует граничной частоты: 
Omn = 0. Ноесли ® = сА,, то К, = 0и поэтому уравнения для полей 

Е, ,H, перестают быть волновыми и превра- 
щаются в двумерные уравнения Лапласа — 
уже знакомые нам уравнения, описывающие 
электростатическое поле. Но электростатиче- 
ское поле внутри односвязной области, огра- 
ниченной металллической поверхностью, рав- 
но нулю — уравнение Лапласа с нулевыми 
граничными условиями в односвязной области 
не имеет решений. Мы приходим к выводу, 
ЧТО 

14.5. в волноводе с односвязным сечением поперечные 
Поперечное сечение ко- электромагнитные волны распространяться не мо- 

аксиального кабеля гут; в нем всегда ил > 0 и 9 > С. 
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Иная ситуация возникает для волновода с двусвязным сечением, 
например если внутри него находится цилиндрический проводник 
(рис. 14.5, на котором С: — контур этого проводника). В этом случае 
уравнение Лапласа в пространстве между поверхностями С и C, имеет 
нетривиальные решения, так что 

в волноводе возможно распространение поперечных волн со скоростью с. Важ- 
нейшим с практической точки зрения волноводом такого типа является коак- 
сиальный кабель. 

Подчеркнем, что распределение поля в двусвязной области между 
поверхностями С и С, носит электростатический характер. 

14.6. Резонаторы 

В волноводах происходит свободное распростра- 
нение волн вдоль оси волновода — в этом направлении возникает 
бегущая волна, в перпендикулярных же направлениях из-за отра- 
жения волн от металлической поверхности волновода возникают стоя- 
чие Волны. 

Посмотрим теперь, что получится, если перегородить волновод. 
с двух сторон металлическими перегородками, например металличе- 
скими плоскостями 2 =0и 2. =4. Волны отразятся от этих торцо- 
вых поверхностей, в результате чего и вдоль оси 2 вместо бегущей 
возникнет стоячая волна. Граничные условия для полей на торцовых 
поверхностях, разумеется, те же, что на стенках цилиндра, а именно. 
должны обращаться в нуль тангенциальная составляющая электри- 
ческого и нормальная составляющая магнитного поля. 

Мы видели, что продольные компоненты полей в волноводе имеют 
структуру Сф(х, y) exp(ik,z—iot), где вещественной функцией ® 
определяется зависимость от x, y (она различна для Е- и Н-волн) и 
С — произвольная комплексная постоянная (комплексная амплиту- 
да). Поэтому поле бегущей в положительном направлении оси 2 волны 
пропорционально С exp (ik,z—iwt), a поле отраженной, т. е. бегущей 
в отрицательном направлении этой оси, волны пропорционально 
С’ехр( — ik,z—iot) (С’— комплексная амплитуда отраженной волны). 

Для Н-волны граничное условие H, =O при 2 =0 дает H,~ 
~ sink,z. Добавив граничное условие H, =0 при 2 =4, получим 
к, = пр/4, где р — целое число. Иными словами, 

прг ei (p — 1, 2, es ), 

где Фн(х, у) — некоторая функция OT х и у. 
В случае Е-волны, как нетрудно убедиться из общих формул для 

полей в волноводе, условие обращения в нуль Е, на торцах волно- 
вода приводит к требованию обращения на них в нуль производной 
0E/,0z. Поэтому 

E, = ФЕ(х, 9) cos 

AL, = фи (x, y) sin 

прг —iwt 
е (р = 0, 1, ...), 

где be (x, и) — функция от х и у. 
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Мы видим, что в перегороженном волноводе величина k, вместо 
непрерывной становится дискретной. Отсюда вытекает важный вы- 
вод относительно частоты колебаний wo. Так как ® =ck, а К? = 

2 2 
ЕР и № =o7%,,/c, где Own — граничная частота тл-колеба- 
ния, то 

« = у Onn + d2 ° 

Эта величина определяется тремя целыми числами т, п, р (при 
заданной форме волновода и заданном расстоянии между торцами) 
и ее можно обозначить ®„„р. В частности, для прямоугольного вол- 
новода 

Иными словами, 

перегороженный волновод имеет дискретный спектр частот. 

Перегороженный волновод — это частный случай полости, окру- 
женной со всех сторон металлической оболочкой, и полученный ре- 
зультат является частным случаем общего результата, заключающе- 
гося в том, что электромагнитное поле в такой полости, если полость 
полностью изолирована от окружающего пространства, обладает дис- 
кретным спектром частот, зависящим от геометрии полости, причем 
каждая частота определяется тремя целыми числами. Полость эту 
называют резонатором, а частоты — собственными частотами резо- 
натора. Резонаторы широко применяются в качестве колебательных 
контуров в технике СВЧ. 

Если бы стенки полости обладали бесконечной проводимостью, 
то поле не проникало бы в них и электромагнитная энергия в резона- 
торе не убывала бы, а сохранялась. Иными словами, поле, раз попав 
в полость, колебалось бы с одной из собственных частот резонато- 
ра, не испытывая никакого затухания. Отсюда, в частности, даже не 
решая уравнений Максвелла для полости, можно сделать вывод, что 
амплитуды колебаний электрического и магнитного полей должны быть 

сдвинутыми по фазе на л/2 и относиться как Y вого. 
В действительности, однако, электромагнитная волна проникает 

вглубь стенок резонатора, и здесь ее энергия превращается в джоуле- 
ву теплоту. [lo этой причине электромагнитная энергия, запасенная в 
резонаторе, постепенно уменьшается. Отношение энергии, запасен- 
ной в резонаторе, к энергии, теряемой на период колебаний, называют 
‚добротностью резонатора. Если W(t) — энергия резонатора в момент 
времени Ёи Q — его добротность, то W изменяется по закону dW/dt = 
= —0,W/(2nQ), откуда 

W (t) = Wy exp [— wot /(2eQ)], 
где Wy, — резонансная частота и Й, — начальное значение энергии 

резонатора. Отсюда далее можно сделать заключение, что поля в ре- 
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зонаторе изменяются с течением времени не 
по закону ехр(—1%.{), а по закону 

Е (t) = Е exp [— iwot — wot /(42Q)]. 

Такое поле, He будучи строго гармоническим, 
может быть представлено в виде суперпози- 
ции отдельных гармоник 

Е (г) = | Е (w) exp (— iw?) do, 
-— 00 

[Е 

14.6. 
где амплитуда поля E(@) частоты &® опреде- Резонансная кривая 
ляется формулой 

E(w) = Г Е (t) exp (iwft) 4Ё/(2*). 
~— 00 

Зная E(w), можно найти частотное распределение энергии — энергия 
в интервале частот (@, ® - dw) пропорциональна |E(o)| *4®. Легко 
убедиться, что |. E(w) |2?~ {(@—,)? + [®/(4л0)]?} 1. 

Таким образом, в поле резонатора вместо дискретной частоты Wo 
присутствует целый спектр частот. Интенсивность поля как функция 
частоты представлена на рис. 14.6. Эта величина максимальна при 
резонансной частоте Wy и убывает при увеличении | о—®,|. Интен- 
CHBHOCTb поля вдвое меньше максимальной, если ® = Wy + И›Ао, 
где Aw = ®,/(2л0). Величина Aw определяет эффективную ширину 
резонансной кривой. Таким образом, 

добротность пропорциональна отношению резонансной частоты к ширине резо- 
нансной кривой. 

Выясним теперь, чем: определяется добротность резонатора. Так 
как потери энергии обусловлены проникновением поля в толщу стен- 
ки резонатора, то существенной величиной должна быть глубина 6 
проникновения поля в стенку резонатора. Эту величину называют 
глубиной скин-слоя (она определена в гл. 16). При известной 6 легко 
оценить Q. Действительно, энергия, запасенная в резонаторе, пропор- 
циональна его объему У, теряемая же энергия пропорциональна 
объему слоя стенок толщины 6, т.е. пропорциональна $56, где $ — 
площадь поверхности стенок резонатора. Поэтому добротность долж- 
на определяться формулой @ = СУГ 56), где G — безразмерный фак- 
тор, зависящий от геометрии резонатора и структуры резонансного 
поля. Мы не будем здесь приводить конкретных выражений для G. 

ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ | 

ГИИ 1 1 Плотность =. SHE PTH w= — | Е? | = — | В? | 
волны 2 О Qy,! 0 

Эллиптическая — по- Fa 2 4 (= _ | 
ляризация Е, Е 

х 
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Поляризационная (. + &, 1 — ib, 
матрица и парамет- => e+ i |] —£ 
ры Стокса 1 у 
Полностью  поляри- & = с0$ 23 зп 2у, 
зованная волна 

5, = $1 28, & = cos 23 cos 2у 
: - 2 2 2 Частично поляризо т о 
ванная волна 

- 2 Уравнение для про А, E, + ca Е, = 0, 
дольных  составляю- 
щих полей А, В, +k В, =0, 

Е,|с = 0, ОВ,/дп|с =0 

Собственные 4acTo- = 5 ; 
ты прямоугольного иль = TC и (4 ++ (+ + (= 
резонатора a 
Затухание энергии § W(t) = W (0) exp [— apf /(2nQ)] 
в резонаторе 

Ш 

Глава 15. ИНТЕРФЕРЕНЦИЯ И КОГЕРЕНТНОСТЬ 

15.1. Интенсивность суперпозиции 
монохроматических волн 

В предыдущей главе было показано, что при 
суперпозиции двух бегущих плоских монохроматических волн, об- 
ладающих одинаковыми амплитудой и частотой, но распространяю- 
щихся в противоположных направлениях, возникает стоячая волна, 
интенсивность которой в отличие от интенсивностей исходных волн 
меняется от точки к точке, обращаясь в нуль в узлах и достигая мак- 
симума (в два раза превосходящего суммарную интенсивность исход- 
ных волн) в пучностях. Такое поведение интенсивности связано с тем, 
что 

складываются напряженности полей, а не интенсивности. 

Дело в том, что под интенсивностью понимается средняя по време- 
ни плотность потока энергии волны, а так как эта величина отличается 
от среднего (по времени) значения квадрата электрического поля (E*) 
только множителем, то под интенсивностью волны можно понимать 
величину J = (E?). 

Если происходит суперпозиция двух монохроматических волн с 
напряженностями полей в некоторой точке Е, = A,cos(@,t + ф!) и 
Е. = Ascos(@et + go), где Ay, А. — амплитуды и Ф1, Qo — началь- 
ные фазы (для простоты рассматриваются линейно поляризованные 

волны), то для интенсивностей обеих волн имеем Jy = 11. Аи Л. = 
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—1/,Д2. Суммарное поле в рассматриваемой точке есть Е =Е, + 
+ Е›, и поэтому интенсивность результирующей волны 

J = (E?) = (Et)-+(Es) + 2 (ВЕ,) = Л + Jo + 2(Е,). 
Мы видим, что она отличается от суммы интенсивностей исходных 
волн на величину 

2 (Е. E,) = A, A, [(с0$ (py — >) + (COs ($1 ++ $»), 

где ф, = Of фи be = © + Go. Ясно, что (с0$(ф. + ф2)) = 0. 
Что же касается величины (с0$(ф, — $2)), то она также равна нулю, 
если Wy => We, и может отличаться от нуля только в случае равенства 
частот ©; H ©2. Мы приходим к выводу, что 

при суперпозиции двух волн с неравными частотами интенсивности волн скла- 

дываются: 

FHI, +d, (в). 

Ясно, что это утверждение справедливо и для большего числа Ha- 
кладывающихся волн. Если же волны имеют одинаковую частоту и 
разность фаз (ф! — $2) представляет собой строго определенную (а не 
случайную) величину, то интенсивность результирующей волны 

Л = 1+», + Л; Jig = А, А, с0$ ($, — $5) = 

= 2V ЛЬ, соз x cos ($, — $5), 
где у — угол между А, и А». Таким образом, если y 52 л/2 и ф = 
ф1 — G2 1/2, то 415 = 0, так что интенсивность результирующей 
волны отличается от суммы интенсивностей исходных волн. Это явле- 
ние называют интерференцией волн, а слагаемое J 42 — интерферен- 

ционным членом. Оно может меняться от —2ИУ ЛМ» до 2)V Л.Г», 
поэтому интенсивность результирующей волны может меняться в 
пределах, определяемых неравенством 

Уна < У < J max» J min — (УЛ, — VJ, ), J max =(VJ, + VJ, ):. 

Если J, =J2, TO Jmin =0, Jmax = 444. 
Заметим, что если две волны (даже с одинаковой частотой) линейно 

поляризованы в двух взаимно перпендикулярных направлениях, т.е. 
у = 1/2, то для них явление интерференции наблюдаться не будет. 
Это было экспериментально установлено Френелем и Араго, 
которые исследовали поляризационные свойства света, прошедшего 
через кристалл. Они сделали вывод, что световые волны должны быть 
поперечными и не могут быть продольными. Действительно, у попе- 
речной волны могут быть два независимых состояния с взаимно пер- 
пендикулярными поляризациями, для продольной же волны возмож- 
но только одно состояние. 

Мы для простоты рассматривали суперпозицию линейно поляри- 
зованных волн. Но интерференция возникает и при суперпозиции 
волн любых поляризаций. Более того, волны не должны быть обяза- 
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тельно плоскими. Чтобы пояснить это, вспомним, что в самом общем 
случае напряженность поля монохроматической волны может быть 
записана в форме 

— о 

Е (г, #) = Ве {8 (г)е J, 
где &(r) — некоторый комплексный вектор, зависящий от координаты 
г точки наблюдения и удовлетворяющий волновому уравнению 
A&(r) + (w?/c?)E&(r) =O с определенными граничными условиями. 
Интенсивность волны в точке г определяется формулой 

I(r) = (Е (г, 0 )=-- (se 
а так как средние по времени значения первых двух слагаемых равны 
нулю, то 

21а ее“ 288*), —2i 

J (г) = 1/, & (г) &* (г). 

Пусть теперь происходит наложение двух волн, поля которых в 
точке г равны Кеб.е-1“ и Reé eit. Тогда результирующее поле 
Е(г, = Кеё8(г)е—“, где &(r) = 8.(г) + &2(r), а интенсивность 

результирующей волны 

J (г) = */, 6 (г) &* (г) = 9, 61 (г1)&1 (ry) + У, 8» (г) 65 (г) + 

+ Me (8 (г) &(r) + 61(r) €,(r)}. 
Если ввести интерференционный член 

аз (г) = Yo [61 (г) Ex (г) + &1(г) 8, (г)}, 
то формулу для /(г) можно переписать в виде 

J (г) = Jy (г) + У» (г) + Jie (г). 
Если функции 6,(r) и &2(r) не являются полностью случайными, TO 
интерференционный член, вообще говоря, отличен от нуля, так что 
имеет место интерференция. 

Совокупность частот складывающихся волн называют спектром резуль- 
тирующей волны. Спектр не обязательно должен состоять из отдельных частот — 
быть дискретным. Он может быть и непрерывным, т. е. частоты могут непрерыв- 
но заполнять некоторый интервал. 

В этом случае вместо суммы по частотам результирующая волна 
описывается интегралом по частотам—интегралом Фурье. Его удобно 

[oe] 

записывать в комплексной форме: Е = | Е» exp (—iw?f)dw, где Е, — 

— оо 
комплексная амплитуда волны с частотой ®. Формально здесь интегри- 
рование производится по всем частотам, как положительным (которые 
только и имеют физический смысл), так и отрицательным. Для того 
чтобы поле Е было вещественным, должно выполняться условие, 

* we 

E.o =Е.. Комплексная амплитуда Е, (ee называют компонентой 
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Фурье) связанас полем Е = E(¢) соотношением E,, = | Е (#) exp(io?) x 
—oo 

х dt/(2m). Интенсивность волн в интервале частот (w, ® - dw) про- 
порциональна |Е„|?4®, полная же интенсивность (определяемая 
как интеграл по времени от квадрата поля) связана с Е, соотноше- 
нием | 

Etat = 4 |6. [2 dw 

—со 9 

(Формула Парсеваля). 

15.2. Некогерентные и когерентные пучки 

В предыдущем параграфе мы показали, что 
волны с различными частотами не интерферируют между собой, моно- 
хроматические же волны с одинаковыми частотами могут интерфери- 
ровать или, как иначе говорят, могут быть когерентными. Но для этого 
косинус разности фаз между волнами 6бф = ф! — G2 должен быть от- 
личен от нуля. Мы рассматривали тот случай, когда эта величина была 
строго определенной. Между тем фазы волн, испускаемых отдельны- 
ми атомами, представляют собой случайные величины и никак не скор- 
релированы между собой. Поэтому и фазы волн, испускаемых реаль- 
ными макроскопическими источниками, также являются случайными 
величинами. Поэтому возникает вопрос, как сделать, чтобы COS(@y—e) 
или, точнее говоря, среднее значение этой величины по всем возмож- 
ным значениям фаз ф1 и ф› не было тождественно равным нулю. До 
последнего времени считалось, что для этого обе волны должны созда- 
ваться не разными источниками, а одним общим источником: в этом 
случае стохастические (случайные) слагаемые в фазах Gy и G2, имея 
общее происхождение, сократятся и разность фаз ф.—ф> будет опре- 
деленной, детерминированной (или, точнее говоря, частично детерми- 
нированной) величиной. Но источники могут быть и разными, напри- 
мер если это лазеры одинаковой частоты. 

Таким образом, мы приходим к важному выводу: чтобы наблюдать 
явление интерференции, следует пользоваться двумя волнами, созда- 
ваемыми общим источником (либо двумя однотипными лазерами). 
В случае света от одного источника это значит, что нужно взять пучок 
света искусственно разделить его на две части и заставить разде- 
ленные пучки приобрести в результате их движения различные фазы. 
Производя затем суперпозицию этих пучков, мы сможем наблюдать 
явление интерференции. 

Пучки эти, однако, когерентны не полностью, т. е. интенсивность 
света при их суперпозиции не полностью определяется формулами 
предыдущего параграфа, относящимися к строго монохроматическим 
волнам с абсолютно детерминированной разностью фаз. Дело в том, 
что пучки создаются протяженными источниками и поэтому обяза- 
тельно несут в себе элемент стохастичности. По этой причине их назы- 
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вают не когерентными, а частично когерентными. Кроме того, необ- 
ходимо учитывать, что пучки никогда не могут быть строго монохрома- 
тическими. Это связано с тем, что электромагнитные волны, даже из- 
лученные каким-либо одним атомом, никогда не могут быть абсолютно 
монохрсматическими. Таково принципиальное свойство материи. 

Возьмем, например, отдельный атом, который, находясь в не- 
котором состоянии, излучает свет. Если время жизни этого состояния 
определяется величиной т, то степень немонохроматичности, т.е. 
разброс по частотам Ав относительно некоторой средней частоты Wo, 
имеет порядок Aw~ 1/т. Только при бесконечном времени жизни 
состояния свет был бы монохроматическим, при конечных же временах 
жизни, что всегда имеет место, он не является монохроматическим, 
причем степень немонохроматичности тем больше, чем меньше время 
жизни состояния. Поэтому электромагнитные волны не могут быть 
строго монохроматическими; в лучшем случае они могут быть квази- 
монохроматическими, для которых AW < Wy. 

Если рассматривать не отдельный атом, а реальный источник ква- 
зимонохроматических волн, то и для него всегда выполняется соотно- 
шение Aw ~ 1/ъ, где т определяет длительность цуга волн (волнового 
пакета), испускаемых источником (см. гл. 16). 

Величина т играет важную роль в наблюдении явления интерфе- 
ренции. Дело в том, что разность фаз между разделенными пучками 
достигается вследствие их движения, т. е. определяется разностью их 
путей As. С другой стороны, свет за время существования цуга волн T 
проходит расстояние ст. Это значит, что большие расстояния в рас- 
сматриваемой задаче не имеют смысла. Поэтому интерференцию раз- 
деленных и затем собранных пучков можно наблюдать только в том 
случае, если As < съ или As < [, где 1, =ct =c/Aw. На этом 
основании величину [, называют длиной когерентности. 

Так как длина когерентности обратно пропорциональна степени 
немонохроматичности, то в опытах по исследованию интерференции 
допустимые разности хода пучков тем больше, чем монохроматичнее 
свет. 

Разделение пучка на два когерентных (точнее говоря, частично 
когерентных) пучка производится двумя методами — либо исходный 
пучок делится на два, проходя через близко расположенные друг к 
другу отверстия в экране, либо исходный пучок делится на два на 
частично отражающих, частично пропускающих свет поверхностях. 
Рассмотрим оба эти метода. 

15.3. Опыт Юнга 

Первый метод был впервые применен Юнгом 
в его историческом опыте (1802), сыгравшем важную роль в доказа- 
тельстве волновой природы света. В этом опыте свет от источника $ 
(рис. 15.1) падал на экран, в котором было сделано два небольших 
отверстия $: H So. Эти отверстия можно рассматривать как вторичные 
источники света, освещающие пространство за экраном. (Такой под- 
ход основан на общем принципе Гюйгенса Френеля, который будет 
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сформулирован в гл. 21.) Вторичные источ- 
ники света $, и $ являются когерентными, 
так как они происходят от общего источника 
(точнее говоря, они частично когерентны). 
Поэтому в пространственной области Г, где 
пересекаются пучки света, создаваемые обо- 
ими вторичными источниками, наблюдается 
явление интерференции. 

Чтобы выяснить вид интерференционной 
картины, предположим, что как источник о, 
так и отверстия S,, Sz — точечные и свет мо- per 

хема опыта Юнга с 
нохроматичен. При этих предположениях во- точецным источником 
прос сводится к вычислению разности хода 
лучей от вторичных источников Sq, 52 до TOU- 
ки наблюдения в области /. Рис. 15.2 разъяс- 
няет расчет разности хода. Плоскость Oxy, в 
которой расположена точка наблюдения Р(х, 
у), параллельна линии, соединяющей отверс- 
тия 5: И So. Отверстия предполагаются на- 
ходящимися на одинаковых расстояниях от 
источника $. Поэтому интенсивность света в 
точке Р определяется только разностью рас- 
CTOAHHH So И Sy между точками So, Pu Sy, P. 
Эти расстояния составляют 15.2. 

Расчет азности хода 
а \2 i ы Ю лучеи в опыте нга 

5, = И ел [«— +) , у 

5 = и а y2t (x + +) 

где 4 — расстояние между S; и Se, а — расстояние между линией 
9:92 И плоскостью Oxy. Поэтому $3 —5? = 2xd и разность хода лу- 
чей As = $2 — Sy = 2ха/($4 + So). 

Интерференционная картина наблюдается только в TOM случае, 
когда отверстия $: и Sp находятся близко друг от друга, так что вы- 
полняется неравенство 4 «а (это связано с неточечностью источ- 
ников 5; И Seg, см. ниже). Кроме того, интенсивность света велика 
только в окрестности точки О. Поэтому $1 и $2 мало отличаются от а, 
т.е. $ | 52^ 2a и As = xd/a. 

Мы можем теперь воспользоваться результатами предыдущего 
параграфа, считая, что интенсивности обоих суперпонируемых пуч- 
ков J, И J2 в точке P(x, y) не отличаются OT интенсивностей в точке O 
и притом равны между собой: J, =... Разность фаз 

где Л — длина волны света. Интенсивность света J в области J опре- 
деляется формулой 
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J = 2/7, (1 + cos 9) = 4], cos? Gare . 
a 

Мы видим, что интенсивность имеет одно и то же значение при x = 
== const, т.е. вдоль прямой, параллельной оси у. Иными словами, 
прямые перпендикулярные плоскости 5$:5›, представляют собой ли- 
нии одинаковой интенсивности. При этом максимум интенсивности 
наблюдается на прямых x = mad/d (т =0, +1, +2,...), а мини- 
MYM— на прямых x == (т -+ Ч)аМ4. Таким образом, интерференци- 
онная картина в непосредственной близости от точки О имеет вид 
чередующихся светлых и темных полос — их называют интерферен- 
ционными полосами. 

В нашем расчете мы предполагали, что свет является монохрома- 
тическим и что размеры источника S и размеры отверстий в экране 
э1И 92 очень малы. Посмотрим теперь, что произойдет с интерферен- 
цией при нарушении этих условий. Если свет немонохроматичен, то 
его можно представить в виде суперпозиции монохроматических ком- 
понент. Каждая такая компонента дает интерференционную картину 
рассмотренного только что вида, и все эти картины накладываются 
друг на друга, т. е. интенсивности отдельных картин складываются. 
Но расположение максимумов и минимумов зависит от длины волны, 
поэтому для отдельных компонент они не совпадают. В результате 
интерференционная картина для немонохроматического света будет 
не столь резкой, как для света монохроматического, а в большей или 
в меньшей мере смазанной. 

Чтобы яснее понять это, обратимся к формуле х„ = mad/d, опре- 
деляющей положение т-го максимума. Мы видим, что только по- 
ложение центрального максимума т = 0 не зависит от длины волны, 
координаты же других максимумов пропорциональны A. Поэтому 
если источник излучает в диапазоне (A—!/,AA, А, + 1/,AA), то макси- 
MyM с т-20 размоется в полосу шириной Ах„ = maAd/d. Четкая 
интерференционная картина возникает, если ширина полосы мала 
по сравнению с расстоянием между т-м максимумом и (т -Р 1)-M 
минимумом, т. е. для AA/A << 1/(2т). Мы видим, что условие квази- 
хроматичности света AA/A << 1 является необходимым, HO не доста- 
точным. условием наблюдения интерференции. В самом деле, при вы- 
полнении этого условия видны интерференционные полосы с малыми 
т; общее число наблюдаемых полос Mmax тем больше, чем меньше 
АМА и Max ~~ МА»). 

Рассмотрим теперь условие точечности источников, с которым так- 
же связана возможность получения четкой интерференционной кар- 
тины. Если [5 — размеры источника S, то разность хода лучей от 
его крайних точек до отверстия $: составит /,0 (рис. 15.3; угол 0 
предполагается малым). Для наблюдения четкой интерференционной 
картины эта величина должна быть малой по сравнению с длиной 
волны: [50 << A; тогда интерференционная картина мало отличается 
от интерференционной картины, соответствующей точечному источ- 
нику. Так как 9 — d/R, то это условие (его можно назвать условием 
квазиточечности источника 5) может быть переписано в виде [5 << 
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<< AR/d. Аналогичное условие должно вы- 
полняться и для вторичных источников. 
Именно: если  — размер отверстия, то BTO- 
ричный источник ведет себя как точечный, 
если 1[0. << A, где 0, ^ а/а, т.е. если 
д << ha/d. 

Так как для видимого света Ал<< Ци 
^ << ls, то обязательным (хотя и далеко 
не достаточным) условием интерференции 
являются неравенства КЮ >> 4 иа>>а 
(вторым из этих неравенств мы уже пользо- 
вались ранее). 

В опыте Юнга когерентными источниками 
света являются два отверстия в непрозрач- 
ном экране, освещенные общим источником 
света. Существуют и другие методы получе- 
ния когерентных источников, фактически экви- 
валентные методу Юнга. Один из них осно- 
ван на использовании так называемых зеркал 
Френеля (рис. 15.4). В этом методе свет от 
точечного источника 5 падает на два плос- 
ких зеркала М; и Me, расположенных под 
небольшим углом друг к другу. Возникаю- 
щие мнимые изображения $; и Sp источника 
действуют как два когерентных источника. 

15.4. Двухлучевая 
интерференция 
при отражении 

Рассмотрим теперь 
интерференцию, возникающую при отражении 
светового пучка от границ плоскопараллель- 
ной стеклянной пластины (рис. 15.5). Па- 
дающий пучок [ частично отражается от 
верхней поверхности пластины (луч 1’) и час- 
тично преломляется (луч 2). После отраже- 
ния луча 2 от нижней поверхности пластины 
возникает луч 2’, который далее, прелом- 
ляясь на верхней поверхности, переходит в 

15.3. 

Роль размеров источ- 
ника в опыте Юнга 

15.4. 
Схема зеркал Френеля 

15.5. i 
Отражение луча OT 
границ плоскопарал- 
лельной пластины 

луч 1”. Интерференция происходит между лучами 1’ u 1”, Лучи эти, 
очевидно, когерентны, и интерференционная картина определяется 
разностью фаз между ними. 

При нахождении разности фаз следует учитывать два обстоятель- 
ства: во-первых, отличие скорости распространения света в среде 
(в данном случае — в стекле) от скорости света в вакууме и, во-вто- 
рых, изменения фазы Ha л при каждом отражении. В гл. 16 мы onpe- 
делим скорость света в среде и покажем, что она равна V = C/N, где 
N — так называемый показатель преломления, связанкый с углами 
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падения 6, и преломления 9, соотношением N = sin@,/sin@, (возник- 
новение добавочной разности фаз л при отражении будет также разъ- 
яснено в гл. 16). 

Зависимость полей плоской волны от координаты определяется 
экспоненциальным множителем exp(ikr), причем в вакууме, как мы 
знаем, волновой вектор равен К = по/с (п — единичный вектор в 
направлении распространения). Если волна распространяется в среде, 
то вместо с в эту формулу нужно подставить о = с/№, поэтому фаза 
волны в точке г составит onrN/c. Отсюда следует, что разность фаз 
между двумя лучами Ги // определяется формулой 

Py eu (Жим men | = (Se | — 
(Г) (IT) (Г) 

-= oe) 
С 

(11) 

где $; = (nr); — длина пути луча на участке i, индекс i нумерует от- 
дельные участки, проходимые лучом, и первая сумма распространяется 
на все участки i, проходимые лучом / (вообще говоря, в различных 
средах), а вторая сумма имеет аналогичный смысл для луча J]. Ве- 
личину sept = XsN называют оптической длиной пути пучка. Учи- 
тывая, что .@/с = 2л/^, (A — длина волны в вакууме), можно записать 
разность фаз между двумя не испытывавшими отражения лучами в 
виде Py —Фи = 2л/(59РЁ —sorty/h., 

Но это еще не вся разность фаз, определяющая интерференцию 
пучков. Для того чтобы найти полную разность фаз, нужно, как гово- 
рилось выше, учесть еще изменение фазы Ha л при каждом отражении. 
Таким образом, если суммарное число отражений для обоих пучков 
есть р, то окончательная формула для разности фаз имеет вид 

2 39 =9,—o,+ пр = =( sit | 4 пр. 

Применим теперь TY формулу для нахождения разности фаз лу- 
чей /[’и 1”, изображенных на рис. 15.5. Разность оптических длин 
путей равна, очевидно, N(ABC)—A,C, откуда 

an (21 on te 6,sin 6, ). ee a (в 
Ho sin@,/sin8, = М, поэтому 

Oy — Op = = AN cos 6,. 

Это и есть полная разность фаз, поскольку имеют место два отра- 
жения (по одному на каждой из поверхностей), а кратное 2л слагае- 
мое в разности фаз можно отбросить. Отсюда легко найти условия 
максимума и минимума интенсивности: если дф = 2лп (n=), 1,2, ...), 
то интенсивность максимальна, если же 69 = 2л(п + 1/3), то она бу- 
дет минимальна. 
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Итак, условия экстремумов в интенсив- 

HOCTH гласят: 
ПА? f 

ON cos 0, = nh (максимум) ’ 

7 | (n + 1/,)\ (минимум). 

Они означают, что (для определенной часто- Z 
ты света и определенной толщины пластины) 
экстремумы возникают при вполне определен- 
ных значениях угла 94, т.е. вполне опреде- 
ленных значениях угла падения 0, (в этом 15.6. 
случае говорят об интерференционных лини- Когерентные И Heo. 
ях, или полосах равного наклона). Если же ти. е""" Komen ПЬЮ 
толщина A для разных точек пластины разная 
(пластина не строго плоскопараллельная), то экстремумы возникают 
при довольно произвольных углах падения; в интерференции 
при этом играют роль отражения от различных участков пластины, 
имеющих разную толщину, но удовлетворяющих условиям интер- 
ференции (в этом случае говорят об интерференционных линиях, или 
полосах равной толщины). 

Интерференционные линии равной толщины можно наблюдать при 
падении света на сферическую линзу, соприкасающуюся в воздухе 
с плоской поверхностью стекла (рис. 15.6). В этом случае речь идет 
об интерференции между лучами [и 2. Разность хода лучей равна 
2h, где A — толщина воздушного слоя в месте падения луча, связан- 
ная с радиусом линзы К и расстоянием 7 между местом падения луча 
и точкой соприкосновения линзы с пластиной соотношением г = 
= Vh(2R—h) ~ У 2hR (предполагается, что h<< К). 

Разность фаз рассматриваемых лучей равна 6g = 4nh/A + л (по- 
следнее слагаемое возникает из-за того, что имеет место одно отраже- 
ние от стеклянной плоскости). Максимумы интенсивности появятся 
при 69 =2nn (п = 0, 1, ..), а минимумы — при 69 = 2л (n + 
-+ 175); в первом случае h = i + 1)^/4, а во втором h = nA/2. Соот- 

ветствующие радиусы г составляют для минимумов г = NRA, а для 

максимумов г ==У (n+ У>)Ю^А. Возникающие интерференционные 
линии называют кольцами Ньютона. Ньютон наблюдал их около 1670 г. 
и с их помощью впервые определил длину волны света. Заметим, что 
точка соприкосновения линзы с пластиной кажется темной, что свя- 
зано с изменением фазы волны при отражении на л. 

15.5. Опыт Майкельсона 

Явление интерференции находит себе много- 
численные практические применения: при сравнении эталонов, при 
проверке качества поверхностей ит. п. Мы не будем на этом останав- 
ливаться, а рассмотрим лишь одно применение приннипнального ха- 
рактера, а именно покажем, как можно было бы, используя это явле- 
ние, обнаружить движение Земли относительно «светоносного эфира», 
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15.7. 
Схема опыта Майкель- 
сона 

15.8. 

К расчету времени ty 
в опыте Майкельсона 

а точнее, выяснить, зависит ли скорость све- 
та от скорости движения Земли. 

С этой целью Майкельсоном в 1881 г. был 
поставлен следующий опыт. Свет от источни- 
ка S (рис. 15.7) фокусируется на полупроз- 
рачную посеребренную стеклянную пластину 
Р, которая делит пучок на два луча [и 2, 
перпендикулярные друг другу и идущие к 
зеркалам М; и М». После отражения лучи 
попадают в линзу Ё, где наблюдается их ин- 
терференция. 

Будем исходить из предположения, что 
существует преимущественная система отсче- 
та, связанная с эфиром, в котором свет рас- 
пространяется со скоростью с. Если Земля 
вместе с прибором движется со скоростью 
о, то скорость света относительно прибора 
на пути oT Рк М» составит с - 9, а на об- 
ратном пути будет с — 9. Поэтому свет про- 
ходит путь от Рк М, и обратно за время 

to = (6 — оне = — a) “. 
С С 

Определим теперь время йЁ, необходимое 
свету, чтобы пройти путь от Рк М, и обрат- 
но. В системе координат, связанной с эфи- 
ром, имеют место геометрические соотноше- 
ния, изображенные на рис. 15.8. Ясно, что 

t, = 2d,/(c cosa), где sina =v/c. Поэтому Ё = (2d,/c)(1 — v?/c?)71/2, 
Разность времен прохождения всего пути до L составит 

ыы 40-2 
(мы учли, что << с). 

С2 

Повернем теперь прибор на 90°. Тогда времена прохождения обоих 
лучей составят t's = (2d2/c)(1 — 92/с?)- 2, Р, = (2d,/c)(1 — v*/c%)", a 
разность времен 

2 
At’ = аа“ {2 —d,)|. 

Cc С? 

Так как At’ = Af, то при повороте прибора должен возникнуть сдвиг 
интерференционных по JIOC 

3 = c(At’ — At) = (d, + d,) /c% 
Скорость Земли составляет u~ 3-104 м/с, так что w/c? ~ 1038. 

Для 4 - 4.^ 3 м получим §6~ 3-108 м = 30 нм, что в 10 раз 
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меньше длины волны видимого света. Такое смещение интерференци- 
онных полос прибор (называемый интерферометром Майкельсона) 
обнаружить позволял, однако никакого смещения сбнаружено не 
было. В дальнейшем были построены усовершенствованные приборы 
типа интерферометра Майкельсона и с их помощью был подтвержден 
прежний результат — сдвига интерференционных полос обнаружено 
не было. Объяснение этому удалось получить только в рамках спе- 
циальной теории относительности, согласно которой не существует 
избранной системы отсчета, связанной с эфиром, и скорость света во 
всех инерциальных системах отсчета одинакова и равна с (см. гл. 7). 

15.6. Корреляционная функция поля 

В предыдущих параграфах мы видели, что 
резкая интерференционная картина в интерференционных опытах 
возникает только при строго определенной разности фаз обоих свето- 
вых пучков. Размытость картины свидетельствует о неопределенности 
разности фаз, т.е. о случайном, стохастическом характере этой ве- 
личины, а следовательно, и о стохастическом характере поля в целом. 
Такая ситуация отражает статистические свойства источника поля, 
а именно неопределенность и стсутствие корреляции в поведении за- 
рядов, создающих поле (а также квантовые свойства самого поля, см. 
ниже). Поэтому изучение интерференции света приводит к более общей 
проблеме статистических свойств электромагнитного поля. Немного 
мы уже сталкивались с этой проблемой в гл. 14 при изучении частично 
поляризованного света. Мы рассматривали там произведения различ- 
ных компонент вектора поляризации волны и усредняли их по тем 
параметрам, которые характеризуют случайный характер вектора 
поляризации. В результате усреднения мы получили поляризацион- 
ную матрицу, которая может служить для описания свойств частично 
поляризованного света. 

Эту идею мы можем теперь обобщить, рассматривая не вектор 
поляризации, а сам вектор поля, например электрического, и усред- 
няя произведения компонент поля по параметрам, характеризующим 
его стохастичность. Такого рода усредненные произведения носят 
название корреляционных функций. Удобно пользоваться полями 
в комплексной форме и определять корреляционные функции следую- 
щим образом: 

Guy (г. tis Го ty) — (Eu (ry ty) Е, (г. 25), 

где угловые скобки служат для сбозначения усреднения и индексы 
ци у — для обозначения компонент поля (и, у = 1, 2, 3). Корреля- 
ционные функции зависят от двух координат г., re и двух моментов 
времени #1, 15. Обратим внимание на то, что в корреляционную функ- 
цию входит произведение компонент поля и комплексно-сопряженнс- 
го поля. При таком определении оказывается, что счетчик фотонов реа- 
гирует именно Ha корреляционную функцию. Дело в TCM, что работа 
счетчика фотонов основана на фотоэффекте (см. гл. 24), т. е. счетчик 
регистрирует фотоэлектроны: число же последних (зарегистрирован- 
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ное между моментами Ёи ¢t + dt) пропорционально Girt, rf), где г — 
место расположения счетчика. 

Разъясним теперь смысл усреднения, содержащегося в определе- 
нии корреляционных функций. Напомним для этого, что поле можно 
представить в виде суперпозиции плоских волн ехехр(1Кг — 1%) или 
какой-либо иной системы волн u,(r)exp(—i@,t) (могущих. например. 
существовать в каком-либо резонаторе или волноводе): 

Е (г, 2) УИС, up (г)ехр (— iw, t),] 

где С, — комплексная амплитуда р-волны. Эта величина может 
быть и строго определенной и случайной в зависимости от характера 
источника поля. В первом случае, т. е. в случае полностью детерми- 
нированного поля, введенная выше корреляционная функция фак- 
тически не содержит никакого усреднения, т. е. Gyy (rity, Pete) = 
= E, (г, t,)E, (ro, 6), и является некоторой функцией суперпозици- 
онных коэффициентов, т. е. С, (га, Г) == F(C;, Co, ...). Во втором 
случае, т. е. в случае случайного поля, суперпозиционные коэффици- 
енты являются случайными величинами и функция F должна быть 
усреднена по возможным значениям Cy, Co, ... с некоторой вероят- 
ностью w(C,, Co, ...). Таким образом, фактическое вычисление ве- 
личины С,„(г1Ё1, Г22) становится возможным только тогда, когда из- 
вестна вероятность &(С., Co, ...) различных значений C;, Co, . 

В ряде случаев случайное поле представляет собой стационарную 
стохастическую величину, удовлетворяющую так называемому YCAO- 
вию эргодичности. Корреляционные функции тогда зависят от раз- 
ности времен & — Н==т и могут быть определены как средние по 
времени: 

T 
. | + 

Ср» (Гл, Го, ) = lim rT | Be (ry 21) Ey (t,t, + t) dey. 
0 

Подчеркнем, что условие эргодичности, т.е. равенство среднего 
по времени и среднего, вычисленного с помощью вероятностной функ- 
ции w(C,, Co, ...) (последнее называют средним по ансамблю полей), 
выполняется далеко не для всех полей. Если распределение случай- 
ных коэффициентов разложения поля Cy, Cy является гауссовым, TO 
поле эргодическое, т.е. для него среднее по ансамблю совпадает со 
средним по времени. Напомним, что гауссово распределение — это 
распределение, для которого вероятность w(x) того, чтодслучайная ве- 
личина х заключена в интервале (x, x + dx), есть 

w (x) ах = соп${ exp [— х2/(2 (x?))] dx, 

где (х?) — среднее значение x* (const определяется из условия 
[0(х)4х =1, она равна (20(x?))'/2), 

До сих пор при анализе понятия корреляционной функции мы ис- 
ходили U3 представления о классическом характере электромагнит- 
ного поля. Между тем свет имеет квантовую природу (см. гл. 24) и 
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нам необходимо отразить квантование поля в корреляционной функ- 
ции. Заметим для этого, что корреляционная функция квадратич на 
по полю, т.е. линейна по энергии поля; поэтому она должна быть 
линейной функцией чисел фотонов. Кроме того, корреляционная функ- 
ция квадратична относительно собственных функций поля u,(r). 
В силу этих причин вид ее определяется фактически однозначно: 

а.» (Ы, Tet.) = — У, fiw, (И) Upp (Г) U,, (г) exp {— iw, (& —?,)}, 

k 

где (fp) — среднее число фотонов сорта К, fi@,(n,) — средняя 
энергия R-H моды поля и Upgy(r) — собственные функции поля, удов- 
летворяющие условию нормировки 

e 

| u,, (г) Uy (г) dV = 8), 6, 

(Spp' =1 при р =р’и бр =0 при pep’; множитель 1 воз- 
никает из-за того, что мы пользуемся комплексной формой поля). 
Усреднение в этой формуле содержится в величине (п,): число фо- 
тонов в каждой моде поля может быть любым целым числом, в фор- 
мулу же входит среднее число фотонов. 

Если поле является термодинамически равновесным (см. гл. 24), что соответст- 
вует равновесному состоянию источника, то (np) имеет BHT распределе- 
ния Планка: 

(n,) = {exp [Во„/(в Г)] — 1}™ 

{Т — температура газа фотонов, Akg — постоянная Больцмана). 
В оптике мы имеем обычно дело с непрерывным спектром излуче- 

ния и длинами, много большими длины волны. В этом случае и„(г) = 
— V—'/2e exp(ikr) — плоские волны, где е — вектор поляризации 
волны и У — занимаемый полем объем. Суммирование по различным 
модам в формуле для С может быть при этом заменено интегрировани- 
ем: У! | Vdek/(2n)*, так что в результате получается 

k 

О,» (г. Ы, го 5) = 

1 Уве г" (пл) Во exp {2 (г, — г.) — iw (В —?¢,)}, 

Ал 
2 (2п)з 

где eO) — вектор поляризации, ® — частота и (Mg, ) — среднее 
число фотонов моды kA. 

Величина (2л) °2(n,, )й®43Е имеет простой физический смысл— 
А 

она представляет собой плотность энергии поля в интервале волновых 
векторов (К, К + dk). Если, выполнив интегрирование по углам век- 
тора К, перейти к спектральной плотности энергии w(w) (т. е. плот- 
ности энергии, отнесенной к единичному интервалу частот вблизи 
частоты w), то из формулы для Gyy мы получим 
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mo (rt, г) = > | (в) exp {— iw (t, —t,)} do. 

Последнюю формулу можно обратить и выразить спектральную плот- 
ность излучения через корреляционную функцию: 

и (®) = _- ) №,» (ГО, rf) exp (iwf) dé. 

Рассмотрим теперь в качестве примера плоскую световую волну, 
распространяющуюся вдоль оси. у и обладающую определенной поля- 
ризацией. Пусть поле не зависит от координат х, 2. Тогда корреля- 
ционная функция зависит только от координаты у и ее можно обозна- 
чить С (и Ё, и2). В интегральном представлении С фактически содер- 
жится только интегрирование по ky; интегрирование же по ky и А, 
сводится просто к умножению Ha (2л)?Г/-? (L — поперечный размер 
светового пучка). Поэтому 

СЫ, Yate) = 

= sar | (ta) ho exp Аи — Ya) — io (ty — 6) 4%, 
где o = cky. Входящая сюда величина (n,\ho представляет собой 
энергию Ау-моды поля. Она есть некоторая функция (6) частоты, 
и мы предположим, что эта функция имеет острый максимум при опре- 
деленной частоте Wy и определяется формулой 

W (6) = — 2 (© — ©)? + PY 
(в этом случае говорят, что спектральная линия имеет лоренцеву 
форми). Максимум функции W равен 2(sy)!, в точках же ® = Wy + 
+ у эта функция вдвое меньше максимального значения (поэтому 
величину 2% условно считают эффективной шириной спектральной 
линии). Функция W нормирована на единицу, т. е. 

[.W (o)d0 = 

Положив теперь 
Ве _ 77 21 

cL? (© — в)" 

(U — некоторая постоянная), можно сказать, что (И — характеризует 
интенсивность рассматриваемого светового луча. Подставляя это вы- 
ражение в формулу для С и считая, что Y << Wo, получим 

/ 

oo iw $ 

G(Yity Yate) = Lue | ao’, 
w/b 2 
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где $ = te — В — (Yo—y,)/c и ©’ =O — ©, (при 7 << о, пределы 
интегрирования можно считать бесконечными). Выполнив интегри- 
рование, найдем 

С(ть, Yate) =1/,U exp (ims — 7] s]). 

Мы видим, что С зависит только OT одной переменной $. При $ = 0 
корреляционная функция достигает максимума, равного 1/0. Эта 
величина есть среднее значение квадрата комплексного поля Е (г, 1. 

В заключение этого параграфа приведем некоторые общие свойст- 
ва корреляционной функции. Прежде всего это эрмитовость: 
Guy (х4, №)* =. (х2, X41) (х — сокращенное обозначение простран- 
ственно-временной точки: х==г, #; поэтому величины G(x, x) ве- 
щественны). Далее, 

[Gav (ха, 2) < Gap (%1, %1) Ц,» (Xe, Х,). 

15.7. Степень когерентности 

Покажем теперь, что понятие когерентности 
теснейшим образом связано с корреляционной функцией. Мы говори- 
ли, что лучи света когерентны, если они интерферируют. Поэтому 
нужно разъяснить, какое отношение имеет интерференция к корреля- 
ционной функции. Для этого проще всего обратиться к опыту Юнга 
{см. рис. 15.2). Если размеры отверстий $: и $. малы, а расстояния 
oT $: и 92 до точки наблюдения Р велики по сравнению с длиной вол- 
ны, то поле E(r, #) в точке Р в момент времени { может быть представ- 
лено в виде суперпозиции полей Е(г1, В) и Ee(tre, Ь) в точках $1 и So 
в более ранние моменты времени fy =t—S,/c, th = t — Sa/e 
(см. гл. 21): 

Е (г, #) = К.Е (1, 11) + К.Е(г,, fe), 

где А; и К. — постоянные, зависящие от геометрии установки. 
Интенсивность света в точке Р определяется квадратом модуля 

поля E(r, ¢). Если в этой точке находится идеальный детектор фотонов, 
реагирующий, как мы уже говорили, на корреляционную функцию 
поля G(rt, rf), то скорость счета этого прибора 

G(rt, rt) = |A,|?G(r, &, r,t,) + [КС (го fo, ryt.) + 

+2Re[K,KoG(ry ty, r,¢)] 

{мы полагаем для простоты, что поле характеризуется определенной 
поляризацией, и не выписываем у С индексов ц, у). Первое слагаемое 
здесь пропорционально числу фотонов, регистрируемых счетчиком 
в том случае, когда открыто только отверстие Sy, отверстие же So за- 
крыто; аналогичный смысл имеет второе слагаемое — оно определяет 
скорость счета фотонов, если открыто только второе отверстие. На- 
конец, третье слагаемое, определяющее отличие в счете детектора по 
сравнению с тем, что было бы, если бы числа фотонов от обоих от- 
верстий просто суммировались, соответствует интерференции волн, 
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идущих от обоих отверстий. Как мы видели, это слагаемое (которое 
можно назвать интерференционным) определяется корреляционной 
функцией С(г.Ё, rete). Поэтому именно эта функция описывает коге- 
рентность. | 

Мы можем теперь забыть о световых пучках — ведь корреляцион- 
ная функция С (ГВ, Pet.) определяется только полем и его статистиче- 
скими свойствами. Поэтому можно говорить о когерентности самого 
поля и характеризовать его функцией G(x,, x2), где x == (г, В. Более 
точно, мы введем понятие степени когерентности поля, понимая под 
этим величину 

g(x х,) = О, 2) . 
УС (x1, x1) С (x2, x2) 

Эта величина, как и G(x, х2), является, вообще говоря, комплексной, 
и ее можно представить в виде &(х!, X2) = |g(x%1, х2)| explip(x,, х2)], 
rie ф — Фаза степени когерентности. Так как 0(х4, %2) < 

<V G(x, x,) ((%», x2), то B(x, Х2) < 1. Величину g(x, Х2) называют 
еще комплексной степенью когерентчости, а также нормированной 
корреляционной функцией. 

Чтобы разъяснить, почему функцию &(х!, х2) называют степенью 
когерентности, свяжем с ней резкость, или контрастность, интер- 
ференционной картины. Для простоты будем считать, что коэффици- 
енты К, и К» одинаковы. Тогда скорость счета фотонов пропорцио- 
нальна 

Г= (жа, %1) + б(хь, х,) + 

+2 VG (х1, х1) @ (х», х») |6 (%1, X2)| COS P(X, XQ). 

Величины С (хи, x1), С (хо, х2) и 2(X%1, Х2) медленно изменяются при сме- 
щении счетчика, и их можно считать просто постоянными. Поэтому 
максимумы и минимумы в показаниях счетчика соответствуют значе- 
ниям с0$Ф(х4, Х2) = KI: 

Т пах — G(x,, X3) + G(x, Хэ) + 2 VG (x1, Х1) G (хо, Хэ) lg (x1, хз), 

Гоп — G(x, X1) + а (х., Xo) ~ 2 V С (x,, х1) С (хо, Хз) lg (x4, Хз). 

Параметр, который характеризовал бы контрастность интерференци- 
онной картины, можно определить как 

I max — тит 

I max + Гоп 

(его называют видностью полос). В простейшем случае, когда 
G(x, х1) = С (х>, Xe), 

v= 

U= 2 |g (x4, Х2)| . 

1-|- lg(*, X2)| 

Таким образом, 9 определяется модулем степени когерентности. Если 
последний равен единице, то о =1|1. В этом случае интенсивность. 
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(т.е. число фотонов, регистрируемых счетчиком) изменяется в пре- 
делах от нуля’ до 4С (хи, х!). Именно в этом случае мы говорили о ко- 
герентности лучей, но правильнее говорить, что при |8(%4, x2)| =1 
имеет место полная когерентность, и количественно ха- 
рактеризовать когерентность степенью когерентности. 

Корреляционная функция (С(х!, x2), а следовательно, и степень 
когерентности &6(х., х2) отражают статистические свойства поля. 

Для вполне детерминированного поля усреднение в определении корреляционной 
функции отпадает: G(x,, х2) = Е(х1)Е*(х2). В этом случае, очевидно, степень 
когерентности по модулю равна единице, т. е. поле является полностью когерент- 
ным. Справедливо и обратное утверждение: если |g(x,, х2)| = 1, то корреляци- 
онная функция факторизуется, т. е. может быть представлена в виде G(x,, x2) = 
= A(x,), А*(х2). Величины A(x,), А(х2) в этом случае и представляют собой 
значения поля соответственно в точках х! и Xe. 

Говоря в этом параграфе о когерентности поля, мы не считали его 
монохроматическим. Между тем, рассматривая когерентные пучки 
в предшествующих параграфах, мы подчеркивали необходимость их 
монохроматичности. Противоречия здесь, однако, нет. Дело в том, 
что обычно рассматриваются стационарные источники поля. В этом 
случае С (ли, х2) является функцией разности времен ft, — fy, а не вре- 
мен Ни & порознь: @(%, х2) = Git, Го, ty—te). Пусть теперь имеет 
место факторизация, т.е. @(и—&) = Е(н)Е*() (пространственные 
координаты не выписаны). Легко показать, что единственной функци- 
ей, удовлетворяющей этому функциональному соотношению, является 
монохроматическая волна: E(t) — exp(—iol). 

Чтобы яснее представить себе структуру величины &(х1, х2), опре- 
делим степень когерентности для луча с лоренцевой формой спект- 
ральной линии. В предыдущем параграфе мы нашли корреляционную 
функцию в этом случае: G(x, х2) = М» Uexp (im s — 13|), где $ = 
= ty — ty —(Y2—y;)/c, (напомним, что свет предполагался распро- 
страняющимся вдоль оси и). Так как @(ж, x4) =G(x2, x2) =Ч50, то 
степень когерентности 

£ (x1, хз) = exp (1ю,$ —1|5]), 

так что |2(х1, х2)| = ехр(—%|$]). Таким образом, |g] близко к единице, 
если |S] << 1; именно при этом условии наблюдается резкая интер- 
ференционная картина. Но условие y|s| << 1 нам уже известно. Дей- 
ствительно, величина Y представляет собой ширину спектральной ли- 
нии, т. е. степень немонохроматичности пучка, поэтому для введенной 
в $ 15.2 длины когерентности /, имеем [, — с/у. Но величина $ пред- 
ставляет собой в рассматриваемом случае разность оптических путей 
двух интерферирующих лучей, поэтому условие %|5| << 1 совпадает 
с полученным в $ 15.2 условием наблюдения контрастной интерферен- 
ционной картины. 

Заметим, что для источников света, использующих газовый раз- 
ряд, y~ 109 с", чему соответствует длина когерентности /,~ 0,3 м. 
Для лазеров может быть y ~ 10 с", чему соответствует длина коге- 
рентности [, ^^ 30 000 км (*/i9 расстояния от Земли до Луны!). 
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Если ys] << 1, то g ~ ехр(1%5), т. е. 
lg| = 1 при этом функция С факторизуется: 

@ (ха, х.) = 1/,UF (x4) [ (x2), 

f (x) = exp {— iw) (# — y/c)}. 
Этот пример показывает, что оба условия 
когерентности: |g| =1 и факторизуемость 
корреляционной функции — эквивалентны. 
Но условие |g| = 1 выполняется здесь толь- 

15.9. ко приближенно (когда y|s| << 1) и факти- 
К анализу  когерент- Чески всегда может выполняться только при- 
ности поля от светя- ближенно, так же как и условие факторизуе- 
щегося диска мости корреляционной функции. Это значит, 

что полная когерентность является понятием 
идеализированным и о ней можно говорить только приближенно. 

Рассмотрим еще один пример — интерференцию света, излучае- 
мого протяженным источником. Пусть источником света является све- 
тящийся диск радиуса о. Будем интересоваться, в какой мере коге- 
рентны поля в двух близких точках P, и Ps, находящихся на большом 
расстоянии R от источника (рис. 15.9; здесь @ — угол, под которым 
радиус источника виден из точек P, и Р>). С этой целью нам нужно 
найти напряженности полей, создаваемые в точках Py и Pe каждым 
элементом, т.е. каждым атомом диска. Эти поля можно, очевидно, 
записать в виде сферических волн: 

Ем(г, t) = Au exp {iw (¢ — |r — p|/c} 

lr — pl 
где Ам определяет амплитуду волны, г =f, Го — координаты точек 
P,, Py 4 р — координаты точки М, в которой находится излучающий 
атом (начало координат выбираем в центре диска). 

Учтем теперь, что радиус диска мал по сравнению с расстояниями 
Г, Го. Поэтому небходимая для вычисления корреляционной функции 
квадратичная комбинация полей приводится к виду 

@ 

exp {i= (ire —e Ins и} 

A M’ 
Г1 Го 

Ем(га, Ем, (tet) = Ам 

Поле, создаваемое в точке г всем светящимся диском, является 
суммой полей, создаваемых всеми элементами последнего. Поэтому 
для получения корреляционной функции поля мы должны просум- 
мировать ЕмЁЕ», по М, М’ и усреднить по случайным параметрам 

(например, <случайным начальным фазам), характеризующим излу- 
чение различных атомов. При усреднении воспользуемся тем, что 
разные атомы излучают некогерентно и в силу этого для М == M’ 
(АмАм, ) =0. Если же М = М’, то, очевидно, величина 
{АмАм, ) дает интенсивность Jy излучения М-го атома. Так как 
атомов в источнике очень много, то суммирование по М можно заме- 
нить интегрированием, т.е. вместо суммы \У/м писать {4 (9) 420, 

М 
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где 4 р — элемент поверхности источника. 
Таким образом, для корреляционной функции поля получим окон- 

YaTeJIbHO 

® 

exp f — (irs —el— Inn —e | | 

4? р, 
lyfe 

б(п rat) = | 746) 
$ 

где интегрирование производится по поверхности источника. Комп- 
лексную степень когерентности можно поэтому представить в виде 

mal (9) {i = (=. — p| — г; — 9] | Ho, 

} Г1 Го 
$ 

8 (г: Ё; ryt) = (/y/,) 

где 

[1,2 =: | I (p)r* > 425. 
5 

Величины /1,› представляют собой, очевидно, интенсивности в точках 
P, H Po. . 

Формулы для функций С, 5 имеют TY же структуру, что и формулы 
для поля, дифрагированного от отверстия (см. гл. 21). Таким образом, 

задача о нахождении корреляционной функции в случае протяженного источника 
сводится к задаче о дифракции OT Teta, имеющего форму и размеры источника 
(теорема ван Циттерта — Цернике.. 

Вычисления приводят к следующему результату: 

. 271 (&) ig 2пра ка? 
Г t; f)=—- ite Е, b= —, g(r, t; r,t) = Е $ = xR ф xR 

где J, — функция Бесселя, A — длина волны и 4 — проекция отрезка 
,P2 на плоскость диска. Формула эта справедлива, если d?/R << 

<< c/Ao, где Aw — немонохроматичность света. 
На рис. 15.10 показана зависимость модуля степени когерентности 

от параметра 8. При & = 3,83 степень когерентности обращается в 
нуль, т. е. поля в точках P, и Pz, полностью некогерентны. Это соот- 
ветствует d = 3,83A/(2na), где а =р/Ю — 
угол, под которым радиус источника виден 
из точек P, или Ро. 

Эта формула показывает, что, наблюдая 
интерференционную картину от протяжен- 
ного источника, можно в принципе опреде- 05 р 
лить его угловые размеры, в частности мож- 
но определить угловые размеры звезд (а также 
расстояния между двойными звездами и т. п.). 
Это было впервые сделано Майкельсоном с 
помощью так называемого звездного интерфе- 
рометра, схема которого изображена на АРТ: полость модуля сте. 
рис. 15.11. Интерферометр состоит из двух пени когерентности от 
пар зеркал — подвижной (M,, М2) и непод- параметра & 

|9 
4,0 
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вижной (М, M,), — отражаясь от которых 
свет далекой звезды попадает в телескоп Т. 
Интерференционная картина наблюдается в 
фокальной плоскости F телескопа. Изменяя 
расстояние 4 между зеркалами М: и Me, на- 
ходят угловой радиус звезды. 

На практике этот метод определения угло- 
вых размеров звезд имеет ограниченную при- 
менимость из-за трудностей работы с боль- 

15.11 шими интерферометрами. Дело в TOM, что для 
Схема звездного интер- Измерения очень малых углов требуются очень 
ферометра Майкельсона большая разность хода лучей и, следователь- 

но, большие расстояния 4 между зеркалами. 
Между тем практически это расстояние не может превосходить при- 
мерно 2 м; при ббльших размерах интерферометра интерференцион- 
ная картина оказывается смазанной из-за случайных изменений ко- 
эффициента преломления вдоль оптического пути. 

15.8. Интерференция интенсивностей 

Корреляционная функция G(x, х2), как и 
определяемая ею степень когерентности (хи, хз), отражает статистиче- 
ские свойства излучения, но для их полного описания ее, вообще го- 
воря, недостаточно. Чтобы понять это, сравним хаотическое поле, 
которое можно рассматривать как некоторую динамическую и притом 
очень сложную систему, с другой динамической системой — идеаль- 
ным газом. Корреляционной функции поля, т. е. среднему значению 
произведения компонент поля, соответствует, очевидно, среднее зна- 
чение произведений компонент скорости молекулы или, проще го- 
воря, среднее значение квадрата скорости молекулы. Последняя ве- 
личина пропорциональна температуре газа Т, поэтому корреляционной 
функции отвечает температура газа. Но температура не определяет 
полностью статистических свойств газа — для этого нужна функция 
распределения f(v) молекул по их скоростям у. Знания среднего зна- 
чения квадрата скорости (5?) = [5?Ку)4%о достаточно в том случае, 
если известно, что распределение частиц является максвелловским: 
[(v) — exp[—mv?/(2T)], где m — масса частицы, а температура выра- 
жается в энергетических единицах. Тогда m(v*\/2 = 37/2, так что 
при данном (Uv?) задана и температура 7, полностью определяющая 
распределение Максвелла. 

Но в общем случае (5?) еще не определяет вида функции [(у) — 
нужно знать всю совокупность величин 

("= | о" [ (у) 429 (п == 1, 2, 3, ...), 

которые называют моментами функции распределения. Для макс- 
велловского распределения все они выражаются через Т и, следова- 
тельно, через (Vv), для других же распределений это независимые 
величины. 
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Аналогично максвелловскому распределению ведет себя общее 
распределение Гаусса для случайных вещественных — величин 
2, Хз, ..., X,. Вероятность того, что эти величины лежат в интерва- 
лах (хи, хи + @х!), (x2, х + 9х2), ..., определяется формулой 

р (хи, хо, -.. » Xn) 4х. dx, ... dx, = 

_ [A| _ i! = оу AP > Aj хх) dx, dx, ... Ах», 

= 

где A,;; — совокупность вещественных величин: матрица, для кото- 
рой А; хх; > 0, и| A] — определитель этой матрицы (предполагает- 
ся, что средние значения х; равны нулю). Усредненные произведения 
величин х определяются формулой 

(жхо -..) = | 1 x ... P(X1, Хо, -.., Ха) dx, 4х, ... dx. 

Отсюда следует, в частности, что (х;х;) = (A™*)i;, где А" — матри- 
ца, обратная A, и (A7");; — ее {-элемент. 

Гауссово распределение обладает тем замечательным свойством, 
что 

(XyXq ... Xan) = Dy (Xia Xin) (Kis Xia) °° (X (1) Xion)» 

где ty, lo, .., tg, — Любая перестановка чисел 1, 2, ...,2Е и сумма pac- 
пространяется на все возможные комбинации пар этих чисел. Таким 
образом, все моменты для распределения Гаусса выражаются через 
квадратичные моменты (х;х;) (средние значения произведений лю- 
бого нечетного числа величин х; равны нулю). Приведенная формула 
для (X4...X2,) имеет место только для распределения Гаусса. Для 
других распределений различные моменты (моменты различных по- 
рядков) независимы, и все они необходимы для характеристики рас- 
пределения. 

Вернемся теперь к статистическим свойствам электромагнитного 

поля. Корреляционную функцию поля (Ey (Е, (X2)) можно 
уподобить квадратичному моменту (х;х;) совокупности случайных 
величин X14, ..., X,. Ho, как только что было разъяснено, для полной 
характеристики свойств ансамбля случайных величин нужно знать 
и моменты более выских порядков. Подобио этому -для характерис- 
тики статистических свойств поля необходимы помимо величин 
(Ey (x,)E, (%2)) еще и величины (E., (1) ... Е (Xn) EY (x;)... EN, %p) 

для п>1. Все они носят общее название корреляционных 

Функций, и для них применяется обозначение бы ил... (X4, ...› Ха 

1 ...^№ ). Функции С) называют корреляционными функциями 
п-го порядка. Корреляционную функцию, которую мы изучали до сих 

пор, следует теперь обозначать в) (хи, X;) и называть корреляционной 
функцией первого порядка. Если поляризация поля задана точно, то 
в поляризационных индексах py..., vy... нет нужды и корреляционную 
функцию 7-го порядка можно определить просто как 
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G (x, 20. Xn} №... X= CE (X,).00E (Хх) E*(X;, )... Е* (x7, )). 

Корреляционные функции высших порядков позволяют обобщить понятие ко- 
герентности. 

Дело в том, что это понятие связано с регулярностью излучения. 
Если поле регулярно, то имеет место факторизуемость корреляцион- 
ной функции первого порядка Gl(xy, х2) = Е(х!)Е*(х2). Аналогичная 
ситуация характерна и для корреляционных функций более высоких 
порядков: 

G') (x1 ... Хо; Хх... XH) = E(x)... E(x,) E* (x, ) «2. Е*(х,). 

Если такая факторизация (с одной и той же функцией Е(х)) имеет место для всех 
сколь угодно больших 7, то можно считать поле идеально регулярным, или пол- 
ностью детерминированным и соответственно полностью когерент- 
ным, но может быть и так, что факторизуемость выполняется только при п < 
<M; если xen>M, то факторизуемости нет. В этом случае говорят, что излуче- 
ние обладает когерентностью M-ro порядка. 

Таким образом, с этой точки зрения полная когерентность, о ко- 
торой шла речь в предыдущем параграфе, следует называть когерент- 
ностью первого порядка. Для описания элементарных интерференци- 
онных явлений в оптике этого понятия достаточно, но для описания 
более тонких интерференционных явлений, о которых пойдет речь 
далее, необходимо использовать понятие когерентности более высо- 
ких порядков. 

Факторизуемость корреляционной функции эквивалентна тому, что 
величина 

/ 

G(x, ... Xn} x, ... Xp) 

V gi) (1х!) G(x, хз) ..G") ( х, Xn) 

равна по модулю единице. Эту величину называют степенью когерент- 
ности п-го порядка. Она является обобщением величины 6(х.х2), ко- 
торую мы рассматривали в предыдущем параграфе и которую должны 
теперь называть степенью когерентности первого порядка. Таким об- 
разом, если поле обладает когерентностью я-го порядка, то 

|G (x4 40. ау x48 x6) В = G(x, 4). G (хо, x4). 

( . wl ' жж Xe HL) = 

Рассмотрим теперь достаточно хаотическое поле, скажем, поле, 
которое можно трактовать как гауссово. Тогда в соответствии со 
сказанным выше о моментах гауссова распределения все корреляци- 
онные функции выражаются через корреляционную функцию первого. 
порядка. Например, корреляционная функция второго порядка имеет 
ВИД 

oy oy 1 , (1 , 1 , 1 , G?) (x, х,; xi № )=G' x, x )G (хо, xs )+6'"( x1, x; ) 6 Xi, Xe). 

Это значит, что если даже гауссово поле обладает когерентностью: 

первого порядка, то когерентностью второго порядка оно обладать уже 
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не может. В самом деле, в этом случае корреляционная функция вто- 
рого порядка должна была бы иметь ‘вид (@)(х!х»; хх,) = 
= E(x,)E(x2)E*(x,)E*(x,), т.е. в ней не возникало бы множителя 2. 

Тем более гауссово поле не может обладать когерентностью третьего 
и более высоких порядков. 

Нам остается разъяснить, как можно наблюдать наличие или от- 
сутствие у поля когерентности второго и следующих порядков. Для 
этого нужно иметь прибор, реагирующий на корреляционную функ- 
цию соответствующего порядка. Выше мы уже говорили, что счетчик 
фотонов, основанный Ha фотоэффекте, реагирует на корреляционную 
функцию Gl!) (x,, x2). Более точно это означает следующее. Если пред- 
ставить себе идеализированный прибор, имеющий в качестве чувстви- 
тельного элемента один атом, то при падении света на этот атом из 
него может вырываться электрон, вероятность чего пропорциональна 

t 

we, 2) =) G (гг’, rt) de’, 

тде ци Г — моменты начала и конца освещения атома светом и г — 
место расположения атома. 

Рассмотрим теперь более сложное, но тоже идеализированное 
устройство, содержащее два чувствительных элемента в виде двух ато- 
MOB, расположенных в точках г: И re. Ставится вопрос: какова будет 
вероятность того, что в течение интервала времени (fo, ¢) каждый из 
атомов поглотит фотон? Ответ гласит, что вероятность пропорциональ- 
на 

tt 
0 

W(t,, \= | \e® (Е, Г. Е, ; ref, ‚Г, t, ) dt, dt, . 
о fo 

Если бы мы интересовались вероятностью того, что первый атом пог- 
лотит фотон в интервале времени (fo, fy), а второй атом — в интервале 
времени (fo, fs), то мы получили бы формулу 

ti te 

W (to, В; toy В)= \ dt, | dt, G (r,t), tet, 3 tet, гай ). 
То 0 

Таким образом, корреляционная функция G) определяет вероят- 
ность процесса поглощения двух фотонов двумя атомами в один и тот 
же момент времени либо в течение заданных интервалов времени. 
Следовательно, для того чтобы измерять корреляционную функцию 
32), нужно построить прибор, состоящий из двух детекторов фотонов 
и регистрирующий только такие события, когда оба фотона поглоща- 
ются в заданные моменты времени (точнее, интервалы времени). Такие 
приборы можно назвать счетчиками фотонных (или задержанных) 
совпадений. Аналогичным образом, если построить прибор, состоящий 
из п детекторов фотонов и регистрирующий совпадение процессов пог- 
лощения п фотонов, то скорость счета прибора будет измерять корре- 
ляционную функцию Ц“). 
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Рассчитаем, например, скорость счета задержанных совпадений 
для двухфотонного счетчика, предполагая, что излучение представля- 
ет собой гауссов процесс. Если свет распространяется вдоль оси х, то 
скорость счета пропорциональна величине С(@)(ж, xote; х26; жЫ), 
которая в силу гауссовости процесса составляет 

G?'=G (x, fy, Хх»; ХЗ, Xy ty) = 

=G (x,t, д ty) G(x ty, Xz te) +6 (x, by, Xl) |?. 

Но согласно определению степени когерентности первого порядка 

|G (x, ty, хЬ) P= 

=G(x, ty, x, ty) G(x, fe, Хз te) [g(x ty, хз te) |2. 

Поэтому G?) = GO)(1)G@(2) [1 + lgM(xyqt, х26)?], где 1 == xt), 2== 
== Х2. Обратим внимание Ha то, что рассматриваемое излучение не 
обладает когерентностью второго порядка, так как при когерентности 
второго порядка в выражении для G) не было бы множителя в квад- 
ратных скобках. 

Мы видим, что при измерении величины G2), по существу, нахо- 
дится модуль степени 

и (5) 

— 

15.12. 
К объяснению эффекта 
Хэнбери—Брауна и 
Твисса 

15.13. 
Интерферометр 
сивностей 
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интен- 

когерентности первого порядка. В частности, 
как мы знаем, при лоренцевой форме линии 
излучения |g] =е Я, где s=t—h— 
— (x; — х2)/с, и 

не") 
Поэтому вероятность или частота W(s) ре- 
гистрации двух фотонов в точках xX, H хв 
моменты времени 1 и 15 пропорциональна 
| Ре 219. Зависимость функции ($) от$ 
изображена на рис. 15.12. 

Таким образом, для излучения, имеющего 
статистические свойства гауссова процесса, 
существует корреляция между временами ре- 
гистрации фотонов. Это явление называют 
эффектом Хэнбери — Брауна и 
Твисса. Наблюдая его, можно найти сте- 
пень когерентности первого порядка, зная 
которую можно, в свою очередь, как мы ви- 
дели в предыдущем параграфе, найти угловые 
размеры источника излучения. Такая про- 
грамма была выполнена Хэнбери—Брауном 
и Твиссом, построившими с этой целью спе- 
циальный прибор, который может быть наз- 
ван интерферометром интенсивностей (рис. 
15.13). В нем свет (точнее, радиоизлучение) от 
далекой звезды (радиозвезды) фокусируется 
на два фотодетектора Ф, и Ф., сигналы



от которых поступают, пройдя линию задержки т и усилитель У, в 
интегратор И. Здесь фототоки перемножаются и их произведение, ус- 
редненное по времени, регистрируется в зависимости от времени за- 
держки (т.е. величины 5/с). Эта величина пропорциональна |5, и 
поэтому, определив |5| как функцию углового размера звезды (кон- 
кретнее, радиозвезды), можно найти этот угловой размер. Так как 
в этом приборе усредняется произведение токов, т. е. интенсивностей, 
а не полей, как, например, в звездном интерферометре Майкельсона, 
то установка Хэнбери—Брауна и Твисса может быть названа, как 
уже упоминалось, интерферометром интенсивностей. 

Интерферометр интенсивностей имеет большие преимущества по 
сравнению со звездным интерферометром Майкельсона — они связа- 
ны с тем, что в установке Хэнбери—Брауна и Твисса, по сути дела, 
нет высокочастотных колебаний, а есть только сравнительно низко- 
частотные фототоки. Поэтому их удается передать без искажений на 
расстояние, гораздо большее предельных размеров интерферометра 
Майкельсона. Это, в свою очередь, позволяет существенно увеличить 
разность хода лучей $ без того, чтобы смазалась интерференционная 
картина. 

Связь степени не- | 

монохроматичности с 
излучения с време- 
нем жизни — состоя- 
НИЯ 
Длина  когерентнос- ; _. © 

с 
Ти Aw 

Разность фаз между __ — 2 ПРМ — ne) 
лучами Py Pa 2 2 

Корреляционные Ч, (titi, Tete) = (E, (г. #1) E* (г. 65) 

функции 

Корреляционная G(X Хх. -.. Ху X Xho XH) = 
функция п-го поряд- , er 

Ka = (E (x,)... Е (x,) E* (x)... E* (x,)) 

Поле полностью ко- Вх Xq ee Xpi XX oe K)= 
repeHTHO о при усло- и 

BHH факторизации =Е (х,)... E(x,) Е* (x,) ... E* (х,)



Глава 16. ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ ВОЛНЫ 
В ВЕЩЕСТВЕ 

16.1. Плоские волны в однородном изотропном 
диэлектрике 

В гл. би 14 мы показали, что в вакууме воз- 
можно распространение поперечных электромагнитных волн и что их 
скорость не зависит от частоты и амплитуды волны. Переходя теперь 
к изучению электромагнитных волн в материальных средах, начнем 
с волн в однородном изотропном диэлектрике. 

Будем исходить из уравнений Максвелла для среды в отсутствие 
внешних зарядов и токов: 

rotE = — в, div D = 0, 
Ot 

rot H = oD divB = 0. 
ot 

Как мы знаем, индукции О и В связаны с напряженностями полей 
БиН в случае статических полей и изотропных сред соотношениями 
D = €,cE, В = шЫН, гдезёи и — электрическая и магнитная про- 
ницаемости среды. Эти величины представляют собой материальные 
константы, которые могут зависеть от температуры, а также (как это 
имеет место, например, в ферромагнетиках и сегнетоэлектриках) и от 
амплитуд полей. Мы будем рассматривать здесь простейший случай 
и не учитывать амплитудных зависимостей & и п; такие зависимости 
приводят к нелинейности уравнений поля, и этому вопросу посвящена 
гл. 22. Но главное, мы будем считать, что и в случае переменных по- 
лей связи между О, Е и В, H такие же, как и в случае постоянных по- 
лей, т. е. что свойства переменных полей в среде характеризуются теми 
же материальными константами, что и свойства постоянных полей. 
Как мы покажем далее, это предположение, вообще говоря, не соот- 
ветствует действительности, и если им и можно пользоваться, то толь- 
ко в ограниченной области частот, которую каждый раз нужно специ- 
ально находить. Тем не менее имеет смысл изучить сперва волны в 
гипотетической среде с материальными константами & и п, не завися- 
щими ни от каких параметров волны, ибо при этом будут выяснены 
многие закономерности, относящиеся и к реальным средам. 

Итак, сперва будем считать, что и в случае переменных полей спра- 
ведливы соотношения О) = Е, В = вой Н, где & H p не зависят ни 
от частоты, ни от амплитуды волны. Кроме того, среду будем считать 
однородной, а в этом случае величины & и ц не зависят и от простран- 
ственных координат. Наконец, предполагая среду изотропной, мы бу- 
дем считать, что О параллельно Е, а В параллельно Н. 

Используя эти соотношения, можно исключить из уравнений Макс- 
велла векторы индукций и пользоваться только напряженностями 
полей: 
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rotE = — we УЕ =0, 

Е = ОЕ 
rotH = ‚ divH = 0. 

Применим к первому из этих уравнений операцию rot. Используя 

формулу 
rot rotE = grad div E — AE 

и Учитывая, что divE =O, получим 

д 
— AE = — ви —rotH. 

Uo! at 

Выразив далее с помощью второго уравнения rot H через OE/Ot, мы 
придем к уравнению, содержащему только Е: 

(мы Учли, что Egg = с *). Если бы мы применили сперва ко второму 
уравнению операцию rot и затем использовали первое уравнение, TO 
пришли бы к такому же уравнению для напряженности магнитного 
поля: 

Мы получили для полей волновые уравнения, отличающиеся от 
волновых уравнений для полей в вакууме только тем, что в пих вместо 
с? входит величина c?/(eu). Отсюда мы приходим к выводу, что 

электромагнитные волны возможны и в средах, причем скорость их равна нес, 

а оф = ¢/V ep, и волны, как и в вакууме, являются поперечными. 

Рассмотрим подробнее простейший класс электромагнитных волн — 
плоские монохроматические волны, для которых пространственная и 
временная зависимости полей имеют вид 

i(kr—cf) i (kr—af) 

где ®, К — частота и волновой вектор, a Ey, Hp — комплексные амп- 
литуды. Для плоской волны, как мы знаем, 

rot А — КА], divA = КА, AA = — FA; 
далее, для монохроматической волны OA/Ot = —iwA. Поэтому вол- 
новые уравнения для полей позволяют связать волновое число и час- 
тоту волны: 

> 

= 0/Uy, Vp = И . 

Записав К в виде К =nk = по/о,, где п — единичный вектор в 
направлении распространения волны, и подставив это выражение в 
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формулы, связывающие Ey, Ни К, получим (®/9ъ)[пЕ.| = ФиойНо, 
а так как U, =c/V eu, то 

[NE,] = cp + Но. 

[пН.] = — се и- Eo. 
и 

Мы видим, что оба поля взаимно перпендикулярны и перпендику- 
лярны направлению распространения волны, т. е. волна является по- 
перечной. Если А перпендикулярно п, то |[nA]| = А, поэтому 

V eo Ey = V vot Но. 

Соотношение, связывающее амплитуды полей, имеет простой фи- 
зический смысл. При постоянных и не зависимых от параметров полей 
проницаемостях = и и плотности электрической и магнитной энергии 
равны #,8ЁЕ2/2 и вой Н?/2. Поэтому это соотношение означает, что в 
плоской монохроматической волне обе плотности энергии одинаковы: 
5,8Ё2/2 = цой Н?/2. 

Как мы знаем, вектор плотности потока электромагнитной энергии 
определяется формулой $ = [ЕН]. Для плоской волны это выражение 
может быть представлено в виде 

S = ЕНп, 

Аналогично, 

а так как Н = св У =/и Е, то 

S=ce, И ten = св, И Е ны. 
| & 

Учитывая, наконец, что плотность электромагнитной энергии 

| 

можно переписать % в виде 

$ = Ug wn, 

где Ug = с/И вц — скорость электромагнитной волны. Эта формула 
имеет наглядный физический смысл: 

плотность потока энергии равна произведению плотности энергии на скорость 
распространения волны. 

16.2. Дисперсия проницаемостей 

В предыдущем параграфе мы рассматривали 
электромагнитные волны в среде с не зависящими от параметров волны 
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проницаемостями € и в. В действительности, однако, как уже говори- 
лось, таких сред не существует и проницаемости оказываются завися- 
щими прежде всего от частоты волны, а также во многих случаях и от 
волнового вектора. Эти зависимости объединяют общим названием дис- 
персии проницаемостей. При этом если проницаемость (безразлично 
какая — диэлектрическая или магнитная) зависит от частоты, то 
говорят о временной дисперсии; если проницаемость зависит от вол- 
нового вектора, то говорят о пространственной дисперсии. 

Математически это означает следующее. Векторы напряженностей 
ЕиНи индукций Du В, зависящие от пространственных координат г 
и времени 1, могут быть представлены в виде суперпозиции плоских 
монохроматических волн типа exp (Жг—1®й), т. е. в виде интегралов 
фурье-типа: 

f(r, j= { f,., exp (i kr — iwt) дао, 

где к» — амплитуды соответствующих волн, зависящие от частоты 
« и волнового вектора К (эти амплитуды носят название фиурье-компо- 
нент функции f(r, ¢)). Для изотропных сред фурье-компоненты индук- 
ций и полей связаны между собой соотношениями 

2. — 608 (‹, К) Е к» В. = Po? (o, k) H,.) 

где величины €(@, К) и w(@, К) зависят от частоты и волнового вектора 
волны и параметров среды. Они по-прежнему носят названия диэлект- 
рической и магнитной проницаемостей. 

Обратим внимание на то, что 

при наличии дисперсии волны с разными о и К распространяются с разной ско- 
ростью: 

1/2 
Up = (®, К) =cle(w, Кв (о, К)] °. 

Если дисперсия отсутствует, т. е. если и ц являются постоянными, 
характеризующими среду, то индукции в каждый момент времени # 
и в каждой точке пространства г определяются значениями полей в 
тот же момент времени и в той же точке: Dir, #) = &,=Е(г, В, Bir, t) = 
= цойН(г, 0. Чтобы понять, чтб с этой точки зрения означает дисперсия 
проницаемостей, сделаем обратное преобразование фурье-соотноше- 
ний, выражающих индукции через напряженности. Если ввести функ- 
ЦИИ 

e(r, t)= | e(o, К) exp (ikr — ivf) 43 kdo/ (2n)4; 

u(r, t)= | в(®, К) exp (ikr — 120) 48 kdo/(2n)f, 

TO МЫ Получим 

D(r, Э=ь | (гг, — РВ (г) ау" de’, 

B(r, = | ве г, #—Р)Н(г, Рау’ de’. 
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Таким образом, 

наличие временной дисперсии означает, что индукции в момент времени Ё опре- 
деляются напряженностями не только в этот, но и в другие моменты времени Г. 
Аналогично, наличие пространственной дисперсии означает, что индукции в 
пространственной точке г определяются напряженностями не только в этой, 
но и в других точках пространства г’ (в таком случае говорят о нелокальной связи 
индукций с напряженностями). 

Существенно, что индукция в момент времени Ё может определяться 
значениями напряженности в предыдущие (но не в последующие!) 
моменты времени. В самом деле, откуда физическому объекту знать, 
что его ждет в будущем? Поэтому функции e(r—r’, #Ё) и шг-г, 
t—t') при Ё> Ё обязательно равны нулю. Это их свойство является 
следствием общего физического принципа, называемого принци- 
пом причинности. 

Функции =(®, К) и (ow, К) различны для разных веществ; для того 
чтобы их найти, нужно знать структуру вещества и поведение его в 
поле волны. В простейшем случае идеального газа для определения 
проницаемости нужно знать, как поведут себя отдельные атомы и мо- 
лекулы во внешнем переменном электромагнитном поле. Это поведение 
определяется как структурой, так и динамикой атомов и молекул, 
которые могут быть последовательно описаны и исследованы только 
в рамках квантовой механики. Таким образом, нахождение проница- 
емостей (в, К) и ц(о, К) представляет собой, вообще говоря, квантово- 
механическую задачу. 

Исключением является задача об определении высокочастотной 
диэлектриче ской проницаемости плазмы, т.е. нейтрального в целом 
газа заряженных частиц, а также задача об определении высокочас- 
тотной магнитной проницаемости ферромагнетиков (и других магнито- 
упорядоченных кристаллов). Эти задачи могут быть решены без ис- 
пользования квантовой механики на основе только классической ме- 
ханики, и мы рассмотрим ихв гл. 17 и 19, здесь же остановимся на 
классической теории дисперсии диэлектрической проницаемости одно- 
атомного газа, основанной на классической модели атома. 

Согласно этой модели, электроны в атоме совершают гармонические коле- 

бания относительно ядра, т. е. атом можно рассматривать как совокупность 

Гармонических осцилляторов. Рассмотрим один из таких осцилляторов. Если 

г — смещение электрона относительно ядра, то изменение со временем этой ве- 

личины определяется законом движения осциллятора: 

. . 2 

Mef -Н’тетг + Me®) r= Г, 

где Г — внешняя сила, действующая на электрон, т, — масса электрона, 
«о — собственная частота его колебаний и у — коэффициент затухания, ко- 
торый, как будет видно далее, должен быть обязательно введен. (Введение ко- 
эффициента затухания соответствует тому, что написанное уравнение описы- 
вает возбужденное состояние атома, время жизни которого обратно ‘пропорци- 
онально y.) Наша задача заключается теперь в том, чтобы выяснить, как ведет 
себя осциллятор в поле плоской монохроматической электромагнитной волны 
1 = eEoexp(ikr—iwf) (скорость атомного электрона мала по сравнению CO ско- 
ростью света, поэтому мы учли здесь только силу, действующую на него со 
стороны электрического поля волны). Предполагая, что размеры атома а малы 

по сравнению с длиной волны A, т. е. A >> а, можно пренебречь в экспоненте 
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величиной kr, так как kr~ 2n(a/A) << 1. Поэтому можно считать электри- 
ческое поле зависящим только от времени, так что f = еРоехр(—1%#) и урав- 
нение движения электрона, связанного с ядром, принимает вид 

—iwt 
Foe . 

.. . о 
r-+yr + or = 

е 

Нас должно интересовать только вынужденное решение этого уравнения 

—iwt 
Eye 

е 
r= , 

—w? — iyo + w? 

обращающееся в нуль при Eo = 0 (так как мы пользуемся комплексным мето- 
дом, то должна быть взята вещественная часть этого выражения). Имея это 
решение, можно найти вектор поляризации Р газа в переменном поле волны. 
Этот вектор определяется формулой Р = nd, где Я — индуцированный полем 
дипольный момент атома и п — плотность атомов (электронов). Ясно, что най- 
денная величина радиуса смещения г и определяет 4 == ег. Вспоминая, что Р == 
= @E, где & — поляризуемость, найдем поляризацию газа в переменном поле: 

e*n 

ое 

Мы можем теперь найти диэлектрическую проницаемость газа в перемен- 
ном поле: она всегда связана с © соотношением в = | + &, и поэтому 

а — (— w* — iyo + 6) . 

e2n 
e=1-+ (— w? — jiyw + we). 

EgiNe 

Если в состав атомов входят электроны разных оболочек, т. е. электроны, 
колеблющиеся с разными частотами ®;, то эта формула должна быть заменена 
формулой 

— en tay 2\-1 1+7 cite (— 0? — izjo + о?) , 

где п; — плотность электронов 1{-оболочки и Y; — соответствующий коэффи- 
циент затухания (в ГС здесь вместо 1/во стоит множитель 4л). | 

Мы видим, что классическая модель атома приводит к зависимости 
диэлектрической проницаемости газа от частоты волны, иными сло- 
вами, к временной дисперсии диэлектрической проницаемости. Только 
в области низких частот, когда ® << ®;, диэлектрическая проница- 
емость может считаться не зависящей от частоты, и мы приходим к 
случаю, рассмотренному в предыдущем параграфе. Что же касается 
пространственной дисперсии, то мы не получили ее, так как предпо- 
лагали, что длина волны значительно больше размеров атома. Дело в 
том, что волновой вектор может входить в выражение для диэлектри- 
ческой проницаемости только в виде безразмерной комбинации ka, 
где а — величина, характеризующая атом или среду в целом и имею- 
щая размерность длины. В случае одноатомного газа, рассматривае- 
мого нами, единственной величиной размерности длины, которая мо- 
жет входить в выражение для &, является линейный размер атома а. 
Рассматривая длинные волны, для которых ka << 1, мы, естественно, 
не получаем пространственной дисперсии. 
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Возвратимся к простейшему выражению для в в случае одной атомной 
частоты Wo и исследуем частотную зависимость диэлектрической проницае- 
мости. Прежде всего обратим внимание на то, что если коэффициент затухания 
*) равен нулю, то при ® = ®о диэлектрическая проницаемость обращается в 
бесконечность. Именно по этой причине мы ввели в ‘рассмотрение затухание 
осциллятора. При этом # становится комплексной величиной и, следовательно, 
комплексной будет и фазовая скорость волны эф. 

Мы изложили теорию дисперсии одноатомного газа, рассматривая атом 
как классический осциллятор. В действительности, однако, атом подчиняется 
не классической, а квантовой механике и представление об атомном электроне 
как о классическом осцилляторе является неправильным. Согласно квантовой 
механике, если атом находится в некотором {-м состоянии с энергией 6;, TO 
поляризуемость его определяется формулой 

> fis ( w — w?)7, 

$ 

где ®;; = (8; — 65)/h — частота перехода атома из состояния i в состояние 
$, |1; — некоторые константы, характеризующие атом и не зависящие от час- 
тоты внешнего поля ©. Их называют силами осциллятора. Суммирование про- 
изводится по всем состояниям $, отличным OTL. (Приведенная формула для по- 
ляризуемости атома не учитывает затухания, связанного с конечностью вре- 
мени жизни возбужденного состояния атома.) Зная &;’, легко найти диэлект- 
рическую проницаемость газа как функцию частоты: 

e2 
é 

а, = 

EqgiNe 

/ e*n — 

Е (w) — | + na, = | + т > | fis (4, — о?) 1. 

е 5 

Сила осциллятора {;; определяется матричным элементом 4;; дипольного мо- 
мента 4 атома и частотой перехода Ws: 

fis = 2mewis | dis |?/(e7h). 

16.3. Комплексная фазовая скорость 

Разъясним теперь комплексность скорости 

волны Uy. Вводя обозначение М№ =] e(o, К)и(®, К), имеем vg = 
=c/N. Комплексную величину N (ее называют комплексным показа- 
телем преломления) можно записать в виде N = N’ + iN”, где №’ и 
№” — вещественные величины. Рассмотрим плоскую монохроматиче- 
скую волну Е = E,exp[iw(z/vy, — 1)], распространяющуюся в положи- 
тельном направлении оси 2, и подставим вместо скорости Ug ее выра- 
жение через показатель преломления: 

iw(z/o,—t) _ 

Е = Ее е 

где Ve =c/N', х = (o/c)N”. 
Смысл фазы волны ф и амплитуды волны имеют, очевидно, вели- 

ЧИНЫ 

XZ 

? 

2 7 —х 

o(z, =o [+ въ = 
Эф , 

Таким образом, амплитуда плоской монохроматической волны пере- 
стает быть одинаковой во всех точках пространства и начинает убы- 

вать вдоль направления распространения волны, т.е. вдоль оси г. 
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Что касается фазы волны, то она остается постоянной для наблю- 

дателя, движущегося вдоль оси 2 со скоростью 42/4Ё = Ve; поэтому 

вещественная величина Up имеет смысл фазовой скорости волны, ве- 
личину же Ug называют комплексной фазовой скоростью. 

Величина x, которую можно назвать коэффициентом затухания, 
определяет глубину проникновения волны в рассматриваемой среде. 
В самом деле, на глубине 6~ 1/х амплитуда волны уменьшится ве 
раз и, следовательно, плотность энергии — в e?~ 10 раз. Очевидно, 
в направлении распространения волны поле может только убывать, 
иначе для тела достаточно больших размеров оно могло бы стать сколь 
угодно большим (речь идет о средах, в которых не действуют какие- 
либо источники энергии). Поэтому обязательно х > 0 и, следова- 
тельно, №” > 0, т.е. 

мнимая часть комплексного показателя преломления обязательно положительна. 

Мы рассмотрели, как убывает в пространстве амплитуда монохро- 
матической волны. Поставим теперь другую задачу: пусть в некоторый 
момент времени ¢ = 0 возбуждена волна, амплитуда которой всюду 
одинакова; как будет вести себя эта амплитуда с течением времени? 
Записав поле волны в виде Е = E,exp[ik(z — vgt)] и выражая комп- 
лексную фазовую скорость через показатель преломления, имеем 

и , 

(при N << №) 

E=E, (1) exp[ik(z—v, ¢)], Е, (1) =F, exp (— xv, 2). 

Очевидно, смысл амплитуды волны имеет теперь величина E,(t), но 
она убывает со временем по экспоненциальному закону. Величину 

4 называют декрементом затухания, она определяет время тм 

~ (vgx)"1, за которое энергия волны убывает в е* — 10 раз. Неравен- 
ство № > О обеспечивает отсутствие нарастания амплитуды волны 
в случае равновесной (точнее, замкнутой) физической системы и тем 
самым выполнение для такой системы закона сохранения энергии. 

Заметим, однако, что возможны неравновесные физические систе- 
мы, для которых мнимая часть комплексного показателя преломления 
не обязательно положительна, а может быть и отрицательной (в ка- 
ком-то диапазоне частот); такие системы используются на практике 
как генераторы колебаний. К ним относятся, например, мазеры и сис- 
тема плазма — пучок (см. гл. 17 и 23). 

Проиллюстрируем дисперсию, т.е. частотную зависимость, комп- 
лексного коэффициента преломления на рассмотренном выше примере 
классического одноатомного газа. Если и = | и рассматривается толь- 
ко одна собственная частота колебаний электронов, то 

N= Ve — И! e2n 

+ Eg o(— w2—iyo-+-w?) 

Считая газ достаточно разреженным, получим отсюда 
' N — 1 e2n 

2egm,(—w*—iyo+o}) 
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, и, следовательно, 

а) Зависимости Ми N’ от частоты пред- 
м | ставлены на рис. 16.1, а, 6. Пунктирная кри- 

вая на рис. 16.1, б соответствует предель- 
ному случаю у. = 0. В этом случае N” =0и 

, показатель преломления обращается в беско- 
„и! нечность при W = ®., Т.е. когда частота 

= волны совпадает с частотой колебаний элек- 
aa трона. При этом если частота ® стремится 

А  & к ©, CO стороны меньших значений, то 
| 7 №М— -- со, если же со стороны ббльших зна- 
у чений, то №М— —©0. Ситуация существенно 

изменяется при конечном Y: при этом ветви 
кривой не уходят Ha -- со и —OO, а плавно 
переходят одна в другую. Поэтому если при 

 Десперсия мнимой (а) y =O показатель преломления всегда воз- 
и вещественной (6) co- рРастал с ростом @, то при y ~ 0 вблизи ® = 
ставляющих  комплек- =, возникает область, в которой 4 N’/da<0. 
сного коэффициента Это так называемая область аномальной дис- 
преломления М =N’ + ЧМ для классичес. Персии; области же частот, в которых 
кого одноатомного газа @ЧМ№М'/4® > 0, называют областями нормаль- 

ной дисперсии. Функция N”(w) имеет макси- 
MYM вблизи ® = ®., так что область ано- 

мальной дисперсии соответствует большому поглощению волны. 

16.4. Скин-эффект 

Результаты предыдущего раздела позволяют 
рассмотреть проникновение переменных полей и токов в проводник — 
так называемый скин-эффект (skin по-английски означает «кожа»). 
Начнем с простейшей задачи, а именно исследуем проникновение элект- 
ромагнитного поля из вакуума в металл, занимающий полупространст- 
во 2 > 0. 

Заметим прежде всего, что если использовать понятие комплекс- 
ного коэффициента преломления, то металл с проводимостью в ничем 
не отличается от диэлектриков с мнимой частью проницаемости (от- 
носительной ) &"(@)=0/(we,). В самом деле, обратимся к уравнению 
Максвелла в среде 

oD 
{ = — о rot Н Е + fj, 

и подставим в него О = €,eE и j = OE. Мы получим тогда уравнение 
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rotH = (—iwe,e+ <) Е, 

ничем не отличающееся от уравнения для диэлектрика с проницае- 

МОСТЬЮ 

Е == с. 
Eg® 

Проводимость металлов очень велика, порядка 103 Cm-m7? и выше, 
поэтому вплоть до колоссальных частот выполняется неравенство 
je] << o/(€,@), означающее, что можно пренебречь током смещения 

по сравнению с током проводимости. Поэтому мнимая часть  практи- 
чески не отличается от 0/(,®) и комплексный коэффициент прелом- 
ления имеет вид 

М = М+М" = ( 4 т (1+) (= № 

В предыдущем параграфе мы видели, что амплитуды полей убы- 
вают в глубь образца по экспоненциальному закону exp(—z/6), где 
6 = с/(& М"). Подставляя сюда М" = [o/(2e,o)]'/2, получим 

—"/, 
6=C[o/(2e)] . 

На расстоянии 6 амплитуды полей убывают ве раз, и поэтому эта ве- 
личина может служить мерой глубины проникновения электромаг- 
нитного поля в металл. Ее называют глубиной скин-слоя. Мы видим, 
что глубина скин-слоя убывает с увеличением частоты как ®!/2 и что 
она тем меньше, чем больше проводимость металла. Если взять медь, 
для которой при комнатных температурах o = 5-105 Cm-m"}, то для 
частоты ® =2л.50 с! глубина скин-слоя составит 6 = 0,6 сми 6 = 
— 0,06 см для частоты ® = 21.500 с". 

Пока мы предполагали, что металл заполняет все полупростран- 
ство г > 0. Ясно, однако, что наши результаты применимы и для огра- 
ниченного образца, если только его толщина велика по сравнению с 
глубиной скин-слоя. 

Остановимся в связи с этим на задаче о протекании по проводнику 
переменного тока. Переменные токи всегда вызываются приложенными 
к проводникам переменными полями, поэтому рассмотренный нами 
скин-эффект имеет прямое отношение к хорошо известному на прак- 
тике явлению вытеснения переменного тока к периферии провод- 
ника. Это явление приводит к увеличению сопротивления проводни- 
ка (но не удельного сопротивления вещества!) по сравнению со слу- 
чаем постоянного тока. 

Оценим сопротивление металлического проводника переменному 
току. Мы должны, очевидно, считать, что ток течет не по всему попе- 
речному сечению проводника, а только по тонкому скин-слою глубины 
6 (предполагается, что 6 мала по сравнению с радиусом проводника). 
Это значит, что эффективная площадь поперечного сечения, по кото- 
рой течет TOK, равна [.6, где [— периметр сечения. Эта площадь мень- 
ше истинной площади S в 5/([.6) раз; во столько же раз должно BO3- 

11* 323



расти сопротивление R,, переменному току по сравнению с сопротив- 
лением А постоянному току: 

R, =В (15/5). 
Так как 6~ @71/, то Ю, пропорционально | ®. 

Вытеснение переменного тока на периферию проводника должно 
приводить к уменьшению (при заданной силе тока) той части энергии 
магнитного поля тока, которая заключена внутри проводника. Но 
энергия магнитного поля тока, разделенная на квадрат силы тока, 
определяет коэффициент самоиндукции проводника. Уменьшение 
энергии поля должно, следовательно, приводить к уменьшению 
коэффициента самоиндукции проводника, по которому протекает 
переменный ток. 

При расчете толщины скин-слоя мы считали справедливым закон 
Ома j = OE, где о — удельная электрическая проводимость для по- 
стоянного тока. Такое простое выражение для плотности тока справед- 
ливо, однако, только в случае однородного поля — поле не должно 
существенно меняться на расстояниях порядка длины свободного про- 
бега электрона. Но в проводнике переменное поле меняется на рас- 
стояниях порядка глубины скин-слоя 6. Поэтому формулой j = oE 
в случае переменного поля можно пользоваться только тогда, когда 

[ << 6. Если же 6 < /, то поле существенно неоднородно Ha рас- 
стояниях порядка /, так что формула j= OE со статической проводи- 
мостью о несправедлива. Так как с понижением температуры металла 
длина свободного пробега электронов растет, то понижение темпера- 
туры способствует выполнению условия 6 < 1[, Tak же как и увели- 
чение частоты поля. 

Постараемся разобраться, как происходит проникновение пере- 
менного электромагнитного поля в металл в том случае, когда тол- 
щина скин-слоя мала по сравнению с длиной свободного пробега (этот 
случай называют аномальным скин-эффектом). Заметим с этой целью, 
что при / >> 6 электрон (если он движется под не очень малым углом 
к поверхности металла) проводит мало времени в электрическом поле 
и ноэтому практически не взаимодействует с ним. Значит, для электро- 
проводности существенны только те электроны, которые движутся 
параллельно поверхности металла или под малым углом 0 к ней: 
6<< 6,, где 6, ~ 6/1. Относительное число таких электронов про- 
порционально §5, поэтому их плотность в скин-слое по порядку Be- 

личины составляет n~ né/l, где п — общая плотность электронов 
проводимости. 

Учтем теперь, что проводимость определяется плотностью электро- 
нов, «чувствующих» электрическое поле. Очевидно, эффективная про- 

водимость о окажется по порядку величины равной 

а — 

= 
|
2
 

5 
^^ — с. 

| 

Подстановка этого выражения в общую формулу для глубины скин- 
слоя 6 =clow/(2e,)]'/2 дает 
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 — (AS )". 

Мы видим, что глубина скин-слоя при аномальном скин-эффекте про- 
порциональна @®` 13, а не ®`!'2, как в случае нормального скин-эффекта. 

Обратим внимание на то, что в формулу для 6 коэффициент электро- 
проводности о входит вместе с длиной свободного пробега J электрона 

в комбинации 0/[. Но в = е?пИре, где ре — граничный импульс 

Ферми. Поэтому формула для 6 может быть переписана в виде 

< [20 с?рр \№ 
8 — р ® 

e*nw 

Мы видим, что 6 фактически не зависит OT 7: в формулу входят лишь 
такие величины, как плотность электронов проводимости и их гра- 

ничный импульс (но не длина свободного пробега). Поэтому 6 в отли- 
чие от 6 не зависит от температуры. 

Длина свободного пробега входит, однако, в критерий примени- 

мости формулы для 5. Действительно, эта формула справедлива, если 
§<< р т.е. если owl?/(2e,c?) >> 1. Подставляя сюда в = e*nl/pp, 
получим 

2e9c2p . __ F 
OD = в. 

Этому условию должны удовлетворять частоты для того, чтобы наб- 
людался аномальный скин-эффект. Полагая n~ 10 см3, pew 
~ 1044 кг.м.с 1, [~ 1075 м, получим @y~ 107 с". 

Легко видеть, что 6 = [(®/®)!3; 6 = (®/ в). Первая формула 
справедлива при © > ®., а вторая — при ® < Wy. Мы видим, что 

> 6<1 

16.5. Фазовая и групповая скорости 

Вернемся к понятию фазовой скорости. Как мы уже говорили, 
оно относится к плоской и строго монохроматической волне Е = 
= E,exp(ikr — 161). Фаза такой волны ф = kr — owt имеет при за- 
данном значении { постоянные значения на плоскостях kr = const, 
перпендикулярных волновому вектору К, и каждое значение фазы 
переносится в пространстве с постоянной скоростью 

or oN Ly 
Ч? k ф» 

где п =k/k — единичный вектор в направлении распространения 
волны К. Это и есть фазовая скорость данной плоской монохроматиче- 

ской волны. Так как для такой волны ® = ck/Vep, то vg =с/Увы, 
а так как зи п зависят, вообще говоря, от ® и К, то фазовая скорость 
в общем случае является функцией частоты и волнового вектора, при- 
чем функцией комплексной (см. $ 16.2, 16.3). 
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Но плоская монохроматическая волна существует во всем простран- 
стве и во все времена и интенсивность ее повсюду и всегда одинакова. 
Ясно, что такие свойства волны нельзя рассматривать иначе, чем аб- 
стракцию. Поэтому возникает вопрос: какое отношение имеет эта вол- 
на к реальным волнам? Ответ гласит, что и в материальной среде, как 
и в вакууме, плоская монохроматическая волна может рассматривать- 
ся как элемент, или «кирпич», с помощью которого можно построить 
реальную волну, существующую конечное время в ограниченной 
области пространства. 

Рассмотрим для простоты среду без поглощения, но обладающую 
частотной дисперсией диэлектрической проницаемости, так что фа- 
зовая скорость 9% = Vg(@) является для нее некоторой вещественной 
функцией частоты. Пусть напряженность Ё имеет определенное Ha- 
правление и зависит только от одной пространственной координаты, 
скажем 2, и от времени: Е = E(z, #). Согласно теореме Фурье, ее мож- 
но представить в виде суперпозиции плоских монохроматических волн: 

E(z, t) — | Ее ak, 

где ® = kvy. Так как Ug есть некоторая функция ®, тои k = w/Uy — 
некоторая функция ® и, следовательно, © = ®(Е) может рассматри- 
ваться как некоторая функция А. В написанном интеграле, опреде- 
ляющем Ё(г, ¢), пределы, вообще говоря, бесконечны, так что общее 
выражение для напряженности поля имеет вид 

1[22—® (k)t] E(z,t)= |Еье dk, 

где @ следует считать четной функцией Fk (т.е. &(—Е) = w(k)), так 
как дисперсионные свойства среды не могут зависеть от направления 
распространения волны. Положив здесь { =0, мы получим напря- 
женность поля в начальный момент времени как функцию 2: 

E(z, =Ка- | вв ak. 

Согласно теореме Фурье, этот интеграл можно обратить и найти 

оо 

122 
E, =—— | (ге dz. 

—0oo 

Эта формула определяет фурье-компоненту Е» по известному распре- 
делению напряженности поля E(z, 0)=(2) в начальный момент вре- 
мени. Зная же фурье-компоненты В», мы можем согласно написанному 
выше разложению Фурье найти поле во все моменты времени. 

Таким образом, действительно, плоская монохроматическая волна 
представляет собой тот структурный элемент, который позволяет 
единым образом представить поле в виде суперпозиции этих эле- 
ментов. 
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В интеграле Фурье компоненты с >> 0 ссответствуют волнам, 
распространяющимся в положительном направлении оси 2, а слагае- 
мые с ^ < 0 — волнам, распространяющимся в отрицательном на- 
правлении этой оси. 

Рассмотрим прежде всего простейший случай, когда отсутствует 
дисперсия, так что ® = Ug [A], где Up не зависит от ® и R. Переписав 
интеграл Фурье в виде 

(2—9) Кг фр) 
со 0 

E(z, t)= | E,e de+ | E,e dk, 
0 —00 

легко заключить, что первое слагаемсе представляет ссбой некоторую 
функцию от (2—5), а втсрсе — функцию от (2 -+ 9: 

Е (2, t) = fx(2— 091) + fale + 092). 
Первое слагаемое описывает волну, бегущую вдоль положительной 
полуоси Z, а второе — волну, бегущую вдоль отрицательной полуоси 
2. Волны эти не меняют, очевидно, формы в процессе своего распро- 
странения. Если, например, в момент времени #=0 задан электромаг- 
нитный импульс [(г) и он распространяется вдоль положительной OCH 
2, то значение поля в точке г в более поздние моменты времени опре- 
делится формулой E(z, t) = f(z — ив), т. е. импульс как бы CHOCHTCA 
вдоль оси 2 с фазовой скоростью Ug. 

Но такая ситуация имеет место только в простейшем и идеализи- 
рованном случае среды, не обладакщей дисперсией проницаемости. 
Фактически же дисперсия есть всегда, и поэтому разным компонентам 
Фурье отвечает разная фазовая скорость, так что нельзя говорить 
об общей скорости движения суперпсзиции плсских мокохрсматиче- 
ских волн. Подчеркнем, что 

существование дисперсии не только экспериментальный факт, но и следствие 
общих физических принципов. 

В самом деле, какова бы ни была структура вещества, его струк- 
турные элементы (например, атомы) не могут успевать реагировать 
на колебания очень высокой частоты, так что в пределе Woo ди- 
электрические восприимчивости должны сбращаться в нуль и, сле- 
довательно, проницаемости — в единицу. Иными словами, для час- 
тот, превосходящих все характерные частоты среды, любая среда 
должна вести себя как вакуум. 

Возвращаясь к вопросу о распространении суперпозиции плоских 
монохроматических волн, рассмотрим сперва суперпозицию двух та- 
ких волн с близкими частотами и волновыми векторами: 

mmo ’2—w)! 
E(z, бе Ее О, 

где k = (Е, — 42/2); © = (®,- Aw/2); Е’ = (ky + Ak/2); wo = 
= (®, + Aw/2), причем АА << ky и Ao << в, (для простоты амп- 
литуды волн считаются одинаковыми). Это выражение можно пресбра- 
зовать к виду 
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16.2. 
Биения при сложении 
двух волн равной амп- 
литуды 

Е (г, t)=Al(z, the": A(z, t)= 2 Е, соз1/, (Akz — Доб 
Второй множитель в выражении для E соответствует плоской MOHO- 
хроматической волне со средними значениями частоты ®, и волнового 
вектора Ry (применяя термин радиотехники, ее можно назвать несу- 
щей волной). Функцию же A(z, #) можно рассматривать как амплитуду 
этой волны; она медленно меняется в пространстве и времени от нуля 
до удвоенной амплитуды каждой из волн (в общем случае, когда амп- 
литуды обеих волн не равны, — от разности до суммы амплитуд). 
Частота изменения результирующей амплитуды равна Aqw/2; она зна- 
чительно меньше частоты Wy несущей волны. Таким образом, в ре- 
зультате суперпозиции двух волн близкой частоты возникают биения 
с медленно меняющейся амплитудой (рис. 16.2). 

Амплитуда биений остается неизменной, если Akz — Awt = const, 
или 2 — (dw/dk)t =const, поскольку Aw и Ak малы. Иными сло- 
вами, амплитуда биений переносится в пространстве со скоростью 

и, = dw/dk. 

Эту скорость называют групповой. Она совпадает с фазовой скоростью 
Ug, = /k только при линейной зависимости ® от К. 

Рассмотрим теперь более общий случай, когда в суперпозиции 
участвуют не две, а непрерывная совокупность плоских монохрома- 
тических волн, частоты и волновые векторы которых меняются в Y3- 
ких интервалах ®, — Ао/2 < о < o, + Ао/2 и Е — АДЕ/2 << 
< Е + Ak/2, тогда 

kot Ak/2 

E(z,t)= | E, exp {i(ke—of)} dk. 
Ro—Ak/2 

Такая суперпозиция носит название волнового пакета (или цуга) волн 
(мы с ней уже сталкивались в гл. 15). 

Учитывая, что АР << k, можно приближенно заменить частоту 
@ на ®, + (4®/4^),(Е — Ro), где (dw/dk) =v, — значение групповой 
скорости при k =&,. Поэтому E(z, t) = A(z, texp{i(koz — w t)}, где 

ko+Ak/2 

A(z, t)= | В, exp{i(k—h)(z—0, 8. 
Ro—Ak/2 
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Как и в рассмотренном выше случае, экспоненциальный множитель 
в выражении для Е отвечает плоской монохроматической волне со 
средними значениями частоты и волнового вектора, величина же 
A(z, #) определяет амплитуду результирующей волны — волнового 
пакета. Эта величина медленно меняется в пространстве (на характер- 
ных расстояниях ~1/Ak) и во времени (с характерными временами 
1/Aq@). Она представляет собой функцию одного переменного 2 — ий 
(a не двух независимых переменных 2 и Й, т.е. A(z, t) = f(z — gl). 
Поэтому можно сказать, что амплитуда переносится в пространстве 
с постоянной скоростью, равной по значению групповой скорости в 
точке Е = k,, Иными словами, волновой пакет движется какединсе це- 
лое, без изменения формы. 

Вывод о неизменности формы волнового пакета является, однако, 
не точным, а приближенным. Дело в том, что при рассмотрении фурье- 
представления пакета мы заменили частоту ® на Wy + 9, (Е — Rp), 
иными словами, учли лишь первые два слагаемых в разложении час- 
тоты в ряд Тейлора по степеням А — Ко: 

© =.) + Ug (Е — №) + 7,0, (Е — Ro)? + ..., 

где vg = 49/4. Чтобы оценить роль отброшенного следующего 
(третьего) слагаемого, заметим, что оно умножается в экспоненте на 
{; поэтому, для того чтобы можно было им пренебречь, должно выпол- 

няться условие 9, (АА) << 1. За время ¢ пакет проходит расстоя- 
ние L =—v,t, так что это условие можно переписать в виде 

ЕВ» По (АЕ 

Только на расстояниях, меньших Lo, волновой пакет ведет” себя как 
единое целое, движущееся с групповой скоростью. Перемещаясь, 
волновой пакет расплывается; это расплывание становится сущест- 
венным, когда пакет перемещается на расстояние ~L,. На больших 
расстояниях понятие групповой скорости теряет смысл. 

Рассмотрим в качестве иллюстрации среду, для которой частота 
« связана с волновым вектором соотношением ® = w,(1 + 1/,a7k?), 
где My) и а — некоторые константы (такая дисперсионная зависимость 
характерна для плазменных колебаний и спиновых волн, см. гл. 17, 
19). Пусть в начальный момент времени задан импульс в форме моду- 
лированной синусоидальной волны, огибающая которой есть 
exp [—z?/(2d?)}: 

E(z, 0) = (z)=£,coskygz exp [— 22/(24?]]. 

Спрашивается, в течение какого времени этот импульс будет двигаться 
как единое целое, без изменения формы? Для ответа на STOT вопрос 
разложим f(z) в интеграл Фурье f(z) = [Е ,exp(ikz)dk и рассмотрим 
волновой пакет: 

Тогда время существования неразмытого пакета определяется вели- 
чиной ty~ (Ak)-*(du,/dk)-? (строго говоря, оно должно быть велико 
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по сравнению с #. В рассматриваемом случае разброс волновых 
векторов около значений А = №, по порядку величин равен AkR~ 4, 

а групповая скорость 9, = dw/dk = од. Поэтому & ~ 4/ (60°), 
т.е. пакет не расплывается, если # << 4/(а?). 

Аккуратный расчет показывает, что волновой пакет имеет при t= 

= 0, так же как и при # = 0, форму модулированной синусоидальной 
волны с огибающей, определяющейся гауссовой кривой exp[—z?/( 24)], 

где 4, — эффективная ширина кривой, но уже не постоянная, а за- 
висящая от времени: 

dj = 4? (1 + w,a%/d?)e, 
Она растет со временем, и соответственно пакет расплывается. Если 
«а? 4? <<< 1, то 4, ~ 4 и волновой пакет совпадает по форме с на- 
чальным импульсом. | 

Но дисперсия диэлектрической проницаемости — не единственная 
причина изменения формы волнового пакета в реальной среде. До сих 
пор мы считали среду непоглощающей, т.е. идеально прозрачной, 
поглощение же энергии поля тоже приводит к изменению формы па- 
кета. Поэтому в условиях большого поглощения понятие групповой 
скорости вообще теряет смысл. 

Под волновым пакетом мы понимали суперпозицию волн с неболь- 
шим разбросом волновых векторов (по сравнению со средним значением 
волнового вектора). Выясним теперь, какую область в пространстве 
занимает пакет. Рассмотрим для этого простейший пример—цуг ко- 
нечной длины Az. В этом случае 

E(z, 0) = fkz) -| E, exp (if,z) (|2] < Az/2), 

0 ([2| > Az/2) 

при этом фурье-компонента 

Ip E (k — fy) A Ц. . _ » P te — №) Az E, = -— В | exp (в — #2] dz = ет SS 
—Az/2 

Обозначим (k — k,)Az/2 = &, тогда E, пропорционально (sink)/&. 
График этой функции представлен на рис. 16.3. Она He мала (Т. е. 
порядка единицы) в интервале Ё от —л/2 до л/2. Ширина этого интер- 
вала составляет л, поэтому ширина AR интервала волновых векторов, 
где не мало £,, составляет ДЁ-^ 2n/Az. Таким образом, 

Ak Az ~ 2% 

Такое же соотношение справедливо для любых волновых пакетов. 
Мы видим, что чем они уже, тем больше в них разброс волновых век- 
торов. В общем случае, когда имеется трехмерный волновой пакет, 
размеры которого вдоль осей х, у, 2 равны Ax, Ay, Az, для интервалов 
АР», ARy, АР z, в которых не мала фурье-компонента поля, мы можем 
сразу написать 

Ak, Ах ~~ 2x, Ak, Ay ~ 2n, ДЕ, Az ~ 2к. 
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Возникает вопрос: нет ли аналогичного 
соотношения для частоты? Если обозначить sine 
At HHTepBaJI времени, которое пакет проводит & | 
в данной точке пространства, то At~ Az/v,, 
поэтому v,AtAk~ 2n. Но v,Ak~ Ao, где 
Ao — разброс по частотам в пакете. Таким 
образом, ~ 

-2K -K-Hl2|H2K 2KEG 
Aw At ~ 2x. 

Это соотношение связывает интервал време- 16.3. 
ни прохождения пакета через данную точку sin § 

ИИ —_— пространства с частотным разбросом в па- График функц Е 
кете. Но оно имеет и другой, более общий и 
глубокий смысл, а именно: оно связывает 
время жизни каждого состояния любой физической системы с соответ- 
ствующим этому состоянию разбросом по частоте. 

Пусть, например, имеется импульс f(t) (электромагнитный | ИЛИ 
какой-либо иной), существующий конечное время т. В простейшем 
случае импульс экспоненциально затухает за время т: 

f(t)=Ae (>0} 
следовательно, если #< 0, To f(t) =0. Тогда для его фурье-компо- 
ненты имеем 

со 

и [iy Mat = Завуч. 
Qn, 2n 

0 

По модулю [», не мало в интервале частот —Aw/2 < ® < Ao/2, где 
До — 2л/т. Иными словами, разброс частот в импульсе обратно про- 
порционален времени его жизни, причем по порядку величины Авт ^— 
~ Qn. 

На примере волнового пакета видно, сколь важно при использова- 
нии соотношения AwAt~ 2л уточнить, чтб понимается под At. В са- 
MOM деле, частотный разброс Aw ~ о,ДЕ характеризует обратное время 
прохождения пакета через фиксированную точку пространства. Под 
временем же жизни пакета обычно понимается время значительно 
большее — от создания пакета до его расплывания, т. е. время, когда 
амплитуда поля не мала в системе отсчета, движущейся с пакетом. Лег- 
ко видеть, что переходу в систему отсчета, движущуюся со скоростью 
у, отвечает замена ®-> (@ — kv). В самом деле, если f(r, 1) — ка- 
кая-либо зависящая от координат и времени величина, то в движу- 
щейся системе эта же величина есть /(r — vf, В. Но сдвижке r—>r — 
— У: в обратном преобразовании Фурье эквивалентна замена O—> 
—-® — kv, так как 

\ F@ —ve, t) exp (—ikr + №) drdt— 

= {Fa t) exp {— ikr + i(o — Ку) 7} ага 
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В системе отсчета, движущейся с групповой скоростью, разброс 
частот в пакете уже не равен Aw~ v,AR: слагаемое, содержащее 

(Aw — v,Ak), в первом по Ak приближении исчезает, так что AO = 
= 1/20, (АЕ)?. Вспоминая, что время жизни пакета есть L,/u,~ 
~ о" ДР)", мы видим, что соотношение AwAt~ 2л в движущейся 

системе отсчета приобретает более глубокий физический смысл, а 
именно: Aw — это разброс по частотам (значительно меньший, чем 
в лабораторной системе), a At — это время жизни пакета (значительно 
большее, чем (0,AR)~*). 

Свяжем групповую скорость с показателем преломления М. Диф- 
ференцируя соотношение ® =ck/N, получим 

v, == dw/dk = Or ere —, 

откуда 

ея т ереио № dw dw 

В области нормальной дисперсии (cM. предыдущий параграф), 
по определению, dN/dw > 0. Далее, в проанализированных в преды- 
дущем параграфе примерах в области нормальной дисперсии М > 1 
(последнее неравенство имеет место в области нормальной дисперсии 
для большинства сред, хотя и не является обязательным). Поэтому 
в области нормальной дисперсии имеют место неравенства 9, < Ug < 
< с. 

В области аномальной дисперсии dN/dw < 0, причем [dN/do| 
может быть очень велико. При этом величина 9, может быть и больше с 
(и даже стать бесконечной). Групповая скорость может быть и OT- 
рицательной — медленно ‘меняющаяся амплитуда может переноситься 
в сторону, противоположную той, в которую переносится фаза волны. 
Во всех этих случаях пользоваться понятием групповой скорости 
нужно с большой осторожностью и при решении вопроса о движении 
волнового пакета следует обратиться к исходному представлению 

Фурье и исследовать его поведение. 
Зависимость 9, и Up от частоты в области 

vfe о аномальной дисперсии представлена на 
Ги -\ рис. 16.4. 
/ ~ | Итак, как фазовая, так и групповая ско- 

1 t rN рости могут превышать скорость света в 
i, \--= | пустоте с. Ho 

каковы ‘бы ни были значения оф HW Ug и какова бы ни 
была форма начального импульса поля, передний 
край фронта волны всегда движется со скоростью с. 

16.4. Этот результат является универсальным 
Зависимости фазовой И He зависит не только от формы импульса 

(сплошная кривая) и или сигнала, но и от свойства среды — среда 
групповой (пунктирная может быть как прозрачной, таки (в какой-то 
кривая скоростей от ъ 
кривая) В бр асти ано- области частот) непрозрачной, может быть 

мальной дисперсии диэлектриком или проводником. 
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Дело в том, что осцилляторы, из которых построена среда и кото- 
рые обусловливают дисперсию проницаемостей, во время прохожде- 
ния фронта волны еще не успеют сдвинуться с места и поэтому их дви- 
жение не скажется на скорости фронта. Фронт любого сигнала про- 
ходит через среду, как через пустое пространство, и действие среды 
оказывается лишь позади фронта. Это приводит к согласию с требо- 
ванием теории относительности о том, что скорость сигнала не может 
превосходить с (см. гл. 7). Вывод о том, что скорость фронта волны 
не может быть больше, чем с, может быть доказан строго математически: 
он является следствием того, что для любой среды при W—>0O, как 
отмечалось выше, &€(@)— |. 

16.6. Энергия поля в диспергирующих средах 

Выше мы показали (см. гл. 2 и 5), что для 
изменения электрической и магнитной индукций О и В на аО и dB 
в единичном объеме нужно затратить работу 

dA = — (EdD + Нав) 

В случае статических полей электрическая индукция О зависит толь- 
ко от электрического поля Е (и через диэлектрическую проницаемость 
может зависеть от температуры), а магнитная индукция В зависит 
только от Н (и через магнитную проницаемость может зависеть от 
температуры; в особом типе кристаллов, называемых сегнетомагне- 
тиками, О зависит также и от H, а В — также и от Е). Поэтому при 
постоянной температуре dA является полным дифференциалом тер- 
модинамической функции Е, называемой свободной энергией: 

dA=dF, Е = | (EdD + Нав), 

здесь интегрирование совершается OT нулевых до данных значений 
напряженностей Е и Н. В простейшем случае линейных связей D = 
= cE, В = шиН свободная энергия Ё имеет вид 

F =— (ED + HB) = (вле? + pHi?) 
(первое из этих равенств справедливо и при более общих линейных 
связях, а именно когда среда анизотропна и D; = &8;,£,, В; = 
= щи: Нь, THE вк и Win — тензоры проницаемостей среды). 

Величина F представляет собой полную плотность свободной энер- 
гии поля в веществе, т.е. в Ё входит как энергия самого поля, так и 
свободная энергия вещества, связанная с полем. 

Учитывая общее термодинамическое соотношение F = W — TS, 
где Ми $ — плотности энергии и энтропии, можно, зная К, опреде- 
лить и W = F — T(OF/OT). Если в и и не зависят от температуры, 
то F = И. О величине W можно сказать то же самое, что и о F, а имен- 
но: W представляет собой сумму плотностей собственно электромаг- 
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нитной энергии, т.е. (8,Е? + и,Н”)/2, и энергии вещества, связанной 
с рассматриваемым полем. 

Ситуация осложняется, когда мы переходим от статических к пере- 
менным полям. Дело в том, что в случае переменных полей, как мы 
видели в $ 16.2, векторы D и В, взятые в некоторый момент времени, 
зависят, как правило, от значенийЕ и Н не только в этот момент, но 
и от их значений в более ранние моменты времени. Это свойство среды 
(временная дисперсия) приводит к TOMY, что величина dA = EdD-+ НОВ, 
сохраняя свой прежний смысл работы при изменении индукций, как 
правило, не представляет собой полного дифференциала какой-либо 
функции полей, которую можно было бы . интерпретировать как 
энергию поля и связанную с полем энергию (или свободную энер- 
гию) вещества. Такая ситуация возможна только в специальном слу- 
чае, когда и для переменного поля (в рассматриваемой области частот} 
имеют место Te же соотношения В = & Е и В = ИН с постоянны- 
MH € H |, как и для статического поля. 

Но, согласно первому началу термодинамики, для любой физи- 
ческой системы работа, совершаемая над системой, равна сумме из- 
менения внутренней энергии W и количества теплоты, выделяемой 
в системе. Поэтому и для поля в веществе можно написать соотно- 
шение 

dA = EdD + НаВ = dW + dQ, 

где dQ—TensloTa, выделяемая в единичном объеме вещества при из- 
менении векторов индукций на dD и dB (подчеркнем, что, хотя мы ис- 
пользуем для выделяемой теплоты символ dQ, эта величина не являет- 
ся дифференциалом какой-либо функции). Ясно, что знание только 
dA не позволяет определить обе величины dW и dQ порознь, нужно 
знать еще динамику самого вещества, так как полная энергия  со- 
держит как энергию поля, т.е. (#,Е? + и,Н”)/2, так и энергию ве- 
щества в этом поле, а последнюю можно найти только если известны 
законы движения частиц вещества в поле. 

Рассмотрим в качестве примера газ осцилляторов. Тогда под Ш 
нужно понимать величину 

W — 11. (о + wo) + K+U, 
где Ки U — плотности кинетической и потенциальной энергий:системы 
осцилляторов в электромагнитном поле: 

2 2 
тег 2 

K=n-~, U=n- 

Здесь ти ®, — масса и собственная частота колебаний осциллятора, 
г — его радиус-вектор (относительно положения равновесия) и п — 
плотность осцилляторов. 

Если е — заряд осциллятора и % — коэффициент затухания, то 

г тг мг Е. 
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Определив из этого уравнения г, можно вычислить плотность энер- 
гии W. Кроме того, можно найти количество теплоты Q, выделяю- 
щейся в единичном объеме газа осцилляторов за | с: 

Я = nmr, 

Если поле является монохроматическим, т. е. = E,exp(—io?), то 

= е . 2 . 1 
г=— — Ey exp (— 12) (©? —®, + iyo). 

Положив ®, = 0, мы придем к случаю плазмы, в котором вычис- 

ления особенно просты. Именно: в этом случае для плотности энергии 

получим 

Е? о? (w? — 12 ww? ww? 
И — = *|1— e | © | costot-+ wre sin Qwt + < , 

2 («2 + 12)? («2 + 77)? (w?-}-4?)2 

где 02 = е?п/(=от) (магнитное слагаемое pofl?/2 опущено). В еди- 

ничном объеме за | с выделяется теплота 

2 1 wo? — +12 2 yo . egEe 

= ee 1 St wa aE ee | 2 
Величины W и Q являются, естественно, функциями времени; для их 
средних значений по периоду поля получим 

2 2 
— Pe | во [Е — Зе Т во [Е 

(W) — | + = 4 , (Q) wr? 9 ° 

Запишем также формулы для (W) и (Q) и для общего случая газа 
осцилляторов, когда Wy = 0: 

ие (6 60) | вы 
(w _ о) +o? 4 

(W) =| 1+ 
202 We Yo Е Е 2 

(Q) — ; ut ol , 

(0? 08)? o%? 

Обратимся теперь к выражению для диэлектрической проницае- 
мости газа осцилляторов, полученному в $ 16.2, и запишем его в форме 

Ш w2 («2 — её — iyo) 

(o2— «8? - 122 

Мы видим, что (Q) выражается через мнимую часть =” диэлектри- 
ческой проницаемости: 

(Q) = egwe” (w) [E|2/2. 

Эта важная формула оказывается справедливой не только для газа 
осцилляторов (или плазмы), но и для любой среды — 
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потери энергии переменного поля на нагревание среды всегда связаны таким же 

соотношением с мнимой частью диэлектрической проницаемости среды 

(если, как, например, в случае ферромагнетика, существенна и магнит- 
ная проницаемость, то нужно еще добавить слагаемое Lob (@)| 1/2). 

Что касается средней плотности энергии поля (W), то она, 
вообще говоря, через диэлектрическую проницаемость среды не вы- 
ражается. Только в том случае, когда потери энергии на нагревание 
среды равны нулю ((Q) = 0), средняя плотность энергии (W) может 
быть выражена через #(). 

В случае газа осцилляторов, полагая } = 0 и сравнивая формулы 
для (W,) и &(@), легко убедиться в справедливости соотношения 

(W = 

Такое же соотношение имеет место и для других сред, если только 
(Q) =0. В этом случае среда является прозрачной, поэтому можно 
сказать, что средняя плотность энергии электрического поля про- 
порциональна d(we)/dw (и, естественно, квадрату напряженности 
поля) для прозрачной среды, или, более точно, в области прозрачности 
среды, т. е. для интервала частот, где (Q) — 0, К написанному вы- 
ражению для W, мы должны добавить среднюю энергию магнитного 
поля, которая _при и =1 равна (Wm) =|Ну во/4, а так как 
У Boh, = у Е, TO (Wm) = €9e|E,|7/4. Поэтому средняя 
плотность энергии всего электромагнитного поля в диспергирующей 
среде (при и = 1) определяется формулой 

(W) = (И) (И) = {x [we (w)] + ¢ Ок Вор, 

Мы считали поле монохроматическим, но приведенная формула 
для (Й) справедлива и для пакета монохроматических волн, час- 
тоты которых лежат в узком интервале около некоторой частоты ®. 
Чтобы убедиться в этом, напомним, что скорость волнового пакета как 

целого определяется групповой скоростью 9, = с/[ = (oN)], где N = 
1) 

= :(®) — показатель преломления (предполагается, что в = 1). 
Если мы умножим 9, на среднюю плотность электромагнитной энер- 
гии (№), получим, очевидно, среднее значение (5$) плотности 

потока энергии $ = [ЕН]. Так как У &,ё Е =) up A, то 

(5) =с V во (®) [Е]. 

Итак, ($5) =v0,(W), откуда (М) = (S)/u,. Подставляя сюда 
выражение для (5) и учитывая, что 

1 Га d + las (oN?) + ne =N- (oN), 

мы придем к найденной выше формуле для (W). 
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Этот вывод формулы для (W) еще раз подчеркивает важность 
предположения о прозрачности среды или, точнее, об очень малом 
поглощении энергии в среде; в противном случае теряет смысл, как 
мы видим в предыдущем параграфе, понятие групповой скорости, а 

вместе с ним и определение (W). 

16.7. Отражение и преломление волн 

В однородной и безграничной среде могут 
распространяться, как мы видели, плоские монохроматические волны. 
Если среда неоднородна, то монохроматические волны в ней, вообще 
говоря, уже не являются плоскими. Но существует один очень важный 
случай, когда и в неоднородной среде могут распространяться плоские 
монохроматические волны, — это случай двух однородных полу- 
бесконечных сред, соприкасающихся вдоль плоской границы. В этом 
параграфе мы рассмотрим такой случай. 

Плоские волны удовлетворяют уравнениям Максвелла внутри 
каждого из лолупространств, заполненных однородной средой. []о- 
этому вопрос сводится к тому, как удовлетворить граничным усло- 
виям на поверхности раздела сред: 

(1) _ = 

(индексы (1), (2) обозначают обе среды, a ¢, п — тангенциальные и 
нормальные компоненты полей). Этим условиям , как мы сейчас убе- 
димся, можно удовлетворить с помощью трех плоских монохромати- 
ческих волн (с одной и той же частотой), из которых две волны рас- 
пространяются в одной из сред и одна — во второй среде. 

Пусть в среде / из бесконечности по направлению к границе раздела 
сред (плоскость z = 0, рис. 16.5) распространяется плоская MOHO- 
хроматическая волна, для которой 

Е =Е, exp (ikr — 101); B= V ве 2-1 [КЕ] V ше. 

Тогда от границы в среде 2 распространяется волна 

(2) (1 (2 (1) (2) Е”, НН”, D’’=D 
t t t n п 

(1 (2 
Е , ВОВ” 

п п 

E’=E, exp (ik’r — io/), 
———— —__ 2 

в = Ир (k')* (WE!) Viney . 
и, кроме того, в среде 1 возникнет отражен- у a 
ная волна x 

E”=E, exp (ik’r — iwf), МЗ] 8 
___L__ К" 

В” — V pe (k")k"E”] V oo | и \ 

распространяющаяся от границы раздела. 
Здесь К, К’, k” — волновые векторы падаю- 16.5. 
щей, прошедшей (или, как говорят, пре- К выводу закона Снел- 

у ° ‚ лиуса (для определен- ломленной) и отраженной волн И &, ци г’, 
/ ности представлен слу- 

и — диэлектрические и магнитные TIDOHH- чай М = №’) 
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аемости обеих сред (не путать с вещественными частями про- 
ницаемостей, для которых в остальных разделах используются те же 
обозначения). 

Покажем, что эти три волны, вместе взятые, удовлетворяют необ- 
ходимым граничным условиям. При этом, например, под Е@) следует 
понимать сумму напряженностей падающей и отраженной волн, а 
под Е?) — напряженность преломленной волны: 

Е) — Е Е”; НО) — —H-++H’; pi) — D + О”; . BY — B-- В”; 

Е (2) — Е’; H? = H’; p?) — D’: В?) — В’ (г — 0). 

Прежде всего ясно, что для выполнения граничных условий на 
поверхности раздела должны быть одинаковы экспоненциальные мно- 
жители exp(ik,x — 100, exp(ik’.x —1® и exp(ik".x — iwt), иначе 
не смогут выполняться равенства тангенциальных составляющих по- 
‚лей и нормальных составляющих индукций (волновой вектор падающей 
волны К лежит в плоскости xz, так что Е, = 04H, следовательно, Rk’ y = 
=k", = 0; рис. 16.5). Иными словами, Ё^х =”. =». Эти соотно- 
пения означают, что волновые векторы падающей, ‘преломленной и от- 
раженной волн. лежат в одной плоскости, в которой лежит также нор- 
маль п к границе раздела. Эту плоскость мы будем называть плоскостью 
падения. 

Замечая, что k, =ksinO;, №, =k’sinO,, ky =k" sing, где 0;, 

6,9 — углы падения, преломления и отражения (рис. 16. 5), и учи- 
тывая, что k =k" =a/vg, Ё = o/vg, где Vp =c/ V ци Uy — 
—с/У =’ — фазовые скорости волн в обеих средах, имеем 

sin 9/оз = sin 0, /v,, 6 = 9). 
Угол отражения равен углу падения, а отношение синусов углов преломления 
‘и падения равно отношению фазовых скоростей волн в соответствующих средах. 

Последнее соотношение, называемое законом Снеллиу- 
‚с а, можно представить в виде 

sin 0,/sin®, = N’/N, 

тде N =clug и № =c/vg — показатели преломления обеих сред. 
Мы видим, что если № < М, то 0, > §;. 

"Среду с большим показателем преломления называют оптически более плотной. 
Таким образом, волновой вектор расположен ближе к нормали п в той из сред, 
которая является оптически более плотной. Направление волнового вектора 
‚совпадает с направлением луча, поэтому можно сказать, что луч, попадая в более 
плотную оптически среду, отклоняется в сторону нормали к границе раздела 
сред, а попадая в менее плотную — в сторону от нормали. 

Если М >> N’, то при увеличении угла падения 0; мы сможем дой- 
‘TH до угла преломления 09, = л/2 (рис. 16.6). Соответствующий угол 
‘падения, который мы обозначим 0,, определяется из условия 

зн 0, = NIN. 
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Его называют углом полного внут- 5 
реннего отражения. Название | 
связано с тем, что при § > д, синус угла Ne 
преломления формально становится больше — 

единицы, из чего следует, что при 9 > 0, Tonal к" 
преломленная волна отсутствует, а имеется 7 
только отраженная волна. 

Такой вывод, однако, не совсем верен: 
при 6; > 0, существует преломленная вол- 
на, но она сильно затухает, распространяясь 16.6. 
в глубь второй среды. Действительно, рас- К определению угла 
смотрим пространственную зависимость поля полного внутреннего от- 

. Г’ oy! oy! ражения 0 
волны во второй среде: Е’ ~ exp (ik,x - 14,2). c 

Так как k, =k, = ^$110;:, то эта величина 

вещественна. Что же касается А, = ИУ (kN'/N)? — 2, ТО эта вели- 

чина будет чисто мнимой, так как N’/N = $119, и, следователь- 
но, k, = АИ 51720, $11,. Таким образом, все компоненты полей во 

второй среде ведут себя как ехр {—kzV 91120; — $1120, -- ikxsin6;}, 
т. е. убывают по мере увеличения г. Можно сказать, что при пол- 
ном внутреннем отражении волна проникает во вторую среду на 
глубину 

[i — ^ ($1120, — 31120.) , 

где A = 2n/k — длина волны в первой среде, причем глубина проник- 
новения J сильно зависит от соотношения между 9; и 0... 

Вдоль оси х волна распространяется с волновым вектором $116; 
не затухая. [Поэтому при 6; > 0, преломленная волна фактически 
проявляется как поверхностная волна. Заметим, что 

при полном внутреннем отражении (в случае, если обе среды прозрачны) энергия 
поля не убывает со временем. Таким образом, полное внутреннее отражение 
представляет собой не затухание, а непропускание волны. 

Показатель преломления зависит от частоты, или, что то же са- 
мое, от длины волны. Поэтому и отношение 
синусов углов падения и преломления зави- 
сит от длины волны. Отсюда следует, что 
если падающий луч представляет собой су- 
перпозицию различных монохроматических 
волн, то они преломятся по-разному, в ре- 
зультате чего из одного падающего луча воз- 
никнет ряд (непрерывный или дискретный) 
пространственно разделенных преломленных 
лучей, каждый из которых будет уже моно- 
хроматическим. 

Основываясь на этой идее, Ньютон (в 16.7. 
1666 г.) разложил пучок естественного света хХеМА OUEITA по разло- жению белого света в 
Ha его отдельные составляющие. Ньютон призме 
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пользовался для этой цели стеклянной призмой, в которой луч света 
испытывал двойное преломление (рис. 16.7). Ясно, что при входе луча 
в призму $110. = sin@;/N,, $110. = sin@;/Ne, где Ny, № — показа- 
тели преломления стекла для двух разных цветов Ги 2, O74, 9.2 — 
соответствующие углы преломления (9; — угол падения первоначаль- 
ного луча). Если © — угол при вершине призмы, то нормали к ее гра- 
ням образуют угол л—9, так что 9; =@ — ды, 0;. =a — 0.2; 
поэтому 

sin 9, = sin 9;, М, = эт (я — 9,,) M4, 

эп 9, = sin 9,, М, = чт (а — 6,.) N, 

(9:3, 942 — углы падения, 01, 95 — преломление при выходе луча из 
призмы). Легко убедиться, что угол 6 между направлениями падаю- 
щего и дважды преломленного луча (угол отклонения луча) тем боль- 
qe, чем больше показатель преломления вещества призмы. Для стекла 
М растет с ростом частоты, поэтому фиолетовый луч отклоняется к OC- 
нованию призмы сильнее, чем красный. 

Угол 6 минимален, если 0 = 6; (9 — любой из углов 0}, 605; 6 — 
‹оответствующий угол отклонения луча при двойном преломлении). 
Если обозначить Onin значение 0 в минимуме, то, как нетрудно по- 
казать, 

sin ets | sin > = WN. 

Эта формула может служить для экспериментального определения 
показателя преломления. 

Все наши выводы основывались пока только на законе Снеллиуса, 
вытекающем из равенства экспонент типа ехр(1А „х — 1®й) для различ- 
ных волн на границе раздела двух сред. Но мы должны полностью 
использовать граничные условия, приравняв нормальные составляю- 
щие индукций и тангенциальные составляющие напряженностей полей 
по обе стороны границы. В результате получаются соотношения между 
амплитудами волн, с помощью которых амплитуды преломленной и 
отраженной волн можно выразить через амплитуду падающей волны. 
Эти соотношения существенно зависят от ориентации полей падающей 
волны относительно плоскости падения. При линейных связях между 
полями и индукциями, т. е. при не зависящих от полей проницаемостях 
достаточно рассмотреть две ориентации, или, иначе говоря, две поля- 
ризации: когда напряженность электрического поля падающей волны 
перпендикулярна плоскости (К, п) и когда она параллельна этой плос- 
кости. Для первого случая мы получим 

и _ Sin (8, — 6,) ,__ 2310, с0$ 0; 

sin(8;+ 0) ’ sin (0; + 6) 
Во втором случае удобнее производить вычисления для напряженности 
магнитного поля (направленной при этом по нормали к плоскости па- 
дения). 

Легко убедиться, что 
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H’ = tg (8; — 6,) t H, H= sin 20; 

tg (8; + 8,) sin (8;4-6,) cos (9; — 9;) 

{напомним, что Е, Н — напряженности поля падающей, Е’, Н’— 
преломленной и Е”, Н” — отраженной волн). 

Эти соотношения называют формулами Френеля. С их 
помощью можно определить коэффициент отражения КЮ, под которым 
понимают отношение проекций вектора Пойнтинга на нормаль к гра- 
нице для отраженной и падающей волн. Для первой из рассмотренных 
поляризаций коэффициент отражения определяется формулой 

sin? (0, —0;) 

sin? (0, + 0;) 
L= 

а для второй — формулой 

— teh (@,—%) 

tg?(0,+0,) ° 

Из последней формулы видно, что если 0,0; = 2/2, то Юй = 
= 0. Это условие означает, что с039,„ == $119;, а так Kak $119;/5110, = 
=WN'/N, то коэффициент R, обращается в нуль при 09; =0д., где 

450, = N’/N 

При 6; =0, в отраженной волне полностью отсутствует одна из 
поляризаций; иными словами, отраженный свет полностью поляризо- 
ван (напряженность электрического поля в нем нормальна к плоскости 
падения). Поэтому угол 8, называют углом полной поляризации (дру- 
гой термин — угол Брюстера, в честь ученого, обнаружившего в 
1815 г. это явление). Заметим, что при 0; =0, отраженный 4 пре- 
ломленный лучи перпендикулярны друг другу. 

ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ | _ | 

Связь между амп- 
литудами напряжен- Ивье By = У von 
ностей полей в пло- Е | H 
‘ской волне 
Комплексный —пока- _ V 
затель преломления N= У = (в, К) (0,19), 
и комплексная фазо- у b= c/N 
вая скорость 
Глубина  скин-слоя ;_, (=e )” 
при нормальном 
‘скин-эффекте 
Глубина — скин-слоя ~ Qeyc2p_ \ 

при аномальном 8=|——— 
e“n@ 

скин-эффекте 
а d —1 Групповая скорость о = do _ {4 (№) 

электромагнитной dk d 
волны 
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Соотношения не- Ak, Ax ~ 2n, Ak, Ay ~ 2r, 
определенностей В 
оптике ДЕ, Az — 2n, AwAt ~ 2x 

Средняя — плотность eg [4 
электромагнитной и = < lao (we ()) + = (5) | [о 
энергии в дисперги- 

рующеи среде $10; _ М, 

Закон Снеллиуса эт 0, М, 

Синус угла полного sin, = М,/М; 
внутреннего отра- 
жения 
Угол полной поля- 0, = arctg(N,/N;) 
ризации (угол Брю- 
стера) 

a 

Глава 17. КОЛЕБАНИЯ ПЛАЗМЫ 

17.1. Ленгмюровские колебания 

Наряду с твердым, жидким и газообразным 
состояниями вещество может находиться еще в другом своеобразном 
состоянии — в виде ионизованной плазмы, состоящей из двух за- 
ряженных газов: газа электронов и газа ионов, между которыми дей- 
ствуют электрические силы. В равновесии плазма в среднем электри- 
чески нейтральна — заряды электронов и ионов взаимно компенси- 
руются; если же, переместив часть электронов, создать в плазме воз- 
мущение плотности заряда, то в ней возбуждаются особые высокочас- 
тотные электростатические волны — так называемые ленемюровские 
колебания. 

В ленгмюровских колебаниях принимают участие главным обра- 
зом электроны; ионы можно считать покоящимися, и они образуют 
однородный фон ноложительного заряда. Нескомпенсированный элект- 
ронный заряд о вызывает электрическое поле Е, причем согласно урав- 
нению Пуассона 

divE = p/e,. 

Под действием этого поля электроны приобретают ускорение 

v= (e/m,)E, 

гдееи т, — заряд и Macca электрона. Если бы мы хотели учесть столк- 
новение между частицами, то могли бы ввести в это уравнение силу 
трения, пропорциональную скорости у. Мы не будем делать этого: нас 
интересует случай бесстолкновительной плазмы, когда время свобод- 
ного пробега частиц велико по сравнению с периодом колебаний. 
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Будем считать возмущение малым; тогда можно записать плотность 
тока в виде j= епоу, где п, — равновесная плотность электронов. 
Поэтому 9/0 = еп, Е/т,, так что 

. ГО еп 1. e*n 
diy SL — © diye = 2% р. 

Те EgMe 

С другой стороны, закон сохранения заряда приводит к уравнению 
непрерывности 

Op +e 
—-+divj=0, 5 + div j 

поэтому для Oj/Of можно записать и другое выражение: 

. Of 02 
div — = —о 

ot ot? 

Сравнив эти два выражения, получим уравнение для малых колеба- 

НИЙ: 

2 2 Me 4 ei 0, 
ot? Ege 

Это уравнение описывает, очевидно, колебания осциллятора с часто- 
той ®,, равной 

е?пу и И =. 
Eg Те 

Эту частоту называют ленемюровской (или плазменной). 
Частота ®, велика даже в плазме невысокой плотности. Например, 

при плотности электронов fy = 107° м? имеем ®, =5,6-10" с"; 
из электромагнитных волн в вакууме такую частоту имеет волна дли- 
ной 3 MM. 

17.2. Диэлектрическая проницаемость 
электронной плазмы 

Мы пока не учитывали теплового движения 
электронов плазмы; при этом ленгмюровские колебания оказались 
незатухающими и лишенными дисперсии — частота их не зависит от 
волнового вектора. Если учесть тепловое движение электронов, то 
возникнет дисперсия этих колебаний и еще одно очень интересное 
явление — затухание колебаний даже в отсутствие столкновений 
между частицами. 

В не очень плотной плазме равновесное распределение электронов 
‘по скоростям является максвелловским: 

Гу, д = fy =А exp [7 A= te (7) 
2T 2 Т 

(функция распределения предполагается нормированной согласно 
‘условию [30 = п; температура предполагается выраженной в 
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энергетических единицах). Если плазма очень плотная, то распределе- 
ние является фермиевским, т.е. таким же, как и распределение 
электронов в металле (см. гл. 9). Однако такую плотную, как гово- 
PAT, вырожденнию плазму, мы рассматривать не будем. 

Представим себе теперь, что в некоторый момент времени распре- 
деление электронов претерпевает изменение, так что их функция рас- 
пределения перестает быть максвелловской и начинает зависеть по- 
мимо скорости еще от времени Ё и координат электрона г. Спраши- 
вается: каким образом можно найти неравновесную функцию распре- 
деления [(у, r,t)? Для этого служит кинетическое уравнение, с кото- 
рым мы уже сталкивались в гл. 9 при изучении электронов в металле. 
Повторяя приведенные там рассуждения, можно сказать, что в резуль- 
тате столкновений число электронов в момент времени ¢ + ЧЁв эле- 
менте объема фазового пространства 4343г станет равным [t(v, r, t)— 
— (Of/ot)'ldt]d?ud’r, где (Of/ot)eo!! — интеграл столкновений, a так 
как частицы не рождаются и не исчезают, то эта величина должна со- 

ставить f(v + vdt, r+ vdt, ¢-+ аазоазг. Учитывая, что 

f(v+vde, r+ УЧ, ¢+dt)=/(v, г, t+ <= vde + 

of Of ad — dt, | + р У 42 + Е а 

где у = Е — сила, действующая на частицу, и приравнивая оба вы- 
ражения, получим 

ot F OF OF coll 

г aot Ти, ду = (> | 

Это и есть кинетическое уравнение для определения функции рас- 
пределения электронов. Входящий сюда интеграл столкновений су- 
щественно зависит от свойств рассматриваемой системы, и структура 
его в случае плазмы иная, чем в случае металла. Мы не станем здесь 
выяснять эту структуру, потому что далее будем интересоваться толь- 
ко случаем так называемой бесстолкновительной плазмы, когда столк- 
новениями можно вообще пренебречь. В этом случае кинетическое 
уравнение имеет вид 

ap 4y 4+ 4 F Шо, 
Me OV 

Этим уравнением — его называют уравнением Власова — 
можно пользоваться в случае высокочастотных возмущений, когда 
фт >> |, где ® — частота возмущения функции распределения 
электронов и т — среднее время между столкновениями. В самом деле, 
по порядку величины Of/dt~ wf, (9/0 <еи ~ Sf/t, где 6f — возму- 
щение функции распределения, поэтому неравенство wt >> | поз- 
воляет пренебречь интегралом столкновений по сравнению со слагае- 
мым Of/dt. 

Воспользуемся уравнением Власова для определения высокочас- 
тотной электрической восприимчивости плазмы. Введем для этого 
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слабое возмущающее плазму электрическое поле, которое будем 
считать потенциальным (но не статическим!). Потенциал предположим 
имеющим вид плоской монохроматической волны ф = Фиехр {ikr — 
— iot}, где фу — комплексная амплитуда потенциала, К и @ — вол- 
новой вектор и частота волны. Напряженность электрического поля 
Е связана с ф соотношением Е = —gradqg, поэтому 

Е =Е, ехр{1 Кг — iwt}, Е, = —ikg) 

Поле это направлено вдоль К, т.е. является продольным. 
Возмущение функции распределения 6f =! —f, будем искать 

также в виде плоской монохроматической волны. Пренебрегая квад- 
ратичными по амплитуде возмущения слагаемыми и полагая Е = 6Е, 
получим из уравнения Власова 

Тм 
(— iw + ikv)8f —i—o,k— = 0. 

m Ov 
Так как Of,/0v = —mvf,/T, то 

sp — Cfo rp kv 
/ T Гм «— kv 

С 6/ связано возмущение плотности заряда бр: 

bp =e | dfd?v = “to ( By, р e | [Зо к Ги (9) “о 

Найдем теперь вектор электрической поляризации Р. Согласно 
гл. 6, divP =69, а так как все величины пропорциональны 
exp{ikr — 1%}, то divP = КР. Вектор P (как и векторы Е и D) на- 
правлен вдоль К, т.е. P =kP/k. Поэтому 

5 е?Е Ку |" {, (0) 4%. 
ik Tk? .) o — Ку 

Вспоминая, что P = €,aF, где a — диэлектрическая восприимчи- 
вость среды, а диэлектрическая проницаемость = = | -- a, получим 

е? kv 
e(w, К) =1-+a(o, k)= 1 — \ v) Чо. 

Зная диэлектрическую проницаемость, мы можем определить час- 
тоту собственных колебаний плазмы. В самом деле, в отсутствие сто- 
ронних зарядов согласно уравнению Пуассона, В =0. Но D = 
= 8,8Е; поэтому 

для того, чтобы в отсутствие сторонних зарядов в среде было ненулевое электро- 
статическое поле, требуется, чтобы обратилась в нуль диэлектрическая прони- 
цаемость среды: 

e(w, К) =0 

Это соотношение позволяет, в принципе, определить в как функцию К. 
Величина ® и представляет собой собственную частоту колебаний 
плазмы. 
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Рассмотрим сперва «холодную» плазму, в которой средняя тепло- 
вая скорость электронов достаточно мала. В этом случае подынтеграль- 
ное выражение в формуле для © можно разложить в ряд по степеням 

Kv: К es kv kv kv \2 + (2) +... |. 
«— КУ 

При интегрировании по скоростям нечетные слагаемые пропадают; 

вклад второго и четвертого слагаемых легко вычислить, в результате 

мы получим следующее выражение для E: 

e(w, К) = 1 — ето (1+ т} 
2 2 Ey Пе ® Mo @® 

Но величина VY e’n,/(egm,) =o, eCTb как раз введенная в предыду- 
щем параграфе ленгмюровская частота; поэтому если положить Т = 
= 0, то из уравнения = = 0 мы получим ® = w,. Во втором слагаемом 

в скобках можно вместо ©? подставить We ; замечая, что [Te,/(e2n,) ]!/2== 
==/р есть введенный в гл. 10 радиус Дебая, найдем 

oO = о, И 1 + 3/2. Е? ~ ®, (1 + 3/5 17, А). 

Эта формула определяет закон дисперсии плазменных колебаний. 
Пользоваться ею можно, если Егь << 1, атак как Е = 2л//,, где А — 
длина волны, TO должно выполняться неравенство А >>> гр. 

17.3. Ионный звук 

Равновесное максвелловское распределение 
устанавливается в газе в результате столкновений между частицами, 
поэтому бесстолкновительная плазма, в которой время свободного про- 
бега частиц очень велико, может долго находиться в неравновесном 
состоянии. Особенно долго может сохраняться двухтемпературное 
состояние, когда распределения частиц максвелловские, но темпера- 
тура электронов 7, не равна температуре ионов Т;. При этом в экс- 
перименте обычно Г, >>> Т; — электроны горячие, а ионы холод- 
ные. Это связано с тем, что при многих методах нагрева плазмы перво- 
начально нагреваются электроны, а затем энергия постепенно пере- 
дается от электронов к ионам. Если написать законы сохранения 
энергии и импульса для столкновений между частицами плазмы, то 
можно убедиться, что обмен энергиями между частицами одного сорта 
происходит в т/т, раз быстрее, чем обмен энергиями между электро- 
нами и ионами (т, и т; — массы электрона и иона). Поэтому быстрее 
всего успевает установиться максвелловское распределение в каждом 
из газов (электронном и ионном) порознь, а затем температуры газов 
Г. и Т; медленно приближаются друг к другу до тех пор, пока плазма 
не перейдет в состояние полного равновесия с единой температурой 
электронов и ионов. 

В бесстолкновительной плазме с горячими электронами и холод- 
ными ионами существуют наряду с высокочастотными ленгмюровски- 
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ми колебаниями еще и низкочастотные колебания, в которых прини- 
мают участие не только электроны, но и ионы. Фазовая скорость ®/Ё 
низкочастотных колебаний значительно меныше тепловой скорости 

электронов (9,).= УТ./т,, но значительно больше тепловой 

скорости ионов (9) = VT;/m;, (v;) << o/k << (v,). 
Так как колебания происходят с низкой частотой, то электроны 

успевают «подстраиваться» в каждый момент времени к существующе- 
му в этот момент полю, т. е. можно считать, что они находятся в со- 
стоянии равновесия. Поэтому их плотность 7,(r, #) определяется 
распределением Больцмана: п.(г, #) = Поехр [—еф(г, /Т.], где ф — 
потенциал поля. В слабом поле 

п, (г, t) =n, [1 — ее (г, t)/T,]. 

Величина п, имеет, очевидно, смысл невозмущенной плотности 
электронов (совпадающей с невозмущенной плотностью ионов; заряд 
иона для простоты считается единичным). Отсюда следует, что возму- 
щение электронной плотности 

би, = — (en,/T,) 9. 

Определим теперь возмущение ионной плотности §6n;. Ионная 
плотность удовлетворяет, очевидно, уравнению непрерывности 

On; . 
3 1 div iu; = 0, 

где и; — гидродинамическая скорость ионов, удовлетворяющая урав- 

е 
нению 4и;/АаЁ = — огадф. Если колебания малы и все величины 

my 
изменяются по закону ехр[1(Кг — wf)], то и; = —ekg/(m;o) и поэтому 
для бп; получим 

би; = п, Ки; /® = — ek?n, ¢/(m,?). 

Обратимся теперь к уравнению Пуассона Ag = —0/, и учтем, 
что невозмущенная плотность заряда равна нулю, поэтому Аф =е 
(6n, — 6n;)/e9. Подставляя сюда найденные выражения для бп, и бп; 
и замечая, что Аф = —Е?ф, имеем 

~itg = Stet (| Te # 
Egle my w? ’ 

откуда 

A Ко. т, 

= os ( у 1+ er,’ .-И = 
Мы получили колебания с частотой в. (Е). Их фазовая скорость 

®./Е, как и утверждалось, мала по сравнению с (9,), так как 
т, << m;. Условие же @,/k >> (9;) выполняется в случае силь- 
но неравновесной плазмы, когда Т, >> ТИ + kre), При наруше- 

нии этого неравенства фазовая скорость колебаний имеет порядок теп- 

347



ловой скорости ионов и колебания сильно затухают из-за резонансно- 
го поглощения ионами (см. 6 17.4). 

В области длинных волн (kfp << 1) эти колебания характери- 
зуются линейным законом дисперсии ®.(®) = ku, и поэтому их назы- 
вают ионным звуком, а величину UV, — скоростью ионного звука. В ко- 
ротковолновой области (krp >>> 1) частота ионного звука близка к 

ионной плазменной частоте ®; = V e2n,/(Epim;). 
Обратим, однако, внимание на существенное различие между 

ионным и обычным звуками. Частота обычного звука мала по срав- 
нению с частотой столкновений; при этом колебания происходят адиа- 
батно и их фазовая скорость равна 1 \Т/т;, где Y — показатель, 
адиабаты. Наоборот, частота ионного звука (хотя и малая по сравне- 
нию с ленгмюровской, что позволяет назвать их низкочастотными) ве- 
лика по сравнению с частотой столкновений; поэтому эти колебания 
происходят изотермически. 

17.4. Резонансное взаимодействие волн и частиц 

и затухание Ландау 

В плазме, как и во всяком газе, происходят 
столкновения между частицами. Эти столкновения приводят, естест- 
венно, к затуханию колебаний частиц, а следовательно, и к затуха- 
нию электромагнитных волн, распространяющихся в плазме, в част- 
ности ленгмюровских и ионно-звуковых. 

Но столкновения — не единственный механизм затухания плаз- 
менных колебаний. В разреженной плазме он играет ничтожную роль, 
а определяющим становится другой механизм, которого нет в обыч- 
ном газе, состоящем из нейтральных атомов. Этот механизм, действую- 
щий в бесстолкновительной плазме, заключается во взаимодействии. 
частиц с полем волны. Взаимодействие это происходит особенно эф- 
фективно в том случае, когда фазовая скорость волны 9% = w(R)/k 
совпадает (или близка) с проекцией скорости частицы 9» на направ- 
ление волнового вектора (Up = Ug), т.е. когда 

w (R) =u, k — kv. 

Частицы, для которых выполняется это условие, называют резонанс- 
ными, а само взаимодействие частиц с волной при этом называют резо- 
нансным. 

Рассмотрим подробнее резонансное взаимодействие частиц с ленг- 
мюровской волной ф = фосо$(Ех — wf), где ф — потенциал поля вол- 
HbI H My — его амплитуда (волна распространяется вдоль оси x). Вслед- 
ствие этого взаимодействия, как мы сейчас убедимся, поле затухает, 
т. е. фо изменяется со временем по закону exp(—vyf), где y — коэффи- 
циент затухания, но затухание очень мало и мы сперва пренебрежем 
ИМ. 

Перейдем в систему отсчета, движущуюся с фазовой скоростью 
волны Up. Поле в этой системе имеет вид ф(х’) = фосозАх', где x = 
= х — 6 и представляет собой совокупность статических ям и гор- 

< 
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бов. Для электронов, движущихся в таком поле, имеет место закон 
сохранения энергии: 

то"? [2 + eo (x’) = W = const, 

где v' = (Uv, — 9%) — проекция скорости частицы на ось х в этой CH- 
стеме. | 

Из этого соотношения видно, как происходит обмен энергией между 
частицами и полем. Ясно, что у частиц с кинетической энергией то’?/2, 
значительно превышающей потенциальную энергию ефо, обмена энер- 
гией в среднем не происходит. Напротив, частицы © малой энергией 
(меньшей или порядка ep) захватываются в потенциальную яму и 
сильно взаимодействуют с полем. Точнее, сильно взаимодействуют с 
волной частицы, скорости которых Up, отличаются от Um на величину, 

меньшую или порядка Ао, =|]/ еф/т. Если при этом и’ > 0, т. е. 
частица обгоняет волну, то она отдает энергию волне; если же UV’ < 0, 
т.е. частица отстает от волны, то она получает энергию от волны. 

Отсюда можно заключить, что работа поля над частицами опре- 
деляется разностью чисел частиц, обгоняющих волну и отстающих от 
нее. Скорости частиц близки к резонансной скорости Ug, а так как 
величина Ло» мала, то эта разность пропорциональна производной от 
функции распределения электронов по Uz при 9» = Vg. Этой же произ- 
водной пропорционален и декремент затухания волны: 

Т w= e 

доь Ор = UH 

Эта важная формула показывает, что результативный эффект резо- 
нансного взаимодействия существенно зависит от знака производной 
от функции распределения при vz = Ug. 

Если функция распределения f(v,) при vy = Vg убывает, то число быстрых 
частиц меньше числа медленных и колебания затухают (рис. 17.1). Если же рас- 
пределение частиц таково, что при Vy = Vm функция распределения возрастает, 
то число частиц, обгоняющих волну, превышает число частиц, отстающих от 
нее, и колебания плазмы; не затухают, а нарастают. 

Первый случай имеет место, например, для равновесной плазмы с 
максвелловским распределением электронов, 
а второй осуществляется, например, при про- 
хождении пучка заряженных частиц через 
плазму (см. следующий параграф). 

Затухание, возникающее в первом случае, 
называют затуханием Ландау. Декремент 
затухания при максвелловском распределе- 
нии электронов определяется формулой 

| 
| 
| 
| 

| 
(Ug- 4Y,) Up 

п о 3 1 k) = —— —£ — — p2 p? ti (Е) 3 a ( 5 + 5 k rp): 

2 (%) 

Ра
ш»
 
a
 
o
e
 

a
 

| 

Н 
(Ug +A U;) UK Я 

17.1. 

Формула эта справедлива, если krp << 1. Распределение частиц 
при этом << Wp: по скоростям в случае 

В . затухающих колеба- 
случае ленгмюровских колебаний в НИЙ 
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плазме с максвелловским распределением электронов при 

9 >> v,~ V Тит. резонансные электроны принадлежат к «XBOC- 
ту» максвелловского распределения, где их число  экспонен- 
циально мало, поэтому экспоненциально мал и декремент затуха- 
ния. При увеличении волнового вектора фазовая скорость лен- 
гмюровских колебаний убывает, число резонансных электронов, эф- 
фективно взаимодействующих с волной, возрастает и поэтому 
увеличивается затухание Ландау. При krp~ 1 фазовая скорость 
ленгмюровских колебаний сравнивается с тепловой скоростью 
электронов и число резонансных электронов оказывается настолько 
большим, что по порядку величины декремент затухания совпадает с 
частотой. 

Подчеркнем, что рассматриваемая картина поглощения колебаний 
резонансными электронами относится к случаю достаточно слабых 
полей. Именно: необходимо, чтобы за время 

1/2 — —1 — At = (ku,)* = [m,/ (ео) › 

за которое захваченная частица пролетает потенциальную AMY, могло 

произойти затухание амплитуды поля, т.е. необходимо, чтобы вы- 
полнялось неравенство 

At = M 1/, 1. 1 (| > 

Действительно, в противном случае резонансная частица успевает 
совершить несколько колебаний в потенциальной яме, прежде чем из- 
менится амплитуда поля. Если при одном столкновении со «стенкой» 
ямы такая частица приобрела энергию от поля, то в последующем 
столкновении она уже отдаст энергию ит. д. В результате обмен энер- 
гией между резонансными частицами и полем сильно замедляется и, 
следовательно, затухание поля существенно уменьшается по срав- 
нению с рассмотренным нами затуханием в слабом поле. 

Рассмотрев затухание ленгмюровских колебаний, остановимся 
еще кратко на затухании ионного звука. 'Ограничимся при этом слу- 
чаем длинных волн kfp << 1. В этом случае декремент определя- 
ется формулой y,~ (Обь) ии, подставляя сюда в качестве 

{ максвелловскую функцию распределения, получим y,~ (m,/m;)!/2kv,. 
Точная формула имеет вид 

wr 
$ = (ere ku, . 

т 

Мы видим, что в случае ионного звука декремент затухания не 
содержит малого экспоненциального множителя; в отличие от случая 
ленгмюровских колебаний резонансные электроны уже не принадле- 
жат к «хвосту» максвелловского распределения. Тем не менее условие 
слабого затухания y << ® выполняется: ¥Y,/(RU,) ~ (m,/m;)/2 <<< 1. 
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17.5. Пучковая 2+1 
неустойчивость | 

Рассмотрим теперь второй случай, когда 
имеется интервал скоростей, в котором | 
функция распределения электронов имеет 
положительную производную и в котором, 
следовательно, величина Y отрицательна. и & | 
При 7 < 0 амплитуда колебаний нарастает 
и мы можем говорить об их возбуждении. 17.2. 
Величину —y =] | называют инкрементом Пример  немаксвеллов- 
нарастания колебаний. Такая ситуация воз- CKoro распределения. 
никает, как говорилось выше, при прохож- °”°""РОНОВ 
дении пучка электронов (или других заря- 
женных частиц) через плазму. В простейшем случае электроны плаз- 
мы и электроны пучка имеют максвелловские распределения ри | 
с разными температурами Ти 7”: 

—_ те \*ls __ 2 Щи’ [ Те */e —m,(v—u)? |] j= ne)" (BE) Fr (ef Baa 
где No HW Mo — плотности частиц в плазме и в пучке и u— направ- 
ленная скорость электронов пучка. Суммарная функция распределе- 
ния электронов | + [ для этого случая представлена на рис. 17.2. 
Ясно, что в этом случае возможно возбуждение колебаний. Воз- 
буждаться могут ленгмюровские колебания, а при T, >> T; 
также и ионно-звуковые колебания. 

Будем считать, что плотность пучка мала (по << ny), и предпо- 
ложим сперва, что электроны пучка имеют большой разброс по ско- 
ростям (горячий пучок). Ленгмюровские колебания возбуждаются, 
если и > @,/k, (ось г — направлена вдоль и). Инкремент нарастания 

максимален, если и —, >> 0, (здесь U,, и, — средние тепловые 
скорости электронов плазмы и пучка); при этом 

__ о 
х @ 

hi=|/ + - We, 
ku, 

где ое =V е?п./(е,т). В этом случае нарастают практически все 

колебания, волновой вектор которых направлен в ту же сторону, что 
и и(со$9 > 0, где 6 — угол между Кии), и удовлетворяет неравенст- 
ву krp << 1. Более точно, нарастающими являются колебания, 
волновые векторы которых лежат внутри конуса 0 < Oy, где Oy 
близко к л/2. При уменьшении направленной скорости пучка угол 
раствора конуса 69, уменьшается, и при некотором критическом зна- 
чении и (равном нескольким U,) возбуждение колебаний прекращается. 

Для возбуждения ионно- звуковых колебаний необходимо, чтобы 
скорость пучка превышала их фазовую скорость. 

В рассмотренном случае горячего пучка каждая резонансная час- 
тица возбуждает колебания независимо, поэтому инкремент OKa3bi- 

тео 

2T 
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вается пропорциональным плотности частиц пучка. Иная ситуация 
возникает в случае холодного моноэнергетического пучка электронов, 
т. е. пучка с очень малым разбросом частиц по скоростям. В этом слу- 
чае инкремент нарастания ленгмюровских колебаний оказывается 

, , 

пропорциональным (п)!3, а не пу (плотность пучка по-прежнему 
считается малой). Если при этом k = ®,/и, то 

— , 1/3 

3 [п 
| у ©. Wee 

2 /s No 

Формула эта справедлива, если (ku, /we )?<< 1. 
Обратим внимание на то, что нарастание колебаний означает, по 

существу, неустойчивость системы плазма — пучок. Такую неустой- 
чивость называют Пучковой. Ясно, что экспоненциальное нарастание 
колебаний по закону exp(|y|f) не может продолжаться бесконечно 
долго, так как амплитуда колебаний при t—oo становится бесконечно 
большой. Это значит, что при достаточно больших значениях нашими 
формулами нельзя пользоваться, так как они получены в предполо- 
жении малости возмущения (малости поля и малости отклонений плот- 
ности частиц от равновесной), или, как говорят, в линейной теории. 
Поэтому, чтобы выяснить поведение системы плазма — пучок при 
{— со, нужна существенно нелинейная теория, т. е. теория, учитываю- 
щая нелинейные процессы. 

Простейшим из нелинейных процессов является обратное воздей- 
ствие колебаний плазмы на неосциллирующую часть функций распре- 
деления частиц, которая уже не будет равновесной, максвелловской. 
Амплитуда колебаний предполагается еще малой, и поэтому взаимо- 
действие волн друг с другом не учитывается. Такая теория, в которой 
учитывается воздействие колебаний на неосциллирующую часть функ- 
ции распределения, но предполагается справедливым принцип супер- 
позиции колебаний, носит название квазилинейной тео- 
рии. 

Так как амплитуда колебаний считается достаточной малой, то 
в квазилинейной теории фактически рассматривается влияние коле- 
баний плазмы только на распределение резонансных частиц, т.е. 
частиц, проекция скорости которых & на направление распростране- 
ния близка к фазовой скорости волны wW~ w/k = Vg; именно эти час- 
тицы ответственны как за затухание, так и за раскачку колебаний, 
поскольку они сильно взаимодействуют с плазменными колебаниями. 
Нерезонансные частицы в среднем не обмениваются энергией с волна- 
ми, и поэтому можно считать, что их распределение не испытывает 
влияния со стороны колебаний плазмы. Неосциллирующая часть функ- 

ции распределения { определяется как среднее от функции распре- 

деления f по фазам колебаний: | = (f). Эта функция не совпадает 
с равновесной функцией и зависит от времени, но изменяется со вре- 
менем очень медленно. Проинтегрировав { по проекциям скорости, 

перпендикулярным К, мы получим распределение частиц fiw, #) по w 
в момент времени ¢. Производная от этой функции по w определяет 
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инкремент нарастания колебаний в момент времени й 

T (1) — — (9/9) = 7 . 

Согласно квазилинейной теории, эта производная все время мед- 

ленно уменьшается, т. е. функция | при W = Vg сглаживается. В ре- 
зультате на графике этой функции возникает плоский участок с 

Of/Ow = 0, или, как говорят, плато, обмен энергией между частицами 
и волнами прекращается и инкремент нарастания колебаний обраща- 
ется в нУЛЬ. 

Явление пучковой неустойчивости, имеет место также в двухтем- 
пературной плазме с током. Ионы, имеющие большую массу, в этом 
случае можно считать покоящимися. Мы ограничимся рассмотрением 
длинноволновых (kfp << 1) ионно-звуковых колебаний. Для таких 
колебаний, как мы видели в предыдущем параграфе, Ug не зависит от 
волнового вектора и совпадает со скоростью ионного звука 9.. Если 
и — средняя направленная скорость электронов, то Of/dw > 0 в об- 
ласти скоростей 0 < w < и; поэтому если и > и%., то ионно-звуковые 
колебания нарастают. Инкремент нарастания имеет вид 

кт, \1/2 
[9 = =) k(ucos § —y, ), 

8m; 

где 9 — угол между К ии. Мы видим, что нарастают колебания, вол- 
новые векторы которых лежат внутри конуса с углом раствора 0, где 
с0$0 = v,/u. 

17.6. Колебания плазмы в магнитном поле 

Перейдем к рассмотрению колебаний плазмы 
в магнитном поле, которое будем считать постоянным и однородным. 
Плазма, как и в предыдущих параграфах, предполагается бесстолкно- 
вительной, т.е. частоты ее колебаний считаются значительно боль- 
шими, чем частота соударений. Кроме того, плазма предполагается 
холодной, т.е. не учитывается тепловое движение частиц. В этом 
случае скорости частиц плазмы у, (и =е для электронов И @& =i 
для ионов) как функции координат и времени удовлетворяют урав- 
нениям 

Ч. Vu Ca 

= —— (E+ [v. (By + В)]), 
dt Та 

где е, и т. — заряд и масса частицы сорта a, В, — индукция по- 
стоянного внешнего магнитного поля, Е и В — напряженность элект- 
рического поля и магнитная индукция, возникающие в результате ко- 
лебаний, и. 4. /9Ё — полная производная по времени, учитывающая 
движение частиц сорта (она определяется формулой 4. /dt = o/ot + 
У. у; см. $ 17.7). Кроме v, , нужно знать еще плотность частиц 
п. , которая удовлетворяет уравнению непрерывности 
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рам 0 т 1У Па Va ) = . 

Плотность п. можно представить в виде и. = и +n, где И — 

равновесная плотность частиц и п, — переменная часть плотности, 
связанная с колебаниями (мы считаем для простоты, что е; = —е,; 
в этом случае, очевидно, равновесная плотность одинакова для элект- 
ронов и ионов). 

Мы рассмотрим только малые (линейные) колебания и пренебрежем 

поэтому квадратичными величинами [v, B], (Va У) Ус, Va п., после 
чего линеаризованные уравнения движения примут вид 

Ov, — 
ey 

ot ma 

д , 

E+ Iv. By] ) —* + п Фу. = 0. 

Решение этих уравнений будем искать в виде плоских волн: 
exp{i(kr — wt)}. При этом уравнения перепишутся в виде 

° ea eu Го kv, 

1WV, -|- —— Е + [Va Bo] = 0, п — Ио ® 

mM, т, © 

Из первого из этих уравнений следует, что 

о е, (1®Е х — ®ваВу) 0 = @, (iwEy + og, Ex) a ie, E, 
ах ~ 2 ’ ay — 2 ’ 7 a 

m, (©?—o§,) т, (o2— of.) т, © 

где Op, =е, By/m, — циклотронная частота (гирочастота) частиц 
сорта @ (ось 2 выбрана в направлении Bo). 

Вычислив У. И П., можно определить плотности тока и заряда 

j =e,f(v.—vi), © =е,(п, —П;) и подставить полученные выра- 
жения в уравнения Максвелла: 

rotE = — 0В/0Ё, divB=0, 

№1 rot В = в 0Е/0Ё + j, = МЕ =p. 

Для плоских монохроматических волн эти уравнения примут вид 

[КЕ] = o©B, в, ' [КВ], = — e,we,;E;. 

Здесь подразумевается суммирование по индексу j =1, 2, Зиа;; 03- 
начает матрицу 

é, 1 0 

Е; = | —1 ев, 0 

0 0 с. 
с компонентами 

2 2 
® na © pa © Ba 

ey = 1 — ’ ва — — ’ 
2 2 2 

a Ba а ® (o ~ Фр) 
«2? — w 
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где Or, = е?п./(вот.). Матрица #;; представляет собой тензор ди- 
электрической проницаемости плазмы в магнитном поле (плазму в 
этом случае называют также магнитоактивной плазмой). При By =0 
мы ПОЛУЧИМ 8;; = 6;j&, и придем (пренебрегая 1/т; по сравнению с 
1m.) к формулам $ 17.2. 

Мы должны теперь исключить В из уравнений Максвелла и запи- 
сать условие разрешимости полученной однородной системы уравне- 
ний для компонент Е. Мы получим тогда 

Rik 
A =det A,,=0, м | ety) tap 

где N =ck/w — показатель преломления. Подставив e;;, найдем 

AN* + В№-- С = 0; 

А = в, $11? 0 -{ в, с05? 0; В = — вле. (1 + cos? 9) — (= — 22) $1120; 

с=ь (4—9), 
где @ — угол между Ки Bo. Полученное соотношение представляет 
собой дисперсионное уравнение, связывающее частоты 
возможных колебаний магнитоактивной плазмы с волновым вектором. 
Задав К, получим пять частот @, (К), у = 1, 2, 3, 4, 5, т.е. в холодной 
магнитоактивной плазме (без учета теплового движения частиц) су- 
ществует пять ветвей высокочастотных колебаний. 

В явном виде зависимости @, (Е) удается получить в некоторых 
предельных случаях. Мы остановимся здесь только на продольных 
волнах, когда поле Е параллельно К. В этом случае дисперсионное 
уравнение приобретает вид А =0. 

При By = 0 продольными колебаниями являются ленгмюровские, 
или плазменные, колебания. Поэтому и при В. 2 0 о колебаниях с 
частотами, определяемыми из условия А = 0, говорят как о продоль- 
ных плазменных колебаниях в магнитном поле, а сами частоты назы- 
вают плазменными или гибридными резонансами (так как эти частоты 
являются комбинациями плазменной и циклотронной частот). 

Дисперсионное уравнение А =O для этих резонансов имеет вид 

2 2 о 2 
@®@ @®@ «о. «о. 

1 — —F. cos? § — pe sin? @ — —?' eos? 8 — pr ; sin? 6 — 0. 
6 2 __ 6) а __ . @) Ве 6 ® Ri 

Это уравнение третьей степени относительно w? определяет три резо- 

нансные частоты ®() (9) (j =1, 2, 3) (индекс со означает, что эти час- 
тоты являются собственными при k->oo), 

Если пренебречь вкладом ионов (из-за малости отношения т,/т;), 
то частоты 1+?) определятся формулами 
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ws) (1,2) | о о 

re °„ (9) = I> (wpe + wee) -t 

MAX ize Wy) | 2 2 \2 2 1/2 
Е > и («2 +. whe) — Чо ®е со | 

ПЕ (ре Wye) 
| (знаки «+» и «—» соответствуют | = 1 H 

j = 2). Третья частота &(3) (9) зависит от 

We; вклада ионов. Если @ = W,;, TO 

(3) Me —w,, {1 — 2 0 д/2 @ о (9) = 5; (1 Om, tg 6) 

17.3. На рис. 17.3 изображена зависимость гиб- 
те  КОлебанья ридных резонансов от угла 0 (max (a, В) и 

плазмы в || магнитном min (a, 65) означают большую и меньшую 
поле от угла 6 из величин а, D). 

17.7. Магнитогидродинамическое течение 

Рассмотрим теперь медленные движения 
плазмы. Если характерные времена таких движений (например, пе- 
риоды колебаний) велики по сравнению с временем свободного про- 
бега частиц, то плазма ничем не отличается от обычной жидкости или 
газа и, подобно им, описывается гидродинамическими уравнениями. 
Специфика плазмы (впрочем, роднящая ее с такими жидкостями, как 
ртуть) проявляется во внешнем магнитном поле и связана с тем, что 
плазма — хороший проводник электричества. Поэтому далее вместо 
термина плазма для общности мы будем пользоваться термином про- 
водящая жидкость. 

Напомним, что если р — давление жидкости, то на ее единичный 
объем со стороны окружающей жидкости действует сила —ур. При 
наличии внешнего магнитного поля к этой силе нужно еще прибавить 
магнитную силу [В]. Масса единичного объема жидкости есть, оче- 
видно, ее плотность 9, поэтому 

= — yp + [iB] 
4 

(обратим внимание на то, что в предшествующей части этой главы 
под р понимается плотность заряда и только в последних двух пара- 
графах — массовая плотность). Здесь у — скорость определенной 
частицы жидкости. Но течение жидкости удобнее описывать, не рас- 
сматривая ее отдельных частиц, а вводя поле скоростей у = vir, В. 
При этом v(r, #) — скорость не какой-либо определенной частицы 
жидкости, а любой ее частицы, проходящей пространственную точку г 
в момент времени &. В таком методе описания движения (его назы- 
вают методом Эйлера в отличие от следящего за отдельной 
частицей описания, называемого методом Лагранжа) уско- 
рение dv/dt равно, очевидно, Ov/dt + (уу)у. Действительно, рассмот- 
рим сперва стационарное поле скоростей, когда Ov/Ot = 0. Тогда 
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если в точке г скорость равна у и мы следим за определенной частицей, 
то следует учесть, что за время 4 эта частица очутится в точке г + 
-- dr—r-vdt, в которой поле скоростей составляет v(r + dr) = 
= у(г) + (dry)v; поэтому изменение скорости определенной частицы 
равно (dry)v; разделив эту величину на 4+, получим (уу)у. Если поле 
не стационарно, то к этому выражению следует прибавить ду/01. Ta- 
ким образом, 

+ (vy)v = — — vp + — ПВ}. 
р р 

Входящие в гидродинамическое уравнение движения величины 
у и о должны, очевидно, удовлетворять уравнению непрерывности 

OP ag — 5 + div (ру) = 0, 

выражающему закон сохранения массы жидкости. 
Обратимся теперь к величинам В, H, Е, определяющим электро- 

магнитное поле в жидкости. Они должны удовлетворять уравнениям 
Максвелла 

rotE = — 08/01, divB=0, rotH=j. 

Под j здесь можно, пренебрегая током смещения, понимать ток про- 
ВОДИМОСТИ 

j = oE* = o (E-++ [УВ]), 

где со — удельная электрическая проводимость и E* — напряжен- 
ность электрического поля в системе отсчета, связанной с движущим- 
ся элементом жидкости. Предполагая проводимость среды очень боль- 
шой, можно считать, что поле Е* = j/o равно нулю, поэтому 

Е = — [УВ]. 

Первое уравнение Максвелла принимает теперь вид 

OB/ot = rot [УВ]. 

Подставив далее в гидродинамическое уравнение движения } = rotH, 
получим 

4 (уд)у = — + yp —— [ВтоЁН]. 
ot р р 

Это уравнение вместе с записанным выше первым уравнением Макс- 
велла и определяет скорость течения и магнитное поле в среде. 

Из первого уравнения следует, что если взять произвольную жид- 
кую поверхность, т. е. поверхность, образованную частицами среды, 
то магнитный поток через нее не меняется при движении частиц. Дей- 
ствительно, обозначив такую поверхность », получим 

— | Bds = | rot [УВ] ds = | [vB] dl, 

L ы 
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где [, — контур, охватывающий » (последнее равенство написано на 
основании формулы  Стокса). Но dl ]у, поэтому последнее 
выражение равно нулю и 

Ф = | Bds = const. 
x 

Рассмотрим далее две жидкие поверхности, на которых в некото- 
рый момент времени B, =O (п — направление нормали к поверх- 
ности). Это равенство сохранится тогда и во все последующие моменты 
времени. Линия пересечения этих поверхностей является, оче- 
видно, магнитной силовой линией, а так как линия пересечения жид- 
ких поверхностей представляет собой жидкую линию, то мы приходим 
к выводу, что магнитные силовые линии скреплены с жидкими линия- 
ми. На этом основании говорят о вмороженности магнитных силовых 
линий. 

Если взять элемент достаточно тонкой жидкой силовой трубки, то 
с течением времени его длина и площадь сечения As будут меняться, 
но магнитный поток останется неизменным, т.е. 

BAs = B,As, 

(индексом 0 обозначены начальные значения). С другой стороны, Mac- 
са жидкости в элементе трубки также не будет меняться, т.е. 

pAsAl = p,As,Al, 

(Al, Alo, о, о, — длины элемента трубки и значения плотности жид- 
кости в рассматриваемый и начальный моменты времени). Разделив 
первое из написанных равенств на второе, получим 

В _ В 
= const. 

oAl бо А 

Таким образом, величина B/p изменяется пропорционально длине 
элемента магнитной силовой линии. Если жидкость несжимаема, то 
магнитная индукция изменяется пропорционально «растяжению» 
силовых ЛИНИЙ. 

17.8.  Магнитогидродинамические волны 

Как известно, возмущение плотности в каком-либо месте жид- 
кости (или газа) не локализуется в этом месте, а распространяется 
в виде волны — продольной звуковой волны, квадрат скорости и. ко- 
торой равен адиабатной производной давления по плотности: v2 = 

= (dp/dp)s. 
В проводящей жидкости (или газе), находящейся в магнитном поле, 

происходит модификация звуковых волн — появляются две ветви маг- 
нитозвуковых волн с разными скоростями, зависящими от магнитного 
поля. Кроме того, возникает еще третья ветвь колебаний — попереч- 
ная, не связанная с изменением плотности среды. Ее называют альве- 
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новской (в честь открывшего ее Альвена); скорость ее определяется 
магнитным полем (и плотностью среды). Все три указанные волны 
называют магнитогидродинамическими. 

Чтобы понять происхождение этих волн и найти их скорости, об- 
ратимся к уравнениям, описывающим магнитогидродинамическое те- 
чение, и положим в них 9 =P, Ро’, р =р р’, В =Вь- uh, 
где ро, Po, В, — постоянные и не зависящие от координат значения 
величин, соответствующие равновесному состоянию среды, и 0’, р’, 
h — малые добавки к ним, описывающие возмущение. Скорость воз- 
никающего течения у также мала, поэтому, линеаризуя уравнения, 
имеем 

d ry 
Po —_ = — yp’ + [rot ВВ], 

3% 0 Oh B ро divv + Е , Е rot [УВ |. 

Для получения замкнутой системы уравнений нам остается найти 
р’. Давление жидкости является функцией плотности и температуры. 
В звуковой волне происходят быстрые изменения плотности (в том 
смысле, что теплообмен между различными элементами жидкости не 
успевает произойти); иными словами, возмущение происходит адиа- 
батно; поэтому р’ = (dp/dp)sp’, где (dp/dp)s = 5? (индекс $ означает, 

что производная берется при постоянной энтропии; заметим, что в этом 
параграфе о, — скорость обычного, а не ионного звука). Учитывая 
эту связь, мы имеем семь линейных уравнений для определения семи 
неизвестных: о’, у, ЦН. 

Заметим, что эти же уравнения можно использовать для описания 
не только плазмы со столкновениями, но и двухтемпературной бес- 
столкновительной плазмы. В этом случае вместо обычной скорости 
звука в уравнения войдет (как в разделе о ионном звуке) скорость изо- 
термического (не адиабатного) ионного звука. 

Будем искать решения наших уравнений в виде плоских моно- 
хроматических волн. Тогда | 

«ро У = 02 kp’ + [Во [kh]; 

— pokv + wp’ = 0; — wh = — м1 [К [УВ]. 

Используя формулу [a[bc]] = b(ac) — c(ab), перепишем эти урав- 
нения в виде 

ороу = окр" Е я {КВ (kv) — К (B,v) (KB,) + 

+ v (kB,)? — B, (kv) (kB,)}, 

року = wp’, шей = — v(kB,) - В, (kv). 

Согласно последнему уравнению, КН — 0, т.е. колебание магнит- 
ного поля является поперечным. 

359



Умножая первое уравнение скалярно сперва Ha Bo, а затем на К и 
используя второе уравнение, получим 

о? (Byv) = 0? (kB,) (kv), 
Е 

«ро (КУ) = 0.9. a 4+ &) kB. — 
ох 

ы — («ву . 

Из второго уравнения следует, что если By =0, TO ® = ku,, т.е. 
возникает, как и следовало ожидать, лишь обычная звуковая волна. 

При Во =2 0 следует различать две возможности: р’ -Е0ир’ = 0. 
В первом случае, когда возникает волна плотности, Ку = 0, поэтому 
второе из написанных соотношений можно сократить на Ку. В ре- 
зультате мы получим 

l 

MoPo 

2 y he Во ^^ (kB,)? ww" = U,R* + о” — 9, —- (КВ), 

откуда 

v* — 0—0 (v2 — 0 с032 0) =0, 

где о= /k, 0 — угол между Ки By 4 52 = В/(роро). Смысл вели- 

чипы д мы объясним ниже. 
Полученное квадратное уравнение для 9? имеет два корня: 

2 | 
о | =У (c+ cP — 4858 cost | 

Волну с фазовой скоростью 9, называют быстрой магнитозвуковой, 
а со скоростью U_ — медленной магнитозвуковой. При By = 0 быстрая 
магнитозвуковая волна переходит в обычную звуковую, а медленная 
исчезает. 

Рассмотрим теперь случай о’ = 0. Согласно уравнению непрерыв- 
ности, при этом Ку = 0; из соотношения w*(Bov) = 52 (КВ.)(КУ) сле- 

дует, что (Воу) = 0. Иными словами, при ©’ = 0 скорость жидкости 
перпендикулярна как волновому вектору К, так и вектору Bo. Урав- 
нения для у, Н принимают вид 

| 

| 
Pov = (kB,)? Vv; шов = — Vv (КВ). 

Полученные уравнения имеют нетривиальные решения, если 

Эту ветвь магнитогидродинамических колебаний называют альвенов- 
ской волной, а величину Va — альвеновской скоростью. Заметим, что 
в альвеновской волне Н = —У/У цоро, поэтому Мой? = /20,9v?; 
иными словами, плотность магнитной энергии совпадает с плотностью 
кинетической энергии жидкости. 
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ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ - Ш 

Уравнение Власова 

Диэлектрическая 
проницаемость плаз- 
мы = (высокочастот- 
ная) 

Закон 

плазменных 

НИЙ 

дисперсии 

колеба- 

Декремент 
ния  МЛандау 

затуха- 

Частота ионного 

звука в плазме 

Гибридные резонан- 
сы 

Частота альвенов- 

ской волны 

Скорости быстрой и 
медленной магнито- 

звуковых волн 

Глава 18. 

18.1. 

у, Е OF _ 
at Yr Та. wv 0 

2 

< (®, К) = “| ] + 

Фе = И еп. (от. 

о, (| +— me 

a i 
р еп 

1 = We exp | 3 4 | г = — oe 
8 3 , 2 

kU. т, 
Ws (^) — ae » Us = = 

У не | 
| 7 

0?) (6) = > oe] I 

| 17. 4. — 2 2 \2 2 2 р) = (бе — 4), ©, COS 6 

КРИСТАЛЛООПТИКА 

Тензор диэлектрической проницаемости 

Рассматривая электромагнитные волны в ма- 
териальных средах, мы пока считали, что среда изотропна, т. е. что 
ее свойства одинаковы по всем направлениям. Такими средами явля- 
ются жидкости, газы, плазма (в отсутствие внешних полей), но не 
кристаллические твердые тела — 
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кристаллы ведут себя в разных направлениях по-разному, или, как говорят, 
обладают анизотропией. 

Переходя к изучению электромагнитных волн в анизотропных сре- 
дах, мы по-прежнему будем считать линейной связь между индукция- 
ми и напряженностями полей. Но в анизотропном случае индукции 
уже не обязательно параллельны соответствующим полям. Это значит, 
что 

диэлектрическая и магнитная проницаемости анизотропных сред являются не 

скалярными, а тензорными величинами. 

При этом они, как и в изотропнем случае, зависят, вообще говоря, 
и от частоты и от волнового вектора (временная и пространственная 
дисперсии). Мы приходим к выводу, что свойства анизотропной среды 
по отношению к электромагнитным волнам характеризуются двумя тен- 
зорами (т.е. восемнадцатью обычными, скалярными) функциями 
€;; == &:;(0, К), wij = и; (0, К) (i, | = 1, 2, 3 или t, | =X, Ш, 2), с по- 
мощью которых индукции выражаются через поля 

О; = Е)» В; = voi 7H; 

(напомним, что при такой записи по повторяющимся индексам подра- 
зумевается суммирование; тензор с двумя индексами называют 
тензором второго ранга). 

В этой главе мы рассмотрим вещества, анизотропные по отношению 
к электрическим, но не магнитным свойствам, именно к таким средам 
принадлежит большинство кристаллов. Иными словами, мы будем 
считать, что В = шо ЦН, где и — обычная (скалярная) функция © и К, 

т.е. Mig = иду. 
Анизотропия электрических (как и магнитных) свойств возможна 

далеко не у всех кристаллов. В самом деле, если кристалл обладает 
кубической симметрией, то для него нельзя построить тензор второго 
ранга, не пропорциональный единичному тензору 6;;. Поэтому куби- 
ческий кристалл по электромагнитным свойствам ничем не отличается 
OT ЖИДКОСТИ ИЛИ Газа, т.е. для него 8;; = 2#6;,. 

Плотность потока энергии поля в анизотропной среде определяется 
той же формулой, что и в изотропной среде: $ = [ЕН]. Для плотности 
энергии Я и ее изменения за 1 с, т. е. для выделяемой теплоты Q, в 
случае анизотропной среды справедливы формулы 

Е d * 120 ° * 
И = > qo (we; ;) Е, ЕЁ}, 9 = 5 (ел — вл) E,E „ 

аналогичные формулам для изотропных сред (см. $ 16.6; мы еопускаем 
для простоты магнитную энергию). Формула для И справедлива 
для прозрачной или почти прозрачной среды. 

Как мы видели, для прозрачной изотронной среды проницаемости 
вещественны. В анизотропных средах условие прозрачности имеет 

более сложный вид ei = Ei; И не означает уже вещественности всех 

компонент тензора пронипаемости. В самом деле, запишем &;; в виде 
и 

€ij = — &); i+ 18.) j, Te ©, =’ — два вещественных тензора. Тогда для 
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прозрачной среды 

Вектор #;;,Е; может быть представлен в виде векторного произве- 

дения &;Е; = [Eg], где в — некоторый (аксиальный) вектор g; = 
—=1/, &;1е11(;)1 — единичный антисимметричный тензор). Этот вектор 
называют вектором гирации, а среды, для которых он отличен от HY- 
ля, — гиротропными. В гиротропной среде, очевидно, 

О = D’ + ie, [Eg], р; = eyeijE; . 

Большинство кристаллов в отсутствие магнитного поля не обла- 
дает гиротропией. В этой главе мы рассмотрим только такие кристал- 
лы, посвятив гиротропным средам следующую главу. Поэтому, огра- 
ничиваясь прозрачными кристаллами, будем считать тензор вещест- 
венным и симметричным. 

Для любого симметричного тензора второго ранга могут быть вы- 
браны три взаимно перпендикулярных направления таким образом, 
что если направить вдоль них координатные OCH х, у, 2, то тензор при- 
мет диагональную форму 

(невыписанные элементы — нули). В случае тензора &;; такие направ- 
ления называют главными диэлектрическими осями, а величины Ex, 
Ey, &, — главными диэлектрическими проницаемостями кристалла. 
Для кубического кристалла все три главные проницаемости совпа- 
дают, а выбор осей произволен. Для одноосного кристалла совпадают 
две главные проницаемости, например &, = &у, и выбор соответствую- 
щих осей ограничен лишь тем, чтобы они лежали в базисной плоскости 
(плоскость xy). В двухосном кристалле все три главные проницаемости 
различны и отсутствует произвол в выборе главных осей. Очевидно, 

главные оси, и только они, обладают тем замечательным свойством, что если поле 

направлено вдоль одной из них, то индукция, как в изотропном случае, парал- 

лельна полю. 

Заметим, что при изменении частоты могут меняться не только 

главные диэлектрические проницаемости, но и сами направления 

главных осей; в этом случае говорят о дисперсии осей. Дисперсия 
осей возможна в двухосных кристаллах определенных систем. 

18.2. Фазовая скорость и лучевой вектор 

Рассмотрим плоскую — монохроматическую 
волну в прозрачной анизотропной среде. Если ® — частота и К — вол- 
новой вектор, то уравнения Максвелла можно, очевидно, записать в 
форме 
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H =—| [ke], D = ——_ [kH], kD =kH=0. 
Кох 

Согласно этим уравнениям, три вектора К, 
D и Н взаимно перпендикулярны. Далее, 
вектору Н перпендикулярны Е и вектор 
Пойнтинга $ = [ЕН]. Но раз четыре вектора 
К, О, Е, $ перпендикулярны Н, то они лежат 
в одной плоскости. В этой плоскости Е 1$, 

18.1. а О 1 К, поэтому угол между Е и О равен 
Взаимное  расположе- УГЛУ Между $ и К (угол aua рис. 18.1, иллю- 
ние векторов Е, D, Н стрируюшем взаимное расположение пяти 
k, 5 рассматриваемых векторов). Представим век- 

тор К в виде 

К = (w/c)N. 

Это соотношение напоминает скалярное соотношение К = (w/c)N 
для изотропного случая, поэтому о величине N принято говорить как 
о векторном показателе преломления (хотя теперь ни его модуль, ни 
компоненты не имеют в отличие от изотропных сред такого простого 
отношения к закону преломления). Фазовая скорость волны Ug, т.е. 
скорость перемещения поверхности, на которой постоянна фаза ф = 
= Кг — of, направлена вдоль К и равна по модулю w/k. Используя 
вектор М, ее можно представить в виде уф = СМ/ №. 

Найдем теперь связь между частотой волны и волновым вектором, 
или, что то же самое, определим вектор М. Подставим с этой целью 
выражение для Н в уравнение для О. Раскрыв двойное векторное 
произведение, получим 

—1 
= , D = АЕ — М (№). 

С другой стороны, #1); = =;;ЁЕ;. Приравнивая друг другу оба вы- 
ражения для О, получим систему уравнений 

(N0,; — №№, — в; ;) Е; =0. 

Эта система имеет нетривиальные решения, если равен нулю ее опре- 
делитель. Таким образом, уравнение для определения М имеет вид 

det (N6;; — N,N; —е; ;) = 0. 

Этот определитель просто раскрыть в системе координат, связанной 
с главными диэлектрическими осями: 

№2 (=.№2 + eyNy -- e Nz) — [Nie.,. (e, +e.) + Niey (c¢, +e.) + 

+ Nie, (e, + ey) + вхвуе, = 0. 

Полученное соотношение, называемое уравнением Френеля, явля- 
ется одним из основных уравнений кристаллооптики. Оно определяет 
@ как неявную функцию К. Решение этой задачи, однако, очень слож- 
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но ввиду дисперсии главных диэлектрических проницаемостей, а В 
случае двухосных кристаллов определенных систем — еще и ввиду 
возможной дисперсии осей. Более простой является задача: найти 
волновое число при заданной частоте и заданном направлении рас- 
пространения волны. В такой постановке уравнение Френеля — квад- 
ратное уравнение относительно N?, а следовательно, и относительно 

@ 

k? —(— №}. Оно имеет два, вообще говоря, различных корня, ко- 
С 

торые, как мы сейчас убедимся, соответствуют двум различным плос- 
ким поляризациям волны. Действительно, рассмотрим вектор D, ко- 
торый перпендикулярен N. Так как направление М задано, то нас 
интересуют две перпендикулярные М проекции О, которые мы обо- 
значим Ру 4 Dy (ось г выбрана вдоль М). Из уравнения &#№ = 

= №Е — М(ЕМ) следует, что они связаны CE соотношением € 1D; = 

= №Е; (i =x, y), а так как €)F; =\;О», где Nig = (€“)ij — тензор, 
обратный 8;; (т.е. Т; ке; = 6;;), TO 

р; = №5, ;D;. 

Для того чтобы это уравнение имело нетривиальные решения, 
должно выполняться условие 

det (5, / № — 1:3) =0 (i,j =x, У). 
Это соотношение, представляющее собой квадратное относительно №? 
уравнение, имеет, вообще говоря, два различных корня № .. Им co- 

ответствуют два различных вектора электрической индукции Dl и 
0(2), причем эти векторы, как известно из задачи о нахождении соб- 
ственных значений и собственных векторов матрицы, взаимно орто- 
гональны: 002) =0. Мы приходим к важному выводу: 

в анизотропной среде плоская монохроматическая волна может быть поляризо- 
ванной только линейно. 

Напомним, что 

B изотропной среде плоская монохроматическая волна в общем случае поляри- 

зована эллиптически. 

Уравнение для вектора О допускает простую геометрическую ин- 
терпретацию. Направим координатные оси вдоль главных диэлектри- 
ческих осей; в такой системе координат, очевидно, тензор 1 диагона- 
лен и имеет вид 

Ife, 
1 = l/e 

: l/c, 

(остальные его компоненты равны нулю). Построим далее эллипсоид 
с осями, направленными вдоль главных диэлектрических осей и рав- 
ными 1/=,„, Иёу, Ме ‚ (рис. 18.2). Пересечем этот эллипсоид плоскостью, 
проходящей через его центр и перпендикулярной направлению М. 
Мы получим тогда эллипс, длины и направления главных осей кото- 
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рого определяют значения N и направление 
поляризаций, т.е. направления векторов 
D® и pe), 

Введем наряду с вектором N еще один 
о важный вектор, характеризующий волну в 
SNS анизотропной среде, а именно вектор $, на- 

№ 

правление которого совпадает с направлени- 
ем вектора Пойнтинга, или вектора группо- 
вой скорости, а длина определяется из соот- 
ношения 

18.2. 
Геометрическое по- № = Nscosa = ] 
строение для опреде- __ 

ления направлений по- (@ — угол между М и $). Этот вектор назы- 
ляризации вают лучевым вектором. Так как вектор 

Пойнтинга перпендикулярен Е и H, то 

Непосредственным вычислением можно показать, что 

Н = с[$0], Е = — сш [$Н]. 

Четыре эти соотношения формально напоминают четыре уравне- 
ния Максвелла, если записать последние в форме 

ND =МН =0, cy,.H = МЕ, cD = — [NH]. 

Если учесть аналогию между уравнениями О); = &€€;;E; и &Е; = 
=; то мы придем к полезному выводу, сильно облегчающему 
многие вычисления .и геометрические построения, а именно: если 
справедливо какое-либо уравнение, то справедливо и соотношение, 
получаемое из него с помощью замен: 

Е —> О, О —> «Е, М№М-—$, $—М, Е; 153, уе 

Это правило, в частности, делает простым геометрическое построение, 
позволяющее получить направление поляризаций вектора Е. Для 
этого нужно построить эллипсоид, главные оси которого направлены 
по главным диэлектрическим осям, и равны соответственно &х, 8, © z 
(эллипсоид" Френеля), и пересечь его плоскостью, перпендикулярной 
лучевому вектору $. Мы получим в сечении эллипс; тогда две незави- 
симые допустимые поляризации вектора Е определятся направления- 
ми главных осей этого эллипса. 

18.3. Одноосные и двухосные кристаллы 

Как мы говорили выше, в кубических 
кристаллах все три главные диэлектрические проницаемости совпа- 
дают; такие кристаллы по своим оптическим свойствам ничем не от- 
личаются от изотропных сред. Если симметрия кристалла такова, что 
совпадают две из трех главных проницаемостей, то кристалл назы- 
вают одноосным. Одна из главных диэлектрических осей при этом сов- 
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Nz 
№» УЕ! 

SOA 
ENS 

Поверхность волновых 7 
Xx 

тельные, 6 — отрица- Ly 

a) 

2 

векторов (а — положи- 

тельные одноосные кри- 
сталлы) 6) 

падает с осью симметрии кристалла (ось 2); о ней говорят как об on- 
тической оси кристалла. Две другие оси — это два произвольных вза- 
имно ортогональных направления в базисной плоскости кристалла 
(x, и). Если в, >, ‚где =, = ау, то одноосный кристалл на- 
зывают положительным, в случае же &,< а!‘ — отрицательным. 

Подставив в уравнение Френеля &, =&, = &,. Ono распадется 
тогда на два независимых уравнения: 

N2 № + N2 
N=e,; 4+ =1. 

4 Ez 

Используя сформулированную в предыдущем параграфе аналогию 
между Ми $, мы можем сразу записать уравнения для лучевого вектора: 

52 == te, , ЭК + =, (5% + 5.) = 1. 

Построим поверхности волновых векторов и лучевые поверхности 
(т.е. поверхности, на которых могут лежать при заданном значе- 
нии частоты концы векторов N и $ соответственно). Каждая из 
этих поверхностей распадется на две: сферу и эллипсоид вращения 
(рис. 18.3, а, 6, на которых изображены продольные сечения поверх- 
ности волновых векторов для положительных и отрицательных кри- 
сталлов). Мы видим, что сфера и эллипсоид касаются друг друга в двух 
точках (полюсах), лежащих на оптической оси. 

Из уравнений для N и для $ следует, что одна из волн, соответствую- 
щих данной частоте, распространяется независимо от направления К 

с волновым числом k = (w/c) в, , причем в ней $ | М. Иными сло- 
вами, эта волна ничем не отличается от линейно поляризованной вол- 
ны в изотропной среде, потому ее называют обыкновенной волной. 

Что касается второй волны (так называемой необыкновенной), то 
для нее длина волнового вектора зависит от угла 6 между ним и опти- 
ческой осью: 

in2 2 1 ___ sin’6 4 cos? 9 
e 

N? &z 1 

Лучевой вектор необыкновенной волны лежит в плоскости так назы- 
ваемого главного сечения, принадлежащего данному М, т.е. в плос- 
кости, проходящей через оптическую ось и вектор М. Он образует с 
оптической осью угол 9’, связанный с углом 6 простым соотношением 
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igo’ = — 460. 
А 

Таким образом, направления $ и М в необыкновенной волне совпадают 
только в тех случаях, когда волна распространяется вдоль оси (9 = 
— 0’ == 0) или перпендикулярно ей. Наблюдаемое направление луча 
определяется вектором $ (а не М). 

Выясним теперь вопрос о поляризованностях обыкновенной и не- 
обыкновенной волн. Заметим, для этого, что во всякой волне четыре 
вектора Е, О, $ и М лежат в одной плоскости. В необыкновенной волне 
направления $ и М не совпадают, но оба они лежат в плоскости глав- 
ного сечения, поэтому в этой же плоскости лежат векторы Е и О. Да- 
лее, векторы Е (так же, как и векторы D) для двух независимо поля- 
ризованных волн перпендикулярны друг другу. Следовательно, в 
обыкновенной волне Е и О лежат в плоскости, перпендикулярной 
главному сечению. 

Все особенности, отличающие волны в одноосном кристалле от волн в изотропной 
среде, исчезают, если волна распространяется вдоль оптической оси. При этом 
нет различия между обыкновенной и необыкновенной волнами, так что плоская 
монохроматическая волна, поляризована не обязательно линейно, а, вообще 

говоря, эллиптически. 

При преломлении волны (падающей на кристалл не вдоль оси 2) 
в одноосном кристалле возникает две волны (обыкновенная и необык- 
новенная), волновые векторы которых не равны. Если учесть, что на 
поверхности кристалла сохраняются частота и тангенциальная 
составляющая К, то мы придем к выводу, что единый луч расщепляется 
при преломлении на два луча, распространяющиеся под углом друг 
к другу. Это явление называют двойным лучепреломлением. (Обра- 
тим внимание на то, что так как наблюдаемое направление луча есть 
8, а не М, то в общем случае это направление лежит вне плоскости па- 
дения.) 

На явлении двойного лучепреломления базируется целый ряд оп- 
тических приборов. Основная их идея заключается в том, что это яв- 
ление позволяет пространственно разделить два луча с различными 
(и притом известными) линейными поляризациями. Наиболее извест- 
ный из таких приборов — призма Николя (Николь, 1828 г.). Обычно 

ее делают из кристалла исландского шпата в 
виде ромбоэдра, который разрезают по диаго- 
нали и склеивают канадским бальзамом (ход 
лучей в призме Николя показан на рис.18.4). 
Углы ромбоэдра подбирают так, чтобы на 
границе с канадским бальзамом обыкновен- 
ный луч испытывал полное внутреннее отра- 
жение, в то время как необыкновенный луч 
свободно проходил через призму. Это возмож- 
но потому, что показатель преломления ка- 

18.4. надского бальзама (N = 1,53) меньше no- 
Ход лучей в призме Казателя преломления для обыкновенной 
Николя волны в исландском шпате (№ = 1,66), но 
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больше показателя [преломления для необыкновенной волны в нем 
(геометрия призмы такова, что для необыкновенной волны № = 1,49). 

Призму Николя (или другое устройство), пропускающую свет 
только заданной поляризации, называют Поляризатором. Любое та- 
кое же устройство может служить в качестве анализатора линейно 
поляризованного света. Если при вращении призмы-анализатора 
вокруг продольной (по отношению к направлению светового луча) 
оси в каком-то положении призмы она не пропускает света, то это 
значит, что анализируемый свет полностью поляризован и вектор D 
в нем перпендикулярен главному сечению призмы-анализатора. С по- 
мощью подобного рода устройств была установлена поперечность 
световых волн по отношению к электрическим векторам (Юнг, 1817, 
Френель, 1819). 

Остановимся еще кратко на двухосных кристаллах. Для них вх => 
5 8 52 & ‚, ПОЭТОМУ При изучении их оптических свойств приходится 
исследовать уравнение Френеля и другие соотношения $ 18.1 в их 
общем виде. Возникающие при этом формулы громоздки, и мы не бу- 
дем их приводить. Заранее ясно, однако, что и в двухосных кристаллах 
имеет место двойное лучепреломление, причем в отличие от кристалла 
одноосного обе преломленные волны являются необыкновенными. 

Из уравнения Френеля вытекает, что при определенных условиях 
световой луч в кристаллической среде может расщепиться на мно- 
жество лучей, распространяющихся по поверхности некоторого ко- 
нуса. Это явление называют конической рефракцией, точнее — внут- 
ренней конической рефракцией (оно было теоретически предсказано 
в 1832 г. Гамильтоном и в том же году обнаружено эксперименталь- 
но). Чтобы понять, почему оно происходит, заметим, что тензор ди- 
электрической проницаемости #;„ и обратный ему тензор (&"); к 
представимы в виде 

(1) (2 (1) (2). 
ej, = аб, + O(gi ge + ge’ gr’); 
- (1) 1 (2 Про 

(Е) = сё + а(в he? ИВ), 

где а, 6, с, 4 — скаляры и gi), gi, AM), A) — единичные векторы, 

которые могут зависеть как от ®, так и отК. Векторы gi) И 82) на- 

зывают бирадиалями или оптическими осями первого рода, а векторы 
AY) w AG) — бинормалями или оптическими осями второго рода. 

Обратимся теперь к уравнению Френеля 

2 —— 
| we; 5+ АА, — А; | =0. 

Используя приведенные выражения для #;; и (=");;, получим после 
раскрытия определителя квадратное относительно @? уравнение, 
решение которого имеет вид 

w? = ck? + 4 ([kh] [kh] + [kh] || [kh] |) 

(знаки «=» соответствуют различным поляризациям волны). 
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Будем для простоты предполагать, что с, 4и В, В) — констан- 
ты, не зависящие от © и К, и вычислим при этих предположениях 
групповую скорость у, = 4®/4К: 

Vg = Cy {Th [hn у] + [в [5 y]] + 

A) yp {Lh ГВ У 2) [a [hn vi] } 

= (1 Ив УЛ ИФ //’ 
где у =k/w. Мы видим, что если волновой вектор К направлен вдоль 
какой-либо из бинормалей, то знаменатель и числитель одной из дро- 
бей, входящих ву,, обращаются в нуль. Чтобы раскрыть эту неопре- 
деленность, предположим, что вектор К направлен не строго по би- 
нормали, скажем h!), а имеет бесконечно малую составляющую 6К|, 
перпендикулярно НВ). Тогда можно показать, что вектор у, опре- 
деляется формулой 

(2) во бу а |. 1 
V, —= су — —]sin@]v 

e 2 ¥ jn?) | Toy, | 

где ф — угол между бинормалями, a h®?) — составляющая = h(2), 

перпендикулярная he), 
Мы видим, что бесконечно малая составляющая 6k, оказывает 

конечное воздействие на групповую скорость v,. Именно поэтому 
луч, входящий в кристалл по бинормали НВ), 
расщепляется и распространяется по обра- 
зующим конуса, размеры и положение кото- 

РЯ рого определяются приведенной формулой 
для Ур. Это и есть явление внутренней ко- 
нической рефракции (рис. 18.5). 

=== Заметим, что существует еще явление 
внешней рефракции, заключающееся в том, 
что луч, идущий в кристалле по одной из би- 
радиалей, выходя из кристалла, расщепляет- 

— ся и распространяется по образующим конуса 18.5. (рис. 18.6). 
Внутренняя коническая 
рефракция 

18.4. Искусственная 
анизотропия 

Если деформировать 
первоначально изотропное тело, то в нем воз- 
никнет выделенное направление и тело при- 
обретет свойства одноосного кристалла, в том 
числе и свойство двойного лучепреломления. 
Это явление, открытое Зеебеком (1813) 
и Брюстером (1815), сейчас широко 

18.6. используется для наблюдения за напряже- 
Внешняя = коническая НИЯМИ в изделиях из обычного и органи- 
рефракция ческого стекла, в частности за возникаю- 

| 

X8
\ 
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щими при недостаточно медленном охлаждении стекла остаточ- 
ными напряжениями. Обычно при этом регистрируется раз- 
ность хода обыкновенного и необыкновенного лучей. Как всегда, 
она максимальна для света, падающего перпендикулярно опти- 
ческой оси, — выделенного направления в образце. Разность хо- 
да, естественно, пропорциональна напряжению и длине пути света 
в теле; коэффициент пропорциональности зависит от вещества, частоты 
света и температуры и может быть как положительным, так и отри- 
цательным. 

Разумеется, если деформировать одноосный кристалл, приклады- 
вая нагрузку в направлении, отличном от направления оптической 
оси, то он приобретет свойства двухосного кристалла. 

Другой способ создания анизотропии в первоначально изотропной 
среде, применяемый в случае жидких взвесей (суспензии, коллоидаль- 
ные растворы) с анизотропными по форме частицами, состоит в том, 
что если такую взвесь заставить течь, то ориентации взвешенных час- 
тиц упорядочатся. Степень их упорядочения и, следовательно, возни- 
кающая анизотропия пропорциональны градиентам скорости. Этот 
эффект, обнаруженный Максвеллом (1873), позволяет при ис- 
следовании потока жидкостей, текущих мимо препятствий, получать 
информацию о направлении и значении градиента скорости. 

Эффективная анизотропия возникнет и в первоначально изотроп- 
ном теле, например в жидкости, если поместить его в постоянное одно- 
родное электрическое поле EO (электрический эффект 
Керра, 1875). Эффект Керра в первоначально оптически изотроп- 
HOM теле квадратичен по напряженности поля Е®). Для его описания 
можно исходить из следующего выражения для тензора диэлектриче- 
ской проницаемости: 

в;; = (=-+- AE”) 3, ВЕЗЕ®, 

где = — диэлектрическая проницаемость в отсутствие поля E® и 
А, В — постоянные, зависящие от вещества, температуры и частоты 
падающего света. 

Оптическая ось получающейся одноосной среды (ось г) совпадает, 
очевидно, с направлением напряженности электрического поля EO , 
поэтому двойное лучепреломление в такой среде максимально для све- 
та, падающего перпендикулярно напряженности постоянного элект- 
рического поля. В этом случае, как мы видели в предыдущем парагра- 

фе, показатель преломления обыкновенной волны № =\УЕ,, a 

необыкновенной №, =И =, . Поэтому на пути / разность хода лучей 

в=1[ИУз- (A+B) (EOP? — Уе+А(Е®) |= 

— В1(Е®)?/(2уе). 

Вводя вместо разности хода сдвиг фазы ф = Аб (Е — волновой век. 
тор), представим его в виде 

ф= 2nK1(E)?. 
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Коэффициент К, связанный с В соотношением K = В/(4лу ву), 
называют постоянной Керра. 

Постоянная Керра имеет разный порядок величины и разный знак 
для разных веществ. Для нитробензола, например, К = 2.1075; для 
воды К =5.107 (в единицах СГС). 

На эффекте Керра основано уетройство ряда приборов, с помощью 
которых осуществляются электрооптическая модуляция и отклонение 
света. 

В случае постоянного однородного магнитного поля H® имеет мес- 
то явление, полностью аналогичное эффекту Керра, — эффект 
Коттона — Мутона. Все соотношения, описывающие этот 
эффект, получаются из соответствующих соотношений для эффекта 
Керра с помощью замены Е‘®) — H°, Постоянная, характеризующая 
эффект Коттона — Мутона, очень мала, например для нитробензола 
К = 2,5. 10-1? (в единицах СГСМ). Это значит, что при Но = 3,4 кЭ 
и толщине слоя нитробензола | см разность хода между обыкновен- 
ным и необыкновенным лучами составит 2,8.10-? длины волны. 

Связь между ин- ДП; = её, Е), В; = щшы,Н, 
дукциями и напря- 
женностями полей в 
анизотропной среде 

Вектор гирации д = 81 &;,, , В = 0’ ie, [Eg], 0, = все 
/ 

ip В) 

Плоская монохрома- H = [КЕ], О = — ии [КН] 
тическая волна в №06 © 
анизотропной среде 

® С 
Вектор  Пойнтинга S = [ЕН], N= — К 
и векторный —пока- © 
затель преломления 

Фазовая скорость Уф = CN/N? 

Лучевой вектор $15, sN= 1, 

Н = [$0], Е = — вс [sH] 

Уравнение Френеля № (=,№ =,М№, Е, № ) — [№ ee(eyt e,) + 

+ Nj ey (в, + ex) + Ме, (в, + ey) + 
+ ЕхеуеЕ, = 0 

Уравнения Френеля , № N2 +N? 

для одноосного кри- N° =,» — = | 

сталла L г 
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Волновое число WIA, ® Ve, 
обыкновенной волны с 1 

Уравнение необык- 0 __ sin’ 8 4 cos?@ 
новенной волны С? Е? =; ey 

2 
Эффект Керра j= ( e+ AE, ) 8:3 + BE; Eo; 

a 

Глава 19. КОЛЕБАНИЯ ГИРОТРОПНЫХ СРЕД 

19.1. Вектор гирации 

В$ 18.1 было показано, что в случае прозрач- 
ной (непоглощающей) среды связь между электрической индукцией и 
напряженностью поля может быть записана в виде 

D = D’ }+ ie, [Eg], 

где &!D; = Ei; Е,, e;;] — вещественный симметричный тензор (e;;= 

— =; :) И g — аксиальный вектор, называемый вектором гирации. До 
сих пор мы рассматривали среды c g = 0; именно к таким средам 
относится большинство жидкостей, газов и кристаллов в отсутствие 
внешнего магнитного поля. Переходя теперь к изучению гиротроп- 
ных сред, выясним прежде всего физический смысл вектора гирации. 

Будем для простоты считать, что кроме гиротропии среда не обла- 
дает никакой электрической анизотропией, т.е. 

e> 1D = cE -+ 1[ЕБ], 

где = — скалярная диэлектрическая проницаемость; таковы жидкости, 
газы, плазма, кубические кристаллы. 

Как мы видели в $ 18.2, в случае плоской монохроматической вол- 
ны в изотропной среде с g = 0 векторы В и Е связаны между собой 
соотношением 

71 =EN?—N (№), N=kc/o. 

Рассмотрим случай малой гиротропии, когда | g| << в, и поэтому 
по-прежнему будем пользоваться этим соотношением вместе с соот- 
ношением 

! i 
ek = — D+ — [80], 

Е 8 

справедливым, как легко видеть, при |5б|<< в. 
Условие совместности этих соотношений имеет (в том же прибли- 

жении, т.е. при & << =), следующий вид: 

ММ, Ne=N, t— gos, 
ON, 
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где № = И&, аб — угол между векторами би М. Каждому из двух 
значений N отвечает своя поляризация волны, а именно 

(ось 2 направлена вдоль М; знак тот же, что в правой части выражения 
для №). Мы видим, что в гиротропной среде плоские монохроматиче- 
ские волны могут обладать только круговой поляризацией. В том слу- 
чае, когда вектор О вращается (если смотреть вдоль направления вол- 
нового вектора) направо (D(+)), говорят о правой, а когда этот вектор 
вращается налево — о левой поляризации (D©) ) волны. 

Пусть теперь линейно поляризованная плоская волна падает в 
нормальном направлении на плоскую пластинку толщины [, изготов- 
ленную из гиротропного вещества. Выберем ось 2 в направлении 
падения волны, а ось х — в направлении вектора Е в падающей волне. 
Линейно поляризованную волну можно представить в виде суперпо- 
зиции двух волн с двумя различными круговыми поляризациями; в 
пластинке эти две волны должны распространяться уже с различными 

волновыми векторами А+ = — Ni. Обозначив D, значение О. - 
при входе света в пластинку (при z = 0), имеем 

р . . . р, = a ( elt? 4 е*-г), Dy= = (— elksz 4- elt) , 

Введем среднее значение волнового числа Е = 1/>( 4+. + Е_)и ве- 
личину х =1/(, —Е_). Тогда 

12 12 <: D, = De™ cosxz, D, = De sin г. 

При выходе из пластинки имеем 

D,/D,, = tg xl. 

Мы видим, что при выходе из пластинки две волны с круговыми 
поляризациями складываются снова в линейно поляризованную вол- 
ну, однако плоскость поляризации оказывается повернутой по отно- 
шению к первоначальной на угол xl. С этим свойством среды — вра- 
щением плоскости поляризации света — и связаны термины «гиро- 
тропная среда» и «вектор гирации». Угол поворота направления поля- 
ризации пропорционален, как мы видим, длине пути, пройденного 
светом в гиротропной среде. Для единичного пути он составляет 

wg cos 6 

ке (№ М) = 

19.2. Естественная и искусственная гиротропия 

Выяснив физический смысл вектора гирации, 
рассмотрим простой физический пример того, как возникает гиро- 
тропия среды — холодной плазмы во внешнем постоянном и однород- 
ном магнитном поле с индукцией By. Гиротропия этой среды в отличие. 
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от большинства других сред может быть объяснена в рамках клас- 
сической физики; что же касается гиротропии кристаллов, то в ос- 
нове ее лежат квантовые эффекты, например зеемановское расщепле- 
ние уровней энергии в магнитном поле. 

Радиус-вектор какого-либо электрона плазмы г определяется, оче- 
видно, уравнением движения 

ее [ГВ] = Е, 

где Е — напряженность переменного электрического поля волны (мы 
не учитываем здесь ее магнитного поля). Направляя ось 2 вдоль Bo, 
перепишем это уравнение в компонентах: 

ee е ee . ® é 

г, = — Е, Г, мг, = — Ex 2 tle z + b+ т, хо 

где гр =» = Му Е = Ех + 1Еь o, =еВут,. Если падающая 
волна является монохроматической с частотой @, то 

е е — 022 = —E,, —o(woto,)r, = — Ex. 
Me Те 

Возникающий в волне дипольный момент единичного объема есть, 
очевидно, Р = erny, где п, — плотность электронов. Поэтому, вводя 

плазменную частоту @, = VY е?п/(&,т.), получим 

2 
__ Eqg®e Е+ Е_ 

Р.= — 9% +=), 

в Е Е Е 0? 
НИ “0 е + = НИ ое 

р 7 2wi (= Or — ’ P, — © E,. 

Нам осталось представить с помощью этих соотношений вектор 
Р ввиде Р; = #,%;;Ё; и найти тензор диэлектрической проницаемости 
=;; =6б;; + @;;. В результате получим 

е ie, 0 

6:1 = | — 120 ca 0 ’ 

ОО © 

где 
2 2 2 

= 1 — ~~ » 83 — | — ~: » в — — т . 
w2 — wo? о? w (=? — wt ) 

Мы видим, что плазма в магнитном поле является анизотропной 
{23 52 #1) и гиротропной (& = 0). Легко проверить, что недиагональ- 
ные матричные элементы в выражении для тензора = эквивалентны 
вектору гирации: 
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Но вращение направления поляризации света может иметь место 
и в отсутствие внешних полей. В частности, этим свойством (называе- 
мым естественной оптической активностью) обладают кристаллы 
определенных симметрий, например кристаллы кварца. Именно в 
кварце это явление наблюдалось впервые (Араго, 1811). Оптическая 
активность кварца относительно велика (хотя меньше, например, чем 
у киновари): для желтого света, распространяющегося вдоль оптиче- 
ской оси кристалла, она составляет x = 21,7 град. мм". 

Естественная оптическая активность присуща не только кристал- 
лам, но и растворам и парам большого числа органических соедине- 
ний, например сахаров или камфоры (это явление впервые наблюдал 
Био в 1815 г.). У растворов вращательная способность пропорцио- 
нальна концентрации х; она зависит от природы растворителя (и, как 
у всех веществ, от температуры и длины волны). Для водного раствора 
сахара при комнатной температуре она составляет 6,65 град-см! x, 
где х — массовая концентрация. 

Гиротропия жидкостей и газов является следствием так называе- 
мой оптической изомерии. Дело в том, что молекулы большого числа 
органических соединений не симметричны; в простейшем случае у 
такого соединения возможны два стереоизомера, являющихся зер- 
кальным отражением друг друга. Один из изомеров вращает плоскость 
поляризации направо, другой — налево. Если вещество получено син- 
тетически, то оно представляет собой смесь изомеров в равных коли- 
чествах и поэтому не вращает плоскость поляризации. Но очень любо- 
пытен следующий факт: в живых организмах такие вещества, как пра- 
вило, представлены только одним изомером. Природная глюкоза, 
например, вращает плоскость поляризации направо. Оптическая ак- 
THBHOCTb растворов широко используется на практике, например в 
сахариметрах — приборах для определения концентрации сахара 
в растворе. 

Естественной гиротропией обладают ферромагнетики. Это явление 
впервые наблюдал Керр (1876), обнаруживший вращение плоскости 
поляризации при отражении света от ферромагнетика (в то время про- 
зрачные ферромагнетики не были известны). Реально для наблюдения 
такого явления магнитного эффекта Керра) кристалл 
нужно намагнитить, чтобы он был однодоменным или по меньшей 
мере содержал доменов с одной ориентацией спонтанной намагничен- 
ности больше, чем с другой. Однако в этом нет принципиальной не- 
обходимости: например, пропуская узкий пучок света через отдельный 
домен, можно было бы наблюдать вращение плоскости поляризации 
в ненамагниченном образце. 

Во внешнем магнитном поле оптическую активность приобретают 
и неактивные вещества (эффект Фарадея, 1846). В этом слу- 
чае вращательная способность x = CH, пропорциональна напряжен- 
ности поля Но; коэффициент С, называемый постоянной Верде, за- 
висит от частоты света и температуры и может быть как положитель- 
ным, так и отрицательным. Например, для стекла (тяжелый флинт) 
в желтых лучах С = 1,25 + 2 град-кА\", для жидкого сероуглеро- 
да С = 0,9 град-кА`". Однако, несмотря на малость С, эффект Фара- 
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дея легко наблюдать даже в не очень силь- 
ных полях благодаря остроумному приему, 
примененному Фарадеем. Дело в том, что 
знак х меняется при изменении направле- 
ния поля на противоположное, так что при 
прохождении луча через одну и ту же плас- 
тинку вперед и назад эффекты складываются. 

Поэтому суммарный эффект оказывается мно- 
гократно усиленным, если использовать мно- 
гократное отражение (например, посеребрив 19.1 
тыловые поверхности пластинки, кроме мест Схема усиления эффек- 
входа и выхода луча; рис. 19.1). та Фарадея 

19.3. Спиновые волны и ферромагнитный 
резонанс 

До сих пор мы изучали среды, анизотропные 
или гиротропные по отношению к электрическим свойствам. Теперь 
мы рассмотрим среду анизотропную и гиротропную по отношению к 
магнитным свойствам — ферромагнитный кристалл. Остановимся 
прежде всего на колебаниях намагниченности в таком кристалле, 
так называемых спиновых волнах. 

В гл. 12 мы видели, что магнитный момент т атома во внешнем 
поле Н прецессирует около Н, т.е. вращается по закону 

дт 
9} Yo [mH] 

где с — гиромагнитное отношение (если магнитный момент имеет 
чисто спиновую природу, то &’=е/т,, где т, — масса электрона). 
В ферромагнетике магнитные моменты электронов находятся под дей- 
ствием эффективного поля Hef, поэтому процессия 1-го момента долж- 
на описываться уравнением 

те — вов [пыН#Т] , 
Ot 

где Ней — эффективное поле, действующее на 1-Й момент. 
Если моменты всех атомов параллельны друг другу, то Hef в 

отсутствие внешнего поля и магнитной анизотропии совпадает с об- 
менным полем Вейсса Hw = Пт, где Ny — плотность магнитных 
электронов и у — коэффициент пропорциональности (см. $ 12.7). 
Мы видим, что при однородном распределении намагниченности все 
магнитные моменты параллельны обменному полю, поэтому векторные 

произведения [т;Н®"] обращаются в нуль и моменты не прецесси- 
руют. 

Выясним, чему равно эффективное поле, если направление намаг- 
ниченности медленно меняется в пространстве. Будем трактовать 
моменты как классические векторы и представим обменную энергию 
взаимодействия электрона {-го атома с электронами всех остальных 
атомов в виде 
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№ ] 

LB 
J 

Обменный интеграл 1 стро падает с расстоянием, поэтому в сумме 
по | достаточно учесть лишь ближайших соседей 1-го атома. 

Пусть направление магнитных моментов M медленно меняется 
вдоль оси х и пусть для простоты ось х совпадает с одной из кристалло- 
графических осей. Тогда если ввести энергию Ц. обменного взаимо- 
действия электрона {1-го атома с остальными электронами для одно- 
родного распределения моментов, то U представится в виде 

U=U,— I (mymyy + тит: — 2mi), 
РВ 

re / = Г; 34, = Л; 1 — обменный интеграл между ближайшими 
соседями в направлении оси Xx. 

Если направление т медленно меняется от атома к атому, то можно 
считать, что т — непрерывная функция координат, a т; — значение 
этой функции в точке г =г;, где расположен 1-й атом: т; = m(r;). 
Тогда 

дт 1 д2т 
ша = M+ т а OS ’ 

дт 1 @m о 

П-1 = М — дх т 2 ox? т ) 

где а — постоянная решетки. Поэтому 

(Г = U,—-—-- Ta? em т. 

2 Ox? 
ИВ 

Таким образом, в случае неоднородного распределения магнитных 
моментов к энергии U, электрона 1-го атома прибавляется слагаемое 

Та? om 

Ox? 
87 = — Mm. 

MB 
Энергия же магнитного момента т в поле Hef составляет 60 = 
= —p mHef. Таким образом, величина 

1 От 
—— Га? Не! Е — 

нор ox" 

и представляет собой эффективное поле магнитной неоднородности, 
т.е. добавку к обменному полю, обусловленную неоднородностью 
распределения намагниченности. 

Если теперь сложить уравнения прецессии отдельных магнитных 
моментов по очень малому, но макроскопическому объему, то мы полу- 

- чим уравнение вращения вектора плотности магнитного момента J: 

OS eff 
a = pog 9]. 
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Эффективное же поле Не" окажется пропорциональным второй про- 
странственной производной от вектора J: 

ей 92] a2 
H в. 1 @ == 

дх? ’ 2 “ 
Noon 

Величина & совпадает с введенной в $ 12.8 постоянной неоднородного 
обменного взаимодействия. 

Предположим теперь, что равновесное направление магнитного 
момента совпадает с осью г. Тогда от координат и времени зависят 
компоненты J, и J, вектора J. Если при этом J, и J, малы, To J, 
очень мало отличается от равновесной намагниченности J), а именно 

Л, == Ло[1 — (Л: + Г)/(2Л)]. Поэтому векторное уравнение вра- 
щения магнитного момента можно представить в виде двух скалярных 
уравнений: 

у ° 

Ox? ot 

Если обозначить,}] , проекцию намагниченности на плоскость, пер- 
пендикулярную Jo (плоскость x, и), то при вращении намагниченности 
длина вектора J, не меняется, а сам этот вектор равномерно вращается. 
Таким образом, если J, =J,cosp и J, =J sing, то во времени и 
пространстве меняется только угол ф, но не величина J,. Такие ко- 
лебания называют, как мы знаем, поляризованными по кругу или цир- 
кулярно. Вводя вместо J, и J, величину J, =J, + iJ,, мы полу- 
чим одно уравнение: 

2 

ЗА = обо or . 
ot Ox? 

Будем искать решение этого уравнения в виде плоской монохро- 
матической волны J, ~ exp(ikr — 1%). Подстановка этого выраже- 
ния в уравнение для J, приводит к следующей зависимости частоты 
волны @ от волнового вектора К: 

© (К) = apogd ok? 

Отклонение магнитного момента от равновесного направления распространяется 
8 ферромагнетике в виде колебаний, частота которых квадратично зависит от 
золнового вектора. Эти колебания называют спиновыми волнами. 

Существование спиновых волн было предсказано Блохом. 
Мы знаем, что каждому колебанию с частотой ® и волновым век- 

тором К сопоставляется частица с энергией = = fiw и импульсом р = 
= К; например, звуковым волнам сопоставляются частицы — фо- 
ноны, у которых & = U,p (9, — скорость звука). Аналогично, спи- 
новой волне сопоставляется частица, называемая магноном. Для маг- 
нона 

| 
Е = пар op” 
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Мы видели в гл. 12, что у многих ферромагнетиков намагничен- 
ность при нуле температур равна максимально возможному значению 
Joo = ИвЙо, ГДе Mg — плотность магнитных электронов. При очень 
низких температурах намагниченность уменьшается с ростом темпе- 
ратуры, поскольку из-за тепловых колебаний магнитные моменты 
случайно отклоняются от равновесия. Но такие отклонения обяза- 
тельно распространяются в виде спиновых волн, поэтому уменьшение 
намагниченности пропорционально числу тепловых магнонов — спи- 
новых волн, обусловленных, как уже говорилось, тепловыми коле- 
баниями магнитных моментов. Определим число тепловых магнонов. 

uw 

Магноны, подобно фононам, подчиняются статистике Бозе_—Эйнштейна, по- 
этому их распределение описывается планковской функцией 

| 
М№ (р) = ВТ) —| 

(kg — постоянная Больцмана). Таким образом, средняя плотность 
MarHOHOB 

1 43р Ne = . 
В | тату (2=)3 

Если вместо энергии ввести безразмерную переменную x = &/(kp7), 

то импульс р пропорционален ИТ; поэтому интеграл в выражении 
для Nm пропорционален 13/2. Иными словами, плотность тепловых 
магнонов возрастает с температурой как Т3/2; по этому же закону воз- 
растает разность У» — J;: 

(Л — Se) Ло ~ ТЗ ТЗ. 

Это и есть упоминавшийся ранее (см. гл. 12) закон Блоха для 
температурной зависимости намагниченности. 

В гл. 12 мы видели, что наряду с обменной энергией спины элект- 
ронов обладают еще дополнительной энергией, зависящей от их ори- 
ентации относительно кристаллографических осей, — так называе- 
мой энергией магнитной анизотропии. В случае одноосных кристаллов 
мы использовали следующее выражение для плотности этой энергии: 

, = Ksin?6, где 6 — угол между направлением намагниченности 
и "осью кристалла (ось 2). Отбрасывая несущественное постоянное 
слагаемое (что эквивалентно просто переопределению начала отсчета 

энергии) и вводя безразмерную постоянную В = 2К/(ио/2), запишем 
плотность энергии магнитной анизотропии в виде 

2 
а — — a tod 2 . 

Постоянную В называют Постоянной магнитной анизотропии; она 
зависит от температуры кристалла и внешних напряжений, но не от 
намагниченности. Будем считать ее для определенности положитель- 
ной; тогда в равновесии магнитные моменты направлены по оси 2 
(анизотропия типа легкой оси). 
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Сравним теперь формулу для w, с выражением W = —un,fHdJ 
для энергии момента J в магнитном поле Н. Мы видим, что существо- 
вание энергии магнитной анизотропии эквивалентно введению не- 
которого эффективного поля H,, называемого полем магнитной анизо- 
тропии. Оно направлено по оси г и равно по модулю В.,, т. е. 

JJ Hy = (Sy, 
0 

где J, — равновесная намагниченность. 
Поле магнитной анизотропии значительно меньше обменного поля, 

поэтому при рассмотрении спиновой волны с немалыми К ее можно 
было не учитывать. Но для очень длинных волн, как мы видели, вклад 
обменного поля (поле магнитной неоднородности) обращается в нуль, 
поэтому учет H, становится необходимым. 

Итак, для изучения колебаний намагниченности во всем диапазоне 
длин волн следует исходить из уравнения 

д} — = JH? 
д Uo [ ], 

где 
(33°) oO? J Ho =a + Bp 2 +H 

Хх J9 

HH — напряженность магнитного поля в кристалле. Добавляя К 3TO- 

му уравнению уравнения магнитостатики 

div(H+J)=0, rotH=0O, 

можно найти зависимость частоты спиновой волны OT волнового век- 
тора при всех К: 

о (К) = ppg, И (+ В+ os) се Ве + sin?) 

где Но — напряженность невозмущенного магнитного поля (которая 
считается постоянной, однородной и направленной вдоль оси анизо- 
тропии 2) и 0 — угол между Ки Ho. 

С существованием спиновых волн связано наблюдающееся в ферро- 
магнетиках явление ферромагнитного резонанса. Оно заключается 
в следующем. Поместим ферромагнитный образец в однородное высо- 
кочастотное поле ^—ехр(—1%й). Если частота ® совпадает с частотой 
® o спиновой волны при k = 0, то энергия высокочастотного поля ин- 
тенсивно поглощается, превращаясь в энергию колебания спинов. 
Это и есть ферромагнитный резонанс. 

Определим частоту ®, ферромагнитного резонанса. Для этого в 
выражении для w(k) положим К =O. При этом, однако, возникает 
неопределенность в значении $110. Эта неопределенность раскрывает- 
ся в зависимости от геометрии образца. Например, для плоской плас- 
тины, поверхность которой параллельна оси легкого намагничивания, 
sino =1 и 
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Oy = Yo Bd y (0+ F те (8+ ay + 1). 

Аналогичное явление имеет место и в парамагнетиках (парамаг- 
нитный резонанс). Заключается оно в интенсивном поглощении энер- 
гии высокочастотного магнитного поля, если его частота совпадает с 
частотой прецессии Wo атомных магнитных моментов около внешнего 
магнитного поля. Если, например, постоянное однородное магнитное 
поле Ну параллельно поверхности образца в форме плоской пластин- 
ки, то 

Wy = шбНоу в , 

где и — статическая магнитная проницаемость парамагнетика. 

19.4. Связанные электромагнитно-спиновые 
волны 

Перейдем к определению тензора высоко- 
частотной магнитной восприимчивости ферромагнетика. Пусть ферро- 
магнетик (для определенности имеющий анизотропию типа легкая 
ось) находится в магнитном поле H =H, - В, где Hy — напряжен- 
ность постоянного однородного магнитного поля и h =Вое i! — 
напряженность слабого высокочастотного магнитного поля. Согласно 
уравнению прецессии магнитного момента, 0OJ/dt = pog[JHe'], 
где Не! — напряженность эффективного поля: 

eff —2 

о (34) Jo + Hy +h. H =a 

_ м = —ы 

Подставляя сюда J в виде J =J,+ J, где J = З ехр (—iwt) — вы- 
сокочастотная составляющая намагниченности, и линеаризуя это 

уравнение относительно J, получим связь между векторами Juh: 

гм 

Входящий в это соотношение тензор у;; и представляет собой тензор 
высокочастотной магнитной восприимчивости ферромагнетика. Он 
имеет следующие компоненты: 

~ ) 
r 0 

tL 4x 

X15 (®, k) = _ iu . ’ 

4r an 
1 0 0 0 

где 

— yf J 92 ~~ обо 
Хи =Х, (®, к) = - — ’ Ш == (a, К) = . ° ’ 

Qo - w 0 — 62 
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и О, = UPd (ak? + B + Но/.Ло) (внешнее постоянное однородное 
магнитное поле Hy направлено вдоль оси магнитной анизотропии — 
оси 2). 

Тензор высокочастотной магнитной проницаемости p = Uo, К) 
связан с тензором YX. общим соотношением 

ij (®, К) — 5; + 7:1 (о, К). 

Мы видим, что ферромагнетик представляет собой анизотропную 
и гиротропную среду. Связь между магнитными индукцией и напря- 
женностью поля для него имеет вид 

B= J, 4 [вх OO) +165, 
J Л 

me и, =1+y, И би — вектор магнитной гирации: 

Jo _ шоб Лох 

То Q? — w? 
ба = В 

При известной магнитной проницаемости можно исследовать взаимо- 
действие между спиновыми и собственно электромагнитными волна- 
ми. Такое взаимодействие особенно интенсивно, если частоты и вол- 
новые векторы тех и других волн близки между собой, т. е. находятся 
вблизи резонансного значения волнового вектора Ao, определяющегося 
из уравнения 

Ws (Ко) = СК =. , 

где ®.(Ко) — частота спиновой волны и & — диэлектрическая прони- 
цаемость (по отношению к электрическим свойствам ферромагнетик 
считается изотропным). Частоту ®.(Ко) называют частотой электро- 
магнитно-спинового резонанса. 

Замечая, что щб/.^ 3.1010 ct и ал @са?/(войв о) ~ 107" m2, 
мы видим, что интенсивно взаимодействуют только очень длинно- 
волновые колебания с длиной волны порядка нескольких сантиметров 
(9с — температура Кюри). 

Рассмотрим взаимодействие спиновых и собственно электромаг- 
нитных волн. Для этого запишем уравнения Максвелла для плоской 
электромагнитной волны и исключим из них электрические поле и 
индукцию. В результате получим 

B = [kh — К (kh)]. 
ome) 

С другой стороны, В; nan Приравнивая оба выражения, при- 
дем к системе уравнений 

2 

[= (25; ; — К;^ j) + Hs} hy = 0. 

Условие существования у полученной системы уравнений нетриви- 
ального решения, т.е. равенство нулю определителя 
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det ,| (48,5 — Rsk) + “> 1 (©, k)| = 0, 

и определяет зависимость ® от К для всех рассматриваемых ветвей KO- 
лебаний. 

Если бы магнитная проницаемость ферромагнетика не зависела 
от частоты, то это уравнение свелось бы к квадратному уравнению 
относительно переменной w?/(c?k?). Иными словами, мы получили бы 
две ветви собственно электромагнитных волн, частота которых была 
бы (при заданном направлении распространения) пропорциональна 
волновому числу. Но компоненты тензора магнитной проницаемости 
вносят дополнительную завимость от частоты, причем ” начинает 
входить в уравнение не только в комбинации 6?/ (с?^?), но и независимо. 
В результате появляется еще одна ветвь функции w(k), или, что TO 
же самое, еще одна, третья ветвь колебаний. 

Общие формулы для частот трех ветвей громоздки, и мы не будем 
их приводить. Они упрощаются только вдали от резонанса, т. е. при 
Е >> kyu при k << &o, и в окрестности резонанса, когда | — Rol <Ry 

(напомним, что для резонанса ®.() = сЁ/ У а). 
При k >>> А, мы имеем две ветви собственно электромагнитных 

волн с частотой ck/ У ви одну ветвь спиновых волн с частотой ®.(К). 
В области А << Е, частота одной из ветвей колебаний много больше, 
чем двух других, и при Е—0 стремится к Wo, где 

Wy = шоб (Но + Jo + Bio); 

частоты же двух других ветвей зависят от k по линейному закону. 
Накснец, в резонансной области (| — К. << ky) частоты двух вет- 
вей колебаний отличаются OT ®.(Ко) на величины, пропорциональные 

+Y |k — 24, в то время как частота третьей ветви отличается от 
®.(Ко) на величину, пропорциональную | — К.|. Зависимость частоты 
от волнового вектора для трех ветвей колебаний представлена схема- 
тически на рис. 19.2. 

Остановимся кратко на вращении плоскости поляризации света 
в ферромагнетиках. Пусть линейно поляризованная электромагнтная 

волна падает нормально на ферромагнитный 
образец и ось анизотропии (ось г) ферромаг- 
нетика совпадает с направлением нормали к 
образцу поверхности. Будем для простоты 
считать ® >>> сА,; тогда внутри образца мы 
получим две волны с равными амплитудами, 
но разными волновыми числами: 

k= У: (в, + ь). 

19.2. Если hy — значение амплитуды .волны при 
Зависимость частоты от X волнового вектора для BXOAE В образец, то напряженность поля в 
Трех ветвей  электро- образце определится формулами 
магнитно-спиновых волн вр 

kz—wt . kz—uwt 
в ферромагнетике h.. = hy Cos х2е' (k2—w И hy — hy sin xze’ (kz—atl) 
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_ 1 где k = `/2(к, + k.) их = 1/2(k, — Е.) (ось x выбрана в направлении 
магнитного поля падающей волны). Очевидно, при выходе из образца 
направление поляризации волны оказывается повернутым на угол 

Феи (Vw, (0) + в) + Ув. )—2)), 
где / — путь света в кристалле. 

ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ | 

Угол поворота плос- „_ 68039 
KOCTH поляризации 2cN 4 
электромагнитной 
волны в гиротропной 
среде на единичном 
пути 

2 
Вектор гирации © = — ve wl Bo 
плазмы в магнитном о (9—0?) Bo 
поле 
Частота спиновой ®(К) = щас J )k?, в =e/m, 
волны 
Закон Блоха Лоо — 48 _ Tile 

Частота deppomar- H H 

нитного резонанса =p = Mo 0 И + 7(8 + + я 
пластинки 0 о 

м 

Глава 20. ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ОПТИКА 

20.1. Уравнение эйконала 

Уравнения Максвелла охватывают все элект- 
ромагнитные явления, в том числе и оптические, и поэтому любая за- 
дача, относящаяся к кругу этих явлений, может быть, в принципе, 
сформулирована на языке уравнений Максвелла как строгая мате- 
матическая задача. Однако такой общий подход, как правило, очень 
сложен, потому что при этом нужно учитывать как граничные, так 
и начальные условия. Точные решения уравнений Максвелла можно 
поэтому получить только в ряде простейших случаев, когда задача 
характеризуется значительной симметрией. Мы убедились в этом уже 
в случае электростатики, задачи же в случае переменных полей го- 
раздо сложнее статических задач. 

Между тем имеется обширная область переменных полей, в кото- 
рой уравнения Максвелла могут быть значительно упрощены. Это 
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область очень коротких волн, настолько коротких, что длина волны 
в первом приближении вообще не фигурирует. Для этого нужно, чтобы 
длина волны A была значительно меныше всех характерных размеров 
задачи: A << а, где а— наименьший из этих размеров. В этом случае 
распространение электромагнитного поля происходит вдоль опре- 
деленных геометрических линий, называемых лучами, и свойства этих 
лучей не зависят в первом приближении от длины волны. Иначе го- 
воря, 

при A < a законы электромагнитного поля могут быть сформулированы ae 
языке геометрии. Поэтому случай A «а носит название геометриче- 
ской (или лучевой) оптики 

— оптики потому, что видимый свет характеризуется очень малой дли- 
ной волны (от 4.107 до 8.10м) по сравнению с размерами оптиче- 
ских приборов. 

В следующем приближении по малому параметру A/a начнет про- 
являться волновая природа света. Эти проявления носят общее назва- 
ние дифракционных явлений. 

Прежде всего мы разъясним, как вводится понятие луча, затем уста- 
новим законы распространения лучей и, наконец, рассмотрим ди- 
фракционные явления. 

Будем исходить из уравнений Максвелла для среды, которую бу- 
дем считать изотропной и характеризовать зависящими от координат 
диэлектрической и магнитной проницаемостями = = &(г), п =: иг). 
Считая поле монохроматическим: 

E(r, #) =Е (г)е ®, H(r, д =Н(г)е №, 

имеем 

rotH + jesewE = 0, rotE — ip,poH = 0, 

diveE=—0, divpH =O, 

Для учета временной дисперсии проницаемостей достаточно, очевидно, 
считать & и и зависящими, как от параметра, от частоты ®. 

Если проницаемости не зависят от координат, то полученные урав- 
нения допускают решения в виде плоских волн: 

Е (г) = Ae, Н(г) = Вей", 
где А и В — постоянные векторы, К = (@/c)Nn — волновой вектор 

(не зависящий от координат), N = VY ew — показатель преломления 
и п — единичный вектор в направлении К. 

В приближении геометрической оптики поля E(r) и H(r) имеют 
структуру, близкую к структуре полей в плоской волне, а именно 

Е (г) = A(r) е(#/с) Ё (г) ‚ H(r) =B(r) e(ie/e) Ё (г) | 

где L(r) — некоторая функция точки г, заменяющая входившую в вы- 
ражение для плоской волны функцию Nrn, и А(г), В(г) — медленно 
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меняющиеся в пространстве величины. Функцию Lir) называют on- 
тическим путем или эйконалом («эйкон» —по-гречески «изображение», 
откуда наше слово «икона»). 

Рассмотрим небольшие пространственные участки Ar, такие, что 
№ << Аг<<а (здесь № = 2nc/M — длина волны в вакууме). 
На таких участках функция L(r) мало отличается от линейной, по- 
этому имеет смысл ввести локальный волновой вектор К = К(Г), свя- 
занный с L(r) соотношением 

о д 
К (г) = — —. 

с дб 

Линия, касательная к кривой k(r) в каждой точке г, носит назва- 
ние луча. Уравнение для луча может быть, очевидно, записано в форме 

М (г) —~ = grad L 

(s — длина дуги луча). При зависящем от координат показателе пре- 
ломления N(r) луч не является прямой линией. 

Поверхности Lir) = const носят название волновых поверхностей. 
При №, He зависящем от г, волновые поверхности — это плоскости, 
перпендикулярные волновому вектору. В общем случае N = Nr) 
волновые поверхности уже не являются плоскими. 

Лучи образуют семейство линий, ортогональных к волновым поверхностям 

Локальный волновой вектор К(г) связан с частотой и показателем 
преломления таким же соотношением А = (в/с) М№, как и в случае пло- 
ской волны. Различие состоит лишь в том, что теперь Ки М зависят от 
координат точки. Вспоминая связь между Ки L, мы видим, что 
(gradL)? = №2, т.е. 

OL \2 OL \2 OL \2 2) 4 (22) [ль 
Ox Oy dz 

Это и есть основное уравнение геометрической оптики, называе- 
мое уравнением эйконала. 

20.2. Интенсивность света 

Как и в случае плоской монохроматической 
волны, в геометрической оптике плотности электрической и магнит- 
ной энергий (усредненные по времени) равны между собой ((w,) = 
= (Wm)) и среднее значение вектора Пойнтинга $ определяется фор- 
мулой 

(S) = 9% (Ш) п, 
где (и) = (w,) + (ит), % =c/N и п — единичный вектор вдоль 
луча (среда предполагается  бездисперсной). Таким образом, 
усредненный по времени вектор Пойнтинга направлен по лучу, т. е. 
ортогонально волновому фронту, скорость же распространения энер- 
гии равна с/М. 
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Интенсивность света определяется как 
] = (w). Из закона сохранения энергии 
вытекает дифференциальное соотношение 

Чу т =0. 

Это соотношение допускает простую гео- 
метрическую интерпретацию. Рассмотрим 
узкую трубку, образованную световыми лу- 
чами (рис. 20.1). Пусть ds, и ds, — элементы 
площадей двух замыкающих трубку волно- 

20.1. . вых фронтов Lir) = Ly, и Lir) = Le (Li, Le — 
Трубка световых лучей постоянные) и пусть J, и J, — соответствую- 

щие значения интенсивности. Тогда потоки 
энергии через поверхности / и 2, т. е. вели- 
ЧИНЫ /151 И [›452, должны быть равны меж- 

Г R ду собой. Учитывая, что площадь ds про- 
al ol. в’ порциональна произведению главных радиу- 
ot G, | COB кривизны Ки К’ соответствующей по- 
РИ верхности, получим 14R,R, = [5К>К., откуда 

Г = СКВК,), 

где С — константа для данной лучевой труб- 
20.2. ки. Иными словами, интенсивность света в 
К выводу закона интен- какой-либо точке О луча А (рис. 20.2) об- 
кой оптике,  ратно пропорциональна произведению глав- 

ных радиусов кривизны (OO, и 00:5) вол- 
новой поверхности, проходящей через эту 

точку, причем коэффициент пропорциональности одинаков для 
всех точек одного и того же луча (но не для разных точек волно- 
вой поверхности). 

Если свет испускается точечным источником, то оба центра кри- 
визны и, следовательно, оба радиуса кривизны совпадают (R = R’), 
волновыми поверхностями при этом являются концентрические сферы 
с центром в источнике света. Таким образом, 

интенсивность света, испускаемого точечным источником, обратно пропорцио- 
нальна квадрату расстояния до источника. 

Полевые величины f изменяются при этом вдоль луча по закону 

const ikR 
f= e ; 

R 

где RR определяет фазу волны. 
Если хотя бы один из радиусов кривизны равен нулю, то интен- 

CHBHOCTb, согласно геометрической оптике, обращается в бесконеч- 

НОСТЬ. Геометрические места всех центров кривизны ВОЛНОВОЙ поверх- 

ности образуют две поверхности (различные для точек Ou О’), называе- 
мые каустиками. Для сферической волновой поверхности обе каусти- 
ки сливаются в одну точку — фокус. Отметим, что лучи касаются 
каустик. В действительности, конечно, интенсивность на каустике 
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не обращается в бесконечность — этот вывод связан лишь с прибли- 
жением геометрической оптики (A— 0). При учете конечности A ин- 
тенсивность на каустиках оказывается пропорциональной А/ 1/3. 

В заключение этого параграфа дадим определения принятых в СИ 
единиц для выражения световых величин. В качестве основной еди- 
ницы принята кандела (кд) — сила света, излучаемого абсолютно 
черным телом с поверхности площадью 1/600 000 м? в перпендикуляр- 
ном направлении при температуре затвердевания платины и давлении 
101 325 Па. Размерность силы света имеет также d//do; если в те- 
лесный угол, равный 1 ср, излучается мощность в 1 кд, то говорят, 
что световой поток равен одному люмениу (лм); таким образом, 1 лм = 
= | mane В качестве единицы освещенности принят люкс: | лк = 
= 1 лм/м°. 

20.3. Принцип Ферма 

Найдем время tag, затрачиваемое светом, 
чтобы пройти путь между двумя точками А и В одного и того же луча. 
Вспоминая, что Vg = c/N, имеем 

1 
tap=—~ | Nas, 

где ds — элемент длины луча. Эту же формулу можно представить 
в виде tag = (/c)L(AB), где 

L(AB) = | Чета ==. (В) — L(A) 
А 

и L(A), L(B) — значения эйконала Lir) в точках А и В. В самом деле, 
grad L = пМ, а при движении вдоль луча dr = паз. Величину L(AB) 
называют оптической длиной луча между точками A 4H В. 

Оптическую длину можно ввести не только для реального луча, 
но и для произвольной кривой С, соединяющей точки А и В: 

В 
[с (АВ) = | Ndl| , 

A Cc 

где 4/ — элемент длины кривой С. Чем же отличается реальный луч 
от произвольной кривой, соединяющей те же крайние точки Аи. В? 
Принцип Ферма утверждает, что 

оптическая длина реального луча всегда меньше оптической длины любой дру- 
гой кривой, соединяющей те же точки. Иными словами, свет распространяется 
таким образом, чтобы время его распространения было минимальным. 

В 
Для того чтобы убедиться в этом, заметим, что интеграл | dr grad L, 

A 
взятый вдоль некоторой кривой С, соединяющей точки Au В, не 3a- 
висит от вида кривой и всегда равен L(B) — L(A). С другой стороны, 
так как grad L = Nn, то его можно записать в виде 
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В 

| 4/созаМ = [ (В) — ГА), 
A с 

где d/ — элемент длины кривой С и a — угол между di и п. Для ис- 
тинного луча a =O, Т.е. 

В 

| diIN| =L(B)—L(A). 
A луч 

Пусть теперь кривая С близка к лучу, так что cosa > 0. Тогда 

В В 

| (М! > | dd cosaN | , 

/ Cc A C 
т.е. я В 

diN| > diN . 

| (6. | луч 

Физический смысл этого замечательного принципа крайне прост. 
В 

Действительно, речь идет о сравнении интегралов | duivg для UCTHH- 

A 
ного луча и для произвольной кривой. Но при заданной частоте света 

B 
выписанный интеграл пропорционален |927, где A = 2л0%/® — дли- 

А 
на волны; иными словами, согласно принципу Ферма, 

реальный луч отличается тем, что вдоль него укладывается минимальное (по 
сравнению с любой другой кривой, соединяющей те же точки) число длин волн. 

Но так и должно быть, потому что в этом случае мы получаем по- 
ложительную интерференцию, или главный максимум в волновой 
оптике. 

Можно поставить вопрос о форме луча в произвольной неоднород- 
ной среде, когда показатель преломления М№ является произволь- 
ной функцией радиуса-вектора г. Для этого нужно исполь- 
зовать уравнение луча N(dr/ds) = gradL, преобразовав его Tak, 
чтобы в него входила не функция Lir), определяющая волновые 
поверхности Li(r) =const, а только показатель преломления N(r). 
Продифференцируем с этой целью уравнение луча по $. Учитывая, что 

а dr d dr 1 1 
— |N —| = — ylL= — L)= — yLy(yl)= — Ly? = т У (уг) = —- УГУ (УВ) = = Vive)’, 

и используя уравнение эйконала (\у[.)? = №, получим диффе- 
ренциальное уравнение для определения 
формы луча: 

а dr 
—- [м ея = grad М. 
ds ds 

Из этого уравнения, в частности, видно, что в однородной среде, т. e. 
при М№' = соп${, лучи — прямые линии: dr/ds = const. 
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Это уравнение можно переписать в другой форме с помощью ис- 
пользуемой в дифференциальной геометрии тройки ортов (единичных 

dt 
векторов касательной + = dr/ds, главной нормали а = R-, и би- 

нормали b, здесь R — радиус кривизны). Раскрывая производную в 
левой части уравнения и учитывая, что dN/ds = tyN, получим 

=; = — {УМ — т (Ум). 
Из такой формы уравнения луча вытекает важный вывод о том, что 

в неоднородной среде луч изгибается в сторону увеличения показателя прелом- 
ления. 

В самом деле, умножая обе стороны на орта и учитывая, что а 1 ® 
и а? =1, имеем 

| 
в N ay. 

20.4. Теория оптических отображений 

Вектор nN, равный градиенту скалярной ве- 
личины — эйконала, является, очевидно, безвихревым: 

rotnN = 0, 

отсюда (как в электростатике для электрического поля) может 
быть получено граничное условие для этого вектора при переходе 
из одной среды (1) в другую (2). Тангенциальная составляющая 
вектора NN должна быть непрерывна при переходе через поверх- 
ность раздела, или, что то же самое, вектор (п2/\› — п!) должен 
быть перпендикулярен поверхности раздела сред. Обозначив Nye 
единичный вектор нормали к поверхности, имеем, следовательно, 

[112 (п,№ — nN,)] = 0 или М, [поп] = М, [n,n], 
откуда 

№ эт 9, = М. зп 9,, 

где 60; и 9 — углы, образуемые падающим и преломленным лучами 
с нормалью к поверхности раздела (углы падения и преломления). 
Иными словами, 

отношение синусов углов преломления и падения равно отношению N,/Ng. 
Кроме того, ясно, что векторы n,N,, п2№ и ny лежат в одной плоскости. 

Отметим, наконец, что 

при отражении луча от поверхности углы падения и отражения должны быть 
равны. 

Полученные граничные условия совпадают формально с гранич- 
ными условиями для плоской волны, претерпевающей отражение и 
преломление на плоской границе, разделяющей две однородные среды. 
Сделанные выше выводы являются, однако, более общими, так как 

они справедливы для лучей любой формы, а не только для прямолинейных лучей; 
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необходимо лишь, чтобы выполнялось условие применимости геомет- 
рической оптики, т.е. условие малости длины волны. 

Граничные условия для вектора nN лежат в основе теории опти- 
ческих приборов (линз, зеркал и их различных комбинаций), эле- 
менты которой мы здесь изложим. Основным при этом является воп- 
рос о нахождении отображений различных предметов с помощью лу- 
чей, проходящих через оптические системы, т.е. прозрачные тела, 
преломляющие и отражающие световые лучи. 

Дадим сперва определение оптического изображения. Рассмотрим 
распространение света от точечного источника Py, находящегося в 
среде с показателем преломления /Л(г). Из Py выходит бесконечное 
число лучей, но через любую другую точку их проходит только ко- 
нечное число. Может, однако, существовать и такая точка Py, в KOTO- 
рую придет бесконечное число лучей; такую точку называют стигмати- 
ческим или резким изображением точки Py. Идеальный оптический 
прибор (система) для каждой точки Py, трехмерной области, назы- 
ваемой пространством предмета, дает стигматическое изображение 
P,. Совокупность точек P, называют пространством изображения, 
а точки Py, u Py — сопряженными. Если Ро описывает некоторую кри- 
вую Со, то Py опишет сопряженную кривую Cy. Эти кривые не обяза- 
тельно подобны друг другу, но если такое подобие имеет место для 
любой кривой Cy, то говорят об идеальном отображении областей. 

Оптическую систему, дающую стигматическое (но не обязательно идеальное) 
изображение трехмерного предмета, называют абсолютным прибо- 
ром. 

Для абсолютного прибора справедлива следующая теорема, 
принадлежащая Максвеллу: 

в таком приборе оптическая длина любой кривой Су в пространстве предмета рав- 
на оптической длине изображения С, этой кривой: 

| №5. = | N,ds,, 
Co Ci 

где индексы 0 и 1 относятся соответственно к пространствам предмета 
и изображения. 

Чтобы убедиться в справедливости этой 
теоремы, рассмотрим две пары сопряженных 
точек (Ay, Ay) и (Bo, By) (ис. 20.3). Co- 

Ly 90 гласно предположению, луч A,B, должен 
d пройти через точки А, и By и луч Въ, А, так- 

же должен пройти через эти точки. Оптиче- 
а' A; | ские пути — это контурные интегралы от 

‚ безвихревого вектора nN, поэтому они не за- 
висят от формы пути (принцип рав- 
ного оптического пути) и, сле- 
довательно, L(A ,A,) = [(А.А,) Вводя обо- 

20.3. значения 
К доказательству тео- 
ремы — Максвелла для 
абсолютного прибора L(A,B)) =, 2(А.В;) =[., L(B A) =а, 
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L (В,Ао) =d, 
имеем 

Lit+d=d@+L, d+L,=1,4¢4, 
откуда сразу следует теорема Максвелла: Ly = Ly. Остается лишь 
заметить, что до сих пор кривая считалась частью луча; чтобы сбоб- 
щить теорему на случай произвольной кривой, достаточно заменить 
ее ломаной, состоящей из отрезков лучей, а затем устремить число 
этих отрезков к бесконечности. 

Из теоремы Максвелла вытекает важное следствие. Рассмотрим 

бесконечно малый треугольник со сторонами 45%, 45 и ds? . 
Тогда согласно этой теореме 

N,ds{” = N,ds$”, N,ds\” — №459, №195) — №950) ’ 

где 95), ds , 459 — изображения этих сторон и Ny, Ny — пока- 
затели преломления. Значит, треугольник и его изображение в абсо- 
лютном приборе подобны друг другу, или, что то же самое, их соот- 
ветственные углы равны. 

Отображения, сохраняющие углы, называют конформными, причем су- 
ществует общая теорема, согласно которой конформное отображение трехмер- 
ного пространства может быть только двух видов — либо это проективное 
преобразование, либо инверсия. Поэтому отображение, создавае- 
мое абсолютным прибором, представляет собой либо проективное] преобразова- 
ние, либо инверсию, либо их комбинацию. 

Прежде чем разъяснять, что означают эти пресбразования, рас- 
смотрим тот случай, когда отображение является не только стигмати- 
ческим, но и идеальным, т.е. изображение геометрически подобно 
исходному предмету. В сбщем случае стигматического отображения 
подобие имеет место только в бесконечно малых областях пространства, 
причем коэффициент подсбия №,/М№, меняется от точки к точке; в слу- 
чае же идеального отображения должно быть М№1:/М№5 = const. В част- 
ности, если Ny = М, =const, то идеальное отображение тривиально 
в том смысле, что изображение полностью конгруэнтно предмету; 
такое отображение может быть осуществлено только плоским зерка- 
лом или системой плоских зеркал. 

Напомним теперь, что понимается под инверсией и проективным 
преобразованием. Инверсия относительно точки О, называемой цент- 
ром инверсии, — это преобразование, не меняющее произведения длин 
отрезков P,O-OP, (Р., Py — пара сопряженных точек). В частности, 
точкой, сопряженной центру О, является бесконечно удаленная точка. 

Проективное преобразование, или коллинеация, переводит точку 
Р с координатами x, у, г в точку P’ c координатами 

x’ = F,/F), у’ = F,/F,, 2’ = Ез/Рь, 

где Р; — линейные функции координат х, у, 2, т.е. 

Е; = ах + Ву ‘су + а, 

(a;, 63, с;, dy — константы). Если разрешить эти соотношения относи- 
тельно X, и, 2, то мы получим полностью аналогичные выражения: 

393



х= F,/Fo, у = Fo/Fo, 2 =Fs/Fo, 

где F, — линейные функции x’, И’, 2’ (с отличными OT а, В, с, — „.0Эф- 
фициентами а’, 6’, c’, da’). 

Мы видим, что изображение любой точки, лежащей в плоскости 
Ро =0, находится на бесконечности и что, наоборот, бесконечно 

удаленные точки проецируются на плоскость Fy =0. Плоскость 
F, =0 называют фокальной плоскостью пространства предмета, 

а плоскость. Fy =0 — фокальной плоскостью пространства изобра- 
жения. Лучи, параллельные в пространстве предмета, преобразуются 
в лучи, пересекающиеся в некоторой точке, лежащей в фокальной 

плоскости Fo = 0; лучи, выходящие из точки Ha плоскости Ру = 0, 
преобразуются в пучок параллельных лучей. Если обе фокальные 
плоскости находятся на бесконечности, то преобразование называют 
аффинным или телескопическим; в этом случае все шесть коэффици- 

ентов Qy, бо, Со, A, Во, Co равны нулю. 

20.5. Параксиальная оптика 

Возникает вопрос: можно ли достичь проек- 
тивного преобразования с помощью реального оптического прибора, 
состоящего из совокупности линз и зеркал, т. е. можно ли построить 
абсолютный оптический прибор? Ответ гласит, что этого можно 00- 
биться только приближенно, используя узкие пучки лучей, распро- 
страняющиеся вблизи оптической оси. Теорию отображения такими 
лучами называют параксиальной оптикой. 

Разъясним, как возникает в этом случае стигматическое изобра- 
жение. Для этого рассмотрим ход лучей вблизи оси преломляющей 
поверхности вращения, которая разделяет две однородные среды с 
показателями преломления №, и N, (рис. 20.4). Пусть луч исходит 
из точки Po, лежащей на оси 2 поверхности, встречает поверхность 
в точке A, преломляется и пересекает ось в точке Py. В треугольнике 
P,AC, где С — центр кривизны поверхности вращения, соответствую- 
щий точке О, отношение сторон Р.С и Р.А составляет sin 6,/sin 6; 
далее, в треугольнике P,AC отношение сторон Р.С и Р.А равно 
sin §,/sin 9. Мы интересуемся лучами, идущими близко к оси, и поэтому 
должны считать, что РьА ^ Р.О и Р.Ал^ Р.О. Поместив начало ко- 
ординат в точке О и обозначив 2% и г! координаты точек Рьи Py, полу- 
ЧИМ 

7 20.4. 

| Возникновение стиг- 
матического изображе- 
ния при преломлении 
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—Zgo+tR __ sin 21 —Ю sin 0, 
a a ra 

20 sin 0 21 sin 0 

где А — радиус кривизны в точке О (заметим, что 24 > 0, 2 <0). 
Разделив первое равенство на второе и учитывая, что Sin 6,/sin 6, = 
= М./ №, получим 

№, [--ж]=^! =). 
20 R 21 R 

Это соотношение однозначно определяет координату 2, точки H30- 
бражения Py как функцию координаты 2, точки предмета Ро незави- 
симо от выбора точки A, в которой исходящий из Py луч пересекает 
преломляющую поверхность. Иными словами, изображение оказы- 
вается стигматическим, но, разумеется, только в параксиальном приб- 
лижении, т.е. в пренебрежении различием между отрезками Р.Д, 
Р.А и отрезками Р.О, P,O, пропорциональном 82. 

Правую и левую части написанного равенства называют инвариан- 
том Аббе. Это равенство можно переписать в виде 

м № Ny— No. 
21 20 К 

Величину Ф называют оптической силой преломляющей поверхности. 
Легко видеть, что если 2-00, то 2, —М„Ф; если же 2,00, 

то г. —> N,/M. Таким образом, фокусами оказываются точки Ha оси с 
координатами (—N,/@) и (N,/@M) и фокусные расстояния составляют 

N,R N,R 
fo = : ’ | fs | — - ® №, — № №, — № 

Го! 20 — [В | /2. = —1. 
Используя свойства фокусов, легко получить изображение P, 

точки Po, не лежащей на оси преломляющей поверхности $. Для 
этого нужно из Py провести два луча (Ги 2) до пересечения с преломля- 
ющей поверхностью — первый, параллельный оси, и второй, прохо- 
дящий через фокус Fo. Первый луч после пре- 
ломления должен пройти через фокус Fy, a 
второй — параллельно оси (рис. 20.5). На 
рис. 20.6 это построение сделано в предпо- 
ложении, что S — плоскость, проходящая 
через О (это приближение соответствует слу- 
чаю, когда расстояние от О до АА, мало по 
сравнению с фокусными расстояниями). Из 
этого построения, рассматривая подобные 
треугольники Р.Р.Р’, и РАО, ЕР.Руи 
Ро.А:О, легко заключить, что 

Поэтому 

20.5. 
Построение —изображе 

— ТА, = У / fil, У/— бо = Y,/fo, ния точки, He лежащей 
на оси преломляющей 

где Zo, Yo u 21, У, — координаты точек Py ux поверхности 
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р Гы 
A 

и я NB 20.6. 
`— Е в INT 2 Построение  изображе- 

00) < |! ния точки в случае бес- 
NY конечно тонкой пре- 

Ay 2. A ломляющей MoBepxHoc- 
5 TH 

P, в системах координат с центрами в фокусах (2, < 0, Yy< 0). 
Отсюда легко найти увеличение: 

Y,/% 0 = — 2/1, Y/Y, = fol — Zo 

— H одновременно прийти к соотношению 

La1=—fhlAl=hh h=—| hil, 

которое также вытекает из равенства [/2, —| f,/Z; = —1, если 
учесть, что 20 = Zo — fro, 21 = 21: + |111. Все эти соотношения мы име- 
ли уже раньше, рассматривая общую теорию проективного преобра- 
зования. Тем самым доказано, что отображение параксиальными лу- 
чами в случае преломляющей поверхности вращения является проектив- 
ным преобразованием. Аналогичное утверждение справедливо и в 
других случаях — для любой оптической системы. 

Легко показать, что наше основное соотношение, связывающее 
координаты точки P, и ее изображения Py, может быть получено с 
помощью принципа Ферма и что оно выражает условие минимума (точ- 
нее, экстремума) оптической длины параксиальных лучей, создающих 
изображение точки Р.. Чтобы убедиться в этом, вернемся к рис. 20.4 
и найдем расстояния So и Sy от точек Py u Py до точки A: 

Исаии маи, 
20 

8 — 226 = V а жа (14 =, 
221 

где A — длина перпендикуляра AD, опущенного из точки A на ось 2, 
и 6 — г-координата точки А. Замечая, что 6 Ах A?/(2R), представим 
(суммарную) оптическую длину преломленного луча P,AP, в виде 

2 

Мозо + М1$1 = Мо [20] + N21 + ote + + to . 
2 | [20] 21 R } 

Условие экстремума состоит в том, чтобы выражение в фигурных скоб- 
ках обратилось в нуль; это условие совпадает, как мы видим, с полу- 
ченным выше соотношением №,/21 — N,/z, =Ф для определения 
координат 2, стигматического изображения точки Р.. 

В соответствии с общей теорией проективных преобразований 
фокусное расстояние fy следует считать положительным, a fy — отри- 
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цательным. Это значит, что отображение диоптрическое (|| < 0): 
если поверхность обращена своей выпуклой стороной к предмету 
{В > 0), то при №, < М, оно сходящееся, а при №, > М! — pac- 
ходящееся. 

Оптическую силу Ф легко выразить через фокусные расстояния: 

Ф = М/ф = — М/[.. 

Эта формула определяет оптическую силу любой оптической системы 
при любых знаках р и fy. Величина © положительна для собиратель- 
ной (к >0) и отрицательна для рассеивающей системы (р < 0). 
Единицей оптической силы является диоптрия, соответствующая 
оптической силе сферической поверхности с fp =Ём при № =. 

Так же как для преломляющей поверхности вращения, легко 
получить формулу, связывающую координаты 2%, 21 точки и ее изобра- 
жения в случае отражающей поверхности вращения. Она имеет вид 

] ] 2 

20 21 К 

где Ю — радиус кривизны. Последний считается положительным, 
если поверхность обращена выпуклой стороной к падающему пучку, 
а отрицательной — если вогнутой. 

Умея находить изображения для одной преломляющей или отра- 
жающей поверхности вращения, можно найти изображения, создавае- 
мые сколь угодно сложной оптической системой, состоящей из многих 
преломляющих и отражающих (коаксиальных) поверхностей враще- 
ния. Для этого следует найти изображение P, исходной точки Po, 
создаваемое первой поверхностью; взяв затем точку Р\ в качестве ис- 
ходной, найти ее изображение Р., создаваемое второй поверхностью, 
и т. д. Общие формулы, получающиеся при этом, очень сложны, и мы 
ограничимся здесь случаем тонкой линзы — оптической системы, 
состоящей из двух преломляющих поверхностей вращения с общей 
осью, расположенных так, что расстоянием между ними (толщиной 
линзы) можно пренебречь. Оптическая сила такой системы равна сум- 
ме сил обеих поверхностей: 

© =0,+0,= М: — № 4 М — М1 

К, R 

где No, Ny, No — показатели преломления трех сред (перед линзой, 
внутри нее и позади линзы) и Ry, Re — радиусы кривизны поверх- 
ностей линзы. При этом К считается положительным или отрицатель- 
ным в зависимости от того, выпуклой или вогнутой стороной обраще- 
на поверхность по отношению к падающему пучку лучей. Уравнение, 
определяющее координату 22 изображения, имеет вид 

М No № МФ № HM _@ 
21 20 2 21 7 20 

ГДЕ 2, 24, 22 — координаты точек Po, Py, Po. Если показатели прелом- 
ления сред по обе стороны линзы одинаковы (№ = No), то 
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20.7. 
Построение H306paxe- 
ния в тонкой линзе 

где N = М№,/ №. Координаты фокусов линзы 
определяются формулами 

22 

т.е. фокусы находятся на одинаковом рас- 
стоянии по обе стороны линзы. 

ии’ 

а) _ в) 

20.8. 

Различные типы JIHH3 
(И, U’ — главные плос- 
кости, свет падает сле- 

ва) 
собирающие: —двояковыпук- 

| лая (а), плосковыпуклая 
(6), собирательный мениск 
(8); рассеивающие: двояко- 
вогнутая (г), плосковогну- 
тая (д), рассеивающий ме- 

2) 9) е ниск (е) 

На рис. 20.7 показано построение изображения с помощью двояко- 
выпуклой линзы. Линзы различных типов изображены на рис. 20.8. 

До сих пор мы рассматривали только параксиальные лучи. Однако 
роль непараксиальных лучей в оптических приборах весьма сущест- 
венна — они нарушают точность изображения и создают вместо то- 
чечного изображения пятно. Это явление называют аберрацией. Бо- 
Лее того, из-за зависимости показателя преломления от частоты света 
изображение белой точки имеет вид цветного пятна; это так называе- 
мая хроматическая аберрация. 

ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ _ 

Уравнение эйко- 
нала 

Оптическая длина 
дуги С между точ- 
ками Ди В 

Уравнение для опре- 
деления формы луча 

Связь между коор- 
динатами точки и ее 
изображения 

Фокусные расстояния 
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Оптическая сила Ф— № № 

Формула линзы — —— =(N—1) (5- _ = 

Глава 21. ДИФРАКЦИЯ 

21.1. Разрешающая сила оптических приборов 

В предыдущей главе мы оперировали поня- 
тиями светового луча и святящейся точки, придавая им буквальный 
геометрический смысл. В действительности, однако, эти понятия яв- 
ляются идеализацией, связанной с самим характером геометрической 
оптики, которая справедлива лишь в том случае, когда длина волны 
значительно меньше всех встречающихся в задаче линейных размеров. 
Поэтому геометрические понятия луча и точки, строго говоря, от- 
носятся к предельному случаю А-— 0. 

Вследствие волновой природы света, т. е. конечности A, не может 
существовать светящейся точки в геометрическом смысле слова и 
вместо точки мы всегда имеем дело с некоторым волновым пакетом, 
т. е. суперпозицией плоских монохроматических волн с различными 
частотами и волновыми векторами. 

B § 16.5 мы рассмотрели волновые пакеты и, в частности, показали, 
что размеры пакета не могут быть значительно меньше длины волны. 
Точнее, были получены соотношения 

Ak,,-Ax > 2a, Ak,-Ay>2n, Ak,-Azj> 2r, 

где Ax, Ay, Az — размеры пакета в направлениях x, у, zu АР», ARy, 
Ak , — разбросы в пакете по проекциям волнового вектора. Из этих 
соотношений вытекает, что если мы хотим иметь дело со световой вол- 
ной, близкой к плоской волне, т.е. хотим, чтобы выполнялись не- 
равенства АА, << Е, АР, << ky, Ар, << Е, (К — среднее зна- 
чение волнового вектора в пакете), то мы обязательно получим пакет 
больших размеров. 

Аналогичное соотношение было выведено для частотного разброса 
Aw пакета: 

Aw- At > 2r, 

где At — время существования пакета (в определенной точке простран- 
ства). Из этого соотношения вытекает ограничение на возможность 
использовать пакеты, близкие к монохроматическим волнам (Aw << 
<< в); такой пакет существует «почти бесконечное» время и поэтому 
не может служить несущим информацию сигналом. 

Выписанные соотношения находят важное применение при анали- 
зе вопроса о разрешающей силе оптических приборов. Рассмотрим, 
например, вопрос о получении стигматического изображения с по- 
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мощью сходящегося пучка лучей (рис. 21.1). 
Пусть ky и ke — волновые векторы крайних 
лучей, используемых для получения точеч- 

kp ного изображения, причем ky = ky — Rk = 
= 2л/^ (A — длина волны используемого 
света). Тогда для интервала, в котором ле- 
жат х-проекции волновых векторов, обра- 

x зующих пучок, имеем 

ДЕ, =: Rj, — Кох = 2k sin a = (4x/A) sina, 
21.1. 
К выводу формулы раз- ГДе © — половина угла между крайними лу- 
решающей силы при- WaMu (угол апертуры). 
бора При известном Ak, легко оценить вели- 

чину Ах — минимальный размер изображе- 
ния в направлении. х: 

Ах 2 д, ui , 
Ak, 2sin а 

Мы видим, что изображение не является строго стигматическим — 
оно было бы таким только в предельном случае A— 0. В действитель- 
ности же размеры «светящейся точки» составляют А/(2$ша). Ее мини- 
мальные размеры составляют ~A/2 и соответствуют углу апертуры 
а = л/2. Таковы и минимальные размеры предметов, которые можно 
различать приборами, в частности микроскопами (точнее, таковы ми- 
нимальные расстояния между различаемыми деталями предметов). 
Для уменьшения этих размеров нужно использовать свет меньшей 
длины волны; 

для волн определенной длины нужно стремиться к скользящему падению света 

на поверхность предмета. 

Но в любом случае точки пересечения лучей — это не геометриче- 
ские точки, а протяженные объекты с размерами порядка A/2. Соот- 
ветственно и лучи — не чисто геометрические линии, а скорее «жир- 
ные» линии, имеющие толщину. 

В качестве другого примера рассмотрим получение плоскопарал- 
лельного пучка лучей конечной ширины (рис. 21.2). Допустим, на- 

пример, что с помощью диафрагмы Д, в ко- 
торой сделано отверстие размера а, мы хо- 
тим вырезать из параллельного пучка лучей 
узкий строго плоскопараллельный пучок 
лучей ширины а. Итак, Ах =а и, следова- 
тельно, АА» > 2л/а. С другой стороны, 

Ak, = 2ksin (8/2) == 2n6/A, 
rye @ — угол расхождения пучка. Мы ви- 
дим, что строгая — плоскопараллельность 
(0 =0) недостижима: обязательно 9 > A/a; 

о ождение плоско. МЫ тем больше приблизимся к ней, чем ко- 
параллельного пучка роче волны используемого света. 

400



Ширина пучка на расстоянии d от отверстия составит 

a’ =а- да =а- ^4/а; 

эта величина минимальна, если а = У Ad. 
Обратим внимание на то, что источником света определяется час- 

тота (а не длина волны A = 2л/(®№), где N — показатель преломле- 
ния среды); поэтому использование сред с большим показателем пре-. 
ломления позволяет получить от того же источника более KOPOTKO-: 
волновый свет. 

Заметим также, что все наши выводы относятся не только к свету’ 
(и другим электромагнитным колебаниям), но и к любому BOJIHOBOMY 
процессу, для которого справедлив принцип суперпозиции, т. е. 
возможно построение волновых пакетов. В следующем параграфе мы 
остановимся на этом подробнее. 

21.2. Оптико-механическая аналогия 

Световой луч в геометрической оптике по- 
добен траектории материальной частицы в механике. Не случайно 
многие физики, в том числе и великий Ньютон, склонялись к корпус- 
кулярной, а не волновой теории света, считая его состоящим из от- 
дельных частиц — корпускул. Это одно из проявлений аналогии между 
оптикой и механикой, которая, как оказывается, имеет очень глубо- 
кий физический смысл. | 

В основе ее лежит аналогия между принципом Ферма и известным: 
из механики принципом Мопертюи. Как мы видели, прин-. 
цип Ферма утверждает минимальность оптического пути света, т. е.. 
интеграла 

2 

к(г)аг + min, 
1 

взятого вдоль луча, по сравнению с оптическим путем, вычисленным 
вдоль любой другой кривой, соединяющей те же точки [и 2. Прин- 
цип Мопертюи утверждает минимальность интеграла действия 

9 

| р (г) dr — min,’ 
i 

взятого вдоль истинной траектории частицы, по сравнению с таким же 
интегралом, взятым вдоль любой другой кривой, соединяющей те же 
точки [и 2. Здесь k(r) — волновой вектор, связанный с частотой со- 
отношением К(г) = o/vg(r); р(г) — импульс частицы, связанный с ее 

энергией Е соотношением р(г) =у 2m[E—U(r)], оъ(г) — фазовая 
скорость волны; U(r) — потенциальная энергия частицы и т — ее 
масса. Векторы К и р направлены по касательным к кривым. В прин- 
ципе Ферма считается заданной постоянной частота света ®, в принципе 
Мопертюи — энергия частицы РЁ. 
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Чтобы убедиться в справедливости принципа Мопертюи, найдем 
вариацию интеграла при бесконечно малом варьировании кривой, 
соединяющей точки [и 2, и приравняем ее нулю: 

| Vine ды = VB ff 9 tds _ + Vey —U ts} = 0 
V E—U 

где ds — элемент длины вдоль кривой. Здесь первое слагаемое связа- 
но с вариацией потенциальной энергии 6И = (OU/dr)ér,.a второе — 
с вариацией участка пути, причем так как (As)? = (Ar)? для малых 
участков. пути As и малых Ar, то 645 = (dr/ds)didr. Интегрируя второе 
слагаемое по частям и учитывая произвольность вариации Or, а также 
закрепленность точек / и 2, получим 

4$ (VE U a | р ° 

Заметим теперь, что величина и = VY (2/m) (Е — И) представляет 
собой скорость частицы, а ds/v = dt есть время, за которое частица 
пройдет путь 45. Поэтому мы можем переписать последнее равенство 
в виде 

Таким образом, из принципа Мопертюи мы получили правильный за- 
кон Движения частицы. 

Из аналогии между принципом Ферма и принципом Мопертюи вы- 
текает аналогия между волновым вектором К == К(г) в оптике и им- 
пульсом частицы р == р(г) в механике (k— p) и, следовательно, ана- 
логия между лучом (касающимся в каждой точке г вектора k(r)) и тра- 
екторией (касающейся в каждой точке г вектора р(г)). 

Из аналогии между принципами Ферма и Мопертюи следует да- 
лее, что показателю преломления (или, что эквивалентно, фазовой ско- 
рости) как функции координат соответствует в механике кинетическая 
энергия Т==Ё — Ц. Если эти величины от координат не зависят, 
то и траектория, и луч — прямые. 

Основным понятием механики является понятие движущейся ма- 
териальной точки. В оптике, как мы видели, из-за волновой природы 
света невозможно движение точечных световых сигналов, так что ана- 
логом материальной точки приходится считать волновой пакет. По- 
этому скорость 9 частицы в механике должна сопоставляться груп- 
повой скорости Uy в оптике: 

У; > Ve 

Вспоминая, что у, = do/dk и У = = dE/dp, мы приходим к аналогии 
между частотой в ° оптике и энергией частицы в механике: 

« — Е. 
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Напомним в связи с этим, что в принципах Ферма и Мопертюи задан- 
ными считаются как раз эти величины — частота и энергия. 

Таким образом, можно провести аналогию между основными по- 
нятиями геометрической оптики и механики материальной частицы. 

Но геометрическая оптика — это предельный (при ^—0) случай 
более общей волновой оптики. Что же соответствует волновой оптике 
в механике? Ответ гласит: квантовая механика. (Напомним, что в 
эпоху создания этой науки едва ли реже термина «квантовая меха- 
ника» применялся термин «волновая механика».) 

Поясним, с какими понятиями оперирует квантовая механика. Для 
этого оптико-механической аналогии следует придать точную коли- 
чественную формулировку. Эта формулировка гласит: 

частице с энергией E и импульсом р сопоставляется волна с частотой © и волно- 
вым вектором К так, что 

Е = й®, p= hk, 

где fr = 1,0546. 107-34 Дж-с — универсальная постоянная, называемая 
квантовой постоянной или постоянной Планка. Отсюда следует выра- 

жение 

A = 2rhi/p 

для длины волны и выражение Vy = ®^/(2л)} = Вю/р для фазовой ско- 
рости волны, связанной с частицей. Величину A называют длиной вол- 
ны де Бройля. 

Теперь. можно, не вникая поначалу в смысл волновой функции 
ф(г, #, связанной с частицей, написать для нее по аналогии с волно- 
вой оптикой волновое уравнение 

Аф— — —=0 

°Ф 

Так как речь идет о монохроматической волне 

ф (г, ¢) = (г) с“ ‚ ® = E/h, 

то волновое уравнение можно переписать в виде Ay + (w*/v2) ф =0, 

а так как Oe = p/h? и р? = 2m(E — И), где U — потенциальная 
энергия частицы, TO волновое уравнение окончательно приобретает 
ВИД 

—~ Ay +U (1) = В. 
Это и есть уравнение, определяющее волновую функцию частицы с 
энергией Е, движущейся в поле с потенциальной энергией U(r). Ero 
называют уравнением Шредингера. 

Важнейшим свойством этого уравнения является то, что при за- 
данной потенциальной энергии U(r) оно допускает решение He при 
всех, а только при вполне определенных значениях энергии Е. Этот 
набор энергий, называемый по аналогии с оптикой спектром энергии, 
может быть как дискретным, так и непрерывным (ср. с набором час- 
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тот волновода или резонатора, $ 14.5, 14.6), причем каждому допусти- 
мому значению энергии соответствует своя волновая функция ф. 
В частности, если в качестве И взять потенциальную энергию U = 
— —e2/(Ane or) электрона в кулоновском поле протона, TO мы полу- 
чим энергетический спектр атома водорода. 

Волновая функция ф имеет вероятностный смысл, но мы не будем 
разбирать здесь этот вопрос, а остановимся лишь на соотношениях, 
аналогичных соотношениям Ax-Ak, > 2n, АЁ- Ло > 2л для волно- 
вого пакета. 

Так как К =p/fiu o = E/f, то мы приходим к соотношениям 

Ax- Ap, > 2=В, Ay-Ap, > 2ch, Az-Ap, > 2ch, 

At-AE > 2h. 

Это так называемые соотношения неопределеннос- 
тей Гейзенберга. Смысл их заключается в следующем: 
> 

если частица локализована в интервале Ах по оси х, TO проекция ее импульса 

“a эту ось не может иметь определенного значения, а лежит в некотором интер- 
pane Ap,, таком, что Ax-Ap, > 27h (и аналогично для осей у и x), 

если частица находится в некотором нестационарном состоянии в течение конеч- 
ного времени Af, то это состояние не может быть строго моноэнергетическим, 
причем мера немоноэнергетичности AF связана с At соотношением At- AE > 2zh. 

Оптико-механическая аналогия позволяет без труда проанали- 
‘зировать разрешающую способность аналогов оптических приборов, 
использующих вместо света другие частицы, — достаточно в соотно- 
шения предыдущего параграфа подставить длину волны де Бройля 
соответствующей частицы вместо длины световой волны. Например, 
в электронном микроскопе используются электроны, соответствую- 
щие с точки зрения длины волны рентгеновским лучам (А — 10 м); 
такой микроскоп позволяет увидеть объекты, размеры которых в не- 
сколько раз превосходят размеры атомов. Еще меньшие объекты, на- 
пример атомные ядра (размеры их составляют от 10 ми меньше), 
наблюдают с помощью ускорителей заряженных частиц, в которых 
получают частицы высоких энергий. Чем выше энергия, тем больше 
импульс частиц, т. е. меньше длина волны де Бройля и, следователь- 
но, тем меньшие объекты можно «увидеть» с помощью такого прибора. 

21.3. Принцип Гюйгенса и дифракция Френеля 

Геометрическая оптика, как мы знаем, спра- 
‘ведлива в предельном случае исчезающе малой длины волны: A— 0. 
При очень малых, но конечных А возникают отклонения от геометри- 
ческой оптики, которые носят общее название дифракции. Если, на- 
пример, на пути распространения света стоит непрозрачный экран, 

‘то согласно геометрической оптике за экраном должна возникать рез- 
кая граница между светом и тенью. В действительности, однако, такая 
граница не возникает и свет проникает в область тени, а в области 
‚света появляются участки с ослабленной освещенностью. 
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Дифракционные явления при малых A 
могут быть исследованы общим методом, ко- 
торый мы здесь рассмотрим. Он основывает- 
ся на принципе Гюйгенса, заклю- \ 
чающемся в следующем. Пусть на пути рас- ! 
пространения света от источника $ находится 
непрозрачный экран с отверстием и мы хо- 
тим найти поле (электрическое или магнит- 
ное) в некоторой точке А за экраном 
{рис. 21.3). Тогда, согласно принципу Гюй- 
генса ‚ нужно представить себе, что отверстие 2:3. . 
| . “3 ринцип Гюйгенса 
покрыто некоторой произвольной поверх- 
ностью &, и считать эту поверхность источ- 
ником вторичных волн, распространяющихся за экраном, в част- 
ности в точку А. Что же касается истинного источника S, то он только 
создает вторичные источники на поверхности », но сам непосредст- 
венно не вносит вклада в поле в точке А. 

Вторичным источником является каждый элемент df поверхности 
x. Поле, создаваемое df, пропорционально полю иехр (—16#), создавае- 
мому истинным источником $ на элементе поверхности df в TOM 
случае, если бы никакого экрана не было. Кроме того, поле, создавае- 
мое 4, пропорционально dfcosa, где « — угол между нормалью п к df 
и направлением падающего на 4] луча (в частности, если площадка па- 
раллельна лучу, но луч «скользит» вдоль нее, не оказывая на нее дей- 
CTBHA). 

Наконец, чтобы найти поле в точке A Ha расстоянии R от df, нужно 
учесть изменение амплитуды, обратно пропорциональной КЮ, и эффект 
запаздывания. Последний заключается в том, что для нахождения поля 
в точке А в момент времени # нужно взять поле на площадке df B мо- 
мент времени ¢ — R/c. Так как поле предполагается монохроматиче- 
CKHM, то окончательно поле, порождаемое df в точке A, можно запи- 
сать в виде (аи/Ю)ехр[-—1|{ — Ю/<|], где а — некоторая константа. 
Складывая поля в точке А, создаваемые всеми элементами 4{ поверх- 
ности », найдем результирующее поле: 

u ШВ 
и. =а {=e cosa df, 

xy 

где k = a/c (вектор exp(—io?) опущен). Это и есть математическая 
формулировка принципа Гюйгенса. Мы не будем вычислять постоян- 
ную а, значение которой несущественно для дальнейшего (она равна 
k/(2ni)). 

Начнем рассмотрение дифракционных явлений с простейшего слу- 
чая — так называемой дифракции Френеля, когда и источник, и точка 
наблюдения находятся на конечных (а не бесконечных!) расстояниях 
от экрана. Так как речь идет о малых отклонениях от геометрической 
оптики, то главную роль играют те участки поверхности », которые 
расположены вблизи прямой, соединяющей $ и А. Иными словами, 
существенную роль играют лишь небольшие участки края экрана, 
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которые можно считать прямолинейными. 
2 Наконен, существенны только фазовые, a не 

амплитудные изменения полей. Это значит, 
что в случае дифракции Френеля поле в точ- 
ке A можно записать в виде 

u, = const | ехр EE (Rs; + Вл) |-df, 
p>} 

где Rss XH Ю;д =R — расстояния OT источника 
S до элемента поверхности d/ Hu от этого 
элемента до точки наблюдения А. (Множи- 
тель /Ю, входящий в формулировку принципа 
Гюйгенса, а также амплитуда поля, создавае- 

мого источником, в том числе и COS, включены в const.) 
Пусть экран совпадает с нижней полуплоскостью иг, а поверх- 

ность № — с верхней полуплоскостью уг, так что ось у направлена 
по краю экрана (на рис. 21.4 экран заштрихован). Пусть далее ось х 
направлена по нормали к плоскости экрана и на ней на расстоянии Rs 
слева от начала координат О находится источник S, координаты же 

21.4. 
Дифракция Френеля 

точки наблюдения А равны Ад, О, 4. Тогда Ro = И => + y?+ 

+27, Ra = У RY + y?+ (2 — а)?, где (о, у, 2) — координаты 
участка d/. Так как существенны, как уже указывалось, только бли- 
зкие к точке О участки df, то эти выражения можно упростить, 
считая величины и, 2, (г — а) малыми по сравнению с Ryu Rs: 

У. y? + (2 — а)? 
Юз; =Rs + > Rra=Rat ° 

2R 5 2R 4: 

Подставляя эти выражения в формулу для ид и учитывая, что 
df = dydz, мы получим произведение двух интегралов — одного по и 
и другого по г. Нас интересует зависимость поля ид от координаты d 
точки наблюдения А. Эта зависимость содержится лишь в интеграле 
по 2, только который мы поэтому и выпишем: 

— t Ak z (2 — 4) -dz. u, = cons | exp | 5 Li -- Ry Zz 

Нижний предел интегрирования равен, очевидно, 2 = 0; верхний же 
мы положили равным со, так как область больших 2 все равно несу- 
щественна. Вводя вместо г новую переменную 

Буа ,_ _Rs4 
7 QR, Rs Ra Rs)” 

легко преобразовать этот интеграл к виду 
со , Ру 

и = const fe dj, w=d У s . 
| 2Ra (Ra +Rs ) 
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Последний интеграл носит название интег- 
рала Френеля. Illy 

Так как и содержит в виде множителя 97 С 
Ri/2 ~ 2-1/2, а мы рассматриваем область очень 
коротких волн, то |w| >>> 1. При этом сле- i — 
дует различать два случая: d>QO, т. е. 
ш > 0, иа< О, т.е. и < 0. В первом случае _ № 
точка А лежит в освещенной области, а во 
втором — в области тени. В первом случае 

— 

< ine , a 1 iw? 21.5. 
fe dy (1+ 1) и = +——e Интенсивность при диф- 

— 2 2iw ракции Френеля от края 
экрана 

(w > 0), 
во втором же случае 

С № ew | е Чл — (w <0). 
— 2iw 

Квадрат модуля интеграла Френеля определяет интенсивность | 
света. Графически зависимость интенсивности от w представлена 
на рис. 21.5 ([, — интенсивность вдали от экрана; области света и 
геометрической тени обозначены соответственно С и Т). Мы видим, 
что интенсивность не спадает резко до нуля в области геометрической 
тени; нанротив, этот спад происходит монотонно. В освещенной же 
области интенсивность не всюду равна /,: вблизи экрана она в четыре 
раза меньше /y), затем становится больше /[, и, постепенно ссциллируя, 
стремится к Ip. 

21.4. Дифракция Фраунгофера 

В предыдущем параграфе, рассматривая ди- 
фракцию Френеля, мы предполагали, что источник света 5 и точка 
наблюдения А находятся на конечных расстояниях от экрана. Рас- 
смотрим теперь дифракционные явления в том случае, когда и S, и A 
находятся на бесконечности. Практически это означает, что источник 
света помещен в одном из фокусов оптической системы, пройдя через 
которую свет выходит в виде плоскопараллельного пучка, падающего 
на экран с одним или несколькими отверстиями. Направление рас- 
пространения света, прошедшего через отверстия в экране, отлича- 
ется от направления распространения падающего пучка. В этом и 
заключается явление дифракции. Таким образом, речь идет о дифрак- 
ции около экрана направлений световых лучей; такую дифракцию 
называют дифракцией Фраунгофера. 

Найдем поле дифрагировавшего света. Для этого по-прежнему 
будем исходить из принципа Гюйгенса, взяв в качестве поверхности 
2 плоскость, закрывающую отверстие. Выбирая некоторую точку О 
на этой плоскости в качестве начала координат (рис. 21.6) и обозначая 
г радиус-вектор, проведенный из О в элемент поверхности df, можно 
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21.6. 
Дифракция Фраунго- 

фера 

0 ga 
ПИЛА >! 77777, Х 

21.7. 
Дифракция на — длин- 
ной щели 

представить поле падающего света в точке 
г поверхности > в виде и = Uexp (Жог), где 
К, — волновой вектор падающей волны (плос- 
KOH по определению) и И — ее амплитуда 
в точке О. 

Для того чтобы применить принцип Гюй- 
генса, мы должны теперь найти exp(ikR). 
Учтем, что точка наблюдения А находится 
очень далеко от экрана, поэтому направление 
дифрагировавшего луча совпадет с направле- 
нием радиуса-вектора В, этой точки; иными 
словами, волновой вектор дифрагировавшего. 
света К направлен по Ry. Далее, В =В, — г, 

причем г << Ry, так что Ю =У (В-г)? = 
27 Ry — ГВ,/Ю, =R, — rk/k и, следовательно. 

exp (ikR) = exp (Ко) -ехр (— ikr). 
Подставляя это выражение и выражение для 
поля и на поверхности » в интеграл, входя- 
щий в формулировку принципа Гюйгенса. 
получим 

“= АР —— a) | exp [1 (№ — К) г] dj 
0 

3 

(a — по-прежнему угол падения луча на 
площадку df; мы заменили в знаменателе R” 

на R, и вынесли 1/Ю, из-под интеграла). 
В экспоненту под знаком интеграла входит разность волновых век- 

торов падающей и дифрагировавшей волн. Эти векторы по модулю. 
одинаковы и равны w/c. Дифракция направлений лучей определяется 
зависимостью ид OT (К, — К), мы запишем поэтому ил в виде 

ид = const | exp [i(k — К) г] df. 
x 

Заметим, что в отличие от дифракции Френеля, в которой был cy- 
ществен вклад лишь небольшого участка поверхности », при дифрак- 
пии Фраунгофера существенна вся эта поверхность. 

Рассмотрим несколько конкретных примеров. Начнем с дифрак- 
ции на бесконечно длинной щели с параллельными границами в не- 
прозрачном экране (рис. 21.7). Волновой вектор Ко падающей волны 
направлен нормально к плоскости экрана (х, и); волновой вектор К 
дифрагировавшего луча лежит, как ясно из соображений симметрии, 
в плоскости (г, x), образуя с К, угол 0 (угол дифракции). Если ширина: 
шели равна 2а, то 

u, = const | exp (— 1k8x) dx 
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{мы учли, что Ry, =^А5119 ~ 26, и включили в 
5 sin’n 

const интеграл по у, равный длине щели). Вы- 7 
полняя интегрирование, получим 1 

sin 26а 
ид = const ———. 

Интенсивность дифрагировавшей в интер- 
вал углов 90 волны пропорциональна |ид |”, 
а! =const |ил|249. Найдем коэффициент про- 
порциональности. Для этого проинтегрируем 21.8 
d/ по углу 8 и приравняем полученную сум- угловое р распределение 
марную интенсивность интенсивности [у све- интенсивности при диф- 
та, падающего на щель; в результате мы ракции на длинной ще- 
получим const = /,k/(ma). Таким образом, ли 

Го $112 (Еда dj = 10 SU Me) ag, 
Tak 92 

Зависимость интенсивности дифрагировав- vl 
шего луча OT угла дифракции показана Ha me ce 
рис. 21.8, где введено обозначение N = Ка. TA РА wan № 
Мы видим, что интенсивность имеет ряд 
быстро убывающих максимумов, разделенных > /5 
минимумами при 0 = лп/(Ка) (п = +1, +2,...), к 
в которых она обращается в нуль. 

Установив на опыте положение макси- 
мумов или минимумов, можно, в принципе, 21.9. 
найти величину Ра = 2ла/^; иными словами, ди фракционная решет. 
зная а, можно найти длину волны А. Однако 
точность определения длины волны по ди- 
фракции на одной щели невелика, так как максимумы и миниму- 
мы получаются не особенно резкими. 

Значительно более резкая дифракционная картина получается при 
дифракции не на одной щели, а на совокупности одинаковых парал- 
лельных щелей, расположенных на равных расстояниях друг от друга. 
Такая совокупность щелей носит название дифракционной решетки 
(рис. 21.9). В этом случае под поверхностью » следует понимать сово- 
купность плоских поверхностей, закрывающих все отверстия, а так 
как все они одинаковы и 9 << 1, то 

МЬ—1 

u,= и’ № exp (— 2ink 04) = и) | — exp [~ 21 (N=) 284] 
| —exp (2ik6d) 

9 

n=0 

где us? — поле в точке A, создаваемое одной щелью, М — число 
щелей и 4 =a- 6. Входящая сюда сумма определяет интерференцию 
лучей, дифрагировавших у отдельных щелей. 

Интенсивность света, дифрагировавшего в интервал углов 49, про- 
порциональна |ил|*; коэффициент пропорциональности найдем, при- 
равняв /, суммарную интенсивность, создаваемую всеми щелями. 
В результате получим 
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о о 
d/ — Г sin? (kab) /sin МЕва 40. 

п Nak 62 sin k6d 

Первый множитель здесь определяет распределение интенсивности, 
соответствующее одной щели, а второй обусловлен наличием решетки. 
Именно он и приводит к возникновению при углах дифракции 6, = 
= mn/(kd) (здесь п =O, +1, ...) очень резких максимумов. Действи- 
тельно функция 41/40 имеет минимумы (обращается в нуль) при 0 = 
= лт/(М№ка), где т = +1, +2, .... Например, за первым макси- 
мумом при 09 =O следует первый минимум при 0 = л/(М№МРа). Ho 
этот угол очень мал, если только число щелей М велико. Отсюда мож- 
но сделать вывод, что ширина максимума имеет порядок л/(М№Ра). 

Вблизи максимумов, т.е. при @ = ли/(ва) + $, [3| < na/(kd), 
интенсивность имеет вид 

2. : 2 АГ = (= sin? кпа ви sin Nk§d 43. 

tak \тп а N sin kd 

Произведение двух последних множителей имеет при большом № 
резкий максимум при v =0. В пределе N—oco ширина максимума 
вообще обращается в нуль, а высота — в бесконечность, так как 

. sin? Nx 
lim — = 6(x). 

М№—со aN x 

С помощью этой формулы легко вычислить интенсивность света в 1-м 
максимуме: 

4 $9112 (пла/а j= 7,4 Эка!) 
nq n? 

Интенсивность падает, как мы видим, с ростом номера максимума, 
как п. 

Резкость дифракционной картины, создаваемой решеткой с боль- 
шим числом щелей, позволяет измерять длину волны света с очень 
большой степенью точности. 

Дифракция на двух щелях применяется для измерения угловых диа- 
метров звезд и угловых расстояний между двойными звездами. В этом 
случае получаются две дифракционные картины, сдвинутые относи- 
тельно друг друга на угол ф, равный углу между крайними лучами, 
идущими от источника (или между лучами, идущими от двух близких 
источников). Изменяя расстояние между серединами щелей 4, можно 
добиться изменения расстояния между максимумами в каждой из 
дифракционных картин. Обычно, изменяя 4, добиваются того, чтобы 
максимумы одной картины совпали с минимумами другой; при этом 
ф = A/(2d). 

Мы рассмотрели дифракцию Ha системе параллельных щелей. Ана- 
логичным образом можно рассмотреть дифракцию на двумерной ре- 
шетке одинаковых и одинаково расположенных прямоугольных от- 
верстий в непрозрачном экране. В этом случае нужно найти дифрак- 
цию от одного такого отверстия и затем учесть интерференцию полей, 
создаваемых всеми отверстиями. Если радиусы-векторы центров 
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отверстий равны (па + mb), где а, b — постоянные решетки и п, 
т — целые числа, то возникающий при такой интерференции допол- 
нительный множитель пропорционален, очевидно, Уехр[1(па -- mb)k]. 

пт 

Трехмерные дифракционные решетки дает нам сама природа — это 
кристаллы (впервые примененные с этой целью Лауэ в 1913 г.). В роли 
рассеивающих отверстий при этом выступают атомы, расположенные 
в узлах кристаллической решетки. Зная закон рассеяния лучей атомом 
и учтя интерференцию лучей, рассеянных отдельными атомами, 
можно найти дифракцию от всего кристалла. Так как постоянная кри- 
сталлической решетки a~ 10 м, то кристалл оказывается хорошей 
дифракционной решеткой для электромагнитных волн рентгеновского 
диапазона (A~ 107*° м). В самом деле, разность хода двух лучей Ju 2, 
отраженных от двух соседних кристаллических плоскостей, равна 
2а$110 (рис. 21.9); поэтому положительная интерференция будет 
иметь место при 245110 =ndA, где п — целое число (условие 
Брэгга — Вульфа. 

В заключение этого параграфа остановимся на важном свойстве 
дополнительных экранов, т. е. двух экранов с такими отверстиями, что 
при наложении их друг на друга получается полностью непрозрач- 
ный экран. Свойство таких экранов заключается в том, что даваемые 
ими дифракционные картины совпадают. В частности, например, ди- 
фракция от круглого отверстия в непрозрачном экране такая же, как 
от непрозрачного кружка или шарика такого же радиуса. В обоих слу- 
чаях интенсивность света, дифрагировавшего в элемент do телесных 
углов, 

J? (R6R) 

п92 
do, 

где R — радиус отверстия или шарика (кружка), 9 — угол дифрак- 
ции, /.— полная интенсивность света, падающего на отверстие (шарик, 
кружок), и /:(х) — функция Бесселя. Интенсивность имеет главный 
максимум при 9 =O и обращается в нуль при ROR w 1, 2; 2,2; ... 
(свет предполагается падающим нормально к плоскости отверстия). 

Аналогичной формулой, согласно оптико-механической аналогии, 
определяется дифракция дебройлевских волн от отверстия или шарика, 
в частности дифракция или рассеяние быстрых нейтронов на непро- 
зрачном ядре радиуса Ю. Необходимо лишь, чтобы дебройлевская 
длина волны нейтрона была малой по сравнению с радиусом ядра R. 
Изучая рассеяние таких нейтронов ядрами, можно экспериментально 
находить радиусы тяжелых ядер. 

Обратим внимание на то, что согласно той же оптико-механической 
аналогии имеет место дифракция нейтронов в кристаллах, полностью 
аналогичная дифракции рентгеновских лучей. Из условия Брэгга— 
Вульфа следует, что этот эффект существен для медленных нейтронов 
(со скоростью порядка 103 м/с, что соответствует длине волны A~ 
~ 106 м), в то время как для дифракции на отдельном ядре 
(R~ 1075 м) требуются в 105 раз более быстрые нейтроны. 
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21.10. 
Схема получения голограммы (а) и восстановления изобра- 
жения (6) 

3 — полупрозрачное зеркало, Пр — предмет, Г — голограмма, МИ — мни- 
мое и ДИ — действительное изображения, Н — наблюдатель 

21.5. Голография 

Дифракция и интерференция лежат в основе 
так называемого голографического метода получения оптических изо- 
бражений (открытого Д. Габором в 1947 г.). В этом методе записыва- 
ется не двумерное распределение яркости излучения, рассеянного 
предметом (как в обычной фотографии), а регистрируются амплитуда 
и фаза рассеянной световой волны. В результате при восстановлении 
голограммы получается точная копия записанной волны, которая несет 
информацию об изображаемом предмете. При этом если предмет не- 
прозрачен, то получается информация о характере его поверхности, 
в случае же прозрачного предмета дополнительно можно получить 
информацию о распределении показателя преломления внутри него. 
С этой целью изображаемый предмет освещается светом от лазера и 
рассеянная волна попадает на фотопластинку. Вместе с этой волной 
на пластинку попадает часть света от того же лазера. Эту не испытав- 
шую рассеяния волну называют опорной волной (рис. 21.10, а). Су- 
щественно, что рассеянная и опорная волна являются когерентными. 
В результате записи их интерференции на пластинке создается не- 
которая картина, которая фиксируется в виде своеобразной, нерегу- 
лярной дифракционной решетки. Это и есть голограмма изображае- 
мого предмета. 

Если теперь, убрав предмет, осветить голограмму одной только 
опорной волной, то последняя испытывает дифракцию на голограмме, 
как на дифракционной решетке. Дифрагировавшая волна совпадает 
с волной, рассеянной изображаемым предметом, при получении голо- 
граммы (так называемой предметной волной). Таким образом, 

трехмерное изображение предмета можно увидеть, просветив диапозитив только 
одним опорным пучком света; изображение возникнет за голограммой, если смот- 
реть под углом к опорному лучу (рис. 21.10, 6). 
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Итак, суть голографии заключается в том, | 
что фотопластинка с зарегистрированной на 2 : 
ней картиной интерференции нескольких све- Ae 
товых волн освещается только некоторыми из 
этих волн; тогда в результате дифракции | 

возникают остальные волны. Ge 
Проиллюстрируем это следующим обра- | 

зом. Представим себе, что голографическая о В 
решетка создается двумя пучками света Ги Ты 
2 (рис. 21.11). Пусть А и В — две соседние 1.11 
дифракционные полосы, находящиеся на рас- Голографическая  ре- 
стоянии а друг от друга. Ясно, что a(sing,;-+ шетка от двух когерент- 
-+- sings) =A, где A — длина волны. Осветим ных пучков 
теперь дифракционную решетку только одним 
пучком /. Если В: — угол падения света, то 
ближайший к нему минимум образуется под 
углом дифракции Ps, для которого з1Ва + 
+ sinB, = A/a. В нашем случае By = qj; сле- 
довательно, В› = Qe. Иными словами, осветив 
голограмму одной волной (1), мы восстанав- 
ливаем участвовавшую в создании голограм- 
мы вторую волну (2). 

Легко понять, что если бы мы, наоборот, 
использовали пучок 2, то восстановили бы 94.49. 
пучок J. Это общее свойство любых голо- Схема получения (a) 
грамм обычно формулируют так: и восстановления (6) 

голограммы точки при 

опорный и предметный пучки полностью равно- ПЛОСКОЙ опорной волне 
правны. 

На этом свойстве основан метод коррекции волновых фронтов: 
в нем лазерный пучок со сложным волновым фронтом с помощью из- 
готовленной заранее голограммы (пучок является для голограммы 
предметным пучком) преобразуется в пучок с плоским волновым фрон- 
том, совпадающим с фронтом того опорного пучка, который использо- 
вался при изготовлении голограммы. Дальнейшее развитие этот метод 
получил при использовании в качестве преобразователя динамиче- 
ской голограммы, отслеживающей изменение во времени волнового 
фронта преобразуемого лазерного пучка. 

В качестве другого примера рассмотрим голограмму точки при 
падении на нее плоской волны (рис. 21.12). На рис. 21.12, а изобра- 
жены опорный (O/7) и рассеянный (РП) пучки света. Видно, что голо- 
грамма точки представляет собой совокупность колец, радиусы кото- 
рых г; (] =0, 1,...) определяются уравнением 

ry = (b+ ф 69 = 2jbh + 7? 
(так называемая зонная решетка Френеля). 

Пусть тёперь на такую решетку падает плоская волна и пусть. 
ф; обозначает угол дифракции на |-м кольце (рис. 21.12, 6). Тогда 
Arjsing; = ПА, где n =O, +1,..., и Ar; = (OA + jA?*)/r; — расстоя- 
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ние между соседними кольцами. При п = +1 дифрагировавшие лучи 
пересекают ось симметрии x в двух точках x = 65, так как x = 
—= r,ctgg; = -kb. Таким образом, дифрагировавшие волны при n = 
= +1 сводятся к расходящейся сферической волне с центром в точ- 
ке О (при создании голограммы она была рассеивающей точкой) и к схо- 
дящейся сферической волне с центром в точке О’, являющейся 3ep- 
кальным изображением исходной точки О (рис. 21.12). Мы видим, 
что при освещении голограммы точки опорной волной возникают два 
изображения точки — мнимое и действительное. 

Наряду с уже отмеченным свойством обратимости пучков укажем 
еще два важных свойства голограммы. Во-первых, если рассеянная 
каждой точкой предмета волна при записи заполняет всю апертуру 
голограммы, то каждый участок голограммы способен восстановить 
изображение всего предмета (при уменьшении участков ослабевает 
только четкость изображения), поэтому голограмма дает изображение 
предмета не только трехмерное, но и по сравнению с фотографией более 
надежное с точки зрения сохранения информации о нем. Во-вторых, 
если снять с голограммы (как с негатива) контактный отпечаток 
(аналог позитива), то изображение, восстанавливаемое по копии, тож- 
дественно с изображением, восстанавливаемым по оригиналу (это 
свойство является следствием отмеченного в предыдущем параграфе 
свойства дополнительных экранов). 

Особыми свойствами обладают отражательные голограммы, предложенные 
Ю. Н. Денисюком. В силу достаточно высокой спектральной селективности 
их можно восстанавливать некогерентным белым светом. При этом в изобра- 
жении восстанавливается не только структура предмета, но и информация о 
его цвете. Гояограммы могут быть записаны на самых разнообразных свето- 
чувствительных материалах, включая и различные нелинейные среды (см. 
гл. 22), оптические характеристики которых зависят от интенсивности па- 
дающего излучения. Голограммы такого рода называют динамическими, по- 
скольку они существуют только при воздействии записывающих пучков и само- 
произвольно стираются при выключении света. 

В отличие от обычной голографии, целью которой является получение 
изображения объекта, целью динамической голографии является преобразо- 
вание самих записывающих пучков (либо по интенсивности, либо по простран- 
‹ственному спектру). Методами динамической голографии можно проводить кор- 
реляционный анализ непрерывно меняющихся образов, осуществлять простей- 
шие (сложение, вычитание) и интегральные (фурье-преобразование, свертки) 

операции с двумерными образами, создавать оптические усилители световых 

пучков и изображений. 

[ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЬ 

Разрешающая сила д, __2 _ _^ 
оптического прибора Aky 2 sina 

Угол расхождения §> A/a 
пучка 
Оптико-механическая k >p 
аналогия 

« — Е 

У; > У 
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Принцип Гюйгенса 

Дифракция от щели 

Дифракция от круг- 
лого отверстия (или 
диска) 

d/ = 

d/ 

а es * cos а df 
27 R 

x 

=T, 

Г sin? (kab) / sin NRObd)\2 46 

лМ№МаЁ 02 sin 26а 

J? (Е6Ю 
1 ( ) do 

7Q2



[У. ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ 
ВОЛН С ЧАСТИЦАМИ 
И ВОЛНАМИ 

Глава 22. НЕЛИНЕЙНАЯ ОПТИКА 

22.1. Нелинейные поляризованности 
и восприимчивости 

В уравнении Максвелла для материальных 
сред входят две нары векторов: векторы Е и О, характеризующие 
электрическое поле, и векторы Н и В, характеризующие магнитное 
поле. Эти векторы связаны соотношениями 

В = Е - Р, м B=H+J, 

тде Р — поляризованность и J — намагниченность. В случае доста- 
точно слабых полей Р и J являются линейными функциями напря- 
женностей полей Е и Н; вообще же Р и J представляют собой сложные 
функции напряженностей. Линейный характер связи между Ju H u 
между РиЕ быстро нарушается уже при сравнительно слабых полях 
в ферромагнетиках, сегнетоэлектриках и плазме, в большинстве же 
веществ нелинейные связи поляризанций с полями проявляются, как 
правило, в области сильных полей. В частности, нелинейные эффекты 
в диэлектриках в оптическом диапазоне начинают проявляться при 
Е - 108 В/м. Такие поля могут создаваться лазерами. До появления 
лазеров нелинейные оптические эффекты практически нельзя было 
наблюдать, с помощью же лазеров это стало возможным, и в первую 
очередь был обнаружен эффект удвоения частоты при прохождении 
луча лазера через кристалл кварца. 

Покажем, как возникают нелинейные оптические эффекты. Для этого 
рассмотрим воздействие световых волн на осциллятор, который послужит для 
нас моделью атомного электрона. Мы уже пользовались такой моделью раньше, 
считая осциллятор гармоническим; теперь же для описания нелинейных эффек- 
тов мы должны считать осциллятор ангармоническим. Выбирая описывающее 
ангармонизм слагаемое в простейшем виде, будем исходить из уравнения дви- 
жения свободного одномерного осциллятора 

Хх ох в? =0, 
0 
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re Wo — собствепная частота колебапий осциллятора, Y — коэффициеит зату- 
хапия колебаний и величина Вх? описывает в простейшем случае ангармониче- 
ский характер собственных сил, действующих на осциллятор. 

Нас интересует воздействие на осциллятор электрического поля световой 
волны. Гармонический осциллятор удовлетворял, как мы знаем, принципу 
суперпозиции, поэтому достаточно было рассматривать воздействие на него 
только одной плоской монохроматической волны. Для ангармонического ос- 
циллятора принцип суперпозиции не имеет места, поэтому даже в простейшей 
ангармонической задаче следует считать, что внешнее поле — поле световой 
волны — содержит по крайней мере две гармоники с разными частотами. Мы 
будем, таким образом, исходить из следующего уравнения движения осцилля- 
тора во внешнем поле: 

¢ 
{ (kyz—w,f) х yx ох fet = + Exe . Re | Fe i (k,z—w,f) | 

1 
е 

где 2Е; и 2Е. — проекции на направление х амплитуд электрических полей 

обеих волн, е и Me — заряд и масса электрона, 1, Wo и А, Ro — частоты и вол- 
новые векторы волн, распространяющихся вдоль оси = (отличающаяся в два 
раза от обычпой нормировка амилитуд полей удобна тем, что позволяет избе- 
жать усложняющих числовых’ множителей в выражениях для нелинейных 
восприимчивостей). 

Так как нелинейное слагаемое Вх? мало, то это уравнение можно решать 
по методу теории возмущений. В пренебрежении этим слагаемым (нулевое при- 
ближение) получим суперпозицию колебапий х=х(®,)--х (2) с частотами 
«ти We, где 

(e/me) E ol (kz — of) 

— wrt w? —iyo 
х (0) = 

(под Е, k понимается Fi, ki, если ® = @1, и Е», Rg, если ® = Wa). В нелинейном 
приближении низшего порядка, т. е. в первом приближении по Px?, решение 
уравнения содержит колебания с частотами вторых гармоник 2@1, 2@9, с KOM- 
бинационными частотами @1-+ We, W1—We И, наконец, слагаемое с нулевон 
частотой, соответствующее «выпрямлению» света за счет квадратичной нелиней- 
ности Вх?. р 

Колебание на второй гармонике 2®1 опоеделяется формулой 

2 
— 2ВЁ1 Ol (12—16) 

x (204) = ’ 
A? (1) A (2%1) 

где A(w) = —w? + 2 — iyo = А* (— 0). 

Колебание с разностной частотой @1 — Wg имеет вид 

— MBE, Es ГВ) 2 — (а в) 6 
х (91 — 02) = в . 

A (#1) А* (©2) A (91 — 2) 

Остальные три колебания описываются аналогичными формулами. 
Исходя из этих выражений, можно ввести нелинейные поляризованности 

и восприимчивости. Поляризованность Р (отнесенная к одному электрону) есть, 

очевидно, ег. При учете ангармонизмов она содержит как линейное (P{L)) так 

и нелинейные (РМГ) по полю слагаемые, причем нелинейных поляризованностей 
(в отличие от одной линейной) оказывается много: каждая из них относится к 
определенной генерации новых частот с помощью заданных исходных частот. 
В частности, генерации с помощью ангармонического осциллятора с нелиней- 
ностью вида Вх? второй гармоники соответствует нелинейная поляризованность 

pNL (2) = ххх (2; ®, w) E («) E (), 
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где Уххх — соответствующая нелинейная восприимчивость: 

__ поеЗ3 

2 m2A2 (0) А (20) 
Хх (20; ®, ®) = 

(no — плотность электронов). Индексы х, х, х написаны здесь для того, чтобы 
напомнить о тензорном характере соотношений, связывающих компоненты 

вектора РМ с компонентами полей E(wi), E(w), участвующих в нелиней- 
ном процессе. В общем случае такое соотношение имеет вид 

РМ = Yip EjEL , 

где индексы i, jf, / нумеруют OCH координат (по дважды встречающемуся индек- 
су подразумевается суммирование). Поля E;, Ey могут содержать одинаковые 

или разные частоты W1, Wg; поляризованность же pNL относится к какой- 
либо из частот 201, 29, ©1-Е We (или к нулевой частоте). Эти частоты должны 

быть указаны в качестве аргументов величин РЕГ, Е}, Ej, а также величин 

Xijt, образующих тензор третьего ранга. 
Заметим, что полученное выше выражение для x(W1 — ®2) позволяет сразу 

выписать формулы для поляризованности pNt (01 — 62) и восприимчивости 

Хх хх(601— 02; W1, We); OHH имеют ту же структуру, что и приведенпые формулы 

для РА (2%) И Yxxx(20; ®, ®). Расчет нелинейных эффектов следующего 

порядка по Вх? приведет к появлению колебаний с частотами 2@1 + @з, W1 + 
+ 20. ит. д., а также к колебаниям с исходными частотами @1, Wg; в этом про- 
цессе в простейшем случае участвуют две исходные волны (с разными или сов- 
падающими частотами). 

Легко убедиться, что отношение нелинейных поляризовапностей низшего 
порядка к линейной поляризованности составляет 

pNb cE В 
РЁ mA A’ 

Величину В можно оценить, основываясь на TOM, что нелинейная сила mBx? 
должна быть того же порядка, что и линейная сила тоёх, если x ~ а, гдеа — 
радиус равновесной орбиты электрона. Вводя внутриатомное электрическое 
поле Еа так, что moe а =eE,, получим В/А ~ В/ её ~ ати 

PNL/pl — F/E,. 

Типичное значение E,~ 3.1010 В/м, поэтому даже при напряженностях волны 

Е — 108 В/м отношение РМЕ/РЕ составит примерно 3-103. Это отношение 
увеличивается в Wo/y раз, если один из сомножителей, входящих в выражение 
для xX, становится резонаисиым. 

Итак, простейшая нелинейная поляризованность квадратична по 
полю волны и, следовательно, определяется тензором третьего ранга 
х;:л. Существенно иметь в виду, что в системах с центром инверсии 
не может существовать тензора третьего ранга, поэтому для наблюде- 
ния билинейных по полю эффектов должны использоваться кристаллы 
без центра инверсии. К таким кристаллам относятся, в частности, 
пьезоэлектрики; на одном из пьезоэлектриков — кварце — впервые 
наблюдались пелинейные эффекты в оптическом диапазоне (1961), 
а именно было зарегистрировано ультрафиолетовое излучение (A = 
= 347 нм) при прохождении через кристалл кварца луча от рубино- 
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вого лазера (A = 694 нм==2. 347 нм; рис. 22.1). 
Если в числе элементов симметрии кристалла 
имеется центр инверсии, то оптическая не- 
линейность низшего порядка, которой может |— 
обладать кристалл, не квадратична, а ку- |_}> я иж И р 
бична. КФ нк’ '9Ф 

Остановимся на соотношениях симмет- 
рии, которым подчиняется нелинейная вос- 
приимчивость. Пусть имеются три волны: 
Е: (1), E2(@2) и Е. (в), где @, = @,-+ @2, H 0221. 
пусть мы рассматриваем квадратичные NO Схема эксперимента по 

полям нелинейные поляризованности вида генерации второй гар- 
МОНИКИ света: 

РМГ Wo) = у;:: (0. = W 0) w,) Е, (Ws). РЛ — рубиновый лазер, 
i (3) = Ха (3 1+ 9) Е, (1) Е, (2) HK— нелинейный кристалл, 

КФ и УФ — красный и уль- 
Мы используем здесь обозначение у(&. =  трафиолетовый фильтры, 
= 0, + @s), что означает ¥(W; 4; 02) с @= 77 — Фотоэлемент 
— @, + ®2. Тогда имеют место следующие 
соотношения симметрии: 

дл (в; = © + 05) = Хи (©, = в; — We) = ity (wg = 03 — 61). 

Подчеркнем, что при изменении порядка координатных индексов 
(i, |, 1) должен меняться порядок частотных аргументов. Если диспер- 
сия во всей области частот @1, We, ®, пренебрежимо мала, TO у;;, не 
меняется при изменении порядка индексов Г, |, [и при неизменном по- 
рядке аргументов. 

Мы рассмотрели простейшую нелинейность — квадратичную — 
в векторе нелинейной поляризованности, но она, как уже отмечалось, 
может существовать только у таких систем, которые не имеют центра 
симметрии. Нелинейность следующего порядка — кубичная — мо- 
жет существовать у всех кристаллов и даже у изотропной жидкости. 
Нелинейность третьего порядка означает, что обусловленная ею часть 
нелинейной поляризации имеет следующую структуру: 

pr i { i (o, + о, + ®.) =x” E, E, E, exp \i (ky + К, + К.) r— Ко Ро. оз), 

“™N 

где y4) — нелинейная восприимчивость третьего порядка, представ- 
ляющая собой тензор четвертого ранга. В развернутом виде {-ком- 
понента этого выражения (если опустить экспоненту) есть 

NL (4) 
Р, = Хы E, ;E,,, Е. 

При &: = 2 = ®. эта нелинейная поляризованность обусловливает 
генерацию третьей гармоники. 

Как только что указывалось, тензор нелинейной восприимчи вос- 
“™ 

ти x4) существует и у изотропной жидкости; при этом OH имеет две 
независимые компоненты: ухухиу == Ущ И Хххии == $12. Поэтому в 
случае трех одинаковых (E;=E,=E,) полей Р№ имеет фурье-сос- 
тавляющую 
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p(w) = Yaa (w) E(w) (E(w) E* (— ©)) + 742 (w) E* (— ©) (E() E()). 

Если ©, >> @2, 02 = @3 и E.2=E, , причем Е> линейно поляризо- 
вано вдоль оси сх, то нелинейная поляризованность с частотой @, 

имеет компоненты 

NL NL 
Р. (©) = хи Fis [E eal”, P (1) = Xer лу [Eazl?, 

NL 

P (1) = Xo1 Ex, [Fea l- 

Эти формулы имеют простой физический смысл: они описывают из- 
менение показателя преломления волны с частотой @,, обусловленное 
волной с частотой so. 

Если &› = 0 (T. е. поле Е› постоянно), то эти формулы определяют 
изменение показателя преломления волны с частотой &., обуслов- 
ленное наличием постоянного поля (эффектКерра). 

22.2. Самофокусировка и самомодуляция 
светового пучка 

Нелинейности в поляризации приводят, как 
уже говорилось, к зависимости диэлектрической проницаемости и 
коэффициента преломления от напряженности электрического поля 
волны. Основными физическими эффектами, обусловливающими эту 
зависимость, являются эффект Керра для переменного поля, при ко- 
тором происходит переориентация молекул, имеющих анизотропные 
поляризуемости, и эффект электрострикции, приводящий 
к изменению плотности среды под действием поля волны. Ограничи- 
ваясь рассмотрением изотропных сред и учетом нелинейности низшего 
порядка, мы можем записать показатель преломления среды в виде 

М = № + М, Е |, 

где Е — напряженность электрического поля волны, № — линейный 
показатель преломления и №› — некоторая величина, которая зависит 

OT поля и может быть как положительной, 
так и отрицательной. Наиболее интересен 

= ДР случай № > 0; в этом случае показатель 
LL Who преломления больше в тех местах, где ип- 
16 т тенсивность волны выше, поэтому в областях 

—--—— --+--——-—— | высокой интенсивности создается линзовый 
| 9! , эффект, приводящий к формированию интен- 

Wy сивных световых нитей. Это явление носит 
название самофокусировки или самоканали- 
рования. 

20 о Попытаемся разъяснить, как оно возни- 
 Самоканалирование при кает. Для этого обратимся к рис. 22.2, на 
полном внутреннем от- KOTOPOM изображен расходящийся пучок све- 
ражении та (угол расходимости 29, крайние лучи обоз- 
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начены / и /’), движущийся в области с 
показателем преломления №, резко отделен- 
ной от области с показателем преломления N=N(r} 
№. < №. Самоканалирование в этом случае i Ze 
происходит вследствие полного внутреннего 
отражения. Напомним, что согласно законам R 
преломления угол преломления ф связан с 
углом падения (л/2—0) соотношением 

sin ф/зп (x/2 — 6) = sin 9/cos 0 = N/Np. — 

Считая величины Фи N—N, = №? |E|? малы-  ачсфокусировка 
ми и замечая, что при полном внутреннем 
отражении ф =л/2, найдем минимальное 
критическое поле, приводящее к каналированию пучка с углом 
расходимости 20: 

1Е]-= У №/@№,) 6. 

(Напомним, что минимальная угловая расходимость пучка радиуса 
ro, обусловленная дифракцией, есть 9 ~ A/(4Nor,).) 

Если поле превосходит критическое значение, то пучок лучей 
отразится от границы области с менышим показателем преломления 
к оси пучка. Поэтому возникает вопрос о длине фокусировки г, т. е. 
расстоянии, проходимом лучом до пересечения с осью пучка. На 
рис. 22.3 показана траектория луча, начинающего свой путь на рас- 
стоянии г. от оси пучка. 

Пусть квадрат напряженности поля вдоль поперечного сечения пуч- 
ка имеет гауссово распределение: 

= Е, ехр (— 2 гг, | , 

где Е, — поле на оси пучка и Го — радиус пучка. Показатель прелом- 
ления в этом случае определяется формулой 

N = N (1) = № +, М, Во exp ( — 2и9/". ) 

(множитель 1/›, возникает потому, что поле является переменным и 
должно быть произведено усреднение по времени). При известном зна- 
чении N(r) можно найти радиус кривизны Ю луча: 

9 2 
Мы “ГМ, Е, exp 2 . 

R N dr No dr 2 

Для г << a получим отсюда 

2 9 R= Nor, | (4N, Ей г). 

С другой стороны, из рис. 22.3 видно, что фокусное расстояние 2; = 
—y2rR при г<< Ю. Подставляя сюда найденное выражение для 
Ю, получим 
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to (2Ng/No) 
2 Со 

24> 

Мы видим, что 2; не зависит от г, т.е. фокусное расстояние оди- 
наково для всех лучей. Отметим, однако, что наш вывод основывается 
на предположении о первоначальной параллельности лучей в пучке, 
в действительности же гауссов пучок не является параллельным, а 
стремится разойтись вследствие дифракции, которая противодействует 
фокусировке. 

Остановимся еще на явлении самомодуляции, или самосжатия, 
пучка. Предварительно напомним, что в геометрической оптике, ко- 
торой мы пользуемся, всякая величина [, описывающая поле волны, 
выражается формулой 

f =a exp (14$), 
где а — амплитуда волны, ф — ee фаза, или эйконал. Частота ® 
и волновой вектор К связаны с ф соотношениями 

w = — 04/01, К = grad $. 

Величины а, ®, К в плоской монохроматической волне постоянны, но 
вообще они могут зависеть от координат и времени, только изменения 
их на расстояниях порядка длины волны А и в течение промежутков 
времени порядка периода волны Т должны быть малыми по сравнению 
с самими величинами. В этом случае можно пользоваться геометри- 
ческой оптикой, причем она может быть как линейной, так и нели- 
нейной в зависимости от того, является ли поляризация линейной или 
нелинейной функцией поля. 

Если волна мало отличается от плоской монохроматической и He- 
линейность мала, то 

P(r, t) = Кг — wf + ф(г, В, 

где Ки @p=,(Ko) — волновой вектор и частота плоской монохрома- 
тической волны; ф(г, #) — малая добавка к эйконалу || << ||, обу- 
словленная нелинейностью. Используя это выражение для ф, получим 

9 w(r, t) = oy £2, К =k, + grado. 

Именно последние слагаемые определяюл зависимость ® Hk отги ¢. 
Ясно, что 

OK — — gradw. 
ot 

Так как ф определяется нелинейностью поляризации, то частота, во- 
обще говоря, зависит от амплитуды волны а, которая, в свою очередь, 
есть функция координат и времени. Мы рассмотрим простейший слу- 
чай, когда © = (kK, a’), т. е. частота является функцией К и а?. Если 
волна распространяется вдоль оси х и амплитуда волны мала, то 

WO = Wy (ko) + aa’, 
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где & = (0%/да?). о [XH au Е являются функциями x, Поэтому ссот- 
ношение Ok/Ot = —Ow/Ox приобретет вид 

Ok = о Ok __ x да? 

ot № *8 ax дх ' 

где ‚= Ow/dk — групповая скорость. 
Учтем теперь закон сохранения энергии. Так как плотность энер- 

гии пропорциональна а? и энергия переносится в волновом пакете с 
групповой скоростью U,(k) = Ug, то имеет место уравнение непрерыв- 
HOCTH 

Полученные уравнения для А и а* допускают, очевидно, стационар- 
ное решение k = ky, а = Qo, соответствующее плоской монохромати- 
ческой волне. Возникает, однако, вопрос об устойчивости этого решения. 

Для исследования этого вопроса нужно «включить» малое возму- 
щение и выяснить, как оно развивается в пространстве и во времени. 
Положим с этой целью Е = ky + 6k; а =а, - bau будем искать 6Ё 
и ба в виде волн 

pr ПР-ЫЕ ры 
dk =:k’e ‚ ба=ае 

где 1, у, а’ — волновое число, частота и амплитуда (или, как говорят, 
глубина) модуляции исходного решения; все эти величины будем 
считать малыми; V<< ®, "<< ky, а' << а, ЕЁ << К. Подста- 
новка этого возмущения в уравнения для Ки а? приводит (в линейном. 
приближении) к следующей зависимости у от 1: 

"(ини +). 
Мы видим, что возникают две волны модуляции (ссответственно 

двум знакам перед корнем). Эти волны ведут себя совершенно по-раз- 
ному в зависимости от того, положительна или отрицательна величина 
a(0uv,/dk). Если эта величина положительна, то фазовые скорости у/\ 
обеих модуляционных волн вещественны и близки к групповой ско- 
рости у, = (д®/0Е)о исходной волны. Если же a(du,/0k) < 0, то фа- 
зовые скорости имеют малые мнимые добавки, из-за чегоодна из волн 
нарастает в пространстве (т. е. с ростом х при заданном у) по закону 

ехр | И | «00,/0R | | 
Е 

Таким образом, исходная плсская волна становится неустойчивой 
и разбивается на отдельные волновые! пакеты. Такую, неустойчивссть 
называют модуляционной. 

Постулированное нами малое возмущение может иметь не только шумовую 
природу. Так, помимо сильного светового пучка в ту же область нелинейной 
среды под некоторым углом может быть введена слабая световая волна той 
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желчастоты. Эта слабая сигнальная волна вместе с сильной запишет в нелиней- 
ной среде динамическую решетку изменения показателя преломления и при вы- 
полнении приведенного выше условия будет усиливаться за счет откачки ин- 
тенсивности от сильной волны вследствие дифракции на решетке. Именно этот 
процесс лежит в основе динамической голографии. 

22.3. Нелинейное взаимодействие 
электромагнитных волн 

Важнейшим свойством оптически нелинейных 

сред является то, что в них 

одна монохроматическая волна не может распространяться сама по себе, вместе 
с ней всегда должны распространяться волны с высшими гармониками и комби- 
национными частотами. 

Действительно, запишем уравнения Максвелла для фурье-компо- 
нент электрического и магнитного полей с частотой @: 

rotE(w) = ip,wH(w), rotH(o) = —ioD(o), 

где D(w) — фурье-компонента вектора электрической индукции: 
D == + PL + РМ. Вспоминая, что E(w) + го PL (6) =е(®)х 
хЕ(®), перепишем второе из этих уравнений в виде 

rot Н (w) = — 1=ъе (w) E(w) — jop ®t (w). 

Исключив H(@), придем к волновому уравнению для В(®): 

rot rot E(#) — (=) e(w) E(w) = (=) =>” P“(), 

В случае линейной среды PN“ =0 и мы получаем однородное 
волновое уравнение: 

ДЕ (0) + — ¢(w)E(o) = 0. 

В случае же линейной среды PN“L=4£ Ои мы получаем неодно- 
родное волновое уравнение, в котором нелинейная поляризованность 
РМ выступает в роли источника полей. Так как PNE выражается 
в виде суммы различных степеней поля, то фурье-компоненты не- 
линейной поляризованности РМ (w) содержат произведения фурье- 
компонент полей с частотами, отличными от в (алгебраическая сумма 
которых дает w). Для этих компонент также должны быть записаны 
уравнения Максвелла; они также содержат нелинейные поляризации 
и, следовательно, фурье-компоненты полей с новыми частотами. Таким 
образом, мы приходим к системе связанных уравнений Максвелла для 
различных фурье-компонент поля. Система эта «развязывается» 
только в пренебрежении нелинейной поляризацией — в этом случае 
мы получаем независимые уравнения для каждой из фурье-компонент: 
иными словами, в этом случае волны с различными частотами распро- 
страняются независимо друг от друга. С учетом же PNL волны ста- 
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HOBATCA связанными друг с другом и независимое их существование 
делается невозможным. | 

Например, в случае простейшей нелинейности низшего порядка 
(PNL~ ЕЁ) возникает взаимодействие трех волн с частотами 61, @e 
и. = ©, + We и мы получаем систему связанных нелинейных волно- 
вых уравнений для фурье-компонент полей E,(@,), E2(@2), |E;(@3) вида 

rot rot Е, (w,) — (=) € (0,) E, (©) = 
c 

—] w 2 A ” v = oF" (2) (oy = од) (— 0) 0 с 

IN 

(мы для компактности используем обозначение YEE для вектора с 
компонентами ¥;;,£j;E 1). Эти уравнения должны решаться с учетом 
граничных условий: непрерывности на границе двух сред тангенци- 
альных составляющих всех фурье-компонент векторов напряженности 
полей и нормальных составляющих всех фурье-компонент векторов 
индукций (напоминаем, что фурье-компоненты векторов электриче- 
ских индукций содержат нелинейные слагаемые РМ). 

Ввиду малости нелинейности часто оказывается разумной задача 
о генерации волн с комбинационными частотами, заданными гармо- 
ническими полями. При этом предполагается, что гармонические поля 
создают волну с комбинационной частотой, но ее поле не влияет на 
исходные гармонические поля, иными словами, не учитывается взаимо- 
действие волн. 

Разъясним теперь эффект взаимодействия волн. Рассмотрим, напри- 
мер, задачу о генерации второй гармоники. Границу раздела нели- 
нейной и линейной сред выберем в качестве плоскости z = 0. Ограни- 
чимся рассмотрением взаимодействия только двух волн: исходной 
с частотой ©; = ®и второй гармоники 5 = 2®. Полагая 

Е, (5) =е4,(2)е*", Е, (20) = ie,A, (2) е**", 

где е!› — векторы поляризаций волн и 41,2(2) — их амплитуды (за- 
висящие от 2), получим два дифференциальных уравнения для A,(z) 
и 4.(2), которые в случае kp = 2k, имеют вид 

где С = w[eyy(2)ece;|/(2eok,c?). Нас интересует генерация второй 
гармоники, т.е. решение, при котором 242(0) =0, 4,(0) == 0. Оно 
имеет вид 

А, (2) = А, (0) [СА, (0)2], А, (2) = А, (0) ch7[CA, (0) 21. 
Характерная длина нелинейного взаимодействия может быть опре- 

делена как 

IN» = [СА, (0) Г". 
Ее числовое значение вычисляется по формуле 

425



NL e,Vi 
[ — [СА (0) -1 — 0 

(0) Qn y (20) А, (0) 
где 4 — длина волны в вакууме и М — показатель нреломления (ли- 
нейный). Для кристалла КН.РО, y(20) ~ 1,77.10-* Ф.В-. Считая 
начальную амплитуду A,(0) = 1..2,7.107 В/м, получим [NL = 
— 0,005 м при A == 694,3 нм. 

На опыте было получено 80%-ное преобразование мощности из- 
лучения рубинового лазера в излучение второй гармоники. Заметим, 
что в среде без потерь возможно полное преобразование мощности 
основного излучения во вторую гармонику. 

> 

22.4. Эффект Мандельштама — Бриллюэна 

Наряду с нелинейным взаимодействием меж- 
ду только электромагнитными волнами имеет место и взаимодействие 
между электромагнитными волнами и волнами других типов — аку- 
стическими, а в фгрромагнетиках также и со спиновыми. Начнем с 
рассмотрения взаимодействия электромагнитных волн с акустически- 
ми волнами. 

При упругих деформациях твердых тел и при изменении плотности 
газа или жидкости происходит изменение коэффициента преломления 
вещества. Поэтому меняющиеся в пространстве и времени упругие 
деформации — акустические волны — оказывают влияние на распро- 
странение электромагнитных волн. Фазовая скорость акустиче- 
ских колебаний мала по сравнению со скоростью света (для твердых 
тел и жидкостей v,/c~ 1075, для газов это отношение еще меньше), 
поэтому это влияние можно трактовать как дифракцию электромаг- 
нитной волны на почти покоящейся решетке с переменным показате- 
лем преломления, образованной акустическими колебаниями. Рассея- 
ние световой волны на акустической носит название эффекта Ман- 
дельштама — Бриллюэна. 

Проще всего этот эффгкт можно интерпретировать на квантовом 
языке, т. е. считать, что свет представляет собой совокупность фото- 
нов — частиц с энергией fim и импульсом ВК (@ и К — частота и вол- 
новой вектор света), а звук есть совокупность фэнонов — частиц с 
энергией fi82 и импульсом fig (точнее, квазичастиц с квазиимпульсом 
fq; Q и 9 — частота и волновой вектор звука). 

Элементарными процессами взаимодействия являются испускание и поглощение 
фотоном фонона. В этих процессах выполняются законы сохранения энергии и 

al импульса: 

Aw 10 = Во’, fk + Аа = hk’ 

(знаки плюс и минус относятся к поглощению и испусканию фонона; 
7 о 

ф’и К’ — частота и волновой вектор рассеянного света). Учитывая, 
ЧТО © = СА, ®’ =ck' u Q =4,4, мы видим, что при рассеянии свэта 
на звуке должны выполняться соотношения 

СЕ" ck 
К’ =К-Еа, и = у = 994, 

` 
— 
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где N=N(o), М№==М№М(’) — показатели пре- 
ломления. Так как 9. <<<с, то ®’ & ви, сле- 
довательно, К’ =k, так что треугольник, .— 
образованный тремя векторами К, К’, 4, яв- Py \? 
ляется почти равнобедренным (рис. 22.4). 
Поэтому волновой вектор звука связан с уг- 
лом рассеяния 9 соотношением g = 2ksin(6/2), [> к 
а частота звука — соотношением 

о. . 0 
Q = 20N (в) — sin. 22.4. 

с 2 — Векторы К, К’, а при 

Максимальная частота звука соответствует  Рассеянии Мандель- 
щтама—Бриллюэна 

углу рассеяния 0 =л, т.е. рассеянию све- 
та в обратном направлении. 

Изменение частоты света представляет собой нелинейный эффект, 
и мы можем сопоставить ему нелинейную поляризованность Р№ (®’). 
Этот вектор является билинейной функцией электрического поля Е(®) 
волны с частотой ® и тензора деформации и;;(52), соответствующего 
звуковой волне частоты ©: 

| (0) = т) (©) шт (0), 

где &;; т — некоторый тензор четвертого ранга, характериьу щий связь 
между электромагнитным и акустическим полями (мы опустили фазо- 
вый множитель exp{i( К-- q)r—i(@ + Q)z}). 

До сих пор мы He касались вопроса о происхождении акустических 
фононов. Это могут быть как фононы, возбужденные внешними ис- 
точниками, так и тепловые фононы,связанные с тепловыми колебаниями 
решетки. Если речь идет о тепловых фононах, то число их определяется 
функцией распределения Планка 

Ма = (exp we ‚Г, 

причем в твердом теле возможны три, а в жидкости и газе — одна по- 
ляризация фонона. 

Фононы могут возбуждаться и той самой электромагнитной волной, 
которая на них рассеивается вынужденное рассеяние 
Мандельштама — Бриллюэна.. В основе этого эффекта 
лежит тот факт, что при взаимодействии электромагнитных волн, рас- 
пространяющихся в твердом теле, возникает добавочное напряжение, 

тензор которого «и является билинейной функцией напряженнос- 

тей полей: (ой =€ijtmE1Em (& — тот же тензор, что и в формуле для 
PNL). В фурье-компонентах имеем 

ой (0) = ExjymE1 (©) Ep, (0). 
E 

Добавочное переменное напряжение ор вызовет переменную дефор- 
мацию и в соответствии с уравнением теории упругости: 
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дЕ 
ди — Аи; — if 

ot? Ox; 

(© — массовая плотность, & = 60). Иными словами, поля с близ- 
кими частотами @, ®’ рождают акустические фононы с частотой ® = 
= o’—o. 

Если присоединить к этому уравнению волновые уравнения для 
полей E(@) и Е(®’), в которые входят нелинейные поляризованности 

Pi = ит илЁЕт, TO мы получим систему трех связанных диффе- 
ренциальных уравнений. Решая эту систему в приближении заданного 
поля и считая Е(®) заданным, мы придем к следующему выводу: амп- 
литуды обеих вторичных волн (электромагнитной и звуковой) одно- 
временно возрастают (естественно, за счет энергии поля исходной 
электромагнитной волны). 

Аналогично комбинационному рассеянию на акустических коле- 
баниях, возможно комбинационное рассеяние на 
спиновой волне. Максимальная частота спиновой волны 
o,~ 1013 с", поэтому в оптическом диапазоне всегда ® >> ®., так 
что имеет место то же соотношение g = 2ksin(8/2) между волновыми 
векторами спиновой волны и света и углом рассеяния, что и для фоно- 
HOB (0,==0,(q) — частота спиновой волны). При рассеянии волны 
оптического диапазона главным механизмом, обеспечивающим связь 
волн, оказывается эффект Фарадея (в медленно меняющемся магнит- 
ном поле спиновой волны); при рассеянии же ультракоротких радио- 
волн главную роль играет модуляция магнитной проницаемости и 

(входящей в коэффициент преломления N = V ep) полем спино- 
ВОЙ ВОЛНЫ. 

ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ | | 

Нелинейная поля- D—.—,+P, P=P'+ р\, 
ризация ; NL 

Р; — Хх: Ej, Р, = я Е.Е 

РЕ (os) = Х:л (3 = ©, + ) FE, (1) Е, (®.) 

Фокусное расстоя- № (2Nol м,) 

ние при самофоку- “—`о Е, 
сировке 

Законы сохранения = fk’ = hk + hq, Во’ = how + ВО 
при рассеянии света 7 7 
на звуке



Глава 23. ИЗЛУЧЕНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ. 
ВОЛН 

23.1. Запаздывающие потенциалы 

В гл. 4 показано, как по известным прос- 
странственным распределениям стационарных зарядов и токов могут 
быть определены порождаемые ими статические электрическое и маг- 
нитное поля. Теперь мы перейдем к решению общей задачи о нахож- 
дении полей, создаваемых произвольно движущимися зарядами и 
переменными токами. Естественно, для этого нужно исходить из урав- 
нений Максвелла. 

Будем сперва предполагать, что заряды и токи находятся в вакуу- 
ме, и поэтому воспользуемся уравнениями Максвелла для вакуума: 

ОН 
rotE = — № a divH = 0, 

rotH = j+ & a 50 (УЕ = р. 

В случае статических полей мы выражали напряженности полей через 
скалярный ф и векторный А потенциалы и получали для последних 
уравнения типа уравнения Пуассона. Поэтому вместо двух векторных 
величин Е и Н мы имели одну векторную и одну скалярную величи- 
ну, т. е. число независимых величин сокращалось с шести до четырех. 
Попытаемся теперь сделать то же самое в общем случае переменных 
полей и положим 

и Н =rotA, Е = — — — grad q, 

где А и @ — некоторые пока неизвестные (и можно сказать — вспомо- 
гательные) функции координат и времени. Если мы подставим эти 
выражения в первую пару уравнений Максвелла, то они удовлетворят- 
ся при любых А и ф. Это значит, что написанные выражения экви- 
валентны первой паре уравнений Максвелла. 

Подставив написанные выражения во вторую пару уравнений Макс- 
велла, получим 

rotrotA = в + + (— 
С 

е, div (— = — grad 9} = р. 

До сих пор А и ф были ничем не связаны друг с другом. Положим те- 
перь на них дополнительное условие (условие Лоренца} 

. 1 4 
divA + — — =0. 

т c2 ot 
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Учитывая, что 

rotrotA ='graddivA—AA, div етад ф = Ag, 

получим 

Ag—t S Р. 
c 012, EQ , 

1 faa 
АА я ap = №. 

Эти уравнения отличаются от уравнений для ф и А в случае постоян- 
ных полей наличием вторых производных по времени. Мы по-прежнему 
будем называть фи A скалярным и векторным потенциалами электро- 
магнитного поля, а так как полученные уравнения в отсутствие за- 
рядов и токов переходят в известное нам волновое уравнение 
Af—(1/c?)o?f/dt? = 0, то мы назовем эти уравнения волновыми 
уравнениями с источниками. 

Возникает теперь вопрос, как решать такие уравнения. Хорошо 
известно, что уравнение 

ap—+ 21g cf 

где © — известная функция Ги &, имеет бесчисленное множество ре- 
шений. Общее его решение имеет вид суммы какого-либо частного 
решения неоднородного уравнения и общего решения однородного 
уравнения (т. е. уравнения с g = 0), но последних существует бес- 
численное множество и они соответствуют всевозможным волнам, спо- 
собным распространяться в пустом пространстве. 

Для нахождения частного решения воспользуемся принципом 
суперпозиции, справедливым для любых линейных уравнений, со- 
гласно которому если известны частные решения |4 и fe для двух не- 
однородностей 21 и Zo, то частным решением при ¥ = в, + Bo будет 
сумма f =f; + fe. По этой причине нам достаточно решить следую- 
щую задачу: в начале координат находится точечный заряд 4, завися- 
щий от времени; требуется определить скалярный потенциал ф, по- 
рождаемый этим зарядом. В этом случае о = 9(16(г), где 6(г) — уже 
неоднократно использовавшаяся нами трехмерная 6-функция, рав- 
ная нулю при г == 0, обращающаяся в бесконечность при г =Ои 
нормированная так, что 

| F(r)8(r) V = F (0) 
Vv 

{F(r) — любая достаточно гладкая функция и У — произвольный 
объем, включающий точку r == 0). 

Так как объемная плотность заряда р обращается при г = 0 в нуль, 
то при r = 0 потенциал ф удовлетворяет уравнению 

| 0 (г-20). 
AP ry а, 
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Мы должны искать сфегрически симметричное решение этого уравне- 
ния, т. е. считать, что ф зависит только отг = \т| и 2. В таком случае 

Аф = 1 Oo (r a: 

И МЫ приходим К уравнению 

——— —— —— oe 

r* Or Or с? ОР 

Если вместо ф ввести новую функцию ух =7ф, то мы получим 

91 me 
Or? cof? ” 

С таким уравнением мы уже встречались при изучении плоских волн— 
ему (если заменить г Ha x) удовлетворяла одномерная плоская волна, 

так что мы можем сразу написать его решение: 

X = Хи (Е — r/c) + Ха (Е + r/c), 

где у1, X2 — две произвольные функции. Функция yx, описывает волну, 
распространяющуюся от начала координат, а Y2 — волну, распростра- 
няющуюся к началу координат; соответственно, функцию qy =у./г 
называют расходящейся, а функцию Qe = {2/7 — сходящейся сфе- 
рическими волнами. Источник, находящийся в начале координат, мо- 
жет, разумеется, создавать только расходящуюся, но не сходящуюся 
волну; поэтому мы можем сразу положить у›=0. 

Заметим теперь, что на малых расстояниях от заряда поле должно 
иметь электростатическую структуру. Действительно, при г << ct 
пространственные производные ф значительно больше временных про- 
изводных и поэтому приближенное =,Аф = —p(r << cf). Следова- 
тельно, при г << сё имеем g(r, # = 9(1/(4л®.г), откуда для произ- 
вольных Г И ¢ получим 

ЯМы видим, что потенциал (а следовательно, и поле), порождаемое 
переменным зарядом, определяется значением последнего не в момент 
времени К а в более ранний момент времени { = t—r/c; величина 
t—it* =//с представляет собой время, которое необходимо электро- 
магнитной волне, чтобы пройти путь от точки нахождения заряда до 
точки наблюдения. Эго время называют временем запаздывания, а най- 
денный потенциал ф = 9(1*)/(4л=.г) — запаздывающим потенциалом. 

Если бы мы положили 7, =O (а не у> = 0), то получили бы ре- 
шение в виде так называемого опережающего потенциала: g(r, t) = 
= g(t + г/с)(4ле.г). Оно имеет смысл, если есть сферическая волна, 
сходящаяся к началу координат; поэтому опережающими потенциа- 
лами пользуются при решении задач в ограниченном пространстве, 
например в волноводе (но не в неограниченном свободном пространстве). 

Нам остается обобщить полученный результат на случай произ- 
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вольного распределения зарядов. Замечая, что р(г, t) =fdV’d(r—r’) x 
хр(г’, #), и воспользовавшись принципом суперпозиции, получим 

ии) 
ы ау’, 

4те |r—r’ | 
P(r, = 

где dV’ =dx'dy’dz’. Аналогичную формулу можно написать и для за- 
паздывающего векторного потенциала: 

| 
vd (г, НЫЙ, 

A(r, t) = dv’. 
4x|r—r’ | 

23.2. Потенциалы Лиенара — Buxepta 

Покажем, как с помощью общих формул для 
запаздывающих потенциалов найти потенциалы, создаваемые произ- 
вольным образом движущейся точечной заряженной частицей. Пред- 
варительно заметим, что запаздывающим потенциалам можно придать 
вид четырехмерных интегралов: 

P(r, t)= | o(r’, t’) 5 иги, 

4neg |r’ —r| 

A(r, t) = | вой (r’, Е’) [ие —— | rr | ви. 

4x|r’—r| 

Введенная 6-функция может быть устранена интегрированием по df’; 
при этом, согласно определению 6-функции, в аргументах ри } долж- 
но быть положено # = ¢t— |r’—r| /св соответствии с разъясненным 
в предыдущем параграфе эффектом запаздывания. 

Пусть теперь имеется точечный заряд е, произвольным образом 
движущийся по траектории г =г.(1. При этом, очевидно, 

р (г, Г) = еб (г— г. (1), j = evé(r —r,) (t)), 

где v==v(t)= г,(1) — скорость заряда. Подставив эти выражения в 
формулы для фи А и устранив одну из 6-функций интегрированием 
по Г’, получим 

е | 1 
= 6 ye _—_ __ / / ф(г, #) | И t t+—|r re(t’) | ) dt’, 

— oe v (Г) 5 (47 1p. , , A(r, t) = 42 | и ( t+ г — ге (6) | 4. 

Интегрирование по Г легко выполнить, если воспользоваться 
общим правилом интегрирования выражений, содержащих 6-функцию 
сложного аргумента: 

| во — ва = fren) one 
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Полагая здесь f(t’) =t'+-|r—r,(t’)|/c и замечая, что df/dt’ =1—nvi(?’)/c, 
получим 

е 

те | r—r, (t’) | (1 — пу (#)/6) ° 
А (г, t) — Шоу (t’) , 

4n|r—r, (t’) | (1 — пу (¢’)/c) 

где п — единичный вектор в направлении r—r,(t’) и Ё связано с $ со- 
отношением Ё =(—|r—r,(t’)|/c. Эти потенциалы носят название по- 
тенциалов Лиенара — Вихерта. Для нерелятивистского движения 
{v << c) стоящие в знаменателях этих формул выражения в круглых 
скобках должны быть заменены единицей. 

Зная потенциалы и используя общие соотношения 

ф(г, 2) = 

шН =rotA, Е = — S — ват, 

можно вычислить напряженности полей, создаваемых произвольно 
движущимся зарядом. (Потенциалы при этом следует дифферен- 
цировать по координатам точки наблюдения.) Мы приведем только 
окончательный результат: 

Е (г 1) = е | (п — v/c) (1 — 92/5?) 

’ [4re9 (1 — nv/c)3 R3 \ 

in + = | В [(п — v/c) у | Н = ce, [nE], 

где R(t) =r—r,(t), п=В/Ю, v=dv/dt и индекс Ё у скобок означает, 
что все величины берутся с учетом запаздывания, т. е. в момент вре- 
мени f’ =t—R(t')/c. 

Обратим внимание на TO, что электрическое и магнитное поля пер- 
пендикулярны друг другу. Поля складываются из двух слагаемых: од- 
ного, убывающего с расстоянием как Ю`*, и другого, убывающего как 
R-, Второе слагаемое перпендикулярно вектору п и пропорционально 

ускорению У; именно с ним связано излучение энергии. Первое сла- 
гаемое носит статический характер и описывает преобразованное к 
движущейся системе отсчета кулоновское поле заряда. 

23.3. Дипольное излучение 

Определим поля вдали от порождающих их за- 
рядов: г >>> а, где а — размеры области, в которой сосредоточены 
заряды. В знаменателе полученного в $ 23.1 общего выражения для 
запаздывающего потенциала мы можем при этом пренебречь г’ по 
сравнению с г. Далее, пренебрегая квадратичными по г’? ^^ а? сла- 
гаемыми, вместо |r—r’| можно подставить г(1— гг’ //?). Таким образом, 

А (г, y= te lilt, t— [1-2 | av", 
r2 
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Если заряды перемещаются относительно медленно, так что Tl >> 

>> а/с (Т — характерное время их перемещения), TO можно не учиты- 
вать и пропорционального 7’ слагаемого в квадратных скобках в ар- 
гументе j; иными словами, можно полностью пренебречь внутренним 
запаздыванием, т.е. различием между запаздыванием для разных 
зарядов системы. В случае периодического движения Т ^^ A/c, где А — 
длина излучаемой зарядами волны. Таким образом, если г >>а в 
>> а, TO 

19 

A(r, t)= | реа 

или, переходя от интегрирования к суммированию по отдельным за- 

рядам, 
_ Po r А (г, tf) = —*> e;v; [1 — —. 

4тг =: Cc 

Замечая, что дипольный момент! системы зарядов есть d(f) = ето, 
i 

получим окончательно 

A(r, = ( +). 
4nr С 

Таким образом, вдали от системы медленно перемещающихся 3a- 
рядов (г >> а, ^ >> а) векторный потенциал пропорционален про- 
изводной по времени от дипольного момента; такое излучение назы- 
вают дипольным. (Если симметрия распределения зарядов такова, 
что 4 =0, то нельзя пренебречь внутренним запаздыванием гг’/(сг); 
к этому случаю мы вернемся ниже.) 

Найдем теперь поля, создаваемые рассматриваемой системой за- 
рядов. Напряженность магнитного поля Н связана с А соотношением 
ЦоН =го{ A, поэтому 

H(r, й = го! (47/4) | 
4ur 

Воспользовавшись формулой rot yb—yrotb-+[grady, b], mae y — ска- 
ляр и b— вектор, имеем 

H= | Iva + [ered —, d (*#-—]], 
4ur п 

где у — дифференциальный оператор набла (вектор с компонентами: 

(0/дх, O/dy, O/dz)). Величина 4 зависит от координат в комбинации 
# = t—r/c,a так как Or/Ox = x/r и (аналогично для Or/dy, Or/dz), To 

ма) -- [1-2] 
Далее, grad (l/r) = —t/r? и, следовательно, 

Н(г, #) = — | 4 — =), + = |a(*—-t), +]. 
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Второе слагаемое здесь пропорционально г, а первое —/\", поэтому 
на больших расстояниях (г >>> а) существенно только первое сла- 
гаемое и окончательно 

Аналогично вычисляется напряженность электрического поля 
E(r, ¢); приведем лишь окончательный результат, справедливый при 

г >> а: по модулю УЕ = УшН, причем Е направлено пер- 

пендикулярно Н и г, так что У =. Е = (У в” [Н, г]. Итак, 

поля, создаваемые переменными зарядами и токами, на больших расстояниях 
убывают обратно пропорционально первой степени расстояния. 

В этом отношении они существенно отличаются от статических 
полей. Действительно, как мы видели в гл. 1, 4, электростатические 
поля заряда и диполя убывают соответственно как Г? и г3, а магнит- 
ное поле постоянного тока (конечных размеров) — как г3. Таким об- 
разом, 

переменные поля убывают значительно медленнее статических полей. 

Именно с убыванием по закону 77" полей, создаваемых переменны- 
ми токами и зарядами, связано важнейшее явление — возможность 
излучения такими токами и зарядами электромагнитных волн. Для 
того чтобы пояснить это, вычислим поток электромагнитной энергии 
J через замкнутую поверхность », окружающую рассматриваемую сис- 

тему зарядов и токов: / = |Sde, где $ = [EH] — вектор Пойнтинга 

и do — элемент поверхности. Пусть для определенности поверхности 
> есть сфера большого радиуса R(R >>> а). Используя найденные 
выше выражения для полей и учитывая, что для сферы de = пг?4о, 
где п — единичный вектор нормали к сфере и do — элемент телесного 
угла, получим 

7= | 97, 47 [dn [а 

Мы видим, что поток энергии J Ha ооль- : 
ших расстояниях R не зависит от R и, сле- а 
довательно, стремится при Ю-—>со к постоян- 9 
ному пределу. Этот предел называют интен- 
сивностью излучения (в рассматриваемом слу- aI /do 
чае — дипольного). Величину dJ можно ин- 9-71: 
терпретировать как интенсивность излучения 
в элемент телесного угла do. Вводя угол 9 

между векторами nud, мы видим, что 949 
пропорционально $1170; эта угловая зависи- 23-1. 0 
мость определяет диаграмму направленности ииатрамма направ м из. 
ипольного излучения (рис. 23.1). лучения 
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Подчеркнем, что в случае статических полей пропорциональные 
[ЕН] величины убывают быстрее, чем г, и поэтому соответствующие 
потоки при г—со стремятся к нулю. По этой причине в случае стати- 
ческих полей нет излучения. Не следует, однако, думать, что в ста- 
тическом случае величина [ЕН] лишена смысла. Ona всегда имеет 
смысл плотности потока электромагнитной энергии. Рассмотрим, на- 
пример, цилиндрический проводник, по которому течет постоянный 
ток. Тогда, как легко убедиться, вектор S направлен внутрь провод- 
ника и полный поток $ совпадает с джоулевой теплотой, выделяемой 
в проводнике. 

Проинтегрировав 4.7 по телесному углу, найдем полную интенсив- 
ность дипольного излучения: 

Я = 
4. 

бес 

Если дипольный момент изменяется по гармоническому закону: 
Я =d,cosw?, где dy — постоянный вектор, то среднее (по периоду 
колебаний) значение J составляет 

(J) = 

Мы видим, что (усредненная) интенсивность дипольного излучения 
растет с частотой ® пропорционально четвертой степени частоты. 

Полученные формулы можно применить и в том случае, когда си- 

2 
d. 

aes 0 

стема состоит из одного движущегося зар яда. Тогда 4 =erud = ew, 
где м — ускорение заряда, так что формула для интенсивности из- 
лучения приобретает вид 

е2 9 — 
Greg? ° 

Заряд, движущийся с ускорением, обязательно излучает, причем излученная за 
единичное время энергия пропорциональна квадрату ускорения. 

Формула эта справедлива только для нерелятивистских скоро- 
стей о << с. Действительно, в общей формуле для интенсивности 
дипольного излучения пренебрегают внутренним запаздыванием: 
а << сТ. Но T~ a/v, где э — скорость движения заряда, откуда 
и следует, что << с. 

Если заряженная частица движется в постоянном магнитном поле 
с индукцией В, то м =e[vB] и поэтому интенсивность излучения 
определяется формулой 

= А В sin? $ 
Gre _c3 

(8 — угол межлууи В). 
Рассмотрим еще излучение электрона, притягивающегося к ядру 

по закону Кулона: о = —Ze/(4n&,r7). В этом случае возможно движе- 
ние по окружности с ускорением == 9?/а, где а — радиус электрон- 
ной орбиты. Замечая, что mw = еЁЕ = 2е2/(4леа?), получим 
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272е6 

3 (4ne9)8m? c3 at 
Я = 

(т, — масса электрона). 
Энергия электрона в атоме 

2 4ne9a 8ré_ a 

(знак минус связан с финитностью движения). Отсюда легко оценить 
время т, за которое излучится энергия |W: 

№2 + (4) 
<> eo Owe — | — , 

J Z\ To 

где fy = e?/(4me me") называют классическим радиусом электрона. 
Применим эту формулу к классической планетарной модели атома, 

например атома водорода (2 = 1). В этом случае a~ 101 м, так что 
t~ 10 с. Таким должно быть время жизни атома водорода согласно 
классической модели. Мы видим, что излучение атомным электроном 
электромагнитных волн делает невозможным объяснение устойчи- 
BOCTH атома в рамках классической физики, основывающейся на Me- 
ханике Ньютона и электродинамике Максвелла. Это противоречие клас- 
сической физики, выход из которого предложил Бор в своих знамени- 
тых постулатах (1913), и было одной из главных причин создания 
квантовой физики. 

Как мы уже говорили, в ряде случаев в силу симметрии излучаю- 
щей системы зарядов дипольный момент системы тождественно равен 
нулю (или сохраняется), так что дипольное излучение невозможно. 
В связи с этим необходимо изучить кроме дипольного и другие воз- 
можные типы излучения. Для этого необходимо учесть эффект внут- 
реннего запаздывания. 

Возвращаясь к общей формуле для запаздывающего векторного 
потенциала 

a 

A = to | j ( = lear [+ av, 
4тг с Cc 

где п =r/r, мы сохраним в разложении подынтегрального выражения 
по степеням внутреннего запаздывания г’п/с два первых члена. В ре- 
зультате получим 

A= и [(е’п)уау/, j=i(t—-— Ir —r’]) 
4nr 4ncr ot , С 

или, переходя к точечным зарядам, 

д 
А = ^® Vev4+ —* ~ Уеу (гп 
д 4ncr ot 2 ( ) 

(все величины в правой части берутся с учетом запаздывания, т. e. 
в момент времени Г = t—|r—r(t’)|/c, где г(#) —радиус-вектор заряда). 

Преобразуем второе слагаемое: 
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у (г п) = ekg ven grade 

— 
— 

1 

2 

| 
> r(nr) + — [Гу] п|. 

Заметим, далее, что к А можно прибавить произвольный вектор, па- 
раллельный п. поля при этом не изменятся. Вспоминая определения 

квадрупольного и магнитного моментов системы зарядов 

D, ; = Уе (8x; x; — 778;;), т = > Se [rv], 

легко привести выражение для векторного потенциала к виду 

Е 
4n r 

где О — вектор с компонентами В; = D;;n;. 
Зная А, можно найти поля и, следовательно, интенсивность излу- 

чения. Приведем лишь окончательную формулу 

и во. а 

6xc3 
J= 

Ane, ex: 

Первое слагаемое в правой части — уже знакомая нам формула 
для интенсивности дипольного излучения; второе и третье слагаемые 
определяют интенсивности соответственно квадрупольного (То) и маг- 
нитно-дипольного (J,,) излучений. Заметим, что магнитно-дипольное 
излучение отсутствует у любой системы, состоящей только из двух 
частиц; нетрудно показать, что у системы из двух частиц магнитный 
момент пропорционален механическому и, следовательно, сохраняется 

(т = 0). 

23.4. Антенна 

Результаты $ 23.1, 23.3 позволяют объяснить 
принцип действия антенны, излучающей радиоволны. Антенна пред- 
ставляет собой линейный проводник, вдоль которого возбуждается 
переменный ток с определенным распределением по проводпику. Мы 
конкретно рассмотрим линейную антенну с возбуждением в центре, 
например, с помощью коаксиальной линии (рис. 23.2). Если воз- 
буждение происходит на определенной частоте ®, то распределение 
тока / вдоль антенны (ось г) синусоидальное, причем па концах ан- 
тенны (2 = -td/2) ток равен нулю: 

I (z, Е) = 9 (> kd — в). ^ 

где А = w/c u [, — максимальная сила тока в антенне, определяемая 
амплитудой тока в зазоре J: 7) =J эт (kd/2). 
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Найдем электромагнитное поле, порож- 
даемое антенной. Преобразуем предваритель- 
но выражение для векторного потенциала 
применительно к случаю линейного тока. Для 
этого следует в общем выражении для А по- 
ложить jdV = 1/41, где dl — элемент длины 
линейного проводника и / — сила тока в 
нем. Кроме того, интересуясь полем вдали 
от антенны, мы должны в выражении для 

Линейная антенна с 
возбуждением в центре 

заменить внутреннее запаздывание r’n/c на (КЛ — коаксиальная 
zcos0/c, где 2 — координата точки антенны и ^ИНИЯ) 
9 — угол между осью 2 и направлением, в 
котором вычисляется векторный потенциал (п — единичный вектор в 
этом направлении, ф — полярный угол). В результате мы получим 
следующее выражение для А, — единственной отличной от нуля 
компоненты векторного потенциала: 

РЕ ГИ 23.2. 

[ c 

Tr 

A,(r, =,“ I [2,f—— + = cosé)) dz 

Подставляя сюда приведенное выражение для силы тока в антенне, 
получим 

A,(r, t) = Jobe err 5 
4nr 

+d/2 

x | sin (+ —k|2| e788" az, 
—d/2 

Вычисление интеграла производится элементарно и дает 

1(kr—wf) 

A,(r, t)= вого cos [ -^ kdcos 8 |—cos®4! . 
2 2 Qzrkr sin? 0 

Вдали OT антенны — в волновой зопе, где kr >>> 1, индукция маг- 
нитного поля связана с А соотношением В = ik[nA], поэтому В = 
—k|A,| $119. Напряженность электрического поля Е =c[Bn] на- 
правлена перпендикулярно В. Отсюда легко найти вектор Пойнтинга 
и интенсивность 4 излучения в элемент телесного угла do около на- 
правления п: 

2 | 2 

4Я = о в (1 kdcos 0 воз] do. 
8x7e,9c $1120 

Так как Е = —ikc[n[nA]] = —ikc{n(nA)—A}, то излучение поляри- 
зовано в плоскости, проходящей через антенну и точку наблюдения. 

В случае длинных волн, когда Ка <<< 1, формула для dJ приоб- 
ретает вид 
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[2 

49 = ——— (kd)*sin?§do, [и = Го эп (Ё4/2). 
12812 с 

Эта формула соответствует дипольному при- 
ближению, так как предполагает, что длина 
излучаемой волны A >>> 4. Полная интен- 
сивность излучения получается отсюда инте- 
грированием по 40: 

9 = Г» (kd)?/(48n€,0). 
23.3. 

Диаграммы направ- 
neHHOCTH для полу. Как мы видим, интенсивность излучения в 
ВОЛНОВОЙ и полновол- случае ДЛИННЫХ ВОЛН пропорциональна квад- 

НОВОЙ антенн рату отношения размеров антенны к длине 

ВОЛНЫ. 

Обратимся теперь к общей формуле для 
Я, справедливой при любом значении kd. Наиболее интересны два 
случая: когда вдоль антенны располагается полволны или целая 
волна, т. е. когда Е4=л и kd = 2n. В этих случаях 

о пс0$ 0 — 

а7 Г “8 Иа) 
do 8x2e gc $1120 | Acost = т 0 (kd =9т). 

Определяемые этими формулами угловые зависимости 4.7/40, т.е. 
диаграммы направленности антенны, изображены на рис. 23.3. Пол- 
ные интенсивности излучения даются формулами 

P 2,44 (kd = x), 

8negc | 6,70 (kd = 1%). 

Мы видим, что интенсивность излучения полноволновой антенны 
= А примерно в три раза больше интенсивности излучения полу- 

волновой антенны (4 = A/2). 
В заключение этого параграфа остановимся кратко на вопросе о 

передаче с помощью антенны сигналов, в частности человеческой речи. 
Обычно с этой целью модулируют амплитуду силы тока в антенне Jy 
в соответствии с передаваемым сигналом. Если, например, сигнал 
как функция времени есть 1(1), то амплитуда тока в антенне /, должна 
меняться со временем в такт с сигналом, т. е. иметь вид 

Го == 1, (#) = 1 + 9 (1], 

где /, — постоянная и & — некоторое число, меньшее единицы (коэф- 
фициент модуляции). Ясно, что если все частоты сигнала значительно 
меньше частоты © возбуждения антенны («несущей частоты»), то моду- 
ляция тока в антенне не скажется на характере излучения. Так как 
поле, порождаемое током, пропорционально току, то в месте наблю- 
дения поле несет в себе информацию о сигнале, а именно поле как 

$9 = 
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функция времени имеет вид, изображенный 
на рис. 23.4. Здесь узкие синусоиды соответ- 
ствуют частоте @, огибающая же их кри- ЕН 1+1 (#) 
вая — зависимости | -+ an(t). Задача состоит Пл 
теперь в том, чтобы сохранить только эту | | U VAVAVE: 
огибающую. Для этого поле в месте наблю- 
дения предварительно усиливается (с по- 
мощью усилителя высокой частоты 6), а за- 
тем производится детектирование (букваль- 
но — обнаружение сигнала), т.е, срезание 23.4 | 
нижней половины кривой Е = E(t) каким- Модуляция высоко- 
либо выпрямляющим устройством. После де- частотной волны 
тектирования поле усиливается на низких 
частотах и подается на прибор, регистри- 
рующий такие частоты, — телефон или телеграф. Мы не будем здесь 
рассматривать ни деталей детектирования, ни работы приемной ан- 
тенны в месте наблюдения. 

23.5. Излучение релятивистского заряда 

В $ 23.3 мы нашли интенсивность дипольного 
излучения движущейся заряженной частицы. Полученные там форму- 
лы справедливы только в нерелятивистском случае, когда и << с. 
Найдем теперь интенсивность излучения частицы, скорость которой 
сравнима со скоростью света. Это нетрудно сделать, если воспользо- 
ваться готовыми формулами для излучения нерелятивистской частицы. 
В самом деле, с какой бы скоростью частица ни двигалась, всегда мож- 
но перейти в такую систему отсчета, в которой она в заданный момент 
времени покоится, а в этой системе интенсивность излучения нам 
известна. Поэтому вопрос сводится к тому, как преобразуется в со- 
ответствии с преобразованиями Лоренца интенсивность излучения при 
переходе от одной системы отсчета к другой. 

Для ответа на этот вопрос перепишем формулу для интенсивности 
излучения в виде 

dé = мар 
3 6x Еоб 

где 46 — энергия, излучаемая за время df. Вспомним теперь, что 
время и энергия преобразуются одинаково, поэтому квадрат уско- 
рения есть релятивистский инвариант и его нужно лишь выразить 
через величины, относящиеся к исходной системе отсчета (в которой 
частица двигалась с болыпой скоростью). Замечая, что 

w? = — dp и 

т? \dt 

где р — импульс и т — масса частицы, достаточно сделать замену 
(dp/dt)—> (dp, /dt)?, где р» == (р, г 6/с) — 4-вектор энергии-импульса 

частицы и 4т=аЁУ 1—v?/c? — приращение собственного времени 
частицы, соответствующее интервалу 4 в исходной системе отсчета. 
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Таким образом, общая формула для 48/4 справедливая при лю- 
бых скоростях частицы, имеет вид 

dé e2 (te } е? др \? 1 / dé \3 

dt 6regm?cs \ dt i бтЕ 2 с3 dt ‘с? | dt ’ 

или, если выразить все величины через скорость У и ускорение м = 
= dv/dt, — вид 

dé e% w*— [v w]?/c? 

di 6xe,c? (1 — v?/c?)8 

Полная излученная энергия получается интегрированием этого 
выражения по времени: 

6xe,c3 (1 — v2/c?)3 

Если частица движется в электромагнитном поле, то как мы видели 

в ГЛ. 7, 

2 

м = —— и! — = Евр vive) | 
т С? С? 

и поэтому 

2 oo 

sb = ar | (Е + мВ — (Ev)? |_ 6xe, m*c3 6? J 1—v?/c? 
=200 

Используя эти формулы, можно найти излучение электрона, ус- 
коряемого в линейном и циклическом ускорителях. 

При движении электрона в однородном магнитном поле с индукцией 
В радиус орбиты и частота вращения определяются формулами: 

M, VU о еВ v2 
Г = > Wp So SS iE — — 2 , 

еВ У 1 — v?/c? r Me 

а интенсивность излучения— формулой 

dé _ e* В? о? 

dt Gre, т? 63 (1—v?/c?) 

В ультрарелятивистском случае эту формулу удобно переписать 
в виде 

dé __ е4В® 6 2 

dt бяе, m2c \ mec? 
е 

Интенсивность излучения в этом случае пропорциональна квадрату 
энергии частицы 6. Излучение сосредоточено в основном вблизи 
плоскости орбиты электрона в области углов Af ~ тс?/в. Спектраль- 
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ное распределение излучения имеет резкий максимум, причем излу- 

чение сосредоточено в основном в области частот 

6 eB ( 6 \2 
O~ WO, —— | о — e 

a) Me a) 

23.6. Сила лучистого трения 

Если рассматривать излучение электромаг- 
нитной энергии как непрерывный процесс (а такое рассмотрение вы- 
текает из уравнений Максвелла), то потерю энергии частицы на из- 
лучение электромагнитных волн можно феноменологически тракто- 
вать как результат действия некоторой силы, аналогичной силе тре- 
ния и называемой силой лучистого трения. Обозначая эту силу f,, 

мы можем сказать, что работа | f,vd?, совершенная этой силой в ин- 

ty 
тервале времени (f,, 15), должна быть равна разности энергий W.—W, 
частицы в эти моменты времени (у — скорость частицы). Замечая, 
что 

где J = e*w?/(6me,c?) — интенсивность излучения, получим следующее 
уравнение для определения f;: 

ts ty 

| УЕ = ——_— | wd. 

; пб} 

Чтобы определить f,, сделаем предположение, что излучение ока- 
зывает слабое влияние на движение частицы, т. е. может рассматри- 
ваться как малое возмущение. В случае периодического (в пренебре- 
жении лучистым трением) движения с частотой Wp это значит, что для 
to = ty + 2л/ю, должны с большей точностью выполняться равенства 
v(t.) = v(t,), w(t) = w(t). Поэтому если мы преобразуем по частям 
интеграл 

ts v(t.) t, te 

| w2dt = | wdv = wv 

ty УЕ!) и Ы 

то внеинтегральное слагаемое исчезает, так что уравнение для Г, при- 

мет вид 

| (f, — e Wy) Vat =0. 
; 6re,c? 4 

Этот интеграл должен тождественно обращаться в нуль для любых 
v(t), так что 
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e2 ам 
Г. = о 

Gre yc? dt 

Это и есть окончательное выражение для силы лучистого трения. 
Обратим внимание на то, что 

эта сила пропорциональна производной OT ускорения по времени. 

Подчеркнем, что этим выражением можно пользоваться только 
в том случае, когда сила f(r) мала по сравнению с другими силами, 
действующими на частицу. В этом можно убедиться на простом при- 
мере, рассмотрев действие силы лучистого трения на свободную час- 
тицу. Уравнение движения в этом случае имело бы вид 

e2 dw 
mw —, 

Gre gc? dt 
откуда 

3c 
——t 
27 o 

Ww = We ‚ 

__ + — ра 2-2\ ___ где Wo — ускорение в начальный момент времени и г, = е*/(4л= тс) 

классический радиус электрона. Мы видим, что находящаяся под дей- 
ствием одной только силы лучистого трения частица должна была бы 
неограниченно самоускоряться, несмотря на потери энергии на излу- 
чение. Абсурдность этого вывода указывает на то, что выражением 
для силы лучистого трения следует пользоваться с осторожностью и 
только в том случае, когда эта сила мала по сравнению с другими си- 
лами, действующими на частицу. 

В следующем параграфе при рассмотрении действия силы лучистого 
трения на гармонический осциллятор будет получен 

один из критериев применимости понятия лучистого трения: Л гу, где А — 
длина излучаемой волны и г,— классический радиус электрона. При длинах волн, 
меньших 7, (или сравнимых с гу), классическая электродинамика приводит к 
противоречию и, следовательно, неприменима. 

Еще один критерий применимости классической электродинами- 
ки можно получить, рассматривая действие силы лучистого трения на 
частоту в электромагнитном поле. Уравнение движения такой части- 
цы имеет вид 

mv =еЕ + e[vB]+ Е — у. 
TE g 

В системе отсчета, в которой заряд в данный момент покоится, 
имеем (в пренебрежении силой лучистого трения) 

е wn é ° [24 . е у = <E+—|vB| _ “(E+ © [ЕВ] ), 
т т т т 

что позволяет переписать силу лучистого трения в виде 

_“ ae 
в = 6zegnc3 (E+ m [EB |} 
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Сравним второе слагаемое в круглых скобках с силой ЕЁ. Требо- 
вание, чтобы сила лучистого трения была малой поправкой, сведется 
при этом к неравенству 

cB «е/(ви). 
Мы приходим к выводу, что 

слишком интенсивные поля также не могут рассматриваться в классической 

электродинамике. 

Рассмотрим теперь задачу, в которой сила f, мала по сравнению 
с другими силами, действующими на частицу, ииспользование поня- 
тия силы лучистого трения приводит к физически разумным резуль- 
TaTaM, — задачу о заряженном гармоническом осцилляторе. Если 
т — масса и ®, — собственная частота колебаний осциллятора, то 
радиус-вектор осциллятора при учете лучистого трения удовлетворяет 
уравнению 

Будем искать его решение в виде г = ae), rae au wo — начальная 
амплитуда и частота колебаний (вообще говоря, комплексные). Мы 
получим кубичное уравнение для ©: 

8 — ——- oO" = Wp 

Из трех решений этого уравнения только два должны иметь физиче- 
ский смысл, а именно Te, для которых @? близко к @*. Пренебрегая 
квадратичными по @&—®, Членами, найдем 

‚ fo 3 ® = + W—1—— Wy 30 =o,—iy/2; {= > Po 

Таким образом, г =аехр {—i@,)f—vyi/2}, т.е. колебания медленно 
затухают по экспоненциальному закону. Мы видим, что в задаче о 
заряженном гармоническом осцилляторе лучистое трение проявляет 
себя полностью аналогично обычному трению. 

23.7. Ширина спектральной линии 

При наличии любого трения — не обяза- 
тельно лучистого — осциллятор перестает совершать строго гармони- 
ческие колебания и, следовательно, излучать строго монохромати- 
ческие волны. Возникает вопрос: каким же будет спектр излучаемых 
таким осциллятором частот? 

Чтобы ответить на этот вопрос, выразим полную излученную энер- 
oo 

гию € = | var, J = d?/ (бт =‹с?) через фурье-компоненту диполь- 

ного момента осциллятора: 

445



со 

а = | alot d(t) = , 
° 2 

Согласно формуле обращения Фурье, 

d(t) = | с d do, 

поэтому 

d2 i(w——w’) is Jim dt = (6me,c8)"2 | dtdwdw’e~ dd, 
6xe9c3 о 

il 

Вспомним, что 

Оо ‘dé = 2nd (w —w’), 

—оо 

где 6 — уже неоднократно использованная нами 6-функция, равная 
нулю при @ == ®’и бесконечности при ® = ®’ и нормированная так, 
что интеграл от нее равен единице. Появление этой функции позволяет 
выполнить интегрирование по w’: 

6 = | 48, 48, = (Зе. сз)- [d, Ра» 
Мы видим, что излучаемая энергия может быть представлена как 

интеграл по частотам от величины |d,|?/(3e9c*), имеющей, таким об- 
разом, смысл спектральной плотности излучаемой энергии. 

Слектральное распределение излучения обычно характеризуют 
так называемой формой спектральной линии |(®) — отношением энер- 
гии, излучаемой в интервале частот (@, ® + dow), ко всей излучаемой 
энергии: f(o)do = 48,/8. Мы видим, что при дипольном излучении 

{(@) =const|d.|?, где const — нормировочная постоянная. 

Найдем теперь фурье-компоненту 4, для осциллятора, совершаю- 
щего затухающие колебания. Если осциллятор начинает колебаться 
в момент ¢ =0, то согласно результатам предыдущего параграфа 

.. —lw ot — 11/8 
d——eawre “Г”. 

Поэтому 

о 1 
.. — ea we —i(@—w)t — ot еа w? / (2т) 

ы — со —i(%)—o)—4/2 

Нормировочная постоянная в f(m) находится без труда. Окончательно 
мы получим 
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f (©) — 1/(2=) . Pw) 

(© — 9)? + (7/2)? ул 

Мы видим, что слабозатухающий осцил- 
лятор излучает в узком интервале частот 
вблизи своей собственной частоты Wo; шири- 
на этого интервала Aw равна коэффициенту 
затухания y (рис. 23.5). 

Если осциллятор тратит энергию только 
на излучение, так что из тормозящих его 
сил достаточно учитывать только лучистое 23.5. 
трение, то возникает минимально возможная Форма спектральной 
ширина спектральной линии Y = 4л7.®/(3А). линии — осциллятора 
Эту величину называют естественной шири- 
ной спектральной линии. 

Естественная ширина спектральной линии обусловлена самим фактом излуче- 
ния, т. е. взаимодействием излучающей системы с полем излучения. 

Если излучающая система взаимодействует еще и с другими фи- 
зическими объектами, то эти взаимодействия также приводят к уши- 
рению спектральных линий. Уширения, вызываемые различными ме- 
ханизмами взаимодействий, складываются так, что если Aw; — эф- 
фективная ширина линии, обусловленная i-M механизмом, то полная 
ширина линии До = У До. 

t 

Каждая из частичных или парциальных ширин A@; просто свя- 
зана с эффективным временем жизни т; излучающей системы, соответст- 
вующим i-My механизму взаимодействия. Так, время жизни осцилля- 
тора, затухание: колебаний которого обусловлено самим фактом из- 
лучения, т, = 1/7, а естественная ширина линии Aw =. = 1/t,. 
Аналогичные соотношения справедливы и для других механизмов 
уширения, т.е. Aw; = 1/t;, поэтому 

Aw =>) (1/t;). 

Различным механизмам уширения соответствуют различные фор- 
мы спектральной линии, не совпадающие, вообще говоря, с полу- 
ченной выше естественной формой линии. 

Рассмотрим подробнее уширение линии, обусловленное столкно- 
вениями излучающих систем, например осцилляторов друг с другом. 
Если бы столкновений не было, то осциллятор излучал бы монохро- 
матическую волну частоты Wo, т.е. E(t) = E,exp(—iw?t). Вследствие 
столкновений поле будет таким только в некотором интервале вре- 
мени (0, 1), после чего последует столкновение, причем интервалы 
т подчинены статистическому закону. Мы предположим, что вероят- 
ность w(t)dt того, что интервал времени до соударения лежит между 
t и t-+ dt, определяется формулой 

w(t)dt = _- exp (— t/t,), 
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где т, — среднее значение т (напомним, что fw(t)dt = 1). 
Определим теперь фурье-компоненту поля излучения E, 1 

n iwf к i(w—w,) t — 

Е, = ДЕ Фе ЕВ Se abe 
Tv 

—со 0 

20 27 i (® — Wy) 

Образовав |E..|*, найдем интенсивность излучения. Нам остается 
усреднить последнюю вёличину по т. В результате получим 

со 

«Е, > = | Е. а) de= (=) 
(w — wo)? + 1/2 

Мы видим, что форма линии, обусловленная столкновениями, совпа- 
дает с естественной формой; шириной линии оказывается величина 

Тс = 1/To. 

ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ. | 

. . 2 Гслксгье уравнения Ag — 9 = — pie, 
с источниками с? ot? 

| OPA 
ДА — Poe №0] 

р |". # — ие 
Запаздывающие по- g(r, ¢) = \ | dV’, 
тенциалы Ane, г 

1 
j (=, t— — гг 

A(r, t) = № | с ду’ 
4n lr—r’| 

Дифференциальная ] 2 
интенсивность  ди- 9 = 3 | бп | do 
польного излучения ° 

Интегральная интен- р 
сивность дипольного J = 
излучения 6 лес С° 

Интенсивность ква- 1 Di; 
друпольного — излу- Ч9 = tee 1805, Dy; = Le (3x;xj;— 1? 9;;) 
чения ° 

Интенсивность маг- m2 1 
=, шт = — Уе [ГУ] нитно-дипольного m=? 5 

излучения 

Интенсивность — из- I? 
лучения антенны У = Ве (kd)? 
(^ > а) . 
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Энергия, излучае- dé e4 Во? 
мая за 1 с частицей, ‘4; — Gregm2c3 (1 — v?/c?) 
движущейся в маг- 
HHTHOM поле 

спектрального — рас- 
пределения — излуче- 

Частота максимума © al 6 } 

НИЯ 
Естественная форма Е (о) = 1/(2т) oy 49 MoM 
спектральной линии (2—6)? (1/2)? у 3 Л 

Глава 24. ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ЗАРЯЖЕННЫХ 
ЧАСТИЦ И ИЗЛУЧЕНИЯ 

С ВЕЩЕСТВОМ 

24.1. Рассеяние частиц в кулоновском поле ядер 

При прохождении заряженных частиц и фо- 
тонов через вещество возникает целый ряд эффектов, обусловленных 
электромагнитным взаимодействием. Рассмотрение их мы начнем с 
упругого рассеяния заряженных частиц, вызываемого кулоновским 
полем ядер вещества*. 

Если пренебречь экранирующим действием атомных электронов, 
расположенных вокруг ядра, то сила, действующая на частицу, равна 
22е”/т?, где Ze и ге— заряды соответственно ядра и частицы и г — рас- 
стояние между ними. Массу ядра будем предполагать значительно 
большей массы частицы М. В этом случае ядро можно считать покоя- 
щимся, и частица движется по гиперболе, в одном из фокусов которой 
находится ядро, причем угол рассеяния 9 связан с прицельным па- 
раметром 0D соотношением 

где о — скорость частицы (рис. 24.1). 
Эта формула справедлива в нерелятивистской механике, Дкогда 

и << с. При малых углах рассеяния она приобретает вид 

272е? 

МЫ? 
6 = e 

Физический смысл последней формулы легко понять, если учесть, 
что 9 ^— Ap/p, т.е. угол рассеяния пропорционален отнсшению им- 
пульса Ap, теряемого частицей (и направленного перпендикулярно 
первоначальному импульсу частицы р), к значению р. Очевидно, 

* В этой главе мы используем ГС. 
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Ар = [геЕ dt, где E, ~ Ze?/b? — перпенди- 
кулярная составляющая напряженности по- 
ля, создаваемого ядром, а эффективный ин- 
тервал времени, который существен в инте- 
грале, — время столкновения — по порядку 
величины составляет т ^ 6/0; поэтому 

Ap ~ 2eE,t ~ Zze2/(bv). 

Точный результат Ap = 2Zze?/(bv) отличается 
от этой оценки множителем 2. Разделив Ap 

24.1. о 
Траектория частины На P, найдем угол рассеяния: 
в поле ядра 0 = 272е?/(рЬо). 

Эта формула справедлива при всех зна- 
чениях скорости частицы, в том числе и в 
релятивистском случае (u~ с). При нереля- 
тивистских скоростях р = Muu мы придем к 
приведенной выше формуле для угла рассея- 
НИЯ. 

Рассеяние характеризуют обычно диффе- 
ренциальным сечением do, которое определя- 
ется как 

24.2. 4 = АМ/Г, 
К выводу формулы для 
дифференциального ce- где dN — число частиц, рассеянных за 1 св 
чения рассеяния интервал углов (9, 8 -{ 46), и Г — плотность 

потока падающих частиц, т. е. число частиц, 
приходящих за | с на единичную площадку, перпендикулярную их 
первоначальной скорости. Так как прицельный параметр 6 одноз- 
начно связан с углом рассеяния, то‚очевидно, все частицы, падающие 
на кольцо с радиусами 6, b +- db, рассеятся в интересующий нас ин- 
тервал углов (рис. 24.2). Поэтому 

do = 2tbd be 

Используя приведенную связь»между O и 9, получим отсюда 

72е? \2 do 
с — - , 

(м) sin‘ (0/2) 

где do = 21511040 — элемент телесного угла, в который происходит 
рассеяние. Эта формула носит название формулы Резерфор- 
да. Обратим внимание на то, что 

при малых углах рассеяния do — 90/03 это значит, что рассеяние в кулоновском 
поле происходит главным образом на малые углы. 

Сечение рассеяния do характеризует индивидуальный акт pac- 
сеяния. Между тем при прохождении частицы через вещество, на- 
пример через фольгу, происходит много актов рассеяния. Угол ре- 
зультирующего отклонения при многократном рассеянии является 
статистической суммой малых углов отклонения при индивидуальных 
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актах рассеяния, так как эти углы можно считать случайными вели- 
чинами. Поэтому распределение результирующего отклонения по 
углам является гауссовым, т.е. вероятность рассеяния в интервал 
углов, (8, 09 -- 40) определяется формулой 

2. 

P(6)d0 = Cexp{— \a0, 
2 < > 

где <9?>> — средний квадрат угла многократного рассеяния и G — 
постоянная, определяемая из условия нормировки [Р(9)49 = 1. 

Найдем теперь <.6*>. Так как отдельные столкновения статистиче- 
ски независимы, то эта величина совпадает со средним значением квад- 
рата угла рассеяния при индивидуальном столкновении — средним по 
различным траекториям, т. е. по различным прицельным параметрам. 
Если N — плотность ядер и / — длина пути частицы (в случае тонкой 
фольги — ее толщина), то число столкновений в объеме полого ци- 
линдра высоты [, основание которого — кольцо с радиусами фи b+ 
+ db, равно N /2nbdb, потому <8>>? определяется формулой 

bmax 
<#> = NI{ (о 2nbdb= =U ZS ty Poor, 

р. p?v? bwin 

Пределы интегрирования по D находятся из следующих сообра- 
жений. Если бы заряд ядра полностью экранировался при В > Vmax 
и вовсе He экранировался при 6 < вах, то величина би.х  определя- 
лась бы абсолютно строго; такой резкой границы, однако, нет, поэтому 
в качестве Dmax берут радиус атома а‹0 13, где а, = В?/(т,е?) — бо- 
ровекий радиус и т, — масса электрона. 

Величина Omin определяется максимальным углом отклонения 
при индивидуальном акте рассеяния. При рассеянии в кулоновском 
поле существенны только малые углы рассеяния, а так как формула 
для <6?> мало чувствительна к выбору Omin (входящего только 
под знаком логарифма), то при оценке можно считать, что Биш OT- 
вечает углу рассеяния 9-— 1, т.е. Omin = 2Zze7/(pv). Подставляя 
эти значения Omax И Omin В формулу для <9?>, получим 

< 0> — 8xNIZ2 22 e4 In Ap pu 

prot 27° 202 

24.2. Ионизационные потери энергии 

При прохождении через вещество заряженная частица не только испытывает 
упругое рассеяние, но и теряет энергию. При этом играют роль два основных 

механизма: во-первых, частица передает энергию атомным электрокам, которые 

либо переходят в возбужденные состояния, либо покидают атомы, и, во-вторых, 
двигаясь с ускорением, частица испускает электромагнитные волны, уносящие 
ее энергию. О первом механизме говорят как 06 ионизационных по- 
терях энергии (хотя может происходить только возбуждение, а не иони- 
зация атома), второй же механизм называют тормозным и зл учени- 

ем. 
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Начнем с рассмотрения ионизационных потерь. Пусть на расстоя- 
нии 6 от траектории. частицы, обладающей зарядом ze, массой М и 
движущейся со скоростью 9, находится электрон, скорость которого 
о. будем предполагать малой по сравнению с д во все время взаимо- 
действия частиц. Для того чтобы найти энергию, передаваемую части- 
цей электрону, нужно знать, какой импульс передается при столкно- 
вении, а с такой задачей мы уже сталкивались в предыдущем пара- 
графе. Вспоминая, что передаваемый электрону импульс Ap = 2ze?/(bv), 
получим для передаваемой электрону энергии выражение 

(Ap)? _  222е4 

2те Me b* v3 

Умножим энергию, передаваемую при отдельном столкновении, 
на число столкновений частицы с электронами. На единичном пути 
частица испытывает 2лпбаЬ столкновений, при которых прицельный 
параметр заключен в интервале (0, 6 -- db), поэтому потери энергии 
частицы на единичном пути составят 

dE Prin (Ap)? 4nztetn , 0b —-— =2nn| -——bdb= In — тах 
dx 2те Mev Bmin 

é 

max 

где п — плотность электронов, а Omax И Omin — пределы интегри- 
рования, которые выбираются теперь из следующих соображений. 

Как мы видели в предыдущем параграфе, эффективное время, в 
течение которого поле частицы действует на электрон, составляет 
t~ 6/9. Эта оценка относится к нерелятивистскому случаю; если же 
U~ с, то продолжительность столкновения уменьшается до т ~ 

~ (Бу 1-—9?/с?. Для того чтобы наш расчет потерь был правиль- 
ным, электрон среды должен рассматриваться как свободный, а для 
этого должно выполняться неравенство t< 7, где TJ — период 
колебаний электрона в атоме. Точный расчет показывает, что если 
это неравенство не выполняется, то энергия, приобретаемая электро- 
ном, пренебрежимо мала — она пропорциональна экспоненциально- 
му множителю exp(—@t), где @ = 2л/Т — частота колебаний элект- 
рона. Таким образом, 

+ 

Bmax = ’ 

<®> у! — 02/52 

где <®>> — средняя частота колебаний электронов в атомах вещест- 
ва. 

Нижний предел интегрирования Omin следует считать равным 

длине волны де Бройля А =й/р, где р = то/у 1—92/с* — импульс 
электрона, так как введение прицельного параметра, рассматривае- 
мого как классическая величина, имеет смысл только при выполнении 
неравенства b > 2X. (Строго говоря, в качестве 9 в эти формулы входит 
скорость электрона в системе центра масс сталкивающихся частиц, 
а в качестве т, — их приведенная масса. Интересуясь тяжелой и быст- 
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рой пролетающей частицей, мы отождествляем о со скоростью пос- 
ледней и т с массой электрона). Таким образом, 

h bin = — ИТ 92/2 
min mu V U Ic 

и формула для потерь энергии приобретает окончательно вид 

dE _ 4т2? etn | mu 

dx то? h< в >(1 — 972/62) ° 

Эту формулу называют формулой Бора. Более точный ра- 
счет приводит к формуле Бете: 

dE _ 4nz? etn | 2m ev? v2 

d 2 2 2 

mee <1>(1— 4] 6 

где </> — средний ионизационный потенциал атомов вещества 
(равный приближенно /— 13,5 2 эВ; 2 — атомный номер). 

Приведенные формулы справедливы для тяжелых частиц, но не 
для электронов, так как при их выводе считалось, что частица, про- 
ходящая через вещество, практически не отклоняется. Если прохо- 
дящей частицей является электрон, то расчет потерь энергии должен 
проводиться на основе квантовой механики. Мы приведем только ре- 
зультат, принадлежащий Bere: 

dE 2netn In mozK 

dx тот / v2 

rye 

Определив потери энергии частицы, можно найти ee дличу про- 
бега Ю, т.е. путь, проходимый ею до полной остановки: 

здесь Ey — начальная энергия частицы. Приближенно R ведет себя 
как Ю — Е3/2. Для а-частиц, движущихся в воздухе при 15° С, В при- 
ближенно определяется формулой Ry Ах 0,32 E%/2 cm, где Е выражено 
в МэВ. 

Приведем значения —dE/dE==—p'dE/dx (о — плотность вещест- 
ва) для электронов, движущихся в воздухе: 
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В, эВ МэВ/ (г-см-?) Е, эВ МэВ/ (г-см-?) 

104 19,5 108 2,47 
105 3,67 109 2.79 
108 1,69 1010 3, 48 
107 1,95 

Данные для тяжелых частиц, движущихся в воздухе и свинце, 
приведены в следующей таблице: 

—dE/dt, | | —дЕ/аЕ, 
МэВ/ (г-см-?) МэВ/ (г.см-?) 

Частицы Е, МэВ Частицы Е, МэВ 

В BO3- В СВИН- В BO3- в CBHH- 

духе це духе це 

Протоны | 300 150 ы-Мезоны 0,112 300 
10 47 27,5 1,12 47 

100 7,6 5,0 11,2 7,6 
1000 2,3 1,6 112 2,3 

10000 2,3 1,6 1120 2,3 

Дейтроны 2 300 а-Частицы 4 1200 
20 47 40 188 

200 7,6 400 30 
2000 2,3 4000 9,2 

20000 2,3 40000 9,2 

Приведем также значения длин пробегов электронов в зависимости 
от энергий электронов (выраженных в единицах 762; напомним, что 
|т,с? = 0,5 МэВ): 

Длина пробега электрона, см, в зависимости от его энергии, 

Вещество ед. me? 

0,1 1 10 100 1000 

Воздух 4,4 160 103 1,7. 108 6,3. 104 
Вода 4,7.10-3 0,19 2,6 19 78 
Свинец 9.104 3,7. 10-2 0,3 1,25 2,5 

24.3. Тормозное излучение 

При столкновении электрона с какой-либо 
частицей или системой частиц наряду с его рассеянием происходит 
излучение фотона. Такой процесс называют тормозным излучением. 
В частности, электрон излучает фотоны, двигаясь в кулоновском поле, 
создаваемом ядром (или ядром вместе с окружающими его атомными 
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электронами). Именно в этом состоит второй механизм потерь энергии 
при движении заряда в веществе, о котором говорилось в предыдущем 
параграфе. 

Подчеркнем еще раз, 

что электрон обязательно должен взаимодействовать с другими частицами, чтобы 
мог излучиться фотон; свободный электрон, двигаясь в вакууме, излучать не 
может. 

Это непосредственно вытекает из законов сохранения импульса 
и энергии, которые должны выполняться в любом процессе. Действи- 

тельно, пусть Py, р> — импульсы и Ey =c V mec? + pi, Es = 

=C И me? +p, — энергии электрона до и после процесса излу- 
чения, айКи = = fick — импульс и энергия испускаемого фотона. Tor- 
да Е: = E,+ fick, р, = р, + ВК, откуда для угла $ между векторами 
Ки pe получается соотношение cos $= В./(ср>), которое не может 
выполняться, так как всегда E > ср. 

Перейдем к определению сечения тормозного излучения электрона: 

doy = dN, / I, 

где dN, — число фотонов, излучаемых за | с в телесный угол 40 с 
частотами в интервале (в, @ -- dw), и Г — плотность потока электро- 
нов (число электронов, падающих за 1 с на площадку площадью 1 м*, 
перпендикулярную скорости электронов У). 

Рассмотрим сперва область малых энергий электрона (< (0). 
В этом случае излучение носит дипольный характер и интенсивность 
его определяется известной нам формулой 

49 —=—1 Jdin ['do, 
4xc3 

где п единичный вектор в направлении излучения и d — диполь- 
ный момент для одного электрона 4=оег, поэтому 

4Я = = | а | do. 

Нас интересует спектральное распределение излучения, поэтому 

мы должны разложить 4 в интеграл Фурье: 

d = (а, ede, 
2x 

подставить это выражение в формулу для dJ и проинтегрировать 4.7 
по времени. Мы найдем тогда полную энергию dé, излученную в эле- 
мент телесного угла: 

dé = | Jat = | 6,do, 

где 6. — спектральная плотность излучения. Такой расчет мы уже 
делали в $ 27.3 и показали, что 
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2 в = do 

“ 2 (2x)? сз [don | 
Полученная формула для dé справедлива в дипольном прибли- 

жении, когда о << си когда энергия fiw излученного фотона мала 
по сравнению с энергией электрона, т.е. в области малых частот. 

В этом случае легко найти 4» ; в самом деле, полагая ®-> 0 в выра- 

жении для фурье-компоненты dy = [4(Фехр (1) 4, получим 

где 4; и 4> — значения дипольного момента до и после излучения. 
Учитывая, что в нашем случае 4 = г, получим окончательно 

e2 2 
48» = Janta [уни dwdo (ho < Ё!,2), 

где Vy, Ve и E,, Е› — значения скоростей и энергий электрона до и 
после излучения. Разделив это выражение на энергию фотона Йо, 
найдем вероятность dw, излучения фотона в направлении п = К/® 
в интервале телесных углов do и в интервале частот (®, ® + do): 

е? k 2 

dw, = 2(27)? c3 hw Pau i v2)| dodo 

(ВЕ — импульс фотона). 
Теперь мы в состоянии определить сечение тормозного излучения 

в нерелятивистском случае и в области малых частот. В этом случае 
процесс излучения не оказывает влияния на движение электрона. 
Иными словами, электрон рассеивается так, как если бы никакого 
излучения не было (само рассеяние необходимо для излучения, так 
как с ним связано наличие ускорения электрона и, следовательно, тот 
факт, что V2 = У!), так что достаточно умножить выведенную в $ 24.1 
формулу Резерфорда для сечения упругого рассеяния на вероятность 
излучения фотона dw, , чтобы получить сечение тормозного излучения 
do,. Замечая, что импульсы электрона р! и р. до и после рассеяния 
почти не отличаются по модулю и, следовательно, | р, —р?| = 2р1511(0/2), 
можно записать формулу Резерфорда в виде 

de = (2mZe*)? do 

(p,—p)* *” 
где doz — элемент телесного угла вектора Po. Таким образом, оконча- 
тельно мы получим 

‚ —_ 220404040, 

" — 2n%¢(hw)8(py—p,)4 
[hk (р, — p,)]*. 

Эта формула относится к нерелятивистской области. Чтобы найти 
сечение do, в релятивистском случае, когда 51 ^^ с, нужно использо- 
вать квантовую механику. Мы ограничимся тем, что приведем только 
некоторые результаты. 
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Спектр излучения, т. е. сечение do,, проинтегрированное по углу 
рассеяния электрона и углу вылета фотона, в кулоновском поле ядра 
в ультрарелятивистской области (E),9 >>> тс?) определяется форму- 
JIOH 

ds, = 4227? а | 4 ( =) 

НЕЕ 3 1 тс 2 | o 

где ro = e?/(m,c?) — классический радиус электрона и «< = e?/(fic) ~ 
~ 1/137 — постоянная, характеризующая интенсивность электро- 
магнитного взаимодействия (ее называют постоянной тонкой cmpyK- 

туры). Мы видим, что при фиксированном отношении fiw/E, сечение: 
тормозного излучения растет примерно как In[E,/(mc?)]. 

Тормозное излучение используется, в частности, для получения 
фотонов в электронных усилителях; в этом случае E, = соп${, так 
что спектр тормозного излучения оказывается, грубо говоря, dw/w 
(разумеется, согласно закону сохранения энергии, обязательно йо < 
< (E,—mc?)). 

Определив do,, легко найти тормозные потери энергии электрона 
на единичном пути: 

то для ©, в нерелятивистском (£,/(mc?)—1 <1) и в ультрареля- 
тивистском (Е! >> тс*) случаях получаются следующие формулы: 

__ 16 2 Е Ф=- 21} [1 <1) . 

>) тс? 

/ 

Ф, = 4227 а | In I) 
тс? 3 

Мы видим, что в нерелятивистской области отношение излученной 
энергии к начальной не зависит от начальной энергии, а в ультра- 
релятивистском — логарифмически растет с энергией. Последний 
вывод, однако, правилен лишь в пренебрежении экранированием 
заряда ядра атомными электронами; при учете экранирования выра- 
жение в скобках должно быть заменено на (In (183/71/3) -- 3) и D, — 
тоже не будет зависеть от энергии Ey. 

Сравним теперь радиационные потери электрона с его ионизаци- 
онными потерями, рассмотренными в предыдущем параграфе. Пред- 
полагая, что Ey >> тс?, и замечая, что п = ZN, перепишем формулу 
Бете для ионизационных потерь в виде 
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/ \ 
= = 8nN Zr, т, c? In o1 . 

i У <l>mc2 

Таким образом, в ультрарелятивистском случае 

(—dE/dx), _  2Е:а ZE, 

Потери энергии электрона на ионизацию и Ha излучение сравниваются при энер- 
гии электрона Е; — 800 МэВ/2 

{что составляет для свинца ~10 МэВ, для меди ~25 МэВ и для воз- 
духа —100 МэВ). 

24.4. Влияние поляризации среды 
на ионизационные потери 

Рассматривая (см. $ 24.2), ионизационные 
потери энергии, мы видели, что они определяются полем, создавае- 
мым движущейся заряженной частицей в месте нахождения атомного 
электрона. Мы решали задачу, считая, что есть только пролетающая 
частица и один атомный электрон. Между тем электрон находится в 
среде, которая поляризуется движущейся частицей; поэтому поле 
в месте нахождения электрона ослабляется и он получает меньшую 
энергию, чем если бы он был изолированным. Таким образом, поля- 
ризация среды должна приводить к уменьшению ионизационных по- 
терь эффект Ферми). 

Чтобы дать количественную теорию этого эффекта, обратимся к уравне- 
ниям Максвелла для полей в среде: 

| OH 
rot Е = — у, div (Е + 4xP) = 4т фе, 

tHa 2 (4 snp) +}, ино rot Н = — — - 4х — |, =0, 
Cc at ‘ Cc 

The P — вектор поляризации среды иф., J — плотности заряда и тока, связан- 
ные с движущейся частицей. Если частица движется равномерно со скоростью у, 
TO ее траектория имеет вид г = vi и поэтому, используя трехмерную 6-функ- 
цию 6(г) = 6(х)6(%)5(2), величины о., J можно представить в виде 

ре = 98 (гГ—УЙ, j=qvi(r—vb), 

тде 4 — заряд частицы. Что касается вектора поляризации среды, то в простей- 
шем случае его можно определить (как это уже делалось в §§ 16.2, 16.3), uc- 
ходя из представления об атомных электронах как некоторых осцилляторах. 
Если фо — частота и Y — коэффициент затухания осциллятора, то поляризуе- 
мость среды определяется формулой 

еп /т 

— «2 — 214 + о 
а (&) = 

{п — плотность электронов). 
Нас интересует задача с цилиндрической симметрией — избранным на- 

правлением выберем направление движения частицы (вдоль которого мы на- 
правим ось 2). Поэтому все величины можно разложить в интеграл Фурье по 
частоте @ и 2-проекции волнового вектора R ,: 
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Fir, д = | fo, 4, ©) exp {sot + ikz2} дов, 
где |, Re (р) — некоторая функция p= Ух? + у2. Фурье-компоненту 6-функ- 

ции легко найти, вспоминая, что [dt exp (121) = 2л6(2); обозначив A w hy (р) 

эту фурье-компоненту, имеем 

Au, 4, (0) = ° о a exp {iot — 14.2} 8 (2 — ut) dzdt = 

_ в 3) | _ 30980) = ож exp {it (® — vkz)} dt = On 3 (® — vk) 

(входящее сюда произведение 6(х)б (у) зависит OT х H у не независимо, a в виде 

комбинации р = Ух? + y?), 
Выразим теперь напряженности полей через векторный потенциал A: 

H=rotA, Е = — — ——. 

Для фурье-компоненты векторного потенциала мы получим уравнение 

419 8 (x) 8 (и) 
У 

С Qn 

2 

Ё — Ар — => € (o)| А w, в, (р) => 5 (w — vkz), 

где Ap — лапласиан по переменной р, т. е. 

Решение этого уравнения можно, очевидно, искать в форме 

414 
Ay, к, (р) = vi (® — ok) и (р), 

где и(о) определяется уравнением 

В А) —% | (р) = B(x) BY) 
92 С? on 

Мы видим, что функция и(0) удовлетворяет однородному волновому уравнению 
(двумерному) везде, кроме точки х = у = 0, т.е. 

é (2) | Ари (в) + и (p) =0, ый (<2 + к (9 £0). 
Умножим уравнение для и с б-функциями в правой части на о и проинте- 

грируем по ар. Учитывая, что для цилиндрически симметричной величины 
интегрирование по dxdy эквивалентно интегрированию с 2лрар, получим 

2) P Op p->0 

Отсюда можно сделать следующий вывод: чтобы найти векторный потенциал, 
нужно решить однородное уравнение для u(P) с выписанным граничным усло- 
вием на производную от этой функции в точке р = 0. 

Такому уравнению удовлетворяет цилиндрическая функция Ко(150). Про- 
изводная от Ко выражается, как известно, через цилиндрическую функцию Аз, 
так что через эти две функции можно без труда выразить все компоненты 
электрического и магнитного полей. 
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При известных электрических и магнитных полях мы можем най- 
TH плотность потока энергии $, через поверхность цилиндра некото- 
рого радиуса 6, окружающего траекторию частицы. Разделив $, на 
ах, мы получим энергию W,, теряемую частицей на единичном пути и 
соответствующую прицельным параметрам, превышающим выбранное 
значение 0: 

У, =—— | [ЕН] ds 
Anu 

{интегрирование производится по поверхности цилиндра радиуса 6). 
Величина W, выражается через цилиндрические функции: 

5 Cf I ! 
V,=— ( —] ws*K, (— is*b)K,(isd) dw. 5 = — я т = 1 ( )K (isd) 

—со 

Этот интеграл легко вычислить при достаточно малых 6. В случае 
прозрачной среды (})—0) ответ имеет вид 

2 _ 2 У, = 2ке‘п in ту +n во — | we ve < 

то? 3, 17те? nb? 0? с? Ve , е 1—_— 0 

о с? 
Ue 

WV 2кеп | mv? a. с 

b= mot [ИП Зет eg — 1 OF VR 

тде & = 1 + 4ле?п/(то?) — диэлектрическая постоянная в области 

низких частот. 
Представляет интерес сравнить полученные формулы с выраже- 

нием для ионизационных потерь, не учитывающим поляризацию сре- 
ды. Последние мы уже рассматривали в $ 24.2. Мы не можем, однако, 
непосредственно применить результаты $ 24.2, а должны заново про- 
вести расчет — на этот раз не для бесконечной среды, а для цилиндра 
малого радиуса 6. Приведем лишь окончательные выводы. Оказы- 
вается, что 

поляризация среды приводит к уменьшению ионизационных потерь 

(этот результат виден уже при непосредственном сравнении формул 
$ 24.2 и настоящего параграфа: величина W, при Е >> тс” стре- 
мится к постоянному пределу, в то время как найденные в $ 24.2 по- 
тери растут как In [Е/(тс?)]). Точный расчет показывает, что учет 
поляризации среды приводит к уменьшению потерь для E = 103 mc? 
в два раза для воды и на 1/, для воздуха (при выборе Ь = 108 см). 

24.5. Излучение Вавилова — Черенкова 

Полученная в предыдущем параграфе величина W, определяет 
потери энергии частицы, если прицельный параметр превосходит за- 
данное значение 6. Мы привели общее выражение для W, и проана- 
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лизировали случай малых 6, порядка межатомных расстояний (фи- 
зически отвечающий ионизационным потерям энергии при парных 
столкновениях с учетом поляризации среды). 

Возникает вопрос: как ведет себя W, при больших 6? Вспомним, 
что цилиндрические функции быстро осциллируют или экспоненци- 
ально убывают при увеличении аргумента, так что содержащие их 
интегралы убывают. Поэтому естественным кажется, что потери энер- 
гии убывают при увеличении прицельного параметра в соответствии 
с тем, что обусловливающие их электромагнитные силы на больших 
расстояниях почти полностью заэкранированы. 

Ситуация, однако, резко меняется, если скорость частицы больше 

фазовой скорости электромагнитных волн в среде; и > Vg = С/У &(a). 
В этом случае в область интегрирования в формуле для Я, попадает 
точка $ =0, вблизи которой аргумент цилиндрической функции ос- 
TaeTCA конечным при сколь угодно больших 6 (среда предполагается 
прозрачной (Ime(@) = 0), так что величина 5? вещественна). При этом 
№, при В >< оказывается отличным от нуля и определяется форму- 
лами 

то? Cc \ Eg 

U2 

eA а 9 Е 
Wo = ще + In - о > 2 . 

Каков же смысл энергии, уходящей от частицы на очень большие 
расстояния? Очевидно, что это энергия излучаемых частицей элек- 
тромагнитных волн (а не энергия возбуждения или ионизации от- 
дельных атомов). Такое излучение называют излучением Вавилова — 
Черенкова (или для краткости — черенковским излучением). (Оно было 
открыто С. И. Вавиловым и IT. A. Черенковым в 1934 г.; теория эф- 
фекта была развита И. Е. Таммом и И. М. Франком.) 

Возможность излучения Вавилова — Черенкова особенно нагляд- 
на при квантовом подходе. Мы уже говорили, что в вакууме равномер- 
но движущаяся частица не может излучить фотона; при этом не могли 
‘бы одновременно выполниться законы сохранения энергии и импуль- 
са: 

Е! = Её + fiw И P, = p,-+ hk, 

где В! 2 = CV 22 р’. энергии электрона до и после излучения, 
ho =fick и ЦК — энергия и импульс фотона. _ Иначе обстоит дело в 

среде с показателем преломления N = У e(@) > 1: теперь энергия 
фотона с импульсом ВК есть fil» = fick/N, т.е. меньше, чем в случае 
вакуума, и законы сохранения энергии и импульса смогут удовлет- 
вориться. В самом деле, используя законы сохранения энергии и 
импульса, легко получить следующее выражение для косинуса угла $ 
между К и Po: 
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cos $ — Ze | Её — РЁ | — 

где ve = рс"/Е› и Vg — фазовая скорость волны. Таким образом, 
при о > Vg фотон может излучаться, причем под строго определенным: 
углом к направлению движения частицы. 

Если фотон уносит лишь небольшую долю импульса электрона: 
hk << р, (что имеет место, в частности, при близком к единице пока- 
зателе преломления), то выражение в квадратных скобках равно, 
единице и 

cos $ = v,/v (hk < p). 

He приводя выражений для векторного потенциала и полей при 
черенковском излучении, заметим лишь, что согласно результатам 
предыдущего параграфа их зависимость от р при р->со имеет вид 
f ~ р 1/2 exp(isp), где по-прежнему 

Е (о) | | 
$2 — о? 

c 02 

При мнимых значениях $ эта величина экспоненциально убывает (что. 
соответствует экранированию полей). Если же и >> Ug, то $ делается 
вещественным и компоненты поля осциллируют по характерному для 
расходящейся цилиндрической волны закону [ ~ р !/? exp(isp). Энер- 
гия, излучаемая частицей на длине пути J, как можно показать, опре- 
деляется формулой 

& = ert | | — oda, 

“ (BN>1) RIN 

где В =v/c, № — показатель преломления и интегрирование произ- 
водится по области частот, в которой ВМ >> 1 (формула Там ма— 
Франка). 

Черенковское излучение можно пояснить еще как результат суперпозиции 
волн, непрерывно излучаемых частицей. Если wm = kv, то энергия, теряемая 
частицей на одном полупериоде, в точности равна энергии, приобретаемой ею 
на другом полупериоде волны, так что энергия от частицы волне в среднем не 
передается. Если же wm = Ку, т. е. cos $ = оф/о, то частица движется вместе с 
волной, находясь все время в точке с одинаковой фазой; в этом случае энергия: 
частицы непрерывно переходит к волне. 

Обратим внимание на то, что 

черенковские потери энергии частицы не зависят от ее массы в отличие от тор- 

мозных потерь, интенсивность которых падает с увеличением массы частицы. 

Подчеркнем, что рассмотренные в предыдущем параграфе потери 
энергии частицы с учетом поляризации среды автоматически содержат 
как ионизационные, так и черенковские потери (физический смысл 
последних имеет при этом величина W,). 

Важным техническим приложением излучения Вавилова — Че- 
ренкова являются так называемые черенковские счетчики заряженных. 

частиц. 
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24.6. Рассеяние фотона электроном 

Перейдем к рассмотрению прохождения фо- 
тонов через вещество. 

При этом могут происходить три процесса: поглощение фотонов с возбуждением 
или ионизацией атомов, рассеяние фотонов атомными электронами и превра- 
щение фотонов в электрон-позитронные пары. | 

Начнем с рассеяния фотона электроном (эффект Компто- 
на). Будем сперва предполагать, что энергия фотона значительно 
больше энергии связи электрона в атоме. В этом случае электроны 
можно рассматривать как свободные, так что должны выполняться 
законы сохранения энергии и импульса: 

Е; + fio, = E,+ бю,, р, + hk, = p, + hk,, 

где индексы | и 2 служат для обозначения величин до и после рассея- 

ния. Учитывая, что Е = т,с? + р? и ® =ck, отсюда легко вы- 
разить угол рассеяния фотона $ (угол между К, и ke) через углы 4, 
2 между скоростью Vy электрона до рассеяния и ky, К»: 

1—cos $= 1 ( — * 058, — = (1 — сов, . 
С 

Если электрон вначале покоился (5: =0, Е, = m,c*; фактически 
это означает лишь, что Vy << Uo, т.е. что скорость рассеянных элект- 

ронов велика по сравнению со скоростью атомных электронов), то из 
этого соотношения вытекает формула 

61 
27 . 

hw, 

I+ > (1 — cost) 
M eC 

Ее называют формулой Комптона. 
Мы видим, что 2 < @, (равенство имеет место при $ = 0); это 

естественно: если электрон первоначально покоился, то фотон может 
только передать ему (но не забрать) энергию. В предельном случае 
малых энергий фотона (fim, << тс?) частота фотона при рассеянии 
почти не меняется; для очень жестких фотонов (fiw, >>> тс?) частота 
fiw, = т,с?/(1—с05$) рассеянного фотона перестает зависеть от час- 
тоты падающего фотона (последняя формула становится несправед- 
ливой при очень малых углах рассеяния). 

Из соотношения между We и Wy легко установить связь между соот- 
ветствующими длинами волн: 

№ — Ay = Ac (1 — с0$ 3), 

Где А с==2лй/(т,с) ~ 2л.3,86.10-И см. Эту величину называют комп- 
тоновской длиной волны электрона. 

Частота рассеянного фотона, как мы видели, однозначно определя- 
ется углом рассеяния (при заданной частоте падающего фотона), сам 
же угол рассеяния может быть любым. Иными словами, комптонов- 
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ское рассеяние (как и любой квантово-механический процесс) описы- 
вается статистическими законами и характеризуется дифференциаль- 
ным сечением рассеяния 

в = АМ№/Г, 

где dN — число фотонов, рассеянных под углами в интервале (9, + 
-+ dd), и Г — плотность потока падающих фотонов (т.е. число их, 
попадающих за 1 с на площадку площадью | cm’, перпендикулярную, 
вектору ky). 

Дифференциальное сечение рассеяния do можно просто опреде- 
лить для очень мягких фотонов (A >>> Ас); при этом можно вообще: 
не пользоваться понятием фотона и провести расчет, не выходя за 
рамки классической электродинамики. Действительно, пусть на элект- 
POH падает плоская волна частоты в, электрическое поле которой имеет: 
вид Е =E,cos(kr—of). Под влиянием поля электрон начинает дви- 
гаться, а так как А, >>> Ас, т. е. йо << тс?, то энергия, приобретае- 
мая электроном, невелика, а следовательно, мала и скорость элект- 
рона. Поэтому ускорение электрона определяется только электриче-. 

ской силой: г = (e€E,/m,)coswt (электрон покоится в начале коорди- 
нат). Движущийся с ускорением электрон начнет излучать электро- 
магнитные волны; их и следует рассматривать как рассеянное излу- 
чение. Интенсивность этого излучения можно определить по общей. 
формуле для дипольного излучения: 

dj = d ) sin’ Odo, 
4xc3 

где 4 = сг, 9 — угол между k’ ur, а do — элемент телесного угла, 
в котором лежит волновой вектор К’ рассеянного излучения. Разде- 

. 2 
лив dJ на плотность потока энергии в падающей волне $ = сРо/(4м),. 
получим дифференциальное сечение рассеяния 

do = г, $12090, ho < m,c’, 

где гу = e?/(m,c?) — классический радиус электрона. 
Проинтегрировав полученное выражение по углам, найдем полное: 

сечение рассеяния мягкого фотона: 

Эту формулу называют формулой То мсоныа, а сечение о = 0,66X 
х 10-24 см? — томсоновским сечением. 

До сих пор мы считали электрон свободным; но если величина he. 
становится сравнимой с энергией связи электрона в атоме, то электрон 
нельзя уже рассматривать как свободную частипу. Чтобы понять. 
характер рассеяния в этом случае, будем трактовать электрон как 
классический осциллятор. Под влиянием электрического поля та- 
кой осциллятор совершает вынужденные колебания, описываемые 
уравнением 
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.. р 
г ог = — В, cosot 

Те 

{©, — собственная частота осциллятора). Отсюда легко определить 
r(t) H, следовательно, входящую в формулу для дипольного излучения 

величину а =а. Представляя далее интенсивность дипольного из- 
лучения в виде dJ = 540 ($ — по-прежнему плотность потока энер- 
гии падающей волны), найдем дифференциальное сечение рассеяния: 

4 [63] 

do = r7 sin Odo. 
2 2 

( oj—« )’ 

В отличие от томсоновского сечения это сечение зависит от частоты 
Фотона; в области очень малых частот (@ << ®,) оно пропорциональ- 
но @“. Эта зависимость, в частности, объясняет голубой цвет неба: 
интенсивно рассеивается и потому преимущественно попадает в глаза 
наблюдателя коротковолновая часть солнечного света. 

При ® = ®., т.е. в случае резонанса, написанная формула при- 
водит к бесконечному сечению; в этом случае она непригодна, так как 
не учитывает эффекта затухания. Учет затухания, как мы неоднократ- 
но убеждались, приводит к замене резонансного знаменателя (2, —6в?)? 
на [(@?)>—@?)? + y?w?], где у — коэффициент затухания, так что в ре- 
зонансе 

do = r, (®,/т)? sin? 940. 

Подчеркнем, что атомный электрон очень приближенно можно трак- 
товать как классический осциллятор, так как атом подчиняется не 
классической, а квантовой механике. Поэтому сечение рассеяния 
электромагнитной волны атомом определяется другой, более сложной 
формулой, чем формула для сечения рассеяния классическим осцилля- 
тором. При этом существенно, что в процессе рассеяния атом может 
перейти из одного энергетического состояния в другое. Поэтому 
частота рассеянной волны может отличаться от частоты падающей 
волны. Если частоты этих волн равны @, H Ws, то общая формула для 
дифференциального сечения рассеяния в интервале телесного угла doz 
имеет вид 

(е› 4); (е19) 51 (е1 4); (е>9);1 |? do = ® 3 do 
12 Е — Е; + Во, т Е, — Е; — ho, 

$ 

где е, и е› — векторы поляризации обеих волн, (ed);; — матричные 
элементы скалярного произведения векторов 4 ие, Е! и Ey — энергии 
атома до и после рассеяния, связанные законом сохранения энергии 
Е. + Во, = Е. + Вю», и суммирование производится по всем «про- 
межуточным» состояниям $ атома с энергией FE, . При wo, = > (этот 
случай называют когерентным рассеянием) сечение рассеяния про- 
порционально 6“, так же как и в классической теории. 

Возвратимся теперь к эффекту Комптона при произвольных энер- 
гиях фотона. Формула для дипольного излучения при этом уже не- 
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24.4. 

Функция o/(8/gnr?), 
описывающая 3aBHcH- 
мость полного сечения 
эффекта Комптона от 
энергии падающего фо- 
тона 

применима; более того, исследование эффек- 
Ta Комптона при произвольном fiw вообще 
невозможно в рамках классической физики, 
т. е. с использованием только механики Нью- 
тона и электродинамики Максвелла. Дело в 
том, что если энергия фотона сравнима или 
превосходит энергию покоя электрона, то по- 
следний при столкновении с фотоном может 
приобретать значительную энергию, а так 
как распределение рассеянных фотонов по 
направлениям (а следовательно, и по энерги- 
ям) подчиняется статистическим закономер- 
HOCTAM, то таким же закономерностям будет 
подчиняться и электрон после рассеяния. 
Статистические же закономерности в поведе- 
нии электрона лежат вне рамок классиче- 
ской физики и составляют предмет квантовой 
механики. Иными словами, определение се- 
чения рассеяния фотона электроном при 
По > т.с? может быть произведено только 
в квантовой механике, причем с учетом 
требований релятивистской теории. Поэтому 
мы приведем только некоторые результаты 
теории эффекта Комптона. 

Дифференциальное сечение рассеяния (в 
случае неполяризованных частиц) опреде- 
ляется формулой 

ЕР [== [= + — — 528 | do, 
2 Wy 91 Фо 

где $ — по-прежнему угол рассеяния ‘фотона 
(угол между ke и К!) и do — элемент телес- 
ного угла вектора К, (электрон до рассеяния 
предполагается покоящимся). Как мы виде- 

ли, частота рассеянного фотона является однозначной функцией $; 
подставив в эту формулу найденную в начале параграфа зависимость 
(3), мы получим угловое распределение рассеянных фотонов. Be- 
личина 40/40 как функция угла $ и параметра y = ha,/(m,c’) пред- 
ставлена на рис. 24.3. 

Если проинтегрировать дифференциальное сечение по углам, то 
мы получим полное сечение о эффекта Комптона. Зависимость O OT 
y изображена на рис. 24.4. Мы приведем формулы для O только в 
ультрарелятивистском (fi@, >> т.с?) и в нерелятивистском (Во! < 

« т,с?) случаях: 

°] =TT 

61 

8 
в = — т 

3 
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{последняя формула представляет собой, очевидно, формулу Томсона 
и первую поправку к ней по параметру у). 

24.7. Фотоэффект и образование 
электрон-позитронных пар 

Если энергия фотона h@ превосходит энергию 
связи электрона в атоме, т. е. энергию ионизации атома J, то фотон 
может быть поглощен атомом, а атомный электрон покинет атом, об- 
ладая кинетической энергией Т = Во —Г. Это явление называют 
фФотоэффектом (оно было открыто Герцем в 1887 г. и объясне- 
но Эйнштейном в 1905 г. на основе квантовых представлений о при- 
роде света). 

Электроны в атоме расположены в различных оболочках, каждой 
из которых отвечает своя энергия связи. Самую внутреннюю оболочку 
называют А-оболочкой; на ней находятся два электрона с энергией 
связи, приближенно равной RZ?, где R = 13,5 эВ — постоянная 
Ридберга и Z — атомный номер. Затем идут L- и М-оболочки с мень- 
шими энергиями связи, равными примерно */, Ю (2—5) и М, Ю(2—13)?. 
Наименьшей энергией связи обладают электроны на оптических ор- 
битах, поэтому для их отрыва нужна наименьшая частота фотона. 

С ростом частоты в поглощении фотонов начинают участвовать 
электроны из все более глубоких оболочек. Когда энергия фотона 
достигает значения энергии связи электрона в какой-либо оболочке, 
происходит резкое увеличение числа поглощаемых фотонов. Схема- 
тическая зависимость числа N поглощенных фотонов от частоты по- 
казана на рис. 24.5. Точку, в которой поглощение испытывает скачок, 
обусловленный выбиванием К-электронов, называют краем К-полосы 
поглощения. Соответствующая частота равна ®к =/x/h, где 
[к — энергия связи А-электрона. 

Фотоэффект (подобно любому квантово-механическому эффекту) 
характеризуется эффективным сечением, определяемым как отноше- 
ние числа выбитых за 1 с электронов к плотности потока падающих 
фотонов. Для К-электронов сечение фотоэффекта определяется форму- 
Лой 

128 хе? 3 м 
ск = К ехр} — 4 агс сё} x L 

3m wt 

x (1 — exp( — 2r§))7}, к 

1/2 _ 
где & = wf” (@—ox)/? и принято й = с== 1. 

Приведенное выражение относится к от- 
дельному К-электрону (всего в атоме их 
два). Если просуммировать аналогичные (хо- ad 
тя и значительно более сложные) выраже- 1s 

2 e e ния по всем электронам атома, TO мы полу- Bo числа nor 
чим отнесенное к одному атому сечение фо- 5 я щ®енных = фотонов ог. 

тоэффекта оф. частоты 

467



По известному оф легко выяснить, как происходит поглощение фо- 
тонов в веществе. Если № — плотность атомов, то длина пробега 
фотона по отношению к фотоэффекту составит 

| 

Now 

и, следовательно, относительное уменьшение числа фотонов на пути 

dx есть dx/ly. Пусть теперь n=n(x) — число фотонов в поглотителе 
на расстоянии х от его границы. Тогда dn == —ndx/lp, откуда 

= 

n(x) = ne P= ne MOF 

где п, — число фотонов на входе в поглотитель. 
Сечение фотоэффекта, испытывая скачки, убывает с ростом частоты. 

При ® > @xK оно уже мало и более существенным становится эффект 
Комптона. Следует, однако, иметь в виду, что при эффекте Комптона 
происходит, собственно, не поглощение фотонов, а их рассеяние, так 
что этот эффект вносит вклад в потери энергии (и направленного им- 
пульса) исходного фотонного пучка, но не в суммарную плотность фо- 
TOHOB. 

Если энергия фотона превосходит 2m,c?~ 1 МэВ, то в игру всту- 
пает новый процесс — образование электрон-пози- 
тронных пар. Позитрон e+ отличается от электрона е` только 
знаком заряда, так что пара е+е` электрически нейтральна, так же 
как и фотон. Поэтому с точки зрения закона сохранения электриче- 
ского заряда фотон может «родить» электрон-позитронную пару, 
но так как энергия покоя пары равна 2т,с*, то энергия фотона должна 
при этом превосходить 2т,с?. Однако 

один фотон в вакууме не может образовать пары, так как при этом не могли бы 
одновременно выполниться законы’ сохранения энергии и импульса. 

Для образования пары одним фотоном необходимо присутствие 
посторонней частицы, например ядра. Полное сечение образования 
пары в поле ядра (с учетом экранирования) 

Oy = Ре {14 In (1837 “+ 
3 9m? cbh 

(Z — атомный номер). Длина пробега фотона в веществе по отношению 
к этому процессу составит J, = 1/(No,), где № — плотность ядер, 
так что изменение интенсивности фотонного пучка происходит по 
закону п = пое`х/№. Заметим, что длина пробега быстрого электрона 

по отношению к процессу тормозного излучения имеет тот же порядок 
величины, что и Ц. 

С процессами тормозного излучения и образования пар связано 
явление электромагнитных ливней, заключающееся в 
следующем. Пусть быстрый электрон с энергией порядка гигаэлектрон- 
вольт влетает в слой вещества. Тормозясь в кулоновском поле ядер, 
электрон излучает фотоны с энергией того же порядка, фотоны рож- 
дают пары, после чего процесс начинается снова: каждая из частиц 

468



пары, тормозясь, излучает фотоны, которые, 
в свою очередь, рождают пары, и Т. д. 1 и 
(рис. 24.6). rN, 

Таким образом, из первоначально одной / pL 
быстрой частицы — электрона возникает MHO- ии 
го вторичных частиц: электронов, позитро- 
нов и фотонов с более низкими энергиями. | № 
Об этих частицах говорят, что они образуют 
электромагнитный ливень. Ливень прекраща- 
ется, когда энергия частиц опускается до од. 
таких значений, при которых в торможении Электромагнитный  ли- 
фотонов начинает доминировать эффект Комп- вень 
тона, а в торможении электронов — иониза- Сплошные линии соответст- 

вуют электронам и позитро- 
ционные потери. нам, пунктирные — фотонам 

Ясно, что первичной частицей ливня не 
обязательно должен быть электрон; с тем же 
успехом ливень может порождаться и энергичным фотоном. 

Легко оценить число частиц в ливне на глубине х (считая от места 
влета первичной частицы). Так как длина пробега фотона по отноше- 
нию к процессу образования пар е*е` и длина пробега электрона ( и. 
позитрона) по отношению к процессу тормозного излучения по по- 
рядку величины одинаковы, то можно ввести некоторую среднюю: 
длину пробега частицы ливня </>: 

< 1> = сопз/(М <>), 

2 
где <o> = Z*roe?/(hc) и const обозначает числовую постоянную 
порядка единицы (7) — классический радиус электрона). Число час- 
тиц ливня на глубине х 

х/ < [> 
n(x)~ 2 . 

Если Е, — энергия начальной частицы, TO Ha глубине x, согласно: 
закону сохранения энергии, средняя энергия частиц Е„- E,2%/<, 
Ливень прекратится, когда эта величина достигнет критического зна- 
чения Ес, при котором ионизационные потери энергии электрона ста- 
новятся больше потерь на излучение (E(x) — Ес). При соответствую- 
щем значении x, которое мы обозначим Jy, Число частиц ливня будет 
максимальным. Очевидно, 

[1^— < 1> (in =)/ In 2. 
Ec 

i 
24.7. N 
Схематическая зави- 
симость числа № пог- @ 
лощенных фотонов от 
Hx первоначальной А 
энергии: —^ _ 1 fa 
П — образование пар, K— 0,01 0,1 1 2 10 100 mc* 
эффект Комптона, Ф — фо- 
тоэффект 
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Them! После Toro как число частиц в ливне дос- 
тигнет максимума, ливень постепенно рас- 
сосется. 

Вернемся в заключение кратко к основ- 
ным процессам поглощения фотонов. Общий 
характер поглощения в зависимости от энер- 

То we гии фотона иллюстрируется рис. 24.7; Ha 
arate bua he | PHC. 24.8 дана такая зависимость для свин- 

т? | ца. Обратим внимание на резкий минимум 
поглощения — окно прозрачности для жест- 

24.8. 
Зависимость коэффи- ких фотонов. 

циента поглощения y 
фотонов в свинце от их 24.8. Излучение и 

энергии поглощение фотонов 
Пунктирные линии — вклады 
отдельных эффектов, спло- атомами 
шная линия — полное погло- 

щение (обозначения те же, Если атом находится в воз- 
бужденном состоянии, то он может перейти 
в основное состояние или в другое воз- 

бужденное состояние с меньшей энергией, чем у исходного, и при 
этом будет излучен фотон с энергией 

По; + ; = E;— E,, 

где i, f обозначают начальное и конечное состояния и E;, Е; — уров- 
ни энергии атома. Напротив, если на атом в состоянии } падает фотон 
с энергией По; -„;, то атом может перейти в состояние i с энергией Е; = 
= Е, + ho;;, фотон при этом будет поглощен атомом. ~ 

114 

110 

1 06 

Эти энергетические соотношения выражают закон сохранения энергии при ис- 
пускании и поглощении фотона. 

Они сыграли важнейшую роль при становлении квантовой физики 
и входят в число известных постулатов Бора (1913), с помощью ко- 
торых Бору удалось впервые объяснить стабильность атома и дискрет- 
ность атомных спектров. 

Оба процесса — и испускание, и поглощение фотона (подобно 
Ффотоэффекту и различным процессам рассеяния) — подчиняются ста- 
тистическим закономерностям, т.е. характеризуются определенными 
вероятностями. Для процессов с участием фотонов эти вероятности 
обладают замечательным свойством — они зависят от числа фотонов 
Ny, присутствовавших до рассматриваемого процесса, а именно: ве- 
роятность W_ поглощения фотона частоты & за 1 с пропорциональна 
числу таких фотонов Mo, а вероятность и, испускания — числу таких 
фотонов плюс единица, т. е. (to + 1), причем коэффициенты пропор- 
пиональности одинаковы для обоих процессов. Иными словами, 

Переписав это равенство в виде 
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ш, = (п, +1), W=N, Wy, 

где Wy не зависит от My, мы видим, что вероятность испускания фотона 
состоит из двух слагаемых: Wy И My Wo. Первое слагаемое представляет 
собой вероятность испускания в том случае, когда до излучения от- 
сутствовали фотоны испускаемой частоты; его называют вероятностью 
спонтанного излучения. Второе слагаемое пропорционально числу п" 
фотонов испускаемой частоты, присутствовавших до излучения: оно 
описывает так называемое индуцированное, или вынужденное, излу- 
чение. Что касается вероятности W_ поглощения фотона, то она COB- 
падает с вероятностью вынужденного излучения. Понятия вынужден- 
ного и спонтанного излучения ввел Эйнштейн (1917), установивший 
связь между вероятностями излучения и поглощения, поэтому коэф- 
фициент ш, называют иногда коэффициентом Эйнштейна. 

Вычисление коэффициента в, входит в компетенцию квантовой 
механики, так как процессы испускания и поглощения фотонов под- 
чиняются статистическим закономерностям. Тем не менее в одном очень 
важном случае, когда длина волны A фотона велика по сравнению с 
размерами излучающей системы, в рассматриваемом случае с разме- 
рами а атома вероятность Wp» может быть связана с интенсивностью 
классического эффекта — дипольного излучения. 

Мы уже говорили о такой связи в $ 24.3, приравнивая интенсив- 
ность дипольного излучения 

4 = (4nc*)") е? << г? >> wf sin? $ do 

(«, — частота осциллятора, $ — угол между дипольным моментом 
ег и К; усреднение величины г? производится по времени) энергии 
Вод, уносимой фотонами, где dw — вероятность излучения фотона 
за | с (величины 4 и dw относятся к одному и тому же элементу те- 
лесного угла излученного фотона). Таким образом, dw = dJ7/(fio). 

Точный квантово-механический расчет показывает, что NPHA » а 
в этой формуле достаточно заменить частоту Wy диполя (осциллятора} 
частотой ‹©;->; излучаемого фотона и понимать под усредненным по 
периоду колебаний квадратом дипольного момента е*<г?>> величину 
2e? |r;-5;|?, где г;>; —‘так называемый матричный элемент г между 
состояниями i Hf: 

ring = | (гг (F) Ar, 

и ф;, ф; — атомные волновые функции для состояний i, f. Итак, 

е? «3 

dw = = | r;-> ;[? sin? 940. 

Проинтегрировав dw по телесному углу do, получим полную Be- 
роятность спонтанного излучения фотона частоты Wj.5;, т.е. 

По порядку величины |Г;-„;? (как и <Г?>>) есть а?, поэтому 
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wo~ sea) °~ (5) т. fic \ A А] 137 

ЗМы видим, что для рентгеновских лучей (когда A не намного превос- 
ходит а) вероятность излучения на одном периоде волны составляет 
~ 1/100; для видимого света она равна 1070—1071. 

Зная соотношение Эйнштейна между вероятностями поглощения 
и испускания света, мы можем решить следующую задачу. Пусть в 
некотором замкнутом объеме находится термодинамически равновес- 
ная среда, атомы которой излучают и поглощают фотоны. Ясно, что 
возникающий газ фотонов тоже в конце концов придет в состояние 
теплового равновесия. Каким будет при этом распределение фотонов 
по энергиям? 

Для ответа на этот вопрос напомним, что распределение атомов 
по энергиям в состоянии теплового равновесия определяется форму- 
лой Больцмана N = Cexp[—E/(kgT)], где Т — температура, kg — 
постоянная Больцмана и С — нормировочная постоянная. Поэтому 
числа атома в состояниях с энергиями Е; и E, соответственно состав- 
Ляют 

Е, Е 
N, = Сехр| — -—^—_ |, М, = Cexp}-——-}. 

’ ka T j kp T B B 

Рассмотрим теперь переходы атомов i—f с излучением фотона 
частоты ®==;.,; и обратные переходы f—> i с поглощением такого же 
фотона. Как мы видели, вероятности таких переходов, отнесенные к 
одному атому, связаны соотношением 

w,/w.=(ny + 1)/ne , 

где п, — число фотонов в рассматриваемой замкнутой полости. Но 
y нас есть №; атомов с энергиями Е; и М, атомов с энергиями Е;; 
значит, полные числа излучаемых и поглощаемых фотонов ОТНОСЯТСЯ 

как 

w,N; —е kat ny +1 — n, tl 

w_N ¢ ny hw 

k, T 

e B п 

В состоянии равновесия числа излучаемых и поглощаемых фото- 
нов должны быть равны, т.е. w,N; =w_N;, поэтому Ny + | 
= и,ехр[йо/ (кв Г)]. Отсюда для п» получим 

1 п = 
eho/(kp T) —] 

| 

Эту формулу называют формулой или распределением 
ланка. (Мы уже неоднократно использовали ее не только для 

фотонов, но и для фононов или магнонов. Она была установлена 
М. Планком в 1900 г.) 
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Представим себе теперь, что из полости удалены все атомы. Атомы 
стенок полости тоже излучают и поглощают фотоны, и если стенки 
находятся в состоянии термодинамического равновесия, то в равно- 
весие с ними придет и фотонный газ в полости. В этом случае фотоны 
излучаются и поглощаются макроскопическими стенками, энергети- 
ческий спектр которых практически непрерывен, поэтому непрерывен 
и фононный спектр. Мы приходим к важному выводу: 

находящийся в равновесии при температуре Т фотонный газ (так называемое 
равновесное, или черное, излучение) независимо от его проис- 
хождения всегда характеризуется плановским распределением фотонов по энер- 
ГИЯМ. 

Формулу Планка можно получить и иначе, если учесть, что число 
фотонов обязательно дискретно, поэтому энергия излучения данной 
частоты © может принимать только дискретные значения &„ = nho 
(п =0, 1, ...). Будем рассматривать такое излучение как некоторое 
тело или физическую систему; вероятность того, что в состоянии рав- 
новесия эта система обладает энергией 6,„, пропорциональна 
exp[—é,/(kp7T)]. Отсюда легко найти среднее значение энергии фо- 
тонов 6,: 

den exp [—Enl(kg Ту] 
(8,) = = 

> exp [ — &n/(Rkp Т)] 

n=0 

или (среднее статистическое) число фотонов частоты ©: 

со 

У 2 exp [-- пво/(вТ)] 
n=0 

nN = 
со 

> exp [— nho/(kp T)] 
n=0 

В самом деле, обозначим 2(Ё) сумму геометрической прогрессии: 

оо 

У. —nt l Ро 
2 (Е) = e = , Е = ° 

1 е в Т 
п=0 

Тогда <6,> = Йопь и 

5 
ИИ 1 42 (6) _ е 1 , 

° Z (Е) dé $ efo/ (kg Г) | 
1-е. 

Мы снова пришли к распределению Планка. 
Найдем интенсивность теплового излучения. Рассмотрим с этой 

целью полость в виде прямоугольного параллелепипеда со сторонами 
А, В, С. На границе полости должны выполняться определенные 
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граничные условия для полей, но, чтобы этот вопрос здесь детально 
не рассматривать, можно поступить несколько иначе, а именно считать, 
что поля периодичны с периодами А, Ви С вдоль осей x, ции г. Так 
как поля в полости рассматриваемой симметрии имеют вид плоских 
волн exp (ikr—iw?), где К — волновой вектор и ® = ск, то зависи- 
мость от координаты х определяется множителем exp (1 „х). Чтобы 
эта функция была периодической с периодом A, должно выполняться 
условие А.А = 2лп., где п, — целое число. Аналогичные условия 
должны выполняться для проекций К на оси уи 2. Отсюда следует, 
что 

Е, = 2nn,/A, ky = 2кп./В, k, = 2nn,/C. 

Эти формулы позволяют пронумеровать волны в полости. Мы ви- 
дим, что каждой тройке целых чисел My, Me, Ng соответствует один 
волновой вектор и, следовательно, две волны, отличающиеся поляри- 
зацией е (напомним, что ek = 0). Ясно, что наше условие периодич- 
ности при больших А, В, С практически не нарушает непрерывности 
спектра, так как проекции волновых векторов двух волн с соседними 
П|. 2, 3 ОТЛИЧаются на 2л/А, 2л/В, 2л/С, а эти величины стремятся к 
нулю при А, В, Coo, 

Мы можем теперь определить число волн в интервалах (ky,Rky + 
+ АА ,), (Ry, Ry + Aky), (kz, Е. + AR -). Число волн равно, очевидно, 
AN = 2Ап.Ап›Ап., а так Kak Ап, = AAR,/(2n) и т. д., TO АМ = 
= 2(2л) ЗУЛЕ.АЕ,АЕ,, где У = АВС — объем полости. 
Переходя к дифференциалам, получим 

dN = 2 (2*)- 3 Уаз Е (432 == dk, dk, dk,). 

В числителе здесь стоит элемент объема в К-пространстве. Удобно 
использовать не декартовы, а сферические координаты и перейти от k 
к частоте ® = с; мы получим тогда 

dN = Vwr*dw/(xc*). 

Энергия этих волн, т.е. волн в интервале частот (@, ® + dw), 
составляет 

Vihwda 

fiw 
13 (exe т — ) 

B 

dé,, = Во и, АМ = 

Проинтегрировав это выражение по частоте, получим полную 

энергию равновесного излучения: 

ви С for de 
ey \ Но 

0 exp —1 
kp T 

Вводя вместо ® новую переменную интегрирования Е = hw/(kgT), 
перепишем это выражение в виде 
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V (kp T)4 ed 
> 2 e 

22 88 ^” ef — 1 

Входящий сюда интеграл & представляет собой просто числовую кон- 
станту — она равна л“/15. Таким образом, 

энергия черного излучения пропорциональна четвертой степени температуры. 

Что касается зависимости от формы и размеров полости, то в выра- 
жение для 6 входит только объем полости; этот результат относится 
не только к полости в форме параллелепипеда, но и к полости произ- 
вольной формы. 

Как мы видим, интенсивность равновесного излучения зависит 
только от температуры источника и не зависит от химического состава 
источника и других факторов. Поэтому такое излучение характери- 
зуется большой стабильностью интенсивности и используется как 
эталон. | 

Любопытным фактом является то, что вся наша Вселенная напол- 
нена не имеющим источника равновесным радиоизлучением, соответ- 
ствующим температуре Т =2,7 К. Это излучение находилось, по- 
видимому, в равновесии с веществом горячей Вселенной несколько 
миллиардов лет тому назад. Тогда его температура была ~ 3- 108K. 
Происходящее все время расширение Вселенной сопровождается уве- 
личением всех длин (в том числе длины волны излучения) и, следо- 
вательно, охлаждением излучения, средняя частота которого <®>> — 
~ Ев Г/В, как и определяющая ее температура Т, обратно пропорцио- 
нальна средней длине волны. Таким образом, расширение Вселенной 
привело к понижению температуры излучения до нынешнего уровня. 
Сам факт существования этого излучения связан с ранними этапами 
эволюции Вселенной, поэтому это излучение называют реликтовым 

24.9. Микроволновые и оптические мазеры 

Существование наряду со спонтанным вы- 
нужденного излучения лежит в основе работы генераторов и усилите- 
лей электромагнитных волн, создающих пучки волн колоссальной 
интенсивности и когерентности, — мазеров и лазеров (мазер — это 
сокращение из начальных букв английских слов microwave amplifi- 
cation by stimulated emission radiation — микроволновое усиление, 
обусловленное стимулированным излучением). Оптический мазер 
называют лазером. Этот метод генерирования был независимо открыт 
Н. Г. Басовым и А. М. Прохоровым, а также Гордоном, Цайгером 
и Таунсом в 1954—1955 гг. Возможность применения метода для 
усиления радиоволн была указана ранее (1951) В. А. Фабрикантом, 
М. М. Вудинским и Р. А. Бутаевой. 

Изучая в гл. 16 общие свойства электрической и магнитной вос- 
приимчивостей, мы пришли к выводу, что мнимые части этих величин 
должны быть положительными, в соответствии с тем что среда может 
поглощать, но не излучать электромагнитную энергию. Этот вывод 
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относится к средам, находящимся в состоянии полного равновесия. 
Но в гл. 17 мы видели, что в неравновесной среде (системе плазма — 
пучок) возможно нарастание (а не затухание) колебаний, а при таком 
нарастании пучковой неустойчивости мнимая часть электрической 
восприимчивости делается (в некотором интервале частот) отрицатель- 
ной. 

Среды с отрицательной мнимой частью восприимчивостей (иногда их называют 
активными) могут быть использованы для генерирования и усиления ко- 
лебаний. 

Разъясним принципы создания такой среды и ее использования в 
мазерах и лазерах. Среда неактивна, если вероятность W; того, что 
она находится в состоянии с энергией 6;, убывает с ростом 6; (в та- 
ких случаях говорят о нормальной населенности уровней энергии). 
В частности, нормальной населенностью характеризуется среда в 
состоянии теплового равновесия: для такой среды, как мы знаем, W; 
определяется формулой Больцмана w;~ exp [—6/(ЕвТ)]. 

Для того чтобы среда стала активной, нужно повысить вероят- 
ность возбужденных состояний атомов, или, как говорят иначе, до- 
биться инверсии населенности уровней. (Разумеется, достаточно, что- 
бы инверсная, или обратная, населенность реализовывалась хотя бы 
для двух уровней.) 

В случае мазеров с этой целью используются два метода. Первый 
из них (возможный только для газов) заключается в том, чтобы с по- 
мощью внешних полей пространственно отделить атомы в возбужден- 
ном состоянии от атомов в основном состоянии; совокупность возбуж- 
денных атомов и будет тогда активной средой. 

Второй метод (возможный как для газов, так и для жидкостей и 
твердых тел) сводится к «перебрасыванию» атомов из основного со- 
стояния в возбужденное, без их пространственного разделения. 

Допустим теперь, что тем или иным методом получена активная 
среда. Как она может быть использована для генерирования электро- 
магнитных волн? Если активную среду предоставить самой себе, то 
ее возбужденные атомы «высветятся», т. е. перейдут в основное состоя- 
ние и излучат при этом электромагнитные волны с частотой ®;; = 
= (6;—&;)/h. Ho такой спонтанный переход будет беспорядочным 
процессом, так как разные атомы излучают независимо друг от друга 
и фазы излученных волн никак не скоррелированы между собой. 

Есть, однако, возможность сделать так, чтобы отдельные атомы 
излучали синфазно, т.е. с одной и той же фазой ( и, естественно, 
с одной и той же частотой). Для этого атомные излучатели нужно 
«подстегнуть», т. е. не допуская (правильнее, не принимая во внимание) 
спонтанности излучения, иметь «спусковые крючки» излучения, дей- 
ствующие синхронно. Этого достигают, используя эффект вынужден- 
ного излучения. Эффект состоит в том, что атом в возбужденном со- 
стоянии можно заставить излучать вынужденно под влиянием падаю- 
щего на него излучения даже в том случае, когда атом и «не думает» 
спонтанно излучать. При этом фаза вынужденного излучения атома 
не случайная, а строго зафиксированная величина — она совпадает 
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с фазой вынуждающего излучения. Особенно 
велик этот эффект при резонансе, когда час- 
тота вынуждающего излучения совпадает с 
частотой атомного перехода. Используя это 
явление, мы достигаем того, что все возбуж- 
денные атомы излучают когерентно, т. е. по- 
является возможность создания генератора 
электромагнитных волн, состоящего из ко- 
лоссального числа атомных излучателей, из- 
лучающих синхронно и синфазно. 24.9 

Разъясним подробнее действие газового Разделение пучка мо- 
мазера, использующего пучок молекул ам- лекул газа неоднород- 
миака МН;. Молекула МН, имеет много энер- ным электрическим по- 
гетических уровней, среди которых есть два Лем 
уровня / и 2 с близкими энергиями 6, и 6.2 
(так, что 6>—6.=2А = 10“ эВ, что соответ- 
ствует частоте /(2m) = (€o—6&,)/(2nh) = 
= 2,4-10!° с-или длине волны A = 1,25 см), 
причем существенно то, что молекула NH, в 
состояниях [ и 2 обладает электрическим 
дипольным моментом 4. Поэтому если внести 
молекулу МН. в электрическое поле E, то 
энергии состояний [ и 2 изменятся и при- 
мут значения 
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Ге 2 2.12 24.10. 
1 , ea У Abt Eid, Схематическое изобра- 
8=&-- И 42- Е?а?, жение газового мазера 

где бо = '/>(61 + 6»). 

Представим себе теперь, что узкий пучок газа NH, пропускают 
через область с сильным неоднородным электрическим полем, меняю- 
щимся в направлении, перпендикулярном движению пучка. Вслед- 
ствие неоднородности поля на молекулы действуют силы: молекулы 

с энергией &1 отклоняются в сторону больших полей (скажем, вверх), 

а молекулы с энергией Ey — В сторону меньших полей (вниз). В ре- 
зультате пучок молекул МН. расщепляется на два пучка молекул с 

энергиями &1 и & (рис. 24.9, 24.10). После разделения пучков уже 
нет нужды в том, чтобы молекулы двигались в постоянном электриче- 
ском поле. При выходе из электрического поля избыточная энергия 

&;— & превращается в кинетическую энергию. Величина 8, — 82 
мала (пропорциональна £7), и мы не будем ее в дальнейшем учи- 
тывать. 

Теперь мы должны заставить все молекулы с энергией 6> одновре- 
менно и когерентно излучать фотоны. С этой целью пучок этих моле- 
кул пропускают через резонатор Р (рис. 24.10) с собственной частотой 
Wo = (6>—6:)/й. Задача заключается в TOM, чтобы молекулы из воз- 
бужденного состояния с энергией &., перешли, находясь в резонаторе, 

в основное состояние с энергией 6., причем переход должен проис- 
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ходить синхронно и синфазно. С этой целью в резонатор вводят пере- 

менное поле Ё — E,coswt, которое вызывает переход молекул 2—1, 
а вместе с ним вынужденное излучение на частоте Wo. 

Вероятность перехода особенно велика при выполнении резонан- 
сного условия ® = Wo. В этом случае вероятность того, что молекула 
с энергией 65, попав в резонатор в момент времени { =0, перейдет 
к моменту времени # в состояние с энергией 6., определяется форму- 

JOH We-5,(t) = sin?(Etd/f). Из этой формулы следует, что время прохож- 
дения молекулой резонатора Т = L/v (Г, — длина резонатора, и — 
скорость молекулы) нужно сделать таким, чтобы выполнялось ра- 

венство ETd/h = л/2. Тогда вероятность того, что молекула, войдя 
в резонатор с энергией 62, выйдет из него с энергией 6., равна едини- 
це. Иными словами, в этом случае все молекулы, вошедшие в резона- 
тор в возбужденном состоянии 2, выйдут из него в основном состоя- 
нии J. При этом каждая из них отдает резонатору энергию Во, = 
= 6—6. в виде энергии электромагнитной волны. 

Остановимся на характере поля E, вызывающего вынужденное 
излучение молекул. Мы его считали заданным. В этом случае наш 
мазер, т. е. система, состоящая из разделителя пучка молекул и ре- 
зонатора, через который проходит пучок возбужденных молекул, 

является усилителем поля E, но не генератором. 
Однако в этом же приборе заложена возможность генерирования 

волн на частоте Wy. Действительно, в резонаторе всегда есть поле час- 
тоты ®,, хотя его амплитуда может быть ничтожно малой (например, 
поле, обусловленное тепловыми флуктуациями). Это поле вызовет 
вынужденное излучение, которое усилит исходное поле. В более силь- 
ном поле будет происходить более интенсивное вынужденное излуче- 
ние, которое еще больше усилит исходное поле, и т. д. Таким обра- 
зом, в принципе здесь возможно лавинообразное усиление сколь 
угодно малого поля частоты Wo. 

Но для того, чтобы был возможен такой эффект самовоз- 
буждения, должны выполняться некоторые условия. Основное 
из них сводится к тому, чтобы возникающая энергия электромагнит- 
ного поля превосходила потери энергии в резонаторе. Для этого число 
молекул № в состоянии 2, влетающих в резонатор за 1 с, должно 
превосходить некоторое критическое значение. В самом деле, мощ- 
ность, Излучаемая пучком, 

P = ВМ, (1), 

где и›.,1({Г) — вероятность перехода 2—1 к времени 2. Предполагая # 

достаточно малым, мы положим We-44(t) = (лЕ.Га*)?. Потери 
мощности в резонаторе равны W)W/Q, где О — добротность, 

W = VE>/(16) — энергия, запасенная в резонаторе, и У — объем 
резонатора. Полагая в выражении для &>-,!(1) время Ё равным L/v, 
получим из равенства Р = o,W/Q критическое значение NC) ве- 
личины №: 
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(C) 1025 

4п2 [0 4? 

где S — площадь поперечного сечения ре- 
зонатора. Оценка показывает, что критиче- # 9 
ское значение N°) составляет по порядку Be- ; hur hwo 
личины 1013 молекул в секунду. р ° , 

Разъясним теперь метод получения ак- ' 
тивной среды с помощью инверсии населен- 
ности уровней без пространственного раз- 411 
деления атомов. Рассмотрим трехуровневый = Tye exons в трехуров- 
(рис. 24.11) твердотельный мазер, в котором невом  мазере 
используется система с тремя уровнями 6&4, 
Go, 6, (он был предложен Н. Бломбергеном 
и А. Прохоровым). 

Система поглощает фотон частоты ®.1! и переходит из состояния I 
в состояние 3. Время жизни этого состояния очень невелико, и систе- 
ма быстро, испустив фотон частоты 2, переходит на «рабочий» ypo- 
вень 2, время жизни которого велико, благодаря чему населенность 
этого уровня может быть сделана сравнимой или даже выше населен- 
ности основного состояния J. На этих двух уровнях и работает мазер, 
т. е. он усиливает и генерирует частоту Wo, = (62—6!)/В; для твердо- 
тельных трехуровневых мазеров она обычно лежит в оптическом 
диапазоне. Объемный резонатор сделать при этом невозможно (из-за 
его слишком малых размеров), поэтому в оптических мазерах — ла- 
зерах применяются два зеркала, между которыми генерируются стоя- 
чие световые волны. 

В трехуровневом мазере может быть достигнута стационарная 
инверсия населенности уровней. Чтобы убедиться в этом, напишем 
уравнение баланса для населенностей N,, №, Ng уровней J, 2, 3. 
Обозначим ш;; вероятность перехода i—j, обусловленную колебаниями 
кристаллической решетки и другими релаксационными процессами. 
Пусть далее W;; — вероятность вынужденного перехода i>j, обус- 
ловленного приложенным полем частоты W;; (предполагается, что при- 
сутствуют сильное насыщающее поле частоты Wy, и слабое поле часто- 
ТЫ @©32). Тогда изменение во времени населенности N, уровня 3 опре- 
делится уравнением 

— = W43 Ni— W34N, + Wo,N_— WN 3 — Wa, (№ — Ny)— W (М — М). 

Аналогичные уравнения справедливы для изменений населенности 
уровней Ги 2. | 

Заметим, что вероятности W;; и W;; не независимы, а связаны меж- 
ду собой в силу принципа детального равновесия. В самом деле, 
равновесные населенности уровней М удовлетворяют соотношениям 

М№:;; = Njwj;, но в тепловом равновесии, согласно распределению 

Больцмана, N;~exp [—6;/(kgT)], поэтому 

479.



(предполагается, что Во < Рв Т). В нулевом приближении по ма- 
лому параметру Во; ;/(Ёв Г) населенности всех трех уровней равны, 
поэтому можно там, где №123 множатся на этот параметр, положить 
М: = № = № =1/3N, где М = М, | М + Ny. Таким образом, мы 
получим 

dN3 __ м __ hog, 

a [м Ns N т + 
fiw 

+ виа (м, — № —№ 5 7 )- Wa, (№; — Ny) — И» (№; — М.). 
B 

Аналогичные уравнения справедливы для dN,/dt и dN./dt. 
Нас интересует случай стационарных населенностей, когда №12 3 

не зависит от времени. Обычно вероятность W,, значительно больше 
вероятности W 3. и всех вероятностей тепловых переходов (т. е. всех 
2). При этом для стационарных населенностей справедливо COOTHO- 
шение 

М. М. — hN 32 32 — Wo] Фот 

3kp T из + Wye + Woe 

Отсюда следует условие инверсии: Wg2Wge2 > 0/21 02. Ум- 

НОЖИВ №М:— №5 на Поз Иа, найдем выходную мощность на частоте 

Wao: 32 

P= По, (№; — №5) Wop. 

Примером трехуровневой системы, широко используемой в качестве 
лазера, является кристалл рубина — корунда Al,O, с небольшой 
примесью оксида хрома Сг2О. (с которым и связан характерный цвет 
рубина). В решетке рубина хром присутствует в виде трехзарядных 
ионов Сг3*; в спектре этих ионов и имеются три используемых уровня. 
Длина волны накачки у рубина 556 нм, длина излучаемых волн 
692,9 и 694,3 нм (красный цвет). Рубиновый лазер может работать как 
в импульсном, так и в непрерывном режиме. В принципе, лазеры поз- 
воляют получать излучение в спектральном диапазоне от далекой 
инфракрасной области до ультрафиолетовой с пиковой мощностью 
в импульсе до гигаватта или непрерывной мощностью, превышающей 
сотни ватт. Лазеры позволяют получать сигналы очень высокой 
спектральной чистоты, со стабильностью частоты порядка 107%. 

ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ | 

Формула  Резерфор- gy, — В } do 

да 2Mv? ] з114(6/2) 

8=М№17222е4 In — 9029 
Средний квадрат угла (6?) = 

| p*v? ‘/s_ 2 рассеяния 97°! 36 
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Ионизационные по- — — dE Axz%etn 2m ev" vu? 
= In , 

тери (формула Bere) dx m ev” (1) ( ' -=) 2 

Энергия — излучения 6 = = (1 — an} wdw 
Вавилова — Uepen- < у ВМ 
кова (формула Там- 
ма—Франка) 
Формула Комптона ©, = 

h 
1+ = (1—cos) 

Cc 

Сечение KOMNTOHOB- сти? Meo [in РВ: | > (hw, > т,?), 
ского рассеяния ho, mec? 

8 
в = — то ( и (ftw, < m,c?) 

3 mc? 

226 —_1 \ 

Сечение образова- с; = 22"e 141n(183Z fs ) — =| 

ния пар 9т2 coh 3 

Вероятности — излу- ш, =(п, +1), W_ = Ny Wy 
чения и поглощения 
фотона , 

В ь  спон- — 4 43. 2 ероятност 0 Wg 0,4 Г 

танного — излучения she 

nt У (Ев T)* 
Интенсивность u3- @ = 

лучения черного Te- 15 n2c3A3 
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РАЗВИТИЕ УЧЕНИЯ 
ОБ ЭЛЕКТРО- 
МАГНЕТИЗМЕ 

ЗАНЛЮЧЕНИЕ 

Изучив конкретные электрические и магнит- 
ные явления, мы обратимся снова к становлению теории элект- 
ромагнетизма Максвелла — на этот раз главным об- 
разом с целью разъяснения взаимосвязи теории Максвелла с другими 
фундаментальными физическими теориями и обусловленного этой 
взаимосвязью дальнейшего развития учения об электромагнетизме. 

Мы исходили из закона Кулона для электростатического взаимо- 
действия зарядов и закона Ампера для магнитостатического взаимо- 
действия токов. Сами по себе эти законы, несмотря на их новизну 
и важность, по существу, не вносили ничего принципиально нового 
в физическую картину мира: она оставалась ньютоновской, т. е. це- 
ликом базирующейся на универсальной ньютоновской механике. Но- 
вые законы, казалось бы, только подчеркивали универсальность ме- 
ханики Ньютона, так как они описывали два новых типа возможных 
сил, силы же, по Ньютону, могут быть самыми различными. Иными 
словами, электростатика и электродинамика постоянных токов цели- 
ком вписывались в общую динамику Ньютона и могли, по существу, 
рассматриваться как ее конкретные приложения. Дело в том, что, 
несмотря на возможность формального введения понятий электриче- 
ского и магнитного полей, 3TH понятия еще не имели подлинно физи- 
ческого смысла. 

Ситуация коренным образом изменилась после экспериментального 
открытия Фарадеем явления и закона электромагнитной индукции 
и теоретического предсказания Максвеллом возможности создания 
магнитного поля переменным электрическим полем (идея тока сме- 
щения). Получалось так, что переменные поля могут, поддерживая 
друг друга, существовать независимо от зарядов и токов. Иными сло- 
вами, электрическое и магнитное поля стали сами по себе физической 
реальностью, и перестали быть чисто формальным понятием, атрибу- 
том зарядов и токов, понятием, которым можно пользоваться, но мож- 
но и не пользоваться. 

Реальность полей нашла свое отражение в дифференци- 
альных уравнениях Максвелла, которые представ- 
ляют собой законы движения полей, так же как законы Ньютона 
являются законами механического движения вещества. 
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Электромагнитное поле заняло свое место рядом с веществом. 
Физическая. картина мира стала базироваться на двух фундамен- 

тальных теориях — механике Ньютона и электродинамике Максвелла. 
На основе учения об электромагнетизме сперва была создана элект- 

ротехника и в дальнейшем радиотехника, что привело к новой научно- 
технической революции. 

Золотой век в физике продолжался недолго — всего около 50 лет. 
В начале нашего столетия стало ясно, что оба столпа физической на- 
уки — механика Ньютона и электродинамика Максвелла — нахо- 
дятся в резком противоречии между собой. Противоречие это связано 
прежде всего с тем, что согласно максвелловской электродинамике в 
вакууме могут распространяться свободные электромагнитные волны 
и, в частности, свет, причем с некоторой определенной, универсаль- 
ной скоростью. Но в ньютоновской механике скорость материальных 
тел не может быть абсолютной — она всегда зависит от системы от- 
счета и подчиняется классическому закону сложения скоростей, свя- 
занному с классическими преобразованиями Галилея. По отношению к 
преобразованиям Галилея законы Ньютона инвариантны; этим вы- 
ражается невозможность выделения избранной инерциальной систе- 
мы отсчета — все эти системы эквивалентны и неотличимы друг от 
друга. Что же касается уравнений Максвелла, то они не инвариант- 
ны по отношению к преобразованиям Галилея и поэтому, казалось 
бы, допускают существование избранной системы отсчета, в которой 
именно и распространяется свет. Однако опыт Майкельсона показал, 
что такой системы нет, так как скорость света не зависит ни от движе- 
ния источника света, ни от движения наблюдателя. Отсюда напраши- 
вался вывод, что преобразования Галилея, с которыми отождествля- 
Лась эквивалентность всех инерциальных систем отсчета, не могут 
считаться универсальными. 

К этому следует добавить, что из электродинамики Максвелла вы- 
текал вывод, что третий закон Ньютона — закон равенства действия 
и противодействия — не может рассматриваться как универсальный. 
Действительно, если два тела связаны между собой световым лучом, 
то, так как свет несет с собой импульс, но распространяется с конеч- 
ной скоростью, оба тела не могут действовать друг на друга в один 
и тот же момент времени с одинаковыми силами. 

Противоречие между механикой Ньютона и электродинамикой 
Максвелла было преодолено специальной теорией от- 
носительности Эйнштейна, но преодолено большой 
ценой: пришлось признать, что время не может считаться абсолютным, 
как это предполагается в механике Ньютона, и является относитель- 
ным и текущим по разному в разных системах отсчета. Связь между 
моментами времени и точками пространства, отвечающими одному 
и тому же событию в разных инерциальных системах отсчета, опре- 
деляется преобразованиями Лоренца. По отношению к этим преобра- 
зованиям инвариантны уравнения Максвелла, но не уравнения 
Ньютона. Поэтому уравнения механики были переформулированы Эйн- 
штейном так, чтобы и они стали инвариантными по отношению к пре- 
образованиям Лоренца. 

483



Таким образом, противоречие между классической механикой 
Ньютона и электродинамикой Максвелла было преодолено теорией 
относительности Эйнштейна, причем разрешение противоречия за- 
тронуло только механику, электродинамика же Максвелла осталась 
незыблемой. Замена классической механики Ньютона релятивистской 
механикой Эйнштейна имела реальный смысл только в области боль- 
ших скоростей движения частиц, порядка скорости света, в области 
же нерелятивистских движений обе классические теории практиче- 
ски эквивалентны. 

Между тем и в нерелятивистской области возникал новый кризис, 
связанный на сей раз с существованием атомов. 

Атом состоит из ядра, около которого движутся электроны. Ско- 
рости их нерелятивистские, поэтому, казалось бы, мы вправе поль- 
зоваться классической механикой Ньютона при изучении движения 
электрона. С другой стороны, движущийся с ускорением электрон 
должен согласно электродинамике Максвелла излучать электромаг- 
нитные волны, волны же уносят с собой энергию, т. е. атом должен 
терять энергию и его энергии хватит на излучение только на ничтож- 
ное время, порядка 108 с, после чего атом должен прекратить свое 
существование. Иными словами, в рамках классической физики — 
классической механики и классической электродинамики — невоз- 
можно понять устойчивость атома. 

Чтобы найти выход из тупика, понадобилось, как и при создании 
теории относительности, пересмотреть основные понятия классиче- 
ской физики. Только на сей раз анализу подверглись не представле- 
ния о пространстве и времени, а классические представления о ха- 
рактере движения. 

Сущность этих представлений заключается в том, что движение 
частицы всегда происходит по определенной траектории. Понятие 
движения неотделимо от понятия траектории. 

Но что, собственно, означает движение по траектории? Это зна- 
чит, что в каждый момент времени имеют смысл понятия координаты 
частицы и ее скорости или импульса. Между тем одновременное ис- 
пользование этих понятий лишено всякого смысла. Для пояснения 
этого положения рассмотрим следующий мысленный эксперимент 
(эксперимент Гейзенберга). 

Пусть вдоль прямой движется электрон со строго заданной ско- 
ростью. Нам же нужно определить его положение. Для этого осветим 
электрон, т. е. бросим на него сходящийся пучок света. Изображение, 
создаваемое таким пучком, не будет точечным, а из-за волновой при- 
роды света должно иметь некоторые размеры порядка длины волны 
света. Поэтому точность локализации электрона равна по порядку 
величины длине волны падающего на электрон света. Уменьшая дли- 
ну волны, можно достичь сколь угодно точной локализации элек- 
трона. 

Однако «освещение» электрона не есть «безобидный» процесс. Так 
как свет несет с собой импульс, а при освещении электрона проис- 
ходит взаимодействие света с электроном, то электрон приобретет 
некоторый импульс, и, естественно, изменится его скорость. Измене- 
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ние это тем больше, чем меньше длина волны света, т. е. чем точнее 
локализовано положение электрона. 

Итак, чем точнее мы определяем положение электрона, тем больше 
возмущаем его движение, т.е. изменяем его скорость. Изменение 
импульса электрона при освещении светом и неточность в его локали- 
зации таковы, что их произведение не может быть меньше некоторой 
универсальной константы — так называемой постоянной Планка. 

Это важнейшее соотношение, установленное впервые Гейзенбер- 
гом (его называют соотношением неопределеннос- 
тей Гейзенберга), оказывается справедливым не только в на- 
шем мысленном опыте, но и в любом другом эксперименте, ставящем 
себе целью одновременное точное определение положения и значения 
импульса частицы. Иными словами, соотношение неопределенностей 
Гейзенберга носит универсальный характер. 

Но не означает ли оно, что наши возможности познания внешнего 
мира ограничены? Такой вывод был бы неправильным. Соотношение 
неопределенностей Гейзенберга означает лишь, что понятие траекто- 
рии, строго говоря, лишено смысла и им не всегда можно пользоваться. 
Но это ни в коем случае не означает, что наши возможности познания 
мира ограничены. Отказ от классического понятия траектории нельзя 
отождествлять с отказом от возможностей познания внешнего мира. 
Не ограничение возможностей познания мира, а ограничение приме- 
нимости определенных классических понятий — вот что означает это 
соотношение. 

Если формально принять постоянную Планка (ее называют также 
квантовой постоянной) равной нулю, то исчезнет корреляция в опре- 
делениях координаты и импульса и мы придем к классическому по- 
нятию траектории. 

Таким образом, классическая механика должна быть предельным 
случаем более общей физической теории, соответствующим обращению 
в нуль квантовой постоянной. Такой более общей физической тео- 
рией является квантовая механика, следующая после 
механики Ньютона, электродинамики Максвелла, специальной и об- 
щей теории относительности Эйнштейна, великая физическая теория, 
сбъяснившая и описавшая с единой точки зрения огромный круг яв- 
лений, относящихся к квантовой физике, и в частности к атомной. 

Квантовая механика сопоставляет каждой физической величине — 
импульсу частицы, ее энергии, моменту и т. д. — не просто число- 
вые значения, а некоторый оператор (эрмитовский), собственные зна- 
чения которого образуют спектр возможных, наблюдаемых на опыте 
значений рассматриваемой величины. 

Каждое состояние любой динамической системы, например атома, 
описывается в квантовой механике волновой функцией, удовлетворяю- 
щей определенному уравнению — уравнению Шрединге- 
ра. Волновая функция частицы, например электрона, в каком-либо 
состоянии непосредственно связана с вероятностной концепцией кван- 
товой механики — квадрат модуля волновой функции определяет 
распределение вероятностей нахождения частицы в том или ином месте 
пространства. 
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Квантовая механика должна быть последовательной и непротиво- 
речивой физической теорией. Для этого необходимо, чтобы квантовыми 
свойствами обладали не одни электроны, а вся материя в целом, в 
частности и электромагнитное поле. Действительно, если бы свет не 
обладал квантовыми свойствами, то, сделав интенсивность пучка света 
в рассмотренном выше мысленном эксперименте Гейзенберга доста- 
точно слабой, мы смогли бы определить точное положение электрона 
(выбрав длину волны света достаточно малой), не изменив при этом 
его импульса. Иными словами, соотношение неопределенностей, ле- 
жащее в основе квантовой механики, не выполнялось бы. 

Но свет обладает квантовыми свойствами. Это значит, что его мож- 
но представить себе состоящим из отдельных частиц — фотонов, дви- 
жущихся с определенной скоростью и обладающих определенной энер- 
гией и определенным импульсом. Для фотона, так же как и для элект- 
рона, может быть построена квантовая механика. 

Учитывая корпускулярную «структуру» света, можно показать, 
что пучок света, падающий на электрон, в рассмотренном опыте Гей- 
зенберга будет оказывать давление на электрон при любой интенсив- 
ности света и соотношение неопределенностей будет «спасено». 

Итак, свет характеризуется как волновыми, так и корпускулярны- 
ми свойствами, но эти свойства дополнительные. Это значит, что при- 
боры, которые устанавливают одно из этих свойств, действуют на свет 
таким образом, что второе свойство в этих измерениях не проявля- 
ется. Аналогичная ситуация имеет место для электронов и любых 
других частиц, ибо все они обладают как корпускулярными, так и 
волновыми свойствами. Эти свойства электронов проявляются, на- 
пример, в опытах по интерференции электронов в кристаллах (или 
в мысленных опытах по прохождению электронов через два отверстия 
в экране). Но волновые свойства электронов перестают проявляться, 
как только приборы устанавливают их корпускулярные свойства. 

Теперь мы можем разъяснить устойчивость атома согласно кванто-- 
вой механике. 

Если атом находится в квантовом состоянии с наименьшей энерги- 
ей, то он не может излучать электромагнитные волны, ибо излучение 
происходит отдельными фотонами, уносящими конечные порции 
энергии. Электрон же, находясь в основном состоянии (в состоянии с 
наименьшей энергией), не может передать своей энергии. Напротив, в. 
возбужденных состояниях передача энергии возможна, и в результате. 
излучения, т. е. вылета фотона, атом теряет часть своей энергии и пе-. 
реходит в основное состояние. 

Квантовая механика (вместе с предположением о корпускулярной 
природе света) дает возможность определить среднее значение времени, 
в течение которого происходит эта внутренняя перестройка атома, т. е. 
определить среднее время жизни ‘атома в возбужденном состоянии. 

В рамках квантовой механики можно найти и значения интенсив- 
ности излучения, описать свойства поглощения света атомами, моле- 
кулами. При этом используется классическая электродинамика Макс- 
Bela, к которой присоединяется квантовое условие, учитывающее: 
корпускулярные свойства света. 
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Таким образом, возникает новая физическая теория — кванто- 
вая электродинамика, представляющая собой квантовую 
теорию электромагнитных взаимодействий. 

Развитию квантовой электродинамики предшествовало создание 
Дираком релятивистской квантовой механики электрона, в которой 
объединялись квантовое описание электрона с требованием специ- 
альной теории относительности об инвариантности уравнений любой 
физической теории относительно преобразований Лоренца. 

В релятивистской квантовой механике электрон характеризуется 
не одной волновой функцией, как в нерелятивистской квантовой ме- 
ханике, а четырьмя, образующими вместе единую математическую 
величину — биспинор, преобразующийся по определенному закону 
при преобразованиях Лоренца. Четыре компоненты биспинора под- 
чиняются, как функции координат и времени, определенным диф- 
ференциальным уравнениям, установленным Дираком и носящим его 
имя. На основе этих уравнений, являющихся релятивистским обоб- 
щением уравнения Шредингера, сделано два важнейших физических 
вывода. 

Во-первых, установлено, что электрон должен обладать внутрен- 
ним моментом количества движения — спином, равным 1/› (в единицах 
квантовой постоянной). Таким образом, спин появляется в теории 
автоматически, а не вносится в нее искусственно. 

Во-вторых, уравнения Дирака допускают решения, соответствую- 
щие состояниям электрона с отрицательной энергией. Такие состоя- 
ния, казалось бы, бессмысленны, и поэтому их существование пред- 
ставляло вначале большие трудности для теории Дирака. Однако 
эти трудности были преодолены, для чего понадобилось сделать уди- 
вительное предположение. Оно заключается в том, что козтинуум со- 
стояний с отрицательной энергией предполагается заполненным элект- 
ронами. Тогда в силу принципа запрета Паули, соглас- 
но которому в каждом квантовом состоянии не может находиться боль- 
ше одного электрона, электроны не смогут переходить из одного сос- 
тояния с отрицательной энергией в другое и такой бесконечный 
фон электронов, «сидящих» на уровнях с отрицательной энергией (так 
называемый электронный вакуум), не будет проявляться сам по себе. 
Проявляются дырки в этом бесконечном распределении — дираков- 
ском «море» электронов. Дырки ведут себя как частицы, обладающие 
положительными энергиями, массой и зарядом. Их масса равна массе 
электрона, а заряд только знаком отличается от знака заряда электро- 
на. Эти частицы — их называют позитронами — представляют собой 
античастицы по отношению к электронам. 

Можно представить себе, что из «фона» отрицательных электрон- 
ных состояний с помощью электромагнитных полей «вытягивается» 
электрон в континуум состояний с положительной энергией. Тогда 
возникают реальные электрон и дырка, т. е. позитрон. Это значит, что 
электромагнитное поле «родило» электрон-позитронную пару. Пред- 
ставим себе теперь, что электрон «падает» в дырку. Освобождаю- 
щаяся при этом энергия уносится фотонами. Итак, возможна анни- 
гиляция электрон-позитронной пары в фотоны. Из законов сохране- 
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ния энергии и импульса следует, что при аннигиляции пары должно 
родиться не менее двух фотонов. 

Оба эти явления — рождение пар и их аннигиляция — были спер- 
ва теоретически предсказаны Дираком. Впоследствии опыты подтвер- 
дили эти гениальные предсказания. 

Рассмотренные эффекты означают, что электромагнитное поле, 
т.е. фотоны, столь же материально, как и электроны и позитроны. 
Электромагнитное поле и электроны (позитроны) выступают в кван- 
товой электродинамике как две равноценные формы единой материи. 

Можно сказать, что идея Фарадея и Максвелла о реальности поля 
получила удивительное подтверждение и развитие. 

В основе квантовой электродинамики лежат уравнения Максвелла, 
описывающие классическое электромагнитное поле, и квантово-меха- 
нические уравнения Дирака, описывающие релятивистский электрон. 

Уравнения Дирака, как и уравнения Максвелла, имеют полевой 
характер и отражают вместе с последними волновую природу мате- 
рии. 

Замечательное предсказание Дираком возможности существова- 
ния Частицы, отличающейся от электрона только знаком заряда, — 
позитрона —привело к важному выводу о том, что уравнения Дирака 
описывают не только электроны, но и позитроны. Проводя аналогию: 
между уравнениями Дирака и Максвелла, можно сказать, что уравне- 
ния Максвелла описывают электромагнитное поле, а Дирака — элект- 
рон-позитронное поле. 

Понятия полей — электромагнитного и электрон-позитронного — 
являются основными в квантовой электродинамике. Эти понятия 
должны отражать не только волновые свойства материи. Как функции 
координат и времени электромагнитное и электрон-позитронное поля 
удовлетворяют определенным волновым уравнениям. Они должны 
также отражать корпускулярные свойства материи и математически 
описываться некоторыми операторами. Таким образом, мы приходим 
к понятиям квантованных полей, удовлетворяющих как 
функции координат и времени системе связанных дифференциальных 
уравнений Максвелла и Дирака и подчиняющихся как операторы 
определенным перестановочным соотношениям. 

Поля и соответствующие им частицы взамодействуют между собой. 
В результате этого взаимодействия одни частицы исчезают, а другие — 
возникают. Например, в процессе излучения возникает фотон, а в 
процессе образования фотоном электрон-позитронной пары фотон ис- 
чезает и появляются электрон и позитрон. Различные квантово-электро-. 
динамические процессы, как и все квантовые эффекты, характеризуют- 
ся определенными вероятностями. Они определяются квадратами 
модулей элементов некоторой матрицы — так называемой матрицы рас- 
сеяния. Чтобы найти ее (а это главная задача квантовой электродина- 
мики), нужно решить связанную систему операторных дифференци- 
альных уравнений квантовой электродинамики — уравнений Макс- 
велла и Дирака. Точное общее решение этой задачи пока неизвестно. 
Удается найти только приближенное решение уравнений квантовой 
электродинамики в рамках теории возмущений. 
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Однако высшие приближения теории возмущений содержат .pac- 
ходящиеся выражения, смысл которых был понят не сразу. Новый 
этап в развитии квантовой электродинамики, который можно с полным 
правом назвать вторым ее рождением, начался в 50-х годах нашего 
столетия, когда были вскрыты физические причины расходимостей 
в квантовой электродинамике и установлены методы их устра- 
нения. 

Чтобы понять создавшееся в квантовой электродинамике положе- 
ние, следует иметь в виду, что квантованные поля обладают определен- 
ными физическими свойствами даже тогда, когда числа частиц, свя- 
занных с полями, равны нулю. В этом случае говорят, что система 
полей находится в состоянии вакуума. Последний обладает опре- 
деленными физическими свойствами. Это не пустота, а «живой» ва- 
куум, своеобразная физическая среда, обладающая целым рядом 
СВОЙСТВ. 

Любой внешний заряд поляризует вакуум. Благодаря этому каж- 
дый электрон, образно выражаясь, покрывается поляризационной 
электрон-позитронной «шубой», которая воспринимается внешним на- 
блюдателем как эффективное уменьшение заряда электрона. Иными 
словами, если е, — заряд «голого» электрона, находящегося в «шубе», 
то наблюдаемый заряд электрона е = ey + Ae, где Ae — изменение 
заряда, вызываемое поляризацией вакуума. 

Но этим не исчерпывается взаимодействие вакуума с электроном. 
Последний все время испускает и вслед за тем поглощает фотоны, 
вследствие чего должна изменяться его энергия, или, что то же самое, 
масса электрона. Изменение массы электрона, обусловленное его 
взаимодействием с вакуумом, называют электромагнитной массой 
электрона. Если т, — масса «голого» гипотетического электрона, не 
взаимодействующего с вакуумом, то наблюдаемая масса реального 
электрона т = mM, + Am, где Ат — электромагнитная масса элект- 
рона. 

Возникает задача— определить величины Деи Ат. При ее решении 
мы сталкиваемся, однако, с принципиальной трудностью, заключаю- 
щейся в том, что если буквально следовать теории, то для ДАеи Ат по- 
лучаются бесконечные выражения, имеющие вид расходящихся ин- 
тегралов. Теория нуждается еще в определенной процедуре регуляри- 
зации, т. е. устранения бесконечностей из различных величин, имею- 
щих непосредственный физический смысл. Эта процедура основана 
на простой физической идее перенормировки, согласно которой вели- 
чины е + Аеи m, + Ат должны отождествляться с наблюдаемыми 
конечными значениями заряда и массы электрона. 

Таким образом, мы не принимаем во внимание бесконечные значе- 
ния электромагнитных заряда и массы электрона. Ведь все равно в 
современную теорию и заряд и масса частиц вводятся чисто феномено- 
логически! Важно то, что различных типов расходимостей, встре- 
чающихся в квантовой электродинамике, не бесконечно много, а всего 
два. Оба они сводятся только к расходящимся величинам Ae и Am. 
Поэтому все расходимости в квантовой электродинамике могут быть 
одновременно устранены перенормировкой. На этом основании кван- 
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товую электродинамику называют перенормируемой тео- 
рией. 

Идея перенормировки оказалась на редкость плодотворной и дала 
возможность предсказать целый ряд замечательных физических яв- 
лений и создать их количественную теорию. К числу этих явлений от- 
носится существование аномального магнитного момента электрона, 
радиационное смещение атомных уровней и, наконец, различные 
нелинейные электродинамические эффекты (например, рассеяние света 
светом в пустоте), в силу которых вакуум в действительности пред- 
ставляет собой физическую среду с некоторыми зависящими от на- 
пряженностей поля проницаемостями г и ци. 

Предсказания квантовой электродинамики подтверждаются в ги- 
гантском интервале энергий. 

Новые эффекты, предсказываемые квантовой электродинамикой, 
помимо чисто физического представляют значительный интерес и с 
общефилософской точки зрения. Изучение их подтверждает известный 
тезис В. И. Ленина о неисчерпаемости свойств электрона, тезис, 
в котором выражена идея о неисчерпаемости свойств материи. 

В настоящее время по образу и подобию квантовой электродина- 
мики строится общая квантовая теория полей.



Приложение. ФОРМУЛЫ ВЕКТОРНОЙ АЛГЕБРЫ 
И ВЕКТОРНОГО АНАЛИЗА 

Векторная алгебра 

Сложение векторов 

а = а, ja, + kez; 

^^ “™ “nN 

aj =a, cos | x-+aycosly+a,coslz 

Скалярное произведение 

ab = a. b.. + ayby + azbz 

Векторное произведение 

[ab] = — [ba] = 

[ab] . = dyb,—azby,..., 

a [bc] = [са] = с [аб] = |8, В, 8,|, 

[а [bc]] = b (ac) — с (ab) 

Векторные поля 

Оператор набла 

‚д д 

Ут 1 ду Oz 

Градиент 

Op OY Oy 
= ye = i —-+ j — k — grad p= V¢ Г +) ay Г 5. 

Дивергенция 
да , x да, да, 

ЧУ а== уа = Эх + wy Ay 
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Ротор 
ij k 

до a 
rota = [va] = 5х бу oe |, 

“ ay a 

й _ 0a, oa, 

(rota). = ду «Oz 

Формулы с двумя у 

VR > дз т дз "да, 

[У [Уа]] = У (va) — Aa, 

[vve] = 0, 

У [Уа] = 0 

Формулы для комбинированных полей 

У (ФУ = УФ Уф, V ($$) = (V9) ¥ + + (VY), 

У (a+b) =va-+ yb, [у (a+ b)] = [Va] + [vb], 

У (фа) = ave + fva, [У (pa)] = [Уфа] + $ [Va], 

V (ab) = (ау) b + (by) a-+ [a[vb[] + [Ь [Уа]], 

У [ab] = b[va] — а [yb], 

[У [ab]] = a (vb) — b (va) + (by) a — (ay) b. 

Интегральные соотношения 

yadV = \ ands, 

у 

| [va] dV = | [па] 4$, 

у 

\ [va] nds = | adl 

(объем У ограничен поверхностью 2, п — единичный вектор, нормальный к по- 
верхности и направленный вне ее; поверхность » ограничена контуром С)
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ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 

Аббе инвариант 395 
Аберрация 398 
— света 123 
Адрон 6 
Активная среда 476 
Альфеновская скорость 360 
Альфеновские волны 359 
Ампера закон 54 
Лмплитуда комплексная 290 
— тока комплексная 78 
Ангармонический осциллятор 416 
— — во внешнем поле 417 
ЛАипигиляция электрон-позитропной пары 487 
Anon 211 
Аномальная дисперсия 322 
Аномальный скин-эффект 324 
— магиитный момент электрона 490 
Антисимметрическая волповая функция 243 
Антипараллельная ориситация спинов 243 
Антиферромагнетики 245 
Лнтичастица 487 
Астоново темное прострапство 218 

Баланс энергии в среде 106 
Безстолкновительпая плазма 344 
Безстолкновительное затухание 348 
Бетатрон 76 
Биение 328 
Бинормаль 369 
Зио—Савара закон 58 
Бирадиаль 369 
Блоха закон 240, 380 
— стенка 250 
Бозе_Эйнштейна статистика 168 

Boson 168 
Больцмана формула 158 
Бора формула 453 
Брсгга—Вульфа условия 411 
Брюстера угол 
Быстрая магнитозвуковая волна 360 

Бэте формула 453 

Вавилова—Черенкова эффект 460 
Вакуум квантового поля 489 
Вакуумный диод 211 
Ван Циттера—Цернике теорема 307 

Вектор обратной решетки 187 

— Пойнтинга 95 
— поляризации 99 
Вскторы аксиальные и полярные 51 

Верде постоянная 376 
Вероятпостная интерферепция 

функции 404 
Вероятность поглощения фотона атомом 470 

— разрушения электронной пары 256 

— рассеяния 451 
— спонтанного излучения 470 
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волновой 

Взаимодействие 
— сильное 6 
— слабое 7 
— трех волн 425 
— электромагнитных воли 

426 

между токами в среде 221 

с акустическими 

— электронов с фононами 255 
Видность полос 304 
Виртуальные фотопы 489 
Вихревые нити 268 
Власова уравнение 344 
Влияние поляризации света па иопизацион- 

ные потери 458 
Вмороженность магнитных силовых линий 

oO 

Внешняя рефракция 370 
Возбуждение атома 216 
— ионно-звуковых колебапий 351, 353 
— ленгмюровских колебаний 351 
Волна плоская монохроматическая 274 
— частично- поляризованная 278 
— электромагнитная в вакууме 92 
Волновая функция 403 
Волновод 
— с двухсвязным сечением 285 
Волновое уравнепие 92 
— — с источпиком 430 
— поле в замкнутой полости 474 
Волповой пакет 328 
Волновые поверхпости 387 
Волпы бегущие и стоячие 280 
— поперечные электромагнитные 28-4 
— собственные резонатора 286 
— спиновые 378 
Вольт-амперная характеристика 218 
— — проводников 201 
Вольты элемент 209 
Восприимчивость диамагпитного газа 232 
Вращение плоскости поляризации 374 
Временная дисперсия 344 
Время релаксации намагничения 234 
— — электрона 190 
— свободного пробега электрона 190 

— собственное 121 
Вторичиая волна 405 
Вторичные электроны 211 
Вынужденное рассеяние 
Бриллюэпа 427 

Выпрямитель 219 
— полупроводниковый 183 
Вырожденная плазма 344 
Вырожденный электронный газ 166 
Вырывание холодное 181 

Мандельштама-—- 

Газовый лазер 477 
— разряд 211



Газонаполпенные фотоэлементы 219 
Гальванический элемент 209 
Гальваномагнитные явления 236 
Гаусса теорема 14 
Гауссова система единиц 109 
Гауссово распределение 309 
Гейзенберга соотпошение неопределенностей 

404 
Генерация второй гармоники 417, 425 
— третьей гармоники 419 
Гибридные резонансы 355 
Гидродинамика плазмы 356 
Гирации вектор 363 
Гирацня плазмы в магнитном поле 375 
Гиротропная среда 363 
Гирочастота 354 
Главное сечение кристалла 367 
Главные диэлектрические проницаемости 
кристалла 363 

— зпачения диэлектрической восприимчиво- 
сти 162 

— направления поляризуемости 162 
Глубипа проникновения поля в сверхпровод- 

ник 265 
— скин-слоя 323 
Голография 412 
«Голый» электрон 489 
Гомеополярная химическая связь 243 
Горячая Вселенная 475 
Граничиая энергия Ферми 169 
Грапичный импульс Ферми 169 
Гюйгенса принцип 404 

Два рода сверхпроводников 263 
Движение частицы в электромагнитном по- 

ле 132 
Двойное лучепреломление 368 
Двойной электрический слой 209 
Двухтемпературная гидродинамика плазмы 

359 
— нлазма 346 
Дебая радиус 208 
-— температура 194 
Де Бройля волны 403 
Декремент затухания 321 
Детектирование 440 
`Джозефсона эффект 271 
Джоулсва теплота 47 
Диаграмма направленности 435 
Диамагиетизм 220 
--- Ландау 232 
-- сверхпроводников 256 
„Диамагнитная восприимчивость 236 
Динамические голограммы 414 
Диполь электрический 17 
Дипольное излучение 433, 455 
—- приближение 456 
Дирака биспипор 487 
— уравнение 487 
Дираковское «море» электронов 487 
Дисперсионное уравнение 355 
Жисперсия плазменных колебаний 346 
— проницаемости 
Дифракционная решетка 409 
Дифракция Фраупгофера 407 
— па бескопечно длинной щели 408 
— — двух щелях 410 
— нейтронов в кристалле 411 
Дифференциальное сечение рассеяния 450 
Диэлектрическая проницаемость в газоос- 

цилляторах 319 
— — для двухосных и одноосных кристал- 

лов 163 
— — плазмы в магнитном поле 355 
— — плотных газов 159 
— —- полярных молекул 159 
Диэлектрический шар в электрическом поле 

37 
Длина когерентности 305 
— пробега 215, 453 
— фотона в веществе 468 
— электрона 195, 196 

— MYTH оптическая 296 
— собственная 119 
— фокусировки 421 
Добротность резонатора 286 
Домены 249 
Друде формула 184 

Емкость проводника 95 
Естественная оптическая активность 376 
— Ширина спектральной линии 447 

Зависимость спонтанпой намагниченности от 
температуры 240 

Закон всемирного тяготения 5 
— отсутствия магнитных зарядов 89 
— сохранения электрического заряда 9 
— электролиза Фарадея 206 
— электромагнитной индукции Фарадея 69 
Запаздывающий потенциал 431 
Заряд пробный 10 
— электрический 8 
Затухание ионного звука 351 
— Ландау 348 
— ленгмюровских колебаний 350 
Зона проводимости 176, 238 
Зонная решетка Френеля 413 
Зоны энергетические 175 

Идеальный оптический прибор 388 
Излучение в кулоновском поле 454 
— волн антенной 439 
Изменение хода времени 119 
— — — в случае распада элементарной ча- 

стицы 122 
Изолятор 20 
Импеданс 78 
Импульс, передаваемый при столкновении 

— поля 95 
—- частицы 127 
Ипварианты поля 126 
Инверсия 393 
Инверсная заселенность уровней 476 
Индуктивность 
— соленоида 65 
Ипдукционные генераторы 73 
Ипдукция электростатическая 23 
Индуцированное излучение 471 
Инкремент нарастания колебаний 351 
Интеграл действия 144 
— столкновений 188 
Иптенсивности закон 
тике 388 

Интенсивность излучения 435 
— — релятивистской частицы 441 
— — черного тела 
Интервал 121 
— в неинерциальной системе 143 
Иитерференция волн 289 
— интенсивности 308 
— при отражении 295 
Интерферометр Майкельсона 299 
Ионизационная камсра 
Ионизационные потери 451 
Ионизация 215 
—- нейтрального газа 210 
Иснизованная плазма 342 
Искривление энергетических 301 183 

в геометрической оп- 

Катод 211 
Катодное темное пространство 218 
Катодный слой 
Каустики 388 
Квазнимпульс 187 
Квазилинейная теория плазмы 352 
Квадратичная нелинейность 419 
Квадрупольное излучение 438 
Кваитование момента 226 
— магнитного тока, пронизывающего сверх- 
проводник 258 

Квантованное поле 488 
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Квантово-механическая теория 
489 

Керра постоянная 372 
— эффект 371 
— — магнитный 376 
Кинетическое уравнение в магнитном поле 

возмущений 

— — электронов 188 
Кирхгофа правило 47 
Классический радиус электрона 437 
Клаузиуса—Моссотти формула 161 
К-оболочка в атоме 461 
Ковариантность 138 
Когерентное излучение 477 
— рассеяние 465 
Когерентность полная 305 
Колебания собственные 82 
Колебательный контур 81 
Комбинационное рассеяние на спиновой вол- 

не 428 
Комплексная фазовая скорость 320 
Комптона формула 463 
Комптоновская длина волны 
Комптон-эффект 463 
Конденсатор электрический 26 
Коническая рефракция 369 
Константа неоднородного обмеппого взаимо- 
действия 247 

Контактная разность потенциалов 209 
Контрастность картины 304 
Конформные отображения 383 
Корреляционные функции напряжения и то- 

ка 
Коттона—Мутона эффект 372 
Коэрцитивная сила 241 
Коэффициент взаимной индукции 65 
— затухания 82, 321 
— ионизации 216 
— модуляции 440 
— отражения 341 
— самоиндукции 65 
Красное смещение 149 
Кривая намагиичения ферромагиетиков 240 
Кристоффеля символы 146 
Критическая температура 254 
Критическое магнитное поле 257 
Круговая поляризация волны 277 
Кубическая нелинейность 419 
Кулон 9 
Кулона закон 8 
Кюри закон 229 
— температура 240 
Кюри—Вейса закон 240 

электропа 463 

Лагранжа—Эйлера уравнение 154 
Лагранжево описание жидкости 256 
Лазер 475 
— рубиновый 480 
Ламинарная структура сверхпроводника 267 
Ланде множители 230 
Ланжевена формула 229 
—- функция 229 
Лапласа уравнение 16 
Лармора прецессия 233 
— теорема 
— частота 233 
Ларморов радиус 52 
Лиенар—Вихерта потенциал 432 
Линза тонкая 397 
— двояковыпуклая 398 
Линзы формула 399 
Линия силовая 10 
Лондонов Уравнение 262 
Лоренца преобразование 117 
— — для электромагнитного поля 125 
— сила 50 
— условие 429 
— формула для локального поля 160 
Лоренца—Лорентца формула 161 
Лоренцева форма спектральной линии 302 
Люмен 
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Магнетик в магнитном поле 223 
Магнетон Бора 226 
Магнитная анизотропия 248 
—- восприимчивость вещества 220 
— — Парамагнитного газа 225 
— — ферромагнетика 382 
— ипдукция в эллипсоиде 225 
— поверхность 60 
— проницаемость 220 
— энергия ферромагнетика 25] 
Магпитиое поле 51 
Магнитной анизотропии постояпная 330 
Магнитные подрешетки 245 
— силовые линии 51 
— электроны 242 

Магнитный заряд 224 
— момент тока 59 
—- поток 66 
— — в соленоиде 222 
Магнитоактивная плазма 355 
Магнитогидродинамические волны 359: 
Магнитодвижущая сила 222 
Магнитодипольное излучение 438 
Магнитосопротивление 222, 239 
Магнитоспиновый резонаис 383 
Магнитостатический потенциал 224 
Магноны 379 
Мазер 475 
— твердотельный 479 
Майкельсона опыты 298 
Максвелла первое уравнение 88 
— теорема 392 
— уравнение для материальных сред 10$ 
— — , четырехмерная форма 138 
Максимальный угол отклонения 45] 
Мандельштама—Бриллюэна эффект 426 
Масса эффективная электрона 197 
Матрица рассеяния 488 
— поляризационная 278 
Матричный элемент перехода 271 
Медленная магнитозвуковая волна 360 
Мейснера эффект 258 
Мениск 398 
Метод коррекции волновых фроптов 413 
-- электрического изображения 26 
Минимальность действия 402 
Минимизация энергии ферромагнетика 251 
Минковского пссвдоэвклидово пространство 

120 
Мировая точка 120 
Мнимая часть диэлектрической проинцаемо- 

сти 335 
Мпогократное рассеяние 450 
М-оболочка в атоме 467 
Модуляционная неустойчивость 423 
Молекулы полярные и неполярные 157 
Молекулярное поле Вейса 245 
Мопертюи принцип 401 
Мягкие фотоны 464 

Найквиста формула 87 
Намагниченность 100 
Направления легчайшего намагничения 241 
Нееля температура 245 
Нелинейное удвоение частоты 
Необыкновенная BONA 367 
Неравновесная среда 476 
— функция распределения 351 
Нерелятивистское сечение рассеяния 456 
Несущая волна 328 
Низкочастотные колебания плазмы 347 
Николя призма 368 
М№-образная вольт-амперная характернстика 

201 
Нормальная дисперсия 322 
— заселенность уровней 478 
Нормальные металлы 251 
Ньютона кольца 297 

Обменная энергия 244



Обменное взаимодействие 443 
Обменный интеграл 244 
Образование пары в поле ядра 468 
— электрон-позитронных пар 467 
Общая квантовая теория полей 490 
Объемный заряд 212 
Обыкновенная волна 367 
Окно прозрачности для жестких фотонов 470 
Ома закон для магнитной цепи 222 
Онзагесра формула 160 
Оперсжающий потенциал 432 
Опорная волна 412 
Определения основных единиц СИ 115 
Оптическая длина пути 389 
— изомерия 376 
— — кристалла 367 
— — первого рода 369 
— сила 393 
Оптическое изображение 367 
Орбитальный магнитный момент 226 
Отклонение света в гравитационном поле 153 
Относительная магнитная проницаемость 220 
Отображение параксиальчыми лучами 395 

Параллельная ориентация спинов 243 
Парамагнетизм 220 
— вырожденного электронного газа 232 
— паулевский 232 
Парсеваля формула 291 
Паули принцип 168, 487 
Перенормировка массы 489 
— заряда 489 
— теории 490 
Перестановочные соотношения 488 
Петля гистерезиса 241 
Плазма в магнитном поле 354 
— с током 353 
Плазменная частота 343 
Планка постоянная 168, 403 
— формула 472 
Плотность внутренней энергии среды 107 
— излучения спектральная 302 
— свободной энергии полей в среде 108 
— уровней электронов 237 
— токопроводимости 99 
— электрической энергии 28 
— электромагнитной энергии в волие 275 
Поверхностная волна 
— энергия ферромагнитного замена 251 
Поглощенне фотонов в веществе 468 
— энергни в среде 335 
Подвижность иона 206 
Показатель преломления 332 
— — вскторный 364 
Поле движущихся зарядов 429 
— заряженного шара 15 
— заряженной плоскости 15 
— соленоида 
— термодинамически равновеснос 301 
Полная энергия излучения 415 
Полное сечение эффекта Комптона 466 
Полосы интерференционные 294 
— равпиого наклона 297 
Полупроводники дырочные 178 
— примесные 117 
— электронные 178 
Поля усредненные 97 
— равномепно движущегося 

заряда 126 
Поляризатор 369 
Поляризация вакуума 489 
— диэлектриков 33 
— левая 374 
— линейная 276 
— правая 374 
— электрическая 277 
— электромагнитной волны 276 
Полярнзоваиность нелинейная 417 
— спонтанная 164 
Поляризуемость 34 
— молекулы 156 

электрического 

Поперечные гальваномагнитные явления 239 
Потенциал векторный 57 
— зажигания 218 
— квадрупольного момента 19 
— спаривания 261 
— химический электрона 171 
— экранированный 208 
— электростатический 12 
Потенциальная функция тока 63 
Поток электрического поля 12 
— элементарный в сверхпроводящем кольце 

Преобразование аффинное 393 
— импульса и энергии 135 
— проективное 394 
Преломление силовых липий 33 
Приближение параксиальное 395 
Призма 340 
Принцип вариационный 145 
— равного оптического пути 392 
— суперпозиции 10 
— эквивалентности 140 
Прицельный параметр 450 
Проводимость удельная электрическая 44 
Проводник 20 
Проводники собственные 177 
Проводящая жидкость 356 
Продольный гальваномагнитный эффект 23% 
Проекция орбитального магнитного момента 

22 
— спина на направление магнитного поля 

217 
Проницаемость диэлектрическая 31 
Пространство изображения 392 
Прохождение заряженных частиц через ве- 
щество 449 

Процедура регуляризации 490 
Пуассона уравнение 16 
Пучки когерентные 291 
— некогерентные 291 
Пучок в плазме 353 

Равновесное распределение фотонов 472 
Радиационное смещение уровней 490 
Радиус гравитапионный 149 
— экранировки 208 
Разложение по плоским волнам 326 
— света 339 
Разность потенциалов коптактная 182. 
Разряд темный 418 
— тлеющий 418 
Рассеяние в кулоновском поле 450 
— на малые углы 449 
— света на свете 490 
Расходимости в квантовой электродинамике 

48 | 
Резерфорда формула 450 
Резонанс парамагнитный 382 
— ферромагнитный 381 
Резопансное условие 348 
Резонаторы 285 
Релнктовое излучение 475 
Ридберга постоянная 417 
Ричардсона—Дешмана формула 180 
Рудгерса формула 260 

Самовозбуждения эффект 478 
Самомодуляция 422 
Самофокусировка и самоканалирование 420 
Свободная энергия поля в среде 333 
Сверхпроводимостьь 254 
Сверхпроволящая фаза 255 
Сверхпроводящее состояние 254 
Сверхтекучая жидкость 255 
Свет неполяризованный 278 
Связь между мировым и собственным вре- 

мепем 149 
— — энергией и импульсом для безмассовой 
частицы 130 

497



— обратная 83 
Сегпето- и пироэлектрики 165 
Сечение рассеяния в ультрарелятивистской 

области 457 
— — электрона молекулой 215 
— тормозного излучения 455 
Сила лучистого трения 443 
— осциллятора 319 
— тока 42 
Силы пондермоторные 40 
Сильные и слабые электролиты 203 
Симметричная волновая функция 243 
Симметрия нелинейной восприимчивости 419 
Синхронизация часов 119 
Система единиц СИ 112 
Скалярное произведение 4-векторов 134 
Скачок температуры в ферромагнетике 246 
— электронной теплоемкости 254 
Скорость дрейфа 236 
— фазовая 315 
Слабые ферромагнетики 240 
Сложенне скоростей 122 
Смещение элсктрическое 31 
Снелиуса закон 337 
$-образпая вольт-амперная 

201 
Собственпый магиитный момент атома 225 
Сокращение тензоров 136 
Соотношение между величинами в СИ и ГС 

характеристика 

— неопределенностей в оптике 330 
— — для волновых пакетов 330 
Сопротивление переменного тока 323 
— проводника в магпитном поле 236 
Состояние промежуточное сверхпроводпиков 

267 
— с минимумом эпергии в ферромагистике 

244 
— — отрицательпой эпергией 487 
Спаренные электроны 256 
Спектр излучения 457 
— энергетический кристалла 175 
— энергии дискретный 403 
— — непрерывпый 404 
Спектральная плотность излучения 443. 456 
Спектральное распределение излучения 455 
Спин электрона 167, 487 
Спиновая корреляция 244 
Спиновый магнитный MOMCIIT 226 
Спиноры 137 
Средний ионизациоппый потенциал 453 
— квадрат угла многократного рассеяпия 451 
Степень диссоциации 205 
— когерентпости 303 
— — высших порядков 310 
— немонохроматичности 292 
Стокса параметры 278 
— формула 112 
Суммарный магнитный момент 226 
— орбитальный момент 227 
Сферическпе волны 431 
Счетчик фотонных совпадений 311 

Таблица единиц 
Тамма—Франка формула 462 
Температура вырождения 232 
— сверхпроводящего перехода 255 
— электронная 200 
Тензор диэлектрической проницаемости ани- 
зотропной среды 362 

— квадрупольного момента 19 
— магнитной проницаемости 220 
— метрический 143 
— — в слабом гравитационном поле 147 
-— размагиичивающих коэффициентов 224 
— электромагнитного поля 137 
Тепловая скорость электронов 215 
Тепловые фонопы 427 
Теплоемкость электронпая 174 
Термодинамика сверхпроводников 259 
Типы взаимодействий 5 
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Ток пасыщения 214 
— смещения 91 
— трехфазный 74 
Томсона формула 464 
Томсоновское сечение 464 
Тонкой структуры постояпнпая 457 
Тормозное излучение 
Точка стигматическая 392 
Точки сопряженные 392 
Транзистор 184 
Трехуровневая система 479 

Угловое распределение фотонов 466 
Угол полного впутрениего отражения 339 
Уравнение движения в гравитационном по- 

ле 
— — осциллятора 318 
— пепрерывности 43 
— определения формы луча 390 
Ускорение в релятивистской динамике 132 
Условие эргодичности 300 
Условия возникновения 
разряда 217 

— граничные для электрического поля 32 
— инверсии 480 

самостоятельного 

Фаза волны 321 
Фазовая скорость 321 
Фазовый переход второго рода 254 
Фазы ферро- и параэлектрическая 165 
Фарад 25 
Фарадея эффект 376 
— постоянная 206 
Ферма принцип 389 
Ферми распределепие 170 
— эффект 458 
Ферми—Дирака статистика 168 
Ферриты 245 
Ферромагнетики 220 
Флуктуации электромагиитпные 83 
Фокальная плоскость пространства изобра- 

жения 394 
-- — — предмета 394 
Фокус 388 
Фопоны 193, 379 
Форма спектральной линии 436 
Фотоэффект 180 
Френеля дифракция 405 
— интеграл 
— Уравнение 364 
— формула 341 
— эллипсоид 366 
Фронт волны 322 
Функции корреляционпые высших порядков 

309 
Функция корреляционпого поля 299 
— пормированная корреляциопная 304 
— распределения вырожденпого электропно- 

го газа 231 
— — фопопов 194 
— — электронов в электрическом поле 191 

Характерная длина нелинейного взаимодей- 
CTBHA 

Холла эффект 236 
«Холодная» плазма 346 
Хэнбери—Брауна и Твисса эффект 312 

Центр ипверсии 393 

Частицы элементарные 5 
Частота циклотронная 53 
— — в релятивистском случае 133 
Черенковские потери энергии 462 
Черенковский счетчик заряженпых частиц 

463 
Черное излучение 473 
4-векторы и 4-тензоры 133 
Четырехмерное уравпение движения частицы 

в поле 139



Четырехмерный волновой вектор 140 

Шварцшильда метрика 149 
Ширина домена 251 
— эффективная спектральной линии 302 
Шкала волн 275 
Шредингера уравнение 403 

Э.д.с. взаимной индукции 75 
Э.д.с. самоиндукции 75 
Эйконпал 387 
Эйлерово описание жидкости 356 
‚Эйнштейна коэффициент 471 
— соотношение 181 
— уравнение гравитации 148 
Эйиштейна—де-Гааза опыт 242 
Электрическое сопротивление 46 
Электродный потенциал 209 
Элсктродвижущая сила 46 
Элсктромагнитно-спиновые волны 384 

Электролиз 205 
Электромагнитные ливни 468 
Электрон-позитронное поле 488 
Электронная пара 256 
Электроны проводимости 176 
Электропроводность сильного электролита 

208 
Электрострикция 420 
Электрофоретическая сила 207 
Эмиссия термоэлектронная 178 
Энергия диполя во внешнем поле 18 
— ионизации 216 
— магнитной анизотропии 248 
— поверхностная сверхпроводника 268 
— покоя 130 
— поля в диэлектрике 38 
Эффективное сечение фотоэффекта 467 

Юнга опыт 292
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