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УДК 530.145

АХИЕЗЕР А. И., БЕРЕСТЕЦКИЙ В. Б. Квантовая электродинамика.—
М.: Наука, Главная редакция физико-математической литературы, 1981.

Четвертое издание монографии значительно переработано по сравнению

с предыдущим изданием. Цель настоящего издания — дать систематическое и

компактное изложение собственно квантовой электродинамики, т. е. теории

взаимодействия электронов и фотонов, с упором иа изложение теории

конкретных квантовоэлектродинамнческих эффектов. По сравнению с предыдущим

изданием добавлены новые разделы, посвященные высокоэнергетическому и

эйкональному приближениям, парадоксу Клейна, критическому заряду ядра;
заново написаны параграфы о рассеянии и тормозном излучении электрона,
о корреляционных функциях электромагнитного поля, о методе
эквивалентных фотонов, об излучении при рассеянии электрона электроном. Новые

разделы добавлены в главу, посвященную радиационным поправкам, в частности

в параграфы о нелинейной электродинамике вакуума и об асимптотике

функций Грина.
Рис. 94. Таблиц 4. Библ. 159 паза.
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ПРЕДИСЛОВИЕ

Со времени выхода в свет третьего издания «Квантовой

электродинамики» прошло немногим более десяти лет. За это

время квантовая теория поля обогатилась открытиями
первостепенного значения. Была построена единая теория слабого и

электромагнитного взаимодействий лептонов; родилась
квантовая хромодинамика, которая на основе теории неабелевых

калибровочных полей и концепции асимптотической свободы
кварков позволила описать многие свойства адронов и их

взаимодействий. Иными словами, произошло мощное проникновение
методов квантовой электродинамики в теорию слабого и теорию
сильного взаимодействий, которое с новой силой подтвердило

основополагающее значение квантовой теории поля для физики
элементарных частиц.

Если еще учесть, что за последнее десятилетие был получен

ряд важных результатов, относящихся к теории

взаимодействия электронов и фотонов, то станет ясным, как резко
увеличился объем квантовой электродинамики в широком смысле,
включающей общие вопросы квантовой теории поля, собственно

квантовую электродинамику, т. е. теорию взаимодействия

электронов и фотонов, и дочерние теории
—

квантовую хромодина-
мику и единую теорию слабого и электромагнитного
взаимодействий лептонов.

Поэтому, когда возник вопрос о переиздании нашей

«Квантовой электродинамики», было решено, что целесообразнее
всего издать две отдельные монографии — одну, посвященную
собственно квантовой электродинамике, и другую, посвященную
общим вопросам теории волновых полей и современному
развитию квантовой теории поля.

С такой установкой я и приступил к переработке
«Квантовой электродинамики», на сей раз один, так как з 1977 г. не

стало моего друга и соавтора Владимира Борисовича Бере-
стецкого.

Настоящая книга представляет собой первую из двух

указанных монографий. Цель ее — дать систематическое и

компактное изложение собственно квантовой электродинамики с упором



на практическую сторону дела, т. е. на теорию конкретных кван-

товоэлектродинамическнх эффектов.
Я сохранил деление книги на пять глав, но сильно изменил

их содержание и объем. Книга начинается теперь с

релятивистской квантовой механики электрона, в которую по сравнению
с предыдущим изданием введены новые разделы, посвященные

высокоэнергетическому и эйкональному приближениям,
парадоксу Клейна, теории образования пар в электрическом поле;

по-новому изложена теория рассеяния электронов.
Глава 2 посвящена квантованию свободных полей; сюда

включена квантовая теория интерференции и корреляционных

функций электромагнитного поля. В главе 3 излагаются основы

теории электромагнитного взаимодействия; по-новому здесь
изложена теория асимптотического поведения функций Грина.

Последние две главы посвящены конкретным квантовоэлек-

тродинамическим эффектам: в главе 4 эффекты
рассматриваются в первом неисчезающем приближении; в главе 5 дается

теория радиационных поправок. Здесь заново изложены теория

тормозного излучения, теория запаздывающего взаимодействия,
метод эквивалентных фотонов; много нового материала внесено

в теорию высших приближений.
В переработке книги большую помощь оказали мне мои

ученики и сотрудники: Ю. П. Степановский — в переработке глав

1 и 2 и написании в них новых разделов; Н. Ф. Шульга — в

написании §§ 1.3 и 1.7, а также § 4.3; В. И. Трутень — в

переработке гл. 3 и написании § 3.8; Э. А. Кураев — в переработке и

внесении значительных дополнений в гл. 5; Н. П. Меренков —
в переработке глав 4, 5 и написании §§ 4.7, 4.8; А. П. Рекало —
в написании Приложения.. Всем им приношу глубокую
благодарность.

А. И. Ахиезер



ИЗ ПРЕДИСЛОВИЯ К ПЕРВОМУ ИЗДАНИЮ

В настоящее время известен ряд частиц, которым

соответствуют различные квантовые поля, взаимодействующие друг с

другом. Однако из многообразия физических взаимодействий,
существующих в природе, достаточно детально изучены в

настоящее время, кроме гравитационного, только

электромагнитные взаимодействия. Теория этих взаимодействий составляет

предмет квантовой электродинамики, систематическому
изложению которой посвящена настоящая книга.

Так как электромагнитные взаимодействия являются

основными для электронов и фотонов, то квантовая электродинамика

дает возможность объяснять и предсказывать широкий круг
явлений, связанных с поведением этих частиц. Что касается

применения квантовой электродинамики к другим частицам

(нуклонам и мезонам), то оно весьма ограничено вследствие

существенной роли, которую играют для этих частиц другие типы

взаимодействий (ядерные или мезонные взаимодействия).
Поэтому вопросы, связанные с мезонами, в книге не излагаются,

а взаимодействие нуклонов с электромагнитным полем

рассматривается только в предельном случае малых скоростей.
Формулировка основных уравнений квантовой

электродинамики и даже сама возможность разделения взаимодействующих
полей на электромагнитное и электронно-позитронное связаны

с тем, что взаимодействие между полями является слабым. Это
обстоятельство находит свое выражение в малости постоянной

а,— е*/Нс, характеризующей взаимодействие. Поэтому
взаимодействие между полями рассматривается в квантовой

электродинамике как малое возмущение, и математическим аппаратом
квантовой электродинамики является теория возмущений,
которая представляет все количественные результаты в виде

разложений по степеням ос.

Так как электромагнитное и электронно-позитронное поля

представляют собой системы с неограниченным числом степеней

свободы, то при применении теории возмущений возникают

характерные для современной теории расходящиеся выражения,
которые отсутствуют только в первом неисчезающем приближе-
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нии теории возмущений. Развитие квантовой электродинамики
в последние годы позволило установить принципы
регуляризации расходящихся выражений, благодаря чему стало

возможным вычисление высших приближений (так называемые

радиационные поправки).
Этот прогресс в значительной степени связан с новой,

инвариантной формой теории возмущений. Инвариантная теория
возмущений дала возможность представлять результаты в

компактном и релятивистски инвариантном виде, что позволило

сформулировать правила регуляризации. С другой стороны,
применение инвариантной теории возмущений представляет
значительные практические преимущества по сравнению с

прежними методами и при расчетах первых приближений. Поэтому
все изложение в книге строится на основе инвариантной теории
возмущений.

Являясь вполне удовлетворительной теорией определенной
области физических явлений, современная квантовая

электродинамика обладает тем крупным недостатком, что для устранения

возникающих в ней расходимостей приходится привлекать
дополнительные идеи, не содержащиеся в основных

формулировках теории и не отраженные в ее исходных уравнениях. Такое

положение вещей имеет, по-видимому, глубокие причины. Они
лежат в том, что далеко не всегда возможно построение

замкнутой теории ограниченного круга явлений (в данном случае

чисто электромагнитных) без учета более широкого класса

взаимосвязей, имеющих место в природе.
Мы выражаем благодарность Л. Д. Ландау и И. Я- Поме-

ранчуку и участникам руководимых ими семинаров за

обсуждение ряда вопросов, изложенных в книге,



ГЛАВА 1

РЕЛЯТИВИСТСКАЯ КВАНТОВАЯ МЕХАНИКА ЭЛЕКТРОНА

§ 1.1. Свободный электрон

l.l.i. Уравнение Дирака. Корпускулярные свойства света

явились исторически первым фундаментальным фактом,
послужившим основой для развития квантовой теории. Соотношение

Планка — Эйнштейна г = На> между энергией е частицы света—

фотона — и частотой колебаний соответствующего ему
электромагнитного поля со было исторически первым соотношением,
содержащим квантовую постоянную Н.

Однако последовательная квантовая механика атома была

построена до квантовой механики фотона. Это обстоятельство
имеет глубокую физическую причину. Атомные частицы —

электроны и ядра
— имеют отличную от нуля массу покоя. Для них

существует область энергий, малых по сравнению с энергией
покоя, в которой можно не учитывать теорию относительности.

Напротив, масса покоя фотона равна нулю, для него не

существует нерелятивистской области, и квантовая механика фотона
должна быть с самого начала релятивистской теорией.

По этой причине естественно начать изучение релятивистской
квантовой теории с релятивистской квантовой механики электрона,
допускающей предельный переход к нерелятивистской квантовой

механике, в основе которой лежит уравнение Шредингера для

волновой функции ij)

где Н — гамильтониан системы (постоянная Планка считается

равной единице).
Релятивистское квантовомеханическое уравнение для электрона

было открыто Дираком (1928 г.) [1], который исходил из

требования, чтобы преобразование, связывающее волновую функцию,
отнесенную к определенному моменту времени, с волновой

функцией, отнесенной к более позднему моменту времени, было

унитарным:
iK0 = U(04'(0)>

где U — унитарный оператор. Унитарность преобразования U
эквивалентна справедливости уравнения Шредингера, в котором
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оператор Н связан с U соотношением

С другой стороны, уравнение Шредингера содержит первую
производную по времени, поэтому, если исходить из симметрии между

пространственными координатами и временем, то следует считать

гамильтониан Н не квадратичным, а линейным по

пространственным производным:
Н = ар + $т,

I д и

где р =
—

-а оператор импульса частицы и а и р
—

некоторые

величины, не зависящие от координат.

Таким образом, мы приходим к уравнению

1Ж в (<*Р + Рт) *• (ЫЛ)

Дифференцируя его по времени, получим

,-*£ = (ар + рот)-^-~-*(ар+ Р«)*ф.

Но для свободной частицы, обладающей заданными импульсом р
и энергией е, волновая функция должна изменяться как eipx~'*';
поэтому из последнего уравнения следует, что

вЧ> = (<хр + Рот)» * = \ttftkPiPu + («iP + Р«*) Р. + P2ma] ij>. (1.1.2)

Для релятивистской частицы &2—р*-\-т? (считается, что с — 1).
Эта связь между энергией и импульсом будет тождественно
выполняться, если

агаА +вд= 26/А, а,р + ра,- = 0, ра=1. (1.3.3)

Мы видим, что величины а и Р нельзя рассматривать как

обычные числа. Однако соотношения (1.1.3) могут быть

удовлетворены, если аир являются матрицами. Например, можно

считать, что

«-С J). р-й -!)■ <ы-4>
где «—-матрицы Паули,

Уравнение (1.1.1) с матрицами аир, удовлетворяющими
соотношениям (1.1.3), называется уравнением Дирака. Так как

ос и р представляются четырехрядными матрицами, то волновую

функцию г|) следует считать четырехкомпонентной величиной

так что (a^)i^(a)ikxpk.
а

И?Н?Ь (Ы-б)



Четырехкомпонентная функция ty называется биспинором.
Ее можно представить как совокупность двух двухкомпонентных

функций — спиноров ф и %:

(1.1.6')*-©-
Из уравнения Дирака следует, что <р и % удовлетворяют

уравнениям

/5'==mtp + <rpx' «-^- =—^Х+«РФ- (1Л.7)

Мы привели соображения, которыми руководствовался Дирак
при установлении своего уравнения. Однако следует иметь в виду,
что уравнения в гамильтоновой форме сами по себе могут быть

езде недостаточными для полного описания свойств динамической
системы. Например, уравнения Максвелла

дЕ . „ дН , „

-ar
= rot/f' -ёГ

= —rot£

имеют гамильтонову форму

/-^*- = («р)«Ч>*. (1 -1-8)

где

tyk =■- Ek +Шл, («i)Ai =— ieiM.

Однако этих уравнений недостаточно для полного описания

электромагнитного поля, так как они должны быть дополнены

условием dVpk/dx/! = 0. В случае уравнений Максвелла матрицы ея

не удовлетворяют перестановочному соотношению a.p.k -f- ссАссг =
= 26ц,1, тем не менее уравнения (1.1.8) вместе с дополнительным

условием dtykldXfc—Q приводят к тому, что ч|з удовлетворяет
волновому уравнению (d*/dt* — Д)г|э — 0. Из приведенного примера
видно, что из (1.1.2) еще не вытекают соотношения (1.1.3):
последние являются достаточными, но не необходимыми условиями

справедливости (1.1.2).
Что касается симметрии между пространственными

координатами и временем, то такой симметрии может и не быть, а теория
будет тем не менее релятивистски инвариантной. Рассмотрим,
например, уравнение Клейна —Гордона, описывающее частицу
со спином нуль,

(dW-A + m2)iJ) = 0.

Если ввести вместо скалярной функции $ двухкомпонентную
функцию

,
i7i df J
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то уравнение Клейна — Гордона примет вид

где

Н =-*А+ Рт, «-(? 2). И-(? i).
Это уравнение является релятивистски инвариантным, но

содержит первую производную по времени и вторые производные
по пространственным координатам.

Таким образом, соображения, использованные при

установлении уравнения Дирака, строго говоря, недостаточны. «Развитие

релятивистской теории электрона,
—

говорит Дирак [2],—можно
рассматривать сейчас как пример того, как неверные доводы

приводят иногда к ценному результату».
Главное заключается в том, что нельзя исходить из того, что

волновая функция отдельного электрона должна изменяться

согласно закону унитарного преобразования, поскольку
релятивистская квантовая механика не может быть развита как теория
одной частицы, а должна строиться как теория многих частиц.

Тем не менее существует большой круг явлений, которые
можно описывать, исходя из одночастачной картины. Этим кругом
явлений мы и будем в основном заниматься в данной главе и

только при изучении движения электрона в электрическом поле

будем вынуждены выйти за пределы одночастичной теории
(см. § 1.6).

1,1.2. Симметричная форма уравнения Дирака. Уравнению
Дирака можно придать более симметричный вид, если умножить

(1.1.1) слева на ф:

где

Вводя обозначение
. э

Р
= УцРи-. Ри =

—

1~дГ>

можно записать (1.1.9) в виде

(ф + т) ф = 0.

Матрицы уц удовлетворяют соотношениям

YnYv + YvYn = 2Slxv/, (X, v=l, 2, 3, 4. (1.1.13)

Как и матрицы а, р\ они эрмитовы, Yt» = Yn (напомним,, что (Y|i),-/> =

~(^0;/г"0\Л/*/' индекс т служит для обозначения

транспонированной матрицы).

(1.1.9)

_/)• (1-1.10)

(1.1.II)

(1.1.12)
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Получим теперь уравнение для комплексно-сопряженной
волновой функции. Комплексно-сопряженный биспинор ф* мы будем
также обозначать через ij)+, т. е. представлять его в виде строки

'ф+= (ij:*, ijjf, ■фз, tyl), в отличие от биспинора-столбца (1.1.6).
Введем, кроме того, линейную комбинацию компонент ф+:

ip = \pP. (1.1.14)

т. е. ^/.
~ tyJfW Переходя в уравнении (1.1.11) к комплексно-

сопряженным величинам и учитывая эрмитовость матриц у^,
получим

_ _

~Фи.Ч'Тц4-'П'ф = 0, (1.1.15)

где (i"!hv)« = %(Yu)f»a- Это уравнение, очевидно, можно записать

в виде
_

&V "Г А

или

\р(— ip + m) = 0 (1.1.16)

(в последнем выражении подразумевается, что дифференциальные
операторы Рц, действуют на находящуюся слева от них функцию xjj).
Наконец, уравнение (1.1.15) можно записать также в виде

(п-4г+/и)*=°' (1лл7)

где ут
—

матрица, транспонированная по отношению к у , а

компоненты ф подразумеваются расположенными в виде столбца.
1.1.3. Решения с положительными и отрицательными частотами.

Чтобы понять смысл четырехкомпонентной волновой функции,
найдем решение уравнения Дирака для свободного электрона.

Представим волновую функцию электрона -ф в виде интеграла
Фурье

•ф(л Г) = \&р^р{$)г1Рт.
Тогда компонента Фурье typ (t) — волновая функция электрона
в импульсном пространстве

— будет удовлетворять, согласно (1.1.1),
уравнению

Подставляя сюда typ (t) в виде столбца из двух спиноров ф^ (t) и

%P(t) и используя для матрица, р1 представление (I.I.4), получим
для ф/, (t) и 5Ср (£) уравнения, представляющие собой
преобразование Фурье уравнений (1.1.7):

сЗср

i-£- = —т%р (0 + арф/, (0.



Решения этих уравнений содержат, очевидно, время в виде

е-'ш, где частота со — некоторая константа, определяемая из

уравнений

(со — т) фр — ар%р = 0, —орур+ (а> + т)хр = 0- (Ы.18)

Из условия разрешимости этой системы

со — т —

ар »

— ар <в + т

найдем со:

со = ± ]/р2 + /гг"2.

Эти значения частоты представляют собой, очевидно,
Собственные значения оператора

Н = 4- аУ + рт,

который мы интерпретировали в п. 1.1.1 как гамильтониан

свободного электрона,

Н%= Щр.

Таким образом, существуют два типа решений уравнения
Дирака для свободного электрона — решения с положительными

частотами (со > 0)
■ф<+> (г, 0 = \d?p type1 ipf

~ £'>

и решения с отрицательными частотами (со<0)

•ф(-) (г, t) = jj dap ^рв-^Р1—st\

где р=*(р, /е), e = }/>s + m2 и

Спиноры ф±/„ х+р удовлетворяют уравнениям (1.1.18)
соответственно при со= -|-е и со =— е. Поэтому один спинор может быть

выбран произвольно, второй же выразится через первый. Задавая,

например, ц>р и %-р, можно найти %р и ф_р:

Хр = -^гФр. Ф-Р—i^SfX-p. (1.1.I9)

Общее решение уравнения Дирака для свободного электрона
можно разделить на решения с положительными и отрицательными

частотами:

4Ф(г, t) = ^(r, t)+¥-4r. t).

Такое разделение, очевидно, релятивистски инвариантно, так

как при собственных преобразованиях Лоренца знак частоты

не может измениться (наименьшая положительная частота равна т\
а наибольшая отрицательная частота равна —т, т. е. области
частот разных знаков разделены конечным интервалом 2т, в то
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время как собственные преобразования Лоренца определяются

только непрерывными параметрами).
Так как решения с положительными и отрицательными

частотами относятся к различным собственным значениям оператора Н,

который является самосопряженньш, то эти решения взаимно

ортогональны:

$d3xi|><+>*(/% 0Ф1-,(Л 0 = 0.

Существование решений уравнения Дирака двух типов —

с положительными и отрицательными частотами — имеет

фундаментальное значение. Оно приводит к выводу, что в

релятивистской квантовой механике невозможно сохранить обычную

интерпретацию нерелятивистской квантовой механики, согласно которой
собственные значения гамильтониана имеют смысл значений

энергии частицы. Действительно, частоты со представляют собой

собственные значения гамильтониана свободного электрона.
Поэтому, если бы была справедлива обычная интерпретация
собственных значений гамильтониана, то это означало бы

существование у свободного электрона состояний с отрицательной
энергией и отсутствие наинизшего энергетического состояния.

В свою очередь отсюда следовало бы, что при взаимодействии
с другими частицами электрон мог бы неограниченно отдавать
свою энергию, переходя во все более низкие энергетические
состояния, что физически абсурдно.

Таким образом, мы приходим к заключению о необходимости
изменения в релятивистской квантовой механике электрона
основного положения иерелятивистской квантовой механики,

касающегося интерпретации собственных значений гамильтониана.

Чтобы сформулировать это изменение, необходимость которого
диктуется наличием решений с отрицательными частотами, следует

исходить из того, что наряду с электроном существует другая
частица — позитрон, которая отличается от электрона только

знаком электрического заряда. Поэтому можно сказать, что

существует некая единая частица, могущая находиться в двух

состояниях, различающихся только знаком заряда. Эта единая частица
должна описываться уравнением Дирака, и естественно считать,

что двум ее зарядовым состояниям соответствуют положительные
и отрицательные частоты. Иными словами, решениям с

положительной частотой мы будем сопоставлять электронные состояния,
а решениям с отрицательной частотой — позитронные
состояния.

Построим волновую функцию позитрона ч|эП03. Она должна

строиться с помощью функции ij)t->, содержащей отрицательные
■тастоты, а<0, Но мы хотим интерпретировать величину |ш|
как энергию частицы, т. е. позитрона. Поэтому функция \рпвз
должна быть некоторой линейной комбинацией компонент tyi->*
или ^l_)s поскольку именно они, а не компоненты i|>*->, пропор-
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циональны е-"®". Функция ч(з1_) удовлетворяет, очевидно,
уравнению (1.1.17)

волновая же функция позитрона должна удовлетворять
уравнению (1.1.9)

(vli-^- + «),l'n63 = 0f (1.1.20)

которому удовлетворяет и волновая функция электрона 1|лэл.
Последнее уравнение должно быть следствием уравнения для ij)<->.
Поэтому мы можем положить

Ч>по>(*)~0^(х), (1.1.21)

где С — некоторая численная четырехрядная матрица. Подстановка

этого выражения в (1.1.20) и сравнение с уравнением для т}?<-> (х)
показывает, что должны выполняться соотношения

С-%С= ~У1> (1.1.22)
которые в принципе должны служить для определения матрицы С.

Легко проверить, что если матрицы уц определяются
соотношениями (1.1.10), то матрица С имеет вид

С = угТ4-

Матрица G носит название матрицы зарядового сопряжения.
Мы вернемся к ней в п. 1.2.6.

Итак, если произведено разбиение общего решения уравнения
Дирака для свободной частицы на решения с положительными

н отрицательными частотами,

я|> (х) = TJ><+> (х) +я|><->(*),

то мы будем интерпретировать ijj(+> (x) как волновую функцию
электрона, а функцию, зарядово-сопряженную по отношению

к i|)(-) (л;), как волновую функцию позитрона:

Ясно, что как %„{х), так и i|)n03W будут содержать только
положительные частоты.

Отметим, что, определив таким образом волновую функцию
позитрона, мы выходим за рамки допустимых в квантовой
механике линейных преобразований, так как подвергаем часть решений
уравнения Дирака антилинейному преобразованию (содержащему
комплексное сопряжение). По этой причине общее решение

уравнения Дирака
ty (*) = %» (*) + Сф1103 (X)

не имеет смысла волновой функции частицы (который имеют

порознь я|>вд(х) и tf008 (*)).
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1.1.4. Плоские волны. Так как гамильтониан свободного

электрона Н —ар + Р"1 коммутирует с оператором импульса р:

[Н, р] = 0,

то для свободного электрона возможны состояния с определенной
энергией и с определенным импульсом р. Таким состояниям

соответствуют решения уравнения Дирака, имеющие вид плоских

монохроматических волн с обоими знаками частот. Мы будем
записывать их в виде

Ц¥1(х)=у=-и(±р)е±<е\ (1.1.23)

где V — нормировочный объем, р — 4-вектор импульса частицы,

p=z(p, ie), е = ]/р2-\-т? и и {± р) — постоянные биспиноры,
удовлетворяющие уравнениям

(±ip +m)u(+p)=0,
{l{24)

u(±p)(±ip+ m) = Q.

При этом, в соответствии с (1.1.21), решение с положительной

частотой <о = е описывает состояние электрона, а решение с

отрицательной частотой ю =— е-состояние позитрона:

*Г (*) = 7=
Сд (-/>)<*«.

Будем предполагать, что волновые функции i|j(—> (r, t)
удовлетворяют условию нормировки

V

где интегрирование совершается по объему V. Из этого условия
легко установить условие нормировки биспиноров и(±р). Именно,
воспользовавшись уравнениями (1.1.24) и соотношениями (1.1.13),
мы получим

а{±р)^и(±р) =

= ^ ~ш
а (—р) (ръ>-+ър) и (—р) = + -jh р»а (=t р) и №/>)>

откуда

а (± р) у*" (± Р) = и* (± р) и (± р) = ±£ а (± р) и (± р).

Из этого соотношения и условия нормировки tyjr* (г, t) следует,
что

й(±:р)и(±р)=*±2т, (1.1.25)
iu(±p)filu(zLp) = 2pil. (1.1.26)

Соотношения (1.1.25) и (1.1.26) и представляют собой условия
нормировки биспиноров и\±р).
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Заметим, что соотношения (1.1.26) справедливы не только

для электрона, но и для нейтрино, в последнем случае т = 0, и

в качестве условий нормировки следует брать соотношения (1.1.26).
Выше мы записывали биспинор if в виде столбца, содержащего

два спинора, связанных между собой соотношениями (1.1.18).
Используя эти соотношения и условия нормировки (1.1.25),
можно представить биспиноры и(±р) в виде столбцов

, .

__
/^e+ mv'+i \

U{P)~[VZ=^«w<+>)'
(1.1.27)

где v=p/|/?| и двухкомпонентные спиноры о(±) удовлетворяют
условию нормировки

1.1.5. Поляризационные состояния электрона. Возвратимся
к уравнениям (1.1.24). Эти уравнения ие определяют биспиноры
и (± р) однозначно (т. е. с точностью до нормировочной константы).
Действительно, так как спин электрона равен 1/г, то каждое из

уравнений (1.1.24) имеет два линейно-независимых решения. Об
этих решениях говорят, что они соответствуют двум различным
состояниям поляризации электрона.

Состояние поляризации нерелятивистского электрона можно

характеризовать, задав направление, проекция спина на которое
имеет вполне определенное значение, а именно +х/а или —*/г-
Более того, каково бы ни было состояние электрона, обязательно

найдется некоторое направление, на которое проекция спина

электрона равна -т-х/г- Иными словами, каков бы ни был двухкомпо-
нентный спинор v, описывающий нерелятивистский электрон (или
позитрон), обязательно найдется единичный вектор п такой, что

будет выполняться соотношение

Для доказательства этого утверждения воспользуемся тем, что

произвольная двухрядная матрица Q может быть разложена по

полному набору двухрядных матриц, состоящему из единичной
матрицы и матриц Паули:

Q = i/2Sp(Q)/ + 1/aSp(Qff)<j.

Взяв в качества Q матрицу 1>а1>р, получим

»«Рв = V* (о*о) 6«р + Vt (v*av) (а)вр. (1.1.28)

Умножив далее обе части этого равенства на ур и просуммировав
по р\ найдем (v*av)ai =», или

леи = v, (1.1.29)
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где единичный вектор п определяется равенством

n=v*av (1.1.29')

(предполагается, что v*v — l).
Таким образом, мы доказали сформулированное утверждение

и, кроме того, выяснили, что вектор п связан со средним

значением оператора спина электрона.

Заметим, что соотношение (1.1.28) при условии нормировки
v*v = \ принимает вид

tW8=-Vt(/f*<r)aB- (1-1.30)

Рассмотрим теперь биспинор щ, описывающий неподвижный
электрон. В этом случае соотношение (1.1.29) принимает вид

VtSlIMo = Vi"o, (1.1.31)
где

HI.0)' "-(о")-
Вводя далее матрицу Ye —YiYsY^» имеем 2 = iY5YY4» и пз

уравнения Дирака следует, что ytu,
----- и0. Поэтому (1.1.31) можно

записать в виде

iysY««o ^ "о-

Если электрон движется и описывается биспинором и, то

предыдущее уравнение приобретает вид

tVs^ = «, (1.1.32)

где 4-вектор а —(а, а0) получается из вектора п с помощью

преобразования Лвренца, переводящего систему отсчета, в которой
электрон покоится, в систс- у, в которой он обладает импульсом/?:

д —я I
Р{Пр) а—пр- п 1 qq\«-*+•

т(г+т)' а°~^Г' (1.1.33)

4-вектор а^ называется 4-вектором поляризации электрона.
Отметим, что

а*=\, ар = 0. (1.1.34)

Особенно просто 4-вектор а выглядит, если лр=0
(«поперечная» поляризация):

а = п, Оо=»0. (1.1.35)

Если вектор п параллелен р, n = dzp/p («продольная»
поляризация: знак плюс соответствует спиральности + */а или правопо-
ляризованному электрону, знак минус —спиральности —Vs или

девополяризованному электрону), то

-а^±-^. а0 = ±^-, п.1.36)w
m \p\ щ =• ;
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Переходя в (1.1.32) к зарядово-сопряжеиному биспинору
ис(р, a) — Cil(p, а) = и(—р, а), получим соотношение,

определяющее состояние поляризации позитрона:

(iy5d -/)«(— р, а) = 0. (1Л .37)

Выпишем теперь все соотношения, определяющие (с точностью

до фазового множителя) биспинор и(±р, а), описывающий
электрон (позитрон), 4-импульс которого равен р, а поляризация
определяется 4-вектором а:

(±ip + m)u(dzp, а) = 0,

(iybd-!)u(±p, a) = 0, (1.1.38)
й (d~ р, а) и (dz р, а) = dr 2т.

При вычислении вероятностей различных процессов рассеяния
с участием поляризованных электронов необходимо знать

квадратичную комбинацию ua(dzp, а)й$(±р, а). Она полностью

определяется соотношениями (1.1.38) и равна

ы« (± р, а) 3Р (± р, а) = V21(± m - */?) (/ + iy,d)]a&. (1.1.39)

1.1.6. Поляризационная матрица плотности электрона. До сих

пор речь шла о чистых состояниях электрона (позитрона), т. е.

о состояниях, описываемых определенными волновыми функциями.
Между тем могут быть ситуации, когда частица находится не
в чистом состоянии, а в состоянии смеси. В таких случаях
состояние частицы описывается матрицей плотности

где черта означает усреднение по параметрам, характеризующим
систему, частью которой является электрон.

Определим эту матрицу.
В нерелятивистском случае, усредняя соотношение (1.1.30),

получим

РаЭ
= va°t = Va i1 d> Sff)«p.

где g —вектор поляризации иерелятизистского электрона,

Так как яа=1, то £a=sSl.
Усредняя соотношение (1.3.39), получим выражение для

релятивистской матрицы плотности электрона (позитрона) [3]

р% (р) = иа(±р)а9(±р) = V, [(± т - ip) (/ + iY$U> (IЛ АО)

где s1Jt
= йГц — 4-вектор поляризации электрона (позитрона) в

смешанном состоянии. Согласно (1.1,34)

8я «1, sp = 0.
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Случай s2 = l (g2=i) отвечает чистому состоянию, а случай s — О

,'g = 0) —- неполяризованному состоянию:

Pi(p) = V»(±'"-V)- (1.1.41)
Компоненты 4-вектора s^ выражаются через их значения g

в системе покоя:

S-S+
m(e + m)' *°—ЙГ' (1.1.42)

1.1.7. Поляризационные состояния электрона в ультрареляти-
вистском пределе. В формуле (1.1.33) нельзя непосредственно
положить т = 0. Поэтому она непригодна в

ультрарелятивистском случае. Мы видоизменим поэтому описание поляризации
электрона таким образом, чтобы оно было пригодно при любом т.

Заметим с этой целью, что уравнение (1.1.32) эквивалентно

уравнению

0*7В (й — fp) + fmy6 — I]u(±p, a) = О,

где / — произвольное число, которое можно выбрать таким

образом, чтобы последнее уравнение обладало пределом m-э-О. Вводя
обозначения a — fp=ab, fm==sX, перепишем это уравнение в виде

(iybb±Xyb-/)u(±p, Ь, ±А) = 0, (1.1.43)

где в числе аргументов и отмечена также величина X.

Псевдоскаляр X и 4-вектор b полностью характеризуют
состояние поляризации электрона. Величины р, b и X связаны между
собой соотношениями

Ьр-Хт^0, &» + *,• —1, (1.1.44)

которые вместе с соотношением (1.1.43) инвариантны относительно

преобразований

b->bf = b + ap, %->-X' = X — am. (1.1.45)

Если масса частицы отлична от нуля, то с помощью этих

преобразований можно сделать X равным нулю и описывать

состояние поляризации электрона только 4-вектором поляризации Ь — а.

Если же масса частицы равна нулю, то введение величины X

необходимо [4].

Выбирая Я=——, получим имеющие предел при т = 0

величины

р-
u

р р р р

При т = 0 величина л не изменяется при преобразованиях (1.1.45)
ц представляет собой спнральность электрона.
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Положив в (1.1.39) a = b + -

р, найдем квадратичную

комбинацию иай§:

и* (± р, Ь, ± X) Д0 (± р, Ь,±Х)^
= V, [(± т - ip) (/ + iybb zh Я?5)]ар. (1.1.46)

Для поляризационной матрицы плотности получим отсюда

выражение

paf5 (p)~uu(±p)ui(±p)= 1/t [(± т - ip) (I+iy-J ±ау-а)]а&, (1.1.47)

где s(1
= 5|l, a —X. Ясно, что в соответствии с (1.1.44)

sp — am = О, sa + оа ^ 1.

§ 1.2. Уравнение Дирака для электрона в электромагнитном

поле и свойства инвариантности уравнения Дирака

1.2.1. Уравнение Дирака для электрона во внешнем

электромагнитном поле. Уравнение Дирака (1.1.12) описывает свободный
электрон. Если же электрон находится во внешнем

электромагнитном поле, то состояние электрона описывается уравнением,
которое получается из (1.1.12) путем замены р^ на рй

— еА^, где
е — заряд электрона и Лй — 4-потенциал внешнего

электромагнитного поля.

Итак, биспиноры г|э и яр, описывающие электрон во внешнем

электромагнитном поле, удовлетворяют уравнениям

[i(p-eA) + m]1p = 0,

$[«'(—p-*4)+m]-0.
V-'-1'

Обратим внимание на то, что в эти уравнения Дирака не вхо-

дАч дА^
дит непосредственно поле, т. е. тензор Fliv = -^ ~dx~t

a входит

только 4-потенциал поля Лй. С этим связано важное свойство

уравнения Дирака, а именно его калибровочная (или градиентная)
инвариантность. Свойство это заключается в следующем.

Уравнение Дирака для свободного электрона определяет биспинор tfi
с точностью до постоянного фазового множителя ёа, где а —

константа. Действительно, при преобразовании ■§-*-•$' —■$eia
уравнение (1.1.12) остается неизменным.

Иная ситуация возникает, если считать а функцией х: в этом

случае уравнение (1.1.12) уже не будет инвариантно по

отношению к преобразованиям

y{x)-*-ty'(x) = ty(x)e-ia(xK
' '

уравнение же (1.2.1) с 4-потенциалом Ац инвариантно по

отношению к этому преобразованию. Действительно, 4-вектор
потенциала определяется полем неоднозначно, так как, не изменяя ноля,
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можно Перейти от потенциала А^(х) к потенциалу Л^ = Д,.-j-
4- (д/дХр) Л (х), где Л (х) — любая функция х. Поэтому вместе с

преобразованием (1.2.2*) функции ty(x) можно подвергнуть также

преобразованию 4-вектор потенциала, выбрав А(х) = (1/е)а (х), и

уравнение Дирака останется при этом неизменным. Такое

комбинированное преобразование

■ф (х) ->-г|/ (х) = ф (х) е'а<*\ ip (х) -*-чр' (х) =яр (х) е~ <«<*),

оставляющее инвариантным уравнение Дирака, называется

калибровочным.
Можно, следовательно, сказать, что инвариантность

уравнения Дирака по отношению к фазовому преобразованию с

переменной фазой достигается благодаря взаимодействию электрона
с электромагнитным полем.

Уравнению Дирака (1.2.1) можно придать вид

где Н — гамильтониан, определяемый формулой

Н=а(р — еЛ)4-р/п + еср, <р = Л0. (1.2.3)

1.2.2. Уравнение непрерывности. Умножив первое из

уравнений (1.2.1) слева на тф, а второе справа на ty и сложив

результаты, получим

■фТи (РцФ) + (РцФ) УП> ^ О,
или

dsn/d*n = 0, slt=-= i (-ф-iVip)- (1.2.4)

В трехмерной форме это уравнение имеет вид

ds0/dt + div $--= О,
где

_ _

So = ^У^Ф = Ф+,Ф> * = й))?1!' = ty+oty

(j> обозначает совокупность матриц уХ) у2, у3).
Как мы убедимся далее, величины s^ образуют 4-вектор,

который можно интерпретировать как 4-вектор плотности тока, а

уравнение (1.2.4) —как уравнение непрерывности.
Уравнение непрерывности позволяет ввести инвариантную

нормировку волновой функции 1|э согласно условию

$<*»**|)+ф=1. (1.2.5)

Поскольку Sp,—-4-вектор, удовлетворяющий соотношению (1.2.4),
то входящий сюда интгграл представляет собой релятивистский
инвариант. Заметим, однако, что, в отличие от нерелятивистской
квантовой механики, величину ty+ty, вообще говоря, нельзя

интерпретировать как плотность вероятности нахождения электрона
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в определенной точке пространства. Это связано с тем, что в

релятивистском случае нельзя, как уже упоминалось, построить
последовательную одночастичную теорию. Тем не менее 4-вектор su

играет важную роль, так как с его помощью может быть построен
4-вектор плотности электрического тока /в, связанного с электроном,

1/и = "?№М>). (1-2.6)
1.2.3. Различные представления уравнения Дирака. Если

подвергнуть волновую функцию ijj линейному преобразованию

$-+■$>'= Uy (1.2.7)
и одновременно произвести над матрицами -уц преобразование
подобия

rii-^W/Y^-1, (1.2.8)

где {/ — произвольная четырехрядная неособенная матрица, то

уравнение Дирака, как легко видеть, не изменит своего вида.

При этом, очевидно, матрицы -ум. будут удовлетворять тем же

соотношениям (1.1.13), что и матрицы у^, т. е.

vi.Yv + YvVu = 26nv/.

Если матрица U унитарна, UU+ — f, то матрицы уд будут, как и

матрицы ур,, эрмитовыми, Yix = Yii~-
Приведем пример унитарных преобразований уравнения Дирака.

Выберем U в виде действительной матрицы [5]

(каждый элемент означает двухрядную матрицу). В этом случае

y'k =—Y*. y1 = (J о)' A=s1' 2' 3- (1.2.10)

Если записать преобразованную волновую функцию в виде

Ч>' = (У' (12-11)

то % и т] будут связаны с ф и % соотношениями

и система уравнений, которым удовлетворяют эти двухкомпонент-
ные величины в отсутствие поля, будет иметь вид

гЩ- = Щ>1 + тг\, i4j =— врц + mt (1.2.12)

Величины ^ и 1], в отличие от ф и х, обладают следующим
замечательным свойством: они преобразуются независимо при

преобразованиях собственной группы Лоренца (см. п. 1.2.5).
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При m = 0 эти уравнения распадаются на два независимых

уравнения

i^- = «rpg, i-^j-^-врц, (1.2.13)

которые называются уравнениями Вейля [6].
Таким образом, при нулевой массе частица со спином х/г может

описываться одним двухкомпонентным спинором,

удовлетворяющим уравнению Вейля. Каждое из двух уравнений (1.2.13) в

отдельности инвариантно относительно преобразований собственной

группы Лоренца, но неинвариантно относительно инверсии (см.
п. 1.2.6). Такие уравнения описывают нейтрино.

1.2.4. Алгебра матриц Дирака. Мы видим, таким образом, что

уравнение Дирака определяется не столько явным видом матриц у^,
сколько их алгебраическими свойствами, заключенными в

соотношениях (1.1.13). От данной совокупности матриц ytl можно

перейти к другой у'ц при помощи преобразования подобия (3.2.8).
Справедливо и обратное утверждение: если две совокупности

четырехрядных матриц у^ и Уд удовлетворяют соотношениям

(1.1.13), то они связаны между собой преобразованием подобия

(1.2.8), причем матрица U определяется с точностью до числен-

кого множителя однозначно (основная теорема о матрицах

Дирака [7]).
Изучим подробнее алгебру матриц Дирака.
Если рассмотреть все произведения различного числа матриц у^,

то произведения более чем четырех матриц будут сводиться
в силу (1.1.13) к произведениям двух, трех и четырех матриц.
Поэтому все произведения могут быть сведены к следующим
линейно-независимым 16 матрицам:

/,

Yi« Ya. Ys» Y«.

Y1Y2. Y2Y3. YsYb Y1Y4. Y2Y4. YsY*.

YiYaYa- Y2Y3Y4. Y3Y1Y4. YiYaY4>

Y1Y2Y3Y4

или к матрицам

Г/ = Л Yn> °nv, f'YeYsx» Ys. (1.2.14)

<Vss27 (Ym-Yv~YvYn). Y6 = YiY2YaY4, Ц, v=l, 2, 3, 4.

Из линейной независимости 16 матриц Г,- следует, что число

строк и столбцов в квадратных матрицах ук не может быть
меньше четырех.

Шестнадцать матриц Гу образуют полный набор
четырехрядных матриц и по ним может быть разложена любая
четырехрядная матрица Q:

о - v* sp (Q)! + Ч* sp (Qy») v» + lu sp (Qy.) y6 +

+ Ve Sp (Qo^) a^ + V4 Sp (Q^eYn) t'YeYn- C1 -2-J 5)
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Поскольку уравнение Дирака определено с точностью до

преобразования подобия (1.2.7), (1.2.8), физические результаты»
получаемые на основе этого уравнения, должны выражаться через
величины, инвариантные относительно таких преобразований.
Такими практически очень важными инвариантами являются

следы произведений матриц 7ц-
Прежде всего легко видеть, что след произведения нечетного

числа матриц Уц. равен нулю:

Определим следы произведений четного числа матриц у^. Если
число их равно двум, из (1.1.13) немедленно получаем

lUSpiVjyt) = 8jt, /, /-1, 2, 3, 4. (1.2.16)

Определим далее Sp (у/уЯкУп)- Замечая, что Y/Y/YftY* =
= 25j,ykyn — у^УкУп, имеем

У]УПкУп = 28/jYaY* — ЩьЧПп + 28Jnyiyk — yiykynyj

и, учитывая, что

Sp (Y/Y/YaY*) = SP (Y<Y*Y«Y/).

найдем, используя (1.2.16),
1fi SP (Y/Y/YaY/i) = 5/<Sftn — 6yA8,» + 8Jn6tk. (1.2.17)

В общем случае

lU Sp (yi^, • • • VO - 2 (-1)" ei^to, .... (1.2.18)

где /, k, I, in — некоторая комбинация индексов ilt i2, ..., i%n и

сумма берется по всем возможным комбинациям пар чисел

i, k, I, m, ...; N — число парных перестановок, переводящих
последовательность 1\, i2, ..., г'зп в г, k, ..., причем порядок
следования индексов внутри каждой пары отвечает их порядку
в последовательности 1г, ;"2, .... 12я. Число слагаемых в сумме

равно, очевидно, 1 • 3 • 5 ... (п — 1).
Знаки отдельных слагаемых в (1.2.18) удобно находить

следующим образом [8, 9J. Сопоставим каждой матрице у,- точку
на окружности и расположим их в таком же порядке, в каком

они расположены в левой части равенства. Соединим далее эти

точки попарно прямыми линиями. Тогда каждой прямой,
соединяющей точки i и k, соответствует множитель 8ik, а каждому
способу соединения точек — слагаемое (—1 )N8ik8im..., где N — число

точек пересечения прямых.
Из (1.2.18) легко заключить, что

V* Sp (YeY/YsYiYm) = еШт, (1.2.19)

где Ye
= YiYaYaY* == :п-e*««Y*YftY*Ym и &ik.m

— единичный

антисимметричный тензор, е1284=1.
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i.2.6. Релятивистская инвариантность уравнения Дирака.
Докажем теперь релятивистскую инвариантность уравнения Дирака,
т. е. инвариантность по отношению к преобразованиям
собственной группы Лоренца, инверсии и обращению времени.

Начнем с собственных преобразований Лоренца. Утверждение
об инвариантности уравнений (1.2.1) относительно собственных

преобразований Лоренца означает, что для каждого собственного

преобразования Лоренца х^ -*- х'^ = a^JCy и соответственно

преобразования 4-импульса и 4-потенциала

Pn->/U = a,ivPv» Л (*)->4i (*')== <WM*) (1.2.20)
можно найти такое линейное преобразование волновой функции

электрона
i|3(x)->^'(A:') = Sl>(*)> (1.2.21)

где 5 = S {a)~ некоторая четырехрядная неособенная матрица,

являющаяся функцией матрицы а, при котором -Ц>' (%') и ty' (x') =
= ty' (х')+ Y4 будут удовлетворять уравнениям, имеющим такой же

вид, как и исходные уравнения:

\М£ -ieA» {х'])+т] ^ {x'}=°-
L V "*

_ (1.2.22)

[yj(A + ieAl (*')) - тjя|/ (х') = 0.

Докажем, что такое преобразование существует. Подставим

для этого (1.2.21) в первое уравнение (1.2.22) и умножим его

слева на S-1. Учитывая (1.2.20), получим

S-1 [vA, (^ - ieAv (*)) + т] 5Ф (x) = 0.

Это уравнение должно совпадать с исходным уравнением Дирака
для ф(х), причем необходимо выполнение условий

7? = S7vS-\ (1.2.23)

Чтобы убедиться в существовании матрицы S,
удовлетворяющей этим условиям, достаточно заметить, что матрицы у£
удовлетворяют перестановочным соотношениям матриц Дирака,
VSV? + KV^

= 26№V/. Отсюда, согласно основной теореме о

матрицах Дирака, следует, что существует преобразование подобия,
связывающее матрицы у" и у , каковым и является

соотношение (1.2.23).
Легко видеть, что при преобразовании (1.2.21) биспинор ty(x)

преобразуется согласно закону

y(x)-*-ty'(x')=a$(x)S-1. (1.2.24)

Действительно, подставляя это выражение во второе уравнение

(1.2.22) и умножая его слева на ST, мы придем к исходному
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уравнению для г£(%), если выполняются условия STy* (S-1)T a =*

= 7v» которые тождественны условиям (1.2.23).

Учтем теперь, что функции т|/ (х') и г|/ (х') связаны между
собой так же, как и функции гр(л;) и г|э (л;), т. е. л|/ (%') = ч|>' (я')'1 у4>
Подставляя сюда (1.2.21) и (1.2.24), получим чр(х)5-1=(5-ф(л;))+74=
= Ф W Vll5+Y4. откуда

S+74 = T45-1. (1.2.25)

Этому условию, помимо соотношений (1.2.23), должна

удовлетворять матрица S.

Найдем явный вид матрицы S. Рассмотрим сперва бесконечно
малое собственное преобразование Лоренца а^ч = б^ + e^v, e^ =
= —eni, |e[*v|<!l. Ему соответствует преобразование (1.2.23),
бесконечно мало отличающееся от единичного:

S = I-\~ /-2.s^vf^v, /(xv == — Л>|х> (1.2.26)

где /wv — так называемые инфинитезимальные операторы
преобразования. Подставляя (1.2.26) в (1.2.23), получим

Yn^v — /j.vVn = 5^7v - SvwYj.. (1.2.27)
Этим соотношениям можно удовлетворить, положив

/nv =■ XU (VnYv
- TvVw) = -jg- <Vv (1 -2.28)

При этом будет удовлетворено также условие (1.2.25).
Зная инфинитезимальные операторы /^, легко найти вид

матрицы S, соответствующей произвольному собственному
преобразованию Лоренца х' =ах.

Рассмотрим два типа преобразований, входящих в собственную
группу Лоренца: преобразования пространственного поворота и

преобразования, связывающие различные инерциальные системы

отсчета. В случае бесконечно малого пространственного поворота,

очевидно, ejk
— SjkidQi, i, k, / = 1, 2, 3, где d9 —бесконечно малый

угол поворота системы координат, и матрица S (dQ),
соответствующая этому повороту, имеет вид

S <<Ю) = / + Vte/*//* = / + ViS сЮ, (1.2.29)

2/ = ^-в,«а„=»(ц/ °.) = i"Y4Y57y - (1-2.30)

Пусть теперь происходит вращение вокруг заданной оси,

направление которой характеризуется единичным вектором п, на

конечный угол 9. Так как при этом вращения на различные
углы независимы, то

S (8 + 46) = S (6) 5 (dB) = S (6) (/ + -i 2л de),
откуда
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и, следовательно,

S(e) = exp(/2«~W/cos-?- + fiB«sin-?-. (1.2.31)

Эта формула показывает, что матрицу VaS можно

интерпретировать как оператор спина электрона.

Из (1.2.31), (1.2.30) следует, что спиноры ф и %, образующие

биспинор ар, преобразуются при вращениях независимо друг от

друга по одинаковому закону.

Обратим внимание на то, что в S (6) входит половинный угол

вращения. Благодаря этому при вращении на угол 9 —2я

преобразованная волновая функция отличается знаком от исходной,
5 (2я) = — /. Это обстоятельство связано со спинориым

характером функции тр(х).
Рассмотрим теперь преобразования Лоренца, связывающие

различные инерциальные системы отсчета. Если относительное

движение систем происходит вдоль оси хъ то такие

преобразования можно рассматривать как вращения в плоскости хг, х^

с мнимым углом вращения it>, где thu = y и v — относительная

скорость систем. При этом у e„v будут отличны от нуля только

две компоненты, e4i
= — s14 = — i d$, и, следовательно, бесконечно

малое преобразование волновой функции будет иметь вид

S (сЩ = 1 + Va«W,Av - / + ~ ЪЧ* *Ъ = / -f V^i d*.

Если движение происходит не вдоль оси хи а вдоль

произвольного направления, характеризуемого единичным вектором п,

то это выражение должно быть заменено на

Отсюда, повторяя рассуждения, приводящие к (1.2.31), легко

получить формулу для S в случае конечного поворота на угол д:

S (■») = ехр С/гая*), (1.2.32)
где th Ф = и.

Так как матрицы ос. в представлении (1Л.4) недиагональны

(в смысле разбиения на двумерные матрицы), то спиноры ф и

% з выражении (1.1.6') для биспинора яр преобразуются при
лоренцевых преобразованиях (1.2.32) не независимо друг от друга;
иначе говоря, каждый из этих спиноров в отдельности не является

релятивистски ковариантнон величиной. Если, однако, выбрать
представление матриц Дирака в виде (1.2.10)

то спиноры £, т], образующие преобразованный при унитарном
преобразовании (3.2.9) биспинор л\>', будут при лоренцевых
преобразованиях (1.2.32) преобразовываться независимо друг от

друга.
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1.2.6. Пространственное отражение, обращение времени и

зарядовое сопряжение. Уравнение Днрака инвариантно также

относительно дискретных преобразований полной группы Лоренца —

пространственного отражения (инверсии) и обращения времени.
При пространственном отражении г~*-г' = — г, t-^-t' — t

4-вектор потенциала преобразуется согласно закону

Л (г, t)-*Af(r', 0 = — A (r, t),

Л0(г, t)-^A'u(r', i') = Ao(r, t).

Мы предположим, что преобразованию инверсии соответствует
следующее преобразование биспииоров -ф и tp:

4>(г, *)-*'(/•', П = Рф(г, /),

ЧКл 0->►$'(/■'. П-*Р(л 0Р-1.

где Р —некоторая неособенная четырехрядная матрица. Повторяя
рассуждения предыдущего раздела, легко убедиться, что должны

выполняться следующие условия: у*Р = — Ру,, i = l, 2, 3, у4Р
—

= Ру4- Отсюда следует, что

P = Wi» (1.2.35)
где | т|Р | = I.

Для определения величины t]p мы можем исходить из того,
что двойное отражение должно быть эквивалентно либо

тождественному преобразованию, либо вращению на угол 2я. В первом
случае г)р = 1, и, следовательно, rjP=drl, а во втором случае,
согласно (1.2.31), т]Р =—1, и, следовательно, t)p=±t. В конце

этого пункта мы сформулируем дополнительное требование, на

основании которого должен быть сделан выбор т]р = —1.

В зависимости от знака г\Р следует различать два типа

биспииоров tp (%). Это значит, что в принципе возможно существование

двух типов частиц, подчиняющихся одному и тому же уравнению

Дирака, но отличающихся характером преобразования при
пространственном отражении. Об этих частицах говорят, что они

обладают различной внутренней четностью.

Из (1.2.35) и (1.1.6') следует, что двухкомпонентные спиноры q>
и % преобразуются при пространственном отражении Р по законам

Рф(г, /)=*ЧрФ(—Л 0. р%(г, 0 = —ЧрХ(—Л 0.

т. е. независимо друг от друга, причем четности <р и %

противоположны. Этот результат следует непосредственно из уравнений
(1.1.7), если учесть, что оператор спина является

аксиально-векторным оператором. Из (1.2.35) и (1.2.11) следует, что

двухкомпонентные 4-спиноры | и т] преобразуются при пространственном
отражении по законам

Р£(г, /)-лр11(—л 0. рп(п 0-npS(-^. 0-

Таким образом, 4-спиноры s и х\, преобразующиеся
независимо друг от друга при преобразованиях собственной группы
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Лоренца, переходят друг в друга при преобразовании
пространственного отражения. По этой причине уравнение Вейля (1.2.13),
а также уравнение (1.2.5) не обладают инвариантностью
относительно пространственных отражений.

Рассмотрим теперь преобразование обращения времени:

r-+r'=r, t-+t' = — t,
А (г, t)-+A'{r', t')=- — A{r, t),
A0(r, t)-+A'0(r', t') = A0(r, t).

В нерелятивистской квантовой механике это преобразование
сопровождается антилинейным преобразованием волновой

функции т|э(/*, t)-*ty'(r', t') = ty*(r, t). Уравнение Дирака также

инвариантно по отношению к антилинейному преобразованною,
которое мы запишем в виде

ф(г, t)-+V{r\ П=»Тф(г, 0. (1 236)
ф(г, t)-+$'(r', 0 = Ч>С. ОТ'1,

где Т — некоторая неособенная матрица, удовлетворяющая
условиям

Т,Т = - Ту-, 1 = 1.2. 3, 7 .Т = Ту\,
откуда

T = t|tY»Y4C, (1.2.37)

где |т]т| = 1 и С —матрица зарядового сопряжения, введенная
в п. 1.1.3.

Рассмотрим теперь преобразование зарядового сопряжения

ф (х) -^ (*) =Щ (*). ф (*)-»-^ (х) = С-1^ (х).

Легко проверить, что зарядово-сопряженные волновые функции фс
и чЬс удовлетворяют уравнениям Дирака

[i (р + еЛ) + т] ф= О, ф [i (— р + еА) + т] = 0,

которые отличаются от уравнений (1.2.1) знаком электрического
заряда. Так как закон преобразования биспиноров относительно

преобразований собственной группы Лоренца однозначно следует

из уравнений Дирака (1.2.1), то ясно, что биспиноры \\>а и ч|>°
преобразуются при преобразованиях собственной группы Лоренца
так же, как и биспиноры ij; и if.

Потребуем теперь, чтобы закон преобразования зарядово-со-
пряженных биспиноров ipc и я}зс не отличался от соответствующих
законов преобразования биспиноров гр и tp также и при

пространственном отражении и обращении времени. Это
дополнительное требование приводит к условиям

Ч| = —1, ц\=1. (1.2.38)
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t.2.7. Ковариантные билинейные формы. Установив законы

преобразования волновых функций электрона "ф(л;), 'ip(x), можно

выяснить, как преобразуются при лоренцевы.х преобразованиях
различные произведения компонент этих функций. Ограничимся
рассмотрением простейшего и наиболее важного случая, когда

эти произведения построены билинейно из компонент г|з (л) и \jj (я),
т. е. имеют вид yPl(x)Q^2(х), где Q — произвольная
четырехрядная матрица и г^ и т|э2 относятся, вообще говоря, к разным
состояниям электрона.

В п. 1.2.4 мы видели, что матрицы Г; = /, уд, ollv, уь, 1у5у№
образуют систему 16 независимых четырехрядных матриц, по

которым может быть разложена любая четырехрядная (квадратная)
матрица.

Таким образом, 16 билинейных комбинаций ярГ^ф
образуют 5 ковариантных величин:

скаляр S = 4Jn|5,
вектор vll = ^>yi^,
тензор T^v =-= f<J^vty, (1.2.39)
аксиальный вектор Л,* = iip'Vs'VH'»
псевдоскаляр P = tyybty.

При преобразованиях полной группы Лоренца эти формы
преобразуются следующим образом:

_$'(*')Ф'(*') = *(*Ж*),
_

У' СО ур$>' (х') = Sgn ам •

а^гр (х) Yvty (x),

У'_(х') а^' {х') = Sgn а44_- а^рО^ (*) crpxi|; (х),

___

Ч»' (•*') Ysty' (*') = det a •

ф (х) у5^ (*).

i|>' (*') -МуФ' («') = det а• а^ф (*Уу67иЧ> (*),

где а— матрица преобразования х-+х', х'^ = a)lvxv.
3.2.8. Использование обозначений, соответствующих

псевдоевклидовой метрике. Наряду с принятыми нами обозначениями,
соответствующими евклидовой метрике 4-пространства (с мнимой
четвертой компонентой 4-векторов), часто используются также

обозначения, соответствующие псевдоевклидовой метрике с

вещественной четвертой компонентой 4-векторов [10,11]. При этом

скалярное произведение двух 4-векторов а и b определяется не как

4

d=i

а как

ab = Оой0 — аЬ,
1

~~

где а0 = j- о*.

При таком определении скалярного произведения удобно
вместо матриц у^ (ц=1, 2, 3, 4) применять другие матрицы,

30



которые мы будем обозначать через у£ (^ = 0, 1, 2, 3) и

которые связаны с матрицами у^ соотношениями

?Г = 74
= Р> 7f = % = Pa;> /=1.2,3. (1.2.40)

Ясно, что матрица у* эрмитова, а матрицы yF {/ = 1. 2, 3)

антиэрмитовы:

(v,f)+=v„F- (yD+ = -V/f. /=i. 2, з.

Матрицы 7F удовлетворяют, очевидно, соотношениям

( 0, |л =^ v,

7^ +?Х= *• ^ = v = °> 0-2-41)
I —1, 1^== v= 1, 2, 3.

По аналогии с величиной

а = уа -j- Y4&I

теперь вводится величина

& = Ч*а_=*Ч*ал — у*а = — Ш. (1.2.42)

Используя (1.2.41), легко убедиться, что

yfyf^4, ab + bu = 2ab,

yFayF s V,f«Yf — ?F4vF = — 2d,

vFd5vF = 4ab, YFd_%F = — 2hbd, (1.2.43)
г/4 Sp d& = afc>,

V4 Sp (abed) — ab ■ cd -\- ad ■ cb — etc ■ bd.

Уравнения Дирака в новых обозначениях имеют вид

{р—еЛ — т)Ъ = 0, $(р + еА + т)^0, (1.2.44)

где

Легко видеть, что матрица зарядового сопряжения С связана

с матрицами у£ такими же соотношениями, как и с матрицами ya:

Прежний вид имеют определение 4-вектора плотности тока

Ъ
= й£ф, И = 0, I, 2, 3,

а также определения других билинейных форм; в них нужно
лишь заменить Yn на у* и у5 на



При вычислении вероятностей процессов с участием
поляризованных электронов нужно в формулах (1.1.40) и (1.1.47)
произвести замену

1р
= —лр, ts = —"s, уь = УХ-

Матрица плотности электрона, определяемая формулой (1.1.40),
в новых обозначениях имеет вид

P — V» <>" + £)(/ —iff).

§ 1.3. Предельные переходы к нерелятивистской квантовой
механике и релятивистской классической механике

1.3.1. Уравнение Паули. Если энергия электрона е мало

отличается от его энергии покоя т, т. е. | е — т | <^ т, то, согласно

(1.1.19), один из двух спиноров, образующих волновую функцию
электрона, будет мал по сравнению с другим, |х1*^|ф|- Это

дает возможность путем формального разложения волновой

функции в ряд по степеням 1/с (с —скорость света в вакууме)
получить приближенное уравнение, содержащее только больший спинор.

Перепишем с этой целью уравнение Дирака в форме,
содержащей явно скорость света,

<^ = [са(р--£-Л) + р/пс« + *д,]ф, P=4V,
где Л и Ав — векторный и скалярный потенциалы внешнего

электромагнитного поля. Так как в нерелятивистской теории под

энергией понимается разность между полной энергией и энергией
покоя, то удобно вместо г|э рассматривать функцию Т:

y==tyeimcvSSi(V\ (1.3.1)

Она удовлетворяет уравнению

{Ш=[са{р-Т А) + ф-\)тс*+еА^Ч, (1.3.2)

которое распадается на уравнения

i-SLs=c<r(ip—-~A)% + МвФ,

ф = «*(р - -J- л) у +еАоХ- 2тс2%
(1.3.3)

Для спиноров ф и %, образующих W.

Чтобы произвести разложение по степеням 1/с, будем считать,

что х по порядку величины составляет ~ ф (это оправдывается

ходом дальнейших выкладок). Тогда для получения первого

приближения можно отбросить во втором уравнении все члены, содер-
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жащие х, кроме последнего, в котором коэффициент содержит с2.
Мы получим, таким образом,

ъ-ш*[*--тА)*- (1-3.-4)
Подстановка этого выражения в первое уравнение дает

%-{±Нр-т*)1+-*}+ о-3-5»

Пользуясь свойствами матриц ст,, легко убедиться, что

Н'-т*)!-('-т*)'-т'"-
где //== rot Л — магнитное поле. Подстановка этого выражения
в (1.3.5) приводит окончательно к следующему уравнению для

спинора ср:

*ъ = [М9-тА)ш+еА»-шаН]*- О-3-6)

Это уравнение, представляющее собой первое приближение
в разложении <р по 1/с, называется уравнением Паули [12]. Оно
имеет вид уравнения Шредингера с гамильтонианом

Н- 4;(9—*:Л)'+еА,-£-*Н. (1.3.7)2т у с ) ' °
2тс

отличающимся от нерелятивистского гамильтониана бесспиновой

частицы наличием члена — jt//, где

!*-£* (1.3.8)

(мы ввели сюда явно Й). Этот член представляет собой

потенциальную энергию магнитного диполя рл во внешнем магнитном

поле Н.
Таким образом, мы приходим к выводу, что в первом

приближении по 1/с электрон ведет себя как нерелятивистская частица,

обладающая, кроме заряда, магнитным моментом ц.

1.3.2. Второе приближение. Найдем теперь второе
приближение, продолжив разложение до членов порядка 1/с2. Ограничимся
случаем, когда имеется только постоянное внешнее электрическое

поле.

Подставив в отброшенные ранее члены второго уравнения

(1.3.3) значение % в первом приближении и решив это уравнение
относительно х, получим

Х=2^(<тр + ^<тр-2^<тр|г)ф. (1-3.9)

Подставив далее это выражение в первое уравнение (1.3.3),
получим следующее уравнение для ср:
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Умножая это уравнение на (1 — р2/4т2с2) и сохраняя члены

порядка не выше 1/с2, перепишем его в виде

^-[(1-w)(£-M») + 5JS?(°P)^(°P)]4>-HV (J"3'10)

Хотя это уравнение формально и имеет вид уравнения Шре-
дингера, тем не менее оно им не является, так как функция ср
не имеет точного смысла волновой функции электрона, а

оператор Н' нельзя рассматривать как оператор Гамильтона.

Действительно, интеграл ^ dAx | ср j2 не сохраняется во времени (согласно

уравнению непрерывности сохраняется интеграл §d3;t(|<pj2+ |%j2)),
поэтому ф нельзя пронормировать; оператор же Н' не

является самосопряженным, так как он содержит слагаемое
е

(ар) Л„ (ар).4т*с2

Чтобы найти волновую функцию и гамильтониан во втором
приближении, произведем преобразование ф->-Ф = Оф, Н' ->- Н =;

= ОН'О-1, где О — некоторый оператор, не содержащий явно

времени. Тогда Ф будет удовлетворять уравнению

Если мы подберем теперь О таким образом, чтобы выполнялось

условие

то Ф можно будет интерпретировать как волновую функцию, а

Н — как гамильтониан во втором приближении.
Подставляя в это условие вместо % выражение (1.3.4),

получим

У<р*Ф*(1 + -5£^-)ф=уа»*|ф|",
откуда следует, что с требуемой точностью оператор О имеет вид

0 = 1
8mW

Так как оператор О отличается от единицы на слагаемое

порядка 1/с2, то преобразование ф->Ф не затрагивает уравнения
первого приближения, в котором, с точностью до членов порядка
1/с, функция ф является нормируемой.

Найдем теперь оператор Гамильтона во втором приближении.
Используя выражения для операторов О и Н', получим, сохраняя
члены порядка 1/с2,
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Замечая, что

(<ур) Л0 (<тр) = Л0ра - ст (Л0р — рЛ0) (ар) =
= Л0ра - i (вуАо) (ар) = Л0ра + iEp - [Ер] а,

р2Л0 - Лор2 = — 1±А0 + 2iEp,

где Я=— V-^o —электрическое поле, получим окончательно

следующее выражение для оператора Гамильтона:

Этот оператор, как легко видеть, является эрмитовским.
Последние три члена в гамильтониане (1.3.11) являются

поправками порядка 1/с2. Из них первый член учитывает

зависимость массы от скорости, а второй можно интерпретировать
как энергию взаимодействия движущегося магнитного диполя
с электрическим полем. Поскольку электростатическое поле

удовлетворяет уравнению ДЛ0 = — р, где р —плотность зарядов,
создающих поле, то последний член отличен от нуля только

в тех точках, где находятся эти заряды.
До сих пор мы считали, что внешнее магнитное поле

отсутствует. Чтобы получить гамильтониан при наличии такого поля,

нужно в выражении (1.3.11) произвести замены

1^(р-т^)2-^> [*р]-*[*.(р-т^)]'
где Л — векторный потенциал. В результате мы получим

следующее выражение для гамильтониана с учетом членов порядка 1/са:

1.3.3. Переход к релятивистской классической механике. В

предыдущих разделах мы выяснили связь релятивистской квантовой

механики электрона с нерелятивистской квантовой механикой.

Теперь мы перейдем к выяснению ее связи с релятивистской
классической механикой [13].

Буде\. исходить из уравнения второго порядка для биспинора
Ф, связанного с тр соотношением

Согласно (1.2.1) это уравнение можно представить в виде

[(й4 ~^ А^+е£ *л~ ш2с21ф в °' (1 '3> 13)

где Fnv — тензор поля и а^ = -^- (y^Vv — YvVi*)«
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Так как нас интересует предельный переход Й-vO, то будем
искать решение (1.3.13), так же как это делается в

нерелятивистской квантовой механике, в виде ряда

Ф = е*5(А> + ПЬ + П'Ь + ...), (1.3.14)

где S, f0, fly f2, .. .
— некоторые функции координат и времени.

Подставляя этот ряд в (1.3.13) и собирая коэффициенты при
одинаковых степенях Й, получим уравнение

для определения функции S и уравнения

[£(£-Т^«+*(£-Т*)£-5Ч»ад.-<>.
Г д fdS _£_ A \]f ^o(dS -в А W» (1.3.16)

для определения биспиноров f0, fi, f2, ... [13].
Мы видим, как и следовало ожидать, что функция 5

представляет собой действие в классической релятивистской механике

для частицы, находящейся в электромагнитном поле А^.
Зная S, можно последовательно с помощью уравнений (1.3.16)

находить биспиноры f0, fj, f2, ...

Если в разложении (1.3.14) ограничиться только первым
слагаемым, то волновые пакеты будут вести себя так же, как частицы,

движущиеся по классическим траекториям.
1.3.4. Высокоэнергетическое приближение. Точное решение

уравнений (1.3.13) или (1.3.15) и (1.3.16) нельзя получить в общем
виде. Можно, однако, указать процедуру приближенного решения
этих уравнений, которая справедлива в области высоких энергий,
когда возможно разложение функций 5 и f по 1/|р|, где р—

импульс частицы [14].
Рассмотрим для простоты тот случай, когда eAVL = (Q, iU (/*)),

где U (г) не зависит от времени. Полагая гр(г, t) = \р (г) е~ш,
Ф (г, t)

— Ф (г) егш, где в — энергия частицы, получим, согласно

(1.3.13), следующее уравнение для определения Ф(г):

[(8 - U (г))2 + V2 - т2 - y4yWU (г)] Ф (г) = 0. (1.3.17)

Функция ijj(r) связана с Ф (г) соотношением

ФС) = 25Г[(е-£/И)?4-1?У + 'п]ФИ. (1-3.18)

На больших расстояниях от области, где U (г) отлична от нуля,

при z->—оо функция Ф(г) предполагается имеющей вил

Ф (г) = не*"", (1.3.19)
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где р
— импульс частицы (направленный вдоль оси г) и и —

соответствующий постоянный биспинор. Решение (1.3.17) будем искать

в виде

Ф(г) = /(г)в«с>, (1.3.20)

где S (г) и /(г) удовлетворяют уравнениям

(VS)2 + ma-(e-£/)* = 0, ,1Ч9П
2 (VS) (V/) + (V2S) f + i'V4V (V«/) f =W

l '

Если энергия частицы достаточно велика, то функции S и

f можно искать в виде разложения по обратным степеням р

S(г) =/гг + хо(г)+ xi(/-) + •••,
,, q „,

где in и fn пропорциональны prn. Первые члены этого

разложения имеют вид

г

1
Хо (р, г) = —1- J U(p, z')dz\

— оо

z

fc<P, г) = ~7 I [(VXo)2-£/]dz',
— со

z

3b(p. z) = —7 J (VXo) (VXi) dz\
— ОЭ (1.3.23)

/о = и.
z

flip, z) = —^ J dz'[vlXo-^V4V(ViXo)]«,
— CO

г

Mp. г) = -^ J dz'x
— 00

X [2 (VXo) (vfi) + VaXi" + (V2Xo) /1 + iVtf (VU) h ~ »VA].

где о = /3/е, p —прицельный параметр и у±=д/др.
Разложения (1.3.22) справедливы, если \%01>> |xi| и |/o|^>!/i|-

Из этих неравенств следует, что

|£/|//w<l, 1Хо|г/до2<1, (1.3.24)

где 2 —некоторая эффективная область координаты г (вдоль р),
в которой отличны от нуля интегралы (1.3.23). Кроме того, из

условия | f21 <^ I h I вытекает неравенство

2/рр2<1. (1.3.25)

Если в разложениях (1.3.22) отбросить слагаемые,
пропорциональные р 2, величину Xi и слагаемое ViXo в /1? го мы полу-
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чим волновую функцию в так называемом вйкональном

приближении

Фе (Г)Ц1 + gyiy (VxXo)) ««<<" + *•>. (1.3.26)

Здесь сохранен первый член разложения по l/р, содержащий
•у-матрицы, так как при вычислении конкретных матричных
элементов этот член может давать вклад, сравнимый со вкладом

слагаемого, не содержащего у-матриц.

Подставляя (1.3.26) в (1.3.18) и сохраняя главный член

разложения ф(/*) по 1/р, получим

фЕ(Г) = Ы<2'<рг + х.<г)>. (1.3.27)

Действительно, так как

[(г-и)у* +т-уч]Ф*(г) =

ш*еИрг + х.) (8у4
— ipy -i- т — t'wXo - Uyt — уу) (1 + %- YiYV 1X0) ".

(ey* — ipy -\-m)u = 2mu,

(ev* — ip\ + m) ViVVxXo" = 2 (mViYViXo + evVxXo) ",

(Uy*+ iyVto) « = (t'WiXo -JJ ?*£/) "»

то в рассматриваемом приближении мы получим для г|> (г)
выражение (1.3.27).

Заметим, что для нахождения главного члена разложения

ф(г) по ргг, необходимо знать функцию Ф(г) с точностью до

членов порядка р'1.
Легко получить также следующее приближение в л|э (г),

содержащее спинорную структуру, отличную от структуры (1.3.27).
Сохранив с этой целью в Ф (г) слагаемые порядка р~1 и

содержащие ^-матрицы слагаемые порядка р-2, получим после простых,
но длинных вычислений следующее выражение для ty(r):

'*(г)"{1+^У*У(У^Ъ))^1рг+м- (1-3.28)

Мы видим, что в рассматриваемом приближении *ф(г) = ФЕ (г).
До сих пор предполагалось, что при z->-— со волновая

функция имеет вид плоской волны. Аналогичные результаты
можно получить, если волновая функция имеет вид плоской волны

не при г->- — оо, а при z—»--f-oo. В последнем случае эйкональ-
ная волновая функция имеет вид

ФЕ (г) = (l + 074ТУ±Хо)и*'('Г +Я (1.3.29)
где

оо

Хб=4У*/(Р, z')dz'.
3
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При этом

'^(r) = ue4Pf + K). (1.3.30)

Сравним в заключение этого пункта квазиклассическое и

высокоэнергетическое приближения. В квазиклассическом

приближении функция / раскладывается в ряд по степеням Н. В

высокоэнергетическом приближении производится разложение этой же

функции в ряд по степеням р-1. Точнее говоря, в

квазиклассическом приближении изменение длины волны на расстоянии длины

волны должно быть малым по сравнению с длиной волны; в

высокоэнергетическом приближении длина волны должна быть мала

по сравнению с р2/г, т. е. должны быть велики прицельные
параметры. По этой причине высокоэнергетическое приближение
пригодно для описания процессов, при которых угол рассеяния
частицы невелик.

1.3.5. Борновское приближение. Если потенциальная энергия
взаимодействия частицы с внешним полем может считаться малой

(по сравнению с чем, должно быть выяснено в каждом

конкретном случае), то решение уравнения Дирака можно искать в виде

ряда по степеням Лй. Перепишем для этого уравнение Дирака
в виде

(YV ~ УФ + т)Ъ (г) = iey^A» (r) ф (г). (1.3.31)

Здесь предполагается, что частица имеет определенную энергию
е, так что ij>(r, t) = ф (г) е~ш.

Полагая

W) = S V»4r), (1.3.32)
« = о

где ф(п) ~ (ТиАд)"» получим следующую систему уравнений для г|з*л):

(W-Y«e + m)i|>'04r) = 0, (1.3.33)
(W - Y*e + т) Vn) (r) = ie^A» (г) яЦ«-« (г). (1.3.34)

Разложение (1.3.32) носит название борновского.
В качестве i|>l0) (г) мы возьмем плсскую волну ij>*0) (г) = ые**"",

где р— импульс электрона на бесконечности. Тогда для

определения ij)1"' (r) получается рекуррентное соотношение

^{r) = ie\&r'g{r, г')7йЛ('-')*("-1) (г'). (1-3.35)

где g(r, r') —функция Грина уравнения

(YV-Y48 + m)g(r, г') =5(г-г'). (1.3.36)

Легко убедиться, что функция Грина, соответствующая
запаздывающим решениям, имеет вид

giT. г) = — 4^(VV-Y*g + m)e1/,_/.,| . (1.3.37)
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Действительно,

(VV — V4.z + m)g(r, r') =
1 e7p!r —r»|

= ~4ir^v~^e + m^YV-Y4e-/«) |r_r,|
=»

Разложив функцию Грина (1.3.37) в интеграл Фурье

g(г, r') = g{r-r')~-i±p§d*qg(q)et*<r-'4t (1.3.38)

где g(q) —— (zyi — tQl+ m)/(/>2 — «?2 + Ю), получим следующее

выражение для суммы первых двух членов (1.3.32):

где

/U?) = SdV4i(r)e-'*\
Эта формула определяет волновую функцию в первом борновском
приближении.

Сравним борновскую волновую функцию (1.3.39) с эйкональ-
ной волновой функцией (1.3.28) в том случае, когда еА^(г) =;

= (0, iU(r)). Считая в выражении (1.3.28) малой потенциальную
энергию, получим в первом приближении по U

*С->=[! -W•$*?**•• 27plq4-lotu (*)]"**". (1-3-40)

где ^ j.
— компоненты вектора q, ортогональные р. Это выражение

совпадает с выражением для волновой функции в первом
борновском приближении, если д2 ^2\pq\. Последнее условие
эквивалентно условию 2//?ра<^1, так как 2\pq\~2p/2 и д2^->\/р*.
Таким образом, эйкональное приближение и первое борновское
приближение совпадают, если | Хо К * (эт0 условие эквивалентно
малости U) и если. г<^рра, т. е. велики прицельные параметры.

§ 1.4. Момент импульса электрона

1.4.1. Шаровые спиноры. До сих пор мы изучали состояния

электрона, характеризующиеся определенными значениями

энергии, импульса и проекции спина на импульс. Но свободный
электрон может находиться также в состояниях с определенными
значениями энергии, квадрата момента импульса и проекции
момента на какую-либо неподвижную ось. Перейдем теперь к

изучению таких состояний.
'
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Оператор момента электрона (мы будем употреблять термин
момент вместо момент импульса) J складывается из оператора
орбитального момента L и оператора спинового момента VaS:

J=L + V.S,
где

W]. s = (o J)'
р =
— z'v — оператор импульса и ст, —матрицы Паули.
Проекции момента J удовлетворяют перестановочным условиям

JiJfe — JfcJ i
= izibtii'

Кроме того, квадрат момента коммутирует с каждой из его

проекций:
[J2, J*] = 0, k=l, 2, 3.

Таким же условиям удовлетворяют проекции L и-1/^.
Легко видеть, что гамильтониан свободного электрона Н =ар +

+ $т коммутирует с операторами квадрата момента З2 и проекции
момента на произвольную ось (мы будем называть ее осью z)iz

[Н, Л] = 0, [Н, JJ = 0.

Поэтому операторы Н, J2, Jz имеют общие собственные функции

J4*a>jM = / (/ + 1) Фи/Ж, JztynjM = Mtyaj-м,

где со, /(/ + 1) и М — собственные значения Н, J2, Jz (в
дальнейшем мы часто будем опускать в числе индексов волновой

функции частоту а). ,

Волновую функцию — биспинор tyjM
— можно представить в виде

столбца

*--С")- •

где спиноры фуд! и %)М удовлетворяют уравнениям (1.1.18)

(со — т) фул, — стрХ/м = 0, —

,<грфуЖ + (© + т) Хум = 0, (1.4.1)

и, кроме того, уравнениям

•12Ф/Ж ==/(/+ 1) Ф/ЛГ, Лгф/ЛГ = Л1фуА1,
J2X/m = / 0* + 1) XjM> JcXjM = Л!х/я.

где J = L + 1/2ст.

Определим угловые части спиноров фулг и Х/ль т- е- их

зависимости от углов б, ф. Для этого нет необходимости решать
написанные уравнения, а достаточно воспользоваться квантово-

механическим правилом сложения моментов — орбитального и

спинового. Действительно, собственные функции орбитального момента
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хорошо известны —это шаровые функции ¥ш (9, <р),

удовлетворяющие уравнениям

VYlm = l(l + l)Ylm, UYlm = mYlm, m = —/, —/+ 1, .../.

Известны также собственные функции спинового момента vil(a),
где ос —спиновая переменная, а = ±1/г и Н-— проекция спина на

ось z, [1~±1/2. Так как V2<Vn = f"V» T0

On(a) = *W

Поэтому собственные функции Ф/м(Л °0 оператора полного момента

электрона J=L + 1/2°f будут выражаться в виде билинейной

комбинации собственных функций двух электронных подсистем —

орбитальной и спиновой:

Ъм (Г,- а) = 2 C/*,/,u V/« (я) о* («). (1 -4.2)
/ПИ

где п = г/г —единичный вектор в направлении г, Сшчги. ~~так
называемые коэффициенты векторного сложения или

коэффициенты Клебша —Гордана *) и М— m-\-\i, l = j±1/2- Значения

коэффициентов С{т*/3» приведены в таблице.

Коэффициенты С\™м ■ п. */« .п.

^^^^-^

1

2

1

2

* + •?•

К 2/+1

Г 2/+1

1-1/,

К 2/4-1

Г 2/-J-1

Функции ф/Л определены в пространстве угловых переменных 6,

Ф и спиновой переменной а. Поэтому они являются спинорами
в пространстве в, ф, и формулу (1.4.2) можно рассматривать как

разложение этих спиноров по ортонормированным спинорам v^,
а величины

-■ (0/ш(я))и =Ci%/zilYlm(n), т = М-ц,
— как их контравариантные компоненты. Эти компоненты (мы
обозначаем их для спинора Ф через Фи) определяются с помощью

разложения

и.

а так как vVL(a) = 8iM, то Ф>1 = Ф(р,).

*) См., например, [15). Для коэффициентов Клебша —Гордана
используются также обозначения (Jiizmim3 I iiizim) либо С (JJJ; т^т^/п).
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Величины (Q/imin))1* с ц
= ±7* образуют спинор

_ (ci, м — v.. Vi. '/,гл л — v. ^

«yimW-\c/Af у ,„J> (1-4.3)

который называется шаровым спинором или спинорной шаровой
функцией.

Шаровые спиноры Q/ш («) определяют угловую зависимость

спиноров q>jM и %щ, образующих вместе биспинор tyM. При этом,
если в q>jM входит шаровой спинор QjiM, то в %jM будет входить

шаровой спинор Q/1'м, где l-\-l'=2j. Это обстоятельство связано

с тем, что значения / и V должны быть различны (при / = /' не

могут удовлетворяться уравнения (1.4.1)). Поэтому из правила
сложения моментов следует, что, если 1 = \±х1г, то 1' = } + 1/2,
т. е. l + l' = 2j.

Как следует из (1.4.1), спинор Xjm пропорционален (ор)ф/Л1.
Но при пространственных вращениях ар ведет себя так же,

как an. Поэтому угловая часть спинора %/м определяется
произведением an на Qjim (я). С другой стороны, она имеет вид

Qji'm О*)- Поэтому должно иметь место равенство (an) QJlM(я) =
= сйуш(я), где с — некоторая константа. Чтобы найти ее, выберем
направление п вдоль оси г. Используя определение шарового

спинора (1.4.3) и явные выражения для коэффициентов С1^м — а, »/.,и>

получим с = — 1, т. е.

(on)QJlM(n) =— Q„.M(n), l + t' = 2j. (1.4.4)

Шаровые спиноры образуют ортонормированную систему
функций

5 QfiM (n) Q,tm- (n) do = 8п->8ц>8мм'*
где do = sin 9 dQdy — элемент телесного угла, в котором лежит

вектор п.
1.4.2. Волновая функция свободного электрона с определенным

моментом. Перейдем теперь к нахождению волновой функции
свободного электрона с определенными значениями энергии и

момента. Мы будем обозначать ее через т|)еуш и искать в виде

,, _ (**/ш)_ (а (г> а/ш («) \ л,~

^M-LjJ-[ib(r)Qfl,M{n))' (L4-5)

где Qjim (я) — шаровой спинор, определяемый (1.4.3), / = /±Va»
/' = / qr I/2t а а (г) и & (г)

—

некоторые функции г (они называются

радиальными функциями). Спиноры <рг/ш и %8/ш удовлетворяют
уравнениям (1.4.1), в которых нужно положить ю = е и считать

8>0.
Подстановка (1.4.5) в (1.4.1) приводит к выражениям

(стр) (а (г) QJlM (я)) = — i£ (on) QJlM (n) + а (г) (ар) QJlM (я),

(ар) (ib (г) Qji'm (п)) — д£ (ад) fy,™ (я) + i& (г) (ар) Q,™ (я),
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где р
= — fV. Легко показать, что

(<Ф) ®fiM (л) = i -~ Qfi-M (п),
1-х (L4-6>

(ар) Q/r/M (я) = i
-у- Qfm (n),

где и = /(/-Ь 1) —/'(/+!) — 1/4- Поэтому в результате мы получим

следующую систему уравнений для определения функций а{г) и

Ь(г):

^L)+L±^a(r)_(e+m)b(r) = o,

^+1-=^Ь(г) + (г-т)а(г) = 0,

где б —энергия частицы. Вводя вместо а (г) и b (г) новые

неизвестные

Д(г)-ла(г), В(г) = гЬ(г),

перепишем эту систему в виде

^£> + у А (г) - (в + т) В (г) = 0,

^-^(г)+(е-т)А(,) = 0.

Исключая отсюда В (/-), получим уравнение для определения А (г)

^ + (82_тг_?ЦН^)л(г) = о.

Решение этого уравнения выражается через функции Бесселя:

,А (г) = d ]/j /и+,/, (/эг) + сг ]/ ^ /_ (х + Vl) (pr),

где Ci и с2 — произвольные константы и р = ]/"еа — /п2.
Из условия регулярности А (г) при г->-0 следует, что при

обоих значениях к

a(r) = Cjl=J, + 4,(pr). (1.4.8)

Легко найти теперь В (г) и Ь (г):

Входящая в а{г) и Ь(г) постоянная с определяется условием
нормировки. Окончательно волновую функцию яре;Ш(г) можно

записать в виде

!М*(/*) = !
( }

г
I, (1.4.10)

(2я)
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где gi (х) — (2n)'/'i'Jl+.i/2 (х)/\гх и 6 = л/R. при нормировке на сферу
радиуса R и 8 = г/р при нормировке на 6(е — г').

При рг ^> I справедлива асимптотическая формула

_-£- /Ve+m il sin (pr— / -£-) йуш (и) \

^шИ-1/А f }■ f 2/Д 1(1.4.11)

1.4.3. Четность состояния. Построенные в предыдущем пункте
волновые функции электрона являются собственными функциями
операторов энергии Н, квадрата полного момента J2 и его проекции
JZ! но не являются собственными функциями оператора квадрата

орбитального момента электрона L2; напротив, спиноры (psjiM(r)
и Xtjim(f), образующие биспинор ^е;-ш(/-), являясь собственными

функциями оператора L2, относятся, как мы знаем, к различным
собственным значениям Z(/+l) и /'(/' + !) этого оператора, где
Z = /±V2 и /' = /zjr Va• Это обстоятельство связано с тем, что

гамильтониан Н не коммутирует с оператором L2.
Мы приходим, таким образом, к заключению, что для

электрона разделение момента количества движения на орбитальный
и спиновый моменты не имеет, вообще говоря, смысла. Это

разделение приобретает смысл только для нерелятивистского
электрона. При этом, как видно из (1.4.10), спинор Xejim стремится
к нулю, и биспинор tyzjiM сводится к спинору Фе/ш- В этом

случае /(/+1) приобретает смысл квадрата орбитального момента

электрона. В общем же случае не малых энергий индекс / у

волновой функции ij38/;Ai обозначает не орбитальный момент, а

указывает лишь на тот факт, что для электрона возможны два

различных состояния с одинаковыми значениями 8, j, М.
Эти состояния отличаются своей четностью. Действительно,

как мы видели в п. 1.2.6, при пространственном отражении
>"•->—г, биспинор ^(r, t) преобразуется согласно закону

г|)(г, t)-+y'{r, t) = Pty(r, 0 = tipY44>(—Л 0-

Применяя этот закон к волновой функции -фв/глт (>г), определяемой
(1.4.10), и используя представление (1.1.10) матриц у^, получим

Р*уш(/*)-т|р(—1)Ч*/ш(г). (1.4.12)

Это соотношение показывает, что, помимо внутренней четности,
т, е. множителя т]Р, одинакового для всех состояний электрона,

преобразованная функция отличается от исходной функции (в
той же точке пространства) множителем

»=.(—1)',

который можно назвать четностью состояния.

Итак, квантовое число / определяет четность состояния, а не

орбитальный момент, который не имеет для электрона строгого
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физического смысла. Два состояния g различными I при данном

/ (/ = /±Va) отличаются своей, четностью.

1.4.4. Разложение по сферическим волнам. Мы построили две

различные ортонормированные системы волновых функций
электрона ^р^{г) и г|}е/ш(г). Произвольное решение уравнения Дирака
может быть разложено по любой из этих систем,

п

где п означает набор квантовых чисел р\х, или е/Ш. Если
функции ty„ (r) нормированы согласно условию

V

где V — нормировочный объем, то, очевидно,

В частности, можно разложить волновую функцию электрона
с определенным импульсом и поляризацией г)^ по волновым

функциям электрона с определенными моментом и четностью 1|>еуш:

У
*да С") = /ш **/ш И <8/ш I Л*>»

где

<е/Ш | р\и) = 5^,ш И Ч>№ И ^3*, (1.4.13)

или произвести обратное разложение

Фч/«и (г) = 2 4>да (r) </>М*1 в/Ш),
pp.

где, очевидно, (p\i | е/Ш) = (е/Ш | p\i)*.
Найдем коэффициенты разложения {ejlM\p\n.). Подставляя

в (1.4.13)

#№(г)_
•

м.(„)^, „P^-f^+^^w V
(t^(v))*t^(v)=l, v = p/|j3|

и выражение для tyejlM (г):

получим
1

<е/Ш | J3M-> =J7^F {V8+ ffI Фв/mi (J») +

4-]/"e-mxJ/zm (/>) (cv)} o* (v), (1.4.14)

где фе/ш(Р) и ха/гЛ1 (р) — компоненты Фурье функций ер8уШ(г) и

XsflM (Г).
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(1.4.15)

Спиноры ц>е]ш{Р), Xejm(P) образуют, очевидно, волновую

функцию электрона с определенными моментом и его проекцией
в импульсном пространстве. Так как координаты и проекции
импульса входят симметрично в перестановочные условия [ру, xk] =

=
— б/й, то оператор орбитального момента в импульсном

пространстве имеет ту же структуру, что и в координатном пространстве:

Ьр = — i[p VP], Vp = д/др.

Поэтому q>efm(P) и Xej-mip) будут пропорциональны тем же

шаровым спинорам QjiM(v) и Ц'/жМ» которые определяют
угловую зависимость ф8/ш(/■) и Хв/м*('")» но аргументом спиноров
будет, естественно, v = p/\p\, а не n — rj\r\. Легко показать,

что

Фе'ш (р)=vmbmQw (v)«

- (2л)8/*
%2/i'M (р) = ^28(s+ m)S Q'l'M (v)-

Подставив эти формулы в (1.4.14), найдем (ejlM\pn):

<8//M|№)=^(Qb(v)^(v)), (1-4.16)

откуда следует, что разложение плоской волны на сферические
волны имеет вид

и» (р) в"" = У?г =

I Уг+т — sin (pr — l£) Q/ш (») \
= S(Q//A,.(v)t^(v)) l

'
, (1.4.17)

/Ш y_ \ B-m у
sin [pr — U -jj QfrM (n)J

где v»* (v) t^ (v) = 1.

При рг;>1 справедливо асимптотическое представление

и" (р) в"" ~* у ^ <Q?m <v) и* (v)) х
//AT

/ '' |/'i+^ - sin f pr -1 ?Л Й/ш И \
x- f ) \ . (1.4.18)
\- il \Te _ m 1 аП 1V _ /< *. j Qfl.„ {n)J

Величина (p\i \ e.jtM) представляет собой амплитуду
вероятности того, что электрон, находясь в состоянии с определенными
энергией, моментом и четностью, имеет импульс р и спираль-

47



ность ц.. Поэтому угловое распределение электронов в этом

состоянии определяется формулой

dw (v) = J QllM (v) |2 do,

где do —элемент телесного угла, в котором лежит вектор р.

§ 1.5. Движение электрона в центральном поле

1.5.1. Разделение переменных в центральном поле. Изучив
состояния свободного электрона, перейдем теперь к изучению

движения электрона во внешних электромагнитных полях.

Рассмотрим прежде всего движение электрона в

электростатическом поле, обладающем центральной симметрией, Л —О,
Ф = ф(г). Гамильтониан электрона имеет в этом случае вид

H = ap + pVn+F(r), (1.5.1)

где V (г) — потенциальная энергия электрона, F (/-)=еср(г).
Легко видеть, что гамильтониан Н коммутирует с моментом

J = L + Va2. Поэтому в центрально-симметричном поле

существуют состояния электрона с определенными значениями энергии,
квадрата момента и проекции момента на одну какую-либо ось

(ось г). Волновые функции таких состояний, которые мы будем
обозначать через tye/mir), удовлетворяют уравнениям

Нг|>Е/ш (/") = Щв]ш (г),
J4e/M И = / (/+ 1) Фв/ш С). Jzfy/iM (Г) = Mqejm (r).

Представив %/ш(г) в виде столбца,

получим для т|?е/ш(г) и Хв}ш(г) уравнения

(<»Р) Фе/ш И
= (е + т — V) %к/ш И>

(«Р) Xejm (г) = (R — m — V) фв/,ж {г),

■Рфв/гл И = / (/ Ч" 1) Фв/ш С*)»
f j 5

•Ьфе/Ш И = МфеуМ* И>

^Хвуш (/*) = MXe/lM (/*),

где J = L + V2^- Так как поле является

центрально-симметричным, то угловая зависимость спиноров <рг^м (г) и Хе/^.м (*") должна
быть такой же, как и угловая зависимость соответствующих

спиноров в случае свободного электрона. Иными словами, можно
положить аналогично (1.4.5)

<P*jm(r)=g(r)Q„M(n), xaJiM(r) = if(r)Q/rM{n), (1.5.3)
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где Qjim (я)— шаровой спинор, Г = 2/ — /, п — r/r и g(r) и f(r) —

радиальные функции, которые удовлетворяют уравнениям

ЩР~ + Т№ <г» - (е + m - V (г)) (г/ (г)) = О,

,,,,» (1.5.4)

dr
■ ~

Т ^ С)) + (е - /п - V (г)) (г* (г)) = 0.

Вид этих функций, естественно, зависит от вида функции V (г).
Мы рассмотрим прежде всего асимптотическое поведение

радиальных функций при г—voo, предполагая, что потенциальная

энергия достаточно быстро стремится к нулю с возрастанием г.

Пренебрегая в (1.5.4) вторыми слагаемыми, а также V (г), получим

|г (Г§ (Г)) ~ (8 + Ш) (Г/ (г)) = 0, - ^ (г[ (Г)) + (8 - Ш) (Г£ (г)) = 0,

откуда

rg (г) = СVm+ l (е-* + <7в^),
.

. . (1.5.5)
rf (г) = — С j/^n^e (e-v — ^),

где С —нормировочный множитель, л = J/ пг2 — 82 и q = q{&, j, I) —

постоянная, определяющаяся из условия конечности функций g(r)
и /(г) при г = 0.

Как показывают эти формулы, поведение функций f(r) и g-(r)
при г—>-оо существенно зависит от того, будет ли е >/п или

е < т. Если е >> яг, то величина X будет чисто мнимой, и оба

слагаемых в (1.5.5), будучи ограниченными при г^-:хэ, имеют

физический смысл: именно, одно из них описывает расходящуюся,
а другоз

—

сходящуюся волну (с определенным моментом). Так как

поглощения частиц не происходит, то интенсивности обеих волн

должны быть одинаковы, т. е. q по модулю должно равняться
единице. Поэтому при е > яг можно положить

<7 = е*«-в(—1)/+\ (1.5.6)

где б — вещественная величина, определяющаяся потенциальной

энергией V (г) и зависящая от е, /, /. Она называется фазой на

бесконечности. При V = 0 фаза б считается равной нулю.

Используя это представление q, можно переписать
асимптотические формулы (1.5.5) при е>т в виде

rg (г) = i'Ci yiT+ln sin (pr — /л/2 + б),

rf (r) = i''d V е - т sin (pr
- /'л/2 + б),

где p
= ]/ez —m2 и константы Cj-и С связаны между собой

соотношением Ci = 2iC (—1)' ei&.
Итак, при е >> т возможны все значения энергии электрона,

т. е. при е>яг энергетический спектр электрона непрерывен.
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Рассмотрим. теперь случай е < т. При этом % будет
вещественной величиной. Поэтому из условия конечности функций f{r)
и g{r) при г-*-со следует, что величина q, зависящая от

энергии, должна обращаться в нуль, <7(е) = 0. Обращение q в нуль
возможно при определенных значениях энергии. Поэтому при
s<Zm энергетический спектр будет дискретным.

1.5.2. Сферически-симметричная потенциальная яма.

Рассмотрим энергетический спектр в простейшем случае
сферически-симметричной потенциальной ямы

"<*-{"£•:>;:
где V0 — глубина и га

— ширина ямы.

Исключая из системы (1.5.4) функцию rf (г), получим
следующие уравнения для определения rg (г) = w (r):

^-Х(хг2+1) ■w(r) + [(E + V0r-m*]w{r)=0, r<r0,

—^ \rT w 0") - (sa - m2) w(r) = 0, r > r0.

Общее решение этих уравнений имеет вид

(1.5.8)

w

w

(г)=|Л-[Л1/,х+./.|(И+51^|Х+.Л1(Рг)]. г<г0,

(0=Vr^H^i«+v,!(PV)4-B^,«+v.((PV)], r>r0,

где У (л) и N {х) — функции Бесселя и Неймана,

Из условия конечности ш (л) при г — О следует, чтоВх = 0. Вместо

условия конечности при г—>-со мы введем условие w (R) = 0, где
константа R удовлетворяет условию R ^ г0. Это соответствует
помещению системы в сферический ящик с непроницаемыми
стенками радиуса R. Принципиального значения такое изменение

граничного условия не имеет. Но практически оно удобно тем,
что делает весь спектр дискретным с очень малым расстоянием

(порядка 1/R) между соседними значениями е в области \e\z>tn
(мы пишем модуль s, так как параметр е в (1.5.8) может быть
как положительным, так и отрицательным). Благодаря
дискретности спектра можно следить за изменением положения каждого

уровня при изменении V0.
Из граничных условий следует, что

R - A J!*+'/-'(gV)
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Требование непрерывности w(r) при г = г0 приводит окончательно

к формуле
([tflK+V.itPWlK+V.ltfVo)-
- J'lx+ V.l (Р'Я) #|x+V.! (Р>о)] ^|и+v,| (И, Г < rfl,

/|«+«/.i(Pr0)[^lx+./li(P'«)^i«+v.i(P''')-
— JWv.iCP'#)#,„ +Vl.(P'r)], /•>/-„,

до (г) = A V~r

где ^4 — некоторая константа.

Энергетический спектр определяется из условия

V к» )г-г0-о \ w )г-г0+о'

где wx{r) = rf{r). Выразив г»х(г) через щ> (г) при помощи (1.5.4)
и используя асимптотические выражения функций, содержащих
в аргументе R, получим при е < т

v + а ,|v Л=»-г—Ь+ <*' »Г Л. (1-5.10)

где v = x + 1/2, a = pr0, a' = P'r0 и Щ' (х) — функция Ганкеля.
Мы рассмотрим здесь случай 1 = 0, х = —1, v==—1/а. Тогда

/v. («)=УЖsin а' я^ <а> - -1 УЖeia-
и уравнение (1.5.10) принимает вид

1-Ч,,-Г>Ч^±1[| +/M1J], (1.5.П)

где

а = гв1/(е + Уо)2-тг.

Это уравнение легко решить в предельных случаях широкой
и узкой ямы. В первом случае (mr0^>l)

1 -actg«=TTiM I1 +/ЯГ-УГН£].
Отсюда следует, что первое связанное состояние е = т появляется

при а = я/2, т. е. при V0 — л2/(8лГо), как и в соответствующей
нерелятивистской задаче. Энергия уровня достигает значения

8 — 0 при

и значения 8 =—т при
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Во втором случае (/пг0«О) состояния с е = т, 0, —т
достигаются при следующих значениях У0:

s = т, V0 = л/г0 — Зт,
8 = 0, Va = я/го — т,
s = — т, V0 = л/г0 + т.

На рис. 1.1 схематически изображена зависимость

энергетического спектра от глубины ямы VQ при заданном радиусе ямы г0

[16, 17]. Мы видим, что при Vo-^VJ,1' связанные состояния

(| s [ <с т) отсутствуют. Спектр
состоит, как и при
отсутствии внешнего поля, из двух

областей е > т и s <;
— т,

которые мы будем называть

верхним и нижним

континуумами. При Va > V'o' нижний
из уровней верхнего

континуума принимает значение,
меньшее т, т. е. появляется

одно связанное состояние.

При Va — Vo" появляется

второе связанное состояние и
т. д.

Значение энергии для
каждого связанного
состояния непрерывно уменьшается
с ростом V0 и даже

становится при V0>V'o'
отрицательным. Тем не менее мы

можем причислить эти

состояния к электронным состояниям, так как адиабатическим
изменением внешнего поля можно вернуть такие состояния в верхний
континуум. Трудность возникает, когда при значении V0=V\,i>
уровень пересекает границу е =— т и сливается с нижним

континуумом, представляющим собой совокупность позитронных
состояний. Это значение V0, которое может быть названо
критическим, соответствует, очевидно, а = я и равно

Ve = m + Ут? + л?/г0.

При V0>VC корни уравнения (1.5.11) становятся

комплексными. Физический смысл имеют при этом только корни с

отрицательной мнимой частью —iy/2, 7>0, так как в этом случае
волновые функции обращаются в нуль при t-*-oo. Наличие
такого типа корней означает, что соответствующие им состояния
являются квазистационарными со временем жизни т~ 1/7-

Возникновение комплексных корней связано с образованием
полем при V0>VC электронно-позитронных пар [17, 18]. Теория
этого явления выходит за рамки одночастичного уравнения

Дирака, но его можно описать, если привлечь представление об

Рис. 1.1.
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электронно-позитронпом вакууме как совокупности состояний

в нижнем континууме, полиостью запятых электронами.

При V > Vc оба континуума могут быть изображены схемати

чески, как показано на рис. 1.2 (жирная линия изображает
профиль потенциальной ямы).
При этом, очевидно,

электрон с энергией е может

перейти из нижнего

континуума в верхний. Это и

означает, что образовалась v

электронно
-

позитронная
пара. Освободившееся в

нижнем континууме
состояние будет вести себя как

позитрон, в верхнем же

континууме появится

электрон.
Вероятность

образования пары определяется

шириной
квазистационарного уровня у. Ее легко найти, если V0 мало

от Vc- Полагая в этом случае V0 = Vc-\-v и

Рис. 1.2.

где v^Vc, |r||<</n, получим из (1.5.11)
Я 1 / -. Г—2ti

отличается
= — т— ц,

IV,

С другой стороны, из определения а следует, что

я (а — я) = (v — ц) {Vc — tn) r%.
Поэтому

яат, = (l + тг0 У^) (v - ц) (я* + Vcmrl).

Полагая т]=б — iy/2 и пренебрегая сперва величиной тг0У~-2ц/т,
найдем отсюда

8-..
n2 + vcmrb

U2n*+ Vcmrf

Учитывая далее величину тгп V—2г\/т, найдем у.

у = 2 ]/~2 m f^У/г п2тг"(я2 + v*""*>''•.

предельном случае широкой ямы

В случае узкой ямы

Y=1^2n»m(-£-)V,JL, /пг«>1;

у = -л- т
—

1 ° \т тг0, тг0 ^ 1.
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1.5.3. Движение электрона в кулоновском поле ядра. Одно из

важнейших применений уравнение Дирака находит себе при

исследовании движения электрона в поле ядра. Это поле не

является строго сферически-симметричным. Отклонение от

сферической симметрии связано с наличием у ядер электрического
квадрупольного и магнитного дипольного, а также высших муль-
типольных моментов. Если пренебречь этими эффектами,
обусловливающими сверхтонкую структуру электронных уровней, и

считать поле ядра сферически-симметричным, то можно

рассматривать состояния электрона с определенными значениями энергии,
момента и четности. При этом волновые функции таких

состояний имеют вид (1.5.3) и задача сводится к решению уравнений
для радиальных функций (1.5.4).

Поле вне ядра совпадает с полем точечного заряда, т. е.

V(r) =— Za/r, r>r0,

где a = e2/4jt, Ze—заряд, ядра и г0 —радиус ядра. Мы рассмотрим
задачу в том приближении, когда можно пренебречь конечными

размерами ядра, и будем считать, что это выражение для V (г)
справедливо вплоть до г = 0.

Уравнения для радиальных функций в таком поле имеют вид

4 (rg (г)) + f (rg (г)) - (е +т + Z-f) (rf (г)) = О,

d х / zJ (1>5Л2>
£r (rf (г)) - £ (rf (г)) + (е - т+ Щ) (rg (г)) = 0.

В соответствии с характером асимптотического поведения

радиальных волновых функций (1.5.5) будем искать решение этих

уравнений в виде

rg(r) = Vl + ^r <r*(F1 (2kr) + F2 (2kr)),

r
(1-5-13)

rf{r) = y \-^er^(Fx (2Xr) -F, (2kr)),

где К = У m2 — б2. Подстановка этих выражений в (1.5.12)
приводит к следующим уравнениям для функций Fj (р) и /^(р):

^-^<р>-(^-|)мр>=о.
где р

— 2кг.
Выясним сначала поведение решений этих уравнений при

р-»-0. В этом случае можно положить

/r1(p)=a1p\ F4(p) = aapv,
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где Ох, (h и у
— константы, связанные, как следует из (1.5.14),

соотношениями

/ ,
Zas\ . ( . Zam\ Л

/ . Zam\ , ( . Zas\ „

Приравняв нулю детерминант этой системы, получим

Y=-)/xa-Zi!a!! (1.5.15)

(знак корня должен быть выбран положительным, чтобы

функции Рг(р) и F2(p) были конечными при р-»-0).
Вернемся теперь к системе (1.5.14). Исключив из нее F2(p)

и вводя вместо F2 (p) функцию G2 (p),

F2(P)=PVG2(P),

получим для G2 (p) уравнение

P^+ (2V + 1-P)^ + (^-t)o.(p)-0.
Сравнение этого уравнения с уравнением

d? ¥ . dT

для вырожденной гипергеометрической функции
оо

, S (а, &, P)-f^ Z Tjr+WW

показывает, что

G2(p) = C,F(7-^-, 27+l; p)
и, следовательно,

Fs(p) = Cp^er(Y-^. 27 + l; p), (1.5.16)

где С—некоторая константа. Легко убедиться далее, что

ЛМ—ce^^T+l-^aM-I; p)- C-5.17)

Формулы (1.5.13), (1.5.16) и (1.5.17) определяют радиальные
функции независимо от того, будет ли е<ш или &>т. Если

£<;/п, то в этом случае энергетический спектр будет, как мы

уже знаем, дискретным. Чтобы найти возможные значения

энергии, нужно воспользоваться условием конечности функций F2 (p)
и Fs(p) при р-^-оо.
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Для гипергеометрической функции of (a, b; р) справедливо
асимптотическое представление при р^>1:

Из него следует, что of (а, Ь; р) не будет содержать
экспоненциально нарастающего члена, если 1/Г(я) = 0. В применении
к функциям F2 (p) и Fx (p) это условие дает

Г (v— Zas/A.)
'

(ZamД—х) Г (т>
— Zae/A.)

Если —г х^=0, то второе условие совпадает с первым

(в частности, это имеет место всегда при и<0). Так как

полюсами гамма-функции являются целые отрицательные числа и

нуль, то мы получаем

у — Zae/Я —— пг,

откуда

8 =/ГС

где Пг — 0, 1, 2, 3, ... и v
= ]/x2 — Z2a2. Если x = Zam/X, то, как

легко видеть, i> = ZaeA, т. е. лг=0 (при этом второе условие
не выполняется). Мы видим, таким образом, что

[0, 1, 2, ....

Пг==\ 1 2

если х<0,

если и > 0.

Формула (1.5.18) определяет тонкую структуру уровней водо-

родоподобного атома (при к<0 число пг называется радиальным

квантовым числом, при >с>0 радиальным квантовым числом

называется пг—\).
Если Za<^l, то разложение (1.5.18) по этому параметру

с точностью до (Za)* дает

■т ,Г 1 (Za)»/ 1 3\1

... --(^'L^ + ^It^t-^J- (1-5ЛЭ)

где п = пг-\-к (это число совпадает с главным квантовым числом

нерелятивистской квантовой механики). Первый член в (1.5.19)
соответствует формуле Бальмера.

Формулу (1.5.19) можно переписать также в виде

Z3a \\ -ud^LfJ JLYI
_

"т" п \\и\ 4га/J

где а0
—

радиус первой боровской орбиты, aQ=l/ma.
Характерной особенностью формулы для тонкой структуры

является то, что в нее входит абсолютное значение х. Поэтому
все уровни энергии, кроме наинизшего, двукратно вырождены.
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5 частности, совпадают уровни

2si/,(n, = l, *л = —1, / = 0, / = у,
п = 2)

и

2р./, (лг = 1, х=1, / = 0, / = -2". я = 2).

Заметим, что формула (1.5.18), основанная на применении

понятия заданного внешнего поля, не является точной. Поправки
к ней снимают вырождение по к. Величина этих поправок при

малых Z по порядку величины равна (Za)*a. Отсюда видно, что

использование формулы (1.5.18) для водорода с точностью,

превышающей точность разложения (1.5.19), не имеет смысла.

Приведем окончательные выражения для радиальных
функций дискретного спектра:

ff(2y+ nr±l) ЛГ 1+е/« (Ы_)\-Щ0 х

T(2y+l)Vnrl Г W(N—K)\Nao/

х(^Г[^(^+Ь27+1;-)-
-iN-x)S(—n„ 27 + l; -Ц-)]. (1.5.20)

_ _
уГ(2у+ пг+ 1) jfJEEEL (ЖУ'% е -& х1 К '
Г (2y+l)Vnr\ У ±N(N — xjliVoo/

х£ГкЬт1-2Тг1;Э+

г (/•)=■

где JV = Vn8 + 2n,(|x|-Y)-
Эти функции нормированы согласно условию

$(/2 + g2)r2d>- = l.

1.5.4. Волновые функции непрерывного спектра в кулонов-
сзсом поле ядра. При е > т энергетический спектр электрона

будет непрерывным. Мы приведем здесь только окончательные

выражения для волновых функций:

x[(T + (i)e-lpr*"^r(v+l+>I, 2т+Ч 2ipr) + g-c], (1.5.21)

х[(У + ^)е-''рг+г'т,аГ(у+1+г'1> 2T + 1; 2ipr) -к.-с],
где

е2/Т1 _
—*+ШБ/8

_
V — tg

T+ t'l —х —irra|/e

(волновые функции нормированы на сферу радиуса /?)=
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1.5.5. Критический заряд ядра. Полагая в (1.5.18) пг — 0 и

к =—1, найдем энергию основного состояния:

Ё0 = т У 1 — Z2a2.

При Za=l эта величина обращается в нуль, а при Za>l
становится мнимой. Однако такой вывод не имеет

непосредственного физического смысла, так как он относится к идеальному

кулоновскому полю точечного заряда. Учет же конечности ядра

коренным образом меняет ситуацию. В этом случае связанные

состояния могут существовать и при Za>l [18, 19]. С ростом
Z низший уровень понижается и, как это имело место в

примере, разобранном в п. 1.5.2, достигает значения, равного —т

при некотором критическом значении Zc. Покажем, как найти

величину Zc.
При г>г0 волновые функции определяются выражениями

(1.5.13), а F2 и Fx выражаются через вырожденные
гипергеометрические функции аналогично (1.5.16) и (1.5.17). Однако теперь

необходимо учитывать оба знака величины у
= ]/ х2 — (Za)2.

Поэтому F2 и Fx будут иметь вид

'-'[■■(■^U^fr-nr- 2v+i; p) +
+ г,ЛГ.Д, -^(-т-*У. -»>+" Р)]. 0-5.22)

г с Г/ Zae \ Г (—2т>) v д- /
, , Zae

2v+1; p)+(-v-^)r(j;gieA)P-^(-v+i
Zae

Г"

-2y+1; p)]. (1.5.23)

Коэффициенты перед функциями ef в (1.5.22) подобраны так,

чтобы F2 не содержало члена, экспоненциально растущего на

бесконечности, с—нормировочная константа.

Сшивая отношение f/g на границе ядра при г = г0, получим

условие, определяющее уровни энергии электрона в

рассматриваемом потенциале:

Vm—г Ft—Fz
Vm+в Fl+ F2 r=r.

= AW (1.5.24)

где Ли —отношение flg\r^r<> функций fug, описывающих

электрон внутри ядра.

Рассмотрим подробнее случай, когда величина у = У~у?—(Za)2 ==

= iq становится чисто мнимой, т. е. когда Z>137|>c|. Считая,
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что /7Vo«<l, получим из (1.6.22) —(1.6.24)1
Я(?) + Д(—9) = 0, (1.6.26)

+ [(—х—1<7) j/m-e + Za.Ym+ e ]}.

Полагая здесь е = —m и используя формулу Стирлинга для

асимптотики Г-функции, получим уравнение, определяющее Zc:

q In (2Zamr0) + arg (1 - 2iq) - arctg ^ ^
= ля (1.5.26)

(мы учли, что arg Г (— 2iq) = я/2 + arg Г (1 — 2t<7)).
Будем предполагать теперь, что яма внутри ядра имеет

прямоугольную форму, V = —Za/r0, r<Cr0. Тогда для основного

состояния (к = —1) величина А-г при г0^~0 будет равна,
согласно п. 1.5.2,

А-г — ctgZa— 1/Za.

Используя это выражение, получим из (1.5.26) следующее
уравнение для определения Zc:

q In (2Za/w0) + arg (1 — 2iq) — arctg <7

Za, ctg Za
= ля. (1.5.27)

Минимальное значение Zc
Численные расчеты показывают, что при г0

Zc^UO

соответствует значению п = —1.

1,2- Ю-12 и п =—1

При Z = ZC электронный уровень достигает значения —т.

Если же Z>ZC, то в поле ядра образуются электронно-позит-
ронные пары. При этом

возникает ситуация,

аналогичная ситуации,

рассмотренной .
в п. 1.5.2.

Уравнение (1.5.25), так

же как и уравнение

(1.5.11), будет иметь

теперь комплексные

корни, причем
удвоенная мнимая часть

энергетического уровня
будет определять
вероятность образования пары
в поле ядра с Z>ZC.

Эту зероятность
можно, оценить, используя
квазиклассическое приближение. На рис. 1.3 схематически
изображены верхний и нижний континуумы, деформированные полем ядра
при Z>ZC (жирной линией изображен профиль потенциальнойэнер-

59



гии). Мы видим, что энергетическое состояние с энергией
в <; — т принадлежит одновременно как верхнему, так и

нижнему континуумам. Поэтому электрон с энергией е из занятого

нижнего континуума может перейти в верхний континуум.

Такому переходу соответствует образование электронно-позитрон-
ной пары (освобожденное состояние будет вести себя как

позитрон). Вероятность перехода определяется формулой

w ~ exp {—2Sj\pr\dr\,

где - рг — У тг — (е + Za/r)a и гх и г2
—

корни уравнения рг = О

(мы пренебрегли влиянием центробежного барьера). При
—е — m <^ m получим отсюда

/ 2я Zam \
., _ п_.

ьу^ехр ,/ .. (1.5.28)

Как мы видели, если Z~ZC, то е~ — т. В этом случае

8 =— m-\-a{Z — Zc),

и формула (1.5.28) приобретает вид

w~exp(-Wbr)'
где а и Ь — некоторые константы. Мы видим, что вероятность
образования пары экспоненциально убывает при Z-*-Zc.

§ 1.8. Движение в однородных полях

1.6.1. Уравнения, описывающие электрон в однородном

электромагнитном поле. Перейдем теперь к изучению движения
электрона в постоянном и однородном электромагнитном поле.

Как и в случае свободного электрона, уравнение Дирака
в поле не определяет поляризацию электрона. Чтобы описать
состояние поляризации, следует найти такой оператор R,

который коммутировал бы с оператором р—еА и для которого
волновая функция электрона была бы собственной функцией.
Такой оператор может быть выбран в виде

R = (p-eA)F + F(p-ei4),
где i7 —F^ff^ и F^v — тензор поля. Действительно, учитывая,

что (р — еА)2 — □ +-^Ру имеем

Iv-eA, R]=[a, /Ч=о.
Замечая далее, что
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(s^vpo
— единичный антисимметричный тензор), можно записать

R' в виде

R = t'YsS, S^ = 2ieilvpaFv(i (рв — еАа).

Уравнение, определяющее поляризацию электрона, приобретает
•теперь вид

i'Y5Si|} = nl>, (1.6.1)

где г — собственное значение оператора R.

Сравнение этой формулы с (1.1.32) показывает, что оператор

Su играет роль, аналогичную 4-вектору поляризации а^.
Мы будем изучать движение электрона в двух случаях:

когда имеется постоянное и однородное магнитное иоле /У,
направленное вдоль оси z (Ах = Аг — Аа = О, Ау = Нх), либо когда
имеется постоянное и однородное электрическое поле Е,
направленное вдоль оси z (Лх= Ау = Аг = 0, Л0 =—Ez). Оба случая
могут быть объединены, если считать, что 4-потенциал имеет

вид

где /, а и b соответственно равны

/ = #,. а = (0, 1, 0, 0), 6 = (1, 0, 0, 0),
f = E, а = (0, 0, 0, 0, 6 = (0, 0, —1, 0).

Решение уравнения Дирака

[tp — iefa (bx) -j- т] г|з (х) = 0

будем искать в виде

*И = е1"х*+"'а<«)ф(5), (1.6.2)
где

l = yj7ff^-bx), (1.6.3)

/?х и ра
— постоянные 4-векторы, причем pLa = p±b=0 и

функция ф (|) удовлетворяет уравнению

[^+^-щ(^+4=0, (1-6-4)

Уравнение (1.6.1), определяющее состояние поляризации

электрона, приобретает вид

ia b Р1фц (I) = }х У а2Ь2р\ Ф[Х (£),

гдер. = ±1 (здесь и далее в этом пункте считается, что

аргументы всех квадратных корней из вещественных чисел равны
либо нулю, либо л/2).
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Введем теперь четыре постоянных биспинора «jf»
определяемых уравнениями

iabp±ujr = iiVa№pTuur fafcujr—± ]/aa62 ifi. (1.6.6)

Для того чтобы фиксировать относительную фазу биспиноров
и£ и и^, присоединим к этим уравнениям уравнение

, Ь ip, +т __

«£ =—:
г ■> uv-' (1.6.6)

Биспиноры ujf линейно-независимы, и по ним может быть

разложена функция ф==ф^:

Ф(1 = Ф^ы++ Ф^%-

Подставляя это выражение в (1.6.4) и опуская индекс \i,
характеризующий поляризацию, получим

! (1-6.7)

У~РщФ_+ 1Уа2Ф--кФ+ = 0,

где k = У р\ + от2/]/ I e | /. Отсюда следует, что Ф-± удовлетворяет
уравнению

[^--а2Ь2?а+ Ь2(=рТ/о5Ь2"-^а)]ф± = 0. (1.6.8)

Решения уравнений такого типа выражаются через функции
параболического цилиндра Dp(ap), удовлетворяющие уравнению

Ыг-(т)>+«*(р+4-)]0„№-о
и рекуррентным соотношениям

^ + Щ-1) Dp (a|) = apD^ <«E),

^-^l)Dp (об) = -aDp+1 (otg).

При вещественных р функции параболического цилиндра будут
ограниченными в том случае, когда р — целое неотрицательное
число.

1.6.2. Электрон в постоянном и однородном магнитном поле.

Рассмотрим теперь движение электрона в однородном и

постоянном магнитном поле (направленном вдоль оси z). В этом

случае, согласно (1.6.2) и (1.6.3),

ф (х) = e"V-*<+<V ф (6), I = УТЩГ ({fc-x),
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и уравнения (1.6.7) и (1.6.8), определяющие Ф+(|),
приобретают вид

(^ + 1)ф±-кФ+ = 0, (^_^гр1_А.)ф±==о,
где k* = (pt-e* + m2)/\e\H.

Нас интересуют решения этих уравнений, ограниченные при
jgj-*-oo. Они могут быть выражены через функции Dp:

Ф_(|)=0_12(|К2), ф+(Q =__*=.D_*^j (БУ2),

где —№/2 — п, я = 0, 1, 2, ..., причем значение я = 0 должно
быть исключено, если ц=1. Действительно, учитывая (1.6.6),
можно переписать волновую функцию электрона с поляризацией
ц в виде (мы учли, что а=уг):

Ф(Е) = [Д. (i У2) - m+^+^|g|// Д^ (i ]/'2)*]«r.
Отсюда следует, что если ц

= —1, то при п — 0 коэффициент
перед D_j обращается в нуль, и поэтому в этом случае
допустимо значение п = 0. Если же (л=1, то значение п = 0

недопустимо.
Так как — &2/2 = л, то энергия электрона в магнитном поле

определяется формулой

e% = m* + pl + 2n\e\H,

где п = 0, 1, 2, ... при \х ——1 и «==1, 2, ... при ц = 1.

Мы видим, что энергия электрона в постоянном и

однородном магнитном поле содержит непрерывный параметр
pz—импульс электрона вдоль Н и дискретный параметр п, связанный

с финитностыо движения электрона в плоскости,

перпендикулярной магнитному полю (в классической механике движение

в этой плоскости является круговым).
Заметим, что функции Dn при целом п выражаются через

полиномы Эрмита

Da&V2) =Y=e-^Hn{l).
Обратимся теперь к уравнению (1.6.1), определяющему

поляризацию электрона, движущегося в магнитном поле:

.«WNfc = И%. |х = ± 1,

где S = (0, О, -V, <-%) и т*2 = т*-\-2п\е\Н. Сравнение этой

формулы с (1.1.36) показывает, что величину ц можно

интерпретировать как проекцию спииа электрона на направление магнитного

поля.
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1.6.3. Электрон в постоянном и однородном электрическом
поле. Перейдем к рассмотрению движения электрона в

постоянном и однородном электрическом поле (направленном вдоль оси г)
[20, 21]. В этом случае, согласно (1.6.2) и (1.6.3),

l)(*)=e,'V-MV'-u!'q>(£),
где | = У | е | Е (&/еЕ + г). Полагая

Ф(Е) = Ф+(1)"+ + Ф-а)«-

и учитывая (1.6.7) и (1.6.8), получим следующие уравнения для

определения Ф± (|):

(^ + tg)o±-M)^ = 0, (~ + ¥+ 1-&)ф±=0, (1.6.9)

где k2 = (pl + p°y + m*)/\e\E.
Функции Ф± (|) выражаются через Dp, но индекс р будет

теперь комплексным:

Ф_(I) = DkHI2(gУШ), Ф+ (£) = -^= DkH/2_l (g V2).

Два линейно независимых решения уравнений (1.6.9)
соответствуют различным знакам перед \/~i. Мы выберем решение,

соответствующее У~1 =(1 Jri)/'yr2 и обладающее следующей
асимптотикой:

если |-9— оо (arg £ = — я), то

_
Л *!£

<р(Б)=е
'

2 (£]/2t')2 «- +

+йгг(-«;г+1)е' «г*»^>" * «*■ о-6'10»

если |->-оо (arg£ = 0), то

9(£) = e-''2"(SVr2/)"rM-. (1.6.11)

Обратим внимание на то, что в электрическом поле при любых

значениях k2 волновая функция ф (£) остается ограниченной при
| 11—voo, но, в отличие от случая магнитного поля, не обращается
в нуль при |||—»-оо.

Для того чтобы выяснить физический смысл найденной
волновой функции ф(|), вычислим компоненту потока вероятности
вдоль оси г. Учитывая, что условие (1.6.5), определяющее
функции и±, имеет вид iyflaU* = zfzи- и что функции и^ ортогональны
(«-*«+ =0), получим

/', = I (Ф7зФ) = (| Ф-12 - IФ+12) N, (1.6.12)

где N — и~*tr = и'г*и+. Это соотношение показывает, что оба

слагаемых в (1.6.10) соответствуют волнам, распространяющимся
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в противоположных направлениях. Поэтому первое слагаемое

б (1.6.10) можно интерпретировать как падающую, а второе —как

отраженную волну. Функцию же (1.6.11) можно

интерпретировать как волну, прошедшую на бесконечность. (Отметим, что

у прошедшей волны направления потока вероятности и

возрастания фазы, т. е. импульса, противоположны).
Отношение квадратов модулей амплитуд прошедшей и

падающей волн, т. е. коэффициент прохождения определяется, очевидно,

формулой
D = | (exp m)*2'"/2 |г = ехр (— я&г). (1.6.13)

Существование прошедшей на бесконечность волны

противоречит квантовой механике одного тела, так как потенциальная

энергия при г—voo стремится к оо. Это противоречие, известное

под названием парадокса Клейна [22], мы подробно рассмотрим
з следующем пункте.

1.6.4. Парадокс Клейна. Как мы видели, движение электрона
в постоянном и однородном электрическом поле, в отличие от

движения в постоянном и однородном магнитном поле, инфинитно
в любом направлении. Поэтому состояние электрона в

электрическом поле не зависит от каких-либо дискретных параметров,
так же как не зависит от дискретных параметров еостояние

свободного электрона. Но из-за электрического поля возникает

существенное различие между энергетическими континуумами
электрона в обоих случаях, а именно изменяются границы верхнего
(s = m) и нижнего (е = — т) континуумов (рис. 1.4 и 1.5).

Рис. 1.4. Рис. 1.5.

Если движение происходит вдоль электрического поля Е (по
оси z), т. е. если рх = ру = 0, то границей верхнего континуума
станет линия e = m + V'(z), а границей нижнего континуума —

линия — т -j- V (z), где V (z) =— eEz — потенциальная энергия

электрона (е<0). Поворот запретной энергетической зоны,

разделяющей верхний и нижний континуумы, которым
соответствуют положительные и отрицательные частоты, т. е. электронные
и позитронные состояния, приводит к тому, что области,

соответствующие этим состояниям, становятся разделенными
пространственно. Например, если энергия электрона равна е = е0 (см.

3 А. И, Ахиезер, В, Б. БерестецкиЗ 65



рис. 1.5), то при х^а состояние будет электронным, а при
х S* Ь — позитронным.

Таким образом, в электрическом поле не может быть строгого
разделения состояний на электронные и позитронные. Более того,
из области х^а частица может перейти, благодаря туннельному
эффекту, в область х^Ь. Этот эффект и называется парадоксом
Клейна.

Вероятность перехода определяется (в квазиклассическом

приближении) по известной формуле

D = expf—2\\p{z)\dz\
где p(z) = V(e, + eEz)2 — m2 — p\ и p\=pl + Pl (предполагается,
что рх, Ру^О). Элементарный расчет показывает, что

0 = ехр(-я-11фН.
Этот результат совпадает с точным результатом, полученным

в предыдущем пункте. Такой же формулой определяется
вероятность проникновения частицы из области x^sb в область х^а.

Для того чтобы электроны не могли самопроизвольно
переходить в нижний континуум, следует предположить, что все

состояния нижнего континуума заняты электронами. Этим

определяется электронно-позитронный вакуум. Под влиянием

электрического поля электрон из нижнего континуума может перейти
в верхний континуум, при этом остается незаполненным

некоторое состояние в нижнем континууме. Такое незанятое состояние

будет вести себя как позитрон. Иными словами, под действием

электрического поля может возникать электронно-позитронная
пара. Среднее число пар, создаваемых в элементе фазового объема
dx = VdPp/(2n)3, равно

(множитель 2 связан с тем, что спин электрона равен */а)-
Интеграл по dpz можно заменить здесь на \e\ET, где Г —«время
действия» поля, ускоряющего электрон вдоль оси z. Действительно,
только те электроны, проекция импульса которых рг лежит

в интервале
— | е| ЕТ =^ рг ^ О, сумеют остановиться и протунне-

лировать за время Т. Поэтому в результате мы получим
следующее выражение для среднего значения числа пар, рождаемых
полем в единице объема в единицу времени:

_ JV_ _ (е£)2 / той2 \
" ~

VT
~

(2л)» 6ХР \ 17ТЯ/°

Величина 1— D(p) представляет собой, очевидно, вероятность
того, что состояние в нижнем континууме с импульсом р и поля-
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ризацией ц останется занятым. Поэтому вероятность того, что

нижний континуум вообще не изменит своего состояния, будет
равна

w0 = lJ(l-D(p))=exp\Zln(l-D(p))].
Эту величину, представляющую собой вероятность того, что

вакуум останется вакуумом, можно представить в виде [23 — 25]
£2>о = ехр (— QL),

где Й = VT и

§ 1.7. Рассеяние электронов

2.7.1. Расходящиеся и сходящиеся волны. До сих пор мы

рассматривали только такие состояния электрона в центральном
поле, которым соответствуют определенные значения энергии,
момента и четности. В случае инфинитного движения больший

интерес представляют, однако, состояния, в которых электрон
вдали от силового центра имеет определенный импульс и

определенную поляризацию. Мы перейдем теперь к рассмотрению
таких состояний.

Если электрон, движущийся в некотором центральном поле,
обладает определенной энергией е (е > т), то его волновая

функция i|)(/*) может быть, очевидно, представлена в виде

суперпозиции волновых функций tyefim (/"), описывающих состояния

электрона (в данном поле) с определенными энергией, моментом и

четностью,

ИМ

где 0,-ш
— некоторые коэффициенты. Мы хотим, чтобы волновая

функция г)з(г) описывала состояние электрона, имеющего на

бесконечности определенный импульс и определенную поляризацию,
и, кроме того, чтобы i|>(r) обладала определенной асимптотикой

при г-»-со. Особенно важны два случая: когда функция о|)(г)
при г-»-со имеет вид либо суперпозиции плоской и сферической
расходящейся волн

\|3+(r)~«^t>r + G+(«)i7~, (1.7.1)

либо суперпозиции плоской и сферической сходящейся волн

^ (г) ~ иге1»' + G (я) е~'~. (1.7.2)
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Здесь р =• \р | = У еа — т*, р — импульс электрона на

бесконечности, ы11 — биспинор, описывающий состояние свободного

электрона с импульсом р и поляризацией ц, и, наконец, G+ (л) и

G-(л) — некоторые биспиноры, зависящие от п — г/г.
Покажем, как найти коэффициенты а/ш, предполагая, что

функция а|)(/*) имеет заданную асимптотику.

Воспользуемся для этого асимптотическим разложением (1.4.18)
плоской волны по сферическим волнам при рг ^» 1

/ il Ve+m Я/ш (я) sin (рг -1 ~)
UW^£ У (QflM (V) V*{V))

V 2 '

Р
,Тм \— * Vz-m QjVM (я) sin \pr -V ~j.

и асимптотическим представлением функции фе/шМ при рг[> 1

^
/ I* V"M=^ 0/Н| («) sin [рг- ^-+б) \

\ —» К 8— mQfl'M (") sm (Рг_~2—*" J/
где б — фаза на бесконечности, определяющаяся характером
силового поля и зависящая от г, /, I, 6 = 6 (е, /, I) s буЬ и Л/ —

множитель, зависящий от нормировки функции г£8/ш (/"), который
мы будем считать далее равным единице.

Образовав разность иРе1Рг — £а}-ш^ш(**)> мы должны

потребовать, чтобы в случае асимптотики (1.7.1) в ней исчезали все

слагаемые, содержащие е-'>\ а в случае асимптотики (1.7.2) —все

слагаемые, содержащие е1"г. Это приводит к следующим значениям

коэффициентов а/ш: в первом случае

4я
Щш =

во втором случае

4^=y^(Qb(v)^(v)),

Щш =»^ <He (0/*ш (v) о* (v)).

Таким образом, ряд

W» И =

-у- 2 (Й*Ш (v) о* (v)) е'Ч«/ш (г) (1.7.3)
цм

имеет асимптотику (1.7.1), а ряд

ЧЪ* И =^ J (Q^'J (V) ^ (V)) «""W* И (1.7.4)

— асимптотику (1.7.2).
Волновые функции ф£д (г) и ф^ц(/") являются точными

решениями уравнений Дирака во внешнем поле, относящимися к

непрерывному спектру. При различных р и ц они образуют две полные
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ортогональные системы функций, по которым может быть

разложено произвольное решение уравнения Дирака.
Мы будем далее пользоваться точными волновыми функциями

ib^m (/*) и ^рд ir) ПРИ вычислении матричных элементов,

характеризующих различные процессы взаимодействия электронов и

фотонов. При этом, как будет подробно разъяснено в п. 4.3.9, в

качестве волновых функций частиц, образующихся в результате
какого-либо процесса, следует всегда брать функции вида ^д(г),
а в качестве волновых функций частиц, исчезающих в результате
какого-либо процесса, — функции вида typ^ir).

В случае кулоновского поля ядра функции \!pPfi (r) и \рр№ (г)
имеют вид

^a^) = 2i^1]/i^exp[~f'(T1+i?+argr(v+/|))]x
jlM

X (Qfm <v) v» (p)) tylM (r),

K.v-lt^wM-i'*-*-
tL7'6)

ИМ

- argr (Y+i£))] (QfM (v) tP (p)) ip/M1 (r),

где использованы обозначения § 1.5. Просуммировать эти ряды
в общем виде невозможно. Однако, если по характеру физической
задачи известно, что в исследуемом процессе главную роль играют
большие прицельные параметры (которым соответствуют большие

значения углового момента электрона), то эти ряды могут быть

приближенно заменены функциями [26]

=*Г (1 -Ц) е*ыч*'[\ - ig-) Г\!\, 1; -Црг-рг)]и»'ф),
Х

(1.7.6)

- Г (1 + Ц) г*£/2е<рг (1 - ig-) «Г Щ, 1; -i(pr+ pr)} и» (р).

Смысл этого приближения (оно называется приближением
Фарри -—Зоммерфельда — Мауэ или FSM", такое же название имеют

и функции (1.7.6)) заключается в том, что если произвести
разложения функций (1.7.6) в ряды по шаровым спинорам, то члены

этих разложений будут существенно отличаться от

соответствующих членов рядов (1.7.5) только при l^1fa(aZ)i; члены же

с i^>l/2(aZ)2 будут практически совпадать в обоих разложениях.
Так как моменту / соответствует прицельный параметр р^-<//р,
то использование функций Ф^(г) вместо рядов (1.7.5) будет
приводить к малым ошибкам, если эффективные значения

прицельного параметра в исследуемом конкретном процессе удовлетворяют

неравенству р ^> Va (aZ)2/e.
69



Заметим, что так как силовое поле обращается при г-*-оо

в нуль, то расходящаяся и сходящаяся волны удовлетворяют
уравнениям Дирака для свободного электрона

(VV - ?48 + т) G± (л) ^Р~ = 0.

Но при r-voo

±VG±(n)—r npG±(n)
r

.

Поэтому биспинорные амплитуды G- (я) удовлетворяют
уравнениям

(± рпу + i&yt — im) G± (я) = 0.

Сравнение этих уравнений с (1.1.24) для биспинора и(р) (при
р = ±рп) показывает, что амплитуды G+ (л) и G~(n) можно

представить в виде, аналогичном (1.1.27):

0*<*)-( ££±^*2? ), (1.7.7)\±Ve—manF±(n)/

где F± (л) — двухкомпонентные спинорные амплитуды.
Используя ряды (1.7.3) и (1.7.4) и асимптотическое

представление (1.4.11) функций ilpzjiM (г), легко убедиться, что

F+ (я) = fr 2 (Q^M (V) ^(V)) (в"*" ~ !} Q/tM (Я)' (1 -7"8)

F- (я) = -^ 2 (_i)'+1 (Q?™ (V) ^ (V)) (e"**/Z ~ !) °'ш {П)- (1 -7"9)

Заметим, что биспинор G+ (л) можно разложить по состояниям

g определенной поляризацией ц:

0+^=2йг2"ц(л)(^(л)0+(л))" (1-7л0)
м-

1.7.2. Амплитуда и сечение рассеяния. Волновая функция

typv.{r) описывает процесс упругого рассеяния частиц в

центральном поле. Первый член асимптотической формулы (1.7.1)
(плоская волна) отвечает частицам, «падающим» из бесконечности на

рассеиватель, а расходящаяся волна — рассеянным частицам. По

смыслу обоих слагаемых, входящих в эту формулу, величина

j0 = Uyvu, где v=/;/p, представляет собой плотность потока

падающих частиц на бесконечности. Величина же

dN» = jJjjg- a'ynu'| u'G+ (л) |» do,

где и' = ы^ (л), представляет собой число частиц с поляризацией ц,

рассеянных в единицу времени в элемент телесного угла do около

направления л. (Мы использовали при этом разложение биспи-
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1 gi (Pr —p'r')

g(r, r')r^<x, = ^(yis
— ip'y + m) -

нора G+ {n) (1.7.10) по состояниям с определенной
поляризацией ц.)

Разделив dNil на /0, получим дифференциальное сечение

рассеяния частиц, обладающих в конечном состоянии поляризацией ц:
do» = d№/j0.

При нормировке uyvu = 2p дифференциальное сечение

приобретает вид

do'V = \f(n, p)\*do, (1.7.11)

f(n' ^ = irG+(rt>- (1.7Л2)

Величину f(n, ц) мы будем называть амплитудой рассеяния.
Амплитуда рассеяния определяется асимптотикой волновой

функции 1|з (г) при г-*-сю. Но ее можно связать также с

волновой функцией частицы в области, где отлична от нуля

потенциальная энергия U (г). Действительно, записав решение уравнения

Дирака (1.3.31) в виде

ф(г) = ие""- — $£(/% г') yJJ (г') ф (г') d3r>

и используя формулу (1.3.37), из которой следует

В {г. г')

где р' — рп, имеем

Ч> (Г) = иеЧ" -
^ (7*8

- ip'y + т) у4 -^— \ er lP'r'U (/-') я|> (г') d8r'.

Отсюда легко заключить, что

G+ (й) = —i (V4S - tp'y + m)y4 J (Pr'e-'r'r'U (r')ty(r'). (1.7.13)

Так как й'(у^г — ip'y —tn) = Q, то

/(я, ц)=—^ Jd3rV-<*'''e'Y4*(r')C/(r'). (1.7.14)

Можно связать также /(я, ц) с функцией Ф(г), входящей
в (1.3.18):

/ (л, ц) =—§i J &r er 'р'г' U (r) e'Y« [y4 (е - */ (r)) - yV + m] Ф (г).

Выполняя в слагаемом, содержащем yV, интегрирование по частям

и учитывая, что й'(у4Е,-~ ip'y— m) = Q, получим

К*. ^) = -4^1^^'ГЙ1(1-ё)^+М^1ФИ- (1-7.15)

Усреднив da^ по поляризациям частицы в конечном

состоянии, найдем дифференциальное сечение рассеяния падающих частиц
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с поляризацией v

do==
Щ-

G+ (й> И, - Ф'у + т) G+ (n) do. (1.7.16)

Используя теперь представление (1.7.7) для функции G+(n),
получим

do = \F(n)\*dot (1.7.17)

где вместо F+ (п) использовано обозначение F (п).
Связь между спинорными амплитудами рассеянной и

падающей волн F (я) и v (v) (мы опускаем в дальнейшем значок \и

У v(v)) удобно представить в виде

F(n) = R(n, v)o(v), (1.7.18)

где R (я, v) — некоторая двумерная матрица. Она должна,

очевидно, иметь следующую структуру:

R(n, v) = a(#, v) + a1(n, v)a,

где a —скаляр, а ax —аксиальный вектор. Но единственным

аксиальным вектором, который можно построить в задаче о

рассеянии, является вектор [vn]. Поэтому R(n, v) можно записать

в виде

Я (я, v)=*a(#) — ib(p)[vn]o, (1.7.19)
или

R (л, v) = а (■&) — ib (Ф) sin ft (ay cos ф — о* sin ф),

где О и ф —сферические координаты вектора п в системе, в

которой вектор v направлен вдоль полярной оси. Функции а(#) и

Ь(#) можно найти, сравнивая (1.7.18) с (1.7.8). Используя явный

вид шаровых спиноров QftM и матриц ог4, получим

а (°>=ш 2№л'1 ~ ОI* Iр< <cos °)«
р

/Г (1.7.20)

b <*>=щ 2 (*'"" ~1}m р; (cos *>•

где f, (х) — полином Лежандра, P't (x) = dPt(x)/dx, x = cos#.
Таким образом, амплитуда рассеяния и дифференциальное

сечение полностью определяются значениями фаз 6уг. Через
фазы д/i можно выразить также интегральное сечение рассеяния

а = $ | F |2 do:

о = ^2|и|з1п2а"- (1.7.21)
н

Если для всех / S/ + Vji ( = 6г_!/г, /s6z, то дифференциальное
сечение рассеяния имеет вид

da =■ [0(0)1» do, (1.7.22)
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гдз
со

a<^ =i2 (2/+l)(«2'e'-l)Pi(cos*), (1.7.23)
1 = 0

а полное сечение рассеяния определяется формулой
со

<т=§ 2(2/+1)sin2fi'- (L7-24>
/=0

Сравнение формул (1.7.23) и (1.7.24) показывает, что

<г = ^1т 0(0)1^-0. (1.7.25)

Это соотношение, связывающее интегральное сечение с

амплитудой упругого рассеяния на нулевой угол, носит название

оптической теоремы.
1.7.3. Поляризация и азимутальная асимметрия. Характерной

чертой рассеяния электронов является азимутальная асимметрия,
т. е. зависимость дифференциального сечения рассеяния от угла ср.

Согласно (1.7.19) угол ф содержит матрица R(n, v),
определяющая связь между амплитудами падающей и рассеянной волн,

причем коэффициенты при cos ф и sin ф содержат операторы спина

электрона. Поэтому азимутальная асимметрия рассеяния тесно

связана с характером поляризации падающей волны.

Дифференциальное сечение рассеяния легко связать с

состоянием поляризации падающей волны, если воспользоваться

поляризационной матрицей плотности электрона р. Из (1.7.18)
следует, что |F|2 = f*R+Rv. Заменив произведения компонент спинора
»а»| на элементы матрицы плотности рар, получим, используя
Л.7.17),

rf<r = Sp(/?p/?+)do. (1.7.26)

Подставив сюда р — Va(l + £<*)» где £ — вектор поляризации

(удвоенный средний спин в системе покоя электрона), и

выражение (1.7.19) для R, получим

йог = Q (О) (1 + Л О») £ М) do =

= Q(0){l+A(<>)fo,cosq>-ksinq>)}do, (1.7.27)
где

Q(0) = |fl|» + |6|», A(fl) = i^^sin#. (1.7.28)

Из (1.7.27) видно, что рассеивающая система является

«анализатором» поляризации. Измерение азимутальной асимметрии
дает возможность определить составляющую вектора

поляризации £, перпендикулярную к плоскости рассеяния. Выбирая для ф
•значения 0 и хс, получим из (1.7.27)

\(Л\Г
do (ft, 0)-dq(O, Л)_

^ '^~da{b, 0)+da(tf, л)'
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при ф = ±л/2 найдем

л / чл г — da(®' — я/2) —da (ft, я/2)
b{V)Qx — d(j(^ _ni2)+da{b, я/2)"

Продольную составляющую вектора поляризации Z,x нельзя

определить при однократном рассеянии.
Если А (О) = 0, то рассеяние не обладает азимутальной

асимметрией. Это имеет место, в частности, в нерелятивистском
приближении, когда рассеянию в центральном поле отвечают

одинаковые фазы bji при данном / и различных /. При этом, согласно

(1.7.20), fe = 0 и, следовательно, А = 0.

Кроме того, азимутальная асимметрия отсутствует в случае
малых фаз 6/t. Действительно, если exp (2i6y;) — 1 «=s 2i8yz, то a

и b вещественны и, согласно (1.7.28), Д(Ф) = 0.

Заметим, что при Ф—v0 величина Д—»-0, так как А (р)
содержит множитель sin д.

Вследствие зависимости матрицы R от а при рассеянии меняется

состояние поляризации электрона. Поляризационная матрица
плотности р' рассеянного электрона может быть определена как

Pap = FaFp*/jF|3, где Fa — составляющие спинора F. Из (1.7.18)
находим

Поэтому вектор поляризации g' рассеянного электрона равен

Если падающий электрон не поляризован, то <

5'=Д(д)т, * = ££, (1.7.31)

т. е. рассеянный электрон поляризован в направлении,
перпендикулярном к плоскости рассеяния, и степень поляризации

равна Д(Ф). Таким образом, рассеивающая система является

«поляризатором».
Используя (1.7.31) и (1.7.27), мы приходим к заключению,

что вторичное рассеяние неполяризованного электрона будет
обладать азимутальной асимметрией. Дифференциальное сечение

вторичного рассеяния определяется следующей формулой:

da (п, п') = <?(#') (1 -г- Л (*) Д («') (тт')) do', (1.7.32)

где cos ■&'= (пп'), т' = [nn']/s'm &', л' —единичный вектор в

направлении вторичного рассеяния.
В общем случае при наличии начальной поляризации

„
_ (| а ,12-! Ь ;«) g + / (ab* -a*b)x + (ab* + а*Ь)[х%] + 2 | Ь ■*(&) X

ь
\а?+\Ь* + ЦаЬ* — а*Ь)$,х
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1.7.4. Упругое рассеяние в борцовском приближении.
Полученные выше формулы для сечения рассеяния электронов являются

точными, но они содержат фазы на бесконечности б;г, весьма

сложным образом зависящие от внешнего поля. Упрощение
возникает, если рассеивающее поле можно трактовать как малое

возмущение и, следовательно, можно пользоваться борновским
приближением. Фазы в этом случае малы, 6уг<^1, и сечение

рассеяния может быть выражено непосредственно через потенциал
внешнего поля. Действительно, согласно (1.3.39), (1.7.13) и

(1.7.14) в первом борновском приближении

G+ <я> = 4S ('№' - V48
- т) y,uU (q), (l .7.33)

f(n, (1) = —j^Vrf/te), (1.7.34)

где U (q) — фурье-компоненты потенциальной энергии U (г) =

= еА0(г) и q=p'~p.

Выражая в (1.7.33) биспинорную амплитуду рассеяния G+(л)
через спинорную (двухкомпонентную) амплитуду F (л) согласно

(1.7.17), а также биспинор и через спинор v (v) согласно (1.1.27),
мы придем к выражению вида (1.7.18)

F(n) = R(n, v)o(v),

где R(n, v) = a (ft) — ib (ft) [vn] а, причем

a(0) = -^[B+ m + (e-m)CosOl b(0) = _^2>(e_m).
(1.7.35)

Так как аргументы величин a (ft) и b (ft) одинаковы, то Д (ft) =• О
и сечение рассеяния имеет, согласно (1.7.27), вид

da = Q(ft)do, Q(0)=-|a|« + |bi" = ^1(l~o"sin»-§-)^(fl')
(1.7.36)

(v = p/& — скорость частицы).
1.7.5. Упругое рассеяние в эйкональном приближении. Если

энергия частицы достаточно велика, а угол рассеяния мал, то

для волновой функции можно воспользоваться

высокоэнергетическим приближением (см. п. 1.3.4). Подставляя выражение (1.3.27)
для оье (/*) в общую формулу для амплитуды рассеяния (1.7.14)
и отбрасывая члены порядка 1/р, получим следующее выражение
для амплитуды рассеяния в эйкональном приближении:

/ (л, ц) -
— '^ [dpdz *'«{/ (г) «<*. (г), (1.7.37)
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где
Z

и ось г параллельна р; множитель ехр (г'^г) мы заменили на

единицу, так как компонента переданного импульса цг = дг/2р
пропорциональна 1/р. Выполнив в (1:7.37) интегрирование по z,

получим .

-

/ (л, li) =~ u'yiu J dp e*w (1 - *•'*«<•)), (1.7.38)
сю

.
Xo(p) = —| j" «/(P, *)d2. (1.7.39)

— оо

Подставляя это выражение в (1.7.11) и производя
суммирование по поляризациям, получим дифференциальное сечение

упругого рассеяния быстрых частиц в эйкональном приближении

da = | /(л) |2do, /(«)=£• J dpe*«(l-efif(«). (1-7.40)

Учет в формулах (1.3.20) и (1.7.40) членов порядка 1/р
приводит к следующему выражению для амплитуды рассеяния [27, 28]:

/И =

где

Xi <w-£ I

2л

dz

\ dp.eW* {e»'txo(o)+xi(o)]/i— 1},

*(vWv± ^udz\-x-=fu*

(1.7.41)

(1.7.42)

и предполагается, что U (p, z) = £/(p, — z).
В случае потенциала £/(/*) = £/(|p|, z) в (1.7.41) можно

выполнить интегрирование по углу между <7± и р. В результате
получим

/(л) = — ф$ рф/о(?±Р/Й){е'Сх°(0) + *1(0)]/й-1Ь (1-7-43)
о

где J0(qLp/fl) —функция Бесселя. (В формулах (1.7.41) и (1.7.43)
мы явно выписали постоянную Планка Й.)

Эйкональное приближение, как уже отмечалось, справедливо
в области малых углов рассеяния. Если малые углы рассеяния

играют главную роль, то, используя (1.7.40), можно найти

интегральное сечение рассеяния

a = $|/(/*)|2do.
Заменяя в этом случае do на ■&■ dft dq>, имеем do = <7j dqj_ d<p/pu,
где qj_

= p$. Выполнив теперь интегрирование по <7_l> получим

о —2ReJdp[l —e'W.+x.)]. (1.7.44)
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Это выражение находится в соответствии с оптической
теоремой (1.7.25).

Приведем несколько предельных случаев эйкональной

амплитуды рассеяния. Если ]Хо|-<!й, то

f№ =£н J dP e'?Q Ь (Р) + Xi (P) + •••]• (1 -7.45)

Так как величина Хо пропорциональна U, a Xi

пропорциональна £/2, то первое слагаемое в выражении для /(«)
соответствует первому борновскому приближению, а второе слагаемое —

второму борновскому приближению.
Пусть теперь |хо|>Й и | Xi I > Й, но по-прежнему | Хо | > | Xi I-

Этот предельный случай (Й-э-0) соответствует переходу к

классической механике. При Й-»-0 можно воспользоваться

следующим асимптотическим представлением функции Бесселя:

Jo (*) |х^в^ у
~ cos (*-■£-)•

1оэтому амплитуда рассеяния (1.7.43) приобретает вид

[е£<.Хо + Х,№— П

Для вычисления входящего сюда интеграла можно

воспользоваться методом стационарной фазы [29]. В результате получим

/ (Я) = — ipy
JL J ^- J ехр{— i~ - ± [д±р - хо (р) - Xi (Р)]} .

(1.7.46)
где Р = Р(<7±) определяется из условия стационарности фазы

я±-
Ф

(Xo(P) + Xi(P)) (1.7.47)

Дифференциальное сечение при этом совпадает с результатом,
даваемым классической теорией рассеяния:

da = 2яр (<7i)
I? (q±)
dq ,

dqL. (1.7.48)

Этой формулой можно пользоваться, если <7±Р (<7_l) ^ й-
1.7.6. Рассеяние в кулоновсхом поле ядра. Рассмотрим теперь

рассеяние электронов в кулоновском поле ядра, когда

U{r) =— Za/r, а = е2/4я.

Если Z невелико, так что Za/flv^l, то можно пользоваться

борновским приближением. В этом случае, с рассмотрения кото-
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рого мы начнем, сечение рассеяния определяется величиной

£/ = — Za. ti^eup-p'ir,
которая, как легко видеть, равна

Подставив это значение U в формулу (1.7.36), получим

дифференциальное сечение рассеяния электронов в кулоновском поле

ядра в первом борновском приближении [30]

*-(&)Ъ-**м1)ъАш- 0-7-50)\2pvJ \
v °'

2 У sin4 (#/2)

Эта формула только множителем 1 — и2 sin2(d/2), имеющим

чисто кинематическое происхождение, отличается от классической

формулы Резерфорда.
Как отмечалось выше, в рассматриваемом приближении

величина Д (•б1), определяющая азимутальную асимметрию рассеяния,
равна нулю. Эта асимметрия появляется только в следующих

приближениях теории возмущений.
Приведем результаты вычислений сечения рассеяния da, т. е.

величин Q ("&) и Д (ft) с учетом второго приближения теории
возмущений (т. е. с точностью до членов порядка (Za)3) [30, 31]:

А т ■

— g*g
p Vr^ siaS (d/2) in

'
(1-7.51)

*{") — ■+■ -"-«
j __0а sin2 (d/2) cos (ft/2) sin (ft/2)

'

Эти формулы определяют рассеяние как электронов, так и

позитронов (в последнем случае величины, пропорциональные Za,
должны быть взяты с нижним знаком).

Простой вид имеет выражение дифференциального сечения

в случае рассеяния на малые углы. В этом случае сечение

рассеяния может быть получено с помощью борновского и эйкональ-
ного приближений. Результат гласит:

pv l±=**fl]g, £<!. (1.7.62)

(Второе слагаемое в квадратных скобках соответствует учету
величины Xi(p)-)

Заметим, что формула (1.7.52) без поправки, обусловленной %lt
может быть получена также, если использовать приближение FSM
(см. п. 1.7.1). Это связано с тем, что при выполнении условий
(1.3.25) и (1.3.26) приближение FSM и эйкональное приближение
совпадают. Действительно, если 2/до2<^1, то аргумент гипергео-
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метрической функции p{r — z), входящей в i|)FSM, будет большим;
поэтому справедлива асимптотическая формула [32]

где у = рг —рг, и t|;FSM (r) приобретает вид

^fsm (Г) = gtpr ^ i +1_ V4VVj ы ехр |_^ ]П р (г _ г)j.
Так как г >> Zoc/pv и

то вкладом в волновую функцию г|эр8м слагаемого, содержащего

матрицу у*, можно пренебречь. В результате находим

^fsm = eiPr J! +^ V4VVj_) u exp [— /^ In p (r
- г)]. (1.7-53)

С другой стороны, функция Хо(/*). входящая в эикональное

приближение, в случае потенциала Кулона определяется
формулой

Хо С) = —~ In (г — г) + const.

Таким образом, с точностью до постоянного фазового множителя

QE(/-)==l|)FSM(r).

Отметим, что приближение FSM справедливо при любых
значениях г, в то время как эикональное приближение (Е) справед-.
ливо при |г|<2, но в этой области функцию ФЕ (г) можно

вычислить более точно, чем функцию i|)FSM(r). Подчеркнем также,
что приближение FSM относится только к кулоновскому полю,
з то время как эикональное приближение годится для любого

потенциала.



ГЛАВА 2

КВАНТОВАНИЕ ПОЛЕЙ

§ 2.1. Квантовая механика фотона

2.1.1. Уравнения Максвелла в форме Майорана. Перейдем
теперь к изучению квантовомеханических свойств фотона. В основе

описания свойств фотона должны, естественно, лежать уравнения
Максвелла для пустоты. Поэтому эти уравнения играют для

фотона такую же роль, как уравнение Дирака для свободного

электрона, тем более, что уравнение Дирака можно рассматривать
не только как уравнение движения отдельного электрона, но и

как волновое уравнение, описывающее определенное поле, а именно

электронно-позитрониое поле.

Первый аспект—одночастичный — казалось бы, отсутствует
в уравнениях Максвелла. В действительности, однако, это не так.

Дело в том, что как уравнения Максвелла, так и уравнение Дирака

(для свободной частицы) представляют собой дифференциальные
уравнения первого порядка, и уравнениям Максвелла может быть

придана форма уравнения Дирака для безмассовой частицы.

Введем с этой целью вместо векторов электрического (£) и

магнитного (Н) полей векторы

1 =Е+Ш, ц = Е-Щ.

Тогда уравнения Максвелла

примут вид

w=-rot£,

ж=-гоШ,

*gjr = spi,

i -щ=
~ sprj.

div#=0,

div£ = 0

j»S=0,

P4 = 0,
(2.1.1)

где s — вектор-матрица с компонентами

/О 0 0\ / О О А /0 — I 0\
Sl= 0 0-1, s2= 000, s3=/ 00, • (2.1.2)

\о t о/ \—с о о/ \о о о/
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или

(Si)*/ == — ieiki. (2.1.3)

Уравнения (2.1.1) аналогичны уравнениям Вейля (1.2.13) для

нейтрино. Впервые в такой форме уравнения Максвелла были

представлены Майорана *) [1]. Вместо спиноров |, г\ в них входят

векторы |, т), а роль спиновых матриц (Г/2 играют матрицы s.

Поэтому естественно интерпретировать s как оператор спина

фотона. Действительно, при бесконечно малом преобразовании
Лоренца £ и т] испытывают преобразование

5-»- S' = (/ + ибв - s8v) g, tj _*. ч' = (/ + «бе + s8o) tj,

где 68 и 6® — бесконечно малые угол поворота и скорость движения
одной системы отсчета по отношению к другой. Эти формулы
аналогичны формулам преобразования биспинора ( )

/+i|-ao -|-ef»)g. т|-*т]' = (/ + *|ее + £6e)V
Отметим также, что при пространственном отражении \ и г)

переходят друг в друга как в одном, так и в другом случае.
Операторы s^, как легко видеть, удовлетворяют перестановочным

соотношениям квантовомеханического момента

Из (2.1.2) следует, что

/2 о О'

sa = sf + sl+s|= 0 2 О

\0 0 2

Вспоминая, что s2 = s(s+ 1) /, отсюда можно заключить, что спин

фотона равен s = 1.
2.1.2,, Волновая функция фотона. Объединив | и tj в единый

бивектор

*-«)■
мы будем считать Ф волновой функцией фотона.

В случае плоских волн \ =%keihx—ш, r\ = r\^sikx
—

iai, oe = |ftj,
уравнения (2.1.1) приобретают вид

(*s) л* = — <«>%, йт]й = 0. ^•1-*'

Эти уравнения показывают, что |й описывает фотон е проекцией
спина на импульс, т. е. со спиралыюстью -\-1, а э]й

— фотон со

спиральностью —1. Состояние со спиральностыо нуль у фотона

*) Неопубликованная рукопись Майорана, написанная между 1928 и 1932
годами, находится в «Доме Галилея» в Пизе.
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отсутствует. Можно показать, что спиральность всякой
безмассовой частицы может принимать только два значения ±s, где

s — спин частицы (фактически это есть определение спина

безмассовой частицы).

Волновую функцию Ф можно пронормировать согласно условию

$d3&jOj2 = l. Однако величину |Ф|2 нельзя интерпретировать
как плотность вероятности нахождения фотона в данной точке

пространства. Это связано с тем, что плотность вероятности должна
вести себя при преобразованиях Лоренца как временная
составляющая 4-вектора, дивергенция которого равна нулю. Между тем

из векторов электромагнитного поля нельзя составить билинейной

комбинации, образующей 4-вектор, дивергенция которого разнялась
бы нулю. (Величины плотности энергии w = V2 (£2 + Нг) и

плотности импульса поля S = [/?//], удовлетворяющие уравнению
непрерывности, не образуют 4-вектора!)

Векторы | и к|, образующие волновую функцию фотона Ф =

= ( )» мы будем теперь считать произвольными комплексными

векторами, не связанными между собой, и положим

где пары (£|, //|) и (Ец, Нл) удовлетворяют уравнениям Максвелла.

Определим далее комплексные поля е и Эъ:

V* (! + *!) = £, Va(g-4) = af.
или

Ш = V. [£| + Еп + i (Иь
- #„)], X = V. [//| +Щ -1 (Ег - £„)].

Поля Ш и 3€ удовлетворяют, очевидно, уравнениям Максвелла

^ = rot», div£ = 0.

Объединив Ш и 3€ в тензор поля sF^ = — sFV[i, aF;A = Bikl3%rit
eF",-4 = — ко*, можно переписать уравнения Максвелла в виде

Тензор aF^ можно связать с комплексным 4-вектором потенциала:

"^ -

av a*v
•

Если наложить на &£^ условие Лоренца
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то 4-вектор сг^р. будет удовлетворять волновому уравнению

П^ц= 0. (2.1.6)
4-вектор е^ можно, очевидно, подвергнуть градиентному

преобразованию

не изменяя тензора поля sF^, если

□Л = 0.

2.1.3. Плоские волны. Рассмотрим решение волнового
уравнения (2.1.6) в виде плоской волны

где 0ц
— 4-вектор поляризации фотона, удовлетворяющий условиям

ek = 0, **е—1, (2-1.8)

и V — объем, занимаемый полем; 4-вектор е^ может быть
представлен в виде

е„ = (е + Ск, /Ссо), (2.1.9)

где С — произвольная постоянная, наличие которой выражает
свойство калибровочной инвариантности электромагнитного поля.

Соответствующие 4-потенциалу (2.1.7) поля в и 3€ имеют вид

Нормировка 4-потенциала соответствует тому, что в объеме V

содержится один фотон с энергией со. Действительно, энергия
поля определяется формулой

# = ! § <1*х(Е1 + щ+еъ + щ)= § d»*(!»|» + iaf|»),

но, как легко видеть, Я = со. (Мы пользуемся здесь системой

здиниц Хевисайда.)
Рассмотрим теперь суперпозицию плоских волн

*/* = 0 (2.1.11)

(мы пользуемся калибровкой, где а^0 = 0.) Тогда поля 8 и S'S

будут выражаться формулами

ш=7ът S ^^л**—"-. (алла)

Я? = -7=1= ^ d3A: [^У е<** - <•'. (2.1.13)К 2(2л)« J ^<a v '
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а энергия поля будет равна
Я = $ d*x (\ Ш I2 + I & И = \ d*k (ftfk) «в-

Эта формула показывает, что вектор/ft можно интерпретировать
как волновую функцию фотона в импульсном пространстве.
Наложив на /* условие нормировки

$d3£/i?/*=l, (2.1.14)

можно сказать, что |/А|2еР& есть вероятность того, что фотон
обладает импульсом, лежащим в интервале d3k.

§ 2.2. Момент импульса фотона

2.2.1. Оператор момента. Установим вид оператора момента

фотона в состоянии, описываемом волновой функцией /(ft) =/*.
Определим с этой целью изменение волновой функции фотона
в точке ft при бесконечно малом повороте на угол 66, Ьк = —[66ft].
Так как /(ft) представляет собой вектор, то при бесконечно малом

вращении ft-пространства на угол бв волновые функции /(ft)
преобразуются согласно закону

/(ft)-^/(ft + 8ft)=/(ft)-[6»/(ft)]. (2.2.1)

Отсюда следует, что изменение волновой функции в точке ft равно

«/(ft) =/ (*) -/(*) = - (6ft V*)/(ft) - [66/(ft)].
Подставляя сюда значение 6ft и вспоминая определение (2.1.3).
оператора s, перепишем б/(ft) в виде

б/(ft) = _№ (— / [ftV*] + s)/(ft).

Входящее сюда выражение в круглых скобках (отличающееся
множителем — i от оператора бесконечно малого поворота) и

представляет собой оператор момента импульса фотона /:

J=_j[ftVft] + s. (2.2.2)

Мы видим, что оператор момента импульса фотона состоит иэ

двух слагаемых. Первое слагаемое совпадает с обычным квантово-

механическим оператором орбитального момента импульса в

импульсном представлении

L = —f[ftyft].

Второе слагаемое представляет собой оператор спинового момента

(см. (2.1.3)).
Однако разделение момента фотона на орбитальную и спиновую

части имеет ограниченный физический смысл. Во-первых, к фотону
неприменимо обычное определение спина как момента покоящейся
частицы, ибо масса покоя фотона равна нулю. Во-вторых,
состояния с определенными значениями орбитального и спинового
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моментов, как мы увидим ниже, не удовлетворяют в общем случае

условию поперечности. Поэтому физический смысл имеют только

определенные суперпозиции таких состояний. Тем не менее с

формальной стороны представление момента в виде суммы двух
слагаемых весьма полезно. Оно позволяет построить волновые функции
состояний фотона с определенным значением момента из более

простых собственных функций орбитального момента и спина.

Векторный индекс а волновой функции фотона fa(k) можно

рассматривать как независимую переменную, принимающую три
значения, ес=1, 2, 3. Соответственно этому мы введем

обозначение fa{k) = f(k, а,). Функция f(k, а.) представляет собой скаляр
в обобщенном пространстве импульсов и спина, объединяющем
переменные klt kz, ks, а. Различные проекции вектора fh теперь
являются значениями скаляра f{k, а) в различных точках
спинового подпространства. Оператор L действует только на

переменные ft, а оператор s, согласно его определению (2.1.3), — только

на переменную а. Поэтому операторы L и s коммутируют.
Рассмотрим прежде всего оператор L. Проекции его

удовлетворяют перестановочным соотношениям

L;Lft — LfcLi = lsikiLi.

Так как квадрат оператора L коммутирует с его проекциями, то

одновременно можно диагонализовать L2 и одну из проекций L,
например, L3. Собственные значения этих операторов равны
соответственно /(/ + 1) и т, где / — целое положительное число,

т = —I, —1-\-1, ...,
I-

Собственная функция операторов La и L3, соответствующая их

собственным значениям /(/ + !) и т, представляет собой шаровую
функцию Ylm (v), где v = kfk, h2Ylm (v) = / (/ +1) Ylm (v), L3Ylm (v) =
= mY(m (v).

Рассмотрим теперь оператор спина фотона и его собственные

функции. Обозначим через %Su(a) собственную функцию
операторов s2 и s3. Аргументом функции %^ (а.) =^ (а) является спиновая

переменная а. Поэтому эту функцию можно представить также

в виде вектора Хц:

Функции Хц(а) удовлетворяют уравнениям

saXn (а) = 2)Сц (а). Ш». («) = ИХц («)-

Используя явный вид (2.1.2.) матриц sf, получим отсюда
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Эти функции ортогональны друг к другу, так как они являются

собственными функциями эрмитовского оператора s3, и

нормированы согласно условию

a

или в векторной форме
ХиХи' =Ощщ'-

Ортонормированные векторы Хц. могут быть использованы для
того, чтобы разлагать по ним произвольный вектор /:

i

/= 2 ftb- (2.2.4)
ц = -1

Величины />* называются контравариантными составляющими

вектора /. Используя (2.2.3), легко установить связь />* с

декартовыми составляющими fx, fy, fz вектора f.

f° = h, f± = + (fx + ify). (2.2.5)

Наряду с контравариантными можно ввести также ковариант-
ные составляющие вектора /, определяемые как

/ц = (-1)^. (2.2.6)

Используя это определение, можно представить скалярное
произведение двух векторов / и g в виде

2.2.2. Собственные функции оператора момента фотона.
Согласно (2.2.2), момент импульса фотона J складывается из

коммутирующих между собой орбитального и спинового моментов.

Так как эти моменты удовлетворяют одинаковым перестановочным
соотношениям, то таким же соотношениям удовлетворяет, очевидно,
и полный момент

Отсюда следует, что собственные значения операторов J2 и J3
равны соответственно /(/ + 1) и М, где 2/+1—целое
положительное число, М = — /, — / + 1 /. В случае фотона число /
должно быть целым, так как / — целое число и s=l.

Оператор момента импульса фотона коммутирует с оператором
его энергии. Поэтому возможны состояния фотона с определенными

значениями w, J8, J3 (им соответствуют квантовые числа со, /, М).
Найдем собственные функции операторов J2 и J3. Мы будем

обозначать их через Yjm (у) и называть векторными шаровыми

функциями или шаровыми векторами. Как и выше, мы можем
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ввести спиновые переменные а и пользоваться обозначением
(Угм (v))a = YiM(y, «)• Эти функции удовлетворяют уравнениям

J*YJM{v, a) = /(/ + l) YJM(v, a), J3F/yM(v, ct) = МК,Л (v, а).
Так как спин фотона равен единице, то, согласно правилу

сложения моментов, полный момент фотона может принимать
данное значение / при следующих значениях орбитального момента:

/=*/, /=Ы, }Ф0; / = 1, / = 0.

Таким образом, в общем случае существуют три различные
функции Y/м, соответствующие трем орбитальным состояниям.

Мы будем обозначать их через YjtM. Чтобы определить YJlM,
следует воспользоваться общей формулой, связывающей волновую

функцию системы ij)/m с волновыми функциями ф/.т, и ■vjj/jm,
составляющих ее подсистем. В интересующем нас случае
складываются орбитальный и спиновый моменты фотона, т. е. /i==/,
/2 — 1, т-у — т, т2 = \х, и волновые функции Y,lM должны иметь

вид суперпозиций произведений орбитальных Ytm (v) и спиновых

Хц(сс) волновых функций фотона:

Уцм (v, а) = _£ C\^Ylm (v) Хц(а), m+ |i = М. (2.2.7)
т. \х

Эту формулу можно переписать также в векторной форме:

У„м(т) = Ес'&*гш(*),Ь (m + ii^M). (2.2.8)

Сравнение ее с (2.2.4) показывает, что контравариантные

составляющие шарового вектора Уцт (v) имеют вид

(Уим (v))^ = Ci%lVL Ytm (v). (2.2.9)

Крвариантные и декартовые составляющие определяются отсюда
по формулам (2.2-5) и (2.2.6).

Шаровые векторы У}ш (v) образуют ортогональную систему

функций, так как различие в каком-либо из индексов означает

принадлежность функции к различным собственным значениям

самосопряженных операторов Ja, J3 или L2,

\ VfiM (v) Yrt-м- (v) do = 6,т8„.б мм,. (2.2.10)

Заметим, что (К/шМ)" не совпадает с (Y,im(v)T*'-

(Пм (v)F = (-1Г (Уцм (v))"^* - (Куш (v))S- (2.2.11)

Отсюда следует, что

Пм (v) = У),. _ж (v) (—iy+w"i. (2:2.12)

2.2.3. Продольный и поперечные шаровые векторы. Мы

нашли систему собственных функций операторов квадрата момента

фотона Ja и его проекции J3. Состояние фотона с определенными
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значениями / и М описывается волновой функцией, являющейся
в общем случае линейной комбинацией трех шаровых векторов!

Однако коэффициенты этой линейной комбинации не независимы,
так как волновая функция фотона должна удовлетворять
условию поперечности (2.1.11) kf}M (£) = 0. Поэтому имеется не три,
а два различных состояния фотона с заданными квантовыми

числами /' и М.
Чтобы условие поперечности выполнялось автоматически,

удобно пользоваться не шаровыми векторами Yjim(v), а

некоторыми их тремя линейными комбинациями y)^(v), Я. = —1, 0, 1,
две из которых (Л = 0, 1) перпендикулярны k, а третья (Л = — 1)
направлена вдоль k. Эти комбинации называются поперечными
и продольными шаровыми векторами. Для нахождения их

воспользуемся разложением vYjM (v) на шаровые векторы*)

vYjM(v) = Y^hT Yl-f^M<v>- Y-ЩТТ Yf-/"- м(v). (2.2.13)

Эта формула показывает, что мы можем определить продольный
шаровой вектор Т[м] (v) как

Y)H?(y) = vYiM{y). (2.2.14)

Используя далее разложение (2.2.13) и значения

коэффициентов Cimifx, легко убедиться, что

v Yf/M (v) = S СтмУ»У)т (v) = 0,
'

m = М - ц. (2.2.14')
m,ix

Поэтому Yjjm(v) представляет собой поперечный шаровой
вектор, который мы будем обозначать через

Y\%{v)=Y)jM(v). (2.2.15)

Наконец, второй поперечный шаровой вектор ¥)'м{у) мы

определим как

y}fo(v) = i[yjiKv), v]. (2-2.16)

Используя (2.2.13) и (2.2.10), можно выразить Y'/м (v) через
шаровые векторы Yjim (v):

Yfit (v)=У-у+г Yj-j+i:m (v)+У iiTi'Yt-j-1-M(v)- (2-2-17)

*) См., например, [2].
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Из (2.2.13) и (2.2.17) следует,. что

Yj. j-x. м (v) = .,' (V7+T Г№ (v) + VI Ш' (v)),
К ,+

(2.2.18)
10. /+i. м (v) =у== (V7 Пм (v) - VTFT У}Й' (v)).

Шаровые векторы У/м (v) и Y'"—m (v) можно выразить через
производные от шаровой функции YjM (v). Для этого следует

воспользоваться формулой дифференцирования шаровых функций:

=(/7/7+Тк, ^) + 0+l)V]Yj,J-1,M(v)).

Сравнивая эту формулу с (2.2.17), мы видим, что

У}й (v) = у==ц V>Yjm(*). (2.2.19)

и, согласно (2.2.16),

Y}% (v) = —-L*J
jMK

= ЬК/Л1 (v), (2.2.20)

где L =—i [ftV* — оператор орбитального момента фотона.
Легко видеть, что шаровые векторы удовлетворяют

условиям ортонормированности

$ Y%* (v) Yffi. (v) do = би-б/гбмм'.

2.2.4. Четность состояний фотона. Образовав линейную
комбинацию шаровых векторов Y\% (v) и F}Kr (v) с произвольными
коэффициентами а0 и аг (зависящими от к и t), мы получим
общее выражение для волновой функции фотона f}M (k) с

заданными значениями / и М:

.f/MW^aoYWM+^YVbfr), v = £. (2.2.21)

Входящие сюда слагаемые по-разному преобразуются при замене

й на — k:

Y% ( - v) = ( - iy+*y)ft (v). (2.2.22)

Поэтому можно различать состояния фотона с заданными / и М

по их четности. Четностью называются собственные значения

к]Р оператора отражения Р, который в случае векторного поля

определяется как

Pf(ft) =—/{-&). (2.2.23)

Так как Ра = 1, то т]р
= ::Ы-

Из (2.2.22) и (2.2.23) следует, что при данных /• и М

возможны два состояния фотона, отличающиеся четностью т]р:

Чр = (— 1У+1+А. ' (2.2.24)
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Мы будем обозначать волновые функции этих состояний через
f/Mk(b, t):

fjMx(k, t) = aY%{v)y Я = 0, 1- (2.2.25)

При Я=1 говорят о состояниях фотона электрического типа, а

при Я, = 0—о состояниях фотона магнитного типа. (Эти названия

связаны с тем, что излучение фотона с Я =■= 1 определяется

электрическим моментом системы, а фотона с Я = 0— магнитным

моментом.)
Если одновременно с моментом и четностью фотон обладает

определенной энергией со, то его волновая функция имеет вид

/Wm(*. 0 = ^1--^^^)^^^. (2.2.26)

(Нормировка этой функции соответствует нахождению одного

фотона в сфере радиуса R.)
Если / = 0, то по правилу сложения моментов имеется только

один шаровой вектор y0io(v), совпадающий с продольным

шаровым вектором Коо" (v) = vK00(v). Отсюда следует, что

поперечных шаровых векторов при / = 0 не существует. Этот результат
имеет простой смысл. Состояние с моментом нуль представляет
собой сферически-симметричное состояние, но

сферически-симметричное векторное поле может быть только продольным.
Таким образом, фотон не может находиться в состоянии с

моментом, равным нулю.
2.2.5. Сферические электромагнитные волны. Зная волновую

функцию фотона /оаужл (&> 0' легко определить

электромагнитное поле Ш^]м (/-, t), 3€(w]m (r, t), соответствующее состоянию

фотона с определенными энергией, моментом и четностью:

«&, (г, t)=iy^(£Г I y$ <v>eikr d° е~ш<>

(мы учли (2.2.16)).
Для вычисления входящих сюда интегралов воспользуемся

известным разложением плоской волны по шаровым функциям

g, (kr) = (2п)ш'ЧЧ,+ч, (kr)lVkr

(Ji+i/, — функция Бесселя). Учитывая определение векторных
шаровых функций, получим отсюда

I У,ш(х) **" d°* = Si (И Улм (f)
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и, следовательно,

J YTh{\)e*'dok = gj{kr) Y%(rr),
| YYk{^)e^dok = Y^TT^(kr) V/./+1,M(~) +

+ yr0T8j-i(kr)Y/,/-1,M^-).
Подставляя эти формулы в выражения для полей Ш^м, &&ш/м,
получим

ШЩм (Л t) = i Уg(■&)"' [У-Щ&й+г (кг) FA/+1, м (f) +

+ У-$Т&-1(Ьг) У,.нг.м(~)Уш.
3€«)м (г, t) = - |/~^ (^У° g, (kr) Y„M ( r- ) r"<*, (2.2.28)

«ai« <r. о - / /g (£)'" & (ad k„„ (f) *--*,
(2й 29)

Xg>+1 (Аг) У>.у+1. ж (у) + yippr Sf-i (kr) YU-i- м (т) *"""•

*

Заметим, что формулы (2.2.28) переходят в формулы (2.2.29)
при замене Ш->—i3€, 3€->-[Ш, что соответствует
инвариантности уравнений Максвелла относительно преобразования //-»-£,
Е->—Я.

Ввиду поперечности шарового вектора У]% s Yi}M, магнитное

поле в состояниях электрического типа и электрическое поле

в состояниях магнитного типа поперечны, т. е. r3€'^jM (r, t) =
= r&n'jM (r, t) — 0. Электрическое же поле в состояниях

электрического типа и магнитное поле в состояниях магнитного типа

не поперечны.
Отметим, что в волновой зоне поля определяются

следующими асимптотическими формулами:

*2МГ, Q —tffifcf (Г, t)=i^y\
а* (*'-«-*) п/2)

х

хУ)м[Гг)е-1а". (2.2.30)
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Приведем также выражения для потенциалов,

соответствующих ПОЛЯМ Ш$м И е/€$м'-

Ф'£}м (г, t) = 0,

4- ]/"^r&-. (fa-) ^./-i.^(f) + Cf^^©«(Аг) У««л,(3 -

ФЙЫ (Л 0 = Tn ]/"|-^ (*r>y^ (т) *"""

(С—произвольная постоянная и k — ю).
Различным выбором постоянной С можно придать

выражениям (2.2.32) различный вид. Так, при С —О ■ffia'/M отличается

только множителем 1/г'со от %а}м [3]. При С =У (/+ 1)//
выражение для ^щ/м становится одночленным и содержит лишь

функцию gy+1 (&r), что дает преимущества в ряде приложений (см.
§ 4.1):

*2}м (Л 0 = -L ]/~| |/"EIg,+1 (*r) Y,./+i. м (у) е*«,

ОДЫ'. 0-ivT>/"^«/(ftr)^(f)<H-. (2-2-33>

§ 2.3. Квантование электромагнитного поля

2.3.1. Операторы испускания и поглощения фотона. Мы
построили, исходя из уравнений Максвелла, волновую функцию
фотона в импульсном пространстве и изучили квантовые
состояния фотона. Однако для общей формулировки теории
электромагнитного поля и изучения различных процессов его

взаимодействия с электронами удобнее пользоваться другим методом —

методом вторичного квантования [4]. Этот метод заключается

в том, что 4-потенциал А^(х) и соответственно поля Е(х) и ff(x)
рассматриваются не как обычные величины (с-числа), а как

операторы (<7-числа), подчиняющиеся определенным перестановочным
соотношениям.

Эти операторы действуют на .вектор состояния Ф,
описывающий состояние электромагнитного поля как некоторой
обобщенной квантовомеханической системы. Вектор состояния Ф

определяется в пространстве чисел частиц (фотонов) и не зави-
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сит от координат, функциями которых являются только

операторы поля. Можно определить Ф так, чтобы он не зависел и от

времени. Тогда А^ (х) (а также Ей Н) представляют собой

операторы полей в гейзенберговском представлении.
Если представить А^, (х) (а также Е и Н) в виде

суперпозиции волн, каждая из которых удовлетворяет уравнениям
Максвелла, то операторные, т. е. квантовые, свойства должны нести

амплитуды этих волн.

Будем исходить из разложения А^(х) на плоские волны

Ад (*) =уу 2"тЬ"№ (С*^'*Л + <*л<г<*л), (2.3.1)

тогда q -числами будут амплитуды ck\ и с£*.. Условия
коммутации, накладываемые на амплитуды суперпонируемых волн,
должны приводить к правильной корпускулярной картине
электромагнитного поля. Это значит, что энергия, импульс и проекция
момента импульса электромагнитного поля должны быть равны
сумме энергий, импульсов и проекций моментов импульса

отдельных частиц, квантов электромагнитного поля — фотонов. Мы
покажем, что эти условия будут выполнены, если амплитуды

ел,*, и с£а удовлетворяют перестановочным соотношениям:

[С*я, С£'Я'] = Ькк'&Ы.', ,п о л-)

[с*я, Cfc.v]«[ck, cfrv]=-0, Л, Я'= 1, 2, 3, 4,

где [А, В] = АВ — ВА и в соответствии с вещественностью А (х)

и равенством А0 (х)
—

. Л4 (х) предполагается, что операторы

Си/ и Cft,(/ = 1, 2, 3), а также операторы сА0 = —icM и с£о ==

= — itki эрмитово-сопряжены.
Из этих соотношений, представляющих собой условия

квантования электромагнитного поля, вытекает прежде всего, что

собственными значениями NkJ операторов c£/cfty являются целые

положительные числа и нуль. Далее из них легко найти

матричные элементы су и cif:

(Nn+l | ck | Nkk) = Vlu+1.

Используя эти формулы, легко убедиться, что

СлцФл^ = VWx®NkX-i, <&Ф*tt
= VNkk+1 <D*u+i, (2.3.4)

где Фыкх~собственная функция оператора с&С/ю,.

Формулы (2.3.3) и (2.3.4) относятся к Я = 1, 2, 3. При А, = 4

первое из квантовых условий (2.3.2) можно переписать в виде

[с£о, cfto3=l, где ск0=
— 1с1г4 и C/to — оператор, эрмитово-сопря-

женный по отношению к сА0. Из этого условия следует, что
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собственными значениями оператора ckocio являются целые

положительные числа, включая нуль, а отличные от нуля

матричные элементы операторов cft0 и с£о равны

<#**+ 1 | си I NM) = VNki+l, (Ыы- 1 |ctoI Nkt) = VlV74.

Обратим внимание на то, что при переходе от Я = 1, 2, 3 к

Я = 4 меняется роль операторов с^, и с%\: сА0 ведет себя не как

Cj,- (|=1, 2, 3), а как с|/, и cto —как сА>.
Перейдем к нахождению возможных значений энергии и

импульса электромагнитного поля. Определим операторы,
соответствующие этим величинам. В классической электродинамике,
используя разложение потенциалов на плоские волны, можно

выразить энергию Н и импульс Р поля через амплитуды сш с%\\

Н =
-J ^ ffl (С<АС& + с£яС*я).

Р =
2" 2 k (с*яС/а + c&Cftx).

Представляется естественным считать эти выражения, в которых
Я принимает все четыре значения, определениями операторов
энергии Н и импульса Р в квантовой электродинамике, понимая
под cftx, с£я не с-числа, а операторы, подчиняющиеся
перестановочным соотношениям (2.3.2).

Введя в определение операторов энергии и импульса
электромагнитного поля амплитуды cfe3 и cfe4, соответствующие
продольным и скалярным колебаниям, мы должны потребовать, чтобы
эти колебания не вносили вклада в возможные значения энергии
и импульса поля. В классической электродинамике это достигается

дополнительным условием, накладываемым на потенциалы, в

квантовой же электродинамике такое условие несовместимо с

независимостью операторов ck3 и cfe4.

Дополнительное условие для квантованного поля можно

сформулировать в виде условия, накладываемого не на операторы скз
и сй4, а на векторы состояний электромагнитного поля Ф [5].
Именно, мы будем предполагать допустимыми только такие

векторы состояний Ф, в применении к которым часть оператора

■g— Ац (х), содержащая положительные частоты (члены типа eikx),

дает нуль. Обозначая эту часть оператора ^-Ац(х) через U—Ац (х)\ ,

запишем дополнительное условие в виде

(4л<*>)+ф=°' <2-з-5>

или

2 УЪ (сАЗ + icM) eikx<S> = О,
к
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откуда следует, что функция Ф при всех k должна

удовлетворять условиям

(си + /см)Ф = 0, (2.3.6)

а следовательно, и условиям Ф* (с£3 + iс!*) = 0. Иными словами,

функция Ф наряду с условием (2.3.5) удовлетворяет условию

ф*(4л(х))-=0' (2-3-7)

где (д— Ам (*))_ — часть оператора g—A^ (я), содержащая

отрицательные частоты (члены типа e~ikx).
Умножив скалярно дополнительное условие (2.3.5) слева на

Ф*, а сопряженное условие (2.3.7) справа на Ф, получим,
сложив эти выражения,

(Ф, J-A^O)-(;4A,(*)) = 0,

где (L) =(Ф, ЬФ) обозначает среднее значение оператора L
в состоянии Ф.

Мы видим, что в квантовой электродинамике обращается
в нуль не д— Ап(х), чего нельзя требовать, а среднее значение

оператора ^— А„ (х) в состоянии Ф.

Из сформулированных условий следует, что

(Ф, (cJacM + с£4с*4) Ф) = <4зсй8> + <с£4см> = 0.

Именно благодаря этому соотношению исчезают средние
значения тех частей операторов энергии и импульса, которые
связаны с продольными и скалярными колебаниями, и мы можем

рассматривать только поперечные колебания. Замечая, что с^с^ =
= c*a£u +1, и обозначая через Nk\ собственные значения

оператора сддСйя» найдем возможные значения энергии и импульса
электромагнитного поля:

Ь; Х=1, а к; А,= 1, 2

Мы видим, что если отвлечься от несущественных бесконечных

сумм у 2 ffl и
"2" ^j *' то ЭнеРгия и импульс поля дей-

ствительно выражаются в виде суммы энергий и импульсов
отдельных частиц — фотонов, причем целое число Nk% представляет
собой число фотонов с импульсом k и поляризацией К (Я = 1,2).

Энергия поля имеет наименьшее значение, когда числа

фотонов равны нулю. Это наинизшее энергетическое состояние поля

называется состоянием вакуума электромагнитного ноля.
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Пусть электромагнитное поле содержит Nk^ фотонов с

импульсом k и поляризацией Я. Если ФЛ^Х—вектор состояния поля,

то, согласно (2.3.4), действие ctx сводится к увеличению числа

фотонов Nkx на единицу, а действие ckx — к уменьшению этого

числа на единицу. Поэтому можно сказать, что ctx представляет
собой оператор испускания фотона с импульсом k и

поляризацией Я (Я = 1, 2, 3), a ctx — оператор поглощения такого же

фотона. При Я = 4 роли с'**, и ctx меняются: с/,0 представляет
собой оператор испускания, а с£0 — оператор поглощения

«скалярного фотона».
Можно изменить интерпретацию операторов с*с =

— £с*4 и

с£ц = — itki. и рассматривать ск0 как оператор поглощения, а с£0 —

как оператор испускания скалярного фотона, если при описании

скалярных колебаний исходить не из обычного, а из обобщенного

определения скалярного произведения векторов состояний,
допускающего как положительную, так и отрицательную норму [6,7].

Будем по-прежнему исходить из условий квантования

[ск/, c"fc/]=l, /=1, 2, 3, [cfe0, c£o] = — 1,

где с*0 = —icfe4, eta — — icti и с^х — оператор, эрмитово-сопряжен-
ный с оператором ckx в обобщенном смысле. Однако в отличие

от предыдущего, будем теперь считать все операторы cftX

операторами поглощения и все операторы ctx — операторами испускания

фотонов. Это значит, что мы предполагаем справедливыми
соотношения С/аФ0 = 0, Я = 1, 2, 3, 0, где Ф„ — вектор состояния

вакуума электромагнитного поля. Этот вектор предполагается
нормированным на единицу, (Ф0, Ф0) = 1.

Если на вектор состояния вакуума подействовать оператором
ctx, то мы получим состояние поля, в котором содержится только

один фотон с импульсом k и поляризацией X:

®ikx = ctx<3>0. (2.3.9)

Легко видеть, что эти соотношения при Я = О непосредственно

приводят к индефинитной метрике для «скалярных фотонов».
Действительно, определим норму вектора состояния поля,

содержащего один скалярный фотои (Ф^0, Фщ>) = (с£0Фо, с%0Фп).
Используя определение эрмитовского сопряжения (Ь+Ф^ Ф2) = (Фь ЬФг),
перестановочные соотношения для слх» ctx и условие нормировки
Ф0, получим (с£0Ф<>, с£0Ф0) = (Фо, сйоСй0фо) = —1.

Таким образом,
(Фщ>, Фщ,) = — 1, (2.3.10)

т. е. норма вектора Ф1Ы отрицательна.
Аналогично можно представить вектор состояния поля,

содержащего Ыьх фотоноа с импульсом k и поляризацией 1, в виде
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Эти векторы удовлетворяют, как легко убедиться, условиям

нормировки

(Ф"Л. ф»*х) = 1. Я. = 1, 2, 3, (Ф^0, Ф^) = (- 1)"*».

Подействовав на Ф//й?1 операторами с**, и с**, и используя

перестановочные соотношения для с**,, с£ь получим

СаяФлдАя, = У^Ы. ФлгАЯ,-1.

с^Ф^=УЖх~+\ Ф„^, Я = 1, 2, 3,

с*«ф^0 = — У**» Ф/Ги-1,

СОоФян = УМ*>+1 Ф^«+1-

Мы видим, что ckx представляют собой операторы поглощения,
a ctx — операторы испускания фотонов. Отсюда далее следует, что

с/гоСЛОФлгАО =
— #*оФлд4о, т. е. собственные значения оператора

с£ос*о равны 0, — 1, — 2, ...

Используя разложение (2.3.1) и соотношения (2.2.11), легко

определить матричные элементы оператора А^ (х), соответствующие
поглощению и испусканию фотона с импульсом k и поляризацией Я:

,

¥ V

(2.3.12)

(во второй формуле над е^ поставлен знак комплексного сопря«.

жения, чтобы формулами можно было пользоваться не только

в случае линейной, но и в случае круговой поляризации).
2.3.2. Перестановочные соотношения для потенциалов

электромагнитного поля. Зная квантовые условия для ck% и cja, можно,
очевидно, установить перестановочные соотношения для

операторов потенциалов и компонент поля. Вычислим, например,
коммутатор потенциалов [А^ (х), Av (x')]. Воспользуемся для этого

разложением (2.3.1):

k, X; *', V

+ [c«i, c£v]e<<**-*'*'>+ [<:&, с*ч']е-'<**"*'*'»4-
+ Ых, срк>] е-с <** + *'*-)} ew^v).

Подставляя сюда (2.3.2) и пользуясь тем, что ^ е№*е&> = 8^,
х

получим

[А» (х), Av (х'}] = А- У1 {*<* <* -.v> _ е--
* t* -*->} ^'27 ^ш1 ,

' »*v°
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Переходя далее от суммирования по к к интегрированию в

й-пространстве:

получим окончательно [8, 9]

[Мх), Av(x')] = — Ю»(х-х')6^, (2.3.13)

Do (х) = -^js J ef'*r^**• (2-3.14)

Функция D0, очевидно, инвариантна относительно
преобразований Лоренца. Действительно, ее можно представить в виде

D° W = ^pi ёЬх Sgn *°б (*2) d*k> (2.3.15)

где d*k = d,kx dk2 dks dk0. Релятивистская инвариантность всех

множителей под знаком интеграла, кроме Sgn&0, очевидна. Но

Sgn k0 также релятивистский инвариант, так как благодаря
наличию в (2.3.15) б-функции выполняется условие &2 = 0, т. е. k0 =
= ±|Jfe|, а знак частоты релятивистски инвариантен. Это свойство

функции D0(x) показывает, что квантовые условия (2.3.13)
инвариантны относительно преобразований Лоренца.

Из (2.3.14) следует, что

D0 (x) = D0 (г, t) = D0 (— r, t) = — Do (г, — t). (2.3.16)

Выполнив в (2.3.14) интегрирование по углу между векторами
k и /*, получим

со

D0 (х) =~r С {e*»i^) + e-^c-O _ е^еч-о _ е-"в<^>} dco =

u

^^F{^-t)-b{r+t)}. (2.3.17)

Это выражение показывает, что функция D0(x) отлична от нуля

только на световом конусе г2 — t2 = 0 и имеет на нем б-образную
особенность.

Из интегрального представления (2.3.14) следует, что D0(x)
представляет собой сингулярное решение уравнения □ D0 (x) = О,
удовлетворяющее условиям

D{r, 0) = 0, |-D(x)|,_0 = 6(r). (2.3.18)

Используя (2.3.13), можно найти перестановочные соотношения

между компонентами потенциала и их производными по

координатам и времени. В частности, дифференцируя (2.3.13) по i' и

полагая затем t' = t, получим

[A^r, t), J-Av(r', t)] = 18^6(г-г'). (2.3.19)
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2.3.3. Хронологическое и нормальное произведения операторов
электромагнитных потенциалов. При исследовании взаимодействия
электромагнитного поля с электронами существенную роль играют
произведения операторов потенциалов, расположенных в

определенном порядке.
Различают два типа упорядоченных произведений

—хронологические и нормальные произведения. В хронологическом

произведении А^(х) и Av(x'), которое мы будем обозначать через
Т (Ац (х) Av (х')), множители располагаются в хронологическом

порядке, а именно: справа стоит множитель, отвечающий
меньшему значению времени, а слева — большему,

В нормальном произведении А^(х) и Av(x'), которое мы будем
обозначать через N (А^ (х) Av (х'))( операторы испускания фотонов

расположены слева от операторов поглощения. Иными словами,
если представить оператор А^ (х) в виде Ац (х) = А\? (x) + Д£"' С*).
где А[Г {x) содержит слагаемые с положительными, а А[Г'(*) —
слагаемые с отрицательными частотами, то

N (А,, (х) Av (*')) = А? (х) А? (х') + А? (х) A'v~' (*') +
+ А|Г' (*) A'f {x') + АГ (х') А?' (х). (2.3.21)

Легко видеть, что эти определения являются релятивистски
инвариантными.

Используя разложение потенциалов (2.3.1) на плоские волны,

можно выразить N- и Т-произведения потенциалов через

операторы испускания и поглощения, фотонов:

N(A1A(x))Av(x'))-2F 2 ra{c*c*'ve'(ta + *V,"!"
*, Я: ft'. V

+ <&Х'С**в' (»* - *'*'> + eke*.vef (ft'x' " te) +
+ ckcfo-e-< (** + fe'*'>} *и#*\ (2.3.22)

T (A(l (x) Av (x')) = 2Г 2 d^" ic^cft'^(A* + *'*-> +
ft, Я; 4', X'

+ CfticJ.x'C (*« ~ ft'*'» + c^cfc,ve- ' (ft* - ft'*') +

+ сШ'Х>е-11кх+к,х'ЦеЫер\ t>t\ (2.3.23)

Рассмотрим разность между хронологическим и нормальным
произведениями операторов потенциалов. Эта разность называется
связью операторов и обозначается через А* (х) А£ (х') (вместо а

может применяться также любая другая буква латинского

алфавита):

А£(х) А? (*') = Т (Ай (х) Av (х')) - N (А^ (х) кч (х')). (2.3.24)
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Из (2.3.22), (2.3.23) и (2.3.2) следует, что А£А° не содержит

операторов испускания и поглощения фотонов, т. е. является с-числом:

а£(*)а;(*')=2г2от ,ik (г — г') — to) t — /' lg
HV

Переходя от суммы к интегралу, получим отсюда

А£(*) А?(*') = Д.(*-*')«!«,
Г) / v\ —

* Г е£ <*' — ш '' I) ~ m = I Ъ I

(2.3.25)

(2.3.26)

Легко видеть, что связь операторов Ац (х) и Av (х') равна
среднему значению Г-произведения этих операторов в состоянии

вакуума:

<Т (А^ (х) Av (*'))>о = Ц, (* - *')V (2.3.27)

Сравнение этой формулы с (2.3.24) показывает, что среднее

значение в состоянии вакуума N-произведения операторов

потенциалов равно нулю:

<^V(A^(x)Av(x'))>o = 0.

Определим еще компоненту Фурье Dc(k) функции Dc(x):

Dc(x)=-^^Dc{k)e**d*k, (2.3.28)

где (Pk = dkx dk2 dk3 dk0 (все четыре составляющие вектора k

являются независимыми). Воспользуемся для этого соотношением

0—to\ -(Ы

№ dk0, (2.3.29)

где k2 — k? — к1==(йг — k~0 и интегрирование производится в

комплексной плоскости k0 вдоль контура С, изображенного на

рис. 2.1. (Справедливость этого соотношения следует из того, что

при tf>0 путь интегрирования можно замкнуть полуокружностью
бесконечного радиуса, расположенной в нижней полуплоскости.

Ко
'

-ш+10

TZT
Z^L -*-

ш-iO

Рис- 2.1. Рис. 2.2.

Тогда интеграл определится вычетом в полюсе k0 = a>. Если же

/<0, то путь интегрирования должен быть замкнут
полуокружностью в верхней полуплоскости. При этом интеграл определится
вычетом в точке k0 = — со. В обоих случаях мы получим равенство
(2.3.29).)
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Вместо того чтобы интегрировать в (2.3.29) вдоль контура С,
можно интегрировать вдоль вещественной оси k0, сместив первый
полюс в нижнюю, а второй полюс в верхнюю полуплоскость
(рис. 2.2), т. е. следует заменить знаменатель подынтегрального
выражения k% на kz — щ, где ц — бесконечно малое
положительное число.

Подставляя (2.3.29) в (2.3.26) и сравнивая с (2.3.28), найдем
компоненту Фурье Dc(k):

°<Ю = 7<!&=Щ- (2.3-30)

Так как — k2Dc (k) = i, то Dc (x) удовлетворяет уравнению

\JDc(x) = i8(x), (2.3.31)
т. е. Д. (л:) является функцией Грина волнового уравнения.

Легко выяснить общую структуру сингулярных решений
волнового уравнения. Так как компонента Фурье функции f(x),
удовлетворяющей уравнению □/(#) = — &(х), равна

то любое сингулярное решение волнового уравнения может быть
представлено в виде

.d*k

D(x). (2я)« J &a (2.3.32)

где а —постоянная и С —

контур, вдоль которого производится
интегрирование в плоскости комплексного переменного k0.

-е
с* G

Рис.-2.3.

Можно перечислить все возможные функции вида (2.3.32).
Заметим с этой целью, что подынтегральная функция в (2.3.32)
имеет только две особые точки в плоскости комплексного

переменного k0, k0 = ±a>, где co = jft|. Поэтому контур С можно

провести одним из семи способов, указанных на рис. 2.3

(отмечены точки &о = ±со).
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Если контуром является С и а = — i, то мы получим, согласно

(2.3.29) и (2.3.30), функцию Dc(x):

^МНгМ^ТГ (2-3-33>
с

Контуру С0. и а=1 соответствует функция D0(x),

D»M =f^i^F- (2-3-34)
Со

Контурам С# и Сд соответствуют функции Грина волнового

уравнения

DR <*) - <5йЛ «***
>- • ^А (х) =^ J -»* f- (2.3.35)

Действительно, применив к D% (x) и DA (x) оператор Даламбера
и совмещая контуры интегрирования с осью k0, получим

D DR, А (х) = — j±p J ek* d*k = - б (х). (2.3.36)

Разъясним различие между функциями DR (x) и DA (x). Если
£>0, то контур С# можно замкнуть полуокружностью в нижней

полуплоскости, и мы получим функцию D0(x). Если же t<z0,
то путь интегрирования можно замкнуть сверху, где у

подынтегральной функции нет полюсов, и мы получим нуль. Поэтому

*«-{*«■ ;>£
Аналогичным образом можно показать, что

d*m={-d.w, <<°: (2-з-з8)

Мы видим, что функция D% (x) обращается в нуль при
отрицательных, а функция DA (x) — при положительных значениях времени.

Из (2.3.37) и (2.3.38) следует, что решение неоднородного

волнового уравнения

□ \ {х) = - /ц (х),

обращающееся в -нуль при t = — со, может быть представлено
в виде

Ау, (х) = [DR(x- х') Ь (х') d4'. (2.3.39)

Таким образом, функция DR(x) является функцией Грина
волнового уравнения, приводящей к запаздывающим решениям.
Аналогично можно убедиться, что функция Грина Da(x) приводит
к опережающим решениям.
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§ 2.4. Корреляционные функции электромагнитного поля

2.4.1. Интерференция света. Развив квантовую механику

фотона, мы покажем теперь, как в этой теории описываются

интерференционные явления*).
Как известно, резкая интерференционная картина в

интерференционных опытах возникает только при строго определенной
разности фаз интерферирующих световых пучков. Поэтому прежде
всего нужно разъяснить, в каком соотношении находятся фаза
волны и число фотонов в ней. Введем с этой целью вместо с и

с+ новые операторы 91 и e±i<f:

c = e/4,ylR, с+ = УШе-^. (2.4.1)

Так как c+c = 9t, то 9? представляет собой оператор числа

фотонов, а величины e±llf могут быть названы фазовыми операторами.
(Заметим, что e-i,fei<f = I, а е1<ре-19ф1. Это связано с тем, что

фазовые операторы е±'ф не могут быть представлены в виде

экспонент от некоторого оператора —оператора фазы, так как такого

оператора не существует [11].)
Найдем перестановочное соотношение между фазовым

оператором е'ф и оператором числа частиц 9?. Подставив (2.4.1) в (2.3.2),
получим

[9?, е'ч,] = е'<Р,
или

[91, C] = -iS, [9?, S] = £C,

где С и S — операторы косинуса и синуса фазы, C±jS = e±'4'.
Мы видим, что операторы, соответствующие числу фотонов,

и операторы косинуса и синуса фазы, не коммутируют между

собой, поэтому неопределенности в этих величинах связаны между
собой соотношениями

Д#АС ~ AS, AWAS ~ AC.

Это значит, что электромагнитная волна не может

характеризоваться одновременно определенным числом фотонов и определенной
фазой.

Как же в таком случае может возникать резкая
интерференционная картина в интерференционных опытах? Ответ состоит

в том, что мы имеем дело в этих опытах не с одной, а с двумя
волнами, разность фаз между которыми может быть строго задана,
числа же фотонов в каждой из волн будут при этом не

определенными, хотя суммарное число фотонов в обеих волнах также

может быть строго задано.
В опыте Юнга, например, фотоны из источника о (рис.2.4)

проходят через два отверстия Рг и Р2 и, пройдя расстояния

*) Изложение этого параграфа основано на работе (10].
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&'! и S2, попадают в точку Р, где регистрируются счетЧиком

фотонов. Перемещая счетчик фотонов вдоль экрана 2, можно

наблюдать возникающие на нем интерференционные полосы. Но
чтобы возникала интерференционная картина, необходимо, чтобы

не производилось опыта, определяющего, по какому пути —У

или 2 — двигается фотон. Всякая попытка определить, по какому
из двух путей прошел фотон, уничтожит интерференционную

картину. Действительно, в

этом случае будет точно

выполняться
. равенство ДА/ = 0

и, следовательно, фаза волны

не будет строго определенной.

Регистрирующее
устройство в точке Р{г) — счетчик

фотонов — поглощает фотоны
из поля световой волны.
Если поле

характеризуется определенным вектором состояния ф;=|/), то в

идеальном случае счетчик фотонов реагирует только на электрическое
поле Е (г, t) в точке /*, а точнее, — на положительно-частотную
часть Е(+) (г, t) оператора Е, так как вероятность поглощения

фотона в точке г в момент времени t пропорциональна

a>^,Htf|E<+>(r, 010 I".
гце |/) —конечный вектор состояния поля. Полная вероятность
(отнесенная к единице времени) w получается из этого выражения
путем суммирования по /:

а>/=2>^/ = <<'|Е<->(г, 0Е<+>(г, 010. (2-4.2)

Рис. 2.4.

где Е(-)=(Е(+))* -—отрицательно-частотная часть оператора поля Е.

Эта формула справедлива в том случае, когда поле находится
в чистом состоянии, характеризуемом определенным вектором
состояния. Если же поле находится не в чистом состоянии,
а в состоянии смеси, то выражение (2.4.2) должно быть умножено
на wit где wt

— вероятность нахождения поля в состоянии | /),
и просуммировано по i. Вводя матрицу плотности поля

Р = 2 I ф<> ю* <ф' I»

мы получим в результате
o; = Sp{pE<->(/-, *)E<+>(r, О}- (2.4.3)

Этой величине пропорциональна скорость счета идеального

счетчика фотонов в точке г в момент времени t. Ее можно записать
также в виде

*-G{il(x, дс), G#(*, jO-SplpE^ 4*)£v4 (*')}, (2.4.4)
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где x= r, t, x'sssr', t'. Величина G^^x, x') носит название

корреляционной функции поля (точнее — корреляционной функции
первого порядка).

Возвращаясь к опыту Юнга, можно утверждать, что поле

Е (г, t) в точке Р будет запаздывающей линейной комбинацией
полей Е (rlt t) a E (r2, t) в отверстиях Pi и Р2. В случае малых

и одинаковых отверстий Е (г, tf)=C(E(r1( ^) + E(r2, t2)), где

tJ2 = t— s1>2 и С —константа. Поэтому скорость счета счетчика

фотонов в точке Р будет пропорциональна

w (х) = Sp {р (ЕМ Ы+ Е<-> (х,)) (Е<+> (дсО + Е<+> (г,))}
или

а/ (х) = GW (Xl, х±) + С'1» (х2, *,) + 2Re G(x> (ль, х2),

где хг ==(/-,-, tt) (у функции Gll> опущены поляризационные
индексы). Вводя фазу корреляционной функции ф

GW (хъ х2) = | G'1» (х1} х2) | е«Р<*«- *■>,

получим

By(x) = GW(*1( xO + G^U*!, xJ + 2\GW(Xt, x,)|cos«p(xi, x2).

Эта формула показывает, что интерференционная картина
обусловливается третьим

— осциллирующим — членом, т. е. фазой
корреляционной функции.

Интерференционная картина будет наиболее резкой в том

случае, когда корреляционная функция факторизуется, т. е»

имеет вид

GW(xb хг)=ё*(Х1)ё(хг),

где £(х) — некоторая комплексная функция х. В этом случая
говорят, что поля в точках х± и х2 когерентны. При этом w (x)
принимает вид

W (Х) = J S (*0 I2 +! $ ЦХг) I2 + 2 | S (*0 | | ё Ы \ COS ф (Xly *а)
и, если <§ (Xi) — S (x.z)

— &, то

оу = 2|£|2(1 +со5ф(д-1( х2)).

2.4.2. Когерентные состояния. Условие факторизации будет,
очевидно, выполняться для таких векторов состояния | ), которые
удовлетворяют уравнениям

Е'+)(г, 01 >=*С. О! >. < |Е<->(г, /) = < |**(/\ /)• (2.4.5)

Эти состояния, являющиеся собственными состояниями
положительное отрицательно-частотных частей поля, называются

когерентными состояниями, функции же S представляют собой
собственные значения когерентных состояний. Ясно, что они должны

удовлетворять классическим уравнениям Максвелла.
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Покажем теперь, как могут быть построены векторы
когерентных состояний. Будем сперва считать электромагнитное поле
свободным и воспользуемся его разложением на плоские волны

ft in о=2 2 1У^е{Х)ак^кг~ш'
где akx

— произвольные комплексные с-числа. Сравнение этого

разложения с разложением Е£' (г, t) (см. (2.3.1))

к U= J,2 '

дает

с*я| >=«*я|>, <|с&=:<|«&, Я = 1, 2. . (2.4.6)
Таким образом, ее**, представляют собой собственные значения

операторов уничтожения фотонов с**,.
Из (2.4.6) следует, что

|> = П1в**>» (2А-7>

где \a>kx) — векторы когерентных состояний для отдельных
степеней свободы поля:

Сая | а*0 = «ал I «**>> («аа, I с*\ = <а^ | а%х. (2.4.8)
Чтобы найти вектор состояния ja№), умножим (2.4.8) скалярно

на </гА*,|. Учитывая (2.3.4), получим

(п •+- 1)*'* <л + 1 | а> = а (п | а)

(индексы ft и Я, здесь опущены). Отсюда следует, что

Эти величины представляют собой, очевидно, коэффициенты
разложения вектора когерентного состояния |а) по векторам
состояний |«), соответствующих определенным значениям числа

фотонов. Поэтому

ia>=2i"><"!a>==<°ia>2(57-Jre>-
п п

Чтобы найти (0|а>, определим квадрат вектора [а):

<a|a)==|<0|a>p2~P = l<°la>l2exPlala*
п

Считая, что (а|а> = 1, получим

<01а>=ехр(-|а|2/2)„
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Итак, вектор когерентного состояния отдельного колебания

поля имеет вид
оо

л = 0

Отсюда, используя (2.4.7), можно найти вектор когерентного
состояния всего поля.

Заметим, что когерентное состояние (2.4.9) может быть

представлено также в виде

|а)=еас+-а*с |0). (2.4.10)

Действительно, воспользовавшись соотношением

ел+ в = едев ехр (_ i/2 гд, В]),

справедливым, если [[А, В], A] = f[A, В], В] = 0, получим из

(2.4.10)
еас+-а«с|0)=ея<:+е-а*сеХр(_1/2|а|аГС) С+])|0> = 6"^ ' а12вас + |0) =

оо

Ы („I)1/,
I /

Легко найти среднее число фотонов (л) в когерентном
состоянии |а>. Из (2.4.6) следует, что

<а |с+с [а) — | а |2 (а | а).

Но левая часть равенства есть, очевидно, среднее значение (п)а.
Поэтому

<«)а = |а|2. (2.4.11)

Векторы различных когерентных состояний не ортогональны

между собой. Но набор их является полным (даже сверхполным).
Действительно, из (2.4.9) и соотношения

с учетом формулы

J (a*)" (a)me-i« i2d2a = ял! дпт,

где d2a = d (Re a) d (Im а), следует, что

\\a)(a\d2cc. = u'£l\n)(nl,
n

а, так как j n) — полный набор ортонормированных векторов
состояний, то

lj|a><a|d«a = /.
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Мы показали, как строится когерентные состояний Поля,
предполагая, что поле является свободным. Но когерентные
состояния поля могут быть введены и для поля излучения при
наличии токов и зарядов. Необходимо лишь, чтобы токи и заряды

можно было рассматривать как строго заданные классические
величины. В этом случае вектор состояния поля определяется

формулой (см. (3.2.27))

| Ф> = ехр (С $ d*x M*)/nM) I 0>, (2.4.12)

где Ац —оператор поля (2.3.1). Входящая сюда экспонента равна,
очевидно,

ехр U J d*x ^у== е£> (ck^kx+ cke~lkx) fo (*)1 =

= ехр j^j^[(*<*>/(£))с«. + (е(*>/- (&))сЦ, (2.4.13)

где jn (k) — фурье-компонента. плотности тока:

/л (*) - $ dH е»*/„ (х), Ь (— k) = /* (fe).

Сравнивая (2.4.12) и (2.4.13) с (2.4.10), мы видим, что |Ф>
действительно представляет собой когерентное состояние

к, К

где

|Ф> = П|а**>.
А. Л

целчт

Найдем собственное значение положительно-частотной части'
оператора поля А{^':

А^(х)\Ф)—а^^'(х)\Ф). (2.4.14)

Из (2.4.14) и аналогичной формулы

<Ф|А|Г,(*) = <Ф|в^|Г'(*)
следует, что

<Ф | А^ (х) | Ф> = в^г' (х) + <*?£' (х) =е^ (х),

е^ (х) = <01 ехр (— i[ d*-x Av/v) Ац (х) ехр (i jj d*x Ау/У) | 0) ,

Используя формулу

еАВе-А = в+[А, В] + -^[А, fA, ВЦ+...

и соотношения (2.3.13), (2.3.37) и (2.3.38), получим Отсюда

«^ (х) =* (0 | А* (х) +1 \ d*x- [А^ (*), Av (*')] /v <*') 10) -
= $ d'!A:'D0 (* - х') fo (л') - ^ <*4*' [А? <* -*') -^л (* - х')] 7й (*')•
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Мы видим, что е^ц. (х) представляет собой разность
запаздывающих и опережающих потенциалов, создаваемых током ^(х).

2.4.3. Корреляционные функции и когерентность высших

порядков. Входящий в определение корреляционной функции G'1'

оператор р описывает статистические свойства поля как

некоторой динамической системы. Поэтому изучение корреляционной

функции позволяет, в принципе, получить информацию о

статистических свойствах поля. Однако, с этой точки зрения одной

функции <3(1) недостаточно и необходимо знание

корреляционных функций высших порядков,

"Hjjlj ... И2Л C^lt • • •
» ХПг -^ra+li • - •

> Х2п) =

= Sp [рЕ£(*0 ... Е- (хп) Е£+1 (*л+1)... Е{£, (**,)]. (2.4.15)

Только в простейшей модели статистических свойств поля —для
так называемых гауссовых полей —все корреляционные функции
высших порядков сводятся к корреляционной функции первого
порядка, в общем же случае это не так.

На величину G1-") реагирует детектор фотонов, состоящий из

п атомов, а именно, если производится регистрация п-кратных
совпадений в поглощении фотонов, то скорость счета детектора,
отнесенная к единице времени, будет пропорциональна G("> (/"1Л,...
. •

-, rjn, rntn,..., /Ух), где ги r2,...,rn — координаты
поглощающих фотоны атомов и tu t%,... ,tn — моменты поглощения

(поляризационные индексы fj,2 (j-2,... опущены).
Статистические свойства поля в конечном счете определяются

источниками поля, в которых протекают, вообще говоря,
неконтролируемые процессы. Поэтому, как правило, весьма сложный

характер имеет и статистический оператор.
Простейшими свойствами обладает идеальный источник поля,

каковым является источник с заданным распределением токов и

зарядов. В нем, по определению, нет никаких неконтролируемых
процессов и, в частности, излучение не оказывает обратной
реакции на заряды источника.

Заданный классический ток создает поле, которое, как мы

видели, находится в когерентном состоянии (мы будем называть

такое поле когерентным). Ясно, что все корреляционные
функции когерентного поля обладают свойством факторизации

п In

G^...llJx1,...,x2n)^lJSt.(xJ) П #»,(*/)> (2.4.16)"
7=1 f=n + i

где S^ Axj) — собственное значение вектора когерентного состояния

поля. Эта величина, как уже говорилось, удовлетворяет
классическим уравнениям Максвелла с заданным распределением токов.

Напомним, что факторизация корреляционной функции 1-го
порядка обеспечивает максимально возможную резкость обычной
оптической интерференционной картины, или, выражаясь более

точно, картины, регистрируемой одноатомным счетчиком фотонов.
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Практически, конечно, невозможно создать источник с

абсолютно заданным распределением токов; поэтому не существует и

строго когерентных полей. Но могут быть созданы поля, для

которых корреляционные функции нескольких первых порядков

факторизуются. Если факторизация имеет место при п ^ М и ее

нет при п > М, то говорят, что поле обладает когерентностью
М-порядка.

Отсутствие полной когерентности (при которой М = оо)
связано с тем, что источник никогда не может быть идеальным, и

поэтому он не создает поле в чистом когерентном состоянии:

практически поле всегда будет находиться в состоянии смеси.

Если бы поле находилось в когерентном состоянии |сс), то

статистический оператор имел бы, очевидно, вид

р = |а)<а|

(речь идет для простоты об одной степени свободы поля). В
случае же смеси р будет определяться формулой

p = \P(a)\a)(a\d*a, (2.4.17)

где Р (а) — некоторая функция а, называемая весовой функцией.
Поле называется гауссовым, если

Здесь (п) представляет собой, очевидно, среднее значение | а |2:

(п) = \ | а |2Р (а) d2a.

Но, согласно (2.4.10), это есть среднее значение числа фотонов
в состоянии [а). Поэтому можно сказать, что гауссовы поля

характеризуются только средними числами фотонов разных сортов.
Можно показать, что гауссово поле возникает в том случае,

когда имеется очень много источников, подобных друг другу, ио

излучающих независимо друг от друга.
Заметим, что если перейти от когерентных состояний | а) к

состояниям с определенным числом фотонов | п), то в

соответствии с (2.4.9) статистический оператор будет иметь вид

e==T+W2(TT&yrim><ml
Эта формула становится очевидной для равновесного излучения.
Действительно, в этом случае

W ==

^.са/кТ_ j

и

р = (1 _ e-h<*ikT) 2 e-«*»t*T j m) {m |,
m

ПО



где (1 — е—я<°'кТ) e-mfla>,kT представляет собой вероятность того, что

поле содержит m фотонов.
Определим теперь корреляционные функции в случае гауссова

статистического оператора.
Используя общее выражение (2.4.17) для р, можно, очевидно,

представить G^v (х, х') в ви ае

k, k', X

X аЫк-е-1 (кт ~ k'r">el^t ~ °>'t')e*me!f> JJ d?a{,
i

где Р ({ak}) — весовая функция. Для гауссовых полей

'«*»-Ц^«'(-|3?)-
$ P ({ak}) at.ak" Y[ dzat = <л**> б*-*-.

Поэтому

G^{rt, r't') =

= "2^jF l 2е^Х)<Л^>СОе_'МГ_Г')еГй>('_''М% (2'4Л8)
Л

Поступая аналогично, можно найти корреляционную функцию
второго порядка:

WiUsUaUi \xiXz, ХзХд) =

= G£Bl (*lf x3) GZu (*•. ж.) + Gli'u. (*ь *«) G»ii, (x,, *,). (2.4.19)

Мы видим, что эта функция полностью выражается через
корреляционную функцию первого порядка. Это же утверждение
справедливо и для корреляционных функций более высокого порядка:

а

GWl(i2 ... ц2п (%. . • Хп, X„+i. . . ЛГ2/г) = 2.1 11 "u/v/ Wi У/)i
/ = 1

где индексы v;- и координаты у;- при / = 1, ..., n являются

перестановками из двух наборов (ля+1, ..., цг„ и x„fl, ..., х2я

соответственно, а суммирование производится по всем л! перестановкам.
Из этих же формул следует, что для гауссовых полей

максимально возможна только когерентность первого порядка.
Действительно, если имеет место факторизация функции G'1', то условие

факторизации (2.4.16) не будет выполняться при о ^2, так как

GJT!.. в (*...«. x...x) = n\[G%(x, х)]я.
Проиллюстрируем эту ситуацию на примере волны,

распространяющейся вдоль оси г- В этом случае G(1> будет в соответствии
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с (2.4.18) определяться формулой

G< х> Ы1, jfef.) = 4^- J <«*> «e?ffiS dft„
или

оо

G(1>=-^r j<n*>«eto»dai,
о

где L — нормировочная длина, s = (Zi — z2)— (ti — t2) и <й=.|&г|.
Предположим теперь, что

<"*>{^(ю-и!)» + т.-
Тогда

G(1> Ыь */2*2) = ~ №о,°3 ~т's!.

где U — константа. Мы видим, что если.| s |<< 1/у, то приближенно
выполняется условие когерентности первого порядка.

Согласно (2.4.19) можно вычислить корреляционную функцию
второго порядка:

G^(yih, у4г, У4ъ y1t1) = (±uj(l+e-^\sl).
Присутствие здесь члена е-2v 's! показывает, что условие
когерентности второго порядка никогда не выполняется.

Как мы говорили выше, этим выражением определяется

скорость счета задержанных совпадений пар фотонов. Эксперимент
подтверждает найденную зависимость этой величины от s (опыт
Хэнбери — Брауна — Твисса) [12].

2.4.4. Поляризационная матрица плотности. Корреляционная
функция G'Jtv определяет также поляризационные свойства

электромагнитного поля. Их рассматривают в заданной точке, поэтому
в G(1> нужно положить х = х'. Если ввести тензор

Py.v ^ "Uv (■£) X)/Guvi (X, X),

то он и может служить для описания свойств поляризации поля.
Этот тензор называется поляризационной матрицей плотности.

Поскольку Gu'v*(x, x') = Gvu(x', х), то тензор р,„, (*) == plw эрмитов:
Рцл> = Pvjt-

Для когерентного поля G%(x, x') факторизуется, поэтому
таким же свойством обладает и р^:

Piw
= <*v. (2.4.20)

где е^
— единичный вектор вдоль Е(+) (х). В этом случае говорят

о состоянии полной поляризации, если же матрица p^v не

факторизуется, то говорят о состоянии частичной поляризации.
В случае полной поляризации, разложив е по двум

произвольным ортогональным ортам е(1>, е(2|(

e=aie(1)+aie(2\
П2



можно сказать, что состояние поляризации определяется парой
комплексных чисел ах и а2. Величины | ах [2 и |с2|2 представляют
собой вероятности определенной линейной поляризации фотона,
определяемой ортами е(1) и е<2>. Так как аг и Оа связаны уело*
вием нормировки

|flila + |a2|2 = l

и, кроме того, общий фазовый множитель е произволен, то вектор

поляризации можно представить в виде

<? = е<1) cosa+ e(2)sinae'p,

где а и [J — два вещественных параметра.
Если е(1) и е(2) направлены вдоль осей хх и д:2, то случай

р = О означает линейную поляризацию под углом а к оси хх.

Значения р = "*"я/2, а = я/4 означают круговые поляризации,
произвольные же аир соответствуют эллиптической поляризации.

Матрицу р можно записать в виде

n_Wi+&. Ei-'Et\

где %t — некоторые вещественные величины (они называются

параметрами Стокса). Если состояние полностью поляризовано, то

В случае частично поляризованного состояния |2<1.
Если |;=0, то р = х/2- При этом вероятность любой

поляризации равна х/г- Такое состояние называется полностью неполя-

ризованным.
Матрицу р можно записать также в виде

рвт(/+2^')' (2-4>21)

где
, /1 о\ /о i\ /о —а /1 о\

/==\о 0- Tl==li о;-
т« = (* о)' т* =

\о -О'
Эти четыре матрицы образуют полную систему
линейно-независимых двумерных матриц (матрицы ту совпадают с матрицами
Паули oj).

Величины %j можно выразить через р:

|/ = Sp(pT;).

Эти величины могут быть непосредственно определены
экспериментально. Так, параметр |3 определяется вероятностью
поляризации по оси хх:

рц
= 1/.0+Ь).
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Для определения £х необходимо найти вероятность
поляризации по оси, составляющей с осью хг угол я/4. Действительно,

переход к такой оси соответствует преобразованию ортов

Представив е в виде е = а^1'' + а£в<2>' н вводя матрицу плотности р'„

Puv —£ц ^v>

найдем вероятность линейной поляризации, соответствующей eW;

Р11 = Va (Pii+ P22 + Р12 + Р21) = Va (1 + Si).

Наконец, для нахождения |2 необходимо рассмотреть круго-
вую поляризацию, орты которой ет" н е(2)" связаны с е(1) и £(г>
соотношениями

е^ =»

*
(e(ir + е(2)"), вда =JL (в<1г _ в(2Г),

Вероятность поляризации, соответствующей орту gW, выражается
аналогично предыдущему следующим образом:

Ра = Va [Ри + Р22 -4- * (Р12 — Р21)] — Va (1 + Sa) •

Мы видим, что определение поляризации пучка фотонов
требует измерения двух линейных (под углом л/4 одна к другой) и

одной круговой поляризации.

§ 2.5. Квантование электронно-позитронного поля

2.5.1. Условия квантования. В главе 1 мы рассматривали
уравнение Дирака как квантовомеханическое уравнение движения
отдельной частицы. Но его можно рассматривать также и как

уравнение поля, которое называется электронно-позитронным (или
просто электронным). В этом смысле уравнение Дирака аналогично

уравнениям Максвелла для электромагнитного поля.

Электронное поле характеризуется биспинорами ty (x) и ip (x),
которые подобно потенциалам А|г (х) в теории квантованного
электромагнитного поля следует считать операторами, действующими на

вектор состояния системы в пространстве чисел частиц и

удовлетворяющими определенным перестановочным соотношениям.

Чтобы установить эти соотношения, которые носят название

условий квантования электронно-позитронного поля, введем в

рассмотрение совокупность стационарных решений уравнений Дирака
для электрона в произвольном, но достаточно слабом постоянном

внешнем электромагнитном поле, %(х) — tys (г)е~ "°Л В этом

случае возможно разделение решений на решения с положительными

и отрицательными частотами, причем первым соответствуют
электронные, а вторым

—

позитронные состояния. Функции tys (х) обра»
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зуют ортонормированную систему функций и поэтому произволь
ное решение уравнений Дирака в рассматриваемом поле может

быть представлено в виде суперпозиции ^(х):

ш.Х) <»(.<0* *
(2.6.1)

где а,,, Ь^ —некоторые постоянные. Эти величины мы будем теперь,
так же как и величины cft>. в разложении электромагнитных
потенциалов (2.3.1), считать не обычными числами, а операторами,

действующими в пространстве чисел частиц — электронов и

позитронов.
Чтобы установить свойства .этих операторов, определим

энергию Н и заряд Q электронно-позитронного поля, которые
определяются формулами

НввЦ<Рх{(ж^)^-'^Ж!*)' Q =e$d?xW- (2-5.2)

Подставляя сюда разложения (2.5.1) и используя условие орто-
нормированности функций tys (r), получим

Н= 2 esa£a,— 2 ssbsbt,

„ (2.5.3)
Q = e 2 *«'*, + <? £ b,b,\

где в, = |<й4|.
Первые слагаемые здесь связаны с электронными состояниями.

Эти слагаемые должны, очевидно, представлять собой суммарные

энергию и заряд системы электронов. Поэтому величину а^а, мы

должны интерпретировать как оператор числа электронов в кван-

товомеханическом состоянии s. Этот оператор мы обозначим

через ris+':
ns = as as.

Согласно принципу Паули, его собственные значения п'5+> не должны

превышать единицы:

nj+l =0, 1.

Поэтому операторы as, at должны удовлетворять таким

перестановочным условиям, которые приводили бы только к этим двум

собственным значениям n's+l. Мы примем, что as и at являются

эрмитово-сопряженными операторами, удовлетворяющими
перестановочным соотношениям:

{а„ а£} = би», {а^, as-} = 0, {а^, а£}=0, (2.5.4)
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где {А, В} = АВ + ВА. (Эта величина называется

антикоммутатором операторов А и В.) Ясно, что условия квантования (2.5.4)
приводят к принципу Паули. Действительно, замечая, что

(ns ) = asanasas = а$a,j(1 a^as)

и чго, согласно (2.5.4), as = 0, получим (nS,+,)a = aja;S. = ni+'> откуда
и следует, что собственные значения оператора n'sH равны 0 и 1.

Рассмотрим теперь вторые слагаемые, связанные с решениями
с отрицательными частотами. Эти слагаемые должны определять
энергию и заряд позитронов. Чтобы такая интерпретация была
возможной, мы примем, что bs и Ь^ являются эрмитово-сопряжен-
ными операторами, удовлетворяющими тем же перестановочным

соотношениям, что и as, at:

{bs, Ъ$}=8„., {bs, lv}=0, {bs+, bs+-}=0, (2.5.5)

а также соотношениям

{a,., bs-} = {a„ bp} = {at, bs-} = {as+, Ь£}=0, (2,5.6)
и будем считать, что число позитронов в состоянии s есть

собственное значение оператора п":

пГ' = bs+b.5.

Ясно, что собственные значения оператора п^-' в силу
перестановочных условий (2.5.5), так же как и оператора п'в+', равны 0, 1.

Используя определение оператора п<±> и условия квантования

(2.5.4), (2.5.5), можно переписать выражения (2.5.3) для
суммарных энергии и заряда электронно-позитронного поля в виде

Н = 2 №'*?' + Щ-'еГ) + Е0, Q = е £ (п^ - пГ) + Q0,
S S

где e<-£> = |©s| и

Мы видим, что условия квантования (2.5.4) и (2.5.5) приводят
к правильной корпускулярной картине электронного поля: как

и должно быть, каждое занятое электронное состояние вносит

в суммарную энергию поля вклад е!,1"' и в суммарный заряд —
вклад е, а каждое занятое позитронное состояние вносит в эти

величины соответственно вклады е^-1 и —е.

Константы Е0 и Q0 представляют собой энергию и заряд в

состоянии вакуума, т. е. в состоянии поля с минимальной энергией
(я£—'=()). Они лишены физического смысла и могут быть, как

мы сейчас покажем, устранены простым изменением в

определениях операторов энергии и заряда электронного поля. Дело в том,

что использованное нами определение вектора плотности тока

/р. = ie (7n)apipa% базировалось на том, что это —единственная квад-
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ратичная форма, построенная из компонент биспиноров =ф и ^р,
представляющая собой вектор и удовлетворяющая уравнению
непрерывности. Другая возможная форма ie (v^ap%ipa отличается

только порядком множителей Ща и % и совпадает с первой, если ф
и гр рассматриваются как обычные числа. Ситуация, однако,
существенно меняется, если -ф и гр считаются не обычными числами,
а операторами. В этом случае обе формы различаются, и

возникает следующая возможность определения оператора плотности

электрического тока:

U = "f (Ти)ар (Фа (X) % (X) -% (х) ^a (X)).

Этот вектор по-прежнему удовлетворяет уравнению непрерывности
djn/d*n = 0 и приводит, как легко проверить, к полному заряду
поля

Q— i J U (х) d*x = |- 2 ([asb, a,] - [bJ, Ъ,]) = е^ (ni+1 - пГ' ).
S S

Мы видим, что теперь заряд вакуума равен нулю, Q0 = 0\

Поэтому в дальнейшем мы будем пользоваться именно этим

определением оператора плотности тока, которое может быть

сокращенно записано в виде

]V (*) = !-[*(*). ?Ж*)1, (2-5.7>

где [А, В] —-

коммутатор операторов А и В.

Вводя зарядово-сопряженные операторы поля

t|>c(x) = Gp(x), f = C-1ii)W.

можно оператор плотности тока представить в виде

jn (х) - f (ф (х) yjb (х) -ф (х) V^c {x)). (2.5.8))

Это выражение остается неизменным, если заменить операторы ф1
и яр зарядово-сопряженными операторами tJj° и фс и изменить при:
этом знак заряда е.

Кроме оператора плотности тока, можно формально переопре--
делить оператор энергии поля, понимая под произведением

операторов полей в формуле (2.5.2) так называемое нормальное
произведение (см. п. 2.5.4). При этом в формуле для Е величина?

bsbt заменится на —b^bs и исчезнет константа Е0.
Итак, после переопределения операторов плотности тока и

энергии электронного поля энергия и заряд поля становятся равными'.

Е = 2(п^'е'+> + пГеП, Q = е £ (п<+'-пП, (2.5.9);
s s

в полном соответствии с корпускулярной картиной поля.
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2.5.2. Операторы испускания и поглощения электронов и

позитронов. Выясним теперь физический смысл операторов as,
af и bs, bt.

Обозначая через | п'^') собственный вектор состояния

оператора ris"1"', отвечающий собственному значению nf, и учитывая,
что возможные значения n'f равны 0 и 1, имеем

<Oja^|0><0|a,|0) + <0|as+|l>(l|a,|0> = 0.

<1|а5+|0)<0|а,|1> + <1|а5+|1><1|а,|1> = 1,

а так как операторы а^ иа$ эрмитово-сопряжены, т. е. (i\as\k)=
==<&|а.+ |*>*; /,fe = 0, 1, то

|<0|аЛО>|2 + |<0|аГ|1>р = 0,

|<l|ai40>|» + l<l|ai-|l>|»=l,

и, следовательно, (0 | aj| 0) = (0| at\ 1) = 0. Из условия a'tat = 0
легко заключить, что (1 | at | 1) ■— 0, и поэтому (1 | at | 0) = 1.

Итак,

<li+'|ai|0r> = l. <0i+,|a,|UH) = l,

<li+,|a,|0J+,>==0, <0i+,|a?|li+,)=0.
l U>

Эти формулы показывают, что операторы at и as можно

интерпретировать как операторы рождения и уничтожения электрона
в состоянии s.

Аналогичный смысл имеют операторы Ь^" и bs для позитрона:
они представляют собой операторы рождения и уничтожения

позитрона в состоянии s:

<ir|bs+|or> = i, <or,|b,iu-)> = i,

<1Г|ь,|ог'>=о, <or|b,+iu-'>=o.
^-й-п)

С помощью операторов рождения и уничтожения можно строить

векторы различных состояний системы электронов и позитронов.
Введем с этой целью вектор состояния вакуума электронно-пози-

тронного поля 10), удовлетворяющий уравнениям

а,|0> = 0, Ь,|0> = 0. (2.5.12)

Построим сперва векторы одночастичных состояний.
Подействовав на вектор состояния вакуума операторами рождения
частиц, мы получим векторы одночастичных состояний. Например,
вектор

| Ц+>> = at | 0>

представляет собой вектор состояния электронного поля с одним

электроном, находящимся в состоянии s. Действительно, этот

вектор является собственным вектором оператора числа
электронов с квантовыми числами s, принадлежащим собственному
значению «s+1 = 1:

ni" | U»> = aja,aj- | 0> - at | 0> - a,af as+1 0> = | Ц1').
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Аналогично вектор

lir> = bj|o>

представляет собой вектор состояния электронного поля с одним

позитроном, находящимся в состоянии s.

Учитывая условия нормировки этих векторов

<U+,|li+,>=l. (1Г|1Г> = 1,

rvfbi получим формулы (2.5.10), (2.5.11) для матричных элементов

операторов рождения и уничтожения частиц.

Заметим, что из этих формул вытекают следующие

соотношения для средних по состоянию вакуума от произведений
операторов рождения и уничтожения частиц:

<0|aja,|0> = 0, <0|b+b,|0> = 0,

<0|a,aj-|0>=l, <0|b,W|0>=l.
(2-5.13)

Построим теперь векторы многочастичных состояний. Для этого

нужно подействовать на вектор состояния вакуума не одним,

а несколькими (по числу присутствующих частиц) операторами

рождения частиц. Например, вектор

|1«1*> = а+,а+|0>

представляет собой вектор состояния поля с двумя электронами,

обладающими квантовыми числами s и s', а вектор

|ЦнЦ7'> = агЪ,Ч0>

представляет собой вектор состояния поля с одним электроном,

обладающим квантовыми числами s, и одним позитроном,
обладающим квантовыми числами s'.

Так как aiat = 0, то | ls+'ls+,> = | 2's+,> = 0, т. е. не существует
состояний поля с двумя электронами, обладающими одинаковыми
квантовыми числами.

Возвратимся теперь к разложению (2.5.1). В соответствии

со смыслом операторов at, as и bt, bs можно сказать, что ^ (х)
объединяет операторы рождения электронов и уничтожения

позитронов, а \\>(х) — операторы уничтожения электронов и рождения

позитронов. Используя формулы (2.5.10) и_(2.5.11), можно найти

матричные элементы операторов г|з(дс), ty(x), соответствующие

рождению и поглощению электронов и позитронов:

(2.5.14)
<1Г |<ф(*) |0*> =i&+' (х), <0i+> \y(x) [ Ц+,> = ЧЙ+) (х),

<0Г | ^ (х) ] 1 Г> =W (*), <1 J" I * (*)! 0Г> = ф'.- (х),

где \J)5+) (x) = \Jji+' (г) ё~ш** и \$г' (х) — ipr' (г) е"0^ — решения
уравнения Дирака для электрона в постоянном внешнем поле,

соответствующие положительным и отрицательным частотам,
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В этих формулах постоянное внешнее электромагнитное поле
может быть произвольным, лишь бы оно было достаточно
слабым. Поэтому, в частности, они относятся и к случаю свободных
частиц. В этом случае можно ввести состояния частиц с

определенным импульсом и определенной поляризацией, т. е. в каче-

стве собственных функций о]з^ (х) взять плоские волны

т)м-утиЧ±р)е±1рх'
При этом разложение (2.5.1) приобретает вид

^{х)=2 уш [Эда"ц {р) е'рх+h+p»ul1 (~~ р) e~ipx]-
Р.Л

* {х) ~2 тш[а™а*(р) *-"*+Ър^(~р) е£рх]-
(2.5.15)

Р, И

где ЭрЦ представляет собой оператор рождения электрона с 4-им-

пульсом р и поляризацией ja; a^ —оператор уничтожения

электрона с импульсом р и поляризацией ja; Ь£ц — оператор рождения
позитрона с импульсом р и поляризацией ц и Ьдо — оператор
уничтожения позитрона с импульсом р и поляризацией \х.

Формулы (2.5.14) для матричных элементов полей гр (х), т|э (х),
соответствующих рождению и уничтожению частиц, приобретают
вид

<lgi I Ф (*) I °{Й> = ЧТ^г & (Р) ^'рх'

(2.5.16)

<0-|\р(л;)|1^>=^^(-р)^,
<1Й I Ч> (*) I 0Й> =^=

и* (- р) <г"«.

Эти формулы аналогичны формулам (2.3.12) для матричных
элементов операторов потенциала электромагнитного поля,

соответствующих испусканию и поглощению фотона.
2.5.3. Антикоммутаторы электронного поля. Зная алгебру

операторов рождения и уничтожения частиц (соотношения
,(2.5.4)—(2.5.6)) и используя разложение (2.5.1), легко

установить перестановочные соотношения для операторов электронного
поля ty(x) и ty(x');

{*х(*). "фр (*')} = Safi (X, X'),
1*W, Ых'П=0, (2-5.17)
ЬМ*). ч»р (*')} = о,



где

Safi(x, *') = 5£э(*, *')+_#*(*. x'),
S^ (*, х') = 2 *£' (*) Ф$' (*')• (2.5.18)

S

s

Если внешнее электромагнитное поле отсутствует, то функции-
Sa$ (x, х') и S„p (jc, х') имеют вид

s^ (х~х')=%т; «й (р) Ч (р) eip {x-x,)>
"' *

j (2.5.19)

а так как

Sap (X - X') = ^ 27Г "« <~ Р> ЯР (- Р) **' (Х~Х,)'
р, и

то

или

(2 5 20)
£и£ (—/>)*$(— p)=-(m+^)ap,

и.

p p

^ w- -2m; w+*>■*^=(*щ~ mi, 2zk^px>
p p

Vd ^ УаВ
(2.5.21)

где

Вводя функцию

До (х) = i (Д+ (х) - Д_ (х)) = -^s- J e'>'^^ d^p,

получим окончательно

Sttp (*) = i (v„^- «)e(J Д0 (ж), (2.5.22)

или сокращенно

5 (х) = i (ip — т) Д0 (х).

2.5.4. Хронологическое и нормальное произведения операто=
ров электронного поля. В п. 2.3.3 мы изучали определенным об*

разом упорядоченные
— хронологические и нормальные — произ*
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ведения операторов потенциалов электромагнитного поля.

Аналогичные произведения можно определить также и для операторов
электронно-позитронного поля. Рассмотрим сначала

хронологическое произведение (или Т-произведение) операторов
электронного поля.

Если <pi (#1) и <р2 (а;2) — какие-либо две компоненты операторов
поля ojj и \jj, то их хронологическое произведение определяется
как

Отметим, что в отличие от хронологического произведения
операторов электромагнитного поля это хронологическое
произведение меняет знак при перестановке операторов ф! и ф2, что

находится в соответствии с разными условиями коммутации
электромагнитного и электронного полей.

Хронологическое произведение произвольного числа компонент

поля ф!^), ф2(лг2), .... ч>п(хп) определяется формулой

Т (ф1 (Xi) Фз С*г) ■ • • фп (хя)) = $рфгх (*«,) Ф<2 (*i2) •. • фгл {xQ,
где операторы ф£ (•*{)> •

•., ф«л (*£„) расставлены в

хронологическом порядке, т. е. так, что ti>ti>...>U , и 6> равно +1
или —1 в зависимости от того, является ли перестановка

(1, 2, ..., n)-*(f"i, h, ..., in) четной или нечетной.
Легко видеть, что определение хронологического

произведения операторов поля релятивистски инвариантно.
Рассмотрим теперь нормальное произведение (или

^-произведение) операторов электронного поля, в котором операторы
рождения стоят слева от операторов уничтожения частиц. Если

каждый из операторов %и Ха> • •
•» Хп содержит только операторы

рождения или только операторы уничтожения частиц, то

^-произведение 3d, Хг> •••• Хп определяется соотношением

N (XiX» • • • Хп) = SpXifa •••&„, (2.5.24)

где операторы %j , х*2» • •
•> Ъп представляют собой те же

операторы х у X » • • •» Xni только расположенные таким образом, что

операторы рождения стоят слева от операторов поглощения

частиц, и Ьр равно +1 или —1 в зависимости от того, является

ли перестановка (1, 2, ..., я)—*-(ilt t2, ..., ia) четной или

нечетной.
В общем случае, когда операторы Xt содержат как операторы

рождения, так и операторы уничтожения частиц, для
нахождения нормального произведения' нужно каждый из операторов х«
представить в виде суммы ЗС, = Х*Ч-Х?» где jcj содержит только

операторы рождения, а зс?
— только операторы поглощения, и,
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записав ЛЛпроизведение в виде суммы

N (Ах£В) = N (А#В) + N (АХ?В),
воспользоваться далее формулой (2.5.24). Разность между
хронологическим и нормальным произведениями операторов
электронного поля, которую мы будем называть связью или сверткой этих

операторов, не содержит, так же как и в случае

электромагнитного поля, операторов поглощения и испускания частиц, т. е.

представляет собой с-число. Легко убедиться, что

%М Щ (х') =—% (*') Va (x) = Scap (x, x'), (2.5.25)
где

с , -ч_/ 5«э (*,*'). *'<*,
6cep(*' *)_\--$*(*, х% f>t,

и <SJp (х, х') и S«p (x, х') — функции, определяемые формулами
(2.5.18); остальные связи равны нулю:

4£(*)4>g(*')=$S(*)*g(*') = o.

В отсутствие внешнего электромагнитного поля функция
Sca$(x — x'), зависящая только от разности аргументов, может

быть, согласно (2.5.21), представлена в виде

SCap (*) = - (т^- m)aj} Дс (х),

или сокращенно

Sc (х) =— (ip — т) Дс (х),

где р
= |v^ и

а° 2(2n)»J
Р

8р-

(2.5.26)

(2.5.27)

Из сравнения (2.5.19) и (2.5.21) следует, что

Soap (х) = J ^"£(P)"pl(p)e'</'r~E''m>„ (2„5.28)
Р, И

Применив к уравнению (2.5.26) оператор ip-{-m и учитывая,
что

О-"^Д* (*) = »'*(*).
получим

(tp + m)Sc (■*) = — й(л), (2.5.29)

т. е. Sc(x) является функцией Грина уравнений Дирака для

свободного электрона. Таким же свойством обладает функция

•Scap (x, х') для уравнений Дирака при наличии постоянного

внешнего электромагнитного поля,
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Функцию Дс(л:) можно представить в виде, аналогичном

(2.3.33):

Отсюда, используя (2.5.26), можно найти аналогичное

представление Sc:
S* <*> =°

W J S' (P) е'РХ d*P> (2.5.30)

sciP) = ig^3r. (2-5.31)

где интегрирование по р0 совершается вдоль контура С,
изображенного на рис. 2.1. Контур интегрирования можно совместить

с вещественной осью, произведя при этом замену m^-m — iO.
Учитывая это, мы будем записывать формулу (2.5.30) в виде

S'W-Ttf+m-W <2-5-32>

Используя результаты п. 2.5.2, легко убедиться, что среднее

значение любого Л/'-произведеиия операторов полей в состоянии

вакуума равно нулю:

<0|ЛГ(ф1яр,...)|0>—0. (2.5.33)

Отсюда следует, что

<0|Г(ф1фа)|0> = ф?ф£, (2.5.34)

т. е. среднее значение хронологического произведения двух
операторов полей равно связи между этими операторами.

Легко показать, что оператор плотности электрического тока,

определяемый формулой (2.5.7), можно представить в виде

нормального произведения

k(x) = ieN($(x)y,Mx)). (2.5.35)



ГЛАВА 3

ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ

§ 3.1. Основные уравнения квантовой электродинамики

3.1.1. Уравнения квантовой электродинамики в

гейзенберговском представлении. До сих пор мы изучали, главным образом,
свойства свободных частиц — электронов и фотонов. Только
в §§ 1.5—1.7 рассматривалось движение электронов в

электромагнитном поле, но поле это описывалось заданной с-числовой

функцией координат и времени, т. е. речь шла о заданном

внешнем электромагнитном поле. Если при этом внешнее поле не

зависит от времени, то существуют индивидуальные стационарные
состояния электронов, характеризующиеся определенными
значениями энергии.

Теперь мы перейдем к изучению взаимодействия между

электронами и электромагнитным полем, не считая его заданной с-чис-

ловой функцией, т. е. учитывая квантовую природу поля. Иными

словами, мы будем изучать взаимодействие между электронами,

позитронами и фотонами. Это взаимодействие приводит в

частности к тому, что состояния, считавшиеся стационарными, в

действительности не являются таковыми, так как становятся

возможными различные переходы между ними, при которых изменяются

значения энергии, импульса и момента взаимодействующих
частиц. Но, кроме того, могут изменяться сами числа частиц, так

как благодаря взаимодействию испускаются и поглощаются

фотоны и рождаются и уничтожаются электронно-позитронные пары.
Несохранение числа частиц подсказывает метод описания

взаимодействия между частицами: ясно, что необходимо пользоваться

понятиями квантованных полей [1] —электромагнитного и элек-

тронно-позитронного (для краткости будем говорить просто об

электронном поле). Это значит, что 4-потенциал
электромагнитного поля и волновая функция электрона должны считаться не

только функциями координат и времени, но и некоторыми
операторами, действующими в пространстве векторов состояния системы

взаимодействующих полей. Основная задача заключается теперь
в том, чтобы установить уравнения для этих операторов, которые

должны, естественно, учитывать взаимодействие между частицами.
Напомним с этой целью, как описываются состояния

физических систем в кваншвой механике. Обычно используются два
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метода. В первом из них вектор состояния, характеризующий
систему, предполагается постоянным, а операторы,
соответствующие различным физическим величинам,— изменяющимися со

временем. Этот метод называется гейзенберговским представлением
квантовой механики [2].

Во втором методе операторы, соответствующие физическим
величинам, предполагаются не зависящими от времени, а вектор
состояния — изменяющимся со временем. Этот метод называется

шредингеровским представлением квантовой механики,

Уравнения движения для операторов в гейзенберговском
представлении имеют формально такой же вид, как и уравнения

классической механики для соответствующих величин. Поэтому
естественно при установлении уравнений для взаимодействующих
электронного и электромагнитного полей исходить из

гейзенберговского представления и считать, что эти уравнения формально
совпадают с уравнением Дирака для волновой функции электрона
во внешнем электромагнитном поле и уравнениями Максвелла для
электромагнитного поля, создаваемого электронным током,
который определяется волновой функцией электрона. Иными словами,
мы примем в качестве основных уравнений квантовой
электродинамики в гейзенберговском представлении для операторов

электромагнитного и электронного полей А^л;), ty(x) и *р(х)
уравнения

("Ун (зг- - ie\. (х)) +т}ъ (х) = О,

? {- <3.1.1>

□ *!»(*) = —Ы*).

где ■$ (х) = if>+ (x) yt и j^ (x) — 4-плотность электронного тока:

JM- (х) = | [Ф (х), у»Ч> (х)] = | (* (х) у^ (х) -& (х) "М>с (х)) (3.1.2)

(зарядово-сопряженные операторы электронного поля i|jc (x) ==

= Оф (х), фс (х) = ОЧ]з (х) удовлетворяют уравнениям (3.1.1), в

которых заряд е заменен на —е).
Кроме системы дифференциальных уравнений для операторов

полей, должны быть сформулированы еще перестановочные
соотношения между этими операторами. Так как изменение

операторов со временем определяется уравнениями движения, то

перестановочные соотношения могут быть заданы только для

определенного начального момента времени. Задание начальных

перестановочных соотношений эквивалентно заданию их в совпадающие

моменты времени t = t'. Мы примем в качестве таких соотноше-

126



яий условия

JX (*), ^г Av (*')]/=,, = zVS (г - г'), [Ац (*), Av (*')W= О,

{^а (*). 1Й (*')},-<» = б«р6 (Г - Г'), {^а (*), % (*')}/=/' = О, - (3.1.3)

[!>«(*). А^(*')],.,.-О, [tW, ЭрМ*')]^,,-*).
В случае свободных полей эти соотношения эквивалентны

общим соотношениям для произвольных моментов времени t и f.
В случае же взаимодействующих полей общие перестановочные
соотношения для произвольных значений t = t' сформулировать
заранее невозможно, так как для этого нужно было бы найти

общее решение уравнений движения связанных полей.

Операторы полей действуют на векторы состояния Ф в

пространстве чисел частиц. В гейзенберговском представлении эти

векторы не зависят от времени и, так же как в случае свободных
полей, ограничены добавочным условием

(!-М*>)+Ф = 0' (3.1-4)

где U—A,i(x)] —часть оператора ж- А^.(х), содержащая

положительные частоты. Возможность релятивистски инвариантным

образом выделить эту часть связана с тем', что оператор -з— А^(л;) при

учете взаимодействия полей удовлетворяет в силу непрерывности

тока (з—Jn(^) = 0J такому же уравнению Q -я— Ац (х) = 0, как и

з случае свободных полей.
3.1.2. Лагранжиан и гамильтониан взаимодействующих полей.

Уравнениям для произвольного поля <р может быть придана очень

общая — вариационная, или лагранжева,
— форма, если принять,

что поле как динамическая система характеризуется определенной
локальной плотностью функции Лагранжа или лагранжианом L,
зависящим от функций поля ф и их первых производных по

координатам и времени ду/дх,,, = ср, ^ (L не может содержать явно

координаты и время в силу однородности пространства и времени).
Интеграл от лагранжиана по 4-объему Q

J=$L(<p> ф1|4)<1*х, (3.1.5)
Q

называемый действием, должен быть экстремальным для
действительного движения, т. е. для таких ф, которые удовлетворяют
уравнениям поля. Так как эти уравнения должны быть
релятивистски инвариантными, то релятивистским инвариантом должна
быть и функция L.
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Общая вариация действия, связанная с варьированием как

Волновой функции поля, так и границы области интегрирования,

равна, очевидно,

6 J ^ I (Ъбф+^бф*0dix+ \L6Xfi **•*•

где второй интеграл берется по гиперповерхности 2,
ограничивающей Q, и бд;^ обозначает вариацию координат границы.
Интегрируя по частям второе слагаемое в объемном интеграле,
перепишем 6J в виде

6j= И£-£4У^**+$(^вф+^)^ (ЗЛ-6)
Q 2

Рассмотрим прежде всего вариацию действия при закрепленных
границах, предполагая, что вариация волновых функций на

границе равна нулю. При этом второй интеграл обращается в нуль,
и мы получим, приравнивая вариацию действия нулю, уравнения

Лагранжа для компонент' волновой функции поля q>

д dh dL=0. (3.1.7)

Эти уравнения можно рассматривать как уравнения движения поля.

Рассмотрим далее вариацию действия для истинного движения,

предполагая, что область интегрирования Я вместе с волновым

полем подвергнута как одно целое бесконечно малому смещению
либо бесконечно малому повороту. При этом, очевидно, действие
Не Изменится, т. е. вариация действия 6J будет равна нулю.
В случае бесконечно малого смещения, т. е. бесконечно малого

преобразования координат ^->^= xp, + s(1 (e^ — бесконечно малый

4-вектор), волновые функции подвергаются бесконечно малому
преобразованию <р (х») -+ <р' (х^) = <р (х^ — е^) = <р (х^) — е^ф, ^ (х^),
откуда бф =г ф' (xj

—

ф (Хр) = — б^ф, р, (Ху). Подставляя это значение

вариации волновой функции вместе с бл;^ —б^ в поверхностный
интеграл (3.1.6), получим

б J = $ BnTnv dav = 0„ (3.1.8)

где

T(lv = LoM,v — Ф,(1^— • (3.1.9)

Величины T^v образуют 4-тензор второго ранга, ксгорый
называется тензором энергии-импульса поля. Из (3.1.8) следует

S Tuvdoy — O.

128



Считая, что объем D ограничен двумя гиперповерхностями,
ортогональными к оси времени, получим отсюда законы сохранения

Plx = -t^T!l4d3x = const, (3.1.10)

где интегрирование производится по всему объему поля. Величины
Рц образуют, очевидно, 4-зектор. Он называется 4-вектором энергии-
импульса поля. Пространственные компоненты Рй определяют
импульс поля Р, а временная компонента — энергию поля Н.
Плотность энергии поля равна w = — Т^.

Применяя к поверхностному интегралу (3.1.8) теорему Гаусса,
получим

Таким образом, 4-дивергенция тензора энергии-импульса равна
нулю.

Обратимся теперь к основным уравнениям квантовой электро-
динамики. Они также могут быть получены с помощью

вариационного принципа, если в качестве лагранжиана взять оператор

L =
1 ЗАЙ дАй 1 - г / дОА„ 0А„ 1 - Г / д , \ 1

1 _ Г / д \ 1 1 3AU3A„ 1 -Г д 1

-TV(v^+m)v + i»A» (3.1.12)

и при варьировании действия независимыми переменными считать

A[i, if, if (или А^, tyc, фе). Действительно, замечая, что

^С [> (эГ + i6kv) + т] *' = * [ Y>* (4* + leA*)
~Н * '

получим, варьируя и отбрасывая несущественные члены, имеющие

вид дивергенций,

SL = 1 8А» О А^+W + ^ОАй+У бА,, -

-1б*[v»(4;_l'eM+И* + т4УЧ4;~ieAty + т}8^~
-

т 6"4> № (4:+£еМ ~ Н^+i * IY^ (4;+геАй) ~ т18**
откуда и следуют уравнения (3.1.1). (Предполагая призарьирова-
нии L независимыми переменными г|э° и 1|эс, а не г|з и ty, получим
взамен первых двух уравнений (3.1.1), уравнения для зарядово-

сопряженных операторов г|)с и ife.)
Имея выражения для лагранжиана L, можно построить тензор

энергии-импульса поля (3.1.9). Подставляя в (3.1.9) лагранжиан
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(3.1.12), мы найдем тензор Анергии-импульса электромагнитного
и электронно-позитронного полей в гейзенберговском представлении:

т — -1 (Ё^° Ё^2 _i_ Ё*° ^2. — л Ё^й Ё^°\ _|_
'^ —

2\dxv дх^
"f"

сЦ, дху <V дхх дхк)~*~

+ l(*v,g - д*vv*) + !(**£ - fт*). '(3.1.13)
Гамильтониан этих полей определяется формулой

Н = — $d3xT44.
В формуле (3.1.13) для Т44 можно, используя (3.1.1), выразить

временные производные от ■$ и ■$ через их пространственные
производные. Если вспомнить еще определение (3.1.2) плотности

тока, то окончательно мы получим для плотности гамильтониана

полей выражение
f».i I»*

44 '44
— * 44>

где

'1-т(|ЙЙ-ЙЙ-Т*('Е+-)«+_
+ Т*(?Я-т)^_Т*^й+'")*: + 1,НтЯ-",)'1'' (3.1.14)

Т44 — j^A^.

Поэтому Н приобретает вид

Н = Н„+НЛ

Но = — J TJ» d3*, Н, = — J T;4 d3* = — 5 j,A, dsx. (3.1.15)

Величина Н0 представляет собой гамильтониан свободных полей,
а Н/ — гамильтониан взаимодействия полей. Величина — Т44
совпадает с последним слагаемым в лагранжиане (3.1.12),
описывающим взаимодействие между полями. Обозначая ее через

L/ = j^. (3.1.16)
можно представить гамильтониан взаимодействия в виде

Н, = —SL7(x)d»x. (3.1.16')
Таким образом, гамильтониан взаимодействия представляет

собой взятый с обратным знаком пространственный интеграл от

лагранжиана взаимодействия.

Гейзенберговские операторы F в нерелятивистской квантовой
механике удовлетворяют уравнению движения

F = i[H, F],
где Н — гамильтониан системы. Аналогичный закон справедлив
и для квантованных полей. Поскольку при этом мы имеем дело

с операторами, действующими в пространстве чисел заполнения
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и зависящими от координат точки з том же смысле, в каком

квантовомеханические гейзенберговские операторы зависят от

времени, то возникает обобщение уравнения движения и на

пространственные координаты. Именно, любой оператор F,
являющийся произвольной функцией переменных поля, т. е. произвольной
функцией операторов А^ (x), ty (x) и ty(x), удовлетворяет уравнениям

J-F(x) = /[F(x), PJ, (3.1.17)

где Рц — 4-вектор энергии-импульса полей, определяемый
формулами (3.1.10) и (3.1.13). В частности, имеют место уравнения

Щ/А»(Х)=1{\(Х), Pv], ^aW= i[*aW, P¥], (3.1.18)

вытекающие также из определения 4-вектора Р^ и

перестановочных соотношений (3.1.3).
Легко убедиться, что оператор полного заряда системы

Q = у jj U W сРх = ~ J (*+ (х) Ъ(х)-Ъ {х) Ц>+ (х)) d3x

коммутирует с каждым из операторов Рц,:

[Q, Pm-J = о-

Это означает, что имеет место закон сохранения заряда.
3.1.3. Представление взаимодействия. Совершив над

гейзенберговскими операторами F каноническое преобразование

F_>-FiJ» = e-''H'Fe-'H', (3.1.19)

где Н — гамильтониан системы, мы перейдем к шредингеровскому
представлению, в котором операторы не изменяются с течением

времени:
F(*> = 0

(это соотношение немедленно вытекает из (3.1.19)).
Преобразованию операторов (3.1.19) соответствует

преобразование вектора состояния

ф_>ЧК*>(*)=в-'н'Ф, (3.1.20)

где Ф—не зависящий от времени вектор состояния в

гейзенберговском представлении. Ясно, что вектор состояния в шредингеров-
ском представлении W^s) (t) удовлетворяет уравнению Шредингера

f J Yi*> (Q = Ш*>ЧГЧ> (f), (3.1.21)

где H(s) —гамильтониан рассматриваемой динамической системы
в шредингеровском представлении, совпадающий, согласно (3.1.19),
с гамильтонианом в гейзенберговском представлении, H(i> = H.
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Шредингеровеким представлением можно пользоваться не только

в нерелятизистской квантовой механике, но и в теории
квантованных полей. Однако гораздо удобнее пользоваться не

шредингеровеким и не гейзенберговским, а некоторым промежуточным
представлением

—

представлением взаимодействия, к рассмотрению
которого мы теперь и перейдем.

Разобьем гамильтониан системы на два слагаемых: Нт =

= HqS> + V(s\ которые будем условно называть свободным
гамильтонианом и гамильтонианом взаимодействия, и произведем
каноническое преобразование шредингеровских операторов

F<*>-*F=e'Hi,)'F<JV-",S')/ (3.1.22)
и векторов состояния

«р<»> (0-*-Ф (0 =eIHS'Vi*> (t) (3.1.23)

(предполагается, что з момент времени / = 0 совпадают операторы
F{s) и F и векторы состояний W(s) (t) и Ф(/)). Будем теперь

характеризовать кзантовомеханическую систему векторами состояний
Ф (/) и сопоставлять физическим величинам операторы F. Такой
метод квантовомеханического описания и называется

представлением взаимодействия.
Выясним, как изменяются со временем операторы и векторы

состояний в этом представлении. Замечая, что F(-r) = 0, получим
из (3.1.22)

д ^/HjVHJ,)'F")e-'HS,)' -fe'HS')'F<I)HiV-",l,\dt

или

|F = i[Ho. F], (3.1.24)

где, согласно (3.1.22), H0 = Hi,s).
Таким образом, в представлении взаимодействия операторы

изменяются в соответствии с общим квантовомеханическим законом

движения для гейзенберговских операторов, в который, однако,
входит не полный гамильтониан системы, а лишь одна его часть—

свободный гамильтониан.

Определим далее ^тФф. Учитывая (3.1.23), получим

f| ф(/) = _ His)e<s)'W<s) (t) + eiH°Sh (*C + V(S,)¥(S> (/)э

а так как (PiJ» (t) = е~1П^)(Ф{1), то

/|ф(0 = Н7(/)-Ф(/), H/(/)=e",i,>'V,s)e-™?)'. (3.1.25)

Таким образом, вектор состояния в представлении
взаимодействия удовлетворяет уравнению Шредингера с гамильтонианом

Н, ,/).
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Итак, в представлении взаимодействия изменяются как

операторы, так и векторы состояний, причем в закон изменения

операторов входит одна часть, а в уравнение Шредингера — другая
часть исходного гамильтониана системы.

Полагая в (3.1.23)

Ч".*> (/)=e-«'H(s>«-'o><D,
мы свяжем вектор состояния Ф(^) в представлении
взаимодействия с вектором состояния Ф в гейзенберговском
представлении:

<D(f) = S(f, *„)Ф, (3.1.26)
где

S(/, ^^^f'w-We-m^w-w
(предполагается, что вектор состояния Ф (/) совпадает с Ф в момент

времени t = t0). Так как Ф = const, то оператор S(l, t0)
удовлетворяет такому же уравнению, как и Ф(£):

t^S(f, *0) = H,(/)S(f, t0), S(t0, /0) = 1. (3.1.27)

Этот же оператор (мы будем называть его оператором

преобразования) связывает операторы, соответствующие различным

физическим величинам, в гейзенберговском представлении и

представлении взаимодействия. Действительно, подставляя в (3.1.22)
р<s) _ £— сн <s> (/ - /а] ре«н

<«) « - to),
получим

F = S(f,. MFS"1^, *•). (3.1.28)

Из определения S (t," t0) следует, во-первых, что

S(t, /p) = S(f, MS (Л, W (3.1.29)

и, во-вторых, что оператор S(f, t0) унитарен, S(/, t0) S+(/, t0)=J,
если только операторы H|Jl и Н^ эрмитовы. Отсюда и из (3.1.27)
в свою очередь следует, что

Ну (t) = i д-^^} S* (t, t0), Ui (t) = H, (0.

Используя это выражение для Н,■ {t) и соотношение (3.1.28),
легко убедиться, что

t£ = S(/, /„)f-S-l(t, tn) + i[F, Н,(/)]. (3.1.30)

Заметим, наконец, что при любом выборе момента времени /*

<b(t) = S(t, /,)Ф(^).
*

(3.1.31)

В квантовой электродинамике использование представления

взаимодействия имеет особые преимущества [3]. Действительно,
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разбив гамильтониан системы взаимодействующих полей на два

слагаемых — гамильтониан свободных полей и гамильтониан

взаимодействия, мы получим в соответствии с законом изменения

операторов в представлении взаимодействия для операторов полей

уравнения, совпадающие с уравнениями для операторов
свободных полей. Это значит, что в представлении взаимодействия можно

считать известным явный вид операторов полей, а также

перестановочные соотношения между ними в любой момент времени.

Напомним в этой связи, что исходные уравнения квантовой

электродинамики в гейзенберговском представлении,— формально
наиболее близком к классической теории

—

представляют собой

сложную систему связанных нелинейных дифференциальных
уравнений в частных производных для операторных функций с

известными только в начальный момент времени перестановочными
соотношениями. Исключив взаимодействие между полями из

уравнений движения для операторов полей, мы переносим его из этих

уравнений в уравнение Шредингера для вектора состояния в

представлении взаимодействия.

Операторы полей в представлении взаимодействия А^(х) и

■ф(лг) связаны, согласно (3.1.28), с операторами полей А^(х) и я|? (jt)
в гейзенберговском представлении соотношениями

A^(*)=S(/, MA^S-'e, to).
,o , Ч9ч

i|>(jr) = S(*, t0)y(x)S-l(t, t0),
кал.м)

где S (t, t0) — оператор преобразования, удовлетворяющий
уравнению

i^S(t, <о) = Н, (OS(t, t0),

и Н/ (t) — гамильтониан взаимодействия в представлении
взаимодействия:

Н/ (0 = S </, tQ) H/S-1 (t, t0). (3.1.33)

Последнее выражение можно, очевидно, переписать в виде

нно=—SiiWApWd»*,
где j^ (лг) — оператор плотности тока в представлении
взаимодействия, выражающийся через гр(лг) и -ф(лг) так же, как }^(х)
выражается через -ф (лг) и \р (х):

U*).= S(/, tn)ill{x)S-1(t, fe) =

= 'I № (x), уц ij> (x)) = | (ф (x) Vn* (x) - ipc (x) Ym-^c (*))•

Используя (3.1.32), легко убедиться, что гамильтониан

свободных полей в представлении взаимодействия Н„ выражается
через 1|з (х), ф(х), Ац(х) так же, как оператор Н0 выражается

через 4>(дг), яр(х), А„{х) (см. (3.1.14), (3.1.15)).
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Имея выражение для Н0 и используя (3.1.24), можно

установить, как изменяются операторы полей со временем в

представлении взаимодействия. Учитывая, что операторы полей в

представлении взаимодействия удовлетворяют в совпадающие моменты

времени таким же перестановочным соотношениям, как и

операторы в гейзенберговском представлении, мы получим, как и

следовало ожидать, уравнения, совпадающие с уравнениями для
операторов свободных полей в гейзенберговском представлении:

(у»&+т)*(.х) = о, (Y;JL~m)$(X) = of
4)

QAli(x) = 0

Легко показать, что перестановочные соотношения для

операторов полей в представлении взаимодействия совпадают с

перестановочными соотношениями для операторов свободных полей.
Нам остается сформулировать добавочное условие для вектора

состояния в представлении взаимодействия. В гейзенберговском
представлении это условие имеет вид

а так как вектор состояния Ф(0 в представлении взаимодействия
евязан с вектором состояния Ф в гейзенберговском представлении
соотношением 0(/) = S(i, t0) Ф, то добавочное условие можно

записать в виде
,<ЗА (х)\

s с • '•) (-щгиs_1 ('' */о) ф (*'} * °»

где f произвольно.

§ 3.2. Матрица рассеяния

3.2.1. Проблема рассеяния в квантовой электродинамике.
Установив уравнения квантовой электродинамики, мы перейдем
к постановке основной ее проблемы — проблемы рассеяния частиц,
включающей в себя исследование процессов превращения частиц.

В нерелятивистской квантовой механике при исследовании

рассеяния предполагается, что при t = — оо частицы являются

свободными. Далее частицы взаимодействуют между собой и при
i = oo расходятся и снова становятся свободными. Вопрос
заключается в том, чтобы, задав вектор состояния свободных частиц

при t — — оо, найти вектор состояния системы частиц при t — oo.

Разложив затем этот вектор по векторам состояний свободных

частиц, мы найдем амплитуды различных процессов рассеяния.
Такая постановка вопроса соответствует разделению

гамильтониана системы на гамильтониан свободных частиц Н0 и

гамильтониан их взаимодействия Н/, Н = Н„ + Н/и предположению, что

при ^ = ±оо гамильтониан взаимодействия обращается в нуль,
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Й7 (± оо) = б, и что начальный и конечный векторы состояний Фi
и Ф/ являются собственными векторами гамильтониана свободных
частиц: Н0Ф* = £,-Ф*', Н0Ф/ = £/Ф/ (£, и f/ —значения энергии

системы частиц в начальном и конечном состояниях). Условие
Н/(±оо) = 0 оправдывается тем, что при t = ± оо частицы

находятся далеко друг от друга и поэтому не взаимодействуют между
собой.

Ситуация, однако, осложняется, когда мы пытаемся перенести

эту постановку задачи в квантовую электродинамику.

Действительно, как ни удалять друг от друга сталкивающиеся частицы,
нельзя считать, что гамильтониан взаимодействия Н, — в данном

случае гамильтониан взаимодействия между электронным и

электромагнитным полями—стремится к нулю, так как всегда имеет
место взаимодействие между электронами и электромагнитным полем

в состоянии вакуума. Единственная формальная возможность

обратить в нуль гамильтониан взаимодействия заключается в том,

чтобы одновременно обратить в нуль заряд электрона, играющий
роль константы связи между электронным и электромагнитным
полями. Но, изменяя заряд электрона, мы изменяем также и

его массу. Действительно, масса электрона
— это энергия

наинизшего состояния взаимодействующих полей, обладающего
электрическим зарядом, и нет никаких оснований считать, что эта

величина должна совпадать с массой гипотетического электрона,
не взаимодействующего с электромагнитным полем (такой
электрон мы будем называть в дальнейшем «голым» электроном).

Таким образом, предельный переход Н;-»-0 соответствует,
строго говоря, переходу от реальных физических частиц к

идеальным «голым» частицам, спектр масс которых и другие их свойства

отличаются от спектра масс и соответствующих свойств реальных
частиц. Векторы состояний «голых» частиц являются собственными

векторами гамильтониана Н0, что же касается «свободных»
реальных частиц, то их векторы состояний не являются собственными

векторами этого гамильтониана. Поэтому в рамках изложенной
схемы решения задачи о рассеянии частиц мы можем, строго
говоря, исследовать только процессы рассеяния «голых», а не

реальных частиц. Тем не менее можно, зная вероятности
процессов рассеяния «голых» частиц, непосредственно находить
вероятности процессов рассеяния реальных частиц. Это достигается

благодаря тому, что имеется полное соответствие между

состояниями «голых» и реальных частиц, а следовательно, и между
процессами рассеяния тех и других. Действительно, если

«выключение» и «включение» взаимодействия между полями производится

достаточно медленно, то можно предполагать, что состояния

системы полей будут испытывать лишь адиабатическое изменение,
не приводящее к возникновению новых и уничтожению старых
состояний.

Переходя теперь к исследованию проблемы рассеяния частиц
в квантовой электродинамике, мы не будем вначале принимать
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во внимание различия между «голыми» и реальными частицами,
и только позже (в § 3.6) вернемся к изучению этого вопроса.
Мы будем пользоваться представлением взаимодействия, в котором
состояние полей описывается вектором состояния Ф (/),
удовлетворяющим уравнению (3.1.25). Наша задача формулируется
следующим образом. Задано состояние полей при t—v — со, когда

они предполагаются невзаимодействующими; требуется определить
возможные состояния полей при £-*-+оо, когда они вновь

предполагаются невзаимодействующими.
Как мы видели, формальное решение уравнения (3.1.25) имеет

вид Cb(t)=S{t, t0)<S(to). Полагая здесь tQ = — со и t= + oo,
найдем интересующую нас связь между векторами начального и

конечного состояний системы полей,

Ф (со) = S (со, — со)Ф(—со). (3.2.1)

Входящий сюда оператор S(co, —со), переводящий вектор
начального состояния Ф (— со) в вектор конечного состояния

Ф(оо), называется матрицей рассеяния и обозначается просто
через S:Se=S(co, —со).

Будем обозначать векторы состояний свободных полей через Фг,
где г — набор квантовых чисел, определяющих энергии, импульсы,

поляризации и другие величины отдельных электронов и фотонов.
Так как Н/(—ос) —0, то эти векторы являются векторами
состояний в представлении взаимодействия при t0 = — со. С другой
стороны, при /о = — оо векторы состояний в представлении
взаимодействия совпадают с векторами состояний в гейзенберговском
представлении. Предполагая, что взаимодействие между полями

выключается при / = ±оо достаточно медленно, мы можем

характеризовать состояния полей в гейзенберговском представлении
теми же наборами квантовых чисел г, что и в случае свободных
полей, и обозначать соответствующие векторы состояний в

гейзенберговском представлении через Фг. Таким образом,
предположение о медленности выключения взаимодействия может быть

сформулировано в виде равенства фг — Фг (адиабатическая
гипотеза).

Возвращаясь к формуле (3.2.1), положим в ней Ф(—оо) = Ф,-,
где индекс i обозначает начальное состояние системы электронов
и фотонов. Тогда вектор конечного состояния (при i=co) будет
иметь вид

Ф(оо) = 8Ф<. (3.2.2)

Его можно, очевидно, представить в виде суперпозиции различных

векторов состояния Ф/ свободных полей:

Ф (со) = 2 Ufa, (3.2.3)
i

где. коэффициенты af в силу ортонормированности системы

векторов состояния Ф[ (они являются собственными векторами гамиль-
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тониана Н0) равны а/ = (Ф/, Ф(оо)). Подставляя сюда (3.2.2)
вместо Ф (оо), найдем амплитуду вероятности перехода системы

электронов и фотонов из состояния i в состояние f:

а, = (Ф„ S<D,) я-</| S | i>- (3.2.4)

Мы видим, что амплитуды вероятности различных процессов

рассеяния определяются элементами матрицы рассеяния,

связывающими соответствующие начальные и конечные состояния.

3.2.2. Инвариантная теория возмущений. Чтобы найти матрицу

рассеяния, будем исходить из уравнения (3-1.24) для оператора

преобразования S

i^S(t, t0)^Ht(t)S(t, t0), S(*0, *о) = Л (3.2.5)

где Н/(/) —гамильтониан взаимодействия между полями:

Н/ - - \ L, (х) d3x, L,(x)=j№(Jt)A|1(jc). (3.2.6)

Входящий в гамильтониан Н/ оператор плотности тока j^ (x)
пропорционален электрическому заряду е электрона, который играет

роль константы связи между

электронным и электромагнитным полями.

Так как эта константа, точнее говоря,

величина а =
-r=s-

=
,„_, пп„п, мала по

/

1

7
1

I
—1 *-

Рис. 3.1.

и положим в нем

Ш>; ] 37,03604

сравнению с единицей, то решение
(3.2.5) можно искать в виде

разложения в ряд по степеням малого

параметра а. Перепишем с этой целью

(3.2.5) в виде интегрального уравнения

t

S(t, *„) = /-* $ Ну (/)S(*, l9)dt.

S (t. /n) = £ S<"> (t, t„),

где S("> (t, to) пропорционально еп. Легко убедиться, что

S("> (/, t0) = (— 0" $ dt1 I dt% ... \ dtnR, (/,) H, (t2) ... H/ (*„).

Это выражение можно преобразовать так, чтобы все верхние

пределы были равны t. Действительно, рассмотрим, например, S(2) (t, t0).
Областью интегрирования является здесь, очевидно, треугольник,

расположенный ниже бессектрисы координатного угла в

плоскости tlt (% (рис. 3.1). Поменяв местами переменные /, и 12 и

считая по-прежнему ^ абсциссой, а 1г ординатон, мы получим
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в качестве области интегрирований треугольник, расположенный
выше биссектрисы координатного угла. Если бы операторы Н/ (^i)
и Н/ (^2) коммутировали между собой, то оба подынтегральных
выражения совпадали бы, и S(2) (t, tn) можно было бы представить

как половину интеграла по всему квадрату. Но это можно сделать

и в случае некоммутирующих операторов Н/ (^i) и Н/ (t2), если

ввести хронологический оператор

тт (МН /Мч_/НИ'1)'Н/(«, fa<flt

Г(Н/('1)Н/(/г))-\н/(/2)Н/(м, <,</„
или иначе:

Т (Н/ (/х) Н, (t,)) =

= 9 (*i - *а) Н/ (f,) Н, (*2) + 9 (*. - h) H, (f2) H, (/0, (3.2.7)

где б(х)=1 при х>0 и 9(я) = 0 при х<0. Тогда
/ t

S<2) (/, t0) = - -g- J d/, J Л, Г (Н/ (t,) H, (*2)).

Аналогично можно показать, что в общем случае S(n) (?, £0) имеет

вид

t t t

S™(t, h) = t^l J dh J Л8 ... J Л„Г (H,(ty H/ (/,) ...//,(tn)),
to to to

где Т — хронологический оператор, располагающий множители
таким образом, чтобы временные аргументы операторов Н/ (tn)
убывали слева направо.

Ряд для S (t, t0) можно записать символически в виде

S (t, t0) = Tfexp ( — t \ H, (О dt'jj, (3.2.8)

Полагая здесь t0 =— оо, < = со, получим следующее общее

выражение для матрицы рассеяния:

/ <» \
S = Texp\~i ^ Н/(0Л),

или (после подстановки вместо Н/ (t) выражения (3.2.6))

S = Т exp (t ^ U (х) йЧ). (3.2.9)

Мы видели, что в случае самосопряженного гамильтониана

оператор преобразования S(t, t0) будет унитарным, поэтому в этом

случае и матрица рассеяния будет унитарной:

SS- = /. (3.2.10)
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Если Ф" и Ф* — векторы двух физических состояний, то

условие унитарности для них может быть записано в виде

(Фа, SS4<D») = 2 (ф*> S(I)<7) (фс' &■<*>") =&аи
с

где Фс — вектор промежуточного состояния с и суммирование

производится по всем состояниям с. Эти состояния могут

содержать произвольное число нефизических скалярных и продольных
фотонов, но вклад таких нефизических состояний равен нулю,
т. е. в качестве промежуточных состояний могут быть взяты только

физические состояния.

3.2.3. Представление матрицы рассеяния в виде суммы
нормальных произведений. Элементы матрицы рассеяния (для
краткости ее называют также S-матрицей) определяют, как было

разъяснено выше, амплитуды вероятности различных процессов

рассеяния электронов и фотонов. Наша задача заключается в том,

чтобы показать, как находить эти матричные элементы. Разложим

с этой целью матрицу рассеяния в ряд по степеням заряда

электрона е:

со

S= £ S<«>, (3.2.11)
« = о

где матрица S(n\ пропорциональная ел, имеет вид

S<»> = ^ J d*x, J d*x2 ... J d*xaT (L7 (хг) L/ (jc.) ... L, (*„)) (3.2.12)

и интегрирование по каждой переменной х-, производится по всему

4-пространству. Входящее в (3.2.12) подынтегральное выражение
представляет собой произведение операторов электромагнитного
поля Ац (х) и операторов электронного поля г|з (х), гр (х) в

представлении взаимодействия, взятых в разных точках хг, х2, ..., х„.

Поэтому прежде всего нужно найти матричные элементы этих

операторов. Для этого достаточно заметить, что операторы полей
в представлении взаимодействия удовлетворяют таким же

перестановочным соотношениям, как и операторы свободных полей.

Поэтому мы можем воспользоваться для них теми же

разложениями на плоские волны (2.3.1), (2.3.15), что и для свободных
полей.

Формулы (3.2.11), (3.2.12), определяющие разложение матрицы
рассеяния в ряд по степеням малого параметра е, вместе с

формулами для матричных элементов операторов полей составляют

основу теории возмущений в квантовой электродинамике.
Чрезвычайно важной чертой этой теории является ее

релятивистская инвариантность, непосредственно вытекающая из того,

что лагранжиан, взаимодействия между полями L/ (х) представляет
собой релятивистский инвариант, и, кроме того, как было

разъяснено в п. 2.5.4, релятивистски инвариантной является, операция
хронологического упорядочения операторов.
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Мы будем говорить, что процесс рассеяния, т. е.

взаимодействия между полями, является эффектом п-го порядка теории
возмущения, если элемент 5-матрицы, соответствующий этому
процессу, пропорционален е". Очевидно, все процессы п-го порядка
описываются матрицей S(,I), являющейся /г-м членом в разложении
5-матрицы в ряд по степеням заряда электрона.

До сих пор мы предполагали, что при t — гр оо электроны
являются полностью свободными. Но в рамках формализма
матрицы рассеяния можно также решать задачи о взаимодействии
электронов, движущихся в заданном внешнем электромагнитном

поле Лцй) (х) (которое считается классическим), с квантованным

электромагнитным полем А1г(л:). В этом случае следует лишь под

-ф (л;) и ip(#) понимать разложения по собственным функциям

электрона г|^+)(*)> ^-) (х) во внешнем поле Л1^ (х) (индексы -f- и —

обозначают состояния с положительными и отрицательными
частотами):

ф (х) = £ а,т|>Г (х) + 2 b'r 1|>Г (х),
^ (3.2.13)

!>(*) = .£ аН'Г(х) + 2 М>'~' (*)•
S г

Матричные элементы этих операторов, соответствующие
поглощению и испусканию электронов и позитронов, определяются

формулами

<0; | ф (х) | 1Г> = г|Г (х), <Ц | ф (х) | ОП = фи (х), П9Ш

(07\Ъ(х)\17)=фг-(х), (\7\^(х) Ог) = я|Г(*)-
l '

Во многих случаях внешнее поле является слабым и его

можно учитывать с помощью теории возмущений. Для этого

следует заменить Ац (х) в выражении для Li (x) суммой Ац, (х) -\-
-f- А»}(х), где Aj.t (x) — потенциал квантованного электромагнитного

поля, а Л^е) (#) — потенциал внешнего поля, представляющий
собой в отличие от Atl(x) с-число, и далее пользоваться

разложением (3.2.12). Что касается вектора плотности тока }»(х), то

он должен строиться с помощью разложений ty(x) и ty(x) по

собственным функциям свободной частицы.
Возможен также и промежуточный способ учета внешнего

поля, когда одну его часть следует учитывать точно с помощью

уравнения Дирака для электрона во внешнем поле, а другую
часть — приближенно прибавлением ее к потенциалу
квантованного поля. Операторы -ф (х) и гр (х) при этом определяются
с помощью разложений по собственным функциям уравнения
Дирака, содержащего только первую часть внешнего поля.

Так как операторы А(1, г|з, ф представляют собой сумму

операторов испускания и поглощения отдельных частиц, то каждый
член в разложении (3.2.11) можно представить в виде суммы
произведений операторов испускания и поглощения электронов,
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позитронов и фотонов в различных состояниях. Задача состоит

в том, чтобы выяснить, при каких условиях такого рода

произведения имеют отличные от нуля матричные элементы,

отвечающие какому-либо интересующему нас процессу /-*-/. Если,
например, в начальном состоянии i имеется один электрон и

ни одного позитрона и фотона, а в конечном состоянии / —

электрон и фотон, то, очевидно, один из операторов поглощения

должен «уничтожить» электрон в состоянии /, два оператора
испускания должны «создать» электрон и фотон в состоянии f,
а все остальные операторы должны подразделиться на пары,
причем операторы каждой пары «создают» и «уничтожают» одну
и ту же частицу. Такого рода виртуальные процессы испускания
и последующего поглощения одной и той же частицы сильно

усложняют вычисление элементов матрицы рассеяния. Мы

преобразуем поэтому матрицу рассеяния таким образом, чтобы эти

процессы не нужно было рассматривать. Для этого нужно

представить матрицу рассеяния в виде суммы нормальных
произведений, операторов испускания и поглощения частиц, в которых
операторы испускания стоят слева от операторов поглощения.

При вычислении матричных элементов таких произведений

операторы поглощения будут «уничтожать» только те частицы,

которые находятся в начальном состоянии, а операторы испускания
будут «создавать» только те частицы, которые должны быть
в конечном состоянии. Что же касается виртуальных процессов
испускания и поглощения частиц, то явным образом они не

будут входить в рассмотрение.
Чтобы представить S-матрицу в таком виде, учтем, что

Li (х) = }„. (х) А^ (х) = ieN (ф (х) А (х) у (х)), А (х) = у^ (х).
+

Поэтому л-й член в разложении S-матрицы можно записать

в виде

S(nl = Ц^Г" S Т (iV <$ (*Л А (Xl) * ^» X

X Ы(Щх2)А (xJUfix*)).. .N(^(хп)А(хп)^(хп)))^Х1^х2. ..<£**„. (3.2.15)

Отдельные множители Т-произведения, входящего в эту

формулу, представляют собой N-произведения операторов полей,
относящихся к одному и тому же моменту времени. Такого рода
Т-произведение мы будем называть смешанным Т-произведением.
Таким образом, нужно представить смешанное Т-произведение
в виде суммы N-произведений. Это может быть сделано с помощью

следующих двух правил Вика [4]:
I. Т-произведение операторов полей равно сумме их N-произ-

ведений, в которых операторы связаны всеми возможными связями.

II. Смешанное Т-произведение операторов полей равно сумме
их N-произведений, в которых операторы связаны всеми возмож-
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ными связями, за исключением связей между операторами в

пределах одного и того же Л?-произведения.
Разъясним эти правила. Если Xi. Xs. • •

•» Хл обозначают

операторы полей Ац, ф, г|5, то, согласно правилу I,

Т (XiXa • • • X») = Ьр%ф2 ...Xi„=N (X1X1 • ■ ■ X») +

+ N (Х?тёъ---Хп) + N (х?ХаХз■ • -X») +• •., (3.2.16)

где первое равенство является определением Т-произведения
(операторы %i , Хг2. • -

-. Ъп расположены в хронологическом порядке,
т. е. так, что время возрастает справа налево; бР представляет
собой четность произведенной при этом перестановки электронно-
позитронных операторов), и различные буквы над операторами
во втором равенстве обозначают различные связи. При этом для

соседних операторов они определяются как

%Ы = Т (x«Xft) — N (х,-Х*)-

Связи между несоседними операторами определяются следующим
образом: если связуемые операторы являются фотонными, то их

можно просто поставить рядом; если же они являются электрон-
но-позитронными операторами, то их можно поставить рядом,
умножив предварительно ^-произведение на четность

произведенной перестановки электронно-позитронных операторов. Например,
если Xi. Хг. .. ■ —электронно-позитронные операторы, то

N (xfoxlxfrfr.) = - (Х?х§) (ХзХ4> N (Х2Хв)

(так как XiXs и ХзХ* представляют собой с-числа, то они вынесены

за знак ^-произведения).
Проиллюстрируем теперь правило II. Если смешанное 7-про-

изведение имеет, например, вид Т (%гЫ (х-2ХзХ*))> то

Т (XiN (XaXaX-i)) = N (XiXiXaX*) + N (%Ыш*) +
+ N (х?Х2ХзХ4) + N (xfxriWtf)- (3.2.17)

В эту сумму не входят связи х?Хз. Х?Х4.Хз%4-
Используя эти правила, можно представить S(n) в виде суммы

интегралов, содержащих только А/^произведения операторов полей:

S^ = e"2$/^-"->(*/,-+i. Xir+Z,..., хГп)х

xN{^(xh)A(xiz)^{xiJ...^(xir^)A(xir_l)^(xir))dixl...dixn, (3.2.18)

где под знаком Л^-произведения стоят операторы в точках xit,
xiz, ... xir и величины F<-r-"-r) определяются связями между

операторами в остальных из п точек хь хг, .... хп (суммирование
распространяется на все возможные разбиения совокупности
чисел 1, 2, .... п на две совокупности 1г, i2, ..., ir и гЛц, ir+i, ...

..., in). Связи между операторами полей определяются формулами
(2.3.27), (2.5.25).
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Заметим, что в силу градиентной инвариантности теории к

связи между операторами электромагнитного поля А^ (я) и Av (х')
можно прибавить величину d2q> ((х — х'^/дх^дху, где ф(х2)
—произвольная скалярная функция г1, и при этом матрица рассеяния
не изменится. Связь между операторами к^(х) и Av(x') будет
определяться формулой

К (*) А? (х') = Deflv (х - х'), DCIXV (х) = Dc (x) 8^ +^g.
Преобразование Фурье функции DCilv{x) имеет вид

0q«(*)=Tan!^(^v+ d/(#)^), (3.2.19)

где dt (k?) — произвольная функция от &2, связанная с

произвольной функцией ф (х2).
3.2.4. Функциональная форма представления матрицы

рассеяния в виде iV-упорядоченного оператора. Покажем, что не только

отдельные члены разложения матрицы рассеяния, но и вся она

в целом может быть представлена в виде Л^-упорядоченного
оператора [5]. Рассмотрим прежде всего функционал от операторов
электромагнитного поля

от

F \А\ = И \ ^l..v„ (*i, .... хп) AVl (xx)... Ау„ (*„) d*Xl... d*xn,
"-0

(3.2.20)
где /(t"!..vn (xi, ..., х„) — некоторые с-функции от хъ ..., хп и

суммирование производится, помимо п, также по всем vk,

пробегающим значения vA = l, 2, 3, 4; тогда нетрудно убедиться, что

TF {А} = N (e*F {А}), (3.2.21)
где

А = | J De (x - х')^g^py 8^** d«*'.

Формула, аналогичная (3.2.21), справедлива и для электрон-
но-позитронных операторов, а именно если F {ty, гр} — функционал
от операторов г|) (х) и гр (х') вида

*ЧЧ>> $} = S $*>' я,)(*1« •••' х«1' *'» ••■ *«.) х
ii.«»

X ф (ха) if (Jfl).. .г|? (*„,) г^ (*;,) с(4х:... d«*;„

где суммирование производится, помимо /г, о /г-2, и по спинорным
индексам, от которых зависит К1"" "■>, то

TF {г|>, -ф} = N(ezF {ф, ф}), (3.2.22)
где

2 = { —Ь— Sca|i (х - х') -=■-— dAx d*x'.
J H» (*)

'

б% (*')

?4$



Из (3.2.21) и (3.2.22) следует, что если мы имеем общий
функционал F {А, if, йр] операторов Ай (х), г|)а(х), Нр$(х), то

7Т{А, г|), ф}*=Л/(еА4-2/т {А. Ир, ф). (3.2.23)
Полагая

F {А, Ир, Ир} = exp (f J fo (х) A^ (х) d*x)
и вспоминая, что

S = 7T{A, Ир, ^} = r^rAF{A, ij), ip}

(Ту и Тд обозначают Г-упорядочения операторов Ир, Ир и А),
получим следующее общее выражение для матрицы рассеяния
в виде Л/-упорядоченного оператора:

S = N (е* + 2
exp (I \ ^Ац (х) d*x)). (3.2.24)

Используя соотношение

TuF {А, г|), гр} = JVA (<?Л ехр ( I \ ^ (ж) А», (х) d4x))
(Na обозначает ^-упорядочение .операторов Ад) и замечая, что

^А6Л7(?")ехр (l \ivL^A^x)dix) =" jWa(jv(x')exp( i Jjh(at) Hli{x)dixjj,
легко убедиться, что

JVA(A exp (i \ v (x) A^ (x) d4x)) =

= -Л^(т J £>c(*'-*')Jv(*')Jv(Jf')d«*'d*A:'exp(* J ]'„ (x) A^ (x) d*x) j.
Поэтому
T&F {Л, г|), Ир} =

= exp(-^ Jjv(x')D<.(x' -x")jv(x")d*x'd*x")wAexp(; jv(x)A^(x)d*x).
Отсюда следует:

S = T„, {exp (- ^J j^ (x') Dc (x' - x") jM (x") d*x' d*x") X
X Л/д exp (i С jv (x) Av (x) d*x)}. (3.2.25)

Для процессов без участия фотонов последний множитель

в (3.2.25) равен единице, и матрица рассеяния приобретает вид

S = 7\> ехр (- ~ j ь (*') De (х' - х") j,» (x") d**' d*x"). (3.2.26),

Если движение электронов можно считать заданным, то

плотность тока можно рассматривать как заданную с-функцию /й (х).
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Из (3-2.25) следует, что в таком приближении матрица рассеяния
приобретает вид

S = ехр (- ~ С А, (*') Dc (*' - х") /v (x") d*x' d*x") x
х Л/д ехр( i ^ /V (дс) Ац (*)<*4х), (3.2.27)

где операторами являются только электромагнитные потенциалы

§ 3.3. Графическое представление элементов

матрицы рассеяния

3.3.1. Графическое представление нормальных произведений.
В п. 3.2.3 было показано, что матрицу рассеяния можно

представить в виде суммы нормальных произведений операторов
полей, соответствующих различным процессам рассеяния частиц.

Каждое такое нормальное произведение, а следовательно, и

любой процесс рассеяния, можно изображать графически [6], если

условиться сопоставлять 4-векторам хг, хг, ...
, хп, по которым

производится интегрирование в матрице S{"\ точки диаграммы,

а операторам полей —линии, проходящие через эти точки,

называемые вершинами диаграммы. Оператор Ай (х) мы будем
изображать пунктирным лучом без определенного направления с

началом в вершине х; оператор г|з(д;) — направленным сплошным

лучом, идущим к вершине х, и оператор гр (х) — направленным
сплошным лучом, идущим из вершины х. Все эти лучи, которые
называются внешними линиями, предполагаются уходящими за

пределы диаграммы.
Так как Ай (х) представляет собой сумму операторов

поглощения и испускания фотонов, то пунктирной внешней линией
будет изображаться фотон, испущенный или поглощенный в

результате процесса рассеяния; кроме того, пунктирной внешней

линией мы будем изображать также внешнее электромагнитное
поле. Аналогичным образом, поскольку тр (х) представляет собой
сумму операторов уничтожения электронов и рождения
позитронов, то сплошная внешняя линия, направленная к вершине,
будет служить для изображения электрона, существовавшего до

процесса рассеяния, или позитрона, образовавшегося в

результате процесса рассеяния. Наконец, так как ij3 (x) представляет
собой сумму операторов рождения электронов и уничтожения

позитронов, то сплошная внешняя линия, направленная от

вершины, будет служить для изображения позитрона,
существовавшего до процесса рассеяния, или электрона, образовавшегося в

результате процесса рассеяния.
Кроме операторов полей^ мы должны графически изображать

также связи между операторами. Условимся сопоставлять связям

между операторами внутренние линии диаграммы, соединяющие
ее вершины, а именно будем изображать связь между фотон-
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ными операторами к^{х) и Av(y) пунктирной линией (не
имеющей определенного направления), соединяющей вершины х и у,
и связь между электронными операторами ty(x) и гр {у) —
сплошной линией, соединяющей вершины х и у и имеющей
направление от вершины х к вершине у.

Так как в выражении для S1"' каждая точка х является

аргументом трех операторов
— одного фотонного и двух электронных,

то через каждую вершину диаграммы проходит одна фотонная
и две электронные линии.

Диаграммы, изображающие отдельные нормальные

произведения, входящие в матрицу Sin), содержат п вершин. Мы будем
называть их диаграммами п-го порядка.
Они могут служить для изображения
эффектов п-го приближения теории
возмущений.

Приведем несколько примеров.
Начнем с эффектов первого порядка.

В этом случае имеется, очевидно, только

одна диаграмма, представленная на рис. 3.2.
Она изображает рассеяние электрона нли

позитрона во внешнем поле, излучение или
Рис' 32-

поглощение фотона электроном (позитроном),
а также образование или поглощение электронно-позитронной
пары. (Справа от диаграммы символически указано
подынтегральное выражение матричного элемента S(1) без знака нормального

произведения.)

| mm j г^у^ s) | j

(ФдФ)(ФяФ) (ФйФХФдФ)

(ФдФНФдФ) (ФдФНФдФ) (ФдФ]0)
Рис. 3.3.

Рассмотрим далее эффекты второго порядка. В этом случае
возможно всего шесть топологически различных диаграмм,
изображенных на рис. 3.3. Рядом с диаграммами символически указано

подынтегральное выражение элемента матрицы S(2) (без знака

нормального произведения). Линии, соединяющие различные

множители А, г|э, гр, служат для обозначения связей между операторами.

Рассмотрим подробнее диаграммы 2 и 3 рис. 3.3. Первой из

этих диаграмм соответствует одно нормальное произведение,
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И(фАф){фАф), а второй диаграмме —два нормальных

произведения Ы{(фАф)(фАф)), 1У((фАф)(фАф}). Оба последних Л?-произведе-

ния, отличающихся местом наложения одной связи между

электронными операторами, после интегрирования по Л*хг и

с1*х2 вносят, как легко убедиться, одинакозый вклад в

элемент матрицы S(2\ соответствующий диаграмме 3. Поэтому
достаточно рассматривать только одно из этих нормальных

произведений и вносимый им вклад в элемент матрицы S(2) умножить
на 2.

Аналогичная ситуация имеет место и для других диаграмм.
Каждой из них может соответствовать несколько нормальных

произведений, отличающихся только местами наложения связей

между операторами полей и вносящих одинаковый вклад в

элемент матрицы рассеяния. Они называются эквивалентными

нормальными произведениями.

Перейдем к перечислению диаграмм третьего порядка. Легко

убедиться, что всего существует 15 топологически различных
диаграмм, соответствующих различным эффектам третьего
порядка (рис.3.4).

Например, диаграмме 8 рис. 3.4 соответствует шесть

эквивалентных /V-произведений:

_ ,---> _ _-''"Г~-^
1) м[(Фаф)(фафнфШ, z) н((ФКЩ1ШФЩ,

з)Н((фаЩ^^щФ)) , 4)м((ФаФ)(ФаФ1(ФаФ)),

5)н((ФаФ)^аФ)(ФаФ)), 6) и((ФаФ)(ФаФ}(ФаФ)}.

Учитывая, что в iV-произведеиии можно менять местами

электронные операторы, умножая при этом /V-произведеиие на четность

произведенной перестановки и используя (2.3.24) и (2.5.25),
легко убедиться, что все шесть iV-произведений вносят одинаковый
вклад в элемент матрицы S(3), соответствующий изображенному
на диаграмме 8 процессу рассеяния.

Заметим, что число эквивалентных N -произведений,
соответствующих данной диаграмме, можно определять следующим
простым способом. Нужно, перенумеровав вершины диаграммы
числами 1, 2, ..., п, определить число перестановок этих чисел,

не меняющих вида диаграммы. Если это число равно g (g = 2

для диаграммы 2 рис. 3.3 и g= 1 для диаграммы 3 рис. 3.3), то

число эквивалентных /^-произведений будет г= -.
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Приведенные на рис. 3.3 диаграммы изображают нормальные
произведения операторов полей в общем виде и описывают

одновременно ряд процессов. Эти операторы представляют собой суммы

&юФХШ)(ФйФ)
■ г.

9) i?
(ФдФ)(Ф№(ФяФ)

Ю)
^

(ФдФ)(ФдФ)(ФдФ)

№ШфШфяФ)

11)

G

-о-

(ФдФ)(ФдФ)(ФдФ)

(ФШФяФ)0Ф)

(ФдфШф^фМ

(ФдФ)(ФдФ)(Фдф

в)J^
•■Л ,т~' . т

S—ч

Рис. ЗЛ.

операторов испускания и поглощения частиц в различных

состояниях; поэтому нормальное произведение, отвечающее какому-
либо конкретному физическому процессу, может быть представлено
в виде суммы нескольких слагаемых, которые содержат произве-
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денйя операторов испускания и поглощения частиц,
участвующих в рассматриваемом процессе, и отличаются друг от друга
только порядком расположения операторов. Эти слагаемые можно

изображать диаграммами, которые топологически эквивалентны

и отличаются друг от друга только порядком расположения
электронных и фотонных линий.

Рассмотрим, например, излучение фотона электроном во

внешнем поле. Это — процесс второго порядка, и отвечающее ему
нормальное произведение в подынтегральном выражении S(2) имеет

вид /v/W*,Wa:,;ФШ 4>frz)Ati2) Ф(хг)). ВместоА (х) мы должны подставить

сюда А (а:) = Л<е) (х) + Ай (х), где Л(<п — внешнее поле и А* — оператор
испускания фотона с 4-импульсом k. Нормальное произведение
разобьется на два члена:

которым соответствуют две диаграммы (рис. 3.5), отличающиеся

друг от друга только порядком расположения фотонных линий,
изображающих А^е) и Afe.

Рис. 3.5.

Если в процессе участвуют п фотонов, то после разбиения
нормального произведения на слагаемые, содержащие операторы
поглощения и испускания отдельных фотонов, мы получим п\

членов, которым соответствуют диаграммы, отличающиеся друг
от друга только порядком расположения фотонных линий.

Аналогичным образом, если в процессе участвует несколько

электронов и позитронов, то нормальное произведение может быть

представлено в виде суммы членов, которые содержат одни и те

же операторы испускания и поглощения электронов и позитронов
и отличаются только порядком расположения этих операторов, а

соответствующие этим членам диаграммы отличаются друг от

друга только порядком расположения электронных линий.

Например, процессу рассеяния электрона электроном
соответствуют две' диаграммы (рис. 3.6); на этих диаграммах ръ рг и
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pi, p'z обозначают 4-импульсы электронов до и после рассеяния,
k и k' — 4-импульсы виртуальных фотонов, которыми обмениваются
оба электрона.

В отличие от процессов с участием нескольких фотонов, для

которых отдельным диаграммам соответствуют матричные элементы,
имеющие один и тот же знак, для процессов с участием
нескольких электронов отдельным диаграммам соответствуют матричные
элементы, могущие иметь разные знаки. Это связано с тем, что

операторы испускания и поглощения электронов и позитронов,
находящихся в различных состояниях, в отличие от

коммутирующих операторов испускания и поглощения фотонов не коммутируют
между собой.

Рис. 3.6.

Например, двум диаграммам рис. 3.6 соответствуют матричные
элементы, имеющие разные знаки. Действительно,
подынтегральное выражение части матрицы S(2), описывающей рассеяние

электрона электроном, равно

_
/"

_
"\

А1(Ф(х,А(х,)Ф(х,)Ф(хг)А(хг)Ф(хг)).

Подставляя сюда ty(x) = ap^jjpj (.*:) +apMJ3p/ (х), ■ty(x) = ap$p,(x) +

-f- ap,typ2 (х), где ар и ар
—

операторы испускания и поглощения

электрона с 4-импульсом р и typ(x) —волновая функция электрона
с 4-импульсом р, мы получим четыре отличных от нуля члена:

N (а;. аР)ар; а„2) фр; (хО ф^ (хх) чЦ (хг)%2 (х2) +

+ N (ар> аРза^ aPi) грр; (х-2) i|)Pi (х2) грР; (*,) г|?„г (хг) +

-+- JV (ap/aPaa^aPi) грР1'(х1)гр„з {xj г|зр, (x2)ipPi (,v2) +

4- Л/ (ap^aPiap;aP2) фр^ (х^ yPi (Xl) грр; (*j)4>p> (ж2).
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Первые два члена представляют собой два эквивалентных нор
мальных произведения, соответствующих первой диаграмме рис. 3.6,
а вторые два члена — два эквивалентных нормальных

произведения, соответствующих второй диаграмме.
Переставляя в третьем члене операторы а и а1", легко

убедиться, что N (а^а^а^а^) = — N (a^aPia^aP3), поэтому, как

и утверждалось, матричные элементы, соответствующие обеим

диаграммам, имеют разные знаки.

Этот результат может быть обобщен следующим образом.
Пусть в процессе участвует z электронов, импульсы которых до
и после рассеяния равны соответственно рг, рг,..., рг и р'и р'^,...
..., р'г; тогда процессу будут соответствовать г! диаграмм,
которые отличаются обозначениями электронных линий после

рассеяния. Если на двух диаграммах электронные линии после
рассеяния (являющиеся продолжением электронных линий до рассеяния)
обозначены соответственно через р\, р\,... и р),, р/2,..., то

относительный знак матричных элементов, отвечающих обеим

диаграммам, будет определяться четностью перестановки (1, %..., z)-+-
-Ч/ъ h, ••-, /*)•

Таким образом, матричный элемент, соответствующий какому-
либо физическому процессу, всегда можно после разбиения
нормального произведения представить в виде

</|S<»> 10 ^ S\% = 2 ЭЛ{*->,, (3.3.1)

где отдельные слагаемые 3)1*'!!/ отличаются друг от друга
порядком расположения операторов поглощения и испускания частиц,

участвующих в процесс©; диаграммы, изображающие эти

слагаемые, топологически эквивалентны и отличаются только порядком
расположения электронных и фотонных линий.

3.3.2. Импульсное представление. Чтобы найти величины fDljllf,
удобно перейти к импульсному пространству. Представим для
этого связи между операторами полей DCilv(x) и 5сор(х), а также

4-потенциал внешнего электромагнитного поля А^ (х) в виде

интегралов Фурье

D^{х) = Щ?1 D<^(k) ё"Х d**'

Scap (X) = pHjj JS«p (P) е'РХ d*P> S^ (P) = l ^J-%'
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и пЬдстааим их вместе с выражениями для Матричных элементов

операторов полей

<1 ЖIФ (*) 10JS> = pL № (p) е-Ч",

1 -,.

<1 S I * (*) I 0SI> = р="и (—Р) <Пр*

Я(%)

В то из нормальных произведений под знаком интеграла для S<*>,
которое соответствует SM'lif. Собирая множители ё^х\% ёкх\,
eqx> с определенным xf(j = l, 2,..., п) и выполняя

интегрирование по dtxl... d*xn, мы получим произведение п четырехмерных
б-функций 6(2/?), умноженное на (2л)*", где р служит для
обозначения 4-векторов р, k, q

(число слагаемых под знаком

б-функции равно, очевидно,

трем
— по числу линий,

проходящих через каждую вершину
диаграммы).

Очевидно, в импульсном
представлении каждой линии

диаграммы будет
соответствовать некоторый
четырехмерный вектор р. Но функции

D<v.v(x/ ~xi)> $сар (Xj — хг), связанные с внутренними
линиями диаграммы, зависят от разности координат xf, xt концов
линии; поэтому в двух б-функциях, возникающих при
интегрировании no d*Xj и d*xt, 4-вектор р, связанный с линией xfxt, будет
входить с разными знаками. Это дает возможность

интерпретировать векторы р, соответствующие внутренним линиям диаграммы,
как четырехмерные импульсы виртуальных «частиц»,

«испускаемых» в одном конце и «поглощаемых» в другом конце внутренних
линий. При этом, очевидно, между временной и

пространственной составляющими четырехмерного импульса виртуальной частицы
не существует никакой связи, рг-\-тгфО, №ф0.

Что касается внешних линий диаграммы, то им соответствуют,
очевидно, четырехмерные импульсы реальных частиц,
участвующих в процессе.
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Чтобы получить окончательное выражение для Ш\%,
необходимо расположить матрицы, действующие на спинорные индексы,
в определенном порядке, произвести интегрирование по

импульсам виртуальных частиц и переменным q (происходящим от

разложения внешних потенциалов в интеграл Фурье) и

просуммировать полученное выражение по поляризациям виртуальных фотонов.
Выясним прежде всего, в каком порядке должны быть

расположены спинорные матрицы. Рассмотрим для этого пример
—

процесс рассеяния электрона во внешнем поле, изображенный
на рис. 3.7. Соответствующее этому процессу нормальное
произведение (под знаком интеграла в выражении для S(3)) равно

Переставив местами -фя. и %, а затем яр^ и ф~а, что не изменяет

знака В, и используя (2.3.24) н (2.5.25), перепишем В в виде

В = N (ф\ (х2) (yv)Xe Sce(> (x2 - х») А^ (х3) (уй)ра Scaa (х3 — xi) X

X (YnW% (хг)) Dcilv (X) -Xz) = N (ф~ (х2) yvSc (х2 — х3) A i«) (х3) х
X Sc (х3 — хг) 7цф (х1)) Dmv {хг — хг)

(перестановка операторов о|5а и а|5р приводит к дополнительному
умножению на — 1). Это выражение показывает, что внутренней
фотонной линии соответствует функция DCilv и две матрицы yv и

Yn, которые должны быть сопоставлены ее концам (вершинам хг
и Xi). При этом матрицы, действующие на спинорные индексы,
т. е. матрицы Yn и Sc, должны быть расположены в такой

последовательности, считая слева направо, в которой они встречаются,
если двигаться против направления электронной линии

(см. рис. 3.7).
Выяснив, как должны быть расположены спинорные матрицы,

мы можем теперь написать следующее общее выражение для Ш^Х^
в виде интеграла в импульсном пространстве:

mlt, = бР (- 1)»+' g (2я)*^>е« \ dVi• • • dtp?. №4£,...d4Fv $ d*qi...

s Fe

n:'aJPf)
u (~ pi) _Jf_\ JT A"» (?) 1 | /. ip-

'уЩУ'Щ УЩ/*г {2пГ М ^ р2+™*)

(Vvi^v + d^)v^)j. (3.3.2)

154



Здесь интегрирование производится по четырехмерным импульсам
виртуальных частиц, т. е. по 4Fe переменным рь р2,..., pFe<
происходящим от множителей типа Sc(p), и 4Fy переменным kx, k2,...
.... kFy, происходящим от множителей типа Dc(k), а также по 4i

переменным <7ь q2,..., qs, происходящим от разложения внешних

потенциалов в интеграл Фурье (Fe и Fy — числа внутренних

электронных и фотонных линий, т. е. числа виртуальных электронов
и фотонов, F = Fr-\-Fy; s — число вершин, в которых действуют
внешние потенциалы), / — число замкнутых электронных петель

с четным числом электронных линий, бР —четность перестановки
электронных операторов (см. ниже), \ = rln\.

Кроме интегрирования, в этой формуле Производится
суммирование по четырем значениям индекса v, обозначающим
различные поляризации виртуальных фотонов, причем каждому
виртуальному фотону соответствует свой индекс v, принимающий
значения v = 1, 2, 3, 4.

Отдельные множители в формуле имеют следующие значения.

п П
" (р?) " (~ Pi) et

л -

Произведение I I _JL х,. ■

г^= представляет собой произ-1~1 ущущ V^i
_

1

_

ведение биспиноров и (р)/]/г2е, й(—р)/]/г2е и величин ё/У2са,
описывающих электроны, позитроны и фотоны в начальном со-

Пй
(pf) и (— рт) ё.
\Л1 \ . —L= обозначает анало-

ущ Y2&j V2a,f
гичное произведение для конечного состояния /. Множители

■ГР-т „ „ ±(к . л kJ^li'2,2 и Yv7jp(^nv + d/-T3-)Vii происходят от связей электронных

и фотонных операторов, причем число первых равно F'„, а вторых
—

Fy. Наконец, символ О служит для обозначения определенного
порядка в расположении спинорных матриц, а именно матрицы

Ун и Sc, действующие на спинорные индексы, должны быть

расположены, считая справа налево, в такой последовательности, в

какой они встречаются, если двигаться по направлению
электронной линии диаграммы.

д

Рис. 3.8.

Специфическая особенность возникает в том случае, если

диаграмма содержит замкнутые электронные петли с четным

числом электронных линий (при нечетном числе электронных линий,
входящих в петлю, матричный элемент равен нулю). В этом

случае каждой электронной петле соответствует в выражении

ЗН|"Л/ взятый со знаком минус след произведения матриц уй и

Sc, относящихся к петле. Чтобы убедиться в' этом, рассмотрим
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часть диаграммы, содержащую замкнутую электронную петлю,

изображенную на рис. 3.8 (квадратики А и В обозначают

произвольные, сколь угодно сложные диаграммы, вид которых не

существен). Множитель, связанный с этой петлей, в общем
выражении для нормального произведения, соответствующего рис. 3.8,
имеет следующий вид: В = N (^ (хх) (у^^ (дд ^ь (дд (у^^ (дд)_
Используя выражения для связей операторов, получим

В= — (YnW "-^З6 (Xl ~~ Х*\ (Vv)fip Scpa (*2 — хl) =

=— Sp (YtA (хх - х2) yv5c (x-i — xj),
что и утверждалось выше.

Если диаграмма содержит I замкнутых электронных петель

с четным числом линий, то ЗЭТ/!1/ приобретает множитель (— \)1,
который входит в (3.3.2) наряду с множителем (— 1)"6р, где 6Р
определяет относительный знак ЭН^/ в том случае, если в

процессе участвует несколько электронов. Как было разъяснено выше,
8Р представляет собой четность перестановки индексов электронов

Р = (\, 2,...)-»-(ti. А,...),

где числа 1, 2,... нумеруют на диаграмме импульсы электронов
до рассеяния, а числа i\, i2.... —после рассеяния.

Легко показать, что диаграммам, содержащим замкнутые
внутренние электронные петли, состоящие из нечетного числа

отрезков, соответствует суммарный матричный элемент, равный
нулю (теорема Фарри) [7].

3.3.3. Правила Фейнмана. Сформулируем теперь окончательно

общие правила написания матричного элемента, соответствующего
любой диаграмме (правила Фейнмана) [6].

1) Каждой внешней электронной линии соответствует биспинор
«М. (р) йй (р) Ф (— р) цй (_ „)

одного из типов уШ, -у±-, -р=р, -jT^-. причем и» (р) и

ий(р) соответствуют поглощению и испусканию электронов с

импульсом р и поляризацией ц., а й^ (—р) и иц (—р) —
поглощению и испусканию позитрона с импульсом р и поляризацией \i.

2) Каждой внешней фотонной линии, изображающей фотон,
ё

соответствует матрица г—, где со — частота и е„ — единичный
у 2о>

4-вектор поляризации фотона. Каждой внешней фотонной линии,

изображающей внешнее электромагнитное поле, соответствует мат-

рица 6™М.
(2я)<

3) Каждой внутренней электронной линии с импульсом р соот-
. in — т

ветствует матрица t Г,
т%.

4) Каждой внутренней фотонной линии с импульсом k соответ-

1 1 / ^H^v\
ствует множитель -.- -.z f 6\^ + ^ (&2) —щ-), а ее концам— матрицы

7и и Yv
'
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5) Каждой вершине соответствует б-функция, содержащая
импульсы всех линий, сходящихся в эту вершину, причем
импульсы на обоих концах внутренней линии берутся с

противоположными знаками.

6) Все матрицы, действующие на спинорные индексы,
располагаются справа налево в такой последовательности, в

которой они встречаются, если двигаться по направлению
электронной линии.

7) Если диаграмма содержит замкнутую электронную петлю

с четным числом электронных линий, то в ЯНЗД входит в

качестве сомножителя взятый с обратным знаком след

произведения матриц i 1р2 т2 и Yn» относящихся к отдельным линиям

петли и ее вершинам.
Матричные элементы диаграмм, содержащих замкнутые

электронные петли с нечетным числом электронных линий, равны
нулю.

8) Численный множитель, стоящий в 5ШЗД перед

произведением бисПнноров -— и матриц Л..
, ?», Sc, равен (—1)л+/Х

у 2е У 2(0

x£6p(2ji)4,n-F), где F —общее число внутренних линий, /—число

электронных петель с четным числом электронных лнннй, 6>—

четность перестановки индексов импульсов электронов 1, 2, ...—»■

-*-/i. /2. ■•• (1, 2, ... нумеруют начальные, а /,, /2, ...—

конечные импульсы электронов), £ — —? (/" — число эквивалентных

нормальных произведений, соответствующих рассматриваемой диа

грамме).
'

9) По четырехмерным импульсам внутренних линий,
изображающих виртуальные частицы, и по переменным q, связанным с

внешними потенциалами, производится интегрирование, а по

четырехмерным поляризациям виртуальных фотонов — суммирование.

i

'й3=й(р2) ut=u(pf]
Рис. 3.9.

Рассмотрим в качестве примера рассеяние фотона электроном
во втором приближении теории возмущений. Этому процессу
(подробно он будет изучен в § 4.2) соответствуют две диаграммы,

изображенные на рис. 3.9 и отличающиеся друг от друга только

последовательностью действия фотонных операторов.
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Элемент матрицы S'21, соответствующий процессу рассеяния
фотона электроном, может быть сразу написан на основании

правил Фейнмана:

<1J,1*.|S<»>|1J11»I> =

= ie2 (2я)*
«а / «г i(pi+%i) — m ei

+
^2е2 V^2w2 (Pl+ *,)« +m* У2щ

62 U±=^ 6 (рг -pi + h — ki),
■ ei '(pi +b) — m

где pi и &х — 4-импульсы электрона и фотона до рассеяния, р2 и

&2 — аналогичные величины после рассеяния, ег и е2
— единичные

4-векторы поляризации фотонов и, наконец, и1 = и(р1), «2 = " (р»)-
Топологически такие же диаграммы соответствуют двухфо-

тонной аннигиляции здектронно-позитронной пары (рис. 3.10).

^'иг=и(-р__) uru(pj
Рис 3.10.

Элемент матрицы S(2\ соответствующий этому процессу, равен
согласно правилам Фейнмана

<1*,U,|S<"'|1Mp-> =

«а I ? 2 * ( />1 — ^l) —m
1гг2(2я)4-

К2е- V /2ша (Pi —*i)2 + m2 J^2w,'^=" +

где р! = р+
— 4-импульс электрона и

зитрона.
■р2 ^=Р- — 4-импульс по-

§ 3.4. Вероятность и эффективное сечение

3.4.1. Амплитуда рассеяния и вероятность. В отсутствие

взаимодействия, когда состояния частиц не меняются, матрица
рассеяния S совпадает, очевидно, с единичной матрицей /.

Поэтому удобно положить

S = / + fT (3.4.1)

и связывать вероятности различных процессов Pt-,, с элементами

матрицы Т:
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где i и / служат для обозначения начального и конечного

состояний системы взаимодействующих полей (фазовый множитель

перед Т может быть выбран произвольно; сделанный в (3.4.1)
выбор соответствует выбору фазового множителя в матричных
элементах в нерелятнвистской квантовомеханической теории

рассеяния).
Если в процессе участвуют только свободные частицы, то из

матричного элемента (/1Т | i) можно выделить б-функцию,
содержащую разности 4-импульсов частиц в начальном (р,) и

конечном (pf) состояниях,

</1Т 11) = (2я)* M^fb (£Pi - 2р,)

(величину Mi-*/ называют амплитудой рассеяния для

соответствующего процесса). Поэтому вероятность процесса Р,_^ будет
пропорциональна квадрату 6(£р/

— £р/). Заменив одну из этих

6-функций интегралом

мы будем считать область интегрирования в нем ограниченной,
т. е. заменим б-функцию на V At/(2n)*, где Д/ — интервал
интегрирования по времени и V — пространственный объем
интегрирования. Таким образом, вероятность процесса i-*-f
пропорциональна времени Д^, и мы можем поэтому ввести вероятность,
отнесенную к единице времени,

Wl4 =%L= (2я)* | Mw [» бЦ Pi
- %Pf) (3.4.2)

(объем V, т. е. объем, на который нормированы волновые

функции частиц, считаем для простоты равным единице).
Так как в рассматриваемом процессе начальное и конечное

состояния частиц отнссятся к непрерывному спектру, то

практический интерес представляет знание вероятности того, что

трехмерные импульсы частиц pf в конечном состоянии находятся в

заданных интервалах d3pf. Чтобы найти эту вероятность,
которую мы обозначим через dw^f, нужно умножить W^f на

1ч 1Т~)з' где (о"4—число состояний частицы с определенной

поляризацией, для которой импульс Pf лежит в интервале d3pf:

dwt-*, = (2n)*iMw |»б (У Pi -2Pf) \\ -|§J-. (3.4.3)

Выполнив интегрирование по одному из импу.пьсов pf, мы

устраним в dwc^i три пространственные б-функции:

dw^ = 2n | Ml4 J» б (^ в/
- У е,) []" -(gb (3.4.4)
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где штрих над произведением означает, что из него исключен

один из множителей с(3р,/(2я)8; е; и еу представляют собой

энергии частиц в начальном и конечном состояниях.

Чтобы устранить б-функцию от энергии, представим какой-
либо из множителей, входящих в произведение П', в виде

(2я,)з
—

(2л,)3 ыь/"°'

где do —элемент телесного угла, в котором лежит вектор pf.

Выполнив интегрирование по dej, получим

<tow=2n|Mw|«pd>JJ'^, (3.4.5)

где П" o6o3Ha4aet произведение П' без одного из множителей

d3Pf/(2n)*.
Если в процессе участвуют частицы, находящиеся в

постоянном внешнем поле, то импульс не сохраняется, а сохраняется
только энергия. В этом случае из (/|T|t) можно выделить

только 6-функцию, содержащую энергии частиц:

<Л Т | J) = 2*MjWS(Vet.-££/)•

Поступая так же, как и выше, найдем вероятность процесса
£-»-/, отнесенную к единице времени:

^=^= 2я|Л^Н2б (2е<-28/)- <3-4'6>

Наконец, умножив №,--f на IJ ^
, получим вероятность

того, что импульсы частиц pf лежат в интервалах d3pf:

d^/=2K|MtWj2s (28<-2е')Пт§|-- (3-4-7>

Это выражение, в отлнчие от (3.4.5), содержит под знаком

произведения импульсы всех частиц в конечном состоянии.

3.4.2. Суммирование по состояниям поляризации электронов
и фотонов. Во многих случаях нас не интересует определенное
состояние поляризации возникающих частиц (т. е. ориентации
спинов электронов и направления поляризации фотонсв). В этих

случаях вероятность dw^j должна быть просуммирована по

возможным состояниям поляризации частиц в конечном состоянии.

Если, кроме того, в начальном состоянии частицы не

поляризованы, то вероятность dw^f должна быть еще усреднена по

поляризациям частиц в начальном состоянии.

Покажем, как производится суммирование и усреднение по

Поляризациям частиц. Рассмотрим сначала тот случай, когда в

начальном и в конечном состояниях имеется только один элек-
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трон. Амплитуда рассеяния Aff_/ имеет тогда вид /М,-_/= Я/Ом,-,
где Ui^u(pi) и Uj ^ви (pf) - спинорные амплитуды электрона в

начальном и конечном состояниях и Q— некоторая матрица. Нас

интересует величина-д- / J Af£_/ |a (ц* и \if
—

проекции спина

электрона в начальном и конечном состояниях), которая может

быть найдена согласно (1.1.40):

\ 2 I й#и' I2 = I SP (Q (« - »>i) ё(m - *Р*/)Ь (3.4.8)

где Q = Y4Q+Y4-
Аналогично, если в начальном и конечном состояниях

имеется только один позитрон, то

Mi-^f = ViQvh

где Vi: = ы ( — Рг) и и/ = и ( — р/) — спинорные амплитуды позитрона
в начальном и конечном состояниях (рг и р/

—

импульсы

позитрона в этих состояниях). В этом случае согласно п. 1.1.6

J_
2

Наконец, если одно из состояний является электронным, а

другое позитронным, то, очевидно,

2 I *£»/12 = I Sp {Q (m+ t'P/) Q (m + ip,)}. (3.4.9)

/ UfQVf,„.,
в случае образования пары,

e^f ~~ Л

в случае аннигиляции пары,

и соответствующие величины определяются формулами

4 2 I а№
"2 = -

-2 sp te (т+#~) ё (т - «р+)Ь
^

_

(3.4.10)

H;. Uy

где р+ и р- —4-импульсы электрона и позитрона.
Аналогичным образом можно производить суммирование по

поляризации и в более сложных случаях, когда в процессе
участвует несколько электронов и позитронов. При этом нужно

пользоваться приведенными формулами, считая, что матрица Q

содержит сама по себе спинорные амплитуды, и производить
суммирование по относящимся к ним поляризациям снова по

формулам (3.4.8)-(3.4.10).
Покажем теперь, как производить суммирование и

усреднение по поляризациям фотонов. Пусть, например, в конечном

состоянии имеется фотон с импульсом к и поляризацией к
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(X— I, 2). Если в состояниях i и / имеется электрон, то /И;—;
можно представить в виде

где Q и Q' — некоторые матрицы и е'Х) = е^, 'уц (^'—единичный
вектор поляризации фотона). Поэтому

Л.=1.2 Х=1,2 А.= 1,2

где Q = V4Q+?4- Суммирование здесь производится по А,= 1, 2, но

его можно расширить и считать, что А=1, 2, 3, 4, так как

продольные и скалярные фотоны, не имеющие физического
смысла, не внесут вклада в это выражение. Замечая, что

/ i еЦ CV —

L>|iV,

получим окончательно

2] |/И^|2 = — (ufQy^Q'u^i^Q'^Quf). (3.4.11)
Я=1.2

Это важное соотношение показывает, что суммирование по двум

поперечным поляризациям фотона может быть заменено

суммированием по четырем поляризациям, включающим поляризации
продольного и скалярного фотонов.

Суммирование по четырем поляризациям производится с

помощью формул

YuSYm = 4s, YnaVn =
— 2а>

y^labyi, = Aab, у{ХаЫу,х =— 2сЬа,

где s—скаляр, а а, Ь, с — 4-векторы и ab = aVLbil.
Если выражение (3.4.11) должно быть просуммировано по

ориентациям спина электрона, то это может быть сделано с

помощью формул (3.4.8)— (3.4.10).
Соотношения, аналогичные (3.4.11), могут быть записаны,

очевидно, и для произвольного числа фотонов.
3.4.3. Эффективное сечение. До сих пор мы характеризовали

процесс рассеяния его вероятностью. Вероятность является

физической, реально измеримой характеристикой процесса в том

случае, когда начальное состояние является одночастичным. Но легко

видеть, что если сталкиваются две свободные частицы, то эта

величина будет обратно пропорциональна нормировочному объему
V, который может быть выбран произвольно. Чтобы получить
величину, характеризующую процесс рассеяния и не зависящую
от V, нужно разделить дифференциальную вероятность рассеяния
dwi^i на плотность потока сталкивающихся частиц /, которая
также обратно пропорциональна V. Определенная таким образом
162



величина называется дифференциальным эффективным сечением

рассеяния и обозначается через da:

d<J = ^t±. (3.4.12)

Дадим теперь определение величине плотности потока

сталкивающихся частиц. Естественное определение мы имеем в том

случае, когда одна из частиц (рассеиватель) до столкновения

покоилась. В этом случае /{0) = nf'v?', v$' — 0, где пТ и vi"' —

плотность и скорость движущихся частиц в системе покоя рассеива-
теля (значок 0 служит для обозначения этой системы, а индекс

2 —для обозначения величин, относящихся к рассеивателю).
Поэтому в системе покоя рассеивателя дифференциальное
эффективное сечение рассеяния определяется как

dwV>~f
da,0) — -^i—

n?'v^
■

В системе отсчета, в которой рассеиватель движется со

скоростью г>2, отличной от нуля (система К), определение плотности

потока /, вообще говоря, неоднозначно. Целесообразно считать,

что

/ = nxv\ v' = —-— У (рфъ)г - (тхтг)г,

где Pi, 2, «1,2, mi. 2
— 4-импульсы, энергии и массы частиц.

Эффективное сечение рассеяния будет тогда релятивистским

инвариантом.

Используя эту формулу и определения (3.4.12) и (3.4.3),
получим следующее общее выражение для дифференциального
эффективного сечения процесса рассеяния i-*-f:

(3.4.13)

где индексы 1, 2 относятся к частицам в начальном состоянии

н индекс / — к частицам в конечном состоянии (при вычислении

Mi-,f считается, что V = l).
Выражение для do можно переписать так, чтобы оно

содержало только инвариантные величины. Выделим с этой целью из

Mi^t те множители, которые не инвариантны. Эти множители

происходят от матричных элементов операторов полей и имеют,

согласно (2.3.12) и (2.5.16), вид l/l/2eft, где е*
— энергия

фотона или электрона (позитрона). Если поэтому записать М^ в

виде

.

Мы = »мПт^- (3'4Л4)

где произведение распространяется на все частицы как в

начальном, гак и в-конечном состояниях, то величина Л,-,/ будет реля-
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тивистским инвариантом. Подставив это выражение в (3.4.13) и

используя соотношение

l~- = ^l^Plb{p} + m))n^t), (3.4.15)

получим
S(p, + p,

— Ер,) тт / 4*р£(Р} + т%\ в (е,Л\
da = (2л)4 \А,,.., |« —^Ш-2 -**- 11 у ^f " ЧМ. (3.4.16)Л

4 ^(p^'-mjmj 1-1 V <2я)» /

Это и есть релятивистски инвариантная форма эффективного
сечения рассеяния.

3.4.4. Вероятность процессов рассеяния поляризованных
частиц. Покажем, как вычислять вероятности и сечения рассеяния

частично поляризованных частиц. Начнем с рассмотрения

электронов, причем будем сначала предполагать, что в начальном и

конечном состояниях имеется только один электрон. В этом

случае амплитуда рассеяния определяется, как мы видели,

формулой
Mi-,f = afQui,

и вероятность процесса пропорциональна

| Mt-,f |а = (ufQUi) (UiQllf) = ишй1а^а^и№'а^6а, (3.4.17)

где Q = Y4Q+Y4-
Если начальное состояние поляризовано не полностью, а

частично, то в формуле (3.4.17) следует произвести замену

Wjowio' ~~*~ (Pi')aa'»

где р,- — матрица плотности электрона в начальном состоянии,

определяемая формулой (1.1.40):

Pi =
1 (т - ip) (I + /Yes,) (3.4.18)

и S; —4-вектор поляризации электрона в начальном состоянии.

Аналогичным образом можно рассмотреть также случаи, когда
начальное и конечное состояния являются позитронными либо

одно из состояний является электронным, а другое позитронным.
Так, в первом из этих случаев соответствующие формулы имеют

вид

Mi^f^ViQvf, У/0я«а'-ИрПсш', РГ =2 (— т — ip)(/ + iybs).

(3.4.19)
Используя (1.1.39), легко видеть, что вероятность обнаружить

в конечном состоянии полностью поляризованный электрон
(позитрон) с 4-вектором поляризации а будет линейной функцией а:

\Mi^fP^A + Ba (3.4.20)

(черта означает переход от волновых функций частиц в

начальном состоянии к соответствующим матрицам плотности).
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Поставим теперь вопрос, какова будет матрица плотности

электрона (позитрона) в конечном состоянии. Ответ гласит, что

матрица плотности определяется формулой (1.1.40), в которой
4-вектор поляризации sf имеет вид

sf=*\B + p{Bp)lm*\A-K (3.4.21)
Действительно, перейдем в систему покоя электрона (позитрона).
Тогда выражение (3.4.20) примет вид

В
М^/р=Л +5л=ЛЦ--~ я , (3.4.22)

где я —вектор поляризации, определяемый формулой (1.1.29'). С
другой стороны, вероятность того, что полностью

поляризованная частица, описываемая двухкомпонентным спинором vf, будет
при измерении обнаружена в состоянии с вектором
поляризации я, равна

W (л) = | v* (л) vf \\

где v (я) — спинор, описывающий полностью поляризованную
частицу с вектором поляризации я. Если спинор vf не известен,

а известна соответствующая матрица плотности

(Р/)сф = (Vf)a (Vf)ft = (/ + S/tf)ap.
то

W (л) = v* (л) Pfv (я) = | Sp [(/ + Z,fo) (I + па)} = ~(l+ £,л).

(3.4.23)
Сравнивая (3.4.22) и (3.4.23), видим, что

t,f = BlA. (3.4.24)

В произвольной системе отсчета соотношение (3.4.24) приобретает
вид (3.4.21).

Отметим, что, согласно (3.4.23), проекция вектора
поляризации t,t на произвольное направление л определяетвя вледующим

образом:
W{+n)-W(-n)

_
Л/(+в)-Л/(-и) ,о

,
„-

W«— W(+n)+W (— и) N(+n)+ N(— a)
* lo.t.zo;

где W (Н- я) + W (— я) — полное число частиц, над которыми
произведено измерение, Л/(+я) и Л/(—я) —числа
зарегистрированных при измерении полностью поляризованных частиц с

векторами поляризации +я и — я соответственно. Измеряя проекции
вектора поляризации на три линейно-независимых вектора nlt

яг, л3, мы тем самым найдем вектор t,f. Выбирая, в частности,

в качестве векторов я1} я2, я3 единичные векторы вдоль осей х,

у, г, мы получим согласно (3.4.25)

№ \ - N(+x)-N(-x) (T _
N(+y)-N(-y)

\hf), - N (+ х) + N (_ х)
. \Ч)у m+y)+ Nir.yy

(3426)
,V(+*)-,V(-z)

\btb- #(+г)+л/(-г)
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Перейдем теперь к рассмотрению процессов рассеяния, в

которых участвуют частично поляризованные фотоны. Пусть для
простоты в начальном и конечном состояниях имеется только по

одному фотону. Тогда амплитуда рассеяния будет иметь вид

Mi-.f=eiaQa^,
где е£ и ef

—

векторы поляризаций фотонов в начальном и

конечном состояниях и Q —некоторая матрица. Для нахождения

вероятности процесса <-*■ f в случае частичной поляризации фотона
в начальном состоянии нужно, вычислив

заменить eiae*a. элементом (pf)aa матрицы плотности фотона
в начальном состоянии:

*A -(pfW = i i1+h*)ir «P*.
где е^ и е{2) — какие-либо из ортогональных ортов, введенных
в п. 2.4.4.

Состояние поляризации фотона в конечном состоянии

определяется следующим образом. Согласно (2.4.21) вероятность

обнаружить в конечном состоянии полностью поляризованный фотон
с параметрами Стокса £ пропорциональна

Ш~7?=Л + £§, (3.4.27)

где черта означает переход от волновых функций частиц в

начальном состоянии к соответствующим матрицам плотности.

Аналогично (3.4.24) вектор Стокса фотона в конечном состоянии %f
определяется формулой

lf = BlA. (3.4.28)

Полученные результаты могут быть просто обобщены на тот

случай, когда в начальном и конечном состояниях имеется

произвольное число электронов, позитронов и фотонов.

§ 3.5. Структура диаграмм матрицы рассеяния

3.5.1. Собственно энергетические и вершинные диаграммы.

Диаграммы матрицы рассеяния в высших приближениях имеют,

вообще говоря, сложную структуру. Изучение их облегчается,
однако, благодаря тому, что диаграммы, соответствующие самым

различным процессам, содержат общие структурные блоки,

которые могут быть предварительно выделены и исследованы [8].
Ясно, что, найдя согласно правилам Фейнмана величины,
отвечающие этим блокам, мы получим возможность решать широкий круг
квантовоэлектродинамических задач.

Наибольшее значение имеют три типа структурных блоков:

электронные собственно энергетические диаграммы, фотонные
собственно энергетические диаграммы и вершинные диаграммы,
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К рассмотрению этих трех типов диаграмм мы теперь и перейдем.
Дадим прежде всего их определения.

Электронной собственно энергетической диаграммой
(сокращенно ЭСЭД) называется такая часть произвольной диаграммы,
которая связана с другими ее частями только двумя

электронными линиями. Простейшей ЭСЭД
является ЭСЭД второго порядка,
изображенная на рис. 3.11, /. Более
сложные ЗСЭД четвертого порядка
изображены на рис. 3.11, 2 — 5.

-О-"

Рис. 3.11.

Фотонной собственно энергетической диаграммой (ФСЭД)
называется такая часть некоторой произвольной диаграммы, которая
связана с ее остальными частями только двумя фотонными линиями.

Простейшей ФСЭД является ФСЭД второго порядка,
изображенная на рис. 3,12, /. Более сложные ФСЭД четвертого порядка
изображены на рис. 3.12, 2—4.

Наконец, вершинной диаграммой (ВД) называется такая часть

произвольной диаграммы, которая связана с другими ее частями

только двумя электронными и одной фотонной линиями. Простейшей
ВД является ВД третье! о порядка, изображенная на рис. 3.13, /.

Более сложные ВД пятого порядка изображены на рис. 3.13, 2 — 8.

Следует различать компактные и некомпактные, а также

неприводимые и приводимые собственно энергетические и вершинные
диаграммы.

Компактной ЭСЭД называется такая ЭСЭД, которую нельзя

разбить на части, соединенные только одной электронной линией.
В противном случае ЭСЭД называется некомпактной. На рис. 3.11

диаграмма 2 является некомпактной, так как она состоит из двух
ЭСЭД, соединенных одной электронной линией, все же остальные

диаграммы компактны.
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Компактной ФСЭД называется такая ФСЭД, которую нельзя

разбить на части, соединенные только одной фотонной линией;
в противном случае ФСЭД называется некомпактной. На рис 3.12

все диаграммы, кроме 2, являются компактными, диаграмма же 2

некомпактна, так как она состоит из двух ФСЭД, соединенных

между собой одной фотонной линией.

М^

Рис. 3.13.

Наконец, компактной ВД называется такая ВД, которую нельзя

разделить на части, соединенные между собой только электронной
или фотонной линией; в противном случае ВД называется

некомпактной. Изображенные на рис 3.13 ВД являются, очевидно,
компактными. Некомпактная ВД пятого порядка изображена на

рис. 3.14. «

Определим теперь неприводимые и приводимые диаграммы.
Неприводимой называется такая диаграмма, которая не

содержит внутри себя собственно энергетических и вершинных

диаграмм; в противном случае она

называется приводимой.
Существует, очевидно, только одна

неприводимая ЭСЭД, а именно ЭСЭД
ч—у

второго порядка, изображенная на

Рис. 3.14. рис. 3.11, /. Легко видеть, например,
что остальные диаграммы рис. 3.11

являются приводимыми. Так, диаграмма 2 содержит две ЭСЭД,

диаграммы 3 и 4 содержат собственно энергетические диаграммы,
а диаграмма 5 содержит вершинную диаграмму.

Аналогично существует только одна неприводимая ФСЭД,
а именно ФСЭД второго порядка, изображенная на рис. 3.12, 1.

Неприводимых ВД существует бесконечное множество. Из

диаграмм, приведенных на рис. 3.13, неприводимыми являются

диаграммы 1 и 2. Пример более сложной неприводимой ВД при-,
веден на рис. 3.15.
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3.5.2. Эффективные линии. Рассмотрим какую-либо диаграмму,
содержащую внутреннюю электронную линию. В высших

приближениях появятся, очевидно, диаграммы со всевозможными ЭСЭД,
включенными в эту линию. Всю совокупность таких диаграмм
(вместе с исходной электронной линией) мы

будем графически изображать в виде сплош- ]

ной жирной линии и называть ее эффектив- J/4.
ной электронной линией. Величина, coot- jS^/^y
ветствующая этой линии, называется элек- i i |

тронной функцией Грина и обозначается J* i- L

через G^l (р) или s'cafi (р), где р
— 4-импульс ^ ^

электронной линии (величина G^lip) содер- Рис 3.15.

жит, так же как и Scap (р), два спи-

норных индекса а, р\ которые мы обычно будем опускать).
На рис. 3.16 изображены несколько первых диаграмм,

соответствующих эффективной электронной линии. Из этого рисунка
следует, очевидно, что

G$ (Р) = 5сар (р) + Sce(J. (p) К$У (р) 5^р (р) (3.5.1)

или сокращенно, опуская спинорные индексы, можно написать

G<e> (р) = Sc (р) + Sc (р) К<2- «> (р) 5С (р),

где /Сар1" (р) = К(2,0) (р)
—

сумма величин, соответствующих всем

возможным ЭСЭД — как компактным, так и некомпактным —

с данным импульсом р. Эта сумма (представляющая собой спин-

тензор второго ранга) называется электронной собственно

энергетической функцией.

q(e>(p)
_

Sc(p) Sefp)r^Sefp) SaG0f->jWr\ SffW^гетч

Рис. 3.16.

Аналогичным образом можно определить эффективную

фотонную линию как внутреннюю фотонную линию со всевозможными

включенными в нее ФСЭД. Мы будем графически изображать ее

в виде жирной пунктирной линии. Величина, соответствующая
этой линии, называется фотонной функцией Грина и обозначается

через G\j[l(k) или DCilv(k), где k — 4-импульс фотонной линии

(величина Gl$(k), так же как и DC(IV(£), содержит два тензорных
индекса (д., v, которые мы будем часто опускать).

Из рис. 3.17, на котором изображены несколько первых

диаграмм, соответствующих эффективной фотонной линии, следует, что

G|# (k) = D^ (k) + D^. (k) K{№ (k) D^ (k); (3.5.2)

сокращенно, опуская тензорные индексы, запишем эту формулу
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в виде

G™ (k) = Dc (k) + Dc (k) Ю0-2> (ft) Dc (ft),

где K'£v2' (ft) = Ю0,2) (ft) — сумма величин, соответствующих всем

возможным ФСЭД — как компактным, так и некомпактным —

с данным импульсом ft. Эта сумма (представляющая собой тензор

второго ранга) называется фотонной собственно энергетической
функцией.

mmmmL = ~С~- -4- ^^Г^-— _|_ ^~ '-/^V—W^

Рис. 3.17.

Введение эффективных электронных и фотонных линий

позволяет, очевидно, не рассматривать некомпактные вершинные

диаграммы. Действительно, некомпактные вершинные диаграммы

представляют собой совокупности компактных вершинных диаграмм

и эффективных электронных и фотонных линий. Поэтому в

дальнейшем под вершинными диаграммами всегда будут
подразумеваться компактные вершинные диаграммы.

Если образовать сумму величин, соответствующих всем

возможным компактным вершинным диаграммам с заданными

импульсами pi, рг и к выходящих электронных и фотонной линий,
то мы получим вершинную функцию, которую будем обозначать

через Гц.а&(р1> Pz'i ft), где ц
— векторный и а, |3 — снинорные

индексы. На диаграммах вершинная функция изображается в виде

жирной точки, которая называется эффективной вершиной. Так
как в силу законов сохранения 4-импульса ft = p,

—

р2, то в числе

аргументов Tlli(x^(pl, р2\ k) может быть опущен импульс фотонной
линии (мы будем обычно также опускать спииорные индексы а, р).

К<т(р) к<**Ъл

Рис.3.18. Рис. 3.19.

Наряду с эффективными внутренними электронными и

фотонными линиями мы должны ввести в рассмотрение -также

эффективные внешние электронные и фотонные линии, представляющие
собой внешние электронные и фотонные линии со включенными

в них всеми возможными собственно энергетическими диаграммами.
Величину, соответствующую внешней эффективной электронной

линии с импульсом р, мы будем обозначать через аа(р). Эта
величина, так же как и иа (р), является биспинором и может

быть, согласно рис. 3.18, представлена в виде

u(p) = u(p) + Sc(p)K^°4p)ii(p)

(спинорные индексы опущены/.
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Аналогичное равенство может быть написано (рис. 3.19) для

величины аи (k), соответствующей эффективной внешней фотонной
линии с импульсом к:

a(k)=a (k) + Dc (k) Ki0-2) (k) a (k).

Внешние линии служат, как мы знаем, для изображения
реальных частиц. Выражаясь более точно, можно сказать, что

они служат для изображения матричных элементов операторов

полей, связывающих состояние вакуума с состояниями, в

которых присутствует один фотон или один электрон (позитрон).
Поэтому обычным внешним линиям мы сопоставляли величины

u(±p)e~ipx и aVi(k)e±ikx, являющиеся матричными элементами

ii ii ii i ;
I ! II II I
ii ii ii i

Jy*—'ч у^~^**\. ~/^в~~—V у*"" V-

Рис. 3.20.

операторов свободных полей \\> (х), ty(x) и А^(х), эффективным же

электронной и фотонной линиям мы должны сопоставить

матричные элементы операторов взаимодействующих полей -ф (х), ty (х) и

А^(х). Матричные элементы этих операторов, связывающие

состояние вакуума с одночастичными состояниями, только некоторыми
множителями Z'/! и Z4- отличаются от матричных элементов

u(±p)elipx и a^{k)e-lkx для свободных полей:

u(±p)=--Z\'*u(ztp), tt(±p)=Z'/'a(±:p),
ati(k) = Zl>*atli(k). (3.5.3)

Эти важные соотношения, к которым мы еще вернемся в § 3.6»
показывают, что вместо эффективных внешних линий достаточно

рассматривать обычные внешние линии (без собственно

энергетических вставок), вводя при этом в элемент матрицы рассеяния
на каждую внешнюю электронную линию множитель Z\' и на

каждую внешнюю фотонную линию —множитель Z4--.

Используя понятия эффективных линий и эффективных
вершин, можно заменить сложные диаграммы, встречающиеся при

рассмотрении высших приближений, эффективными — скелетными
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диаграммами, которые представляют собой неприводимые
диаграммы с эффективными линиями и эффективными вершинами
вместо обычных линий и обычных вершин.

Рассмотрим в качестве примера диаграммы комптон-эффекта,

изображенные на рис. 3.20- Совокупность этих диаграмм
сводится к одной эффективной
скелетной диаграмме, изображенной на

рис. 3.21. Этой диаграмме
соответствует, очевидно, величина

z%.
\х>"г I г

S-^^ZxZe^ (к,) а^ (ft,) a (p2) x

X Гц (p2, p2 + A,) Gie> (p, + ft,) x

Xrv(Pi + *i.Pi)"(Pi)-

Рис. 3.21. Если иметь выражения для

rii(pi. Ра) и G^(p) с точностью

до членов второго порядка по е2, то достаточно подставить их

в Si^,f, отбросив в произведении члены, содержащие es и е8, и

мы получим сумму величин, соответствующих диаграммам рис. 3.20.
Мы видим, таким образом, что возникает задача нахождения

электронной и фотонной функций Грина G<*> (р) и G(1"(A) и

вершинной функции Гй (рг, р2).
3.5.3. Уравнения Дайсона для функций Грина и графическое

уравнение для вгршинной функции. Попытаемся с этой целью

установить уравнения, которым удовлетворяют электронная и

фотонная функции Грина и вершинная функция. Рассмотрим
сначала электронную функцию Грина G{e)(p). Согласно (3.5.1)
она определяется электронной собственно энергетической
функцией /Саэ°'(р), которую, как легко видеть, можно выразить через

к(г-<»(р} кр) z(p) z(p) up) Цр) г(Р)

u
+ LHJ + LteLteL +

Рис. 3.22.

сумму величин, соответствующих всем компактным ЗСЭД с

данным импульсом р. Эту сумму мы будем называть массовым

оператором и обозначать через 2ар(р). Графически связь между

К"ав"'(р) и 2ар(р) изображена на рис. 3.22, на котором
прямоугольник служит для обозначения массового оператора. Мы
видим, что

/С(2. о) (р) = 2 (р) + 2 (p) Sc (р) 2 (р) + 2 (р) Sc (p) 2 (p) Sc (р) 2 (р) +...

Суммируя этот бесконечный ряд, мы получим, очевидно,

*<*■ °> (р) = 2 (р) [1 - Sc (p) 2 (p)J-4 (3.5.4)
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Подставляя это выражение в (3.5.1), найдем
G^ (р) = Sc (р) + Sc (р) 2 (р) [1 - Sc (p) 2 (/>)]-* Sc (p),

откуда

G<«> (р) = [1 - 5С (р) 2 (р)]-* 5С (р), (3.5.5)

и, следовательно,

G<*> (р) = Sc (р) + Sc (p) 2 (р) G<*> (p). (3.5.6)

Это уравнение, связывающее электронную функцию Грина с

массовым оператором, называется уравнением Дайсона для

электронной функции Грина [8]. Его можно представить также в виде

[GM(p)]-l = S?{p)-2(p). (3.5.7)

Рассмотрим теперь фотонную функцию Грина G(Y) (ft). Она

определяется, согласно (3.5.2), фотонной собственно
энергетической функцией К(0-2) (ft), которую, как легко убедиться, можно

кЩк) П(к) П(к) //(к) П(к) П(к) П(к)

Zl = D+ Ы+ [ЫЬО+-
Рис. 3.23.

выразить через сумму величин, соответствующих всем

компактным ФСЭД с данным импульсом ft. Эту сумму мы будем
называть поляризационным оператором и обозначать через n^ft).
Графически связь между Ki0-'2)(k) и П(&) изображена на рис. 3.23,
из которого следует, что

/С<°-2) (ft) = П (ft) + П (ft) Dc (ft) П (ft) +
+ n(k)De(k)Il(k)De(k)n(k) + ...

Суммируя этот бесконечный ряд, получим

К<о. ъ (k) = П (А) [1 - Dc (ft) П (ft)]-1.

Подставляя это выражение в (3.5.2), найдем

G"> (ft) = Dc (ft) -!- Dc (ft) П (ft) G<?> (ft) (3.5.8)
или

[G'Y)(ft)]-'=De'(ft) —n(ft).

Это уравнение, называемое уравнением Дайсона для фотонной
функции Грина, связывает фотонную функцию Грина с

поляризационным оператором так же, как уравнение (3.5.6) связывает

электронную функцию Грина с массовым оператором.
Выясним теперь, как в принципе можно определить массовый

и поляризационный операторы. Напомним с этой целью, что

существует только одна неприводимая ЭСЭД и одна неприводи-
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мая ФСЭД. Поэтому мы имеем только одну Скелетную диаграмму,
соответствующую массовому оператору Е (р), и одну скелетную
диаграмму, соответствующую поляризационному оператору П(&).
Эти диаграммы изображены на рис. 3.24. Обратим внимание на то,

что только одной из вершин этих диаграмм должна сопоставляться

вершинная функция Гц (р1г р2) (эту вершину мы назвали выше

эффективной вершиной), второй же вершине — обычной — должна

сопоставляться матрица уц. Чтобы понять причину этого,

рассмотрим, например, ФСЭД, изображенную на рис. 3.25, которая
содержит две ВД Ki и У2- Эта диаграмма показывает,
казалось бы, что эффективными должны быть обе вершины / и 2.

В действительности, однако, мы можем обе внутренние фотонные
линии отнести к одной —

(у). , (е) правой эффективной
'"Н'

УЛ Шрр-к) УА Шр,р-Цм у*(р>1
вершине, левую же

вершину считать обычной.

в!в)(р-К) G(e>(p-k)
Z(P) n^Kj

Рис. 3.24. Рис. 3.25.

Применяя правила написания матричных элементов к

скелетным диаграммам, соответствующим массовому и поляризационному
операторам, получим, очевидно, следующие выражения для S (р)
и II (k):

2 W =W I V^G"> (p - k)Tv (p, p-k) G$ (k) d*k,
(3 5 9)

П^(k) = (2^- SP f ^Gie) (p) Гv (p' P-k)G^(p-k) d'p.

Подставляя далее эти выражения в уравнения Дайсона, получим
интегральные уравнения для определения функций Грина Gte) (p)
и G^(k):

G^(p) = Sc(p) +

+ щй sc (Р) ( Y№0«') (р - k) Tv (р, р
- к) G™ (k) d*k G^ (p),

(3.5.10)
G^Uk)^Dc^(k)-

~.J^Dcti>_(k)Sp^yxG^(p)rp(p,p-k)G^Hp~k)d*pG^(k)-
В эти уравнения входит неизвестная вершинная функция

I"V(Pi. P-i)- Поэтому мы должны еще установить уравнение для

зершинной функции. Напомним с этой целью, что вершинная

функция представляет собой сумму величин, соответствующих
всем компактным ВД с заданными импульсами выходящих элек-
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тронных и фотонной линий. Поэтому мы должны, так же как и

при установлении уравнений для фотонной и электронной
функций Грина, рассмотреть неприводимые ВД и заменить в них все

линии эффективными линиями и все вершины эффективными
вершинами. Но неприводимых ВД, в отличие от неприводимых ЭСЭД
и ФСЭД, существует бесчисленное множество (неприводимые ВД
3-го, 5-го и 7-го порядков изображены на рис. 3.13, 1,2 а 3.15).
Поэтому мы получим для Гц(ръ р2) интегральное уравнение,
содержащее бесконечное число слагаемых:

Гц.(р1, Pi) = Yn + Ли (ръ рг) =

= 7№ +^г J ГХ(Л, p1-k)G^{pl-k)TVL(p1-k, p2-k)x

xG««4ps-fe)rv(p8-A, p?)G№(k)d*k + ... (3.5.11)

Таким образом, мы не получили для трех функций G(e> (p),
G(Y> (k), Г^(р1у р2), определяющих точные матричные элементы

квантовоэлектродинамических процессов, замкнутой системы

интегральных уравнений. Это обстоятельство связано с тем, что, как

будет показано в п. 3.5.4, уравнения для G(e> (p), G<Y> (k) и

Г(А(р1, р2) являются в действительности не интегральными,
а функциональными.

Заметим в заключение этого пункта, что, хотя связь между

вершинной функцией и электронной и фотонной функциями Грина
носит крайне сложный характер, в частном случае, когда

аргументы в вершинной функции совпадают, имеет место г.ростое
соотношение

Гц (P. P)=-gj~(G<e,(prl- (3-5Л2)

Это соотношение, называемое соотношением Уорда [9], в

соответствии с (3.5.7) эквивалентно соотношению

л^- р)==4:Е(р)' (3,5,13)

которое легко доказать. Воспользуемся с этой целью тождеством

^= - Sc (р)
д

(S^))-1 Sc (p) = Sc (p) 7ilSc (p), (3.5.14)

допускающим простую графическую интерпретацию.
Действительно, так как функция Sc (p) изображается электронной линией,
а матрица у^

— вершиной диаграммы, то функция dSc {p)/dpji
должна изображаться вершинной диаграммой с фотонным
импульсом, равным нулю (рис. 3.26).

Отсюда следует, что если мы имеем некоторую
компактную ЭСЗД и дифференцируем соответствующую ей величину по

импульсу внешней электронной линии (для краткости мы будем
говорить просто о дифференцировании ЭСЭД), то этой

производной будет соответствовать совокупность диаграмм, каждая из
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которых отличается от исходной диаграммы включением в одну
из внутренних электронных линий вершины с равным нулю

фотонным импульсом. Например, если компактная ЭСЭД W (р) имеет

вид, изображенный на рис. 3.27 слева, то dW/dp^ будет
соответствовать совокупность диаграмм, изображенных на рис. 3.27

справа. Эти диаграммы представляют собой, очевидно, полный

набор ВД, которые можно построить,
! присоединяя фотонные линии к различ-'

ным электронным линиям, образующим
_^ л

№ рассматриваемую ЭСЭД.

5е(р) dSB(p) Если ЭСЭД содержит замкнутую
др^ электронную линию, то ее импульсы

можно считать не зависящими от импульсаРис.3.26. внешней электронной линии. Поэтому
замкнутая электронная линия не будет

участвовать в дифференцировании по импульсу внешней
электронной линии. (Это следует также из теоремы Фарри, согласно

которой надо учитывать только замкнутые петли с четным числом

вершин; дифференцирование же добавляет лишнюю вершину, и

поэтому совокупность таких диаграмм можно отбросить.)
Итак, взяв совокупность всех компактных ЭСЭД, мы получим

при их дифференцировании но импульсу внешней электронной
линии совокупность всех компактных ВД в соответствии с

соотношением (3.5.13).

Рис. 3.27.

3.5.4. Функции Грина как вакуумные средние. В предыдущем
пункте мы определили функции Грина как величины,

соответствующие эффективным электронным и фотонным линиям, т. е.

линиям со всевозможными собственно энергетическими вставками.

Дадим теперь строгие определения функциям Грина, связав их

с операторами полей.
Напомним прежде всего, что функции Dc (к) и Sc (p), в

которые, согласно (3.5.1) и (3.5.2), переходят функции G'v) (k) и G^{p)
в предположении об отсутствии взаимодействия между полями,

представляют собой средние значения хронологических

произведений операторов свободных полей А^(х) и ty(x), ty(x) в

состоянии вакуума. Поэтому естественно ожидать, что функции G^v) (k)
и Gie) (р), учитывающие взаимодействие между полями, должны

определяться средними от хронологических произведений опера-

176



торов взаимодействующих полей, т. е. операторов полей А^(х),
■ф(х), ty(x) в гейзенберговском представлении. И действительно,

как мы далее убедимся, функции G$(k) и 0{Ц(р) представляют
собой компоненты Фурье функций

G$ (*i, Ь) = (Ф„, Т {Ад (*,) Av (х,)} Ф0),
(3 5 15)

&Л(Хи *а) = (Ф0. Г^а^^р^^Фо),
где Ф0 —вектор состояния вакуума взаимодействующих полей.

Эти функции принадлежат к функциям типа

G[2...n(xu х2, ..., х„) = (Ф0, Т {F1(xl)F2(x2) ... Fn (x„)} Ф0) =

«(OiriFx^OFa^») ... F„(*„)}|0>, (3.5.16)

где Ф0==|0) и F, (хг), ..., F„ (х„) — операторы полей в

гейзенберговском представлении, носящем общее название квантовоэлектро-
динамических функций Грина.

Данное выше определение функции G™ (хи х2) — фотонной
функции Грина — относится к тому случаю, когда отсутствует
внешнее электромагнитное поле. Если же такое поле имеется (оно
рассматривается не как оператор, а как с-число), то фотонная
функция Грина определяется следующим образом:

G$(*i, х») = (Фо. 7-{A*(*i). К(х*)\Ф0)-
-(Ф0, A„ (Xl) Ф„) (Ф0> АЛх2)Ф0). (3.5.17)

Ясно, что в отсутствие внешнего поля (Ф0, А^ (х) Ф0) = 0, и мы

приходим к определению (3.5.16). В этом случае, очевидно,
функции Грина будут зависеть не от координат хг, х2, ... порознь,
а только от их разностей.

Чтобы связать функции Грина с матрицей рассеяния, нужно
выразить их через операторы полей в представлении
взаимодействия. Для этого служит общая формула

(Фо, Т {Fl (Xl) F2 (xt) ... F„ (xa)} Ф0) = <Fi (*i) F2 (x2) ... F„(x„)) =

= -!—(ф„ T{F1(x1)Fa(xi)...F„(xa)S}O0), (3.5.18)
о vac

где 5Уас = (Фо(—oo), 5Ф0(—oo)) (доказательство ее мы не будем
приводить). С помощью нее можно убедиться в эквивалентности

двух определений функций Грина — аналитического и графического.
Заметим с этой целью, что каждому процессу взаимодействия

электронов и фотонов соответствует определенное нормальное
произведение операторов полей, и поэтому матрица рассеяния может

быть представлена в виде разложения по различным нормальным

произведениям операторов полей

S^~ = 2 I К12П' V) (Xl' *2' ""
" Хп' Уи У2' "

"' Уп' ^' ^' ■■■' £*) х
га, v

х N ф (Xl) ...у (ха) Ц (у\)... tjj (у„) А (1г)... А (5,)) dHx.. . d«!v, (3.5.19)
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где Ki2"- v) — некоторый спинор 2гс-го ранга и тензор v-ro ранга,
т. е. величина, содержащая 2я спинорных и v векторных
индексов (для краткости они опущены), причем, очевидно, /0°-°>=1.

Такое разложение можно получить из разложения матрицы

рассеяния в ряд по степеням заряда электрона, если в каждом
из членов этого ряда выделить определенное нормальное

произведение и сложить множители, стоящие перед ним, во всех

членах ряда. Ясно, что коэффициент К(2п- v) определяет точное

значение (с учетом высших приближений теории возмущений)
матричного элемента, соответствующего процессу, в котором
участвует в начальном и конечном состояниях 2п электронов и

позитронов и v фотонов.
Из разложения (3.5.19) и графической интерпретации

элементов матрицы рассеяния следует, очевидно, что введенные в п. 3.5.2

электронная и фотонная собственно энергетические функции
К{2- 0) (р) и /С(0' 2> (к) представляют собой компоненты Фурье
К(2-0)(х, у) и /С(0,2>(1ь \-г) (следует иметь в виду, что в

отсутствие внешнего поля аргументы в этих функциях входят не

порознь, а в виде разностей х — у и %х — §2).
Чтобы убедиться в эквивалентности обоих определений

функций Грина, достаточно подставить разложение (3.5.19) в (3.5.18).
Рассмотрим сначала электронную функцию Грина

G% (х-у) = (Фо, Т {Ца (х) % (у) х

х Лф - J /С£Г (*' - у') % (у') фу (*') d4 d*y' + ...]} Ф0)
(для простоты мы считаем, что внешнее электромагнитное поле

отсутствует). Входящие сюда смешанные Г-произведения можно

разложить, согласно правилам Вика, по Л/-произведениям. Так
как среднее от любого jV-произведения по состоянию вакуума
равно нулю, то все члены в разложении S по нормальным
произведениям, кроме выписанных здесь, не дадут вклада в G(e) (x — у).
Используя далее равенства

(Фо, Т №„ (.*) ф, (у)} Ф0) = Scap (х - у),
(Фо, Т №а (X) фр (У) N [tfo (t/) $у (X')]} Ф„) =

= — Scay (х - х') 5сбр {у' - у),
получим

= Scap (x-y) + l Scay (x - x') K%"' (x' ~ у') 5t6p (у' - у) d*x' d*y'

или в импульсном представлении

<?*'> (р) = Sc (р) + Sc (р) Ю2' °> (р) Sc (p)

(спинорные индексы опущены). Это соотношение совпадает с (3.5.1),
откуда и вытекает эквивалентность двух определений электронной
функции Грина.
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Поступая аналогично с фотонной функцией Грина, получим

G($(x-y)=DCiJiV(x-ij) +
+ J А,* (х - х') К'&

s"

(х' - у') Dcyv (i/ - у) d*x' d*y'

или в импульсном представлении

G(v> {k) = Dc (k) + Dc (k) K^ 2> (k) Dc (k),

что совпадает с (3.5.2).
Разъясним в заключение этого пункта понятие вершинной

функции. Введем для этого функцию Грина

G%?1 (хъ лг2; лг)=(Фо. Т{Мра(х1)^(х2)А1,1(х)}ф0)-
-(Фо, Т{^а(х,)^(х2)}Ф1))(Ф0у А^(х)Ф0).

В отсутствие внешнего электромагнитного поля (мы будем для

простоты рассматривать далее этот случай) второе слагаемое

обращается в нуль и G(s-V) становится функцией двух аргументов
GahTu = Gae.vu (x\ — х' x — Xi). Используя общее выражение (3.5.16)
для функций Грина, связывающее их с операторами полей в

представлении взаимодействия, и разложение матрицы рассеяния (3.5.19),
легко убедиться, что

Gap, и (#i — х, х — х?) =

= ] Scay (xi — х[) Куб. v) (x'i — x', x!2 — x') Sm (x^ — xo) x

x DCILV (x' — x) dH\d^x'%d^x'
или в компонентах Фурье

С v)
(р, р') = Sc (р) К? "

(р. р') Sc (p[) DCV(A (p - р') (3.5.20)

(спинорные индексы опущены).
Входящая в эту формулу величина К{2-и(р, р') представляет

собой, очевидно, сумму величин, соответствующих совокупности
всех вершинных диаграмм—как компактных, так и некомпактных.

В этом отношении формула (3.5.20) аналогична формулам (3.5.1)
и (3.5.2) для функций Грина G<';) (р) и Gm (k), в которые входят
функции К,17'0) (р) и К10-21 (k), представляющие собой суммы величин,
соответствующих всем ЗСЭД и ФСЭД — как компактным, так и

некомпактным.

Рассматривая электронную и фотонную функции Грина, мы

перешли от функций Ki2-0)(p) и /С(0,2> (k) к массовому и

поляризационному операторам 2 (р) и П(&), представляющим собой суммы
величин, соответствующих только компактным ЭСЭД и ФСЭД.
Подобно этому мы можем перейти от функции К{2- " (р, р') к

вершинной функции Г|Х(р, р'), представляющей собой сумму величин,

соответствующих только компактным ВД. Формула (3.5.20) примет
тогда вид

G[f-V,(p. p') = -G('>(p)erv(P, p')G^ip')GZ(p-p').
17У



Эта формула означает, что функции G»v) (p, p') соответствует
блок, содержащий две эффективные электронные линии, одну

эффективную фотонную линию и одну эффективную вершину
(рис. 3.28).

В п. 3.5.3, исходя из графических определений функций Грина,
были выведены уравнения для электронной и фотонной функций
Грина. В эти уравнения входит, однако, неизвестная вершинная

функция, уравнение для которой содержит
Ad.

_
,. бесконечное число интегральных операторов со-

!» <РР' ответственно бесконечному числу неприводимых

вершинных диаграмм. Это значит, что урав-

_еГ (р,р') пение для вершинной функции, а следователь-

p'^^^%Jg н0' и Уравнения для электронной и фотонной
VJs) й?т функций Грина нельзя сформулировать в зам-

S фр
в ф) кнутом виде, используя только операции диф-

Bp(fhP') ференцирования и интегрирования по

пространственно-временным координатам.
Рис. 3.28. Однако уравнения для функций Грина

могут быть сформулированы в замкнутом виде,
если использовать операцию

функционального дифференцирования [10]. Для этого следует ввести в

рассмотрение, наряду с оператором плотности электронного тока j^,
с-числовую плотность сторонних токов J^ix) и считать, что

гамильтониан взаимодействия в представлении взаимодействия
имеет вид

Н, (0 = - $ К (х)}»(х) d*x - $ А№ (х) ^ (х) d'x.

Благодаря включению стороннего тока матрица рассеяния,
а следовательно, и квантовоэлектродинамические функции Грина
становятся некоторыми функционалами J^(x). При этом удается

связать с помощью функциональной производной вершинную
функцию с электронной функцией Грина. Именно, оказываются

справедливыми соотношения

«""М-'«!&•. W-Sffifo (8-5.21)

(спинорные индексы и аргументы Xi, x2 опущены), а также

соотношение

677&3<Av {Хх)) ='(Av (x,) А^{х^ ~'(Av(*l)> <A,A(Хг)>' <3-5-22>

где <А№ (х)) = (Фо. К (х) фо)-
Установим теперь уравнения для электронной и фотонной

функций Грина [10]. Будем для этого исходить из определений (3.5.15)
ISO



и (3.5.17) этих функций, в которых операторы полей ty(x), $>(х).
А^(х) в гейзенберговском представлении удовлетворяют уравнениям

{yv,{~-ieAVi(x))+m}yp(x)=0, DM*)=—U*)--M*)- (3.5.23)

Используя первое из этих уравнений и замечая, что
^-. 6(£) =

= 8(t), имеем

Ыщ,+ т)°{е){х' *') = — *'ъ(Фо, {*(*)• Ц(х')}Ф0)8(1-Г) +
+ in» (фо, Т {■ф(х) ф (х') А„ (х)} Ф0);

а так как У4{'Ф(Л:)> ^>(х')} 8 (t— t') = 8(x —х'), то

у^щ--1е(А^(х)))+т}0^Цх, х') =

= — 1б (*
- *') + ieyyfl'g' v>

(х, д:'; х).

Учитывая (3.5.21), получим

Х(5(г)(л:, x') = —1'б(д:-д;'). (3.5.24)

Используя снова (3.5.21), можно представить это уравнение в виде

M4-fe<A>*(*)>)+m}GU)(*' х')+

+ J*5 S(*' *i)G(e)(*t. *')<***, = — гб(х-д:'), (3.5.25)

где

£(х, x') = e2YlA5Gle)(^ *t)rv(*i> *': 6)G^(S. x)d*x,d%

Величина v (x, я'), как следует из сравнения с формулой (3.5.9),
представляет собой массовый оператор в координатном
представлении, уравнение же (3.5.24) по существу совпадает с уравнением
(3.5.10) для G(e) (x, х'), только первое написано в координатном,
а второе

— в импульсном представлении.
Аналогичным образом можно получить уравнение для фотонной

функции Грина

QG$(*. *')-f$lV(x. x1)G&)(x1, x')d4x,=
= (б^б(лг — х'), (3.5.26)

где ПцяС*» Xi) — поляризационный оператор в координатном
представлении. Это уравнение по существу совпадает с уравнением

(3.5.10) для Glv), только написано оно в координатном
представлении.
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Заметим, Что взаимодействие между полями не оказывает

влияния на продольную часть фотонной функции Грина, так что имеет

место равенство

£-G&(x, x') = ^DCilv{x-x'), (3.5.27)

а так как Dcliv (х) = Dc (х) 8^, то

£<$<*, x)^^DAx-x%
Если внешнее поле отсутствует, то в импульсном

представлении соотношение (3.5.27) имеет вид

kvG<$(k) = kllDc(k). (3.5.28)

Отсюда вытекает свойство поперечности поляризационного
оператора

^П^(£) = 0, (3.5.29)

означающее в свою очередь, что П^(^) имеет вид

П^(А) = П(А)(в^—^), (3.5.30)

где U(k) — некоторая скалярная функция от fea.

Так как продольная часть фотонной функции Грина не

затрагивается взаимодействием между полями, то ее можно вовсе не

рассматривать, а ограничиться рассмотрением только поперечной
части фотонной функции Грина. Эта часть, которую мы будем
обозначать через G^'(k), удовлетворяет условию kv,Gi^it(k) = 0
и имеет, очевидно, вид

о^<*>-о("<*>(а>у-^).
гце G(v>(&) — некоторая скалярная функция №.

§ 3.6. Перенормировка массы и заряда элект она

3,6.1- Перенормировка массы электрона. При установлении
основных уравнений квантовой электродинамики мы исходили из

уравнения Дирака для электрона в заданном электромагнитном

поле, в которое входили две константы — т и е. Эти константы

мы интерпретировали как массу и заряд электрона. Однако мы

должны теперь внести уточнения в эти понятия. Действительно,
по самой идее исходных классических уравнений Дирака и

Максвелла константы т и е представляют собой массу и заряд
«свободного» электрона, т. е. электрона, полностью изолированного
от воздействий электромагнитного поля. Иными словами, т и е

являются характеристиками некоторого гипотетического объекта

(будем называть его «голым» электроном), не взаимодействующего
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с электромагнитным полем. Взаимодействие же между полями

должно приводить к отличию энергетического спектра
взаимодействующих полей от энергетического спектра свободных полей.

Поэтому масса «голого» электрона должна отличаться от массы

реального электрона. Заряд гипотетического «голого» электрона

такжедолжен отличаться от заряда реального электрона[ 11]. Поэтому
возникает важнейшая задача о выяснении связи между массой и

зарядом голого электрона шнек массой и зарядом реального,

физического электрона, которые мы будем обозначать в этом

параграфе через mR и eR.

Заметим с этой целью, что функция Sc(p) имеет полюс при
р*-\-т2 = 0, поэтому естественно предположить, что электронная
функция Грина Gu) (p) имеет noiroc при р2 + т% = 0. В
соответствии с определением (?г> и соотношением (3.5.3) мы можем

считать, что при pr^->imR

-{G{e4p)Y1^Z^{p-imR), (3.6.1)

где Zx —та же константа, которая связывает и и и в (3.5.3).
С другой стороны,

— №е)(р)У1=Р-Ьп + Ъ(р), (3.6.2)

где Е (р) — массовый оператор, который можно рассматривать как

функцию матрицы р. Поэтому

-(G^ipV-^p-im + Xiimri + ip-im,?)—л +.... (3.6.3)

Сравнение этой формулы с (3.6.1) дает

mR = m + a(imR), zy = l+№\ . (3.6,4)
* г I р = imR

Разность масс реального и гипотетического «голого»

электронов 8т = mR
— m, обусловленную взаимодействием электрона

с электромагнитным полем, мы будем называть электромагнитной
массой электрона, а величину т — массой «голого» электрона.
Вводя биспинор uR(p), удовлетворяющий уравнению Дирака

(ip + mR)uR(p) = Q, aR(p)uR(p) = 2mR

для реального электрона, можно, очевидно, представить

электромагнитную массу электрона в виде

R . uR (P) 2 (р) и (р)
bm = l

aR(P)uR{P)
' P3 +^ = 0. (3.6.5)

Так как электромагнитная масса Ьт обусловлена
взаимодействием между полями, то естественно рассматривать ее вместе

с другими процессами, обусловленными этим взаимодействием,
теорию же взаимодействующих полей строить с самого начала

таким образом, чтобы в нее входила не фиктивная масса «голого»
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Заметим, что взаимодействие между полями не оказывает

влияния на продольную часть фотонной функции Грина, так что имеет

место равенство

~Gl^(x, x^-^D^ix-x'), (3.5.27)

а так как DCIXV (х) = Dc (х) 8^, то

Если внешнее поле отсутствует, то в импульсном

представлении соотношение (3.5.27) имеет вид

kvG™,(k) = kJDc{k). (3.5.28)

Отсюда вытекает свойство поперечности поляризационного
оператора

ед^(А) = 0, (3.5.29)

означающее в свою очередь, что Il^v (k) имеет вид

П^(£)=П(£)(бЦЛ7—^), (3.5.30)

где Г1(&) — некоторая скалярная функция от &V
Так как продольная часть фотонной функции Грина не

затрагивается взаимодействием между полями, то ее можно вовсе не

рассматривать, а ограничиться рассмотрением только поперечной
части фотонной функции Грина. Эта часть, которую мы будем
обозначать через G™' (k), удовлетворяет условию k^G^1 (k) = 0
и имеет, очевидно, вид

GSJ'(*)-Ow(*)(eUv—^).
где G<?> (k) — некоторая скалярная функция k2.

§ 3.6. Перенормировка массы и заряда элект она

3.6.1. Перенормировка массы электрона. При установлении
основных уравнений квантовой электродинамики мы исходили из

уравнения Дирака для электрона в заданном электромагнитном

поле, в которое входили две константы — т и е. Эти константы

мы интерпретировали как массу и заряд электрона. Однако мы

должны теперь внести уточнения в эти понятия. Действительно,
по самой идее исходных классических уравнений Дирака и

Максвелла константы т и е представляют собой массу и заряд
«свободного» электрона, т. е. электрона, полностью изолированного
от воздействий электромагнитного поля. Иными словами, т. и е

являются характеристиками некоторого гипотетического объекта

(будем называть его «голым» электроном), не взаимодействующего
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с электромагнитным полем. Взаимодействие же между полями

должно приводить к отличию энергетического спектра
взаимодействующих полей от энергетического спектра свободных полей.

Поэтому масса «голого» электрона должна отличаться от массы

реального электрона. Заряд гипотетического «голого» электрона
также должен отличаться от заряда реального электрона [11J. Поэтому
возникает важнейшая задача о выяснении связи между массой и

зарядом голого электрона т и г и массой и зарядом реального,

физического электрона, которые мы будем обозначать в этом

параграфе через mR и eR.
Заметим с этой целью, что функция Sc(p) имеет полюс при

р2_)_т2_о> поэтому естественно предположить, что электронная

функция Грина Gie) (р) имеет понос при р2-\-т% = 0. В

соответствии с определением G'e) и соотношением (3.5.3) мы можем

считать, что при p>-^imR

-[G^(p)]-1^Zr(p-imR), (3.6.1)

где Z1 — та же константа, которая связывает и и и в (3.5.3).
С другой стороны,

— [G^(p)]-1=p-im + ^(p), (3.6.2)

где 2 (р) — массовый оператор, который можно рассматривать как

функцию матрицы р. Поэтому

-(G^ip^^p-im + ^iim^ + ip-im^^-л +.... (3.6.3)др

Сравнение этой формулы с (3.6.1) дает

р= »«i?

mR = m + i2(imR), Z;> = \+(~) . (3.6,4)
'

"
'
р = imR

Разность масс реального и гипотетического «голого»

электронов 8т = mR
— m, обусловленную взаимодействием электрона

с электромагнитным полем, мы будем называть электромагнитной
массой электрона, а величину т — массой «голого» электрона.

Вводя биспинор uR(p), удовлетворяющий уравнению Дирака

(ip + mR) uR (p) = 0, aR (p) uR (p) = 2mR

для реального электрона, можно, очевидно, представить

электромагнитную массу электрона в виде

s
. "я (р) 2 (р) uR(p)bm = l uR{P)uRCr) > Р3 +^ = 0- (3-6-5)

Так как электромагнитная масса 8т обусловлена
взаимодействием между полями, то естественно рассматривать ее вместе

с другими процессами, обусловленными этим взаимодействием,
теорию же взаимодействующих полей строить с самого начала

таким образом, чтобы в нее входила не фиктивная масса «голого»
'
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электрона, а истинная масса реального электрона. Рассмотрим
с этой целью гамильтониан системы полей в представлении
взаимодействия

Н = Н0 {/га} — $ fa (x) Ац (х) d3x,

где Н0 {т} — гамильтониан свободных полей, в который входит
масса «голого» электрона (выражение для Н0 {т\ приведено
в п. 3.1.2). Заменяя в Н0{т} массу голого электрона на mR

— 8т,
перепишем гамильтониан Н в виде

Н = Но [mR} - J (fa (х) \ (х) + ф (х) ф (х) Ьт) d3x

и будем интерпретировать Н0 \mR} (а не Н0 {т}) как

гамильтониан свободных полей и

Н, (t) = —l (fa (х) А„ (ж) +ty(x)y> (х) 8т) d3x (3.6.6)

(а не — ^ fa (х) А^ (х) d3xj как гамильтониан взаимодействия. Эта

процедура носит название перенормировки массы электрона.
Изменив гамильтониан взаимодействия, мы изменим также

матрицу рассеяния, которая принимает теперь вид

S = Т {exp (i $ (fa (х) А^ (х) + $(х)у (х) 8m) d*x)}. (3.6.7)

Благодаря дополнительному слагаемому if (x)ty(x) 8tn в

гамильтониане взаимодействия при графическом представлении
элементов 5-матрицы возникают новые — двухлучевые вершины, в

которых сходятся две электронные линии. Эти вер-

ж
шины приводят к дополнительным ЭСЭД, причем
существует только одна неприводимая дополни-

Рис 3.29. тельная ЭСЭД (рис. 3.29; двухлучевая вершина
обозначена крестиком). Всякая диаграмма,

содержащая неприводимую ЭСЭД, дополняется теперь такой же

диаграммой, в которой неприводимая ЭСЭД заменена диаграммой
рис. 3.29.

Очевидно, совокупности двух диаграмм — неприводимой ЭСЭД
и диаграммы рис. 3.29 — соответствует величина 2<2> (р) = 2(2> (р) +
-fj'Sm,2), где 6/72(2) — электромагнитная масса электрона во

втором приближении теории возмущений. Отсюда следует, что вместо

того, чтобы вводить двухлучевые вершины, можно сопоставлять

всем внутренним неприводимым ЭСЭД в любой компактной ЭСЭД

функцию 2<2)(р), а не функцию 2(2)(р) (кроме того, необходимо
дополнить всю компактную ЭСЭД в целом диаграммой рис. 3.29).

Мы видим, таким образом, что перенормировка массы

электрона означает замену массового оператора 2 (р)
перенормированным по массе массовым оператором

f (р) = 2 (р) -|- i в/п, (3.6.8)
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Согласно (З.б.З) и (3.6.4)

2(p)=(/S~tm«)(gV +...= (ZTl-l)(p-imR)+.... (3.6.9)

Отсюда следует, что если uR (р) — биспинор, удовлетворяющий
уравнению Дирака с массой реального электрона, то

ак (р) 2 (Р) "/? (Р) = 0. р2 = — mfc.

Перенормированный по массе массовый оператор можно

выразить через функцию

Лц(р)=Г1Л(р, р) —fit.

связанную, согласно (3.5.13), с 2 (р) соотношением

л / v
32 (р)

Л„(р) ^

<5Рц

Из этого соотношения и (3.6.9) следует, очевидно, что

2 (р) = $ Л„ (?) <% + 2 (ро), (3.6.10)
Ро

где ро —4-импульс свободного электрона, pl = — tn%.
3.6.2. Физический заряд электрона. В предыдущем пункте мы

разъяснили, что благодаря взаимодействию электрона с

электромагнитным полем масса электрона mR не совпадает с

постоянной т, входящей в уравнения квантовой электродинамики. Теперь
мы покажем, что и постоянная е, входящая в уравнения
квантовой электродинамики в матрицу рассеяния, не есть в

действительности заряд электрона, и установим соотношение между
постоянной е и зарядом реального электрона.

Физический заряд электрона можно определить с помощью

исследования рассеяния электромагнитных волн малой частоты

на покоящемся электроне. Этот процесс является чисто

классическим, и никакие квантовые поправки не должны иметь места

в предельном случае k-*-0. Поэтому естественно определить
физический заряд электрона eR как коэффициент, входящий в

формулу Томсона для эффективного сечения рассеяния фотона при
k = 0:

8rt / <% \2
° =

Т \4nmRc2 J
'

Мы покажем, что точное решение этой задачи в квантовой

электродинамике приводит к формуле Томсона со следующим

значением заряда eR, выраженного через постоянную е:

eR = Zll*e. (3.6. И)

Для доказательства [12] этого фундаментального положения

рассмотрим всевозможные диаграммы, описывающие рассеяние
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фотона электроном. Разделим такие диаграммы на три класса

(рис. 3.30): 1) диаграммы, которые могут быть сведены к

скелетной диаграмме рис. 3.21; 2) диаграммы, представляющие собой

компактные ЭСЭД, к электронным линиям которых присоединены
две внешние фотонные линии; 3) диаграммы, в которых внешние

фотонные линии присоединены к замкнутым электронным петлям

г) I

I

I

Рис. 3.30.

XX
з)

Диаграммы последнего типа не дают вклада в матричный
элемент. Действительно, те из диаграмм, которые содержат петли

с нечетным числом вершин, можно не рассматривать на

основании теоремы Фарри. Диаграммы же этого типа, содержащие
четное число вершин (см., например, рнс. 3.30, 3), при £ = 0 связаны
соотношением (3.5.14) с диаграммами, содержащими петли с

нечетным числом вершин, и также не дают вклада в матричный
элемент.

Матричный элемент, соответствующий диаграмме первого типа,
может быть, очевидно, представлен в виде

ЗИ, = ZZ^in (I\G<<Tv+ rvG<<>IV) а^цо,»,

причем, так как мы рассматриваем рассеяние фотона нулевой
частоты покоящимся электроном, то в этом выражении нужно
положить

GW = G<c>(/>), Г^Г^р, р), ах = а(/>), й, = Я(р),

где р-==(0, imR); выбирая скалярный потенциал равным нулю,
мы можем считать, что а^ц

—

flsvPv = 0.

Рассмотрим теперь матричный элемент, соответствующий
диаграмме второго типа. Используя тождество Уорда, его можно

представить в виде

ЗИ, = ZZ^tt* £Ш- uxalva^,дрм Эру,

где согласно (3.5.12) и (3.5.13)
<та (р)

_

& (G<e> (p))-i
дру. dpv дрщ dpv

Замечая, что
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имеем

£%£-= G^l\G^l\G^ + G^V^G^TvG<e> - G<e> *(0''')~' G<e>

и, следовательно,

^|- +Г.О-Т, + rvG<*)ru = (G«>)-|^ <G<")-.

Таким образом, сумма матричных элементов ЭЭТ, и Ш2 равна

ал, + mi, ~ zz^a, (G^)-1 |^- <g<«>)-» uiai^v.

Подставим теперь сюда

G«'> (р)« ZA (p) U + С, (—р«)+#:,(-р%

где Сг и С2 —две скалярные функции р2, исчезающие, согласно

(3.6.1), при р2 = — т& (в Sc (р) в качестве массы входит «iR,

а не ш). В результате мы получим

ЗЙ! + ЭЭТ2 = Ze2^^ g^- Sj^a^a^ +

+ 2Ze2Ci (mfc) Я2 (7црг -f vvPu) ихаысц^

Так как а^Ри = a2vpv, то второе слагаемое исчезает, первое
же может быть, очевидно, переписано в виде

Это выражение только множителем Z отличается от элемента

5-матрицы, соответствующего рассеянию фотона нулевой частоты

покоящимся электроном в первом приближении теории
возмущений (см. § 4.2). С другой стороны, в первом приближении теории
возмущений мы получим для сечения рассеяния фотона нулевой
частоты формулу Томсона, в которую входит заряд е. Поэтому,
как и утверждалось, если учитывать высшие приближения, то

для сечения рассеяния фотонов нулевой частоты покоящимся

электроном мы получим формулу Томсона, в которую, однако,

будет входить в качестве заряда не е, a eR.
3.6.3. Перенормировка функций Грина и вершинной функции.

Выяснив смысл постоянной Z, мы должны будем доказать, что

в выражении для элементов S матрицы, соответствующих любым

квантовоэлектродинамическим процессам с учетом высших

приближений теории возмущений, Z всегда входит только в

комбинации Ze2 [8], где Z — константа, связывающая а и а в (3.5.3).
Введем с этой целью перенормированные функции Грина и

перенормированную вершинную функцию

G£! = Zr'G(e), GW^Z-W™, r^-Z,^, (3.6.12)
а также функции

Altl=ZlV Л^Г,*-^- ,
(3.6.13)
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Легко показать, что

Fr»(Pi, P2) = Yu + Aff!i(Pi. Рг), (3.6.14)
где

А^(р1у р2) = Л1ц(р1, р2) — А1и(р0, р0),
Аы(р„, Ро)=ЛцЛр. P)\'D = imR.

Действительно, используя (3.5.12), имеем

I\(A>, Po) = Zr'Y(x. (3.6.15)
Поэтому

Аш(р0, Ро) = Z\ (Ги (р0, Ро) — Yn) = (l — ^i)Yn.

и, следовательно, формула (3.6.14) приобретает вид

Г^(рь Р2) = Уи + Лш(Рь p2) + (2i — 1) 7и=21у1, + Л1)Л(р1, р2).

Подставляя сюда Л! = Z1A, мы придем к формуле (3.6.13) для Г^,
что и подтверждает справедливость (3.6.14).

Докажем далее, что перенормированная электронная функция
Грина удовлетворяет уравнению

Gtf (р) - Sc (р) + Sc (р) 2* (р) GJT (р), (3.6.16)

где 2# (р) — регуляризованный массовый оператор, определяемый
формулой

^R(p) = Z1h(p)-2(imR)-(p~imR)l^L^m 1, (3.6.17)

(для более симметричной формы записи мы сохранили здесь

величину 2 (im#), равную нулю). Заметим, что это выражение
можно представить также в виде

р

2* (р) - \ AR* (q, q) dq» + 2* (р„). (3.6.18)
Do

Чтобы доказать (3.6.16), воспользуемся уравнением (3.5.7) для

электронной функции Грина, в котором, однако, произведем
перенормировку массы электрона, т. е. заменим массовый оператор
2 (р) перенормированным по массе оператором 2 (р) и под Sc (p)
будем понимать

Sc (Р) = -

#+/П/?_ю*

Такое переиормированное по массе уравнение для G<e)(p) имеет

вид

Ci*> (р) = Se (р) + Se (р) 2 (р) G«> (p). (3.6.19)

Переписав это уравнение в форме

ZVG^ (р) = Ъс(Р) + Sc (р) 2 (р) Gl') (р) + (1 - 1г) ZtW> (р)
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и вспоминая (3.6.12), получим

G$ (р) = Sc (р, + Sc (p) 2ff (p) Gf (p),
где

2Д (р) s Z{2 (p) + (1 - Z,) S- (p).

Но последняя величина в силу (3.6.4) совпадает с величиной

(3.6.17).
Докажем, наконец, что перенормированная поперечная

фотонная функция Грина G$l (k) удовлетворяет уравнению

G$} (k) = Dc (k). + Dc (k) JIR (**) GT (*), (3.6.20)

где П#(/г2) — регуляризованный поляризационный оператор —

определяется формулой

nJ?(A«)-z{n(A«)~n(0)-A«(^^)fct_o} (3.6.21)

(напомним, что величина П (&г) связана с поляризационным опе-

ратором И^(/г) соотношением П^ (й) == П (k?) \ 8^ р~ ))• Для

доказательства (3.6.20) воспользуемся уравнением (3.5.8) для

поперечной части фотонной функции Грина G(v) (k):

^2_= ,-А*-П(А»). (3.6.22)

Функция Dc (k) имеет полюс при k2 = 0, поэтому естественно

предположить, что и функция GCY) (k) также имеет полюс при

&г = 0:

G'V» (fe)
~

Z
lrt '

где Z —та же константа, которая связывает а и а в (3.5.3).
С другой стороны, формула (3.6.22) дает при й2—>-0

3^=:М*_11(0)-АЧГ(0).
Поэтому должны выполняться равенства

П(0) = 0, ~ = 1+Ш'(0). (3.6.23)

Следует подчеркнуть, что если бы первое из этих равенств не

выполнялось, то фотонная функция Грина имела бы полюс не

при /г2 = 0, а при й2 =
ТцГПгТоГ' что означало бы ненулевую

массу фотона.
Подставляя (3.5.21) в (3.6.20) и переходя к неперенормирован-

ной фотонной функции Грина, получим

^ GW ф) = DG (k) -f Dc (k) Z [П (&2) -f й« (i - i)} 1 G<v) (Й).
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Ho Dc(k)k? = — i, поэтому это равенство совпадает с исходным

уравнением (3.5.8).
Регуляризованный поляризационный оператор удобно

представить в виде [11]

П* (й2) = - \vRilL (q) dq^ VR» (q) = Vllx (g) - qv (^г)^ (3.6.24)

где

VlilL(q) = ZVlx(q), Vlx(q)^-^-n(q^). (3.6.25)

Функция V^iq) аналогична функции

и допускает простую графическую интерпретацию. Именно, она

представляет собой сумму величин, соответствующих компактным

трехфотопным вершинным диаграммам, т. е. диаграммам,
заканчивающимся тремя фотонными линиями и

происходящим от всех компактных ФСЭД.
(Напомним, что при вычислении элементов

5-матрицы трехфотонные вершинные
диаграммы можно не рассматривать, так как

вклады в 5-матрицу от двух трехфотонных
вершинных диаграмм, отличающихся только

направлением замкнутых электронных петель,
взаимно компенсируются в силу теоремы
Фарри.)

Простейшая трехфотонная вершинная
диаграмма

-- трехфотонная вершинная
диаграмма третьего порядка — изображена на рис. 3.31.

Соответствующая ей величина V\lv\ (&i» #г> *з). Где klt k-2, k3 — 4-им-

пульсы фотонных линий, сумма которых равна нулю,
просто связана с величиной П& (k) = П12> (fc2) (o\*. — kvkx/k2),
соответствующей ФСЭД 2-го порядка (см. рис. 3.12,/). Действительно,
считая, что &, = — k.i = k, k3 = 0, и используя соотношение (3.5.14),
легко убедиться, что

VT (к) = у V^vv (k, —k, 0) = — дПд'к1р • (3.6.26)

Это соотношение может быть обобщено на произвольные
компактные ФСЭД и соответствующие им трехфотонные вершинные
диаграммы.

Таким образом, каждой компактной ФСЭД У можно

сопоставить совокупность трехфотонных вершинных диаграмм. Если

Vu*h{kx, &2t k3) обозначает сумму величин, соответствующих этим
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трехфотонным диаграммам, то величина

^(*) = t21^w(*. ~k, 0)
Y

будет связана с поляризационным оператором П(£3) соотношением

и /м - дп (fe3)

в соответствии с (3.6.25). По аналогии с Г|0(р, р, 0) можно ввести

трехфотонную вершинную функцию

blx(k) = 2ikll+V»(k) (3.6.27)
и перенормированную трехфотонную вершинную функцию

Anil(k) = ZAll(k) = 2ikil+VRvL(k). (3.6.28)
3.6.4. Перенормировка элементов матрицы рассеяния. В § 3.5

мы показали, что для учета высших приближений теории
возмущений внутренним линиям и внутренним вершинам
неприводимых диаграмм нужно сопоставлять функции Грина G(f) (р), G(-v) (k)
и вершинную функцию Т11(р1, р2), а внешним линиям

—амплитуды а и и. Иными словами, если рассматривается некоторая
неприводимая диаграмма л-го порядка, то соответствующий ей
элемент S-матрицы может быть схематически представлен в виде

Ш ~ е" $ (Г)" (G^fe (GM)Fy (a)"' (afy, (3.6.29)

где Fe и FY — числа внутренних электронных и фотонных линий,
Ne и Ny — числа внешних электронных и фотонных линий и (Г)"
служит для обозначения того, что величина типа Г входит под

знаком интеграла п раз.

Матричный элемент Ш выражен через неперенормированные
величины. Посмотрим теперь, какой вид будет иметь ЭЯ, если

перейти к перенормированным величинам e = Z~i;'eR, G{e) — Z^r,
G™ = ZG%\ r = ZVTR, u=--Z\huR, a = Zl/taR. Здесь uR и aR
соответствуют перенормированным величинам (подчеркнем, что в

перенормированные величины входит масса реального, а не

«голого» электрона).
Легко видеть, что

m~z-',+F-+*N'z-* + ''y+*"* х

X eR \ (ГЯ)« (0#У* {ОфУч (uRfe {aRfy. (3.6.30)

Но в каждой вершине сходятся две электронные и одна

фотонная линии, причем внутренняя линия входит в две вершины,
а внешняя линия — в одну вершину. Поэтому

л = Fe -|- I N. j= 2Fy + Ny, (3.6.31)
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и, следовательно,

Ш ~ е% 5 (Г*)« (о£У• (С^Гу (и*)"' (а*Д. (3.6.32)
Таким образом, матричные элементы выражаются одинаково

как через неперенормированные величины е, т, G^e\ GlY), Г, так

и через перенормированные величины eR, mR, G(R, G%\ Tr. Это
фундаментальное свойство 5-матрицы носит название

перенормируемости квантовой электродинамики [8]. Оно, очевидно, базируется
на соотношении (3.6.31), связывающем числа вершин и линий

в неприводимых диаграммах.
Так как постоянные Z и Zl не входят в выражение (3.6.32)

для перенормированного матричного элемента ЭЛ, то его можно

вычислять по тем же правилам, что и исходный матричный
элемент (выраженный через неперенормированные величины). При этом

желательно с самого начала пользоваться перенормированными
величинами YR, G%\ G{R]. Эти величины, как мы видели в п. 3.6.3,
определяются величинами Е^ и ПЛ, которые в свою очередь
определяются величинами A1 = Z1A, V1 = ZV; последние же

выражаются через перенормированные величины так же, как величины

Л и У выражаются через неперенормированные величины.

Действительно, рассмотрим, например, неприводимую диаграмму п-го

порядка для величины Л (диаграммы 3-го и 5-го порядков
изображены на рис. 3.13). Соответствующая ей величина может быть
схематически записана в виде

п—1

Л<»> ~ е»-1 $ (Г)" (G**))*-1 (б"") 2
. (3.6.33)

Переходя к перенормированным величинам, получим

ЛГ ~ е%-' $ (Г*)" (G^)""1 (Gf)^. (3.6.34)

Таким образом, А1 можно вычислять по тем же правилам,
что и Л, заменив исходные функции Г, G^, G[-y) и величины т

и е перенормированными функциями TR, G(R, G$ и истинными

массой и зарядом электрона mR и eR.
Аналогичное заключение можно сделать и о функции Vu

рассматривая неприводимые скелетные диаграммы для трехфотонной
вершинной функции. Функция V\ выражается через eR, mR, TR,
G(r, G/f так же, как функция V выражается через е, т, Г, G{e\ G{y).

Такой же вывод справедлив и для функции Е (р) (при этом

только одной из вершин в неприводимой диаграмме должна

сопоставляться функция Г),

2(е> Г, &е\ G^) = H(eR, VR, G%\ Gf).
Что же касается функции П (&), то для нее справедливо

соотношение

ZU{e, Г, Gw) = Il(e*, TR, G%).
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Используя соотношение (3.6.34) для Af?5 и аналогичное соотно-

шение для V\n), можно, в принципе, получить разложения

функций TR, G(r и G/f в ряды по степеням истинного заряда
электрона eR. Подстановка этих рядов в выражение (3.6.32) для
перенормированного матричного элемента 3)? даст также ряд
по степеням eR. Таким образом может быть построена теория
возмущений, содержащая ряды по степеням заряда реального,
а не «голого» электрона.

§ 3.7. Расходимости в матрице рассеяния и их устранение

3.7.1. Расходимости в интегральных выражениях для
неприводимых диаграмм. При вычислении элементов матрицы рассеяния
в высших приближениях мы встречаемся с принципиальной
трудностью, заставлявшей в течение многих лет думать, что

применимость квантовой электродинамики вообще ограничена первым
приближением. Эта трудность заключается в том, что выражения
для матричных элементов в высших приближениях содержат
интегралы, расходящиеся в области больших импульсов
виртуальных частиц.

Чтобы разъяснить возникновение расходимости, рассмотрим
некоторую неприводимую диаграмму. Ей соответствует в общем
случае многократный интеграл по импульсам виртуальных частиц

/ = $<#"(£!, .... pn)dip1...dipn,

где «Я"(р1, ..., Рп) — некоторая рациональная функция,
представляющая собой отношение двух полиномов. Так как каждой
внутренней электронной линии диаграммы соответствует множитель

5с(р), содержащий импульс в степени —1, а каждой внутренней
фотонной линии — множитель Dc(p), содержащий импульс в

степени —2, то разность степеней полиномов, стоящих в числителе

и знаменателе «F, будет равна —(Fe-\-2Fy), где Fe и Fy — числа

внутренних электронных и фотонных линий. Вопрос заключается

в том, сходится или расходится интеграл /. Для решения этого

вопроса напомним сперва, что интегрирование по четвертой
компоненте каждого из 4-векторов р,- происходит в соответствии

с правилом обхода полюсов, т. е. вдоль контура С, изображенного
на рис. АЛ. Этот контур целесообразно повернуть на угол я/2,
что, очевидно, можно сделать. При этом компонента pt каждого

из 4-векторов pt заменится на р0 и p2=/j2-|~p| перейдет вр24-ро.
где Ро

— вещественная величина.

Таким образом, поворот пути интегрирования С на я/2
соответствует переходу в р-пространстве к обычной евклидовой метрике,
в которой квадрат длины равен сумме квадратов всех четырех
координат с вещественной четвертой координатой.

После перехода к евклидовой метрике легко решить вопрос
о сходимости интеграла J. Для этого достаточно подсчитать число
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переменных интегрирования в J. Число различных импульсов
равно числу внутренних линий, т. е. Fe-\-Fy. Но они не

независимы, так как три импульса линий, сходящихся в каждой из п

вершин диаграммы, связаны законом сохранения. Один из законов

сохранения можно отнести к внешним линиям, поэтому всего

число независимых импульсов, по которым производится
интегрирование, равно Fe-\-Fy — n + 1. Если записать интеграл

схематически в виде

У (Р)к*
'

то, используя приведенный подсчет н соотношения (3.6.31), мы

получим

Ki = Van+ 1 - %Ne- V2AfY, Кг=*2п- V,iV,- Ny,

где Ne и Ny — числа внешних электронных и фотонных линий.

Поскольку мы рассматриваем неприводимую диаграмму, то

подынтегральная функция не распадается на множители,

содержащие независимые переменные. Поэтому сходимость интеграла

определяется просто разностью

K =K2-4Ki = 3/2^+ AfY-4. (3.7.1)

При /С>0 интеграл сходится, при /С =^0 —расходится.
Замечательно, что величина К зависит только от числа внешних линий.

Из (3.7.1) следует, что имеется ограниченное число типов

расходящихся интегралов, соответствующих следующим значениям
чисел Ne и Ny [8]:

5) We = 0, Ny = 2, К = —2;

6) Ne = Q, Ny=l, K = —3;

7) Ne = 0, Ny=0, К =—4. ( '' '

1) Ne = 2, Ny = l, K= 0

2) We = 2, Ny = Q, /C==—1

3) Nt = 0, Ny = 4; K= 0

4) We = 0, Ny = 3, /С =—1

На рис. 3.32 изображены простейшие неприводимые диаграммы,
соответствующие этим расходимостям. Не все из них, однако,

вносят вклад в матричные элементы. Ясно, что диаграмму 7,
представляющую собой вакуумную петлю, можно вовсе не

принимать во внимание. Можно также, согласно теореме Фарри, не

рассматривать диаграмм 4 и 6, представляющих собой замкнутые
электронные петли с нечетным числом вершин. (Мы сохраним,
однако, диаграмму 4 с одним направлением обхода электронной
петли, так как она определяет трехфотониую вершинную
функцию V.)

Таким образом, основными неприводимыми диаграммами,

приводящими к расходимостям в матрице рассеяния, является ЭСЭД
и ФСЭД 2-го порядка, ВД любого порядка и диаграмма рассеяния
света светом (диаграмма 3 на рис. 3.32). Первой из них

соответствует К = —1» второй— К =—2 и остальным — К = 0.
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3.7.2. Введение граничного импульса. Появление расходимостей
в матрице рассеяния указывает на неудовлетворительность теории.
Ясно, что ряд теории возмущений, строго говоря, не имеет смысла,

если второй член ряда бесконечен. Таким образом, возникает

следующая проблема важнейшего принципиального значения.

С одной стороны, результаты применения теории возмущений
в первом приближении прекрасно подтверждаются опытом. С
другой стороны, для того чтобы первое приближение имело какой-

либо теоретический смысл, следующие приближения должны

приводить лишь к малым поправкам.

*;

I !

'> Р t
i i

i

-2, Ну-1

Ъ-г, Ny-o

Ид'О, Ny=4

Рис. 3.32.

*; А Ne=0, Nr=3

6) ({>—" N'-°> Nr<

?) Ne=0, /LrO

Идея выхода из этого противоречия подсказывается уже
классической электродинамикой. Как хорошо известно, классическая

электродинамика не является логически замкнутой теорией.
Последовательное ее применение приводит к противоречиям,
проявляющимся, например, в бесконечной электромагнитной массе

электрона. Смысл этих противоречий сводится к неприменимости

уравнений классической электродинамики на расстояниях, меньших
классического радиуса электрона е%1тс2 (фактически классическая

электродинамика из-за квантовых эффектов неприменима уже
при расстояниях порядка hiтс).

Квантовая электродинамика правильно описывает

взаимодействие между электронами и фотонами в области достаточно
больших пространственно-временных интервалов или соответственно

в области достаточно малых импульсов частиц, но в области малых

пространственно-временных интервалов, т. е. больших импульсов,
Становится неприменимой. Не рассматривая здесь вопроса о том,

связано ли это ограничение с пороком основных идей и уравнений
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квантовой электродинамики или с неприменимостью теории

возмущений, можно, однако, утверждать, что если рассматривать
процессы, в которых частицы обмениваются импульсами, малыми
по сравнению с некоторым граничным импульсом L, то область

импульсов виртуальных частиц, превосходящих L, не будет играть
практически никакой роли. В этих условиях величина граничного
импульса не должна входить в выражения для элементов 5-мат-

рицы. Поэтому, хотя мы точно и не знаем L, тем не менее мы

можем варьировать эту величину и выбрать ее таким образом,
чтобы, с одной стороны, выполнялось условие Ap<;L, где Др —

величина, характеризующая изменение импульса частиц при

столкновениях, а с другой стороны, была применимой теория
возмущений.

Введение граничного импульса математически означает, что

при вычислении интегральных величин, сопоставляемых

диаграммам Фейнмана, мы будем производить интегрирование не по

бесконечной, а по некоторой конечной области 4-импульсного
пространства, которая должна быть, естественно, инвариантной
относительно преобразований Лоренца (подробно этот вопрос
будет рассмотрен в Приложении).

3.7.3. Регуляризация функций, соответствующих неприводимым
диаграммам. Мы покажем теперь, что последовательно применяя
процедуру перенормировки массы и заряда электрона, можно

сделать элементы 5-матрицы не зависящими от величины

граничного импульса L, т. е. устранить все встречающиеся в матричных
элементах расходимости.

Начнем с исследования расходимостей у функций,
соответствующих неприводимым ВД (будем называть эти функции
вершинными функциями соответствующих порядков). Простейшей
неприводимой ВД 3-го порядка (рис. 3.13) соответствует функция

Л|Г(Рь /*)= \ KiZ'(Pi, p2; q)d*q, (3.7.3)

где

RF(Pi, Рг> Я) = -^rTv5c(pi- <7) YdSc (p2 - <?)VvDc (q),

и интегрирование совершается по 4-объему Qm, определяемому
граничным импульсом L. При L-*-oo интеграл (3.7.3), очевидно,
расходится логарифмически.

Регуляризованная функция А^ (ръ р2) (будем называть ее

регуляризованной вершинной функцией 3-го порядка)
определяется, согласно (3.6.14), формулой

A'&to, р2) = Л[?'(Рь />.)-Л£'(ро, Ро), (3.7.4)
где р0

— 4-импульс свободного реального электрона, /?о =— пг%.
Покажем, что функция A^fpi, p2) не содержит расходимостей,
т. е. в выражении для &'rh(Pi, рг) можно произвести предельный
переход L-^-co.
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Заметим с этой целью, что

#ii'(Pi, Pi> q) — R'£'(pi» Po; g)=*

где piv и P2v
—

некоторые величины, лежащие соответственно между
Piv и pov и p2v и р0ч. При !<72|->со функция /?Jf' ведет себя,
очевидно, как {q)~x, а так как q входит в Rtf' только в комбина-

циях pi
— q и р2 —?, то -д-1^- и -з-^ будут вести себя при |<72|->-оо

не как (<7)~*. а как (9)-5, благодаря чему интеграл, определяющий
функцию Л$]л(р1, р2), будет сходиться при L->-oo. Это

обстоятельство и оправдывает введение термина регуляризованная

функция (под регуляризацией обычно понимают процедуру

устранения расходимостей).
Ясно, что приведенное доказательство сходимости интеграла,

определяющего A^ji(pi, pa), немедленно обобщается на

произвольные неприводимые ВД. Действительно, рассмотрим вершинную

функцию Л|12л+1> (pi, рг), соответствующую неприводимой ВД
(2п+1)-го порядка

Aj?"+,)(Pi. P2)= \ RT+UiPi> Рг> Яи ft, .... g,)d*q1d*q%...d*gH,

где /?Jf"+1) — отношение двух полиномов, которое ведет себя при

|<7!|-*-оо как (<7)4" (/' = 1, ..., п) и Qm — некоторая конечная

область интегрирования, определяющаяся граничным импульсом L

(при L->-co интеграл ЛдЛ+1)(рг, р2) расходится логарифмически).
Образовав разность

RT"m,(Pi. p2; ?i, ..., <7*)-я[Т+1)(ро, р0; ^ ?»)=-

интеграл от которой дает А%£+1) (plt р2), и замечая, что р2 и ра

входят в /?{?" +1)
в линейных комбинациях с <7*, легко заключить,

что эта разность ведет себя при | ^? | —>- сю как (4,)"Ч4л+1), что и

обеспечивает сходимость выражения для Л{?" (pi, р2) при L—>-оо.

Рассмотрим теперь функции, соответствующие неприводимым

трехфотонным диаграммам (будем называть их трехфотоиными
вершинными функциями соответствующего порядка). Простейшей
трехфотонной вершинной диаграмме 3-го порядка соответствует
функция

v'ii'(*)= S <&"(& <7)^Ч (3.7.5)

где

Oil' (k; q) = -щ^ SP Yv5c to ~~ ^ ^5e ^ ~ *)Yv5c to)»
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Интеграл (3.7.5) расходится, очевидно, линейно при £->-оо.

Однако ввиду инвариантности области интегрирования Qm члены,

пропорциональные L, должны обратиться в нуль. Действительно,
для исследования расходящейся части V'£' (k) можно считать, что

&м.<^- Если положить £ц = 0, то после интегрирования и

вычисления шпура не останется векторного параметра, через который
могла бы быть выражена векторная величина V'{1', т. е. VJf' (0) =
= [ QJ1' (0; q)diq — 0. Поэтому отличный от нуля результат могут

ат
дать только линейные по k^ члены в Q|f', но они будут приводить
не к линейной, а к логарифмической расходимости.

Покажем, что регуляризованная трехфотонная вершинная
функция 3-го порядка

V^(k)^V^{k)-K{^%^)M (3.7.6)

не зависит от величины граничного импульса, т. е. не содержит
расходимостей. Так как yj£'(0)=0, то У'АЦк) можно представить

в виде

Замечая, что

о < К < kv,

и учитывая, что величины kv и qv входят в Q[f' (k; q) не порознь,
а в виде линейной комбинации, легко убедиться, что интеграл,
определяющий У«ц (&), сходится при L-»-co. Действительно,
подынтегральное выражение в V'^{k) при |<7а|-»-оо ведет себя

как (<7)-5, что и обеспечивает сходимость интеграла.
Аналогичным образом можно убедиться в отсутствии

расходимостей у трехфотонных вершинных функций, соответствующих
другим неприводимым трехвершиниым диаграммам.

Перейдем к рассмотрению функций 2<2>(р) и П(2) (k2),
соответствующих неприводимым ЭСЭД и ФСЭД (эти функции называются

массовым и поляризационным операторами 2-го порядка). Регуля-
ризованные функции 2$' (р) и ПЦ1 (&2) можно найти с помощью

формул (3.6.18) и (3.6.24), подставляя в последние вместо ARil(q, q)
и Уцч(Ч) Функции A$l(q, q) и V'^iq). Ясно, что полученные
таким образом функции 2Ц' (р) и Щ' (&2) не будут содержать
расходимостей. Но можно производить регуляризацию массового
и поляризационного операторов 2-го порядка, исходя
непосредственно из выражений для 2<2) (р) и П(2) (k2) а виде интегралов
по 4-объему Qm, определяемому граничным импульсом L. Согласно
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результатам п. 3.6.3 регуляризованные значения этих величин

определяются формулами

2й' (Р) = 2«» (Р) - 2«« (to*/- </ - f/н*) (-^M)s_Ijbr, {з77)
Щ' (ft2) = П<2> (ft2) - №*> (0) - ft2n<2>' (0).

Эти формулы (вместе с формулами (3.7.4) и (3.7.6)) отчетливо

разъясняют математическую процедуру регуляризации. Мы видим,
что она состоит в вычитании из регуляризуемой функции
нескольких первых членов ее разложения в ряд Тейлора по степеням

p — itnR или ft2. Количество отнимаемых членов должно быть
минимальным для обеспечения сходимости остатка; тот же факт,
что остаток не будет содержать расходимостей, следует из того,

что регуляризуемая функция представляет собой интеграл, в

котором в случае неприводимых диаграмм внешние импульсы входят
в виде линейной комбинации с переменными интегрирования, и

поэтому каждое дифференцирование увеличивает степень полинома,

стоящего в знаменателе подынтегральной функции, на единицу.
Физический смысл этой «вычитательной» процедуры

заключается, как следует из предыдущего анализа, в том, что она

эквивалентна перенормировке констант е и т — заряда и массы

электрона.
Нам остается показать, как производится регуляризация

матричного элемента, соответствующего рассеянию света светом

(диаграмма 3 на рис. 3.33). Согласно результатам п. 3.7.1 этот

матричный элемент

aji<YY)(£lt k2, ft3, ft4) = jj G(ki> ft», *s. fe4-> <7i. ••■• Яп)^дх...й^п,
m

(3.7.8)

где ftX) fta, ks, ft4 — 4-импульсы фотонов и G — некоторая функция,

определяемая правилами Фейнмана, расходится логарифмически

при L—>со. В частности, логарифмически расходящуюся константу
представляет собой и величина Ш(уу) (0, 0, 0, 0). Но из

соображений калибровочной инвариантности эта величина должна,

очевидно, равняться нулю. Тот факт, что мы получили величину,

отличную от нуля, связан с тем, что введение конечного

граничного импульса L нарушает калибровочную инвариантность теории.
Для восстановления калибровочной инвариантности мы должны

заменить функцию G (ftlt ft2, ft3, ft*; Яи ■•-, Яп) под знаком

интеграла (3.7.8) функцией

G(ftx, ft2, k3, ft4; qlt ..., qn) — G(0, 0, 0, 0; qx, ..., qn).

Таким образом, мы получим следующее выражение для регу-

ляризованного матричного элемента рассеяния света светом:

Ш^ {ki, k,, fts, ft4) = 5{G(fti. ft*, *я. ft4; 9l, .... Яп)~

-G(0, 0, 0, 0; qx, ..., qn)\d*q1...d*qn. (3.7.9)
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Ясно, что это выражение не будет содержать расходимостей
(подробно вопрос о рассеянии фотона фотоном рассматривается в § 5.6).

3.7.4. Регуляризация функций, соответствующих приводимым

диаграммам. В предыдущих пунктах мы показали, что процедура

перенормировки массы и заряда электрона позволяет однозначным

образом устранить расходимости в функциях, соответствующих
неприводимым диаграммам.

Мы покажем теперь, что эта же процедура позволяет

однозначно регуляризовать функции, соответствующие приводимым

диаграммам.
В этом случае задача сильно усложняется. Действительно,

рассмотрим, например, приводимую ВД 11-го порядка,

изображенную на рис. 3.33. Ясно, что интегральное выражение А£1) (рь р2),
соответствующее этой ВД,

\к расходится при L->-co

J как при интегрировании

q X.0 по переменным qx, q2, от-

2№)(Чв)/^С ^L+^^fyt) носящимся к диаграмме
£9" 1 I» j как к целому, так и при

feA—''' Ч~*~'Х\4> интегрировании по пере-

№уь)<С \. менным q', q", q'", относя-

/^ х /?^\ X
л

'
щимся к внутренним ча-

рг q \^y q Л стям диаграммы, т. е. к

д*>(„) функциямSW(9i), 2<2)(<7г),
Рис 3 33

'

nWfa). AW^«. Р«)-
' " '

Чтобы регуляризовать
функцию Л<и> (рь р2), мы

вначале произведем регуляризацию функций, соответствующих

внутренним частям диаграммы, т.е. заменим в интеграле, определяющем
Л<и> (рь р2), величины 2<а> Ы, 2<2> (<72),П<а> (q),A<* (q%,Pi) их регу-

ляризованными значениями 2$' (qt), 2$' (<7г), Щ1 (9),Л'Д' (<72,р2).
Интеграл по остающимся переменным ^i» <7г» относящимся к диаграмме
как к целому (функции 2'Д' (q), ПЦ, {q3), А$ (q, р) предполагаются

при этом известными), будет по-прежнему расходящимся, и вопрос
сводится к тому, каков характер этой расходимости. Мы покажем,
что расходимость будет такой же, как и расходимость вершинной

функции третьего порядка Л(3) (plt р2), т. е. логарифмической.
Благодаря этому замечательному обстоятельству регуляризация

«внутренних» функций не ухудшает расходимости интеграла,
определяющего Л(11) (pi, р2), и последний (после регуляризации
«внутренних» функций) может быть регуляризован, так же как

и функция Л(3> (pXt Р2). путем вычитания из Л<и> (ри р2) величины

Л^Чро, Ро):

A»"(pi. Pi)-A<"'(plf р2)-Л(^(ро, Ро).

Чтобы убедиться в справедливости сделанного утверждений,
выясним характер асимптотики регуляризованных функций 2'^'(р),
П$' (k2), A'r (pi, р2) в области больших значений аргументов
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(полностью задача о нахождении вида этих функций будет решена
в § 5.1). Рассмотрим сначала вершинную функцию Л13) (q, р).
В интересующей нас области |<72|->-со можно, очевидно, считать

функцию Л13) (q, р) зависящей только от q%. С другой стороны,
интеграл, определяющий Л(3), расходится при L-*-oo

логарифмически. Поэтому из соображений размерности можно заключить,
L2

что Л(3) (q, 0)'--'ln-2-, |<72|->-оо, и, следовательно, регуляризован-

ная функция A'$(q, 0) при |<72|-*-оо ведет себя как

Ли'(7. 0)~1п-£-. 1<721^<~. (3.7.10)

Имея это выражение и используя соотношение

легко заключить, что при |р2|->-оо функция 2$' (р) ведет себя как

Щ'(р)~р1п-£, |/>*|-*оо. (3.7.11)

Выясним, наконец, характер асимптотики функции U'r (№).
Напомним с этой целью, что трехфотонная вершинная функция

V[i" (k) логарифмически расходится при L->-oo. Поэтому из

соображений размерности следует, что в области больших импульсов

V»'(6)~ *и I*1 la > |^а|-^-°°» и> следовательно, регуляризованная

функция V'r'p. (k) имеет вид

V%(*)~*.>5-. 1**1-*оо- (3.7.12)

Отсюда, используя соотношение (3.6.24)

m'(k) = -\v%'tl(q)dqv„
о

можно найти Щ' (к) при |А2]-->-со:

Щ'{к)~кЧп£. (3.7.13)

Полученные формулы показывают, что если перейти от

диаграммы рис. 3.33 к скелетной диаграмме рис. 3.28 с эффективной
вершиной и эффективными электронными и фотонной линиями,

то соответствующие им величины будут вести себя в области

больших импульсов как

<1п £., G^~-In-4. G<T)~llri-4 |92|-^co.
mR 9 mR
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Поэтому, как и утверждалось, интеграл, соответствующий
скелетной диаграмме в целом:

будет расходиться при L-*-oo так же, как и Л(3) (plt р2), т. е.

логарифмически, и для его регуляризации достаточно изЛ'11*^, р3)
вычесть Л(11) (р0, Ро):

Ли" (Pi, Рг) ~еЦ{Т (G(">)2 G™ - [Г (G<«>)a G<v>]p=p,} d*q.

Нам остается показать, что изложенный метод постепенного

устранения расходимостеи — от внутренних неприводимых диаграмм
к охватывающим их ЭСЭД, ФСЭД и ВД и от последних ко всей

диаграмме в целом
—

применим в случае сколь угодно сложной

приводимой диаграммы.
Так как массовый и поляризационный операторы различных

порядков 2<">(р) и П(п) (&а) выражаются через вершинные и трех-
фотонные вершинные функции Л(2л+1) (plt р2) и Vta"+1) (<7), то

достаточно, очевидно, ограничиться рассмотрением функций Л(2га+1) (р1г р2)
и yf2"*1) (q), соответствующих различным приводимым диаграммам.

Переходя от этих приводимых диаграмм к соответствующим
неприводимым скелетным диаграммам с эффективными линиями

и эффективными вершинами, мы получим для Л(2л+1) (plt ра) и

у<2л+1) (д) интегралы, в которые будут входить регуляризованные

функции Л^"' + 1>(р1, р2) и V%n+l) (q) более низких порядков,
п'<л. Но, как можно убедиться, повторяя рассуждения,

приводящие к (3.7.10)-(3.7.13), функции А%п'
+ 1\ Vg"' + I\ 2£'\ П£'>

в области больших импульсов q только множителями типа

In (qz/m%)N, где N — некоторое целое число, будут отличаться от

функций Л$', V'$', Щ\ Щ'. Поэтому характер расходимости

интегралов, определяющих функции Л(2га+1> (рь р2) и Vm+1) (q) (с регу-
ляризованными «внутренними» частями), будет таким же, как и

в случае простейших неприводимых диаграмм, т. е.

логарифмическим. Иными словами, после регуляризации «внутренних»
частей мы не придем к расходимостям новых типов и сможем

произвести окончательную регуляризацию функций Л(2га+1> (plt р2)
и V{2n+1) (q) так же, как и функций Л<3> (рь р2) и Vl3) (q), т. е.

путем вычитания из Л(2л+1) (ри р2) величины А1-2п+1) (р0, р0) и вычи-

тания из V^2n+1)(q) величины &Л—-^—J _

.

Зная регуляризованные функции AR(pu p2) и V#(<7), можно

по формулам (3.6.18), (3.6.24) найти регуляризованные массовый
и поляризационный операторы 2Д (р) и ПЛ (k), а зная последние,

по формулам (3.6.16), (3.6.20) определить перенормированные
функции Грина. Существенно подчеркнуть, что по самой идее

изложенного метода постепенного устранения расходимостеи,
базирующегося на последовательном применении процедуры пере-
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нормировки массы и заряда электрона, мы получим для всех

перенормированных и регуляризованных функций не замкнутые
выражения, а ряды по степеням перенормировашюго заряда
электрона eR.

Имея выражения для перенормированных функций Грина и

вершинной функции, можно определить регуляризованное значение

матричного элемента, соответствующего произвольной приводимой
диаграмме. Действительно, согласно п. 3.6.4, матричный элемент

сохраняет свой вид при переходе к перенормированным величинам

Ш = gn $ (Г)" (GW)F* (GC"fv (e)*« (afy =
=4 J <Г*)Я (GfYe (GWfy <«*)"• (aRfv, (3.7.14)

а так как перенормированные функции Гд, G(R и G^ не содержат
расходимостей, то регуляризация 5Ш необходима только в том

случае, когда интеграл (3.7.14) расходится. С другой стороны,
в области больших импульсов q функции YRvu, G%\ G^ ведут себя
с точностью до множителя типа In (д*/т%)м так же, как и

функции Уц, Sc, Dc (речь идет каждый раз о диаграммах сколь угодно
большого, но конечного порядка!). Поэтому матричные элементы ЙН

могут обладать расходимостями только тех типов, которые

свойственны величинам, соответствующим неприводимым диаграммам,

и, следовательно, применяя к интегралу (3.7.14) в целом процедуру

регуляризации величин, соответствующих неприводимым
диаграммам, мы однозначным образом устраним встречающиеся
расходимости в 331.

§ 3.8. Асимптотические свойства функций Грина

3.8.1. Структура функций Грина в области больших импульсов.
Выше мы показали, что матричный элемент, соответствующий
какому-либо процессу, с учетом высших приближений теории
возмущений сохраняет свой вид при переходе от иенеренорми-
рованных к перенормированным величинам:

e-^
= Z1/je, u-+u = Z-'hu, a-+a = Z%/'a,

G^-^Gf^ZT1^, Gfv>->G5? = Z-,GW, T->rR = Z1r
( '

(u= uR, a==aR). Это важнейшее свойство электромагнитного
взаимодействия электронов и фотонов, называемое перенормируемостыо,
было использовано нами в предыдущем параграфе для установления

правил регуляризации различных квантовоэлектродинамических
величин.

Теперь мы покажем, что, используя свойство перенормируемости,
можно выяснить структуру и получить асимптотические

представления функций Грина в области больших импульсов [13, 14].
Рассмотрим прежде всего фотонную функцию Грина. Предполагая



Выполненной перенормировку массы электрона, запишем 6<v) (k?)
в виде

где d — некоторая функция квадрата 4-импульса k2, граничного
импульса L и неперенормированного заряда электрона,

И = Л — -— е2

Перенормированная функция d, которую мы будем обозначать
через dR и которая является функцией k2/m% и е%:

связана, согласно (3.8.1), с неперенормированной функцией d
соотношением

d$> ?-■ e2)=z^(^- «*)• (3-8-2)

где Z является некоторой функцией L2/m% и е%, Z =s Z (L*/m%, e%),
и е2 и е% связаны между собой соотношением e'1 = Z~1e%. Отсюда
следует, что

„
/L2 т% '\ /А2 \

е d[w -W' е*} = е**й*{^< е«)- (3-8-3)

Как видно из структуры выражений, сопоставляемых

различным фейнмановским диаграммам, они допускают предельный
переход т->0 (речь идет о неперенормированных выражениях).
Предельный переход к нулевой массе возможен и после перенормировки
массы (но не после перенормировки заряда!). Этот предельный
переход соответствует рассмотрению области больших импульсов,
&2i!> m%. Поэтому, интересуясь поведением функций Грина в области
больших импульсов, мы можем в неперенормированной (по заряду)
функции d вычеркнуть второй из аргументов,

еЧ (~, в») = е% dR [^, е%) = el (3.8.4)

Величина ek носит название инвариантного заряда. Покажем,
что инвариантный заряд удовлетворяет уравнению

[^Щ, + *#(#>щ]'Ь*11 (^, е%уо, (3.8.5)

где

1 \ Я дгпК. !еп

де%
в

1тЕ
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Продифференцируем с этой целью (3.8.4) по eR и mR:

(*4*Чч-*)к-(*чк£НИг
Исключая отсюда д/де2 (e3d), мы и придем к уравнению (3.8.5).
Оно называется уравнением Овсянникова — Келлена —Симанчика

[15-17].
Функция Р может быть, очевидно, выражена как через

константу перенормировки Z, так и через фотонную функцию dR:

р (е%) = !— = .
г

* ,1 R J. (3.8.7)

2~е*Щг щ[ъа*{щ-Ъ)]
'

Отсюда можно получить уравнение типа (3.8.5) для константы

перенормировки Z (рассматриваемой как функция параметров е% и

[^Щ + ^^^Щ-1)]2^' е*) = °- (3-8,8)

Заметим, что так как е% dR не зависит от L2, то и функция р
не зависит от граничного импульса L2, а так как Z не зависит

от k2, то р не зависит и от k2.

Общее решение уравнений (3.8.5) и (3.8.8) имеет, очевидно,

следующий вид:

<*'*(^.*)-ф(ф (*>;£).
1пф(е*) = 1те' i*2i>m«' (3"8°9)

z(£.^ = ^c(W«)S

где Ф и С — некоторые неизвестные функции одного аргумента.
Мы видим, что в области больших импульсов величина

e%d-R\—Г' е%) является функцией не двух, а только одного

аргумента Ф (е%) —г. Отсюда можно получить важное следствие, касаю-

щееся эффективной плотности заряда в облаке электронно-пози-

тронных пар, окружающих в вакууме какой-либо пробный заряд.
Внешний потенциал А£ (х) и порождающий его ток Ум. (х) связаны

между собой в вакууме-согласно (3.5.22) соотношением

А(» (ж) = i I G$ (х, х') Уу (х') d*x*. (3.8.10)
"
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В случае покоящегося пробного заряда Jv(x) = iQ6v46 (r), и,

следовательно, потенциал, порождаемый зарядом Q в вакууме, имеет

вид
оо

q>(r) = tQ $ Gf{x)dt, (3.8.11)

или

ф H = ^iJc^)(*)k-oe'*rd»A, (3.8.12)

откуда следует, что плотность заряда в облаке электронно-позит-
ронных пар, окружающих пробный заряд, определяется формулой

р (г) = - Дф (г) =^ J d* (^, efc) e*r d*k. (3.8.13)

Мы видим, что функция dR ( —г, е^) имеет наглядный физи-

ческий смысл: с точностью до постоянного множителя она

представляет собой компоненту Фурье плотности заряда в облаке пар,
окружающих «точечный» заряд Q. Иначе можно сказать, что

dR[—r,e%\ представляет собой формфактор «точечного» заряда.
V mR !

На очень малых расстояниях от пробного заряда [г <^ 1
\ mRc/

в (3.8.13) можно подставить вместо функции &R[—^, e%) ее асимп-

\тд /
-готическое представление (3.8.9)

Сделав здесь замену переменной ]Ар (е%) — = к' и вводя обозна-
mR

чение

f(r) = \0(kfi)elk'rd3k',
аолучим

л 1т

т

Эта формула показывает, что на расстояниях, меньших чем Й/т#е,
форма распределения заряда не зависит от постоянной связи е%,
которая входит лишь в масштабный множитель q>(e%).

Поведение функции Ф(х) при х-^-оо тесно связано с

величиной заряда «голого» электрона или, как мы будем говорить,
первичного заряда е. Если Ф(х)~>оо при х~>оо, то сингулярность
в центре распределения заряда будет более сильной, чем б-образ-
ная, и, следовательно, первичный заряд будет бесконечным, е = оо.

Если же при х-э-оо функция Ф(х) стремится к конечному пре-
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делу Ф(х), то и первичный заряд будет конечным, причем его

величина, определяемая этим пределом, не будет зависеть от eR.

Подчеркнем, что все эти выводы, так же как и соотношение

(3.8.9), определяющее структуру фотонной функции Грина в области
больших импульсов или малых расстояний, основаны только на

свойстве перенормируемости и существовании у неперенормиро-
ванных матричных элементов конечных пределов при т~>0.

Соотношения, аналогичные (3.8.9), могут быть получены также

для перенормированных вершинных функций G(R и ГЛ. Для этого

удобно предварительно выразить &R (р) и FR (plt рг) через
различные скалярные функции и величины типа YnPii =A которые
можно построить с помощью 4-векторов р, ръ р2- Например,
Gjf* (p) может быть представлена в виде

<W(P)- р* + т%

где s1(pi) и s2 (p2) — некоторые функции ра, не имеющие полюсов

при конечных значениях рг. Аналогичное, но более сложное
выражение может быть написано и для перенормированной вершинной
функции. Скаляры st и s% и аналогичные скаляры для вершинной
функции зависят не только от 4-импульсов р и

перенормированного заряда eR, но еще и от так называемой «массы фотона» А,,
вводимой для устранения инфракрасной расходимости,
возникающей в результате регуляризации функций (подробно вопрос
о «массе» фотона обсуждается в § 4.4). Таким образом, скалярные

функции, входящие в Gjf (р), зависят от трех переменных pz/tn%,
е% и №/т%, а скалярные функции у^\ входящие в TR(pu p2) —
от пяти переменных р\1т\, pafm%, PiP2/m%, e% и №/т%.

Упрощения наступают в области больших импульсов. Поступая
так же, как и при выводе (3.8.9), можно показать, что в области

больших импульсов функции Sj имеют следующую структуру:

щ'
<*• щ)=г [Щ, • е«)Hi («р{е%) 4)Bi т' <3-8Л4)

где ф (е%) — та же функция, которая входит в (3.8.9), Hi, 23* и г —

некоторые функции одного и двух аргументов. Эти соотношения,
так же как и соотношение (3.8.9), основываются на свойстве

перенормируемости и существовании конечного предела у матричных
элементов при /n-vO.

Из перенормируемости вытекает также существование некоторой

группы преобразований, по отношению к которым инвариантны

матричные элементы. Именно, если обозначить перенормированный
заряд и перенормированные функции Грина и вершинную функцию

соответственно через ех, G{i\ Gjv), 1\ и перейти от этих величин
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к величинам е2, Gt\ Gav), Г2, связанным с еъ Gf\ GjV>, Гх
соотношениями

*
= Z'4, Gf = ZTlGix\ G^^Z-'G^, r^ZJY (3.8.15)

где Z и Zx — произвольные величины, то матричные элементы ЭЭТ,
вычисленные с помощью первой и второй систем величин, будут
одинаковы: 9Ji1 = S0?2. Такие преобразования образуют, очевидно,

группу, которая носит название ренормализационной группы [18].
Изучение ренормализационной группы также позволяет выяснить

асимптотические свойства функций Грина [19, 20].
3.8.2. Асимптотические выражения для функций Грина. До сих

пор мы конкретно не пользовались теорией возмущений (если не

считать того обстоятельства, что в самой перенормируемости мы

убеждались из анализа структуры элементов 5-матрицы). Теперь же

мы предположим, что функция dR[—, е%) разложима в ряд по
\mR I

степеням перенормированного заряда электрона
оо

где d0 (г) == 1 и вместо k введена новая переменная г= In (k?/m%).
Выясним, какой вид имеет этот ряд в асимптотической области

больших импульсов г^> 1. Подставим для этого разложение (3.8.16)
во вторую из формул (3.8.7):

РШ=-7^=* • (3-8.17)

Величина Р (е%) не должна зависеть от г при больших г. Легко

видеть, что это будет иметь место, если

dn(z)^(azr+ 0(2n-1), (3.8.18)

где а —константа; при этом $(е%) — ае'-к. Выражение (3.8.18)
показывает, что параметром разложения (3.8.16) при г^>1 является

в действительности не е%, а е%г, т. е. величина е% In (k?/m%).
Аналогичная ситуация имеет место и в разложениях других величин

в области больших импульсов.
Подставляя (3.8.18) в (3.8.16), мы получим для с1ц(к,ъ/т%, е%)

ряд вида геометрической прогрессии. Если ае% In (k2jm%) <. 1, то

этот ряд сходится, и его сумма равна

А (Ё- * \ — 1
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Чтобы найти входящую сюда численную константу а,
достаточно найти фотонную функцию Грина во втором приближении
теории возмущений. Эта задача будет решена в п. 5.1.2, где мы

покажем, что а=1/12я2. Поэтому окончательно dR имеет вид [14]

<М^> e'R
\ 12па' (3.8.19)

Это асимптотическое выражение для dR справедливо при
выполнении двух условий

А2 е- k2

Я>Ь Т^1п-г<1. (3.8.20)т\

Мы считали, что dn<-^zn и, соответственно, Р =е%а. В
действительности dn содержит члены ^z"

.., а р — члены ~ eR,

е%, .... Поправки к 4~ 2я-1 и, соответственно, поправки к р ~ eR

приводят к следующему выражению для функции аЛ[20];
£2

<Ч^'е«

е»„ л
№ eR

Л3

5

36 +

3

161п

1 —

(>-
р2

12я2

12л2

&2

In ——-

mR

fc2 \~

(3.8.21)

Аналогичным образом, повторяя рассуждения, приводящие
к (3.8.19), можно получить следующий результат для константы

перенормировки Z:

Zl-.eb-l-i^ln-r, • (3.8.22)
mR

причем
L?

-f7T=iln—r << 1.
12л2 таЛ

На основании соотношения (3.8.22) мы можем найти теперь
связь между перенормированным и пеперенормированным зарядами

. e^Wl+^liw . (3.8.23)-е% 1 -*-1п —
12л2 ли

Мы видим, что ег>££. Это неравенство имеет простой
физический смысл. Заряд реального электрона меньше заряда «голого»

электрона, так как последний окружен облаком электронно-позит-
ронных пар, экранирующих первичный заряд е', внешний же

наблюдатель воспринимает действие экранированного заряда.
В п. 3.8.1 мы показали, что dR(k2lniR, e%) представляет собой

формфактор «точечного» заряда, т. е. фурье-образ
пространственного распределения заряда «точечного» электрона. Согласно (3.8.19)
этот формфактор превосходит единицу при \k\>mRt т. е. на
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расстояниях от «центра» электрона, меньших Я/тс. С уменьшением

расстояния формфактор увеличивается. На расстояниях порядка
fllmc формфактор практически не отличается от единицы, иными

словами, на этих и больших расстояниях уже не чувствуется

экранирование первичного заряда.
С учетом более высоких приближений можно получить

следующее выражение для Z:

eR L* 3eR ,

Тб£> 1
12л2

ш

mR 72л»" (3.8.24)

Выясним теперь, как ведет себя в области больших

импульсов электронная функция Грина. Согласно (3.8.14) зависимость

S»'MV> e~R> ~~Н от Рг ПРИ Р2^отл определяется функцией одного
\mR mR/

р—\- Предполагая, что функция s, f-^-j ~2

i-Rj \mR ,„-й/

разложима в ряд по степеням е%, и поступая так же, как и при
выводе (3.8.19), можно показать [21], что

Иг (ф (е%) щ) В, (ёъ) = 1 -Сх 3 U *

аргумента ЯЛ ф (е%) -^-) • Предполагая, что функция Si[-~, eR,

л2
1 f^Y1

Я2(ф(^)£-^В2(^) =

« 1
еЪ , р* \9/4

■и?-* In —
12яг /г

27 Л

1 +
64 я2
4in 1

12л2
л

1п-Ц

(3.8.25)

где С! и с2
—

некоторые численные константы, которые могут быть

найдены из сравнения (3.8.25) с результатом вычисления во

втором приближении теории возмущений: Ci = 21/27, c2 = 59/26.
В отличие от фотонной и электронной функций Грина,

вершинная функция в области больших импульсов зависит, как

р3
можно показать, не от одного, а от трех аргументов ф (е%) ~-,

mR

Ч>(е%)^-< Ч>{ёк)Р-^г- Поэтому, не делая определенных
предположи mR

жений об этих инвариантах, из одного только предположения
о разложимости функций y{i) в ряд по степеням е%, нельзя

получить соотношений, аналогичных (3.8.19) и (3.8.25). В дальнейшем

(п. 5.1.3) мы еще вернемся к вопросу об асимптотике вершинной
функции.

3.8.3. Асимптотический характер регуляризованных
разложений матрицы рассеяния и проблема замкнутости квантовой
электродинамики. Изложенный в § 3.7 метод регуляризации устраняет

расходимости, в отдельных матричных элементах, т. е. в отдельных

членах разложения матрицы рассеяния в ряд по степеням заряда
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электрона, а не сразу во всей матрице рассеяния. Возникает
поэтому вопрос, будет ли сходящимся полученный таким образом
ряд теории возмущений, состоящий из регуляризованных
слагаемых.

Можно высказать соображения, указывающие на расходимость
этого ряда, который является, по-видимому, асимптотическим.

Эти соображения заключаются в следующем [22].
Взаимодействие между двумя электронами, не связанное с

процессами излучения и поглощения фотонов, определяется функцией
e%Dc(x). Вычислив с помощью этой функции некоторую
физическую величину F (р; е%), мы получим бесконечный ряд по

степеням е%

F(p; e%)^ fj e%nfn(p), (3.8.26)

где /v, (p) — некоторые функции 4-импульсов частиц. Допустим,
что этот ряд, отдельные члены которого регуляризованы, согласно

методу § 3.7 сходится при некотором значении е%. Тогда F(p; e%)=s
== F (е%) будет аналитической функцией е% при е% ~ 0, а

следовательно, и F(—е%) при достаточно малых значениях заряда
также будет аналитической функцией, представимой в виде

степенного ряда. Но F(—ek) допускает простую физическую
интерпретацию. Именно, F(—е%) представляла бы собой изучаемую
нами величину F в том случае, если бы взаимодействие двух

зарядов определялось функцией — e%Dc(x), а не e%Dc(x)y иными

словами, если бы одноименные заряды притягивались, а не

отталкивались.

Легко видеть, что при этом обычное определение вакуума не

соответствует состоянию с наименьшей энергией. Действительно,

представим себе, что образовано Ат электронно-позитронных пар
и что все электроны сосредоточены в одной области пространства,
а позитроны —в другой. Если эти области достаточно малы и

достаточно отдалены друг от друга, то при большом N
отрицательная кулоновская энергия притягивающихся одноименных

зарядов будет больше энергии покоя частиц и их кинетической

энергии. Назовем такие состояния «патологическими».

Предполагая, что взаимодействие между зарядами
определяется функцией — e%Dc (х), рассмотрим некоторое обычное состояние,

характеризующееся наличием нескольких частиц. Это состояние

отделено потенциальным барьером от «патологического» состояния

с такой же энергией, причем высота барьера определяется энергией,
необходимой для создания N пар, т. е. энергией покоя 2N

частиц.

В силу туннельного эффекта существует конечная вероятность
перехода из обычного в «патологическое» состояние. Это значит,
что каждое физическое состояние является неустойчивым по

отношению к спонтанному рождению большого числа частиц.
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«Патологическое» состояние, в которое перейдет система, не

будет стационарным, так как в нем будет образовываться все

большее и большее число частиц, т. е. будет происходить как бы

дезинтеграция вакуума. В силу этих эффектов нельзя

предполагать, чтобы квантовая электродинамика с функцией
взаимодействия — e%Dc(x) приводила к вполне определенным аналитическим

функциям. Скорее следует считать, что функция F (— е#) не

может быть аналитической и что поэтому ряд (3.8.26) не сходится

при е% Ф 0.
В связи с этим возникает естественный вопрос —какой же

смысл имеет ряд (3.8.26) и почему квантовая электродинамика,
оперирующая с такими рядами, находится в соответствии с

экспериментальными данными? Ответ на этот вопрос заключается в том,

что ряд (3.8.26) является асимптотическим рядом. Как известно,
такие ряды в некоторых условиях могут быть использованы для

описания поведения функций, которые они представляют, с очень

большой, но всегда конечной точностью. В отличие от

сходящихся рядов члены асимптотического ряда e™fn(p) сначала с

ростом номера п падают, а затем, начиная с некоторого значения

я, которое мы обозначим через п0, начинают расти и, вообще

говоря, расти неограниченно. При этом максимальная точность,

с которой асимптотический ряд может аппроксимировать функцию
F, определяется величиной [По. Чем величина fna меньше, тем

точность больше. В случае квантовой электродинамики есть

основания предполагать, что в ряде (3.8.26) величины /„ будут падать
вплоть до п порядка п0?:&Яс/е% — 137. Так как это значение п0

велико, то точность, с которой в квантовой электродинамике ряд
(3.8.26) должен соответствовать реальности, очень велика. По всей

вероятности, неточность ряда (3.8.26) порядка ехр(—Яс/е%), что

является ничтожно малой величиной. Для практических целей
квантовой электродинамики такая точность более чем достаточна.

Для устранения расходимостей в матрице рассеяния мы вводили

граничный импульс L и предполагали, что область импульсов

p>L не играет роли, если изменения импульсов реальных частиц

малы по сравнению с L. Получаемые при этом выводы и

предсказания квантовой электродинамики находятся в прекрасном
согласии с экспериментальными данными.

Однако ясно, что строгий смысл имеет лишь предельный
случай L-»-go, который не может быть рассмотрен в рамках
квантовой электродинамики.



Г Л А В А 4

ОСНОВНЫЕ ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКИЕ ЯВЛЕНИЯ

§ 4.1. Излучение фотона

4.1.1. Амплитуда излучения. Приступим теперь к

последовательному изучению различных конкретных процессов,
обусловленных электромагнитным взаимодействием. Мы будем пользоваться

теорией возмущений, причем в этой главе будем производить
вычисления только в первом, приводящем к отличному от нуля

результату, приближении (поправки, связанные с высшими

приближениями, будут рассмотрены в главе 5).
Начнем с процессов 1-го порядка, которые описываются

матрицей рассеяния 1-го порядка

S(1) = iSU*)An(*)d4*. (4.1.1)

Если Ар. (х) — потенциал внешнего электромагнитного поля, то

матричные элементы S(1) будут определять рассеяние электрона
в этом поле в борновском приближении. Если же А,х (х) —

оператор квантованного электромагнитного поля, то матричные элементы

S(1) будут определять испускание и поглощение фотона, так как

оператор А^(х) входит в S(1) линейно, а матричные элементы Ам,
отличные от нуля, соответствуют излучению и поглощению фотона.

Нетрудно однако убедиться в том, что свободный электрон не

может излучать. Действительно, матричный элемент Sll) отличен
от нуля только при условии выполнения законов сохранения
энергии и импульса pi — k — p2, где plt p2

— начальный и конечный

4-импульсы электрона, a k — 4-импульс фотона. Возводя это

равенство в квадрат и учитывая, что p\ = pl = — ma, k2 — 0, мы

придем к соотношению ptk = Q, или в системе покоя электрона
/гао = 0, где со —энергия фотона.

Аналогично, легко убедиться в том, что свободный электрон
не может поглотить фотон и что невозможно превращение пары
электрон — позитрон в один фотон или обратное превращение.
Более того, электрон не может излучить два или большее число

фотонов. Излучение или поглощение фотона электроном может

произойти лишь в результате «тройного столкновения», в котором
существенную роль играет взаимодействие электрона с «третьим
телом». В ряде важных случаев это взаимодействие'может быть
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описано с помощью понятия внешнего поля, входящего в

гамильтониан электрона. Оператор электронно-позитронного поля может

быть разложен, как мы зиаем, по собственным функциям этого

гамильтониана (см. (2.5.1)), и понятие состояния электрона при
этом уже само по себе учитывает взаимодействие электрона с

другими телами. При таком подходе становится возможным изучение

процессов излучения и поглощения фотона с помощью матрицы

рассеяния первого порядка.

Переходя теперь к определению вероятности испускания и

поглощения фотона электроном в стационарном внешнем поле,

выпишем общее выражение для матричного элемента </|Sll)|t),
определяющего излучение фотона. Пусть ■$>1(х) = т$1(г)е~Сг^ и

■фа (х) = ij32 (r) e~iE'' — волновые функции начального и конечного

состояний, е^ (х) = ©^ц (г) е~ш — потенциал электромагнитного

поля, соответствующий определенному состоянию фотона:
<1 | Ам (х) j 0) = &£% (х), и /ц (х) — ток перехода

/и (х) = /м. И е< <8' - «•>' = <2 | k (х) | 1 > = и ф, (л) у^ (х). (4.1.2)

Тогда матричный элемент оператора Sll} может быть представлен
в виде

</|S(1'|0 = 2nt't/6(81-82-fi)), U = ]fo(r)a*t(r)tPx. (4.1.3)

Величину f/ мы будем называть амплитудой излучения.
Если рассматривается излучение фотона с определенным

импульсом к и поляризацией е, то амплитуда излучения имеет

вид

U = -4= С 4«J (r) а***-»^ (г) <Рх, (4.1.4)

где « — матрица' Дирака.
4.1.2. Излучение электрического и магнитного мультиполей.

Если начальное и конечное состояния электрона являются

связанными и при этом длина волны испускаемого фотона Я велика

по сравнению с размерами области а, в которой происходит
движение электрона, то вероятность излучения простым образом
связана с электрическим или магнитным мультипольным моментом

электрона; поэтому излучение в этом случае называется

мультипольным излучением.

Определим вероятность излучения фотона, обладающего
определенным моментом количества движения L, проекцией момента М

и четностью Р = (—!)£ + *■-и (Я = 0, 1; напомним, что Я=1

соответствует состояниям электрического типа, а А. = 0 — состояниям

магнитного типа). Поэтому переходы с испусканием такого фотона

при А.= 1 называются электрическими 2'-польными или EL-nepe-
ходами, а при X = 0 — магнитными 2*--польными или ML-переходами.

Начнем с рассмотрения излучения фотона электрического
типа. Потенциал, соответствующий фотону в состоянии

электрического типа, определяется формулой (2.2.33), Так как размеры
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системы предполагаются малыми по сравнению с длиной волны,
то в интеграле (4.1-4) главную роль играет область малых г,
для которых саг <^ 1. Поэтому можно ограничиться первым членом
в разложении входящей в выражение для потенциала функции
gL (cor) по степеням cor.

Выберем калибровку потенциалов в виде (2.2.33), тогда

скалярный потенциал Ф (г) будет содержать ©/■ в степени L, а

векторный А (/*) — в степени L + 1, т. е. А (г) будет малым по

сравнению с Ф(/")- Таким образом, мы можем подставить в (4.1.3)

A(r)=o, <b{r) = -YLV (Т+щУ1?¥ш{п)> "=~-(4Л-5>

что дает

u = {- i)L УЧзгiiXw \ р и fLYlu (n) d4t (4л -6)

где р (г) — плотность заряда перехода, р (r) = &$(t")tyi{r)-
Вводя электрический мулыипольный момент перехода

QiM=yJL==^Q{r)r*-YtM(n)&x, (4.1.7)

представим амплитуду излучения в виде

и=^тГшт±к^+^(}°, (4.1.8)VR У L (2L + 1)!! /*"*' K '

где R — радиус нормировочной сферы. При М = 0

Q*L0 = yL=- j p (r) rLPL (cos.#) d*x,

где Pi — полином Лежандра. Если L—1, 2, то

Эти формулы совпадают с обычными определениями дипольного

и квадрупольного моментов.

Найдем вероятность излучения да. Для этого (см. п. 3.4.1)
надо умножить | U |2 на 2яр/ d<a, где pf

— число состояний фотона
с данным моментом в единичном интервале энергии: pf = R/n.
Таким образом,

вд = 2я|£/|а~. (4.1.9)

Подставив сюда выражение (4.1.8) для U, найдем вероятность
излучения в единицу времени фотона с моментом L, проекцией
момента М и четностью (— 1 )L:

2 (Л+ 1) (21 + 1) 2t + i I Qe |з (4 11 0)WLM Z.[(2L + I)l!]2 \4lm\' ^ u>
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В частности, при L = l, 2 мы получим отсюда формулы для

вероятности дипольного и квадрупольного излучения

Определим теперь вероятность излучения фотона в состоянии

магнитного типа. Потенциалы определяются в этом случае
формулой (2.2.31). Если использовать приближенное выражение для

gi(cor) и выражение (2.2.20) для шарового вектора, то потенциал
А (г) примет вид

Л(г)
UL + 1 <oL + l^[vY(n)r]

А{П~ VR VLJL +VVL+W
( l>

Подставив это выражение в (4.1.3), получим амплитуду
излучения

^Ц^ъА±!^^^, (4Л.12)VR
"

L (2L+l)l\
LM v '

где

<*» =jT»hmУw(r)lrlvyb«(n)d3x- ■

Величину Qm мы будем называть магнитным мультипольным

моментом перехода.

Заметим, что амплитуда (4.1.12) имеет такую же форму, как

и амплитуда (4.1.8), отличаясь заменой QeLM -»—iQfM-
При 1 = 1, М = 0 момент перехода (магнитный дипольный)

имеет вид

ог.-Ум'-)**. v^=j[r-y§r}
где величина \i (r) представляет собой плотность «магнитного

момента перехода».

Вероятность излучения фотона магнитного типа будет
выражаться аналогично (4.1.10):

-х- ._.2 0- + l)(2L-H) ».+,i0« I».
(4)13)

Для электрона, движущегося в атоме, условие X ^> а

эквивалентно условию к<4. так как <а<2.~и. Поэтому при вычислении

матричных элементов мультипольных моментов можно

пользоваться волновыми функциями нерелятивистского приближения.
Это позволяет получить простое выражение для магнитного муль-
типольного момента. Действительно, записав плотность тока

перехода в виде

У С) = е (<pj (г) охг (г) + j£ (г) огф, (г)),

где ф и х
—

спиноры, образующие волновую функцию ф, получим

J (П ^ =£ (Ф| (г) Vq>; (г) - ф1 (г) V Ф| (г)) + rot (Ф| (/•) аф1 (/-)).



Подставляя это выражение в (4.1.12) и интегрируя по частям,

найдем

(L — оператор орбитального момента).
Таким образом, магнитный мультипольный момент в

нерелятивистском приближений состоит из двух слагаемых: орбитального
и спинового. Если L = 1, М — 0, то

4.1.3. Излучение ядер. Правила отбора. Полученные формулы
для амплитуд и вероятностей излучения пригодны для описания

излучения произвольной системой, а не только электроном, если

только выполняется условие а<*Я. Действительно, общие
определения мультипольных моментов (4.1.7), (4.1.14) содержат лишь

токи перехода, т. е. матричные элементы оператора 4-вектора
плотности тока: /n('*) = (2j jn(r)| 1), состояниями же 1 и 2 могут

быть не только одиоэлектронные состояния, но и состояния

многоэлектронных систем, а также адронных систем: ядер и

элементарных частиц.
В общем случае, конечно, невозможно реально вычислить

матричные элементы мультипольных моментов, но определяющие
их формулы позволяют сделать грубую оценку:

Qlm ~ eaL, QlM ~ evaL, (4.1.16)

где а —размеры системы, а о —скорость излучающих частиц.

Для атомных систем а>а ~ v, и поэтому вероятность ML-перехода
имеет тот же порядок величины, что и вероятность £Х'-перехода
при V = L+ 1. Для ядерных систем v не находится в

определенной связи с сна.

Для того чтобы матричный элемент соответствующего муль-
типольного момента был отличен от нуля, необходимо
выполнение некоторых условий, вытекающих из законсв сохранения
момента и четности. Эти условия называются правилами отбора и

сводятся к следующему. Если /х и /2 — моменты количества

движения излучающей системы и тй и та —проекции моментов

в начальном и конечном состояниях, то должны выполняться

соотношения

mi-«»* A4, l/i-Asl^^l/i+ bb (4.1.16)

где L —момент количества движения фотона и /И — его проекция.
Кроме того, должно выполняться условие

P = Pl-P*; (4.1.17)
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где Рг и Р2 —четности начального и конечного состояний

электрона и Р — четность состояния фотона:
p = (—l)£^i

(Х = 0 соответствует состояниям магнитного и К= 1 —состояниям

электрического типа).
Если соотношения (4.1.16) и (4.1.17) не выполняются, то

матричный элемент соответствующего мультипольного момента

обращается в нуль.
Легко видеть, что при заданных Д и /2 с наибольшей

вероятностью излучается фотон с моментом L = \j1 — /21, если только

это совместимо с правилом отбора для четности (4.1.17).
Действительно, так как матричные элементы Qlm содержат под
знаком интеграла ((nr)L, причем сог<^1, то наибольшее значение Qlm
будет соответствовать наименьшему возможному значению L,
равному |/i—/,|.

Вероятность излучения ш2л+г содержит, согласно (4.1.10) и

(4.1.14), множитель (a>a)2i+l. Поэтому, если разность моментов
начального и конечного состояний | Д — /21 велика, то вероятность

излучения может оказаться очень малой, а продолжительность

пребывания излучающей системы в возбужденном состоянии —

большой. Такие долгоживущие возбужденные состояния

называются метастабильными.
Оценки мультипольных моментов ядер, согласно (4.1.15),

приводят к правильному порядку величины времени жизни мета-

стабильных состояний ядер, которое при L = 3 —5 может быть

порядка нескольких минут, часов и более.
4.1.4. Фотоэффект. Матрица рассеяния 1-го порядка (4.1.1)

определяет также поглощение фотона. Амплитуда поглощения

имеет вид, отличающийся от (4.1.3) только заменой о^%.{г) на

Рассмотрим поглощение фотона атомным электроном в том

случае, когда энергия фотона превосходит энергию ионизации
атома и электрон переходит в непрерывный спектр. Это явление
называется фотоэффектом. Ток перехода в этом случае
определяется формулой

к (Г) - И>2 (г) v^i (r),

где ifo (г) и i|}2 (r) — начальная и конечная волновые функции
электрона. Записав амплитуду U фотоэффекта в виде (4.1.4)

U = ся=М, М = С г|>£ (г) аее1*'^ (г) d3x, (4.1.18)

получим следующее выражение для дифференциального
эффективного сечения фотоэффекта:

dG=w^ 2 iм |г s (ei+ш -Sa) d3p> (4-l -19>
*;. V.f
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где р
— импульс вылетающего электрона, et и е2

—

энергии
электрона в начальном и конечном состояниях и суммирование
производится по различным ориентациям спина электрона в начальном

и конечном состояниях.

Ограничимся здесь вычислением сечения фотоэффекта на

/(-оболочке атома (формула (4.1.19) написана с учетом двух электронов
в /(-оболочке).

Начнем с нерелятивистского случая, когда энергия фотона
мало отличается от энергии ионизации атома / [1]. Предполагая,
что длина волны (ротона А. значительно больше размеров атома а,
мы можем заменить в (4.1.18) величину eibT единицей. Замечая

далее, что в нерелятивистской области матрице а соответствует

оператор скорости электрона v, получим

M = *<2|v|l> = -zco*<2|r|l>,
<2|г,1> = 5Ч*<г>пМг)*8*-

Таким образом, вопрос сводится к вычислению матричного
элемента проекции радиуса-вектора электрона на вектор
поляризации фотона.

В качестве волновой функции начального состояния в (4.1.18)
входит волновая функция /(-электрона. Эта функция имеет вид

Что касается волновой функции конечного состояния, то в

качестве нее следует взять волновую функцию электрона в кулоновском
поле ядра, относящуюся к непрерывному спектру. Так как в

конечном состоянии возникает электрон, то ajj2 (r) должна при г—*-оо

иметь вид суперпозиции плоской и сходящейся сферической волн

(см. п. 4.3.8). Функция с такой асимптотикой имеет вид

Подстановка функций ifo и ipa в (4.1.20) дает

М = теМ,

/И = в2' Т (1 - /£) ЛГ 5 tr^r-wrf (g, 1, i (pr + pr)) dsx з=

Замечая, что
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I gCto-pir-vf^ lf iipr+pr))(^=s

и используя формулу
'

el(q-p)r-r)rJT (£t ^

= 2я [-*- (Q ~p)2 +1 rff'1 [j «f ~ Р)г + i ^ +P (Q~P)~ Щр]*.
олучим

J=16m4,(£-l)7-^3№^= 16ш ?Hg=i2e-№tg£v ; (p2+n2)3 v-n—w p^ K2 +1)3

M = - 16 Knae8 Г (1 - g)
ъ

^47)3
*
e-2£arcctgS gg. (4Л.21)

Подставляя это выражение в (4.1.19), найдем дифференциальное
сечение фотоэффекта для неполяризованного фотона:

da = —2— ——■——

-s- > (ре)2 о (ex + со — e2) -f,

где суммирование производится по поляризациям фотона. Оно
может быть выполнено с помощью формулы

2 (реГ = Р2 -& (Р*Г = Р2 sin* ft,

где ■б' —угол между р и ft. Устраняя б-функцию интегрированием
по энергии вылетающего электрона, получим

d<j = 2* —М— - ^^2-^do, (4.1.22)

где / — энергия ионизации, do — элемент телесного угла, в котором
движется электрон.

Для получения сечения фотоэффекта в случае поляризованных
фотонов нужно сделать в этой формуле замену sin2 ft—»-cos2 9 =
= sin2 ft cos2 ф, где 8 —угол между векторами е и р, ф —угол
между плоскостями р, ft и ft, e, и, кроме того, опустить
множитель V2 перед 2, соответствующий усреднению для неполяризован-
ных фотонов.

Таким образом, угловая зависимость фотоэффекта в

нерелятивистской области определяется множителем cos2 9 = sin2 # cos2 ф.
Мы видим, что большинство фотоэлектронов вылетает в

направлении поляризации падающего фотона.

Интегрируя (4.1.22) по do, получим полное сечение фотоэффекта
на /С-оболочке

128л ее I» g-«t«n*tgC
g* = -3-«5* х-е-*Ъ

• t4-L23)
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В борновском приближении, когда £<!1, эта формула
приобретает вид

64 а ( 1 У* ,л 1 п^

Аналогично может быть рассмотрен фотоэффект на /.-оболочке.
Сечение фотоэффекта определяется при этом следующими
формулами: для Li — оболочки (поглощение двумя 2з-электронами)

q^ =-^T^
1 + ^ i-r-c <4Л'25>

и для Ln- и Lni-оболочек (поглощение шестью 2р-электронами)

<Ti„ + aiIM = 5(3 + 8— —

, (4.1.26)

где /2 — потенциал ионизации L-электропов.
Рассмотрим теперь фотоэффект в релятивистской области, когда

энергия фотона велика по сравнению с энергией /С-электрона [1, 2].
В этом случае мы должны в качестве волновых функций электрона
пользоваться решениями уравнения Дирака в кулоновском поле

ядра. Что касается функции \\>2 (г), то в качестве нее мы возьмем

волновую функцию, введенную в п. 1.7.1:

ф2 (г) = N2a (р) е- "" (l + ^ yty\Y [i£, i, i (pr + pr)]t (4.1.27)

1 _в-ал£

Волновая функция /■(-электрона (j = 1/2, 1 = 0, к — — 1) в случае
aZ <^ 1 имеет вид

foe И = #i (l - ^ aZytfti) e~^ua, (4.1.28)

где

"«„«-./Но]' "»«—•/,
= ( о !• "=>-' 4=1» ^ =Ущ

Подставляя это выражение и выражение (4.1.27) для -фа (л")
в (4.1.18), получим

еМ = NvNm (р) {(еу) J» + (еу) у, (?Л) + (уА) У, (еу)} w0,

J0=\eil>k-Pir-^Jr\it>, l, i(pr + pr)]dsx,

Л=- ~aZ ^ e< «->»'-* ^^[%, I, i(pr + pr)]ePx,

J* = - к \е'(*-Лг-"'v^ us. i, »(р/-+р/-)] ^^.
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Опуская выкладки, мы приведем лишь окончательное выражение

для дифференциального сечения фотоэффекта, справедливое при
(xZ •< 1 и скорости вылетающих электронов v ~ 1;

do-

где

2a»ZB , sin3* ((I—Vl—v*)
(1 — О COS*)* I (1— W2) /г

pj^ (1 - УI - w2) (1 - и cos fl) cos2 ф + 4 cos2cpj do, (4.1.29)

A =
t. ,^-=a5> 1/1-у2
(l —Kl —и2)5' co+m"

Интегральное сечение фотоэффекта на iC-оболочке при ш^>/,
aZ <^ 1 равно

a = 4na*ZV^ (-5.)* (у*- I)'/»X

х/± + 1&=аЛ »=taJL!d££EI\li (4.1.30)

где
1 a> 4- т. e8

V I — v2 /n 4n/n

В крайне релятивистском случае (со^>/п) эта формула
принимает вид

a = 4nrla*Z5~. (4.1.31)

§ 4.2. Рассеяние фотона электроном

4.2.1. Матричный элемент рассеяния. В предыдущем параграфе
мы видели, что свободный электрон не может излучать и

поглощать фотоны, т. е. что для свободного электрона невозможны

процессы первого порядка. Поэтому простейшие процессы
взаимодействия фотонов и свободных электронов описываются матрицей
рассеяния второго порядка, которая, согласно (3.2.15), имеет

следующий вид:

s(2' =
т J Т lN № to)А to) Ч> (*i>] # № С*.) А (*,) ч> (*•)]} <*4*i d*«a.

Так как матрица S(2) содержит оператор Atx(x) билинейно, то ее

элементы описывают такие процессы, в которых общее число

фотонных состояний равно либо двум, либо нулю. Последний случай
относится к взаимодействию электронов без участия фотонов и

будет рассмотрен в § 4.6.
Матричные элементы S(2) с участием двух фотонных состояний

можно разделить на три типа соответственно общему числу
электронов в начальном и конечном состояниях. Это число может

равняться четырем, двум или нулю. Матричные элементы с четырьмя
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электронными состояниями представляют собой просто
произведения матричных элементов первого порядка S(1) (см. рис. 3.3, /).
Матричный элемент, не содержащий электронных состояний,
определяет поляризационный оператор (рис. 3.3, 2, 4) и будет
исследован в п. 5.1.2.

Наибольший физический интерес представляют матричные
элементы с двумя электронными состояниями. Процессами, в которых
участвуют два фотонных и два электронных состояния, являются

тормозное излучение, рассеяние фотона электроном, образование
и аннигиляция электронно-позитронных пар. Они описываются

матрицей рассеяния второго порядка:

S(*> = e2N\y (х2) A ta) Sc {xt - х1)А(х1)^(хг) d% d4x2, (4.2.1)

где функция Sc(x) определяется формулами (2.5.30), (2.5.31).
Простейшим процессом, описываемым матрицей (4.2.1), является

рассеяние фотона свободным электроном, к рассмотрению которого
мы и перейдем.

Обозначим через Ч|зх (х) и ip2 (x) волновые функции начального

и конечного состояний электрона и через е^1(х) и е^2(*)
потенциалы начального и конечного фотонных состояний. Мы получим
элемент матрицы S(a>, соответствующий рассеянию фотона
электроном, если заменим в (4.2.1) операторы \р(#2) и i|>(xi)
функциями -фг(х2) и iM^i). а оператор А (х2) А (дгх) — функцией
<гтё % (Xz) &4 x (Xi) + е^# г (х2) <г£ % (Xi):

</1 SW | i) = б2 5^2 (*з) {*£% (*.) 5е (хг - Xl) &tx (Xl) +

+вг/i (*а) Sc (Xi — x-^e^t (Xj)} -ф! (хг) №хг d*xa. (4.2.2)

Функции чр(х) и @р^^(х) мы выберем в виде плоских волн,

нормированных на единичный объем (см. (1.1.23), (2.1.7))

4>e(x) = pL:Uee"", ф€ь(х)^^=еу^» (а, й = 1, 2),

где р и k — 4-импульсы электрона и фотона, е и со — их энергии,
и = и(р) и е^—-биспинорная и 4-векторная амплитуды,
удовлетворяющие условиям нормировки йи = 2т, е*е=1. Подставив эти

выражения и выражение (2.5.31) для Sc(x) в (4.2.2), получим

</1 S<»> | i) - АЛГ— (2л)* 6 (Pl + кг - р2 - ft2) X

ХЯ.{«^5*1+«1-^5«}и1. (4-2.3)

где /j=Pi + ^i = p2-b^2. h = Pi — h — P* — h- На рис. 4Л
изображены две диаграммы, соответствующие двум слагаемым в

матричном элементе (/|S(2)jt).
223



Матричный элемент (4.2.3) отличен от нуля только При
выполнении закона сохранения 4-импульса

Px + k1 = P2 + kt- (4.2.4)

Этот закон позволяет при заданных импульсах рг и kx определить
четыре из шести составляющих импульсов конечного состояния;
если, кроме того, задать направление fe2 или р2, то можно

полностью определить k2 и рг.

Рис. 4.1.

Найдем зависимость частоты рассеянного фотона <о2 от

направления его импульса. Возводя (4.2.4) в квадрат и замечая, что

р\ = р\ = — т*-> k\ = k\ — Q, найдем pxk]_ = pJh = PiK + &i&a> откуда

a)1(l-u1cosd1) = ffl2(l-f1cosd2) + -№(l-cosd), (4.2.5)

где иг
— начальная скорость электрона, в! — его начальная

энергия, Ъх, да- углы, образованные импульсами первичного и

рассеянного фо,1оП'<в с начальным импульсом электрона, ft —угол
между kx и #2. Для рассеяния фотона на покоящемся электроне
(и1==0, 8! = т) мы получим отсюда известную формулу Комптона

ша = ^ • (4.2.6)
1 + ^(1-сое*)т

Величины fi и fa, входящие в (4.2.3), представляют собой

четырехмерные импульсы виртуальных электронов, для которых
не выполняется обычное соотношение между энергией и импуль
сом. Отличие виртуального электронного состояния от реального
можно характеризовать величиной

*'вЛ5-' 'el. 2, (4.2.7)

обращающейся в нуль для реального состояния. Легко видеть,
что

/п2иг = 2pxki — 2pzk2, m?xz = — 2pxk2^— 2p2kY. (4.2.8)

В системе отсчета, в которой электрон до столкновения покоится,

-Их — — 2(о1/т, к2 = 2юз/т. В системе центра инерции
сталкивающихся частиц (с. ц. и.)

nihix = —2ео) (1 + v) =— 2со (а + со), т2х8 = 2есо (1 + v cos ■&). (4.2.9)
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4.2.2. Дифференциальное сечение рассеяния неполяризованных
частиц. Зная матричный элемент рассеяния, можно, согласно

п. 3.4.3, найти дифференциальное сечение рассеяния фотона
электроном:

da =
Щ* I g«Q"iI8 ITJe^ б(Pi+fh~P2-h), (4.2.10)

где

Q = ^^(if1-m)e1 +-^-e1(iU-m)eS, (4.2.11)

J = \P\kl\ = lj%mi\y.1\. Наличие в da б-функций дает возможность

произвести интегрирование по d3p2 и dco2. Для этого достаточно

сделать замены

о (Pi + кх —р2 — й2) d3p. -+1,

б (е± + Ю!
— Е2

— со2) d3/?2 ->- col g^" (ю« + 8г)
-1

do2,

где do2 — элемент телесного угла, в котором лежит вектор fts.
В последнем соотношении аа является функцией а>2, так как

импульс рг связан с кг законом сохранения el—ml+QPi+fc]. — ft2)2„
откуда

б
, ^ i «, \ тгщ

о2

и поэтому
^(со2 + в2)=-2^.

da = ^-^|S2QUli2. (4.2.12)

где г0 = ос/т — классический «радиус» электрона, ос = £2/4я.
Если начальное состояние электрона не поляризовано и нас

не интересует поляризация электрона в конечном состоянии, то

мы должны просуммировать выражение (4.2.12) по конечным и

усреднить по начальным значениям проекции спина электрона.

Эту величину, т. е. -~ У. ^°> гДе И1 и Цг —значения проекций

спина электрона в начальном и конечном состояниях, мы будем
для краткости по-прежнему обозначать через da. Согласно (3.4.9)
такое усредненное значение дифференциального сечения равно

da =
Т r§ ^kSP <Q^~ m> G №- "»)} do». Q = 74Q+74- (4.2.13)

Подставляя сюда выражение для Q и замечая, что Q — ~~q,
найдем

Q (i'jOi
— m) <3 (ipi — т) =

><{^it(ih-m)S, + 1^et(ih-w)et}(tpt-in). (4.2.14)
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Если первичный фотон также не поляризован, то мы получим
сечение рассеяния безотносительно к поляризации рассеянного
фотона, просуммировав (4.2.12) по конечным и усреднив по

начальным состояниям поляризации фотонов. Эту величину, т. е.

Т Zj ^ст» где Vl и V2
— П0ЛЯРизаи-ии фотонов, мы также будем обо-

значать через шт. Вычисление этого усредненного сечения

значительно упрощается, так как суммирование можно производить не

по двум, а по четырем поляризациям фотонов, включая как

«продольную», так и «скалярную» поляризации (см. п. 3.4.2). При
этом следует лишь в выражении (4.2.14) заменить ёх на yv, ё* на

7ц и просуммировать по v и \х (v, ц— 1, 2, 3, 4). Таким образом,
мы получим

^'S-TS^riSpF, (4-2.15)
где

X (ipx — т) Vv (ifi—m) у» {ip% ~m) +

+ ^[sSSr^(^i-/n)Vv+^-Yv(t?,-m)Yjx
х (ip-L - т) уп (if2 - т) yv (ip2 — т).

Легко видеть, что второе слагаемое в этом выражении
получается из первого путем замены kx—t — k2, которой соответствует
также замена fi^fz, xi^k2. Каждое из слагаемых представляет
собой, очевидно, функцию только от двух инвариантов кх и и2.

Поэтому мы можем представить SpF в виде

SpF=P(xlt К2) + Р(хг, Ki), P(xi, Kj^Mkjl, »z) + Aa(къ ка),
где

К (иь ка) = —^ Sp (vy.(ifх — т) yv (ipx — m) yv {ifx— m) y^ (ip2 — m)},

К К, xa) = m4XiXa Sp {vv 0/a — m) Vn (ipi — m) vv 0Д — m)^ (ift - m)}.

Выполнив здесь с помощью (1.2.18) суммирование по ц и v и

отбросив члены с нечетным числом матриц у^, получим

К (хь к2) =« ^|-SP{?ipJih+ 4m*(fiPi +ДА - Я) - т*р\рг + 4т4} •

Отсюда легко получить

М** к2)^84-2^-^, M*i, ка) = 84-х^.
Поэтому
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и окончательно мы получим следующее выражение для
усредненного сечения:

, , 2а>! do» ,,do — Го —\~ U<
tfZZX?

Если электрон вначале покоился, т. е. рг = 0, то,

(4.2.6) и (4.2.8), получим
0>1 _j__ <*>2

(4.2.16)

используя

и0- -\—-—sin"
<»2 <»!

(4.2.17)

и сечение рассеяния приобретет вид [3, 4]

Отметим, что сечение рассеяния фотона содержит в

знаменателе массу рассеивателя т. Поэтому при т-^оо рассеяния не

происходило бы. Этот вывод, однако, неточен, так как он получен

только из рассмотрения матрицы рассеяния второго порядка.
Но уже матрица рассеяния четвертого порядка содержит
элементы, отвечающие рассеянию
фотона на бесконечно
тяжелом заряде. Соответствующее
этим матричным элементам

явление когерентного
рассеяния фотона на ядре будет

рассмотрено в § 4.6.
4.2.3. Угловое

распределение рассеянных фотонов
и полное сечение.

Воспользовавшись соотношением (4.2.6),
определяющим <д2 как

функцию «! и д, можно

выразить дифференциальное
сечение рассеяния неполяризованных фотонов покоящимися неполя-

ризованными электронами через частоту падающего фотона и угол
рассеяния фотона:

0,75\

0,5

- \

-

^ч. г2
ххЧ.

da

do2 /f
^-^Г^0,173

■■— I

30° 60° 90°

Рис. 4.2.

120 150 а

da-
1+COS2

L m
-cos »)}

X

x ! + ■

(I— cosft)2

(l +COS21
L m

-cos »>]/
)do2 (4.2/18)

Угловое распределение, даваемое этой формулой, изображено на

рис. 4.2 для различных значений параметра •у = со1/т.
При малых энергиях фотона (toj-^m) формула (4.2.18)

переходит в классическую формулу Томсона

da = -^-{l+cos2\))doz. (4.2.19)
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Если энергия первичного фотона велика по сравнению с

энергией покоя электрона, coj.2>т., то из (4.2.18) можно получить

простые выражения для двух предельных случаев: когда

д <<;"j/m/co! и когда &^>\^т/щ:

da-rldo., *<YJ: *° = i~T^kw. *>У1|-
В предельном случае больших энергий угловое распределение

имеет особенно простой вид в с. ц. и. сталкивающихся частиц:

da = ~do2, я —д<-^-.
В области углов, не близких к 180°, дифференциальное сечение

существенно меньше:

/И2
da ~ го —s- do2.

Дифференциальное сечение рассеяния покоящимся электроном
может быть выражено с помощью (4.2.6) через энергию со2
рассеянного фотона. После интегрирования по азимутальному углу
получим

<*ст = ЯГо^Ц^- + -5L + (- - -V - 2mU Ц), (4.2.20)

где соа. согласно (4.2.6), изменяется в пределах

coj./(l + 2toi/m) s^ co2 s^ сох.

Для получения полного сечения нужно проинтегрировать
(4.2.18) по углу О:

.

•

(4.2.21)

где 7 = со1/т. Заметим, что сечение является релятивистским
инвариантом, поэтому у также можно выразить через
инвариантную величину щ: у =— щ/2. В с.ц.и. согласно (4.2.9)

Y = co(e + co)/m2.

При сох-^т разложение (4.2.21) по у дает

сх = -^г8(1-27 + ...), (4.2.22)

т. е. в нерелятивистской области сечение рассеяния почти не

зависит от энергии фотона. В крайне релятивистской области
выражение для сечения сильно упрощается:
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В этой области сечение убывает почти обратно пропорционально
энергии фотона.

Таким образом, в области больших энергий число рассеянных
фотонов сильно уменьшается, благодаря чему проникающая
способность у-излучеиия возрастает с увеличением их энергии.

в
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Рис. 4.3.

На рис. 4.3 представлена зависимость сечения от энергии
первичного фотона.

В результате столкновения с фотоном покоящийся вначале

электрон приобретает энергию

е — т~
а>;(1— cos ft)

tfz + Ш! (1—cos 0) (4.2.23)

Угол р между импульсом рассеянного электрона и импульсом

первичного фотона связан с углом О соотношением . .,

cosp = (l +У)У 1—cosft

2+у<у'+2)(1—соя»У (4.2.24)

Воспользовавшись этим соотношением, можно выразить- dv

через р. Мы получим, таким образом, угловое распределение
электронов отдачи

da = Art
(i + T)gco»PA,« х

.

'

"
' "

:••■' : :'••--

(, , 2у2 соУ ft
V

"f"
(l+2v+V2sin2P)[l-f-v(V+ 2)sinapl

X
2 (1+V)2' sin2 ft cos2 ft )
[1+7(7+2) sin* ft]2 /'

(4.2.25)

где doe — элемент телесного угла, в котором лежит импульс
рассеянного электрона, •• •



В крайне релятивистском случае (у^-1) эта формула дает

^^fET- Tsin«P>l.

4.2.4. Поляризационные эффекты. Перейдем теперь к

рассмотрению зависимости сечения от поляризаций частиц в начальном

и конечном состояниях. Согласно общим правилам для этого

нужно возвести в квадрат матричный элемент (4.2.3), заменив

в нем билинейные относительно амплитуд частиц величины

соответствующими матрицами плотности:

d0 = r§~^fSp^0&'° P^'Qa'6'Рб'йР , (4.2.26)

где р<2) и раа—матрицы плотности электрона и фотона в

начальных состояниях (они определяются формулами (1.1.40) и (2.4.21)),
рш и р'ь'ь — матрицы плотности конечных состояний электрона и

фотона; наконец,

и ёа (а — \, 2) — пространственноподобные единичные 4-векторы,
ортогональные klt и е'а' —такие же векторы, ортогональные кг; мы
их выберем в виде трехмерных векторов

61 -
| [АЛ]|»

**
5Г~ ' ei -ei » **

-""ST"•

Так как матрицу р можно выразить через вектор
поляризации электрона в его системе покоя £, а матрицу раЬ

—

через
параметры Стокса фотона lt (см. (1.1.40), (2.4.21)), то

дифференциальное сечение da является функцией от ки й2, £(1>, g(2), |(1), |(2',
Из выражения (4.2.26) легко видеть, что зависимость do от
каждого из параметров g и £ линейна. Поэтому можно установить

общую структуру выражения для da:

+fi^'Si"+GapCS'cr+/i5iug(i)+«гот»+
+ Ш£П™ -rtf£}"£(1) + */*Sm*'£<l> + ...}. (4.2.27)

(Здесь выписаны только члены, зависящие от одного и двух

поляризационных параметров, и один из членов, содержащих три
параметра.)
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Приведем значения коэффициентов, входящих в (4.2.27), для

случая рассеяния на покоящемся электроне [5 — 7]:

F» = 7r + 7T-Sin2d' F'i = F'> *Wi= 0, Fa = sin«d.

G=G'=0, F33=l + cos20, Fu= 2cos^,

^м=(тг-+7г)С08*' F'* = 0 ('^>>

/i=/3 = 0, /, = —^-(l-cosOXftiCOS^ + ft,), f[==/|=0,

/S=-^(i-cosG)(ft,cos * + *,). ft = &=o,
(4 2 28)

x(ftx-ft2)],
ff.' = ^ = 0,

g2=-^(l-coSa)[*1+ *2c0sft-(l+cosft) Ю1!^2от X

X(fex-fea)].
4.2.5. Рассеяние поляризованных фотонов неполяризованными

электронами. Используя приведенные значения величин Fit G, f
и др., можно проанализировать ряд частных случаев. Пусть
прежде всего £iS) = 0, t,{i>~0, g(1) = 0. Тогда формула (4.2.27)
(учетверенная, что отвечает суммированию по.поляризациям ко»

нечных частиц) будет определять сечение рассеяния поляризо»
ванных фотонов на неполяризованных электронах. Обозначим
его через dcr^1»):

daaw) = ^d^Fdo,t (4.2.29)
где

F = Fo+W=-g- + -g--(l-&l,)sin3#.
Мы видим, что фотоны, поляризованные перпендикулярно

плоскости рассеяния (£з" = 1), рассеиваются сильнее фотонов,
поляризованных в плоскости рассеяния (|зи =—1). От

циркулярной же поляризации сечение не зависит. При отсутствии
линейной поляризации относительно осей е[и и е'41 (|з" = 0) сечение

(4.2.29) совпадает с сечением для неполяризованных фотонов
(4.2.17).

Аналогичными свойствами обладает сечение рассеяния

неполяризованных фотонов с образованием поляризованного фотона.
Это сечение, которое мы обозначим через dtr(^2>), можно

получить из сечения (4.2.27), если в последнем положить равными

нулю все параметры, за исключением if (и удвоить результат
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соответственно суммированию по поляризациям конечного

электрона*):

Сечение рассеяния поляризованного фотона с образованием
поляризованного фотона имеет вид

'

+F1£n?,+Fvtn?' + F3SWW'}. (4.2.30)

Из этого выражения можно найти параметры Стокса вторичного

фотона. Они равны отношению коэффициентов при 1'?' к члену,
не содержащему IP':

|?! = 12 cos #gi», 8i" = 1 cos 0 (-^ + £) Й".F F \** <*.)
(4.2.31)

Ш' = 4 tsin2 * + 0 + cos» €■)&"].

Из этих формул, в частности, видно, что неполяризованный
фотон в результате рассеяния частично поляризуется.
Действительно, полагая в (4.2.31) &" = 0, получим

:
f

Ф = »^+%£-.*пЧ>- В^ВГ-О. (4.2.32)

Так как £з51>0, то фотон будет поляризован перпендикулярно
к плоскости рассеяния.
-

Циркулярно поляризованный фотон образуется только в том

случае^ когда и первичный фотон циркулярно поляризован.
Рассмотрим далее тот случай, когда падающий фотон

полностью поляризован линейно ((|il')2 + (isI,)2=l, W = 0), и найдем
дифференциальное сечение рассеяния, при котором рассеянный
фотон также обладает линейной поляризацией. Используя (4.2.30),
(4.2.27) и выражая параметры £"' и £isl через проекции векторов
поляризации фотонов, которые мы обозначим через е{1) и е(2),
получим следующее выражение для дифференциального сечения

рассеяния поляризованного фотона на покоящемся электроне:

•

, ^-т'|$(£+5--2+4со8'6)л>' (4-2-33)

где 8 —угол между поляризациями первичного и рассеянного

фотонов.
Сечение рассеяния как функция 8 достигает максимума при

совпадающих направлениях поляризации первичного и

рассеянного фотонов.
При фиксированном е*1* можно рассмотреть два случая

поляризации рассеянного фотона, когда вектор е(г) перпендикулярен
e(1)(cos8 = 0) и когда е'3> лежите плоскости k-i,e^s cos26 =
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= 1 — sin2 •d cos2 ф, где ф —угол между плоскостями кг,кг и к2,е^1>.
Если do(1) и da{i) —сечения рассеяния, соответствующие
этим поляризациям, то полное сечение рассеяния будет равно
da(1> + do(2). Если падающий фотон не поляризован, то сумма
do1-1) + dal2), усредненная по углу ф, даст сечение рассеяния нег

поляризованного фотона (4.2.17).
•

При a>x <[ m имеем

da*1' = 0, da(2> = rl (1 — sin2 ■& cos2 ф) do2.

При (Oi^>/n следует различать области малых и

больших углов рассеяния. Если Ф •<]/т/ач, то da(1>=^0, da(2) =^"

= j-iS(l—sin^cos^doa. Если ■&>1/т/(о1, то daW-=daW=*

— li m ^°а
4 С0! 1 — COS Ф" ■

-

Мы видим, что если первичный фотон линейно поляризован,
то в крайне релятивистской области при малых и рассеяние
происходит так же, как и в нерелятивистской области. При
больших энергиях и больших углах рассеяния рассеянный фотон
неполяризован, независимо от характера линейной поляризации
первичного фотона.

4.2.6. Дисперсионная формула. Изучив рассеяние фотонов
свободными электронами, мы перейдем к изучению рассеяния
фотонов связанными электронами. Для определения сечения

рассеяния в этом случае можно по-прежнему пользоваться частью

матрицы рассеяния S(2), определяемой общей формулой (4.2.1)»
но теперь взамен функции 52(лг2— Xi) в выражение S'2* должна

входить функция Грина уравнения Дирака S^ для электрона
во внешнем поле,

S(») = g« J # ф (Xl) A (Xl) s<e) (Xl, хг) А (ж,) ip (*,)} dHx d*x,. (4:2.34)

Функция S(ce) (хъ дг2) определяется в соответствии с (2.5.25)„
(2.5.18) следующим образом:

. . .
-

•

Г £ 1&'(*0 $№).' 'i>fc. ■

;

S& (xlt x,) = i
— 2 "$<* (*l) TJJsJ}' (ЛГ2). *1 < *2»

где

W (x) = лр* (r) e~iE* '. £$*' > 0;

грГ' (*) = Ц~] (г) е~ {Е*~'', £Г' < О

— решения уравнений Дирака с положительными и

отрицательными частотами во внешнем поле. Замечая, что

со [ 0, а*<0,

24 1со+Г(Т-Ю)^= ^ *>0' <>0'
-Q° I — <r'a', a<0, /<0,
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представим Sj" (xlt x2) в виде

—
oo s

Из этой формулы и из уравнения Дирака следует, что Sce} (хг, х2)
удовлетворяет уравнению

{Yu(^ - tei*^ <*)) + m} 5f (x, •) = -18 (x - x'),

а так как Sc (x) удовлетворяет уравнению f y^ -^- -f- m j 5C (x) =

= —1'6 (x), то функция 5ее> («i, x2) удовлетворяет интегральному
уравнению

Ос (хг, лг2) =

~ 5С(хг - х2) -е^ Sc (xt -x') Лw (х') Sf (x', x2) dx2. (4.2.36)

Рассмотрим рассеяние фотона с частотой а>ъ волновым

вектором k\ и поляризацией ег электроном, находящимся в состоянии

yfp1(x) = ^1(r)e~iE,i. В результате рассеяния возникает фотон
с частотой о>а, волновым вектором к2, поляризацией е2, а

электрон переходит в состояние ty2(x) = i$2 (r)e~ iE*t. Частота
рассеянного фотона о)2 может при этом либо совпадать с частотой

первичного фотона а>1, либо отличаться от нее (в последнем случае

говорят о комбинационном рассеянии). Матричный элемент

рассеяния фотона электроном определяется формулой

(f | S<« | 0 = -JL= \ {ф, (ra) er «^2S<«> (х2, xj ёхе*** X
2 У щщ J

X% (ri) еи' <в« + •»> -««<я> + м»> Н- f2 (r2) e^^SP (х2, хх) ё2 х
хе-***^ (ri) e«i№i-o>i)-«i №«-«.)} d**! d**2. (4.2.37)

Подставив в (4.2.37) выражение (4.2.35) для S{ce) и выполнив

интегрирование по t\, t2 и о, получим

</1 S™ 11> = 2niU8 (£j + col - £a - co2),

f/ = _ 2яа^уг 1
(2\ё*-"+\8><?\ё1е*гг\1у +

где

+ £,-la+co2 <2 I ^(Й,Г I s><s I **~ №,r J! >}. (4.2.38)

<л| eikre\s)-*=\ ф„ (г)eeikr^s(r) d3x

и суммирование производится по всем состояниям s,

соответствующим как положительным, так и отрицательным частотам.

Важнейшим применением этой формулы является рассеяние

фотона атомной системой. Рассмотрим нерелятивистский случай,
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когда энергии фотонов малы по сравнению с энергией покоя

электрона и значения энергии электрона в начальном и конечном

состояниях Ег и Е2 мало отличаются от т, \Е1 — т\<^т,
\Ег — т\<^т. Кроме того, будем предполагать, что в сумме (4.2.38)
играют существенную роль только такие состояния s

(«промежуточные» состояния), энергии которых также являются

нерелятивистскими, т. е. \\ES\ — т\<^т. Эти предположения позволяют
значительно упростить ту часть суммы (4.2.38), которая относится
к отрицательным частотам. Прежде всего, в каждом члене этой

части суммы, которую мы будем обозначать через £/(-), можно

заменить выражение, стоящее в знаменателе, на 1т, после чего

можно преобразовать £/(-> в сумму по всем состояниям,

включающим не только отрицательные, но и положительные частоты. Для
этого следует сделать в выражении матричного элемента (2 | eeikr \ s)
замену

где Н — гамильтониан электрона. В интересующем нас

приближении Н?&туА, Н-Ц)1=^> (/-) = ±/т])(±) (г). Поэтому

^1Г (г) =ЧГ (г), ^ФГ С) =0'

£/(-) = ™_У {<2 j е2 (1 - 74) б" <*-■ \s)(s\ ёге^г 11> +
2т к ь>1й>2 ^

+ <21Й! (1 - у*) е?ы | S>(S | ^-«.г 11>}>

где сумма распространяется на оба знака частоты.

Воспользовавшись правилом умножения матриц, можно переписать это

выражение в виде

£/<-> = "?_ (21 {g3 (у4 - 1) е~ '<».-*»)^ + & (Y4 ~ 1) X

xe-'<*«-*t>^,}|l>.

Замечая, наконец, что, выбрав е4 = 0, можно заменить е на уе и

что в нашем приближении y^i^^i, получим окончательно

{/(-> = |™L= (е1е2) С ^ (г)^ (Г) е*л-адг^х. (4.2.39)
m к o>i(oa J

Рассмотрим теперь часть суммы (4.2.38), относящуюся к

положительным частотам. В нерелятивистском приближении в

числителях дробей, входящих в эту часть U, можно заменить аА на

— Ар-{-yt, rot А и ае на —ер +щ \ке\, где ju. —спиновый магнит-
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ный момент электрона. Сделав эту замену и воспользовавшись

формулой (4.2.39) для (Ji~\ получим следующее выражение для U:

.-.-•
■

т {т
'

.Zi \ £t— fis+ ca,
*

V<a|^ill>J;l^'1>) + <2|^M1|l>}, (4.2.40)

где- р'== р + т [fAV] (матричные элементы в этом выражении
вычисляются с нерелятивистскими волновыми функциями).

Если длина волны рассеиваемого фотона велика по

сравнению с размерами атома, то Ai(r) и А2(г) можно считать

постоянными, так как eikr <=& eim (R — радиус-вектор центра атома).
В этом случае формула (4.2.40) принимает вид

.,_ 2я« rllk.-k.,„(l y((2\peu\s)(s\pe1\l} .

Ei—Es+ 03i

<2 j pgt J s> <s) pg3 | 1>
El—Es— a>2

+ (е!е2)б12}. (4.2.41)

Последний член здесь отличается от нуля только для

когерентного рассеяния, когда -фх = 'фг-
Эту формулу, определяющую закон дисперсии, т. е.

зависимость рассеивающей способности атома от частоты света, можно

представить в несколько ином виде, а именно так, чтобы в нее

вместо матричных элементов импульса входили матричные
элементы дипольного момента атома. Для этого нужно
воспользоваться соотношением

(п \ р | s) = im (£„ — Es) (п \ г \ s>,

а также условиями коммутации между операторами импульса и

координаты, из которых следует:

ехег = i <21 {(pex) (re,) - (red (pe2)| 11) =>

=s'2H<2|pei|s><s|rea|l>-<2|re1|s><s|peajl>}.
■

s

Прибавляя далее в фигурной скобке в (4.2.41) равное нулю
слагаемое

. . .<oi2i{(2\rel\s)(s\re2\l)-(2\rei\s)(s\re1\l)}=0,

получим окончательно [8]
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Дифференциальное сечение рассеяния связано с U соотношением

da = 2я | U |2 б (Ех + (ot - Ег - со2) ■

**■

(2л.)3
*

Устраняя б-функцию интегрированием по dco2, найдем

da = со!©! <io2

где Q — дипольный момент атома.

Если рассеивающая система содержит не один, а несколько

электронов, то под Q следует понимать суммарный дипольный
момент системы. Формула (4.2.42) справедлива, если длина волны

фотона велика по сравнению с размерами атома а, Я^>а.
В дисперсионную формулу (4.2.42) входит сумма по всем

возбужденным состояниям атома. Если частота фотона coi равна
разности энергий одного из возбужденных состояний и основного

состояния атома, т. е. co1
= £\s — Ех, то сечение рассеяния

обращается в бесконечность, что указывает на неприменимость
полученной формулы при (Oi = Es — El. Этот случай называется

резонансом.

Мы не будем развивать здесь строгую теорию резонанса,
а ограничимся лишь разъяснением физической причины
неприменимости формулы (4.2.42) вблизи резонанса и укажем
приближенный метод рассмотрения явления резонанса.
(Последовательное рассмотрение резонансного рассеяния, использующее общую
теорию радиационных поправок, будет дано в п. 5.3.4.)

Причина неприменимости формулы (4.2.42) вблизи резонанса
заключается в том, что мы рассматривали tys (x) как волновые

функции стационарных состояний, содержащих время в виде е~1Е"г.
Между тем возбужденные состояния являются лишь приближенно
стационарными, так как благодаря взаимодействию с

электромагнитным полем существует конечная вероятность перехода атома

в основное состояние (эта вероятность была определена в § 4.1).
Приближенно стационарные состояния можно описывать как

состояния с комплексной энергией, волновые функции которых
содержат время в виде

где Ts — вещественная положительная величина. Вероятность
нахождения атома в возбужденном состоянии,

пропорциональная | iJjs J2, убывает при этом по закону е-г*'. Это показывает,

что ts = ws, где ws
—

вероятность излучения, определяемая
формулами (4Л.10), (4.1.13).

При частотах, близких к резонансной, можно в формуле (4.2.42)
отбросить все слагаемые, кроме резонансного, и заменить в нем Es
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на Es—5-IV Таким образом, мы получим следующее выражение

для амплитуды рассеяния [8 — 10]:

U = 2naV^*<2]re*]s)<s]rfl]l\
Es— ct cDj —=г I s

где сумма распространяется на все состояния с энергией s.

Соответственно дифференциальное сечение рассеяния будет

da = coifflado%-'^4 ' v 3| у ч ' v ' / '
. (4.2.44)

Чтобы найти полное сечение рассеяния, нужно

проинтегрировать выражение (4.2.44) по углам, усреднить по поляризациям
падающего фотона и проекциям момента начального состояния и

просуммировать по поляризациям рассеянного фотона и

проекциям момента конечного состояния. Такое сечение определяется,
помимо Еи Es и a>i, со2» только шириной уровня s и значениями

моментов. В случае рассеяния без изменения частоты полное

сечение равно

а==_2/£±1_4* г;
( 5

2 (2Д + 1) со2 {Е,- Ei - со)*+V«ri

где fs и ji — моменты системы в состояниях s и 1, a>i = co2 = co.

Эта формула сохраняет свой вид и в том случае, когда
состояние s произвольным образом отличается от состояния 1 по

моменту и четности. При этом под Г^ = ws следует понимать

вероятность излучения соответствующего мультиполя.

§ 4.3. Тормозное излучение

4.3.1. Сечение тормозного излучения в борновском
приближении. В § 4.1 мы изучали излучение электрона, находящегося в

дискретном состоянии. Теперь мы перейдем к изучению излучения

электрона, находящегося в состоянии непрерывного спектра. Оно
называется тормозным излучением и происходит, например, при
столкновении электрона с какой-либо заряженной частицей. Если
столкновение электрона происходит с тяжелой частицей (ядром,
атомом), то действие последней может учитываться как действие
внешнего поля. В этом случае тормозное излучение описывается
элементом матрицы рассеяния первого порядка (4.1.1), в котором
начальное состояние относится к непрерывному, а конечное —

либо к непрерывному, либо к дискретному спектру.
Если внешнее поле таково, что его можно учитывать методами

теории возмущений, то для определения вероятности тормозного
излучения достаточно вычислить соответствующий элемент матрицы
рассеяния второго порядка Si2), определяемой формулой (4.2.1).
Критерий применимости такого рассмотрения совпадает, очевидно,
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с критерием применимости борновского приближения для куло-
новского поля Za/y<l, гдеа = е2/4я = 1/137, Z\e\ — заряд ядра и

и —скорость электрона. Мы рассмотрим сперва этот относительно

простой случай, охватывающий весьма широкую область
применений.

*| \ч \q \*
1 i 1 i
i i .1 i

Рис. 4.4.

Матричный элемент, определяющий процесс тормозного
излучения, может быть написан на основании правил Фейнмана.

Соответствующие диаграммы изображены на рис. 4.4; они отличаются

от диаграмм, изображающих эффект Комптона, только тем, что

первичному фотону с 4-импульсом kx соответствует здесь

«псевдофотон» с 4-импульсом q, т. е. ^-компонента Фурье внешнего

потенциала, а рассеянному фотону с 4-импульсом kz — излучаемый фотон
с 4-импульсом k и поляризацией е. Соответственно этому
матричный элемент тормозного излучения отличается от матричного

элемента эффекта Комптона заменой &i-»-<7, &3->&, ег-*- Л1е) (q),
е2->£ и имеет следующий вид:

где

Ii = P2+ k, U = pi
— k, <7 = Рз + * —Рь mht1 = 2pbk, т2и2 =— 2pxk.

Из законов сохранения энергии и импульса следует, что

взятый с обратным знаком 4-импульс «псевдофотона» q равен

4-импульсу, получаемому ядром в результате процесса тормозного

излучения:
— q

—

px
—

pz
— k. Таким образом, — q представляет

собой трехмерный импульс отдачи ядра, а — qu
—

энергию,
передаваемую ядру.

Если внешнее поле не зависит от времени и описывается

статическим потенциалом Л»в) (г), что имеет место для

неподвижного ядра, то

Л(е) (q) = 2ш8(?0)уИГ (Я), А? (q) = £ Af (г) Гlqr &x.

Выражение для матричного элемента (4.3.1) можно получить
также, исходя из матрицы рассеяния первого порядка S^1', если

воспользоваться в качестве волновых функций начального и ко-
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немного состояний волновыми функциями электрона в первом
борновском приближении:

Действительно, записав матричный элемент оператора SW в виде

</1 S14 | 0 = у>==
Мб (в1 - в, - со), (4.3.3)

где

М = \ d3x ^2 (г) Цг (г) егtkr

и Tpi(r) и ij)2 (/*) — точные волновые функции электрона во

внешнем поле, и подставив вместо -фх (г) и ip2 (r) волновые функции
(4.3.2), мы получим матричный элемент (4.3.1).

Зная матричный элемент и используя правила п. 3.4.3, можно
определить дифференциальное сечение тормозного излучения:

d° = 5Й£-1 *W (9) I21 «Л«1 I»Цгfб (в1 - e2 - со), (4.3.4)

где

уг
—

скорость электрона в начальном состоянии.

Найдем прежде всего сечение тормозного излучения,
усредненное по ориентациям спина падающего электрона и

просуммированное по ориентациям спина* рассеянного электрона и по

поляризациям излученного фотона. Таксе усреднение и

суммирование по поляризациям частиц сводится, согласно п. 3.4.2, к

следующей замене в (4.3.4):

| й2<2ы! ;2 -v у Sp F, F = Q^ (ip1 — т) Q^ (ip2 — m),

Qn =^Vn (ifi - m) У* +^V4(ift - m) Vn, <?ц = Y«Qita-

Полагая

Sp F = F, + F2,
A .

Fx = Sp Q^ (ip-L - m) v« ~~^ Vp. (ipi - m),

F2 = Sp Qa (£/?! - m) 7ц (-^=^ V4 («Л - Щ

и замечая, что при замене Pi^=p2, q-^
— q, k-^ — k величины хх

и x2, так же как F^ и Fa, меняются местами: х, —>>2j Fx^-F^,
240



получим F2(hi, из, <Д ei. e2) = fi(«2. «l. Q2, ^21 ei)- Поэтому для

нахождения SpF достаточно вычислить Ft:

'

+^[-£(*+*-£-»)+3(«.-S)+

Подставив выражения для FxnF2 в сечение излучения (4.3.4),
получим [11, 12]

+ (*! +х|) (xiXa + 2^) - ^ (х^+ и^)2}. (4.3.5)

где do2 a do — элементы телесных углов, в которых лежат

векторы Pi И ft.

Учитывая соотношения

/n2Mi = 2 (/?2ft — е2со) = — 2(0 (е2 — р2 cos Фг),
т2х2 = — 2 (/>!* — ejco) — 2co (ej — px cos ■${),

q* = т2 («! + х2 — 2) + 2 (е^ - р^),

где pi
= \Pi\, р2 —|р2]. а ^ и 02 —углы между векторами ft ирг

и к и pz, можно переписать do в виде

*>-иг*!=г,|^и»)Г{«[*(¥+¥)г-
-«![*(S+£)T-S-t*^-'">]-}' <4-3-6>

или

da = ^L Е*. ^ d0 d03 ] Af {q) p Г ^si"2\.2 (4eJ - ?2) +

pf sin2 •&! ,. „

_ 2 „ . pfsin^+ pl sin2 #2
_

"•"
(et - Pi COS #x)2

^ У / I- <"0
(Bj — ft COS *,) (82

-

p2 COS fl2)

- ^ZCZt-^ <4«* - «■+2щ,>] •
■ <4-3-7>

где ф
—

угол между плоскостями ft, /?х и ft, /?2. Квадрат
переданного ядру импульса q2 связан с углами Фь Ф2, ц> соотношением

q* = р\ + pf. + со2 — 2Р!»» cos #! + 2р2со cos ^ —
— 2рхр2 (cos ftj cos #2 4- s in $i sin Ф2 cos ф).

Из (4.3.7) следует, что da обращается в нуль при ,&i = d2 = 0.

Формула (4.3.7) сильно упрощается в предельных случаях
малых и больших энергий электрона. В предельном случае малых.
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энергий, соответствующем задаче о спектре рентгеновских лучей,
импульс фотона мал по сравнению с импульсом электрона, так

как со = ^{р\ — р!)<Pi- Поэтому Яг = {Рг — Рг)г- Замечая далее,

что в нерелятивистском случае т?%2 —— т?х1 — 2тш, ei = e2 = m,
и сохраняя в фигурных скобках (4.3.6) только первый член,

получим

dCT=SSSd0d02[ft(Pi~P2)12'/4»e)(<7)'a' Pi<m- (438)

Так как р2 мало отличается от plt то в этом выражении можно

выделить множитель

d<ys = ~\Af{q)fdoz, (4.3.9)

который представляет собой борцовское сечение упругого

рассеяния электронов. Мы можем поэтому сказать, что в

нерелятивистском случае сечение тормозного излучения равняется
произведению сечения упругого рассеяния электрона das на вероятность
излучения фотона dwy:

do = dosdwy, dWy^^^^-v^J— do. (4.3.10)

Интенсивность излучения достигает максимума в направлении,
перпендикулярном к плоскости движения электрона рх, р%.

Полученное выражение для вероятности излучения находится
в соответствии с классической теорией излучения, а именно dwy
представляет собой отношение интенсивности дипольного
излучения при малых частотах к энергии фотона, т. е. определенное
классически среднее число фотонов, излучаемых в единицу времени.

Так как в (4.3.7) входят множители (1—^cos^!)-1 и

(1 — v% cos 02)-1> то в случае больших энергий 8i^>m, е2^> т;

когда Vi^l и Bj~l, сечение тормозного излучения имеет

резкий максимум вблизи направления импульса падающего

электрона. Излучение сосредоточено при этом, в основном, в узком
конусе около этого направления с углом раствора порядка
$1 <~-< т1гг\ в этом же конусе лежит импульс рассеянного электрона.
Дифференциальное сечение излучения (4.3.7) в этом случае можно

представить в виде

ydo=^e^\Aie)(qyfuduwdwdq>Xл* е

X

где
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и2 . w2 саа ы2+юг /е2 . ей uiwcostp 1

(l+u2)2
"+"

(1+о>2)2
+
2i^ (1+и2)(1+ш2)

~

Vei «W (1 + «2)(1+^)J '

(4.3.11)

и = e^Jm, w = &ф.2/т,
11 _I_ a2 1 -4-aj2\2



4.3.2. Тормозное излучение в высокоэнергетическом
приближении. Перейдем теперь к вычислению сечения тормозного
излучения в высокоэнергетическом приближении, когда волновые

функции электронов в начальном и в конечном состояниях

определяются формулами (см. § 1.3) [13]

nwv, п 1 р
to. СО = 2е, «iX

(4.3.12)

ifc2 (/*г) = «г

X exp (/рл+ 1%l - 2^7 J ^i( V-LXi)2).
* — oo /

X expL t/>2r2 - /X5 - ±- J d|2 (VjjcD»),
где

Xi = Xi(Pb 20 = — 5 d£if(Pi» li), Х« = Хз(Рг. г2)= j d|at/(p2,g2),
— со г2

причем в выражении для Xi ось 2i направлена вдоль рх, а в

выражении для Хг ось z% направлена вдоль рг\ соответственно

векторы Pi и р2 ортогональны р\ и р2. Если перейти от координат
р2, г3 к координатам рь z\, то функция aj>2 (/*2) приобретет вид

*, (п) = «, [ 1 -Щ£* +~ J db (vixO
L г, -

x

Хехр tp2/"i
- % - i ^-^ J %2 d5i -^ J dgx (VjjCa)5

CO

Хз = Хз(Рь 2i) = J d?1(/(p1, b).

, (4.3.13)

Волновые функции (4.3.12) и (4.3.13) справедливы в

пространственной области | zx \ <С 2 и р! J> р, где 2 ир удовлетворяют

неравенствам ^^е^Р2, 2р2^<<;е2р.
При данном значении переданного импульса q интеграл в

правой части (4.3.3) определяет эффективную область изменения

пространственных переменных: peff-^<?i и Zeff-^^z1» где qz
—

компонента вектора q, параллельная рх. Очевидно, мы можем при-'
менять для вычисления матричного элемента (4.3.3) волновые

функции (4.3.12) и (4.3.13), если eeff<z и peffj>p- Отсюда;
следуют ограничения на область переданных импульсов, в которой
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матричный элемент тормозного излучения может быть вычислен

с помощью волновых функций (4.3.12) и (4.3.13):

Erf*
^ <1- (4.3.14)

Подставляя волновые функции (4.3.12) и (4.3.13) в (4.3.3),
получим (с точностью до членов порядка я\1Ъ\Цг и />2_l<7j_/8i<7*)
следующее выражение для матричного элемента:

М — i \ d2p йг exp (iq±p + iqzz + i% (p)) X

хй„ ^^+^^-^W<p,i> «i, (4.3.15)

где х (Р) =— I dzU (p, z) (индекс у переменных р! и zx опу-

щен). Выполнив в (4.3.15) интегрирование по z по частям и

интегрирование по азимутальному углу вектора р, получим

со со

B(qL, q,)-~^pdpJ1(q1p)^^^> J" dzel^U(p, z). (4.3.17)

Так как М является функцией qz и <7jl, то удобно выразить
произведение дифференциалов dodo2 через переменные q и •б,1,
где •в'1 — угол между рг и к. Используя законы сохранения ех —

= 82 + со, Pi^Pz + k + q и учитывая, что в области больших

энергий основной вклад в излучение вносят углы fti~m/e!,
■& ~ т/еа, получим с точностью до членов порядка m2/ej

ш*5 , e2#s
<7l = (<nfli)a + (e2d)2 + гше^О cos «p,<7^б +^ + :2

где ft — угол между Pi и р2 и б = сот2/281е2. Отсюда легко найти

якобиан перехода

д(#2, ф)
^

***

з"* («,.*!)
4?w _ ■?!

'

m26 \h 2ех /' 2ех
+ m2 J'

Из положительности радикала следует, что qz ^ б + 91/28!.
Вводя далее вместо ■в,1 новую переменную у:

(=£)Г-*+»У=.
получим
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и, следовательно,

do doi «=* fl^ dfti$ dft dq> d^ = —— ._

y
d3q,

где d3a = dqzq_i dq± &§ (фг и г|) — азимутальные углы ft и <j).
Заметим, что угол ф изменяется от 0 до 2л, а якобиан перехода
одинаков для интервалов (0, л) и (л, 2я), поэтому в формуле
для сечения da выражение dyd3q необходимо умножить на два.

Окончательная формула для da имеет вид

do=-^±\M?^-?JL=d'q. (4.3.18)
16л«в1 т2 (о У 1 -у»

'

Из (4.3.16) и (4.3.18) следует, что основной вклад в спектр

излучения вносят значения импульса qz, по порядку величины

равные <7г^^<7гт!п = fi +<7i/2ei- Подставляя это значение <7г

в (4.3.14), придем к следующим ограничениям на область

переданных импульсов <7j_, в которой справедлива формула (4.3.16):

й) т2
^» *

<fl т т ^
*'

В рассматриваемом приближении ргЯу_ ^ —

yq±m У (qz — б)/б,
поэтому после усреднения по поляризациям и интегрирования
по у мы получим

Рассмотрим некоторые предельные случаи (4.3.19). Если
IxI'Cl, T- е- если справедливо борновское приближение, то

входящую в В (<7х, qz) экспоненту exp (i% (p)) можно разложить в ряд.
При этом в первом приближении В = (2л)-1 U (q), где U (q)

— фурье-
компоненты потенциала, и

Если Z<^6_1, т. е. если характерная длина вдоль импульса
частицы, на которой на частицу действует внешнее поле, мала

по сравнению с характерной для излучения длиной grzi~6~1, то

входящую в В (<7х, 4z) экспоненту exp(i<7*£) можно заменить на

единицу:

□о со

= - -L у р ф /г (qLp) «*х(Р) | х (р) « £ j p dp/e ((7ip) (i _ еЧКР)).
-1- о о

Дифференциальное сечение излучения в этом случае после

интегрирования по <7г приобретает вид

do = dw(q_L)dos(q_L), (4.3.21)
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где dos (g±) — сечение упругого рассеяния (1.7.40) и dw(q1)—
вероятность излучения

2о8, / 3 ш2 \ q\ da>

Зп ех V '4 8x6а j тг (о

Мы рассмотрели случай малых переданных импульсов. Но
с помощью волновых функций (4.3.12) и (4.3.13) можно также

определить матричный элемент тормозного излучения и в том

случае, когда q^c^m. Мы приведем здесь только окончательное

выражение [13] для М, справедливое при zqz<^l:

M — ;r, Г л ipi — m— iq-j . ip2—m+ iq-j A~] ti
..

»xfpnМ - "h. Iе e!_(pi_9)2_m2 74 + Y4
е1_(р2+ 9)2_от2 *| "i (1 - ^х (р))

(г — длина, на которой на частицу действует поле).
Сечение тормозного излучения теперь имеет вид

da{q, y) = dw(q, y)dos(q±), (4.3.23)

где das (<7_l) — сечение упругого рассеяния (1.7.40) и dw(q, у)—
вероятность излучения

dw(q, (/) =

(2п)ге1 2\ 2(лА) 2 0»!*) /| m» » /1^5
Чг

Выполнив суммирование по поляризациям всех частиц и

интегрирование по у и qz, получим

da(qx)=dw(qx)das(q±), (4.3.24)

dW{gi)^^^^+\n(l+V¥Ti)-l}^, (4.3.25)

где | = qx/2m. Если g << 1, то формула (4.3.25) переходит в (4.3.22);
если же £^> 1, то

, , . 4а dco е2 /, , <а2 \ .
„^

^(9x)=----(l+2^)ln2g.
При |х|*0 B выражении для сечения упругого рассеяния

rf°s(^x) можно выполнить разложение exp(i'x(p))- В первом
приближении формула (4.3.24) дает при этом результат первого
борцовского приближения для сечения тормозного излучения.

Если Ixi^l» T0> согласно (1.7.48), das = 2npdp и

da = dw(q±)\ ^ax(p)-2npdp. (4.3.26)
-L dp

Помножив da на со, получим интенсивность излучения dl — ada.

При |х1 !!>Й и Йах^еь т. е. в классическом пределе,

dl = dlel =— f
t *%+L 1n fe + K£2+T)- 1 1 Лор dp, (4.3.27)

где | = <7X (p)/2m, ?± (p) = d% (p)/dp.
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4.3.3. Сечеиие тормозного излучения в кулоновском поле ядра
в борновском приближении. С помощью полученных в

предыдущих разделах формул можно определить сечение тормозного
излучения электрона в кулоновском поле ядра. Для этого нужно
вместо U (г) и U (q) подставить в (4.3.7), (4.3.17) и (4.3.24)

Za

t/(0-~T« UM —
4nZa

a
4л

' (4.3.28)

Рассмотрим сперва борновское приближение, справедливое при
Za/u<^l. Проинтегрировав (4.3.7) по do2, получим
дифференциальное сечение doy, описывающее распределение фотонов по

углам и частотам, независимо от угла рассеяния электронов:

.
__

Z2a3 da, . Ра f8sma01(2ef+ gtii) от"
__d°-i— Sn 0) рЛ Pi (Б! — PlC0S0,)4

_

2(5Ef+2E1E2+ 3w2) 2(Р? — <а2)

Pi (Ei — Pi cos flO2 (p^k) (ex — p1 cos #0;

_.
1 i в^Ез -(- p^— m2 Г4ех sin2 fti (3u>m2 — pfE2)

P1P2 exe2— PiP2
— тг\_ Pi (Ei —Pi cos ^i)4

■ (2от2 —2(78? — Зв^а-f EJ))2 2м (в-
"*"

p? (в, — Pi Cos fli)2
+

P? (ex

15 .

P?(El—PlCOS#i) ^

m2 , 4sf (Ef + e|)
cos uxr pt (ex

-

—

^ ^bl—ooxoa+ EJ))2 , 2м(Ег+Егеа— от2)'
Pi(ei — PiCosdi)2 ""pf (ex —Picosd^

здцЕ1 + е^

P?(Ei—Pi cos ^i)2"1"
— /»2\T

E»—1

X
L(El-

z£a I + _LlnKpife+P2x
-

Рг Рг (8i—Pi cos #i) m2 К Pi* —p2

6o> 2u)(p'j —со2) "П

PjCOS^i)2 Ei-

_4ln52±£2

4ot2

) m2 KPift—p2

2oMp'j-o>2) -П

(Pift)(8i—PiCos*i)JJ v '

В случае больших энергий (ei, e2^>/n) и малых углов Ф эта

формула принимает вид

, 2Z2 ,du) . 1 П6в?в2 ■»?

■+3V-
(El + E2)2

m2
2In^?_

/яе>

"E? + S|

E? \2

4e?82 ■»5

( 1 + ^r*!от2 '

(4.3.30)

Проинтегрировав выражение (4.3.7) по углам, мы получим

дифференциальное сечение излучения daa в интервале частот се,

co-4-rf<a. независимо от направления импульсов фотона и

электрона k и р2:_

Ло<л=Ф
Лй Ра
О) Р!

/4 9р р
P?+ Pl 1

Vi

+-"tf + ,

+
от2й)

ZPiPz
%

Р1Р2/ L
eiE3 + Pi

8 б1е2 ,
u)2

3 P1P2 PiPs

Pi
Ла-

E,8„

Pi

(ejel+p!p?) +

ff)]}' (4'3-31)
2u)F,1E2
"p1
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где

Ф-rSZb, L = Inp! + PlPa-gl<a^21ne^+p^-m2,0 '
Pi — PiP2

— El© ma

4i
= Inb±£i = 21n5i±£i, ть-21пЬ±£!, Л.я = |Рг.,|.

При малых энергиях, Pi^rn, это выражение сильно

упрощается:

3 в р| Pi —Ра

^Т0-^^1" 5
' 7l~^^r- (4.3.32)

Мы видим, что в нерелятивистской области сечение излучения

приблизительно обратно пропорционально частоте фотона. При
максимально возможной частоте, со = 7\, сечение обращается в

нуль. При ш->0 интенсивность излучения to йаш логарифмически
расходится. Эта расходимость связана с расходимостью резер-
фордовского сечения при малых углах и характерна для чисто

кулоновского поля. Учет экранирования поля ядра атомными

электронами, как мы увидим далее, так же как и в случае
упругого рассеяния, устраняет эту расходимость.

В крайне релятивистской области при ех;!> т, е2^> т сечение

излучения принимает вид

2\ Л 2elE2 1
m

О) 8j \ 82 Si 3 / \ та 2

(4.3.33)
Мы видим, что вероятность излучения электроном

определенной части своей энергии, т. е. вероятность излучения при
заданном отношении со/в!, растет приблизительно пропорционально
логарифму отношения г-Jm.

Интенсивность излучения, т. е. произведение частоты на се-'

чение, со daa, в релятивистском, так же как и в

нерелятивистском случае, логарифмически расходится при со-»-0.
4.3.4. Экранирование. При вычислении сечения тормозного

излучения мы считали поле ядра чисто кулоиовским. Такое

предположение является правильным для расстояний от ядра
меньших, чем радиус /(-оболочки атома. На больших
расстояниях поле ядра частично или полностью экранируется полем

атомных электронов, благодаря чему происходит уменьшение
сечения тормозного излучения. Поэтому, для того чтобы выяснить,
насколько правильны наши результаты, следует оценить ту
область расстояний от ядра, которая является существенной в

процессе тормозного излучения. Из вида интеграла, определяю-
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щего компоненту Фурье кулоновского потенциала, следует, что

главный вклад в интеграл вносят расстояния порядка

Ro~j. q = \Pi-Pt-k\. (4.3.34)

Действительно, большие г несущественны из-за сильно

осциллирующей функции ехр( — iqr), а малые — из-за малости

соответствующего объема 4n2rzdr. Поэтому можно считать, что R0
определяет по порядку величины наиболее существенные значения

прицельного параметра. С другой стороны, как показывает

формула (4.3.7), дифференциальное сечение, тормозного излучения
особенно велико при малых q, которым, согласно (4.3.34),
соответствуют большие значения прицельного параметра. Очевидно,
эффект экранирования не будет играть роли, если максимальное

значение R0, соответствующее минимальному значению q, будет
значительно меньше эффективных размеров атома а. Напротив,
при выполнении неравенства Romax^-a должно иметь место

полное экранирование кулоновского поля ядра.
Минимальное значение q равно, очевидно, qmi„

—

рг
— ра -^

со,

где Pi и р2 связаны соотношением \rtriLJrp\ = oa-\-'\/rm%-\-pl.
При малых энергиях и малых частотах

та та> -

^

<7miu = Pi — Р2
— озя« — ш ?=«——, рх<т, со<Р!.

Pi Pi

В крайне релятивистской области

<7min = У 8i — п? — Уе^ — т* — со я« -^-, ех> т, е2> т.

Таким образом, максимальное значение Ra определяется
формулами

~г, Pi<m, со<р1,
Яо«п.*Н , (4-3.35)

—-3 , 8i>>m, E2>/"»

шахиз которых следует, что при достаточно малых частотах R0r
может превышать размеры атома. Иначе говоря, при со->-0
всегда наступает полное экранирование, приводящее к

значительному уменьшению сечения тормозного излучения. В частности,

при со—>-0 величина соd<jm будет конечной, в отличие от

случая чисто кулоновского поля, когда эта величина

логарифмически расходится.
В релятивистской области Romax может быть большим и при

частотах порядка первичной энергии электрона. Действительно,
если со.~ Я\, е2

~ elt ег >> т, то Ra max
~ ех/т2.

Если пользоваться моделью атома Томаса — Ферми и считать

эффективный радиус атома равным a = ai>Z—1/з, где а0— радиус
атохма водорода, то при энергии электрона, превосходящей е0 =
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— 137/П/21/», величина R0max будет больше а. Поэтому в области
больших энергий всегда необходим учет экранирования.

Чтобы учесть экранирование поля ядра внешними

электронами, нужно определить компоненту Фурье суммарного
потенциала, создаваемого как зарядом ядра, так и зарядом
электронов. Этот потенциал удовлетворяет уравнению

где р —плотность заряда, р = — Zeb (г) + еп (г) и л

(г)-плотность электронов в атоме. Переходя к компонентам Фурье,
получим, очевидно,

21

20

19

IS

17

18

45 .

£
*/

..

До (Q) __

е [Z- F (д)\
<7»

где F (д) — атомный форм
фактор;

ол Ofi 1,2

Рис.. 4.5.

/.6

(4.3.36)

фо

РЩ) = \ d3x n (г) е-'?'.

Мы видим, таким образом,
_

что для учета экранирования
2,0$ нужно заменить Z на Z —F (q).

В модели Томаса — Ферми
F(q) = Zf(qZ-*'*), (4.3.37)

где / (х) — некоторая универсальная функция, одинаковая для
всех атомов, значения которой могут быть определены с

помощью численного интегрирования. Вводя атомный форм-фактор
в модели Томаса —Ферми, можно представить спектр излучения
в релятивистской области в следующем виде [11]:

йоф = Z*arl ^| {(в? + el) [ф, (С) - i- In z] -

-§-eie.[<ME)—g-lnZ]}. (4.3.38)
где me

£ = 200a-
a

^Omax
= 100

8i82Z1/3

Фх(£) и ф2(£) —функции от £, изображенные на рис. 4.5.
Величина £ определяет эффект экранирования. Малые £
соответствуют большому экранированию, а большие £ — малому
экранированию. Если £ = 0, то можно говорить о полном

экранировании; в этом случае

Ф! (0) = 4 In 183, Ф2 (0) - 4 In 183 - 2/8
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и сечение (4.3.38) приобретает вид

daffl = Z*ccr5^-|-{(eI + e|--§ e1e8)ln(183Z-*/,) + -^-} (4.3.39)

(- > 137Z-V», ех > 137mZ-4> .

mm

Сечение тормозного излучения в этих условиях при заданном
отношении со/в! не зависит от первичной энергии электрона ех.
При больших Z этот вывод становится неправильным.

При £^>1 эффект экранирования не играет роли. Малая

поправка, вносимая им, может быть учтена, если заменить в

формуле (4.3.33) в последней скобке слагаемое 1/г на Va + cQ,
значения с(£) приведены в таблице.

С

<#>

2

0,21

2,5

0,16

3

0,13

4

0,09

5

0,065

6

0,05

8

0,03

10

0,02

15

0,01

На рис. 4.6 представлена зависимость интенсивности

тормозного излучения от отношения энергии фотона к кинетической

О Р,1 0,2 0.3 0,4 0,3 0,6 0,7 0,8 0,9 о/

Риз. 4.6.

энергии электрона а>1{Ег —т) [11]. Пунктирные кривые не

учитывают экранирования и справедливы для всех элементов (заряд

ядра Ze содержится только в величине Ф). Рядом с кривыми
указаны начальные энергии &х — т в единицах т. Сплошные
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кривые учитывают экранирование и относятся к свинцу, Z = 82

(кроме сплошной кривой (е1 — т)/т = 0,125, которая относится

к алюминию). Они приближаются в области малых частот к

кривой ei-^co, относящейся к случаю полного экранирования-

Нерелятивистская кривая для алюминия построена с учетом
точных волновых функций электрона для сплошного спектра
(см. п. 4.3.7). Мы видим, что для легких элементов в

нерелятивистской области экранирование мало существенно.

Заметим, что применение борновского приближения,, которым
мы пользовались, может приводить к ошибке в случае больших
Z не только в нерелятивистской области. Это связано с тем,

что параметр Za/v в области больших энергий и больших Z
не мал, а равен Z/137. Отклонение от борновского приближения
в релятивистской области заметно только при больших
значениях q, для которых экранирование не играет роли. Поэтому
поправки к сечению тормозного излучения, обусловленные
отклонением от борновского приближения и эффектом
экранирования, просто складываются (см. п. 4.3.6).

4.3.5. Потеря энергии на излучение. Зная сечение тормозного
излучения, можно определить среднюю потерю энергии электрона
при его движении через вещество. Эта величина, отнесенная к

единице пути электрона, равна, очевидно,

О

где N — число атомов в единице объема вещества и a^
— do^/dd).

Если определить сечение Фг потери энергии на излучение в

виде >

Si—in

фг=*-^- J coaQdco, (4.3.40)
о

то потеря энергии равна

-йН=Л^ф" <4-3-41>

Используя (4.3.31), можно вычислить ФЛ:

_ф ( 12et + 4OT2 e1 + Pl {SSl+&Pl)mz
/

Bl + Pl \2
r \ 38ipx m Se^f \ m J

_ 1 _u
2m2

F (*EiJsi±e£\\
з "*-

8lPi \ m* Я"

где F(x)= \
"(

■ dy. Замечая, что

и
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и что при малых х справедливо разложение

F (х) = х - + 9 16

можно определить Ф^ в двух предельных случаях, малых и

больших энергий:

Ф, = -£ф,

Ф^4(Ь^-У)Ф'
(4.3.42)

Мы видим, что в нерелятивистской области отношение

излученной энергии к начальной энергии электрона не зависит от

начальной энергии; в релятивистском же случае ФЛ
логарифмически растет с ег. Этот результат справедлив, однако, только в

пренебрежении эффектом экранирования. Если учитывать

экранирование, то взамен второй формулы (4.3.42) мы получим
постоянное сечение

Фг = Ф(4ln(183Z-1/") + 2/9). e^mmZ-'/*. (4.3.43)
Значения Ф,/Ф для различных энергий приведены в таблице.

8i — m

т

Фг Н20

Ф РЬ

0

5,33

5,33

1

5,5

5,5

2

6,5

6,5

5

9,1

8,75

10

11,2

10,3

20

12,9

П,4

50

14,6

12,6

100

15,6

13,6

200

16,4

13,8

1000

17,5

14,5

оо

18,3

15,2

Потеря энергии электрона на единице пути, обусловленная
его неупругими столкновениями с атомами, определяется

формулой [14]

■^)r2nrlrnNZ\n-g^-, (4.3.44)

где / — средний потенциал ионизации, равный приближенно
/ — 13.5Z3B. Отношение потерь на излучение к потерям на

столкновения приближенно равно

— (dejdx)i 1600 т {t.o.io)

(предполагается, что логарифмический член в обеих формулах
(4.3.42) и (4.3.44) имеет примерно одно и то же значение).1

Из формулы (4.3.45) следует, что потери на столкновения и

излучение становятся одинаковыми при энергии, равной е0 =
= 1600m/Z. При больших энергиях потери на излучение
превосходят потери на столкновения (е0 равно 10 МэВ для свинца,
55 МэВ для меди, 200 МэВ для воздуха).
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4.3.6. Тормозное излучение в кулоновском поле ядра в

высокоэнергетическом приближении. Борновское приближение,
которое мы до сих пор использовали, справедливо только при
достаточно малых Z. Для тяжелых ядер оно неприменимо. Однако

при больших энергиях в этом случае может быть использовано

высокоэнергетическое приближение. Переходя к рассмотрению
этого вопроса, заметим, что основной вклад в сечение излучения

в кулоновском поле ядра вносят переданные импульсы ?г~б и

<7±, лежащие в интервале т ~^>q±^> б. Если ввести величину q0 таким

образом, что m2<£>/Ei ^> ql !> б2» то в области qL^q0 можно

будет для вычисления сечения тормозного излучения do
пользоваться формулой (4.3.24), а в области qL =sg q0 — формулой (4.3.17).
Вычислим сперва da в области <7iSs<7o- Считая, что

потенциальная энергия U (г) имеет вид U (г) = (Zcc/r) ехр (— r/R), где R —

достаточно большая величина (i?^-oo), найдем

'X(p) = 2Zalnp//?.

Поэтому, согласно (1.7.40), сечение упругого рассеяния имеет

вид
, , ч 8л (Za)2 .

d<ys(qL)=—^r-t-dq^

и сечение тормозного излучения, согласно (4.3.24), совпадает с

борновским сечением

da = 8n(Zafdw(qL)d-^, (4.3.46)

где dw(qL) определяется формулой (4.3.25). При qL <^/пэта
формула приобретает вид

16a (Za)2 в, / 3 (о2 \ da , d<a

^(^)=-^г-^(1 + Т^)^^. (4.3.47)

Вычислим теперь сечение тормозного излучения при qL ==g q0.
Подставляя найденное значение % (р) в выражение (4.3.17) для

B(qL, qz), получим

B(qL, ?г) =

=-1(1Гг(2+^г(1+^)вГ(2+1г 1+& 2;-^-)«
где aF(2 + f|, l + i|*. 2; —q\[ql) — гипергеометрическая функция
и | = Za. Так как (см. [15])

«Г(2-И£; \+Ц\ 2; г)={\-г)-ыъ^(—Ц, 1+jg; 2; ^-р),
то

■B{qL, <7,) = -p(^f5(l+^rMl+ig)^(-Jg, l+H; 2; J),
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где ф = ц\Л-Ц%- Замечая далее, что (см. [16])

(l+t£)«F(— ig, 1 + tg; 2; 1 - ж) = V (х) + cezjcH7 (*),
где

V{x)=V*{x) = <F{-il, if, 1; 1-х), ?W=i^
найдем

\B(qL, q*)\* = ^r®(x), Ф(х) = УуЦ0)
-L

х = ф, V*(0)

Таким образом, в области <7i«£<7o

Ч% ,„,л, sh2 зга

q*
■

- ' (па)2
"

do = doB(qL, qt)UL<t,eO(x), (4.3.48)

где doB(qL, qz) |<?j_<<?0
— борновское сечение тормозного излучения

d<JB(qi, V.) !«!<». =

4а (£а)2 s2
я»т2

Если <7±><?г, то х<1 и Ф(х)я«1, поэтому do(qL, qjf**
p^daB(qL, qz). Интегрируя это выражение по qL, получим

формулу (4.3.47), т. е. при qL~q0 формулы (4.3.46) и (4.3.48)
приводят к одинаковым сечениям.

Таким образом, при всех переданных импульсах справедливо
соотношение [17—19]

da{qL, q,) = dd*(qL, q,)0(x). (4.3.49)

где daB(qL, qz) — сечение тормозного излучения, вычисленное

в борновском приближении (см. (4.3.11)).
Выполнив в (4.3.49) интегрирование по qz и qL, получим

<*-iTi41&(l+!;£)[lnT-T-/<E>]t. (4.3.50)
где

п— 1

Мы видим, что сечение тормозного излучения меньше того

значения, которое получается для него в борновском
приближении. Форма тормозного спектра практически не отличается от

формы спектра в борновском приближении.
4.3.7. Точная теория тормозного излучения в

нерелятивистской области. Матричттьтй элемент (4.3.3), определяющий сечение

тормозного излучения, в кулоновском поле ядра может быть
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точно вычислен в нерелятивистской области [1]. В этом случае
формула (4.1.5) приобретает вид

U =--^ j tfxitf (г) е/% (г) (4.3.52)

(см. формулу (4.1.10) для мультипольного излучения). Поэтому
вопрос сводится к вычислению матричного элемента координаты
с волновыми функциями непрерывного спектра в кулоновском
поле.

Волновые функции непрерывного спектра требуют для своего

полного определения задания асимптотического поведения на

бесконечности, которое может быть двояким, так как на

бесконечности функция ф может иметь вид либо суммы плоской волны,

соответствующей определенному импульсу, и расходящейся
сферической волны, либо суммы плоской волны и сходящейся
сферической волны. Волновая функция, описывающая начальное

состояние электрона, должна обладать асимптотикой первого вида,
а волновая функция конечного состояния— асимптотикой второго
вида.

Чтобы убедиться в этом, заметим, что элемент матрицы
рассеяния, определяющий тормозное излучение, можно представить,
во-первых, в виде

(f | s*1' 11> = ie $ №' (х) А* (х) ipi" (x) d4x, (4.3.53)

где ifi'.'s (х) — волновые функции электрона во внешнем поле в

первом приближении по внешнему полю, и, во-вторых, в виде

</1 S<*> 11> = е* j фГ (xi) {Л* (х.) Sc (х, - х,) Л>> (х0 +

+ Л<е> (х,) Sc (х, - х0 A* {Xi)} ЧС (хг) d4xt d4x2, (4.3.54)

где tjjJI'g (x) — волновые функции свободного электрона. Сравнивая
оба эти выражения и учитывая, что при подстановке волновых

функций свободного электрона, т. е. i|?(0) (x) вместо i|>(1) (x),
выражение (4.3.53) обращается в нуль, получим

itf" (х) - фГ (х) — е\ Sc (х - х') Л^ (х') fr (x') d«x',
-

ч (4.3.55)
ipj," (х) = ДО: (х) - е \ фГ (х') Л<е> (х') Sc (х' - х) d«x\

Эти формулы имеют наглядный смысл: так как 5с(х)
является функцией Грина уравнения Дирака, то, интерпретируя
А{е) (х)'ф101 (х) как плотность источников, можно сказать, что вторые
слагаемые в (4.3.55) представляют собой рассеянную электронную
волну, получающуюся в результате суперпозиции волн,
рассеянных в различных элементах четырехмерного объема d*x.

Суммирование получающихся в теории возмущений рядов
должно в принципе приводить к точным решениям уравнений
Дирака.
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Подстановка в (4.3.65) вместо г|)(0) (х) плоских волн 1|з(0) (х) =±=

= ueipx дает

fci1' (х) = ще»* - JL- С tf=J Л(«> (/ - Pl) Ul^ dVj
.

'
. (4.3.56)

^•(х) = в^-^_^. j tbAM(fb-f) jt=^<rV*d4,
где Л(е) (<7) —Фурье-компонента внешнего потенциала. В

электростатическом поле ЛГ (q) = л£е) (#) 2яб (<70), Л(е> (?) = О

'

.* (4.3.57)
$i» =fl,<r-'** + ^s- J Я.т.Л?» (p, -/) fEf"^* <*3/.

Легко теперь убедиться, используя правило обхода полюсов

функции Sc(p), что функции t|>(1) (x) содержат при г-»-оо, кроме
плоской волны, только расходящиеся волны и не содержат
сходящихся волн. Это утверждение справедливо не только для

первого приближения, но и для всех последующих приближении.
Поэтому и точные волновые функции электрона во внешнем поле,

относящиеся к непрерывному спектру, должны отличаться этим

же свойством, т. е. функция начального состояния г|^(х) должна
иметь вид суммы плоской и расходящейся сферической волн:

%.{r)~eiP' + (^eiP\ r-*oo. (4.3.58)

Такой же вид должна иметь и функция фг(^)» т. е. функция,
комплексно-сопряженная волновой функции конечного состояния.

Поэтому волновая функция конечного состояния должна иметь

вид суммы плоской и сходящейся сферической волн:

tys (г) ~ е'Рг + ^г е-'Рг, /■ -»- со. (4.3.59)

8 кулоновском поле в нерелятивистском приближении
волновые функции с нужной асимптотикой имеют следующий вид:

%И= N,/*"<? (tglt I, i (ргг -АГ)),

где af — вырожденная гипергеометрическая функция, рг и р^ —

импульсы электронов в начальном и конечном состояниях, | =
= aZ/v (v — скорость электрона) и Nl==T (I — f|i)exp (я^/2),
Л/2 = Г(1+г|2)ехр(я|2/2).

Согласно общим правилам п. 3.4.3 дифференциальное сечение

излучения фотона с частотой со и поляризацией е в телесном

угле doy равно

da=т&$й'еП ? dovd0i' п=$ ^(r) npl {r) d*x

9 A. Hj Ахиезер, В, Б. Берестецкий- 257



(do2 — элемент телесного угла, в Котором лежит импульс
электрона после рассеяния).

Просуммированное по двум поляризациям фотона
дифференциальное сечение тормозного излучения имеет вид

аа-2СЬфР1 \|/V| I?-}- (4.3.61)

Для вычисления D воспользуемся следующей общей
формулой [17]:

J = \ dx<г**— аГ (t|i, 1, ips — ip-f) аГ (г£2, 1, ip2r + *>2r) =

где

Ясно, что

а = Vi (<72 + *2),
'

Р =Ptf - »ЯЙ,
*Pi9 + ihPi — a, 8 = p1pa—plpz — p.

°-™*Шя'.д% dq |j,=o,
q=Pi—Pi

Используя найденное таким образом значение D, можно

получить следующее выражение для дифференциального сечения

тормозного излучения, проинтегрированного по углам [1]:

где f (xo)sseF(tSi. ^2, 1, *o). *o = —4|1|a/(ii — Ы2- Отсюда
следует, что при ii<<l, £2*0 справедлива формула

do -15 £-* ■ 4я86^ *®
in /*+*M /4 3 63)

Заменяя здесь ,

ая-., in -ая£.\ единицей, мы получим

формулу (4.3.32) для сечения тормозного излучения в

нерелятивистской области в борновском приближении.
Однако формула (4.3.63) имеет более широкую область при*

менимости, чем формула (4.3.32), а именно, она применима при
единственном условии: |i <J 1; что же касается £а, то эта

величина может быть произвольной.

§ 4.4. Излучение длинноволновых фотонов

4.4.1. «Инфракрасная катастрофа». В предыдущем параграфе
мы видели, что вероятность излучения фотона в области малых

энергий обратно пропорциональна частоте: dwi>cdu>/(o, полная

же вероятность излучения логарифмически расходится при со->0*
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Эта расходимость в области малых энергий фотона носит

название «инфракрасной катастрофы». Она обусловлена незаконностью

применения обычной теории возмущений, основанной на

разложении матрицы рассеяния в ряд по степеням е, к тем процессам,
в которых участвуют длинноволновые, или мягкие, фотоны.
Действительно, легко убедиться, что если вероятность wt излучения
электроном с энергией е одного длинноволнового фотона с

энергией, большей со, пропорциональна е2 In (е/са), то вероятность
излучения этим же электроном двух фотонов до2 с суммарной
энергией, большей со, будет пропорциональна (е2 In (е/со))2. Поэтому
отношение вероятностей по порядку величины равно i^w2/w1^-'
<~е21п (e/to). Это отношение, а не величина е2, как мы

предполагали до сих пор, представляет собой параметр разложения
теории возмущений в применении к процессам взаимодействия

электрона с длинноволновыми фотонами. Так как параметр | при
со-»-О не мал по сравнению с единицей, то теория возмущений
в этих случаях, строго говоря, неприменима.

Неприменимость обычной теории возмущений связана с тем,

что число фотонов, излучаемых электроном в единичном

интервале энергии, стремится при со-»-0 к бесконечности, в то время
как в теории возмущений предполагается, что излучение одного

фотона всегда более вероятно, чем излучение двух или большего

числа фотонов.
Чтобы убедиться в справедливости этого утверждения,

заметим, что если энергия со и импульс k фотона значительно меньше

энергии е и изменения импульса Др электрона,

и, кроме того, длина волны фотона X значительно больше
классического «радиуса» электрона г0, Х^г0, то можно считать

заданным движение электрона и пользоваться классической

электродинамикой. Предполагая сначала для простоты, что скорость
электрона мала по сравнению со скоростью света, мы можем

исходить из формулы для интенсивности дипольного излучения

йШф в интервале частот dto:

где й— дипольный момент системы. При <в—vO, очевидно,

(До)(о-*о = — (4> — di), где dt и йъ — значения дипольного момента

до и после излучения. В интересующем нас случае ё=ео и

(ДаОю-о = щ_ (т>2—°i) (°i и "°ч~скорости электрона до и после

излучения). Таким образом,

(<#»)«-„ = Ъ (я. - Vj)* dm. (4.4.2)
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Мы видим, что интенсивность излучения в единичном

интервале частот dWjdai стремится при со-»-0 к конечному и

отличному от нуля пределу. Отсюда следует, что среднее число

излучаемых электроном фотонов частоты со, равное т:--^г» стремится

при со->0 к бесконечности, как и утверждалось.

Так как вероятность перехода электрона из состояния с

импульсом р\ в состояние с импульсом рг всегда конечна, то

вероятность одновременного излучения бесконечного числа фотонов
с бесконечно малой частотой также конечна и отлична от нуля.

Поэтому вероятность излучения одного или конечного числа

фотонов с со->0 равняется в действительности нулю, а не

бесконечности, как следует из теории возмущений.
Определим теперь вероятность w (n) того, что электрон

излучит некоторое произвольное число п мягких фотонов,
удовлетворяющих условиям (4.4.1). При выполнении этих условий
излучение фотонов не влияет на движение электрона и процессы
последовательного излучения фотонов будут статистически

независимыми. Поэтому вероятность излучения фотонов будет определяться
формулой Пуассона

w(n) = (n)^, (4.4.3)

где Я —среднее число излучаемых фотонов, частота которых
лежит в заданном интервале «>! ==s: со ==g; со2. Эта величина может быть

определена согласно классической электродинамике. Именно, если
dJ = / dco do — классическая интенсивность излучения в интервале
частот (со, co-\-d(o) и в телесном угле do, то

Чтобы найти dJ, напомним, что компоненты Фурье векторного
и скалярного потенциалов на расстоянии R равны

оо со

Ао^Ш ^(t)ei(at-{krit)dt, Ф<о =~ J" в"»'-»'«>Л,

где г = г ОО — уравнение траектории электрона, v (t) — скорость
электрона и к — волновой вектор фотона. Замечая, что

kAa — софо> = 0, получим

dJ = | Нл j8 R* dco do = R*k* (| Aa |a -1 Ф<№ |2) dco do =

—

4n2<^J (' dt f dt'(v(t)v{t')-l)e"»<t-t">-MrW->-il">4d<odo, (4.4.5)
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где Нш = i [ftАщ]— компонента Фурье магнитного поля в

точке/?.
Если частота со удовлетворяет условию шт<< 1, где

т—продолжительность времени, в течение которого происходит
рассеяние электрона, то можно принять

г (t) я« vj+ a, —ccxzt^ 0;

r(t)=V2t+ b, 0г£=*<ОО,

где ©i и о2 —скорости электрона до и после излучения (a a b —

константы). Выполнив интегрирование, получим

dJ=^_/(^^_^_)2_(_^___^_yid(ud0 (4.4.6)

(л —единичный вектор в направлении излучения). Если Vi и t»a

значительно меньше скорости света, то эта формула переходит
в формулу (4.4.2).

Выражая скорость электрона v через его импульс р, можно

переписать (4.4.6) в виде

dJ =w«'{U(*))*-(#/(*))VCD'to' <4'4-7>

(р! и р2
— 4-импульсы электрона до и после рассеяния). Величину

/и(£) можно назвать 4-током перехода; она удовлетворяет,
очевидно, уравнению непрерывности kvjVL(k) = Q. Поэтому d/ можно

представить также в виде

Подставляя это выражение в (4.4.4), получим следующую
формулу для среднего числа излучаемых электроном мягких

фотонов, частота которых лежит в интервале ©х sg: со =ё; со2:

-J
d*k

/^>12ВД- (4-4-9)

Определим теперь вероятность процесса рассеяния электрона
во внешнем поле, сопровождающегося излучением, п мягких фото-,
нов. Предполагая выполненными условия (4.4.1), можно, очевидно,

представить эту вероятность в виде

dm = w(ri)dws, (4.4.10)

где dws — вероятность упругого рассеяния электрона во внешнем

поле и w(n) — распределение Пуассона (4.4.3). Если cui = 0, то п,

согласно (4.4.9), будет равно бесконечности и, следовательно,
w (п) обратится в нуль. Иными словами, вероятность рассеяния
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электрона с излучением конечного числа длинноволновых фотонов
равна нулю. В частности, равняется нулю вероятность чисто

упругого рассеяния электрона. Так как, с другой стороны,
оо

2 ш(п) = 1, то

оо

2 dw = dws. (4.4.11)
л = 0

Поэтому можно сказать, что найденная в § 1.7 вероятность
упругого рассеяния электрона dws, не учитывающая взаимодействия

электрона с полем излучения, представляет собой полную
вероятность рассеяния электрона независимо от числа испущенных
им мягких фотонов. Эта вероятность, как мы видим, может

определяться в случае достаточно слабого внешнего поля с помощью

теории возмущений в отличие от вероятности рассеяния,
сопровождающегося излучением одного или конечного числа фотонов
с ц, _> 0: согласно теории возмущений эта вероятность равна
бесконечности, тогда как в действительности она равна нулю.

Средняя энергия излучаемых мягких фотонов в интервале
частот (о, <e + da> в телесном угле do при рассеянии электрона
может быть, согласно (4.4.3), представлена в виде

оо
_

d($ = У пае- п ^- dws = сой dws — dj dw,. (4.4.12)

Эта величина равна, как и следовало ожидать, произведению

вероятности dws упругого рассеяния электрона на классическое

выражение dJ для излучаемой энергии. К такому же результату

приводит и обычная теория возмущений в области малых частот.

Мы видим, таким образом, что среднюю излучаемую энергию
и полную вероятность рассеяния электрона (независимо от числа

испущенных мягких фотонов) можно определять с помощью

обычной теории возмущений как в области больших, так и в

области малых частот, хотя вероятность рассеяния электрона,
сопровождающегося испусканием конечного числа фотонов с со -»- 0,
дается теорией возмущений неверно.

Вероятность излучения фотонов, энергия которых не предельно
мала, может определяться с помощью обычной теории
возмущений, т„ е. разложением матричных элементов в ряд по степеням

заряда электрона, но определенную таким образом вероятность
излучения одного фотона следует интерпретировать не как

вероятность того, что был испущен только один этот фотон, а как

вероятность излучения наряду с этим фотоном произвольного
числа длинноволновых фотонов с частотой со->0.

4.4.2. Сечение рассеяния электрона с излучением мягкого

фотона. Поскольку теория возмущений приводит к неправильному
значению вероятностей различных процессов взаимодействия
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электрона с длинноволновыми фотонами, мы в дальнейшем,
пользуясь теорией возмущений, выделим область малых частот,
т. е. будем считать, что частота фотона превосходит некоторое
минимальное значение сотт. Эта величина должна быть
исключена, для чего должно быть произведено специальное
исследование взаимодействия электрона с длинноволновыми фотонами.
Практически удобнее, однако, пользоваться несколько иным

условием, эквивалентным условию ш > «*min, а именно, не накладывая

ограничений на частоту фотонов, считать, что фотон обладает
некоторой малой массой Я, отличной от нуля. Введение этой

массы, являющейся релятивистски инвариантной величиной
в отличие от неинвариантной величины (йт[П, сильно упрощает

расчеты.

Покажем, как найти связь между «массой» фотона Я и

минимальной частотой comin- Рассмотрим излучение фотона электроном
в некотором постоянном внешнем поле Лц' (х). Согласно (4.1.1),
матричный элемент, определяющий излучение фотона с энергией
k0 и вектором поляризации, направленным вдоль оси ц, равен

ms^m-^-^l J- '(A+*)-m л»(7) +Vl ,v /2е2 1^2*0 (pa+ *)a + m* w^

+ W
<*-*)* + «■ VWK*.

( '

{pi и pa
— 4-импульсы электрона до и после рассеяния). Так как

нас интересует область малых частот, то мы можем пренебречь
в числителях величиной к. Вводя далее «массу» фотона Я согласно

соотношению k2 + X2 = О, перепишем (J | S*a) | i> в виде

где ko = У"&2 + ^а- Так как (ip\ + т) их = О, то

й2Л(е)(<7) {iPi-m)yilui =
= ifl2A <е> (^) (Ми+ ТцА) «1 = 2ш2/| <е> (?) Uip^.

Аналогичным образом

й2?ц (t/5a — m) iО (7) «i = 2ш2Д<в) (?) «iPan-
Поэтому

<fJS'»>|0 =7^(M^4^)"1)(rr^ + -^-). (4.4.14)

Предполагая, что в ^> Я, мы можем пренебречь Я2, так как р&
содержит слагаемое е J/^2 + ^2» которое значительно больше Яа.
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Определим теперь сечение рассеяния электрона,
сопровождающееся испусканием фотона, энергия которого не превосходит Де.

Относительно величины Ае мы будем предполагать, что она

значительно меньше энергии электрона е и значительно больше

массы фотона Я: Х-<Ае^е. Дифференциальное сечение этого

процесса, просуммированное и усредненное по ориентациям спина

электрона в начальном и конечном состояниях, равно

dCT'=tT 2 lfl«^',W)«il'^|P/'to. (4-4.15)
Hi. Ui

где

do — элемент телесного угла, в котором лежит импульс электрона
р8 после рассеяния, ^ — начальная скорость электронов и р/ —

число конечных состояний электрона, отнесенное к единичному

интервалу энергии и единичному телесному углу, р^=-|р8| е/(2л)8.
В случае кулоновского поля ядра

Wl. til

2^(l-o»sin»4)-8naP(l-t»»sin»|)
(Ф —угол рассеяния). Чтобы установить интересующую нас связь

между массой фотона Я и минимальной частотой comin, мы

вычислим входящую в (4.4.15) величину В двумя способами [20]:
сначала предполагая, что Я=^0 и k0 изменяется от й0 = Я до

&о = Д8, а затем считая, что Я = 0 и k0 изменяется от k0 = (omm

до k0 — Ae. Сравнивая оба выражения для В, обозначаемые далее

через Вх и ВШт1п, мы найдем соотношение между Я и а>тш-

Замечая, что Pi,a + 'na = 0, имеем

1 *'
F

Ле
А« d IА I dov r т* . т*

О \
' ' * \ 1 I

'-л*)}'
ft d ft do.»<omln- 3 |№| ' ' ^1(са|й|-/>ай)8"г(е1|й|-;>1й)2"

, 2ptpg , 1
"Г"(в,|*|-р»*)(в1|*|-р1*)Г

Где do^ — элемент телесного угла, в котором лежит импульс
фотона ft.
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Воспользуемся далее тождеством

I
==== = _L {

(е8 )^А»+А.» —p2k) (fit V&+%* —pxk) 2 J

dz

_J (егК*8 +Я,«-р«*)*
*

где

Pz = Y(l+z)p1+±(l-z)p2, 8г-^-(1+г)е1+^(1-г)ея.
Тогда

| ft | = Де

5:■— J
*«<*|*|Л>у

Va^+x»
X

1*1 = 0

rrfi , m» P <fe 1
(8l ^АЧ^-Pi*)2 (^KAH^-p^)'"1"^^ \ (BzVW+V-рЩ

Так как

то

S
dov 4л

(еУА*+Х2-р*)а A»(e» —p*)+ X»e*'

B,=-4nT^JAL( £ +

'

J *» (81-^1) +X»8ij
•

Легко видеть, что

A2 d I A I

(4.4.17)

Де

f
J [A»(e2—pi2) + X2e2]j/~A2+ X2

Поэтому

Е2._р2ч» х 2 J!» | в»—JB»"1e —i>l"

l

2 + (PiJ!?s-Sie2) \. dz
p2 «a
fcz />z

1г,2Дс I

"+" 2 |_| j»i I "4-1 Pi I 4ftl "«1-1 p* |
+

+ <**-'A>j-!Fir£rb.S±|£
Вводя вместо г новую переменную интегрирования £

(4.4.18)

■-.LP. е

^^ = ]/с08аТ + га51паТ'2
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представим Вх в виде

Вх = 4л Ь (20cth 2Ф- 1) ln^-t
2Л8

,
I ,1+0ln}^~
V I —V

1

сп2Ф v 1«*т^ь ^
3 lnra

"■4 4
1_o£

d-^/p-a-i*/' <4-4-i9>

где величина Ф связана с q соотношением 9а = 4/п2зпаФ. Так

как ^4
= 0, то q8 = q% = 4рй sin2 —, sh Ф = -^—- sin —

Полагая в (4.4.17) Л = 0 и интегрируя по |*| в пределах от

|*[ = а>тш до |*| = Ле, найдем Bo>mJn:

Дг

difcl

II
1 Д8

—8я(2ФсШ2Ф—1)1п-^-. (4.4.20)
amln

Сравнивая (4.4.19) и (4.4.20), найдем искомую связь между
Я- и ©mi»:

2(1 -2ФсШ 2Ф) In-^^ = v In|±2 __

сЬ2Ф
. ft

и sin -яг

С lni±§ «

В предельном случае малых энергий электрона, v«0> эта

формула приводит к соотношению

1п2ютт = !пА,-[-5/в. (4.4.21)

Подставляя (4.4.19) в (4.4.15), получим следующее выражение

для дифференциального сечения рассеяния электрона в кулонов-
ском поле ядра с излучением фотона, энергия которого не

превосходит Де(Де<^е):

da^/J^y(l_,s)(l-,*sin4)f><\2tmfl sin2 ~\
к '

х{2(2ФсЬ2Ф-1)1п^+|1п}±|-
- -^~ сп 2Ф6 (о, 0)1 do, (4.4.22)
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ГДв

GC. *)- f lnl±4 *
J 1 — o£ • -.Л ft

CQS± (l-^2).]/ £2-cos^
Если /?i = 0, то

Bx = 4Я {2 (2*, • cth 2y- 1) [ln^ - |] +
+ 4ycth2y[l-ft(2y)]}, (4.4.23)

где th 2y = —, h(y)=\ucthu du.

0

Приведем в заключение этого пункта выражения для сечений

излучения мягкого фотона в процессах е-е~ -*-е-е~ в области

высоких энергий. В с. ц. и. сечения имеют вид

da(e^-->e^-Y)=-da0(e^-->e+e-)-j{4 1п^[1 -p + ln-Ьр] -
х

-ра+ 2р-^ + 2 J ~In(l-0 + In2x~In2(l-3C)}. (4.4.24)
1-Х

da {ere- ->- e-&-f) = da0 (erer -*- ere-) ~ <4 In
^ [1 — p

—

-ln[xa-X)]J-P2 + 2p-^-+ln2r^}>
где p = In(4еа//п2), х

— в'т2(6/2), б—угол рассеяния электрона и

da0 — сечение основного процесса:

doa (е>е~^<*е-) = g- [^^^^J, da0 {frtr^trer) =g *-*+*'.

В системе покоя одной из сталкивающихся частиц сечения

определяются формулами:

da (е*е~ ->• е^еу) — da0 (еье~ -*■ е+е~) — х

x[4In^(l-p + lni^)-4p- +3p+l-f-
-pln-^--ln2-JL + lnx(l-X) ,

1-х 2 1_х U

р+ = 0, p = ln-^~, x = sln*(5/2), u —угол между/?_ и/>'_.

а (4.4.25)
dd (erer -+- е-е-у) = da0 (e-g- ->- е-е~) —х

x{4In^[l-p~In%(I~x)]-f pa + Зp-ЗpЧnx(l-~X)-

-{ln2xЧl-x)4-lnx^l-x)-21nxln(l-x)+l-y}>
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4.4.3. Исследование расходимости в области малых частот.

Покажем, что распределение Пуассона для вероятности излучения
длинноволновых фотонов может быть получено с помощью матрицы
рассеяния [21], если только выполняются условия (4.4.1),
означающие, что излучение оказывает малое влияние на движение

электрона, которое можно поэтому считать заданным. В этих

условиях плотность тока можно считать не оператором, ас-числом

и воспользоваться выражением (3.2.27) для матрицы рассеяния.
Разлагая плотность тока в интеграл Фурье

и используя разложение операторов потенциалов
электромагнитного поля на плоские волны, представим матрицу рассеяния S
в виде

S = ехР fe J # (*>' D* (*>-/v (k) d*k} x
-xN exp {fV2 ткw (Л) Cft?i+^(/5) ckl Ц-

В интеграле, входящем в первую экспоненту,

1 J /* (ft) Я (*) /v(ft)d*ft =^ J /5 (*, *ь) /v (*, Ao) g^|= tf.

можно в соответствии с правилом обхода полюсов в

подынтегральной функции (полюсами являются точки ka =±У& — Ю)
выполнить интегрирование по k0:

* = «$#(*)/„<*) 2«'

где ю = |Л| и /v(ft) —/v(ft. ю)- Поэтому S-матрица может быть

представлена в виде

S = AN exp U= ^ р= [Я (*) Си. + Л, (ft) c«] Ц, (4.4.26)

где Л = exp{-^ =

exp j-^-2^^J•

Вычислим элемент матрицы S, связывающий состояние вакуума
с состоянием, в котором находится п фотонов различных сортов,
п = 2 n* (rt*— число фотонов с импульсом ft). Рассмотрим для

этого п-а член в разложении 5-матрицы S(s) и найдем матричный
элемент

26а

/n|-V/-r= У /uWcbew-TL-V o\



Легко видеть, что

№ю-*{Ми7Ь(ш,*7вГ- <4'4'27)

Найдем теперь вероятность излучения п = 2 га* фотонов с раз-
к

личными импульсами. Эта вероятность, которую мы обозначим

через Рп, равна, очевидно, квадрату модуля <n| S(,,)|0), просум-
2

мированному по к и ft, причем сумма 2 пьх должна быть равна

заданному числу пк. Так как /Ц^ = Д* то

"-f:4i+2_4>nib(ii/.»>i'r,ii(sib»iT-
-ртП(ЙГ^0/.<*)1*+1Ь<*>Г)--

к
е

Сумма квадратов модулей поперечных составляющих плотности

тока 11\ (ft) I2 + /a (ft) |2 равна в силу уравнения непрерывности

£ц/и (*) = 0 квадрату модуля 4-вектора плотности тока | /^ (ft) |».
Поэтому окончательно Р„ может быть представлено в виде

Таким образом, мы получили для вероятности излучения
длинноволновых фотонов распределение Пуассона. Ясно, что пк

представляет собой среднее число фотонов с импульсом ft. Для

суммарного среднего числа излученных длинноволновых фотонов мы

получим выражение

к

совпадающее с найденным классическим выражением (4.4.9).
Как было разъяснено выше, всякий процесс столкновения

заряженных частиц сопровождается длинноволновым излучением.

Найдем вектор состояния этого излучения Ф, G> = S|0), где

S —оператор (3.2.27) [21J. Из (4.4.24) следует, что S представляет
собой произведение операторов, отвечающих каждой степени

свободы поля, характеризуемой волновым 4-вектором k и

поляризацией X: S = Yl S/a- Поэтому Ф = Jj[ ФЬК, где Фк>„ — вектор состоя-

к, X ft, Д.

ния данной степени свободы поля.
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Разложим далее ФАЛ, по состояниям с определенным числом

фотонов Ф„==|я):

<I>^=I»<fl|SH|0>.
п

Согласно (4.4.27)

<«|Sft,|0>=<«|sll>[0> = e-^|a^|2^|. (4.4.28)

Таким образом,

к, X п

Для выяснения свойств этого состояния рассмотрим действие
оператора поглощения фотона ckx на вектор состояния Фьх-
Согласно (4.4.28)

скХФ^е~^а^2у=^^
п

а так как скх\ п) = Уп \п— 1), то

СяФ*1 =аиФа. (4.4.30)

т. е. Ф/гх является собственным вектором оператора с^, а акХ
—

соответствующим собственным значением. Заметим в связи с этим,

что согласно (4.4.27) 1аАА,|а является средним числом фотонов
в состоянии Фкх-

Аналогично вектор состояния Ф является собственным

вектором оператора

Ай- (х) =^ уШ*"***** (4-4-31)
к, К

представляющего собой положительно-частотную часть оператора
потенциала Ад(л;). Действительно, из (4.4.30) и (4.4.31) следует:

А£Чх)Ф=>е*р(х)Ф,

где &^^(х) определяется формулой (4.4.31), в которой
операторы с/Л заменены параметрами а^:

<**М = 2ш(/<*>***>*** = 2Щ> I -55Г1 Ф^d3k'
ft, Л,

Нетрудно убедиться, что А^ (х) = &/&^(х) 4- <з^« (*) представляет
собой классическое ноле, удовлетворяющее уравнению Даламбера
□ Лх(*)=— i'nW-
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Вспоминая результаты § 2.4, можно сказать, что Ф^ и Ф
являются когерентными состояниями поля излучения.

Подчеркнем, что Ф^ и Ф являются состояниями с

неопределенной энергией. Эта неопределенность соответствует тому, что

в задаче об излучении мы пренебрегали изменением энергии

излучающей частицы в процессе излучения.
4.4.4. Излучение мягких фотонов при произвольных

столкновениях. В п. 4.3.1 отмечалось, что в нерелятивистском случае
дифференциальное сечение тормозного излучения представляет
собой произведение сечения упругого рассеяния das и вероятности
излучения dwy, da = das-dwy. Покажем, что такое же соотношение

имеет место для излучения, сопровождающего произвольный
процесс столкновения, если только энергия излучаемого фотона
достаточно мала, т. е. при выполнении условий (4.4.1). При этом мы

будем считать, что соблюдено условие применимости теории

возмущений fe2ln^-<!l V
Рассмотрим сначала излучение мягкого фотона во внешнем

поле. Тогда согласно (4.4.14)

</1 s™ | о = 2/Л— м, M^ie(йаЛ<<> (ф ио /Vv
(4.4.32)

Мы видим, что матричный элемент М содержит два множителя:

первый множитель представляет собой амплитуду упругого
рассеяния, а второй — ток перехода /№. Выражение для /„, имеет полюс

при со = 0, что и является причиной «инфракрасной катастрофы».
Аналогичную структуру имеют токи перехода для любых

рассеивающих заряженных частиц при &-*-0, так как выражение

(4.4.32) —это единственный тип выражения, удовлетворяющего
уравнению непрерывности kj = 0 и имеющего полюс при 6 = 0.

Руководствуясь этим, можно обобщить выражение для матричного
элемента (4.4.32) на случай излучения мягких фотонов при любых

столкновениях.

Рассмотрим, например, упругое столкновение заряженной
частицы а с нейтральной частицей Ь, вызванное сильным

взаимодействием (диаграмма этого процесса изображена на рис. 4.7; рг
и ра обозначают 4-импульсы частицы а до и после рассеяния,

р\ и p.j
— аналогичные величины для частицы Ь). Этот процесс,

амплитуду которого мы обозначим через Ms, будет
сопровождаться излучением мягкого фотона (рассеянию с излучением
соответствуют диаграммы рис. 4.8). Для амплитуды рассеяния с

излучением может быть написано выражение, аналогичное (4.4.32):

Afv = Af,/M.eit, (4.4.33)
где /^ определяется формулой (4.4.32), в которую вместо е должен

входить заряд е„ частицы а.
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Это выражение можно получить, исходя из диаграмм рис. 4.8,
если сопоставить вершине величину 2рм. (такой вид имеет при
k->-0 вершинная функция для любых заряженных частиц).

Формулу (4.4.33) можно применить к излучению мягкого фотона
при произвольном столкновении, если под Ms понимать

амплитуду соответствующего процесса без излучения, а под током

перехода /у, —величину

ь-2ж-2^- <4«-34>
f 1

где е{ и р,—заряды и импульсы начальных частиц и ef и pf —
аналогичные величины для конечных частиц.

Кроме главной «инфракрасной» части амплитуды излучения MY
(пропорциональной 1/<о), можно найти столь же общее выражение
для поправки к ней, не содержащей ю [22]. Вернемся с этой

целью к процессу, изображенному на рис. 4.8. Легко видеть, что

поправочные члены могут быть трех типов. Во-первых,
дополнительные члены появятся в числителях выражения для тока

перехода (4.4.34), т. е. дополнительные члены возникнут в вершинах
диаграмм рис. 4.8, причем они должны быть пропорциональны k.
Эти члены определяются магнитными моментами частиц; в случае
частиц со спином нуль они отсутствуют.

Во-вторых, такие члены появятся, если учесть, что амплитуды
рассеяния Ms, отвечающие двум диаграммам рис. 4.8,
относятся к разным энергиям рассеивающейся частицы. Если энергия
частицы а в системе покоя частицы b равна е на первой диаграмме,
то на второй диаграмме она будет равна е —«. Вводя вместо е

н со инвариантные переменные v = рф[ = тьг и kp\ = /га&(о, где

ть — масса частицы Ъу мы можем записать Му в виде

мv=* (5гм*(v) --S-MAv -kp[))=
-"•^(^-^гК+АГ1). (4.4.35)

дМ, Рл,.е„ дМ. kp',

(для краткости мы не указываем других аргументов, от которых
зависит Ms).
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Наконец, интересующие иас члены могут содержаться во

«внутреннем» излучении, описываемом диаграммами типа рис. 4.9. Это

излучение определяется током перехода (ргрз | / | Pipi), о котором
мы мало что знаем, так как он существенно зависит от сильных

взаимодействий. Однако замечательно, что можно найти первый
член его разложения по ю, так как он определяется только
требованием сохранения тока. Для этого достаточно заметить, что

амплитуда М{1'> не удовлетворяет
требованиям калибровочной инвариантности.
Действительно, согласно (4.4.35)

КЛ1'=еакр[фО. (4.4.36)

Очевидно, что «внутренний» ток/^',
соответствующий диаграмме рис. 4.9, должен
компенсировать этотдефект тока /ц". Поскольку
ток /№ не должен в рассматриваемом приближении зависеть от k,

то он однозначно определяется соотношением (4.4.36), $ — —еар\^.
Таким образом, окончательно мы получим следующее

выражение для амплитуды излучения мягкого фотона с учетом членов,
остающихся конечными при <о->-0:

ппл-т-е (М)Р1д-(*?!) Ры (4-4.37)

(Заметим, что несимметричная форма этого выражения
относительно начальных и конечных импульсов частиц связана только
с несимметричным выбором переменной v.)

§ 4.5. Образование и аннигиляция электронно-позитронных пар

4.5Л. Образование электронно-позитронной пары фотоном
з поле ядра. Для возможности процесса образования электронно-
позитронных пар необходима, очевидно, энергия, не меньшая

чем 2т. Один фотон, обладающий достаточной энергией, не может,

однако, образовать пары, так как при этом не могут одновременно
выполняться законы сохранения энергии и импульса. Для
образования пары одним фотоном необходимо поэтому присутствие
посторонней частицы, например ядра.

Электронно-позитронные пары могут образовываться также при

столкновении двух заряженных частиц или фотонов, обладающих
достаточной энергией. Мы прежде всего рассмотрим образование
пары фотоном в поле ядра. Этому процессу соответствуют две

диаграммы, изображенные на рис. 4.10 (р_ и р+ обозначают

4-импульсы электрона и позитрона, a k — 4-импульс фотона).

Рис. 4.9.



Матричный элемент, определяющий образование пары, согласно

правилам Фейнмана имеет вид

</|Si*M о=— <£=я(р.) {ё§=^ л<«>(?) +

+ Aw(q)fi=£e}u(-p+), (4.5.1)

где А<е> (q) — компонента Фурье поля ядра, и(р-) и «(—р+)—епи-
норные амплитуды электрона и позитрона и fx = p-

— k —— p^-\-q,
f2=—p++ ft = p_ — q. Диаграммы эквивалентны, очевидно,

диаграммам рис. 4.4, соответствующим тормозному излучению в поле

ядра. Отличие заключается в интерпретации диаграмм: теперь
правая (входящая) сплошная линия на каждой из двух диаграмм

Рис. 4.10.

отвечает не начальному электрону, а конечному позитрону, и одна

из пунктирных линий изображает не испущенный, а поглощенный

фотон. Соответственно этому матричный элемент (4.5.1) можно

получить из матричного элемента (4.1.1), если сделать в

последнем замену: р1~^—р+, р2-^р~, k-*- — k. Поэтрму мы можем не

вычислять заново сечения образования пары, а воспользуемся
готовыми результатами для сечения тормозного излучения.
Следует лишь иметь в виду, что в отличие от процесса тормозного

излучения, где плотность потока падающих частиц равняется

скорости электрона, теперь плотность потока падающих частиц
—

фотонов — равняется скорости света. Кроме того, изменяется число

конечных состояний, которое теперь равняется pf
= d3p_d3p+/(2it)e.

Учитывая эти изменения, получим следующее выражение для
дифференциального сечения образования пары фотоном в куло-
новском поле ядра [11]:

m2xx = ft + tn2 =—2p_&; m2%2 = f\ + m3 =—2p+k;

где йо¥ и do_ — элементы телесных углов, в которых лежат

импульсы ph и р_ позитрона и электрона, и е,.,и е_ — энергии
обеих частиц. Они связаны, очевидно, соотношением s++ e_ = cg.
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Формулу (4.5.2) можно переписать также в виде

, Z2a3 p+p_ds+ sin 6+ sin B_rfB+d8_dtp
aa ~~

2л 55 ; J.
x

Г Pi sin* e+ ..
. Зч . Pisin^e- ...

_ 2.

X\{8+_p+cose+)^4e- <?> + (8_-p_cos9_)2(48+ <?)+

-1- 2P+P-sine+sine,cosф ,.

a
_ ..

+
(e_- p_ cos 6_) (e+- p+ cos 6+)

^e+8- "Г" 9 ^)

-2fl>», ^Sin8fln+wPiSin29-n J. (4-5.3)(e_ — p_ cos 6_) (e+— p+ cos 6+)J
' v '

где 8± —углы между p± и k, ф
—

угол между плоскостями k, р+
и к, р~, q = k —p-—p+, р± = !р±|, <? = |<7|-

Определяемое формулой (4.5.3) угловое распределение имеет

довольно сложный характер. Оно сильно упрощается только

в крайне релятивистской области, когда главную роль играют
малые углы 9±. В этом случае электрон и позитрон испускаются

преимущественно вперед, т. е. в узком конусе около направления
движения фотона; эффективный угол раствора этого конуса равен
по порядку величины д±^->т/а>. Заменяя в формуле (4.5.3) sin9±
на 9±, a cosQj- на 1— 1/а8±> получим следующую формулу,
определяющую угловое распределение в области малых углов:

da =*415-Щ-№ (и*+и2> ^ -2e-s+ w+v*^)+

+ 2 (el 4- ч+) uvb\ cos ф] de+9_d9_8+ d8+d<p,
где

Интегрирование (4.5.3) по углам дает дифференциальное
сечение образования пары с энергией позитрона в интервале е+, e+-|-de+:

8 е+в_ от8со / е+е_—/>1 *.

где
— e.+lp+l , , е,е +!», I |р_1 + ота
ф = г&>а, g±=~2 3n ~ J^ -', L = 21n

+"

'^^ !
.

В крайне релятивистской области, когда все энергии

значительно больше т(<я, е±^>т), это выражение сильно упрощается:

Л1-4Ф*}- («* + *! + !«*-) (in 2^ - 4"). (4-5-5)
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Формулы (4.5.4), (4.5.5) не учитывают экранирования поля

ядра. Поэтому они справедливы, согласно п. 4.3.4, если (2s+s_/m<o)<^
<1372-'/..

Учет экранирования может быть произведен таким же образом,
как и в случае тормозного излучения. В крайне релятивистской
области (со, е±|>т) мы получим для сечения образования пар
формулу

^=Ф%-{(81+ 8у(Ф1Ш—*lnZ) + |s_e+(o2(D-|lnZ)},
« = *ёт' («-б)

где Oi(£) и Ф2(£) — те же функции, которые входят в (4.3.38).
В случае полного экранирования, когда (2е+8_/ягсо) ^> 1372_,/»,

последняя формула приобретает вид

da = 40^{(8V+8L+ |-8+e-) 1„<183Z-V.) -■*§=-}. (4.5.7)

Чтобы найти полное сечение образования пары, нужно
проинтегрировать выражение (4.5.4) по энергии позитрона.
Непосредственное интегрирование, однако, невозможно. Его удается
выполнить в замкнутом виде только в крайне релятивистском случае,
используя формулу (4.5.5):

^/28 - 2ш 218 \ ..
,,,0,

а = ф\ТЫ-^--?г)' ™>т. (4.5.8)

(Эта формула не учитывает экранирования.)
Интегрируя (4.5.7) по е+, найдем сечение образования пары

в случае полного экранирования
•

cr = o(-f-In.l83Z-v.-l). (4.5.9)

В п. 5.6.6 мы установим связь между интегральным сечением

образования пары фотоном и сечением рассеяния фотона в поле

ядра на нулевой угол. Используя эту связь, можно показать,
что сечение образования пары без учета экранирования
определяется следующей формулой [23]:

* («) = Ф ^|4 \ ^Р- dx- 2L (т,) +1[- (64+ 109rf) E (|/7Г1)+
+ \

Здесь
л:2

(™ +$+ ***)F(fl-±j§. Ч-£.

Ш=\\п^У'*-У dy

Y#—y Уу(у-\)
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и F (х) и Е (х) — эллиптические интегралы:
я/2 я/2

F(x) = J (1— x2sin2(p)-'/'d(p, Е(х) = \ (l—x*sin*<p)l'4tip.
0 о

В крайне релятивистской области эта формула переходит в

формулу (4.5.8).

1 de, __к

О 0,1 0£ 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,91±=Ш-
ы—2т

Рис. 4.11.

На рис. 4.11 изображено энергетическое распределение частиц

пары, определяемое формулами (4.5.4) и (4.5.6). По оси абсцисс
отложено отношение кинетической энергии позитрона е+

— т к

суммарной кинетической энергии пары со — 2т, а по оси ординат—

величина —^ • Различные кривые относятся к различным
Ф de+

значениям а>/т, которые указаны у кривых. Кривые для ш//п==6
и «в/т = 10 справедливы при всех Z, так как при этих значениях

энергии фотона можно пренебречь экранированием. Остальные
кривые учитывают экранирование и относятся к свинцу и

алюминию. Кривая ю//га = оо соответствует полному экранированию.
При малых значениях энергии фотона кривые имеют один

нерезкий максимум, соответствующий одинаковым энергиям

электрона и позитрона. При больших энергиях кривые имеют два

одинаковых симметрично расположенных максимума, из которых
один соответствует максимуму энергии позитрона и минимуму
энергии электрона, а другой, наоборот, — минимуму энергии
позитрона и максимуму энергии электрона.
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На рис. 4.12 изображена зависимость интегрального сечений
образования пары от энергии фотона для свинца и алюминия.

12 5 10 20 50 100 200 S00 1000

Рис. 4.12.

4.5.2. Точная теория образования пары фотоном в поле ядра
вблизи порога. Поправка к сечению образования пары фотоном
в поле ядра в борновском приближении при крайне
релятивистских энергиях. Полученные выше формулы для сечений
образования пары справедливы в борновском приближении, когда
%,+ = Za/v±<i^l (и- и и+

—

скорости электрона и позитрона).
В нерелятивистском случае (и^^О) возможно точное

вычисление сечения образования пары, основанное на использовании

точных волновых функций электрона и позитрона в кулоновском
поле. Это вычисление производится аналогично вычислению
сечения тормозного излучения. Матричный элемент, определяющий
образование пары, может быть представлен в виде

<f|SW|0 =

= 2nl -7=1= § $<+>• (г) всй|><-> (г) eikr dax б (со
- е+ - е_), (4.5.10)

где ty<+> (/*) и \]?(-> (/*) — волновые функции электрона в

кулоновском поле ядра с положительной и отрицательной частотами. Так
как в рассматриваемом процессе обе частицы образуются, то

асимптотика функций tp> = i|><+) и tf><n> = Сф1_- при больших г

должна быть одинаковой, а именно, эти функции должны при
r-э-оо иметь вид сумм плоских и сходящихся сферических волн.

В этом заключается различие между матричными элементами,
определяющими образование пары и тормозное излучение: в

последнем процессе только волновая функция электрона в конечном

состоянии имеет такую асимптотику, волновая же функция
электрона в начальном состоянии имеет при г—^оо вид суммы пло-
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ской и расходящейся сферической волн. В нерелятивистском
случае функции г|з<+> (/*) и *ф(-> (/*) имеют вид

tf+->(r) = N-e*P-*u(p-)J-l—fa, 1, -i(p-r+\p-\r)],

■ftW (r) = Nte-'wu (-р+) *F [-i|+, 1, f (^r+|p+1 r)],
(4'5- )

где ц (р_) и ы (— p+) — единичные биспинорные амплитуды и AL и

iV+ —нормировочные множители, которые мы выберем равными

AL-e^ni+*£_), ЛГ+ = е-^6+Г(1+££+),
что соответствует единичной амплитуде волновых функций на

бесконечности. Вычисления, которые мы здесь опустим, приводят
к следующему выражению для распределения позитронов по

энергиям вблизи порога реакции [24]:

da = Wr«(i-^Ufc4-l) [«-2«+oM,(«-m)]x

X{(e+-m)[(o-2m-(e+-m)}V.^. (4.5.12)

Остановимся в заключение этого пункта на вопросе о точном

вычислении матричного элемента (4.5.10), определяющего процесс
образования пар фотоном в кулоновском поле ядра в крайне
релятивистском случае. Так как в интеграле (4.5.10) главную
роль играют расстояния r^>l/m, то в области больших энергий
электрона и позитрона, г+°^> (aZ)* т/2, в качестве волновых

функций могут быть взяты в соответствии с (1.7.6) функции

f)(r) =Jlf^[l-gBW/HE-, 1, -i(p_r+ \p_lr)],

■^-)(r) = N+e-^[l+^] ui—pJSl—Ib, 1. i(p*r+)p+\r)],

где i±
\P±\

Мы приведем здесь только окончательный результат для

дифференциального сечения образования пары:

da = — a (
""

) -■—j ^~- de+ sin 9_ sin 9+ d9_ d9+ dm x

f Vs (x) rp±sm3B-(4e%— q*) p% sin2 6+ (4el — q*) ,

\ q* L (e_ —p_cos6_)2
+

(в+—p+cos6+)a
+

, (4e_eH_+9z —2co2) 2p+p_ sin 8„ sin 8+ coscp
_

2co8 (pi sin2 fl_+ p% sin2 6+) "|**"
(в_ —p_cos8_) (e+—p+cos8+) (в_—p_cos9_) (e+—p+cos6+)j~'"
,

a2 [a>2
— (P-+P+)2]3 W73 (*) Г pi sin3 9_ (4ej— <?»)

"•"
[4oj3(8_— p_cos9_)(e+ — p+cosfl+)]a[ (8_— p_ cos 9_)2

"•"

. p^. sin2 9+(4ei — q>3) foe^+g2 —2002) 2p_p+sin 8_sin6+costp
'

(в^—p+cos6+)3 (e„— p_cos0_) (b+—p+cos6+)
'

+i^SSw^Sb-4M*(—+№COS8_cos,,)]}, (4.5.13)
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где функции V (х) и W (х) определены в п. 4.3.6, a — aZn

r_i д*№-(Р+-Р-т _ _,„ |
4<в« (e+— p+ cos B+) (e_- p_ cos 8_)

* p± l*'± I

(остальные обозначения —такие же, как в п. 4.3.6).
Проинтегрированное по углам сечение образования пары имеет

вид

Л»-2-5г^-(в:+в«.+|-»,В.)[21п.^-1+5У(2)], (4.5.14)

где функция f(Z) определяется формулой (4.3-51).
С учетом экранирования сечение равно

d<T= 5!^{(e++ «-)[(I>i(Y)—g-lnZ-4/(Z)] +
+ 4 8+8_ [ф, (V) —| In Z - 4/ (Z)]},

где Oi(y) и Ф2(у)—те же функции, которые входят в (4.3.38),
Y = 100 (т<в/е+8_) Z-1/'.

Полное сечение образования пары без учета экранирования
равно

28 Z2r% Г. 2ш 109 ,.„."!
ff =n3f[lnT-¥-^Z)]'

а в случае полного экранирования

а=т-w [ln <183Z~1/3) -i - / (*)]•
Мы видим, что поправка к сечению образования пар,

вычисленному в борновском приближении, равна

Для свинца относительная поправка составляет около 10 %.

4.5.3. Образование пары двумя фотонами. Перейдем к

рассмотрению процесса образования пары двумя фотонами [25]. Этот
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процесс изображается двумя диаграммами на рис. 4.13.
Матричный элемент, определяющий процесс, равен

v ' ' ' 2^(0(0' 2>^8_e+
VK '\ ««К!

^

где

пЛсг=П + m* =—2p+ft = —2p-k', т**,=/| -f m2 = —2p+fc'= - 2pJfe,

£ и &' — 4-импульсы фотонов, е и в' — их поляризации.
Отсюда может быть найдено дифференциальное сечение

образования пары:

d<J = -^ I а<2° I2 -^г£г 6 I* + *' -Р* -Р-)б (» + <">'- е+ ~ «-)

(4.5.16)
(J = kk', а и = и(р_), v = u(—pi)),

Вычисления входящих сюда шпуров произведений дираковских
матриц можно не производить, так как диаграммы, определяющие
образование пары двумя фотонами, топологически совпадают

с диаграммами, определяющими комптон-эффект. Произведя в

последних замену

Pi-*~ — P+, Pt-*-P-, kx-*-k, &2->- —&',

мы получим диаграммы, определяющие образование пары двумя
фотонами. Этой заменой отличается и матрица Q в (4.5.17)
от соответствующей матрицы в (4.2.11). Поэтому можно

воспользоваться результатами п. 4.2.2 и сразу написать следующее

выражение для величины | aQv |2, просуммированной по проекциям
спинов электрона и позитрона и усредненной по поляризациям
фотонов:

|aQt/|e = |SpF, F-Q(m-yj)Q(m+ tp+),.

где 0 определяется формулой (4.5.17), в которой ё и ё' должны
быть заменены соответственно на Vn и Yv Выражение для SpF
отличается только знаком от аналогичного выражения (4.2.14):

->'-«(± + ±Mi+v)-(t+'5)- <4-5Л8)

Дальнейшие вычисления удобно производить в с. ч. и.

сталкивающихся фотонов, в которой
ft'==— ft, р+ = —р-, со = й>' = й)0» £+ = £_ —coo.' J = 2а>1.
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Устранив в (4.5.16) б-функции интегрированием по d3/?- и ^е+:

б (ft + k' -р+ -р-) d*p--+1,

8(a> + G>'-e+-e-.)d*p+-+lp+l*+d0+,
где do+ — элемент телесного угла, в котором движется позитрон,
получим следующую формулу для сечения образования пары
двумя фотонами:

*--4-*^к±+±м±+^)-й+г)]-
(4.5.19)

Подставляя сюда

/71%= — 2p+k —— 2p+ft + 2е+со = 2со„ (оов — ]/со^ — m2 cos 8),
т2и2= — 2p_fe = — 2p-k + 2e_co = 2p+ft + 2e+o» =

= 2coe (oio+ ]Aoo — ma cos б),
где 9 — угол между векторами ft и р+, представим da в виде

.
_ г%_ т*Ув>% — т* Г2о>§

— отг+(а>? — от2) sin2 9
_aa~"

4 cog L от2 cos2 9+cog sin2 9

2(cog —OT2)2sin48 1„ . .

~

(m2cos*e+ co§sin2e)2JJjtSln6de'
Полное сечение образования пары двумя фотонами равно

яг'от2 Г/2 Jot2. _ «£\ 1п
/ «s. ТЛЖГТ) -

^o)g ©ЗУ \ от V tn2 J
a =

COS

-V^it+Z)]- ««■»>

Эта величина представляет собой релятивистский инвариант.
Если & и k' — 4-импульсы фотонов в произвольной системе отсчета,

то вместо oojj сюда следует подставить ооо = — (А + *')2/4.
4.5.4. Аннигиляция пары в два и три фотона. Наряду с

образованием электронно-позитронных пар фотонами возможны про-

(
цессы превращения пар

I* в фотоны. Эти процессы
называются

аннигиляцией пары. Если электрон
и позитрон являются

свободными, то

аннигиляция с испусканием
одного фотона
невозможна, так как этот

процесс не допускается законами сохранения энергии и импульса.
Наиболее важным является процесс, при котором

сталкивающиеся свободные позитрон и электрон превращаются в два

фотона [25, 26]. Двухфотоннои аннигиляции пары соответствуют

две диаграммы на рис. 4.14. Они совпадают с диаграммами,
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изображающими рождение пары двумя фотонами, — процесс,
обратный двухфотонной аннигиляции.

Матричный элемент, определяющий двухфотонную
аннигиляцию, может быть, согласно правилам п. 3.4.4, записан в виде

(J | Si»> 10 =—£=-—^= а (- р+) х
2 У юю 2 У в_в+

x{^4^f^+^itei4"(;7-)(2jt)16(/'++/'--fe-ft')' (4-5-21>

где использованы те же обозначения, что и в (4.5.15).
Дифференциальное сечение аннигиляции равно

х1Щгб^++^--*-/Е')б(е++ е--(й--й>г (4-5.22)

где

Структура матрицы Q совпадает, очевидно, со структурой
соответствующей матрицы в комптон-эффекте: сделав в последней

замену

Pi-^-P-, fti-v — k\ ei-ve\ Pa->- — P+> k2-+k, ea->-e,

мы получим Q. Поэтому можно сразу воспользоваться готовыми

результатами § 4.2 и написать следующее выражение для

просуммированной и усредненной по поляризациям частиц величины

V8|®Q«|2:

Дальнейшие вычисления удобно производить в с. ц. и. пары,
з которой

р+ =—р- = —ро, е+ = к_ = е0, к' = — к,
© = ©', J — 2еор0 = 2eoUn

(р0 = \ра\, v0 — скорость частиц в с. ц. и.).
Устраняя б-функции интегрированием по d?k' и d&, получим

т2кх =— 2p+k — 2р0к+ 2е0(й — 2е0 (е0 -f p0 cos 6),
m2xa =— 2р_& —— 2pQk + 2е0&) = 2е0 (е0 — р0 cos 9),
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где do — элемент телесного угла, в котором заключен импульс
фотона k, и 9—угол между р0 и k. Таким образом,

°4p0e0L e§ —p|cos38 (eg — р§ cos* 9)aJ
^

= 4-'*о—a[H-2t>Ssin29-yj(i+sin*e)l71—f° 1Я._.
4 P0eJSL /J (1—ti§cos26)2

Чтобы найти интегральное сечение аннигиляции пары, нужно
проинтегрировать da по 9 от 0 до я и по ф от 0 до я. (такие
пределы соответствуют тому обстоятельству, что возникающие

в конечном состоянии частицы —фотоны —неразличимы). В
результате мы получим

Так как эта величина представляет собой релятивистский
инвариант, то для перехода в другую систему достаточно выразить бо
и ро через энергию частиц в этой системе.

Рассмотрим наиболее интересный случай, когда аннигиляция

происходит в результате столкновения позитрона с покоящимся

электроном. Подставляя в (4.5.24)

т(т-\-е%)
ео— 2 ' "0— У г%+т'

—Vt
где е^ — энергия позитрона в системе покоя электрона, получим

а=Ли5_|^±47±11п(y + V^ZTT)-^±L1, (4.5.25)

где у—&"+/т. При малых энергиях позитрона сечение обратно
пропорционально скорости позитрона:

°=7Г. (4.5.26)

а вероятность аннигиляции w не зависит от скорости;

w = Znv+a = Znnrl,
'

(4.5.27)

где я — число атомов в единице объема. Время жизни медленного

позитрона равно т=1/да; для свинца tj=«10-1oc. При больших
энергиях позитрона (е^. ]> т)

о = дг8-£(1п§-1). (4.5,28)S!

Приведем теперь выражение для сечения трехфотонной
аннигиляции пары (см. диаграмму рис. 4.16), ограничиваясь случаем
больших энергий, в с. ц. и.
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где

о _ 4с4 m'i (x?+xi2)+mi fa!+х»*) + хзх- (yJ+у,?)

_ wp2 /xii±xL2 , xf+xl , хР+й' , x?+yj , xi'+x.* , x|±x|\
I Xfcclx; Xi'XiX. ^ XIX'XS

"•"
X^XiX»

^
XftlX?

^ xI2XiX»f
'

%i^=kip-, %'i = kip+ (e —энергия позитрона).
4.5.5. Поляризационные эффекты при двухфотонной

аннигиляции пар. Выше были получены выражения для сечения

двухфотонной аннигиляции пары, усредненные по поляризациям электронов
и фотонов. Сечение аннигиляции поляризованных частиц и

поляризация возникающих при этом фотонов могут быть исследованы

общими методами, изложенными в п. 3.4.4. Мы приведем здесь
только некоторые окончательные результаты*).

1. Корреляция поляризаций фотонов.
Дифференциальное сечение аннигиляции неполяризованных частиц с

образованием двух линейно поляризованных фотонов имеет следующий
вид:

d° = \5{Ы^Ьtl —(1—^5 cos' 8) (W+

+ 4 (v0et) (v0ea) (etet)] - \}VJ$£f$) do, (4.5.30)

где е0 и v0 — энергия и скорость позитрона и 6—угол между
направлениями импульсов позитрона и фотона в системе центра

инерции. При малых скоростях отсюда следуют формулы

da(1.1) = da<2-2'=0) Ца^^^Лао, (4.5.31)

где doV' ft) — сечение, соответствующее образованию фотонов,
поляризованных в направлениях е,-, вь, причем ег лежит в плоскости

р0, k, а £а
— перпендикулярно к этой плоскости.

Мы видим, что при Уо-s-O образуются фотоны, поляризованные
во взаимно перпендикулярных направлениях. Этот результат имеет

простой смысл. Он следует из закона сохранения четности. В

пределе малых скоростей аннигиляция происходите основном в s-co-

стоянии, которое является нечетным, система же двух фотонов
является нечетной только в том случае, когда поляризации их

взаимно перпендикулярны.
2. Аннигиляция продольно поляризованной пары.

Если векторы поляризации электрона и позитрона имеют отличные

от нуля составляющие только по направлению их относительной

*) Более подробные данные о поляризационных эффектах при аннигиляции

пар см. в обзоре Мак-Мастера [7].
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скорости (мы обозначим их через £а' и £,+!)> то дифференциальное
сечение аннигиляции такой пары определяется формулой [27]

do = de0(\+&'-&-'f), (4.5.32)

где da0 — сечение аннигиляции неполяризованной пары (см.
(4.5.23)) и

cg(l— cos* 6)— l-Mo—d|(1— t)g)sina8
о" (I —cos* 6)+ I — vJ + t)g (1 —1»§) sin2 8/ =

(v0 и 8 — скорость позитрона и угол между импульсами позитрона
и фотона в системе центра инерции). Проинтегрировав (4.5.32)
по углам, получим

где а0 —полное сечение аннигиляции неполяризованных частиц

(см. (4.5.25)) и

Oj + Oa'
x

2oJ 1—и„ и§
1—Чп 1-И'о

о» = -U (3 - Зу§ + 2oJ) + 4-^2 (2»$ + 3uJ— 3) In i^
На рис. '4Л5 представлена зависимость F от энергии в

лабораторной системе (т. е. в системе, где электрон покоится).

1,0
F

0,5

О

0,5

-IP**.
70'" 10'' / /О <0г 103 10*

8,МэВ
Рис. 4.15.
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10г Ш1 1 10 10г 103 10'
€,Мз8

Рис 4.16.

Если только одна из аннигилирующих частиц продольно

поляризована, то сечение аннигиляции ие зависит от степени

поляризации, do — do0. Образующиеся фотоны при этом оказываются

циркулярно поляризованными:

2v0 — 2t»J-^ sin2 6 cos 8

1 + о§ +v* -\ sin2 в (1 + cos2 в) -{-oj> sin2 S
(4.5.33)

где 5а — параметр Стокса фотона, £# — продольная поляризация
позитрона или электрона.

Интегрируя числитель и знаменатель этого выражения по 8

в пределах от я/2 до я, мы получим круговую поляризацию х
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того из двух фотонов, который обладает большей энергией в

лабораторной системе (в случае аннигиляции поляризованных

позитронов на неполяризованной мишени). Интегрируя же числитель

и знаменатель (4.5.33) по 9 в пределах от 0 до я/2, мы получим

круговую поляризацию у фотона, также обладающего большей
энергией в лабораторной системе (для случая аннигиляции

неполяризованных позитронов на поляризованной мишени). Зависимости
этих поляризаций от кинетической энергии позитрона в

лабораторной системе представлены на рис. 4.16.

В заключение этого пункта приведем выражение для сечения

аннигиляции поперечно поляризованных электрона и позитрона

в пару неполяризованных фотонов в с. ц. и. в случае больших

энергий:

da=Si:e?n-|S+||S-|sm»9cos(fo + 29)]do, (4.5.34)

где 9 —угол между направлениями импульсов электрона и фотона,
е —энергия электрона, S_, S+ —векторы поляризаций электрона

и позитрона, <p0 = S_S+, q> = S_/7_.
4.5.6. Распад позитрония. Полученные выше результаты можно

применить к задаче о распаде позитрония, т. е. связанной системы,
состоящей из электрона и позитрона.

Основным состоянием позитрония является, очевидно, S-состоя-
ние. При этом следует различать синглетное состояние позитрония,
в котором суммарный спин частиц равен нулю, и триплетное
состояние, в котором суммарный спин частиц равен единице. Эти
состояния мы будем обозначать соответственно через XS и 3S.

Позитроний, находящийся в состоянии lS, называется парапозит-

ронием, а позитроний, находящийся в состоянии 35, —-ортопозит-
ронием.

Система, состоящая из двух фотонов, не может иметь состояний
с моментом, равным единице. Поэтому ортопозитронии не может

распадаться на два фотона. Более того, так как состояние 35

позитрония является зарядово-нечетным, то можно утверждать,
что вообще невозможен распад ортопозитрония на любое четное

число фотонов. Напротив, парапозитроний представляет собой
зарядово-четную систему, поэтому невозможен его распад на любое

нечетное число фотонов.
Основными процессами, определяющими время жизни

позитрония, являются двухфотонная аннигиляция в случае парапозит*

рония и трехфотонная аннигиляция в случае ортопозитрония [28].
Вероятность распада позитрония можно связать с вероятностью

аннигиляции свободной пары. Действительно, рассмотрим
волновую функцию позитрония в 3-состоянии
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где а — радиус позитрония, равный удвоенному радиусу первой
боровской орбиты водорода, а = 2а0 — 2Н2/те*. Компонента Фурье
волновой функции ф(/*)

%= $ Ч? И е-»' d*x = ^£gj-a (4.5.35)

определяет, очевидно, амплитуду вероятности того, что в

позитронии электрон имеет импульс р, а позитрон —импульс—р. Эта

формула показывает, что наиболее вероятны импульсы порядка

pallet, которые значительно меньше т. Поэтому распад позит-

рония можно приближенно рассматривать

U* lk \к как аннигиляцию свободного позитрона и

j I '

\
г

свободного электрона с импульсами, рав-
I I I ными нулю, но с определенными ориентаци-
J-* 1<

.
I ями спинов.

/ \ Обозначим через wx и w0 вероятности

рп р\ распада орто- и парапозитрония. Пусть да-
+ "~

лее Ф обозначает вероятность распада сво-

Рис. 4.17. бодной пары с нулевыми импульсами
частиц, усредненную по ориентациям их

спинов и вычисленную в предположении, что

плотность частиц равна плотности частиц в позитронии (т. е.

равна |t|?(0) |2 = 1/яа3, а не 1/V, где V — нормировочный объем,
как это предполагается при вычислении вероятности аннигиляции

свободной пары). Так как относительные веса состояний со

спинами 1 и 0 равны соответственно ги и V*i T0» очевидно,

«-«/«РЯ + 'АЮв. (4.5.36)

Величину Ш можно представить в виде W = Щу -f- ®ау + ...,

где wny
—

усредненная по ориентациям спинов вероятность
превращения пары в п фотонов. Так как парапозитроний может

распадаться только иа четное, а ортопозитроний только на

нечетное число фотонов, то из (4.5.36) следует, что V^o= w^, -f-

Wo ** Ш*,, wx t*& %Way. (4.5.37)

Используя формулу (4.5.26) для сечения двухфотонной
аннигиляции пары при малых скоростях позитрона, мы получим отсюда

w0 =- 41 ф (0) |8 (v+o)0+ _ о = V2a5m = 0,8 • 1010 с~г. (4.5.38)

Определим теперь вероятность трехфотонного распада ортопо-
зитрония. Этот процесс представляет собой процесс третьего порядка
теории возмущений. Он изображается шестью диаграммами, одна

из которых представлена на рис. 4.17 (остальные диаграммы
отличаются от приведенной только перестановками импульсов
фотонов ku k-it ks)- Написав матричный элемент, соответствующий
этим диаграммам, можно найти дифференциальную вероятность
28S



трехфотоннои аннигиляции пары. Для случая р+=р_ = 0
усредненная по спиновым состояниям частиц она определяется
формулой [29]
. a? <Pk, <Pk-> <Pka i/i о i /i \<> i

*"* " to^coa (2nJ3w4| Id
- n^f+ (1 - П2ПаГ +

+ (1 - Л1Я3)2] б (Ai + k2 + k3) б К+ &)2 + u)3 - 2m), (4.5.39)

где щ
— единичный вектор в направлении импульса фотона ki.

Интегрирование по а>2, ю3 и углам (с учетом тождественности

фотонов) дает полную вероятность трехфотоннои аннигиляции

пары при р+=р- = 0

т

[m-mj
2от— coi)2

о"

_ 2т f?-^* In^^1 + ^=^ + 2(т-^т in *=»П. (4.5.40)(2от —coj)3 от
'

шх
'

ш^ от J v '

Функция F (&>), определяющая спектр фотонов распада,
изображена на рис. 4.18.

Выполнив интегрирование по а>ъ получим

^v = ^("2-^«|- (4-5.41)

Воспользовавшись далее соотношениями (4.5.37), найдем отсюда

вероятность распада ортопозитрония

да1 = i<п* ~ 9>а 3 = °'71 •10? c_l- (4.5.42)

4.5.7. Превращение пары в один фотон. При столкновении

позитрона с несвободным электроном обе частицы могут
превратиться в один фотон [30]. Такой процесс определяется матричным
элементом первого порядка

</1SW | i> =^= J Ф- (г) ее- <*'i|>+ (г) d*x • S (е+ + е. - ш), (4.5.43)

где ур- (г) и ур+ (г) — волновые функции электрона в поле,

соответствующие отрицательной и положительной частотам и описывающие

позитрон с энергией е+ и электрон с энергией е_.

Если электроном является атомный /С-электрон и при этом

aZ^l, то в качестве ф+(/") может быть взята функция (4.1.28).
В качестве же гр-(/") следует взять функцию

$-</•) = я(-Р)в-_5±Г (I + Ц+) (l +MJ) х

XeFl—ih., 1, i^+r-p+r)]^',

где s+ = <xZ&,r/p+. Сравнение, формул (4.1.18) и (4.5.43) показывает,

что если в матричном элементе, определяющем фотоэффект, про-
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извести замену
to, -е+, k-^—ft; p -Р+, (4.5.44)

rem

то этот матричный элемент переидет в матричный элемент,

определяющий однофотонную аннигиляцию. Поэтому мы можем не

производить здесь вычислений квадрата модуля матричного
элемента, а воспользоваться

сразу результатами п. 4.1.5. В
отличие от фотоэффекта
плотность конечных состояний

будет теперь не ре doe/(2я)3,
а а>а (к>у/(2л)а, где doe и doy —
элементы телесных углов,
в которых лежат импульсы

электрона и фотона. Кроме
того, при определении сечения

однофотонной аннигиляции

пары следует учитывать, что

плотность потока

падающих частиц будет равна
скорости позитронов v+, а не скорости света, как это было в случае

фотоэффекта. Учитывая эти изменения, можно получить следующую
формулу для сечения однофотонной аннигиляции позитрона на

/С-слое (отнесенную к двум К-электронам):

OJ О? OJ 0,4 0,5 0,6 0,70,8 0,9 1,0 Щ-
Рис. 4.18

а = 4яГо
ZS т8 ■№ + -1 \от2

~

3 т ' 5t±2«in!±±M (4.5.45)'(137)4 р+(е++ т)*\т? ' Зот ' 3

Эта формула, так же как и формула (4.1.30) для сечения фото»
эффекта, справедлива, если (Za/v+)^l.

В нерелятивистском и крайне релятивистском случаях формула
(4.5.45) приобретает вид

4л „ Z5 р+
3 п (137)4 от

. , Z\ m
а *= 4яг|>

о+<1,
(4.5.46)

(137)4 8+» е+>/п.

Мы видим, что сечение однофотонной аннигиляции позитрона при
малых энергиях пропорционально скорости позитрона в отличие

от сечения двухфотонной аннигиляции, которое обратно пропор*
ционально &+. Поэтому при малых энергиях позитрона однофотон*
пая аннигиляция значительно менее вероятна, чем двухфотонная
аннигиляция. Отношение сечений однофотонной и двухфотонной
аннигиляции максимально при е+~10т и составляет около 0,2
для свинца.

§ 4;6. Рассеяние электрона й позитрона электроном

4.6.1. Рассеяние электрона электроном. Перейдем к

рассмотрению процессов взаимодействия двух заряженных частиц, не

связанных с излучением или поглощением фотонов, .
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Так как матрица рассеяния S(1) первого порядка содержит
лишь элементы, соответствующие испусканию или поглощению

фотона, то следует рассмотреть матрицу рассеяния второго
порядка S(2>.

Простейшим процессом интересующего нас типа является

рассеяние двух электронов [31]. Оно описывается двумя диаграммами,
изображенными на рис. 4.19. Согласно общим правилам п. 3.3.4

матричный элемент рассматриваемого процесса имеет вид

4 у е^е^в;
Рк),

М =
(«iYn«i) (Й27ц"2) Kyh"i) «YjA) (4.6.1)

(P\-Pl)* (P's-Pl)2
'

здесь pi и р2
— 4-импульсы электронов в начальном состоянии,

pi и ра
— 4-импульсы электронов в конечном состоянии и их, и2,

«i,«a — соответствующие этим

состояниям нормированные,
согласно (1.1.25), биспинорные
амплитуды («1 = и (pi), ...

..., u'i =э и (ра)), нормировочный
объем принят за единицу.

Дифференциальное сечение

рассеяния, согласно правилам
п. 3.4.3, определяется формулой

-Pl-pi)6(e1+e,-ei-e0, (4.6.2)
где J = y(p1p2)2 — mi.

В с. ц. и. электронов (Pi+Pz=Pi+P<i = 0) J=*>2e\pt\f и

выражение для do после исключения б-функций приобретает вид

В случае неполяризованных частиц мы должны усреднить это

выражение по поляризациям начального состояния и просуммировать
по поляризациям конечного состояния, т. е. произвести замену

IM l2-^ T {(rt-Pl)4SP Vj* (т
- ipi) Vv (m - ip'i) Sp y^ (m - ipt) x

X 7V (m — ip;) + (p,_p])4
S p уц (m

— ipi) % (m - ip*) Sp уц (m — ^2) X

Ж-xyv(m — ip[)- ■ri'M-PJ*Sp 7tt (m ~iA) 7v X

X (m — i/ф уц (m
— tp2) yv (/ra — i#)}.

где Yn
= Y4YnY4» и просуммировать написанное выражение по ц, v

от ft,
v = l до fi, v=.4. При этом можно, очевидно, заменить уц

ка 7nt так как Уц
= — Yji (и = 1. 2> 3) и Y<i = Y*- Далее для упроще-
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ния выражения для | М |а следует воспользоваться соотношениями

(1.2.18), после чего мы получим сумму членов, каждый из которых

содержит следы от произведении не более четырех матриц Vu-
Окончательное выражение для сечения имеет вид

а„ _
°2 An Г(PiPa)51+ (РгР'г)*+ 2m*Plpt- 2m*Plp'a ,

aa-2e*a0L (Pi-Pi)4
"*"

, (PiP2)2 + (PiPi)2+2mylP2 — 2m\Plp\ (PiPz)z+2m?p-j)2 1
"*"

(Pa-Pi)4
^

(tf-Pi)2 (p-Pl)2J•
или

,2-^-lY f^-lY

где у, е и "О — скорость, энергия и угол рассеяния электрона
в системе центра инерции, г0

—

а/т— классический радиус
электрона.

В нерелятивистском пределе o<Jl, e/m«asl и формула (4.6.4)
переходит в формулу Резерфорда с учетом обмена (в борновском
приближении)

d° -1& (-fi>+~Ь> - -,»1 ,»У°- (4-6-5)
\ sm4 -s- cos4 -я- sin2 — cos2— J

Выразив в (4.6.4) величины v и е через скорость 1>х и энергию вх
падающего электрона в той системе отсчета, в которой один из

электронов до столкновения покоился (у2 = 0), получим

, , eilm+l Г 4 3 (8l/m—1)2/ 4 \1 , ..
с

„.

dO==r0«l(ei/OT)4iiH^d~SH^+ 4(8l/m)* l1 + iiH^djJd0' <4-b-6>

где Ф —угол рассеяния, отнесенный по-прежнему к системе центра

инерции. Он связан с углом рассеяния 8 в лабораторной системе

соотношением

_
2-(81/m+3)dn»a

uu ^ "
2+ (8l/m — 1) sin2 б

*

В нерелятивистском пределе Ф = 26 и

da' 4 ЙГ (iiie + cie - cos» e sin» о) cos б d0- (4-6-7>

В ультрарелятивистском пределе сечение рассеяния электрона
электроном в с. ц. и. принимает вид

d0 = 4T4T^5i^) do° <4-6-8>

С углом рассеяния в с. ц. и. однозначно связана потеря энергии
электрона в результате столкновения с покоящимся электроном.
Обозначим через Д отношение энергии, переданной одним
электроном другому, первоначально покоящемуся, к кинетической энергии

Дбт Ci во /71 г.

_,.
-

4
.

=■

_

= -^—• Из законов сохранения
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энергии и импульса следует, что A = V2(1 — cos#). Подставляя
это выражение в (4.6.6), получим

*-«Pirw^43-(^)><i-A)+
+ (£^1)'д»(1-Д)«}, (4.6.9)

где х = Е1/т. Эта формула определяет распределение по энергиям
вторичных электронов, возникающих при прохождении быстрого
электрона через вещество.

При малых Л

*—*&Ч1В- («.ID)

4.6.2. Сечение рассеяния позитрона электроном. Рассмотрим
рассеяние позитрона электроном [32]. Произведя в (4.6.1) замену

где pin) и p'i(n) — начальный и конечный 4-импульсы позитрона и

о, = и(—pi"')» Ui' = u(—Pi(n)), получим матричный элемент

рассеяния позитрона электроном:

~

(Pi'-Pi)a

(^iYn"i) {й'хЧуРд

яX ypt

(4.6.11)

Диаграммы, описывающие -рЩ _„0г
рассеяние позитрона электро- aj 6\
ном, изображены на рис. 4.20.

Рис 4 20
Диаграмма рис. 4.20, бописывает

виртуальную аннигиляцию пары с импульсами рх и pf". Эта пара

превращается в виртуальный фотон с импульсом k — pi + p^,
который вновь образует пару с импульсами р[ и p'i(n>.

Вычисление | М ]а может быть проведено так же, как и в случае

рассеяния электрона электроном. Мы приведем здесь только результат:

+«(S-Oi(1+^)]+(?)4[8+4(S-0 +

+ (£,-l)*(l+cos»ft)] ^
^Х

*[з + 4g - l)(l+COS fl)+(^-l)\l+COsfl)4 do (4'6Л2>

(е и й —энергия и угол рассеяния в с. ц. и.).
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В нерелятивистском случае эта формула переходит в формулу
Резерфорда без обмена. Вклад обменной (т. е. аннигиляционной)
диаграммы (рис. 4.20, б) в нерелятивистском случае очень мал.

В ультрарелятивистском пределе сечение рассеяния электрона
позитроном в с. ц. и. имеет внд

da = T6i4T=^) d0-

Распределение по энергиям вторичных электронов определяется
формулой

£A~2nrl(x_xl)2^F(x,A), (4.6.13)

F(x> b)=^LfT){[l+2(x-l)(\-A) + (x-\)*(\-A + %)] +
+ (-^^[з+ 2(*-1) + (*-1)а(|-Л+ Д*)]-

-(i7^[3+ 4(*-l)(l-A) + (*-l)2(l-A)a]},
где х=г\пУт, А = (г\ — т)/(е<п> — т) (электрон до столкновения

покоился). При Л^1 мы получаем формулу (4.6.10).
4.6.3. Рассеяние поляризованных электронов. Перейдем к

рассмотрению рассеяния поляризованных частиц, отличие сечений

рассеяния которых от сечений рассеяния неполяризованных частиц
может быть использовано для измерения степени поляризации

частиц.

Мы видели (см. п. 1.7.4), что при рассеянии неполяризованных
электронов во внешнем поле в борновском приближении не

возникает эффекта поляризации. Аналогично и при рассеянии электрона
или позитрона на электроне поляризация неполяризованного

пучка возникает лишь в том случае, если мишень поляризована,
а отличие сечений рассеяния от сечений для неполяризованных
частиц будет иметь место только тогда, когда пучок и мишень

поляризованы.
Сечение рассеяния поляризованных частиц может быть

определено по общим формулам п. 3.4.4. Мы приведем здесь только

результат для случая рассеяния электрона на электроне, когда

электроны в начальном состоянии поляризованы, а рассеянные

электроны неполяризованы, причем векторы поляризаций

электронов Si и Si перпендикулярны к их 3-импульсам в с. ц. и.

В пределе больших энергий
, e__a2/3+ cos-4>\2[- sin* ft , ,, ,

Й(Г -

4i~41 -cosz ftj |_ + (3+coe* ft)« I Si 11 *2 IX

'■■"■"■' Xcos(q>oH-2cp)1do, (4.6.14)

где <p0
= SiSai <¥ = $1рг.
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Для рассеяния электрона позитроном в аналогичных условиях
имеем

da^e~ =

a2 /3+cos2fl\2rt sin*i» , ,, , , „ л
= 1бР[ 1-costtj L

~

(3+cos>d)» !*+'!*-I'C0S^» + 2tP)J rf0- (4-6-15)

4.6.4. Рассеяние мюона электроном. Превращение электронной
пары в мюонную пару. Рассмотрим рассеяние мюона электроном
[33]. Эта задача аналогична задаче о рассеянии электрона
электроном, но проще ее. Так как гамильтониан взаимодей- ,v

у
ствия частиц с электромагнитным полем содержит

fi< Л^ /р'
электронный и мюонный ток в виде отдельных

слагаемых, то на диаграммах Фейнмана нет вершин, в

которых происходило бы превращение мюона в

электрон или аннигиляция мюона с позитроном.
Каждая сплошная цепочка линий диаграммы (от входа

до выхода или вся замкнутая петля) может быть либо УPi Гг

электронной, либо мюонной. «Обменных» диаграмм рис 4.21.
нет. Поэтому рассеяние мюона электроном описывается

во втором приближении теории возмущений только первой из

двух диаграмм рис. 4.19 (она изображена на рис. 4.21), и

матричный элемент определяется первым из двух членов формулы
(4.6.1)

M = (afra"iHH;Ta".)t (4>6Л6)

где q — px
— Pi, Pi, p'\ — 4-импульсы, иг, и\ — биспинорные амплитуды

электрона в начальном и конечном состояниях и р2, Ра и «а> "4 —
аналогичные величины для мюона.

Дифференциальное сечение рассеяния мюона электроном
определяется формулой, аналогичной формуле (4.6.2):

где do и w = ех 4- е2 — элемент телесного угла и полная энергия
в системе центра инерции. В случае неполяризованных частиц

I M 12_^Т q* Sp Ya (m ~~ ^ ?P ("*— ^i) SP ?« fa - 1Рг) Ye fa — iPd

(m — масса электрона, (д.
— масса мюона) и сечение имеет вид

da = 2a^l[(p1p2)2+ (PxP^-^?^]. (4.6.17)

Выразив входящие сюда инварианты через энергии е1т г2,

угол рассеяния Фи импульс р = \р\ в с. ц. и., получим

do = ^^r[(e1e;! + PY + (e1e;! + P2cos^)2-2(m2 + ^)P2sin2J].
8ю*р* sin' -й-

(4.6.18)
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Легко видеть, что прие<^ц эта формула переходит в формулу
для сечения рассеяния электрона во внешнем поле.

Переходя в (4.6.17) к величинам в системе покоя электрона,
найдем распределение по энергиям электронов отдачи. Обозначая

переданную электрону энергию через Т = е[ —
— m и замечая, что

9» = 2тГ, p*w*=*m*pl ^2 =^?,■ч
-

^" да2 mpl
'

где ро = V&k ~~ f*2—импульс мюона в начальном

Р- ?3 состоянии, получим

Рис 4.22. da = 2nrl £, fr (l - vl^+1^, (4.6.19)

где Ро —скорость падающего мюона и Тгаах — максимальное

значение Т,
Tmax = 2mpl/ (м?+ ца+ 2/иг2)

(оно соответствует углу рассеяния Ф = я).
Приведем выражение для сечения рассеяния поляризованного

электрона на поляризованном мюоне [34]:

do = 2а* J^ {(plPt)*+ (PlP',Y - ^f^ q* -

-

m(x [<?а (sa) - (Sl<?) (sa?)]j, (4.6.20)

где Sj и Sa— 4-векторы поляризации электрона и мюона в

начальном состоянии.

Электрон и позитрон могут аннигилировать, превращаясь
6 пару мюонов. Диаграмма, описывающая этот процесс,
изображена на рис. 4.22. Сечение процесса определяется формулой

, . . . , а2 /82—ц*у/. Г 1
,
т2 + ц*da «*е--+ ^-) = 8Т2 (еХ^) [-j + -# -

^cos^l +^-^jdo, (4.6.21)

гДе е —энергия позитрона в с. ц. и., Ф — угол между
направлениями электрона и ц-мезона, do —элемент телесного угла jit*-
мезона.

Полное сечение равно

Максимального Значения Зто сечение достигает при e=M,3ji;
оно примерно в 20 раз меньше сечения двухфотонной
аннигиляции при этой же энергии.
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В случае поперечно поляризованных электрона и позитрона
в ультрарелятивистском пределе сечение имеет вид

rfa(e*e-->-|i+|i-) = ^(1 +cosa-»)[l -|s+||s_| j^^cos (ф„+ 2ф)],
(4.6.23)

где ф0
—

SS+, q> = S-q- (s+, *_ — векторы поляризаций электрона
и позитрона), <7± — импульсы мюонов.

4.6.5. Излучение фотона при рассеянии электрона электроном
и электрона позитроном и при превращении е*ег в уь+рг. В
предыдущем пункте этого параграфа мы рассмотрели чисто упругое
рассеяние электрона электроном и электрона позитроном, а также

превращение е+е~-пары в пару ц+ц-. В этом пункте мы приведем
выражения для сечений этих процессов, сопровождающихся
излучением жесткого фотона [35].

В системе с. ц. и. сечение процесса егег-*-ег~е~у в области
высоких энергий имеет вид

da (егег ->■ егегу) =

+ 5g-' [ssx (s* + si) + «j (<• + П) + uui («a + a!)] (XiJCXlX^iaai)-1.

где

tw' = s (fa + «i*0 + sx (t% -f «f0 + 2ssj (f + fi) + 1ttx (s 4- s^,
Xi.i —— *Pi.i» 3Ci,a = — *Pl.e« S=-(Pi + Pa)a % = - (pi + P0a,

< = —(px—pi)'. *i =—(Pt~P0*. "=—(Pi—PS)'. "i =—(P2—Pi)3

и ex, ea, oo — энергии рассеянных электронов и фотона.
Сечение рассеяния электрона позитроном с излучением фотона

в с. ц. и. определяется формулой

da (е+е~ ->■ е*егу) =

-^ [ssx (s« + sj) + «J <** +ф+шн (ua+ uf)] (TUX-lMjsSittJr1,
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где

w = и (st+SttJ + иг (sti + sj) + 2ssx (t + tj) + 2th (s + s^,
s=—(P++P-)*, s1=—(р;ч-р'_)а,
t=-(p.—p.y, ti=—(p+-p;>2.

M=-(p_ — p;)a, «!=:—(p+—pi)a, x±=—£p±. x±=—*p±.

Приведем, наконец, формулу для сечения образования мюон-

ной пары и фотона при столкновении электрона с позитроном
в области высоких энергий в системе с. ц. и.

da (e+e--*- ц+ц~7) =

- Я(?)' «<^">%£?6 °*+ ^- ** - »- »». (4-6.26)

г, /11+11_ч _
«Л» //*+ «« , q-j-иП М.2е2 /*1 + и«

,
P + ul\ ,

+ -£ (t* + И + "2 + "?) (X+OC-X+OC-SSx)-1,

где <7+, <7-— 4-импульсы мгоонов и величина w совпадает с

аналогичным выражением для процесса е+е--»-е+е-у. Инварианты,
входящие в определение сечения, получаются из соответствующих
инвариантов для процесса еье--^-е^е~у путем замены р',, pl-v<7+, q—

§ 4.7. Запаздывающее взаимодействие зарядов

4.7.1. Функция взаимодействия двух зарядов. В предыдущем
параграфе мы определили матричный элемент рассеяния электрона
электроном и вычислили сечение этого процесса. С другой стороны,
в § 1.7 мы определили матричный элемент рассеяния электрона
во внешнем поле, в частности в кулоновском поле • точечного

заряда, и с помощью этого матричного элемента нашли сечение

рассеяния: электрона. Но как видно из (1.7.50) и (4.6.4), сечения

в обоих случаях получаются различными. Это значит, что

рассеяние электрона электроном нельзя трактовать как рассеяние
одного электрона в кулоновском поле, создаваемом другим
электроном. Причина этого заключается в том, что взаимодействие

двух электронов является запаздывающим и не сводится к

мгновенному кулоновскому взаимодействию. Действительно, в

электродинамике не существует потенциальной энергии взаимодействия,
зависящей от координат взаимодействующих частиц, взятых в один

и тот же момент времени, так как электроны взаимодействуют
посредством электромагнитного поля.

Оператор энергии взаимодействия заменяет в первом

приближении играющая аналогичную роль матрица рассеяния S(a>:

S(»)= —i.Tt $M*)De(*-JOJn(jOd4xdV. (4-7"-l)

Она представляет собой первый член разложения матрицы,

рассеяния (3.2.26), описывающей процесс рассеяния без участия фотонов,
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Подынтегральное выражение в (4.7.1) содержит координаты
(включая однако и временную координату) только зарядов,
электромагнитное же поле в этой формуле исключено. Поэтому
функцию Dc (х — х') можно назвать функцией взаимодействия двух
зарядов. Как мы увидим далее, в нерелятивистском приближении
функция взаимодействия приводит к энергии взаимодействия двух
зарядов, т. е. к закону Кулона и к поправкам к нему.

Два оператора тока, входящие в (4.7.1), могут относиться
либо к различным полям (например, один к электронному, другой
к мюонному или адронному), либо к одинаковым (например, к

электронному). В первом случае токи, очевидно, коммутируют
между собой, и оператор Т^ может считаться равным единице.
Аналогичная ситуация имеет место и в случае одинаковых полей.

Действительно, оператор ]ц, (х) JM, (х') содержит произведения

четырех операторов испускания или поглощения электронов
(позитронов), но мы будем интересоваться теми матричными элементами

S12', которым соответствуют две частицы в начальном и две

частицы в конечном состояниях. В этом случае вклад в матричный
элемент будут вносить только те члены оператора ]^(х)\^(х'),
которые содержат два оператора испускания и два оператора
поглощения, причем все они будут относиться к различным
индивидуальным состояниям электронов. Поэтому все четыре
сомножителя антикоммутируют друг с другом, а их попарные
произведения коммутируют. Следовательно, символ Тц, может быть опущен

и в этом случае.
Интересуясь возможностью введения энергии взаимодействия

частиц, напишем выражение для матричного элемента оператора
S(2) в координатном представлении. Пусть сначала обе частицы
являются электронами. Если 1 и 2 обозначают совокупности
квантовых чисел начальных состояний, 1' и 2' — конечных

состояний электронов, то в операторе j^ (x) j^ (xr) отличные от нуля

значения дадут лишь следующие члены:

]*и (х) h(x') -»- afaia^aa/Vin (x) /a.S|i (x) +
+ a£aaafaj/Vjp, (*') /Van (x) + а^аа^а^ц (х) /VI|X (*') +

+ а^Эца^аг /Vip, (x) /i'9M, (x ),

где at и аг —операторы испускания и поглощения электрона в

состоянии 1, /i-iu, (л;) = Щу (х) Yu,4>i (х) — плотность тока перехода
электрона из состояния 1 в состояние 1', ty(x) —соответствующие
решения уравнения Дирака. Используя антикоммутативность а|
и ах, получим следующее выражение для матричного элемента:

</|s<2,|0 =
=— $ \h-m (*') °с (х'—х) /Г1ц (х) - /г-зц (х') Dc (x'—x) /ri|i (*)} X

KdH&Hr. (4.7.2)

Двум слагаемым здесь соответствуют две диаграммы на

рис. 4.23: они различаются местами индексов конечных состояний.
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Поэтому второй член в (4.7.2) и вторая диаграмма называются

обменными по отношению к первым. Знак минус у обменного

члена в (4.7.2) соответствует тому, что волновая функция двух
электронов в конфигурационном пространстве является

антисимметричной.
Эти же диаграммы описывают взаимодействие двух позитронов.

Если начальные состояния позитронов обозначить через i' и 2',
а конечные состояния позитронов через 1 и 2, то матричный
элемент </|S<a>|i> будет иметь вид

q|sw |0 = -\ [№„,(*') Dc(х' -х) j\%(х)
- /^(*') Dc (х' -х)х

X/^Wj^JtdV, (4.7.3)

где /<?> (х) =— 1Щп)(х)у11т\)\7)(х)
— гок перехода позитрона из

состояния Г в состояние 1, т|з£>,— волновые функции позитрона.

Наконец, матричный элемент взаимодействия электрона с

позитроном определяется формулой
<flSW|t> =
= \ {/I'm (х) Dc {x' -х) /V2H (*) ~ /Vin (*') De (x - х) /V2lx (x)\ d*x dV.

(4.7.4)

Первые члены в (4.7.4) и (4.7.2) различаются знаком, что

соответствует противоположным знакам зарядов электрона и позитрона.
Обменный член в (4.7.4) (вторая
диаграмма на рис. 4.23 с

начальным состоянием 1 2') теперь
соответствует виртуальному
поглощению и образованию вновь

электронно-позитронной пары.
рис 4 23 Как уже указывалось, (4.7.1)

можно применять для описания

взаимодействия электрона с другой частицей, например, мюоном.

В этом случае под ]ц(х) следует понимать электронный ток, а

под Jn(#')~мюонный. В матричных элементах будут теперь
отсутствовать обменные члены. Если. состояния 1 и Г относятся к

одной частице, а 2 и 2' — к другой, то матричный элемент </1 S(2> | i)
будет иметь вид

</1 S(a> | i> = — $ /Vm (x') Dc (x' -х) h-ч» (х) d*x d*x'. (4.7.5)

Этот матричный элемент можно представить в виде,

допускающем простое физическое истолкование, если ввести запаздывающие

потенциалы частиц. Будем рассматривать с этой целью

стационарные состояния т\>{ (x) = %(r)e-'V, t = l, Г, 2, 2'; тогда }1'щ{х) =
= /l'ln (Г) е""»1'1*, /2'2ц (X) = /2'2Ц (Г) eia>2'2*, ГДе ©п = 001' — ©1, С02'2 =

= <о2' — «г. Используя формулу
со

D (х\ = - — \ р— ia>t +• *v>\r\ wfrt ,U'W
8я2|г i J

e ' aco,,
— DO
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получим

tf|s<»'|«> =
1

С
■ el\ ^22' 11 «Ч

— r21
=

2 J jviuifi) —|fl_ri| /гчиС») <Ргг(Ргг6 (<В|м+<ва'2).

(4.7.6)

От матрицы рассеяния S(2) удобно перейти к матрице
эффективной энергии взаимодействия V, согласно формуле

</ | Sl»> | 0 = — 2lU (J | V | 0 б (<Щ + <В2 - <пи - <»2').
откуда

1 ~ ■!<»,., || г,-r2l

Эту формулу можно записать также в виде

</ I V■ | I) = - \ /V2u (Г,) Л.-Ы (Г2) £f»r„
где

Последняя величина представляет собой запаздывающий

потенциал, создаваемый током перехода /Viw. Действительно, Л|пи(г)
удовлетворяет уравнению классической электродинамики для

монохроматических полей

АЛпи (г) + «oh Л1М11 (г) = — /,.,в (г).

Если учесть зависимости Л^щ. от г и от £, то мы получим

Л.-цЛ^. 0= 4^ J /I'luC/*!- <) |/ч-г,| d8ri

или

Л,ми (г., О =^ J /1ми (Л, t-1 л - г21) |fi^fa| dV,. (4.7.8)

Таким образом, матрица V определяется взаимодействием тока

перехода одной частицы с потенциалом, порождаемым током

перехода другой частицы.

4.7.2. Энергия взаимодействия двух электронов с точностью

до v*/c2. В (4.7.7) токи переходов можно выразить через
волновые функции электронов

<ЛУ|0 =

(4.7.9)

где ах и а2
—

матрицы Дирака, действующие соответственно на

T|>i(A) и ^(Га). В подынтегральное выражение входит наряду с

301



оператором г-—*-А, зависящим от координат и спиновых перемен-
1*1—*» I

ных обеих частиц, также и фактор запаздывания exp (icon' \Г\ — г% |).
Наличие этого фактора, зависящего явно от начальной и

конечной энергий системы, не позволяет в общем случае ввести

гамильтониан взаимодействия двух электронов, т. е. оператор V, для

которого выполнялось бы соотношение

</|V|{> = i#(/-x)#(/*2)ViJ)l(/-l)1|ja(/-a)d3/-id3r2. (4.7Л0)

Однако при малых скоростях, v/c-^l, такой оператор можно

построить. С этой целью разложим матричный элемент (/1V | i)
по степеням v/c с точностью до v2/c2, введя предварительно явно

скорость света. Для фактора запаздывания такое разложение с

точностью до членов порядка 1/с2 имеет вид

|Г!-г,|
=

ii-x —г2|
+ 1

с 2?
•

(4.7.11)

Матричные элементы, содержащие а, по порядку величины равны

v/c. Поэтому в членах, содержащих о^сц, достаточно сохранить
лишь первый член в разложении (4.7.11). Второй член в (4.7.11)
после подстановки в интеграл (4.7.9) обратится в нуль в силу
ортогональности функций я|?г и -фд. Третий член можно

преобразовать к симметричному виду, воспользовавшись тем, что щ>
— ац =*

г=<02 — <В-2', И ПОЭТОМУ

— (й>1 — О)!')2 | Гг — Гг | = (СО! — О)!') (й>2 — 0)3') | ГХ — Г2 |.

Далее можно исключить из выражения для матричного
элемента частоты, используя уравнение Дирака Нхгр1 (r1) = o)i\J)i(/*1).
Имея в виду, что выражение (4.7.11) умножается справа на

Hl>i' (fi) ^ (Гг), а слева на typ (/*i) i|# (/*2) и интегрируется по гг и г2,
мы можем заменить в нем частоты coi и ю2 операторами Нг и Н2,
расположенными справа от \г1 — гг\, а частоты a>i< и

а>.а—операторами Hi и Н2, расположенными слева от \гх — /*21:

(<Bi — (йу) (со2 — av) | rx — r21 -> | rx — r21 H!H2 + HaH21 гг — r2 | -
- Hi | л - r21H2 - H21 rx - r21 Hx = [H1( [H„ I гг - r21]]

(квадратные скобки обозначают коммутаторы соответствующих

величин). Так как оператор Гамильтона электрона имеет вид
Н = сар-\-$тс2-]-еА(е), где А{е) — внешнее поле, то не

коммутирующим с \r1 — ri\ является только один член в Н, а именно

ар. Вычислив коммутаторе2 [«i/h, [0C2P2, \r1 — r2 |]], легко убедиться,
что после подстановки (4.7.11) в (4.7.9) можно произвести замену

О0!-03!')2 i , . , . «1«2-(«!") («2»)

где я —(г! —г,)/!/-! —г, |.
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Таким образом, величина (/|V|t) действительно может быть

представлена в виде (4.7.10), где оператор V определяется
формулой [36]

v-kx-ra|-ir in-r.1
• <4-7>u>

Первый член в этой формуле определяет кулоновское
взаимодействие зарядов, а второе слагаемое —поправки к кулоновскому
взаимодействию, обусловленные наличием спинов.

Так как выражение для V имеет смысл только с точностью

до членов порядка v2/c2, то волновые функции электронов
следует брать с той же точностью. Обозначим соответствующие
двухкомпонентные волновые функции, нормированные на

единицу, через Ф (г), $ I ф И I2d3r = l. Тогда

г,2

.-(--*■)* -(£)•
При этом матричный элемент (1'2'|V|12) приобретает вид

<1'2' | V 112) = $ ФИгО Фя*. (г,) V" Фх (гх) Ф2 (г,) dVjd^, (4.7.13)

где Vee — некоторый оператор, который может быть назван

оператором энергии взаимодействия двух электронов с точностью

до v^jc1. Выражение для него можно получить из (4.7.12):

+ 2 [rpi] a2-2 [rpdoj) - 2^2 (уPiPa + 75- </7»в) (/*А>) 4-

■
а / gig2 3 (агг) (<г3г) 8я - , , \

+ Т^-1-^ FI ---3-°ri°r»e(r)J. г-Гх-Г,.
_

(4.7.14)

Заметим, что наличие здесь 6-функций не означает сильного

взаимодействия. Те члены, в которые входят 6-функции,
содержат в коэффициентах 1/с* и поэтому должны по смыслу
проводившегося разложения рассматриваться как малые по сравнению
с первым членом, соответствующим кулоновскому взаимодействию.

Выражение для оператора энергии взаимодействия двух

электронов можно получить также иначе, если воспользоваться

выражением для матричного элемента энергии взаимодействия в

импульсном представлении. Запишем с этой целью (f | V | г) в виде

(f\v\i> = (2ny>6(p1+Pt-pi-pi) VJL--,4 у е182е1е;!

где М — амплитуда, соответствующая первой диаграмме на

рис. 4.23:

Л{ _ с2
» (РОТУ" (Pi) " (Рг) Ун" (Ра)

я2
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В нерелятивистском приближении биспинор и можно записать

в виде (включая члены порядка р^/т2)

\2т I

w*w = 1.

При этом матричный элемент </1V J i) будет иметь следующую
структуру:

(f\V\i) = (2n?&(p1+p2-p'1-pZ)wt-wZV"(q)wlw*, (4.7.15)

где V" (д) — импульсное представление энергии взаимодействия

двух электронов. Действительно, эта формула может быть
получена путем преобразования Фурье из формулы (4.7.13), если в

последней перейти к нормированным плоским волнам Ф (г) = welPr

(нормировочный объем принят равным единице) и учесть, что

энергия взаимодействия двух частиц является функцией разности
их координат. Замечая еще, что в нерелятивистском
приближении

1
=

1
■ 1 . (ЯРЛЯРг)

дз qz
т 4ffl2 т m2<<7s)2

'

легко убедиться, что

V« for) - в» \± - JLj- + ~w ([дрг] *i - [«р,К + 2 [gPl] а2 -

-2L4Pi]0i)+ ma(</a)S --^r+ 4mV 4^ф (4.7.16)

Эта величина, как и следовало ожидать, является

^-представлением энергии взаимодействия (4.7.14):

уее w=-&<г IёчгЛ/ее (д) d*g-

В задаче о взаимодействии двух электронов необходимо
естественно рассматривать кроме матричного элемента (4.7.13)
еще обменный матричный элемент

<2'1' | V | 12> - J ф* (Г1) ф* (г>) уееф1 (ri) ф2 (г>) dbfx dsr^

где Vй —тот же оператор (4.7.14). Вводя антисимметризованные
волновые функции двух электронов

Фп (гА; гА) = ~j гФх (гдх) ф2 {пх2) - ф2 (n^i) Фх (гА)]

А и Х2 —спиновые переменные частиц) и аналогичные функции
для других пар состояний, можно представить суммарный
матричный элемент в виде

</1 V | i) = I ФхЧ V«a>„d8/id»r,. (4.7.17)
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Если 1 и 2 — произвольные стационарные состояния электрона
во внешнем поле, то волновые функции Ф12 будут образовывать
полную систему антисимметризованных собственных функций
оператора Нг (гх) -+- Н2 (г2), где Н^ г

—

оператор Гамильтона

электрона во внешнем поле.
4.7.3. Взаимодействие электрона с позитроном и позитроний.

Перейдем к определению энергии взаимодействия электрона с

позитроном с точностью до членов v2/c*. Представим для этого

матричный элемент энергии взаимодействия в

виде суммы двух членов —«прямого» и

«обменного»:

</1 у— | о = </1V™-1 Оар+(f I v«*-1 iw
Ясно, что

<f I v»«-10nP - - Sф*- ft) ф?/я) <r')v" ф1 Ci) x

X Ф<"> (r2) dVx dsr2, (4.7.18)

где V" —оператор (4.7.14), Ф<"> (г) — волновая функция
позитрона (знак минус связан с различием знаков зарядов электрона
и позитрона).

Часть энергии взаимодействия, соответствующую обменному
матричному элементу, проще всего найти в импульсном
представлении. Этому матричному элементу отвечает диаграмма
рис. 4.24 и амплитуда

М =
-(рН-Р,,)8

" (Л') Уч° (Рп) V (ря) уйы (pi).

В нерелятивистском приближении

аРп[аРп ю
\

w*wn — \.

Поэтому, записав обменный матричный элемент в виде

(f | V«+- ! »>обм = (2я)3 б (рг +рп -р\ -р'п) w*nw*v Y:6w (q) w'nWl,

получим

откуда в координатном представлении [37]

Уов» (г) gp (3 + elffl) б (гг - г2).

Суммарный матричный элемент (f \ Ve+e~ | г) можно записать

в виде

</1 Уе+е~! О * У ФГ-* У*в-Ф„.<*% rf»r„ V"*" = —V+ V&i,
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где

Фн'Сь Я,; г2, Я9) = Ф1(г„ А^Ф^Уг, Хг),
(4719)

ФгаС-i. ^ Г2, Я2)=Фг(г1, Х1)Ф^)('-а, ^2)-
Оператор Ve+e~ представляет собой оператор энергии

взаимодействия электрона с позитроном. Функции Ф1Г (1 и 2'
—квантовые числа произвольных состояний электрона и позитрона в

заданном внешнем поле) образуют полную систему собственных

функций оператора Н(-> + Н<+>, где Н<-> — гамильтониан

электрона и Н(+> — гамильтониан позитрона (при наличии внешнего

поля они различаются знаком заряда).
Волновая функция Фл(/*1( /*2) стационарного состояния

системы электрон
—

позитрон удовлетворяет уравнению Шредингера
(Н<+> (г?) + Н<~> (Гг) + V<+H Ф„ = £„Ф„. (4.7.20)

причем она не ограничена никакими требованиями симметрии:
электрон и позитрон фигурируют в этом уравнении как

нетождественные частицы.

Это уравнение можно применить к задаче о позитронии, т. е.

о связанных состояниях системы электрон —позитрон. Оператор
Гамильтона этой системы состоит из различных по порядку
величины членов. Запишем его в виде

Н=Н<°> + Н(1\

где в Н(0) включены члены, не содержащие 1/с2:

H^^^+Pl)-^,,
а Н<х' пропорционален 1/с2.

Задача об энергетических уровнях позитрония может быть

решена методом теории возмущений, при этом оператор Н(0)

следует рассматривать как невозмущенный гамильтониан, а Н(1> —

как возмущение. Невозмущенная задача чрезвычайно проста;
она приводится к задаче об атоме водорода в нерелятивистской
квантовой механике. Действительно, воспользуемся системой

координат, в которой центр инерции позитрония покоится; тогда

Pi = -~Pz=p, где /? — оператор импульса, соответствующий
относительному радиусу-вектору r = /*i —/*2- Невозмущенное
уравнение Шредингера имеет вид

р2Ф = т(Е + ~)ф.
Оно совпадает с уравнением движения электрона в атоме

водорода, если заменить массу электрона на приведенную массу
двух электронов, равную т/2. Поэтому значения энергии
позитрония вдвое меньше по абсолютной величине

соответствующих значений энергии атома водорода, а радиусы орбит—

вдвое больше. Невозмущенные уровни, как хорошо известно,
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зависят только от главного квантового числа п и не зависят от

квантовых чисел / и /, определяющих полный и орбитальный
моменты.

Такая структура уровней позитрония, т. е. их смещение и

расщепление вызывается энергией возмущения Н(1) [38]:

Ha)==v1 + Va+V, +V4 + VB,

где Vx представляет собой поправку порядка l/cz к кинетической

энергии частиц Vj = — р*/(4т3с2), а остальные слагаемые

содержатся в гамильтониане взаимодействия Ve+e~.

Оператор V2 объединяет те члены гамильтониана

взаимодействия, которые не содержат спиновых операторов (орбитальное
взаимодействие):

V2 = -

т2с* .fa(r)-±p*--±(rp) + -±rL*), (4.7.21)

где L = [гр] — оператор орбитального момента. В операторе V3
собраны те члены, которые содержат как оператор импульса,
так и спиновые операторы (спин-орбитальное взаимодействие):

где S —оператор полного спина, S = 1/2(a1Jra2). Оператор V4
описывает взаимодействие спиновых магнитных моментов

электрона и позитрона:

V* = #^lH^-^S2] + ^^(2S2-3)6(r)- (4-7"23)

Наконец, через V5 обозначен оператор обменного взаимодействия

VB = Ve06M~ - я -^s- S28 (r). (4.7.24)

Весьма существенным является то обстоятельство, что

гамильтониан возмущения Н(1) содержит операторы, действующие
на спиновые переменные частиц только в виде суммы

операторов спинов частиц. Поэтому уровни позитрония могут быть

разделены на синглетные, или уровни парапозитрония (5 — 0),
и триплетные, или уровни ортопозитрония (S = l).

Вычислив матричные элементы оператора Н(х>, можно найти

тонкую структуру энергетических уровней позитрония. Мы не

будем приводить здесь вычислений, а отметим лишь, что

операторы Vi и V2 диагональны по отношению к орбитальному
квантовому числу / и не зависят от спиновых переменных. Поэтому
описываемое этими операторами взаимодействие снимает

вырождение по /. Для определения поправки к энергии уровня нужно
вычислить средние значения этих операторов Vi и V2 в

невозмущенных состояниях. При этом для вычисления' различных
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средних значений можно пользоваться известными формулами
для атома водорода (с учетом приведенной массы):

2a*n?(2l+\)' 4a*n?t (1+1)(21+1)'

где «о — боровский (водородный) радиус. Используя эти

формулы, получим

где е0 —удвоенная энергия ионизации атома водорода.
Аналогичным образом

Р2 = ей* [^ 6ГО -~ (аТТТ - !)]•
Оператор V3 также диагоналей относительно I н S. Его

собственные значения равны нулю в синглетных состояниях и зависят

от значения полного момента / в триплетных состояниях.

Воспользовавшись тем, что

2L5=/(/ + l)-/(/+l)-S(S+l),

можно сразу написать

{73 = i 16 °
n4(l + \)(2l+l)

' *5_1- /=^°>
3

I o, s = o, /=o.

В операторе V4 второе слагаемое диагонально относительно 5
и отлично от нуля только при /==0:

Первый член в V4 имеет матричные элементы, отличные от нуля
только при 1ф0, S — 1, причем как диагональные, так и

недиагональные относительно /. Из законов сохранения полного

момента, спинового момента и четности легко заключить, что

отличные от нуля недиагональные элементы V4 связывают состояния

с / = / ± 1 при S = l и данном /. Матричные элементы (/2 [ V41 к)
(при данном / и S = l) имеют вид

(II V41 /> — ы (/+ ()(2/+1)п?

1, / = /.
i

21+ 3'

1+1

21 — 1'

/=/-1,

'=/ + 1;

</+llV4|/-l)»a»e0^,(!+1)</4-l|r-'|y-l> (t&0, 5 = 1).2/+1
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Наконец, среднее значение V5 отлично от нуля лишь при
/ = 0, S = l:

| О, S = 0,

Таким образом, из всех членов, входящих в Н(1), только V4
содержит недиагональные элементы, относящиеся к случаю / =

= /4-1, /'=/—1, 5 = 1. Поэтому состояния, для которых l — j
(четность (—1)'), как синглетные, так и триплетные, можно

классифицировать по их орбитальному моменту.
Обозначим смещение уровня каждого такого состояния по

отношению к его невозмущенному значению через W (iSJrllj) (в
скобках указан спектроскопический символ терма). Тогда

Термы с четностью (—1У+1 являются суперпозицией
невозмущенных термов, для которых 1 — }±\. Для них

7_aK(»(/-l)y)-W(1(/-l)y-i) +

+ аЧ° [»? 6^ 0 +
4пз/(2/-1) (т ~ 2/+т)] •

V+ - V (3(/+ 1);) - W ('(/ + 1W) ~ 4га3 ц+^+З) (4 + 2/Tl)-
Полученные формулы позволяют определить разность энергий

основных состояний орто- и парапозитрония. Зависимость
энергии от S при / = 1 содержится лишь в формулах для К4 и V5.
Из этих формул следует, что основной уровень ортопозитрония
лежит выше основного уровня парапозитрония, причем разность
уровней равна

A = V4eoa2(*/3+l) = 8,2-10-* [эВ]. (4.7.25)

§ 4.8. Метод эквивалентных фотонов

4.8.1. Связь между сечениями процессов с участием
виртуальных и реальных фотонов. Как уже отмечалось, матричные
элементы тормозного излучения и комптоновского рассеяния имеют

сходную структуру- Эта аналогия не случайна, а является

проявлением глубокой связи между процессами с участием
виртуальных и реальных фотонов, обусловленной, в свою очередь, тем,
что электромагнитное поле быстрой равномерно движущейся
заряженной частицы близко по своим свойствам к полю световой волны.
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Рис. 4.25.
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Для выяснения этой связи рассмотрим процесс образования
совокупности частиц (струи) в результате обмена виртуальным
фотоном между двумя электронами или электроном и другой
заряженной частицей. Процессу соответствует диаграмма рис. 4.25, а,
на которой qx, q2, ..., qn обозначают 4-импульсы частиц струи

(с массами тх, т2, ..., тп), pi
—

импульс электрона или

другой заряженной частицы (частица 1), перешедшей в струю, р2 и

Ра — 4-импульсы второго элек-

Pi s-^^Z^-qa р, /""у^-^" ** трона до и после столкнове-
~~

'

ния, & — 4-импульсвиртуального
фотона.

Инвариантную амплитуду
процесса можно представить в

виде

M=&b(k)Jp(-k), (4.8.1)

где /ц (k) = ieu (р*) y^u (р2) — ток перехода электрона из состояния

с импульсом р2 в состояние с импульсом ра и J^i—k) —ток
перехода частицы 1 с импульсом рх в струю с суммарным импуль-

п

сом pi
= 2] 4i- Для J^i—k) мы не будем пользоваться здесь ка-

i

ким-либо конкретным выражением, аналогичным выражению для

электронного тока }^{к). Ясно, однако, что 4-вектор J^ должен

строиться с помощью 4-векторов рх и q\ и должен удовлетворять
условию поперечности #^./^ = 0. Считая в дальнейшем величину
s — — 2pip2 большой по сравнению с квадратами масс всех частиц,

включая виртуальный фотон, а также по сравнению с квадратом

инвариантной массы частиц струи, можно утверждать, что

скалярное произведение 4-векторов / и р2 будет пропорционально
большой величине s.

Дифференциальное сечение рассматриваемого процесса согласно

(3.4.16) имеет вид

do =

=

21 т 21м '2 б(4) {Pl + р* - р'1 - р'*)Ш*6 № +^е (8^ ^' <4-8-2>

где dV — элемент фазового объема частиц струи

dT=fld*qi8(q!+ m})6(qio),
i = i

2s — плотность потока начальных частиц и знак суммы означает

суммирование по спиновым состояниям всех частиц (для
определенности мы считаем, что частица 1 может находиться только

в двух различных поляризационных состояниях). Легко видеть,
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что

21 М |2 =-
~2SP (- *А+ т) /<« (- i# + m) /<"+ =

=» £ 2{8! ^yiX> |г -ш | JlX) i2^ <4-8-3>

где А, — совокупность спиновых индексов частицы 1 и всех частиц

струи. Так как предполагается, что s;>m2, ml, я2, то вторым
слагаемым в (4.8.3) можно пренебречь.

Нас будет интересовать сечение, проинтегрированное по

состояниям конечного электрона с импульсом р'г. Это интегрирование
можно заменить интегрированием по я. С этой целью удобно
ввести новые переменные — проекции я на векторы

т. е. представить я в виде [39]

* = Чр« + Ч9г + *±. (4-8.4)

где и и у — некоторые скалярные величины и 4-вектор я^
ортогонален ^ и р2, k±p1 = kj_p2 = 0. Легко определить и и v.

Подставляя для этого (4.8.4) в соотношение р'2° — (рг — я)2 = — /п2,
получим

— А:3. — т?и

*="rir=sr- (4-8-5)

Умножая далее я на рх и используя (4.8.5), найдем

u = s-i_ls, (4.8.6)

где Si = —2ярг. Эта величина связана с инвариантной массой
частиц струи соотношением

Si = -{Xqif+ Pi + k2- (4-8.7)

Поскольку s^>sb то величины и и v будут малы по сравнению
с единицей, причем suv<^\.

Выразим теперь величины р^{Х) и я2, входящие в

инвариантную амплитуду М, через и, v и я^. Используя условие
сохранения тока JM, имеем kJ^X) = up2Jix)-}-vp1J(X) + J{X)kj_ = 0, a так

как jB2</^>c\3s, piJcysm*2 (m* — характерная масса частиц струи),
то в последнем равенстве можно опустить слагаемое vpiJ^, и мы

получим с точностью до членов порядка m*2/s



Используя (4.8.4) и (4.8.5), имеем далее

ft» = k\ ~ suv =-Al + (^-)2 ma. (4.8.9)

Наконец, из (4.8.4) следует, что

d^k^^-dudvd^k^ (4.8.10)

Переходя к интегрированию (4.8.2) по k, заметим, что

интегрирование по v сводится к взятию вычета за счет б-функции,
соответствующей реальности конечного электрона. Поэтому
проинтегрированное по k дифференциальное сечение процесса
приобретает вид

где

day* (sb fej.) = { (si + 4m^l)-V> (2я)« 6^ -f-fe - ^?A X

Xy^l^^J-l2^- (4.8.11')

Величина day» представляет собой дифференциальное сечение

образования струи при взаимодействии заряженной частицы

с импульсом pi и виртуального фотона с массой — &2 = — k\ и

поляризацией «i = ^i/|^il- Обратим внимание на то, что при

k\ = 0 величина day* (sb fcjj переходит в сечение образования
струи при взаимодействии реального фотона с заряженной
частицей с импульсом рх (см. диаграмму рис. 4.25, б).

При s|!>Si основной вклад в сечение da, пропорциональный

In ~, вносят малые значения Aijl, лежащие в интервале (sjs)* m2 -^

<j£l<<Jm2. Поэтому в выражении для dcrv* можно положить

/fejL = 0, т. е. заменить сечение образования струи виртуальным
фотоном day* (su kj_) сечением образования струи реальным
фотоном day(sx). В результате мы получим следующее выражение для
сечения da:

da = \ ds-ji (st) day (Sj), (4.8.12)

n(=)do "M *1**.l/"

Выполнив интегрирование no &^ в выражении для п (si), получим

„(Si)dSl = ^lnf, (4.8.12')



и, следовательно, окончательно da запишется в виде

simax

d0=-£ J ln|"dov(Sl)^» Slmax = S, Slmin = (2]ffli)2+Pi.
simin

(4.8.13)

Эта формула связывает сечение образования струи при
столкновении двух заряженных частиц, обменивающихся виртуальным
фотоном, с сечением образования струи реальным фотоном
(см. диаграммы на рис. 4.25, а, б).

Если doyisi) при Si!>ffi*2 убывает с ростом sx степенным

образом, то в формуле (4.8.13) важен только нижний предел
интегрирования. Если же doy(S]) постоянно при больших Si илн

растет с S! логарифмически, то в (4.8.13) существен только
верхний предел интегрирования.

Формула (4.8.13) справедлива, если In (s/m**) |> 1. (Сечение da,
так же как и сечение dOyfa), зависит, вообще говоря, от Зп — 4

переменных, характеризующих струю; для простоты, однако, эти

переменные не выписаны.)
Мы видим, что действие ультрарелятивистского электрона

эквивалентно действию спектра реальных фотонов, число которых
в интервале dsi переменной Si равно п (st) dst. В системе отсчета,

где pi = 0, s1 = 2mci> и спектр эквивалентных фотонов приобретает
вид

... 2а dot , s .. . ...

n(s1)ds1 = --ln^5. (4.8.14)

Метод расчета сечения da с помощью формулы (4.8.13) носит

название метода эквивалентных фотонов или метода Вайцзеккера —
Вильямса [40].

Покажем, что формулу (4.8.14) можно получить из

классического рассмотрения электромагнитного поля быстро движущейся
частицы. Обратимся для этого к уравнениям

□ <4=— ev6{r — vt), QAo=—e6(r — vt) (4.8.1S)

для 4-потенциала поля, создаваемого равномерно движущейся
заряженной частицей (с —скорость частицы). Раскладывая 4-по-
тенциал в интеграл Фурье, легко найти электрическое и

магнитное поля, создаваемые частицей, движущейся вдоль оси х:

Ь1Г>*)- (2^3 R
е йк>

(4.8.15')
Н{г, 0 -[v, Е(r, t)], R = kl + Л» (1 -t>a).

(Учитывая, что s=s= — 2pip2 = 2ms, зг — — 2kpt — 2mkxy величину R
можно представить также в виде R = k\ + (sx/s)* /и2.) Из (4.8.15')
следует, что компонента поля Ej_, перпендикулярная скорости v,
в е2//п2= 1/(1 — у2)!!> 1 раз больше параллельной компоненты £ц.
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т. е. поле быстрой заряженной частицы является практически

поперечным, как поле световой волны.

Чтобы найти число эквивалентных фотонов, соответствующих
полю частицы, найдем полный поток электромагнитной энергии
вдоль направления V:

II = $ cPr± $ dt [E, H]x^\d%rxdtE2L. (4.8.16)

Подставляя сюда разложение Фурье для Е±, получим

е2 /• й2| d2k, «to

и=Щ* ) Pl+(V4^T' Sl = 2ma>' s==2mB

(верхний предел здесь порядка m). С другой стороны, эта

величина может быть выражена через спектр эквивалентных фотонов
п (со) da>:

П = $Йсо п (со) dco.

Сравнение этих формул приводит к выражению (4.8.12) для п (co)dco.
4.8.2. Тормозное излучение в процессах рассеяния электрона

ядром и электрона электроном. Покажем теперь, как
пользоваться методом эквивалентных фотонов. Найдем прежде всего

сечение тормозного излучения при столкновении быстрого
электрона с ядром. Этот процесс в системе К*, в которой до
столкновения электрон покоился, можно рассматривать как комптоновское

рассеяние эквивалентных фотонов поля ядра электроном.
Сечение рассеяния фотона электроном da* в системе К*

определяется формулой (4.2.17)

«•>M(S),(!+f-sin*<>.)d0.,
где со* и со* — частоты первичного и рассеянного фотонов в

системе К*, связанные между собой соотношением

* со?
Шг "~~

1 + (и*/т) (I —cos ■&*)

(Ф* —угол рассеяния). Сечение тормозного излучения tfa* в

системе К* связано с сечением рассеяния daj формулой (4.8.12),
в которой s1 = 2mcof:

а1 max

dof(cof) = $ л («of) Aof «fa* («of, col), (4.8.17)

где cofmjti и cofmax —минимальная и максимальная частоты

первичного фотона, соответствующие заданной частоте co.f рассеянного
фотона.

Так как сечение рассеяния представляет собой
релятивистский инвариант, то для определения dar в системе покоя ядра К
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нужно сечение, определяемое формулой (4.8.17), выразить через
частоту со2 в системе К, соответствующую частоте <в| в системе К*.
Связь между частотами дается формулой Доплера

«,, = «,* (1 _ v cos О*) Ч, (^)2 = (1 _ ^)-i.

Введем обозначения |х = ю*/т, |2 = (oa/6i- Тогда

cos <►•= [1 - g8 (1 - &')]/(»-&).

Учитывая далее, что

/ *\ j #
2Z2cc , 8i dh

n(a,f)da>? =—In^,
перепишем do, в виде

dor(u32) = 2r5Z2adi2ln| J |^x
x{l-gI + (l-b)-l + Si[Si(l-b)]-lBi(giO- ^))-x-2]}, (4.8.18)

где верхний и нижний пределы интегрирования по |t
соответствуют ф* = 0 и ■&* = л. Главный вклад в интеграл (4.8.18) вносит

область £i вблизи нижнего предела. Вычислив интеграл на

нижнем пределе, получим

dMco2) = 4r5Z*a5j(| + |-4)ln£, (4.8.19)

где sx и s2 —значения энергии электрона в начальном и

конечном состояниях.

Если быстрый электрон / сталкивается с покоящимся

электроном г, то для определения сечения происходящего при этом

тормозного излучения методом эквивалентных фотонов нужно, во-

первых, рассмотреть рассеяние эквивалентных фотонов поля

быстрого электрона / на покоящемся электроне г и, во-вторых,

перейдя в систему отсчета, связанную с электроном /,

рассмотреть рассеяние эквивалентных фотонов поля электрона г на

электроне /.
Эти процессы дают одинаковый вклад в сечение, который

получается из (4.8.18) при Z=l, так что

dor(^) = 8rla^ J(| + & _ 1) 1„£. (4.8.20)

4.8.3. Образование пар фотоном в поле ядра и при
столкновении двух быстрых заряженных частиц. Определим теперь
сечение образования пары фотоном в поле ядра. Перейдем в систему

центра инерции образованной пары. В этой системе действие
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поля ядра мы заменим действием реальных фотонов, спектр
которых согласно (4.8.12') определяется формулой

где (в0 = Vslfe— энергия фотонов в с. ц. и. е+е~-пары, со —энергия
начального фотона в лабораторной системе. Согласно методу
эквивалентных фотонов процесс образования пары фотоном в поле

ядра можно рассматривать как образование пары начальным

фотоном и фотонами этого спектра. Иными словами, сечение

образования пары фотоном в поле ядра равно

о = J п (©о) d(u0Oyy (ш0), (4.8.21)

где ОуУ (<в0) — сечение образования пары двумя фотонами,
определяемое формулой (4.5.20). В качестве нижнего предела

интегрирования в (4.8.21) нужно взять т, а верхний предел можно

считать равным со. Вводя вместо а>0 переменную jc = (1 — /n2/a><j)'/4
перепишем (4.8.21) в виде

а = 2r%aZ* In £ J dx x [(3 - **) In i±|+ 2x (x* - 2)1,
о

откуда

a = faZV,ln£. (4.8.22)

Рассмотрим, наконец, образование пары при столкновении

двух быстрых заряженных частиц [41]. Относительную скорость
частиц v будем считать достаточно большой, так что | —
= 1/]/ 1 — и2;> 1. В системе отсчета Къ в которой одна из

частиц (Ai) покоится, распределение фотонов, представляющих поле

второй частицы (Л2), определяется формулой

п2 (со) da» = - aZi In ^- —,

где Z2e — заряд частицы Л2- Процесс рождения пары при
столкновении частиц Ах и Л2 можно рассматривать как образование
пары при взаимодействии фотонов этого спектра с покоящейся
частицей А^. Сечение рождения пары при столкновении фотонг
с частицей А%_ равно согласно (4.8.22)

. , 28 » „,, со

M^^-g-^aZiln —,

где со —энергия фотона и Z^e — заряд частицы Ах. Поэтому
интересующее нас сечение рождения пары при столкновении частиц
Ах и Л2 можно представить в виде

о = \пъ (ш) aY (<в) dto.
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Поскольку aY(a>) в этой формуле растет логарифмически при
увеличении со, то существенным является только верхний предел
интегрирования. Максимальная частота -фотонов поля частицы

равна по порядку величины %т, поэтому

a=J _aZ5ln|-—^rsaZiln-^^aVoZiZiln'S. (4.8.23)

4.8.4. Сечение двуструйного процесса. В п. 4.8.1 мы

вычислили сечение образования струи при столкновении двух быстрых
электронов, обменивающихся виртуальным фотоном. Основываясь

теперь на этом же механизме, мы вычислим сечение образования
двух струй при взаимодействии двух частиц (для определенности
будем говорить об электронах, хотя все выводы справедливы и

для взаимодействия фотона с электроном и фотона с фотоном).

ДЧЬ^ ^— M£X*£l*
aj 6) Ф

■

Рис. 4.26.

Соответствующая диаграмма изображена на рис. 4.26, а, где pi и

р2 _ 4-импульсы начальных электронов, р[ и р£— суммарные 4-им-

пульсы струй и k — 4-импульс виртуального фотона. Так же как

и в (4.8.1), будем считать, что s =—2piP2> — pi3, — p'*.
Инвариантная амплитуда процесса может быть записана в виде,

аналогичном (4.8.1):

М =
р Jц, (k) 72v (— k) fi^v,

где Jт. и Уау —токи перехода электронов с импульсами рх и р2

в струи с импульсами р[ и р£. Замечая, что 6^== — у (PipPav +

+Рмр2ц) + б^» и учитывая, что У2р! и Ухр2 пропорциональны
большой величине s, перепишем /И в виде

м =-4^[^(*)Рг][Л(-^Р1]+о(^).
Используя далее (4.8.8), получим

2 i *4 I2 = F * if 21 ^'^ Г | 21 ^"1 Г» (4,8-24)

где sx=—2kplt s2 = 2kp2. Обозначая через dai{st, kx) сечение

образования i-й струи виртуальным фотоном с 4-импульсом k,
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усредненное по всем азимутальным углам частиц в струе (ср.
(4.8.11')), можно представить усредненное по азимутальным углам

дифференциальное сечение процесса образования двух струй в виде

г-,
■ «л f» i V Si +«i m

х do2 (s2, kL)
y a x

ds2, (4.8.25)

где интегрирование совершается по Sa и s2 (при заданных

значениях k\ и других величин, от которых могут зависеть &аг и

da2). Так как &2 я« k\ + s^/s ?%* А:\, то

dA2, с l/s.2 + 4/n2M с l/s»-f4/n*fe!'.
da = "4^" J dori(si> *J.)~ if dsi J da*(s2, A±) ц ds2.

(4.8.26)
Сравним эту формулу с дифференциальным сечением одно-

струйного процесса в области k\ ~ т2. Последнее определяется

формулой (4.8.11), в которой надо опустить член (s^s)2 т2 в

знаменателе подынтегрального выражения:

da'1» a I С 1Л2+ 4/л2И

^ =

TWr j ^ <*, *х)
К '

si

^
dSl. (4.8.27)

Из (4.8.27) и (4.8.26) следует, что дифференциальное сечение

двуструиного процесса можно выразить через дифференциальные
сечения соответствующих одноструйных процессов (см. диаграммы
на рис. 4.26, б, в) [42]:

da A4, doa> dali>.1
(4.8.28)

dk\ 4it;a2 dk\ dk\

Рассмотрим в качестве примера двуструйный процесс,
соответствующий диаграмме на рис. 4.27, а, т. е. процесс двойного

т»о— ^к>-^
I

Аф—*- Sl.

i i i

-»•*-

с) 5) в)
Рис. 4.27.

тормозного излучения при столкновении двух электронов.

Дифференциальное сечение соответствующего однострунного процесса
(диаграмма рис. 4.27, б) определяется формулой [43]
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где

Х =
й .. 1 ,„z+] , , 1—г2., лГл .

4т2

(?! и со —энергии начального электрона с импульсом pi и

тормозного фотона). Используя эту формулу, получим согласно

(4.8.28)

+ (^-2+1)(^-2+1)^^)+[(1-^)(^-2-^т) +
+ (l -£)(*i-2+ |-)]2iMA\)iMAl)}. (4.8.29)

где Xi~(uil& (е —энергия электрона в с. ц. и-).

1 !

Рис. 4.28.

Рассмотрим еще процесс образования двух е+£--пар при
взаимодействии двух жестких фотонов (диаграмма рис. 4.28, а). В этом

случае сечение одноструйного процесса (диаграмма рис. 4.28, 6)
равно [43]

где у = г+/(я. Поэтому в соответствии с формулой (4.8.28)

+ [1-2^(1 -yi)][l-2y2 (\-y2№l(kl) +
+lyi(l-yi)(l-2y2a-y.i))+y,.(l-yi)(\-2y1(l-y1))]x

X2^(k\)^2(k\)}, (4.8.30)

где yi = s/+/(o0 (<в0 — энергия фотона в с. ц. и.). Интегрируя это

выражение по уъ у2 и k\, получим интегральное сечение

образования двух пар двумя жесткими фотонами [44]
4aV| Г 175 f. /Q4 191

(^(г) —дзета-функция Римана).



ГЛАВА 5

КВАНТОВОЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКИЕ ЭФФЕКТЫ
В ВЫСШИХ ПРИБЛИЖЕНИЯХ ТЕОРИИ ВОЗМУЩЕНИЙ

§ 5.1. Радиационные поправки к электродинамическим
функциям Грина

5.1.1. Массовый оператор второго порядка. Изучив квантово-

электродинамические процессы в первом неисчезающем

приближении теории возмущений, мы перейдем к определению поправок
к элементам матрицы рассеяния, которые вносят высшие

приближения теории возмущений. Эти поправки называются
радиационными поправками.

Начнем с вычисления массового оператора второго порядка
[1]. Эта величина, которой соответствует диаграмма рис. 3.11,

определяется, согласно правилам Фейнмана, формулой

21%)(Р) = -щг[уЛ(Р + Ь)ъРЛЬ)#Ь- (5.1.1)

При регуляризации массового оператора возникает, как мы

увидим, расходимость в области малых й2. Эта так называемая

инфракрасная расходимость уже обсуждалась в § 4.4; мы

вернемся к ней еще в п. 5.4.4. Для ее устранения можно формально
ввести в Dc (k) отличную от нуля «массу фотона» Я, считая, что

Dc [k) определяется формулой

°Л*) = рЕрЗ. *"><>• (5-1.2)

Подставляя в (5.1.1) это выражение для Dc(k) и выражение
(2.5.32) для Sc(p), получим

V(3)/„4__£i_ Cv HP+b—m d*k
;_

а Г i(fi+b + 2m d*k
W>~ (2я)« J 7tl(p+А)2+/па y»k*+ k* 2я8 } (p+ k)2 + m2 /P+W

Используя далее формулу (А. 1.3), представим Е(2> (р) в виде

2(*> (а) - _ А. { d v С d*k HP +b+ 2m
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Воспользовавшись, наконец, формулой (А.1.16), получим
i

^4p)~£yx{№-x)-2im]lnptx(l_x)+Zx+k4l_x)
+

+ (|-x-l)p4-2tm}. (5.1.3)

Это выражение должно быть теперь регуляризовано. Для этого

нужно, согласно (3.7.7), отнять от 2(2) (р) два первых члена

разложения 2(2)(р) в ряд Тейлора по степеням (/5 —im^):

V#(p) = 2W(p)-2W(imR)-Cp-imR)(pZM)^^ . (5.1.4)

Величина (—зз-^L = 2Г связана, согласно (3.6.18), с кон-

стантой Zx (во втором приближении теории возмущений) соотно

шением

Si"-Zrl-1. (5.1.5)
Итак,

Щ'(Р)^^^(Р)-^Г-(Р-1ШЦ)2Г, Sj," = S<») (ре). (5.1.6)

Напомним, что, согласно (3.6.5), величина 2J,2' о точностью

до множителя — i совпадает с электромагнитной массой электрона
бт(2) (во втором приближении теории возмущений): 2{,s,=—t'6m(2).
Из (5.1.3) следует

6т<а> = *2?' =

-<£j^hto«<1+*)toii^»+So-*)+to^(T*+1)3- (51J)

Выполняя интегрирование и пренебрегая величиной Я по

сравнению с mR, получим следующее выражение для электромагнитной
массы электрона во втором приближении теории возмущений:

6m^ = gmR(ln^ + |)- (5Л.8)

Эта величина, как мы видим, логарифмически зависит от

предельного импульса L.

Дифференцируя (5.1.3), получим

Наконец, подставляя полученные выражения для 2о" и 2i2' и

формулы (5.1.3) и (5.1.5), получим следующее выражение для
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регуляризованНого массового оператора во втором приближений
теории возмущений:

2»' (Р) = £ j dx{[p (1 -х) -2imR] Inp4(Zt+^+V(X-x) +

Это выражение имеет нуль второго порядка при p — imR.
Обратим внимание на то обстоятельство, что в выражение для

регуляризованного массового оператора 2д' (р) входит «масса

фотона» к, в то время как в исходное выражение для 2<2) (р)
величина X не входила. Таким образом, зависимость от К возникает
в результате регуляризации. Величина К входит также в Zlt но

не входит в бт(2).
Общее выражение (5.1.10) для 2,'r (р) сильно упрощается в

области больших импульсов:

2#(/>) —£Яп£. р*>т%. (5.1.11)

Можно показать, что если р2 + т% >> А,2, то

(5.1.12)

где р = (р2 + т/?)/т^. Используя это выражение, можно согласно

(3.5.7) найти электронную функцию Грина во втором
приближении.

5.1.2. Поляризационный оператор второго порядка. Перейдем
к вычислению поляризационного оператора 2-го порядка 11$, №)•

П'2' (ft — -fl-So i v
ip~m

v 1М—Ь—т&п"»v (*/ - (2JI)4 ^Р ^ У|»р. + Я1. Yv
(/?_^)2 + m2

a Л

Вычислив след произведения матриц, получим

Нас будет интересовать только поперечная часть этого

тензора (пропорциональная b^y — k^kv/k2), так как только она имеет

физический смысл. Поэтому мы запишем П$(А) в виде

П& (й) = (б^ - *Р) Ш2> (А2) +^ Hi4 (/г2), (5.1.14)
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где

П«" (*2) = т &*v ~р~ П#(А), П'/'(А*) = ^П^(й)
Чтобы найти П(а) (&2), достаточно выделить в П^ (k) часть,

пропорциональную б^. Кроме первого слагаемого в числителе

подынтегрального выражения в (5.1.13), вклад в интересующую
нас часть П$ (k) дает также второе слагаемое, так как

где tx — k2x-\- tri2, kx=kx (третье слагаемое вклада,

пропорционального 6UV, не дает).
Используя полученные выражения и формулы

(р2 + т2)[(р-кУ + т*]

d*p
(p-k)*+m*

in2iL2 — m2In A!
яг2 2 )'

Л (P2
d*p

2 + m2) [(p_fe)2 + OT:5Г=Ш» Jd*{ln^--ln[l +^(l-*)]-l},
получим следующее выражение для П(2) (А:2):

n(,,^=w{
L*— гФ . k* /5 , L2 ,

,

+ ^ёх[~&-т2-~к2х(1-х)]ы[\ + ^х(1-х)^. (5.1.15)

Это выражение мы должны теперь регуляризовать. Для этого

нужно, в соответствии с правилами п. 3.7.1, вычесть из П(2' (k2)
два первых члена в разложении этих выражений по степеням k2:

гг# (k2) = ш2) (k2) - п<2> (0) - k2 (ш22т

+ \ dx

)
■ft2

<?ft2

— £2* (1-х) — m% in[1 + ^xil-*)}-

%k* J (l-rf)ln 1
*2

4m| (1-r,2) di\, (5.1.16)

где tj = 2a; — 1.
Выполнив интегрирование, получим

nn*2) = 5[i41+^ctg29)(1~0ctg9)]^'
где sin28 = — k2l4mh

11*

(5.1.17)
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Для пространственноподобного вектора (канал рассеяния),
&в>0, нужно положить

k2 = 4т% sh2 ф,

что эквивалентно замене в (6.1.17) 8->ир. При этом Щ' (к2)
приобретает вид

Щ'(*2) = ^*2[4-(1~уС^ф)(1-Фс1ЬФ)], (6.1.18)

где ф = -2-1п^у, с1пф = а, а = У 1 + 4т*ц1к*.

Для случая —k2>4m% (канал аннигиляции) в выражении
(Б. 1.17) следует написать

п i . 1-е
е = у-^1п^, ctge = —te, a-yi+^fe/fe1.

При этом мы получим

»-ТО* (5Л19)

В пределе, когда | к2 ] <J mfc,

а в случае 1 k2 | ]> т%
"«'^-'таг^-

ta

пи1 (*') = £*•Jl

ia ,

пй'(*■)--*■
п

Зная 11$ (А3), можно, согласно (3.6.20), определить
перенормированную фотонную функцию Грина во втором приближении
теории возмущений:

Gf (k) -= [D? (k) -Щ (*»)]-*.

Используя (5.1.16) и (5.1.17), получим

В п. 3.5.2 мы определили величину

Ai (?) = <> (<?) + A*v (Я) К{№ (д) А$ (д),
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которая должна сопоставляться внешней фотонной линии. Эта

величина представляет собой сумму заданного внешнего

электромагнитного поля Лц* (д) и добавки к нему

бA(t (q) = D^ (q) K&« (<?) A$> (q),

которую можно интерпретировать как электромагнитное поле,
обусловленное поляризацией вакуума электронно-позитронного
поля при включении поля Aie)(q).

Во втором приближении теории возмущений мы должны

вместо K'£v' (й) подставить 11$(q) и регуляризовать последнее
выражение. В результате мы получим следующее выражение для
добавки к потенциалу внешнего электромагнитного поля,
обусловленной поляризацией вакуума электронно-позитронного поля:

6А? (q) = (б^ -^) -"- [~ - (l + ±ctg? б) (1 - 9 ctg 8)] Лi*> (q),

5[пЧ =
~щ- <51-21>

При q2=0 мы имеем, очевидно, поле фотона. В этом случае

добавки к полю не должно возникать, и, действительно, 6Лц'(<7)
при q* = 0 обращается в нуль.

Потенциал внешнего поля Лц}(х) связан стоком Уц(х),
создающим это поле, соотношением

Q А™ (х) = — /£> (х), (5.1.22)

или в компонентах Фурье /{f> (q) = q2AiJ) (q). При этом, так как

djf (x)/dX]i = 0, то q^ (q) = 0.
Изменение поля будет приводить к изменению тока. Используя

соотношения (5.1.21) и (5.1.22), легко убедиться, что добавка
к току, обусловленная поляризацией вакуума
электронно-позитронного поля, определяется формулой

SVjf (?) = £[-§- ~ (l + jctg*9)(l -ectge)]/£> (q). (5.1.23)

Разлагая величину, стоящую в квадратных скобках, в ряд
по степеням q2 и ограничиваясь членами 1-го порядка, получим

Переходя от компонент Фурье к функциям координат и

времен, найдем [2]
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5.1.3. Вершинная функция третьего порядка. Рассмотрим,
теперь вершинную функцию 3-го порядка Лц" (Pi, р2):

Ajf' (pi, л) = -щг § YvSc (р2 - ft) YllSe (Pl - ft) yvDc (ft) d«ft. (5.1.24);

После регуляризации величина Лц' (рх, р2), так же как и 2$' (р)„
будет содержать инфракрасную расходимость (если рг и р2

—

импульсы свободного электрона, то ЛЦ:' (рг, ра) содержит
инфракрасную расходимость и до регуляризации). Поэтому при вычислении;

Лц' (pi, р2) мы будем пользоваться выражением (5.1.2) для

функции Dc(k).
Подставляя это выражение для Dc(k) и выражение (2.5.32) для:

Sc(p) в (5.1.24), получим

Лц" (pi, р2) =-щг {Yv («А - я») Vii («A - m) YvA —

- *[Yv(*A—m)YhYtYv + YvYctYh (Vi~m)Yv] -Лт - YvYtYhYxYv^} . (5.1.25)
где

J(l; a: (TT)
=

J (A»_2p1*+ p? + m»)(*»_2p,*+ P! + m»)<A»+a.*) (O-1-<«>J

(в скобке (1; ka; kakx) нужно сохранить 1 в случае интеграла Ju
ftCT —в случае интеграла Ja и kakx — в случае интеграла У,^).

Из всех интегралов при больших Jft2{ расходится, и притом
логарифмически, только третий интеграл. В области малых ft

(при Я, = 0) может расходиться первый интеграл (если pt и р2
представляют собой импульсы свободного электрона). По этой
причине при вычислении интегралов Ja и J^ можно положить

Л. = 0.

Рассмотрим прежде всего тот случай, когда рг и р.г
представляют собой импульсы свободного электрона, р\ = — т%, pl = —т%.
Используя формулы

(#= - 2Plk) (А» - 2p2k) J (*« - 2р^)2
'5

dy

2л: it

2)_ J(#-(*» - 2р/)« (*• + Я4-) J (А* - 2PjcA + У3'
о

где ру = wpi + (1 — у) р2, Р* = *pv, /Л = (1 — х) Я3, представим
Л. J<s, Jax В ВИДе

1 1

о и ы

J(e.,m)=\dy\2xdx\ ffi.**g, d»ft.

во u
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Входящие сюда интегралы по k определяются формулами
приложения (А.1.16).

Выполнив интегрирование по х, получим

тг С Ф,1„-|/-—— i~ ^ , _ ,-_2 С dypy°
Jx= —ms

Jax
4

l

о
*

о

Для вычисления этих интегралов заметим, что

= m2[l-4y(l-z/)sin28], (5.1.27)
где q = P2

—

Pi и 8 связано с <7 соотношением

— ?2 = 4masin28. (5.1.28)

Введем далее вместо у новую переменную |: 2у— 1 = tgi/tg 8.

Тогда

— р» = т,5й51"' Д*вП^(Л»—ЛЛ +у^Лв+Л^ (5.1.29)

и интеграл /i приобретает вид

1 m2sm26 J cos 6 s
J m *|

jgtgidg + einM. (5.1.
о I--sreSSJJEtggdE+ ein^. (5.1.30)

Интегралы ./„ и Уат после подстановки в них (5.1.28) и

(5.1.29) вычисляются немедленно:

. ш2 е / I \

1 _ '"Чл /in A ' \ i 9(Рю+ Р2(т)(Р1т + Ргт) ,

■'«- 2 L ffT\ m~ J"1 2m* sin 26 +

+ (6«+ =^)<l-9ctg8)]. (5.1.31)

Вернемся теперь к формуле (5.1.25), определяющей Л^3' (рг, рг),
и упростим коэффициенты, стоящие перед интегралами Jlt Ja, Jxa.
Рассмотрим прежде всего выражение, стоящее перед J±;

Ъ (г>2
— т) 7ц {ipx - т) yv =

= 2AYixА - 2im (YixA +Мц) — 2*m (YuA +/>iYh) — 2/^.
Так как при вычислениях матричных элементов величина А'£'(ри Pi)
всегда умножается слева на йа, а справа —на иъ где и2 и % —
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биспинорные амплитуды электрона с Импульсами р2 и р1г то

в последнем выражении матрицу ipu стоящую справа, и матрицу
ipz, стоящую слева, можно заменить па — т (если слева стоит

матрица ipu а не матрица ip2, или справа матрица ip2, а не ipu
то прежде чем выполнить эту замену, следует сделать

подстановку Рх=Рг
—

Я, Ра=А+ ^)- После таких преобразований
множитель перед /х приобретает вид

Yv (iPt — tn) Yn (ipi — m) yv = 4m2Yn — 2£у^.

Последнее слагаемое в правой части этого соотношения может

быть заменено на 2q*yll. Действительно, замечая, что у^ = — ЯУ» +
+ 2*7^, и умножая это равенство слева на q, получим qy^q =
= — <72Уц + 2<7ц7- Последнее слагаемое не дает вклада при
вычислении матричных элементов, так как U2qu, = "а(Рг — Pi)"i = 0.
В результате коэффициент, стоящий в Л{{" (ръ р2) перед Л может

быть представлен в виде

Yv (i-Pi — т) Yn (*Pi — m)yv = 4тауу, + 2<72yu-
Аналогичным образом могут быть преобразованы множители,

стоящие перед интегралами Ja и Jax:

Yv (fA — т) YmYoYv + YvYaYn (ipi ~ m) Yv =
— 4/^6^+ 2t ($YuYa — YaYtW).

YvYaYuYtYv = — 2YtYuY<r-

Подставляя эти выражения и значения интегралов (5.1.30),
(5.1.31) в (5.1.25), получим следующее выражение для Л£'(pupi):

Л£' (рх, р2) - щг {(4m»+ 2<72) Vi + [4im (pt +р^ -

— 2(Р1 + Л)Уц? +2^Уц(А+Л) + -2 (Pi + P2)y»{Pi + P*)]Ki +

+ 29Yu9/Ca — 47ц/Ся},
где

*,-<*?(!-в dge+Inii-l).
В этом выражении можно заменить матрицу tp\, стоящую

справа, и матрицу ipit стоящую слева, иа —т. В результате
мы получим

Ац' (Pi, pa) =

(2л)2 tg:

-ytge- g
- т^+ залй^М-^Жм- (5.1.32)

Ням остается регуляризовать AJJ' (рь ра). Для этого нужно

вычесть из Лц" (рх, р2) величину Л{?' (рв, р0), где р0 — импульо
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свободного электрона, p% = — т%. Так как в рассматриваемом
случае pi и ра представляют собой импульсы свободного электрона,
то, очевидно,

К'фо, ро)**Л£' (рь Ръ)д-о=*
—t^(-T,nS—g-+ lnx)-V.<«>. (5-1.33)

где величина L(3) связана, согласно (3.6.15), с Z% соотношением

Zrl = l + H3> (6.1.34)

и Zrl в рассматриваемом приближении определяется формулой
(6.1.9). Заметим, что имеет место равенство

2;а,=/.<8>. (5.1.35)

Регуляризованное значение Л™ (ръ р2) определяется формулой

A^(pi, р2) = Л^'(Рь Р2)-Л£'(Ро, р0) =

—
а

it tg26 >)fln?-i)-iiiSctgc«-|tge
о

2B

+

+ 8^^-9T1x)iSTe-(5-1.36)
Для пространственноподобных q (канал рассеяния)

а Г/ тр \/1+а2 \ 1
A^(Pi. P2)=n^{(ln-r-l/(-25-lnb + l) + 45Infr-

- J + llnab-2Inbln(l+b) + 2 J£ ln(l+*)
l+aa
4а

а»— 1
-ШГ(У»Ч-ЧУ»)-ЪГ[ПЬ' (5-1-37)

где а = К1+4т8л/^ & = (а-1)/(а+1), <72>0.
В случае времениподобного <7» —q2>4irik (канал аннигиляции)

a f/ т„ \/1+а2, , \
Л'&<Л. p2) = -7ll{(ln^-1)(^-Infr+1) +

-■ 1+аг[-^1п(1-^) + 5?-|1п^ + 1пЫп(1-&) + ^] +2а

4- ш ^ + 4а
(1-*)а\\

- 8^ <** -Ш [тг In 6 + £ (1 - «2)]. (5.1.38)

где а = l/T+4mW<?2, 6 = (1 - а)/(1 + а)„
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В пределе \ q2 | ^> пг% имеем

а I / m„ \ 1 пП

A'&-ir^[(l-p)(ln15-l)-Tp(l+p)+I5J,
p=in4' q2>m«'

а ( I т0 \ я2 1

Л81х = -т,1{(1-р)(1п-^-1у + -з -ТР(1+Р) +

+ in + |p + ln^_1|i
,п-^г-' — 42>tnh-

Аналогичным образом может быть найдена вершинная
функция 3-го порядка в том случае, когда только одна электронная
линия соответствует свободному электрону, фотонная же линия

соответствует реальному фотону. Мы не будем приводить здесь

подробных вычислений, а приведем только окончательный
результат для регуляризованной функции ЛЦ'(р, p + q) при рг — — т% и

<72 = 0:

А%(Р:Р+Л-=к(^+'Я^+ й;^ + 0§). (5-1.39)

где

""-,n4~2+^^i)lni,<i+^[;r<,'-1>-F<-1>].

°—s^+!-,sii£5J''"i«i-Si''<-4-''<-'ftX (X— I)2

2^

0

Мы получили формулы для вершинной функции в 3-м порядке
теории возмущений. Ясно, что с учетом высших приближений
функция Лц должна иметь следующий вид:

\ = Fi (Я2) "fv-Jr M~ ШF*(?">•

где Ft, FB —некоторые функции инварианта q*. Их можно

представить в виде разложения по степеням а:

^-2№-V).
п= 0

Величины F]2 называются электронными форм-факторами.
Зависимость форм-факторов от q2 определена алалитически с точностью
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до членов, -пропорциональных а3 [3]. Для малых q* форм-фактор
F'i4' (Q~) определяется формулой

Fr(<?2)~W(0) + O(<7'),

m2«Fr(0) = (^-)a[-^-g?(2) + 3C(2)ln2-4^(3)].
Для случая больших времениподобных q2, —q2*^>m-R,

Я1'-(£)'Й<р-'«>*- ■щ<р-|'я)'+[Ш-т^2>](р-|'")' +

а для больших пространственноподобных <72. ?2^"/n«:

^-(^)*Н[(р-»'п^1«>'+!рГ-4р'}. р-щ^-
§ 5.2. Модификация закона Кулона. Аномальный магнитный

момент электрона

5.2.1. Модификация закона Кулона. Найдя радиационные

поправки к функциям Грина и к вершинной функции, мы можем

перейти теперь к исследованию тех физических эффектов, которые
связаны с этими поправками. Простейшими из них являются

модификация закона Кулона для вакуума и наличие аномального

магнитного момента у электрона и мюона.

Остановимся прежде всего на законе Кулона. Если задан

внешний ток Уц(лг), то создаваемое им поле 91^ (х) можно, согласно

(3.5.22), найти по формуле

% (х) = i \ G{$ (х - х') Jv (x')d* х\ (5.2.1)

тде Gjjv (•*) — фотонная функция Грина.
Мы хотим определить поле, создаваемое покоящимся точечным

зарядом Q. В этом случае

Jll(x)^iQ8llt8(r)
(заряд предполагается находящимся в начале координат), и

формула (5.2.1) для скалярного потенциала <р(/") принимает вид

Ф (г) = IQ J G(*V) (x) dt = ^g-3 J Gg> (Л, 0) eikr d*k. (5.2.2)
— DO

Подставляя сюда вместо G$* (k) первое выражение (5.1.20), получим

_

Q Qe* Pt^tl-VaP*) f eikr
.,.

_

Ш "т (2^ qJ
—

i_„«
dt> 3 *я + 4m«/(l -o»)

a *•
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где v — 2x— 1. Используя, наконец, соотношение

С е'*г лзь_2я2 / 2тг

J *»+4/1»»/(1-«^)
-
~

ехр \~ КГ^

и вводя вместо v новую переменную £ = (1 — у2)~1/2, получим
окончательно следующую общую формулу для ф (г) с учетом поправок
порядка ее [4]:

•и-^ч-!^'+*№«)• <"■»>

Входящий сюда интеграл может быть вычислен в двух

предельных случаях, когда тг <^ 1 и когда тг^>1:

°° ,_ f —-g-— у—1пт/\ тг<<1,

^^(1 +^)^^= зКН—
т..

<5.2.4)
*■ ° (тг) '"

где у
= 0,577 — постоянная Эйлера.

Таким образом, потенциал Q на малых и больших расстояниях
(по сравнению с Н/тс) имеет следующий вид:

<р(г) =

0_
4пг

Формулу (5.2.3) мы получили, используя выражение для

поляризационного оператора во втором порядке теории возмущений.
Учет высших приближений теории возмущений приводит к

изменению асимптотики <р (г) на больших расстояниях. Вместо поправки,
убывающей экспоненциально, возникает поправка, убывающая
с увеличением расстояния степенным образом [5]:

фи=&[1 -iSW+°«"")-8)} (5-2-6)

Мы получим эту формулу в п. 5.6.3.
5.2.2. Аномальный магнитный момент электрона и мюона.

Рассмотрим теперь вопрос о магнитном моменте электрона. Если

нерелятивистскую частицу, обладающую магнитным моментом ц,

поместить в магнитное поле //, то она приобретет энергию Um =
= — \лН. Поэтому, чтобы определить магнитный момент электрона,
нужно исследовать взаимодействие электрона с постоянным или

медленно меняющимся электромагнитным полем и выделить в

энергии этого взаимодействия член, пропорциональный магнитному
полю.

Согласно результатам п. 3.5.2, взаимодействие электрона с

внешним полем А$ (x) описывается диаграммой рис. 5.1, на которой
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жирной вершине соответствует вершинная функция Т11(р1, р2)
(Pi и р2

— 4-импульсы электрона до и после взаимодействия с полем)
и фотонной линии— эффективное поле %ц(ч)< равное сумме
исходного внешнего поля А^ (q) и радиационной поправки к нему 6Лц} (q),
обусловленной поляризацией вакуума, ^(q) — A^,)(q)-{-8A^)(q),
<7 = Ра —Pi-

Этой диаграмме соответствует, очевидно, матричный элемент

М -#MV (ръ р.) % (q) их = М0 + бгМ + бпМ,

М0 = еи^А{е)ии 8ГМ = еЛ£)й8Лм, (рг, р2) «i, бпМ = <?#28Л(,)и1.
В предыдущем параграфе мы вычислили Лц (plt p2) и бЛд> (q)

с точностью до членов, пропорциональных а. Из (5.1.36) и (5.1.21)
следует,. что при малых q^ (малые q^
соответствуют медленно изменяющемуся полю) q\
только величина Л$ (р1у р2) содержит слагае- J &ftf&
мые, линейные относительно q, величина же I

SA'^ (q) (так же как и П'$' (q)) пропорциональна ^ ^ и"г'

q2. Поэтому только величина &гМ содержит
интересующие нас члены, линейные

относительно магнитного поля, или, точнее говоря,

относительно тензора электромагнитного поля

Fixv (Ч) = i (<7И?' (Я) — QvA^ (q)). Сумма этих

членов (с точностью до слагаемых порядка ос) равна согласно (6.1.36)

бгМ =— ^ й2 ~ (qy^ - y^q) Af (д) Ul = - JSL ea^y^F№V (?) u,

(мы пользуемся здесь вместо е# и тд обозначениями е и /л).
Вспоминая, что матрицы спина электрона Si связаны с

матрицами Vn соотношениями ^ =

Т ЪУэ' 21 = ТЪУъ 2в ==

Т Т1^'

можно переписать бгМ в виде

6rM=*— 8WvOi(2H-<*E)ui, (5.2.7)
где [6]

S(1V^|>o (5.2.8)

и jx0 — магнетон Бора, ц0 — eh/2mc. Это выражение соответствует,
очевидно, взаимодействию с электромагнитным полем F^ частицы,

обладающей магнитным моментом б'"}х. Мы видим, таким образом,
что кроме «нормального» р.0 (т. е. следующего из уравнений Дирака)
магнитного момента электрон обладает еще дополнительным

магнитным моментом 6"'fi. Этот момент называется аномальным

магнитным моментом.

Формула (5.2.8) определяет аномальный магнитный момент

электрона с точностью до членов порядка ос2. Но можно найти

и следующие радиационные поправки к магнитному моменту

электрона. Для этого нужно, очевидно, выделить в AKil(pi, р2) члены, про-
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порциопальные q. Они будут иметь следующий вид: М.#ц (рх, р2) ^
~ —

g f-1' (<hv ~~ У\)Я)> гДе ц' и представляет собой аномальный

магнитный момент электрона.

Обратим внимание на то обстоятельство, что аномальный
магнитный момент непосредственно связан с вершинной функцией.
Поэтому при вычислении поправок к магнитному моменту
достаточно рассматривать только вершинные диаграммы. Например,
для вычисления магнитного момента электрона с точностью до

членов порядка се3 нужно рассмотреть диаграммы рис. 5.2.

Рис. 5.2.

Мы приведем здесь только результат вычислений б'2>ц [7]:

6> = % |*о (~ + % + | U (3) - ~ 1п 2) ъ - 0,328 % ц0. (5.2.9)

Магнитный момент электрона с точностью до членов порядка а*

равен

ц = цо(1+£-0,328^+1,49?'). (5.2.10)

Перейдем теперь к рассмотрению аномального магнитного

момента мюона. Первая поправка 8(1)ц к магнитному моменту
мюона будет, очевидно, иметь тот же вид, что и соответствующая

поправка к магнитному моменту электрона:

где (о-о = ей/2/ПцС— нормальный магнитный момент мюона (т^— масса

мюона). Однако вторая поправка будет существенно отличаться

от второй поправки в случае электрона. Это отличие связано

с тем, что в выражение для амплитуды, соответствующей

диаграмме рис. 5.2,7, входит поляризационный оператор П|1%(&),
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который в случае электрона определяется виртуальными электронно-
позитронными парами, а в случае мюона — как виртуальными
|л.|Ц--парами, так и виртуальными электронно-позитронными парами,
причем вклад последних благодаря меньшей массе электрона
превосходит вклад от (.д.+|л,_-пар. Магнитный момент мюона с учетом
первых двух поправок имеет вид [8]

ц = Цо (1 + ~ +0,766-g-). (5.2.11)

Заметим, что точное измерение аномального магнитного момента

мюона может иметь большое значение для проверки
справедливости квантовой электродинамики в области больших импульсов.

Действительно, в то время как при вычислении поправок к

магнитному моменту электрона в интегралах по 4-импульсам р

виртуальных частиц основную роль играет область р*^тг, в

соответствующих поправках к магнитному моменту мюона основную
рель играет область р2 ~ /Пц. Так как масса мюона близка к массе

я-мезона, являющегося сильновзаимодействующей частицей, то

в этой области импульсов должны играть важную роль сильные

взаимодействия.

§ 5.3. Радиационное смещение атомных уровней

5.3.1. Уравнение Дирака с массовым оператором. Перейдем
теперь к учету высших приближений теории возмущений в задаче

о стационарных состояниях атомов. Этот учет позволяет

объяснить смещение уровней изолированного атома (по сравнению
е системой уровней, даваемой уравнениями Дирака) и наличие

у уровней так называемой естественной ширины.
Обратимся для этого к уравнению (3.5.25) для электронной

функции Грина. Опуская в правой его части б-функцию, мы

получим уравнение

К (ш; ~ ш»(х)) + т) *{х) + * S s (*' х>) *(х>) dV = ° (5-3-*)

для волновой функции электрона ty(x) во внешнем поле А%' (х)
с учетом эффектов высших приближений; здесь Ш11(х)^(А]Х(х))—
сумма исходного внешнего поля Лц' (х) и радиационной поправки
к нему бЛц' (х) и 2 (х, х') — массовый оператор. Мы будем далее

предполагать, что 2 (л:, х') определяется формулой

2(х, х') = еЮс{х-х')у^се)(х, ж')Тц. (5-3.2)

где S^ (x, х')— функция Грина уравнения Дирака для электрона
в поле 21ц(л:). Согласно (4.2.36) она удовлетворяет интегральному
уравнению

SfUx, x') = Sf(x-x')-]Se(x-xr)e$l(x")S{;){x", x') dV. (5.3.3)
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При подстановке этого выражения в (5.3.2) можно, очевидно,

после перенормировки массы не учитывать первого слагаемого.

Заменяя далее в (5.3.3) 31v (х") на А? (х) и S{ce) (хГ, х') на Sc(x" - х"),
получим следующее выражение для массового оператора,

справедливое с точностью до членов, пропорциональных е3:

2 (х, х') = —еа\Dc(x-х') y^Sc(х' -х")у^Аф(х")Sc (x" -х') уцй*х".
(5.3.4)

В импульсном представлении массовый оператор определяется
формулой

2(Pi, Рг) = еА$){р1, p2)A^(q), ? = A«-Pi-

Прибавив к 2 (рг, р2) произведение уи на е8А^} (д), мы

получим величину

Ш (Я) = е [Л<?> (Pl, й) А? Ы +у^АУ (<?)!, (5.3.6)

которая описывает взаимодействие электрона с внешним полем

с точностью до членов порядка е3. Действительно,
взаимодействие электрона с полем описывается

/в) в уравнениях Дирака величиной

/*/,)! /-N
(?> U{х) =в?Х°(*)1 Уравнение же (5.3.5)

Ар("'\ С) означает, что для учета радиацион-

/1
i ных поправок к величине U (х) нуж-

/\ /\ но Добавить Si/(*). Графически это

~"\
/ \ очевидно, так как величине 8U (q)

Pt p£ p, fc соответствует совокупность двух
диаграмм (рис. 5.3), которыми исчерпы-

Рис. б.з. ваются возможные в

рассматриваемом случае эффекты взаимодействия

третьего порядка.
Используя выражения (5.1.36) и (5.1.21) для Л$ц (р1( ра) и

6.4ц' (<?), получим

8U(q) = Fu(q)Al«(q), (6.3.6)
где

tg2e

в

+ £(^-?^)^

-Vv~,(^v-^sttV)[(l +4 <*в*8) (l -ectge) - I]}.
Первые два члена в разложении F^iq) по степеням <7V имеют

вид

«з Г 4 / /По 3 I \ / п

^^—(4Й)НМ"9 11П"^"~ 8-~5-J^+2^^-VV7)J«
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Заменив здесь q^ на . 3—. мьт перейдем к координатному пред-

ставлению функции Ы! (х):

64/(x) =

= (4^\^т11ппг-y-yj^D^ ^)-2^т^^м} =

—е» е3 4 / тв 3 1 \

(6.3.7)

где £(*) и Я (х)
— электрическое и магнитное поля, <р (х) и А (х) —

соответствующие им скалярный и векторный потенциалы икяР —
матрицы Дирака.

5.3.2. Радиационное смещение и естественная ширина атомных

уровней. Подставляя в (5.3.2) выражение (4.2.35) для Sle) (х, х'),
в котором под г|$ мы будем понимать «стационарные» волновые

функции электрона, удовлетворяющие уравнению Дирака без
массового оператора, но с радиационной поправкой к потенциалу
внешнего поля:

получим

п

J? еЦш— ft.) <f—V)
х \ 'ы-щл da^ <бЛ8>

Полагая далее в (5.3.1) -ф (jc) = гр^-е—f£*, получим следующее

уравнение для определения возможных значений Е:

H<°»i|>(r)H-f Jv42B(r, r')i|>(r')rf"x'=£^(r), (6.8.9)

где Н<0) — «невозмущенный» гамильтониан, соответствующий
уравнениям Дирака без массового оператора (но с радиационной
поправкой к внешнему полю):

Н^°п(г)=Е%фп(г), (5.3.9')

и 2£(г, г')— компонента Фурье массового оператора 2 (х, х') по

времени:
оо

2Й(г, г')= 5 ^«-^(л;, *')# (5.3.10)
— со

(внешнее поле предполагается не зависящим от времени, поэтому
в 2 (х, х') времена t и ? входят только в виде разности t — ¥).
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Сокращенно уравнение (5.3.9) можно записать в виде

Так как оператор iy^E пропорционален малому параметру ос,
то решение этого уравнения можно искать по методу обычной

теории возмущений. Ограничиваясь первым ее приближением,
получим для смещения n-го уровня выражение

(П | &в | Л> — t $ фЛ (Г) SfilJU (г) dr = i\ ф„ (г) 2£ (г, г') 1$ (/•') d*X <Рх'.

Используя формулы (5.3.2) и (5.3.10), можно представить

(п | £2е | п) в виде [9]

х
_

<? г d*k
у (я [ y^eikr \ п') (п> 1 у^е-*» \ п)

_

= ~4i2 5 d3feQ(^' Я«'- l*IX"l^e'*rl'»'><»'l^e-'*r|n>, (5-3.11)

где
GO

Q(£J, En; | *|) = J^ [(1_(0)£.,_й^](^4_й) '

<n i ^е"'1 n'> = $ ^ (r) T|1e»--i|A. (r) ds*.

Величина Q(E£, £«', \k\) может быть непосредственно

вычислена: ,

ni 1

Q(E%, E%., !*|)-i fti
£j-£i'(i-jo)-i*'

£"

Ea„\

Замечая, что
jzrid

= ni& (x) + p
i • можно переписать Q(£^, ££<, |ft|)

в виде

Q{E"nt El-, |*|) =

= ^.Sgn£&.e(£i-£i—|*1т#г) +Т77Р
!

=«r- (5-3-12)

Подстановка этого выражения в (5.3.11) показывает, что величина

(/ljtSjjIn) является комплексной,

<nU2£|n) = 6£„ — ^-Г„,
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где

б£„ = Р \ У-
е\-еЬ—$£-ль\

е*

S-ST2Sgn£"'<n|^e№rfn'>><8л2

X (п' 17^-'*r! я> о [Е% - ЕЬ - \к
Е

En'

Вещественная часть (п\1ЪЕ\п) определяет собственно
радиационное смещение уровня, а мнимая часть — естественную его

ширину, обусловленную взаимодействием электрона с

электромагнитным полем (Г„ представляет собой суммарную вероятность
перехода электрона из исходного состояния, связанную с

излучением фотона).
5.3.3. Радиационное смещение уровней атома водорода. Общие

формулы (5.3.13) наглядно показывают, что радиационное
смещение уровней обусловлено взаимодействием электрона с

виртуальными фотонами, однако конкретное вычисление величины

радиационного смещения по этим формулам очень сложно. Более удобным
является следующий прием. Разобьем область интегрирования
в (5.3.13) на две части, в первой из которых энергия фотона
меньше некоторого значения К, а во второй — больше этого

значения, и выберем величину К таким образом, чтобы она была

значительно больше всех разностей атомных уровней К^\Е% — Е%'\,
и одновременно значительно меньше т, К^т. Тогда в области

| k | > К, очевидно, не имеет смысла пользоваться точным

выражением (4.2.39) для функции Sf} (x, х'), напротив, при \k\>K
можно пренебречь влиянием связи электронов в атоме, т. е. можно

заменить под знаком интеграла в (5.3.3) S{ce) (а-", х') на Sc (x" — х').
Иными словами, при \k\>K можно пользоваться для 2
выражением (5.3.4) и, следовательно, можно находить вклад, вносимый

в радиационное смещение «коротковолновыми» фотонами (j k | >К),
рассматривая величину Ш (x)t определяемую формулой (5.3.7),
как энергию возмущения.

В области \k\<iK необходимо, вообще говоря, пользоваться

точной формулой (5.3-13). Она значительно упрощается при |Л|<.
<iK^rn, когда законно нерелятивистское приближение. Мы
будем далее пользоваться этим приближением для определения
вклада в радиационное смещение, вносимого «длинноволновыми»

фотонами (\k\'^m) [10], и покажем, что границы областей

«коротковолновых» и «длинноволновых» фотонов входят в

радиационное смещение под знаком логарифма (с одинаковым

коэффициентом перед логарифмом). Это значит, что области

«коротковолновых» и «длинноволновых» фотонов «сшиваются», т. е. проме-
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жуточная область [ A? J -—■ /С не вносит существенного вклада

в радиационное смещение.

Перейдем к определению вкладов, вносимых в радиационное
смещение атомных уровней «коротковолновыми» и

«длинноволновыми» фотонами.
Рассматривая Ш (х) (см. формулу (5.3.7)) как возмущение и

пренебрегая магнитным взаимодействием между электронами,
получим следующее выражение для вклада в радиационное
смещение n-го уровня атома, вносимого «коротковолновыми» фотонами:

(5.3.14)

где Орп (г) — нерелятивистские волновые функции атома,
вычисленные без учета радиационной поправки к полю, создаваемому

ядром и атомными электронами, ср =— iA[e) — потенциал внешнего

поля и (я|5л, Lij&') = U г|з£*1и|й' d3x. Это выражение содержит «массу

фотона» Я, что и указывает на то, что формула (5.3.14) не

учитывает вклада в радиационное смещение, вносимого

«длинноволновыми» фотонами. Последний в нерелятивистском приближении
определяется формулой

п', к, е

где (п\ V | п') —матричный элемент энергии взаимодействия

электрона с фотоном:

(n\V\n') = ^L(n\ev\n')
(v = т— V — оператор скорости электрона и е — вектор

поляризации фотона с волновым вектором к и частотой at). Замечая, что

<n;ev|n'>|* = fj<n|vjn'>|*,
и переходя от суммирования по к к интегрированию,
представим АЕ„ в виде

А£п = -2-МашшУ'<п|у|,п'>'\ (5.3.15)
з it J Li еЪ-еЪ—o>

О п.'

где верхним пределом мы считаем величину К (учитывая
логарифмическую зависимость результата от К).

В этом выражении нужно произвести теперь перенормировку
массы. Для свободного электрона Д£ равно его электромагнитной
массе Ьпг (точнее, той части Ьпг, которая обусловлена
взаимодействием электрона с фотонами, энергия которых меньше К). Но мы
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уже включили Ьт в массу электрона т и под энергией уровня п

понимаем полную энергию за вычетом т. Поэтому мы должны

вычесть из (5.3.15) соответствующее выражение для свободного

электрона. Так как для свободного электрона отличны от нуля
только диагональные элементы скорости, то в этом случае
формула (5.3.15) приобретает вид

к

&.Е = =- -^ 1 dco со ■ — (п | Vs I п>.3 я J а - ' ' '

о

Отнимая это выражение от (5.3.15) и замечая, что

2 | <п | v | п.') |а = (п i v21 гс>, получим следующую формулу для
п'

радиационного смещения уровня Еп, обусловленного
взаимодействием электрона с фотонами, энергия которых не превосходит К'-

к

ЬЕ°п = 4
°

f d°> У 'У' У} '*
<£" - £"'>- <5-ЗЛ6>

.■J n J ^Т tin—Ьп'— (в
о <г

Выполнив интегрирование по а с учетом К !>|'Е% — Еап-1,
получим

6£"=l^2|<n|v|",)|8(£"'~£")ln|g^-£°r (5-ЗЛ7)
п'

Вводя далее величину г0, определяемую формулой

2 |<п | v | я'> |* (£&.-£•) In | Е'я.-Е% |
!п80= — = , (5.3.18)

2к»м »>№•-*»
/I*

перепишем 6Я£ в виде

ЬЕ*п=^%\(п\ч\п>)\*(Е°п.-Е%)1п^-. (5.3.19)

Входящая сюда сумма равна

£ I <«|v|n'> |«(£&.-£*)-

J Ч** (г) VV (г) V^ft (г) d3* - 2^-а J АФ (г) I ф* (г) |» d3x.

Поэтому окончательно

8Еп =^ (ф«, ДФф°) In £. (6.3.20)

Мы не делали пока никаких предположений о величине К.

Выберем теперь К таким образом, чтобы минимальная энергия

фотонов, взаимодействие с которыми еще учитывается формулой
34 i

е

т2



(5.3.14), была равна К. При этом, согласно (4.4.21), 1п^ =
= In 2/С — 5/в и сумма ЬЕ'п и &Е'п, определяющая общее
радиационное смещение уровня £„, не будет содержать ни Я, ни К [10, 11]:

8Еп = 6Е'п +8Е'^ {34-2К£—Г + f " т) «*• А<^> +

+ ;-«*, paEipj)}. (5.3.21)

В случае водородоподобного атома ар
=— Ze%jr,

(yft, е Лсрф£) = 4ne>Z | Ч>Я (0) |ж,

f _4а« ^ Ry
/ = 1 + -L

' 4а
n* f(2f+l)* ' —'

2

(n и / — главное и орбитальное квантовые числа и a = fl2/me*,
Ry = 1/?рРтс?). Поэтому радиационное смещение уровней
водородоподобного атома в s-состояниях определяется формулой [10]

в£(«, 0)=f г>у(1п£ + |-т). (5-3-24)

а в состояниях с / Ф 0 — формулой

б*(»> /) = ж£кУ(1п? + |-2Гп)' (5-3-25>

где Су = 1/(/+1) при / = f + Vs и Су = —1// при / = / —

Л\ы видим, что радиационное смещение уровней
водородоподобного атома составляет по порядку величины Z2a3£0, где £0 —

энергия основного состояния или а Д£\ где Д£ ~ Z2a2£0 —

расщепление уровня, соответствующее тонкой структуре.
Для уровней водорода 2s и 2р радиационные смещения (в МГц)

составляют

Av(2s./a) = 1034, Av(2pt/,)=—17, Av (2/7./f) = 8.

Как известно, несмещенные состояния 2s./2 и 2рЧг обладают
одинаковой энергией, радиационные же смещения этих уровней
различны, и уровень 2sv, оказывается лежащим выше уровня 2рч,
примерно на 1051 МГц.

Приведенные формулы определяют радиационное смещение

уровня порядка а?Е0. Можно показать, что в следующем
приближении теории возмущений мы получим смещение уровня
водородоподобного атома, равное [12]

ЬЕТ -£?Ry (1 + ^ -

у
In2 +А)'. (5.3.26)
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При п = 2 и Z — \ это дает 7 МГц. Разность энергий уровней 2s,,г
и 2pv, для водорода получается с учетом этой поправки
равной 1057,19 МГц, тогда как экспериментальное значение этой
величины равно 1057,77 ±0,1 МГц [13].

5.3.4. Рассеяние фотона вблизи резонанса. В п. 4.2.7 при
рассмотрении рассеяния фотона связанным электроном мы видели,

что в случае резонанса теория первого приближения становится

неприменимой. Обычный метод учета радиационных поправок
здесь также неприменим, так как он базируется на разложении

матрицы рассеяния в ряд по степеням а, тогда как в

рассматриваемом случае, как нетрудно видеть, разложение в ряд

производится по степеням величины <х/(Еап- — Ё% — со), которая обращается
при резонансе в бесконечность. Поэтому мы должны учесть
радиационные поправки на более ранней стадии вычислений, которой
в упрощенном выводе формулы (4.2.44) соответствует введение
комплексных частот.

Из вывода форму/ы (4.2.43) для сечения рассеяния фотона
легко заключить, что резонансный знаменатель в матричном

элементе связан со структурой функции S^ (Xu х2), содержащей,
согласно (4.2.44), в знаменателе С^+ ш. Поэтому следует

ожидать, в чем мы и убедимся, что замена функции 5*/' (хи х2)
точной функцией Грина электрона G<e) (лг1( л:2), удовлетворяющей
уравнению

G{e)(x, x') = S?(x, x') +
+ $Sf(x, /)2(/, x'")G^(x'", x')frx"&х'", (5.3.27)

должна приводить к конечным результатам.
Разложим функцию G(e) (я, х') в ряд по полной системе

функций г|£ (г), представляющих собой пространственные части

волновых функций электрона в поле ?1№(л;)(см. (5.3.9')). Коэффициенты
разложения, являющиеся функциями времени, мы разложим
в интеграл Фурье. Такое комбинированное разложение G(e) (xlt xz)
имеет вид

Gl*> (*i. x2) =^2 I dco eialtl ~4nn (co) *&(ri) ^ C2) +
П

+ 2^ 2 ^^^"'"'•V-n'H^iKrO^tr,). (5.3.28)
n ф n'

Установим уравнения, которым удовлетворяют коэффициенты
разложения fnn> (ш). Подставим для этого разложение (5.3.28)
в интегральное уравнение (5.3.27). Замечая, что

J *й (/Ч) pSf (*ь xtidrxi^ffiirdSPiXx, x3)dzXl~

— со

н->-



получим следующую систему уравнений для /„„'(cojt

fnn (©) =•

Ео (1_,-0)4-(0
Х

X Г1 - Нпп (— со) fnn (со) — 2 //„„> (— со) fn.n (со)1
I п-фп J

fnn- (Ш) = Ео (1_Ю)4- СО
Х

х| —#„„-(—со)/„'„'(©)- 21 Я"«"(—»)/»•«'(<о)1,
L «**»' J

(5.3.29)

где

— оо

Я«я- (0 = t S "Ф" to) S (г8, г4; 0 г|з„- (r4) d»x8 d8*4.

Вводя обозначения

1
Qn

fnn' И

fnn (»)
ЧЛЯ'

/лл И

перепишем уравнения (5.3.29) в виде

Rnn; пфп\

Нпп'
В„+<й Еп+а

п"*п' (5.3.30)
Qnn°=En + <o + Hm(— со) + 2 Нпп.{— ©)/?„.„.

я'^л]

Считая величину WOT-(—со) малой и пользуясь методом
последовательных приближений, получим

Нпп' —
Е%+а

Наа> (~С0) + 2
»«■(-»)»«•,'(-«) . 1

-»-Е».
п"фп-

Qnn~(>> + En + Hnn(— со) + ^
л":£л

В первом приближении

Q™ а* со + Я„ + Ялп (— со), /?пя-,

откуда

/ял

Я„„.(-<о)//я„я(-ш)
(5.3.31)

—№-£».,

#л«<(-<»)
<->+£„+//„„<-«г

1

"«М-£•+"„<-о»'

л.
■"„„.(-ю)

(5.3.32)

(5.3.33)
■

[со + Яп+ Я„я (-о»] [ш+ Е», + Н„,п. (- ш)]*
Мы видим, что | /„„< I ^ | fnn |; поэтому, в дальнейшем можно

пренебречь недиагональными элементами /„„'„
ЧАД



Найдем теперь (?<*> (хи х2). Подставляя (5.3.33) в (5.3.27) и

пренебрегая величинами /„„<, получим

оо

GW(xlt х2)ъ~2^ЫУ"Ы J д»+«,+*,. (-„)*»• (5.3.34)
п — оо

Это выражение отличается от выражения (4.2.35) для функции
ST (*i. Хч) знаменателями дробей, стоящих под знаком интеграла.
Величина Нпп (— со), входящая в G(e) (хг, хг), совпадает, очевидно,
с величиной (л|^2„,|л), определяющей радиационное смещение и

ширину уровня (см. (5.3.13)):

Нп„ (- со) = 8Е„ —Г
2

* *'

Так как эта величина комплексная, то знаменатели дробей в (5.3.34)
не могут обратиться в нуль- Подставив выражение (5.3.34) вместо

Sce) (хг, х2) в формулу (4.2.37), мы получим сечение рассеяния
фотона, имеющее вид (4.2.35).

§ 5.4. Радиационные поправки к сечениям рассеяния электрона
во внешнем поле и рассеяния электрона электроном

5.4.1. Дифференциальное сечение рассеяния электрона в куло-
новском поле ядра с учетом радиационных поправок порядка се.

Перейдем к определению радиационных поправок к сечениям

различных процессов рассеяния электрона. Начнем с рассеяния
электрона в кулоновском поле ядра [6].

Ч=Рг'Р1 \ Ч=Рг-Ъ

И?

о
Г-Л-Pt

-Ря
Н?

Pt

Рис. 5.4.

Диаграммы, изображающие процесс рассеяния во внешнем

поле в первом приближении и радиационные поправки к нему
в третьем приближении теории возмущений, представлены на

рис. 5.4.
В случае кулоновского поля ядра с зарядом 2-е величина Mi"

равна
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Используя формулу (5.3-5) для величины 8U(q), описывающей
взаимодействие электрона с внешним полем, можно представить
M'f + М?' в виде

Mi« + Mi« —^^T4{4[(l-2Vcth2,)(l+InAj +
ф -1

+ -Jthcp + 2cth2cp f uthudu +4 (1 — cp cth <p) (1 - |-cth2(p)-

где ф связано с изменением импульса q и углом рассеяния •&

соотношениями

Для получения сечения рассеяния с учетом радиационных

поправок нужно еще учесть второе борновское приближение для

амплитуды рассеяния. Соответствующая величина М'*' равна

(5.4.3)
Легко убедиться, что входящий сюда интеграл расходится для
чисто кулоновского поля, поэтому мы будем производить
вычисления, считая кулоновское поле ядра экранированным ф(г) =

Ze
= ~e-r,r, где п. —некоторая положительная константа. При этом

М? = 4lZ'a> -£= ( f * 2=2- * d*p) X
/2BtlJ (р3-р)24-П2 Р24-™а (P-PJ24-ti2 Ч

X^6(ei-s2).
Вводя обозначения

Цр3—s)2 4- il2] [(Pi - s)34-112] (Р? -s2)

s_fs Pi+ Pz
[(Ра ~s)2+Ч»] [ (Рх- s)2+Ч*J (Л -s2) 2 /г»

представим М',2' в виде

МГ = -4iZ2a*y^ [m (h—h) + У,г (Д + /.)] ~^ б (sa - s2). (5.4.4)

Эта формула в пределе т)-*-0 определяет поправку к амплитуде
рассеяния во втором борцовском приближении.
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Вычислим входящие в (5.4.4) интегралы 1Х и /2. Рассмотрим
сначала интеграл

-s)2-j-A2](p2 —s2+«0)
Jt со

n С . (* ds • s2 sin x
— Zn \ a% \ , ™

. 2Ps cos x + s2+ Л2) (p2 — s2 -r i'O)
';idxj-(p^

Вволя новую переменную if = cosx и замечая, что

подынтегральное выражение не меняется при замене s->—s, t—>—t,
перепишем L в виде

1 оо

L = n ^ dt ^ (pa_ 2Pst + s2+ Л2) (р2— s2+»0)
*

—1 —оо

Выполнив интегрирование по s с помощью теоремы о вычетах,

получим
, in*. р-Р+ JA
и—

р lup+ p+ iA'

Интегралы /х и 12 связаны простыми соотношениями с

производными от L по Л и Р:

3 [(s-/>)'- +Л2]2 (p2—s2+/0)
~

2Л дЛ

cPs 1 dL
_

л2

Л(р2 —Р2 + Л2+ 2(>Л)
'

Г h-Js ==_1^_^Ё^= (5 4 5}
J [(s-Pp + Ampt-si + iO) ТдР, 2ЛдЛ

k " ' ;

-_ „ipf 1 I
' \nP~p + iA

I

J- -L < '
4-

' ^1~

2P2{p — P + iA
^

p +P+iA)y

В результате мы получим

/i = 5-In ,

2 | p I3 sin2 --
'

,yi
2 (5.4.6)

j_ h ('-ча An tT1 '" '

cos2 — 2 I p p cos2 — I ' ^ '
2 sin —

Отметим, что при ri->0

ReA= 0, Rei2 = ^__M_
' \ (5.4.7)—^Чг-f1—VV
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Определим теперь дифференциальное сечение чисто упругого
рассеяния электрона, усредненное по ориентациям его спина

в начальном и конечном состояниях:

da'~Tl 2 l^l'P/d*, (6-4.8)
1*1. Hs

где M8(e1-e^ = M,1° + M'l" + M\!il + M^, /-плотность потока

электронов (нормировочный объем предполагается равным
единице), pf-

— плотность конечных состояний электрона, отнесенная
к единичному интервалу энергии и единичному телесному углу,

=
I Р2 I3 d | р2 j | р2 j 82

Р/ (2я)з^е2 (2я)а
'

и do — элемент телесного угла, в котором лежит р2. Используя
найденные выражения для М\и

"
и М*", получим

\2mv2 sin* ~ I v z '

x{l-^f2(l-9cth9)(l--icth«9)-4+9th9+
+ 2(l-2q>cth2q>)(H-ln-£-) +

ф "2 sin2 I 9,

+ 4сШ2ф \ uthudu^ VsF
n 1 — tfl sin2 —

0

2q>
i 2ф

2

+

+ jtocZu sin -~- (1 - sin —^ (l -1>2 sin2 ■y)~1}«to« (6.4.9)

где у —скорость электрона. Мы видим, что сечение doe содержит
«массу» (ротона к) что же касается константы экранирования т],
то она не входит в dae.

Заметим, что входящий в (5.4.9) интеграл можно

преобразовать к виду

\ и th udu =

?** J '""Г"* ,+fU,^- (5.4.
• (i—с2;*) 1/ с2—cos2 ~

4
S'n

9"г cos

5.4.2. Исключение «массы» фотона из сечения рассеяния.

Покажем, как исключить из сечения рассеяния «массу» фотона. Для
этого нужно, как было разъяснено в § 4.2, наряду с чисто

упругим рассеянием рассматривать также рассеяние с излучением
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мягкого фотона, энергия которого значительно меньше энергии

электрона. Сечение излучения do такого фотона определяется
формулой (4.4.22).

Мы видим, что масса фотона входит в da' в виде

^(2<pcth2<p-l)ln^,

а в сечение упругого рассеяния в виде

£(2q>cth2q>-l)ln£.

Поэтому, если сложить сечения dae и da', то в суммарное
сечение рассеяния, которое только и имеет физический смысл, «масса»

фотона входить не будет.
Суммарное сечение рассеяния с потерей энергии, не

превосходящей Ае, мы будем записывать в виде

daAs - ==-5- (1 - о») 1 - о« sina -f (1 + бв - 8R) do, (5.4.11)
2mo*sin*-?J V ^ У

где величины 8R и б£ учитывают радиационные поправки и

рассеяние во втором борновском приближении; согласно (5.4.9) и

(4.4.22) они равны [6, 14]

6*=£{2(l-29cth29)(l-Hn2£) + q>thq> +

+ 2(1-ФсШф)(1-|сШ2ф)-| + |1п|^ +
о2 sin2 —

+ 2фсШ2ф1пг1р+ а,22д^ +
1 — в2 sin2

-j>-
^

»*4 J*^ Г+^J/p-C**-}'- (5-4Л2)

d
1 — sin Г -g-J „

6B = jiai;Zsin-g /5~\' sh2q5 = 4^2
1 — o3 sin2 ( -^- j

{в выражении для 8R мы воспользовались формулой (5.4.10)).
В нерелятивистской области величины б# и 8В стремятся к нулю

при у-»-0.
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В ультрарелятивистском пределе

, /Za\2 cos2 (#/2) п . х , г- ч ,

d<J^ = {2l) SinM^/2)(1+^+8^d0'
о 2а (Л е 13\Г, /4е2 sin2 (#/2)\ ,1 ,

cos8 (Ф/з)

,
17

,
л2

,
1 f Ас, ,. ч1

+ 36+12 + Т ] т1п(1-х)[,
о

5 7 sin (й/2)
в 1 + Sin (IT/2)

Для е == 100 МэВ, Де = 0,5 МэВ, # = 60°, величина ЬК+8В
достигает 20%.

5.4.3. Устранение инфракрасной расходимости в случае
произвольного процесса рассеяния. Мы видели выше, что радиационные
поправки к сечению рассеяния электрона во внешнем поле содержат
«массу» фотона. Проследим, как формально возникает в матричных
элементах инфракрасная расходимость. До регуляризации ни

электронная собственно энергетическая функция, ни вершинная
функция (с внутренними электронными линиями) не содержат
расходящихся величин в области малых частот виртуальных
фотонов, вершинная же и собственно энергетическая электронная
функции в случае свободных электронных линий содержат такие

величины.

Прн регуляризации внутренней вершинной функции Лц (рх, Pi)
мы отнимаем от нее величину Л^ (р0> Ро). соответствующую
свободным электронным линиям. Эта величина содержит интеграл,
который расходится в области малых импульсов виртуальных
фотонов. Чтобы обеспечить сходимость интеграла, мы вводим

отличную от нуля «массу» фотона к, которая таким образом
появляется в регуляризованной вершинной функции.

Аналогичным образом возникает hi в выражении для
регуляризованной электронной собственно энергетической функции. По
этой причине «масса» фотона начинает входить в радиационные

поправки к сечениям самых различных процессов рассеяния.
Мы покажем теперь, обобщая результат, полученный для

радиационных поправок к сечению рассеяния электрона в кулоновском
поле ядра, что если для любого сколь угодно сложного процесса
рассеяния, являющегося эффектом /г-го порядка теории
возмущений, наряду с радиационными поправками к нему,

соответствующими (/г + 2)-му порядку теории возмущений, рассматривать
также излучение реального мягкого фотона, то суммарное сечение

рассеяния, учитывающее как радиационные поправки, так и

дополнительное излучение мягкого фотона, не будет содержать «массу»
фотона.

Так как инфракрасная расходимость возникает при
интегрировании в области малых импульсов виртуальных и реальных
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фотонов, а «Мягкость» и «жесткость» фотона не являются, вообще
говоря, инвариантными понятиями, то мы будем пользоваться

определенной системой отсчета, а именно системой, в которой
потеря энергии каждой заряженной частицей, обусловленная
испусканием «мягких» фотонов, не превосходит некоторой
величины s, малой по сравнению с энергиями всех заряженных частиц,

участвующих в процессе.
Пользуясь этой системой отсчета, мы выделим в пространстве

4-импульсов фотона k область RB, в которой Jft|^e, k0^e, где
е —некоторая малая величина (она может быть выбрана, например,
таким образом, чтобы выполнялось неравенство е^т), и будем
называть мягкими те фотоны, 4-импульсы которых лежат в Re,
остальные фотоны будем называть жесткими.

,У^Ч
а

У

Pi

в\.. ,. \л в

I

^ у-
£ Р' h у Р,

Рис. 5.о.

Будем для простоты предполагать, что в процессе рассеяния

участвует только один электрон. Матричный элемент такого

процесса можно записать в виде M=S(p2)Q(Pi» p2)"(Pi)i где рх и

р2
— 4-импульсы электрона до и после рассеяния, и (рг) и и(р2) —

соответствующие им биспинорные амплитуды и Q (pi, p2) —

некоторая матрица.
Рассмотрим радиационные поправки наинизшего порядка

к сечению этого процесса рассеяния, связанные с испусканием и

последующим поглощением виртуального фотона и приводящие
к инфракрасной расходимости. Пусть, например, основным

процессом является тормозное излучение электрона (диаграмма Q на

рис. 5.5). Тогда радиационным поправкам к этому процессу,
приводящим к инфракрасной расходимости, будут соответствовать

диаграммы W, Vi, Va, Y, изображенные на рис. 5.5. Покажем

прежде всего, что во вкладах, вносимых в радиационные поправки,
члены, содержащие к и происходящие от равного числа собственно

энергетических электронных диаграмм и вершинных диаграмм,
взаимно сокращаются. Возьмем, например, вершину А (рис. 5.5).
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Матрице Yn в основном процессе Q соответствует следующий вклад
от диаграмм радиационных поправок W и Уг:

7li5c(P)2(a)(p) + Alf,(P, Л)-
= VpS, (p)[Si,3' + 2_" (p - im) + 23' (p)} + A% (p, pa) + Y^<8>,

где S^'^Zr1 — 1. Левая часть этого равенства не содержит

инфракрасной расходимости, которая появляется в константах 2iS) и Z.i8>.

Но, согласно (5.1.35), эти константы равны Sf = И3), и,

следовательно, члены, содержащие их, сокращаются. По этой причине

регуляризованное значение написанного выражения yilSc(p)'2%'(р) +
+ Aj§'ll(p, p2) не будет, как и утверждалось, содержать

инфракрасной расходимости.
Если основная диаграмма Q содержит п внутренних электронных

линий, то в диаграммах радиационных поправок типов W и V

будет п внутренних ЭСЭД и п — 1 внутренних ВД. От этих

диаграмм останется одна нескомпенсированная «масса» фотона к,
соответствующая одной ЗСЭД. Учитывая наличие двух свободных

электронных линий, с которыми связаны две ВД, мы окончательно

получим от всех диаграмм W и V одну «нескомпенсированную» к
от одной ВД. Согласно (5.1.36) величина к входит в вершинную
функцию в виде In (к/т). Считая Я-»-0, мы можем поэтому
написать следующее выражение для главной относительно к части

матричного элемента, соответствующего диаграммам типов W и V:

Mw+v = -%Mln±. (6.4.13)

Этот результат можно сформулировать и иначе, сказав, что

с каждой свободной электронной линией'связана инфракрасная
расходимость, причем вклад от каждой из этих линий в

матричный элемент, соответствующий диаграммам тинов w и V, равен

Рассмотрим теперь последнюю диаграмму радиационных
поправок Y. Соответствующий ей матричный элемент Му при малых k

имеет вид

MY = ayM,

_

ю
_ f d*k

Яу rt>Plp*- \ (Аа+А.2) [(Р2-А)2+та11(Р1-Ь)* + !И*Г

Легко показать, что к входит в Му в виде слагаемого

r
n t>2 m

(v* — скорость электрона после рассеяния, j?_ = 0).
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В суммарный матричный элемент радиационных поправок

«масса» фотона будет входить в виде М% = MV+ v + My, а в

сечение рассеяния с учетом радиационных поправок
— в виде

Поэтому сечение рассеяния с учетом радиационных поправок daR
будет содержать л- в виде слагаемого

daR = b\d<j0, (5.4.14)
bx=a2a/ArthEi_ U Я.
к п \ v2 ) т

(doo — сечение основного процесса).

J& fir-

\ к
Рис. 5.6.

Рассмотрим теперь наряду с радиационными поправками
излучение реального мягкого фотона с импульсом k и поляризацией е.

Диаграммы, изображающие излучение фотона k, представлены на

рис. 5.6. Матричный элемент, соответствующий этим диаграммам,
равен

Ms = -i_
'
^_М)м, (5.4.15)

(2я)'/« J/2<b \Plk PikJ
K '

Сечение рассеяния с излучением мягкого фотона с энергией, не

превосходящей Де, будет, очевидно,

do' = 6feda0, (5.4.16)
Де

»-w2 I £(3-Э0'- Ас<т-
е "miii

Считая, так же как и выше, что Pi — О, получим согласно § 4.2:

6
to/Arth* Л,nJ^_e^/Arthu_ ХЛ М._БХ (5„4.17)

Формула (5.4.16) показывает, что сечение рассеяния с излу-
[ гнием мягкого фотона представляет собой произведение сечения

рроцесса без излучения фотона на вероятность излучения мягкого

фотона. Такая факторизация является характерной чертой сечений

рассеяния с излучением произвольного числа мягких фотонов.
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Найдем, наконец, суммарное сечение рассеяния, учитывающее
как радиационные поправки, так и излучение мягкого фотона:
da = daR + da'.

Часть da, содержащая X, имеет вид

dcj* = &*do-o, Ьх = Ь% + Ьк.

Но эта величина, согласно (5.4.14) и (5.4.17), не содержит массы

фотона, поэтому к, как и утверждалось, не входит в суммарное
сечение рассеяния [15].

Мы показали, как устраняется инфракрасная расходимость
в случае произвольного процесса рассеяния в наинизшем

приближении теории возмущений. Но полученные результаты могут быть
обобщены на все порядки теории возмущений.

Рис. 5.7.

Пусть в некотором процессе участвует несколько реальных

электронов и позитронов, но не участвуют мягкие фотоны
(соответствующая диаграмма изображена иа рис. 5.7, /,
заштрихованный блок изображает процесс, в котором не участвуют мягкие

фотоны). Рассмотрим наряду с этим процессом процессы, в

которых участвуют мягкие фотоны. Соответствующие фотонные линии

(мы будем изображать мягкие фотоны волнистой линией) могут

располагаться либо внутри заштрихованного блока, либо иметь
внешние по отношению к этому блоку концы. Тогда, используя
полученные выше результаты, можно утверждать, что к

инфракрасной расходимости будут приводить только те диаграммы,
в которых волнистые фотонные линии связаны со свободными
электронными линиями: для виртуальных мягких фотонов это

будут диаграммы типов 2 и 3, изображенные на рис. 5.7, а для

реальных мягких фотонов — диаграммы типа 4 рис. 5.7 (диаграмма
типа 2 эквивалентна диаграммам типа V на рис. 5.5); диаграммы
иных типов, например, диаграммы 5 и 6, не приводят к инфра-
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красной расходимости. Мы не будем приводить здесь вычисления

соответствующих матричных элементов и приведем только

окончательные результаты [15].
.- Рассмотрим сначала некоторый процесс, в котором участвуют
два свободных электрона. Тогда матричный элемент,
соответствующий этому процессу с учетом всех радиационных поправок к нему,
будет иметь следующую структуру:

М = МыГв, (5.4.18)
где

(2я)» } ffi + ^\2p'k-f^ 2pk-k*) '

р и р' — 4-импульсы электронов и М0 — некоторая величина, не

содержащая инфракрасной расходимости, т. е. остающаяся конечной

прн А,-»-0. Величина, стоящая в скобках под знаком интеграла В,

представляет собой, с точностью до множителя е, 4-ток «перехода»

■

_

1(2Р'-АУ (2р-*)|Л
^~~ e\_2p'k-k* 2pk—k*Y

удовлетворяющий уравнению непрерывности /^ц= 0.
Если наряду с радиационными поправками учитывать также

излучение электронами реальных «мягких» фотонов, то суммарное
сечение основного процесса вместе с радиационными поправками
и излучением «мягких» фотонов будет иметь вид

<*о- = е**(я + в)Лт0> (5.4.19)
где

Де — максимальная энергия фотонов н da0 — величина,

пропорциональная \М0\% и не содержащая инфракрасной расходимости.
Легко видеть, что da остается конечным при к-^0. Считая, что

Х-^Аг, получим

2.(^ + 8)—i(ln^-l)ln^+ £ln^-. (5.4.20)

Эти формулы могут быть обобщены на тот случай, когда в

процессе участвуют не два, а произвольное число электронов, а также

позитронов и других заряженных частиц. В этом случае

величины В я В имеют следующий вид:

I
у
№

^ д |(2pf8t—% (2p/e/-ffe)n"j
"(2я)з ) k*+V> Zi qi i<Ji 'Lk&-2pik6i + &+2P/kBj

B =
1 f d»k

w A 4J J
\kPi kP/

(5.4.21)

8я« oJ V»+W JU 4t "J J

\kPi kpj)
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где Ог == 1 для частицы в конечном состоянии, б,- == — 1 для частицы
в начальном состоянии и qte — заряд частицы.

Подчеркнем то обстоятельство, что устранение инфракрасных
расходимостей было проведено здесь в выражениях для сечений,

амплитуды же рассеяния оставались расходящимися. Это связано

с тем, что мы рассматривали переходы между состояниями с

определенным числом фотонов. Но такие состояния физически нереали-
зуемы. Как мы видели (см. § 4.4), реально мы имеем дело с

когерентными состояниями длинноволнового поля излучения,
никак не характеризующегося числом фотонов. Можно показать,

что, рассматривая переходы между такими реальными состояниями,

мы получим амплитуды рассеяния, свободные от инфракрасных
расходимостей [16].

v ■Jl ju ri-k у

\q*fty k*q\ \k k^^-^k
_U -*,—Ue W—- 4. *

pl ji p, p{ у ji й p; v p,-k ji p,

1) г) з)

Pi \q Pz

О
*-

рШ )р у
у л'-k^a-kv

qf pI --A,-- р,

4

Pz' с /V -ft ^ Ъ*L—fl-, &-

!* "If *\ i*
Pl v' pl+k ju' p, tf jll p,-k -v Pt

6) 7)
Рис. 5.8

5.4.4. Радиационные поправки к сечению рассеяния электрона

электроном и электрона позитроном. Перейдем к рассмотрению
радиационных поправок к сечению рассеяния электрона
электроном и электрона позитроном [17].

Основные типы диаграмм, определяющих рассеяние электрона
электроном и радиационные поправки к этому процессу,
изображены на рис. 5.8. Для получения всех диаграмм нужно наряду
с этими диаграммами рассматривать также диаграммы,
получающиеся из изображенных путем следующих перестановок:

1; Pi—Pa, Pi~Pv 2) Pi<^P%> 3>pi- pz.
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Обозначим через М{ матричный элемент (без б-функции),
соответствующий i-диаграмме рис. 5.8. Матричные элементы,

получающиеся из М-, путем замен 1), 2), 3), мы будем обозначать
соответственно через M'i, Mi, M'i . Тогда дифференциальное сечение

чисто упругого рассеяния электрона электроном с учетом
радиационных поправок порядка а будет иметь вид

da°~e~ - sr т 2 I1 Mi+щ + мг+м;" I2+

+ 2Re 2 {M1 + M[ + M\ + M-;y{Ml + M- + M"i+M\")\do-,
где и— скорость электронов в системе центра инерции и

суммирование производится по ориентациям спинов электронов в

начальном и конечном состояниях (do_ —элемент телесного угла, в

котором рассеивается электрон).
Для того чтобы получить сечение рассеяния электрона

позитроном, нужно в этом выражении положить р1
= р., р[=//,

р2 —— Р+> Р* =— Р+» гДе Р- и р+— 4-импульсы электрона и

позитрона.
В сечения рассеяния входит «масса» фотона А, (ее содержат

матричные элементы, соответствующие диаграммам 2, 3/5 рис. 5.8).
Чтобы исключить А,, нужно рассмотреть неупругое рассеяние
электрона электроном и электрона позитроном с испусканием
мягкого фотона. Соответствующие этому процессу диаграммы

изображены на рис. 5.8 (диаграммы 6 и 7; наряду с этими

диаграммами нужно рассматривать также диаграммы, получающиеся из

приведенных диаграмм путем замеч 1), 2), 3)).
Сечение рассеяния электронов с излучением мягких фотонов

в ультрарелятивистском случае в с. ц. и. определяется формулой

(£)0,а.=ё;ч4'п^[1-Р-1пХ(1-х)]-
_p»+2p-f + ln2Ty, (5.4.22)

а в лабораторной системе — формулой

-|P2+3p-3pinx(i-x)-Tln2x(i-x) +
+ lnx(l-X)-21nXln(l-x)+l-f}, (5.4.23)

где

% = sina-^, 8_ = Px/>;, Де<т, p = ln-^-,
s = —(Pi + Pa), dttZ-TLxO-tfJ'
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Суммарное сечение рассеяния do" * -\-da' в пределе больших

энергий в е. ц. и. определяется формулой

S = 41n^[l-p-lnX(l-x)]—^ + -^P + (l-x + X2)-aX

x[-^x(l-X)+^(l-X)(22-36x+ 39x2-14x3)lnX +

+ 1 х(П -Зх2+14х3)1п(1 -х)+4- (4-13x4-

+ 14х2-8х3 + 3х4)1п2(1 -х) +!(-Зх+ 8ха-4х3 + Зх4)1.п2х +

+ i(_84-19x-27x2+16x3-8x4)lnxln(l-x)], (5.4.24)

а в лабораторной системе (рй — 0, s = 2me) — формулой

-5р1пх(1-х) + (1-х + х2)-г[--|-я2х(1-х) +
+ l(28-70x + 93x2-65x3 + 20x4)lnx +|(6-x +
+ 18х2 - 15х3 + 20Х4) In (1 - х) +4 (-6 + 9х - 10ха +

+ 8х3-Зх4)1п'2х+{(—2-Х-4х2 + 4х3-Зх4)1п*(1-х) +

+ у(—10 + 23х-33ха + 20х3-10х4)1пх1п(1-х)]. (5.4.25)

Приведем теперь формулы для сечения рассеяния позитронов

электронами. Сечение рассеяния с излучением мягких фотонов
при больших энергиях в с. ц. и. имеет вид

+2р-^+ 2 \ Ain(l_z) + In»x-ln»(l-x)|, (5.4.26)
1-х J

а в лабораторной системе —вид

+ 3p + l-^--plnr^-jln^T^-+lnx(l-x)]. (5.4.27)
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где

-*5l = 5 f'-x+x2V
&>+ s \ X /

"

Суммарное сечение рассеяния позитрона электроном в с. ц. и.

определяется формулой

£«--«*-k."~g-(i+S«).
«_«(l-p + ta!=*)ta£-~-f+ »p + 2 J *

,„(,-0 +
1-Х

+ (1 - X + ОС2)-2 [% (4 - Н + 27Х2 - 26хз + 16х4) +

+ |(22-ЗОх + 33Х2-П0С3)1пх-у(Х + Х3)1п(1-х) +

+ |(Зх-Х2-Зх3 + 4х4)1п2х + |(-4 + Юх-14х2 +

+ 10х3 - 4Х4) In2 (1 - х) +~ (4 - 8х + 7х2 - 23х3) X

хInхIn (1-х)], е = 1/7/2, (5.4.28)
а в лабораторной системе — формулой

g(«-^--g(i+58),
6 = 4(1 -p+ lni^)ln-^-|. p2 + fp-5p lnx +

+ 3pln(l-x)-f + (1-Х + Х2)-г[хХг(5-6х + 4ха) +

+-J-(28 - 42X + 51 хг - 23x4-6x4) In x+

+ ^(2-5x + 6xa-5x3 + 2x4)ln(l-x) +

+ | (-6 + 15x - 19x2 + 9X3 - 2x*) In8 x +

+ | (-2 + 6X - 8x2 - 6x8 - 2x*) In8 (1 - x) +

+ i-(6-12x+13xa-6x3+2x4)lnxln(l-x)]. (5.4.29)

§ 5.5. Радиационные поправки к сечениям комптоновского

рассеяния, образования и аннигиляции пар
и тормозного излучения

5.5.1. Радиационные поправки к сечению комптоновского

рассеяния. Перейдем к определению радиационных поправок к

сечениям процессов рассеяния, в которых наряду с электроном участ-

859



вугот фотоны. Начнем с эффекта Комптона [18]. На рис. 5.9

представлены диаграммы, изображающие основной эффект
Комптона (диаграмма Y0) и радиационные поправки к нему порядка а.

I

\к, к2\ \к( кг\ \к, кг\

f к\ \ f 1 1
f

i \f

Ar\H\n
V,

n a
Уг

' Q

Y3
■' *

&

Рис. 5.9.

\
P/Л „

в 4

(диаграммы Yly K2, Y3, У4; кроме этих диаграмм, нужно,
естественно, учитывать также и диаграммы, отличающиеся от

изображенных заменой kx = &2). Матричные элементы, соответствующие
этим диаграммам, равны

где

AH^ie2—^fe=, M(4)== 1 /«<?"* , (5.5.1)
4 у G^o^Ea 4 (2п)» У о)1(в28182

Q*
Ч\ —т & I * '/я

—~ Ш *

О
= е2 ~ii-5 е\ + <?1 -^ <?2»0 z

т?у.х
1 ' 1

от2*;,
2*

/l = Pi + k\ = Рг + &а> /г — Pi — *а == Рг
— &ь

Q-S(yi + ^).
i=i

d*fc

k*+k*
'

У — С'л, i(p2—b) —m . t(/i — &)— "t « ((^i4)-m„
1_

J 7lt (рг-^+ /тга ^2
ft-*)»+ «» *i

(pi_^)2 + OT2 TV

y _

f i{px-%)-m fi 1{}г-%)-т„ ih-m я #k_
2 JT,1(Pi-£)2+m2 2

01! — k)*+ nfl w mh<.x
ei k* '

V — $ ifi—m С t'(?i—k) — tn „ l(p%—ft) —m №k
3 —6a

ffrtq )У» fo—ky+ m* в1
(p^—W+ m? ^ #s '

(здесь приняты те же обозначения, что и в § 4.2; матрицы Y\
отличаются от матриц Y{ перестановкой импульсов фотонов k\
и &г).

Сечение основного процесса dcr0 равно

где

1/0 = х Sp {Qo (tA - т) Q0 (i/2 — /n)} =

\Xj
^

K2; \X!
^ 5<2У \Хг ^ JtJ
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Сечение комптоновского рассеяния с учетом радиационных

поправок порядка а может быть представлено в виде

da =do0(l-~r^), (6.5.2)
где

U^^ReSpj{[С?!+ Qi](lp\ - т)& (ip2-т)\,

Вводя обозначения

Р (jd, ха) =-^ ReSp T {& (/A — т) Q0 (ifa — т)},

Р' (xlt xj) = f^p ReSp
— {QJ (гр! — tn) Q„ Црг — m)},

легко убедиться, что Р' (хь xa)=P(xa, xj. Поэтому L/j можно

переписать в виде

U1 = P(%1, хг) + Р(х2, xj), (5.5.2')
где

-)

Р (хь хг) = 2 Рл» Р" =т4* ReSP Т <У"№l _т) $°№*»- т)Ь

Найдем прежде всего Px. Найдя следы матриц по формулам
(1.2.17), можно привести Pi к виду

*яЧ>! = 4 </£ - /Si) (^ p2a/ir +^ Ргокх) +
+ (/{?' - Л») р* (2 -± - А) + уЛи| (3 +1 + 2b.) +
+ J'S'ha (5 - | + %) + (Wpv, + J'i'Pta) (l ~ £) ~
-Ч^ + /{Г)[Л.(1 + £ + i) + /-(2+-^)] -

-^(p1a+ P8a)(4x1+3x2-f-A_^+^.)_

-/a/lff(6-4x1-x2-1i+f+ ^-^L + f) +
+ J<o,(5-2x1-xa-i--i-+£ + ^) +
+ i/(_2 + x1-}-x2)(3 + x2-±-i-+-|-), (5.5.3)

где

2JoPla = 2/efto = /<«> - J'1» = jw _ yiut

2JCT/la = J^-JW + xy,
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Jo\ J'oi, ...

— интегралы типов

" ~~

J (D(2)(3)'-
J«- J (0)(2)(3)

' •••

И

(0) = &2 + Я2, (1) = (px - fc)2 + m2 = A:2 - 2йрх,

(2) = (p2 — fc)2 + m2 = fc2 - 2kp2,

(3) = (f1-k)2 + mz = k*-2kf1 + m?>i1

(нижние индексы у У'0', /(1), ... обозначают проекции 4-вектора
в числителе подынтегрального выражения, а верхний — указывает
на недостающий в знаменателе множитель одного из типов (I),
(2), (3), (0)).

Эти интегралы могут быть вычислены согласно правилам

приложения АЛ:

*1 + Х2'

/№ = /(»)= n4-[F К-l)-F(-l)],
'

У<3> = пН2у (sh 2?/)-1 [А (2*/) — Л (г/) — In Я],

/ = пН2у (sh 2{/ • Xi)-1 [h (2у) - 2h {у) + In ^],
/1?' = J{0) (Pia + fta)/2 + (>Я0> ~ Я2/ ^-^) (kla + k2a)/2,

Г» = [/(«-„4 £J*L] p3o+ [2/W +Л(^In 141 - 2)] ^,
J™ = я2и/ (sh 2г/)~* (Pi„+ p2o),

+ & [2/ia (felt + &2т) + ^hx (kio + &2a) — fcla&l* ~ &2<Ат] +

4.
nH bi [1 /m l W+ 6x1-6)(»t1-2) . ■

._

2xf + 9x, —12] .л?/.
'

, , ,[ 6 .,,, ,

2^-1) J + 2*7 (ft"*«+^2°) Iw y(' +
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где А0 обозначает логарифмически расходящуюся константу
§ 5.1:

Л0=1—1п-^ и sh2y =—т(х! + х2), b = \— ycthy,

F(x) = $ln(l+.u)^L, Л(У) = у Jucthudu.
Величины P2 и P3, очевидно, равны между собой: Р2 — Ра-
Замечая, что регуляризованное выражение Ys, входящее в Р2,

имеет вид

V — „
'Ь—m (2д)4 Л (3) (п nJ.M

получим

-2JB(x1 + x2)+c(-8 + x1 + ^+x8--^ + f)-
—D ^4 — xt + x2 — и? — x^ -f -^-) J, (5.5.4)

где коэффициенты А, В, С и D определены в формуле (5.1.39).
Найдем, наконец, Р4. Регуляризованное выражение У"4 имеет

вид

^« - Yv -jJSJT" ~^~ Lr (h) яЛсх Ъ'

где ^^(fi) определяется формулой (5.1.10)

■^2 (r <ы=я2/ [Bi {ih+m)+Sam^*

Я,= —
X!
— 1 (Xi—l)2

' *• '

Используя это выражение, найдем

+_1_В1(з + х2-Л--^ +^V (5.5.5^
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Складывая Plt Р2, Pa и Pt, получим окончательно следующее

выражение для Р:

Р («1, к.) = [(1 - 2у cth 2у) In £] £/0 -

- 2у cth 2y [2/t (у) - /I (2у)] t/o + А (У) ( - *У & 2у
2 ~

^
2у
+

+ 2^thy) + ln|x1|{4ycth2y[i^ + ^^LF + ^-
jq 2х, и2

' | *~
*2 *i 2x, xf х^

"^
2х?

"""
.

■ 2x,4-х! —xfx2 2xf+xa \
+

2X^X2 (X! — 1) 2Х,2 (X, - 1)3 J

12 3_ _>^l 2*i , 1 / xi , _1_\
Xi 2и, xf +K!—1 \х2 2/ +

+ A[f(,1_,)_f(_D1(_i +A-A+ ,1+

+ T + t + t + |-)- <5'5-6>

В величину Ult определяющую радиационные поправки к

сечению эффекта Комптона, входит «масса» фотона к. Для того

чтобы исключить ее, нужно, так же как это было сделано при

рассмотрении радиационных поправок к сечению рассеяния

электрона во внешнем поле, учесть в эффекте Комптона излучение
дополнительного мягкого фотона. Такой процесс мы будем
называть двойным эффектом Комптона.

В лабораторной системе отсчета (Pi = 0) сечение двойного
эффекта Комптона может быть представлено, согласно общему
результату п. 5.4.4, в следующем виде:

daD = — ^-doo-S2-. (6.5.7)
эх с/о

где da0 — сечение основного эффекта Комптона и

^= 2 (1 - 2у cth 2y) (in ^- - -i)+ 4y cth 2y[h (2y) - 1] (5.5.8)

(Ае —максимальная энергия фотона). Суммарное сечение

рассеяния фотона электроном с учетом как радиационных поправок,
так и излучения дополнительного мягкого фотона определяется
формулой

dq = da0(l-^ Ut^D )• (5.5.9)

Эта величина, как легко видеть, не содержит «массы» фотона.
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Приведенные общие формулы сильно упрощаются в предель
ных случаях малых и больших энергий фотона. В области
малых энергий, когда он «=: <о2 = ю <<^ т, сечение рассеяния имеет

вид

da = 4<to(l-2-£ + 2-g + ...)[£/<>- %(Ux+ Ud>], (5.5.10)

где

t/o=l+cos2G,

3 m2 V /~и
—

m
£/i = -4-S(l-cos*)t/0ln^ +

+ (l+cosG+ cosaG-^cos3tf)4~ln-^-, (6.5.11)

£/0 = — -g- ^ (1 - COS Ф) t/0 In
-j-

('d —угол рассеяния).
В области больших энергий мы будем различать три случая

в зависимости от величины параметра (xi + x2)/xa (в

лабораторной системе этот параметр равен -~- (1—cosft):

1) {*£*■< L 2)|й±*1~1, 3)|*±*|>1.
В первом случае |xi|«^Xg^> 1; при этом в лабораторной

системе (о2 s=« он >> т, 1 — cos ■в' «^ /n/(Oi. Во втором случае х2^>1,
|xi + x2|^l, и в лабораторной системе со2 ~ coi/2 ^> т, 1 —

— cos & ~ m/coi. В третьем случае |xi + x2|^>l, |xi|^>xa. и в

лабораторной системе сог^т, 1 — cos d J> m/a>i.
В первом случае

U0 = 2, (5.5.12)

£/i = 4 (1 - 2у cth 2y) InA _ 8y cth 2y [2А (г/) - h (2у)] +

+ 4y/I(y)cthy + ln|x1!(4yth{/-l)-2t/2-
-4ythy + 3-ln2|xj|-n2/6,

sh2t/ = — Vefal + X»).

Во втором случае

U0 = — (xi/x2 + x2/xi), (5.5.13)

J/l.(/e[(l_2^(4+2lnA.) + 2^-iJ-] +
+
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Наконец, в третьем случае

U0 = — «i/«2t (5.5.14)
^ = ^{2(1-2У)1пА +1пИ2[2у_|.^+_1_]_

Величина UD во втором и третьем случаях определяется фор-
мулой

t/D = t/0[2(l-2y)(ln^i~|) + 4y(y+^- !)], (5.5.15)

в первом же случае следует пользоваться общей формулой (5.5.8).
5.5.2. Рассеяние электроном фотонов малой частоты. В п.

3.6.2 при разъяснении идеи перенормировки заряда электрона
мы показали, что сечение рассеяния фотона электроном с учетом
высших приближений теории возмущений при нулевой частоте

фотоиа определяется формулой Томсона, т. е. амплитуда этого

рассеяния имеет вид

м^лтк> A=—^ee'' а-*0-- (5-5Л6)

di и uf
— биспиноры, описывающие электрон в начальном и

конечном состояниях (е^ и ef
— соответствующие энергии), eR и

mR
—

заряд и масса реального электрона и е и е' — векторы
поляризации падающего и рассеянного фотонов. Это выражение,
представляющее собой первый член в разложении амплитуды
рассеяния фотона электроном по степеням частоты фотона,
совпадает с классической амплитудой рассеяния фотона электроном.
Оно показывает, что при <о = 0 радиационные поправки к

амплитуде рассеяния сводятся лишь к перенормировке заряда и массы

электрона. Это обстоятельство связано с тем, что амплитуда

рассеяния фотона электроном имеет конечный и отличный от

нуля классический предел (при Й->-0), а из eR и mR можно

составить только одну величину, имеющую размерность длины, а

именно классический радиус электрона e%/mR. По этой же

причине формула (5.5.16) справедлива не только для электрона, но

и для всех частиц.

Последующие члены в разложении амплитуды рассеяния
фотона электроном по степеням частоты с учетом

радиационных поправок имеют более сложную структуру и, как следует
из результатов п. 5.5.1, отличаются от

соответствующих членов в разложении формулы Клейиа — Нишины по

степеням ю. Исключение представляет линейный по частоте член,

который имеет такую же структуру, как и линейный по со член

в классической амплитуде рассеяния фотона частицей,
обладающей наряду с зарядом еще магнитным моментом — нормальным и

аномальным.
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Амплитуду рассеяния фотона такой частицей можно

определить либо исходя из уравнений Максвелла и уравнений
движения частицы в поле, либо, что проще, исходя из уравнения Дирака

[Vn [-& ieRAv) + mR —у V-a^Fnv] Фe 0, (6.5.17)

описывающего частицу с зарядом eR, массой mR и аномальным

магнитным моментом ц„ (F^ представляет собой тензор поля,

at*v=="2T (TuVv — "YvYm.))- мы не будем приводить здесь вычислений

амплитуды рассеяния М, а приведем только окончательный

результат (учитывающий не зависящие от со и линейные по со члены):

М _ uj<p+ k—k')
_

Vfy
"

Vizi
А^Ш-ш^е^Т.V|l (к , к) вц,

Л = — ее' - 2t>*(o 2 [[«'«'] [ле]] - §£-со{(2л)([ле]е') +
+ (2 [ле]) (ле') - (2 я')([лV] е) + (2 [лV]) (п'е)} +

+ -^-со(2[е'е]), (6.5.18)
я

щ(р) и и^(/э + & —&') —биспиноры, описывающие начальное и

конечное состояния электрона, р
— 4-импульс электрона в

начальном состоянии, к и к' — 4-импульсы падающего и рассеянного

фотонов, п =
|

Я' =

!/"
i
i

f\ I*

Рис. 5.10.

1*1' 1*'Г

S = L J (<т — матрицы

Паули) и ц
= eR/2mR + ц,а —

полный магнитный момент

частицы.
Можно показать, чтотакой

же формулой определяются
два первых члена в

разложении по степеням со амплитуды рассеяния фотона электроном
с учетом радиационных поправок, если под fia понимать
аномальный магнитный момент электрона [19].

С этой целью разобьем, так же как и в п. 3.6.2, диаграммы,
изображающие рассеяние фотона электроном, иа две группы —

диаграммы, сводящиеся к скелетной диаграмме / рис. 5.10, и

диаграммы, представляющие собой компактные ЭСЭД, к

электронным линиям которых присоединены две внешние фотонные

линии. Легко найти вклад, вносимый диаграммами первой
группы в тензор Т^ (к', к), определяющий амплитуду рассеяния:

Т^(к', k) = tlV)X(k', k) + tlv(-k, -к'), (5.5.19)

tit (*'» *>■= —e«tt/ (Р + Ь-Ь')Гч(р + к- k\ P + k)x

xG^>(Pi *>Гц(р-Н, Р)щ(р)
367



(rv (p, q) и G(e) (p) — перенормированные вершинная функция
и электронная функция Грина).

Определим теперь вклад Т{,д {к', к), вносимый в тензор
рассеяния TvpL(k', k) диаграммами второй группы. Напомним для
этого, что если имеется некоторая диаграмма, которой
соответствует матричный элемент М, и к какой-либо ее электронной
линии с 4-импульсом р присоединяется фотонная линия с

нулевым импульсом и вектором поляризации, направленным вдоль
оси ц, то новой диаграмме будет соответствовать матричный
элемент, равный дМ/др^. Отсюда следует, что вклад, вносимый

в Т^(к', к) диаграммами второй группы, будет определяться

величинами j~riX(p-\-k, p) и g—T4(p-~k', p), в которых

вершинная функция должна быть разложена в ряд по степеням
волнового вектора фотона, причем в этом разложении должны
быть сохранены только члены, не содержащие k и линейные по
k. Ясно, что члены более высокого порядка при этом
учитывались бы неправильно.

Из (5.5.19) следует, что TVil(k', к) удовлетворяет условию

Тч[л\К, к) = /
nv ( — л, —к).

Таким же свойством симметрии должен обладать и весь тензор

рассеяния Ту^(к', к), а следовательно, и его часть Т^ (к', к):

тЦ(к'< к) = тЦч(-к, -к').

Учитывая это свойство, можно представить Ту],, (к', к) в виде

7*vu(*'. *) = *£(*'. *) + &(-*, -к'), (5.5.20)

С (к', к) = -iehuf (p + k-k') дГ^Р/ р)
и, (р), р' = р+ k,

Щ
—

2 dpv
^

dPv
**■

др{ l■ •*(Р ' Р) \"-Р-

Мы должны теперь разложить выражения (5.5.19) и (5.5.20)
в ряды по степеням частоты фотона и удержать в них только

первые два члена. Из соображений релятивистской
инвариантности следует, что нужные нам разложения вершинных функций
имеют вид

IY(p+ fc, *) = IV(p, p)+ 1^-^-1^. р) +

+ ^«ЫРхМрЧ +^МрЧ+ ^^ЛСр"). (5-5.21)

Г|1(р + *-й\ Р+ ^) = Г^(р, р) + 1(2^-^-^гГ1г(р> р)-

- ■%■ оЮЛРг (Р2) -^Ъ (Р2) -Ц^- F3 (р-),

где Fi (р2), F2 (р2) и F3 (ра) — некоторые функции р2,
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Далее электронную функцию Грина G(e) (p) мы можем

представить в виде

G<«> (р) = [fVuPi»* (Р2) + m^F (p2)]-1, (5.5.22)
где F (р2) и К (р2) — некоторые функции р2, равные единице при
р2 = — т%, причем из тождества Уорда легко заключить, что при

р2 —— т% совпадают производные функций F(p2) и К(р2) по р2.
Используя (5.5.22), получим нужное нам разложение Gte> (p -f k)

G(e) (p + k) = -g^- { -i'YuPh + m«- »т»*и + 2Pk<- »TWV + m*)F' -

- iy^pkF' + 2 (pfc)2 ( - iy^K"+ m^F") -

—2pk [2F' + mR (F" - K")] [2pk (- tT|lftl + тя) F' - iy^]}, (5.5.23)

где производные F', F", К" берутся при р2 = — m%.
Наконец, считая, что электрон в начальном состоянии

покоится, р = 0, мы можем, согласно (1.1.27), представить щ (р) и

uf(p+ k — k') в виде

ut(P)-Vb^(fy,
/ vf \ (5.5.24)

uf(D4-k-k,)=.V2mir[o(b-b') .

где Vt и О/— двухкомпонентные спиноры, описывающие

начальное и конечное состояния.

Используя формулы (5.5.21), (5.5.23) и (5.5.24), получим
следующее выражение для амплитуды рассеяния фотона
электроном:

M=vfAvt, A = Al + Al\

где Л1 и Л11 —вклады, вносимые в величину А диаграммами

первой и второй групп, равные

Л1 = - ^ ее' - ^| (1 - F,)2 со (а [[п'е'} [пе]]) - ^ (1 - Fа) со х

х {(an)([пе] е') + (а [пе]) (пе') — (an') ([п'е"] е) - (а [п'е'] (п'е)} -

te)i.(iF1-F2)a>(a[e'e%2m о

21еЪ
R

(5.5.25)
An = —^Fia(o[e'e]).

Сумма величин Л1 и Л11 имеет, как мы видим, ту же структуру,
что и величина Л, определяемая формулой (5.5.18), и нам

остается лишь убедиться, что аномальный магнитный момент

электрона ца имеет вид

Ца = —ЦеЛ. (5.5.26)
где y.n — eR/2mR.
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Рассмотрим для Этого рассеяние электрона во внешнем

электромагнитном поле А^} (х). Матричный элемент, определяющий
рассеяние, равен, очевидно,

M—b.'JgZv.w. „*<<$».
Считая, что потенциал Лц* (х) соответствует однородному

магнитному полю, и предполагая, что электрон вначале покоится,
получим, используя (5.5.21) и (5.5.24), следующее выражение для
линейного по k слагаемого в М:

М ~ — йгц0 (1 - F2) -2 «WV";-

С другой стороны, можно определить М, основываясь на

уравнении (5.5.17):

М af(lX0+ Ma) "2 °HVfnv«i-

Сравнение этих выражений приводит к формуле (5.5.26).
Обратим внимание на тот факт, что основной вклад в

амплитуду рассеяния А вносят диаграммы первой группы. Можно

убедиться в том, что величина Л" лишь компенсирует те члены

в Л1, наличие которых противоречит калибровочной
инвариантности амплитуды рассеяния (ср. аналогичную ситуацию в

амплитуде излучения мягкого фотона в § 4.4). Отсюда следует, что

формула (5.5.18) справедлива не только для электронов, но и

для произвольных частиц. Действительно, диаграммы первой
группы носят универсальный характер, и вносимый ими вклад

в А определяется только поведением функции Грина частицы

вблизи полюса р2 = —m'h и структурой вершинной функции
Г^(р-\-к, р) при малых k (см. § 3.5).

Таким образом, рассеяние фотона любой частицей независимо
от ее природы (в том числе адронов с произвольным спином)
определяется с точностью до членов, линейных по частоте, только

зарядом eR и магнитным моментом частицы \и (которые следует
рассматривать как эмпирические константы).

5.5.3. Радиационные поправки к сечению двухфотонной
аннигиляции пар. Зная радиационные поправки к сечению эффекта
Комптона, легко найти радиационные поправки к сечению

двухфотонной аннигиляции пар [20]. Действительно, диаграммы,
изображающие двухфотонную аннигиляцию с радиационными
поправками (рис. 5.11), топологически не отличаются от диаграмм,
изображающих эффект Комптона с поправками (рис. 5.9).
Различие состоит лишь в том, что вместо двух электронных состояний
в эффекте Комптона в процессе двухфотонной аннигиляции мы

имеем дело с одним электронным и одним позитронным состоя-
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нием и, кроме того, в эффекте Комптона один фотон поглощается,
а другой испускается, а в процессе аннигиляции пары оба фотона
испускаются. Поэтому если в формуле, определяющей амплитуду
рассеяния фотона электроном с радиационными поправками,
изменить знак у 4-импульссв падающего фотона и рассеянного
электрона, то мы получим сечение двухфотоннои аннигиляции пар
с учетом радиационных поправок.

^1 \к< к2\ \k, кг\ \к, kz\ \kf кг\ [к,
I i i i i i i i i i

Рис. 5.11.

Итак, мы должны сделать в формуле (5.5.1) замену

Pi->-P-, Ра->—Р+» £i~*—&i. &2-*-£г>

где р_ и р+— 4-импульсы электрона и позитрона и kx и k^ —

4-импульсы обоих фотонов, и понимать под инвариантами х1г х2
величины

т2-*!
—

— 2p-&i =— 2p+fei,t яг2х2 = — 2р+кг — — 2р_^.

В результате мы получим следующую формулу для сечения

двухфотоннои аннигиляции пар с радиационными поправками:

do, = do0{l-^l(2+l-+¥lnb)\n±-
_i+Ei(lnpin&+ 2f(-&)-i-F(&»)-f) +

+ G(x1, x2) + G(x2) КО]}, (5.5.27)

где da0 — сечение основного процесса двухфотоннои
аннигиляции пар

.

__
а? п + р«(2-*) 2р(\-х*)*Л.

0
4е20 |_ 1-Р2х* (1-р2лг)2 j"u'

maXi __
— 2р_&! = 2е2(1 + Рл:), л; = cos {pkx),

m2Xa = _. 2p_fe2 = 2e2 (1 - fix), p2 = 1 - 4m2/s,
s = — 2p+p_ = 4e2 (s — энергия позитрона).

x
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Величина G{v.x, щ) определяется формулой

UaG(xx, х2) =

= [h(2x)-h (*)] \-i- х sh 2х (1 + 2 спа х) 4- 2х th x] 4-
[_ Л1Л2 J

+ l„|x1|[4*cth2*(±-±-^-5-l-^-sh«x)-
2л /к, — 6\ . Зха ,,

, 4,3,,

х|— 2Xj 4- и|з*2 2xf 4-хг

К?

^5-,]-4,cth,(±-J-) +ги^Хз^—1) 2x2 (xt-
■ я»/4-х»/2 7х,

_ ЗхП,4/1_ . I \у 12 3xt 2x2

1 /х, , 1 \ , 2

ch2*

+ ^T(S-bf)+xT^^-1)-f(-l)]x
х i*a "*" *! + **

■"• + T + JS-S ')•
»-(г + г)+4(£ + £Н(± + £Г

В это выражение входит «масса» фотона. Для того чтобы
исключить ее, к сечению da должно быть добавлено сечение da'

трехфотоинои аннигиляции пары, при которой наряду с фотонами
kt и &2 испускается мягкий фотон к3> энергия которого не

превосходит Де. В с.ц.и. сечение da' равно

da■=*<{(< ..ю^ \п м \п—
Р 2М"-11п&-

Приведем теперь формулы для суммарного сечения da —
= da^.-\-da' в случаях малых и больших энергий. В
нерелятивистском пределе

da = da0 1-~^5 — ^)].
В ультрарелятивистском пределе имеем

Л-£{.[1-5(2<Р-1)1пЕ-Т*»-1)-т)] +
+ £[(1 + &)<1пт- р> + (1+|)(1п^-р) +
+ (Ц-^+£)(1пт-р)24-(ц-|4-^)(!пх-р)2]},

9=*7>i (8—1),
4еа .

,
в

У = —п sin2 т,-,

4еа
X = —к COS"

р = In —, ы = - 4- •

372



5.5.4. Радиационные поправки к сечению тормозного
излучения. Рассмотрим радиационные поправки к сечению тормозного
излучения электрона в кулоновском поле ядра [21J. Диаграммы,
изображающие основной процесс излучения и радиационные
поправки к нему, представлены на рис. 5.12 (кроме этих диаграмм
нужно, естественно, учитывать диаграммы с переставленными
фотонными линиями). Так как матричные элементы,

соответствующие диаграммам Yh содержат инфракрасную расходимость, то

наряду с радиационными поправками нужно учитывать также

двойное тормозное излучение, при котором вместе с фотоном
(Л. ю) излучается мягкий фотон (Л', (£>').

*\

.О
\ч

/—\ t=i р~\ Г-Н Г~\ Г°Л
'* к р> Ъ

у
V %

к
р>

Рис. 5.12.

Мы приведем только окончательные результаты для нескольких

наиболее интересных предельных случаев.
Запишем радиационные поправки к сечению тормозного

излучения и сечение двойного тормозного излучения в виде

doк = —
"

&R don, daD = — ~ 6D da0, (5.5.28)

где da0 — сечение основного процесса. Тогда в.предельном случае
cdEi^m2 (мы пользуемся теми же обозначениями, что и в § 28.1)
величины 6я и 8D определяются формулами

бЛ = 2(1 — 2*cth2x)(ln;jj-+ l) + xthx +

4- 4xcth2x[h[2x)-h(x)) + -^
и* sin2 -н-

1 —v1 sin2-.-

-f2(l -*ctg*)(l—J cth2*)- ~; (5.5.29)

6D = 2(1 — 2*cth2*)ln
2Ле

,
! i

'—v
,

'
V l+tl

'

+ l~v] ch2xG(v, 8),
v sin

1

G(o, 8)= 5
du

In

eo.10-"*"*))/ "2-cos2-2-

2

1—дц»
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Величина С(хъ хг) определяется формулой

= [h(2x) — h(x)]\—^—xsh2x(l + 2 ch2 х) + 2* th x] +

+ ln|x1|[4xcth2x(A_-L_g._5_i_^_eh.x)_
2* /Kt-бУ , 3*а ., 3 , 7 8 8

sh 2х V *2 J "•"
2xf

^ + *" +
и2
+ *

xlXa
■+■ ^

~~

х?
~"

х|-2к, + к?*а 2^+^ ] 4„,fbl./' Д\ I

2к|иа(>«1-1) 2*,(*i-U*J 4*clr-*\"2 XJ-|-
я*/4-х*/2 7х, _3xf\ 4/J_ J_\a _

12 3*! 2xg

+^(|+^)+|[F<"."1)-f'(-1)]'<

MS+^+^ + iHti+ir-
В это выражение входит «масса» фотона. Для того чтобы

исключить ее, к сечению da должно быть добавлено сечение da'

трехфотоннои аннигиляции пары, при которой наряду с фотонами
кг и fe2 испускается мягкий фотон £3, энергия которого не

превосходит Ав. В с.ц.и. сечение da' равно

d°'=d°«-;{(2+idrHln-sr-j1«''-
-те'-»-'(тад-

Приведем теперь формулы для суммарного сечения do—
— dax~\-da' в случаях малых и больших энергий. В
нерелятивистском пределе

da = da0[l-£(5-£)_.
В ультрарелятивистском пределе имеем

*'--&{«[1-^(2(Р-1»«Н-т(Р-1)-т)] +

+Я(1+й)(1пт-р)+(1+1)(,п*-<>>+
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5.5.4. Радиационные поправки к сечению тормозного
излучения. Рассмотрим радиационные поправки к сечению тормозного
излучения электрона в кулоновском поле ядра [21J. Диаграммы,
изображающие основной процесс излучения и радиационные

поправки к нему, представлены на рис. 5.12 (кроме этих диаграмм
нужно, естественно, учитывать диаграммы с переставленными
фотонными линиями). Так как матричные элементы,
соответствующие диаграммам F;, содержат инфракрасную расходимость, то

наряду с радиационными поправками нужно учитывать также

двойное тормозное излучение, при котором вместе с фотоном
(k. (£>) излучается мягкий фотон (k', ш').

к\ q к\ q к q к\

■О

п и п п n r°iРг Y P] % у К Ъ
у Р,
"о %, // *

У,
Р' % . V

Рис. 5.12.

Мы приведем только окончательные результаты для нескольких

наиболее интересных предельных случаев.
Запишем радиационные поправки к сечению тормозного

излучения и сечение двойного тормозного излучения в виде

daR = —
"

6R dan, daD = — ~ 6D da0, (5.5.28)

где dot, — сечение основного процесса. Тогда Bi предельном случае
Goei^/n2 (мы пользуемся теми же обозначениями, что и в § 28.1)
величины 6R и 8D определяются формулами

6J? = 2(l-2*cthac)fln- + l) + *thje +

$xc\.h2x[h(2x) — h{x)\-
Ik

v2 sin2

sh 2x
-vA sin-'-jq-

+ 2(l-xctg*)(l-icth2*)- -J; (5.5.29)

8D = 2 (1
- 2x cth 2x) In -H^i- + 1 In\^ +4 ' X '

v I -\-v
'

+
'

°g ch2xG(v, 8),
v sin -z

(v, 8)= j du

(1— v2u2) ]/ ua—cos2

, l + VU
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где х связано с т2р=<72 = (—2 + х1+ х2)та + 2(Е1ег — \рг\ |/j2|cos6)
соотношением p

= 4sh2Ar.
В крайне релятивистском случае, когда выполняются не

только условия &i, е2ю^/п, но и условие ln|xx|, lnx2, Inp,

1П(Р_И1_Х2)>1 (однако hA, In^.ln^-p, lnp~*~*»~l),
величины 6# и 6D определяются формулами

6* = 2(l-2*/)ln£ + 2y2-3y- ■*,

8D = 2(l-2y)\n
2Д8 i о 9 п 1 (Р — "i—х2) m2 , 8,e.

Ь2у%-2у1п^—^-—а 1п-^(
(5.5.30)

4е18а т2

где x = 7alnp, y = x/2ln(p — хх
— х2).

Наконец, в нерелятивистском случае

бЛ = |[-(Р1-^)2(1п^- + ]-) + 2(л1-/»г)й1пД>
«в = у (Л- "Ю2 1П—)■

(5.5.31)

При /?i->0 поправки к сечению исчезают.

5.5.5. Радиационные поправки к сечению превращения элект-

ронно-позитронной пары в мюонную пару. В заключение этого

параграфа^рассмотрим еще процесс превращения электронно-позит-

ронной пары в мюонную пару с учетом радиационных поправок

порядка а. Соответствующие диаграммы изображены на рис. 5.13

(двойные линии означают мюоны).

>-< >-

Рис. 5.13.

Сечение этого процесса в ультрарелятивистском случае имеет

вид

+ ^[41nctg{ln^-2In«cos4 + 2Inasin{-F(cos282) +
4-/* (sm2-^ } + w[CCOSZtt In Sin -jr-

— sin' In COS yr
—

— cos б (lna cos -| + lna sin ~\ 1, (5.5.32)
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где da0— сечение основного процесса в ультрарелятивистскбм
приближении

doo = ~^{l+cos*Q)do,
s —энергия позитрона в с. ц. и., Де — максимальная энергия
мягкого фотона, б — угол между импульсами электрона и ц.-

мезона.

§ 5.6. Нелинейная электродинамика вакуума

5.6.1. Тензор рассеяния фотона фотоном четвертого ранга.
Взаимодействие электромагнитных полей с вакуумом электронно-

позитронного поля должно приводить к взаимодействию этих полей,
в частности к взаимодействию фотонов друг с другом.
Действительно, рассмотрим два фотсна с 4-импульсами kx и k%, энергия
которых недостаточна для образования пары. Эти фотоны могут,
однако, образовать две виртуальные пары, в результате
аннигиляции которых появятся два фотона с импульсами кг и &4.
связанными с импульсами первоначальных фотонов kx и &г
единственным условием

— законом сохранения энергии-импульса k^ -f- &2 =
— &3-f-&4- Этот процесс представляет собой рассеяние фотона
фотоном [22]. Он, очевидно, не может быть описан с помощью

классических уравнений поля, так как в классической

электродинамике вакуума электромагнитные волны распространяются
независимо друг от друга.

Для того чтобы уравнения поля описывали процесс рассеяния
фотона фотоном, а также другие процессы взаимодействия между
электромагнитными полями, они должны быть нелинейными в

отличие от линейных уравнений Максвелла. Отсюда следует, что

лагранжиан электромагнитного поля в вакууме не может быть

квадратичной функцией полей, т. е. должен отличаться от L0 —

= 1/2(£2-//г).
В наинизшем приближении теории возмущений, которым мы

здесь ограничимся, процессы взаимодействия между
электромагнитными полями описываются матрицей рассеяния 4-порядка S(4):

Si«) = fj J Л*хг { d*x% \ d*xA.{ d*xt T {N (ф (x{j A (Xj) 1|> (jcx) x

X N ($ (xj A (x,) ojj (*,)) N (ф (*s) A (x3) ojj (x3))N ($ (x4) A (x4) t|) (x4))}

и изображаются шестью диаграммами рис. 5.14. Заменяя

произведения электронных операторов соответствующими связями и

учитывая, что все шесть диаграмм вносят одинаковый вклад в

матричные элементы, представим интересующую нас часть матрицы S(4)
в виде

S<«> = —£ f d4x, J d4x2 § d*x, § d44N(All(x1) ^(x*)Ax(x3)Aa(xt))>c
x Sp [y^S,. (x% — xx) yv5c (x3 — uj yxSc {xt — x3) ygSc (xL — x4)},
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или в импульсном пространстве

SU) = -
Т (5дз $ d*kl I d*k> S d*k* \ d*M {kl + k>+ кз + ki) *

xJV(A|i(*1)Av(*»)Ail(ft8)Aa(ft4))7,^Vj(A1, ft,, ft,, ft»), (5.6.1)

7W„ (fti, fti, ft», ft«) = -^2 $ <*V Sp {7ц (V + z")-1 x

X Yv (V — tft-i + *")-1 Y;>(V — **2 — ^з + /и)-1 X

x Уa {ip — iK — ik3 — ik4 + m)-1}.

Вместо тензора Tv.w\a(kl, ftj, k3, ft4), который в области
больших импульсов виртуальных электронов расходится
логарифмически, удобно ввести симметризованный относительно

одновременной перестановки тензорных индексов и переменных ft,- тензор

J\x\%o(k\, ft2, k3, ki) = Tw^KC(k1, кг, ft3, ftt)-f-
+ ^tiva^(^l. k2, ft4» ^з) + 7\&va (ftlt ft3, ft2, ft4),

который не содержит расходящихся выражений. Он называется

тензором рассеяния фотона фотоном четвертого ранга.

X, __XZ X, , Xz Xi Хг X, Хг Xf £2 Xf X,

□ txJ П X X 1X1
Xif Xj Xi, Xj Xp. <Zj Xtf X3 X^ X3 X^. X3

Рис. 5.14.

*

Ясно, что в выражении (5.6.1) можно заменить тензор Т^%а
тензором 1l3Jv,^a- Хотя тензор J^vto и не содержит расходящихся
выражений, он, так же как и исходный тензор Г^ха, не

удовлетворяет требованию калибровочной инвариантности и должен быть

поэтому регуляризован. Согласно результатам п. 3.7.3 регуляри-
зованное значение тензора рассеяния фотона фотоном равно

J RiLvXo (fti, fte, fte, ft*) =щ JfivKa (fti, fta, fta» ft*) — Jywho (0, 0, 0, 0),

а регуляризованная матрица S$' имеет вид

S" = А(2§2 $ d*kx § d*ft2 $ d*ft3 J d4*4e(fti + ft. + ft» + ft4)x

xJV(A)1(fti)Av(ft1)Ax(fts)Aff(ft4))/i№v9Uj(fti. fti. fts, ft4)- (5.6.2)

5.6.2. Сечение рассеяния фотона фотоном. Свяжем с тензором
JRwhn (fti> fta, fte, ki) сечение рассеяния фотона фотоном.
Рассмотрим процесс, в котором электронно-позитронным вакуумом
поглощаются фотоны с импульсами ftj и k^ и поляризациями ег и ег и

испускаются фотоны с импульсами ft3 и ft4 и поляризациями е3 и

«4. Этому процессу соответствует шесть диаграмм, изображенных
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на рис. 5.15. Диаграммы /, 2, 3 и 4, 5, 6 отличаются друг от

друга только направлением обхода электронной петли, поэтому
соответствующие им матричные элементы одинаковы. Суммарный
регуляризованный матричный элемент рассеяния фотона фотоном

определяется формулой

0| S»' I iy^-^^^+^-fr^e^e^X
х*^?(п*.ц.(—^i. —&at &з. &д- (5.6.3)

Для определения сечения рассеяния фотона фотоном,
являющегося, согласно результатам п. 3.4.3, инвариантом, удобно перейти

ч4

Р+кг

К'

И

'«

\

Р+*,

Л,
рЛг-к<,

2)

Р-к,

*з^

ч.

Р-к3

$,

Р-*,

/ P-Wz \
'к,

3)
*£

S Р

Р-Ь И

Л
/р-Ь-кл \^

i
Лг

4W^-
/Mi \P-ki

/p-kt-k3\
'%■ к\

Рис. 5.15.

\fy

s P

Р-Ь

"ts

Р-к,

Л:
p-k^kz •ч

kj \

в с. ц. и. фотонов, в которой суммарный трехмерный импульс
фотонов до и после рассеяния равен нулю: ftj-f fc2 = fe3 + &4 = 0;

4-импульсы фотонов в этой системе имеют вид

ki = (te,i(o), fea = (—Af, ш), kz = (k', ш), &4 = (—ft', tco),
где |ft| = lfe'|-

Учитывая, что плотность потока фотонов kx относительно

фотонов k» равна 2, получим следующее выражение для
дифференциального сечения рассеяния фотона фотоном:

I а4
d(J =

(их)» Тбш5
' ei^e^3KetaJRnvKa (—£ц — 6г« &з, fe«) |2 do,

где do = 2nsin9d0— телесный угол, в котором лежит импульс

фотона k3 (9 — угол рассеяния, т. е. угол между к и ft').
В эту формулу входят линейные поляризации фотонов. Часто

оказывается более удобным пользоваться круговыми
поляризациями и соответственно спиральными амплитудами.

Сечение рассеяния фотонов со спиральностями ки Я,а, в

результате которого возникают фотоны со спиральностями Яз, Я4 (состоя-
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ние с X— + 1 отвечает правополяризованному фотону, с

А.= —1 — левополяризованному фотону), определяется формулой

где величины ы^ представляют собой коэффициенты
преобразования от линейных поляризаций к круговым [23]

"^=-р==(Хц+^(0). A = rrf, (5.6.4)

5Сц == *tivp(T*lv™8p™Sa>

ии (0 = (*2*з) &1ц + (Мз) ^гм. — (*А) ^зц, i = 1, 2;

Mv.(i) =
— (ksk4.)kiVi + (kik4)kavi-\-(k1ka)k4ll, t' = 3, 4;
г = — %kA, s = — V2M3, ' = V2M4.

Спиральные амплитуды М;*.,*,,; а,,** обладают следующими
свойствами симметрии:

Мх,Хг; ^,Я,4
= УИ—Я,,—Ха: — А*— Я,."»

М++; +-
= Af++; ~ +

= Л1+_; ++ = М-+: ++;
M+_;+_(r, s, 0 = Л1 + +:+ + (Л s, г);

Af4-+:++(s, г, 0 = M+_;_ + (r, s, Q;
М++:++('г. s. О = Л14.+:+ + (г, f, s).

Поэтому из 16 амплитуд независимыми являются только три:

М++- ++. M-I-4-; +—. М++-, — Эти величины имеют вид

M+4_;++=1+(2 + 4s--)b(s) + (2 + 4 4)S(*) +
+ 2{^-$)lT(s) + T(t)] + ,?(g-l)r(s. r) +

+ !*'(5-l)/(r.0 4-[?+^+^i + £-^Q]/(..0.(5.6.5)
/W++: +_ =- 1 -m» (| + J + |) [T (r) + T (s) +T (/)] +

+ (? + £)/(., .) + (? + £)/(r. *) + (£+£)/(.. 0. (5-6.6)

M++: __
= - 1 +£ / (r, s) +g / (r, 0 + g- / (s, 0, (5.6.7)

1 1 1

B(r) = ±^dxt(x), TiD-l^dx+Q, F(r, a)=^dx^%,
и 0 о

l(x) = ln[l-^(l-.c')-(0], /!i,i)»F{Mltf(i,u|,
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В области высоких частот г, |/|, \5\^тй, так что

М+ +■, ++ (х) = 1 + (2х - 1) U + ^ №+ (1 - x)2j (L| + яг),

M+_:+_(x) = l+(l-|)(L1-m) +^T[l+(l-A:r](L|_2mL1) =

М+_: _+(*) = М+_: +_(^(i -х)), М++; +_ = Af++. = — 1,

^i = lny ='nT—-, L2 = ln -г = !П .

Приведем теперь выражения для сечения рассеяния фотона
фотоном в области малых (со<^/п) и больших (coJ>m) частот.

При а><^т тензор рассеяния фотона фотоном может быть разложен
в ряд по степеням частот. Первый член разложения,

соответствующий со = 0, равен для регуляризованного тензора нулю; поэтому

разложение начинается с члена, содержащего линейно все четыре

частоты, т. е. п{ опорционального со4. Отсюда следует, что сечение

рассеяния должно быть пропорционально со*. Коэффициент может

быть найден из приведенных формул для Мк^2; а,^. Результат
гласит

ог = а»гй(—J -щ,- (5.6.8)

В области высоких частот можно пренебречь массой электрона
в ./#nvp<j- Поэтому масса в этом случае не будет входить в

выражение для сечения рассеяния. Но из величин е, ft, с, со можно

составить только одну величину, содержащую заряд в восьмой

степени и имеющую размерность площади, а именно (4-I ~. Поэтому
сечение должно быть пропорционально этой величине. Оно

определяется формулой
i

a= ^Jd.p++;HP+|M+-n-l4
+ |M+-!+_|» + |M+_:_+|» + 4|M++J+_|«} =

=

ет \f +1?л2 - 8п^ W+ Ш*4~2^ (S)]- (5-6-9>

Если энергию фотона измерять в массах электрона, то мы получим

Приведенный анализ рассеяния фотона фотоном показывает,
что в низшем порядке теории возмущений сечение этого процесса
убывает с ростом энергии'фотонов. Однако радиационные поправки

379



к этому сечению (рис. 5.i6) не убывают при увеличении энергии
фотонов, а даже растут логарифмически, так что [24]

ot (<в) - П [сха2 (~)2 +W+W™ 1п -£].
5.6.3. Радиационные поправки к функции Лагранжа

электромагнитного поля в вакууме. Малым частотам соответствуют

медленно изменяющиеся поля, состояние которых можно описывать

функцией Лагранжа, зависящей толь-

ОУ~\
ко от компонент поля и не завися-

>-f
~

Щей от их производных по коор-

£S ! ! динатам и времени. Так как лагран-

f-\_ —J*\ жиан должен быть релятивистским
W"

~~ ~

v^
~

инвариантом, то поля могут входить

г, с ,f,
в функцию Лагранжа только в виде

FHC- ° ■

двух комбинаций f2 -//* и (£//)2,
являющихся единственными

независимыми инвариантами поля Если поля являются достаточно

слабыми, то лагранжиан поля L можно разложить в ряд по

степеням &—№ и (ЕН)2 и ограничиться в разложении членами

второго и четвертого порядков:

l=и+l; и = v, (£* - я>).

где а, Ъ — некоторые константы и F^ — тензор электромагнитного
поля. Члены, объединенные в L', представляют собой

радиационную поправку к основной плотности функции Лагранжа L0.
Лагранжиан V можно связать с сечением рассеяния фотона

фотоном. Действительно, матрица рассеяния 1-го порядка SU)

связана с лагранжианом взаимодействия полей L/ соотношением

S<*> = f \ U d*x.

Поэтому если мы хотим описывать взаимодействие фотона с

фотонами с помощью некоторого лагранжиана L', то он должен быть

по определению связан с матрицей рассеяния 4-го порядка S(4)

соотношением

S<*> = i \ U d*x,

или

S<«>«<- N{a[FXv(x)FxX(x)f +
+ b [FXv (x) Fw (x) F^ (x) Fofc (*)] } d*x. (5.6.11)

Подчеркнем, что такое рассмотрение законно только для медленно

изменяющихся полей:

Н д

Шдь¥>»М <IF*(*)I- (5-6.12)
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Подставляя в (5.6.11)

F^v (k) = I (fe^Av (ft) - k^ (k)),

получим

S<*> = ^g J d«*x d*k, d*ks d*A46 (*! +К + A, + *«) x

x N [Ац (kj) Av (A,) Ax (£3) A„ (A4)] (Ab &2> h, At*)+

+ y^v^(fti, A* £s, *«)}, (5.6.13)

где S№V^0 и /?рд,>.ст — некоторые симметризованные тензоры,
содержащие слагаемые вида ki(ikivk/^ksa и их свертки по греческим
индексам (мы не будем выписывать их здесь в явном виде).
Сравнивая эту формулу с формулой (5.6.3) для S$', можно связать

тензор рассеяния фотона фотоном Уяц„а<, с тензорами S^o и R^^o'.
Jr^vKO Фи &2т *3> А*) =

= 4а-2 [aS^a (kly k2, k3, 64) + ЬЯ^х* (£1, t%, k,, &4)].

Подставив это выражение в (5.6.5), получим сечение рассеяния
фотона фотоном в системе их центра инерции

d<s = -^\M?do, (5.6.14)

M=e£^>e^e$<URilv*a(—ku —k2, k3, ft4) = 4or2 (aS + bR),

S = e^
'

ev
*

-л* a
*

^hvxct (—«1» —«a» &3i «4).

(индекс Ki служит для обозначения двух различных поляризаций
фотона kt).

Можно показать, что

М = ~ {(8а+ 26) («<*■>«') (*<»">«') (*?(^>/г) (*<*■*>») +
'

+ 46 [(«?<*■•>«?<»■•>) (*?<»•»>«) (<?<*•<>«) + (е(^)/г<^>) («?<*•>«') (<?<*•>/?)] +
+ [4а(1 — cos 6) - 6(3 +cos 6)]х

х [(e<^>e<^») (e<x')«') (<?<*•«>**) + (е<^>е(^) (е^п') (е<^>п)] +
+ [4л(1 + cos 9)-6(3 — cos6)]x

х[(е^е&*>) (<?<*•■>«') (е^п) + (е<^>е^>) {е^п') (е^п)] +
+ 2[8а.+ Ь (1 + cos»6)](e<*«>e<*«>)(e<We<»->) +
+ [4а (1 + cos 6)a 4- 6 (5 — 2 cos 0 + cos2 6)] х

Х(в<*1>в<*.))((в(*-.>в<**>) 4- [4а (1 — cos б)2 4- 6 (5 4- 2 cos 6 + cos2 8)] х

x(«<*i>etx»J) («<*«>«»•>)}, (5.6.15)
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где п и п' — единичные векторы в напрайлении k и k' и 8 —угол
рассеяния, cos6 = /z«'. Подставляя это выражение в (5.6.14) и

усредняя по поляризациям фотонов, получим

da== (^(48aa + 40a&+li£>W(3 + cos2Q)2do. (5.6.16)

Мы видим, что частотная и угловая зависимости сечения

рассеяния фотона фотоном при со-^ш не связаны с конкретными
значениями констант а и Ъ, и только величина сечения

определяется этими константами.

Приведем значения М для различных поляризаций фотонов.
Будем обозначать через е^ поляризацию фотона kt, лежащую
в плоскости рассеяния п, п', и через е<*> поляризацию,

перпендикулярную к плоскости л, я'. Тогда согласно (5.6.15)

М&Г, еЧ\ е'Г, е'Г) = М(4", <tf'- 4s'' *П =

= a)*^(2a + fe)(3 + cos29),

М(е'[\ е'Г, С. еЩ = МЩ1, С «Т. «i') =

= eo«Ji(8a + 3&-b cos2 8), (5.6.17)

М(еТ, е?\ е'Г, ef) = M(e^\ ef, «J". «2') =

= <в*[-^а(1 -cos e)« + g(3 + 6 cos 6 -cos28)]F
M(e4\ ef, ef\ в'Л = Л! И", ef, е'Г, <f') =

= co*[-^(l+cos8)2 + l|(3-6cos9-cos29)].
Из этих формул следует, что, вычислив непосредственно

величину М для двух состояний поляризации фотонов (например,
М(е'Г, ef, е'Г, ер и М{еТ, ef, е'Г, е'Г)) при фиксированном
угле рассеяния (например, при 9 = 0), можно найти константы а

и Ь.
Мы приведем только окончательный результат:

5 а2 , 14 а2 ._
„ ,

~.

Подставив эти значения а и Ь в (5.6.16), найдем
дифференциальное сечение рассеяния фотона фотоном при to^m:

^ = <^Ш%{шУ<-3 + с05**Г<*о. (5.6.19)

Проинтегрировав по 9, получим формулу (5.6.8).
Наконец, подставив (5.6.18) в (5.6.10), найдем радиационные

поправки к лагранжиану электромагнитного поля

V =

Ш% I14^^Ла^- 5 (/V4*)2] =
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Зная лагранжиан, можно найти плотность электромагнитной
энергии в вакууме

w = E^-L= ±(E*+ fP) + w', (5.6.21)

где
w' = (4а + 2Ь) (£• - №■) ДО+ fp) + 4Ь (ЕН)*.

Эта величина представляет собой радиационную поправку к

классической плотности энергии w0 = 1/2(E2-\-fi2).
Нелинейные электродинамические эффекты можно описывать

с помощью зависящих от полей диэлектрической и магнитной

проницаемостей вакуума. Чтобы найти эти величины, определим
электрическую и магнитную индукции D и В:

п — д±. в _
dL

и~дЕ> а~~дН'

Используя (5.6.20), получим

"45 т*

'45 от*

D, = Et + 1 £• [2 (£* - //2) £,- + 7 (£//) //,],

В, = Ht+±^ [2 (£» - /Я) Я,- - 7 (£#) £,].

В макроскопической электродинамике D п В связаны с Е и N

соотношениями

Сравнение этих формул с (5.6.22) показывает, что тензоры

диэлектрической и магнитной проницаемостей вакуума для слабых
и медленно меняющихся полей равны

е« = 81к + ^% [2 (£* - FP) 6» + 7ВД,},

И» = «f* + i £г [2 (£* - /I") б« - 7tf,tf*]■

Эти формулы показывают, что вакуум при наличии

магнитного поля становится анизотропным.
Формула для радиационной поправки к лагранжиану L'

может быть использована для установления модификации закона

Кулона на больших расстояниях от заряда. В случае чисто

электрического поля лагранжиан имеет вид

2 '
360n2m*c7'

Полагая здесь Е=— Vq>(r), получим из вариационного принципа

S{r*d/-L{<p(/-)}=0



следующее уравнение для определения потенциала точечного

заряда ф(г):
d ( tdV . e*h (d<p\*\ n
dr\ dr "т" 90n*mW \dr j )

Предполагая, что решение мало отличается от Фо^Тп-' мы

придем к решению
. . eZ Г 2Za«2 / 1 \4-]

о котором говорилось в п. 5.2.1.
5.6.4. Точное выражение для лагранжиана произвольного

медленно меняющегося электромагнитного поля. В предыдущем
пункте была найдена радиационная поправка к лагранжиану
электромагнитного поля, пропорциональная четвертой степени

полей. Мы определим теперь лагранжиан для произвольного сколь

угодно сильного электромагнитного поля, удовлетворяющего
единственному условию (5.6.12) [25]. Для решения этой задачи

удобно представить себе электронно-позитронный вакуум как

систему электронов, заполняющих уровни с «отрицательной»
энергией. Такие электроны мы будем называть вакуумными. Ясно,
что добавка w' к классической плотности энергии
электромагнитного поля w0 = 1/2(Ei + fi2), обусловленная существованием элек-

тронно-позитронного вакуума, совпадает с плотностью энергии
вакуумных электронов за вычетом их потенциальной энергии во

внешнем электрическом поле:

w' = i J(фГ', щЧ>«') - 2(*-"'*, ярЧ*-'), (5.6.24)
п п

где а$г' — волновая функция вакуумного электрона в состоянии п

и ф —скалярный потенциал внешнего поля (функции ^Jf'
нормированы на единичный объем; (tip, Х)=%Хь гДе ^~ спинорный
индекс).

Покажем, что второе слагаемое в этом выражении —плотность

потенциальной энергии вакуумных электронов — связано с первым
слагаемым, т. е. с полной плотностью энергии вакуумных

электронов (будем обозначать ее через W-) соотношением

2 (+«"'*, вффГ) = tJ, (5.6.25)
п

где £" —напряженность электрического поля.

Напомним, что если квантовомеханический оператор энергии Н
зависит от некоторого параметра X, то при бесконечно малом

изменении Я на dk собственное значение энергии еп = Нпп
испытывает изменение

ds» = {w)n«d%<
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В частности, если Н = НЛ + ^Ф (Нп и ф не зависят от X), то

Иными словами, если скалярный потенциал содержит постоянный

множитель X, то имеет место соотношение

Я § 2 <*""""• *<И>«~')<*3£ = Я^ jj w.cPx,
n

где интегрирование совершается по всему объему. В

интересующем нас случае постоянных полей можно рассматривать
электрическое поле Е как параметр Я и, кроме того, можно перейти от

полной энергии к плотности энергии. В результате мы придем
к соотношению (5.6.25).

Из (5.6.24) следует, что w' — а>_ — EdwjdE. Сравнивая это

равенство с соотношением w = E dL/dE — L, мы приходим
к'заключению, что радиационная добавка к классической плотности

функции Лагранжа L0 = 1/2(Ei— Нг) совпадает с точностью до

знака с полной плотностью энергии электронно-позитронного

вакуума при наличии внешнего поля:

£.'= —W- (5.6.26)

Так как, с другой стороны, V является функцией только двух
независимых инвариантов £2 — tP- и (ЕН)2, то для нахождения L'
достаточно определить W- в двух специальных случаях,

например, когда имеется постоянное и однородное магнитное поле И

и когда наряду с Н имеется параллельное ему электрическое
поле с потенциалом ф==ф0е'*г + ф|е-"!г (ф0 и k — константы).
Найдем прежде всего энергию и»_ в постоянном и однородном
магнитном поле //=(0, 0, Н). Согласно результатам § 1.6 возможные

значения энергии вакуумного электрона в магнитном поле равны

гт (Рг) = — Утг +еН(2п-и+1) + р1,

где /г = 0, 1, 2, ..., }л = ±1 и pz — проекция импульса электринь
на направление магнитного поля (соответствующие волновые

функции гря^'р р определяются формулами (1.6.2). Поэтому плотность

энергии вакуума, которую мы будем обозначать через wH, может

быть представлена в виде

оо оо

—

W 2 2 J &"AP)dp, (5-6.27)
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где p===pz. Замечая, что вЛ1_г(р) =ел+1, х(р), перепишем wH в виде

СО / СО *

wH =
~Wf \ dph0(p) + 2 2^(p)\,

—со { п= 1 )
en(p) = Vp2 + rn* + 2neH, я = 0, 1, 2, ...

Используя далее формулу суммирования Эйлера
N

(bN
со 1

\ F (х) dx + JW tF(2"_1) (W) -F^"-1' (0)] , (5.6.28)

где Вп — числа Бернулли, и полагая в ней Ь = 2еН, получим
Г со со

-|

Lo л=1 J

И)я =
(2я)

где ^(лг) = Кр2 + та+ л:.

Мы должны теперь регуляризовать величину wH. Эта

регуляризация может быть произведена следующим образом. Во-пер-
оо

вых, следует отбросить интеграл § F (x) dx, как не содержащий
о

напряженности магнитного поля и представляющий собой энергию
свободных вакуумных электронов и, во-вторых, следует отбросить
первое слагаемое с и=1 в бесконечной сумме, так как оно

приводит к энергии, пропорциональной Я2, которая уже включена

в невозмущенную энергию поля w0 (отбрасывая это слагаемое,

мы, по существу дела, производим перенормировку
напряженности поля, связанную с перенормировкой заряда).

Итак, регуляризовапное выражение для плотности энергии w%
имеет следующий вид:

со

п= 2

Замечая, что

ет.я-н (0\ _
г (2»-з/2)

2/я{р*-!-/п»)2Ц_£

3 (pt + m.w ^ Ят Г to)
•

Ч?>
—

со

ЗД6



Где Г (х) — гамма-функций, имеем

со

< =

ТШ 2 ЬгпВ« ^2)2-2" Г-Ш^Г • (6-6.29)

а так как

то

(2л)2 £*"""■ v '
2 (2л)1

*

п=2

Г (2и — 2) = I dr\ e-^^an-s,

WR 16л;2 J rf
е ^ (2л)! \2rnV

О 1=2

Сравнивая это выражение с разложением

cth*-F + &-+2 w*'"' (5-6-30)
*= 2

найдем окончательно

»#~£- S -£^[лЛ'сИ1(пЯ«)-1 - ^]. (5-6.31)
6

где Я* = -н—г
—

т" 2от2 от2

Введем теперь в рассмотрение наряду с магнитным полем

параллельное ему электростатическое поле с потенциало.м q> = q>tlei'iZ -\-

+ (р$е-'!'г. Разложим w. в ряд по степеням Е2 (или, что то же

самое, по степеням ф2; Е — напряженность электрического поля,
£2 = 2/г2:ф0|2):

СО

да_= 2] w^> + w». (5.6.32)
г = |

Повторяя выкладки, приводящие к (5.6.27), получим:
оо со

и= ± 1 rj
— 0 — оо

где s%r)(p) — поправка к энергии электрона snii(p) в магнитном

поле, пропорциональная £2r. Рассмотрим прежде всего слагаемое

ш(2). Пользуясь теорией возмущений, легко показать, что

оо

— оо

К2 = А/г- \-еН{2п-ц± 1)
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(мы разложили ф в ряд по степеням k и сохранили только члены

второго порядка). Полагая в формуле суммисования Эйлера
(5.6.28)

4 (р2+т?-\-х) '*

найдем

8я£ 12 » + * ^ (2*)l\dx»*-'«4-x^fJ «n' + x

Регуляризация этого выражения сводится к отбрасыванию
оэ

? dx
первого слагаемого, содержащего интеграл \ —^— и пропорцио-

о
нального Е*. Отбрасывая это слагаемое, мы, как и выше, при
вычислении энергии wH в магнитном поле, производим, по

существу дела, перенормировку заряда.
Используя разложение (5.6.30) для cth л:, получим

окончательно следующее выражение для регуляризованного значения аЛ2):

оэ

ш« —ётЧ ^[лЯ*с№(г,//*)-1], (5.6.33)
о

еН еН

Поступая аналогичным образом, можно показать, что

оэ со

2 т™ =£ S "? в""11 [л^* ctg г,Е* -1 + ^~] г|Я* cth r\H*.
г= 2 0

Складывая это выражение с выражениями (5.6.33) и (5.6.31)
для w'r и w%, найдем регуляризованное значение плотности

энергии wR:

со

K'* = !S \ ^^[(■nE*cigr\E*)(-r]H*cthr\H*)—l+~rf(E*i~-H*a)].
(5.6.34)

Замечая, наконец, что

ctg a cth 8 = Jcos^
~а*+^+cos^~g2 ~2tap

cos )/Р2 — а2+ 2iap —cos/pa_ аг_ 2iap'
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й йСпользуя (5.6.26), получим следующее ШраЖеййе для L'\
со

X [it| (E//) cos(riy'£*2 — /f*a+ 2t(£*/f,))+ cos(TjVr£*2 —Я*^ —2/ (Е*Н*))
cos (г)/£*а—7/*a+ 2t (Е*Н*)) — cos (ti/£*a _ #*а _ 2; (E*H*j)

+ 5 _£(£»-//■)]. (5.6.35)

Легко проверить, что в случае слабых полей эта формула
сводится к (5.6.20).

Рассмотрим теперь сильные поля. Пусть сначала £* = 0 и

Я* ;> 1. Предоавим L' в виде

оо

L'=y—f(x)dx, е = ^<1,
т* Я*2,
8я2 *г 1~-"*~ »

з/М = -

aS5Tr Ucthx- I -^гх2

Функция /(х) стремится к нулю при *-»-0 и ведет себя при
xj> 1 как

/(х) = /(оо) + оЦ-), *>1,

где /(оо) = -р- т*Н*2. Легко убедиться, что асимптотически при

s->0 для функций с таким поведением справедливо соотношение

оо

J^/(*)dX^/(00)ln4-, 8<1.
о

Отсюда вытекает следующее асимптотическое выражение для L'

при #*>!, £*=0:

L' = ^H**lnH*, Я*>1 (5.6.36)

Если имеется только электрическое поле, то формула (5.6.35)
приобретает вид

об

V =

Т
£2 -

8S". S |г «- "^ [^ ctg (e£r,) -1+I (вНл)»] •

Однако, этим выражением нельзя непосредственно воспользоваться,
так как подынтегральное выражение имеет полюсы при *п„ = пл/еЕ,
а = \, 2, .... Поэтому следует сместить путь интегрирования
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в верхнюю полуплоскость В результате V приобретает мнимую
добавку, которая, как легко показать, имеет вид

оо

2 Im L' =
4S 2 ^'2 ехр (— т'^ =

со

Эта величина имеет простой физический смысл, а именно: она

представляет собой вероятность образования е+е'-пары полем,

отнесенную к единице времени и единице объема.

Реальная часть лагранжиана V в случае сильного

электрического поля имеет вид

ReL'=— |— Е*г\пЕ*.

Таким образом, отношение радиационной поправки U к

классической плотности функции Лагранжа L0 при больших напря-
женностях полей растет только логарифмически с полем.

Поэтому нелинейность уравнения электродинамики будет малой
даже в том случае, когда поле значительно больше значения

nPczle%. Если в качестве Е взять поле на «краю электрона» Е =
е . т*с* L'

—-.—г=4л—7Г-, то отношение
4яг§ е* будет равно

L'\ a , 1

т. е. и в этом случае | L'/Ln |<! 1. ,

5.6.5. Сечение рассеяния фотэна в постоянном

электромагнитном поле. В матрицу Si4), описывающую нелинейные
взаимодействия между электромагнитными полями, входят четыре оператора
электромагнитного поля. Если все эти операторы относятся к

фотонным состояниям, то элемент S(4) будет описывать процесс
рассеяния фотона фотоном, рассмотренный в предыдущем параграфе.
Однако могут быть еще два случая, а именно: когда только два

множителя Ар(х) относятся к фотонным состояниям, а два

других—к внешнему электромагнитному полю либо когда три
множителя Ац (х) относятся к фотонным состояниям, а один — к

внешнему полю. В первом случае элемент матрицы S(4) описывает

рассеяние фотона во внешнем электромагнитном поле [26], а во

втором
— расщепление одного фотона на два или слияние двух фотонов

в один во внешнем поле. Этими эффектами (вместе с рассеянием

фотона фотоном) исчерпываются все процессы взаимодействия
между электромагнитными полями 4-го порядка.

Мы ограничимся рассмотрением рассеяния фотона во внешнем

электромагнитном поле. Если поле зависит >от времени, то

рассеяние фотона будет происходить с изменением частоты, если же
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поле постоянно, то рассеяние происходит без изменения частоты

фотона (когерентное рассеяние)
Особый интерес представляет когерентное рассеяние фотонов

в кулоновском поле ядра. Сечение этого рассеяния становится

сравнимым с сечением рассеяния фотонов электронами при
энергиях порядка 1010 эВ, но когерентное рассеяние фотонов ядрами
может быть обнаружено и при меньших энергиях благодаря
характерному угловому распределению, имеющему резкий максимум
в области малых углов рассеяния; для тяжелых ядер при частоте

фотонов ы> = 300 МэВ дифференциальное сечение этого рассеяния
на углы ~0,0t° на три порядка больше, чем соответствующее
сечение комптоновского рассеяния.

Диаграммы, изображающие рассеяние фотона во внешнем поле,

не отличаются от диаграмм рис. 5.15, изображающих рассеяние
фотона фотоном (только двум фотонным линиям соответствует
теперь внешний потенциал).

Используя определение (5.6.2) регуляризованного тензора
рассеяния фотона фотоном J^yXa (ki> &2> k3, к^), можно записать ре-
гуля ризованное значение матричного элемента рассеяния фотона
о внешнем поле в виде

</1 S»' | i) =—-£- ttL=. \ d*qx d*</4e (*! - k2 + qt + qt) x
2 (2л)4 V (й^Щ J

X enfrvAT (ft) Ла' Ы J/briKo (fti, — *а, <7i. <&)• (5.6.39)

Если поле постоянно, т. е. /4{? (q) = Af (q) 2л6(<7о), то частоты

падающего и рассеянного фотонов равны, ю, =со2 = со, и

</ | S3 ! 0 = - 2^)? 5 \ dZQ А*'1Ф А<* (*2 -^~Я)^> <Ю, ~ С02) X

* ei^vJr^vku(&i. —k2, q, ki — ki — q).

Умножая j(/|S'r'|0!2 на число конечных состояний рассеянного

фотона co.j dco2 do2/(2n)3 (do., — элемент телесного угла, в котором
лежит fe2) и деля на плотность потока падающих фотонов J = \,
получим дифференциальное сечение когерентного рассеяния
фотона в постоянном поле

л
1 «4 л J d*q АГ (q) AT (*, -кг-q) e1>xe2v X

x /яцлао^ь ~k2, q, k%~Ux — q) (5.6.40)

(Этот эффект называется эффектом Дельбрюка).
Приведем выражение для сечения рассеяния циркулярно

поляризованных фотонов в кулоновском поле ядра в случае малых

энергий фотона со<^т [27]. Обозначим через da^ (da.-) сечение

рассеяния право (лево) поляризованного фотона без изменения
спинового состояния и через do+- (da-+) сечение процесса рассея-
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ния, в результате которого право (лево) поляризованный фотон
превращается в лево (право) поляризованный фотон. Тогда

da++ = da_ = <Za)* rl y^f cos* 1 (^ do, .

da+_ - da_+ = (lay rl (^J sin* \ (^f do,

где 9 —угол рассеяния фотона, © — его энергия в лабораторной
системе, do —элемент телесного угла.

5.6.6. Связь между амплитудой рассеяния фотона на нулевой
угол и сечением образования пар. Покажем, что матричный
элемент когерентного рассеяния фотона в постоянном

электромагнитном поле на нулевой угол связан простым соотношением

с интегральным сечением образования пар фотоном в этом поле.

Воспользуемся для этого условием унитарности матрицы рассеяния
SS+ = /, или

TT+= -i(T-T+), S = l+t'T. (5.6.41)

Из (5.6.41) следует, что <i| TT+ [t> = 2 Im<£ | T ji>, или

XKi|Tjf>|2 = 2Im</|T|*>, (5.6.42)
f

где г —произвольное состояние системы полей, и суммирование
производится по всем состояниям полей f. Левая часть этого

соотношения представляет собой суммарную вероятность перехода
системы полей из состояния i во все другие состояния (включая
состояние £')> а правая —пропорциональна инвариантной амплитуде
процесса рассеяния i-w на нулевой угол.

Применим это соотношение к тому случаю, когда рассеяние

происходит в постоянном внешнем электромагнитном поле и в

исходном состоянии i находится одна частица (далее такой частицей
мы будем считать фотон). В этом случае в элементах матрицы
Т можно выделить 8-функцшо от энергии

</■ | Т | Г> - (2я)г 6 (Ег - Ei) Fri I || ^L , (5.6.43)

где Fri — инвариантная амплитуда процесса рассеяния i-*-r, Er—
суммарная энергия частиц в состоянии г, еа —энергия частицы
в индивидуальном состоянии а (произведение по а

распространяется на все индивидуальные состояния частиц как в состоянии i,
так и в состоянии г) и V — нормировочный объем. Так как

матричные элементы содержат б-функцию от энергии, то левая

часть равенства (5.6.42) пропорциональна времени перехода t

(ср. § 3.4). Поэтому, разделив 2 i ('' I т I /) I2 на ivdV< гДе vi
— ск0'

f

рость частицы, присутствующей в состоянии I, мы найдем сумму
сечений о^._} всех процессов рассеяния i->-/\
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Рассмотрим теперь правую часть равенства (5.6.42). В

соответствии с (5.6.43) мы можем заменить (fjT|t) на 2ntFu (е,-, 0)/ y~Rit
где FVl (е,-, 0) — значение амплитуды рассеяния Fa (е;, б) процесса
i-*-i при угле рассеяния 9, равном нулю. Таким образом,
соотношение (5.6.42) принимает вид

2 <xw =
~ ImF„ (e,, 0), (5.6.44)

f

где Р; = и»в; — импульс частицы. Это важное соотношение,
связывающее суммарное сечение процессов рассеяния i->f с

амплитудой упругого рассеяния на нулевой угол, называется оптической

теоремой.
Пусть в состоянии i находится один фотон, обладающий

достаточно большой энергией, тогда суммарное сечение процессов

рассеяния будет практически совпадать с сечением ар(ш)
образования электронно-позитронных пар фотоном во внешнем поле

(со — энергия фотона), так как сечение упругого рассеяния фотона
ое(со) значительно меньше ар(а). Обозначая амплитуду упругого
рассеяния фотона во внешнем поле через /(со, 6) (6 — угол
рассеяния), мы можем, следовательно, написать на основании оптической

теоремы соотношение

<xp(co) = ^Im/(co, 0). (5.6.45)

Амплитуда упругого рассеяния фотона /(со, в) связана с

элементом матрицы S(41, соответствующим когерентному рассеянию
фотона в постоянном поле, соотношением

.</|S4>|t>=^£/(«>, е)8(<о-<рД (5.6.46)

а дифференциальное сечение упругого рассеяния фотона имеет вид

dtre = /|(co, 0)|»A>, (5.6.47)

где do —элемент телесного угла, в котором лежит импульс
рассеянного фотона.

При рассеянии в кулоновском поле на нулевой угол
поляризация фотона, очевидно, не изменяется, ег = е^, Поэтому
усредненное по состояниям поляризации значение амплитуды
рассеяния на нулевой угол равняется согласно (5.6.39)

/ (Q)s 0) =—^j jj Af {д) № (— Я) Jrwm {K-k,q,- q) tPq.

(5.6.48)
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Подставляя это выражение в (5.6.45), получим следующую
общую формулу для интегрального сечения образования пар
фотоном в постоянном внешнем электромагнитном поле:

= \А™{Д)№(—я)Т^(Я, b)d*q, (5.6.49)

T^(g, ^-joSw^Rel^vto. k) + B^(g, k) + B.^(-g, k) +

где

1 4яа_2
(2it)« ш

+ V (в-, —k) + B^ (g, —k) + Bw {—q, -k)\,

КАя, *) =

Sp [уц. («£— m) ya. (ф — «£— «) Yv (# — &— lq — m) yx (ip — iq — m)\ ,

-$*p (P* + m*)[(p-k)2+ m4[(p-k-qF +m:>l[(p-qrz+m*]

r» Sp [y^ (ip + iq— от) yv (ip — m) 7a («^+ '* - m) 7л Up — «)]
Bm-v (^' fe) ~

J
d*P [(P + ?)2 + ma3 [0» + *)a + ™2] (P2 + m2)2

Чтобы найти тензор 7\,v (<?, &), заметим, что он должен иметь

следующую структуру:

Т„у(д, k)=
^

=

щё-^- [GAv + ОДА,+ Gag.tfv + G4 {kvqv + К^)\ (5.6.50)

где G; —некоторые инвариантные функции q и k. С другой
стороны, в силу градиентной инвариантности выражения (5.6.49) для
сечения образования пар должно выполняться соотношение

QvTv.\> (Я, Щ = 0. Поэтому функции G, связаны между собой

соотношениями

Gi + <7aG3 + <7feG4 = 0, qkG2+q*G4 = 0.

Таким образом, для определения Т.^ достаточно найти две из

четырех инвариантных функций G,-. Мы не будем приводить здесь

вычисления этих функций, а приведем только окончательные

результаты [28].
Если г2 == lU (Я — kf < — m2, то

G2 =
8n3q
^f {[2 (4m* 4- 6mV -q*)+2 (?a - 2m2) p - p2] x

х1пТ^7гт1^+ К11Г^^[4('7а~Р)(т2-2'72)-р21}'

где p1—2<7&. Если же г*^ — тг, то Gj = 0,
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Сечение образования пары фотоном большой энергии в куло-
новском поле ядра равно

28 72 „1 2ш
о = тг Z2ari In —.

9 и
т

Поэтому, согласно (5.6.45), в этом случае

г г / п\ 7 Z2a3 со , 2со
lmf(co, 0) = -r- In—.' v ' ' 9л т т т. (5.6.52)

Зная мнимую часть амплитуды, можно найти ее реальную часть,
если воспользоваться дисперсионным соотношением

со

ЪП»,Я)-±Р $ gff:ff *»', (5.6.53)
— оо

где q
— переданный ядру импульс. Эта формула вытекает из

формулы Коши и предположения об аналитичности f (со, д)

1 *■ ' *'
2т J со — ев

(контур С изображен на рис. 5.17).
Подставляя (5.6.52) в (5.6.53),

получим

Ке/(ш,0) = ж—-, co>m. Рис. 5.17.

Интегральное сечение когерентного рассеяния фотона большой

энергии в кулоновском поле ядра равно

98 Z*ae
°

81я rrfi
'

5.6.7. Импульсное и угловое распределения ядер отдачи при

образовании пар фотоном в поле ядра. Рассмотрим подробнее
наиболее интересный случай, когда поле, в котором создается

пара, представляет собой экранированное кулоновское поле ядра

Ze
А'е'(д)=0, AP(g) = 'f2(\-F(g))

(F (q) — атомный форм-фактор). В этом случае отлична от нуля

только одна компонента тензора Т^у

Т» = (2Н? ^?.(_ Gl + шЧ?«>

(5.6.54)



где

™2

+ £=^[|Лц-^(Р--4(4г.-Р)(т--2^)) +
+ In \~у\+^ Ф2 + 2 (Р - <72) (2т* - *») - 8т* (^ + т*))]}.

Так как </ представляет собой импульс, передаваемый при
образовании пары ядру, то подынтегральное выражение (5.6.54)
определяет распределение ядер отдачи по получаемым ими

импульсам [28].
Вводя новые переменные

2mQ=\q\, ц^^-\д-к\)^ш. у = ^,
можно представить (5.6.54) в виде

V + Vv* — 1

Мо>) = $ _dQP(Q, со), (5.6.55)

/ (Q, V) = Л+ (1 - 2Q2) Л+ (2Q* - Q3 - 4QV - V.) J, +
+ 2QV (1 + 6Q2 - 4Q4) Л + Ко + (1 - 4Q3) /d + [(4Q» - 1) Qa -
- 4QV1К2 + 4Q272 (8Q2 - 1) /Ca + 4QV (1 - &?) К4, (5 "5.56)

где

2v<3— <?'
. .,, : 2vQ-7*

J (0*+ц)я 1 + М -1/М- J(Q2_,_>Ll)/i l -f- К i — J/м- J (Q2-H0n

Функция Я (Q, со) определяет распределение ядер отдачи по

абсолютным значениям импульсов.

Приближенно можно считать, что функция Р (Q, со) обратно
пропорциональна q=s\q\ (в определенных пределах), т. е.

'
nit

<jp (со) = const \

max

dq
J'

'mln

где qma]i = tn, qm]„ = m2/co — в отсутствие экранирования и qmin
=

= 1/а (а —атомный радиус)— в случае полного экранирования.
Сравнение этой формулы с формулой (4.5.8) для сечения

образования пары фотоном в кулоиовском поле ядра показывает, что

const =
g -w

=

9
Ф.
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Таким образом, распределение ядер отдачи по импульсам
в отсутствие экранирования приближенно определяется формулой

т

Мю) =?Ф f f: (5-6-57)

при полном же экранировании

т

M">)=fo>jf. (5.6.58)
На

Бхли Romax<^a, Ro^lPi—Pv — k]-1, где а —размер атома,

Pi и /?а
—

импульсы компонент пары, образованной фотоном
с импульсом к, то экранирование поля ядра не играет роли
(см. п. 4.3.4), и величиной F(д) в (5.6.54) можно пренебречь.
Найдем в этом случае угловсе распределение ядер отдачи, т. е.

распределение их по углу 9 между векторами дик.
Вводя переменные г) = у cos 9 = ygk/qa, y = a>/2m, получим из

(5.6.54) при F(g) = 0:

у Ч + Ут)»—1
.

,
Z*<* С . С dQ (. 1-K1 — 1/2t|Q— Q2 w

Op((»)== \ ат] \ — Jin
л

—~ XPK
16л2с»2 J

' J Q2 \ 1+Kl —1/2t]Q —Q2

vl7i_£Vi L 4_ J ! Я.Л. ^.\j_ jl21 .

IA *l2/\ 4Ti2_r2TiQ 8Q2T|2 r^
■"

2tia /
' 2^J ">"

+ l/".I~^-«*[('~S)(l-4? + i) +
+ ^(l-^)C?-24Q>]}- (5-6.59)

Это выражение можно преобразовать к виду

1
агссоз —

V

ор(со) = \ dBP(Q, со), (5.6.60)
о

Же. tt) = 4^^sinef^—' /fi-i-y^r/i-^x(в2 J ^w-^'il [гУ LI л2/

/2т)2 . 2(ti2-1) ti2-4\ /. 2Va\/ 2,1]x {-fir-* j3 _^f~/ ^ ~^)\ "i^n2 J +

1 +V1 — l/nlY|'>2 2т]4ц \ T)2/
.' J_ 1 - 8ц'- , 16^-I6ti2-1 2g»+l

_ ifVR
^Л2а2 "ИЛ* "*"

84V
~r

jtf n*/J/"
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Интегрируя член, содержащий In г по частям и

1 + К 1 — 1/р.
вводя эллиптические интегралы

Я/2

F(jc) = $ (1 -xsin5»-'/'^,
'

о

я/2

£(*)=$ (1 — xsin*q>)l'*dq>,
о

L(r,) = JF(Kr^T7P)f.
можно представить ар((о) в виде

+ А [_(64+ 109Y2) £ (|Л- l/Va)+(l25+A+427!!)F(V 1-1/Y2)]}.
(5.6.61)

§ 5.7. Дважды логарифмическая асимптотика сечений

квантовоэлектродинамических процессов

5.7.1. Дважды логарифмическая асимптотика вершинной
функции. В предыдущих параграфах мы определили радиационные
поправки к сечениям рассеяния различных процессов в наинизшем

приближении теории возмущений. Общей особенностью этих

поправок является то, что они становятся сравнимыми и могут даже

превосходить сечение основного процесса в области больших
энергий. Например, величина 8R, определяющая радиационные поправки
к сечению рассеяния электрона во внешнем поле, ведет себя при

больших переданных импульсах q как бд^
— In2 % и достигает

значения порядка единицы при
■ q*\ ~т2е,/л/а. Ясно, что при

таких и больших значениях q формула (5.4.12) для bR теряет
смысл, так как она выведена в предположении о малости

радиационных поправок. Аналогичная ситуация имеет место и для

других квантовоэлектродинамических процессов.
Мы видим, таким образом, что для получения правильных

выражений для сечений различных процессов в области больших

значений энергии и переданного импульса необходимо учитывать

радиационные поправки к сечениям не только в наинизшем, но и

во всех последующих порядках теории возмущений.
Получающиеся бесконечные ряды (состоящие из регуляризоваиных
слагаемых) мы не умеем суммировать и, строго говоря, вообще не знаем,

сходятся ли они (см. в связи с этим п. 3.8.3). Но если считать,
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Wo эти ряды являются асимптотическими рядами, описывающим!!

соответствующие квантовоэлектродинамические величины, то в них

могут быть выделены главные последовательности членов,

которые могут быть просуммированы.
Если рассматривать рассеяние ультрарелятивистского электрона

во внешнем поле, то главным в га-м приближении теории возму-

щении оказывается член вида lain3 — ) .

Аналогичная ситуация имеет место и для других квантово-

электродинамических процессов: всегда в области больших
значений энергии и переданного импульса главным в каждом

приближении теории возмущений оказывается член, в котором на каждый
множитель а приходится произведение двух логарифмов от

больших аргументов. Такие члены (мы будем называть их дважды

логарифмическими) можно просуммировать и найти таким
образом асимптотику сечений различных квантовоэлектродинамических

процессов в области больших значений энергии и переданного
импульса. Эту асимптотику называют обычно дважды
логарифмической.

Покажем, как производится выделение дважды

логарифмических членов. Рассмотрим сначала простейшую задачу этого типа —

выделение дважды логарифмических членов в радиационных
поправках к вершинной функции Г|Л(р1, р2) в области 4-импульсов
Pi. Рг>

l(Pi-P3)2l>IPi. *1, \Pl*\>m\ (5.7.1)

Начнем с радиационной поправки 3-го порядка

л«>,„ 0ч_
** С yv(A-fe>Yn(A-fe)yv <***

«72.Ли l/H. PV—
(2я)4 J ((pl_ft)t_I-o)((p1_A)a_I-o) W=iO' V.t.Z)

которой соответствует диаграмма / рис. 5.18. (Мы пренебрегли
всюду в соответствии с неравенствами \р\,ц\^>т- величиной /и2.)

Для нахождения асимптотики функции Л^31 (р1( р2) в области

(5.7.1) удобно перейти от k к новым переменным интегрирования
и, v,kj_, определенным в § 4.9 формулой (4.9.4):

k = u(p1 — a2p2) + v (p2 — а2рг) + kL, (5.7.3)
«i — Pi/2pip2, <Ч = р\12рхръ.

Легко видеть, что 4-вектор k± является пространственнопо-
добным, ^5_>0; элемент объема в ^-пространстве,
проинтегрированный по углу ср, равен

J*k = 2n(plt р2;2 Sgn (— pxpv йи dv dz, (5.7.4)

где z = — k*ii2pvpt.
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Наконец, выразим в новых переменных множители, входящие
в знаменатель подынтегрального выражения для Л|?! (РгРь)'-

№ = 2pip2 (uv — z), (рг — k)* = 2рхрг [(и ■

(р2 _ kf = 2pipa [(« - о,,) (v - 1) - 2].

ах)(ы—1) —z],
(5.7.5)

Величины и и v изменяются в пределах (—со, со), а

величина г —в пределах (0, со) или (—со, 0) в зависимости оттого,

отрицательна или положительна величина pip2- Из (5.7.5) и (5.7.4)
следует, что главный вклад в интеграл (5.7.2) вносит область

интегрирования, непосредственно примыкающая к точке « = а1,
и = Од, г = иь.

„л™", «-),г^,т

Рис. 5.18.

Так как Ic^K^l, |о^|<<1, то существенными являются
малые &ц, l^nKI (Pi, «VI; поэтому в числителе подынтегрального
выражения (5.7.2) можно пренебречь членами, содержащими k^.
Учитывая, что Л^ (ри р2) находится в окружении функций Sc (р^)
и 5с(рг). ведущих себя при | pi, ъ\^>т? как

fit 2

легко убедиться, что числитель подынтегрального выражения (5.7.2)
можно заменить на 4р1р2'Уц» т. е. в интересующем нас случае (5.7.1)
величину Лц' (рх, ра) можно представить в виде

Л{Г(Р1. Рг) =

du do dzie* f* du

У»'2(2п)« J (v-ai-i0)(u- «a
— «0) (uv — г+ г'0) (5.7.6)
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Точные значения пределов здесь несущественны, и мы можем их

взять равными —1 и +1 при интегрировании по и и v и

равными 0 и +1 при интегрировании по z.

Выполним сначала интегрирование по г. Используя формулу

^7о= ш-б(д:) + Р|, (5.7.7)
имеем

1

&
=— /яв (ио) + In | ио |. (5.7.8)

uv — z+iO

Подставляя далее это выражение в (5.7.6) и опуская член с

логарифмом, получим
1 1

- "

S * *
A 4 - " Ё*ln?SP '" *?Р- '6'7-9'

Таким образом, мы видим, что при | (рх — ра)21 ^> pj, 9 ;> ms
вершинная функция Л^а| (рх, р3) содержит дважды логарифмическое
слагаемое, пропорциональное произведению а и двух больших

логарифмов. Это слагаемое, являющееся главным членом в AJj" (px, рг),
возникает, как мы видим, при интегрировании по двум
переменным и к v. Логарифмическое же слагаемое, возникающее при
интегрировании по третьей переменной г, не вносит вклада в

главный член, который связан только с мнимой частью интеграла по г.

Прежде чем переходить к вычислению следующих
радиационных .поправок к вершинной функции, убедимся, что если |р|,3|^>
J>m2, а |(рх — р2)21 невелико по сравнению с jpf,«|, то

радиационная поправка к вершинной функции не будет содержать
дважды логарифмических членов. Рассмотрим, например, Лд'(р1( ра)
в предположении, что

1р?|>|(л-л>»1. 1р!1>!р51.
I(pi-ft)'l>«". \Р%\>т\

В этом случае, в отличие от случая (6.7.1), в знаменатель

подынтегрального выражения (5.7.2) будет входить 4-вектор pi с

большим квадратом, благодаря чему непосредственно нельзя

использовать примененную нами только что методику вычисления

интеграла (5.7.2). Однако можно добиться того, чтобы в

знаменатель входили векторы с малым квадратом, если предварительно
произвести замену переменных интегрирования ft-»-ft' «=p8

— k,
после которой интеграл (5.7.2) примет вид

K'iPi, Л) =
"

,
1 a

f Vv ОН-*') Уц*'Уу d*k'
/c71m—

(2л)2 ni J [(<74-*')я-Ю][(р2 —A')*— iO](fc'a_Я))'
Ф./.ш;

14 А. И, Ахиезер, В. Б. Берестецкий. 401



где (f = px — р2. Применяя теперь преобразование (5.7.3) с

вектором — q вместо вектора рь k' — и (— q — а2р2) + v (р2 + а-ъЯ) + &1,
легко убедиться, что главный вклад в интеграл (5.7.10) вносит
область интегрирования i&'^KItfPalt в которой интеграл (5.7.10)
принимает вид

Л|Г' (pi, р2) =
1 1

I РМ l-£-l

(5.7 11)
В этом выражении, в отличие от выражения для Л{?' (рь р2)
в случае (5.7.1), нельзя пренебрегать в числителе под знаком

интеграла членами, содержащими и и и, так как они умножаются
на малые величины р2 и q. Благодаря этому интеграл (5.7.11)
не будет содержать дважды логарифмических членов.

Легко убедиться, что регуляризованное значение Л£: (plt рг)
в рассматриваемом случае равно

"

SS5J [^1п^ -2™ ln % ~*** »п <f} (5.7.12)

Это выражение содержит, как мы видим, только однологарифми-
ческие члены.

Рис. 5.19.

Таким образом, действительно, вершинная функция при
I Pi. a I > т* будет содержать дважды логарифмические члены только

в том случае, если | {рл — р2)41 > I Pi, 9О т*. Далее мы увидим,
что дважды логарифмические члены возникают и при | pf, s | «=* /л2,
если выполняется условие | (рг — р2)2 j >• m2. Этот случай будет
играть особенно важную роль в дальнейшем, так как именно он

еоответствует рассеянию с большим переданным импульсом.

Вернемся теперь к определению следующих радиационных
поправок к вершинной функции в случае (5.7.1). Выясним прежде
всего, какие диаграммы приводят к дважды логарифмическим
членам. Легко видеть, что замкнутые электронные линии не при-
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водят к дважды логарифмическим членам: для таких диаграмм
степени больших логарифмов оказываются всегда меньшими, чем
степень квадрата заряда. Рассмотрим, например, диаграмму /

рис. 5.19. Внутренней электронной петле соответствует, согласно

(5.1.16), функция

Щ' (*) =

= 2^ ft» J dz(l _^){ln|l+^a(l _г»)|_*яв[-Л»(1 -г*)-4тЦ},
о

откуда с логарифмической точностью

П« <*> = & k% {1п |Х +Ш | - 'я9 (~ k* - 4т^}'
Поэтому всей диаграмме / в целом будет соответствовать величина

Лц (Л, рг)—
3(2л)в J i(p2-k)*-iO][(Pl-k)*-iO]

X

х
¥ {1п |Х +S | ~ г'я6 <~ ** - 4m2)} d*k-

Переходя к переменным и, v, г, согласно (5.7.3), и делая

необходимые пренебрежения, получим

A$'(Pi. P*) =

tJLfdz (\ e(uv-z-y)dudv

1 1 оо

9(w-z_Y)d2 =

12n»J J J [(o-ot1)(«-l)-2][(«-ot)(o-l)-jJ(w-^
0 —oo

mo—г

1

а8 С du Г _dv_ Г

12n«Y«*J B-a.J o-OH^
i 1

a2 Г du С dv
D

. . , uv
= —

-7K-3 Yu 1 ^ B ("W
— Y) In — =

12лг ,,г
J u — a.2 J t;—a,

v "
у

— i

= -Т£?Пп^-21па11паг, (5.7.13)

где y = 2m2/PiP2- Мы видим, как и утверждалось выше, что эта

величина содержит большой логарифм в третьей степени, а заряд—
в четвертой.

Таким образом, мы должны рассматривать только диаграммы

с внутренними фотонными линиями. Однако и они не все будут
приводить к дважды логарифмическим членам. Легко видеть, что

только те из диаграмм, в которых все линии виртуальных фотонов
охватывают точку испускания внешнего фотона, приводят к дважды

логарифмическим членам. Рассмотрим, например, диаграммы 2 и 3
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на рис. 5.19. Используя вытекающую из (5.1.12) формулу для
массового оператора 2$'

справедливую при | (ра — &)21 > >"2, и аналогичную формулу для

вершинной функции Л$|х [29]

л&(л, ft_*)=^T&[in£^-2in£].
справедливую при | pi | ~ j(p2 — k)21 >> от2, получим следующие
выражения для величин, соответствующих диаграммам 2 и 3:

й* f YvS'ff (Pi-*) Ун (A -^) Yv
аЛд (Рх, ра) — ^р ^ {(Pa_fe)3_,0][(p, — А)»— <0](Аа— (О)

U Л%

ь
№ С Уу (&- fe) Уц (А — £) А'& (ра, Pi — k)

зЛц (Pi, р3) - (2я)4 I [(л_ *)■ _ ,о] [(рх - *)* _ Ю] (ft* _ /о)
а Пш

Поступая так же, как и при выводе формулы (5.7.13), получим

«A3'(Л. Рг) = —гЛ^Чрх, ра). (5.7.14)

Эти величины, как мы видим, не содержат дважды логарифмических
членов.

Перейдем теперь к рассмотрению диаграмм, содержащих только

внутренние фотонные линии, охватывающие точку испускания

внешнего фотона. В (2п+1)-м приближении содержится, очевидно,
п\ таких диаграмм, которые отличаются друг от друга только

перестановкой концов виртуальных фотонных линий (см. диаграммы
рис. 5.18). Вклад, вносимый этими диаграммами в вершинную
функцию, будет равен, очевидно,

ЛГ+ 1>(Рх, й) =@"^х
Уа.1 (А — fei) Yy>(A — &i—h)- • • Уа.я (А

—h— ■ • •
— k„)

[(Pi-fti)a-'0][(Pi-fei-ft2)a-iO]...[(pi-A1-...-A„)a-iO]><
р

Уд {Ръ-hi--- bi„) Уя.(я (fit - fe-x - • • •
- K-i) y^n_t ...fa-Ю VX<t

Х[(Л-*11-...-*1«)»-й>][(Л-*»1—— *l»-i)t-'0]-[(Pi-*«!)"-«)]
X

где 2 обозначает суммирование по всем перестановкам
р

/.' .'
"'* "V (Если ix = l, t2 = 2, ..., то фотонные линии не

пересекаются; диаграмма в этом случае называется лестничной.)
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Предполагая выполненными условия (5.7.1), можно в числителе

подынтегрального выражения (5.7.15) пренебречь величинами k-t
по сравнению с ft и р2 и заменить числитель на (4рхр2)л Yn:

X {[(Pi - *i)2 - *0][(Л - *i - *г)г - Ю]... j^ - 2 */
/ = i

ю X

х [(ря - ft,,)2 - Ю] [(рг - klt - kitf - Щ... Цр2 - Д] fy)" - Ю J X.

Для вычисления этого интеграла перейдем вместо &,- к новым

переменным интегрирования щ, vit kiJL, согласно (5.7.3),

kt = Щ (pi — ajpa) + Vi (ра — ОаРх) + ki±.

Вспоминая, что при интегрировании по 2,=— Щ±_12рхрг должна

быть взята в соответствии с (5.7.7) только мнимая часть интеграла,
мы получим следующее выражение для Лдп

+ 11

А{Г + 1)(Р1, Р>) =
dy,

(Pi. Pa):

1+ W2 — 0h""»i4-w»+ ...-bDn — oci
X

ХИг1+... +И,-п-агЦг1+...+^-х-«Г--Ц-х^Э("^)---6("^)-
Главный вклад во входящие сюда интегралы вносит область

интегрирования
Pi

Pi
Р1Р2

<|Ol|<|02l<...<|0.|<l,

<| К1"2|<...<|"„|<1.

Каждый из интегралов равен, как легко видеть,

2л PiPa }nn P1P2

Поэтому для ЛцП +
1)

(рх, Рг) мы получим выражение

ЛГ+ П(Рь pa) = (-^)"Y^ln«a1ln«a2. (5.7.16)

Обратим внимание на то обстоятельство, что все диаграммы,
отличающиеся лишь перестановкой концов виртуальных фотонных

линий, вносят одинаковый вклад в Л^" +
|)(рь р2). Суммируя

выражение (5.7.16) по п, найдем вершинную функцию Г(Х(рх, р2)
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а случае | (Pi-Рг)21> I Рьа l>ma:

?»(Рг, P*)=Y*exp(-£ln&pln^). (5.7.17)

Эта важная формула [29] справедлива при выполнении следующих
условий:

1п£>1, alng<l, aln»g^l, (5.7.18)

где Я = Р\
— ръ-

5.7.2. Дважды логарифмическая асимптотика сечения рассеяния
электрона во внешнем поле. Перейдем теперь к определению
сечения рассеяния электрона во внешнем поле в случае большого

переданного импульса q |<?а|^>/и2. Сечение в этом случае будет
определяться в основном вершинной функцией Г(Х(р1, р2) при
|(рх — р2)21 ^> т2, где рх и р2

— 4-импульсы электрона в начальном

и конечном состояниях, P"i = Pi —— т2. Поэтому существенными,
как следует из результатов предыдущего пункта, будут диаграммы
с внутренними фотонными линиями, охватывающими «точку
приложения» внешнего поля (такие диаграммы см. на рис. 5.18).

Покажем, как производится выделение дважды логарифмических
членов в матричных элементах, соответствующих этим диаграммам.
Рассмотрим прежде всего матричный элемент, соответствующий
диаграмме /:

(2я)<К2е3 J й(р,- k)*-\-m? (Pl - *)* + m*
r,i *2 V2e1

*

(5.7.19)
(Мы пользуемся обозначениями п. 5.4.1.)

Так как внешние электронные линии соответствуют свободному
электрону, т. е. Pi

= p.2 =— т2, то написанный интеграл будет
расходиться в области малых импульсов виртуального фотона.
Чтобы избежать этой расходимости, можно, как мы видели
в п. 5.4.3, ввести конечную массу фотона X; но можно поступить
и иначе, а именно: вначале считать, что величины бх = (pi + т?)/2р\Ръ,
6^ = (p3 + >7i2)/2p]P2 отличны от нуля и только после учета

процессов излучения электроном реальных мягких фотонов положить

б1 = бг = 0. Такой метод устранения инфракрасной расходимости
позволяет воспользоваться методикой нахождения дважды
логарифмической асимптотики, развитой в п. 5.7.1.

Пренебрегая в числителе подынтегрального выражения (5.7.19)
величиной k по сравнению с р\ и р2 и переходя от k к новым

переменным интегрирования и, у, kj_:
k = u(px — vp3) + v(p2 — ypi) + £_ь
k±pi = k±p2 = 0, у = т212ргр2,

представим Мг в виде

Ml = JM0, (5.7.20)
где М0 — матричный элемент, определяющий рассеяние электрона
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в основном приближении:

'

~е2
••

К2ехм°=е7к2Ме)^тк ^-7-21>

. ia f du dv dz
J — ~

(2Sp ) (M_7tl —62 —Ш)(У —ч«— 6,-/0) (uv-z+ iO)

(переменная г связана с k± соотношением г — — ^i/2pljo2). В
знаменателе подынтегрального выражения для J мы сохранили,
в отличие от аналогичного выражения для Л"п + 1)(р1, р2), члены,
пропорциональные у, так как величины бх и б2, введенные нами

для устранения инфракрасной расходимости, предполагаются очень
малыми, именно, мы считаем, что у^>61-2.

В интеграле по г основной вклад дает в соответствии с

результатами п. 5.7.1 полувычет в точке z = uv. Остающиеся после

интегрирования по г интегралы по и и v берутся в смысле

главного значения:

J = _
«

р (dupido, Ш ж (5.7.22)

(мы считаем здесь для простоты, что 81 = 82 = 8).
Выполнив интегрирование по одной из переменных, можно

выразить J через функцию Спенса F (х):

J--£{ln*6+2ln*lny+F(-$) + F($)-
-2F(j)-F(-i)-F(2) + 2F(-V)}, (5.7.23)

F(x)=ynll-U]du.
о

Замечая, что при *;>1 функция F (x) ~ V2 In2x, получим
в интересующем нас случае у ^-8

■f--|>Tln£. (5.7.24)

Если 6^7> то У = — 2^1п2б, и мы приходим к результату (5.7.9).

Повторяя далее выкладки предыдущего пункта, легко показать,

что каждой из диаграмм 2п + 1-го приближения соответствует

матричный элемент

Поэтому матричный элемент 2га + 1-го приближения равен

р
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и, следовательно, суммарный матричный элемент процесса
рассеяния электрона во внешнем поле равен

со

М= У A*te+1 = Mo^ = Afoexp(-!-lnTln£). (5.7.25)
п = 0

Отсюда следует, что дифференциальное сечение упругого
рассеяния электрона во внешнем поле с учетом радиационных поправок
в дважды логарифмическом приближении определяется
формулой [29]

da^ = da0exp(-^-lnvlny), (5.7.26)

где da0 — дифференциальное сечение упругого рассеяния электрона
в первом приближении теории возмущений.

Мы должны теперь устранить в сечении рассеяния
инфракрасную расходимость. Для этого нужно прибавить к doR сечение da'

рассеяния электрона с излучением мягких фотонов. Этому процессу
соответствуют диаграммы с волнистыми фотонными линиями,
исходящими из внешних электронных линий (см. п. 5.4.4).
Простейшие диаграммы такого типа, соответствующие излучению одного
мягкого фотона, изображены иа рис. 5.7, 4 (заштрихованный
блок изображает основной процесс рассеяния и радиационные
поправки к нему).

Матричный элемент, определяющий излучение одного мягкого

фотона с 4-импульсом k и поляризацией е, можно представить,
согласно результатам п. 5.4.4, в виде

Ц"-'1( *** ^—)М0, (5.7.27)

где М0 определяется формулой (5.7.1) и, в соответствии с

используемым нами в этом разделе методом описания инфракрасной
расходимости, мы сохранили в знаменателях слагаемые р(,ч~{-т2.

Просуммировав квадрат модуля Мь' по поляризациям фотона е

и проинтегрировав по энергии фотона со в пределах от со = 0 до
© = Де, найдем дифференциальное сечение рассеяния электрона

во внешнем поле с потерей энергии, не превосходящей Де:

daW=*doRJh, (5.7.28)
где

.
_

4е2 С &k 1

(2я)з^2 3 « (2p^+Pl+«a)(2pi«-p?-/7i2)

= £(lnvln^-2]nv!n^),
е —энергия электрона (Ае<^е) и doR определяется формулой (5.7.26).
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Аналогичным образом можно получить сечение рассеяния

электрона с излучением г мягких фотонов с суммарной энергией, не

превосходящей Де:

Дг Де —и, Дв—"i—"г ■• ~<аг-\

**"-**}<*£ \ (2iF-" \ (2HF*
0 0 0

х
г! 11 со, (2p2kt + pl + m?) (2Plkt - р? - от»)

Ko-i-ai)

(г! входит сюда из-за неразличимости фотонов).
В интересующем нас случае дважды логарифмической

асимптотики сечения рассеяния можно в этом выражении все верхние
пределы интегралов считать равными Де. Поэтому

Суммируя это выражение по г, найдем дифференциальное сечение

рассеяния электрона во внешнем поле с потерей энергии, не

превосходящей Де, в дважды логарифмическом приближении

d<T = daeexp(-^Jn^ln^-), (6.7.30)

где da0 — сечение упругого рассеяния, и q2 = (рх — р2)2 = 4е2 sin2 (6/2)
(6 — угол рассеяния). Эта важная формула справедлива при
выполнении условий

а!п4<1. «1п24~ 1. Ле<в.от* ^
'

т2 ' ^

Заметим, что формула (5.7.30) находится в соответствии с общей

формулой (5.4.20), определяющей структуру сечения рассеяния

с излучением мягких фотонов. Мы видим, что в дважды

логарифмическом приближении величина da0, входящая в формулу (5.7.30),
совпадает с сечением рассеяния в первом приближении теории
возмущений.

5.7.3. Дважды логарифмическая асимптотика сечения процесса

е+е~—»-ji+jui-. Развитая в п. 5.7.1 методика выделения дважды
логарифмических членов в радиационных поправках к вершинной
функции, может быть применена также для нахождения дважды

логарифмической асимптотики сечений и других квантовоэлектро-

динамических процессов [29]. Мы не будем приводить подробные
вычисления, отметим лишь, что основными процессами, которые

необходимо учитывать, являются взаимодействие электронов (и
других заряженных частиц) с виртуальными мягкими фотонами и

излучение частицами мягких фотонов. При этом вклады, вносимые

диаграммами с различным образом расположенными внутренними
фотонными линиями (при одинаковом общем их числе), могут быть
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различными, в отличие от случая рассеяния электрона во внеш.

нем поле, когда все эти вклады одинаковы. Важным оказывается
также характер излучения реальных мягких фотонов. Если
ограничиться рассмотрением (что далее и делается) процессов с

участием не более двух заряженных частиц как в начальном, так и

в конечном состояниях, то дважды логарифмическая асимптотика

сечений оказывается существенно зависящей от значений величин

. £» | _ (Plft) (P*k) , у, , _ (РХЩ (P\k) , у, , _ (Plk) (P'2k)l#J> Ш/гс2
Йц I I = -

«uj_ и \тъ

где pi, p2
— 4-импульсы заряженных частиц в начальном

состоянии, р\, р'ъ — аналогичные величины в конечном состоянии,

k — 4-импульс мягкого фотона и

(Pi+P2)a t = (Pi-Рд
и = -

(Pi-Pi)2

Покажем, например, что дважды логарифмическая асимптотика

сечения процесса превращения злектронно-позитронной пары в мюон-

ную пару {е~е+ —*- ii~^+) при малом переданном импульсе, (pi
— p'\f=

= (—р2 + pa)2 = О (m2), s 1> 1 (pi, p2 — 4-импульсы электрона и

позитрона, pi, ps — 4-импульсы мюонов), определяется только

диаграммами лестничного типа. Рассмотрим с этой целью простейшие
нелестничные диаграммы 4-го порядка (рис. 5.20) и убедимся, что

они не вносят вклада в сечение процесса е~е+—*-ii-~\x+ в дважды

логарифмическом приближении.

Рг hi Ъл,

-Рг~
'Рг

у»
^,р;~~р,

'а, -^
,-Р1*-Рг

а)

ft,

'Рг

р; .р;

"$-р?к

5)
Рис. 5.20.

Диаграмме / рис. 5.20 соответствует величина

d*k Уц.г (Pi + %) fUt X Y«* (—Pa— k) vli,
/I1).

& t(pi+ ft)2 + m2] Цр»+ *)2+ ^\ (ft + Л1- ft)2
' (5.7.31)

где Vn
—

дираковские матрицы, действующие на электронно-пози-
троиные биспиноры и. == и (pt), ил. = и (—р2) и у'и — аналогичные

матрицы, действующие на мюонные биспиноры и'—=зи'(р[), u+ss
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= и' (—рз) (в формуле (5.7.31) опущены биспиноры и учтено, что
—p'i — kf^ — р2

— k).
Для дважды логарифмической асимптотики существенны малые

4-импульсы виртуальных фотонов; поэтому мы должны в

интеграле (5.7.31) рассмотреть две области интегрирования: область
малых k и область малых k' = рг + Рг + &- Вкладе интеграл (5.7.31)
от первой из этих областей равен

/т (УцаЛтдОхт^(-;»,)Ты Г d*k »
* ~

(Рг + Р*)2 ) *а 2Plk2p2k'
ak

а так как УцаЛУщ^2/7^2 — YuaYmPi^2/7^2 (мы учли, что |р|>т),

-2(v.xv;)^^W <5-7-32)

то

J4

(Qft означает область малых k). Аналогичной формулой
определяется вклад в интеграл (5.7.31), вносимый областью Qk-.

Рассмотрим теперь диаграмму 2 рис. 5.20. Ей соответствует
величина

jw~ [ — ^(-A+^)Ywl(A+fe)Y„2xy;,
J

J *,[(л-*)"+»*>1 [0»i+*)" + «"!0»1+л),>
<°-'-dd'

которая при малых k приобретает вид

^^-2(Y.Xvi) \ k,{_2Z)2pik- (5-7.34)

Мы видим, что J'k' только знаком отличается от Д": Д" — —J'k'
Легко убедиться, что аналогичное соотношение имеет место для J'k"
и величины J'k', соответствующей
диаграмме в рис. 5.20, /#'=_./?'. 44 J?p',

Таким образом, как и утверждалось, >< J^

суммарный вклад от трех нелестничных S~ ^^

диаграмм 4-го порядка в сечение процесса j£p2 Jp%
е-е+--»-р.-|А+ (при рг

— pj-v0) в дважды

*
~Рг

логарифмическом приближении обраща- рис 5.21.
ется в нуль. Такая же ситуация имеет

место и в более высоких приближениях теории возмущений.
Перейдем к рассмотрению диаграмм лестничного типа,

описывающих процесс е~еь -*■ (х_(х+ при \t \ = (рг — Р1)г//и2~0(1), s^>l.
Основной диаграмме 2-го порядка (рис. 5.21) соответствует
величина

М*~Ш^ (»+Уц"-) (»-Y«"+)

или сокращенно

М^ШьЪХЧ*- (6-7.35)
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В с. ц. и. электрона и позитрона мы можем, очевидно, заменить Vi

и 7з на Y4-»-
— i,-

Pi+P* Р\—Р*
—~=-, v3—>■*-^===~ (ось 3 направлена вдоль рЛ,
У m'2s у тЧ

а так как ipu = — ти, то слагаемые в Л42, содержащие 7«'и у3,
будут в Y^s раз меньше слагаемых, содержащих Vi и 7г> и могут
быть, следовательно, при s^> 1 опущены:

М2^7^7^xYi. а=1, 2. (5.7.36)

Найдем теперь вклад, вносимый в амплитуду процесса е~е+—>■

->-Ю1.+ лестничной диаграммой 4-го порядка (диаграмма / на

рис. 5.22).

"РгР

Р,

-Pi

~р;
ъ-р

Рж*Ч*Р -Р'г
*)

j'prp;-0

Введем вместо р новые переменные интегрирования и, v, p±:

р = ирг+ ур2-{-р±, рхр1 = р±ра = 0.

Тогда, поступая так же, как и в § 5.6, легко убедиться, что

интересующая нас дважды логарифмическая асимптотика

определяется областью интегрирования |и|, |у|-<1. В этом случае

диаграмме / рис. 5.22 соответствует величина

МА: (2п¥

УцРУчX YvPYu 2^2"du *> ^Р±
(sa— Ю) (sv -j- /0) (—mssuv+p2±

— (0)»
я%*

^i:VnVff"VvX7vvi'Vu J(2«> {—rrfisuv+ р*^
— Ф)а (s« — Ю) (so -f i'O) (5.7.37)

(члены, содержащие и и о в числителе, не приводят к дважды

логарифмической асимптотике). Учитывая, что усреднение по углу
в плоскости р± дает

Pii
=- РЪ — l/«Pl, Pj.iPj.2 = О,
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можно переписать Mt в виде

Mw4*^!
XYvY^ 7w J (s«-Щ (sv+ Ю) (—m*suv+ p\-~f0)"

" (5-7-38>

Вспоминая далее, что в системе центра инерции матрицы уз и Yj

приводят к слагаемым порядка l/)/s<^l, можно пользоваться

соотношением

YnY^Yv X YVVi-'Ye ^ Ya?a?p X 7pY^?« = 4Ya X y'a

({i, v=l, 2, 3, 4; a, p\ <j=»1, 2).

Таким образом, Л14 приобретает вид

^ ^dudvcPp±e(p^-nfi)
М* = —Щ* YaX Va J (s„_ ю)(ет + (0) (_m8sw+p2± _,-0)

(5.7.39)

(область малых pj_> P±'<>n2, не Дает дважды логарифмических
членов, поэтому под знак интеграла введена функция 9 (р\ — т2)).
Считая пределы интегрирования по и, v равными 1/s и 1, получим

1 1

МА-Мг£{ J^.^Le(Suo-l) = Ma^.i-in»s, (5.7.40)
l/s 1/s

где Мг определяется формулой (5.7.36).
Аналогичным образом может быть определен дважды

логарифмический вклад, вносимый лестничной диаграммой 6-го порядка
(диаграмма 2 на рис. 5.22). Он определяется формулой

"! 'Л '

me~*
((2я)« J ^sai^^t/was^+ Mj) (u1 + oa)](«)am2S„2'

в которой следует считать и^^-Щ., t»i>>oa. При этом Мв
приобретает вид

1/s l/s l/« оа

X 8 (suaua - 1) = Л1а (^)2 2Гз! (In2 s)2.
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Наконец, вклад, вносимый лестничной диаграммой 2(я + 1)-го
порядка в амплитуду процесса е~е¥-*- [уг\и¥, в дважды

логарифмическом приближении определяется формулой
1 "„ "„ 1

*.-u-M.(£nSSfe-S*S£-
Us 1/s I/s 1/s

О, J

Суммируя величины /Wa, Л44) Л4в, ..., найдем амплитуду
процесса е~е*-*~fi"fx+ в дважды логарифмическом приближении при
/^0

м=2 ма ■Afj-r/iW, (5.7.41)
л=»1

где Л (х) — функция Бесселя мнимого аргумента,

'■<*>-2 3(*/2)«
я= 0

(п+1)!'
т/~2а ,

: = |/-1п;
Отсюда легко найти дифференциальное сечение рассматриваемого
процесса

£-£?'*(*>. (5-7-42)

где аа0
— дифференциальное сечение процесса е~е+-»-ji~fi+ в бор-

новском приближении.
5.7.4. Сводка формул для сечений квантовоэлектродинамиче-

ских процессов в дважды логарифмическом приближении. Мы не

будем приводить здесь подробных вычислений сечений других
квантовоэлектродинамических процессов в дважды логарифмическом

da
Таблица значений -т— (по результатам работ J29J)

\ч Области

Процессы ^v

e~\i~ -*- e~\i~

e~f+ ->■ те*

г~ц+ -*■ er\n+

g~e+ -»- yv

lns;> In \t\.
In s = In ] a |

li~± <€. m~

b

b

С

h

k\-KS,\t\

a

1

1

!

Ins ^ In u. In s= In |f|

k\ «em"

С

b

С

h

h

k\ <. \u\

d

a

d

1

1

ftj_ <tfS

a

!

1

lns= In \t\ = ln|u|

k\ <e m*

g
b

С

h

h

, 2
ft

j_
-<S

1

1

!

1

I
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приближении, а приведем только таблицу отношений сечений da

процессов в дважды логарифмическом приближении к сечениям da0
соответствующих процессов в основном приближении в различных
областях значений переменных s, t, и и k\ (неравенство k\ <; А
означает, что k'iL^A, $i</l, fefJ±<4).

Входящие в таблицу величины а, Ь, с, d, g, h означают

я = (4/г(*))2, *-£ln-e.
Ь = аехр(-2-1пЧ),
c-dexp[-^(-2In»s+ln»|tt! + 2In»-jJr)],
d = J4y), ^-^in--^,

gr = exp(--|lnss),
^ = exp[-^(lnsln|a|-lln»|«|)]f

r -f-lco

r — ^CO

где D_«/Лг) — функция параболического цилиндра, определяемая

интегральным представлением

(0+)

Dp(z) = ~Г(££1) g~'/,a' J «~""",/,"(—0-*^*
оо

при р = — V4- В предельных случаях малых и больших

аргументов функция J (у) имеет вид

J(y)= —8 (е-*-2е!> cos 1,84у + е~зл*у cos 3,05у + ...), У> 1.

В заключение этого раздела приведем выражения для полных

сечений процессов е*ег -»- ц+р,- (у) и e+e"-^(v) B пределе высоких

энергий и дважды логарифмическом приближении ((y) означает

произвольное число жестких фотонов):

, .
,

.. яа2-»/~2а ,
, . о 2а , a 4е2

a(^e--^(Y))=li-|/ -/a(y), Уг=ц№-^>
а (е+<г -+ ц+ц- (y)) =g ch х, ** = § In" ^,

где /2 (г/) — модифицированная функция Бесселя.



ПРИЛОЖЕНИЕ

А.1. Вычисление интегралов по инвариантному объему в 4-импульсном
пространстве. Мы разъясним здесь технику вычисления встречающихся в

квантовой электродинамике интегралов.
Интегральные выражения, сопоставляемые, согласно правилам Фейнмана,

различным диаграммам, имеют следующую структуру:

/= [ /iPi' "i <*4pi •• *р*. (A.i.i)

где F — некоторый полином относительно 4-нмпульсов рт н oj— полиномы

второй степени относительно рт. Вычисление таких интегралов удобно
производить, воспользовавшись предварительно тождеством

1 i

1

<НЧ -•• «я

1

.(п-1)! Jd6i \<%* .»

J
^

(«iSi+Oala + —+«„!„)» J > 'J s

0 0 0

1

} du"-1
[oA ... "„-i-r-oj"! ... u„_2(l -«„_i)+ ... +ал (I -И!)]""

о

При ft=2 это тождество очевидно, так как

I

1
*"

3 [0,0+ а,(I-в)]»'
(АЛ-3)

Но его легко доказать и в общем виде.
Используя тождество (А. 1.2), получим интеграл в р-пространстве вида

Jfa, х2, .... js„_x)= \^ f(p_a)2+ /]i>
(A. 1.4)

где а и I зависят от параметров хх, х3, ..., xn-i- Искомый интеграл /

получается из J (хг, х% лгп_,) интегрированием по хи ха, .... хп_г. (Этот метод
вычисления интегралов / мы будем называть методом параметризации [1].)

Перейдем к вычислению интеграла (А. 1.4). Предположим сначала, что

интеграл сходится. В этом случае можно сделать преобразование р— а-»-р,
после чего интеграл приобретает вид
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Достаточно, очевидно, ограничиться рассмотрением случая, когда f (р)
представляет собой некоторую скалярную функцию от р2. Действительно, если

F(P) = Pvifi(P2)> т° tf = 0; если f (p) = pxlpvk(P2). то

PyPvf-i (Рг)

(р»-И)«
d*p = - 6,'jiv

P"h (P2)

(p* + l)n
d*p

и т. д.

В интеграле (А.1.5) интегрирование по pt производится в соответствии

с правилом обхода полюсов, т. е. вдоль пути С, изображенного на рис. АЛ.
Но этот путь можно, очевидно, повернуть на я/2, как указано иа рис. А.2.
При этом pt заменится на р0 и p2= p2+p'i перейдет в рг-\-р$, где
р0—вещественная величина. Таким образом, поворот пути интегрирования С на я/2
соответствует переходу в р-простраистве к обычной евклидовой метрике.

Рис. АЛ. Рис. А.2.

Так как d*p=« d?p dp0-> in2z dz, г=р3 (предполагается выполненным

интегрирование по углам), то мы приходим к однократному интегралу

f(p2)d*p
; /Я2

В частности,

d*p In2

(p*+t
— 2pk)3 2(1 —№)' $ (P+t—2pk)*~2(l— k*)

f(z)zdz
(г-Н)"

*

Pgd*P in*ka

(A. 1.6)

(A. 1.7)

Перейдем теперь к рассмотрению расходящихся интегралоа типа (АЛ .4). Так
как в квантовой электродинамике не встречается расходимостей выше

квадратичной, то речь идет об интегралах следующих четырех типов:

f d*p
ГС2)

(к, l) =
Ppd'p

(p*~2pk+l)*'

J^k>l->~\{p*-tl+l?dip-
Мы будем производить во всех этих интегралах интегрирование по

некоторой конечной инвариантной области (Я), характеризующейся числом N,
причем предел N —»-со соответствует всему бесконечному четырехмерному
пространству р. Такая конечная инвариантная область может быть определена,

(ps\2
например, неравенствами [ р2 ] =S Л/а, 3

gg Л/а, где s—произвольный времени-

подобный четырехмерный зектор [2].
Так как интегрирование по р4 при постоянном р2 не приводит к

расходимости, то путь интегрирования по р4 (см- рис. АЛ, А.2) можно так же, как

и при вычислении сходящихся четырехмерных интегралов (А. 1.4), повернуть
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на л/2. После такого поворота мы получим четырехмерное евклидово р-про-
странство с вещественной четвертой координатой, и область интегрирования
станет четырехмерной сферой, радиус которой мы обозначим через L и

отождествим с введенным в § 3.7 предельным импульсом.
Переходя к вычислению интересующих нас расходящихся интегралов,

начнем с логарифмически расходящегося интеграла

^<°'Н(7ЙГ
Повернув путь интегрирования по р4 на я/2 и воспользовавшись формулой
(А. 1.6), имеем

zdz

\wfc-w\. . . . _ (г + 02
Q О

Вычислив последний интеграл и отбросив члены порядка £,-*, получим

S^qroi = '"5l2(lnT-1)- (АЛ-8)
Q

Рассмотрим далее интеграл У',2' (k, l), который так же как и интеграл

J'f (0, 0, расходится логарифмически. Переписав тот интеграл в виде

5
d*p Р d*p

Q Я

сделаем замену переменных р
— k-**p. Тогда интеграл приобретет вид (А. 1.8)

с измененной, однако, областью интегрирования, которую мы обозначим через Q'

Согласно (А. 1.8) интеграл J(2> (k, I) будет равен (я2(1п •,—р—И- Но U

отличается от L на конечную величину, поэтому если L' достаточно велико,
то 1п £/ отличается от In L на малую величину порядка 1/L, и окончательйо
мы получим

Q

Вычислим теперь логарифмически расходящийся интеграл J!$(k, l). Так же,

как и при вычислении интеграла (А. 1.9), мы можем сделать смещение начала

координат, введя новую переменную интегрирования р — k-+p:

С _PiiPvdip f (Рц+к»)(р„+ Ь,)4*р

Замечай, что

J (P*-2pk+ly> £ {p2 + l^k2)S

?Plipvd*p_l Г p*d*P _№a у z*dz fai», / L* 3\

) оя+ о»
_

T °*v J (p« + 0*
~

4 °*v 3 (7+7)5- -4 V \ln T
_

T/'
0

получим окончательно

in* I I* 3 \ in,» fc.A,,
/&<*• ') =T^v Ш^-2 +УГ^. (А.1.10)
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Переходя к вычислению интеграла /'*' (k, 1), заметим, чтО

dkv 4/«v (*' ;

и что 4-вектор i[i' (ft, /) должен быть направлен вдоль &(1. Отсюда и из (А. 1.10)
следует:

Обратим внимание на то, что если бы мы вычисляли этот интеграл, сделав

замену переменной (при той Hie области интегрирования Q) р
— k-*-p, то

получили бы в результате in2k^ ( In -.—^ — I )" Таким образом, при

преобразовании р-^-р
— ft, т. е. смещении начала координат на ft, расходящийся иите-

грал (А. 1.11) получает добавку ~к~ кц-

Рассмотрим, наконец, квадратично расходящийся интеграл J'^v (ft, /).
Проинтегрировав выражение (А. 1.11) по /, получим

Рц^р

й p*-2pk+ l

= Ln2k^[(l-k2)ln(l — k*) — (l — k?) — l(\nL2— */2)+g(N, £2)], (АЛ.12)

где g—некоторая функция от N и k*, содержащая квадратично расходящуюся
при N -J-00 константу. Легко видеть, что g представляет собой линейную
функцию от ft2. Действительно, левая часть (А.1.12) при преобразовании
Д-»-яй, р->-пр, 1-*-пЧ, где я— произвольное число, приобретает множитель п3,
что возможно только в том случае, если

g=-~A2+f^(alnL^+b),

где А2 — квадратично расходящаяся константа, а а и Ь — некоторые числа

(й2 умножается на логарифмически расходящуюся константу In IA а не на А2>
так как только при этом оба слагаемых в g будут иметь одинаковую

размерность).
Продифференцировав (А. 1.12) по fey, получим интересующий нас интеграл

С A.pv d*p in2 ( / 3 \

j(p.-2^+0'—2-^y-^[ln(<-y)-1I +42-'n^) +
+ ft2 (a lnL2 + &) +y A2\ — tre^ftv [In (l —Щ— (a In /-2 + й)1- (А. 1.13)

Для того чтобы найти а и b и выразить Л2 через L, можно поступит

следующим образом. Представим /цд> (ft, /) в виде

W (к, I) = К^ (ft, 0 + J ^W' (А"Г'И)

#uv (Й. 0 =

Q

PuPv d*p С pvpy i*p

0 (p*-2pk+ lf J (p2+/)2-

Второй интеграл в (А. 1.14) может быть немедленно вычислен:

(* р„рч&р in3
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Интеграл же Kj.iv (*. О с помощью формулы
I

а"

приводится к виду

Так как

S (р2+03

то, применяя еще раз формулу (А.1.15), получим

О О Q

Входящий сюда интеграл по р расходится логарифмически и может быть
вычислен так же, как и интегралы (А.1.11) и (А.1.13). Поступая таким образом,
найдем

а = 1( й = —11/6, Л, —L*.

Приведем в заключение сводку вычисленных интегралов:

S(P»-S+y-ft*(lnrSp-1)'
а

Г Pild*p I L? 3\

} (P'-Zpfe-H)'= to%\ln F=JP- TJ•
(* pupvd*p in2 С L* 5ft*— 3/ 1 % ■

) (pS-2pfe +0^-T^y-fea)^7^+-^ т"} +
+ Irfkyfr, (In ^p -

~j, (A. 1.16)

С d4p fti2 1 Г P^d4P f'"2 Ац
J (рг-2р&+ 08 2 г— ft*' J (p2__2pfe+03 2 i —ft*'

f PpiPv d*p in* / Ls 3 \ in2 kpkv

j (p2- 2р& + /)з
=

Т 6tlV \ln T=& ~~S) + T r^lfe»- .

A.2. Метод размерной регуляризации. Для регуляризации кваитовоэлек-

тродинамнческих величин в соответствии с правиламя § 3.7 нужно иметь
сначала конечные интегралы, соответствующие этим величинам. Для этого можно,
как мы делали в § 3.7, производить интегрирование по большой, но конечной

4-мерной инвариантной области Q, затем регуляризовать интегралы и после

этого устремить размеры области Q к бесконечности.

Но это не единственный метод регуляризации. Можно для обеспечения

сходимости ннтегралоз ввести под знак интеграла множитель сходимости,

например, множитель типа

/ М2 \"
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Где ЬЛ и п — константы, й вычислить Модифицированный таким образом интс

грал по всему ^-пространству. Затем регуляризуем его и устремляем М

к бесконечности. Результаты, полученные обоими методами, естественно,

совпадают.
Можно также сделать интеграл конечным, не прибегая к интегрированию

по ограниченной области Q и не вводя множитель сходимости, а изменяя

размерность пространства интегрирования, от которой, вообще говоря, зависит
степень расходимости интеграла. При этом мы приходим к интегралам вида

Г (1; V к^ку)йпк
•>(!: « т («• «>= ) (^-2Ар-Н)«

' (А"2Л)

которые легко вычисляются [3]. Например,

где Г (п)—гамма-функция Эйлера.
Интеграл Jx (n, а), определяемый левой частью равенства (А.2.2),

расходится при ге = 4 и аг£2. В методе размерной регуляризации величина

Ji (n, а) определяется правой частью равенства (А.2.2) при любых значениях
га и а. Поэтому регуляризация выражения Jl (4, ее) считается эквивалентной

регуляризации правой части формулы (А.2.2) при я = 4.

Для регуляризации правой части (А.2.2) надо иметь в виду, что Г-функ-
цня имеет простые полюсы для целых отрицательных значений аргумента:

оо оо

6=0

Регулярнзовав правую часть (А.2.2), в полученном выражении можно
положить затем гс = 4. В результате мы получим регуляризованиое выражение
исходной величины.

Рассмотрим регуляризацию этим методом массового и поляризационного
операторов 2-го порядка. Массовый оператор 2-го порядка 2<2) (р; п) в

«-мерном импульсном пространстве определяется формулой (5.1.1), в которой следует
заменить й(4&/(2я;)* на d"kf(2n)n и считать, что матрицы Дирака удовлетворяют
соотношениям

TixVv+YvYw =• S^wv. Vi=* "> Sp / =- я.

Поэтому

Используя формулу (A. t.3), представим 2(2' (р; п) в виде

(2П)" j j [fe2_|_(2fep + p2+OT2_^,2)x_(_X!s]!S
*

0

Интегрирование по /г выполняется с помощью (А.2.2) я формулы

С kudnf; „Г (ее — л/2) i_«
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В результате получим для S'2) (р; га) выражение
I

Z'«« (р; n) = U*rf-~"'2) С dx[(2-n)ijS(l-x)-«m] X
(4jx)"/j J

X [pax (1 - x) + m2x + A2 (1 - x)]
2 •

(A.2.4)
Мы внднм, что величина 2'2' (p; га), рассматриваемая как функция п, имеет

простые полюсы при га = 4, 6 Вблизи значения я = 4 массовый оператор
имеет вид

1

2'2' (р; П) ~ g^ Jdx {Л [р (1 - x)-2wi]-/? (1 -x)+ im-

-[^(1—x)-2im]ln[m2x+ pax(l—х) + А,2(1-х)]},
где п==2/(4 — л) — Y+ 'n4n, у— постоянная Эйлера.

Для регуляризации 2,2) (р; 4) нужно вычесть из 2'21 (р; га) два первых
члена разложения этой величины по степеням (р— Шд) и положить затем

« = 4.

В результате мы придем, как легко видеть, к формуле (5.1.10) для

массового оператора.

Проведем теперь регуляризацию поляризационного оператора Пц^ (k; п),
определяемого Формулой (5.1.13) г заменой d*p/(2n)*-^-d'гp/(2т^)',. Вычисляя
шпур пронзведеиня 7~матРич и используя снова тождество (А.1.3), получим
после интегрирования по р

п*81 ... ,
to Г (2-я/2) f rfx

uv(' e)-5^^^J JTTJ^f^-
х {ewv [m2-*2*(l -*) + Д т=щ]~^Т=^Щ +2Wv <*-1)},

где Д = я.2-pfe2x (1—x). Разлагая далее зто выражение вблизи значения л = 4,
найдем

n|Jv (ft; n) = i ~ (k»kv - *%v) U-ft- In m2) -
n_4 II КО

I

-2 J dx*(l-x)ln[l+ij*fl-x)]}. (A.2.5)
о

Для регуляризации n[fv (A; 4) нужно вычесть из величины в фигурной
скобке этой формулы ее значение при fe2 = 0. В результате мы придем к

формуле (5.1-16) для Iljxv (k2)ff.
Обратим внимание на то обстоятельство, что в результате такого способа

регуляризации мы получаем сразу калибровочио инвариантное выражение
для Пцу (k).
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нии 243

*'

— — — кулоиовском поле 247, 250, 254

Унитарность S-матрицы 139

Упорядоченный оператор 144
Упругое рассеяние 70

Уравнение Дирака 8, 10
— Клейна — Гордона 9
— непрерывности 21
— Паули 32
Уравнения графические Г/2
— Вейля 23
— Дайсоиа 172
— Максвелла 80
— — в форме Майорана 80
Условие Лореица 82
Устранение инфракрасной расходимости

Фарри — Зоммерфельда — Мауэ (FSM)
приближение 69, 79

Фейнмаиа диаграммы 30, {47, {53, 156
Формула Клейиа — Нишииы 237
— Комптона 224
— Резерфорда 292
— Томсона 185, 227

Форм-фактор электрона 330
Фотон, состояние магнитного тнпа 90
Фотонная липия 169
Фотоэффект 218

Функциональная производная 130 ,

Функция Грина 101, 123, 172, 176

Хронологический оператор 139
Хронологическое произведение 99, 121,

Шаровой вектор 87
— спинор 40

Ширина линии 339

Шредннгеровское представление 126

Эйкоиальное приближение 38, 75, 79

Экранирование 248, 255
— в нерелятинистской области 255
Электромагнитная масса 183

Электрон в кулоиовском поле 54

— — магнитном поле 62
— — потенциальной яме 50
— — электрическом поле 64

Эффективные линии {69


