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ПРЕДИСЛОВИЕ АВТОРА 

Появление настоящей книги вызвано желанием представить в 
связном изложении и с некоторой полнотой интересные и особенно 
увлекательные для начинающего методы и теории решения геомет
рических задач на построение. При этом не предполагается никаких 
более или менее подробных сведений из высшей Математики; все 
необходимые вспомогательные теоремы будут приведены; доказа
тельство их, впрочем, часто будет лишь намечаться, так что сведущий 
читатель не утомится, а начинающий будет побуждаем доказать эти 
простые предложения. 

Для того, чтобы книга удовлетворяла своему назначению — 
быть учебником, она снабжена многочисленными задачами для 
упражнения, решение которых по большей части вкратце указы
вается. Часть учебного материала разбита по задачам, так что 
читатель, несмотря на умеренный объем книги, будет ориентирован 
во всех чисто геометрических вопросах, связанных с геометриче
скими построениями. 

За оказанную во время составления настоящей книги под
держку я еще раз здесь приношу свою горячую благодарность 
Обществу поощрения немецких Науки, Искусства и Литературы в 
Богемии. 

А. Адлер 
Вена, Июль 1906 



ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА 

На русском языке имеются две очень хорошие книги, содер
жащие изложение методов решения геометрических задач на по
строение. Это — русский перевод книги Петерсена „Методы и 
теории решения геометрических задач на построение" (Харьков 1883) 
и книга И. Александрова „Методы решений геометрических задач 
на построение". Однако, каждая из этих книг содержит изложение 
только частных приемов решения конструктивных задач. Вопрос о 
критериях разрешимости или неразрешимости задачи при опреде
ленных допущениях или при пользовании соответствующими им 
чертежными инструментами в этих книгах не рассматривается. 
Таким образом, замечательные работы Маскерони, Штейнера, Ван-
целя и других геометров остаются неизвестными широкой публике. 
Предлагаемая книга Адлера содержит в себе изложение как частных, 
так и общих методов решения конструктивных задач элементарной 
плоской Геометрии. В ней теория конструктивных задач рассматри
вается довольно широко, благодаря чему является возможность 
дать во многих случаях критерии разрешимости и неразрешимости 
задачи при помощи циркуля и линейки и т. п. Приводятся исследова
ния „самого Адлера, имеющего значительные заслуги в теории при
менения принципа обратных радиусов и других областях. 

Настоящий перевод, сделанный студентом Новороссийского 
университета Гр. Фихтенгольцем, ныне профессором Петроградского 
университета, снабжен им и мною рядом примечаний, облегчающих 
чтение книги; они отмечены номерами и помещены в конце. 

Расходясь с автором в некоторых чисто теоретических взгля
дах, я в первом издании этой книги поместил Введение, в котором 
рассматривался вопрос о наиболее общем содержании задачи и о 



VII 

разрешении наиболее общей задачи элементарной Геометрии при 
помощи циркуля и линейки. Значительные дополнения к этому 
Введению, сделанные мною для второго 'издания, побудили редак
цию МаШез1з исключить мое Введение и выпустить его как отдель
ную книгу под заглавием: „Об измерении прямолинейных отрезков 
и построении их при помощи циркуля и линейки". 

Одесса, Январь 1924 
С. Шатуновский 
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ИСТОРИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

1. Под Т е о р и е й г е о м е т р и ч е с к и х п о с т р о е н и й 
обыкновенно разумеют изложение методов для решения предло
женных геометрических задач на построение. 

Такого рода методов было указано большое число; им исклю
чительно и будет посвящена первая глава настоящей книги. 

Но существуют еще и другие вопросы, также относящиеся 
к Т е о р и й г е о м е т р и ч е с к и х п о с т р о е н и й и гораздо реже 
подвергавшиеся разработке; в настоящем сочинении им отведена 
большая часть места. 

2. К их числу принадлежит вопрос об о б л а с т и п р и м е 
н е н и я каждаго из употребляемых средств решения, т. е. вопрос 
о том, к а к и е з а д а ч и м о ж н о с т р о г о р а з р е ш и т ь к а ж д ы м 
из н и х в о т д е л ь н о с т и , к а к и е ж е л и ш ь п о м о щ ь ю не
с к о л ь к и х с р е д с т в р е ш е н и я , в з я т ы х в с о в о к у п н о с т и . 

В 1797 году Маскерони (Mascheroni) в своем знаменитом со
чинении „La Geometria del Compasso" доказал, что все геометри? 
ческие построения, которые раньше выполнялись циркулем и линей
кой (т. е. все так называемые п о с т р о е н и я в т о р о й с т е п е н и ) , 
могут быть выполнены также и помощью одного лишь циркуля. 
Эти построения особенно удобны для некоторых практических 
целей, напр., для деления окружности на части, так как циркуль 
является более точным инструментом черчения, чем линейка,помощью 
которой проводятся прямые линии. 

Вскоре после этого французские геометры стали заниматься 
решением задач, п р о в о д я л и ш ь о д н и п р я м ы е л и н и и . 

Уже Ламберт (Lambert, «Freie Perspective", 1774), искал и на
шел такого рода построения, имеющие значение в перспективе и 

Адлер 1 
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землемерии. Брианшон (Brianchon) в 1818 году опубликовал сочи
нение „Les applications de la théorie des transversales", касающееся 
построений этого рода. 

Особенную известность приобрела книга: „Die geometrische 
Konstruktionen, ausgeführt mittels der geraden Linie und eines festen 
Kreises" (1833), принадлежащая Якову Штейнеру (Steiner). В- ней 
Штейнер учит построениям, которые могут быть выполнены по
мощью проведения одних лишь прямых линий, если (в плоскости 
чертежа) даны изображения некоторых фигур, напр., параллело
грамма, квадрата, круга. В частности, он доказывает там следу
ющее предложение, которое носит его имя; 

„При п о л ь з о в а н и и п р о и з в о л ь н ы м н а ч е р ч е н н ы м 
к р у г о м ( в м е с т е с е г о ц е н т р о м ) к а ж д у ю з а д а ч у на 
п о с т р о е н и е в т о р о й с т е п е н и м о ж н о р е ш и т ь , п р о в о д я 
л и ш ь о д н и п р я м ы е л и н и и " . 

Следует, впрочем, заметить, что очень многие из построений, 
которые приводит Штейнер в своем сочинении, встречаются уже 
у Ламберта („Freie Perspective", 1774), и что основной его резуль
тат, приведенный нами выше,̂  был раньше высказан Понселэ (Poncelet 
„Traité des propriétés  projectives", Париж 1822, стр. 187—190). 

Гаусс (Gauss) доказал в своем знаменитом труде „Disquisitiones 
arithmeticae", что п о с т р о е н и е п р а в и л ь н о г о с е м н а д ц а т и -
у г о л ь н и к а в о з м о ж н о п о м о щ ь ю ц и р к у л я и л и н е й к и . 

Это построение особенно изящным образом было выполнено 
Штаудтом (v. Staudt, Crelle Journal 24, 1842) и позже упрощено 
Шретером (Schröter). 

Кортум (Kortum) и Смит (Smith) в двух трудах, удостоенных Бер
линской Академией премии Штейнера (1866), доказали, что к а ж д у ю 
г е о м е т р и ч е с к у ю з а д а ч у т р е т ь е й и ч е т в е р т о й с т е 
п е н и м о ж н о р е ш и т ь , о г р а н и ч и в а я с ь п р о в е д е н и е м 
п р я м ы х и о к р у ж н о с т е й , е с л и т о л ь к о у ж е н а ч е р ч е н о 
к а к о е - л и б о о т л и ч н о е от к р у г а к о н и ч е с к о е с е ч е н и е . 

В работе автора „Zur Theorie der Mascheronischen Konstruktio
nen" (Wiener Akademie, 1890) были указаны преимущества при
менения принципа обратных радиусов к решению задач при помощи 
одного лишь циркуля. 

В другой работе: „Uber die zur Ausführung geometrischer 
Konstruktionen notwendigen Hilfsmittel", (Wiener Akademie, 1890) было 
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доказано, что к а ж д а я г е о м е т р и ч е с к а я з а д а ч а в т о р о й 
с т е п е н и м о ж е т б ы т ь с т р о г о р е ш е н а т а к ж е п о м о щ ь ю 
л и н е й к и с д в у м я п а р а л л е л ь н ы м и к р а я м и или п о 
м о щ ь ю о д н о г о т о л ь к о п о д в и ж н о г о п р я м о г о или 
о с т р о г о у г л а ( н а у г о л ь н и к а ) ; таким образом, каждое из 
употребляющихся средств решения: циркуль, линейка, наугольник— 
само по себе достаточно для решения всех геометрических задач 
второй степени ; там же было показано, что п р я м о й у г о л 
я в л я е т с я н а и б о л е е м о г у ч и м с р е д с т в о м р е ш е н и я , 
причем с п о м о щ ь ю д в у х п р я м ы х у г л о в м о ж н о с т р о г о 
р е ш и т ь в с е з а д а ч и т р е т ь е й и ч е т в е р т о й с т е п е н и . 

В .Grundlagen der Géométrie"  Гильберта (Hilbert, Лейпциг, 1903) 
особенную роль играют построения, которые могут быть выполнены 
путем п р о в е д е н и я п р я м ы х л и н и й и п е р е н е с е н и я от
р е з к о в . Теорию этих построений дал Фельдблюм (Feldblum) в 
своей диссертации: „Uber elementar-geometrische Konstruktionen", 
Inaugural-Dissertation, Gôttingen,  1899. 

Заслуживают упоминания еще: H. Simon, „Geometrische Kon
struktionen ohne Zirkel" (Zeitschrift f. math. u. nat. Unterr. XXII, 1891) 
и G. Wallenberg „Konstruktionen mit Lineal und Eichmass sowie mit 
dem Lineal allein". (Sitzungsberichte der Berliner math. Gessell-
schaft IV, 1905). 

3. •Всеми этими трудами дается некоторая законченность 
исследованиям относительно области применения обычных средств 
решения. 

К Т е о р и и г е о м е т р и ч е с к и х п о с т р о е н и й принадле
жит также и к л а с с и ф и к а ц и я г е о м е т р и ч е с к и х з а д а ч , т. е. 
подразделение их на в и з у а л ь н ы е (visuelle Aufgaben) х) и м е 
т р и ч е с к и е , на з а д а ч и в т о р о й , т р е т ь е й , ч е т в е р т о й и 
в ы с ш и х с т е п е н е й . Позже мы будем об этом говорить подробно. 

4. К Т е о р и и г е о м е т р и ч е с к и х п о с т р о е н и й отно
сятся также некоторые д о к а з а т е л ь с т в а н е в о з м о ж н о с т и ; 
укажем, напр., что ц и р к у л е м и л и н е й к о й невозможно п р о 
и з в о л ь н ы й д а н н ы й у г о л р а з д е л и т ь на т р и р а в н ы е 
ч а с т и , что в этом же смысле невозможно у д в о е н и е к у б а , 
наконец, что этими, средствами построения не разрешается и исстари 
знаменитая з а д а ч а о к в а д р а т у р е к р у г а , как это впервые 
строго было доказано Линдеманном (Lindemann) в 1882 голу. 
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5. К Т е о р и и г е о м е т р и ч е с к и х п о с т р о е н и й при
надлежит и вопрос относительно т о ч н о с т и построения, выпол
ненного тем или другим из употребительных чертежных инстру
ментов. В самом деле, всякий результат вычерчивания содержит 
ошибки. Точка, найденная построением, не находится в том месте, 
которое она занимала бы при идеальном совершенстве всех 
употребленных инструментов; она лежит лишь в некоторой окре
стности этого места, и эту окрестность можно считать имеющей 
форму эллипса. 

Таким образом, в отношении каждого построения возникает 
вопрос о приблизительном, по крайней мере, определении степени 
его точности, а отсюда уж мы приходим к задаче — выполнить 
это построение так, чтобы вероятная ошибка результата была воз
можно меньшей. Такого рода исследования практически были бы 
чрезвычайно важны; кое-что по этому вопросу мы находим в 
сочинении Винера (Wiener) "„Darstellende Geometrie" (1 часть, 
стр. 185—191). 

В позднейшее время, благодаря инициативе Лемуана (Lemoine), 
было достигнуто, по крайней мере, то, что построения, которые 
раньше обыкновенно лишь воображались, стали в действительности 
выполняться, причем, на основании данных Лемуаном определений, 
стали оценивать с т е п е н ь их п р о с т о т ы ; в частности же, стал» 
изучать такие ( г е о м е т р о г р а ф и ч е с к и е ) построения, .которые 
отличаются наибольшей простотой. 

Лемуан употребляет только циркуль и одностороннюю 
линейку; если же в качестве средств построения допустить также 
двухстороннюю линейку и прямой угол (как это и делают на 
практике), то мы прийдем к другим построениям и, в частности, 
к другим геометрографическим решениям, как будет показано в 
заключении предлагаемого сочинения. 

6. Специальных сочинений по Т е о р и и г е о м е т р и ч е с к и х 
п о с т р о е н и й существует до сих пор лишь два: 

Ф. Клейн: F. Klein, „Vorträge über ausgewählte Fragen der 
Elementar-Geometrie" Leipzig, 1895 и Ф. Энрикес: F. Enriques, 
„Questioni Riguardanti La Geometria Elementare", Bologna, 1900; 
обоими сочинениями мы часто будем пользоваться в последующем 
изложении 2). ' 



I. Г Л А В А 

МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ЗАДАЧ НА ПОСТРОЕНИЕ 

1. Каждое г е о м е т р и ч е с к о е п о с т р о е н и е решает неко
торую геометрическую задачу на построение. 

В г е о м е т р и ч е с к о й з а д а ч е на п о с т р о е н и е тре
буется начертить 3) фигуру, удовлетворяющую определенным 
условиям. 

Если данные условия являются необходимыми и достаточными 
для определения искомой фигуры, то задача называется о п р е д е 
л е н н о й . Она может в этом случае иметь о д н о , д в а и б о л ь ш е 
р е ш е н и й ; в соответствии с этим ее называют о д н о з н а ч н о й , , 
д в у х з н а ч н о й , м н о г о з н а ч н о й . 

Если дано меньше условий, нежели необходимо для определения 
фигуры, то существует бесконечное множество фигур, удовлетво
ряющих условиям • задачи: задача является н е о п р е д е л е н н о й . 

Если дано больше условий, чем достаточно, то фигура п е р е 
о п р е д е л е н а ; задача в этом случае вообще не разрешима 4). 

2. При решении геометрической задачи на построение 
обыкновенно поступают следующим образом. 

Предполагают искомую фигуру уже известной и с помощью 
методов, к рассмотрению которых мы сейчас приступим, изучают 
фигуру до тех пор, пока не станет ясным тот путь, по которому 
задача может быть решена предложенными средствами решения. 

Затем могут быть выполнены требуемые построения. Но после 
этого еще необходимо показать, что полученная фигура удовле
творяет требуемым условиям, т. е. что построение п р а в и л ь н о . 

Наконец, необходимо еще и с с л е д о в а н и е задачи в ее* 
целом, т. е. определение числа решений, зависимости между числом 
решений и данными величинами и т. д. 
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Таким образом, в решении каждой задачи на построение 
должны быть отмечены четыре стадии: 

/ . А н а л и з г е о м е т р и ч е с к о й з а д а ч и на по
с т р о е н и е . 

2. В ы п о л н е н и е п о с т р о е н и я . 
3. Д о к а з а т е л ь с т в о п р а в и л ь н о с т и р е ш е н и я . 
4. И с с л е д о в а н и е . 

3. В качестве средств построения в н а с т о я щ е й г л а в е 
мы будем пользоваться т о л ь к о циркулем и линейкой (односто
ронней) 6), другие же средства построения будут нами применяться 
лишь в следующих главах. 

§ 1. Метод алгебраического анализа 

1. Если а, Ь, с, . . . . суть данные отрезки, то, как известно, 
помощью ц и р к у л я и л и н е й к и , т. е. п р о в о д я л и ш ь 
п р я м ы е л и н и и и о к р у ж н о с т и , можно легко построить 
следующие отрезки: 

а + Ь, а-Ь, У~аЬ, Уа2+Ь\ У<г*-Ьг~. 

Повторяя эти о с н о в н ы е о п е р а ц и и , можно построить 
и б о л е е с л о ж н ы е в ы р а ж е н и я , например, выражение 

х = У а2 + Ь*-сс1, 
причем полагаем 

сй=у'1 и У Ь1 — у* — г\ 
тогда ' 

<Уа* + г' 

отрезки у , г, х могут быть построены на основании вышеска
занного. Если требуется построить отрезок 

аЧ2 

х •• с 2 с/» ' 

то полагаем 
а Ь _ _ а их _ аа% 

тогда 

й ' 

отрезки и1, и2, и 3, х легко могут быть построены. 
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Может быть построено, например, и следующее выражение 

х = 

V тг + п* РЯ 

где а, Ь, с и т. д. суть данные отрезки. 
Вообще м о ж е т б ы т ь п о с т р о е н о к а ж д о е в ы р а 

ж е н и е , к о т о р о е из д а н н ы х о т р е з к о в п о л у ч а е т с я 
п о м о щ ь ю к о н е ч н о г о ч и с л а р а ц и о н а л ь н ы х о п е р а ц и й 
( с л о ж е н и е , в ы ч и т а н и е , у м н о ж е н и е , д е л е н и е ) и и з в л е 
ч е н и й к в а д р а т н ы х к о р н е й (см. Введение редактора). 

2. На этом основан чрезвычайно употребительный при решении 
геометрических задач на построение м е т о д а л г е б р а и ч е с к о г о 
а н а л и з а : 

. С т а р а ю т с я ч е р е з д а н н ы е в е л и ч и н ы в ы р а з и т ь 
в е л и ч и н у , н е п о с р е д с т в е н н о о п р е д е л я ю щ у ю и с к о 
мый р е з у л ь т а т (напр . , о т р е з о к ; в п о д х о д я щ и х с л у 
ч а я х п р и э т о м п о л ь з у ю т с я и а н а л и т и ч е с к о й г е о м е 
т р и е й ) , а з а т е м у ж е о б р а щ а ю т с я к п о с т р о е н и ю п о л у -
в ы р а ж е н и я " . 

3. Применение этого метода мы иллюстрируем несколькими 
ч е н н о г о п р и м е р а м и : 

П р и м е р 1. Д а н ы д в е п р я м ы е / , и точка Р; т р е 
б у е т с я п о с т р о и т ь т е 
о к р у ж н о с т и , к о т о р ы е 
п р о х о д я т ч е р е з т о ч к у 
Р и к а с а ю т с я о б е и х 
п р я м ы х . 

Предполагаем задачу 
решенной (фиг. 1); тогда 

где <3 есть отражение6) точки 
Р в биссектрисе угла. Отсюда 

следует 

R^ 

Фиг. 1 

RX=VRP. RQ. 
П р и м е р 2. Д а н т р е у г о л ь н и к ABC; т р е б у е т с я 

п о с т р о и т ь т р и о к р у ж н о с т и т а к , ч т о б ы к а ж д а я из 
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н и х к а с а л а с ь д в у х д р у г и х о к р у ж н о с т е й и д в у х 
с т о р о н т р е у г о л ь н и к а (задача Мальфатти *). Считаем задачу 
решенной (фиг. 2). Пусть точка О будет центром вписанной в тре
угольник окружности (радиуса/ -). Радиусы кругов КиЬ обозначим 
соответственно через гх и" г2. Из точек К, О, Ь опустим перпен
дикуляры на сторону АВ и таким путем построим точки О, Е, /\ 
Положим Л£' = 5, ВЕ = Ь, АО = х, ВЕ—у. 

Фиг. 2 

Если мы проведем КО |j AB, то 

LG=ri-ri и KG = Vir, + r,f - (г, - г,Г = 2 • 

Из подобия 7) треугольников ADK и AEO следует, что 
xr 

у г 

аналогично этому и г2 = — , что вытекает из подобия треуголь

ников BFL и ВЕО. 
* Этой знаменитой задачей впервые занимался Мальфатти (Malfatti. 

М е т о п е di matemática. Tomo X, parte í,  Modena 1803). После него эта за
дача часто подвергалась обработке. Чисто геометрическое решение ее без 
доказательства' дал Штейнер в 1826 г. в сочинении „Einige geometrische 
Betrachtungen" (Crelle J. 1 часть). Доказательство правильности этого реше
ния было дано Шретером (1874, Crelle ч. 77). Другое доказательство Штей-
неровского решения дает Петерсен (Petersen) в своей ценной работе „Me
thoden und Theorien zur Auflösung geometrischer Konstruktionsaufgaben" 
(Русский перевод: „Методы и теории для решения геометрических задач 
на построение". М. 1892). 
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Далее, 
AB = AD + DF + FB, 

следовательно : 

или (подставляя вместо г, и г 2 полученные для них выражения) 

0 ) x + y + yrt У*у=з+*' 

Если опустим из точек L, М, О перпендикуляры на сторону ВС 
и положим РС = и и QC = z 8 ), то получится равенство 

(2) у + г + У7и УУ2 = *+и-' 

аналогично мы получим равенство и для третьей стороны : 

(3) Z + X + S-- Vz* = u + s. 
yus 

Таким образом, мы имеем т р и у р а в н е н и я д л я о п р е 
д е л е н и я т р е х н е и з в е с т н ы х х, у , z. 

Мальфатти сообщает решения этих трех уравнений: 

2 х = s + * + и - г + V гт+? - V ~rT+72 - V гт+и2, 

2у = 5 + t+ и - г - 1 / 7 " + ^ + т / Т ^ + Т 5 - , 

2z = s + t + u - Г-У'7^^-У'г2^Р + Угт+~йг, 

Если подставить эти значения в вышеприведенные уравнения, то 
они удовлетворят последним. Путь, которым Мальфатти нашел 
решения, чрезвычайно сложен, как он сам указывает. 

Геометрическое же построение величин х, у , z представляется 
чрезвычайно простым, ибо 

V r2+ s2 = ОА, V г2 +12 = ОБ, V гг-\-и2 = ОС, 

вследствие чего отрезки эти, равно как и отрезки s, t, и, г, легко 
могут быть построены. 

Если же теперь построить выражение 

\(OA + OB + OC-s — t-u + r) = m, 
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то 
X — О А — т, у = ОВ — т, 

г = ОС- т (фиг. 2). 
П р и м е р 3. Д а н ы т р и о к р у ж н о с т и Кг, /С2, Къ, к о и х 

ц е н т р ы л е ж а т на о д н о й п р я м о й ; р а д и у с к а ж д о й и з 
о к р у ж н о с т е й Къ р а в е н г 2 . П о с л е д н и е д в е о к р у ж 
н о с т и и м е ю т о д н о и то же ц е н т р а л ь н о е р а с с т о я н и е 
а от о к р у ж н о с т и Кх(гх). Т р е б у е т с я п о с т р о и т ь в с е 
о к р у ж н о с т и , к о т о р ы е к а с а ю т с я т р е х д а н н ы х (фиг. 3). 

у 

Фиг. 3 

Для того, чтобы решить эту задачу вычислением, мы кладем 
в основание прямоугольную систему координат. При этом урав
нения данных окружностей таковы: 

К, . . . х*+у* = г\, 

Кг . . . ( х - а ) а + у = г 2 , 

К, . . . (х + а)*+у* = г1. 

Уравнение же каждой из искомых окружностей имеет вид: 

(х-рг)2 + (у-д1У = д^*. 

* где I— 1; 2; 3; дх = г1; д2= е 3 = г2. 
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Для круга 0 4 (фиг. 3) легко могут быть получены три 
уравнения, определяющие три неизвестные величины ри дх, дк; 
именно, из условий 

о,*1 = е1 + гх 

0^2 = 91 + г-г, 

вытекают равенства 

ОЛз = 01 + ^ 

2 2 

Рх + <7, = (9 ,+ ' ' 1 ) г , 

(Р,~аУ+д1 = ( о 1 + / ' а ) 1 , 

(А + а) 2 + / 1 = ( ^ 1 + ' - а ) 3 -

Из двух последних следует, что /7, = О, а отсюда уже не
посредственно вытекает: 

2 2 Ч 

(1) о = а 2 - { ^ ^ Ы = о 

ибо радиус круга 0 2 ра'вен радиусу о, круга О, (фиг. 3). 
Окружность 03 касается окружностей К2 и К3 извне, а 

окружности Кх — изнутри; таким образом, имеют место равенства 

2 , 2 ОъК, . . . р3+д3 = (д3-г1у, 

03К2 . . . (р3-аУ + д3=(дя-\-г2У 

ОъК3 . . . (Р3 + ау + д3 = (6з + г,у. 

Отсюда получается 

( 2 ) е 3 = 0 , ; 1 > ч—= 

2 2 
_ й а - ( / - 2 - Г,) 

• 3 2 (г, + г,) 

Для окружности 0 6 имеют место равенства 

р \ + ч\ ^(Яь-^У. 

(Рь + аУ + д1 = (Яь-г*У> 

. ( л - в ) 1 + ^ = (е. + г»)* 
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откуда получается: 

05 = 

2 1 
а * - ( г 2 - / - , ) 

2 г, 
= 06 = 07 = 08 

Построение может быть выполнено по следующему плану. 
Строим по порядку (фиг. 3): 

АВ г. 2 > ВС=а, 
тогда 

СК, 

если затем построить 

Л 1 0 = 2 ( г а - г 1 ) и СХХ 1Сй 

то 
К1Х1 = ^ = о , . 

Аналогично построим 

# Л = 03 = 04 И ^1Х3 = 05 = 06 = 07 = 08-

§ 2. Метод геометрических мест 

1. Весьма удобным методом для решения геометрических 
задач на построение является м е т о д г е о м е т р и ч е с к и х м е с т 

Он основывается на следующем: с т а р а ю т с я с в е с т и в с ю 
з а д а ч у к н а х о ж д е н и ю н е к о т о р о й т о ч к и X, ч т о в 
б о л ь ш е й ч а с т и с л у ч а е в с д е л а т ь н е т р у д н о . 

Т о ч к а Х о п р е д е л я е т с я д в у м я у с л о в и я м и , в ы т е 
к а ю щ и м и из т р е б о в а н и я з а д а ч и . Е с л и у с т р а н и т ь 
п е р в о е из у с л о в и й , т о с у щ е с т в у е т не о д н а т о л ь к о 
т о ч к а X, но б е с ч и с л е н н о е м н о ж е с т в о т а к и х т о ч е к , 
с о с т а в л я ю щ и х в с о в о к у п н о с т и н е к о т о р у ю л и н и ю , 
н е к о т о р о е г е о м е т р и ч е с к о е м е с т о . Е с л и ж е * у с т р а -
н и т ь в т о р о е у с л о в и е и о г р а н и ч и т ь с я п е р в ы м , т о 
п о л у ч и т с я д р у г о е г е о м е т р и ч е с к о е м е с т о . К а ж д а я 
т о ч к а п е р е с е ч е н и я э т и х д в у х г е о м е т р и ч е с к и х м е с т 
у д о в л е т в о р я е т т р е б о в а н и я м з а д а ч и . 

2. Является необходимым предварительно изучить н е к о т о 
р ы е г е о м е т р и ч е с к и е м е с т а . Мы приведем наиболее простые 
и вместе с тем наиболее употребительные из них. 
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a) Геометрическое место точек, находящихся от данной точки 
на данном расстоянии, есть окружность, описанная из данной 
точки, как из центра, радиусом, равным данному расстоянию. 

b) Геометрическое место точек, находящихся на данном 
расстоянии от данной прямой, состоит из двух прямых, проведен
ных параллельно данной прямой, на данном от нее расстоянии. 

c) Геометрическое место точек, равноотстоящих от двух дан
ных точек А и В, есть прямая, перпендикулярная к отрезку АВ 
в его середине. ( С и м м е т р а л ь точек А и В): 

й) Геометрическое место точек, равноотстоящих от двух дан
ных прямых, состоит из двух взаимно перпендикулярных прямых^ 
делящих пополам углы между данными прямыми (биссектрисы)9). 

е) Геометрическим местом точек, из которых отрезок АВ 
виден под данным углом а, является дуга окружности, стягиваемая 
отрезком АВ (построение ясно из фиг. 4) 1 0 ) . 

I) Геометрическое место точек, расстояния которых от двух 
данных точек находятся в данном отношении т : п, есть некоторая 
окружность (фиг. 5) ")• 

При этом 

Р 

Фиг. 4 Фиг. 5 

АР. 
ВР, 

АР т 
ВР~ п 

откуда по известной теореме получается,- что 

•&АРР1 = $:Р1РВ. 
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Имеет место также пропорция 

АР1:Р1В = АРЛ:ВРЛ. 

Четыре такие точки называются, как известно, четырьмя 
г а р м о н и ч е с к и м и т о ч к а м и . 

- g) Геометрическое место точек, расстояния которых от двух 
данных прямых находятся в данном отношении т: п, образуется 
двумя прямыми линиями х и у , проходящими через точку пересе
чения данных прямых (фиг. б). 

п) Геометрическое место точек, квадраты расстояний которых 
от двух данных точек А и В сохраняют постоянную разность (Р, 
есть прямая, перпендикулярная к отрезку АВ. 

Фиг. б Фиг. 7 

Д о к а з а т е л ь с т в о : Пусть точка Р1 (фиг. 7) обладает 
указанным свойством, так что 

1\В* — Р^А=(Р. 
Если опустить из точки Р1 на АВ перпендикуляр и взять на 

нем произвольную точку Р, то 

'РВ* = вог + ор* 
и 

2 2 3 
РА =АО + ЭР , 

поэтому 
~РВ - РА2 = ВО2 - АО = 1\В - Р^А = ёг. 
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Из Ь) может быть выведено следствие, которое позже для нас 
будет важно. Мы лишь предпошлем ему краткое з а м е ч а н и е : 

а) Как известно, справедливо следующее предложение: „Если 
через точку Р (фиг. 8а, 8Ь) провести секущие к окружности, то 
постоянно 

РА .РА'= РВ.РВ'= ..." 

Это постоянное произведение называется с т е п е н ь ю т о ч к и Р в 
о т н о ш е н и и д а н н о й о к р у ж н о с т и ; степень равна сР — г 2, 
где й есть расстояние точки Р от центра ( ц е н т р а л ь н о е р а с 
с т о я н и е точки Р), г есть радиус окружности. 

Фиг. 8 а Фиг. 8Ь 

Если точка Р лежит вне окружности, то степень точки также 
равна Р 7 " 2 . 

/?) Если даны две окружности с центрами О, и 0 2 , то точка 
Р имеет определенную степень по отношению к каждой из них. 
Если же точка Р по отношению к обеим окружностям (с радиу
сами г± и г а) имеет одну и ту же степень, то 

• 2 3 — — 2 
Р01~Г1=:Р02 

2 > 

так что 
г 2 2 2 

РОх — Р02 = г, — г 2 = сопэг., 

следовательно, геометрическое место точек, имеющих одну и ту 
же степень в отношении обеих окружностей, есть (согласно п) 
прямая, перпендикулярная к линии центров этих окружностей; прямая 
эта называется р а д и к а л ь н о й о с ь ю обеих окружностей. 

Если окружности пересекаются, то их радикальная ось про
ходит через точки их пересечения, ибо каждая из точек пересечения 
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имеет в отношении обеих окружностей степень, равную нулю. Если 
же окружности не пересекаются, то радикальную ось можно по
строить (фиг. 9), опустив перпендикуляр на линию центров из 
середины общей касательной к обеим окружностям; можно при 
этом следовать и другому пути, пользуясь теоремой: „Если даны на 
плоскости три окружности, то определяемые ими три радикальные 
оси проходят через одну и ту же точку ( р а д и к а л ь н ы й ц е н т р 
т р е х о к р у ж н о с т е й ) " ; доказательство теоремы основывается 
на том соображении, что точка пересечения двух каких-либо ради
кальных осей имеет одну и ту же степень в отношении всех трех 
окружностей, следовательно, лежит на третьей радикальной оси.' 

Фиг. 9 

3. Мы разъясним метод геометрических мест на двух п р и 
м е р а х : 

а) Даны две окружности Ои 0 2 радиусов гх и г 2 . Требуется 
построить такую окружность К, которая касалась бы обеих данных 
окружностей и имела бы данный радиус г. \ 

Если откинуть требование, чтобы окружность К касалась 
окружности 0 2 , то искомых окружностей существует бесчисленное 
множество; геометрическое место их центров состоит из двух кон
центрических с Ог окружностей, радиусы которых соответственно 
равны гх-\-г и гх— г. Аналогично мы получим для искомого 
центра X и другое геометрическое место, состоящее из двух 
окружностей, описанных из точки 02, как из центра, радиусами 
г 2 + г и г2 —л 
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Точка X должна совпасть с одной из точек пересечения 
обоих геометрических мест; существует не больше восьми точек, 
удовлетворяющих требованиям задачи. 

/?) Д а н ы т р и о к р у ж н о с т и Кх, К2, Къ\ т р е б у е т с я 
п о с т р о и т ь в с е о к р у ж н о с т и , к а с а ю щ и е с я т р е х д а н 
ных ( А п о л л о н и е в а з а д а ч а о к а с а н и и ) . 

Если (фиг. 10) через центр одной из данных трех окруж
ностей, например, через центр окружности Къ, провести окружность, 
концентрическую с искомой X, то окажется, что упомянутая выше 
задача сведется к следующей: 

„ Д а н ы д в е о к р у ж н о с т и К\, К'2

п) и т о ч к а Р; 
т р е б у е т с я п о с т р о и т ь о к р у ж н о с т и , к а с а ю щ и е с я д в у х 
д а н н ы х и п р о х о д я щ и е ч е р е з т о ч к у Р". 

Фиг. 10 

Геометрическое место центров всех окружностей, которые 
касаются окружности К\ и проходят через точку Р, есть э л л и п с 
или г и п е р б о л а , в зависимости от того, лежит ли Р в н у т р и 
окружности К\ или в н е ее 1 3 ) . Центр окружности К\ и точка Р 
являются фокусами этих конических сечений; асимптоты гиперболы 
перпендикулярны к касательным, которые можно провести к окру
жности К\ из точки Р. 

Каждая из данных трех окружностей может свестись и к 
одной точке или перейти в прямую. Геометрическое место центров 
окружностей, которые касаются прямой / и проходят через точку Р 
есть парабола, имеющая прямую / своей д и р е к т р и с о й , а ф о к у с 
— в точке Р. 

Адлер 

• ;РБс. ПУОЛИЧНАЯ 1 
ВАуч ;0-ГЕХН/.Ч£С.-ЛЯ * 

г г щ " ^ т г " ' - ^ г - " ^ 
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4. З а д а ч и д л я у п р а ж н е н и я . В следующих задачах 
буквы, -помещенные после изложения условий, указывают те 
reo-метрические места, которые находят особенное применение при 
решении рассматриваемой задачи. 

Начинающему мы настоятельно рекомендуем в действитель
ности решить задачу с помощью циркуля и линейки и продумать 
исследование решения. 

I] Даны два отрезка а, Ь, произвольно расположенные один в 
отношении другого, и два угла а, /3; требуется построить точку, из 
которой отрезки а и Ь. видны соответственно под углами а и /9 (е) 
(задача Потено; Pothenot). 

2] Даны три прямые линии gu g2, gb; требуется построить 
точку, расстояния которой от трех данных прямых находятся в 
данных отношениях (g). 

3] Даны три окружности; требуется построить точку, из 
которой ко всем трем окружностям можно провести касательные 
равной длины (h). 

4] Даны окружность и две точки А , В; требуется вписать в 
окружность прямоугольный треугольник так, чтобы катеты его 
проходили соответственно через данные точки (е). 

5] Даны две параллельные прямые и точка Р; требуется 
построить окружность, которая касалась бы обеих прямых и 
проходила бы через точку Р (a, d). 

6] Даны три равных окружности; требуется построить окру
жность, которая касалась бы всех трех окружностей извне (с). 

7] Данный отрезок а разложить на две части х и у так, чтобы 
среднее геометрическое между х и у равнялось второму данному 
отрезку b (b). 

- 8] Дан треугольник ABC; требуется построить точку, из 
которой все три стороны его были бы видны под одним и тем же 
углом (120°) (е). 

9] На некоторой прямой лежат точки А , Z?, С, D; требуется 
отыскать на плоскости такую точку, из которой отрезки АВ, ВС, CD 
видны под одним и тем же углом (f) u ) . 

10] Даны три окружности; требуется построить окружность, 
которая все три окружности пересекла бы под прямым углом (h) 1 5 ) . 

II] Даны три окружности; требуется построить такую точку, 
из которой все три окружности были бы видны под одним и тем же 
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углом 1 6 ) . (Расстояния искомой точки от центров окружностей 
должны относиться, как соответственные радиусы). 

12] Даны две окружности К1У К2 и отрезок 5; требуется 
построить окружность данного радиуса г так, чтобы центр ее лежал 
на окружности Кх, и чтобы хорда пересечения ее с окружностью 
К2 имела данную длину 5. (Каково геометрическое место центров 
всех окружностей радиуса г, которые пересекают окружность К2 по 
хорде 5 ? ) 

13] Дана прямая g, на ней точка А и вне ее точка В; тре
буется найти на g точку X, для которой АХ + ХВ = 5, где я есть 
данный отрезок (с). (На данной прямой от точки А откладывают 
отрезок «). 

14] Даны три прямые линии а, Ь, с и точка Р; требуется 
провести через Р прямую х так, чтобы три точки пересечения ее 
с данными прямыми вместе с точкой Р образовали бы гармонический 
ряд точек. (Каково геометрическое место точек, которые гармо
нически отделяют точку Р от двух прямых? п ) Сколько решений 
имеет задача?) 

15] Даны две концентрических окружности К\, и К% и точка Р; 
требуется провести через Р прямую х так, чтобы отрезок ее, 

заключенный между концентрическими 
окружностями, из центра был виден 
под данным углом а. (Если вращать 
вокруг центра угол а, продолжив одну 
из его сторон до пересечения с К1, 
другую—до пересечения с К2 и со
единив прямыми точки пересечения, то 
эти прямые будут вгибать некоторую 
новую концентрическую окружность, 
фиг. 11). 

Фиг. Ц 16] Даны две пары параллельных 
прямых и точка Р; требуется через Р 

провести прямую так, чтобы обе пары параллельных прямых 
отсекли на ней равные отрезки. (Рассматривают параллелограмм, 
образованный обеими парами параллельных линий). 

17] *Даны четыре точки А, В, С, £); требуется построить 
квадрат, стороны которого проходили бы через эти четыре точки. 
(Если на АВ, как на диаметре, построить окружность (фиг. 12), 
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то биссектриса угла АРВ будет проходить через точку 5 окружно
сти, которая не изменяется при движении точки Р по окружности 1 8 ) , 

18] Даны две окружности КХ и АГ2; требуется построить 
прямую, на которой они отсекают хорды, имеющие данные длины 
5 Х и 5 2 . (Общие касательные к двум окружностям). 

Фиг. 12 

19] Дан четырехугольник; требуется вписать в него паралле
лограмм так, чтобы стороны его имели данные направления. (Какое 
место опишет четвертая вершина параллелограмма, которого стороны 
имеют данные направления, если удалить одну из сторон четырех
угольника? 1 9) * 

§ 3. Метод подобных фигур 

1. Некоторые задачи на построение обладают тем свойством, 
что бесконечно многие их решения, которые получаются при устра
нении части данных условий, образуют систему п о д о б н ы х 
м е ж д у с о б о й ф и г у р . Например, если требуется построить 
треугольник по двум углам и по периметру, и если последнее 

* Дальнейшие многочисленные примеры можно найти в заслужива
ющей рекомендации книге Петерсена (уже упомянутой нами выше, ср, 
выноску на стр. 9). См. также прекрасную книгу Александрова. 
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условие (касающееся величины периметра) устранить, то все тре
угольники, удовлетворяющие остальным условиям, подобны между 
собой. 

При решении задач такого рода с большим удобством приме
няется метод подобных фигур: „ П о н а ч а л у с т р о я т ф и г у р у , 
п о д о б н у ю и с к о м о й ф и г у р е , а з а т е м у в е л и ч и в а ю т 
и л и у м е н ь ш а ю т ее в т р е б у е м о м о т н о ш е н и и " . 

В нашем примере — по углам а и /9 строят некоторый тре
угольник А'В'С, периметр которого обозначим через и' (фиг. 13); 

а) Е с л и д л я о п р е д е л е н и я ф и г у р ы д а н а т о л ь к о 
о д н а д л и н а , к р о м е н е е же д а н ы л и ш ь у г л ы и о т н о 
ш е н и я . (Если не принимать в расчет данной длины, то все 
фигуры, удовлетворяющие остальным условиям, подобны). 

/?) Е с л и и с к о м а я ф и г у р а д о л ж н а з а н и м а т ь о п р е 
д е л е н н о е п о л о ж е н и е п о о т н о ш е н и ю к д а н н ы м л и н и я м 
или т о ч к а м , т а к ч т о у с т р а н е н и е о д н о г о у с л о в и я 
п р и в о д и т к с и с т е м е п о д о б н ы х и с х о д с т в е н н о распо¬
л о ж е н н ы х ф и г у р , 

3. Мы приведем теперь ряд з а д а ч д л я у п р а ж н е н и я , 
которые могут быть решены помощью метода подобных фигур: 

20] Известна сумма 5 стороны квадрата и его диагонали; 
требуется построить квадрат. 

21] В данный треугольник вписать квадрат. 
22] В окружности даны два радиуса; требуется построить 

хорду этой окружности, которая данными радиусами делилась бы 
на три равные части. (Обозначим через а угол между обоими 
радиусами. На произвольной прямой наносим подряд три равных 
отрезка А'В', В'С\ СЭ'; затем восставляем перпендикуляр к отрезку 
А'О' в его середине и отыскиваем на нем такую точку, из которой 

затем рассматривают точку 
О, как центр подобия, наносят 
величину и, наконец, про
водя параллельные прямые, 
строят искомый треуголь
ник ABC. 

Фиг. 13 
и 2. Метод подобных 

фигур применяется посто
янно в д в у х с л у ч а я х : 
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отрезок В'С виден под углом а; полученная фигура подобна 
искомой). 

23] Дан четырехугольник; требуется вписать в него ромб г 

стороны которого были бы параллельны диагоналям четырехуголь
ника.' (Чертят произвольный ромб, стороны которого параллельны 
диагоналям четырехугольника, и проводят через его вершины прямые, 
параллельные сторонам четырехугольника). 

24] Требуется начертить окружность, проходящую через 
данную точку и касающуюся двух данных прямых а и Ь 20). 

25] Даны две прямые / и а и точка Т7 вне прямой а; требуется 
отыскать на а такую точку X, расстояние которой от / было бы 
вдвое больше расстояния от Г. (За центр подобия принимают точку 
пересечения прямых о и /). 

26] Даны две точки А и В и прямая g•, требуется построить 
окружность, проходящую через А и В и касающуюся прямой g. 

27] Известны высоты На, кь, 1гс некоторого треугольника;, 
требуется построить этот треугольник. (Высоты треугольника, име
ющего сторонами ка, Нь, /гс, пропорциональны сторонам искомого 
треугольника). 

28] Даны две кривые Кх и /С2 и точка Р; требуется через 
Р провести прямую х так, чтобы РАХ: РА2 = т : п, где Ах, А% 

являются точками пересечения прямой х соответственно с кривыми 
Кх, АГ2, а тип означают данные числа. (За центр подобия берут 
точку Р и чертят кривую К'2, подобную кривой АГ2 и сходственно 

т „ с нею расположенную, с модулем —, т. е. умножают кривую л 2 

на — )*. 
п § 4. Метод вспомогательных фигур 

1. Некоторые геометрические задачи легко разрешаются путем 
присоединения к искомой фигур'е отдельных линий, причем полу
чаются фигуры, которые могут быть построены непосредственно по 
условиям зада«и. , 

При изучении фигуры, подлежащей построению, принимается 
в соображение следующее: 

Д а н н ы е о т р е з к и в с е г д а в в о д я т в ф и г у р у . Если, 
например, дана сумма двух отрезков, то вводят в фигуру эту сумму. 

* Петерсен. там же. 
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З а т е м с т а р а ю т с я н а й т и л и н и и , у г л ы и л и ц е л ы е 
ч а с т и ф и г у р ы , к о т о р ы е л е г к о м о г у т б ы т ь о п р е д е 
л е н ы по д а н н ы м о т р е з к а м ; в ч а с т н о с т и , по т р е м д а н 
ным э л е м е н т а м с т р о я т т р е у г о л ь н и к и , к о т о р ы м и 
о н и о п р е д е л я ю т с я . 

2. Поясним сказанное на нескольких з а д а ч а х д л я у п р а 
ж н е н и я : 

29] Требуется построить треугольник АБС (фиг. 14) подан
ному углу а, высоте На и биссектрисе и>а угла а. (По отрезкам чюа 

и ка строится прямоугольный треугольник). 

Фиг. 14 Фиг. 15 

30] Построить треугольник по высоте ка, медиане та, исходя
щей из А, и радиусу г круга вписанного. (Сначала по отрезкам ка, 
та строят прямоугольный треугольник и отыскивают вписанный 
круг по методу геометрических мест 2 1). 

31] Построить треугольник по стороне а, сумме 5 двух других 
сторон Ъ и с и высоте къ. (Вводят; в фигуру отрезок Ь-\- с, удлиняя 
сторону Ъ в направлении от С к Л на отрезок, равный с). 

32] Известны сторона а треугольника, противолежащий ей 
угол а и сумма я двух других сторон; требуется построить тре
угольник. (Удлиняют Ь в сторону Л на с и получают таким образом 
угол \а). 

33] Данную дугу окружности разложить на две дуги так, 
чтобы сумма соответствующих хорд была наибольшей. (Геометри
ческое доказательство? 2 2). 

34] Через точку пересечения двух окружностей провести пря
мую так, чтобы сумма отсекаемых на ней хорд была наибольшей 2 3). 

35] Даны прямая g, на ней точка О и вне ее две точки 
А и В; требуется через Л и В провести параллельные прямые АХ и 
В У так, чтобы ХО: ОУ= т : п. (Делят прямую АВ (фиг. 15) в 
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отношении т: п в точке X и проводят через А к В прямые, 
параллельные 10). 

36] Даны две параллельные прямые, на одной из них точка Р, 
на другой—точка (2; дана также точка О, лежащая вне каждой из 
этих прямых; требуется через Р и провести две параллельные 
прямые РХ н С}У так, чтобы прямая ХУ проходила через О 2 4 ) . 

37] Даны две точки Р и С? и некоторая проходящая через 0_ 
прямая g; требуется на g определить такие две точки X и К, 
равноотстоящие от 0_, чтобы отрезок ХУ из точки Р был виден 
под данным углом а. (Продолжают отрезок Р<2 до некоторой точки 
Р так, чтобы отрезок С?/? равнялся Р<2 2 5 ) . 

38] Известна сумма сторон треугольника, т. е. величина 
8 = а-\- Ь -{- с, угол а и радиус /? описанного круга; требуется 
построить треугольник 2 6 ) . 

39] Даны две параллельные прямые а и Ь, на прямой а 
точка А, на прямой Ь точка В, и между обеими параллельными 
прямыми точка О; требуется провести через О прямую, которая 
пересекла бы а и Ъ в точках X и У так, чтобы АХ-\-ВУ = в, где 
5 есть данный отрезок (знаки отрезков ~АХ и ВУ принимаются 
во внимание 2 7). 

§ 5. Метод преобразования фигур 
(Параллельное перенесение, перекладывание, вращение) 

А) П а р а л л е л ь н о е п е р е н е с е н и е 

1. При решении геометрической задачи на построение часто 
бывает полезно п е р е н е с т и п а р а л л е л ь н о отдельные части 
фигуры и тем самым придать ей более удобный для решения вид. 

Если, например, даны два отрезка и угол, между ними заключен
ный, и если один отрезок будет перенесен параллельно самому себе 
так, чтобы один из его концов совместился* с одним из концов 
другого отрезка, то получится треугольник, из элементов которого 
известны две стороны и угол, между ними заключенный. Этот тре
угольник легко может быть построен, что может оказаться полез
ным при решении задачи. » 

Часто являются весьма полезными также и другого рода 
п а р а л л е л ь н ы е п е р е н е с е н и я : е с л и , н а п р и м е р , в с о с т а в 
и с к о м о й ф и г у р ы , в . х о д и т м н о г о у г о л ь н и к , и ч е р е з 



§ 5. М Е Т О Д П Р Е О Б Р А З О В А Н И Я Ф И Г У Р 25 

д а н н у ю т о ч к у п р о в е с т и о т р е з к и , п а р а л л е л ь н ы е и 
р а в н ы е по д л и н е с т о р о н а м м н о г о у г о л ь н и к а , т о 
к о н ц ы о т р е з к о в о б р а з у ю т н о в ы й м н о г о у г о л ь н и к , 
к о т о р ы й н е р е д к о л е г к о п о д д а е т с я п о с т р о е н и ю ; 
з а т е м у ж с т р о и т с я и с к о м ы й м н о г о у г о л ь н и к . 

2. Для т р е у г о л ь н и к а и ч е т ы р е х у г о л ь н и к а суще
ствуют два о с о б е н н о у д о б н ы х параллельных перенесения*. 

Именно, если в треугольнике ABC (фиг. 16) перенести стороны 
АВ, ВС, АС соответственно в положения BD, ЕА, ЕВ, то полу
чится новый треугольник СОЕ. Стороны последнего параллельны 
медианам исходного треугольника и вдвое больше их по длине; 
углы, составленные сторонами, медианами и высотами в исходном 
треугольнике, сохраняют свое значение и в треугольнике CDE. 

С 

Фиг. 16 Фиг. 17 

3. Д л я ч е т ы р е х у г о л ь н и к а АВСО во м н о г и х з а д а 
чах я в л я е т с я п о л е з н ы м с л е д у ю щ е е п а р а л л е л ь н о е 
п е р е н е с е н и е : 

Отрезок АС (фиг. 17) переносят в положения ВВ1 и Д 0 1 ; 
таким путем получается параллелограмм В В ^ О . Стороны его равны 
по длине диагоналям исходного четырехугольника; отрезки, исхо
дящие из С, равны сторонам четырехугольника АВСО, а углы 
вокруг С равны углам того же четырехугольника; диагонали парал
лелограмма параллельны отрезкам, соединяющим середины противо
положных сторон, и вдвое больше их по длине. 

* Петерсен, там же. 
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4. Мы снова предлагаем решить несколько з а д а ч д л я 
у п р а ж н е н и я : 

40] Даны три медианы треугольника; требуется построить 
треугольник. 

41] Даны две стороны параллелограмма и угол между диаго
налями; построить параллелограмм. (Одну диагональ переносят так, 
чтобы один из концов ее совпал с концом другой диагонали). 

42] Даны две окружности; требуется построить отрезок 
данной длины 5 так, чтобы концы его лежали на данных окружностях 
и чтобы он был параллелен данной прямой 2 8). 

43] Дан треугольник АБС (фиг. 18); требуется описать вокруг 
него равносторонний треугольник с возможно большей площадью. 
(Задача сводится к тому, чтобы через 
точку пересечения двух окружностей 
провести прямую, для которой сумма 
отсекаемых на ней хорд была бы наи
большей. (Задача 34). 

44] Даны диагонали трапеции и 
две непараллельные ее стороны; по
строить трапецию 2 Э ) . 

45] Даны стороны четырехуголь
ника и длина отрезка, соединяющего се
редины диагоналей; построить четырех
угольник. (Соединяют середины диагоналей с серединами сторон 3 0 ) . 

46] На прямой линии g лежат две точки А и А'; требуется 
разделить их гармонически точками Р и Р' так, чтобы отрезок РР' 

имел данную длину я 3 1 ) . 
47] Требуется по

строить трапецию по 
параллельным сторонам 
и диагоналям 3 2 ) . 

48] Даны диаго
нали четырехугольника, 
две противоположные 

Фиг. 19 стороны и угол между 
последними; построить четырехугольник 3 3). 

49] Даны две окружности Кх и К2 и точка Р (фиг. 19); 
требуется провести через точку Р такую прямую, на которой обе 
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окружности отсекли бы равные хорды. (Предполагают задачу ре
шенною и перемещают окружность К2 параллельно искомой прямой 
до тех пор, пока ее хорда не совпадет с хордой окружности Кх. 
Из нового центра 0 ' 2 центральная линия видна под прямым 
углом; касательная, проведенная из точки Рк окружности К\, равна 
касательной из той же точки к окружности Кх

 и). 
50] Даны две .окружности Кх, К2 и прямая g•, требуется 

провести параллельно g прямую х так, чтобы сумма хорд, которые на 
ней отсекаются обеими окружностями, равнялась данному отрезку 5. 
(Если перенести окружность Кх (фиг. 20) параллельно данной 

прямой на расстояние, равное 5 , то получится окружность К\; 
если, далее, построить перпендикуляр к центральной линии ОлО\ 
в ее середине и перенести окружность АГ2 параллельно данной 
прямой так, чтобы ее центр упал на этот перпендикуляр, то уже 
определится искомая прямая х). 

1. П р и э т о м м е т о д е ф и г у р у п р и в о д я т в п о л о ж е 
ние , б о л е е у д о б н о е д л я р е ш е н и я , п е р е д в и г а я н е к о 
т о р у ю ее ч а с т ь . И в этом случае следует по п р е и м у 
щ е с т в у вводит^ данные отрезки в фигуру, приводить к совпаде
нию равные углы и отрезки, или вычерчивать симметричные фигуры 
так, чтобы и с к о м а я т о ч к а о к а з а л а с ь на о с и с и м м е т р и и . 

X 

Фиг. 20 

В) П е р е к л а д ы в а н и е 
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2. Метод выяснится при решении предлагаемых з а д а ч д л я 
у п р а ж н е н и я . 

51] Построить треугольник по сторонам а, Ъ и по раз
ности углов а — /? = д. (Если переложить искомый треугольник так, 
чтобы вершина А совпала с В, а В — с А, то получится новый 
треугольник со сторонами а, Ь и с заключенным между ними 
углом д). 

52] Даны стороны АО, АВ, углы О и В четырехуголгника 
АВСО, в который может быть вписан круг (описанный четырех
угольник); построить этот четырехугольник. (Проводят биссектрису 
угла А (фиг. 21); пусть Ох, С, будут точки, симметричные точкам 

Фиг. 21 Фиг. 22 

D и С в отношении этой биссектрисы; тогда прямая CXDX также 
является касательной к окружности 3 5 ) . 

53] Даны четыре стороны вписанного в окружность четы
рехугольника; построить четырехугольник. (Строят (фиг. 22) ВХА = 
= /Ш, ВХСХ параллельно ВС и DE = ВХСХ, тогда треугольник ADE 
конгруэнтен с треугольником ABXCV Поначалу строят треугольник 
CAE; при этом следует заметить, что АЕ : АС' = AD : АВ; см. гео-
метрич. место f). 

54] Даны прямая /, точка F и прямая g, проходящая через F; 
требуется построить на g такую точку X, которая равно отстояла 
бы от f и /. (Проводят через F нормаль п к прямой g и строят 
биссектрису угла между nul). 
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* 55] Дана окружность К, прямая g и на ней точка А; требуется 
построить окружность , и м е ю щ у ю центр в некоторой точке X, так, 
чтобы ояа касалась прямой g в точке А и пересекалась под. 

прямым углом с окружностью К. 
(Если К' — К пересекает прямую g в 
точке А прямоугольно, то точка X 

\1Г лежит на радикальной оси (перпенди
куляре к центральной линии в е е 

]съ с е р е д и н е ) о к р у ж н о с т е й К и Л")-

56] В окружность К т р е б у 
ется вписать треугольник ABC так. 
чтобы точки а, /?, у были сере
динами дуг , стягиваемых соответ
ственными сторонами треугольника. 
(Если перемещать произвольную точку 
Р (фиг . 23) по окружности вокруг /? 

д о точки Ръ затем Рг вокруг а д о точки Р 2 и Р2 вокруг у 
д о точки Рг, то А б у д е т серединой дуги РЪР зв). 

57] Дана окружность К и три исходящие из ее центра пря
мые а, Ь, с; требуется описать треугольник ABC так, чтобы вершина 

Фиг. 23 

Фиг. 24 

А лежала на а, В на Ь, С на с. (Если произвольную касательную £ 

(фиг . 24) к окружности отразить в прямой а, полученную таким 
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путем касательную f — в прямой Ь и t" в прямой с, то получится 
касательная £"; сторона b искомого треугольника составляет равные 
углы с касательными t и t'"). 

58] Даны треугольник ABC и прямая g, проходящая через 
вершину С; требуется построить на g такую точку X, из которой 
стороны АС и ВС видны под одним и тем же углом. (Отражают 
треугольник ABC « прямой g). 

59] Даны треугольник ABC и точка D на прямой А В; ищется 
на АС такая точка X, из которой оба отрезка AD и DB видны 
под одним и тем же углом. (Строят точку Blt симметричную точке 
В в отношении прямой DX). 

60] Даны две кривые Q и С2 и прямая g; требуется провести 
перпендикулярно к g прямую х так, чтобы обе кривые отсекали от 
нее равные отрезки, считая от точки пересечения g с х. (Повора
чивают кривую С2 вокруг g и рассматривают точки пересечения 
повернутой кривой с Q . 

61] Даны прямая g и две точки А, В, лежащие с одной и 
той же стороны от прямой; требуется построить на g точку X так, 

чтобы сумма АХ-\-ХВ была наименьшей. 
(Отражение Вх точки В в прямой g соеди
няют с точкой А 87). 

62] Даны треугольник ABC и точка Р 
на стороне АВ; требуется вписать в тре-

Фиг. 26 
угольник новый треугольник PXY так, чтобы стороны искомого 
треугольника составляли равные углы со сторонами b и с данного 
треугольника (фиг. 25) 8 8 ) . 

63] Дан треугольник ABC; требуется вписать в него тре
угольник с наименьшим периметром. (По способу, употребленному 
в задаче 62, предложенная задача сводится к следующей (фиг. 26": 
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„Даны две прямые т, п, на первой из них точка М, на второй — 
точка Ы; требуется построить на этих прямых, соответственно, 
точки /? и 5 так, чтобы ЯМ —БЫ, и длина ДО имела бы наименьшее 
значение". Отрезок /?5 будет перпендикулярен биссектрисе угла 
прямых тип 39). 

< С) В р а щ е н и е 

1. Если некоторую фигуру / Повернуть вокруг центра О на 
угол а, то все точки фигуры опишут дуги различных радиусов, но 
отвечающие одному и тому же центральному углу а. ' 

Чтобы повернуть прямую g на угол а, можно, например, 
повернуть нормаль к этой прямой на угол а. Между новым поло
жением £х прямой и первоначальным заключен угол вращения а. 

Если, далее, приняв точку О за центр подобия, увеличить 
или уменьшить фигуру / х в определенном отношении, или, как вы
ражается Петерсен, у м н о ж и т ь ее на н е к о т о р о е ч и с л о , 
то получится новая фигура / 2 , подобная фигуре / х , следовательно, 
и фигуре / . 

2. Наоборот, е с л и на п л о с к о с т и д а н ы д в е п о д о б н ы е 
и о д и н а к о в о н а п р а в л е н н ы е 4 0) фигуры / и / 2 , то в с е г д а 
е с т ь в о з м о ж н о с т ь построить точку О т а к , ч т о б ы ф и г у р а 
/ , м о г л а б ы т ь п о л у ч е н а из ф и г у р ы / п у т е м в р а щ е н и я 
п о с л е д н е й в о к р у г т о ч к и О и у м н о ж е н и я на н е к о 
т о р о е о п р е д е л е н н о е ч и с л о . 

Достаточно доказать эту теорему лишь для того случая, когда 
фигура / есть отрезок АВ, а фигура / 2 — отрезок Л 2 В 2 , так как в 
общем случае при одинаковом направлении обеих фигур все их 
точки совпадут, коль скоро будут приведены к совпадению оба 
отрезка. Для решения этой задачи заметим, что угол, составляемый 
обоими отрезками при точке 5 (фиг. 27), и является искомым углом 
вращения а. Таким образом, точка О вместе с точками А, А%, 5 
должна лежать на некоторой окружности Кх и вместе с точками 
В, В2, 5—на некоторой окружности К3

 4 1 ) . Число, на которое 
А2В2 

должна быть умножена фигура / , есть • 
АВ 

3. При решении очень многих задач с удобством применяют 
вращение, вокруг точки, причем, в случае надобности, пользуются 
и вышеприведенной теоремой. 
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Мы опять выясним это на з а д а ч а х д л я у п р а ж н е н и я : 
64] Даны три прямые р , д, г и на р точка Л; требуется 

построить равносторонний треугольник так, чтобы одна из его вершин 

Фиг. 27 Фиг. 28 

совпала с А, а. две другие лежали соответственно на прямых д и г. 
(Врашают (фиг. 28) сторону Ь, прямую г и вместе с ними точку С 
на 60° до совпадения с Ьх, гх, Сх). д_ 

65] Дан квадрат; требуется 
вписать в него равносторонний 
треугольник, одна из вершин ко
торого лежала бы в точке, данной 
на стороне квадрата 4 3 ) . 
V? > 66] Даны две прямые а и а 2 , 
на первой—точка Л, на второй— 
точка Л 2 и вне обеих прямых — 
точка Р. Требуется провести че
рез Р прямую х, которая встречает 
прямые а и а2 соответственно в 
точках X и Х2 так, что 

АХ:А2Х2 т: т2, 

где т и т2 суть данные числа. 
(На прямых а и а2 от точек Л и Л 2 

(фиг. 29) откладывают отрезки, ^иг. 29 
соответственно равные т и т2; концы их пусть будут В, В2. 
Затем рассматривают А и Л 2, В и В2, как сходственные (гомоло-
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гичные) точки двух подобных систем и (сообразно с фиг. 27) 
определяют центр вращения О. Так как, далее, треугольник ХХ20 
подобен треугольнику АА20 то <£.Х=-£. А; поэтому точка X лежит 
на дуге К, построенной (согласно фиг. 4) на отрезке ОР). 

67] Даны две прямые # и аг, на них соответственно точки 
А и А2 и вне обеих прямых—точка Р; требуется провести через 
Р прямую, которая пересекла бы данные прямые соответственно 
в точках X, Х2 так, чтобы АХ + АгХг = 5, где 5—данный отрезок. 
(Если отложить на а отрезок ЛВ = 5, то должно иметь место равен
ство А2Х2 = ХВ, так что предложенная задача сводится к задаче 66. 
Задача 68 опущена, ибо содержит, ошибку). 

Петерсен в своем неоднократно нами упоминаемом сочи
нении приводит еще целый ряд весьма изящных задач на ме
тод вращения, причем он пользуется следующими двумя пред
ложениями." 

a) Е с л и м н о г о у г о л ь н и к ( о с т а в а я с ь п о с т о я н н о 
п о д о б н ы м с а м о м у с е б е ) п е р е д в и г а е т с я т а к , ч т о т р и 
и з е г о в е р ш и н о п и с ы в а ю т п р я м ы е л и н и и , не п р о х о 
д я щ и е ч е р е з о д н у т о ч к у , т о и к а ж д а я из о с т а л ь н ы х 
в е р ш и н м н о г о у г о л ь н и к а о п и с ы в а е т п р я м у ю л и н и ю . 

b) Е с л и м н о г о у г о л ь н и к ( о с т а в а я с ь п о с т о я н н о 
п о д о б н ы м с а м о м у с е б е ) п е р е д в и г а е т с я т а к , ч т о т р и 
е г о с т о р р н ы в р а щ а ю т с я в о к р у г п о с т о я н н ы х т о ч е к , 
не л е ж а щ и х на о д н о й п р я м о й , то в с е с т о р о н ы м н о г о 
у г о л ь н и к а в р а щ а ю т с я в о к р у г п о с т о я н н ы х т о ч е к . 

§ 6. Метод инверсии 

Весьма полезным методом для решения геометрических задач 
на построение, именно таких, которые относятся к окружностям, 
является м е т о д и н в е р с и и или о б р а т н ы х р а д и у с о в . Он 

* дает возможность заменять фигуры, содержащие окружности, более 
простыми фигурами. 

1. П р е ж д е в с е г о мы д о л ж н ы б у д е м р а з ъ я с н и т ь 
с а м ы й п р и н ц и п и н в е р с и и ( п р и н ц и п о б р а т н ы х р а д и 
у с о в ) . 

Пусть дана (фиг. 30) окружность К радиуса г и точка Р. Если 
провести прямую, соединяющую точку Р с центром, и взять ее пере
сечение с полярой 4 8) р точки Р, то получится точка Р', которую 

Адлер ' 3 
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о к р у ж н о с т ь ю , 
г 2 — с т е п е н ь ю 

и считают отвечающей точке Р в отношении окружности К по 
принципу инверсии. 

Из прямоугольного треугольника О АР вытекает немедленно, что 

ОР.ОР'^, 

следовательно, если положить г = 1, ОР = о, ОР' — о', 

Вот почему этот принцип отображения называется также 
п р и н ц и п о м о б р а т н ы х р а д и у с о в . 

Окружность К называется о с н о в н о й 
точка О — ц е н т р о м и н в е р с и и , число 
и н в е р с и и . 

2. Если точку Р (фиг. 30) передвигать вдоль прЯмой g, то 
и точка Р' будет двигаться 
по этой прямой; если точку 
Р постоянно удалять от 
центра, то Р' будет посто
янно приближаться к точке О; 
бесконечно удаленной точке 
прямой g по принципу ин
версии отвечает точка О. 
Если Р приближается вдоль 
прямой к точке О, то Р' Фиг. 30 
удаляется от О; точка $ окружности совпадает с отвечающей ей 
точкой С}'. 

М е ж д у - Р и Р ' с у щ е с т в у е т и н в о л ю ц и о н н а я з а в и 
с и м о с т ь , то есть, если Р совпадает с Р ' , то Р ' передвигается 
на место Р , что вытекает из равенства 

~ОР.~ОР' = г1. ") 

Таким образом, вся часть плоскости вне окружности отобра
жается в части плоскости, ограниченной окружностью; все бес
конечно удаленные точки имеют своим изображением точку О. 

Если Р передвигается вдоль некоторой прямой или кривой, 
то и точка Р ' описывает некоторую линию, которая носит название 
о б р а т н о г о и з о б р а ж е н и я первой линии. В частности, прямаяg 

р 

1 У 

1 о~~г 
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отвечает сама себе (фиг. 30), то есть, совпадает с отвечающей ей 
линией Равным образом о т в е ч а е т с а м а с е б е и о к р у ж 
н о с т ь К, а и м е н н о , к а ж д а я ее т о ч к а с а м а с е б е 
о т в е ч а е т . 

3. Для последующего изложения важны некоторые т е о р е м ы , 
и мы их сейчас выведем: 

а) Если (фиг. 31) точки Р' и С}' отвечают точкам Р и 
относительно окружности К по принципу обратных радиусов, то 

АОР0_~&ОО.'Р', 
ибо 

ОР-ОР^^Щ-Щ, 
следовательно, 

ОР:ОС2=ОС1' :ОР'. 

Четыре точки Р, Р'', 0_, 0_г лежат, таким образом, на окруж
ности 4 б ) , которая переНр^кает окружность К под прямым углом (с). 

Фиг. 31 Фиг. 32 

/ 

Ь) Е с л и т о ч к а Р (фиг. 32) д в и ж е т с я в д о л ь п р я м о й 
т о т о ч к а Р' о п и с ы в а е т н е к о т о р у ю о к р у ж н о с т ь , 

п р о х о д я щ у ю ч е р е з О. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если ОС) есть нормаль к g, Р — 

произвольная точка на g, Р' и О.'—точки, обратные точкам Р и ф , 
то, согласно а), 

^ с О Р ' = 0£?Р = 90°. 
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Таким образом, Р' лежит на окружности, построенной на 
отрезке 00_', как на диаметре. 

Из чертежа ясно также, как построить окружность^,обратную 
прямой g. 

с) Если (фиг. 33) А к А', В и В' суть взаимно обратные 
точки, лежащие на одной и той же прямой, исходящей из О, а 

Фиг. 33 

Р и Р'—какая-нибудь другая пара взаимно обратных точек, то 
из а) вытекает: 

^ОА'Р' = -^ОРА, 
равным образом, 

•^ОВ'Р' = ^ОРВ, 
следовательно, 

А'Р'В' = & АРВ 
(но и х з н а к и п р о т и в о п о л о ж н ы ) . 

Отсюда вывод: если точка Р описывает окружность К1} име
ющую отрезок АВ своим диаметром, то точка Р' описывает окру
жность К\, имеющую своим диаметром отрезок А'В'. 

Таким образом, ф и г у р о й , о б р а т н о й д а н н о й о к р у - -
ж н о с т и , я в л я е т с я с н о в а н е к о т о р а я о к р у ж н о с т ь ; о б е 
о к р у ж н о с т и р а с п о л о ж е н ы т а к , ч т о т о ч к а О я в л я 
е т с я их в н е ш н и м ц е н т р о м п о д о б и я . 

', Если окружность КГ дана, то построение окружности К\ 
удобнее всего выполнить так: отыскивают точку Q', обратную 
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точке С?, и строят центр окружности К\, как точку, сходственную 
с центром окружности Кх. (Центры обеих окружностей не будут 
обратными точками). 

с!) Из фиг. 33 может быть выведено еще одно важное 
предложение: если АРВ есть бесконечно-малый треугольник, то 
обратную ему фигуру можно представить себе совпадающей с 
треугольником А'Р'В'. Он подобен треугольнику АРВ, так как 

^ Р' = р и ^.В= В. 

Отсюда вытекает следующее предложение: 
Е с л и С, С 2 — д в е к р и в ы е , п е р е с е к а ю щ и е с я п о д 

у г л о м а, т о и о б р а т н ы е им к р и в ы е Си С'2 п е р е с е 
к а ю т с я п о д т е м ж е у г л о м а 4 6 ) ; в частности, если обе кривые 
касаются, то равным .образом касаются и обратные им кривые. 

О т о б р а ж е н и е , т а к и м о б р а з о м , у д е р ж и в а е т в 
м е л ь ч а й ш и х ч а с т я х с х о д с т в о с о т о б р а ж а е м о й фи
г у р о й ; о н о с о х р а н я е т у г л ы или к о н ф о р м н о . 

4. В тесной связи'с упомянутым выше способом отображения 
находится д р у г о й способ, кото
рым мы позже будем пользоваться. 

Обозначим через О (фиг. 34) 
постоянную точку, через г — 
данный отрезок, через Р—про
извольную точку плоскости; про

ведем прямую ОР и на п р о д о л ж е н и и ее в сторону О построим 
точку Р' так, чтобы 

ОР - ОР7 — — г2. 

Если отнести друг к другу каждые две точки плоскости, удовле
творяющие этому равенству, то тем самым плоскость будет отобра
жена сама в себе. 

Если мы построим теперь точку Р" (фиг. 34) по прежнему 
методу, т. е. так, чтобы 

то станет ясным, что точка Р' может быть получена из точки Р" 
при помощи вращения-последней на 180°. 

Таким образом, если и Т7" являются взаимно обратными 
фигурами по отношению к точке О, как центру инверсии, и к г 2 , 
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как степени инверсии, и если фигуру F" повернуть вокруг О на 
180°, то вновь образованная фигура F' и исходная фигура F будут 
также взаимно обратными при том же центре инверсии и 
степени — г2. 

Радиус основного круга для степени — г2 есть r\f — 1, и, 
следовательно, является м н и м ы м . 

Выведенные выше теоремы сохраняют свою силу и для слу
чая отрицательной степени: 

Прямой отвечает снова проходящая через центр инверсии 
окружность, окружности отвечает окружность, причем О в этом 
случае является их внутренним центром подобия; отображение и 
теперь будет конформным, два обратных угла имеют, как и раньше, 
противоположные знаки. 

З а д а ч и д л я у п р а ж н е н и я : 
69] Кроме основной окружности К, дана прямая; требуется 

построить ее обратное изображение, если прямая касается окру
жности, пересекает ее или проходит вне ее. 

Дана основная окружность Л'и еще ,окружность Кх\ построить 
фигуру, обратную Кх, в следующих случаях: 

,К1 проходит через центр К; Кх касается К извне или изнутри; 
K-L пересекает К под острым углом, прямым углом; Кх лежит 
целиком вне или внутри К". 

70] С о в о к у п н о с т ь о к р у ж н о с т е й , и м е ю щ и х о д н у 
и т у " же р а д и к а л ь н у ю о с ь 4 7 ) , н а з ы в а е т с я п у ч к о м 
о к р у ж н о с т е й . 

a) Если какие-либо две из этих окружностей пересекаются, 
то точки их пересечения лежат на их общей радикальной оси и 
вместе с тем принадлежат всем окружностям пучка. Пучок в этом 
случае имеет д в е в е щ е с т в е н н ы х о с н о в н ы х т о ч к и и 
состоит из совокупности всех окружностей, проходящих через 
эти две точки ( э л л и п т и ч е с к и й п у ч о к о к р у ж н о с т е й ) . 

b) Может встретиться также такой случай, что н и к а к и е 
д в е о к р у ж н о с т и п у ч к а не п е р е с е к а ю т с я в в е щ е с т в е н 
н ы х т о ч к а х ( г и п е р б о л и ч е с к и й п у ч о к о к р у ж н о с т е й ) . 

Если Кг и К2 суть две окружности пучка, то по ним нетрудно 
построить остальные окружности пучка: 

Если Р есть точка пересечения их радикальной оси с централь
ной линией, то она имеет в отношении обеих окружностей одну 
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и ту же степень р ' 1 . Поэтому касательные, проведенные из Р ко 
всем окружностям пучка, должны быть равны ( = р). Точки касания ' 
всех этих касательных лежат, таким образом, на окружности К, 
которая имеет центром точку Р и пересекает все окружности 
пучка под прямым углом. 

Если хотят построить е щ е к а к у ю - н и б у д ь о к р у ж н о с т ь 
К3 п у ч к а , то в окружности К проводят произвольный радиус и 
на конце его Е восставляют к нему перпендикуляр, который пере
сечет центральную линию в точке 0 3 . Окружность 0 3 ( £ ) принад
лежит пучку, ибо она имеет в точке Р также степень р 2 48). 

Из построения вытекает также соотношение 

где г —радиус окружности 0 9 , й— расстояние ее центра от Р и р 2 

— постоянная степень точки Р. 
Если положить й = р , то 

г = 0, 

т. е. э т о т г и п е р б о л и ч е с к и й п у ч о к с о д е р ж и т т а к ж е 
д в е т о ч к и ( т о ч к и - о к р у ж н о с т и ) ; они лежат в пересечении 
центральной линии с окружностью К. 

с) Если р есть общая радикальная ось пучка, <У — какая 
-нибудь точка этой оси, то она в отношении всех окружностей 
пучка имеет одну и ту же степень д2; из нее, таким образом, ко 
всем окружностям можно провести касательные равной длины. 

Если вокруг <3 описать окружность радиусом д, равным 
этим касательным, то она пересечет все окружности пучка о р т о 
г о н а л ь н о (под прямым углом). 

Таким образом, вокруг каждой точки радикальной оси может» 
быть описана окружность, пересекающая все окружности пучка 
ортогонально. 

с1) С о в о к у п н о с т ь в с е х э т и х о р т о г о н а л ь н ы х 
о к р у ж н о с т е й о б р а з у е т н о в ы й п у ч о к , и м е ю щ и й 
ц е н т р а л ь н у ю л и н и ю д а н н о г о п у ч к а с в о е й р а д и 
к а л ь н о й о с ь ю . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Каждая окружность Кх первого (дан
ного) пучка пересекается о р т о г о н а л ь н о всеми окружностями 
второго пучка. Касательные к окружностям второго пучка в этих 
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точках пересечения проходят, таким образом, через центр Ох взятой 
окружности Кх. Следовательно, произвольная точка О х централь
ной линии первого пучка имеет одну и ту же степень в отноше
нии всех окружностей второго пучка. 

е ) Е с л и п е р в ы й п у ч о к и м е е т в е щ е с т в е н н ы е 
о с н о в н ы е т о ч к и , т о о р т о г о н а л ь н ы й п у ч о к их не 
и м е е т . Узловые точки первого пучка (общие всем его окружно
стям) являются точками-окружностями ортогонального пучка. 

Е с л и же п е р в ы й п у ч о к не и м е е т в е щ е с т в е н 
ных о с н о в н ы х т о ч е к , т о в т о р о й п у ч о к и х и м е е т , 
именно, в точках-окружностях первого пучка. 

1 ) Е с л и н а ч е р т и т ь ф и г у р у , о б р а т н у ю с и с т е м е 
к о н ц е н т р и ч е с к и х о к р у ж н о с т е й и их д и а м е т р о в , т о 
п о л у ч а т с я д в а о р т о г о н а л ь н ы х п у ч к а о к р уж н о е т е й 4 9 ) . 

71] Дана окружность Кх и вне ее точка Р. 
Если провести из Р касательные к Кх и вокруг Р описать 

окружность К радиусом, 

Фиг. 35 Фиг. 36 

п р и н ц и п у и н в е р с и и в о т н о ш е н и и о к р у ж н о с т и К) 
это требуется доказать 5 0 ) . 

Окружности К и Ку п е р е с е к а ю т с я п о д п р я м ы м 
у г л о м . Отвечающие друг другу точки А и А', В и В\... 
(фиг. 35) окружности Ку образуют при этом инволюцию. Степенью 
нашей инверсии будет степень точки Р в отношении окружности Кх. 

И в том случае, когда Р лежит внутри Кх (фиг. 36), можно 
установить инверсию, взяв точку Р за центр, причем окружность Кх 

отвечает сама.себе. Степень инверсии снова равна степени точки Р 
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в отношении окружности Кх и, следовательно, является о т р и ц а 
т е л ь н о й . 

Основной круг К инверсии — м н и м ы й 6 1 ) . 
72] Дана окружность Кх и точка Р вне или внутри Кх 

(фиг. 37 а, Ь); требуется для некоторой точки <2 построить точку 
К* 

Фиг. 37 а Фиг. 37 Ь 
0_', отвечающую ей в такой инверсии, при которой точка Р является 
центром и окружность Кх отвечает сама себе. (См. 3, а). 

73] Даны две окружности Кх и К%, которые касаются в 
точке А; требуется, принявши точку А за центр инверсии, по

строить фигуры, обратные окружностям Кг, АГ2; каково относи
тельное взаиморасположение этих фигур? 0 2 ) . 

74] Пусть (фиг. 38) Кх, К2—две данные окружности, р—их 
радикальная ось, Ка—окружность, касающаяся обеих данных окруж-
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ностей, /—общая касательная, которая принадлежит к т о й же 
с и с т е м е к а с а т е л ь н ы х о к р у ж н о с т е й , что и Кг 

Т о г д а о к р у ж н о с т ь К3 п е р е с е к а е т р а д и к а л ь н у ю 
о с ь р п о д т е м же у г л о м , п о д к о т о р ы м п е р е с е к а е т ее 
п р я м а я Р, это предложение находит себе применение при решении 
А п о л л о н и е в о й задачи о касании. ' 

Для доказательства проведем из точки О касательную к 
фкружности Кх (или К2) и примем эту касательную за радиус 
окружности К, в отношении которой инвертируем всю рассматривае
мую фигуру; при этой инверсии Кх, К2 и р отвечают сами себе; Къ 

переходит в общую касательную К.3. Отображение будет конформным. 
75] Даны окружность К и точки А и В; требуется построить 

такую окружность, которая проходила бы через точки А и В и 
касалась бы окружности К. 

За центр инверсии берут произвольную точку окружности, 
если возможно — одну из точек пересечения с окружностью К 
перпендикуляра, восставлен
ного к отрезку АВ в его 
середине. 

76] Даны три окруж
ности Къ К2, А'д, имеющие 
общую точку б1; требуется 
построить окружность, каса
ющуюся трех данных. (За 
центр инверсии принимают 
точку 5). 

77] Даны окружность 
Кх, точки Р и ф; проводят 
через Р (фиг. 39) произволь
ную секущую, которая пере
секает Кх в точках А и Л' , 
и затем строят окружность Фиг. 39 
К2, проходящую через точки 
Л, Аг и С); если изменять секущую АР, то получатся новые окру
жности К2, которые все проходят не только через точку 0_, но еще 
через одну постоянную точку О/ и образуют, следовательно, пучок. 
(Касательные, проведенные из точки Р к окружностям Кх и К2, 
равны по длине; если вокруг Р описать окружность К радиусом, 
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равным этим касательным, и принять ее за основную окружность 
инверсии, то Кх й все окружности К2 будут отвечать сами себе. 
Таким образом, окружности К2 должны проходить еще через точку 
(^'-г .отвечающую в силу инверсии точке (2). 

78] Даны окружность Кх и две точки О, и ф'; требуется 
построить окружность, которая проходит через 0_ и С)' и касается 
окружности Ку (77). 

79] Даны две окружности Кг и АГ2; требуется построить 
окружность К, в отношении которой обе окружности были бы 
взаимно обратными (степень инверсии предполагается положительной). 

Центр О окружности К должен быть внешним центром по
добия окружностей Кх, К3; радиус г окружности К (фиг. 40) опре
деляется из равенства: 

г 2 = ОА-ОА' = ~ОВ-ОВ?. 

Фиг. 40 
Так как обе окружности должны» быть взаимно обратными 

фигурами, то получаем далее: 

ОР-ОР7 = ОС]-ОС7 = г 2 . 

Из принципа инверсии непосредственно вытекает, что окру
жность Къ, которая касается окружности Кх в точке <3 и проходит 
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через точку С)', должна касаться окружности К2 в точке С;'; в самом 
деле, в силу инверсии она отвечает сама себе, следовательно, 
пересекает основную окружность инверсии под прямым углом. 
(Ср. 71). Отсюда вытекает часто применяемое предложение^ 

Е с л и " о к р у ж н о с т ь к а с а е т с я д в у х д а н н ы х о к р у 
ж н о с т е й , то п р я м а я , с о е д и н я ю щ а я о б е т о ч к и ка
с а н и я , п р о х о д и т ч е р е з ц е н т р п о д о б и я , именно, через 
в н е ш н и й центр, если касание для обеих окружностей о д н о г о 
р о д а , через в н у т р е н н и й центр, если касание не о д н о г о 
р о д а . 

Степень в н е ш н е г о центра подобия в отношении всех одно
родно касающихся окружностей Къ оказывается, таким образом, 
постоянной, а именно, она равна 

г2=Ш-ОА' = ОВ-ОБ 7 =~ОР-~ОР'. 

Как видоизменилась бы" предшествующая задача, еслибы 
вместо внешнего центра подобия за центр инверсии был принят 
внутренний центр подобия? (Окружность К была бы при этом 
мнимой). 

80] Если через взаимно обратные точки С; и О' фигуры 40 
(задача 77) провести какую-нибудь окружность АГ4, то по отно
шению к окружности К она отвечает сама себе и, таким образом, 
пересекает К ортогонально, а обе окружности Ки К2—под равными 
углами, ^ я в л я е т с я и з о г о н а л ь н о й о к р у ж н о с т ь ю о б е и х 
о к р у ж н о с т е й Кх, К2. 

К а ж д а я о р т о г о н а л ь н а я о т н о с и т е л ь н о К о к р у ж 
н о с т ь е с т ь и з о г о н ' а л ь н а я о к р у ж н о с т ь д л я Кх и К2, так 
как при инверсии она отвечает сама себе. 

Пусть теперь будут даны три окружности Мх, М2, Мъ; через 
А10 обозначим один из центров подобия окружностей Мг и М2, 
через К\,2—окружность, в отношении которой окружности Мх и М2 

будут взаимно обратными, когда А\$ есть центр инверсии; символы 
А\$ и К\$ имеют аналогичные значения в отношении окруж
ностей Мх и М3. 

Все о к р у ж н о с т и , о р т о г о н а л ь н ы е в отношении окруж
ности (/(1,3), пересекаются (согласно задаче 80) с окружностями 
Мг и Л42 (Мх и Мг) под равными углами. Все о б щ и е ортого
нальные окружности для окружностей К\о, и К\,ъ пересекаются, 
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таким образом, со в с е м и т р е м я д а н н ы м и о к р у ж н о с т я м и 
под р а в н ы м и у г л а м и . 

Совокупность ортогональных окружностей двух данных 
окружностей образует п у ч о к (70), который имеет своею ради
кальною осью линию центров этих двух окружностей. 

С о в о к у п н о с т ь в с е х п о л у ч е н н ы х у к а з а н н ы м 
в ы ш е п у т е м о к р у ж н о с т е й , и з о г о н а л ь н ы х в о т н о 
ш е н и и / И 1 ( / И 2 , УИ 3 , о б р а з у е т , т а к и м о б р а з о м , п у ч о к , 
и м е ю щ и й с в о е й р а д и к а л ь н о й о с ь ю — о с ь п о д о 
б и я а б з ) . 

Можно исходить из другой оси подобия трех окружностей; 
при этом снова получится пучок изогональных окружностей, 
имеющий эту ось подобия своею радикальною осью. 

Таким образом, мы приходим к теореме: 
. С о в о к у п н о с т ь в с е х и з о г о н а л ь н ы х о к р у ж 

н о с т е й т р е х д а н н ы х о к р у ж н о с т е й о б р а з у е т ч е т ы р е 
п у ч к а , к а ж д ы й из к о т о р ы х и м е е т с в о е ю р а д и к а л ь 
н о ю о с ь ю о д н у из о с е й п о д о б и я " . 

К а ж д о й о к р у ж н о с т и , к а с а ю щ е й с я о к р у ж н о с т е й 
Мх, М2, М3, с о о т в е т с т в у е т д р у г а я о к р у ж н о с т ь , т а к ж е 
к а с а ю щ а я с я о к р у ж н о с т е й Мх, М2, /И3 и п р и н а д л е 
ж а щ а я в м е с т е с п е р в о й о д н о м у и т о м у же п у ч к у . 

П у с т ь т о ч к а Z б у д е т р а д и к а л ь н ы м ц е н т р о м 
т р е х о к р у ж н о с т е й ; п у с т ь , далее, о к р у ж н о с т ь К п е р е 
с е к а е т с я со в с е м и т р е м я о к р у ж н о с т я м и п о д п р я м ы м 
у г л о м ; К есть, таким образом, окружность, описанная около Z 
радиусом, равным каждой из касательных, которые могут быть 
проведены из 7 к трем окружностям. 

Если теперь принять окружность К за основную окружность 
инверсии, то о к р у ж н о с т и Мх, М2, Мъ, как ортогональные 
окружности К, б у д у т о т в е ч а т ь с а м и с е б е , и каждой изого
нальной окружности трех данных окружностей отвечает изогональ
ная окружность того же пучка; в частности, каждой окружности, 
касательной к трем данным, отвечает другая окружность, также 
касательная к данным. 

Но две окружности, взаимно обратные в отношении К, 
имеют точку 1 своим центром подобия^ пересекаются на окруж
ности К б*). 
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Отсюда следует: 
a) О с н о в н ы е т о ч к и ч е т ы р е х п у ч к о в и з о г о н а л ь 

ных о к р у ж н о с т е й л е ж а т на К; о к р у ж н о е тчь К, т а к и м 
о б р а з о м , п р и н а д л е ж и т в с е м ч е т ы р е м п у ч к а м и з о г о 
н а л ь н ы х о к р у ж н о с т е й . 

О с н о в н ы е т о ч к и , с л е д о в а т е л ь н о , я в л я ю т с я т о ч 
к а м и п е р е с е ч е н и я о с е й п о д о б и я с о к р у ж н о с т ь ю К. 

b) К а с а т е л ь н ы е о к р у ж н о с т и т е х ж е п у ч к о в п е р е 
с е к а ю т К в у п о м я н у т ы х в ы ш е о с н о в н ы х т о ч к а х и 
и м е ю т т о ч к у X с в о и м ц е н т р о м п о д о б и я . 

Эти замечания будут полезны при решении А п о л л о н и е в о й 
задачи о касании. 

Фиг. 41 

81] Даны две окружности Кх и Къ и точка Р; требуется 
построить окружность, проходящую через Р и касающуюся обеих 
окружностей. (За ц е н т р и н в е р с и и принимают ц е н т р п о д о 
бия окружностей Кх и Кг и определяют радиус г основной 
окружности инверсии, в отношении которой окружности Кх и К% 

отвечают одна другой. 
Искомая окружность при этой инверсии отвечает сама себе и 

поэтому должна проходить через точку - Р', обратную точке Р . 
Таким образом, задача эта сводится к задаче 78. 

За центр инверсии принимают сначала в н е ш н и й , а затем 
в н у т р е н н и й центр подобия. 

82] Д а н ы п р я м а я g, о к р у ж н о с т ь Кх и т о ч к а Р ; 
т р е б у е т с я п о с т р о и т ь о к р у ж н о с т и X, к о т о р ы е к а-
с а ю т с я ^ - и / ^ и п р о х о д я т ч е р е з Р (фиг. 41). 
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Принимают за центр инверсии точку Л (или У), затем опреде
ляют основную окружность так, чтобы окружность Кх и прямая g 
отвечали одна другой (для точки У эта окружность будет мнимой). 

Степень точек Л и У в отношении искомых окружностей 
непосредственно может быть определена из чертежа. 

83] Пусть даны окружность Кип основных окружностей 
инверсии О, (г,), 0 2 (/-,), 0 3 (г3), , Оп(гп); строят окружность 
К1% обратную К в отношении О, (л,), окружность К2, обратную Кх 

в отношении 0 2 (г2), окружность К3, обратную К2 в отношении 0 3 (г3~), 
и т. д. Наконец, получают окружность Кп, обратную предпоследней 
окружности Кп-1 в отношении Оп(гп). 

Окружность Кп может совпасть с окружностью К; в таком 
случае окружность Оп (г„) должна быть тою окружностью, в отно
шении которой Кп-1 и К отвечают друг другу. 

Мы п р е д п о л о ж и м , ч т о о к р у ж н о с т ь Оп(гп) и м е н н о 
т а к и в ы б р а н а . 

Если теперь взять на окружности К какую-либо точку А, то 
помощью .последовательных инверсий получится точка Л, на окруж
ности Кх, Л, на К2 , наконец, точка Л„ на окружности Кп, 
вообще н е с о в п а д а ю щ а я с взятой на К точкой Л. Мы ставим 
себе* следующую задачу: 

Н а й т и на о к р у ж н о с т и К т а к у ю т о ч к у Л, к о т о 
р а я с о в п а л а бы с т о ч к о й Л„. 

Искомую точку обозначим через X. Ее р а з ы с к а н и е 
п р е д с т а в л я е т с о б о ю з а д а ч у п о с л е д у ю щ е г о и з л о 
ж е н и я . 

При этом главную роль играют две точки: 
Если построить точку, отвечающую точке О, при второй 

инверсии 02 (г2), затем найти точку, отвечающую только что по
строенной при третьей инверсии 03 (г 3), и т.-д., то после п—1 по¬

.следовательных инверсий относительно центров О , , . . . , 0„ полу
чится некоторая точка Нх. 

Если теперь найти точку, отвечающую точке Оп при инверсии 
Оп-г{гп-х), затем—точку, отвечающую найденной при инверсии 
Оп—2 (Гп-г), и т - Д-! проходя тот же ряд инверсий в обратном по
рядке, то, наконец, после п—1 инверсий получится точка Нп. 

К а ж д о й п р я м о й а, п р о х о д я щ е й ч е р е з т о ч к у Нп, 
о т в е ч а е т п о с л е « п о с л е д о в а т е л ь н ы х и н в е р с и й о т н о -
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с и т е л ь н о ц е н т р о в О,, О а , . . . , Оп н е к о т о р а я п р я м а я а', 
п р о х о д я щ а я ч е р е з Нх. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Первая инверсия преобразует прямую а 
в некоторую окружность а 1 ( проходящую через точку О,; эта окруж
ность после второй инверсии заменяется снова некоторой окруж
ностью и т. д. Наконец, после п—1 инверсий получится окружность, 
которая должна проходить через Оп, так как точка Нп, которая 
лежит на прямой а, после п—1 последовательных инверсий пере
ходит в Оп. Последняя оставшаяся еще инверсия относительно Оп 

переводит упомянутую окружность в некоторую прямую а'. 
При этом помощью первой инверсии по отношению к центру 

Ох прямая а переходит в некоторую окружность я , , которая должна 
проходить через О,; окружность ах, таким образом, помощью по
следовательных инверсий по отношению к центрам 0 2 , 0 8 , . . . , Оп 

также переводится в прямую а''. Но так как окружность а, прохо
дит через точку Ог, то прямая а' должна проходить через точку 
Нх, чем и доказывается теорема. 

Таким образом, после п инверсий по отношению к центрам 
Ои..., Оп пучок лучей, исходящих из точки Нп, переходит в пу
чок лучей, исходящих из точки Нг. 

При помощи точек Н± и Нп и строится решение нашей за
дачи, однако же мы должны различать два случая в зависимости 
от того, будет ли п четным, или нечетным числом. 

Дело в том, что при каждой инверсии, угол а равен отвечаю
щему ему углу, но и м е е т п р о т и в о п о л о ж н ы й з н а к . 

Если угол подвергнуть п последовательным инверсиям, то 
абсолютная величина его останется неизменной, знак же не изме
нится лишь в том случае, если п есть ч е т н о е число. Если же л— 
нечетное число, то знак угла будет обратным. 

а) п — ч е т н о е ч и с л о . 
Если соединить искомую точку X на окружности К с точкой . 

Нп, то этой прямой после п инверсий будет отвечать прямая ХН^. 
Обе линии должны при точке X составлять с окружностью равные 
углы о д н о г о и т о г о ж е знака. Это возможно лишь тогда, 
когда X лежит на прямой Н^Нп. 

Таким образом, наша задача имеет -два решения: т о ч 
ки п е р е с е ч е н и я п р я м о й НхНп с и с х о д н о й о к р у ж н о 
с т ь ю К. 
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Ь) п — н е ч е т н о е ч и с л о . 
В этом случае прямая НхНп не отвечает сама себе. 
Если рассматривать эту прямую, как принадлежащую пучку Ни 

и обозначить ее через 5, то ей по вышесказанному отвечает неко
торая прямая я' пучка Нп\ если же отнести прямую к пучку 
//„.обозначив ее при этом через а, то в пучке Нх ей отвечает 
прямая а'. 

Прямые ИхНп, и а' должны пересекать окружность К' под 
равными углами, они поэтому должны касаться о д н о й и той же 
окружности, имеющей общий центр с окружностью К. Далее, 
паре прямых 5 , о' отвечает пара а; следовательно, должны быть 
равны углы между о' и Б, о и в'. 

Это возможно лишь тогда, когда точки Ну и Нп равно-
отстоят от центра окружности К. 

Если теперь через точки / / , , Ип и центр окружности К про
вести новую окружность, то последняя пересечет окружность К в 
искомых точках X; в самом деле, прямая, соединяющая любую из 
этих точек пересечения с Нг, пересекает окружность К под тем 
же углом, что и прямая, соединяющая эту точку с точкой Нп. 

Петерсен рассматривает (там же, №. 201) эту задачу; но 
он не выводит того свойства, что точки Нх и Нп равноотстоят от 
центра окружности К. Его построение точек X поэтому является 
менее простым, нежели вышеприведенное. 

84] * Даны окружность К и четыре точки О,, 0 2 , 03 , 0 4 ; 
требуется в окружность К вписать четырехугольник ХУЕО так, 
чтобы стороны его ХУ, FZ, ZO, ОХ проходили соответственно 
через точки 01г 0 2 , 0 8 , 04. 

[Помощью некоторой инверсии по отношению к центру О х 

окружность К преобразуется в самое себя (задача 71), затем 
инверсия по отношению к центру О а снова преобразует ее в самое 
себя; к аналогичным результатам приводят и (надлежаще выбран
ные) инверсии по отношению к 0 3 , 0 4 . Окружность К, таким 
образом, помощью четырех определенных инверсий преобразуется 
в самое себя. Точка X определяется согласно задаче 83,-а) 5 5 ] . 

85] * Даны окружность и три точки О,, 02, 0 8 ; требуется 
построить треугольник, вписанный в окружность так, что стороны 
его проходят через данные точки. [Сводится к задаче 83, Ь)]. 

* Петерсен, там же. 

Адлер 
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86] Д а н ы т р и о к р у ж н о с т и А",, Л"4, Къ; т р е б у е т с я 
п о с т р о и т ь о к р у ж н о с т ь , к а с а ю щ у ю с я т р е х д а н н ы х 
( А п о л л о н и е в а з а д а ч а о к а с а н и и ) . 

Указанные методы дают нам возможность предложить целый 
ряд способов для решения этой исстари знаменитой задачи; мы 
изложим в пунктах а), Ь), с), а!) некоторые из этих способов. 

а) Всегда можно эту задачу с в е с т и к с л е д у ю щ е м у 
ч а с т н о м у с л у ч а ю : 

„ Д а н ы д в е о к р у ж н о с т и и т о ч к а ; т р е б у е т с я по
с т р о и т ь о к р у ж н о с т ь , к а с а ю щ у ю с я д в у х д а н н ы х 
о к р у ж н о с т е й и п р о х о д я щ у ю ч е р е з д а н н у ю т о ч к у " . 

Эта задача имеет (81) ч е т ы р е решения. 
П р и в е д е н и е о б щ е й з а д а ч и к э т о м у ч а с т н о м у 

с л у ч а ю производится на основании следующего соображения: 

Обозначим через тип две окружности, через у — касаю
щуюся их окружность (фиг. 42, 43). 

Мы можем эти три окружности изменять таким образом, что
бы центры их оставались постоянными и чтобы окружность у по
стоянно касалась окружностей тип; при этом лишь увеличиваются 
или уменьшаются радиусы окружностей. 

Если у касается обеих окружностей тип одинаковым обра
зом (фиг. 42 а, Ь), то радиусы обеих окружностей либо одновре
менно возрастают, либо одновременно убывают. 

Если же у касается обеих окружностей тип неодинаковым 
образом (фиг. 43-а, Ь), то радиус одной из этих окружностей 
возрастает в то время, как радиус другой убывает. 

Фиг. 42 а Фиг. 42Ь 
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Пусть теперь даны три окружности Кх, К2, К3 с центрами в 
точках О,, 0 2 , 0 3 и радиусами г1, г2, г3; обозначим через X 
окружность, касающуюся трех данных; тогда окружность Кг может 
быть сведена к точке 0 1 , причем одновременно радиусы двух других 
окружностей, как было указано выше, увеличиваются или умень
шаются; задача, таким образом, сводится к задаче 81. 

П о с т р о е н и е м о ж е т б ы т ь в ы п о л н е н о по следующему 
плану: 

Вокруг точки 0 2 описывают две окружности К\ и К'[ ради
усами / " 2 и г^ — Г ц вокруг точки 0 3 подобным же образом 
описывают окружности К'3, К[ радиусами гъ-\-гх и гл — гх. После 
этого строят такие окружности, которые проходят через 01 и 
сверх того касаются окружностей К\ и К'3 или К" и К", а именно— 
обеих о д и н а к о в ы м о б р а з о м (четыре решения). 

Фиг. 43 а Фиг. 43 Ь 

Далее строят окружности, которые проходят через 0 1 и сверх 
того касаются окружностей К'г, К"3 или К[, К'3, а именно—неоди
н а к о в ы м о б р а з о м (четыре решения). 

Найденные восемь окружностей будут к о н ц е н т р и ч е 
с к и м и с искомыми окружностями. З а д а ч а п о э т о м у и м е е т 
в о с е м ь р е ш е н и й . 

Ь) Предполагают задачу решенною, затем увеличивают или 
уменьшают радиусы окружностей таким образом, чтобы д в е 
о к р у ж н о с т и , например, К\ и К[ к а с а л и с ь д р у г д р у г а 
в точке ф (фиг. 44). 

Если теперь принять точку О. за ц е н т р и н в е р с и и , то 
окружности К\ иК[ обратятся в п а р а л л е л ь н ы е п р я м ы е и т.д. 
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с) Обозначим через к окружность, которая пересекает все 
три данные окружности под прямым углом (стр. 45). 

Если принять точку о на окружности к за ц е н т р и н в е р 
сии , то данные окружности преобразуются в окружности, ц е н т р ы 
к о т о р ы х л е ж а т на о д н о й п р я м о й ; с помощью еще одной 
инверсии можно придти к случаю, изображенному на фиг. 3 б 6 ) . 

Является выгодным по возможности выбирать центр инверсии 
в т о ч к е п е р е с е ч е н и я окружности к с одной из данных 
окружностей. 

Фиг. 44 

Е с л и д в е из д а н н ы х о к р у ж н о с т е й пересекаются, 
то удобно центр инверсии поместить в точке их пересечения, бла
годаря чему эти окружности преобразуются в прямые линии. 

Полезно также прежде,' чем применить инверсию, свести одну 
из окружностей к точке [с помощью приема, указанного в за
даче 86, а)]. 

с!) Из предложений, установленных в задаче 80, вытекает 
следующее решение А и о л л о н и е в о й з а д а ч и о к а с а н и и : 

Пусть даны три окружности /И 1 ; /И 2, Мг (фиг. 45). 
Мы исходим из о с и п о д о б и я , например, из в н е ш н е й 

о с и п о д о б и я а, и строим и з о г о н а л ь н у ю о к р у ж н о с т ь 
V/, принадлежащую тому пучку'изогональных окружностей, для 
которого радикальной осью служит прямая а. 
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Для этой цели мы берем на окружности Мх точку Вг и 
строим точку В а на М2, обратную точке В1 в отношении точки 
Ах,2, как центра инверсии 5 7 ) ; сверх того, мы находим на окруж
ности УИ 3 точку Вя, обратную точке В1 в отношении Л^з, как 
центра инверсии. 

О к р у ж н о с т ь У7, п р о х о д я щ а я ч е р е з т р и т о ч к и 
В,, В2, /3 3, я в л я е т с я и з о г о н а л ь н о й о к р у ж н о с т ь ю (80). 

Если теперь построить р а д и к а л ь н у ю о с ь о к р у ж н о 
с т е й V/ и Мхи через О. обозначить точку пересечения ее с прямой а, 
то <2 б у д е т и м е т ь о д н у и ту ж е с т е п е н ь в отношении 
М% и "7; но так как точка О, лежит на прямой а, то она будет 
иметь ту ж е с т е п е н ь и в о т н о ш е н и и и с к о м о й о к р у ж 
н о с т и X, которая п р и н а д л е ж и т п у ч к у и з о г о н а л ь н ы х 
о к р у ж н о с т е й УС, ибо а является радикальной осью этого пучка. 
Таким образом, О. есгь точка радикальной оси окружностей X и Мх. 

Так как, далее, окружности X и /И, должны касаться друг 
друга, так что их радикальная ось есть их общая касательная, то 
отсюда уже вытекает способ построения точки касания окружностей 
X и Мх (фиг. 45). -

е) Изящное решение А п о л л о н и е в о й задачи, основанное 
на стереометрических исследованиях, будет нами рассмотрено в 
следующем параграфе. 4 

Фиг. 45 
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§ 7. Стереометрические исследования, как средство решения 
геометрических задач на построение 

1. Стереометрические исследования часто с пользою применя
ются при решении геометрических задач на построение, например, 
при решении следующей задачи: 

„Дано коническое сечение; требуется построить другое кони
ческое сечение, которое имело бы двойное касание с данным кони
ческим сечением и удовлетворяло бы трем другим условиям, напри
мер, проходило бы через три точки". 

Мы, однако, не станем ближе рассматривать эту задачу и 
прибегнем к стереометрическим исследованиям лишь для решения 
задач и для доказательства предложений в рамках обрабатываемых 
нами проблем. 

2. Прежде всего мы п о м о щ ь ю р а с с м о т р е н и я п р о 
с т р а н с т в е н н ы х о б р а з о в д о к а ж е м н е с к о л ь к о п р е д 
л о ж е н и й , которыми позже будем пользоваться. 

а) Пусть даны две окружности ^ и ^ с центрами О х и 0 2 

и радиусами гх и г%. 
Восставим в точках О, и 0 2 к плоскости чертежа перпенди

куляры и отложим на них соответственно радиусы гг и г 2 ; постро
енные этим путем точки 5Х и 5 2 соединим соответственно со всеми 
точками окружностей Кх и До

полученные таким образом конические поверхности, для 
которых направляющими служат окружности, мы будем называть 
п р я м о у г о л ь н ы м и к о н и ч е с к и м и п о в е р х н о с т я м и , так 
как каждое их осевое сечение представляет собою прямоугольный 
равнобедренный треугольник. 

Если теперь в обеих окружностях провести два одинаково 
•направленных радиуса, то они будут проекциями двух параллель
ных образующих конических поверхностей. Если через эти образу
ющие провести плоскость, то след ее пройдет через точку А пере
сечения прямой, соединяющей вершины конусов, с плоскостью 
чертежа; поэтому п р я м а я , с о е д и н я ю щ а я к о н ц ы р а д и у с о в , 
также проходит через точку А Б8). 

При этом мы представляли себе обе конические поверх
ности расположенными по одну и ту же сторону плоскости 
чертежа. 
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Если же взять точку 5, по одну сторону плоскости чертежа, 
а точку 5 2 — по другую, то совершенно аналогично получится 
г л а в н о е с в о й с т в о в н у т р е н н е г о ц е н т р а п о д о б и я 
о б е и х о к р у ж н о с т е й . 

Ь) П у с т ь д а н ы (фиг. 46) т р и о к р у ж н о с т и Кх, К2, К3 

с ц е н т р а м и О,, 0 2 , 03 и р а д и у с а м и г,, г 2 , гг. 

В точках 01Г -0 2, 0 3 снова восставляем перпендикуляры, на 
которых откладываем радиусы гх, г 2 , гг, например, все—вверх от 
плоскости чертежа; таким образом получаются точки 5Х, 5 2 , 5 3 . 

Точка пересечения прямой 5 х 5 г с плоскостью чертежа есть, 
внешний центр подобия /4 1 ) 2 обеих окружностей Кх, К2; аналогично 
этому и А1р лежит в пересечении той же плоскости с прямой 
^ ^ з , Л2,з—в пересечении этой же плоскости с прямой 5 2 5 д . 

Три прямые б'^а, лежат в плоскости, определяемой 
тремя вершинами конусов; следовательно, их с л е д ы Ах^,А>^ А$х 
лежат н а о д н о й п р я м о й . 

И ? 

Фиг. 46 
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Если, далее, построить эти конические поверхности иначе: 
на окружности Кх — вверх от плоскости чертежа, а на окруж
ностях К%, КА — вниз, то с помощью совершенно аналогичных 
рассуждений выведется предложение, что т о ч к и Jl>2> Jip, Л2>з 
л е ж а т на о д н о й п р я м о й , и т. д. 

Таким образом, с помощью стереометрических исследований 
доказано следующее предложение: 

Ш е с т ь ц е н т р о в п о д о б и я т р е х о к р у ж н о с т е й 
о б р а з у ю т в е р ш и н ы п о л н о г о ч е т ы р е х с т о р о н н и к а 5 9 ) . 

Стороны его носят название о с е й п о д о б и я трех окруж
ностей. 

с) Рассматривая пространственные образы, можно легко полу
чить и о с н о в н ы е п р е д л о ж е н и я т е о р и и п о л я р д л я 
о к р у ж н о с т и : 

Пусть дана окружность К. Ее рассматривают, как окружность 
большого круга некоторого шара, одна половина которого распо
ложена над плоскостью чертежа, а другая под нею. 

Если взять теперь точку Р вне шара (на плоскости чертежа), 
то ее поляра р будет ортогональной проекцией круга касания того 
конуса, который можно из точки Р описать вокруг шара. Если 
точка Р передвигается вдоль некоторой прямой g, то этот круг 
касания изменяется, но его окружность всегда проходит через точку 
касания тех двух касательных к шару плоскостей, которые могут 
быть проведены через прямую g. Поляра точки Р вращается, 
таким образом, вокруг точки G, если Р описывает прямую g. 

Если G описывает некоторую прямую / , то g вращается во
круг точки F— полюса прямой / ; действительно, поляра g точки G, 
согласно вышесказанному, может быть найдена следующим образом: 
в точке G восставляем перпендикуляр к плоскости чертежа, про
должаем его до-пересечения с поверхностью шара в некоторой точке 
S, затем проводим через 5 касательную к поверхности шара плос
кость, которая пересечет плоскость чертежа по искомой прямой g< 

Прямая / будет проекцией некоторого круга s шара. Каса
тельные плоскости во всех точках окружности этого круга огибают 
некоторый конус вращения, вершина которого F лежит на плоскости 
чертежа. 

Есди теперь передвигать точку G вдоль прямой / , то точка 5 
постоянно будет лежать на окружности s, так что ее касательная пло-
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скость всегда будет проходить через F, то есть: если точка G пере
двигается по прямой / , то ее поляра g вращается вокруг точки F, 

й) Мы докажем теперь еще о д н о п р е д л о ж е н и е , о п и 
р а я с ь на с т е р е о м е т р и ч е с к и е и с с л е д о в а н и я ; предложе
нием этим мы впоследствии часто будем пользоваться. 

Оно состоит в следующем: 
„ О б о з н а ч и м ч е р е з А, В, С и А', В', С в е р ш и н ы 

д в у х т р е у г о л ь н и к о в , л е ж а щ и х в о д н о й п л о с к о с т и , 
ч е р е з а, Ь, с и а', Ь'', с' — с о о т в е т с т в е н н ы е их с т о р о н ы ; 
если п р я м ы е , с о е д и н я ю щ и е с о о т в е т с т в е н н о в е р ш и н ы 
А и А', В и В', С и С п р о х о д я т ч е р е з о д н у и ту ж е 
т о ч к у S, т о с т о р о н ы а и а , b и Ь' ,с и с' с о о т в е т с т в е н н о 
п е р е с е к а ю т с я в т р е х т о ч к а х Р, Q, R, л е ж а щ и х на 
о д н о й п р я м о й s." 

Наоборот: , 
„Если с т о р о н ы а и a', b и Ъ\ с и с' п е р е с е к а ю т с я 

с о о т в е т с т в е н н о в т о ч к а х Р, Q, л е ж а щ и х на о д н о й 
п р я м о й , т о п р я м ы е , с о е д и н я ю щ и е с о о т в е т с т в у ю щ и е 
в е р ш и н ы , п р о х о д я т ч е р е з о д н у и т у ж е т о ч к у S и -60). 

Доказывая оба эти предложения при помощи стереометри
ческих исследований, мы будем пользоваться следующими двумя 
непосредственно очевидными истинами: 

(1) „ Е с л и п р я м а я у л е ж и т в п л о с к о с т и F, то с л е д 
ее на д р у г о й п л о с к о с т и Е л е ж и т на п р я м о й п е р е с е 
ч е н и'я п л о с к о с т е й Е и F." 

(2) „ Е с л и п р о е к т и р о в а т ь п р я м у ю g на п л о с к о с т ь 
Е, то п р о е к ц и я п р я м о й ^ в с е г д а п р о й д е т ч е р е з ее 
с л е д на п л о с к о с т и Е, н е з а в и с и м о о т т о г о , б у д е т ли 
ц е н т р п р о е к ц и и к о н е ч н о й т о ч к о й , или б е с к о н е ч н о 
у д а л е н н о й . " 

а) Р а с с м о т р и м т е п е р ь на п л о с к о с т и £ д в а т р е 
у г о л ь н и к а ABC и А'В'С, р а с п о л о ж е н н ы е так , ч т о » 
п р я м ы е , с о е д и н я ю щ и е с о о т в е т с т в е н н о т о ч к и А и А', 
В и В', С и С, п р о х о д я т ч е р е з о д н у и ту же т о ч к у S. 

Проведем через S произвольную прямую h, не лежащую, 
однако, в плоскости Я, и возьмем на ней две точки О и О'; точку 
О соединим с вершинами треугольника ABC, а точку О' — с вер
шинами второго треугольника А'В'С'. 



58 ГЛАВА I. РЕШЕНИЕ ГЕОМ. ЗАДАЧ НА ПОСТРОЕНИЕ 

Прямые ОА и О'А' пересекутся в некоторой точке А", так 
как они лежат в одной и той же плоскости; равным образом пе
ресекутся прямые OB и О'В' -.— в точке В", прямые ОС и О'С — 
в точке С". 

Мы получили в пространстве треугольник А"В"С"', по отно
шению к которому оба данных треугольника будут центральными 
проекциями, именно, треугольник ABC есть проекция треугольника 
А"В"С из центра О, треугольник А'В'С есть проекция того же 
треугольника из центра О'. 

Прямые а и а' должны поэтому проходить через след прямой 
В"С" на плоскости Е. Точка Р ( = а X а') является, таким образом, 
следом прямой В"С". 

Аналогично этому точка Q (=¿?X¿> ' ) есть след прямой А"С" 
и точка R ( = с Х с ' ) — с л е д прямой А"В" на плоскости Е. 

Точки Р, Q, R должны лежать на прямой пересече
ния плоскости Е с плоскостью, определяемой тремя точками 
А", В", С". 

Этим доказывается первая часть теоремы. 
ß)  П у с т ь д в а т р е у г о л ь н и к а ABC и А'В'С, л е ж а 

щ и е в о д н о й п л о с к о с т и , б у д у т т а к р а с п о л о ж е н ы , 
ч т о т о ч к и Р, Q, • R п е р е с е ч е н и я с о о т в е т с т в е н 
ных с т о р о н а и a', b и Ь', с и с ' л е ж а т н а о д н о й 
п р я м о й s. 

Проведем через s вспомогательную плоскость H и построим 
на ней треугольник А"'В"С" так, чтобы сторона В"С проходила 
через точку Р, C'A" — через Q, А"В" — через R. 

Стороны этого нового треугольника обозначим через а", Ь", с". 
Если мы теперь проведем три плоскости соответственно через 
прямые а и a", b и Ь", с и с", то они пересекутся в некоторой 
точке О; О есть такая точка пространства, из которой треугольник 
А"В"С" проектируется в ABC. 

Аналогично этому мы находим точку О', из которой тре
угольник А"В''С" проектируется в А'В'С. 

Прямая 00' пересекает плоскость Е в точке S, которая 
должна лежать на одной прямой с точками А, А', равно как с 
точками В, В', и С, С'\ это вытекает из того, что точки О, О' 
лежат с каждой парой точек А и А', В и В', С и С в одной 
плоскости 6 1 ) . Теорема доказана вполне. 
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Два треугольника, находящиеся в такого рода относительном 
положении, называются двумя п е р с п е к т и в н о расположенными 
или г о м о л о г и ч н ы м и треугольниками. 

3. О т о б р а ж е н и е о к р у ж н о с т е й п л о с к о с т и в п р о 
с т р а н с т в е ( ц и к л о г р а ф и я Фидлера; Fiedler). 

Обозначим через К окружность на плоскости Е, через О — 
ее центр, через г — ее радиус; восставим в точке О перпендикуляр 
к плоскости Е и отложим на нем радиус г; мы п о с т р о и м т а 
к и м о б р а з о м н е к о т о р у ю т о ч к у Р. 

Е с л и , наоборот, д а н а т о ч к а Р, то ей б у д е т о т в е 
ч а т ь на п л о с к о с т и Е о д н а л и ш ь о к р у ж н о с т ь , которую 
можно получить, опустив из точки Р на плоскость Е перпенди
куляр и описав вокруг основания его окружность радиусом, равным 
длине этого перпендикуляра. 

Точка Р вместе с окружностью К определяет п р я м о у г о л ь 
ный к о н у с , к о т о р ы й мы у ж е в ы ш е и з у ч а л и . К а ж д о й 
о к р у жн о с т и К о т в е ч а ю т д в е т о ч к и п р о с т р а н с т в а , 
о д н а н а д п л о с к о с т ь ю ч е р т е ж а , д р у г а я п о д нею. 
(Плоскость Е мы предполагаем горизонтальной). 

Е с л и о к р у ж н о с т ь с в о д и т с я к т о ч к е , то она совпа
дает со своим пространственным изображением. П р я м о й g о т в е 
ч а ю т д в е п л о с к о с т и , проходящие через g и пересекающиеся 
с Е под углом в 45° 6 2 ) . 

4. Пусть дана на плоскости Е окружность К; пусть точка Р 
будет ее пространственным изображением, именно, над плоско
стью Е (фиг. 47). 

Если теперь взять на о б р а з у ю щ е й е конической поверх
ности какую-нибудь точку, то ей отвечает о п р е д е л е н н а я 
о к р у ж н о с т ь на плоскости Е, которая к а с а е т с я о к р у ж 
н о с т и К в т о ч к е Q, я в л я ю щ е й с я с л е д о м о б р а з у ю 
щ е й е на п л о с к о с т и Е. 

Если при этом точка лежит над плоскостью Е, ниже точки Р, 
как, например, точка Ри то отвечающая ей окружность А\ касается 
окружности К и з н у т р и , в то время, как окружность Kv которая 
отвечает точке Р 2 (фиг. 47), касается окружности К, з а к л ю ч а я 
ее в с е б е ; окружности /С8, отвечающие всем точкам конической 
поверхности, лежащим п о д плоскостью Е, касаются окружности 
К и з в н е. 
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5. Р е ш е н и е А п о л л о н и е в о й з а д а ч и о к а с а н и и . 
Этих немногих замечаний достаточно для решения А п о л л о 

н и е в о й з а д а ч и о к а с а н и и : 
Пусть даны три окружности Кх, К2, Ks; строим соответству

ющие конусы по методу циклографии. К а ж д о й о к р у ж н о с т и 
о т в е ч а ю т д в а к о н у с а . Мы с н а ч а л а бу«дем р а с с м а т р и 
в а т ь т е т р и к о н у с а , к о т о р ы е л е ж а т н а д п л о с к о с т ь ю 
ч е р т е ж а . 

Фиг. 47 

Любые два из этих конусов пересекаются по некоторой 
кривой, которая, как мы сейчас увидим, оказывается г и п е р б о л о й . 
Точки Хх, Х2 пересечения этой гиперболы с третьим конусом 
суть те точки, которые одновременно принадлежат поверхностям 
всех трех конусов. 

Если теперь на плоскости чертежа построить окружности, отве
чающие этим общим точкам Хх и Х2, то они должны будут касаться 
данных окружностей, т. е. будут двумя из, искомых окружностей. 
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Другие решения получатся, если не ограничиваться исклю* 
чительно конусами, расположенными над плоскостью чертежа, а 
взять некоторые из них расположенными под нею. 

6. В ы п о л н е н и е п о с т р о е н и я д л я р е ш е н и я А п о л -
л о н и е в о й з а д а ч и о к а с а н и и . 

(1) Предыдущий пункт уже содержит общее решение Апол-
лониевой задачи; для того же, чтобы сделать возможно более 
простым выполнение самого построения, нужны еще некоторые 
з а м е ч а н и я : 

а) На фиг. 48 представлены в ортогональной проекции план 
и профиль двух прямоугольных конических поверхностей Ръ Ра, 

Фиг. 48 

оси которых перпендикулярны горизонтальной плоскости проекций 
и равноотстоят от вертикальной плоскости проекций. 

Вторая проекция кривой пересечения этих двух конусов есть 
часть прямо* е2; кривая пересечения, таким образом, лежит в одной 
плоскости и является гиперболой 6 3 ] . 

Первый след ех плоскости, в которой лежит кривая пересе
чения, проходит через общие точки окружностей К[ и К'^, то есть: 
г о р и з о н т а л ь н ы й с л е д п л о с к о с т и , в к о т о р о й л е ж и т 
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" к р и в а я п е р е с е ч е н и я о б е и х к о н и ч е с к и х п о в е р х н о 
с т е й , е с т ь р а д и к а л ь н а я о с ь о к р у ж н о с т е й Ку и А*2. 

Ь) Прямая РуР2 пересекает основную плоскость в точке А 
— ц е н т р е п о д о б и я о б е и х о к р у ж н о с т е й . Прямая а 1 

фигуры 48 является полярой точки А относительно окружности К у, 
прямые а 1 и а 2 суть следы плоскости, которая проходит через 
точку Рг и называется п о л я р н о й п л о с к о с т ь ю т о ч к и А в 
о т н о ш е н и и к о н у с а Р г 

Точки А", В, С, О будут четырьмя г а р м о н и ч е с к и м и 
точками 6 4 ) ; четыре луча, соединяющих с ними точку Р'[, образуют, 
следовательно, г а р м о н и ч е с к и й п у ч о к л у ч е й , который, 
как известно, пересекает каждую прямую (в том числе и прямую е 2) 
в четырех гармонических точках. 

Далее, так как точка 2 фигуры 48 есть середина отрезка 
1,3, так что четвертая гармоническая точка ряда 1, 2, 3 лежит в 
бесконечности, то прямая а 2 должна быть параллельна прямой е 2 ; 
отсюда заключаем о параллельности плоскостей а 1 , а 2 и ех, е2. 

Итак, имеет место предложение : 
П л о с к о с т ь ех, е3, в к о т о р о й л е ж и т к р и в а я п е р е 

с е ч е н и я о б о и х к о н у с о в Рг и Р 2 , п а р а л л е л ь н а п о л я р 
н о й п л о с к о с т и йу,а2 т о ч к и А 
о т н о с и т е л ь н о к о н и ч е с к о й по-

^ в е р х н о с т и ^ (или К2)-
с) Обозначим через К некото

рую окружность в плоскости чертежа 
(фиг. 49); на ней снова построим пря
моугольный конус (с вершиною Р). 
Проекция Р' вершины на плоскость 
чертежа совпадает с точкой О. 

Соединим некоторую точку Н 
Фиг. 49 плоскости чертежа с точкой Р прямою А; 

Ъ! есть ее проекция. Через произ
вольную точку О плоскости чертежа проведем прямую g парал
лельно /г (прямая g', параллельная /г', есть ее проекция). Т р е 
б у е т с я о п р е д е л и т ь т о ч к и X, У п е р е с е ч е н и я пря
м о й g с к о н и ч е с к о ю п о в е р х н о с т ь ю . 

Проведем через прямые п н g вспомогательную плоскость; 
она пересечет плоскость чертежа по линии 5 , а коническую поверх-
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ность по двум образующим, проекциями которых служат прямые 
ОМ и ОМ. Искомые точки X, У должны лежать на этих образу
ющих; итак, точки X', У найдены (фиг. 49). 

(2) С помощью этих и ранее приведенных замечаний мы 
теперь легко уж можем решить А п о л л о н и е в у задачу: 

П у с т ь б у д у т д а н ы т р и о к р у ж н о с т и Кх, АГ2, Къ 

с центрами 0 1 , 0 2 , 0 3 (фиг. 50). 

Фиг. 50 

а) Вообразим на этих окружностях прямоугольные кониче
ские поверхности Рг, Р2, Р 3 , все три — над плоскостью чертежа. 
Т р е б у е т с я о п р е д е л и т ь о б щ и е т о ч к и э т и х т р е х 
к о н у с о в . 

С этой целью рассмотрим кривую пересечения конусов Рх и Р 2 . 
Эта кривая лежит в плоскости 5 1 > 2 , проведенной через радикальную 
о:ь /7)2 параллельно той плоскости, которая, как мы это показали 
в предыдущем пункте [см. а) и Ь)] , определяется полярой и 
точкой Рх. 
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Обратимся теперь к кривой пересечения конических поверх
ностей Рг и Р3. Она лежит в плоскости з^д, проведенной через 
радикальную ось р1>3 параллельно плоскости Й 1 > 3 , Рг. 

b) Т а к и м о б р а з о м , о б щ и е т о ч к и т р е х к о н и ч е 
с к и х п о в е р х н о с т е й л е ж а т на п р я м о й ^ п е р е с е ч е н и я 
о б е и х п л о с к о с т е й 5̂ 2 и и могут быть получены, как точки 
пересечения прямой g с каким-нибудь из трех конусов, напр., с Рх. 

Далее, прямая g параллельна прямой к пересечения обеих 
плоскостей а1у2, Рх и а1:А, Я 1 ; поэтому проекции Л", У точек пере
сечения прямой g с конусом Рх определяются согласно пункту с) 
(фиг. 49). 

Н а й д е н н ы е т а к и м п у т е м т о ч к и X' и У б у д у т 
ц е н т р а м и о к р у ж н о с т е й , к о т о р ы е к а с а ю т с я т р е х 
д а н н ы х о к р у ж н о с т е й ; т о ч к и к а с а н и я м о ж н о н а й т и , 
с о е д и н и в п р я м ы м и т о ч к и X', У с ц е н т р а м и д а н н ы х 
о к р у ж н о с т е й . 

c) Итак, нами уже получены две из искомых окружностей. 
. Д р у г и е к а с а т е л ь н ы е о к р у ж н о с т и мы п о л у ч и м , 

если не все три конуса возьмем по о д н у сторону плоскости 
чертежа, но два из них по одну, а третий по другую сторону от нее. 

К а ж д о е т а к о е п о с т р о е н и е дает д в е о к р у ж н о с т и , 
следовательно, в с е г о их будет в о с е м ь . Большего числа решений 
получить нельзя, так как, допустив, например, что все три конуса 
лежат н а д плоскостью, мы придем к тем же решениям, к которым 
мы пришли бы в предположении, что все три конуса расположены 
под нею. 

(3) Это Ж е р г о н н о в о ( С е ^ о п п е ) р е ш е н и е А п о л -
л о н и е в о й з а д а ч и о к а с а н и и может быть представлено и в 
другом виде: 

Точка Н пересечения прямых аХг2 и а^з (фиг. 50) будет п о-
л ю с о м одной из о с е й п о д о б и я трех окружностей [§ 7, 2, Ь)]. 

Точка в пересечения прямых р 3 , 2 и р1Я есть р а д и к а л ь н ы й 
ц е н т р трех окружностей (§ 6); прямая ОхН перпендикулярна к 
оси подобия, следовательно, и прямая £ перпендикулярна к по
следней. 

Дпя нахождения центров X' и У поступают так: 
С н а ч а л а с т р о я т р а д и к а л ь н ы й ц е н т р О т р е х 

о к р у ж н о с т е й (фиг. 50), з а т е м п о л ю с И о д н о й и з 
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о с е й п о д о б и я о т н о с и т е л ь н о о к р у ж н о с т и Кх. Е с л и 
с о е д и н и т ь т о ч к и Ни й п р я м о ю , то о н а п е р е с е ч е т 
о к р у ж н о с т ь Кх в д в у х т о ч к а х М и /V; п р о е к ц и и 
т о ч е к М и N из ц е н т р а Ог на п е р п е н д и к у л я р £ , 
о п у щ е н н ы й из т о ч к и й на о с ь п о д о б и я , и б у д у т 
и с к о м ы м и т о ч к а м и Х\ У. 

Каждая из четырех осей подобия трех окружностей доста
вляет два решения, так что всего их восемь. 

На фигуре 50 вычерчены все восемь касательных окружностей; 
для того, чтобы не загромождать чертежа, построение приведено 
лишь для окружностей, касающихся однородно. 

З а д а ч и д л я у п р а ж н е н и я . 
88] Какое геометрическое место образуют пространственные 

изображения Р всех окружностей плоскости, касающихся двух 
прямых линий? 6 б) 

89] Совокупность всех окружностей, имеющих общую ради
кальную ось, называется п у ч к о м о к р у ж н о с т е й 6 6 ) . 

Если две какие-либо окружности пучка пересекаются в двух 
вещественных точках, так что пучок имеет в е щ е с т в е н н ы е 
о с н о в н ы е т о ч к и , то между окружностями пучка существует 
наименьшая, именно та, которая имеет общую хорду своим диаме
тром; если же пучок окружностей не имеет вещественных основных 
точек, то к числу окружностей пучка принадлежат также две 
точки Кх и К2. 

Именно, если Р есть точка пересечения радикальной оси с 
центральной линией окружностей, /?2—степень точки Р в отноше
нии всех окружностей пучка, й—расстояние центра одной из окруж
ностей пучка от точки Р, г — радиус этой окружности, то всегда 
имеет место равенство 

Таким образом, 
г = 0, 

если 
й = р. 

Какую кривую опишут пространственные изображения пучка 
окружностей с вещественными основными точками, с мнимыми 
основными точками? 6 7) 

Адлер 
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90] Каждому пучку окружностей отвечает о р т о г о н а л ь 
ный п у ч о к о к р у ж н о с т е й 6 8 ) . Именно, если р есть общая 
радикальная ось первого пучка, то каждая точка прямой р есть 
центр некоторой окружности, которая пересекает все окружности 
первого пучка ортогонально. 

Если начертить все эти ортогональные окружности, то они 
снова образуют некоторый пучок, который имеет м н и м ы е или 
в е щ е с т в е н н ы е основные точки в зависимости от того, имеет 
ли первый пучок в е щ е с т в е н н ы е , или м н и м ы е основные точки. 

Пусть теперь дан некоторый пучок окружностей и соответ
ствующий ортогональный пучок. Каковы пространственные изобра
жения окружностей обоих пучков? 

91] Даны точка А плоскости чертежа и окружность К; какое 
геометрическое место образуют пространственные изображения 
всех окружностей плоскости, которые проходят через точку А и 
касаются окружности /С? 6 9 ) 

92] Дана прямая g\ какое геометрическое место образуют 
пространственные изображения всех окружностей плоскости, которые 
касаются прямой g? 70) 

93] Даны прямая и точка; какое геометрическое место обра
зуют вершины всех прямоугольных конических поверхностей, отве
чающих тем окружностям, которые касаются данной прямой и прохо
дят через данную точку? 7 1) 

94] Дана окружность; какое геометрическое место образуют 
пространственные изображения всех окружностей плоскости, кото
рые касаются данной окружности? 7 2) 

95] Даны две окружности; какое геометрическое место обра
зуют вершины всех прямоугольных конических поверхностей, отве
чающих окружностям, которые касаются двух данных? 7 3) 

96] Даны окружность и прямая; какое геометрическое место 
образуют вершины всех прямоугольных конических поверхностей, 
отвечающих окружностям, которые касаются данной окружности и 
данной прямой? (См. задачи 92, 94). 

97] Даны две окружности Кх и АГ2; если провести прямые, 
как показано на фигуре 51, то точка Р будет лежать на радикаль
ной оси обеих окружностей. (Доказательство получается из фиг. 48 
путем вращения плоскости симметрии обеих конических поверх
ностей). 
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98] Даны две окружности и точка Р; требуется по указан
ному выше способу Жергонна построить, четыре касательные 
окружности. 

(Радикальная ось точки и окружности делит пополам каса
тельные, которые можно провести из точки к окружности. Если 
даны точка и окружность, то их внешний и внутренний центры 
подобия совпадают с данной точкой. Если даны две окружности и 
точка, то осей подобия существует, таким образом, всего лишь две). 

99] Даны две окружности и прямая; требуется построить все 
окружности, касающиеся данных окружностей и прямой. 

(Если из двух окруж
ностей одна вырождается 
в прямую, то радикальная 
ось обеих окружностей 
совпадает с прямой; вну
тренний и внешний центры 
подобия при этом лежат на 
рассматриваемой окруж
ности, а именно, вну
т р е н н и м центром по
д о б и я является точка 
этой окружности, н а и- Фиг. 51 
б л и ж а й ш а я к прямой, 
в н е ш н и й же ц е н т р п о д о б и я совпадает с точкой окружности, 
н а и б о л е е у д а л е н н о й от прямой). 

Все построение имеет такой же вид, как и прежде. 
100] Даны окружность, прямая и точка; требуется построить 

все окружности, касающиеся данной окружности и данной прямой 
и проходящие через данную точку. 

(Если из двух окружностей одна вырождается в прямую, в то 
время как другая сводится к точке, то радикальная ось совпадает 
с прямой, а оба центра подобия сливаются с точкой). 

В этом случае снова применимо построение Жергонна. 
101] Даны окружность и две точки; требуется построить все 

окружности, которые проходят через эти точки и касаются данной 
окружности. 

(Если две окружности сводятся к точкам, то их радикальной 
осью будет перпендикуляр к определяемому этими точками отрезку 
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в его середине, внутренний центр подобия совпадает с серединой 
центральной линии, в то время как внешний центр подобия лежит 
в бесконечности). 

§ 8. Приближенное решение задач на построение 

1. В предшествующих параграфах мы изучили важнейшие 
методы, полезные при решении геометрических задач на построение, 
и применили их к большому числу задач. 

Дальнейшие примеры можно найти в часто цитируемой нами 
книге Петерсена „Методы и теории для решения геометрических 
задач на построение" и в многочисленных других сочинениях. 

Фиг. 52 

Если для решения предложена геометрическая задача на по
строение, то, несмотря на указанные методы, нередко приходится 
долго размышлять и внимательно изучать фигуру, пока не будет 
найдено удовлетворительное решение. 

2. Если же эта геометрическая задача должна быть решена 
быстро, между тем как строгое ее решение неизвестно, или вообще 
невозможно с помощью циркуля и линейки (существуют и такие 
задачи, как мы позже увидим), то применяются п р и б л и ж е н н ы е 
м е т о д ы 7 4 ) . Один чрезвычайно употребительный приближенный 
метод мы разъясним на примере. 

3. Требуется решить построением следующую задачу: 
Д а н а о к р у ж н о с т ь '/( и т р и т о ч к и 1, 2, 3 (фиг. 52); 

п р е д л а г а е т с я в п и с а т ь в о к р у ж н о с т ь т р е у г о л ь н и к 
ХХгХ2 т а к , ч т о б ы с т о р о н ы т р е у г о л ь н и к а п р о х о д и л и 
соответственно через данные точки 1, 2, 3 (ср. задачу 85). 
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С целью решения этой задачи берут некоторую точку А на 
окружности К и определяют затем точки А1г Л 2 , А3\ А есть 
искомая точка X, если А3 совпадает с А. 

Если же изменять взятую точку А, то точка А3 опишет не
которую кривую/, так называемую к р и в у ю о ш и б о к , которая 
пересекает данную окружность К в искомой точке X. 

Строят небольшое число точек кривой / вблизи ее точки 
пересечения с К. 

Таким путем строится точка X с совершенно достаточной 
для практики точностью. 



II. Г Л А В А 

ПОСТРОЕНИЯ, ВЫПОЛНЯЕМЫЕ С ПОМОЩЬЮ ПРОВЕДЕНИЯ ЛИШЬ 
ПРЯМЫХ ЛИНИЙ, ПРИ УСЛОВИИ ПОЛЬЗОВАНИЯ ДАННЫМИ ФИГУ

РАМИ (ПОСТРОЕНИЯ ШТЕЙНЕРА) 

§ 9 . В в е д е н и е 

1. В настоящей главе мы будем рассматривать, главным обра
зом, з а д а ч и , которые могут быть решены с помощью п р о в е 
д е н и я л и ш ь п р я м ы х л и н и й , если уже начерчены либо д в е 
п а р а л л е л ь н ы е п р я м ы е , л и б о п а р а л л е л о г р а м м , в 
частности, к в а д р а т , либо, наконец, о к р у ж н о с т ь . 

2. С у щ е с т в у ю т т а к ж е и т а к и е з а д а ч и , к о т о р ы е 
м о г у т б ы т ь р е ш е н ы с п о м о щ ь ю п р о в е д е н и я и с к л ю 

ч и т е л ь н о п р я м ы х 
л и н и й , б е з у п о 
т р е б л е н и я к а к и х 
- л и б о д а н н ы х фи
г у р 7 5 ) . 

Э т и м и с р е д 
с т в а м и м о ж н о , на
п р и м е р , по т р е м 

А В А' В' д а н н ы м т о ч к а м Л, 
Фиг. 53 . В, А' п о с т р о и т ь 

т а к у ю т о ч к у В', 
к о т о р а я о т т о ч к и В г а р м о н и ч е с к и о т д е л я л а с ь бы 
точками А, Л ' (фиг. 53)76") 

Равным образом, всегда можно, проводя лишь прямые линии, 
построить четвертый луч Ъ' (фиг. 53) гармонического пучка — по 
трем его лучам. 
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Следующая задача также может быть решена путем проведе
ния прямых линий без других п р е д п о т л о ж е н и й : 

Даны две прямые а, Ь и точка Р (фиг. 54); требуется про
вести через Р прямую, которая проходила бы через недоступную 
точку 7 7) пересечения обеих данных прямых а и Ь. Решение ясно 
из чертежа; оно основывается на двукратном применении теоремы, 
выражаемой предыдущим чертежом. 

В п р о е к т и в н о й Г е о м е т р и и известен еще целый ряд 
задач, которые могут быть решены проведением одних лишь пря
мых линий, без обращения к каким-либо чуждым задаче данным. 

а 
Фиг. 54 

Если, например, известны пять точек некоторого конического 
сечения, то с помощью шестиугольника Паскаля можно, проводя 
лишь прямые линии, построить вторую точку пересечения кониче
ского сечения с прямой, проходящей через одну из данных пяти точек. 

Вот другая задача такого же ро6да: 
Если известны пять точек А, В, С, О, Е конического сечения 

К\ и пять точек А, В, С, £ , О конического сечения К,2, так что 
даны три общих точки этих конических сечений, то четвертая их 
общая точка может быть построена проведением одних прямых линий. 

102] Две вершины четырехугольника лежат в доступной части 
плоскости чертежа, две другие — в недоступной ее части; требуется 
построить прямую, соединяющую обе недоступные вершины, про
води одни лишь прямые линии. 
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§ 1 0 . Построения, выполняемые помощью проведения одних 
лишь прямых линий, если даны две параллельные прямые* 

1. Мы должны сначала упомянуть об одном п р е д л о ж е н и и , 
которое в последующем изложении часто будет находить себе 
применение: 

Е с л и (фиг. 55) с о е д и н и т ь т о ч к у Е п е р е с е ч е н и я 
о б е и х д и а г о н а л е й т р а п е ц и и ABCD с т о ч к о й F п е р е 

с е ч е н и я о б е и х н е п а р а л 
л е л ь н ы х с т о р о н ее , т о с т о 
р о н а AB д е л и т с я п р я м о ю 
EF п о п о л а м ; в самом деле: 

AG: Gli = DH:~HC, 
и 

rAÖ:OB==HC-.DH. 

Умножение этих пропорций 
ф и г . 55 приводит к доказательству" пред

ложения. 
С помощью этого предложения могут быть решены следу

ющие задачи: 
103] На прямой даны три точки A, G, В так, что точка G 

есть середина отрезка AB; требуется, проводя одни лишь прямые 
линии, построить прямую, проходящую через данную точку D и 
параллельную данной прямой. 

104] Даны две параллельные прямые т, п и на прямой т 
отрезок AB; требуется разделить этот отрезок пополам, проводя 
одни лишь прямые линии. 

105] Ланы две параллельные прямые т, п и вне их точка Р. 
Требуется построить проходящую через точку Р прямую, парал
лельную данным, проводя одни лишь прямые линии. (Сначала строят 
на прямой т два равных отрезка). 

106] Даны две параллельные прямые т, п и на т некоторый 

* Построения следующих параграфов 10, 11, 12, 13 изложены в 
известном сочинении Якова Штейнера „Geometrische Konstruktionen, 
ausgeführt mittels der geraden Linie und eines festen Kreises" (Berlin, 1833, 
in Oswalds Klassiker der exakten Naturwissenschaften, Nr. 60). Имеется русский 
перевод этой книги. 
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отрезок; требуется его удвоить, пользуясь лишь проведением пря
мых линий *. 

2. Если даны д в е п а р а л л е л ь н ы е п р я м ы е m, п и на 
о д н о й из них о т р е з о к АВ, то без труда могут быть решены 
следующие задачи: 

107] Требуется увеличить отрезок АВ (фиг. 56) в несколько 
раз. (Проводят прямую р, параллельную т, см. задачу 105). 

108] Требуется разделить отрезок АВ на данное число равных 
частей, например, на 
три части. [Сначала 
утраивают отрезок АВ 
и определяют точку У 
(фиг. 56)]. 

109} Требуется на 
прямой m построить 
отрезок, отношение ко
торого к отрезку АВ 
равнялось бы г : s, где 
г и s суть целые вза
имно простые числа. (Отрезок АВ делят на г равных частей и 
откладывают одну из этих частей s раз). 

ПО] Требуется отрезок АВ разделить на две части, которые 
относились бы, как г: s. 

З а м е ч а н и е . Брианшон (Brianchon) в своем сочинении 
.Application de la Théorie des «Transversales" (Париж 1818, 'стр. 37) 
дал чрезвычайно изящный способ построения путем проведения 
одних лишь прямых линий т р е т ь е й , ч е т в е р т о й , п я т о й , . . . 
ч а с т и д а н н о г о о т р е з к а АВ, в п р е д п о л о ж е н и и , ч т о 
д а н а н е к о т о р а я п р я м а я ab, п а р а л л е л ь н а я п р я м о й А В. 

Берут произвольную точку Р (фиг. 57) и проводят прямые 
АЪ и Ва; отрезок AD будет половиной отрезка АВ. Если, далее, 
провести прямые Da и Ре, то отрезок АЕ будет третьей частью 
отрезка АВ, ибо точки А, Е, D, В являются четырьмя гармониче
скими точками, как это вытекает из их положения в полном 

* Во всей этой главе е д и н с т в е н н о й д о з в о л е н н о й ч е р т е ж 
н о й о п е р а ц и е й является п р о в е д е н и е п р я м ы х л и н и й . Таким 
образом, задача только тогда считается решенной, если она решена с 
помощью проведения прямых линий. 
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четырехугольнике аейР. Действительно, 

А~Ё-.Е1) = 'АВ\ОВ\ 

но так как А В = 2 О В , то отсюда следует, что 

АЕ = 2ЕО , 

так что 
АЕ- \АВ. 

Если затем провести прямые Еа и Р/, то получится точка 
причем 

АТ=\АВ, 
» 

что вытекает из рассмотрения гармонических точек А , /% Е, /3. 
Если провести пря

мые Га и Pg, то по
лучится точка О, причем 

\АВ, 

как это следует из 
рассмотрения четырех 
гармонических точек 
А, О, /% Е. 

Это построение 
может быть повто
ряемо неограниченное 
число раз. 

111] Вообразим, что фиг. 57 так спроектирована целиком на 
другую плоскость,- что точка Р переносится в бесконечность и 
угол при А становится прямым. Какая фигура при этом получится? 

3. На н е к о т о р о й п р я м о й g (фиг. 58) д а н ы д в а от
р е з к а ЛВ, ЙС, н а х о д я щ и е с я д р у г к д р у г у в о п р е д е 
л е н н о м р а ц и о н а л ь н о м о т н о ш е н и и а:Ь (например, 5:3). 

Т р е б у е т с я , п о л ь з у я с ь л и ш ь п р о в е д е н и е м , п р я 
мых л и н и й , п о с т р о и т ь п р я м у ю , п р о х о д я щ у ю ч е р е з 
д а н н у ю т о ч к у Я и п а р а л л е л ь н у ю п р я м о й g. Решение 
задачи сводится к тому, чтобы получить на прямой ^ два равных 
по длине отрезка. 
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Допустим, что а больше Ь, и построим четвертую гармони
ческую точку О (фиг. 58); тогда 

или 

так что 

следовательно, 

СО: АС 

Е 

Е Л " % ъ <у'^-- ~ в * 

" у " * 
Фиг. 58 

Таким образом, мы получили два отрезка, которые относятся,, 
как Ь:(а — Ь); при этом числитель и знаменатель отношения (оста
ваясь целыми числами) будут соответственно меньше 7 8 ) предыдущих. 

(В нашем частном случае оба эти отрезка относятся, как 3:2). 
Теперь с отрезками АС, СО мы поступим точно таким же 

образом, то есть построим точку Е, которая от С гармонически 
отделяется точками А, О, и получим два отрезка, для которых 
числитель, и знаменатель отношения снова меньше предыдущих. 
Повторяя^это построение, мы, наконец, придем к отрезкам, равным, 
по длине. 

В нашем частном примере: 

АВ:ВС = 5:3, 
поэтому (фиг. 58) 

АС:СО = 2:3. 

АВ : ВС = АО : СО 

а:Ь = (а + Ь-{-х):х, 

Ь(а + Ь) 
х = ~ 

а — о 

= :(а + Ь) = Ь: (а - Ь). 
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Если построить точку Е, гармонически связанную с С в отно
шении точек Л, О, то 

АО:Ш = 2:\. 

Если, наконец, построить точку Г, гармонически сопряженную 
с О в отношении точек Л, Е, то получатся уже два равных отрезка 
АЕ и ЕЕ, ибо 

АЕ:ЕЕ==\ : 1, 
то есть, 

АЁ = Е~Р. 

4. Из этой задачи явствует, что ' п о л ь з о в а н и е д в у м я 
п а р а л л е л ь н ы м и п р я м ы м и р а в н о с и л ь н о п о л ь з о в а н и ю 
д в у м я о т р е з к а м и , н а х о д я щ и м и с я в д а н н о м р а ц и о 
н а л ь н о м о т н о ш е н и и , то есть, если начерчены параллельные 
прямые, то легко могут быть построены отрезки, находящиеся в 
желаемом рациональном отношении; если же, наоборот, даны отрезки, 
находящиеся в определенном рациональном отношении, то неме
дленно можно построить параллельные прямые. 

§ 1 1 . Построения, выполняемые проведением одних лишь 
прямых линий, если дан параллелограмм 

1. В этом случае легко могут быть решены следующие задачи 
(как всегда, проведением лишь прямых линий): 

112] Т р е б у е т с я ч е р е з т о ч к у Е (фиг. 59) п р о в е с т и 
п р я м у ю , п а р а л л е л ь н у ю о д н о й из с т о р о н д а н н о г о 
п а р а л л е л о г р а м м а АВСО.'" 

113] Т р е б у е т с я ч е р е з п р о и з в о л ь н у ю д а н н у ю 
т о ч к у п р о в е с т и п р я м у ю , п а р а л л е л ь н у ю п р о и з в о л ь 
н о й д а н н о й п р я м о й ^ . 

На прямой g получаются два равных отрезка ГО и О/У. 
Второе решение ясно из чертежа, который показывает, что легко 
может быть построена прямая ^ ' , параллельная g. 

114] Дан отрезок Л В, произвольно расположенный относи
тельно параллелограмма; требуется разделить этот отрезок в опре
деленном отношении. 

* В последующем мы не всегда будем указывать те уже рассмотрен
ные задачи, к которым сводится решение предлагаемых задач. 
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115] Даны три параллельные прямые а, Ь, с, которые на 
четвертой прямой d отсекают отрезки, находящиеся в известном 
отношении p:q; какая фигура эквивалентна этим данным? т э ) 

Фиг. 59 

116] Два отрезка на произвольной прямой разделены в опре-*-
деленном рациональном отношении; требуется построить паралле
лограмм. *" 

§ 1 2 . Построения, выполняемые проведением лишь прямых 
линий, когда дан квадрат 

Если допускается пользование начерченным квадратом, то с 
его помощью могут быть решены все задачи предыдущих пара
графов 10, И ; сверх того могут быть решены еще следующие 
задачи : 

117] Т р е б у е т с я в о с с т а в и т ь п е р п е н д и к у л я р к 
п р о и з в о л ь н о й п р я м о й ГО, п р о х о д я щ е й ч е р е з ц е н т р 
к в а д р а т а . 

* В этих задачах часто, кроме решений, непосредственно вытекаю
щих из задач, уже решенных раньше, существуют еще и другие, более 
простые решения; следует всегда стремиться найти н а и б о л е е про
стое р е ш е н и е . 
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Проводим ОН (фиг. 60) параллельно СВ, далее, НХ парал
лельно ВО; тогда ХУ ± ГО 8 0 ) . 

118] Д а н ы п р я м а я и т о ч к а Р; т р е б у е т с я из 
т о ч к и Р о п у с т и т ь п е р п е н д и к у л я р на п р я м у ю g. 
(Проводят через точку Е прямую £ , параллельную и т. д.). 

119] Д а н п р я м о й у г о л ХЕв с в е р ш и н о й в ц е н т р е 
к в а д р а т а (фиг. 60); т р е б у е т с я р а з д е л и т ь э т о т п р я м о й 

N О с У г о л п о п о л а м . (Если провести 
ЕК параллельно ХО и 1Л/перпенди
кулярно к ЕК, то этим будет най
дена биссектриса). 

120] Т р е б у е т с я р а з д е 
л и т ь п о п о л а м п р о и з в о л ь н ы й 
д а н н ы й п р я м о й у г о л . 

121] И з т р е х л у ч е й а, Ъ, с 
д в а п о с л е д н и е в з а и м н о пер
п е н д и к у л я р н ы ; т р е б у е т с я по
с т р о и т ь ч е т в е р т ы й л у ч й 
т а к , ч т о б ы у г о л ' й й ' р а в н я л с я 

углу-аЬ. (Так как луч й гармонически отделяется от луча а 
лучами Ь и с 8 1 ) , то луч а* может быть построен с помощью 
лишь проведения прямых, линий). 

122] Д а н у г о л аЬ; т р е б у е т с я у в е л и ч и т ь е г о в 
ц е л о е ч и с л о р а з , пользуясь при этом квадратом и проводя 
лишь прямые линии. (Следует принять в соображение предыдущую 
задачу). 

Таким образом, с помощью квадрата можно повторить угол 
несколько раз. 

§ 13. Построения, выполняемые проведением одних лишь 
прямых линий, когда дана постоянная окружность и ее 

центр 8 2) 

1. Д а н а о к р у ж н о с т ь К и ее ц е н т р О. 
Тогда можно, проводя лишь прямые линии, построить к в а д 

р а т (фиг. 61), причем проводят А'В' параллельно диаметру АВ 
( Л О = ОВ), а затем поступают, как указано на чертеже. 

Таким образом, с помощью окружности К, можно решить 
в с е з а д а ч и , которые в предыдущих параграфах 9, 10, 11, 12 
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были решены с помощью проведения лишь прямых линий, следо
вательно, можно, в частности, п р о в о д и т ь п а р а л л е л и , опу
с к а т ь п е р п е н д и к у л я р ы , д е л и т ь и п о в т о р я т ь не
с к о л ь к о р а з о т р е з к и и п о в т о р я т ь у г л ы . 

Но сверх того могут быть решены задачи, которых н е л ь з я 
решить с п о м о щ ь ю о д н о г о к в а д р а т а , например, может 
быть р а з д е л е н п о п о л а м п р о и з в о л ь н ы й у г о л . 

Мы также сейчас увидим, что при пользовании постоянной 
окружностью (и ее центром) можно решить в с е з а д а ч и , 
которые обыкновенно решаются с помощью ц и р к у л я и ли
н е й к и , то есть все задачи э л е м е н т а р н о й Г е о м е т р и и , все 
так называемые геометрические з а д а ч и в т о р о й с т е п е н и . 

Фиг. 61 Фиг. 62 

2. О д н у из э т и х з а д а ч мы сейчас рассмотрим: 
123] П у с т ь , к р о м е в с п о м о г а т е л ь н о й о к р у ж н о 

с т и К, б у д у т д а н ы о т р е з о к АВ (фиг. 62), п р я м а я g 
и на ^ т о ч к а С; т р е б у е т с я п о с т р о и т ь на ^ т о ч к у ^ 
так , ч т о б ы в ы п о л н я л о с ь р а в е н с т в о СХ = АВ *. 

Строят отрезок ОО (фиг. 62), параллельный отрезку АВ и 
равный ему по длине, проводят ^ и параллельно g, БО парал
лельно ЕР, йН параллельно ОА и НХ параллельно АС. 

/ 3 . Д о к а ж е м т е п е р ь , ч т о п р и п о л ь з о в а н и и в с п о 
м о г а т е л ь н о й о к р у ж н о с т ь ю к а ж д а я з а д а ч а в т о р о й 

* Проводя одни лишь прямые линии, как во всех задачах этой главы. 



80 ГЛАВА II. ПОСТРОЕНИЯ Ш Т Е Й Н Е Р А 

с т е п е н и м о ж е т б ы т ь р е ш е н а с п о м о щ ь ю п р о в е д е 
ния о д н и х л и ш ь п р я м ы х л и н и й . 

Для этой цели сделаем предварительно следующее замечание: 
Сколь сложно ни было бы геометрическое построение, вы

полняемое при н е о г р а н и ч е н н о м п о л ь з о в а н и и ц и р к у 
лем и л и н е й к о й , оно всегда слагается из некоторого числа 
чертежных операций простейшего рода. 

Именно, с п о м о щ ь ю л и н е й к и н е п о с р е д с т в е н н о 
можно выполнить только следующие операции: 

1) п р о в е д е н и е п р я м о й л и н и и , 
2) о п р е д е л е н и е т о ч к и п е р е с е ч е н и я п р о в о д и 

мой п р я м о й с у ж е н а ч е р ч е н н о й , 
3) н а х о ж д е н и е т о ч к и п е р е с е ч е н и я п р о в о д и м о й 

п р я м о й с у ж е н а ч е р ч е н н о й д у г о й о к р у ж н о с т и . 
С п о м о щ ь ю ж е ц и р к у л я п р я м о выполняются только 

следующие операции: 
4) п р о в е д е н и е о к р у ж н о с т и , 
5) н а х о ж д е н и е т о ч к и п е р е с е ч е н и я п р о в о д и м о й 

о к р у ж н о с т и с н а ч е р ч е н н о й у ж е п р я м о й , 
6) п о с т р о е н и е т о ч к и п е р е с е ч е н и я п р о в о д и м о й 

о к р у ж н о с т и с н а п е р е д з а д а н н о й 8 3 ) . 
Если предоставлено неограниченно пользоваться циркулем и 

линейкой, то выполнение этих операций не представляет никаких 
затруднений; трудность же решения геометрической задачи на по
строение состоит лишь в том, чтобы эти операции надлежащим 
образом скомбинировать. 

Если же, наоборот, средства построения ограничены, то тре
буется прежде всего показать, что и п о м о щ ь ю э т и х о г р а 
н и ч е н н ы х с р е д с т в м о г у т б ы т ь в ы п о л н е н ы в ы ш е н а 
з в а н н ы е о п е р а ц и и 8 4 ) ; э т и м и б у д е т с т р о г о д о к а 
з а н о , ч т о в с е з а д а ч и на п о с т р о е н и е в т о р о й сте 
п е н и м о г у т б ы т ь р а з р е ш е н ы и о г р а н и ч е н н ы м и 
с р е д с т в а м и . 

4. В н а ш е м с л у ч а е м о г у т б ы т ь п р о в о д и м ы л и ш ь 
о д н и п р я м ы е л и н и и . 

Выполнение упомянутых выше операций 1), 2) не представляет 
поэтому никаких трудностей. Задачи 4) мы с помошъю проведения 
прямых линий вообще не можем решить; но мы можем построить 
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произвольное число точек окружности, как мы сейчас увидим. 
Таким образом, остается еще показать, что нашими ограниченными 
средствами могут быть решены следующие две задачи 8 5 ) : 

A) О к р у ж н о с т ь з а д а н а ее ц е н т р о м и р а д и у с о м , 
и с в е р х т о г о д а н а п р я м а я ; т р е б у е т с я п о с т р о и т ь 
т о ч к и п е р е с е ч е н и я э т о й п р я м о й с з а д а н н о й о к р у ж-
н о с т ь ю. 

B) Д в е о к р у ж н о с т и з а д а н ы их ц е н т р а м и и р а д и 
у с а м и ; т р е б у е т с я о п р е д е л и т ь т о ч к и п е р е с е ч е н и я 
э т и х о к р у ж н о с т е й . 

5. З а д а ч а В м о ж е т б ы т ь п р и в е д е н а к з а д а ч е А. 
Именно, есть возможность с помощью проведения одних лишь 
прямых линий построить р а д и к а л ь н у ю о с ь обеих данных 
окружностей *. 

Мы укажем д в а р а з л и ч 
н ы х с п о с о б а д л я в ы п о л 
н е н и я э т о г о п о с т р о е н и я 
р а д и к а л ь н о й о с и : 

П е р в ы й с п о с о б : Пусть 
точки 0 1 5 0 2 будут центрами обеих 
данных окружностей (фиг. 63), а 
гх, г 2 —их радиусами, заданными 
с помощью произвольно располо
женных отрезков. 

Проведем ОхА и 02В (фиг. 63) перпендикулярно к отрезку 
О х 0 2 (задача 118), сделаем отрезок ОхА равным г2 и 02В — рав
ным гх (задача 123); разделим теперь пополам отрезок АВ в точке 
М и восставим в ней перпендикуляр МО; последний пересечет 
центральную линию обеих окружностей в точке /_), которая уже 
лежит на искомой радикальной оси. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из фигуры 63 следует, что 

ах + г% = а , + ^. 

* Штейнер (в указанном его сочинении) не идет по этому пути, но 
помощью преобразования по принципу подобия сводит задачу В к следую
щей: „ О п р е д е л и т ь т о ч к и п е р е с е ч е н и я о п р е д е л е н н о й 
в с п о м о г а т е л ь н о й о к р у ж н о с т и с д р у г о й о к р у ж н о с т ь ю , 
з а д а н н о й е е ц е н т р о м и р а д и у с о м " . 

Адлер 
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так что 
= г; 

чем и доказывается, что О есть точка радикальной оси (стр. 15-). 
В т о р о й с п о с о б ясен из фиг. 9. 
(124] Кроме вспомогательной окружности заданы еще две 

окружности их центрами и радиусами; построить их общую ради
кальную ось по второму способу). 

б. Теперь мы должны показать, к а к м о ж е т б ы т ь р е ш е н а 
н а ш и м и о г р а н и ч е н н ы м и с р е д с т в а м и з а д а ч а А: 

Пусть будут даны, кроме основной окружности К и ее центра О 
(фиг. 64), еще точка М, отрезок г и прямая g; т р е б у е т с я 
п о с т р о и т ь т о ч к и X, У п е р е с е ч е н и я п р я м о й g с 
о к р у ж н о с т ь ю Ки о п и с а н н о й в о к р у г М р а д и у с о м г. 

Р 

С этой целью проведем отрезок МР, параллельный и равный г 
(фиг. 64), затем прямую ОР'', параллельную прямой МР; тогда 
точка А будет внешним центром подобия -окружностей Кх и К. 

Проведя в этих подобных системах прямую g', отвечающую 
прямой g 8 6 ) , мы немедленно получим точки X', У, а потом и 
точки X, У. 

З а м е ч а н и е . Если точка А лежит в недоступной части 
плоскости чертежа, то можно провести радиус окружности К, 
параллельный МР, но направленный в противоположную сторону; 
при этом уже пользуются внутренним центром подобия 3 обеих 
окружностей К~1 и К. 

7. Т а к и м о б р а з о м , с п о м о щ ь ю н а ш и х о г р а н и ч е н 
ных с р е д с т в р е ш е н и я м о ж е т б ы т ь р е ш е н а о с н о в н а я 
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з а д а ч а А; этим доказана т е о р е м а Ш т е й н е р а , гласящая, что 
в с е г е о м е т р и ч е с к и е з а д а ч и , к о т о р ы е о б ы к н о в е н н о 
р е ш а ю т с я с п о м о щ ь ю ц и р к у л я и л и н е й к и , м о г у т 
б ы т ь р е ш е н ы и п у т е м п р о в е д е н и я о д н и х л и ш ь п р я 
мых л и н и й , е с л и в п л о с к о с т и ч е р т е ж а д а н а п о с т о 
я н н а я о к р у ж н о с т ь и ее ц е н т р * 87 

Именно, е с л и н е к о т о р а я г е о м е т р и ч е с к а я з а д а ч а 
на п о с т р о е н и е д о л ж н а б ы т ь р е ш е н а с п о м о щ ь ю 
н а ш и х о г р а н и ч е н н ы х с р е д с т в р е ш е н и я , то п р е д 
с т а в и м с е б е э т у з а д а ч у р е ш е н н о й о б ы ч н ы м и с р е д 
с т в а м и и будем следовать этому решению шаг за шагом, выполняя 
каждую в нем встречающуюся чертежную операцию ограниченными 
средствами; а это всегда возможно, как 
было доказано. 

8. Однако э т о т с п о с о б решать 
задачи с помощью наших средств решения 
оказывается по большей части очень г р о 
м о з д к и м . Поэтому полезно непосред
ственно найти для наичаще встречающихся 
задач простые решения с помощью вспо
могательной окружности. 

Мы рассмотрим (по Штейнеру) эти 
о с н о в н ы е п о с т р о е н и я , при чем бу
дем давать или, по крайней мере, намечать 
решения задач. 

125] П р о в е с т и п р я м у ю , п а р а л 
л е л ь н у ю д а н н о й п р я м о й л и н и и g. 

При этом следует различать три 
случая: 

\) g есть диаметр АВ окружности К, 
2) 5" пересекает эгу окружность в двух точках Е, Г, 
3) g лежит вне окружности. (Решение — согласно фигуре 65). 

* Штейнер, там же. Щтейнерово сочинение, как известно, носит 
название: „Die geometrischen Konstruktionen, ausgeführt mittels der geraden 
Linie und eines festen Kreises...". О центре окружности при этом н е т 
р е ч и , в то время, как он играет важную роль, ибо без этого центра неко
торые из задач параграфов 11, 12, 13 не могут быть решены путем про
ведения одних прямых линий. 
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126] Д а н ы п р я м а я g и т о ч к а Р; о п у с т и т ь и з Р 
п е р п е н д и к у л я р на g. 

(Если g есть диаметр АВ окружности К (фиг. 66) и отрезок 
А'В' параллелен АВ, то прямая СО перпендикулярна к .§-; если же 
g пересекает окружность К (фиг. 66) в двух точках Д Е, то хорда 
ЕЕ перпендикулярна к БЕ). 

127] Д а н у г о л а со с т о р о н а м и а, Ь, д а н ы с в е р х 
т о г о п р я м а я g и т о ч к а Р ; т р е б у е т с я ч е р е з т о ч к у Р 
п р о в е с т и п р я м у ю л: т а к , ч т о б ы о н а с п р я м о й g с о с т а 
в л я л а у г о л а. / а 

(Через точку О (фиг. 67) проводят прямые а', Ь', £, парал
лельные соответственно прямым а, Ъ, g, затем проводят АЭ парал
лельно ВС и х параллельно А; ' ) -

128] Д а н , (кроме вспомогательной окружности, которая в 
этом параграфе постоянно предполагается данной) у г о л а со 
с т о р о н а м и а, Ъ; т р е б у е т с я п о с т р о и т ь б и с с е к т р и с у х 
э т о г о у г л а . 

(Через точку О (фиг. 68) проводят прямые а', Ь', соответ
ственно параллельные прямым а, Ь). ~ 

129] У д в о й т ь д а н н ы й у г о л а. 
(Проводят прямые а', Ъ', соответственно параллельные пря

мым а, Ь (фиг. 69). 
130] Дан треугольник, одна из вершин которого лежит на 

вспомогательной окружности; требуется построить три высоты 
треугольника и центры вписанной и описанной окружностей. 

Фиг. 66 Фиг. 67 
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131] Даны окружность К и две точки А, В; требуется по
строить центры окружностей, проходящих через А, В и касающихся 
К, проводя при этом одни лишь прямые линии и принимая К за 
основную окружность. 

132] Даны три окружности Кх, К2, К3 и центр Ох окружности 
К1; требуется по способу Жергонна, помощью проведения одних 
прямых линий, построить центр одной из окружностей, которые 
касаются трех данных. 

133] Даны две окружности К и Кх и сверх того центр 
окружности К; требуется построить центр Ох окружности Кх, про
водя одни лишь прямые линии. 

Фиг. 68 Фиг. 69 

134] Е с л и , к р о м е н а ч е р ч е н н о й о к р у ж н о с т и , ни
ч е г о б о л е е не д а н о , то н е т в о з м о ж н о с т и п о с т р о и т ь 
ц е н т р о к р у ж н о с т и с п о м о щ ь ю п р о в е д е н и я о д н и х 
п р я м ы х л и н и й . Е с л и же с в е р х т о г о д а н п а р а л л е л о 
г р а м м , то м о ж н о н а й т и ц е н т р о к р у ж н о с т и . (Как?) 8 8 ) 

135] Если дан квадрат, то нет надобности знать центр 
Штейнеровой вспомогательной окружности. Что нужно еще присо
единить к квадрату, чтобы он вместе с присоединенной фигурой 
был эквивалентен Штейнеровой вспомогательной окружности вместе 
с ее центром? 

9. В м е с т о Ш т е й н е р о в о й о к р у ж н о с т и м о ж е т б ы т ь 
д а н о и д р у г о е к о н и ч е с к о е с е ч е н и е , например, э л л и п с . 
К р о м е с а м о г о э л л и п с а н е о б х о д и м о е щ е з н а т ь е г о 
ц е н т р и о д и н из ф о к у с о в ; ц е н т р н у ж е н д л я п р о 
в е д е н и я п а р а л л е л е й , а ф о к у с — д л я п о с т р о е н и я п е р 
п е н д и к у л я р о в . 
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136] Предлагается решить некоторые из рассмотренных только 
что задач с помощью проведения одних лишь прямых линий, если 
дан эллипс, его центр О и один из фокусов. 

Можно легко построить прямые, параллельные любому из 
д и а м е т р о в э л л и п с а , а следовательно и определить с о п р я 
ж е н н ы й д и а м е т р . Если требуется провести через О прямую х, 
параллельную прямой g, пользуясь лишь прямыми линиями, то 
строят полюс О прямой g•, прямая, соединяющая его с центром, 
есть поляра и бесконечно удаленной точки ¿7 прямой g, и искома» 
прямая х сопряжена с диаметром и. 

Вместо ц е н т р а эллипса может быть также дан п а р а л л е 
л о г р а м м . Если дан к в а д р а т , то достаточно знать лишь самый 
эллипс, в знаяии центра и фокуса нет надобности. 



III. Г Л А В А 

ПОСТРОЕНИЯ, ВЫПОЛНЯЕМЫЕ ПОМОЩЬЮ ОПИСЫВАНИЯ ОКРУЖНО
СТЕЙ (ПОСТРОЕНИЯ МАСКЕРОНИ *) 

§ 14. Лемма 

1. Е д и н с т в е н н ы м ч е р т е ж н ы м и н с т р у м е н т о м , к о 
т о р ы м м ы б у д е м п о л ь з о в а т ь с я в н а с т о я щ е й г л а в е , 
я в л я е т с я ц и р к у л ь 8 9 ) ; допускается только описывание о к р у ж н о 
стей; ни одна прямая линия не должна входить в построение . Для 
доказательства ж е правильности построения мы будем прибегать к 
прямым линиям. 

2. П р е ж д е всего мы докажем с л е д у ю щ е е простое п р е д л о ж е н и е : 
Пусть ABC б у д е т данный треугольник, D — середина стороны 

AB, угол ADC равен а; тогда из треугольника ADC следует: 

I C 2 = Ä D 2 + D C 2 - 2 A D . D C cosa, 

а и з треугольника BCD: 

ВС = Ш? + DC2 + 2 AD. DC cos a. 

Если сложить о б а равенства и заметить, что 

ÄD = BD, 
то получится: 

2 2 2 2 

AC +ВС = 2<4D +2DC . 

* Mascheroni, „La geometría  del compasso", Павия, 1797; на нем. и 
франц. яз. перевел Грузон, 1820. Содержание сочинения Маскерони изложено 
в книге Гутта (Hütt) „Die Mascheronischen Konstruktionen", 1880. Фришауф 
(Frischauf) в своем сочинении .Über die geometrischen Konstruktionen von 
L. Mascheroni und J. Steiner", Грац, 1869, также в существенном воспро
изводит эти построения. 
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Это равенство и составляет содержание предложения, которым мы 
неоднократно будем пользоваться. 

§ 15. Деление окружности на равные части 

1. Окружность легко может быть разделена с помощью 
одного циркуля на ш е с т ь р а в н ы х ч а с т е й (фиг. 71). 

Прежде, чем рассматривать деление окружности на другое 
число частей, полезно решить две о с н о в н ы е з а д а ч и , именно: 

Разделить данную 
дугу окружности пополам 
и построить правильный 
вписанный пяти- и деся
тиугольник. 

2. Д е л е н и е п о 
п о л а м д у г и АВ (фиг. 
70 а, Ь): 

Строим параллело-
2> граммы АВОС, АВйО и 

проводим прямую СВ 
(фиг. 70 а). 

Фиг. 70 а 

По лемме § 14 имеет место соотношение: 

~АВ -|- 0~Вг = 2 Л 0 2 + 2 ВСУ 

Если обозначить радиус ду- к 

ги через г, длину отрезка £ 
АВ через й, то из этого 
соотношения вытекает: 

СВ2 = 2Л2 + г*. 

Из треугольника СО/ 7 (где 
Г есть середина дуги АВ) ч С + 
следует: О 

С Г 2 = ^ + г 2 , Фиг. 70 Ь 

и из треугольника СОЕ, в котором СЕ = СВ: 

ОЕг = ^+г2. 

Таким образом, СГ = ОЕ 

У й 
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В случае, когда требуется с помощью одного лишь циркуля 
разделить пополам дугу АВ, поступают поэтому следующим обра
зом (фиг. 70 Ь): 

Описывают окружности вокруг концов А, В дуги радиусом г, 
затем—вокруг точки О радиусом, равным хорде АВ; таким путем 
получаются точки С и И. Описывая окружности вокруг точек С и й 
радиусом СВ, получают точку Е. Наконец, искомая точка Г полу
чится в пересечении данной дуги 
АВ с окружностью, описанной во
круг точки С или О радиусом ОЕ. 

3. Построение стороны 
пяти- и десятиугольника. 

Если требуется построить 
сторону вписанного в окружность 
(фиг. 71) правильного пяти- или Л\ 
десятиугольника, то поступают 
следующим образом: 

Сначала строят вершины 
А, В, С, D, Е вписанного шести
угольника; затем определяют точку 
О, в которой пересекаются окруж
ности, описанные вокруг точек А и £>, как центров, радиусом 
АС = ВО. 

Если теперь вокруг точек С к Е описать радиусом Ой 
окружности, которые пересекутся в точке К, то отрезок ОК и 
будет искомой стороной десятиугольника, а отрезок КН стороной 
пятиугольника. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Проведем вспомогательную прямую СЕ, 
которая пересечет диаметр / Ш в точке I ; тогда 

ЛС = /-]/3, (Ю = АН = гУ2 = СК, 1С = ^УЗ; 

Фиг. 71 

отсюда следует, что 

К1 = ^УЬ 

'кг 
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Итак, КО есть длина стороны правильного вписанного деся
тиугольника, а НК, согласно известной теореме (s^ = r2-{-s10), 
есть длина стороны пятиугольника. 

137J Р а з д е л и т ь о к р у ж н о с т ь на ш е с т ь р а в н ы х 
ч а с т е й , на т р и , на д в е р а в н ы е ч а с т и ; з а т е м — н а п я т ь , 
на д е с я т ь р а в н ы х ч а с т е й , на ч е т ы р е р а в н ы е ч а с т и 
(сообразно с двумя основными задачами). 

138] Р а з д е л и т ь о к р у ж н о с т ь на в о с е м ь р а в н ы х 
ч а с т е й . 

Решение этой задачи можно свести к делению пополам че
твертой части окружности (137). 

В т о р о е р е ш е н и е состоит в следующем: делают (фиг. 71) 
GN—OA = r\ точка N делит дугу АН пополам, ибо треуголь
ник ONQ — прямоугольный равнобедренный, так что угол AON 
равен 45°. 

Если построить (фиг. 71) 

RH— АО и АР = DP = RG, 

то отрезок ОР также равен стороне правильного вписанного 
восьмиугольника, то есть равен AN. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . OG = 9 0 ) ; поэтому из прямо
угольного треугольника АОР следует: 

OP = rV2-V2 = s%. 

139] Р а з д е л и т ь о к р у ж н о с т ь на ш е с т н а д ц а т ь 
р а в н ы х ч а с т е й . 

С этой целью либо делят пополам (сообразуясь с основной 
задачей 2) восьмую часть окружности, либо же поступают следу
ющим образом: строят точку Р (138, фиг. 71) и определяют точку Q 
под условием 

QP = ÂO = r. 

Тогда AQ есть сторона правильного вписанного шестнадца-
тиугольника. 

Д о к а з а т е л ь с т в о : 

AOQPSÊ&ANO, 
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так как 
ÁÑ=OP 

и 
AO = ÑO = QO = QP = r. 

Поэтому 
¿£ANO = ¿cQOP = %R 91), 

так что. 
-&AOQ = iR. 

140] Р а з д е л и т ь о к р у ж н о с т ь на 12, 24, 48, 15, 20„ 
120, 240 р а в н ы х ч а с т е й . 

Следует заметить: 

И и и о м а и 

т = 12 ' J = 15 

и и а и и и 
12" ~Тб" = 48 ' 4 5 ~ 2 0 ' 

U и и 
ц м 

и и 
т ~~12 = 2 4 ' 5 2 4 Ъ - 1 2 0 

U и и 

48 _ Т 0 = 2 4 0 

§ 16. Умножение и деление отрезков 

141] Т р е б у е т с я у д в о и т ь , 
р а з о т р е з о к , з а д а н н ы й е г о ко 

Описывают (фиг. 72) ради
усом АВ вокруг точки В окруж
ность и строят 

АС=СО = ОЁ. А 
Тогда 

АЁ = 2 АВ. 

Если описать окружность Фиг. 72 
Е(В) *, то подобным же образом получится 

АЁ = ЗАВ. 
* Окружность, имеющую точку М своим центром и проходящую 

через точку Р, мы будем обозначать символом ЛЦР). 

п о в т о р и т ь н е с к о л 
н ца м и А, В. 
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142] О т р е з о к 5, з а д а н н ы й е г о к о н ц а м и А, В, т р е 
д у е т с я р а з д е л и т ь на п р а в н ы х ч а с т е й . 

Маскерони для решения этой о с н о в н о й з а д а ч и дает два 
метода, которые, впрочем, могут быть сведены один к другому: 

П е р в ы й м е т о д . Строят (фиг. 73) АС — п.АВ и описы
вают затем окружности А(В) и С{А), в результате чего полу

чают точки О и И'; окруж
ности О(А) и /_У(Л) пере
секаются в точке X, для 
которой имеет место ра
венство 

АХ = —АВ. п 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 
Точка X, как явствует из 

Фиг. 73 симметрии всей фигуры, ле
жит на прямой АС. 

Оба равнобедренных треугольника AXD и ADC подобны 
один другому, так что 

AX:AD==AD\AC. 

Так как при этом отрезок Ай (равный АВ) равен — АС, 

АХ = — АВ. 

то 

В т о р о й м е т о д . По прежнему строят отрезок А С (фиг. 74), 
равный п.АВ; затем описывают окружности А(В), А{С), С(А) 
и С(Е), последнюю — радиусом, равным АВ. Если теперь вокруг С 
описать окружность радиусом ЕО, то она пересечется с окруж
ностью £>(Л) в точке X, причем 

АХ-
1 

АВ, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . На чертеже прямая СХ параллельна 
прямой ИЕ, следовательно, и прямой АС; точка X, таким образом, 
есть точка пересечения окружности Б(А) с прямой АС, т. е. совпа
дает с точкой X, построенной по первому методу. 
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Фиг. 74 

Если найден отрезок АХ, то повторным его откладыванием, 
могут быть построены все 
точки деления на данном 
отрезке. 

143] Р а з д е л и т ь от
р е з о к А В на д в е , на 
ч е т ы р е р а в н ы е ч а с т и , 
на в о с е м ь р а в н ы х ча
с т е й и т. д. 

Из предыдущего пункта 
вытекает, в частности, способ 
деления отрезка на две, на 
четыре равные- части, на во
семь равных частей и т. д. 

Маскерони дает еще два чрезвычайно изящных метода для; 
этой же цели: 

П е р в ы й м е т о д . Удваивают отрезок АВ (фиг. 75), затем 
описывают, как и прежде, окруж
ности А(В), С(А), D(A), D'(A) и 
получают, таким образом, (142) 
середину X отрезка АВ. 

Если далее сделать 

AF = AF' — BD, 

то окружности Д Л ) и У7'(А) пере
секутся в точке У, которая явля
ется серединой отрезк! ХВ. 

Если затем построить 

YZ ¡B 

Фиг. 75 
то окружности О(Л) и б'(Л) пере

секутся в середине Z отрезка УВ, и т. д.—Построение может быть 
повторено неограниченное число раз. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . X есть середина отрезка АВ. 
Поэтому, нав основании леммы § 14, имеем (фиг. 75): 

АО2 + В~й = 2АХ + 2ХО . 
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Отсюда, если положить АВ равным 5, следует, что 

ВО = | х 2 . 

Из подобия двух равнобедренных треугольников АРУ и ЛС77 вы
текает: 

АУ: А~К= АЁ~: АС. 
Но так как 

то 

т. е. 

Л/ 7 = ВО — 

~АС = 2 -?, 

~АУ=\з, 

ХУ = \ 5 . 

_ 3 С2 

Т а к и м о б р а з о м , К еч:ть с е р е д и н а о т р е з к а ХВ, 
Если аналогично этому, с 

помощью леммы § 14, вычислить 
длину отрезка 

7зг = Л О , 

то из подобия двух треугольников 
ЛGZ и АСО получится для длины 
отрезка УХ величина в, и т. д. 

В т о р о й м е т о д . Пусть АВ 
будет отрезком, подлежащим де
лению. 

Строят АС = 2АВ (фиг. 76) 
с помощью окружности В(А) и 
затем описывают окружности 
А{В), Л(С), С(О); таким путем 
получаются точки Е, Е'. 

Если сделать теперь 
ХЁ = ~ХЁ' = СО, 

то точка X будет серединой отрезка АВ. 
Если далее сделать 

СЕ=СЁТ=ВЁ~ 
и 

ЁУ^ГУ^ВЁ, 

Фиг. 76 
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то точка У будет лежать в середине отрезка ХВ. 
Если затем сделать 

'CG^CG = BF 
и 

GZ =~W~Z =~BF, 

то точка Z будет серединой отрезка УВ, и т. д. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из подобия двух равнобедренных тре

угольников ХЕС и CAE (фиг. 76) следует: 

ХС:СЁ = СЁ:АС. 

Если положить АВ равным s, то 

CE = CD=sYJ~, 
и отсюда 

т. е. т о ч к а X е с т ь с е р е д и н а о т р е з к а АВ. 
Для того, чтобы доказать аналогичное свойство точки У, мы 

вычислим сперва длину отрезка ВЕ; 
С помощью леммы § 14 получается 

Заметив, что 

получим 

АЕ* + ЕС =2 АВ2 + 2 /3 / / . 

Л £ = 25, Œ = D C = s|/ '3, 

= CF — 5 С 2 

Затем рассмотрим два равнобедренных треугольника VFC и СЛ/ 7; 
из их подобия следует : 

УС : CF= CF: АС; 

поэтому, подставив найденное значение для CF, получим, что 

ГС = | s, 

т. е. т о ч к а У е с т ь с е р е д и н а о т р е з к а ХВ. 
Для того, чтобы доказать аналогичное свойство точки Z, вы

числяют сначала длину BF с помощью леммы § 14. Из подобия 
треугольников ZOC и CAG следует далее, что т о ч к а Z е с т ь 
середина отрезка УВ, и т. д. 
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144] Р а з д е л и т ь о т р е з о к на т р и р а в н ы е ч а с т и . 
И для этого случая Маскерони дает еще одно изящное 

построение, отличное от тех, которые получаются по общим 
методам: 

Строят (фиг. 77) сначала АС = АВ = ВО; затем описывают 
окружности С(В), С(О), £>(С), 0(А). Таким путем получаются 
точки Е, Е' и Е, Е'. Если сделать теперь 

ХЕ = ХЕ' = УЁ=1Т' = СВ , 

то точки X и V разделять отрезок АВ на три равные части. 

Фиг. 77 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из подобия двух равнобедренных тре
угольников СХЁ и СОЕ следует: 

СХ:СЕ = Ш:Ь~С-, 
затем 

СЕ = 2АВ и СО = ЗАВ, 
поэтому 

СХ = \АВ, так что АХ = \АВ. 
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\2> 

§ 17. Сложение и вычитание отрезков 

Построение параллелей и перпендикуляров 

145] Д а н н ы й о т р е з о к у в е л и ч и т ь и л и у м е н ь ш и т ь 
на д л и н у д р у г о г о д а н н о г о о т р е з к а . 

Пусть заданы (их концами) отрезки АВ и СО. 
Отрезком СО, как радиусом, описывают вокруг точки А 

окружность К (фиг. 78) и пересекают ее произвольной окружно
стью ЛГ1, имеющей центр в точке 
В;таким путем получаются точки 
Е и Е'\ если разделить пополам 
каждую из двух дуг ЕЕ? в точ
ках X и У, то отрезок ВХ будет 
суммой данных отрезков, а отрезок 
ВУ—их разностью. 

146] В о с с т а в и т ь пер
п е н д и к у л я р х в т о ч к е А 
к о т р е з к у А В, з а д а н н о м у 
е г о к о н ц а м и А к В, то есть 
найти некоторую точку X этого перпендикуляра *. 

Вокруг точек А и В строят две окружности одного и того же, 
но произвольного радиуса; обозначим через С точку их пересечения. 

Если теперь начертить окружность 
С(В) и удвоить отрезок ВС, то по
лучится точка X искомого перпен
дикуляра; действительно, точка X 
лежит на диаметре окружности 

^ С(В), проходящей через точки 
А к В. 

Если искомый перпендикуляр 
должен иметь данную длину 5, то 
описывают вокруг А (фиг. 79) ра
диусом 5 окружность К, затем пе-

'ресекают ее окружностью В(А) в точках £> и Е. Если теперь построить 
такую точку Е окружности К, которая лежала бы на одной прямой 
с точками Л и Е, то середина дуги ЕО и будет искомой точкой X. 

Фиг. 79 

* При решении всех этих задач, равно как и предшествовавших им, 
можно чертить лишь окружности, но никак не прямые линии. 

Адлер Ч 
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147] О п у с т и т ь и з т о ч к и Р п е р п е н д и к у л я р на 
п р я м у ю АВ. 

Описывают окружности А(Р) и В(Р) (фиг. 80). Вторая точка 
пересечения X этих окружностей лежит на искомой нормали и 
является отражением точки Р в АВ. 

148] П о с т р о и т ь п р я м у ю , п а р а л л е л ь н у ю д а н н о й 
и п р о х о д я щ у ю ч е р е з д а н н у ю т о ч к у . 

А * 

Фиг. 80 Фиг. 81 

Пусть даны прямая АВ и точка Р. Описывают из точки Р 
окружность радиусом АВ (фиг. 81) и из точки В окружность 
радиусом АР. Точка X их пересечения лежит на искомой параллели. 

§ 18. Построение пропорциональных отрезков 

149] Т р е б у е т с я по т р е м о т р е з к а м а, Ь, с по
с т р о и т ь ч е т в е р т ы й п р о п о р ц и о н а л ь н ы й , т. е. т а к о й 
о т р е з о к х, к о т о р ы й в м е с т е с д а н н ы м и о б р а з о в а л бы 
п р о п о р ц и ю 

а : Ь = с : х. 

Пропорция эта легко может быть решена с помощью одного 
только циркуля, как показывают следующие рассуждения: 

Описывают вокруг точки О (фиг. 82) две концентрические 
окружности и делают 

АА' = В~В'. 
Тогда 

ААОА'^АВОВ' 

Ух 
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и поэтому 

Отсюда: 
ААОВ-АА'ОВ'. 

О А: О А' = АВ : А'В'. 
Таким образом, если описать концентрические окружности 

радиусами а и Ь, сделать отрезок АВ равным с и отрезки АА', ВВ' 
равными одному и тому же прозвольному отрезку, то отрезок А'В' 
и будет искомым, отрезком х, удовлетворяющим выше написанной 
пропорции. 

3 с 
Фиг. 82 Фиг. 83 

Если отрезок с настолько велик, что не может быть сделан 

хордою окружности О (Л), то вместо него берут отрезок —> где п 

есть некоторое достаточно большое натуральное число. При этом 
в результате упомянутого построения получается не отрезок л:, 

х 
но — . п 

150] П о с т р о и т ь т р е т и й п р о п о р ц и о н а л ь н ы й к 
д в у м о т р е з к а ^ а и Ь, т. е. решить пропорцию 

а:Ь = Ь:х. 
• 

Задача эта может быть решена по только что указанному ме
тоду. Но Маскерони дает еще одно решение, которое мы и приводим: 

Вокруг точки О описывают радиусом а окружность (фиг. 83); 
на ней берут произвольную то*ку Ох и описывают вокруг нее 
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радиусом Ь окружность АБС, причем точка С определяется так, 
чтобы дуга АС была полуокружностью. 

При этом каждый из углов а, а' фигуры 83 дополняется 
углом 2 ^ до двух прямых; следовательно, углы а и а' равны. 
Отсюда вытекает, что 

А С Д Й - А В О ^ . 

Поэтому имеет место пропорция: 

~С\0: В01 = ВОх: ВС 
или 

а:Ь ~Ь:х. 

Таким образом, отрезок ВС есть третий геометрически про
порциональный к двум отрезкам а и Ь 92). 

151] П о с т р о е н и е с р е д н е г о г е о м е т р и ч е с к и п р о -
п о р ц и о н а л ь н о г о от¬
р е з к а . 

Требуется решить про-
• порцию а:х = х:Ь. 

Маскерони для решения 
этой задачи дает два раз-

| | ( личных метода: 
С Н А К П е р в ы й м е т о д . Пусть 

Фиг. 84 (фиг. 84) АВ = а и АС — Ь. 
Отыскивают середину Н отрезка ВС, затем такую точку К, 

чтобы выполнялось равенство КА = АН. 
Если теперь описать из точек Н и К окружности радиусом 

НВ, то они пересекутся в некоторой точке X; отрезок ХА и 
будет искомым средним геометрически пропорциональным между 
двумя данными^отрезками а и Ъ. 

Доказательство усматривается непосредственно, так как X 
лежит на полуокружности, которая имеет точку Н своим центром, 
а отрезок а-\-Ь своим диаметром. 

В т о р о й м е т о д . Делают АВ = а и АС=Ь (фиг. 85); далее, 
делят пополам отрезок АВ в точке Н и строят 

КС= СН. 
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Если теперь из точек Н л К описать окружности радиусом 
НА, то они пересекутся в некоторой точке X. 

Отрезок АХ есть искомое геометрическое среднее; в самом 
деле, точка X лежит на полуокружности, имеющей Н своим цент
ром и АВ — диаметром. 

152] П р о и з в е с т и з о л о т о е д е л е н и е о т р е з к а АВ. 
Вокруг точки В (фиг. 86) описывают окружность радиусом 

АВ, находят вершины С, й, Е, /% О вписанного тлестиугольника и 
точку Н пересечения двух окружностей Л(£>), Е(С). 

"Л 

Фиг. 86 

Если теперь построить точку X так, что 

ХЪ = ХЕ = ВН, 

то точка X и произведет золотое сечение отрезка АВ, так как 
отрезок ХВ (согласно § 15, 2) есть сторона вписанного в окружность 
правильного десятиугольника. 

153] И з в л е ч е н и е к в а д р а т н ы х к о р н е й . 
Если (фиг. 86) положить АВ = \, то 

ВН = У2, АО = УЗ, АЕ = \г4 = г. 
Если далее отыскать такую точку М, что 

МА = МК= АВ, 
то 

МЁ = У5. 
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Если удлинить отрезок АЕ на АВ до точки /V, так что 

№ = МЁ=ОА , 
то 

сл/=1/Т. 
Если построить теперь точку Ь, как точку пересечения 

окружностей А(Е) и Е(й), тс/ 

АЫ = У9, 

Ш1 - УТо. 
З а м е ч а н и е . С помощью найденных нами корней натураль

ных чисел от 1 до 10 легко можно построить корни всех чисел до 36: 
Если, например, требуется найти 1^23, то полагают 

23 = 25-2, 
так что 

( К 2 3 ) 2 = 5 2 - ( | / 2 ) 2 . 

Если построить теперь прямоугольный треугольник, у которого 
гипотенуза равна 5, а один из катетов У2 (катет может быть 
построен, как выше указано), то тем самым будет найден У 23. 

154] Если известны корни из чисел до 36, то можно построить 
корни всех натуральных чисел до 361 (это утверждение обосновы
вается аналогично предыдущему). 

Если требуется извлечь квадратный корень из (положительной 

рациональной) дроби, то есть построить выражение " | / ^ ~ > т о п 0 " 

лагают 

т 1 . V т У * Vп 

Отсюда ясно, что для получения ^ / " — , нужно построить четвер

тый геометрически пропорциональный к отрезкам 

1, Ут и У п . 



§ 19. ПЕРЕСЕЧЕНИЕ ПРЯМЫХ С ОКРУЖНОСТЯМИ И ПРЯМЫМИ 103 

Фиг. 87 

§ 19. Пересечение прямых линий с окружностями и 
прямыми; умножение и деление углов 

155] О п р е д е л и т ь т о ч к и п е р е с е ч е н и я н а ч е р ч е н 
н о й о к р у ж н о с т и с п р я м о й , з а д а н н о й д в у м я ее т о ч 
к а м и . Обозначим через К данную окружность, через А, В — две 
данные точки прямой. 

Строят (фиг. 87) отражение 
Ki окружности К в прямой АВ; 
К и Кх пересекутся в искомых 
точках X к Y. 

Е с л и д а н н а я п р я м а я 
п р о х о д и т ч е р е з ц е н т р 
окружности К, то из точки А 
прямой описывают произвольным 
радиусом вспомогательную окруж
ность Н, которая пересечет окруж
ность К в точках С и С Если 
разделить пополам обе дуги СС' окружности К, то точки деления X, Y 

А будут искомыми точками. 
156] О п р е д е л и т ь 

т о ч к у п е р е с е ч е н и я 
д в у х п р я м ы х АВ и CD, 
пользуясь лишь описыванием 
окружностей. Каждая из этих 
прямых задана двумя ее 
точками. 

Отражают (фиг. 88) 
точки С и D в прямой АВ; 

ф и г . 88 таким путем получают пря
мую Сх01г которая также 

проходит через искомую точку X. Если определить теперь точку 
С так, что 

СС" = DDl и Dfi'' = DC, 
то отрезок" DVC" будет параллелен отрезку DC, следовательно, 
имеет место пропорция 

2> Д 

CiX:CiDi = CxC:CiC 
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Если построить к отрезкам СХС", С,С, С1й1 четвертый геоме
трически пропорциональный и отложить его от точки Сг на пря
мой С^рх (задача 145), то и получится искомая точка X. 

157] П е р е н е с т и у г о л . . 
Пусть угол а будет задан тремя точками А, В, С (фиг. 89); 

пусть, сверх того, будут даны 
точки Е и £>. Требуется 
определить точку X так, 
чтобы 

&XED = ¿cCBA. 
Фиг. 89 

Для точки X, выбранной 
так, что треугольники ABC и DEX подобны, выполняются следующие 
пропорции: 

XD:DE = СА : АВ 

XE:DE = CB: АВ: 

Таким образом, отрезки XD 
и ХЕ могут быть построены, как 
четвертые геометрически пропор
циональные. Отсюда затем уж по
лучается точка X и угол а. 

158] Д а н н ы й у г о л п о 
в т о р и т ь н е с к о л ь к о р а з 
или р а з д е л и т ь п о п о л а м . 

Пусть угол а снова будет 
задан тремя точками А, В, С *иг' J 0 

(фиг. 90). Описывают окружной™ В(А), В(С) и делают 

Тогда 
AC=CD = DE = . 

4с DBA = 2гц 

•^ЕВА =3а, 
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Д л я д е л е н и я у г л а п о п о л а м можно применять раз
личные способы, например, следующий: 

Снова описывают окружности В(А) и В(С), определяют точку D, 
делят пополам дугу AD в точке F и дугу AF — в точке X. 

§ 20. Применение принципа обратных радиусов к решению 
геометрических задач на построение второй степени с по

мощью одного только циркуля * 

Построения, данные Маскерони, чрезвычайно изящны, но часто 
получаются столь искусственным путем, что^ при чтении объеми
стого его сочинения (из которого вышеизложенное представляется 
лишь кратким извлечением) естественно появляется желание найти 
о б щ и й п р и н ц и п для получения таких же или им подобных 
построений. 

Это достигается с помощью принципа обратных радиусов, как 
будет показано в последующем изложении. 

1. П о с т р о е н и е о б р а т н о й т о ч к и с п о м о щ ь ю 
о д н о г о л и ш ь ц и р к у л я . 

Если Учесть окружность радиуса г и Р—произвольная точка, 
лежащая в плоскости этой окружности, то, как известно (стр. 34), 
обратная ей точка Р' лежит в пересечении центральной линии РО 
с полярой точки Р в отношении окружности К. 

При этом имеет место равенство: 

ОР. ОР' = г 2. 
Если точка Р описывает прямую линию, то обратная ей точка 

Р' движется по окружности, проходящей через центр О основной 
окружности К; если же точка Р описывает некоторую окруж
ность А, то Р' также описывает окружность А', расположенную в 
отношении А так, что О есть внешний центр подобия обеих 
окружностей. 

Для нашей цели необходимо построить с помощью циркуля~-
по точке Р обратную ей точку Р ' . Этого можно достичь следу
ющим путем. 

* A. Adler. .Zur Theorie der Mascheronischen Konstruktionen", Wiener 
Akademie, Bd. XCIX. Abt. IIa, 1890. 
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Описывают окружность Р(О) (фиг. 91), которая пересечет К 
в точках St и S2; окружности St(0) и S2(0) пересекутся друг с 
другом (кроме О) еще в некоторой точке Р', которая и будет 
обратной точке Р в отношении окружности К. 

Именно, вследствие симметрии фигуры, точка Р/ лежит на пря
мой ОР. Из подобия же двух равнобедренных треугольников SxOP' 

и SxOP вытекает сверх того, что 

ОР . ОР' = г 2 q. е. d. 

Построение это применимо 
всякий раз, когда точка Р лежит 

Р в н е окружности; для точек же 
внутри окружности лишь тогда, 
когда расстояние их от центра 
больше половины радиуса. Как 
поступать в том случае, когда это 
не имеет места, будет показано 
позже. 

2. П о с т р о е н и е ц е н т р а т о й о к р у ж н о с т и , к о т о 
р а я о т в е ч а е т д а н н о й п р я м о й или д а н н о й о к р у ж 
н о с т и п р и и н в е р с и и о т н о с и т е л ь н о К. 

Фиг. 91 

Фиг. 92 

а) Искомый центр М окружности О', отвечающей прямой g 
(фиг. 92), получится, если построить сначала отражение М' точки О 
в прямой £• и затем найти точку, обратную-то^ке М' относительно 
окружности К. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Если Р и Р' суть точки пересечения 
прямой ОМ с прямою и окружностью О', то 

0~М = \~ОР', 
следовательно, 

0~М' = 2 ОР, 

как это прямо вытекает из соотношения 

ОМ .ОМ' ^~ОР .ОР'. 

Прямая g может быть задана двумя ее точками, так как их 
уже достаточно (147) для построения отражения М' точки М. 

Ь) Если окружности А и А' будут взаимно обратными в 
отношении окружности К и если провести через точку О к обеим 
окружностям общую касательную, то ее точки касания 0_, О/ (фиг. 93) 
должны быть взаимно обратными в отношении окружности К. 

Фиг. 93 

Если теперь провести СУМ перпендикулярно к этой касательной 
и 0_0' перпендикулярно к центральной линии окружностей, то 
треуТольники 00_0' и ОСУМ будут подобны. Отсюда следует, что 

ОМ: Щ = Щ : 00', 
так что 

ОМ. 00' = ОС]. ОСУ = г2. 

Таким образом, точки О' и М будут взаимно обратными в-
отношении окружности К. 
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Теперь, как это ясно из чертежа, О' есть точка, обратная 
точке О относительно окружности А, а М есть центр окруж
ности А'. 

И т а к , д л я т о г о , ч т о б ы п о л у ч и т ь т о ч к у М, с л е 
д у е т р а з ы с к а т ь т о ч к у О', о б р а т н у ю т о ч к е О о т н о с и 
т е л ь н о д а н н о й о к р у ж н о с т и А, а з а т е м т о ч к у М, 
о б р а т н у ю н а й д е н н о й т о ч к е О' в о т н о ш е н и и о с н о в 
н о й о к р у ж н о с т и К. 

3. О б щ и й м е т о д р е ш е н и я г е о м е т р и ч е с к и х з а д а ч 
на п о с т р о е н и е с п о м о щ ь ю о д н о г о л и ш ь ц и р к у л я . 

Пользуясь тем, что было изложено в пунктах 1 и 2, можно 
не только доказать, что все геометрические задачи на построение 
второй степени разрешимы одним циркулем, но и дать метод, с 
помощью которого их решение может быть получено. 

Каждое выполненное построение второй степени дает фигуру, 
составленную из прямых линий и окружностей; фигура, ей обратная 
относительно некоторой окружности К, принятой за основную, 
будет состоять лишь из одних окружностей, которые легко могут 
быть построены (согласно пункту 2) с помощью одного лишь 
циркуля. 

Так как, сверх того, построение, служащее для перехода от 
точки Р к обратной ей точке Р', также может быть выполнено 
(см. пункт 1) с помощью одного лишь циркуля, то сказанное выше 
дает уж метод, посредством которого могут быть решены одним 
циркулем все конструктивные задачи второй степени. 

Именно, если требуется решить некоторую геометрическую 
задачу помощью одного лишь циркуля, то следует п р е д с т а в и т ь 
с е б е э т у задачу решенной обыкновенными средствами, благодаря 
чему перед умственным взором явится некоторая фигура / \ состо
ящая из прямых линий и окружностей. 

Теперь следует взять по возможности более подходящую 
основную окружность К и затем построить фигуру Г', обратную 
фигуре Г в отношении К. Наконец, строят обратное изображение 
того образа, который принимается за результат на полученной 
таким путем фигуре Р', что и приводит к искомому результату. 

Все встречающиеся при этом построения могут быть выпол
нены с помощью одного лишь циркуля. Окружность К следует при 
этом выбирать возможно более удобной. 
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В большинстве случаев надлежит разложить всю задачу 
на несколько частей, из которых каждая решается согласно 
вышесказанному. 

4. З а м е ч а н и я . 
a) Пользуясь вышеизложенным, мы рассмотрим теперь задачу: 

Р а з д е л и т ь о т р е з о к АВ на п р а в н ы х ч а с т е й . 
С этой целью повторим п раз отрезок АВ, в результате чего 

получим точку С, и построим затем точку X, обратную точке С 
относительно окружности А(В). 

Тогда 

АХ = ~АВ, п 
ибо 

АХ .АС=АВ . 

Легко заметить, что это построение есть в точности то самое, 
какое для этой цели дал Маскерони. 

b) Мы должны еще показать (§ 20, 1), как н а й т и т о ч к у , 
о б р а т н у ю т о ч к е Р, е с л и Р л е ж и т в н у т р и к р у г а А 'и 

г 
расстояние ее от центра меньше — • 

С этой целью мы прежде всего множим отрезок ОР на целое 
число п, выбранное так, чтобы полученная в результате точка Р% 

г 
отстояла от О дальше, чем на — • Теперь построим точку Р[, 
обратную точке Р х , и умножим отрезок ОР' на я. Найденная 
таким путем точка Р' будет обратной точке Р, что вытекает из 
равенства: 

О Р . ОР' = ОРу.-ОР;. 

c) Указанное выше (§ 20, 1) построение обратной точки с 
помощью одного лишь циркуля п р о щ е о б ы ч н о г о построения 
с помощью прямых линий; оно непосредственно показывает 
основное значение принципа обратных радиусов для всего, что 
касается окружности: 

• В самом деле, если желают создать Г е о м е т р и ю ц и р к у л я , 
к чему стремится Маскерони в своем труде, то ведь необходимо 
начать с вычерчивания окружности; после этого проще всего будет 
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присоединить еще точку Р и начертить определяемую ею окружность; 
почти невольно приходишь к нашему построению, как самому 
простому из всех возможных. 

Если взять точку Р на самой окружности (фиг. 94), то полу
чается еще одно простое 
построение: 

Именно, если Ресть точка 
окружности К и если опи
сать окружность Q(P) =К1, 
при чем Q есть произ
вольная точка окружности 
К, то получится точка R; 
если теперь пересечь Кх 

Фиг. 94 окружностью Р(Р) , то полу' 
чится точка 5, и можно по

казать, что прямая SP есть касательная к окружности К в 
точке Р . 

В самом деле, прямая PQ есть центральная линия обеих 
окружностей Кх и Р(Р) ; поэтому 

«fc а = -£/?; 

& так как и 

ибо 
PQ = QR, 

то - . 

так что прямая PS есть касательная к окружности К в точке Р . 
Это построение — наиболее простое из тех, которые могут 

-быть выполнены с помощью проведения окружностей; кроме данной 
окружности Кх оно требует проведения только д в у х окружностей. 

с1)При р е ш е н и и г е о м е т р и ч е с к и х з а д а ч на по
с т р о е н и е с п о м о щ ь ю о д н о г о т о л ь к о ц и р к у л я м о ж н о 
с л е д о в а т ь и по с о в е р ш е н н о и н о м у п у т и : •» 

Штейнер, как мы знаем (глава II), показал, что все геоме
трические задачи могут быть решены с помощью проведения одних 
лишь прямых линий, коль скоро в плоскости чертежа дана окруж
ность К и ее центр О. 
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Если представить себе теперь задачу решенной по Штейнерову 
способу, то получится фигура, состоящая, кроме окружности К, 
только из прямых линий. 

Если теперь принять К з а о к р у ж н о с т ь и н в е р с и и и 
построить фигуру, о б р а т н у ю полученной, то она будет состоять 
только из окружностей, которые, за исключением К, все проходят 
через точку О. 

Так как переход от Штейнеровой фигуры к ей обратной 
может быть выполнен с помощью одного лишь циркуля, то мы 
убеждаемся в следующем: 

Не только возможно, как это показал еще Маскерони, решить 
все геометрические конструктивные 'задачи второй степени при 
исключительном пользовании циркулем, но можно даже поставить 
еще условием, ч т о б ы в с е в х о д я щ и е в п о с т р о е н и е о к р у ж 
н о с т и , за и с к л ю ч е н и е м о д н о й из них , п р о х о д и л и 
ч е р е з о д н у и ту же 
п р о и з в о л ь н о в ы б р а н 
н у ю т о ч к у . 

Таким образом, не толь
ко можно каждое геометри
ческое построение выпол
нить, проводя одни лишь 
окружности, но можно и 
эти окружности п о д ч и 
н и т ь о г р а н и ч е н и я м . 

З а д а ч и д л я у п р а 
ж н е н и я . 

159] Построение цен
тра X начерченной окруж- Фиг. 95 
ности К-

П е р в ы й м е т о д (по Маскерони). 
Берут на окружности К точку А (фиг. 95), описывают про

извольным радиусом АВ окружность Н и определяют точку С так, 
чтобы дуга ВС была полуокружностью., 

Радиусом СО описывают вокруг точек А и С окружности, 
которые пересекаются в точке £ , и строят на. Я точку Г так, что 

* 

ТЁ = сВ. 
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Отрезок ВР будет искомым радиусом окружности К. 
Д о к а з а т е л ь с т в о : 

ВАЕ = А СЕ + -)с ЛЕС = РАЕ + -=с ГА В , 
а так как 

ААСЕ^ААРЕ, 
то 

):ЕАВ = ^РЕА , 
поэтому 

ААВР-ААРЕ; 
отсюда вытекает," что 

ЯР: АР = АЕ: ~АЁ 
или 

В Х : АВ = ЛС.-СО 

причем X определяется так, что 

ВХ = А~Х==ВТ. 

Из последней пропорции вытекает, что 

¿\ABX~AADC. 

Отсюда далее получается: 

^ВАХ^^АСО = ^ВАО, 

а это дает нам, наконец, возможность заключить, что 

АВАХ^ААХО ; 
таким образом, 

А1( = Ш = ОХ. ' 
т. е. точка X есть искомый центр окружности К. 

В т о р о й м е т о д . Р е ш е н и е с п о м о щ ь ю п р и н ц и п а 
о б р а т н ы х р а д и у с о в . 

Берут на окружности К центр инверсии О и описывают во
круг него произвольным радиусом окружность инверсии И, лишь 
бы только она пересекла окружность К в двух точках А, В. 

Прямой АВ (фиг. 96) при инверсии относительно Н отвечает 
тогда окружность К. 

Если сообразно с задачей 147 построить точку С, симметричную 
точке О относительно АВ, и *тоЧку X, обратную точке С относи
тельно И, то X и будет искомым центром окружности К. 

file://?/ABX~AADC
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X . с 

Фиг. 96 

160] Д а н ы т р и т о ч к и А, В, С о к р у ж н о с т и : т р е 
б у е т с я п о с т р о и т ь ее ц е н т р . 

При решении этой задачи можно следовать тому же принципу 
что и при решении последней за
дачи: 

С помощью инверсии преобра
зуют окружность К в прямую 
g, а затем, обратно, отыскивают 
центр той окружности, которая при 
этой инверсии отвечает прямой g. 

С этой целью принимают 
точку А за центр инверсии, окру
жность А [В) — за окружность ин
версии Н и строят сначала точку D, 
которая отвечает С относительно 
окружности И по принципу обрат
ных радиусов. 

Тогда BD есть та именно прямая g, обратным изображением 
которой относительно Н является данная окружность К. Теперь 
строят отражение Е точки А в примой g и точку X, обратную Е 

относительно Н. 
Т о ч к а X и б у д е т ис 

к о м ы м ц е н т р о м о к р у ж н о 
с т и ABC. 

161] П р и б л и ж е н н о е вы
п р я м л е н и е о к р у ж н о с т и . 

Маскерони дает для при
ближенного выпрямления четвер
той части окружности (т. е. для 

приближенного определения —) 

простой и практически очень цен-
Ф и г ' % а ный метод. 

Если (фиг. 96а) начертить , 

AB = BC=CD = AO 

и описать окружности, А(С) и D(B), то в пересечении их полу¬

Адлер • 8 
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чится точка G; если сделать 

BT = BG, 

то отрезок AT приблизительно будет равен четвертой части окру
жности. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если АО = 1, то 00 = 1Л2; так как 
ВС=\, то из треугольника EGO следует, что 

ВО = V 3 - Уб . 

В треугольнике АВТ угол АТВ = 30°, сторона ЛВ = 1 
и сторона ВТ=Уз — У"б . 

Если обозначить длину отрезка Л Г через х, то имеет место 
равенство: 

1 = л 2 + (3 - - / б ) - 2 JC Уз - К б cos 30°, 

1 = х2 + 3-УЪ-хУ~9~^зУб. 

Отсюда получается: 

х = 1 ( / 9 _ - з У б + J ^ l + У б ) = 1-571 2... 

Так как — = 1 *570 8...., то четвертая часть окружности най

дена с точностью до первых трех десятичных знаков. 
Разница между результатом, найденным построением, и вы

численным значением составляет Р аД иУ с а> т о есть, например, 
1 1 mm, если радиус равен — т ; результат этот вполне достаточен 

для всех случаев, могущих встретиться на практике. 

§ 21. Построения при одном растворе циркуля 

1. Мы видели выше, что все задачи на построение, которые 
обыкновенно решаются циркулем и линейкой, могут быть строго 
разрешены с помощью проведения одних лишь окружностей и что 
можно даже подчинять проводимые окружности некоторым условиям. 

Мы знаем также, что построения, совершаемые с помощью 
одного лишь циркуля, имеют особенный п р а к т и ч е с к и й и н т е 
рес , т а к к а к ц и р к у л ь я в л я е т с я г о р а з д о б о л е е т о ч 
ным ч е р т е ж н ы м и н с т р у м е н т о м , ч е м л и н е й к а . 
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Для практических целей было бы наиболее удобным, еслибы 
все проводимые окружности имели один и тот же радиус, то есть 
еслибы все построения выполнялись о д н и м ц и р к у л е м при 
о д н о м е г о р а с т в о р е . 

2. Кантор (Cantor) в своей книге „Geschichte der Mathematik", 
стр. 383, считает несомненным, что грекам была известна Гео
м е т р и я о д н о г о р а с т в о р а ц и р к у л я ; далее, Кантор упоми
нает и о том, что значительная часть сочинения „Книга геометри
ческих построений" арабского математика Abu Wala посвящена 
решению задач при о д н о м р а с т в о р е ц и р к у л я . 

3. Если пытаться решить геометрические основные задачи 
при помощи ц и р к у л я с п о с т о я н н ы м р а с т в о р о м , не про
водя при этом прямых линий, то окажется, что хотя можно у в е 
личивать отрезки в целое число раз, но нельзя их д е л и т ь . . 

Таким образом, н е в о з м о ж н о выполнить все геометрические 
построения с помощью этого ограниченного средства решения, не 
проводя ни одной прямой линии. 

Иначе обстоит дело, если, кроме ц и р к у л я с п о с т о я н 
ным р а с т в о р о м , д о п у с к а е т с я и о д н о с т о р о н н я я ли
н е й к а . Тогда все задачи на построение могут быть разрешены 
этими ограниченными средствами, ибо по теореме Штейнера доста
точно и одной окружности для того, чтобы разрешить все задачи 
на построение второй степени проведением одних лишь прямых 
линий. 

Геометрия одного раствора циркуля должна быть поэтому 
понимаема только в том смысле, что допускается и проведение 
прямых линий, причем делают построения возможно более простыми. 

162] Допустим, что даны два циркуля с различными, но по
стоянными растворами; какие задачи можно решить с их помощью, 
если проводить только дуги окружностей и не проводить ни одной 
прямой линии? 



IV. Г Л А В А 

ПОСТРОЕНИЯ, СОВЕРШАЕМЫЕ ПРИ ПОМОЩИ ЛИНЕЙКИ С ПАРАЛ
ЛЕЛЬНЫМИ КРАЯМИ (ДВЕ ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ПРЯМЫЕ НА ПОСТОЯН
НОМ РАССТОЯНИИ); ПОСТРОЕНИЯ, СОВЕРШАЕМЫЕ С ПОМОЩЬЮ ПО
ДВИЖНОГО ПРЯМОГО УГЛА; ПОСТРОЕНИЯ, СОВЕРШАЕМЫЕ С ПОМО
ЩЬЮ ПРОИЗВОЛЬНОГО ПОДВИЖНОГО УГЛА; ПОСТРОЕНИЯ, СОВЕРША
ЕМЫЕ С ПОМОЩЬЮ ЛИНЕЙКИ И ПОСТОЯННОГО ОТРЕЗКА (ЭТАЛОНА 
ДЛИНЫ); ПОСТРОЕНИЯ, СОВЕРШАЕМЫЕ С ПОМОЩЬЮ БИССЕКТОРА 

§ 22. Введение 

1. С т р о г и е и п р и б л и ж е н н ы е р е ш е н и я г е о м е т р и 
ч е с к и х з а д а ч на п о с т р о е н и е . 

Обыкновенно говорят: „ Г е о м е т р и ч е с к а я з а д а ч а на 
п о с т р о е н и е м о ж е т б ы т ь р е ш е н а с т р о г о , е с л и д л я 
ее р е ш е н и я н е о б х о д и м о т о л ь к о о п и с ы в а т ь о к р у ж 
н о с т и и п р о в о д и т ь п р я м ы е в к о н е ч н о м ч и с л е , и е с л и 
п р и и д е а л ь н о м с о в е р ш е н с т в е и н с т р у м е н т о в р е ш е 
н и е б ы л о бы т о ч н о " . 

Наоборот, говорят о п р и б л и ж е н н о м р е ш е н и и задачи, 
если даже при идеально совершенных инструментах избранный 
путь не может привести к математически точному решению задачи 
или если ее решение требует неограниченного числа построений. 

Эти замечания важны для следующего: 
Пусть будет дана задача: „На прямой g требуется построить 

точку X так, чтобы из нее данный отрезок АВ был виден под 
прямым углом"; решение ее может быть получено, если приложить 
к точкам А и В подвижной прямой угол (например, из дерева) 
и передвигать его до тех пор, пока вершина угла не коснется 
прямой ^. 
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Обыкновенно решают задачу другим путем; тем не менее, если 
поступить вышеуказанным образом, то точка X при этом будет най
дена н и к а к не п р и б л и ж е н н о , ибо при идеальном совершенстве 
употребленного инструмента точка X получилась бы вполне точно. 

Правда, прямой угол необходимо некоторое время передви
гать, пока он не придет в надлежащее положение, но это обстоя
тельство отнюдь не делает нашего построения приближенным, ибо 
и п р и с о е д и н е н и и д в у х т о ч е к п р я м о ю п р и х о д и т с я 
н е к о т о р о е в р е м я п е р е д в и г а т ь л и н е й к у , п о к а о н а не 
п р и м е т н а д л е ж а щ е г о п о л о ж е н и я 9 3 ) . 

2. О с н о в н ы е о п е р а ц и и . 
a) Из рассмотрения Штейнеровых построений (стр. 80) мы 

знаем, что с помощью проведения прямых линий и окружностей 
могут быть н е п о с р е д с т в е н н о выполнены только следующие 
ш е с т ь о с н о в н ы х о п е р а ц и й : 

1) проведение прямых линий, 
2) определение точки пересечения проводимой прямой с уже 

начерченной, 
3) определение точек пересечения проводимой прямой с уже 

начерченной окружностью, 
4) описывание окружности^ 
5) построение точек пересечения проводимой окружности с 

начерченной уже прямой, 
6) построение точек пересечения проводимой окружности с 

уже начерченной. 
Е с л и с р е д с т в а р е ш е н и я о г р а н и ч е н ы , то необхо

димо показать, что с их помощью могут быть выполнены упомя
нутые выше шесть основных операций 9 4 ) . 

b) В настоящей главе всегда будет допускаться проведение 
прямых линий. 

Следовательно, задачи 1 и 2 могут быть непосредственно 
разрешены; решение задачи 4 без циркуля может быть произве
дено лишь по точкам 9 5 ) . Таким образом, остаются только задачи 
3, 5, 6, которые, как было показано выше (стр. 81), могут быть 
сведены к одной задаче, а именно: 

А) . Д а н а п р я м а я , с в е р х т о г о з а д а н а о к р у ж н о с т ь 
е е ц е н т р о м и р а д и у с о м ; т р е б у е т с я п о с т р о и т ь т о ч к и 
п е р е с е ч е н и я п р я м о й с о к р у ж н о с т ь ю " . 
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Для того, чтобы доказать, что предложенным средством ре
шения могут быть выполнены все построения, нужно лишь 
обнаружить, что с его помощью может быть решена главная 
задача А. 

с) Тогда с помощью нашего ограниченного средства решения 
можно было бы разрешить каждую произвольно предложенную 
задачу, следуя шаг за шагом за ее решением, совершаемым при 
неограниченном пользовании циркулем и линейкой, но выполняя 
каждую из примененных операций лишь при помощи данного 
средства решения. 

Однако, такого рода метод во многих случаях не заслуживает 
предпочтения, так как многие из наиболее простых и наиболее 
часто встречающихся конструктивных задач (так называемые, эле
ментарные геометрические задачи) могут быть разрешены с помо
щью нашего средства решения легче другим путем, нередко даже 
более просто, чем циркулем и линейкой. 

3. Э л е м е н т а р н ы е з а д а ч и . 
Поэтому удобнее сначала заняться решением этих элементар

ных задач, тем более, что на них основывается и решение главной 
задачи А. 

Этими элементарными задачами являются (по Штейнеру, 
„Geometrische Konstruktionen, ausgeführt mittels der geraden Linie 
und eines festen Kreises") следующие: 

а) „ П р о в е с т и п а р а л л е л ь н у ю п р я м у ю " ; 
о) „ п о в т о р и т ь п р о и з в о л ь н о е д а н н о е ч и с л о р а з 

о т р е з о к , д л и н а к о т о р о г о д а н а , или р а з д е л и т ь е г о 
на п р о и з в о л ь н о е д а н н о е ч и с л о р а в н ы х ч а с т е й " ; 

c) „ п р о в е с т и в з а и м н о п е р п е н д и к у - л я р н ы е п р я 
м ы е " ; 

d) „ д а н н ы й у г о л р а з д е л и т ь п о п о л а м и л и п о в т о 
р и т ь п р о и з в о л ь н о е ч и с л о р а з " ; 

e) . ч е р е з д а н н у ю т о ч к у п р о в е с т и п р я м у ю , к о 
т о р а я с д а н н о й п р я м о й о б р а з о в а л а бы у г о л , р а в н ы й 
н е к о т о р о м у д а н н о м у по в е л и ч и н е и п о л о ж е н и ю 
у г л у " ; 

f) „ п р о в е с т и от д а н н о й т о ч к и в п р о и з в о л ь н о м 
н а п р а в л е н и и о т р е з о к , р а в н ы й н е к о т о р о м у д а н н о м у 
по в е л и ч и н е и п о л о ж е н и ю о т р е з к у " . 
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В настоящей главе мы постоянно будем прежде всего указы
вать решения этих задач, а затем уже укажем решение главной 
задачи А. 

§ 23. Геометрические построения, выполняемые с помощью 
линейки о Двух параллельных краях (две параллельные 

прямые на постоянном расстоянии а) 96) 

1. В р е з у л ь т а т е п о л у ч и т с я , ч т о с п о м о щ ь ю ли
н е й к и о д в у х п а р а л л е л ь н ы х к р а я х м о г у т быть строго 
р а з р е ш е н ы в с е к о н с т р у к т и в н ы е г е о м е т р и ч е с к и е 
з а д а ч и в т о р о й с т е п е н и и что встречающиеся при этом 
построения иногда даже проще, чем обычные, совершаемые с по
мощью циркуля и линейки. 

2. Мы должны прежде всего с п о м о щ ь ю о д н о й т о л ь к о 
л и н е й к и о д в у х п а р а л л е л ь н ы х к р а я х разрешить Штей-
неровы элементарные задачи. 

При этих построениях мы часто будем пользоваться теоремой 
о трапеции (стр. 72). 

163] „ П р о в е с т и п а р а л л е л ь " (построение такое же, как 
на фигуре 55). 

164] „ Д а н н ы й по в е л и ч и н е о т р е з о к п о в т о р и т ь 
н е с к о л ь к о р а з или р а з д е л и т ь на н е с к о л ь к о р а в 
ных ч а с т е й " (реша
ется так же, как на 
фигуре 56). 

165] „ П р о в е 
с т и в з а и м н о пер
п е н д и к у л я р н ы е 

-прям ы е". 
Даны прямая g 

и на ней точка Р; 
требуется в точке Р 
восставить перпенди- Фиг. 97 
куляр к g. 

Проводят через Р прямую к (фиг. 97) и дважды приклады
вают к ней линейку; затем помещают линейку в плоскости чер
тежа так, чтобы один ее край проходил через Р, а другой — 
через А (фиг. 97). Прямая РВ есть искомый перпендикуляр. 
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Фиг. 98 

Прямая h выбирается так, чтобы точка А достаточно далеко 
отстояла от точки Р . 

Само построение, согласно § 22, 1 настоящей главы, ни в 
каком случае не является приближенным, ибо при идеальном совер

шенстве употребленного ин
струмента результат полу
чился бы вполне точным. 

166] „ Р а з д е л и т ь 
п о п о л а м и л и п о в т о 
р и т ь н е с к о л ь к о р а з 
д а н н ы й у г о л " . 

Если требуется разде
лить пополам угол MSN, то 
поступают так, как указано 
на фигуре 98 (через а обо
значена ширина линейки). 

Построение проще обычного, совершаемого с помощью цир
куля и линейки (односторонней). 

Для того, чтобы у д в о и т ь у г о л MSN (фиг. 99), прикла
дывают сначала линейку к прямой SM и получают таким образом 
точку Р ; затем помещают линейку 
так, чтобы один ее край прохо
дил через точку Р , а другой 
через точку 5. Фигура SQPR 
есть ромб. 1 

167] „ П р о в е с т и ч е р е з 
т о ч к у Р п р я м у ю х т а к , что
бы она с д а н н о й п р я м о й / 
с о с т а в л я л а у г о л , р а в н ы й 
у г л у AS В, з а д а н н о м у по 
в е л и ч и н е и п о л о ж е н и ю " . 

, Строят прямую SL', параллельную / (фиг. 100), и биссектрису 
h угла ASL'\ если затем сделать 

•£X'Sh = ^hSB = ^p 
и 

YSL' = ^.L'SX' = ^а, 

то прямые SY' и SX' будут параллельны искомым прямым. 

Фиг. 99 
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Фиг. 100 

168] „ Д а н ы п р я м а я на н е й т о ч к а М и о т р е з о к 
АВ; т р е б у е т с я на g п о с т р о и т ь т о ч к у X т а к , ч т о б ы 
МХ = АВ\ 

На фигуре 101 
прямая к есть биссек
триса угла А' Mg\ пря
мая А'X параллельна я. 

3. Покончив с 
элементарными постро
ениями, мы обращаемся 
к р е ш е н и ю г л а в 
н о й з а д а ч и А. 

П у с т ь б у д е т 
д а н а п р я м а я g 
(фиг. 102) и о т р е з о к 
МА, п а р а л л е л ь н ы й g\ т р е б у е т с я п о с т р о и т ь т о ч к и 
Хх и ^ 2 п е р е с е ч е н и я п р я м о й ^ с о к р у ж н о с т ь ю , опи
с а н н о й из т о ч к и М, к а к из ц е н т р а , р а д и у с о м МА *. 

Прикладывая линейку 
к прямой МА, получают 
прямую gr (фиг. 102); те
перь проводят произвольную 
прямую МВ, которая пере
сечет g в точке В, а 
точке В', и затем проводят 
прямую А'В' параллельно 
прямой АВ. 

Если теперь поместить 
линейку в плоскости чер
тежа так, чтобы один из 

ее краев проходил через М, а другой —через А', что воз
можно сделать двумя различными способами, то и получатся иско
мые точки Х1 и Х2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Фигуры МА'ОХ'2 и МА'СХ\ суть ромбы; 
Х\ и Х'2 являются точками пересечения прямой g' с окружностью 

Фиг. 101 

* Если радиус окружности задан в виде произвольного отрезка, то, 
с помощью задачи 167, можно провести радиус параллельно g. 
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М(А'), следовательно, точки Х1 и Х2 лежат в пересечении прямой g 
с концентрической окружностью .М(А). 

4. П о с т р о е н и е т о ч е к п е р е с е ч е н и я д в у х о к р у ж 
н о с т е й может быть сведено к предыдущей задаче совершенно 
так же, как это сделано на стр. 81. 

5. Таким образом, мы с т р о г о д о к а з а л и , ч т о с п о 
м о щ ь ю л и н е й к и о д в у х п а р а л л е л ь н ы х к р а я х (две па
раллельные прямые на постоянном расстоянии) м о ж н о р е ш и т ь 

М А' А 

Фиг. 102 

к а ж д у ю з а д а ч у на п о с т р о е н и е в т о р о й с т е п е н и , и 
видели также, что решения совсем не сложны, иной раз даже проще 
обыкновенных. 

Эти построения имеют практическое значение для земле
мерия. 

З а д а ч и д л я у п р а ж н е н и я . 
169] Дан треугольник; требуется с помопию линейки о 

двух параллельных краях построить центры вписанного и описан
ного кругов. 

170] Дан отрезок АВ, меньший, чем расстояние а между 
краями линейки; требуется в точке А восставить к отрезку А В 
перпендикуляр. (Умножают отрезок АВ на достаточно большое 
число). 

171] Даны две точки А и В. Употребляемая для построения 
линейка слишком коротка для того, чтобы можно было непосред
ственно провести прямую, соединяющую эти точки; требуется, тем 
не менее, построить точку X, лежащую на прямой АВ. 
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Фиг. 103 

Проводят через В две прямые линии а и b (фиг. ЮЗ). Обе 
прямые линии, в случае надобности, помощью повторного приложения 
линейки, могут быть сколь угодно продолжены в сторону точки Л; 
если теперь провести 
прямые с, d, е и по
строить прямую е' па
раллельно е, с' парал
лельно с, d' параллель
но d, то точка X 
будет принадлежать 
прямой АВ. 

Следовательно, 
прямую, соединяющую 
точки А и В, можно 
начертить и с помощью короткой линейки. 

В о о б щ е , к а ж д а я из в ы ш е п р и в е д е н н ы х з а д а ч 
р а з р е ш и м а т а к ж е и с п о м о щ ь ю к о р о т к о й л и н е й к и . 

172] Замечательный метод для решения геометрических задач 
с помощью линейки о двух параллельных краях может быть за
имствован из построений Штейнера, как это указывает Ф. Энрикес 
(F. Enriques) на 267 стр. его „Vorlesungen fiber projective Geometrie" 
(на нем. яз. перев. Dr. Флейшер, Лейпциг, 1903). 

a) С помощью линейки о двух параллельных краях, ширина 
которой есть а, можно проводить прямые линии; но легко 
можно также с ее помощью проводить касательные из любой 
точки Р к окружности К, если дан ее центр М и если радиус ее 
равен а. 

Посредством же этих чертежных операций можно построить 
полюс каждой прямой и поляру каждой точки относительно К. 

b) Если геометрическую задачу решают по способу Штейнера, 
то получается фигура F, которая, кроме Штейнеровой окружности, 
содержит только прямые линии. 

Если теперь построить фигуру F', полярную для фигуры F 
относительно окружности, определяемой центром М и радиусом а, 
та построение это, согласно вышесказанному, кроме проведения 
прямых, потребует еще лишь проведения касательных к окружности К, 
Переход от F к F', равно как и от F' к F, также может быть 
выполнен с помощью только этих двух операций. 
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с) Таким образом, все конструктивные задачи второй степени 
могут быть решены с помощью линейки о двух параллельных краях, 
причем употребление ее может даже подлежать ограничениям 9 7). 

Предлагается решить задачи этого параграфа указанным здесь 
путем. 

§ 24. Построения, совершаемые с помощью прямого угла 

1. Е д и н с т в е н н ы м и н с т р у м е н т о м ч е р ч е н и я , при
меняемым в настоящей главе, является п о д в и ж н о й п р я м о й 
у г о л 9 8 ) (хотя бы из дерева), например, прямоугольный треуголь
ник, гипотенуза которого удалена. 

2. В результате нами снова будет выведено, ч т о с п о м о щ ь ю 
э т о г о и н с т р у м е н т а м о г у т б ы т ь в ы п о л н е н ы в с е п о 
с т р о е н и я в т о р о й с т е п е н и . 

Позже мы увидим, что прямой угол есть более могучее сред
ство построения, чем циркуль, так как с помощью двух или трех 
прямых углов можно строго разрешать также и уравнения третьей 

степени, чего, как известно, нельзя 
сделать даже при помощи мно
гих циркулей. 

Мы снова рассмотрим по по
рядку элементарные задачи (§22,3). 
Решение некоторых из них полу
чается непосредственно. 

173] „ П р о в е с т и п а р а л 
л е л и с п о м о щ ь ю п р я м о г о 
у г л а " . (Проводят сначала пер
пендикуляры). 

Фиг. 104 174] „ П о в т о р и т ь или 
р а з д е л и т ь о т р е з о к " . 

Пусть (фиг. 104) требуется утроить отрезок АВ. Проводят 
прямую g в произвольном направлении через А, строят А перпен
дикулярно к АВ и поступают так, как указано на фигуре 104. Как 
разделить пополам отрезок АВ, показывает фигура 105. 

Деление отрезка на большее число равных частей произво
дится, как и раньше (стр. 73), с помощью двух параллельных пря
мых или же по указанному выше методу Брианшона. (Фигура АВЬа 
при этом будет прямоугольником). 
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175] „ П р о в е с т и в з а и м н о п е р п е н д и к у л я р н ы е пря
мые" . (Разрешается непосредственно). 

176] „ П о в т о р и т ь или р а з д е л и т ь п о п о л а м д а н н ы й 
у г о л " . 

Если требуется удвоить 
угол АЗВ, Т О , согласно фи-

л л в S 
Фиг. 105 Фиг. 106 

Если требуется разделить пополам угол ASC, то поступают 
следующим образом: делают BS — AS (фиг. 107), помещают затем 
прямой угол в плоскости чертежа так, чтобы стороны угла про
ходили через А и В, 
а вершина его лежала 
на второй стороне уг
ла а; прямая х, па
раллельная ВС, и будет 
искомой биссектрисой 
угла. (Построение это, 
согласно § 22, 1, ни в - "¿ ~S 3 \ 
коем случае не должно 

Фиг. 107 
считаться приближен
ным). 

177] „ Ч е р е з д а н н у ю т о ч к у Р п р о в е с т и п р я м у ю 
х т ак , ч т о б ы о н а с д а н н о й п р я м о й / с о с т а в и л а у г о л , 
р а в н ы й з а д а н н о м у по в е л и ч и н е и п о л о ж е н и ю у г л у 

- ASB (фиг. 108)". 
Проводят через 5 прямую t параллельно /, берут на а про

извольную точку А и опускают перпендикуляры АВ, АС соответ-
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ственно на Ъ и / ' ; затем соединяют точки В, С и опускают из 5 
перпендикуляр на ВС. Искомая прямая х параллельна БО. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . АВБС есть вписанный четырехугольник; 
поэтому 

а = -К 

как вписанные углы, опирающиеся на одну и ту же дугу; далее, 

как углы, образованные взаимно перпендикулярными сторонами; 
следовательно, 

= а. 

178] „ Д а н ы п р я м а я g, на н е й т о ч к а О и с в е р х 
т о г о о т р е з о к АВ; т р е б у е т с я п о с т р о и т ь на у т о ч к у X 
так, чтобы ОХ=АВ". 

/Ь 

Фиг. 108 Фиг. 109 

Проводя параллели, строят (фиг. 109) 

ЪС = ОО = АВ 

и помещают затем прямой угол в плоскости чертежа так, чтобы 
катеты его проходили через С и D, а вершина его лежала на g. 
(Построение ни в коем случае не приближенное). 

179] Г л а в н а я з а д а ч а А: „ Д а н ы п р я м а я g и п а р а л 
л е л ь н ы й ей о т р е з о к МА; т р е б у е т с я п о с т р о и т ь т о ч к и 
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Xít  Х2 п е р е с е ч е н и я п р я м о й g с о к р у ж н о с т ь ю , и м е ю 
щей с в о и м ц е н т р о м т о ч к у М, а р а д и у с о м — о т р е 
з о к МА". 

Продолжают отрезок МА в сторону точки М на длину, 
равную его собственной длине, в результате чего получают точку В; 
затем помещают прямой угол в плоскости чертежа так, чтобы его 
стороны проходили через А и В, а его вершина лежала на g. 

180] Д а н т р е у г о л ь н и к ABC; т р е б у е т с я с п о м о щ ь ю 
л и ш ь п р я м о г о у г л а п о с т р о и т ь ц е н т р О о п и с а н н о й 
о к о л о т р е у г о л ь н и к а о к р у ж н о с т и . 

Восставляют в точке А перпендикуляр к стороне АС и в 
точке В — перпендикуляр к ВС; прямая, соединяющая точку пере
сечения перпендикуляров с точкой С, проходит через искомую 
точку О. 

§ 25. Построения, выполняемые с помощью произволь
ного угла 

1. В этом параграфе мы предполагаем, что п о д в и ж н о й 
у г о л a (например, из дерева) есть е д и н с т в е н н ы й ч е р т е ж 
ный инструмент; a может иметь произвольные значения, за исклю
чением 180° " ) . 

В р е з у л ь т а т е б у д е т у с т а н о в л е н о , что с помощью 
о д н о г о л и ш ь э т о г о и н с т р у м е н т а м о ж н о с т р о г о р а з 

р е ш и т ь .в, с е г е о м е т р и ч е с к и е 
з а д а ч и в т о р о й с т е п е н и . 

2. Для доказательства этого 
мы должны показать, как с по
мощью нашего инструмента реша
ются шесть элементарных задач и 
основная задача § 22. 

181] „ П р о в е с т и п а р а л -
Фиг. HQ л ель" (решение непосредственно 

усматривается из фигуры 110). 
182] „ П о в т о р и т ь или р а з д е л и т ь о т р е з о к " . 
Фигура 111 показывает, как с помощью подвижного угла а 

утроить отрезок АВ: прикладывая угол a к точкам А и В, опре
деляют точку Р, проводят через нее параллель к АВ и строят 
затем точки Р', С, Р", D. 
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Фигура 112 показывает, как разделить отрезок АВ по
полам. 

Деление отрезка на большее число частей выполняется так 
же, как на стр. 73. 

183] „Опустить 
п е р п е н д и к у л я р " . 
(Решение усматрива
ется из фигуры 112). 

А В С D 184] „ Д а н ы п р я -
Фиг. 111 м а я ^, на н е й т о ч 

ка О и в н е е е от
р е з о к АВ; т р е б у е т с я п о с т р о и т ь на ^ т о ч к у А т а к , 
ч т о б ы ОХ = АВи. 

Определяют, согласно фигуре 113, точки С, D и Е; затем 
помещают угол а в плоскости чертежа так, чтобы его стороны 
проходили через Е л С, г вершина лежала на g. 

Доказательство . Точки 
С, Е и X лежат на окружности А в 
с центром в точке О и ради
усом, равным АВ. 

Фиг. 112 Фиг. 113 

185] „ Р а з д е л и т ь п о п о л а м или п о в т о р и т ь у г о л " . 
Деление угла ASB пополам производится согласно с фигу

рой 114, причем предварительно делают SA = SB. 
Способ удвоения угла показывает фигура 115. На стороне 

SA берут точку М и определяют затем с помощью повторного 
прикладывания угла о точки N, О, Р. 

186] „ П е р е н е с т и д а н н ы й у г о л " . 
187] Г л а в н а я з а д а ч а А: „ Д а н ы п р я м а я g и о т р е 

з о к МА, п а р а л л е л ь н ы й g; т р е б у е т с я п о с т р о и т ь т о ч к и 
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Хх и п е р е с е ч е н и я п р я м о й § с о к р у ж н о с т ь ю , и м е 
щ е й с в о и м ц е н т р о м т о ч к у М, а р а д и у с о м — М/ 

ю-
МА\ 

А <? N 
Фиг. 114 Фиг. 115 

Строят (фиг. 116) ромб МАВС с помощью повторного при
кладывания угла а; если теперь поместить угол а в плоскости 
чертежа так, чтобы стороны его проходили через точки Л и С, 
а вершина лежала на прямой g, 
то точки Хх и Х2 б у д у т иско
мыми точками пересечения пря
мой g с окружностью, и б о 
они вместе с точками Л и С 
лежат на о д н о й окружности , 
имеющей центр в точке М. 

З а м е ч а н и е : Ц и р к у л ь , 
л и н е й к а , п р я м о й и о с т р ы й 
у г л ы я в л я ю т с я о б ы ч н ы м и 
ч е р т е ж н ы м и и н с т р у м е н - ^ -
т а м и к а ж д о г о ч е р т е ж н и к а . 

Н а м и д о к а з а н о , ч т о 
к а ж д ы м и з э т и х и н с т р у 
м е н т о в в о т д е л ь н о с т и м о г у т б ы т ь р ' е ш е н ы в с е к о н 
с т р у к т и в н ы е з а д а ч и в т о р о й с т е п е н и . 

§ 26. Построения, производимые с помощью односторонней 
линейки и постоянного отрезка (эталона длины) * 

1. В этой главе д о з в о л е н н ы м и ч е р т е ж н ы м и о п е р а 
ц и я м и являются: п р о в е д е н и е п р я м ы х л и н и й и п е р е н е 
с е н и е н е к о т о р о г о о т р е з к а . 

Фиг. 116 

* Гильберт „Grundlagen der Geometrie*, 2-е изд., 1903. (Д. Гильберт 
„Основания геометрии", перевод с V нем. изд., изд-во „Сеятель" Птг. 1923). 
Фельдблюм.УеЬег elementargeometrische Konstruktionen", д и с , Геттинген 1899. 

А длер 
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Перенесение отрезка может быть выполнено с помощью эта
лона длины, т. е. инструмента, который позволяет переносить со
вершенно определенный отрезок, например*; единицу длины (таким 
инструментом может служить хотя бы полоска бумаги определенной 
длины). 

П е р е н о с и м ы й о т р е з о к п р и э т и м м о ж н о о т к л а 
д ы в а т ь л и ш ь на н а ч е р ч е н н о й у ж е п р я м о й от д а н н о й 
на н е й т о ч к и 1 0 °) . 

Таким образом, не д о з в о л я е т с я о п е р а ц и я , состоящая 
в прикладывании конца эталона к данной точке и вращении его 
вокруг этого подвижного конца до того положения, в котором 
другой конец падает на данную прямую; другими словами: не доз
воляется таким путем строить прямоугольный треугольник, один 
из катетов которого известен, а гипотенуза равна длине эталона. 

2. Мы должны прежде всего решить по порядку при помощи 
наших ограниченных средств решения Ш т е й н е р о в ы э л е м е н 
т а р н ы е з а д а ч и (стр. 118): 

188] . П р о в е с т и п а р а л л е л ь " . (Выполняется согласно 
стр. 72, ибо, прикладывая дважды эталон, можно получить на каждой 

прямой два равных отрезка). 
189] „ П о в т о р и т ь или 

р а з д е л и т ь о т р е з о к " (со
гласно стр. 73). 

190] „ П р о в е с т и п е р -
п е н д и к у л яр" . 

Требуется восставить пер
пендикуляр к прямой а (фиг. 117). 
Берут на а произвольную точку А, 
строят 

AB = ÄC = ÄD = ÄE = \ 

= длине эталона и проводят BD 
и СЕ; прямая FH перпендикулярна к а, ибо ВЕ и CD суть вы
соты треугольника ВСН. 

191] „На д а н н о й п р я м о й п о с т р о и т ь д а н н ы й у г о л " . 
Пусть будут даны (фиг. 108) прямая ./, угол BSA = a и 

точка Р ; требуется провести через Р прямую, которая пересекала 
бы / под углом а. 
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Проводят через S прямую /' параллельно /, берут произволь
ную точку А на одной из сторон угла а и опускают перпендику
ляры АВ и АС; если теперь провести SD перпендикулярно к ВС, 
то, согласно стр. 126, 

DSC = BSA = -£а; 

искомая прямая х параллельна SD. 
192] „ Д а н н ы й о т р е з о к о т л о ж и т ь на д а н н о й пря

м о й от д а н н о й т о ч к и " . 
Пусть будут даны отрезок АВ, прямая g и на ней точка Р; 

требуется определить такую точку 
X на g, для которой ХР = АВ. 
Эталон, который может и не быть 
равным отрезку АВ, отмечен здесь 
(фиг. 118) числом 1. 

Проводят, сообразно с за
дачей 188, PQ параллельно АВ, 
определяют с помощью эталона 
точки Ç, D и проводят QXпарал
лельно CD; тогда РХравняется АВ. 

Т а к и м о б р а з о м , д л я пе ре н е с е н и я п р о и з в о л ь н о г о 
о т р е з к а д о с т а т о ч н о о д н о г о э т а л о н а д л и н ы . * 

193] „ Р а з д е л и т ь п о п о 
лам или п о в т о р и т ь д а н н ы й 
у г о л " . 

Пусть требуется разделить 
пополам угол MAN. 

Если построить (фиг. 119) 

Ш = ВС = ОА= DË = 1, 

то прямая AF будет искомой бис
сектрисой. 

Если желают удвоить угол, то из произвольной точки, взятой 
на одной стороне, опускают на другую сторону перпендикуляр и 
продолжают его в сторону подошвы на длину, равную его соб
ственной длине. 

Фиг. 118 

* И. Кюршак (J. Kiirschak), „Das Streckeniibertragen", Math. Ann. 
Bd. 55, 1902. 



132 ГЛАВА IV. ДВУХСТОРОННЯЯ ЛИНЕЙКА, УГОЛ, ПОСТ. ОТРЕЗОК 

3. Таким образом, Штейнеровы элементарные задачи могут 
быть строго решены с помощью наших ограниченных средств 
решения. 

Для того, чтобы показать теперь, что все задачи, которые 
обыкновенно решаются с помощью циркуля и линейки, можно ре
шить, пользуясь лишь проведением прямых линий и перенесением 
отрезков, следовало бы только решить еще з а д а ч у А (стр.117), 
которая требует построения точек пересечения начерченной прямой 
с окружностью, заданной ее центром и радиусом, ибо, пользуясь 
указанным выше способом (стр. 81), можно свести к этой задаче 
и при наших ограниченных средствах решения задачу „об опре
делении точек пересечения двух окружностей". 

Н о э т а г л а в н а я з а д а ч а А не м о ж е т б ы т ь р а з р е 
ш е н а с п о м о щ ь ю н а ш и х о г р а н и ч е н н ы х с р е д с т в ре 
ш е н и я . 

Именно, мы не в состоянии найти второй катет прямоуголь
ного треугольника, гипотенуза и катет которого даны. 

Этому будет дано с т р о г о е д о к а з а т е л ь с т в о в одной 
из следующих глав. 

4. К а к и е з а д а ч и р а з р е ш и м ы э т и м и о г р а н и ч е н 
н ы м и с р е д с т в а м и р е ш е н и я ? 

На э т о т в о п р о с м о ж е т б ы т ь д а н п о л н ы й о т в е т : 
а) Если а, Ь, с, ... суть данные отрезки, то, согласно вы

шесказанному, с помощью проведения прямых линий и перенесения 
отрезков можно построить выражения 

I и и а - ь 

а-{-о, а — Ь, 
с 

(причем придется пользоваться* лишь откладыванием отрезков и 
построением параллелей) и выражение 

УЖуь2 

(посредством построения прямого угла и откладывания отрезков). 
Можно строить и более сложные выражения *; например, 

выражение 

•ю = Ух* +у'г + г2 

* Фельдблюм, там же. • 
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можно построить, найдя сначала 

и = Ух2-\-у2, 
а затем 

и> = У и2 А- г2. 

Предложенными ограниченными средствами решения может 
быть прстроено и выражение V = аУ~п, где а— данный отрезок, 
а п — целое число; в самом деле, 

V = Уа2 + а2 + а2+.-- + а~2, 

так что V может быть построено с помощью проведения перпен
дикуляров и откладывания отрезков. 

Можно, например, построить и следующее выражение: 

х = а 
ибо 

х = У(4а)* +(2аУ2~За)г; 

сначала строят отрезок 2а У~2, как гипотенузу прямоугольного 
треугольника с катетами 2а, а затем строят отрезок х, как гипо-
тенузупрямоугольного треугольника с катетами 4 а и (За — 2а]/2). 

Ь) Т а к и м о б р а з о м м о ж е т б ы т ь п о с т р о е н о вся 
к о е в ы р а ж е н и е , к о т о р о е п о л у ч а е т с я из д а н н ы х от
р е з к о в п у т е м с л о ж е н и я , в ы ч и т а н и я , у м н о ж е н и я , д е 
л е н и я и и з в л е ч е н и я к в а д р а т н о г о к о р н я из с у м м ы 
к в а д р а т о в . 

Поэтому, если при решении какой-либо геометрической за
дачи на построение приходят окончательно путем вычисления к 
выражению, которое кроме рациональных операций содержит 
только извлечения квадратных корней из с у м м квадратов, то за
дача эта может быть решена нашими ограниченными средствами 
решения. 

Так, например, при решении з а д а ч и М а л ь ф а т т и (стр.9) 
приходят к выражениям, которые кроме рациональных операций 
содержат лишь извлечения квадратных корней из суммы квадра
тов. Следовательно, эта задача может быть решена нашими огра
ниченными средствами решения. 
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Если 5 есть сторона правильного треугольника, то высота его 

поэтому и п р а в и л ь н ы й т р е у г о л ь н и к может быть построен 
нашими ограниченными средствами решения. 

Если г есть радиус окружности, то 

и 

где х 1 0 и 5 5 означают соответственно стороны п р а в и л ь н ы х впи
с а н н ы х д е с я т и - и п я т и у г о л ь н и к а . Оба многоугольника, 
следовательно, могут быть построены с помощью лишь проведения 
прямых линий и откладывания отрезков. 

5. а) Но в ы р а ж е н и е У а2 — Ь2 (а, с л е д о в а т е л ь н о , 
и в ы р а ж е н и е УаЬ) не м о ж е т б ы т ь п о с т р о е н о э т и м и 
о г р а н и ч е н н ы м и с р е д с т в а м и р е ш е н и я , ч т о б у д е т 
с т р о г о д о к а з а н о п о з ж е . 

Поэтому не могут быть разрешены все те задачи, для кото
рых вычисление приводит к результатам, содержащим корни из 
разности квадратов или из произведения двух отрезков. 

b) Пусть, например, даны прямая g и две вне ее лежащие 
точки А, В; требуется построить окружность, проходящую через 
точки А и В и касающуюся прямой g. 

Если обозначить точку пересечения прямых АВ и g через С, 
а искомую точку касания через X, то, как известно, 

: СХ==УАС. ВС. 

Но нашими ограниченными средствами решения невозможно 
построить У АС .ВС, и потому можно быть уверенным, что пред
ложенными средствами решения наша задача не может быть раз
решена ни этим, ни иным путем. 

c) Вообще э т и м и о г р а н и ч е н н ы м и с р е д с т в а м и не 
м о ж е т б ы т ь р а з р е ш е н а А п п о л л о н и е в а з а д а ч а о 
к а с а н и и . 
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Конечно, три окружности, которые даются в этой задаче, 
не должны быть заданы уже начерченными, ибо в противном случае 
можно было бы разрешить эту задачу по Штейнеру, проводя одни 
лишь прямые линии. Окружности должны быть заданы их центрами 
и радиусами. Но тогда задача неразрешима нашими ограничен
ными средствами решения. 

§ 27. Построения с помощью биссектора 

Фельдблюм* дал инструмент, с помощью которого можно 
делить пополам углы. Он изучил затем те построения, которые 
могут быть выполнены путем проведения прямых линий и деления 
пополам углов с помощью этого инструмента, и нашел, что не все 
геометрические построения второй 
степени выполнимы этим путем, 
но лишь те из них, которые 
выполнимы с помощью проведения 
прямых линий и откладывания 
отрезков. 

1. Упомянутый инструмент— 
б и с с е к т о р—имеет форму ромба 
(фиг. 120), подвижного при всех 
вершинах; две стороны его и 
диагональ продолжены. 

Если в этом инструменте 
сближать точки Л и С, то точки Фиг. 120 
В и D будут удаляться друг от 
друга, и наоборот; но при этом прямая BD постоянно делит по
полам угол ABC. 

Ф е л ь д б л ю м у п о т р е б л я е т э т о т и н с т р у м е н т и с 
к л ю ч и т е л ь н о д л я д е л е н и я у г л о в п о п о л а м , но не для 
удваивания и х 1 0 1 ) . Поэтому даже следующие задачи представляют 
некоторые трудности. 

2. Д а н ы п р я м а я л и н и я g и на ней т о ч к а Л; т р е 
б у е т с я в т о ч к е Л в о с с т а в и т ь к п р я м о й ^ п е р п е н 
д и к у л я р . 

Для того, чтобы указать решение, которое дает Фельдблюм, 

* Фельдблюм, там же. 
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мы нуждаемся в двух п р е д л о ж е н и я х из основного курса п р о 
е к т и в н о й Г е о м е т р и и : 

a) Если а, Ь, с и а\ Ь', с' суть соответственные лучи двух 
проективных пучков, то луч о" второго пучка, отвечающий про
извольному лучу с? первого пучка, может быть построен путем про
ведения одних лишь прямых линий. 

b) Если рассматривать каждые два взаимно перпендикулярные 
луча одного и того же пучка, как соответственные, то все лучи 
пучка окажутся разбитыми на пары взаимно соответственных лучей. 

Таким образом, если даны а, Ь, с, а', Ъ', с', причем а' _\_ а, 
Ь' _]_Ь, с' _!_ с, то для каждого луча й можно построить перпенди
кулярный ему луч о" путем проведения одних лишь прямых линий. 

c) Теперь мы возвратимся к нашей задаче. Проводят через А 
произвольную прямую я, отыскивают с помощью биссектора равно-
делящую а угла hg и равноделящую а' смежного с ним угла; 
а' есть перпендикуляр к а. 

Если через А провести вторую прямую А: и снова разделить 
пополам угол kg и смежный с ним, то получатся две взаимно пер
пендикулярные прямые Ь, Ь'; аналогично строят и третью пару вза
имно перпендикулярных прямых с, с'. 

Искомая прямая g,, перпендикулярная к g, определяется из 
соотношения: 

(а'Ь'с'^(аЬс^^). 
З а м е ч а н и е : Если бы было дозволено с помощью биссектора 

также и удваивать углы, то задача эта могла бы быть решена зна
чительно проще. 

3. У д в о е н и е и п о в т о р е н и е н е с к о л ь к о р а з о т 
р е з к а . , 

Если отрезок АВ (фиг. 121) должен быть удвоен, то про
водят АС±АВ, ВЕ_\_АВ, делят затем угол А пополам и строят 
ЕХ±АЕ; тогда АХ = 2 А В . 

4. П р о в е д е н и е п а р а л л е л е й в ы п о л н я е т с я с п о 
м о щ ь ю з а д а ч и 3. 

5. П о в е р н у т ь о т р е з о к в о к р у г о д н о г о из е г о 
к о н ц о в . 

Пусть будут даны отрезок АВ и прямая g, проходящая через 
один из концов отрезка АВ; требуется построить на g точку С 
так, чтобы выполнялось равенство АС = АВ. 
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Проводят через точку В прямую g, параллельно g (фиг. 122) 
и делят пополам угол при В. 

б. Д а н н ы й о т р е з о к о т л о ж и т ь на д а н н о й п р я м о й 
от д а н н о й т о ч к и . 

Переносят отрезок параллельно самому себе так, чтобы, один 
из его концов совпал с данной точкой, а затем вращают отрезок 
вокруг этой точки до совпадения с данной прямой. 

З а м е ч а н и е : С помощью деления углов пополам и про
ведения прямых линий можно произвольно переносить отрезки. Так 
как, с другой стороны, с помощью перенесения отрезков и про
ведения прямых линий можно разделить пополам каждый угол, то 
б и с с е к т о р и э т а л о н д л и н ы в некотором смысле—экви
в а л е н т н ы один другому. 

Фиг. 121 Фиг. 122 

К а ж д а я з а д а ч а , к о т о р а я м о ж е т б ы т ь р а з р е ш е н а 
с п о м о щ ь ю э т а л о н а д л и н ы и п р о в е д е н и я п р я м ы х 
л и н и й , м о ж е т б ы т ь р е ш е н а т а к ж е и с п о м о щ ь ю бис-
с е к т о р а и п р о в е д е н и я п р я м ы х л и н и й , и н а о б о р о т . 

Е с л и же н е к о т о р а я з а д а ч а не м о ж е т б ы т ь с т р о г о 
р е ш е н а с п о м о щ ь ю п р о в е д е н и я п р я м ы х л и н и й и от
к л а д ы в а н и я о т р е з к о в , то о н а н е р а з р е ш и м а и с по
м о щ ь ю п р о в е д е н и я п р я м ы х и д е л е н и я у г л о в п о п о л а м . 



V. Г Л А В А 

ЗАДАЧИ ПЕРВОЙ И ВТОРОЙ СТЕПЕНИ 

§ 28. Леммы из проективной Геометрии 

Для последующего изложения необходимо знание некоторых 
т е о р е м из п р о е к т и в н о й Г е о м е т р и и . Мы считаем целесо
образным изложить здесь во введении все, что нам позже пона
добится. 

1. Д в о й н о е о т н о ш е н и е , г а р м о н и ч е с к и е р я д ы т о 
ч е к и п у ч к и л у ч е й , и н в о л ю ц и я на п р я м о й л и н и и . 

а) Если А, В, С, D суть четыре точки некоторой прямой, 
то выражение —^ ~г-=г 

4£:4£ = ( ^ C D ) 
ВС BD 

называют д в о й н ы м или а н г а р м о н и ч е с к и м о т н о ш е н и е м 
этих четырех точек. 

Э т о д в о й н о е о т н о ш е н и е , к а к и з в е с т н о , по т е о 
р е м е П а п п а (Pappus), не и з м е н я е т с я при п р о е к т и р о в а 
нии, то-есть, если эти четыре точки спроектировать на другую пря
мую, то аналогично образованное двойное отношение соответству
ющих точек равио двойному отношению данных точек. 

Под двойным отношением четырех лучей пучка разумеют 
двойное отношение четырех точек, в которых эти лучи пересека
ются с произвольной прямой. 

Е с л и ч е т ы р е т о ч к и и м е ю т д в о й н о е о т н о ш е н и е , 
р а в н о е —1, то они называются ч е т ы р ь м я г а р м о н и ч е с к и м и 
т о ч к а м и . 

Четыре луча пучка носят название ч е т ы р е х г а р м о н и ч е 
с к и х л у ч е й , если они пересекаются с какой-нибудь прямой в 
четырех гармонических точках. 
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b) Если Л и Л ' суть точки прямой, то на ней можно найти 
бесконечное множество пар точек В, В', которые вместе с А, А' 
будут четырьмя гармоническими точками, причем пара точек А, А' 
разделяется парой точек В, В'103). 

Если точка В движется вдоль прямой (при неподвижных А, А'), 
то перемещается и точка В'. В частности, если точка В совпадет 
с серединой отрезка АА', то точка В' удаляется в бесконечность. 

Если а, а' суть стороны угла, а Ь) Ь' суть равноделящие 
этого угла и смежного с ним, то четыре луча а, Ь, а', Ь' образуют 
г а р м о н и ч е с к и й п у ч о к л у ч е й 1 0 4 ) . 

c) Пусть снова будут даны точки А, А'. Совокупность всех 
пар точек (таких пар бесконечное множество), которые гармони
чески разделяются точками А и А', называют и н в о л ю ц и е й . 

Если на той же прямой АА' дана еще пара точек М, М', то 
пары точек, гармонически разделенных точками М, М, образуют 
вторую инволюцию на том же основании. 

Можно без труда доказать, что эти о б е и н в о л ю ц и и 
и м е ю т о д н у и т о л ь к о о д н у о б щ у ю п а р у т о ч е к , которая 
может быть и мнимой. 

Таким образом, если А, А' и М, М' суть две пары точек на 
одной и той же прямой, то существует лишь единственная пара 
точек X, X', которые гармонически разделяются как точками Л, Л' , 
так и точками М, М'105). 

Пусть, далее, а, а' будут две произвольные прямые линии на 
плоскости, а 5—их точка пересечения; если две точки В, В' той 
же плоскости расположены так, что прямые о, Ь', соединяющие их 
с точкой 5, гармонически разделяются прямыми а, а', то говорят: 
„ П р я м ы е а, а' г а р м о н и ч е с к и р а з д е л я ю т с я т о ч к а м и 
Я, В,и. 

В частности, если а, а', т, т' суть четыре луча одного и 
того же пучка и § есть произвольная прямая плоскости, то, со
гласно вышесказанному, на этой прямой существует единственная 
пара точек X, X', которыми гармонически разделяются как лучи 
а, а'', так и лучи т, т'. 

2. П е р с п е к т и в а п р о с т р а н с т в е н н ы х о б р а з о в . 
а) Проектирование и пересечение, то-есть две основные опе

рации проективной Геометрии, п р и в о д я т к п о н я т и ю о б е с 
к о н е ч н о у д а л е н н ы х э л е м е н т а х , которое имеет большое зна-
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чение для последующего и поэтому должно быть здесь развито 1 0 < 3). 
Пусть Е и Е' будут две произвольные плоскости, я — прямая их 
пересечения, Е—произвольная точка пространства (фиг. 123). 

Представим себе, что точки и прямые плоскости Е спроекти
рованы из точки Я на плоскость /Л 

Пусть g будет произвольная прямая плоскости Е (фиг. 123); 
проекцию ^ этой прямой на плоскости Е можно найти, взяв на g 
две точки Л и В и определив их проекции на Р ; прямая g' должна 
пересечь g в некоторой точке 5 прямой 5 . 

5 
Фиг. 123 

Ь) Если точку В все дальше передвигать вдоль прямой g по 
направлению стрелки, то и точка В' будет изменять свое положе
ние; в частности, когда точка В станет бесконечно удаленной, ее 
изображение В' совпадет с той точкой II' прямой g', в которой 
прямая р, параллельная g, встречает плоскость Е (фиг. 123). 

Если снова передвигать точку В вдоль прямой g, но в обрат
ном направлении, то будет двигаться и ее изображение, которое 
снова совпадет с и', коль скоро В удалится в бесконечность. 

И т а к , б е с к о н е ч н о у д а л е н н ы е э л е м е н т ы п р я м о й 
g о т о б р а ж а ю т с я в о д н о й т о ч к е £/'; э т о п р и в о д и т н а с 
к д о п у щ е н и ю , ч т о п р я м а я и м е е т о д н у б е с к о н е ч н о 
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у д а л е н н у ю т о ч к у . В этом смысле говорят о б е с к о н е ч н о 
у д а л е н н о й или н е с о б с т в е н н о й т о ч к е прямой $\ 

Изображение £ прямой g можно также получить, если про
вести через Z луч р, параллельный прямой g и пересекающий пло
скость Е в точке V, и соединить «б1' с 5, ибо V есть изображение 
бесконечно удаленной точки прямой g, а 5—изображение следа 
прямой g на плоскости проекций Е. 

Если в плоскости Е даны несколько параллельных прямых 
g, к, к, то им отвечает один и тот же параллельный луч, исходя
щий из Z ; следовательно, их изображения проходят через одну и 
ту же точку. 

Т а к и м п у т е м мы п р и х о д и м к д о п у щ е н и ю , ч т о 
п а р а л л е л ь н ы е п р я м ы е п е р е с е к а ю т с я в о д н о й б е с 
к о н е ч н о у д а л е н н о й т о ч к е . 

с) Возьмем на плоскости еще одну прямую / и отыщем изоб
ражение ее бесконечно удаленной точки; с этой целью через Z 
проведем луч, параллельный /, и продолжим его до пересечения с 
плоскостью Т7 (фиг. 123). 

Если прямая / изменяется, то изменяется и параллельный ей 
члуч, проходящий через Z, «о последний всегда лежит в той пло
скости, которая может быть проведеца через точку Z параллельно 
плоскости Е. 

Изображения бесконечно удаленных точек в с е х прямых пло
скости лежат, таким образом, на совершенно определенной прямой 
и плоскости Т7; эта прямая лежит в пересечении плоскости Т7 с 
плоскостью, проведенной через Z параллельно Е. 

И т а к , в с е б е с к о н е ч н о у д а л е н н ы е , э л е м е н т ы п л о 
с к о с т и о т о б р а ж а ю т с я в н е к о т о р о й п р я м о й л и н и и . 

Если изображение фигуры, не содержащей бесконечно уда
ленных элементов, есть прямая, то и сама фигура должна быть 
прямою. Поэтому мы приходим к д о п у щ е н и ю : 

„ П л о с к о с т ь Е и м е е т о д н у б е с к о н е ч н о у д а л е н 
н у ю или н е с о б с т в е н н у ю п р я м у ю " . 

Аналогичные исследования в пространстве приводят к утвер
ждению: „ П а р а л л е л ь н ы е п л о с к о с т и и м е ю т о б щ у ю б е с 
к о н е ч н о у д а л е н н у ю п р я м у ю ; в с е б е с к о н е ч н о у д а 
л е н н ы е э л е м е н т ы п р о с т р а н с т в а л е ж а т на н е к о т о р о й 
п л о с к о с т и ' ' . 
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3. Ц е н т р а л ь н а я к о л л и н е а ц и я на п л о с к о с т и , или 
г о м о л о г и я * . 

Пусть будут даны на плоскости: точка 5, прямая 5, которая 
может также проходить через 5, и две точки Л, Л' , лежащие на 
одном луче, исходящем из 5 (фиг. 124). 

Возьмем произвольную другую точку В на той же плоскости, 
соединим ее с Л пря
мою g, точку пересе
чения прямых 5" и 5 со
единим с А' прямою ^ , 
которая пересечет пря
мую 5В в точке В' 
(фиг. 124). 

Две такого рода 
точки В, В' мы бу
дем называть с о о т 
в е т с т в е н н ы м и точ
к а м и . 

Если теперь дана 
третья точка С, то от
вечающую ей точку С" 

можно определить либо с помощью пары точек Л, Л', либо же с 
помощью точек В, В'. 

В обоих случаях, в силу теоремы о перспективно расположен
ных треугольниках (стр. 57), приходят к одной и той же точке С"; 
если О, Е, . . . суть дальнейшие точки плоскости, то отвеча
ющие им точки можно найти, исходя из любой пары соответствен
ных точек. 

Две прямые линии, находящиеся в таком же отношении, как 
прямые g и g', к и я ' , к и к' на фигуре 124, называются соот
ветственными. 

Таким образом, каждые две соответственные точки лежат на 
прямой, проходящей через б1, и каждые две соответственные пря
мые пересекаются в точке на прямой 5. Каждая точка пря
мой 5 отвечает сама себе; каждая прямая, исходящая из 5, также 
отвечает сама себе. Точка 5 совпадает с соответствующей ей 

* Ф. Энрикес. „УоНевиг^еп иеЬег ргс^'есиуе ОеотеМе", Leipzig, 1903. 
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точкой; равным образом, прямая 5 совпадает с соответствующей 
ей прямой. 

Если точка Р описывает прямую g, то соответствующая ей 
точка Р' описывает прямую ^ , соответствующую g\ если прямая g 
вращается вокруг некоторой точки С), то соответствующая ей пря
мая £ вращается вокруг точки 0_', соответствующей ф. 

Соответствие, которое таким путем устанавливается между 
точками и прямыми плоскости, называют ц е н т р а л ь н о й к о л л и -
н е а ц и е й , или г о м о л о г и е й . С нею, как известно, очень часто 
приходится встречаться в начертательной Геометрии и в геометри
ческих задачах. 

Фиг. 125 

Точка 5 называется ц е н т р о м к о л л и н е а ц и и , прямая 5 — 
о с ь ю к о л л й н е а ц и и . 

Основные элементы 5, 5 и А, А' могут иметь р а з л и ч н о е 
в з а и м о р а с п о л о ж е н и е ; им характеризуются ч а с т н ы е слу
ч а и г о м о л о г и и . 

Мы упомянем здесь о тех из них, которые будут важны для 
нас впоследствии. 

а) О с ь к о л л и н е а ц и и 5 е с т ь к о н е ч н а я п р я м а я 
(фиг. 125); о т р е з о к АА' р а с п о л о ж е н п е р п е н д и к у л я р н о 
к п р я м о й 5 и д е л и т с я ею п о п о л а м ; с в е р х т о г о , ц е н т р 
к о л л и н е а ц и и 5, к о т о р ы й д о л ж е н л е ж а т ь на пря
м о й АА', б е с к о н е ч н о у д а л е н . 
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При этом два соответственных треугольника ABC и А'В'С 
(фиг. 125) к о н г р у э н т н ы , но о б р а т н о р а с п о л о ж е н ы ; 
одна из фигур может быть приведена к совпадению с другой путем 
поворота вокруг оси коллинеации. 

О б е ф и г у р ы р а с п о л о ж е н ы с и м м е т р и ч н о о т н о 
с и т е л ь н о о с и к о л л и н е а ц и и s; с и м м е т р и я , т а к и м об
р а з о м , я в л я е т с я ч а с т н ы м с л у ч а е м г о м о л о г и и . 

С помощью проектирования двух фигур, симметрично распо
ложенных относительно оси, на новую плоскость, получается общий 
случай гомологии. 

Ь) П у с т ь о с ь к о л л и н е а ц и и п р о х о д и т ч е р е з S. 
Построение соответственных точек и прямых производится, 

как и в общем случае (фиг. 126). 

А' 

\ 

Фиг. 126 

с) Е с л и в з я т ь 5 и $ б е с к о н е ч н о у д а л е н н ы м и , 
то-есть, если за ось коллинеации принимается бесконечно удаленная 
прямая нашей плоскости, и 5 есть одна из ее точек, то прямые, 
соединяющие соответственные точки, параллельны; сверх того, па
раллельны соответственные прямые (фиг. 127). 

Два соответственных треугольника ЛВС и А'В'С к о н г р у 
э н т н ы и м о г у т б ы т ь п р и в е д е н ы к с о в п а д е н и ю с по
м о щ ь ю п а р а л л е л ь н о г о п е р е н е с е н и я . 

Итак, п а р а л л е л ь н о е п е р е н е с е н и е т а к ж е е с т ь 
ч а с т н ы й с л у ч а й г о м о л о г и и и при проектировании пере
ходит в общий случай. 
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4. М н и м ы е ц и к л и ч е с к и е т о ч к и , а б с о л ю т н а я ин
в о л ю ц и я . 

а) Пусть будет дана п р я м о у г о л ь н а я с и с т е м а к о о р 
д и н а т . 

Тогда уравнение каждой окружности, лежащей в плоскости 
осей координат, может быть на
писано в виде: 

х2+у2 + ах + Ьу + с = 0, 
причем для каждой данной окру
жности коэффициенты а, Ь, с суть 
данные числа. Мы хотим определить 
точки У1, У3 пересечения окруж
ности, выражаемой этим уравне
нием, с бесконечно удаленной 
прямой. 

С этой целью мы полагаем 

х у Фиг. 127 
f 

и находим уравнение окружности в однородных координатах:* 

х'*-\-у'2 + ах'?+ Ьу'Г+ с?2 = 0. 
Для бесконечно удаленной точки должно быть ¿ ' = 0 , поэтому 

х'2+у'2 = 0, 
так что 

У_ 
хг 

У = ±i, 

т. е. тангенсы углов, образуемых прямыми СЦ, 0 / 2 с осью Х-ов, 
равны -}-/ и —/, так что эти углы не зависят от а, Ь, с. 

С о г л а с н о с э т и м в с е о к р у ж н о с т и п л о с к о с т и пе
р е с е к а ю т б е с к о н е ч н о у д а л е н н у ю п р я м у ю в д в у х 
с о в е р ш е н н о о п р е д е л е н н ы х т о ч к а х .Д, 7 2, н а з ы в а е 
мых м н и м ы м и ц и к л и ч е с к и м и т о ч к а м и . 

Итак, окружность может быть рассматриваема, как коническое 
сечение, проходящее через мнимые циклические точки. Поэтому 
окружность определяется уже тремя точками. 

* М. Симон (М. Simon), „Analytische Geometrie der Ebene". 

Адлер ю 
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Ь) Из многочисленных соотношений, которые могут быть 
установлены для мнимых циклических точек, мы укажем только те, 
которые нужны будут нам позже. 

Прежде всего докажем следующую важную теорему: 
„Если а и Ъ с у т ь д в е в з а и м н о п е р п е н д и к у л я р ^ 

н ы е п р я м ы е , то они г а р м о н и ч е с к и р а з д е л я ю т с я мни
мыми ц и к л и ч е с к и м и т о ч к а м и ; н а о б о р о т , е с л и д в е 
п р я м ы е - г а р м о н и ч е с к и р а з д е л я ю т с я м н и м ы м и ци
к л и ч е с к и м и т о ч к а м и , то о н и в з а и м н о п е р п е н д и к у 
л я р н ы " . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим, что ХОУ (фиг. 128) есть 
прямоугольная система координат, а, Ъ—две произвольные прямые, 

/,, — те прямые, которые соединяют 
О с мнимыми циклическими точками. 
Уравнения мнимых прямых г,, со
гласно а), могут быть представлены в 
виде: 

Н У = «• 
, к У = ~ 'х-

Напишем уравнения прямых а, Ь, про
ходящих через О: 

а 

Ь 

у = тх 

V = их. 
Возьмем теперь точку А на расстоянии 1 от О на оси А'-ов и, 
проведя через А параллель оси Г-ов, рассмотрим точки ее пересе
чения с четырьмя прямыми /,, а, Ь. 

Двойное, отношение четырех лучей при этом равняется двой
ному отношению точек пересечения, так что 

(11{2аЬ) = (РРШ)==!::РС*' 
Далее, 

РО_ /->'<?' 
АР = +1 

АР' = - / 

АС) = т 

АС»' = п, 
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поэтому 

Если прямые а, Ь взаимно перпендикулярны, то, как известно, 
существует соотношение: 

1 п = ; т 
тогда 

_ 
+ 1 + т 1 

т ^ 
т 

откуда следует, что 
(ЯЯ '$д ' ) = - 1 , 

чем д о к а з а н а п е р в а я ч а с т ь т е о р е м ы . 
Пусть теперь, наоборот, 

{РР,<2<?) = -1, 
так что 

— / + т ~\~ / — п 

-\~i-\-m + I -+- п 
Отсюда вытекает: 

1 
п 

т 

ч т о д о к а з ы в а е т т е о р е м у . 
с) Мы в ы в е д е м е щ е о д н у ч р е з в ы ч а й н о в а ж н у ю 

ф о р м у л у , к о т о р а я д о п у с к а е т п р о е к т и в н о е п р е д с т а 
в л е н и е у г л а , и м е н н о — ф о р м у л у Л а г е р р а (Г^иегге). 

Мы снова составим двойное отношение четырех лучей 1Ъ г2, 
а, Ь, где / 3 суть те прямые, которые соединяют О с мнимыми 
циклическими точками, а. прямые а, Ь являются произвольными лу
чами, проходящими через О (фиг. 128). 

Тогда 
-1 -4- т —¿-{-/1 {^.2аЬ) = {РР'С>0}') 

file://-/~i-/-m
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Далее, m=\ga и /z = tg/9, поэтому 

(РР'ОО') = ~ 1 C Q S а + s i n а . - ¿ c o s^ + sinjg = 

+ г cos a-f-sin а -4- / cos ¿5 -f- sin ^ 

cos а -4- i sin a cos /? 4- г sin /9 
cos а — г sin а ' cos /9 — i sin /? 

Как известно (формула Эйлера): 

cos г A- i sin z = e i ;; 

если подставим вместо z соответствующие значения, то получим: 

(PP'QQ') = 
е -ta 

отсюда следует, что 

где D1/ есть двойное отношение четырех лучей ïj, i. 2, a, b, т. е. 
двойное отношение сторон угла и двух проходящих через его вер
шину м и н и м а л ь н ы х п р я м ы х ( и з о т р о п н ы е п р я м ы е ) . 

Поэтому два угла равны, если двойное отношение, образуе
мое сторонами первого угла с мнимыми циклическими точками, 
равно двойному отношению, образуемому сторонами второго угла 
с мнимыми циклическими точками. 

5. В и з у а л ь н ы е ( v i s u e l l e ) и м е т р и ч е с к и е с в о й 
с т в а г е о м е т р и ч е с к и х ф и г у р . * 

а) Свойства фигуры могут принадлежать к двум различным 
категориям: 

а) Они м о г у т б ы т ь в и з у а л ь н ы м и ( с в о й с т в а м и 
п о л о ж е н и я , г р а ф и ч е с к и м и , н а ч е р т а т е л ь н ы м и с в о й 
с т в а м и ) и находиться в связи только .с понятиями о точке, о 
прямой, о коническом сечении и т. д., давая *лишь указания отно
сительно расположения этих элементов. 

* Ф. Энрикес „Vorlesungen über projective Geometrie'. Лейпциг, 1903. 
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Если, например, три прямые пересекаются в одной точке, 
несколько точек фигуры лежат на одной прямой, прямая касается 
конического сечения фигуры, либо две фигуры гомологично отве
чают друг другу, то все эти свойства будут визуальными. 

/?) Они могут быть м е т р и ч е с к и м и и связаны тогда с по
нятиями о длине отрезка и величине угла. 

Мы имеем дело с метрическими свойствами фигуры, если, 
например, в ее состав входят два равных отрезка или два равных 
угла, прямой угол, угол в 60°, или если входящее в нее коническое 
сечение есть окружность, и т. д. 

у) Можно говорить также о п р о е к т и в н ы х свойствах 
фигуры. 

С в о й с т в о ф и г у р ы н а з ы в а ю т п р о е к т и в н ы м , если 
оно не изменяется при п р о и з в о л ь н о м проектировании на дру
гую плоскость, то есть переходит в аналогичное (выражаемое оди
наковыми словами) свойство трансформированной фигуры. 

К а ж д о е в и з у а л ь н о е с в о й с т в о я в л я е т с я т а к ж е 
и п р о е к т и в н ы м , т. е. сохраняется при проектировании; но не 
к а ж д о е п р о е к т и в н о е с в о й с т в о б у д е т в и з у а л ь н ы м . 

Если, например, двойное отношение четырех точек некоторой 
прямой равно двум, то это свойство сохраняется при проектиро
вании; действительно, четыре данные точки при проектировании 
переходят в четыре точки с таким же двойным отношением 
(стр.138). 

Это свойство, таким образом, является проективным; но оно 
совсем не визуальное, так как значение двойного отношения мо
жет быть определено только путем измерения (сравнения двух 
отрезков). ^ 

Наоборот, если, например, два пучка лучей abed и a'b'c'd! 
имеют одно и то же двойное отношение, то это свойство есть 
свойство визуальное, ибо в этом случае, как известно, можно по
строить третий пучок лучей, находящийся в перспективном поло
жении по отношению к обоим пучкам. 

Для того, чтобы иметь возможность утверждать, что два 
пучка лучей имеют одно и то же двойное отношение, нет надоб
ности определять двойное отношение каждого из пучков, но до
статочно лишь обнаружить, что может быть построен пучок, на
ходящийся в перспективном положении с данными пучками. 
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Ь ) Е с л и д в а у г л а р а в н ы , т о э т о с в о й с т в о е с т ь 
м е т р и ч е с к о е с в о й с т в о о б е и х ф и г у р . 

Но мы видели уже выше, что стороны каждого из двух рав
ных углов образуют с мнимыми циклическими точками плоскости 
одно и то же двойное отношение. 

Утверждение же, что два двойных отношения некоторой фи
гуры равны, выражает визуальное свойство этой фигуры. 

Поэтому мы можем упомянутое выше метрическое свойство 
рассматривать, как визуальное, е с л и в в е д е м о б е м н и м ы е 
ц и к л и ч е с к и е т о ч к и . 

Легко могут быть даны и д р у г и е п р и м е р ы : 
Если, например, точка М есть середина отрезка АВ, то это 

свойство есть метрическое. Но точка М от бесконечно удаленной 
точки гармонически разделяется точками А и В; е с л и п о э т о м у 
д а н а э т а б е с к о н е ч н о у д а л е н н а я т о ч к а , то у к а з а н 
н о е с о о т н о ш е н и е я в л я е т с я - в и з у а л ь н ы м с в о й с т в о м. 

Дадим еще пример: равноделящие. угла (а, Ь) и смежного с 
ним угла взаимно перпендикулярны; они, следовательно, являются 
теми прямыми пучка а, Ъ, которые гармонически разделяются 
как лучами а, Ь, так и мнимыми циклическими точками, и сообразно 
с этим они определяются визуальными свойствами, соотношениями 
расположения, е с л и т о л ь к о д а н ы м н и м ы е ц и к л и ч е с к и е 
т о ч к и . 

' 6 . Мы т е п е р ь п о к а ж е м в о о б щ е , ч т о с п р и с о е д и 
н е н и е м б е с к о н е ч н о у д а л е н н о й п р я м о й и м н и м ы х 
ц и к л и ч е с к и х т о ч е к , которые вместе называются также абсо¬
л ю т о м п л о с к о с т и ч е р т е ж а , к а ж д о е м е т р и ч е с к о е 
с в о й с т в о ф и г у р ы м о ж е т б ы т ь р а с с м а т р и в а е м о , к а к 
в и з у а л ь н о е . 

a) Все метрические свойства4 фигуры сводятся.к двум поня
тиям, именно, к п о н я т и ю о р а в е н с т в е д в у х о т р е з к о в и 
к п о н я т и ю о р а в е н с т в е д в у х у г л о в . 

Для того, чтобы доказать упомянутое выше предложение, мы 
должны,следовательно, лишь представить равенство двух отрезков, как 
визуальное свойство, ибо выше мы уже определили равенство двух 
углов, как визуальное свойство фигуры, если дан абсолют плоскости. 

b) Если теперь АВ и А'В' суть два равных отрезка (фиг. 129), 
то можно отрезок АВ привести к совпадению со вторым отрезком, 
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перенеся сначала отрезок АВ параллельно самому себе и отразив 
затем полученный таким путем отрезок в биссектрисе / (фиг. 129). 

Но п а р а л л е л ь н о е п е р е н е с е н и е е с т ь ч а с т н ы й 
с л у ч а й г о м о л о г и и ; осью гомологии при этом является 
бесконечно удаленная прямая плоскости, а центром 5^-—беско
нечно удаленная точка прямой А А' (28, 3,с). 

О т р а ж е н и е , р а в н ы м о б р а з о м , е с т ь ч а с т н ы й слу
чай г о м о л о г и и; ось коллинеа-
ции 5 2 совпадает при этом с бис
сектрисой /, а центр коллинеа-
ции 5 а — с бесконечно удаленной 
точкой прямой g, перпендикуляр
ной к биссектрисе. 

Если теперьдан абсолют плос
кости, то тем самым даны 5 1 , 5 : , 
и в таком случае .5 2 , Б.г могут быть \ 
определены без помощи измерения \ ^ 
путем построения таких прямых/, Фиг. 129 
которые гармонически разделяются, с одной стороны, прямыми А'В! 

и А В", с другой же — мнимыми циклическими точками. 
П о э т о м у , е с л и п р и с о е д и н е н а б е о л ю т п л о с к о с т и , 

то и р а в е н с т в о д в у х о т р е з к о в м о ж н о р а с с м а т р и 
в а т ь , к а к в и з у а л ь н о е с в о й с т в о . 

7. Разъясним еще несколькими п р и м е р а м и представление 
метрических свойств в виде визуальных. 

a) Если две прямые взаимно перпендикулярны, то это метри
ческое свойство можно выразить визуально, говоря: „Две прямые 
гармонически разделяются мнимыми циклическими точками". 

b) Если данный четырехугольник есть параллелограмм, то с 
присоединением бесконечно удаленной прямой можно также ска
зать: „Противоположные стороны пересекаются на бесконечно 
удаленной прямой". Это свойство визуальное. 

c) Если фигура есть квадрат, то это свойство с помощью 
абсолюта плоскости можно выразить визуально, сказав: „Противо
положные стороны пересекаются на бесконечно удаленной прямой 
в точках, которые: гармонически разделяются мнимыми цикличе
скими точками; диагонали также гармонически разделяются мни
мыми циклическими точками". 



152 Г Л А В А V . З А Д А Ч И П Е Р В О Й И В Т О Р О Й С Т Е П Е Н И 

d) Треугольник будет равносторонним, если каждая пара его 
сторон образует с мнимыми циклическими точками одно и то же 
двойное отношение. 

e) Сумма углов треугольника составляет 180°; как можно 
представить это утверждение в виде визуального .свойства тре
угольника? 

f) Угол некоторой фигуры содержит 60°; как можно выра
зить это визуально? 

§ 29. Классификация геометрических задач на построение 

Геометрические задачи на построение могут быть рассматри
ваемы с различных точек зрения и сообразно с этим разделяются 
на классы: 

1. Во-первых, их можно, в связи с изложенным выше, под
разделить на в и з у а л ь н ы е и м е т р и ч е с к и е з а д а ч и на 
п о с т р о е н и е . 

Именно, каждая геометрическая конструктивная задача тре
бует построения некоторой фигуры, обладающей данными свойствами. 

Если все эти свойства являются визуальными, то и самое 
задачу называют в и з у а л ь н о й з а д а ч е й на п о с т р о е н и е . 

Если же хоть некоторые из требуемых свойств принадлежат 
к метрическим, то и задача называется м е т р и ч е с к о й . 

Визуальные задачи не меняют своего словесного выражения 
при проектировании данных и искомых образов из какого-нибудь 
центра на вторую плоскость, т. е., если спроектировать данные 
образы, то построение по их проекциям проекций искомых обра
зов требует точно таких же операций на второй плоскости, какие 
необходимы для того, чтобы на первой плоскости по данным обра
зам построить искомые. 

В и з у а л ь н ы е з а д а ч и п о э т о м у в с е г д а м о г у т б ы т ь 
р а з р е ш е н ы с п о м о щ ь ю п р о е к т и р о в а н и я и п е р е с е ч е 
ния п р я м ы х , к о н и ч е с к и х с е ч е н и й и т. д. д р у г с д р у г о м . 

Метрическая задача требует для своего решения, кроме про
ведения прямых линий, еще сравнения и перенесения отрезков и 
углов, проведения окружностей или же черчения высших кривых. 

Мы знаем, что каждое метрическое свойство фигуры всегда 
может быть рассматриваемо, как визуальное свойство, если только 
к фигуре присоединен абсолют плоскости. 
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« Можно поэтому также сказать: „ К а ж д а я м е т р и ч е 
с к а я з а д а ч а п о с л е п р и с о е д и н е н и я а б с о л ю т а пло
с к о с т и м о ж е т б ы т ь п р е о б р а з о в а н а в в и з у а л ь н у ю 
з а д а ч у " . 

Мы называем задачу п р о е к т и в н о й , если проектирование 
не меняет ее словесного выражения. 

Например, задача: „По трем лучам пучка построить четвер
тый, который вместе с этими тремя образовал бы двойное отно
шение, равное двум"—• является проективной; но она совсем не 
представляет собою визуальной задачи, ибо в ней речь идет об 
измерении. 

2. К д р у г о м у в а ж н о м у п р и н ц и п у к л а с с и ф и к а ц и и 
г е о м е т р и ч е с к и х з а д а ч на п о с т р о е н и е приходят, р е ш а я 
з а д а ч и п у т е м в ы ч и с л е н и я . 

Задачи при этом подразделяются в зависимости от рода про
изводимых операций и степени уравнений, к которым приводит 
их решение. 

Прежде всего их делят на а л г е б р а и ч е с к и е и т р а н с 
ц е н д е н т н ы е в з а в и с и м о с т и от т о г о , п р и в о д и т с я ли 
их р е ш е н и е к а л г е б р а и ч е с к и м у р а в н е н и я м , или к 
т р а н с ц е н д е н т н ы м . 

Так, например, к в а д р а т у р а к р у г а представляет собою 
трансцендентную задачу на построение. 

Алгебраические задачи на построение подразделяются далее 
на задачи первой, второй, третьей, четвертой степени, соответственно 
наивысшей сгепечи встречающихся при их решении уравнений. 

3. Можно также к л а с с и ф и ц и р о в а т ь г е о м е т р и ч е 
с к и е з а д а ч и на п о с т р о е н и е по р о д у к р и в ы х , которые 
чертятся при их решении, или по с в о й с т в у и н с т р у м е н т о в , 
употребляемых для черчения кривых и, следовательно, для реше
ния задач. 

Сообразно с этим можно, как мы знтем, говорить о геоме
трических задачах на построение, решаемых с помощью проведения 
оаних лишь прямых линий (стр. 70 и след.) или одних окруж
ностей (стр. 87 и след.). 

Можно говорить о задачах, которые разрешимы, например, 
с помощью проведения прямых линий, окружностей и одной 
конхоиды. 
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Можно также вести речь о Геометрии прямых линий, цир^ 
куля, эллиптического циркуля и т. д. 

4. К а ж д а я г е о м е т р и ч е с к а я з а д а ч а , д л я к о т о р о й 
в о о б щ е с у щ е с т в у е т р е ш е н и е , м о ж е т б ы т ь р е ш е н а 
п о с т р о е н и е м , но не с п,о м о щ ь ю в с я к о г о и н с т р у 
м е н т а . 

Трисекция угла, например, не может быть строго выполнена 
с помощью циркуля и линейки, но, как мы скоро докажем, вы
полняется с помощью, высших средств решения. 

Итак, не с у щ е с т в у е т а б с о л ю т н о н е р а з р е ш и м ы х 
з а д а ч , но е с т ь л и ш ь о т н о с и т е л ь н о н е р а з р е ш и 
мые *. 

Греки допускали только циркуль и линейку в качестве средств 
решения, поэтому многие задачи были неразрешимыми, как, напри
мер, знаменитые задачи о трисекции угла, удвоении куба, квадра
туре круга. 

Но все эти задачи могут быть решены построением, даже 
задача о квадратуре круга, сводящаяся к построению отрезка, 
равного по длине данной окружности. Эта задача не может быть 
строго решена циркулем и линейкой, даже и эллиптическим цир
кулем; она разрешается лишь с помощью инструмента, чертящего 
трансцендентные кривые, как, например, и н т е г р а ф Абданк 
-Абакановича. 

§ 30. Визуальные задачи первой и второй степени 
А) Визуальные задачи первой степени 

1. Э т и з а д а ч и не и з м е н я ю т с в о е г о с л о в е с н о г о 
в ы р а ж е н и я п р и п р о е к т и р о в а н и и , не т р е б у ю т н и к а 
к о г о и з м е р е н и я о т р е з к о в или у г л о в и, б у д у ч и ре
ш а е м ы в ы ч и с л е н и е м , п р и в о д я т к у р а в н е н и я м пер
вой с т е п е н и . 

На основании последнего соображения они во всяком случае 
имеют о д н о р е ш е н и е , если они не распадаются в ряд других 
линейных задач. 

Их решение требует только операций проектирования и пе
ресечения; они поэтому разрешимы с помощью проведения одних 

* Ф. Энрикес, там же, стр. 268. 
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лишь прямых линий, ибо применение конического сечения во вся
ком случае дало бы два решения. 

Наоборот, относительно к а ж д о й г е о м е т р и ч е с к о й за
д а ч и на п о с т р о е н и е , к о т о р а я и м е е т т о л ь к о о д н о 
р е ш е н и е и я в л я е т с я в и з у а л ь н о й , так что не изменяет 
своего словесного выражения при проектировании и не требует 
никакого измерения, можно у т в е р ж д а т ь , ч т о о н а р а з р е 
шима с п о м о щ ь ю п р о в е д е н и я о д н и х л и ш ь п р я м ы х 
л и н и й . ! 

2. Н о в е й ш а я Г е о м е т р и я з н а е т м н о г о в и з у а л ь 
ных з а д а ч п е р в о й с т е п е н и . 

Например, построение по трем данным точкам четвертой гар
монической; пополнение двух проективных рядов точек или пучков 
лучей,когда даны три пары соответственных элементов; пополнение, 
проективных плоских систем, когда даны четыре пары соответствен
ных элементов; определение второй точки пересечения прямой, исхо
дящей из известной уже точки конического сечения, с этим сече
нием, заданным пятью элементами; определение четвертой точки 
пересечения двух конических сечений, если уже известны три точки 
пересечения. 

Все эти задачи визуальные, имеют только одно решение и 
поэтому могут быть решены с помощью проведения одних прямых 
линий. 

Следует заметить, что не каждая п р о е к т и в н а я задача 
(стр. 153), имеющая только одно решение, также может быть 
решена с помощью проведения одних прямых линий. 

Пусть, например, будут даны три точки некоторого ряда; 
требуется определить четвертую точку этого ряда так, чтобы 
двойное'отношение, образованное ею с тремя данными точками, 
равнялось двум. 

Эта задача будет проективной, но не визуальной; она не 
может быть решена с помощью проведения одних прямых линий, 
если не дан абсолют плоскости. 

3. Мы не станем вдаваться в подробности решения линейных 
визуальных задач, так как они относятся к проективной Геометрии. 
Мы лишь рассмотрим некоторые из этих з а д а ч и укажем их ре
шение, которое во всех задачах основано на теореме о перспек
тивно расположенных треугольниках (стр. 57). 
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194] Даны две прямые линии а, и' и точка Р; требуется 
провести прямую х через точку Р и через недоступную точку 
пересечения обеих данных прямых. 

Решение выполняется согласно фигуре 130 или 131. На пер
вой фигуре прямая я и точки А, В произвольны; на второй фи
гуре произвольными являются прямые я, к, I и точка 5. 

•н 

Фиг. 130 

195] Даны две пары прямых аа\ ЬЬ', причем точки пересе
чения а Х я ' , Ь X Ъ' лежат вне эпюра чертежа (фиг. 132); тре
буется построить прямую, соединяющую обяе эти точки. 

Фиг. 131 

С этой целью на второй диагонали четырехсторонника аа'ЬЬ' 
берут произвольную точку б1, проводят через нее прямые к, g и 
рассматривают получившиеся перспективно расположенные тре
угольники. 

Точки А м В лежат на искомой прямой х. 
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196] Прямая g, лежащая вне эпюра чертежа, задана двумя 
парами прямых а, а' и Ь, Ьг (фиг. 133), сверх того дана прямая с, 

Фиг. 132 

пересекающая прямую g в точке Р, лежащей вне эпюра; требуется 
построить вторую прямую с', проходящую через Р. Соединяют 

Р 

J 
Фиг. 133 

точки aXb и a'Xb' (фиг. 133), берут на этой прямой произволь
ную точку S и строят с', как сторону треугольника, который на
ходится в перспективе относительно треугольник» abc и точки S. 
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В) Визуальные задачи второй степени 

1. Э т и з а д а ч и т р е б у ю т л и ш ь в о с с т а н о в л е н и я 
о т н о с и т е л ь н о г о п о л о ж е н и я и с к о м о й ф и г у р ы и, бу
д у ч и р е ш а е м ы в ы ч и с л е н и е м , п р и в о д я т к у р а в н е 
н и я м п е р в о й и в т о р о й с т е п е н и ; о н и не и з м е н я ю т 
с в о е г о с л о в е с н о г о в ы р а ж е н и я при п р о е к т и р о в а н и и 
и не т р е б у ю т н и к а к о г о и з м е р е н и я о т р е з к о в или 
у г л о в . 

Так как каждое уравнение второй степени имеет два решения, 
то и каждая задача второй степени, если она не распадается на
большее число задач второй степени, имеет только д в а р е ш е 
ния, которые, однако, могут и совпасть или быть мнимыми. 

Поэтому говорят также: Г е о м е т р и ч е с к и е з а д а ч и вто 
р о й с т е п е н и и м е ю т л и б о два р е ш е н и я , л и б о о д н о , 
л и б о с о в с е м р е ш е н и й не и м е ю т " . 

В и з у а л ь н ы м и з а д а ч а м и в т о р о й с т е п е н и б у д у т , 
н а п р и м е р , с л е д у ю щ и е : определение точки пересечения пря
мой с коническим сечением, заданным пятью точками; построение 
касательной из данной точки к коническому сечению, заданному 
пятью точками; построение остальных точек пересечения двух ко
нических сечений, если известны две их общие точки; построение 
двойных точек двух проективных рядов, расположенных на одной 
прямой и заданных тремя парами соответственных точек; построе
ние двойных точек инволюции, заданной двумя ее парами точек, 
или (иными словами) определение такой пары точек прямой, которые 
гармонически разделяются двумя парами точек той'же прямой, и т. д. 

2. Все визуальные задачи на построение второй степени мо
гут быть сведены (как мы докажем) к следующей задаче: 

М е ж д у д в у м я р я д а м и т о ч е к , р а с п о л о ж е н н ы м и 
на н а ч е р ч е н н о м к о н и ч е с к о м с е ч е н и и К (фиг. 134), 
у с т а н о в л е н а п р о е к т и в н а я з а в и с и м о с т ь , з а д а н н а я 
т р е м я п а р а м и с о о т в е т с т в е н н ы х т о ч е к А А', ВВ\ СС; 
т р е б у е т с я о п р е д е л и т ь д в о й н ы е э л е м е н т ы X и У 
( т о ч к и , о т в е ч а ю щ и е с а м и с е б е ) э т о й п р о е к т и в н о й 
з а в и с и м о с т и . 

Для получения этих точек проектируют, как известно, оба 
расположенные на К ряда точек соответственно из Л и Л' и 
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строят таким путем два проективных пучка, которые находятся в 
перспективном положении друг к другу, так как они имеют общий 
луч АА', отвечающий сам себе. 

Поэтому соответственные лучи этих двух пучков пересекаются 
в точках некоторой прямой х, которая с удобством может быть 
использована для пополнения обоих 
рядов точек. 

Легко видеть, что точки пе
ресечения 5 с К и будут искомыми 
точками X,' У. 

К решенной выше задаче сво
дится, как известно, определение 
двойных элементов двух проектив
ных рядов точек, расположенных 
на одной прямой, а следователь
но, и определение точек пересе
чения прямой линии с коническим 
сечением, заданным пятью его ф и г . 134 
элементами. 

Ранее упомянутые задачи также могут быть сведены к этой 
задаче. 

3. К а ж д а я в и з у а л ь н а я з а д а ч а в т о р о й с т е п е н и 
м о ж е т б ы т ь р е ш е н а с п о м о щ ь ю п р о в е д е н и я о д н и х 
л и ш ь п р я м ы х л и н и й , е с л и в п л о с к о с т и ч е р т е ж а д а н о 
п о с т о я н н о е к о н и ч е с к о е с е ч е н и е К 107). 

Для решения каждой визуальной задачи второй степени можно 
лишь проводить прямые, определять конические сечения, строить 
точки пересечения прямых с прямыми же и с коническими сече
ниями, производить операции проектирования и пересечения. 

Но построение точек пересечения прямой с коническим сече
нием, заданным пятью его элементами, всегда может быть сведено 
к основной задаче пункта 2 и, при пользовании коническим сече
нием К, может быть выполнено путем проведения одних лишь 
прямых линий. 

Поэтому каждую визуальную задачу второй степени можно 
решить, проводя одни лишь прямые линии, если в плоскости на
черчено коническое сечение, например, окружность, причем нет 
надобности знать ее центр (ср. стр. 83). 
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4. К а ж д а я в и з у а л ь н а я з а д а ч а в т о р о й с т е п е н и 
м о ж е т б ы т ь , т а к и м о б р а з о м , о к о н ч а т е л ь н о с в е д е н а 
к о п р е д е л е н и ю д в о й н ы х э л е м е н т о в д в у х п р о е к т и в 
н ы х н а л о ж е н н ы х д р у г н а д р у г а р я д о в т о ч е к . 

О т с ю д а в ы т е к а е т ч р е з в ы ч а й н о о б щ и й м е т о д 
р е ш е н и я т а к о г о р о д а з а д а ч , т а к н а з ы в а е м ы й „ м е т о д 
и с п ы т а н и я " . 

Мы разъясним его на примере: 
Пусть б у д у т даны три прямые glt g2, gs и три точки / , 2, 3 

(фиг. 135); требуется начертить треугольник ХУШ так, чтобы вер
шины его лежали соответ
ственно на прямых glt g2, 
g3, а стороны п р о х о д и л и 
соответственно через точки 
/ , 2, 3. 

Берут на gt произволь
ную точку Ах, проектируют 
ее из / на g2 в точку А2, 
затем А2 из 2 на ^ а в точку 
А3 и А3 из 3 на gt в точку Л 4 . 

Если точка Л 1 описы
вает прямую glt то А2 про-

Фиг. 135 бегает ряд точек на g2, на

ходящийся в перспективе по 
отношению к ряду точек на g1} А3 пробегает ряд точек на g3, 
перспективно расположенный в отношении g2, наконец, Л 4 — ряд 
точек на gx, перспективный относительно g3. 

Ряды точек, которые пробегаются на gv точками Ал и Л 4 , 
б у д у т , следовательно, проективными; искомые точки X являются 
двойными точками этой проективной зависимости, и б о , если At сов
падет с Аг, то мы б у д е м иметь решение задачи. 

З а д а ч и д л я у п р а ж н е н и я . 

197] Даны два треугольника ABC и DEF; требуется построить 
новый треугольник XYZ, вписанный в треугольник ABC и опи
санный около треугольника DEF. 

198] Даны коническое сечение и три точки; требуется впи
сать в коническое сечение треугольник так, чтобы стороны е г о 
проходили через данные точки. 
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199] Даны коническое сечение и три прямые; требуется по
строить такой треугольник, который был бы описан около кони
ческого сечения и вершины которого лежали бы на данных прямых. 

З а м е ч а н и е . Хотя с. помощью начерченного конического 
сечения можно решить каждую визуальную задачу второй степени, 
проводя одни лишь прямые линии, но нельзя решить ни одной 
метрической задачи. 

Так, например, этими средствами нельзя разделить пополам 
отрезок, провести параллельную прямую, опустить перпендикуляр. 

§ 31. Метрические задачи первой и второй степени 

1. Таковы геометрические задачи на построение, которые, 
при решении их путем вычисления, приводят к уравнениям соот
ветственно первой или второй степени, и в которых, между про
чим, идет речь и об измерении. 

Л и н е й н ы м и м е т р и ч е с к и м и з а д а ч а м и являются, на-, 
пример, следующие: разделить пополам отрезок; провести прямую, 
параллельную к данной; опустить перпендикуляр, и т. д. 

Эти задачи имеют только одно решение, так как они зависят 
от линейного уравнения. О д н а к о , о н и н е р а з р е ш и м ы п у т е м 
п р о в е д е н и я о д н и х п р я м ы х л и н и й , к о л ь с к о р о не д а н 
а б с о л ю т п л о с к о с т и . 

К м е т р и ч е с к и м з а д а ч а м в т о р о й с т е п е н и отно
сятся, например, следующие: деление пополам угла; перенесение 
отрезка; определение точек пересечения прямой с окружностью, 
заданной ее центром и радиусом, и т. д. 

Все эти задачи имеют два решения (которые могут также 
совпасть или быть мнимыми), так как они зависят от квадратных 
уравнений; они не могут быть решены путем проведения одних 
прямых, даже при пользовании начерченным коническим сечением, 
коль скоро не дан абсолют плоскости. 

2. Но, согласно § 28, каждое ' метрическое свойство можно 
рассматривать, как визуальное, если поставить в связь с фигурой 
абсолют плоскости. 

Две параллельные прямые определяют бесконечно удаленную 
точку, две пары параллельных прямых (параллелограмм) определяют 
бесконечно удаленную прямую. 

Адлер 11 
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Если дан начерченный квадрат, то им определяется бесконечно 
удаленная прямая, а также и мнимые циклические точки. Именно, 
они гармонически разделяются каждыми двумя смежными сторонами 
квадрата, а также его диагоналями; след., они вполне определены. 

И т а к , н а ч е р ч е н н ы й к в а д р а т о п р е д е л я е т б е с к о 
н е ч н о у д а л е н н у ю п р я м у ю и м н и м ы е ц и к л и ч е с к и е 
т о ч к и , т. е. а б с о л ю т п л о с к о с т и . 

П о э т о м у , е с л и д а н к в а д р а т , то к а ж д у ю л и н е й 
н у ю м е т р и ч е с к у ю з а д а ч у м о ж н о р а с с м а т р и в а т ь , к а к 
в и з у а л ь н у ю л и н е й н у ю з а д а ч у и решить ее с помощью 
проведения одних прямых линий (§ 12). 

Если начерчена окружность и дан ее центр, то тем самым 
дан абсолют плоскости; именно, бесконечно удаленная прямая есть 
поляра центра в отношении окружности, а мнимые циклические 
точки являются точками пересечения окружности с определенной 
таким образом бесконечно удаленной прямой. 

Начерченной окружности без центра достаточно, согласно § 30. 
для решения каждой визуальной задачи второй степени путем про
ведения одних прямых линий; если же кроме самой окружности 
дан и центр ее, то каждая метрическая задача второй степени 
может быть рассматриваема, как визуальная, и поэтому может быть 
решена с помощью проведения одних лишь прямых линий; резуль
тат этот нами был получен уже раньше во II главе. 

Е с л и н а ч е р ч е н ы к о н и ч е с к о е с е ч е н и е и к в а д р а т , 
то можно каждую визуальную и метрическую задачу второй сте
пени решить путем проведения одних лишь прямых; того же можно 
достигнуть и с помощью начерченного конического сечения, если 
даны его центр и один из фокусов (§ 13). 

З а д а ч и д л я у п р а ж н е н и я . 
200] Даны две параллельные прямые а, а' и точка Р; 

построить проходящую через Р прямую, параллельную а и а', 
проводя одни лишь прямые линии. (Ср. фиг. 130, 131). (Бесконечно 
удаленная точка рассматривается, как точка, лежащая вне эпюра). 

201] Даны две пары параллельных прямых аа\ bb', т. е. 
параллелограмм; сверх того даны прямая с и точка Р; построить 
прямую с', проходящую через Р и параллельную с, проводя одни 
лишь прямые линии. (Ср. фиг. 133. Бесконечно удаленная прямая 
рассматривается, как лежащая вне эпюра). 
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202] По известной теореме проективной Геометрии, три пары 
противоположных сторон полного четырехугольника 1234 пере
секают каждую прямую 5 в трех парах точек Л и Л', В и В', 
С и С некоторой инволюции (фиг. 136). С другой стороны, из
вестно следующее: 

„Если каждые два взаимно перпендикулярные луча а и а', 
Ь и Ъ'', с и с', . . . некоторого пучка отнести один к другому, то 
лучи пучка образуют инволюцию 

Но инволюция определяется двумя парами ее элементов; по
этому, если луч а перпендикулярен к а', луч Ъ перпендикулярен 
к Ъ', то луч с', перпендикулярный к с, может быть, согласно фи
гуре 136, построен л и н е й н о . 

(Берут произвольную прямую 5 и точку 2 на с; строят затем 
точки 3, 4. Ср. § 27). 

203] Даны квадрат, прямая и, сверх того, точка Р; про
вести через Р перпендикуляр к g, пользуясь лишь прямыми ли
ниями. (Решается с помощью предыдущей задачи. Ср. § 12). 

204] Даны квадрат, три точки А, В, С и прямая g, прохо
дящая через Л; проводя одни лишь прямые линии, определить 
вторую точку пересечения прямой ^ с окружностью, проходящей 
через Л, В, С. 

§ 32. Графическое решение уравнений второй степени 

Если обратиться к вычислению, то каждая геометрическая 
задача второй степени требует решения уравнений второй степени, 
коэффициенты которых получаются из известных величин с по
мощью рациональных операций и извлечений квадратных корней. 

^3. 

Фиг. 136 
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Если при решении некоторой геометрической задачи путем 
вычисления приходят к квадратному уравнению 

(1) х1 + тх + п = О, 

то либо коэффициент т должен быть известным отрезком и п — 
квадратом некоторого отрезка, либо же т и п будут числами, 
когда какой-либо отрезок принят за единицу; само х может быть 
найдено в виде отрезка путе̂ м построения выражения 

(2, , _ _ - . ± 1 / « Г 7 . 

Если в качестве средств построения для решения уравнения (1) 
дан только ц и р к у л ь или л и н е й к а о д в у х п а р а л л е л ь н ы х 
к р а я х (две параллельные прямые на постоянном расстоянии), то 
строят найденное значение для х с помощью этих средств решения 
по ранее данным правилам. 

Мы не станем ближе исследовать оба эти случая, но вместо 
этого мы подробнее рассмотрим решение квадратного уравнения 
с помощью Штейнеровой окружности и с помощью прямого угла. 

1. Решение квадратного уравнения проведением одних лишь 
прямых линий при пользовании начерченною окружностью 

Пусть будет дано для решения уравнение 

(3) х1 ~рх + д = 0, ' 

где р и д суть рациональные числа. В данной вспомогательной окруж
ности К радиуса 1 (фиг. 137) проведем диаметр АВ, построим на 
его концах касательные к К и определим на них точки С и О 

4 ~ - а 
так, чтобы АС— и £Ш = — по абсолютной величине и по 

Р Р 
знаку, причем положительное направление для обеих касательных 
мы выбираем одно и то же'. 

Прямая СО (фиг. 137) пересекает окружность в двух точках 
Е к Р, которые, будучи проектируемы из А, дают точки Х1У Х2; 
мы докажем, что ВХ^хх, ВХ\ — хг суть искомые корни урав
нения (3). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Приняв х , , х.г, следовательно, и точки 
X,, Хг за данные, определим отсюда отрезки АС и ВО нашей фигуры. 
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Из нее следует, что 

В треугольнике AFC 

Л = 9 0 - а 2 и i * / 7 = 9 0 - « , , 
поэтому 

— = AFcosa, 
sin (a,-f- а 2 ) 

Из треугольника AFB получается 

ÁF — 2 cos a,; 

2 2 cosa, cosa2 

í i ü  — —.- -

поэтому 
AC 

sin (a, + a4) igax + tga 2 + хг 

Аналогично издреугольника DBE, в котбром 

<v fí  = a, и f = a 2 , следует, что 
gf)_ ^ S I N A 2 _ 2 sin a, sina 2 _ 

sin (al4ra1) ч sin (a,-j-a2) 

tga,-f tga 2 x ,+ .v 2 
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Но хх и xt суть корни уравнения: 

х2 — рх -f- q — 0; 
поэтому 

хх-\-х2 — р и xlx2 = q, 
так что 

4 - q АС = - - и BD= 4 , 
Р Р 

что и требовалось доказать. 
З а м е ч а н и е . С помощью Штейнеровой окружности, как 

известно, можно (глава II) умножать отрезки и делить их, проводя 
одни лишь прямые. 

Поэтому, если р и q суть рациональные числа, то отрезки 
4 q 

и -— могут быть построены с помощью одних прямых линий. 
p p. 

Корни уравнения определяются отрезками ВХ, и ВХ%. Если 
желают найти их числовые значения, то необходимо определить 
отношения этих отрезков к радиусу окружности. 

При этом прежде всего узнают, сколько раз радиус круга 
укладывается в BXit затем делят радиус на десять равных частей 
и определяют, сколько раз может быть 'отложена ^ радиуса; 
в случае надобности определяют еще, сколько раз укладывается 
ion радиуса. 

2. Определение корней уравнения второй степени с помощью 
прямого угла 

Пусть для решения будет дано уравнение 

(4) а1х'2 4-а 2д;-f-а 3 = О, 

где а1; аг, аг суть целые числа (в частности а, есть положительное 
целое число). 

1. Мы прежде всего будем различать два случая: 
, а) К о э ф ф и ц и е н т а а б у д е т п о л о ж и т е л ь н ы м , и м е я , 

т а к и м о б р а з о м , т о т же з н а к , что , и aj. 
В этом случае чертят прямоугольную ломаную линию ABCD 

(фиг. 138), стороны которой по порядку пропорциональны коэф
фициентам а,, а.2, аг, причем CD имеет направление, противопо
ложное направлению АВ. 
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Если теперь провести прямую АЕ, наклоненную к АВ под 
произвольным углом о), и ЕЕ перпендикулярно к АЕ и положить 
1£ 0) = х, то 

ВЕ = а1х, 

СЕ — ахх 4- а.,, 

СЕ = {а^-\-а2) х, 
ЕВ — ахх2 4- а2х 4- я 3 . 

А 

Фиг. 188 

Если F совпадает с D, то 

и тогда tg со будет корнем уравнения. 
На чертеже tg со, и tg со2 (с отрицательным знаком) суть 

корни уравнения, так как прямоугольные ломаные линии AXXD 
и AX2D заканчиваются в D. 

Такого рода р а з р е ш а ю щ у ю ломаную линию легко по
строить с помощью прямого угла: 

Его помещают в плоскости чертежа так, чтобы стороны его 
проходили через А и D, а вершина лежала на прямой ВС (в слу
чае надобности — на ее продолжении). Тогда корнями уравнения 
будут 
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/?) С в о б о д н ы й ч л е н а3 д а н н о г о д л я р е ш е н и я 
у р а в н е н и я б у д е т о т р и ц а т е л ь н ы м , и м е я з н а к , о б р а т 
ный з н а к у а1. 

В этом случае чертят прямоугольную ломаную линию, со 
сторонами а,, а2, а3, причем отрезки а, и а 8 одинаково напра
влены (фиг. 139). 

Если построить на АВ произвольный угол со и провести РЕ 
перпендикулярно к АЕ, то положив снова tgft) = x, получим: 

ВЕ = агх, 

СЕ = ахх ~\-а2, 

ЕО = агх- А- а2х Аг аг 

(число а3 будет отри
цательным). 

Определение кор
ней уравнения требует 
построения разрешаю
щей ломаной линии. 
Этого можно достиг
нуть, поместив прямой 
угол в плоскости чер

тежа так, чтобы стороны его проходили через А и £), а вершина 
его лежала на неограниченной прямой ВС. 

2. Оба случая а) и /?) могут быть объединены следующим 
правилом: 

„ Ч е р т я т л о м а н у ю л и н и ю , с т о р о н ы к о т о р о й 
р а в н ы к о э ф ф и ц и е н т а м п р е д л о ж е н н о г о у р а в н е н и я 
( п р и н и м а я н е к о т о р ы й у д о б н о в ы б р а н н ы й о т р е з о к 
за е д и н и ц у ) ; д в е п е р в ы е с т о р о н ы в з а и м н о п е р п е н 
д и к у л я р н ы , в о с т а л ь н о м их в з а и м н о е р а с п о л о ж е н и е 
м о ж н о в ы б и р а т ь п р о и з в о л ь н о ; трет .ья же с т о р о н а 
л о м а н о й л и н и и д о л ж н а и м е т ь н а п р а в л е н и е , с о в п а 
д а ю щ е е с н а п р а в л е н и е м п а р а л л е л ь н о й ей п е р в о й 
с т о р о н ь^ или п р о т и в о п о л о ж н о е е м у — в з а в и с и м о 
сти от т о г о , и м е ю т ли к о э ф ф и ц и е н т ы а, и ^ " п р е д 
л о ж е н н о г о у р а в н е н и я н е о д и н а к о в ы е или о д и н а к о 
в ы е з н а к и". 

Фиг. 139 
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Если разрешающие ломаные линии найдены, то определение 
знаков найденных значений требует еще внимания: 

Для угла со за положительное должно принимать то напра
вление, исходя от АВ, при котором угол со = 270° отвечает по
ложительному направлению прямой ВС, причем это положитель
ное направление указывается отрезком ВС или СВ, смотря по тому, 
будет ли коэффициент а 2 положительным или отрицательным. 

З а м е ч а н и е . Если пользуются прямым углом, как един
ственным инструментом черчения, то, как известно, можно проводить 
параллельные прямые, опускать перпендикуляры, умножать и делить 
отрезки (§ 24). 

Можно, следовательно,, построить с помощью этого инстру
мента и ломаную линию АВСй, которая „ представляет * трехчлен 
а1х^-\-а2х + о 3 , коль скоро а,, а 2 , о 3 суть рациональные числа. ' 

Разрешающие ломаные разыскиваются опять-таки при исклю
чительном пользовании прямым углом. Численное определение кор
ней может также быть произведено при помощи одного лишь 
прямого угла. 



VI. Г Л А В А 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВА НЕВОЗМОЖНОСТИ 

§ 3 3 . В в е д е н и е 
1. В предыдущих главах мы неоднократно говорили о невоз

можности выполнить построение данными средствами решения. 
Мы упоминали, например, что для решения квадратных задач 

на построение с помощью постоянной окружности и односто
ронней линейки, кроме самой окружности, необходимо иметь 
еще и центр ее, и что, в частности, невозможно путем прове
дения одних лишь прямых линий разделить отрезок пополам или 
провести параллельную прямую, если центр Шгейнеровой окруж
ности не дан. 

Мы упоминали, что невозможно также построить неизвестный 
центр начерченной окружности путем проведения одних лишь пря
мых линий. 

Далее, нами было упомянуто, что не в с е геометрические 
задачи на построение второй степени могут быть решены с по
мощью проведения прямых линий и перенесения отрезков, что, на
пример, таким путем не может быть построено выражение Уа2—Ь*, 
где а и Ь — данные отрезки. 

2. Строгое доказательство всех этих утверждений является 
настоятельным требованием нашей любознательности, ибо наше 
стремление к познанию может быть удовлетворено лишь тогда, 
когда мы либо получаем полное решение задачи или строгое до
казательство теоремы, либо же нами ясно понято основание невоз
можности достижения успеха и вместе с тем стала понятной не
обходимость неудачи*. 

* Гильберт, „Grundlagen der Geometrie", стр. 82. 



§ 34. АБСОЛЮТ п л о с к о с т и 171 

Поэтому мы исчерпаем в настоящей главе вопросы, которые 
нами были упомянуты выше, и затем докажем еще, что каждая 
задача, которая, при решении ее путем вычисления, приводит к 
геприводимым уравнениям третьей степени (как, например, три
секция произвольного угла и удвоение куба), не может быть строго 

у решена путем проведения прямых линий и описывания окружностей. 

§ 34. О невозможности определить абсолют плоскости с 
помощью визуальных чертежных операций 

1. Под визуальной чертежной операцией разуме от проведение 
прямых линий, пересечение прямых между собой и с другими дан
ными фигурами, которые могут быть также кривыми линиями, на
пример, коническими сечениями и т. д.; исключаются всякие виды 
измерения. 

При этом мы предполагаем также, что данные начерченные 
фигуры не определяют абсолюта плоскости, как это, например, 
имеет место в том случае, когда дана окружность и ее центр. 

2. С помощью проведения прямых линий, пересечения и 
проектирования бесконечно удаленная прямая и абсолютная инво
люция на ней (с циклическими точками в качестве двойных точек) 
не могут быть определены. 

В самом деле, еслибы мы могли определить абсолют плос
кости или, по крайней мере, бесконечно удаленную прямую путем 
проведения одних лишь прямых линий, то можно было бы все вы
полненное таким образом построение спроектировать на вторую 
плоскость так, чтобы бесконечно удаленная прямая перешла в 
с о в е р ш е н н о п р о и з в о л ь н у ю п р я м у ю g, а абсолютная 
инволюция Ух, У2 — в данную (мнимую) инволюцию на g. 

При посредстве т е х же о п е р а ц и й , с помощью которых 
находят бесконечно удаленную прямую на первом чертеже, можно 
было бы построить с о в е р ш е н н о п р о и з в о л ь н у ю прямую g•, 
таким образом, оказалось бы возможным с помощью д а н н о й 
о п е р а ц и и найти не только некоторую о п р е д е л е н н у ю , но и 
п р о и з в о л ь н у ю прямую плоскости, что невозможно 1 0 8). 

3. Б е с к о н е ч н о у д а л е н н а я п р я м а я в ч и с т о й Г е о 
м е т р и и п о л о ж е н и я , которая трактует только о зависимостях, 
связывающих положение, но не о результатах измерения, не за
н и м а е т в о в с е и с к л ю ч и т е л ь н о г о м е с т а ; она является 
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г такой же прямой, как и всякая другая, ибо путем проектирования 
она может быть переведена во всякую другую прямую. 

Бесконечно удаленная прямая не может быть определена с 
помощью проектирования и пересечения без всякого пользования 
измерением; она не может входить ни в какие визуальные соотно
шения с фигурами, не содержащими никакого измерения. 

4. Поэтому представляется также невозможным разделить по
полам отрезок с помощью проведения одних прямых линий, ибо в 
противном случае можно было бы определить бесконечно удален
ную прямую с ггбмощью визуальных операций, что, согласно вы
шесказанному, невозможно. 

Равным образом, невозможно найти путем проведения одних 
прямых линий центр начерченной окружности, ибо тогда абсолют 
плоскости оказался бы найденным с помощью визуальных операций, 
чего быть не может. 

5. Если дано начерченное коническое сечение, то хотя прове
дением прямых линий могут быть решены все визуальные задачи 
второй степени (стр. 159), но не может быть решена ни одна 
метрическая задача, например, не может быть разделен пополам 
отрезок, ибо в противном случае путем, визуальных операций 
был бы определен абсолют плоскости. Но абсолют плоскости не 
может входить ни в какие визуальные соотношения с коническим 
сечением, которое задано только своим контуром. 

Но если, кроме окружности, известен ее центр или квадрат, 
или же, кроме конического сечения, даны его центр и один из 
фокусов, то тем самым дается абсолют плоскости, и тогда всякая 
задача первой и второй степени разрешима с помощью проведения 
одних лишь прямых линий (стр. 162). 

§ 35. Доказательство невозможности решить каждую задачу 
второй степени проведением прямых линий и перенесением 

отрезков * 

1. Перенесение отрезков в этом параграфе выполняется с 
помощью эталона длины (отрезка данной длины, которую мы мо
жем принять за единицу, § 26). 

* Hilbert „Grundlagen der Geometrie", 2-е издание, стр. 76, 77. 
См. выноску стр. 129. 
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Будет доказано, что не к а ж д а я квадратная задача может 
быть решена с помощью этих ограниченных средств решения. 

Но прежде всего Мы ответим на вопрос о том, какие задачи 
могут быть решены предложенными средствами. 

2. А н а л и т и ч е с к о е п р е д с т а в л е н и е к о о р д и н а т 
т о ч е к , к о т о р ы е м о г у т б ы т ь п о с т р о е н ы с п о м о щ ь ю 
п р о в е д е н и я п р я м ы х л и н и й и п е р е н е с е н и я о т р е з к о в . 

а) В основание мы кладем прямоугольную систему координат 
и относим-к ней все данные точки при помощи их координат. 

Если Р Х , Р Г и Р ( , Р 4 суть две произвольные данные пары 
точек, то прямые, соединяющие эти пары точек, имеют соответ
ственно уравнения: 

У г - -У1 / ч 

У Л':, • ' Г ' . ^ (х-х3). 
Л 4 Л 3 

Определив координаты точки пересечения этих двух прямых, 
легко заметить, что эти координаты получаются с помощью одних 
лишь рациональных операций из координат точек Р, , Р 2 , Р 3 , Р 4 . 

Если соединить эту точку пересечения с другой данной точ
кой и рассмотреть точку пересечения этой соединительной прямой 
с какой-нибудь другой прямой, определяемой данными точками 
и т. д., то окажется, ч т о к о о р д и н а т ы в с е х т о ч е к , к о т о 
р ы е м о г у т б ы т ь п о с т р о е н ы по д а н н ы м с п о м о щ ь ю 
п р о в е д е н и я п р я м ы х л и н и й , б у д у т ч и с л а м и , к о т о р ы е 
из к о о р д и н а т д а н н ы х т о ч е к м о г у т б ы т ь п о л у ч е н ы с 
п о м о щ ь ю р а ц и о н а л ь н ы х о п е р а ц и й . 

Точно также рационально выражаются через координаты дан
ных точек и у г л о в ы е к о э ф ф и ц и е н т ы этих прямых, напри¬
мер, * = / ! - - " 1 . 

Поэтому, если через одну из данных или построенных уже 
точек провести прямую, параллельную некоторой уже построенной 
прямой, и взять точку пересечения проведенной прямой с другой 
построенной прямой, то координатами этой точки всегда будут 
числа, которые могут быть получены, как результаты применения 
одних только рациональных операций к координатам данных точек. 
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Ь) П е р е н е с е н и е о т р е з к а может быть заменено его 
параллельным перенесением и следующим за .этим вращением ьо-
круг одного из концов. 

П а р а л л е л ь н о е п е р е н е с е н и е требует определения 
Р'(-х'и') точки пересечения прямых, па

раллельных данным прямым, т. е. 
только рациональных операций 
над данными координатами. 

с) Мы т е п е р ь б л и ж е 
р а с с м о т р и м в р а щ е н и е от
р е з к а . 

0- , , , _ Пусть при некоторой тгоямо-
Фиг. 140 угольной системе координат ХОУ 

(фиг. 140) будет дан угол со с 
помощью точки С, имеющей координаты а, Ь, и сверх того точка 
Р с координатами х, у. 

Требуется повернуть эту точку Р вокруг О на угол со и 
определить координаты х', у' полученной таким путем точки Р'. 

У / 

\ ! 

X 

Имеем 
х' = гсоъ (а А- со) = /"СОБ о с о э со — г&т а в т СО. 

А так как 

соэ со = Б1П О) = 

1 ( г - /;2 

то 
то$а = х, г э т а = у, 

, а Ь 
х — - х— у. 

Аналогично находим 
Ъ а 

у = • _- х А- - у; 

Уа* + Ь* Уаг + Ьг~ 
при этом корень берется с положительным знаком. 

Отсюда мы заключаем, ч т о к о о р д и н а т ы х', у' и с к о 
мой т о ч к и Р' м о г у т б ы т ь п о л у ч е н ы и з к о о р д и н а т 
д а н н ы х т о ч е к С, Р п о м о щ ь ю р а ц и о н а л ь н ы х о п е р а 
ц и й и и з в л е ч е н и я к в а д р а т н о г о к о р н я из с у м м ы д в у х 
к в а д р а т о в . 
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с!) Таким образом, если М и Ы суть две точки, которые 
построены помощью проведения прямых линий и перенесения от
резков, то координаты точек М, Ы всегда могут быть получены 
из координат данных точек путем производства рациональных 
операций и извлечений квадратного корня из суммы двух квадра
тов. Это же справедливо и относительно длины отрезка МЫ. 

Итак, мы можем установить теорему: 
„ Е с л и н е к о т о р а я г е о м е т р и ч е с к а я ф и г у р а п о л у 

ч е н а с п о м о щ ь ю о д н о с т о р о н н е й л и н е й к и и э т а л о н а 
д л и н ы , т о к о о р д и н а т ы н а й д е н н ы х т о ч е к д о л ж н ы 
б ы т ь т а к и м и ф у н к ц и я м и к о о р д и н а т д а н н ы х т о ч е к , 
о п р е д е л е н и е к о т о р ы х т р е б у е т п р и м е н е н и я т о л ь к о 
ч е т ы р е х р а ц и о н а л ь н ы х о п е р а ц и й и р а з в е е щ е и з в л е 
ч е н и я к в а д р а т н о г о к о р н я из с у м м ы д в у х к в а д р а т о в ; 
э т и о п е р а ц и и д о л ж н ы п р и т о м п р и м е н я т ь с я к о н е ч н о е 
ч и с л о р а з ' , я 

3. Д о к а ж е м т е п е р ь , ч т о не в с я к а я г е о м е т р и ч е 
с к а я з а д а ч а на п о с т р о е н и е м о ж е т б ы т ь р е ш е н а с 
п о м о ш ь ю н а ш и х о г р а н и ч е н н ы х с р е д с т в р е ш е н и я . 

С этой целью мы построим некоторую определенную об
ласть й алгебраических чисел. 

Мы исходим из числа 1 и применяем к нему и ко всем по
лучающимся числам четыре рациональные операции и пятую опе
рацию У14- со1 | , причем со всякий раз означает некоторое 
число, полученное с помощью этих пяти операций. Самый корень 
мы всегда берем лишь с положительным знаком. 

Эта числовая область, очевидно, содержит координаты и рас
стояния всех точек, которые могут быть получены из двух точек 
(О, 0), (1, 0) отнесенных к некоторой прямоугольной системе 
координат с помощью проведения прямых линий и перенесения 
отрезков 

В частности, в ней содержится отрезок У2, но нет в ней 
отрезка 

5 - 1 2 К 2 2 . 

Действительно, наша область содержит только вещественные 
числа, так как мы начинаем с вещественного числа, а мнимое число 
не может быть получено из вещественных с помощью наших операций. 
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Далее, если со есть какое-нибудь число нашей области, то 
этой же числовой области принадлежит и сопряженное с со алге
браическое число, что прямо вытекает из определения числовой 
области О. 

Наша числовая область й содержит поэтому только такие 
числа, которые сами будут вещественными, и которые будут со
пряжены только с вещественными числами. 

Сопряженным с 5 числом будет число 

/ = У~2~У2 | - 2 . 
Оно мнимое; следовательно, числа и 5 не принадлежат 

числовой области П 109). 
Мы предложим теперь следующую задачу: 
В н е к о т о р о м п р я м о у г о л ь н о м т р е у г о л ь н и к е ги

п о т е н у з а с = 1, о д и н из к а т е т о в а= ]/ 2 ; - - 1 ; т р е 
б у е т с я п о с т р о и т ь в т о р о й к а т е т с п о м о щ ь ю н а ш и х 
о г р а н и ч е н н ы х с р е д с т в р е ш е н и я . 

Оба числа а и с содержатся в области й. Искомый ка
тет есть \2 У'2 2; это число в нашей области И не со
держится. 

С л е д о в а т е л ь н о , з а д а ч а не м о ж е т б ы т ь р е ш е н а 
н а ш и м и с р е д с т в а м и р е ш е н и я , в то время как она легко 
решается при неограниченном пользовании циркулем и линейкой. 

§ 36. Доказательство невозможности строгого решения с 
помощью проведения прямых линий и описывания окруж
ностей геометрической задачи, которая зависит от неприво

димого уравнения третьей степени 

В этом параграфе будет доказано, что с помощью циркуля 
и линейки невозможно строго разрешить геометрическую задачу, 
которая, будучи решаема путем вычисления, оказывается зависящей 
от неприводимого ш ) уравнения третьей степени. 

Для того, чтобы иметь возможность доказать это, мы пред
варительно упомянем о некоторых важных понятиях Алгебры. 

• 1. О б л а с т ь р а ц и о н а л ь н о с т и . 
Над данным числом а и всеми теми числами, которые будут 

получаться, производятся рациональные операции и только они, 
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т. е. числа складываются, вычитаются, умножаются и делятся 
(исключается деление на нуль). 

Таким путем получается бесконечное множество чисел. С о в о-
к у п н о с т ь в с е х ч и с е л , получающихся указанным образом 
из данного числа а, называется о б л а с т ь ю р а ц и о н а л ь н о с т и . 

Таким образом, п о д о б л а с т ь ю р а ц и о н а л ь н о с т и ра
з у м е ю т т а к у ю ч и с л о в у ю о б л а с т ь ( ч и с л о в о й к о р п у с ) , 
ч т о е с л и н а д ч и с л а м и ее п р о и з в о д и т ь р а ц и о н а л ь 
ные о п е р а ц и и , то в р е з у л ь т а т е п о л у ч а ю т с я л и ш ь 
ч и с л а , с о д е р ж а щ и е с я в э т о й о б л а с т и . 

В частности, если а есть рациональное число, то с помощью 
вышеупомянутых "операций получаются все рациональные числа, 
т. е. к о р п у с р а ц и о н а л ь н ы х ч и с е л . 

2. О б о з н а ч и м ч е р е з ^ с о в о к у п н о с т ь в с е х ра
ц и о н а л ь н ы х ч и с е л и ч е р е з а н е к о т о р о е о п р е д е л е н 
н о е р а ц и о н а л ь н о е ч и с л о . 

Если все числа /? г сочетать с У а с помощью рациональных 
операций, и все этим путем полученные числа снова подвергнуть 
рациональным операциям, то получится новая область рациональ
ности которая содержит как часть. 

В область Рг входит число г, = тх 4- я, У а, где яг,, я, суть 
рациональные числа; действительно, число г} получается из чисел 
яг,, я, и У а путем рациональных операций. 

В с е ч и с л а , п р и н а д л е ж а щ и е о б л а с т и /? 2, м о г у т 
б ы т ь п р е д с т а в л е н ы в ф о р м е МА- ЫУа, г д е Л! и Л' п р и 
н а д л е ж а т у ж е о б л а с т и т. е. я в л я ю т с я р а ц и о н а л ь 
н ы м и ч и с л а м и . 

Действительно, все числа области /?2 получатся, если сочетать 
с помощью рациональных операций сначала число ]/ а с числами 
области а затем полученные числа между собою. 

Пусть теперь г1 и г2 будут числа, полученные первым спо
собом; они должны иметь вид: 

гг = яг, 4- я, У а, г, = яг2 4- я а ] / а . 

Складывая числа г, и г2 или вычитая одно из другого, полу
чим результат вида М + N У а; если составить произведение г^.г2, 
то оно снова будет иметь тот же вид. Наконец, если образовать 

Адлер ™ 
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частное --> причем сделать знаменатель рациональным и преобра¬
зованный числитель разделить на него, то снова получится резуль
тат вида М4-Л/]/а, где М и N суть числа области 

Таким образом, можно утверждать: „ Е с л и к о б л а с т и ра
ц и о н а л ь н ы х ч и с е л п р и с о е д и н и т ь н о в о е ч и с л о |/а 
( п р и о б щ и т ь Vа), г д е а е с т ь р а ц и о н а л ь н о е ч и с л о , то 
п о л у ч и т с я н о в а я о б л а с т ь р а ц и о н а л ь н о с т и , и к а ж д о е 
ч и с л о э т о й р а с ш и р е н н о й о б л а с т и р а ц и о н а л ь н о с т и 
м о ж е т б ы т ь п р е д с т а в л е н о в ф о р м е МЛ-КУа, г д е 
М и N с у т ь р а ц и о н а л ь н ы е ч и с л а , т. е. п р и н а д л е ж а т 
и с х о д н о й о б л а с т и р а ц и о н а л ь н о с т и , и, в ч а с т н о с т и , 
м о г у т б ы т ь н у л я м и " . 

3. ^ снова означает область рациональных чисел. 
Если приобщить к ней, например, ] /3, то получится новая 

область /? 2, все числа которой могут быть написаны в форме 
т-\-пУз, где т и п суть рациональные числа. 

Но область /?2

 н е содержит, однако, числа У 5', ибо в про
тивном случае было бы: 

т + п УЗ = 1/5, 

где тип рациональные числа, что невозможно. 
Если к области /? 2 приобщить Уь, то получится новая об

ласть /?3. Все числа этой новой области могут быть (пункт 2) пред
ставлены в виде & 4- /1 /5 , где & и / суть числа, которые принад 
лежат области /?2, следовательно, могут содержать также и УЗ. 

4. Мы снова отправляемся от области /?1 рациональных чисел, 
приобщаем число Уах, где а, — рациональное число, и получаем 
таким путем область /? 3; к ней мы приобщаем число Уа2, причем 
а 2 (но не Уа2) принадлежит к области /?2; в результате получаем 
область рациональности Р 3 . К этой области мы приобщаем ] / я 3 , 
где ав принадлежит области /?8, и т. д. 

Наконец, приобщением У ап-\ мы получим область /?„ и 
дальнейшим приобщением Уап — область #я-н> 

Каждое число последней области имеет при этом форму 
Р-\-яУап> г яе р, с/, а„ принадлежат уже предпоследней области. 

5. Пусть будет дано число г, которое из других данных 
чисел может быть получено с помощью рациональных операций 
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и извлечений квадратного корня, но имеет совершенно произ
вольную форму. 

п " У~а~+\Гь-У7 
Пусть, например, г = ?_ , где а, Ь, с, т, п суть 

Ут-У~п 
рациональные числа. 

С помощью последовательного приобщения квадратных корней 
можно получить из области рациональных чисел область, в которой 
содержится г: 

Если мы приобщим к области /? : рациональных чисел число 
Уь, то новая область Р 2 будет содержать число а-\~УЬ; если мы 
теперь приобщим к области /? 2 число У аАгУЬ и к полученной 
таким образом области Р 3 число Ус, то получим область А?4, в ко
торой содержится числитель дроби г. Если мы затем приобщим к 
области число У~п, то в новой области /?6 будет содержаться 
и т— Уп; наконец, приобщив к /?5 число Ут — Уп, мы получим 
область в которой содержатся числитель и знаменатель числа г, 
а, следовательно, и само число г. 

Таким образом, отправляясь от рациональных чисел, мы по
строили область рациональности, в которой содержится число г. 

6. Теперь мы в состоянии доказать, что уравнение третьей 
степени, не имеющее рациональных корней, неразрешимо в квад
ратных радикалах. 

А) Пусть будет дано уравнение: 
(1) х3-\-ах = Ь, 

где а и Ь суть рациональные числа. Это уравнение, как известно, 
имеет три корня х1; х2, х3; коэффициент при х2 есть нуль, следо
вательно, должно иметь место равенство: 

(2) х1+х2 + х3 = 0. 

Мы д о п у с т и м т е п е р ь , ч т о ни о д и н из э т и х к о р 
ней не б у д е т р а ц и о н а л ь н ы м , и д о к а ж е м , ч т о т о г д а 
ни о д и н из них не м о ж е т б ы т ь п р е д с т а в л е н ц е п ь ю 
к в а д р а т н ы х р а д и к а л о в . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы дадим н е п р я м о е доказательство. 
Допустим, что один из трех корней, например, АГ1, в ы р а ж а е т с я 
с п о м о щ ь ю к в а д р а т н ы х р а д и к а л о в . 
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Тогда, согласно 5, путем приобщения квадратных радикалов 
может быть построена область рациональности, в которой содер
жится хх. Если ] / / есть последний из приобщаемых ' П р и этом 
радикалов, то 
(3) хх = т А- п 

где т, п и /, согласно 5, должны принадлежать предшествующей 
области рациональности. 

Если подставить это значение х в равенство (1), то полу
чится: 
(4) М+ Л/ ] / 7 = 0, 
где 

М = т3 + Зтп21 -{-ат — Ь, N = Зт-п 4- пН А- ап. 

М, /V, / принадлежат, таким образом, предшествующей области 
рациональности; ]/~ I ей не принадлежит; поэтому \/~ 1 не может 

М 
равняться — ^ г -

Следовательно, равенство (4) может иметь место только в 
том случае, если М = 0 и N = 0. Тогда уравнение (1) удовлетво
ряется и значением 
(5) • х 2 = т — п У I, 

в чем можно убедиться вычислением. 

Из равенства (2) вытекает далее, что 

(6) х , = — ( д : 1 + х 8 ) = — 2 т . 

Э Т О Т результат можно так выразить: 
Е с л и о д и н из к о р н е й у р а в н е н и я (1), допустим х1У 

м о ж е т б ы т ь в ы р а ж е н с п о м о щ ь ю к в а д р а т н ы х р а д и 
к а л о в , то п у т е м п р и о б щ е н и я к в а д р а т н ы х р а д и к а л о в 
м о ж е т б ы т ь о б р а з о в а н а о б л а с т ь , к о т о р о й п р и н а д 
л е ж и т хх\ т о й же о б л а с т и д о л ж е н п р и н а д л е ж а т ь и 
д р у г о й к о р е н ь у р а в н е н и я ; т р е т и й же к о р е н ь х3 п р и 
н а д л е ж и т т о г д а п р е д ш е с т в у ю щ е й о б л а с т и . 

Но так как х.А принадлежит предпоследней области, то с 
помощью аналогичных умозаключений выведем, что либолг1( либо дг2 

принадлежит предпоследней области, а оставшийся корень отно-
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сится к области, ей предшествующей, и т. д. Наконец, таким 
путем придем к области рациональных чисел. 

Таким образом, мы видим, что допущение, будто о д и н и з 
к о р н е й у р а в н е н и я м о ж е т б ы т ь п р е д с т а в л е н с по
м о щ ь ю к в а д р а т н ы х к о р н е й , д о л ж н о б ы т ь о т в е р г 
н у т о , коль скоро уравнение не имеет рациональных корней, что 
именно и было предположено. 

Этим показано, что кубическое уравнение (1) неразрешимо 
в квадратных радикалах, в случае если оно не имеет рациональ
ного корня. 

B) Кубическое уравнение общего вида 

(1) г3 + Аг*+ Вг + С = 0 
с помощью подстановки 

(2) г=гх 3 

может быть представлено в форме: 

(3) х3 4- ах = Ь. 

Таким образом, общее уравнение третьей степени может 
быть представлено в приведенной форме (3) без употребления 
квадратных корней. 

Поэтому общее уравнение и полученное из него приведен
ное уравнение либо о б а о д н о в р е м е н н о имеют по р а ц и о 
н а л ь н о м у к о р н ю , либо о б а его не имеют. 

Следовательно, полученное выше предложение может быть 
формулировано в общем виде: „ К у б и ч е с к о е у р а в н е н и е с 
р а ц и о н а л ь н ы м и к о э ф ф и ц и е н т а м и , не и м е ю щ е е ра
ц и о н а л ь н о г о к о р н я , не м о ж е т быть р а з р е ш е н о в 
к в а д р а т н ы х р а д и к а л а х " . 

C) Необходимо еще показать, как узнать, имеет ли уравне
ние третьей степени с рациональными коэффициентами рациональ
ные корни. 

Это выполняется с помощью легко доказуемого предложения 
Алгебры, которое гласит: „ Е с л и у р а в н е н и е и м е е т и с к л ю 
ч и т е л ь н о ц е л ы е к о э ф ф и ц и е н т ы , и к о э ф ф и ц и е н т при 
н а и в ы с ш е й с т е п е н и н е и з в е с т н о г о р а в е н 4-1, то 
к а ж д ы й р а ц и о н а л ь н ы й к о р е н ь у р а в н е н и я д о л ж е н 
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б ы т ь ц е л ы м ч и с л о м , на к о т о р о е с в о б о д н ы й ч л е н 
д е л и т с я б е з о с т а т к а " . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть будет дано уравнение 

(1) лг» + а , х " - 1 Н г-вп-1 * + = О, 

где а 4 , а2,..., ап суть целые числа. 
р 

Допустим теперь, что рациональное число —- будет корнем 
этого уравнения; при этом можно предполагать, что рад суть 
взаимно простые целые числа. Тогда должно иметь место равенство: 

(2) рп + Й Х р*~1 д + • • • 4- а „ _ 1 рдп-х + апдп = 0. 

Отсюда, путем деления на д, получаем: 

(3) ^ + а, р»-> + • • • + <!„_, рд»~2 + а п Я ^ = 0. 

Все члены, начиная со второго, оказываются целыми числами, 
следовательно, и первый член также должен быть целым числом; 
так как рад суть числа взаимно простые, то это возможно лишь 
в том случае, когда д = \. 

К а ж д ы й р а ц и о н а л ь н ы й к о р е н ь у р а в н е н и я (1) 
б у д е т ц е л ы м ч и с л о м . 

Принимая во внимание, что д равно 1, мы из равенства (2), 
путем деления на р, выведем: 

(4) р п - : + а 1 р п - 2 + . . . + А П _ 1 +
 А ^ = = 0 _ 

Из этого равенства вытекает, что и последний член его должен 
быть целым числом; р, с л е д о в а т е л ь н о , б у д е т д е л и т е л е м 
ч и с Л а ап. 

Отсюда следует: „Если предложено уравнение, у которого 
коэффициент при наивысшей степени неизвестного равен 1 и в 
котором все остальные коэффициенты суть целые числа, то без 
труда можно распознать, имеет ли это уравнение рациональные 
корни или нет. С этой целью отыскивают лишь всех делителей 
абсолютной величины свободного члена и узнают, удовлетворяют 
ли они предложенному уравнению, если дать им положительный 
или отрицательный знак. Если этого не будет, то уравнение совсем 
не имеет рациональных корней". 
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Б) П у с т ь , н а п р и м е р , б у д е т д а н о у р а в н е н и е 
х 3 —2 = 0, к которому приходят в з а д а ч е об у д в о е н и и к у б а . 

Число 2 имеет делителями 1 и 2; оба эти числа, снабженные 
положительным или отрицательным знаком, не удовлетворяют урав
нению. 

Следовательно, это уравнение не имеет рациональных корней 
и потому неразрешимо в квадратных радикалах. 

Пусть далее будут даны уравнения 

у а + у 2 - 2 у - \ = 0 

и 
У - З у - Н =0. 

Оба уравнения, согласно С), могут иметь только рациональные 
корни 4-1 или — 1; но так как этого нет, то они вообще не имеют 
рациональных корней и потому неразрешимы в квадратных 
радикалах. 

7. К а ж д а я з а д а ч а , п р и в о д я щ а я к у р а в н е н и я м , 
н е р а з р е ш и м ы м в к в а д р а т н ы х р а д и к а л а х , не м о ж е т 
б ы т ь р е ш е н а с п о м о щ ь ю п р о в е д е н и я п р я м ы х л и н и й 
и о п и с ы в а н и я о к р у ж н о с т е й , и п о т о м у н е р а з р е ш и м а 
при п о м о щ и ц и р к у л я и л и н е й к и . 

a) В самом деле, каждая фигура, построенная с помощью 
этих средств решения, состоит из прямых линий и окружностей. 

В основание всей фигуры положим систему прямоугольных 
координат. Определение путем вычисления точек пересечения пря
мых приводит при этом к линейным уравнениям; определение точек 
пересечения прямой с окружностью или точек пересечения двух 
окружностей приводит к квадратным уравнениям. 

При вычислении различных элементов фигуры приходят по
этому только к уравнениям первой и второй степени. Координаты 
всех точек должны, следовательно, выражаться в координатах дан
ных точек с помощью рациональных операций и извлечений квад
ратного корня. 

b) Е с л и , н а о б о р о т , д а н о в ы р а ж е н и е , к о т о р о е 
с о д е р ж и т т о л ь к о р а ц и о н а л ь н ы е о п е р а ц и и и к в а д 
р а т н ы е к о р н и , то о н о м о ж е т б ы т ь п о с т р о е н о ц и р -

. к у л е м и линей"кой , с п о м о щ ь ю повторного сложения и вы
читания отрезков, построения четвертого геометрически пропор-
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ционального, построения среднего геометрически пропорционального 
и Пифагоровой теоремы. 

с) Поэтому, если задача, при решении ее вычислением, при
водит к уравнению третьей степени, которое неразрешимо в квад
ратных радикалах, то задача эта не может быть решена с помощью 
циркуля и линейки. 

§ 37. О возможности или невозможности решения геомет
рической задачи с помощью циркуля и линейки 

1. Нередко случается, что задача, повидимому простая, не 
поддается попыткам решить ее с помощью циркуля" и линейки. 

В основании этого иной раз лежит трудность найти верный 
путь, но может также случиться, что задача эта циркулем и ли
нейкой в о о б щ е н е р а з р е ш и м а . 

Поэтому чрезвычайно важно иметь п р о с т ы е средства для 
распознавания того, принадлежит ли предложенная геометрическая 
задача к числу разрешимых или неразрешимых (ср. § 29). 

В заключении предыдущего параграфа мы познакомились с одним 
из средств: решают задачу вычислением; если при этом приходят 
к уравнениям степени не выше второй, то задача разрешима; если 
же, наоборот, приходят к неприводимым уравнениям третьей или 
четвертой степени, то задача неразрешима циркулем и|?линейкой. 

Для уравнений третьей степени мы это доказали. Известно, 
что это же справедливо и относительно уравнений четвертой сте
пени, так как решение каждого уравнения четвертой степени зави
сит от решения уравнения третьей степени (§ 47, 1), называемого 
его резольвентным уравнением; первое разрешимо или неразрешимо 
в квадратных радикалах в зависимости от того, разрешимо ли в 
квадратных радикалах резольвентное уравнение, или нет. 

Для. уравнений высших степеней часто бывает полезна сле
дующая теорема из Алгебры: 

„ Н е п р и в о д и м о м у у р а в н е н и ю н е ч е т н о й с т е п е н и 
не у д о в л е т в о р я е т в ы р а ж е н и е , с о с т а в л е н н о е из к в а д 
р а т н ы х р а д и к а л о в " . 

2. Б о л е е п р о с т о е с р е д с т в о , с помощью которого без 
затруднительных вычислений можно определить, разрешима ли или 
неразрешима предложенная задача циркулем и линейкой, основы
вается на следующих предложениях: 
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Если известны пять элементов, определяющих коническое се
чение, например, пять точек, то можно построить циркулем и ли
нейкой точки его пересечения с произвольной прямой (§ 30). 

Соответственно этому и построение касательной из данной 
точки к коническому сечению, определяемому пятью его элемен
тами, также есть квадратная задала. 

В Алгебре строго доказываются следующие предложения, 
обратные этим: 

a) Е с л и п о с т р о е н и е т о ч е к п е р е с е ч е н и я н е к о 
т о р о й к р и в о й с п р о и з в о л ь н о й п р я м о й в ы п о л н я е т с я 
ц и р к у л е м и л и н е й к о й , то к р и в а я е с т ь к о н и ч е с к о е 
с е ч е н и е . 

b) Е д и н с т в е н н ы м и к р и в ы м и , к а с а т е л ь н ы е к ко
т о р ы м и з к а ж д о й п р о и з в о л ь н о й т о ч к и м о г у т б ы т ь 
п о с т р о е н ы ц и р к у л е м и л и н е й к о й , я в л я ю т с я к о н и 
ч е с к и е с е ч е н и я . 

c) О к р у ж н о с т ь и п р я м а я л и н и я с у т ь е д и н с т в е н 
ные к р и в ы е , т о ч к и п е р е с е ч е н и я к о т о р ы х с п р о и з 
в о л ь н о й о к р у ж н о с т ь ю м о г у т б ы т ь п о с т р о е н ы с 
п о м о щ ь ю ц и р к у л я и л и н е й к и . 

Существуют также и высшие кривые, точки пересечения ко
торых с о п р е д е л е н н ы м и прямыми или окружностями могут 
быть найдены с помощью циркуля и линейки; так, например, в 
случае Паскалевой улитки (§ 46) вторые точки пересечения пря
мых, проходящих через двойную точку кривой, легко могут быть 
построены с помощью циркуля и линейки. Но прямая должна про
ходить через двойную точку, она, следовательно, не п р о и з 
в о л ь н а я прямая. 

Точки пересечения Паскалевой улитки с произвольными пря
мыми, наоборот, не могут быть точно построены циркулем и 
линейкой. 

3. Приведенными предложениями мы воспользуемся для того, 
чтобы определить, разрешима ли или неразрешима с помощью 

.циркуля и линейки следующая задача. 
205] Д а н ы д в е п р я м ы е л и н и и gl,gc,, п р о и з в о л ь н а я 

т о ч к а Р и п р о и з в о л ь н ы й о т р е з о к 5 ; т р е б у е т с я че
р е з Р п р о в е с т и п р я м у ю $т а к, ч т о б ы на ней п р я м ы м и 
^ и ^ был о т с е ч е н о т р е з о к 5. 



186 ГЛАВА VI. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА НЕВОЗМОЖНОСТИ 

Попытки решить циркулем и линейкой эту повидимому про
стую задачу не приводят ни к чему, они и не могут увен
чаться успехом, ибо эта задача вообще неразрешима, циркулем 
и линейкой. 

Для того, чтобы доказать это, мы сначала устраним прямую 
проведем через Р произвольную прямую и нанесем на ней от 
точки ее пересечения с gl отрезок 5. 

Получаемые таким путем точки X образуют некоторую кри
вую с; точки пересечения этой кривой с с g2, будучи соединены 
с Р, и дадут искомые прямые. 

Сама прямая g2 есть произвольная прямая плоскости; поэтому, 
еслибы точки пересечения ее с с могли быть построены циркулем 
и линейкой, то кривая с должна была бы быть коническим се
чением. 1 

Но кривая с не есть коническое сечение, а представляет со
бою конхоиду, как это явствует из самого способа ее образова
ния (§ 45). 

Итак, наша задача неразрешима циркулем и линейкой. 
4. Совершенно подобно тому, как это сделано в предыдущей 

задаче, можно поступать и во многих других задачах с целью 
определить, будут ли это задачи второй, или более высокой степени. 

Задачу выражают так, чтобы в ней требовалось отыскать 
точку X, которая лежит на данной прямой g или на данной окруж
ности к. Затем устраняют соответственно g или задача в этом 
случае имеет уже не одно решение, но бесконечное множество их. 
Для точки X получается геометрическое место. 

Если теперь точка X должна лежать на прямой ^, то это 
геометрическое место должно быть либо прямой линией, либо 
коническим сечением (в частности, окружностью), если только за
дача разрешима циркулем и линейкой. 

Если же точка X должна лежать на окружности то най
денное геометрическое место необходимо будет прямой линией или 
окружностью, коль скоро задача должна быть степени не выше 
второй, предполагая с о в е р ш е н н о о б щ и е у с л о в и я в з а и м 
н о г о р а с п о л о ж е н и я . 

5. Иные задачи могут быть сведены к отысканию прямых х, 
которые проходят через данную точку Р или касаются определен
ной окружности К или конического сечения 5. 
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Если устранить Р, К или 5, то получится для х некоторое 
геометрическое место, и с помощью теорем а), Ь), с) снова можно 
определить, разрешима ли задача с помощью циркуля и линейки 
или нет. 

6. З а м е ч а н и е . Из с к а з а н н о г о в ы ш е в ы т е к а е т и 
о б щ и й м е т о д р е ш е н и я г е о м е т р и ч е с к и х з а д а ч на 
п о с т р о е н и е : 

Задачу сводят к отысканию некоторой точки X, которая дол
жна лежать на данной прямой Затем устраняют g и строят 
место, описываемое при этом точкой X; если задача разрешима 
циркулем и линейкой, это место должно быть коническим сечением. 
Его точки пересечения с ^ и будут искомыми точками. 

206] Д а н ы о к р у ж н о с т ь К с ц е н т р о м О и д в е 
т о ч к и А, В в п р о и з в о л ь н о м о т н о с и т е л ь н о О п о л о 
ж е н и и ; т р е б у е т с я о п р е д е л и т ь на К т о ч к у X так , 
ч т о б ы у г о л АХВ был р а з д е л е н п о п о л а м к а с а т е л ь н о й 
к о к р у ж н о с т и в т о ч к е X. 

Разрешима ли эта задача с помощью циркуля и линейки или 
нет? В каком положении должны находиться точки А к В, чтобы 
задача была квадратной? (Ср. § 6). 



VII. Г Л А В А 

ДЕЛЕНИЕ ОКРУЖНОСТИ 
(ПОСТРОЕНИЕ ПРАВИЛЬНЫХ МНОГОУГОЛЬНИКОВ) 

§ 38. В в е д е н и е 

1. Как известно, с помощью циркуля и линейки можно по
строить ряд правильных многоугольников или — что то же — раз
делить данную окружность на равные части. Можно построить 
правильные шестиугольник, треугольник, двенадцатиугольник, де
сятиугольник и пятиугольник. 

Но с помощью циркуля и линейки не может быть построен 
правильный семиугольник или девятиугольник, наоборот, можно 
построить правильный семнадцатиугольник, как позже увидим. 

В последующем рассматриваются вопросы этого рода. 
2. Пусть будет дана окружность, радиус которой, как это 

впредь всегда будет предполагаться, равен 1; через sn обозначим 
сторону правильного вписанного я-угольника. 

Из получающихся равнобедренного и прямоугольного треуголь
ников вытекает: 

s = 2 sin  
4 п 

По стороне «-угольника можно вычислить сторону 2я-уголь-

ника s2n, которая равна 2 s i n ^ - С этой целью пользуются фор

мулой 
1 — cos а = 2 sin- •— • 

Отсюда получается: 
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или 

или 
2 - у / 4 

• S- = s: 

2n=V2-V4- si. 

По стороне шестиугольника можно, таким образом, вычислить 
длины сторон 12-угольника, 24-угольника, 48 угольника, и т. д. 

По стороне вписанного многоугольника можно также опреде
лить сторону описанного многоугольника. Таким путем, как изве
стно, Архимед определял число п. 

§ 39. Геометрическое представление комплексных чисел 

Мы должны прежде всего сказать несколько слов о Гауссо
вом изображении комплексных чисел, так как оно находится в 
тесной связи с построением правильных многоугольников. Мы, 
впрочем, будем заниматься комплексными числами лишь постольку, 
поскольку это нужно для последующего. 

1. В о з ь м е м п р о 
и з в о л ь н о е к о м ¬
п л е к с н о е ч и с л о 

а) Мы кладем в осно -
вание прямоугольную си
стему координат и, при
нимая во внимание как 
величины, так и знаки 
чисел а и Ь, рассматри
ваем их соответственно, 
как абсциссу и ординату, 
и получаем точку (фиг. 141) с координатами а, Ь. 

Каждому числу £ отвечает одна и только одна точка пло -
скости, и каждой точке плоскости отвечает одно и только одно 
число £=а-\-Ы. Можно поэтому рассматривать точку, как изобра
жение комплексного числа; комплексные числа таким путем отобра
жаются на плоскости. 

Две точки плоскости только тогда*совпадают друг с другом, 
когда равны их соответственные координаты. Если поэтому Два 

Фиг. 141 
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комплексных числа ^=a-\-bi и f = а -j-b'i равны, то должны 
выполняться равенства: а' = а и b' = b 1U). 

b) Исходя из этого отображения приходят к важному спо
собу представления комплексных чисел: 

Отрезок O f (фиг. 141) обозначают через г; его всегда счи
тают положительным и называют а б с о л ю т н о й в е л и ч и н о й 
комплексного числа; угол со, который также задан, когда задано 
комплексное число, называют его ф а з о й ( а м п л и т у д о й ) . Из 
чертежа вытекает, что 

а = г cosa», ¿> = г sin со. 

Можно поэтому написать число £ также в форме: 

£ = г (cosсо 4- /sinсо). 
Этот способ представления особенно важен в виду теоремы 
Муавра (Moivre): 

£».-= г" (cos яю + /sin Я ft)). 

Если п целое число, а только этим случаем мы и будем в после
дующем пользоваться, то формула эта легко доказывается. 

2. Мы рассматриваем в последующем только к о м п л е к с н ы е 
ч и с л а , а б с о л ю т н ы е в е л и ч и н ы к о т о р ы х р а в н ы 1; 
пусть z будет таким числом. Тогда 

z = cos <р -j- / sin (p. 

По теореме Муавра: z~ = cos 2ср 4- ¿sin 2<р 

гг = cos Зф + /sin 3q> 

zn = cos пер 4- / sin пер. 

Изображения этих степеней z лежат на окружности радиуса 1 
(фиг. 141). Фаза числа г 2 равна 2(р, фаза числа z 3 равна 3tp, 
фаза числа zn равна ncf. 

На фигуре zn совпадает с 1; таким образом, zn = 1; z есть 
корень этого уравнения. Г о в о р я т , ч т о z е с т ь к о р е н ь с е д ь 
мой с т е п е н и из е д и н и ц ы . 

Легко зггметить, что деление окружности на п равных частей 
сводится к определению корней уравнения zn — 1 = 0. Поэтому 
уравнения такого вида носят также название у р а в н е н и й деле¬
н и я о к р у ж н о с т и . 



§ 40. КОРНИ ИЗ ЕДИНИЦЫ 191 

Деление окружности на п равных частей (с помощью циркуля 
и линейки) возможно в том и только в том случае, когда корни 
уравнения zn— 1 = 0 могут быть выражены с помощью квадратных 
радикалов. 

§ 40. Корни из единицы 

1. В предыдущем параграфе мы видели, что деление окруж
ности на п равных частей зависит от решения уравнения хп — 1 =0. 

Мы рассмотрим теперь его решение. 
Из уравнения следует: 

п 

x = Y\ = r(cos<p-f isrnq,), 

где г и ср подлежат определению. С помощью возведения в сте
пень получается: 

1 = rn (cos пер 4-/sin пер). 

Отсюда вытекает, что 

rn cosnep = 1,, г" sin пер = 0. 
Следовательно, 

п 
,- = K T = i , 

так как г должно быть положительным, и 1 есть единственное по
ложительное число, я-ая степень которого равна 1. Для определе
ния ср имеем уравнения 

cos пер = 1, sin лд> = 0. 
Отсюда следует: * 

я<р=0, 2л, An,..., 2k.4 ... 

„ 2л Ал 2кл 
т = 0, . » • • • > 

п п п 

Этим дается решение задачи в т р а н с ц е н д е н т н о й форме. 
Таким образом, каждый корень приведенного выше уравнения 
хп — 1 = 0 имеет вид: 

4 2k л , 2k л 
cos 1- i sin • 

п п 

Если в этом выражении положить k = п, то получится то же 
число, чго и для k — 0, именно, корень 1. Если положить k = n-\-m. 
где / и < я , то получится тот же корень, что и для k = m. 
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Отсюда мы заключаем, что мы будем получать различные 
значения только для & = 0, 1, 2, 3 , . . . , я —1. Можно, таким об
разом, сказать: уравнение х" — 1 = 0 имеет п корней (которые 
являются корнями /z-ой степени из единицы); они имеют вид 

2k л , . 2krc 
cos г i sin > где k = О, J, 2, 3, .. •, я — 1. я я ' 

Мы полагаем 

тогда 

2.т , ' . . 2л; 
£ = cos - - 4 - г sin — ; п п 

2 k л. 2k л 
> - • - 4 - г sin - i я л 

то-есть, если е есть корень и-ой степени из единицы, то каждая 
положительная целая степень с также будет корнем я-ой степени 
из единицы ш ) . Таким образом, корни я-ой степени из единицы 
могут быть представлены так: 

£, е», £3, е"- 1 , 1. 
Так как е п = 1, то 

сП—к 
2кл . . 2 к л 

' = cos i sin ; 
я 

этим равенством мы будем пользоваться. 
Корни я-ой степени из единицы 1, е, £2, е3, е и - 1 все 

отличны друг от друга, как это прямо видно по их изображениям. 
Действительно, изображениями их будут вершины правильного 
я-угольника, вписанного в окружность радиуса 1, причем точка, 
отвечающая числу 1, служит одной из вершин. 

2. А л г е б р а и ч е с к о е о п р е д е л е н и е к о р н е й из е д и 
н и ц ы . 

Построение правильного я-угольника сводится,- как было ука
зано, к определению корня я-ой степени из единицы, то-есть та
кого .числа е, которое удовлетворяет уравнению х" —1=0; но 

х» - 1 = (х - 1) (х«-> + х » - 2 4, (- х + 1), 

откуда следует, что 1 всегда будет корнем уравнения х™ — 1 = О 
и что каждый другой корень е удовлетворяет уравнению 

е 4-е ' ! 4 - е 3 4 \.вп~1^=~\. 
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П о с т р о е н и е п р а в и л ь н о г о л - у г о л ь н и к а т о г д а и 
т о л ь к о т о г д а м о ж е т б ы т ь в ы п о л н е н о п о м о щ ь ю 
ц и р к у л я и л и н е й к и , к о г д а к о р н и э т о г о у р а в н е н и я 
м о г у т б ы т ь в ы р а ж е н ы в к в а д р а т н ы х р а д и к а л а х . 

§ 41. Построение правильных пятиугольника и десяти
угольника 

1. Построение правильного пятиугольника зависит от корней 
пятой степени из единицы, которые должны удовлетворять уравнению: 

(1) £4 + £3 + £2 + £ = - 1 . 

Так как е* = 1, то, согласно указанному выше, £4 = £— х , е* = е~2; 
уравнение (1) переходит поэтому в следующее: 

(2) £ + £ -1 + £2 + £ -2 = - 1 . 

Это уравнение разрешимо в квадратных радикалах; именно, если 
положить 
(2а) е+е-х=у, 
то 
(3) £2 + £ - 2 = У - 2 , 

и для у получится уравнение 

(4) У2+у-1 = 0 . 
Корни этого уравнения суть: 

Уг = -^+1У'5 и У, = -1-1У5. 

Путем подстановки ух в уравнение (2а) получается 

_ 1. ( V 5 - 1 + 1 / 1 0 + 21/5 )• 

Задача алгебраически решена. 
2. Мы прежде всего исследуем геометрическое значение yv 

Как известно, £ = cos — + 1 sin -_— > 
5 5 

, 2л . . 2л 
так что е - 1 = cos — 1 sin -=- > 

5 о 
i 2 л ; т • Í 7 1 2л\ л поэтому yj ==£ + £ - ' = 2 cos — = 2 sin I — —^-1= 2 sin — = si0, 

Адлер 
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уравнение (4) имеет два корня — положительный и отрицательный; 
положительный корень будет, таким образом, стороной вписанного 
в окружность правильного десятиугольника. С помощью правиль
ного десятиугольника легко построить правильный пятиугольник 

Но можно также без труда вычислить 5 6 на основании фор
мулы (§ 38, 2) 

2 - / 4 = 

Отсюда выводится известное соотношение: 

= ± ( 1 0 - 2 / 5 ) = 1 

3. Для построения правильного десятиугольника, а вместе с 
тем и правильного пятиугольника мы должны разрешить геометри
чески уравнение 
(4) У + . у - 1 = 0 . 

Мы выполним решение этого уравнения помощью- различ
ных средств решения. 

а) Решение уравнения (4) помощью циркуля и линейки 

Мы построим в этом случае корень 

- Радиус окружности равен 1. Опишем 
окружности А (О) и С(В) (фиг. 142). 
Отрезок ОЕ равен стороне десятиуголь 
ника, а ВЕ — стороне пятиугольника. 

З а м е ч а н и е . Это построение 
дает также и стороны шестиугольника, 
треугольника и четырехугольника. 

1 = 0 можно напиеать также в виде 

Фиг. 142 

Уравнение у 2 - ( -у-

у : ( 1 - у ) = 1 : у , 

т. е. у есть большая часть радиуса, разделенного в крайнем и 
среднем отношении. 

Ь) Построение правильного пятиугольника путем проведения 
одних лишь прямых линий при пользовании Штейнеровой вспомога
тельной окружностью 

С этой целью мы должны разрешить уравнение у 2 4-у — 1 = 0 
по методу, изложенному на стр. 164. 
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В нашем случае р — — 1 и <у = — 1; поэтому на касательных 
в точках А и В откладываем соответственно отрезки —4 и 4-1 
(фиг. 143). Если соединить друг с другом полученные таким обра
зом точки прямою и спроектировать точки пересечения этой 
прямой с окружностью из точки А на нижнюю касательную 
то на ней получатся искомые корни уравнения. Таким образом, 
(фиг. 143) длина отрезка ВЕ равна У1 = « 1 0 ; сторона пятиуголь
ника равна отрезку ЕО\ задача решена. 

Фон - Штаудт (von Staudt) также указал очень изящный спо
соб нахождения вершин правильного пятиугольника с помощью 
точек О, Н (фиг. 143), причем ОМ±АВ. 

2л 
В § 41, 2 мы доказали формулу 2cos— = s 1 0, так что 

следовательно, 

ЕВ д 10 

2 cos 

^LOM = ^MON = 

2л 
5~ 

2л 

С помощью аналогичных рассуждений найдем, что 00 = cos л 

л 
поэтому РОО = —-, чем и оправдано построение Штаудта. 

5 
с) Построение правильного пятиугольника помощью одного 

только циркуля мы уже привели в § 15. 
д) Построение правильного пятиугольника помощью одной 

линейки (о двух параллельных краях) требует построения выраже
ния, содержащего радикал. Выполнить это. 

е) Построение правильного пятиугольника помощью подвиж
ного прямого угла представляется особенно простым. 
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С этой целью мы должны разрешить уравнение у2А-у -̂1 = 0 
исключительно с помощью прямого угла; это выполняется по ука

занному в § 32 метЪду. 
Построение производится 

следующим образом: в окруж
ности, в которую должен быть 
вписан правильный пятиугольник 
или десятиугольник, проводят два 
взаимно перпендикулярных диа
метра АВ, СО (фиг. 144) и опре
деляют точку Е так, что ЕВ _!_ ОВ 
и ЕО\_0О; если затем располо
жить прямой угол в плоскости-

ф и г ^ чертежа так, чтобы его стороны 
проходили через точки С и Е, а 

вершина лежала на прямой АВ, то отрезок ОЕ равен 5 1 0 и ЕС = зь. 

§ 42. Правильные семи- и девятиугольник 

1. П р а в и л ь н ы й с е м и у г о л ь н и к . 
При делении окружности на семь частей вопрос приводится, 

согласно вышесказанному, к решению уравнения 

С 

О 

е + е 2 + б3 + е 4 + £5 + б6

 : 1. 

поэтому рассматри
ваемое уравнение может быть представлено в виде 

е + е - 1 + е 2 + е - 2 + е 3 + е - 3 = - 1. 

Если для решения этого уравнения положить 

то 

£3 + £ - 2 = у 1 - 2 и е з + е - з = _ у з _ 3 _ у . 

для определения у получаем кубическое уравнение 

у 8 + У - 2 у - 1 = 0 . 
От этого уравнения зависит, таким образом, построение пра

вильного семиугольника. Но уравнение это (§ 36) неразрешимо в 
квадратных радикалах. Следовательно, п о с т р о е н и е п р а в и л ь -
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н о г о с е м и у г о л ь н и к а не м о ж е т б ы т ь в ы п о л н е н о с по
м о щ ь ю ц и р к у л я и л и н е й к и . 

Исследуем еще геометрическое значение у: 

, . ( 2л 2л\ I 2л . . 2л\ 0 2л 3/ = e + £ -1 = l cos— - f г sin —1 + 1 cos — — isin — l = 2cos — • 

Итак, если соединить хордой две вершины семиугольника, 
разделенные одной из вершин, то расстояние этой хорды от центра 

2л у 
есть cos ̂ — = — • 

7 2 
2. П р а в и л ь н ы й д е в я т и у г о л ь н и к . 
Правильный девятиугольник требует несколько иной поста

новки вопроса. Именно, его можно построить, если разделить 
окружность на три равные части, а затем каждую треть снова 
разделить на три равные части. 

Таким образом, если е есть корень девятой степени из еди
ницы, то е 3 есть корень третьей степени. Для корней девятой сте
пени выполняется поэтому равенство 

(е 3 ) 2 + е 3 + 1 =0, 
или 
(1) £6 + £ 3 + 1 = 0 . 

Но так как е 9 = 1, то £6 = £— 3 ; последнее уравнение поэтому 
переходит в следующее: 
(2) в в + в-« + 1=0 . 

Если положить e + s - 1 = y , 

ТО S 3 + £ ~ 3 =у3 — Зу, 

и для у получается уравнение 

(3) у 3 - З у + 1=0 . 

Это уравнение, по § 36, неразрешимо в квадратных радикалах. 
Поэтому п о с т р о е н и е п р а в и л ь н о г о д е в я т и у г о л ь н и к а 
не м о ж е т б ы т ь в ы п о л н е н о с п о м о щ ь ю ц и р к у л я и 
л и н е й к и . 

Уравнение (3) имеет корни: 
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, , „ i Ал • . . Ал\ . / Ал . . Ал\ Ал y 2 = £2 + £-2 ==(cos — 4-ism-g-l + l cos- g- - г sin — I = 2 cos — 

и Л = « 4 + в " 4 = ^cos 9 +isin^rj + \ 8лг . . 8л cos — s i n g 

8л л 
> =2cos - g - = - 2 c o s - 9 - , 

в чем можно убедиться, подставив значения корней у 2 = £2 + £~2 

и у 3 = £4 + е~ 4 в уравнение (3) и воспользовавшись равенством (2). 
Уравнение (3) имеет, таким образом, три вещественных корня: 

два положительных и один отрицательный; yt притом будет наи
большим из положительных корней. 

Корни ух и у 2 имеют геометрическое значение, которым с 
удобством можно воспользоваться при построении правильного де-
вятиугольника. 

Именно, ~ - = c o s ^ 
2 9 

и, следовательно, отрезок ух : 2 равен расстоянию от центра той 
хорды, которая соединяет две вершины девятиугольника, разделен
ные одной из вершин. 

п т 4я. i л Ал\ . л Далее, у 2 = 2 cos - = 2 sin I — - — I = 2 s i n — 

есть сторона правильного восемнадцатиугольника. 

§ 43. Построение правильного семнадцатиугольника 

1. Гаусс (Gauss) доказал, что э т о п о с т р о е н и е в ы п о л 
н и м о ц и р к у л е м и л и н е й к о й . 

Задача зависит от решения уравнения 

* п - 1 = О, 

которое, как будет показано, разрешимо в квадратных радикалах. 
Если положить 

2л , . . 2л 
% £ = C O S ~ + ÍSin  — . 
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то корнями семнадцатой степени из единицы (§ 40) будут 

1, е, Е 2 , . . . , е 1 6 ' 
или также 

1, £, Е2 , е я , £ 8 , £ -8 , е - 7 , . . . , Е - 1 , 
так как 

Уравнение, из которого должны быть определены корни сем
надцатой степени из единицы, как известно, таково: 

(1) £ + £2 + £3-| 1-£8 + £ " 8 + £ ~ 7 + . - . . + Е - 1 = 

2. В целях решения этого уравнения положим: 

( £ + £ 2 + 6 4 4- £ 8 4 - £ - 1 + £ ~ 2 4 - £ ^ 4 + е~8 = г), 

^ { £ 3 4 - £ 6 + £ - 5 + £ 7 4 - £ - 3 4 - £ - 6 + £ 5 + £~7 = % • 

Оба равенства вместе содержат все комплексные корни 17-ой сте
пени из единицы. Левые части равенств следуют тому закону, что 
каждый из их членов есть квадрат предшествующего. 

Если составить сумму левых частей этих равенств, то она 
должна равняться —1 [равенство (1)], так что 

*? + ^ = - 1 -

Если составить произведение тех же количеств, то каждая 
степень числа £ получится четыре и только четыре раза, в чем 
можно убедиться вычислением; поэтому [равенство (1)] 

Отсюда вытекает, что г) и щ суть корни следующего урав
нения : 
(3) х 2 4 - ; е - 4 = 0. 

Таким образом, г) = — \ + \ | / т 7 и г\х = — \ — \У\1. 
Теперь положим: 

(4) 

е + £ 4 + Е - 1 + £ - 4 = г 

в14- е 8 + е - 2 4- £ -8 = гг 

£ 9 + е - 5 + £ - 3 + £ 5 = г а 

£6 4 - £7 4 - £ - 6 + * - 7 = ^ 3 . 
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Эги четыре равенства содержат снова все комплексные корни 
17-ой степени из единицы. Замечаем, что в любом из этих ра
венств каждый из членов есть четвертая степень предшествующего. 

Сюжением и умножением этих равенств убеждаемся в спра
ведливости следующих равенств: 

2 + г х = г], 

г . г 1 = - \ , 

так что г и г г суть корни уравнения 

(5) х 2 - ц х ~ 1 =0. . 

Из системы равенств (4) получаются также равенства 

Ч + *з = Ъ 

и г а . г 8 = —1, 

так что г г и 2 3 суть корни уравнения 

(6) х 2 - ъ х - 1 = 0. 
Положим, наконец, 

(7) 
откуда найдем, что 

[ 8 + 6-

\ е * + £ -
1 = у 

где г есть положительный корень уравнения (5), и 

где г 2 — положительный корень уравнения (6). 
Следовательно, у и у х будут корнями уравнения 

(8) х 2 ~ г х + г 2 = 0; 

у больше, чем у , . 
Если, наконец, подставить значение у в уравнение е + е — 1 = у , 

то получится уравнение, из̂  которого может быть вычислено зна
чение е: 

е = ^ ± 1 | / у ^ = 4 . 
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Этим доказано, что корни 17-ой степени из единицы могут быть 
выражены с помощью квадратных радикалов. 

Мы укажем еще на геометрическое значение ух [меньшего 
корня уравнения (8)]: 

Л = е4 + е- 8л; 
C O S 1 7 + ' S i n i 7 + C 0 S 1 7 

8л; . . 8лт\ 
г 5 Ш 1 7 = 

8л; . / п 8л; \ . лг 
= 2 С 0 Ч 7 = М Т ~ Т 7 Н 5 , Г , 3 4 ' 

поэтому ух есть сторона вписанного правильного тридцатичетырех-
угольника. 

3. П о с т р о е н и е п р а в и л ь н о г о с е м н а д ц а т и у г о л ь -
н и к а. 

а) С этой целью решают построением последовательно квад
ратные уравнения: 

х2-\-х — 4 = 0, имеющее корни г\, ^ = — ^ + 1 ]/17, 

П>0, »?!<0; 

- | ± * W + 4, 

Vi 

хг—г\х—\ =0 , имеющее корни z, гх-

г>0, г,<0; 

х2 — г)хх — \ = 0 , имеющее корни z2, z3--

z2>0, z3<0; 

x2 — zx 4- z2= 0, имеющее корни у, y x = 4z2, 

У>Ух-
уг есть сторона вписанного 34-угольника; далее, у = е14-е~1 = 

_ 2я у 2п 
= 2 cos — > следовательно, = cos есть расстояние от центра 

той хорды, которая соединяет две вершины семнадцатиугольника, 
разделенные одной из его вершин. 

Р е ш е н и е э т о й с и с т е м ы к в а д р а т н ы х у р а в н е н и й 
б у д е т п р о и з в е д е н о ч е т ы р ь м я р а з л и ч н ы м и с п о с о б а м и : 

A) при неограниченном пользовании циркулем и линейкой 
[построения Серре-Бахмана, Шуберта (Serret-Bachmann, Н. Schubert)]. 

B) при помощи Штейнеровой окружности путем проведения 
одних прямых линий [построение Штаудта (Staudt)]. 
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C) с помощью одного лишь циркуля [построение Жерара 
(Gérard)]. 

D) с помощью прямого угла. 
А) Построение правильного семнадцатиугольника с помощью 

циркуля и линейки „ 
1. Строят по порядку корни системы {S). 
С этой целью чертят прямоугольный треугольник с катетами 

2 и {; тогда гипотенуза этого треугольника равна ^ / 1 7 . 
Если вокруг точки пересечения катета \ с гипотенузой опи

сать полуокружность радиусом \ , то на гипотенузе получатся зна
чения г] и t]1, причем отрезок rjl должен быть взят с отрица
тельным знаком. 

Построив, далее, прямоугольный треугольник с катетами, 
V I VA 

равными —- (соотв., -^-j и единице, описывают полуокружность 
V I VA 

радиусом — (соотв., и получают на гипотенузе этого треуголь
ника корни z, zt (z2, zs), причем отрезок zx (zs) должен быть взят 
с отрицательным знаком. 

Если, наконец, начертить треугольник с катетами — и г 2 , то 
отсюда получатся искомые значения у и уг. 

Если теперь на радиусе окружности, описанной радиусом 1, 

у 
обложить от центра отрезок -— и восставить к отрезку в по
лученной таким путем точке перпендикуляр, то он пересечет окруж
ность в двух вершинах правильного семнадцатиугольника, отделен
ных друг от друга одной из его вершин. 

Таким образом, для решения требуется построить четыре 
прямоугольных треугольника. Если их надлежащим образом соче
тать, то можно будет обойтись без некоторых линий. 

Это достигается в построении Серре-Бахмана. 
2. Пусть ОА = 1 будет радиус дЛной окружности, которая 

должна быть разделена на 17 равных частей (фиг. 145). Перпен
дикулярно к ОА проводят прямую g и выбирают на ней положи
тельное направление. 

Строят Ô 5 = - i ; 
тогда 

Â4 = i j /T7. 
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Затем описывают окружности В (А), С (Л) и С (А); тогда имеют 
место следующие соотношения: 

ОС=0~В + Й С = - 1 / - } ] / Т 7 = - 1 | -

ос' = ов+в~с' ——\-\-\Уп = ~ > 

0 О 5 = Г С + С ^ ' = = - | + | / ( - | ) 2 + 1 = *, 

ОЬ = "ОС4- С/3 = - | 4- У{%)* + 1 = **• 

Фиг. 145 

Делают, далее, 
ОЕ = - 1, 

строят на Ш), как на диаметре, полуокружность и чертят 

7 о = ^ 0 / У . 

Если описать окружность О(^) , то получатся точки Н и Н'; 
при этом 

- 0 /7+ 0#'= ##'= 2 0 Я ' = 0£) ' = г , 

-ОН .0Н'==0Ё2 = ^Ш.6Ь = г2, 
так как 

- 0 / 5 = 1. 

file://��/-/-/
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Сумма двух отрезков — ОН и ОН', таким образом, равна zt  

а произведение их равно z2. Следовательно, эти отрезки будут 
корнями у, ух уравнения 

х2 — zx -j- z2 = 0. 

При этом у = НО и у г = ОН'. 
По вышесказанному, 

и ОН' есть сторона правильного 34-угольника. 
Строят, наконец, 

~ÖL = \ Ш 

и восставляют в L перпендикуляр к ОН; этот перпендикуляр пере
секает данную окружность в точках 2 и 17 искомого семнадцати-
угольника. 

3. Шуберт'в своем сочинении „Auslese aus meiner Unterrichts
und Vorlesungspraxis" также дает простое построение правильного 
семнадцатиугольника; система уравнений (S) при этом снова раз
решается с помощью прямоугольных треугольников, которые распо
лагаются возможно более удобным образом друг относительно друга. 

В) Построение правильного семнадцатиугольника по Штаудту 
1. Построение правильного семнадцатиугольника производится 

путем проведения прямых линий при пользовании начерченной 
окружностью. 

В качестве этой вспомогательной окружности мы можем вы
брать именно ту окружность, которая должна быть разделена на 
семнадцать равных частей. 

Решение этой задачи выполняется путем графического реше
ния уравнений системы (S) с помощью наших теперешних средств 
построения. 

В § 32, 1 было показано, как можно найти корни квадрат
ного уравнения, проводя одни лишь прямые линии, если дана на
черченная окружность. 

Этим способом мы и воспользуемся в настоящем случае. Но 
для того, чтобы не прерывать нашего изложения позже, мы 
должны доказать здесь еще две леммы, имеющие значение для 
последующего. 
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П е р в а я л е м м а . Пусть АВ будет диаметр окружности К с 
радиусом 1 и С—произвольная точка окружности\ К (фиг. 146); 
треугольники ЕАВ и АВИ подобны, так что 

АЁ:А~В = АВ:ВЁ), 
поэтому 

АЁ. ВО = 4. 

В т о р а я л е м м а . Пусть ЕР и йН (фиг. 146) будут две произ
вольные прямые, которые пересекаются в точке Р прямой АВ; тогда 

АЁ : ВР = АР: ВР = А~Н: ВО, 
поэтому 

АЁ .ВО = ВР. АН, 

по абсолютной величине и по знаку. 

Л А Е 

Фиг. 146 

2. Итак, прежде всего речь идет о решении уравнения 

х% + х-4 = 0. 

Сравним это уравнение с уравнением 

лг2 —рх + д = 0, 

решенным на фиг. 137, и заметим, что в нашем случае 

р = -ъ> д = -4. 

Поэтому мы отложим соответственно на касательных в А и В 
(фиг. 147) отрезки 

4 я .. Ч , л 
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Фиг. 147 

соединим полученные точки пря
мою и точки пересечения этой 
прямой с окружностью будем про
ектировать из точки А на каса
тельную г"2, в результате чего по
лучим корни Г} и т)1. 

Теперь мы должны решить 
следующее уравнение: 

х 4 — щх — 1 = 0. 
Для него 

р = Г] и ц = -- 1. 

Теперь на tí  и г2 откладываются 
от точек А и В соответственно 
отрезки 

А - А А _ _ Л . 

Откладывание этих обоих отрез
ков с помощью наших лемм 
(фиг. 146) производится с пора
зительной простотой. 

Именно, если спроектиро
вать точку пересечения прямой а 
с окружностью К из В на 

. 4 то на г, получится отрезок — 
(по первой лемме). ^ 

Если соединить точки 4-1 
и — 4, затем полученную таким 
путем точку Р прямой АВ со
единить с ранее построенной точ-

4 
кой —- на то на г*4 получится 
(по второй лемме) отрезок —— • 

« V по теперь 

± = 4 __±^А. 
у\ р ц " р 
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Поэтому, если спроектировать точки пересечения прямой * 
(фиг. 147) с окружностью К из А на / 2 , то получатся корни г и г , . 

Для того, чтобы решить теперь уравнение 

х> — г\хх— 1=0 , 
откладывают отрезки 

А = А Х = _ А . 
Р VI Р VI 

Это делается точно так же, как и при решении предшеству
ющего уравнения. 

Если спроектировать точки пересечения получаемой при,этом 
прямой с (фиг. 147) с окружностью К из Д, то на Ь2 получатся 
К О р Н И 2 2 И 2 3 . 

Наконец, подлежит решению еще уравнение 

х1 — гх-\-г2 = 0. 
Для него 

р = г и <7 = г2. 

Таким образом, требуется на г\ и 1г отложить соответственно 
4 г, 

отрезки — и —- • 
г г 

С этой целью проектируют точку пересечения прямой й 
(фиг. 147) с окружностью К из В и получают (согласно первой 

4 
лемме) на /, отрезок — по абсолютной величине и по знаку. 

Если соединить прямою точку 4-4 на ^ с точкой г 2 на ^ и 
4 

полученную таким путем точку 0_ ня АВ с точкой — на г,, то 

эта прямая е (фиг. 147) (согласно второй лемме) отсечет на 12 

(вправо от 5) отрезок — • (Это вытекает из пропорциональности 
получаемых отрезков, ибо имеет место пропорция-4 : — = г 2 : — ) . 

Но теперь . . 
' » А = А и ^? ='-?-. 

2 р г р 
Поэтому, если спроектировать^точки пересечения прямой е с окру
жностью К из А на то получатся корни у и у , последнего 
уравнения. 
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уи как известно, будет стороной правильного 34-угольника; 
по ней уж можно построить сторону семнадцатиугольника. 

По у также можно определить сторону правильного семна
дцатиугольника; известно (§ 43, 2), что 

2л; 
.у = 2 cos — • 

Таким образом, если через О провести прямую h параллельно 
tx и продолжить ее до пересечения с прямою Ау в точке L, то 
перпендикуляр к я в точке L пересечет окружность К в вершинах 
2 и /7 правильного семнадцатиугольника. 

С) Построение правильного семнадцатиугольника с помощью 
одного только циркуля 

Речь идет о решении системы уравнений (S) (стр. 201) с по
мощью этого ограниченного средства черчения, т. е. о построении 
радикальных выражений, которые могут быть написаны в сле
дующем виде: 

П 1 , / 1 7 

Т - ~ Т + ~ 4 " ' 

Л1 = L _ H Ï Z 
2 4 4 ' 

Для того, чтобы построить эти выражения с помощью одного 
циркуля, поступают по Жерару (Gérard)  следующим образом: 

Пусть будет дана окружность 21 (фиг. 148), радиус которой 
равен единице. Берут на данной окружности произвольную точку А, 
строят 

АВ = ВС = CD = 1, 

и описывают окружности А{С), D(B); тогда 
OË=V2. 
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Описывают вокруг О окружность радиусом | / 2 , в результате 
чего получают точки /% Т7', и окружности О(О) и О'{О), пересе
кающиеся в точке И, причем точки в , С лежат в пересечении окру
жностей А(О) и £>(£?); тогда 

ОН=.НА. 

Вокруг полученной таким путем точки Н строят окружность ра
диуса 1, которая пересекает данную окружность в точках /Си К. 

Фиг. 1-18 

Представим себе теперь, что в основание всей фигуры поло
жена прямоугольная система координат (фиг. 148). 

Точка К имеет координаты 

4 V 16 

Если описать вокруг точек К а К' окружности радиусом | / 2 , то 
они пересекутся в двух точках оси X - ов, которые мы обозначим 
через X и Х^. 

Расстояние точки X от прямой КК' равно \\^\7, как в 
этом легко убедиться из соответствующего прямоугольного тре-

Адлерк ы 
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угольника. Следовательно, отрезок 

0 ¥ = | / 1 7 - | = | ; 

равным образом, находим, что 

по абсолютной величине и по знаку. 

Теперь путем проведения одних окружностей строят точки I , V 

с абсциссой — и ординатами + 1, кроме того определяют такую 

точку У, для которой имеет место соотношение 

ТУ=1'У=ХЁ. 
Тогда 

ибо 

Тогда 

ибо 

-V (!)+'• 
Для того, чтобы определить г 2 , строят прежде всего точки М, М' 

V, 
2 

ХУ = 

с координатами -^-,±1 и определяют точку . Z так, что 

так что 

причем следует заметить, что ^ 1 < 0 . 
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Остается еще построить лишь _у. 
С этой целью определяют тсупш N, N' так, что 

ÖN = ON' = NY= WY^AZ. 

Абсциссы точек N, N' равны - • Ординаты точек N, N' равны 

± | / / Г ( 1 + - г 2 ) 2 — в чем можно убедиться из рассмотрения со

ответствующих прямоугольных треугольников. 
Теперь, наконец, определяют точку Т так, что 

NT=NTt=ZB. 
Тогда 

ОТ=у. 

Действительно, точка В имеет координаты | ] / 3 , а координаты 
точки Z суть z2, 0. Поэтому 

и 

Теперь описывают вокруг Т радиусом 1 окружность, кото
рая пересечет данную окружность в двух вершинах 2 и 17 пра
вильного семнадцатиугольника, ибо ' 

ОТ 2л 
^ = C 0 S 1 7 -

2. Впрочем, можно идти и многими другими путями при 
построении семнадцатиугольника с помощью одного только циркуля. 

В главе III мы показали, как можно выполнить все геоме
трические построения с помощью одного лишь циркуля, если ту 
фигуру, которую необходимо начертить при неограниченном поль
зовании циркулем и линейкой, преобразовать в фигуру, состоящую 
из одних окружностей, с помощью инверсии относительно надле
жаще выбранной основной окружности. 

На стр. 205 и след. было показано построение правильного 
семнадцатиугольника помощью Штейнеровой окружности. Коль 
скоро дана окружность вместе с ее центром, это построение вы-
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полняется проведением одних лишь прямых линий, так как и 
касательные к окружности и отрезки 1, 4 могут быть построены с 
помошью проведения одних лишь прямых линий, согласно главе II. 

Если теперь представить себе, что построение правильного 
семнадцатиугольника выполнено по этому способу и что начерчена 
фигура, обратная найденной, то эта обратная фигура будет состоять 
только из окружностей, проходящих через центр данной окружности. 

207] Предлагается построить семнадцатиугольник по этому 
способу с помощью циркуля, пользуясь разъяснениями ^ а в ы III. 

208] В § 43, А) мы показали построение семнадцатиугольника 
с помощью циркуля и линейки. Само построение кроме окружно
стей содержит лишь две прямые линии (фиг. 145). 

По главе III можно определить точки пересечения прямых 
линий с окружностями путем проведения одних лишь окружностей, 
Предлагается выполнить построение § 43, А), не проводя прямых 
линий, и сравнить его с вышеуказанным построением Жерара. 

D) Построение правильного семнадцатиугольника с помощью 
ш прямого угла 

Речь идет снова о решении следующих уравнений: 
х2-\-х — 4 = 0, имеющего корни ц, г]г, причем ц >0 , i ? i<0 
х2 — t]x — 1 = 0 „ „ z, zu „ z>0, гх<0 
x*-i\xx-\ = 0 „ „ z2,z3, „ z 2 > 0 , z 3 < 0 
x2-zx+z2 = 0 „ „ y,yL, „ у >yx-

Решение этих уравнений с п о м о щ ь ю п р я м о г о у г л а 
может быть выполнено по § 32. 

Чертят прежде всего ломаную линию ABCD (фиг. 149), причем 

ÄB = ВС = 1 
и 

CD = 4. 

Затем располагают прямой угол в плоскости чертежа так, чтобы 
стороны его проходили через А и D, а вершина его лежала на 
прямой ВС. Таким путем получают корни г\ и щх. 

Если теперь провести через точки г) и ??, (фиг. 149) прямые 

г)Ё=\, ЩР=1, 

то ломаная линия АВг\Е будет представлять трином х2 — т\х— 1г 

а ломаная ABr}xF —крином х2 — У]хх— \. 
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Для определения г и г% {гх и га не изображены на чертеже) 
помещают прямой угол в плоскости чертежа так, чтобы стороны 
его проходили один раз через А и Е, другой раз—через А и Е, и 
чтобы вершина его оба раза лежала на ВС. Получаются корни г и г2. 

Фиг. 149 

Теперь в точке г перпендикулярно к ВС проводят отрезок 

х~0 = Вг% 

(фиг. 149). Составленная таким образом ломаная линия АВгО пред
ставляет трином хг — гхА-гъ. 

Если теперь поместить прямой угол в плоскости чертежа так, 
чтобы стороны его проходили через Л и б, а вершина лежала на 
ВС, что можно выполнить двумя различными способами, то полу
чатся корни у, ух. 

Больший из них у начерчен; отсюда уж немедленно вытекает 
построение правильного семнадцатиугольника, ибо 

у 2л 
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§ 44. Теоремы о возможности построения правильных 
многоугольников 

1. Деление окружности на 2, 3. 4, 5, б, 8, 10, 12 равных 
частей было известно у ж е в древности, равно как и д е л е н и е 
пополам произвольной дуги , что дает возможность построить 
24-угольник по 12-угольнику и т. д . 

Было известно также и деление окружности на 15 частей: 
так как 

_!_ = 2 _ 3 
1 5 ~ 3 5*' 

то окружности может быть получена, если из % о к р у ж н о с т и 
отнять -| ее . 

В о о б щ е справедливо предложение: „Если п есть произведение 
двух взаимно простых чисел а и Ь, то 

1 _ х у 
п а Ь ' 

где х и у суть целые положительные числа". 
Действительно, н е о п р е д е л е н н о е уравнение 

Ьх — ау = 1 

всегда разрешимо в целых положительных числах, если а и Ь суть 
взаимно простые числа. 

2. Гаусс в своем знаменитом сочинении ^ в д ш Б Ш о п е з а п т п т е -
тлсае" впервые расширил доставшиеся нам от древних сведения 
относительно возможности деления ок ружн ос ти на равные части, при
чем им было доказано следующее предложение: 

„ Е с л и р е с т ь п р о с т о е ч и с л о в и д а р — 2 + 1 , то 
д е л е н и е о к р у ж н о с т и н а р ч а с т е й в о з м о ж н о ; д л я 
к а ж д о г о ж е д р у г о г о п р о с т о г о ч и с л а и д л я к а ж д о й 
с т е п е н и п р о с т о г о ч и с л а , о с н о в а н и е к - о е й б о л ь ш е 
ч и с л а 2, д е л е н и е о к р у ж н о с т и с п о м о щ ь ю ц и р к у л я и 
л и н е й к и н е в о з м о ж н о " . 

Если положить (в целях ближайшего рассмотрения этой т е о 
ремы) п = 0, то р = 2 4 - 1 = 3 б у д е т простым числом; если поло
жить я = 1, то р = 2* 4-1 = 5 снова есть простое число; если п о -

дожить я = 2, ю р — 2 4 - 1 = 1 7 . 
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Деление окружности на 17 равных частей в силу теоремы 
Гаусса возможно. Мы выше его выполнили. 

Если я = 3, то р = 3 4-1 = 257. Так как 257 есть простое 
число, то деление окружности на 257 равных частей выполнимо с 
помощью циркуля и линейки. 

Ришело (Richelot) опубликовал относительно этого объеми-v  

стую работу (Crelle-Journal, В. 9, 1832) в приложении к Гауссову 
сочинению. 

Если положить я = 4, то р — 2г' 4-1 = 65 537. Это число 
снова оказывается простым; уравнение л : 6 6 5 8 7 — 1 = 0 разрешимо 
поэтому в квадратных радикалах, для чего Гаусс указывает необ
ходимые методы. 

Для я = 5, б, 7 число р = 2^П-\-\ не будет простым; для 
я = 8 получается число, о котором неизвестно, простое ли оно, 
или нет. 

Из теоремы Гаусса вытекает также, что для каждой степени 
простого числа деление окружности невозможно, коль скоро это 
простое число больше двух. 

Поэтому оказывается невозможным разделить окружность, 
например, на 9, 25, 27 частей. 

3. Таким образом, возможно деление окружности на 2,3, 4, 
5, б, 8, 10, 12, 15, 16, 17, 20, 24 1^ = $ - | ) , 30 равных частей 
и невозможно—на 7, 11, 13, 19, 23, 29 частей, так как это простые 
числа, не могущие быть представленными в виде 2 2 " + 1; равным 
образом, невозможно разделить окружность на 9, 25, 27 частей, 
так как 9, 25, 27 суть степени простых нечетных чисел. 

Невозможно, далее, разделить окружность на 14, 21, 28, 18, 
22 равные части, ибо, еслибы, например, можно было разделить 
окружность на 14 равных частей, то можно было бы разделить ее 
и на 7 равных частей, чего, однако, нельзя сделать. Аналогично 
этому нельзя разделить окружность на 18,22 равных части, так как 
невозможно разделить ее соответственно на 9,11 равных частей 1 1 3). 
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ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПОСТРОЕНИЯ ТРЕТЬЕЙ И ЧЕТВЕРТОЙ СТЕПЕНИ 

§ 45. Удвоение куба (Делийская проблема) 

Если 5 есть сторона данного куба, 5—искомая сторона куба 
двойного объема, то 

5 3 = 25 3 , 
так что 

5 = 5 / Т . 

Знаменитая задача об удвоении куба приводит, таким обра-
3 

зом, к построению выражения ] / 2 . 
Эта задача есть частный случай следующей задачи, которая 

много раз рассматривалась древними ш ) : 
Д а н ы д в а о т р е з к а а и Ь; т р е б у е т с я п о с т р о и т ь 

д в а с р е д н и х п р о п о р ц и о н а л ь н ы х , т. е. д в а о т р е з к а 
х, у, к о т о р ы е у д о в л е т в о р я л и бы у р а в н е н и я м 

а ' х у 
х у Ь 

Из этих равенств вытекает, что 

х=УаЧ 

У=УаЬ*~, 
и если, в частности, 

а = 1, 6 = 2 . 
то 

х = У~2, у = У~4. 
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» .1 

Удвоение куба требует построения выражения У 2 или гра
фического определения корней уравнения 

* 3 - 2 = 0. 

Это уравнение третьей степени не имеет рациональных корней и 
'поэтому неразрешимо в квадратных радикалах (§ 36). Выра-

3 

ж е н и е 1^2, т а к и м о б р а з о м , не м о ж е т б ы т ь п о с т р о е н о 
ц и р к у л е м и л и н е й к о й . 

Для решения этой задачи необходимы конические сечения 
или еще высшие кривые, которые могут быть начерчены по точ
кам или с помощью инструментов. 

1. Графическое решение с помощью конических сечений 
а) Если рассмотреть параболы 

х2 = ау, 
у2 = Ьх, 

то координатами точки их пересечения (не совпадающей с началом) 
будут чиела 

3 3 

% = Уа2Ь, г) = УаЬ-. 

/?) Если построить два конических сечения 

х2 = ау, 

ху = аЬ, 
то точка их пересечения, не совпадающая с началом, имеет коор
динаты 

^Уа?Ъ, Г1=Уа¥". 

у) Если рассмотреть окружность 

х~ + У 2 — Ьх ау = 0 
и параболу 

у2 = Ьх, 

то точка их пересечения, отличная от начала, имеет координаты 
§ = УаЧ, V = Уа№. 

Во всех трех случаях нахождение обоих средних пропорцио
нальных сводится, таким образом, к определению точек пересе
чения двух конических сечений 1 1 5 ) . 
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Если, в частности, а = т! b =1 , то 
3 3 

1=Y m 'l> v = V т • 
3 

Для определения У т можно, следовательно, применить один 
из трех способов а), /?), }'). 

Для Ь = \ третий метод является практически наиболее удоб
ным. В этом случае уравнение параболы имеет вид 

У2 = х; 

она, таким образом, не зависит от т и может быть поэтому на
черчена раз навсегда ш ) . 

Координатами центра окружности тогда будут числа 

b 1 а т 
" 2 = ~ 2 ' ~2~ = ~ 2 ' 

Так как окружность проходит через начало, то нет необхо
димости вычислять ее радиус. 

Сообразно с этим, следующий способ оказывается практич
ным, если нужно графически определить большое число корней 
третьей степени. 

На бумаге, разграфленной на квадратные миллиметры (можно 
иметь бумагу, которая разграфлена весьма точно) чертят параболу 

1 т 
Р (у2 = х), отыскивают точку М с абсциссой и ординатой ' 
помещают в нее одну ножку размерного циркуля и раздвигают его 
до начала координат. Затем определяют трчку пересечения с пара
болой окружности, проходящей через начало. 

Это может быть произведено размерным циркулем весьма точно 
без проведения самой окружности. Непосредственно получаемая 
ордината точки пересечения и будет корнем третьей степени из т. 

2. Решение с помощью конхоиды Никомеда (около 150 года 
до Р. Хр.). 

а) Никомед нашел чрезвычайно просто строющуюся высшую 
кривую, которая может быть применена не только для графиче
ского удвоения куба, но также и для трисекции угла и для гра
фического решения уравнений третьей степени. Сама кривая полу
чается следующим путем: 
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Пусть будут даны точка F (фиг. 150), прямая g и отрезок s. 
Проводят через F произвольную прямую я и откладывают на ней 
от точки Н ее пересечения с g отрезок s. Полученные таким обра
зом точки при изменении прямой я образуют некоторую кривую с: 
к о н х о и д у Н и к о м е д а . , 

Точку F называют п о л ю с о м кривой, прямую g—ее о с н о 
в а н и е м , отрезок s—и н т е р в а л о м . 

Фиг. 150 

Нетрудно построить механизм, с помощью которого можно 
было бы чертйть такого рода кривую. 

Уже Никомед построил такой механизм; после циркуля он 
является древнейшим инструментом для вычерчивания кривых линий. 

Ь) Мы прежде всего выведем уравнение этой кривой. 
Из подобных треугольников КНМ и KFN (фиг. 150) выте

кает, что 
~KF KN 

"кн КМ 

или 

s у-р 
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Положение системы координат при этом ясно из фигуры 150; 
р есть расстояние полюса F от основания g. 

Из уравнения видно, что кривая—четвертого порядка, имеет 
точку F своей двойной точкой и состоит из двух частей, имеющих 
основание g общей асимптотой. Кривая сверх того проходит через 
две мнимые циклические точки. 

с) Теперь покажем, как с помощью этой кривой определить 
оба средних пропорциональных между двумя отрезками а и Ь: 

Два взаимно перпендикулярные отрезка АВ и АС (фиг. 150) 
пусть будут соответственно равны а и Ь; далее, пусть будет 

построим далее точку Е, середину отрезка АВ, и прямую ЕЕ, пер 
пендикулярную к АВ, так что 

Проведем затем прямую РО и параллельно ей через точку В пря
мую g. Если построить теперь конхоиду с, которая имеет полюс Т7, 

основание g и интервал 5 = -^-, то она пересечет прямую АВ в 

точке К 1 П ) , откуда немедленно получается точка Ь с помощью 
•че!вертой вершины И прямоугольника АВСй. 

Теперь с помощью вычислений нетрудно доказать, что ВК и СЬ 
будут двумя средними пропорциональными между отрезками АВ 
и АС. Для краткости мы не станем здесь вдаваться в это дока
зательство *. 

Если, в частности, 

d) Если желательно определить два средних пропорциональ
ных, то нет необходимости в построении всей кривой; достаточно 
начертить ту ее часть, которая по предположению содержит точки 
пересечения. 

* См. F. Enriques, .Questioni Riguardanti La Geometría  Elementare' 
Болонья, 1900, стр. 423-427. 

AG = a; 

a = 1, b = 2, 
то 

CL = 1/2, BK=VA. 
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Самоё точку пересечения на практике удобно находить с 

помощью бумажной полоски, на которую нанесен отрезок 5 = ~ 

и которую надлежащим образом передвигают. 
з _ 

Заслуживает упоминания, что это определение | / 2 с помощью 
бумажной полоски ни в коем случае не будет лишь приближенным 
решением задачи (§ 22) 

3. Решение с помощью циссоиды Диоклеса (около 150 г. до Р. X.). 
а) Диоклес нашел для решения рассматриваемой задачи 

кривую, которая хотя и не может быть построена с помощью столь 
простого механизма, как конхоида, но зато теснее связана с ре
шаемой задачей. 

Пусть А В (фиг. 151) будет данным 
длину 1. Проведем через его концы 
перпендикуляры g1 и g2 и возьмем на gi 

произвольную точку Рг Этой точке 
Рх мы на g.2 отнесем такую точку Р2, 
для которой 

отрезком, имеющим 

АР0 
ВР\ 

Фиг. 151 

(АВ принимается за единицу). Таким 
образом, если положить ВРг = 5, то 

АР2 = 

Теперь проведем прямые АРХ и ВР2; 
они пересекутся в точке Р, которая при 
изменении 5 опишет некоторую кри
вую, ц и с с о и д у Д и о к л е с а. 

Ь) Мы прежде всего выведем уравнение этой кривой (фиг. 151). 
Уравнение прямой АРХ есть * 

у = 5ЛГ, 
а уравнение прямой ВР2-

у — — я 3 (х — 1). 

Исключив 5 из обоих уравнений, мы получим у р а в н е н и е 
9 

ц и с с о и д ы : 
,. х3 
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с) Выведем еще одно свойство этой кривой, которое может 
быть использовано для ее построения. 

С этой целью построим на АВ полуокружность и положим 
угол ВАР1 = а (фиг. 151); пусть прямая АРХ пересекает полу
окружность не только в А, но еще в некоторой точке Р 3 ; тогда 
ÁP = P¡P l. 

Для того, чтобы это доказать, достаточно обнаружить только, 
что оба отрезка имеют равные по длине проекции на прямой АВ. 

Проекция отрезка РяРг на АВ есть 

1 — cos2a = sin2 а. 

Проекция отрезка АР (абсцисса точки Р) может быть найдена, 
если в уравнении циссоиды положить у = x\ga и определить 
затем х. 

Мы найдем, что 
х = sin2 а, 

чем и доказывается теорема. 
4. Решение Аполлония (около 200 г. до Р. X.) 
Пусть АВ и АС будут две смежные стороны прямоугольника 

ABCD и Е— центр его. 
Если на продолжениях сторон АВ и АС определить две 

точки X и Y так, чтобы они равноотстояли от £ и чтобы прямая, 
их соединяющая, проходила через D, то будут иметь место 
соотношения: 

АС _ BY J СХ 
~BY СХ АВ 

Для краткости мы не станем вдаваться в доказательство этих двух 
равенств*, и заметим лишь, что X и Y должны лежать соответ
ственно на продолжениях сторон АВ и АС в сторону точек В и С. 

5. Решение с помощью двух прямых углов (Платон, около 
400 г. до Р. X.) 

Пусть будут даны две взаимно перпендикулярные прямые / и g; 
пусть А будет произвольная точка на / и ABCD — прямоугольная 
ломаная линия, выбранная так, что А и С лежат на ^ а В и D— 
на g (фиг. 152). Тогда 

а : х = х : у — у : Ь, 
* F. Enriques, там же, стр. 435—437. 
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т. е. л: и у буду г двумя средними пропорциональными между 
а и о. 

a) Если а и Ь даны, то согласно вышесказанному, х и у можно 
определить, построив прямоугольную ломаную линию АВСО. Две 
вершины ее А, й даны, а две другие В, С должны быть построены. 

Этого можно достигнуть приближенными методами, построив 
кривую ошибок для точки 
В или С. 

С этой целью про
водят из А произвольную 
прямую / , в точке ее пе
ресечения с восставляют 
к ней перпендикуляр 2 и 
опускают из £) перпенди
куляр на 2. Его точка пе
ресечения Сх с прямой 2 
есть точка кривой ошибок. 
Аналогично определяют и 
вторую точку С2. 

Всегда можно точки 
С\ и С 2 определить так, 
чтобы они лежали вблизи 
прямой / . Тогда кривую 
ошибок на этом коротком расстоянии можно рассматривать, как 
почти прямую. 

b) Е с л и и м е ю т с я в р а с п о р я ж е н и и д в а п о д в и ж 
ных п р я м ы х у г л а , то з а д а ч а м о ж е т б ы т ь с е р о г о р а з 
р е ш е н а . 

Нужно лишь оба прямых угла расположить в плоскости чер
тежа так, чтобы они прилегали друг к другу вдоль одного катета 
(фиг. 152), и чтобы второй катет одного угла проходил через А, 
а второй катет другого угла — через О; далее, вершина первого 
угла должна лежать т g, а второго — на / ш ) . 

Правильного расположения углов достигают после короткого 
передвижения, в результате чего получается строгое решение пред
ложенной задачи (§ 22). 

Если, в частности, 
в = 1 . 

Фиг. 152 
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ТО 
з 3 

х=У'ь, y = V~b'. 
Таким образом, если 

а=1,Ь=2, 
то 

х \ г. 

6. Приближенный метод Буонафальче (Buonaíalce)  * 

Пусть ABC будет прямоугольный равнобедренный треуголь
ник с катетами АВ и АС; делят гипотенузу на шесть равных 
частей и строят на катете А С (от С к А) точку D так, что 

Тогда ВО приблизительно равняется АВ\/Г2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть АВ будет равно 1 ; тогда 

ВС=У2 
и _ 

6 
поэтому 

ВО 
' \ о / 

= 1 25863, 

. 1/7+ (, - Щ - V - Ц V я м , -

между тем как 

. 1/2 = 1-2599. 
3 

Таким образом, ВО есть приближенное значение ] / 2 ; ошибка не 
превосходит 

7. При практическом черчении нередко требуется строить У~2. 
Методы двух последних параграфов могут быть тогда непо

средственно применены с пользою. 

* Enriques, там же. стр. 439. 
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§ 46. Трисекция угла 

1- Уравнение, к которому приводит трисекция угла а 
Для нашей цели мы развернем выражение 

а , . а eos у 4- i sin у 

сначала по теореме Муавра, затем по строке бинома и получим 

а . а \ 3 . cos у 4-1 sin - - I = cos a 4-1 sin a = 

= cos3 -• 3 cos — sin ¿ - - 4-1 3 cos' -- sin — sin 
3 3 З / ' Г 3 3 3 

Отсюда следует, что 

(1) cos a = cos3 ~ — 3 c o s ^ s m 2 y = 4 c o s 3 у — 3 cos ~ 

Пусть a будет данным углом, а произвольный отрезок — единицей 
a 

длины ; тогда можно рассматривать cos а, как данный, а cos — как 
искомый отрезок. Если положить 

о о а 

2 с о э а = а , 2соз—- = х, 

то из равенств (1) получится уравнение 

(2) х 3 - 3 х - а = 0. 

Когда это уравнение для некоторого данного а разрешимо 
в квадратных радикалах, то трисекция соответствующего угла выпол
нима при помощи циркуля и линейки; и наоборот: если для данного 
угла выполнима трисекция, то соответствующее уравнение (2) должно 
быть приводимым. 

Рассмбтрим ближе этот вопрос. 
А) Углы, т р и с е к ц и я к о т о р ы х в ы п о л н и м а п о м о 

щью ц и р к у л я и л и н е й к и . дф 0 

а) Такими углами будут, напр., угол в 90° и в 45° [ = ~2~ 
для этих углов величина а в уравнении (2) соответственно равна 
нулю и ]/2 . 
Адлер • 15 
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Само уравнение соответственно принимает вид 

x¿ -3лг = 0 
и 

x 3 - 3 x - l / ~ 2 = 0 . 

Первое уравнение имеет корни 0, ] / 3 , —1/3, а корнями второго 
будут У г + Уз, - V2, - У 2 - Уз, что вполне согласуется с 
делением углов 90 a и 45° на три равные части. 

Ь) Можно легко указать еще бесчисленное множество углов, 
для которых трисекция выполнима помвщью циркуля и линейки. 

Именно, если разделить пополам угол в 45°, то получится 
угол, трисекция которого возможна; это же имеет место и для 

45° 
угла —г- и т. д. Вообще возможна трисекция каждого угла вида 4 я 
— г где п—целое положительное число. 

Можно найти еще другие углы, трисекция которых произво
дится при помощи циркуля и линейки: 

Пусть s будет отрезок, который при помощи циркуля и ли
нейки получается из единицы посредством некоторого, впрочем, 
совершенно произвольного построения. Если положить 

2coso = a = sB—3s, 

то можно построить cosa, а вместе с тем и угол а. 
Соответствующее уравнение 

х3 — Зх — а —0 
имеет корень s; поэтому 

a s 
' 0 - 3 = 2-. 

т. е. трисекция этого угла помощью циркуля и линейки возможна. 
В) Углы, т р и с е к ц и я к о т о р ы х н е в ы п о л н и м а при 

п о м о щ и ц и р к у л я и л и н е й к и . 
Таких углов можно указать бесчисленное множество. 
Пусть, например, а будет равно 1, так что 

cosa=4 и а = 60°; 

соответствующее уравнение 
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не имеет рациональных корней, ибо таковыми могли бы быть 
только 4-1 и —1 (§ 36); поэтому уравнение неразрешимо в квад
ратных радикалах (§ 36). 

Т а к и м о б р а з о м , у г о л в 60° не м о ж е т б ы т ь р а з д е 
лен на т р и ч а с т и п о м о щ ь ю ц и р к у л я и л и н е й к и ' , 
у г о л в* 20° (а, с л е д о в а т е л ь н о , и у г о д в 40°) не м о ж е т 
б ы т ь п о с т р о е н п о м о щ ь ю э т и х с р е д с т в р е ш е н и я . 

Это совпадает с одним из ранее (§ 42) полученных резуль
татов: центральный угол, отвечающий стороне правильного девяти-
угольника, содержит именно 40°, и потому этот угол в такой же 
мере не может быть построен, как и сам девятиугольник. 

Можно указать еще бесконечное множество значений а, для 
которых соответствующее уравнение неразрешимо в квадратных 
радикалах. Существует поэтому бесконечное множество углов, три
секция которых не может быть выполнена при помощи циркуля 
и линейки. 

2. Трисекция угла помощью конических сечений 
Трисекцию угла можно произвести, вычертив коническое 

сечение и найдя точку его пересечения с окружностью. 
Мы укажем два метода такого рода, 
а) М е т о д Ш а л я (Спаз^Б). 
Пусть требуется разделить угол АОВ (фиг. 153) на три рав

ные части. 
а) Описывают вокруг О произвольным радиусом окружность 

К и в А проводят к ней касательную Затем при О строят на 
ОВ произвольный угол со (фиг. 153) и при А на Ь—тот же угол со, 
но в противоположном направлении. 

Получаемая таким путем точка пересечения Р (фиг. 153) при 
изменении со описывает некоторую кривую к—г и п е р б о л у Ш а л я . 

Если X есть одна из точек пересечения гиперболы А с 
окружностью К, то 

&.ВОХ=\%.ВОА\ 

именно, если Р 1 и Р2 суть точки окружности К, отвечающие 
точке Р, то всегда (фиг. 153) 

^АОР2 = 2^.ВОР,. 

Если теперь точки Р, и Р 2 совпадают в одной точке X, то 
^АОХ=2 ^ВОХ. 
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/?) Изучим ближе кривую h. 
Она получается из двух пучков О и Л. Каждый луч, исходя

щий из Л, определяет некоторый угол со, и ему соответствует по
этому совершенно определенный луч пучка О, и наоборот. 

В частности, лучу s пучка О (со = 0) отвечает луч t пучка Л; 
лучу g пучка Л, (со = 90°) отвечает тот луч / пучка О, который 
перпендикулярен к s. Если же отнести g к пучку Q, то ему отвечает 
луч т пучка Л, причем луч т должен быть параллелен лучу /. 

Фиг. 153 

Биссектрисы угла С> (фиг. 153) обозначим через /г, и /г,; 
положим, что /гх составляет с 5 (и с /) угол а. 

Если построить теперь такой луч пучка О, который с 5 обра
зует угол о, то соответственный луч пучка Л будет параллелен 
первому лучу, так что точка их пересечения бесконечно удалена; 
это же имеет место, если рассматриваемый луч пучка О паралле
лен биссектрисе я 2 . 

Оба пучка лучей с центрами в точках О и Л конгруентны, 
следовательно, проективны, но имеют противоположное направле
ние углов. Оба пучка поэтому определяют равностороннюю гипер
болу 1-°), которая проходит через ОАО_, в О имеет касательную / 
и в Л имеет касательную т. 
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Так как касательная / параллельна т, то середина М отрезка 
OA есть центр гиперболы. 

Асимптоты гиперболы параллельны прямым А, и А,. 
у) Для практического выполнения построения следует прежде 

всего построить точку М и обе асимптоты. Для-определения точек 
X, Y, Z выгодно воспользоваться следующим свойством гиперболы: 
„Для точек пересечения прямой / (фиг. 153) с гиперболой и асимп
тотами имеет место соотношение 

TV=OSK. 

Далее, нет необходимости строить всю гиперболу: достаточно 
начертить лишь часть ее вблизи предполагаемых точек пересечения 
с окружностью К; это быстро и точно достигается с помощью 
линейки, разделенной на части (масштаба). 

Не считая точки Л, гипербола пересекает окружность еще в 
трех точках X, Y, Z; они образуют вершины равностороннего 
треугольника, в чем легко убедиться. Поэтому и 

3 ВО Y = 3 <с BOX + 360° = BOA 4- 360°. 

д) Углу АОВ отвечают, впрочем, две г и п е р б о л ы Ш а л я . 
Одну из них мы нашли, проводя касательную к окружности в 
точке А. Если же провести касательную к окружности в точке В 
и поступать затем по предыдущему, то два пучка лучей О и В 
определят вторую равностороннюю гиперболу. 

Ь) Мы упомянем еще об одном м е т о д е т р и с е к ц и и у г л а 
п о м о щ ь ю к о н и ч е с к о г о с е ч е н и я и о к р у жн о с т и *, не 
входя, однако, в его детальное рассмотрение. 

Нам для этого нужна известная легко доказуемая теорема: 
„Пусть / будет данной прямой и А—данной точкой, не ле

жащей на /. 
Геометрическое место всех точек, для которых расстояние 

от А вдвое больше расстояния от /, есть гипербола, имеющая 
точку А своим фокусом, прямую /—директрисой; второй фокус, 
центр и асимптоты легко могут быть найдены". 

Пусть АОВ будет угол, который требуется разделить. Пред
ставим себе, что те две прямые, которые проходят через О и делят 
угол на три равные части, уже найдены. 

* F. Enriques, там же, стр. 451—453. 
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Опишем вокруг О окружность и возьмем точки А, С, О, В ее 
пересечения с этими исходящими из О четырьмя прямыми. Пусть 
теперь / будет биссектрисой угла АОВ. 

Из получающейся фигуры явствует, что искомая точка С 
отстоит от А вдвое дальше, чем от /. Вследствие этого точка С 
лежит на гиперболе и есть точка пересечения этой гиперболы с 
окружностью. 

3. Трисекция угла помощью бумажной полоски 
Пусть (фиг. 154) 

АВ =ВО = ОС = В~Ь = г 
и 

^ВАО = а; 
тогда 

^.ОВС = 2а, ^СОЕ = За 
(при этом 

СЮВ = 90° - а, 
т. е. отрезок ОО перпендикулярен к прямой АО). 

ь 

Фиг. 154 

Из этого замечания вытекает простой метод трисекции угла 
СОЕ—метод, который проще всего может быть осуществлен 
помощью бумажной полоски 1 1 8 ): 

Пусть будет-дан угол СОЕ (фиг. 154). Опишем вокруг О 
произвольным радиусом г окружность К, которая пересечет стороны 
угла в точках С и Е. 

Нанесем теперь на, край бумажной полоски отрезок АВ — г и 
поместим бумажную полоску в плоскости чертежа так, чтобы край 
ее проходил через С, точка А лежала на §• и точка В на К. 
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Тогда уже 
&.САЕ = Ъ-гсСОЕ. 

Правильное положение бумажной полоски удается найти с полной 
строгостью после некоторого перемещения бумажки. 

Трисекция угла указанным путем выполняется строго (§ 22). 
Метод же не только практически полезен, но представляет и 

теоретический интерес, так как из него можно вывести целый ряд 
методов для трисекции угла." 

Мы их приводим ниже. 
4. Трисекция угла с помощью Никомедовой конхоиды и Паска-

левой улитки 

a) Для того, чтобы придать бумажной полоске 5 (фиг. 154) 
правильное положение, можно поступить следующим образом: 

Край ее прикладывают к С, точку А помещают на прямой £ 
и передвигают бумажную полоску до тех пор, пока В не упадет 
на окружность К- При этом передвижении точка В опишет кон
х о и д у с, для которой С будет полюсом, g— основанием и 
г—интервалом (§ 45). 

Точка пересечения с с К и будет искомой точкой В121). 
Отсюда ясно, как можно воспользоваться конхоидой для три
секции угла: 

На фиг. 154 чертят еще прямую ЕС, параллельную g. 
Пусть теперь дан будет произвольный угол ЕСО = За. 
Откладывают на стороне СО произвольный отрезок г, полу

чают таким образом точку О и проводят через нее прямую g па
раллельно ЕС. 

Затем описывают окружность К вокруг точки О, как центра, 
радиусом г и строят к о н х о и д у , имеющую точку С своим полю
сом, прямую g—основанием, отрезок /- — интервалом. Точка В 
пересечения этой конхоиды с окружностью К и определяет искомую 
третью часть угла За. 

Легко видеть, что для каждого данного угла нужно чертить 
к о н х о и д у , в силу чего этот метод, конечно, имеет только исто
рический интерес. > 

b) Вообразим теперь бумажную полоску расположенной в 
плоскости чертежа так, что край ее проходит через С и точка В 
лежит на окружности К; это можно осуществить бесконечным 
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множеством способов. Точка А описывает при этом некоторую 
кривую р, так называемую, П а с к а л е в у у л и т к у (фиг. 154). 

Из чертежа ясно, что, наоборот, с помощью П а с к а л е в о й 
у л и т к и можно произвольный угол разделить на три равные части: 

Пусть будет дана начерченная П а с к а л е в а у л и т к а р, 
сверх того точка О на ней. 

Если требуется разделить угол на три равные части, то проводят 
прямую FC (фиг. 154) так, чтобы угол FCO равнялся данному 
углу. Если теперь провести через О прямую g параллельно CF, 
то g пересечет П а с к а л е в у у л и т к у в некоторой точке А, при
чем, как видно из чертежа, 

•^FCA = l-^FCO. 

И т а к , п о м о щ ь ю р а з н а в с е г д а н а ч е р ч е н н о й П а с к а 
л е в о й у л и т к и м о ж н о д е л и т ь на т р и р а в н ы е ч а с т и 
п р о и з в о л ь н ы й у г о л . 

Это достигается тем, что П а с к а л е в а у л и т к а , например, 
вырезывается из дерева или вычерчивается на прозрачном материале. 

5. Инструменты для деления угла на три равные части 
Для выполнения этой задачи были изобретены многие инстру

менты. Один из них есть тот, которым Никомед пользовался 
для черчения своей к о н х о и д ы (§ 45). 

Другим применимым инструментом был бы тот, который вы
черчивал бы П а с к а л е в у у л и т к у , что легко достигается. 

Укажем вкратце еще на некоторые инструменты такого рода: 
а) Если на фигуре 154 поместить точку D так, что BD = г, 

то, как мы знаем из пункта 3, точка D будет лежать на прямой я, 
перпендикулярной к ^ в точке О. 

На этом замечании основаны два метода, дающие возможность 
произвести трисекцию угла помощью бумажной полоски. 

а) Можно, во-первых, нанести на бумажную полоску отрезок 

ЪЪ = г 

и поместить эту полоску в плоскости чертежа так, чтобы край ее 
проходил через точку С и чтобы точка В полоски лежала на 
окружности К, а точка D —- на прямой h . 

ß)  Можно также отложить на бумажной полоске отрезок 

AD = 2г 
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и расположить полоску в плоскости чертежа так, чтобы край ее 
проходил через точку С, точка А лежала на прямой g, а точка 
D — на прямой h. 

В обоих случаях оказывается найденной третья часть угла СОЕ. 
На последнем методе основывается устройство инструмента 

для трисекции угла, который был указан Амадори (Amadori) *. 
Инструмент сделан из металла, состоит из окружности К, 

прямых g, h и металлической полоски, на которую нанесены точки 
А и D на расстоянии 2г одна от другой; точка А может двигаться 
только вдоль прямой g, а точка D — вдоль прямой А. 

Способ пользования инструментом непосредственно вытекает 
из фигуры 154. 

Мы не станем подробнее его рассматривать, так как инстру
менты для трисекции угла имеют только теоретический интерес. 

Ь) Фельдблюм ** предложил для трисекции угла инструмент, 
который получается из указанного в § 27 инструмента для деления 
углов пополам. 

Имеем (фиг. 154 Ь): в 

АВ = ВС = CD •— DA , 
далее, 

BE = EF — FG -=•- GB. 
Все входящие в состав фи 

гуры линии представим себе сде
ланными из дерева или металла и 
подвижными во всех указанных 
точках. 

Тогда BD постоянно будет 
биссектрисой угла ЛВС, а СВ-- Фиг. 154Ь. 
биссектрисой угла DBG, поэтому 

<с ABD BDG. 
Инструмент может быть применен для трисекции произвольного 
данного угла 1 2 2 ) . 

Присоединяя новые ромбы, можно построить инструмент, ко
торый может быть применен для деления любого угла на 4, 5 , . . . , п 
равных частей. 

* Enriques, там же, стр. 457—459. 
** Feldblura, „Jnaugural-Dissertation\ Геттинген, 189Э. 
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с) Пусть ADB будет полуокружностью, t — касательной к ней 
в точке А и 

CÀ = AO = OB-^r. 

Если теперь взять на t произвольную точку Р (фиг. 155), 
соединить ее с точкой С и провести из нее касательную PD к 
полуокружности, то найдем, что 

<е CPA = # OPA = -fc OPD = | C P D . 

В инструменте, устройство которого основано на этой тео
реме, полуокружность, касательная i и отрезок СА сделаны из де

рева и неподвижно прикреплены 
друг к другу. 

Если требуется теперь раз
делить на три части произволь
ный, но не слишком большой 
угол CPQ, то инструмент по
мещают в плоскости чертежа 
так, чтобы касательная t про
ходила через Р, точка С ле
жала на одной из сторон угла, 
а другая сторона касалась по¬

Фиг. 155 луокружности в точке D. 
Тогда угол CPA будет искомой третьей частью. 

§ 47. Графическое решение уравнений третьей и четвертой 
степени 

Геометрическая задача третьей или четвертой степени приво
дит к уравнению третьей или четвертой степени. Геометрическое 
решение задачи будет поэтому и графическим решением некоторого 
уравнения третьей или четвертой степени. 

Мы займемся в этом параграфе именно графическим решением 
уравнений третьей и четвертой степени. 

1. Приведение биквадратного 1 2 S) уравнения к кубическому 
Решение уравнения четвертой степени может быть, как из

вестно, приведено к решению уравнения третьей степени. 
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Пусть требуется решить уравнение 

(1) х* + ах* + Ьх°- + сх + с1 = 0. 

Положим прежде всего 
а 

х = у - т • 

и преобразуем уравнение (1) в уравнение 

(2) - У1 + Ау1 + Ву + С = 0. 
Теперь положим 

2у = и 4- V 4- ни , 

где и, V, 11) суть величины, которые еще должны быть определены. 
Можно их подчинить двум условиям: 

u2 + v2 + w2 = - 2 А, 

и V •ю — ~3 

и найти затем и2, V2, и>2, как корни уравнения 

(3) 23 + 2Аг* + (А2-4С)г-В1 = 0 ,и). 

Если гх, г а , г 3 суть корни этого уравнения, которое назы--
вается р е з о л ь в е н т о й биквадратного уравнения (1), то для кор
ней уравнения (2) выполняются соотношения : 

2 у , = У^ + У'^ + Уч,. 
2у2= Уъ-Уъ-Уг,, 

2у3=-У^ + У~г]-УУ3, 
2у1 = -У71ГУъ + У7г. 

Т а к и м о б р а з о м , к о р н и б и к в а д р а т н о г о у р а в н е 
ния ( 1 ) м о г у т б ы т г п о л у ч е н ы из к о р н е й р е з о л ь в е н т ы 
п о м о щ ь ю р а ц и о н а л ь н ы х о п е р а ц и й и и з в л е ч е н и я 
к в а д р а т н о г о к о р н я . 

Поэтому общее уравнение (1) разрешимо или неразрешимо в 
квадратных радикалах в зависимости от того, разрешима или нераз
решима в квадратных радикалах его резольвента (3). 
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2. Решение помощью конических сечений 
Мы дадим здесь лишь в а ж н е й ш и е м е т о д ы д л я г р а ф и 

ч е с к о г о р е ш е н и я у р а в н е н и й т р е т ь е й и ч е т в е р т о й 
с т е п е н и . 

К этой цели можно идти д в у м я р а з л и ч н ы м и п у т я м и : 
можно, во-первых, искать конические сечения, разрешающие дан
ные уравнения; во-вторых, можно, взяв два конических сечения, 
искать разрешаемые их помощью уравнения. 

Разъясним это на д в у х п р и м е р а х : 
П е р в ы й п р и м е р . Пусть будет дано уравнение 

(1) х5 + ах2 + Ьх + с = 0\ 

Оно разрешается помощью конических сечений 

(2) хг = у 
и 
(3) ху + ау 4- Ъх 4- с = О, 

ибо исключение у из уравнений (2), (3) приводит к уравнению (1). 
Уравнение (2) представляет в прямоугольных координатах па

раболу, имеющую параметром 1 и не зависящую от коэффициен
тов разрешаемого уравнения; она может быть начерчена раз навсегда. 

Уравнение (3) представляет равностороннюю гиперболу, асимп
тоты которой параллельны осям координат; центр гиперболы имеет 
координаты — а, — Ь. 

Для решения уравнений третьей степени можно на основании 
сказанного поступить следующим образом: 

Чертят параболу с параметром 1, всего удобнее—на бумаге 
с миллиметровой сеткой, затем асимптоты гиперболы и сверх того 
еще одну точку гиперболы, например, точку ее пересечения с 
осью х-ов или с осью у-ов. После этого можно уже весьма точно 
найти точку пересечения гиперболы с параболой, не чертя всей 
гиперболы (ср. § 46, стр. 229), 

В т о р о й п р и м е р . Мы теперь возьмем два конических се
чения—окружность К: 

(4) (х- т)2 4- (у — я ) 2 = /-2 

и параболу Р: 
(5) у 24-л- = 0 . 
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Исключая х из обоих уравнений,-получим: 

(6) у«4-(1 + 2 / я ) у 2 - 2 я у 4 - ( я г 2 4 - я 2 - г 2 ) = 0. 

Таким образом, помощью этих двух конических сечений можно 
решать уравнения вида 

(7) гк 4- аг2 4-*г 4-г = 0 . 

Для этой цели нужно лишь положить 

1 Аг2т — а, 

-2п = Ь, 

т2 4- л 2 — г2 = с . 

Парабола (5) не зависит от коэффициентов уравнения, под
лежащего решению, и может быть начерчена на бумаге с милли
метровой сеткой раз навсегда. Координатами центра окружности К 
служат числа 

а - \ Ь 

радиус же удовлетворяет соотношению 

гг = т2 4- я а — с. 

Таким образом, центр и радиус могут быть легко найдены, именно 
с помощью миллиметровых делений, нанесенных на бумаге. 

Полезно также не описывать самой окружности К, но поль
зоваться для определения точек пересечения Р и К размерным 
циркулем. 

Непосредственно отсчитываемые величины ординат точек 
пересечения будут корнями уравнения (7). 

Следует указать, что этот метод не только практически 
применим, но имеет также и т е о р е т и ч е с к и й и н т е р е с . 

Определение корней биквадратного уравнения (7) (в форме 
(7) может быть представлено с помощью рациональных операций 
к а ж д о е полное биквадратное уравнение) требует, кроме пользо
вания постоянной параболой, только употребления циркуля и ли
нейки. Итак, д л я р е ш е н и я б и к в а д р а т н ы х у р а в н е н и й 
мы н у ж д а е м с я , к р о м е о к р у ж н о с т е й и"п рямых , т о л ь к о 
в п о с т о я н н о м к о н и ч е с к о м с е ч е н и и . 
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Уравнение (7) может принимать и ч а с т н ы е в и д ы . Если, 
например, 

с = 0 , 

то уравнение (7) переходит в уравнение 

zs + az + b = 0; 
решение этого уравнения также может быть произведено по выше
упомянутому методу. При этом можно обойтись и без вычисле
ния г, ибо окружность К должна проходить через начало коор
динат. 

Если, далее, 

а =--= 0 , 

то уравнение (7) получает вид 

z* + b = 0. 
Корни этого уравнений также могут быть найдены помощью 

параболы и размерного циркуля. Аналогично можно разрешать 
квадратные уравнения, определять квадратные корни и т. д. 

3. Графическое решение уравнений третьей и четвертой сте
пени с помощью произвольного начерченного конического сечения 

Теперь мы покажем, как с помощью произвольного данного 
конического сечения можно находить корни каждого уравнения 
третьей и четвертой степени, следуя при этом методам, указанным 
Шалем (Chasles, „Comptes rendues", 1880). 

С этой целью мы должны предварительно сделать неко
торые замечания, связанные с новой Геометрией и графическим 
исчислением. 

а) П у с т ь К б у д е т н а ч е р ч е н н о е к о н и ч е с к о е се
ч е н и е . 

Возьмем в плоскости кривой К прямую линию ^ и на ней 
так разместим обыкновенный ряд чисел, чтобы каждой точке пря
мой g отвечало положительное или отрицательное число, измеряю
щее расстояние этой точки от некоторой определенной произвольно 
выбранной на g начальной точки.. 

Возьмем теперь на К произвольную точку О и вообразим, 
что к каждой точка Р кривой К отнесено такое число, которое 
отвечает точке пересечения прямой g с лучом РО. 
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Каждой точке Р кривой К отвечает при этом одно совер
шенно, определенное число, и наоборот—каждое число отвечает 
одной лишь точке кривой К; в частности, точке О на К отвечает 
число, относящееся к точке пересечения прямой g и касательной 
в точке О к кривой К. Число бесконечность отвечает точке пере
сечения К с прямой, проведенной через О параллельно g. 

Можно также сказать, что при этом р я д ч и с е л на^" 
п р о е к т и р у е т с я из О на к о н и ч е с к о е с е ч е н и е . 

В последующем мы будем рассматривать два таких ряда точек 
на К- Точки и отвечающие им числа первого ряда всегда будут 
обозначаться через §, а точки и числа второго ряда—через г\. 

Совпадающим точкам обоих рядов отвечают одни и те же 
числа. 

Ь) П у с т ь т е п е р ь т р е б у е т с я п о м о щ ь ю э т о г о 
п о с т о я н н о г о к о н и ч е с к о г о с е ч е н и я / Г р е ш и т ь с л е д у 
ю щ е е у р а в н е н и е : 

(1) х* + ах5 + Ьх2 + сх + а' = 0, 

Мы рассмотрим с этой целью соответствие между точками 
обоих рядов на К, устанавливаемое равенством 

) (Ч* + а*1)? + (Ь*)* + <»1 + <1) = 0. 

Каждому числу как вытекает из равенства (2), отвечают 
два числа г), и наоборот—каждому числу г\ отвечают два числа 

Следовательно, каждой точке £ первого ряда на К отвечают 
две точки щ второго ряда и каждой точке щ второго ряда на К 
отвечают две точки § первого ряда. 

Может также случиться, что некоторой точке первого ряда 
в силу соотношения (2) отвечает та точка второго ряда, которая 
с нею совпадает и, следовательно, определяет то же число, что 
и она. 

Эти д в о й н ы е т о ч к и могут быть найдены, если положить 
в уравнении (2) 

£ = = п = Хт 

При этс>м из уравнения (2) получается уравнение (1), и ста
новится ясным, что всего существует четыре таких двойных точки 
и что отвечающие им числа суть корни уравнения (1). 



240 ГЛАВА VIII. ПОСТРОЕНИЯ ТРЕТЬЕЙ И ЧЕТВЕРТОЙ СТЕПЕНИ 

Т а к и м о б р а з о м , р е ш е н и е у р а в н е н и я (1) с в о д и т с я 
к п о с т р о е н и ю э т и х д в о й н ы х т о ч е к . 

С этой целью мы должны, однако, б л и ж е и з у ч и т ь с о о т 
в е т с т в и е , у с т а н а в л и в а е м о е р а в е н с т в о м (2) м е ж д у 
т о ч к а м и д в у х р я д о в на К. 

с) Пусть ц' будет произвольной точкой второго ряда (или 
соответствующее ей число) на К, а и |"—отвечающие ей точки 
(числа) первого ряда. 

Тогда из уравнения (2) вытекает, что 

г = - г " . 

Точке отвечает в силу уравнения (2) не только точка ?/, 
но еще и вторая точка ц". Равным образом, точке |" , кроме г)', 
отвечает еще другая точка второго ряда, и это должна быть именно 
точка г\', так как уравнение (2) содержит только следовательно, 
имеет один и тот же вид для величин и которые отличаются 
лишь знаками. 

И т а к , д в е т о ч к и | ' и п е р в о г о р я д а , к о т о р ы е 
о т в е ч а ю т н е к о т о р о й т о ч к е г/ в т о р о г о р я д а , о т в е 
ч а ю т т а к ж е и о д н о й и т о й же в т о р о й т о ч к е ц"'. 

Р а в н ы м о б р а з о м , о ч е в и д н о , ч т о д в е т о ч к и ц' и ц"у 

к о т о р ы е о т в е ч а ю т о д н о й т о ч к е %, д о л ж н ы о т в е ч а т ь 
т а к ж е и о д н о й и т о й ж е т о ч к е 

Таким образом, равенством (2) не только определяется 
соответствие между рядом точек § и рядом точек г), но также 
устанавливается соответствие между точками ряда равно как и 
соответствие между точками ряда г\. 

А именно, две точки и ряда § отвечают друг другу ( 

если они отвечают одной и той же точке г) второго ряда. 
Но так как между обеими этими точками £ и должно 

существовать соотношение 

• г = - г , 

то им определяется и н в о л ю ц и я , т. е. в с е п р я м ы е , с о е д и 
н я ю щ и е т о ч к и д с с о о т в е т с т в е н н ы м и т о ч к а м и 
п р о х о д я т ч е р е з о д н у и т у же п о с т о я н н у ю т о ч к у 5 1 2 5 ) . 

Две точки г)' и г)" ряда щ отвечают одна другой, если они 
отвечают одной и той же точке £ первого ряда. Из уравнения (2) 
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очевидно, что и соответствие между г\' и чп" о п р е д е л я е т ин
в о л ю ц и ю и ч т о п о э т о м у п р я м ы е , с о е д и н я ю щ и е 
т о ч к и г]' с с о о т в е т с т в е н н ы м и т о ч к а м и щ", п р о х о д я т 
ч е р е з п о с т о я н н у ю т о ч к у 5 ' . 

с1) Таким образом, уравнением (2) определяются два пучка 
5 и б1', расположенные в плоскости кривой К. 

Каждый луч 5 пучка 5 пересекает К в двух точках и |" , 
которые отвечают одной и той же точке ц' ряда 1]. Но они 
(по предыдущему) отвечают также и одной и той же точке г}" вто
рого ряда; щ' и г)" лежат на луче / пучка 5 ' . 

Легко видеть, что к каждому лучу пучка £ таким образом 
отнесен один и только один луч пучка 5 ' , и наоборот. Лучи обоих 
пучков сопряжены одно-однозначным соответствием, которое, как 
явствует из уравнения (2), определяет п р о е к т и в н у ю зависи
мость между ними. 

Поэтому п у ч к и л у ч е й 5 и 5 ' о п р е д е л я ю т к о н и ч е 
с к о е с е ч е н и е К1У пересекающее К в четырех точках, которые 
будут искомыми двойными точками дву-двузначного соответствия 
между точками двух рядов | и г] на К. 

е) Для определения Кх поступают следующим образом: в 
уравнение (2) вместо ?/ подставляют какое-нибудь определенное 
число, например, 0', таким путем получаются два значения %, £"; 
прямая 5 , соединяющая точки и есть луч пучка 5. Теперь 
подставляют в уравнение и определяют из него ц". 

Если соединить прямой точки г{ и щ", то получится соот
ветствующий луч 5 ' пучка Таким же способом строят еще два 
луча пучка 5 и* отвечающие им лучи пучка 5 ' . 

I) Этим показано, как можно разрешить общее уравнение 
четвертой степени помощью единственного данного начерченного 
конического сечения. 

Точки пересечения Кх с К можно определить, построивши 
кривую Ку по точкам или следуя пути, который будет указан в 
следующем пункте. 

4. Результаты работ Кортума и Смита относительно геометри
ческих задач на построение третьей и четвертой степени 

Кортум и Смит в двух сочинениях, увенчанных Берлинской 
Академией в 1866 г. п р е м и е й Ш т е й н е р а , показали, что 
к а ж д а я г е о м е т р и ч е с к а я з а д а ч а т р е т ь е й и ч е т в е р т о й 

Адлер 16 
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с т е п е н и м о ж е т б ы т ь с т р о г о р е ш е н а п р о в е д е н и е м 
о к р у ж н о с т е й и п р я м ы х л и н и й , к о л ь с к о р о в п л о с 
к о с т и д а н о н а ч е р ч е н н о е о т л и ч н о е от о к р у ж н о с т и 
к о н и ч е с к о е с е ч е н и е . 

Для краткости мы не станем излагать этих работ и упомянем 
только о следующем: 

Обе эти работы имеют высокий теоретический интерес в том 
отношении, что они представляют собой непосредственное продол
жение исследований Штейнера. Именно, Штейнер (глава II) показал, 
что все построения второй степени могут быть выполнены путем 
проведения прямых линий, если дана для пользования окружность 
вместе с ее центром. Таким образом, необходимые для решения 
квадратных задач средства высшего порядка Штейнер свел к 
минимуму. 

Для решения задач третьей и четвертой степени, как мы 
знаем, недостаточно одних окружностей, ибо определение точек пе
ресечения окружностей приводит к уравнениям лишь второй степени. 

Для решения такого рода задач нужны конические сечения 
или высшие кривые, и снова возникает вопрос о сведении к мини
муму числа неизбежно присоединяемых кривых. 

Кортум и Смит и показали, что одного только начерченного 
конического сечения достаточно для решения всех задач третьей и 
четвертой степени. 

В предыдущем пункте мы пришли к такой задаче. Именно, 
было дано начерченное коническое сечение К, и второе коническое 
сечение Кг было задано пятью его точками (или двумя проектив
ными пучками лучей); искомыми были точки пересечения этих двух 
конических сечений. Для этой цели нет надобности строить кри
вую Кх по точкам; по Кортуму и Смиту точки пересечения можно 
получить, описывая окружности и проводя прямые, при условии 
пользования начерченным коническим сечением. 

Впрочем, мы уже на стр. 237 видели, что все задачи третьей 
и четвертой степени могут быть решены циркулем и линейкой при 
помощи единственного конического сечения. 

Парабола Р на стр. 236 нисколько не зависела от разре
шаемого уравнения четвертой степени; само решение уравнения там 
выполнялось путем присоединения к параболе Р окружностей и 
прямых линий. 
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§ 48. Решение уравнений третьей степени помощью двух 
прямых углов 

1. Пусть будет дано уравнение 

где а0, ах, а2, а3 суть рациональные числа. Мы чертим прямо
угольную ломаную линию АВСИЕ, стороны которой по порядку 
равны а0, а 1 ; а 2 , а 8. 

Первые две стороны а0, ах должны быть взаимно перпенди
кулярны, в остальных же отношениях они могут быть расположены 
произвольно. Для остальных же сторон должно быть соблюдено 
следующее правило: 

„Две п а р а л л е л ь н ы е с т о р о н ы л о м а н о й л и н и и 
о д и н а к о в о и л и н е о д и н а к о в о н а п р а в л е н ы в з а в и с и 
м о с т и от т о г о , и м е ю т ли с о о т в е т с т в у ю щ и е к о э ф ф и 
ц и е н т ы у р а в н е н и я п р о т и в о п о л о ж н ы е или о д и н а к о 
вы е з н а к и". 

На фигуре 156 отрезки АВ и С£> одинаково направлены, 
следовательно, а 0 и а 2 имеют различные знаки. Равным образом, 
одинаково направлены отрезки ВСиОЕ; отсюда можно заключить, 
что а г и аъ имеют различные знаки. 

(1) а0х3 4- ахх2 4- а2х + а 3 = О, 

ФИГ. 156 
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Ломаную линию ABCDE называют л о м а н о й , п р е д с т а 
в л я ю щ е й левую часть уравнения*. 

В последующем мы для определенности будем считать коэф
фициенты а0 и at положительными; тогда а2 и а3, в соответствии 
с чертежом, должны быть отрицательными. 

2. Строим при А произвольный угол со (фиг. 156) и чертим 
новую ломаную AFGH; тогда 

FB = a0tgco = a0x, 

tg со = х. 

FC=aQxA-a{, 

CG = (а0х 4- аЛ х, 

DG = а0х2 4- ахх 4- а2 

(а2 есть отрицательное число). Наконец, 

ЕН~ а й х % 4- fljX2 4- а 2 х 4- а г . 

Если точка Н совпадает с Е, то 

EÑ = 0, 

так что 
x = ig со 

является корнем уравнения, подлежащего решению. 
Из приведенных рассуждений ясно, как решить уравнение (1): 

нужно лишь определить угол со так, чтобы ломаная линия AFGH 
заканчивалась в Е. 

Такого рода р а з р е ш а ю щ у ю ломаную линию легко по
строить помощью двух прямоугольных треугольников I и II 
(фиг. 156), как это явствует из чертежа. 

Вместо одного из прямоугольных треугольников в иных слу
чаях употребляется прямой угол, как, например, на фигуре 157 1 2 6 ) . 

3. Если помощью двух прямоугольных треугольников най
дена разрешающая ломаная, то необходимо еще исследовать, 
удовлетворяет ли уравнению 4-tgco или — tgco, т . е . нужно устано-

если 

Далее, 

* Cremona, „Graph. Calcul" 



§ 49. ПРАВИЛЬНЫЕ СЕМИУГОЛЬНИК И ДЕВЯТИУГОЛЬНИК 245 

вить, в каком направлении должен считаться положительным. 
На этот счет можно установить общее правило, но удобнее в 
каждом частном случае произвести небольшое исследование отно
сительно того, должно ли найденное значение х брать с положи
тельным или отрицательным знаком. 

Если 
а0 = 1, 

то корень х выражается отрезком ХВ. 
З а м е ч а н и е . Этим показано, как помощью двух прямых 

углов может быть решено каждое уравнение третьей степени, а 
вместе с тем и каждое уравнение четвертой степени. 

Само решение ни в коем случае не будет лишь приближен
ным, но совершенно строгим (§ 22). 

Отсюда замечают, что прямой угол есть наиболее могуще
ственное из обычных средств построения; он могущественнее цир
куля, ибо даже помощью нескольких циркулей нельзя решать 
задач степени выше второй. 

В черчении нередко приходится решать задачи третьей и 
четвертой степени. Для строгого их решения часто предлагается 
присоединить к обычным средствам решения еще высшее, например, 
параболу ( у 2 4- л: = 0). Н о и з , в ы ш е с к а з а н н о г о я в с т в у е т , 
ч т о в э т о м нет н е о б х о д и м о с т и . 

§ 49. Построение правильного семиугольника и девятиуголь-
ника помощью двух прямых углов 

1. П о с т р о е н и е п р а в и л ь н о г о с е м и у г о л ь н и к а . 
Построение правильного семиугольника требует решения урав

нения (§ 42, 1) 
(1) у 3 4 - у 2 - 2 у - 1 = 0. 

Чертят ломаную линию АВСйЕ (фиг. 157), представляющую 
уравнение (1), и, согласно вышесказанному, строят разрешающую 
ломаную АХУЕ. Тогда 

ХВ = у. 

Затем отыскивают (§ 42, 1) середину Н отрезка ХВ и вос
ставляют к нему в точке Н перпендикуляр. Этот последний пере-
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секает окружность К в вершинах 2 и 7 вписанного семиугольника 
(фиг. 157). 

2. П о с т р о е н и е п р а в и л ь н о г о д е в я т и у г о л ь н и к а . 
Построение правильного девятиугольника зависит от решения 

уравнения (§ 42, 2) 
(2) у 8 - З у + 1 = 0 . 

Это уравнение, как известно, имеет два положительных корня и 
один отрицательный, причем большим из положительных корней 
будет 

Фиг. 157 

Для решения уравнения (2) чертят (фиг. 158) соответствен
ную ломаную ABCDE и разрешающую ломаную AXYE, причем 

у = ВХ>\. 

Исходя из середины Я отрезка ВХ, находят, как и прежде, вер
шины 2 и 9 вписанного в окружность правильного девятиуголь
ника (фиг. 158). 
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§ 50. Визуальные задачи третьей и четвертой степени 

Таковы задачи, не содержащие никакого измерения, следо
вательно, не меняющие своего словесного выражения при проекти
ровании на произвольную плоскость и приводящие к уравнениям 
третьей или четвертой степени, если решать их вычислением. 

Фиг. 158 

Нозая Геометрия знает большое количество визуальных задач 
третьей и четвертой степени. О с н о в н о й з а д а ч е й ч е т в е р 
т о й с т е п е н и является следующая: 

„Два к о н и ч е с к и х с е ч е н и я з а д а н ы к а ж д о е п я т ь ю 
о п р е д е л я ю щ и м и е г о э л е м е н т а м и ; о п р е д е л и т ь т о ч к и 
в с т р е ч и э т и х с е ч е н и й " . 

Эта задача, как известно, может быть сведена к задаче 
третьей степени: 

„ Д а н а о б щ а я т о ч к а д в у х к о н и ч е с к и х с е ч е н и й 
и с в е р х т о г о е щ е по ч е т ы р е т о ч к и к а ж д о г о из них; 
о п р е д е л и т ь о с т а л ь н ы е т р и о б щ и е т о ч к и к о н и ч е 
с к и х с е ч е н и й " . 

Последняя задача является о с н о в н о й з а д а ч е й т р е т ь е й 
с т е п е н и . 
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В с е г р а ф и ч е с к и е з а д а ч и т р е т ь е й и ч е т в е р т о й 
с т е п е н и м о г у т б ы т ь с в е д е н ы к э т и м д в у м з а д а ч а м . 

Важную задачу третьей степени представляет собою опреде
ление двойных точек плоской коллинеации, заданной четырьмя 
парами соответственных точек; она может быть сведена к основ
ной задаче. 

Каждая задача третьей степени имеет, по меньшей мере, 
одно вещественное решение, самое же большее—три, соответ
ственно тому, что каждое уравнение третьей степени с веще
ственными коэффициентами имеет всегда одно, самое же большее— 
три вещественных решения. 

Результаты работ Кортума и Смита могут быть применены и 
к визуальным задачам третьей и четвертой степени. Мы, однако, 
не можем ближе входить в рассмотрение этих задач и вынуждены 
сослаться на учебники новой Геометрии. 



IX. Г Л А В А 

ИСТОРИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ ОТНОСИТЕЛЬНО КВАДРАТУРЫ КРУГА; 
ПРИБЛИЖЕННОЕ ВЫПРЯМЛЕНИЕ ОКРУЖНОСТИ; ПРАВИЛА ДЛЯ УВЕ

ЛИЧЕНИЯ ТОЧНОСТИ ПОСТРОЕНИЙ 

§ 51. Исторические замечания относительно квадратуры 
круга 

1. Квадратура круга требует построения квадрата, равно
великого данному кругу. 

Этот квадрат можно найти, 'если начертить прямоугольник, 
имеющий основанием половину окружности круга, а высотою— 
радиус его, и затем преобразовать этот прямоугольник в равно
великий квадрат. 

Итак, вопрос сводится к тому лишь, чтобы построить полу
окружность, т. е. к выпрямлению полуокружности. Если радиус 
окружности равен 1, то длина полуокружности равна л; по
э т о м у з а д а ч а т а к ж е м о ж е т б ы т ь с в е д е н а к п о с т р о е 
нию о т р е з к а , д л и н а к о т о р о г о в т о ч н о с т и р а в н а л. 

Решение этой задачи представляет собою исстари знаменитую 
проблему. Уже в „ П а п и р у с е Р и н д а " (2 000 лет до Р. X.) рас
сматривалась задача о преобразовании круга в равновеликий квад
рат и для этой цели было дано следующее правило: 

„За сторону квадрата следует взять | диаметра". 

то, как легко видеть, это правило не так уж неточно и, во всяком 
случае, удовлетворяет всем целям землемерия. 

У греков квадратура круга вместе с вычислением л является 
часто рассматриваемой задачей. Для ее решения были несколько 
раз найдены кривые. 

Так как 
г и 
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Архимед определяет число л помощью многоугольников, 
вписанных в круг и описанных около него. Его метод был обра
ботан Гюйгенсом (Huyghens). Около того же времени (1600) 
Рудольф ван Цейлен (van Ceulen) вычислил число л с 20 знаками; 
оно по сию пору носит даже его имя. 

Спустя сто лет при построении Дифференциального и Инте
грального исчислений были даны многочисленные формулы и ряды 
для вычисления л. * 

Особенно замечательны—формула Валлиса (Wallis): 

_гт__2_ _2_ ± _4 б_ 6_ 
2 ~ 1 ' 3 ' 3 ' 5 ' 5 '. 7 " ' 

и ряд Лейбница: 

4 3 п 5 7 ^ 9 

Были даны также ряды, позволяющие легко вычислить л. 
В настоящее время л вычислено с 700 десятичными знаками. 

Первые десять десятичных знаков л таковы: 

л= 3-141 592 653 5.. . 

Ламберт (Lambert) показал, что л есть число иррациональное; 
Лежандр (Legendre) доказал, что и л2 есть иррациональное число*. 

Но лишь в позднейшее время впервые была выяснена природа 
числа л, и вместе с тем была вполне разрешена задача о квадра
туре круга. 

2. Различают а л г е б р а и ч е с к и е и т р а н с ц е н д е н т н ы е 
ч и с л а . Число называется а л г е б р а и ч е с к и м , если оно есть 
корень некоторого алгебраического уравнения с рациональными 
коэффициентами. 

Если же число не может быть корнем такого уравнения, то 
его называют т р а н с ц е н д е н т н ы м ч и с л о м . 

* F. Rudio, „Archimedes, Huyghens, Lambert, Legendre. Vier Abhandlun
gen über die Kreismessung", Лейпциг, 1892. Русский перевод этой книги : 
Рудио, Квадратура круга. История задачи о квадратуре круга с древней
ших времен до наших дней с приложением 4 статей об измерении круга 
Архимеда, Гюйгенса. Лежандра и Ламберта. Mathesis, 1911. 
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ЛиуБИЛЛЬ (Liouville) в 1844 году впервые доказал существо
вание трансцендентных чисел. Георг Кантор (Georg Cantor) в 
основной своей работе „Über die Eigenschaften des Inbegriffs alge
braischer Zahlen" (Crelle J., Bd. 77, 1873) обнаружил существование 
трансцендентных чисел значительно более простым путем. 

Предположение, что л есть такого рода число, представлялось 
весьма вероятным. 

Эрмит^НегпШе) доказал (Compt. г. 1873), что е есть транс
цендентное число. Линдеманн (Lindemann) в своей работе „Über 
die Zahl л" (Math. Ann. 20, 1882) на основании работы Эрмита 
впервые доказал, что ил — трансцендентное число. 

Рассуждения Линдеманна были значительно упрощены сначала 
Вайерштрассом (Weierstrass), затем Гильбертом, Гурвицем (Hurwitz), 
Горданом (Math. Ann. 43), так что в настоящее время доказатель
ство может быть дано в совершенно элементарном виде 1 2 7 ) . 

Этими работами задача о квадратуре круга вполне исчерпы
вается, т. е. строго доказывается, что ее конструктивное решение 
невозможно. 

Этим не только доказано, что невозможно помощью циркуля 
и линейки начертить прямолинейный отрезок, равный длине полу
окружности данного круга, но также и то, что задача эта не мо
жет быть решена и помощью эллиптического циркуля, конхо-
идального циркуля или, вообще, инструмента, чертящего алгебраи
ческие кривые. 

Р е ш е н и е ее м о ж е т б ы т ь п о л у ч е н о т о л ь к о по
м о щ ь ю и н с т р у м е н т а , ч е р т я щ е г о т р а н с ц е н д е н т н ы е 
к р и в ы е . ч 

Оказывается не трудным изобрести аппарат, помощью ко
торого можно было бы чертить надлежащую трансцендентную 
кривую (например, у — aresin х) и вместе с тем построить л. 

Аппаратом, который служит для этой и еще для иных целей, 
является особенно тщательно устроенный интеграф Абданк-Абака-
новича. Этот инструмент позволяет по данной (так называемой, 
дифференциальной) кривой 

чертить интегральную кривую 

y = f f(x)dx. 
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§ 52. Приближенное выпрямление окружности 

Для практических целей важно иметь методы построения про
стым путем отрезка, приближенно равного окружности данного круга. 

Такого рода методы и были даны в большом числе. Ниже 
будут указаны некоторые из них, наиболее важные; сначала же 
мы сделаем одно замечание. 

1. О точности выполненного построения 
a) Ни один из употребленных для построения инструментов 

не совершенен. 
При установке ножки циркуля в данной точке, при прикла

дывании линейки к данной точке, при описывании окружности, 
при черчении прямой линии в построение вносятся ошибки даже 
и в том случае, когда все это делается с величайшей тщательностью. 

Следует заметить, что при описывании окружности получается 
меньшая погрешность, чем при проведении прямой линии. Дело в 
том, что употребляемая линейка никогда не бывает на всем про
тяжении точно ограничена прямой линией; затем, пишущий штифт 
при черчении прямой линии не сохраняет постоянного расстояния 
от линейки, во-первых, потому что он притупляется, во-вторых, 
в виду незаметного вращения его вокруг оси во время черчения 
прямой линии. 

b) Каждая точка построения определяется пересечением двух 
линий; но каждая из последних имеет конечную ширину, так что 
математическая точка лежит внутри некоторого параллелограмма, 
который может быть рассматриваем, как ромб. Отсюда снова про
истекают погрешности в построении при прикладывании к этой 
точке линейки или при помещении в нее ножки циркуля. 

c) Можно принять, что при черчении отрезок в ~ т т еще 
может быть различаем и измерен и что поэтому погрешность при 
помещении ножки циркуля в уже найденную построением точку 
( п л о щ а д к у ) или при прикладывании линейки к такой площадке, 
а также ширина тонкой построенной линии ( ш и р и н а ш т р и х а ) 
и диаметр площадки не превосходят СМ т т ; предполагается 
тщательное вычерчивание. 

(3) Для практического черчения чрезвычайно важно было бы 
исследовать, в какой зависимости находится окончательная погреш
ность в результате построения от частных погрешностей, допу-
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щенных при отдельных основных построениях, и как должно вы
полнять все построение, чтобы вероятная ошибка была возможно 
мала, а точность результата—возможно велика. 

Такого рода исследования, которые на основании опыта 
должны быть произведены по методу наименьших квадратов, впер
вые были выполнены в частном случае у Хр. Винера (Chr. Wiener) 
в его „Darstellende Geometrie" (часть I, стр. 187—190). Ф. Клейн 
(F. Klein) настойчиво указывает („Anwendung der Differential- und 
Integralrechnung auf Geometrie", стр. 358 и далее) на важность 
теории ошибок для начертательной Геометрии. 

В связи с этим в позднейшее время были опубликованы ра
боты, трактующие об этой теории ошибок; таковы диссертации 
Ф. Гэйера (F. Geuer, Die Genauigkeit geometrischer Zeichnungen, 
behandelt nach dem Gaußchen  Ausgleichungsverfahren, Фрейбург 
1902), П. Бемера (P. Böhmer, Über geometrische Approximationen, 
Геттинген 1904), К. Нитца (К. Nitz, Anwendungen der Theorie der 
Fehler in der Ebene auf Konstruktionen mit Zirkel und Lineal, Кенигс
берг 1905). Последняя работа содержит подробную литературу 
всего вопроса. 

2. Мы применим сделанные указания к приближенным постро
ениям для выпрямления окружности. 

Так как невозможно построить'отрезок, длина которого в 
'точности равнялась бы длине окружности, то каждое построение, 
производимое с этой целью, является приближенным, и полученный 
при его помощи результат, даже при идеальном совершенстве чер
тежных инструментов, будет отличаться от искомого результата на 
некоторый отрезок / х , который может быть вычислен. 

К этой т е о р е т и ч е с к о й о ш и б к е fx при производстве 
самого построения присоединяется еще ч е р т е ж н а я о ш и б к а / 2 . 
Полная ошибка / , таким образом, равна 

/ = Л + / г 

Для того, чтобы ошибка / была наименьшей, недостаточно 
сделать возможно малой только fv нужно также уменьшить ве
роятную величину / 2 ; / 2 вообще тем больше, чем больше число 
примененных чертежных операций. 

Так, существуют приближенные построения, которые дают л 
с теоретической точностью до десятого десятичного знака, так 
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что / г меньше единицы десятого десятичного порядка. Но так как 
эти построения* чрезвычайно сложны, то величина / 2 может быть 
доведена лишь до единицы второго десятичного порядка. Такого 
рода построение поэтому не имеет никакой практической ценности. 

П р и б л и ж е н н о е п о с т р о е н и е л и ш ь т о г д а п р а к т и 
ч е с к и ц е н н о , когда оно требует возможно малого числа чер
тежных операций; при этом достаточно, чтобы ошибка / х была 
меньше 0'1 т т . 

a) П р и б л и ж е н н о е п о с т р о е н и е , по б о л ь ш е й ч а с т и 
д о с т а т о ч н о е д л я п р а к т и ч е с к и х ц е л е й , в ы т е к а е т из 
т е о р е м ы , ч т о д л и н а о к р у ж н о с т и п р и б л и ж е н н о ра
в н я е т с я 3 | д и а м е т р а . 

Так как 3-1 = 3 • 142 806, 

то достаточно прибавить еше 

^ = -0 -0012 , 
чтобы получить 

лг = 3-1416. 

Если диаметр окружности имеет 10 ст , то / х приблизительно 
равняется шш, так что для окружностей, радиусы коих меньше 
5 ст, это построение вполне достаточно. 

b) Ц е л е с о о б р а з н ы й м е т о д д л я в ы п р я м л е н и я 
д у г и о к р у ж н о с т и с о с т о и т в о т к л а д ы в а н и и н е б о л ь - * 
ших р а в н ы х х о р д вдоль по дуге и на прямой. 

При этом снова сталкиваются с д в у м я о ш и б к а м и — с 
т е о р е т и ч е с к о й / г , которая слагается из разностей между 
дугами и хордами, и с ч е р т е ж н о й о ш и б к о й зависящей от 
неточности переноса и возрастающей вместе с числом операций. 

Отнюдь не рекомендуется откладывать очень малые отрезки; 
для окружности, которая имеет, например, радиус в 5 ст , следует 
взять хорду приблизительно в 15 шш, т. е. такую хорду, которая 
во всей окружности уложилась бы от 20-ти до 25-ти раз. 

c) Кроме этих приближенных построений существуют еще 
некоторые особенно з а м е ч а т е л ь н ы е п о с т р о е н и я , которые 
непосредственно дают отрезок, приближенно равный всей окруж
ности, ее половине или четверти. 

Мы упомянем прежде всего метод Маскерони (§ 20). Он 
позволяет при помощи одного только циркуля построить отре-
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зок 5, равный 1 '571199 6, т. е. отрезок, который приближенно 
воспроизводит четвертую часть окружности: 

~ = 1-570796 3. 

Теоретическая ошибка / х достигает при этом построение 
поэтому вполне достаточно для окружностей, радиусы которых 
меньше 50 ст . 

Так как оно до конца может быть просто выполнено по
мощью одного только циркуля, то его следует отнести к числу 
л у ч ш и х и з в е с т н ы х м е т о д о в для в ы п р я м л е н и я . 

Ё CfB f А 

v Фиг. 159* 

d) Шпехт (Specht) дает (Crelle J., Bd. 3) метод, приводящий 
к очень точному результату: 

Пусть будет дана окружность К с центром О и радиусом г. 
Проведем диаметр О А (фиг. 159), касательную в точке А и 
построим на этой касательной точки В и С так, чтобы-выполнялись 
равенства 

АВ^г, 

ВС = ~ г. 

Затем определим на диаметре ОА такую точку D, для которой 

AD = OB, 

и проведем через D прямую, параллельную ОС. 
Отрезок АЕ приближенно равен окружности круга. 
Именно, 

OB =Ау 146, АС = Цг. 
э 
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Поэтому -1 о 
АЕ - — У^> = г • б - 283184, ¿ 5 

между тем как вычисленная длина окружности равна 

и = г. 6-283 185. 

Следовательно, теоретическая ошибка / 4 есть • Этот метод 

теоретически доставляет, таким образом, очень большую точность; 
лишь при радиусе в 100 т величина Д достигает ~ тт. 

е) У к а ж е м е щ е о д н о п р о с т о е п р и б л и ж е н н о е 
п о с т р о е н и е . 

Пусть К будет окруж
ность, подлежащая выпрямле
нию, и АВ—один из ее диа
метров (фиг. 160). 

Проведем касательную к 
окружности в точке А, опре
делим точку С так, чтобы вы
полнялось равенство 

Фиг. 160 
СО А = 30°, 

затем построим на касательной такую точку О, для которой 

С~0 = 3г. 

Тогда ВО приближенно воспроизводит половину окруж
ности круга. 

Именно, 

поэтому 
АС = у К З , 

АО = З г - у УЗ 

= г | / А 4 + ^ - ^ ^ ^ ^ у > / 1 2 0 - 1 8 ] / 3 = г.З-141 533, Вй 

между тем как 
= г.3-141 593. 

Таким образом, теоретическая ошибка / г равна тб<Шю г» т а к ч т 0 

достигает величины ^ шш лишь для радиуса в 2 т . 
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§ 53. Правила для увеличения точности построений 

1. П о л о ж и м , ч т о д в е т о ч к и А и В, в х о д я щ и е в 
с о с т а в н е к о т о р о г о п о с т р о е н и я , д о л ж н ы б ы т ь с о е д и 
н е н ы п р я м о ю g (фиг. 161); точки А и В при этом (стр. 252, Ь) 
заданы пересечением каких-нибудь двух линий одинаковой конеч
ной ширины. 

Поэтому каждая из этих точек лежит в некоторой области, 
которую — в виду нашей цели—можно считать кругом. 

При прикладывании линейки к обеим точкам ей можно придать 
не одно, но очень много положений; ее можно передвигать в некото
рой области, большая часть которой ограничена двумя касательными £х 

и которые могут быть рассматриваемы, как полоски шириною в 
01 т т . , \ 

Точка пересечения другой прямой а с начерченной таким 
образом прямой g будет расположена внутри отрезка аа', если 
прямую а на мгновение считать бесконечно тонкой. 

На этих соображениях основаны следующие два правила, 
которые должны быть принимаемы во внимание при точных по
строениях (Wiener, „Darstellende Geometrie", Bd. 1, стр. 190): 

a) Е с л и п р я м а я g на в с е м с в о е м п р о т я ж е н и и 
д о л ж н а б ы т ь о п р е д е л е н а в о з м о ж н о б о л е е т о ч н о , то 
о п р е д е л я ю щ и е ее т о ч к и А и В с л е д у е т б р а т ь воз 
м о ж н о б о л е е о т д а л е н н ы м и д р у г от д р у г а . 

b) Е с л и т о ч к а 5 п е р е с е ч е н и я д в у х п р я м ы х ^ и а 
д о л ж н а б ы т ь о п р е д е л е н а в о з м о ж н о б о л е е т о ч н о , то 
с л е д у е т э т и п р я м ы е о п р е д е л и т ь при п о м о щ и т о ч е к , 
по в о з м о ж н о с т и б о л е е б л и з к о л е ж а щ и х к и с к о м о й 
т о ч к е S. 

2. Пусть будут даны две начерченные прямые gx и g2; их 
точка пересечения 5 расположена в ромбе, ширина которого рав
няется ширине начерченных линий. 

Адлер 1 7 
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Если эти прямые пересекаются под прямым углом, то ромб 
переходит в квадрат; если же они пересекаются под очень острым 
углом, то ромб становится очень растянутым. 

Если эту точку пересечения нужно соединить прямой с другой 
точкой Р, то оказывается, что эта прямая лишь тогда может быть 
определена точно при п р о и з в о л ь н о м п о л о ж е н и и т о ч к и Р, 
когда угол g'go близок к п р я м о м у ; наоборот, если угол gl g2 

будет очень о с т р ы м , то прямая лишь в том случае может быть 
начерчена точно, когда точка Р лежит в н у т р и о с т р о г о у г л а . 

I Отсюда вытекает правило, которое также должно быть при
нимаемо во внимание при точных построениях: 

с) Е с л и т о ч к а 5 п е р е с е ч е н и я д в у х п р я м ы х л и н и й 
gl и g2 д о л ж н а с л у ж и т ь для т о ч н о г о о п р е д е л е н и я 
д а л ь н е й ш и х п р я м ы х , то п р я м ы е ^ и ^ д о л ж н ы п е р е 
с е к а т ь с я п о д у г л о м , м а л о о т л и ч а ю щ и м с я от п р я м о г о . 
Д в е п р я м ы е g1 и g2, п е р е с е к а ю щ и е с я п о д о с т р ы м 
у г л о м , т а к ж е м о г у т с л у ж и т ь для т о ч н о г о о п р е д е л е 
н и я д р у г и х п р я м ы х л и н и й , е с л и п о с л е д н и е о б р а з у ю т 
с £ 1 и н е б о л ь ш и е у г л ы . 

Можно, вместе с Винером (см. выше), установить еще одно 
заслуживающее внимания правило черчения. 

(1) С л е д у е т п р о и з в о д и т ь . п о с т р о е н и я с р а с т в о 
р а м и ц и р к у л я , м е н ь ш и м и , чем 60°, т а к к а к п р и б о л ь 
шем р а с т в о р е ц и р к у л я в р е з у л ь т а т ( б л а г о д а р я н о ж 
кам ц и р к у л я ) в к р а д ы в а е т с я н е т о ч н о с т ь . 

3. Принимая в расчет эти правила, Винер (там же) выполняет 
некоторые э л е м е н т а р н ы е п о с т р о е н и я . Мы приведем лишь 
одно из них вновь: 

„ Р а з д е л и т ь п о п о л а м о т р е з о к АВ в о з м о ж н о 
т о ч н е е " . . • 

Возьмем отрезок, не на много больший, чем \АВ, опишем 
им окружности вокруг точ«к А и В и соединим прямой получен
ные таким путем точки пересечения 5 г и 5 2. 

Точки 5) и 5 2 лежат близко друг к другу; поэтому -соеди
няющая их прямая на в с е м своем протяжении определена не 
точно; но ее точка пересечения с отрезком АВ определится с 
полной точностью (правила Ь и с). 



X. Г Л А В А 

Г Е О М Е Т Р О Г Р А Ф И Я 

§ 54. Допущения Лемуана 

1. В конце предшествующей главы были указаны некоторые 
правила для производства точных построений, а перед тем было 
сказано несколько слов относительно вероятной погрешности по
строения, выполненного в действительности. 

При этом было упомянуто, что последний вопрос, практически 
столь важный, начал разрабатываться лишь в последнее время, 
несмотря на то, что геометрическими построениями занимаются уже 
втечение длинного ряда лет. 

Причиной этого, главным образом, служило то обстоятельство, 
что постоянно (как это делали еще древние) считали построение 
выполненным, коль скоро было показано, каким образом оно может 
быть сведено к рассмотренным уже задачам; само же построение 
во многих случаях вовсе не выполнялось. Поэтому простота и точ
ность геометрического решения задачи не играли никакой роли. 

Яков Штейнер был первым, который (в своей книге „ Die geometri
schen Konstruktionen ausgeführt mittels deT geraden Linie und eines festen 
Kreises") определенно указал на то, что выполнение построений в дей
ствительности, т. е. с инструментами в*руке, есть нечто совсем отличное 
от выполнения их, как он выражается, лишь помощью языка. 

Он говорит: „Легко сказать: я делаю это и это, а затем то; 
но затруднительность или даже, как можно сказать в иных случаях, 
невозможность действительного выполнения очень сложных по
строений требует, чтобы, для каждой предложенной задачи было 
тщательно взвешено, какой из различных способов полного ее 
решения является простейшим, какие из операций, которые несколько 
легкомысленно выполняются языком, могут быть обойдены, коль 
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скоро дело касается устранения излишних трудностей и достижения 
наибольшей точности. 

„Одним словом, речь идет о разыскании способов, при по
мощи которых геометрические задачи могут быть разрешены тео
ретически или практически наиболее просто и точно". 

Часть его пожеланий выполнена. 
Т е о р и я ч е р т е ж н ы х и н с т р у м е н т о в , т. е. изучение 

вопросов, какие задачи могут быть разрешены помощью одного 
только циркуля, одной линейки, одного прямого угла, как мы 
видели в предшествующих главах, некоторым образом закончена. 

В о п р о с о п р о с т о т е п о с т р о е н и я будет рассмотрен 
в настоящей главе. 

2. Предположим, что одна и та же задача может быть раз
решена построением различными способами; тогда возникает во
прос, какой из них будет простейшим. 

На это немедленно можно ответить: тот, который при дей
ствительном решении требует проведения меньшего числа линий. 

Часто иа самом деле прибегали (Wiener, Darstellende Geo
metrie, Bd. 1) к указанию числа начерченных окружностей и прямых 
в решенных задачах. 

Лемуан (Lemoine) идет Несколько дальше; он определяет не 
только число н а ч е р ч е н н ы х л и н и й , но п о д с ч и т ы в а е т 
е щ е п о д г о т о в и т е л ь н ы е о п е р а ц и и , под которыми он 
разумеет прикладывание линейки к точке и помещение ножки цир
куля в данную точку. 

Он принимает, что к а ж д о е п р о и з в е д е н н о е п о м о 
щью ц и р к у л я и л и н е й к и п о с т р о е н и е с о с т а в л я е т с я и з 
ч е т ы р е х э л е м е н т а р н ы х о п е р а ц и й . 

Этими элементарными операциями являются следующие: 
1. П р и к л а д ы в а н и е л и н е й к и к д а н н о й т о ч к е . 
Лемуан называет ее операцией Rx и обозначает символом 

ор: (/?j). Прикладывание линейки к двум данным точкам он обо
значает поэтому символом ор: (2^) . 

2. П о м е щ е н и е н о ж к и ц и р к у л я в д а н н у ю т о ч к у 
или в п р о и з в о л ь н у ю т о ч к у д а н н о й п р я м о й . 

Он обозначает эту операцию символом ор: (Cj). Согласно с 
этим, помещение обеих ножек циркуля в две данные точки он 
обозначает символом ор: (2Cj). 
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3. П р о в е д е н и е п р я м о й л и н и и по л и н е й к е . 
Символ этой операции — ор: (R2). 
4. О п и с ы в а н и е о к р у ж н о с т и или д у г и о к р у ж 

н о с т и . 
Эгу операцию Лемуан обозначает символом ор: (С 2). 
В соответствии со сказанным, к каждому выполненному по

строению относится некоторое выражение вида 

Лемуан называет это выражение с и м в о л о м построения. 
Кроме того,, Лемуан составляет суммы 

к + mi —Е 

и называет число 5 (Simplicité)  коэффициентом простоты, степенью 
простоты или — коротко — п р о с т о т о й п о с т р о е н и я , а Е 
(Exactitude) — т о ч н о с т ь ю п о с т р о е н и я . 

3. Мы разъясним допущения Лемуана на задаче. 
„ П у с т ь у г о л б у д е т з а д а н е г о с т о р о н а м и ; т р е 

б у е т с я п о с т р о и т ь е г о р а в н о д е л я ю щ у ю". 
С этой целью обыкновенно идут следующим путем: одну из 

ножек циркуля помещают в вершину O(lCj) и описывают произ
вольным радиусом окружность (1С 2), которая пересечет стороны 
угла в точках А и В. Затем помещают ножку циркуля в точку А 
(1С,) и тем же радиусом описывают дугу окружности (1С2), 
помещают после того ножку циркуля в точку S( lCj ) и, сохраняя 
тот же раствор циркуля, описывают дугу (1С 2), которая пересечет 
дугу, имеющую центр в точке А, в некоторой точке D. Наконец, 
прикладывают линейку к точкам О и D (2R-A и проводят прямую 
OD0R2). 

Л е м у а н о в с и м в о л для этого построения имеет вид: 

ор : [2R1+ R2 + 3Q +,3Ç>) = (9 ; 5) 

(1 прямая, 3 окружности). 
Символ дает совокупность всех примененных операций, но не 

указывает последовательности, в которой они применены. 
Число 9, измеряющее количество всех примененных элемен

тарных операций, Лемуан называет простотой построения. Число 5, 
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показывающее, сколько было применено подготовительных опе
раций, неравное сумме коэффициентов при Rx и Q , Лемуан назы
вает точностью этого построения. 

4. С каждым построением Лемуан связывает символ его, 
числа 5 и Е, затем — число начерченных прямых и число начер
ченных окружностей. 

Если задача может быть решена построением различными 
способами, то Лемуан называет г е о м е т р о г р а ф и ч е с к и м то 
из этих решений, которому отвечает наименьшее число 5. 

Р а з ы с к и в а н и е т а к о г о р о д а р е ш е н и й и с о с т а 
в л я е т г л а в н у ю з а д а ч у Г е о м е т р о г р а ф и и Л е м у а н а * . 

§ 55. Критика и распространение допущений Лемуана 

1. Лемуан называет число S всех элементарных операций, 
примененных при выполнении данного построения, п р о с т о т о й 
построения. 

Это предполагает, что все упомянутые выше элементарные 
операции рассматриваются, как одинаково просты*; относительно 
этого, однако, можно быть различных мнений. 

Большинство чертежников, например, считает проведение 
прямой линии менее простым, чем прикладывание линейки к точке. 

О п ы т не дает возможности решить, какие из четырех опе
раций (стр. 260) являются простейшими, так что м о ж н о в м е с т е 
с Л е м у а н о м с ч и т а т ь их о д и н а к о в о п р о с т ы м и . 

Можно поэтому поставить в связь с простотой построения 
число 5, приняв, что из д в у х к о н с т р у к т и в н ы х р е ш е н и й 
о д н о й и т о й же з а д а ч и п р о с т е й ш и м я в л я е т с я т о , 
к о т о р о м у о т в е ч а е т н а и м е н ь ш е е ч-исло S. 

2. Число Е подготовительных операций, т. е. сумму, коэффи
циентов при ^ и Q в символе, Лемуан называет т о ч н о с т ь ю 
построения. 

Это допущение ни в коем случае не может быть оправдано. 
Оно ставит т о ч н о с т ь построения в зависимость только от п р и 
к л а д ы в а н и я л и н е й к и к т о ч к е и п о м е щ е н и я н о ж к и 
ц и р к у л я в т о ч к у ; таким образом, допускается, что только эти 

* Е. Lemoine. „Géométrographie  ou art des constructions géométriques". 
Paris, .Scientia" Nr. 18. 



§ 56. РАСПРОСТРАНЕНИЕ ДОПУЩЕНИЙ ЛЕМУАНА 263 

две операции вводят в черчение погрешность и что остальные при
меняемые операции — проведение прямых линий и вписывание 
окружностей — не вводят никакой погрешности. 

Мы, однако, знаем из предыдущего, что в особенности чер
чение прямой линии, по многим причинам, вводит в результат 
черчения погрешность, большую той, которая проистекает из спи
сывания окружности, и, вероятно, б о л ь ш у ю также и-той по
грешности, которая имеет своим источником прикладывание линейки 
к точке или помещение в данную точку ножки циркуля. 

П о э . т о м у ч и с л о Е н»е м о ж е т б ы т ь п о с т а в л е н о в 
с в я з ь с т о ч н о с т ь ю п о с т р о е н и я ; оно для построения не 
имеет никакой практической ценности. В последующем мы посто
янно будем его игнорировать. 

3. Лемуан в отношении черчения циркулем различает две 
подготовительных операции: 

(1) Помещение ножки циркуля в данную точку. 
(2) Помещение ножки циркуля в произвольную точку прямой. 

. Он обозначает эти две операции различными символами. 
Ради простоты мы обозначили их одним и тем же символом Сх*-
4. Выше было упомянуто, что уже давно установилось обыкно

вение рассматривать число начерченных линий, как меру простоты 
построения. 

Но нужно признать, что лишь благодаря инициативе Лемуана 
появился общий интерес к такого рода геометрическим вопросам; 
на самом деле стали вычерчивать решения задач, начали устанавли-" 
вать символы и определять степень простоты этих решений, воз
никло стремление получить наиболее простые построения. 

При этом подтвердились слова Штейнера, что выполнение 
построения на деле есть нечто совсем отличное от выполнения на 
словах. 

Оказалось, что даже дошедшие до нас основные планиметри
ческие построения подчас могут быть упрощены или даже заме
нены более простыми, конечно, в предположении, что слово про
стота понимается в вышеопределенном Лемуановом смысле. 

И в отношении более сложных построений нередко случалось, 
что построения, которые вообще считались наиболее простыми и 

* Равно как Рэйш (J.,Reusen „Planimetrische Konstruktionen in geo-
meirographischer Ausführung *, Leipzig 1904). 
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изящными решениями задачи, при их действительном выполнении, 
после точного определения их символов оказывались стоящими по 
простоте ниже других построений, считавшихся ранее менее про
стыми и изящными. 

Так, например, приведенное в § 7 Жергонново решение А п о л -
л о н и е в о й задачи о касании считается вообще наиболее простым 
и изящным. Если же выполнить построение, то обнаружится, что 
отвечающее ему число 5 больше, чем те числа, которые связаны 
с решениями повидимому менее простыми. * 

5. К р о м е ц и р к у л я и л и н § й к и -при ч е р ч е н и и у п о 
т р е б л я е т с я е щ е л и н е й к а о д в у х п а р а л л е л ь н ы х к р а я х 

- и п о д в и ж н о й п р я м о й у г о л (например, из дерева). 
Если, например, нужно провести две параллельные, но про

извольные прямые, то их не с т р о я т , но просто проводят линии 
вдоль краев двухсторонней линейки, в результате чего и полу
чается желаемое. 

Если требуется — для другого примера — в точке Р начер
ченной прямой g восставить к ней перпендикуляр, то не выпол
няют этого построения с помощью циркуля и прямой линии, но 
прикладывают надлежащим образом подвижной прямой угол (прямо
угольный треугольник) и немедленно получают искомую прямую. 

Чтобы получать точные результаты, двухсторонняя линейка и 
прямой угол должны быть при этом возможно точными чертежными 
инструментами; это требование, впрочем, должно предъявлять к 

- каждому чертежному инструменту. 
Как линейка о двух параллельных краях, так и прямой угол 

достаточны в отдельности для решения каждой задачи на построение 
второй степени; это было установлено в IV главе. Построения с 
помощью двухсторонней линейки имеют особенное значение для 
многих целей, например, для землемерия; прямой угол, как мы ви
дели в § 48, является чрезвычайно мощным чертежным инстру-

* Что касается л и т е р а т у р ы этого предмета, то, кроме уже упо
мянутой оригинальной работы Лемуана и сжатой также указанной уже ра
боты Рэйша, можно назвать еще: Р. Гюнтше (R. Güntsche), Beiträge zur 
Geometrographie, Archiv f. M. u. Ph., 3 Reihe. 3. u. 6. Bcf, отчеты заседаний 
Берлинского математического общества, 1902; Zeitschrift f. math. und naturw. 
Unterricht 1903; Unterrichtsblätter für Math, und Nat. 1902; Г. Боденштедт 
(Bodenstedt), Unterrichtsblätter für Math, und Nat. 1904. 
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ментом, так как с помощью нескольких прямых углов могут быть 
конструктивно строго решены и задачи третьей степени. 

Поэтому рекомендуется не о г р а н и ч и в а т ь с я о с н о в 
н ы м и о п е р а ц и я м и , с в я з а н н ы м и с у п о т р е б л е н и е м 
о д н о с т о р о н н е й л и н е й к и и ц и р к у л я , но р а с п р о с т р а 
н и т ь их в в е д е н и е м в у п о т р е ' б л е н и е д в у х с т о р о н н е й 
л и н е й к и и п о д в и ж н о г о п р я м о г о у г л а , так как и эти 
инструменты употребляются при действительном построении. 

С о г л а с н о с э т и м , мы д о п о л н и м Л е м у а н о в ы 
э л е м е н т а р н ы е о п е р а ц и и с л е д у ю щ и м и : 

A) Помощью л и н е й к и о д в у х п а р а л л е л ь н ы х к р а я х 
можно выполнить еще следующие две новые элементарные 
операции: 

a) М о ж н о р а с п о л о ж и т ь д в у х с т о р о н н ю ю ли
н е й к у в п л о с к о с т и ч е р т е ж а так , ч т о б ы о д и н и з ее 
к р а е в с о в п а д а л с н а ч е р ч е н н о ю у ж е п р я м о ю . (См. за
дачу 166, фиг. 98). 

Мы будем эту операцию считать равнозначущей прикладыва
нию линейки к двум данным точкам и потому будем обозначать ее 
знаком ор : (2^). 

b) П р и н е к о т о р ы х п о с т р о е н и я х (см. задачу 165) 
б ы в а е т н е о б х о д и м о р а с п о л о ж и т ь д в у х с т о р о н н ю ю 
л и н е й к у в п л о с к о с т и ч е р т е ж а т а к , ч т о б ы о д и н 
из ее к р а е в п р о х о д и л ч е р е з д а н н у ю т о ч к у , в 
то в р е м я к а к д р у г о й к р а й п р о х о д и т ч е р е з д р у г у ю 
д а н н у ю т о ч к у . 

Эту операцию мы рассматриваем также, как равнозначущую 
прикладыванию линейки к двум данным точкам, и обозначаем ее 
поэтому знаком ор : (2/?г). 

B) Помощью п р я м о г о у г л а (например, из дерева) можно 
выполнить следующие три новые элементарные операции: 

a) М о ж н о р а с п о л о ж и т ь п р я м о й у г о л так , ч т о б ы 
о д н а и з с т о р о н е г о л е ж а л а на н а ч е р ч е н н о й у ж е 
п р я м о й — ор : (2/?^. 

b) П р и р е ш е н и и н е к о т о р ы х з а д а ч б ы в а е т не
о б х о д и м ы м р а с п о л о ж и т ь п р я м о й у г о л в п л о с к о с т и 
ч е р т е ж а т а к , ч т о б ы к а ж д а я из е г о с т о р о н п р о х о 
д и л а ч е р е з о д н у из д а н н ы х д в у х т о ч е к — ор: (2^ ) . 
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с) И н ы е з а д а ч и (см. задачу 176) т р е б у - ю т т а к о г о 
р а с п о л о ж е н и я у г л а , ч т о б ы в е р ш и н а е г о л е ж а л а на 
н а ч е р ч е н н о й линии, . 

Эту операцию мы обозначаем символом ор^М^) . 
Е с л и п р я м о й у г о л п о м е щ а ю т в п л о с к о с т и ч е р 

т е ж а т а к , ч т о в е р ш и н а е г о с о в п а д а е т с д а н н о й 
т о ч к о й Р д а н н о й п р я м о й g, а о д н а и з с т о р о н е г о 
с о в п а д а е т с g, то э т а о п е р а ц и я , в с и л у с к а з а н н о г о , 
и з о б р а ж а е т с я с и м в о л о м ор : (/?, -+- № х\ . 

С) Н а к о н е ц , мы д о п у с т и м , ч т о н е о б х о д и м о р а с 
п о л о ж и т ь п р я м о й у г о л т а к , ч т о б ы в е р ш и н а е г о 
н а х о д и л а с ь на н е к о т о р о й п р я м о й или к р и в о й ли
нии , и с в е р х т о г о , ч т о п о л о ж е н и е , в е р ш и н ы д о л ж н о 
б ы т ь о т м е ч е н о н е к о т о р о й д о б а в о ч н о й т о ч к о й . 

Эту операцию мы обозначим символом ор: (Т5,). 
6. Разъясним эти допущения п р и м е р о м . 
Пусть в целях решения некоторой геометрической задачи на 

пострвение (например^ задачи 176) прямой угол помещен в плос
кости чертежа так, что одна из его сторон проходит через данную 
точку Л, другая сторона — через данную точку В, а вершина ле
жит на прямой линии g, и пусть положение вершины должно быть 
отмечено. 

Тогда символ построения имеет вид: 

о р г ^ + И ^ + Л ) . 

Эти э л е м е н т а р н ы е п о с т р о е н и я (пункт 3) мы при
с о е д и н и м к построениям Лемуана; далее, все эти построения 
мы будем считать р а в н о з н а ч у щ и м и и ч и с л о , их £ будем 
рассматривать, как мерило'п р о с т о т ы выполненного построения. 

З а м е ч а н и е . Невозможно доказать равнозначность этих 
операций, ее можно лишь допустить.' - » 

При введении обозначений для элементарных операций мы 
старались вводить как можно меньше новых символов. 

Здесь предполагается также, что все употребляемые чертежные 
инструменты для каждого предложенного построения имеют надле
жащую величину, т. е. . не слишком велики и не слишком малы. 
Те же допущения делает и Лемуан относительно своих чертежных 
инструментов. 
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Нередко, однако, действительное выполнение построения по
средством обычно употребляемых („нормальных") методов делается 
затруднительным или невозможным вследствие неблагоприятных 
соотношений расположения; как помочь в этих случаях указывают: 
А. Виттиг (Wittihg), Geometrische Konstruktionen, insbesondere in 
begrenzter Ebene (Progr. Nr. 564, Gymn. z. h. Kreuz., Dresden 1899) 
и Пауль Цюльке (Paul Zühlke), Ausführung elementar-geometrischer 
Konstruktionen bei ungünstigen Lageverhältnissen (Progr. Nr. 150, 
Oberrealschule zu Charlottenburg, Ostern 1906). 

§ 56. Примеры и задачи для упражнения 

1. В следующих примерах и задачах для упражнения не 
только ц и р к у л ь и о д н о с т о р о н н я я л и н е й к а , но и ли
н е й к а о д в у х п а р а л л е л ь н ы х к р а я х и п р я м о й у г о л 
должны быть рассматриваемы, как р а в н о ц е н н ы е ч е р т е ж н ы е 
и н с т р у м е н т ы , что и имеет место на практике. 

Подлежит решению следующая о с н о в н а я з а д а ч а : 
„ В ы п о л н и т ь все п р о с т ы е и в а ж н ы е п о с т р о е н и я 

п р и п о л ь з о в а н и и в с е м и ч е р т е ж н ы м и и н с т р у м е н 
т а м и ; о п р е д е л и т ь д л я к а ж д о г о п о с т р о е н и я е г о с и м 
в о л и п р о с т о т у и, в о с о б е н н о с т и , о т ы с к а т ь т а к и е 
п о с т р о е н и я , д л я к о т о р ы х с т е п е н ь п р о с т о т ы в о з 
м о ж н о м а л а " . 

Такого рода г е о м е т р о г р а ф и ч е с к и е построения имеют 
действительную практическую ценность. 

2. В последующем будут выполнены только некоторые из 
простейших построений при пользовании всеми чертежными инстру
ментами, причем будет определяться символ построения и, в част
ности, степень его простоты S. 

Число St, помещенное при некоторых из этих задач, ука
зывает самую меньшую степень простоты, достигнутую до сих . 
пор в отношении этих построений, если, вместе с Лемуаном, 
допускать в качестве чертежных инструментов т о л ь к о циркуль и 
линейку. 

3. В с п о м о г а т е л ь н ы е п о с т р о е н и я . 
209] П о с т р о и т ь д в е п р о и з в о л ь н ы е в з а и м н о пер 

п е н д и к у л я р н ы е п р я м ы е . 
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Решение производится помощью прямого угла ор : (2/?2), 
5 = 2; (5, = 8*). 

210] Д а н ы п р я м а я £ и на н е й т о ч к а Р; т р е б у е т с я 
в о с с т а в и т ь п е р п е н д и к у л я р х к g в т о ч к е Р. 

Это выполняется помощью прямого угла. 

ор:( /г 1 + /?,+ «- 1 ) . 5 = 3; (5Х = 8*). 

211] Д а н о т р е з о к АВ; в о с с т а в и т ь п е р п е н д и 
к у л я р к н е м у в е г о с е р е д и н е . 

К л а с с и ч е с к о е п о с т р о е н и е . Описывают окружности 
А (г) **, В (г) и соединяют полученные точки пересечения С и О. 

ар:(2Р,1 + Р2 + 2С1 + 2С2), 5 = 7. 

Это дошедшее до нас, так называемое, классическое * по
строение есть вместе с тем и наиболее простое. 

(В § 23 мы показали, "как разделить отрезок пополам по
мощью двухсторонней линейки,а в § 24, как разделить отрезок по
полам помощью прямого угла; предлагается установить символ 
для этих обоих построений и определить их простоту). 

212] Д а н ы п р я м а я ^ и в н е ее т о ч к а / - 5 ; т р е б у е т с я 
о п у с т и т ь из Р на g п е р п е н д и к у л я р х. 

Решение производится помощью прямого угла: его прикла
дывают к подвигают до тех пор, пока вторая сторона его не 
пройдет через Я, и проводят затем искомый перпендикуляр. 

ор : ОД+ /?,), 5 = 4; (^ = 9*). 

213] Т р е б у е т с я п р о в е с т и д в е п р о и з в о л ь н ы е па
р а л л е л ь н ы е п р я м ы е . 

Это выполняется помощью двухсторонней линейки. 

ор : (2/?2), 5 = 2; (5, =8*) . 

214] Д а н ы о т р е з о к й и п р я м а я g\ т р е б у е т с я п р о 
в е с т и п р я м у ю х п а р а л л е л ь н о g на р а с с т о я н и и й 
о т н е е. 

Помощью прямого угла проводят произвольный перпенди
куляр к g {2£{1-\-Р.г), откладывают на нем от точки его пересе¬

* Рейш, там же. 
** Символ А (г) означает окружность с центром А и радиусом г. 
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чения с g отрезок d помощью циркуля (ЗС, 4- С 2) и через полу
ченную таким путем точку помощью прямого угла проводят 
искомую параллельную прямую х ( Wx 4- Rx 4- Ro) \ всего имеем: 

ор: (3Ri + 2R2 + 3Cl + Ci+Wi), 5 = 1 0 ; (5Х = 15*). 

215] Д а н ы п р я м а я g и т о ч к а Р; п р о в е с т и ч е р е з 
Р п р я м у ю , п а р а л л е л ь н у ю п р я м о й g. 

Мы прежде всего приведем два построения, которые д о с и х 
п о р б ы л и г е о м е т р о г р а - ^ j> 
ф и ч е с к и м и : * 

a) Описывают вокруг Р 
окружность Р(г) достаточно 
большого радиуса (фиг. 162), у <£. 
затем окружность А (г), в ре- ^ $ 
зультате чего получаем точку С. ф и г , 1(32 
Если описать окружность С (г), 
которая пересечет окружность Р(г) в точке D, то PD и будет 
искомой линией х. 

ор: ( 2 # | 4 - Я , + З С 1 4 - З С 1 ) > 5 = 9. 

b) Описывают произвольную проходящую через Р окруж
ность К (фиг. 163), которая пересечет g в точках А и В; если 

х 

Фиг. 163 

теперь сделать помощью циркуля 

ВС = АР, 
то РС есть искомая прямая х. 

ор: {2Р1 + Р2 + 4С, + 2С,)> 5 = 9 . 

* Рэйш, там же. 
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П о м о щ ь ю п р я м о г о у г л а поступают следующим 
образом: 

Располагают угол в плоскости- чертежа так, чтобы одна из 
его сторон совпала с g, а другая сторона проходила через Р 
(3/?,), проводят через Р перпендикуляр п к g (7^), прикладывают 
затем прямой угол к п так, чтобы вершина его совпадала с Р, и 
чертят х. 

ор : (4/?,+ 2 / ? , + Г , ) , 5 = 7 . 

216] Д а н ы п р я м а я ^ и на н е й т о ч к а Р; т р е б у е т с я 
ч е р е з Р п р о в е с т и п р я м у ю , к о т о р а я с g о б р а з о 
в а л а бы у г о л в 30° и л и 45°. 

а) * Проводят через Р окружность К произвольного радиуса г 
и затем описывают окружность А (г), в результате чего получают 
точку В (фиг. 164); тогда 

•^ВРА^ЗОР 

ор: (2/?, + /? ,+ 2С1 + 2С1), 5 = 7. 

Фиг. 164 Фиг. 165 

Ь) Помощью прямого угла чертят прямую п (фиг. 165), 
перпендикулярную к g, на произвольном расстоянии от Р 
(2Рх-\-Р2У, затем вокруг точки О помощью циркуля описывают 
окружность О (Р); прямая АР образует с g требуемый угол в 45°! 

ор: (4Я 1 + 2/?а + 2 С 1 + С а ) , 5 = 9 (до сих пор 5 1 = 13*). 

217] Д а н ы п р я м а я g и в н е ее т о ч к а Р; ч е р е з Р 
т р е б у е т с я п р о в е с т и п р я м у ю , с о с т а в л я ю щ у ю с g 
у г о л в 30°. 

* Рэйш, там же. 
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Описывают окружность Р(г) произвольным, но достаточно 
большим радиусом (фиг. 166), затем окружность А(г), которая 
пересекает Я (г) в точке В, и, наконец, окружность В (г), определяю
щую точку С; РС есть искомая прямая х. 

ор : (2/?, + Я„ + ЗС, + ЗС„), 5 = 9 *. 

(Предлагается решить эту задачу для случая, когда прямая х 
составляет с g угол в 45° или 60°, употребляя все чертежные 
инструменты). 

Р-

Фиг. 166 

218] Д а н у г о л а, с в е р х т о г о п р я м а я g и на н е й 
т о ч к а Я; т р е б у е т с я п р о в е с т и ч е р е з Я п р я м у ю х так , 
ч т о б ы у г о л {xg) р а в н я л с я а. 

Классическое построение является в этом случае также и 
геометрографическим; оно имеет 
символ 

ор: (2Р,+^+5С1+ЗС2), 5=11. 

219] Д а н о т р е з о к АВ; 
т р е б у е т с я о п р е д е л и т ь 
! ' 1' \' I' " ' • э т о г о отрезка*. 

Описывают (фиг. 167) 
окружности А {г), В (г) произ
вольным, но достаточно боль
шим радиусом и получают 
точки £) и О'. Затем чертят 

прямую АО и на ней точки £ , , £ > , , £ ) 3 , так, что 

АО = Ъ~Ъ~1 = Щ)2 А Д 
* Рэйш, там же. 
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Отсюда, соединяя прямыми точку Б' соответственно с точ
ками Ог, Ог,..., получают точки Ху, Х^ ,. ..; при этом 

ХВ=^АВ, Х~В = ^АВ, Х\В = \АВ... 

Предлагается установить символ построения последовательных 
точек Хх, Х2, Х3,... и сравнить это построение с указанным в 
задаче 110 (.фиг. 57). 

220] Д а н ы о т р е з о к АВ и д в а п р о и з в о л ь н ы х 
о т р е з к а тип; т р е б у е т с я п о с т р о и т ь на п р я м о й АВ 
т а к и е т о ч к и X и У, д л я к о т о р ы х в ы п о л н я е т с я п р о 
п о р ц и я 

АХ :Х~В = т : п 
или ^ 

АУ:ВУ=т:п. 

Фиг. 168 

Помощью двухсторонней линейки проводят через А и В 
две произвольные параллельные прямые кх и п% (фиг. 168) 
(2/?, 4-2/?2). Зат^м помощью циркуля откладывают отрезки т и п 
(последний дважды) и получают точки С, О, Е (6С\ + 2С 4). Нако
нец, проводят прямые СО и СЕ, в результате чего находят 
точки X и У. 

ор: (6/?,+ 4 / ^ + 6 ^ + 2 6 2 ) , 5 = 1 8 ; (5, = 20*). 

221 ] Д а н ы т р и т о ч к и А, X, В н е к о т о р о й п р я м о й 
л и н и и ; т р е б у е т с я п о с т р о и т ь т о ч к у У, к о т о р а я г а р 
м о н и ч е с к и о т д е л я л а с ь бы т о ч к о й X от т о ч е к Л и В. 

* Рэйш, там же. 
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До сих пор степень простоты S t достигала 13*. Предлагается 
понизить эту степень при условии пользования всеми чертежными 
инструментами. 

222] К т р е м д а н н ы м о т р е з к а м т, п, р т р е б у е т с я 
п о с т р о и т ь ч е т в е р т ы й п р о п о р ц и о н а л ь н ы й . 

Предположим при этом, что 

Р>п. 

А) Мы прежде всего приведем р е ш е н и я , б ы в ш и е до 
с и х п о р г е о м е т р о г р а ф и ч е с к и м и , т .е . те, которые выпол
няются помощью только циркуля 
и линейки. 

П о с т р о е н и е п е р в о е . 
Чертят произвольную, но до

статочно большую окружность К 
(фиг. 169), берут на К произ
вольную точку А и описывают 
окружности Л (я) и А (р — n)t  

причем р — п определяется по
мощью циркуля по данным отрез- Фиг. 169 
нам р и п. Точку В пересечения 
окружности А(р—п) с К соединяют с Л, в результате чего на 
окружности Л (л) получают точку С. Затем отыскивают на К та
кую точку D, для которой 

CD==m, 

и проводят прямую CD, которая пересекает К во второй точке Е. 
Тогда 

£ С = х , 

ибо, по теореме о секущей: 

т . х — п. р. 

ор : (4R, + 2Ro 4-1 ОС, + 5С2), 5 = 21. 

П о с т р о е н и е в т о р о е . 
Оно вытекает из следующей теоремы: 
Пусть ABC б у д е т в п и с а н н ы й в о к р у ж н о с т ь К 

т р е у г о л ь н и к (фиг. 170); п у с т ь , д а л е е , п р я м а я AD б у д е т 

* Рэйш, там же. 
Адлер 1S 
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п а р а л л е л ь н а ВС, и АХ — п р о и з в о л ь н а я п р я м а я , п р о 
х о д я щ а я ч е р е з А и в с т р е ч а ю щ а я К с в е р х т о г о е щ е 
в т о ч к е У. Т о г д а : 

АХ.ГУУ = АВ. АС. 

(Доказательство этой теоремы получается из подобных треуголь
ников БВУ и АВХ). 

Для построения х чертят окружность К (фиг. 170), берут 
на ней точку А и строят: 

Л~В = я, АС^р, СО = АВ, Ь~У=т. 

Если провести теперь АУ, то отрезок АХ и будет искомым 
четвертым пропорциональным. 

ор: (4/?1 + 2Я.2 + 10С 1 + 5С 2), 5 = 21. 

Отметим, что оба построения имеют один и тот же символ, 
одно и то же число 5. 

Фиг. 170 Фиг. 171 

В) Если в качестве чертежного инструмента допустить еще 
и л и н е й к у о д в у х п а р а л л е л ь н ы х к р а я х , то это число 5 
может быть понижено. 

Проводят помощью линейки две произвольные параллельные 
прямые (2А!2), берут на одной из них точку А (фиг. 171) и опре
деляют помощью циркуля точку В так, чтобы отрезок АВ рав
нялся п; затем проводят прямую АВ и строят (опять помощью 
циркуля) отрезок ВС, равный т, и отрезок СО, равный р. 
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Если, наконец, соединить С с О и продолжить эту прямую 
до пересечения с проходящей через А прямой, параллельной ВО, 
то отрезок ОЕ и есть искомый отрезок х. 

ор: (4/?1 + 4# 1 + 9С 1 + ЗС 1 ) , ' 5 = 20. 

Отметим, что помощью этого чертежного инструмента число 5 
удалось понизить на 1. 

(Постараться найти помощью расширенных средств черчения 
такие построения, для которых 5 было бы еще меньше). 

С) Д л я п о с т р о е н и я ч е т в е р т о г о п р о п о р ц и о н а л ь 
н о г о х к т р е м о т р е з к а м т,п,р будут далее указаны методы, 
которые ч р е з в ы ч а й н о п р о с т ы , но имеют один только тот 
недостаток, что они требуют, чтобы отрезок 2т был больше 
кажаого из двух средних членов пропорции 

т : п = р: х. 

Мы изложим теперь эти методы. 
1. Прежде всего мы-упомянем об указанном в § 18 постро

ении Маскерони для определения четвертого пропорционального. 
Оно имеет символ 

о р ^ Э ^ + З С , ) , 5=14 . 

2. Другое построение при исключительном пользовании цир
кулем Лемуан выводит из следующего предложения: 

„В к а ж д о м т р е у г о л ь н и к е п р о и з в е д е н и е д в у х 
с т о р о н р а в н о п р о и з в е д е н и ю у д в о е н н о й в ы с о т ы , 
о п у щ е н н о й на т р е т ь ю с т о р о ж у , и р а д и у с а о п и с а н 
н о г о к р у г а". 

(Это предложение есть частный случай той теоремы, которая 
была применена при втором построении (стр. 273). 

Сообразуясь с этим, построение четвертого пропорциональ
ного к т, п, р производится следующим образом: 

Описывают окружность радиуса т и берут на ней произволь
ную точку А (фиг. 172). Затем описывают окружность А(п), ко
торая пересечет К в точке В, и окружность В(р), встречающую К 
в точке С. Есяи, наконец, построить окружность С(р), которая 
пересечет окружность А(п) в точке О, то 

АО = х, 
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ибо BD есть удвоенная высота треугольника ABC. 

ор: ( Э С ^ С Д 5 = 13. 

Нет надобности проводить линии п, р, х фигуры; очевидно, 
что вся фигура может быть построена помощью одного циркуля. 
Но она требует, чтобы 2т было больше р. 

3. Гюнтше дает (там же) замечательное графическое решение 
рассматриваемой задачи. Оно вытекает из следующей теоремы : 

„Пусть К и К! (фиг. 173) будут две о к р у ж н о с т и р а д и 
у с о в , с о о т в е т с т в е н н о , т и р; е с л и ч е р е з о д н у и з 
о б щ и х т о ч е к э т и х о к р у ж н о с т е й {А) п р о в е с т и п р о 
и з в о л ь н у ю п р я м у ю , к о т о р а я п е р е с е ч е т К в т о ч к е X, 
а К'—в т о ч к е X', то п о с т о я н н о 

ВХ:ВХ' = т:р, 

Фиг. 172 Фиг. 173 

причем В есть вторая общая точка окружностей К и К'". 
(^ВАХ есть угол, вписанный в обе окружности; поэтому треуголь
ник ВМХ подобен треугольнику ВМ'Х'). 

Построение, вытекающее из этого свойства, имеет символ 

ор: (2/^ + ^ + 7 ^ + 30,), 5 = 13. 

Предлагается выполнить построение. 
223] Д а н ы д в а о т р е з к а т и п ; т р е б у е т с я о п р е д е 

л и т ь т р е т и й п р о п о р ц и о н а л ь н ы й х э т и х д в у х о т р е з 
ков,- отрезок х, таким образом, должен удовлетворять следующей 
пропорции: 

т: я = п : х. 
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Предлагается применить методы, указанные выше, и отыскать 
геометрографическое построение. 

224] Д а н ы д в а о т р е з к а т и п; т р е б у е т с я о п р е д е 
л и т ь с р е д н и й п р о п о р ц и о н а л ь н ы й э т и х д в у х о т р е з 
к о в . Таким образом, должна быть графически разрешена пропорция 

т : х== х : п. 

Всегда можно предположить, что / и > « . 
Мы прежде всего приведем решения, бывшие до сих пор 

геометрографическими; второе из них есть лишь простое видо
изменение первого. 

П е р в о е п о с т р о е н и е . 
Проводят прямую g, берут на ней произвольную точку Л 

(фиг. 174) и описывают окружность А(т), которая пересечет g, 
положим, в точке В. Затем 
определяют помощью цир¬
куля точку С так, чтобы 
отрезок ВС равнялся п, и 
ищут такую точку £>, для 
которой СО равно т. На
конец, если описать окру
жность О(С), то отрезок СЕ 
(или ВЕ) будет искомым Фиг. 174 
отрезком х. 

При этом не лишено важности следующее замечание: При 
построении точки С одна из ножек циркуля находится в В; затем 
должна быть определена точка О, для каковой цели удерживают 
одну ножку циркуля в В, а другую одновременно помещают в Л; 
этим путем выбрасывается одна элементарная операция. 

Построение имеет символ 
ор: № + 9 ^ + 4 ^ ) , 5 - 1 4 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о п р и м е н е н н о й т е о р е м ы . 
Расстояние а точки Е фигуры от прямой g есть 

тп 

поэтому 
СЕ = Л/ а* + ^г = У тп. 
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В т о р о е п о с т р о е н и е . 
Снова проводят прямую g, берут на ней произвольную точку А 

(фиг. 175) и чертят окружность А{т), которая встречает g в 
точке В; затем описывают окружности В(п), С(п) и соединяют по
лученные точки О, Е. Отрезок В/ 7 есть х. 

ор: (2/? 1 4 -2/? 2 4 -7С 1 + ЗС 2), 5 = 1 4 . 

225] П о с т р о е н и е о б р а т н о й т о ч к и о т н о с и т е л ь н о 
д а н н о й о к р у ж н о с т и . 

Пусть будут даны окружность К (фиг. 176) и точка Р, до
пустим, вне окружности. Если найти поляру р точки Р относи
тельно К, то точка Р' пересечения ее с центральной линией ОР 
будет обратной точке Р в отношении окружности К (§ 20). 

Фиг. 175 Фиг. 176 

a) К л а с с и ч е с к о е п о с т р о е н и е . 
Проводят ОР, делят пополам этот отрезок в точке М, опи

сывают окружность М(О) и соединяют полученные точки пересе
чения Вх и В 2 (фиг. 176). 

ор:(6/? 1 + 3/?2 + 4С 1 + ЗС 2), 5 = 16. 

b) Можно выполнить п о с т р о е н и е п о м о щ ь ю о д н о г о 
т о л ь к о ц и р к у л я (§ 20, 1). 

Тогда символом построения будет 

ор:(5С 1 + ЗС 2), 5 = 8. 
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с) П о с т р о е н и е п о м о щ ь ю п р я м о г о у г л а . 
Помещают прямой угол в плоскости чертежа так, что его 

стороны проходят через О и Я, а вершина лежит на А", и отме
чают положение вершины; это построение выполняют дважды. 

Прямая, соединяющая отмеченные точки, есть поляра р ; сле
довательно, точка ее пересечения с центральной линией есть иско
мая точка Я ' . 

о р : ( 8 # 1 + 2 Я а 4 - 2 И ' 1 4 - 2 Р а ) > 5 = 1 4 . 

Построение это ни в коем случае не приближенное, но стро
гое (ср. § 22, 1). 

Также и помощью лишь двухсторонней линейки можно опре-' 
делить точку Я' , обратную данной точке Я. Предлагается найти 
это построение. 

Найдено, что построение помощью о д н о г о т о л ь к о ц и р 
к у л я б у д е т г е о м е т р о г р а ф и ч е с к и м даже в том случае, 
если в качестве инструментов для черчения допущены и двухсто
ронняя линейка и прямой угол. 

226] П о с т р о е н и е п о л я р ы т о ч к и Я о т н о с и т е л ь н о 
о к р у ж н о с т и К. 

a) К л а с с и ч е с к о е п о с т р о е н и е . 

ор : (6Я, + ЗЯ 2 + 4С, + ЗС,), 5 = 1 6 . * 

b) П о с т р о е н и е п о л я р ы п о м о щ ь ю п р я м о г о у г л а . 
Поступают совершенно так, как в предшествующем пункте, 

только нет надобности в вычерчивании центральной линии. 

о р ^ б я . + ^ + г ^ + г я д 5 = п . 

227] П о с т р о е н и е ц е н т р о в п о д о б и я д в у х о к р у ж 
н о с т е й . 

* Для этого построения Лемуан в качестве наименьшего зна
чения 5 находит число 17. Последнее может быть уменьшено при 
пользовании линейкой о двух параллельных краях. 

Пусть будут даны две окружности Кх, К2 вместе с их цен
трами С\, 0 2 . Проводят прежде всего центральную линию обеих 
окружностей; затем располагают линейку в плоскости чертежа так, 

Ср. Рэйш, тан же. 
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чтобы один край ее проходил через 0 1 ( а другой через 0 2 , и 
проводят параллельные линии вдоль краев линейки. Обе эти линии 
пересекаются с окружностями в точках, которые, будучи надлежа
щим образом соединены прямыми (фиг. 177), определяют искомый 
центр подобия. 

ор: ( 8 ^ + 5/?,), 5 = 1 3 . 

Фиг. 177 

228] О с н о в н а я з а д а ч а . 
Из немногих приведенных примеров ясно, что при пользова

нии прямым углом и двухсторонней линейкой могут быть найдены 
другие и часто более простые построения, чем при пользовании 
только циркулем и односторонней линейкой. 

А так как прямой угол и двухсторонняя линейка на практике 
применяются в качестве инструментов черчения так же, как и 
циркуль и односторонняя линейка, и и с с л е д о в а н и я э т о й 
г л а в ы в о о б щ е т о л ь к о в т о м с л у ч а е и м е ю т з н а ч е н и е , 
е с л и онй с т а в я т с я в с в я з ь с д е й с т в и т е л ь н ы м в ы п о л 
н е н и е м п о с т р о е н и я , т о в о з н и к а е т з а д а ч а : 

„ В ы п о л н и т ь в с е п р о с т ы е или в а ж н ы е п о с т р о е 
ния с н о в а , при п о л ь з о в а н и и в с е м и ч е р т е ж н ы м и 
и н с т р у м е н т а м и , у с т а н о в и т ь их с и м в о л ы на о с н о 
в а н и и в ы ш е у п о м я н у т ы х р а с п р о с т р а н е н н ы х д о п у щ е 
ний, о п р е д е л и т ь с т е п е н ь их п р о с т о т ы ; в о с о б е н н о 
с т и же — о т ы с к а т ь г е о м е т р о г р а ф и ч е с к и е р е ш е н и я " -



П Р И М Е Ч А Н И Я 
2) Из ряда терминов — визуальный, дескриптивный, графине- « стр. з 

ский, — употребляющихся в русском языке, мы сочли возможным 
остановиться на термине автора. 

2) Имеется русский перевод первого сочинения: Ф. Клейн, к стр. 4 
„Лекции по избранным вопросам элементарной геометрии", Казань 
1898, и немецкий перевод второго: F. Enriques »Fragen der 
Elementargeometrie", Leipzig 1907. 

3) С формальной точки зрения, ч е р ч е н и е играет лишь к стр. в 
вспомогательную роль. См. Введение редактора. 

4) Это обычное подразделение конструктивных задач на опре
деленные, неопределенные и переопределенные обыкновенно не 
проводится с надлежащей последовательностью. Так, например, 
построение треугольника, стороны которого проходят через три 
данные точки и имеют данные длины, есть задача определенная, 
но и задача о построении треугольника по трем данным сторонам 
рассматривается, как задача определенная в том смысле, что все тре
угольники, удовлетворяющие требованиям этой задачи, конгруентны. 
Так как эта классификация задач для последующих теорий не имеет 
важности, то мы на ней останавливаться не будем. 

5) Условия, отвечающие употреблению циркуля и линейки, к стр. в 
см. во Введении. 

6) В тех случаях, когда говорится об отражении точки R в к стр. г 
данной прямой 5 , на месте прямой предполагается плоское отра
жающее зеркало, и изображение в нем точки R строится по 
известному закону, т. е. из точки R на прямую s опускается пер
пендикуляр, и на нем по другую сторону прямой s строится 
точка Q, отстоящая от s на таком же расстоянии, что и R. 
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к стр. 8 7) Легко усмотреть, что точки К, Ь, М лежат соответственно 
на биссектрисах углов А , В, С; в пересечении же биссектрис на
ходится точка О. 

к стр. я 8) при этом Ш = вТ=у, РВ = ВЁ = г. 
к стр. 13 9) Если данные прямые параллельны, то геометрическое место 

сводится к прямой, параллельной данным и равноотстоящей от них. 
1 0 ) Кроме изображенной на чертеже дуги, к геометрическому 

месту принадлежит и симметричная ей дуга по другую сторону 
отрезка АВ. 

п ) Точки Р 1 , Р 2 делят отрезок АВ соответственно внутренним 
и внешним образом в отношении т: п. Если точка Р удовлетворяет 
поставленным условиям, т. е. если АР: ВР = т: п = АРХ: ВРХ = 
= АР2:ВР2, то прямые РРХ и Р Р 2 , очевидно, являются биссек
трисами соответственно внутреннего и внешнего углов треугольника 
АРВ, следовательно, РРХ \_ РР2, и точка Р лежит на окружности, 
построенной на отрезке РХР2, как на диаметре. Для доказательства 
обратного утверждения мы возьмем произвольную точку Р на 
окружности и проведем ЕЙ РРХ (при этом ЕО [| Р Р 2 ) . Из 

к ВР к. АРг 

подобия треугольников легко получим, что -г = -— - > - г — » 
_ _ * ВРа к А р 2 

к ВР АР 
откуда — = : 1 = 1, к = к.\ из равенства треугольников 

« 1 ВР2 АР2 

РЕРХ и РОРх заключаем, что Р Р 1 есть биссектриса угла АРВ, 
АР АР. т так что = ——- — — 
ВР ВРХ « 

к стр. 17 1 2) Окружности Кх, ЛУ описаны радиусами,' которые полу
чаются из радиусов окружностей Кх, АГ2 увеличением или умень
шением их на длину радиуса окружности Кв (на чертеже в обоих 
случаях радиусы увеличены). 

1 3 ) Искомые центры лежат, таким образом, в точках пересе
чения двух из упомянутых конических сечений; обратное неверно. 
Задача вообще имеет 8* решений. 

к стр. 18 и) Обозначим через О искомую точку; тогда ОВ есть биссек
триса угла АОС, ОС — биссектриса угла ВОй; следовательно, 

ос ~ вс ' оЬ ~ ~Ш' 
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1 и) Говорят, что окружности пересекаются под углом а, если к стр. т 
под углом а пересекаются касательные к этим окружностям в точке 
их пересечения. 

Равным образом, под углом прямой с окружностью разумеют 
угол между прямой и касательной к окружности в точке пересечения 
прямой и окружности. 

Если окружности пересекаются под прямым углом, то центр 
каждой из них лежит на касательной к другой окружности в точке 
пересечения окружностей. Решение задачи 10] сводится к построению 
точки, из которой ко всем трем окружностям можно было бы 
провести равные касательные. 

1 8) Говоря об угле, под которым видна из данной точки к стр. 19 
данная окружность, имеют в виду угол между касательными, про
веденными из этой точки к окружности. 

п ) В состав геометрического места входят три прямые, про
ходящие через точку пересечения данных прямых и обладающие 
тем свойством, что каждая из них вместе с данными прямыми и 
прямой, соединяющей точку их пересечения с точкой Р, составляют 
гармонический пучек лучей. 

Таким образом, предложенная задача имеет три решения» 
1 8) Другое, более простое решение этой задачи основывается к стр. го 

на следующем предложении:. „Если точки А и В лежат на противо
положных сторонах квадрата, точки С и О на других двух его 
противоположных сторонах и если АВ±СО, то АВ = СО". 

1 9) Пусть вершинами четырехугольника будут точки А, В, С, О 
и пусть будет удалена сторона СО. Из точек А и В проводим две 
прямые, каждую — в одном из данных направлений. Точки М и N 
пересечения первой с прямой ВО и второй с прямой АС соединим 
прямою, которая и является искомым геометрическим местом. 

2 0) Ср. § 1 , 3 , пример 1. к стр. 22 
2 1 ) Если М есть середина стороны а, и вписанный круг 

касается этой стороны в точке то 2МО_=Ь — с ( й > с ) . Пусть 
N будет подошва высоты я а ; положив ММ = д, имеем Ь2 — с 2 = 

того, (а 4- Ь 4- с) г — ак, 

поэтому МО. = дг-.(ка — г). 
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к стр. S3 2 2 ) Пусть С будет середина, D какая-либо другая точка рас
сматриваемой дуги. Из С радиусом СА опишем окружность. Тогда 
ломаная АСВ равна диаметру, а ломаная ADB равна хорде этой 
окружности. 

2 3) Из центров О и О] опустим перпендикуляры Оо и 01о1 

на прямую MN, проходящую через точку пересечения этих окруж
ностей и не пересекающую линию центров. Тогда вообще оо1 < ООх, 
и только в случае, когда MN\\ OOl, будем иметь оох = ООх. 

к стр. и 2 4 ) Прямая, соединяющая середину отрезка PQ с точкой О, 
пересекает данные прямые соответственно в искомых точках X, Y. 

2 6 ) Отрезок PR из точек X, Y виден под углом 180° — а. 
2 6) В окружности, описанной радиусом R, строим хорду, ко

торая видна из центра под углом 2а; эта хорда равна стороне а. 
Далее, см. задачу 32. 

2 7) На прямых a, b от точек А и В в положительном напра
влении откладываем отрезки, равные s, и построенные таким обра
зом точки А', В' соединяем прямыми соответственно с точками В 
и А. Прямая, проходящая через точку пересечения этих прямых и 
точку О, пересекает прямые a, b соответственно в точках X, Y. 

Если точка О равноотстоит от данных прямых, то задача 
оказывается либо невозможной, либо неопределенной. 

к стр. ge ъ»у у Г ол между линией центров и искомой хордой дан. Пе
реносим хорду параллельно самой себе так, чтобы один из ее кон
цов проходил через центр данного круга. 

а 9 ) Предположим задачу решенной; пустьтрапеция ABCD (фиг. 
178) будет искомой. Отложим отрезки ВИ и CL, равные AD; тогда 
АВ = D/7, АС = DL, кроме того, AB\\DH и AC\\DL, так что 
jcBAC== -^HDL, отсюда ДВЛС = Д Я О ! и HL — ВС. Так как 
НК==ВЕ, то KL^HL-HK = Bl:-B^=EC^FH. Проведем из 
точки К касательную КМ к окружности D(H) и из точки L касатель
ную/./V к дружности D{F); тогда I N 2 = CT:FL, ~КМ"~ = ЕЯ. НК, 
но CL =~ЕК (ибо KL — ЕС), следовательно, Ё1:НК-=1К/2 :КМг, 
откуда 

ЕН:НК^А (LN2- КМ*): Ш2, 

так как FH = 7(L==~ {EL- НК). 
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Заметим, что каждая из касательных КМ, Ш , как катет не
которого прямоугольного треугольника, гипотенуза и другой катет 
коего даны, может быть построена непосредственно по данным 

Фиг. 178 

отрезкам, так что, исходя из последних, можно построить два 
отрезка р, q, отношение которых равно отношению FFf'.HK. ЕСЛИ 
построен треугольник FDK 
(фиг. 178), то легко может 
быть построена и искомая тра
пеция; таким образом, мы све
ли предложенную задачу к сле
дующей: „даны отрезки / , я> 
k, р, q, требуется построить 
треугольник FDK, для которого 
DF — f, DK = k, DH = h, при
чем ti есть точка-, в которой 
отрезок FK делится внутренним 
образом в отношении p.q". 
Решение же последней задачи 
усматривается из фигуры 179 
(сначала строится треугольник 
FDO). 

Изложенное решение принадлежит Шейнфинкелю и Резницкому. 
3 0) При этом пользуются теоремой: „Отрезок, соединяющий к стр. 

середины двух сторон треугольника, параллелен третьей стороне и 
равен ее половине". 

Фиг. 179 
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к стр. se 3 1) От середины О отрезка АА' = а отложим на нем отрезок 
0 0 1 ; равный гипотенузе прямоугольного треугольника, которого 

катеты соответственно равны — и — • Окружность, описанная из и 

s 
радиусом —» пересекает прямую в искомых точках. 

8 2 ) См. фиг. 17. Точка С в настоящем случае лежит на DBV  

3 3 ) Пусть будут даны (фиг. 17) отрезки АВ и DC и угол 
между ними; строят сначала треугольник BXCD, из элементов ко
торого известны две стороны DC и СВХ и угол DCBV 

к стр. 27 м ) Таким образом, отрезок 0'2Р является гипотенузой пря
моугольного треугольника, катеты которого известны (касательная 
и радиус круга Кг). См. геометрические места а, е. 

% стр. 28 3 5) Сперва строят заштрихованный треугольник (фиг. 21). 
Центр окружности лежит в пересечении биссектрис двух его внеш
них углов. 

•к стр. 2я зб) Откладываем дуги PtC = AP = AP3 и P2B = Pí C=RP=APa. 
Тогда (8 есть середина дуги Л/? С, а есть середина дуги СаВ и у 
есть середина дуги ВуА. 

к стр. so ") Если X есть пересечение прямых ВХА и g, a Y точка на g, 
то ломаная АХВ = прямой АХВХ, а ломаная A Y В = ломаной AYB,. 

3 8) Треугольник ABC вращением около стороны СВ приво
дится в положение АХСВ. В свою очередь, этот треугольник вра
щением около АХС приводится в положение А,В2С. Точки Р,Х, К,, 
Р2 располагаются на прямой, и отрезок РР2 равен периметру тре
угольника XPY. 

к стр. 31 з э ) На фиг. 25 точки В2 и В суть точки М и N. 
4 0 ) Две конгруентные фигуры, лежащие в одной плоскости, 

одинаково направлены, если для приведения их в совпадение нет 
надобности выводить одну из них из плоскости. Два прямоуголь
ных треугольника, которых гипотенузы служат диагоналями прямо
угольника и которые имеют общий катет, неодинаково направлены. 
Две подобные фигуры одинаково направлены, когда умножением 
одной из них на некоторое число мы получаем фигуру, конгру-
ентную другой и одинаково с нею направленную. 

4 1 ) ЛОЛ 2 = -£ ВОВг = а и -=с ААгО = ^ ASO =¡  -£fífí 20, 
поэтому треугольники ЛОЛ 2 и ВОВг подобны. При повороте пер-



— 37 ПРИМЕЧАНИЯ 287 

вого около О на угол АОА2 = а точки А и В расположатся соот
ветственно на прямых ОА2 и ОВ, и прямая АВ станет параллельна 
прямой А2Вг. 

4 2) Это есть частный случай предыдущей задачи. к стр. зг 
4 3 ) Из точки Р, лежащей вне круга О, проведем к нему две к стр. зз 

касательные Р Р , и Р Р 2 . Проведем также прямые РО и Р ^ , пе
ресекающиеся в точке 0_, и прямую (23(22> проходящую через точку 
Р параллельно прямой РхРг. Прямые Р , Р 2 и Р1С?2 называются со
ответственно полярами точек Р и.С} относительно круга О. Точки 
Р и <3 соответственно называются полюсами прямых Р , Р 2 и С^С^ 
относительно круга О. 

4 4 ) Если между точками двух п о к р ы в а ю щ и х о д н а д р у - к стр. м 
г у ю систем установлено соответствие такого рода, что, коль 
скоро точке Р п е р в о й с и с т е м ы отвечает точка Р' в т о р о й 
с и с т е м ы , то и точке Рг п е р в о й с и с т е м ы отвечает точка Р 
в т о р о й с и с т е м ы , то говорят, что обе системы точек н а х о 
д я т с я * и н в о л ю ц и и или о б р а з у ю т и н в о л ю ц и ю . 

Таким образом, система точек Р прямой g и система им 
обратных точек Р' покрывают одна другую, образуя инволюцию. 

4 5 ) Так как ОС?'Р' = -£Р'РО_, то Р'РО_ + -£Р'<2'<2 = 2(1. к стр. зе 
Точки Р, Рг, С;, 0_' лежат на одной окружности. Если д есть длина 
касательной к ней из точки О, то д~ = О Р . ОР' = г-, д — г. 

4 6) Доказательство, данное в тексте, содержит ошибку, так к стр. 37 
как В' не = В и треугольники ЛРВ и А'Р'ВГ не подобны. 
Приводим другое доказательство. Обозначим через Ж точку пере
сечения кривых Сх и Сг; через центр инверсии О проведем прямую а, 
которая пересечет кривые С, и С2 соответственно в точках Л, 
и Л 2 . Образы, обратные рассматриваемым, будем обозначать теми же 
буквами со штрихами. Согласно фиг. 33, А\М'А\ = АхМАг; 
при вращении луча а по направлению к предельному положению 
СШ, точки Л,, Л 2 приближаются к/И, точки А\,А'2 — к Ж,; угол 
АХМА2 при этом стремится, как к пределу, к углу а между каса
тельными к С, и С2 в точке М; угол же Л \ М ' А \ стремится к со
ответствующему углу а; из постоянного равенства углов Л,ЖЛ 2 и 
А\МГА\ вытекает равенство их пределов а и а'; касательные к 
кривым С, и С2 в точке УМ пересекаются под тем же углом, что 
и касательные к кривым С , и С 2 в точке М'. 
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к стр. 38 4 7 ) При этом каждая точка оси имеет о д н у и ту же сте 
п е н ь в отношении в с е х рассматриваемых окружностей. 

к стр. зо 48̂  т . е > точка Р в отношении этой окружности имеет сте
пень р1. 

к стр. 40 49) Диаметры пересекают концентрические окружности под 
прямым углом. См. конец пункта 3, с!). 

5 0) Окружность К отвечает с а м а себе; окружность К\, обрат
н а я К„ пересекает К в тех же двух точках, ч т о и Кх\ кроме того, 
т а к как К{ пересекает К под прямым углом, то и обратные им 
кривые К\ и К также пересекаются ортогонально (см. предложе
н и е в' конце 3, й); следовательно, окружности Кх и К х совпадают. 

к стр. 41 51) с формальной точки зрения вещественная окружность К1 

и мнимая окружность инверсии К пересекают друг друга под п р я 

м ы м углом. В самом деле, пусть О будет центр окружности Кх. 
Положим ОР = / и обозначим через г радиус окружности Кх. Если 
примем О з а начало прямоугольной системы координат и ОР з а 
положительное направление оси-дг, то окружности Ки К и окруж
ность, построенная н а ОР, как на диаметре, будут соответственно 
иметь уравнения 

хг+у*-гг=0; ( х - / ) 2 + _ у 2 + г 2 - / а = 0; ( * - £ / ) а + . у а - ( £ / ) 9 = 0. 

Третья окружность проходит через мнимые точки пересече
н и я первых двух окружностей, как это вытекает и з тождества: 

[ *«4у- / -2 ] + 1(х-1у+у*+г*-1*\-2[{х - 2 - 0 Ч - У - (*0Ч = 0 • 

Угол 01Р, которого мнимая вершина находится на окруж
ности, имеющей ОР диаметром, будет прямым. Вместе с т е м О/Я 
есть один из углов пересечения окружностей Кх и К. 

°2) Обратными фигурами являются две параллельные прямые. 
к стр. 43 53) Об ОСЯХ ПОДОбиЯ СМ. § 7. 

В двух действительных и л и мнимых точках, в чем легко 
убедиться, написав уравнения какой-либо окружности К и двух в 
отношении ее взаимно обратных окружностей. 

к стр. 49 5 5 ) Инверсия относительно центра 0 1 замещает точку X т о ч 

кой V, затем инверсия относительно центра 02 приводит ее в 
точку Z. Дальнейшие инверсии совмещают ее последовательно с 
точкой О и, наконец, с нею же самою. 
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5 6) На фигуре 33 обозначим соответственно через г, р, R ра- к стр. 
диусы окружностей К, К\ и Ки через О, со, О,—их центры; по
ложим также OQ = /, UQ' = %', 00 , — a, Oto = а (на прямой 0 0 , 
выбирается положительное направление, определяющее знаки чи
сел 00 , , Осо). Проведя радиусы соО/ и 0,Q, имеем 

2 а о v г'1 г2 

поэтому 
ar'- /?V 2  

О) а

 в « Д - ; . У = а ^ -

Пусть теперь 0,(/?,), 02(R2), 03(/?3) будут три окружности, 
a со,(р,), _со2(р2\ со3<Ъ3)—окружности, им обратные при инверсии 
0(г). Если точки со,, со2, со3 лежат на прямой k, то & есть (выро
дившаяся) окружность, ортогональная относительно окружностей 
(ÜÁQI)) (')-¡(Qi)t  (0з(Яз):> поэтому фигурой, обратной прямой k, будет 
окружность К, проходящая через центр инверсии О и ортогональ
ная в отношений окружностей О,(/?,), 02(/?2), 03(Ra). Наоборот, 
если центр инверсии О лежит на упомянутой окружности К, то 
обратной ей фигурой будет прямая k, ортогональная в отношении 
окружностей со,(р,), со2(р2), со3(р3) и проходящая поэтому через 
центры со,, со.,, со3. Всегда можно при помощи инверсии заменить 
три данные окружности тремя окружностями, центры коих лежат 
на одной прямой k. Пусть О,(Я,), 02(/?2), 03(R3) будут такими 
именно окружностями. Для того, чтобы при инверсии относительно 
0(г) центры со,, со2, со3 лежали на одной прямой, необходимо и 
достаточно выбрать центр инверсии О на той прямой k, на кото
рой лежат центры О,, 0 2 , 0 3 . Предположив это условие выпол
ненным и выбрав на k по произволу положительное направление, 
мы положим а, = 00 , , а 2 = 0 0 2 , а 8 = 0 0 э , а, = Осо„ а 2 = Осо2, 
а 3 = Осо8; в силу равенства (1), имеем: 

а, г а,г* а.лг2 

я "7 
R,r2 . R,r2 

p a = 

Если положить, далее,- 0 ,О г = с 3, 0 2 0 3 = с, (принимая во 
внимание знаки), то 
(2) а , - а г = с 3; а 2 - а 3 = с,, 

Адлер 19 
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к стр. 62 причем съ, с, не зависят от положения центра инверсии. Коль 
скоро из трех центров со,, со 2 . о 3 последний равноотстоит от пер
вых двух, а, 4- а г = 2а3, то-есть | 

2ая С3\ ^ I ^ — = 
^ Л 2 _ £ > 2 ~ „ 2 _ П2 Л 2 _ П 2 

Наконец, если желательно, чтобы было о, = о 2 , то должно 
. выполняться равенство 

(4) ' ^1 — = — . 

1 П 2 Ч 2 

Таким образом, для замены—путем инверсии—трех окруж
ностей О^Р,), 0 2 ( Р 2 ) , 0 3 ( Р 3 ) тремя окружностями фигуры 3 необ
ходимо удовлетворить ч е т ы р е м уравнениям (2), (3), (4), распо
лагая т р е м я величинами а,, а 2 , а 3 . Отсюда видно, ' что автор 
ошибается, утверждая, что задача Аполлония путем двух инверсий 
приводится к частному случаю фигуры 3. 

к стр. вз 5 7) Окружность Мх в этой инверсии соответствует окруж
ности Л12. 

к стр. 54 5 8 ) Точка Л„ очевидно, является внешним центром подобия 
окружностей Кх, АГ2, так как через нее проходят и .обе внешние 
общие касательные этих окружностей. 

к стр. ев б 9 ) Полным четырехсторонником называют плоскую фигуру, 
составленную из 4-х неограниченных прямых. Полный четырех
сторонник имеет 6 вершин. Каждые две, не лежащие на одной 
стороне, называются противоположными. 

к стр. 57 в 0 ) Предложение это носит название т е о р е м ы Д е з а р г а 
фёза^иез), по имени открывшего его в XVII веке французского 
геометра. 

к стр. 68 6 1 ) Точки О, О' и, например, А, А' лежат в плоскости, опре
деляемой двумя пересекающимися в точке А" прямыми ОА и ОА'. 

к стр. 59 6 2 ) Эти две плоскости суть общие касательные плоскости 
всех конусов, определяемых точками прямой g. 

к стр. 61 6 3) Приняв за плоскость ху прямоугольной системы коорди
нат плоскость, в которой лежат основания конусов Р , и Р 2 , за 
начало координат—центр О,, за ось лг-ов—линию центров 0 ,0 , и 
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обозначив через гх и /-2 радиусы оснований конусов, найдем, что эти к стр. в1 
конусы выражаются соответственно уравнениями: 

г = г1 — Ухг+уг, 2 = г2-У(с1~-х)г+у2, 
где й•= ОхОг. Исключив у, имеем уравнение 

О", - г2)[г + г, 4- гг] = «Г( - 2х 4- ^ 

плоскости, в которой лежит кривая пересечения конусов. При 
г = 0 это уравнение есть уравнение радикальной оси окружностей 
О, и О, и вместе с тем уравнение следа рассматриваемой плоскости 
на плоскости ХУ. 

6 4 ) В силу гармонических свойств поляры. к стр. вз, 
6 5) Четыре прямые, проходящие ; через точку пересечения к стр. ее 

данных прямых. 
6 6) См. задачу 70 (стр. 38) и примечание 47. 
6 Т ) В обоих случаях кривая лежит в плоскости, проходящей 

через линию центров и • перпендикулярной к плоскости чертежа. 
Если за ось х-ов принять линию центров, а за ось у-ов—перпен
дикуляр к ней в точке пересечения ее с радикальной осью пучка, 
то уравнение кривой имеет вид—в первом случае: 

у а — А:2 = а 2 , 
во втором случае: 

х2
 —у 2 = р2, 

причем а есть половина отрезка между основными точками, р— 
степень начала в отношении всех окружностей пучка. 

Итак, в обоих случаях кривые суть равнобочные гиперболы, 
имеющие оси координат своими осями. 

В первом случае решение можно получить проще, исходя 
из примечания 69. 

6 8 ) См. задачу 70 (стр. 38—40). « стр. «« 
6 9 ) Геометрическим местом пространственных изображений 

окружностей, проходящих через данную точку, является кониче
ская поверхность, имеющая своей вершиной данную точку, причем 
все ее образующие наклонены к плоскости чертежа под углом 
в 45°. См. задачу 94 и примечание 72. 
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'• Г'"Ч> с в Искомой кривой являются две гиперболы, лежащие в пере
сечении двух конических поверхностей. 

, 0 ) Две плоскости, проходящие через данную прямую под 
углом в 45° к плоскости чертежа. 

7 1) Две параболы, симметрично расположенные относительно 
плоскости чертежа и лежащие соответственно в двух плоскостях, 
пересекающих плоскость чертежа ño данной прямой под углом 
в 45°. См. примечания 69 и 70. 

7 2) Две прямоугольные конические поверхности, отвечающие 
данной окружности (см. фиг. 47). 

7 3) Две гиперболы, по которым пересекаются отвечающие 
данным окружностям прямоугольные конические поверхности. 
См. фиг. 47. 

л CUIJI. <¡s  7 4 ) Мы считаем полезным подчеркнуть, что приближенными 
способами задача не р е ш а е т с я , но лишь производятся некото
рые чертежные операции, п р а к т и ч е с к и заменяющие решение. 

к стр. v> 7 5) Эти средства решения отвечают, очевидно, пользованию 
(кроме постулатов I, II, VI) постулатом III (см. Введение\ Следует 
заметить, что в настоящей главе автор часто пользуется п р о н е
в о л ь н ы ми образами, которые не м о г у т б ы т ь з а м е щ е н ы 
п о с т р о е н н ы м и (например, по точкам А, В, А' фиг. 53 не может 
быть построена ни одна точчча вне прямой АВ); как мы указывали 
во Введении, право пользования т а к и м и п р о и з в о л ь н ы м и об
разами должно быть обосновано специальным условием. В §§ 9, 10, 
11, 12 к средствам решения, указываемым автором, можно присо
единить, например, еще следующие условия: 

а. М о ж е т с ч и т а т ь с я п о с т р о е н н о й п р о и з 
в о л ь н а я т о ч к а п л о с к о с т и в н е - д а н н о й п р я м о й . 

/3. М о ж е т с ч и т а т ь с я п о с т р о е н н о й п р о и з 
в о л ь н а я т о ч к а на д а н н о й п р я м о й , не с о в п а 
д а ю щ а я ни с о д н о й из у ж е п о с т р о е н н ы х на 
п р я м о й т о ч е к . 
7 6) Доказательство основывается на гармонических свойствах 

полного четырехугольника. 
к cm¡>.  7i 77) Всякий раз, как речь идет о лежащих в „недоступной 

части плоскости чертежа" геометрических образах, с формальной 
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Т О Ч К И З р е Н И Я Д е Л О С В О Д И Т С Я К Т О М у , Ч Т О ДОбаВОЧНЫМИ уСЛО- к стр. 71 

в и я м и мы о г р а н и ч и в а е м с в о е п р а в о п о л ь з о в а т ь с я 
р а н е е з а к л ю ч е н н ы м и у с л о в и я м и . 

Хотя в силу постулата III (см. Введение редактора) считается 
построенной точка пересечения данных прямых а, Ь, в силу же 
постулата I могла бы уже считаться построенной прямая, соеди
няющая эту точку с данной точкой Р, мы, однако, лишаем себя 
права пользоваться последним^словием и м е н н о о т н о с и т е л ь н о 
э т о й п р я м о й . 

Практическое значение такого рода ограничений ясно само 
собою. 

7 8) Точнее: числитель и знаменатель не б о л ь ш е предыду- >,-чир.-<•; 

щих, причем, по крайней мере, один из членов дроби м е н ь ш е 
соответствующего члена в предшествующей дроби. 

7 0) На основании § 10, 4, по этим данным можно построить кпирл: 

параллелограмм, и наоборот. 
80) GC = HB = XD, ЕС = ED ; < GCE=^ XDE=45°; &GCEs, к стр. ?* 

д XDE; GEC = XED. Так как Д DEG + Д GEC = d, то и 
Д XEG = Д XED + : DEG = d. 

8 1) Ибо b и с суть биссектрисы углов между прямыми а и d-
8 2) В настоящем параграфе с о х р а н я ю т с я постулаты I, II 

и III (см. Введение). Вместо постулатов IV и V, в в о д я т с я 
следующие: 

I V . С ч и т а е т с я п о с т р о е н н о й н е к о т о р а я ок
р у ж н о с т ь К и е е ц е н т р О. 

V . С ч и т а ю т с я п о с т р о е н н ы м и т о ч к и п е р е с е 
ч е н и я д а н н ы х или п о с т р о е н н ы х п р я м ы х с ок
р у ж н о с т ь ю А". 
Следует заметить к тому же, что относительно п р о и з в о л ь 

ных элементов, кроме условий а, ß  примечания 75, может быть 
заключено еще условие: 

у. М о ж е т с ч и т а т ь с я п о с т р о е н н о й п р о и з 
в о л ь н а я т о ч к а на о к р у ж н о с т и К, не с о в п а д а ю 
щая ни с о д н о й из у ж е п о с т р о е н н ы х на ней 
т о ч е к . 
8 3) Это место с достаточной ясностью показывает, насколько стр. so 

п р а к т и ч е с к а я точка зрения мешает выяснению сущности вопроса. 
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кстр.ио Выделенные автором о с н о в н ы е о п е р а ц и и , производимые 
циркулем и линейкой, п р а к т и ч е с к и покрывают одна другую, 
именно, 2-ая и 3-ья совпадают с первой, 5-ая и 6-ая — с четвертой. 
Гораздо более удобным является исследование вопроса с ф о р 
м а л ь н о й точки зрения, с точки зрения принятых п о с т у л а т о в 
(см. Введение редактора);- фактически, конечно, и автор имеет 
их именно в виду, что выясняется из сопоставления операции 1 
с постулатом I, операции 2 с постулатом III, операции 4 с по
стулатом II, операции 6 с постулатом V, наконец, операции 3 и 5-
с постулатом IV. 

8 4) Иначе говоря, если вместо постулатов I, II, III, IV, V 
установлены д р у г и е п о с т у л а т ы , то для того, чтобы доказать, 
что с их п о м о щ ь ю разрешимы все задачи второй степени, не
обходимо и достаточно обнаружить, что п е р в ы е п о с т у л а т ы 
у д о в л е т в о р е н ы , к о г д а п о с л е д н и е п р и н я т ы . 

к стр. 81 8 5) Оставаясь на практической точке зрения, н е т о с н о в а -
ний с ч и т а т ь о к р у ж н о с т ь п о с т р о е н н о й , коль скоро 
построены некоторые ее точки. В д е л е п о с т р о е н и я о к р у ж 
н о с т е й циркуль не м о ж е т б ы т ь з а м е н е н никаким другим 
инструментом, не предназначенным для описывания окружностей. 
Таким образом, следует оставить циркуль специально для этой 
цели (операция 4), но лишь не употреблять его при построении 
точек (операция 5, б). 

Относительно формальных условий, отвечающих этим ограни
ченным средствам построения, см. примечание 82. 

к стр. 82 ев) с и с т е М ы точек Кх и К имеют точку А центром подобия 
и отношение МР:ОР' отношением подобия. При том же центре 
и том же отношении подобия произвольной точке И прямой g 
отвечает точка Н' прямой ^ ' . 

к стр 83 8 7) Истинное содержание теоремы Штейнера выясняется при
мечанием 82. 

к стр. 85 88) в окружности строят (см. задачу 112) две прямые, парал
лельные одной из сторон параллелограмма, и две прямые, параллель
ные другой стороне (смежной с первой). В двух полученных таким 
образом трапециях проводят прямые, соединяющие точки пересе
чения диагоналей с точками пересечения непараллельных сторон; 
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в пересечении этих прямых и находится искомый центр (ср. теорему, к стр. ss 
§ Ю, 1). 

8 9 ) На этот раз из обычных постулатов сохраняются лишь « стр. 87 
постулаты I, II, V и VI. 

Хотя автор и упоминает об исключительном пользовании цир
кулем, но для вычерчивания прямых линий необходимо оставить 
линейку (операция 1, стр. 80; ср. примечание 85); запрещается 
лишь пользоваться ею в целях построения т о ч е к (операции 2 и 3). 
Разумеется, указанные выше условия лучше характеризуют сущность 
сделанных ограничений, нежели замечания относительно употре
бления тех или иных инструментов черчения. 

Специальных условий о праве вводить произвольные образы 
не приходится теперь заключать, ибо все произвольные образы, 
коими пользуется автор, могут быть заменены построенными (сле
дует принять во внимание заключенное во Введении условие задавать 
все геометрические образы системами точек). 

9 0 ) Отрезок RN определяется из треугольника ROG, в кото- к стр. ж 
ром Д / ? 0 0 = 60° (ибо треугольник ROG — равносторонний). 

9 1 ) Буква R (Rectus) есть знак прямого угла. к стр. os-
•п) Угол ООхА = /3, ибо треугольники ОхОВ и ОхОА равны по к стр. мо 

трем сторонам. Способ, примененный в задаче 142 (см. фиг. 73) для 
построения я-ой части данного отрезка, может быть применен и к 
построению третьего пропорционального отрезка; он, впрочем, 
почти совпадает с указанным в тексте методом, но требует одной 
окружностью меньше. 

9 3 ) С формальной точки зрения, все разъяснения настоящего к стр. т 
пункта недостаточно убедительны. 

Мы говорим, что задача может быть решена строго, если 
искомые ее объекты можно построить, о с н о в ы в а я с ь и с к л ю 
ч и т е л ь н о на з а к л ю ч е н н ы х у с л о в и я х или у с т а н о в 
л е н н ы х п о с т у л а т а х . Наоборот, задача не решена строго, если 
в результате наших умозаключений оказались построенными не 
искомые объекты задачи, а какие-либо другие. 

Что же касается того, какие именно условия заключать, то 
это, конечно, относится всецело к области нашего усмотрения. 
О б ы ч н о заключаются условия, указанные во Введении, но задача 
будет решена не менее строго, если при решении ее пользовались 
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к стр. in какими-либо другими предварительно заключенными условиями. 
Положим, например, что принят следующий постулат: 

Е с л и п о с т р о е н ы п р я м а я и д в е т о ч к и в н е 
ее , то с ч и т а ю т с я п о с т р о е н н ы м и т е (две) т о ч к и 
п р я м о й , из к о т о р ы х о т р е з о к м е ж д у д а н н ы м и 
т о ч к а м и в и д е н п о д п р я м ы м у г л о м . 
Тогда искомая точка X предложенной в тексте задачи должна 

считаться построенной непосредственно в силу этого условия; этим 
задача разрешена вполне строго. 

В о б л а с т и ч е р ч е н и я упомянутое условие и отвечает 
тому передвиганию прямого угла, которое описано в тексте. 

9 4) См. примечание 84. 
9 б) Ср. примечание 85. 

к стр. ив 9 в ) Мы приведем формальные условия, которые отвечают упо
треблению линейки о двух параллельных краях (отстоящих один от 
другого на расстоянии а). 

Прежде всего сохраняются постулаты I, II, III и VI Введения; 
кроме них устанавливаются еще следующие: 

Е с л и д а н а или п о с т р о е н а п р я м а я g, то счи
т а ю т с я п о с т р о е н н ы м и д в е п р я м ы е , п а р а л л е л ь 
н ы е g и о т с т о я щ и е от н е е на р а с с т о я н и и а. 

Е с л и д а н ы или п о с т р о е н ы д в е т о ч к и , р а с 
с т о я н и е м е ж д у к о т о р ы м и не м е н ь ш е а, т о счи
т а ю т с я п о с т р о е н н ы м и д в е п а р ы п а р а л л е л ь н ы х 
п р я м ы х , о т с т о я щ и х о д н а от д р у г о й на р а с с т о 
я н и и а и п р о х о д я щ и х с о о т в е т с т в е н н о ч е р е з 
д а н н ы е т о ч к и . 
Первому постулату отвечает в области черчения приклады

вание линейки одним краем к данной прямой; второму же соответ
ствует помещение линейки в плоскости чертежа так, чтобы один 
ее край проходил через одну из данных точек, а другой — через 
другую точку; это может быть выполнено двумя различными спо
собами (см. фиг. 97). 

Относительно произвольных элементов остаются в силе усло
вия а, ß  примечания 75. 

к стр. ш 9 7 ) См. также F. Enriques. „Fragen der Elementargeometrie", 
стр. 135. 
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9 8 ) Сохраняются обычные постулаты I, И, Ш и VI. Кроме >,• сшР. ш 
них вводятся следующие: 

С ч и т а е т с я п о с т р о е н н о й п р я м а я , п е р п е н д и 
к у л я р н а я к д а н н о й или п о с т р о е н н о й п р я м о й 
и п р о х о д я щ а я ч е р е з д а н н у ю или п о с т р о е н н у ю 
т о ч к у . 

С ч и т а е т с я п о с т р о е н н о й л е ж а щ а я на д а н н о й 
или п о с т р о е н н о й п р я м о й т о ч к а , из к о т о р о й 
д а н н ы й или п о с т р о е н н ы й о т р е з о к в и д е н п о д 
п р я м ы м у г л о м . 
Первое из этих условий отвечает хорошо известному чертеж

никам приему, при котором прямой угол одной стороной прикла
дывают к построенной прямой и заставляют его скользить по ней, 
пока другая сторона не придет в соприкосновение с построенной 
точкой. Второе же условие осуществляется следующим мало употре
бительным приемом: стараясь, чтобы стороны угла проходили через 
концы отрезка, передвигают угол по плоскости чертежа, пока вер
шина его не упадет на построенную прямую. 

Относительно произвольных элементов заключаем условие: 
С ч и т а е т с я п о с т р о е н н о й п р о и з в о л ь н а я т о ч к а 

в н е п о с т р о е н н о й п р я м о й . 
Н е о б х о д и м о с т ь заключения условий относительно про

извольных элементов (коль скоро угодно, чтобы новыми средствами 
решения были разрешимы все задачи второй степени) ясна, например, 
из того, что без таких условий, помощью одних только указанных 
выше постулатов, не может быть разделен пополам заданный кон
цами отрезок, ибо не может быть построена вообще ни о д н а 
точка, кроме данных концов отрезка. 

9 Э) Можно предположить угол а отличным от угла в 90° >? стр. иг 
(этот частный случай рассмотрен в предыдущем параграфе). 

Соответствующие инструменту постулаты совершенно анало
гичны указанным в примечании 98. Опускается лишь условие отно
сительно произвольных элементов, ибо в нем сейчас нет надобности: 
все произвольные элементы, упоминаемые в настоящем параграфе, 
могут быть построены. 

1 0°) Сохраняются обычные, постулаты I, II, III, VI. к стр. 
Кроме них заключается условие: 
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к стр. 1зо Н а д а н Н о й и л и п о с т р о е н н о й п р я м о й с ч и 
т а е т с я п о с т р о е н н о й т о ч к а , к о т о р а я о т с т о и т на 
р а с с т о я н и и а о т д р у г о й , л е ж а щ е й на п р я м о й 
и д а н н о й или р а н н е е п о с т р о е н н о й т о ч к и (а е с т ь 
д л и н а э т а л о н а ) . 
Наконец, относительно произвольных элементов заключается 

обычное условие—см. примечание 98. 

к стр. 135 Ю1) Употреблению биссектора отвечает следующий постулат: 
Е с л и п о с т р о е н ы д в е п е р е с е к а ю щ и е с я пря

мые, т о с ч и т а е т с я п о с т р о е н н о й и р а в н о д е л я щ а я 
у г л а м е ж д у н и м и . 

к стр. не 1°2) Символ Д указывает на проективную зависимость. 

к стр. 139 ш) Последнее обстоятельство нетрудно установить на осно
вании равенства 

АА' АВ' 
ВА' ~ ВВ ' 

Ю4) гз этом можно убедиться, если рассмотреть ряд точек 
пересечения этих лучей с прямой, параллельной одной из биссек
трис, и применить только что сделанное в тексте замечание. 

1 0 6 ) Выберем на рассматриваемой прямой произвольное на
чало и произвольное направление и обозначим абсциссы точек 
А, А', М, М, X, X' соответственно через а, а', т, т', х, х'. 
Тогда, по свойству точек X, X', будут иметь место соотношения: 

или 

АХ АХ' 
— и 

А'Х' 

МХ МХ' 
А^Х 

АХ' 
— и 

А'Х' М'Х МХ' 

х— а х'~ а х — т х' — т 
х— а' х'-а'' х — т' х — т 

> 

откуда нетрудно усмотреть справедливость сделанного в тексте 
1 утверждения. 

к стр. 140 1 0 в ) Вполне строгое обоснование понятия о бесконечно уда
ленных элементах можно найти в книге Е. Л. Буницкого 

„О б е с к о н е ч н о у д а л е н н ы х э л е м е н т а х в г е о 
м е т р и и п о л о ж е н и я " (Одесса, 1903). 
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1 0 7 ) Это отвечает принятию постулатов I, II, III, VI и еще к стр. us-
следующего: 

С ч и т а ю т с я п о с т р о е н н ы м и т о ч к и п е р е с е 
ч е н и я д а н н ы х или п о с т р о е н н ы х п р я м ы х с к о н и 
ч е с к и м с е ч е н и е м К. 
1 0 8 ) См. F. Enriques. Fragen der Elementargeometrie, стр. « стр. т 

119 — 122. 
1 0 Э) Число s=V 2\У 2\ — 2 не принадлежит расматриваемой к стр. ns 

области уже потому, что число со, определяемое равенством 
1̂ 21У 2 I — 2 = У\ 4-,со2, будет мнимым. 

п о ) Уравнение третьей степени с рациональными коэффи
циентами называется н * е п р и в о д и м ы м , если оно не имеет ра
циональных корней. 

ш ) Автор неявно д о п у с к а е т , что различным точкам плос- « стр. iso 
кости должны соответствовать неравные комплексные числа. 

1 1 2) Это предложение в тексте доказано только для того « стр. ш 
2л . 2л 

частного случая, когда е = cos 1- i sin — • по нетрудно его до¬
л

 П П 2рл , . . 2рл t 

казать и в общем предположении, что e = cos \-1 sin —— (где» 
я я 

есть л ю б о е из чисел 0, 1, 2 , . . . , л — 1). В самом деле, тогда 
. 2р1гл , . . 2рк,я „ _ 

s" = cos —— \-1 sin —-— > по теореме Муавра. Так как, по той 
же теореме, (ek)n = cos 2ркл 4- / sin 2р/гя = 1, то sk есть корень 
л-ой степени из единицы. 

из) Пусть k = аа № с7 . . . Iх , где а, Ь, с,..., i — раз- « стр. sis 
личные простые числа, а, /?, у , . . . , л — натуральные числа. Числа 
аа, Ы, с',..., Iх будут взаимно простыми. Из предложения, фор
мулированного в пункте 1, вытекает, что для того, чтобы было 
возможно деление окружности на к равных частей, д о с т а т о ч н о , 
чтобы возможно было деление ее на аа, Ь<\ ..., Iх равных частей 
( н е о б х о д и м о с т ь этого условия ясна сама собою). Если же в 
отношении чисел аа, № , / ; - иметь ввиду указанную в пункте 2 
теорему Гаусса, то придем к следующей о б щ е й теореме: 

„Для того, чтобы возможно было разделить окружность 
помощью циркуля и линейки на k равных частей, необходимо 
и достаточно, чтобы число k имело вид: 

k = 2rptp2 ...рт, 
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к cm¡>.  sг, где r = 0; 1; 2; 3 , . . . ; рг,..., рт суть р а з л и ч н ы е 
простые числа, каждое из которых имеет вид: 

р = 2 2 + 1 " . 

к стр. ->ifí  1Н) На то обстоятельство, что задача об удвоении куба есть 
частный случай формулированной ниже в тексте задачи о построе
нии двух средних пропорциональных, впервые указал (по утвер
ждению историков) Гиппократ Хиосский (вторая половина V века 
до Р. X.). 

к стр. •>!-, ш ) Из трех указанных методов а), /?), у) первые два при
надлежат греческому геометру Менехму (о^оло 300 г. до Р. X), а 
последний — французскому математику Декарту. 

к стр. 21* ш ) В этом случае мы имеем следующее формальное допу
щение: считается построенной парабола у2=х, а также и точки 
ее встречи с построенной окружностью, проходящей через начало 

/ 1 т 
и имеющей центр в точке ^ ' 2 

к стр. ш ) Пользование конхоидой для построения искомых точек 
отвечает формально следующим постулатам: 

Конхоида с ч и т а е т с я п о с т р о е н н о й , к о л ь с к о р о 
п о с т р о е н ы ее п о л ю с , о с н о в а н и е и и н т е р в а л . 

С ч и т а ю т с я п о с т р о е н н ы м и т о ч к и п е р е с е 
ч е н и я п о с т р о е н н о й к о н х о и д ы с п о с т р о е н н о й 
п р я м о й ( о к р у ж н о с т ь ю ) . 

к стр. 22i ПВ) В соответствии с этим методом практического построения 
постулат, приведенный в предыдущем примечании, может быть, 
если угодно, формулирован иначе: 

Е с л и д а н ы или п о с т р о е н ы т о ч к а Р, пря
м а я ^ , п р я м а я ( о к р у ж н о с т ь ) k и, н а к о н е ц , о т р е 
з о к s, то с ч и т а ю т с я п о с т р о е н н ы м и с о о т в е т 
с т в е н н о на ^ и k д в е т о ч к и , л е ж а щ и е на о д н о й 
прямой с Р, р а с с т о я н и е м е ж д у к о т о р ы м и р а в н о s. 
Это (несколько громоздкое) условие вполне отвечает практи

чески в д в и г а н и ю отрезка (полоски бумаги, линейки с нанесен
ным на ней отрезком) s между прямой g и прямой (окружностью) k 
так, чтобы продолжение его проходило через Р. 
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Коль скоро принят приведенный постулат, является (см. при- к '~21 

мечание 93) излишним доказывать, что построения с его помощью 
будут точными, а не приближенными. 

Как указывает историк Математики Цэйтен (Zeuthen, Geschichte 
der Mathematik im Altertum und Mittelalter), у древних греков долгое 
время такого рода в д в и г а н и е о т р е з к о в было в такой же 
мере употребительным средством решения задач, как и циркуль и 
линейка (см. Enriques, Fragen von Elementargeometrie, Teubner 1907, 
стр. 204, 205). 

ш ) С формальной точки зрения этот прием отвечает условию * стр. s»& 
считать построенными точки В и С, коль скоро построены 
точки Л, D и прямые g, f. 

l i 0 ) Геометрическое место точек пересечения соответственных 
лучей двух проективных пучков есть коническое сечение. Что в 
данном случае мы имеем р а в н о с т о р о н н ю ю г и п е р б о л у , 
можно элементарно обосновать на том соображении, что в пучках 
Л и О имеются две пары взаимно параллельных соответственных 
лучей, вследствие чего кривая имеет две д е й с т в и т е л ь н ы е бес
конечно удаленные точки, и асимптоты кривой, соответственно 
параллельные лучам ht и h.¿, взаимно перпендикулярны. 

1 2 1 ) См. примечание 117. 
1 2 2) Употребление этого инструмента, очевидно, отвечает не

посредственному условию считать построенными прямые, делящие 
данный угол на 3 равные части. 

1 2 S ) Термин „биквадратный" употребляется для обозначения к стр. аз.-, 
уравнения четвертой степени вообще, а не в том узком смысле, 
какой ему придается обычно в русских учебниках. 

1 2 4) Так как к стр. 936 

4у2 = и2 4- V2 4- w'2 4- 2 (uv 4- uw 4- vw), 

то 
uv 4- uw 4- vw = 2y2

 4- Л, 

поэтому, возводя в квадрат, имеем 

u2v2 + u2w2'+v2w2 = {2у°- + А у — 2uvw (и + и + w) = 

= ( 2 / + А)2 + 4Ву = 4 (у 4 + Ауг + Ву) + Л 2 = Л 1 - 4С. 



302 ПРИМЕЧАНИЯ 

к стр. 2зв 1 2 5) См. книгу Th. Reye „Die Geometrie der Lage" (Leipzig 1886), 
I, стр. 138 — 139. 

1 2 e ) Это отвечает простому условию считать построенными 
точки X и Y, коль скоро построены точки А, В, С, D, Е. 

1 2 7 ) См., например, книгу Вебера и Вельштейна „Энциклопедия 
элементарной математики", том I (Одесса, 1907), стр. 525 — 535. 
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Ньюком-Энгельман. Звездная астрономия. 

Ризенфельд. Руководство по аналитической химии. 

Бэлисс. Введений в общую физиологию. 

Ланге. Шахматы и их стратегия. 

Юл. Введение в теорию статистики. 
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